s
g
Z:
s

i i, .t it N G i sis B PO gy 38







www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



ELEMENTS

DE STATIQUE



L’Editeur-Propriétaire de cet Ouvrage se réserve le droit de le traduire ou
de le faire traduire en toutes langues. 1l poursuivra, en vertu des Lois, Décrets
et Traités internationaux, toute contrefagon, soit du texte, soit des gravures,
ou toute traduction faite au mépris de ses droits.

Le dépot légal de cet Ouvrage a été fait a Paris, et toutes les formalités pres-
crites par les Traités sont remplies dans les divers Etats avec lesquels la France
a conclu des conventions littéraires.

Tout exemplaire du présent Ouvrage qui ne porterait pas, comme ci-dessous,
la griffe de I’Editeur-Propriétaire, sera réputé contrefait. Les mesures néces-
saires seront prises pour atteindre, conformément a la loi, les fabricants et les
débitants de ces exemplaires.

Pfiris. — Imprimerie de GAUTHILR-VILLARS, quai des Augustins, 55.



ELEMENTS

DE STATIQUE

par L. POINSOT,

MEMBRE DE L'INSTITUT ET DU BUREAU DES LONGITUDES.
QIR APE FAR LINSRCIIONRBIQE

DOUZIEME EDITION,
D’UNE NOTICE SUR L. POINSOT,
PAR M. J. BERTRAND,

MEMBRE DE L’INSTITUT

PARIS,
GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIRRAIRE

LU BUREAU DES LONGITUDES, DE L'ECOLE POLYTECHNIQUE,
SUCCESSEUR DE MALLET-BACHELIER,
Quai des Augustins, 55.

1877

(T ods droits reserves

-



www.rcin.org.pl



TABLE DES MATIERES

Notice sur Louis Poinsot
Préliminaires

CHAPITRE ler. — Des principes.

Section |. — Composition et décomposition desforces.........cccovvrveriveieennn.
Composition des forces qui agissent suivant des directions paralléles....
Composition des forces dont les directions concourent en un méme point.
Section Il. — Composition et décomposition des couples.
Translation des couples
Transformation des couples; l1eUr MEeSUIe........cccevvviieieieeiirie s
Composition des couples situés dans un méme plan ou dans des plans
PAFAHIRIES ...
Composition des couples situés dans des plans quelconques....................
Maniere plus simple d’exprimer les théorémes qui concernent la compo-
sition des couples
Parallélogramme des couples..
Conclusion générale de ce Chapitre.......cccuiiiiiiiiiiiii e
Composition des forces dirigées comme on voudra dans I'espace.............
Corollaire qui contient les lois de I’équilibre de tout systeme libre inva-
rabIE de FIQUIE...coiiiiiiciiie e e
Corollaire qui contient les conditions nécessaires pour que des forces
situées d’une maniere quelconque dans I'espace aient une résultante
UNIIGUE ettt ettt b et ee b ettt
REMAINGUES......cutitiiiiiieetee ettt ee ettt s e b et e 62 a

CHAPITRE Il. — Des conditions de I'équilibre, exprimées par des équa-

De I’équilibre des forces paralléles qui sont situées dans un méme plan..
De I’équilibre des forces paralléles qui agissent sur différents points d'un
COPPS dANS I"ESPACE. .. .cveeiriiiiiitete ettt et
Du centre des forces paralléles
De I'équilibre des forces qui agissent dans un méme plan, suivant des
directions quelconques

PoiNSOT. — Statique. «

68

70

75
79

Yo



\j table des matiéres.

Maniere pluB simple de présenter les conditions précédentes........ccceuenee.
Des conditions de I'équilibre entre tant de forces que I’'on voudra, diri-
gées d’'une maniére quelconque dans l'espace... .
Recherche de la résultante de toutes ces forces, lorsqu’elles ne sont pas
BN BQUITIDTE o
Equation de condition pour qu’elles soient susceptibles de se réduire a
UNE SEUIR ..ot e
Dans le cas général, réduction de toutes les forces a une seule passant
par un point donné et a un couple unique : détermination de cette
résultante et de ce couple résultant. ...
Expression directe de la condition nécessaire pour qu’il y ait une résul-
tante unique.............
Nouvelles remarques sur ce point de la composition des forces... .
Equations nécessaires pour que des forces aient une résultante unique
quUi passe par UNPOINT ONNE ...t
Maniére d’estimer des forces quelconques suivant une direction donnée,
ou leurs moments par rapport & un axe donné, lorsqu’on connaft déja
ces forces et leurs moments estimés par rapport a trois axes rectangu-
BT S et
Des conditions de |'équilibre lorsque le corps ou systeme sur lequel les
forces agissent n’est pas entiérement libre dans |'espace, mais se trouve

gENE PAr dES ODSTACIES ..oiuiiieiiici e
De I'équilibre d’'un corps qui n’a.que la liberté de tourner en tous sens

autour d’un POINT FIXE ..o
De la pression exercée par les forces sur le point fiXe......coovviiiiniciinnn

De I'équilibre d'un corps qui n’a d’autre liberté que celle de tourner

autour de la ligne qui joint deux points fixes...
Des pressions exercées sur les deux points fixes
De I'équilibre d’un corps qui s’appuie contre un plan inébranlable.
Des pressions exercées sur les points d’appPuUi..cccnenneneneneceeeenes
Solution du paradoxe relatif & Ces PresSiONS.....cciiiiiiiieeieecee e
D’un corps appuyé sur plusSieurs Plans. ...

CHAPITRE I1l. — Des centres de gravité.......co.cuiiiiiaiiniiesiesee s sieeeens

Définitions, théorémes généraux sur la détermination du centre de gra-

vité.. 131 a
Des centres de gravité des figure
Du centre de gravité du triangle, du trapeze, etC.....ccocreiriiieniieieneerenene
Du centre de gravité de la pyramide, du tronc, etC.....ccoovvivincncncricinnnnne.

Propriétés générales du centre de gravité ...

CHAPITRE V. — Des Machines......cccociiiiiiiiiiiiiiieesc e

Définition générale des MachinesS. ...
DU. TBVIBT ottt et bbb
De la charge du point d aPP Ui
D 18 DATANCE .o
De la romaine.
Dupeson....

102

104

io5

106

109

110

n4

114
117

118
119
122
126
127
129

i3i

142
142
144
i 5 i

162

175
175
178
180
186
188
191



TABLE DES MATIERES.

DE 1@ POUIIE . .. e
Du tour..........coceieees .

Des pressions exercées sur les appuis.
Du plan incliné

De la pression exercée sur le plan

Applications a quelques exemples.

De quelques machines composées

Des cordes

De la chainette.

Des poulies et des moufles
Des roues dentées...
Du cric...

De la vis sans fin....

{0 10 o =3 o T o L N
De la balance de Roberval
Planches I, 11, I, IV.

FIN DE LA TABLE DES MATIERES.

203
206
213
217
219
221
229
233
236
237
238



www.rcin.org.pl



NOTICE

SUR

LOUIS POINSOT .

En publiant, aprésles OEuvresdelLaplnce, cellesde Lagrange,
de Lavoisier et de Fresnel, le Gouvernement frangais nous a
permis d'espérer la collection compléte des travaux dus aux
savants illustres de notre pays. La série est loin d'étre épuisée.
Ampére et Cauchy devraient, aujourd’hui, y figurer au premier
rang; mais apres eux, et quoi qu’en puissent penser quelques
esprits trop exclusifs, je n’hésiterais pas a proposer le nom de
Poinsot, en promettant a ses OEuvres une influence excellente
et durable.

Nous n'aurons pas heureusement a attendre les inévitables
lenteurs d’une publication administrative; un éditeur intelli-
gent, M. Gauthier-Villars, en préparant la onziéme édition des
Eléments de Statique de Poinsot, nous annonce I’intention de
réunir, dans un second volume, les OEuvres mathématiques}

(*) Cette Notice, dans laquelle M. J. Bertrand rend un hommage si élevé a
ta mémoire de I'illustre auteur des Eléments de Statique, a paru d’abord dans
le Journal des Savants (n° de juillet 1872); mais elle est venue prendre natu-
rellement place en téte de cet Ouvrage. G.-V.
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de réminent auteur (*). Aucun géomeétre, aucun savant, aucun
écrivain peut-étre n'a écarté avec autant de soin de ses écrits
les développements inutiles et les OEuvres complétes de
Poinsot ne sauraient étre distinguées de ses OEuvres choisies.
La révision sévere qui supprime tout ce qui est imparfait a été
faite, & toute époque de sa carriére, par le plus fin, le plus
judicieux et le plus attentif des critiques, je veux dire par
Poinsot lui-méme. Chaque phrase, dans ses Mémoires, était
travaillée avec le méme soin, chaque mot pesé avec le méme
scrupule, chaque tour adopté aprés une comparaison aussi
minutieuse que s’il se fat agi de graver une inscription sur la
pierre. Celui qui écrit ces pages a eu I’honneur, plusieurs
fois, d'assister a la derniére correction d’'un Mémoire de
Poinsot, en lui donnant lecture, a haute voix, de la feuille sur
laquelle, aprés dix ou douze voyages chez I'imprimeur, on
avait encore a supprimer quelques mots, a ajouter quelques
virgules. Sans demander qu’on approuvat tout, Poinsot répon-
dait brievement aux objections que, bien souvent, il avait
prévues, et, si on lui proposait de remplacer un mot par un
autre, préférable en apparence, presque toujours la substitu-
tion, examinée déja, avait été rejetée par de bonnes raisons. Il
acceptait pourtant quelques changements, mais jamais a I'im-
proviste. Quand le mot ou la rédaction proposés lui en parais-
saient dignes, il les écrivait en marge pour les relire le lende-
main et les comparer a loisir au texte primitif.

J'ai conservé longtemps, et j’aurais voulu conserver toujours,
les épreuves d’'un Mémoire sur la précession des équinoxes,
dont il m'avait confié la premiére correction; chaque page
portait les traces de ces minutieux examens, dont I'admiration
et le respect m’'ont plus d’une fois fait oublier I'interminable
longueur.

(*) L’édition précédente des Eléments de Statique se terminait par quatre
Mémoires ayant pour titre: Composition des moments et des aires dans la Mé-
canique; Théorie et détermination de Véquation du systéme solaire; Théorie
générale de Téquilibre et du mouvement des systétmes; Théorie nouvelle de la
rotation des corps. Ces quatre Mémoires se trouveront dorénavant dans le
volume, en cours de préparation, qui contiendra les OEuvres mathématiques
completes de Poinsot. G.-V.
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Poinsot, pour la langue mathématique, était un véritable
dilettante; un mot incorrect, I'enchainement illogique de deux
idées, faisaient éprouver a son esprit la méme souffrance
qu’'un accord faux a une oreille musicale; il pardonnait les
lapsus et les signalait avec bonne humeur, mais, si I'auteur,
ddment averti, voulait nier sa faute, ou y paraissait indifférent,
il était condamné sans retour. Ou la correction du langage est
inconnue, il ne faut pas, disait-il, introduire la Géométrie.
Ayant un jour a examiner, comme membre du Conseil royal
de I'Instruction publique, un Traité nouveau de Géomeétrie, il
apercut, en I'ouvrant au hasard, une proposition relative aux
coOtés latéraux d'un trapéze ; le Livre était jugé sur ce malen-
contreux pléonasme ; I'auteur voulut s’excuser ou se défendre,
tout fut dit. Les écrits signés du méme nom purent parvenir
encore jusque sur la table de Poinsot, mais aucun ne fut ou-
vert; dés qu'il apercevait la signature : « Otez, disait-il, Otez,
c’est I'homme aux c6tés latéraux ; nous ne pourrions pas nous
entendre. »

Poinsot n’était pas érudit; les Mathématiques lui doivent
d’admirables travaux, mais toutes leurs branches, il s’en faut
de beaucoup, n’ont pas attiré son attention. Par un singulier
hasard, une exception, dont on ne citerait pas un second
exemple, devait, dés le début de sa carriére, le dispenserd’une
partie des éludes imposées a ses concurrents. Poinsot aimait a
raconter qu’en 1794» éleve de rhétorique au collége Louis-le-
Grand, il apercut, par hasard, le décret d’organisation de I'E-
cole Polytechnique et I'annonce d’un prochain concours. Le
programme d’admission, quoique peu étendu, dépassait de
beaucoup le cercle de ses études. Poinsot n’'avait recu,
jusque-1a, que quelques lecons d’Arithmélique. Il se procure
un Bezout, et, aprés l'avoir parcouru, se sent la force et le
courage d’affronter, sans autre secours, toutes les parties de
I’examen; cependant le proviseur, M. Champagne, refuse for-
mellement & un éléve de rhétorique l'autorisation de se faire
interroger sur les Mathématiques : « Tu compromettrais le
collége, » lui dit-il. « Interrogez-moi, répondit Poinsot, vous
verrez que je suis préparé, » et il insistait d'autant plus qu’il
craignait moins de se voir pris au mot. « C'est bon, c’est bon,
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répondit en effet Rl. Champagne, fais ce que tu voudras, mais
tu compromettras le collége. » Poinsot se présente donc et est
examiné par un petit homme qu’il n'a jamais revu et dont il
regrettait d’avoir oublié le nom. On I'interroge sur I'Arithmé-
tique et sur la Géométrie; grace a son Bezout, il ne craignait
rien sur ce terrain, mais on passe a I’Algébre : Poinsot se tait
un instant, puis, au lieu de répondre : « Monsieur, dit-il, je ne
sais pas I’Algebre, maisje vous promets de la savoir avant I'ou-
verture de I’Ecole aussi bien que la Géométrie, que j'ai étu-
diée seul. » Le petit homme hésite, lui adresse, pour toute
réponse, deux questions nouvelles de Géométrie, et le renvoie
sans exprimer d’opinion.

Un mois aprés, Poinsot, dans sa petite chambre, étudiait
I’Algébre de Bezout, quand un grand bruit s'éléve dans le
corridor; ses camarades se pressaient a sa porte en agitant un
numéro du Moniteur : Poinsot était recu & I'Ecole Polytech-
nique, et il a conservé toute sa vie de la reconnaissance
pour le petit homme qui avait eu confiance dans sa promesse.

L’opposition deRIl. Champagne et les questions sur I’Algebre
n’'étaient pas les seuls obstacles heureusement surmontés par
Poinsot. Une épreuve plus difficile avait précédé I'examen de
Rlathématiques. Le proviseur, en attestant sa bonne conduite
au lycée, avait du certifier, en outre, son amour pour la li-
berté et pour I'égalité, et sa haine contre les tyrans. Sans se
contenter d'une déclaration uniformément accordée a tous les
candidats, il fut décidé qu’un examen au moral serait fait préa-
lablement a tout autre, et, parmi quarante et un candidats, un
citoyen recommandable par ses vertus, chargé de prononcer
sur leur civisme, ne trouva pas un seul admissible.

« La manifestation de patriotisme, disait ce rigide examina-
teur, a été, en général, nulle; a I'exception du trés-petit
nombre, ils sont ignorants et indifférents. » Indifférents | tandis
que les enfants mémes balbutient déja les principes et les
hymnes de la liberté 1« C'est en vain que j'ai taché, par des
qguestions brusques et imprévues, et méme captieuses, de
suppléer a I'insignifiance des actes qu’ils ont produits; presque
tous m’'ont prouvé, par leur ignorance, qu’ils avaient toujours
été indifférents au bonheur de leurs semblables, au leur propre,
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et méme aux événements. Je n'ai vu, en les considérant en
masse, qu’une fraction de génération sans caractére, sans
élan patriotique. »

Ce ridicule et vertueux citoyen avait heureusement dépassé
le but; ne pouvant refuser tous les candidats, on leur fit jurer
haine aux tyrans, et ils furent admis a concourir.

Poinsot ne fut pas tout d’'abord, on devait s’y attendre, un
tres-brillant éléve de la nouvelle Ecole, et son nom ne figure
pas acoté de ceux de Malus, de Francceur et de Biot, parmi
les chefs de salle, nommés répétiteurs de leurs jeunes condis-
ciples. Biot était chef de la salle de Poinsot; les deux futurs
confréres avaient, dés cette époque, peu de conformité dans
I'esprit. Plus agé que ses camarades et plus instruit qu’eux,
Biot accomplissait sa tache avec supériorité. On le considérait
comme un maitre; Poinsot, seul, lui tenait téte, lui refusait
une aveugle confiance, et finissait souvent par lui dire : « Tu
es trop savant pour moi; la question est simple, traite-la sim-
plement, ou je réserve mon opinion. »

Dans ces discussions, Biot, toujours entouré de Livres et
s’appuyant sur eux, avc.it de grands avantages; I'esprit droit et
attentif de Poinsot apercevait parfois, cependant, des veérités
imprévues, et, ces jours-la, il devenait un adversaire fort in-
commode. Il aimait & raconter les détails d’'une de ces luttes
qui, disait-il, aprés cinquante ans, n’étaient ni oubliés ni par-
donnés. En étudiant une surface réglée, on fut conduit a se
demander si deux génératrices voisines se rencontrent. « Il
n'en faut pas douter, dit Biot; sur une méme surface, comme
sur un méme plan, deux lignes se coupent toujours; le con-
traire est un cas exceptionnel dans lequel méme la rencontre
subsiste et devient imaginaire. » Et il alléguait des raisonne-
ments auxquels Poinsot, malgré sa promesse consciencieuse-
ment tenue d’apprendre I’Algébre, ne comprenait absolument
rien. Assuré, par une preuve simple et certaine, que les généra-
trices n'avaient pas de points communs, il se souciait fort peu
des intersections imaginaires. Biot, cependant, sort de la salle;
on recoit, en son absence, la visite de M. Monge; la question
lui est posée, et Monge explique la distinction des surfaces
gauches et des surfaces développables, montre le caractére des
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unes et des autres, et fait voir que la surface en question ap-
partient a la classe des surfaces gauches, dans lesquelles les
génératrices ne se coupent jamais. Biot revient peu de temps
aprées, et Poinsot reprend la discussion; Biot maintient son
dire avec chaleur; on I'écoute en souriant, et c’est seulement
lorsque, en se levant pour donner plus de solennité a sa dé-
claration, il a répété que les génératrices se coupent toujours
et qu’il n'y a pas dexception, que Poinsot, en prenant ses
camarades a témoin, raconte la visite récente de Monge et sa
déclaration formelle, dont personne n’aurait osé appeler.

Poinsot, en sortant de I'Ecole Polytechnique, fut admis &
celle des Ponts et Chaussées; il y resta trois ans, mais ses
éludes techniques étaient négligées pour les Mathématiques;
il y renoncga et devint professeur dans un lycée de Paris.

Les premiers efforts de Poinsot se tournérent vers la réso-
lution des équations algébriques; sur cette matiere fort éten-
due et pleine de questions épineuses, il avait rencontré
quelques vérités importantes; une surtout le charmait, il
I'appelait son idée du Pont-Neuf; c’était sur le Pont-Neuf, en
effet, qu’elle avait tout a coup dissipé dans son esprit des diffi-
cultés depuis longtemps importunes. Il en espérait les plus
brillantes conséquences, mais il était prudent, et, quoique peu
curieux des travaux d’autrui, il voulut y chercher si son idée
était nouvelle; Vandermonde I'avait eue avant lui, et Lagrange,
Poinsot I'a su plus tard, I'avait eue avant Vandermonde. Le
désappointement fut trés-grand, mais Poinsot n’en fit part a
personne, et son premier travail resta dans les cartons.

L’idée du Pont-Neuf appliquée a I’équation du quatrieme
degré, a l'occasion de laquelle elle s'était présentée, faisait
voir sans aucun calcul que I'équation du vingt-quatrieme
degré, a laquelle on est conduit quand on veut chercher une
fonction de quatre racines d’une équation du quatrieme, peut
se résoudre actuellement a I'aide de deux équations du hui-
tieme et du troisieme degré, et que celle du huitiéme doit se
réduire elle-méme a trois du second; le succés des méthodes
proposées jusqu’ici tient donc essentiellement a la nature du
nombre quatre, qui permet de grouper d’une certaine maniére
les vingt-quatre valeurs d’une fonction quelconque, ou, ce qui
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revient au méme, les vingt-quatre permutations de quatre
lettres, et non point au choix qu’on fait de certaines fonctions
particulieres des racines, qui offrent moins de valeurs diffé-
rentes qu’il N’y a de permutations; il n'en est pas de méme
dans I'équation du troisieme degré, ou lI'on a toujours a ré-
soudre une équation du troisieme degré pour obtenir les com-
binaisons relatives atrois permutations inséparables, mais par
la dépendance semblable de ces trois permutations, qui font
qu’elles se reproduisent également les unes par les autres,
comme les racines cubiques de I'unité; cette équation n’a que
la difficulté de I'’équation bindme du troisiéme degré. Dans le
cas de cing lettres, Poinsot avait apercu que la résolvante du
cent vingtiéeme degré, ou I'on est conduit pour la recherche
d'une fonction quelconque des racines, n'a que la difficulté
d’'une équation particuliére du sixieme; mais celle-ci a résisté
a tous les efforts des géometres. Poinsot avait trouvé, il est
vrai, une maniére trés-simple de la réduire au cinquieme
degré; mais cette réduction méme parait inutile et le probleme
se replie en quelque sorte sur lui-méme, sans qu’on puisse
voir s'il y aurait quelque avantage a cette transformation.

Les fortes réflexions de Poinsot ne furent pas perdues
cependant. Grace a son idée du Pont-Neuf, la seconde édition
du Traité de la résolution des équations numériques, publié
par Lagrange en 1808, le trouva mieux préparé que personne
a en sonder toutes Tes profondeurs; le compte rendu qu’il en
donna dans le Magasin encyclopédique éclairait le texte du
beau Livre, et, sur plus d’'un point méme, pénétrait au dela.
Lagrange en fut vivement frappé; il avait montré plus claire-
ment que Gauss les véritables principes de la belle théorie de
I’équation bindme, et découvert le secret de sa profonde ana-
lyse. Poinsot, les mettant dans un plus grand jour encore, sans
sortir en apparence du cas particulier, donne ouverture a une
importante généralisation, et, sans entrer dans le détail des ré-
ductions, il en dégage avec tant d’art le principe, pése chaque
motavec tant de prudence, que trente-cing ans plus lard, devant
I’Académie des Sciences, M. Liouville, discutant I’histoire de
celte difficile et fameuse théorie, apres avoir rapporté ladémons-
tration de Poinsot tout entiére, a pu ajouter, en s’inclinant avec
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bonne, grace devant son illustre etvénérable confrére :« Pour
» m’épargner la rédaction, que j'aurais d'ailleurs beaucoup
» moins bien faite, je viens de copier le passage de la préface
» de M. Poinsot, publiée dés 1808 dans le Magasin encyclo-
» pédique. M. Poinsot avait spécialement en vue les équaiions
» bindmes, mais le raisonnement est général, et, pour qui
» comprend bien cette théorie, il devait I'étre; aussi c'est le
» cas de dire que la démonstration du théoréme se trouvait
» d'avance dans l'article de M. Poinsot. »

Les Eléments cle Statique, publiés en 803, attirérent pour
la premiere fois I'attention sur le nom de Poinsot, pour le
tirer immédiatement hors du pair. L'Ouvrage fut présenté a
I’Académie des Sciences le 29 brumaire an xii, par Biot, qui,
déja membre de I'Institut, était I'introducteur naturel de son
ancien camarade; le Livre, en effet, malgré son titre modeste,
pouvait intéresser I’Académie des Sciences et instruire les plus
habiles géometres. Tout, en effet, y était nouveau ou présenté
d’une maniére nouvelle. Poullet de Lisle, ancien camarade de
Poinsot aI’Ecole des Ponts et Chaussées, publiait aussitot dans
le Magasin encyclopédique une analyse détaillée du nouvel
Ouvrage; le jugement qui le termine fait honneur a sa perspi-
cacité : « On ne lardera pas, dit-il, a le distinguer de la foule,
» peut-étre aussi a le faire sortir du rang ou la modestie de
» son titre le place. »

Le Mémoire Sur la composition des moments et des aires
dans la Mécanique, présenté dans la méme année & I’Académie
et adjoint aux éditions suivantes de la Statique, faisait mieux
encore ressortir les avantages de la doctrine nouvelle, en
montrant avec une entiére évidence ce qui, dans un systéme
soumis aux actions réciproques de ses diverses parties, doit
rester fixe et permanent quoi qu’il arrive, et la raison profonde
des théorémes algébriquement équivalents, antérieurement
découverts et déja célébres dans la Science.

Le Mémoire intitulé Théorie générale de I'équilibre et du
mouvement des systémes suivit de prés; I'examen en fut ren-
voyé a Lagrange. Tout, dans cette OEuvre nouvelle, devait inte-
resser l'auteur de la Mécanique analytique, non lui plaire; on
Y proposait, €Il effet, une route directe pour atteindre, sans
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aucun postulation, le but qu’il s’était proposé dans son bel
Ouvrage. Quel que fOt son esprit de justice, Lagrange devait
aborder un tel examen avec quelque prévention; c’était dans
son domaine, en quelque sorte, qu’on voulait innover et
ouvrir une voie nouvelle. Le Mémoire de Poinsot s’imprimait
dans le Journal de I'Ecole Polytechnique; il en porta les
épreuves a Lagrange qui, dans des Notes marginales renvoyées
peu de temps aprés, éleva, pour condamner la tentative nou
velle, les objections les plus subtiles. Un jugement motivé et
tombé de si haut devait sembler sans appel; Poinsot, sans se
décourager, et acceptant la discussion sur le terrain étroit ou
elle se présentait, répondit sur les marges memes a cété des
critiques de Lagrange; sans multiplier le discours, il y oppose
phrase a phrase, rend mot pour mot en quelque sorte, sans
s’écarter de la politesse due, mais sans aller au dela, et en
homme qui, attentif & la vérité seule, ne prétend s’incliner
qgue devant des arguments décisifs. La réplique fut immédiate-
ment renvoyée, et le lendemain de bonne heure, en sortant de
sa classe, Poinsot, un peu ému peut-étre, se présentait chez
I'auteur de la Mécanique analytique. La conversation fut lon-
gue, et Lagrange, il faut le croire, n'en conserva pas mauvais
souvenir, car, moins d’un an apreés, il faisait prier Poinsot de
venir le voir. «Jai appris, lui dit-il, qu’on allait créer des in-
» specteurs généraux de I'Université, et j’ai écrit aussitot a
» M. de Fontanes que vous deviez en étre; il résistera peut-
» étre, mais, s’il le faut, j’irai trouver I'empereur, qui ne me
» refusera pas. »

C’est ainsi que Poinsot devint, a I’age de vingt-neuf ans, in-
specteur général de I’'Université. La discussion forte et subtile
qui lui valut la protection de Lagrange suffirait pour donner un
intérét véritable al'édition nouvelle; les critiques autographes
de Lagrange et les réponses de Poinsot existent a la biblio-
theque de I'Institut; M. Gauthier-Villars ne manquera pas de
les reproduire.

Heureux de la position acquise par son ancien éleve, le pro-
viseur de Louis-le-Grand y vit un succés pour son lycée. «Je
asavais bien, lui dit-il, que tu nousferais honneur. » Poinsot,
charmé lui-méme de I'empressement de son ancien maitre, se
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souvint aussitdt qu’'une exclamation bien differente avait ac-
compagné leur derniere entrevue; il se garda bien d’en évo-
quer le souvenir, mais il aimait a le rappeler plus tard, ei
racontant les deux apostrophes de M. Champagne.

Le premier rapport de Poinsot sur I’'Université montre, en
mome temps que son zéle, la fermeté de son esprit égale a
celle de son style ; attentif ajuger I'ceuvre nouvelle, il est peu
soucieux de la louer. Aprés une exacte information et un sé-
rieux examen, il veut dire toute la vérité sans ménagement
pour aucun systéme, sans complaisance pour aucune illu-
sion.

« On attend beaucoup de celte grande institution, osait-il
» dire en parlant de I'Université, et il importe qu’elle sou-
» tienne ces espérances par un esprit libéral et bien connu;
» mais on lui demande bien des choses qu’elle ne peut faire
» que d’'une maniére insensible. On est d’abord étonné que
» I'état de I’enseignement soit a peu pres le méme qu’avant
la création de I'Université, et cependant le contraire aurait
» eu droit d’étonner davantage. En effet, presque tous les pro-
» fesseurs et les fonctionnaires sont encore les mémes, I'or-
» ganisation nouvelle I1ésa bien plutétagitésque perfectionnés,
» et I'instruction publique, sous ce rapport, n'a pu recevoir
» d’amélioration considérable. »

Passant en revue les diverses parties de I'enseignement, il
signalait la faiblesse des études mathématiques. « Une autre
» remarque bien singuliére, parce qu’elle porte sur un fait
» qui estloin de I'opinion commune, c’est que I’enseignement
» des langues anciennes est meilleur que celui des Malhéma-
tiques ; mais la raison en est aussi simple que la précédente :
» nous n'avons guére que d'anciens professeurs; or dans les
» lettres les anciens sont encore les meilleurs, mais dans les
» sciences ce sont les plus faibles. Comme I'Ecole Polytech-
» nique ajeté beaucoup d'éclat, et qu’'on en a vu sortir quel-
» ques éléves pour entrer dans la carriere de I'instruction
publique, on acru que I'’enseignement des Sciences exactes
n’avait jamais été porté plus haut; mais, si I’'on excepte Paris
et quelques villes principales, nulle part I'enseignement
n'‘est au niveau des connaissances actuelles, je veux dire
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s que celui des lycées et des colléges est trop faible pour y
» conduire.

» L’enseignement des Sciences physiques est encore infé-
» rieur a celui des Mathématiques; le petit nombre de ceux
» qui entendent un peu la Science vient des anciennes Ecoles
» normales, qui n'ont eu, comme on sait, que quelque mois
» d’existence; I'Ecole Polytechnique n'en a pas fourni un
» seul.

Les lettres .et les Sciences doivent se préter un mutuel
appui; mais, pour se rencontrer, elles ne doivent ni quitter
leur route, ni sortir de leurs limites. « Si I'enseignement des
» lettres, dit Poinsot, est en général le meilleur, il est encore
» loin d’étre bon, et, pour ne point négliger ici quelques dé-
» lails importants, nous observerons que les professeurs ne
» s’appliquent point assez dans les premiéres classes de gram-
» maire et d’humanités a la décomposition si utile de presque
» tous les mots, & la distinction continuelle de leur sens
» propre et de leur sens figuré; ils négligent trop de remar-
» quer ceux qui font image, d’expliquer nettement la pensée
» de l'auteur, de dire a quoi il fait allusion, d’ajouter en pas-
» sant I’historique nécessaire qui éclaircirait le texte sous
> le rapport des choses, des temps et des personnes; on
» peut remarquer d’ailleurs que les Livres recommandés pour
> chaque classe sont beaucoup trop multipliés : le maitre qui
» dans I'année a expliqué le plus d’auteurs croit étre celui qui
» a le mieux travaillé ;tandis qu’une seule page bien étudiée,
» bien éclaircie jusque dans les plus petits détails, instruit
» mieux qu’'un volume de cette explication vulgaire, ou I'on
» se contente de tourner en frangais ce qui est en grec ou en
» latin. Plus on réfléchit sur I'objet des premiéres études,
» plus on se rend compte a soi-méme de la maniere dont on
» a pu s'instruire, et plus on sent que la meilleure et la seule
» bonne étude est celle ou I'esprit s’exerce sur une matiére
» de peu d’étendue, mais qui sert comme de fond a une foule
d’idées qu’un professeur habile doit y montrer, et qu’un
» bon éléve ne manque pas de retenir et de s’approprier.
» Drailleurs le nombre des tours et des formes du langage
» n'est pas si grand qu’on pourrait le croire. Celui des idées
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» meres est assez borné; aprés quelques lectures profondes,
» un ne voit plus que des nuances, et voila comment un seul
» Livre bien étudié vous donne le secret de tous les autres.
™>Timeo hominem unius libri.

Poinsol n'omet pas les études philosophiques ; elles n’étaient
pas brillantes en iS03. « Quant a cette derniéere étude, qu’'on
vient d’'introduire dans les lycées, il faut convenir qu’elle
est vague et sans objet précis dans I'état actuel de la société ;
aussi la plupart des professeurs ne savent-ils pas trop bien
» sur quoi doivent rouler leurs legons. Ceux qui renouvellent
» tout uniment I'ancienne philosophie font véritablement
» peine a entendre; ce cours n’est plus supportable; malheu-
» reusement ce n’est point une année perdue, c’est une année
» nuisible a leurs études précédentes et a celles qui doivent
» suivre. »

L’esprit mathématique était pour Poinsot I'appui le plus
puissant de la raison humaine. Comment, malgré la longueur
de ces citations, refuser place au passage dans lequel, cette
conviction conduisant sa plume en quelque sorte sans qu’il
puisse la retenir, on voit Poinsot s'épancher et se révéler
tout entier, et aujourd’hui encore nous donner d'utiles legons.
« Par les dispositions du réglement général, il paraitrait,
dit-il, qu'on a regardé I'étude des Mathématiques comme
» accessoire, tandis que tout autour de nous exige qu’elle soit
» considérée comme fondamentale aussi bien que I'étude des
» langues anciennes; la Géométrie est la base de toutes les
» Sciences, comme la grammaire et les humanités la base de
» toute littérature. Cela est reconnu de tout le monde; mais
» ce qui n'est pas moins démontré pour nous, c’'est que les
» deux éludes s’éclairent encore et se fortifient muluelle-
» ment. Ceux qui ne voient dans les Mathématiques que leur
» utilité d’application ordinaire en ont une idée bien impar-
) faite; ce serait en vérité acquérir bien peu de chose a
» grands frais; car, excepté les savants et quelques artistes,
» je ne vois guére personne qui ait besoin de la GEéométrie ou
» de I'Algebre une fois dans sa vie. Ce ne sont donc ni les
» théories,- ni les procédés, ni les calculs en eux-mémes qui
« sont véritablement utiles, c’est leur admirable enchaine-
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ment, c’est I'exercice qu’ils donnent a l'esprit, c’est la

a bonne et fine logique qu’ils y introduisent pour toujours.
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Les Mathématiques jouissent de ce privilége inappréciable,
et sans lequel il serait le plus souvent superflu de les étu-
dier, c’est qu'il n'est pas nécessaire de les savoir actuelle-
ment pour en ressentir les avantages, mais qu’il suffit de les
avoir bien sues. Toutes les opérations, toutes les théories
gu’elles nous enseignent peuvent sortir de la mémoire, mais
la justesse et la force qu’elles impriment a nos raisonne-
ments restent; I'esprit des Mathématiques demeure comme
un flambeau qui nous guide au milieu de nos lectures et
de nos recherches. Cest lui qui, dissipant la foule oiseuse
des idées étrangeres, nous découvre si promptement I'erreut
et la vérité; c’est par la que les esprits attentifs dans les
discussions les plus irrégulieres reviennent sans cesse a
I'objet principal qu’ils ne perdent jamais de vue; c’est ainsi
gu’ils abrégent et le temps et I’ennui, recueillent sans peine
le fruit précieux des bons Ouvrages et traversent ces vains
et nombreux volumes ou se perdent les esprits vulgaires.
Si les Mathématiques ont trouvé beaucoup de détracteurs,
c’est que leur lumiére importune détruit tous les vains sys-
témes ou se complaisent les esprits faux; c’est que, si les
Mathématiques cessaient d’étre la vérité méme, une foule
d'Ouvrages ridicules deviendraient trés-sérieux, plusieurs
méme commenceraient d'étre sublimes; mais il était bien
naturel que les esprits supérieurs et les meilleurs écrivains
ne parlassent des Sciences exactes qu’avec une sorte d'ad-
miration; les grands hommes, dans quelque genre que ce
soit, ne ravalent jamais les grandes choses, ils tachent de
s’y élever. »

La situation nouvelle de Poinsot favorisa ses travaux; peu

soucieux d’étudier les Livres, il aimait & suivre ses propres
idées. Un excellent Mémoire Sur les polygones et les polyedres
fut le fruit de ses méditations, et la découverte de quatre
nouveaux polyedres réguliers le placa a un rang élevé dans
I’estime des amis de la Géométrie pure.

Legendre, dans ses Eléments de Géométrie, avait démontré

gu’il ne peut exister que cing polyédres réguliers; la décou-

Poinsot. — Statique. b
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verte de Poinsot, ingénieusement liée aux points les plus im-
portants de la théorie des équations, lui inspira une grande
estime pour le jeune inventeur. L’idée des polygones et des
polyédres réguliers étoilés fut tenue pour originale et entiére-
ment neuve par les géometres les plus éminents; une plus
exacte recherche leur aurait montré cependant son origine
trés-ancienne dans la Science. L’érudition de M. Chasles a
éclairci ce point. Képler, avant Poinsot, avait exposé et appro-
fondi quelques points importants de la doctrine nouvelle :
« La théorie fut combattue, il est vrai, par un auteur du
xvne siécle, Jean Broscius, dans un ouvrage intitulé : Apo-
logia pro Aristotele et Euclide contra P . Ramurn et alios,
Dantzig, i652. Elle n'avait rien a redouter d’aucune attaque,
» qui n'aurait di servir méme qu’a la propager et a en ré-
pandre la connaissance. Cependant, par un hasard singulier,
» cet ouvrage de Broscius est peut-étre le dernier qui ait traité
» de ces polygones, qui, depuis, sont tombés entierement
» dans I'oubli, et qui n'ont méme réveillé aucun souvenir au
» commencement de ce siecle quand M. Poinsot Iésa créés
» et remis sur la scéne. » Telle est la conclusion du récit
dans lequel M. Chasles, en 836, restitue a Képler, dans I'in-
vention des polygones et des polyédres étoilés, une part con-
sidérable et trés-légitimement méritée. Poinsot attachait une
grande importance a une découverte justement admirée et
qui lui avait colté d’immenses efforts d’attention. Apreés avoir
lu YApercu historique, il alla chercher I'Ouvrage de Képler,
vérifia les citations et I’exactitude des appréciations; et, quand
il recut la visite de M. Chasles, il se déclara convaincu.
Jamais, depuis, il n’a laissé croire qu’une vérité désagréable,
dite simplement, sans hostilité comme sans complaisance, ait
altéré, méme pour un instant, les sentiments d’'affectueuse
estime qu’aprés comme avant la publication de son Livre il
lui atémoignés en toute circonstance.

Quand Poinsot succéda a Lagrange dans la section de Géo-
métrie de I’Académie des Sciences, Ampére et Cauchy étaient
ses concurrents. La distinction des travaux de Poinsot, non
moins que la sagacité merveilleuse de son esprit, permet-
taient de le préférer sans injustice; on ne doit pas oublier
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d’ailleurs que Cauchy sortait a peine de I'Ecole Polytechnique,
et que, dans ses premiers et trés-beaux Mémoires, nul ne
pouvait deviner cette fécondité singuliére ni apercevoir cette
source de belles découvertes qui pendant cinquante ans ne
devait pas tarir. Quant a Ampeére, c’est dix ans plus tard
qu’il devait créer I'Eleclrodynamique, et ses travaux mathé-
matiques, tout en le classant parmi les géomeétres habiles de
son époque, nepouvaientrévéler, méme aux plus perspicaces,
le génie incomparable devant lequel tous, sans exception,
auraient da plus tard s’incliner.

Poinsot, en entrant a I’Académie des Sciences, réunissait
depuis quatre ans déja, aux fonctions d'inspecteur général,
celle de professeur a I'Ecole Polytechnique. Il a laissé dans
I'esprit de ses auditeurs le souvenir d’'un maitre inimitable.
Un de ses anciens éléves, excellent juge, mais fort enclin a la
critique, assistait un jour a la premiére lecon d’un jeune pro-
fesseur dont il voulut bien se montrer satisfait. En lui accor-
dant des louanges précieuses et fort rares dans sa bouche, il
commenca ainsi : «Je ne dirai pas que j'aie cru entendre une
» lecon de Poinsot. » L’enseignement de Poinsot, par sa perfec-
tion méme, était pour lui une préoccupation et une fatigue;
désireux bien souvent de se recueillir la veille d’'une legon, il
fermait rigoureusement sa porte; ses méditations n’avaient
nullement pour but quelque application ingénieuse, quelque
généralisation nouvelle ou quelque démonstration simplifiée:
les idées qu’il roulait dans sa téte lui étaient dés longtemps
familiéres, il .ne voulait rien ajouter au fond, mais, désireux
d’éclairer et de fortifier I'esprit bien plus que de I'instruire,
il cherchait, pour présenter la vive image des choses, le tour
le plus aisé, la forme la plus saisissante et le plus rapide
enchainement. Il se retira en 1817 et fut remplacé par Cauchy;
on peut difficilement imaginer un contraste plus complet.
Quoique la grande majorité des éleves regrettat Poinsot, les
avis furent cependant partagés. — «Poinsot ne nous ensei-
gnait rien,» disaient les admirateurs du nouveau cours. —
«Cauchy les dégoltera ajamais de la Science,» disait Poinsot
lui-méme, qui ne cachait guere son opinion, et tous avaient
tort. Poinsot, il est vrai, disait fort peu de choses dans une
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legon, mais il le disait si bien! Cauchy, s’échappant sans cesse
hors des bornes, n’était compris que par quelques éléves
d’élite, mais ceux-la le trouvaient admirable, et les autres
regrettaient, sans accuser leur maitre, de ne pouvoir le suivre
aussi loin.

L’inspection générale fut enlevée a Poinsotlors de I'avéne-
ment de Charles X; une ordonnance du 22 septembre 1824
I'eflaca du tableau des inspecteurs généraux. «On me fait
% sortir, écrit-il dans une lettre digne et modérée, sans avertis-
» sement, sans motif, sans nul égard, d’une place ou le fonc-
» tionnaire est naturellement regardé comme inamovible et
» d’ou il ne devrait étre exclu que par un proceés ou un juge-
» ment; je suis ainsi dépouillé de mon titre et de mes droits
> acquis, et blessé dans ce que j'ai de plus cher. » — «Ma
» conduite et mes sentiments, disait-il avec une juste fierté
» dans la méme lettre adressée au duc d’Angouléme, ont tou-
» jours été irréprochables, et ma vie est aussi innocente que
» mes Ouvrages. »

Poinsot pouvait craindre le coup qui le frappait, sinon le
prévoir. En 1820, aprés ,la mort de Delambre, il avait sol-
licité une place au Conseil royal, et la préférence accordée
a Poisson l'avait vivement froissé; non-seulement les rela-
tions avec celui qui devenait son chef direct n’étaient pas
amicales, mais leurs communes études, loin de les rappro-
cher, les mettaient en désaccord sur tous les points. Poinsot
ne se montrait ni opposant ni dévoué au gouvernement; sans
chercher a ménager la faveur de personne, il louait volon-
tiers ce qui lui semblait bon, en évitant en homme de
goGt, non par esprit d’hostilité, d’exprimer bruyamment un
enthousiasme qu’il n’éprouvait guére. On en exigeait da-
vantage alors, mais Poinsot voulait ignorer l'art de s’accom-
moder au changement des temps et des affaires; ses rapports,
toujours rédigés dans le méme esprit de justice impartiale,
laissaient percer I'ironie sous le bon sens. Le représentant
des études philosophiques au Conseil royal de 1819 fut, sans
doute, scandalisé en lisant dans le rapport de I'’Académie de
Besancon : « M. I'abbé Astier professe une vieille philoso-
» phie de séminaire qui n’est guére au niveau des connais-
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» sances actuelles. » Pourquoi chercher davantage? De tels
jugements, produits a cette époque dans un rapport officiel,
étaient plus redoutables que I'inimitié de Poisson. C'est a elle
cependant que Poinsot attribua sa disgrace, quoiqu’il se soit
borné sans doute a refuser I'appui qu’il devait a un fonction-
naire irréprochable, a un confrére, a un géometre éminent,
a un ancien compétiteur enfin, frappé contre toute justice
et qui, seize ans plus tard, devait devenir son successeur.

Les travaux de Poinsot sur la Dynamique des corps solides
sont I'ceuvre capitale de son age mar; corollaires de la théorie
des couples, ils confirment les vues de sa jeunesse en en
prouvant la fécondité. La Théorie nouvelle de la rotation des
corps, la Théorie des cones circulaires roulants, et la théorie
de la Précession des équinoxes sont I’'exemple le plus achevé
de la maniére de Poinsot et, je ne crains pas de I'affirmer, de
la perfection de la forme dans une ceuvre mathématique. Les
travaux d’Euler et de Lagrange avaient épuisé, dans I’opinion
des géomeétres, le probléme de la rotation d’un corps libre; la
simplicité des équations ne laissait désirer aucun progres;
leur intégration était faite avec un succés complet et donnait
explicitement les formules définitives sur lesquelles I’Analyse
s’arrétait satisfaite. Poinsot ne veut rien emprunter a ces for-
mules générales que I'on vantait depuis un demi-siecle comme
renfermant la science tout entiére. Sans contester leur rigou-
reuse exactitude, il trouve leurs conséquences illusoires; il
ne craint pas de le dire dans des termes vifs et saisissants.
« Euler et d’Alembert, a peu prés dans le méme temps et par
» des méthodes différentes, ont les premiers résolu cette
» importante et difficile question de la Mécanique, et I'on
» sait que, depuis, I'illustre Lagrange a repris de nouveau ce
» fameux probleme pour I'approfondir et le développer a sa
» maniere, je veux dire par une suite de formules et de
> transformations analytiques qui présentent beaucoup d’or-
dre et de symétrie; mais il faut convenir que dans toutes
ces solutions on ne voit guére que des calculs sans aucune
image nette de la rotation des corps. On peut bien, par des
> calculs plus ou moins longs et compliqués, parvenir a déter-
» miner le lieu ou se trouve le corps au bout d'un temps
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» donné, mais on ne voit pas du tout comment le corps y
» arrive, on le perd entierement de vue, tandis qu’on vou-
» drait I’observer et le suivre, pour ainsi dire, des yeux pen-
» dant tout le cours de sa rotation; or c’est celte idée claire
» du mouvement de rotation que j’'ai taché de découvrir, afin
» de mettre sous les yeux ce que personne ne s'était repré-
» senté. »

Poinsot avait prévu des contradictions : a ll est bien clair,
» dit-il, que rien ne serait plus aisé que de retrouver nos
» idées dans les expressions analytiques d'Euler et de La-
» grange, et méme de les en dégager avec un air de facilité
» qui ferait croire que ces formules devaient les produire
» spontanément. Cependant, comme ces idées ont échappé
» jusqu’ici a tant de géométres qui ont transformé ces for-
» mules de tant de manieres, il faut convenir que cette ana-
» lyse ne les donnait point, puisque, pour lesy voir, il aura
» fallu attendre qu’un autre y parvienne par une voie fort
» différente. »

Des contradicteurs trés-convaincus, insensibles a la per-
fection de ce petit chef-d'ceuvre, affectérent de n’y voir aucun
progres solide et sérieux, et lui ont méme refusé le mérite de
la difficulté vaincue. Poinsot, pour toute réponse, continua
ses travaux et, passant aux applications, donna d’abord, dans
sa Théorie des cbnes roulants, une image géométrique de la
précession des équinoxes rigoureusement obtenue par des
forces nettement définies et dégagées de toutes les perturba-
tions qui en altérent la pureté, et qui étaient, aux yeux de
Poinsot, des accidents étrangers a I'essence du phénomeéne.
Il aborda enfin le probléme de la Mécanique céleste, et voulut
conduire son étude jusqu’aux calculs numériques, sans s’é-
carter jamais de la simplicité qu’il aimait et de la rigueur
absolue sans laquelle il n'était pas de Géométrie a ses yeux.
Pour traiter mathématiquement des corps solides, il fallait
tout d’abord, suivant lui, qu’on voulut bien en accepter une
définition mathématique. «Ma canne, disait-il souvent, n’est
» pas un corps solide; non-seulement elle peut rompre, mais
b elle plie, ce qui est cent fois pis. » Deux molécules d'un
corps solide sont placées par la rigidité a distance invariable
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I’'une de I'autre; nulle force n’est capable de les écarter ou de
les rapprocher; nulle influence ne peut les faire vibrer. Les
corps élastiques ou ductiles ne sont pas des solides; leur défi-
nition grossiere ne peut s’exprimer par des équations; elle est
incompatible avec la pureté géométrique. Le vrai géométre
doit s’établir solidement sur un terrain inébranlable et ne pas
heurter ses instruments délicats & une réalité confuse et mal
définie qui se dérobe et se dissipe quand on veut le serrer de
pres.

Telle est la voie absolument exclusive dont Poinsot n'a
jamais voulu sortir; lui seul peut-étre pouvait dire aux savants
les plus illustres de son époque: «Je vous ignore », et marcher
aupres d’eux en restant leur égal. 1l avu naftre les plus grandes
découvertes du siécle et les a tenues dans I'indifférence; ni la
théorie des ondes lumineuses, ni celle de la polarisation, ni
I'électricité dynamique, ni la théorie mathématique de la cha-
leur, ni celle de I'élasticité, ni les propriétés des fonctions
imaginaires eldes fonctions doublement périodiques n’ont pu,
méme pour un jour, captiver son attention. Curieux de la
théorie des corps solides, il la séparait entierement de celle
des corps élastiques; ni Navier, ni Poisson, ni Cauchy, ni
Lamé, pour lequel il eut toujours une si haute estime, n'ont
réussi a lui faire discuter leurs principes : « lls parlent de
» pressions obliques, disait-il avec répugnance, cela n’est pas
» pur, une pression est toujours normale, » et éloignant de
son esprit cette image et cette locution importune, il reposait
aussitdt sa vue sur les corps abstraitement, c’est-a-dire absolu-
ment rigides et terminés par des surfaces géométriques d'un
poli tellement parfait, qu’'on ne doit pas méme en parler. Un
poli imparfait, une surface rugueuse, qu’entendez-vous par
Ia, je vous prie, en tant que géometres?

On aurait tort de conclure que Poinsot, en quittant la car-
riere des Ponts et Chaussées, s’était rendu justice et que son
esprit, désarmé en présence de la réalité, était impropre aux
travaux d’ingénieur. Plus d’un ancien camarade lui a demandé
conseil; plus d'un a regretté de n’avoir pas écouté ses avertis-
sements. Poinsot n’ignorait nullement les qualités physiques
des corps, il n'aurait pour beaucoup rien voulu y changer, et



XXV NOTICE SUR LOUIS POINSOT.

s’il les excluait de la Géométrie, c’est qu’il n’était géomeétre
gu’'a ses heures.

Les écrits de Poinsot deviendront-ils, resteront-ils classi-
ques? Pourra-t-on, devra-t-on leur demander a jamais des
régles et des exemples en les imposant pour guides et les
offrant pour modelesa tous? Je n’oserais I'affirmer ; la science,
en s'accroissant, pourra s’éloigner par des voies imprévues et
nouvelles du cercle restreint dont Poinsot avait fait son do-
maine; mais les esprits subtils et curieux y trouveront a
jamais, quoi qu’il arrive, quelques-uns de ces rares mérites
de solidité élégante qui font les écrits immortels. Et si, dans
un lointain avenir, quelque lecteur judicieux et délicat, les
rencontrant a l'improviste, cherche, tout en les admirant, a
deviner en quel siécle ils ont pris naissance, il aura peine a
supposer que les Eléments de Statique, la Théorie nouvelle
de la rotation et le Mémoire sur la Précession des équinoxes
soient écrits par un contemporain de Lagrange, de Laplace et
de Cauchy. Trés-éloigné de subir I'influence de son époque,
Poinsot n’a pris modéle, en effet, sur aucun maftre, n'a été
imité par aucun disciple; sa maniére ne saurait appartenir ni
a un siécle ni a une écoles elle est individuelle comme celle
de Pascal, a laquelle elle ressemble plus qu’a aucune autre,
parce que peut-étre, en différant sur plus d’un point de I'au-
teur des Pensées, Poinsot, de méme que Pascal, était un dé-
licat et vigoureux esprit plus encore qu’'un grand géometre.

J. BERTRAND.



ELEMENTS

DE STATIQUE

PRELIMINAIRE.

1. L’idée que nous avons des corps est telle, ?ue nous
ne supposons pas qu'ils aient besoin de mouvement pour
exister. Ainsi, quoiqu’il ny ait peut-étre pas dans I'uni-
vers une seule molécule qui jouisse d’un repos absolu,
méme dans un temps limité tres-eourt, nous n’en con-
cevons pas moins clairement qu’un corps peut exister
en repos. _ _

Mais si ce corps est une fois en repos, il y demeurera
toujours, a moins qu’une cause étrangere ne vienne I’en
tirér; car, comme le mouvement ne peut avoir lieu que
dans une certaine direction, il n’y aura pas de raison
pour que le corps s¢ meuve d’un coté plutot que de tout
autre; et, par conséquent, il ne se mouvra point. Danc,
Siun corps en repos vient a se mouvoir, on peut étre
assuré que ce n’est qu’en vertu d’une cause etrangere
qui agit sur lui. Cette cause,?ueHe qu’elle soit, qui ne
nous est connue que par ses effets, nous I'appelons/orce
OU puissance.

Laforce est donc une cause quelconque de mouvement.

Poinsot. — Statique, n* éd. <
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2. Sans connaitre la force en elle-méme, nous conce-
vons _encore tres-clairement qu’elle agit suivant une
certaine direction, et avec une certaine Intensite.
~Nous acquérons presque en naissant I’idée de la direc-
tion de la force et de son intensite. Le sentiment de la
pesanteur qui nous sollicite toujours du méme coté, la
vue d’un corps qui tombe ou qui reste suspendu au bout
d’'un fil, la difference des poids que la main éprouve,
et une foule d’autres phenomenes aussi simples, nous
donnent une idée de la direction et de I'intensité de la
force, aussi incontestable que celle de notre existence.

Ainsi nous regarderons comme @vident que toute
force agit au point ou elle est appliquée, suivant une cer-
taine direction et avec une certaine intensité.

3. Maintenant, si nous, représentons les directions
des forces par des ||gr]es droites, et leurs intensités par
des longueurs proportionnelles prises sur ces lignes, ou
par des nombres, il est clair qne les forces pourront étre
soumises au calcul comme toutes les autres grandeurs;
et de 1a résulte ce probléme général, dont la solution est
I'objet de la Mécanique.

Un corps ou systeme quelconque de corps étant sollicite
Par certaines forces données, trouver le mouvement que ce
corps prendra dans |’espace.

Et réciproquement: Quelles doivent étre les relations

desforces qui agissent sur un systéme, pour que ce systeme
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prenne dans |’espace un mouvement donné? C€ qUI est, au

fond, la méme question que la précédente.

4. Pour résoudre ce P_robl_éme général, on commence
par resoudre ce cas particulier ou I'on demanderait
quelles doivent étre les relations des forces, pour que le
systeme auquel elles sont appliquées prenne un_mouve-
ment egal a zero, c'est-a-dire demeure en equilibre. Ce
i)robleme une_fois résolu, il est tres-facile d’y ramener
‘autre; et voila pourquoi on commence ordinairement
I’6tude de Ia mecanique par celle de la statique, qu’on
définit la science de I'équilibre desforces. _

L’autre partie de la Mécanique traite ensuite de toutes
les questions qui se rapportent au mouvement des corps;
elle s’appelle oynamique, OU Science du mouvement,
Mais nous ne nous occuperons ici que de la science de
I"equilibre.

V.

5. Remarquez d'abord que dans la Statique propre-
ment dite il n'est pas nécessaire de connaitre reflet ac-
tuel des forces sur la matiere, c'est-a-dire les divers
mouvements qu’elles sont c\aﬁ)ables de lui imprimer, eu
égard a leurs intensités et a leurs directions; mais qu’i
suffit de considérer les forces comme de simples gran-
deurs homogenes, et par conséquent comparables, et
d’assigner les rapports qui doivent exister entre elles
pour qu’elles se detruisent. mutuellement. Lorsque ['on
passe de la théorie de I'equilibre a celle du mouvement,
Il faut de nouveaux principes sur I'évaluation des forces;
car, ne calculant plus alors que leurs effets, il faut savoir
les y rapporter : estimer, par exemple, si une force
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double produit sur le méme corps une vitesse double,
ou si la méme force,_apphguee aun qo(rj)s de masse
double, produit une vitesse deux fois moindre, etc. Mais
ici, quelle que soit I'action des forces sur les corps, (%ue
les forces soient _P,roporuonnelles ou non @ leurs effets
sensibles, les verites que nous allons exposer n’en sub-
Sisteront pas moins, parce que ces Verités résultent de
la seule présence actuelle de plusieurs forces qui n’ob-
tiennent aucun effet, mais qui se_détruisent avec évi-
dence : de sorte que I'etat d’équilibre des corps reste
comme un moment singulier de I’tat de mouvement,
ou la mesure des forces par leurs effets et leurs effets
mémes ont disparu.

6. Rigoureusement parlant, un corps en équilibre et
dans le méme etat que sl etajt en repos; car I'effet des
forces étant anéanti ?our toujours, ou S'anéantissant a
chaque instant si les forces sont sans cesse renaissantes,
tout corps en équilibre est actuellement capable de se
mouvoir en vertu d’une certaine force donnée, absolu-
ment comme il se serait m{ en vertu de la méme force,
s'il et ete en repos. Cependant on peut distinguer I’e-
quilibre d’avec le repos, en ce que, dans le second cas,
le corps n’est_sollicite par aucune force, au lieu que,
dans l'autre, il est sollicité par des forces qui s’entre-de-
truisent. _ o

Cette distinction, qui est nulle dans I’état rigoureux
des choses, devient sensible dans les équilibres que Ia
nature nous offre : presque aucun corps n’est exactement
en équilibre, et lorsqu’il nous parait dans cette situa-
tion, il existe néanmoins entre les forces qui le solli-
citent une lutte perpétuelle qui le fait osciller infiniment
peu, et le raméne continuellement & une position unique
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qu’il abandonne toujours. Mais, dans Ia solution mathe-

matique des problémes, on doit regarder un corps en
équilibre comme s'il était en repos; et réciproquement, si
un corps est en repos, ou sollicité par des forces quelcon-
ques, on peut lui supposer appliquées telles nouvelles forces
gu'on voudra, qui soient en équilibre d'elles-mémes, et
I'état du corps ne sera point changé.

On verra bientdt de nombreuses applications de cette
remarque.

V.

7. Ces notions préliminaires étant posées, voyons
comment on peut procéder a la recherche des conditions
de I'équilibre pour un systeme quelconque de corps, de
ligure invariable, sollicité par des forces quelconques
P, Q, R, S,..., appliquées en des points donnés, a, b,
¢, d,..., du Systeme,

On supposera d’abord que tous les corps sont sans pe-
santeur, c'est-a-dire tels ciu’ns seraient S'ils existaient
seuls dans I’espace; de sorte qu’il ny aura plus a consi-
dérer que les efforts des seules forces appliquées P, Q,
R, S,..., qui devront se contre-balancer mutuellement
dans le cas de I'quilibre,

Ensuite il est facile devoir qu’il suffira de trouver les con-
ditions de I'équilibre pour le simple systeme des points
d’application a, b, c, d,..., regardés comme un assem-
blage de points liés entre eux d’une maniere invariable.

En effet, si I'on désigne par a, o, ¢, a,..., Ies
mEmes points a, b, ¢, d,..., du systéme, mais consi-
dérés seulement comme des points unis par des lignes
droites, r|%|des et inextensibles; et si I'on suppose_que
les forces P, Q,R, S,..., les maintiennent en equilibre,
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il est évident que les mémes forces P, Q, R, S,..., main-
tiendront aussi le systeme en e(?un)bre; car on Pourralt
imaginer que le systéme a été placé sur les points ar, b\
¢, d',..., e maniere que les points a, b, c, d,..., COiN-
cident actuellement avec eux. Le systeme etant laisse
en repos dans cette situation, I’eqlqmbre_ des Fomt_s
a', b, c, d',..., Ne_ sera point trouble. Mais il est clair
que I'equilibre subsisterait encore, si, au lieu de suppo-
Ser les points a et a, b et b, c et ¢',..., coincidents,
on les supposait unis d’une maniere invincible, de sorte
gue a Ne plt se separer de a\ b de b, ¢ de c\ et ainsi
les autres; d’ou il résulte que les conditions de I'équi-
libre entre des forces P, Q, R, S,..., appliquées a un
systeme quelconque de corps, sont les mémes conditions
qui auraient lieu entre les mémes forces P, Q, R, S....,
appliquees au_simple systeme des points d’application
a, b,c, d,..., liésentre eux d’une maniere invariable.

Ainsi, lorsque Ion cherchera les relations de certaines
forces qui se font équilibre autour d’un systeme quel-
conque ‘solide, on pourra faire abstraction de tous les
corps du systeme, et supposer qu’il ne reste plus que
les points d’application_ a, b, ¢, d,..., qu’on imaginera
liés entre eux de maniére @ ne pouvoir changer leurs
distances mutuelles. , ‘

D’aprés ces considérations, on dégage du probléme et
le poids et le volume des.corps, et la question devient
plus simple,

Par lasuite, nous rendrons aux corps leur pesanteur,
et nous aurons égard a leurs poids respectifs, comme a
de nouvelles forces qu’il faudrait combiner avec les au-
tres pour avoir I’equilibre. Nous pourrons, de cette ma-
niere, appliquer les résultats de la Statique a I’equilibre
des corps naturels, qui sont tous pesants.
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VI.

s.  Maintenant, puisqu'il ne reste plus qu’a considerer
dans I’équilibre des forces que trois choses, savoir : leurs
intensités, leurs directions et leurs points d’application,
il est visible que les conditions de I'équilibre ne sont
autre chose que les relations mutuelles qui doivent exis-
ter entre ces trois_choses, pour que I'equilibre ait lieu
dans le systeme. Or on loeut déja comPrpndre, et I'on
verra hientdt que ces relations peuvent ftre exprimées
Far.des éguations ou I'on ferait entrer immeédiatement
es intensités des forces, leurs directions, au moyen des
angles qu’elles forment avec des droites fixes dans I'es-
pace, et leurs points d’application, au moyen des coor-
donnges qui en determinent les positions respectives,

Cest ainsi qu’on peut se faire une idee du probleme
de la Statique, et se mettre au fait de Iétat de la
question.

Mais on pourra observer que, dans tout ce que nous
venons de dire, il ne s'agit que d’un corps libre dans
espace, tandis que |'on congoit bien qu’un corps pour-
rait étre assujetti a de certaines conditions, comme, par
exemple, de tourner autour d’un point ou d’un axe
fixe, de s’appuyer constamment sur une surface impene-
trable, etc. Mais on verra par la suite que les resistances
qu’un corps éprouve a cause des conditions étrangeres
3U| |"assujettissent peuvent toujours étre remplacées par
es forces convenables, et qu’apres cette substitution de
forces a la place des resistances le corps peut étre re-
garde comme libre dans Iespace : ainsi Il était inutile de
compliquer au commencement la question.
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Vif.

9. . Pour découvrir actuellement la route qui peu! nous
conduire aux conditions de I'équilibre, représentons-nous
un corps ou systeme tenu en equilibre par des forces
guelconques P, Q, R, S,.., dirigées comme on voudra
ans |’espace. o _

Puisque toutes ces forces se font équilibre, on voit que

"une quelconque d’entre elles, la force P par exemple,
s’oppose seule a I'action de toutes les autres Q, R, S....,
d’ou il parait que I'effet de ces dernigres est de solliciter
le systeme absolument comme une simple force egale et
contraire a la force P.
_ Cest, en effet, ce qui a lieu, et ce qu’on peut porter
a la derniere évidence au moyen de la remarque precé-
dente (s), et de cet axiome, que deux forces égales et
opposees se font necessairement équilibre (12)..

Car_supposons que Ton applique au systéme une
force P' parfaitement égale et contraire a la force P. Les
forces P et P' étant en equilibre, leur effet est nul de
lui-méme, et I’on peut regarder le corps comme n’étant
plus soumis "T’J’a action_des forces Q, R, S,— Mas,
d’un autre coe, la force P faisant eth_bre aux forces
Q R, S,..., leur effet est aussi nul de lui-méme, et I'on
Feut_ regarder le corps comme n’etant plus soumis qu’a
I'action de la simple force P'. L'état du corps est donc
identiquement le méme, soit qu’on le suppose sollicite
par les forces Q, R, S,..., soit %u’on le suppose. solli-
cite par la seule force P' égale et contraire a celle qui
leur ferait équilibre. _ _

Donc, puisqu’il peut arriver qu’une seule force soit
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capable de produire sur un corps le méme effet que plu-
sieurs, et en tienne parfaitement lieu, notre premier soin
doit 8tre de chercher a reduire les forces appliquées au
plus petit nombre possible, et d’observer surtout la loi
de cette réduction. Alors les conditions de I’équilibre
entre toutes les forces se raméneront aux conditions de
"equilibre entre ces forces finales équivalentes aux pre-
mieres, et deviendront plus faciles a exprimer.

10. Cette force, qui est capable de produire sur un
corps le mome eff@t que plusieurs autres forces combi-
nees, et qui peut aelle seule en tenir parfaitement lieu,
Se NOMME teur résultante. D'0U I'0n vOIt, en rappelant ce
qul a été dit p|US haut, que si plusieursforces se font ac-
tuellement équilibre sur un corps, Vune quelconque d'entre
elles est égale et directement opposée a la résultante de
toutes les autres.

Les autres forces, aI'égard de larésultante, senomment
les composantes. La loi 0"apres laquelle on trouve la ré-
sultante de plusieurs forces se nomme [a composition des
forces, La méme loi %mals prise dans I'ordre inverse),
d’aprés laquelle on substitue a une seule plusieurs forces
capables du mdme effet, ou dont la premiere serait la
résultante, se nomme la décomposition des forces.

Nous allons donc commencer par ces deux recherches,
qui, au fond, n’en forment qu’une seule, celle de la loi
qui lie la résultante a scs composantes.

11. Souvent, pour abréger le discours, nous appelle-
[0NS forces paralieles dgs forces dont les directions sont
P_aralleles; forces concourantes (€S forces dont les direc-

ons concourent, efc.
Nous désignerons ordinairement les forces par les let-
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tres P, Q, R, S,..., placées sur les lignes qui repré-
sentent leurs directions; et si une lettre, telle que A,
indique le point d’application d’une force, telle que P
par exemple, nous sukposerons toujours que I’action de
cette force a lieu de A vers la lettre P, ou que la force
tire e AenP. »

Si, pour representer la_quantite de cette force, on
Pr_end, sur sa direction, et a partir du point A, une cer-
aine ligne terminee AB, on supposera de méme que
cette ligne est portée du cote ou le point d’applica-
tion Atend a se mouvoir. Ainsi, quand on dira simple-
ment d’une force qu’elle est representée en grandeur et
en direction par une certaine ligne terminée qui ‘oart du
point d’application, il faudra sous-entendre que la force
tiretCe point vers I’extrémité de la ligne qui la repré-
sente.

On pourrait adopter I’hypothese contraire, c'est-a-dire
supposer que la force representée par la ligne AB pousse
le point d’application A pour I'¢loigner de I’extrémité B
de a ligne qui la represente : car il ne s'agit ici que
d’une simple convention dont on est le maitre, et |'on
peut faire indifféremment I'une ou I'autre; mais une fois
qu’elle est faite, il faut avoir soin de s’y conformer dans
la figure, pour toutes les forces que I'on considere, afin
de donner a chacune d’elles le sens qu’elle doit avoir, et
a I'enoncé du théoreme toute son exactitude.
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CHAPITRE PREMIER.

DES PRINCIPES.

SECTION PREMIERE.

COMPOSITION ET DECOMPOSITION DES FORCES.

Axiomes, lemmes préliminaires, etc.

12. 11 est évident QUE deux forces égales et contraires
appliquées a un méme point sont en équilibre.

Il est encore évident JUE deuxforces égales et contraires
appliquées aux extrémités d'une droite considérée comme
une verge invariable de longueur, et agissantes dans la di-

rection de cette droite, sont en équilibre; Cal Il An’ d pas
de raison pour que le mouvement naisse d’un coté plutot
que de I'autre, comme dans le premier axiome.

Corollaire.

13. Il est facile de conclure de [a que I'effet d’un
force qui sollicite un corps ne peut tre change en quel-
que point de sa direction quon la suppose appliquée,
pourvu que ce point soit un des_Fom,ts du corps lui-
méme, ou, S'il est au dehors, qu’il lui soit invariable-
ment attache. _ o

Car, soit une force quelconque P (fig. i) appliquée
au point A d’un corps ou systeme quelconque; si I’on
prend, sur la direction de cette force, un autre point B
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invariablement lié au systéme, de maniére que la lon-
gueur AB reste toujours constante, et si l’'on alppllquq au
?omt B deux forces P', —P' égales entre elles et a la
orce P, et agissantes dans la direction de AB, le point A
sera_encore sollicité de la méme maniere qu’auparavant ;
car I'efTet des deux forces P' et —P" est nul de lui-méme.
Mais en considérant la force P et son égale et contraire
-P " appliquée en B, il est manifeste que leur elfet est
aussi nul. On Beut donc les supprimer, et il ne reste plus
que la force P, qui nest autre chose que la force P,
mais appliquee au point B de sa direction ; et le point A
n’a pas cessé d’étre sollicité de la méme maniere.

On peut donc appliquer uneforce en un point quelconque
de sa direction, pourvu que ce point soit lié au point d'ap-
plication par une ligne droite rigide et inextensible.

Remarque.

Lorsque nous changerons ainsi les points d’application
des forces, nous ne répéterons pas toujours que I’on
doit supposer les nouveaux points invariablement atta-
chés aux premiers, mais il faudra toujours le sous-en-

tendre.
Lemme.

14, Lorsque deux forces P et Q (fig. 2) sont appli-
quées a un méme point A sous un aanIe quelconque, on
con?on bien qu’une troisiéme force R, apP_hquee conve-
nablement au' point A, pourrait faire equilibre aux deux
forces P etQ; car, en vertu des effets combings des deux
forces P et Q, le gomt Atend a quitter le lieu ou il est:
o il ne peut s’ec aplper que d’un seul cdte, et, par con-
sequent, si I'on applique une force convenable en sens
contraire, ce point demeurera en équilibre.
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Les trois forces P, Q, R étant en équilibre autour du
point A, la force R est égale et directement opposée a la
résultante des deux autres (10? : donc deux forces P et
Q%m concourent ont une resultante. _
~ En second lieu, il est visible que cette resultante doit
Btre dans le plan de leurs directions AP, AQ (fig. 33;
car il n’y a pas de raison pour qu’elle ait au-dessus du
plan une certaine position, plutot que la position parfai-
tement symetrique au-dessous,

De plus, elle doit étre dirigée dans I'angle PAQ des
deux torces; car il est clair que le point A ne peut se
mouvoir dans la partie du plan qui est au-dessus de la
ligne AQ, vers D; de méme, il ne peut se mouvoir au-
dessus de la ligne AP, vers B: et, par conséquent, il ne
pourra se mouvoir que dans I'angle PAQ; et la résul-
tante R devra étre dirigée dans I'intérieur de cet angle.

Remarque.

15. I’y aqu’un seul cas ol I'on puisse voir a priori
quelle sera la direction de la resultante : c’est celui ou
les deux forces P et Q sont egales. Alors il est clair que
la résultante divise en deux également I'angle qu’elles
forment entre elles; car il ny a pas de raison pour que
cette résultante fasse avec T'une des composantes un
angle plus petit qu’avec l'autre.

Axiome fondamental.

|G Lorsque les deux forces P et Q agissent dans la
meme direction et dans le méme sens, il est visible, et I'on
doit accorder comme un axiome, que cesforces s'ajoutent
et donnent une résultante égale a leur somme P 't'Q
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Remarque.

Cet axiome est le fondement de toute la science de
I'equilibre. On peut le regarder, si I'on veut, comme une
espece de definition ou de demande, QU'il ne faut pas
essayer de demontrer; car elle est comprise dans I'idée
méme de la force considérée comme grandeur, C'eSt-a-
dire comme susceptible d’étre augmentée ou diminuge.
Et, en effet, quelle idée pourrait-on se faire, par exem-
ple, d’une force doubte OU triple d’une autre, si I'on ne
regardait cette force comme_ra réunion actuelle de deux
0u de trois forces égales qui tirent a la fois le mome point
dans le méme sens? Cest ce qui a été naturellement
sous-entendu dans tout ce qui précede. Au reste, Ce pos-
tulalum €St le seul que la science exqe; apres quoi tous
les théoremes de la Statique rationnelle ne sont plus, au
fond, que des theoremes de Géométrie.

Corollairo.

17. De I'axiome qui précéde on peut conclure (en
combinant successivement les forces deux a deux) que
la résultante de tant de forces que I'on voudra, qui
agissent dans une méme direction et dans le méme sens,
est e?_ale a leur somme totale, et agit dans la méme
direction ; o _

Que lorsque deux forces inégales P et Q agissent en
sens contraires dans une méme direction, leur résultante
est egale a la différence P — Q des forces, et qu’elle agit
dans le sens de la plus grande; car on peut concevoir
dans 3 plus grande, que je suppose P par exemple, une
force égale et contraire @ Q, et qui la détruit. On peut
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supprimer ces deux forees-13, et le point est actuelle-
| ment tiré par la différence P—Q des deux forces P et Q.
1 D’ou I'on voit qu’en général 1a résultante de tant de
forces que I'on voudra, agissantes dans la meme direction,
est égale a I'excés de la somme de celles qui tirent dans un
sens, sur la somme de celles qui tirent dans le sens con-
traire, et qu elle agit dans le sens de la plus grande
somme.

Remarque.

18 Telles sont quelgues-unes des propositions les plus
elementaires, dont on découvre la Verité a priori, et
presque a la premiere inspection. Le cas le plus simple
de la composition des forces, et en méme temps celui ou
I’on connait tout d’un coup la résultante, est évidemment
le cas des forces qui agissent dans une méme direction.
Nous allons donc commencer la composition des forces
par celles qui s’y rameénent immediatement.

Composition des forces qui agissent suivant des directions
paralléles.

Théoréme 1.

19 Si deux forces quelconques P et Q (fig. /j), paral-
leles et de méme sens, sont appliquées aux extrémités
etB_ d'une droite rigide AB, je dis:

Io Que ces deux forces ont une résultante, et que cette
résultante doit étre appliquée ci la ligne AB entre les deux

points A e/B;

0 .
2 Que cetteforce est paralléle aux composantes P et Q,
et égale a leur somme.

i° Appliquez a volonté aux deux points A et B deux
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forces Met N égales et contraires, et qui agissent dans la
direction AD. L'effet de ces deux forces sera nul, et, par
consequent, I'effet des deux forces P et Q ne sera pas
change: mais les deux forces M et P appliquées en A
ont une résultante S athquAee au point A, et dirigée
dans I'angle MAP (14). De méme, les deux forces N et Q
ont une résultante T, appliquée en B et dirigée dans
"angle NBQ. Concevez qu’on ait pris ces deux réesultantes
et qu’on les ait appliquees toutes deux au point D ou
leurs directions vont necessairement se couper; la résul-
tante des deux forces S et T sera absolument la méme
que_celle des deux forces P et Q: or, étant appliquée
en D, et devant étre dirigée dans I'angle ADB, elle ira
Fasser entre Aet B, en un certain point C, ou I'on pourra
a supposer appliquée. ,

2° Maintenant, pour démontrer que cette résultante
est parallele aux forces P et Q, et égale a leur somme,
imaginons qu’au point D on redécompose la force S en
deux composantes M et P', parfaitement egales et paral-
|eles aux premieres Met P: de méme %u’on redecompose
la force T en deux composantes N' et Q', parfaitement
égales et paralleles aux premieres N et Q. Les deux
forces M et N seront égales; de_plus, elles seront direc-
tement opposées, i)qlsqug, appliquées @ un mome point
D, elles sont paralleles a une meme droite MN, et, par
conséquent, leur effet sera absolument nul. Il ne restera
donc que les deux forces P' et Q' respectivement égales
et paralleles aux forces P et Q. Or ces deux forces, etant
évidemment dans une méme direction, se composeront
en une seule R, égale a leur somme P'.- Q" ou P+ Q.

Ce quilfallait démontrer,
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Corollaire 1.

20. Si les deux forces P et Q rrig. 5) sont égales
entre elles, le |pomt Cd’agphcatmn de la resultante sera
au milieu de fa ligne AB. Prenons, en effet, les deux
forces M et N dont on est maitre, ,egaies aux forces P et Q.
La résultante S des deux forces egales Met P divisera en
deux egalement Iangle MAP (153]; et a cause de DG Ba-
rallele a la ligne AP, le triangle ACD sera isoscele. Par
une raison toute semblable, le triangle BCD sera isoscele ;
et I'on aura, d’une part AC= CD, et de I'autre CD= CB;
d’ou AC= CB.

Corollaire II.

21. Il résulte de la que la résultante de tant de forces
paralleles gu’on voudra, égales deux 4 deux, et appli-
guees symétriguement a des distances egales du milieu

une méme droite, est egale a la somme de toutes ces

forces, leur est paralléle, et passe par le milieu de la
droite d’application. Car, en combinant successivement
deux a deux les forces égales placées de part et d’autre a
des distances égales du milieu de la ligne droite, leurs
résultantes successives passeront toutes par ce méme
point, et S’ajouteront ensuite, comme étant de méme
sens et de meme direction.

22. Et, réciproquement, on pourra décomposer toute
force P appliquée a une ligne en tant d’autres forces pa-
ralleles qu’on voudra, appliquées a différents points de
cette ligne, pourvu que ces forces, deux a deux, soient
égales, a egales distances du point d’applllcatlon\ de la
force P, et que leur somme totale soit égale a cette
méme force.

Poinsot. — Statique. 2
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Theorgme 1.

23. LepointC (fig. 6 | d'application deld résultante
de deux forces paralléles y qui agissent aux extré-
mités A et B d'une droite inflexible AB, partage cette
droite dans la raison réciproque de Pa Q, de sorte que l'on
aP:Q::BC:AB. , I

Supposons d’abord que les forces P et Q soient com-
mensurables, c’est-a-dire soient entre elles comme deux
nombres entiers m et n, o

Divisons AB au point Il en deux_parties directement
proportionnelles aux deux*[forces P et Q, de maniere

quionat All:BH P Q

et, par cons_é(fuent, y.m*.n. Sur le prolongement de la
ligne inflexible AB, prenons AG= AH et BK= BII. Le
gmﬂtKA sera le milieu de GH, et le point B, le milieu
e HK.

Cela pose, puisque les forces P et Q sont entre elles
comme les lignes AH et BLl, elles seront aussi entre elles
comme les mémes lignes doublées, c’est-a-dire comme
les Ilﬁmes GHet IIK. Et comme il y a, par hypothese,
dans fa ligne All, m mesures telles que BII en contient /i,
il 'y aura - m mesures dans Gll, et 2« mesures egales
dans [1K. Or on peut decomposer la force P en 2 m forces
egales et paralleles, appliquées aux >m points milieux
des communes mesures de la ligne Gl (22); et la force
Qen 2 n forces paralleles, egales entre elles et aux pre-
mieres, appliquées aux » n points milieux des communes
mesures de la ligne Hiv. Maintenant toutes ces forces
égales, etant equidistantes, se trouveront placees deux
adeux a égales distances du milieu G de la ligne en-
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libre GIv, et, par conséquent, leur résultante générale
qui est celle des deux forces P et Q, passera necessaire-
ment par le milieu de a ligne GK,

Mais, a cause de GC= AC, il vient, en retranchant la
partie commune AG, BC= AG = AH; et en ajoutant de
Bart et dautre CH, AC= BH. Donc, puisque I'on a

:Q 2 Ail :BH, on a aussi

P:Q:; BG:AC

Supposons, en second lieu, que les deux forces P et Q
ne soient pas commensurables.

Je remarque d’abord que si la résultante de deux
forces quelconques P et Q(}fig. 7), appll(%uees aux points
AetB, tombe en G, la résultante de la force P et d’une
force Q-f- 1>Q tombera entre le point Cet le point B;
c’est-a-dire que le point d’application de la resultante
s'approchera du point d’application de la composante
gm aura augmente. En effet, pour trouver la résultante

es deux composantes P et Q H-1, on peut prendre d’a-
bord a résultante R de P et Q, gm Fasse au point G, par
hypothese, et ensuite celle de R et de I, dont le point
d'application sera entre Cet B (19). _

Maintenant, si la résultante des deux forces incom-
mensurables P et Q (rig. &) ne passe pas au point C, qui
est tel qu'on a P :Q::BC: AC, elle passera en un autre
point situe entre Aet C, ou entre Cet B. Supposons quo
ce soiten G entre Aet C. Partagez la ligne AB en parties
egales toutes plus petites que GC, il y aura au moins un
F_omt de division entre Get G. Soit I'ce Fomt_: les deux
lignes Al et Bl serontcommensurables, et le point I pourra
étre considere comme le point d’application de la résul-
tante de deux forces P et Q', qui seraient telles, qu’on
aurait P Q" :: Bl - Al, ce qui donne Q"< Q (puisqu’on
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a, par hypothése, P:Q::BC:AC). Mais la résultante
des deux forces P et Q' passant en I, celle des deux
forces P et Q> Q' passera entre | et B, et ne pourra
tomber en G, contre I'hypothese. )

On ferait voir absolument de la méme maniere qu’elle
ne peut tomber entre Cet B; et, par conséquent, elle
passe nécessairement en G

Corollaire 1.

24. Lorsque trois forces paralleles P, Q, R (fig. o)
sont en équilibre sur une ligne AB, I'une d'entre elles
est égale et directement opposée a la résultante des deux
autres. Ainsi la force Q, par exemple, prise en sens con-
traire, est la résultante des deux forces P et R. Comme
les deux forces P et Q tirent dans le méme sens, la force
R est égale a P-+-Q, et, par conséquent, Q = R—P; d’ou
il suit que la résultante de deux forces paralléles qui
agissent en sens contraires est égale a leur dilférence,
et tire du méme coté que la plus grande.

25. Les deux forces P et R étant données, ainsi que
la distance AB qui separe leurs points d’application,
si I’on demande le point d’application de la resultante Q,
on fera cette proportion, P:Q ::BG: AC; d’ou l'on lire
PHQ*Q'*BC-h AG :AC, c'est-a-dire R:Q:;AB:AG,
prqporémn qui fera connaitre AB, et, par conséquent, le
point B.

Corollaire I1.

26, Supposons que les deux forces P et R soient
egales, la résultante Q sera zéro, et la distance AB de son
Eo*n%j’apphcanon sera, par la proportion ci-cessus,

---------- ¢ est-a-dire intifhe.
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Si les deux forces P et R, au lieu d'étre é?ales, diffe-
raient d'une quantite tres-petite, la résultante Q, qui est
egale a cette différence, serait tres-petite, et la distance

AB= ~ serait trés-grande, a cause du dénomina-

teur Q tres-petit : ainsi, plus les deux forces sapprochent
de I’egalite, plus larésistante diminue et plus fa distance
du point ou elle est appliquée auqmente._ De sorte que,
lorsque les deux forces deviennent parfaitement égales,
la résultante est nulle, et la distance du point d’appli-
cation infinie; ce qui parait annoncer qu'il n'y a plus
alors de résultante, ou, en termes rplus clairs, qu’on ne
peut pas trouver actuellement une force unique qui fasse
equilibre a deux forces égales, paralleles et de sens
OpPPOSEs.

.21, Mais, pour ne laisser aucun nuage sur cette der-
niere conséquence, imaginons, s'il est possible, (iu’une
force unique R fasse équilibre aux deux forces P et —P,
parfaitement égales, parallles et contraires.

D'abord, quelle que soit la position de cette force
umque a I'égard des deux proposées, on lui trouvera
sur-le-champ, dans un sens contraire, une autre position
toute semblable & I'égard (des momes forces; car tout est
égal de part et d’autre. Si donc une force R fait équili-
bre aux deux forces P et —P, il y a une autre force —R
egale, parallele et de sens oppose, qui leur ferait aussi
equilibre. Ajoutez cette seconde force —R; et pour ne
rien chan?er, détruisez-la immediatement par une force
R' égale et contraire. 1l'y aura donc équilibre enlre_ les
cing forces R, P, —P, —R et R'. Mais il y a équilibre
entre_les trois forces P, —P et —R : donc il Y aurait
equilibre entre les deux forces restantes R et R'; ce
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qui est impossible, puisque ces deux forces égales et
paralleles agissent dans le méme sens (19).

Ainsi les deux forces P et —P ne peuvent étre tenues
en équilibre par aucune simple force, et, par conse-
quent, elles n’ont point de résultante unique.

Nous reviendrons bientdt sur ces sortes de forces, dont
la considération, qui n’avait paru jusqu’ici que comme
yn cas singulier, fera la seconde partie essentielle de nos
Eléments.

Corollaire 1.

28. De méme que Ion compose en une seule deux
forces paralléles, qui agissent a des points donnes d’une
ligne, on peut aussi decomposer une force quelconque
R{rig.s), appliquee a un point 0 d’une droite inflexible,
en_deux autres P et Q qui lui soient paralleles, et qui
agissent en des points donnés A et B de cette droite. I
ne s’agit pour cela que de partager la force R en deux
autres %UI soiententre elles dans le rapport des distances
BG et AC; et pour trouver la force % par exemple, on se
servira de la proportion R :Q **AB :AC, dans Iaguelle
il n’vaque Qd’inconnue. La force P sera égale a R—Q.

Si le point Cd’application de la force RKig. 10) qu’on
veut decomposer ne tombait pas entre A et B, points
d’application donnés des composantes P et Q que I’on
cherche, on aurait de méme la proportion R*.Q::AB:AC,
qui ferait connaitre la force 8; mais la force P serait
egale aR+ Q.

Corollaire 1V.

29. Quand on sait déterminer la résultante de deux
forces paralleles, on peut facilement trouver celle de
tant de forces paralleles qu’on voudra, appliquées aux
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differents points d’un systéme quelconque de figure
invariable. \

Soient, par exemple, les quatre forces paralleles
P, P, P, P" (rig. ii), appliquées respectivement aux
quatre points A, B, C, D, situes d’une maniére_guelcon-
que dans I'espace, et liés entre eux d’une maniere inva-
riable. En considerant ces forces deux a deux, elles sont
situées dans un méme plan. Ainsi I'on Beut Brendre
d’abord la résultante X des deux forces P et P'; elle
sera eFaIe a la somme PP, et passera en un point |
de la ligne AB, qu’on trouvera en divisant AB dans Ia
raison Inverse de P a P'. La résultante X étant ainsi dé-
terminee, on joindra le point | ou elle agit, au point C
de la troisieme force P". Les deux forces X et P" étant
paralleles, on en prendra la résultante X', comme nous
avons fait tout a |’heure : cette résultante sera égale a
leur somme X -t- P", et le point F ou elle devra étre ap-
pliquée_se trouvera en divisant la droite Cl. dans la rai-
son réciproque deX a P". Joignant enfin le point F au
point D d’application de la quatrieme force P, et divi-
sant la droite FD en deux parties réciproquement pro-
portionnelles aux foices X et P*, on aura le point G
d'application de la résultante genérale R, qui sra paral-
lele aux deux forces X' et P", et, par conse?uent, a
toutes les composantes; egale a leur somme X'-f-P™, et,
par conséquent, a la somme de toutes les composantes.

Le raisonnement que nous venons de faire s'étend
mﬁr]llfestement aun nombre quelconque de forces pa-
rallgles.

Si, parmi les forces P, P', P", etc., les unes agissaient
dans un sens, les autres dans le sens contraire, on com-
mencerait par prendre la résultante de toutes celles qui
agissent dans le sens contraire; et toutes les forces etant
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alors réduites a deux forces paralleles et de sens con-
traires, on en trouverait la résultante par ce que nous
avons dit plus haut.

30. On peut donc, en général, déterminer la position
et la quantité de la resultante de tant de forces paralleles
qu’on VOUAIa : cette résultante sera paralléle aux forces,
et égale a l'exces de la somme de celles qui tirent dans
un sens, sur la somme de celles qui tirent dans le sens
contraire. ] ) ,

J'ail dit en generar, parce qu'il peut arriver que la re-
sultante des forces qui tirent dans un sens soit parfaite-
ment égale a la resultante de celles qui tirent dans le
sens contraire, sans lui étre directement opposee; et alors
il n’y a pas de résultante unique, comme nous I’avons vu
plushaut.

Corollaire V.
31. Supposons que les quatre forces P, P', P", P"

sans changer de grandeur, sans cesser d’étre paralleles
et de passer aux mémes points respectifs A, B, C D,
viennent & prendre les positions p, p’, p-, p- dans
|"espace. , _

i I'on en cherche la resultante, en suivant le méme
ordre que plus haut, on trouvera d’abord que la resul-
tante x dep etp passe au méme point | que la réesul-
tante X de P et P', et qu'elle lui est égale. Elle passera
par_le méme point, parce que son point d’application doit
diviser la méme droite AB dans [a raison remlproque de
p ap', QUi est la méme que celle de P a P', Elle lui sera
eggf)e, parce qu’on aura P n- P'—p 4-p*. On trouvera de
méme que la resultante x: de x et p~ passera au meéme
point F que la résultante X' de X et P", et qu’elle lui sera
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églale, et ainsi de suite : de sorte que la résultante géné-
rale des quatre forces p,p',p-,p»+ passera au méme
point que a resultante des quatre forces P, P, P", P* et
cela_est général, quel que soit le nombre des forces.
D’ou I’on peut conclure ce théoréme remarquable

32 Si I'on considére un systéme quelconque de forces
paralléles, appliquées a un assemblage de points A, B, C,
D, etc., et quon incline successivement tout le systeme de
ces forces dans diverses situations, de maniere que les
mémesforces passent toujours par les mémes points, et con-
servent leurs grandeurs et leurparallélisme, les résultantes
générales quon trouvera successivement dans chacune de
ces positions se croiseront toutes au méme point.

Ce point d'intersection des résultantes successives se
nomme le centre desforces paralléles. Nous aurons 0cca-
sion d’en parler plus loin, quand il sera question des
centres de gravité. ,

_ On peut remarquer, au reste, que, dans la démonstra-
tion précédente, il n’est pas nécessaire de supposer que
les forces conservent toujours les mémes grandeurs; il
suffit que, dans les positions successives du groupe, elles
demeurent proportionnelles.

Composition des forces dont les directions concourent
en un méme point.

Théoreme 111,

33 La résultante des deux forces quelconques P et Q
[fig- 1%) appliquées a un méme point A, sous un angle
quelconque, est dirigée suivant la diagonale du parallélo-
gramme ABCD construit sur les deux lignes AB, AC, qui
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_ D’abord, nous avons vu (14) que cette résultante doit
étre dans le plan des deux forces P et Q; en second lieu,
qu’elle doit etre appliquée au point A, puisque cette re-
sultante, par hypothese, doit solliciter e point A abso-
lument de la méme maniére que les deux forces P et Q.
Je dis maintenant qlu’elle doit passer au point D,
extrémité de la d|a?onae AD. _
Prenons, en effet, sur le prolon(iement de la ligne BD
la partie DG= DC, et achevons le losange CDGII. Appli-
guons aux points G et H, et dans la direction de GlI,
eux forces Q' et Q" contraires, egales entre elles et a la
force Q. 11 est facile de voir que la résultante des quatre
forces P, Q, Q' et Q" doit passer au point D. Car: i° a
cause de Q"= Q, les deux forces paralleles P et Q' sont
entre elles comme les cotés AB, AC, ou comme DC et DB,
ou_bien, a cause de DC= DG, comme les lignes DG
etDB, et, par consequent (233, leur résultante S passe
en D; i les deux forces Q et Q" étant égales, leur résul-
tante T, prolongee, divise en deux egalement I’an%le CHG
du losange CDGH, et va passer aussl par le point D, ol
I'on peut la supposer appliquée. Donc la resultante ge-
ne[alte,qu est celle des deux forces S et T, passe au
point U, o ,
Mais les deux forces Q" et Q" appliquées sur GH étant
parfaitement égales et contraires, leur effet est absolu-
ment nul, et la résultante des quatre forces P, Q, Q" etQ"
est identiquement la méme que celle des deux forces P
et Q. Donc, Bmsque la premiere passe en D, celle des
deux forces P et Q passe aussi au méme point.
Puisque la résultante passe a la fois par les deux points
A et D, elle est donc necessairement dirigée suivant la
diagonale AD.

représentent les forces P et ? en grandeur et en direction.
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Corollaire.

34, Concluons de a ?ue si Ton connaissait seulement
les directions des deux forces P et Q rrig. 3), et celle
de leur résultante R, on_pourrait determiner le rapport
de la force P a la force Q. Car, en prenant sur la direc-
tion de Ia résultante un\Fomt quelconque D, et menant
de ce point deux paralleles DC et DB aux directions des
composantes P et Q, et qui rencontrent ces directions
en Cet B, on aurait necessairement P:Q::AB:AC.
Sans qum 'on aurait P est a @ comme AB est a une ligne
AO plus petite ou plus grande que AC; et alors la re-
sultante des deux forces P et Q serait dirigée suivant la
diagonale Al d’un Barallelogramme AQIB different du
parallelogramme ABDC; ce qui est contre I'hypothese.

Théoreme V.

35 La résultante des deux forces quelconques P et Q
[fig. |4), appliquées a un méme point A, est représentée
en grandeur et en direction par la diagonale du parallé-
logramme ABDC, construit sur les deux lignes AB, AC
qui représentent cesforces en grandeur et en direction.

Nous avons déja vu que cette résultante est dirigée sui-
vant la diagonale; reste a faire voir qu’elle est repre-
sentée en quantite par la diagonale elle-méme.

Soit R cette résultante : supposez ?u’elle soit appliquee
au point Asur le prolongement de la diagonale DA, en
sens contraire de son action. Les trois forces P ? R se-
ront en équilibre sur le point A. Donc I'une d'elles, Ta
force Q par exemple, sera égale et directement opposee a
la résultante des deux autres P et R. Donc la direction
de la force Q, prolongée, sera celle de la resultante des
deux forces P et R. Donc si, du point B, vous menez
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a la direction AR la paralléle BG, gui rencontre en G le
prolor]?ement de QA, et du point G a la direction AP la
Faralle e GH qui rencontre en H la direction de la force R,
es deux forces P et R seront entre elles comme les cotés
AB, AH du parallelogramme ABGH (34). Mais la ligne AB
represente actuellement la force P s donc la ligne AH repre-
sente la force R. Or, par les paralléles, onaAH=BG=AD;

donc, etc. _
Corollaire 1.

36. Puisque les trois forces P, Q, R sont entre elles
comme les trois lignes AB, AC, AD, et que dans, le pa-
rallelogramme ABCD on a AB= CD, on Feut dire que
ces trois forces sont entre elles comme les trois cotés
CD, CAet AD du triangle ACD. Mais ces trois cdtés sont
entre eux comme les sinus des angles oplposes CAD, CDA,
ACD, et a cause des paralleles, I'angle CDA= i’angle
BAD, I'angle ACD est supplément de Iangle BAC, et,
par conséquent, a le méme sinus; on a donc

P:Q:R sinCAD :sinBAD :sinBAC.

D'ou_'on peut conclure que, la résultante des deux
forces P et (;;) etant représentée par le sinus de I'angle
forme par leurs directions, les deux forces P et Q sont
représentées re\ulproquement par les sinus des deux an-
gles adjacents a la direction de la résultante; ou, si I’on
VeUt, chacune desforces P, Q, R est comme le sinus de
| angleformépar les directions des deux autres.

Remarque.

- 37. On peut voir par 13, et mieux encore par la con-
sidération immédiate du parallélogramme des forces,
que lorsque deux forces agissent sur un méme point sous
un angle qui n’est pas égal a deux droits, elles ne peu-
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ventjamais donner une résultante nulle, & moins qu’elles
ne soient milles elles-mémes, chacune en particulier.
Car, si aucune des deux forces n’était nulle, on pour-
raif construire un parallélogramme sur les deux lignes
gul les représentent en grandeur et en direction, et la
|a§qonale de ce parallelogramme serait la résultante.
| 'une d’elles seulement était nulle, la seconde serait
la résultante; et, par conséquent, la résultante ne peut
étre nulle, @ moins que les composantes ne soient toutes
deux nullcs en méme temps. _
, Loysgue les deux composantes agissent sous un angle
égal a deux angles droits, elles sont alors contraires, et
|a résultante n’est pas nufle dans T seul cas o ces deux
composantes sont nulles toutes deux, mais encore dans
celur ou elles sont égales.

Corollaire II.

38.  On peut toujours decomposer une force donnée R
en deux autres P et Q dirigées suivant des lignes don-
nées AP, AQ (sig. 15), pourvu que ces directions et
celle de la force R soient comprises dans un méme plan
et concourent au mome point A; car, prenant sur la
direction de la force R une partie AD qui représente sa
quantité, et par le point D menant les droites DC, DB
paralleles aux directions données AP, AQ, on formera
un Parallelogramme ABCD, dont les cotés AB, AC repre-
senteront les forces demandees P et Q.

Si-I'on veut calculer immediatement leurs grandeurs,
on pourra faire ces deux proportions

R; P :: sinBAC:sinCAD,
R: Q :: sinBAC :sinBAD,

dans lesquelles il ny a que P et Q d’inconnues.
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Remarque.

39, Si I'angle BAC était droit, on aurait, en suppo-
sant le rayon = i, sinBAC = i; sin CAD —cosBAD; et,
reciproquement, sin BAD = cosCAD ; et les deux pro-
portions ci-dessus deviendraient

d’ou

.. résulte de Ia que, lorsqu’on décompose une force en
deux autres qui agissent suivant des directions rectan-
gulaires entre elles, on trouve chaque composante en
multipliant la force proposée par le cosinus de I'angle
qu’elle fait avec la direction de cette composante. |

Chague composante est représentée par la projection
de la resultante sur sa direction, et c’est ce qu’on apReIIe_
souvent la force estimse Suivant cette direction. Ainsi
B.cosBAD, ou la composante P, est la force R estimee
suivant la direction AP.

Corollaire 1.

40. Quand on sait determiner la résultante de deux
forces appliquées a un point, on peut déterminer celle de
tant de forces P, Q, R, S, etc.., qu’on voudra, appliquees
a un méme point A, et dirigées d’une maniere arbitraire
dans ’espace. Car, en considérant d’abord deux quelcon-
ques de ces forces, comme les forces P et Q par exemple,
ces deux forces seront dans un méme plan, et I'on en
determinera_la resultante comme nous lavons fait tout
a I'neure. Soit X cette résultante; on prendra sembla-
blement la résultante de la force X et d’une autre telle
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que R. Combinant ensuite cette résultante, que je désigne
Par Y, avec une nouvelle force S, *on aura leur résul-
ante Z, qui sera celle des quatre forces P, Q,R, S; et,
continuant ainsi, on arrivera nécessairement a la résul-
tante générale.

Si toutes les forces P, Q, R, S, etc., sont dans un méme
plan, les résultantes successives X, Y, Z, etc., seront
dans ce méme plan, et, par conséquent, la résultante ge-
nérale y sera aussi. o , ,

Si toutes les forces sont en equilibre, la resultante ge-
nérale sera nulle. _ _

Par cette composition successive de plusieurs forces
autour d’un méme point, on voit encore que, si I'on de-
crit dans I’espace un contour polygonal dont les cotes
successifs soient paralleles et proportionnels a ces forces,
la droite qui ferme ce contour et acheve ainsi le polygone
est parallele et proportionnelle & la résultante génerale
de toutes les forces; de sorte que, i le polygone se trouve
fermé de lui-méme, la résultante est nulle, et toutes les
thrcei sont en équilibre autour du point qu’elles solli-
citent,

Le théoréme suivant n’est, au fond, qu’un cas parti-
culier de cette elegante proposition; mais, comme il est
d’un frequent usage en Mécanique, nous allons I'énoncer
et le démontrer expressément.

Théoréme V.

41. Si troisforces X, Y, Z, appliquées a un méme point
A {fig. 16) dans I'espace sont représentées par les trois
lignes AB, . , et qu on achéve le parallélépipede

F, la résultante R de ces trois forces sera représentée
par la diagonale AF de ce parallélépipéde.
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En effet, les deux forces X et Y, qui sont représentées
par les deux cotés clu parallélogramme ABGC, donne-
ront Pour résultante une force P représentée par la dia-
gonale AG de ce parallélogramme.

Ensuite, a cause de AD egal et paralléle a GF, lasigure
AGFD sera un parallelogramme, et, par consequent, les
deux forces P et Z donneront une resultante R repre-
sentée par la diagonale AF, laguelle est en méme temps
|a diagonale du parallélepipéde propose.

Remarque.

42.  Observons sur-le-champ, comme au n° 37, que
tant que les trois forces X, Y, Z ne seront pas dang un
meéme plan, elles ne pourront jamais donner une resul-
tante nulle, @ moins qu’elles ne soient nulles elles-mémes
en particulier. | |

ar, siaucune d’elles n’était nulle, on pourrait con-
struire le parallélépipede sur les lignes qui les repré-
sentent en grandeur et en direction, et la diagonale serait
la résultante, _

Sil’une d'elles seulement était nulle, les deux autres
qui, par hypothese., ne sont pas en ligne droite auraient
Une résultante. .

Enfin, si deux d’entre elles seulement étaient nulles,
la troisieme serait la_résultante, et, par conséquent, les
composantes X, Y, Z doivent étre nulles toutes trois,
pour donner une resultante nulle.

Corollaire 1.

43, Onvoit par le théoréme précédent (qu’on pour-
rait nommer le parati¢i¢pipede des forces), qu’une force
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quelconque donnée R est toujours décomposable en trois
autres X, Y, Z, respectivement paralleles a trois lignes
données dans I’e\slpace, pourvu que deux de celles-ci ne
soient pas paralleles. ,

_Car en Tprenant la partie AF pour représenter la quan-
tite de la force R, et menant par le point A d’application
trois lignes paralleles aux droites donnees chacune a
chacung, on conduira par le point A trois plans indéfinis
XY, XZ, YZ, et par le point F trois autres plans respec-
tivement paralleles aux premiers; et ces six plans deter-
mineront le garalleleplpede dont les trois arétes conti-
g(uei( AZB, AC, AD représenteront les trois composantes

Corollaire I1.

44, Si le parallélépipede est rectangulaire, on aura,
dans le rectangle
dans le rectangle ABGC, on a
en substituant cette valeur de AG , on aura

par conséquent,

Ce (1ui donne R _
résultante en fonction des trois composantes.

45, Si I'on veut avoir les trois composantes en fonc-
tion de la résultante et des angles qu’elles font avec
elle, en nommant d’abord a I’angle que la résultante
R fait avec la composante X, on aura visiblement

Poissot. — Statique. 3
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AF:AB::1:cosa, et, par conséquent,

d’ou I'on tire X = Rcosa. ,

En nommant de méme /et 7 les angles que la résul-
tante fait respectivement avec les composantes Y et Z,
on trouvera Y= Rcos(3 Z= Rcos7; d’ou il suit qu’on
trouvera les valeurs des trois composantes respectives en
multipliant la résultante par les cosinus respectifs des
trois angles que sa direction forme avec les directions de
Ces composantes.

Remarque.

46. Puisqu’on a trouvé R2= X2-h Y2-h Z2 en sub-
stituant pour X, Y, Z leurs valeurs respectives R cos a,

ou bien,

d’ou

relation connue qui a toujours lieu entre les anPIes (ue
faitune droite avec trois axes rectangulaires dans ["espace.

SECTION 1I.

COMPOSITION ET DECOMPOSITION DES COUPLES.

47. Pour abréger le discours, nous appellerons couple
I'ensemble de_deux forces, telles que P et —P (fig. 17),
égales, paralleles et contraires, mais non appliguees au
méme point. La perpendiculaire commune AB, menge
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entre les directions des deux forces, Sera e bras de levier
du couple, et le produit P x AB de I’une des forces par
le bras de levier en sera nommé e moment.

uelle (1ue soit I"action de deux forces telles que P et
—P, sur le_corps auguel elles sont appliquées, nous
avons vu (27) que cette action ne peut étre contre-ba-
lancée par celle d’aucune simple force appliquée comme
on voudra au méme corps, et que, par consequent, |'ef-
fort d’un couple ne peut étre comparé d’aucune maniere
a une simple force. Pour distinguer cette nouvelle cause
de mouvement, qui est en 8ue|que sorte d’une_ nature
particuliere, on pourrait lui donner un nom particulier ;
mais celui de couple nous suffit, et peut tres-bien desi-
qner a la fois I’ensemble des deux forces contraires dont
Il s’agit, et le genre d’effort auquel ce couple donne
naissance.

Au reste, comme on verra tout a I'heure que Ieffort
d’un couple est mesuré par son moment, 0N PouIra Sou-
vent substituer ce second mot au premier, ou les prendre
quelquefois I’un pour l'autre. _

La composition des couples formera la seconde Partie
essentielle des principes de notre Statique, et se repro-
duira dans le cours de cet Ouvrage presque aussi souvent
que la composition des forces. On en verra_bientot deri-
ver les lois de I'equilibre d’une maniere si naturelle et
si simple, que I'on nous pardonnera d’avoir paru nous
arréter ici a 'examen d’un cas singulier, lorsque nous
tendions peut-étre le plus directement possible vers le
but principal. _ o
_ Ce que nous allons dire sur les couples est tout a fait
indépendant de Peffet qu’ils produisent sur les corps;
mais Iors_?u,’on voudra se faire une idee des sens respec-
tifs de différents couples situés dans le méme p3|an, on
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Pourra se représenter que les milieux de leurs bras de
evier sont fixes; alors reflet de chaque couple sera visi-
blement de faire tourner le corps autour du milieu de
son bras de levier, et I'on distinguera facilement le sens
des couples en distinguant les couples qui tendent a faire
tourner dans un sens d’avec ceux qui tendent a faire
tourner dans le sens contraire. Mais ne perdons pas de
vue qu’il n'y aura réellement aucun point fixe (@ moins
gue nous n’en avertissions expressément), et que I'idée
e rotation, qui jusqu’ici est purement accessoire, ne
servira qu’a faire image au besoin.

Translation des couples.

48. Nous avons vu plus haut qu’une force peut tre
transportée en un Pom_t quelconque de sa direction,
pourvu que ce point soit lié au premier d’une maniere
Invariable : voicl une proposition analogue pour les cou-
ples, qui n’est pas moins remarquable que la premiere,
et dont nous ferons le plus grand usage par la suite.

Lemme.

49 Un couple quelconque peut étre transporté partout
ol Von voudra dans son plan, ou dans tout autre plan
paralléle, et tourné comme on voudra dans ce plan, sans
que son effet sur le corps auquel il est appliqué en soit
changé, pourvu quon suppose le nouveau bras de levier
invariablement attaché au premier.

Pour démontrer plus facilementcette proposition, nous
la décomposerons en deux autres. .

Soit d’abord le couple éP,—P) (fig. 18) apphgué
perpendiculairement sur AB; prenons ou I'on voudra,
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dans le plan de ce couple ou dans tout autre plan paral-
lele, la droite CD, egale et parallele a AB; joignons AD
et BC, qui seront dans un méme plan, et se couperont
visiblement au milieu I de leurs Ion%ueu_r§ respectives;
et supposons enfin les droites AB et CD liées entre elles
d’une maniere invariable, \

Si I’on appllgue sur la ligne CD, parallelement aux
forces P et —P, deux couples contraires (P, —P'g,
(IP", — PJ e?aux entre eux et au couple propose ﬂP, —P),
il est evident que ces deux couples se détruiront d’eux-
mémes, et que, par conséquent, I’effet du couple (P, —P)
ne sera pas change. Mais, d’un autre coté, il est facile de
Voir que les deux couples (P, —P) et &P",,—P") se de-
truisent aussi d’eux-memes, car, le Eom | étant a la fois
le milieu des deux I|?nes AD et BC, les deux forces
égales et Faralleles P et P", appliquées sur AD, donnent
une resultante parfaitement egale et opposée a la résul-
tante des deux forces —P et —P", appll(iuees sur BC.
On peut donc supprimer les deux couples (P, —P),
(P".—P"), et il ne reste plus que le couple (P', —P')
apphque sur CD, lequel n'est autre chose que le couple
F\rlmltlf qu’on aurait, pour ainsi .dire, transporte paral-
element a lui-méme, de_maniere que son bras de levier
AB f{it venu dans la position parallele CD.

Soit, en second lieu, le couple EP, —P) (fig. 19) ap-
pliqué periJendlculalrement sur AB. Tirons dans le plan
de ce couple, sous un angle quelconque avec AB, la droite
CD= AB, et supposons que ces deux droites se coupent
au milieu | de leurs longueurs respectives et soient inva-
riablement fixees entre elles.

Si I'on agphque a angle droit sur CD deux couples
contraires (P, —P"), EP', —P") €égaux entre eux et au
couple proposé (P, —P), ces deux couples se détruiront
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d’eux-mémes, et, par conséguent, ’effet du couple (P, —P)
ne sera pas change. Mais, d’un autre cote, les deux cou-
ples (P, —P), (gP —P"), se détruisent aussi d’eux-
mémes : car, avec un peu d’attention, on voit (1ue les
deux forces egales P et —P", qui se rencontrent en G,
donnent une resultante égale et directement opposée a la
résultante des deux forces —P et P" qui se rencontrent
en H. On peut donc supprimer les deux couples ISP, —P)
(P", —P"), et il ne reste plus que le couple (P', —P)
applique sur CD, lequel n’est, pour ainsi dire, que le
couple primitif qu’on aurait tourng dans son plan, de
maniere que son bras de levier AB fit venu dans la posi-
tion oblique CD. L

De ces deux propositions réunies, on peut conclure
qu’un couple quelconque, sans que son effet soit change,
peut étre transporte dans son plan, ou dans tout autre
plan parallele, en telle position gu’on voudra; car on
peut d’abord le transporter parallelement a ses forces
dans le plan donné, de maniere que le milieu de son bras
de levier tombe au point donné qu’on voudra, et I’on
peut ensuite le tourner autour de ce point, de maniere
a I'amener dans la position donnée; ou, réciproguement,
on peut le tourner d’abord dans son plan, de maniere
que ses forces deviennent paralleles aux nouvelles direc-
t|ons,3_u’on veut leur donner, et ensuite le transporter
immediatement dans la position donnge.

Transformation des couples ; leur mesure.

Lemme.

50. Un couple quelconque (P, — P) {Jlg. 20), appliqué
sur un bras de levier AB, peut étre changé en un autre
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(Q, — Q) de méme sens, appliqué sur un bras de levier BC
different du premier, pourvu qu'on ait P ' Q -+ BC*AB, ou
PXAB= Q X BC, c’est-a-dire pourvu que les moments
de ces couples soient égaux.

Prenons, en effet, sur le P_rolongement de AB une
partie quelconque BC, et appliquons sur BC, parallele-
ment aux forces P et — P, deux couples (Q, — Q),
(Q' —(%‘), égaux et contraires : leur effet sera absolu-
ment nul, et, par consequent, celui du couple (P, —P)
ne sera pas change. Mais, d’un autre cote, si I'on suppose
que les forces P et Q, et, par conséquent, P et Q' sont
en raison inverse des lignes AB et BC, leur résultante,
qui est égaleaP -t- Q', passe en B, et détruit évidemment
les forces contraires — P, — Q' qui $'y trouvent. On peut
donc supprimer les quatre forces P, Q', —P, —Q', et
il ne reste plus que le couPIe Q,—Q appllgue sur BC,
quu/glB remplace le couple proposé (P, —P) appliqué
sur AB.

Corollaire.

51. Il n’est pas difficile de conclure de Ia que les efforts
des couples sont proportionnels a leurs moments.

En effet, on peut voir d’abord que deux cougles
((jP, —P), (@, —%) fig. 21), QUi agissent sur les bras
e leviers egaux AB, CD, sont entre eux comme les forces
P et Q de ces couples : car, si I'on suppose les forces P
et Q entre elles comme deux nompres entiers, comme
5 e 3 par exemple, en partageant chaque force P et —P
en 5 forces egales, et chaque force Q et —Qen 3 forces
égales entre elles et aux premiéres, on pourra consi-
derer le couple (P, —P) comme la somme de SCouFIes
egaux et de meme sens, appliqués parfaitement I'un
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sur I"autre, et le couple (Q, —Q) comme la somme de
SCpu[pIes égaux entre eux et aux premiers, aussi appli-
qués ’un sur I"autre. Les intensités des couglgs (P, —P),
gQ, —Q), seront donc entre elles comme oa 3ou P a
I les forces P et Q sont incommensurables, on fera
raisonnement connu, etc.
Maintenant soient deux couples quelconques (P, — P},
(Q, —?);_smentp le bras de levier du premier, et q le
bras de levier du second : le couple (Q, — Q), agissant sur

la ligne q, est équivalent au couple  Q, —-  >qui
agiraitsur laligne/?; car les moments sont égaux de part
et d’autre, le premier étant qq, et le second, * Q, p=qaq.
Ainsi, au lieu de deux couples proposés, on a ces deux-ci
(P, —P), » Q, —"  qui ont un méme bras de levier

p. Mais les intensités M et N de ces deux couples sont
entre elles comme leurs forces, et, par conséquent, 1’on

aM:N::P:|Q, ou bien M:N::vp:Qqq.

e

52.  Puisque deux couples sont entre eux dans le rap-

port de leurs moments, il sensuit que le moment d’un
couple est la mesure de son elfort ou de son intensite;
car si I’on prend pour unite de couple celui qui est com-
posé de deux forces égales a I'unité de force, appliquées
sur un bras de levier égal a I'unité de ligne, le couple
fP, —P) au bras de levier p contiendra autant de fois
‘unite de couple que le moment P x / contiendra le mo-
ment i x i, cest-a-dire contiendra I'unité.
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Remarque.

53, Pour comparer entre elles les grandeurs ou les
intensités des couples, on pourrait prendre aussi, au lieu
des produits Pp, oq des forces par leurs bras de levier rec-
tan?ul_awes les produits de ces mémes forces par des bras
de Tevier obliques sur leurs directions; mais il faudrait
pour tous les couFIes que les bras de levier fissent le
méme angle avec les forces. Il est clair qu’alors les bras
de levier obliques seraient tous proportionnels aux bras
de levier rectangulaires, et que, par conséquent, les nou-
Veaux moments seraient lpropor_tlonnels aux premiers.

Nous emploierons quelquefois ces nouveaux moments
dans la mesure relative de différents couples; mais nous
regarderons toujours les autres comme lamesure absolue
de leurs intensites.

Composition des couples situés dans un méme plan,
ou dans des plans paralléles.

Théoréme 1.

54. peux couples situés comme on voudra dans le méme
plan, ou dans des plans paralléles, se composent toujours en
un seul, qui est égal a leur somme s'ils tendent a faire
tourner dans le méme sens, ou égal a leur différence s'ils
tendent a faire tourner en sens contraires.

En effet, on peut d’abord ramener ces deux couples
dans un meme plan, ensuite ramener leurs forces au pa-
rallélisme, enfin les changer en deux autres equwalent_s
qui auraient un méme bras de levier, et alors les appli-
quer P’un sur l'autre,
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Soient P et Q les forces composantes de deux couples,
petq leurs bras de levier respectifs; et soit D la lon-
gueur du bras de levier commun aux deux couples
transformes. Au lieu du couple (P, — P) au moment Pf?,
on substituera le couple équivalent (P', —P"), dont Ie.
moment P'D serait égal a Pp. On substituera de méme, a
la place du couple (%, —Q) au moment Q</, le couple
(Q, —Q’) au moment Q'D —qq; et ces deux couples
transformes étant appliques I’un sur l'autre, sur le méme
bras de levier D. on aura un counle uniaue résultant

,dont le moment sera

Ainsi, le moment résultant sera égal a la somme des
moments comBosants, ou_bien a leur différence, selon
gue les forces P* et Q', qui agiront a la mome extremite

ubras de levier D, seront de méme sens, ou de sens con-
traires.

Corollaire.

On voit donc, en combinant ainsi les couples deux a
deux, que tant de couples qu’on voudra, situés d’une ma-
niere quelconque dans un méme plan ou dans des plans
paralleles, se reduiront toujours a un seul, égal a Ia
somme de ceux qui tendent a faire tourner dans un sens,
moins la somme de ceux qui tendent a faire tourner dans
le sens contraire. ,

Et réciproguement, on pourra décomposer un couple
donné en autant d’autres qu’on voudra, situes dans le
méme plan ou dans des plans paralleles. On pourra méme
prendre a volonté tous ces couples, hors un seul; car il
suffira que la somme de ceux qui agissent dans le méme
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sens, moins la somme de ceux qui agissent en sens con-
traire, soit égale au couple propose.

Composition des couples situés dans des plans quelconques.

Théoréme 11.

59, Deux couples situés comme on voudra dans deux
plans qui se coupent sous un angle quelconque se composent
toujours en un seul.

Et si I'on représente les moments de ces couples par les
longueurs respectives de deux droites tirées sous un angle
égal a celui des deux plans, et quon achéve le parallélo-
gramme, le moment du couple résultant sera représentépar
la diagonale de ce parallélogramme, et leplan de ce couple
partagera l'angle quefont entre eux les plans des couples
composants, comme la diagonale du parallélogrammepar-
tage I'angle que font les deux cotés adjacents.

Soient, en effet, les deux couples proposés, situés dans
les deux plans AGM, AGN (ig. 22), qui se rencontrent
suivant AG; et supposons qu’on ait d'abord change ces
deux couples en deux autres respectivement équivalents,
qui_auraient un méme bras de levier.

En quel(wle lieu que soit situé le couple (P, —P) dans
le plan AGM, on pourra le ramener dans ce plan aangle
droit sur I'intersection AG, de maniere que son bras de
levier AB tombe sur I'intersection AG (49%. De méme, en
quelque lieu que soit situe le couple (Q, —Q) dans le
PlanAAGl_\I, on pourra le ramener aussi a angle droit sur
laméme intersection, et de maniére que son bras de levier,
égal au premier, coincide avec lui en AB.

Alors les deux forces P et Q appliquées en A se corn-



U ELEMENTS

poseront en une seule R appliquée au méme point A, et
représentée par la d|a?_onale AR du parallelogramme
construit sur les deux lignes AP, A(B, qui representent
les forces P et Q. Les deux forces —P, —Q, appliguees
en B, se composeront aussi en une seule —R appliquée
en B, parfaitement egale, parallele et contraire a la pre-
miére; et I'on aura, au lieu des deux couples (P, —P{,
(Q, —Q), le couple unique (R, —R) appliqué sur le
méme bras de levier AB, ) _

Puisque ces trois couples ont un méme bras de levier,
leurs moments respectifs sont proportionnels aux valeurs
des trois forces P, Q, R. Donc, si 'on représente les mo-
ments des deux couples composants par les deux lignes
AP, AQ qui leur sont proportionnelles, le moment du
couple résultant sera représenté par la diagonale AR du
parallélogramme APRQ construit sur ces lignes. Or il est
visible que les angles formés par les trois ||§ines AP, A?,
AR, mesurent les angles que font les trois plans; donc Ie
plan du couple résultant i)arta e I'angle des deux autres
plans, comme_la diagonale AR partage I'angle PAQ des
deux cdtés adjacents AP, AQ. Donc, etc.

Corollaire.

56.  On pourra donc toujours réduire aun seul tant de
couples que 1'on voudra, appliqués a un corps d’une
maniére quelconque dans I'espace; car, en les composant
successivement deux a deux, comme nous venons de le
faire, on arrivera nécessairement a un couple unique dont
on connaitra le plan et la grandeur, et qui sera équiva-
lent a tous les autres. _ ,

Réciproquement, on peut toujours décomposer un
couple en deux autres situés dans deux plans donnés,
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pourvu que_ces plans et celui du couple proposé se ren-
contrent suivant une méme droite (ou suivant des droites
paralleles; car en trar]slportapt le plan de I'un de ces
couples parallélement a lui-méme, ce clul est permis (49),
on rassemblerait leurs trois intersections paralléles en
une seule).

Remarque |.

57. Pour opérer cette décomposition, on n’aura qu’a
suivre dans ordre inverse le procedé que nous venons
de donner pour la composition de deux poupleg; 0u bien
I’on emploiera la méthode suivante, qui est tres-simple,
et dont nous nous servirons quelquefois. .

Soit AZ (y79. a3) la commune intersection des trois
plans : menons a volonté un plan YAX qui les coupe sui-
vant les trois lignes respectives AY, AY, AX; et soit ZAV
le Elan du coulple Propose. L

n quelque lieu que ce couple (P, —P) soit situe dans
le plan ZAY, on peut le placer de maniere que ces forces
solent paralleles a Pintersection AZ, et que la direction
de Tune d’elles, comme de la force —P, coincide avec
cette méme intersection. Alors la direction de I'autre
force P rencontrera ququPue part en B la droite AV, et
I'on aura le couple (P, —P) appliqué d’une maniere quel-
conque surAB, comme on Ievoit dans la figure. Maintenant
formons, suivant les directions AY, AX, avec AB comme
diagonale, le parallélogramme BCAD ; et al’un des angles
CouD, enD F[))ar,exemple, appliquons deux forces con-
traires P', —P", éqales et paralleles aux forces P et —P
du couple propose. L'effet de ce couple ne sera pas
change. Mais actuellement, au lieu du couple (P, —P)
appliqué sur la diagonale AB, on peut en considerer
deux autres: I'un (P, —P) appliqué sur le cote AD dans



46 ELEMENTS

I'un des plans donnés ZAY; I'autre %P, —P') appliqué
sur BD parallelement a I’autre plan ZAX. Or ce couple
peut étre transporte parallelement a [ui-méme dans ce
plan ZAX; sur le cdte AG = BD, et I'on aura alors, au lieu
du couple (P, —P) apph%ue sur la diagonale AB, deux
couples (P', —P), (P, — P'), composes de forces égales
et paralleles aux premieres, appliqués dans les deux plans
donnés sur les cotés AD, AC.

Remarque 1.

58, Si I’on supposait que le plan YAX fit mené Per-
pendiculairement a la commune intersection AZ des plans
des trois couples, les forces de ces cou&les seraient per-
Pendlculalres aux lignes AY, AY, AX: et comme ces
orces sont egales, les moments des cou les seraient pro-
portionnels a leurs bras de levier AD, AB, AC; et, d’apres
ce que nous venons de dire, on retomberait sur le
théoreme precedent (55) : ce qui fournit, comme on voit,
une nouvelle démonstration de ce théoreme.

Remarque 11,

59. Celte double démonstration vient de la double
maniere dont on peut transformer les deux couples avant
de les composer. Dans la premiére, on commence par
leur donner un méme bras de levier avec des forces dif-
férentes; dans la seconde, on leur donne les mémes forces
avec des bras différents. _ _ _

u 'y aurait une troisieme démonstration qui se ferait
sans rien changer aux deux couples proposés. Car soient
(P, —P) et (Qg, —Q) (tig. 22bis) deux couples appli-
qués perpendiculairement au plan du triangle ABC, sur
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les bras respectifs AB, AC; et supposons que les deux
forces P et (5) qui tirent en Bet C soient de méme sens.
|| est clair que ces deux forces se composent en une seule
P 4- Q de méme sens, et appliquée au point g qui divise
la base BC dans la raison réciprogue de P a Q. Les deux
forces —P et —8 qui tirent en A se composent de méme
en une seule — (P -+~ Q) appliquee au point A; et si I’on
fait, pour abréger, P 4- Q= R, on a le couple résultant
(R, —R) appliqué sur kg dans un plan perpendiculaire
au triangle ABC. _ \ \

Maintenant, que du point g on mene deux paralleles
aux cotés AB et AC, et qu’on acheve ainsi le parallélo-
%ramme asgm; il s'agirait de prouver que les moments
e nos trois couples, savoir,

sont entre eux_comme les cotés A/, am et la dia?onale
Ag de ce parallélogramme. Or c'est ce qui est facile; car
en mettant, au lieu des forces P, Q, R, les trois lignes Co,
Bg, BC, qui leur sont proportionnelles, on voit que ces
moments sont entre eux comme les trois produits

Mais les triangles semblables donnent

Substituant ces deux nouveaux produits & la place des
deux premiers, et supprimant partout le facteur commun
BC, on a les trois moments dont il s"agit dans Ia.Fropor_-
tion des simples lignes ar, am, ag\ ce qu'il fallait
démontrer. , . o

On peut varier encore ces démonstrations; mais il y a



48 ELEMENTS

une maniére bien plus simple de présenter la composition
des couples, comme nous allons le voir dans Iarticle sui-
vant,

Expression plus simple des théorémes qui concernent
la composition des couples.

60.  Au lieu de déterminer la position d’un _couP_Ie par
celle de son plan, on peut la determiner par la direction
d’une droite quelconque perpendiculaire a ce plan, et que
'on pourra nommer xaxe du couple. Puisqu’un coui)le
peut tre supposé athque ou I'on voudra dans son plan
ou dans tout autre plan parallele (49), il est visible que
I'on connaitra la position d’un couple dans I'espace,
lorsque 'on connaitra la direction de son axe; car, en
elevant ou Ion voudra sur cet axe un plan perpendicu-
laire, on pourra prendre ce plan pour celur du couple
PY%OS@- .. e \
~Ainsi a position de différents couples paralleles peut
étre donnge par une seule droite perpendiculaire a tous
ces couples, et qui en sera, pour ainsi dire, I’axe
commun. .

Siles couples sont situés dans des plans quelconques,
on supposera d’abord, pour plus de clarte, qu’ils soient
transportés dans des plans respectivement paralleles, tous
conduits par un seul et méme point A, pris a volonté dans
I'espace, et qui deviendra le commun centre de tous
ces couples; et si I'on prend ce point pour Porigine des
perpendiculaires qu’on éleve a ces plans respectifs, la
position des différents couples se trouvera donnée qu
celle d’autant de droites partant d’un seul point, et fai-
santentre elles les mémes angles que les plans des couples
Proposes.
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De plus, si, & partir de ce Maoint A, on porte sur ces
droites des longueurs AL, AM, AN,..., proportionnelles
aux moments respectifs de ces couples, que je désigne
ici par les simples lettres L, M, N,..., chacune de ces
[lqnes terminées, telle que AL, suffira pour représenter
a la fois I'axe et la grandeur du couple L qui lui cor-
reslgor]d. _ o _
~ Enfin, si I'on veut que la méme ligne AL puisse encore
indiquer le sens dans lequel ce couple agit (ce qui est
necessaire pour achever la determination complete du
couple), il n’y aura qu’a faire une convention toute sem-
blable a celle qui regarde les simples forces. Or, pour
une simple force P appliquée en A, et qu’on représente
par une certaine ligne AP, cette convention consiste,
comme on I'a dit (11()], en ce que I’action de cette force a
toujours lieu de A vers P, ou que la force tire de Aen P.
Ici, pour un couple L appliqué autour du centre A, et
dont je represente I'axe_ et la grandeur par la ligne ter-
minée AL, je supposerai toujours que le sens du” couple
ou de la rotation qu’il tend a produire est tel, que, si I'on
se placait au point L, considere comme le nord, pour
regarder devant soi le point A, consideré comme le midi,
on verrait la rotation se faire de I'orient a l'occident, ou
de la gauche a la droite, comme se fait & nos yeux le mou-
vement du Soleil. C'est d’ailleurs le sens ordinaire dont
la main fait tourner la plupart des instruments de rota-
tion ; et c’est dans ce sens convenu qu’agira pour nous le
couple rePresente par la ligne AL. _ _

n peut adopter, si I’on veut, la convention contraire,
Pourvu ?u’on $'y conforme avec le méme soin pour tous
es couples dont il s’agit dans une meéme figure, ou dans
Ienonce d’une mé 'ie proposition. _

Au reste, on voit qu’une des deux conventions, comme

Poinsot . — Stati'jue. 4-
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la premiere, nous suffit; car, $'il fallait indiguer dans la
fiqure un couple L' contraire a L, on le représenterait de
meme par une ligne AL', mais portée de I'autre coté du
point Asur le prolongement de la premiére. Il est clair,
en effet, que ce second couple qui, vu du point L', ferait
tourner dans le sens convenu, c’est-a-dire de gauche a
droite, étant vu du point L, ferait tourner de droite a
gauche, et serait réellement contraire au premier.

~ Par celte maniére de déterminer les couples et d’en
indiquer les sens simultanés, on voit donc que la repré-
sentation géometrique de tant de couples (1u’on voudra,
appliques sur un corps dans des plans quelconques, de-
vient parfaitement la méme que celle d’autant de simples
forces applniuees sur un_point; et I'on va prouver tout
I’heure que leur composition peut s’exprimer ‘oar des lois
toutes semblables, Tout se réduit, en effet, & la démons-
tration du théoreme suivant, qui remplace le théo-
reme II, et quon peut tres-bien nommer le paraiéio-

gramme des couples.

Théoréme.

6l. Si deux couples L et Msont représentés, pour leurs
axes etpour leurs grandeurs, par les deux cotés AL et AM
d’'un parallélogramme ALGM, ces deux couples se compo-
sent en un seul G représenté, pour son axe etpour sa gran-
deur, par la diagonale AG de ceparallélogramme.

En effet, A%ue du point A et dans le Flan du parallélo-
gramme ALMG (fig . oy 0n mene deux lignes 1, mm: per-
P_endlculawes et proportionnelles aux deux cotés respec-
ifs AL et AM, et qui soient toutes deux coulo,ees par leur
milieu au point A. Si I’on achéve les parallélogrammes
Algm, Alg'm-yil est clair que ces parallélogrammes
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seront égaux entre eux, et semblables au premier ALGM,
et que, par consequent, la ligne gg* sera aussi perpendi-
culaire et proportionnelle a'la diagonale AG, et coupee
en son milieu au point A,

Maintenant, gue sur les lignes /', mm* comme bras de
levier, et dans des plans perpendiculaires a la figure, on
applique deux couples composés de forces égales, le
premier (P, —P) sur la ligne wr, et le second %P, —P)
SUT mms; et supgosons, pour nous conformer a la conven-
tion ci-dessus é 0), que ces couples tendent tous deux a
faire tourner de gauche a droite quand on les regarde
'un apres 'autre des points L et M. Il est ewdent%ue Ces
deux couples peuvent étre pris pour ceux que les cotes AL
et AM representent; car : 1° ils sont situés dans des plans
perpendiculaires a ces cotés; i- ils_ont des moments
Proportlonnels aux mémes cotés; et 3° leurs sens simul-
anes sont conformes a la convention établie. Or il est ais
de voir T,Je ces deux coui)les_se composent en un seul,
représenté de méme par la diagonale AG. En effet, les
deux forces P et P aplphquees eN retm S comFosgnt en
une seule 2P parallele, et de méme sens, appliquee au
pointe, qui est le milieu de/m, et, par conséquent, le
milieu de Ag. De méme les deux forces —P et —P, en
vetme, se composent en une seule — 2P appliquée en ¢
milieu de Ag; et I’on a le couple résultant (aP, — 2P)
algpllque sur la ligne cc, ou simplement le couple
(P, —P) applique sur la ligne, double gg-. Or ce couple
est évidemment perpendiculaire et proportionnel & la
diagonale AG, et fait aussi tourner de gauebe a droite
quand on le regarde du point G. Donc, efc. ,

Nous aurions pu tirer ce théoreme de I'une des demons-
trations qui précedent, mais nous avons prefére en faire
ici la démonstration Immédiate, et sur une nouvelle

4.
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figure, ou I’on vit clairement les sens relatifs que doivent
avoir ensemble les trois couples que I’on considere.

Remarque |.

62. On voit ici, par un raisonnement tout a fait sem-
blable a celui du n® 37, que si deux couples agissent dans
des plans qui se coupent, ou qui ne sont point paralleles,
ils ne peuvent jamais donner un couple résultant nul, a
moins qu’ils ne soient nuis tous les deux a la fois.

Remarque II.

63. Lorsque les plans des couples composants sont rec-
tangulaires entre eux, les deux axes AL et AM sont aussi
rectangulaires, et dans le rectangle ALGM, on a

de plus, si I'on nomme a et 3 les angles que fait la diago-
nale AG avec les deux cOtés adjacents AL, AM, on a

Donc, en désignant simplement les trois moments res-
pectifs par les lettres L, M, G, on a, pour le moment G,

d’ou

et, pour les angles a et 3que son axe fait avec les axes
des deux autres, L= Gcosa, M= Gcosf3; d’ou
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Remarque 111.

En général, si I'on nomme l’angle que font entre eux
les deux couples composants, ou leurs axes AL et AM, on
aura, dans le parallélogramme ALGM,

et, par conséquent,

ce qui donne le couple résultant G par les couples com-
posants L et M, et leur inclinaison mutuelle 4
Si I"angle pest nul, on a cos<p = i, et il vient

ce qui S'accorde avec ce qu’on a déja vu : car les deux
couples sont alors dans le méme plan et de méme sens, et
ils se com,oosent en un seul égal a leur somme.

- Silangle sest égal a deux droits, ona cs<p = — 1, et
il vientG= L —M; ce qui doit étre, car les deux cou-
ples sont alors de sens contraires, et 1ls se composent en
un seul égal a leur difference.

Lorsque est un angle droit, cosip = o, et I'on a

comme ci-dessus.
Remarque IV.

De la composition de_deux couples, il est bien facile
de s’elever a la composition de tant de couples qu’on
voudra, et il est évident quon aura des théoremes tout
semblables a ceux qui regardent les simples forces autour
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d’'un point: cependant je crois devoir énoncer et dé-
montrer comme théoreme le corollaire suivant, a cause
du grand usage qu’on en peut faire en Mécanique.

Théoreme.

64 Trois couples représentés, pour leurs axes et pour
leurs grandeurs, par les trois arétes contigués d’un paral-
Iélépipéde, se composent toujours en un seul représenté, pour
son axe etpour sa grandeur, par la diagonale de ceparal-
Iélépipede.

Soient, en effet, A... G (rig, 25) le parallélépipede;
AL, AM, AN les cotés qui représentent a la fois les axes
et les moments des trois couples. .

Les deux couples représentes par les deux cotés AL,
AM du parallelogramme ALOM, se composeront en un
seul represente, pour son axe et pour sa R/Ira_ndeur, par
la diagonale AO de ce parallélogramme. Maintenant ce
cou[)le et le troisieme representé par AN se compose-
ront en un seul représenté par la diagonale AG du Paral-
lelogramme ANGO. Or cette diagonale est en méme temps
celle du parallélepipede; donc, etc.

65. On voit encore ici, par le méme raisonnement que
celui du n° 42, que si trois couples agissent dans trois
plans qui forment un angle solide ou qui se coupent en
un point unique, ils ne peuvent jamais avoir un couple
resultant nul, a moins qu’ils ne soient nuis en méme
temps tous les trois.

Remarque.

66. Lorsque le Farallélépipéde est rectangulaire, en
nommant L, M, N les moments composants, et G le mo-
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ment résultant, on a manifestement G2= L2-f- M2+ N2,

En désignant par X p v les trois angles que la dia”
?onale_, ou plutdt que I'axe du couple résultant fait avec
es trois axes des couples composants, on a

Donc, §'il s'agit de calculer le moment résultant G de
trois moments, L, M, N, dont les axes sont rectangu-

laires, on aura pour sa valeur G= vA2-- M2+ N2, et
pour les angles X pi, y, que son axe fait avec les trois
axes des moments composants,

S'il s’agit, au contraire, de décomposer un cou'ol_e G
en trois autres, situés dans trois plans rectangulaires
entre eux, ou dont les trois axes soient rectangulaires,
on aura, pour les valeurs respectives des moments com-
posants,

L= GcosX, M= Gcos//, N= Gcosv,
X sy y étant les trois angles que I'axe du couple donné
fait avec ceux des couples composants cherchés.

67, Au reste, nous ne nous arréterons pas sur ces
détails; nous remarquerons seulement qu’entre les sept
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quantités L, M, N, G, cosX, cosy., COSV, On @ quatre
equations qui sont

au moyen desquelles, connaissant d’ailleurs trois de ces
quantités, on pourra déterminer les quatre autres.

II,faut pourtant excepter le cas ol I'on ne connaitrait
que les trois angles X g. v; alors on negourralt obtenir
que les rapports des moments L, M, N, G.

CONCLUSION GENERALE DE CE CHAPITRE.

Composition des forces dirigées comme on voudra
dans l'espace.

ss. Soient tant de forces que I'on voudra, P, P,, P...,
appliquées d’une maniere quelconque dans ’espace, a un
corps ou systeme libre.

Je considere d’abord I'une d’elles, la force P rrig. 26)
par exemple, qui est aPpll_quee au point B; ensuite, au
point A, arbitrairement pris dans ce corps, ou au dehors
(pourvu qu'on I’y suppose invariablement fixe), j’ap-
lqllqug deux forces contraires P', —P", égales et paral-
eles a la force P. Il est clair que je n'ai rien changé a
I'étatdu systeme. Maisje puis considérer maintenant, au
lieu de la force Panhquee en B, la force P' appliquée
en A, et le couple F , —P') agissant sur la droite AB.
Si, pour plus de clarte, on transporte ce couple ailleurs,
dans un plan quelconque parallele au sien, Il ne restera
au point A que la force P' egale et parallele a la force P,
et qui n’est en quelque sorte que cette méme force P
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gu’onAauralt transportée parallelement & elle-méme de
en A

Si P'on fait la méme transformation pour toutes les
forces du systeme a I’e%ard du méme point A, il est ma-
nifeste qu\e toutes ces forces viendront s'y reunir paral-
lelement a elles-mémes, mais qu'il X_au[a de plus, dans
le systéme, autant de couples appliqués provenant de
chaque transformation. Or toutes les forces appliquées
au point A se composeront en une seule R, et tous les
couples en un seul couple (S, —9) (rig. 27), appliqué
sur_une certaine droite BC.

Ce qui nous apprend qUE tant deforces que I'on vou-
dra, appliquées d’une maniére quelconque a un corps, peu-
vent toujours se réduire a une seule force quipasse par un
point donné a volonté, et a un seul couple, dont le plan
sera, en général, incliné a la direction de laforce. .

Observons, sur-le-champ, que la (iuantlte, la direction
et le sens de la résullante R seront toujours les mémes,
en quelque lieu qu’on ait pris le point A. En variant la
position de ce point, la resultante R ne fera que se trans-
i)orter parallelement a elle-méme en différents lieux de

‘espace; mais le plan et la grandeur du couple résultant
(S, —$) changeront nécessairement. o

Or, parmi celte infinit¢ de reductions relatives a tous
les points A de I'espace, il y en a une distinguée de toutes
les autres, en ce que le plan du couple resultant est per-
pendiculaire a la direction de la résultante. Clest ce
%u’on peut démontrer ici d’une maniere tres-prompte.

ar, tout etant déja réduit a la seule force R et au seul
couple (S, —$), par rapport a un gomt connu A, ima-
?mez qu’on décompose ce couple (S, —S? en deux au-
res, 'un (T, —T), gm tombe dans un plan perpendi-
culaire a la direction de la résultante, et I'autre (Y, —Y)
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dans nn_plan qui passe par cette direction AR. Si dans ce
Plan, ou se trouvent a la fois le couple ‘SY, —Y)etla
orce R, on transporte cette force parallelement a elle-
méme de A en O d'un tel cote, et a une telle distance
AO, que le couple (R, —R), né de cette translation, soit
ega] et contraire au couple (Y, —Y) et la detruise, il ne
restera plus que la seule force R, apprllquee_ au nouveau
point O, avec le seul couple (T, —T), (1UI est dans un
plan perpendiculaire a la direction de cette force. Ainsi
tant deforces qu'on voudra sont toujours réductibles a une
seuleforce et a un seul couple dont le plan est perpendicu-
laire & la direction de laforce : de sorte QU’|_| y a toujours
dans I'espace une certaine droite determinee OR, qui
peut servir a representer tout a la fois la direction de la
resultante et I'axe du couple resultant. _

Celte réduction est umqlue  je veux dire %U’H n'y a
dans ’espace aucun autre lieu ou I'on puisse trouver le
couple resultant perpendiculaire a la résultante. Car
maintenant, de quelque coté qu’on veuille transporter la
force R hors de sa position actuelle OR, elle produira un
couple (R, —R) perpendiculaire au couple (T, —T),
et ces deux couples, etant composés en un seul, donne-
ront le nouveau couple résultant nécessairement incline
au couple (T, —T), et mome toujours i)lus grand, puis-
%ue\les deux composants sont rectangulaires entre eux,

‘ou I'on voit, non-seulement que le couple (T, —T)
est le seul qui puisse etre_FerpendmuIawe a la direction
de la résultante, mais qu’il est encore le plus petit de
tous les couples résultants qu’on peut trouver par rap-
port a tous les paints de I'espace. On voit en méme temps
3ue, pour des points pris autour de OR, a égalesdistances
Je cette droite, les couples résultants ont des valeurs
egales, et sort dans des plans difféerents, mais également
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inclinés a cet axe OR, qu’on peut aussi nommer xaxe
central (S couples et du systeme. En s'¢loignant de cet
axe, on trouve des couples toujours plus %rands et qui
croissent sans bornes; mais ils ont tous cette commune
propriéte, que chacun d’eux, estime SUr le plan_perpen-
diculaire a la direction_constante de la force R, donne
le méme couple (T, —T) : d’ou I'on voit que la valeur
de ce couple minimum S'Obtient tout de suite en prenant
un couple resultant %uelconque_(sl —3) et le multi-
pliant par le cosinus de son inclinaison au plan dont il

s'agit,

?e ne présente, en passant, cet axe centrar, OU S¢ fait
une réduction si lumineuse de toutes les forces du sys-
teme, que pour éclairer a la fois toutes les autres réduc-
tions équivalentes, et les grouper, pour ainsi dire, dans
un seul tableau ou I’on en voie d’un coup d’ceil I'ordre
et la dépendance mutuelle, , ,

On trouvera cette theorie plus développée dans notre
Mem0|r? Sur les Moments et sur les Aires; MalS J€ dois me
borner ici aux corollaires genéraux qui importent le plus
d NOS Eléments de Statique.

Corollaire I,
Qui contient les lois de I'équilibre de tout systéme libre.

_69. Un couple ne pouvant_jamais étre tenu en équi-
libre i)ar aucung simple force dirigée comme on voudra
dans I'espace, il resulte de ce que nous venons de dire
qu’il ne pourra jamais y avoir equilibre dans le systeme,

a moins que la résultante R des forces ne soit nulle
d’elle-méme, et que le moment du couple résultant
(S3—S), ne soit aussi nul de lui-méme.

AINSI, toutes lesforces appliquées au systéme, étant trans-
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portées parallelement & elles-mémes en un point quelconque
du systeme ou de I'espace, doivent s'y faire équilibre entre
elles; et tous les couples qu elles produisent en s'y transpor-
tant en ce point doivent aussi sefaire équilibre entre eux.

Remarque.

70. Telles sont, pour un systéme libre quelconque, de
forme invariable, les deux conditions d’équilibre néces-
saires et suffisantes, c'est-a-dire sans lesquelles I'équi-
libre ne pourra subsister, et telles qu’il aura manifeste-
ment lieu, si elles sont remplies.

Pour déveloi)per ces deux conditions, il faudra re-
monter 4 la valeur de la résultante R et a la valeur du
couple resultant (S, —S), en conservant les lois qui lient
la resultante a ses composantes, et le couPIe resultant
aux cougles composants; faire ensuite la force R et le
couple (S, —S) tous deux nuis, et voir quelles relations
cela établit entre les forces primitives af)pllquees_au sys-
téme. On obtiendra de cette maniere les conditions de
I"équilibre, exprimées au moyen des seules forces don-
nees immediatement par I'état de la question; ce qui est
la solution du probleme que nous avions en vue,

~Mais tous ces développements, qui, d’apres les prin-
cipes posés ci-dessus, ne sont plus qu’une affaire de Géo-
métrie et de Calcul, teront Iobjet du Chapitre suivant.

Corollaire I,

Qui contient les conditions nécessaires pour que toutes les forces appli-
quées au systeme aient une résultante unique, lorsquelles ne se font
pas équilibre.

71, Toutes les forces appliquées au systéme étant ra-
menées, ainsi que nous venons de le voir, a une seule
force et @ un couple, supposons que cette force R et Ie
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couple (S, —S) puissent se réduire aune seule force,
ou, Si I'on veut, %u’une force unique R' fasse equilibre
au couple _fS, — ) etalaforce R.

Puisqu’il y a équilibre entre les deux forces R, R' et le
couPIe?S, —>9), je dis que les deux forces R et R' doi-
vent former un couple contraire et équivalent au couPIe
(S, =), etsitue dans le méme plan, ou dans un plan
parallele, ce qui est ici la méme chose.

Car il ne peut arriver que trois cas : ou les deux forces
R et R' seront susceptibles de se reduire a une seule, et
alors cette force ne pourra, faire equilibre au couple
(S, —=S), ou elles se reduiront a une seule avec un
couple, et alors ce couple et le propose (S, —S) se re-
duironta un seul, qui ne pourra pas étre en equilibre
avec la force; ou bien enfin elles se réduiront @ un seul
coulple, et c’est le seul cas qui puisse arriver.

Il faut donc au moins que les deux forces R et R' for-
ment en semble un couple; mais pour que ce couple fasse
equ[hbre au couple (S, —S), il est necessaire qu’il soit
situé dans le méme Flan ou dans un plan parallele, sans
quoi ces, deux couples se composeraient toujours en un
seul, qui ne pourrait jamais étre nul ﬁoz), et il n’y aurait
pas equilibre. Donc [a direction de la resultante R doit
étre parallele au plan du couple resultant (S, —S), et
par Consequent toutes les forces appliquées au systéme ne
pourrontjamais se réduire a une seule, a moins que la résul-
tante de cesforces transportées parallélement a elles-mémes
en un méme point n’ait une direction paralléle auplan du
couple résultant, et cela, en quelque lieu de I’espace quon
ait pris d’abord le point ou |I'on a transporté toutes les
forces. . ) . ]

Cette condition est nécessaire, et il est clair_qu’elle
suffit en général; car, a moins que la résultante R ne soit
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nulle, on sera toujours maitre d'appliquer au systeme
une force R' qui soit égale, parallele et opposée a [a force
R, et qui forme avec elle un couple (R, —R) d'un sens
contraire a celui du couple (5, —S), et d’un moment
équivalent, Cette force, estimée en sens contraire, sera
la résultante générale. o ,

Au reste, on pourra prendre immédiatement cette ré-
sultante : car si la force R appliquée en A est parallele au
plan du couple fS, —S), on pourra amener ce couple
dans un méme_plan avec la force R, et alors les trois for-
cesR, Set —S, étant dans le méme plan, se composeront
toujours en une seule egale et parallele a R, et qui sera
la resultante unique.de toutes les forces.

72. Dans le cas ou la force R est égale a zéro, il n'y
a point de résultante unique; car toutes les forces du
systeme sont reduites au seul couPIe (S, —S), qui ne
peut jamais se réduire a une seule force. Ainsi, a la con-
dition précédente, %m emge que la force R soit parallele
au plan du couple (S, —9), il faut joindre encore celle-
¢i, comme condition particuliere : que 1aforce R ne soit
pas égale a zéro (d MOINS (iu’n n'y ait equilibre, auquel
cas, la force resultante et le couple résultant etant tous
deux nuis, on pourrait dire qu’il y a une resultante
unique qui est zéro, et qui a d’ailleurs telle direction et
telle position qu’on veut dans I’espace; mais nous avons
exclu le cas de I'equilibre).

Remarque |.

73. Lorsque le couple résultant (S, —9) (fig. 28) et
la force R ne sont pas dans des plans parallles, il n’y
a jamais de resultante unique. Seulement, en transpor-
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tant le couple (S, —S) parallelement a son lola_n, on
Feut amener 'extrémite B ou Cde son bras de levier sur
e point A, et alors les deux forces R et S appliquées en A
se composent en une seule T; et toutes les forces du sys-
téme sont réduites a deux autres T et —S non situées
dans le méme plan:

Ce qui nous fait voir d’abord que tant deforces que von
voudra, dirigées arbitrairement dans /1espace, peuvent tou-
jours se réduire a deux au plus, non situées dans le méme
plan.

Mais il est clair que cette réduction Peut avoir lieu
d’une infinité de manieres, méme sans déplacer le point A
ot I'on rassemble toutes les forces; car le couple (S, —S)
pourrait étre changé en une infinité d’autres equivalents,
et de plus tourné sur s_on_ax_e‘dans.un_e_Posmon quel-
conque, et I’on arriverait ainsi a une infinité de systemes
differents de deux réduites non situées dans le méme

an.

: A la vérité, on pourrait choisir, entre ces systemes,
celui ou I’une des forces serait perpendiculaire au plan
du couple, et I'autre dirigee dans ce méme plan ; car Ima-
ginez la resultante R décomposée en deux forces, I'une V
perpendiculaire, I'autre U parallele au plan du couple
(S,—9): laforce Uet le cou%Ie parallele (S, —S) se
réduiront toujours & une seule U' égale et paralléle a U:
et toutes les forces appliquées seront réduites a deux
autres Y et U' de directions rectangulaires dans I’espace.
AINSI des forces quelconques peuvent se réduire a deux
forces de directions perpendiculaires entre elles, et dgnt l'une
passe en un point A donné a volonté. Mals Cette reductl\on
elle-méme, qui souffre d’ailleurs une exception, n’a guere
Plus d'utilite que la précedente, et nous ne nous y arré-
erons pas davantage. "
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Remarque 1.

74. La seule conséquence qu'il soif bon de remarquer
est cette autre proposition réciproque : que deux forces
non situées dans le méme plan ne peuventjamais avoir de
résultante unique.

Et, en effet, on peut toujours supposer que ces deux
forces proviennent d’une autre force, et d’un couple qui
ne lui etait pas parallele. _ _

Mais si I'on veut voir la chose directement, soit AB
(fig. 29) la commune perpendiculaire aux directions des
deux forces P et Q non situees dans le méme plan, et
dont aucune n’est supposee nulle. Je transporte P paral-
lelement a elle-méme de Ben A, et ai deux forces P' et
appliguées au méme point A, et un couple (P, —P') ap-
ﬁllque sur AB. Or, au point A, les forces P et Q, qui, par

ypothese, font entre elles un certain an?l_e QAP', se com-
posent en une seule R dirigée dans Pinterieur de cet
angle. Mais cette force R ne i)eut_etre parallele au plan
du couple (P, — P'), puisqu’elle fait avec ce plan unangle
BAP' qui ne peut jamais étre nul, @ moins que Q ne soit
nulle, ce qui est contre la supposition. Donc%?l ) les deux
forces P et Q non situges dans le méme plan ne peuvent
jamais avoir de resultante unique, proposition qu’on
regarde ordinairement comme @vidente, mais qui avait
besoin d’&tre demontrée.

Remarque II1.

75. Cest, au reste, le seul cas général ou I'on puisse
assurer que des forces ne sont pas reductibles a une seule;
car, des que I’'on considere seulement trois forces, il re-
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suite de notre théorie qu’elles peuvent avoir une résul-
tante unique, quand bien méme il n’y aurait aucune ren-
contre entre les directions de ces trois forces dans I'es-

ace.
: Soient, en effet, trois forces P, Q, R, que je suppose,
deux a deux, non situges dans le méme plan, ou méme
telles, que, s’il'y en avait deux dans un méme plan,
'autre ne fit en méme plan ni avec la premiere i avec
la seconde, _ _

. Je choisis deux de ces forces P et Q qui ne soient pas
situées dans un méme plan, et je les imagine transportees
en un_méme point A pris sur la direction de la troisieme
force R. Ces deux forces P et Q viennent s’y composer en
une seule Y, et donnent deux couples qui se composent
en un seul (S, —S); et le plan de ce couple ne passe
point par la direction AY de la force Y (74).

Cela pose, si la résultante des deux forces'Y et R, ag-
pliquees en A, se trouvait dans le plan du couple (S, —9)

ui £asse au méme point, les trois forces proposees P,
%W, seraient réductibles a une seule (71). Or, sans
changer la direction de la force R, on peut disposer du
sens et de la (\]/randeur de cette force de maniére que la
resultante de Vet R tourne autour du point A dans le plan
de ces deux forces, et se dirige suivant I'intersection de
ce plan avec celui du couple (S, —S), et tombe ainsi
dans le plan méme de ce couple. Donc, en prenant con-
venablement la grandeur et le sens de I'une des_trois
forces P, Q, R ‘sans rien changer a leurs positions
mutuelles, on peut, en genéral, rendre ces trois forces
reductibles a une seule. _ o

Je dis en génerar, parce qu’il y aun cas particulier o
la chose ne pourrait avoir lieu, en supposant qu'il y et
un certain rapport donné entre P et 8 et qu’on séaslrel-

PoiNSGT. — Sialigue.
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?nTt a_ne faire varier que la quantité de la troisieme
orce R car, si, par ce rapport de P a Q, il arrivait que
'intersection du plan VAR avec le plan du couple fit la
direction méme AR de cette troisieme force, on ne pour-
rait faire prendre & la résultante de Vet R la direction AR,
sans faire la composante R infinie, ce qui est impossible.

Mais, dans ce cas particulier, que I'on commence par
changer le rapport des deux forces P et Q, ou simplement
le sens de I'une d’elles, et le couple (S, —S) qui résul-
tera de leur translation au point A ne passera plus par la
direction de la troisieme force R ; car, si le plan de ce
couple passait encore par la méme droite AR, il s’ensui-
vrait que, AR est la commune section des deux plans ou
sontsituésles couples qui composent (S, —S), etqu’ainsi
la force R est a la fois dans un méme plan avec P et dans
un méme plan avec Q; ce qui est contre I'nypothese.

AinSi, guand de troisforces P, Q, R on nen peut trouver
tout au plus que deux qui soient situées en méme plan, il
est toujours possible de rendre ces trois forces réductibles
a une seule, sans rien changer a leurs directions dans
I’espace.

Le seul cas ou I’on puisse_dire de trois forces que leur
position seule les rend toujours irréductibles est celui
ou, en regardant ces forces deux a deux, on ne trouve
qu’une combinaison qui présente deux forces non situées
en méme plan. Dans une telle position, guels que soient
les rapports de grandeur qu’on veuille donner a ces for-
ces,I on ne les rendra jamais capables de se réduire a une
seule.
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Remarque V.

76. Comme il parait incontestable qu’un couple ne peut
étre en equilibre autour d’un point fixe, par exemple
autour du milieu de son bras de levier, remarquons cette
différence entre I'equilibre de plusieurs forces appliquees

a Un corps assujetti a tourner autour d’un_point fixe, et
equilibre de plusieurs couples qui seraient appliques
au méme corps. _ o

Dans le premier cas, il n'est pas nécessaire que les
forces aient une résultante nulle d’elle-méme; il suffit
qu’elles aient une résultante qui passe par le point fixe
ou elle sera détruite. _

Mais, dans le second, il faut nécessairement que les
forces aient une résultante nulle d’elle-méme : il suffit
qu’elles aient une reésultante qui passe par le point fixe
ou elle sera detruite. _

Mais, dans le second, il faut nécessairement que les

couples appliqués au corps donnent un couple résultant
nul'de lui-méme, comme s'il n'y avait pas de point fixe
dans le corps; car, si ce cou‘ole n'est pas nul de lui-méme,
en le transportant, pour plus de clarté, de maniére que
le milieu de son bras de levier vienne tomber au point
fixe, il est évident que ses deux forces ne pourront tre
en équilibre autour de ce point. _
Et il est encore évident qu’elles ne seraient pas en
equilibre, quand bien méme il y aurait dans le corps un
axe fixe, pourvu (ige le_plan dU couple ne passat point
par cet axe, ou ne Tt point parallele a sa direction, ce qui
reviendrait au méme (49).

AINSI, 1orsque différents couples, situés comme on voudra
dans I'espace, sollicitent un corps ou systéme assujetti a

5.
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tourner autour d’un pointfixe, les conditions de I'équilibre
sont absolument les mémes que si le corps était parfaitement
libre.

Et la méme chose a lieu dans le cas d’un axe fixe, si
les_couples appliques sont tellement disposes, qu’ils ne
puissent jamais donner un couple résultant parallele a
cet axe; ce qu’on ne peut assurer d’une maniere générale
que lorsque tous les couples sont dans des plans paral-
leles qui rencontrent Taxe; fixe en le coupant.
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CHAPITRE Il

DES CONDITIONS DE L’EQUILIBRE.

77. Nous venons de voir (ss) qu’on peut transformer
chaque force P rrig. 26) qui agit sur un systeme en un
certain point B en une autre force P' égale, parallele et
de méme sens, appliquée en un autre point A pris a vo-
lonté dans I'espace, et en un couple (P, —P? appliqué
sur AB, et dont I'energie est mesuree par le moment
P x Al Al étant une perpendiculaire abaisseée du point A
sur la direction de la force P; que, de cette maniere, le
systeme peut étre considéré comme sollicité par la résul-
tante de toutes les forces clug se seraient en quelque sorte
transportées parallelement a elles-mémes au point A, et
par le couple résultant de tous les couples qui naissent de
ces transformations. Nous avons vu que, pour I'équilibre,
cette résultante et le moment du couple résultant doivent
étre nuis tous les deux a la fois.

_Nous pourrions developper sur-le-champ ces deux con-
ditions dans le cas général d’un corps ou s?/steme sollicite
par tant de forces que |'on voudra dans [espace, et de-
duire de 1a_les conditions de I'equilibre dans tous les
cas particuliers .(1m peuvent se presenter; mais, comme
notre marche doit toujours étre uniforme dans le courant
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de ce Chapitre, ou plutét comme elle n’offrira qu’une
méme et continuelle application d’un méme principe,
Nous aimons mieux passer en revue plusieurs questions
simples, avant que de traiter la question génerale. Cela
nous fournira d’ailleurs I'occasion de répandre plusieurs
propositions sur les moments, dont on fait beaucoup
d’usage dans la Statique. o
Une fois parvenu au théoreme géneral de I'equilibre,
on pourra s’y arréter, et I'on y trouvera comprises toutes
les propositions qui auront été précédemment expliqueées.

De I'équilibre desforces paralléles qui sont situées dans
un mémeplan.

78.  Soient P, P', P", P",... (fig. 30) les différentes
forces paralleles. D’un point A pris ou I’on voudra dans
leur plan, abaissons une perpendiculaire commune sur
ICeu[r)s directions et qui les coupe aux points respectifs B,
Considérant d’abord la force P, j'applique au point A
deux forces contraires P, — P, égales et paralleles a la
premiere; ainsi j'ai, au lieu de 12 simple force P appli-
quée en B, une force égale et parallele aPphquee en A et
un couple (P, —P) agissant sur AB, et dont le moment
est P x AB. Je substitue de méme, au lieu de la force P
appliquée en C, une force égale, Parallele et de méme
sens appliquée en A et un couple gP' —P') applique
]gur AP, et dont le moment estP x AC; de méme pour la
orce P"....

Si, pour plus de clarté, on transporte tous les couples
ailleurs dans le méme plan, il ne restera au point A que
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les forces P, P, P",..., éqales et paralléles aux forces
primitives appliquees en 13,C, D, ..., et de méme sens.

Or,J)our quil'y ait équilibre, il faut : i° que la resul-
tante des forces appliquees en A soit nulle d’elle-méme,
Mais, toutes ces forces agissant dans une méme direction,
leur résultante est égale a leur somme (*), et, par consé-
quent, on aura

P+ P+ P"+...20,

premiére équation de I’équilibre.

2 u faut que le moment résultant de tous les moments
des couples soit aussi nul de lui-méme. Mais ce moment
resultant est egal a la somme des moments composants,
puisque tous les couples sont dans un méme plan. Donc,
en nommant, pour abréger,p,p" | e s bras de levier
respectifs AB, AC, AD.,..., on aura

pPoixytpyt...=0,
seconde équation de Iéquilibre.

Remarque

79. Il estclair que, dans la premiere équation, si I'on
regarde les forces qui tirent dans un méme Sens comme
positives, il faut regarder celles qui tirent dans le sens
contraire comme négatives. Nous regarderons désormais
comme J)osnwes_ les forces telles que P', qui tirent au-
dessus de la droite AD, et, par conséquent, comme néga-
tives les forces telles que P, P",..., qui tirent au-dessous;
et de cette maniére on pourra dire que Ia somme des
forces doit étre nulle pour I’équilibre.

(® Il faut prendre ce mot, ici et ailleurs, dans le sens de la Remarque
suivante (79).
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~ Pour les signes des moments Pp, P'//... de la seconde
equation, il faut faire attention a deux choses : i° au signe
de la force; 20 au signe du bras de levier. _

Supposons, en effet, %Je la force P, sans cesser d’agir
du méme cote du point A, vienne a changer_demﬁne; il
est clair que le couple nouveau qu’elle produira a I'égard
du point A sera d’un sens contraire a celui du premier:
ainsi, le moment Pp change de signe, lorsque la force P
en change.

_ Concevons maintenant que la force P, sans changer de
signe, vienne aagir au point B' de 'autre coté du point A,
Il est visible que le couple nouveau qu’elle produira a
egard du point A sera d’un sens contraire a celui du pre-
mier, et, par conséquent, le moment pp change de signe
lorsque le seul bras de levier/? en change. _

Donc, en prenant les bras de levier tels que AB, qui
sont a droite du point A comme positifs, par exe_mple il
faudra prendre les bras de levier tels que AB' qui tombe-
raient a gauche comme négatifs; et I’on pourra toujours
dire que la somme des moments doit étre nulle en don-
Inar]t des signes convenables aux forces et aux bras de
evier,

Corollaire.

80.  Supposons gue les forces P, P', P",... ne soient
pas en équilibre, mais qu’elles aient une résultante uni-
que R, et que, par conséquent, —R soit une force ca-
pable de leur faire equilibre. S

Les deux équations précédentes devront avoir lieu si
I'on y fait entrer la force —R. On aura donc d’abord

P+P+P'+.. —It=0

ou bien lt= P+ P-hP-r...
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ce qui veut dire que la résultante est égale a la somme
des composantes, comme nous le savions déja.

En second lieu, si I'on nomme la distance de la résul-
tante au point A, on aura

ou hien

ce qui nous fait voir que le i)roduit de la résultante, ?ar
sSa distance ra un point quelconque A lorls dans le plan
des forces, est égal a la somme de tous les produits sem-
blables des composantes par leurs distances respectives a
ce méme point. \
En divisant cefte équation par R, et mettant a la place
de cette quantite sa valeur P P" -+ P" on aura

ce qui donnera la distance de la résultante au point A, et,
par conséquent, fera connaitre sa position, puisque 'on
sait d’ailleurs qu’elle doit &tre paralléle aux composantes.

Remarque.

81. Les produits vp, P s 0 n t ce que I'on nomme
ordinairement les moments desforces; Mais on n’attache
pas au mot de moment d’autre idée que celle d’un simple
Frodun, (1UI résulte de deux nombres, dont I'un exprime
a force et l'autre sa distance a un point ; au lieu que le
moment est pour nous la mesure d’une force particu-
liere, c’est-a-dire de I'effort du coulp!e qui provient de la
force, lorsqu’on la transporte parallelement @ elle-méme
au point que I'on considere. Mais comme ici, et dans la
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plupart des Ouvrages de Statique, le moment exprime
une méme quantite numeérique, a la difference pres de
'idée que nous y joignons, nous avons cru devoir con-
server ce mot, qui est consacré par |’usage et qui rend
d'ailleurs assez bien notre idee, puisque le mot latin
momentum, d’ou vient moment, VEUt dire aussi poids,
force, OU, p|US exactement, ce que vaut uneforce a raison
de sa grandeur et du bras de levier par lequel elle agit.

. Au reste, lorsque nous ne voudrons parler que du
simple produn numerique d’une force par sa distance a
un point, a un axe perpendiculaire, ou a un plan paral-
lele a sa direction, nous dirons aussi le moment de la
force par rapport au point, ou a I’axe, ou au plan paral-
lele; et cela n’introduira aucune équivoque dans le dis-
cours, puisque Ton pourra entendre, si I'on veut, par ce
Produn, le moment du couple qui naitrait de la force
ransportée parallelement @ elle-méme au point, ou sur
axe, ou dans le plan que 'on considere.

De cette maniere I’2quation précédente

peut sexprimer ainsi

La somme des moments de tant deforces paralleles qu on
voudra, par rapport a un point quelconque de leur plan,
est égale au moment de Ieu,r (ésultante par rapport au
méme point; C& qUI est le theoréme connu des moments,
p?ur les forces paralleles qui sont situées dans un méme
plan.
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H.

De Véquilibre desforces paralléles qui agissent sur différents
points d’un corps dans |’espace.

82.  Soient P, P!, P".... (fig. 3i) les différentes forces
paralleles. Je mene a volonté deux Flan_s ZAY, ZAX pa-
ralleles aux directions des forces, et qui se coupent sui-
vant AZ a an?le droit I'un_ sur l'autre, pour plus de
SImFJICI,te. Cela posé, considérant d’abord la force P
appliquée en B, j"abaisse une perpendiculaire BH sur la
commune intersection AZ, et appliquant en Hdeux forces
contraires P, —P egales et paralleles a la premiere, je
considere, au lieu de la force P appliquée en B, une
force egale, parallele et de méme sens apg_llquee en H,
et un couple (P, —P) agissant sur BH. Si [’on fait la
méme transformation Ipou,r les autres forces P', P",...,
et que, pour plus de clarte, on congoive tous les couPIes
transportés ailleurs, chacun dans son plan, il ne restera
dans I'axe AZ que les forces P, P', P",..., respectivement
egales et paralleles aux forces primitives, et de méme
Sens.

“Or la premiere condition de I’équilibre est que la
résultante de toutes ces forces soit nulle d’elle-méme;
et comme elles agissent dans une méme droite, leur ré-
sultante est égale a leur somme; et, par conséquent, il
faut qu’on ait

P+ P'+ P"+ .= o

"La seconde condition de I'équilibre est que le moment
résultant de tous les moments des lcouples soit aussi nul
de lui-méme. Mais ce moment résultant ne se trouve
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pas, comme tout a I’heure, en ajoutant les moments
composants, car les couples ne sont pas dans un méme
plan' ni dans des plans_paralleles,

Pour I"obtenir, consideérant d’abord le couple (P, —P),
(que je Suppose ramené dans sa premiere position sur BIl.
abaisse du point B deux perpendiculaires BG, BL sur
es deux glans_ ZAY, ZAX: et achevant le parallelo-
gramme BGHI, je décompose le couple (P, —P) appliqué
sur la diagonale BII, en deux autres, composés de forces
égales, mais apph%uees_re_spectwement sur les deux
cotes HI et GH (53). Ainsi, en nommant x ety ces
lignes, ou leurs egales BG et BI, le moment proposé
P'x BIl sera décomposé en deux autres vx, Py, situés
dans les plans respectifs ZAX, ZAA. _

Si 'on nomme de méme x ety les deux perpendi-
culaires abaissées du point d’appﬁcatlon de la force P’
sur les deux plans, le moment du couple (P, —P')
pourra se decomposer dans ces deux plans en deux mo-
ments P'x ', Py \ et ainsi de suite pour tous les couples.

Mais les moments Glug sont dans le plan ZAX s redui-
ront a un seul L, égal a leur somme

tous ceux qui seront dans le plan ZAY se réduiront de
méme a un seul Mégal a leur somme

et ces deux moments résultants L et Mse composeront
enfin en un seul G, qui sera le moment total : donc il
faudra, pour I’equ;hbre,_qu,’on ait G = 0. Mais les deux
moments L et M, etant situes dans des plans qui se cou-
pent, ne peuvent jamais donner un moment résultant
nul, & moins qu’ils ne soient nuis chacun en particu-



DE STATIQUE. i

lier (62); et, partant, la seconde condition générale de
I'équilibre G= 0 exige ces deux equations : L= o,
M=o, c'est-a-dire

Ce qU| nous fait voir (QUE, pour t’équilibre d’un groupe
de forces paralleles, il faut ces trois conditions particu-
lieres : que la somme de toutes lesforces soit nulle, et que
la somme de leurs moments, pris par rapport a deux plans
qui se coupent suivant une paralléle & la direction de ces
forces, soit nulle d'elle-méme pour chacun d» ces deux
plans.

Remarque.

83. Dans les équations précédentes, nous regarderons
comme positives les forces qui tirent de bas en haut, et,
Far conséquent, comme négatives celles qui tirent dans
e Sens contraire. _ o

Pour les signes des moments, il est clair qu'ils chan-
gent en méme temps que ceux des forces. Mais, d’un
autre coté, si une force telle que P, sans changer de
3|?ne, vient a agir en B de l'autre coté du plan ZAX,
elfe produira un” couple d’un sens contraire & celui du
premier; et, par conséquent, le moment change encore
de signe Iorsc‘ue le seul bras de levier en change. Donc,
si par rapport a un plan on regarde les bras de levier
qui tombent d’un cote comme positifs, il faudra regarder
Ceux qui tombent de l'autre coté comme négatifs ; et Ton
pourra toujours dire que la somme des moments est
nulle, en donnant des signes convenables aux forces et
aux bras de levier.
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Corollaire I.

84. Supposons que les forces P, P', P",... ne soient
pas en equilibre, mais qu'elles aient une résultante
unique R, et que, par conséquent, —R soit une force
capable de leur faire_equilibre. Les trois e(1uat|ons pre-
cédentes devront avoir lieu eny introduisant la force —R.
On aura donc d’abord

ce qui donne la valeur de la résultante. _
S I’on nomme ensuitep et q les distances respectives
de cette résultante aux deux plans ZAY, ZAX, on aura

d’ou, en mettant pour R sa valeur, on tire

ce qui donnera les distances de la résultante & deux
Flans, et fera connaitre sa position dans I’espace; car, si
'on mene aux deux distances trouvees deux plans res-
pectivement paralleles aux premiers, la direction de la
résultante, qui se trouvera a la fois dans ces deux plans,
ne sera autre chose que leur intersection méme,

.85, Onvoit que les équations précédentes nous four-
nissent ces deux conséquences, qu’on peut énoncer
ainsi, conformément a lusage :
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La somme des moments de tant deforcesparalléles que
Von voudra, par rapport a lin plan quelconque paralléle a
leurs directions, est égale au moment de leur résultante.

Et la distance de la résultante a ce plan est égale a la
somme des moments des forces, divisée par la somme de
toutes lesforces.

Corollaire li

Du centre desforces paralléles.

... Puisque le centre des forces paralleles est situ
sur fa direction de la resultante, il est clair que la dis-
tance de ce centre a un plan quelconque parallele aux
forces se trouvera comme la distance de la resultante a
ce plan; c’est-a-dire en divisant la somme des moments,
par rapport au plan, par la somme de toutes les forces.

SiIon veut avoir ensuite la distance de ce centre a un
plan guelconque, on concevra que les forces, sans chan-
ger de grandeur, sans cesser d’étre paralleles et de passer
aux memes points, soient tournées toutes parallelement
a ce nouveau plan: et I’on aura, pour cette seconde dis-
tance, la somme des nouveaux moments divisée par la
somme de toutes les forces. N
_On fera la méme opération pour un troisieme plan; et
si on mene_alors aux trois distances. trouvées trois
plans respectivement paralleles aux trois premiers, le
centre des forces, devant se trouver a la fois dans ces trois
plans, sera déterminé par leur intersection.

87. Si toutes les forces étaient égales et de méme
sens, I’expression



80 ELEMENTS

gui_donne_ ia distance du centre a un plan quelconque,
eviendrait

n etant le nombre de forces paralleles.

Ainsi la distance du centre au plan serait égiale ala
somme des distances de tous les points d’application,
divisée par leur nombre, ou, si Ion veut, égale a la
moyenne distance de tous les points d’application : d’ou
on voit que, dans le cas ou les forces sont égales, le
centre des forces est un point dont la position ne depend
pILtJ_s que de la figure formée par les points d’appli-
cation.

De Véquilibre desforces qui agissent dans un méme plan
suivant des directions quelconques.

... Solent PP P™LL grig. 3S) les différentes
forces situées d’une maniere %elc_onque dans un méme
plan. D’un point quelconque A pris dans ce plan, abais-
sons sur leurs directions respectives des perpendiculaires
AB, AC, AD.,..., qui les rencontrenten B, C, D,..., et
nommons p*, p*, p**,... CeS Berpendlculalre§.

Il est clair que la force P' pourra se décomposer en
une autre égale, parallele et de méme sens, appliquée en
A, et un couple dont le moment sera P' x AB, ou Prp-
De méme la force P* se decomposera en une autre egale,
paralléle et de méme sens, apph%\uee en A, et en un
couple dont le moment sera P* x AC, ou P-p\ et ainsi
de suite pour toutes les autres forces P™,
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Or, pour qu’il'y ait équilibre, il faut que la résultante
de toutes les forces appliquées en A soit nulle d’elle-
méme, et que le moment résultant de tous les moments
Pp:, Prpr, Prp... s0it aussi nul de lui-méme,

Cette derniere condition est trés-facile a exprimer; car,
tous les couples étant dans un méme Plan, le couple re-
sultant est egal a la somme des couples composants, et
I'on a sur-le-champ

Pour exprimer I’autre condition, imaginons qu’on dé-
compose les forces P', P, P™,..., appliquées en A, cha-
cune en deux autres, suivant deux lignes quelconques
AX, AY, qui se coupent en A dans le plan des forces.
Nommons X' et Y' les deux composantes de P' suivant
les axes respectifs AX, AY; de méme X", Y", X", Y™...
les composantes analogues des autres forces P, P™....,
suivant les mémes axes. Toutes les forces X', X", X"....,
étar|1t dans une méme droite AX, se composeront en une
seule

de méme les forces Se composeront en
une seule

et ces deux résultantes partielles se composeront en une
seule R, qui sera la résultante générale. 1 faudra donc,
E(OW I'equilibre, qu’on ait R = 0. Mais les deux forces

et Y, agissant suivant deux lignes qui se coupent, ne
peuvent donner une résultante nulle, @ moins qlu elles ne
soient nulles elles-mémes, chacune en particulier (37).
Et, par conséquent, la condition R = 0 exige ces deux

Poinsct. — Statique. 6
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équations : X =0, Y = 0, Cest-a-dire

Les forces P', P", P™,. . appliquées au point A, étant
parfaitement egales et paralleles aux forces primitives
ggphquees dans le plan, il est clair que les composantes

LY XYY X e, sont, pour fa quantite, par-
faitementles mémes que si I’on avait decompose les forces
primitives P', P*, P™ ..., chacune en son lieu; et, par
conséquent, les conditions de I’équilibre entre tant de
forctes que I'on voudra, situées dans un méme plan,
sont :

|o Que la somme des forces décomposéesparallelement a
deux axes qui se coupent dans le plan soit nulle par rap-
port a chacun de ces axes;

i° Que la somme des moments desforces,par rapport a
unpoint quelconque duplan, soit nulle d'elle-méme.

89. Si P'on trouvait que la derniere condition a lieu
par rapport & un certain point connu, et que les deux
autres ont aussi lieu par rapport aux directions de deux
axes connus, qu’on peut toujours supposer menés par ce
point, il y aurait équilibre dans le systeme; et, pmsqlu’n
y aurait eczu\|l|bre, les mémes conditions auraient lieu
par rapport a tous les points et a tous les axes possibles,
pris dans le plan des forces.

Corollaire.

90. Si les forces P', P", P" ne sont_pas en équilibre
entre elles, mais qu’elles soient susceptibles de se réduire
a une seule R, de sorte que —R soit une force capable
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de les tenir en equilibre, I'équation des moments aura
lieu en y introduisant la force —R. Donc, en désignant
P@r r |2 distance de cette force au point A, on aura
‘équation

ou

c’est-a-dire QUE 1e moment de la résultante, par rapport a
un point quelconque du plan des forces, est égal a la
somme des moments des composantes par rapport au méme
point. Ce QUi donne le théoreme connu des moments,

Sile point par rapport auquel on prend les moments,
et qu’(_)n nomme ordlnalrement le centre des moments,
tombait sur la direction méme de la résultante R, la dis-
tance r serait nulle; par conséquent, le moment Rr se-
rait nul aussi, et I'on aurait

Ce qui nous fait voir QUE, par rapporta un point quel-
conque de la direction de la résultante, la somme des mo-
ments de tant deforces que I'on voudra situées dans un
méme plan est toujours égale a zéro.

Remarque.
91. Dans I’équation

qm exprime la seconde condition générale de I’équilibre,
il faudra distinguer les moments des couples qui agissent
dans un sens d'avec les moments de ceux qui agissent
dans le sens contraire, et leur donner des signes diffé-
rents. Mais, pour plus de clarté et de précision, nous

allons reproduire cette équation sous une autre forme.
6.
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Manieére plus simple de présenter les conditions précédentes.

92. Soient B', B", B",... (tig- 33) les points ou les
forces P, P*, P™.... sont immeédiatement appliquées dans
le plan. Soient x ety- les deux coordonnees AG'et G'B'
du point B', par rapport aux deux axes quelconques AX,
AY; x- et les deux coordonnées analogues du point
B", et ainsi de suite. Suppposons que I'on decompose d'a-
bord toutes les forces P', P*, P™,..., parallélement aux
deux axes AX, AY; et nommant, comme plus haut,
X"et Y' les deux composantes de P, X" et Y" les deux
composantes de P",..., ne considerons J)Ius, au lieu des
forces données P', P", P™,..., que les deux groupes X'

D’abord, les forces qualléles X' X" X",..» étant trans-
portees parallelement a elles-mémes dans 'axe AX, s’y
comi)qseront en une seule égale aleur somme. Les forces
paralleles Y', ", Y™,.., etant transportées de méme
dans I'axe AY, s’y composeront aussi en une seule égale
a leur somme, _
Ces deux résultantes Partlelles Se composeront en une
seule appliquee en A, et par la premiere condition gené-
rale de I'equilibre, qui veut que cette resultante soit
nulle, on aura, comme ci-dessus, les deux équations

Il faut exPrimer ensuite que la somme des moments
des couples formés par toutes ces forces a I'egard du
PomtAest_nuIle d’elle-méme. Mais, en observant que
axe AX fait avec les directions des forces Y', Y",...
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des angles égaux entre eux et & ceux que I'axe AY forme
avec les directions des forces X', X",..., on voit sur-le-
champ qu’on peut prendre les produits xvy:, x=y",..»
Y'a, Y'X",... pour moments, dans la mesure relative
des différents couples. Donc, puisque leur somme doit
étre nulle, on aura I'équation

Cette équation remplace la précédente (91)

mais, au lieu des per endwulauesp', ", pm. . qu'i
faut abaisser du point A sur les directions respectives des
forces, elle contient les coordonnées des points ou les
forces sont immédiatement apPhquees dans le plan. Elle
a de plus cet avantage, que les termes x'y', xy", Y'X,...
prendront d’eux-memes les signes qui conviennent aux
sens respectifs des couples dont ils représentent les mo-
ments, si I’on a soin de donner aux forces et aux coor-
données des signes convenables. .

On pourra prendre, comme en Géometrie, les ahscisses
x', x",... positives a la droite de I’orlglne,,et, par con-
sequent, negatives a la_gauche; les ordonngesy, y',...
positives au-dessus de I’axe des abscisses, et, par conse-
quent, négatives au-dessous.
~ Quant aux forces, il estclair que, dans chague groupe,
il faudra donner des signes contraires a celles qui agis-
sent en sens contraires. _

Mais en considérant dans le premier groupe une force
telle que X", qui tire a droite de I’axe AY, et dans le
second une force telle que Y', qui tire au-dessous de
"axe AX, il est facile de voir que ces deux forces don-
nent, a I'égard du point A, des couples de méme sens,
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lorsque leurs coordonnées AH" et AG' ouy~ et x sont de
méme signe. Donc il faudra que les forces du premier
Froupe, qui tirent a droite de I'axe des ordonnées, aient
e meme 5|g1ne que les forces du second, qui tirent au-
dessous de 1'axe des abscisses; donc, si Ton regarde les
premieres comme positives, on regardera_aussi les se-
condes comme positives; et, de cette maniere, tous les
moments &crits sous le méme signe dans I'equation pre-
cédente prendront des signes relatifs aux sens des
couples.

93. Maissi, dans le premier groupe X', X", X",...,
regardant toujours comme positives les forces qui tirent
a droite de I'axe des ordonnées, ou qui tendent a aug-
menter les abscisses de_ieurs points d’application, on
voulait, pour la symétrie, regarder aussi comme posi-
tives, dans le second groupe Y', Y, Y™,..., les forces qui
tirent au-dessus de I’axe des abscisses, ou qui tendent a
au?mente_r les ordonnées de leurs points d’application,
il Taudrait alors donner un signe contraire a toute la
partie des moments relatifs a ce groupe; et I’équation
précédente se mettrait sous cette forme -

“Nous retiendrons désormais cette expression de pre-
ference a la premiere, parce que, dans les deux groupes,
les forces positives seront celles qui tendent a augmenter
les coordonnées de leurs points d’application, et les
forces négatives, celles qui tendent a diminuer les mémes

coordonnées. _
Corollaire 1.

94. Si les deux axes AX, AY (rig. 34) étaient @
angle droit, les abscisses et les ordonnées elles-meémes
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deviendAignt les bras de levier des couples, et les mo-
ments /\Yy. . v x-.... donneraient la mesure absolue
de leurs efforts. De plus, en nommant & I"angle que fait
la direction de la force P' avec I'axe des ahscisses, on au-
rait, pour la composante X' parallele a cet axe, P* cosa
On aurait, pour I'autre composante, Y', P'sina’,

En nommant de méme a" I'angle de la direction de la
force P"avec I’axe des abscisses, on aurait X" = P"eosa",
Y = P"sina", et ainsi de suite; et les équations préce-
dentes deviendraient

Dans ces équations, on n'aurait pas besoin de faire
attention aux mgnes des forces, mais seulement & ceux
des abscisses et des ordonnées. On regarderait toutes les
forces P', P", P™,... comme essentiellement positives:
les signes des sinus et des cosinus donneraient les signes
relatifs des composantes P'cosa’,..., psina’,..., comme
cela est facile a observer, si I’on veut se donner la peine
de faire parcourir une circonférence entiere ala direction
?_’uneB'force telle que P autour de son point d’applica-
jon B'

Remarquo.

Cest de cette maniére que I’on donne ordinairement
les equations de I'équilibre pour des forces quelconques
situees dans un méme plan. Ces équations renferment,
sous I'expression la plus simple, les premieres donnees
de la question, savoir : les quantites des forces, leurs
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directions, par lesangles qu’elles font avec une droite fixe
de position, et leurs points immédiats d’application, par
leurs coordonnées rectangles. Nous aurions donc pu les
présenter les premieres, et méme nous abstenir de consi-
dérer les autres par rapport a des axes obliques; mais,
comme on lesdémontre quelquefois par cette consideration
que les deux group/es_de forces sont rectangulaires entre
eux, nous avons éte hien aise de faire voir qu’elles ne sont
qu’un cas particulier de celles qu'on trouve par rai)p(_)r;
a des axes obliques quelconques, et que la rectangularité
des forces n'y entre pour rien. Nous reviendrons encore
sur cette Remarque.

Corollaire II.

95. SupFPosons qu’il 'y ait point équilibre entre les
forces P', P", P™,..., et que ces forces soient susceptibles
de se réduire une seule R, qui sera leur résultante.

Alors les trois équations de I’équilibre auront lieu en
y introduisant la force —R. o

Soient donc a I'angle que fait la direction de cette
force avec I'axe des abscisses; x ety les deux coordon-
nees d’un point quelconque de cette direction.

En faisant, pour abréger,

et

on aura d’abord
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d’ou Ion tirera, a cause de sirra -b cos2a = |,

ce qui fera connaitre la quantité de la résultante et
I'angle a que sa direction fait avec |'axe des abscisses.
On aura ensuite

ou bien, en mettant pour R cosa et Rsina leurs valeurs
Xety,

Comme on n’a qu'une équation pour déterminer les
deux coordonnées x et y, on sera maitre de prendre
'une ou I'autre a volonté. Supposant, Par exemple,x — 0,
auquel cas on demande le point ou la résultante coupe
I'axe desy, on aura

Si I'on suppose y = o, auquel cas on cherche la dis-
tance x du point ou la direction de la résultante coupe
I'axe des abscisses, on aura

On aura donc tout ce qu’il faudra pour déterminer la
quantite et la position de la résultante de tant de forces
que P'on voudra, situees dans un méme plan.

Si 'on n’a trouvé qu’une seule équation pour les deux
coordonnees x ety du point d’application de la resul-
tante, c’est que, cette résultante pouvant étre appliquée a
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I'un quelconque des points de sa direction, il est impos-
sible que le calcul donne I'un de ces points plutot que
autre. Il ne peut donc donner que leur lieu geometrique;
et I'équation précédente

est,,éﬁ)roprement parler, I'&quation de la direction de
la résultante.

Remarque.

96. Dans les trois questions I, I, 11I, que nous venons
de traiter ci-dessus, toutes les forces étant ramenges a
une seule R et a un seul couple (S, —9), Il { aura tou-
jours une résultante um?ue, si la force R'n’est pas nulle;
car la force Ret le couple (S, —$) seront toujours dans
un méme_plan ou dans des plans paralleles, et, Par con-
sequent (71), se com_P_oseront toujours en une seule force.
Ainsi la seule condition nécessaire pour que des forcer
paralleles, ou des forces situées dans un méme plan,
aient une résultante unlﬂu\e, est (iue la résultante de ces
forces transportées parallelement a elles-mémes en un
point quelconque ne soit pas nulle.

Si cette resultante est nulle, alors toutes les forces du
systeme seront ramenées a un couple dont on connaitra
le plan et la grandeur, et I'on ne pourra leur faire équi-
libre qu’au moyen d’un couple équivalent et de sens con-
traire, situé dans le méme plan ou dans tout autre plan
parallele. o

Passons maintenant au cas le plus général.
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V.

Des conditions de I'équilibre entre tant de forces que
Von voudra, dirigées d'une maniere quelconque dans
|'espace.

97.  SoientP', P",P™ ... rfig. 35) les différentes forces.
D'un point A pris arbitrairement dans I’espace, menons
trois axes quelconques AX, AY, AZ, qui ne soient pas
dans un méme plan, et decomposons chaque force en trois
autres respectivement paralleles a ces axes.

Nommons X', Y', Z' les trois composantes de P'; X",
Y", Z" les trois composantes de P": et ainsi de suite. Nous
aurons alors, au lieu des forces P', P",P™...., appliquées
au_ systeme, trois groupes de forces paralleles : le pre-
mier, comFose des forces X', X", X™,..., paralleles a
I'axe AX; le second, compose des forces Y', Y*, Y"...,
Earalleles al'axe AY : et |e troisieme, composé des forces

2" 7",.., paralléles a 'axe AZ \

Cela posé, si I'on transporte toutes ces forces parallele-
ment a elles-mémes au point A, celles du premier groupe
iront se réunir dans I'axe AX, et s’y composeront en une
seule X égale a leur somme; celles du deuxieme iront de
méme se réunir dans I’axe AY, et s’y composeront en une
seule Y égale a leur somme; enfin, celles du troisieme se
réuniront dans I'axe AZ, et .S}/ composeront en une seule
Z éqale a leur somme. Maintenant ces trois résultantes
partielles X, Y, Z se composeront en une seule R appli-
quée en A, et representée par la diagonale du parallele-
pipede construit sur les trois lignes qui représenteraient
ces forces en grandeur et en direction. o
_Or, par la premiere condition générale de I’équilibre,
i faut que cette résultante soit nulle d’elle-méme. Mais
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les trois forces X, Y, Z, agissant suivant des lignes qui
ne sont pas dans un méme- plan, ne peuvent jamais don-
ner une resultante nulle, a moins qu’elles ne Soient nulles
chacune en particulier (422; et, par consequent, la con-
dition R =0 exige ces trois equations particuliéres,
X=0,Y—0,Z= 0, Cest-a-dire

Cequi nous apprend que pour I'équilibre de tant de forces
que I'on voudra, appliquées d’une maniere quelconque a
un corps ou systeme de figure invariable, il faut d’abord
ces trols conditions pamCUllereS . UE 1a somme desforces
décomposées parallélement a trois axes quelconques soit
nulle par rapport a chacun de ces axes.

Par la seconde condition 8énérale de Iéquilibre, il
faut que le couple resultant de tous les couples formes
par les forces a I'egard du point A soit aussi nul de Jui-
méme. Développons maintenant cette seconde condition.
Soit B' le point d’application de la force P', et, par
conséquent, le point d’application des trois composantes
X, Y, Z' nommons x-,y, 2= $es trois coordonnées AC,
CH, 1IB', par rapport aux trois axes AX, AY, AZ. Nom-
mons de méme x-,y", 2+ les trois coordonnées du point
g’app_hcauon B" des trois composantes X", Y, Z"; et ainsi
e suite,
~ Considérant d’abord le groupe_ des forces 2, 2", z",...,
je remar%ue que la force Z'appliguée en B' a produit un
couPIe ; " =7 a[)_pllque sur AB', ou bien (en conce-
vant la force Z' appliquée au point Il ou sa direction ren-
contre le plan YAX) a Rrodun un couple (Z', —Z'% aB-
pligué sur ladiagonale Ail d’un parallelogramme ACHD,
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dont les deux cotés AC, AD sont égaux aux coordonnges
x* ety Or ce couple peut se decomposer en deux autres
composes de forces egiales et paralleles aux premieres,
mais appliquées sur les deux cotés AC, AD, ou x*,y\
dans les plans respectifs XAZ, YAX (57).

Si I"on fait la méme décomposition de tous les couFIes
provenant du groupe Z', 2", Z".-» dans_les deux plans
paralleles a ce groupe, et les décompositions semblables
de tous ceux qui J)rowennent des deux autres groupes,
par rapport aux deux plans analogues, il est manifeste
que tous les couples du systeme seront reduits a d'autres,
situés dans les trois plans coordonnés.

Or, dans chaque plan, les couples se réduiront a un
seul, égal a leur somme. Ces trois couples résultants par-
tiels s cgm[poseron_t en un seul, qui sera le couple resul-
tant geénéral, et qui devra étre nul pour I’équilibre. Mais
ces trois couples, eétant situés dans trois plans qui for-
ment un angle solide, ne peuvent jamais donner un
couple résultant nul, @ moins qu’ils ne soient nuis chacun
en particulier (65); donc, pour chacun des trois plans,
la somme des moments des couples doit étre nulle d’elle-
méme.

Or, dans le plan YAZ, on trouvera d’abord les couples

appliqués sur les lignes respectives

ensuite les couples

appliqués sur les lignes respectives
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Et, comme I'axe AY fait, avec les directions des forces
Z, 7" 7",.., des angles ég_aux entre eux et a ceux que
forme ’axe AZ avec les directions des forces Y', Y",
Y™,..., on pourra prendre les produits Zy-...., Yz
pour moments, dans la mesure relative des couples situés
dans le plan YAZ. Donc, puisque leur somme doit étre
nulle, on aura (93)

On trouvera de méme, pour les deux autres plans,

ce qui_nous fait voir que, pour I’équilibre du systeme,
outre les trois équations trouvées ci-dessus, il nous en
faut encore trois autres qui expriment que 1a somme des
produits des composantes paralléles au plan de deux axes,
par leurs coordonnées relatives au troisieme axe, doit étre
nulle d'elle-mémepour chacun des troisplans.

~98. Dans les équations précédentes, on prendra_les
signes des coordonnées, comme en Géomeétrie, positives
dans un méme coin XAYZ, et négatives dans le coin
opBose._

armi les forces, on regardera, dans cha(lue groupe,
comme positives celles qui tendent a augmenter les coor-
donnges de leurs points d’application, comme négatives
celles qui tendent & les diminuer (93).

Remarque.

99, Si l'on trouvait que les six équations précédentes
ont lieu par rapport & trois axes particuliers non situés



DE STATIQUE. 93

dans le méme plan, il y aurait équilibre dans le systeme,
et, par conséquent, les mémes_équations auraient lieu
par rapport a tous les axes possibles.

Corollaire 1.

100. Si les trois axes AX, AY, AZ étaient rectangu-
laires entre eux, les coordonnées deviendraient les bras
de levier des couples, et les produits Z+y*, Yo, X V...,
les expressions absolues de leurs moments.

“De plus, en nommant a', 3, y' les trois angles que la
direction de la force P' fait avec les trois axes respectifs
AX; AY, AZ, ou plutot avec trois paralleles a ces axes,
on aurait pour les trois composantes de P' (45),

En nommant de méme a", /3", y~.... les angles analogues
des directions des forces P",... avec les memes axes, on
aurait

et les équations précédentes deviendraient
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Remarque.

101, Clest sous cette forme gue I’on présente ordinai-
rement les six equations de I'equilibre. Elles renferment
d’une maniere tres-simple les quantités des forces P', P",
P™,..., leurs points d’application, au moyen de leurs
coordonnées rectangles par rapport a trois axes, et leurs
directions, par les cosinus des angles qu’elles font avec
CeS_ axes. _

Comme on a coutume d’attribuer aux forces rectangu-
laires une certaine indépendance d’effets, qui ne leur
appartient pas plus qu’a celles qui agissent sous un angle
quelconque, pourvu qu’il ne §0|t_iqas nul, il est bon de
remarquer queleséqualionsd’équilibre, par rapport a des
axes rectangulaires, ne sont qu'une simple conséquence
de celles qu’on trouve par rapport a des axes obllc1u_es
guelconques, et que, par consequent, le principe de I’in-

ependance entre_les effets des forces rectangulaires ne
doit entrer pour rien dans leur demonstration.

Observons d’ailleurs que, d’apres ce principe un peu
vague, on pourraﬂetre\condun_ par un raisonnement tres-
simple & une erreur trés-grossiere : car, en considérant,
Pa; exemple, deux groupes de forces rectangulaires, si-
ués dans un méme plan, si I'on suppose qu’il y a indé-
pendance entre les effets de ces deux groupes, on en
conclura que, lorsque leur systeme est en équilibre, cha-
que groupe doit &tre en équilibre de lui-méme; ce qui
n’est pas vral. _

Et il en est de méme dans le cas de trois groupes de
forces rectangulaires dans 'espace, dont le systeme peut
étre en equilibre, sans qu'il y ait equilibre en particulier
dans chaque groupe, ni méme dans aucun d’eux.
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Il faudrait donc, dans ces deux cas, ne faire de ce prin-
cipe qu’un usage restreint, et ne considérer I'indepen-
dance des effets que relativement aux mouvements de
translation que les forces peuvent donner au systéme; ou
bien il faudra avoir soin de ne I'appliquer qu’au cas de
deux groupes, I'un compose de forces perpendiculaires a
un méme plan, et I'autre de forces quelconques situges
dans ce plan, auquel cas I'indépendance des effets a lieu
d’une maniere absolue. Mais comme cette indépendance
aurait lieu tout de méme, si le premier ?roupe tombait
sur le plan_du second sous un autre angle quelconque,
Pourvu qu’il ne 0t pas nul, il s’ensuit qu’elle n’a pas
leu parce que les groupes font un angle droit, mais seu-
lement parce qu'ils font un angle. Ainsi, dans tous les cas,
le raisonnement (1UI prouve le principe en question, étant
fonde sur ce que les forces font un angle droit, tombe de
|ui-méme, parce qu’il n’est fondé sur rien.

Corollaire 11.

/102, On peut donner aux trois dernigres équations de
I'équilibre une forme plus simple, en y introduisant, a la
place des coordonnées des points d’application, les plus
courtes distances des directions des forces aux trois axes
rectangulaires. R,

En effet, dans la premiére équation, a la place du
terme P’z cos/3—y cosy’), qui exprime la somme des
moments des deux forces P cos/3, P"cosy’, par rapport
au point ou leur plan irait couper I'axe des x, on peut
en substituer un autre qui exprime le moment de leur
resultante par rapport au méme point (90). _

Les deux forces P'cos[3, P'cos Y etant rectangulaires
entre elles, on a pour le carré de leur résultante
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ou bien (a cause de cosz2a’  c0s2/3  c0s2y = 1),

“La résultante est donc P'sina’. La distance de cette
resultante a I'axe des x étant nommeée p', On aura,
Bour son_moment, P'p'sina’, qui remplace le terme
P' (z'c0s|3'—y c0s7') ; on aura, de méme, P'/?"sinoc”,...
a la place des termes suivants de la premiere équation,
en designant Ipar p" ... les distances respectives des re-
aultantes analogues a la premiére, par rapport a I'axe
€S x.

La premiére équation sera donc mise sous cette forme .

Or il est visible que p*,p,p",... NE sont autre chose
%ue les plus courtes distances des forces P', P*, P™.... a
axe des &% car la force P'sina’, qui est situee dans un
?Ian perpendiculaire a cet axe, étant composée avec la
orce P'cosa’, perpendiculaire au méme plan, devrait
donner pour résultante la force P' qui est dans Iespace.
La force P'sina’ n’est donc autre chose que_la projection
de la force P' sur un plan perpendiculaire a I’axe des a7,
et, par consequent, la plus courte distance p de celte
projection a I'axe des x n’est autre chose que la plus
courte distance de la force P' au méme axe.

Si I'on désigne par o', q", q'\... et par r', ",
les plus courtes distances des forces P', P*, P™,... aux
axes respectifs des/ et des z, on trouvera de méme, pour
les deux autres équations,
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103. La projection d’une force sur un plan, multipliée
par sa distance a un axe perpendiculaire au plan, est ce
qu’on nomme ordinairement te moment de la force par
rapport a I’axe; et de cette maniére on énonce ainsi les
trois equations precedentes de I'équilibre

La somme des moments des forces doit étre nulle, par
rapport a chacun des trois axes, dans le cas de I'équilibre.

Corollaire 11I.

104. Si dans les six éguations de I'gquilibre on veut
supposer que les_forces P', P*, P -- sont toutes Paral-
leles, ou toutes situées dans un méme plan, etc., etc., et
gu’on mette a la place des coordonnees x-,y-, 2',..., &t
esangles a', /3, 7',..., les valeurs qui conviennent a ces
suppositions, on retombera sur les e_?u,atlons d’equilibre
precedemment trouvees pour ces différents cas, et I’on
en tirera les mémes conséquences.

105. Si I'on suppose, par exemple, (zue les directions
des forces P', P", P™,.. concourent foutes au méme
point, et qu’on ait pris ce point pour I'origine des coor-
donnges, les cosinus des angles a, , 7',... seront pro-
portionnels aux coordonnées respectives x-, y+, Z',..
des points d’application; de sorte que I’on aura

ou
Les trois derniéres équations de I'équilibre disparaitront

donc d’elles-mémes, et 'on n’aura plus que les trois pre-
7-
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miéres, qU| nous font voir QUE, pour 1'équilibre d'un

systeme deforces dont les directions concourent toutes vers
un méme point, il est nécessaire et il suffit que la somme
desforces décomposées suivant trois axes soit égale a zéro
par rapport a chacun de ces axes; et c'est ce que I’on
savait d’ailleurs immédiatement.

Si I'on suppose que les forces P', P*, Pw,... ne forment
ensemble que des couples, comme alors (_:haque force P'
inclinée sur Iaxe des x d’un certain triangle a', aura
dans le systéme son égale, mais inclinée au méme axe
de l'angle 200°+ @', 1l n’k/ aura pas de terme P'cos a
qui ne trouve son egal et contraire dans la i)_rem|ere
equation de I’équilibre; et la méme chose aura lieu dans
les deux autres. Aingi les trois premieres équations dis-
paraitront d’elles-mémes, et I'on n’aura plus que les trois
dermeres; d’ou il résulte QUE, pour I'équilibre de tant de
couples quon voudra appliqués sur un corps, il est néces-
saire et il suffit que la somme de ces couples décomposés
perpendiculairement a trois axes soit §ga_1|e a zero par rap-
port & chacun de ces axes : (€ (U etait d’ailleurs aussi
clair que la proposition précédente.

Corollaire IV.

1 n m
Recherche de la résultante de toutes lesforces P ) P ) P yrony
lorsque ces forces ne sont pas en équilibre et qu elles
sont susceptibles de se réduire a une seule.

106. Squosons qu’_ii n’y ait point equilibre entre les
forces P', P" P™.... ; et soit, $'Il est possible, la force —R
capable de leur faire équilibre, et, par conséquent, R
leur resultante. o o

Les six équations précédentes devront avoir lieu en y
faisant entrer la force —R.
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_ Soient donc a, /3, 7 les trois angles que forme la direc-
tion de la résultante avec les trois axes coordonngs. En
faisant, pour abréger,

on aura d’abord ces trois équations

d’ou I'on tire, en observant qu’on a

Four la quantité de la résultante. On aura ensuite, pour
es angles a, /3, 7 que sa direction fait avec les trois axes,

En second lieu, nommanta?, y, - les trois coordonnées
de I’un quelconque des points de cette direction, et fai-
sant, pour abréger,
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on aura

ou bien

_ Or, si I'on élimine, entre ces trois équations, deux des
inconnues x, y, z, 0N arrivera a cette equation

qui ne contient plus d’inconnue, et qui exprime la rela-
tion qui doit avoir lieu entre les resultantes partielles
X, Y, Zet les trois moments resultants partiels L, M, N,
pour que les trois équations précedentes puissent sub-
Sister a la fois, et, par consequent, pour que toutes les
forces du systeme puissent avoir une résultante.

107. Si cette équation de condition a lieu, les va-
leurs des trois coordonnées x, y, z se présenteront sous

la forme ~5 parce que, la résultante pouvant étre appli-

quée a tel point de sa direction qu’on voudra, il est im-
possible que le calcul détermine I'un de ces points plutdt
que tout autre. Il ne peut donc donner que leur lieu
géomeétrique, et les trois équations précédentes ne sont
autre chose que les équations des trois grOJectlon,s de la
résultante sur les plans coordonngs. Par conséquent,
I'une de ces équations est une suite necessaire des deux
autres, et 'on'n’a, a proprement parler, que deux équa-
tions entre les trois indeterminées x,y, s; d'ou il suit

qu’elles doivent se présenter sous la forme de
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108. On se donnera donc a volonté I'une de ces trois
quantites, et I'on deéterminera alors les deux autres au
mosyen des equations précedentes.

| 'on suppose, par exemple, x = 0, auquel cas on
demande le point.ou la direction de la résultante traverse
le plan vertical YAZ, on aura, pour les deux coordonnées
de ce point,

Si I'on suppose y = 0, on aura
Si I’on suppose z = 0, on aura

cest-a-dire qu’en considérant le J)oint ou la direction de
la résultante coupe le plan de deux axes, les distances
respectives de ce point & ces deux axes se trouvent en
divisant les sommes respectives des moments des forces
par rapport a_ces axes par la somme des forces estimées
suivant le troisieme. .

On aura donc, d’apres ce que nous venons de dire, tout
ce qu'il faudra pour déterminer la quantité de la résul-
tante et sa position dans I’espace, si toutes les forces
appliquees au systeme sont susceptibles de se reduire a
une seule; et cela aura toujours lieu, si I'équation de
condition XL-h'YM.., ZN= 0 est satisfaite, {)ourvu que
les trois résultantesX, Y, Z ne sment_Fas nulles a la fois;
car, si ces trois forces sont nulles, il est clair que les
forces P', P, P™... seront réduites aux trois couples
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représentés en grandeur par L, M,N, lesquels ne peuvent
jamais se reduire qu'a un autre couple. _

. Cest ce que le calcul précedent aurait gu aussi nous
indiquer, quoique d’une maniére un peu obscure : et en
effet, dang le cas de X, Y, Z nulles a la fois, on trouve-
rait, par les équations ci-dessus, que les points de ren-
contre de la résultante avec les plans coordonnés sont
tous trois a une distance infinie de I'origine. Or c’est ce
qui ne peut plus s’expliquer en Géometrie; car, pour
imaginer une droite qui rencontre a I'infini les t(0|§FIgns
coordonnes, il faudrait imaginer une droite qui fit a la
fois Parallele a trois plans qui ne se coupent qu’en un
point, ce qui est absurde : d’ou I'on voit gue I'hypothese
d’une résultante unique est alors impossible.

Corollaire V.

Rédaction générale desforces.

109. Mais, dans tous les cas, on peut réduire toutes
les forces anhquees au systeme aune seule passant par
I'origine, et a un couple dont il est facile de déterminer
le plan et la quantité : réduction qui ne laisse de nuage
dans aucun cas. ,

En effet, on aura pour la résultante R des forces trans-
portées a l'origine,

et pour les trois angles a, /3y que sa direction forme
avec les trois axes,

En second lieu, L, M, N représentant respectivement
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les trois couples résultants, situés dans les trois plans
Perpendmulawes aux axes desx, y, z si I'on nomme G
e moment du couple résultant, on aura pour sa quantité

et pour les angles X p., v, qu’une perpendiculaire au Flan
de ce couple, ou que vaxe du couple forme avec les trois
axes respectifs desx, r, 2,

Corollaire VI.

110. Si I'on voulait exprimer directement que toutes
les forces P', P, P".... ont une résultante unique, d’a-
pres ce que nous avons vu dans le premier Chapitre
(71), il faudrait exprimer que la resultante R et le
coupie resultant sont dans des plans paralleles, ou, ce
gm est la méme chose, que I'axe du couple est perpen-

iculaire a la direction de la résultante.

Or, a, 3 7 étant trois angles de la direction de la
force R, avec les trois axes x.,y, z, et X p, v les angles
analogues que |'axe du_couple fait avec les mémes lignes,
on sait par la Géometrie (*Equ_e ces deux droites seront
rectangulaires dans I’espace, si I'on a

Donc, en mettant a la I)_Iac_e des cosinus leurs valeurs
trouvees ci-dessus, et multipliant toute I'équation par RG,
on aura

comme nous I'avons trouve plus haut.

*) Voir ci-aprés rf 113,
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Il faut toujours sous-entendre que la force R n’est pas
nulle, ou qu’on a

inégalité qui exige simplement que les trois forces X, Y,
Z ne soient pas nulles a la fois. _

Ainsi cette condition, que le calcul nous avait offerte
dans la recherche de la resultante générale, n’est autre
chose que I’expression de celle que nous avions trouvée
directement dans le premier Chapitre, pour que des forces
qui ne se font pas équilibre puissent toujours se composer
en une seule.

Remarque.

111. Pour exprimer que des forces quelconques sont
susceptibles de se réduire a une seule, on avait donné ces
trols equatlons déterminées

qui ne sont pas, comme on voit, celles de la direction de
la résultante (106), mais ou X, Y, Z ont les mémes va-
leurs, et 0 \)e désigne, pour abréger, la somme des pro-
duits YV, Yeze.. par (YV -h); et ainsi des autres,
Mais ces trois équations sont a la fois insuffisantes et
trop nombreuses; elles Ipeuvent avoir lieu toutes trois
sans qu’il y ait une résultante unique, et il peut y avoir
une résultante unique sans qu’elles aient lieu toutes trois,
ni méme aucune d’elles. . o
~ Cela parait assez clairement & I'inspection méme de ces
équations comparées a I’équation unique que nous ve-
nons de donner; mais on peut encore s'en rendre compte
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en suivant le raisonnement d’aprés lequel on les trouve,
et en examinant ce qu’elles _su%mﬂent. _

En effet, apres avoir réduit toutes les forces appliquees
au systeme a trois groupes de forces paralleles aux trois
axes coordonnés, et ces trois groupes a trois résultantes
partielles X, Y, Z, paralleles aux mémes axes, on sup-
pose que _ces trois forces doivent se rencontrer en un
méme point, pour qu’elles puissent se composer en une
seule; et pour cela, on exprime que les resultantes par-
tielles prises deux a deux sont a egales distances du plan
qui leur est parallele; ce qui donne les trois équa-
tions (A), au moyen desquelles les trois forces doivent
en effet concourir au méme point, et, par conséquent, se
COMPpOSer en une seule, \ _

Mais, d’abord, on omet le cas ou les trois groupes ne
Pourralent_ pas se réduire respectivement a de simples
orces, mais se réduiraient a des couples : alors, les trois
résultantes partielles étant nulles, les trois équations de
condition seraient satisfaites, et pourtant il n’y aurait
pas de résultante unique, mais bien un couple résultant.
Ainsi ces trois équations sont insuffisantes.

D'un autre cote, elles exigent trop; car, en supposant
que les trois groupes se réduisent a trois 3|mPIes orces,
on voit qu’il n’est pas nécessaire, pour qu’elles puissent
se composer en une seule, qu’elles se rencontrent toutes
trois en un mdme point: il suffirait simplement que deux
d’entre elles se rencontrassent, et que la troisieme allat
rencontrer quelque part la direction de leur résultante.
Mais, ce qui est plus remarquable, cela méme n’est pas
necessaire; car les trois forcesX, Y, Z peuvent se reduire
a une seule, sans qu’il y ait aucune rencontre entre leurs
dlrecotl%ns dans I'espace: c'est ce qu'on a vu directement
au n° 7s.
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Si P'on veut voir la méme chose war notre analyse,
soient a la plus courte distance de'Y a Z, b celle de Za
X, et ccellede X aY; et pour simplifier, prenons I'axe
des x suivant la droite a, et celui des z suivant la force Z.
On trouvera dans cette hypothese L= o, M= —Xc et
N= xb —Ya; et I’8quation de condition

deviendra

Or il est évident qu’on peut_trouver trois forces X, Y,
Z dans une infinite de proportions différentes, qui satis-
fassent a cette equation, et qui, par conséquent, aient
une résultante unique, quelles que soient les distances
mutuelles a, b, c de leurs directions dans I’espace.

Et comme on n’a qu’une seule équation, on voit méme
gu’on peut se donner a volonte deux de ces forces, et
déterminer ensuite la troisieme en conséquence de cette
équation,

Qu'on suppose, par exemple, les deux forces X et Z
representées par les Ij?nes a B1C; on trouvera que la
troisieme force Y doit étre représentee par la moitie de b.
Ainsi voila trois forces, entre autres, qui sont situges en
trois arétes, deux a deux non parallgles et non contigués,
d’un méme rhomboide rectangle, et qui pourtant ont
une resultante unique; et il est méme aisé de voir gue
cette résultante passe au milieu de la plus courte dis-
tance b qui sépare les forces X et Z proportionnelles aux
lignes a et c. o

On peut faire une foule d’autres exemples; il suffit de
ne_pas se donner deux forces dans le rapport particulier
?UI' d’aprés I’équation précédente, rendrait la troisieme
orce infinie.
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Au reste, ce qu’on vient de dire pour trois forces rec-
tangulaires dans I'espace s’appliguerait de méme a trois
forces paralleles a trois axes obliques quelconques; car,
relativement a ces axes obliques, si I'on cherchait par la
méme analyse qu’au n° 106 la condition ?enerale d’une
résultante Unique, on trouverait une équation toute sem-
blable a la préecedente, et qui, pour le cas de nos trois
forces, donnerait également

d’ou I’on tirerait les mémes conséquences, en observant
gue, dans celte équation, a, b, c ne représentent plus les

istances mutuelles des trois forces obliques X, Y, Z, mais
trois lignes dont chacune va de I'une & I"autre force pa-
rallelement a la troisieme. _

Si des trois lignes a, b, ¢, il 'y en avait deux nulles,
sans que la troisieme le fit, I'équation precédente serait
reduite a un seul terme, qu’on ne pourrait rendre nul,
sans faire quelqu’une des trois forces eg%ale azero : d'ou
il résulte que,.si trois forces finies sont situees de ma-
niere gue la direction de 'une d’elles rencontre les direc-
tions des deux autres (1U_I ne sont point en méme plan,
ces trois forces ne sont jamais réductibles a une seule;
reos%tat qui S’accorde avec ce quon a dit a la fin du
n° 5.
~ On voit donc, pour revenir a notre obg’et, que des trois
equations (A) qu’on avait données avant notre théorie, il
N’y en a aucune qui soit nécessaire pour la condition
qu’on avait en vue, et qu’elles sont tout a fait étrangere”
a la question dont il s’agit. Mais il'y a encore une autre
remarque assez curieuse @ faire surces équations.

Sion les ajoute ensemble, ce qui est assez naturel a
cause de leur Symetrie, et ce que l'auteur méme avait fait,
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il arrive que la somme de ces trois équations revient pré-
cisément a la ndtre XL -b YM -+ ZN = 0. Ainsi I'on avait
rencontré par hasard la veritable equation du probleme,
et il est clair qu’on ne s’en était point aFe(gu; car o
aurait vu sans doute que, la somme des trois quantites
pouvantétre nulle d’une infinité de manieres, sans qu’au-
cune delles le soit en particulier, il pouvait y avoir une
résultante unique, sans qu’aucune des trois équations
regardées comme nécessaires flit satisfaite; d’ou I'on au-
rajt conclu qu’elles n’étaient pas nécessaires, et qu'il fal-
lait les supprimer avec I'analyse_ defectueuse qui'y avait
conduit, Mais, avant notre theorie, on ne savait pas pre-
cisément en quoi consistait la condition générale d’une
resultante unique.

Quoigu’on ait degms_ rectifie cette analyse par celle
que j’ai donnée (106), je n’ai pas cru cetfe petite dis-
cussion inutile, non-seulement parce qu’elle éclaire un
Po_mt |,mF0rtant de la composition des forces, et qu’elle
ait voir 1a fausse supposition sur laquelle on s’appuyait,
mais parce que ce paralogisme subsiste encore, et sest
reproduit jusqu’ici dans un Ouvrage célebre ou I'auteur
des équations (A) parait I'avoir emprunté.

Corollaire VII.

112, Lorsqu’on a les trois équations L= 0, M= o,
N = 0, le moment G du couple résultant est nul, et les
forces appliquées au systéme se réduisent a une seule R
dont la direction passe par l'origine, o

Et comme le moment G ne peut tre nul, @ moins que
les, trois moments resultants partiels L, M, N ne soient
nuis a la fois, il s’ensuit que, si P'on voulait exprimer
que des forces guelconques se reduisent a une seule qui
passe en un point donné, il faudrait, en supposant qu’on
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ait pris ce point pour origine, poser les trois équations
L=0,M=0,N= 0

Remarque.

113, Noua terminerons cet article général par un théo-
reme important sur la maniere d’estimer les forces sui-
vant une direction donnée, et leurs moments par rapport
3 un axe donné, lorsque I'on connalt déja ces forces et
Ieulrs_ moments estimes par rapport & trois axes rectan-

ulaires,

: Mais démontrons d’abord la proposition sur laquelle
on S'appuie au n° 110, et dont nous nous servirons
encore ici. L )

Soient deux droites situées d’une maniere quelcon(%u_e
dans I'espace. Nommons a, /3, 7 les trois angles que fait
la premigre avec les trois axes coordonnés; >g D, Vles an-
gles analogues de la seconde avec les mémes axes . je dis
qu’on aura, pour I'angle o que ces deux droites forment
entre elles,

C0S9= €052 00X -+COS(3C0SP + COSY COSY.

En effet, transportons, pour [plus de simplicité, nos
deux droites parallelement a elles-mémes jusqu’a Iori-
gine : les angles a, /3,7, X p, v et I'angle & ne changeront
Fas. Prenons sur la premiere, a partir de I'origine, une
ongueur arbitraire o, dont I'extrémite aura pour coor-
données x , y. z. Prenons de méme sur la seconde une
autre longueur quelconque d, dont I'extrémité aura pour
coordonnees X, y, z. Si 'on joint ces deux extrémités par
une droite h, on aura un triangle dont les trois cotes se-
ront o, d et h; et puisque o est I'angle compris entre
les deux premiers, on aura, comme on le sait,

3= d2H cb—id dC0S 9;
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niais on a

et

‘Substituant dans la premiere équation, réduisant et
dégageant cos0, il vient

ou bien

mais on a évidemment

et de méme

Donc

Si I’'on veut exprimer que les deux droites a et ¢ sont
rectangulaires entre elles, il faut poser cos0 = o, et, par
conséquent,

ce que nous avions supposé au n° 110,

114. Actuellement changeons les lettres X p., v en @'
13, y', et considerons une force R dirigee suivant la pre-
migre droite. Cette force, estimée suivant la seconde, ou
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projetée sur elle, donnera pour sa projection, que je
nomme R', R" = R cosq €t, par consequent,

R'= Rcosacosa' -+ Rcos[Bcos (3 4 R cosy cosy'.

Mais R cosa, R cos/3, R cos- expriment les trois com-
posantes de la force R suivant les trois axes; donc, si I'on
nomme X, Y, Z ces composantes, on aura plus simple-
ment

R'= X cosa' -++Y cos[3 Zcosy"

Ce qul nous fait voir QUE, pour estimer suivant une di-
rection différente de la sienne uneforce dont on connait
déja les composantes suivant trois axes rectangulaires,
on naqua prendre la somme de ces composantes mul-
tipliées respectivement par les cosinus des angles qu elles
forment avec la directipn n,ou_velle. ) .

Clest ainsi qu’en Geometrie, Pour projeter une ligne
sur un axe quelconque, on peut d’abord projeter cette
ligne sur trois axes rectangulaires, projeter ensuite ces
trois projections sur I'axe donné, et ajouter ensemble ces
projections de projections.

115. Pareillement, si I’on considére un couple dont
le moment soit representé par une partie G prise sur
son axe, et que ce moment décompose par rapporta trois
axes rectangulaires donne lesmoments respeetifsL, M, N,
on voit, comme ci-dessus, que pour estimer le moment G
par rapporta un axe nouveau qui forme, avec les trois
premiers, des angles x, £, V', il'n’y aura qu’a prendre la
somme des moments composants L, M, N multipliés par
les cosinus respectifs de ces angles; de sorte qu’en nom-
mant G' la valeur relative du moment G on aura
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d’ou il résulte QUE 1a somme des moments de tant de
forces que I'on voudra, par rapport a un axe quelconque,
est égale aux sommes de leurs moments, par rapport a
trois axes rectangulaires, multipliées respectivementparles
cosinus des angles que ces trois axes font avec le nouvel

axe donné. Ce qui est un théoréme tout semblable au
précédent.

DES CONDITIONS DE L’EQUILIBRE LORSQUE LE CORPS OU
SYSTEME SUR LEQUEL LES FORCES AGISSENT n’eST PAS
ENTIEREMENT LIBRE DANS L’ESPACE, MAIS SE TROUVE

GENE PAR DES OBSTACLES.

Nous allons examiner trois cas principaux auxquels il
est facile de ramener tous les autres, comme on pourra
le voir par la suite.

De I'équilibre d'un corps qui n'a que la liberté de tourner
en tous sens autour d’un pointfixe.

 Les six équations de I'équilibre d’un corps ou systeme
libre sont, comme nous I’avons trouvé ci-dessus,

116. Supposons maintenant qu'il y ait un point fixe
dans le systéme, et qu’on l'ait pris pour I'origine des
coordonnées. Il est clair qu’il pourrait alors y avoir équi-
libre sans que ces six équations fussent satisfaites; car,
8up|que le point fixe soit par lui-méme incapable de pro-

uire le moindre effort, il peut néanmoins anéantir ceux
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des puissances dont la résultante irait y aboutir, et par
| tenir lieu de nouvelles forces dans le systéme.
Mais, quelles que soient les forces dont un point fixe
puisse tenir lieu par sa résistance, il est bien manifeste
qu’elles doivent toutes passer par ce méme point; que,
par conséquent, on peut toujours les y concevoir comme
composées en une seule, et imaginer ainsi, a Ia place du
point fixe, une force unique r qui remplace sa resistance,
et considérer alors le systeme comme parfaitement libre
dans I’espace. - o
_Les six équations précédentes devront donc avoir lieu
si L'oi>y introduit la nouvelle force r.
_Or cette force, étant immédiatement appllquee a l'ori-
(l]me, fournira trois nouvelles composantes, X, , . . dans
es trois axes et ne fournira aucun couple nouveau dans
!jes trois plans. Les six équations de I’équilibre seront
onc

Les trois resultantes partielles X, Y, Z pourront donc
avoir telles valeurs qu’on voudra; car, en supposant la
résistance du point fixe indéfinie dans tous les sens, les
trois forces X, , . . prendront telles valeurs et tels signes
qu’on voudra, et, s’galant toujours, en quelque sorte,
aux trois forces contraires X, Y, Z, appliquées au méme
point, rendront toujours les trois premieres équations
satisfaisantes. _
~Mais il faudra que les trois moments résultants par-
tiels L, M, N soient toujours nuis d’eux-mémes, ce qui
nous fait voir QUE, pour I'équilibre d'un corps qui n a que
la liberté de tourner autour d’un pointfixe, il est nécessaire

et il suffit que la somme des moments des forces par rapport
8.
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a trois axes rectangulaires menés par ce point soit nulle
d’elle-méme relativement a chacun de ces trois axes.

117. Lorsque toutes les forces appliquées au corps
sont Iparalleles, on peut mener {)arlle point fixe deux plans
paralleles a leurs directions, et décomposer tous les cou-
ples_dans ces deux plans. Il suffit donc alors, pour 'é-
quilibre du systeme, que la somme des moments_soit
niJIIe par rapport a deux axes perpendiculaires a ces
plans. )

Lorsque toutes les forces sont dans un mome plan avec
le point fixe, tous les couples a I'egard de ce point sont
aussi dans ce plan; et il suffit alors que la somme des
moments soit nulle par rapport a un seul axe perpendi-
culaire & ce point.

Remarque.

118. Nous savons que les trois équations L = o,
M—o0, N = o, qui assurent, dans le cas général, I'équi-
libre du systeme, expriment d’une autre maniere fuz)
que les forces appliquées doivent avoir une résultante
um?ue qui passe par le point fixe. Donc, si I'on avait
voulu partir de cette conséquence comme principe, cest-
a-dire regarder d’abord comme évident que les forces ap-
P_hqueps ne_peuvent se faire équilibre autour du point
ixe, @ moins qu’elles n’aient une résultante unique
dirigée vers ce point, on en aurait conclu réciproque-
ment que I'on doit avoir pour I'équilibre les trois équa-
tions L = 0, M= 0, N ="o0; ce qui nous aurait conduits
au méme résultat,
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Corollaire.

De la pression exercée par lesforces sur le pointfixe.

119 Quoique nous ayons supposé le point fixe suscep-
tible d’une résistance indeéfinie en tous sens, cependant,
lorsque des forces données se font actuellement equilibre
sur cet appui, il n’a besoin que d’une certaine resistance
determinge. Cette resistance actuelle, prise en sens con-
traire, est ce qrue I'on nomme 1a pression QU'il éprouve
de la part des forces du systtme. \

Ainsi, pour calculer cette pression, on n‘aura qu’a
déterminer la force —r. Mais Ion a, parles équations ci-
dessus, pour ses trois composantes —x, —,. — z dans
les trois axes,

—Xx =X, —y= Y, —z= Z;

d’ou il suit QUE 1a pression est égale a la résultante de
toutes les forces du systéeme, transportées parallélement a
elles-mémes au po_in’tfi_xe. ) .

Et c'est ce qu'il etait facile de reconnaitre d’abord; car
le point fixe ne peut étre presse que Far les forces qui
s’y sont transportees parallelement a elles-mémes, et par
les couples qu’elles ont formés & I’égard de ce point; mais
puisque ces couples doivent tre en équilibre d’eux-
mémes, c’est-a-dire_seraient en équilibre quand bien
méme le corps serait entierement libre, il S'ensuit qu'ils
ne peuvent nullement charger le point fixe, et que, par
conséquent, ce point n’est pressé que par la résultante
des premigres forces.
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De Veéquilibre d'un corps qui n a d’autre liberté que celle de
tourner autour de la ligne quijoint deux pointsfixes.

120. Soient A et B (rig. 36) les deux points fixes.
Prenons AB pour I’un des trois axes, pour celui des
abscisses par exemple, et le point fixe-A pour I'origine.
_ Quelles que soient les forces dont chacun des points
fixes puisse tenir lieu par sa résistance, on peut toujours
les concevoir comme reduites a deux forces r et r' imme-
diatement appliquées a ces points, et, substituant ainsi &
la place des deux points A et B les deux forces reslpec-
tives r et ' qui remplacent leurs résistances actuelles,
|con3|derer le” systeme comme parfaitement libre dans
‘espace.

L%s_ six équations de I’équilibre doivent donc avoir lieu
en g introduisant les deux nouvelles forcesretr:.

r la force r, immeédiatement appliquée a I'origine A,
donnera trois composantes x, y,- dans les axes, et ne
donnera aucun couple dans les plans.

La forcer', appliquée en B, donnera trois comFosantes
x', vy, 2+, [a premiére dans I’axe des abscisses, les deux
autres dans les plans respectifs XY, XZ. La force x' qui
tombe dans I’axe des abscisses, étant transportée a I’ori-
gine, donnera un couple nul; mais les deux forces y" et
2, transportées a l'origine, donneront deux couples dans
les plans respectifs XY, XZ adjacents a I'axe de rotation;
et les moments de ces couples seront (en faisant AB = a)
y'a, z'a.

Les équations de I’équilibre seront donc
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Les cm(i quantites X, Y, Z, M,N pourront donc avoir
telles valeurs qu’on voudra; car, en supposant la resis-
tance des deux points fixes indéfinie en tous sens, les
quantites X, y, z, X', y', Z auront telles valeurs et tels
signes qu’on voudra, et les trois premieres équations,
ainsi que les deux dernieres, seront toujours satisfaites,

Mais il faudra qu’on ait toujours, pour les seules forces
appliquées au systeme, I'equation L= 0 ce qui nous
apprend (QUE les conditions de I'équilibre d'un corps assu-
jetti a tourner autour d'un axefixe se réduisent a ce que la
somme des moments desforces estiméspar rapport a cet axe
soit nulle d'elle-méme.

Remarque.

121, Si les deux points A et B n’étaient pas arrétés en
tous sens, mais pouvaient couler ensemble dans la direc-
tion AB, comme si on les supposait unis entre eux et
renfermés dans un canal infiniment étroit AB, leurs ré-
sistances x et x' dans le sens de Taxe des abscisses seraient
nulles d’elles-mémes, et I'on aurait encore |'équation
X = 0; de maniere que, lorsque le corps a la liberté de
se mouvoir dans le sens de I'axe de rotation, outre la
Frem|ere condition enoncée ci-dessus, il faut encore que
a somme des forces décomposées parallelement a cet axe
soit nulle d’elle-méme.

Corollaire.

Des pressions exercées par lesforces sur les deux
points fixes.

122, Ces pressions n’étant autre chose ?_ue les deux
resistances actuelles r et + des deux points fixes, esti-
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mees en sens contraires, on aura, pour déterminer leurs
composantes —X, - y. - 1, =X, -y, - 1" paralleles
aux trois axes, les cing équations

IMais comme il y a six inconnues, il parajt d’abord que
les deux pressions — r et — r seront indeterminges, ou
du moins que I'on Pourra disposer a volonté de l'une de
leurs six composantes. Cependant, si I'on observe que les
deux inconnues —x, —Xx' n’entrent que dans la pre-
miere équation, on voit que les quatre autres seront dé-
terminges par les équations restantes. En effet, I'on aura
sur-le-champ, par les dernieres équations,

et substituant dans les deux précédentes, on aura

Ainsi I'indétermination ne Fortera que sur les deux
composantes — x, —x',_dont la somme seulement sera
déterminée Par la premiére equation X + x + X' = 0.

Les deux forces —y, - z, perpendiculaires a I’axe de
rotation au point A, se composeront en une seule

\ly2 n- =~ Perpendiculaire au méme axe, et qui fera avec

les axes desy, - des angles dont les cosinus respectifs
seront

Les deux forces —,, - ', perpendiculaires a I'axe
de rotation au point B, se composeront de mdme en une
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seule yV2+ 7'2 perpendiculaire au méme axe, et qui
fera avec les axes des/ et s des angles dont les cosinus
respectifs seront

Ainsi les deux pressions normales a Iaxe, aux points
respectifs A et B, seront nécessairement déterminees de
grandeur et de direction; et, par conséquent, les pres-
sions ahsolues — r et — r n'auront que cette indétermi-
nation Partlcullere,,savow, qu’il faudra les choisir de
telle sorte qlu ‘etant decomposges chacune en deux autres,
I'une dans I"axe, et Iautre perpendiculaire a cet axe, les
deux forces normales aient les valeurs et les directions
gue nous venons de donner, et les deux forces situees

ans |’axe fassent une somme constante égale a X.

'123. Pour voir a quoi tient cette indétermination, qui
depend de celle des deux résistances actuelles x, x' que
les points fixes A et B doivent opposer dans le sens de la
ligne qui les joint, on peut remarquer que ces deux
points, qu’on peutsupposer unis par une vergeinflexible,
se prétent un appui reciproque; de maniere que chacun
d’eux a toujours, ou par lui-méme, ou par le secours de
autre, la resistance actuelle dont il a besoin pour I’é-
(rlumbre, pourvu que la somme de ces résistances soit suf-
isante. On ne peut donc pas demander, et il est impos-
sible gue le calcul deétermine des valeurs particulieres,
pour deux résistances qui, passant tacitement, en tout
ou en partie, de I'un a lautre point, se confondent en
une seule et méme résistance.
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De I'équilibre d 'un corps qui s'appuie contre un plan
inébranlable.

124, Prenons ce plan pour celui des ey, que l'on
nomme le plan horizontal; et, supposant d’abord que le
COrps ne s'appuie contre ce plan que par un seul point A,
regardons ce point d’appul comme lorigine des coor-
données, _ _

Il est facile de voir que, lorsqu’une force presseun point
contre un plan, cette force peut toujours se concevoir
comme decomposée en deux autres, I’une Eerpend;gu-
laire au plan, et l'autre situee dans ce Plan. a premiere
est nécessairement détruite par la résistance du plan ; car
il n’y apas de raison pour qu’elle meuve le point d’un *
coté plutot que d’un autre dans le plan, et d’ailleurs elle
ne Feut le mouvoir a travers; mais la seconde obtient
tout son effet, parce que son action ne peut Etre alteree
Ear la resistance d’un plan le long duguel elle s’exerce.

e plan résistant ne peut donc détruire que des forces
dont les directions lui sont normales, et, par conséquent,
sa resistance ne peut faire naitre que de telles forces
dans le systtme. . .

Soit donc z la résistance actuelle du point d’appui dans
I'axe des 2. Les equations de I’équilibre deviendront

Les trois derniéres nous font voir (112) que les forces
appliquées au_corps doivent se réduire a une seule qui
passe par 'origine, c’est-a-dire par le point d’appui;



DE STATIQUE. 123

.~ Les deux premieres, que_cette résultante doit étre ver-
ticale, c’est-a-dire perpendiculaire au plan fixe;

Et la troisieme, Z+ 2= o, (Jue cette résultante Z peut
avoir une valeur quelconque, pourvu qu’elle soit de signe
contraire a la resistance z du plan; c’est-a-dire quen
supposant, comme nous le ferons désormais, que le corps
solt place au-dessus du plan des x, y, il faut que la force
Z ne soit pas positive ; sans quoi, tendant a soulever le
corps au-dessus du plan, elle n'y ferait naitre aucune
resistance, et le plan ne servirait  rien pour I'equilibre;
de maniere qu'il faudrait les mémes conditions que si le
systeme était parfaitement libre.

125. Supposons actuellement que le corps S'appuie Par
un second point B. Prenons AB pour I'axe desx, et le
point A pour I’origine, . A

Le point A fait naitre une resistance z dans Iaxe méme
des 2. Le Pomt B fera naitre une resistance z' dans le
plan xz, et donnera dans ce plan un couple dont le mo-
ment sera z-a', en faisant AB —a.

Les équations de I’equilibre seront donc

. Ces équations nous font voir que I’équation de condi-
tion XL 4- YM 4- ZN = o est satisfaite, ainsi que I'ing-
galite VX24- Y2 4- Z>> o (puisque les deux résistances
Z et Z ne pouvant étre supposées toutes nulles, et étant
de méme signe, la force Z ne Feut étre nulle). Les forces
appliquées au systéme doivent donc avoir une résultante
unique.

Les deux_premiéres équations montrent que cette ré-
sultante doit étre verticale, c’est-a-dire perpendiculaire au
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plan fixe; et la troisieme, Z+ z + z'= 0, qu'elle peut
avoir telle valeur qu’on voudra, pourvu qu’elle ne soit
pas positive.

‘Enfin, si l'on cherche les valeurs des deux coordon-
néesp et q du point Oou sa direction doit rencontrer le
plan horizontal, comme on a (108)

en mettant a la place des quantités L, M, Z leurs valeurs
tirées des équations précédentes, on aura

Donc, Puisque I'on a g = o, il faut que le point ou elle
rencontre le plan horizontal tombe sur la Ilgne des ab-
scisses, c’est-a-dire sur la ligne qui joint les deux points

la direction de la résultante doit toujours tomber entre
les deux points d’appui A et B.

126. SupPosons enfin que le corps S'appuie contre le
plan par tant de nouveaux points qu’on voudra, C D.,...,
guysment tous placés d’un méme cote a I'egard de la
roite AB, qui est tougours regardée comme I'axe des
abscisses x. Conservant pour les deux points A et B les
denominations précédentes, nommons a- et b les deux
coordonnées du point C, a~ et b celles du point D, et
ainsi de suite. La résistance z* du point C, etant trans-
portée a I'origine, donnera deux couples dans les plans
verticaux XZ, YZ, dont les moments seront z-a-, zeb Ia
résistance z" du point D donnera de méme deux couples
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dans les mémes plans, et dont les moments seront 23"V
é"b"'yet ainsi de suite. Les équations de I'&quilibre seront
onc

Ces équations nous font voir d’abord, comme dans
I’Article précédent, que, toutes les forces apphg_uées au
systeme doivent se réduire a une seule, perpendiculaire
au plan fixe, et dont la valeur ne soit pas positive.

n second lieu, je dis que sa direction doit rencontrer
ce plan dans I'intérieur du polygone formé par les points
d’appui A, B, C D,— _

n effet, si I'on nomme, comme ci-dessus, o I'or-
donnée du point O, ou cette résultante rencontre le plan

horizontal; comme ona q - en mettant pour L et Z
leurs valeurs tirées des équations précédentes, on aura

Or les résistances z, z', 2", ".... étant toutes positives,
et les ordonnées b", b-,... toutes de méme signe, puisque
les points C D,... sont, par hypothese, tous places du
méme cdté de ['axe des abscisses, il s'ensuit que I'or-
donnée q sera de méme signe que ces coordonnées, et
que, par conséquent, le point O sera, a I'égard de la
ligne AB qui joint les deux points d’appui A et B, du
méme coté que les autres C, D,— Donc, puisqu’on aurait
pu prendre pour l’'axe des abscisses toute autre droite
AC, BD,..., qui, joignantdeux points d'appui, laisse tous
lesautresd’un méme cote, on peut conclure que le point O
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doit se trouver, a I'égard de chacune de ces lignes, du
méme coté (iue les autres points d’appui, et, par consé-
quent, doit tomber necessairement dans ['intérieur du
polygone formé par tous les points d’appui.

Corollaire.

Des pressions exercées par la résultante des forces du
systéme sur les différents points d’appui.

127. Ces pressions, estimées en sens contraire, ne sont
autre chose que les résistances z, 7', 2", "'z,..., dont les
points d’appui A, B, C, D,... ont actuellement besoin
pour I'équilibre. On aura donc, pour les déterminer, les

trois équations

Mais comme on n’a que Ces trois équations, avec cette
seule condition que les inconnues z, z, ", z",... doi-
vent étre toutes positives, il s’ensuit que les diverses
Fressm_ns exercees sur le plan demeurent indeterminees
orsqu’il y a plus de trois appuis, et méme lorsqu’il n'y
en aque trois, s'ils tombent en I|8ne droite. Car, en sup-
posant que le troisieme Bomt tombe avec les deux
autres A et Bsur I'axe des abscisses, 'ordonnée b~ devient
nulle, et 'inconnue z* disparaissant d’elle-méme dans
I'équation L — u-2" = o, il ne reste plus que deux équa-
tions pour calculer les trois inconnues z, z', z", qui sont
encore indéterminées. \ ,

On pourra donc, dans ce cas, se donner a volonte ’une
des pressions, et, dans le cas général, se donner les pres-
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sions de tous les points d'appui, hors trois. On calculera
ensuite ces dernieres pressions par_les équations préce-
dentes; et pourvu que, dans les différentes hypotheses
que I’on fera, le calcul ne mene a aucune pression posi-
tive, le probleme sera toujours hien résolu.

Corollaire.

128, Mais si nous trouvons, d'aprés les principes
établis ci-dessus, que les pressions sont indéterminées
lorsqu’il y a plus de trois points d’appui, d’un autre
cOté, en considérant a priori UN COrps appuyé contre un
plan, par un nombre quelconque de P0|nts, et tenu en
equlilbre par une force normale & ce plan, il nous parait
évident que chaque point de contact doit étre actuelle-
ment Presse, et que, S'il est pressé, c'est avec une cer-
taine force tout a fait determinee, ce qui serait absurde
autrement : et de la résulte une espece de paradoxe qui
negaraﬂ pas facile a expliquer.

ardons-nous d’abord d’en_conclure, avec d’Alembert,
que la theorie connue jusqu'ici est insuffisante pour re-
soudre le probleme en question ; car nous allons voir que
ce probleme est indeterming par I'hypothese méme que
'on a faite, et que la théorie donne tout ce qu’on peut
demander sans se contredire soi-méme.

En effet, si I'on fait attention qu'il s'agit, par hypo-
these, d’un corps dont la figure est parfaitement inva-
riable, on peut concevoir les points de contact de ce
_corlps comme unis entre eux par un plan_parfaitement
inflexible, lequel repose sur les points fixes A, B, C,
D, Or, lorsqu’il y a plus de trois points d’appui, ou
seufement trois quand ils tombent en ligne droite, il
n'est pas difficile de voir que certaines parties des pres-
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sions qu’on supposerait exercées par le plan sur ces
?pmts peuvent étre imaginées comme se reportant indif-
éremment des uns aux autres, de maniére qu’on ne
puisse demander ni ce qu’elles sont en elles-memes, ni
sur quels points _d’af)ﬂm elles s’exercent de. Ipr,eferenc_e,
amoins de détruire I'hypothese de I'inflexibilité parfaite
du plan qui unit les points du corps.

Ainsi {fig. 37), pour nous faire mieux comprendre
par un exemple, supposons qu’il s’agisse d’un_ corps
appuye par trois points en ligne droite, et considerons
ces points comme liés entre eux par une verge inflexible
qui repose sur les trois points fixes A, B, C. Quand bign
méme ou Saurait que cette verge est actuellement poussée
aux trois points resi)ectn‘s A, B, C, par trois forces nor-
males P, Q, R, paralléles entre elles, on ne serait pas en
droit d’en conclure que les pressions exercées sur les
Bomts d’appui sont respectivement égales aux forces

, Q, R car il serait toujours germls de concevoir, dans
les deux forces extrémes P et R, deux parties u et u qui
ne pressent point du tout sur les appuis A et C. Si I'on
lorend en effet ces deux_parties dans la raison inverse de
eurs distances AB et CB au point B, a cause de la roideur
parfaite dela verge, on peutconcevoir que ces deux forces
vont presser actuellement le Pomt d’appui B, conjointe-
ment avec la force Q; de sorte qu'il'y a ici une pression
indeterminge u -~ u', qu’on peut supposer exister indif-
feremment, ou tout entiere en B, ou, en deux parties
u et ur, sur les points A et C, sans qu’on puisse dire ni
ce qu’elle est ni ou elle se trouve de préference, a moins
de detruire I'hypothese de Pinflexibilite parfaite de la
verge qui joint les points de contact du corps.

129. Au reste, cette indétermination singuliére est du
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méme genre %ue celle que nous avons ohservée et exPh-
guee au n° 123. Les pressions ou resistances actuelles
jont les différents points d’appui ont besoin pour I’&qui-
libre ne sont indéterminges, dans le cas ou il y a plus
de trois points d’appui, ou seulement trois, quand ils
tombent en ligne droite, que parce qu’il y a alors des
aﬁ)pu;s intermediaires qui- peuvent préter aux appuis
E acés de part et d’autre certaines parties de leurs resis-
ances; de maniere que, par la liaison parfaite de ces
appuis, on ne peut plus distinguer leurs resistances indi-
viduelles d’avec celles qu’ils pourraient emprunter mu-
tuellement les uns des autres. _
_Et latheorie nous fait voir (iue, pourvuy ?ue ces points
aient des résistances individuelles qui satisfassent ensem-
ble auxtrois équations données ci-dessus, de quelque autre
maniere Perm|se parles mémes équations (}ue I’on veuille
repartir les forces de pression sur ces différents points,
chacun d’eux trouvera tou jours, ou dans sa résistance pro-
pre, ou dans sa resistance unie avec celle qu’il empruntera
des autres points d’appui, la résistance actuelle dont il
aura besoin Pour détruire la pression qu’on lui suppose.
Il n’en est pas de méme dans le cas de deux points
d’appui, et dans celui de trois, non en ligne droite : les
resistances actuelles sont determinées, et doivent |'&tre;
car chaque point d’appui se trouvant seul a coté de
autre, ou, dans le second cas, a coté de la ligne qui joint
les deux autres, il est visible qu’il ne peut avoir que sa
résistance propre, et ne pourrait pag en emprunter des
appuis voisins, si elle n’était pas suffisante.

130, Le paradoxe que nous venons de résoudre est
d’autant plus frappant, que, dans la nature, les pressions
exercees par les corps aux différents points de contact

Poinsot. — Statique. p
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sont nécessairement déterminges dans tous les cas, ce
qui serait absurde autrement. _ _

~ Mais tous les corps sont plus ou moins flexibles et
elastiques; et Iprsqu’ns.sont presses les uns contre les
autres par différents points situes dans le méme plan, la
pression totale se distribue d’une maniere particuliere en
vertu de ces propriétes physiques, et des trois équations
données ci-dessus (1_275), auxqu_elles les pressions indi-
viduelles doivent toujours satisfaire. Or il faudrait savoir
tenir compte de ces_i)ropnetes, pour trouver en tout au-
tant d’equations qu'il y a de points de contact, et con-
naitre par la les diverses pressions; et c’est une ques-
tion tres-délicate de Physique, que nous ne chercherons
pas a discuter ici.

131. Ce que nous avons dit sur I'equilibre d’un cori)_s
qui s’appuie contre_un seul plan peut aisément sappli-
quer & un corps qui s'appuierait contre plusieurs plans
a la fois. Chacun de ces plans fera naitre aux différents
points de contact des résistances normales a sa surface;
et, en introduisant dans les six équations de 1*8quilibre
ces nouvelles forces indeterminées, on parviendra facile-
ment aux conditions que doivent remplir les forces
immédiatement appliquées.

132. Sile corFs s'appuie en différents points contre une
ou plusieurs surfaces courbes quelconques, on pourrasup-
Poser qu’il s"appuie sur les plans tanggents/menes aux sur-
aces en ces points. Ainsi, connaissant les équations de ces
surfaces, on cherchera celles des plans tangents ou des
normales aux divers points de contact: on introduira dans
leséquationsde I'équilibre autant de forces indéterminges,
dirigees suivant ces normales, et le probleme reviendra
au précedent,
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CHAPITRE III.

DES CENTRES DE GRAVITE.

Jusqu’a présent nous avons fait abstraction de la pe-
santeur des corps; nous allons voir ici comment on peut
avoir egard a cette propriete %e_nerale de la matiere, afin
d’appliquer les principes établis ci-dessus a I’equilibre
des corps, tels qu'ils sont dans la nature.

133, On nomme pesanteur OU gravite Cette cause in-
connue qui fait descendre les corps vers la terre, lors-
qu’ils sont abandonnes a eux-mémes.

La pesanteur étant une cause de mouvement, on peut
la considérer comme une force. o

Cette force penetre les parties les plus intimes des
corps, et agit egalement sur toutes leurs molecules; car
'expérience prouve que, dans le vide, des corps quel-
conques de masses inégales, une halle de plomb, par
exemple, et le duvet le plus leger, tombent de la méme
hauteur avec la méme vitesse; d’ou I'on doit conclure
3ue les molecules d’un corps qlm tombe descendent toutes
e la méme maniere que si elles taient simplement con-

9-
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tigués, sans étre liges les unes aux autres. Ainsi I’action
de la pesanteur s’exerce sur toutes les molécules d’un
corps, et se fait sentir également a chacune d’elles..
ependant I'intensite de la pesanteur n’est pas rigou-
reusement la méme pour une méme molécule placée
dans des lieux différents par rapport au globe terrestre :
elle varie a la surface de la terre, depuis I'équateur, ol
elle est la plus petite, jusqu’au pole, ou elle est la plus
ﬂ[ande; de plus, elle diminue a la méme distance de
équateur, a mesure que la molécule s’éloigne davantage
du centre de la terre; et I'on sait qu’elle decroit tou-
jours dans le méme rapport que le carré de cet éloigne-
ment augmente. Mais, pour les molécules des corps que
I’on considére ordinairement en Statique, il n’y a pas
assez de différence entre leurs distances a I’égua eur, ou
au centre de la terre, pour que les variations de la pesan-
teur y soient sensibles. Ainsi I’on est autorisé a regarder
la pesanteur comme une force constante. o

La direction deja pesanteur est fort bien représentee
par celle dun fil a Plomb en equilibre, ou par la per-
pendiculaire a la surface des eaux tranquilles.

Cette direction dans le lieu que on considere se
nomme Ia verticate, et tout plan perpendiculaire a la ver-
ticale se nomme le plan norizontal. ,

_ La surface de la terre, ou plutot celle des mers, etant
a peu pres spherique, les directions de la pesanteur vont
a peu pres concourir au centre du globe. Ainsi, a mesure
que I'on chemine sur la terre, la verticale change aussi
bien que le .Plan horizontal; mais comme les distances
dont Il s"agit ordinairement dans la Statique sont tres-
petites a I'egard du rayon de la terre, qui a pres de
1500 lieues, les directions de deux verticales peu éloi-
gnées, qui vont & peu prés concourir a cette distance,
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peuvent étre regardées comme paralléles, sans erreur
sensible.

Nous considérerons donc toutes les molécules égales
d’un corps pesant comme sollicitees par de petites forces
égales, paralleles et de_méme sens, et nous pourrons
appliquer aux forces qui proviennent de la gravité tout
ce que nous avons dit des forces Paralleles appliquées a
un assemblage de points liés entre eux d’une maniere
invariable.

134, Et d’abord nous en conclurons que 1a resultante
de toutes les forces paralléles de la pesanteur leur est pa-
rallele, c’est-a-dire est verticale;

En Secon_dllleu, qUeelle est égale a leur somme.

La quantité de cette_résultante est ce que I'on nomme
le poids du_corps; d’ot I'on voit que le poids d’un corps
est proportionnel au nombre des niolecules qui le com-
posent, ou a la quantité de matiere g_u’[l renferme, et
gue I’on nomme Sa masse. Ainsi I’on distinguera le mot

€ pesanteur OU gravité d’avec Ce|U|_ de poids. La pesan-

teur designe, comme nous_I’avons dit, la cause qui attire
les corps vers la terre; mais le poids désigne la force par-
ticuliere qui en resulte pour chacun d’eux ; force qui est
Propor_nonnelle a leur masse, et egale a I'effort qu'il
audrait employer pour les soutenir.

135. En troisiéme lieu, comme nous avons vu_que
pour les forces paralleles, appliquées a differents points
Iy 3 un centre, C'est-a-dire Un point unique par Ie_quei
Fassent continuellement leurs résultantes successives,
orsque I'on incline successivement tout le groupe de ces
forces dans diverses positions, il s'ensuit qu'il existe
toujours, pour un corps pesant, un point unique par
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lequel passe continuellement la direction du poids, lors-
que_I’on tourne successivement le corps dans diverses
positions a I'égard du plan horizontal. En effet, dans les
diverses situations qu’on lui donne, les forces de la pe-
santeur qui animent toutes les molécules ne cessent pas
0’étre les mémes, d’agir aux mémes points, et d’étre pa-
ralleles, et, par conséquent, leurs résultantes successives
ne cessent pas de se coulper enun méme point.

Ce point unique, par _eqluel passe toujours a direction
du poids, quelle que soit la position du corps a I'égard
du plan horizontal, se NOMME te centre de gravits.

136. Si le centre de gravité_d’un corps est fixe, il est
clair que ce corps sera en équilibre autour de lui dans
toutes les situations; cest-a-dire que si, le faisant tour-
ner autour de ce point, on I’amene dans une situation
quelconque, et qu’on Iy laisse, le corps y demeurera ;
car, dans toutes ces positions, la résultante des forces
de la pesanteur passera tmgours par le méme point fixe,
et son effet sera détruit. Cest pour cela que plusieurs
auteurs ont défini le centre de gravité un point tel gue,
s'il était fixg, le corps demeurerait en équilibre dans
toutes les positions possibles autour de ce point; mais |l
est plus convenable de faire voir a priori qU'il y a toujours
pour chaque corps un tel point, et, par conseéquent, de
montrer qu'il'y a un centre de gravité, avant de définir
le centre de gravité lui-méme,

137. Puisque le centre de gravité d’un corps n’est
autre chose que le centre des forces paralleles de la pe-
santeur, appliqueées a toutes les molecules de ce corps;
comme toutes ces forces sont supposées égales, il suit du

n° 87 QUE 1a distance du centre de gravité a un plan quel-
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conque est égale & la moyenne distance/de toutes les molé-
cules du corps au méme plan. Par Qonsequent, la pOSItIOﬂ
de ce centre_dans les corps ne dépend nullement de la
gravite, mais seulement de la maniere dont toutes les
molecules sont disposées les unes a I'egard des autres.

Aussi (iuelques geometres ont-ils cru convenable de
nommer le centre de gravité Ie centre de masse, OU le
centre_defigure; MAIS NOUS conserverons ici I’autre déno-
mination, comme étant plus usitée, et comme rappelant
mieux ’usage que I'on fait de ce point dans la Statique.

138. Comme on peut toujours concevoir qu'a toutes
les forces de la pesanteur qui animent les molecules d’un
corps on ait substitue leur resultante generale,_gw pro-
duit absolument le méme effet, on peut considerer le
centre de gravité d’un corps comme un point ou toute la
masse de ce corps est réunie et concentrée. Ainsi, dans
la solution des problemes, si I'on veut avoir égard a la
pesanteur, on pourra regarder chaque corps comme ré-
duit a son centre de gravite, qu’on supposera sollicite
par une force égale et parallele @ son poids; et, combi-
nant ensuite ces nouvelles forces avec celles qui sont
immediatement appliquees au systeme, on trouvera les
conditions de Iequilibre d’aprés les principes donnés
dans les Chapitres précedents, comme si tous les corps
du systeme etaient depourvus de pesanteur.

II'ne s’agit donc plus actuellement que de savoir déter-
miner les centres de gravite des différents corps ou
assemblages de corps qui peuvent se présenter,

139. Lorsqu’on peut considérer le corps ou le systéme
comme composeé de_parties dont on connait en particulier
les centres de gravité et les poids respectifs, 1l est trés-
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facile de déterminer le centre de gravité de ce corps ou
systeme. , _

Car, ce centre n’étant autre chose qrue le point d’ap-
Phcatlon de la resultante générale des forces de la pesan-
eur appliquees a toutes les molécules, on peut concevoir
que, pour la déterminer, on a d’abord cherché les points
respectifs ou sont appliquees les résultantes partielles des
forces qui agissent sur chaque corps, et (1u ensuite on a
cherché le point d’application de la resultante génerale
de ces diverses resultantes. 3
_Danc, si I'on connait deja les centres de gravité respec-
tifs des différents corps, on n’aura qu’a supposer appli-
quees a ces points des forces paralleles et respectivement
egales aux poids de ces corps, et I'on trouvera le centre
de gravité du systeme absolument de la méme maniere
que 'on trouverait le centre de ces forces paralleles.

On pourra donc employer dans cette recherche, ou la

composition successive des forces, comme au n° 29, ou la
théorie des moments, comme au n° se. \
_ Et puisque la distance du centre des forces paralleles
a un plan se trouve en divisant la somme des moments
des forces, pris par rapport au plan, par la somme de
toutes les forces, il s’ensuit :

QUE la distance du centre de gravité d’un systéme quel-
conque de corps a un plan est égale a la somme des mo-
ments de leurs poids, par rapport au plan, divisée par la
somme de tous les poids, OU (comme les masses sont pro-
portlonnelles aux pOldS) égale & la somme des moments
des masses, divisée par la somme de toutes les masses, en
entendant Far le moment d’une masse le produit de cette
masse par la distance de son centre de gravite au plan
que l'on considere. o

En calculant ainsi les distances du centre de gravité a
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trois pians quelconques, (1u’0n pourra supposer rectan-
?ul_'cures entre eux pour plus de simplicite, on trouvera
acilement la position de ce point dans I'espace.

~ 140. Dans le cas ou toutes les masses du systeme sont
égales, on trouve sur-le-champ la distance du centre de
3ravne a un plan quelconque, en prenant la moyenne
istance des centres de gravité de tous les corps a ce
plan.

141. Lorsque le plan par rapport auquel on estime les
moments passe par le centre de gravite du systeme, la
distance de ce centre au plan est nulle; et, par consé-
quent, la somme des moments des masses, prispar rapport
a un plan quipasse par le centre de gravité du systéme, est
toujours égale a zéro. )

Cest-a-dire que la somme des moments des masses gm
sont d’un méme coté du plan est egale a la somme aes
moments des masses qui sont de I'autre cote.

Et reciproquement, lorsque la somme des moments des
masses, par rapport a un plan, est égale a zéro, le centre
de gravité du systéme est dans ce plan.

Car la distance de ce centre au plan est nulle.

142. 1l résulte de la que si_les centres de gravité de
tous les corPs gue I'on_considere sont dans un méme
plan, le centre de gravite du systeme sera aussi dans ce
plan; et que si les centres de gravité des corps sont sur
une méme I[?ne droite, le centre de gravité sera aussi
sur cette droite.

Car, dans le premier cas, tous les corps ayant leurs
centres de gravite dans un méme plan, les moments de
leurs masses par rapport ace plan sont tous nuis; la dis-
tance du centre de gravité du systéme ace plan est donc
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nulle aussi, et, par conséquent, ce centre est dans le
méme plan. o
~Dans le second cas, tous les centres de gravité etant en
ligne droite, si I'on fait passer deux plans quelconques
par cette droite, les centres de gravité des differents corps
seront & la fois dans ces deux plans. Le centre de gravité
du systeme y sera donc aussi, et, par conséquent, ne
pourra se trouver que dans leur intersection, qui est la
droite proposee. . ,

Au reste, les deux dernieres conséquences que nous
venons d’énoncer paraitront évidentes d’elles-mémes, en
se representant que I'on cherche le centre de gravité du
systeme par la composition successive des forces ¢ + poids
appliqués aux centres de gravité respectifs des différents
corps.

143, Lorsque tous les centres de gravité des corps
sont dans un méme plan, comme le centre de gravite du
systéme se trouve déja dans un plan connu, il suffit, pour

eterminer sa position, de chercher ses distances a deux
autres plans. Or, si on les prend, pour plus de simplicite,
tous deux perpendiculaires sur le premier, les distances
des différents centres de gravité a ces deux plans seront
les mémes que leurs distances aux traces de ces plans sur
le premier.

ONC, si dans le plan qui contient les centres de gravité
de différents corps on tire deux droites ou axes quelcon-
ques non paralléles, on aura les distances respectives du
centre de gravité du systeme a ces deux droites, en prenant
les sommes respectives des moments de toutes les masses,
par rapport a ces droites, et divisantparla somme de toutes
les masses.

(Ayant soin de regarder pour chaque droite, comme
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positifs, tous les moments des masses qui sont d’un méme
coté de cette ligne, et comme négatifs les moments de
celles qui sont de I"autre cote.) _

On trouvera de cette maniere a quelle distance, et de
quel coté, le centre de gravite du srsteme est place a Ie-
gard de ces deux axes; et menant alors aux deux dis-
tances trouvees deux paralleles a ces axes, le centre de
gravité sera a leur intersection mome.

144. Lorsque les centres de gravité de tous les corps
sont en ligne droite, comme le centre de gravite du sys-
teme se trouve deja sur une ligne connue, il suffit, pour
le déterminer, de chercher sa distance a un seul plan.
Or, sion le prend, pour plus de simplicité, perpendicu-
laire sur la ligne des centres, les distances des centres de
8_raV|te respectifs a ce plan seront les mémes que leurs

istances au point ou le plan coupe la ligne.

DONC, lorsque plusieurs corps ont leurs centres de gravité
respectifs sur une méme droite, la distance du centre de
gravité du systéme, a un point quelconque pris sur celte
droite, est égale a la somme des moments des masses, par
rapport a ce point, diviséepar;la somme de toutes les masses.

(En prenant avec un méme signe tous les moments
des masses qui sont d’un méme coté a I’égard du point,
et avec le sqne contraire les moments de celles qui s
trouvent de ’autre\cote.? _ Ny

On saura alors a quelle distance, et de quel cote, le
centre de gravite du systeme est j"lace a I'egard du point
que I'on a choisi, et si Ion porte ensuite de ce cOté, et a
Fartlrldu_ point, une longueur egale a la distance trouvee,
‘extremite de cette longueur marquera sur la ligne le
centre de gravité lui-méme.

145, On voit donc combien il est facile de trouver le
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centre de gravité d’un corps ou systéme, lorsqu’on con-
nait ceux des différents corps qui le composent; il nous
reste a voir comment on obtiendrait les centres de gra-
vité des corps qui ne seraient pas susceptibles d’une
pareille décomposition. _

A la vérite, comme on peut toujours reParder un corps
comme un assemblage de points matériels qui sont eux-
mémes leurs propres centres de gravité, il s’ensuit qu’on
peut leur anllquer la, méthode précedente, et qu’on
aura genéralement la distance du centre de gravité d’un
corps quelconque a un plan, en prenant la somme des
moments de toutes les particules de ce corps par rapport
au plan, et divisant ﬂar la somme de ces ﬁ)arncules, ou,
ce qui est la méme chose, en divisant par la masse totale
du corps. Mais la solution genérale de cette question
dépend du Calcul intégral; et l'on en peut voir, dans
P(esque tous les Traités de Mécanique, des applications
res-simples, et qlm n‘ont d’autres difficultés que celles
du Calcul intégral lui-méme. I

Cependant, comme il existe des considérations élémen-
taires tres-élegantes qui conduisent a la détermination
des centres de gravite pour la plupart des corps dont il
est question dans la Geomeétrie, nous nous bornerons a
cette recherche, qui remplit _I’obdet (ue nous avons en
Vue, et qui ne nous écarte point de nos Erements.

14G. Drapres ce que nous avons dit (137), la position
du centre de gravite dans un corps ne dépend que de la
maniere dont toutes les molécules de ce corps sont dis-
posées les unes a I’égard des autres. Elle dépend donc
de deux choses: i° de la figure du corps ou de celle de
|'espace qu’il occupe; i- de la densite relative de ses dif-
férentes parties. On voit bien, en effet, que si, la figure
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et le volume restant les mémes, les molécules viennent a
s’ecarter les unes des autres clans une certaine partie du
corps, de maniere qu’elles se rapprochent davantage
dans une autre, les forces qui agissent sur elles n’etant
plus réparties de la méme manicre, la position de la re-
sultante générale changera, et, par conséquent, celle du
centre de gravité du corps. Ainsi, dans la détermination
de ce point, il faudrait avoir égard, non-seulement a la
ligure du corps, mais encore  la loi suivant laguelle la
densite varie flans toute son étendue. _

Mais si, pour resoudre plus simplement la question,
on suppose d’abord les corps parfaitement homogenes,
ou uniformément denses en tous leurs points, la position
du centre de gravité ne dependra plus que de la figure,
et la recherche des centres de gravité deviendra un simple
probleme de Geometrie. _

Cest dans cette hypothese de corps parfaitement
homogenes que 'on détermine ordinairement les centres
de gravite des lignes, des surfaces et des solides qui sont
soumis a une description rigoureusg, et que I'on regarde
comme doués d’une pesanteur uniforme en tous leurs
points; et guo!que ce probleme P_msse_ paraitre, au pre-
mier coup d’eil, de pure spéculation, il est famle_de VOIr
qu’il est, en Statique, ce que la quadrature des aires, ou
la euhature des solides, est en Geométrie. Comme les re-
sultats que la Géométrie nous donne sont d’autant plus
exacts dans I'application que les figures sont plus sem-
blables a celles que la Géométrie suppose, ainsi dans la
déterminalion des centres de gravite on trouvera ces
points d’autant plus pres des lieux que la théorie leur
assigne, que les corps seront d’une substance plus homo-
géne, plus uniformement répandue, et terminés par des
surfaces plus parfaites.
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Des centres de gravité des figures.

Lemme.

147. Toute figure dans laquelle il se trouve un point tel,
quun plan quelconque mené par es point coupe lafigure
en deux parties parfaitement symétriques, a son centre de
gravité en cepoint, que Ton nomme ordinairement le centre

de Ia figure.

En effet, si I'on fait passer un plan quelconque par le
centre de la figure, comme ce plan la coupe en deux par-
ties Parfaltement symetriques, il n'y a pas de raison pour
que le_centre de gravité, qui est unfpomt unique, et dont
la position ne deFerld que de la figure, se trouve d’un
cote de ce plan plutot que de I"autre; donc il sera dans
ce plan : le centre de gravite, devant donc se trouver a la
fois dans tous les plans que I’on pourrait conduire par
le centre de ligure, sera en ce point méme, qui est la
commune intersection de tous ces plans.

148. 1l résulte de la: _ _

1 Que le centre de gravité d’une ligne droite est au
milieu_de sa Ion?ueur; » _ ,

2= Que le centre de gravité de I'aire d’un parallélo-
gramme quelconque est a I'intersection de ses deux dia-
gonales, ou au milieu de I'une d’elles;

3° Que le centre de gravite de la solidité d’un paral-
|élépipede est a l'intersection de ses quatre diagonales,
ou au milieu de I"une d’elles.

_On pourrait encore en conclure que le centre de gra-
vité du contour ou de I'aire d’un cercle est au centre de
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ce cercle: que le centre (le gravité de la surface ou de la
solidité d’une sphere est au centre de cette sphére: que
celui de la surface ou de la solidité d’un cylindre a bases
paralleles est au milieu de son axe; etc. _

‘Mais on remarquera surtout les trois premiers_corol-
laires sur les centres de gravité de la ligne droite, du
parallelogramme et du parallélepipede, parce que 'on
Feut regarder ces figures comme les éléments de toutes
e autres.

Probleme 1.

149 Trouver le centre de gravité du contour d’'un poly-
gone quelconque, et, engénéral, d'un assemblage de droites
disposées comme on voudra dans |'espace.

On regardera chaque droite comme concentrée en son
centre de gravite, lequel est au milieu de sa longueur; et
I'on naura plus a considerer qu’un assemblage de points
représentés, pour leurs poids respectifs, par les longueurs
des lignes dont ils sont les centres de_?ravne.

On trouvera donc le_centre de gravité du systeme par
la composition successive de ces poids, ou par la théorie
des moments, comme il a été dit plus haut.

150.  Onpourra souvent, par des considérations parti-
culieres, déterminer les centres de gravité plus facile-
ment que par la méthode générale.

STl sagit, par exemple, de trouver le centre de gra-
vite du contour d’un triangle, on n’aura qu’a joindre les
milieux des trois cOtés par trois lignes, ce qui formera
un triangle semblable au triangle propose; et, partageant
les angles de ce_triangle en deux parties égales par des
droites, ces droites s¢ couperont au centre de gravite
cherche.
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‘Cest-a-dire que le centre de gravité du contour d’un
triangle n'est, autre chose que le centre du cercle inscrit
au triangle formé par les lignes qui joignent les milieux
des trois cOtés.

Probléme 11.

151 Trouver le centre de gravité de Taire d'un polygone
quelconque, et, engénéral, d'unassemblage défigurésplanes
et rectilignes disposées comme on voudra dans |’espace.

Tous les polygones pouvant se décomposer en trian-
gles, nous allons voir d’abord comment on trouve le
centre de gravité d’un triangle guelcon(iue. Aprés quoi,
prenant les centres de gravité de tous les triangles qui
composent le systeme proposé, nous n’aurons plus 4 con-
siderer qu’un assemblage de points donnes de position,
et dont les poids respectifs seront représentés par les
aires des triangles dont ils sont les centres de gravite; et
le probléme se résoudra comme le précédent.

Du centre de gravité du triangle.

152. Soit ABC (rig. 38) le triangle proposé ; conside-
rons sa surface comme composée d’une infinite de tran-
ches paralleles a la base BC. Il est visible que la ligne
droite AD, menée du sommet A au milieu D de la base,
divisera toutes ces tranches en deux parties égales. Leurs
centres de gravite respectifs seront donc tous sur la
droite AD, et, par colnsét‘uent, celui de leur systéme,
c'est-a-dire celui du triangle, y sera aussi.

Par un raisonnement tout a fait semblable on ferait voir
que le centre de gravite du triangle doit aussi se trouver
sur la ligne BE, qui serait menee du sommet de I'angle B

au milieu E du coté opposé AC.
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Le centre de gravité, devant donc se trouver a la fois
sur les deux lignes AD, BE, sera nécessairement & leur
Intersection C. . _

Mais si I’'on joint DE, puisque les points D et E sont
les milieux respectifs des cotes CB, CA, la droite DE sera
parallele a AB et en sera la moitie. Or, si DE est moitie
de AB, a cause des triangles semblables DGE, AGB, le
e0té DG sera aussi moitié de son homologue AG.

DoncDGsera le tiers de AD, etAGen sera les deux tiers.

DONC Ie centre de gravité de Vaire d'un triangle quel-
conque est situé sur une ligne menée de lI'un quelconque
des trois angles au milieu de la base opposée, et se trouve
au tiers de cette ligne a partir de la base, ou aux deux
tiers a pgrtir du sommet gell 'angle. ) ]
~La démonstration précédente est si naturelle et i
simple, que nous navons pas cru devoir I'omettre ici.
On pourrait lui donner toute la rigueur possible, au
moyen de cette methode connue, dont les exemples sont
si multiplies dans les Eléments de Geomeétrie; mais le
lecteur peut y suppleer. _ _

Au reste, voici une démonstration_nouvelle qui ne
laisse rien a désirer du coté de I'exactitude.

153, Par le milieu D de la base BC du trianﬂl\e ABC
[fig. 30), menez aux deux autres cOtés les paralleles
DE, DF, qui les rencontrent en E et F : le triangle pro-
posé sera décomposé en un parallélogramme AEDF, et
deux tnangiles DEC, DFB, parfaitement égaux entre eux,
et semblables au premier. o

Le moment du triangle ABC, par rapport a une ligne
quelcongue menee dans son i)lan, sera donc egal a la
somme des moments du parallélogramme et des deux
triangles.

Poinsot. — Statinue. 10
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Soit a I'aire d’un de ces triangles, 4a sera celle du
triangle proposé. Donc, si I'on nomme x la distance du
centre de gravite de ce triangle a la baseBC, on aura nax
pour son moment par rapport a cette ligne.

Soit n la hauteur du triangle ; *sera la distance du centre
de gravité du parallélogramme a la base; et comme son
aire est 2a, SON MomeNt sra za x -, eC'est-a-dire an.

Ensuite, les deux triangles BFD, DEC ont visiblement
leurs centres de gravité a mome distance de la base BC;
donc, si I'on nomme x- cette distance, la somme de leurs
moments sera 2ax.

SiI’on suEEJosait, avec Archimede, que, dans les trian-
gles semblables, les centres de gravite sont des points
semblablement placés, alors, comme les dimensions du
triangle BFD ou DEC sont moitiés de celles du triangle

ABC, on aurait x' = et substituant dans I’équation
précédente, on trouverait sur-le-champ

Ce qui fait voir que le centre de gravité du triangle se
trouve place au-dessus de chaque cote, a une distance
égale au tiers de la hauteur de I’angle oppose, et que,
par conséquent, il est au point déterming ci-dessus.

Mais on peut parvenir a cette conclusion sans aucune
hypothese : car, puisque I'on a trouve, pour le trian-
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¢le ABC,

x étant Ia distance de son centre de gravité a la hase BC
et - la distance du centre de qravne du tr|an?le BFD a
sa base BD ; en imaginant que I’on fasse, dans le triangle
BFD, la méme construction que |’on a faite dans le trian-
gle ABC, si I'on nomme x- [a distance analogue a celle
qu’on @ nommeée x\ et si I'on observe que lahauteur du

nouveau triangle est deux fois plus petite que celle du
nremier. on aura

Et continuant la méme construction, on trouvera

xw#lv, ... désignant les distances des centres de gra-
vité a la base dans les triangles successifs, distances (1UI
diminuent sans cesse, et dont la derniere peut étre
rendue moindre que toute grandeur donnée, puisqu’elle
est toujours plus petite que la hauteur du triangle dans
lequel on la considere. _

On aura donc, en substituant successivement dans Ia

premiére équation, a la place de xrx,x,..., leurs
valeurs.

dol x= Cequ'il fallait démontrer.
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Remarque.

154. Soient trois masses égales ayant leurs centres
de %ravne situés aux trois angles respectifs du trian-
gle ABC ¢ig. 38). Le centre de gravite de ces trois corps
sera le méme que celui du triangle. _ \

Car, pour trouver celui des trois corps, il n’Y a qua
prendre d’abord le centre de gravité de deux quelconques
d’entre eux, celui des deux corps B et C par exemple,
Ieg\uel est au point D, milieu de BC; ensuite_joignant
DA, onn’aqu’a diviser cette droite au point G dans la
raison réciproque de 2 a 1. _ »

Or cette construction donne aussi le centre de gravité
du triangle ABC. .

Il résulte de la et du n® 140 (iue la. distance du centre
de ?ravne d’un triangle & un plan situé d’une maniere
quelconque dans I’eslpace est égale a la moyenne dis-
tance de ses trois angles au méme plan.

Centre de gravité du trapeéze.

155. Si I’on prolonge jusqu’a leur rencontre les deux
cOtés du trapeze, on forme deux triangles semblables de
méme sommet, et qui ont pour bases les deux hases du
trapeze, et comme la ligne qui va du sommet commun
au milieu de la base inférieure passe au milieu de la base
superieure, il s'ensuit que cette ligne passe a la fois par-
les centres de gravite des deux triangles, et, par conse-
quent, par celul du trapeze qui en est la difference. Le
centre de gl(avne du trapeze est donc sur la ligne qui
joint les milieux de ces deux bases paralleles : ainsi il ne
reste qu’a trouver sa distance a l’une ou a I"autre de ces
bases, ou, si I'on veut, le rapport de ces deux distances.
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~ Nommons « la distance inconnue de ce point & la base
inférieure, et 11 et Ales hauteurs des deux triangles sem-
blables. Si I'on représente par H2 I'aire, ou le poids du
%rand triangle, A2sera le poids du petit, et H2— A2celui

U trapéze. Le moment du premier de ces poids, par

rapport a la base inférieure, sera donc H2" ¢le moment

sieme (H2—1r)x. Ainsi, en égalant le premier de ces
moments & la somme, des deux autres, on aura, pour
déterminer x, I'équation

Si_ l'on cherche de méme la distance y du centre de
gravité a la base supérieure, ou si I'on observe simple-
ment que cette distancey est formee de (H—A) diminuge
de x, on trouvera

_ Comparant ces deux équations membre @ membre, et
Otant, d’une part, le facteur commun 3 (H2—A2), et, de
"autre, le facteur commun (H—A)2, on trouvera, pour
le rapport cherche,

ou bien, mettant a la place des hauteurs H et Ades trian-
gles leurs bases B et b, qui sont dans le méme rapport,
on aura la proportion

d’ou résulte ce théoreme ;

Le centre de gravité d’un trapéze est sur la ligne quiva
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du milieu de I'une de ses bases au milieu de Vautre, et il
coupe cette ligne dans le rapport des deux sommes quon
trouve, en ajoutant d'un c6té, a la premiére base, deux
fois la seconde, et, d'un autre c6té, a la seconde base,
deuxfois la premiére.

On peut tirer de 13 cette construction trés-simple :
Frolongez vers la droite I'une des deux bases, d’une
ongueur égale a l'autre; et celle-ci vers Ia Pauphe,
d’une _Ion?ueur égale a la premiere; et menez fa ligne
qui joint les extrémités de ces deux prolongements; elle
couPera celle qui éomt les milieux des deux bases au
centre de gravité du trapeze. S

'On peut_ remarquer que la proportion précédente ne
dépend point de la hauteur du trapeze, mais uniguement
du' rapport des deux bases, de sorte qu’elle est fa méme
poltljr tous les trapezes possibles de bases proportion-
nelles.

Si les bases sont égales, on ax=y: ce qui doit étre,
car le trapeze est alors un parallelogramme dont le
centre est egalement eloigne de ces deux bases opposees.

Si P’une des hases b devient nulle, on ay — 2x; ¢t
en effet, le traPeze devient un triangle dontra base est B,
et dont le centre est deux fois plus pres de la base que
du sommet.

Probleme [I1.

156. Trouver le centre de gravité de la solidité d'un
polyédre quelconque, et, en général, d'un assemblage de
polyédres disposés comme on voudra dans |’espace.

Tous les polyedres pouvant se décomposer en pyra-
mides triangulaires, nous allons voir d’abord comment
on trouve le centre de gravité d’une pyramide triangu-
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laire. Apres quoi, prenant les centres de gravité de toutes
les pyramides qui- composent le systéme propose, on
n‘aura plus qu’a chercher le centre de gravite d’un
assemblage de points, représentés pour leurs poids par
les volumes des pyramides respectives dont ils sont les
centres de gravite; et le probleme se résoudra comme il
a été dit ci-dessus.

Du centre de gravité de la pyramide.

157, Soit ABCD (fig. 4°) une {)yramide_ triangulaire
quelconque. Si nous considérons cette pyramide comme
composée d’une infinite de tranches paralléles a la base
BCD, il est visible qu’une droite menée de I'angle A en
un point quelconque de la base couperait toutes ces
tranches et la base elle-méme, en des points semblable-
ment placés : donc, si cette droite est menée au centre de
gravite | de la base, elle P‘assera par tous les centres de
gravité des tranches paralleles. Le centre de gravité du
systeme de ces tranches et, par conséquent, celui de la
pyramide, devra donc se trouver sur la droite Al

Mais, par un raisonnement tout a fait semblable, on
voit que le centre de |gravue de la pyramide doit aussi se
trouver sur la ligne CH, qui serait menée de I'angle C au
centre de gravite H de la face opposée : donc il sera ne-
cessairement a I'intersection G de ces deux droites.

Ainsi les deux lignes Al et Cil doivent nécessairement
se rencontrer ; et c'est ce que I'on voit d’ailleurs, inde-
pendamment de la consideration du centre de gravite :
carsi 1’on tire Cl, cette droite ira couper le cote BD en
son milieu E, Bmsque le point I est le centre ile_gravite
du triangle BCD; par la méme raison, si I’on tire AH,
cette droite ira rencontrer BD au méme point E, et, par
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conséquent, les deux droites Al, CH seront dans un méme
plan, qui est celui du triangle AEC, et elles se couperont
necessairement, _
~Actuellement, si I'on remarque que le point I est au
tiers de EC, et le point H au tiers de EA (152), il est
clair qu’en joignant IIl, cette droite sera Farallele a AC
et en sera le tiers. Maissi la droite 111 est le tiers de AC,
a cause des triangles semblables IGH, AGC, le cbté IG
sera le tiers de son homologue GA, ou bien sera le quart
de IA, et AGen sera les trois quaits.

DONC e centre de gravité d'une pyramide triangulaire
est situé sur une ligne menée de 1'un quelconque des quatre
angles au centre de gravité de la base opposée; il est au
quart de cette ligne, apartir de la base, ou aux trois quarts,
a partir du sommet de I'angle.

Remarque.

158. On peut aussi appliguer a la p?/ram|de triangu-
laire_une deémonstration analogue a celle que I'on a
donnée pour le triangle. _ _

‘Mais pour cela considérons d’abord le gnsme triangu-
laire : soit ABCabc ig. 4i) le prisme. Par le milieu E
du cote AB de sa base ABC, conduisons deux plans EF/,
EDa paralleles aux faces respectives BCc&, ACca. Nous
décomposerons ce prisme en deux autres, et un paralle-
|epipade. o _

Si I'on nomme a la solidité de I'un de ces deux prismes,
lesquels sont parfaitement egaux, on aura na pour celle
du prisme propose, et ia Pour celle du parallelepipede.

Cela pose, soit x la_distance du centre de gravite du
prisme total a la face BAa&; on aura 4ax pour son mo-
ment par rapport a celte face. Soit de méme, pour les
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deux prismes partiels, x les distances de leurs centres
de gravite au méme plan, distances qui sont parfaite-
ment égales entre elles; on aura zax* pour lasomme de
leurs moments. Enfin, nommant n la hauteur de I’aréte
Ce au-dessus du plan paralléle BAab, le moment du pa-

rallélépipéde sera évidemment 2a * ou simplement an.
On aura donc

et, par conséquent,

et si I'on applique mot & mot tout ce qu’on a dit (153),
on trouvera

(Ce qui_fait voir que le centre de gravité d’un prisme
triangulaire est, a I'égard de chaque face, au tiers de la
hauteur de I’aréte paralléle  cette face; d’ou il est facile
de conclure qu’il est sur la ligne ctg, qui joint les cen-
tres de gravite des deux bases. Et d’ailleurs il est aisé de
voir que ce point tombe au milieu | de cette droite Ggt
qué Je nommeral pour un moment I'axe du prisme. EN
effet, imaginez le prisme partage en un nombre quelcon-
que de prismes égaux par des plans paralleles a la base,
et soit a la distance du centre de gravité de I'un de ces
petits prismes au milieu de son axe. Il est clair que le
centre de gravité O de leur systeme, et, par conséquent,
celui du prisme total, se trouvera aussi a la méme dis-
tance a du milieu I de son axe cg. Or, quelque petite
que soit la longueur d’un prisme, il est evident que le
centre de gravité est toujours dans I'intérieur du solide ;
donc, puisque la longueur de chaque prisme partiel peut
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étre rendue moindre que toute grandeur donnée, la dis-
tance 01 = a est moindre que tout ce qu’on voudra, et
par conséquent nulle.

159, Actuellement, soit une p_Y_ram|de triangulaire
ABCD (rig.4"). Par le point L, milieu de AC, faites
passer la section LMK parallele a la base BCD, et la sec-
tion LEF paralléle a la face ABD. Menez KH parallele a
LE, etjoignez EH. , ,

La pyramide proposee sera décomposee en deux
prismes équivalents, I'un dont la base est EDH, I'autre
dont la base est LEF, et en deux pyramides triangulaires
ALMK, LCEF parfaitement egales entre elles, et sembla-
bles a la pyramide proposee. _

Cela pose, egalons le moment de la pyramide totale,
par rapport a la base BCD, a la somme des moments des
deux prismes et des deux pyramides partielles, par rap-
port au méme plan. _

Soit a la solidité de I’une de ces deux pyramides, 8a
sera celle de la pyramide entiere; et si I'on nomme x la
distance de son centre de gravité a la base, on aura 8ax
pour son moment. _ . _

Soit n la hauteur de la pyramide entiere; le prisme
dont a base est EDH aura son centre de gravite éleve,

au-dessus de la base, de » »; et comme sa solidité est 3a,

son moment sera 3a  Le second prisme, dont la base
est LEF, aura son centre de gravité élevé au-dessus du
plan BCD de | - (158); et, comme sa solidité est 3a,

son moment sera !

_Enfin, si I'on nomme x: la hauteur du centre de gra-
vité de la pyramide LCEF au-dessus de la base BCD, la
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hauteur du centre de gravité de la seconde pyramide

ALMK sera évidemment x- + et I'on aura, pour Ia
somme des moments de ces pyramides,

On aura donc, en réunissant,
reduisant, et divisant par sa,

Si l'on su&oposalt_ que, dans les pyramides semblables,
les centres de gravité sont des points semblablement pla-
cés, comme les dimensions de la Ipyramlde_ LCEF sont
deux fois plus petites que celles de la pyramide proposée
ABCD, on aurait

et, substituant dans I’équation précédente, on trouverait

Ce qui nous ferait voir gue, dans toute pyramide trian-
?ulalre, le centre de gravite est éleve au-dessus de chaque
ace au quart de la hauteur de Iangle opposé ; d’ou il est
facile de conclure qu’il est au point détermine ci-essus.
Maison peut parvenir a I'équation précédente sans aucune
hyEothese. S o _

n effet, si I'on imagine que ['on ait fait dans la petite
pyramide LCEF la méme construction que I'on a faite
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dans la pyramide ABCD, en nommant x- la distance ana-
logue a celle qu'on a nommeée x-, et observant que la
hauteur de la nouvelle pyramide n’est que la moitié de
|a hauteur n de la premiere, on aura, comme ci-dessus,

et, continuant la méme construction dans les pyramides
successives, on trouvera

x, a7V ., désignant les distances successives des centres
de gravité des pyramides a la hase. Or ces distances di-
minuent sans cesse, et deviennent plus petites que toute
grandeur donnée, puisqu’elles sont toujours moindres
que les hauteurs ces pyramides dans lesquelles on les
considere. On aura donc, en substituant successivemeuJ;
dans la Fremlere equation, a la place de x-, x, x,...»
leurs valeurs,

d’ou I'on tire

ce qu’il fallait démontrer.

Remarque.

Soient quatre masses égales dont les centres de gravité
soient placés aux quatre angles d’une pyramide triangu-
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laire : le centre de gravité de ces quatre corps est le
méme que celui de la pyramide. _ _

Car, pour trouver celui des quatre corps, il n’y aurait
qu’a prendre d’abord le centre de gravite de trois quel-
conques d’entre eux, lequel est au centre de gravite de
la face méme aux angles de laquelle ils sont places (154),
et joignant ensuite le centre de gravité du_ quatrieme
corFs a ce point, il faudrait diviser cette droite a partir
de la face, en raison reciproque de 3 a i: or cette con-
struction donne qussi le centre de gravite de la pyramide,

Il resulte de la que la distance du centre de gravite
d’une pyramide triangulaire a un plan situé d’une ma-
niere quelconque dans I'espace est égale a la moyenne
distance de ses quatre angles au méme plan. _

Il_a_ méme propriété appartient aussi au prisme trian-
qulaire.

Remarque générale.

160, Pour déterminer le centre de 3ravité,d’un
polyedre, il n’est pas_toujours necessaire de le decom-
poser en Ip ramides tnanqulalres; Il s présente souvent
des simplifications dont 1l faut profiter. -

Par exemple, on trouvera le centre de gravite d’un
prisme quelconque a hases paralleles en prenant le centre
de gravite de la section parallele aux bases, menée entre
elles a égales distances, ou bien, en prenant le milieu
ge la ligne qui joint les centres de gravité de ces deux
ases.

Cette proposition est si facile a démontrer directement,
ou a deduire de ce que nous avons dit sur le prisme tri-
angulaire, qu'il est inutile de s’y arréter.

161. Si I'on considere un cylindre quelconque & bases
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paralléles comme un prisme dont la base est un polygone
d’une infinité de cbtes, il résulte de ce que nous venons
de dire que le centre de gravité de ce cylindre est au
milieu de la droite qui joint les centres de gravité de ses
deux bases.

162, On a pu voir précédemment que le centre de
gravite d’une pyramide triangulaire est le méme que le
centre de gravite de la section parallele a la base, menée
au quart de la hauteur du sommet.

«Cette propriété s'étend a une pyramlde quelconque;
car si I'on partage la base en triangles par des dla?onales,
et que I'on conduise des plans par ces lignes et par le
sommet, on decomposera la pyramide proposée en autant
de pyramides triangulaires qu'il y a de triangles dans la
base. Toutes ces Fyramldeg auront une mome hauteur,
qui_est celle de fa proposee, et, par consequent, leurs
solidites resEectwes seront proportionnelles a leurs bases
ou a des sections paralleles faites a méme hauteur. Donc,
si 1'on coupe toutes ces pyramides par un Flan parallele
au plan de leurs bases, mené au quart de la hauteur du
sommet commun, puisque leurs centres de gravité respec-
tifs sont les mémes que ceux des sections triangulaires
correspondantes, et que leurs solidités (ou leurs [p0|ds)
sont proportionnels a ces sections, il s’ensuit que le cen-
tre de Pr_awte du systeme de ces pyramides est le méme
gue celui de tous les triangles ou du polygone qui résulte
e leur assemblage. _

Mais, si 'on tire une ligne droite du sommet au centre
de gravité de ce F\olggone, celte droite ira passer au cen-
tre de gravité dela base, et sera coupée par le plan du
polygone aux trois quarts de sa longueur en partant du
sommet, ou au quart en partant de la base.
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163. DONC 1e centre de gravité d’une pyramide a base
quelconque est sur la ligns menée du sommet au centre de
gravité de la base, au quart de cette ligne enpartant de la
base, ou aux trois quarts en partant du sommet.

164. En considérant le cone comme une pyramide
dont la base est un polygone d’une infinité de cotes, on
voit que le centre de gravité d’un cone a base quelconque
est sur la ligne qui joint le sommet au centre de gravité
de la base, au quart de cette ligne a partir de la base,
0U aux trois quarts & partir du sommet du cne.

Centre de gravité du tronc de pyramide.

165. On voit d’abord que le centre de gravité d’un
tronc de pyramide est sur la ligne qui joint les centres
de gravite de_ses deux bases : car supposez rétablie la
Brramlde entiere dont on aretranché une pyramide sem-

able, par une section parallele a la base, pour former
le tronc dont il s’agit. Comme la ligne qui va du sommet
au centre de glravne de I'une des bases passe au centre
de gravne de T'autre, il s’ensuit que cette ligne passe a
la fois par les centres de gravité de deux pyramides sem-
blahles, et, par conséquent, par celui du tronc qui en est
la difference. Ainsi il ne reste qu’a trouver la distance
de ce point & I'une ou a I'autre base, ou, si I'on veut,
le rapport de ces deux distances. o

Or, soit x la distance de ce centre ala base inférieure,
et nommons H et n les hauteurs des deux pyramides sem-
blables. Si I'on représente par H3 le volume ou Ie_Fmds
de la grande pyramide, n3sera le poids de la petite, et
H3—ns celui du tronc : et les trois moments de ces
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poids par rapport a la base inférieure seront H3"

haQ H—nl et (H3—A3)x. Donc, en égalant le pre-

mier de ces moments & la somme des deux autres, on
aura, pour déterminer x, I’équation

dont le premier membre est divisible une fois, et le se-
cond deux fois par éH —h), (im est [a hauteur du tronc,

Si 'on cherche de méme fa distance y du centre de
gravite a la base superieure, ou si Ion observe simple-
ment quey est composée de H—n diminuee de x, on
trouvera I"équation

dont le premier membre est divisible de méme par H—n,
et le second Par H-A2 _

Comparant donc ces deux équations, et supprimant
les facteurs communs, on aura, pour le rapport cherché,
x\y\;H2t-2HA-t-3A2:A% 2 AH-h3H2: ou bien, comme
dans les pyramides ou les cones semblables les bases sont
proportionnelles aux carrés des hauteurs; si l'on met
pour H2et n2 les deux bases B et b du tronc, et, par
conséquent, pour win une hase\/BO moyenne géomé-
trique entre les deux, on aura la proportion

d’ou résulte ce théoréme :

Le centre de gravité d'un tronc de cOne ou de pyramide
est sur la ligne qui va du centre de gravité de l'une des
bases au centre de gravité de |'autre, et il coupe cette ligne
dans le rapport des deux sommes qu'on trouve, enprenant



DE STATIQUE. 1GL

d'un coté : unefois la premiére base, deuxfois la moyenne
géométrique entre celle-ci et la seconde, et troisfois la se-
conde; et d'un autre cote, dans l'ordre inverse, une fois
la seconde base, deux fois la moyenne et trois fois la
premiére.

Au reste, on voit qu’il n’est pas nécessaire ici de me-
surer ces hases (dont la guadrature pourrait étre longue,
ou méme assez_difficile dans le cas d’une base courbe),
mais qu'il suffit d’avoir trois quantités qui leur soient
Froportlonnelles, et, par consequent, de prendre dans
es deux bases semblables du tronc proposé deux lignes
homolo?ues Aet a, de faire les carres A2 et a-, et le
rectangle Aaqui sera moyen géométrique entre eux,

On peut remarguer\que, ans la proportion précé-
dente, le rapport de x ay ne dépend Pomt de la hauteur
du tronc, mais uniquement du rapport des bases, et que,
par conséquent, il est le méme pour tous les troncs pos-
sibles de bases proportionnelles. _

Si les deux bases du tronc sont égales, la Proportwn
donne x=vy; et, en effet, le solide devient alors un
prisme ou un cylindre dont le centre est également éloi-
gné des deux bases. _

Si I’une des bases b est nulle, on a, pour la distance x
du centre a I'autre base B, 3x = y; et, en effet, le tronc
dont il s’agit devient alors une pyramide ou un cone,
dont le centre est trois fois plus prés de la base que du
sommet. o _

On pourrait multiplier les exemples; mais ce que nous
avons dit suffit pour 'objet que nous nous sommes pro-
posé. Nous terminerons ce Chapitre par_quelques pro-
priétés remarquables des centres de gravite.

Poissot. — Statique. [
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Propriétés générales du centre de gravité.

. 166.  Lorsque les forcesP, Q, R, S,... (rig. 43), di-
rigées comme on voudra dans I'espace, se font équilibre
autour d’un méme (Jom_nt A, on sait que ces forces, esti-
mees suivant une droite quelpon_?ue AX passant par ce
point, doivent aussi se faire equilibre. _

Donc, si ces forces sont représentées par les parties
AP, AQ, AR, AS,... de leurs directions, la somme de
leurs projections Ao, Aq, Ar, As, ..., sur I'axe AX, doit
gtre €gale a zéro, en comptant comme positives les pro-
jections qui tombent d’un méme cote du point A, et
comme négatives celles qui tombent de I"autre c6té. Mais
si 1'on menait par le point A un plan MN perpendiculaire
a AX; les projections Ao, Aq, Ar,... exprimeraient les
distances des extrémités des forces au plan MN; donc,
puisque leur somme est nulle, la moyenne distance de
ces points au plan MN est aussi nulle.

DoNC, lorsque tant de forces que Von voudra sont en
équilibre sur un point, ce point est le centre de gravité de
corps ou points massifs égaux qui seraient placés aux
extrémités des lignes qui représentent les forces en gran-
deurs et en directions.

Et réciproquement, si von considére un assemblage
qguelconque de masses égales, et quon meéne de leurs diffé-
rents centres des lignes au centre de gravité du systéme, il
est visible que des forces représentées en grandeurs et en
directions par ces lignes se feraient équilibre entre elles.

~ Car la moyenne distance des extrémités de ces forces
aun plan quelconque passant par le centre de gravité
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serait nulle; la somme de ces forces estimées suivant un
axe guelconque passant par ce point serait donc nulle
aussi, et, par conséquent, il y aurait équilibre.

On voit par la que, si trois forces sont en équilibre sur
un point, ce point est le centre de gravite du tr[angle
formé par les droites qui joindraient les extrémites des
lignes qui représentent ces forces en grandeurs et en di-
rections; car le centre de gravité du triangle est le méme
que celui des trois corps egaux dont les centres seraient
places aux trois angles. o

Et de méme, si quatre forces sont en équilibre autour
d’un point, ce point est le centre de dgrawte de la pyra-
mide triangulaire formée par les six droites qui joignent
les extrémites des Il(gnes qui représentent les quatre
forces en grandeurs et en directions. _

Et reciproquement il y a équilibre entre trois forces
exprimées par les distances des trois angles d’un triangle
quelconque, au centre de gravité de ce triangle ; et de
méme, entre quatre forces représentées par les distances
des quatre coins d’une pyramide triangulaire quelcon-
que, au centre de gravite de cette pyramide.

Mais voici une conséquence plus ?enerale 2 s Lo
suppose que toutes les molécules egales d’un corps de
figure quelconque soient attirées vers un méme point
par des forces proportionnelles a leurs distances a_ce
point, et qu'il'y ait équilibre, ce point sera necessaire-
ment le centre de gravité du corps.

Et reciproquement, si le point vers lequel toutes les
molécules sont attirees proportionnellement a leurs dis-
tances est le centre de gravité du corps, il y aura équi-
libre, et le corps ne P_ourra prendre aucun mouvement
en vertu de ces attractions. o

Clest le cas de la terre supposée sphérique et homo-
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gene :car, dans la loi de Newton, siune molécule située
au dehors du globe est attirée en raison inverse du carré
de sa distance au centre, on trouve que, dans |'intérieur,
chaque molécule pese vers le centre en raison de la
simple distance. Ainsi toutes les forces de la gravite se
font équilibre autour du centre de la terre. ,
Au reste, je ne donne ce corollaire que comme le re-
sultat mathématique d’une simple hypothese, et non pas
comme une preuve de I’équilibre de la terre en verty
des différents poids de toutes ses parties; car il est mani-
feste que cet equilibre a lieu dans la nature, mais par
une autre raison générale qui ne dépend ni de la propor-
tion ni_de la direction des forces de la gravité. Et, en
effet, si le poids de chaque particule de la terre vient de
attraction que toutes les autres exercent sur elles,
comme, entre deux particules eﬁales, 'action est néces-
sairement égale et réciproque, il s’ensuit ?_ue_ le poids de
chaque particule est la résultante d’une infinité de forces
dont chacune a son egale et contraire dans le systeme,
et que, par conséquent, toutes ces résultantes ou tous
ces poids doivent se faire équilibre entre eux, quelles
que soientd’ailleurs et la forme et la constitution de notre
globe, et méme la loi dattraction qui pourrait exister
entre les parties de la matiere.

Déqunon; par M-hi le nombredesforces P, Q R S,...,
qui se Tont equilibre autour du point A, et,con5|derons
toujours les M-h i corps ou points massifs égaux placés
aux extrémites des lignes qui représentent ces forces.

_Le point Aétant le centre de gravité de tous ces corps,
il est clair que si la ligne PA, qui va de I'un d’eux au
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point A, est prolongée d’une quantité AG égale 4 la
partie de sa longueur, e point G sera le centre de gra-
vité desM autres corps. Mais toutes les forces P,Q R S....
etant en equilibre, I'une d’elles P est égale et directe-
ment opposée a la résultante des Mautres Q, R, S,—
Donc on a ces théorémes

io La résultante de Mforces représentées par autant de
lignes qui partent d'un méme point A est dirigée de ce
point vers le centre de gravité G de M corps égaux quon
supposerait placés aux extrémités de ces lignes ; et la gran-
deur de cette résultante est représentée par M+ois Ia dis-
tance AG du point d’application de ces forces a ce com-
mun centre de gravité.

On peut conclure de Ia que, si les molécules égales
d’un corps ou systeme de figure quelconque s'attirent en
raison de leurs distances mutuelles, chague molécule du
corps pese vers le centre de gravite en raison de sa dis-
tance a ce centre; car, en représentant les forces d’attrac-
tion par les distances mémes qui separent les M points
égaux du systeme, il en resulte pour chacun d’eux une
attraction totale, representee par M—1 fois sa distance
au centre de gravite des M—1 autres, ou, ce qui est la
meéme chose, par M fois sa distance au centre de gravité
des M points qui composent le systeme entier.

On voit encore que, dans cette loi d’attraction, des
corps de figure quelconque agiraient exactement les ung
sur les autres, comme si leurs masses étaient réduites a
des points et se trouvaient, pour ainsi dire, concentrées
dans leurs propres centres de gravité; ce qui, dans la loi
de Newton, ne peut avoir lieu que pour des spheres ho-
mogenes ou pour des composes de différentes couches
spheriques dont chacune serait d’une densité uniforme.
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2° Si I'on considere M corps égaux disposés entre eux
comme on voudra, leur centre de gravité G peut se trouver
en menant de ces corps autant de lignes a un point quel-
conque A de I'espace, composant entre elles toutes ces
lignes a la maniere des forces, et prenant, a partir du
point A, la Wenepartie de la ligne résultante.

Si I’on suppose que le point A chan(ie de position dans
espace, les forces representées par les lignes gm vont
des corps a ce point changeront de grandeurs et de direc-
tions; mais les résultantes de ces divers groupes de
forces concourantes ne cesseront pas de passer par le
méme point G et il est évident que la méme chose au-
rait lieu si, le point A restant fixe, on faisait varier d’une
maniere quelconque la position du systéme.

Donc ce Pomt G, qui dans les corps pesants est le
centre des forces egales et paratietes qUe 1'on Suppose
venir de la gravité, est aussi le centre des forces qui
seraient convergentes Vs un point quelconque A de I’es-
pace,_e% proportionnelles aux distances des molécules a
ce point.

gidonc le centre de gravité d’un corps est fixe, le
corps soumis a de telles forces convergentes sera en équi-
libre dans toutes les situations qu’on voudra lui donner
autour de ce point fixe. Ainsi, comme au dedans de la
terre supposee s[)henque_ et homogene les molécules
pesent vers le centre en raison des simples distances, il
s'ensuit que, dans I'intérieur du globe, si un corps est
soutenu par son centre de gravite, il restera en équilibre
autour de ce point dans toutes les situations. Mais il n’en
sera plus de méme au-dessus du globe, ou Iattraction
devient réciproque au carré de la distance ; et si le corps,
par exemple, est un cylindre droit soutenu par le milieu
de son axe, il ne pourra étre en équilibre que dans la
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Fosmon ou cet axe est horizontal, ou perpendiculaire a
horizon. _

_Comme, dans la nature, les forces de (Iqravné ne sont,
ni exactement paralleles, ni exactement convergentes,
ni dans les rapports précis qu’on vient de dire, on voit
qu’a la rigueur il n’y a point dans un cpr[)s pesant de
vrai centre de gravite, je Veux dire de poin un|(1ue au-
tour duquel les forces de la gravité se contre-halancent
Four toutes les situations possibles du corps. Mais dans
€s cor‘os de_peu d’étendue que nous considerans sur la
terre, le point que nous avons déterminé_ jouit a tres-
peu pres de cette propriété, et 'erreur est insensible.

~ Tout ce qu’on vient de dire de plusieurs points massifs
egaux, et des forces représentees Far leurs distances
a un méme point de I'espace, sapplique naturellement
a un systeme de points ou corps inegaux, dont les masses
seraient m, ne, m",...; car il suffit de considérer chacun
de ces corps, tel que m, comme un groupe de m points
égaux, et de prendre pour la force appliquée a ces
corp_st m fois la distance de son centre au point dont il
s"agit.
insi, en nommant r, r, ¢",... les distances des cen-
tres des corps m, m*, ne'... @ C& point ou foyer com-
mun A, et faisant m--m'-hm-a ... —M, on peut dire
que_le centre de gravité Gde tous ces corps se trouve sur
la direction de la résultante des forces mr, ner', ne'r
etala partie de la ligne qui la représente.
Nommons . cette distance du centre G au point A;
X, . - les trois coordonnees rectangles de G par rapport

au méme point, et soient de méme x.y, z; x'ry’, 2',...
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les coordonnées de m.m',— Les forces mx,my,mz\
m'x, m'y', mz',... Serontles composantes des forces
mr, m'r',..., et Mx, My, Pz celles de la résultante Mr.
On aura donc

Faisant les carrés, ajoutant, et observant qu’on a

on trouvera

Au lieu du terme 2 mm (xx'-h- yy'-f- 22'), on pourrait
mettre, comme on Iavu (113), le'terme zmr.nil cosy;
pétant P'inclinaison mutuelle des deux I|(I1nes reth’ et
ainsi des autres; d’ou I'on tire en passant ce théoreme
connu

Le carré de la résultante de tant deforces qu on voudra
appliquées sur un point est égal a la somme des carrés de
cesforces, et des doubles produits qu’on peutfaire en les
multipliant, deux a deux, Vunepar |’autre etpar le cosinus
de leur inclinaison mutuelle.

On peut encore transformer chaque terme
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d’une autre maniere: car, si I'on désigne par « la dis-
tance de m and, 0na

et, par conséquent,
on a de méme, en nommant /3 la distance de m a m~,

et ainsi des qutres. En substituant ces valeurs, on aura
cette nouvelle expression du carré de la resultante Mr,

or, dans le second membre de cette équation, r2est mul-
tiplié par

le carré r'2est multiplié de méme parm'M....; donc enfin,
en réduisant, on aura cette équation remarquable

ou le signe r(mr2) indique la somme des produits des
masses par les carrés des distances de leurs centres au
point A ; et le signe f(mm-a2) la somme de leurs pro-
duits deux a deux par les carres des distances mutuelles
de ces centres*. . _ _
Par cette formule, qui ne conlient plus que les dis-
tances mutuelles des corps, et leurs distances a un point
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'quelcongue A de I’espace, on peut trouver a quelle dis-
tance r de ce point A est situé le centre de gravité G du
systeme; de sorte qu’en cherchant ainsi cette distance
par rapport a trois points donnés, on aurait la position
du point G dans I'espace. _

SI'le point A change de position, ces distances . etr,
rre,... varient; mais les distances mutuelles a, 3,y,...
des différents corps ne changent point par hypothese, et
le terme j (mmra2) est constant; donc, puisque I'équa-
tion précedente nous donne

Il s’ensuit que le point A de I’espace pour lequel £ (mr2)
a la plus petite valeur est celui pour lequel onar= o,
et que, parconséquent, ce point est le centre de gravité G
du systeme.

AlﬂSl le centre de gravité d yun systéme de corpsjouit de
cette propriété, que la somme des produits des masses par
les carrés des distances de leurs centres respectifs a ce point
est un MINIMUM, c’est-a-dire est plus petite que pour tout
autre point de I'espace. )

‘Quant a cette valeur minimum det (mr2), on voit, par
'equation ci-dessus ou I'on fait r = 0, qu'elle est egale
a la somme des produits qu’on F_eut faire en prenant les
masses deux a deux, les multipliant I'une Par_l’_autre et
Par le carre de leur distance mutuelle, et divisant le
out par la masse entiere du systeme; ce qm_donne un
second théoreme qui peut étre utile dans plusieurs occa-
sions.

Sile point A, en variant de position, reste toujours sur
une sphere décrite autour du centre de gravité du sys-
ttme, r est constante, et, par conséquent, / 1mr2) ne
change point, quoique les distances individuelles r, rr,
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r,... varient par ce déplacement du point A; et il en
serait de méme si, le point A restant fixe, le systeme tour-
nait d’une maniere quelconque autour de son centre G.

Le centre de gravité d'un systéme jouit donc encore de
cette propriété, que si I'on fait tourner comme on voudra
le systeme autour de ce centre, la somme des produits des
masses par les carrés de leurs distances a un pointfixe
guelconque reste toujours la méme.

Si I'on suppose, comme nous I’avions fait d'abord, que
toutes les masses m, md, m",... Soient é?ales entre elles
et a I'unité, Men marque le nombre, et I'équation pré-
cédente devient

formule plus simple, et qu'on appliquerait également a
tous les systemes possibles, en imaginant que les diffe-
rents corps y soient tous divisés en parties egales.
Dans lecas de = o,0naM (r2)= /(az%, d’ou ['on
tire ce théoreme de Geométrie :

La somme des carrés des distances mutuelles de Mpoints
égaux est égale a M fois 1a somme des carrés de leurs dis-
tances & leur commun centre de gravité.

On voit par la que la somme deg carrés des six arétes
d’une pyramide trianqulaire est egale a quatre fois la
somme des carres des distances des sommets au centre de
gravite de la pyramide; car ce centre est le mome que
celui de quatre corps egaux places a ces sommets; etc.
_ Dans ce qui_précede, on n’a consideré qu’un systeme
invariable de figure, c’est-a-dire dont les points sont lies
de maniére qu’aucune de leurs distances mutuelles ne
puisse changer. Mais on voit encore ici quv, si 1a figure

du systeme était variable suivant cette condition, que la



\11 Eléments

somme des carrés des distances mutuelles des différents
pointsfat constante, la somme des carrés de leurs distances
au. centre de gravité demeurerait aussi constante, et réci-
proguement. . o

Matlg je passe & d’autres propriétés des centres de
gravite,

V.

167. Soit une courbe plane quelconque ABC (fig. 44)»
qui tourne autour d’un axe PZ situé dans son plan, de
maniere que tous les points de la courbe demeurent tou-
jours aux mémes distances de cet axe; cette courbe en-
gendre une surface gue I’on_nomme surface de révolution.

Pour en déterminer Iaire, on peut remarquer que
chague élément as de I3 courbe génératrice produit une
surface de cone tronqué dont [’aire est égale au coté s
multiplié par la circonférence du cercle que decrit son
milieu, ou son centre de gravité i, autour de I'axe PZ.

Donc, si 'on suppose tous ces elements égaux, la sur-
face entiere sera egale a leur somme multipliée par la
circonférence moyenne entre celles que decrivent tous
leurs centres de gravite.

Mais cette moyenne circonférence a pour rayon la
moyenne distance de tous ces points a I'axe de revolu-
tion, ou bien (140) la distance du centre de gravité de
la courbe au méme axe. Donc on peut dire :

Que I'aire d’une surface de révolution est égale a la lon-
gueur de la génératrice multipliée par la circonférence que
décrit son centre de gravité autour de |'axe de révolution.

. On voit de la méme maniere que, si plusieurs courbes
situees dans le méme plan tournent autour d’un axe situé
dans ce plan, la somme des surfaces engendrées est égale
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hla somme des génératrices, muIt_iPIiée par la circonfe-
rence que decrit le centre de gravite de leur systeme.

‘Mais il faut observer que, lorsque la génératrice ou les
géneratrices ne sont pas situées en entier d’un méme
cote de I'axe, I'expression précédente ne donne plus que
la somme des aires engendrées par les OPamgas qui sont
d’un cote de cet axe, moins la somme des aires engen-
drées par les parties qui sont de |'autre cote.
_On peut appliquer aussi la théorie des centres de gra-
vité 4 la cubature des soljdes de révolution; et il n'est
pas difficile de voir que e volume d'un solide de révolu-
tion est égal a I'aire de la section génératrice multipliée par
la circonférence que décrit son centre de gravité autour de
l'axefixe. )

En effet, si 'on considére un rectangle bedeig. 45)
qui tourne autour de I'axe PZ parallele a I'un de ses
cOtés bc, il est clair gue le solide engendré par ce rec-
tangle est égal a la différence de deux cylindres de méme
hauteur ca, et dont I'un a Four rayon la distance
ca QU COté ca a I'axe fixe, et l'autre [a distance ba du
c0té be au méme axe. Ce solide est donc exprimé par

glotc —vsab )cd, €N nommant rs le rapport de la circon-
érence au diametre. Si I'on met ca —cb a la place de ab,

I'expression précédente devient zs~iacxbc—be )ed, OU
bex od x 2z irc—" ] C'eSt-a-dire égale au rectangle

bede, Multiplié par la circonférence décrite d’un rayon
moyen entre les rayons ca et ba, U hien égale a la dis-
tance du centre de gravité du parallélogramme a I'axe de
revolution. _ S

Donc, si Ion concoit la section génératrice ZMN comme
partagée en une infinit de petits rectangles egaux, on
pourra dire que le solide total engendré est egal a la
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somme de tous ces rectangles, ou & |aire de la section
ZMN, multipliée par la circonférence moyenne entre
toutes celles que décrivent leurs centres de gravité autour
de I'axe. Mais cette moyenne circonference a pour rayon
la moyenne distance de tous ces points au méme axe ou
la distance du centre de gravite a cet axe. Donc, etc.

On pourrait voir encore, par un raisonnement a peu
pres semblable au précedent, que si une surface plane
terminée par une courbe queiconque se meut dans |’es-
pace de maniere que son plan soit toujours (au méme
point) perpendiculaire a une courbe quelconque a double
courbure, le solide engendré est égal a I'aire de la sur-
face génératrice multipliée par la longueur de la courbe
que parcourt son centre de gravite.

Mais nous ne nous arréterons pas a démontrer cette
Fropoglt;on, que I'on pourrait deduire, aussi bien que
es precedentes, des formules connues pour_les centres
de gi_ravne; nous ne ferons méme aucune application par-
ticuliere de cette theorie aux surfaces et aux solides dont
on aimmediatement la mesure en Géométrie. Notre seul
but était de montrer ce rapprochement remarquable de
considerations qui paraissent d’abord étrangeres entre
elles, mais qui s’enchainent comme toutes les questions
soumises aux Mathematiques, et se fondent, pour ainsi
dire, les unes dans les autres, lorsqu’on écarte un instant
et les idées et les noms que i’objet particulier de chaque
question nous rappelle.
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CHAPITRE IV.
DES MACHINES.

168.  On définit ordinairement les machines des instru-
ments destings a transmettre I’action des forces.

Sous ce point de vue general, tous les corps de la na-
ture sont des machines, parce qu’ils sont propres a trans-
mettre I’action des forces qui leur sont appliquees; mais
lorsque des forces reagissent les unes sur- les autres par
"intermediaire d’un corps ou systeme parfaitement libre,
il est impossible qu’elles se fassent equilibre, a moins
qu’elles ne remplissent les conditions que nous avons
etablies précédemment. Or, au moyen des machines pro-
prement dites, on peut mettre en équilibre des forces
quelconques qui ne satisfont pas a ces conditions; et, par
conséquent, pour mieux caractériser les machines, et les
distinguer des autres_corps, on pourrait les definir des
instruments propres a mettre en équilibre des forces de
grandeurs et de directions quelconques.

Mais en suivant cette idee, si des forces incapables de
se faire equilibre_sur un corps entierement libre peuvent
néanmoins se faire équilibre sur une machine, il faut
donc en conclure que les corps qui forment les machines
ne sont pas entiérement libres, mais sont génés par des



t7G ELEMENTS

obstacles qui les empéchent d'obéir au mouvement que
les forces tendent & leur imprimer et leur imprimeraient
réellement s'ils étaient libres. Ainsi l'on est conduit
naturellement a cette définition générale des machines,
SaVOIT © les machines ne sont autre chose que des corps ou
systemes génés dans leurs mouvements par des obstacles
guelconques. .

Il n’est pas difficile de comprendre, d’apres cela, com-
ment des forces de grandeurs quelconques peuvent se
faire equilibre sur de tels corps, car il n’est lolus néces-
saire que les forces résultantes soient nulles d’elles-
mémes; mais il suffit qu’elles se dirigent vers les obsta-
cles qui les detruisent par leurs resistances. Ainsi, a
"aide d’un corps solide qui sappuierait, par exemple,
contre un point fixe, une force médiocre ferait équilibre
a une tres-grande force, si elle était disposée a I’égard de
celle-ci de maniere que leur résultante commune fat di-
rigée vers le point fixe ; d’ou I'on voit que la plus petite
force seule ne fait pas équilibre a la plus grande, ce qui
serait impossible, mais qu’elle ne sert, en quelque sorte,
qu'a détourner I’effort de la B_Iug grande, et a le faire
passer avec le sien propre combing, vers un obstacle in-
vincible. o _

Au fond, lorsqu’on fait équilibre a une puissance quel-
conque a I'aide d’une machine, on emploie réellement
plus de force qu’en appliquant directement une force
egale et contraire a celle qu’on veut détruire, si 1'on
compte la resistance de 'obstacle pour une force. Mais
comme Cces résistances qui proviennent des obstacles sont
par elles-mémes incapables de produire du mouvement,
et ne peuvent servir qu'a le detruire, nous n’en tenons
Fas compte, parce que nous ne depensons reellement que
a force appliquée. Au reste, dans la théorie de Iéqui-



DE STATIQUE. 177

libre des machines, rien n’empéche de considérer les
obstacles comme tenant lieu des forces égales et con-
traires a celles qu'ils detruisent actuellement; et, si
'on congoit qu’on ait ainsi substitué a la place de ces
obstacles des forces qui représentent leurs résistances ac-
tuelles, ce n’est plus entre les seules forces appliquées
qu’il y a equilibre, mais entre les forces appliquees et les
resistances; de maniere que les lois de Tequilibre des
machines deviennent les mémes que celles de I’equilibre
des corps parfaitement libres. ,
~ Cest daprés cette consideration que nous avons trouve,
a la tin du second Chapitre, les lois de I'equilibre_des
corps assujettis a diverses conditions particulieres. Ceux
gm auront lu_cet article verront que nous aurions peu
e chose 4y ajouter ici, et qu'il renferme de la maniére
la plus générale la théorie de I’équilibre des trois ma-
chines simples auxquelles on peut aisément ramener
toutes les autres; mais, en faveur de ceux qui veulent étu-
dier les machines d’une maniére plus élémentaire, nous
allons entrer dans les détails convenables.

169, Nous réduirons les machines simples a trois
Frmmpale_s, que 'on peut considerer, si I'on veut, dans
‘ordre suivant, eu egard a la nature de I'obstacle qui
géne le mouvement du corps ; Ie tevier, & tour &t 1 plan
incliné.

Dans [a premiere machine, I’obstacle est un pointrixe
autour duquel le corps a la liberté de tourner en tous
SEns.

Dans la seconde, 1'obstacle est une droite fixe autour
de laquelle tous les points du corps n’ont que la liberté
de tourner dans des plans {Jaralléles entre eux.

Dans la troisieme, 1'obstacle est Un pian inébraniable

Voinsot. — Statique. 12
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contre lequel le corps s’appuie, et sur lequel il ala liberté
de glisser. o .

Comme on n’a d’abord considéré cette derniere ma-
chine que par rapport aux corps pesants qu’on retient en
equilibre sur des plans inclinés a I'horizon, on lui a
donné et elle a garde le nom de pian incline. .

Nous parlerons successivement de ces trois machines,
et de quelques-unes qui 'y rapportent, dont Tusage est
le plus frequent. Nous ferons abstraction des diverses
circonstances physiques qui peuvent influer sur I&qui-
libre, telles que le frottement des corps les uns sur les
autres, et laroideur des cordes au moyen desquelles les
forces transmettent leur action aux divers points de la
machine. Ainsi I'on supposera que I'action de chaque
force se transmet suivant I’axe de la corde a laquelle elle
est appliquée, de maniére que I'on pourra considérer les
cordes comme des fils parfaitement flexibles et inexten-
sibles, On verra facilement dans quels cas et comment
on doit avoir égard aux diametres des cordes. Au reste,
nous parlerons plus loin de ces sortes d’instruments
qu'on a mis au rang des machines, et qu’on nomme
machines funiculaires. Ce qué nous en avons dit ici suffit
pour notre objet.

DU LEVIER.

170 Soient deux forces quelconques P et Q rrig. 46)
appliquées immediatement, ou suivant des cordons, aux
deux points A et B d’un levier AFB de figure ciue!conque;
soit F le point fixe autour duquel le levier a fa liberte de
tourner et qu’on nomme ordinairement le point d°appui:
on demande les conditions de I'équilibre, en faisant d'a-
bord abstraction de la pesanteur du levier.
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Du point F j’abaisse sur les directions des deux forces
P et Q deux perpendiculaires FH, FI, qui rencontrent
ces directions, prolongées, 'l est nécessaire, en Il et I;
et regardant ces deux points comme invariablement liés
aux points A et B, je suppose que les deux forces P et Q
yaglssent immediatement.

Cela pose, j'applique au point F deux forces con-
traires, P' et —P, égales et paralleles a P, et, au méme
point F, deux autres forces contraires Q' et —Q, égales
et parallelgs a Q. Il est clair que le levier reste toujours
dans le méme etat; mais on peut considérer actuelle-
ment, au lieu des deux forces primitives P et Q, i° deux
forces P' et Q' respectivement égales et paralleles a ces
forces, et de méme sens, mais ap[)hquees en F; a0 deux
E(I)-IUDlteIS:I(P' —P), (Q, —Q), dont les bras de levier sont

et FI.

Or la résultante des deux forces P' et Q' est toujours
détruite par la résistance du point d’appui, si I'on sup-
pose le levier invariablement lié & ce point, de maniere
qu’il ne puisse prendre qu’un mouvement de rotation
autour de [ui. Mais le couple résultant des deux_couples
(P, —P) et (Q, —Q) ne peut jamais étre detruit Par ce
F_omt fixe (76) et, par conséquent, il faut, pour I'équi-
ibre, que ce couple résultant soit nul de lui-méme, ou
que les deux couples composants (P, —P) et (Q, —
soient équivalents et contraires. Ces deux couples dmver}t
donc se trouver dans des plans paralleles, et, par conse-
quent, dans le méme plan, puisque leurs plans se ren-
contrent déja au point F, En second lieu, leurs moments
Px FH, QX FI doiventétre égaux, et ils doivent tendre
a faire tourner en sens contraires.

DOﬂCJ pour I'équilibre du levier, il est nécessaire et il
suffit : |0 que les deuxforces P et Q qui le sollicitent soient
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dans un méme plan avec lI'appui; 2° que leurs moments,
par rapport a cepoint, soient égaux; 30 qu elles tendent a
faire tourner en sens contraires.

A I’égalite des moments PxFH = QxFI, on peut
substituer la Broportlon_ P:Q::FI:FH, qui exprime
gue les forces P et Q doivent étre en raison réciproque
e leurs distances au point d’appui.

De la charge du point d'appui.

171. Dans le cas de I'équilibre, I"appui n’est presse
que par les deux forces P' et Q' qui y sont immediate-
ment appliquées; caries deux couples ﬂP\, —P), (3, —Q
etant en équilibre d’eux-mémes, c’est-a-dire_méme en
supposant que le levier ne soit pas soutenu, il est clair
qu’tls ne peuvent nullement charger le point fixe.

AInSl 1a pression qu'éprouve le point d'appui est abso-
lument la méme que si les deux forces P et Q s'y transpor-
taient paralléelement a elles-mémes, sans changer de gran-
deur ni de sens.

172. Si I’on acheve sur les cotés FP', FQ', qui repre-
sentent les forces P' et Q', le parallelogramme FQ'RP',
la diagonale FR représentera donc la charge R de I'appui ;
et, par conséquent, si la resistance de cet appui_n’est
pas indéfinie, on pourra juger de queﬂlle{ resistance il doit
Btre capable, pour n’atre pas entrainé par I'action des
forces P et Q (t]m sollicitent le levier. ,

Comme les forces P* et Q' sont parfaitement égales et
Paralle_les aux forces respectives P et Q, et de méme sens,
es trois cOtes et les trois angles du triangle FR?‘, ou du
triangle FRP', représentent les six choses ?ue '0n peut
considérer dans le levier, savoir : les deux forces P et Q,
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la charge R de I'appui, et les inclinaisons mutuelles des
directions de ces trois forces. _
Donc, si I'on connait trois quelconques de ces six
choses, pourvu qu’il y entre la grandeur de I'une des
forces P, Q, R, on pourra trouver les trois autres, de la
méme maniére que I’on resoudrait le triangle FRQ"

173, On observera que tout ce que nous avons (it a
lieu, quelles que soient la flgure du levier et les dispo-
sitions mutuelles des forces P et Q, et du [pomt d’appul.

Si les forces P et Q rrig- 47) sont paralleles, on peut
mener du point fixe une perpendiculaire commune IH
sur leurs directions, et ces deux forces devront étre en
raison réciproque des parties FH et Fl, comprises entre
leurs directions et 'appui.

La charge de ce point sera egale a la somme des forces
PH Q» oua leur difference P—Q, selon qu’elles seront
toutes deux de méme sens (rig. 47 » ou de sens contraires

fis-48).

{Lors Ue le levier est droit, les parties HF et Fl sont
Proportmnnel_les aux parties AF et BF, qui sont les dis-
ances_des points d’application des forces au point d’ap-
\ouh distances comptees sur le levier lui-méme, et que
0N nomme proprement tes bras du levier; €t, par con-
séquent, dans I'equilibre du levier droit, les forces sont
reciproques a leurs bras de levier,

174, Si I'on veut considérer I'une des deux forces
Pet Q, la force P par exemple, comme celle qui tend a
donner le mouvement a la machine, et que I’on nommera
|a puissance, et I'autre force Q comme [effort qu’il faut
vaincre, et que I'on nommera la resistance, ON pourra
distinguer plusieurs espaces de leviers, suivant la place
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?u’occupe le point d’appui F, relativement a ces deux
orces.

Si I'appui tombe entre la puissance et la résistance, on
aura le levier de la premiere espece rig. 47 oU I
Fm_ssance a d'autant plus d’avantage que son bras de
evier AF est plus long, | _ _

Si Pappui laisse la résistance Q entre lui et la puis-
sance P, on aura le levier de la seconde espece (fig- 48),
ou la puissance a toujours de l'avantage. _

Enfin, si la puissance tombe entre [ Fo!n_t d’appui_ et
la résistance, on aura le levier de la troisieme espéce
trig- 49)> ol Ia puissance a toujours du désavantage.

Mais ces différents leviers reviennent tous au méme,
sous le rapport de I'équilibre. De quelque maniére que
la puissance et la résistance soient disposées entre elles
et @ I’égard du point d’appui, si on les transporte foutes
deux parallélement a elles-mémes en ce point, il faut
toujours que les deux couples qlm en naissent soient
équivalents et contraires : ainsi les distinctions précé-
dentes sont inutiles dans la théorie, et ne peuvent servir
que dans le discours.

175, Supposons actuellement que le levier soit solli-
cité par un nombre quelconque de puissances P,Q R....
éfig. 50), toutes situees dans un méme plan avec le [pomt

‘appui F. En abaissant de ce point les perpendiculaires
Fil, FI, FK,.. sur leurs directions, et considérant
chaqlugz force P comme transformee en une autre égale,
paralléle et de méme sens, appliquée en F, et un couple
(P, —P) qui a pour bras de levier la distance FH de
cette force au point fixe, on verra, comme ci-dessus, que
la résultante de toutes les forces transportées sur le
point fixe est toujours détruite par sa resistance, mais
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que le couple résultant doit étre nul de I_m-méme_gour
I'équilibre, comme si la verge etait parfaitement liore :
d'ou I'on conclura que la somme des moments PxFH,
QX FI,Rx FK,... doit étre égale a zéro, en comptant
comme positifs tous les moments des forces qui tendent
a faire tourner dans un sens, et comme négatifs les mo-
ments qui tendent a faire tourner dans le sens contraire.

On trouvera aussi que la charge du point d’appui est
absolument la méme que si toutes les forces s’étaient
transportées parallélement a elles-mémes en ce point,
sans changer de grandeur ni de sens.

176. Si les forces P, (é) R,... agissaient dans des
plans différents, on verrait de la méme maniére qu’en
transportant toutes ces forces parallelement a elles-mémes
au point fixe tous les couples qui en proviennent doivent
donner un couple résultant nul de lui-méme, ou doivent
Btre en équilibre entre eux. o o
~ Mais, pour exprimer cette condition, il faut ici trois
equations qui expriment que la somme des moments des
forces, estimés par rapport a trois axes qui se croisent
dans I'espace au point d’appui, soit nulle d’elle-méme a
I’egard e chacun de ces axes (65).

~Sur quoi I’on peut observer que les trois axes peuvent
étre mengs d’une maniere quelconque par le point fixe,
pourvu qu’ils ne soient pas dans un méme plan; car les
trois equations précédentes n’assureraient pas alors |-
quilibre du corps. o

Puisque les couples qui naigsent des forces transpor-
tées au _loomt fixe dolvent étre en equilibre d’eux-
meémes, il sensuit que les forces appliquées aux divers
points du_levier doivent se réduire aux memes forces,
mais reunies parallelement a elles-mémes au point d’ap-
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pui; et, par consequent, on peut exprimer la loi gene-

rale de I'équilibre du levier en disant que les forces ap-
pliquées doivent avoir une résultante unique qui  passe
par le point fixe : proposition qui parait assez évidente
d’elle-méme, et dont on part ordinairement comme d’un
axiome pour arriver aux conditions précédentes (116

3 118).

177. Jusqu’ici nous avons fait abstraction de la pe-
santeur du levier. Si I'on veut y avoir égard, il faudra
consideérer le poids de la verge comme une nouvelle force
appliquée en son centre de gravité, suivant une direc-
tion verticale; et I'on combinera_ cette force avec les
autres, d’apres ce que nous avons dit ci-dessus, comme si
le levier était sans pesanteur. Ainsi I'on voit que, dans
le cas, par exemple, ou toutes les forces et la direction
du poids du levier se trouvent dans un méme plan avec
"appui, c’est la somme de tous les moments, en y com-
F,r,ena?tb celui du poids, qui doit étre égale a zéro pour

equilibre,
onc, si I'on veut employer un levier dont le poids
n'entre pour rien dans I'equilibre des forces, on n’aura
qu’a le Placer de telle sorte, que la verticale abaissee de
son centre de gravite tombe au point d'appui ; alors, le
moment du poids étant nul de lui-méme, on n’aura plus
a considérer que les moments des forces appliquées.

178. On a supposé que le point F du levier était arrété
dans tous les sens, de maniere que le levier ne put avoir
Bu’un mouvement de rotation autour de ce point fixe,

our se procurer un tel point au dedans d’un corps, on
le traverse ordinairement par un essieu ou cylindre in-
flexible, d’un diamétre quelconque; et lorsque le corps
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tourne autour de ce cylindre, il est absolument dans le
méme cas que S’il tournait autour de son axe considéré
comme une droite fixe; et tous les points d’une méme
section plane qui est faite perpendiculairement a I’axe,
et dont 1l résulte un cercle dans le cylindre, sont dans le
memle cas que s'ils tournaient autour du centre de ce
cercle.

A la vérite, dans la disposition précédente, le levier
na pas la liberté de pirouetter en tous sens autour du
point fixe; mais lorsque les forces qu’on y suppose ap-
pliquees sont toutes dans un plan perpendiculaire a I'axe
autour duquel il peut tourner, les lois de Pequilibre y
sont parfaitement les mémes. Au reste, on pourrait placer
dans la verge une sphere fixe qui la touchat au moins en
quatre ?omtsl, de maniére que ces quatre points fussent
comme les points de contact d’une pyramide circonscrite a
sa surface: le levier alors, en tournant autour de cette
sphere, pourrait étre considéré comme s'il tournait autour
de son centre. _ _

Mais le plus souvent le levier ne fait que poser sur
I'appui fixe, comme on le voitrig. 46, 47» 48. Alors les
conditions données plus haut ne suffisent plus pour I’é-
quilibre, abstraction faite du frottement. Il faut non-seu-
lement que les forces appliquées aient une résultante
unique qui passe au point d’appui, mais encore que la
direction de cette résultante soit normale a la surface de
contact du levier avec I’apPu‘l  car si elle tombe obli-
quement sur le plan tangent a cette surface, on pourra
la decomposer en deux autres, I'une perpendiculaire, et
I'autre paralléle a ce plan. La premiére sera détruite;
mais la seconde obtiendra son effet, et fera glisser le
!eV||_er,sur I'appui, comme on le verra a l'article du plan
incliné.
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De la balance.

179.  La balance ordinaire est un levier du premier
genre, aux extrémités duquel sontsuspendus par des cor-

ons deux bassins destines a recevoir les corps dont on
veut comparer les poids. On dispose ordinairement cette
machine de maniere que son centre de gravne passe par
|a verticale menée par le Eomt d’appui F (rig. 51) et que
les bras du levier FA et FB soient parfaitement egaux :
alors on est sir que deux corps graves qui se font équi-
libre dans les bassins ont des poids parfaitement élgaux,
et, par conséquent, renferment des quantités egales de
matiére. Ainsi, en prenant le poids d’un corps pour unité,
on evaluera les masses respectives des differents corps
lerg) cherchant a combien d’unités de poids ils font équi-
ibre.

Pour qu’une balance soit juste, il faut donc, en pre-

mier lieu, que son centre de gravité tombe dans la verti-
cale menee par le point d’appui, _
. Clest ce que I'on vérifie sur-le-champ, en examinant
si la balance est en équilibre d’elle-méme, c’est-a-dire
Iors_qrue les bassins sont vides; et si cela n’a pas lieu, on
rectifie aisément la halance a cet égard, en attachant a
I’un des bassins ou des bras de levier un poids conve-
nable qui retablisse Iéquilibre. -

u faut, en second lieu, que le point d’appui divise le
levier ou lefieau en deux parties parfaitement égales; et
cette seconde_condition est la plus importante.

Pour voir si elle a lieu, on n"a qu’a mettre deux corps
en equilibre sur les bassins, et les chanlg,er ensuite de
place. Si les bras de levier sont egaux, [équilibre doit
subsister encore; car les poids qui se sont fait equilibre
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sont égaux aussi, etil doit étre indifférent de les changer
de bassins. _ _ -

Mais si les bras de levier sont inégaux, I’équilibre sera
détruit; car les poids qui se sont fait équilibre sont en
raison inverse de ces bras de levier : or, en les changeant
de Pla_ce, le plus grand Pmds agira a I'extrémité du bras
de levier le plus fong, et, par cette double raison, entrai-
nera nécessairement |'autre.
~La balance alors sera fausse, et 'on ne pourra la rec-
tifier qu’en changeant le point d’appui ou le point de
susgensmn de I'un des bassins. A

N pourra néanmoins s'en servir, et connaitre par
deux épreuves le poids véritable du corps.

Car soient P le poids inconnu du corps, x ety les deux
bras de la balance, et supposons que le poids P, placé
dans le bassin qui repond au premier bras de levier x,
fasse equilibre @ un poids connu A placé dans lautre

bassin: on aura
Px = Ay.

Mettons actuellement le poids P dans le bassin qui répond
au bras de levier y, et supposons qu’il fasse équilibre
a un poids connu B placé dans I'autre; on aura

Multipliant ces deux équations membre & membre, |l
vient

cest-a-dire que le poids du corps est moyen rpropor_-
tionnel géometrique entre les deux poids auxquels il fait
?Iternatlvement equilibre dans les deux bassins de la ba-
ance.
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De la romaine.

180.  La balance romaine est aussi un levier droit du
premier genre, mais dont les bras FA, FB (rig. 5a) sont
Inégaux.

I'extrémité A du bras le plus court, on suspend le
corps dont on veut trouver le poids Q; on I'attache par
un crochet, ou bien on le pose dans un bassin qui est
suspendu librement au point A, comme dans la halance
ordinaire. Sur I'autre bras FB de laromaine est un poids
connu p, mobile au moyen d’un anneau le long de ce
bras ; de sorte qlu ‘en le faisant glisser a une distance con-
venable FI de I'appui F, il fait équilibre au poids du
corsps qui agit de l'autre cote. _

i donc, a chaque point I du bras FB, on marquait en
nombres le rapport des deux forces Q et p qui se font
équilibre, on ‘aurait un instrument fort commode pour
peser les différents corPs_ a |'aide d’un méme poids p qui
servirait d’unité. Il suffirait, dans chaque cas, de cher-
cher le point I ou il faut amener le poids mobilep pour
contre-halancer le poids Q, et I'on trouverait marqué en
ce point le rapport de Qajo: ce qui est précisément le
poids cherché du corps. _

Lorsque la romaine est tellement construite, que le
centre de gravité de toute la_machine, cest-a-dire du
fleau et du bassin, tombe précisement sur le point d’alp-
pui F, fa loi de I'equilibre entre les deux forces aPp |-

uges est [a méme que si le levier AG était sans pesanteur.
insi le rapport de Qap est égal a celui des deux bras
FI et FA, et, dans ce cas, il est bien facile de construire
Une romaine, C'est-a-dire d’en marquer les différentes
divisions.
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Riais si le centre de gravité de la machine tombe a
droite ou a gauche de I'appui, le raEpo.rt de Qap nest
plus celui des bras de levier 1F et AF; il doit étre aug-
menté ou diminué d’une certaine quantité qui dépend du
POldS V de_la machine, et de la distance de ce poids Y a
‘appui : ainsi les divisions de la romaine doivent tre
changées. Riais on sent, par ce que je viens de dire, que
ces divisions seront encore distribuges de la méme ma-
niere; seulement le point de départ, c’est-a-dire le point
ou I’'on doit compter zéro pour le poids Q, ne sera plus
en F sur I'appui, mais il devra étre avanceé ou reculé en O
(fig. 53), d’Une certaine quantite FO, qu’il est bien facile
de déterminer.

181, Riais sans connaitre ni le poids ni le centre de
?raw_te_ de la romaine, on peut en marquer exactement
es divisions de la maniere suivante, que la theorie des
couples rend la plus naturelle et la plus facile a retenir.

Je suppose d'abord le bassin vide, ou le poids Q nul,
et Je fais avancer le poids mobile q jusqu’en un point O,
qui se peut trouver a gauche ou a droite de I"appui, mais
qui est tel, que le fléau AB devienne horizontal. Dans cet
etat, le centre de gravité de tout le systeme, en y com-
prenant le poids mobile p, passe au point F, et le poids
de toute [a machine est détruit. Cest donc au point O
qu’il faudra marquer zéro, puisque alors le poids Q est
touta fait nul. o

Actuellement je suppose que dans le bassin vide on
mette un poids p — p; il est clair que I’équilibre sera
rompu, mais que, si r’on,elo_lgne le poids mobile d’une
quantite convenable, I'equilibre sera retabli. Ainsi,
quand d’un cbté ou ajoute au poids, de I'autre coté il faut
chercher ce qu’on doit ajouter au bras de levier pour
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maintenir I"équilibre. Or, qu’on imagine la forcep: trans-
portée parallelement a elle-méme du point A au point
d’appui F, elle y sera détruite, et il ne restera qu’un
couple (/?, —p_-),_alopllque sur FA —r, et dont le mo-
ment estp'r. Ainsi le poidsp- qu’on met dans le bassin
vide ajoute de ce cote de la romaine un couple ou mo-
ment ~ il faut donc ajouter de I'autre coté un couple
egal et contraire (—/?, -+py qui ait un méme bras de
levier r. Or, qu’on place ce couple, ce qui est permis, sur
la ligne OH = v : alors la force —p détruit son égale et
contraire p, et il ne reste que + p, qui n’est en quelque
sorte pzue le poids mobile/? qu’on aurait éloigne de la
quantité OH = r. On voit donc que, pour chaque poids
p Qu’on aéouteralt dans le bassin, il faudrait éloigner le
i)mds mobile de la longueur constante r du petit bras de
a romaine; et si I'on ajoutait, une fraction quelconque
de/?, il estevident, par la méme demonstration, qu’il fau-
drait eloigner le poids mobile d’une méme fraction de r.

Donc, & partir du point O déterming ci-dessus, il faudra
porter des parties egales ar et marquer, en ces points de
division, 0, 1, 2, 3,4, 5,.... Etsi l'on veut marquer des
fractions intermediaires, des dixiémes, des centiemes,
par exemple, on aura un instrument gyl_pourra Servir
pour évaluer le poids des corps a ces décimales prés du
poids connu p. _ ) _

On voit que la balance romaine peut étre utile en
beaucoup de rencontres ou la balance ordinaire ne serait
d’aucun usaPe, (§J_U|§que celle-ci emg_e differents poids
pour peser les différents corps, tandis que la romaine
w'€N exige qu’un seul. _ _

Elle a encore cet avantage, que le point d’appui ou de
suspension y est moins fatigué par I charge ou la pres-
sion des corps que I’on pese, car dans la balance ordinaire
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cette pression est double du poids du corps, ou 2Q; au
lieu que dans la romaine elle est simplement Q -t- /2, ou
seulement Q, c’est-a-dire_la moitie de la_précedente, si
Ton veut regarder le poids p comme faisant lui-méme
partie du poids total de la machine. .

On peut varier cette balance de differentes manieres,
en rendant mobile, au lieu du poidsp, IeJ)mds Qdu corps
?U’H s’agit de peser, ou bien le point de suspension du
leau AB, ce qui donnerait lieu a differentes construc-
tions; mais le principe en est toujours le méme, et il est
inutile de s’y arréter.

Du peson.

182, On Jgeut encore, pour évaluer les poids, employer
un levier coudé ACB /1g. 5@ mobile autour du point
fixe C, et dont les bras CA, CB font entre eux un anqle
?rmt ACB; et c’est cette espece de balance qu’on appelle
€ peson.

Je suppose, Pour plus de simplicité, que le bras CB,
au bout duquel le corps est suspendu, soit continué de
autre coté de I’appui d’une longueur égale a CB', de ma-
niere que le centre de gravite de cette branche BB' tombe
précisement au_point C qui en est le milieu. Alors I
Fmds du bras CB se trouve détruit dans toutes les posi-
jons du levier coude autour du point fixe, et I’on peut se
disenpser d'y avoir égard. Mais, pour I'autre bras CA, son
propre poids. contribuera, avec celui qu’on pourrait y
attacher d’aiileurs, a contre-balancer le_poids du corps.
Le P_I‘us souvent méme ce bras ou cette aiguille est d’une
matiére assez pesante pour ?ue la forcep (1UI en résulte
en son centre de gravite G fasse toute seule I'office du
contre-poids. Au reste, je supposerai quep représente le
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poids total de I’a|F|U|IIe et des corps gm pourraient y tre
attaches, et que le commun centre de gravité soit en G,
a la distance CG de l'appui. o

Cela pose, le peson etant libre, I’a[?mlle CA tombant
dans la verticale CO, et le bras CB étant horizontal, ée
suspends en B un corps dont le poids est Q; le bras CB
s’abaisse vers la verticale, et I'autre CA s8leve : ainsi la
distance BII de la force Qa I'appui diminue, et la distance
Gl de I'autre forcep, au méme point, augmente ; de sorte
que le levier couge, pour se mettre en équilibre, doit
prendre une position ou les moments QxBH et p x Gl
soient eqaux de part et d'autre.

Or soient ¢ l'angle ACO que fait I'aiguille avec la
verticale, B Ia distance CG de son centre de gravité a
'appui, et r la longueur du bras CB ou le corps est sus-
P_endu. Comme on a Gl = sing;, et BH= rcos<p, I’equa-
d|0n de I’équilibre devient/>.Rsin<p = Q.rcos<p; ce qui

onne

d’ou il résulte (puisque les trois quantités p, R et r de-
meurent invariables) que la tangente de |inclinaison
ge I'aiguille croit précisément en proportion du p0|ds(3)

U corps.

Si donc on adapte au peson un quart de cercle COAM,
gm représente le secteur que laiguille peut parcourir
epuis la verticale CO jusqu’a I'horizontale CM, il est
bien facile de marquer aux- differents points de cet arc
les nombres qui repondent aux différents poids.

En effet, 3u’on mene la tangente indéfinie OT, et
3u’on sus‘oen_e d’abord en B le poids (1ue_ 'on veut pren-
re pour P'unité, ce (J@_Olds_fera monter Faiguille d’un cer-
tain arc AQ; et la direction de cette aiguille étant pro-
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Ion?_ée Usqu’a sa rencontre en a, avec la ligne OT, la
partie Oa representera la tangente de cet arc qui repond
a l'unite de poids. Ainsi il n’y aura qu’a porter sur_la
ligne OT, a partir du point O, des parties egales & Oa,
et, par les points de division, tirant des lignes au centre
G, on aura, sur le quart de cercle, les points correspon-
dants ou il faudra marquer les nombres o, i, a, 3,

et, si I'on veut subdiviser chaque partie de OT en frac-
tions, on aura, par la méme construction, les points de
"arc_ou il faut marquer les mémes fractions du poids
que Ion a pris pour lunite.

183.  Quelque petit que soit le poidsp de l'aiguille, on
vmt,Par la proportion Qp :: Rtangy : r, que ce poids p
suffit toujours pour contre-balaneer un poids § auss|
grand qu’on le voudra : car la tangente de @ peut devenir
plus grande que toute quantité donnee. Ainsi le peson
est d’un usage bien plus etendu que la romaine, et, sous
un petit appareil, cette machine peut servir a peser les
corps les plus considérables, ,
“Mais si la tangente de I'arc o augmente par degres
«€gaux avec le poids Q du corps, I'arc lui-méme n’aug-
mente que par degrés inégaux qui diminuent sans cesse,
et les divisions supérieures du peson deviennent de moins
en_moins sensibles pour les mémes accroissements de
poids. Par conséquent, si 'on veut _(ﬂue lamachine
marque plus nettement ces différences, il ne faut pas que
le poids de I'aiguille soit trop petit. Aussi, pour peser
de lourds fardeaux, on char([le I'aiguille d’un certain
poids, ce gm lui f)erm\et de rester dans la partie moyenne
du quart de cercle, ou les inégalités de poids sont mar-
quées d’une maniére plus sensible.

Poinsot. — Statique. i3
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De la poulie.

184, L’équilibre de la poulie se rapporte naturelle-
ment a celui du levier.

_La poulie est une roue circulaire ABK (fig. 55), mo-
bile dans une chape CN, autour d'un axe C. Une partie
AB de sa circonference est enveloppee par une corde
PABQ dont les deux extrémités sont tirées par deux
forces P et Q. Si I'on mene les deux rayons CAet CB aux
deux points extrémes de contact, on peutregarderles deux
forces P et&comme appliquées ‘aux extrémités d’un
levier coudé ACB, dont les deux bras sont parfaitement
egaux; et, par conséquent, il faut,_Pour 'equilibre, que
les deux forces P et Q soient parfaitement égales.

Pour la charge du centre C de la poulie, elle est la
méme (171R‘que si les deux forces P et Q sy transpor-
taient parallelement a leurs directions, en P' et Q', Alns,
en achevant sur les deux lignes CP' et CQ', qui repre-
sentent leurs grandeurs, le losange P'CQ'R, la diagonale
CR représentera la charge R du point C. o

Mais si I’on joint AB, on formera un triangle isoscele
ACB, semblable au triangle P'CR, et, par conséquent,

on aura
P ou P:R::AC:AB;

c'est-a-dire QUE I'une des deux forces P et Q appliquées a
la corde est a la charge que supporte I'axe de la poulie
comme le rayon de la poulie est a la sous-tendante de
I’arc embrassépar la corde.

185. Supposons que I'axe, au lieu d’étre fixe, soit re-
tenu par une force égale et contraire a la pression qu’i
eprouve, et que I'extrémite du cordon AF rrig. 56), au
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lieu d’tre tirée P_ar la force P, soit invariablement atta-
chée a un point fixe F: I'equilibre de la poulie ne sera
Pomy trouble, et le cordon demeurera toujours tendu de
a méme maniere, \ o
La puissance Q sera donc a la force qui retient le
centre de la poulie dans le méme rapport que ci-dessus.
Ainsi, en considérant un poids P attaché a la chape CN
par un cordon dirigé vers le centre de la poulie, on au-
ralt : 1a puissance 8, qui tend a faire monter le poids, est
a cepoids comme le rayon de la poulie est a la sous-ten-
dante de l'arc embrgssé par la corde. o ,
Lorsque |’arc est égal au tiers de la demi-circonférence,
la sous-tendante AB est egale au rayon, et la puissance
est egale a la résistance. \
Lorsque les deux parties de la corde sont paralléles,
la sous-tendante AB (rig. s7) est double du rayon, et la
puissance n’est que la moitie de la resistance. Clest le
cas le plus favorable a la puissance, puisque le diametre
est la plus grande corde du cercle.

DU TOUR.

186. L tour, €n général, est, comme nous I’avons dit,
un corps solide de figure quelcon?_ue, qui n'a que la
liberté de tourner autour d’un axe fixe.

Mais ce que I’on nomme tour OU treuit dans les arts est
un cylindre aux bases duquel on adapte ordinairement
deux autres cylindres de méme axe, mais d’un diametre
plus petit, et’que I'on nomme touritions. Ces tourillons
reposent sur deux appuis fixes F et H (rig. 58), et le
cylindre, en tournant sur_ces tourillons, est absolument
dans_le méme cas que s'il tournait autour de son axe,
considéré comme une ligne fixe. .

i3.
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La résistance que I'on se propose de vaincre, ou le
poids Q que I'on veut élever, est appliquée a une corde
qui s’enroule autour du cylindre, tandis qu’une puis-
sance P le fait tourner, soit en agissant par une corde
CP tangentiellement & une roue (CB) perpendiculaire
a |'axe de ce cylindre et solidement liée avec lui, soit en
agissant a I’extrémité d’une barre qui traverse le cylindre
a angle droit, soit au moyen d’une manivelle, etc..

Les dénominations du"tour varient suivant I’objet au-
quel on le destine et suivant sa position. On le nomme
ordinairement tour OU treuil lorsque I'axe du cylindre
est horizontal, et cavestan lorsque I'axe es* verfical et
qu’on se sert de barres pour y appliquer la puissance.
Mais quels que soient I'objet et la position de cette ma-
chine, et de quelque maniere qu’on lui communique le
mouvement, les conditions de I'équilibre y sont toujours
les mémes. Ainsi nous la considérerons, pour plus de
simplicité, sous le premier aspect. Nous supposerons que
I’axe AB du cylindre soit horizontal, et, par conséquent,
le plan de la roue vertical; que la puissance P agisse sui-
vant une direction tangente en un point donne C a Ia
circonférence de la roue, et que la resistance Q agisse
dans un plan parallele a celui de la roue, suivant une
direction verticale tangente a la surface du_cylindre, ou
Pl_utot a la circonférence de la section circulaire DIO
aite dans ce cylindre au point D de contact. _
ns’a%n de_determiner d’abord le rapport de la puis-
sance a la résistance dans le cas de I’etiumbre,_et en se-
cond lieu les pressions _(1u’éprouvent es appuis F et Il
qui Soutiennent les tourillons. _ _

Soient B le centre de la roue, A celui de la section
DIO. Menez les rayons CB et DA qui seront perpendicu-
laires aux forces respectives P et %
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Je transporte a force Q parallelement a elle-méme du
Fpln; D au point A. Il en nait une force Q' gale, paral-
ele @ Q et de méme sens, appliquée en A, et un couple
F_Q, —Q) qui a pour bras de levier le rayon DA du cy-
lindre. Je transporte de méme la puissance P de Gen B;
il en nait une force P' égale, parallele et de méme sens,
appliquée en B, et un couple (P, —P) qui a pour bras
de levier le rayon CB de la roue. _

Les deux forces P' et Q', étant appliquées aux deux
points A et Bqui appartiennent a I’axe fixe du cylindre,
sont évidemment détruites par sa résistance. _

Mais les deux couples (P, —P) et (Q, —Q) doivent
se faire equilibre d’eux-meémes, car, si I'on transporte,
pour plus de clarte, le couple (Q, —Q) dans le plan du
couple (P, —P), ce (1UI est permis, on voit ciu_e ces deux
couples se composent en un seul qui ne peut jamais étre
en equilibre autour du centre B de la roue. Le couple
résultant doit donc étre nul de lui-méme, et, par conse-
guent, les deux qouFIes contraires (P,—P) et E}Q, —Q)
oivent étre eﬂuwa ents. Ainsi leurs moments PXCB et
QxDA doivent tre égaux, et I'on a P:Q:: DA:CB.

Clest-a-dire qUE, pour [équilibre du tour, ilfaut que la
puissance soit a la résistance comme le rayon du cylindre
est au rayon de la roue.

Des pressions exercées sur les appuis.

187, Lesdeux couples (P, —P) et (Q, —Q) étant en
equilibre d’eux-mémes, il n’y a que les deux forces P
etQ' qui puissent charger I'axe fixe, et, par conséquent,
les appuls d’ot I'on voit d’abord que la pression exercée
par lesforces P et Q appligquées au treuil est absolument la
meme que si ces forces étaient transportées sur |'axe, pa-
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rallélement a elles-mémes, dans leursplans perpendiculaires
a cet axe. ) ] o ]

Pour obtenir les pressions individuelles des appuis F
et 11, on décomposera la force Q' en deux autres paral-
leles g et ¢, appliquées aux points respectifs F et H; et
de méme la force P'en deux autres paralleles p et /1,
appliquées aux mémes points. La résultante des deux
forces p et q exprimera en grandeur et en direction la
pression de I’appui F, et la résultante des deux forces
p' et g celle de 'appui H. _

Nous avons fait abstraction de la pesanteur du treuil.
Ordinairement le corps de cette machine est symetrique
par rapport a I’axe fixe, et son centre de gravité tombe
sur I'un'des points de I'axe [ui-méme. Alors le poids du
treuil ne trouble point la proportion établie ci-dessus
entre_la puissance et la résistance, mais il cAhan%e les
Fressmns exercées sur les appuis. Pour connaitre les va-
eurs reelles de ces pressions, on considérera tout le
poids du treuil comme_une force verticale Y appliquée
en son centre de gravite G; et si I'on decompose cette
force en deux autres paralleles g et o, appliquées aux
points F et H, la resultante des trois_forces p, q et g
exprimera la charge réelle de I’appui F, et la résultante
des trois forces p', o €t g+ celle de I'appui I1; de s*orte
3ue I'on saura de quelles résistances les deux points
"appui doivent étre au moins capables, pour n’étre pas
entrainés par les efforts comhinés des deux forces P et Q
et du poids Y de la machine.

(188, Ona supposé que les cordes DQ, CP étaient infi-
niment deliees; mais les cordes sont ordinairement d’un
diametre fini, ce qui change sensiblement le r_a?port que
nous avons établi entre la puissance et la résistance. En
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effet, les forces P et Q, que I'on peut regarder comme
agissant suivant les axes des cordons, ont leurs bras de
levier respectifs augmentés des demi-diametres de_ces
cordons. On n’a donc pas alors ; la puissance est a la
résistance comme le rayon du cylindre est au rayon de
|a roue; mais bien : 1a puissance P est a la résistance Q
comme le rayon du cylindre augmenté du rayon de la
corde DQ est au rayon de la roue augmenté du rayon de
la corde CP .

Si les rayons des cordes DQ et CP sont proportionnels
aux rayons du cylindre et de la_roue, cette proportion
revient a la premiére, comme si les cordes etaient des
fils infiniment petits, appliqués tangentiellement a la
roue et au cylindre,

189, Si I'on veut considérer actuellement un tour
sollicité par tant de forces que Ion voudra, situées dans
des plans perpendiculaires a I’axe, on verra, comme ci-
dessus, qu’en transformant chaque force en une autre
egale, parallele et de méme sens, appliquée sur I'axe, et
en un couple qui aura pour bras de levier la distance de la
force al’axe, toutes les forces transportees sur I'axe seront
toujours détruites par sa résistance, mais gue tous_les
couiples devront s réduire a un couple nul de lui-méme
pour I'équilibre. Or, tous ces couples etant dans des
plans paralleles, le couple resultant sera egal a leur
somme, et, par consequent, il faudra, pour Iequilibre,
que la somme des moments des forces par rapport a I'axe
soit égale a zéro, en prenant avec des signes contraires
les moments des forces qui tendent a faire tourner en
Sens contraires. , _
~ Pour les pressions exercées sur I'axe fixe, elles seront
evidemment les momes que si toutes les forces appliquées
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s’y étaient transportées parallelement a elles-mémes,
sans sortir de leurs plans perpendiculaires a cette ligne.

Lorsque les forces appliquees au treuil sont dirigées
dans des plans quelconques, on peut decomposer cha-
cune d'elles en deux autres, I'une parallele, Iautre per-
pendiculaire a la direction de 'axe tixe. Mais, les forces
paralléles étant transportees dans I'axe, leur résultante
est detruite par la resistance longitudinale de cet axe,
et leur couple résultant, qui passe Ipar le méme axe, est
detruit par sa resistance_transversale. Il ne reste donc a
considerer, pour I'équilibre du treuil, que le groupe des
forces qui sont situées dans des plans perpendiculaires a
I'axe tixe, ce qui revient au cas précédent. _

Ainsi, en nommant P, P\, P",... les forces appli-

prp >peyeee leurs plus courtes distances a cette droite,
on aura pour I'équilibre I'équation

ce qui est la condition exprimée au n° 120.

Quant a I'axe du treuil, il sera pressé : i° par les com-
posantes Psino, P'sin &, P*sin&>", ..., transportees sur
cet axe; 2° parla resultante des forces paralleles Pcoscd,
P'cosw’, P" cosg)", ..., qui tend & entrainer le treuil dans
le sens de sa longueur; et 3° enfin par le couple résul-
tant de ces dernieres composantes, ce qui revient a deux
forces egales perpendiculaires a l'axe, et qui le poussent
en sens contraires.

DU PLAN INCLINE.

190. Lorsqu’un_goint est pressé contre un plan iné-
branlable et inflexible, par une force normale a ce plan,
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il est clair que ce point doit rester en équilibre; car il
N’y a pas de raison pour qu'il se meuve dans le plan, d’un
cOté plutot que de T'autre, puisque toutes les directions
gu’ll pourrait prendre font un méme angle droit avec la
airection de la force; et d’ailleurs il ne peut se mouvoir
a travers le plan qui est supposé parfaitement inflexible.

Reéciproguement, le point dont il s’3git ne pourra étre
en équilibre, @ moins que la force (iu| le presse ne_ soit
normale au plan d’appui; car, si elle y etait inclinge,
cette force i)o_urran s decomposer en deux autres, 1'une
Eerpendggu aire au plan et l'autre située dans ce plan.
a premiere serait detruite; mais la seconde obtiendrait
son effet, car il est visible qu’elle ne pourrait étre altérée
par la presence du plan le long duquel elle tend a s’exer-
cer. Ainsi il n'y aurait pas equilibre. _

On peut dire la méme chose d’un point qui s’ap_f)me
sur une surface courbe, et le considerer comme s'il re-
posait sur le plan langent mené a la surface par ce point
méme. Il faut donc, pour Péquilibre, que la direction
de la force qui Ie_i)resse soit normale a ce_i)_lan, au point
de contact; et voila pourquoi, dans I’équilibre du levier
qui ne fait que poser sur I'appui, il faut non-seulement
que la résultante des forces y passe, mais encore qu’elle
soit perpendiculaire a I'élément de contact du levier et
de cet appui.

191, On voit donc, d’apres ce _ciue 'on vient de dire,
que lorsqu’un corps est tenu en équilibre contre un plan
inebranlable, ce plan ne peut détruire que des forces
dont les directions lui sont normales aux differents points
de contact, et que, Par conséquent, sa résistance ne peut
faire naitre que de telles forces en sens contraires.

Donc, si un corps de figure quelconque, sollicité par
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des forces quelconques P, Q, R,... rrig. £»), ne s'appuie
contre un plan que par un seul point O, il ne pourra de-
meurer en equilibre, a moins que toutes les forces
P, Q, R,..., qui lui sont appliquées, ne soient en équi-
libre avec une force unique N, qui serait normale a ce
Flan au point O, et qui representerait sa resistance ac-
uelle. 0NC, pour I'équilibre d'un corps quis'appuie par
un seul point contre un plan, il faut: |o gue toutes les
forces appliquées aient une résultante unique; 20 que la
direction de cette résultante soit normale au plan , 3°qu elle
passe au point de contact. o _ .

On voit que ces trois conditions reviennent a celles
qu’on a données plus haut pour I'équilibre du levier qui
ne fait que poser sur I"appui. Nous aurions pu les trouver
par le méme raisonnement et les exprimer de la méme
maniere, en disant que toutes les forces appliquees,
etant transportees parallelement a elles-mémes au point
de contact, doivent y donner une résultante normale au
plan, et que tous les couples engendres doivent donner
un couple résultant nul de lui-méme.

192, Lorsque le corps touche le plan par plusieurs
points A, B, C, D.... rfig. e0), chacun des Pomts de
contact fait naitre une résistance normale au plan en ce
point; mais toutes ces resistances, etant paralleles et de
méme sens, se composent toujours en une seule, dont la
direction tombe nécessairement dans I'intérieur du poly-
gone formé par tous les appuis A, B, C, D, — Les forces
appliquées doivent donc étre en équilibre avec cette
force unique, et, par consequent, lorsqu'un corps s'ap-
puie contre un plan par plusieurs points, ilfaut, pour |é-
quilibre, que lesforces appliquées puissent se réduire a une
seule, normale au plan, et dont la direction tombe dans
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I'intérieur du polygone formé par tous les points de
contact. . )

~On voit par a que, si le corps ref)ose par une surface
finie, la résultante doit rencontrer le plan en l'un quel-
conque des points de cette surface.

De la pression exercée sur le plan.

193.  Lorsque le corps ne repose que par un seul
point, il est clair, d’apres ce que nous venons de dire,
que la pression exercee par les forces est égale a leur
resultante. _
~Si le corps repose par deux points A et B rfig. 61), la

resultante N dont la direction tombe nécessairement
entre Aet B, sur la droite qui joint ces deux points d’ap-
pui, se décompose en deux forces paralleles p et q, qui
expriment leurs pressions respectives.
- So0it O le point ou la résultante N va rencontrer la
ligne AB; on aura, pour la pression p du point A,
N-/? : AB:BO; et pour la pression o du point B,
N\g\\ AB: AQ: d’ou I'on voit (zue, la resultante ou la
pression totale N étant représentée par la distance AB
des deux aPpms,, les deux pressions individuelles de ces
Pomts sont representées reciproquement par leurs dis-
ances a la pression totale.

Si le corps repose par trois_points A, B, G rrig. 62),
la résultante N des forces appliquées doit passer en quel-
gue point O dans I'intérieur du triangle ABC (192%.\ Si
e I'un des angles, de I'angle A par exemple, on méne
la ligne AO, et qu'on a rolon?e jusqu’a sa rencontre
en | avec le cote oppose BG, la force N se decomposera
en deux autres paralleles/? et n appliquées aux points A
et . Ensuite la force n se décomposera en deux autres
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paralléles < et r appliquées en B et C, de sorte que les
trois forcesp, g, r €Xprimeront les pressions respectives
des trois appuis A, B, C..

Formons autour du point O comme sommet, et sur les
trois cotés respectifs BC, AC, AB comme bases, les trois
triangles BOC, AOC, AOB. Si I'on représente la Fressmn
totale exercée en O par I'aire du triangle ABC, les pres-
sions exercées aux trois angles A, B, Cseront represen-
tées par les aires respectives des triangles BOC, AOC, AOB
formes sur les cotes opposes. _

Car la force N, apthuee\ en O, est a la force p, th-
%uee en A, comme Al est a 01 ; mais les trlangres C

OC, ayant méme base BC, sont entre eux comme leurs
hauteurs, ou comme les lignes Al et 01 egalement incli-
nees sur la base : on a donc N:p ;: ABC:BOC. Mais un
mdme raisonnement prouverait qu’on a

N:q :: ABC: AOC, et N:r:: ABC : AOB.
Donc, etc.

194 Lorsque le corps s’appuie sur le plan par plus de
trois points (ou seulement par trois, s’ils tombent en
ligne droite), les pressions individuelles des appuis sont
indéterminées, parce qu’il y a une infinité de manieres
de décomposer la force N en d’autres forces paralleles
appliquées en ces points, . \

Il suffit que ces pressions individuelles satisfassent a
ces conditions : i° (iu’elles soient toutes de méme sens
que la pression totale; a° qu’elles puissent se composer
en une seule, égale a cette pression totale et appliquée
au méme point 0. Cette derniere condition exige trois
equations, dont la premiere exprime que la somme des
pressions est égale a la pression totale ; et les deux autres,
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que la somme des moments des pressions individuelles,
par rapport a deux axes quelconques tirés dans le plan
des appuis, est égale au moment de la pression totale,
par rapport aux mémes axes (84 a 127).

195. Si 'on veut considerer actuellement I’équilibre
d’un corps qui s'appuie a la fois contre ;f)lpSleu[s plans,
on observera que chacun de ces plans fait naitre, aux
divers points de contact, des résistances de méme sens,
perpendiculaires a ce plan, et (1u|, par conséquent, se
composent toujours en une seule, perpendiculaire au
méme plan. 1l faut donc que toutes les forces appliquées
soient en équilibre avec ces diverses résistances, qui se-
ront en mome nombre que les plans d’appui ; et, par con-
sequent, les forces qui tiennent en équilibre un corps
appuye sur plusieurs plans doivent toujours se réduire a
autant de forces dirigées gerpendmulawement Vers ces
P!ans respectifs, et qur tombent, pour chacun d’eux, dans
'intérieur du polygone forme par les points de contact.

196. Onvoit, par a, que si le corps ne s’a[)puie que
sur deux plans, en deux points par exemple, et n’est sol-
licite que par une seule force, ou par des forces qui aient
une résultante unigue, cette force ou cette résultante
unique doit pouvoir se decomposer en deux autres diri-
([;ees suivant les normales menées aux deux plans par
es points de contact. Ainsi il faut que les deux nor-
males aillent concourir en un méme point situé sur la
direction de la force qui presse le corps, et se trouvent
dans un méme plan avec elle. Dailleurs cette force doit
étre dirigee dans l'angle des deux normales '(IUI est
opposé a celui des deux plans, et son action doit avoir
lieu vers cet angle, afin que ses deux composantes suivant
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les deux normales tendent a pousser le corps contre les
?Ians, C'est-a-dire en sens contraires des resistances qu’ils
ont naitre.

197. Si le corps s’appuie_par trois points sur trois
P_Ians‘dlffe_rents, la force qui le presse doit étre réduc-
ible  trois autres, dirigées suivant les trois normales
menées aux plans par les points de contact.

Mais il ne faut pas conclure de la que les trois nor-
males doivent concourir en un méme point sur la direc-
tion de la force, ni méme qu'il doive y avoir une seule
rencontre entre deux de ces quatre lignes; car trois forces
qui ne se rencontrent pas peuvent se composer en une
seule, et une seule force peut se décomposer suivant trois
directions qui ne rencontrent pas la sienne, et qui ne se
rencontrent pas entre elles (75).

Application de la théorie a quelques exemples.

198. Ce que nous venons de dire contient toute la
théorie de I'équilibre des corps qui s’appuient sur des
p_Iansl. Nous allons en faire quelques applications trés-
simples. _ '

Soit un corps de fldqure quelconque, appuyé par un
nombre quelcongue de points, ou par une base finie,
contre un plan inébranlable LDK (ig. 63), et sollicite
p?r deux forces P et Q qui le tiennent en équilibre sur ce
plan. ,

D’apres ce qu’on a trouve (192), les deux forces P etQ
doivent donner une résultante unique N normale au plan;
par conséquent, leurs directions doivent concourir en
quelque point, comme en F, etse trouver dans un plan
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perpendiculaire au plan LDK. De plus, la direction de
cette résultante doit aller rencontrer le plan LDK en 'un
des points de contact du corps, ou dans l'intérieur du
polygone formé par les points de contact. .

upposons que toutes ces conditions soient remplies,
et voyons simplement %Jels sont les rapi)orts des forces
P, Q, et de lapression N exercee sur le plan.

Puisque les forces P et Q ont une resultante normale
au plan, il faut que ces deux forces soient réciproquement
i)roportgonn_elles aux sinus des angles PFN, QFN, que
eurs directions forment avec la normale abaissée du
point F sur ce plan : car on a vu (36) que deux_compo-
santes sont toujours en raison réciproque des sinus des
an?Ies que leurs directions forment avec celle de leur ré-
sultante. On a donc

Q:P: sinPFN :sin QFN.
On a dailleurs, pour la résultante N,
P:Q ;sinQFN :sinPFQ.

De sorte que chacune des forces P, Q, N peut étre repré-
sentée par le sinus de I’angle forme par les directions des
deux autres. _ _

Ainsi toutes les questions que I’on pourrait E)roposer
sur les rapports des trois forces P, Q, N, et sur leurs di-
rections, se réduisent a la résolution d’un triangle dont
les trois cOtés représenteraient les grandeurs des forces
P»Q, N, et les trois angles leurs inclinaisons mutuelles.

199.  Supposons que la force P représente le poids du
corps lui-méme; sa djrection FP sera verticale et pas-
sera au centre de gravité de ce corps.
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Menons le plan horizontal LDH lﬂui coupe le i)remier
suivant LD, et nommons 'k plan LDK, sur lequel le corps
s’appuie, le pran inctin. Le plan des deux forces P et Q,
qui sera, d’une part, perpendiculaire au plan incling,
comme passant par la normale FN, et, de I'autre, perpen-
diculaire au plan horizontal, comme passant par la ver-
ticale FP, coupera ces deux Iplans sulvant deux droites
AB, AC, perpendiculaires a leur commune intersection
LD, et qui comprendront entre elles I"angle formé par le
plan incliné avec |horizon. _
_Représentons S|mflement le plan horizontal i)_ar I’ho-
rizontale AC (rig. 64), et le plan incliné par la ligne AB
obligue & la premiere. D’un point quelconque ,J)ns
sur AB, abaissons une perpendiculaire BC sur AC, et dans
le triangle rectan?Ie ABC nommons, suivant l'usage,
I'nypotenuse AB [a tongueur du plan incling; le cote
BC'sa hauteur, et e cOt¢ AC S3 hase.

La,llqn\e FP etant perpendiculaire a AC, 'angle PFN
sera égal a I'angle BAC, et la proportion

Q:P::sinPFN :sinQFN

deviendra
Q:P sinBAC ;sinQFN.

Si la puissance Q est donnée en grandeur seulement,
on trouvera par cette proportion, ou il n'y aura que
SINQFN d’inconnu, sous quel angle QFN cette puissance
Q doit agir pour faire équilibre au poids P. Or, comme a
un méme sinus répondent deux angles suppléments [’un
de l'autre, on voit que la mdme puissance Q pourra étre
employee de deux manieres differentes pour faire equi-
libre a la résistance : soit en faisant avec la normale FN
au plan incliné un angle QFN trouve par la proportion
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ci-dessus; soit en faisant avec la méme ligne I’angle Q'FN,
supplément du premier. _

n_trouvera, par la méme proportion, la grandeur de
la puissance Q, lorsque I'on connaitra sa direction, ou
I'angle QFN qu’elle forme avec la normale.

200. Le cas ou la Buissance Q est la plus Eetite, a l’e-
gard de la résistance P, est celui ou I'angle QFN a le plus
grand sinus, puisque la puissance est toujours en raison
Inverse de ce sinus. Mais le plus grand Sinus répond a
'angle droit; donc la puissance est per,qer)dmulalre sur
la normale FN, ou parallele au plan incline,

_ Dans ce cas, I'angle QFN est égal a I'angle droit ACB
(ig. 65), et la proportion précédente devient

Q:P::sinBAC :sin ACB.

Mais, dans le triangle ABC, les sinus des angles Aet C
sont proportionnels  aux cotés opposés BC, AB; et, par
consequent, ona

Q:P::BC: AB,

c'est-a-dire (UE, lorsque la puissance est paralléle au plan
incliné, elle est au poids du corps qu elley relient en équi-
libre comme la hauteur duplan est a sa longueur.

201. Un corps pesant, abandonné a lui-méme sur un
plan incling, ne tend donc a_glisser le long de ce plan
qu’en vertu de la pesanteur diminuée dans le rapport de
|a hauteur du plan a sa longueur, et c’est cette pesanteur
le long du plan que I'on nomme la pesanteur relative, Pal
rapport & la pesanteur le long de la verticale, que I'on
NOMMEpesanteur absolue. Onvmtgue, la pesanteurabsolue
etant représentée par la longueur du plan incling, a pesan-

Poissot. — Statique.
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teur relative est représentée par sahauteur; ou bien, la pe-
santeur absolue etant représentée par le sinus de I'angle
droit ou_par l'unité, la pesanteur relative est représentee
par le sinus de I'inclinaison du plan. Lorsque cette incli-
naison est nulle, ou lorsque le plan est horizontal, la
i)esanteur relative est nulle, et le corps reste en repos sur
e plan, comme cela doit étre; lorsque l'inclinaison du
plan_est égale au tiers dun angle droit, Ia f)esanteur
relative estla moitié de la pesanteur absolue; elle se con-
fond enfin avec la pesanteur absolue, lorsque P'inclinaison
du plan est égale a I'angle droit, et que, par conséquent,
le Elan,m,clme est devenu vertical. _

n général, pour comparer les pesanteurs relatives sur
des plans differemment inclinés, on n’aura qu’acomparer
les sinus de leurs inclinaisons. _

Donnons la méme hauteur BCa deux plans différem-
ment inclinés, et adossons-les comme on le voit dans la
fig. 66 . |es pesanteurs le long de ces plans seront réci-
progues a leurs Iongiueurs AB, BD; car elles sont direc-
tement proportionnelles aux sinus des angles Aet D qui
mesurent les inclinaisons des _plans, et, dans le triangle
ABD, ces sinus sont proportionnels aux cGtés opposes
BD et AB. ,

Donc, si I'on a deux corps pesants M et N appuyés sur
ces plans adosses, et qu’on les lie entre eux_par un fil qui
passe sur une poulie de renvoi placee en R, de maniere
que les deux parties rectilignes du fil soient paralleles a
ces plans respectifs, ces deux corps ne pourront se faire
equilibre, & moins que leurs masses ne soient lpropor-
tionnelles aux longueurs AB et BD des deux plans sur
lesquels ils reposent.

202. LOrsque la puissance Q (ig. 67) st horizontale
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et, par conségue_nt, paralléle ‘ala base ACdu plan incliné,
I'angle QFN devient égal a I'angle ABC, et I'on a

Q:P::sinBAC :sin ABC,
ou bien
Q:P::BC:AC,
c'est-a-dire (UE, si la puissance est horizontale, elle est au

poids du corps quelle tient en équilibre sur le plan incliné
comme la hauteur duplan est a sa base.

203. Le cas ou la puissance est la ﬁlus qrande a I'é-
gard du poids est le cas ou I'angle QFN devient nul, La
i)mssance Q est alors perpendiculaire au plan incling, et
a proportion Q:P::sinBAC :sinQFN donne, pour sa

ralonr

Il 'n’y a donc pas, & proprement parler, de maximum
pour [a puissance; mais ce resultat nous apprend qu’au-
cune force, quelque gi_rande qu’elle soit, ne peut empécher
un corps pesant de glisser le long d’un plan incling, en le
pressant perloendmulalrement contre ce plan. Si nous
voyons tous les jours arriver le contraire, c'est que les
surfaces des corps, méme les mieux polis, sont hérissees
d’une infinite d’asperites, qui s’engagententre elles dans
le contact de ces surfaces, et les empéchent de glisser
librement les unes sur les autres. Or nous avons fait abs-
traction_de cette propriete des corps et de la résistance
particuliere qui en résulte, et que I’on nomme i1a force

dufrottement.

204, Lorsqu’un corps pesant s’appuie @ la fois sur
plusieurs plans inclinés, en considerant son poids comme
une force verticale qui passe par son centre de gravite,

14.
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on trouvera les conditions de Iéquilibre d’aprés ce ?Ui a
éte dit 995)’ et les pressions respectives que souffrent
les points de contact, lorsque ces pressions seront deter-
minges.

Si nous considérons simplement le cas ou le corps est
soutenu aux deux_points et O (fig. 6 5) par deux plans
inclinés 111, 110, il faudra (196) que les deux normales
IA, OA a ces plans aillent concourir en un méme point A
de la verticale GP qui Fass,_e au centre de gravite G du
corps, et qui represente fa direction de son poids. De plus,
comme le poids P de ce corps doit pouvoir se décomposer
suivant ces normales, il faudra qu’elles soient toutes deux
dans un méme plan avec la direction GP, et, par conse-
quent, dans un plan vertical. o _

Ces conditions suffisent pour I’équilibre, et si I'on
prend, sur a direction du poids, une partie guelconque
AD qui représente sa quantité, et gu’on achéve sur AD
comme diagonale, et suivant les directions Al et AO, le
parallelogramme ABCD, la force P se deécomposera en
deux autres, representées par les cotes AB et AC de ce
parallelogramme. Ces deux forces seront respectivement
detruites par les deux plans inclings, et donneront en
méme temps les valeurs de leurs pressions individuelles.
_ Observons que le plan des deux normales IA, OA, étant
a la fois perpendiculaire aux deux plans inclines, est
perpendiculaire a leur commune intersection; mais ce
plan est en méme temps vertical, puisqu’il passe par la
verticale GP :donc la commune Intersection des deux
P_Ians inclinés doit étre perpendiculaire a un plan ver-
ical : donc elle est horizontale. Ainsi, un corps pesant
ne peut rester en équilibre entre deux plans inclinés, a
moins que leur intersection ne soit horizontale, ce qui
paraissait d’ailleurs assez évident.
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De la vis.

205, La vis est une machine qui se rapporte a la fois
au levier et au plan incline. Ony considere en géneral
I’8quilibre d’un corps qui se trouve en méme temps assu-
jetti a tourner autour d’un axe fixe, et a descendre uni-
formement le long de cet axe, en s'appuyant sur une
surface inclinée. _ _

Mais pour exprimer clairement la construction de
cette machine, considérons d’abord un cylindre droit
ABCD (rig.s9) que I'on déveloE e sur un plan. Le déve-
loppement est un rectangle BEMC dont la_base BE et
égale en longueur a la circonference du cylindre et peut
s’exprimer par 2zzr, en nommant r le rayon du cylindre
et ws e rapport de la circonférence au diametre,

Divisons le_coté BC en ’P/larnes egales BR, RQ, QP,...;
et, apres avoir Prls sur EM la partie EG = BR, menons
BG, et les paralléles RH, QK — _

Si I'on replie le rectangle BEMC sur le cylindre, Ia
suite des droites BG, RH,... tracera sursa surface une
courbe continue que I'on nomme netice, la premiere
droite BG formant une portion de I'helice ?'UI commen-
cera en B et aboutira en R, ou elle sera continuée par la
seconde droite RH, et ainsi de suite. Chacune de ces por-
tions de I'hélice, dont les deux extrémités viennent
aboutir sur la méme génératrice, et qui fait ainsi le tour
entier du cylindre, se nomme spire; €t I'intervalle com-
pris entre deux spires consécutives, mesuré le long de la
8en|gr§@}r|ce, et qui est partout le méme, se nomme le pas

e I'hélice.

Puisque, dans le développement du cylindre, I'hélice

est une suite de lignes droites paralleles, il est clair que
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la propriéte caractéristique de I'elice est d’étre partout
egalement inclinée aux diverses genératrices qu'elle va
rencontrer sur la surface cylindrique. Lorsque le cY_Imdre
est vertical, elle est donc partout également inclinée a
'horizon, et un point a, qui repose sur cette hélice, et
qui peut étre reFardg comme Situé sur la tangente en ce
point, est dans e méme cas que s'il reposait en a: sur un
lan incliné }?HK,,dont la base est QH = izsr, et dont
a hauteur HK est egale au pas de I'helice, et sera dési-
gnée simplement par n.

206. Sil'on suppose donc que le point a soit pressé
sur I’hélice par une force verticale p, et soit retenu en
méme tem[ps par une force horizontale/, qui, appliquee
tanglenyel ement au cylindre, empéche ce point de glisser
sur I’helice, on aura {202)

ou

Menons Ear le point a I’horizontale a0, qui rencontre
en o I'axe FI du cylindre, que je suppose fixe. Prolon-
geons indéfiniment cette drmte, et considérons-la comme
un levier inflexible, mobile autour du point fixe o.

Au lieu d’appliquer immédiatement au point a une
force horizontale+ ~pour retenir ce point sur I’élice, on
pourrait appliquer une autre force ?arallele q €N un point
quelconque du levier bo; et cette force q ferait sentir au
point a la méme impression que la force/, si elle était a
celle-ci dans la raison réciproque des deux bras de le-
Vier bo et ao C'est-a-dire (en faisant bo — R, et obser-
vant que ao est le rayon rdu cylindre) si l'on avait
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mais on a trouvé ci-dessus

Donc, en multipliant par ordre, on aura

c’est-a-dire que la puissance horizontale 4 Sera a la force
verticale p qui presse le_point a sur I'hélice comme le
i)as de I’hélice est a la circonférence que tend a décrire
a gmssance q autour de I'axe du cylindre. _
bservons que le rayon r du cylindre, ou la distance
de I'hélice a I'axe, n’entre plus dans cette proportion.
Ainsi I’on aura toujours le méme rapport entre la puis-
sance q et la force p, quel que soit le cylindre sur lequel
I'hélice est tracée, pourvu que le pas de cette hélice soit
le méme. _
On ne doit P_as perdre de vue d’ailleurs que I'on n'a
suppose le CY_ indre vertical que pour mieux fixer les
idees et simplifier le discours; mais que tout ce qu’on a
dit de la force verticale p et de la puissance horizontale q
doit s’entendre, en général, d’une force paralléle a I'axe
du cylindre, et d’une puissance qui agjrait dans un plan
i)_erpendmufawe au méme axe, a la distance R de cette
igne.

2207, Actuellement il n'est pas difficile_de définir la
vis ni de trouver les conditions de son équilibre. |

La vis est un cylindre droit revétu d’un filet saillant
engendré par le plan d’un triangle, ou d’un parallglo-
gramme, ou d’une figure quelcongue qui, s’aryaurant par
Sa_base sur une géneratrice, tourne autour de l'axe du
cylindre, en descendant le long d’une hélice tracée sur
sa surface. Tous les points qui composent le filet de la
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vis_peuvent étre regardés comme appartenant a_des
helices decrites sur des cylindres de méme axe, mais de
rayons différents. Or toutes ces hélices ont evidemment
le’'méme pas, et c’estce que I'on nomme lepas de la vis.
_La genération de vecrou est la méme. Concevons une
Flece_ , de figure quelconque, penetrée par le cylindre :
e triangle ou le parallélogramme gm produijt_sur le
cylindre le filet de la vis produira_dans intérieur de
cétte piece un sillon ou creux parfaitement égal au filet,
et que celui-ci remplira exactement; et celte seconde
piece, qm peut Btre regardée comme le moule de la pre-
migre, forme vecrou de a Vis. _ o
Maintenant, si I'une de ces deux pieces est fixe, il est
clair que I'autre lui est tellement assujettie, qu’efle n’a
plus que la liberté de tourner autour de I'axe du cylin-
dre et de descendre en méme temps sur la seconde,
comme sur une surface inclinée. Il y a donc, entre les
forces qui se feraient équilibre sur la piece mobile, des
relations particulieres qui dependent de son assujettisse-
ment a la seconde; et ce sont ces relations qui constituent
les conditions de I'équilibre dans la vis. _
On ne considere ordinairement que deux forces appli-
quees a la piece mobile : 'une P parallele a I'axe, et qui
tend a la faire descendre en tournant autour de cet axe;
autre Q située dans un plan perpendiculaire a I'axe, et
qui, au moyen d'un levier, tend a la faire remonter en
sens contraire. Pour fixer les idées, nous supposerons ici
que I’écrou soit mobile rig. 70) et que la vis soit fixe :
le rapport des deux forces P et Q serait absolument le
méme dans le cas ou, Icrou étant fixe, la vis serait
mobile. . _
D’abord, si I’écrou ne posait que par un seul point sur
le filet de [a vis, en nommant n le pas de la vis et R Ie
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bras de levier de la puissance ou la distance a I'axe, on
aurait, d’apres ce qu’on a vu,

Q:H: A 2ctR

Mais, en quelque nombre de points que I'écrou s'ap-
puie sur le filet, on peut imaginer que la résistance P est
decomposée en autant de forces parallelesp, o,
qui pressent en ces différents points, et que la puissance Q
est partagée en autant de forces g, g, q-...., dont cha-
cune fait equilibre en particulier a la ?orce qui lui répond
parmi les forcesp, p*, p...., et comme on a constamment

on aura

c’est-a-dire QUE, dans I'équilibre dela vis, la puissance qui
tend afaire tourner Vécrou est a la résistance qui le presse
dans le sens de I'axe comme le pas de la vis est a la circon-
férence que tend a décrire la puissance.

Ainsi la puissance a d’autant plus d’avantage pour
contre-alancer la resistance, ou pour comprimer dans le
sens de I'axe de la vis, que cette puissance a?n a une
plus %rande distance de l'axe, et que le pas de fa vis est
moindre.

Du coin.

208. Le coin est un prisme triangulaire AF (fig. 72),
que I'on introduit par I’une de ses arétes EF entre deux
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obstacles, pour exercer latéralement deux efforts qui ten-
dent a les ecarter, . ‘

L'aréte EF, par laguelle le coin tend a s’enfoncer, se
nomme le_tranchant du coin; les deux faces adjacentes
ADFE, BCFE se nomment les cotes, et la face opposée
ABCD [a tete. _

Clest sur cette face qu’on applique le coup, au moyen
d’un marteau ou d’un corps quelconque. Quelle que Soit
la_direction du choc, on peut toujours concevoir son
action comme décomposee en deux autres, I’une perpen-
diculaire @ la téte du coin, et qui obtient tout son effet
sur lui; I"autre parallele, et qui ne lui imprime aucun
mouvement, parce qu’elle ne peut tendre qu'a faire
glisser le marteau sur ce coin. _

Nous supposerons donc sur-le-champ que la_puis-
sance soit appliquée perpendiculairement a la téte du
coin, et nous chercherons simplement les efforts qui en
resultent contre les deux obstacles perpendiculairement
aux deux cotes. _ o

Par la direction de la puissance P, et perpendiculaire-
ment aux arétes du coin, faisons passer une section MNO
(tig. 7"); la ligne MN pourra représenter la téte du
coin, et'les deux lignes MO et NO les deux cotés. D'un
point A pris sur la direction de la puissance, abaissons
deux Ferpen.dlculalres AB, AC sur les cotes MO, NO; pre-
nons la partie AD qui représente la guantité et la direc-
tion de a puissance P, et achevons le parallélogramme
ABCD.

La puissance P, représentée par AD, se décomposera
en deux autres Q et R, représentees par AB et AC, et qui
exprimeront les efforts exerces perpendiculairement aux
cotes MO, NO.

On aura donc P:Q:R comme AD: AB: AC; ou, en
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mettant BD au lieu de AC, comme AD:AB:BD, c’est-a-
dire comme les trois cotés du triangle ABD.

Mais ce t,r|angle est semblable au triangle MNO, parce
que les cotes AD, AB, BD sont respectivement perpendi-
culaires aux trois cotés MN, MO, NO.

On aura donc

P:Q:R;:MN:MO:NQ,

c'est-a-dire QUE, 1a puissance étant représentée par la téte
du coin, les deux forces qui en résultent perpendiculaire-
ment aux cotes seront repr_ésentg’es par ces cotés eux-mémes.

Si le triangle MNO est isoscele, les deux forces Q et R
sont égales, et la puissance P est a I'une d’elles comme Ia
téte du coin est a I'un des cOtés, que I’on peut dans ce
cas nommer Ia rongueur du coin, _ -

On voit par ce que nous venons de dire que, a puis-
sances egales, ’effort exercé par le coin est d’autant plus
?rand que la téte en est plus petite par rapport a la
onguedr.

De quelques machines composées.

200. Jus_gu’a présent nous n’avons considéré_?u’un
seul corps solide, géné dans ses mouvements par difte-
rents obstacles, et C’est ce qui forme les diverses machines
simples. Nous allons considérer actuellement un assem-
blage de machines simples qui réagissent les unes sur les
autres en vertu de leur liaison mutuelle, et c’est ce que
|’0n.n0mme UNE machine composée. S

Si I'on ne suppose que deux forces appliquees a la ma-
chine composee, on voit que lamachine simple, qui recoit
immédiatement I'action de I'une d’elles, transmet cette
action, d'apres les lois de son équilibre, @ la machine
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simple avec laguelle elle est liée ; que celle-ci [a transmet
de méme a la machine suivante; et ainsi de suite, jusqu’a
la derniere qui communique I'action a la seconde force,
ou alaresistance qu’il faut vaincre. Ainsi il st toujours
facile de déterminer le rapport de la puissance a la resis-
tance par une suite de proportions données par les lois
de I’tquilibre des machines intermediaires, et c’est ce
qu’on va Verifier tout a I'heure sur quelques exemples
tres-simples. _ _ _

Mais nous devons faire observer que les questions sui-
vantes s rai)portent naturellement au probleme le plus

énéral de la Stathue, c’est-a-dire font partie de cette

eorie etendue ou I'on recherche les lois de I'quilibre
dans les systemes dont la figure est variable suivant des
conditions quelconques données. Les deux axiomes qui
servent de base a cette théorie sont :

1° Que, si un systéeme quelconque de points est en équi-
libre, chaque point doit étre en équilibre de lui-méme, tant
en vertu desforces qui lui sont immédiatement appliquées,
quen vertu des résistances ou réactions qu'’il éprouve de la
part des autrespoints du systéeme;

2° Que deux points ne peuvent agir |'un sur l'autre
gue dans la direction de la droite qui lesjoint, et que |'ac-
tion est toujours égale et contraire a la réaction.

Au moyen de ces deux axiomes et des conditions con-
nues de I'equilibre d’un corps libre, on peut trouver les
conditions de I’équilibre d’un systéme quelconque de
COrps, pourvu qu’on sache évaluer les resistances qui nais-
sent de_ leur ligison mutuelle : car, ces résistances etant
une fois evaluges, il ne s’agit plus que de les combiner
avec les forces données immediatement par la question, et
d’exprimer les conditions de I'equilibre de chaque corps

comme §'il était parfaitement libre dans I'espace.
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Quoique nous_ne puissions, sans passer les bornes de
cet Ouvrage, traiter Ici ce sujet avec toute la généralité
dont il est susceptible, nous donnerons néanmoins les
conditions de I'équilibre de quelques systemes variables
qu’on emploie souvent dans les arts, et que I'on a cou-
tume de considérer dans 1es Eiéments de Statique, Parce
que les réactions des différents corps les uns sur les
autres y sont trés-faciles a évaluer, et ne supposent guére
que la composition des forces et les deux axiomes pré-
cedents.

Des cordes.

210. ConSidéronS premiérement UN polygone funicu-
laire, C'eSt--dire Un assemblage de i)omts liés entre eux
par des cordons parfaitement flexibles et inextensibles.

_On sait d’abord que si trois forces P, Q, R rfig. 74),
dirigées suivant les axes de trois cordons AP, AQ, AR,
sont en équilibre autour d’un méme point A, chacune de
ces forces doit étre égale et directement opposeée a la re-
sultante des deux autres. _ _

Il faut donc : i° que les axes des trois cordons soient
dans un méme plan; 20que les rapports des forces soient
tels, que chacune d’elles puisse étre repréesentee par le
sinus de I"angle forme par les directions des deux autres.
Ainsi I'on a pour I'equilibre cette suite de rapports

P:Q:R::sinQAR :sin PAR :sin PAO.

211 Si 'on suppose que les extrémités des cordons
AQ, AR soient fixes, les valeurs de Q et R, données par
les rapports ci-dessus, exprimeront les efforts que suP-
portent ces points fixes en vertu de la force P, ou les
tensions des deux cordons AQ, AR.
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On voit que ces tensions seront d’autant plus grandes
gue I'angle QAR sera plus obtus, et qu’elles devien-
dro.ntt infinies si cet angle devient égal a deux angles

roits.

Une corde tendue en ligne droite a deux points fixes
sera donc necessairement rompue par la plus petite force
qui lui serait appliquée tranversalement, si cette corde,
n'etantpas susceptible de s’étendre, n’a pas d’ailleurs une
resistance longitudinale infinie.

212, Les conditions précédentes pour I'équilibre des
trois forces P, Q, R supposent %ue le point A soit inva-
riablement attaché & chacun des cordons, ou que le
neeud qui les rassemble soit fixe; mais si le point A
Pouyan couler le long du cordon RAQ (fig. ys), comme
erait un anneau infiniment petit, enfile par ce cordon,
alors il ne suffirait plus que les forces P, Q, R eussent les
relations donnees ci-dessus : il faudrait encore que la
direction de la force P divisat en deux egalement I"angle
formé par les deux parties de la corde QAR.

En effet, si I’on suppose que I’équilibre ait lieu, et
qu’on fixe invariablement deux points F et F' pris ou |’on
voudra sur ces cordons, il est clair que le point A est
dans le méme cas que s'il avait la liberté de se mouvoir
dans une ellipse dont F et F' sont les deux foyers, et AF,
AF' les rayons vecteurs. Or, pour qu’il soit en équilibre
sur cette courbe en vertu de la force P, il faut que cette
force soit perpendiculaire a la tang_ente a l'ellipse en ce
point (190), et, Ear consequent, divise en deux parties
egales "angle FAF', formé par les rayons vecteurs.

Ainsi, dans le cas d’un neeud coulant, les deux parties
de la corde le long de laguelle le nceud peut glisser doi-
vent étre egalement tendues.



DE STATIQUE. 223

213. On voit en méme temps que, Si I'on suFEJpose le
point ou I'anneau A fixe, les deux forces Q et R, appli
quees au cordon QAR qui passe dans cet anneau, doivent
etre egales entre elles pour I’equilibre, et que la PFQS.SIQH
exercee ‘oar_ les deux forces sur le point fixe A est dirigée
suivant la ligne qui divise en deux parties egales Iangle
formé parles deux parties du cordon. .

Quant au rapport de cette pression P a la tension Q
du cordon, on aura, en nommant a la moitié de Iangle
QAR, P:Q: sinaa:sina; ou bienP:Q::2cosa ;1.
~ D’ou I'on voit que la pression exercee sur le point A est
égale a la tension de la corde multipliée par le double
cosinus de la moitié de I'angle QAR.

214, Actuellement, soient plusieurs points A, B, C, D

(sig. 76), lis entre eux par aes cordans AB, BC, CD, et
tires par des forcesN, P, Q, R, S, T, suivant d'autres cor-
dons, mais de maniére que chacun des points ou nceuds
{X, B, C, D n'en assemble pas plus de trois en méme
emps.
) S|p tout le systéme est en équilibre, chaque point doit
Btre en eﬂulllbre de lui-méme, en vertu des forces qui lui
sont app ﬂuees et des tensions des cordons adjacents.
Le point A, par exemPIg, n’étant lié immédiatement
au’au seul point B, doit &tre en équilibre en vertu des
eux forces N et P et [a tension du cordon AB; car les
autres points Cet D ne peuvent réagir sur lui que par le
cordon AB. _ .

Il faut donc que les trois cordons AN, AP, AB soient
dans un méme plan; et si 'on nomme X la tension du
cordon AB, il faut que I'on ait les rapports suivants

N: P sinPAB : sinNAB,
P :X :: sinNAB : sinNAP.
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De méme le point B doit étre en équilibre en vertu ue
la force Q et des tensions suivantes BA et BC. Or la ten-
sion du cordon AB est la méme que tout a I'heure; car
I'action du point A sur le point B est parfaitement egale
et contraire & l’action du point B sur le point A. Nous
avons nommeé X cette tension, nommons Y celle du
cordon BC; on aura

X :Q ::sinQBC :sin ABC,
Q:Y ::sinABCisinQBA.

L’équilibre du point C donnera de méme

Y :R::sin RCD ; sin BCD,
R:Z sinBCD :sinBCR.

On aura de méme pour le point D deux proportions, etc.,
et a|{13| de suite, s'il y avait un plus grand nombre de
oints.
: En multipliant par ordre un nombre convenable de
ces proportions, on trouvera le rapport de I'une quel-
congue des forces a telle autre_force ou tension que I'on
voudra. Si I'on multiplie les trois Ipremlere.s, Ipar exemple,
on aura le rapport de N .a Q. Si lon multiplie les quatre
premieres, on aura celui de N a la tension Y; etc.

215, Si les directions prolon?ées des forces P, Q, R, S
divisent en deux parties egales les angles respectifs NAB,
ABC, BCD, CDT du polygone funiculaire, les cordons
AN, AB,BC, CD, DT seront tous e?alement tendus; car
on aura, par les rapports précédents,

N= X, X=Y, Y=2 2Z=T.
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lygone, on aura, par les mémes proportions,

P:Q:r:S::c082:C0S @:C0Sy:COS %

cest-a-dire que les forces appliquées aux divers angles
du _p_glygone seront proportionnelles aux cosinus des
moitiés de ces angles. _
Donc, si, au lieu des forces P, Q, R, S, on substitue des
oints fixes A, B, C, D par-dessus lesquels passe la corde
ABCDT, dabord les deux forces N et T qui tirent les
extremites de cette corde seront egales entre elles, et la
corde sera partout également tendue; et, en second lieu,
la corde pressera sur chague point en raison du cosinus
de la moitié de I'angle formé en ce point, car chacun des
points fixes A, B, C D tient lieu d’une force qui divise
en deux également l'angle formé par les deux parties de
la corde quiy passe (213).

216, Supposons que les ctés contigus AB, BG soient
egaux; le cosinus de la moitie de I’angle compris est
marqué par le rap_Port de I’un des cotés au diametre du
cercle qui passerait par les trois points A, B, G. Don, si
tous les cotés du polyqone funiculaire sont égaux entre
eux, on peut dire que les forces P, Q, R, Ssont récipro-
ques aux diametres de ces différents cercles dont chacun
passe .par trois angles consecutifs du polygone.

Or, en considerant une courbe comme un polygone
d’une infinité de cotés égaux, chacun des cercles dont il
s’agit devient, en chaque point de la courbe, ce qu’on
nomme le cercle oscitlateur, Cest-a-dire le cercle qui a la
méme courbure en ce point.

Donc, lorsqu’une courbe funiculaire rentrant sur elle-
meme, ou dont les deux bouts sont fixes, est tirée en tous
ses points équidistants par une infinite de forces nor-

Poinsot. — Statique. 15
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males qui se font équilibre, la corde est partout égale «
ment tendue, et chaque force normale a la courbe est ré-
ciproque au rayon de la courbure dans le point ou cette
force est appliquée. o

On a un exemple trés-simple de cet équilibre dans une
corde tendue par deux forces sur le contour d’une courbe
fixe quelconque; car chaque point de la courbe fixe tient
lieu d’une force qui serait dmgi_ee suivant la normale a
cette courbe. Ainsi, dans I'quilibre de la corde, la ten-
sion est partout la méme, et chaque point de la courbe
fixe est presseé suivant la normale en raison inverse du
rayon de courbure.

217, Le Polygone funiculaire NABCDT étant en équi-
libre en vertu_des forces N, P, Q, R, S, T, concevons que
sa f|?ure devienne_parfaitement invariable, de maniere
gue es points A, B, G, D ne puissent plus changer leurs

istances mutuelles - il est clair que Iéquilibre subsistera
toujours. Mais alors les forces N, P, Q, R, S, T étant en
equilibre sur un systeme invariable, 'une d’elles est
egale et directement opposée a la résultante de toutes les
autres; ainsi ces autres forces ont une résultante. Or,
comme cette résultante est exactement la méme que s
toutes les composantes s’étaient réunies parallelement a
elles-mémes en un point quelconque de sa direction, il
s’ensult QUE chaque cordon est tendu par laforce qui le
sollicite, comme il le seraitpar la résultante de toutes les
autresforces qu’on y transporterait parallelement a elles-
mémes.

218. Lorsque les cordons extrémes AN, DT sont dans
un méme plan, les deux forces N et Tont une résultante;
et, d’apres ce qu'on vient de dire, cette force doit étre
égale et directement opposée a la résultante Y des autres
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forces P, Q, R, S, comme si le polygone était invariable
de figure. La résultante des forces P, Q, R, S appliquées
aux an(lqles du po_Iygione doit donc passer par le point O
ou vont concourir les deux cordons extremes; et, par
conséquent, si les deux extrémités N et T de ces cordons
sont fixes, on aura sur_-Ie-chamF les deux efforts que
supportent ces points fixes, ou les tensions des cordons
AN, DT, en décomposant, au point O, la résultante V en
deux forces N et T dirigées suivant ces cordons.

On trouverait de méme les tensions de deux cordons
quelconques situes dans un méme plan, en prenant la
resultante des forces appliquées sur les noeuds interme-
diaires, et la decomposant suivant ces deux cordons au
point ou ils concourent : car, si un polygone funiculaire
est en equilibre, une partie quelconque de ce p0|¥gone
est aussi en équilibre d’elle-méme, en vertu des forces
appliquées sur cette partie et des tensions des deux der-
niers cordons que 1’on y considere.

219.  Lorsque les directions des forces P, Q, R, S sont
toutes paralleles (rig. 97), on atoujours pour les forces
et les tensions les mémes proportions que ci-dessus (214);
mais il faut une condition de plus pour I’equilibre : c’est
que toutes les forces P, Q, R, S et les cotés du polygone
soient dans un méme plan ; car, autour de chaque neeud,
les cordons doivent étre dans un méme plan (210). Mais
si le cordon BQ est parallele au cordon AP, le plan PAB
des trois premiers cordons est le méme que le plan ABQ
des trois suivants; et ainsi de suite. ‘

Dans cette hypothése de puissances paralléles, comme

on a
sin PAB = sin QBA, sin QBC=sin RCB,...,

on trouvera par les proportions (214) que les tensions

i5.
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successives N, X, Y, Z, T sont réciprogues aux sinus des
inclinaisons des cotés sur la direction des puissances pa-
ralleles P, Q, R, S, et qu'ainsi chacune des tensions est
representee par la secante de son inclinaison sur une
perpendiculaire a ces puissances.

ela pourrait se voir aussi, comme au n° 218, en com-
parant Immediatement les tensions_de deux cotes quel-
C(l)nques, qui seront toujours ici Situés dans un méme
pian. . . .

Mais, pour avoir des expressions plus simples et plus
commodes, regardons toutes les forces appliquées au
polygone comme étant verticales, et supposons qu’un
des cotés de ce polygone soit horizontal, ,

Si I’on voulait comparer la tension / d’un_coté quel-
conque a la tension a du cOté horizontal d’ou I’on part,
on imaginerait ces deux cotés prolongés jusqu’a leur
rencontre, et I’on supposerait en ce point une force ver-
ticale Y egale a la somme des puissances appliquees sur
les neeuds intermédiaires, et qui ferait equilibre aux
deux tensions a et . S
~On aura donc, en nommant 9 I'inclinaison de la ten-
sion «sur la tension horizontale a,

t:a.. | . coscp,

OU t= aSEctp : d’ou I’on voit Que, dans I'équilibre d'un
polygone funiculaire tiré par des puissances verticales, la
tension de chaque cété est proportionnelle a la sécante de
I'angle quefait ce cdté avec | 'horizon.

On aurait ensuite
t.Y i :sin<p;

ce qui donne la tension d’un coté quelconque exprimée
par son inclinaison sur le c6té horizontal, et par la
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somme des puissances paralléles qui agissent entre ces
deux cotés, o _

On aurait enfin (ce qui, d’ailleurs, est une suite des
deux proportions précédentes)

V. a:: sin@: cose,
ou V= (Ztang<p; d’ou I’on tire ce théoréme relatif a la
figure que prend le polygone en vertu des forces appli-
QUEES . Ia tangente de Vinclinaison de chaque c6té sur
I"horizon est proportionnelle a la somme despuissances ver-

ticales appliquées sur le contour, depuis le c6té le plus bas
jusqua celui que |'on considére.

De la chainette.

220. On peut considérer une corde pesante comme un
fil charge d’une infinite de petits poids distribués sur
toute sa longueur, ou comme un fil sollicité en tous ses
points par de petites forces verticales, et, par cons-
quent, paralleles. On voit donc que, si cette corde est
attachee a deux points fixes SetT (rig. 7s), elle ne peut
demeurer en etiumbrel a moins qu’elle ne soit tout en-
tiere dans un plan vertical. Elle forme alors un polyﬁone
funiculaire d’une infinité de cotés, ou plutot une ligne
courbe que I’on nomme la chainette.

Pour trouver les efforts que la corde exerce sur les deux
points Set T qui la soutiennent, on menera a la courbe
en ces Fomts deux tangentes SO, TO, qui seront comme
les prolongements des derniers cotés du polygone funi-
culaire; appliquant ensuite au point O une force égale a
la résultante de toutes les forces qui la sollicitent, c'est-
a-dire egale au poids total de la corde, on décomposera
cette force en deux autres dirigées suivant les tangentes
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0S, OT, et qui exprimeront les charges respectives des
deux points de suspension (218).

On trouverait de méme la tension de la corde en un
point quelconque, en imaginant que ce point est fixe, et
en cherchant, comme ci-dessus, la charge qu’il éprouve
F_ar le poids du reste de la corde qui demeure en équi-
ibre au-dessous. _ _

Au reste, si I'on nomme « Ia tension en un point quel-
conque Mde la chainette, a celle qui a lieu au point B le
plus bas, Y le poids de I’arc s compris entre ces deux
Fomts, et 9 l'angle forme avec la ligne horizontale par
atangente a I'extrémite de |'arc s, on aura entre Cces
quatre quantités les mémes équations qu’au n°219.

On voit donc, par la premiére équation t=asec(p.
que, dans une corde pesante en équilibre, la tension en
chaque point varie comme la sécante de Vinclinaison de
la courbe sur la Iign/e horizontale. )

Par la seconde équation \ = tsin<p, on voit que 1a
tension a Vextrémité d'un arc quelconque de la corde est
égale au poids de cet arc divisépar le sinus de Vinclinaison
de la corde en ce point. ) )

Et I'on doit remarquer que ces équations ont lieu,
quelle que soit I'inégalité de la corde ou chaine pesante
que I'on considere. _

Si la chaine est uniforme, on peut représenter le poids
Y de I'arc s par_la longueur de cet arc lui-méme, et la
troisieme équation devient s=atang¢>, équation tres-
simple de la chainette entre les coordonnées s et o.

AINSI 1a chainette est une courbe telle, que la tangente
de son inclinaison surun axe horizontalaugmente comme
la longueur de l'arc, a partir dupoint le plus bas.

Cette courbe est donc la méme a gauche et & droite de
I"axe vertical qui passe par le sommet B, et, comme la
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Far?bqle, elle a deux branches égales qui s’étendent a
"Infin.

11 est méme aisé de voir que le rayon R de la courbure
y est exprimé par R= a:cos29). et qu’ainsi il est réci-
progue au carre du cosinus de I'inclinaison de la courbe
sur son axe horizontal.

Car, en considérant une courbe comme un polygone
d’une infinite de cotés égaux ¢, on a, pour le rayon R
du dcercle decrit sur deux cOtés consécutifs comme
cordes,

en nommant 2 £I’angle extérieur du polx%pne (216).
Or, o étant I'inclinaison du premier coté, et, par con-
séquent, o 4-2s etant celle du second, on a ici, par les
deux équations s= atang<p et s-f-c = atang (o + 2s),
I'équation

expression qu’on peut ramener a celle-ci :

On a donc

d’ou I'on tire, en faisant I'angle extérieur 25 égal a zéro
(afin de passer du polygone a la courbe méme

221. Ce qu’on vient de dire d’une corde pesante, ou
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d’un assemblage de petits corps pesants unis_ensemble
par un fil inextensible, pourrait sappliquer a plusieurs
globules appuyés les uns contre les autres, et qui se sou-
tiendraient mutuellement en vodte. Ils doivent affecter
alors la forme d’une chainette renversee; car, si tous ces
globules, a cause de leur impénétrabilite mutuelle, sont
en équilibre en vertu de leur poids ou des forces verti-
cales qui les sollicitent, il est clair qu’ils demeureraient
encore_en équilibre si ces forces venaient a agir en sens
contraire, pourvu qu’alors _on_supPosa_t tous ces globules
lies deux a deux par un fil inextensible; mais alors ce
fil formerait une chainette renversée : donc il a actuel-
lement cette f|g1ure_. _ _ _

C'est encore la figure que prendrait une voile verticale
enflée par le vent; car, considérez dans cette voile une
section quelconque horizontale s que nous regarderons
comme un polygone d’une infinite de cotes egaux : il est
visible que le nombre des molecules d’air qui viennent
rencontrer un de ces cotés est proportionnel, non pas a
la longueur ¢ de ce coté, mais & sa projection c s
sur une perpendiculaire a la direction du vent. Ainsi la
force qui vient sur chaque elément de la courbe s est
proportionnelle au cosinus de son inclinaison @ a la
Perpend;\culawe dont il s"agit. Mais cette force n’agit pas
out entiere sur la voile, car, a la rencontre du cote c, la
vitesse vde chaque molécule dair se decompose en deux :
'une csinip parallele a c,et qui ne tend qu'a faire glisser
cette molécule sur la voile sans y produire aucun effet;
I'autre ceos” perpendiculaire au coté c, et qui seule
aﬁlt pour tendre cette voile. La force normale qui presse
chaque élément de la courbe s est donc proportionnelle
4 C0Sa¢ , L

Mais, une courbe étant tenue en équilibre par des
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forces normales apPquuées en tous ses points équidi-
stants, chacune d’elles (216) est réciproque au rayon de
la courbure dans le point ou cette force est apphgué_e;_ et
vice versa, C& rayon est réciproque a la force. Or ici la
force est proportionnelle a cos29: donc une section quel-
conque horizontale, faite dans une voile verticale enflée
par le vent, est de telle nature, que le rayon oscillateur
Yest réciproque au carré du cosinus de I'inclinaison de
a courbe sur une perpendiculaire a la direction du vent;
08 qui est précisement une chainette dont I'axe serait
dans cette direction (220).

Des poulies et des moufles.

222. Considérons maintenant un systeme de poulies
mobiles A, A", A" (rig. 7¢). La premiere A, qui sou-
tient un poids P attaché a sa chape, se trouve embragsée
Par une corde dont I'une des_extrémités F est fixe,
andis que I'autre est attachée a la chape de la poulie
suivante A'; celte seconde poulie est de méme embrassee
par une corde dont I'une des extrémites F' est fixe, tandis
que l'autre est attachee a la chape de la troisieme pou-
lie A" et ainsi de suite jusqu’a la derniere, dont le
cordon, arrété d’une part & un point fixe F", est tiré de
'autre par une puissance Q, _

Sitout le systeme est en equilibre, chaque poulie est
en équilibre d’elle-méme, en vertu des forces ou des ten-
Sions qui agissent sur elle. _

_ Ainsi, nommant r, r's e les rayons respectifs des pou-
lies, c, ¢, ¢ les sous-tendantes des arcs embrasses par les
cordons, X la tension du premier cordon, Y celle du
suivant, on aura, pour I'équilibre de la poulie A (185),
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On aura de méme, pour I’équilibre de la poulie A'

et pour la troisieme A",
en multipliant par ordre, il viendra

) I !
Cest- a'dlre, lapuissance est a la résistance comme lepro-
duit des rayons despoulies est au produit des sous-tendantes
des arcs embrassés par les cordons.

223. Sitous les cordons deviennent paralleles (rig. so),
les sous-tendantes «c, ¢, ¢+ deviennent égales aux dia-
metres 2 r.2 r, 2 v, et 10N 4, en divisant les deux termes
du dernier rapport par le produit re ¢,

c'est-a-dire qU’en général lapuissance est au poids comme
I'unité estau nombre 2 élevé a une puissance marquée par
le nombre des poulies. .

Cest le cas le plus favorable & la Fmssance; car le
produit des sous-tendantes c, ¢, ¢ est le plus grand pos-
sible, lorsqu’elles sont égales aux diametres,

Si, dans chague poulie, I'arc embrassé par la corde
etait le tiers de la demi-circonférence, les sous-tendantes
de ces arcs seraient égales aux rayons respectifs des pou-
lies, et la puissance serait égale au poids.

224. Une mourte eSt un systeme de poulies assemblées
dans une méme chape, ou sur des axes particuliers
(fig. 8l €t 82), OUSUT le méme axe (rig. 83).
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Considérons deux moufles, I'une fixe et I'autre mobile,
et supposons que toutes les poulies soient embrassees
par une méme corde attachée F_ar une extrémité a la
chape de I’une des moufles, et tirée a I’autre extrémite
par-une puissance Q, qui fait equilibre a un poids P sus-
pendu a la moufle mobile. o

Si_I’on suppose, ce qui a presque toujours lieu d’une
maniere sensible, que les diverses parties de la corde
soient paralleles, il est visible qu'on aura : 1a puissance
Qest a la résistance P comme I'unité est au nombre des
cordons gui soutiennent la moufle mobile; Cal, toutes les
poulies etant embrassées par la mome corde, et devant
étre en equilibre chacune en particulier, Jes cordons
sont également tendus. On peut donc considérer le Fqlds
P comme soutenu par autant de forces égales et paralléles
qu’il y a de cordons qui vont directement d’une moufle
a I'autre; et, par consequent, la tension de I'un des cor-
dons, ou la puissance Q, est au poids P comme ['unité
est au nombre de ces cordons. _
~Ainsi, dans le cas de lafig. s1, IaJ)mssance est le
sixieme de la resistance; et, dans le cas de lafig. s2, elle
n’en est que le cinquiéme, parce qu'il y a un cordon de
moins pour soutenir la moufle mobile.

225. Considérons enfin un systeme de tours, A, A', A",
gm réagissent les uns sur les autres, comme on le voit
ans \zfig. s4. S0ient r,r\r- les rayons respectifs de
leurs cylindres; R, R', R" ceux de leurs roues. La corde
appliquée tangentiellement au premier cylindre porte un
poids P, et la corde appliquée a la roue, au lieu d’%tre
tirée immediatement par une puissance, est attachée au
cylindre du second tour A", La roue de celui-i est de

méme tirée par une corde qui passe sur le cylindre du
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troisieme tour A", et ainsi de suite jusqu’au dernier, dont
la roue est tiree par la puissance 6 o
Sile sYstemg est eh équilibre, chaque tour est en équi-
libre de Tui-mé&me, en vertu des tensions des cordons qui
sollicitent le cylindre et la roue. Ainsi, en nommant X
la tension du cordon qui va du premier tour au second,
on aura (186)
X:P:ar:R;

en nommant Y celle du cordon suivant, on aura
Y: X:=Ir R,
et de méme pour le dernier tour,
Q:Y xr:RY
et multipliant par ordre,
Q: P:rr'r :RRRY;

) A H
C est-a-dlre, la puissance est a la résistance comme le pro-
duit des rayons des cylindres est au produit des rayons des
roues.

Des roues dentées.

226.  Si I'on rapproche tous ces tours, de maniere que
la roue du premier devienne tangente au crlmdre du se-
cond, et que la roue de celui-ci soit ta_n?en e au cylindre
du troisiéme, et ainsi de suite; et si 'on suppose que
chaque roue s’engage au cylindre contigu, de telle sorte
qu’elle ne puisse tourner sans faire tourner ce cylindre,
et réciproquement, on pourra supprimer les cordes qui
lient tous ces tours, et I'on aura toujours le méme rap-
port que ci-dessus entre la puissance et la résistance.
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Pour engager solidement chaque roue avec le cylindre
du tour suivant (rig. 85), on pratique a leur circonfé-
rence des dents egalement espacées, qui engrenent les
unes dans les autres, de maniére que chaque roue, qu’on
nomme alors roue dentce, N& PEUL tourner sur son axe
sans que le cylindre, qu’on nomme alors pignon, tourne
en méme temps sur le sien. .

.On a donc, pour I'équilibre de deux forces qui rea-
gissent I’une sur I"autre au moyen des roues dentees : ia
puissance est a la résistance comme le produit des rayons
des pignons est au produit des rayons de roues.

Du cric.

227, On considere, dans le cric Simple, un pignon que
I'on fait tourner sur son axe au moyen d’une mani-
velle rrig- 86); Ce pignon engrene avec une barre in-
flexible dentée, de maniere qu’en tournant sur son axe
il oblige_la barre a se mouvoir dans le sens de sa lon-
gueur. En supposant donc une résistance qui s’oppose

irectement au mouvement de cette harre, résistance que
'on peut considérer comme une force Perpendlculalre a
I’extrémité du rayon du pignon, il est visible que o
dUrd : 1a puissance appliquée & la manivelle est & la résis-
tance, dans le sens dela barre, comme le rayon dupignon
estau rayon de la manivelle. , )

D’ou I'on voit que Ieiiort exercé par le cric sera d’au-
tant plus considérable que le rayon du pignon sera plus
petit par rapport a celui de la manivelle. _

Lorsqu’on veut augmenter encore la force du cric, sans
augmenter le bras du levier de la manivelle et sans dimi-
nuer le rayon du pignon, au lieu de faire agir immedia-
tement ce pignon sur la barre dentée, on le fait agir sur
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une roue dentée intermédiaire, et c’est le pignon de cette
roue qui engrene avec la barre. Alors on a pour I’équi-
||bre . la puissance appliquée a la manivelle est a la résis-
tance, dans le sens de la barre, comme le produit des
rayons des deux pignons est au produit du rayon de la
rouepar le rayon de la manivelle.

De la vis sansfin.

228. On peut encore considérer une vis mobile autour
de son axe, et dont le filet méne les dents successives
d’une roue a laquelle il se presente toujours d’une ma-
niere uniforme; et c’est ce qui compose [a vis sansfin.

Par I'equilibre de a vis, on voit ¢fig. s7) que la puis-
sance Q, appliquée a la manivelle dont le rayon est R,
est & I'effort/, avec lequel le filet Presse la dent de la
roue, comme le_pas n de la vis est a la circonférence
2®R, que tend a décrire la puissance; et 'on a

Q'f yh,2mR

Actuellement, si cette roue dentée, d un rayon A, fait
tourner un cylindre de méme axe et monter un p0|ds P,
suspendu au bout d’une corde qui s’enroule sur ce cy-
lindre, on aura par I'equilibre du treuil, en nommant a
le rayon du cylindre,

et, multipliant par ordre,

c’est-é-dire, la puissance est au poids comme le produit du
pas de la vispar le rayon du treuil est au produit de la
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roue dentée par la circonférence que tend a décrire la
puissance.

D'une machine nouvelle qu’on a nommée le JENOU.

229, Cette machine est composée de deux harres ou
verges roides AO, BO (rig- ss €t s9), jointes en O par
une charniere sur laquelle elles Eeuvent tourner comme
les deux branches d’un compas. L’extrémité A de la pre-
migre est liée par une autre charniere a une barre Iné-
branlable AC, de sorte que cette branche AQ est comme
un levier dont I’appui fixe est au point A; mais |'extré-
mité B de la seconde branche ne fait que poser sur la
barre inébranlable, ou plutot elle est contenue dans la
rainure fixe AC, le long de laquelle elle peut glisser
librement. _ _

Par la nature méme de cet assemblage, il est évident

Ue, Si Une puissance agit pour faire tourner la branche

A autour du Fomt A, et rapprocher ainsi le point O de
Iaxe fixe AC, ’an%Ie. O du dgenou tend & Souvrir, et le
point B tend & s'eloigner de A en gEyssant dans la rai-
nure AC. Donc, si l'on aplpllque en B une force conve-
nable en sens contraire, elle fera équilibre & la puissance ;
et c’est dans le rapﬁ_ort de ces deux forces que consiste
|a loi de cette machine, qui dépend, comme on voit, de
la théorie du levier et du plan incliné. _

Au lieu d’appliquer immédiatement la puissance P @
|a branche OA, on 'applique ordinairement & une barre
mn S0lidement liée avec elle; et c’est a l’aide de cette
barre mn qu’on agit sur le genou, pour exercer en B, le
long de la rainure, I’effort% ou la pression qu’on veut
produire. _ _ _

Supposons donc que la puissance P agisse au point n,
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perpendiculairement a la distance An, ce qui est la po-
sition la plus favorable a I'action de cefte puissance, et
réduisons toute la figure aux lignes droites OA, OB, AC,
An, (Ui sont toutes dans un meme plan avec les direc-
tions des forces appliguees. _ _ \

Sil'on considere d’abord cette puissance P qui tend a
faire tourner le levier AO autour du point A, et qu’on
cherche avec quelle force X elle pousse le point O et,
par conséquent, le point B, dans le sens OB, on verra,
par la loi du levier, que ces deux forces P et X sont
entre elles comme leurs bras de levier An et an; de
sorte qu’on aura P*.X:: an:an; ousi l'on fait, pour
abréger, le bras an = r, le cOte AO = a, et, par consg-
quent, AA= asin0, en désignant par O I'angle du
genou, on aura plus simplement

p:x :asin0:r.
Actuellement cette force X, qui pousse B vers le Plan
incling AC, est a la force Q, qui retient ce point le long

du méme plan, comme le rayon est au cosinus de I'incli-
naison OBAJ; de sorte que, en nommant B cet angle, on a

x:Q: | : C0SB;
et, multipliant par ordre, il vient
p:Q: asin0 : rcosB,
proportion qui contient la loi cherchée de Iéquilibre du
genou.

230. On pourrait_encore présenter la démonstration
précédente d’une maniere aussi simple et plus conforme
a la méthode genérale indiquée a la fin du n° 209;. car,
le systeme étant supposé en équilibre, chaque partie doit
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étre en équilibre d’elle-méme, en vertu des forces appli-
quées et de la réaction qu’elle eprouve de la part des
autres parties. Ainsi le levier OA doit étre en equilibre
en vertu de la puissance P et de I'action X du point B
sur le point O de ce levier, action qui ne peut avoir lieu
que dans le sens BO, et I'on a

Maintenant le point B doit étre en équilibre de lui-méme,
en vertu de la force Q %m le tire le long du [)Ian BA, et
de la réaction du point O qui le pousse suivant OB contre
ce méme plan; et comme cette réaction est encore égale
a X, ona, par lathéorie du plan incliné,

ce %ui redonne, en multipliant par ordre, la méme pro-
portion trouvee ci-dessus ; d’ou I’on tire

pour 'expression de I’effort' Q exercé par la puissance.

Remarque.

231. A mesure que I’angle B diminue, Iangle O du
genou augmente; le facteur cosB croit donc sans cesse
vers |'unité, et le facteur sinQ diminue vers zéro, de
maniére qu'ils peuvent approcher de ces limites d’aussi
prés que I’on voudra. Or, la résistance Q étant propor-
tionnelle a cosB et réciproque asinO, on voit, par cette
double raison, que la force Q augmente a mesure que les
deux cotés du genou s’approchent d’étre en ligne droite,
et qu'a cette limite elle serait infinie : ce qui veut dire

Toinsot. — Statique.
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qu'elle augmente sans bornes, et qu’ainsi la pression
exercée par le genou, dans le sens de la rainure, peut
devenir plus grande que toute pression donnée.

On voit encore que la puissance a d’autant plus d’a-
vanta%e, que le cote AO —a est plus court, et que le
bras du levier an = rest plus considérable. Par cette
derniere raison, il y aura de I'avantage, pour une méme
longueur de la barre mn, a implanter cette barre sur le
cote le plus pres qu’on pourra ae I'angle du genou.

Si la puissance P, au lieu d’agir perpendiculairement
sur la ligne an, agissait sous un autre angle quelconque
dans le méme plan, il faudrait prendre, pour le bras de
levier r, la distance de cette force au point fixe.

Sl g avait plusieurs forces pour faire tourner le le-
vier AO, il faudrait mettre dans I’équation précédente,
au lieu du moment Pr, la somme des moments de toutes
ces forces.

Du Genou isoscele.

232. Supposons que le triangle AOB soit isoscele, et
qu’ainsi les angles Aet B soient egaux : I’angle O devient
le supplément de aB, et [on asinO = 2 sinBcosB. La
proportion donnée plus haut pour I'équilibre devient
donc

, P:Q : 2«sinB :r,
ou bien, si Ton aime mieux introduire dans la propor-
tion I'angle O des deux cotés du genou, comme l'angle B

est complément de —> 0 aura SinB — ¢os — O sim-

plement sinB = cosg>, en faisant, pour simplifier, ~ —
et la proportion sera
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ce (Iné)l donne une expression tres-simple de la loi de I’é-
quItiore. . . .

Mais on peut encore, au_ lieu des sinus ou cosinus,
n’employer que des lignes tirées de la construction de la
machine; car il est évident (1ue le terme aasinB, ou
2 a cos(p, VAUt deux fois la fleche o1=/ d’un arc de
cercle qui serait conduit par AOB. Donc, si I'on voulait
nommer simplement cette ligne o1 Ia fiecne du genou,
la loi de Iéquilibre pourrait sénoncer de la maniere
suivante .

Dans Véquilibre du genou dont les cotés sont égaux, la
puissance qui tend afaire tourner le premier cété autour
de son extrémitéfixe est a la résistance que Vextrémité
mobile du second c6té éprouve dans le sens de la rainure
comme le double de lafléeche du genou est au bras du
levier par lequel agit la puissance.

233, Jai fait abstraction du poids des parties de la
machine, mais il est bien aise d'y avoir egard. Et d’a-
bord, la barre AC étant supposée fixe, son poids G ne
change en rien la proportion trouvée pour I'equilibre : il
ne fait qu'ajouter a la pression de cette barre sur ses
appuis; mais le poids de la premiére branche AO, que je
représente par 2p, favorise I’action de la puissance; et
si I’on suppos, Sar exemple, que I’axe AC soit vertical,
et la branche AO d’une grosseur uniforme, de maniere
que son centre de gravite tombe au milieu de AO, il est
évident que le poids 2p E%Joute au moment Pr de la puis*
sance le moment pr. Enfin le poids 2p de la seconde
branche BO, une Je suppose egal et applique de méme
au milieu de BO, Feut, se decomposer en deux forces
egales, I'une p appliquee en 0, I"autre p appliquee en B
en sens opposé de Q. Or la premiére force p, a la dis-

16.
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tances du point fixe, ajoute encore au moment de la
puissance le moment/?/, et la seconde, appliquée en B,
diminue la force Qde/?. o

Ainsi I’equation de I’équilibre, qui était

devient, quand on a égard au poids de la machine,

ce qui donne

d’ot I’on voit que le poidg de la machine, dans la situa-
tion qu/e/w lui ai donnée, augmente Ieffort Q d’une
quantités/? égale a la moitie du poids des deux branches

mobiles du genou.

Des pressions exercées sur les appuis.

234. Quant aux pressions que souffre I'axe fixe AC,
tant en vertu des forces appliquées que du poids de la
machine, voici comment on peut les calculer :

Premierement, cet axe est pressé au point B par une
force loerpendlculawe Y, résultante de X et de Q—?, et
dont a valeur est exprimee par (Q —/?) cot 2 _

En second lieu, le point fixe A est pressé par le poids
G de Ia barre ACet par la résultante de toutes les forces
qui afussentsu\r la branche AO, et qu’on transporterait
parallelement a elles-mémes au point O. Or, qu’on dg-
compose d’abord chacune de ces pressions en deux autres,
I'une dirige-e dans I'axe AC, I'autre perpendiculaire au
meme axe, on aura, pour les deux composantes de P,
P cosu et Psinw, u étant I'inclinaison de P sur AC; pour
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les deux composantes de X, on aura (Q —p) et Y; enfin,
Pour les deux poids ip et p transportes en A, on aura la
orce 3p dmgee suivant I'axe AC. Donc, en reduisant, le
point A souffrira, dans le sens de Iaxe AC, une pres-
sion a égale 4 G-~ Pcos« —Q_ 4> et, dans une direc-
tion perpendiculaire, une pression [3 égale a

De sorte que la pression totale du point fixe sera ex-
primée en grandeur par \/a2-f-j3a et sera inclinée sur

I’axe AC d’un angle dont la tangente sera

_Ainsi I'on saura avec quelle force I'axe du genou doit
etre retenu en A et en B, pour netre pas entraine par
I’acthqn combinge des forces appliquées et du poids de la
machine.

235. Jai cru devoir expliquer cette machine nouvelle
avec assez de detail, parce qu'elle m’a paru |r1Egien|eusQ
et qu’elle n’est encore démontrée nulle part. Elle est a
P_eu pres du méme genre (1ue |a vis, mais d’une construc-
ion ‘beaucoup plus simple ; on peut s’en servir de la
méme maniére, pour exercer, a |'aide d’une puissance
meédiocre, des pressions tres-consideérables, ou pour for-
mer sur certains corps de fortes et vives empreintes.

Sur un ancien paradoxe de Statique relatifa la théorie
des moments.

236. Laloi du levier, comme on I'a vu plus haut, et
comme on_le sait depuis longtemps, est que les deux
forces appliquées soient réciproques a leurs distances au
point d’appul, et qu’ainsi les moments de ces forces soient
egaux entre eux pour I'équilibre.
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Oril 5{a une machine singuliére, dont I'idée est due a
Roberval, et qui présente une espece de levier ou deux
poids egaux se font toujours equilibre, quoiqu’on les
suslqenQe a des bras de levier quelconiues inegaux; e
de fa résulte, dans la théorie des moments, une espece de
paradoxe, gu’on a taché de resoudre par une certaine
decomposition de forces, mais dont il me semble qu’onn’a
Pomt encore donné la veritable explication. (voyez 'Ar-
icle de d’Alembert, au mot Levier, dans vEncyclopédie.)

Cependant on pouvait reconnaitre d’abord que ce cas
d’equilibre n’a rien_de contraire a la loi générale du
levier; car la machine de Roberval n'est point un veri-
table levier, c’est-a-dire un corps ou une Verge roide
mobile autour d’un seur point fixe : C’est un assemblage
ou_systeme de figure variabte, dans lequel il y @ deux
points fixes, et ou il n’est pas du tout surprenant ﬂue_la
condition de I'équilibre soit tout autre que dans le levier
simple. Ainsi, par cette seule distinction que nous avons
établie entre une machine simple et une machine com-
posée, le paradoxe s’@vanouit, Mais on n’avait point
encore une definition bien précise des machines, ni sur-
tout une idée nette des moments, efforts d’un certain
genre que les couptes SeUls ont mis en evidence, et pour
ainsi dire rendus sensibles dans toute la Mecanique. Et,
en effet, par cette théorie des couples, la machine de
Roberval n’offre pas méme de difficulte : car, a I'aide des
deux points fixes qui existent dans le systeme, il peut
tres-bien arriver que chacun des couples qui viennent
des deux forces appliquees. se trouve separément détruit
par la resistance de ces points, et que, dans une pareille
machine, le rapport des moments soit tout a fait arbi-
traire. C'est, en effet, ce qui a lieu, comme onva le voir
tout & I’heure : et ce cas singulier d’équilibre, loin d’of-
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frirun paradoxe, n’est qu’ung nouvelle confirmation de
nos principes; et je ne m Y arréte un instant que pour en
donner, par les couples, la démonstration la plus claire,

et peut-Btre la seule exacte qu’on en ait encore présentée
jusqu’ici.

De la balance de Roberval.

237. Imaginez quatre ré(lq,les deux a deux, égales et
paralleles, et formant un parallelogramme ABab rfig. 90
et 01), dont les cotés soient mobiles autour des angles
A, B, a, b, comme sur des charnieres. Supposez que les
milieux F et/des deux cotés AB, an soient fixes, et,
pour plus de clarté, que ces deux points tombent dans la
méme verticale F/; vous aurez une machine formée par
la réunion de deux balances égales et paralleles, qui se
répondent dans un méme plan vertical, et dont tous les
mouvements autour de leurs appuis se suivent sans se
nuire en aucune maniére : car Si I'une d’elles, AB par
exemple, tourne autour de son appui fixe F, I'autre ab
tourne en méme temps sur le sien, dans le méme sens et
d'une méme quantite angulaire; et le parallelogramme
AB.ab prend toutes les figures qu’il peut affecter, en chan-
geant ses angles, sans changer la longueur de ses cotes.
Sidonc a l'un de ces leviers, tel que AB, et en des
points quelconques de ce levier, ou méme de son prolon-
gement, étaient appliquées deux forces qui se fissent
equilibre, il faudrait nécessairement que ces deux forces
fussent réciprogues a leurs distances au Po_mt d’app_ul F,
comme si le levier AB était seul et parfaitement libre;
car ce levier est libre en effet, puisque I'autre an ne fait
que suivre et, pour ainsi dire, répéter ses mouvements,
sans y porter la moindre alteration. Ainsi les moments
devraient étre égaux de part et d’autre autour du point



248 ELEMENTS

fie F, et l n’% aurait 1a rien qui ne ft entierement d’ac-
cord avec la théorie.

Mais si, au_lieu d’appliquer les forces ou les deux
poids P et Q a I'un de ces, leviers, on les applique, le
premier P a une barre Kl invariablement fixee a angle
droit sur le cote B& qui unit les deux balances, le second
Q a une barre GH, fixée de méme sur le coté Aa, on
trouve que ces deux poids, pourvu qu'ils soient égaux,
se font toujours équilibre, quelles que soient les lon-
gueurs des bras IK et GH, ou ils sont suspendus, et c’est
ce qu’il faut montrer ici comme une conséquence toute
naturelle de notre théorie des moments. \ \

Pour cela, qu’on transporte la force P parallelement a
elle-méme de | en K dans la droite B6, et I'on a un
couple (P, —P). dont le bras de levier est IK. Mais ce
couple est détruit par les deux points fixes; car il %eut
d'abord Etre change en un autre equivalent d’un bras
égal ala distance mn des deux balances AB et an ; ensuite,
comme le bras K est invariablement attaché au coté B,
par I’hypothese méme, ce couple transformé (P', —P')
peut éfre tourné dans son plan, et appliqué exactement
sur le coté Bo. Dans cette position, I'une des forces P' se
dirige vers le point F qui est fixe, I'autre —P' se dirige
vers ['autre point fixe/, et le couple est détruit, quel que
soit son moment P x _mn 0U P x IK. Ainsi il ne reste,
de _cet |c(ote de la machine, que la force P transportée au
point &, \ , \

Pareillement, la force Q peut étre transportee paralle-
lement a elle-méme de G en H, et le couple (Q, —Q)

Ulle produit, pouvant étre change en un autre
?Q', —Q0) appljgue sur le cote Aa, se trouve detruit,
]g_omme e précédent, par la resistance des deux points
IXes.
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1| ne reste donc que les deux forces P et Q, mais appli-
uees maintenant aux points K et H, ou, si I'on veut, en
Bet A, et qui, par I'equilibre de la balance AB, doivent
étre parfaitement égales entre elles. Ainsi, dans la balance
de Roberval, la condition unique pour I'equilibre est I'é-
galité des deux poids, quelles que soient leurs distances
aux points d’appui. _

Cette machine est en quelque sorte, pour les simples
forces, ce que le levier ordinaire est Four les couples ou
moments. Dans I’equilibre du levier, les deux forces peu-
vent étre dans un rapport quelconque : il suffit que les
moments soient egaux ; mais, dans la balance de Roberval,
il faut (1ue les forces soient egales, et c’est le rapport des
moments qui st arbitraire.

238.  Au reste, ceci n’est qu’un cas particulier d’une
proposition plus générale; car, au lieu de deux balances
AB et ab, 0N pourrait considérer deux leviers égaux et
paralleles, dont les appuis F et/ne soient plus au milieu
de leurs on(‘;ueurs, mais divisent ces lignes dans un
méme rappor guelconqu_e. De plus, on pourrait suw)oser
que les forces P et ,\(im agissent sur les barres 1K, GH,
ne soient |pom; paralléles, mais dirigées comme on vou-
dra dans le méme plan. On démontrerait exactement de
la méme maniere que, les deux forces P et Q étant trans-
portées parallelement a elles-mémes aux deux bouts B
et Ade Pun des deux leviers AB de la machine, les deux
couples qui naissent de cette translation sont séparément
détruits par les points fixes; que, par conséquent, la con-
dition unique_pour I'equilibre est que les deux forces
appliquées soient entre elles dans un rapport constant,
qui ne dépend point de leurs distances au point F, mais
uniquement des distances de ce point aux deux paralléles
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a ces forces, menées par les deux bouts du levier. Ainsi,
quand deux forces sont une fois en équilibre sur cette
machine, on peut les transporter ou I'on veut paralléle-
ment & elles-mémes, sans que I'équilibre soit troubleé.
Elles réagissent toulhours I'une sur l'autre de la méme
maniere. La seule chose qui change est la grandeur des
couPIes détruits, et, par conséquent, la pression que
souffrent en sens contraires les deux points fixes dans la
direction des deux leviers, \ _

Par exemple, dans le cas de P et Q paralleles, le point
F, outre la Fressmn verticale P+E) qu’il supporte,
comme dans le levier ordinaire, éprouve encore, dans le
sens du levier, une pression P' — Q', égale a

et I"autre point fixe/ éprouve une pression égale et paral-
|ele, et de sens contraire : de sorte qu’il y a, sur I'axe F
qui joindrait les points fixes, un couple dont le moment est

cest-a-dire égal a la différence des moments des forces
appliquées, et qui tend a renverser la machine.

239. 1 faut remarquer que, dans la démonstration
F(recedente, il n’est pas nécessaire de supposer les barres

| et GH implantées a angle droit, et sur le milieu des
c0tés Bo, aa; elles peuvent y étre fixées ou I'on voudra
et sous des angles quelconques : il suffit que la liaison
avec ces cOtés soit invariable.

240. On pourrait encore, au lieu de deux leviers AB
et ab, imaginer deux tours égaux et paralléles, dont je
suppose les deux axes projetés en F et/. Si les rayons
correspondants des deux roues et des deux cylindres sont
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unis de méme par des cotés paralleles Bo, Aa, mobiles

sur des charnieres B, b, A, a, 0n aura encore une machine

du_méme genre que la balance de Roberval, et ou deux

poids P et Q, étant une fois en equmbre, y resteront tou-

&)lurst g I_(lquelque distance qu'on les suspende sur les bras
et GH.

241, Si I'on imagine enfin que les axes fixes de ces
tours soient les deux axes de deux vis égales qu’une puis-
sance P tende a faire avancer dans leurs écrous, on verra
de méme que I'effort de cette i)mssance pour faire avancer
fa vis ne change point, quelle que soit la longueur du
bras Kl par lequel elle agit, et qu’il est toujours le méme
8ue si la force agissait simplement au point B, dans une

irection parallele.

242. Nous pourrions étudier encore d’autres machines;
mais, comme elles n’offriraient rien de nouveau qui
méritat de trouver place dans les isments, nous n’é-
tendrons pas plus loin ces applications. Notre obg_et prin-
cipal, dans ces deux derniers Chaf)ltres,_ etait de fixer par
quelques exemples tres-simples les prmmges que nous
avions établis et developpés dans les deux Chapitres pre-
cédents. Nous avons cru devoir indiquer en meme temps
la marche que I'on peut suivre pour trouver les condi-
tions de I'equilibre dans quelque machine que ce soit, et
c’est ce qui n’offrira aucune difficulte, d’apres ce qu’on a
dit aux nes 209 et suivants, surtout lorsque I'on ne con-
sidérera que deux forces appliquées a la machine.

FIN

73 Paris. - Imprimerie de GAUTHIER-VILLARS, quai des Augustins. 55.
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