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Przedmowa.

Opracowanie tej ksigzki nasuwato mi wiele trudnosci.
Jedng z gtdwnych trudnosci byto pogodzenie teoryi z prak-
tyczno$cig. Zaréwno przedstawienie gtownych bodaj pradow
w teoryi nauczania arytmetyki poczatkowej i wyjasnienie
wiasnego wobec nich stanowiska autora, jak opracowanie
praktycznego przewodnika w nauczaniu wymagatyby kazde
z osobna dzieta o daleko wigkszych rozmiarach, niz to wy-
padato z planu catego wydawnictwa, ktérem sie opiekuje
Stowarzyszenie Nauczycielstwa Polskiego i do ktérego jako
czastka nalezy ksigzeczka niniejsza. Trzeba byto wybraé dro-
ge kompromisowsg: nie zapomina¢ o zagadnieniach teorety-
cznych, a jednocze$nie nie odrywac sie zbytnio od praktyki
nauczania. Czy rzecz ta udata sie autorowi, nie on moze
wyrokowaé; w kazdym razie nie rok ani dwa nad temi spra-
wami myslat i duzo energii w to wiozyt. Autor zdaje sobie
doktadnie sprawe, ze ksigzeczka ta nie porusza wielu zaga-
dnien, ze inne traktuje czesto szkicowo; ale tez uwagi meto-
dyczne nie sg metodyka szczegbtowga. Czytelnik kompetentny
osadzi, co w niej jest oryginalnego, a ten, ktéry studya nad
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przedmiotem stanowigcym jej tre$¢ zaczyna, znalez¢ jednakze
moze, jak to sobie tusze, wyrazne postawienie gtdwnych za-
gadnien. Jezeli odczytanie ponizej nastepujacych kartek po-
trafi wzbudzi¢ zainteresowanie sprawg nauczania poczatkow
arytmetyki, juz nie naprézno je napisatem.



ROZDZIAL |

Arytmetyka obecnie nalezy do gtéwnych przedmiotow
nauczania w szkole elementarnej i $redniej. Przyczyny tego
zjawiska, w pierwszym rzedzie praktyczne, sa dostatecznie
zrozumiate. Niemata role réwniez odegraty wyrobione spo
soby rachunku, wykonywania dziatan, ktore zastgpity dawne
zmudne metody mechaniczne. Oddawna juz, a szczegdlniej
od czasOw Pestalozzego, przez caty wiek XIX usilnie pra-
cowano nad metodg nauczania poczatkowej arytmetyki, a li-
teratura tej gatezi dydaktyki w tym czasie wzrosta imponu-
jaco. Duzo zrobiono juz w tej dziedzinie, a z cala pewnoscig
zaznaczy¢ nalezy, iz gtowny impuls do pracy dato powsta-
nie szkotly ludowej, demokratyzacya oswiaty. Rozszerzony
dzieki temu teren dosSwiadczenia, rozrastajgce sie potrzeby
wptynety ogromnie na praktyke nauczania, na ustalenie pew-
nych sposobow traktowania rzeczy; ale jesli obecnie w po-
réwnaniu z wiekiem XVII zrobiliSmy bardzo duzy krok na-
przéd w tej witasnie praktyce nauczania, to podwaliny teoryi
metodyki sg jednakze chwiejne i nieraz zgota niejasne.

Dla kazdego chyba jest zrozumiate, ze zdawanie sobie
sprawy z tych elementarnych proceséw mysli, z tych pojec,
na ktérych opiera sie gmach arytmetyki, jest kwestyg nie tyl-
ko ciekawg dla teoretyka, ale i wazng dla praktyka. Stad
nieustanne poszukiwania w tej dziedzinie, ciggta praca za-
réwno pedagogow z zawodu, jak filozofow i matematyk6éw-
specyalistéw. Najgtowniejsza jakoscig elementarng, na ktérej
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opiera sie arytmetyka, jest sama liczba catkowita, czyli t. zw.
naturalna. Czem jest ta liczba? W pytaniu tem schodzg sie
drogi (jak zresztag w wielu innych miejscach) niezaleznego
badania naukowego i potrzeby praktyki nauczania. Dos$¢ zaj-
rze¢ do wielu dziet, szczeg6lnie w literaturze niemieckiej,
poswieconych specyalnie nauczaniu poczatkéw arytmetyki,
aby sie przekonaé, ze kazdy autor przedewszystkiem zwraca
uwage na to pytanie.

Bytoby nie na miejscu tutaj zastanawiaé sie nad rdzne-
mi teoryami o pochodzeniu i jako$ci pojecia liczby. Takie
badania zaprowadzityby nas zbyt daleko od tych kwestyi
praktycznych, z jakiemi zwigzane jest nauczanie, od tego ce-
lu skromnego, jaki postawiliSmy sobie w tej ksigzeczce. Po-
staramy sie jednakze zwrdéci¢ tu uwage na niektdre wazne
punkty, zwigzane blizko z powstawaniem pojecia liczby.

Gdy liczymy pewne dane przedmioty konkretne, prze
chodzimy od jednego przedmiotu do drugiego w pewnej kolei.
Aby taka kolejnos¢ wytworzy¢, potrzeba pewnego wysitku za-
rowno wyobrazni jak uwagi. tatwo to zrozumiemy, jezeli
zechcemy dla sprawdzenia przeliczyé faktycznie pewna gru-
pe przedmiotéw, np. grupe drzew w danym gaju niewielkim.
Im wiecej jest przedmiotow do przeliczenia, tem wieksze sg
trudnosci, gdyz trudniej jest wtedy pewien porzadek, kolej-
nos¢ w rozpatrywanych przedmiotach utworzyé. Pomagamy
sobie, dzielgc dane przedmioty na oddzielne grupy, tatwe do
spamietania, albo tez specyalnie przez nas mechanicznie $réd
przedmiotéw wytworzone. Jezeli zechcemy obserwowac 0so0-
by liczace, bez trudnos$ci zaobserwujemy fakt, ze w takich
razach najczesciej licza one dwojkami (parami), tréjkami, rza-
dziej czworkami, a jeszcze rzadziej piatkami. Takie niewiel-
kie grupy przedmiotéw chwytamy liczbowo jakby jednym
rzutem oka i tem fatwiej to robimy, im odpowiedniejsze sg
po temu warunki, w jakich przedmioty sg dane; rzecz bo-
wiem duzo zalezy od odlegtosci przedmiotéw, od ich poto-
zenia. Np. gdy przedmioty znajdujg sie w wiekszej liczbie
i bardzo blizko jeden od drugiego, albo tez bardzo daleko,
wtedy trudniej chwyta¢ owe pary i trojki jednym rzutem



9

oka, bo w pierwszym przypadku mozolnie musimy oddziela¢
jedng tréjke od drugiej, wysilaé uwage, w drugim gatka oczna
musi wykona¢ pewien ruch, by od jednego przedmiotu przejs¢
do drugiego, gdyz fiksacya, czyli ustawienie danego przed-
miotu w jasnem polu widzenia moze by¢ zrobione dla sto-
sunkowo niewielkiej grupy przedmiotow i zalezy réwniez od
odlegtosci oka od tych przedmiotéw. Wobec tego bardzo
wazne jest, by narzedzia poglagdowe przy nauczaniu arytme-
tyki byty ustawione w klasie na odpowiedniej odlegtosci,
miaty okre$long, zalezng od warunkéw wielkos¢. Zdarzyto
mi sie np. widzie¢ w jednej z klas szkoty elementarnej Ili-
czydto (szczoty) ustawione tak, ze na niem nie usunieto nie-
potrzebnych gatek, przez co liczona grupa gatek nie mogta
by¢ dla wszystkich uczniéw wyrazna, a samo liczydto byto
zbyt blizko do fawek przysuniete. Sg to rzeczy, ktéremi nie
mozna pogardzaé w nauczaniu.

Liczymy jednak nie tylko przedmioty konkretne, dane
nam w polu widzenia, lecz ioddzielne powtarzajgce sie dzwie-
ki, np. uderzenia zegara, spadajgce powolnie Kkrople wo-
dy i t. p. Liczy¢é mozemy rowniez oddzielne dotkniecia do
powierzchni naszego ciata, oddzielne ruchy wykonywane
przez nas samych. Czy mozemy w tych razach z rdwnag, jak
poprzednio, tatwos$ciag ujmowac te wrazenia grupami po dwa,
po trzy i t p.? Otéz tu skonstatowa¢ nalezy duzg i waznag
réznice. W polu widzenia dane mamy przedmioty jednocze-
$nie, tu nastepuja po sobie kolejno; tam mozemy wraca¢ do
przeliczanych powtdérnie i sprawdzaé¢ rachunek, tu tego
zrobi¢ nie mozemy. Ale i wzrokiem mozemy ujmowac zja-
wiska, np. gdy obserwujemy ruchy wahadta zegarowego. Je-
dno wahniecie mija i nie powtdérzy sie; a wiec nieudolny
rachmistrz nigdy nie ma pewnosci, czy dobrze porachowat,
jezeli nie jest obeznany z jakiemi innemi metodami spraw-
dzania swego rachunku.

Z powyzszego wynika, ze liczymy przewaznie dwa ro-
dzaje przedmiotow: Il-o takie, ktére sg nam dane jednocze-
$nie w przestrzeni, 2-0 takie, ktére nastepuja po sobie w cza-
sie. Liczenie pierwszych jest jakby wygodniejsze, bo moze-
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my bezposrednio, powtdrnie przeliczajac, sprawdzi¢ nasze li-
czenie. Na tem miedzy innemi przyczynami polega wartos$¢
t. zw. Srodkéw pomocniczych do pogladowego nauczania
arytmetyki poczatkowej. Srodki te maja jeszcze inne znacze-
nie, o czem poOzniej. Ta witasno$¢ specyalna przedmiotédw
pierwszego rodzaju jest zarazem powodem, dla ktérego wie-
le ludzi sadzi, ze samo pojecie liczby powstato z doSwiad-
czenia przez obserwowanie takich przedmiotow. Gdyby ta-
kie rozumienie rzeczy nie szkodzito przy nauczaniu, mozna-
by zupeinie nie zwracaé na nie uwagi; ale nieraz moze to
by¢ szkodliwe. Taki poglad jest bardzo podobny do tego,
jak gdyby kto, widzac, ze tawka w izbie pomaga dzieciom
przy nauce chodzenia, wyprowadzil wniosek, ze niektore
przedmioty zewnetrzne ucza dzieci chodzié. ZaznaczyliSmy
powyzej, ze liczac dane przedmioty, tem samem zaprowadza-
my $réd nich pewien porzadek, tad. Otéz gdy liczymy, po-
jedynczo biorac przedmioty, czy tez parani lub trojkami, ta-
two zaobserwowaé, ze porzadek, jaki wybraliSmy, wcale nie
wptywa na rezultat, jezeli rachunek byt dobrze wykonany.
Np. gdybysmy przeliczali 12 przedmiotéw pojedynczo, to ta-
kie uporzadkowanie mozna utworzy¢ tyloma sposobami, ile
jest jednosci w iloczynie: 1 2. 3 4. 3 6. 7. 8 9 10. 11. 12
gdyby przedmiotéw byto 5 to uporzadkowar réznych be-
dzie: 1 2. 3. 4. 5it d. Przy wszelkiem takiem uporzgdko-
waniu rezultat liczenia bedzie ten sam, otrzymana liczba be-
dzie taka sama, a wiec liczba nie zalezy od uporzad-
kowania. Ale gdyby nam chodzito nie o kolejne liczenie,
lecz 0 dorazne odczytywanie z danej grupy przedmiotéw
odpowiadajgcej im liczby, wtedy zestawienie tych przedmio-
tow musi by¢, jakeSmy to zaznaczyli, mniej lub wiecej wy-
godne. Moznaby zada¢ sobie pytanie, jakie ustawienie przed-
miotow bytoby najwygodniejsze do doraznego odczytywania
z nich liczby. Wykonywano nawet w tym celu rdzne do-
Swiadczenia z dziemi. Z drugiej strony wiemy, ze doraZne
odczytywanie liczby nawet dla nas starszych przedstawia
duze trudnosci, jezeli ta liczba jest wieksza, niz 4 lub 5. Musi-
my przy takich liczbach wykonywac liczenie, ktére bedzie
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sie odbywato predzej lub powolniej, zaleznie od wprawy,
ale faktycznie, jak to niebardzo trudno jest sprawdzié, obser-
wujgc samego siebie lub rozpytujac ludzi, istnieje. Istnieje
ono i przy mniejszych grupach, tylko jest mato dostrzegalne,
bo odbywa sie nader szybko.

Liczba z drugiej strony nie zalezy nie tylko od porzad-
ku, ale i od jako$ci przedmiotow. Wszystko jedno, czy li-
czymy stalki, czy kamyki, czy patyczki i t. p.; jezeli liczba
ich bedzie ta sama, rezultat liczenia bedzie ten sam. Fakt ten
zwykle wyzyskuja przy nauczaniu, usitujac wytworzy¢ w dzie-
ciach pojecieliczby, sagdzg bowiem niektdrzy, ze istnieje row-
niez wyobrazenie liczby. Wyobrazenie takie jest zwigza-
ne z pewnym konkretnym przedmiotem. Powotujg sie przy-
tem, jako na argument, na wiadomosci z historyi arytmety-
ki i na sposoby rachowania u plemion spdtczesnych, znajdu-
jacych sie w pierwotnem stadyum kultury. Jedng 2z takich
wskazowek np. podaje nasz jezyk polski: méwimy pies¢, ozna-
czajac tem znany ukiad reki naszej, ktoéra posiada pie¢ pal-
cow. Stowo ,pie¢" pochodzi wiasnie od ,pies¢” i wskazuje,
ze przodkowie nasi zamiast odpowiedniego liczebnika uzy-
wali reki na oznaczenie liczby pie¢. To samo datoby sie za-
notowa¢ gdzieindziej. Np. sadza, ze fir" (vier), po niemiec
ku ,cztery", pochodzi od stowa ,Pferd”, ktére oznacza ko-
nia, posiadajgcego, jak wiadomo, cztery nogi. Ludy pierwotne
niektore nie liczg dalej jak do trzech, oznaczajgc wszystkie
inne liczby stowami ,wiele", ,duzo". Wszystkie te fakty
wskazujg, jak sadza niektérzy, ze poczatkowo w Swiadomo-
Sci cztowieka pierwotnego zjawiata sie liczbha w postaci kon-
kretnego wyobrazenia. Taki cztowiek pierwotny, np. zamiast
powiedzie¢ dziesie¢ ludzi, moéwit: 2 reki ludzi. Trudno za-
przecza¢ faktom, ale zdaje mi sie, ze ttomaczenie tych fak-
téw jest tu dos¢ dowolne. Aby wiasciwie zrozumie¢ znacze-
nie podobnych zjawisk, nalezy podkresli¢ jedno bardzo do-
nioste pojecie, jakie odgrywa i odegrato bardzo duzg role
w arytmetyce i wog6le matematyce.

Tem pojeciem duzej wagi jest pojecie odwzorowania.
Jezeli mamy dwa zbiory jakich przedmiotéw, to nawet wte-



dy, gdy nie mamy jeszcze nazw odpowiednich, gdy obce nam
jest samo pojecie liczby, mozemy skonstatowaé, czy zhiory
te sg liczebnie réwne, lub ktory z nich wiekszy. Nazwijmy
nasze zbiory dla skrocenia Z1i Z2, a kazdy przedmiot na-
lezacy do tego lub innego zbioru nazwijmy jego elementem,
rébwniez dla krdtszego wystawiania sie. Jezeli teraz kazdemu
elementowi pierwszego zbioru Z1 podporzadkujemy jeden
i tylko jeden element Z2 i okaze sie, ze przytem zbidr Z,
wyczerpuje sie wczesniej, to powiadamy, ze Z, jest mniej-
szy, niz Z2 jezeli obydwa zbiory wyczerpuja sie jednoczesnie,
mowimy, ze sg sobie réwne, posiadajg, jak mdéwimy, te sa-
mg zawartose¢.

Taki proces podporzadkowania nazywa sie proce-
sem odwzorowywania. Pomiedzy zbiorami réwnymi istnie-
je, jak powiadamy, doskonata odpowiednios¢, t. j. kazdemu ele-
mentowi jednego zbioru odpowiada jeden i tylko jeden ele-
ment drugiego, i odwrotnie. Proces odwzorowania nie zale-
zy od jakosci elementow obu zbioréw, nie zalezy réwniez
od uporzadkowania ich w tem znaczeniu, ze kazdorazowo
mozemy uwzglednié¢ takie Ilub inne uporzadko-
wanie.

Liczenie, jak widzielismy, rowniez nie zalezato (we wia-
Sciwem znaczeniu tych wyrazéw) od porzadku i jakosci li-
czonych przedmiotéw. Rzuca sie jednakze w oczy tutaj po-
miedzy liczeniem a odwzorowaniem ta réznica, ze przy li-
czeniu elementy liczonego zbioru podporzgdkowywa-
liSmy liczebnikom, wyrazom t zw. ciggu natural-
nego liczb: 1, 2, 3 4, 5 it d, a przy odwzorowywaniu
przedmiotom, elementom innego konkretnego zbioru. Poza
tem wszystko pozostaje tem samem, przynajmniej na pierw-
szy rzut oka. Nietrudno zrozumie¢, ze pierwszem dalszem
odkryciem na drodze przejsciowej od odwzorowania do li-
czenia bedzie odpowiedni wybor jednego ze zbioréw Z, i Z2
Ten wybo6r musi by¢ tak dokonany, aby jeden ze zbiorow
byt tatwo przeno$ny, mogt towarzyszy¢ stale w razie po-
trzeby rachmistrzowi poczatkujgcemu. Nasz karbowy daw-
ny, liczac kopy zboza Ilub sztuki drzewa w lesie, albo co
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innego, jezeli nie jest biegty w rachunku (co sie czesto zda-
rzato i teraz nierzadko sie zdarza), wycina sobie na Kijku
kozikiem znaki, odpowiadajagce kazdej kopie; pani ekonomo-
wa, jezeli znowu nie jest biegta w rachunku, stawia weglem
kreski na deszczutce, odpowiadajgce garncom mleka; modla-
cy sie przesuwa ziarenka rdzanca, ktory dawniej odgrywat
wiekszg role, bo ludzie czeSciej nie umieli liczy¢ it. p. Przy-
ktady te wskazujg, ze tu wykonywany jest proces odwzoro-
wania i przytem na przedmiotach dosy¢ tatwo przenos$nych.

Wobec tego owe wyobrazenia liczbowe nabierajg inne-
go znaczenia: sg to wyobrazenia przedmiotéw obranych do
wykonywania procesu odwzorowywania, ale poniewaz te
przedmioty sg indywidualne, moga wiec stuzy¢ do spraw-
dzenia, przeliczenia tylko okreslonych zbioréw. Przedmioty
takie wziete byly z otoczenia najblizszego. Nadawata sie do
tego szczego6lniej reka ludzka, jako przedmiot bezposrednio,
organicznie zwigzany z cialem cztowieka: to tez mamy w hi-
storyi arytmetyki dane, ze t. zw. rachunek na palcach od-
grywat dawniej duzg role. Np. rzymska cyfra V przypomi-
na reke, w ktorej ciefisza linig jest oznaczony palec wielki,
a grubszg inne. Teraz jeszcze bigkajg sie t. zw. sztuczki
z dziedziny starozytnego rachunku na palcach. Rachunek na
palcach, jak sadzag niektérzy pedagogowie, moze mieé¢ za-
wsze niemate znaczenie, a szczego6lniej przy nauczaniu dzie-
ci niedorozwinietych. Nadaje sie on gtéwnie w zakresie pierw-
szego dziesigtka, gdzie moze mie¢ duzg warto$¢, psycholo-
gicznie uzasadniona.

Jezeli zwr6cimy uwage na to, ze przy wiekszych licz-
bach proces odwzorowania wymaga pamietania porzadku,
w jakim uszeregowane sg przedmioty w zhiorze odwzorowa-
nym, nietrudno zrozumieé, ze proces odwzorowania mog
najpierw dotyczy¢ tylko bardzo niewielkich zbioréw, jak to
wskazujg owe wyobrazenia liczbowe. Pamietanie porzadku
elementdw wiekszego zbioru jest zwigzane z wiekszym wy-
sitkiem uwagi, a wiec wiekszg pracg umystowa. Wspomnia-
ne wyobrazenia liczbowe przyczepione byty do okre$lonych
zbioréw, np. wyobrazenie piesci do zbioru o pieciu elemen-



tach. W taki spos6b proces rozwoju mysli arytmetycznej nie
moégt posuwac sie dalej, zakres liczhbowy nie moégt rosngc,
gdyz inaczej trzebaby byto posiadac liczne wyobrazenia wie-
lu liczb, co zbytnio utrudniatoby liczenie, a witasciwie od-
wzorowywanie. Dlatego stadyum owych wyobrazenn mogto
sie utrzyma¢ dotad, poki potrzeba praktyczna nie zmusita
cztowieka do udoskonalenia owego aparatu odwzorowujgce-
go. Karbowy, ktéry wycina znaczki na Kkiju, jest juz na
wyzszym szczeblu rozwoju, bo moze w ten sposOb znacznie
wieksze liczby odwzorowywaé. PoOki praktyka zycia zwigza-
na byla z niewielkiemi liczbami, srodki powyzsze jako tako
wystarczaty; ale pdzniej musiaty ustapi¢ innym: aparat od-
wzorowujacy musiat sie stale wydoskonalaé. Podobne zja-
wisko spotykamy w sposobach pisania, ktére najpierw zwig-
zane bylo, jak to widzimy np. w hieroglifach egipskich, z ry-
sunkiem. Awparat odwzorowujgcy bedzie tem doskonalszy,
im tatwiej da sie przenosié, im wiekszy zakres liczb objagé
potrafi i do wszystkich przypadkow bedzie stosowny. Pi-
sanie zwyczajnych kresek, ktérego pozostatosci widzimy w cy-
frach rzymskich, pozwala zapisywaé nawet wieksze liczby
przy odpowiedniej cierpliwos$ci, ale ma inne braki, ktore tat-
wo zrozumieé: wymaga duzo miejsca i duzo czasu, hiewy-
godny jest do porozumiewania si¢ i dziatan.

Ostatnim szczeblem rozwojowym w tej dziedzinie jest
wytworzenie ciggu naturalnego, wytworzenie stéw odpowia-
dajacych liczbom stale zwiekszajacym sie o jedno$é. Ten
cigg naturalny jest uniwersalnym aparatem odwzorowujgcym,
najwygodniejszym, bo kto go raz posiadt—zawsze z nim po-
zostanie. Liczenie jest to odwzorowywanie za pomocg ciggu
naturalnego liczb, podporzadkowywanie kazdego kolejnego
elementu przeliczonego zbioru kolejnemu elementowi ciggu,
ktory przytem daje odpowiedZz na pytanie: ile przedmio-
tow policzylismy? Utworzenie ciggu naturalnego zawie-
ra wiele innych cech. Np. odrazu rzuca sie w oczy, ze
nie mozna kazdej nastepnej liczby ciggu nazywaé¢ oddziel-
nem stowem bez Zzadnej prawidtowosci: mys$l zgubitaby sie
napewno w tym lesie stow.
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Jezeli przedmioty liczone mozemy przestawia¢ dowolnie
i przez to liczba ich sie nie zmieni, to zndw wyrazy ciggu na-
turalnego nie moga byé przestawiane; zawiera sie w ich
uporzagdkowaniu co$ wiecej, niz w zwyczajnym szeregu zna-
kéw lub tez jakichkolwiek innych przedmiotéw. Wyrazy cig-
gu sg reprezentantami wszelakich zbioréw o tej samej za-
wartosci, a kazdy wyraz nastepny jest reprezentantem zbio-
row o zawartosci wiekszej (t. j. przy odwzorowywaniu
2 zbioréw jakichkolwiek, ktérych reprezentantami sg 2 na-
stepujace po sobie wyrazy ciggu naturalnego, po wyczerpa-
niu jednego z tych zbioré6w w drugim pozostanie jeszcze je-
den element). Kazdy wyraz ciggu naturalnego przedstawia
jakby symbol, znak wykonanej pracy odwzorowy-
wania, czyli liczenia. Ta ostatnia uwaga ma wielkie zna-
czenie dydaktyczne, bo bardzo czesto uczymy najpierw np.
w zakresie pierwszego dziesigtka liczy¢, uwazajac to za rzecz
konieczng przy nauce poczatkéw. Jest to mniemanie niestu-
szne: dziecko moze zapamieta¢ szereg kolejnych liczebnikow,
moze stosowac to do liczenia przedmiotéw, ale takie licze-
nie bedzie procesem czysto formalnym, bo dla dziecka
w takim razie nazwy kolejne liczebnikow nie beda posiada-
ty nic ponad zwyczajne dzwieki, szeregowane w porzadku
kolejnym, utrwalonym tylko przez pamie¢ (patrz np. S. Jan-
kowski: ,,Jak prowadzi¢ nauke rachunkéw. Czesé |.“ Warsza-
wa 1908). W niektdrych przypadkach taka znajomo$¢ szere-
gu liczebnikbw moze nawet zaszkodzi¢, a wog6le przygoto-
waniem do nauki byé nie moze.

Tak samo, gdy pokazujac rézne przedmioty i przelicza-
jac je, uwazamy, ze w ten sposdb wytwarza sie pojecie licz-
by, postepujemy zbyt ryczattowo i nieoglednie. (Np. patrz
W. Traczynski: ,Przewodnik metodyczny do nauki rachun
kow”. Jarostaw 1910). Juz z poprzedniego krétkiego szkicu
czytelnik widzi, ile to momentéw myslowych potrzeba uwzgle-
dni¢, by mozna byto méwi¢ o pojeciu liczby, z drugiej za$
strony pojecia muszg sie wytworzy¢ same, wyrosnac, a do te-
go nie do$¢ samych tylko pokazdw izwrécenia krétkiej uwagi.
UczeA musi przejs¢ przez wszelkie stadya przygotowawcze,
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a wiec musi zauwazy¢ niezalezno$¢ liczby od uporzadkowa-
nia, od jako$ci przedmiotéw, musi odwzorowywac zbiory
jedne w drugich za pomocg statych przedmiotéow, np. na li-
czydle, kresek stawianych u siebie w tabliczce (arytmetyka
bez stdbw w ochronkach), obrazkéw, nastepnie liczy¢ rozne
przedmioty, uzywajac stow. Nie dos¢ jeszcze na tem: pojecie
danej indywidualnej liczby wtedy sie zjawia, jest w posiada-
niu dziecka, gdy ono niem operuje, co jest mozliwem tylko
przy wykonywaniu rdznych z liczbg dziatah i zadan, gdy
dziecko uswiadamia sobie swoje procesy psychiczne. Wobec tego,
ze jezyka dzieci nauczajg sie zwykle do$¢ wcze$nie, pojecia,
jakie wyraza mowa, zdajg sie¢ nam juz gotowemi; gdy tymcza-
sem Dblizsze zbadanie rzeczy wykazatoby duze braki w tej
dziedzinie. Mozna przelicza¢ roézne przedmioty, ale nie mieé
pojecia liczby, przynajmniej samo takie przeliczanie nie mo-
ze by¢ sprawdzianem tego. Najlepszym sprawdzianem
jest samodzielne zastosowanie liczby przez ucznia w zadaniu.
Jezeli dziecko powie do kolegi: ,dam ci cztery stalki, a ty
daj mi obsadke, bo swojg zgubitem", to tutaj najlepiej sie
przejawia warto$¢ zdobytych pojeé. Zadanie, jak wszedzie
w matematyce, ma rowniez tutaj kapitalne znaczenie. Na tem
polega warto$¢ tak zwanego praktycznego kierunku w nau-
czaniu wogole. Jezeli dziecko zastosowuje pewne pojecia do
zagadnien znajdujacych sie w sferze jego zainteresowan, jezeli
operuje pojeciami temi, tem samem musi je posiada¢. Inne
sprawdziany sg o wiele ryzykowniejsze i nie dajg ucza-
cemu pewnosci.

Zwykle przynajmniej uwazamy, ze pojecie liczby roz-
wija sie na tle doswiadczenia. Powiedzie¢ tylko, ze co$ po-
wstaje na tle doswiadczenia, jest to czesto prawie nic nie
objasni¢. Mamy tu do czynienia w naszem zagadnieniu z bar-
dzo zawitym procesem. Jednym z wybitnych rzecznikéw do-
Swiadczalnego powstawania poje¢ liczbowych jest mysSliciel
angielski John Stuart Mili. Stawia on sprawe najjasniej i naj-
konsekwentniej. Przytoczymy tu stowa samego Milla: ,Wy-
razenie ,,dwa krzemienie i jeden krzemien" oraz wyrazenie
»trzy krzemienie" w rzeczywistosci oznaczajg ten sam zhior
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krzemieni, a bynajmniej nie ten sam fakt fizyczny. Sg to
nazwy tych samych przedmiotéw, lecz tych samych przed-
miotéw w dwéch stanach odmiennych: chociaz nazwy ozna-
czajg te same rzeczy, lecz towarzyszace im pewne cechy sg
rézne. Trzy krzemienie w dwoch réznych zbiorach i trzy krze-
mienie w jednym zbiorze oddzialywajg na nasze zmysty nie je-
dnakowo, a twierdzenie, ze przez zmiane miejsca i rozkiadu
tych krzemieni mozna osiggnaé, aby te krzemienie wywoty-
waly ten lub inny szereg czu¢, jakkolwiek bytoby banalnem,
nie jest jednakze tautologiag. Twierdzenie to jest prawda
znang z bardzo wczesnego i statego doswiadczenia: jest
ono prawda zdobytg indukcyjnie, a takie witasnie prawdy
stanowig podstawe nauki o liczbach. Wszystkie prawdy
podstawowe tej nauki opieraja sie na Swiadectwie zmystow
dowody czerpiemy, wykazujgc oczom lub palcom naszym,
ze dana liczba przedmiotéow, np. dziesie¢ kul, moze przy
rozmaitym ukiadzie przedstawia¢ sie naszym zmystom jako
rézne szeregi liczb o sumie réwnej dziesieciu. Wszystkie
udoskonalone metody nauczania dzieci arytmetyki oparte sg
na znajomosci tego faktu. Wszyscy, ktorzy pragnag uczy¢
arytmetyki, wptywaé na umyst dziecka, da¢ wiedze o licz-
bach, a nie o cyfrach—ucza teraz na podstawie S$wiadectwa
zmystéw, jak wskazano powyzej”. (System Logiki. T. |,
ks. I, rozd. VI, wyd. 5-).

Mill stusznie twierdzi, ze dwa r6zne ugrupowania
tych samych przedmiotdw stanowig rozne fakty fizyczne.
Skadze wtedy dowiadujemy sie o tem, ze liczba przed-
miotéw jest ta sama? ,Twierdzenie to jest prawdag znang
z bardzo wczesnego i statego doswiadczenia”—mowi Mill.
Lecz czy takie rozwigzanie cokolwiek rzecz ttomaczy? Jest
to dogmat i nic ponadto. Dlaczego w takim razie do-
Swiadczenie nie poucza nas bez zmudnego liczenia, ze rézne
ugrupowania tych samych 60 np. przedmiotow dajg te samg
liczbe? Dlaczego ogranicza sie do niewielkiej bardzo liczby
przedmiotow, jakkolwiek ogarng¢ wzrokiem wyraZznie moze-
my czasem bardzo znaczne ich liczby? Gdyby liczba byta
cechg ugrupowan przedmiotéw, ktérg mozna ujmowaé

Uwagi 2
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zmystami, odczytywanie liczby nie zalezatoby od licznosci
grupy. Aby odczyta¢ liczbe, trzeba poréwnywaé rézne
ugrupowania, albo miedzy sobg w pamieci, albo ze statem
innem ugrupowaniem, co jest tatwiejsze, a tem samem wy-
kona¢ proces odwzorowania. Koricowe uwagi powyzszego
ustepu z dzieta Milla sg stuszne niezaleznie od jego teoryi
filozoficznej. Dziecko moze mysle¢ tylko nad konkretnymi
przedmiotami, tylko takie moze poréownywaé, ale robimy to,
uwzgledniamy te rzecz dlatego, by to dziecko pd6zniej mogto
mysle¢ nad wytworami wiasnej mysli, bo to jest zasadniczg wita-
Sciwoscia nauki arytmetyki i matematyki wogéle. Konkretne
przedmioty pomagajag do wytworzenia pojecia liczby, ktdre
jest produktem czystej mysli, ale nie tworzg tego pojecia.
Mysl dziecka powoli odrywa sie od konkretnych przedmiotow,
staje, ze tak powiem, na wiasnych nogach, a wtedy robi
wprost ogromnej doniostosci krok naprzéd. Nie mysimy,
ze to tak predko sie odbywa: nierzadko nawet w wyzszych
klasach szkoty S$redniej jeszcze sie do tego nie dochodzi.
Ale wro¢my do Milla.

Sam on czuje, ze czego$ brakuje w jego teoryi, bo oto
dalej powiada: ,Sad ,trzy jest dwa ijeden” musimy nazwac
okreSleniem tréjki; natomiast oparte na tym sadzie liczenie
wypltywa nie z samego okre$lenia, lecz na zasadzie zatoze-
nia zawartego w niem twierdzenia arytmetycznego, miano-
wicie: istnieja zbiory przedmiotéw, ktére, oddziatywajac
na nasze zmysty w postaci wrazenia: °0°, moga by¢ podzielo-
ne na dwie czesci w ten sposdb: oo o. Poniewaz zaktada
sie tego rodzaju twierdzenie, nazywamy wszystkie takie
ugrupowania: trzy, a stagd i sam zawarty w zatozeniu tem
fakt fizyczny bedzie madgt by¢ poczytywany za okresSlenie
liczby trzy”. Mill chce tu powiedzie¢, ze niezaleznie od
ugrupowania przedmiotéw poznajemy w doSwiadczeniu te,
w ktérych liczba jest ta sama, i ze ta wiasnie niezaleznos$¢
od ugrupowania stanowi ,twierdzenie” arytmetyczne; nie
wykazuje natomiast, jak to juz wyzej zanotowalismy, w jaki
to sposéb w doswiadczeniu dochodzimy do podobnego
zasadniczego ,twierdzenia”, dlaczego mamy pewnos$é, ze
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réznym grupom przedmiotéw odpowiada ta sama liczba.
W dalszych swych wywodach Mill wskazuje na jeszcze jeden
».element hypotetyczny”. Jesi nim zatozenie identycznosci
liczonych jednostek. Wszak wiemy z doswiadczenia, ze nie-
ma dwodch zupetnie jednakowych przedmiotéw. Skad w ta-
kim razie zatozenie, ze liczone przedmioty sg identyczne?
Nawet w tej drobniejszej sprawie widac¢ specyalng funkcye
naszej mysli, ktéra sobie sama musi stworzyé¢ rzeczy i nad
nimi pracuje. Procz tego powyzsze wywody Milla wcale
nie dotycza przedmiotéw zjawiajagcych sie jeden za drugim
kolejno w czasie*).

Uwagi, ktére wypowiedziane zostaly w niniejszym
rozdziale, dadzg sie stre$ci¢ narazie w takim og6lnym wniosku
dydaktycznym: Nalezy baczniejszg zwraca¢ uwage na wy-
twarzanie sie pojecia liczby, a dlatego prdécz odliczania
roznych przedmiotow uwzgledniaé¢ nastepujace czynniki: 1° pro-
ces odwzorowania, 2° niezaleznosci liczby od uporzgdkowa-
nia. Najlepszym za$ sprawdzianem w kwestyi posiadania po-
jecia liczby jest samodzielno$é stawianych przez ucznia za-
pytan tresci arytmetycznej i samodzielne stosowanie pojec
liczbowych do bezposrednio nasuwajacych sie zagadnieh ota-
czajagcego zycia.

Swojg droga czytelnik zapyta nas: a czemze jest liczba,
jak ja okreslic? OkreSlenia takiego niema, odpowiadamy,
bo liczba catkowita jest pierwotnym faktem arytmetycznym.
Jezeli co chcemy okreslic, musimy odwota¢ sie do pojec
elementarniejszych lub za elementarniejsze uwazanych. Réz-
ni metodycy podaja rézne okreslenia liczby, ale wszystkie
one bez wyjatku najczesciej grzeszg nielogicznoscig. Daw-
niej w podrecznikach (nawet i teraz czasem) podawano
okreslenie liczby w rodzaju nastepujacego: liczha jest to
rezultat liczenia albo mierzenia. Jasnem jest jednakze, ze
w samem pojeciu liczenia i mierzenia juz zawiera sie po-
jecie liczby, przez co popetnia sie btgd logiczny, ktoéry na-

*) Zrobilismy tu wyjgtek dla Milla, gdyz chodzilo nam o pewne wy-
jasnienie popularnych pogladéw.
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zywajg ,,btednem kotem” (petitio principii). Jedna rzecz
jest wyrazna i powinna by¢ dobrze rozumiana, ze modwigc
o liczbie, mamy do czynienia z pojeciem, abstrakcya, ktora
nie zjawia sie w gtowie dziecka odrazu, ale musi by¢ przy-
gotowana. Stanowi to przygotowanie najwazniejsze zadanie
metody nauczania pierwszych poczatkéw.

Bezposrednio z zagadnienia o istocie liczby wyptywa
na tle tej lub innej odpowiedzi na to zagadnienie gtowna
kierujgca zasada nauczania. W ogromie literatury i chaosie
pogladéw wytaniajg sie 2 takie zasady. Jedna z nich to
zasada liczenia, druga t. zw. obrazow liczbowych. Przyjrzyjmy
sie po kolei kazdej z nich.

Gtéwna rzecza w powstawaniu pojecia liczby jest
liczenie, jako szereg aktdw uwagi, ktére maja miejsce przy
zatrzymywaniu sie kolejnem nad kazdym oddzielnym liczo-
nym przedmiotem, wszystko jedno jakiej ten przedmiot
bedzie natury. Proces liczenia nie zalezy od jakosci liczo-
nych przedmiotéw ani od ich uporzadkowania, wyraza
pewng sume pracy psychicznej. Ta praca bedzie jednako-
wa, czy liczymy konie na pastwisku, czy tez uderzenia
zegara albo gwiazdy w pewnem miejscu niebios. Jedno-
stajno$¢ rezultatu i niezalezno$¢ od natury przedmiotéw
jest gtdbwnym powodem, ze liczba oddziela sie niejako od
przedmiotow konkretnych, a gdy to oddzielenie nastapi,
mamy juz pojecie liczby gotowe. Dlatego, uczac dzieci,
nalezy wymagaé, by przeliczaly rézne przedmioty w naj-
rozmaitszych potozeniach i postaciach; przez to staje sie
dla nich jasne, ze liczba wcale od ich wi}asciwosci nie
zalezy. Tak samo jak w powstawaniu pojecia liczby,
proces liczenia odgrywa zasadniczg role w dziataniach.
Np. w jakiz sposéb wykonywamy i sprawdzamy dodawanie?
Mamy dajmy na to, doda¢ 5 do 3. Liczymy od jednego do
5 a nastepnie w dalszym ciggu od 1 do 3, ale to ostatnie
zastepujemy potem przez odpowiednie przediuzenie szeregu
naturalnego po za 5 Schematycznie to przedstawi¢ moz-
na tak:



Przy dodawaniu trzeba wiec wilasciwie wykonywaé
3 procesy liczenia. Przy odejmowaniu liczymy w odwrotnym
porzadku w drugim wierszu. Za pomocg liczenia sprawdza-
my rezultaty tych dzialan elementarnych. Stad sprawne
i szybkie liczenie jest konieczne dla dobrego, $wiadomego
opanowania dziatahn. Takie pojmowanie rzeczy, wiecej lub
mniej doktadne, jest popularne. Pochodzi z tego ten fakt,
Ze uczacy najpierw wprawia dzieci w liczenie, sadzac, ze
w ten sposob zdobywa podstawe do dalszej nauki. Nie
wyptywa to z samej zasady nawet. W niej gtdwny nacisk
ktadzie sie na proces psychiczny przechodzenia od jednego
przedmiotu do drugiego, na wspomniany szereg aktéw
uwagi, przyczem nie jest wazne, czy kazdy taki akt uswiado-
miwszy sobie nazy wamy, czy tez obchodzimy sie bez stdw.
W kazdym jednakze razie ta strona zasady liczenia jest
bardzo niejasna i budzi¢ moze powyzsze nieporozumienie.
Jezeli wymieniam kolejne liczebniki, to moge to robic
mechanicznie, a w takim razie rownie dobrze moge powtarzac
szereg nazw chinskich albo jakich innych dZzwiekéw. Coz
z takiego powtarzania mi przyjdzie? Jaka tresé psychlczna
jest w niem zawarta? Wypowiadam stowo ,pie¢”, c6z
przez to rozumiem? Stowo to skojarzone jest z nastepnem
,,52e$C” i poprzedniem ,cztery”, ale skojarzenie to jest czysto
przygodne, formalne, bo zadnemu z tych stéw nie odpowiada
zadna tre$¢ psychiczna. My nie wytwarzamy w ten sposob
szeregu naturalnego, ale wypowiadamy szereg dZzwiekow
bez znaczenia. Wytworzy¢ szereg naturalny jest to zrobic
to, do czego dazymy: daé¢ pojecie liczb i zwigzek miedzy
niemi. W jakiz sposob taka bezduszna rzecz, jak zapamieta-
nie szeregu kolejnych dzwiekéw, moze by¢ podstawa dalszej
nauki? Nawet w nauce jezyka obcego pamigtanie nazw
réznych przedmiotéw jeszcze nie wystarcza; a tu mamy
jeszcze mniej. Jezeli wiec stuszna jest zasada liczenia, to
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nie moze by¢é mowy o takim procesie liczenia, jaki zwykle
wykonyw ajg ci, ktorzy sie arytmetyki troche nauczyt. Jedng
z waznych zasad dydaktycznych jest pamietanie o tem, ze
przynajmniej w rzeczach podstawowych —a o takich tu
mowa—nie mozna uzywaé stow, ktérym nie odpowiada
zadna tres¢. Oddzielne liczebniki musza by¢ najpierw po-
znane, musi by¢ uchwycony zwiazek miedzy kolejnemi
liczbami, musi byé gotowe pojecie liczby, aby proces licze-
nia w tej formie, o ktérej moéwimy, mogt mie¢ miejsce
i znaczenie. W takim razie upada moze cata zasada? Nie, bo
zwykly proces liczenia nie jest zjawiskiem pierwotnem, lecz
pochodnem. Zasada liczenia osta¢ sie moze, ale trzeba opie-
rac sie w niej nie na ostatecznej formie procesu liczenia,
lecz na pierwotniejszej. Taka pierwotniejszg forma jest od-
wzorowanie. Z niego tez nalezy wychodzi¢ w nauczaniu.
Przez odwzorowanie uczen poréwnywa 2 zbiory przedmiotow,
odpowiada na zapytania dotyczace poje¢: mniej, wiecej,
réwno (brakuje, przewyzsza) i t. d. Tu niema jeszcze i nie
moze by¢ pojecia liczby, ale jest pierwsze stadyum po-
rownywania, jest odczuwanie wielkosSci*). W jaki sposob
posuwaé sie dalej w nauczaniu, o tem bedzie mowa ni-
zej; teraz zaznaczymy tylko takie nasze stanowisko wobec
zasady liczenia. Nie miejsce tu na diuzsze wywody, przy-
puszczam jednakze, ze tego, co powiedziano, wystarcza do
zrozumienia potrzebnej do dalszych wywoddw rzeczy.
Zasada druga, czyli zasada obrazéw liczbowych, jest
0 Wi ele miodszg, niz poprzednia. Wyrosta ona pod wptywam
psychologii dosSwiadczalnej i cata jest owiana jej miodzien-
czym duchem. Nie przemawia to jednakze na jej korzys$é.
Zwolennicy tej zasady, gtownie w Niemczech, krytykuja za-
sade liczenia przewaznie z dwéch stanowisk: 1° Zze jest
oparta na zatozeniach a priori, niemal dowolnych, 2° ze nie-
ma znaczenia tam, gdzie nie moze byé mowy o0 pojeciu

*) Stad wihasciwie nie powinno sie nazywaé powyzszej zasady ,zasadg
liczenia”, ale ,,odwzorowania” (nie Zahlprinzip, ale Abbildungsprinzip). Rzecz
ta wyraznie wystepuje w matematyce wyzszej, w t. zw. teoryi mnogosci.
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liczby, gdzie jak u dziecka istniejg tylko konkretne wy-
obrazenia, wiec jezeli sie jg stosuje w tym czasie, to obcigza
sie pamie¢ tylko, a nie oddziatywa na inne sity psychiczne.
Juz w zakresie pierwszego dziesigtka, méwi Lay, jeden ze
zwolennik6éw tej zasady, musi dziecko spamieta¢ rezultaty
blizko 200 r6znych dziatan. Tak, spamieta¢, bo ten fakt,
ze zapomocg liczenia moze ono te rezultaty sprawdzi¢, nie
wystarcza, gdyz dziatania muszg by¢ zmechanizowane,
a w jakiz to sposdb mozna zrobi¢, jak nie zapomoca pamieci?
llez trudu w tem sie miesci, ile pracy psychicznej, ktdrg
moznaby na co$ lepszego zuzytkowac, gdyby sie inaczej do
rzeczy zabraé! Poniewaz dziecko zaczynajace sie uczyé
mys$li obrazami, wyobrazeniami konkretnemi, czy nie mozna-
by byto wynalezé, jako odpowiednikdw liczb przynajmniej
pierwszego dziesigtka, takich wyobrazen, ktére utatwityby
przez uprzytomnienie ich sobie dziatania z liczbami i tem
samem zekonomizowaty wysitki pamieci? Np. w razie dodawa-
nia 4 i 3 mégtbym, jak i w innych przypadkach podobnych,
podsungé dzieciom takie obrazy:

oo . 00O
oo ' o
0000
Potgczenie ich 0 o0 o datoby nowy obraz liczby 7.

W ten sposéb dziatania wykonywalyby sie w wyobrazni,
jezeli kazdej liczbie pierwszego dziesigtka (nawet do 12)
podporzadkowany byt podobny obraz i ten obraz utrwalit
sie przez powtarzanie w pamieci wzrokowej dzieci. Mysl
taka co prawda siega drugiej potowy XVIII-go wieku*), ale
dopiero niedawno rdézne projekty obrazéw liczbowych, po-
dawanych przez réznych metodykéw, poddano doswiadczal-
nemi badaniu. Z tych doswiadczern (ktérym mozna to i owo
zarzuci¢) zwyciesko wyszedt szereg Born’a (metodyk nie-
miecki z drugiej potowy XIX-go wieku):

¥ Whpadt na ten pomyst Busse, profesor w filantropinum w Dessau.



Jedna z gtownych rzeczy w zrozumieniu tej zasady jest
fakt natychmiastowego niemal odczytywania liczby z danego
ugrupowania. Badajagc rézne ugrupowania punktéw do-
Swiadczalnie, wybrano to, przy ktdrem takie odczytywanie
dawato najmniej omytek. Przyzna¢ nalezy, ze zwolenni-
cy tej zasady nie wypracowali jeszcze dokiadniejszej metody
praktycznego nauczania. Ksigzki np. Walsemanna i Laya
zawierajg duzo rzeczy ciekawych, ale wyrobionej metody
praktycznej tu jeszcze niema. Przytem postawiono zaréwno
ze strony teoretycznej, jak praktycznej wspomnianej zasadzie
szereg zarzutdw powaznych, z ktérymi nie mozna sie nie zgo-
dzi¢. Dorazne chwytanie liczby z danego ugrupowania, jak to
wiemy z wiasnego dosSwiadczenia my starsi, nie jest rzeczg
fatwg. Odrazu odczytujemy przy prawie dowolnem ugru-
powaniu 2, 3, czasem 4, ale dalej juz napotykamy trudnosci.
Czy zadanie, aby dzieci chwytaly liczbe z powyzszego,
choéby najwygodniejszego, ugrupowania, nie jest wygorowane?
Czy nie jest za trudne i nie obcigza ze swej strony zbytnio
wzrokowej pamieci ucznia, tembardziej tego, ktory wzro-
kowcem nie jest albo jeszcze sie nim nie stat przez nauke
ksigzkowa? Dalej, dziatania z takimi obrazami nie s3g

0o 00

bynajmniej tatwe, bo np. gdy dodajemy o o0i o0 wszyst-

OO0 O (OJ0]
ko idzie gtadko, ale gdy mamy dodac 0o i o
potrzebna jest pewna modyfikacya obrazéw, potrzebne jest
ich naruszenie albo wykonanie w wyobrazni obrotu jednego
z nich o 180°. Czy mozna sie przytem uwolni¢ od liczenia?
Uczen posiada np. obrazy 7i 8, ale dodawanie tych liczbjuz bez
liczenia obej$¢ sie nie moze; nie moze tez wtedy, gdy niema
pod reka odpowiednich konkretnych obrazéw, jak réwniez
niema pewnosci, czy dane dziatanie wykonane jest dobrze.
W jakiz spos6b dalej przejdziemy do pojecia liczby? Droga
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pozostaje ta sama, co poprzednio, a zdobyte utatwienie jest
problematyczne. Zawiera sie jednakze w tym pogladzie zdro-
we, zdaniem mojem, ziarno prawdy, a dotyczy ona przede-
wszystkiem tego waznego metodycznie faktu, ze obok roz-
maito$ci liczonych przedmiotéw musi by¢ pewien staty przy-
rzad, na ktérym dzieci widza pewne stale, jednakowe ugru-
powania tych przedmiotéw o danej, odpowiadajacej im
liczbie. Istnienie takiego przyrzadu utatwia sprawdzanie dzia-
fan. Dzieci przyzwyczajajg sie do jego wygladu, uwaga ich
nie jest zajeta szczegOtami konkretnymi i dlatego tres¢ aryt-
metyczna fatwiej tu wystepuje, co ma niematg wartos¢ przy
wyjasnianiu. Tu tez widzimy jakby ciagg dalszy zasady od-
wzorowania. WeZmy przykiad. Po zaznajomieniu sie z 6,
uzmystowieniu jej i t. p., réznych przyktadach konkretnych
i t. d. wystepujg dziatania z liczbami oderwanemi. lle be-
dzie 4 a 2? Moze sie zdarzyé (a przy pospiesznem, u nas
Zwyczajnem nauczaniu zdarza sie czesto), ze uczen nie umie
na to odpowiedzie¢, tembardziej wtedy, gdy powtarzamy
i 0 6 niema ciagle mowy. Na przyrzadzie statym tatwo nieu-
dolnemu matematykowi rzecz wyjasnié. To samo moze sie
zdarzyé, gdy rozwigzujemy zadanie, ktoérego fabula omawia
przedmioty nie znajdujgce sie w klasie. Jak te rzecz w nau-
czaniu wyzyskac¢, o tem bedzie mowa w rozdziale nastepnym.

Przytaczajac tutaj gtowniejsze poglady na niektére za-
sadnicze kwestye, a takze uwzgledniajgc niektére uwagi kry-
tyczne, chodzi mi tylko o wyjasnienie tych mysli, jakie sta-
nowig podstawe niniejszej ksigzeczki.

Reasumujgc powyzsze, twierdze: |-o zasada liczenia jest
stuszna, ale tylko wtedy, gdy przez liczenie nie bedziemy
rozumieli zwykle uzywanego procesu, ale zaczniemy w nau-
czaniu od formy pierwotniejszej, od odwzorowania. 2-0 za-
sada obrazow liczbowych nie jest dotad praktycznie nale-
zycie wyzyskana i nie wiadomo, czy da sie wyzyskac¢, w kaz-
dym razie waznym jest fakt istnienia przy nauczaniu statych
ugrupowan przedmiotéw na statym przyrzadzie.
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W rozdziale niniejszym bedziemy usitowali wykazac,
jak to, co powiedziane byto powyzej w odniesieniu do poj-
mowania zasady liczenia, moze by¢ zastosowane w pra-
ktyce.

Zwykle uwazajg, ze nauczanie elementarne zaczynac sie
winno od nauki czytania i pisania oraz rachunku, jak to sie
dzieje faktycznie w przecietnej szkole elementarnej i nauce
domowej. Wprowadzono tu i owdzie t. zw. pogadanki o roz-
nych rzeczach otaczajacego dziecko $wiata. Jest to znaczny
krok naprzod do glebszego zrozumienia zadan elementarne-
go nauczania. Pogadanki te bezwatpienia majg duze znacze-
nie: ucza patrze¢, obserwowaé, ksztatcg zdolno$¢ uwagi do-
wolnej, dajg wiedze i t. p. Ale czyz istotnie rozwdéj psychi-
czny i poznanie zdobywane przez te pogadanki sg tego ro-
dzaju, by mozna je byto nazwa¢ pogadankami o rzeczach?
Niewiele rzeczy poza obrazkami moze nauczyciel w szkole
pokaza¢, a czasem nawet obrazkéw, chocby jakich takich,
nie posiada. Czyz wtedy to, o czem méwimy, bedzie nauka
0 rzeczach, a nie o stowach? Uczymy sie widzie¢ i obser-
wowac faktycznie, patrzac na rzeczy rzeczywiste. Nie tylko
dalej przez patrzenie $wiat otaczajgcy nas poznajemy, ale
przez przezwyciezanie i odczuwanie oporu, jaki
stawiajg rzeczy otaczajace naszym chceniom i ce-
lom. Formalny spos6b nauczania zwraca gtowng uwage na
mowe, na t. zw. , petne zdania“, na obfito$¢ i bogactwo stow-
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nictwa, nie troszczac sie czesto o to, co istotnie w gtowach
dziecinnych dzwiekom mowy odpowiada. Wprowadzane spo-
radycznie do elementarnego nauczania rysunek i roboty re-
czne na razie sytuacyi nie ratujg, gdyz samo to wprowadze-
nie nie dowodzi jeszcze rozumienia doniostosci podobnych
przedmiotéw. W nich wilasnie tkwig sity, ktére rozsadzg
obecny formalizm szkoty elementarnej i samo pojecie nau-
czania elementarnego przeobraza, zmienig réwniez jego me-
tode. Szkota elementarna nie jest niczem zdeklarowanem.
W rdznych krajach np. w rdznym wieku zaczynajg dzieci
nauke elementarng. Zalezy to od wielu przyczyn, odgrywajg
tu role czynniki rasowe, narodowe, ale niemale ma tez zna-
czenie samo pojmowanie elementarnego nauczania. Wiek dzie-
ci przyjmowanych do szkoly elementarnej waha sie pomie-
dzy 5 a 8 latami w ro6znych miejscowosciach kuli ziemskiej.
Ciekawe jest wiasnie, ze gdzie, jak w Ameryce, w naucza-
niu elementarnem t. zw. metody praktyczne odgrywajg wiekszg
role, tam przyjmowane sg dzieci mtodsze. Zwr6¢my uwage dalej,
ze obecnie nierzadko juz dzieci zaczynajg sie ,uczyc*
w t. zw. np. szkotach macierzystych, ochronach i t. p. zna-
cznie wczesniej, niz to zwykle jest przyjete w szkole ele-
mentarnej. Naturalnie, uczg sie tu dzieci, dla ktérych utru-
dnione jest normalne wychowanie domowe, ale takich dzie-
ci jest legion, ktory stale wzrasta. Z drugiej strony ,normal-
ne" wychowanie domowe musi tez podlegaé modyfikacyom,
ktdrych zada czas i zycie, a tem samem niejedno musi sie
w niem zmieni¢, na niejedng sprawe zaniedbang i niedo-
strzegang trzeba bedzie zwréci¢ uwage. Nauczanie rachun-
kow musi tez uledz zmianie. Jestem zdania, ze baczne oko
wychowawcy jeszcze przed szkolg elementarng w te dzie-
dzine wejrze¢ powinno. Wszystko, o czem dalej bedzie mo-
wa, dotyczy nie tylko ochronki np., ale i domu.

Czytelnik, ktory uwaznie przeczytat poprzedni rozdziat,
zrozumie, ze mozna podkresli¢é pewne przygotowawcze mo-
menty powstawania poje¢ liczbowych, wecale nie uzywajac
stow, liczebnikdw. Jest to jakby ,arytmetyka bez stow*, je-
zel moge tak nazwaé¢ to, o czem chce pisaé. Pojecia odwzo-
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rowania, niezaleznosci zbioru konkretnego od porzadku, od
formy przedmiotéw, ich uktadu i wogédle jakosci zmystowej,
mniejszo$é, wiekszos$¢ i rownos¢ zbiorow co do ich mocy —
oto tre$¢ podstawowa tej ,arytmetyki”. Niestusznie zwykle
te rzeczy pozostawiane sa czasem w cato$ci wilasnemu
doSwiadczeniu dziecka i jego pracy duchowej; bo nawet gdy-
by mozna byto istotnie na to doswiadczenie liczy¢, to w kaz-
dym razie uczacy powinien dba¢ o porzadek w tej dziedzi-
nie i wiedzie¢ doktadniej o tem, by przystosowa¢ odpowie-
dnio swe postepowanie. Jakie znaczenie ma kwestya tu oma-
wiana, wyrazg dobitnie stowa wybitnego matematyka szwedz-
kiego S. Mittag-Leffler’a: ,,Bez specyalnej zdolnosSci mysli do
odwzorowywania jednego objektu w drugim, t. j. bez li-
czenia, matematyka nie istniataby“ (Compte rendu du Con-
gres des mathematiciens a Stockholm. 1909, str. 16). Jakze
mato jednakze na te kwestye zwraca sie uwagi! ByC¢ moze,
ze tu niejeden praktyk zrobi zarzut, ze gtos matematyka ma-
to moze decydowaé w sprawie tak elementarnego nauczania.
Nauka jest jednakowo wielka wszedzie, czy w drobnych za-
czatkach, czy u szczytu, a gteboki znawca przedmiotu wska-
zuje nam na te momenty podstawowe, ktérych znaczenie do-
piero on potrafi oceni¢, psycholog za$ z rzeczg nieobeznany
moze tylko czasami zgadna¢. Dla stworzenia dobrej metody
nauczania trzeba wyzyskaé wszystkie mozliwe dane.

W celu zaradzenia sprawie przytocze tu kilka uwag.

Nauczanie przedszkolne rachunku dziele na 3 stopnie.
Nauka catkowicie jest zwigzana z pracg reczng.

Pierwszy stopien — odwzorowywanie podo-
bne.

Na tym stopniu dzieci ukiadajg figury podobne do tych,
jakie majg podane we wzorcu. Taki wzorzec powinien byc¢
przygotowany odpowiednio z klockéw, np. przymocowanych
do tektury, ustawionej na tablicy. Uktadanie odbywa sie za
pomocg klockéw takich samych, ktore, jak we wzorcu, mo-
ga by¢ roéznokolorowe. Pdzniej mozna figury wyrysowywaé
na tablicy kredkami.

Wysuwajg sie nastepujgce momenty: I|-o uktadanie fi-
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gur odmiennych, niz pierwsze (np. kwadrat), ale o tej samej
liczbie klockéw. Najpierw uczacy sam podsuwa rézce zmia-
ny, ktére dzieci nasladujg, a pdzniej zacheca je do samo-
dzielnej modyfikacyi. 2-o0 Uktadanie figur o mniejszej lub
wiekszej liczbie klockéw. W pierwszym momencie dzieci
uktadajg nowg figure z tych samych klockéw, jakie zuzyte
byty na utozenie poprzedniej, stopniowo jg niszczac. W dru-
gim robi sie to samo, ale klocki dawne albo czesSciowo po-
zostaja, albo ich bedzie brakowato, i trzeba uzupeini¢ przez
dobranie nowych. Przy tem wszystkiem na wspomnianej tek-
turce dzieci majg przed oczyma obie figury w catosci.

W ten spos6b moze sie zrodzi¢ pojecie, ze ten sam zhio6r
klockéw moze przybieraé rézne postacie. Mozna ukiadac
rébwniez utwory przestrzenne.

Nasuwa sie tu caly szereg réznych ,zadan". Np. macie
trdjkat, wezcie po klocku i zrébcie kwadrat, jeszcze po kloc-
ku i zrobcie domek i t. p. Wogdle dla figur dobrzeby byto
obmysli¢, jak mi sie zdaje, odpowiednie nazwy, przynaj-
mniej dla niektérych czesciej uzywanych, uktadaé nawet po-
dobienstwo liter, cyfr, przedmiotéw znanych i t. p. Np. ma-
my zbior klockdw w jakikolwiek sposéb utozonych (dajmy

na to 5), uktadamy z nich takg figure: To samo mozna

zrobi¢ dla innych zbioréw nie przekraczajgcych liczb pierw-
szego dziesigtka. Np. 6 8: O i t. d. Jezeli figura

przez czeste uzycie, dajmy na to do zabawy Ilub opowiada-
nia, jest dobrze znana, mozemy dzieciom powiedzieé, by uto-
zyty ja w pamieci, co jest wazne, gdyz nadaje pewnos¢ i kon-
troluje wyobraznie geometryczna.

Stopien drugi — odwzorowywanie w sze-
regu.

Uczacy pokazuje na tekturze figure utozong z klockdéw
w ten sposob, aby kazdy klocek wyro6zniat sie np. barwa.
Nastepnie, zachowujac barwe, uklada w szeregu jeden za
drugim takie same klocki, ale inne. Zaznacza, ze klockow
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tu i tam jest ,tylez”,,réwno”. Takie przejscie od dowolnej kon-
figuracyi do szeregu stanowi gtéwng tres¢ tego stopnia.

Mozna tu wyseparowac nastepujgce momenty: I-o ukta-
danie szeregu na zasadzie danej na tablicy figury, z zacho-
waniem podobienstwa barw i bez niego; 2-o0 ukladanie sze-
regu na zasadzie dowolnej grupy podanych klockéw, bez wi-
docznego porzadku nastepstwa, z zachowaniem podobiefstwa
barw i bez niego; 3-0 ukiadanie szeregu na zasadzie wrazen
stuchowych, otrzymywanych np. z nastawionego na wolne
tempo metronomu, uderzen zegara; na zasadzie przedmiotow
otoczenia (jednorodnych, pézniej niejednorodnych); 4-o od-
wzorowywanie w szeregu zapomocg innych przedmiotow,
niz klocki, np. krazkéw tekturowych, palcédw, stawiania kre-
sek i t. p.

Stopien trzeci — odwzorowywanie w szere-
gu specyalnie skonstruowanym (szereg Borna).

Celem, jaki sobie tu postawi¢ mamy, jest nadanie pie-
tna charakterystycznego zbiorom o réwnej mocy. Zwyczajny
szereg stanowi przejscie do tego stopnia, w nim to nie jest
tak widoczne, gdyz przy do$¢ duzej liczbie uszeregowanych
przedmiotdw trudno odréznié, ktory zbior jest wiekszy, a ktdry
mniejszy. W ten sposéb zuzytkowujemy doswiadczenie zwo-
lennikéw zasady obrazéw liczbowych. Uktadanie w szeregu
pozwala poréwnywa¢ moc dwoch réwnych zbiorow. Uzywa-
my tutaj krazkow tekturowych. Np. mamy zbidr stalek i orze-
chow. Odwzorowujemy zapomocg kragzkéw zbidr jeden
i drugi. Okazuje sie, ze otrzymujemy np. te samg figure sze-
regu Borna. Zbiory sg rowne. Caly szereg dEwiczen tu sie
nasuwa. Mozna przejs¢ wszystkie figury szeregu Borna
w pierwszym dziesigtku. Liczenia tu jeszcze niema, ale nic
nie staje na przeszkodzie, by nazywac figury Borna: dwdj-
ka, trojkg i t. p.

Zrozumiatem jest, ze pedantyczne prowadzenie tego ro-
dzaju operacyi moze dzieci nudzié, ale przeplatane zabawa,
rozmowa i innemi rzeczami, przy rozmaitosci zadan, figur
réznych, rozmaitych przedmiotéw odwzorowywanych, nudnem
nie bedzie. By¢ moze, ze plan tu naszkicowany posiada wa-
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dy, ktore praktyka poprawi¢ moze, a luki uzupetnic¢; ale mam
to gtebokie przeSwiadczenie, ze istota rzeczy osta¢ sie musi
i jest pozyteczna. By¢ réwniez moze, a tembardziej jest po-
zadane, by mysl tu wytuszczona byta rozwijana. Tu i owdzie
w szkotach i w praktyce nauczania indywidualnego podobne
rzeczy byly i sg stosowane (np. patrz H. Denzer: Schaffen
und Lernen. Lipsk, 1909). O ile wiem, w szkotach macie-
rzystych w Paryzu réwniez co$ podobnego robig. Nie zna-
laztem jednakze ani w sprawozdaniach, ani w artykutach
w czasopismach, ani tez w literaturze ksigzkowej punktéw
wytycznych, idei gtéwnej, ktérg jest rozwiniecie pojecia od-
wzorowania (wspomina o tem przygodnie Hasse w swej
metodyce rachunku poczgtkowego (po niemiecku).

Na zakonczenie przypomne, ze jak Swiadczg wiadomo-
§ci o ludach zyjacych w pierwotnem stadyum kultury, od-
wzorowanie odgrywa tam role np. w handlu zamiennym.
Na linii demarkacyjnej z jednej strony mamy np. ztozone
orzechy kokosowe, na drugiej dajmy na to banany. Jeden
z handlujgcych odktada pewien zbior bananéw, a drugi orze-
chow kokosowych i przytem tak, ze jednej albo parze je-
dnostek jednego gatunku towaru odpowiada jedna, dwie,
albo trzy jednostki drugiego. Przyrzady rachunkowe, jak
szczoty, abakusy r6znego rodzaju, stanowig juz dalsze sta-
dyum tego procesu, gdzie udoskonalenie polega na tem, ze
grupie okredlonej liczonych przedmiotéw, np. 10, odpowiada
na przyrzadzie jedna przesuwana kulka.
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Teraz przejdziemy do nauczania w pierwszym roku
w zwyklej szkole elementarnej (dzieci szesScio- lub siedmio-
letnie), ale zanim na przyktadzie zillustrujemy sam sposob
wyktadu, zastanowimy sie nad kilkoma waznemi kwe-
styami.

Przedewszystkiem zakres nauki. Nie moze on obej-
mowac wiecej, jak liczby od 1 do 20. U nas, niestety, jeszcze
trzeba zaznacza¢, ze nigdzie zbytni pospiech nie jest tak
szkodliwy dla catego rozwoju umystowego dziecka, jak
w arytmetyce. Osiggane szybko rezultaty pozornie dobre sg
zwodne, wiedza jest nietrwata i nad wyraz mglista, wyuczo-
na, skutkiem czego pdzniej tyle sie zjawia dzieci ,,niezdol-
nych* do matematyki, tyle nieprzyjemnych i préznych wy-
sitkow kosztuje ucznidw i uczennice posuwanie sie za ,kur-
sem*. Nie moze by¢ watpliwosci, ze sprawdziany sg trudne,
ale tylko niedoswiadczony i lekkomysiny nauczyciel bedzie
sie tu Spieszyt wtedy, gdy troche wysitku z jego strony na-
daé moze przedmiotowi pozadang rozmaito$¢, a uczniom do-
starczy¢ trwatych podstaw. Procesow psychicznych przys$pie-
sza¢ nie mozna; odbywajg one takg samg ewolucye, mniegj
lub wiecej powolng, w rdznych osobnikach, jak wszystko na
Swiecie. Powstawanie poje¢ liczbowych, o6w kapitalny mo-
ment psychologiczny nauczania poczatkowego rachunku, jest
rzecza powolng i trudng. Sama wszak logika poucza, ze licz-
by np. pierwszego dziesigtka majg fundamentalne znaczenie
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dla wszystkich dalszych operacyi arytmetycznych. Nie chcie¢
sie z tem liczy¢ i $pieszy¢ sie tutaj, to albo nie rozumiec
zupeinie rzeczy, albo tatwowiernie da¢ sie zwodzi¢ cliwy-
tliwosci i nietrwatej pamieci dziecinnego wieku. Juz dosSwiad-
czenie poucza, ze nader czesto uczen, pozornie tatwo daja-
cy sobie rade z rachunkiem na poczatku, pézniej, jakby ste-
piat catkowicie, nie umie wzigé sie do prostych rzeczy, nie
umie mysle¢, ba, nawet nie czuje tego potrzeby. W pierw-
szym roku stanowczo nie mozna przechodzi¢ wiecej, sztuka
za$ nauczania powinna polegaé na tem, aby nuda nie wcho-
dzita do pokoju szkolnego, a nauczyciel umiat zrobié¢ przed-
miot rozmaitym i interesujgcym. Taki pos$piech jest pozosta-
toscig dawnej dydaktyki mnemotechnicznej. Wszak dawniej je-
szcze predzej dochodzono do liczb duzych, i jak opowiada
jeden z historykéw, uczniowie zapominali dodawania, gdy
byli w trakcie dajmy na to dzielenia, co wecale nie budzito
podziwu, Jeszcze teraz, szczegOlniej przy zajeciach z Kkilko-
ma oddziatami, nauczyciel daje jednemu z tych oddziatow
dla ,,zuzytkowania czasu“ kilka liczb decymetrowej dtugosci
do dodawania. Zapewne, uczniowie siedzg ,cicho", ale cza-
su nie zuzytkowujg i pod wzgledem umystowym szkodza
sobie.

Spopularyzowane sa juz pojecia o pogladowosci
W nauczaniu. Gdy sie jednakze obeznamy z literaturg przed-
miotu, a tembardziej z realizowaniem owej pogladowosci
w praktyce, znajdziemy wiele zdan réznych co do srodkow
i zakresu pogladowego nauczania, znajdziemy réwniez w owej
praktyce nieraz pozory poglagdowosci, a nie samg jej tresé.
Wyliczymy i rozpatrzymy tu po kolei wszelkie mozliwe $rod-
ki do nauczania poglgdowego.

a) Przedmioty i zjawiska $wiata otaczaja-

cego.

Bez watpienia, blizkie zetkniecie z rzeczami codziennego
doswiadczenia nadaje nauce, tembardziej oderwanej, zywos¢,
a dla umystéw nierozbudzonych warto$¢ realng. Tak jest

Uwagi 3
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wszedzie, w kazdej dziedzinie wiedzy i ma tez to znaczenie
swoje, nie podlegajace watpliwosci, w nauczaniu arytmetyki.
W poczatkach pierwszych nauki, na tem stadyum rozwoju
umystowego dziecka, gdy nie operuje ono jeszcze wyrobio-
nemi pojeciami, styczno$¢ blizka z przedmiotami doswiadcze-
nia zwyktego ma warto$¢ podwdjna: daje materyat poglado-
wy, dostepny dla umystu dziecinnego i nadaje przez zasto-
sowanie wspomniang warto$¢ realna. Przedmioty i zjawiska
otaczajacego $wiata mogg by¢ uzywane w nauczaniu albo
przez pokaz, albo tez przez nadmienienie. Im wiekszg roz-
maitoscig przedmiotéw konkretnych nauczyciel rozporzadza
i pokaza¢ je moze, przyczepiajac do nich liczbe,—tem lepiej.
Nie bojmy sie zbytnio, aby uwaga dziecka za bardzo sie rozpra-
szata; owszem barwnos$¢ i rozmaito$¢ podtrzymuja jej napie-
cie, a wprawa nauczyciela potrafi przytem podkreslaé
to, o co chodzi, co jest wazne. W nauczaniu indywidualnem
nawet przechadzka moze by¢ w odpowiedni sposob wyzy-
skana. Nie myslmy, aby tylko urzedowe godziny nauki robi-
ty swoje: zwykle potowa ich idzie na marne—tak méwi prze-
cietne doswiadczenie. Mysl trzeba tapaé na goragcym uczyn-
ku, in statu nascendi, te bowiem chwile sg najcenniejsze:
w nich czasem rodzi sie pomyst twérczy artysty, albo czto-
wieka nauki, w nich tez odbywa sie owa tajemna a niezba-
dana dotagd praca samodzielna duszy dzieciecej, odbywa sie
jakby blyskami, przelotnie, jak go$¢ pozadany przychodzi
niespodzianie. Uczacy niech chwyta te chwile, niech umie
je wyczuwad.

Tak, barwno$¢ i rozmaitosé nauczania sa potrzebne;
one sg jak storice, przy ktérem rosnie dusza dziecka. Kto
rozczytywat sie kiedy w poetycznie skomponowanych zada-
niach indyjskich, gdzie pszczoty, kwiaty, perty i t. p. sg przed-
miotami, do ktérych matematyk pierwotny przyczepia liczby
i kombinacye, ten zrozumie, ze barwno$¢ wyktadu moze mieé
duzag warto$¢. Tylko w dojrzatej umystowosci wyrdzniczko-
wujg sie odrebne dziedziny duchowe, ktore nabierajg warto-
§ci jakby same przez sie; u dziecka wszystko jest razem.
Wielu uwaza, ze nadmienianie w zadaniach o przedmiotach
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dziecku znanych (w najlepszym razie!) juz wystarcza do po-
gladowosci, i ze do$¢ ogranicza¢ sie na niewielu obrazach.
Potrzebne tu jest stopniowanie i wychodzimy zawsze od te-
go, co mozna widzie¢, stysze¢ w danej chwili lub wogoéle
czué, potem mozemy mowi¢ o rzeczach znanych dzieciom
z doswiadczenia, nakoniec o takich, ktére widziaty na obraz-
ku, o ktérych styszaty z opowiadania. Najgtowniejszg jednakze
role zawsze odgrywaé winno to, co jest bezposrednio dane.
Oszczedzanie ,,0kazOw" jest pozostatoscig z czaséw mnemo-
nicznego formalizmu, ktéry wiecej cenit paragrafy Kksigzki,
niz zywa rzeczywistosé.

Nauczyciel powinien stara¢ sie o zachowanie w zada-
niach rzeczywistych stosunkéw zycia. Nieraz sie zdarza, ze
dzieci rozwigzujg zadania, do ktérych wchodzg ceny np. to.
waroéw znanych nie majace nigdzie zastosowania, albo gdzie$
w odlegtych miejscowosciach kuli ziemskiej, lub w przesziej
albo przysztej dobie historycznej. Zadah nie moze uktadaé
ten, kto nie poznat w rzeczywistosci tych stosunkoéw, jakie
stanowiag tre$¢ zadania. O tem poméwimy nieraz plzZniej;
tu wspominamy dlatego, iz rzecz ma blizszy zwigzek z po-
gladowoscia.

Do przedmiotéw naturalnych nalezg tez organy nasze-
go ciala, a przedewszystkiem palce, ktore, jak to stwierdzo-
no niezbicie, odegraty w historyi rozwoju cztowieka, w po
wstawaniu pierwszych poje¢ liczbowych duzg role. Jak wi a-
domo, tak zwane cyfry rzymskie wyraZznie wskazujg na swe
pochodzenie z rachunku na palcach. Przytrzymujac duzym
palcem maty palec i 2 Srednie i pozostawiajac otwarty tyl-
ko wskazujacy, mamy uzmystowienie jednos$ci; podnoszac do
tego Sredni wiekszy—uzmystowienie dwojki; 2 srednie—trdj-
ki; a jezeli podniesiemy wszystkie cztery précz duzego, ma-
my uzmystowienie czwérki. Wszystkie palce uzmystawiajg
pigtke, i jezeli teraz zlgczymy cztery palce poczynajac od
wskazujacego, otrzymamy obraz, przypominajacy pigtke rzym-
ska. W ten sposéb moznaby korzysta¢ zjednej reki przy nau-
czaniu; ale poniewaz w pierwszym dziesigtku trzeba bedzie
wzig¢ pod uwage reke druga, nauczyciel, obréciwszy oby-
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dwie dtonie w strone klasy, moze zaczyna¢ od matego pal-
ca na rece prawej; széstym palcem bedzie duzy palec na re-
ce lewej. Wazne jest, aby dzieci tez operowaty na tym przy-
rodzonym przyrzadzie i dlatego niektdrzy radzg zaczynac ra-
chunek od matego palca u reki lewej, przyczem obydwie re-
ce znajdujg sie na pulpicie z dioniami skierowanemi ku do-
towi. W takich nawet drobnych pozornie rzeczach nalezy
kazdy szczegdét obmysli¢, gdyz nieporzadne uzywanie jakie-
go Srodku gorsze bywa czesto, niz zupetne zaniechanie. Do
tego ostatniego sposobu nauczyciel musi sie tez przystoso-
waé przez ztozenie rgk na krzyz i zwrécenie dtoni ku sobie.
Nalezy jeszcze zwréci¢ uwage, ze dotykanie pulpitu jest bar-
dzo pozgdane dla dzieci, poniewaz nawet starszy ma palce
za mato nieraz postuszne, aby mégt otworzy¢ tylko ten pa-
lec, ktoéry jest potrzebny.

b) Przyrzagdy rachunkowe.

Od wiekow juz obmys$lano roézne przyrzady rachunko-
we do utatwienia rachunku i zanotowania liczby oraz wy-
konywania dziatan. T. zw. ,szczoty" np. sg udoskonaleniem
tablicy rachunkowej (suanpana), uzywanej przed wiekami
przez Chinczykow i Tataréw. Niemieckie ,rechenbanke"
i ,abakus” tez nalezg do przyrzaddéw bardzo dawnych. Juz
w XVII wieku wielki filozof Leibniz rzuca mysl i daje wska-
z6wki co do urzadzenia maszyny rachunkowej, ktora dzi$
w udoskonalonej formie tak wybitne ustugi oddaje, a w przy-
sztosci jeszcze wieksze znajdzie rozpowszechnienie i zapew-
ne w szkole znajdzie sie w reku kazdego ucznia. Nauczanie
poczatkowe ma oprdcz doktadnego i szybkiego rachunku na
celu gtéwnie unaocznienie. Stad wynika, ze przyrzady
rachunkowe nie moga by¢ ztozone, nie moze to by¢ ma-
szyna bardziej skomplikowana, gdyz samo jej urzadzenie nie
do uzmystowienia elementarnych operacyi stuzyéby mogto,
ale do zagmatwania. Trudno tu wyliczaé wszelakie pomysty
przyrzadow, jakie w ciagu wieku XIX do unaocznienia po-
czatkowych operacyi arytmetycznych wynaleziono. Nie prze-
chodzi rok jeden, aby kilku podobnych przyrzadéw nie za-
proponowano z tej lub innej strony, jako narzedzia pomocni-
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czego przy nauczaniu. Wszystkie te przyrzady wszakze posia-
daja jedng kardynalng wade: jezeli usituja uzmystowié¢ dzia-
tania, nie dajg dobrego unaocznienia liczby z réznych wzgle-
dow i naodwrdt. W razie za$, gdy udaje sie jako tako zro-
bi¢ jedno i drugie, przyrzad jest tak skomplikowany i czesto
nie tani, ze o szerszeni jego rozpowszechnieniu trudno mo-
wi¢. Wypada nam wiec zatrzymac¢ sie na dwoéch przyrza-
dach.

Pierwszy z nich jest skonstruowany w celu odtworze-
nia szeregu Borna. Jest to podiuzna deska (1 metr diugosci
i 4 decymetry szerokosci), na ktérej zrobiono z jednej stro-
ny 20 okragtych wydrazeA w 2 szeregach poziomych (diuz-
sze brzegi deski ustawiajg sie poziomo), przyczem kazde wy-
drazenie ma okoto 412 cm. w S$rednicy, a $rodki owych wy-
drgzen, zaréwno nalezacych do tego samego Sszeregu pozio-
mego, jak i do sgsiedniego, znajdujg sie od siebie na odle
gtosci 9 cm. W Srodku deska przedzielona jest pionowo przy-
klejong listewka na dwie czesci, z ktérych kazda posiada po
10 wydrazen (wydragzenia te nie przechodzg na wylot). U do-
tu do deski przymocowane jest korytko, w ktérem skiadajg
sie krazki drewniane, wchodzgce tatwo w owe wydrazenia
(ale nie calkowicie, bo nie moznaby byto ich wyjmowac).
U gory do deski przymocowuje sie listewka, na ktérej moz-
na ustawia¢ rézne przedmioty. Krazki sg pomalowane z je-
dnej strony np. na kolor ciemno-niebieski, z drugiej na czerwo-
ny, a deske catg mozna tez pomalowaé dajmy na to na ciem-
niejszy kolor zielony. Liczby uzmystawiamy, wkiadajac w wy-
drgzenia krazki w ten sposob, jak to wynika z tworzenia
szeregu Borna. Kolor dwojaki krazkéw stuzy do tego, by
uzmystawia¢ dziatania, np. dopetnianie liczby lub rozkiada-
nie jej. Gdy mowa o danej liczbie, znajduje sie ona stale na
przyrzadzie, a na nim odbywaja sie réwniez stale (na po-
czatku) te same operacye rachunkowe, jakie nauczyciel wy-
konywa z klasg. Uczen, ktéry w kursie wstepnym zapoznat
sie z szeregiem Borna, znajdzie go tu znowu, ale dalej juz
wykonywaé bedzie doktadniejsza analize przedstawionych
obrazow.
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Opisany przyrzad pomocnym moze byé tylko w pierw-
szym roku nauczania. Dobrze jest wspomnie¢ tu przy spo-
sobnosci, ze deska przyrzadu moze by¢ podzielona cienkie-
mi liniami koloru czarnego na decymetry kwadratowe. Obraz
tego podziatu utkwi¢ moze w pamieci uczni i potem przy
sposobnos$ci fatwo go przypomnie¢. Dla dalszych stactyow
nauczania najwygodniejszym przyrzagdem sg szczoty w du-
zym formacie, pozbawione oczywiscie niepotrzebnych ku-
lek, ktére powinny mieé¢ znaczng wielko$¢, aby oko tatwiej
je oddzielnie chwyta¢ mogto. Dla przecietnej klasy wystar-
czag 3 cm. Srednicy. Poniewaz przejscie od jednego przyrza-
du do drugiego nie powinno by¢é raptowne, nauczyciel po-
winien stopniowo juz w pierwszym roku przechodzi¢ od je-
dnego do drugiego, pokazujac na szczotach te same opera-
cye, szczegdlniej w dziesigtku drugim, co i na pierwszym
przyrzadzie. Nalezy przytem na szczotach uwzgledni¢ to
udoskonalenie, jakie wprowadzit Schneider, polegajace mia-
nowicie na tem, ze kulki na szczotach sg pomalowane 2 bar-
wami: jedna pdtkula na jasno-zotty kolor, druga na czerwo-
ny, pomalowane w ten sposob, ze kazdg kulke mozna przesu-
waé wzdtuz drucika, pokazujgc tylko jeden jej kolor. W razie
dziatan, np. jak powyzej dopetniania i rozktadania, odpowiednie
kulki obracamy dokota drutu i wystepuje kolor odmienny, bzczo-
ty majg duze braki, np. po wykonywaniu dziatan z wigksze-
mi liczbami niewidoczne jest, z jakiemi liczbami to dziatanie
byto wykonane, wyrazny jest tylko rezultat. Pomimo to pro-
stota cechujgca ten przyrzad przemawia za jego wprowadze-
niem. W praktyce zagranicg uzywaja czasem szczotéw zmody-
fikowanych, w ktdrych druty biegna pionowo. Komplikuje to
przyrzad, ale ma te wygode, ze lepiej uzmystowiony jest sy-
stem pozycyjny.

Zwroce tu uwage czytelnikow na jedng rzecz, ktéra mo-
ze wywota¢ pewne nieporozumienie. W kursie wstepnym za-
trzymaliSmy sie na szeregu Borna dla nadania okreslonym
zbiorom pewnych pogladowo ujmowanych cech charaktery-
stycznych. Dalej w pierwszym roku polecam uzywanie szczo-
tow obok pierwszego przyrzadu, jakkolwiek szczoty sg opar-
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te na zwyczajnym szeregu, t j. kulki nastepuja jedna za dru-
g3. Ten szereg poprzedzat obrazy Borna we wstepnym Kkur-
sie, a tu znowu nastepuje po nich. Stad wilasnie nieporozu-
mienie mozliwe, a jednakze pozorne. Nie chodzi mi o wdro-
zenie w pamie¢ ucznia owych obrazéw liczbowych i rachu-
nek w wyobrazni na ich tle, a jezeli obrazy te sie wdrozag (bo
bedzie na to czas) i, co wazniejsza, pomoga ktéremu z ucz-
niow, tem lepiej. W kursie wstepnym przejscie od szeregu
zwyktego do szeregu Borna bylo wywotane wprost fizy-
cznemi wiasciwosciami elementéw odwzorowujgcych (klocki
i krazki), chodzito o wyodrebnienie zmystowe réznych zbioréw,
ale specyalnym figurom jakim$ znaczenia osobliwego nie nada-
watem. W t. zw. pierwszym roku nauczania powstaje pojecie
liczby, a wiec konfiguracya ta lub inna specyalnej roli nie
odgrywa.

c) Zapisywanie liczb.

Uwazam to za $rodek pogladowy, gdyz sadze, ze reka
ucznia przejs¢ musi te same stopnie rozwojowe, jak i mysl
przez oko. Moze sie zle wyrazitem, ale chodzi o podkresle-
nie znaczenia pracy recznej jako $rodka pogladowego io je-
dnolito$¢ w traktowaniu réznych czué. Jezeli oko ujmuje —
sit venia verbo — ,liczbe konkretng”, to reka w sposdb od-
powiedni odwzorowuje ten konkret. Mys$l dorasta do pojecia
i operowaé¢ zaczyna S$wiadomie stowem; reka wtedy pisze
zwyczajne cyfry. Doskonalsza odpowiednio$¢ pomiedzy sze-
regami czué, z jednej strony wzrokowych, z drugiej miesnio-
wo-ruchowych, jest konieczna dla naturalnosci, réwnowagi,
wzajemnego wspierania sie i harmonii rozwojowej. Na to
zwykle nie zwraca sie uwagi. Z drugiej strony organizm
mtody, rosnacy, o mato rozwinietej woli i koncentracyi uwa-
gi, szybko sie, ze tak powiem, dezoryentuje. Fala energii
nerwowej przelewa sie z jednego pola pracy do drugiego,
a jezeli dzieci nie maja rgk zajetych jaka czynnoscig, tru-
dniej skupiajag uwage. Jako Srodek zaradczy widziatem sto-
sowane zaktadanie ragk z tytu na krzyzu, przyczem nauczy-
cielka, watkujagc w nudny sposob jakie$ liche zadanie, chcia-
ta przez calg godzine niemal w takiem potozeniu utrzymy-
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wac dzieci. Torturowanie miewa jeszcze swoje atawistyczne
przebtyski. Jako $rodka do skupiania uwagi ucznidw przy
rachunku wielki Pestalozzi uzywat poprzednio dostatecznie
zmechanizowanej pracy recznej. Oczywiscie $rodek ten mo-
ze byé w szkole stosowany, ale do tego taka zmechanizo-
wana praca reczna jest potrzebna. Prdcz niej, albo jezeli jej
wogdle niema, niestety, nalezy uzywac innych srodkdéw, mia-
nowicie odpowiedniego zapisywania liczb. Przedmiotowi te-
mu tu pare stéw poswiecimy.

Odpowiednio do pierwszego ze wspomnianych przyrzg-
déw, dzieciom mozna rozdac tabliczki tekturowe, na ktorych,
tak jak na desce wydrazenia, wykreslone sg kotka. Procz te-
go dzieci posiadajg krazki tekturowe, pomalowane odpo-
wiednio do wspomnianych krazkéw drewnianych, i te krazki
w taki sam sposob, jak na tablicy, nakiladajg. Poniewaz przy
rachunku ciggle odbywajg sie zmiany z liczbami, dzieci mu-
szg byc¢ ciagle zajete. To pierwsza faza.

Dalej na tabliczkach szyfrowych lub na papierze otow-
kiem dzieci moga stawiaC kreski w szeregu zwyczajnym albo
koteczka. Tutaj nalezy podkresli¢c niemozliwo$¢ np. podob-

nego oznaczenia:
I+ 1= 11

»Plus” zjawia sie wtedy, gdy wystepuje cyfra ijest zna-
kiem dziatania. Tu nie mamy liczb, lecz grupy kresek, ozna-
czenie takie moze wiec wprowadza¢ zamet w pojeciach. Wo-
gble doktadnosé i scistos¢ nie przeszkadzajg tatwosci.

Kéteczka moga byé stawiane w postaci obrazéw Borna,
albo w szeregu, a zmiana barw oznacza sie tem, ze jedne
kdteczka sg zakreskowane, a drugie nie.

Nastepnie mozemy przejs¢ do uktadania z kresek roz-
nych figur i cyfr, a nakoniec do zapisywania ich linig ciagta.

d) Obrazki i ryciny.

Jedng z zalet dobrego nauczania jest umiejetno$¢ ko-
rzystania z kazdej okoliczno$ci, a tembardziej takiej, ktora
nasuwa sie sitg rzeczy. Wczesniej czy pO6zniej ksigzke do re-
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ki uczen dostaje, a stad wynika, by ta ksigzka zawierata naj-
wiecej pouczajgcego materyatu, by uktadem swym odpowia-
data naturze umystu dziecka. Ksigzki arytmetyczne, szcze-
gblniej nasze, sg suche i nudne, przepetnione kolumnami
przyktadéw liczbowych, zadan czesto nieumiejetnie dobra-
nych albo peror teoretycznych, ktdre zdradzaja mate przy-
gotowanie do tego rodzaju twdérczosci. Jezeli popularyzowa
nie wiedzy jest jakby stwarzaniem jej na nowo, to dobry
podrecznik zawsze jest pisany jak dzieto gtebszej nauki i sztu-
ki, przez ludzi talentu, ludzi zywych i umiejgcych niejako
wczué sie w jazn duchowg dziecka. Dobra ksigzka jest zy-
wa. Zywo$é te jej wzmagaja dobre illustracye, obrazki ryso-
wane rekg artysty, a nie byle rysownika. Taki obrazek mo-
ze przedstawia¢ nawet jaka scene z zycia, jedng chwile, je-
den moment kalejdoskopowej jego zmiany, ale tak uchwycony
moment, tak utozony, by mata pomoc uczacego wystarczata
uczniowi do znalezienia tam tresci arytmetycznej. Czy to jest
szkodliwe? Nikt chyba tego powiedzie¢ nie moze. W takim
razie obojetne? Roéwniez nie, bo obrazek taki uzmystawia
liczbe, wdraza sie ftatwo w pamieé¢, ozywia nauke, niejako
nawotuje do szukania liczby nawet w dalekich pozornie od
niej okolicznos$ciach. Budzi on mys$l, obserwacye, a z tej ra-
cyi czyz moze byé obojetnym? Ksigzeczki do nauki rachun-
ku dla dzieci francuskie i amerykanskie sg przepetnione te-
go rodzaju illustracyami i jest tu pole bardzo wdzieczne dla
wiadcow otdwka. Nasze wydawnictwa dla dzieci w ostatnich
czasach ozywity sie i ulepszyty miedzy innemi przyczynami
dzieki temu, ze produkcyi tej dotkneta sie reka artysty.
Niechze to dotkniecie rozszerzy sie i pogtebi, a wniesie ono
nawet w szary S$wiat liczb barwe i zycie.

*

Do waznych rzeczy przy nauczaniu rachunku poczatko-
wego nalezy réwniez uzywanie stowa, terminologia. Ra-
cyonalna dydaktyka musi utrzymywac¢ odpowiednio$¢ doskona-
ta pomiedzy stowem a mys$lag. Stowo musi by¢ wyktadnikiem
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ty, nieraz bywa przy panujagcym tu i owdzie werbalizmie.
Nadzwyczajnie trudno ustrzedz sie tego pierworodnego
grzechu dydaktycznego. Nauczyciel, cztowiek starszy, maja-
cy inne pojecia, operuje odruchowo stowami, ktére dla nie-
go sg petne tresci, a jakze czesto o sto mil sie znajdujg od
mys$li dziecka. Nawet wtedy, gdy uczacy zdaje sobie spra-
we ze swego postepowania, usituje przystosowac sie do po-
ziomu dzieci, nawet wtedy czesto biadzi, bo przeciez nic
dziwnego: tak trudno jest zda¢ sobie sprawe z tych rzeczy
przy naszej matej znajomosci natury dziecka i przy wadach
naszej wiasnej natury. Wszak wiemy, ze przystosowywanie
sie wymaga wysitku, a tu trzeba je robi¢ z uSmiechem, na-
turalnie i przytem nie strzela¢ w pustg przestrzen. Dlatego
tez potrzebna jest wielka w tej dziedzinie ostroznosé.

Poniewaz na poczatku mamy do czynienia z t. zw. aryt-
metyka zmystowa, wiec w niektérych wyrazeniach stownych
zupetnie jest zrozumiata i dozwolona pewna swoboda, za-
lezna od charakteru nieraz rozpatrywanych kon-
kretnych zbiorow. Jezeli np. na przyrzadzie zwiekszamy
liczbe krazkéw lub kulek, mozemy powiedzie¢ , doktadamy",
opiszemy bowiem w spos6b wyrazny ten fakt, jaki zacho-
dzi. Inne znowu wyrazenia, jak np. mniej, wiecej, réwno,
wiele, nic, o ile, zmniejszy¢, zwiekszyé¢, ile razy, nazwy li-
czebnikédw, zmianie nie ulegajg i konkretne przykiady wyja-
$niaja tylko ich tres¢. Nawet zaleca sie w pierwszym przy-
padku uzywanie rozmaitych stdéw, znanych z praktyki co-
dziennej, w odniesieniu do przedmiotéw konkretnych, ujmo-
wanych zmystowo lub omawianych w zadaniach. Tak samo
jak rozpatrywanie najrozmaitszych zbiorbw o pieciu przed-
miotach prowadzi do pojecia liczby 5 wspomniane nazwy
prowadzg do terminu uzywanego przy dziataniach na liczbach
t. zw. oderwanych (patrz nizej Rozdz. V). Liczba nazw sie
zmniejsza, gdy mysl wykryje identycznosé ich tresci logicznej;
ale ta mys$l musi to wykryé, i w tem jest niemate zagadnie-
nie dydaktyczne. Wezmy pare przyktaddéw.

Kazdy wie, ze rownania a+ b= x i a= b+x nie wy-
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magaja zadnych innych dziatad dla wykrycia x procz doda-
wania i odejmowania, ale dla poczatkujgcego matematyka nie
jest to jasne. Wykonywamy wiec z nim razem dziatania do-
petniania i rozkiladania, péki nie zrozumie ich identyczno-
§ci z poprzedniemi dziataniami. Znany jest rowniez dwojaki
charakter dzielenia, ktory wyrazajg przez stowa ,dzielenie*
(na réwne czesci) i ,,mierzenie” albo ,mieszczenie" Taka
dwoisto$¢ jest znowu dotad potrzebna, poki uczacy sie nie
zrozumie ich formalnej jednakowosci. Mamy tu przyktady
syntezy mys$lowej, ktdrg poprzedza drobiazgowy, na kon-
kretnych przyktadach wsparty proces analityczny.

*
* *

Monograficzne traktowanie liczb stanowi w me-
todyce wazng i trwalg zdobycz, ktdrg zawdzieczamy gtow-
nie Grubemu. Niema obecnie kierunku w metodyce, ktory-
by przynajmniej w gtdwnych zarysach nie przyznawat, ze
monograficzne traktowanie liczb pierwszych 2 dziesigtkow
jest potrzebne i celowe. Rzecz ta i u nas jest do$¢ rozpo-
wszechniona, co w niematej dozie zawdzieczaé nalezy §. p. Je-
skemu. Poniewaz znajomos$¢ liczb pierwszego dziesigtka sta-
nowi podstawe dalszego rachunku, gruntowne poznanie ich
jest niezbedne; a takie poznanie mozna osiggna¢ tylko w ten
sposoOb, ze kazda z liczb bedziemy doktadnie rozpatrywali
zosobna, gdyz zjawia sie ona przed umystem dziecka jako fakt
oddzielny. Tutaj warto zwréci¢ uwage na jedng rzecz wiel-
kiej doniostosci. Na czem polega procz innych rzeczy nasza
pewnos$¢ i tatwos¢ w wytwarzaniu liczb szeregu naturalnego
i dziataniach? Na zrozumianych i stosowanych niemal auto-
matycznie pewnych jednostajnych, statych prawach, rzgdzacych
w Swiecie liczh. Wiemy, jak sie wytwarzajg nastepne liczby
szeregu naturalnego, zrozumielismy prawidtowos$é tu panuja-
ca, poznaliSmy sposoby wykonywania dziatan, stad nasza
pewnos$¢. Tego wszystkiego dziecko nie ma: kazda liczba wy-
stepuje wobec tego jako zjawisko oddzielne, nalezy wiec po-
wigzac ja z sasiedniemi liczbami, wykry¢ prawidtowosci pew-
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doktadniej rachunkiem zwyczajnym, a nawet wyzszg teoryg
liczb, napiszemy bardzo duzg liczbe i zapytamy go o jej wia-
snosci, trudno sobie z tem radzi: musi wykonywaé caty sze-
reg badan, aby oznaczyé np., czy liczba jest pierwsza, czy
nie. W takiem samem potozeniu, a nawet jeszcze trudniej-
szem, jest dziecko wobec liczb pierwszego dziesigtka.

Nie watpimy o znaczeniu monograficznego traktowania
liczb, ale powinnismy sie zastanowié¢, w jakiej formie to pro-
wadzi¢. Tu wiasnie wystepujg u réznych metodykéw rézni-
ce i niezgodno$¢ pogladow, wobec czego nalezy stanowi-
sko nasze wyraznie zaznaczyc.

Co to znaczy poznaé liczbe? Przedewszystkiem wytwo-
rzy¢ sobie pojecie tej liczby. Ale jakze mozna wytworzyé
to pojecie w oderwaniu od innych liczb, bez zwigzku z nie-
mi i poréwnania? O ile z historycznych danych mozemy
wnioskowaé, cztowiek najpierw posiadat trzy pojecia: jedne-
go, dwoch i wielu. Przejawia sie to w t. zw. liczbie podwoj-
nej, ktorg spotykamy w jezykach starozytnych. Pojecie jedne-
go nie mogto sie najpierw samo wytworzy¢, gdyz brakowa-
to tu pordwnania z innym, bodaj jednym objektem tej samej
kategoryi. Gdyby Swiat byt jednokolorowy, czy mieliby$Smy
pojecie koloru? Czy fizyk stwarzatby swoje teorye wibra-
cyjne?

A jezeli tak, to w czem te zwigzki miedzy liczbami sie
wyrazajg? Wyrazajg sie one w dziataniach, w sposobach
przejscia od jednej liczby do drugiej. Poznanie liczby nie-
mozliwe jest bez dziatan. Wobec tego Grube radzit odrazu
stosowa¢ do kazdej niemal liczby wszystkie dziatania aryt-
metyczne. Pytanie teraz polega na tem, czy nalezy stosowaé
wszystkie dziatania odrazu, czy tez rowniez wprowadzi¢ tu-
taj stopniowo$¢ i dawaé tylko to, co jest istotnie wazne. Hi-
storya daje wskazdwki, ze ,,wszystkie dziatania" nie odrazu
sie rozwinety. Sa S$lady nawet w dzietach duzej miary ma-
tematykow, jak np. znany autor wiekopomnego dzieta ,Ele-
menty" — Euklides, ze t. zw. podwajanie uwazane byto jak-
by za dziatanie osobne. Zresztg czytelnik wiecej z rzecza
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wzgledng, ze w arytmetyce jest wiecej dziatan, niz cztery,
np. pierwiastkowanie, logarytmowanie. Odgrywa tu wielka
role znaczenie praktyczne (w szerszym stylu) danej ope-
racyi arytmetycznej. W arytmetyce poczatkowej chodzi,
mowigc ogdlnie, o wytworzenie szeregu naturalnego.
GdybySmy abstrahowali od systemu pozycyjnego (t. zw. zwy-
ktego pisania liczb), od opartego na tem udogodnienia w wy-
mawianiu tychze, do wytworzenia szeregu naturalnego, po-
trzebne bytoby tylko jedno dziatanie — dodawanie, a w ra-
chunku wstecznym—odejmowanie.

Te wiasnie dwa dziatania stanowig podstawe, szczegodl-
niej w pierwszym dziesigtku, gdzie sam charakter liczb nie
wymaga innych dziatan. Z tego bynajmniej nie wynika, aby-
§my w konkretnej formie w zadaniach lub pytaniach nie po-
ruszali jednego albo drugiego dziatania; ale nalezy tu zacho-
wac stopniowanie. Mnozenie zjawia¢ sie winno, ze wzgledow
ekonomii pracy, jako skrdcone dodawanie, np. 3-{-3+3t3= 9=3
razy 3, ale oprze¢ sie musi na poprzedniem dodawaniu. Tak
samo t. zw. mierzenie poprzedza odejmowanie gruntownie
poznane. Nauczyciel sam wyczuje, kiedy dostateczna znajo-
mos$¢ dodawania i odejmowania pozwoli mu na tego rodza-
ju rozszerzenie. W tem wiec z Grubem nie mozemy sie zgo-
dzi¢; dziatania rowniez wymagajg stopniowego traktowania,
nie sg wszystkie niczem pierwotnem, a wyrastajg na tle doj-
rzewania mysli arytmetycznej. To jedno.

Po drugie: nie mozemy sie zgodzi¢ z tem, jak to sie
zwykle robi, ze po wykonaniu szeregu pewnych operacyi:
liczenia, dodawania, odejmowania i t. p., przy kazdej od-
dzielnej liczbie dochodzimy do jej pojecia. Np. zadajemy sze-
reg pytan, przykiadoéw i t. p. i oto dochodzimy do pojecia
jednosci, potem tak samo dwéch i t. d. Wydaje mi sie wie-
cej racyonalnem podzielenie pierwszego dziesigtka na 2 cze-
§ci od 1do 5iod 5do 10. Pierwszg czes¢ przechodzimy
dwa razy. Pierwszy raz li tylko na konkretnych przykitadach
przerabiamy wszelkie czynniki uzmystawiania, dziatania i t. p.,
a drugi raz przechodzimy do t. zw. liczb oderwanych i wpro-



46

wadzi¢ mozemy nawet witasciwe znaki pismienne. Takie poste-
powanie dwustopniowe wydaje mi sie racyonalniejszem dlate-
go, ze na pierwszym stopniu uczen zapozna¢ sie moze w for-
mie konkretnej z szeregiem liczb, pozna namacalnie zwiazki
i dziatania, bedzie wiec miat skale poréwnawczg, a wtedy dopie-
ro moze by¢ mowa o pojeciu kazdej z tych liczb oddzielnie.
Druga cze$¢ liczb traktujemy juz wedtug Grubego, z powyz
szem zastrzezeniem co do dziatan.

Po trzecie: Grube za daleko posunagt swojg metode, ra-
dzac nawet liczby pierwszej setki traktowaé, co prawda pre-
dzej, ale monograficznie. Nawet juz w drugim dziesigtku du-
20 rzeczy sie powtarza takich, jakie znane byty i przerobio-
ne w pierwszym, a dziatania wogole z liczbami dwucyfro-
wemi wymagajg stopniowan, ale opartych na innych zasa-
dach. Wobec tatwo dostrzegalnej jednostajnosci tworzenia
liczb i powtarzania sie przy dziataniach znanych proceséw,
monograficzne traktowanie wediug Grubego jest tu zbyte-
czne. Co je zastgpi, zobaczymy nizej.

Po czwarte: nalezy sie zastrzedz wogdle co do pedan-
teryi w monografii oddzielnej liczby. Uczen, styszac czesto
te samg odpowiedz, odruchowo, nie mys$lagc gotéw jg dawac;
i dlatego nalezy pytania urozmaica¢ przez powtarzanie daw-
nego.

Przy praktycznem wykonaniu wspomnianych powyzej
wskazowek wielka role odgrywaja zadania konkretne
i przyktady liczbowe. Przecietne podreczniki poczatko-
wej arytmetyki sg wprost przepetnione catemi drabinkami
przyktadow liczbowych. To wyglada tak, jakbySmy doradzali
wykonywanie kunsztownych skokéw tym ludziom, kt6rzy nie
umiejg chodzié¢. Przyktad liczbowy jest jakby zakonczeniem
catego procesu poznawania liczby, a stad wynika, ze powi-
nien zjawiaé¢ sie po unaocznieniu, po zadaniach na przedmio-
tach obserwowanych i wogoéle zagadnieniach z trescig kon-
kretng. Uczen, ktory przerabia przyktad liczbowy, musi juz



mie¢ gotowe pojecie liczby, a to przeciez jest zadaniem gtow-
nem. W jakiz spos6b zapomoca przyktadéw liczbowych sa-
mo to pojecie zdoby¢ mozna? Ciekawe jest, ze nawet wy-
trawni metodycy niemieccy biad ten czesto popeiniajg. Po-
chodzi on stad, ze ci metodycy stosujg tak zwane stopnie
formalne przy nauczaniu. Tre$¢ nauczania dzieli sie na
drobniejsze i wieksze catostki jakby w sobie zamkniete i kaz-
da z tych catostek wprowadza sie do S$wiadomosci ucznia
okre$lonym z gdry sposobem formalnym. Taka catostka na-
zywa sie jednostkg metodyczng. Np. w naszym przed-
miocie jednostka metodyczna moze by¢ kazda oddzielna liczba
pierwszego dziesigtka (jakkolwiek i tu moze by¢ dalszy po-
dziat).

Gtosny w Niemczech dydaktyk Ziller, rozwijajgc teo-
rye Herbarta. przyjmuje w podstawie formalnego procesu
nauczaniu 5 gtéwnych stopni: analize, synteze, asocyacye,
system i zastosowanie. W naszym przedmiocie pierwszy sto-
pien polegatby na przygotowaniu do ujecia liczby danej, wiec
powtdrzeniu poprzedniego; drugi na wprowadzeniu nowej
liczby; trzeci na dziataniach prowadzacych do tej liczby (np.
3 krazki i 3 krazki to 6 kragzkéw i t. d., gdy chodzi o licz-
be 6); czwarty wiasnie na przykitadach liczbowych, jako sy-
stematyzowaniu zdobytych wiadomosci; a pigty na zastoso-
waniu tycli wiadomosci do zadan konkretnych. Niewolnicze
zastosowanie tych stopni formalnych prowadzi mianowicie
do podobnego uszeregowania oddzielnych momentéw. Nale-
zy tu zaznaczy¢, ze stopnie Zillera, jakkolwiek szeroko sg
rozpowszechnione w Niemczech, w praktyce coraz czescigj
wywotujg krytyke. Wielu wybitnych dydaktykéw podaje
swoje stopnie formalne, tak iz zgody tu niema. Kwestya jest
otwarta, czy owe stopnie formalne moga by¢ stosowane ogdl-
nie do wszelkich przedmiotéw i jakiemi wogéle by¢ winny.
Rzuca sie odrazu w oczy, ze porzadek w tej dziedzinie byc¢
musi, ale ten porzadek wytworzy¢é mozna, opierajac sie na
znajomosci logicznej konstrukcyi przedmiotu, metod badania
ludzkiego i na dokfadniejszych wiadomosciach z psychologii.
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Czy to wszystko juz jest? Odpowiedz jasna, stad wiasnie
owe rdznice w pogladach.

O ile rzecz dotyczy nauczania rachunku, nie uwazamy,
aby stopnie formalne Zillera byty catkiem przydatne. Nalezato-
by przestawi¢ moment czwarty i pigty Teoretycznie rzecz bio-
rgc, wydaje sie naturalnem, ze stosowa¢ mozna tylko wiado-
mosci posiadane, ale tylko teoretycznie i to w odniesieniu do
przedmiotéw moze gtéwnie filologicznych. Trzeba inaczej
rozumie¢ "zastosowanie". Sa rzeczy, ktorych bez zastoso-
wania odrazu nauczyé sie nie mozna i takie rzeczy coraz
czesciej wystepuja w polu Swiadomosci jasnej spoiczesnego
cztowieka, odkad coraz wyrazniejszem sie staje dla ludzi, ja-
ka role w poznaniu odgrywa doswiadczenie. Nie jest tu mo-
jem zadaniem wdawac sie w gtebsza krytyke stopni formal-
nych Zillera, gdyz wymagatoby to bardzo wiele miejsca
i powaznego traktowania; zaznacze tylko jedno, ze w rachun-
ku poczatkowym uczymy sie stosujac i stosujemy
uczac sie. Przez zastosowanie samodzielne urabiajg sie
nasze pojecia, a nie hypotetyczne. W zasadniczym proce-
sie poznania liczby, w tworzeniu sie jej pojecia zastosowa-
nie odgrywa taka samg role, jak wiasnoreczna gra na forte-
pianie dla tego, kto sie tej gry rzeczywiscie nauczy¢ pragnie.
Stad tez zadania konkretne muszg wystepowaé wczesniej,
niz przykiady liczbowe.

Zadania konkretne winny bra¢ pod uwage stosunki re-
alne otaczajacego zycia. W ten spo$ob daja one mocne tym
stosunkom oS$wietlenie, poruszajg sfere naturalnych zaintere-
sowan dziecka, budzg jego mysl i zdolno$¢ obserwacyjng.
»Wiec powiadasz pan, ze nad morzem muszg by¢ inne zada-
nia, a w gérach znowu inne?“— zarzuci mi zwolennik uni-
wersalnej nauki rachunku.—Alez tak — odpowiem, napewno
tak na kazdym stopniu elementarnego nauczania, a tembar-
dziej na pierwszym. Tam, gdzie linie zycia sie schodzg, tam
i zadania bedg te same; a przytem w tej materyi tak samo
istnie¢ winno stopniowanie: rozszerza sie horyzont mysli
ucznia, rozszerza sie réwniez zakres zagadnien, ale najpierw
zacznijmy od tego, co go otacza. Czy nauka co straci na
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tera? Nie tylko nie straci, ale wygra, bo sie na trwalszych
oprze podstawach, przez zmysty niejako wejdzie do wne-
trza. Cze$¢ mam wielkg dla wielkiej nauki matematycznej,
ale dlatego witasnie moze widze jej znaczenie, budzace du-
chowo i praktyczne na kazdym kroku zycia. Przypomina mi
sie nieraz obraz zapalonego przyrodnika-nauczyciela, ktory
w pierwocinach swej praktyki rad bytby bodaj w 3-ej Kkla-
sie rozwija¢ teorye ewolucyjng i dziwy pochodzenia gatun-
kow. Teraz on wie, ze taki deser bylby czczy bez pozyw-
niejszego obiadu faktéw konkretnych.

Dobrze jest, gdy nauczyciel, znajagc wspomniane stosun-
ki realne, sypa¢ moze zadaniami jakby z kieszeni, ale tego
trudno wymagaé. Stad potrzeba dobrych zbiorkéw dla nau-
czyciela, poki uczen czytaé nie umie, a pdzniej i dla ucznia.

Przechodzimy do przyktaddéw liczbowych, jezeli wszelkie
mozliwe kombinacye dziatan zostaty nalezycie na konkret-
nych przyktadach i zadaniach przerobione, przyczem dos¢
wspomnie¢ jeden taki przyktad, aby mozna byto przejs¢ do for-
my ogélnej przyktadu liczbowego, ktéry uczniowie zapisujg ry-
sikiem, otéwkiem lub nawet piérem. W ten sposéb przerabiamy
wszystkie, systematyzujac zdobyte wiadomosci. Nie znaczy
to, coSmy powiedzieli przed chwilg, aby jednoczes$nie nie
mozna byto przerabiaé zadan konkretnych. Wogéle nalezy
pamietaé, ze systematyzacyi nigdy nie powinno by¢ za duzo
i ze rozmaito$¢ stawianych zagadnien podtrzymuje uwage,
tembardziej jezeli zadanie wspomniane odpowiada przykta-
dowi liczebnie.

W koncu nauki pierwszego dziesigtka wprowadza sie
zwykle komplikacye dziatan, przyczem w gre wchodzg nie
tylko dwie liczby, ale kilka potgczonych r6znemi dziatania-
mi. Tu znaczenie pisania wystepuje wyraznie, i wiasciwie nie
bytoby wielkiej szkody, gdyby w tym wilasnie momencie
uczniowie zapisywac liczby cyframi zaczynali. Komplikacya
dziatan jest naturalnem przejsciem do liczb drugiego dzie-
sigtka, stanowigcych podstawe systemu pozycyjnego pisania

Uwagi 4
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liczb i wymawiania, a zarazem powtdrzeniem i konieczng
wprawg, zmechanizowaniem wiadomosci zdobytych.

*
* *

Pozostaje nam jeszcze z tych kwestyi gtéwnych, jakie
w tym rozdziale oméwi¢ zamierzaliSmy, zagadnienie trak-
towania liczb drugiego dziesigtka. Wystepujg tu tak
wazne charakterystyczne cechy, ze opusci¢ je bytoby rzeczg
nieracyonalng. Te rzeczy teraz zamierzamy poruszyc.

Pierwszg zasadniczg cechg, odrdzniajacg dziesigtek dru-
gi od pierwszego, jest wystagpienie nowej jednostki — dzie-
sigtka. Z tym faktem liczy¢ sie tu trzeba przy wykonywa-
niu wszelkich dziatan prowadzacych do liczb 2-go dziesigtka,
a z drugiej strony jest on tak wazny, ze gruntowne jego przy-
swojenie przez ucznidéw jest niezbedne. WeZmy najpierw ja-
kikolwiek przyktad. Dajmy na to, mamy wykona¢ dodawa-
nie. 6+ 7. Dodawanie takie skilada sie z nastepujacych mo-
mentéw: | o skonstatowania liczby potrzebnej do tego, by
dopetni¢ 6 do dziesiatka, 2-o0 roztozenia 7 na dwa skia-
dniki: 4 i 3, 3-0 dodania 4 do 6, a 3 do 10. Stad widoczne
jest przedewszystkiem, ze do szybkiego wykonania tych dzia-
tan w pamieci konieczne jest gruntowne wiladanie dziatania-
mi w zakresie pierwszego dziesigtka, t. j. konieczne jest
tutaj dodawanie szybkie grupami jednosSci bez poSred-
nictwa liczenia, ktore byto potrzebne i wazne w dziesiat-
ku pierwszym. Tutaj liczenie bytoby tylko przeszkodg skutkiem
wigkszych liczb. Wyseparowanie dziesigtka jest celowe row-
niez z tego powodu, ze pogladowe przedstawienie liczb jest
juz utrudnione dla przyczyny wspomnianej. Na przyrzadzie
jednym i drugim z nadmienionych mozna z tatwoscig dzia-
tania uzmystowié, idac w kolei wskazanej powyzej. Wiec
najpierw uktadamy 6 krazkow (lub kulek), potem uzupeinia-
my do 10 innym kolorem. Uczniowie widza, ile brakuje do 7.
Znow uzupetniamy liczbe krazkéow w tym samym kolorze
i nakoniec caly dziesigtek uktadamy jednym kolorem. Wo-
gbéle na przyrzadzie nalezy sie stara¢ dla podkreslenia zna-



51

czenia dziesigtka uktada¢ go w odmiennym kolorze, niz do-
taczone jednosci.

Uzmystowienie liczby jest tu trudniejsze i dla nauczy
ciela i dla ujecia dzieci, a dlatego traci juz na wartosci. Céz
je zastgpi¢ czesciowo jest w stanie? Pytanie to bardzo wa-
zne z tego powodu, ze koniecznie trzeba zda¢ sobie wyraznie
sprawe w tej materyi. Zastepuje je moment logiczny, po-
wiadam, rozumowanie. Bo czyz nie jest rozumowaniem
przerobienie $wiadome w mysli wskazanych trzech momen-
tow np. przy dodawaniu? Rzecz wazna, aby to istotnie byto
Swiadome rozumowanie. A czeg6z do tego potrzeba? Proécz
szybkiego wykonywania dziatan, koniecznej wprawy w dopet-
nianiu i rozktadaniu liczb, potrzebna jest znajomos$¢ faktu,
ze rezultat dodawania nie zalezy od porzgdku doda-
wanych sktadnikéw. Bo czyz tak nie jest? Dopetniamy
6 do 10 przez dodanie 4, a nastepnie dodajemy 3. Stad wy-
nika, ze zamiast doda¢ 7 odrazu, dodajemy skiadniki 7 i przy-
tem tak, jak nam jest wygodniej. Pytam sie, czy ten fakt nie
powinien by¢ Swiadomie przez ucznia wykonany? Wedtug
mego przekonania, tak; inaczej bowiem bedziemy juz na po-
czatku mieli sztuczki metodyczne zamiast $Swiadomego ra-
chunku. Ciekawe jest, ze metodycy niemieccy, ktorzy tak
lubig powotywaé sie na znane zdanie Hentschela: ,uczen
powinien myslac rachowaé i rachujac mys$lec¢", nie zwracajg
na to wiekszej uwagi. Przyczyna znajduje sie w tem, ze me-
todycy w nauczaniu wszedzie widzg psychologie, nawet
tam, gdzie potrzebna jest przedewszystkiem logika. Trudno
mi to blizej tutaj wyjasniaé, a przytem czytelnik zrozumie
znaczenie rzeczy bez tych rozwazan o przyczynach. Jestem
wiec zdania, ze dlatego, aby w drugim dziesigtku dodawanie
wykonywane byto ze SwiadomoScig, nalezy fakty: 1-o doda-
wania kolejnego skiadnikéw zamiast catej ich sumy, 2-0 nie-
zaleznosci sumy od porzadku skiladnikéw, jeszcze w pierw-
szym dziesigtku na zadaniach konkretnych, przyktadach
z przedmiotami i liczbowych podkreslaé i wyjasniaé. Fakty
te nie sg same przez sie zrozumiate. Wszak dla dziecka po-
czatkujacego nie jest wszystko jedno, czy 4+ 3, czy 3+ 4
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Fakt ten nazywa sie w arytmetyce teoretycznej prawem
przemiennoSciowem, a dodawanie sktadnikow zamiast
jednoczes$nie sumy figuruje czesto jako jedno z twierdzen. Te
same uwagi stosowaé¢ nalezy i do odejmowania. W tym przy-
padku powotujemy sie na te wiasnosé odejmowania sumy,
ze mozna po kolei odejmowac skiadniki, co tez przy nauce
pierwszego dziesigtka musi by¢ przez uczacego odpowiednio
zaznaczone.

Monograficzne traktowanie liczb traci tu réwniez sporo
na swej wartosci. Naturalnie, nauczyciel stopniuje liczby, nie
prowadzi rzeczy beztadnie, bo nigdzie tak nie ma znaczenia
stare przystowie tacifnskie: festina lente (Spiesz sie powoli),
jak tutaj. Poniewaz Grube wszystkie dziatania, niemal od po-
czatku wprowadzat, w drugim dziesigtku u niego tez byla
przeprowadzona doktadna monografia.

Zapewne, jak na pierwszy rok, niemaly to program
(u nas wobec domniemanej genialnosci naszych dzieci moze
i za maty!), ale stosujac sie do zasady uczenia ucznidéw, a nie
przechodzenia programéw, nauczyciel doSwiadczony i trzy-
majacy dton, ze tak powiem, na pulsie klasy, zrobi tyle, ile
bedzie mozna, t. j. moze zrobi¢ mniej, a w nauczaniu in-
dywidualnem czasem wiecej *). Pamietaé zawsze nalezy, ze
to sg podstawy, rzeczy niezmiernej doniostosci dla catego
gmachu matematyki, ze tylko trzeba umie¢ znalezé, aby wi-
dzie¢ tu tyle rzeczy wartosci zasadniczej, ze dziwié¢ sie tyl-
ko trzeba, jak ludzie dla $lepego, mechanicznego wykony-

*) Wydaje mi sie naturalnem i nie obcigzajgcem kursu w lepszych warun-
kach nauczania indywidualnego wprowadzenie w calej rozciggtosci mnozenia liczb
przez 2, czyli podwajania, a wiec pierwszego stopnia t. zw. tabliczki mnozenia.
Zaréwno dodawanie liczb pierwszego dziesigtka, jak i mnozenie ich przez 2 za-
mykajg sie w tym zakresie, i nie widze przeszkéd zadnych natury dydaktycznej,
ktéreby nie pozwalaly, jak sadza niektdrzy metodycy, piszacy li tylko dla szkoty
elementarnej, wprowadzi¢ podwajania. Rozréznianie liczb drugiego dziesigtka wo-
bec ostabienia pogladowosci jest juz wiecej sprawg formalng, a tem samem do-
danie przynajmniej jednego z takich kryteryéw odrézniania moze by¢ pozyteczne.
Wprowadzenie mnozenia wywotuje danie pojecia o dzieleniu, znajdywaniu poté-
wek, ¢wiartek, a takze o rozréznianiu liczb parzystych i nieparzystych.
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wania dziatah i rwania sie¢ pozornego w tym Kkierunku mito-
dziezy poswiecajg kwestye wielkiej doniostosci dla ich zywej
my$li i rozwoju duchowego. Wszak maszyna rachunkowa
zawsze sprawniej bedzie licy +a, bo nie zna afektéow, nie ma
zmystéw i zycia psychicznego, ktére czasem mysl odcigga
w strone i powoduje omytki. Dla tego, ktdry objaé jest
w stanie szerszg dziedzine nauki, jest zrozumiatem, jaka war-
tos¢ ma pierwszy i drugi dziesigtek. Nie trzeba do tego po-
wotywac sie az na psychologie.

Zakres zadan konkretnych w drugim dziesigtku rozsze-
rza sie, wchodzag nowe miary, np. metr, decymetr, rok i mie-
sigce, tuzin, godziny na zegarze i t. p. Wogdle wprowadza-
nie miar uzywanych powinno sie odbywac stopniowo, w mia-
re wzrastania zakresu liczbowego, a nie z urzedu jednora-
zowo przez wykuwanie.

Na tem konicze uwagi swe o pierwszym roku naucza-
nia. Genetyczne rozwijanie pewnych pojeé metodycznych,
jakie stosowaé usituje w tej ksigzeczce, pozwoli mi moze
niejedng rzecz w dalszych wywodach wyjasni¢, jestem bo-
wiem zdania, ze aby jasniej sobie zdawaé sprawe z poczat-
kéw, trzeba troche obszerniej poznaé przedmiot, mie¢ skale
poréwnawczg i punkty wytyczne.



ROZDZIAL IV.

W rozdziale niniejszym omoéwimy nieco blizej liczby
z zakresu od 1—20, aby w ten sposob daé przykiad, jak pro-
wadzi¢ nalezy nauczanie w tym zakresie. Znajdzie tu czytel-
nik tylko krotki szkic wyktadu; uczacy powinien sam uzu-
petnié ten wyktad, co przyjdzie bez trudnosci, jak réwniez
zastosowac ogdélny bieg do innych liczb we wspomnianym
zakresie.

Wezmy na poczatek np. liczbe 4.

Stopien pierwszy. I. Uzmystowienie liczby.

a) Na przedmiotach otaczajgcych Ilub dobrze
znanych z doSwiadczenia. Np. ile stot ma no6g? Liczy-
my: 3 ijeszcze jedna. Razem mdwimy 4. Tak samo np.: ile
pok6j ma Scian? ile katéw? ile ksigzka rogéw? ile razy ude-
rze w stét? i t d. Nauczyciel moze jeszcze przygotowac sze-
reg przedmiotéw, w ktérych wystepuje liczba 4, np. skrzyp-
ce majg 4 struny, 4 kotki, tabliczka szyfrowa jest otoczona
4 deseczkami i t. p. Dalej nauczyciel rysuje na tablicy réz-
ne przedmioty, w ktérych wyraZznie zaznaczy¢é mozna liczbe 4,
np. czworokat, kon, schodki i t. d. Nastepnie odwotujemy
sie do wyobraZzni dzieci opartej na ich doswiadczeniu. Np.
lle krowa ma nog? lle wéz ma ké4? lle motyl ma skrzydet? it. d.
Dalej wchodzimy w dziedzine bardziej abstrakcyjng: lle rok
ma por? lle miesigc tygodni? i t. d.

b) Na przyrzadzie i palcach. lle widzicie krazkow
na przyrzadzie? Dokladam (dodaje) jeszcze jeden (czerwony).
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lle razem? Wezme stad jeden, ile zostato? A stamtad, ile zo-
stato? Uczniowie robig podobnez operacye sami na przyrzg
dzie i jezeli sg odpowiednie tabliczki, ukitadajg na nich kraz-
ki tekturowe.

Schowajcie palec duzy u reki lewej. Nauczyciel pokazu-
je sam manipulacye (odwracajgc dton ku sobie). lle palcow
zostato? Schowajcie wskazujacy. lle zostato? Uczniowie da-
lej wykonywajg te rzeczy sami na zapytanie nauczyciela.

c) Rysowanie kotek i kresek. Narysujmy 3 kotka.
Nauczyciel sam rysuje na tablicy w takiej postaci, jak na
przyrzadzie znajdujg sie krgzki. Dorysujmy jeszcze jedno
lleSmy otrzymali? To samo z kreskami w szeregu zwyczaj-
nym.

d) Rozpatrywanie obrazké6w w ksigzeczkach.
Obrazka tu nie podaje, ale tatwo zrozumieé, ze tre$¢ jego
jest tak utozona, aby zawierata przedmioty w liczbie wigk-
szej lub mniejszej niz 4. Przedmioty sg potgczone w catos¢
zywa, illustrujgca jakis moment z zycia cztowieka lub przy-
rody. Moga byé roéwniez oddzielne przedmioty (mate obraz-
ki) w odpowiedniej liczbie.

Il. Przy ktady konkretne i zadania. Rozrézniamy
te dwie rzeczy. Jezeli pokazuje przedmioty i zapomoca rak lub
przyrzadu jednocze$nie moge uzmystowi¢ samo dziatanie—jest
to przyktad konkretny. Jezeli za$ daje pytanie, w ktére wcho-
dza oddzielne przedmioty dzieciom znane w pewnej liczbie,
i trzeba wykona¢ dziatanie tylko w mys$li, mamy zadanie
konkretne.

Podajgc jaki przyktad konkretny, nauczyciel osobliwie
na tym stopniu wyzyskuje go mozliwie na catg drabinke dzia-
tan z dang liczbg, ale przy kazdem nowem dziataniu stale
odwotuje sie do przyrzadu, kaze rysowaé kotka, kreski it. p.
Procz tego daje odpowiednie zadania, w ktére wchodzg
przedmioty, nie znajdujace sie w klasie. Mam tu w jednej
rece 3 otowki, a w drugiej 1 Ile mam razem? Nauczyciel
trzyma rece podniesione przed klasg. Nastepnie zmienia miej-
sce grup otdbwkow w rekach (uzmystowienie przemiennosci)
i znowu to samo pytanie. Tak samo na przyrzadzie.
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Mam teraz 4 otéwki w jednej rece, jeden zabieram (odej-
me). lle zostato? To samo na krazkach. Nauczyciel nie tylko
sam wykonywa podobne operacye, ale kaze to zrobic¢
uczniom.

Wicio miat 3 kop., a od babci dostat jeszcze jedng. lle
ma teraz? Pot6z na przyrzadzie 3 krazki, a ty (zwraca sie
do drugiego ucznia) dot6z tyle, by byto 4 To samo naod-
wrét (dopetnianie).

Wicio za kopiejke kupit ze swych pieniedzy Sliwki. lle
mu pieniedzy zostato? Kazio ma 3 kop., a otdéwek kosztuje
4 kop. lle mu brakuje? (dopetnianie).

W dwoch pudetkach mam 4 guziki, w jednem jest je-
den guzik. lle w drugim? (rozkiadanie). Nauczyciel moze do
pomocy uzywac rak lub dwoch stron opisanego powyzej przy-
rzadu.

W taki sam sposOb przerabiamy inne dziatania.

Np. mam tu 2 otéwki w jednej rece i 2 w drugiej. lle
razem? Jezeli uczniowie w tym przypadku, zaréwno jak we
wszystkich innych, nie oryentujg sie dobrze, popieramy spra-
we liczeniem. Pot6z 2 krazki, a potem jeszcze 2. lle ra-
zem? Jeszcze przykiady i zadania.

Mam w jednej rece 4 otéwki, widzicie. Biore (odejmu-
je) dwa. lle zostato? To samo z krgzkami i innymi przykta-
dami. Précz tego zadania. Dwie pary guzikow, otowkoéw it. d.
ile razem? Jeden gospodarz ma dwoch syndéw, drugi dwie
corki. lle majg dzieci razem? (czworo). Tu réwniez przykia-
dy na dopetnianie i rozkiladanie, z uzmystowieniem i nie.

Przy tych wszystkich dziataniach kazdemu dodawaniu
towarzyszy zaraz odejmowanie. Dopetnianie i rozktadanie
uzmystawiamy rowniez, uzywajac do tego ragk lub dwdch
stron przyrzadu, albo nawet pudetek (piérnikéw) lub innych
sposobdw. Po6zniej mozna pozby¢ sie tego, jak np. w zada-
niu: na dwéch krzakach siedzg 4 wroble; na jednym 2; ile
na drugim?

Po takiej operacyi, ktéra moze sie ciggng¢ przez kilka
lekcyi, co zalezy od réznych powod6éw, nauczyciel przecho-
dzi do 5 i przerabia z nig to samo. Na tem sie konczy pierw-
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szy stopief rozwazania pierwszych pieciu liczb. Na tym stop-
niu ktadziemy najgtebsze warstwy fundamentéw, tu nie moz-
na sie $pieszy¢, trzeba z catg dokiadnoscig i drobiazgowo-
$cig, urozmaicajac rzecz zadaniami i przykiadami, gruntownie
opracowaé ten dziatl. Musze dodaé, ze rachunek na palcach
rowniez moze by¢ stosowany tutaj z wielka korzyscia, jak
przy uzmystowieniu. Daje sie w ten sposdb uczniowi do re-
ki mechanizm sprawdzajgcy, zawsze gotowy.

Przechodzac do drugiego .stopnia, powtarzamy kolejno
od liczby do liczby poprzednie i uzupetniamy przejsciem do
t. zw. liczby oderwanej, pisania cyfr i przyktadow liczbo-
wych. Rzecz naturalna, ze to powtarzanie kolejne duzo cza-
su nie zajmuje, jest tylko przygotowaniem uwagi, a takze
probierzem pewnosci, o ile pierwszy stopien byt nalezycie
przerobiony. Gdyby zaszty braki, wina to uczgcego i trzeba
znowu z kazda liczba przerabia¢ poprzednie. Przyznaé mu-
sze, ze w pewnych przypadkach sprzyjajgcych i w naucza-
niu indywidualnem nie widze nawet przeszkéd, aby caty
pierwszy dziesigtek byt dwustopniowo przerabiany.

Stopien |I.

Przy liczbie 4 powtérzymy w krétkosci na jednym lub
kilku przykiadach pierwszy uzmystawiajgcy moment, zaczy-
namy od pierwszego dziatania: 3+ 1= 4. Podajemy najpierw
przyktady konkretne, jak powyzej, zadania, a potem czyta-
my: 3 i lile to bedzie? Jak napisaé 4? Nauczyciel rysuje

z kresek figure: 4 radzi to zrobi¢ uczniom, a potem po-

wiada, ze wygodniej jest odrazu linig ciggtg cztery pisac.
Wobec tego mozemy zapisa¢ wspomniane dziatanie: 3+ 1= 4.
Uczniowie wiedzg juz z poprzedniego, co znaczg znaki: +-
i =, jak réwniez umiejg pisa¢ cyfry: 1, 2, 3. Tak samo
zapisujemy 1+ 3= 4 i nastepnie przechodzimy do odejmo-
wania. Nastepnie dopetnianie i rozktadanie. lle trzeba dodac
do 3, zeby otrzymaé 4? Nauczyciel zapisuje z pytaniem:
3+ ?= 4. lle trzeba odjag¢ od 4, aby otrzyma¢ 3. Nauczy-
ciel zapisuje z pytaniem: 4 —? = 3. Do tego dodajemy jeszcze
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2 odpowiednie pytania. Wszystkim tym dziataniom stale to-
warzyszg zadania.

W ten sposéb przerabiamy wszystkie inne przyktady
dziatan w zakresie 4, wiaczajac: 4 — 4= 0. Zdaje mi sie,
ze ten krotki szkic wystarcza, aby zrozumie¢, jak sie powin-
no postepowaé. Nadmieni¢ tu jednakze musze, ze przy mo-
nografii kazdej z liczb potrzebny jest zbiorek zadan i przy-
ktadow z gory, uprzednio przygotowanych.

Przy takiem dwustopniowem traktowaniu mozna na
stopniu drugim 1 i 2 przechodzi¢ jednocze$nie. Nauczyciel
przy kazdej z liczb zawsze powtarza poprzednie, na kazdej
lekcyi poswieca kilka minut specyalnie na zapytania w ro-
dzaju: 1+ 2 ile bedzie? 4 — 3 ile bedzie? i t. d. Robi¢ to
trzeba przedewszystkiem dla zmechanizowania rachunku.

Zajmiemy sie teraz liczbami z drugiej czesci pierwsze-
go dziesigtka.

Roéznica, jaka tu wystepuje w traktowaniu tych liczb,
polega na tem, ze kazdg z nich przechodzimy odrazu, bez
dwu stopni. To najgtéwniejsza réznica. Poza tem w uzmy-
stowieniu rysowanie kdtek i kresek, jakkolwiek zatrzymane
byé musi, nie oddzielone jest tak dtugim odstepem od pisa-
nia cyfr, a wiaze sie z niem bezposrednio. Chodzi gtéwnie
0 zajecie rgk dzieci i o poznanie ptynace z czué ruchowych
i miesniowych. Oczywiscie przedituza sie tez czas potrzebny
na przejScie jednej liczby, im wieksza bowiem liczba, tem
wiecej nasuwa sie réznych z nig kombinacyi dziatan, zadan,
powtdrzenia i t. p.

Zwrocenie uwagi na te réznice wystarcza do tego, aby
zgodnie z poprzedniem prowadzi¢ nauczanie kazdej liczby
pierwszego dziesigtka. Wobec tego tutaj jeszcze zajmiemy
sie kilkoma kwestyami, ktore dotyczg tego nauczania.

Czy z kazda liczbg nalezy obchodzi¢ sie jednakowo?
Pytanie nie dotyczy przyktadéw konkretnych, miar, z ktére-
mi przy kazdej liczbie nalezy zapoznawac, o ile to jest mo-
zliwe. Np. méwigc o trdjce, mozna pokaza¢ sazeh i zazna-
czy€, ze zawiera 3tokcie; mdéwigc o 7-ce, wspomnieé o dniach
w tygodniu i t. d. W przyktadzie powyzszym zaznaczylismy
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te rzecz. Lecz by¢ moze, iz liczba zawiera wewnetrznie, ze
tak powiem, pewne cechy godne zaznaczenia, albo tez ma
warto$¢ metodyczng przy traktowaniu dalszych dziatan ra-
chunku. Otdéz taka sprawa zachodzi. W pierwszym dziesiat-
ku poznajemy liczby gtownie tylko z punktu widzenia do-
dawania i odejmowania, bo ostatecznie dopetnianie i rozkila-
danie do nich sie sprowadza. Wazne jest rowniez, czy dana
liczba zawiera catkowitg liczbe skitadnikéw wiekszych niz
jednos¢. Do takich liczb w pierwszym dziesigtku naleza: 4,
6, 8, 9 i 10. Ot6z potrzebne jest zwr6cenie uwagi na te ich
podzielnos¢ w formie pytan: ile trojek zawiera szesé? ile
dwojek zawiera 8? i t. d. W ten spos6b dzieci powoli przy-
zwyczajajg sie do rachunku grupami, co wazng role od-
grywa w dziesigtku drugim i wogéle w rachunku, a zara-
zem podkresla sie fakt duzej wartosci dla przysziej nauki.
Jednocze$nie zapisywanie moze by¢ skrocone, co trafia do
przekonania dzieciom, jezeli sam fakt na przykiadach kon-
kretnych poznaty. Np. zamiast 2+ 2+ 2= 6 mozemy zapisaé
3X 2= 6, gdzie znak X mnozenia zastepuje wyrazenie ,ra-
zy” (trzy razy dwa). Nietrudno tez zaznaczy¢ tu fakt, ze
2X3 = 6*). Ciekawe jest, ze nie we wszystkich krajach
przyjeto zapisywac liczbe mnozona na poczatku, jak to sie
robi u nas. Mojem zdaniem, przy nauczaniu poczgtkowem le-
piej jest zapisywacl, jak powyzej. Nie wystepuje tu jeszcze
mnozenie wiasciwe, nie méwimy: pomn6z 3 przez 2, ale za-
znacza sie pierwszy podstawowy fakt, z ktérego mnozenie
wyrasta Przyuczanie do chwytania liczb grupami jest po-
trzebne jeszcze do tego, ze dalej mamy utworzy¢ tak wazng
grupe, jakg jest dziesigtek, wobec czego dobrze jest rzec':
przygotowa¢. Wspomniane jednakze pojecia nalezy podkre-
§li¢ juz w drugiej potowie pierwszego dziesigtka, gdy sie
zbierze wiecej przyktadéw odpowiednich, np. 8

Uzywanie $wiadome stowa ,raz“, ,razy” mozna przy-
gotowaé przez szereg pytan. Np. ile razy jesz obiad dzien-

*) Blizsze szczeg6ty dotyczace uzmystowienia znajdzie czytelnik w rozdzia-
le nastepnym
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nie? lle razy przychodzisz do szkoty? lle razy bije zegar,
gdy jest godzina druga? it p. Jak powiedzieliSmy wyzej,
niema tu witasciwie mnozenia, raczej sg poczatki rozktadania
na czynniki, ale rzeczy tej poming¢ nie mozna, chyba ze, jak
to robig niektdérzy metodycy, w drugim roku poswiecimy spo-
ro czasu na powtdrzenie kursu 1-go i mnozenie oraz mie-
szczenie (mierzenie) i dzielenie w zakresie od 1— 20. Takie
dwustopniowe przechodzenie tych waznych rzeczy nie budzi
watpliwosci w nauczycielu, ani zniechecenia w dzieciach;
u nas moze narazie spotkatoby sie z pewnymi zarzutami
wobec wiary w zdolnoSci naszych dzieci, wiary, w ktorej,
méwmy otwarcie, jest sporo nierozumienia zasad dydak-
tyki.

W konhcu pierwszego dziesigtka, przy wprowadzaniu
skomplikowanych przyktadéw, np. 7—2—3= 2, nalezy wy-
ttomaczy¢, co znaczy taki sposOb zapisywania. Zdarzato mi
sie spotykac uczniow mozolgcych sie nad podobnymi przyktada-
mi, ktorzy zupeinie nie zdawali sobie sprawy, co znaczy ta-
ki przyktad. Tutaj réwniez na miejscu bedzie wyttomaczenie
pogladowe, ze zamiast odejmowaé od 7 najpierw 2, a potem
od reszty 3, mozna odrazu odjaé pie¢. Pogladowe wyttoma-
czenie odbywa sie na tle przyktadéw konkretnych i zadan.
Np. mama data Stasiowi najpierw 2 gruszki, a potem 3;
wszystkich gruszek miata 7. lle zostato? To samo oczywiscie
mozna wykaza¢ na przyrzadzie i na przedmiotach innych.

Zajmiemy sie teraz drugim dziesigtkiem. Wspominalismy
juz w poprzednim rozdziale o niektérych waznych szczeg6-
tach nauczania w tym zakresie. Jedng z gtéwnych rzeczy tu-
taj jest wyseparowanie pierwszego dziesigtka w oddzielng
grupe. Takie wyseparowanie musi by¢ rowniez unaocznione.
Do tego stuzy¢ moga przedmioty rozne, przyrzad i rysunek,
t. j. te same, co powyzej, srodki pomocnicze, pogladowe.

Nauczyciel przynosi do klasy zbidr patyczkéw dosé du-
zych, aby klasa cata mogta rzecz dobrze widzie¢. Odlicza
dziesie¢ patyczkow, wywotuje ucznia, aby sprawdzit, trzy-
majac patyczki przed sobg i przed klasg. Dziesie¢ patyczkéw,
inaczej dziesiatek patyczkdw, zwigzuje sznureczkiem. Teraz
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do tej grupy (trzymajac wszystko przed Kklasg) dotgcza jeden
(troche oddzielony od zwigzanych). Mamy tu jeden i dzie-
sie¢, inaczej jedenascie patyczkdéw. lle trzeba dodaé do dzie-
sieciu, zeby otrzymaé jedenascie? lle trzeba odjag¢ od jede-
nastu, zeby otrzymac dziesieé? To samo zaraz przerabiamy
na przyrzadzie. Potdz dziesie¢ krazkéw, dotacz jeden (czer-
wony). lle razem? Dalej te same pytania. (Nalezy tez me
zapomina¢, jak i poprzednio przy mniejszych liczbach, o py-
taniach w rodzaju: co jest wieksze, czy jedenascie orzechow,
czy tez dziesie€¢? o ile wieksze? i t. d.). Potem nastepuja inne
przyktady konkretne, aby rzecz sie nalezycie utrwalita. Na
pierwszych liczbach drugiego dziesigtka nalezy dtuzej sie za-
trzymaé, aby proces powstawania dobrze sie wyklarowat.
Dalej w ten spos6b mozna przej$¢ caty drugi dziesiatek,
przyczem procz pisania cyfr dobrze jest uzywaé¢ zaktada-
nia krazkéw tekturowych. Pisanie kresek i kotek tez trzeb

stosowac, jakkolwiek nie jest to operacya krétka. Ta zmu-
dnos¢ rekoczynu daje dobre pojecie o wartosci cyfr, a po
drugie, wraza w wyobraznie budowe liczby. Przejscie po-
dobne catego pierwszego dziesiagtka sprawi, ze dzieci beda
umiaty liczy¢ od 1 do 20. Nie nalezy swojg droga zbytniej
na to zwraca¢ uwagi, gdyz przez czeste powtarzanie, dzia-
tania i t. p. liczenie prawidtowe stanie sie wiasnoscig pa-
mieci. Takie szybkie przebiezenie drugiego dziesigtka moze
tu by¢ dozwolone, gdyz wiasciwie proces sam staje sie wie-
cej formalnym, bo wyobraznia odmawia juz postuszenstwa, a je-
zeli liczby pierwszego dziesigtka sa dobrze znane i sam spo-
s6b tworzenia liczb drugiego jasno zrozumiany, trudnosci
innych niema.

Nauczyciel nie omieszka réwniez zadawaé pytania w ro-
dzaju: Jak sie otrzymuje trzynascie? Jest to 10 i 3. Przytem,
rzecz jasna, na Kkilku przyktadach odpowiedZ te powinien
sam podsungé. Otrzymujac bystre i jasne odpowiedzi przy
tagczeniu liczby z réznymi przedmiotami i bez tego, wniosko-
wa¢ moze nauczyciel o jasnosci przyswojenia. To pierwszy
cykl operacyi w drugim dziesiatku.

Drugi cykl polega na rozszerzeniu komplikacyi dziatan,
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o ktorej mowilisSmy w koncu pierwszego dziesiatka. To roz-
szerzenie polega na tem, ze jednym z elementéw liczbowych
jest stale dziesigtek, suma dwdch innych nie przekracza ni-
gdy dziesigtka, a rdznica wieksza jest od 0. lle bedzie 11
a 2? Jedenascie jest to 10 a 1. Do tego trzeba dodac jeszcze
dwa. Dwa a jeden jest 3, dziesie¢ a 3 jest 13. Rzecz tu do-
skonale jest widoczng na przyrzadzie (pierwszym lub dru-
gim z podanych), jezeli dziesigtek zawsze przedstawiamy
krgzkami lub kulkami jednej barwy, a dodatki drugiej. Cata
rzecz polega znowu na umiejetnem przejsciu do dziatan wta-
§ciwie w pierwszym dziesigtku zawartych. Wyjas$nienie te-
go stanowi tu najistotniejsza trudnosé i na najwieksza uwa-
ge zastuguje. Da sie to zrobi¢ tylko pogladowo. Czytelnik
widzi, z jaka jaskrawoscig wystepuje tu twierdzenie o do-
dawaniu sumy. Jako jeden z dobrych $rodkéw moze tu stu-
zy¢ sposOb polegajacy na tem, ze dzieci rysujg kotka u sie-
bie na tabliczce i przytem tak, Zze caly dziesigtek jest nary
sowany z poczatku w jednym wierszu, a w drugim liczby
dodatkowe. W ten sposéb widoczne jest, jak na przyrzadzie,
ze dzialanie odbywa sie tylko w drugim wierszu. Po kilku
takich pokazach nauczyciel zwraca uwage na ten szczegét
i pokazuje skrécony sposob dziatania. Do szeregu pytan tu-
taj nasuwajacych sie naleza, précz odnoszacych sie do odej-
mowania, jeszcze, jak zwykle, pytania na rozktadanie i dopet-
nianie. lle trzeba doda¢ do 14, aby otrzymaé 16? Duze licz-
by stanowig razem 15, jedna z nich jest 13; czemu sie row-
na druga? Rozumie sie, pytania te podawaé nalezy najpierw
w formie konkretnej. Np. W dwoch tédkach, duzej i malej,
pynie 15 oséb, w jednej z nich usiadto 13, ile usiadto
w drugiej? Przy tem wszystkiem wprowadzamy cyfry, prze-
chodzac kolejno i stopniowo wszystkie liczby drugiego dzie-
sigtka. Nie nalezy jednakze, jak i wszedzie, pedantycznie
sie trzymaé szeregbébw wzrastajgcych lub maleja-
cych, np. 12+ 1, 12+ 2 12+ 3, bo dla dzieci nie moze
stad ptyna¢ nauka, gdy z tatwoscig i mechanicznie z licze-
nia odgadujg odpowiedz. Lepiej na wyrywki zadawaé pyta-
nia i uktada¢ szeregi, co nie przeszkadza, zeby np. wspomnia-
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ny szereg nalezat rowniez do uzywanych. Czytelnik z tat-
woscig zauwazy, ile tu réznych kombinacyi dziatan w tym
cyklu, ile czasu na to potrzeba, aby dzieci w tej materyi
swobodnie porusza¢ sie mogty.

Trzeci cykl dotyczy tworzenia liczb drugiego dziesiat-
ka z liczb pierwszego. Najtrudniejsza to bodaj rzecz w ca-
tym tym kursie. W poprzednich cyklach dziesigtek byt nie-
jako dany, tu go trzeba juz wytworzyé. Mowilismy juz
w rozdz. Ill-im o gtownym sposobie dziatan, jaki tu stoso-
wacé nalezy, nie bedziemy wiec dalej sie nad tem. rozwodzi¢,
opiszemy tylko jeden z wazniejszych momentéw uzmysto-
wienia. Mamy doda¢ 7 i 8 Kilade na przyrzadzie 7 krazkow,
a potem po kolei 8 krgzkéw innej barwy. Otrzymuje odrazu
w ten sposob liczbe potrzebng, przyczem na pierwszym przy-
rzadzie musiatem przej$¢ poza listewke przybitg w $rodku,
a w drugim przesungé sie po uzupetnieniu dziesigtka na dru-
gi drut. Poniewaz odrazu widoczne jest, ze dziesigtek skita-
da sie z 7 krazkoéw (kulek) jednego koloru i trzech drugiego,
zaznaczam, ze moge to dziatanie wykona¢, dodajgc najpierw
do 7 liczbe 3, wzieta z 8 Otrzymam w ten sposdb dziesiatek,
a potem do niego dodaje pozostate 5 Trzeba wiec najprzdd
zrobi¢ dopetnienie do 10, potem rozktadanie 8 i nakoniec
dodawanie do 10. Otrzymam 15 (krazki w liczbie trzech, na-
lezace do pierwszego dziesiatka, moge teraz odwrécié, by
posiadaty te sama barwe, co reszta krazkéw nalezacych do
tegoz dziesiatka). Jak widziny, natura samych przyrzadéw
prowadzi do odkrycia tego sposobu. Te samg operacye wy-
konywaja dzieci przy tablicy, a piSmiennie mozna jg przed-
stawié tak:

7+ 8= 7+ 3+ 5= 10+5 = 15

przyczem dobrze jest rdwniez zapisywa¢ ogniwa posrednie:
10= 3+ 7, 8=3 + 5

Naturalnie, poprzednie réwnosci 7+ 3= 10i 8= 3+ 5 mu-
szg by¢ znane. Gdy uczniowie wprawig sie w ten rachunek,
co niepredko przychodzi, mozna ogniwa posrednie oczywi-
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§cie wykluczaé. Nie wstydze sie tu jeszcze powtdrzy€, ze
nigdy nie bywa za duzo wprawiania w te operacye.

Przy kazdym cyklu dajemy szereg przyktadéw konkret-
nych i zadan z uwzglednieniem rozszerzajacego sie zakresu
miar.

Na tem korcze uwagi o pierwszym roku nauczania.
Doktadniejsze przedstawienie procesu tego wymagatoby sa-
mo napisania takiej ksigzeczki, jak niniejsza, zdaje sobie bo-
wiem dobrze sprawe, Ze to, co powyzej bylo powiedziane,
zawiera tylko uwagi. Zakres wiedzy rachunkowej, objetej
powyzszym kursem, w kazdym razie nie jest za maty, raczej
za duzy, wszystko bowiem zalezy od warunkéw, w jakich
uczymy. Z dzieémi inteligentniejszemi, w nauczaniu indywi-
dualnem przejdziemy wiecej, w szkole wiejskiej lub przytu-
lonej gdzie$ na przedmiesciu przejs¢ mozemy znacznie mniej.
To tez nauczyciel niech liczy sie z tymi warunkami i zdaje
sobie sprawe, ze w nauce rachunku, jak nigdzie, wtasnie jakos$¢
zdobytej wiedzy, a nie ilos¢, ma najwieksze znaczenie. Jezeli
potrafi w ciagu roku w szkotce wiejskiej przy krotkim cza-
sie nauczania zapozna¢ dzieci dobrze tylko z liczbami pierw -
szego dziesigtka, zrobit juz niemato, tembardziej ze wsrod
dzieci tych spotykajg sie rézne. Bywajg czesto takie, ktdrych
rozwéj nakazywatby sumieniu pedagoga na Zachodzie ode-
sta¢ je do szkoty specyalnej, dla dzieci niedorozwinietych.
A u nas takie dzieci czesto idg pod stdét zycia...
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Materyat podany wyzej, jak nadmienilismy, jest obfity
i moze by¢ w réznych okolicznosciach mniej lub wiecej wy-
zyskany. To ostatnie zalezy od taktu pedagogicznego nau-
czyciela. Pomimo to nazwaliSmy omowiony zakres progra-
mem pierwszego roku nauczania, przystosowujac sie do nie-
ktorych ewentualno$ci i poniekad praktyki naszego naucza-
nia. Z tego wynika, ze to, o czem dalej moéwié bedziemy,
naleze¢ ma do drugiego roku nauczania.

Najpierw nalezy sobie zda¢ w krotkosci sprawe z pew-
nej roéznicy charakterystycznej, jaka wystepuje tutaj w po-
rownaniu z pierwszym rokiem. Wspominalismy juz, ze w mia-
re wzrastania zakresu liczbowego wyobraznia odmawiaé za-
czyna postuszenstwa, t. zw. ,wyobrazenie liczby" traci swoj
grunt i pogladowos¢ modyfikuje sie, Scie$nia, ustepuje, a na-
tomiast zjawia sie czynnik inny, nader wazny: rozumowanie
oparte na dostrzezonych indukcyjnie wasnosSciach for-
malnych dziatlan i podobieAstwach w tworzeniu liczb. Jak
wszystko w nauczaniu, tak i ten czynnik zjawiaé¢ sie wdnien
stopniowo, powoli, powdnien by¢é wprowadzany z ostrozno-
$cig wielka. Nic bowiem fatwiejszego tutaj, jak przesadzic¢
i niemal na zawsze zabi¢ zdolnosci matematyczne dzieci.
Moéwilismy juz o t. zw. prawie przemiennosciowem przy do-
dawaniu, o wilasnosciach dodawania i odejmowania sumy.
W drugim dziesigtku zrobiony byt kapitalny krok naprzéd
przez wytworzenie pojecia dziesigtka i sposobu powstawania

Uwagi
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liczb na zasadzie systemu dziesigtkowego i pozycyjnego. Pe-
wien mys$lacy metodyk nazywa wynalezienie systemu pozy-
cyjnego jednym z najwiekszych wynalazkéw ludzkich. Czyz
nie jest to stuszne? Tymczasem nieraz obchodzimy sie z tem
W nauczaniu pobieznie, $pieszac sie niewiadomo po co, jak-
bySmy mieli do czynienia z tem, czego sie na pamie¢ nau-
czy¢ mozna. Précz wspomnianych wiasno$ci dziatan podkre-
Slamy jeszcze prawo tacznosciowe przy dodawaniu, po-
legajace na tem, ze skiadniki mozna tgczy¢ w rézne grupy
po dwa lub Kkilka i przez to suma si¢ nie zmienia. Tak samo
prawa rozdzieinosciowe i przemienno$ciowe przy mnozeniu,
z ktérych wynika np., ze 6+ 2) 3= 3.5+3.2 i 3.5 = 5.3.
Sg to te kapitalne kwestye formalne, ktére wyjasni¢ winno
indukcyjne rozumowanie przez przykiady konkretne i zada-
nia. Na nich oprzemy wazne wnioski metodyczne. Im prze-
stronniejszym sie staje zakres liczbowy, tem czesciej wyste-
powac zaczynaja Sszeregi wytwarzane przez uczni. Np.
21+ 2= 23, 31+ 2= 33 it d Znaczenie tych szeregdéw
jest podwdjne: wskazujg podobiefAstwa tworzenia liczb nie-
zaleznie od wielko$ci tychze, a po drugie, zbednem czynig
$cislejsze monograficzne traktowanie. Poprzednio tez mie-
lisSmy szeregi np. 7+ 1= 8, 6+ 2= 8 it d., ale te szeregi
roznig sie od wspomnianych, gdyz kazdy wyraz musi by¢
oddzielnie poznany, uzmystowiony, gdy tymczasem w poprze-
dnim szeregu odgrywajg role czynniki formalne, uczniowie
sami go wytwarzaja. Dojrzatos¢ mysli polega réwniez na
tem, ze przejawia sie w niej Swiadome, celowe operowanie
pojeciami. W takich szeregach mamy jeden z ciekawych przy-
ktadéw tego.

Jedng z gtéwnych kwestyi, jakg poruszamy w roku dru-
gim, sg nowe dzialania: mnozenie, mierzenie i dzielenie. Jak
juz byto powyzej zaznaczone, odr6zniamy mierzenie i dziele-
nie ze wzgledu na ich tre$¢ konkretng, nie za$ na proces
formalny, ktéry wyraza sie w jednem i tem samem dziata-
niu. Jak mnozenie wynika z dodawania, tak samo mierzenie
i dzielenie —z odejmowania. Nie nalezy o tem pamigtac tyl-
ko na poczatku, ale i w dalszych stadyac.h nauki w drugim
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roku. Z mnozeniem zwigzana jest t. zw. tabliczka mnozenia,
z ktorej wynika tabliczka dzielenia. Zaznajomienie z temi
tabliczkami jest rzecza nader wazng i nie moze sie opierac

0 na ,wykuwaniu”. Takie wykuwanie niczego nie uczy
i nawet jest zwodnicze, bo pamie¢ w wieku miodym jest
Swieza, ale i nader nietrwata w takich rzeczach.

Zaczniemy teraz od wprowadzenia pojecia mnozenia.
Rzecz jasna, ze nauczyciel, zanim przejdzie do dalszych stopni
nauki, powinien powtérzy¢ poprzednie. Jezeli rzecz sie dzie-
je po wakacyach, kiedy zmienna i silna fala nowych, zy-
wych i interesujagcych wyobrazen przemkneta przez dusze
dzieci, takie powtoOrzenie jest konieczne, jak to wie kazdy
doSwiadczony nauczyciel. Otéz powtarzamy dodawanie, odej-
mowanie, dopeinianie i rozktadanie w pierwszych dwdch
dziesigtkach, powtarzamy dotad, urozmaicajac rzecz zada-
niami, poki sie nie przekonamy, ze $redni uczen witada tem
nalezycie. Wtedy zaczynamy rzeczy nowe. Nie skonczylismy
jeszcze z liczhami 2-go dziesigtka, nie rozktadalismy ich na czyn-
niki. To witasnie stanowi przedmiot dalszych zaje¢. Nauczy-
ciel przypomina to, co mogto by¢ zrobione w tej materyi w dzie-
sigtku pierwszym, i idzie dalej. Zrozumialem jest, ze wpro-
wadzajgc nowe pojecie, nalezy wytworzy¢ takie warunki,
aby to pojecie w najjasniejszej wystgpito formie, i dlatego
bardzo wazne jest zagadnienie o $rodkach uzmystawiajgcych
mnozenie. Moga to by¢ przedmioty ro6zne, ale zwigzane sg
z tem trudnosci wielkie: bardzo trudno bez zmudnego li-
czenia ocenia¢ otrzymany rezultat. Stad, jakkolwiek $rod-
ka tego nie odrzucamy (moze kto obmysli dobry sposéb i za-
radzi brakowi), gtéwny nacisk ktadziemy na przyrzady. Tu,
jak nigdzie, wyraznie zaznacza sie potrzeba znanej podwdj-
nej barwy krazkéw i kulek. Np. chcemy uzmystowié, ze
3X 4= 12. Ukladamy na przyrzadzie krazki w nastepujacy

sposob: Kreska pionowa oznacza prze-

00¢° 0 :0°
grodke na przyrzadzie. Dzieci rzecz widza odrazu. Tak sa-
mo mozna zrobi¢ na liczydle, pokrecajac pewne kulki, aby
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odwrocity sie inng barwa: ceocog» o0 Liczy-
dto ma nawet pewng przewage nad poprzednim przyrzadem,,
gdyz 1-0 dziesigtek (a pdzniej dziesigtki) wystepuje od-
dzielnie i 2-0 grupy kulek sg zawsze jednostajnie uszerego-
wane. Wezmy np. przypadek taki: 3X 5= 15. Na przyrzadzie
. k . .0 000 0 00O
pierwszym figura wtedy wypadnie taka: ®

Tutaj widocznem jest, ze druga pigtka jest odwrécona (sy-
metrycznie wzgledem punktu), a stagd nie tak tatwo jg okiem
chwytaé, jakkolwiek przewidujacy nauczyciel moze rzecz te
usungé, przyzwyczajajac dzieci do chwytania figur podobniez
odwroéconych.

Dalej dajemy przykiady i zadania, gdzie wchodzi mno-
zenie 4 przez 3, nastepnie przyktady liczbowe. Nalezy tu za-
prowadzi¢ pewne stopniowanie. Z samego sposcbu uzmy-
stowienia widocznem jest, ze dla dzieci tatwiej jest chwy-
ta¢ rzecz, gdy mnozna jest wieksza, wiec np. rozktadamy 14
na dwie grupy po 7, 16—po 8 18—po 9, dalej 15 na trzy
grupy po 5it d. Prawo przemiennosciowe przy mnozeniu
rowniez uzmystawiamy w ten sam sposob, np. 4X3, gdzie
wystepuja 4 trojki réznobarwne. Mozna tez uzywac sposobu

0 0
prostokata, np. o * o « . Stad widocznem jest, ze 4X 3 =
0°* 0 *
= 3X 4. Ten sposéb moze jednakze by¢ uwazany za po-
mocniczy, gdyz z samej poprzedniej figury bez liczenia dziec-
ka trudno odgadngC liczbe kulek. Dla przypadku mnozenia
przez dwa mozna uzywaé pierwszego przyrzadu, co ulatwia
chwytanie, do$¢ trudne w jednym szeregu.

Wyjasnienie pojecia mnozenia pocigga za sobg zaraz mie-
rzenie (mieszczenie). Przy tej sposobnosci nalezy' przypomniec
znane dzieciom miary i faktycznie wykonac¢ kilka przynajmniej
rzeczywistych pomiaréw. Uzywac¢ mozna do tego tokcia, metra,
decymetra i arszyna. Pomiary te mogg by¢é wykonane w kla-
sie lub gdziekolwiek w innem miejscu, ale nauczyciel musi
sie do tego przygotowac, aby rezultat nie zrobit kiopotu
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(moga sie zostawaé reszty). Przyjeto méwié, ze dana liczba
tyle a tyle razy miesci sie w drugiej, dana dtugo$¢ mie-
§ci sie w drugiej diugosci. Nie bede sie spieral o stowa,
ale w niektorych przyktadach konkretnych takie wyrazenie
czasem jest nietrafne. Np. lle razy miesci sie pie¢ domow
w 13 domach? Inne wyrazenia, jak: ,zawiera sie¢“, ,wcho-
dzi“ i t. p., posiadajg te same wady, ktére jeszcze wyraz-
niej wystepuja przy utamkach. Pomimo to nowego wyraze-
nia stworzy¢ nie usituje. Po uzmystowieniu mieszczenia, jak
poprzednio, na krazkach, przyktadach i t. p. nalezy umiec
zapisywaé dziatanie. W ,mieszczeniu” rezultat dziatania za-
wsze jest liczbg wskazujaca ,liczbe razy”. Mozemy przy
przyktadach i zadaniach zapisywa¢ z mianami, naprz.
15 guz. : 3 guz. = 5 a przy przyktadach liczbowych tak
samo bez mian. Niektdrzy radzag przy dzieleniu prowadzic¢

zapisywanie w ten sposdb: 15 guz. = 3 guz. czyli pia-

ta czes¢ pietnastu guzikow jest 3 guziki. Podobny sposéb
zapisywania, nadajgcy sie w dzieleniu, ma swoje zale-
ty, gdyz odrazu przyzwyczaja do szukania czesci z catosci.
Zdaje mi sie jednakze, ze sposobu zapisywania zmienia¢ nie-
ma potrzeby, a przy dzieleniu, do ktérego niebawem przej-
dziemy, moze on by¢ uzywany rownorzednie, gdyz narazie
odréznia nawet dzielenie od mierzenia. Na poczatku dobrze
jest rowniez zapisywaé¢ dwie réownosci: 5X 3g. = 15g., a po-
tem 159.:39. = 5 W pierwszej rownosci zapisaliSmy nie
tak, jak to u nas zwyczajnie przyjeto, co nie przeszkadza,
zeby pbézniej przejsé do tego ostatniego sposobu. Stawianie
mian szczegdlnie dla dzieci, ktore niewprawnie piszg, spra-
wia niematg strate czasu i klopot, ale wyzby¢ sie tego,
przynajmniej w tym poczatkowym okresie, trudno.

Tak samo jak mierzenie, wtaSciwe pojecie dzielenia nie
jest obce dzieciom z wiasnego ich doSwiadczenia. Te tez za-
czynamy od takich przyktadow, ktére moga by¢é znane. Np.
Ojciec miat trzy orzechy wioskie i rozdat je trojgu dzieciom
swoim. lle dat kazdemu dziecku? Podobnyz przykiad, gdy
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mamy dajmy na to 6 orzechow. Jakg cze$¢ wszystkiego do-
statlo kazde dziecko? To gtéwne pytanie, na ktére nauczy-
ciel sam narazie odpowiada, a potem zapytuje uczni. Uzmy-
stawiajac na liczydle w ten sam sposob, jak poprzednio, py-
ta sie, jaka czes¢ te kulki stanowig catej liczby kulek. (Np.
przedstawiono 6 podzielone na 3 dwdjki. lle tu tych dwojek?
Kazda para kulek (kazda dwdjka) stanowi cze$¢ 6 kulek. Ja-
ka czesc?). Takiej samej dyskusyi powinny podlega¢ pytania:
ile razy wiecej? ile razy mniej? Opracowujac kazde z takich
pytan, nauczyciel zadaje odpowiednie przykiady i zadania.
Np. Wicio ma 4 stalki, a Kazio 2 razy mniej. lle ma Kazio?
Przerabiamy w taki sposob caly zakres od 1—20, poki sie
nie nabierze pewnosci, ze dzieci rzecz zrozumiaty.

Fakt, ze zakres od 1—20 jest dzieciom znany z poprze-
dniej nauki, sprzyja witasnie dobremu ugruntowaniu pojec
mnozenia i dzielenig. Tworzenie szeregdw na mnozenie i dzie-
lenie w tym zakresie nie jest jeszcze wygodne, gdyz tatwo
go przekroczy¢, ale z tego nie wypada, by nauczyciel trzy-
mat sie bylejakiego porzadku: pozostaje on przy dzieleniu tym
samym, jak przy mnozeniu. Niektérzy zaczynajg od tworzenia
szeregu przez mnozenie przez L Nie wydaje mi sie to natural-
nem. Tak samo, jak dla dodawania i odejmowania charakterysty-
cznem pod pewnym wzgledem jest dodawanie i odejmowa-
nie 0, takze dla mnozenia i dzielenia — mnozenie i dziele-
nie przez 1 Ale jak dodawanie 0 nie mogto stanowi¢ po-
czatku pojecia o dodawaniu, tak samo mnozenie przez 1 nie
jest poczatkiem mnozenia. Z drugiej strony dziatania wza-
jemnie wspiera¢ sie muszag i nauczanie ich przebiega¢ réow-
nolegle, a tu nie bytoby takiej réwnolegtosci. Kiade np. na
liczydle 5 kulek i pytam: ile razy wziatem 3 kulek? Raz—od-
powiedZ jasna. lle razy 3 kulek miesci sie w 3 kulkach?
Raz—rowniez dobrze. Ale jaka cze$¢ stanowi 3 kulek pieciu
kulek? Tutaj pytanie jest wprost dla dzieci niepotrzebne.
Bawi¢ sie dalej w zapisywanie: 2X 1 =2, 3X 8i
rowniez niema potrzeby. KiedySmy juz spostrzegli, ze poje-
cie mnozenia jest ugruntowane w tym zakresie, mozemy na
te rzeczy zwroéci¢ uwage; bedzie to jakby uogdlnieniem te-
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go pojecia, ale wyjscie z takich przyktadéw nie wydaje mi
sie racyonalnem.

Z wyjasnieniem pojeé mnozenia i dzielenia taczy sie or-
ganicznie t. zw. prawo rozdzielnosciowe przy tych dziata-
niach. Znaczenie tej rzeczy w wielu dziedzinach arytmetyki
jest wielkie, i naprawde dziwi¢ sie tylko nalezy, dlaczego
tak mato uwagi zwracajg na nig metodycy. Wszak mnozenie
liczby dwucyfrowej przez jednocyfrowg juz wymaga znajo-
mosci tego prawa. Jezeli nie zdotaliSmy albo nie uwazalismy
za potrzebne wczesniej wyjasni¢ tej wiasnosci mnozenia i dzie-
lenia, uczen nie moze ,rozumiec¢" ani mnozenia, ani dzielenia,
a poza tem ilez btedow bedzie popetniat pézniej w roznych
zagadnieniach rachunku i t. zw. algebry! Czy kwestya jest
za trudna na miodociane gtowy? Wydaje mi sig, ze nie:
wszak zrozumienie systemu pozycyjnego i innych rzeczy jest
0 wiele trudniejsze; tymczasem przechodzimy je, uwazamy
za potrzebne. Dlaczeg6z zasadnicza wiasnos¢é mnozenia ma
podlegaé takiemu ostracyzmowi? Nie rozumiem.

Prawo rozdzielnoSciowe wprowadzamy do $wiadomo-
§ci uczni réwniez jeszcze w zakresie od 1—20. Uzmystowie-
nie jest tu tatwiejsze, zakres blizej znany, a wiec tatwiej
»~wejdzie do gtowy* rzecz nowa. Wyjasnienie prawa rozdziel*
nosciowego nie jest bynajmniej trudniejsze, niz wyklarowa-
nie dodawania liczb wiekszych niz 5 w pierwszym dziesigt-
ku. Do uzmystowienia moga stuzyé l-o przykitady konkretne
i zadania, 2-o—liczydto.

Nauczyciel bierze dwa piérniki i przed oczami dzieci
wktada do jednego np. 3 stalki, a do drugiego 2. Pyta sie,
ile wiozyt do obu? Nastepnie wkiada znowu do pierwszego
3, a do diugiego 2. Znowu witozytem ile? Razem ile wiozy-
tem? A teraz powiedz mi, ile razy wilozytem po 5 do obu
piornikéw? Dalej, ile razy wilozylem po 3 do pierwszego
piérnika? llez tam bedzie? Ille razy witozytem po 2 do dru-
giego pidrnika? llez tam bedzie? Ile razem bedzie? Odpo-
wiedz ta sama. Zadanie mozna zrobi¢ 2 sposobami, jakimi?
Zapiszmy pierwszy sposob: 3s.+ 2s,= 5s; 2X 5s. =
= 10s. Zapiszmy drugi sposéb: 2X 3s.= 65s.; 2X 2st. =
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= 4 st; 6st.+ 4st. = 10st. Stad widzimy, ze mozna napi-
sa¢: 2X 5s.= 6s.+ 4s.= 2X 3s+ 2X 2s.

Oczywiscie mozna podaé jeszcze jeden albo Kkilka po-
dobnych przyktadéw. Nastepnie uzmystawiamy rzecz na li-
czydle, uzywajac do tego Kilku drutéw. Np. mamy pomno-
zyé, jak powyzej, 2 X 5 Na pierwszym drucie uktadamy kul-
ki tak: 0 0 0 0 0 ¢ e+ e _ Na drugim notujemy za
pomocg kulek: o0 o0 o ¢ « , t j. 5= 3+ 2 Na trzecim
przez odpowiednig manipulacye z kulkami wytwarzamy takg
figure: o o o fhmmo o . Nie trzeba chyba moéwig,
ze nauczyciel omawia catg operacye i daje zapytania.

Przy tem wszystkiem pomo6dz moze duzo réwniez za-
danie. Np. Ciocia miata trzech siostrzeAcow i dwie sio-
strzenice. Kazdemu dziecku data po dwie S$liwki. lle rozdata
Sliwek?

Po takich wyjasnieniach, ktére przedtuzamy dotad, po-
ki nie bedziemy mieli pewnosci, ze dzieci zrozumiaty oma-
wiang sprawe, zdoby¢ mozemy czynnik nader wazny, jak to
zobaczymy zaraz. Wezmy jako przyklad podwajanie liczb
pierwszego dziesigtka. Mamy dane do pomnozenia 2 X 8.
Notujemy natychmiast 8= 5+ 3 Stgd 2X 8= 2X 5+
2X 3. Jezeli dzieci przez nauke w roku pierwszym i przez
powtérzenie w drugim dobrze umiejg mnozy¢ liczby, ktorych
iloczyn nie przekracza 10, natychmiast powiedza: 2 X 8=
= 10+ 6= 16. Mozna wprowadzi¢ staly spos6b rozdziela-
nia liczb na pigtke i reszte, przez co znakomicie sie utatwi
proces mnozenia. Wogoéle nalezy szczeg6lng uwage zwrocic

na mnozenie 5 i przez :. Np. 4X 5 jest to samo, co
5X 4 na zasadzie wyjasnien prawa przemiennosci. Stad
5X 4= 5X2+5X 2= 10+ 10= 20. Podsuniecie

takiego mechanizmu myS$lowego przy wykonywaniu mno-
zenia ma wielkg warto$¢ dydaktyczna. O tem trzeba pa-
mietac.

To samo przy mierzeniu i dzieleniu. Np. 18:3=1 5 :
:3+ 3:3= 5 + 1 Prawo rozdzielnosciowe przy dziele-
niu roéwniez nalezy dtuzej omawia¢, bo ta rzecz zastuguje
na szczeg6lng uwage. Jezeli mnozenie jest dobrze poznane,
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proces uzmystawiania moze by¢é ten sam i trudno$ci nie
wywota. Na dalszych stadyach nauki, w konicu roku np. dru-
giego, mozna prawo rozdzielnoSciowe rozszerzy¢ na odejmo-
wanie. Np.2X 9= 2X 10—2X1=20 — 2= 18 Zdaje mi
sie nawet, ze wartoby poswieci¢ temu przedmiotowi czas
jeszcze w poczatku. Jak wielkg role przy Swiadomym rachun-
ku pamieciowym odgrywajg takie rzeczy, wie kazdy nauczy-
ciel, a jezeli mamy materyat nowy do myslenia, przyklady
i zadania, mamy tem samem mozno$¢ bez nudy dtuzej za-
trzymac¢ sie na matym zakresie liczb. Tego nikt nie pozatu-
je... Wielkie prawa mysli matematycznej w ten spos6b prze-
jawiajg sie w poczatkach, bo sg niezbedne w dalszym roz-
woju. Kto tego nie chce uznaé, niech lepiej nie uczy mate-
matyKki.

Prawo rozdzielnoSciowe dalej podlega pogtebieniu przez
to, ze rozktadamy liczbe nie tylko na 2 skiadniki, ale na 3
i wiecej.

W ten spos6b znowu ,z wyzszego stanowiska" pozna-
lismy zakres liczb od 1—20. Teraz trzeba i$¢ dalej; a ponie-
waz mamy do rozporzadzenia znacznie wiecej dziatan, niz
w roku pierwszym, pytanie polega na tem, jak bedziemy roz-
ktadali zaréwno te dziatania, jak i liczby zakresu dalszego
od 1—100, ktéry ma byé przedmiotem drugiego roku nauki.
Nie tatwe to pytanie. Istnieje poglad, broniony przez znane-
go prof. Reina z Jeny i wybitnego metodyka niemieckiego
Hartmanna, ze zakres wspomniany nalezy przejs¢ w 2 lata:
w pierwszym roku rozpatrujemy liczby tylko z punktu wi-
dzenia dodawania i odejmowania, a w drugim na tle wszy-
stkich dziatan. Nie znaczy to bynajmniej, abysmy w pierw-
szym cyklu zupetnie pomineli tatwiejsze przypadki mnoze-
nia,—bytoby to grzechem dydaktycznym, przeczytoby zasa-
dzie genetycznego rozwijania poje¢ arytmetycznych; taki po-
dziat dotyczy gtownie tabliczki mnozenia w calej jej rozcia-
gtosci, jako przedmiotu waznego i trudnego w nauczaniu.
Powyzszy poglad ma swoje dwie zalety: ukiad materyatu
jest konsekwentny i prosty, czas przeznaczony na jego przej-
Scie pozwala na znakomite ugruntowanie rzeczy gtéwnych,
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bo dtuzej zatrzymuje uwage uczgcego sie w tak waznym za-
kresie; dla nauczyciela podobne ,przechodzenie kursu™ jest
tatwiejsze i pomaga do tatwiejszego przystosowania do przed-
miotu SrodkOw nauczania. Ma on jednakze i swoje wady:
I-o brak rozmaito$ci w zadaniach i pytaniach, ktéry wynika
z uszczuplenia zakresu dziatan, 2-o zwigzany z tem brak za-
dos$¢uczynienia potrzebom praktycznym, nawet przez dzieci
odczuwanym, 3-0 konieczno$¢ wyjscia poza pierwsza setke,
jezeli caly zakres mozliwych dodawan i odejmowan przero-
bimy, a w takim razie zbyt daleki dystans oddzielajgcy
konncowe przypadki tych dziatah od poczatkowych. To sa
gtéwne zarzuty, ale zdaniem mojem wystarczaja one do te-
go, by przechyli¢ szale na strone konkluzyi kompromisowej,
0 ktérej zamierzamy obecnie pomowic.

Przedstawiamy tu najpierw gtdwne punkty metodyczne
kazdego z dwédch zasadniczych dziatéw, na jakie rozpada
sie nauczanie wedtug wspomnianego powyzej pogladu. Pierw-
szy dziat obejmuje poznawanie zakresu liczbowego od 1—
100 zapomoca dodawania, odejmowania, dopetniania i roz-
ktadania; drugi — zapomocg mnozenia, mierzenia i dzie-
lenia.

W pierwsnym dziale wyrézniamy nastepujace momenty:
I-o dziatania z catymi dziesigtkami, 2-o tworzenie kolejne
liczb porzgdkowych w catym zakresie, 3-0 dodawanie licz-
by jednocyfrowej i odejmowanie takiejze liczby od liczb ca-
tego zakresu bez tworzenia lub pozyczania dziesigtka, 4-0 ta-
kie same dziatania z tworzeniem i pozyczaniem dziesigtkéw,
5-0 dodawanie do catkowitych dziesigtkéw liczby dwucyfro-
wej i odejmowanie od tejze catkowitych dziesigtkoéw, 6-o doda-
wanie i odejmowanie liczb dwucyfrowych bez tworzenia i pozy-
czania dziesigtkéw i nakoniec 7-0 og6lne dodawanie i odejmo-
wanie liczb dwucyfrowych. Nastepstwo tych momentow jest
zrozumiate i specyalnych ttomaczen chyba nie wymaga. Do-
damy naturalnie jeszcze, ze przy kazdym =z nich wystepuja
odpowiednie przykitady, zadania i zapisywanie, — o0 czem je-
szcze pomowimy.

W drugim dziale kapitalne znaczenie ma tabliczka mno-
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zenig, ktorej towarzyszy mierzenie i dzielenie o tyle, o ile
do tego daje ona podstawe. Czy w poznawaniu tabliczki
mnozenia niepotrzebne jest pewne stopniowanie? Tutaj row-
niez nie trzeba chyba podawaé motywow dla odpowiedzi
twierdzacej, chodzi¢ moze tylko o to, jakie to ma by¢ stop-
niowanie. Niektérzy metodycy wysuwajg jako jeden z gtéw-
nych momentéw stopniowania jednorodno$¢ szeregdw ta-
bliczki mnozenia, t. j. poznawanie tej tabliczki nie w kolei
wielko$ci liczb: 1, 2, 3, 4, 10, ale partyami, tgczac w je-
dng partye liczby podobnie utworzone, a wiec do pierwszej
partyi zaliczajg 1, 5 10, do drugiej 3, 6, 9, do trzeciej 2, 4,
8 i nakoniec do czwartej — 7. Takie stopniowanie w pozna-
waniu tabliczki mnozenia ma duzg zalete, gdyz tatwiej jest
I-o poznaé mnozenie przez 3, potem przez 6 i 9, bo liczby
tworza sie z trojki, a 2-o spamieta¢ kolejne iloczyny. Z tej
racyi uwazamy roéwniez, ze podobne stopniowanie jest wy-
godne. Po drugie, catg tabliczke mnozenia mozna podzieli¢
na dwie czesci: do jednej zaliczamy mnozenie wszystkich
liczb pierwszego dziesigtka przez 1, 2, 3, 4, 5 a do drugiej
mnozenie liczb wiekszych niz 5 przez takiez liczby. Te dru-
ga cze$¢ radza niektorzy przeniesé na rok trzeci, z czem
nie mozna sie nie zgodzié. Tabliczka mnozenia ma tak
wielkie znaczenie w rachunku, a dobre jej przyswojenie, t. j.
takie, ktdére jednocze$nie wpltywa na rozwdj umystowy dzie-
ci, wymaga tyle czasu, ze nie mozna sie temu dziwié. Nau-
czyciele klas wyzszych szkoty $redniej wiedzg, jakie rezul-
taty osiggnaC jest w stanie pospiech forsowny w klasach
nizszych, albo w szkole elementarnej. Stara metoda mne-
moniczna jak najmniej tu sie nadaje. Nauczyciel winien w
stkie Srodki wyzyskaé, aby umocowaé, ze tak powiem
bliczke mnozenia w pamieci dzieci, i to nie tylko przez cze-
ste powtarzanie, ale powotujagc do pomocy S$rodki uzmysta-
wiajgce tam, gdzie mozna, i nadewszystko logiczne czynniki
Uczen powinien posiada¢ nietrudna droge, metode do uzu-
petnienia zapomnianego ogniwa. Aby wytworzy¢é takg meto-
de, nalezy do pomocy powota¢ inne dziatania: dodawanie
i odejmowanie, a takze wlasnosci mnozenia: prawa przemien-
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nosciowe i rozdzielnoSciowe. Np. uczerh zapomniat, ile be-
dzie 6 X 7, a pamieta dajmy na to, ile jest 5X 7. Pomaga
mu tu zaraz dodawanie i prawo rozdzielnosciowe. Z drugiej
strony, jezeli organicznie zapomocg wspomnianych dziatan
i praw powigza¢ bedziemy umieli oddzielne momenty tabli-
czki mnozenia, tem samem stworzymy podstawe do tego, by
uczen nie tylko wierzyt Slepej pamieci, ale i wiasnej gtowie.

Zwrécenie uwagi na te ostatnig strone rzeczy daje nam
W rece sposOb powigzania poprzednich dziatdbw. Uczniowie
przez dodawanie i odejmowanie w takim stopniu muszg po-
zna¢ liczby w zakresie od 1—100, aby niezaleznie od samej
wartosci tego poznania mieli jeszcze mozno$¢ $wiadomego
przyswajania sobie tabliczki mnozenia. Stad wynika, ze po-
znawanie przez dodawanie i odejmowanie musi poprzedzaé
tabliczke mnozenia, ktéra powinna sie z temi dziataniami
przeplata¢ w organicznie powigzany cigg. Przedstawimy te-
raz, jak sie te rzecz powinno traktowac.

Przedewszystkiem zaznaczy¢ musze, ze nauczanie nie
jest przechodzeniem oddzielnych paragraféow ksigzki. Na kaz-
dej lekcyi w zadaniach i przyktadach mozemy powtarzac
rzeczy poprzednie, a wiec wtedy, gdy gtdwng tresciag lekcyi
jest pewien moment dodawania i odejmowania w zakresie
100, nauczyciel moze nieraz w zadaniu lub pytaniu przy spo-
sobnosci sprawdza¢ umiejetno$¢ mnozenia i dzielenia w ra-
mach poprzednio poznanych.

Najpierw przechodzimy pierwsze pie¢ punktéw ze wspo-
mnianych poprzednio, a wiec zajmujemy sie gtownie dodawa-
niem, odejmowaniem, dopetnianiem i rozkladaniem, odpowie-
dnio do tego, co w tych punktach jest wspomniane. Pozga-
dane tu jest zdobycie nalezytej wprawy, jak wszedzie. Jako
Srodka pogladowego uzywamy liczydta. Rzecz jasna, ze ca-
ty rachunek odbywa sie w pamieci, zapisywanie odbywa sie
w jednym wierszu i niema mowy o0 zadnym schemacie ra-
chunku pismiennego. Kazdg liczbe dwucyfrowg, do ktorej
np. dodajemy jednocyfrowa, uczymy najpierw rozkiada¢ na
2 czesci. Np. trzeba dodaé: 45+ 3. Powiadamy: 45= 40+ 5
45+ 3= 40+ 5+ 3= 40+ (5+ 3). To ostatnie dosko-
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nale sie uzmystawia na liczydle. Swojg droga nalezy dbac
0 to, aby dzieci rozumiaty celowos¢ podobnego sposobu po-
stepowania. Np. dodanie 3 do dziesigtkbw niczego nam nie
utatwi, bo bedziemy mieli do dodania 43+ 5 a wiec lepiej
jest jednosci dodawa¢ do jednosci i t. p. Dobrze tez jest
zwrdci¢ uwage na sume 3+ 45 i prawo przemiennosciowe.

Mnozenie liczb pierwszego dziesigtka przez 2 powinno
byé juz znane, tak samo jak mnozenie przez siebie liczb
pierwszej pigtki précz 5X 5 =2 5. kolei nastepuje teraz
mnozenie liczb przez 4. Najwiekszym iloczynem, ktéry byl
poznany dotad, jest 4 X 5= 20. Dalej mnozymy 4 X 6. Sto-
sujemy tu prawo rozdziel osciowe: 6=5+ 1 4X6 =
4 X(5+1)=4X5+4X1=24.Zwramy uwage, Zze
majac iloczyn przez 5 aby otrzymac iloczyn przez 6, nale-
zy do poprzedniego dodaé jedng czworke. Tak samo, aby
z iloczynu ostatniego otrzymac pierwszy, trzeba te czworke
odjagé. Uzmystawiamy naturalnie operacye na liczydle. Dalej
nauczyciel moze zapyta¢, ile bedzie 2X6. Jest to rzecz zna-
na. lle dziesiatkbw zawiera 12, a ile 24? lle razy wiecej
w drugim przypadku? To samo o jednosciach. lle razy wieksze
jest 24, niz 12? W odpowiedni sposéb mozna to uzmystowic.
Tak samo postepujemy z iloczynami 4 X 7 4X 8, 4 X
4 X10. Tutaj mozna kazdg liczbe: 7, 8 9, 10 rozktada¢ na
2 czesci: 6+1, 7+ 1 it d, albo: 5+2, 5+3, 5+ 4
5+ 5 i stosowa prawo rozdzieino$ciowe. Mozna tu two-
rzy¢ nastepujace szeregi: 4X 1, 4X 2, 4X 3it d, albo:
4X1,4X3,4X5 it d, albo: 4 X 14 X4, 4X7,
4X 10, albo 4 X1,4 X 5 4X 9 .Inne mozliwe szeregi z 4
sg bezuzyteczne.

Nauczyciel, przy mnozeniu np. 4 X 7, powinien wobec
pomyiki ucznia natychmiast nasuwaé mu wspomniane sposoby
wynajdywania iloczynu. Takich sposobow narazie jest trzy:
-0 na zasadzie zastosowania prawa rozdzielnosciowego, np.
4(5+ 2), 2-0 na zasadzie dodawania 4X6 = 24; 24+ 4= 28,
3-0 na zasadzie odejmowania 4 X 8= 32; 32 —4 = 28. Mnigj-
sza, ktéry z tych sposobéw uczehA zastosuje, byle robit to
Swiadomie. W kazdym razie witasciwie gtowng role odgry-
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wa tu prawo rozdzielnoSciowe, zapomoca ktérego sprowadza-
my tutaj tabliczke mnozenia przez liczby pierwszej pigtki do
mnozenia tych liczb przez siebie, co znane jest z poprzednie-
go zakresu. W ten sam sposéb traktujemy mnozenie przez
3 i przez 5 Jest to pierwsza cze$¢ tabliczki mnozenia, w kto-
rej iloczyny nie przekraczajg 50 i pozwalajg nam razem z do-
dawaniem i odejmowaniem pozna¢ ten zakres blizej. Grun-
towne poznanie i utrwalenie w pamieci tej czesci tabliczki
mnozenia zajmuje duzo czasu i dlatego wykraczanie poza
ten zakres w drugim roku jest zawsze ryzykowne, chyba
ze mamy przed sobg nie zwyktg klase, ale kilku zdolnych
uczni. PamietaC nalezy jedno, Zze poznanie schematycznego
wykonywania dziatan pismiennych przy umiejetnosci doda-
wania i odejmowania liczb pierwszych 2 dziesigtkéw i ,,wy-
kutej “ tabliczki mnozenia jest mozliwe, jak uczy codzienne
doswiadczenie; ale czy to jest nauczanie matematyki, to juz
inna kwestya.

Zakres drugiego roku jest w ten sposéb wiasciwie wy-
czerpany. Wspomniane punkty 6i 7 sg tym dodatkiem, ktéry
w szcze$liwych okoliczno$ciach mozna wypetni¢ w tej lub
innej mierze, albo odtozy¢ do roku nastepnego. Rozszerzenie
zakresu liczbowego wywotuje koniecznosé poznania nowych
miar. Wchodzg tu juz miary dlugosci, jak centymetr, cal;
miary wagi, jak pud, funt i tut; miary czasu, jak minuta, do-
ba, rok i t. p. Takie zwiekszenie liczby miar wywotuje
wieksza rozmaito$¢ zadan i przyktadow i takze wymaga czasu.
Jezeli do tego dodamy mierzenie i dzielenie liczb odpowie-
dnio do mnozenia, tatwo sie przekonaé mozemy, ze catos¢
kursu jest duza; trzeba jg tylko dobrze przerobi¢.

Jedng z waznych zalet dobrej metody nauczania jest
umie¢ uczy¢ dzieci dostrzegania pewnych cech charakte-
rystycznych danej liczby. Pomaga to w rachunku pa-
mieciowym, Kktéry przez to staje sie mniej mechanicznym,
a zarazem przygotowuje grunt do dalszych uogélnien. Po-
dam tu Kkilka przyktadéw. Np. odréznianie liczb parzystych
i nieparzystych, liczb dzielagcych sie przez 3 i nie, liczb dzie-
lacych sie przez 5i nie i t. p. Pogtebianie nauki daje co-
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raz wiecej potrzebnego materyatu myslowego do tych spo-
strzezen. Indukcyjne rozumowanie w nauczaniu poczatkéw
jest jedynie mozliwe, a opiera si¢ ono na materyale spostrze-
zen. Pamieta¢ zawsze nalezy o tem, co bedzie dalej, i przy-
gotowywac¢ do tego grunt. Im wazniejsza to jest rzecz, tem
dtuzszego dojrzewania wymaga; i dlatego zaden nauczyciel

nie pozatuje takiego rozktadania na dtuzsze okresy czasu.
O tem jeszcze nizej pomowimy.



ROZDZIAL VI.

Trzeci rok obejmuje zakres od 1—1000. Odpowiada on
naszej klasie wstepnej w szkole $redniej. Praktycznie zakres
ten ma najwiekszg warto$¢, gdyz w zyciu codziennem rzad-
ko rachunek wychodzi poza te ramy, szczegdlniej w tej sfe-
rze ludzi, do ktérej nalezg dzieci naszych szkdét elementar-
nych. Nauczanie w tym zakresie wyrdznia sie przez naste-
pujagce momenty: I|-o0 udoskonalenie i pogtebienie rachunku
pamieciowego, 2-0 poznanie czterech dziatah arytmetycznych
w catej ich rozciggtosci, 3-0 wprowadzenie rachunku pis-
miennego, 4-0 planowe rozwigzywanie zadan i wprowadze-
nie liczb t. zw. wielorakich.

Rachunek pamigciowy wszechwladnie panuje w 1-ym
i 2-im roku, gdzie tylko zapisujemy rezultaty obliczen, ale
obraca sie on jeszcze w dos$¢ szczuptych ramach. W trzecim
roku gruntowniejsza znajomo$¢ wiasnosci dziatan i sposobu
tworzenia liczb pozwoli na lepsze jego ugruntowanie. Nie
przestaje on mie¢ tutaj swej wartosci: uczen powinien dos¢
swobodnie we wspomnianym zakresie witada¢ rachunkiem
pamieciowym, jakkolwiek nie jest to mozliwe do osiaggniecia
tylko w trzecim roku, ale wymaga rowniez dalszej wprawy.
W pierwszych 2 latach poznajemy doktadniej dodawanie
i odejmowanie, w trzecim roku korczy sie nauka tabliczki
mnozenia, wchodzi rowniez dzielenie z reszta, wchodzg dzia-
tania z liczbami wielorakiemi, ktorych warto$¢ metodyczna
polega gtéwnie na uogdlnieniu sposobow dziatan.
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Poniewaz wprawa w pamieciowem wykonywaniu dzia-
tan, jako rezultat znajomosci ich witasnosci i budowy liczby,
jest w tym wypadku dostateczng gwarancyg owtadniecia ma-
teryatem nauki, mozna juz przej$¢ do stworzenia schematu
piSmiennego, tembardziej ze nieraz wymaga tego sama sita
rzeczy przez wzrost liczby i zwigzang z tem trudno$¢ spa-
mietania wiekszego szeregu drobnych operacyi przy wyko-
nywaniu dziatan. Wobec tego wszystkiego pierwsze trzy la-
ta stanowig podstawe catego rachunku. Jezeli ta podstawa
jest dobrze ugruntowana, reszta idzie bez wielkich trudno-
§ci. Nauczanie w tych latach wymaga wielkiej cierpliwosci
i starannoS$ci, ale zato dobre nauczanie p6Zniej sowicie sie
optaca.

Caty materyat w trzecim roku, jak poprzednio, rozpa-
da sie na 2 gtéwne czesci: uzupetnienie wiadomosci z pierw-
szej setki i tworzenie dalszych liczb szeregu naturalnego.
Teraz zwrécimy tu uwage na zalety podobnego rozkiadu
materyatu. Zdobywamy przez to konieczng ciggto$S¢ w nau-
czaniu. Nauczyciel, ktéry musi jeszcze uzupetni¢ niektore
dzialy z poprzedniego zakresu, z koniecznosci lepiej powto-
rzy poprzednie, a powtdrzenia nigdy sie nie zatuje. To je
dno. Po drugie, znany jest fakt psychologiczny, ze pewien
okres pracy nad pewnym przedmiotem jeszcze nie wystarcza
stuzy on niejako do rozpedu, do wyprowadzenia z réwn o'
wagi sil psychicznych, ktoére pdzniej pracujg jakby same
przez sie, nieSwiadomie. Przejawia sie to i w matych rze-
czach i w wiekszych. Kazdy wie, ze w toku pracy nad ja-
kim nowym przedmiotem, wobec mndstwa powstajacych py-
tan, watpliwosci, jesteSmy jakby w chaosie. Dopiero p6z-
niej pytania te albo znajda odpowiedzi, albo ustepuja i roz-
hukane morze uspakaja sie, wschodzi stofice jasnosci. Po
trzecie, uwazamy za jedng z podstawowych zasad naucza-
nia—rozktadanie materyatu na dtuzsze okresy czasu. Zwy-
kle to sie nazywa koncentrycznem przechodzeniem przed-
miotu. Co$ podobnego tu jest, ale wolelibySmy nazwac to
lepiej metodg genetyczng. Duze dawki nie sg strawne, a na-
wet w najmniejszych liczbach przejawiajg sie te same pra-

Uwagi 6
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wa, co w wiekszych. Powolne i stopniowe zaznajamianie sie
z niemi, stopniowy wzrost gtdwnych poje¢, wyrazajacych sie
w wiasnosciach dziatan i tworzeniu liczb szeregu natural-
nego, a takze powolne, ale trwale rozwijanie sie wprawy
w wykonywaniu dziatan, moze by¢ osiggniete tylko przez
takie traktowanie. Dlatego miedzy innemi przyczynami nie
uwazamy za mozliwe poza pierwszym rokiem rozdzielania
dziatan, jak to niektdrzy proponuja.

Gtéwnym materyatem w pierwszej czesci jest zakoncze-
nie dodawania i odejmowania liczb dwucyfrowych, nie wy-
chodzac poza pierwszag setke, i zakonczenie tabliczki mno-
Zenia z towarzyszacem jei dzieleniem.

Dodawanie liczb dwucyfrowych wtedy, gdy suma je-
dnosci jest mniejsza niz dziesie¢, uzmystawiamy na liczydle
w nastepujacy sposoéb. Dajmy na to, mamy doda¢ 24 i 35

1-a pozycya na liczydle: 2-a pozycya na liczydle:

oooooo0o0000O oooooo0o0000O
00000000O0O o0ooooo0o000O
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e e 00000000 OOOO*))**((

Komentarzy tu nie trzeba. Jednoczes$nie z takiem do-
dawaniem mozna prowadzi¢ dodawanie liczb wielorakich
0 dwéch wyrazach, przyczem metr i decymetr mogg stuzyc
tutaj za bardzo odpowiedni przykitad. Rzecz jasna, ze miary
te powinny by¢ dobrze poznane przez pokazanie i przyzwy-
czajenie do nich oka. Dobrze jest mie¢ w klasie stale oka-
zy miar (na poczatku diugosci, a potem inne), aby ucznio-
wie przez ciggle podpatrywanie sie zdobyli jasne wyobra-
zenia. Zaleca sie jednakze wunika¢ tablic, na ktorych
skupione sg rézne miary (np. powierzchni, dtugosci, objeto-
§ci), gdyz takie skupienie nie pozwala skoncentrowaé uwa-
gi. Na jednej tablicy moga by¢ miary jednego rodzaju; p6z-
niej do niej dostawiamy miary inne, odpowiednio utozone
i t. d. Zapisywanie odbywa sie zwyczajnie: 2m. 4dm. + 3m.
5dm.= 5m. 9 dm.



83

Takie jednoczesne przechodzenie dodawania liczb wie-
lorakich pozwala ugruntowa¢ samo pojecie dodawania od-
dzielnie dziesigtkébw i jednosci. Ludzie przyzwyczajeni do
tego, by z liczb wielorakich robi¢ osobny dziat, gotowi sg
posadzi¢ mnie o herezye. Nic innego nie robie, jak tylko
stosuje zasade rozktadania na diuzsze okresy czasu. Z dru-
giej strony wiara w nadzwyczajne wiasnosci liczb wielora-
kich, dzieki ktorym wytwarza sie z nich osobny dziat, nie
ma najmniejszej podstawy, ani naukowej, ani dydaktycznej.
Zrozumiatem jest, ze zanim przejdziemy do tego specyalne-
go przypadku dodawania, powtarzany poprzednie.

Odejmowanie w tym przypadku rowniez da sie uzmy-
stowi¢ w ten spos6b, ze odjemna rozpatrujemy samg, a na-
stepnie, odwracajac kulki na inny kolor, wykluczajgc z niej
tyle, ile wynosi odjemnik. Dopetnianie i rozktadanie stano-
wi tez wazng czynnosc.

W ostatnim przypadku najogdlniejszym dodawania i odej-
mowania mozna przy dodawaniu uwzglednié 2 momenty.
Np. mamy doda¢: 35+ 27. Dodajemy dziesigtki: 50; dodaje-
my jednosci: 12. Razem: 62, przyczem powotujemy sie tutaj
na rzecz juz dzieciom znang poprzednio. Dalej mozna przy
przejéciu do dodawania liczb trzycyfrowych uwzglednié inny
spos6b: najpierw dodajemy jednosci: 5+ 7= 12= 10+ 2
(rozktadanie), Nastepnie otrzymany dziesigtek przytagczamy
do dziesigtkow: (3+ 2)+ 1 [albo (1+3)+ 2) lub (1+ 2)+ 3].
Stanowi to przejscie do rachunku piSmiennego. Przy odej-
mowaniu nastrecza sie wyrazniej sposobno$¢ do pewnego
rozumowania: wygodniej jest zaczynaé od odejmowania
jednosci. Uzmystawianie prowadzimy w ten sam sposob,
przyczem ostatni dziesigtek bedzie ztozony z kulek 2-ch ko-
lorow. Po pewnym czasie, gdy nauczyciel odczuwaé za-
cznie, ze dzieci sprawnie do$¢ rachunkiem w zakresie tych
dziatan wiadajg i ze pojecie dziesigtka i jednosci stato sie
rzecza jakby zupetnie zwyczajng, naturalng, mozna dziesigtki
uzmystawia¢ tez jedng kulka, umoéwiwszy sie, jak w systemie
pozycyjnym, na pierwszym drucie stawia¢ jednostki, na dru-
gim dziesigtki. Zrodzi to zaraz pytanie o przeznaczeniu dal-
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szych drutow i stanowi naturalne przejscie do wytworzenia
nowej jednosci.

Ale z pierwszg setkg sprawa jeszcze nie skoficzona: mamy
przecie do wykonczenia tabliczke mnozenia, ktorej czes¢ po-
znang ciggle stosujemy w zadaniach. Musze tu nadmienic,
ze zadania komplikujg sie przez wystepowanie szeregu py-
tan i tem samem wymagajg wiecej namystu. Nie mozna je-
dnakze radzi¢, by tych pytan bylo wiecej, jak 3—4. Nie za-
pominajmy bowiem nigdy, ze na tym stopniu wiekszg ko-
rzy$¢ odnosza dzieci z rozwigzania kilku zadan mniejszych,
niz jednego Ilub dwoch wiekszych. W tej dziedzinie ko-
nieczne jest rdwniez stopniowanie, a kazda rzecz dzieci po-
winny robi¢ dobrze, gruntownie. Duzy szereg pytan przy
tej samej tresci konkretnej nuzy umyst jeszcze mato wyrobiony,
a malo daje pola do wprawy w rachunku. Przy rozwigzy-
waniu zadania nalezy wychodzi¢ z pytania gtéwnego i na-
stepnie droga analityczng posuwac sie do rzeczy znanych,
w zadaniu danych; nastepnie przejs¢ odwrotng droge, ktéra
daje plan zadania. Naturalnie, nie w kazdem zadaniu tak
trzeba robi¢: bytoby przedewszystkiem nudne podobne po-
stepowanie; ale przynajmniej te zadania, w ktérych uktad
dziatan jest odmienny, wymagaja na poczatku takiego trak-
towania. Ze wszystkiego mozna zrobi¢ bezduszny schemat;
ot6z nauczyciel powinien pamieta¢, ze pragnie dac ucznio-
wi pewng zawsze przydatng metode, ale nie krepo-
waé jego intuicyi i sit twérczych. W kazdej dziedzinie nau-
czania spotykamy sie z pytaniami, w ktérych odpowiedz nie
da sie nigdy wyrazi¢ ogdélnem, niewzruszonem prawidtem:
uczymy zywe dzieci, ktére same mysla i mysle¢ winny,
a stad potrzeba nie dajacej sie uchwycié w state karby teoryi
umiejetnosci w postepowaniu nauczyciela.

Uzupetnienie tabliczki mnozenia polega na mnozeniu
liczb 6, 7, 8, 9, 10 przez siebie. Zasadniczy punkt wyjscia
i podstawa uzmystowienia, polegajace na przedstawieniu ilo-
czynu jako sumy, i tu ma miejsce jako $rodek pomocniczy
érodek, ze tak powiem, konkretny. Srodkiem pomocniczym
formalnym sg w dalszym ciggu prawa rozdzielnosciowe i prze-
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miennosSciowe. Powtarzajgc poprzednig czes¢ tabliczki mno-
zenia zapomocg znanego sposobu ukladania kulek w pro-
stokat, wykazujemy, ze 5X 6 jest tem samem, co 6 X 5it. d.
Stuzy to jednoczes$nie za przygotowanie do rzeczy dalszych.
Np. mnozenie przez 6: 6 X7 = 6(5+ 2)= 6 X5+ 6X2 =
= 5X6+ 2X6 = 30+ 12= 42. W taki sposéb wykony-
wamy mnozenie przez wszystkie liczby w tym zakresie, za-
chowujac uszeregowanie, o ktérem mowiliSmy poprzednio.
A wiec powtarzamy mnozenie przez 2, 4 i dodajemy iloczy
przez 8 W ten sam spos6b tworzymy iloczyny przez
1, 5 10, przez 3, 6, 9 i nakoniec przez 7. Dla ugruntowania
wiedzy uzywamy do sprawdzania tabliczki dodawania i odej-
mowania, jak powyzej. Dobre sg réwniez pytania, jak naste-
puje: 42 3.6+ ?, 5.4+ 55= ?it p. Z powyzszego
wynika, ze mnozenie przez liczby 1, 2, 3, 4, 5 wszystkich
liczb pierwszego dziesigtka ma duze znaczenie i dlatego nie-
wzruszona pewno$¢ tutaj jest konieczna, ktorg dwustopnio-
we przechodzenie tabliczki mnozenia moze tylko wzmocnic.
Opierajac sie na prawie rozdzielnosciowem, mozemy za-
rowno dla wprawy w tabliczce mnozenia, jak dla zamiany
miar i zadan uprawia¢c mnozenie niewielkich liczb dwucy-
frowych przez jednocyfrowe. Nie jest to trudne, a ma zna-
czenie metodyczne nie tylko pod wzgledami wspomnianymi,
lecz i z tej przyczyny, ze stanowi drugi tancuch tworzenia
nowych, wiekszych liczb. Dodawanie liczb dwucyfrowych
prowadzi do wyjscia poza pierwszg setke, tak samo mnoze-
nie liczb pierwszych dwoch dziesigtkbw przez liczby pierw-
szego dziesigtka odbywa sie w zakresie 200. Z tej uwagi
natychmiast wyptywa nowy stopien w nauczaniu.
Réwnolegle do mnozenia odbywa sie dzielenie i mie-
szczenie. Dziatania te uzupeiniamy uwzglednieniem reszty.
Pomys$lne wykonywanie dzielenia jest tu mozliwe tylko przy
doktadnej znajomosci tabliczki mnozenia, tembardziej ze to ma
miejsce juz wczesniej przy dzieleniu liczby dwu- i jednocyfro-
wej przez jednocyfrowq bez reszty. Przy roéwnolegtem trakto-
waniu obu dziatan wrazi sie w pamiec¢ i mysl dzieci fakt, ze od
iloczynu mozemy zaraz przejs¢ do ilorazu Jezeli wiem, ze
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6 X 7= 42, to 6 miesci sie w 42 siedem razy, 7—sze$¢ ra-
zy; 42 zawiera 6 liczb rownych kazda 7 i t. d. Stad przy
zadanem pytaniu, ile razy 8 miesci sie w 56, dziecko uswia-
damia sobie z tabliczki mnozenia fakt, ze 56= 8.7 i odrazu
ma odpowiedZz; gtdwna wiec rzeczg jest rozkiadanie liczb
na czynniki. Wprawa w dodawaniu i odejmowaniu réwniez
tu jest pomocng. Jezeli uczeA zapomniat, ze 7.8= 56, to
moze pamietaé, ze 6 .8= 48, a skombinuje, ze 56= 48+ 8=
= 6 X8+ 1X 8 a stad na zasadzie prawa rozdzielhoScio-
wego da odpowiedz. Takie wtasnie rozkiadanie na sumy
jest potrzebne przy przejsciu do reszty. Np. 47 : 9= ? Uczen
pamieta, ze 5X 9= 45 dalej wie, ze 47 = 45+ 2, a stad
wyprowadza wniosek, ze 47= 5.9+ 2

Powstaje tutaj pytanie, jak oznacza¢ reszte. Niektorzy
radza dopisywaé jag w postaci mniejszej cyfry przy rachun-
ku pismiennym do ilorazu, inni obstajg za utamkiem, inni za-
lecajg zapisywaé tak, jak mowimy: i reszta 2". Drugi sposéb
nie wydaje mi sie racyonalnym. Utamek na tym stopniu jest
jeszcze czem$ konkretnem, pochodzenie jego z formalnego
procesu dzielenia nie jest dla ucznia widoczne, a stad jest
trudne, nawet za trudne. Trzeci sposéb wprowadza do ra-
chunku zmudne pisanie, ktére moze sie przerodzi¢ w ba-
zgranie, jezeli nauczycielowi matematyki zal czasu na Kkali-
grafie, co jest poniekad zrozumiate. Z tego wynika, ze naj-
lepszy jest pierwszy sposob.

Majac zamiar rozszerzy¢ dalej zakres liczbowy, musimy
jednakze da¢ pewne blizsze i jasSniejsze wyobrazenie o0 setce.
Dziesie¢ dziesigtkéw na liczydle, jezeli to ostatnie posiada
tyle drutéw, co jednakze jest mozliwe, metr i centymetr, —
oto gtéwne sposoby uzmystowienia. Przesadzajg, mojem zda-
niem, ci, ktérzy, jak np. Walsemann, pragng da¢ wyobraze-
nie tysigca. Pomimo do$¢ dowcipnego ugrupowania punktéw,
nigdy jasniejszego wyobrazenia tak duzego zbioru otrzymac
nie mozna. Daleko tatwiej to zrobi¢ dla setki, ale i tutaj
o tak jasnem wyobrazeniu, aby oddzielne elementy zbioru
mogty by¢ odrdzniane i notowane, przecie mowy byé nie
moze. Nawet dziesigtek przez wiekszo$¢ ludzi nie jest w ten
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spos6b wyobrazany. JesteSmy przy setce na granicy uzmy-
stawiania, nie mamy wiec na wzgledzie pomocy, jakg naszym
uczniom okaza¢ moze faktycznie taki duzy zbior przedmio-
téw, lecz niejako zillustrowanie faktu, ze na tej drodze niema
co szukaé tej pomocy, ze trzeba uciec sie juz do sit we-
wnetrznych wiasnej mysli. Dalej po kolei tworzymy nastep-
ne liczby szeregu naturalnego, najpierw liczgc 110, 120 i t. d.,
a pozniej z jednosciami. Rzecz jasna, ze jednocze$nie moze-
my zapisywaé te liczby, a takze kazdg dang przez nauczy-
ciela liczbe uczniowie obowigzani rozkitada¢ na elementy,
np. 137 = 1 setka + 3 dziesigtki + 7 jednosci. lle dzie-
sigtkbw w catej liczbie? Ile ich na miejscu dziesigtkéw? lle
jednosci w catej liczbie? i t. d. Uczniowie zwykle szybko
oryentujg sie w tem liczeniu.

Nastepnie przechodzimy do dziatan. Powtarzamy po ko-
lei pierwszy rok nauczania i wszystkie momenty (7) wy-
mienione w poprzednim rozdziale i jednoczes$nie wykonywa-
my odpowiednie dziatania, gdzie w jednej z liczb wchodzi
setka. Np. dodajemy: 53+ 9= 62, a jednoczesSnie obok
153+ 9= 162 i dajmy na to 147 + 6= 153. Takie jedno-
czesne powtarzanie rzeczy poprzednich i posuwanie sie da-
lef ma znaczenie pod tym wzgledem, ze podkre$la bardzo
dobrze jednorodno$¢ postepowania. W koricu uzupetniamy
poprzednio nie dokonczong tabliczke dodawania, dodajac licz-
by, ktérych suma przekracza setke, a jednocze$nie przekra-
czamy 200, dodajac liczby, z ktérych jedna jest trzycyfrowa,
np. 154 + 87.

Tutaj juz pora wprowadzi¢ zwyczajny schemat, uzywa-
ny przy rachunku pi$miennym, przyczem trzeba zawsze pa-
mietac, ze rachunek pamieciowy nie odbywa sie koniecznie
w ten sam sposdb. W rachunku pamieciowym wygodniej
czesto dodawa¢ poczynajac od wiekszych jednos$ci porzadko-
wych, a w piSmiennym robimy naodwrdt. Daje sie czesto
zauwazy¢, ze dzieci tak samo pamieciowo rachujg, jak pis-
miennie. Przyczyng tego jest za wczesne wprowadzenie sche-
matu piSmiennego wykonywania dziatan, albo niezdawanie
sobie sprawy, ze rachunek pamieciowy z natury rzeczy mu-
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si by¢ wolny od schematéw podobnych i przystosowywac
sie do danych okolicznosci, do natury liczh. Np. zwrd6cenie
uwagi ucznia, ze przy mnozeniu 2X 19 mozna postepowac
w pamieci tak: 2(20 — 1)- 40 — 2= 38, jest zupetnie na
miejscu. Przy zapisywaniu liczb odgrywa duzg role porzga-
dek i pisanie wyrazne. Tego nauczyciel powinien stanowczo
wymagaé. Nieporzadne i rozrzucone rachunki sg czesto po-
wodem btedoéw i niedopatrzen, ktdre przy tem wszystkiem
trudno jest sprawdzié¢ i poprawi¢. Znaczny bardzo procent
uczniow klas wyzszych szkoty S$redniej posiada te wade,
z ktdrej nie tak tatwo poOzZniej wyleczy¢. Jednocze$nie z ra-
chunkiem pismiennym utrwali¢ sie winna ostatecznie termi-
nologia, a wiec nazwy liczb wchodzacych do dziataniaiuzy-
wanych znakdw.

Z poprzedniej nauki uczniowie majg pojecie o0 niekto-
rych wilasnosciach dziatan; ma réwniez duze znaczenie pod-
kreSlanie wczesne zmiany sum, iloczynéw i t. p. skutkiem
zmiany elementéw dziatania. Kazdy doswiadczony nauczyciel
wie, ze uczniowie nie zdajg sobie dobrze sprawy z takiego
faktu: mnozng zwigkszyliSmy 2 razy, mnoznik 3 razy; ile ra-
zy zwiekszy sie iloczyn? Fakt to jeden z wielu. Nie chce tu
zaznaczaé, ze jest zadaniem trzeciego roku nauczania wyja-
$nianie tych rzeczy, podkre$lam tylko, ze w tej dziedzinie,
jak i w innych, powinno mie¢ miejsce stopniowanie. Zmiany
sumy przez badanie i odejmowanie od sktadnikoéw moga byé
zillustrowane nawet na liczydle i dlatego nadajg sie bardzo
do wczesnego juz zaznaczania. Trudniej da¢ sobie rade w tym
wzgledzie ze zmianami iloczynu i ilorazu, ale taki fakt, ze
zamiast mnozenia przez 6 jednorazowego mozna, dajmy na to,
pomnozy¢ najpierw przez 2, potem to, co otrzymamy, przez 3,
nie powinien nawet na tem stadyum nauczania by¢ obcym
uczniowi. Woczesne wprowadzenie pojecia pola prostokata
np. daje bardzo dobry sposob do uzmystowienia tych rzeczy;
ale dlatego trzeba pewne pojecia geometryczne wczesnie
wprowadzaé, czego sie u nas nie robi. Uzywanie prostoka-
téw, utozonych z kulek liczydta, moze by¢ réwniez przydatne,
jak rowniez dobrze dobrane przyktady konkretne i zadania.
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Dalszy kurs nauki uzupetniamy mnozeniem wszystkich
liczb pierwszej setki przez liczby jednocyfrowe i odpowie-
dniem dzieleniem, a takze dodawaniem i odejmowaniem liczb,
ktérych suma nie przekracza tysigca. Wszystko to stanowi
materyat spory dla trzeciego roku nauki.

Zakres tutaj przechodzony pozwala na rozszerzenie od-
powiedniego zakresu miar. Moga wystepowaé miary duze,
jak wiorsta, liczba dni w roku i t. p. Nieraz nie zdajemy so-
bie sprawy, ze te duze miary sg dla dzieci tylko stowami:
nie odpowiada im zadne konkretne wyobrazenie. Stad wyni-
ka, ze tak samo, jak kazdg mniejszag miare uczen musi miec
przed oczami i w reku nieraz trzyma¢ a takze uzywac, du-
ze miary réwniez wymagajg blizszego poznania. Dlatego do-
brze jest wyzyska¢ wycieczke, daé przykitad z otaczajacej
miejscowosci i t. p. Dziatania z liczbami wielorakiemi w tym
roku uprawiamy dalej; mogg wystepowac juz liczby o trzech
miarach, np. 3 m. 7 dm. 8 cm. Zadania na obliczenie czasu
w zakresie jednego roku rowniez moga mieé¢ miejsce. Nie-
mate ma znaczenie dokladne prowadzenie kalendarzyka
w szkole. Kalendarzyk ten dobrze jest urzadzi¢ w ten sposéb,
aby uczniowie codzieh sami nastawiali date, a w odpowie-
dnim czasie miesigc. Do tego zwyczajny kalendarzyk $cien-
ny, w ktorym kartki zdzieramy, nie nadaje sie. Taka mani-
pulacya moze by¢ wykonywana przez ucznidéw jeszcze w dru-
gim roku nauki. Zaleca sie rowniez przyzwyczajanie
dzieci do tego, aby przy kazdem zajeciu pismiennem w Kla-
sie czy w domu, np. przy ogdlnem rozwigzywaniu zadan lub
t. zw. klaséwce, przy odrabianiu zadanej lekcyi doktadnie
opatrywaty datg kazda podobng czynno$é. Swiadomosé cza-
su biegnacego, wartosci réznych jego czesci jest rzecza waz-
ng pod wzgledem praktycznym. Rézni ludzie w tym samym
czasie rézne moga robi¢ rzeczy nie tylko z powodu réznic
indywidualnych, przyrodzonych, ale iz powodu pewnych przy-
zwyczajen, majacych poczatek czesto we wczesnem dziecii-
stwie. Umiejetno$¢ oszczedzania i oceny potrzebnego czasu
jest rzeczg bardzo wazng llez to czasu nieraz tracimy po
proznicy skutkiem tego, ze nam nigdy w dziecifstwie nie zwra-
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cano uwagi, nigdy nie przyzwyczajano nas do liczenia sie
z temi chwilami, ktore przechodzg jednakowo dla kazdego
i nie wrécg juz, chociaz nie byty wyzyskane! Wyznaczanie
czasu na okreslong robote, zapytania w tym rodzaju: jak dtugo
idziesz do szkoty? ile na to lub owo tracisz czasu? majg swo-
je znaczenie nie tylko dla sprawy rachunku, nakazujgc szu-
kanie i stosowanie liczby do codziennych spraw zyciowych,
ale i dla wychowania, dla wyrobienia poczucia obowigzku
i woli.

W nastepnym roku nauczania przedewszystkiem powto-
rzymy materyat roku trzeciego; nalezy zabra¢ sie do mnoze-
nia i dzielenia przez liczby dwucyfrowe. Jest to jedng w waz-
niejszych kwestyi w czwartym roku i wymaga duzo ostro-
zno$ci i umiarkowania. Prdocz tego dodajemy liczby, ktérych
suma przekracza tysigc. W czwartym roku konczy sie wia-
Sciwie nauka o liczbie catkowitej. Tutaj muszag by¢ jasne za-
rowno wiasnosci zadan, jak sposéb tworzenia liczb. W na-
stepnym rozdziale bede sie staral uchwyci¢ gtowne mysli
i zasady metodyczne nauczania, jakie w zakresie liczby cat-
kowitej stosowalismy, jakkolwiek niejedno juz przy sposobno-
§ci bylo powiedziane wyzej. W dalszych kwestyach, ktdre
wystepuja zwykle w nauczaniu rachunku elementarnego
wchodzg juz elementy nowe: w utamku mamy rozszerzenie,
pojecia liczby, a w zaleznosci wprost i odwrotnie proporcyo-
nalnej pierwsze wyrazne zaznaczenie pojecia zaleznosSci fun-
kcyonalnej miedzy wielkosciami. Skutkiem tego zar6wno nau-
ka utamkow, jak ostatni dziat rachunku wymagajg specyal-
nego rozwazania, ale podstawg jest nauka o liczbie catkowi-
tej. Jezeli w tej ostatniej dziedzinie niema porzadku i jasno-
Sci, jezeli opiera sie ona na chwiejnych podstawach, pré-
zno bedziemy sie kusili o gruntowno$¢ dalszej budowy. Sg
to rzeczy nieosiggalne w takich warunkach.



ROZDZIAL VII.

Jedng z gtéwnych kwestyi, o ktérych zawsze nauczy-
ciel pamieta¢ winien, jest dobra znajomo$é tego przedmiotu,
ktorego uczyé zamierzamy. Jezeli sie przyjrzymy dzisiejszej
nauce w seminaryach nauczycielskich, to tatwo zauwazy¢
mozemy, ze w tych zakladach przez dobrg znajomos$¢ przed-
miotu zwykle rozumie sie praktyczne jego opanowanie. Na-
der wazng jest rzecza, gdy nauczyciel potrafi szybko, wpraw-
nie i doktadnie rachowac sam, ale nie jest to jeszcze dobrem
przygotowaniem. Maszyna rachunkowa daleko predzej, wpraw-
niej moze wykona¢ wszystko, czego rachmistrz od niej zada.
Tak, moznaby powiedzie¢, ale maszyna nie rozwigzuje zadan,
maszyna nie rozumie, dlaczego tak robi, a nie inaczej. Stu-
sznie; ale co to znaczy rozumie¢ to, co sie robi? Co to zna-
czy np. rozumie¢ dodawanie? Cd&z fatwiejszego, — niejeden
powie,—jak odpowiedzie¢ na to pytanie: rozumie¢ dodawa-
nie znaczy to samo, co zdawac sobie sprawe z kazdego kro-
ku w tem dziataniu. Ludzie zwykle nie zastanawiajg si¢ nad
tem, ze stéwko ,rozumiem" ur6znych ludzi miewa rézne zna-
czenia. Jezeli dziecko lub cztowiek mato inteligentny uchwy-
ci pewien sposob postepowania (np. przy dodawaniu podpi-
sywanie, dodawanie jednosci i t. d.), wydaje mu sie, iz rzecz
rozumie: on wie, jak sie robi, i to mu wystarcza. ,,Mtodos¢
chce przedewszystkiem tworzy¢"—mowi Herbart; ale mtodosé
réwniez powinna mys$le¢. Otéz czesto to zdawanie sobie
sprawy z kazdego kroku jest niczem innem, jak tylko znajo-
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moscig tego, co trzeba robi¢. Czyz to jest rozumienie? Nie,
jest to ten sam niemal stan umystu, jaki np. znajdujemy u czto-
wieka kierujagcego subtelng maszyna, dajmy na to rachmi-
strza w biurze. Moze on sobie wcale nie zdawaé¢ sprawy ze
szczegOtow konstrukcyi, ale umie uzywa¢ maszyny w prak-
tyce. Rozumiem dodawanie, jezeli moge wykaza¢ te prze-
stanki, na ktorych proces sie ten opiera, i wnioski z tych
przestanek (pewnikéw) konsekwentnie, logicznie wyprowa-
dzi¢ umiem, starajac sie przytem, aby liczba owych przesta-
nek nie byta niepotrzebnie za wielka, a takze, by od siebie
nie byty one zalezne. Rozumiem zjawisko przyrody, jezeli po-
trafie przyczyny jego wyeliminowa¢ i nastepstwa przewi-
dzie¢. Umyst mniej wytrawny, mniej krytyczny postuguje sie
zwykle wiekszg liczbg podstawowych przestanek, uzywajgc
ich czesto nieSwiadomie; krytyczniejszy z kazdego kroku swe-
go zdaje sobie sprawe i stara sie zrobi¢ zerijedno z ogniw logi"
cznego ciagu mysli. Naukowy, $cisty wyktad arytmetyki wy-
maga wiasnie takiego ciggu mysli, w ktérymby zaréwno
wszystkie przestanki podstawowe byty jasno wyznaczone,
a wszystkie ogniwa znajdowaty sie ze sobg w S$cistej spojni
logicznej. Rzecz jasna, ze taki wyktad dla dzieci przystep-
nym by¢ nie moze; ale pytam teraz, czy znajomos$¢ jego nie
jest potrzebng nauczycielowi, czy niema znaczenia dla meto-
dy wyktadu. Na to odpowiem stanowczo twierdzgco. Kito
nie zna naukowego wyktadu, nie potrafi odrdézni¢ btednych
Lutatwien” metodycznych od dopuszczalnych i potrzebnych,
a co wazniejsza, zgubié sie moze w roéznych sztucznych sposo-
bach, miast szuka¢ tych momentéw, ktére po odpowiedniem ich
przedstawieniu dzieciom majg istotng wartos¢ zarowno metody-
czng, jak naukowa. Jak mozna jasno przedstawic¢ rzecz, kie-
dy sie samemu nie odréznia tego, co zastuguje na wiekszg
uwage, a co jest tylko podrzednym szczegotem? Teorya $ci-
sta nas uczy, ze do tego, aby dodawanie sta¢ sie mogto ja-
snym procesem mysli, potrzebne sg prawa przemiennosci
i tacznosci, potrzebne sg twierdzenia o dodawaniu sumy
i réznicy, o dodawaniu do sumy. Jezeli nauczyciel, pomimo
catego pogladowego aparatu, pomimo wszystkich badan psy-
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chologicznych, na te rzeczy uwagi nie zwrdci, czy moze by¢,
pytam, proces dodawania zrozumiatym? Rachunek elemen-
tarny, czyli arytmetyka poczatkowa, jak to wskazuje historya,
zwigzany byt Scisle z pewnemi zagadnieniami zycia. Pietno,
to wyraznie dla wszystkich pozostato w t. zw. regutach dzia-
tu trzeciego, pozostato réwniez w interpretacyi rozumienia
gdzie ujecie samego procesu dziatania stanowi rzecz gtdéwna,
a nie te logiczne pierwiastki mysli, z ktérych proces ten
konsekwentnie wynika. Poznanie reguly dziatania zgodnie
z tradycya dydaktyki mnemotechnicznej stanowi grunt gtéw-
ny nauczania. Caty aparat metodyczny jest przystosowany
do tego, pomimo ze wielu metodykéw juz tak znacznie prze-
rosto owg metode dawng nauczania. NajczeSciej metodycy
ci nie sg matematykami, w seminaryach uczg ich matematy-
ki ,praktycznej" i oto nie potrafig sobie zda¢ sprawy, co
w tem wszystkiem j est najgtéwniejsze. Praktyka wykazuje,
jak daleko sg nasi uczniowie od rozumienia rzeczy, poucza
nas, ze owtadniecie praktyczne dziataniem jest wogdle gtow-
nym rezultatem i poniekad celem nauczania. Mys$l dzieci
ksztatci sie przez dobre prowadzenie zadan, ale i tutaj sag
wady czesto, z ktorych wynika, ze cata nauka arytmetyki
staje sie nie tyle organem rozwijania samodzielnej mysli, ile
narzedziem te mys$l tamujgcem.

Naturalnie, mozna mi zarzuci¢, iz wymagam od uczni ta-
kiego rozumienia, jakie jest dostepne dojrzatemu umystowi
Wiem jednakze, ze to jest niemozliwe, ale wobec tego nie
upada stuszno$é poprzednich uwag. Nie mys$le zada¢, by
dzieci byly w stanie konstruowa¢ w mysli ciggi logiczne,
wychodzgce z pewnych przestanek, bo wiem, ze do tego po-
trzeba myslenia sprawmego i wyrobionego, operujacego ogél-
niejszymi symbolami liczbowymi; lecz za rzecz pozgdang i po-
trzebng uwazam, aby zwracano w nauczaniu gtdwng uwage na
to, co gra role gtéwna, a nie na kombinacye tego lub inne-
go pomystowego metodyka. Dzieci powinny poznawaé praw-
dy podstawowe, jakiem jest np. prawo rozdzielnosSciowe
przy mnozeniu, nie jako twierdzenia w rozumowaniu deduk-
cyjnem, ale réwniez jako prawdy przemawiajace przez po-
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glad do wyobrazni, a przez nig dopiero do mysli. Psycholo-
gia nie moze naruszy¢ wartosci logicznej danych poje¢, mo-
ze ona natomiast da¢ geneze ich rozwoju, da¢ sposoby wpro.
wadzenia ich do mysli ucznia. Psychologiczne nauczanie mu-
si by¢ nauczaniem zawsze czego$. Zeby za$ wiedzie¢, czego
mamy uczy¢, musimy mie¢ cel jasny, wypukty obraz nauki,
calg jej konstrukcye logiczng. Inaczej bedziemy biadzili po
omacku i nie bedziemy wiedzieli, o co tu witasciwie chodzi.
Te rzecz uwazam za bardzo wazng, jakkolwiek niemal stale
omijang i nierozumianag.

Mysl ucznia dojrzewa powoli, a poznanie poglebia sie
i systematyzuje, rdzniczkujac sie jednoczes$nie. Tak jak em-
bryon ludzki zawiera w sobie wszystkie dane po temu, by
sie rozwina¢ na przedstawiciela rodzaju ,,cztowiek”, tak samo
w nauczaniu, jezeli chcemy, by mys$l dzieci dojrzewata, by
sie rozwijata, trzeba jej dac¢ te wszystkie pierwiastki, kt6-
re dojrzewa¢ moga. Dojrzatos¢, wyrazajgca sie w spraw-
nosci wnioskowania dedukcyjnego, musi wiec byé rezulta-
tem diuzszego procesu rozwojowego. WidzieliSmy wyzej,
ze jednem z zadan nauczania jest wytworzenie pojecia
liczby To pojecie przychodzi powoli, rozwija sie od wyo-
brazen zmystowych. Tak samo prawa wigzgce liczby po-
winny by¢ poznawane. Uczen spostrzega na oddzielnych
przedstawionych przez nauczyciela przyktadach jakas wtas-
nos¢ liczb, zastosowuje te wiasno$¢ do nowego przykiadu,
na ktorym rowniez moze sie przekonaé, zejest stuszng, i po-
woli zaczyna uwazaé te wiasno$¢ za prawo ogo6lne. Uczen
w tym wypadku rozumuje indukcyjnie.

Dobrze bedzie w kilku stowach scharakteryzowac bli-
zej wiasnosci indukcyjnego rozumowania, gdyz w tej ma-
teryi nie zawsze panujg jasne pojecia. Zaczniemy od p 0 -
ktadow.

Chcemy, dajmy na to, udowodni¢ ceche podzielnosci
przez 3. Na kilku kolejnych przyktadach liczb konstatujemy,
ze ,suma cyfr" daje przy dzieleniu przez 3 takg samg reszte,
jak liczba cata. Sprawdza sie to bez zaprzeczenia na licz-
bach jednocyfrowych, dwucyfrowych w drugim dziesiatku
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i nawet dalej (zbyteczna bra¢ wiele liczb , wystarcza wia-
Sciwie bodaj jedna). Powiadam, gdyby ta witasnos$¢ byta stu-
szna dla jakiejkolwiek liczby ciggu naturalnego, bedzie na-
tychmiast stuszna dla liczby nastepnej. Istotnie, przypusémy,
ze obrana liczba, zaréwno jak jej ,,suma cyfr", dajg przy dzie-
leniu przez 3 reszte 2. W takim razie nastepna liczba w cig-
gu naturalnym bedzie dawala reszte 0, t. j. podzieli sie
przez 3. Wytwarza sie ona z poprzedniej przez dodanie jed-
nosci. Co sie sta¢ moze z jej ,sumg cyfr*? Jezeli obrana
liczba konczy sie na 0, 1, 2, 3, 4, 5 6, 7, 8 to dodanie jed-
nosci zwieksza te sume o 1, co sprawdza twierdzenie
powyzsze. Jezeli liczba konczy sie na 9, to dodanie jed-
nosci zmniejsza jej sume cyfr o 8= 2.3+ 2, a wiec no-
wa suma cyfr podzieli sie rowniez przez 3. Gdyby druga od
konca cyfra byla dziewiagtka, suma cyfr zmieni sie¢ o 17=

= 3.5+ 2 Wogble suma cyfr zmieni sie o pewna liczbe
razy po 9 mniej 1L | w tym przypadku twierdzenie jest stu-
szne. Stad stuszne jest zawsze. Z tego wniosek, ze wszy-
stkie liczby wspomniang wtasno$¢ posiadajg, bo sprawdzi-
lisSmy, dajmy na to, rzecz dla 12 pierwszych liczb, bedzie
wiec ona stuszna dla 13-u, a jezeli dla 13-u, to i dla 14-u
i t. d., wiec zawsze.

Zjakich czesci sktada sie podobne rozumowanie? Z dwéch:
w pierwszej dostrzegamy witasno$¢ na kilku liczbach poczat-
kowych, w drugiej wykazujemy, ze jezeli jest ona stuszna
dla jakiej$ liczby N, to bedzie stuszna dla N+ 1. Ta druga
cze$¢ rozumowania jest trudniejsza. Ciekawy jest fakt, ze
podobnym sposobem mozna udowadnia¢ wszystkie twier-
dzenia z arytmetyki liczby catkowitej. Mozna tak udowa-
dniaé w teoryi Scistej *).

Jaki stad wyptywa wn iosek dla nauczania? Azeby rzecz
jeszcze jasniej przedstawié, wezmy znowu przykiad. Wezme
takie zadanie: Mam n kulek jednakowych i uszeregowanych
jedna za druga. Nazwijmy te kulki po kolei KI K2 K3, ..., Kn.

=) Patrz ksigzke prof. S. Zaremby: ,,Zarys pierwszych zasad teoryi liczb
catkowitych®. Nakt. Akad. Um. w Krakowie. 1907. Cena rb. 1 kop. 80.
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Kulki te razem stanowig pewne ugrupowanie. Przestawiam
2 z nich. Znowu otrzymam ugrupowanie z tych samych ku-
lek ztozone, ale inaczej uporzadkowane. Pytam sie teraz,
ile takich ugrupowan rdznych z tych kulek otrzyma¢ mozna.
Nazwe te liczbe przez Hn.

Probuje zaczyna¢ od matej liczby kulek. Jezeli jest je-
dna, to takich ugrupowan jest rowniez tylko 1. To jasne.
Jezeli mamy 2 kulki, np. K1i K2 to ugrupowan jest 2 KiI

i K2 K1 Jezeli wezmiemy 3 kulki: Kl, K2 K3 to ugrupo-
wan bedzie 6 K1K2K3 K1K3K2 KX 1K2 K3K2K1
K2 K3 KI K2 K1 K3 Wiecej niema. Zapiszmy teraz otrzy-
mane liczby tak:

=1
Nz 2= 1.2
3= 6=1.2.3

Moznaby jeszcze sprobowaé utworzy¢ wszystkie ugru-
powania dla 4 kulek, otrzymalibysmy I14= 1.2.3.4.

Widoczne jest prawidto tworzenia szukanej liczby. Ale
czy matematyk rozumujacy S$cis$le moze na tem poprzestaé?
Nie, bo czesto mogtby sie omylic. Np. gdyby na zasadzie
spostrzezen na liczbach: 7, 14, 21 powziagt mysl, ze te liczby
dzielg sie przez 7, ktorych ,suma cyfr" jest liczbg pierwsza,
bytby w bledzie, bo zaraz nastepna liczba 28 nie sprawdza
twierdzenia. WozieliSmy bardzo oczywisty przykiad, ale s3
mylne twierdzenia, ktére sprawdzajg sie dla bardzo wielu
liczb. Do takich np. nalezy t. zw. twierdzenie chinskie, we-

2n 2
dtug ktérego wyrazenie --------- —jest liczbg catkowita, gdy n

jest pierwszg liczbg, a utamkiem, gdy n jest liczbg ztozona.
Twierdzenie to sprawdza sie dla wszystkich wartosci n od
1 do 341. To tez matematycy chifnscy ztapali sie na tym
przyktadzie. Ale wréémy do naszego rozumowania.

Jezeli nie mozna poprzestaé na powyzszych spostrzeze-
niach, to trzeba wykazaé og6lng stuszno$¢ prawa tworzenia
zadanej liczby lIn. Gdyby powyzsze prawo byto stuszne dla
jakiej$ liczby m kulek, bedzie stuszne, powiadam, dla m+ 1.
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Niech Ilm= 1.2.3 ... m. Nowg kulke Knitmoge dotgczyé

do kazdego z otrzymanych IImugrupowan, ale moge dota-
czy¢ m + 1 sposobami, bo moge te kulke postawi¢ przed
pierwszg kulkg w tem ugrupowaniu, przed drugg it d.ina-
koniec po ostatniej. Z tego wynika, ze z kazdego z poprze-
dnich IIn ugrupowan moge otrzymaé m % nowych, nalezg-
cych do liczby IIm+ 1. Ale w ten sposob wszystkie mozliwe
ugrupowania po m+ 1 wyczerpie, bo kulki K1 K2 K3... Km
w ugrupowaniach po m stojg na wszystkich mozliwych miej-
scach, a nowg kulke postawiliSmy tez na wszystkich mozli-
wych miejscach. Z tego wynika, ze jezeli Ilm= 1.2.3 ...m
to Hni= 1.2.3.m (m+ 1). Przez m oznaczamy dowol-

ng liczbe catkowitg, wiec m moze sie réwna¢ 1, 2, 3,4 it d,
ale twierdzenie byto stuszne dla 4, wiec bedzie stuszne
dla 5 a jezeli dla 5 to dla 6 it d. Jest wiec stuszne za-
wsze.

Rzecz jasna, ze pierwsza cze$é powyzszego dowodu mo-
ze by¢ nawet pokazana dzieciom,—jest prosta, sktada sie zjas-
nych spostrzezen; ale druga wymaga juz rozumowania wie-
cej skomplikowanego, trudniejszego. Takie rozumowanie nie
jest dostepne dla dziecii W podobny sposéb mozna wyka-
zac¢, ze jezeli znany proces dodawania jest stuszny dla liczb
o m cyfrach, to bedzie stuszny dla liczb o m + 1 cyfrach,
Tego rozumowania dzieciom nie podajemy. A w jaki sposo6b
dochodzg one do przekonania o stusznosci tego twierdzenia?
Oto na zasadzie spostrzezen, zrodzonych na liczbach dwu-
cyfrowych, trzycyfrowych i t. d., i uogo6lniajac na wszystkie.
W tem uogOélnieniu tkwi brak S$cistosci, bo niema dowodu.
Co go zastepuje? Zastepuje go przekonanie, zdobyte niejako
doswiadczalnie, ze istota procesu dodawania nie zalezy od
liczby cyfr, ze wszystko bedzie sie odbywalo tak samo, jak
na liczbach poznanych. Takie przekonanie opiera sie wiec
na pewnem zatozeniu o jednorodnosci procesu dodawania.

WeZzmy teraz przykitad z innej dziedziny. Przekonywa-
my sie doSwiadczalnie, ze wszystkie dane nam w dos$wiad-
czeniu naszem ciata spadaja: spada kamien, spada kawatek
drzewa, spadamy my sami i t. d. Czy to doSwiadczenie

Uwagi 7
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moze wyczerpa¢ kiedykolwiek wszystkie istniejgce na kuli
ziemskiej ciata mate i duze, lekkie i ciezkie, tworzgce sie na
nowo, jak gwiazdki $niegu lub krople deszczu i t. p.? Rzecz
jasna, ze nie; a tymczasem twierdzimy, ze ,wszystkie ciata
spadajg". Jakiem prawem? Oto zaktadamy jednostajno$é dzia-
tan przyrody, niezmienne powtarzanie sie zjawisk, jezeli po-
wtarzajg sie te same warunki. Zaktadamy to uprzednio i na
tem opiera sie nasz wniosek ogo6lny, na tem opiera sie¢ wnio-
skowanie przez indukcye.

tatwo widzie¢ analogie pomiedzy tym przyktadem a po-
wyzszem rozumowaniem ucznia w arytmetyce. On tam tez
rozumuje indukcyjnie. Nauczyciel wie, ze dzieci czasem
zbyt pospiesznie robig uogo6lnienia, ale na to jedyna rada
da¢ przyktad, w ktorym twierdzenie sie nie sprawdza. Jedna,
druga taka korekta —a miody matematyk poczuje, ze po-
trzebna jest wieksza ostroznosé i cierpliwo$¢ przy wniosko-
waniu. My rozumiemy z drugiej strony, ze indukcyjne rozu-
mowanie nie jest dla arytmetyki witasciwe; a z tego rozu-
mienia wyptywa, iz trzeba stopniowo doprowadzi¢ ucznia
do tego, aby mu indukcya stuzyta tylko do odkry¢, do
prob, ale stwierdzenia prawdy ma szukaé na drodze de-
dukcyjnej. To jest zadaniem dalszych stopni nauczania
matematyki; dla nas wystarcza poznanie samego charak-
teru dopuszczalnego i mozliwego rozumowania ucznia. Nie
bede sie tu wdawal w szczegdly; nauczyciel, ktéry zrozu-
miat istote rzeczy, da sobie tatwo rade z kazdym oddziel-
nym momentem. Jedno tylko nadmienie, ze poniewaz proces
indukcyjnego rozumowania stosuje sie do poszczegdlnych
liczb, musi by¢ powtarzany w miare ich wzrostu, a tem sa-
mem rzecz kazda musi sie rozktada¢ na diuzsze okresy cza-
su, jak to juz nieraz wyzej wspominalismy.

Jezeli nauczyciel zrozumie, ze rzecz dana jest juz do-
brze przez uczni przetrawiona, moze wyraznie i $cisle sfor-
mutowacé prawidto, daé okreSlenie. Bez tego niemozliwem
bytoby przejScie od rozumowania indukcyjnego do dedukcyj
nego. Tu sie znajduje jedna z czestych omytek w nauczaniu,
kiedy zapominamy, przechodzac do zupeinie odmiennego trak-
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towania przedmiotu, przerzuci¢ mosty, pozostawiajac je do-
mys$Inosci uczni. Mozna pozostawié tej domysinosci wiele
rzeczy takich, o ktorych szeroko sie nieraz mowi, ale wspo-
mnianej sprawy nie mozna. Sformutowanie moze by¢ stowne,
jesli nie jest za diugie inie nastrecza trudnosci stylistycznych.
Legem brevem esse oportet... Moze by¢ tez, i to wilasnie
w tych przypadkach, gdzie trudnosci powyzsze sa, z pozyt-
kiem zastosowana formuta t. zw. algebraiczna. Niech sie te-
go czytelnik nie przestrasza. Tam, gdzie jest pewnos$¢
zrozumienia, taka formuta nie utrudnia rzeczy, lecz ula-
twia. Np. prawo rozdzielnoSci mozna przedstawi¢ tak:
(a+ b)X c=aX ¢ BX c Pozniej mozna znak mnozenia
opuscic. Takie formuty z pozytkiem stosuje prof. Dewey w nau-
czaniu elementarnem, a wiasne doswiadczenie moje wykaza-
to ich pozytek. Sg one razem z formutami stownemi tem na-
turalnem przejsciem od rozumowania indukcyjnego do deduk-
cyjnego. Mozna je stosowaé juz w 3-im roku nauczania, ale
dobrego nauczania, kiedy nauczyciel wie, czego nauczyt.

Dedukcyjne rozumowanie przejawia sie rowniez w za-
daniach o charakterze oderwanym i nawet w takich nieraz,
gdzie fabuta ma tres¢ konkretng. Trzeba tu wielkiej ostroz-
nosci, aby nie przesadzi¢ i nie liczy¢ zbyt pochopnie na spraw-
no$¢ myslowa ucznia. Czesto sie w praktyce zdarza, ze za-
dania daje sie za trudne. Rodzice i korepetytorzy (oby ich
byto najmniej!) nazywajg je tamigtéwkami. Wiasciwie nie sg
to tamigtéwki, ale zadania takie, w ktorych liczymy na wyz-
szg zdolno$¢ dedukcyjnego rozumowania, niz uczniowie fak-
tycznie posiadajag. Zadania czesto dzielg na typy, przyczem
principium divisionis jest: -0 albo zakres rzeczowy (t. zw.
materyalistyczny poglad), 2-0 albo powody natury formalnej.
Czesto tez, szczegOlniej tam, gdzie zadania wiasciwie sg ,,po-
wyzej gtow ucznidw", wchodzg w gre czynniki natury sztu-
cznej, np. zadania na tworzenie nowej jednostki i t. p. Za-
kres rzeczowy trudno faktycznie wyczerpa¢, ale idea wspo-
mnianej zasady dzielenia na typy jest stuszna, bo zadania
muszg by¢ blizkie otoczenia ucznia i rozmaite, jak to juz
wspominaliSmy. Podziat oparty na powodach natury formal-
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nej bierze pod uwage nastepstwo i zwigzek réznych dziatan.
Np. zadania typu: * w=c Tego rodzaju podziat ma réow-

niez swoje znaczenie, szczegOlniej tam, gdzie w gre wcho-
dzg juz wszystkie dziatania; np. mozna postugiwac sie nim
w roku drugim i dalej. Tak zw. dopetnianie i rozktadanie
przy dodawaniu i odejmowaniu wigze sie z tem. Ukladanie
zadah wedtug takiego podziatu musi uwzgledniaé nastepuja-
ce 2 momenty: 1° wyczerpanie wszelkich pytan co do dane-
go dziatania, 2° stopniowe tgczenie kilku réznych dziatan.

W arytmetyce poczgtkowej zadanie ma bardzo duze
znaczenie: nie stuzy ono tylko do zastosowania wiedzy, z niego
nieraz wiedza ptynie. W literaturze naszej mamy nawet pod-
recznik (Arytmetyka w zadaniach prof. Dicksteina), w ktérym
stopniowo rozwijajacy sie szereg zadan zapoznaje ucznia
z wiasnosciami liczb, uczy rachunku.

Na powyzszych krétkich uwagach jednakze tutaj musi-
my poprzestac ).

1) Te samag sprawe nieco obszerniej poruszylem w n-rze 1-ym z r. h
czasopisma matematycznego p. t. "Wektor" (wychodzi w Warszawie).



ROZDZIAL VI

Nauka utamkéw stanowi nowy i odrebny pod wzgle-
dem swego charakteru dziat arytmetyki poczatkowej. Ula-
mek jest nowa forma liczby, powstaje na tle procesu uogdl-
nienia dalszego. Scista teotya wprowadza utamek zapomo-
cg definicyi, daje szereg potrzebnych i wystarczajacych okres
len, z ktorych wyptywa cata dalsza nauka. Czy mozna w nau-
czaniu poczatkowem wychodzi¢ z definicyi chociazby w ro-
ku pigtym? OdpowiedZ jasna: nie mozna. Kto potrafi zro-
zumieC i przetrawi¢ definicje S$cistg, ten ma juz gtdéwne nie-
mal dane do tego, by mdgt rozumowac dedukcyjnie. Dziec-
ko tego jeszcze nie potrafi, dla niego przedmiot nauki musi
by¢ dany konkretnie, a nie przez definicye. Chwila zasta-
nowienia wystarczy, aby sobie przypomnie¢, jak ny starsi
dziwiliSmy sie w pierwszych latach nauki uniwersyteckiej,
gdy nam podawano nowe formy liczb lub tez wprowadzano
w nowe dziedziny nauki przez definicye. Pomimo dojrza-
tosci umystowej wielu ludzi tak trudno sie godzi z mysla,
ze dzialania, dajmy na to z liczbami ujemnemi, dane sg lub
wyptywaja z definicyi, nie sa niczem ,objektywnem", co
mozna pokazac, ,,dowiesc”.

Pogladowe przedstawienie rzeczy, indukcyjne rozumo-
wanie przygotowujg grunt do definicyi, tembardziej ze defi-
nicyi w tym dziale unikngé nie mozna. Wymaga to trochy
wyjasnien. Samo przedstawienie, wyrobienie pojecia utam-
ka moze by¢ zdobyte na drodze konkretnej. Tak mozemy
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robi¢ juz znacznie wcze$niej, np. o potéwce i ¢wiartce moz-
na mowié¢ jezcze w pierwszym roku, a pozniej w miare po-
trzeby rozszerza¢ ten zakres, nie przesadzajac ani wprowa-
dzajac zbyt drobnych czastek, jezeli niema dobrego unaocz-
nienia. Np. mozna moéwic¢, ze centymetr jest setng czescig
metra, bo to sie da tatwo unaoczni¢. Zaczynajagc systema-
tyczng nauke, zbieramy i porzadkujemy wiadomosci zdobyte
poprzednio. Nie trudno réwniez konkretnie przedstawi¢ do-
dawanie i odejmowanie utamkoéw, poréwnywanie i zmiane
ich wielkosci, jakkolwiek rzecz tu jest juz znacznie wiecej
skomplikowana. Duze natomiast trudno$Sci nasuwa mnoze-
nie i dzielenie. Zwyczajny sposob wyjasniania, polegajacy

na tem, ze sie ttomaczy, dajmy na to, mnozenie przez 35w ten.

. 3
sposéb, iz liczbe 35 uwazamy za 5 razy mniejsza, niz 3.

a poniewaz mnozenie ppzez 3 jest nam znane i zmiany ilo-
czynu skutkiem zmian czynnikéw rowniez, i przez to objasnienie
jest gotowe, nie wytrzymuje krytyki naukowej. W ten spo-
s6b sie zaklada, ze mnozenie utamkdéw istnieje i te same
wiasnos$ci posiada, co mnozenie liczb catkowitych. Bytby to
nowy postulat, ktérego przyjecie moznaby byto wyjasnic¢ tyl-
ko wzgledami natury pedagogicznej albo brakiem innego spo-
sobu, lepszego. Ale blizsze zastanowienie wykaze nam, ze
jakkolwiek zachowane tu sg pozory jasnosci, uczeh nie wi-
dzi i nie moze widzie¢ zgodnos$ci tego objasnienia z tem po-
jeciem o0 mnozeniu, jakie podane byto w nauce liczb catko-
witych. Do tego pojecia trzeba sie odwotaé, wysunagé¢ ana-
logie i potem wprost nazwaé mnozeniem przez utamek
operacye skladajaca sie z 2 dziatan. Definicya tu jest po-
trzebna; unikanie jej nie bytoby racyonalnem juz ze wzgle-
déw pedagogicznych. Ale ta definicya musi by¢ przygoto-
wana Zwroce tu uwage na dwa rodzaje definicyi: anali-
tyczny i syntetyczny. Jezeli najpierw na przykitadach poka-
zuje dany przedmiot (moze to by¢ nie konkret, lecz operacya
arytmetyczna), porébwnywam z innymi, wskazuje na rdznice
i podobienstwa, szukam nici wigzacych ten przedmiot z in-
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nymi jednorodnymi, a potem dopiero przyczepiam do tego
przedmiotu nazwe, charakteryzuje w krétkiem, zwieztem zda-
niu jego cechy istotne: to mam przed sobg definicye anali-
tyczng. W nauce czesto podaje sie definicye odrazu, goto-
we, przyczem wspomniany proces przygotowawczy omija
sie, jako zbyteczny: definicye usprawiedliwia jej ustosunko-
wanie z innemi ogniwami rozumowania. Taka definicya jest
syntetyczna. Otéz w nauczaniu zaréwno S$redniem, jak tem-
bardziej nizszem, podobne definicye nie majg racyi bytu.
Omijanie tych proceséw mys$lowych, jakie wywotujg defini-
cye, bytoby szkodliwe, bo sama definicya stataby sie sto-
wem, dZzwiekiem pustym. Wszak my nie tylko podajemy wie-
dze katalogowg, ale uczymy mysle¢. Nie samych definicyi
obawia¢ sie trzeba, ale ich podawania nieodpowiedniego, co
jest do$¢ czestym grzechem.

W ten spos6b nauczanie utamkéw rozpada sie na 2 wy-
razne dziaty: 1-o pojecie utamka, poréwnywanie wielkoSci
utamkéw, dodawanie i odejmowanie; 2-0 mnozenie i dziele-
nie utamkéw.

Pierwsze pytanie, jakie sie tu nastrecza, dotyczy jako-
sci srodkdw pogladowych. Potéwki, ¢wiartki i t. d. réznych
przedmiotow moga by¢ wyzyskiwane w pierwszych latach
nauki, ale przy systematyczniejszem przechodzeniu sg pra-
wie zawsze niewygodne, gdyz trudno sie dajg nagigc do illu-
stracyi réznych pytan, jakie sie tu nasuwajg. Potrzebny jest
taki $rodek pogladowy, aby np. skracanie utamka, dodawa-
nie, poréwnywanie wielkosci mogto byc¢ tatwiej unaocznione.
Rézne przyrzady mechaniczne czesto sg bardzo skompliko-
wane i rzadko moga stuzy¢ do wiekszej liczby utamkow,
a przytem nieraz bywajg dos¢ kosztowne przy fikcyjnej war-
toéci. Srodek pogladowy musi by¢ prosty i, ze tak powiem,
gietki, aby uczen mégt sie sam nim postugiwaé, nawet na
zawotanie. Takim sposobem jest odcinek prostej, narysowa-
ny na papierze kratkowanym. Mozna mu zarzuci¢, ze jest
jednostronny, ale gdy zwr6cimy uwage, iz pojecie potowy
i t. d. wyodrebnito sie juz, ze potowa tu nie zalezy od da-
nego konkretu, uczen zda sobie z tatwoscig sprawe z tego,
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0 co tu chodzi. Porzadkujgc poprzednie wiadomosci, nauczy-
ciel powinien dawaé szereg przykiadéw konkretnych, gdzie
wchodzg czesci catosci, aby tak samo, jak na poczatku, przy
pierwszych liczbach, uczniowie jasno zdawali sobie sprawe,
ze tu majg do czynienia z czem$, co nie zalezy od tego lub
innego przedmiotu.

Nie bede tu wyjasniat na przyktadach, w jaki sposéb
mamy z odcinkiem operowac. Jest to rzecz tak prosta, ze
uczacy sam to sobie obmys$li¢ moze. Mozna jednocze$nie sto-
sowaé pojecie pola, uzywajac prostokata, pojecie objetosci —
stosujac prostopadtoscian. Naturalnie, rzeczy te muszg by¢
przed oczami klasy. Po przerobieniu dostatecznem kazdego
szczegO6tu, np. sprawy mnozenia lub dzielenia licznika i mia-
nownika przez jedng, te samg liczbe, nauczyciel formutuje
odpowiednie prawo, i dobrze jest, gdy uczniowie prawo to
zapisujg w kajetach.

Nie zapominajmy, ze tu nauka idzie w tempie szybszem,
ze tylko rok czasu na dobre mamy, ale tez uczniowie nasi
sg juz wiecej umystowo rozwinieci. Gruntownos$¢ tu, jak wsze-
dzie, jest wazna.

Przy dodawaniu i odejmowaniu potrzebna jest umiejet-
nos$¢ sprowadzania do wspolnego mianownika. Zwykle od-
razu poprzedza sie nauke utamkoéw rozdziatem o podzielno-
§ci liczb, najwiekszym wspo6lnym dzielniku i najmniejszej
wielokrotnej. Czy taki sposéb postepowania jest uzasadnio-
ny? Mojem zdaniem, nie. Nauka tem wiecej interesuje ucznia,
im jasniej zdaje on sobie sprawe zaréwno z jej wartosci
praktycznej, jak wog6le celowosci w powigzaniu oddziel-
nych dzialdbw. Znaczenie podzielnosci liczb odczuwac i ro-
zumie¢ moze juz bardzo wczes$nie, dlatego tez, jak wspo-
mnieliSmy wyzej, pozadang jest rzecza o cechach podzielnosci
nadmienia¢ nawet w roku drugim, czysto indukcyjnie, na tle
obserwacyi; schemat natomiast rozktadania na czynniki, znaj-
dowanie wielokrotnych i dzielnikow wsp6lnych ma charak-
ter wiecej teoretyczny: uczen nie rozumie, do czego mu sie
to przyda, bo potrzeby intelektualne sg jeszcze mato rozwi-
niete, mato go obchodzi samo zagadnienie. Z drugiej strony,
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wczesne, przed utamkami, wprowadzenie algorytmow wynaj-
dywania najwiekszego dzielnika i najmniejszej wielokrotno-
§ci ostabia inwencye, potrzebe rachunku pamieciowego, a nie-
raz sie zdarza, ze wobec matych mianownikéw przy doda-
waniu i odejmowaniu utamkow uczen stawia znane kreski
i prowadzi mechaniczne rozkladanie. Nauka dodawania i odej-
mowania utamkoéw winna tez byé podzielona na dwie czesci:
I-o dodawanie i odejmowanie na tle rachunku pamigeciowe-
go i inwencyi i 2-0 dodawanie i odejmowanie przy pomocy
algorytméw wynajdywania najwiekszego wspdlnego dzielni-
ka i wspdlnej wielokrotnej. Dobrze jest powigza¢ najmniej-
szg wspdlng wielokrotng z najwiekszym dzielnikiem na zasa-
dzie rownosci

W=D.r,.r2,

gdzie W jest najmniejsza ogdlna wielokrotna, D—najwiekszy
wspolny dzielnik, a rl i r2 ilorazy z podzielenia danych liczb
przez najwiekszy wspdlny dzielnik. Takie powigzanie ma
swoje znaczenie, gdyz zaréwno ufatwi¢ moze rachunek, jak
gtebiej podkresla réznice obu pojec.

W taki sposéb prowadzone dodawanie i odejmowanie
daje dobre rezultaty, co mozna przewidzie¢. Pewien nauczy-
ciel fizyki nie zatowat nieraz czasu na wykonywanie doktad-
niejsze doswiadczenia wiecej ztozonego. Przy takiem do-
Swiadczeniu (ktore oczywiscie nie zastagpi wiasnorecznego)
uczeh przez dluzszy czas przypatruje sie wszystkim fazom
zjawiska, mysli przytem, a nauczyciel od czasu do czasu
wstawia jedrng uwage i zadaje pytania, ktére mysl te kon-
centrujg i formutujg niejako. Ot6z ten sam proces mamy tu-
taj. Potykajac sie i robigc na razie omyiki, uczen szuka mia-
nownika wspdlnego dla danych dwéch (lub wiecej) utamkow
nieduzych. Pracuje cata klasa, nauczyciel poprawia rezultaty
i odpowiedzi. Po pewnym czasie mamy juz nieztg wprawe; lecz
jasno bardzo mozna przedstawi¢ sobie, ze taki sposéb nie wy-
starcza, nalezy szuka¢ ogoOlniejszego i lepszego dla wszelkich
utamkow. Ot6z tu jest miejsce na schematy i na znajdowa-
nie najwiekszego wspdlnego dzielnika i najmniejszej wielo-
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krotnej. Nie mozna pomija¢ rowniez sposobu kolejnego dzie-
lenia. Wazne to jest dla utamkéw samych, ma réwniez zna-
czenie dla po6zniejszych dziatdw matematyki szkolne;j.

Przy nauczaniu mnozenia i dzielenia utamkéw wycho-
dzimy ze znanych przedtem uczniom zadan: znajdowania czesci
catosci i odwrotnego. Przytem dajemy przykiady np. takie:
:2% funta? it p.
Od znajdowania czesci, wyrazonej ufamkiem wiasciwym,
przechodzimy do tych samych zadan, gdzie cze$¢ odpowie-
dnia jest utamkiem niewtasciwym, np. w poprzedniem zada-
niu zapytaé: ile kosztuje 2 2 funta? Konstatujemy fakt, ze
w podobnych zadaniach, tak jak w znajdowaniu czesci cato-
§ci, mnozymy cato$¢ przez licznik i dzielimy przez mianow-
nik utamka, wyrazajacego dang cze$é. Obok stawiamy takie
same zadania, gdzie wchodzg liczby catkowite. Uprzednio
uczniow powinno sie obezna¢ z faktem, ze kazda liczbe cat-
kowitg mozna przedstawi¢ w postaci utamka o dowolnym mia-
nowniku. Jezeli kon przebiega na minute 90 m., to w 5 przebie-

funt masta kosztuje 45 kop., ile kosztuje

gnie 450 m., w %3 min.—60m. i t. d., ale 5 min. = @Smin.,

wiec gdybysmy utamka nie skracali, a zadali sobie py-

tanie podobne do poprzednich, musielibySmy 450 m. podzie-
li¢ przez 3 i pomnozyé rezultat przez 15. Otrzymana liczba
jest ta sama, jak w tym przypadku, gdy wprost mnozymy
przez 5 Mnozenie przez 5 jest tem samem, co znajdowanie

1%7% catosci. Kilka podobnych przykiadéw ugruntowuje ana-

logie i nauczyciel natychmiast wyprowadza z niej wniosek,
ze znajdowanie czesci catoSci moze by¢ réwniez nazwane
mnozeniem przez utamek. Nastepuje dalej sformutowanie:
aby pomnozy¢ przez utamek, nalezy pomnozy¢ przez jego
licznik, a podzieli¢ przez mianownik. Jezeli przed tym przy-
padkiem uczniowie zapoznali sie z mnozeniem utamkéw
przez liczby catkowite, co wyprowadza sie na zasadzie zna-
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nych im juz wiasno$ci dodawania i zmiany wielko$ci utamka

2222 ) 24 24 24 242
(np.2/3x5_3|3 53|3 53 3 -

' czego wysnuwa sie wniosek, ze pomnozy¢
utamek przez 5znaczy to samo, co 5razy jego licznik zwiekszy¢
i t. p.), to mnozenie utamkéw nie przedstawia juz trudnosci.
W ten spos6b tam, gdzie poprzednie pojecia mnozenia i dzie-
lenia moga mie¢ zastosowanie, korzystamy z nich. Dzielenie
przez liczbe catkowitg interpretujemy, jak przy liczbach cal-
kowitych, jako dziatanie odwrotne do mnozenia. Jezeli po-
mnozenie przez 5 utamka jest tem samem, co zwiekszenie go
5 razy, to podzielenie odpowiada zmniejszeniu 5 razy. Czy-
telnik widzi, ze tutaj o mieszczeniu nie moze by¢é mowy,
jakkolwiek poézZniej przy dzieleniu utamkéw, dla zupetnego
poparcia analogii, mozemy, uzywajgc do pomocy dodawania
i odejmowania, pojecie to rdwniez zuzytkowac. Jeszcze wcze-
$niej uczymy zapisywaé rezultaty dzielenia liczb catkowi-
tych w przypadku, gdy jest reszta, w postaci utamka (za-
miana utamka mieszanego na zwyczajny i odwrotnie).

Mozna réwniez po takiem omowieniu i przedstawieniu
rzeczy da¢ nowe okreslenie mnozenia, wedtug ktérego z mno-
znej tworzymy iloczyn tak, jak mnoznik jest utworzony z 1
Takie okreSlenie, dane na poczatku, z r6znych wzgledéw by-
toby nieodpowiedniem, przeczytoby temu, co powiedzieliSmy
wyzej o definiowaniu.

W nauce utamkéw dziesietnych dotad jeszcze po pod-
recznikach i w praktyce nauczania duze znaczenie przypisu-
je sie utamkom okresowym. Musimy tu pare stow im po-
Swieci¢. Zamiana utamku okresowego na zwyczajny jest su-
mowaniem postepu geometrycznego nieskorczenie malejgce-
go, o ktorym mowa w Kklasie 6-ej szkoty $redniej. Tu spo-
tykamy niejedng trudno$¢ przy Scistem przedstawieniu tej
rzeczy. W arytmetyce poczatkowej ten dziat roi sie wprost
od btedéw naukowych. WeZmy np. takie przedstawienie tej
rzeczy. Konstatujemy przez dzielenie, ze:
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1= 0,111...
- 0,0101
9
1
999 0,001001
Naturalnie, natychmiast uog6lniamy, iz
1

Nastepnie, zwréciwszy uwage, ze mnozac obydwie strony
kazdej z poprzednich réwnosci przez pewng liczbe catkowi-
ta, mozemy otrzymaé np.:

59 = 0,555...
7% = 0,0707...

ﬁ0,3434... it. d,

wyprowadzamy stagd prawidto zamiany utamka okresowego
prostego na zwyczajny. Pdzniej, dzieki niewielkiej modyfi-
kacyi, mozemy to samo zrobi¢ dla mieszanego. Powyzsze
uogdlnienie zgadza sie z zasadg indukcyjnego rozumowania,
nie nasuwa wiec zarzutéw; ale mnozenie obu stron przez
liczbe te samg nie moze by¢ dopuszczane. Mamy tu do czy-
nienia z szeregiem nieskonczonym i trzeba wykaza¢ najpiedw
mozliwos$¢ takiego mnozenia. Mozna rozumowac inaczej, sto-
sujac dalej dzielenie, np. przekona¢ sie, ze powyzsza row-

nos¢ stuszna bedzie dla ilorazu — i t d., a pOzZniej znowu

uogolni¢. Byloby to rozumowanie poprawniejsze, ale réw-
niez nie wolne od zarzutéw, nigdy bowiem nie mozna by¢
pewnym odwrotnego twierdzenia, a tem samem wykazac,
Czy suma tego samego Szeregu nieskonczonego nie moze sie
»rownac" réznym utamkom zwyczajnym*). Mozna teraz posta-

*) W listopad, zeszycie z r. b. lwowskiego czasopisma pedagogicznego ""Mu-
zeum' czytelnik moze znalezé w omawianej materyi artykut prof. Hoborskiego, w kt6-
rym rzecz ta traktowana jest zgodnie z broniong w tej ksigzeczce zasada indukcyi.
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wi¢ zapytanie, czy jest wogble potrzebna przy nauce po-
czatkowej zamiana utamka okresowego na zwyczajny. Prak-
tycznej potrzeby niema, gdyz tylko w podrecznikach dawa”
ne sg przyktady na takg zamiane, w praktyce tego nie spo-
tykamy; teoretyczna réwniez istnie¢ nie moze, bo cata nauka
poczatkowa nie jest teoryag arytmetyki. Nalezy zwr6ci¢ uwa-
ge przy nauczaniu na nastepne rzeczy: I-0 wykaza¢ mozli-
wos$¢ i istnienie ilorazow w postaci ulamka okresowego,
2-0 tam, gdzie tego rodzaju iloraz sie trafi, przechodzi¢ do
rachunku z utamkami zwyczajnemi albo wprowadzi¢ pojecie
przyblizeA. To ostatnie ma wielkie znaczenie praktyczne
i zatowac nalezy, ze dotad sprawa ta nie znajduje wieksze-
go zastosowania.

Nalezyta wprawa rachunkowa, umiejetno$¢ w rozwig-
zywaniu zadan, jak réwniez oryentowanie sie w dziataniach
i ich wiasnosciach, sg powodem dostatecznym, aby nauczy-
ciel mégt przystgpi¢ do nowego dzialu bardzo waznego: do
nauki o stosunku, czyli do najogdlniejszej formy liczbhy wy-
miernej. Przez nauke utamkdéw dokonano jednego z pierw-
szych uogdlnien,—rozszerzenia pojecia liczby, dzieki czemu
zakres stosowania staje sie szerszym i moga sie nasunaé ta-
kie zagadnienia, ktére z samg liczba catkowitg nie mogty by¢
nalezycie rozpatrywane. Zjawiska w $wiecie otaczajacym ni-
gdy nie wystepujg same, oddzielnie, niezaleznie od innycn,
zawsze natomiast sg w zwigzku ze sobg. Poznanie takiego
zwigzku jest bardzo waznem zagadnieniem nie tylko teore-
tycznem, ale i praktycznem. Jednym z elementarnych takich
zwigzkéw jest proporcyonalno$¢. Pojecie stosunku Scisle sie
z nig wigze. Jezeli mamy dwie jakie$ wielkosci A i B, znaj-
dujgce sie w zaleznoSci proporcyonalnej, to charakterysty-

cznem dla nich jest, ze albo iloraz A/B, albo iloczyn AB jest

wielkoScig statg. Rzecz jasna, ze o tem moze by¢ mowa tyl-
ko wtedy, gdy zapomocg liczby mozemy uchwyci¢ nie tylko
oddzielne warto$ci tych wielkosci, ale jakby cate ciggi o do-
wolnie matej réznicy sasiednich elementéw. Stawiam teraz
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pytanie dla catego tego dziatu zasadnicze: czy pojecie sto-
sunku nalezy wprowadzac formalnie, teoretycznie, jak to zwy-
kle dotad sie robi, czy tez na tle przyktadow konkretnych
wielkoSci proporcyonalnych? Umyst wiecej rozwiniety zdaje
sobie sprawe tatwo z formalnej treSci pojecia stosunku, ale
umyst ucznia nie rozumie, do czego stuza wszelkie podobne
uwagi, tembardziej ze sprawa wecale nie wydaje mu sie o wie-
le r6zng od zwyczajnego dzielenia. Z drugiej strony, kazde
nowe pojecie, kazdy nowy moment nauki wtedy mocno ugrun-
towac¢ sie moze w mysli dziecinnej, gdy wychodzi¢ bedzie-
my z przyktadéw konkretnych, z danych realnych, na kto6-
rych namacalnie przekona¢ sie mozna o jego pozytku i celo-
wosci. Jest to bezposredni wniosek z tych wszystkich mysli
poprzednich, jakim stuzy niniejsza ksiazeczka.

Rozwazamy najpierw szereg przyktadow konkretnych,
w ktérych wchodzg 2 wielkosci proporcyonalne, np. czas
i droga przebiezona, iloS¢ towaru i cena i t. p. Wypisujemy
dwa ciagi odpowiadajacych sobie wartosci liczebnych tych
wielkosci. Z wielka tatwoscig uczniowie sami, korzystajac
tylko ze znanych sobie pojeé, mogg w tych ciggach wykony-
wac intrapolacye i ekstrapolacye, t. j. moga wstawia¢ po-
miedzy dwie juz znalezione wartosci nowa, posrednig i ta-
kie ciagi wspomniane przedtuza¢. To pierwszy stopien. Da-
lej nastepuje blizsza analiza tych ciaggdw i odkrycie statosci
ilorazo6w oraz réownosci tychze w odpowiednich wyrazach cbu
ciaggéw. Wiec, gdy np. al i a2 sg elementami sasiednimi je-

dnego ciggu, a bli b2—drugiego, to &t const i

i t. d. Poniewaz wartosci wspomnianych wielkosci mogga by¢
wyrazone przez wszelkg liczbe znang, bierzemy pod uwage
ilorazy wszelkich liczb znanych. Przy sprawdzaniu statosci
tych ilorazéw potrzebne jest wykonanie dzielenia, uproszcze-
nie ilorazu, zastosowanie ogdlne prawa o zmianie licznika
i mianownika bez zmiany wielkoSci utamka. Nastepnie pod-
nosimy pytanie konkretne, co znaczy dany iloraz staly. Zna-
czy on np. to, co nazywamy szybkoscig lub ceng jednostki
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towaru i t. p. Uczen nabiera przekonania, ze taki iloraz ma
warto$¢ konkretng. Tam, gdzie mozna sie postugiwac poje-
ciami geometrycznemi (o czem, niestety, w niniejszej Kksig-
zeczce nie bedzie mowy), dobrze jest stosowal grafike pro-
stej, jak to robig autorowie angielscy. W réznych przykia-
dach konkretnych iloraz wspomniany ma réwng warto$¢ kon-
kretng; ot6z miejsce jest teraz do tego, by nazwaé ten ilo-
raz stosunkiem, by pojecie to wprowadzi¢ (razem réwniez
z nazwami elementéw stosunku). Tu pojeciu moze odpowia-
da¢ doktadne okreSlenie. Czytelnik widzi, ze jakkolwiek usi-
tujemy wytworzyé ,pojecie liczby" w pierwszym roku i dal-
szych, nie dajemy tam definicyi liczby. Wskazuje to na pewne
bardzo wazne cechy charakterystyczne tej rzeczy, nad ktore-
mi tu rozwodzi¢ sie nie bedziemy.

Pojecie stosunku dos$¢ trudno wchodzi do umystu dzie-
ci, a dlatego wiasnie nalezy na nie zwrdci¢ baczniejszg uwa-
ge. Stosunek geometryczny (0 nim za$ tu méwimy tylko)
dwadch wielkosSci okre$lajg zwykle jako liczbe, ktora wska-
zuje, ile razy jedna wielko$¢ jest wieksza lub mniejsza, niz
druga. Stowa te: ,ile razy” wskazujg jakby na liczbe catko-
witg, uczen do tego sie przyzwyczait, a tymczasem stosu-
nek moze by¢é utamkiem. Tu tkwi niematy brak w wyraze-
niu sie, a usuniecie jego moze mie¢ réwniez niemaly pozy-
tek. Sci$lej moéwiac, mozna da¢ takie okreslenie stosunku:
»stosunkiem dwadch liczb (a wiec odpowiadajgcych im wiel-
kosci) a i b nazywamy taka trzecig liczbe c, ze iloczyn
bc= a" Jestem zdania, ze tak powinien by¢ okre$lany sto-
sunek w szkole, gdyz zgodnie z tem, co powiedziatem wy-
zej, nie boje sie oznaczen literowych, owszem uwazam je za
potrzebne, za uwieficzenie procesu indukcyjnego rozumowa-
nia i przejscie naturalne do dedukcyi.

Dalej nauczyciel usituje pogtebi¢ pojecie zaleznosSci pro-
porcyonalnej: obok prostej stawia odwrotng. Najgtéwniejsza
role odgrywaja dobre przyktady i nalezyte ich wyzyskanie.
Do takich przyktadéw mozna zaliczy¢ zalezno$¢ miedzy wy-
miarami prostokata przy danem polu, zalezno$¢ pomiedzy
dtugoscia ramienia wagi i obcigzeniem przy danym momen
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cie, jak zwykle, liczbe robotnikdw i czas przy danej pra-
cy i t. p. Uktadanie 2 ciggoéw (tabliczek) znéw jest pozyte-
czne; nauczyciel nie tylko sam je uktada, ale rowniez ucznio-
wie i przytem nie tylko na zadany przykiad, ale rowniez ta-
ki, ktory przez nich byt obrany. Tu znowu zwracamy uwa-
ge na rownos$¢ odpowiednich stosunkéw odwrotnych. Prze-
ciwstawienie zaleznosci proporcyonalnej innej jakiejkolwiek
zaleznosci jest pozyteczne, zaznacza wyrazniej gtowne cechy
pojecia. Na takie rzeczy czasu zatowaé nie trzeba, bo to
sg rzeczy podstawowe. Okre$lenie zalezno$ci proporcyonal-
nej takze zastuguje na uwage. Tutaj rowniez w praktyce nau-
czania nie wszystko jest w porzadku. Jezeli wyjasSnienie
charakteru tych pojeé byto dostateczne i poparte
konkretnymi przyktadami, mozna dawaé¢ nastepujace
okre$lenie: ,,dwie wielkoSci A i B sg wprost proporcyonalne,

A
jezeli stosunek zawsze jest staly, a odwrotnie propor-

cyonalne, jezeli iloczyn AB zawsze jest staty“.

Sprawa ugruntowania pojecia zaleznosci proporcyonal-
nej wigze sie z t. zw. regutami. Kazdy nauczyciel zywszy od-
czuwa, ze w tej sprawie sg wielkie braki, ze trzeba co$ napra-
wié, a jednakze konserwatyzm staje na przeszkodzie, wydawac
sie bowiem niejednokrotnie moze, ze ta lub inna forma przed-
stawienia rzeczy stanowi jakby integralng cze$¢ samej nau-
ki, usprawiedliwiona jest wewnetrznie na tle jej zasad. W tej
dziedzinie, jak w wielu innych, poczatkowego nauczania aryt-
metyki tak nie jest: nie istota rzeczy ani potrzeby samej nau-
ki lub zycia praktycznego majg prawo gtosu czesto decydu-
jacego, lecz historycznie wytworzone formy nauczania, formy
skostniate w praktyce szkolnej. Tak zwane reguty powstaty
kilka wiekéw temu dla zado$éuczynienia realnym zagadnie-
niom, jakie stawiata przedewszystkiem praktyka handlowa.
Trzeba byto stale rozwigzywac¢ okreslone zagadnienia, i oto
wytworzono pewien schemat tego rozwigzywania, pewng re-
gute. Dawniej takie reguty byly na porzadku dziennym
w rdznych dziedzinach matematyki (np. t. zw. reguta falsi.
duorum falsorum i t. p.). Praktyka zycia w dobie obecnej



- 113 -

wyprzedza te rzeczy, stwarzajgc nowe sposoby, nowe me-
tody. Gdyby owe reguty zawieraly jaka$ wazng tre$¢ nau-
kowa, jaki$ pierwiastek ksztatcacy, moznaby sie z tem je-
szcze pogodzié; ale tego niema. Wszak zadania z nieistnie-
jacych stosunkéw handlowych nie mozna chyba zaliczy¢ do
teoryi. Powstajgc przeciwko regutom, nie chce razem z wo-
dg wyrzuca¢ z wanny dziecka, sa bowiem zagadnienia real-
ne, ktéorym reguty odpowiadajg; ale te zagadnienia nalezy
poruszaé w szkole inaczej. Nie o schemat rozwigzania po-
winno sie dbaé gtéwnie, lecz o te pojecia, z ktérych ten
schemat wyptywa. W tej dziedzinie wskazane sg nastepuja-
ce postulaty: 1-o sposoby rozwigzywania zadan z praktyki
handlowej muszg byé traktowane w szkole tak, jak w tej
praktyce; 2-o gtdwng uwage nalezy zwro6ci¢ na ugruntowa-
nie poje¢ stosunku i zaleznosci proporcyonalnej, omijajac
w miare moznosci sztuczne podziaty na rézne reguty; 3-0 przy
rozwigzywaniu tych zagadnieA uzywanie proporcyi nie jest
konieczne, tembardziej ze skutkiem ztego nauczania to uzy-
wanie moze byé szkodliwe.

Zrozumialy jest rzeczg, ze uczeh klasy nizszej nie jest
w stanie ani interesowaé sie, ani nawet zrozumie¢ pewnych
sposobdw postepowania w praktyce handlowej, nie zdaje so-
bie sprawy z komplikacyi réznych czynnikéw, jakie na to
postepowanie wplywajg; ale te elementarne rzeczy, ktére sg
juz przedmiotem nauczania, traktowane by¢é powinny tak,
jak to sie faktycznie robi. Zadanie z zycia praktycznego ma
wtedy warto$¢, gdy je rozwiagzujemy sposobem uzywanym
w tem zyciu, inaczej jest to tylko ztuda nauki i tracenie cza-
su. Wiele zadan uprawianych obecnie zniknie, jak np. typo-
wo scholastyczne zadania na wszelkie odmiany obliczania
procentéw, dyskonta i t. p., takie odmiany, jakich zycie
nigdy nie wysuwa. Czas pozostalty mozna obroci¢ na wpra-
we rachunkowga, na zadania z innych dziedzin, gdzie pojecie
proporcyonalnosci ma zastosowanie. Gtdéwne r6znice pomie-
dzy szkolnym sposobem rozwigzywania a faktycznie uzywa-
nym w praktyce dotyczg obliczeri procentowych, dyskonta
i zamiany monet. O statym mnozniku np. nigdzie prawie

Uwaei 8
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w nauczaniu szkolnem niema wzmianki, a zadania sg tak do-
brane w podreczniku, ze wszystko dobrze wypada. Uczen
przyzwyczaja sie do ,tadnych" odpowiedzi, ktore sg dla nie-
go jakby sprawdzianem udatnego rozwigzania. W praktyce
zyciowej takie odpowiedzi wypadajg dos$¢ rzadko i potrzebne
jest formutowanie przyblizone rezultatu. O tem trzeba pa-
mieta¢. Naturalnie, praktyka handlowa opiera sie procz $ci-
stego rachunku jeszcze na pewnych konwencyach w rodzaju
t. zw. dyskonta handlowego; ale z punktu widzenia teore-
tycznego zaréwno handlowe, jak t. zw. matematyczne dy-
skonto podlegajg zarzutom. Porédwnanie obu sposobéw ma
znaczenie dla uwypuklenia ich rdznic i znaczenia kazdego.

Jezeli spos6b proporcyi stosowany jest ryczaltowo bez
odpowiedniego przygotowania i zrozumienia potrzeby, chybi
celu i jest tylko schematem do nauczenia sie. Omawiany
dziat nauczania poczatkowego arytmetyki nacechowany jest
w praktyce tym schematyzmem wiecej, niz kazdy inny, a wszy-
stko, co prowadzi do ostabienia takiego stanu rzeczy, jest
pozadane, tembardziej ze spos6b proporcyi nie jest konie-
czny *). Spos6b sprowadzania do jednosSci ma wszelkie zale-
ty Swiadomego rachunku. Czasem moze sie tu zdarzy¢ dosé
komiczny przypadek (dla ucznia), ze dajmy na to np. jaka$

jednostke pracy wykona w okreSlonym czasie az 13 robotni-

ka, Nie moze to by¢ zarzutem, ale nie zawsze dla nauczy-
ciela tatwo z takiej sytuacyi wyjs¢ i wyttomaczyé uczniom,
0 co tu chodzi.

Z definicyi stosunku wypada sposéb znajdowania po-
przednika lub nastepnika w innym stosunku mu réw-
nym, jezeli ten poprzednik lub nastepnik nie sg wiado-

me. Jezeli bowiem )(eux to x=a b/c, a gdy ax = bc,

*) Metodyk niemiecki Stern, uczer Pestalozzego, w dziele p. t. Lehrgang
des Rechenunterrichts (1832) proponuje usuna¢ spos6b proporcyi i zastapi¢ go
catkowicie sprowadzaniem do jednosci. U nas prof. Dickstein w ksigzce swej
“"Arytmetyka w zadaniach™ wprowadza pojecia mnozenia i dzielenia przez stosunek.

3
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to x = a:b/c. Ten formalny sposéb rozwigzywania nie mo-

ze byc¢ jednakze odrazu stosowany: nalezy zaczag¢ od przy-
ktadéw konkretnych, tak, jak to robimy zwykle. Wypiszmy
takg tabliczke cen roznych ilosci cukru:

U Kp.
1 16
32 24
2 32
210 40

Z tej tabliczki natychmiast widocznem jest, ze l-0 H =

= Przypusémy
ze mamy dane zadanie: Dwa funty cukru kosztujg 32 kop.
lle kosztuje 112 f.? Wypisujemy dane w postaci tabliczki:

2 32
32 X
przyczem niewiadomg cene mozemy oznaczy¢ przez X. Sto-

sunek 322 wskazuje cene jednostki towaru, wiec x =

3 32 . - e
5 = 24. Inaczej mowigc, pomnozyliSmy cene

przez liczbe funtéw. To samo zadanie mozna zrobi¢ inaczej,

biorgc pod uwage rownosé stosunkow . Znajdu-

jemy najpierw warto$¢ tego ostatniego stosunku a nastep-
nie powotujemy sie na definicye stosunku i powiadamy: po-
przednik x réwna sie nastepnikowi pomnozonemu przez war-
tos¢ stosunku: x = 32.33/4. Rzecz jasna, ze pézniej to upro-

szczenie stosunku nie jest potrzebne i mozna odrazu pisaé:
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a uproszczenia wykonywaé pdzniej. Pierwszy

sposéb jest uzywanem zwykle sprowadzaniem do jednosci i tak
samo, jak drugi, jest wasciwie mnozeniem przez stosunek. To
ostatnie przypomina zadanie o znajdowaniu czeSci danej cato-
§ci. Przy zalezno$ci odwrotnie proporcyonalnej korzystamy
w pierwszym ze statosci iloczynu (co nie przeszkadza rozumo-
wac rowniez tak, jak to sie zwykle robi), a w drugim wystepuje
dzielenie przez stosunek (znajdowanie catoSci z danej czesci).

Wezmy jeszcze pare zadan.

Lotnik w 15 9. przelatuje 157 12 km. W ile godzin prze-
leci 210 km.?

Zaleznos$¢ wprost proporcyonalna. Stosunek zadanej licz-

by godzin do 15 g. jest taki sam, jak stosunek 210 : 157 2=

= 4:3, a wiec xk (9.).

Pocigg osobowy biegnie od jednej stacyi do drugiej
z szybkoscig 45 km. na godzine i przebiega odlegtos¢ po-

miedzy stacyami w ciggu %godz. W jakim czasie te samg

odlegto$¢ przebiegnie pocigg towarowy, Kktéry porusza sie
z szybkos$cig 30 km. na godzine?
Zalezno$¢ odwrotnie proporcyonalna; stosunek zadanej

wielkosci do 53 g. jest rowny odwrotnemu stosunkowi liczb

30 i 45, a wiec x= . Mozna tez inaczej
rozumowac. lloczyn czyli Ix = 30, a wiec
x = 1

Czterech zeceréw w ciggu 3 dni skiada 50 stronic ksigz-
ki. W ile dni 6 zecerow jest w stanie ztozyé 40 str. tejze
ksigzki?

Gdyby w obu przypadkach ilos¢ pracy wykonanej (w da-
nym razie 50 str.) byla ta sama, mielibySmy zadanie znane
poprzednio. Zalezno$¢ odwrotnie proporcyonalna. Liczba dni
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wynositaby: 3.31/6. Lecz liczba stronic nie jest ta sama i dla-
tego liczba dni zmieni¢ sie musi. Zalezno$¢ wprost propor-
cyonalna. Liczba dni —x= 34648= 1,6.

Z tych przyktadow widoczne jest, jak rozwigzywaé mo-
zna zadania podobne, jezeli nie postugujemy sie sposobem spro-
wadzania do jednos$ci i proporcyi. Tych ostatnich pomimo to
nie myslimy poddawaé ostracyzmowi: wszak znajdg one swo-
je zastosowanie w geometryi. Tam, gdzie nauka arytmetyki
poczatkowej wigze sie S$cisle z geometryg propedeutyczna,
spos6b proporcyi moze byé stosowany z pozytkiem, jak to
robig autorowie angielscy.

Gdy uczniowie zdobedag nalezytg wprawe w robieniu
zadan i gdy nauczyciel ma pewno$¢, ze istota rzeczy jest
zrozumiana, mozna wskaza¢ na schemat zwyczajnie uzywa-
ny, ktory szczeg6lnie przy ztozonych zadaniach predko pro-
wadzi do celu.

Czesto proporcyi ,dla jednolitosci" w wykladzie uzy-
wajg tam, gdzie mozna sie obejs¢ wiadomosciami zdobyte-
mi przy nauce utamkoéw. Takie zadania spotykamy np. przy
podziale danej liczby na czeSci proporcyonalne do szeregu
innych, gdy np. w danych zadania powiedziano, ze dajmy

na to cze$¢ pierwsza stanowi 55“, a §4III réwne sg 5’7“ it p.

Podobne rozwigzanie jest przedewszystkiem sztuczne i uczen
musi je... spamieta¢, aby pdzniej zapomnie¢ i przesta¢ wie-
rzy¢ w logiczne wiladze swego umystu. Nauka mysli wyte-
zonej, skupionej uwagi i wyrazicielka wewnetrznej mocy du-
cha ludzkiego staje sie nieraz dzieki temu i innym podobnym
metodom scholastycznym narzedziem zabijania mysli, a nau-
czyciel ,wielogodzinowy" idzie utartg Sciezka, na ktdrej ani
rado$¢ ogladania owoc6w swej pracy go nie czeka, ani te-
zyzna duchowa dzieci nie rosnie.



Wskazowki bibliograficzne.

Na zakoAczenie przytaczam gar$¢ wiadomosci biblio-
graficznych. Nie jest moim zamiarem przytem uwzglednie-
nie strony historycznej rzeczy, pragne tylko podac¢ Zrddia,
ktére mogag by¢, zdaniem mojem, pozyteczne przy nauczaniu.
Na czele musze postawi¢ artykut p. t. ,,Arytmetyka™ W. Try-
bulskiego, znajdujacy sie w zeszytach 5-ym i 6-ym pierwszego
tomu Encyklopedyi Wychowawczej. W artykule tym, grun-
townym i stanowigcym jedng z najwybitniejszych naszych
prac w tej dziedzinie, czytelnik moze znalez¢ doktadniejszy
rys historyczny rozwoju arytmetyki wogdle, jak réwniez
w Polsce (wyliczono do r. 1879, t. j. daty, w ktérej byt na-
pisany artykut, wszystkie dzieta z tej dziedziny zastugujace
na uwage, jakie u nas wyszly). Poza tem autor zajmuje sie
zagadnieniami nauczania, a jakkolwiek nie zawsze mozna sie
z jego pogladami zgodzi¢ (np. poglad na metode Pestalozzego,
ktéra obecnie w odmiennem przedstawia sie Swietle), arty-
kut ma znaczenie zasadnicze i zaden nauczyciel arytmetyki
ominaé go nie powinien.

Pokrétce uzupetnia dane historyczne, w poprzednim
artykule umieszczone, artykut S. Dicksteina p. t. ,,Matema-
tyka” (Encyklopedya Wychowawcza, t. VII, zesz. IV). Autor
wspomina tu o niektérych nowszych pracach z dziedziny
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metodyki arytmetyki, ktére ukazaty sie w Niemczech po zna-
nej u nas z przerobek polskich ksigzce Grubego.

Sprawg nauczania arytmetyki po r. 1879 zajmowaty sie
U nas czasopisma pedagogiczne. Nie bede tu wyliczat wszel-
kich przyczynkéw, nadmienie tylko o niektérych. W Prze-
gladzie Pedagogicznym ukazat sie w r. 1882 szereg artyku-
likbw A. Jurgielewicza (str. 379, 441, 478, 601, 625, 714).
Artykuty te, niestety, nie dowodzg gruntowniejszego opano-
wania przedmiotu i majg wieksze znaczenie raczej dla naucza-
nia domowego. Autor niezupetnie zdaje sobie sprawe nawet
z zalet metody Grubego, ktérg jeszcze przed nim spopularyzo-
wat A. Jeske w cytowanem w tekscie dzietku. Praca obejmu-
je jednakze pewng cato$¢ pierwszych poczatkéw w for-
mie praktycznych lekcyi. W temze piSmie ukazata sie w roku
1886 cytowana wyzej wartoSciowa praca p.t. ,,Lekcya o stosun-
kach iproporcyonalnosci” S. Dicksteina, a w r. 1905p. t. ,,Uwa-
gi nad programem matematyki w szkole $redniej" (nr. 14—15,
str. 189 — 193) znajduje sie streszczenie narad cztonkéw no-
wopowstatego , Kota matematyczno-fizycznego" w Warsza-
wie. Mamy tu krdtki program i og6lne bardzo wskazdwki
metodyczne. Rzecz dotyczy gtéwnie szkoty Sredniej.

W czasopi$mie lwowskiem ,Szkota" w dodatku p. t
.Praktyka szkolna” czesto ukazywaty sie i ukazujg przyczynki
do nauczania pierwszych poczatkéw, ktére nas tu najwiecej
obchodza, jak rowniez znalez¢é mozna streszczenie nowszych
prac niemieckich (kierunek eksperymentalny).

Procz wspomnianych w tekscie ,krétkich wskazowek"
St. Jankowskiego i ,,Metodyki" Traczynskiego, doczekata sie
kilku wydan ksigzeczka St. Thomasa p. t. ,Jak prowadzi¢
nauke arytmetyki” (wyd. 2-e 1906). Wspomniane dzietka nie
grzeszg postepem w poréwnaniu z 2-em chociazby wyda-
niem "Arytmetyki” Jeskego. Pomimo to znalez¢ w nich moz-
na niejedng uwage praktyczng, wartoSciowg w nauczaniu
szkolnem i domowem.

Po roku 1879-ym ukazata sie u nas, szczegdlniej w osta-
tnich latach, znaczna liczba zbioréw zadah i podrecznikow,
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przewaznie pisanych tylko przez praktykow i grzesza-
cych nieraz nie tylko przeciw ustalonym juz zasadom meto-
dyki, ale i nauki.

Do wybitniejszych podrecznikéw nalezag: M. Berkma-
na ,Poczatki arytmetyki“, S. Dicksteina , Arytmetyka w za-
daniach”, H. Stattleréwny ,Poczatkowa nauka arytmetyki",
A. Rudnickiej ,Zbior zadan arytmetycznych" (z krétkiemi
wskazowkami metodycznemi). ,Arytmetyka w zadaniach"
S. Dicksteina jest oparta na tej zasadzie metodycznej, jak to
wspomnieliSmy, Zze zadanie powinno zajmowaé centralne miej-
sce w wyktadzie, a metodyczny uktad zadan jest w stanie
zastapi¢ niepotrzebng ,teorye”. W podreczniku uwzglednio-
no glebiej strone logiczng przedmiotu. W ksigzkach H. Statt-
lerowny i A. Rudnickiej (2 pierwsze lata nauczania) wpro-
wadzono $wiadomie i obszerniej pojecia geometryczne, jak-
kolwiek w zasadniczych momentach podreczniki te nie od-
biegaja od poziomu Jeskego.

Z ksigzek cieszgcych sie pomimo wszystko powodzeniem
praktycznem nalezy wspomnieé zbiory zadan St. Thomasa
i Bohuszewicza. Gtéwnie cze$¢ druga (utamki) wspomniane-
go podrecznika S. Dicksteina cieszy sie rowniez do$¢ zna-
cznem powodzeniem. Podrecznik Bohuszewicza, nie wyréznia-
jac sie przemys$lang metoda uktadu, jest przepetniony biedami
drukarskimi i nie przynosi zaszczytu naszym wydawnictwom
tego rodzaju. Wogdle na dobry zbidr zadan, obejmujacy catosé
arytmetyki poczatkowej, czekamy jeszcze. W nauczaniu ele-
mentarnem cieszy sie powodzeniem ,Zbidr zadahn arytmety-
cznych” St. Jankowskiego, przystepny w cenie i troche
lepszy od innych tego rodzaju podrecznikow.

Z dziet traktujagcych o catosci zwyktej arytmetyki prak-
tycznej i pozytecznych dla uczacego wymienié nalezy: ,, Aryt-
metyke (wiekszg)" M. Baranieckiego.

Do zapoznania sie z metodami arytmetyki handlowej
mozna poleci¢ ,,Arytmetyke handlowa" S. Kramsztyka, a z gteb-
szem ujeciem podstaw nauki, cytowane w tek$cie dzieto
prof. S. Zaremby.



- 121 -

Z dziet obcych dotyczacych metodyki nauczania godne
sg miedzy innemi przestudyowania nastepujace ksigzki:

J. Stocklin: ,,Schweizerisches Kopfrechenbuch und Metho-
dik des Rechenunterrichts”, 3 czesci, Liestal (w Szwajcaryi).
Pierwsza cze$é obecnie wyszta w wydaniu 3-em (1910). Ksigzka
jako praktyczny przewodnik bardzo dobra. Wskazéwki szcze-
gotowe, drobiazgowe nawet, obejmujg cato$¢ poczatkowej
arytmetyki wraz z geometryg propedeutyczna. Najwieksza
warto$¢ posiada dla nas cze$¢ 1-a. Ksigzka ta cieszy sie
duzem powodzeniem na Zachodzie (istnieje przektad rosyj-
ski). Autor stoi na stanowisku zasady liczenia i jest grun-
townie obeznany z literaturg przedmiotu. Dzieto to, przynaj-
mniej jego cze$¢ 1-sza, zastuguje, z pewnemi przystosowane-
mi do naszych warunkéw modyfikacyami, na spolszczenie.
Autor mato sie zajmuje kwestyami teoretycznemi. W ksigzce
zebrano duzo dobrze opracowanych zadan.

Godng jest rowniez polecenia, poczesci ze wzgledu na
dtuzszy wstep historyczny, ksigzka B. Hartmanna p. t. ,,Der
Rechenunterricht in der Volksschule (wyd. 3-e. 1904. Lipsk).
W ksigzce tej czytelnik znajdzie szersze i motywowane za-
stosowanie zasad dydaktycznych szkoty Herbarta do nasze-
go przedmiotu.

Obydwie wspomniane ksigzki mogg mie¢ duzg warto$é
dla wykladajgcych, tembardziej ze ci sami autorowie opra-
cowali rowniez odpowiednie ksigzeczki dla ucznidw.

Z dziet opartych na badaniach eksperymentalnych war-
to sie zapozna¢ z ksigzkg W. A. Lay’a: ,Fiihrer durch den
Rechenunterricht der Unterstufe® (wyd. 2-e. 1907. Lipsk), a tak-
ze z dzietem H. Walsemanna p. t. ,,Anschauungslehre der Re-
chenkunst auf experimenteller Grundlage®. (1907. Schleswig).
W ksigzce Lay’a znajdzie czytelnik treSciwy i jedrny wstep
historyczny, a takze zwrécenie uwagi na badania sposobow
rachunku u ludéw pierwotnych, o czem mdwi u nas Trybulski.

Dobrg krytyke teoryi ,obrazéw liczbowych” czytelnik

moze znalez¢ u H. Haase’go: ,,Zur Methodik des ersten Re-
chenunterrichts*. (Langensalza. 1906).
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Procz tego godzien jest ze wszech miar polecenia po-
Swiecony nauczaniu rachunku rozdziat w tomie Il-im dzieta
Meumanna p. t. ,Vorlesungen zur Einfuhrung in die Expe-
rimentelle Padagogik“. Autor stawia tutaj zagadnienie dwéch
rozbieznych Kkierunkéw na gruncie objektywnym i bardzo
rzeczowym, przypuszcza mozliwosé pogodzenia.

Nadmienie wkoncu, ze proponowane w tej Kksigzce
przyrzady do poglagdowego nauczania produkuje Towarzy-
stwo Urania w Warszawie.
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