






DIE

ELLIPTISCHEN FUNKTIONEN
UND IHRE ANWENDUNGEN

VON

Du. ROBERT FRICK E
PROFESSOR AN DER TECHNISCHEN HOCHSCHULE 

IN BRAUNSCHWEIG

ERSTER TEIL

DIE FUNKTIONENTHEORETISCHEN 
UND ANALYTISCHEN GRUNDLAGEN

MIT 83 IN DEN TEXT GEDRÜCKTEN FIGUREN

LEIPZIG UND BERLIN 

DRUCK UND VERLAG VON B. G. TEUBNER

1916

www.rcin.org.pl



SCHUTZFORMEL FÜR DIE VEREINIGTEN STAATEN VON AMERIKA 
COPYRIGHT 1916 BY B. G. TEUBNER IN LEIPZIG.

ALLE RECHTE, EINSCHLIESSLICH DES ÜBERSETZUNGSRECHTS, VORBEHALTEN

www.rcin.org.pl



DEM ANDENKEN MEINER FRAU

GEWIDMET

www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



Vorwort.
Zur Einführung des Werkes, dessen ersten Teil ich hiermit vor­

lege, bedarf es nur weniger Worte. Bei der einige Jahre zurückliegen­
den Abfassung des Referates „Elliptische Funktionen“ für den zweiten 
Band der Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften habe ich 
es als eine reizvolle Aufgabe empfunden, die Grundsätze, nach welchen 
ich den vierten und fünften Abschnitt des Referates („Grundlagen der 
Theorie der elliptischen Funktionen nach neueren Anschauungen“ und 
„Addition, Multiplikation, Division und allgemeine Transformation der 
elliptischen Funktionen“) entwickelt habe, bei einer umfassenden Lehr­
buchdarstellung der Theorie der elliptischen Funktionen zu. verwerten. 
Als die beiden wichtigsten Gesichtspunkte erscheinen mir hierbei erstens 
die starke Hervorhebung der algebraischen Grundlage, zweitens die Ein­
ordnung des Ganzen in die Stufentheorie von F. Klein. Es hat, wie 
ich nicht zweifele, lange die allgemeine Anerkennung gefunden, daß 
die Stufentheorie die richtige Grundlage abgibt, um die verschiedenen, 
zunächst scheinbar auseinanderliegenden Darstellungsformen der Theorie 
der elliptischen Funktionen in organischen Zusammenhang zu bringen. 
So nimmt denn auch das vortreffliche, der ersten Einführung dienende 
Buch von H. B u rk h ard t auf die Stufentheorie Rücksicht; und wenn 
unsere großen Werke über elliptische Funktionen dieses noch nicht 
tun, so darf man dabei nicht vergessen, daß die Entstehungszeit der­
selben mehr als zwei Jahrzehnte zurückliegt.

Daß ich, was die Methode der Darstellung, die Verwertung der In­
variantentheorie, der Gruppentheorie, der geometrischen Anschauung 
usw. angeht, den Grundsätzen getreu geblieben bin, welche ich mir in 
einem mehr als 30-jährigen engen wissenschaftlichen Verkehr mit meinem 
Lehrer und Freunde F. K lein zu eigen gemacht habe, darf ich als 
selbstverständlich ansehen. Wenn die gemeinsame Tätigkeit zunächst 
den höheren Gebieten der Modulfunktionen und der automorphen Funk­
tionen zustrebte, so blieb eben dadurch in dem elementareren Gebiete 
der elliptischen Funktionen noch eine Arbeit zu leisten, die mir nicht 
unwichtig erscheint. Wenn diese Arbeit nun auch in eine Zeit fällt, 
wo die Funktionentheorie in schnell vorwärts eilender Forschung sich 
mit weit allgemeineren Problemen beschäftigt und unter der mächtigen 
Einwirkung der Mengenlehre ein neues Gewand anzulegen im Begriffe 
steht, so darf doch gesagt werden, daß die elliptischen Funktionen zum
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VI V orw ort

klassischen Bestände unserer Wissenschaft gehören, dem das Interesse 
nie versagt werden wird, daß ferner die elliptischen Funktionen für 
die Anwendungen eine Bedeutung besitzen, die wenigstens von seiten 
dieser Anwendungen auch heute noch keineswegs in vollem Maße ge­
würdigt wird.

Der vorliegende erste Teil des Werkes bringt die funktionentheo- 
retischen und analytischen Grundlagen, indem er die Theorie der ellip­
tischen Funktionen erster und zweiter Stufe entwickelt. Die übrigen 
Teile des Werkes sollen so angelegt werden, daß jeder Teil für sich 
ein tunlichst selbständiges Bild seines Gegenstandes entwickelt. Der 
zweite Teil wird den algebraischen und arithmetischen Ausführungen 
gewidmet sein, der dritte den geometrischen und mechanischen An­
wendungen. Auf diesen dritten Teil ist meine Hoffnung besonders ge­
richtet; möchte er dazu beitragen, die bekannten vielseitigen Be­
ziehungen unserer Theorie zu Problemen der Geometrie und Mechanik 
bis in die numerischen Einzelaufgaben hinein lebhaft und frucht­
bringend zu gestalten.

Für die mühevolle und sorgfältige Durchsicht der Korrekturbogen 
danke ich Fräulein Dr. phil. H. P e te rsen , hier, aufrichtig. Besonderen 
Dank aber schulde ich der Verlagsbuchhandlung, daß sie trotz aller 
Schwierigkeiten der Zeit den Druck des vorliegenden Bandes ohne er­
hebliche Verzögerung durchgeführt hat.

B raunschw eig, den 26. Oktober 1915.
Robert Fricke.
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Einleitung.
Zusammenstellung yon Sätzen über analytische

Funktionen.
In der nachfolgenden Einleitung sollen einige Definitionen und 

Sätze über analytische Funktionen zusammeugestellt werden, und zwar 
in derjenigen vielfach beschränkten Gestalt, in welcher dieselben inner­
halb der Theorie der elliptischen Funktionen zur Benutzung kommen. 
Auf die Beweise der Sätze kann hier zumeist nicht ausführlich einge­
gangen werden; es ist in dieser Hinsicht vielmehr auf die Spezial werke 
über die Theorie der analytischen Funktionen zu verweisen.1)

§ 1. Begriff der analytischen Funktion einer komplexen Variabeln.
Die komplexe Yariabele z =  x -f- iy soll alle endlichen komplexen 

Werte annehmen können und zunächst auf diese beschränkt sein. Die 
Zahlenebene oder „z-Ebene“, durch deren Punkte man die Werte von g 
versinnlicht, stellt demnach nur erst den Inbegriff aller ihrer „im End­
lichen gelegenen“ Punkte dar.

Unter einer „ Umgehung“ des Punktes z0 =  x0 -f iy0 der 2-Ebene 
verstehen wir zweckmäßig alle Punkte z, für welche z — Z0 < h  zu­
trifft; dabei soll h als eine der Bedingung h >  0 genügende endliche 
reelle Zahl zweckmäßig gewählt sein. Wir fassen also der leichten An­
schaulichkeit halber die Umgebung des Punktes z = z0 in der #-Ebene 
als Inbegriff aller inneren Punkte der Kreisfläche vom Radius h um den 
Punkt z0. Die Aussage, daß irgendein Satz in „der“ Umgebung von 
Z =  Zo gelte, läuft darauf hinaus, daß sich eine Zahl h angeben läßt, 
für deren zugehörige Umgebung des Punktes z0 der Satz richtig ist.

In einer Umgebung von z0 sei jedem Werte z eindeutig ein be­
stimmter endlicher komplexer Wert w — u +  iv zugeordnet; diese Zu­
ordnung werde durch das Symbol to =  f(z) bezeichnet und w eine 
„Funktion“ von z genannt. Sind z und z +  A z  zwei verschiedene 
Punkte jener Umgebung, so hat
m  fl* + A z> > —

1) Wir beziehen uns vornehmlich auf W. F. O sgood , „Lehrbuch der Funk­
tionentheorie“, Erster Band, Zweite Auflage (Leipzig und Berlin, 1912);  dieses 
Werk soll kurz durch Angabe des Autors zitiert werden.

F r ic k e:  Elliptische Funktionen. Bd. 1 1
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2 E in le itu n g : Sätze üb er an a ly tisch e  F u n k tion en

einen zugehörigen bestimmten endlichen Wert. Man ändere jetzt bei 
festgehaltenem z den Wert A z  in irgendeiner Weise entsprechend der 
Vorschrift lim J z  = 0, jedoch natürlich so, daß z - \-A z  dauernd der 
Umgebung von zQ angehört. Zeigt sich, daß die entsprechenden Werte (1) 
unabhängig von der besonderen Art, in der der vorgeschriebene Grenz­
übergang vollzogen wird, einen bestimmten endlichen, allein von z ab­
hängigen Grenzwert besitzen, so bezeichnen wir denselben durch f'(z) 
und nennen ihn die „Ableitungu von f(z) im Punkte z\ wir sagen auch, 
die Funktion f{z) hake im Punkte z eine Ableitung.

Man sagt: Die Funktion f(z) verhält sich in der Umgebung von z0 
„analytisch“ oder stellt dortselbst eine „analytische Funktion11 dar, wenn sie 
in jedem Punkte z dieser Umgebung eine Ableitung besitzt.1) Ist f(z) in 
der Umgebung von z0 analytisch, so kann man aus der Existenz der 
Ableitung f  (z) zeigen2), daß f { z )  in jedem Punkte jener Umgebung 
stetig ist. Die Stetigkeit der Ableitung f  (z) braucht demnach nicht als 
ein Merkmal in den „Begriff“ der analytischen Funktion f(z) aufge­
nommen zu werden. Die Stetigkeit von f(z)  selbst in einem Punkte z 
ist eine unmittelbare Folge der Existenz der Ableitung in diesem Punkte.

Der reelle Bestandteil u und der vom Faktor i befreite imaginäre 
Bestandteil v der analytischen Funktion:

sind in der Umgebung von z0 eindeutige reelle Funktionen der reellen 
Variabein x und y. Berechnet man für einen einzelnen zugehörigen 
Punkt z den eindeutig bestimmten Wert f'(z) erstlich, indem man sich 
dem Punkte z in Richtung der rr-Achse annähert, zweitens dadurch, 
daß man die Annäherung in Richtung der y-Achse vollzieht, so ge­
winnt man für ein und denselben Wert f ’{z) die beiden Darstellungen:

Durch Vergleich der rechten Seiten folgt: Die reellen Funktionen u(x,y) 
und v(x,y) befriedigen die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung:

(2)

1) Die Benennung „analytisch“ hat W eier str a ß  im Anschluß an L agrange  
eingeführt. Die oben gewählte Begriffserklärung der analytischen Funktionen hat 
R iem ann in Übereinstimmung mit den Anschauungen C auchys an die Spitze 
gestellt; s. R iem ann, „Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Funktionen 
einer veränderlichen komplexen Größe“, Gesammelte mathematische Werke (Leipzig, 
1876), S. 3 ff.

2) O s g o o d ,  S. 225 und 349.
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welche als die „ Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen“ bezeichnet 
werden.1)

Eine zwei Punkte der z-Ebene verbindende, in dieser Ebene ge­
legene Linie soll ein „reguläres Kurvenstücku beißen, wenn sie sieb selbst 
nicht schneidet, nirgends eine Spitze aufweist, dagegen überall (unter 
Einschluß der Endpunkte) eine bestimmte Tangente hat, die sich längs 
der Kurve nirgends unstetig ändert. In vielen Fällen reicht man da­
mit aus, als solche Kurvenstücke gerade Strecken oder Kreisbogen zu 
benutzen. Eine „reguläre Kurve“ der ^-Ebene soll eine solche Kurve 
sein, die aus endlich vielen regulären Stücken zusammengesetzt ist: man 
darf annehmen, daß benachbarte Kurvenstücke in ihrem gemeinsamen 
Endpunkte unter einem von 7t verschiedenen Winkel Zusammenstößen, 
da sie anderenfalls nur ein Kurvenstück bilden würden.

Unter Tn wollen wir einen zusammenhängenden, im Endlichen ge­
legenen „Bereichu der ^-Ebene verstehen, dessen Rand aus n getrennt 
verlaufenden, geschlossenen regulären Kurven besteht; hierbei ist n 
irgendeine endliche positive ganze Zahl. Die Randpunkte selber sollen 
dem Bereiche Tn nicht angehören.2) Der Bereich Tra heißt „n-fach zu­
sammenhängend“] durch geeignet gewählte (n — 1) Querschnitte (¾, 
Q2, • • •> Qn-1  kann er in einen einfach-zusammenhängenden Bereich 
T ' verwandelt werden. Jeder dieser Querschnitte verbindet zwei Rand­
punkte von Tn und darf selbst als reguläre Kurve gewählt werden; 
die Punkte der Querschnitte sind Randpunkte von T( und gehören also 
nicht mehr diesem Bereiche zu (vgl. Fig. 1, in der w =  3 ist). Ist es 
nicht nötig, die Zahl n hervorzuheben, so 
sprechen wir kurz von einem Bereiche T.

Da jeder Punkt des Bereiches T ein 
innerer Punkt desselben ist, so läßt sich 
um denselben ein Bereich eingrenzen, der 
durchweg aus Punkten von T besteht. Ist 
jetzt im Bereiche T eine eindeutige und 
daselbst überall endliche Funktion w =  f(z) 
erklärt, so sagen wir, sie verhalte sich im 
Bereiche überall analytisch, falls sie in der Umgebung jeder Stelle von T 
eine analytische Funktion dar stellt. Sie wird in jedem Punkte z von T 
stetig sein und daselbst eine bestimmte endliche und gleichfalls stetige 
Ableitung f'(z) besitzen.

B egriff der an a ly tisch en  F u n k tion  3

1) Betreffs des früheren Auftretens dieser Gleichungen s. O sgood, S. 226.
2) Der Bereich heißt deshalb „nichtabgeschlossen“; auch die „Umgebung“ 

eines Punktes z 0 war oben als „nichtabgeschlossener“ Bereich erklärt.
1*
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4 E in le itu n g : Sätze über an a ly tisch e  F u n k tion en

So ist z. B. eine rationale ganze Funktion /*(#) in jedem Bereiche 
T analytisch, und dasselbe gilt z. B. von den Funktionen ez, sin#, cos#. 
Dagegen wird sich eine gebrochene rationale Funktion f(z) in allen den­
jenigen etwa in Tn gelegenen Stellen nicht mehr analytisch verhalten, 
wo sie unendlich wird. Ist m die Anzahl dieser Stellen, so wolle 
man in Tn um diese Punkte als Mittelpunkte m so klein gewählte 
Kreise beschreiben, daß diese Kreise weder miteinander noch mit 
dem Rande von Tn kollidieren. Nimmt man die Flächen dieser Kreise 
vom Bereiche Tn fort und bereichert man daraufhin den Rand um 
jene m Peripherieen, so wird f(z ) in dem damit gewonnenen Bereiche 
Tm + ll wieder allenthalben analytisch sein.

§ 2. Ton den Integralen der analytischen Funktionen.
Im Bereiche Tw, in welchem /*(#) als eindeutige analytische Funktion 

erklärt ist, ziehen wir von einem festen Punkte #0 nach einem Punkte # 
eine reguläre Kurve. Längs dieser Kurve erstrecken wir das Integral:

wobei wir zur Unterscheidung von der oberen Grenze # die Integrations- 
variabele mit £ bezeichnen. Dieses Integral hat einen bestimmten endlichen 
W ert1), der einen Zeichenwechsel erfährt, wenn man über die vorgeschrie­
bene Kurve in umgekehrter Richtung, also von # nach #0, integriert.

Gilt weiter zunächst n =  1, und ist im einfach zusammenhängen­
den Bereiche Tx eine geschlossene reguläre Kurve C gezeichnet, so 
wollen wir unter den beiden Richtungen, in denen wir diese Kurve 
durchlaufen können, eine beliebig, aber fest wählen. Das in der ge­
wählten Richtung über C erstreckte Integral der analytischen Funktion 
/Y#) werde mit:

bezeichnet. Alsdann gilt der „Cauchysehe lntegralsatz“: Das über die 
geschlossene Kurve C erstreckte Integral (2) der analytischen Funktion f(z) 
hat den Wert 0. Dieser für die ganze Theorie der analytischen Funk­
tionen grundlegende Satz wird gewöhnlich in der Art bewiesen, daß 
man die Stetigkeit der Ableitung /'(#) beim Beweise benutzt.2) Indessen 
hat E. G oursa t3) ein Beweisverfahren ausgebildet, das ohne die Stetig-

1) O s g o o d ,  S. 277 fF. 2) O s g o o d ,  S. 129 ff. und S. 284.
3) S. dessen Abhandlung „Sur la definition generale des fonctions analytique 

d’apres C auchy“, Amer. Math. Soc. Transact, ß. 1, S. 14 (1900); übrigens s. aucl 
O sgood, S. 349.
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Der C au cb ysche In tegra lsatz 5

keit von f'(z) arbeitet. Es wurde dieserhalb auch oben die Stetigkeit 
der Ableitung f'(z) nicht in die Begriffserklärung einer analytischen 
Funktion aufgenommen.

Indem wir ein für allemal daran festhalten, nur reguläre Kurven 
als Integrationsbabnen zu benutzen, folgt aus dem Cauchysehen Satze: 
Im einfach zusammenhängenden Bereiche Tx ist der Wert des Integrals 
(1) unabhängig von der zwischen z0 und z gewällten Bahn, so daß das 
Integral (1) bei festgehaltener unteren Grenze z0 eine „<eindeutige“ Funk­
tion F (z ) der oberen Grenze ist:

Sind nämlich zwischen z0 und z, wie in Fig. 2, zwei Bahnen C1 und C2 
gewählt, so wird, wenn wir an die in der vorgeschriebenen Pfeilrichtung 
durchlaufene Kurve Cx die entgegen der Pfeil­
richtung beschriebene Kurve C2 anfügen, da­
durch eine geschlossene Kurve C gewonnen.
Durch Zerlegung des über diese Kurve C er­
streckten Integrals, das infolge des Cauchy- 
schen Integralsatzes den Wert 0 hat, in die 
beiden auf C1 und auf die dem Pfeil entgegen 
durchlaufene Kurve C2 bezogenen Summanden ergibt sich, indem wir 
neuerdings im zweiten Summanden die ursprüngliche Integrationsrichtung 
wieder hersteilen, der ausgesprochene Satz.

Der Cauchy sehe Integralsatz kommt unten gewöhnlich in einer 
etwas allgemeineren Fassung zur Verwendung. In einem vorgelegten 
Bereiche Tn denken wir einen durch m reguläre Kurven Clf C2, ..., Cm 
berandeten Teilbereich Tm gelegen. Es wird alsdann f(z) nicht nur in 
Tm, sondern auch noch in jedem Randpunkte von Tm analytisch sein. 
Durch Hinzufügung von (m — 1) Querschnitten verwandeln wir Tnt in 
einen Tx' von einfachem Zusammenhang. Für eine geschlossene Kurve 
C dieses T/ gilt der Cauchy sehe Integralsatz. Im vorliegenden Falle 
dürfen wir als eine solche Kurve C 
aber auch den gesamten Rand von 
T/ benutzen, der sich aus den m 
Kurven Cv C2, C m und jeweils den 
beiden „Ufern“ der Querschnitte Qlf 
Q2, ... ,  zusammensetzt. Als 
„positiven Umlaufssinn“ sehen wir, 
wie bei berandeten Bereichen allge­
mein üblich ist, den in Fig. 3 durch
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6 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

Pfeile angedeuteten an, bei welchem also die Fläche des Bereiches T / zur 
linken Hand gelegen ist. Hierbei werden die beiden Ufer des einzelnen 
Querschnittes in entgegengesetztem Sinne zu durchlaufen sein. Zerlegen wir 
also das über den Gesamtrand C von T / genommene Integral in die ein­
zelnen Summanden, welche sich auf die genannten Bestandteile von C be­
ziehen, so werden je die beiden Summanden, welche zu den beiden Ufern 
des einzelnen Querschnitts gehören, sich als entgegengesetzt gleich auf- 
lieben. Es restieren also nur die auf die m Kurven Glt C2, . . ., Cm 
bezogenen Summanden. So folgt: Das über den Gesamtrand von Tm im 
positiven Umlaufssinne erstreckte Integral hat den Wert 0:

Wir kehren zum Bereiche Tx und zu der in demselben gewonnenen 
eindeutigen Funktion (3) zurück. In einer ganz dem Bereiche Tx an­
gehörenden Umgebung von z wähle man einen zweiten Punkt (z-\-4z) 
und darf alsdann den Wert F(z +  4 z)  als Integral, geführt über die 
in (3) benutzte Bahn vermehrt um die von z nach (z +  4 z )  gezogene 
Gerade, darstellen. Die Differenz der beiden Werte F{z +  4 z)  und 
F(z) ist demnach gleich dem Integral, genommen über diese Gerade:

Hieraus folgt vermöge des Integralbegriffs und der Stetigkeit der Funk­
tion f(z) im betrachteten Punkte z, daß:

wie man auch in der Umgebung von z den Grenzübergang lim 4 z  -= 0 
vollzieht, stets gleich dem bestimmten endlichen Werte f(z) ist. Dar­
aus folgt: Die im einfach zusammenhängenden Bereiche Tt eindeutige 
Funktion F(z), d. h. das Integral der Funktion f(z), betrachtet in seiner 
Abhängigkeit von der oberen Grenze z, ist in Tx überall analytisch und hat 
f(z) zur Ableitung.

Zu grundlegenden Sätzen führt der Rückgang auf den anfänglich 
vorgelegten Bereich für den Fall, daß n >  1 ist. Wir verwandeln 
Tn durch (n — 1) Querschnitte Qly Q.2} . . ., Qn_t in einen T / von 
einfachem Zusammenhang und wollen dabei, um zwischen einem lin­
ken und rechten Ufer des einzelnen Querschnittes Q unterscheiden zu 
können, jeden Querschnitt Q in einer der beiden Arten mit einer durch 
einen Pfeil anzudeutenden Richtung versehen.
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Integrale in mehrfach zusammenhängenden Bereichen 7

Im Innern von T / ist die durch das Integral (3) bei festgehaltenem 
z0 gegebene Funktion F(z) eine eindeutige analytische Funktion von z. 
Als neu kommt jedoch hinzu, daß wir die Integration ohne Einbuße 
der bisher gewonnenen Sätze bis zu irgendeinem „inneren“ Punkte z 
eines Querschnittes Q heran, sowohl von der linken als von der rech­
ten Seite ausdehnen können. Wir wollen einen solchen Punkt z, 
je nachdem er von links oder von rechts her erreicht wird, mit z, bzw. 
zr bezeichnen. Einer Ergänzung bedarf dabei der Begriff der Umgebung 
eines Punktes zx oder zr. Die Umgebung eines inneren Querschnitt­
punktes z wird durch Q in zwei Teile zerlegt, wobei dann der links 
liegende Teil die Umgebung von zx ist, der rechts liegende Teil aber 
die von zr; die vom Querschnitt Q gelieferten Randpunkte der einzel­
nen Umgebung dürfen derselben als zugehörig betrachtet werden. Ent­
sprechend wollen wir jetzt auch jeden inneren Querschnittpunkt z zwei­
mal, nämlich als zx und zr dem Bereiche Tt' zurechnen.

In dem so ergänzten Bereiche T / ist F(z) eindeutig, wobei jedoch 
selbstverständlich für einen inneren Querschnittpunkt z zwischen den 
beiden Werten F(zf) und F(zf) zu unterscheiden ist. Hier gilt nun 
als erster Satz: Sind z und z irgend zivei innere Funkte eines und des­
selben Querschnittes Q, so gilt:

so daß längs Q die Differenz der Funktionswerte in je zwei gegenüber­
liegenden „Uferpunkten“ konstant ist. Offenbar ist nämlich jede der bei­
den Differenzen:

darstellbar als das Integral:

genommen längs des zwischen z und z verlaufenden Teiles von Q.
Die längs Q konstante Wertdifferenz (5) werde mit o bezeichnet; 

ist sie, wie wir einstweilen annehmen 
wollen, nicht gleich 0, so heißt sie eine 
„Periode“ des Integrales J ' f(£) d^, 
eine Benennung, deren Bedeutung spä­
ter ersichtlich werden wird. Wie man 
sich mittels Fig. 4 deutlich machen 
wolle, kann man a> als Integral:

darstellen, wo P  eine von zx nach zr
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8 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

laufende Kurve ist, welche abgesehen von ihren Endpunkten nur aus 
inneren Punkten von T1' besteht. Denken wir zl und zr unter Fort- 
nahme des Querschnitt Q wieder in einen Punkt z verschmolzen, so 
liefert P  eine geschlossene Kurve im ursprünglichen Bereiche Tn und 
soll, so gedacht, ein „Periodenweg11 des Bereiches Tn heißen.

Der Vergleich der Gleichung (6) mit dem C au chy sehen Integral­
satz wird durch folgende Überlegung näher erläutert. Ist G irgend­
eine geschlossene Kurve im Tn, so wird das längs C erstreckte Inte­
gral sich nicht ändern, wenn man die Kurve C im Tn einer stetigen 
und ohne Zerreißen vor sich gehenden Gestaltsänderung unterzieht. Es 
ist dies eine einfache Folge des Cauchyschen Integralsatzes. Im Tx 
ist jede geschlossene Kurve durch eine Änderung fraglicher Art auf 
einen Punkt zusammenziehbar; der zugehörige Integral wert ist dieser- 
halb immer 0. Im Tn mit n >  1 ist diese Zusammenziehung auf einen 
Punkt keineswegs immer und jedenfalls bei dem obigen Periodenwege 
P  nicht möglich. Daher läßt sich über das Integral (0) zunächst nur 
aussagen, daß es irgendeinen endlichen Wert eo hat.

Die gewonnenen Ergebnisse setzen uns in den Stand, auch für 
n >  1 das Integral (3) mit einer im ursprünglichen (unzerschnittenen) 
Tn frei beweglichen oberen Grenze z als Funktion dieses Argumentes 
z zu charakterisieren. Kehren wir noch einmal zum T' zurück und 
gestatten der von z0 ausziehenden Integrationsbahn eine einmalige 
Überschreitung des Querschnitts Q von der rechten zur linken Seite, 
um z demnächst wieder auf T' zu beschränken, so gelangen wir 
jetzt in T' zu Funktionswerten F t (z), welche in den einzelnen 
Punkten z zu den bisherigen Werten F(z) in der einfachen Beziehung 
stehen:

Dabei werden sich die Funktionswerte Fi(z) auf dem rechten Ufer von 
Q stetig und ohne Unterbrechung des analytischen Charakters an die links­
seitigen Werte F(z) anschließen. Die erste Begriffserläuterung einer 
analytischen Funktion knüpften wir zwar oben (am Schlüsse von § 1) 
an eine in Tn eindeutige Funktion; es ist aber jetzt sofort verständlich, 
wenn wir (immer unter der Voraussetzung eines von 0 verschiedenen to) 
sagen, das Integral (3) stelle in Tn eine mehrdeutige analytische Funk­
tion dar, und es seien F(z) und I \  (z) zwei verschiedene „Zweige“ dieser 
Funktion.

Die allgemeine Auffassung ist nun unmittelbar gewonnen. Die 
(w — 1) gerichteten Querschnitte Q1} Q2, . . ., Qn_ t mögen für unser 
Integral (im T') die konstanten Wertdifferenzen co1} to2, . . ., con_1 lie-

www.rcin.org.pl



Integrale als unendlich vieldeutige analytische Funktionen 9

fern. Nach Analogie von (6) können wir cok auch als Integralwert für 
einen bestimmten Periodenweg P k erklären:

Unter den a  seien co1; w2, . . ., u)v von 0 verschieden. I s t  dann  v  >  0, 
50 is t d a s  In teg ra l (3) m it einer in  Tn fre i beweglichen oberen G renze z  
eine unendlich  vieldeu tige an alytisch e F u n k tion , u n d  es w ir d  irgendein  
,,Z ice ig “ dieser F u nktion  durch den zu erst herausgegriffenen Z w eig  F { z )  in  
der G esta lt:

m itte ls t g a n zer  Z a h len 1) m  darste llbar se in ; um gekehrt können w ir  irgend­
ein S ystem  solcher Z ah len  m  w äh len  u n d  dan n  im m er zu  einem  Z w eige  
(9) unserer F u n k tio n  m it diesen  m  gelangen. Man hat eben nur in I n 
einen von z 0 nach z  führenden Integrationsweg zu wählen, welcher die 
wieder hinzuzudenkenden Querschnitte Q einzeln in der erforderlichen 
Anzahl von Malen überschreitet.

§ 3. Erklärung analytischer Funktionen durch Potenzreihen.
Eine zweite von Weierstraß in seinen Berliner Vorlesungen be­

nutzte Methode der Erklärung analytischer Funktionen ist diejenige 
durch Potenzreihen . Um die Allgemeingültigkeit und Bedeutung dieser 
Erklärungsweise zu erkennen, ist zunächst an die grundlegenden Kon­
vergenzsätze der Potenzreihen zu erinnern.

Es sei eine kurz durch das Symbol ^(F) zu bezeichnende Potenz­
reihe:

vorgelegt, wobei z  eine komplexe Variabele ist und die c0, c1} . . .  end­
liche komplexe Konstante bedeuten. Man denke für n > 0 die reell 
und nicht-negativ zu nehmenden Wurzeln Y \ cn j der absoluten Beträge 
der cn gebildet. Gibt es dann nach Auswahl einer beliebig großen po­
sitiven Zahl M  stets noch ein (und damit unbegrenzt viele) n , so daß:

zutrilft, so kann die Reihe (1) für kein von 0 verschiedenes z  konver­
gent sein. Es ist nämlich in diesem Falle leicht zu sehen, daß nach 
Auswahl eines bestimmten, nicht verschwindenden z  in der Reihe (1) 
Glieder nachweisbar sind, welche absolut genommen eine beliebig groß

1) W enn  n ich ts w eiter  h in zu gesetz t w ird , sind  h ierm it im m er irgen d w elch e  
en d lich en  p ositiven  oder n eg a tiv en  ganzen  Z ahlen, unter E insch lu ß  der Z ahl 0, 
g em ein t.
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10 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

gewählte positive Zahl übersteigen. Das aber steht mit dem Begriffe 
der Konvergenz im Widerspruch.1)

Soll demnach Konvergenz vorliegen, so muß eine positive endliche 
Zahl G angegeben werden können, für welche:

bei allen n >  0 gilt. Man denke sich die Bildpunkte der Zahlwerte 
]/| cn | auf der Zahlenlinie markiert, die also sämtlich dem von 0 und G 
eingegrenzten Intervall angehören. Diese unendlich vielen Bildpunkte 
werden im genannten Intervalle mindestens eine Häufungsstelle h auf­
weisen, die auch mit einem der Endpunkte 0 oder G zusammenfallen 
kann2); es können aber auch mehrere oder unendlich viele Häufungs­
stellen der Bildpunkte von }/\ cn | vorliegen. Kann man, was bei end­
lich vielen Häufungsstellen stets möglich ist, unter diesen eine angeben, 
die dem Zahlwert nach alle übrigen übertrifft, so nennen wir deren 
Zahlwert g. Ist eine solche Angabe nicht möglich, so gibt es für 
die Häufungsstellen doch eine obere Grenze, die wir alsdami mit g be­
zeichnen. In jedem Falle ist g eine bestimmte dem Intervall 0<^g<LG 
angehörende Zahl, welche die folgende Eigenschaft hat: Nach Auswahl 
einer beliebig kleinen von 0 verschiedenen positiven Zahl e gibt es nur 
noch endlich viele Indizes n, für welche Y\ cn | >  g +  £ ist, aber stets 
unendlich viele, für welche Y\ cn | >  g — e gilt.

Ist nun zunächst <7 >  0, so ist R  = g~ x eine von 0 verschiedene 
endliche positive Zahl. Die Reihe (1) soll alsdann erstlich für ein z 
mit einem absoluten Betrage | z | >  R  untersucht werden. Man wähle 
eine positive Zahl s aus dem Intervall:

so daß g >  s~1 folgt. Eine Zahl e der eben genannten Bedeutung wähle 
man so, daß auch noch g — s >  $_1 und also:

1) Siehe hier und w eiterhin O s g o o d , S. 89, 96 ff. und 335 ff.

2) Der Punkt h heißt eine H äufangsstelle der m arkierten P unkte | / |  cn | , falls 

sich in jed er  Umgebung von h m indestens ein P unkt | / |  cn \ findet (und dam it 
unbegrenzt viele). Der Begriff der Umgebung eines inneren Punktes oder eines 
E ndpunktes vom fraglichen Intervall der Zahlenlinie ist dabei in sinngem äßer 
Ü bertragung der E rklärung der U m gebung eines inneren Punktes oder R and­
punktes vom Bereiche T  (vgl. S. 1 und 7) zu geben. Über eine Methode „fo rt­
gesetzter H albierung von Intervallen“ oder „E inschachtelung im m er kleinerer Inter­
valle“ zum Beweise der im Texte behaupteten Existenz mindestens einer Häufungs- 
Stelle h sehe man O s g o o d , S. 16 und 31; w ir kommen auf diese Methode unten 
bei anderer Gelegenheit zurück.
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K onvergenzsätze der P oten zreih en 11

gilt. Nun gibt es noch eine nicht begrenzte Anzahl von Indizes n (die 
demnach auch nach oben hin nicht unter einer endlichen Grenze bleiben 
können), für welche l/\ cn | >  g — e ist. Für alle diese gilt:

V\c9\ - \ e \ > s ( g - s )  =*p,

I c nz n | >  P n ■

Mithin sind in der Reihe Glieder nachweisbar, die absolut genommen 
jede noch so groß gewählte Zahl übersteigen; die Reihe ist also für 
den gewählten Wert z divergent.

Es sei zweitens q irgendeine unterhalb R  liegende positive Zahl 
und z sei ein beliebiger komplexer Wert, für dessen absoluten Betrag 
nur | z | ^  q vorgeschrieben sein soll. Man wähle jetzt eine Zahl r ent­
sprechend der Vorschrift:

Q < r < R .

Dann ist <7 < r -1, und man kann eine Zahl £ der Art wählen, daß 
auch noch g -f- e <  r~x und also:

+  *) =  Q. <  1

gilt. Jetzt kann man einen solchen endlichen Index m angeben, daß 
V\ cn I <  9 +  £ für alle n ^ m  richtig ist. Also wird für alle diese 
Indizes n:

V\cn\ - |* | < r(g  + s) = q,
I cnzn | <  qn

zutreffen. Durch Rückgang auf die geometrische Reihe erkennt man, 
daß die Reihe (1) jetzt absolut und demnach auch unbedingt, d. h. un­
abhängig von der Anordnung ihrer Glieder konvergiert.

Ist endlich g =  0, so können wir in der vorstehenden Betrachtung 
für q eine beliebige endliche Zahl wählen und gelangen die Konvergenz 
der Reihe (1) betreffend zu demselben Ergebnis wie soeben.

In dem am Anfang betrachteten Falle, wo also eine endliche Zahl 
g nicht existiert, können wir sagen, es sei g =  oc. Ist g endlich und 
>  0, so heißt R  = g - 1 der „Konvergenzradius“ und der um den Null­
punkt der £-Ebene beschriebene Kreis des Radius R  der „Konvergenz- 
kreis“ der Reihe ^ ( 0).1) Ist endlich # =  0, so tritt die ganze z-Ebene 
(vgl. S. 1) an Stelle des Konvergenzkreises und ^ß( )̂ heißt dann „be­
ständig konvergentXl.

Um die gewonnenen Ergebnisse formell gleich noch in etwas er-

1) Über die im Texte gew ählte A rt der Einführung des Konvergenzkreises 
s. J. H a d a m a r d ,  „Essai sur l ’etude des fonctions donnees p ar leur developpement 
de Taylor“ , Journ. de Math. (4) Bd. 8 (1892).
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weiterter Gestalt zum Ausdruck zu bringen, schreiben wir an Stelle 
von (1):
(4) Cq +  Cj(z — z0) +  c2(z -  z0)2 +  c3(z -  z0Y  H-----,

indem wir unter z0 irgendeinen fest gewählten Wert verstehen. Dabei 
soll — z0) nicht nur eine symbolische Bezeichnung für die Reihe
(4) sein, sondern bei einem z, für welches die Reihe (4) konvergiert, 
soll — z0) zugleich den eindeutig bestimmten endlichen Summen­
wert bezeichnen. Verstehen wir unter ($„(# — z0) die von der Summe 
der n ersten Glieder dargestellte rationale ganze Funktion (n — l) ten 
Grades:
(5) &n (z -  z0) =  c0 +  (z -  z0) +  c2 (z -  z0)2 +  • • • +  cn _ i (g -  z0)n ~ \  

so darf man im Falle der Konvergenz für jeden Wert n schreiben:

(6) $ ( z -  z0) =  <$„(*- *„) +  ~  *o)

und nennt %in(z — z0) den „Reihenrest“. Für ein endliches <7 >  0 ist 
der „Konvergenzkreis“ jetzt natürlich der Kreis vom Radius R  =  (j~x 
um den Mittelpunkt z0.

Die oben gewonnenen Ergebnisse liefern nun folgenden Satz: Ist 
<7 =  oc, so ist ^  (z — z0) für kein von z0 verschiedenes z konvergent. Ist 
g endlich, so sei T für g >  0 ein beliebiger Bereich im „Innern“ des 
Konvergenzkreises und für <7 =  0 irgendein fest gewählter endlicher Be­
reich der z-Ebene. Im Bereiche T konvergiert — z0) überall, und zwar 
in der Art, daß nach Auswahl einer positiven, von 0 verschiedenen, aber 
beliebig klein wählbaren Zahl d ein endlicher Index m angebbar ist, so 
daß für alle n f> m  die Bedingung:

(?) |H „ (* -* o ) l< *
erfüllt ist, gleichgültig welcher besondere Wert z aus T vorliegt. Da näm­
lich alle Punkte z von T die Bedingung J z j <  R  erfüllen, bzw. da T 
(im Falle g =  0) ein bestimmt gewählter endlicher Bereich sein sollte, 
so läßt sich in jedem Falle eine Zahl q obiger Bedeutung wählen usw. 
Wie hervorgehoben, gelten die gemachten Angaben für alle Punkte z 
in T mit den gleichen Zahlen d und m ; die Reihe — z0) heißt 
dieserhalb im Bereiche T „gleichmäßig“ konvergent.

Die Summenwerte — zf) stellen eine im Bereiche T erklärte, 
daselbst überall eindeutige und endliche „Funktion“ vor. Diese Funktion 
$ß(£ — z0) ist in T aber auch überall stetig, wie aus (6) und (7) hervor­
geht. Es ist nämlich ($„(# — z0) für jedes bestimmte n stetig, und der 
Absolutwert des Reihenrestes kann für hinreichend groß gewähltes n 
kleiner als d gemacht werden.

1 2  E in le itu n g : Sätze über a n a ly tisch e  F unk tionen
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Analytischer Charakter der konvergenten Potenzreihen 13

Man denke in T von z0 nach einer beliebigen Stelle z eine regu­
läre Kurve C gewählt; dann hat das längs dieser Kurve C erstreckte 
Integral:

einen bestimmten endlichen W ert1). Zufolge (6) gilt für jedes n:

wo die rechts stehenden Integrale wieder längs C zu erstrecken sind. 
Für das erste Glied rechter Hand gilt unabhängig von der ausgewählten 
Kurve C:

Für das zweite Glied gilt, da die Länge der Kurve C endlich ist, mit 
Rücksicht auf (7) folgendes: Hat man eine positive, von 0 verschiedene, 
aber beliebig kleine Zahl rj gewählt, so gibt es einen endlichen Index 
m der Art, daß für alle n ^ m :

zutrifft. Da nun die unendliche Reihe:

zufolge des bekannten Gesetzes lim }/n =  1 denselben Konvergenzkreis
71 =  00

besitzt wie die Reihe (4), so folgt aus den vorstehenden Formeln, daß
der Summenwert der in T gleichmäßig konvergenten Reihe (9) gleich dem 
Integrale (8) ist.

Hiernach ist der Wert des Integrales (8) von der Auswahl der 
Kurve C unabhängig: Das Integral (8) als Summenwert der Reihe (9) 
stellt in T  eine überall endliche, eindeutige und stetige Funktion von z  dar. 
W7eiter findet man im Anschluß an (8) wie oben (S. 6): Die geivonnene 
Funktion hat im Punkte z eine Ableitung, welche gleich (z — z0) ist.

Man wolle jetzt die Glieder der Reihe (4) einzeln differenzieren 
und die in T wiederum gleichmäßig konvergente Reihe bilden:

deren Summenwert, wie angegeben, sß'(£ — z0) heiße. Die Anwendung

1) Siehe für das Folgende O s g o o d ,  S. 303 ff.
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14 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

der vorstehenden Überlegung auf die Reihe (10) an Stelle der Reihe (4) 
ergibt sofort:

Somit hat — z0) in jedem Punkte z von T eine Ableitung, näm­
lich (z — z0)\ es ist also — z0) im Sinne der S. 2 gegebenen 
Erklärung in T eine „analytische“ Funktion. Indem wir demnach die 
frühere Bezeichnung f{z) an Stelle von — z0) aufnehmen, haben 
wir das Ergebnis: Eine Potenzreihe (4) stellt in jedem Bereiche T, der 
im Innern ihres KonvergenzJcreises bzw. für g =  0 als beliebiger endlicher 
Bereich gewählt wurde, eine analytische Funktion:

dar, die in T differenziert und integriert werden kann, indem man, kurz 
gesagt, Differentiation bzw. Integration an der Reihe (11) „gliedweise“ 
vollzieht; die dabei entspringenden Reihen haben denselben Konvergenz­
kreis ivie die Reihe (11), sind also insbesondere für g =  0 wieder g e ­
ständig konvergent“.

Aus der letzten Angabe geht hervor, daß auch:

und, indem man dieselbe Schlußweise wiederholt, auch:

in T für jedes n eine analytische Funktion darstellt, gegeben durch die 
rechts stehende daselbst gleichmäßig konvergente Reihe. Setzen wir 
hier und in (11) speziell z = z0 ein, so folgt:

Es folgt: Ist eine analytische Funktion f(z) in einem Bereiche T durch 
eine daselbst konvergente Reihe (11) darstellbar, so ist diese Reihe not­
wendig die Taylor sehe Reihe:

dieser Funktion.

§ 4. Die Caucliyscke Integralformel und die Cauchy- 
Taylorscke Reihe.

Die Funktion f(z) sei innerhalb und auf dem Rande C eines ein­
fach zusammenhängenden Bereiches Tx überall eindeutig und analytisch. 
Man denke jetzt z im Innern von Tx irgendwo fest gewählt, während
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Beweis der Cauchyschen Integralformel 15

demgegenüber £ ein in Tj und auf dem Rande von Tx variabeler Punkt 
sei. Dann ist der Quotient:

( 1)

in der Umgebung jedes von z verschiedenen Punktes des Bereiches Tj 
und natürlich auch längs des Randes C analytisch1); indessen ist dies 
im Punkte £ =  z nicht mehr notwendig der Fall, und insbesondere ist 
der Quotient (1) hier sicher nicht mehr analytisch, wenn f(z) von 0 
verschieden ist, da in diesem Falle dem Quotienten im Punkte z kein 
endlicher Wert zukommt. Zieht man demnach um z als Mittelpunkt 
innerhalb Tx eine Kreisperipherie k vom Radius r und nimmt die im 
Innern von k liegenden Punkte dem Bereiche Tx fort, so restiert ein 
Bereich T2, und es wird der Quotient (1) in T2, unter Einschluß der 
Randkurven C und k überall eindeutig und analytisch sein. Der 
Cauchysche Integralsatz (4) S. 6 ergibt demnach:

Längs des Kreises k ist | £ — z | konstant gleich r, und wir können 
schreiben:

wobei die Integrationsvariabele # von 2 jt bis 0 abzunehmen hat. Kehren 
wir die Integrationsrichtung längs k um, so folgt:

Der Wert des rechts stehenden Integrales ist, wie aus der letzten 
Gleichung folgt, unabhängig von r. Da andrerseits r zwar >  0 ist, 
aber „beliebig“ klein gewählt werden kann, und da /"(£) im Punkte z 
stetig ist, so liegt der Wert jenes Integrales zufolge seiner Bauart, 
absolut genommen, unterhalb einer positiven von 0 verschiedenen, be­
liebig klein gewählten Zahl 8. Das fragliche Integral kann also keinen 
von 0 verschiedenen Wert haben. Für die im Innern und auf dem 
Bande C des Bereiches Tx überall eindeutige und analytische Funktion

1) Es ist leicht zu sehen, daß, wenn f ( z )  und cp(z) in der Umgebung einer 
Stelle z 0 analytisch sind und cp(z0) von 0 verschieden is t, auch der Quotient

f  ĈO in der Umgebung von z 0 analytisch ist; vgl. O s g o o d , S. 225.
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16 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

f(z) gilt in jedem inneren Punkte z von Tt die „Cauchysche Integral­
formelt<1):

(C)

wo das Integral im positiven Sinne über den Band C auszudehnen ist.
Wie aus (2) hervorgeht, ist der Innenwert f(z) unserer Funktion 

durch die längs C stattfindenden Randwerte f(£) bereits eindeutig be­
stimmt. Wir können sagen: Ist längs des Bandes C eines Tt eine stetige 
Folge komplexer Werte /*(£) gegeben, so gibt es höchstens eine in Tu unter 
Einschluß des Bandes, eindeutige anahjtische Funktion f(z), ivelche die 
gegebenen Bandwerte hat.

Es sei jetzt z0 ein fest gewählter Wert und f(z) eine in der Um­
gebung von z0 eindeutige analytische Funktion. Nach S. 1 besteht diese 
Umgebung aus den inneren Punkten einer Kreisfläche mit einem Radius 
h >  0 um den Mittelpunkt z0. Wir nehmen weiter an, daß auch noch 
für alle Punkte der Peripherie K  des fraglichen Kreises f(z) eindeutig 
und analytisch ist. Es sei z ein beliebig, aber fest gewählter innerer 
Punkt dieses Kreises, während £ ein längs der Peripherie variabeler 
Punkt sei: dann gilt:

wo q eine Konstante ist. Es folgt:

da die rechts stehende Reihe zufolge (3) konvergent ist.
Die Beträge | /■(£) | der längs K  zutreffenden Funktionswerte /”(£) 

haben notwendig eine endliche und bestimmte obere Grenze M,  so daß 
für alle Punkte von K:

gilt1 2). Multiplizieren wir demnach die letzte Gleichung mit /*(£), so 
wird die in:

1) O s g o o d ,  S. 2 9 5 .
2) W äre ein e so lch e  Grenze n ich t vorhand en , so w ürde m an m itte ls t  der in 

der N ote  S. 10 erw ähnten  „M ethode fortgesetz ter  H alb ieru n g“ oder „E in sch ach te­
lu n g  k le in erer  In tervalle“ ( O s g o o d ,  S. 16  und 3 1 ) zur E x isten z  m in d esten s  
einer S te lle  £0 von der Art geführt w erden , daß in  jed er  noch so k le in  gew äh lten  
U m gebu ng von f 0 B eträge | f(£) \ Vorkommen w ü rd en , d ie  e in e  beliebig groß g e ­
w ä h lte  Zahl ü b erste igen . D ann aber kön n te , da f(£0) der A nnahm e gem äß e in  b e ­
stim m ter end lich er  W ert ist, /■(£) im  P u n k te  £0 n ich t s te t ig  und also  n ich t a n a ly ­
t isc h  sein .
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Folgerungen aus der Cauchy-Taylorschen Reihe 17

rechts stehende Reihe längs K  gleichmäßig konvergent sein; d. h. 
wenn wir:

schreiben, so wird sich nach Auswahl einer beliebig kleinen, positiven, 
von 0 verschiedenen Zahl d stets ein endlicher Index m angeben lassen, 
so daß für alle Punkte £ von K  und für alle Indizes w m:

gilt Durch Integration der letzten Gleichung längs K  folgt:

mit der für alle n >  m zutreffenden Ungleichung:=  O  o

Mit Rücksicht auf (2) und unter Benutzung der für alle Indizes n 
gültigen Abkürzung:

ergibt sich: Der Funktionswert f(z) ist der Summenwert der in:

rechts stehenden konvergenten Reihe.
Da z im Innern des Kreises K  mit dem Radius /< >  0 irgendwo 

wählbar war, so ist die Reihe (5) entweder beständig konvergent oder 
sie hat einen von 0 verschiedenen endlichen Konvergenzradius R. Im 
letzteren Falle ist notwendig:

Da die Gleichung (5) mit den von z unabhängigen Koeffizienten c für 
• jeden Punkt z der Umgebung von z0 gilt, so können wir daselbst die 

Sätze des § 3 auf die Reihe und damit auf die Funktion f{z) in An­
wendung bringen. Die Schlußbetrachtung von § 3 zeigt: Die Reihe (5) 
ist identisch mit der Taylor sehen Reihe der Funktion f(z); sie wird mit 
Rücksicht auf die neue Darstellung (4) ihrer Koeffizienten auch die 
„Cauchy-Taylor sehe Reiheu der Funktion genannt,

Durch Vergleich der beiderseitigen Darstellung von cn folgt:

Tr ick e: Elliptische Funktionen. Bd. 1
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18 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

Unter Zuhilfenahme des Cauchyschen Integralsatzes (4) S. 6 und bei 
Fortlassung des unteren Index an z0 folgern wir leicht die sich an (2) 
anschließende Gleichung:

welche unter den Voraussetzungen der Cauchyschen Integralformel (2) 
für jedes n richtig ist.

Als Hauptergebnis ist anzumerken: Eine in der Umgebung von z0 
überall eindeutige und analytische Funktion f(z) ist ebenda in einer und 
nur einer Weise durch eine nach Potenzen von (z — z0) fortschreitende 
Reihe (z — z0) darstellbar, deren Konvergenzkreis jene ganze Umgebung 
in sich enthält. Man kann demnach an Stelle der S. 2 gewählten Er­
klärung einer „analytischen“ Funktion auch die folgende treten lassen: 
Eine in der Umgebung von z0 eindeutige Funktion heißt „analytisch 
wenn sie sich daselbst durch eine konvergente Potenzreihe z0) dar­
stellen läßt.1)

Als weitere Folgerung aus § 3 (S. 14) merken wir an: Eine in der 
Umgebung von z0 eindeutige analytische Funktion f{z) hat für jede end­
liche Ordnung n eine eindeutige Ableitung f M(z), die ebenda ivieder eine 
analytische Funktion ist.

In der öfter genannten Umgebung legen wir durch z0 ein reguläres 
Kurvenstück C0 von nicht verschwindender aber beliebig kleiner Länge. 
Kennt man die Funktionswerte f(z) längs C0, so sind damit auch die 
Werte von f'(z) längs C0 eindeutig bestimmt, und also gilt dasselbe 
von den Werten jeder Ableitung f (n)(z). Insbesondere sind also mit 
den Werten von f(z) längs C0 bereits die sämtlichen Koeffizienten der 
Taylorschen Reihe (12) S. 14 eindeutig bestimmt. Diese Reihe aber 
liefert die Funktionswerte f(z) in der ganzen Umgehung: Eine in der 
Umgebung von z0 überall eindeutige und analytische Funktion f(z) ist da­
selbst bereits eindeutig bestimmt, ivenn ihre Werte nur erst längs eines 
durch z0 hindurchziehenden regulären Kurvenstücks C0 mit nicht verschwin­
dender, aber beliebig kleiner Länge gegeben sind.

Endlich nennen wir als Folgerung der gewonnenen Ergebnisse noch 
den Satz: Ist in der Umgebung von z0 durch eine Reihe ^ß(2 — z0) mit 
einem endlichen und von 0 verschiedenen Konvergenzradius R  eine Funk­
tion f(z) gegeben, so kann es in einer Umgebung von z0 mit h >  R keine 
daselbst überall eindeutige und analytische Funktion fx{z) geben, die im

1) Man beachte, daß auch hier der Charakter einer Funktion, in der Um­
gebung von z0 analytisch zu sein, nur erst für Funktionen f(z) erklärt ist, die da­
selbst eindeutig sind. Eine spätere Ergänzung wird sich auf Punkte z0 beziehen, 
in deren Umgebung f(z) nicht mehr eindeutig ist.
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Ketten in einander fortsetzbarer Potenzreihen 19

Innern des Konvergenzkreises von (z — zQ) mit f(z) identisch wäre. Wenn 
wir nämlich für irgendein z, dessen Betrag j z | dem Intervall B  <  | z | <  h 
angehört, die Cauchy-Taylorsche Reihe ansetzen, so erweist sich diese 
als mit (z—z0) identisch, und also wäre entgegen der Annahme sicher h<^R.

§ 5. Die analytische Fortsetzung und die durch dieselbe veran- 
laßten Ergänzungen der anschaulichen Hilfsmittel.

Der vorletzte Satz von § 4 kann in folgender Weise verallgemei­
nert werden: jEine in einem Bereiche T überall eindeutige und analytische 
Funktion f(z) ist im ganzen Bereiche bereits fest bestimmt, wenn ihre 
Werte nur erst längs eines im Bereiche gelegenen regulären Kurvenstücks C0 
mit nicht verschwindender, aber beliebig kleiner Länge gegeben sind.

Ist nämlich z ein beliebiger innerer Punkt von T, so können wir 
von einem auf C0 gewählten Ausgangspunkte z0 eine reguläre Kurve C 
nach z ziehen, die nur aus inneren Punkten von T besteht. Für die 
Entfernungen zwischen den Punkten von C und den Randpunkten von T 
wird es demnach eine bestimmte untere Grenze h geben, die >  0 ist. 
Nach dem Konvergenzsatze der Cauchy-Taylorschen Reihe muß also 
für irgendeinen Punkt z von C eine Darstellung von f(z) in Gestalt 
einer Reihe ty(z — z') gelten, deren Konvergenzradius B ^ . h  ist.

Man teile nun die Kurve C von z0 beginnend in lauter Bogen­
stücke, deren Längen <  h, etwa alle gleich h, sind oder doch nicht 
<C \ h sein sollen. Die Teilpunkte, z0 mitgerechnet, seien z0, zt , zi} . . .  
Da die Länge von C endlich ist, so werden wir nach einer endlichen 
Anzahl, etwa nach m Schritten die Kurve C in der Art erschöpft haben, 
daß der Restbogen von zm bis zum Endpunkte z selbst <  h ausfällt. 
Aus den für C0 vorgezeichneten Funktionswerten stellen wir die für 
die Umgebung von z0 gültige Darstellung f(z) =  ^ 0(2 — £0) her. Da zx 
im Konvergenzkreise von *ß0(,s — ô) gelegen ist, so sind die Funktions­
werte längs eines kleinen durch zx ziehenden Kurvenstückchens Ct durch 
ß̂0(# — z0) eindeutig bestimmt. Damit aber gewinnen wir nach dem 

vorletzten Satze von § 4 die Funktion f{z) in der Umgebung von zv 
eindeutig dargestellt durch eine Reihe ^  (z — zf). Im Konvergenz­
kreise von — zf) aber liegt z2, und wir gewinnen durch Wieder­
holung der gleichen Überlegung ^ 2{z — zf) usw. Die m-malige Aus­
übung dieses Verfahrens führt uns zu den kettenförmig zusammen­
hängenden (m -f- 1) Potenzreihen:

(1) $o(*-*o), ¥*(*“ **),•••» $«.(*-*«)>
deren letzte den Funktionswert f(z) im gewählten Punkte z in der Tat 
eindeutig festlegt.

2
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2 0 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

Das beschriebene Verfahren gewinnt dadurch eine weitergehende 
und grundsätzliche Bedeutung, daß wir mit Hilfe desselben die Frage 
behandeln können, ob es möglich ist, die Funktion f(z) unter Wahrung 
ihres analytischen Charakters über den hier zunächst vorliegenden Be­
reich T fortzusetzen. Knüpfen wir sogleich an eine beliebige in der Um­
gebung von z0 durch — z0) gegebene Funktion f(z) an, so mögen wir 
von z0 aus nach irgendeinem Punkte z unserer 2-Ebene eine Kurve C 
zeichnen. Wir wählen alsdann auf dem im Konvergenzkreise von — z0)
verlaufenden Teile von C einen neuen Punkt zx und bilden wie oben die 
Reihe ty^iz — zt). Für diejenigen Innenpunkte des Konvergenzkreises 
von — Zj), die zugleich innere Punkte des Konvergenzkreises von 

z0) sind, liefert ^ ( 0  — z0) wieder die Funktionswerte f(z). 
Ragt indessen der Konvergenzkreis von ^  [z — zx) über den von —-£0)
hinaus, so ist in diesem neu hinzukommenden Teile des ersteren Krei­
ses bereits eine „analytische Fortsetzung“ der zunächst nur im Konver­
genzkreise von $ß0(2 — z0) gegebenen Funktion f(z) gewonnen. Können 
wir nun auf C nach dem gleichen Prinzip weitere Punkte z2, zs, 
markieren und an (z — zt) weitere Reihen (z — z2), (z — zz), . . .
kettenförmig wie oben aneinander binden, und gelingt es, nach endlich 
vielen Schritten zu einer Reihe — £m) zu gelangen, in deren Kon­
vergenzkreise der Kurvenendpunkt z liegt, so sagen wir, die zunächst 
nur in der Umgehung von z0 gegebene Funktion f[z) sei längs der Kurve C 
bis zum Punkte z fortsetzbar.1) Dieser Prozeß der „analytischen Fort­
setzung“ längs einer Kurve ist dabei, wenn überhaupt, nur in einer 
Weise möglich, wie aus der am Anfang des vorliegenden Paragraphen 
dargelegten Betrachtung einleuchtend ist. Die einzelne Potenzreihe 
$ß0(£— z0), an welche wir den Prozeß anknüpfen, nennen wir ein „Ele­
ment“ der Funktion f{z)\ natürlich würde f(z) ebensowohl vom „Elemente“

—*1) oder ^ 2(0 — z3) usw. aus herstellbar sein2)
Um das Prinzip der analytischen Fortsetzung im vollen Umfange 

verwerten zu können, sind die bisherigen geometrischen Vorstellungen 
nach zwei Richtungen zu ergänzen.

Bezeichnen wir mit K0, Kj, ..., Km die Flächen der Konvergenzkreise 
der Reihen (1), so wird f(z) durch die Reihen (1) unmittelbar gegeben

1) Die B etrachtungen des Textes gelten zwar uneingeschränkt auch in dem 
besonders einfachen Falle, daß ^30 (z — z 0) und dann auch ^8, (z  — z x), ^  (z  — z t ) , . . . ,  
beständig konvergent sind. Da w ir indessen in diesem Falle auch ohne das P rin ­
zip der analytischen Fortsetzung alles W esentliche über die Funktion f { z ) werden 
aussagen können, so dürfen wir zur E rläuterung  der folgenden Sätze an Potenz­
reihen m it endlichen Konvergenzradien B  anknüpfen.

2) Über das A uftreten des Prinzipes der analytischen Fortsetzung bei W e ie r ­
s t r a ß ,  R ie m a n n  und anderen Autoren s. „ O s g o o d “ S. 431 und 435.
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Mehrblättrige Bereiche für mehrdeutige Funktionen 2 1

sein in einem Bereiche T, den wir erhalten, indem wir jede Kreisfläche 
mit der folgenden längs des gemeinsamen Flächenteiles zusammen­
kleben. Der so gewonnene Bereich kann nun sehr wohl noch über sich 
selbst hinübergreifen. Wenn wir z. B. eines der Integrale von § 2 
(S. 4 ff.), die im damaligen Bereiche T analytisch sind, von z0 aus längs 
eines Periodenweges fortsetzen bis zum Punkt z0 zurück1), so gelangen 
wir am Schlüsse nicht wieder zu den Anfangswerten der analytischen 
Funktion. Wir werden nun (um zu unserem aus den (m -f 1) Kreis­
scheiben zusammengeklebten Bereiche T zurückzukehren), sobald dieser 
Bereich sonst noch längs eines Flächenstücks (oder mehrerer) über sich 
selbst hinübergreift, die weitere Verklebung längs dieses Stückes stets, 
aber auch nur dann vornehmen, wenn in den aufeinander liegenden Teilen 
von T gleiche Funktionswerte stattfinden. Die grundsätzliche Erwei­
terung besteht also darin, daß wir gemäß der Natur einer „mehrdeutigen“ 
Funktion f(z) fortan mit Bereichen T arbeiten wollen, welche sich über 
sich selbst hinüber ziehen dürfen, und solchergestalt irgendwelche Teile der 
z-Ebene mehrfach bedecken. Es ist dann, wie wir sagen wollen, f(z) ob­
schon an sich mehrdeutig, doch eine „eindeutige Funktion der Stelle z 
im Bereiche T“. Überzieht T etwa die Umgebung von zQ mehrfach, 
so wollen wir die hier übereinanderliegenden Teile von T als verschie­
dene „Blätter“ und (im Anschluß an § 2) die in diesen Blättern statt­
findenden Funktions werte als verschiedene „Zweige“ der Funktion f(z) 
unterscheiden.

Die zweite Ergänzung besteht in der Zulassung der Möglichkeit, 
daß das Argument z der Funktion unendlich groß wird. In der 2-Ebene 
sei ein Kreis um den Nullpunkt mit dem endlichen und von 0 ver­
schiedenen Radius g gezogen. Eine vorgelegte Funktion f(z) sei außer­
halb dieses Kreises für alle endlichen z eindeutig und analytisch. Schrei­
ben wir:

so erscheinen die gesamten endlichen Punkte z mit j z | >  g umkehrbar 
eindeutig oder kurz „ein-eindeutig“ den gesamten Punkten der /-Ebene 
mit | /  | <  B, =  g~1, abgesehen vom Nullpunkte z' =  0, zugeordnet. Nun 
folgt aus der Erklärung des analytischen Charakters leicht, daß die 
Funktion:

M=/(¾ -f</)
des Argumentes z,  soweit dieselbe überhaupt erklärt ist, auch wiederum 
analytisch ist. Erklärt aber ist f{sT) für alle inneren Punkte des Kreises

1) D ie  zugehörige  P eriode ra g i lt  als von 0 versch ieden .
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2 2 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

vom Radius R  =  g~x um den Nullpunkt z '=  0, abgesehen von diesem 
Nullpunkte selber.

Wir nehmen nun an, daß f{z)  bei Annäherung an den Nullpunkt 
z '=  0 einem endlichen Grenzwerte c0 zustrebe, und daß, sofern wir als 
Funktionswert f(0) diesen Wert c0 annehmen, f(z') dadurch auch im 
Nullpunkte zu einer eindeutigen analytischen Funktion werde. Dann 
wird eine Entwicklung gelten:
(3) f ( z )  =  +  c2z'2 +  c3/ 3 -1----- ,
welche entweder beständig konvergent ist oder einen endlichen Konver­
genzradius R  besitzt, mit dem wir die eben durch R  bezeichnete Zahl 
g~1 als identisch ansehen können.

Indem wir durch die Transformation (2) zur £-Ebene zurückgehen, 
müssen wir, wenn durch die Hereinnahme des Nullpunktes z' — 0 
die Eindeutigkeit zwischen z und z erhalten bleiben soll, der z-Ebene 
als neues dem Punkte z — 0 entsprechendes Element einen einzigen un­
endlich fernen Punkt z — oo zuerteilen. Sie wird hierdurch im Gegen­
sätze zu ihrer ursprünglichen Erklärung (S. 1) zu einem abgeschlosse­
nen Gebilde und soll in dieser Gestalt den weiteren Betrachtungen be­
ständig zugrunde liegen. Trifft nun die durch (3) zum Ausdruck kommende 
Vorraussetzung betreffs der Funktion f(z')  zu, so sagen wir, f(z) sei 
nach dem Punkte z — oo fortsetzbar und in diesem Punkte analytisch. 
Für die „Umgebung“ des Punktes z =  oo gilt dann die Darstellung:

(4) f(ß) =  c0 +  ci 7  +  c2 p  +  c ä Z S H----- 7

welche außerhalb des Kreises vom Radius <7 =  JZ_1 um den Nullpunkt 
der ^-Ebene als Mittelpunkt konvergent ist.1)

Um den unendlich fernen Punkt der ^-Ebene der Anschauung zu­
gänglich zu machen, bedient man sich der „stereographischen Projektion“

der z- Ebene auf die Oberfläche 
einer Kugel. Man denke die^-Ebene 
horizontal und lege im Raume um 
den Nullpunkt jener Ebene eine 
Kugel des Radius 1, wie Fig. 5 
andeutet. Rechtwinklige Raum­
koordinaten £, t], £ werden so ein­
geführt, daß die positive £-Achse 
senkrecht nach oben weist und also 
die ^-Ebene mit der Ebene der Va-

1) Die Größe g  b a t hier für die Koeffizienten der Reihe (4) unm ittelbar die
Bedeutung von S. 10, wobei auch der F all g  =  0 einbegriffen sein darf.
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Die Kugelfläche als Trägerin der komplexen Werte z 2 3

riabelen z — x -f- iy  zusammenfällt. In dieser Ebene soll dann einfach £ =  x, 
r\ — y gelten, womit die Raumkoordinaten endgültig bestimmt sind. Als 
Projektionszentrum wählen wir den tiefsten Punkt P  der Kugel (vgl. Fig. 5) 
und erzielen dadurch in der Tat ein umkehrbar eindeutiges Entsprechen der 
„ganzen“ #-Ebene und der Kugeloberfläche, wobei der Punkt oo der 
Ebene dem tiefsten Punkte P  der Kugel fläche zugeordnet ist.

Es ist leicht, die hergestellte Beziehung durch Formeln auszudrücken. 
Wie eine elementare Betrachtung zeigt, liefert der Punkt (x, y) der 
£-Ebene den durch:

(5)

gegebenen Punkt der Kugelfläche, und umgekehrt ergibt der Punkt 
(£, rj, £) dieser Fläche, für dessen Koordinaten also:
(6) V + y* + £2 -  1
gilt, als zugeordneten Punkt der £-Ebene denjenigen der Koordinaten:

(7)
so daß der Punkt (£, rj, £) der Kugelober fläche als Träger des komplexen 
Wertes:
(8)

erscheint. Man wolle sich insbesondere mit Hilfe von Fig. 5 klarmacben, 
in welcher Weise die reelle 2-Achse, die imaginäre £-Achse und der 
„Einheitskreis“ der 2-Ebene1) auf der Kugeloberfläche drei zueinander 
orthogonale größte Kugelkreise liefern. So oft es erwünscht ist, die nur 
scheinbare Ausnahmestellung des unendlich fernen Punktes der r̂-Ebene 
auch anschaulich hinwegzuräumen, werden wir die Kugeloberfläche als 
Trägerin der Werte der komplexen Variabelen z heranziehen und be­
zeichnen dieselbe dann kurz als die „z-Kugel“.

Als eine Haupteigenschaft der besprochenen Beziehung notieren 
wir noch, daß die stereographische Projektion eine „konforme“ oder „winkel­
treue Abbildung“ (im Sinne von § 7) der z-Ebene auf die z-Kugel dar­
stellt}) Endlich nennen wir noch den Satz: Das System aller Kreise der 
z-Ebene, die Geraden als Kreise des Badius oc einbegriffen, gehen bei der 
Projektion gerade genau in das System aller Kreise der z-Kugel über. Das 
Abbild des durch die Gleichung:

1) D. h. der K reis des R ad iu s 1 um  den N u llp u n k t als M itte lp un kt.
2) Siehe das Nähere bei O s g o o d , S. 235.
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2 4 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

gegebenen Kreises wird nämlich infolge der Gleichungen (5) ff. auf der 
i:-Kugel ausgeschnitten durch die „Ebene“:

m  +  Ci, +  ( P - A ) t  +  (D  +  Ä) =  0 .

§ 6. Das Feld F einer analytischen Funktion und die singulären
Punkte derselben.

In der Umgebung einer Stelle z0 sei mittels eines „Funktionsele­
mentes“ (z — £¢) eine analytische Funktion f{z) gegeben, welche von 
hieraus fortgesetzt werden soll. Dabei wird folgende Erklärung grund­
legend: Die gesamten Stellen z, welche lei dem eingeleiteten Prozeß der ana­
lytischen Fortsetzung in das Innere irgendeines dalei zur Verwendung 
kommenden Konvergenzkreises hineingezogen werden können, lüden einen 
zusammenhängenden Bereich, den wir als „Definitionsbereich“ oder „Existcnz- 
lereich“ der analytischen Funktion f(z ) oder auch kurz als das „Feld“1) der­
selben benennen und im Anschluß an die letzte Benennung kurz mit F be­
zeichnen wollen. Dieser Erklärung zufolge ist f( z ) über das Feld F 
hinaus nicht fortsetzbar und existiert in diesem Sinne nur im Felde F.2) 
Dabei ist f( z ) eine eindeutige Funktion der Stelle z im Felde F, und 
es sind die gesamten Werte der Funktion f(z)  im Felde F bereits 
allein durch das Element — z0) als „definiert“ anzusehen.

Man kann sich das Feld F durch Zusammenklebung der bei der 
analytischen Fortsetzung zur Verwendung kommenden Konvergenzkreise 
hergestellt denken. Dabei ist natürlich der etwaigen Mehrdeutigkeit 
der Funktion f(z), wie in § 5 näher erörtert ist, Rechnung zu tragen: 
Sind in der Umgebung irgendeiner Stelle z durch Fortsetzung v ver­
schiedene „Zweige“ der Funktion erreichbar, so wird das Feld F diese 
Stelle mit v „Blättern“ überdecken.

Eine erste Folgerung über das Feld F einer Funktion f{z) ziehen 
wir aus dem Schlußsätze von § 4 (S. 18). Ist z0 irgendeine Stelle in 
F und gilt für die Darstellung von f(z)  daselbst die Reihe $ß(£— zQ) 
mit dem endlichen Konvergenzradius R, so ist es nach dem genannten 
Satze unmöglich, f (z)  über die Peripherie des fraglichen Konvergenz­
kreises in der Art fortzusetzen, daß auch noch ein Kreis mit einem 
Radius 7& >  R  um den Mittelpunkt z0 vollständig im Felde F läge. Es 
ergibt sich: A uf der Peripherie des Konvergenzkreises jeder zur Dar-

1) Diese wenn auch sonst mehrfach gebrauchte Benennung empfiehlt sich, 
weil sie kurz und bezeichnend ist.

2) Jeder Punkt des Feldes F ist der Erklärung gemäß ein „innerer“ Punkt 
desselben. Etwa auftretende Randpunkte (die wir unten betrachten) gelten also 
als nicht zu F gehörig. Doch nehmen wir späterhin gewisse, isoliert liegende 
Randpunkte, für welche ein Grenzwert lim f ( z ) existiert, zum Felde F hinzu.
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Das Feld einer analytischen Funktion 2 5

Stellung von f{e) dienenden Potenzreihe findet sich mindestens eine Stelle, 
die dem Felde F nicht angehört.

Als zweiten Satz merken wir an: Ist f(z) längs einer sich selbst 
nicht überkreuzenden Kurve C, welche von z0 ausläuft und dort mündet, 
fortsetzbar, und gelangt man am Schlüsse nicht wieder zu den Anfangs­
werten der Funktion zurück, so wird bei Herstellung des Feldes F in den 
von C umschlossenen Bereich hinein mindestens ein Punkt innerhalb G 
existieren, der F nicht angehört.

Der Beweis kann mit Hilfe der S. 10 und 16 (unter dem Texte) 
genannten „Methode der Einschachtelung“ geführt werden. Wir gehen 
hierbei von folgender Erwägung aus. In Fig. 6 sind Cx 
und G2 zwei geschlossene Kurven, welche ein zwischen zx 
und z2 verlaufendes Stück gemein haben. Die Funktion f{z) 
sei von z0 aus über Cx fortsetzbar und führe am Schlüsse 
zu den Anfangs werten zurück. Ebenso sei f(z), und zwar 
das eben bei zx erreichte „Element“, über C2 fortsetzbar, 
und auch hier soll die Fortsetzung am Schlüsse zu den 
bei zx schon gewonnenen Funktionswerten zurückführen. Stellen wir nun 
aus Cx und C2 unter Fortnahme des gemeinsamen Stückes eine neue 
Kurve G3 her, so ist einleuchtend, daß f{z) von z0 aus auch über diese 
Kurve C3 fortsetzbar ist, und daß die Fortsetzung zu den anfänglichen 
Funktionswerten zurückführt.

Wir überspannen nun den von der Kurve C umschlossenen Be­
reich mit einem Quadratnetz (vgl. Fig. 7), indem wir etwa alle in diesen 
Bereich fallenden Geraden der Gleichungen:

a  bx  =  —r, y = —Y
10* J  10*

ziehen, unter a und b ganze Zahlen und 
unter A eine hinreichend groß gewählte po­
sitive ganze Zahl verstanden. Hierdurch 
wird jener Bereich in endlich viele Teilbe­
reiche zerlegt. Wir beginnen jetzt mit dem 
am Punkte z0 anliegenden Teilbereiche oder, wenn es deren mehrere gibt, 
mit einem unter ihnen, fügen einen Nachbarbereich hinzu und behan­
deln die beiden Randkurven wie die Kurven Cx und 02 von Fig. 6. 
Dem vergrößerten Bereiche fügen wir einen weiteren an usw. Dann 
ist folgendes einleuchtend: Entweder kommen wir im Verlaufe des Pro­
zesses zu einem Teilbereiche, über dessen Rand wir f(z) nicht fort­
setzen können — und dann ist der behauptete Punkt, der F nicht an­
gehört, innerhalb C nachgewiesen —, oder wir müssen zu mindestens 
einem Teilbereiche kommen, bei welchem die Funktion, über den Rand
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fortgesetzt, sich nicht reproduziert. Wenn nämlich kein solcher Be­
reich Vorlage, so müßte f ( z ), auch über C fortgesetzt, der Annahme zu­
wider zu den Anfangswerten zurückkehren.

Liegt der zweite Fall vor, so unterziehe mail den als existierend 
erkannten Teilbereich einer erneuten Einteilung mittels der in ihm ge­
legenen Geraden:

unter ax und bl wieder ganze Zahlen verstanden. Auf diese neue Ein­
teilung wende man die gleiche Überlegung an und setze nötigenfalls 
den Prozeß in derselben Art fort. Entweder kommen wir nach end­
lich vielen Schritten zu einer Geraden

auf der mindestens ein nicht zu F gehörender Punkt liegt, oder der 
Prozeß hat kein Ende. Dann gibt es eine und, da die Umfänge der 
ineinander geschachtelten Bereiche die Grenze 0 haben, auch nur eine 
Stelle zx, die in allen der Reihe nach herausgegriffenen Bereichen ge­
legen ist. Diese Stelle zx hat die Eigenschaft, daß wir um sie eine 
Kurve von beliebiger Kleinheit (nämlich einen Bereichrand) angeben 
können, die zur Fortsetzung der Funktion f  (z) benutzt, nicht zu den 
Anfangswerten der Funktion zurückführt. Der Punkt zx kann demnach 
nicht innerer Punkt eines bei der Fortsetzung von f(z)  auftretenden 
Konvergenzkreises sein.

Wir haben jetzt die Randpunkte, welche F haben kann, näher zu 
betrachten. Gilt von einem Punkte z, daß in jeder Umgebung desselben 
Stellen eines gewissen Blattes von F existieren, ohne daß z in diesem 
Blatte selber dem Felde F angehört, so heißt z ein „Bandpunktu des 
Feldes F und wird ein „singulärer Punkt11 der Funktion f(z)  genannt.

Es soll erstlich z0 ein isoliert liegender Randpunkt von F sein, 
in dessen Umgebung f  (z) übrigens allenthalben eindeutig ist. Bei 
Annäherung an z0 soll lim f(z)  =  oo gelten, und zwar in der Art, 
daß es eine bestimmte endliche ganze Zahl m >  0 gibt, für welche:

oinen von 0 verschiedenen endlichen Wert darstellt. Die Funktion 
f (z)  • (z — z0)m, welche in der Umgebung von z0, zunächst von zQ selbst 
abgesehen, eindeutig und analytisch ist, möge nun dadurch, daß wir 
ihr im Punkte z0 den Wert c_m erteilen, auch im Punkte z0 analy­
tisch bleiben und also in der Umgebung von z0, diesen Punkt nun­
mehr eingeschlossen, eine Darstellung gestatten:
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Für f{z) selber folgt hieraus die Darstellung:
(1) f(z )= c_ m(ss-so) - m+ c_m+l( z - 0o) - m+1+ - + c _ 1(z-s:o) - 1

+ c0 + ci(*-*o) + ca(*o-*)*+'“
Einen Randpunlct dieser Art wollen wir hinfort dem Felde F hinzu­

fügen, so daß F hierselbst geschlossen erscheint und den Funktionswert oo 
trägt; der singuläre Funkt z0 heißt ein „Pol mter Ordnung“ der Funk­
tion f{z).

Da die in z0 analytische Funktion f(z)  • (z — zQ)m daselbst nicht 
verschwindet, so ist der reziproke Wert von f  (z) • (z — z0)m in der Um­
gebung von z0 eine eindeutige analytische Funktion, die für z0 selbst 
den von 0 verschiedenen Wert c'm =  cpm hat und also eine Entwicklung:

+ c m + i(z -  *o) +  C n (*  “  *o)2 +  * * *
gestattet. Hieraus ergibt sich weiter:

(2) =  <4,0 -  z0)m +  cm+1(z -  . o ) - 1 +  cm+2(> -  *0)m + 2 4----.

Man sagt nun, eine in der Umgebung von z0 durch die Reihe ^(2 — z0) 
gegebene Funktion habe an der Stelle z0 einen „Nullpunkt mter Ordnung“, 
wenn in {z — z0) die m ersten Glieder durch Verschwinden der Koeffi­
zienten c0, clf . . ., cm_1 ausfallen, aber cm nicht gleich 0 ist. Nach (2) 
liefern somit die reziproken Werte von f(z) eine Funktion, die an der 
Stelle z0 einen Nullpunkt mt6T Ordnung hat. Umgekehrt folgt aus einem 
Nullpunkt mteT Ordnung einer Funktion an der gleichen Stelle ein Pol 
dieser Ordnung für die reziproken Werte der Funktion.

Die vorstehende Betrachtung bedarf einer nur formalen Ergänzung 
für den Fall, daß z0 nicht endlich ist, d. h. den Punkt oo der #-Ebene 
bedeutet. Mittels der Transformation (2) S. 21 hat man alsdann diesen 
Punkt und seine Umgebung in den Nullpunkt der /-Ebene und 
dessen Umgebung überzuführen. Für z und z’0 — 0 an Stelle von 
z und zQ gelten dann die vorstehenden Rechnungen unmittelbar. Will 
man die Yariabele z beibehalten, so läuft dies darauf hinaus, daß in 
den Formeln (1) und (2) an Stelle der Potenzen von (z — z0) die gleichen
Potenzen von — auftreten. So wird z. B. die Funktion f(z)  im Punkte 
00 einen Pol mter Ordnung haben, wenn daselbst eine Entwicklung:(3) f (*0 =  c-mzm +  C_m + lZm~ 1 +  • • • +  C_J Z +  c0 +  Cx-  +  c2- J  4-----
mit nicht verschwindendem c_m gilt.

Es soll jetzt zweitens z0 ein isoliert liegender Randpunkt des 
Feldes F von der Art sein, daß die Fortsetzung von f{z) längs einer 
einmal den Punkt z0 umlaufenden Kurve nicht zu den Anfangs werten
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2 8 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

der Funktion zurückführt. Dagegen soll die Fortsetzung längs einer 
Kurve, welche v Male um z0 herumläuft, die ursprüglichen Funktions­
werte reproduzieren; dabei sei v eine endliche ganze Zahl, die größer 
als 1 ist, und es soll sich f{z) nicht bereits nach einer geringeren An­
zahl von Umläufen reproduzieren.

V  ,-----------------------
Ein Beispiel einer solchen Funktion ist y z — £0; wir schreiben die­

selbe, unter Einführung der Polardarstellung z — z0 = re9i für die kom­
plexen Werte z, in der Gestalt:

(4)

Das Feld dieser Funktion hat in der Nähe von zQ die bekannte Gestalt 
einer „v-blättrigen Windungsfläche“, wie dieselbe für v = 2 durch die 

Skizze der Fig. 8 dargestellt ist. Die Blätter der 
Windungsfläche gehen ineinander über, wie bei 
einer Schraubenfläche mit verschwindender Gang­
höhe; doch dringt das oberste Blatt längs eines 
in z0 mündenden „Verzweigungsschnittes“ durch 
die darunterliegenden Blätter hindurch und führt 
zum untersten Blatte zurück. Für den umlaufen­
den Punkt z gilt dabei das oberste Blatt im Ver­
zweigungsschnitt als allein mit dem untersten zu­

sammenhängend. Der Punkt z0 (der einstweilendem Felde noch nicht 
angehört) heißt ein „v-hlättriger Verzweigungspunkt“.

Grundlegend ist nunmehr, daß die Windungsfläche durch die Trans­
formation (4) auf die einblättrige oder, wie wir sagen wollen, „schlichte“ 
Umgebung des Nullpunktes der z -Ebene übertragen wird. In der Tat

&gilt ja, wenn wir z = r'e2 * * * * * * 9'* schreiben, offenbar ff' =  - ,  so daß ein ein- 2
2 7tmaliger Umlauf um z0 nur erst ein Wachstum von ff' um — zur Folge

hat. Fügen wir dem gewonnenen Abbilde der Windungsfläche jetzt
auch den Nullpunkt z =  0 zu, so erscheint dasselbe hier geschlossen.
Entsprechend können wir der Windungsfläche selbst den Vefzweigungs- 
punkt z0 hinzufügen, in dem alsdann alle v Blätter aneinander haften.
Die Fläche schließt sich dann im Punkte z0, der fortan keinen isolierten 
Randpunkt der Windungsfläche mehr abgibt.

Die Windungsfläche ist nun, freilich erst ohne den Verzweigungs­
punkt z0 selbst, ein Bestandteil des Feldes F unserer anfänglich vorge­
legten Funktion f(z). Es ist zu entscheiden, ob wir auch dem Felde F 
den isolierten Randpunkt z0 zufügen und dasselbe so bei z0 schließen 
dürfen. Wir gehen mittelst der Transformation (4) zur Funktion über:

/W  =  f(*o +  *'v) =  f  0 ')

Fig. 8.
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und erkennen, daß f  (z) in der Umgebung des Nullpunktes / = 0 ,  ab­
gesehen zunächst von diesem selbst, eine eindeutige analytische Funktion ist. 
Hat sie im Nullpunkte einen Grenzwert, der auch oo sein kann, und wird 
durch Hinzunahme des Grenzwertes als Funktionswert f  (0) die Funk­
tion f  ( / )  auch im Nullpunkte analytisch bzw. gewinnt sie daselbst einen 
Pol m teT Ordnung, so wollen wir auch den Verzweigungspunkt z0 dem 
Felde F der Funktion f(z) hinzu fügen und f(z0) =  f  (0) als Funktions­
wert daselbst festsetzen. Wir nennen in diesem Falle die nun zum Felde F 
gehörige Stelle einen „v-blättrigen Verzweigungspunkt der Funktion f  (z)u. 
Somit wird, falls f(z) im Verzweigungspunkte endlich bleibt, in der Um­
gebung desselben eine Darstellung:

1 2  3

(5) f(g) = c0 + Cl(z -  z0y  +  c2( z -  z0y  +  c3( z -  z0y  d—

gelten, die jedoch, sofern ein Pol mt6T Ordnung in z0 vorliegt, durch die 
folgende zu ersetzen ist:

TO TO — 1 1

(6) f(z)=C_m(z — Zo) V +  C_TO + l(0— ô) “I---- f  co+ct(z — Zo)V -----•
Hinzuzusetzen ist hier nur noch, daß an Stelle eines endlichen 

Punktes z0 auch der Punkt oo der #-Ebene oder £-Kugel treten kann. 
Die einzige Änderung ist dann (wie S. 27) wieder die, daß in den vor­
stehenden Potenzentwicklungen z~ x an Stelle von (z — z0) tritt.

Die endlichblättrigen Verzweigungspunkte und die Pole fassen wir 
unter der Benennung der „außerwesentlich11 singulären Punkte der Funk­
tion f(z) zusammen. Diese Punkte gelten, wie festgesetzt, fortan dem 
Felde F als zugehörig. Das den Stellen von F eindeutig zugeordnete 
System aller Werte von f(e) faßt man alsdann unter dem Namen eines 
„analytischen Gebildes11 zusammen.

Jeder darüber hinaus etwa noch vorkommende singuläre Punkt 
von f(z) (nicht zu F gehörender Randpunkt) heißt ein „wesentlich11 sin­
gulärer Punkt. In einem solchen Punkte erteilen wir der Funktion f(z) 
im allgemeinen keinen Wert; doch soll damit keineswegs behauptet 
sein, daß nicht bei speziell gewählten Annäherungen an einen wesent­
lich singulären Punkt die Funktion einen bestimmten Grenzwert haben 
könne.

Die bisher bekannt gewordenen analytischen Gebilde haben zu einer 
großen Mannigfaltigkeit verschiedenartiger Gestalten der Felder F hin­
geführt. Zahlreiche Beispiele einfacher Art werden wir weiterhin kennen 
lernen. Auch einige nicht mehr elementare Fälle, von denen jedoch nur der 
erste unten wieder auftritt, seien hier beiläufig genannt. Die „ellipti­
schen Modulfunktionen“ liefern Beispiele von analytischen Gebilden, bei
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denen im Einzelfalle das Feld F aus den gesamten Innenpunkten einer schlich­
ten (einblättrigen) Kreisfläche besteht. Die Peripherie dieses Kreises selber 
muß also überall dicht von wesentlich singulären Stellen besetzt sein; 
man bezeichnet sie dieserhalb als eine „natürliche Grenze“ der Funktion. 
Die elliptischen Modulfunktionen stellen eine besondere Art eindeutiger 
„automorpher Funktionen“ dar. Bei einer solchen Funktion ist das 
Feld F wieder ein schlichter Bereich der 0-Ebene, der insbesondere 
(d. h. bei gewissen Arten automorpher Funktionen) wieder nur einen end­
lichen Teil der #-Ebene bedecken kann und dann als Rand die „natür­
liche Grenze“ der Funktion besitzt. Dabei zeigt die nähere Unter­
suchung, daß in einem solchen Falle das Feld F entweder einfach oder 
(wenn dieses nicht der Fall ist) sogleich oo-fach zusammenhängend 
ist. Was aber die Gestalt des einzelnen geschlossenen Randstückes an­
geht, so zeigt sich, daß dasselbe entweder ein Kreis ist oder aber (wenn 
dies nicht der Fall ist) ein zusammenhängendes Punktsystem von äu­
ßerst komplizierter Struktur darstellt, das jedenfalls nirgends den Cha­
rakter einer „regulären Kurve“ besitzt.1) Auch für Felder F, welche 
die £-Kugel oo-fach überlagern, bietet die Theorie der automorphen 
Funktionen in den zu diesen Funktionen inversen sogenannten „poly­
morphen Funktionen“ interessante Beispiele.

§ 7. Ton den durch analytische Funktionen vermittelten
Abbildungen.

Es sei durch w =  f(z) ein analytisches Gebilde mit dem Felde F 
vorgelegt. Wie oben (S. lff.) schreibe man unter Trennung des reellen 
und imaginären Bestandteiles w =  u -f- iv und lege für die Deutung 
der komplexen Werte w =  u -f iv eine neue Ebene oder Kugel zugrunde. 
Der einzelnen Stelle z des Feldes F entspricht dann eindeutig ein Punkt w 
als „Bild“ jener Stelle z. Das hierbei eintretende „Abbild“ des ge­
samten Feldes F soll näher betrachtet werden. Es ist hierbei schritt­
weise vorzugehen: Zuvörderst ist der Charakter der fraglichen Abbildung 
im Unendlichkleinen festzustellen, sodann in der Umgebung einzelner 
Stellen z0, endlich aber das volle Abbild von F ins Auge zu fassen.

Es sei erstlich zQ eine nicht-singuläre Stelle in F, und es werde 
angenommen, daß die Ableitung f'(z) im Funkte z0 nicht verschwinde.2) 
Setzen wir: | f'(z0) | =  M, f ( z 0) = M  • e^ ,

1) Diese Gegenstände sind ausführlich erörtert in den „Vorlesungen über die 
Theorie der autom orphen Funktionen“ von F. K le in  und R. F r i c k e ,  2 Bde. (Leip­
zig, 1897 und 1912).

2) Nach der ursprünglichen E rklärung  würde f ( z)  auch dann eine analytische 
Funktion sein, wenn f ( z)  für alle z einen und denselben endlichen W ert c0 hat;
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Grundeigenschaft der konformen Abbildung 31

so ist also M  >  0 und endlich. Schreiben wir dz =  | dz | • e9i, so ent­
spricht dem Fortschritt von z0 zu (z0 +  dz) die Änderung des Funktions­
wertes w!0 =  /(^ )  um:

dw = f ( z 0)dz = M  • j dz j •

Hieraus folgt, daß zwei Differentialen dzx, dz2, die wir als Bogenele­
mente von z0 aus gezeichnet denken können, stets von w0 aus zwei 
Bogenelemente dwl} div2 liefern, die ihren Beträgen nach den Beträgen 
von dzx, dz2 proportional sind, und die miteinander denselben Winkel 
bilden, wie dzx und dz2. Auch ist, wenn wir uns dz um z0 sich dre­
hend vorstellen, der Drehungssinn des Abbildes dw um w0 der gleiche. 
WTir gelangen so zu dem bekannten Charakter der „lionformen“ oder 
„winkeltreuen“ Abbildung: Ist im nicht-singulären Funkt z0 die Ableitung 
f ' (z0) nicht gleich 0, so übertragen sich die Winkel des Scheitelpunktes z0 
auf Winkel gleicher Größe und gleichen Drehungssinnes mit dem Scheitel­
punkte w0; die durch z0 gelegten Bogendifferentiale \ dz j liefern propor­
tionale Differentiale \ dw =  M  j dz j, wobei M  =  j f'(z0) j als „Modul11 
oder „ Vergrößerungsverhältnis11 der Abbildung bezeichnet wird. Als un­
mittelbare Folgerung (die sogleich zur Verwendung kommt) setzen wir 
hinzu: Eine durch z0 ziehende reguläre Kurve überträgt sich auf eine 
Kurve der w-Ebene, die durch den Punkt w0 hindurchläuft und dabei 
in wQ eine bestimmte Tangente hat.

Gehen wir jetzt sogleich zur Untersuchung der Abbildung in der 
Umgebung der gedachten Stelle zü\ Es erleichtert die Rechnungen, ohne 
daß eine wesentliche Beschränkung in der Gültigkeit des Ergebnisses 
eintritt, wenn wir z0=  0, w0 =  0 und f'(z0) =  1 setzen.

Dann gilt:
(1) w =  z +  c2z2 +  c3z3 H----- = z- '$(z) ,

wo ^ß(g) in der Umgebung des Nullpunktes konvergiert und ^ß(0) =  l 
ist. Sind zL, z2 irgend zwei Punkte derselben Umgebung, so wird auch 
die unendliche Reihe:

(2) iß (zl} z2) =  1 +  C2(zx +  z2) +  c3(zi +  Z\Z2 -f &l) +  • • •

---- H cn + i (* i  +  4-------M") H----

f ' ( z )  b at dann überall den bestim m ten W ert 0 , die E eihendarstellung von f {z)  
reduziert sieb stets auf das A nfangsglied c0 , das Feld F der Funktion ist die 
schlichte 2-Kugel usw. Indessen verlieren viele von den vorangehenden Entw ick­
lungen ihre Bedeutung für den fraglichen F a ll, in dem Pole und Verzweigungs­
punkte nicht auftreten. Bei den je tz t anzustellenden Untersuchungen ist durch 
die in  den einzelnen Teilen der B etrachtung zu form ulierenden Voraussetzungen der 
Fall einer m it einer K onstanten identischen Funktion von vornherein ausgeschlossen.
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32 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

gleichmäßig konvergent und damit ihr Summenwert zf)
von z1 und z2 abhängig sein. Offenbar gilt:

stetig

Wegen der letzten Gleichung und ^ß(O) =  1, sowie mit Rücksicht auf 
die Stetigkeit von und $J3' können wir eine durch j z j <  h näher 
bezeichnete Umgebung des Nullpunktes derart einführen, daß für 
jeden Punkt z und jedes Punktepaar zly zt dieser Umgehung die Un­
gleichungen gelten:

sowie, wenn wir:

setzen, für ^5(ä) insbesondere:

(4)

Es gilt nun erstlich der Satz: In der erklärten Umgebung des Null­
punktes können keine zwei verschiedenen Punkte zlf z2 den gleichen Funk­
tionswert iv liefern. Es ist nämlich:

wegen (3) nur dann gleich 0, wenn zx =  z2 ist.
Wir denken jetzt, indem wir z = re9i setzen, um den Nullpunkt 

der £-Ebene alle konzentrischen Kreise K r der Radien r <  h gelegt und 
wollen dieselben auf die ti>-Ebene abbilden. Das Abbild des Kreises 
Kr heiße Cr . Wir setzen:

zutritft (s. Gleichung (1)). Längs der Kurve Cr gilt also zufolge (4):

während andererseits 9 beim Beschreiben der Kurve Cr (entsprechend 
dem Wachstum des Winkels ft von 0 bis 27t bei einem im Interval (4) 
veränderlichen rf) eine stetige Änderung um den Gesamtbetrag 2n er­
fährt. Selbstverständlich ist Cr wie das Original K r eine geschlossene 
Kurve.

Aus diesen Darlegungen ergibt sich, daß die Kurve Cr um den 
Nullpunkt der w-Ebene herumläuft und dabei von diesem Punkte stets
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eine Entfernung >  ^1 — hat. ü ie Kurve Cr kann sich nicht selbst

schneiden; denn wir würden in diesem Falle zwei verschiedene Punkte 
zlf z2 mit dem gleichen w finden. Auch zeigt der Charakter der Ab­
bildung im Unendlichkleinen, daß Cr nirgends eine Spitze haben kann und 
überall eine eindeutig bestimmte Tangente besitzt, deren Richtung sich 
längs Cr stetig ändert; denn f ' ( z ) ist längs K r eindeutig und stetig, 
und es gilt daselbst überall:

i  -  4= <  i f O )  i < 1 + 4 -]/2 f/2
Das Abbild Cr des Kreises K r ist somit eine den Punkt w =  0 als 
„inneren“ Punkt umlaufende, sich nicht selbst schneidende, spitzenfreie 
und „eckenfreie“ reguläre Kurve.

Man betrachte nun zwei Kreise K r, K r>, mit r >  r. Die beiden 
Abbilder Cr und Cy haben dann keinen Punkt gemein, da man ja 
sonst wieder zwei verschiedene zx, z2 mit dem gleichen w nachweisen 
würde. Auch umgibt Cr' die Kurve Cr notwendig außerhalb, wie man 
durch Einführung der Geraden durch den Nullpunkt der #-Ebene und 
durch deren Übertragung auf die w-Ebene unter Rücksicht auf die bis­
herigen Ergebnisse leicht streng nachweist.

Man setze nun, unter n irgendeine fest gewählte positive ganze 
Zahl verstanden:

~ h 2 h (n — 1) hrn =  0 , r, =  —, r9 =  — , . . ., r  . =   ------—

und denke die n zugehörigen Kurven Cr gezeichnet, wobei die erste 
sich auf den Nullpunkt zusammenziehende Kurve Cro als solche mit­
gezählt ist. Das einzelne Intervall von rv bis rv + 1 teile man dem­
nächst wieder in n gleiche Teilintervalle und denke für die (n — 1) 
Teilpunkte r die zugehörigen Kurven Cr gezeichnet. Indem man so 
fortfährt, ist nur noch die Stetigkeit der Abbildung heranzuziehen, um 
zum Schlüsse zu gelangen.

Wir dürfen an Stelle des Nullpunktes sogleich einen beliebigen, 
endlichen und nichtsingulären Punkt zQ des Feldes F mit dem Funk­
tionswerte w0 =  f (z0) heranziehen, sofern nur f ' ( z0) einen nichtver- 
schwindenden Wert hat: Die Umgebung einer endlichen, nichtsingulären 
Stelle z0 von F mit dem Funktionswerte w0 = f  (z0) wird, falls die Ablei­
tung daselbst einen nichtverschwindenden Wert f ' ( z0) besitzt, durch die 
analytische Funktion w =  f{z) konform auf einen den Bildpunkt w0 als 
„inneren“ Funkt umgebenden „schlichten11 Bereich der w-Ebene abgebildet.

Eine Folgerung, die jetzt zwar selbstverständlich ist, aber grund­
sätzliche Bedeutung besitzt, beruht auf der Erwägung, daß durch die

F r ick e: Elliptische Funktionen. Bd. 1 3
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34 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

gewonnene Beziehung die Umgebung der Stelle w0 eindeutig, stetig und 
konform auf einen den Punkt z0 als inneren Punkt umgebenden Be­
reich der 2-Ebene rückwärts übertragen wird. Bezeichnet man diese 
Zuordnung von Werten z zu den Werten w in der Umgebung von w0 
durch z = cp(w), so ist hiermit eine Funktion (p(w) gewonnen, welche 
in jedem Punkte w der fraglichen Umgebung eine eindeutig bestimmte, 
von der Richtung der Differentiation unabhängige Ableitung (p'(w) be­
sitzt; denn es ist cp'(w) — (f'(z))~1, falls z die dem w zugeordnete 
Stelle ist: Ist z0 eine im Endlichen gelegene, nichtsinguläre Stelle der 
Funktion f(z ) mit dem Funktionswerte iv0, und ist 1 f '(z0) ! >  0, so ist 
für die Umgebung der Stelle z0 die Inversion der Funktion w =  f(z) mög­
lich und führt zu einer analytischen Funktion z =  cp(w), für welche der 
Funkt wQ nicht singulär ist.

Es soll jetzt angenommen werden, daß in dem endlichen, nicht­
singulären Punkte z0 die ersten (v — 1) Ableitungen der Funktion f (z )  
verschwinden, während f^ ( e 0) den von Null verschiedenen endlichen 
Wert cr-vl hat; natürlich soll v >  1 sein. Ist f(e0) =  w0, so gilt in der 
Umgebung von z0 eine Darstellung:

w - w 0 = ( z -  zoy(cv +  cr+1(> -  z0) +  cv+2(z -  z0)s +  • • •)
“  (* -  *oY%(* -  *<>)•

Da ß̂(O) =  cr von 0 verschieden ist, so können wir im Innern des 
Konvergenzkreises von — z0) eine Umgebung von z0 eingrenzen, 
in der — z0) überall von 0 verschieden und selbstverständlich end­
lich ist. Man wähle nun unter den v Werten von ]/cv einen einzelnen 
beliebig aus und nenne denselben c\. Dann ist, wenn wir vorschreiben,
daß y^ß(z — z0) im Punkte z0 den Wert cj annehmen soll, durch diese
Wurzel ]/$(> — z0) eine im eingegrenzten Bereiche eindeutige analy­
tische Funktion gegeben1), deren Reihendarstellung diese sei:

ibSO  —  z0) =  c\ +  c'2(z -  z0) +  c3(z - z 0)*-\----- .

Es ist hierdurch zugleich:

w' =  (w -  w0) ” =  (m -  z0)(c[ + c'2( z -  z0) + C3( z -  zoy  -1----- )
in der Umgebung von z0 eindeutig erklärt.

Auf die hier vorliegende Gleichung ist nun die Überlegung an­
wendbar, welche oben an (1) S. 31 angeschlossen wurde. Die Um­
gebung von z0 überträgt sich auf einen schlichten Bereich um den

1) Siehe hierzu die an Gleichung (4) S. 28 sowie die unten S. 76 ff. folgenden 
Entw icklungen.
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Auftreten von Verzweigungspunkten im konformen Abbilde 35

Nullpunkt der w'-Ebene. Indem wir sodann aber auf die Darlegungen 
von S. 28 zurückgreifen, gewinnen wir den Satz: Die Umgebung einer 
endlichen nichtsingulären Stelle z0, in welcher f'{z), f" (z ) , ■ . f (r~1\z )
verschwinden, während fW (z0) >  0 ist, wird durch die Funktion w — f(z) 
auf eine v-blättrige Windungsfläche mit dem Verzweigungspunkte w0 ab­
gebildet, wobei die Inversion unserer Funktion die für die Umgebung eines 
Verzweigungspunktes charakteristische Entwicklung (5) S. 29 liefert:

i ^  3
o  — z0) =  c"(w -  w0) v +  c'(w — w0) v +  c'(w - w 0) v n----- .
Bei der vorstehenden Betrachtung wurde die Umgebung von z0 

auf einen den Nullpunkt der w'-Ebene umgebenden Bereich durchaus 
konform abgebildet. Die Entwicklungen von S. 28 zeigen aber, daß 
beim Fortgang von der «#'-Ebene zur «p-Ebene eine Unterbrechung der 
Winkeltreue der Abbildung in dem dem Nullpunkte zu =  0 entsprechen­
den Punkte w0 eintritt. Indem wir sofort zur Beziehung zwischen z 
und w zurückkehren, haben wir den Satz zu notieren: Im Punkte z0, 
dessen Umgebung bei der Abbildung durch w = f(z) eine v-blättrige Win­
dungsfläche mit dem Verzweigungspunkte w0 lieferte, ist die Konformität 
der Abbildung in der Art unterbrochen, daß sich Winkel des Scheitel­
punktes zQ auf Winkel v-facher Größe des Scheitelpunktes w0 übertragen.

Für die singulären Punkte im Felde F und die Stelle oo ist die 
Betrachtung mit Hilfe der bisherigen Methoden leicht durchgeführt. In 
der Umgebung eines v-blättrigen Yerzweigungspunktes z0 hat F die 
Gestalt einer v-blättrigen Windungsfläche. Liegt z0 im Endlichen und 
findet sich daselbst nicht zugleich ein Pol von f(z), so gilt die Reihen­
darstellung (5) S. 29. Ist cl von 0 verschieden, so überträgt sich die 
v-blättrige Umgebung von z0 auf einen schlichten, den Punkt w =  c0 
umgebenden Bereich der w-Ebene. Ist aber cm mit m >  1 der erste 
nichtverschwindende unter den Koeffizienten ct , c2, . . ., so gewinnen 
wir als Abbild eine w-blättrige Windungsfläche mit dem Verzweigungs­
punkt w = c0. So oft m ^  v ist, tritt im Punkte w =  c0 eine leicht 
näher angebbare Unterbrechung der Konformität der Abbildung ein. 
Ferner gilt der Satz: Hat iv =  f{z) im endlichen Punkte z0 einen Pol 
miei Ordnung, und ist z0 nicht zugleich ein Yerzweigungspunkt (vgl. Glei­
chung (1) S. 27), so wird die Umgebung von z0, falls m =  1 ist, auf 
einen schlichten Bereich um die Stelle oc der w-Kugel abgebildet, falls 
m >  1 ist, aber auf eine m-blättrige Windungsfläche mit dem Yer­
zweigungspunkt oo und mit Unterbrechung der Konformität daselbst. 
Auch den Zusammenfall eines Poles mit einem Verzweigungspunkte 
wird man leicht erledigen, ebenso die besondere Lage des Punktes z0 
als Punkt oo der ^-Kugel, wo im einfachsten Falle, d. h. wenn die

3 *
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36 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

Stelle oo weder Pol noch Yerzweigungspunkt von f(z) ist7 die Ent­
wicklung (4) S. 22 gilt.

Wir gelangen zum Schluß, indem wir noch einen Blick auf das 
Gesamtfeld F der Funktion w =  f(z) werfen: Durch die Funktion w = f(z) 
wird das Feld F derselben auf einen die w-Ebene oder w-Kugel überlagern­
den Bereich F' eindeutig abgebildet, ivelcher das Feld der zu w =  f(z) in­
versen analytischen Funktion z =  <p(wj ist. Die Abbildung ist im allge­
meinen eine konforme; eine Unterbrechung der Konformität tritt nur ein in 
Verzweigungspunkten, wobei jedoch auch hier die Abbildung honform bleibt, 
wenn ein v-blättriger Verzweigungspunkt des einen Feldes im andern wie­
der einen Verzweigungspunkt der gleichen Blätterzahl liefert. Gegenüber 
diesen Angaben könnte nur noch das Bedenken geltend gemacht wer­
den, ob nicht etwa die Funktion z =  cp(w) über das Abbild F' des 
Feldes F hinaus fortsetzbar sein möchte, so daß dann F ' zwar ein Be­
standteil des Feldes von cp(w) wäre, aber dies Feld nicht völlig er­
schöpfte. Doch würde in diesem Falle die Abbildung des wahren Fel­
des von cp (ui) auf die 0-Ebene ein notwendig über F hinausreichendes 
Feld von f(z) liefern; das Bedenken ist also abzuweisen.

§ 8. Begriff des Kesiduums und Sätze über Kesiduen.
Um einen Punkt z0 im Innern des Feldes der Funktion f(z) be­

schreibe man innerhalb des Konvergenzkreises der zugehörigen Potenz­
reihenentwicklung von f(z) eine geschlossene Kurve C, die einmal um 
z0 herumlaufen soll, wenn es sich um einen gewöhnlichen Punkt han­
delt, dagegen v Male, falls z0 ein i/-blättriger Yerzweigungspunkt ist. 
Man berechne das zugehörige Integral:

genommen über die Kurve C im positiven Umlaufsinne.1) Zufolge des 
Cauchysehen Integralsatzes (S. 4) ist der Integralwert (1) von der 
besonderen Auswahl der Kurve G innerhalb des Konvergenzkreises 
der Potenzreihe unabhängig.2) Der Integralwert (1) ist somit für die

1) Man h a t also nach S. 5 u. f. die Kurve C  in der Richtung zu durchlaufen, 
bei welcher man den von C  umschlossenen, z 0 enthaltenden Bereich zur linken 
H and hat. Ist z0 die Stelle oo, so wolle m an sich die V erhältnisse auf der 2-Kugel 
vorstellen.

2) Um im Falle eines v-blättrigen V erzw eigungspunktes den C a u c h y sc h e n  
Integralsatz in seiner ursprünglichen G estalt (S. 4 ff.) anwenden zu können, wolle 
m an die B etrachtung m ittelst der T ransform ation (4 ) S. 28 in die z'-Ebene ver­
legen oder auf die unten (S. 38) folgende E rw eiterung des C a u c h y sc h e n  Inte­
gralsatzes für m ehrblättrige Bereiche Bezug nehmen.

(1)
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Funktion f(z) und die Stelle z0 eindeutig bestimmt und heißt das „Resi­
duum“ der Funktion f(z) im Funkte z0.

Aus der gliedweise integrierbaren Potenzreihenentwicklung kann 
man in jedem Falle das Residuum leicht berechnen.1) Es ergibt sich: 
Ist z0 kein Verziveigungspunkt, so ist das Residuum für jeden endlichen, 
nicht-singulären Funkt gleich 0, für einen Fol gleich dem Koeffizienten c_1 
der Potenz (z — z0)~1 in der betreffenden Entwicklung (1) S. 27 und 
schließlich für die Stelle oo gleich — cx, wo c1 der Koeffizient von z~ 1 in 
der zugehörigen Entwicklung (3) S. 27 ist. Weiter aber findet man: Ist 
z0 ein v-blättriger Verzweigungspunkt, so ist das Residuum von f(z ) wieder­
um 0, falls z0 im Endlichen liegt und nicht zugleich ein Pol von f(z) ist; 
ist aber die im Endlichen liegende Stelle z0 zugleich ein Fol von f(z), wo 
alsdann die Entwicklung (6) S. 29 gilt, so ist das Residuum gleich vc_v; 
handelt es sich schließlich um die Stelle z0 = oo mit der Reihendarstellung:

ivelche die Möglichkeit eines Poles gleich mit umfaßt, so ist das Residuum 
von f(z) gleich — vcv. Von 0 verschiedene Residuen kommen der Funk­
tion f(z) hiernach allein für Pole im Endlichen und für die etwa ira 
Felde F liegenden Stellen oo zu.

Es sei nun T irgendein in F gelegener Bereich, der sich auch über 
sich selbst hinüberziehen darf, aber allerdings die £-Ebene nirgends 
oc-fach bedecken soll. Der Rand C von T bestehe aus endlich vielen 
regulären Kurven, von denen keine durch einen Pol von f(z) oder eine 
Stelle oo hindurchlaufen soll, und die, wie wir der Einfachheit halber 
annehmen wollen, auch die etwaigen Verzweigungspunkte vermeiden 
mögen. Die nächsten Umgebungen der in T gelegenen Pole, Ver­
zweigungspunkte und Stellen oo2) wollen wir mittelst kleiner, die be­
treffenden Punkte umlaufenden Kurven Gx, C2, . . .  ausschneiden3) und

1) Diese Rechnungen beruhen au f den Formeln:

welche man bei Gebrauch eines Kreises C um z0 unter E inführung von Polarkoordi­
naten £ — z 0 =  re '9 l  leicht bew eist und auch für den Fall eines v-blättrigen Ver­
zweigungspunktes z0 ohne Mühe verallgem einert.

2) Die Sprechweise schließt sich an die V orstellungen auf der 2-Kugel an. 
P unkte oo können nur in  endlicher Anzahl dem Bereiche T angehören, da dieser 
überhaupt keine Stelle z unendlich-blättrig  bedecken sollte.

3) Man beachte, daß die A nzahl der singulären P unkte von f{z) in T nur 
endlich sein kann. W ürden sich z. B. in T unendlich viele Pole finden, so w ür­
den w ir (auf der ^-K ugel) in T nach der „M ethode der Einschachtelung“ min-
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38 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

dem Bereiche T fortnehmen; der Restbereich heiße T', er wird durch 
C, C2, . . .  berandet.

Im so vorbereiteten, ganz im Endlichen gelegenen Bereiche T', 
unter Einschluß des Randes, ist nun f(z) überall analytisch, so daß der 
Cauchysche Integralsatz (4) S. 6 die Gleichung ergibt:

(2) f m  dt+f'f(t) dt + />(o dt + ---~ o.
(C) (Ci) (CJ

Der Integralsatz bezog sich oben allerdings nur erst auf Bereiche, die 
keinen Teil der #-Ebene mehrfach bedecken. Aber wir können T ' durch 
eine Anzahl von Querschnitten immer in endlich viele Teilbereiche zer­
legen, die einzeln genommen keinen Teil der #-Ebene mehrfach be­
decken. Bei Addition der auf diese Teilbereiche bezogenen Formeln (4) 
S. 6 werden sich dann die jeweils längs der beiden Ufer des einzelnen 
Querschnittes erstreckten Integrale aufheben, so daß die eben angegebene 
Gleichung (2) für T' als richtig erkannt wird.

Mit Rücksicht auf die jetzt vorliegende Durchlaufungsrichtung der 
Kurven C17 C2, . . .  erkennen wir in den betreffenden Integralen in (2) 
die mit — 2iit multiplizierten zugehörigen Residuen von f(z). Indem 
wir diese Glieder der Gleichung (2) transponieren, entspringt der Satz: 
Das über den Band C des Bereiches T im positiven Umlaufungssinne ge­
nommene Integral:

(3) I j J r t O «
( 0 )

ist gleich der Summe der Residuen von f(z) für alle in T gelegenen Pole 
und Stellen oo.

Im Anschluß an die S. 27 eingeführte Sprechweise sagt man, die 
Funktion f(z) habe in einem v-blättrigen Yerzweigungspunkte z0, der 
zunächst im Endlichen liege, einen „Nullpunkt mter Ordnung“, wenn in 
der zugehörigen Entwicklung (5) S. 29 das Absolutglied c0 verschwin­
det und der erste nicht-verschwindende Koeffizient cm ist. Liegt ein 
Pol und damit die Entwicklung (6) S. 29 vor, in der c_m nicht gleich 0 sein 
soll, so hat f(z) im Yerzweigungspunkte einen „Pol mter Ordnung11. Für 
einen in einer Stelle oo gelegenen Yerzweigungspunkt überträgt man 
diese Ausdrucksweise leicht; z. B. wird f(z) hier einen Nullpunkt mteT 
Ordnung haben, falls das erste wirklich auftretende Glied der zuge-

771

hörigen Reihenentwicklung cmz ’ mit m >  0 ist.
Wir stellen nun folgende Erklärung auf: Als „logarithmisches Be-

destens eine Häufungsstelle dieser Pole nachweisen. Diese Stelle müßte aber für 
f ( z )  wesentlich singulär sein (s. S. 31 ff.), was innerhalb F ausgeschlossen ist.

www.rcin.org.pl



Begriff des logaritkm ischen Residuums 39

siduum“ der Funktion f(z) im Funkte z0 bezeichnet man dm Wert des 
Intearals:

wo die Integrationsbahn wieder die in (1) benutzte, den Funkt z0 umlau­
fende kleine Kurve C sein soll. Doch soll, wie wir hier hinzusetzen 
müssen, C so klein gewählt werden, daß f(z) weder auf ü  noch in dem 
von C umschlossenen Bereiche, abgesehen nur etwa vom Punkte z0 
selber, einen Nullpunkt besitzen soll.1)

Die Ausrechnung des Integrales (4) in den einzelnen Fällen liefert 
nun ein höchst einfaches Ergebnis, das ohne Ausnahme für alle Innen­
punkte des Feldes F gilt: Fas logarithmische Residuum von f(z) ist in 
jedem Funkte z0, in welchem f(z) weder einen Kulipunkt noch einen Fol 
hat, gleich 0; dasselbe ist für einen Nullpunkt mter Ordnung von f(z) 
gleich m und für einen Fol mter Ordnung unserer Funktion gleich — m.

Wir gehen jetzt auf den oben bereits erklärten Bereich T im Felde 
F zurück und wollen betreffs des Randes C von T über die oben schon 
gegebenen Bestimmungen hinaus noch festsetzen, daß C jedenfalls auch 
durch keinen Nullpunkt von f(z) hindurchlaufen soll. Aus dem oben 
schon bewiesenen Residuensatze ergibt sich dann betreffs der logarith- 
mischen Residuen von f{z) sofort der weitere Satz: Fas über den Rand 
C des Bereiches T im positivm Umlaufssinne genommme Integral:

ist gleich der Summe der Ordnungen aller in T gelegenen Nullpunkte 
von f(z), vermindert um die Summe der Ordnungen aller daselbst befind­
lichen Pole der Funktion f(z).

§ 9. Die Reihe und der Satz von Laurent. Folgerungen über 
eindeutige Funktionen.

Durch zwei konzentrische Kreise K j und AT2 des Mittelpunktes 
z =  0 und der Radien rx und r2, die endlich und von 0 verschieden 
seien und die Bedingung rx >  r2 befriedigen sollen, sei ein zweifach zu­
sammenhängender Bereich T2 von der Gestalt eines Kreisringes ein­

1) Man beachte, daß in der Umgebung eines inneren Feldpunktes z 0 stets 
n ur endlich viele N ullpunkte von f ( z )  auftreten können (vgl. Note 3 S. 37), so daß 
m an also die Umgebung auch stets so klein wählen kann, daß höchstens z 0 N ull­
p u n k t von f(z)  ist.
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40 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

gegrenzt. Die Funktion f{z) soll in T2 unter Einschluß der beiden Rand­
kurven eindeutig und überall analytisch sein.

Ist alsdann z irgendein fest gewählter innerer Punkt von T2; 
für welchen also:

zutrifft, so gilt zufolge des Cauchysehen Integralsatzes1):

wo beide Kreise in denjenigen Richtungen zu durchlaufen sind, welche 
für die inneren, den Nullpunkt enthaltenden, Kreisscheiben den posi­
tiven Umlaufssinn liefern.

Da die Integrationsvariabele £ längs K x den konstanten Betrag 
|  £  j — rx hat und z in Übereinstimmung mit (1) fest gewählt ist, so 
können wir die S. 16 gegebene Entwicklung (indem wir den damaligen 
Wert zn durch 0 ersetzen) wiederholen und finden:

wo rechts eine für den ausgewählten Wert z konvergente Reihe steht, 
deren Koeffizienten durch:

gegeben sind. Aber eine entsprechende Entwicklung kann man auch 
für das zweite Integral in (2) rechter Hand durchführen. Da nämlich 
für einen längs K 2 variabelen Punkt £

und nach oben geschehener Wahl von z konstant ist, so gilt:

71 =  1

und man findet wie oben (S. 16 u. f.), daß die hier rechts stehende 
Reihe längs K% gleichmäßig konvergiert. Daraufhin gewinnt man:

1) Die Gleichung (2) entspricht der „Cauchyschen Integralformel“ (2) S. 16 
und ergibt sich in derselben Weise wie diese Formel aus dem Cauchyschen In­
tegralsatze.
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Die Laurentsche Reihe 41

als Darstellung des links stehenden Integrales mittelst einer im Punkte 
z konvergenten Reihe, deren Koeffizienten erklärt sind durch:

(K t )

Durch Addition der beiden für die Integrale in (2) rechter Hand 
gewonnenen Reihenentwicklungen ergibt sich der Satz: Der in einem 
inneren Punkte z des ringförmigen Bereiches T2 eintretende Funktions­
wert f(z) ist der Summenwert der nach leiden Seiten hin unendlichenf 
im Punkte z konvergenten, sogenannten „Laurentschen Reihe“1):

(3) f i ß ) ---------H c- s 7 *- +  c-s  7  +  c_i — +  c0 +  +  c2z2 +  • • •,
deren von der Auswahl der Stelle z unabhängige Koeffizienten durch die 
angegebenen bestimmten Integrale geliefert werden.

Man setze nun:
fi {?) =  "ü c\z 4~ W  +  c3^3 +  ‘* ’ }

f2(z) =  C_! — +  c_ 2 ~r +  H-----

und nenne die Konvergenzradien dieser Reihen i ?1 und R2, wobei natür­
lich die zweite Reihe für ,z j >  R2 konvergiert. Wir wollen hierbei 
den extremen Fall, daß die erste Reihe für alle endlichen z konvergiert, 
gleich mit einbegreifen, indem wir dann R l == oo nehmen; ebenso lassen 
wir die Möglichkeit Ii2 — 0 zu. Da die Laurentsche Reihe (3) für 
jeden Innenpunkt des Bereiches T2 konvergiert, so ist jedenfalls R x rt 
und R 2<Lr2. Indessen ist leicht zu sehen, daß hier die Gleichheits­
zeichen nicht gelten können. Für die inneren Punkte von T2 gilt näm­
lich zufolge (3) als Darstellung von f(e):
(4) f(e) = fx{e) + f2(e).

Es ist aber klar, daß durch die gleichzeitige analytische Fortsetzung 
von fi(z) und f t (z) auf Grund von (4) diejenige von f(z) mitgegeben 
ist. Nun war zufolge der Voraussetzung f(z) auch noch für alle Punkte 
von K x eindeutig und analytisch, und dasselbe gilt von der durch ihre 
Potenzreihe erklärten Funktion f2(z). Demnach ist auch fi(ß)=f{ß)—fti?) 
längs K x noch überall analytisch (frei von singulären Punkten), so daß 
K t innerhalb des Kreises vom Radius R x liegt. Ebenso zeigt man, daß 
notwendig jR2 <  r2 sein muß.

Die vorstehende Betrachtung zeigt zugleich, daß der Gültigkeits­
bereich der Gleichung (3) über den Bereich T2 hinausreicht. Es gilt

1) Über das Auftreten der Laurentschen Reihe und des gleich zu nennen­
den Laurentschen Satzes sehe man die Literaturnachweise bei O sgood, S. 346.
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42 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

nämlich der Satz: ln  jedem Bereiche T, dessen sämtliche Punkte z die 
Bedinqunq:

befriedigen, ist die Laurentsche Reihe (3) gleichmäßig konvergent und 
liefert als Summenwerte die Funktionswerte f(z), welche der anfänglich 
vorgelegten Funktion oder ihrer' Fortsetzung in T zukommen.

Weiter ist der Satz anzumerken: Die im Bereiche T2 eindeutige 
und daselbst überall analytische Funktion f(z) läßt sich in diesem Be­
reiche nur auf eine einzige Art in eine Laurentsche Reihe entwickeln. 
Gilt nämlich in T2 die Darstellung:

so wird diese Reihe längs eines Kreises K , der mit K t und K 2 kon­
zentrisch ist und im Innern des Ringes T2 verläuft, sicher gleichmäßig 
konvergent sein. Verstehen wir nun unter n irgendeine ganze Zahl1), 
so ist in:

wo die Integrale über K  in dem für den umschlossenen Bereich posi­
tiven Umlaufssinne geführt sein sollen, die rechts stehende Reihe wegen 
ihrer gleichmäßigen Konvergenz gliedweise integrierbar:

Von den hier rechts auftretenden Integralen ist aber nur das eine für 
v = n von 0 verschieden und gleich 2 ix , während alle übrigen ver­
schwinden. Es ist demnach:

womit wir (zufolge des Cauchyschen Integralsatzes) auf die obige 
Koeffizientenbestimmung der Reihe (3) zurückkommen. Die soeben 
angesetzte L auren t sehe Reihe für f(z) ist also notwendig mit der 
Reihe (3) identisch, womit der aufgestellte Satz bewiesen ist.

Als „Laurentschen Satz“ bezeichnet man das durch die bisherigen 
Entwicklungen festgestellte Ergebnis: Eine in dem durch die Unglei­
chungen (1) festgelegten Bereiche T2 eindeutige und analytische Funktion 
f(z) ist in einer und nur einer Art als Summe:

1) Siehe die Anmerkung S. 9.
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Der Laurentsche Satz nebst Folgerungen 43

zweier Funktionen fx(z) und f2(z) darstellbar, von denen die erste inner­
halb des Kreises Kx überall eindeutig/ und analytisch ist, während die 
zweite außerhalb des Kreises K2, unter Einschluß der Stelle oo, überall 
eindeutig und analytisch ist und im Punkt oo verschwindet.

Einige besondere Folgerungen beziehen sich auf die Fälle, daß 
f(z) auch innerhalb K 2 oder auch außerhalb K x oder endlich in beiden 
Bereichen zugleich eindeutig bleibt. Es gelte erstlich die Voraussetzung, 
daß f(e) auch innerhalb K 2 eindeutig sei und, höchstens vom Null­
punkte z =  0 selbst abgesehen, sich daselbst überall analytisch ver­
halte. Da fx (z) innerhalb K 2 überall eindeutig und analytisch ist, 
so wird ein etwa im Nullpunkte auftretender singulärer Punkt von 
f(z), der (wegen der Eindeutigkeit von f(zj) entweder wesentlich ist 
oder einen Pol mter Ordnung darstellt, notwendig von der Funktion 
f%(z) =  f(z) —fi(z) aufgenommen, die indessen für alle von 0 verschie­
denen z eindeutig und analytisch sein wird.

Nimmt man nun erstlich an, daß f(z) auch im Nullpunkt analy­
tisch bleibt, so gilt (vgl. S. 17) für alle z mit | z | <  B x und also ins­
besondere auch in T2 eine Darstellung:

f(z) =  c0 +  cxz + c2z2 4- c3z3 H-----,

und da dies notwendig die Laurentsche Reihe ist, so muß im vor­
liegenden Falle f2(z) "mit 0 identisch sein. Liegt im Nullpunkte ein 
Pol ?ntei Ordnung von f(z), so findet man in derselben Art als in T, 
gültig:

f(z) =  c_m—  +  c_m+1 ~— i +  • • • 4- c_x — -f c0 + cxz +  • • •;
z z 6

und da dies wiederum die Laurentsche Reihe sein muß, so gilt:

(5) /iO) -  c_t i  +  ¢ .,- ,-  +  ••• +  ■

Trifft keiner dieser beiden Fälle zu, so ist der Nullpunkt für f(z) und 
damit für f2(z) wesentlich singulär: Ist f\z) auch innerhalb K 2, höch­
stens vom Nullpunkt abgesehen, eindeutig und analytisch, so ist f2(z) 
identisch 0 oder die rationale Funktion (5) oder durch eine für alle von 
0 verschiedenen z konvergente unendliche Beihe darstellbar, je nachdem 
f{z) auch im Nullpunkt analytisch ist oder daselbst einen Pol mteT Ord­
nung oder endlich einen wesentlich singulären Punkt hat. Offenbar ist 
auch die Umkehrung dieses Satzes richtig.

Entsprechende Betrachtungen gelten, falls f(z) auch außerhalb K x 
eindeutig und, höchstens abgesehen von der Stelle oo, analytisch ist. 
Wir merken den Satz an: Ist f(z) außerhalb K x, höchstens von dem
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44 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

Punkte oo abgesehen, eindeutig und analytisch, so ist f^{z) mit einer Kon­
stanten c0 identisch1) oder eine rationale ganze Funktion mten Grades:
(6) /10) =  «o +  ci0  +  -----+  cmzm

oder durch eine „beständig konvergente“ unendliche Reihe ^ß(F) darstell­
bar, je nachdem f(z) auch im Punkte oo analytisch ist oder daselbst einen 
Pol mteT Ordnung oder einen wesentlich singulären Punkt hat. Auch liier 
gilt offenbar die Umkehrung des Satzes.

Diese drei Fälle wollen wir noch mit dem Falle einer identisch 
verschwindenden Funktion f2(z) kombinieren: Ist f(z) auf der ganzen 
z-Kugel, höchstens vom Punkte z — oo abgesehen, eindeutig und analytisch, 
so ist f(z) mit einer Konstanten c0 identisch oder eine rationale ganze 
Funktion (6) vom mten Grade oder darstellbar durch eine „beständig kon­
vergente“ unendliche Reihe iß (z), je nachdem f(z) auch im Punkte oo ana­
lytisch bleibt oder daselbst einen Pol mter Ordnung oder einen wesentlich 
singulären Punkt hat. Auch die Umkehrung des Satzes trifft zu.

§ 10. Die ganzen rationalen Funktionen und ihre inversen
Funktionen.

Die vorstehenden allgemeinen Entwicklungen über analytische 
Funktionen sollen nun an einzelnen Funktionsarten, insoweit dies für 
unsere späteren Zwecke wünschenswert ist, erläutert und weiter ent­
wickelt werden. Folgende Erklärung schließt sich an den letzten Satz 
von § 9 an: Eine Funktion, deren Feld F die schlichte (einblättrige) und 
vollständige z-Kugel ist und die den Punkt z =  oo als einzigen singu­
lären Punkt hat, heißt eine „ganze rationale“ Funktion und werde mit 
der besonderen Bezeichnung g(z) belegt.2) Der singuläre Punkt ist, als dem 
Felde F angehörig, außerwesentlich und also, da g(z) in der Umgebung 
desselben eindeutig ist, notwendig ein Pol. Ist die positive ganze Zahl 
m die Ordnung desselben, so heißt g(z) eine „ganze rationale Funktion 
mten Qrages“ unü ist durch einen Ausdruck (6) S. 44 für alle Werte 
von z gegeben.

1) Siehe die Anm erkung 2 S. 30.
2) W ir erklären die Funktionen f (z)  hier und in der Folge zumeist aus ihren 

w esentlichen Eigenschaften, d. h. etwa durch Angabe ihres Feldes F und der Art 
und Lage ihrer singulären Punkte. Dieser Standpunkt is t derjenige R ie m a n n s ,  
worüber man insbesondere den Art. 20 seiner 1851 erschienenen D issertation 
„Grundlagen für eine allgem eine Theorie der Funktionen einer veränderlichen 
komplexen Größe“ (Gesammelte m athem atische W erke, Leipzig 1876, S. IfF.) ver­
gleiche. Die D arstellung einer Funktion, etw a m ittels einer Potenzreihe oder eines 
sonstigen analytischen Ausdrucks, is t dann immer erst eine Folge der unabhängig 
hiervon gegebenen E rklärung der Funktion.
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Über die etwaigen Nullpunkte von g(z) gibt das am Schlüsse von 
§ 8 (S. 39) aufgestellte Theorem Aufschluß. Da g{z) nicht mit 0 iden­
tisch ist, so können Avir in der endlichen ^-Ebene eine geschlossene, 
sich nicht selbst schneidende, reguläre Kurve C der Art wählen, daß 
in dem von C umschlossenen endlichen Bereiche, den Rand C selbst 
mit einbegriffen, kein Nullpunkt von g(z) gelegen ist. Natürlich findet 
sich in diesem Bereiche auch kein Pol, so daß nach dem genannten 
Theoreme die fragliche Kurve C als Integrationsbahn:

(1) 2 7 = / ^ 1 ^ ( 9 - 0
(0

liefert. Nun aber wird die ^-Kugel durch die Kurve C in zwei Be­
reiche zerlegt, einmal den eben ins Auge gefaßten Bereich, sodann den 
ganzen Rest der 2-Kugel, welcher den Pol mter Ordnung und alle et­
waigen Nullpunkte von g{z) enthält. Indem wir C als Rand dieses 
zweiten Bereiches auffassen und auf ihn das fragliche Theorem an­
wenden, folgt aus (1) sofort: Die ganze rationale Funktion mten Grades 
g{z) hat einen oder mehrere Nullpunkte, und es ist die Summe der Ord­
nungen aller ihrer Nullpunkte gleich m.

Ist bei der durch z = s zu bezeichnenden Stelle ein Nullpunkt der 
Ordnung x von g(z) gelegen, so ist nach S. 27 hierselbst g(z) • (z — s)- * 
von 0 verschieden und analytisch. Die sonst etwa vorkommenden Null­
punkte von g(z) besitzt g{z)-{z — s)~* in den gleichen Ordnungen, ohne 
darüber hinaus noch weitere Nullpunkte aufzuweisen. Im übrigen hat 
g{z)-{z — s)~* wieder dasselbe Feld F wie g(z) und ist im Endlichen 
polfrei.

Diese Betrachtung kann man durch Hinzunahme der weiteren etAva 
noch auftretenden Nullpunkte von g{z) fortsetzen. Seien die unter­
schiedenen Nullpunkte von g(z) bei sl} s2, . . ., sk gelegen und seien 
x1? x2, . . ., xk ihre Ordnungen, so gilt für die positiven ganzen Zahlen 
x nach dem zuletzt gewonnenen Satze:
(2) xi +  x» +  ’ * • xk =
so daß insbesondere ihre Anzahl k der Bedingung 0 <  k <  m genügt. 
Dann erkennt man in:

g(z) • (z -  sxT * \ z  -  s2r* ' - -  • (z -  sk)~x*
eine Funktion des bisherigen Feldes F, die für alle endlichen z analy­
tisch und frei von Nullpunkten ist. Nach dem zuletzt ausgesprochenen 
Satze kann sie demnach auch keinen Pol bei z = oo mehr besitzen und 
ist also nach dem Schlußtheorem von § 9 mit einer Konstanten iden­
tisch. Den Wert der letzteren bestimmen wir mittelst des Ausdruckes
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46 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

(6) S. 44 leicht zu cm und kleiden das gewonnene Ergebnis in den 
Satz: Die ganze rationale Funktion g(z) vom mten Grade gestattet die 
„Linearfaktorenzerlegung“:

(3) 90) - c j f -  s,)*' 0  -  *)** • • ■ ( * -  0 * ‘>

wobei die ganzen positiven Exponenten x an die Bedingung (2) gebunden 
sind. Hierin ist eine bekannte Ausdrucksform für das „Fundamental­
theorem der Algebra“ gewonnen.

Mit Rücksicht auf die Fortsetzung der Untersuchung wollen wir 
unter der Annahme, daß der Grad m >  1 sei1), sogleich für die erste 
Ableitung g\z), welche eine ganze rationale Funktion (m — l) ten Grades 
ist, die Linearfaktorenzerlegung in der Gestalt:
(4) g \z)  =  m c j z  -  tf)Hz -  ttf* tfh
angeben, wobei die positiven ganzen Zahlen X an die Bedingung:
(5) Xx +  X2 -f- • • • +  Xt =  m — 1

gebunden sind. Die Werte der Funktion g(z) in den l Punkten tx, 
t2, . . ., tf mögen e1} e2, . . ., e, sein; dieselben sind alle endlich, aber 
brauchen natürlich keineswegs durchweg voneinander verschieden zu sein.

Ist jetzt w0 irgendein endlicher komplexer Wert, der fest gewählt 
ist, so ist auch (g{z) — w0) eine ganze rationale Funktion mten Grades. 
Hat dieselbe bei z0 einen Nullpunkt von einer Ordnung g >  1, so hat 
daselbst g {z) einen Nullpunkt (g — l) ter Ordnung, so daß z0 einer der 
l Werte tlf t2, . . ., t{ ist und (da für diesen Wert g[z) offenbar gleich 
w0 wird) w0 zu den Werten e1) e2, . . ., et gehört. Nehmen wir dem­
nach w0 zunächst als von diesen Werten e verschieden an, so wird 
(g(z) — w0) nur Nullpunkte erster Ordnung aufweisen und also an ge­
nau m verschiedenen Stellen des Feldes F verschwinden: Die rationale 
ganze Funktion g(z) vom ml6u Grade nimmt einen beliebigen, von den e1} 
e2, .. ., e, verschiedenen, endlichen komplexen Wert w0 in genau m ver­
schiedenen Punkten des Feldes F an und soll dieserhalb als eine m-wertige 
Funktion im Felde F bezeichnet werden.

Dieses Ergebnis wird in seiner vollen Bedeutung erst überblickt, 
wenn wir auf die allgemeinen Abbildungssätze von § 7 (S. 30 ff.) ein­
geh en. Aus ihnen folgt: Die Umgebung einer beliebigen endlichen von 
den tx, t2, . . ., t{ verschiedenen Stelle z0 wird durch die Funktion 
w — g (e) auf einen schlichten Bereich um den Bildpunkt wQ der w- 
Ebene konform abgebildet. Es treten aber folgende Unterbrechungen 
der Konformität der Abbildung auf: Erstlich wird die schlichte Um­

1) Im F alle  m =  1 w ird  m au d ie  au fzu stellen d en  Sätze le ic h t  d irek t b e stä ­
t ig en ; übrigens kom m en w ir  a u f d iesen  F a ll un ten  noch  au sfü h rlich  zurück.
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Abbildung der z-Ebene durch eine ganze Funktion 47

gebung der Stelle z = oo auf eine ««-blättrige Windungsfläche mit dem 
Verzweigungspunkte w = 00 abgebildet, so daß die Winkel des Scheitel­
punktes z — 00 sich auf m-fach vergrößerte Winkel übertragen. Zwei­
tens aber beachte man, daß im einzelnen Punkte t die Ableitung g (z) 
verschwindet, und daß g(l+x\z )  die erste dortselbst nicht verschwin­
dende Ableitung ist: Die schlichte Umgebung der einzelnen Stelle t 
wird durch die Funktion w = g(z) auf eine Windungsfläche mit v =  1 +  k 
Blättern und dem Verzweigungspunkte e =  g(t) abgebildet, so daß die 
Winkel des Scheitelpunktes t im Abbilde v-fach vergrößert erscheinen.

Die v Blätter der Windungsfläche hängen im Verzweigungspunkte 
e, der der Stelle t der ^-Ebene entspricht, zusammen. Wahrend dem­
nach ein dicht bei e gelegener Wert w0 noch v getrennte übereinander 
liegende Punkte der Windungsfläche liefert und also in v dicht bei t 
nebeneinander liegenden Punkten z als Funktionswert eintritt, werden 
diese v Punkte z, sobald wir w0 gleich e werden lassen, an der Stelle t 
zum Zusammenfall kommen. Wir sagen demnach, daß an der Stelle t 
der z-Ebene v dem Funktionswerte e entsprechende Punkte z zusammen­
fallen. Übertragen wir diese Sprechweise auch auf den Punkt z =  00 
und den zugehörigen ««-blättrigen Verzweigungspunkt w =  00, so gilt 
der Satz, daß irgendein komplexer Wert w0 in genau m Punkten der 
z-Kugel von der Funktion g(z) angenommen wird, ausnahmslos.

Das durch die Funktion w =  g(z) gelieferte Abbild des gesamten 
Feldes F und damit das Feld F' der inversen Funktion z =  cp(w) ist 
in seiner Gestaltung nun zu überblicken. Dieses Feld F' bedeckt die 
«(/•-Kugel überall ««-blättrig, wobei jedoch an der Stelle 00 alle m Blätter 
in dem daselbst gelegenen Verzweigungspunkte Zusammenhängen und 
nach Art der Blätter einer Windungsfläche beim Umlauf um z =  00 inein­
ander übergehen, während in entsprechender Weise im einzelnen der l 
im Endlichen gelegenen Verzweigungspunkt e{ gewisse v{ =  1 +  Blätter 
Zusammenhängen und beim Umlauf von e{ ineinander übergehen. Mehr­
blättrige zusammenhängende Bereiche dieser Art hat R iem ann1) all­
gemein zum Studium der algebraischen Funktionen (vgl. § 16) eiuge- 
führt. Man benennt dieserhalb den Bereich F' als eine „ Riemann­
sche Fläche11 und spricht in unserem Falle genauer von einer „geschlos­
senen m-blättrigen Riemannschen Fläche mit (l -f- 1) Verzweigungspunk­
t e n die Fläche möge, damit in der Bezeichnung sogleich die Blätter­
anzahl m mit zum Ausdruck kommt, fortan durch das Symbol Fm be­
zeichnet werden.

1) In A b teilu n g  I, A rtik e l 1 der A b h an d lu n g  „T heorie  der A b e l  sehen F unk­
tio n en “ , Journ. f. M ath., B d . 54 (1857) oder R i e m a n n  s W erke, S. 95.
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Es ist nun sehr wichtig, daß wir die Riemannsche Fläche F„, 
auch synthetisch aufbauen können. Man denke auf der 2-Kugel die 
Stellen e und den Punkt oo markiert. Da die Werte elt e2, . . e, 
nicht voneinander verschieden sein müssen und übrigens l i> 1 gilt, so 
handelt es sich mindestens um 2, höchstens um (l +  1) markierte Punkte. 
Man ziehe nun etwa von e1 aus durch die sämtlichen markierten Stellen 
€ bis zum Punkte oo eine sich selbst nicht überkreuzende, reguläre 
Kurve und durchschneide die w-Kugel längs dieser Kurve. Die beiden 
Schnittränder unterscheiden wir mit Rücksicht auf die Durchlaufungsrich- 
tung der Kurve von ei nach oo als rechtes und linkes Ufer des Schnittes. 
Die zwischen den einzelnen, aufeinanderfolgenden markierten Punkten ver­
laufenden Teile des Schnittes wollen wir der Reihe nach Sl} S2, . . .  
nennen und jeden von ihnen als einen „Verzweigungsschnitt“ bezeich­
nen. Die zerschnittene «oKugel stellt einen „einfach zusammenhängen­
den“ Bereich dar, der eine einzige von den beiden Schnittufern gelieferte 
Randkurve besitzt.

Von der so vorbereiteten w-Kugel wollen wir jetzt m Exemplare 
übereinander geschichtet denken, die also zunächst außer Zusammen­
hang sind. Es sei alsdann wQ irgendein komplexer Wert, der jedoch 
weder einen Verzweigungspunkt noch einen sonstigen Punkt eines Ver­
zweigungsschnittes liefert. Zu tv0 gehören m verschiedene Werte zly 
z2, . . ., zm unserer w-deutigen Funktion z = cp(w), die wir uns in irgend­
einer Reihenfolge auf die m Exemplare der w-Kugel bei w0 verteilt 
und aufgetragen denken. Jetzt vollziehe man in jedem der m Blätter 
die analytische Fortsetzung unserer Funktion, beginnend mit dem auf­
getragenen Werte ^  =  ^p(w0). Die m berandeten und je einen einfach 
zusammenhängenden Bereich darstellenden Blätter tragen dann Funktions­
werte, die wir durch die Bezeichnungen cp1(iv), cp2(w), . . ., (pm(w), den 
zlf z2, . . ., zm entsprechend, unterscheiden. Dabei ist in ihrem
Bereiche eine eindeutige Funktion; denn im Innern dieses Bereiches 
kommt kein singulärer Punkt der Funktion vor, und also muß die 
Fortsetzung über jede im Bereiche geschlossene Kurve nach einem 
S. 25 bewiesenen Satze zu den Anfangswerten der Funktion zurück­
führen.

Man fasse nun die Randwerte des ersten Funktionszweiges (p^iv) 
längs des rechten Ufers vom ersten Verzweigungsschnitte Sx ins Auge, 
welche sich den Innenwerten stetig anschließen. In der unzerschnittenen 
w-Ebene setzen sich diese Funktionswerte über die „Kurve“ St hinweg 
stetig fort. Die Folge ist, daß die am rechten Ufer von St stattfinden­
den Randwerte von q)1 (w) auf dem gegenüberliegenden linken Ufer 
durch einen bestimmten unter den m Zweigen (p1 (w), (p2(w), . . ., <pm(w)
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Synthetischer Aufbau einer Riemannschen Fläche 49

erreicht werden müssen. Handelt es sich dabei um den Funktions­
zweig <Pi(w), so wollen wir nunmehr das rechte Ufer von Sx im ersten 
Blatte mit dem linken Ufer von Sx im iten Blatte zusammenheften.

In derselben Weise fortfahrend heften wir auch die rechten Ufer 
von Sx in den übrigen (m — 1) Blättern je an bestimmte linke Ufer 
von Sj an und nehmen die gleiche Operation für alle übrigen Ver­
zweigungsschnitte S2, Ss, ... vor. So entsteht am Ende iwieder unsere geschlossene 
m-blättrige IIiemannsche Fläche Fm, in welcher die zunächst m-deutige Funk­
tion z — cp{w) nunmehr eine „eindeutige Funktion des Ortes“ geworden ist.

Die Riemannsche Fläche Fm ist ein wichtiges Hilfsmittel zur 
Veranschaulichung des Verlaufs der Funktion cp(iv) und des Zusammen­
hangs ihrer verschiedenen Zweige. Allerdings ist ein unmittelbares an­
schauliches Erfassen der gesamten Fläche nur bei besonders einfach 
gebauten Flächen möglich. In dieser Hinsicht ist nun sehr wichtig, 
daß wir im vorliegenden Falle den Zusammenhang der m Blätter von 
Fm dadurch einer zeichnerischen Darstellung noch unmittelbarer zu­
gänglich machen können, daß wir Fm rückwärts auf die #-Ebene ab­
bilden. Die m „über“einander liegenden Blätter von Fm liefern dabei m 
„nebeneinander gereihte je einfach zusammenhängende Bereiche, welche in 
ihrer Gesamtheit die z-Kugel überall schlicht und ohne Lücke überspannen. 
Die Randkurven dieser Bereiche entsprechen den Ufern der Verzwei­
gungsschnitte; der einzelne Punkt z — t{ ist rings von 2vi oder (falls 
er von ex herrührt) von v{ Bereichen umgeben, der Punkt z =  oo von 
allen m Bereichen. Die Brauchbarkeit dieses Bildes für die Darstellung 
des Blätterzusammenhanges würde hier an einem Beispiele zu erläutern 
sein. Doch kommen wir auf den gleichen Gegenstand bei Besprechung 
der rationalen Funktionen zurück und werden dort ein für spätere Ent­
wicklungen wichtiges Beispiel betrachten.

§11.  Die ganzen transzendenten Funktionen. Exponential­
funktion und Logarithmus.

Einer weiteren Klasse ganzer Funktionen legen wir die folgende 
Erklärung zugrunde: Fine Funktion, deren Feld die schlichte z-Ebene, 
abgesehen vom einen Funkte z =  oo, ist, und die im Endlichen überall 
analytisch ist, heißt eine „ganze transzendente11, Funktion und soll wieder 
durch w —g(z) bezeichnet werden. Der einzige Randpunkt z =  oo des Feldes 
F ist ein wesentlich singulärer Funkt der Funktion (vgl. S. 44), die in 
ihrem Felde durch eine beständig konvergente unendliche Reihe:
(1) g(e) =  c0 -f cxz 4- c2z2 +  czz3 4-----
darstellbar ist.

F r icke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 4
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Die Beschaffenheit der Funktion in der Umgebung ihres wesentlich 
singulären Punktes wird durch folgende Betrachtung festgestellt. Ist 
M  ein „beliebig“ groß gewählter positiver Betrag, so ist in jeder Umgebung 
des Punktes z = oo eine Stelle nachweisbar, in der der absolute Betrag 
\g{ß)\ die Zahl M ubertrifft. Gäbe es nämlich einen Kreis mit dem 
Radius r um den Nullpunkt z =  0 der Art, daß für alle endlichen z 
mit \z \>  r die Ungleichung:
(2) \m\^M
zutrifft, so würde dieselbe insbesondere längs jedes Kreises K  mit einem 
Radius R, der größer als r ist, zutreffen. Ist nun n irgendeine der 
Zahlen 1, 2, 3, .. ., so findet man, indem man die längs K  gleich­
mäßig konvergente Reihe (1) für </(£) durch £" + 1 teilt und über K  als 
Integrationsbahn gliedweise integriert (vgl. Note 1 S. 37):

Hiernach gilt mit Rücksicht auf die längs K  gültige Ungleichung (2) 
offenbar:

Da M  ausgewählt ist, aber R  oberhalb des Betrages r noch beliebig 
wählbar ist, während cn einen von der Auswahl des R  unabhängigen 
konstanten Wert bedeutet, so kann zufolge der letzten Ungleichung cn 
keinen von 0 verschiedenen Wert haben. Es würde also g(z) mit der 
Konstanten c0 identisch sein, womit sich unsere Behauptung bestä­
tigt hat.

Nun gilt aber weiter: Ist b eine positive, von 0 verschiedene, aber be­
liebig Hein gewählte Zahl, so kann man in jeder Umgebung der Stelle oo 
einen Funkt z angeben, in dem:

zutrifft. Beim Beweise dieser Behauptung müssen wir drei Fälle unter­
scheiden. Hat erstlich g (z) unendlich viele Nullpunkte, so haben diese 
Nullpunkte auf der 2-Kugel mindestens eine Häufungsstelle.1) Eine 
solche Häufungsstelle kann aber im Endlichen nirgends auftreten, da 
in ihr g (z) sich nicht analytisch verhalten könnte. Mithin ist der 
Punkt oo die einzige Häufungsstelle der Nullpunkte, so daß in jeder 
Umgebung von oo ein Punkt angebbar ist, in welchem g{z) gleich 0

1) Siehe das in der Ncüe 2 S. 10 erw ähnte und S. 25 ausgeübte Beweisver­
fahren nach der „Methode der Einschachtelung“ .
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und also kleiner als d ist. Hat zweitens g ( z )  überhaupt keine Null­
punkte, so erkennt man in:

sofort wieder eine ganze transzendente Funktion. Für diese ist in jeder 
Umgebung von 0 0  ein Punkt z  nachweisbar, in dem |f/i( )̂ > d _1 
und also g(z) <  d zutrifft. Hat drittens g ( z )  endlich viele Null­
punkte z t i  z 2, ■ • zn der Ordnungen m lf  m 2, . . ., m n, so hat (g{z))~l 
ebendort Pole dieser Ordnungen und verhält sich übrigens im End­
lichen allenthalben analytisch. Gilt für die Umgebung des Poles z. die 
Entwicklung:

so erkennt man jetzt in:

leicht eine ganze transzendente Funktion. Schreiben wir die hier rechts 
auftretende Summe in Abhängigkeit von z  kurz j S ( z ) .  so gilt:

woraus sich ergibt:

Nun hat J £ ( z )  im Punkte 0 0  den Grenzwert 0, so daß wir eine Um­
gebung von 0 0  eingrenzen können, in welcher überall ^ E {z )  <  1 gilt. 
Daselbst kann man dann noch eine Stelle nach weisen, für welche 

g 1 (z )  >  1 -f- d_1, also g ( z ) ~ l >  d-1 und damit g[z) j < d  wird.
Den beiden aufgestellten Sätzen kann man leicht noch eine etwas 

erweiterte Fassung geben. Hat man beim ersten Satze in einer Um­
gebung von 0 0  eine Stelle z  nachgewiesen, für welche g ( z )  >  M  zu­
trifft, so kann man durch j z  | >  z  einen Bestandteil jener Umgebung 
erklären, in dem dann wiederum ein Punkt z” nachweisbar ist, für 
welchen g {z" )  >  M  gleichfalls zutrifft. Indem wir so fortfahren, er­
kennen wir: I n  je d e r  Umgebung von  0 0  s in d  unbegrenzt viele P u n lde  
nachw eisbar, in  denen g [ z )  >  M  g il t ,  u n d  ebenso n atürlich  unbegrenzt 
viele P un lde , in  denen g { z )  <  d zu trifft.

Ist jetzt w 0 ein beliebiger endlicher komplexer Wert, der fest ge­
wählt ist, so ist {g{z) — w 0) wieder eine ganze transzendente Funktion. 
Es folgt sofort: In  je d e r  Umgebung des ivesentlich singu lären  P un ktes  
0 0  s in d  unbegrenzt viele Stellen z  nachw eisbar, in  denen:
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52 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

zutrifft, in denen also, ivie man sagen kann, die Funktion g(z) dem will­
kürlich ausgeivählten Werte w0 „beliebig“ nahe kommt. Der Satz gilt, wie 
wir schon wissen, in sinngemäßer Übertragung auch für den Wert 
w0 =  oo.

Das eigentümliche hiermit festgestellte Verhalten einer ganzen 
transzendenten Funktion in der Umgebung ihrer wesentlich singulären 
Stelle soll nun an dem bekannten Beispiele der im Endlichen nirgends 
verschwindenden Funktion:

w = ez =  e*+iy = e? (cos y +  i sin y)
erläutert werden. Schreiben wir w =  u -f iv, so ergibt sich die durch 
die Exponentialfunktion e1 vermittelte konforme Abbildung sehr leicht aus: 

u =  e? cos y , v =  e? sin y.
Man zeichne in der £-Ebene die unendlich vielen, zur reellen Achse 

parallelen, äquidistanten Geraden der Gleichungen:
y = 0 , y — ± 2 « ,  IJ = ±±7t,  y = ± 6 x ,  • • •.

Sie zerlegen die 5-Ebene in unendlich viele Bereiche, welche die Ge­
stalt von Parallelstreifen haben; wir wollen dabei von den beiden be- 
randenden Geraden immer nur die untere (die zu kleinerem y gehörende) 
als dem Bereiche zugehörig ansehen. Ist zQ irgendein endlicher Wert, 
so haben wir in jedem unserer Streifen einen und nur einen mit z0 
„homologen" Punkt. Wir gelangen zur Punktreihe:

Zq , z0 + 2iit,  *o ±  4tsr,
und erkennen, daß alle diese Punkte einen und denselben Funktions­
wert w0 tragen. Alle Werte, welche unsere Funktion iv <= ez überhaupt 
im Endlichen annimmt, treten demnach auch bereits in einem ersten 
Streifen, etwa dem durch 0<[? /<2 j r  charakterisierten, auf. Ist anderer­
seits w0 =  r0e**°, wo 0 <  -9-0 <  gelte, irgendein von 0 und oo ver­
schiedener komplexer Wert, so finden wir, daß dieser Funktionswert 
an der Stelle:

z0 = x0 + iy0 =  log r0 +  i »o
jenes ersten Streifens, aber auch nur an dieser Stelle, wirklich eintritt. 
Dem wesentlich singulären Punkte z =  oo können wir uns im Streifen 
sowohl nach links wie nach rechts hin annähern: Die Funktion iv hat 
bei diesen Annäherungen bestimmte Grenzwerte, nämlich 0 und oo.1) Wir 
haben damit folgenden Satz festgestellt: Der gesamte „endliche“ Parallel-

1) W ir merken noch an: N ähern wir uns der w esentlich singulären Stelle 
z  =  oo mittels einer nicht zur y -Achse parallelen Geraden an, so tr itt stets ein 
Grenzwert tv ein, näm lich entw eder 0 oder oo. Bei A nnäherung parallel zur y -  
Achse aber hat unsere Funktion keinen Grenzwert.
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Abbildung der 2-Ebene durch die Exponentialfunktion 53

streifen wird durch die Funktion w =  ez konform auf die schlichte w-Ebene, 
abgesehen von den beiden Punkten w =  0 und w =  oo, abgebildet; diese 
beiden Punkte sind für die inverse Funktion z =  log w wesentlich singulär. 
Man mache sich die Beschaffenheit dieser Abbildung im einzelnen an­
schaulich, indem man die Parallelen zur rr-Achse auf die Geraden, 
welche von w =  0 ausstrahlen, und die den Streifen durchziehenden 
Parallelen zur y -Achse auf die konzentrischen Kreise um w =  0 
überträgt.

Die Abbildung der gesamten endlichen #-Ebene, d. i. des Feldes F 
unserer Funktion, auf die w-Ebene ist nun unmittelbar ersichtlich: 
Das Feld der inversen Funktion z =  log w ist eine unendlich-blättrige 
Biemannsche Fläche F ̂  mit den beiden oo-blättrigen Verzweigungs­
punkten w — 0 und w =  oo, die als wesentlich singuläre Stellen von log w 
dem Felde F̂  nicht zugehören. Beim synthetischen Aufbau dieser Fx 
hat man die w-Ebene im Anschluß an die obige Streifenteilung der 
#-Ebene längs der positiven reellen w-Achse mit einem von 0 nach oo 
ziehenden „Verzweigungsschnitt“ S  zu versehen und Exemplare der so 
vorbereiteten w-Ebene sowohl nach oben als unten hin in unendlicher 
Zahl übereinander zu schichten. Sodann hat man jedes rechte Schnitt­
ufer an das linke des nächst darüber folgenden Blattes zu heften, wo­
durch die F x gewonnen wird.

Der Zusammenhang der Blätter wird auch hier, wie bei der am Schluß 
von § 10 (S. 49) betrachteten Fläche, am übersichtlichsten durch die 
Übertragung der F̂  auf die schlichte, endliche 2-Ebene dargestellt, wo 
ja jeder einzelne Parallelstreifen das konforme Abbild eines bestimmten 
Blattes der F̂  ist.

Insbesondere aber können wir mittelst dieses Abbildes der F dasOO
Verhalten der Funktion w =  ez in der Umgebung des wesentlich sin­
gulären Punktes oo veranschaulichen. Es ist zu diesem Zwecke ent­
weder die £-Kugel heranzuziehen, auf welcher die den Geraden y =  2n% 
entsprechenden Kreise nach (7) S. 23 durch die Ebenen der Gleichungen:

7] =  0 und t  — - - 7 7 + 1 = 0 ,  n = ± l ,  ± 2 , ±3, •••

ausgeschnitten werden, oder man muß mittelst der Transformation (2) 
S. 21 die Umgebung von z =  oo auf diejenige von /  = 0  in einer neuen 
z '-Ebene abbilden. Benutzen wir etwa die letzte Methode, so übertragen 
sich die Geraden y =  2n?c auf die Kreise:

y '=  0 und x '\+  y'2 +  — V =  0, n=±i,±2, ±v~.

Die Einteilung der /-Ebene durch diese Kreise ist in Fig. 9 (S. 54) an­
gedeutet. Unter ihnen findet sich insbesondere die /-Achse, und alle
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übrigen Kreise berühren die x -Achse im Nullpunkte, wobei der Null­
punkt in der Art eine Häufungsstelle der Kreise ist, daß sich in jeder

Umgebung desselben sowohl oberhalb als unter­
halb der «'-Achse unendlich viele Kreise finden.

Je zwei benachbarte Kreise schließen nun 
einen sichelförmig gestalteten Bereich ein, der 
sich an den wesentlich singulären Punkt /  =  0 
mit zwei Spitzen tangential zur «'-Achse beider­
seits heranzieht. Die Spitzen, d. i. der Punkt 
z =  0, sollen der Sichel nicht zugerechnet werden; 
auch sehen wir nur den einen berandenden 
Kreis als zur Sichel gehörig an. Dann ist die 
Sichel gerade genau ein eindeutiges Abbild 
der gesamten w -Ebene, abgesehen von den 
beiden Punkten w =  0 und w =  oo. Die Häu­
fung der Sicheln gegen den Punkt /  =  0 hin 
veranschaulicht nun unmittelbar folgenden Satz: 

Ist w0 ein beliebiger von 0 und oo verschiedener komplexer Wert, so gibt es in 
jeder Umgebung von z =  0 noch unendlich viele Punkte, in denen unsere 
Funktion w den Wertiv0 annimmt. Die Werte 0 und oo sind die Grenzwerte 
von w in den beiden Spitzen der einzelnen Sichel. Da z' — 0 einen nicht 
zur Sichel gehörenden Punkt darstellt, so können wir zwar in jeder Um­
gebung von /  =  0 in der Sichel Punkte nach weisen, in denen w dem Werte 0 
bzw. oo beliebig nahe kommt; aber allerdings wird keiner dieser beiden 
Werte innerhalb der Sicbel wirklich erreicht.1)

Wir schließen noch folgende gleich zur Anwendung kommende 
Betrachtung hier an: In der endlicben #-Ebene sei eine im Punkte z0 
beginnende und ebenda endigende, also geschlossene Kurve C gezeichnet, 
die sich übrigens sehr wohl auch beliebig oft selbst überkreuzen darf. 
Ihr entspricht in der endlichen w-Ebene eine von w0 — e‘° ausziehende 
gleichfalls geschlossene Kurve C , die „nicht“ durch den Nullpunkt w =  0 
hindurchzieht. Wir können C stetig und ohne Zerreißen in der endlichen 
^-Ebene unter Festhaltung des Punktes z0 auf diesen Punkt zusammen­
ziehen. Dem steht eine entsprechende Zusammenziehung von C' auf 
den Punkt w0 gegenüber, ohne daß bei dieser Zusammenziehung C  über

1) Eine ganze transzendente Fnnktion g [ z ) nim m t in keinem P unkte ihres 
Feldes F den W ert oo an. Nach einem von E. P i c a r d  entdeckten Satze kann es 
höchstens noch einen weiteren W ert w 0 geben, der von g(z)  in  keinem  Punkte des 
Feldes angenommen wird. Bei der Exponentialfunktion liegt in der T at ein sol­
cher W ert vor, nämlich ic0 =  0. Siehe übrigens betreffs des P ic a r d s c h e n  Satzes 
„ O s g o o d “ , S. 707.
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den Nullpunkt w =  0 hinweggeschoben würde oder auch nur den Null­
punkt erreichte.

Zeichnet man andererseits in der endlichen w-Ebene von einer von 0 
verschiedenen Stelle w0 aus irgendeine geschlossene, also in w0 endigende 
Kurve C', welche durch den Nullpunkt w =  0 nicht hindurchläuft, und 
wählen wir unter den unendlich vielen korrespondierenden Punkten z0 
=  log iv0 irgendeinen bestimmten aus, so überträgt sich C  auf eine in 
der endlichen ^-Ebene liegende Kurve C, welche in zQ beginnt und einem 
homologen Punkte (£0-p 2»u’jr) endigt. Ist nun C  unter Festhaltung 
von icQ auf diesen Punkt zusammenziehbar1), ohne dabei über den Nidl- 
punkt himc eggezogen zu werden, oder auch nur diesen Punkt zu erreichen, 
so entspricht dem eine in der endlichen ^-Ebene vor sich gehende ste­
tige Abänderung von C bei Festbleiben des Anfangs- und des End­
punktes von C in der Art, daß G schließlich gleichfalls auf einen Punkt, 
nämlich z0 zusammenschrumpft: Also ist der Endpunkt (z0 +  2nin) mit 
dem Anfangspunkte identisch, d. h. auch C ist eine „geschlossene“ Kurve.

Mit Hilfe dieser Betrachtung gelingt es leicht folgenden Satz zu 
zeigen: Ist g(z) irgendeine (nicht mit einer Konstanten identische) ratio­
nale oder transzendente ganze Funktion, so ist:
(3) g0(z) =  eA‘)

eine ganze transzendente Funktion ohne Nullpunkte, und umgekehrt ist jede 
ganze transzendente Funktion g0(z) „ohne Nullpunkte“ in der Gestalt (3) 
mittelst einer ganzen Funktion g(z) darstellbar.

Der erste Teil dieses Satzes ist einleuchtend, da g0(z) für alle end­
lichen z eindeutig und analytisch ist, nicht mit einer Konstanten iden­
tisch ist und für kein endliches z verschwindet. Um die Umkehrung 
zu zeigen, bilde man von der Funktion w =■ #0(V) den Logarithmus:

* '=  logw =  log<70(»
und ordne irgendeinem ersten zQ, dem iv0 = g0(z0) als von 0 verschiedener 
endlicher Wert eindeutig zugehört, unter den unendlich vielen entspre­
chenden Werten z' irgendeinen bestimmten z'0 zu. Eine beliebige von z0 aus­
ziehende geschlossene Kurve C in der endlichen 0-Ebene liefert in der 
w-Ebene von w0 aus eine gleichfalls geschlossene Kurve C', die nicht 
durch w =  0 hindurchläuft. Zieht man C auf den Punkt z0 zusammen, 
so schrumpft entsprechend C' auf den Punkt w0 zusammen, ohne daß 
hierbei C' über den Nullpunkt w =  0 hinweggeschoben würde oder 
auch nur diesen Punkt erreichte; denn kein endliches z liefert den 
Funktionswert w =  0. Zufolge der vorausgeschickten Betrachtung über­

1) Solche Deformationen von Kurven sollen, ohne daß dies jedes Mal hervor­
gehoben wird, im m er stetig  und ohne Zerreißen ausgeführt werden.

www.rcin.org.pl
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trägt sieb demnach C' auf eine von z'0 ausziehende „geschlossene“ Kurve 
der Ebene von z. Bei Fortsetzung längs irgendeines geschlossenen 
Weges C in der endlichen 0-Ebene wird demnach die im Punkte z0 ein­
deutig erklärte Funktion z = log g0(z) stets wieder zum Anfangswerte 
zurückkehren. Die Fortsetzung liefert demnach eine in der ganzen end­
lichen #-Ebene eindeutige und selbstverständlich analytische Funktion, 
d. h. eine Funktion g(z), womit unser Satz bewiesen ist.

§ 12. Produktdarstellung der ganzen transzendenten Funktionen.
Die in Gleichung (3) S. 46 bewerkstelligte Produktzerlegung einer 

ganzen rationalen Funktion ist auf Grund einer von W eie rs tra ss1) 
ausgebildeten Theorie auf ganze transzendente Funktionen g(z) übertragbar.

Hat erstlich g(z) im Nullpunkte z =  0 selber einen Nullpunkt der 
Ordnung x, so soll dieser vorweg besonders behandelt werden. Man 
erkennt in diesem Falle in z~*-g{z) sofort eine ganze transzendente 
Funktion, die für z =  0 nicht verschwindet, im übrigen aber alle Null­
punkte mit g(z) gemein hat. Man betrachte demnach weiter die nicht 
bei z =  0 gelegenen Nullpunkte von g(z), sofern solche Vorkommen.

Ist zx irgendein von 0 verschiedener endlicher Wert, so ist in:

wobei Qy{z) irgendeine ganze (rationale oder transzendente) Funktion 
ist, eine ganze Funktion dargestellt, die nur einen, bei zt gelegenen, 
Nullpunkt erster Ordnung hat; und zugleich ist nach dem Schlußtheorem 
von § 11 jede ganze (rationale oder transzendente) Funktion, welche zx 
als einzigen Nullpunkt, und zwar von der ersten Ordnung, hat, in der 
Gestalt (1) darstellbar. Eine solche Funktion (1) heißt nach W eier­
strass  eine „Primfunläion“.

Es erledigt sich nun zunächst der Fall, daß g ( z )  nur endlich viele 
Nullstellen hat, sehr leicht. Die nicht bei z  =  0 gelegenen Nullpunkte 
seien z x, z2, . . zn, wobei wir (was für die Schreibweise der Formeln 
eine Erleichterung sein wird) in dieser Reihe jeden Nullpunkt höherer 
Ordnung so oft hintereinander aufführen wollen, als seine Ordnung an­
gibt. Ist z  =  0  ein Nullpunkt der Ordnung x von g( z ) ,  so wird z ~ y - g ( z )  
in derselben Weise wie das Primfunktionenprodukt:

1) in der A rbeit „Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen“ 
Abh. der Berl. Akad. von 1876 oder W e i e r s t r a s s ’ W erke, Bd. 2, S. 77. S. auch 
„ O s g o o d “, S. 535.
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Produktdarstellung ganzer Funktionen mit endlich vielen Nullpunkten 57

verschwinden, so daß der Quotient von z~ '  • giß) und diesem Produkte 
eine ganze Funktion ohne Nullpunkte darstellt, die sich nach § 11 als 
Exponentialfunktion einer ganzen Funktion g0ß)  ausdrücken läßt. Jede 
ganze Funktion g(z) mit endlich vielen Nullstcllen ist hiernach als Produkt:

darstellbar.]) Für die ganzen rationalen Funktionen ordnet sich dieser 
Gleichung die Darstellung (3) S. 46 unter.

Eine Hauptleistung von W eierstrass besteht nun in der Über­
tragung der Darstellung (2) auf den Fall, daß g(z) unendlich viele Null­
punkte hat, wobei die ganzen Funktionen gkß)  derart auszuwählen 
sein würden, daß das entsprechend für n =  oo gebildete Produkt (2) 
konvergiert. Dies erreicht man in gewissen, noch näher zu bezeich­
nenden Fällen dadurch, daß man gk{ß) mit folgender ganzen rationalen 
Funktion gleichsetzt:

deren Grad h eine bestimmte endliche von k unabhängige Zahl sein soll. 
Wir wollen hierbei die Möglichkeit, daß gk(ß) identisch verschwindet, 
mit h =  0 eingeschlossen denken. Die außerhalb z — 0 gelegenen Null­
punkte bilden jetzt eine unendliche Reihe zv z2) zs, . . ., in der wir wieder 
jeden Nullpunkt in einer seiner Ordnung entsprechenden Anzahl von 
Malen aufgeführt denken. Setzen wir j zk | =  rk, so dürfen wir die An­
ordnung so getroffen annehmen, daß stets:

gilt. Die Nullpunkte haben als einzige Häufungsstelle den wesentlich 
singulären Punkt oo unserer Funktion g(z), d. h. es ist:

Ist demnach r irgendeine bestimmte endliche positive Zahl, so gibt es 
einen zugehörigen endlichen Index m derart, daß:
(3) rk >  r für alle k m
zutrifft.

Es sei nun T irgendein endlicher Bereich der schlichten ^-Ebene. 
Man wähle dann eine endliche Zahl r so, daß der Kreis des Radius r 
um den Nullpunkt der ^-Ebene den Bereich T einschließt und seinem 
Rande nirgends nahekommt. Es wird demnach eine bestimmte zwischen 1

1) Der Fall, daß g(z)  im N ullpunkte nicht verschwindet, ist natürlich m it x =  0
eingeschlossen.

< 0 ^

t *r<
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5 8 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

0 und 1 gelegene Zalil g angegeben werden können, so daß für alle 
Punkte z des Bereiches T die Bedingung:

und also um so mehr:

gilt, unter m den schon in (3) benutzten Index verstanden. 
Es wird nun zunächst der Ausdruck:

der sicher eine ganze Funktion darstellt, alle innerhalb und auf der 
Peripherie des Kreises vom Radius r um den Nullpunkt z — 0 ge­
legenen Nullpunkte der vorgelegten ganzen Funktion g(z) erschöpfen. 

Für jeden endlichen Index n >  m gilt andererseits:

wobei die rechts im Exponenten auftretende Funktion log yl — —j für
jedes Je m zufolge (3) eine in T eindeutige Funktion von z ist, 
welche wir als Summe der in T konvergenten Reihe:

erklären können. Die Frage ist nun, ob in (5) auch n =  oo werden 
darf, ohne daß dieser Ausdruck auf hört, in T eine analytische Funk­
tion von z darzustellen.

Um hierüber zu entscheiden, schätze man das einzelne Glied der 
in (5) rechter Hand im Exponenten stehenden Reihe auf seinen abso­
luten Betrag ab. Aus der für gk(z) vorgeschriebenen Gestalt folgt:

und also, da l 1 ist, mit Rücksicht auf die obon für | z | und rk 
vorausgesandten Ungleichungen:

Wenn demnach die absoluten Beträge rk der Nullstellen zk die 
Bedingung erfüllen, daß die unendliche Reihe:
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oder (was auf dasselbe hinauskommt) die Reihe:

konvergiert, so wird die in (5) rechts im Exponenten stehende Reihe 
für n =  oo absolut und also unbedingt (d. i. unabhängig von der An­
ordnung der Glieder) sowie gleichmäßig (nämlich für alle in T ge­
legenen z) konvergieren.

Differenzieren wir nun die Reihe:

gliedweise, so folgt als „abgeleitete Reihe“:

Auch diese Reihe konvergiert, wie mittels desselben Abschätzungsver­
fahrens bewiesen wird, in T unbedingt und gleichmäßig. Also zeigt die 
schon S. 13 ff. benutzte Schluß weise, daß durch die letzte Reihe in T die 
Ableitung der durch die vorletzte Reihe daselbst dargestellten stetigen 
Funktion geliefert wird. Diese Reihe und demnach auch ihre Exponen­
tialfunktion, d. i. das unendliche Produkt:

stellen hiernach unter Voraussetzung der Konvergenz der unendlichen 
Reihe (6) eine in T überall analytische Funktion dar.

Indem wir dieselbe mit dem Produkte (4) multiplizieren, ergibt 
sich weiter, daß das unendliche Produkt:

unabhängig von der Anordnung der Faktoren eine im Bereiche T, d. h. 
also in jedem endlichen Bereiche der z-Ebene, eindeutige und daselbst 
überall analytische Funktion von z darstellt.

Wir haben damit eine ganze transzendente Funktion gewonnen, 
welche genau dieselben Nullpunkte wie g{z) hat. Nach dem Schluß­
theorem von § 11 unterscheiden sich demnach diese beiden Funktionen 
nur um einen Exponentialfaktor e?°W. Wir haben also folgenden grund­
legenden Satz gewonnen: Kann man eine endliche, nicht-negative ganze 
Zahl h angeben, so daß die absoluten Beträge rk der unendlich vielen
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60 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

Nullpunkte zif z2, . . . der ganzen Funktion g(z) eine „konvergente“ Heike 
(6) liefern, so gestattet die Funktion g(z) die Darstellung in Gesteüt des 
unendlichen Produktes:

welches in jedem endlichen Bereiche der z-Ebene unabhängig von der An­
ordnung der Faktoren konvergiert und den Funktionswert g(z) liefert.

Die (für die künftige Verwendung statthafte) Beschränkung liegt 
hiernach darin, daß wir die Existenz einer bestimmten endlichen ganzen 
Zahl h voraussetzen, für welche die Reihe (6) konvergiert. Im übrigen 
werden wir h so klein als möglich wählen, d. h. falls li >  0 ist, soll 
nicht schon für die um eine Einheit verkleinerte Zahl h die Konver­
genz der Reihe (6) zutreffen. Die so bestimmte ganze Zahl h nennt 
man die „Höheu der ganzen transzendenten Funktion g(z), vorausgesetzt, 
daß g0(z) eine „rationale“ ganze Funktion ist, deren Grad h' die Zahl 
h nicht übertrifft. Ist gQ(z) zwar rational, aber von einem Grade h'> h, 
so nennt man h’ die „Höhe“ von g{z).

Die Funktion log g{z) ist unendlich vieldeutig und hat in jedem 
Nullpunkte von g(z) einen wesentlich singulären Punkt. Dagegen ist 
die Ableitung von log g(z) wieder eindeutig und abgesehen von unend­
lich vielen in den Nullpunkten von g(z) liegenden Polen erster Ord­
nung im Endlichen überall analytisch. Es gilt die folgende Darstellung:

als „Partialbruchentwicklung“ der links stehenden Funktion, wobei die 
unendliche Reihe, abgesehen davon, daß in den Punkten zt , zs, . ..  jeweils 
einzelne Glieder der Reihe Pole besitzen, in jedem endlichen Bereiche der 
z-Ebene unbedingt und gleichmäßig konvergiert. Dies ist bereits durch die 
obige Konvergenzbetrachtung mit bewiesen. Übrigens sind dieselben 
Hilfsmittel mit dem gleichen Erfolge auch beim Beweise der nachfolgen­
den weiteren Darstellungen anwendbar:

Dabei gilt, um es nochmals zu betonen, die Konvergenz der Reihe (6) 
stets als Voraussetzung.
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Erklärung und Darstellung der rationalen Funktionen 6 1

§1 3 .  Die rationalen Funktionen und ihre inversen Funktionen.
Die ganzen rationalen Funktionen gehören als eine besondere Art 

der Klasse der „rationalen Funktionen“ an, welche wir in folgender 
Art zu erklären haben: Eine Funktion, deren Feld die schlichte und voll­
ständige z-Kugel ist, heißt eine „rationale Funktion“ und teer de mit der 
besonderen Bezeichnung R {z) belegt.

Eine solche Funktion R  (z) hat an singulären Punkten nur Pole, 
und zwar kann R(z) nur endlich viele Pole haben, da ja sonst min­
destens eine Häufungsstelle der Pole eintreten würde, in der R(z) ent­
gegen der Annahme sich nicht analytisch verhalten könnte. Mögen im 
Endlichen insgesamt n Pole auftreten, nämlich bei z =  sl} s.2, . . ., sn; 
dabei sei mt die Ordnung des Poles sr  Die Funktion R(z) gestattet 
dann in der Umgebung von st. die Darstellung:

Hieraus geht hervor, daß die Differenz:

im Punkte s{ endlich und analytisch bleibt; dabei stellt sie wieder eine 
rationale Funktion dar, welche die übrigen Pole von R(z) in den bis­
herigen Ordnungen, aber keine weiteren Pole besitzt. Indem man ent­
sprechende Aggregate für die übrigen im Endlichen liegenden Pole ab­
zieht, gewinnt man schließlich in:

eine Funktion, die im Endlichen keine singulären Punkte mehr hat, 
mithin eine ganze rationale Funktion (vgl. S. 44) darstellt. Wir wollen 
den Grad dieser ganzen Funktion m0 nennen, wobei wir auch die Mög­
lichkeit m0 — 0 zulassen, wenn nämlich die ganze Funktion mit einer 
Konstanten identisch ist, wenn also R(z) bei z = oo keinen Pol hat. 
Setzen wir für die ganze Funktion ihren Ausdruck (6) S. 44 an, so er­
gibt sich für die rationale Funktion R  (z) eine Darstellung in Gestalt der 
„Partialbruchentwicklung“:

Verstehen wir unter gv{z) die nachfolgende ganze Funktion:
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6 2 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

so wird das Produkt R(z) ■ g1(z) eine rationale ganze Funktion, die 
durch #0(0) bezeichnet werde. Es folgt hieraus für die rationale Funktion 
R(z) eine Darstellung als Quotient zweier „ganzer“ rationaler Funktionen:

(2) R(Ke) =  i M .

Die Summe der Ordnungen aller Pole von F{z) heiße m: 
m0 + m1 +  w8 4------- b mn =  m

und werde der „Gradu der rationalen Funktion JR(z') genannt. Da das 
Feld der Funktion R(z) die schlichte und vollständige ^-Kugel ist, so 
können wir den Schlußsatz von § 8, S. 39, wieder genau in derselben 
Art auf R(z) anwenden, wie dies bei den ganzen rationalen Funktionen 
S. 45 geschah. Die Summe der Ordnungen aller Nullpunkte von F{z) 
ist wieder gleich m. Ist aber w0 ein beliebiger endlicher Wert, so hat 
(R{z) — iv0) als rationale Funktion dieselben Pole wie F(z) in den 
gleichen Ordnungen. Also ist auch die Summe der Ordnungen der 
Nullpunkte von (F{z) — iv0) wieder gleich m. Wir können dies Ergeb­
nis genau wie bei den ganzen Funktionen in die Gestalt kleiden: Die 
rationale Funktion R{z) vom mten Grade heißt auf der z-Kugel m-icertig} 
insofern sie irgendeinen komplexen Wert wQ, den Wert 00 nicht ausge­
schlossen, stets in m Funkten der z-Kugel annimmt, auch hier unter dem 
Vorbehalte, daß diese m Funkte keineswegs durchweg voneinander ver­
schieden zu sein brauchen.

Was die letztere Möglichkeit von Koinzidenzen unter den m Punkten 
mit gegebenem w0 angeht, so gelangen wir hier wieder zu ähnlichen 
Ergebnissen wie bei den ganzen rationalen Funktionen.1) Ist w0 zunächst 
ein beliebiger endlicher komplexer Wert, der in einem ersten, gleichfalls 
endlichen Punkte z0 stattfinde, so wird, falls R '(z0) nicht verschwindet, 
die Umgebung von z0 durch unsere Funktion w =  ll(z) auf einen 
schlichten Bereich um w0 abgebildet. Ist indessen R'(z0) =  0, und ist, 
wie wir gleich annehmen, F^^Z q) die Ableitung niederster Ordnung, 
welche in z0 nicht verschwindet, so wird die schlichte Umgebung von z0 
auf eine v-blättrige Windungsfläche mit dem Verzweigungspunkte w0 
abgebildet. Genau wie S. 47 erkennen wir, daß von den m Stellen der 
z-Kugel, welche den Funktionswert w0 tragen, v Stellen bei z0 koinzi- 
dieren.

Die erste Ableitung R \z )  hat im zuletzt betrachteten Falle bei z0

1) D ie  n ä ch stfo lg en d e  B etrach tu n g se tzt w ieder  m^> 1 voraus; jedoch  w ird  
m an im  n iedersten  F a lle  m — 1 den au fzu ste llen d en  Satz über d ie  A bbildung  
der r-K u gel m itte ls t  der F unk tion  w =  R(z) le ic h t d irek t b estä tig en . Ü brigens 
kom m en w ir  a u f den F a ll m  =  1 im § 14 ausführlich  zurück.
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Abbildung der 2-Ebene durch eine rationale Funktion 63

einen Nullpunkt der Ordnung (v —1). Da gl (z0) nickt verschwindet1), so 
folgt auf Grund der Darstellung (2) unserer Funktion, daß z0 eine 
(v — l)-fache Wurzel der Gleichung:
(3) *  fh 0) 9o 0) ~  0) 9o(z) =  0
ist. Auch umgekehrt liefert eine (y — l)-fache Wurzel z0 dieser alge­
braischen Gleichung, welche von den besonderen Werten sx, s2, . . sn 
verschieden ist, immer eine Stelle z0 betrachteter Art, deren schlichte 
Umgebung sich also auf eine Windungsfläche um w0 = R(ß0) überträgt.

Aber auch die n Pole st ordnen sich hier leicht ein. Ist nämlich 
die Ordnung mi des einzelnen Poles st. gleich 1, so ist s{ keine Lösung 
der Gleichung (3), und es wird die schlichte Umgebung von st auf 
einen gleichfalls schlichten Bereich um den Bildpunkt oo übertragen. 
Ist aber mi >  1, so wird die Umgebung von s{ auf eine (mi — ^-blätt­
rige Windungsfläche mit dem Verzweigungspunkte oo abgebildet, und 
hierfür ist eben wieder charakteristisch, daß die Gleichung (3) die 
(m. — l)-facke Wurzel st. hat.

Schließlich wird auch die Stelle z =  oo leicht erledigt. Liegt hier- 
selbst ein Pol der Ordnung m0 =  1 oder ist 22(oo) gleich dem endlichen 
Werte c0, jedoch so, daß (R(z) — c0) bei z =  oo einen einfachen Null­
punkt hat, so liefert die Umgebung von z =  oo ein schlichtes Abbild 
um den Bildpunkt. Im ersten Falle ist g0(z) vom Grade m und gr(z) vom 
Grade (in — 1); im zweiten Falle aber ist (g0(z) — c^g îz)) vom Grade 
(m — 1) und gx(z) vom Grade m. Für beide Fälle ist charakteristisch, 
daß die Gleichung (3) den Grad (2 m — 2) aufweist. Liegt aber bei 
s == oo ein Pol der Ordnung v == w?0>  1, oder hat daselbst (R(z) — c0) 
einen Nullpunkt der Ordnung v >  1, so gewinnen wir als Abbild der 
schlichten Umgebung von z =  oo eine v-blättrige Windungsfläche. In 
beiden Fällen aber stellt man leicht (2m — v — 1) als Grad der Glei­
chung (3) fest. Der Gleichmäßigkeit wegen werden wir sie auch in 
diesem Falle als eine Gleichung (2m — 2)ten Grades auffassen, welche 
neben (2 m — v — 1) endlichen Lösungen noch die (v — 1)-fache Lö­
sung oo hat.

Hiermit sind zugleich alle Vorbereitungen getroffen, um das Ge­
samtbild der s-Kugel über der w-Kugel und damit das Feld der zu 
w = R(z) inversen Funktion z = (p(w) zu übersehen. Werden wieder 
(wie S. 46) die unterschiedenen Lösungen der Gleichung (2m — 2)ten 
Grades (3) mit tv t2, . . ., tt bezeichnet und ist t{ eine At-fache Wur­
zel, so bildet sich die schlichte Umgebung von ti auf eine Windungs­
fläche mit der Blätteranzahl vi =  \ i -j- 1 und dem Verzweigungspunkt

1) D er W ert w0 w ar als endlich vorausgesetzt.
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ei =  R(ti) ab. Die Umgebung jedes anderen Punktes z0 aber liefert 
wieder ein schlichtes Abbild um den Bildpunkt iv0. Wir gelangen also 
zu dem Ergebnisse: Das durch die Funktion iv =  B(z) gelieferte Abbild der 
z-Kugel und damit das Feld der inversen Funldion z =  cp(w) ist" eine zu­
sammenhängende, geschlossene, m-blätirige Riemannsche Fläche Fm über der 
w-Kugel mit den l Verzweigungspunktm ev e2, ..  ., et; im Verzweigungs­
punkte ei hängen dabei vi =  \ i +  1 Blätter zusammen und gehen beim Umlauf 
um diesen Punkt, wie es die zugehörige Windungsfläche zeigt, ineinander über. 
Die Abbildung ist im allgemeinen eine konforme; nur tritt eine Unter­
brechung der Konformität in bekannter Weise (vgl. S. 35) in jedem 
der Verzweigungspunkte ein. Da +  A2 +  • • • -f- k, gleich dem Grade 
(2m — 2) der algebraischen Gleichung (3) ist, so besteht zwischen der 
Gesamtzahl m der Blätter und den Anzahlen v der in den einzelnen 
Verzweigungspunkten zusammenhängenden Blätter die Relation:

i
(4) 0 - ^  +  1 + 2 ^

i = l

Auch hier ist ein synthetischer Aufbau der Riemannschen Fläche Fm 
genau in derselben Weise durchführbar, wie derselbe S. 48 ausführlich 
für den Fall einer ganzen rationalen Funktion beschrieben wurde. Ebenso 
ist die Anordnung und der Zusammenhang der Blätter wieder in be­
sonders anschaulicher Weise dadurch darstellbar, daß man Fm rückwärts 
auf die ^-Kugel abbildet, wo die m übereinander geordneten Blätter 
m nebeneinander gelagerte Bereiche ergeben, die die ^-Kugel gerade schlicht 
und vollständig bedecken.

Wir erläutern diese Maßregel an der späterhin noch näher zu be­
trachtenden Funktion sechsten Grades:

i(zi -  z  +  1)®w =  —------- --- —
W 27s»(l — z)* ’

die wir auch durch die Proportion geben können:
(5) w : ( w -  1 ) :1 =  4 (z2- z +  1 )3:(2zs -  3z2-  3z +  2)2:27z2( l - z ) 2. 
Die zugehörige Gleichung (3) hat, wie man leicht ausrechnet, je eine

1 _j_ ̂ j/3
Doppelwurzel an den beiden Stellen z =  — , die beide iv =  0 lie­
fern, je eine einfache Wurzel an den drei Stellen z =  — 1, | ,  2, die 
übereinstimmend w — 1 ergeben, und endlich je eine einfache Wurzel 
an den drei Stellen z — 0, 1, oo, die wieder ein und denselben Wert w, 
nämlich oo liefern. Die zur sechsdeutigen Funktion z =  cp(w) gehörende 
Fläche F6 hat demnach zwei je dreiblättrige Verziveigungspunkte, die bei 
w =  0 Übereinanderliegen, drei zweiblättrige Verzweigungspunkte bei w =  1 
und ebenfalls drei zw eiblättrige Verzweigungspunkte bei w =  oo.
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Beim synthetischen Aufbau dieser F6 wollen wir (unter gering­
fügiger Abweichung von der S. 48 befolgten Maßregel) die w-Ebene 
längs der ganzen durch die drei Verzweigungspunkte w =  0, 1, o© zie­
henden reellen Achse durchschneiden. Ohne indessen die zwölf „Halb­
blätter“ dann unmittelbar längs der „Verzweigungsschnitte“ S  zusammen­
zuheften, wollen wir sogleich ihre zwölf konformen Abbilder in der 
schlichten #-Ebene aufsuchen. Um die Zeichnungen anschaulich zu ge­
stalten, wollen wir dasjenige Halbblatt der ^(;-Ebene, welches die kom­
plexen Werte w mit „positiven“ ima­
ginären Bestandteilen trägt, und das 
wir dieserhalb als das „positive“ Halb­
blatt oder die „positive“Halbebene be­
zeichnen, mit einer Schraffierung ver­
sehen (vgl. Fig. 10), während das „negative“ Halbblatt frei bleiben soll. Indem 
wir die sechs Abbilder der positiven Halbblätter in der 2-Ebene gleichfalls 
schraffieren, entspringt die Bereicheinteilung der 2-Ebene, wie sie in Fig. 11 
dargestellt ist. Es sind 
also zwölf von Kreisen und 
Geraden begrenzte drei- 
eckige Bereiche, welche die 
zwölf Halbblätter der F6 
honform abbilden und in 
ihrer Nebeneinanderord­
nung den Zusammenhang 
der Blätter von F6 zur An­
schauung bringen. Die in 
Fig. 11 in Klammern an­
gegebenen Zahlen sind die
Funktionswerte w, die den Argumenten z =  1=toV̂ , _  ^  2, 0, 1, 00

entsprechen und also von den Verzweigungspuukten herrühren.
Die wahre Bedeutung dieser Figur wird uns später in anderem 

Zusammenhänge beschäftigen. Die Richtigkeit der Angaben wolle man 
hier zunächst auf elementarem Wege bestätigen, indem man z. B. für 
z =  -f iy  die Funktion w in die Gestalt setzt:

oder für z =  e9i in die Form:

oder die Funktion für reelle z berechnet usw.
Fr ick e: Elliptische Funktionen. Bd. 1
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§ 1 4 .  Die linearen Substitutionen und der Begriff der Kreis­
verwandtschaft.

Einige besondere Ausführungen haben wir an die Entwicklungen 
von § 13 für den niedersten Fall anzuschließen, daß nämlich die Blätter­
anzahl der daselbst mit F^ bezeichneten Riemannsche Fläche insbesondere 
m =  1 ist. Fx ist die schlichte und vollständige w-Kugel, welche, da 
Verzweigungspunkte jetzt ausgeschlossen sind, ohne Ausnahme konform 
auf die Kugel bezogen ist. Eine Funktion, ivelche die schlichte und 
vollständige z-Kugel ausnahmslos konform auf die schlichte und gleichfalls 
vollständige w-Kugel abbildet, ist eine rationale Funktion ersten Grades 
oder kurz eine „lineare“ Funktion und hat die Gestalt:

Aus der Gestalt der Ableitung:

oder auch durch direkte Betrachtung von (1) folgt, daß der Ausdruck 
( ad— bc), den man als „Determinante“ der linearen Funktion (1) be­
zeichnet, von 0 verschieden sein muß:
(2) ad — bc =4= 0.

Gewöhnlich deutet man die komplexen Werte iv gleich auf der 
#-Kugel selber, schreibt dann z an Stelle von w und:

(3)
anstatt der Gleichung (1). Man sagt im Anschluß hieran, die z-Kugel 
werde mittelst der linearen Substitutionu (3) in sich selbst transformiert.

Eine solche Transformation hat nun neben ihren Eigenschaften der 
Eindeutigkeit und Winkeltreue die dritte grundlegende Eigenschaft, 
daß sie die Kreise der z-Kugel stets wieder in Kreise überführt. Man 
sagt, das System aller Kreise der z-Kugel sei gegenüber der Transfor­
mation mittelst einer linearen Substitution (3) invariant. Operieren wir 
mit der #-Ebene, so müssen wir, entsprechend dem Schlußsätze von 
§ 5, S. 23, die gesamten Geraden der ^-Ebene als Kreise mit dem Ra­
dius oo den Kreisen zurechnen; auf der #-Kugel werden diese besonderen 
Kreise einfach diejenigen durch den Punkt z =  oo.

Eine umkehrbar eindeutige Beziehung einer Ebene auf eine zweite 
oder auch einer Ebene auf sich selbst, bei der Kreisen immer wieder 
Kreise entsprechen, nennt man nach M oebius1) eine „Kreisverwandt­

1) „D ie  T heorie der K reisverw an dtsch aft in rein  geom etrischer D arste llu n g“, 
A bh. der L eipz. Ges. d. W iss., Bd. 2 (1 8 6 5 ) ,  S. 5 2 9  oder M o e b iu s ,  Ges. W erke, 
Bd. 2, S. 2 4 3 .
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schaff. Eine solche Kreisverwandtschaft liegt also, wie wir behaupten, 
bei jeder Transformation (3) unserer ^-Kugel in sich vor.

Der Beweis dieser Behauptung werde zunächst für den Fall ge­
führt, daß c =  0 ist und also eine „ganze“ lineare Funktion:

z =  az -f b

vorliegt. Hier ist zufolge (2) sicher a von 0 verschieden. Wir schreiben 
a =  \ a \e ai und können den Übergang von z zu z durch Vermittlung 
zweier Variablen z", z"  so vollziehen:

z" =  eaiz, z"  =  | a z \  z' — z"  -f- b.
Die vorgelegte „ganze“ lineare Substitution können wir demnach 

erzeugen, indem wir nacheinander die drei noch spezieller gebauten Sub­
stitutionen:
(4) z =  ettiz, z' = \ a \z , z =  z + b
ausiiben.

Daß nun jede dieser Substitutionen eine Kreisverwandtschaft liefert, 
macht man sich leicht mittelst einer geometrischen Deutung der Sub- 
stutionen klar. In der Tat wollen wir geradezu eine mechanische De­
formation der £-Ebene oder £-Kugel in sich vornehmen, bei welcher 
der einzelne Punkt z nach seinem durch die Substitution zugeordneten 
Punkte /  in geeigneter Weise hingeführt wird.

Die erste Substitution (4) wird einfach mittelst einer Drehung der 
#-Ebene um ihren Nullpunkt durch den Winkel a vollzogen. Die ein­
zelnen Punkte z wandern hierbei über konzentrische Kreise um den 
Nullpunkt; diese Kreise sollen demnach die „Bahnkurven11 der Substi­
tution heißen. Die vom Nullpunkte ausziehenden geradlinigen Strahlen, 
welche die Bahnkurven senkrecht schneiden, heißen die „Niveaukurvenu 
der Substitution; die auf gemeinsamer Niveaukurve liegenden Punkte 
werden bei der fortschreitenden Bewegung stets auf einer solchen Kurve 
verbleiben.

Auf der ^-Kugel beschreibt man die Verhältnisse am einfachsten 
unter Gebrauch einer geographischen Sprechweise. Nach den Formeln (5) ff. 
S. 23 entspricht dem Nullpunkt z =  0 der „Nordpol“, dem Punkte oo 
der „Südpol“ der Kugel. Die eben gewonnenen Bahnkurven der ersten 
Substitution (4) liefern die „Parallelkreise“, die Niveaukurven aber er­
geben die „Meridianhalbkreise“ Hier ist nun die Substitution einfach 
mittelst der Drehung der Kugel um ihre „Achse“ durch den Winkel a 
zu vollziehen, wobei die beiden festbleibenden Pole als die „Fixpunkte“ 
der Substitution bezeichnet werden. Daß hei der Drehung der Kugel 
die Kreise immer wieder in Kreise übergehen, ist unmittelbar einleuchtend.

5*
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68 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

Bei der zweiten Substitution (4) entspricht dem einzelnen Punkte 
z =  re&i ein Punkt desselben ff und des zu r proportionalen Radius­
vektor r =  | a | r. Bei der mechanischen Deformation müssen wir uns 
die £-Ebene oder £-Kugel als eine elastische Membran denken. Der ein­
zelne Punkt wird dann, wenn wir sogleich die ^-Kugel benutzen, über 
seinen Meridianhalbkreis hingeführt, und zwar in der Richtung auf den 
Südpol oder Nordpol, je nachdem a [ >  1 oder <  1 ist.1) Die Meridian­
halbkreise sind also jetzt die „Bahnkurven“, und wir dürfen uns die 
Bewegung derart vollzogen denken, daß die Parallelkreise als „Niveau­
kurven“ dienen. Auch bei dieser Bewegung bleiben die beiden Pole 
fest, stellen also wieder „Fixpunkte“ der Substitution dar. In der ^-Ebene 
sind wir hier einfach zu einer „Ähnlichkeitstransformation“ gelangt, so 
benannt, weil jede Figur in eine ihr ähnliche übergeht, also insbesondere 
ein Kreis stets wieder in einen Kreis.

Ehe wir die dritte Substitution (4) erledigen, wollen wir aus den 
beiden ersten die Substitution:

z =  az =  | a | eaiz
zusammensetzen und haben dabei, um nicht zu den bisherigen Fällen 
zurückzukommen, | a | 1 und a als im Innern des Intervalles 0 < a < 2 ;r
gelegen anzunehmen. Natürlich könnten wir hier zwei Deformationen 
der bisher besprochenen Arten hintereinander ausüben, wobei insbeson­
dere die beiden Pole der Kugeloberfläche sich wieder als „Fixpunkte“ 
der Substitution erweisen. Es ist aber auch möglich, die Substitution 
z =  az unter dem Bilde einer einzigen Deformation vorzustellen. Zu 
diesem Zwecke überdecken wir die #-Ebene einfach und lückenlos mit 
einer Schar kongruenter „logarfthmischer Spiralen“, die gegeben sind 
durch die Gleichung:
(5) r = Cl • e a ,
unter Ct den Parameter verstanden. Auf der z-Kugel liefern die 
Spiralen eine Schar kongruenter „Loxodromen“, deren einzelne jeden 
der beiden Pole unendlich oft spiralig umläuft, und die man gewöhn­
lich als „isogonale Trajektorien“ der Meridianhalbkreise einzuführen 
pflegt. Da nun zwei einander entsprechende Punkte z und z — az 
stets auf ein und derselben Loxodrome liegen, so können wir die 
Schar (5) der Loxodromen als die „Bahnkurven“ bei der mecha­
nischen Ausführung der Substitution benutzen. Die zu (5) orthogo­
nale Schar: &a
(6) r =  G% • e"1““* H

1) Den Fall |a |  =  l der sogenannten „identischen“ Substitution, bei der 
jeder Punkt z  an seiner Stelle bleibt, dürfen wir außer acht lassen.
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Geometrische Deutung der Substitutionen z '— az-\-b 69

liefert wieder kongruente logarithmische Spiralen bzw. Loxodromen. 
Diese werden durch unsere Substitution ineinander übergeführt, und 
zwar die vom Parameter C2 in die des Parameters:

Bei der mechanischen Überführung der £-Kugel aus der Anfangslage in 
die Endlagen mögen demnach die Loxodromen (6) die Niveaukurven 
abgeben. Fig. 12 er­
läutere diese Vorstel­
lungen an einem der 
2-Ebene angehörenden 
Bilde.

Die letzte Substi­
tution (4) hat wieder 
elementaren Charak­
ter, insofern sie durch 
eine „Parallelverschie- 
bung“ oder „Trans­
lation“ der 0-Ebene in 
sich vollzogen wird, 
bei der insbesondere 
der Nullpunkt auf ge­
radliniger Strecke zum 
Punkte b hin geführt 
wird. Die Schar der 
zu dieser Strecke par­
allelen Geraden liefert die „Bahnkurven“, die orthogonale Geradenschar 
die „Niveaukurven“ Auf der z -Kugel liefern die Bahnkurven eine 
Schar von Kreisen, die sich im „Südpol“ berühren, die Niveaukurven 
ergeben die zugehörige orthogonale Kreisschar. Der „Südpol“ z — oo 
ist jetzt der einzige sich selbst entsprechende Punkt oder „Fixpunkt“ 
der Substitutionen. Daß wir hier mit einer Kreisverwandtschaft zu tun 
haben, ist wieder einleuchtend.

Liegt jetzt zweitens eine Substitution (3) mit nicht verschwinden­
dem c vor, so können wir schreiben:

Benutzen wir somit die Abkürzungen:
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70 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

so können wir die vorgelegte Substitution durch Vermittlung zweier 
Variablen z" und z"  so auf lösen:

Jede Substitution mit nicht verschwindendem c läßt sich demnach durch 
drei aufeinanderfolgende Substitutionen erzeugen, von denen die erste 
und dritte der schon erledigten Art z =  az +  b angehören, während 
als neu die zweite Substitution von der Gestalt:

hinzukommt. Daß aber auch diese eine Kreisverwandtschaft darstellt, 
ist wieder sofort einleuchtend; denn es entspricht bei ihr dem Kreise:

der Kreis von der Gleichung:

Der ausgesprochene Charakter unserer linearen Substitutionen (3) ist 
damit allgemein als zutreffend erkannt.

Die geometrisch-mechanischen Ausführungen über die Substitutionen 
(4) überträgt man leicht auch auf alle Substitutionen (3) mit nicht 
verschwindendem c. Man stelle erstlich fest, daß eine solche Substitution 
immer zwei „Fixpunkte“ hat. Soll nämlich durch (3) der Punkt z sich 
selbst zugeordnet sein, so ist z' =  z, und also genügt z der quadratischen 
Gleichung:

Sind erstlich die Lösungen dieser Gleichung voneinander verschie­
den, so wollen wir sie zt und z2 nennen.1) Die Substitution (3) muß 
sich dann umrechnen lassen auf die Gestalt:

wo der konstante Faktor in als „Multiplikator“ der Substitution be­
zeichnet wird. Es ist nämlich der links stehende Ausdruck selbst wieder 
eine lineare Funktion von z, welche die rechts stehende Gestalt haben 
muß, da ihr Nullpunkt in zl und ihr Pol in z2 gelegen ist. Führen wir 
an Stelle von z die Variable:

ein, so rechnet sich unsere Substitution (8) auf die neue Gestalt um:

1) Da c al8 von 0 verschieden gilt, so sind und z 2 endlich.
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auf welche unmittelbar die für die beiden ersten Substitutionen (4) ge­
gebenen Ausführungen übertragen werden können. Das Bild der Z- 
Kugel mit ihren Parallelkreisen, Meridianhalbkreisen und Loxodromen 
bat man dann durch die Transformation (9), welche ja selber wieder 
eine Kreis Verwandtschaft liefert, auf die £-Kugel zu übertragen, wobei 
die Meridiankreise in die Schar der Kreise durch die beiden Punkte glt 
Zg übergeht, die Parallelkreise in die zur eben gewonnenen orthogonalen 
Kreisschar, während die Loxodromen auf der #-Kugel Doppelspiralen 
liefern, welche jede der eben genannten Kreisscharen isogonal durch­
setzen.

Ist erstlich | w | == 1, so heißt die Substitution „elliptisch1 11}) Die 
Kreise durch zx und z2 liefern die Niveaukurven, die orthogonale Kreis­
schar stellt die Bahnkurven; die Substitution hat den Charakter einer 
Drehung der 2-Ebene um zt und z2. Ist p =  0, so heißt die Substi­
tution „hyperho lischNun 
sind die zt und z2 verbin­
denden Kreise die Bahnkur­
ven, und die zu ihnen ortho­
gonalen Kreise liefern die 
Niveaukurven. Es findet eine 
Deformation der Ebene vom 
einen Fixpunkte in der Rich­
tung auf den anderen längs 
der Bahnkurven statt, wie 
man sich die an Fig. 13 
(die auch zur Erläuterung 
des elliptischen Falles dienen 
kann) deutlich mache. Ist 
weder | m | =  1 noch p =  0, 
so heißt die Substitution 
„loxodromischu; ihr entspricht eine schraubenartige Deformation der 
£-Kugel in sich.

Sind zweitens die Lösungen der Gleichung (7) einander gleich und 
gleich zQ, s o  muß sich die Substitution umrechnen lassen auf:

Einteilung der Substitutionen in elliptische, hyperbolische usw. 71

Wir müssen nämlich bei Einführung der neuen Veränderlichen:

1) Der Fall m =  1 kann in Gleichung (8) nicht vorliegen, da er zur „iden­
tischen“ Substitution z = z  und damit zu e =  0 führen würde.
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72 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

zu einer in Z  geschriebenen Substitution der dritten unter (4) genann­
ten Art gelangen, da der „Südpol“ Z  =  oo der Z -Kugel der einzige 
sieb selbst entsprechende Punkt ist. Übrigens werden wir diesen Punkt 
als Koinzidenzpunkt zweier Fixpunkte fassen, damit der Satz, eine Sub­
stitution (3) habe stets zwei Fixpunkte, allgemein gilt. Eine Substi­
tution der jetzt vorliegenden Art beißt „parabolisch“ In der Z-Ebene
batten wir zwei einander orthogonale Scharen paralleler Geraden, welche 
die Bahn- und Niveaukurven lieferten. Ihre durch (10) gelieferten 
kreisverwandten Abbilder in der £-Ebene ergeben zwei zueinander ortho­

gonale Scharen von Kreisen des in Fig. 14 dargestellten Typus; jetzt 
also besteht die einzelne Schar aus lauter sich im Fixpunkte z0 be­
rührenden Kreisen.1)

Es bedarf kaum der Hervorhebung, daß wir die Benennungen 
„elliptisch“, „hyperbolisch“ und „parabolisch“ auch auf die Substitutio­
nen (4) an wenden, sowie daß wir z =  a eaiz mit a j <; 1 und

1 ) Die Benennungen „elliptisch“ , „hyperbolisch“ usw. für die verschiedenen 
Arten der Substitutionen (3) sind von K le in  eingeführt. Eine ausführliche Be­
handlung der linearen Substitutionen au f G rundlage ihrer Beziehung zur projek­
tiven Geometrie findet man in den „Vorlesungen über die Theorie der autom orphen 
Funktionen“ von F. K le in  und R. F r i c k e  (Leipzig, 1897), Bd. 1 , Einleitung. Man 
findet hier auch die O riginalliteratur nachgewiesen. Übrigens vergleiche man auch 
O s g o o d , S. 2 5 8 ff.
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0 <  a <  2jt „loxodromisch“ nennen. Übrigens werden uns späterhin 
vornehmlich elliptische, hyperbolische und parabolische Substitutionen 
begegnen.

§ 1 5 .  Die linearen Substitutionen zweiter Art und die indirekten 
Kreisverwandtschaften.

Mit i  bezeichnen wir den zu z = x  -\- iy konjugiert komplexen 
Wert x — iy. Der Übergang von z zu z =z ,  bei dem also jedem 
Werte z sein konjugierter zugeordnet ist, wird als „Spiegelung“ der 
£-Ebene an der reellen Achse bezeichnet. Diese Transformation stellt 
eine eindeutige und auch wieder konforme Abbildung der #-Ebene auf 
sich selbst dar; doch besteht ein Unterschied gegen die bisherigen kon­
formen Abbildungen darin, daß im Abbild eines Winkels die Schenkel 
desselben vertauscht oder umgelegt erscheinen. Wir sprechen in die­
sem Sinne von einer konformen Abbildung „mit Umlegung der Winkel“. 
Übrigens werden die Kreise der 2-Ebene durch z =  z wieder in Kreise 
übergeführt.

Man wolle jetzt auf die durch z' = z transformierte #-Ebene gleich 
noch irgendeine lineare Substitution (3) S. 66 mit nicht verschwinden­
der Determinante ausüben. Man gelangt so zu der durch:

( i )

dargestellten Transformation des Punktes z in den Punkt z .  Wir be­
zeichnen (1) als eine lineare Substitution „zweiter Art“ und ihr gegen­
über eine Substitution (3) S. 66 genauer als eine solche der „ersten 
Art.“ Jede lineare Substitution zweiter Art stellt eine eindeutige konforme 
Abbildung der z-Ebene auf sich selbst mit Umlegung der Winkel dar, 
bei der Kreise immer wieder in Kreise übergehen. Die hier vorliegenden 
Kreis Verwandtschaften mit Umlegung der Winkel bezeichnet man als 
„indirekte“ und nennt diejenigen des § 14 demgegenüber „direkte“ Kreis­
verwandtschaften.

Unter den Substitutionen (1) wollen wir nur eine einzige Art be­
sonders betrachten, nämlich die gleich näher zu erklärenden „Spiege­
lungen oder „Inversionen an Kreisen; man nennt sie auch „Transfor­
mationen durch reziproke Radien“ an Kreisen. In dem besonderen Falle, 
daß der Kreis, an dem die Spiegelung vorgenommen werden soll, und 
der allgemein der „Symmetriekreis“ der Spiegelung heißen soll, eine 
Gerade ist, haben wir mit einer elementaren Spiegelung zu tun, wie 
wir sie anfangs durch z = ~z für die reelle Achse als „Symmetriekreis“ 
darstellten.
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74 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

Den Charakter der Spiegelungen mit Symmetriekreisen endlicher 
Radien erläutern wir durch das Beispiel:

wo der Quotient einen reellen positiven Wert haben soll. Schreiben 
wir p8 für diesen Wert, so wird durch unsere Substitution der Punkt 
z =  re9i oder, wie wir sagen dürfen, der Punkt der Polarkoordinaten
(r, tf) in den Punkt übergeführt. Der Symmetriekreis ist hier
der Kreis des Radius p um den Nullpunkt; jeder Punkt dieses Kreises, 
ist durch die Substitution (2) sich selbst zugeordnet. Weiter ver­
tauscht die Substitution das Außere mit dem Inneren dieses Kreises 
und zwar in der Art, daß einander zugeordnete Punkte gleiche Ampli­
tuden # haben und Radienvektoren r und r,  welche durch die Re­
lation rr' =  p8 verbunden erscheinen. Die obengenannten Namen der 
Substitution (2) finden in diesem geometrischen Charakter derselben 
ihre Begründung.

Da die Substitution (2) sich dem Ansatz (1) einordnet, so liefert 
die eben beschriebene „Transformation durch reziproke Radien“ am 
Kreise des Radius p um den Nullpunkt eine konforme Abbildung mit 
Umlegung der Winkel und insbesondere eine indirekte Kreisverwandt­
schaft. Dieser Charakter unserer Transformation bleibt natürlich ge­
wahrt, falls an Stelle des Kreises vom Radius p um den Nullpunkt 
irgendein beliebiger Kreis der #-Ebene mit endlichem Radius als Sym­
metriekreis der Spiegelung tritt. Andrerseits ist aber auch leicht zu 
sehen, daß die Spiegelung an diesem neuen Symmetriekreise gleichfalls 
unter den Substitutionen (1) enthalten ist. Wenn wir nämlich zuvor 
die Transformation z =  5 und dann erst die Spiegelung an dem neuen 
Symmetriekreise vornehmen, gelangen wir zu einer ausnahmslos kon­
formen Beziehung der 2-Ebene auf sich selbst ohne Umlegung der 
Winke] und damit zu einer Substitution (3) S. 66, woraus für die 
Spiegelung die Gestalt (1) entspringt.

Auch die Spiegelung an irgendeiner Geraden der 2-Ebene, welche 
denselben elementaren Charakter hat wie die oben betrachtete Spiege­
lung z — z an der reellen Achse, findet sich unter den Substitutionen 
(1), wie man wieder durch Kombinierung mit der besonderen Spiege­
lung z' =  i  und Benutzung der dadurch zu erzeugenden Substitution 
erster Art zeigt.

Mit Rücksicht auf spätere Anwendungen wollen wir diese besondere 
Klasse der Spiegelungen unter den Substitutionen (1) auch direkt da­
durch charakterisieren, daß wir die ihnen eigentümlichen Koeffizienten
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a, b, c, d angeben. Bei den zu diesem Ende anzustellenden Rechnungen 
schreibt man die Substitutionen (1) zweckmäßig so, daß die Determi­
nante gleich 1 ist:
(3) ad — bc =  1.
Dies ist immer erreichbar, da man die Koeffizienten a, b, c, d, ohne 
die Substitution wesentlich zu ändern, noch mit einem gemeinsamen 
Faktor versehen kann und dieser dann eben so wählbar ist, daß die 
multiplizierten Koeffizienten die Determinante 1 haben. Durch die 
Forderung (3) ist übrigens die Schreibweise der Substitution noch 
nicht eindeutig bestimmt, da man ohne die Substitution und die Glei­
chung (3) zu ändern noch einen gleichzeitigen Zeichenwechsel von 
a, b, c, d vornehmen kann. Doch ist es nicht erforderlich, diese Zwei­
deutigkeit noch irgendwie zu heben.

Eine einzelne Spiegelung stellt nun ein umkehrbares Entsprechen 
von Punkten z und z dar. Nennt man bei irgendeiner unserer Sub­
stitutionen (erster oder zweiter Art), welche z in z überführt, diejenige 
Substitution, welche umgekehrt z' wieder nach z zurückführt, zur ersteren 
„invers“, so ist eine Spiegelung offenbar sich selbst invers. Nun ist, 
wenn ä, b, c, d die zu a, b, c, d konjugierten Zahlwerte sind, zur Sub­
stitution (1) die folgende invers:

, d z  — b
Z  =  — _ ; —— ,

— c z  - \ - a *

wie man durch Auflösung der Gleichung (1) nach z unter Austausch 
der Bezeichnungen z und z findet. Da im Falle einer Spiegelung die 
eben angeschriebene Substitution wieder mit (1) identisch sein muß, 
so gilt für eine Spiegelung;

d =  öa, b — — 6b, c =  — öc, ä — öd,
unter ö einen Proportionalitätsfaktor verstanden. Die Bedingung (3) 
ergibt dann, daß dieser Faktor ö entweder gleich +  1 oder — 1 
sein muß.

Wir behaupten nun, daß der Fall 0 =  + 1  uns gerade bereits alle 
unsere Spiegelungen liefert. Hier ist d konjugiert komplex zu a, wäh­
rend b und c rein imaginär sind; wir schreiben also:

a =  +  ia2, b =  ib3, c =  ic2, d =  — ia.2,
wo et,, a2, b2, c2 reelle Zahlen sind, die zufolge (3)* die Bedingung:
(4) a\ +  a\ +  62c2 =  1
erfüllen. Die sich selbst entsprechenden Punkte (Fixpunkte) der Sub­
stitution finden wir, indem wir in die Substitution z = z und also 
i z '= x + iy ,  z =  x — iy  eintragen. Es gilt der Satz: Unter den ge-
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maß (3) geschriebenen Substitutionen (1) sind die Spiegelungen durch die 
besondere Gestalt:
/ e \ ' =  (« i  +  i a j e  +  i b t
^ ' i c 2z  -f- (al — i a 2)

ausgezeichnet, wo ax, a2, b2, c2 vier reelle die Relation (4) befriedigende 
Zahlen sind. Der Symmetriekreis der Spiegelung (5) hat die Gleichung: 
(6) c2(x*+ y*) — 2a%x-\-2 a xy — b2 = 0-,
derselbe hat zufolge (4) einen von 0 verschiedenen reellen Radius, der ins­
besondere für c2 =  0 unendlich groß ist.

Zum Beweise dieser Behauptung beachte man, daß die auch für 
6 =  — 1 leicht durchführbare Rechnung zwar gleichfalls auf sich selbst 
inverse Substitutionen zweiter Art führt, daß jedoch diesen letzteren 
Substitutionen keine Symmetriekreise mit reellen  Radien zugehören. 
Die Substitutionen (5) müssen also unsere gesamten Spiegelungen be­
reits erschöpfen; und in der Tat können wir auch durch zweckmäßige 
Auswahl von ax, a2, b.2, c2 den Kreis (6) mit jedem beliebigen Kreise 
bzw. mit jeder beliebigen Geraden der ^-Ebene identifizieren.1)

§ 16. Allgemeine Angaben über algebraische Funktionen 
und Gebilde.

Bei Gelegenheit der Inversion der rationalen Funktionen gelangten 
wir zur Vorstellung der m -blättrigen Riemannschen Flächen Fm mit 
l Verzweigungspunkten, für welche wir auch einen synthetischen Aufbau 
besprachen (vgl. S. 48). Wir wollen jetzt an eine beliebige Fläche dieser 
Art anknüpfen, die wir uns wie oben in folgender Weise synthetisch 
herstellen. Auf der 0-Kugel markieren wir irgend l verschiedene Stellen 
ex, e2, . . ., e„ wobei die ganze Zahl l >  1 und endlich sei. Wir ziehen 
eine reguläre Kurve, die sich nicht selbst schneidet, von ex über e2, 
e3 bis ex und bezeichnen die durch die Punkte e begrenzten Teile der 
Kurve mit Sx, S2, . . ., Sx_x. Längs jedes dieser Kurvenstücke durch- 
schneiden wir die ^-Kugel, nennen die Si} S2, . . ., St_x wieder „Ver­

1) Ü ber d ie  B eh an d lu n g  der S u b stitu tio n en  zw eiter  A rt a u f G rundlage pro­
jek tiver  V orste llu ngen  im  R aum e der z-K u gel (s. S. 22) v erg le ich e  m an w ieder  d ie  
in  der N o te  S. 72 g en an n ten  V orlesu n gen , Bd. 1, E in le itu n g . D ab ei erw eisen  sich  
die sich  se lb st inversen  S u b stitu tion en  (1) a ls „ P er sp ek tiv itä ten “, w elch e  die z-K u- 
g e l in  sich  überführen. L ieg t das P ersp ek tiv itä tszen tru m  außerhalb  der K u gel, 
so hab en  w ir  m it e in er unserer S p ieg e lu n g en  zu tun , w o b ei d ie  P o lareb en e je n e s  
Zentrum s den Sym m etriekreis au f der z -K u gel a u ssch n eid et. D ie  im  T exte  n ic h t  
b eh an d elten  Su b stitu tion en  m it 6 — —  1 hab en  P ersp ek tiv itä tszen tren  innerhalb  
der K u gel; m an hat im  E in ze lfa ll e in e sogen an n te  „D ia m etra lsy m m etrie“ , d. h. 
ein e  T ransform ation, b e i der je  zw ei b ezü g lich  des P ersp ek tiv itä tszen tru m s d ia ­
m etrale  P u n k te  der z-K u gel in ein an d er übergehen .
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zweigungsschnitte“ und unterscheiden beim einzelnen ein rechtes und 
ein linkes Ufer.

Wir lagern nun eine endliche Anzahl m 1) von Exemplaren der 
so vorbereiteten #-Kugel übereinander und beginnen damit, die m linken 
Schnittufer S1 in irgendeiner Anordnung den m rechten Ufern zuzu­
ordnen und je zwei einander zugeordnete Ufer (wie S. 48u.f.) aneinander 
zu heften. Demnächst verfahren wir gerade so längs S2, Ss, . . ., S(_ v

So entspringt eine geschlossene m-blättrige Fläche Fw, welche jeden­
falls an keinen anderen Stellen als den elf e2, . . ., ex Verzweigungs­
punkte aufweist. Beim einzelnen Punkte ex kommen wir von einem 
ersten Blatte spätestens nach m Umläufen in dieses Blatt zurück; kom­
men wir nach vi Umläufen zum ersten Male wieder in das Ausgangs­
blatt zurück, so haben wir bei et einen vf-blättrigen Verzweigungs- 
punkt. Übrigens kann auch die Uferzuordnung eine solche sein, daß 
man bei einmaligem Umlauf um einen einzelnen Punkt ek von jedem, 
Blatte aus sogleich zu diesem zurückgeführt wird; dann hätten wir je­
doch nicht nötig gehabt, diese Stelle ek zu markieren. Auch können 
an einer Stelle e, wie schon das Beispiel von S. 64 lehrt, sehr wohl 
mehrere Verzweigungspunkte übereinander liegen. Die wirkliche An­
zahl der Verzweigungspunkte kann demnach auch <  l oder >  l sein. 
Wir wollen fortan unter l die wirkliche Anzahl der Verzweigungspunkte 
verstehen; halten wir auch an der Bezeichnung fest, daß dieselben bei 
z = ei, e2, . . ., ex liegen, so brauchen diese l Werte jetzt nicht mehr 
voneinander durchweg verschieden zu sein. Übrigens möge ef. ein vt- 
blättriger Verzweigungspunkt sein.

Hierüber hinaus wollen wir noch die wesentliche Forderung stellen, 
daß es möglich sein soll, von einem ersten Blatte durch geeignete Wege 
in der Fläche Fm zu jedem anderen Blatte hinzugelangen. Wäre dies nicht 
möglich, so würde die Fläche in mindestens zwei getrennte Stücke zer­
fallen, deren jedes für sich geschlossen in gewisser Blätteranzahl die 
z -Kugel überdeckte, und wir könnten das einzelne dieser Stücke der 
weiteren Betrachtung zugrunde legen.

Wir stellen nun folgende Erklärung auf: Eine Funktion, deren Feld 
eine zusammenhängende geschlossene Biemannsche Fläche Fm mit l Ver­
zweigungspunkten ist, heißt eine „algebraische“ Funktion von z und möge 
im Anschluß an die bereits S. 48 benutzte Schreibweise durch w = tp(z) 
bezeichnet werden. Die Annahme, Fm sei das Feld von q>(z), ist so zu 
verstehen, daß, wenn wir die Funktion w =  cp(z) etwa in der Umgebung

1) D am it w ir  V erzw eigu n gsp u n k te  anbringen  können und n ich t zum e in ­
fachen  F a lle  der ra tion a len  F u n k tio n en  zu rückgefübrt w erd en , m uß natü rlich  
in >  1 sein .

Herstellung einer beliebigen »«-blättrigen Riemannschen Fläche 77
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7 8 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

einer von jedem ei verschiedenen Stelle zQ durch ein „Funktionselement“ 
(vgl. S. 20) gehen, die analytische Fortsetzung von hier aus als Feld der 
Funktion w gerade unsere Riemannsche Fläche Fm liefere.

Hieraus geht sofort hervor, daß die m Blätter der Fläche m Zweige 
unserer Funktion tragen, von denen keine zwei identisch sein können. 
Indem wir die Blätter der Fläche numeriert denken, wollen wir diese 
m Zweige entsprechend durch die Bezeichnungen w1 =  <px(ß), w2 =  <jd2(£), 
. . ., wm — y m(z) voneinander unterscheiden.

Im Anschluß hieran erklärt nun folgende einfache Betrachtung 
den für die Funktion iv =  (p{z) eingeführten Namen. Wir wollen in 
der schlichten z -Ebene von einer Stelle z0 aus, die mit keinem der 
Werte et Zusammenfalle, eine beliebige geschlossene Kurve C nach z0 
zurück beschreiben, die jedoch auch, um eindeutige Fortsetzbarkeit der 
Funktion zu sichern, durch keine der l Stellen e{ hindurchlaufen soll. 
Bei Zq geben wir die m Zweige wx = y x(z), • • •, wm~ <Pm(.e') e^wa 
durch „Funktionselemente“ und setzen zugleich alle m Funktionen 
cpx(z), . . ., <pm(z) über C fort. Am Schlüsse erhalten wir alle m An­
fangszweige wieder, aber im allgemeinen in einer abgeänderten Reihen­
folge; denn auf der Riemannschen Fläche F7;i entsprechen dem Um­
laufe C offenbar m Kurven, deren einzelne bei z0 in einem gewissen 
Blatte beginnt und wieder bei z0, jedoch in irgendeinem Blatte, endigt.

Bilden wir nun aber eine symmetrische Funktion der w1} . . ., wm, 
etwa die Potenzsumme:
(1) w[ +  +  • • • +  w’m,
so ist klar, daß diese in der schlichten 2-Ebene eine Funktion darstellt, 
die, über die geschlossene Kurve C fortgesetzt, notwendig zu ihren An­
fangswerten zurückkehrt. Auch die Yerzweigungspunkte selbst bilden keine 
Schwierigkeit. In der Umgebung eines einzelnen solchen Punktes e 
werden zwar die v in Betracht kommenden Glieder der Summe (1) Ent-

Wicklungen nach Potenzen von {z — e)v mit ganzzahligen Exponenten 
besitzen1); aber die Summe (1) muß wieder, insofern sie sich beim Um­
lauf um e als daselbst eindeutig erweist, eine Entwicklung nach Po­
tenzen von (z — e) mit ausschließlich ganzzahligen Exponenten auf­
weisen. Somit wird die Summe (1) eine eindeutige Funktion von z 
darstellen, deren Feld die schlichte und vollständige £-Ebene ist; wir 
haben also in (1) eine rationale Funktion von z gewonnen, und dasselbe 
gilt demnach nach bekannten Sätzen der Algebra von allen rationalen 
symmetrischen Funktionen der wlf . . ., wm.

1 ) Ist e =  00 , so h a t man (2 — e) durch z  1 zu ersetzen.
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Verstehen wir in der Umgebung von z0 unter w irgendeinen Zweig 
unserer Funktion, so ist daselbst die Gleichung:
(2) (iv -  wf) (w — w%) . ..  (w — w j  =  0

identisch erfüllt, da ein bestimmter Faktor mit 0 identisch ist. Multi­
plizieren wir aber die linke Seite dieser Gleichung aus und ordnen 
nach abfallenden Potenzen von w, so werden die Koeffizienten yon 
wm~1, wm~2 *, . . . rationale symmetrische Funktionen der wt , tv2, . . wm 
und also rationale Funktionen von z, die wir B 1(z), B2(z), . . ., Bm{z) 
nennen wollen. Wir gelangen zu dem Ergebnis: Es gibt m rationale 
Funktionen B1(z), . . ., Bm(z) von der Art, daß die „algebraische“ Glei­
chung mten Grades für iv:
(3) ivm +  +  B,2(z)wm~2 +  • • • +  B m(z) =  0

durch unsere algebraische Funktion w = cp(z) auf der ganzen Biem ann- 
schen Fläche Fm erfüllt ist. Da nämlich der in (3) links stehende Aus­
druck in irgendeinem ersten Blatte der Fläche Fm in der Umgebung 
von z0 eine mit 0 identische Funktion von z liefert, so muß sich dieser 
Ausdruck bei analytischer Fortsetzung über das ganze Feld der Funk­
tion w hin als mit 0 identisch erweisen.

Stellen wir jede der in (3) auftretenden rationalen Funktionen B{z) 
als Quotienten zweier ganzer Funktionen dar (S. 62) und zerlegen die 
Nennerfunktionen in ihre Linearfaktoren (S. 46), so möge die ganze 
Funktion g0(z) der Generalnenner der m Quotienten sein.1) Multiplizieren 
wir die Gleichung (3) mit g0(z), so geht sie in die Gestalt über:
(4) 9o 0) +  gt (2) wm~l +  g2(z)wm~2 H------ F gm(z) =  0,

wo jetzt die g(e) ganze rationale Funktionen ohne einen allen gemein­
samen Linearfaktor sind. In dieser Gestalt wollen wir die algebraische 
Gleichung für iv kurz durch das Symbol:
(5) G(w,e) = 0
bezeichnen, wo also der links stehende Ausdruck ein „Polynom“ (eine 
rationale ganze Funktion) in w und z darstellt.

Das Polynom G(w, z) hat als eine besonders wichtige Eigenschaft 
diejenige der „Irreduzibilität“, welche besagt, daß G(iv, z) nicht in das 
Produkt zweier Polynome zerlegbar sei. Daß kein von w unabhängiger

1) Es is t  n ich t au sgesch lossen , daß von den m F u n k tion en  B (z) e in ig e  id e n ­
t isc h  verschw inden. Jedoch  kann d ies n ic h t von a llen  m F u nk tionen  B  (z) zu­
g le ic h  g e lte n , da son st w se lb st m it 0 id e n tisc h  w äre. D ie  im  T exte  vorge­
schrieb en e Z erlegu ng b ez ieh t sich  n atü rlich  nur a u f d ie  n ich t id en tisch  versch w in­
den d en  B  (z).

Grundbegriff der algebraischen Funktion 22
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s o Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

Faktor absonderungsfähig ist, wurde bereits im Anschluß an (4) her­
vorgehoben. Ist also überhaupt eine Zerlegung:

G(w, z) =  Gx (w, z) • G2 (w , z)

möglich, so müssen beide Faktoren w in Graden mx und m2 enthalten, die 
>  0, in Summa gleich m und also einzeln <  m sind. Mindestens einer 
der Faktoren, etwa Gx(iv, z), muß für unsere Funktion w identisch ver­
schwinden.1) Dann besteht aber, wie die analytische Fortsetzung zeigt, 
die Gleichung Gx(w ,z) =  0 auf der ganzen Fm, so daß diese Gleichung 
beim einzelnen z durch die in im allgemeinen verschiedenen Werte 
wx, iv2, . . ., wm befriedigt wird und also der Annahme zuwider den 
Grad m erreichen müßte.

Ein analytisches Gebilde der vorliegenden Art, das man geradezu 
auch durch die irreduzible algebraische Relation (5) als erklärt an- 
sehen kann, heißt insbesondere ein „algebraisches Gebilde11. Es bezieht 
sich diese Benennung auf die einzelne algebraische Funktion w, der 
die voraufgehende Betrachtung gewidmet ist. Alle sonstigen algebra­
ischen Funktionen von z , welche unsere Fläche Fm zum Felde haben, 
mögen als „zu dem algebraischen Gebilde gehörig“ bezeichnet werden. 
Wir wollen hierbei sogar noch einen Schritt weiter gehen und alle auf 
der Fläche Frn eindeutigen Funktionen, die in den Verzweigungspunkten 
das erforderliche Verhalten zeigen (vgl. S. 28 ff.), und die bis auf end­
liche viele Pole2) überall analytisch sind, als „zum algebraischen Gebilde 
gehörig“ bezeichnen.3 4)

Es ist nun zunächst einleuchtend, daß jeder rationale Ausdruck 
P(w, z) von w und z zu unserem Gebilde gehört}) Aber es gilt auch 
umgekehrt der Satz, daß jede im Sinne unserer Erklärung zum algebra­
ischen Gebilde gehörende Funktion W  in w und z rational darstell­
bar ist:
(6) W  =  R(w, z).

1) Da das P rodukt in jed er Umgebung einer Stelle z 0 identisch verschwindet, 
so h a t ebendort mindestens einer der F aktoren unendlich viele N ullpunkte, woraus 
das identische Verschwinden dieses Faktors folgt.

2) Die E ndlich ke i t  der Anzahl der Pole nehmen w ir hier in die Erklärung 
auf. Bei der algebraischen Funktion w  folgt diese E ndlichkeit aus der Geschlossen­
heit des Feldes auf Grund einer schon öfter durchgefiihrten Überlegung.

3) Hierin liegt tatsächlich eine E rw eiterung, wie denn z. B. je tz t auch alle 
rationalen Funktionen B ( z )  von z  allein zum Gebilde gehören, obwohl bei ihnen 
das Feld die schlichte z -E bene ist.

4) Dabei soll nur der .F all, daß B { w , z) m it oo identisch is t, ausge­
schlossen sein, insofern hier die im  Texte gegebenen E rklärungen nicht passen 
würden.
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Die zu einem algebraischen Gebilde gehörenden algebraischen Funktio nen 81

Man nenne nämlich W1} W2, . . ., W m die den m Blättern von Fm 
entsprechenden Zweige der Funktion W  und bilde die m Summen: 

Wxiv[ +  Waw\ + -----f  WmWm für s — 0, 1, 2, — 1.
Wir erkennen wie oben bei (1) in ihnen m rationale Funktionen von 
z und gelangen zu m Gleichungen:

Wxw\ + W%w\ +  • • • +  WmWm =  #•>(*).
Da keine zwei unter den Zweigen wx, iv2, . . ., wm identisch sind, so 
ist die Determinante dieses Systems eine nicht identisch verschwindende 
Funktion, deren Quadrat in z rational ist und die Diskriminante der 
Gleichung mtea Grades (3) liefert.1) Stellen wir demnach die Lösung 
Wt unseres Systems als Determinantenquotient dar, so erweist sich Wx 
rational in z } wx, w2, . . ., wm und dabei insbesondere symmetrisch in 
w2, w3f . . ., wm. Nun sind aber w2, w3, . . ., wm die Wurzeln der­
jenigen Gleichung (m — l) ten Grades, deren linke Seite wir mittelst Di­
vision der linken Seite von (3) durch (w — wx) gewinnen. Die rationalen 
symmetrischen Funktionen der iv2, w3, . . ., wm sind demnach in den 
Koeffizienten dieser Gleichung (m — l) ten Grades, d. h. also in z und wx 
rational darstellbar. Also erhalten wir auch eine Darstellung:

W x =  B(w1} z).
Von hieraus gelangen wir am einfachsten mittelst der analytischen 
Fortsetzung zu der auf alle Blätter der Fm bezogenen Gleichung (6).

Das System aller Funktionen R(w, z) hat die Eigenschaft, daß so­
wohl die Summe wie die Differenz, das Produkt und der Quotient2) 
zweier Funktionen des Systems wieder eine Funktion eben dieses Systems 
liefern. Einer von R. D edekind3) innerhalb der Zahlentheorie einge­
führten Sprechweise folgend bezeichnet man, um die aus der Repro­
duktion gegenüber Addition usw. hervorgehende Zusammengehörigkeit 
der Funktionen unseres Systems zu kennzeichnen, dieses System als 
einen „Körper11 von Funktionen oder „Funktionenkörperu. Genauer spricht 
man zum Unterschiede von etwaigen sonstigen zum Gebilde gehörenden 
analytischen Funktionen von dem zum algebraischen Gebilde (5) gehören­
den Körper der „algebraischen“ Funktionen.

1) S. etwa H. W e b e r ,  „Lehrbuch der A lgebra“ (ßraunschw eig, 1898), Bd. 1 , 
S. 167.

2) N ur hat mau die m it 0 identische F unktion, welche dem Systeme ange­
hören muß, niemals als Divisor zuzulassen, da w ir die m it oo identische Funktion 
H ( w , z) oben ausgeschlossen haben.

3) Ygl. P. G. L e je u n e  D i r i c h l e t  „Vorlesungen über Zahlentheorie“, heraus­
gegeben und m it Zusätzen v e rse ie n  von R. D e d e k i n d ,  4. Aufl. (Braunschweig 
1894), S. 452.

F r ic k o :  Elliptische Funktionen. Bd l 6
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8 2 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

Für gewöhnlich definiert man das einzelne algebraische Gebilde 
durch Angabe einer irreduziblen algebraischen Gleichung (5) und hat 
dann hinterher die diesem Gebilde zugehörige Riem annsche Fläche Fw 
zu konstruieren.1) Wenn wir oben, der Methode Riemanns folgend, 
die algebraische Funktion w =  y(z)  durch Angabe ihres Feldes ¥m er­
klärten, so tritt dann freilich die Frage auf, ob auch für jede beliebig 
gewählte Riemannsche Fläche Fm eine zugehörige Funktion existiert, 
welche diese F^ zum Felde hat. R iem ann2 3 * *) selbst bat diese Frage 
bejahend beantwortet, wenn auch seine Beweismethode sich als nicht 
einwurfsfrei erwies. Da das fragliche Existenztheorem R iem anns in 
der Folge keine grundsätzliche Rolle spielt, so gehen wir auf die später­
hin gefundenen Beweismetboden sowie auf die gleichfalls gewonnene 
Verbesserung des ursprünglichen Riemannschen Beweisverfahrens nicht 
ein.8) Wir begnügen uns mit der Angabe des Satzes, daß in der Tat 
zu jeder B i e mann sehen Fläche Fm eine Funktion w =  <p{z), die Fm zum 
Felde hat, existiert; damit gibt es dann zugleich einen ganzen Körper zu­
gehöriger algebraischer Funktionen, der durch Fm als eindeutig definiert 
anzusehen ist. Die ausführliche Behandlung dieses Gegenstandes gehört 
in die allgemeine Theorie der algebraischen und der Abel sehen Funk­
tionen.

§ 17. Der Grad des Zusammenhangs einer Riemannschen
Fläche Fm.

Neben den algebraischen Funktionen B(w,z') sind jetzt weiter als 
zum betrachteten algebraischen Gebilde gehörende analytische Funktionen 
die Integrale der algebraischen Funktionen:

Z

j*B(w,z)dz

zu nennen, welche man als die „algebraischen“ oder „Abelsehenci Integrale 
des Gebildes bezeichnet. Unter z0 und z hat man dabei Stellen in der 
Fläche Fw zu verstehen und als Integrationsbahn irgendeine in Fm von 
z0 nach z ziehende reguläre Kurve zu denken. Für die Untersuchung 
dieser Integrale und insbesondere ihrer Vieldeutigkeit sind die in § 2, 
S. 4 ff., allgemein entwickelten Sätze maßgeblich.

1) Man vgl. hierüber „ O s g o o d “, S. 400.
2) „Theorie der Abelschen Funktionen“, Journ. f. Math., Bd. 54 (1857), Art. 3 

der Einleitung; siehe auch R ie m a n n s  W erke, S. 89 ff. der ersten Aufl.
3) S. hierüber H. W e y l,  „Die Idee der Riem annschen F läche“ (Leipzig und

Berlin, 1913), S. 91 ff., wo auch die in B etracht kommende L iteratur zusammen-
gestellt ist (S. 93).
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Einfach zusammenhängende Riemannsche Flächen 83

Als erste hierbei grundsätzliche Frage tritt diejenige nach dem 
Grade des „Zusammenhangs“ der Fläche Fm auf. Die besonderen bei 
der Inversion der rationalen Funktionen S. 64ff. gewonnenen Flächen Fm 
konnten in jedem Falle eindeutig und stetig1) auf eine schlichte und 
vollständige Kugelfläche abgebildet werden. Flächen Fm, die eindeutig und 
stetig auf eine schlichte und vollständige Kugelflädie abbildbar sind, besitzen 
demnach den „Zusammenhang der Kugelflächeund wir nennen sie dieser- 
lialb „einfach zusammenhängend“. Es liegt hier freilich gegenüber den 
S. 3 betrachteten Bereichen Tx mit einer Randkurve insofern ein Unter­
schied vor, als die Kugelfläche ein geschlossener Bereich ist, der keinen 
einzigen Randpunkt besitzt.2) Einen „Querschnitt“ im damaligen Sinne 
können wir demnach auf der Kugelfläche nicht anbringen, wohl aber 
einen in sich zurücklaufenden und sich selbst nicht kreuzenden 
Schnitt, einen sogenannten „Rückkehrschnitt“. Dabei ist es das Kenn­
zeichen des „einfachen“ Zusammenhanges der Kugelfläche, daß jeder Rück­
kehrschnitt; diese Fläche in zwei getrennte Stücke zerlegt.

%
Aus funktionentheoretischen Erwägungen leiteten wir bei einer 

Fläche der fraglichen Art die Relation (4) S. 64 für die Gesamt­
blätteranzahl m und die den l Verzweigungspunkten zukommenden 
Blätteranzahlen vlf v2) . . ., vt ab. Wir behaupten jetzt, daß diese Relation 
für alle Flächen Fm vom Zusammenhang der Kugelfläche charakteristisch 
ist. In der Tat ist diese Relation nichts weiter als ein Ausdruck des 
„Eulerschen Polyedersatzes“, den wir in der bekannten Gestalt:
(2) E + F = K + 2
darstellen, unter E, F , K  die Anzahlen der Ecken, Flächen und Kanten 
des Polyeders verstanden.

Um dies einzusehen, wolle man die Riemannsche Fläche Fm mit 
einem „geschlossenen“, sich selbst nicht überkreuzenden, überall stetig 
gekrümmten Schnitte S versehen, der vom ersten Verzweigungspunkt ex 
durch alle übrigen hin und bis zum ersten zurückläuft. Die zwischen 
ex und e2, e2 und e3 usw. verlaufenden Teile von S denken wir als Ver­
zweigungsschnitte Sv $2, . . . benutzt. Nun sollte Fm eindeutig und stetig 
(nicht notwendig konform) auf eine Kugeloberfläche beziehbar sein. Voll­
ziehen wir die Übertragung, so wird jedes Blatt infolge seiner Durch­
schneidung längs S  zwei einfach zusammenhängende Bildbereiche lie­
fern und die ganze Kugelfläche erscheint schlicht und vollständig be­
deckt durch 2m solche Bereiche. Die Ecken der vorliegenden Kugel­

1) ja  sogar konform , w as jed o ch  je tz t  zunächst u n w esen tlich  ist.
2) D ieser  U n tersch ied  w ird sp äter  dadurch a u fg eh o b en , daß w ir ein en  e in ­

ze ln en  P u n k t a u f der F lä ch e  m arkieren und als „R an dp unk t“ ansehen.
6*
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8 4 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

teilung entsprechen den l Verzweigungspunkten. Von jeder Ecke laufen
i

2v{ Kanten aus7 so daß die Kantenanzahl ist.
1 = 1

Für die gewonnene Einteilung der Kugelfläche gilt der Euler  sehe 
Satz (2), und zwar haben wir, wie gerade festgestellt, zu setzen:

i

E =  1, F = 2 m ,  K  = 2 v v
i =  i

Schreiben wir noch:

so folgt durch Eintragung der angegebenen Werte in (2) nach Division 
mit 2:

womit die Relation (4) S. 64 in der Tat wiedergewonnen ist.
Zur Erläuterung der allgemeinen Sätze über den Zusammenhang 

der Flächen Fm betrachten wir jetzt zunächst ein Beispiel, das alsbald 
in den Mittelpunkt unserer Untersuchung rücken wird, nämlich eine 
zweiblättrige Riemannsche Fläche F2 mit vier Verzweigungspunkten. Bei 
der Herstellung dieser Fläche haben wir längs des ersten von ex nach e2 
laufenden Schnittes Sx das linke Ufer des oberen Blattes an das rechte 
des unteren Blattes zu heften und weiter natürlich das linke untere Ufer 
an das rechte obere. Damit dann aber bei e2 auch wirklich ein Ver­
zweigungspunkt auftritt, ist längs S2 das einzelne linke Ufer mit dem 
rechten des gleichen Blattes zu verbinden. Längs S3 sind die Blätter

wieder wie längs St über Kreuz an­
einander zu heften. Wir wollen die 
Sachlage durch Fig. 15 zur Anschauung 
bringen, in der wir diejenigen Teile 
St und Ss der übrigens punktierten 
Kurve S, in denen die beiden Blätter 
über Kreuz Zusammenhängen, stärker 
markiert haben.

Es ist nun leicht zu zeigen, daß die hier vorliegende Fläche den 
„Zusammenhang eines Kreisringesli besitzt. Wir können sie geradezu, in­
dem wir die Blätter der Fläche als elastische Membranen denken, durch 
stetige Gestaltsänderung in einen Kreisring überführen. Wir nehmen 
zunächst eine stetige Deformation derart vor, daß alle vier Verzweigungs­
punkte auf eine Gerade rücken, auf der sie in der Anordnung e4, e2, e3> e4
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Zweiblättrige Riemannsche Fläche mit vier Verzweigungspunkten 85

aufeinanderfolgen: ß 1 und S3 seien dann die geradlinigen Strecken von ex 
nach e2 bzw. e3 nach e4. Bei den Blättern der Fläche F2 denken wir 
zunächst die oberen Seiten als Trägerinnen der Werte des Argumentes z 
und etwaiger Funktionen. Es erweist sich indessen als zweckmäßig, daß 
wir bei einem, etwa dem oberen Blatte, die untere Seite zu dieser Trä­
gerin machen. Wir können dies dadurch erreichen, daß wir den Zu­
sammenhang beider Blätter längs Sx und S3 vorübergehend nochmals 
aufheben, das obere Blatt um die durch die Punkte e laufende Gerade 
umklappen, so daß die bisher obere Seite nun die untere ist, und end­
lich die Zusammenheftung der Blätter wiederherstellen. Dabei ge­
hören jetzt sowohl längs Sx als S3 das linke untere mit dem „linken“ 
oberen Ufer und das rechte untere mit dem „rechten“ oberen Ufer zusammen.

Die jetzt gewonnene Gestalt der Fläche wird noch etwas anschau­
licher, wenn wir das obere Blatt unter Rücksicht auf die Elastizität 
der Membranen ein wenig heben. Dabei wird die Fläche die in Fig. 16 
skizzierte Gestalt darbieten, wo 
an Stelle der bisherigen Ver­
zweigungsschnitte Sx und S3 
zwei langgezogene Löcher auf- 
treten und übrigens jedes der 
beiden Blätter über den in der 
Figur gezeichneten Rand hinaus 
ins Unendliche fortzusetzen ist.
Die einander zugekehrten Seiten 
der Blätter sind die Trägerinnen der Werte z bzw. etwaiger Funktionswerte.

Um die Geschlossenheit des einzelnen Blattes im Unendlichen der 
Anschauung zugänglich zu machen, wollen wir, 
einer schon bisher vielfach benutzten Maßregel 
folgend, das obere Blatt nach oben hin, das untere 
aber nach unten hin kugelförmig in das Endliche 
ziehen. Unsere Fläche gewinnt dabei die in 
Fig. 17 angegebene Gestalt, wobei die Außen­
seite die Trägerin der z -Werte ist. Jetzt ist 
es nur noch ein Schritt, um durch eine weitere 
stetige Gestaltsänderung den „Kreisring“ der 
Fig. 18 (S. 86) zu gewinnen.

K le in 1) benutzt an Stelle des Kreisringes 
auch eine mit einem Henkel versehene Engel, wie

1) „ ü b er  R i e m a n n s  T heorie  der a lgeb ra isch en  
F u nk tionen  und ihrer In teg ra le“ (L eip zig , 1 8 8 2 \ S. 27.
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dieselbe in Fig. 19 dargestellt ist und aus 
dem Kreisring leicht durch stetige Deforma­
tion hergestellt werden kann. Diese Vorstel­
lung macht die Verallgemeinerung besonders 
anschaulich, indem wir uns leicht das Bild 
einer mit einer gewissen Anzahl, sagen wir, 
mit p Henkeln versehenen Kugelfläche bilden 
können (vgl. Fig. 20, wo p  =  3 ist).

Gehen wir von einer zwei blättrigen 
Fläche F2 mit (2p -f 2) VerzweigungsjDunkten 

ev e2, . . ., e2p + 2 aus, deren Blätter (analog den oben beschriebenen Ver­
hältnissen) längs Slf S3, . . ., S2P+1 über Kreuz Zusammenhängen, so 
führt die Wiederholung der an der obigen F2 vollzogenen Umgestaltung 
hier, wie man leicht übersieht, zu einer mit 
p  Henkeln versehenen Kugel. Aber auch jede 
andere 'Riemannsche Fläche Fm kann in eine 
mit einer gewissen Anzahl von Henkeln ver­
sehenen Kugel fläche stetig umgestaltet iverden1), 
so daß ivir im Bilde dieser Fläche zugleich 
den Grad des Zusammenhanges der ursprüng­
lichen Fm anschaulich zu erfassen imstande sind.

1) Es geht dies aus Untersuchungen von J. L ü r o th  und A. C le b s c h  über 
die G estalt der R ie m a n n s c h e n  Flächen hervor; siehe L ü r o th  „Note über V er­
zweigungsschnitte und Querschnitte in einer R ie m a n n s c h e n  Fläche“, Math. Ann., 
Bd. 4 (1871 ), S. 181 und C le b s c h  „Zur Theorie der R ie m a n n s c h e n  Flächen“, 
M ath. Ann., Bd. 6 (1872), S. 216. Man h a t zunächst jeden Verzweigungspunkt m it v  
B lättern, sofern i> )> 2  ist, in (v  — 1) zw eiblättrige Verzweigungspunkte aufzulösen. 
Sodann zeigt sich, daß man den Schnitt S durch die Verzweigungspunkte derart 
auswählen kann, daß folgende G estalt der Fläche vorliegt. Die beiden untersten 
B lätter bilden für sich genommen eine F2 m it (2 p  -f- 2) Verzweigungspunkten, wie 
w ir sie schon im Texte betrachteten; jedes folgende B latt is t dann nach unten hin  
nur an das unm ittelbar darunterliegende m it zw e i  Verzweigungspunkten in einem

zwischen ihnen verlaufenden Verzweigungsschnitte 
geheftet. Eine F2 mit zw e i Verzweigungspunkten 
verwandelt man nun mittelst einer Operation, wie 
wir sie im Texte an der F2 mit vier Punkten e aus­
übten, leicht stetig in eine schlichte Ebene um. 
Beziehen wir diese Umwandlung auf die beiden 
obersten Blätter der F,„, so ergibt sich eine Fm-1 
von gleicher Bauart. Die mehrfache Wiederholung 
des gleichen Verfahrens führt schließlich zu einer 
F2 mit (2 p  -f- 2) Verzweigungspunkten, welche wir 
bereits in eine Kugelfläche mit p Henkeln umwan­
delten.
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Wir haben diese allgemeine Angabe ohne ausführlichen Beweis 
gemacht, da sich unsere späteren Entwicklungen allein auf die F2 mit vier 
Verzweigungspunkten beziehen. Um aber die Stellung dieser F2 in der 
allgemeinen Theorie der algebraischen Funktionen zu kennzeichnen 
mögen auch noch folgende Ausführungen über eine beliebige Fm Platz 
finden.

Es ist zunächst unzweifelhaft, daß die Anzahl p der Henkel ein 
wichtiges Attribut der Riemannschen Fläche Fm ist. Man faßt alle 
Flächen mit dem gleichen p  zu einem „Geschleckte“ von Flächen zu­
sammen und spricht in diesem Sinne von „einer Riemannschen Fläche 
Fm des Geschlechtes p “. Es wird erwünscht sein, eine Regel zu besitzen, 
nach der wir unmittelbar für die gegebene Fläche Fm das Geschlecht 
p  bestimmen können. Diese Regel liefert uns der auf unsere Henkel­
fläche übertragene E u ler sehe Polyedersatz. Da dieser Satz gewöhnlich 
nur für einfach zusammenhängende Flächen aufgestellt wird, so wer­
den einige Andeutungen über die verallgemeinerte Formel am Platze sein.

Die Fm durchschneiden wir wieder längs einer alle Verzweigungs­
punkte durchlaufenden, stetig gekrümmten Kurve S, welche sich nicht 
überkreuzt, aber in sich zurückläuft. Das eindeutige stetige Abbild 
des Schnittes S  auf der Henkelfläche liefert dann wieder eine poly­
ederartige Einteilung dieser Fläche mit:

i
(3) E = l ,  F = 2 m ,  K  =  J f v . .

i = i

An jedem der p Henkel wollen wir weiter einen Rückkehrschnitt Q 
ausführen in der Art, wie in der unten folgenden Fig. 23 die Quer­
schnitte Qlf Q[, Q'i gelegt sind. Dabei möge der Einfachheit halber Q 
durch keine der E  Ecken unserer polyedrischen Teilung hindurch­
laufen. Den Schnitt Q wollen wir der polyedrischen Teilung zufügen 
und überlegen, wie dieselbe dadurch geändert wird.

Jedenfalls ist Q eine sich nicht überkreuzende geschlossene Linie, 
welche die Henkelfläche nicht „zerstückt“ (nicht in getrennte Stücke 
zerlegt). Daraus folgt, daß Q nicht im Innern einer einzigen unter den 
2m „Flächen“ verläuft; denn diese ist einfach zusammenhängend, so daß 
eine in ihrem Innern geschlossene Linie notwendig ein getrenntes Stück 
abschnitte. Q wird demnach mehrere „Flächen“ durchziehen und damit 
durch die „Kanten“ der Einteilung in mehrere, sagen wir in t Segmente 
zerlegt. Jedes dieser Segmente erhöht die Flächenzahl um eine Ein­
heit; der gemeinsame Endpunkt zweier Segmente liefert eine neue Ecke 
und vermöge der Teilung der von Q in dieser Ecke zerschnittenen Kante 
der anfänglichen Teilung die Erhöhung der Kantenanzahl gleichfalls
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88 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

um eine Einheit. Außerdem kommen die t Segmente selbst als neue 
Kanten hinzu, so daß unsere Anzahlen nach Zusatz des einzelnen 
Schnittes Q die folgenden sind:

E  + t, F + t ,  K  -f 2t.
Man wolle nun weiter die beiden mittelst des Schnittes Q getrenn­

ten Henkelstücke auseinanderbiegen und die Löcher durch zwei neue, 
Flächen decken. Dann liefert jede |ler t neuen Ecken ein Eckenpaar, 
es sind weiter zwei Flächen hinzugekommen, und jedes der t Segmente 
von Q liefert ein Kantenpaar, so daß unsere Anzahlen die folgenden sind:

E  + 2t, F + 2  + t, K + ‘d t.
Jetzt vollziehe man die gleiche Operation an allen p  Henkeln 

nenne die entsprechenden Zahlen t genauer tlf t2, . . ., t und gelangt 
schließlich zu einer Einteilung mit folgenden Anzahlen:

Aber die so gewonnene Fläche hat wieder den Zusammenhang der Kugel­
fläche, und also gilt E v Ft = K x 2 , was als verallgemeinerte 
E uler sehe Polyederformel liefert:

E  + F + 2 p  =  Fl +  2.
Tragen wir hier die Werte (3) ein, so ergibt sich der Satz: Eine m- 
Uättrige Riemannsche Fläche Fm mit l Verzweigungspunkten, in denen 
bzw. vx, vs, . . ., Vf Blätter Zusammenhängen, hat das Geschlecht:

i

(4) p  = — m + l '
• = i

Eine Riemannsche Fläche des Geschlechtes p bezeichnen wir nun 
im Anschluß an die Sprechweise S. 3 (jedoch unter Vorbehalt einer

gleich noch zu erörternden Ergänzung) als 
„(2p -f 1 )-fach zusammenhängend“ und be­
gründen diese Ausdrucksweise damit, daß 
es möglich ist, die Fläche durch 2p Quer­
schnitte in einen einfach zusammenhängen­
den von den Schnittufern berandeten Bereich 
zu zerlegen.

Im Falle p =  1 können wir den Kreis­
ring der Fig. 18 benutzen. Wir ziehen, 
wie Fig. 21 andeutet, zunächst den Rück­

kehrschnitt Qv Derselbe „zerstückt“ die Fläche nicht; denn es ist mög­
lich, wie Fig. 21 gleichfalls darlegt, einen Schnitt Q2 von einem Ufer­
punkte des Schnittes zum gegenüberliegenden Uferpunkte zu führen,
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ohne zu überschreiten. Auf dem unzerschnittenen Ringe würde auch Q2 
ein Rückkehrschnitt sein; man bezeichnet zwei in dieser Art zusammen­
gehörige Schnitte als ein Paar „kon­
jugierter“ Bückkehrschnitte. Nach 
Durchschneidung längs Qx können 
wir den Ring auseinauderbiegen 
und in die Gestalt des Zylinders 
der Fig. 22 überführen. Schneiden 
wir den Zylinder jetzt längs Q2 
auf, so ist die Abwickelung des­
selben auf das in Fig. 22 gleich 
mit angegebene Viereck möglich:
Durch die Schnitte und Q2 wird 
hiernach der Kreisring in einen einfach zusammenhängenden Bereich 
mit einem in sich zurücklaufenden, aus den vier Schnittufern bestehenden 
Bande venvandelt.

Haben wir nun eine Fläche mit p Henkeln, so können wir an 
jedem Henkel ein Paar „konjugierter Rückkehrschnitte“ Q1} Q2; Q[, 
Qpi •••; @2P-1) anbringen (vgl. Fig. 23 für p = 3) und verwandeln

Fig. 23. Fig. 24.

unsere Fläche hierdurch in einen p-fach zusammenhängenden Bereich Tp, 
welcher p getrennte, aus je vier Schnittufern bestehende Randkurven auf­
weist. Indem wir jetzt noch (jp — 1) eigentliche Querschnitte Q3,Q'3,---, 
QzP~^> w ê Fig 23 darlegt, zwischen den bisherigen Randkurven an­
bringen, gelangen wir zu einem einfach zusammenhängenden Bereiche.

Diese an sich anschauliche Maßregel ist nun aber, um zum Schlüsse 
zu führen, noch zu modifizieren. Wir wollen die Schnitte Q3, Q'3, . . ., 

unter Dehnung der Schnitte Q2, Q'2, . . ., Q̂ p~^ auf Punkte zu­
sammenziehen und sodann (wie Fig. 24 wieder für p =  3 erläutert)
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die Q2, Q[3, . . ., noch weiter derart über die Fläche hinziehen,
daß sie alle von einem gemeinsamen Ausgangspunkte A  auslaufen und 
zu ihm zurückkehren. Wir wollen geradezu (und dies ist die noch vor- 
behaltene Ergänzung) diesen Ausgangspunkt A  zu Anfang auf der 
Fläche markiert denken und (bevor irgendein Schnitt vollzogen ist) als 
einzigen Randpunkt der Fläche auffassen. Dann bekommt jeder unserer 
Schnitte Q2, Q'2, . . ., Q̂2P~^ den Charakter eines eigentlichen „Quer­
schnittes“; und dasselbe gilt natürlich auch von den demnächst noch 
anzubringenden Schnitten Qlf Q Q [ p~^,  insofern der einzelne von 
ihnen zwei schon vorhandene Randpunkte (Uferpunkte des bereits ge­
zogenen Schnittes Q$) verbindet. Unsere obige Behauptung, die Henkel­
fläche und damit die Riemannsche Fläche Fm (auf der wir uns natür­
lich auch den „Randpunkt“ A  markiert denken müssen) können durch 
2 p  „Querschnitte“ in einen einfach zusammenhängenden Bereich ver­
wandelt werden, ist damit erwiesen.1)

§ 18. Weiteres über algebraische Funktionen speziell bei p  — 0 
und p  =  1. Grundproblem der Theorie der elliptischen Funktionen.

Bei den nächsten Betrachtungen, welche sich auf die geometri- 
sehen Vorstellungen von § 17 gründen, sollen die mit Konstanten iden­
tischen Funktionen ausdrücklich ausgeschlossen werden. Wir hatten die 
mit endlichen Konstanten identischen Funktionen oben mit Rücksicht 
auf den Körperbegriff den Funktionen des Körpers zugerechnet. Soweit 
die aufzustellenden Sätze auch für solche Funktionen gelten, sind sie trivial.2)

Man wolle zunächst den am Schlüsse von § 8, S. 39 aufgestellten 
zweiten Residuensatz etwa auf denjenigen einfach zusammenhängenden 
Bereich anwenden, in den eine vorgelegte Fm nach Art von Fig. 23 
durchs Paare konjugierter Rückkehrschnitte Qlf Q2] . . .; Q[p~9, Q{2P~1) 
nebst zwischengefügten (p  — 1) Schnitten Q3, Q’3, . . ., (%p“ 2) zerlegt 
wird. Bei Durchlaufung des Randes dieses Bereiches werden die beiden 
Ufer jedes einzelnen Schnittes in entgegengesetzten Richtungen durch­
laufen. Bilden wir demnach das auf den gesamten Rand des fraglichen 
Bereiches bezogene Integral (5) S. 39 für irgendeine Funktion f ( z ) des 
durch Fm erklärten Körpers (wobei wir annehmen dürfen, daß die 
Schnitte Q nicht gerade durch Nullpunkte oder Pole von f(z) hin­

1) Der Zusatz des „R an d p u n k tes“ is t  zur strengen  E rfü llu n g  unseres Satzes 
n atü rlich  auch in  dem  zu n äch st besonders besp rochenen F a lle  p — 1 n ö tig .

2) Der sog le ich  zu erk lären de B eg riff der „ W ertig k e it“ verliert b e i e in er  m it 
ein er  K onstanten  id en tisch en  F unk tion  üb erhau pt se ine  B ed eu tu n g . W ird  dem ­
nach  w eiterhin  von einer n -w ertig en  F u n k tion  des K örpers g esp roch en , so is t  da­
m it  im p liz ite  bereits g e sa g t, daß d ie  F u n k tion  n ic h t m it e in er K onstan ten  id en tisch  ist.
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durchlaufen), so heben sich je die beiden Bestandteile des Integrales, 
welche sich auf die Ufer des einzelnen Querschnittes beziehen, als ent­
gegengesetzt gleich auf, und das Gesamtintegral bekommt den Wert 0: 
Für jede nicht mit einer Konstanten identische Funktion des Körpers ist 
die Summe der Ordnungen aller auf Fm eintretenden Pole der Funktion 
gleich der Summe der Ordnungen aller Nullpunkte?) Unter Aufnahme 
einer für die rationalen Funktionen S. 62 besprochenen Denkweise 
können wir auch sagen: Eine nicht mit einer Konstanten identische Funk­
tion des Körpers hat auf der Biemannschen Fläche genau so viele Pole 
erster Ordnung als Nullpunkte erster Ordnung; ist diese Anzahl gleich n, 
so nimmt die Funktion jeden beliebig vorgeschriebenen komplexen Wert 
wieder genau in n Punkten der Fm an, und sie möge dementsprechend fortan 
als eine „n-ivertige“ Funktion des Körpers bezeichnet werden. Der zweite 
Teil des Satzes folgt aus dem ersten wieder durch die schon bei den 
rationalen Funktionen angewandte Schluß weise (vgl. S. 46 und 62). Natürlich 
dürfen bei den n Punkten, in denen die Funktion einen vorgeschriebenen 
Wert annimmt, irgendwelche Koinzidenzen eintreten; z. B. liefern k zu­
sammenfallende Nullpunkte dann eben einen Nullpunkt kt6T Ordnung.1 2)

Für irgendeine Funktion W  des Körpers können wir die Dar­
stellung (6) S. 80 in z und der damaligen Funktion w zugrunde legen, 
aus welcher unter Rücksicht auf (5) S. 79 folgt:

1) F ür die Abschätzung der Ordnung eines etw a in einem Verzweigungs­
punkte liegenden N ullpunktes oder Poles gelten  natü rlich  die schon S. 38 ange­
gebenen Regeln.

2) Nach der S. 39 gegebenen allgemeinen F assung des benutzten R esiduen­
satzes wäre es übrigens gar n icht nötig gewesen, die Fm vorab durch Querschnitte 
in  einen einfach zusam m enhängenden Bereich zu verw andeln. W ir hätten  in einem 
B latte der Fm um eine Stelle z0 , in der die Funktion weder einen N ullpunkt noch 
Pol hat, eine Kurve herum legen können und h ätten  dann wie S. 62 bei den ratio ­
nalen Funktionen verfahren. A ndererseits m ag auch noch folgende besonders ele­
m entare Auffassung Erw ähnung finden, bei w elcher w ir die 2 m  „Flächen“ der 
polyedrischen Einteilung auf der „Henkelfläche“ zugrunde legen; die „K anten“ 
dieser Einteilung denken w ir nötigenfalls so abgeändert, daß sie nirgends durch 
einen N ullpunkt oder Pol der F unktion laufen. Das auf den R and der einzelnen 
„F läche“ bezogene Integral (5) S. 39 g ib t die Summe der Ordnungen der N ull­
punkte in dieser „Fläche“, verm indert um die Summe der Ordnungen der daselbst 
gelegenen Pole. Die Summe aller 2m  Integrale ist aber wieder gleich 0, da die 
beiden „Ufer“ jed er Kante bei der Integration in entgegengesetztem  Sinne durch­
laufen werden. Aus dem Verschwinden der Integralsum m e aber folgt w ieder das 
Ergebnis des Textes.
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Ist nun W  eine «-wertige Funktion des Körpers, so wird die Fläche 
Fw durch W  konform auf eine «-blättrige Riemannsche Fläche Fn 
über der kP-Ebene abgebildet. Die Umgebung einer endlichen, von 
einem Yerzweigungspunkte et verschiedenen Stelle z0 in einem Blatte 
der Fw liefert dabei ein schlichtes Abbild, falls die Ableitung (1), 
welche zufolge der rechten Seite von (1) selber wieder eine Funktion 
des Körpers ist, im Punkte z0 endlich und von 0 verschieden ist. Hat 
die Funktion (1) im Punkte zQ aber einen Nullpunkt der Ordnung X, 
so überträgt sich die Umgebung von zQ auf eine Windungsfläche von 
v =  X -f- 1 Blättern. Bei einer eingehenden Untersuchung würden wir 
die Verzweigungspunkte von Fm, die Pole von W  usw. noch besonders 
zu untersuchen haben. Doch führt uns dies wieder zu weit in die all­
gemeine Theorie der algebraischen Funktionen ab. Jedenfalls haben wil­
den Satz gewonnen, daß die Fm mittels der n-wertigen Funktion W  des 
Körpers eindeutig, stetig und konform auf eine n-blättrige Riemannsche 
Fläche Fn übertragen wird, die selbstverständlich wieder dem gleichen Ge­
schleckte p angehört.

Ist nun z. B. die in Gleichung (5) S. 79 vorliegende Funktion w 
eine w-wertige Funktion, so wird jetzt umgekehrt auf der «-blättrigen 
Fläche Fn über der w-Ebene das bisherige z in Abhängigkeit von iv 
eine «-deutige algebraische Funktion, welche man übrigens direkt wie­
der durch die Gleichung (5) S. 79 gegeben denken kann. Diese Glei­
chung wird in z eben auf den «ten Grad ansteigen, ein Umstand, den 
wir gelegentlich durch die Schreibweise:

m n
(2) G(w, 'z') =  0
der Gleichung zwischen w und z hervorheben. Dabei ist natürlich 
diese Funktion z von w auf der Fn m-wertig.

Wir können nun aber gleich noch einen Schritt weiter gehen und 
betreffs der Funktionen R(w, z) folgenden einleuchtenden Satz aus­
sprechen: Die gesamten Funktionen des bisherigen Körpers bilden, in 
Abhängigkeit von w betrachtet, gerade genau den durch die R iem ann­
sche Fläche Fn zu definierenden Körper algebraischer Funktionen von w.1)

Zu dem gleichen Ergebnis gelangen wir, wenn wir an Stelle von • 
w irgendeine nicht mit einer Konstanten identische Funktion W  des 
ersten Körpers zugrunde legen. Um aber gegenüber diesen unendlich 
vielen Riemannschen Flächen zu einer Auffassung, die keine Fläche 
bevorzugt, zu gelangen, könnten wir sie etwa durch unsere Henkel­
fläche ersetzen, die wir F nennen wollen, und auf die alle jene Flächen 1

1) Hier sind die m it endlichen K onstanten identischen Funktionen natürlich  
m it einbegriffen.
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eindeutig und stetig bezogen sind. Jeder Funktion entspricht dann eine 
eindeutige Belegung von F mit Werten, und wir werden die Belegung 
wieder „m-wertig“ nennen, wenn eine beliebig gewählte komplexe Zahl 
immer an m Stellen von F aufgetragen ist. Den bisherigen Körpern 
algebraischer Funktionen entspricht dann ein sie alle liefernder „Körper 
von Belegungen“ der Fläche F von folgender Eigenschaft: Ist irgendeine 
m-wertige Belegung mit Zahlen z und irgendeine zweite n-wertige Belegung 
mit Zahleri w herausgegriffen, so gilt für die durch die Funkte von F 
einander zugeordneten Zahlen w und z eine algebraische Relation (£) vom 
Grade m in w und vom Grade n in z identisch, d. h. über die ganze 
Fläche F hin Ist diese Gleichung irreduzibel*), so ist ,jedeu Belegung 
des Körpers der vorliegenden Belegungen von F in der Gestalt W  =  R(w, z) 
darstellbar, wie auch umgekehrt jeder nicht mit oo identische rationale 
Ausdruck R(w, z) eine unserer Belegungen liefert,

Der entwickelten allgemeinen Auffassung entsprechend haben wir 
die unterschiedenen Riemannschen Flächen Fm, Fn, . . ., welche den 
einzelnen Belegungen von F zugehören, als nicht wesentlich verschie­
den anzusehen, und ebensowenig können die ihnen zugehörigen Kör­
per algebraischer Funktionen als wesentlich verschieden gelten. Die 
Sachlage läßt sich auch noch in folgender Art analytisch einklei­
den. Es sei von zwei Belegungen z, Z  aus eine Fläche Fm über 
der £-Ebene und eine Fn über der Z-Ebene hergestellt. Ist w mit 
z durch eine irreduzible Gleichung (2) verknüpft, so ist durch w 
und z gewissermaßen ein Koordinatensystem auf Fm gegeben, welches 
die Punkte von Fm eindeutig zu bestimmen gestattet. Dasselbe möge 
durch W  und Z  auf Fra geleistet werden. Nun entspricht aber jedem 
Punkte von F,„ eindeutig ein solcher von F„, und zwar ist diese Be­
ziehung darstellbar durch ein Gleichungenpaar:
(3) W  =* B x(w, z), Z  =  R 2(w, z).
Aber auch umgekehrt entspricht einem Punkte von Fn stets ein und 
nur ein Punkt von Fm, geliefert durch:
(4) w = R9(W ,Z ), z = R ,{W }Z). 1

1) Die Fälle der R eduzibilität der Gleichung (2) können wir wieder nicht 
allgem ein verfolgen. W ir weisen nur au f das Beispiel hin, daß wir neben der 
schon gew ählten m-wertigen Belegung z  eine zweite Belegung w  als rationale 
Funktion lt0n Grades iv — R {z )  von z  aussuchen, deren W ertigkeit dann n  — l - m  
ist. Spalten wir R {z )  in den Quotienten g 1{z) : g0(z) zweier ganzen Funktionen, so 
schreibt sich die Gleichung (2 ) vom Grade m  in w  und n  in 2 so:

(g0 (z)w —  g 1 (z))m =  0.

Ihre linke Seite stellt die mte Potenz eines Polynoms dar. Zu einem ähnlichen E r­
gebnis gelangt man übrigens in  allen Fällen  der R eduzibilität.
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Die ein-eindeutige Beziehung der beiden Flächen aufeinander ist demnach 
durch eine umhehrbar rationale Transformation vollziehbar. Umgekehrt 
ist wieder einleuchtend, daß, wrenn diese Beziehung zwischen zwei Flächen vor­
liegt, sie in unserem Sinne als nicht wesentlich verschieden zu gelten haben.

Gegenüber diesen allgemeinen Auffassungen ist für die ausführ­
liche Untersuchung eines einzelnen Funktionenkörpers die Auffindung 
einer Funktion von möglichst kleiner Wertigkeit m und damit die Ge­
winnung einer Riemannschen Fläche von möglichst kleiner Blätter­
zahl m von grundlegender Bedeutung. Bei den S. 48 und 64 besprochenen 
Flächen des Geschlechtes p  =  0 gab es stets eimvertige Funktionen. 
Diese Flächen erhielten wir bei Inversion der rationalen Funktionen 
w =  B(z)\ auf der einzelnen solchen Fläche über der w-Ebene ist dann 
eben z eine einwertige Funktion, welche die Fläche auf eine F1? näm­
lich die schlichte #-Ebene abbildet.

Beim Beweise des am Schlüsse von § 16 (S. 82) angegebenen R ie­
mannschen Existenztheorems findet man nun, daß auf jeder R iem ann­
schen Fläche des Geschlechtes p  =  0 eine „<einwertige“ Funktion konstruiert 
werden kann.1) Bezeichnen wir die Werte derselben mit z, so ist offen­
bar auch jede lineare Funktion von z:

eine einwertige Funktion des zur gegebenen Riemannschen Fläche ge­
hörenden Körpers; und umgekehrt können wir, wie leicht zu sehen ist, 
jede einwertige Funktion dieses Körpers in einer unter ihnen, die z heiße, 
in der Gestalt (5) darstellen. Da hierbei nur zu fordern ist, daß die Determi­
nante (ad — bc) der linearen Funktion (5) von 0 verschieden ist (vgl. 
S. 66), und übrigens für die Funktion z' nur die „Verhältnisse“ der 
Koeffizienten a, b, c, d maßgeblich sind, so haben wir die Auswahl 
unter dreifach unendlich vielen einwertigen Funktionen unsrer Fläche.

In dem ausgewählten z stellen sich nun die gesamten Funktionen 
des Körpers in der Gestalt R{z) dar. Es folgt: Im Falle p  =  0 haben 
wir im wesentlichen nur einen einzigen Funktionenkörper, denjenigen der 
„rationalen Funktionen einer komplexen Variabelnu. Auch die dem Kör­
per zugehörigen Integrale erledigen sich sofort durch die bekannte Formel:

welche sich den Bezeichnungen von S. 61 anschließt.
1) Man vgl. etwa die Behandlung des Riem annschen Existenzsatzes in den 

„Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Modulfunktionen“ von F. K lein  
und R. F rick e (Leipzig, 1890 und 1892), Bd. 1, S. 4 9 3 ff. Dieses weiterhin oft zu 
nennende Buch soll fortan durch „Modulfunktionen“ zitiert werden.
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Ist zweitens p =  1, so ist die Existenz einer einwertigen Funktion 
ausgeschlossen, da man einen Kreisring (vgl. Fig. 18, S. 86) nicht ein­
deutig und stetig auf eine schlichte Kugelfläche abbilden kann. Eine 
zweiblättrige Fläche F2 mit vier Verzweigungspunkten hatte uns oben 
(S. 84) ein erstes Beispiel für eine Fläche des Geschlechtes p  =  1 ge­
liefert. Beim Beweise des Riemannschen Existenztheorems gelingt es, 
für irgendeine Fläche des Geschlechtes p =  1 eine zweiwertige Funktion 
zu konstruieren, welche noch dazu an zwei willkürlich wählbaren Stellen 
der Fläche ihre beiden Pole erster Ordnung hat.1) Bezeichnet man die 
Werte dieser zweiwertigen Funktion wieder mit z, so ist zugleich:
(6) z =  az +  b
die allgemeinste zweiwertige Funktion der Fläche, welche an den bei­
den vorgeschriebenen Stellen ihre Pole hat; dabei sind a, b willkürliche 
endliche Konstante, nur muß a von 0 verschieden sein.

Die zweiwertige Funktion z bildet nun die anfänglich vorgelegte 
Fläche konform auf eine zweiblättrige Riemannsche Fläche F2 ab, die 
als zum Geschlechte p =  1 gehörig vier getrennt liegende Verzweigungs­
punkte hat (vgl. Formel (4) S. 88). Mindestens drei von den vier Ver­
zweigungspunkten liegen im Endlichen, etwa wieder bei e17 e2, e3. Der 
vierte Verzweigungspunkt ist entweder auch endlich, etwa bei ge­
legen, oder er liegt bei z =  oo; letzteres tritt stets und nur dann ein, 
wenn die beiden für z vorgeschriebenen Pole zusammenfallen und dadurch 
einen einzigen Pol zweiter Ordnung liefern.

Wir können die beiden eben unterschiedenen Fälle in einen Aus­
druck zusammenziehen. Wir setzen im ersten Falle, unter a eine nicht- 
verschwindende komplexe Konstante verstanden:

a(z -  e1)(z -  e2)(z -  es)(z -  ef] =  g(z)
und wollen bei Anordnung dieser ganzen Funktion vierten Grades g(z) 
nach abfallenden Potenzen von z die Schreibweise:
(7) g(z) =  azt -j- 4bzz -f 6 c£2 -f 4dz +  e
gebrauchen, wo die Koeffizienten a, b, . . .  natürlich nichts mit denen 
in (5) und (6) zu tun haben. Wir fassen dann die beiden fraglichen 
Fälle einfach dadurch zusammen, daß ivir von der ganzen Funktion g(z) 
nur das Getrenntliegen der „vier“ Nullpunkte fordern, aber ein Verschwin­
den des höchsten Koeffizienten a zulassen; wird a =  0, so rückt dann 
eben einer der vier Nullpunkte nach z =  oo.

Umgekehrt können wir für jede ganze Funktion (7), welche die 
eben ausgesprochene Forderung erfüllt, eine Fläche F2 konstruieren,

1) Vgl. etwa wieder „M odulfunktionen“ , Bd. 1, S. 540ff.
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9 6 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

deren Yerzweigungspunkte die „vier“ Nullpunkte von g(z) sind, und 
deren Geschlecht dann wieder p  =  1 ist.

Nun erkennt man sofort in:

eine zur F2 gehörende algebraische Funktion. Dieselbe erscheint mit 
z verbunden durch die Gleichung:

welche irreduzibel ist, da g{z) nicht das Quadrat einer ganzen Funktion 
ist. Wir gelangen also zu folgendem Ergebnis: Alle beim Geschleckte 
p  =  1 existierenden Körper algebraischer Funktionen iverden uns geliefert 
von den durch (8) gegebenen algebraischen Gebilden, wo die in Klammern 
stehende ganze Funktion getrennt liegende Kulipunkte haben soll. Beim 
einzelnen Gebilde sind die gesamten Funktionen des zugehörigen Körpers 
gegeben durch:

die zugehörigen Integrale aber durch:

Die Eigenschaften dieser Integrale näher festzustellen, ergibt sich 
hier als nächstes Problem. Aber indem wir dieses Problem aufgreifen 
und zur Durchführung bringen, tritt eine neue und grundsätzliche Wen­
dung in unseren Entwicklungen ein: Wir werden erkennen, daß die ge­
samten Funktionen des Körpers, in Abhängigkeit von einem bestimmten 
unter den Integralen (10) betrachtet, zu eindeutigen Funktionen iverden. 
Diese fundamentale Tatsache der „Eindeutigkeit wird uns daraufhin 
veranlassen, die Größen (9) als Funktionen jenes Integrales ausführlich 
zu untersuchen. Wir werden sie als solche mit dem Namen der „ellip­
tischen Funktionen“ belegen und unseren bisherigen Körper algebraischer 
Funktionen des Geschlechtes 1 in einen „Körper elliptischer Funktionen“ 
umwandeln.

Daneben tritt dann noch eine zweite Frage auf (welche sich beim Ge- 
schlechte p =  0 unmittelbar erledigte), nämlich wie man beim Geschleckte 
p  =  1 einen tiberblick über die gesamten wesentlich verschiedenen Körper 
algebraischer Funktionen verschaffen kann. Auch für diese Aufgabe wird 
uns jenes eben genannte Integral die geeignetsten Hilfsmittel zur Lö­
sung an die Hand geben.

Die beiden hiermit genannten Aufgaben, nämlich den einzelnen 
„Körper elliptischer Funktionen“ ausführlich zu untersuchen und zweitens 
den tiberblick über das „System aller wesentlich verschiedenen Körper 
elliptischer Funktionen“ zu gewinnen, setzen das „Grundproblem“ unserer
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folgenden Untersuchungen zusammen. Ehe wir an die Behandlung des­
selben gehen, sind indessen unsere vorbereitenden Entwicklungen noch 
nach einer anderen Seite hin zu ergänzen.

§ 19. Lösung linearer homogener Differentialgleichungen zweiter
Ordnung.

Einige Grundsätze aus der Theorie der linearen Differentialglei­
chungen wter Ordnung kommen weiterhin für den Fall n =  2 zur Ver­
wendung und sollen hier sogleich für diese Ordnung entwickelt wer­
den.1) Eine lineare homogene Differentialgleichung dieser Ordnung sei 
in der Gestalt:

vorgelegt, wo fx(z) und f$(z) analytische Funktionen sein sollen. Ist 
z0 irgendeine Stelle, in deren Umgebung f t (z) und f2(z) analytisch sind, 
so soll zunächst gefragt werden, ob sich ebenda eine analytische Lö­
sung £ von (1) angeben läßt, und welches die allgemeinste Lösung 
dieser Art ist.

Die Reihenentwicklungen von f^iz) und f 2(z) in der Umgebung 
von zn seien:

Hat mindestens eine dieser Reihen einen endlichen Konvergenzradius, 
so bezeichnen wir den kleineren unter den Konvergenzradien oder, falls 
beide gleich sind, den gemeinsamen Radius mit Jß; handelt es sich um 
zwei beständig konvergente Reihen, so sei R  als positive Größe be­
liebig gewählt. Die Lösung £ möge, falls sie existiert, als analytische 
Funktion von z die Entwicklung haben:

Innerhalb des Konvergenzkreises dieser Reihe ergeben sich, indem 
wir rechts gliedweise differenzieren, sofort die Reihenentwicklungen für

und --§. Die letztere Entwicklung muß (vgl. S. 14) identisch sein
mit derjenigen Entwicklung, welche man aus der rechten Seite von (1) 
durch Einträgen der Reihen und Umordnung nach ansteigenden Po-

1) Siehe L.. F u c h s ,  „Zur Theorie der linearen D ifferentialgleichungen“ , Journ. 
f. Math., Bd. 66 (1866) und Bd. 68 (1868). Eine um fassende D arstellung der Theorie 
der linearen Differentialgleichungen wter O rdnung gab L. S c h l e s i n g e r ,  „H and­
buch der Theorie der linearen D ifferentialgleichungen“, zwei Bände (Leipzig 1895 
und 1898).

F rick e: Elliptische Funktionen. Bd. 1. 7
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tenzen von {z — #0) gewinnt. Dies ist aber stets und nur dann der 
Fall, wenn die Gleichung:

für alle Indizes n — 0, 1, 2, . . . gilt. Während demnach c0 und ck un­
bestimmt bleiben, berechnen sich aus der Rekursionsformel (2) alle 
weiteren Koeffizienten c2, c3, . . . in der Gestalt:

wo die c'n und c'' bestimmte rationale ganze Ausdrücke in den Koeffi­
zienten ak und bk sind; dabei sind, was man beachten wolle, in diesen 
ganzen rationalen Ausdrücken nur Pluszeichen enthalten.

Um nun die Konvergenz der für £ angesetzten Reihe zu erörtern, 
wähle man z beliebig, aber fest im Innern des Kreises vom Radius li 
um z0 und bestimme ferner eine positive Zahl r aus dem Intervall:

Dann können wir (vgl. S. 16) eine bestimmte endliche Zahl M  an­
geben, so daß längs der Peripherie des Kreises vom Radius r um z0 
die Ungleichungen | fk(z) ! <  M  und f%{z) <  M  zutreffen. M  soll 
außerdem jedenfalls der Bedingung:

genügen. Wie S. 50 ergibt sich für die absoluten Beträge der Koeffi­
zienten in den für fk(z) und fä(z) angegebenen Reihen:

Wenn wir demnach die sämtlichen Koeffizienten ak und bk durch M r~ k er­
setzen, außerdem aber c0 | und cx \ an Stelle von c0 und ck treten lassen, 
so wird zufolge der angegebenen Bauart der cn, c'n in den ak, bk jeden­
falls | cn j  vergrößert. Ist die Reihe für £ auch nach dieser Vergröße­
rung der Beträge j  cn | konvergent, so konvergiert sicher auch die ur­
sprüngliche Reihe c0 ck(z — z0) -1- • • • im ausgewählten Punkte z.

Nun kommt aber der vollzogene Ersatz der ak, bk einfach darauf 
hinaus, daß wir die bisherigen fk{z), f%{&) zugleich durch die Funktion:

ersetzen, oder daß wir an Stelle der Differentialgleichung (1) die fol­
gende treten lassen:
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Hier kann man entweder aus den dieser Gleichung zugehörigen Re­
lationen (2) oder auch durch direktes Operieren mit dieser Differential­
gleichung die Rekursionsformel in die einfachere Gestalt kleiden:

aus welcher sich weiter ergibt:

Die im vorliegenden Falle für n i> 2 eintretenden c und c' sind 
durchweg reell und positiv. Ersetzen wir somit die noch frei wählbaren 
c0, c1 durch ihre absoluten Beträge, so werden zufolge (3) die Be­
träge cn | nicht verkleinert. Es ist also ausreichend, wenn wir für 
positive c0, c, die Konvergenz zeigen. Dann aber werden alle cn posi­
tiv, und es ergibt sich aus der letzten Gleichung mit Rücksicht auf 
(5) für alle 11 =  0, 1, 2, . . .:

Somit ist auch c,( + 1r > c ft für alle n =  1, 2, 3, - - - ,  so daß wir wieder 
aus der letzten Gleichung für n =  1, 2, 3, • • • die Folgerung ziehen:

Man schreibe diese Ungleichung um in die Gestalt:

und beachte, daß der Klammerausdruck rechter Hand sich für lim n — 00 
dem Grenzwerte 1 nähert. Der links stehende Quotient zweier aufein­
ander folgender Reihenglieder nähert sich somit für lim n =  00 zu­
folge (4), absolut genommen, einem unterhalb 1 gelegenen Grenzwerte, 
womit die Konvergenz der für £ angesetzten Reihe im Punkte z bewiesen ist.

Es ist hiermit bewiesen, daß die für die Lösung £ der Differential­
gleichung (1) angesetzte Reihe in der Umgebung von z0 mindestens 
ebensoweit konvergiert, als die für /j(F) und f%{z) geltenden Reihen 
zugleich konvergent sind. Wir erhalten also in £, und zwar für jede 
Auswahl von c0 und c1} eine Lösung von (1); und andererseits ist hier­
mit jede analytische Lösung von (1) in der Umgebung von z0 gewonnen, 
da ja für jede Reihe c0 -f ct (z — z0) +  • • •, welche die Gleichung (1) 
identisch befriedigt, die Relation (3) gilt.

Den besonderen Auswahlen c0 =  1, (\ =  0 und sodann c0 =  0, 
cx =  1 entsprechen zwei partikuläre Lösungen:
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wobei in der ersten Reihe das lineare Glied und in der zweiten das 
Absolutglied fehlt, was beide Male durch einen Stern angedeutet ist. 
Schreiben wir statt der bisherigen c0, ct fortan a und b, so ist folgen­
der Satz gewonnen: Die Differentialgleichung (1) besitzt in der Um­
gebung1) jeder Stelle z0, in der fx(z) und f3(z) überall analytisch sind, 
Lösungen £, welche ebenda gleichfalls überall analytisch sind; dabei läßt 
sich jede dieser Lösungen in den beiden partikulären Lösungen (6) mittels 
zweier Konstanten a, b in der Gestalt:
(7) & =  <  +  ^2

darstellen, wie auch umgekehrt für jede Auswahl endlicher Konstanten a, b 
in (7) eine Lösung vorliegt.

Soll die Summe (a£x -f- &£2) als Funktion von z mit 0 identisch 
sein, so muß in der Reihenentwicklung derselben der Koeffizient jedes 
Gliedes gleich 0 sein, so daß zufolge (6) insbesondere a =  0, b =  0 
zutreffen muß. Die Lösungen £2 sollen in dem Sinne voneinander 
„linear-unabhängig“ heißen, als hiernach eine Gleichung a£x -\-b£2 =  0 
mit nicht zugleich verschwindenden a, b nicht identisch bestehen kann. 
Greifen wir nun (immer in der Umgebung von z0) irgend zwei Lö­
sungen :
( 8 ) + ß t , ,  rs'=ys, + «&
auf, so gilt identisch:

a 4 - b £2 =  (a u +  b y) -f- (a ß -j- b d) £2.
Man folgert hieraus leicht: Ist die Determinante (ad — ßy) der Koeffi­
zienten in (8) von 0 verschieden, so sind £', £2 linear-unabhängig; und 
wenn linear-unabhängig sind, so ist umgekehrt (ad — ßy) von 0 ver­
schieden. In diesem Falle kann man die Gleichungen (8) nach £2 lösen 
und also £1; £2 linear und homogen in £', ^  darstellen. Diese Dar­
stellungen können wir dann auch in (7) eintragen, so daß wir in der 
Umgebung von zQ zur Darstellung aller Lösungen in der Gestalt (7) an 
Stelle der obigen £1? £2 irgend zwei linear-unabhängige Lösungen zugrunde 
legen können.

Indem wir jetzt über die Umgebung von z0 hinausgehen, hat es 
zunächst keine Schwierigkeit, auf Grund der Überlegungen von S. 24 ff. 
ein „Feld“ F des Funktionenpaares f x(z), f2(z) zu erklären. Man hat 
hierbei einfach den Prozeß der analytischen Fortsetzung gleichzeitig auf 
fx(z) und f2(z) auszuüben und bei dem einzelnen Paare von Funktions­
elementen, sofern die beiden Konvergenzkreise verschieden sind, nur den

1) E in e  „ U m g eb u n g “ von  z0 so llte  nach S. 1 s te ts  als „K reisfläch e“ des  
M itte lp u n k tes z0 g e w ä h lt  w erden .
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kleineren Kreis zuzulassen. Auch hat man natürlich, falls das System 
der aneinander geklebten Konvergenzkreise um singuläre Punkte herum 
über sich selbst hinübergreift, die übereinander liegenden Teile der 
Kreise nur dann zu verkleben, falls sowohl f x(z) als f2(z) bei dem be­
treffenden Umlaufe zu den anfänglichen Funktionswerten zurückkehren.

Wir wollen zunächst außer den „singulären“ Punkten (Polen, end­
lich-blättrigen Verzweigungspunkten1), wesentlich singulären Punkten) 
für mindestens eine der Funktionen fx{z), f 2(z) auch alle Stellen oo, 
welche dem Felde F etwa angehören, als „Randpunkte“ von F auffassen. 
Dann ist sofort einleuchtend: In der Umgebung jedes „Innenpunktes“ z0 
von F gelten über die Natur der Lösungen £ von (1) die obigen Sätze; 
irgendeine bei einer speziellen Stelle z0 aufgegriffene Lösung £(z) von (1) 
ist im Innern von F unbegrenzt fortsetzbar, erweist sich daselbst überall als 
analytisch und stellt beständig eine Lösung von (1) dar. Man hat nur zu 
beachten, daß in der Umgebung von z0 der Ausdruck:

g - Ä w S l - f i w t
als Funktion von z identisch verschwindet und also auch bei Fort­
setzung beständig mit 0 identisch bleiben muß. Die bei Fortsetzung 
auftretenden Funktionswerte £ stellen demnach immer wieder eine Lösung 
von (1) dar, müssen also die oben gewonnenen Gesetze der Lösungen 
befriedigen.

Die endlich-blättrigen Verzweigungspunkte und die Stellen oo 
machen übrigens keine Schwierigkeiten. Haben wir einen v-blättrigen 
Verzweigungspunkt bei z0 oder eine Stelle z — oo2), so führen wir als 
neue Variable bzw.: 1

z' — (z — z0) v oder z =  ~

ein und rechnen in beiden Fällen3) die Gleichung (1) in die Gestalt:

dz'* =  dz' +  t

um, wo ÄOO, f 2OO in der Umgebung von z' — 0 eindeutig sind. Hier 
ist dann einfach zu prüfen, ob f x(z') und f 2(z') bei z '= 0 beide ana­
lytisch sind, oder ob mindestens eine dieser Funktionen daselbst einen

1) F in d et m an b e i der a n a ly tisch en  F ortsetzu n g  K oinzidenz e in es ^ - b lä t t ­
r igen  V erzw eigu n gsp u n k tes von f\(z) m it e in em  r 2-b lä ttr ig en  von f2(z), so h a t F 
d a selb st e inen  r»-blättrigen V erzw eigu n gsp u n k t, un ter v das k le in ste  g e m ein sch a ft­
lic h e  V ie lfach e von vx und v2 verstan den.

2) Letztere S telle  nach  der eb en  g eg eb en en  B estim m u n g  als iso lier ten  R an d­
p u n k t von F.

8) N atü rlich  d arf auch w ieder  e in  v -b lättr iger  V erzw eigu n gsp u n k t b e i z — o o  
lie g e n , w o m an dann (z —  z0) durch  z~1 zu ersetzen  hat.
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1 0 2 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

Pol oder, was im Falle eines Punktes z =  oo ja zunächst nicht aus­
geschlossen ist, einen wesentlich singulären Punkt hat. Im zweiten 
und dritten Falle rechnen wir die betrachtete Stelle den Polen bzw. 
wesentlich singulären Stellen des Funktionenpaares f x (z), U(z) zu und 
erklären nunmehr als „singuläre Stellen“ der Differentialgleichung (1) die ge­
samten Pole und wesentlich singulären Punkte des Funktionenpaars fx (z), f t (z).

Ehe wir auf die Untersuchung dieser singulären Stellen näher ein- 
gehen, ist über die Vieldeutigkeit der Lösungen £ im Felde F eine 
grundlegende Betrachtung auszuführen. In der Umgebung einer nicht­
singulären Stelle seien £n £2 zwei linear-unabhängige Lösungen und £ 
irgendeine Lösung von (1). Man beschreibe von z0 eine im Felde F 
geschlossene Bahn C bis z0 zurück und setze £ über C fort. Ist es 
möglich, C stetig und ohne Zerreißen auf einen Punkt zusammenzu­
ziehen, ohne daß die Bahn C hierbei über eine singuläre Stelle von (1) hin­
weggezogen wird, so kehrt £ längs C notwendig zu seinen Anfangs­
werten zurück. Ist diese Zusammenziehung von C nicht möglich, so 
können wir nur folgern, daß die Fortsetzung von £ über C hin am 
Schlüsse wieder zu einer Lösung tf von (1) für die Umgebung von zQ 
hinführt, wo sich alsdann £' wieder linear und homogen in den £x, £2 
darstellt.

Wenden wir dieses Ergebnis insbesondere auf £x und £2 selbst an, 
so mögen wir am Schlüsse zu:

(9) £  =  «Si +  /3£a, i - M £2

gelangen. Diese Lösungen £', £' müssen dann wieder linear-unabhängig 
sein, da eine am Schlüsse identisch bestehende Gleichung a£j -f d£2 =  0 
auch schon zu Anfang bestehen müßte. Wir gelangen demnach zu fol­
gendem grundlegenden, die Vieldeutigkeit der Lösungen £ im Felde F 
regelnden Satze: Ein System linear-unabhängiger Lösungen £x, £2 geht bei 
Fortsetzung über einen im Felde F geschlossenen Weg C in ein System 
der Gestalt (9) mit ad — ßy > 0  über, so daß sich das System £x, £a 
bei Fortsetzung über C, wie man sagt, linear mit nicht-verschwindender 
Determinante (ad — ßy) substituiert• so oft C, ohne über singuläre Punkte 
von (1) hinweggeschoben zu werden, stetig und ohne Zerreißen in F auf 
einen Punkt zusammenziehbar ist, liegt die „identische Substitution“ (vgl. 
S. 68) d. h. diejenige mit a =  d =  1 , /3 =  y =  0, vor.

Dieses Ergebnis eröffnet uns zugleich die Möglichkeit, Darstellungen 
der Lösungen £ von (1) in der Umgebung eines isoliert liegenden sin­
gulären Punktes z0 dieser Differentialgleichung zu machen, wobei man, 
falls z0 ein Verzweigungspunkt oder eine Stelle oo ist, zuvor die Trans­
formation auf die oben genannte Variabele z vornehme. C umlaufe z0
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Verhalten der Lösungen bei Umläufen 1 0 3

im positiven Sinne und sei so gewählt, daß kein weiterer singulärer 
Punkt in oder auf C liegt. Dem Umlauf entspreche die Substitu­
tion (9) eines ausgewählten Systems linear-unabhängiger Lösungen £2. 

Wir fragen nun, ob es eine nicht identisch verschwindende Lösung 
Z  — A t,! -f-

geben kann, welche beim Umlauf C in sich selbst multipliziert mit 
einem konstanten Faktor g übergeht, so daß die Gleichung Z ' =  g Z  
bestehen würde. Dann müßte:

identisch gelten, woraus wir, da £x, £2 linear-unabhängig sind:

folgern. Zwei nicht zugleich verschwindende Konstante A, B, welche 
die Gleichungen (10) befriedigen, liefern auch umgekehrt eine gewünschte 
Lösung Z.

Damit nun die Gleichungen (10) durch zwei nicht zugleich ver­
schwindende A, B  befriedigt werden können, muß ihre Determinante 
verschwinden:

(u)
Es gibt demnach für unseren singulären Punkt z0 höchstens zwei Fak­
toren gx, u2 oder gar mir einen g, in dem Falle nämlich, daß die Glei­
chung (11) zusammenfällende Wurzeln hat?) Man beachte noch, daß 
die Faktoren g als Lösungen von (11) sicher endlich und von 0 ver­
schieden sind.

Tragen wir nun einen aus (11) berechneten Faktor g in (10) ein, 
so können zwei Fälle eintreten. Entweder sind die linearen Gleichun­
gen (10) für die gesuchten A, B  identisch erfüllt, oder es gibt, abgesehen 
von einem gemeinsamen Faktor, den wir den A, B  zusetzen dürfen, 
nur ein System nicht zugleich verschwindender Lösungen A, B  von (10). 
Im ersten Falle ist a = d =  g, ß = y =  0, und es sind die A, B  will­
kürlich wählbar: In der Tat nehmen jetzt bereits die beiden linear-un­
abhängigen Lösungen £2 bei einem Umlauf um den singulären Punkt z0 
den Faktor g an, und dasselbe gilt also für jede Lösung. Liegt dieser 
Fall nicht vor, so gibt es, abgesehen von einem konstanten Faktor, den wir 
der Lösung zusetzen mögen, eine und nur eine Lösung Z, welche bei 
Umlauf um z0 den aus (11) berechneten Faktor g annimmt. 1

1) Aus der B estim m th eit der Faktoren [i fo lg t  zugleich  ihre U n a b h ä n g ig k e it  
von  der A u sw ah l des S ystem s £ä, d ie m an auch  le ich t durch d irek te R echnung  
b ew eisen  kann.
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104 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

Für die in Rede stehende Lösung Z  können wir nun leicht in der 
Umgebung von z0 eine Darstellung angeben. Setzen wir:

so ist p bis auf eine additive ganze Zahl bestimmt; wir behalten uns 
eine spezielle Auswahl von p vor und denken zunächst eine beliebige 
Wahl getroffen. Dann ist:

eine in der Umgebung von z0, abgesehen von diesem Punkte selbst, 
überall analytische Funktion, die bei dem Umlaufe um zQ gleichfalls 
den Faktor g annimmt. Somit ist Z -  {z — z0)~V ebendaselbst überall 
analytisch und kehrt beim Umlaufe um z0 zu seinen Anfangswerten 
zurück. Für dieses Produkt gilt demnach (vgl. S. 41) eine Laurentsche 
Entwicklung nach Potenzen von (z — z0), die durch 2(z — z0) bezeich­
net werde:

und die in der Umgebung von z0, abgesehen vielleicht1) von diesem 
Punkte selbst, konvergiert.

Hat jetzt die Gleichung (11) verschiedene Wurzeln gv g2, so mögen 
ihnen die bis auf konstante Faktoren eindeutig bestimmten Lösungen 
Zv Z% von (1) zugehören, welche man leicht als linear-unabhängig er­
kennt.2) Wählen wir zwei zugehörige q1} p2, so folgt: Sind die beiden 
Wurzeln gv g2 von (11) verschieden, so gibt es zwei bis auf konstante 
Faktoren bestimmte, linear-unabhängige Lösungen Zv Z2 mit dm Dar­
stellungen:

Sind (he beiden Wurzeln g von (11) einander gleich, so setzen wir 
eine erste Lösung Zx mit der Darstellung:

an. Ist Zg eine von Zx linear-unabhängige Lösung, so tritt jetzt bei dem 
Umlaufe um zQ an Stelle von (9):

1) Es kann ja der besondere Fall eintreten, daß ä(z — z0) überhaupt keine 
Glieder mit negativen Potenzexponenten aufweist.

2) Besteht nämlich aZ1-\-bZi =  0 identisch, so folgt durch Ausführung des 
Umlaufs um z0 als wieder identisch gültig a fi, Zx -f- b\ii Zi =  0. Durch Kombination 
beider Gleichungen folgt leicht a — 0, 6 =  0.
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wo natürlich a = g ist. Da aber die zugehörige Gleichung (11) auch 
als zweite Lösung wieder g haben muß, so ist auch ö =  g, und also gilt: 

Z\ =  gZx, Z 2 =  y Z x +  gZ 2.
Ist nun erstlich y =  0, so haben wir den schon vorhin erwähnten 

Fall, daß alle Lösungen beim Umlauf um z0 den Faktor g annehment 
ivo dann also Darstellungen gelten:
(14) Z. = ( z -  zoy  -2x( z -  s0), Z 2= (z  — Z 0) 9  -2s(z -  z0) ,

Ist zweitens y >  0, so beachte man, daß die Lösung Z x bis auf 
einen konstanten Faktor bestimmt ist, da jetzt der eben erledigte Fall 
nicht vorliegt. Nach bestimmter Auswahl von Zx möge an Stelle der 
zuerst aufgegriffenen Lösung Z2 die folgende:

Z 2 =  2ingy~ XZ2
treten, die hernach gleich selbst wieder Z2 heiße. Offenbar gilt dann 
für den Umlauf um z0:

Z'x — gZ X7 Z2 — 2 ijtgZ x -j- gZ 2.
Hieraus aber folgert man ohne Mühe, daß die Funktion:

Z2 -  log {z -  z0) ■ Z x,
welche in der Umgebung von z07 abgesehen von z0 selbst, überall ana­
lytisch ist, gegenüber dem Umlauf um z0 einfach wieder den Faktor g 
annimmt und also eine Darstellung (z — zf)Q • S2 (z — z0) gestattet. Jetzt 
existieren zwei linear-unabhängige Lösungen mit den Darstellungen: 
( lb )Z x= ( z - z 0y - 2 x(z—z0),Z 2= ( z - z 0)<! (ß2 (z—z0) +  log (z -  z0)-2x(z—z0j),
wo Z x bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt ist und Z2 nach 
Auswahl von Zx insoweit unbestimmt bleibt, daß Z 2 durch irgendeine Lö­
sung (Z2 -j- aZf) ersetzbar ist.

Alle in (13)ff. zur Benutzung kommenden Laurentschen Reihen 
konvergieren in der Umgebung des singulären Punktes £0, abgesehen 
vielleicht von diesem Punkte selbst.

§ 20. Ausführungen über die hypergeometrische Differential­
gleichung.

Die vorstehenden Ausführungen werden späterhin insbesondere im 
Falle der „hypergeometrischen“ Differentialgleichung:

(1) ziz — 1)-^ 1  +  [(« +  /3 +  1)* — y ] j |  +  =  0

zur Verwendung kommen. Wir wollen hierbei unter a, ß, y reelle Grö­
ßen verstehen, die weiterhin noch gewissen Beschränkungen unterworfen 
werden sollen.
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Die bisher mit f^{z) und f3(z) bezeichneten Funktionen sind für die 
Differentialgleichung (1) rational und haben Pole bei z =  0 und s — 1.
Das Feld F des Funktionenpaars ist die schlickte z-Kugel; singuläre Punkte 
der Differentialgleichung sind im Endlichen nur die Punkte z — 0 und z = 1, 
denen wir nötigenfalls als dritten singulären Punkt den noch näher zu unter­
suchenden Punkt z =  oo hinzuzufügen haben.

Um diese Untersuchung sogleich durchzuführen, setzen wir z =  \  
und rechnen (1) auf die Gestalt um:

Hieraus geht zunächst hervor, daß z =  0 und also z =  oo ein singidärer 
Punkt unserer Differentialgleichung ist. Andererseits gewinnen wir aus 
der letzten Gleichung die Kenntnis einer grundlegenden Eigenschaft der 
Gleichung (1) auf folgende Art. Die auf z' transformierte Gleichung 
hat zwar nicht unmittelbar die Gestalt (1) einer hypergeometrischen 
Differentialgleichung, kann aber durch die Transformation ξ==ζ^ξ' 
wieder auf diese Gestalt gebracht werden. Man wird nämlich durch 
diese Transformation zu der Gleichung:

geführt und erkennt sofort, daß hier wieder eine Gleichung (l) vor­
liegt, falls ρ entweder =  a oder =  ß gesetzt wird. Im ersten Falle 
treten an Stelle der cc, ß, γ die Größen:

im zweiten Falle aber:

Das gewonnene Ergebnis läßt sich noch in eine wesentlich ein­
fachere Gestalt kleiden, wenn wir statt der a, ß, γ drei neue Größen 
λ, μ, v einführen, welche mit den a, ß, γ durch:

Zusammenhängen. Die Transformationen (2) und (3) der a, ß, γ nehmen 
nämlich, auf λ, μ, v umgerechnet, die einfachen Gestalten an:
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Transformation der hypergeometrischen Differentialgleichung 107

Bezeichnen wir die linke Seite der Differentialgleichung (1) durch das 
Symbol Ι)(ζ, z\ λ, μ, v), so erweist sich dieser Ausdruck Ό als invariant 
gegenüber jeder der beiden Transformationen:

Setzt man ferner

womit wieder eine Gleichung (1), nämlich diejenige mit:

gewonnen ist. Für die λ, μ, v liefern diese Gleichungen: λ' =  μ, μ' = λ, 
ν' =  ν, so daß D invariant ist auch gegenüber der Transformation:

Es ist nun ein einfacher, aber wichtiger Grundsatz, daß, wenn 
man zwei Transformationen, die beide D (von Faktoren abgesehen) in 
sich überführen, hintereinander ausübt, hierdurch eine aus jenen zu­
sammengesetzte dritte Transformation entsteht, gegenüber der D in 
gleichem Sinne invariant sein muß. Wir wenden dies Prinzip zunächst 
nur auf die Transformationen (5) und (7) an, kombinieren die ent­
springenden Transformationen aber sowohl unter sich als auch wieder 
mit (5) und (7). Es zeigt sich, daß wir von (5) und (7) aus auf diese 
Weise insgesamt nur zu sechs verschiedenen Transformationen, die „iden­
tische“ Transformation ζ  =  ζ, z =  z, λ' =  λ, . . . mitgerechnet, hingelangen, 
die wir in leicht verständlicher Weise tabellarisch zusammenstellen:
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Hier ist an erster Stelle die identische Transformation genannt, an 
zweiter die Transformation (7) und an dritter Stelle die Transformation (5). 
Die vierte Transformation entsteht, wenn wir zunächst die dritte und auf 
die transformierten Größen sodann die zweite Transformation ausüben. 
Beginnen wir mit der zweiten Transformation und üben sodann die dritte 
aus, so folgt die fünfte. Endlich ergibt sich die sechste Transformation 
etwa durch Kombination der fünften und der zweiten. Man überzeugt sich 
leicht durch direkte Rechnung, daß irgend zwei unter den sechs Transfor­
mationen kombiniert immer wieder eine unter diesen Transformationen 
liefern. Man sagt, um dieses Sach Verhältnis zum Ausdruck zu bringen, sie 
bilden eine „Gruppe“ von sechs zusammengehörigen Transformationen, nennt 
die Anzahl sechs der Transformationen die „Ordnung“ der Gruppe und be­
zeichnet diese durch das Symbol G6. Kehren wir die einzelne Transformation 
um, so entsteht die zur ihr „inverse“ Transformation. Man stellt ohne Mühe 
fest, daß (außer der identischen) die zweite, dritte und sechste Transfor­
mation je sich selbst invers sind, daß aber die vierte und fünfte zuein­
ander invers sind. Man sagt auch, die zweite, dritte und sechste Trans­
formation seien von der Periode zwei, insofern zweimalige Ausführung 
einer dieser Transformationen die identische Transformation erzeugt. 
Die vierte und fünfte Transformation haben im gleichen Sinne die 
Periode drei.1)

Kombinieren wir nunmehr die Transformationen (5) und (6), so 
ergibt sich als neue Transformation, gegenüber welcher D wieder in­
variant ist:
(8) ζ' = ζ~λζ, Z = Z ,  λ' =  — λ, μ' = μ,  ν ' = — v.
Demnächst wolle man die zweite Transformation der 6r6,hierauf (8) und dann 
nochmals die zweite Transformation der G6 ausiiben, wodurch man erhält: 

% =  (1 — ζ)~μζ, z = Z , λ' = λ,  μ =  — μ,  ν' = — v. 
Endlich kombiniere man diese Transformation mit (8). Wir stellen die

1) Die Ge des Textes ist, wie man sieht, vom Standpunkte der abstrakten 
Gruppentheorie (die nur auf die „Struktur“ der Gruppen achtet und die besondere 
Darstellungsform derselben als unwesentlich betrachtet) einfach mit der Gruppe 
der sechs Permutationen von drei Dingen (hier entweder die drei Größen λ , μ,  v  

oder, wenn man will, die drei singulären Punkte z — 0, 1, oc) identisch. Faßt man 
die Gg in der Gestalt der sechs linearen Substitutionen:

so gelangt man zu der in der „Theorie der regulären K örper“ oder in der „Theorie 
der Gruppen linearer Substitutionen einer V ariablen“ w ohlbekannten „ B ie d e r - 
gru ppe“ 6rc ; siehe darüber K le in ,  „Vorlesungen über das Ikosaeder“ , (Leipzig, 
1884) S. 9 und 36 oder „M odulfunktionen“ Bd. 1 S. 15. Übrigens kommen wir im 
nächsten K apitel (S. 126 ff.) auf die fraglichen Gruppen ausführlich zurück.
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drei so gewonnenen Transformationen, unter Hinzunahme der iden­
tischen Transformation, wieder tabellarisch zusammen:

Diese vier Transformationen hilden für sich eine „Gruppeu Gi der Ordnung 
vier, wie man leicht zeigt.1 2)

Man kombiniere schließlich die vier Transformationen der 6r4 ein­
zeln mit den sechs der G6 und gelangt so zu 24 verschiedenen Trans­
formationen mit einem (wenigstens was die z, λ, μ, v angeht) unmittel­
bar übersehbaren Bildungsgesetze. Diese 24 Transformationen lüden 
wiederum eine Gruppe G2i der Ordnung 24, welche die besonderen Trans­
formationen (5), (6) und (7) enthält; von diesen letzteren aus gelangen wir 
also insgesamt zu 24 verschiedenen Transformationen, ivelche die linke Seite 
der hypergeometrischen Differentialgleichung (1) lis auf einen Faktor in sich 
Hier führend)

Die vorstehenden Betrachtungen sind für die Lösungen der Diffe­
rentialgleichung (1) in den Umgebungen der singulären Stellen wichtig. 
Die hierbei eintretenden Entwicklungen gründen sich auf folgende Tat­
sache: Man kann zunächst für die Umgebung des singulären Punktes 
z — 0, falls γ weder gleich 0 noch gleich einer negativen ganzen Zahl ist, 
eine bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmte Lösung der 
Differentialgleichung (1) angeben, welche auch im singulären Punkt z = 0 
selbst analytisch bleibt. Trägt man nämlich

in die Gleichung (1) ein, so ist für das identische Bestehen dieser Glei­
chung in z, die Konvergenz der Reihe vorausgesetzt, die für alle In­
dizes n =  0, 1, 2, . . .  gültige Gleichung:

1) Es handelt sich h ier im Sinne der abstrakten Gruppentheorie um dieselbe 
Gruppe, welche in der „Theorie der Gruppen linearer Substitutionen einer V aria­
blen,, als „ V iererg ru p p e “  auftritt; vgl. die Nachweise der letzten Note.

2) Diese G 2i ist im Sinne der abstrakten Gruppentheorie identisch m it der 
Gruppe der 24 Perm utationen von vier Dingen; in der „Theorie der regulären 
Körper“ tr it t  die G 2i als „ O ktaedergru ppe“ au f (vgl. vorletzte Note).
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1 1 0 Einleitung: Sätze über analytische Funktion

hinreichend und notwendig. Dies führt auf:

wo in der Klammer die wohlbekannte Gestalt der „hypergeometrischen“ 
Reihe gewonnen ist, nach welcher auch die Differentialgleichung (1) 
ihren Namen trägt. Für diese Reihe hat G auß1) die abkürzende Be­
zeichnung F(u , ß, γ· z) eingeführt·, wir wollen entsprechend dieser 
Schreibweise a, ß, γ, z als „erstes“, „zweites“ usw. „Argument“ von F  
bezeichnen. Das dritte Argument γ darf, wie schon bemerkt, weder 
gleich 0, noch gleich einer negativen ganzen Zahl sein, da ja sonst in 
den Koeffizienten unserer Reihe von einer gewissen Stelle an der Fak­
tor 0 im Nenner auftreten würde.2) Da übrigens aus (9) offenbar

lim -c"-— =  1 folgt, so ist die Reihe für 1 z j <  1 konvergent und für
71 — co C ̂

\ ss | >  1 divergent, sofern sie nicht dadurch, daß eine der Größen a, ß 
mit einer unterhalb 1 gelegenen ganzen Zahl gleich ist, bei einem ge­
wissen endlichen Gliede abbricht3): Oie unter der genannten beschränken­
den Voraussetzung betreffs des dritten Argumentes γ anzusetzende hyper­
geometrische Reihe:

hat, falls sie überhaupt eine „unendliche“ Reihe ist, den Konvergenzradius 
R  =  1.

Setzt man r0 =  1, so ist:

eine erste Lösung der Differentialgleichung (1) in der Umgebung der 
singulären Stelle z =  0, aus welcher die allgemeinste in diesem Punkte

1) In der für d ie  byp ergeom etr isch e  R eib e  und D ifferen tia lg le ich u n g  grund-
CC ' ß

legenden A rbeit ,,Disquisitiones generales circa seriem infinitam 1 -f· - —-  x  -\----

G öttinger Abhandl. von 1813 oder G a u ß ’ W erke, Bd. 3, S. 123.
2) Man muß in diesem Falle (w orauf wir unten zurückkommen werden) die 

Anfangskoeffizienten c0 , c , , . . . bis e gleich 0 setzen, ci _ y aber gleich 1 wählen. 
Die sich ergebende Lösung ist w ieder im singulären P u n k te  z  =  0 analytisch und 
besitzt dortselbst einen N ullpunkt der O rdnung 1 — y.

3) Ist etwa a  eine negative ganze Zahl, so is t offenbar F  (a , ß ,  y; z) 
eine ganze rationale Funktion des Grades — a. Der F all cc —  0 is t elementar, 
insofern man in diesem Falle als allgemeine Lösung der D ifferentialgleichung (1) 
findet:

unter A und Έ K onstante verstanden.
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analytisch bleibende Lösung durch Zusatz eines Faktors c0 herstell­
bar ist.

Man gehe nun auf die obigen 24 Transformationen unserer Diffe­
rentialgleichung (1) zurück. Die einzelne derselben hat, was ζ an­
langt, die Gestalt ξ' =  zm(l — ζ)"ζ. Ist die Gleichung D =  0 für ζ iden­
tisch erfüllt, so wird, da D’ bis auf einen Faktor gleich D ist, ζ  eine 
Lösung der transformierten Gleichung D' =  0 sein; und umgekehrt er­
gibt jede Lösung ζ' dieser Gleichung in ζ =  z~m(\ — ζ)~ηζ' eine solche 
der ursprünglichen. Indem wir nun nach (11) für ζ' die Lösung 
F (ä , ß', γ'· z') eintragen, gewinnen wir für die Differentialgleichung (1) 
einen Ansatz von 24 zunächst formal verschiedenen Lösungen:
(12) _ ξ =  *— (1 -  *)-« · F(a‘, ßJ, / ;  z),
wobei die Lösung (11) selbst, der identischen Transformation der Gu
entsprechend, mitgezählt ist.

Was die Konvergenz der einzelnen dieser Reihen angeht, sofern 
dieselbe eine unendliche Reihe ist und auch nicht etwa dadurch, daß 
eine der Gleichungen y'=0,— 1, —2,... zutrifft, unbrauchbar wird, so ist das 
Innere des Konvergenzkreises stets durch \ z \ <  1 gegeben. Je nachdem

Die hypergeometrische Reihe 111

ist, wird man in jedem Falle den Konvergenzkreis in der £-Ebene 
leicht feststellen. Der einzelne singuläre Punkt liegt dabei je in zweien 
unter diesen sechs Konvergenzkreisen, so daß von den 24 in Ansatz ge­
brachten Lösungen (12) sich je 8 auf die Umgebung des einzelnen unter 
den drei singulären Funkten beziehen. Ζ. B. erhalten wir für die Um­
gebung von z =  0 vier Reihen nach Potenzen von z und vier solche 
nach Potenzen von — , wobei das Innere des „Konvergenzkreises“ 
für die letzten vier Reihen von allen den Werten z geliefert wird, die 
einen reellen Bestandteil <  \ besitzen.

Da die drei singulären Punkte bei den Transformationen der Glei­
chung (1) in sich ausgetauscht werden, so übertragen sich die für 
einen einzelnen unter den drei Punkten gemachten Ausführungen eben 
durch jene Transformationen auf die beiden anderen Punkte. Es ist 
demnach ausreichend, wenn wir ausführlich nur etwa den Punkt z = 0 
betrachten. Die acht zum singulären Punkte z == 0 gehörenden An­
sätze (12) sind die folgenden:
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112 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

Diese acht Ansätze sind aber nur formal alle voneinander ver­
schieden. Da nämlich der dritte, ebenso wie der fünfte und sechste 
Ansatz, zu einer Potenzreihe mit dem Anfangsgliede 1 führt, so er­
geben diese drei Ansätze einfach F ( a ,  ß, γ ;  z ) wieder, was man auch 
leicht durch Ausrechnung einiger Reihenglieder bestätigt findet. Ebenso 
führen die vier Testierenden Ansätze (sofern dieselben brauchbar sind) 
zu einer und derselben Lösung. Wir kommen somit auf die beiden 
nunmehr durch:

zu bezeichnenden Lösungen zurück.
Ist nun erstlich γ  keine ganze Zahl, so haben wir in Z x, Z 2 die 

beiden Lösungen (13) S. 104 der allgemeinen Theorie gewonnen: I s t  γ  
nich t gan zzah lig , so liefern  d ie  in  (13) dargestellten  Z x, Z* fü r  die U m ­
gebung des singulären  P u n k tes z  =  0 zw e i linear-unabhängige L ösungen, 
d ie  übrigens durch ihre E igenschaften , d a ß  d ie  A n fan gsg lieder der P o ­
tenzreihen  1 bzw . z 1~ y sin d , eindeu tig  bestim m t sind .

Ist zweitens γ  ganzzahlig, so haben wir zu unterscheiden, ob γ  <  1, 
=  1 oder >  1 ist. Im ersten Falle bleibt nur die Lösung Z% brauch­
bar und zeigt, d a ß  w ir  in  diesem  oben ausgeschlossenen F a l le 1) eine im  
P u n k te  z  — 0 an alytisch  bleibende L ösu ng m it  einem  daselbst gelegenen  
N ullpun k te der O rdnung (1 — γ ) haben. Ist γ  =  1, so liefern die bei­
den Reihen (13) ein und dieselbe Lösung, da F { a , ß , γ ,  z )  im ersten 
und zweiten Argumente symmetrisch ist. Im dritten Falle, γ  >  1, wird 
die zweite Reihe (13) unbrauchbar, und es verbleibt nur die Lösung 
F{cc, β ,γ ·,ζ ) .

In allen diesen Fällen kann man sich eine zweite Lösung ver­
mittelst einer Methode verschaffen, nach der m an  bei je d er  linearen  
homogenen D ifferen tia lg leichung zw e ite r  O rdnung au s einer ersten p a r t i ­
ku lären  L ösu ng m itte lst zw e ie r  Q uadra turen  d ie  allgem eine L ösung fin-

1) Siehe jedoch die zweite Note S. 110.
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det. Ist nämlich Zx eine erste partikuläre Lösung der Gleichung (1) 
S. 97 und ξ irgendeine Lösung derselben, so gilt:

Durch Elimination von f2(z) folgt:

so daß es gelingt, den hier links und rechts in der Klammer auftreten­
den Ausdruck durch eine erste Quadratur zu berechnen; man findet:

unter A  eine Konstante verstanden. Aus dieser Gleichung aber folgt 
sofort weiter:

so daß wir mittelst einer zweiten Quadratur die allgemeine Lösung ζ in 
der Gestalt gewinnen:

unter B  eine zweite Konstante verstanden.
Im Falle der hypergeometrischen Differentialgleichung liefert diese 

Methode die allgemeine Lösung:

Wir wollen diese Gleichung in dem unten allein in Betracht kommen­
den Falle γ =  1 noch weiter verfolgen, indem wir unter Zt die Lösung 
F(a, ß, 1; z) verstehen; auch wollen wir A  — \, B  =  0 setzen, was die 
besondere Lösung:

liefert. Der Ausdruck in der Klammer gestattet eine Reihenentwick­
lung, deren erstes Glied z~l ist und die übrigens jedenfalls in der Um­
gebung von z =  0 konvergiert, da Ζλ hier analytisch ist und den 
Wert 1 hat. Die Integration und Multiplikation des Integrales mit 

=  F(a, ß . l ’.z)  ergibt für Z« eine Darstellung der Gestalt:

wo ^  (z) einfach unsere hypergeometrische Reihe F(a, ß, 1; z) ist und 
die Reiheβ&(ζ), insofern wir die Konstante B  =  0 setzen wollten, das

F rick e : ElUptieche Funktionen. Bd. 1 8
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Absolutglied 0 bat. Die hiermit gewonnene Darstellung von Z2 ordnet 
sich dem allgemeinen Ansätze (15) S. 105 unter, so daß die damaligen 
Aussagen für die hier betrachtete Lösung gelten. Insbesondere wird 
auch (z) für \z\ <  1 konvergent sein; im übrigen sind die Mer vor­
liegenden ŝ 2 (2) eindeutig bestimmt, (z) als hypergeometrische
Heihe F(cc, ß, 1; z) und ΐβ2 (z) durch die Forderung des verschwindenden 
Absolutgliedes.

Übrigens ist es nicht schwer, die Reihe $ß2(F) explizite anzugeben. 
Schreiben wir:

so ist c0 = l ,  c0' =  0 und die erste Reihe ist die hypergeometrische 
mit y =  1, so daß sich aus (9):

ergibt. Trägt man nun in die Gleichung (1) die Lösung Z2 ein, ent­
wickelt nach Potenzen von z und setzt den Koeffizienten von zn 
gleich 0, so ergibt sich eine Rekursionsformel zur Berechnung der cf, 
welche man unter Benutzung von (14) leicht auf die Gestalt bringt:

gültig für ^ = 1 , 2 , 3 , . . . 1) Auf Grund der bekannten Ausdrücke für 
die Koeffizienten cQ, clt c2, . . . sowie der Festsetzung cf =  0 bestimmen 
sich jetzt leicht alle weiteren Koeffizienten cf, cf, . . ., und man wird 
für φ 2(#) auf folgende, fortan durch das Symbol F1(a, ß] z) zu be­
zeichnende Reihe geführt:

1) W enn eine der Größen a , ß, etw a die erste, ganzzahlig und 0 ist und 
dam it F ( a ,  ß ,  1; z)  eine rationale ganze Funktion des Grades — u  darstellt, so ist 
die Rekursionsformel des Textes nur für die Indizes n < .  — a  zu benutzen. Für 
n — l  — a  und η  >  1 — cc sind alsdann die folgenden Rekursionsformeln zu be­
nutzen :

Die im Texte sogleich anzugebende Reihe F1(a,ß;z) verliert in diesem Falle, wie 
man leicht nachweisen wird, ihre Gültigkeit nicht.
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8

die, wie schon hervorgehoben wurde, für z  I < 1  konvergiert. Wir 
merken als Ergebnis an: I s t  γ  =  1, so besitzen w ir  in :

ein  S ystem  linear-unabhängiger Lösungen der hypergeom etrischen D iffe ­
ren tia lg le ich un g  (1).

Zur Vorbereitung der späteren Anwendungen wollen wir für jeden 
der beiden anderen singulären Punkte ein Paar von Lösungen der 
Differentialgleichung (1) zusammensteüen, die sich jetzt unmittelbar 
durch je zwei geeignet ausgewählte unter unseren 24 Transformationen 
ergeben. F ü r  z  — 1 nehmen w ir  an, d a ß  d a s  hierbei in  B etrach t kom ­
m ende d r it te  A rgu m en t γ  — a F  ß  — V 1 nich t gan zzah lig  se i, u nd  
haben dan n  fü r  d ie Umgebung des singu lären  P un ktes z  =  1 als lin ear­
unabhängige L ösungen:

wo übrigens, wie wir doch noch hinzusetzen wollen, die hier mit Z x, 
Z2 bezeichneten Lösungen keineswegs die Fortsetzungen der oben bei 
z  =  0 so bezeichneten Lösungen zu sein brauchen. Für den dritten 
singulären Punkt z  =  oo kommt unten gerade der Fall in Betracht, daß 
nach Ausführung der Transformation das dritte Argument γ ' =  a — ß  -f 1 
gleich 1 ist, was ß  =  u zur Folge hat. Für die transformierte Glei­
chung müssen wir jetzt ein Lösungssystem in der Gestalt (16) an­
setzen. Die einfache Zwischenrechnung liefert das Ergebnis: I s t  ß  =  u, 
so hat m an  fü r  d ie  Umgebung des sin gu lären  P un ldes z  =  oo ein S y ­
stem  lin ear-u nabh ängiger Lösungen der hypergeom etrischen D ifferen tia l­
gleichung in  der G esta lt:

Hiermit sind alle Vorbereitungen getroffen, deren wir zur Behand­
lung der Theorie der elliptischen Funktionen bedürfen.
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E rs te r  Abschnitt .

Grundlagen der Theorie der elliptischen Funktionen
erster Stufe.

Das S. 96 entwickelte Grundproblem der Theorie der elliptischen 
Funktionen hat als erstes Ziel, den einzelnen Körper algebraischer Funk­
tionen des Geschlechtes p  =  1, den wir durch eine Riemannsche Fläche 
F2 mit zwei Blättern und vier getrennt liegenden Verzweigungspunkten 
erklären können, und die dem Körper zugehörigen Integrale:

näher zu untersuchen. Integrale dieser Art sind sehr früh bei Unter­
suchungen über Rektifikation von Kurven, insbesondere der Ellipse, 
aufgetreten1), und diese Beziehung zur Ellipse hat für die Integrale (1), 
welche wir fortan allgemein als „elliptischeu In tegra le  bezeichnen, den 
Namen abgegeben. Wie wir schon S. 96 andeuteten, wird in die Unter­
suchung dadurch eine grundsätzliche Wendung hineinkommen, daß die 
algebraischen Funktionen des vorgelegten Körpers, in Abhängigkeit von 
einem gewissen unter den Integralen (1) betrachtet, zu eindeutigen  Funk­
tionen werden, die wir eben in dieser Abhängigkeit als „ellip tischeu 
F unktionen  bezeichnen werden. Der Körper algebraischer Funktionen 
geht dabei in einen „K ö rp er  elliptischer F u nktionen “ über, dem dann 
weiter unsere Betrachtung gelten wird.

Darüber hinaus haben wir als zweites Ziel, welches unser Grund­
problem stellt, nach S. 96 zu nennen, daß wir einen Überblick über 
das Gesamtsystem aller Körper algebraischer Funktionen des Geschlech­
tes p  =  1 oder, was auf dasselbe hinauskommt, aller Körper elliptischer 
Funktionen gewinnen sollen. Diese Aufgabe ist sehr wohl einer alge­
braischen Behandlung fähig und soll sogleich in dieser Weise in An­
griff genommen werden. Aber auch hier wird die Hereinnahme jenes

1) Bogendifferentiale von der fraglichen G estalt für die Ellipse sowie für die 
verlängerte und verkürzte Zykloide finden sich bereits bei J. W a l l i s ,  der in der 
Zeit von 1655—59 Untersuchungen über die Bogenlängen der genannten Kurven 
anstellte; siehe darüber W. K u t t a ,  „E lliptische udü andere Integrale bei W allis“ , 
Bibi, m ath., 3. Reihe, Bd. 2 (1901), S. 230. Man vgl. auch die geschichtlichen 
Notizen in  dem Referate II B 3 „Elliptische Funktionen“ von R. Fricke im 
Bd. 2, Teil 2 der „Enzyklopädie der m athem atischen W issenschaften“, S. 182; w ir 
zitieren diese D arstellung als „Referat über elliptische Funktionen“ .
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Geschichtliches über elliptische Funktionen 117

besonderen Integrales eine neue Wendung in die Entwicklung hinein­
bringen, bei welcher wir an den Begriff der elliptischen Funktionen 
denjenigen der „elliptischen Modulfunktionen11 anzureihen haben werden.

Die Behandlung der angegebenen Probleme, die wir hier zunächst 
vorlegen, ist nicht diejenige, welche geschichtlich zuerst entstanden ist. 
Die Theorie der elliptischen Integrale bei A. M. L egendre1), sowie die­
jenige der elliptischen Funktionen bei C. F. Gauß2), N. H. A bel3) und 
C. G. J. Ja c o b i4) hatte eine Gestalt, welche wir erst im nächsten Ab­
schnitt näher kennen lernen werden. Der Vorrang gebührt derjenigen 
Gestalt, in welche K. W e ie rs tra ß 5) die Theorie der elliptischen Funk­
tionen gekleidet hat; dieser Gestalt der Theorie schließt sich der vor­
liegende erste Abschnitt an.

Das Verhältnis der W eierstraßschen Darstellung der Theorie 
der elliptischen Funktionen zu der älteren Gestalt derselben findet seine 
klarste Ausdrucksform in der von F. K lein6) aufgestellten „Stufen­
t h e o r i e Wir können die einfachen arithmetisch-gruppentheoretischen 
Grundlagen der Stufentheorie erst unten zur Darstellung bringen. Die

1) S . . dessen „T raite des fonctions elliptiques“, 3 Bde. (Paris 1825— 1828); 
L e g e n d r e  benennt die Integrale als „fonctions elliptiques“.

2) „ G esam m elte  W erk e“ , B d. 3 un d  8 (G öttingen , 1866 und 1900); siehe  
auch L. S c h l e s i n g e r  „Ü ber G auß’ A rbeiten  zur F u n k tion en th eorie“, Gott. N achr. 
von 1912 (B eiheft).

8) Die U ntersuchungen A b e ls  beginnen 1826 und sind vornehmlich in den 
fünf ersten Bänden des Jouxn. für Math, veröffentlicht; siehe auch „Oeuvres compl. 
de N. H. Abel“ , nouv. edition p ar L. Sylow et S. Lie (K ristiania, 1881). Die bei­
den w ichtigsten A bhandlungen sind „Recherches sur les fonctions elliptiques“, 
Oeuvres, Bd. 1, p. 279 und „Precis d’une theorie des fonctions elliptiques“, Oeuvres, 
Bd. 1, p. 518.

4) J a c o b i s  erste M itte ilu n gen  sind  im  Jahre 1828 in  den Astron. N a ch ­
r ich ten  und im  Journ. f. M ath, ersch ienen . D ie H au p tsch rift „F undam enta nova. 
th eo r ia e  fun ctionu m  e llip tica ru m “ is t  1829 in  K ön igsb erg  als se lb stän d iges Buch  
ersch ienen . D ie  V orlesungen  J a c o b i s  „T heorie der e llip tisch en  F unk tionen  aus 
den E ig en sch a ften  der T h etareihen  a b g e le ite t“ sind 1838 von C. W . B o r c h a r d t  
a u sgearb eitet. M an v g l. ü b rigen s J a c o b i s  „G esam m elte  W erk e“ , Bd. 1 und 2 
(B erlin , 1881 und 82).

5) In seinen Berliner Vorlesungen seit dem W inter 1862/63. Siehe auch 
H. A. S c h w a r z  „Form eln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen F unk­
tionen“, nach Vorlesungen und Aufzeichnungen des H errn K. W e i e r s t r a ß ,  (Göt­
tingen, 1881 ff.). Vgl. endlich „R eferat über elliptische Funktionen“, S. 246.

6) S ieh e  K l e i n s  A b h an d lu n gen  „Ü ber un en d lich  v ie le  N orm alform en des 
e llip tisch en  In tegra ls erster G a ttu n g “, M ath. Ann., B d. 17 (1880), S. 133 und „Zur 
T heorie der e llip tisch en  F u n k tion en  n ter S tu fe“ , L eip ziger  Ber. von 1884, S. 61. 
V g l. ü b rigen s „M odulfun ktionen“, B d. 2, S. 1 und „R efera t über e llip tisch e  F unk­
t io n e n “ , S. 247 und 277.

♦
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Integrale und Funktionen der ersten Stufe werden diejenigen sein, mit 
denen die W eierstraßsche Behandlung der Theorie arbeitet; und dem­
gegenüber gehören die Größen der älteren Theorie zur zweiten bzw. 
vierten Stufe. Schon hier ist folgende Erklärung verständlich: Wir ge­
langen zur Theorie der elliptischen Integrale und Funktionen „erster“ Stufe, 
wenn ivir uns hei den alshald einzuführenden Invarianten der in (1) 
unter dem Wurzelzeichen stehenden ganzen Funktion vierten Grades aus­
schließlich auf den Gebrauch „rationaler“ Invarianten beschränken. In 
diesem Sinne wird es schon hier gestattet sein, die Bezeichnung „erste 
Stufe“ zu benutzen.

E rstes Kapitel.

Die elliptischen Integrale und ihre znr ersten Stufe 
gehörenden Normalgestalten.

Wir nehmen nunmehr den Gedankengang von S. 96 wieder auf 
und wenden uns zur Untersuchung der Integrale einer vorgelegten R ie­
mannschen Fläche F2 mit vier getrennt liegenden Verzweigungspunkten. 
Diese Fläche ist eine unter unendlich vielen F2, welche ein und den­
selben Körper algebraischer Funktionen definieren; in der Tat ist ja 
jede andere F2, welche auf die zunächst, vorgelegte Fläche im Sinne 
von S. 93 ff. umkehrbar rational bezogen ist, ebensogut brauchbar, als 
Grundlage der Betrachtung der Funktionen des Körpers und der Inte­
grale zu dienen. Wir werden danach streben, die Integrale tunlichst 
in eine Gestalt zu kleiden, die gegenüber Wechsel der Fläche invariant 
ist. Auf der anderen Seite werden wir, sobald es sich um die Bevor­
zugung einer besonderen F2 und um den Aufbau der ihr zugehörigen 
„Normalgestalten“ der Integrale handelt, dem Prinzip der „ersten“ Stufe 
folgend nur mit „rationalen“ Invarianten arbeiten.

§ 1. Die Terzweigungsform, ihre Invarianten und ihre Normal­
gestalt erster Stufe.

Um Kollisionen der Bezeichnungen zu vermeiden, soll die ganze 
Funktion, deren Nullpunkte die vier Verzweigungspunkte sind, fortan durch: 
(1) f(e) =  a0z* + 4at zs + 6a2z2+ 4 a 3z +  a4
bezeichnet werden. Unter den sonstigen zweiwertigen Funktionen des 
Körpers (deren einzelne jedesmal eine der anderen F2 liefert) wollen 
wir zunächst nur diejenigen Funktionen z zulassen, welche mit z ver­
möge einer linearen Gleichung:
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von nicht verschwindender Determinante {ad — bc) Zusammenhängen. Die 
Beziehung, welche hierdurch zwischen der £-Ebene und der /-Ebene 
begründet ist, stellt eine „Kreisvenvandtschaft'1 * dar, und wir gewinnen 
also Anschluß an die vorbereitenden Entwicklungen von S. 66 ff.

Bei der Umrechnung des Ausdrucks (1) auf z muß man, um die 
zu z gehörende Funktion f \ z )  zu gewinnen1), welche die neue Fläche Fg 
festlegt, nach Einführung von z noch mit (— cz a)4 multiplizieren. 
Die Rechnungen gestalten sich übersichtlicher, wenn wir in folgender
Art eine „homogene Schreibweise“ einfiihren: Wir setzen z = Zj  und füh­
ren zx und z2 nebeneinander als „binäre Variable“ ein, ivobei wir fest­
setzen, daß zlf z% niemals zugleich verschwinden und stets endlich sein 
solleti. Dem einzelnen Werte z entsprechen dann natürlich unendlich 
viele Paare zv z2; dieselben gehen aus einem unter ihnen durch die 
Substitution:
(3) z[ =  6zx, z3 = 6z2
hervor, unter <? irgendeinen endlichen, von 0 verschiedenen komplexen 
Proportionalitätsfaktor verstanden.

An Stelle von (1) tritt nun eine homogene Funktion vierten Grades:

f(*u e») =  4  • f(*)
oder, wie man sagt, eine „Form11 vierten Grades:
(4) f(zv za) = aQz\ + ^al z\zi  + §aaz\z\ + 4azzxz\ -f a44;
wir wollen sie die „Verzweigungsform“ der Fläche F2 nennen und weiter­
hin der Kürze halber durch f z bezeichnen. Von (2) gehen wir durch 
Lösung nach z zunächst zur „inversen“ Substitution und spalten die 
letztere sodann in:
(5) zt =  dz[ — bz'if zi = — cz[ -F az\ ,
wobei diese binäre oder homogene Substitution wieder die bisherige 
nicht verschwindende Determinante {ad — bc) hat. Auf diese Weise 
sind die Rechnungen gut vorbereitet, indem man durch Eintragung der 
Ausdrücke (5) für zt und z2 in (4) nach der erforderlichen Neuordnung 
der Glieder die transformierte Form f z, erhält.

Wir wollen nun Formen, die auf diese Weise durch lineare Sub­
stitutionen auseinander hervorgehen, miteinander „äquivalent“ nennen 
und übertragen diese Bezeichnung auch auf die ihnen zugehörigen R ie­
mannschen Flächen; „gleichwertig“ sind diese Flächen auch in dem 
Sinne, daß sie einen und denselben Körper algebraischer Funktionen de­

1) Es dürfte kaum  nötig sein, d arauf hinzuweisen, daß hier f  natürlich nicht
die Ableitung von f  bedeutet.
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finieren. Es stellt sich hier nun die Frage ein, wie man zwei Formen 
unmittelbar ansehen kann, ob sie äquivalent sind oder nicht, sowie dann 
weiter, wie man unter allen äquivalenten Formen fz eine besonders zweck­
mäßig gebaute zum endgültigen Gebrauche auswählen kann.

Auf diese Fragen antwortet die „Invariantentheorie der binären 
Formen“.1) Um in dieser Hinsicht keine besonderen Yorkenntnisse 
yorauszusetzen, stellen wir folgende Erklärung an die Spitze: Als eine 
rationale Invariante τοη f, bezeichnen wir jede rationale Funktion der 
Koeffizienten aQ, av . . ., av welche, gebildet für die Koeffizienten αϋ, 
a \ , . . ., a% einer mit fz äquivalenten Form f'z·, bis auf einen Faktor, der 
eine Potenz der Determinante (ad — bc) der benutzten Substitution (5) 
ist, gleich der ursprünglichen, d. h. für die a0, alf . . ., aA gebildeten 
Funktion ist; falls der Faktor gleich 1 (d. i. gleich der nullten Potenz 
der Determinante ad — bc) ist, so spricht man von einer „absoluten“ 
Invariante.

Da die einzelne Invariante z. B. auch gegenüber der Substitution (3), 
aus welcher a\ =  folgt, ihre charakteristische Eigenschaft bewahren 
muß, so ist sie notwendig eine homogene Funktion der a0,av . . . , a v 
und insbesondere muß die „Dimension“ dieser homogenen Funktion 
gleich 0 sein, wenn eine absolute Invariante vorliegen soll.

Wir fragen nun zunächst, ob es möglich ist, ganze rationale In­
varianten herzustellen, und wollen eine solche, wenn d ihre Dimension 
ist, durch das Symbol:

bezeichnen. Ist die Determinante D =  ad — bc der Substitution (5) 
gleich 1, so nennen wir diese Substitution „unimodular“. Ist D nicht 
gleich 1, so können wir die Substitution (5) in die beiden Substitu­
tionen:

zerlegen, deren zweite unimodular ist, während die Wirkung der ersten 
auf gö einfach die folgende ist:

Wir dürfen uns demnach zunächst auf die Feststellung der Wirkung 
irgendwelcher unimodularer Substitutionen auf g6 beschränken.

Nach einer S. 69 ff ausgeführten Rechnung kann man nun jede Sub-

1) S. etwa A. C le b s c h ,  „Theorie der binären algebraischen Form en“, (Leip­
zig, 1872), S. 134.
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stitution (2) durch Kombination von höchstens vier Substitutionen her­
steilen, deren jede eine der Gestalten hat:

r a z  i — 1 , ίZ =  - J  , z = — , z = z  — o. d  ’ z  ’

Im ersten Falle dürfen wir die Koeffizienten so gewählt denken, daß 
ad =  1 zutrifft. Diese besonderen Substitutionen sind dann sämtlich 
unimodular; und es kommt auch die durch ihre Kombinierung zu ge­
winnende Substitution (2) unimodular heraus.

Die drei ebengenannten Substitutionen liefern die nachfolgenden 
homogenen Substitutionen, denen wir sogleich die zugehörigen Trans­
formationen der Koeffizienten a0, av . . . anreihen:

Sollen wir also in gs wirklich eine Invariante vor uns haben, so ist 
hierzu notwendig und hinreichend, daß gä diesen Charakter der Invarianz 
bezüglich der drei Transformationen (7), (8) und (9) besitzt.

Es ist nun zunächst sehr leicht, für d =  2 eine Invariante g2 her­
zustellen. Man beachte nämlich, daß jedes der drei Produkte akai _k 
gegenüber den Transformationen (7) und (8) absolut invariant ist, wo­
bei im ersten Falle die Relation ad =  1 mit in Betracht kommt. Die 
Transformation (9) aber liefert:

Zufolge der rechten Seite wird die lineare Kombination:

der drei Produkte akak_k auch gegenüber der Transformation (9) ab­
solut invariant sein, falls die beiden Gleichungen:

zutreffen. Wir lösen dieselben durch A 0= l ,  A k= — 4, ^ = 3  und 
finden damit eine erste Invariante:

Noch weit leichter gewinnen wir eine Invariante g3, nämlich in 
Gestalt der Determinante:
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deren absolute Invarianz gegenüber den drei Transformationen (7), (8) 
und (9) leicht beweisbar ist. Das Verhalten von gi und g3 gegenüber 
einer nicht-unimodularen Substitution regelt sich auf Grund der Glei­
chung (6). Als Ergebnis merken wir somit an: Die Verzweigungsform f  
hat die beiden Invarianten der Dimensionen 2 und 3:

( 10)

welche sich bei Vbergang zu einer beliebigen äquivalenten Form bis auf 
die 4te bzw. 6te Potenz der Substitutionsdeterminante D reproduzieren:
(i i)  9i = &g%, 9z =  D«g*·

Wir benutzen die bisherigen Entwicklungen sofort zur Auswahl 
einer besonderen mit (1) äquivalenten Form, einer sogenannten „Nor­
malgestalt“ der Verzweigungsform, die wir als „Verzweigungsform erster 
Stufe“ bezeichnen werden. Wir begehen hierbei eine weiterhin noch 
zu besprechende Unsymmetrie, indem wir einen der vier Verzweigungs- 
pujikte ek (Nullpunkte von ff) etwa e4 mittelst einer ersten Substitution:

e[  =  *2 =  — * i +  ei* i

nach z = oo werfen.1) Die Folge ist, daß in der zu gewinnenden äqui­
valenten Form f f  der Keoffizient a'0 verschwindet. Dagegen wird a\ 
nicht verschwinden, da kein zweiter Verzweigungspunkt nach z’ — oo 
fallen kann. Wir führen daraufhin als zweite Transformation:

aus, welche für die /-Ebene den Charakter einer Translation besitzt und 
also den Punkt z' = oo zum Fixpunkte hat. Die Substitution ist im 
übrigen so gewählt, daß in ff" auch noch der dritte Koeffizient af ver­
schwindet, während af =  a\ ist. Wir setzen endlich drittens:

und erzielen hierdurch eine Form von der Gestalt:

Es ist nun nicht nötig, die af, a f  auf dem Wege der drei aus­
geübten Substitutionen zu berechnen. Man wolle vielmehr auf Grund 
der allgemeinen Vorschrift (10) für ff''» die Invarianten g'f, g'f berechnen, 
wobei man findet:

1) Liegt dort bereits ein V erzw eigungspunkt, so ist diese Transformation 
natürlich  nicht erforderlich.
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Nun sind aber alle drei zur Verwendung gekommenen Substitutionen 
unimodular; also gilt g'f — g%, g3' =  g3 und damit:

4 rrr  rrr

az — 9 2 > ai =  9v
Die gewonnene Normalgestalt der Verzweigungsform, welche wir unter 
Fortlassung der oberen Indizes so schreiben:
(12)
ist durch die Eigenschaft ausgezeichnet, daß die Invarianten g2 und g3 
unmittelbar ihre Koeffizienten abgeben; sie soll fortan unsere „Verzweigungs­
form der ersten Stufe“ sein.1)

Man gewinnt nun leicht einen Satz über die gesamten rationalen 
Invarianten der Form (4). Irgendeine solche Invariante läßt sich als 
rationale homogene Funktion der ak in die Gestalt des Quotienten zweier 
ganzen Invarianten g^(aQ, ak, . . ., af) setzen.2) Da nun die Form (12) 
aus (4) durch eine unimodulare Substitution entstand, so wird gs un­
verändert bleiben, wenn wir an Stelle der ak die Koeffizienten der 
Form (12) eintragen; es läßt sich sonach gd als ganze rationale Funk­
tion der g2, g3 darstellen. Da ferner gö homogen von der Dimension d 
in den ak ist, so werden in dem gewonnenen Ausdrucke von g6 nur 
Glieder mit g\g^ auftreten, in denen X und g nicht-negative ganze Zahlen 
sind, die der Gleichung:
(13) d =  2A +  3g
genügen. Wir haben also als Ergebnis: Jede ganze rationale Invariante 
der Form (4) läßt sich als ganze rationale Funktion der g2, g3 in der Gestalt:
(14) 9s =2C x^9 \9$--------------

1) Die hier m it gi  und g3 bezeichneten Invarianten der biquadratischen bi­
nären Form gehören zu den ersten Beispielen, welche für den Invariantenbegriff 
beigebracht wurden, und sind von A. C a y le y  und B o o le  aufgefunden; s. C a y - 
le y s  Veröffentlichung im Cambridge Math. Journ., Bd. 4 (1845), S. 193 oder C a y ­
l e y ,  „Collected M athem atical Papers“ , Bd. 1 (Cambridge, 1888), S. 80 ff. F ür die 
elliptischen Funktionen h a t Ch. H e r m i te  jene Invarianten zuerst verwertet, indem 
er freilich nicht durch eine lineare Substitution, sondern durch eine in invariante 
G estalt gekleidete Transform ation 6t0n Grades zur Normalform (12) des Textes ge­
langt; s. H e r m ite ,  „S ur la theorie des fonctions monogenes ä deux indöterm i- 
nees“, Journ. f. M ath., Bd. 52 (1854) S. 1 oder H e r m i te ,  „Oeuvres“, Bd. 1 (P a­
ris, 1905) S. 350. Ganz allgemein hat dann W e ie r s t r a ß  die elliptischen Integrale 
in Übereinstimmung m it der Form (12) des Textes in der Gestalt:

l ‘R ( z ,  } / l z s —  g t z  —  gs ) d z

seiner D arstellung der Theorie zugrunde gelegt; s. darüber die fünfte Note S. 117.
2) Schreibt man die rationale homogene Funktion der ak als Quotient zweier 

ganzer homogener Funktionen, so folgt aus dem U m stande, daß die neuen Koef­
fizienten ak linear und homogen in den alten ak sind, sehr leicht die Invarianten­
eigenschaft von Zähler und Nenner des Quotienten, je  für sich genommen.
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darstellen, wo sich die Summe auf alle Lösungen der Gleichung (13) in 
nicht-negativen ganzen Zahlen λ, μ bezieht und die von den ak un­
abhängige Konstante sind. Daß umgekehrt jeder solche Ausdruck eine 
Invariante liefert, ist selbstverständlich.

Unter den Invarianten gs ist insbesondere die ,.Diskriminanteu der 
Verzweigungsform enthalten, welche durch die Bezeichnung A  her­
vorgehoben werden soll. Man gewinnt” den Ausdruck (14) von A  
am einfachsten auf Grund des Satzes, daß das Verschwinden von A  
für das Auftreten einer mehrfachen Lösung der kubischen Gleichung 
4 £3 — g2z — </3 =  0 charakteristisch ist, die dann also auch die quadra­
tische Gleichung 12 £2 — #2 =  0 befriedigt. Die Elimination von z aus 
beiden Gleichungen liefert: Die Dishriminante A der Verzweigungsform 
stellt sich in den Invarianten g2 und g3, wie folgt, dar:

und ist demnach eine Invariante sechster Dimension in den ak.
Als einfachste absolute rationale Invariante führen wir den Quo­

tienten von g\ und A  ein, den wir als die wichtigste Invariante aller 
folgenden Betrachtungen durch die besondere Bezeichnung J  hervor­
heben wollen. Solange die Verzweigungspunkte, wie wir ja zunächst an- 
nahmen, getrennt liegen, kann J  niemals unendlich werden, da A stets 
von 0 verschieden ist; übrigens können wir die Erklärung von J  zu­
folge (15) in die beiden Gestalten kleiden:

die wir auch in Gestalt der Proportion:
(16) J : (J  — 1) : 1 =  g l : 21 g \ : A

zusammenfassen können.
Mit Hilfe von J  können wir die Darstellungen (14) der gö noch 

ein wenig umformen, wobei zu unterscheiden ist, ob die Dimension ö 
gerade oder ungerade ist. Ist erstlich d =  2ε gerade, so muß zufolge 
(13) auch μ =  2v gerade sein; an Stelle von (13) tritt die Gleichung 
£ =  λ -f- Sv. Die Gleichung (14) läßt sich alsdann so schreiben:

so daß wir mit Benutzung von (16) gewinnen:

wobei sich die Summe auf alle nicht-negativen ganzen Zahlen v be-
*
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zieht, die nicht größer als sind. Ebenso findet man für ungerade 
Dimensionen d =  2ε -j- 1 die Darstellung:

wo jetzt v alle nicht-negativen ganzen Zahlen durchläuft, die nicht 
größer als [ ß  — 1) sind. Berücksichtigt man noch, daß eine absolute In­
variante stets als Quotient zweier g$ gleicher Dimension darstellbar ist, 
so folgt: Jede absolute rationale Invariante der Verzweigungsform ist als 
rationale Funktion von J  darstellbar. Daß umgekehrt jede rationale 
Funktion von J  eine absolute Invariante ist, erscheint wieder selbst­
verständlich.

Es ist endlich die Frage, ob zwei vorgelegte Verzweigungsformen 
äquivalent sind, jetzt unmittelbar zu beantworten. Als ersten Satz 
merken wir an: Zwei Verzweigungsformen sind stets und nur dann 
durch unimodulare Substitutionen ineinander überführbar, wenn sie gleiche 
Invarianten g2 und g2 haben. Haben nämlich beide Formen dieselben 
Invarianten g2, gs, so ist jede von ihnen mittelst einer unimodularen 
Substitution in die Form (12) mit diesen g2, g3 überführbar, und also 
sind sie selber durch unimodulare Substitutionen ineinander überführ­
bar. Daß andrerseits irgend zwei Formen, von denen die eine aus der 
anderen durch eine unimodulare Substitution entsteht, gleiche g2, g3 
haben, ist wieder selbstverständlich.

Zu speziellen, und zwar besonders einfachen Fällen gelangen wir, 
wenn entweder g2 =  0 oder gs =  0 zutrifft. Ist g2 =  0, so darf g3 nicht 
auch noch verschwinden, da A nicht 0 ist. In diesem Falle üben wir 
auf die Form (12) die nun freilich nicht mehr unimodulare Sub­
stitution:

aus und finden (bei Fortlassung der oberen Indizes) als äquivalente 
Form:

Alle Formen mit J  = 0 sind hiernach mit der besonderen Form (19) und 
also untereinander äquivalent. Ist g3 — 0 und also g2 nicht gleich 0, so 
übe man auf (12) die Substitution:

aus und findet als äquivalente Form:
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Alle Formen mit J =  1 sind mit der besonderen Form (20) und also wieder 
untereinander äquivalent. Liegt endlich keiner dieser beiden Spezialfälle 
vor, so übe man auf (12) die wieder nicht mehr unimodulare Substitution:

aus und erhält als transformierte Form:
(21) 

Hieraus ergibt sich als Hauptsatz: Zwei Verzweigungsformen sind stets 
und nur dann äquivalent, wenn sie dieselbe absolute Invariante J  haben. 
Der Satz schließt in dieser Gestalt die beiden Spezialfälle mit ein; zum 
Beweise hat man eben nur noch zu erwägen, daß zwei Formen mit 
gleichen J  ein und derselben Form (21) äquivalent sind.

§ 2. Exkurs über lineare Substitutionen und deren Gruppen 
endlicher Ordnung.

Die Verzweigungsform erster Stufe fz wurde vorhin dadurch ein­
geführt, daß wir einen unter den vier Verzweigungspunkten, nämlich 
e4, nach dem Punkte oo der z - Ebene verlegten. Trotz dieser unsym­
metrischen Bevorzugung eines unter vier gleichberechtigten Punkten 
gelangten wir zu einer Form fz mit „rationalen“ Invarianten als Koef­
fizienten. Diese Erscheinung findet ihre Erklärung in dem Umstande, 
daß es lineare Substitutionen gibt, welche die vier Verzweigungspunkte 
in gewisser Weise permudieren und also f z in sich transformieren. Die 
Form fz bleibt dieserhalb eben die gleiche, falls wir an Stelle von e4 
einen der anderen Punkte ek nach oo verlegen. Um die Sachlage näher 
bezeichnen zu können, müssen wir ein paar Bemerkungen über das 
Rechnen mit linearen Substitutionen und über Gruppen solcher Sub­
stitutionen voraussenden.

Eine lineare Substitution der Variabelen z:

nicht verschwindender Determinante D =  ad — bc wollen wir kurz 
durch das Symbol z' =  S(z) bezeichnen. Die Substitution ändert sich 
nicht wesentlich, falls wir die vier Koeffizienten a, b, c, d mit irgend­
einem endlichen und von 0 verschiedenen gemeinsamen Faktor δ ver­
sehen.1) Die Determinante nimmt dabei den Faktor δ2 an, und wir

1) Dies wird natürlich sofort anders, falls wir an Stelle von z' =  S(z) mit 
der „homogenen binären“ Substitution:

arbeiten.
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könnten <5 insbesondere auf zwei Weisen so bestimmen, daß die Sub­
stitution „unimodular“ wird; doch ist hierauf zunächst kein Gewicht 
zu legen. Wollen wir die Substitution nur durch Angabe ihrer vier 
Koeffizienten bezeichnen, so bedienen wir uns der symbolischen Schreib­
weise:

( 1 )

Man wolle nun zwei Substitutionen:

hintereinander ausüben, d. h. auf z =  Sx{z) die Substitution S2 an­
wenden; man gewinnt:

und also wieder eine lineare Substitution, deren Determinante, wie man 
leicht feststellt, das Produkt der Determinanten von und S2 ist. 
Diese dritte, aus S1 und S2 „erzeugte“ Substitution wollen wir sym­
bolisch als „Produkt“ S2 ■ S1 oder S2 S1 von S2 und Sl bezeichnen. Dies 
wird um so mehr berechtigt sein, als die Formel

ein der Produktregel der Determinanten analoges Bildungsgesetz be­
folgt. Übrigens folgt aus den angegebenen Formeln, daß S2 ■ Sl und
51 · S2 im allgemeinen verschieden sind: Für die symbolischen Produkte
52 · St gilt das kommutative Gesetz nicht.

Erzeugen wir aus drei Substitutionen Sl} S2, S3, die wir nach­
einander ausüben, die Substitution S3 · S2 · S1, so würde die Herstellungs­
weise dieser Substitution genauer durch S3 · (S2 · SJ  zu bezeichnen sein, 
da wir doch zunächst die Substitution z" = S2 ■ (z) zu bilden haben
und alsdann auf z" die Substitution S3 ausüben. Man kann aber 
z "  =  S3(S2(Si (z))) auch dadurch berechnen, daß man erst S3 · S2 her­
stellt und sodann in das Argument dieser Substitution S1(z) einträgt. 
Für unsere symbolischen Produkte gilt also die Pegel:

d. h. es gilt das „assoziative“ Gesetz.
Ist S0 die „identische“ Substitution z =  z, so ist S · S0 =  S, d. h. S0 

spielt die Rolle des Faktors 1; die identische Substitution bezeichnen
wir demnach auch durch das Symbol 1. Ist S' =  ^  c ^  die zu (1)
„inverse“ Substitution, so gilt S' · S  =  1; wir bezeichnen dieserhalb die 
zu S inverse Substitution auch durch S ~ l. Üben wir die Substitution
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S  n Male hintereinander aus, so entsteht S n, die wte Potenz von S. Ist 
S n = 1, ohne daß übrigens bereits eine niedere Potenz S, S*, . . ., $ ”-1 
gleich 1 wäre, so heißt S  „periodisch“ und n die „Periode“ von S. 
Aus der S. 70 ff. besprochenen geometrischen Natur unserer Substitu­
tionen geht hervor, daß nur die „elliptischen“ Substitutionen periodisch 
sein können, und diese auch nur dann, wenn der S. 70 mit p be­
zeichnte „Drehungswinkel“ zu 2 7t in einem rationalen Verhältnis steht.

Führen wir an Stelle von z eine neue Variabele Z  wieder mittelst 
einer linearen Substitution ein, die wir aber, um sie besonders hervor­
zuheben, Z  =  T(z) nennen, so rechnet sich S, in der neuen Variabelen 
geschrieben, auf:

Z' = T S T ~ \ Z )
um. Man sagt, die Substitution T S T -1 entstehe aus S durch „Trans­
formation“ vermittelst der Substitution T. Von solchen Transformationen 
haben wir bereits S. 70 Gebrauch gemacht, indem wir, falls eine nicht­
parabolische Substitution S  vorliegt, deren „Fixpunkte“ nach Z  =  0 
und Z  = oo warfen, um dadurch S  auf die Gestalt:

Z' =  m Z  =  | m | • &liZ
zu transformieren. Je nach der Natur des rechts auftretenden Faktors 
m nannten wir dann S  „elliptisch“, „hyperbolisch“ oder „loxodromisch“. 
Bei einer „parabolischen“ Substitution S  fanden wir S. 71 entsprechend 
die transformierte Gestalt:

Z ' = Z + b .
Man wolle sich hier auch der geometrischen Deutung unserer Sub­
stitution durch ihre „Bahn- und Niveaukurven“ erinnern und vergegen­
wärtige sich nochmals die verschiedene Gestaltung dieser Kurvenscharen 
bei den vier Gattungen unserer Substitutionen.

Wir sagen nun von einem System von Substitutionen:
(4) S0 =  l ,  S„ St , Ss, . . . ,
dasselbe bilde eine „Gruppe“ G, falls zu jeder Substitution S des Systems
(4) auch die inverse S~1 im System enthalten ist, und falls mit irgend 
zwei Substitutionen S(, Sk des Systems auch immer die aus ihnen zu er­
zeugende Substitution Sk -S i = Sl dem System angehört. Mit S  und S ~ 1 
ist auch S • S~* =  1 in der Gruppe enthalten; wir haben dement­
sprechend die identische Substitution S0 =  1 sogleich in (4) aufge­
nommen. Die Anzahl m der Substitutionen (4) heißt die „Ordnung“ 
der Gruppe; dieselbe soll entsprechend genauer durch Gm bezeichnet 
werden.

Führen wir eine neue Variabele Z  mittels einer Transformation T  
«in, so liefert die einzelne St der Gm, auf Z  umgerechnet, die trans­
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formierte Substitution =  T S{T ~ X. Ist Sk • Sf =* Slf so folgt aus dem 
assoziativen Gesetze (3):

S'k • S’t =  T SkT - 1 • T S .T -1 =  =  SJ

und hieraus insbesondere, falls St = S ^ 1 ist, S'k • S'( =  1 und also 
S'ix =  ä 'j 1. Somit ergibt sich, <Ar/3 awcfr (fte transformierten Substitutionen 
S'0 = 1, S[, S'f, . . . eine Gruppe bilden, von welcher wir sagen, sie ent­
stehe aus Gm durch Transformation vermittelst T, und die wir deshalb 
symbolisch durch:

<*'m = TG mT - '

bezeichnen. Die Substitutionen beider Gruppen sind einander eindeutig 
zugeordnet, indem S\ der Substitution S( und S l" 1 der zu S( inversen 
S r 1 entspricht. Auch folgt aus Sk • St — St für die G'm die analoge Re­
lation S'k • Sj =» S'r Das Gesetz, nach dem bei Kombination zweier 
Substitutionen jedesmal eine dritte entsteht, ist also für beide Gruppen 
völlig gleich gestaltet; die Gruppen Gm und G’m heißen dieserhalb 
„isomorph11.

Mit S  sind auch sämtliche Potenzen S 2, S 3, S 4, . . .  in Gm ent­
halten. Ist demnach, wie wir jetzt annehmen wollen, die Ordnung m 
endlich, so müssen die unendlich vielen Potenzen von S  nur eine end­
liche Anzahl verschiedener Substitutionen darstellen. Man kann also 
zwei verschiedene ganze Zahlen p, v angeben, so daß $“ =  Sv zutrifft. 
Wir folgern hieraus, indem wir unter p die größere unter beiden Zahlen 
verstehen, $<“- v = l ;  also ist S  periodisch und damit elliptisch: Eine 
Gruppe Gm von endlicher Ordnung m enthält neben der identischen Sub­
stitution S0 =  1 nur noch elliptische Substitutionen, und zwar natürlich nur 
solche von endlicher Periode. Ist n die Periode von S, so haben wir in: 

S, S*, S s, . . . ,  S n~ \ S n =  1

alle aus S erzeugbaren Substitutionen. Man erkennt sofort, daß diese 
n Substitutionen für sich eine Gruppe Gn bilden, die man als „zyklisch“ 
bezeichnet und, als in Gm enthalten, eine „ Untergruppe“ von Gm nennt.

Die wirkliche Herstellung von Gruppen endlicher Ordnung kann 
man auf folgende Erwägung gründen. Wir denken die 0-Ebene im 
Raume horizontal angeordnet und konstruieren irgendwo im Raume 
eine Kugeloberfläche, auf welche wir vom höchsten Punkte der Kugel 
aus die £-Ebene stereographisch projizieren; die Kugelfläche wird so 
die Trägerin der komplexen Werte z.1) Drehen wir nun die Kugel um

2 1tirgendeinen ihrer Durchmesser durch den Winkel — , so geht jeder

1) S iehe d ie  sp ez ie lle  S. 22 d u rchgefüh rte  P rojek tion  dieser Art.
F rick e: Elliptische Funktionen. Bd. 1 9

Einführung der Gruppen linearer Substitutionen 129
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Punkt z der Kugel in einen Punkt z derselben über, und wir erbalten eine 
Abbildung der Kugelfläche auf sich selbst, die kongruent und also kon­
form ist. Dabei führt die w-malige Wiederholung der Drehung jeden 
Punkt z an seinen ursprünglichen Ort zurück. Nun stellt die stereo­
graphische Projektion eine konforme Abbildung dar (ygl. S. 23); jene 
Drehung liefert also eine umkehrbar eindeutige und konforme Be­
ziehung der #-Ebene auf sich selbst und also nach S. 66 eine lineare 
Substitution z' =  S(z). Da aber die w-malige Ausübung der Drehung 
jeden Punkt z an seine Anfangsstelle zurückführte, so ist Sn =  1, d. h. 
S  ist elliptisch von der Periode n.1)

Das Prinzip, mittels dessen wir auf dieser Grundlage Gruppen Gm 
erklären können, ist nun folgendes. Wir denken konzentrisch mit der 
Kugel im Raume irgendeine regelmäßige Figur konstruiert. Die ge­
samten Drehungen der Kugel, welche diese Figur mit sich selbst zur 
Deckung bringen, ergeben dabei ein System gleichartiger Operationen, an 
dem man die oben bei den Gm aufgestellten Gruppeneigenschaften so­
fort erkennt. Der Übergang zur #-Ebene liefert dann in der Tat eine 
Gm gewünschter Art.2)

Dieses Prinzip soll nun an einigen, sogleich weiter zu benutzenden 
Beispielen erläutert werden. Zuerst zeichnen wir in irgendeiner Dia­
metralebene der Kugel einen schiefwinkligen mit der Kugel konzen­
trischen Rhombus. Hier gibt es außer der „identischen“ Drehung im 
ganzen drei Drehungen des Rhombus in sich, nämlich die beiden 
Drehungen der Periode zwei um die Diagonalen des Rhombus und die 
Drehung der Periode zwei um den zur Rhombusebene senkrechten 
Kugeldurchmesser. Man kann auch sagen, es handele sich hier um die 
Drehungen der Periode zwei um drei zueinander senkrechte Achsen durch 
den Kugelmittelpunkt.

Die zugehörige 6r4 der vier Substitutionen S0 =  1, Su  S2, Ss heißt 
„Vierergruppe11. Es ist an der Rhombusfigur leicht ersichtlich, daß für 
die drei Substitutionen S1} S2, Ss der Gi die Beziehungen:

gelten, wenn i, k, l irgendeine Permutation der Indizes 1, 2, 3 ist. Hier 
ist also insbesondere auch Sk • 8t =  St • Sk- man nennt die beiden Sub-

1) Die „P ara lle l“- und „M eridiankreise“ der K ugeldrehung liefern bei der 
P rojektion unm itte lb ar die B ahn- und Niveaukurven der elliptischen Substitution, 
welche w ir S. 71 besprachen.

2) A uf diese W eise gew innt K le in  in den „Vorlesungen über das Ikosaeder“ 
(L eipiig , 1884) die gesam ten G ruppen endlicher Ordnung von linearen Substitu­
tionen; siehe daselbst S. lff. sowie S. 115 ff. und die an diesen Stellen genannten 
O riginalarbeiten.
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Untersuchung der Vierergruppe G4 131

stitutionen Sv Sk dieserhalb miteinander „vertauschtar“. Daß übrigens 
S? =  1 ist, brauchen wir kaum hervorzubeben.

Wir können die Vierergruppe 6r4 auch leicht durch eine in der 
^-Ebene zu zeichnende Figur erklären. Legen wir nämlich durch je 
zwei unter den drei zu den S1} S2, S3 gehörenden Drehungsachsen die 
Diametralebene der Kugel, so schneiden diese drei Ebenen auf der 
Kugeloberfläcbe drei einander senkrecht schneidende größte Kugelkreise 
aus, die diese Oberfläche in acht Kugel­
oktanten zerlegen. Die stereographische 
Projektion liefert in der z -Ebene ein 
System von drei sich senkrecht schnei­
denden Kreisen (vgl. Fig. 25), wobei 
die Schnittpunkte zweier Kreise die 
Fixpunkte einer der Substitutionen St 
sind, für welche der dritte Kreis eine 
Bahnkurve ist; in der Figur sind die 
Fixpunkte von Si mit z0 z\ bezeichnet.
Durch jede solche Figur ist eine Vierergruppe 6r4 unserer Art erklärbar, 
und alle diese 6r4 sind durch „Transformation“ ineinander überfuhrbar. 
Benutzen wir nämlich die Transformation:

so kommen den Substitutionen der G' = T G .T -1 die Fixpunkte zu:

so daß die drei Kreise der Fig. 25 übergehen in die reelle Z-Achse, 
die imaginäre Z -Achse und den Kreis des Radius 1 um Z  =  0. Üben 
wir jetzt die S. 22 besprochene besondere stereographische Projektion 
aus, so werden die Achsen der drei Kugeldrehungen direkt die Achsen 
des damaligen Koordinatensystems der ξ, η, £.

Wir werden auch noch den folgenden Satz zu benutzen haben: 
Jede Gruppe 6r4, die außer der identischen Substitution S0 =  1 drei Sub­
stitutionen der Periode 2 enthält, ist eine Vierergruppe. Sind nämlich 
in dieser 6r4 wieder St, Sk, S, die drei elliptischen Substitutionen in 
beliebiger Anordnung, so ist die in (r4 enthaltene Substitution Sk S{ 
weder gleich S 0 noch S{ noch auch gleich S k, da andernfalls S k =  Sf 
bzw. eine der Substitutionen S k, S { gleich S0 wäre. Somit ist not­
wendig Sk-Si = Sl, woraus sofort S k - S i = S i ' S k wieder folgt. Nun 
können Sk und S{ nicht beide Fixpunkte gemein haben, da diese Sub­
stitutionen sonst identisch wären. Ist demnach z{ ein Fixpunkt von 
$ , der nicht zugleich Fixpunkt von S k ist, so gilt:
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d. h. der von z{ verschiedene Punkt Sk(zt)  ist der zweite Fixpunkt z{ 
von Sp

z 'i =  SM -
Auch dieser Punkt z\ ist, wie man sieht, nicht Fixpunkt von Sk} so 
daß überhaupt keine zwei unter den sechs Fixpunkten von Sif Sk, S{ 
zusammenfallen können.

Man setze nun k =  1 und i =  2, lege durch zv zif zk den „Niveau­
kreis" von Sx und senkrecht zu diesem den eindeutig bestimmten, durch 
z2 laufenden „Bahnkreis" von Sk] der zweite Kreis schneidet auf dem 
ersten den zweiten Fixpunkt z3 von S2 aus (vgl. Fig. 25). Man füge 
jetzt drittens den zum ersten Kreise senkrechten, durch zx, zk laufenden 
Niveaukreis von S1 hinzu, der, insofern er durch die beiden Punkte z1 
und zk = S^Zj) hindurchläuft, ein „Bahnkreis" von S3 ist und also 
auch den zweiten Kreis senkrecht schneidet. Die beiden Schnittpunkte 
z3 und z3 (vgl. Fig. 25) sind dann notwendig die Fixpunkte von S3. 
Aus der Bedeutung der Niveau- und Bahnkreise von S3 und St folgt 
nämlich für die fraglichen Schnittpunkte z3 = S2(z3), zs ^  $1 (̂ 3) un(  ̂
also z3 =  £2 • St (z3) =  S3 (z3), sowie z3 =  S2(z3) =  S3(z3). Hiermit
sind wir vollständig zur Fig. 25 zurückgelangt, und also ist die vor­
gelegte 6r4 tatsächlich eine Vierergruppe.

Ein zweites Beispiel einer Gm von endlicher Ordnung erklären wir 
so: In einer beliebigen Diametralebene der Kugel zeichnen wir mit der­
selben konzentrisch ein reguläres Polygon mit n Ecken. Dann gibt 
es, die identische Drehung mitgerechnet, im ganzen 2n Kugeldrehungen, 
welche das Polygon in sich überführen. Es sind dies erstens n eine 
„zyklische" Untergruppe 6rn liefernde Drehungen um den zur Ebene 
des Polygons senkrechten Kugeldurchmesser, und zweitens n Drehungen 
der Periode 2 um Achsen, die für ungerades n die n Verbindungsgeraden 
der Ecken mit den gegenüberliegenden Seitenmitten sind, für gerades 
n aber die -2 n durch den Mittelpunkt laufenden Diagonalen und die 
j n  Verbindungsgeraden gegenüberliegender Seitenmitten. Zielit man 
von den beiden Endpunkten des zur Polygonebene senkrechten Kugel­
durchmessers je die n Geraden nach den Polygonecken, so entsteht eine 
„Doppelpyramide". Diese Doppelpyramide wird durch die Drehungen 
der 6r2n wieder in sich übergeführt, und wir hätten die Erklärung der 
Gruppe auch an diese reguläre Figur anknüpfen können. Die G3n ist 
eine Gruppe von „Doppelpyramidentypus“; gebräuchlicher ist die Bezeich­
nung „Diedergruppe", welche wir in der Folge anwenden wollen. Für 
n == 2 gelangt man, wie leicht zu sehen ist, zur Vierergruppe zurück. 
Im Falle n =  4 sind in der Diedergruppe Gs zwei Vierergruppen als 
Untergruppen enthalten; z. B. erhalten wir eine solche 6r4, wenn wir

132 I» 1- Die elliptischen Integrale und ihre Normalgestalten erster Stufe
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Die Diedergruppe G 2 /t und die Tetraedergruppe G 1S 1 3 3

die beiden Mittellinien des Quadrates und den zur Quadratebene senk­
rechten Kugeldurchmesser als die drei Drehungsachsen für die 6r4 be­
nutzen.

Zur Erklärung einer letzten Gruppe Gm endlicher Ordnung kon­
struieren wir ein mit der Kugel konzentrisches reguläres Tetraeder. 
Hier gibt es zunächst Drehungen des Tetraeders in sich um eine Achse, 
die von einer der vier Ecken nach der Mitte der Gegenseite läuft; 
offenbar liefert jede Achse eine zyklische Untergruppe G3 von drei 
Drehungen (die identische Drehung immer mitgezählt). Die vier Ecken 
liefern dabei neben der identischen Drehung im ganzen acht Drehungen 
je von der Periode drei. Verbindet man ferner je zwei diametrale unter 
den sechs Kantenmitten geradlinig, so entstehen drei Achsen, die sich 
in der Kugelmitte senkrecht kreuzen. Die ihnen zugehörige Vierer­
gruppe liefert gleichfalls Drehungen des Tetraeders in sich, so daß 
neben der identischen Drehung noch drei Drehungen von der Periode 
zwei hinzukommen. Weitere Drehungen des Tetraeders in sich exi­
stieren nicht: Die „Tetraedergruppe“ ist eine Gn , welche acht Substi­
tutionen der Periode drei, drei Substitutionen der Periode zwei und 
natürlich S0 =  1 enthält; die drei Substitutionen der Periode zwei 
bilden mit S0 =  1 eine in der Gn als Untergruppe enthaltene Vierer­
gruppe ( V )

§ 3. Die linearen Transformationen der Terzweigungsform in sich.
Unter Rückgang auf den am Anfang von § 2 entwickelten Ge- 

dankeugang fragen wir nunmehr nach Substitutionen S, welche das 
System der vier Nullpunkte el} e2, e3 und ei =  oo der Verzweigungs­
form f t erster Stufe in sich überführen, und deren entsprechende ho­
mogene binäre Substitutionen alsdann die Verzweigungsform f\ selbst, 
abgesehen von einem Faktor, in sich transformieren werden.

Da in fz ein Glied mit z\ z\ nicht auftritt, so verschwindet die Summe 
der drei im Endlichen gelegenen Nullpunkte ev e2, e3:

Ist wieder i, h, l irgendeine Permutation der Indizes 1, 2, 3, so zeigt 
man mit Benutzung der Relation (1), daß die Substitution:

1) Auf die entsprechend zu erklärenden Gruppen des O ktaeders und Ikosa­
eders, welche Gruppen G 2i und 6rfi0 sind, gehen wir hier noch nicht ein, da diese 
Gruppen zunächst noch nicht gebraucht werden; siehe betreffs derselben K l e i n ,  
„Vorlesungen über das Ikosaeder“, S. 15 ff.

(i )

(2)
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welche elliptisch von der Periode 2 ist, die beiden Punkte ek und e( 
austauscht und ebenso die beiden Punkte ei und e4 =  oo.1) Es gibt nur 
eine einzige Substitution, welche diese Permutation der vier Punkte e 
vollzieht2); denn gäbe es noch eine zweite S-, so würde S 'S~ l, ohne 
die identische Substitution zu sein, vier Fixpunkte e1, ... ,  e4 haben, 
dem Umstand entgegen, daß eine von 1 verschiedene Substitution 
höchstens zwei Fixpunkte hat.

Üben wir auf die vier Werte:

die Substitution Sk aus, so folgt:

d. h. es ist SkSi =  Sr  Da überdies S2 =  1 gilt und also Ä“1 mit Sf 
gleich ist, so bilden die vier Substitutionen So =  Ü Si, S2, Ss eine 
Vierergruppe (vgl. S. 131). Oie vier Punkte et} e2, e3 und e4 =  oo wer­
den durch die vier eine Vierergruppe G± bildenden Substitutionen S0 = 1, 
Sl} Ss, Ss in sich transformiert, wobei insbesondere die drei letzten Sub­
stitutionen die vier Punkte auf die drei möglichen Arten zu Paaren per­
mutieren.

Schreiben wir für die Determinante — 2ef — ekel von Sf kurz Jh, 
so können wir noch fragen, welchen Faktor f z bei Ausführung der uni- 
rnndnlarpin Substitution!

annimmt. Da die zweite Potenz dieser homogenen Substitution ζΛ =  — ζ'γ, 
z3 =  — z"3 ist und also f z unverändert läßt, so kann der fragliche Fak­
tor nur +  1 oder — 1 sein. Oie Rechnung zeigt f z =  f z>, d. h. die Ver­
zweigungsform wird durch die homogenen unimodularen Substitutionen (3) 
unmittelbar in sich selbst transformiert.

Wir fragen nun, ob es außer der 6r4 noch weitere Substitutionen 
gibt, welche die vier Punkte e ineinander überführen. Ist S  eine solche

1) D ie  D eterm in an te  von  S{ k an n  m an m it H ilfe  der R e la tio n  (1) in  d ie G estalt 
(e{ —  eÄ) · (e, —  et) k le id en ; s ie  is t  a lso  =(= 0, da d ie  drei N u llp u n k te  elf egl es von 
ein and er versch ied en  sind .

2) D ie  b eid en  F ixp u n k te  von  £,· lie g e n  sow ohl m it  o o  und et· a ls auch  m it ek und 
e, je  a u f  e in em  K reise; d a b ei tren nen s ie  sow ohl oo und ei a ls  auch  ek un d  e, har­
m o n i s c h W ir hab en  h ier  m it  dem  Satze der p rojek tiven  G eom etrie  zu tun, daß 
es zu zw ei P unk tep aaren  der E b en e (der „G eraden“ m it  ree llen  und kom plexen  
P unk ten ) e in  und nur e in  d r ittes  P u n k tep aar g ib t, w e lch es m it je d em  der beiden  
g e g eb en en  P aare in der b ezeich n eten  A rt e in  h arm on isch es Q uadrupel b ildet. P ie  
sech s F ix p u n k te  der drei S{ s ind  d ie  N u llp u n k te  e in er  b ek an n ten  Kovariante 
sech sten  G rades von fz. M an vg l. das S. 120 g en a n n te  W erk  von C l e b s c h ,  S. 175 .
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Substitution, so dürfen wir annehmen, daß dieselbe den Punkt e4 =  oo 
zum Fixpunkte hat. Wäre nämlich S(oo) =  ev so hätten wir sofort 
in S f i  eine neue Substitution mit dem Fixpunkte oo. Die Substi­
tution S  darf man hiernach in der Gestalt:

ansetzen. Bei der durch S  bewirkten Permutation der ex, e2, e3 haben 
wir zwei Fälle zu unterscheiden. Entweder tauscht S zwei Punkte 
ek, ex aus und hat dann et zum Fixpunkte, oder S  bewirkt eine zy­
klische Permutation der drei e.

Im ersten Falle ist S  elliptisch von der Periode zwei und hat dem­
nach die Gestalt:

(4)

Da hieraus insbesondere et =  — ek -f 2ef und also:

folgt, so ergibt sich aus (1) sofort:

Wir sind demnach zu dem schon S. 125 besprochenen Falle mit gs =  0 
zurückgeführt und haben die Yerzweigungsform erster Stufe in der ein­
fachsten daselbst unter (20) gegebenen Gestalt vorauszusetzen. Man be­
zeichnet diesen besonderen Fall als den „harmonischen“; in der Tat 
werden ja, welche mit der Form (20) S. 125 äquivalente Form wir 
auch wählen mögen, die vier Punkte e der letzteren stets auf einem 
Kreise liegen und auf demselben ein harmonisches Punktquadrupel dar­
stellend) Benutzen wir die Form (20) und vollziehen die S. 22 be­
sprochene stereographische Projektion auf die Kugelfläche, so liefern 
die vier Punkte e die Eckpunkte eines einem größten Kugelkreise ein­
geschriebenen Quadrates. Die Überlegungen von S. 132 liefern jetzt das 
Ergebnis: Im harmonischen Falle gibt es im ganzen acht, eine Dieder - 
gruppe GH bildende Substitutionen, welche das System der vier Punkte e in 
sich überführen; die eine der beiden in der Gs enthaltenen Vier er gruppen 
(vgl. S. 132, unten) ist unsere bisherige Gv

Übrigens ist in der G8 eine zyklische Untergruppe Gx enthalten 
und als „erzeugende“ Substitution dieser Gx eine elliptische Substitu­
tion der Periode vier, welche die vier Punkte e zyklisch permutiert. 
Man zeigt sofort, daß dieser Austausch der Punkte e bei der Form (20) 
S. 125 durch die Substitution:

1) Wir weisen hier auf die im folgenden Abschnitte (bei der zweiten Stufe) 
zu entwickelnden Sätze über das „Doppelverhältnis“ der Verzweigungspunkte hin.
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geleistet wird. Wir stellen noch fest, daß die unimodulare homogene 
Substitution: i ,

einen Zeichenwechsel der Verzweigungsform (20) S. 125 beivirkt: f z, =  — ft.
Wir haben zweitens die Möglichkeit zu besprechen, daß die Sub­

stitution (4) die im Endlichen liegenden Verzweigungspunkte zyklisch 
permutiert. Dann gilt also:

woraus wir durch Addition mit Rücksicht auf et +  e8 =  0 sofort 
b =  0 finden. Von den e darf nun keines verschwinden, da sonst alle 
drei gleich 0 sein würden. Das Produkt der drei vorstehenden Glei­
chungen liefert also mit Rücksicht auf 6 =  0 weiter a3 =  1; es ist 
also, da a «*= 1 die identische Substitution liefern würde, a eine kom­
plexe dritte Wurzel der Einheit. Wir wollen weiterhin die Abkürzung

2 i n

e 3 =  p gebrauchen und dürfen insbesondere S(z) = qz setzen, da, falls 
S(z) =  ρ2ζ wäre, an Stelle dieser Substitution einfach ihre zweite Po­
tenz S*(z) =  qz treten könnte. Aus ek =  pe,., ez =  p2̂  folgt nun sofort 
gu =  0. Wir haben also jetzt den auch bereits S, 125 besprochenen anderen 
Spezialfall g2 =  0 mit der besonderen Verzweigungsform (19) (S. 125) vor 
uns, den wir hinfort als den „äquianharmonisehen“ Fall bezeichnen wollen.

Benutzen wir die Form (19) S. 125, so dürfen wir in einfachster 
Weise et =  1, e% =  p, e3 =  p2 schreiben. Über dem Dreieck dieser drei 
Endpunkte, als Grundfläche, wolle man nun ein reguläres Tetraeder 
aufbauen und durch dessen vier Ecken die mit ihm konzentrische 
Kugelfläche einführen. Vollziehen wir die stereographische Projektion 
der 2-Ebene auf diese Kugelfläche, indem wir als Projektionszentrum 
die Spitze des Tetraeders benutzen, so werden die vier Punkte e auf 
der Kugeloberfläche die vier Eckpunkte jenes regulären Tetraeders. 
Hier liefert nun die vorbereitende Entwicklung von S. 133 sofort den 
Satz: Im äquianharmonischen Falle gibt es im ganzen zwölf eine Tetra­
edergruppe Gn bildende Substitutionen S, welche das System der vier Ver­
zweigungspunkte e in sich transformieren; die nach S. 133 in der Tetra­
edergruppe als Untergruppe enthaltene Vierergruppe Gi ist diejenige unserer 
obigen Substitutionen S0, Slf S2, S3.

Der Substitution z =  qz lassen wir die unimodulare homogene 
Substitution:

entsprechen und notieren noch den Satz: Oie Verzweigungsform (19) 
S. 125 reproduziert sich bei Ausübung der vorstehenden Substitution bis 
auf eine multiplikative dritte Wurzel der Einheit: f t>— p /\
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§ 4. Invarianz von J  gegenüber beliebiger rationaler Trans­
formation der Riemannschen Fläche F2.

Die linearen Funktionen von z erschöpfen nun keineswegs alle 
zweiwertigen Funktionen des zur F2 gehörenden Körpers algebraischer 
Funktionen. Ist w = B (z,Y f(z))  irgendeine solche zweiwertige Funk­
tion, so wird mittelst dieser Funktion die F2 wieder auf eine zwei- 
blättrige Riemannsche Fläche F2 mit vier Verzweigungspunkten ab­
gebildet, welche wir statt der F2 zur Definition unseres Funktionen­
körpers zugrunde legen können. Die Verzweigungspunkte der F' seien 
die Nullpunkte einer zugehörigen Funktion:

deren Invarianten wir mit g2, und J ' bezeichnen wollen. Dann ist 
insbesondere J ' wieder gegenüber beliebiger linearer Transformation 
von w absolut invariant.

Hier tritt nun die Frage auf, wie sich die Invariante J ' der Funk­
tion (1) zur Invariante J  der ursprünglichen Funktion f(z) verhält. 
Die Antwort ist, daß geradezu J ' =  J  ist, daß also J  den Charakter der 
absoluten Invarianz nicht nur gegenüber linearer Transformation von z, 
sondern auch gegenüber jeder umkehrbar rationalen Transformation der F2 
wieder auf eine zweiblättrige Fläche (vgl. S. 93) beivahrt und also als 
eine Invariante des ganzen Funktionenkörpers anzusehen ist. Dieser Satz 
wird später in sehr einfacher Weise mittels des schon öfter erwähnten 
Integrals bewiesen werden können. Da es sich aber hier offenbar um 
einen grundlegenden Satz handelt, so wird es angebracht erscheinen, 
schon jetzt mit den allein erst zur Verfügung stehenden algebraischen 
Mitteln einen Beweis des Satzes auszuführen.

Eine kurze Bemerkung über die zweiwertigen Funktionen des Kör­
pers ist vorauszuschicken. Es sei w eine derselben, und es mögen die 
beiden Pole von w auf der F2 getrennt, und zwar bei z =  s und z =■= t 
gelegen sein, natürlich daselbst immer nur in einem der beiden Blätter.1 2) 
Bei der Stelle s gelte die Entwicklung:

bei z =  t entsprechend:

1) Liegen beide Pole übereinander, so ist t — s.
2) Ist s einer der Verzweigungspunkte, so ist }/z — s an Stelle von [z — s) 

zu setzen; ist s — oo, so hat man z~x für (z — s) einzutragen. Dasselbe gilt natür­
lich von der Stelle t.
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wobei a_x und b_x nicbt-verscbwindende reelle oder komplexe Koeffi­
zienten sind. Es sei nun w eine zweite zweiwertige Funktion mit den­
selben Polen und dem Anfangskoeffizienten a'_ x bei z =  s. Dann ist 
(a_xw' — a!_xw) eine Funktion, welche höchstens noch bei z = t  einen 
Pol erster Ordnung haben könnte und demnach einwertig sein würde, 
wenn sie diesen Pol wirklich hätte. Aber nach S. 95 gibt es auf der 
F2 keine einwertige Funktion, so daß (a_xw' — ct_xw) auch bei t end­
lich bleibt und damit einer Konstanten gleich wird a_xiv' — a_xw = c. 
Setzen wir zur Abkürzung:

so folgt1): Alle zweiwertigen Funktionen mit den gleichen Polen sind in 
einer beliebigen unter ihnen, w, linear in der Gestalt darstellbar:

Hieraus ergibt sich insbesondere, daß eine zweiwertige Funktion 
w, welche ihre Pole an zwei in der F2 übereinander liegenden Stellen 
z =  s hat oder in einem Verzweigungspunkte z =  s einen Pol zweiter 
Ordnung besitzt, stets eine lineare Funktion:

von z ist. Da nun J  gegenüber linearer Transformation von z sicher 
invariant ist, so brauchen wir nur noch solche Funktionen w zu prüfen, 
deren Pole zwei nicht übereinander liegende Stellen der F2 sind.

Da überdies jede lineare Transformation von w die Invariante J ' von 
(1) wieder unverändert läßt, so können wir nötigenfalls durch eine 
solche Transformation erstlich erreichen, daß die beiden Pole von w 
auch wirklich getrennt liegen, und zweitens, daß einer der Pole von w 
in einen Verzweigungspunkt der F2 fällt. Indem wir f z als Verzweigungs­
form erster Stufe ausgesucht denken, schreiben wir vor, daß der eine 
Pol von w in dem Verzweigungspunkt z = οo der F2 gelegen sei. Der 
zweite Pol liegt nun in irgendeiner endlichen Stelle bei z — S] und 
indem wir über diese Stelle s nichts weiter voraussetzen, wird unsere 
Überlegung für jede von z nicht linear abhängende zweiwertige Funk­
tion w des Körpers gelten. Im übrigen dürfen wir unter den zwei­
wertigen Funktionen dieser Pole oo und s wiederum eine beliebige aus­
suchen, da alle weiteren zufolge (2) in jener linear darstellbar sind.

Wir wählen nun die nachfolgende Funktion:

1) Man überträgt die Überlegung des Textes leicht auf den Fall, daß w und 
w' an einer und derselben Stelle der F2 je einen Pol zweiter Ordnung haben.
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Invai'ianz von J  gegenüber rationaler Transformation 139

welche mit Rücksicht auf die Gestalt (4z3 — g^z — </3) von f(z) den ge­
stellten Anforderungen in der Tat genügt. Das Vorzeichen von Yf{s) 
ist fest zu wählen; und es wird dann w in demjenigen Blatte der F2, 
in welchem V f (z) = Y f(s)  hei z =  s zutrifft, seinen Pol haben, während 
w im anderen Blatte daselbst endlich bleibt. Die Darstellung (3) gilt 
aber auch unmittelbar in dem Falle, daß s einer der drei im End­
lichen liegenden Verzweigungspunkte ist; in der Tat gewinnt man 
in diesem Falle sofort für die Umgebung von ei mit Rücksicht auf 
f(e j) =  0 die Entwicklung:

Unterscheiden wir nun die in übereinander liegenden Punkten der 
F2 eintretenden Funktionswerte von w durch die Bezeichnungen v\ 
und w9:

so ergibt sich:

Die zwischen z und w bestehende algebraische Relation, welche nach 
(2) S. 92 in jeder dieser Größen vom zweiten Grade sein muß, hat 
demnach die Gestalt:

Lösen wir sie nach z auf, so ist der Ausdruck unter dem dabei auf­
tretenden Wurzelzeichen unsere unter (1) gemeinte Funktion φ(ιν). Die 
Rechnung liefert als Ausdruck derselben:

so daß die Koeffizienten b0, . . ., δ4 die folgende Bedeutung haben:

Die in den b0, bx, . . ., anzusetzenden Ausdrücke (10) S. 122 für die 
Invarianten g'2 und g'z ergeben damit:

Es ist also g’̂ ^ g ^ ,  g's =  g3 und damit auch J ' = J, so daß die In­
varianz von J  gegenüber beliebiger umkehrbar rationaler Transfor­
mation der F2 in eine F', bewiesen ist.
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§ 5. Allgemeine Bemerkungen über die elliptischen Integrale.
Bei den nächsten Entwicklungen setzen wir die Verzweigungsform 

wieder in der allgemeinen Gestalt (4) S. 119 gegeben voraus und wer­
den erst im übernächsten Paragraphen auf die Verzweigungsform erster 
Stufe (12) S. 123 zurückkommen. Irgendeine Funktion B(z, Y fiz j)  
des durch die F2 gegebenen Körpers wollen wir in der Umgebung einer 
Stelle z0 der Fläche in ihre Potenzreihe entwickeln und haben dabei 
die Entwicklungsgröße (wir wollen sie weiterhin als die „normale Va­
riable“ der Stelle z0 bezeichnen):

(1) z' =  z - z 0, *' =  y j

zu benutzen, je nachdem z0 eine gewöhnliche endliche Stelle in einem 
Blatte oder die Stelle oo eines Blattes oder ein endlicher Verzweigungs­
punkt oder schließlich die Stelle oo, falls daselbst ein Verzweigungs­
punkt liegt, ist. Für B(z} Yf(z)) gilt dann in der Umgebung von z0 
eine Entwicklung:
( 2 ) R (*t VfÖi)) =  c_me - m +  c_m+1z ~ m + 1 +  -  -f c ^ z ' - 1 + ^  + +
Im allgemeinen treten keine Glieder mit negativen Exponenten von /  
auf; solche finden sich nur für die Umgebungen der in endlicher An­
zahl auftretenden Pole unserer Funktion.

Man kann nun auf Grund der Darstellung (2) sofort das Ver­
halten des Integrals der Funktion B(z}Yf(z)) in der Umgebung von 
z0 angeben:

J  Y fW )d z= J(c_ mz'-m + c_m+1z'-m+1-1----- \-c_1z~ l-\-c()-\-cxz-\---)dz'1
die Beziehung des Differentials dz' der „normalen Variabelen“ der Stelle 
z0 zum Differential dz stellt man in den vier Fällen (1) leicht fest. Liegt 
in der endlichen Stelle z0 kein Pol von B(z} YfW ), 80 ist auch das Integral 
als Funktion von z '1) im Punkte z0 analytisch, so daß eine singuläre Stelle des 
Integrales jedenfalls nur in einem Pole von B(z, Y (ftä ) °der an ê ner 
Stelle z0 — oo und damit nur an endlich vielen Stellen der F2 auftreten kann.

Was die Natur der singulären Stelle angeht, so kann nur ein 
Glied der Reihe bei der Integration ein nicht-algebraisches Glied, näm­
lich eines von der Gestalt C • log z', liefern. Man stellt leicht fest, daß 
der Koeffizient G von log z je nach dem vorliegenden Falle (1) die 
Bedeutung hat:

G =  c_1, G== — c1} C =  2c_2 , C = — 2 c2.

140 I, 1. Die elliptischen Integrale und ihre Normalgestalten erster Stufe

1) D ieser Zusatz is t  m it R ü ck sich t a u f d ie V erzw e ig u n g sp u n k te  erforderlich.
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Nehmen wir als selbstverständlich 0 = 0  für einen nicht-singulären 
Punkt hinzu, so ergibt der Vergleich mit der S. 37 aufgestellten Er­
klärung des „Residuums“ einer Funktion in einem einzelnen Punkte 
der Fj den Satz: 0  ist für jede Stelle der F2 direkt mit dem zugehörigen 
„Residuum“ der Funktion B(z, ]Vf[zj) identisch und soll demnach auch für 
das Integral als dessen zur Stelle z0 gehöriges „Residuum“ benannt iverden.

Wir ziehen sogleich eine Folgerung, welche aus dem ersten Re­
siduensatze (S. 38) mittelst einer Überlegung gewonnen wird, wie wir 
sie S. 90 für beliebiges Geschlecht p an den zweiten Residuensatz 
(S. 39) angeschlossen haben. Nach S. 88 ziehen wir zwei Quer­
schnitte Ql} Q3, die nicht gerade durch einen singulären Punkt unseres 
betrachteten Integrals hindurchlaufen sollen, und verwandeln unsere F2 in 
dieser Art in einen einfach zusammenhängenden Bereich. Eine Stelle z0 mit 
nicht-verschwindendem Residuum 0  soll ein „logarithmischer Unstetig­
keitspunkt“ des Integrals genannt werden. Das über den Rand der zer­
schnittenen Fläche erstreckte Integral (3) S. 38, also in unserem Falle:

2F t j R f a V m d z ,

stellt nach dem fraglichen Satze die Summe der Residuen aller log- 
arithmischen Unstetigkeitspunkte dar. Aber dies Integral, welches ja 
(vgl. S. 90) über die beiden Ufer des einzelnen Querschnittes im ent­
gegengesetzten Sinne zu erstrecken ist, hat dieserhalb den Wert 0. Es 
folgt: Beim einzelnen unserer Integrale ist die Summe der Besiduen aller 
logarithmischen Unstetigkeitspunkte gleich 0. Hiernach kann es insbeson­
dere kein Integral mit nur einem log ar itlimischen Unstetigkeitspunkte 
geben.

Was sonstige Glieder mit negativen Exponenten von z angeht, so 
prüft man die vier Fälle (1) leicht durch. Man findet: In der Entwick­
lung des Integrals treten Glieder mit negativen Exponenten von z stets und 
nur dann auf\ ivenn in der Reihenentwicklung für B(z, Yf{z)) Anfangs­
glieder „vor“ der den Logarithmus liefernden Potenz von z Vorkommen. 
Wir notieren insbesondere: Das Integral ist im Punkte z0 als Funktion 
von z analytisch, wenn je nach dem vorliegenden Falle (1) in der Entwicklung 
von B(z, VfJz)) das Glied c0 bzw. c2 z 3, c3z'$ oder ein noch späteres
das Anfangsglied liefeyt.

Da unsere unzersclmittene F2 einen mehrfach zusammenhängen­
den Bereich darstellt, so sind für das Verhalten der elliptischen Inte­
grale gegenüber geschlossenen Umläufen die S. 7 ff. entwickelten all­
gemeinen Prinzipien maßgeblich. Setzen wir ein Integral über einen 
geschlossenen Weg auf der F2, der nicht gerade durch einen singu­
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lären Punkt des Integrales läuft, fort, so kehrt das Integral, abgesehm 
von einer additiven Konstanten, zu seinen Anfangswerten am Schlüsse des 
Weges zurück. Ist diese additive Konstante von 0 verschieden, so heißt 
sie nach S. 7 eine „Periode“ des Integrales und der Weg ein „Peri­
o d en w eg Auf die hiermit berührten Verhältnisse gehen wir alsbald aus­
führlich ein. Hier nennen wir nur erst die Umkehrung: Eine Funk­
tion von z, welche auf der F2 in jeder Stelle, abgesehen von Polen und 
logarithmischen Unstetigkeitspunkten, analytisch ist1), und welche bei Fort­
setzung über irgendeinen geschlossenen Weg von einer additiven Konstanten 
abgesehen zu ihren Anfangswerten zurückkehrt, ist ein zur F2 gehörendes 
elliptisches Integral. In der Tat ist die Ableitung dieser Funktion nach 
z auf der F2 eindeutig und bis auf Pole überall analytisch, stellt also 
eine Funktion R (z, Vf(z)) dar.

Da es sich hier vorab nur um die Untersuchung der Integrale in 
bezug auf ihre möglichen singulären Punkte handeln soll, so ist es er­
laubt und im Interesse der Eindeutigkeit der zu betrachtenden Größen 
sogar geboten, die weiterhin zu benutzenden Integrationswege auf die 
durch zwei Querschnitte Qiy (¾ zerschnittene Fläche F2 zu beschränken, 
d. h. das Überschreiten eines der Querschnitte durch einen Integrationsweg 
einstweilen zu verbieten. Diese Vorschrift wird weiterhin noch eine Er­
gänzung finden müssen, welche sich auf die Integrale mit logarith­
mischen Unstetigkeitspunkten bezieht.

§ 6. Die drei Gattungen der elliptischen Integrale und die 
Elementarintegrale.

Die gesamten elliptischen Integrale unserer F2 teilen wir nun in 
drei „Gattungen“ ein: Zur ersten Gattung rechnen wir alle Integrale, 
welche auf der F2 überall analytischsind, zur zweiten Gattung gehören 
die Integrale, welche singuläre Punkte, jedoch nur Pole besitzen, die dritte 
Gattung bilden alle übrigen Integrale, deren einzelnes also mindestens zwei 
logarithmische Unstetigkeitspunkte aufweist. Zur Prüfung des analytischen 
Charakters hat man sich dabei stets einer Entwicklung nach Potenzen 
der betrefienden in (1) S. 140 gegebenen Variabelen z zu bedienen. Ein in 
diesem Sinne überall analytisches Integral wird bei Fortsetzung über 
die Fläche hin stets endlich bleiben: Ein Integral erster Gattung bezeich­
net man demgemäß auch als ein „überall endliches Integral“.

Ist nun u{z) irgendein Integral erster Gattung, so muß, wie wir 
schon feststellten, in der Umgebung von zQ die Ableitung von u nach

142 I, 1. Die elliptischen Integrale und ihre Normalgestalten erster Stufe

1) In einem  V erzw eigu n gsp u n k te  i s t  n atü rlich  h ier  und w e iterh in  w ied er  ge­
m ein t, daß d ie  F unktion  in  der zu geh ör igen  norm alen  V ariab e len  a n a ly tisch  sei.
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Das Integral erster Gattung 143

z  je nach dem vorliegenden Falle (1) S. 140 eine Entwicklung gestatten:

Hieraus ergibt sich, daß das Produkt dieser Ableitung und der Funk­
tion Y f ( e )  eine algebraische, auf der F2 überall analytische Funktion 
darstellt und also (vgl. S. 91) mit einer Konstanten a  identisch ist. 
Setzen wir noch eine Integrationskonstante b hinzu, so folgt: Jedes  
In teg ra l erster G a ttu ng  der F2 i s t  in  der G esta lt:

d a rs te llb a r ; es g ib t also im  wesentlichen, d. h. abgesehen von einer m u lti­
p lik a tiv e n  u n d  einer add itiven  K on stan ten , überhaupt n u r ein einziges I n ­
tegral erster G attu ng der F2:

Diese einzigartige Stellung des überall endlichen Integrales u begründet 
den Vorrang, der dieser Größe u  in unseren künftigen Entwicklungen 
zukommen wird, und die Existenz dieser einzigen Größe ist als eine 
grundlegende Tatsache der ganzen Theorie der elliptischen Funktionen 
anzusehen.

Um invariante Darstellungen der Integrale, welche wir ja an­
streben wollten (vgl. S. 118), vorzubereiten, führen wir an Stelle von z, 
wie S. 119, homogene Variabele ζΛ, z 2 ein und schreiben zur Abkürzung:

Hiermit ist ein „homogenes Differential zweiter Dimension“ gewonnen, 
welches, wie man leicht ausrechnet, sich bei Ausübung der homogenen 
Substitution (5) S. 119 so verhält:

d. h. die Substitutionsdeterminante D  als Faktor annimmt. Das Inte­
gral u selbst kleidet sich in die homogene Schreibweise:

sein Differential schreiben wir:

es ist wie u  selbst in den z lf z2 homogen nullter Dimension.
Um die Bedeutung dieses Differentials noch weiter aufzuklären, 

berechne man im einzelnen Punkte z 0 der F2 den Wert der Ableitung 
von u nach der zugehörigen in (1), S. 140 erklärten „normalen Varia-
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belen“ z . Deuten wir diesen Wert durch Anhängung des Index z0 an, 
so gilt je nach dem vorliegenden Falle (1), S. 140:

Der Wert dieser Ableitung ist stets endlich und von Nidl verschieden. 
Im ersten Falle ist nämlich z0 eine endliche, von einem Verzweigungs­
punkte verschiedene Stelle; im zweiten Falle ist a0 (der erste Koeffi­
zient von f(zj) von Null verschieden; im dritten Falle ist die Ableitung 
f'(z) von f(z) im Verzweigungspunkte zQ von Null verschieden; und im 
vierten verschwindet zwar a0, aber nicht ax. Nun ist die Bedeutung 
der Funktion z von z die, daß diese Funktion die „Umgebung“ der 
Stelle Zq der F2 (welche im Falle eines Verzweigungspunktes z0 zwei­
blättrig ist) auf eine schlichte Kreisfläche um den Mittelpunkt z =  0 
abbildet. Aus bekannten Sätzen über konforme Abbildung (vgl. S. 33) 
folgt demnach sofort weiter: Das Integral erster Gattung u(z) bildet 
ausnahmslos die Umgebung jeder Stelle z0 der Fläche F2 auf einen 
„schlichten“ Bereich um den Bildpunkt der u-Ebene ab.

Für die Umgebung der einzelnen Flächenstelle z0 hatten wir z' 
als die „normale Variabele“ bezeichnet (vgl. S. 140). Man sagt dabei 
von einer Funktion der Fläche F2, daß sie an der Stelle z0 ein end­
liches und von 0 verschiedenes Differential besitze, wenn ihre Ab­
leitung nach z daselbst endlich und von 0 verschieden ist. Das Diffe­
rential dz würde bei Weiterbildung dieses Sprachgebrauches in einem 
der vier Verzweigungspunkte, die wir der Kürze halber hier einmal alle 
im Endlichen gelegen annehmen wollen, einen Nullpunkt erster Ord­
nung, an der einzelnen Stelle oo einen Pol zweiter Ordnung bekommen. 
Beim homogenen Differential (z, dz) würden zwar diese beiden Pole in 
Fortfall kommen, aber die Nullpunkte in den Verzweigungspunkten be­
stehen bleiben. Auch hier hebt sich nun das hinfort als „Differential 
erster Gattung“ zu bezeichnende du, ganz besonders hervor, insofern es auf 
der ganzen Fläche Fs ausnahmslos endlich und nicht-verschwindend ist.

Indem wir uns den Existenzbeweis der folgenden Integrale durch 
wirkliche Herstellung derselben Vorbehalten, stellen wir jetzt für die 
zweite und dritte Gattung folgende Erklärung auf: MZs ein zur Stelle 
z — t gehöriges „Elementarintegral“ zweiter Gattung Z t bezeichnen wir ein 
Integral, ivelches nur an dieser Stelle der F2 einen Pol erster Ordnung hat 
und in der zugehörigen normalen Variabelen die Entwicklung gestattet:

als ein zu den beiden Stellen z =  t und z =  t0 gehöriges „Elementarinte- 
gral“ dritter Gattung P t t bezeichnen ivir ein Integral, welches als einzige
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singuläre Stellen zwei logcirithmische UnstetigJceitspunkte der Residuen 1 
und — 1 bei z = t bziv. z =  t0 aufweist und also in der zu z =  t gehören­
den normalen Variahelen z eine Entwicklung:

hei z = t0 eine entsprechende mit —lo g /  beginnende Entwicklung besitzt. 
Es ist einleuchtend, daß diese Integrale, wenn sie überhaupt existieren, 
nur erst bis auf ein beliebiges additives Integral erster Gattung (au h) 
eindeutig bestimmt sind.

Mit Rücksicht auf das Integral dritter Gattung Ptta ist die oben 
bereits angedeutete Ergänzung der Zerschneidung unserer R iem ann­
schen Fläche F2 auszuführen. Die bisherigen Querschnitte Qlf denken 
wir so gewählt, daß keiner von beiden durch t oder t0 hindurchläuft. 
Führt das Argument z einen geschlossenen Umlauf um die Stelle t der 
F2 im positiven Sinne aus, so wächst dabei der Integralwert um den 
Betrag 2 in  (vgl. S. 52), desgleichen bei einem Umlauf um t0 um den 
Betrag — 2in. Wir werden jetzt einfach im Innern der F2 eine sich 
seihst nicht überkreuzende Linie L t von t0 nach t ziehen, diese als Schnitt 
betrachten und bei den Änderungen von z ein überschreiten auch dieses 
dritten Schnittes verbieten. Insbesondere werden wir also, wenn wir 
Pt t als bestimmtes Integral zwischen den Grenzen z0 und z berechnen, 
die Integrationsbahn als eine Linie Lz wählen, die L t nicht über­
kreuzt. Dann ist in der zerschnittenen Fläche P tt eine eindeutige

*1*0 o

Funktion der Stelle z.
Für diese zu einer beliebigen Stelle t bzw. einem beliebigen 

Stellenpaare t, t0 gehörenden Elementarintegrale entwickeln wir nun 
einen gegenüber den linearen Substitutionen von z „invarianten“ Auf­
bau.1) Die Ableitung des Elementarintegrales Z t nach der normalen 
Variabelen z hat auf der F2 nur einen einzigen bei t gelegenen Fol, 
zweiter Ordnung; daraufhin wird der Differentialquotient:

eine zweiwertige algebraische Funktion der F2 mit einem Pole zweiter 
Ordnung an der Stelle t. Nach S. 138 ist eine solche Funktion durch 
Angabe der Stelle t, abgesehen von einer multiplikativen und einer 
additiven Konstanten, eindeutig bestimmt. Ist t zunächst endlich und 
kein Verzweigungspunkt, so gilt, falls im Punkte t der mit dem rich-

1) D ie' D arstellung der Integrale rü h rt von K le in  her; siehe dessen Ab­
handlung „Über hyperelliptische Sigm afunktionen“, Math. Ann., Bd. 27 (1886), 
S. 431.
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tigen Vorzeichen genommene Wert von Vf(z)  durch Yf i f )  bezeichnet 
wird, für die Umgebung dieser Stelle die Entwicklung:

während im anderen Blatte Vf{ß) die entgegengesetzten Werte hat. 
Hiernach wird:

eine erste zweiwertige Funktion gewünschter Art; denn sie wird außer 
bei z =  t (in einem Blatte) nirgends auf der F2 unendlich, auch nicht 
bei z =  oo. Die Hinzufügung einer multiplikativen und einer additiven 
Konstanten ändert Z t um einen von z unabhängigen Faktor bzw. nm 
ein additives Integral erster Gattung. Wir wollen den von 0 verschie­
denen Faktor \ Y f ( t )  und das additive Glied î f "( t ) hinzufügen und 
erhalten auf diese Weise die durch Φ (z, t) zu bezeichnende Funktion

Der besondere Vorteil dieser Funktion besteht darin, daß sie in z 
und t symmetrisch ist. Setzt man zur Abkürzung:

so berechnet man leicht:

und hat dann an Stelle von (9) die Darstellung:

wodurch mit Rücksicht auf die Gestalt von h(z, t) die Symmetrie von 
Φ(ζ, t) in beiden Argumenten ersichtlich wird.

Um den invarianten Charakter der Funktion (10) darzulegen, führen 
wir für z  die homogenen Variabelen zi: z% ein und spalten gleich auch 
t in den Quotienten der homogenen Größen tx, t2, für welche wir bei 
Beweglichkeit der Stelle t auf F2 dieselben Vorschriften geben, wie für 
die z 17 z% (vgl. S. 119). Erweitern wir den in (10) rechts stehenden 
Quotienten mit z\t\, so benutzen wir die Abkürzung:

und nehmen die Bezeichnungen z\ · f(z) = f 2, t\ · f(t) =  f t für die Formen 
wieder auf. Auf der anderen Seite bemerken wir, daß die doppelt qua­
dratische Form:
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einfach die ziveite Polare von f. nach t oder, was auf dasselbe hinaus- 
komnii, die zweite Polare von f t nach z darstellt:

Die Funktion Φ(ζ, t) als homogen von nullter Dimension in jedem der 
beiden Variabelenpaare wird von der Einführung der homogenen Va- 
riabelen nicht weiter getroffen; immerhin könnten wir, wenn Zähler 
und Nenner in (10) rechts homogen geschrieben sind, an Stelle von 
Φ(ζ, ί)  uns der Bezeichnung Φ. t bedienen:

Es ist nun vor allem wichtig, daß Φ (z, t ) auch dann eine zwei­
wertige Funktion mit einem Pole zweiter Ordnung in t bleibt, wenn t 
in einen endlichen Verzweigungspunkt (wir wollen einen solchen wieder 
mit e bezeichnen) oder in einen Punkt oo der F2 hineinrückt. Aus (9) 
folgt nämlich sofort:

nach S. 138 müssen wir hier in der Tat zu einer linearen Funktion von 
z gelangen. Andererseits folgt aus der homogenen Darstellung (11) von 
Φ(ζ, t), daß t =  oc, d. h. also i2 =  0, keine Ausnahmerolle spielen kann. 
In der Tat findet man denn auch aus (11), falls bei oo kein Ver­
zweigungspunkt liegt:

eine Funktion von z, die bei oo in dem Blatte, in welchem:

zutrifft, einen Pol zweiter Ordnung hat, im anderen aber endlich bleibt. 
Ist aber bei oo ein Verzweigungspunkt gelegen, d. h. ist a0 = 0, so gilt:

in Übereinstimmung mit dem Umstande, daß jetzt wieder eine lineare 
Funktion von z vorliegen muß: Φ (z, t) ist eine symmetrische Funktion 
zweier auf der F2 frei beweglichen Stellen, die bei Festhaltung der einen 
Stelle eine zweiwertige algebraische Funktion der anderen Stelle mit einem 
Pol ziveiter Ordnung an der festgehaltenen Stelle wird.

Man multipliziere nun Φ (z, t) mit dem Differential erster Gattung 
dut und integriere längs einer von z0 bis z laufenden, die Schnitte Q.
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und Q2 nicht überschreitenden Kurve, die zunächst den Pol t meiden 
soll. Das Integral:

ist, etwa bei variabel gedachter oberer Grenze z7 eine analytische Funk­
tion von z, die die Stelle t als einzigen singulären Punkt hat; und zwar 
muß, falls wir auf dem eingeschlagenen Wege wirklich zum Elementarinte­
grale zweiter Gattung gelangen wollen, bei t eine Entwicklung (7) S. 144 
vorliegen. Um das Verhalten des Integrales (12) bei t festzustellen, sei wieder 
zunächst t endlich und kein Verzweigungspunkt. Dann gilt für die Um­
gebung von t (vgl. (9) und die oben (S. 146) angegebene Entwicklung 
von

und damit folgt:

wo durch den Stern angedeutet sein soll, daß ein Glied mit (z — £)-1 
nicht auftritt. Hiernach ist:

für die vorliegende Stelle t unser zu konstruierendes Elementarintegral 
zweiter Gattung (7); die Integralgrenzen z0 und z haben wir am Sym­
bol Z  als obere Indizes angefügt.

Liegt zweitens t in einem endlichen Verzweigungspunkte, so gilt:

Die Entwicklung der rechten Seite in der Umgebung von e ist leicht 
durchgeführt und ergibt nunmehr in:

das Elementarintegral. Ebenso leicht beweist man die Formeln:

von denen die zweite oder erste gilt, je nachdem oo ein Verzweigungs­
punkt ist oder nicht.
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Aus der an Gleichung (6) angeschlossenen Betrachtung geht nun 
hervor, daß die vier in den Darstellungen des Elementarintegrales vor 
dem Integral auftretenden Faktoren die Werte des Differentialquotienten
— je für die Stellen t sind, wenn wir nach Vorschrift von (1), S. 140,
mit t' die jeweilige „normale Variabele“ bezeichnen. Wir gelangen also 
zu dem Ergebnis: Das Elementarintegral zweiter Gattung stellt sich in 
der oben konstruierten algebraischen Funktion Φ(ζ, t) durch die aus­
nahmslos gültige Formel dar:

Das Integral dritter Gattung P tt ist nun sehr leicht erledigt. Es 
besteht nämlich der Satz, daß das in (13) rechts stehende Integral eine 
algebraische Funktion von t oder, wenn wir z und t austau sehen, eine 
algebraische Funktion τοη z ist, und zwar eben diejenige Funktion, 
deren Integral Ptto liefert. Aus (9) folgt nämlich sofort:

wo wir der Bequemlichkeit halber t und t0 vorerst endlich denken.1)
Wir benutzen hierbei als Integrationsbahn die bereits oben (S. 145) 

eingeführte Linie L t, welche dann von einer sogleich weiter für z zu 
wählenden Integrationsbahn Lt ebensowenig wie die Querschnitte Qlf Q% 
überschritten werden darf.

In z stellt nun die rechte Seite der letzten Gleichung eine zwei­
wertige algebraische Funktion mit den beiden Polen erster Ordnung bei 
t und t0 dar, insofern sich die Pole, welche die beiden ersten Glieder, 
einzeln genommen, bei z =  oo haben, in ihrer Differenz aufheben. Mul­
tiplizieren wir jetzt mit duz und integrieren zwischen den Grenzen £0 
und z längs einer vorschriftsmäßig gewählten Linie L %f so ist:

in der Tat unser Elementarintegral dritter Gattung. Dasselbe ist näm­
lich als Funktion von z bis auf die Stellen t und t0 analytisch. In der 
Umgebung von t, falls dies eine gewöhnliche Stelle, d. h. kein Verzwei-

1) Mau beachte, daß im letzten Gliede rechts ein Integral zweiter Gattung 
mit dem Pole bei t =  oo steht. Dieser hebt sich aber gegen den Pol des ersten 
Gliedes bei t = oo fort, da ja die Gleichung des Textes ein Integral zweiter Gat­
tung in t mit einem bei z gelegenen Pole darstellt.
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150 I, 1. Die elliptischen Integrale und ihre Normalgestalten erster Stufe

gungspunkt, ist, wird das Integral (14) abgesehen von dem Gliede 
log {z — t) der Entwicklung analytisch. Dieselbe Aussage gilt für die Um­
gebung eines Verzweigungspunktes t =  e, abgesehen von dem Gliede 
log ]/z — e. Auch die Umgebung von t0 wird man entsprechend leicht 
erledigen. Auf den Fall, daß t =  oo (oder t0 =  oo) zutrifft, brauchen wir 
nicht besonders einzugehen, da die Stelle oo infolge des invarianten Aufbaus 
des Integrales (14) keine Sonderrolle spielt: Das unter Angabe der Grenzen 
durch P*>*° zu bezeichnende Elementarintegral dritter Gattung stellt sich 
mittelst der oben konstruierten Funktion Φ(ζ, t) in der Gestalt (14) dar, 
d. h. ausführlich geschrieben:

oder in homogener Gestalt:

Man bezeichnet z und z0 als die „Argumenteu, t und tQ als die „Para­
meteru dieses Integrals und überträgt diese Bezeichnung auch auf das 
Integral zweiter Gattung (13). Das Doppelintegral (14) gestattet übrigens 
Umänderung der Reihenfolge der beiden Integrationen1); es gilt also, 
wenn wir gleich noch die Symmetrie von Φ in z und t benutzen:

Das rechts stehende Integral ist nach (14) aber P ‘̂ a2· Das Elementar- 
integral dritter Gattung bleibt unverändert beim Austausch der Argumente 
und Parameter2) :

Differenziert man die vorletzte Gleichung nach t, indem man sich 
etwa gleich des Differentials dt' der normalen Variabelen t ’ der ein­
zelnen Stelle bedient, so folgt:

Aus (13) folgt also: Die Differentiation des Elementarintegrals dritter

1) Man vg l. e tw a O s g o o d ,  S. 307, 7. Satz. D ie  V orb ed in gu n gen  d ieses  
Satzes sind im  T ex te  erfü llt, da für zw ei a u f L t bzw . L z b e w e g lic h e  A rgum ente  
t  un d  z  d ie  F unktion  Φ(ζ, t) s te t ig  is t  und b e i fe stg eh a lten em  ein en  A rgum ent  
e in e  a lgeb raische F u n k tion  der anderen liefert.

2) W ir kom m en au f d iesen  Satz in  § 8 nochm als zurück.
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Aufbau aller Integrale in den Elementarintegralen 1 5 1

Gattung P zt,z° nach dem Parameter t liefert das Elementarintegral zweiter 
Gattung Z zt'*° des Parameters t in der Gestalt:

Wir kommen jetzt noch einmal auf ein beliebiges Integral:

unserer F2 zurück und wollen einen additiven Aufbau desselben aus 
einer algebraischen Funktion, dem Integral erster Gattung und den be­
trachteten Elementarintegralen der zweiten und dritten Gattung durch­
führen. Mögen beim Integral (17) zunächst n logarithmische Unstetig­
keitspunkte der Residuen C1} G2, . . ., Cn an den Stellen tt , t2, . . ., tn 
vorliegen. Wir nehmen dann irgendeine von den bisherigen verschiedene 
Stelle t0 hinzu und bilden das Aggregat:

das übrigens an der Stelle t0 infolge des Verschwindens der Residuen­
summe (vgl. S. 141) keinen neuen logarithmischen Unstetigkeitspunkt 
bekommt. Die Differenz:

liefert ein Integral, das an singulären Punkten höchstens noch Pole 
aufweist. Findet sich an der Stelle s ein Pol vteT Ordnung, so beachte 
man, daß in:

eine Funktionenreihe vorliegt, in der das erste Glied ein Integral, die 
übrigen Glieder algebraische Funktionen sind; dabei weisen diese Funk­
tionen allein an der Stelle s der F2 Pole auf, und zwar der Ordnungen 
1, 2, 3, . . ., v. Man kann daraufhin ein Aggregat:

mittelst konstanter Koeffizienten B  derart auf bauen, daß der Abzug 
dieses Aggregates vom Integral (18) den Pol bei s gerade weghebt. 
Verfahren wir in dieser Weise mit allen Polen von (18) (die endliche 
Anzahl derselben sei gleich m), so restiert schließlich ein überall end­
liches Integral {Au -f- A'). Die Konstante Ä  und alle algebraischen 
Bestandteile ziehen wir in R1(z,yf(z))  zusammen und gelangen so zu 
dem Ergebnis: Jedes Integral (17) unserer F, läßt sich aus einer alge-
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152 I,1. Die elliptischen Integrale und ihre Normalgestalten erster Stufe

braischen Funktion, dem Integral erster Gattung und den Elementarinte­
gralen zweiter und dritter Gattung in der nachfolgenden Gestalt aufbauen:

§ 7. Die zur ersten Stufe gehörenden Normalgestillten der 
Integrale der drei Grattungen.

Während bei den Entwicklungen von § 6 auf Wahrung des all­
gemeinen invarianten Charakters der Formeln Gewicht lag, soll jetzt die 
Verzweigungsform in ihrer zur ersten Stufe gehörenden Gestalt bevorzugt 
werden. Wir gelangen so zu den Normalgestalten erster Stufe für die Inte­
grale; man nennt sie auch die „W eierstraßschen Normalintegrale", da 
W eierstraß  diese Integralgestalten in seinen Vorlesungen zugrunde 
legte (vgl. S. 117).

Als „Normalintegral erster Gattung erster Stufe" benutzen wir 
hinfort: 

d. h. wir legen die untere Grenze im Verzweigungspunkte bei z =  ∞  fest.
Als „Normalintegral zweiter Gattung erster Stufe“ bezeichnen wir 

das folgende:

wobei die untere Grenze einstweilen unbestimmt bleibe. Das Besondere 
ist also, daß wir jetzt nur das eine Integral mit dem Pole im Punkte ∞
zulassen. Nach den Formeln von S. 147 u.f. ist die Beziehung zum Ele­
mentarintegral Z∞ einfach durch:

festgelegt. Übrigens liefert die auf (13) S. 149 folgende Formel bei 
Austausch der Bezeichnungen z und t für die erste Stufe:

Hieraus ergibt sich mit Rücksicht auf (13) S. 149 eine Darstellung des 
Elementarintegrales zweiter Gattung Z zt'z° mit beliebigem „Parameter“ t durch 
das Normalintegral zweiter Gattung erster Stufe (2) in der Gestalt:
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Die Normalintegrale erster Stufe 153

unter Hinzunahme einer zweiwertigen algebraischen Funktion. Diese Re­
duktion des Integrales zweiter Gattung mit beliebigem „Parameter“ t 
auf das Integral mit t — oo rechtfertigt die Beschränkung auf dieses 
Normalintegral (2).

Als „Normalintegral dritter Gattung erster Stufe“ benutzt man ge­
legentlich das folgende:

mit der Bedingung, daß t kein Verzweigungspuukt sein soll; die untere 
Grenze soll wieder unbestimmt bleiben. Hier liegt also die Besonder­
heit vor, daß das Integral in zwei übereinander liegenden Stellen der 
Fläche F2 logarithmische Unstetigkeitspunkte hat, und zwar solche der Re-
sidua H— 4=r·Vf(t)

Um die Beziehung des Integrales (5) zu dem Elementarintegrale 
P*>*° des vorigen Paragraphen klarzulegen, entnehmen wir von S. 149 
die Gleichung:

multiplizieren mit duz und integrieren zwischen den Grenzen z0 und z, 
wodurch wir erhalten:

Hindurch ist also das links stehende Elementarintegral, abgesehen von 
einem logarithmischen Gliede und einem Integral erster Gattung, mittelst 
der beiden zu t und t0 gehörenden Integrale (5) dargestellt. Diese Glei­
chung bleibt auch in dem Falle brauchbar, daß t0 oder t oder beide 
Stellen zugleich in endliche Verzweigungspunkte rücken; so gilt z. B. 
für t0 — ef und t = ek die nachfolgende einfache Darstellung des Ele­
mentarintegrals:

Dagegen wird die Gleichung (6), welche ja nicht mehr den Charakter 
der Invarianz hat, unbrauchbar, falls einer der logarithmischen Un- 
stetigkeitspunkte des darzustellenden Elementarintegrals in den Ver­
zweigungspunkt oo fällt. Wird z. B. t0 =  oo gesetzt, so werden die 
beiden letzten Glieder der rechten Seite von (6) unendlich. Allerdings
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kann man hier sofort (mittelst funktionentheoretischer Betrachtung) den 
Ansatz:

P;:: - i log ( - 1,) + VW) +
bilden, wo A  eine von z und z0 unabhängige Größe ist. Man kann A  
etwa in der Weise bestimmen, daß man die letzte Gleichung für z0 = ei7 
z — spezialisiert (wobei A  unberührt bleibt), die Gleichung (7) aber 
für z0 =  oo, z =  t. Dann werden die linken Seiten zufolge des Satzes 
von der Vertauschbarkeit der Argumente und Parameter (S. 150) bei den 
in § 6 konstruierten Elementarintegralen dritter Gattung einander gleich, 
und die Gleichsetzung der rechten Seiten liefert für A  die freilich nicht 
ganz einfache Bestimmungsgleichung:

2 mV ei ■ A  =  -  u1’* ■ 2 ZV ei -  i  Yf(t)  • 2 n y  \ .

Die hier auftretenden, doppelt genommenen Integrale zwischen 
Verzweigungspunkten als Grenzen:

2 mV 5-, 2 ZV U, 2J7e*’e,1 t
haben die Bedeutung von „Perioden“ dieser Integrale, zu deren Be­
trachtung wir uns jetzt wenden.1)

§ 8. Die Perioden der elliptischen Integrale und die zwischen 
ihnen bestehenden Relationen.

Die Riemannsche Fläche F2 wurde S. 85 unter Verzicht auf Kon­
formität der Beziehung durch stetige Umformung in die Oberfläche 
eines Kreisringes verwandelt. Letztere wurde durch die beiden in 
Fig. 21, S. 88 gewählten Querschnitte und in einen einfach zu­
sammenhängenden Bereich zerschnitten und konnte durch eine weitere 
stetige Umwandlung in das Viereck der Fig. 22, S. 89 umgeformt 
werden. Hier sind je die beiden Ufer des einzelnen Querschnittes zu 
zwei gegenüberliegenden Viereckseiten geworden; je zwei homologe 
Punkte des einzelnen Seitenpaares liefern also ein und denselben Punkt 
der F2.

Wir müssen zunächst darauf hinweisen, daß die hier vorgenommene 
Zerschneidung eine spezielle ist. Es ist wünschenswert, sich ein Bild

1) An die D arstellung (19) S. 152 eines beliebigen elliptischen Integrales der 
F2 könnten w ir je tz t eine D arstellung durch die beiden N orm alintegrale u  und Z 
und ein A ggregat von Integralen JJt anreihen, zu denen dann noch ein algebra­
isches Glied und ein A ggregat logarithm ischer Glieder der im Texte hervorge­
tretenen Bauart hinzukäm en. Doch h a t diese D arstellung eines beliebigen In te­
grales der F2 w esentlich infolge der hinzutretenden logarithm ischen Glieder nicht 
die Einfachheit der D arstellung (19) S. 152.

154 I, 1. Die elliptischen Integrale und ihre Normalgestalten erster Stufe
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Herstellung des allgemeinsten Querschnittsystems 155

von der möglichen Verallgemeinerung zu machen. Zu diesem Zwecke 
sei jetzt Qx eine ganz beliebige geschlossene reguläre Kurve auf der 
F2, die sich selbst nicht überkreuzt und (um ein rechtes und linkes 
Ufer unterscheiden zu können) mit einem gewissen Richtungssinne zu 
durchlaufen ist. Von dem Verlauf einer solchen Kurve Qx kann man 
sich auf der F2 selbst keine recht anschauliche Vorstellung bilden, und 
auch die Ringfläche bietet hier noch keine recht befriedigende Grund­
lage. Dagegen ist das Bild der Kurve Ql im Viereck der Fig. 22 ein 
sehr anschauliches; Q1 liefert hier irgendeine Anzahl getrennt ver­
laufender, das Viereck durchsetzender Linienstücke, die einen Richtungs­
sinn haben und in der Art Zusammenhängen, daß beim Erreichen einer 
Seite des Vierecks das nächstfolgende Kurvenstück im homologen 
Punkte der Gegenseite beginnt. Die Kurvenstücke liefern hierbei eine 
ringförmig geschlossene Kette. Umgekehrt liefert jede Kette von 
Kurven stücken dieser Art, die unser Viereck, ohne sich zu überkreuzen, 
durchsetzt, eine brauchbare geschlossene Kurve Qx auf der F2. Zur Er­
läuterung ist in Fig. 26 eine solche aus drei Kurvenstücken bestehende 
Kette gezeichnet; die das Viereck durchziehenden punktierten Geraden 
sollen die Zuordnung der Randpunkte veranschaulichen.

Um nun Qx als Querschnitt zu benutzen, zerschneiden wir das 
Viereck längs der von Qi gelieferten Kurvenstücke in eine gewisse 
Anzahl von Flächenstücken und legen sodann diese in dej Art anein­
ander, daß je zwei homologe Stücke von Gegenseiten 
des Vierecks zur Deckung kommen. Es bleibt dann* 
freilich (wie man sich am Beispiele der Fig. 26 und 27 
klar machen wolle1)) ein Paar homologer Seitenstücke 
noch offen (in Fig. 27 die beiden geraden Stücke 
oben und unten). Doch können wir diese beiden Stücke 
durch Zusammenbiegen des 
gewonnenen Gebildes zu einem 
im Raume gelegenen Ringe 
auch noch zur Deckung 
bringen. Dieser Ring hat dann, 
wie die Mantelfläche eines Zy­
linders zwei Ränder, welche 
den Ufern unseres Querschnitts Qx entsprechen. Dabei sind die Punkte 
dieser beiden Ränder eindeutig und stetig einander zugeordnet, nämlich

1) V on den  b e id en  das Innere der F ig . 27 du rch setzen d en  gekrüm m ten  Schn itten  Qi 
und Qi seh e  m an  zu nächst ab. D ie  b e id en  sich  sen k rech t kreuzenden punktierten  
G eraden der F ig . 27 rühren  vom  R an de des V iereck s der F ig . 26 her; d ie e in getragen en  
N um m ern der F lä ch en stü ck e  en tsp rech en  den in  F ig . 26 a n gegeb en en  Num m ern.
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als gegenüber liegende Uferpunkte von Q1 auf der F2 oder auch als je 
zwei Randpunkte, die einen und denselben Punkt der unzerschnittenen 
F2 liefern.

Wir gewinnen nun leicht ein anschauliches Bild über die jetzt 
noch möglichen zu Qx „konjugierten“ Schnitte Q2. In Fig. 27 ist ein 
erster Querschnitt Q2 dieser Art von einem rechtsseitigen Uferpunkte 
des Schnittes Q1 nach dem entsprechenden linksseitigen Punkte durch 
den Ring hindurchgelegt. Würden wir jetzt Fig. 27 längs Q2 zer­
schneiden und die beiden Stücke so aneinanderlegen, daß die beiden 
Fig. 27 oben und unten begrenzenden Geradenstücke zur Deckung 
kommen, so hätten wir damit die F2 in dasjenige ebene Viereck stetig 
deformiert, welches den beiden neuen Querschnitten Qx und Q2 ent­
spricht. Homologe Punkte der Gegenseiten sind dabei natürlich wieder 
einander zugeordnet.

Jetzt ist es nur noch ein Schritt, um das allgemeinste Querschnitt­
system der F2 anschaulich zu erfassen. Wir können nämlich noch an 
Stelle von Q2 einen Schnitt Q'2 treten lassen, indem wir aus Q2 ein 
inneres Stück herausnehmen und statt dessen eine Anzahl von Um­
läufen um den vorhin aus Fig. 27 hergestellten Ring in der einen oder 
anderen Richtung einhängen. So entsteht der in Fig. 27 punktiert an­
gedeutete Querschnitt Q2, indem wir einen solchen Umlauf einhängen. 
Man mache sich an der Figur deutlich, daß es sich dabei um einen 
Umlauf handelt, der auf der F2 aus der geschlossenen Kurve Ql durch 
stetige Verschiebung hervorgeht. Solche durch stetige Verschiebung in­
einander überführbare geschlossene Wege sind für unsere Zwecke äqui­
valent. Somit geht jeder beliebige Schnitt Q2 aus dem zuerst ge­
wählten Q2 einfach dadurch hervor, daß wir diesem Wege Q2 eine Anzahl 
mit -\- Qx oder — (¾1) äquivalenter Wege einhängen.

Wir können nun, genau wie dies vorhin in Fig. 26 geschah, den 
Bereich der Fig. 27 durch jeden beliebigen Schnitt Q2 in eine An­
zahl von Streifen zerschneiden und diese dann (Übergang von Fig. 26 
zu Fig. 27) durch Aneinanderfügen homologer Stücke der beiden Fig. 26 
oben und unten berandenden Gegenseiten wieder zusammenfügen. So 
gelangen wir endlich zu einem Viereck, dessen Gegenseiten von den Schnitt­
ufern des jetzt ganz beliebig gewählten Schnittsystems Qx, Q2 herrühren. 
Es braucht übrigens kaum noch hinzugesetzt zu werden, daß wir auch 
dieses Schnittsystem auf F2 noch irgendeiner ohne Zerreißen vor sich 
gehenden stetigen Verschiebung unterwerfen dürfen, ohne daß dasselbe 
an seiner Brauchbarkeit einbüßt.

1) W ir sprechen von ein em  W e g e  -f- Qt oder — Qx, j e  nachd em  w ir  Qx im  
ursp rü nglich en  R ich tu n gssin n e oder d iesem  e n tg e g en g ese tz t  durchlaufen .

156 I, !• Die elliptischen Integrale und ihre Normalgestalten erster Stufe
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Das allgemeinste Querschnitt-System der Riemannschen Fläche 157

Wollen wir uns ein die gegenseitige Anordnung und den Rich- 
tungssinn der beiden Querschnitte Qi} Q2 betreffendes schematisches Bild 
machen, so bedienen wir uns der Fig. 28, welcher die ursprüngliche 
zweiblättrige Fläche F2 zugrunde liegt. Soll 
jedoch für ein auf die zerschnittene Fläche 
beschränktes z eine Integrationsbahn L , von 
z0 nach z veranschaulicht werden oder bei 
den Integralen dritter Gattung ein von t0 
nach t ziehender Schnitt Lt neben den bis­
herigen Qi} Q.2 zugefügt werden, so bedienen 
wir uns besser der schematischen Fig. 29, in welcher die in ein Viereck 
deformierte F2 zugrunde gelegt ist.

Für die Untersuchung der Vieldeutigkeit der elliptischen Integrale 
auf der dreifach zusammenhängenden Riemannschen Fläche F2 sind 
nun die allgemeinen S. 4 ff. entwickelten Prinzipien 
maßgeblich. Ist ζλ einer der beiden geschlossenen Wege 
Qx, Q2 auf der F2, so wird sich ein vorgelegtes In­
tegral bei Fortsetzung über Qi bis auf eine additive 
Konstante Slit die wir eine „Periode“ des Integrals nennen, 
reproduzieren. Nehmen wir für die über gegebene Kurven 
erstreckten bestimmten Integrale eine oben (S. 7 ff.) Fig. 2 9 .

gebrauchte Bezeichnungsweise wieder auf, so wird hiernach die Periode 
^  durch:

erklärt werden können, wobei wir durch das Vorzeichen bei +  Qi noch 
ausdrücklich hervorheben wollen, daß die Integration den Richtungs­
sinn des Weges befolgen soll. Der bequemen Ausdrucksweise halber 
nennen wir die „erste“ und i i2 die „zweite“ Periode des fraglichen 
Integrales.

Beschränken wir die obere Grenze des Integrales auf die durch 
Ql und Q2 zerschnittene Fläche, so ist in dem damit gegebenen ein­
fach zusammenhängenden Bereiche das Integral, falls es der ersten oder 
zweiten Gattung angehört, als eindeutige Funktion seiner oberen Grenze 
erklärt. Die Integrale dritter Gattung betreffend haben wir Fig. 29 
gleich so vorbereitet, daß sie für die Untersuchung der Elementarinte­
grale paßt. Kommen mehr als zwei, etwa v logarithmische Unstetig­
keitspunkte t der Residuen C0, Clf . . ., Cv_x vor, so wolle man iu der 
durch Qly Q2 zerschnittenen Fläche das Integral über einen geschlossenen 
Umlauf um alle v Punkte t führen. Ohne Änderung des Integralwertes 
können wir diesen Umlauf, wie Fig. 30 darlegt, auf v kleine Kreise
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und eine Reihe dazwischen liegender Integrationswege zusammen­
ziehen, welche letztere je zweimal in entgegengesetzten Rich­
tungen zu durchlaufen sind. Die Integral werte, welche von 
diesen letzteren Wegen herrühren, heben sich also auf, während 
die v Kreise einzeln die Integralwerte 2inC 0, 2 i%Gx, . . ., 
2iitCv_x liefern. Das Gesamtintegral ist zufolge des Satzes vom 
Verschwinden der Residuensumme (vgl. S. 150) gleich Null. 
Wenn wir demnach (entsprechend dem Schnitte Lt in Fig. 29) 
jetzt wieder einen Schnitt Lt von t0 über tx, t2 . . .  bis tv_1 

ziehen und solcherart unsere bereits längs Qx und Q2 zerschnittene 
Fläche nun freilich wieder in einen „zweifach“ zusammenhängenden 
Bereich verwandeln, so ist doch gleichwohl im letzteren unser betrach­
tetes Integral dritter Gattung wieder eine eindeutige Funktion seiner 
oberen Grenze.

Für die so aus dem einzelnen elliptischen Integrale gewonnene, 
im beschränkten Bereiche eindeutige Funktion besteht nun nach S. 7 
der Satz, daß dieselbe in gegenüberliegenden Uferpunkten des einzelnen 
Schnittes eine Wertdifferenz hat, die längs dieses Schnittes konstant 
bleibt. Als „Wertdifferenz längs eines Querschnittes“ wollen wir immer 
den Überschuß des „rechtsseitigen“ über den „linksseitigen“ Integral­
wert bezeichnen. Bei dem Schnitte L t müssen wir die durch die 
Punkte tx, t2, . . ., t y_2 abgeteilten Stücke Lff\ L f \  . . ., L f ~ X) unter­
scheiden. Mittelst der Fig. 28 ff. zeigt man alsdann für das in (1) 
betrachtete Integral leicht den Satz: Die Wertdifferenz längs Qx ist 
— i l2, die längs Q2 aber -f i l x; und falls die dritte Gattung vorliegt, ist 
die Wertdifferenz längs Lf) gleich

158 I) 1· Die elliptischen Integrale und ihre Normalgestalten erster Stufe

Wir wollen jetzt sogleich die Verzweigungsform erster Stufe zu­
grunde legen, übrigens aber (was wir doch hervorheben wollen) vor­
erst noch an einem beliebigen Querschnittsystem festhalten. Für die 
Normalintegrale u und Z benutzen wir fortan die besondere Schreib­
weise der Perioden:

woraus sich übrigens zufolge (4) S. 152 für das besondere durch (13) 
S. 149 gegebene Elementarintegral Z t die beiden Perioden · Vi ergeben.
Für das Elementarintegral dritter Gattung schreiben wir:
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Grundlegende Sätze über die Perioden 159

als Bezeichnung der Perioden und merken übrigens an, daß die Wert­
differenz längs L t für dieses Integral — 2 in  ist.

Ein erster wichtiger Satz ist nun der folgende: Von den Perioden 
g>j , g>2 des Integrals erster Gattung Icann keine gleich Null sein. Wären 
nämlich beide gleich Null, so wäre u auf der unzerschnittenen F8 ein­
deutig und überall analytisch, also mit einer Konstanten identisch.

2 i i t u

Wäre aber nur ω2 von Null verschieden, so würde man in e ω* auf 
dieselbe Art eine Konstante erkennen.

Zur Gewinnung von Beziehungen zwischen den Perioden zweier 
Integrale kann man so gelangen. Der geschlossene Rand C des aus 
F„ durch Zerschneidung längs und Q2 entstehenden einfach zu­
sammenhängenden Bereiches setzt sich (vgl. Fig. 28 u. 29) zusammen 
aus dem linken Ufer von -j- Q2 (wir wollen für dieses in der Richtung 
von (¾ zu durchlaufende Ufer -f- Q2 schreiben) und den entsprechend 
zu bezeichnenden Wegen -f- — Qr2, — Q[- die Schnittufer sind dabei
in der Richtung beschrieben, daß der Umlauf längs des Randes C des 
Bereiches im „positiven“ Sinne vorliegt. Ein in dieser Richtung über 
den Rand C erstrecktes Integral läßt sich demnach so zerlegen:

wofür wir auch schreiben können:

Sind nun Fl(z) und F2{z) irgend zwei auf der nötigenfalls auch 
noch mit einem oder zwei weiteren Schnitten L t versehenen Fläche ein­
deutig erklärte Integrale1), deren durch (1) erklärte Perioden und 
Sl'! seien, so läßt sich das Integral:

fF ,( . ) d F ,0 )
(C)

auf Grund der Regel (4) leicht berechnen. Da nämlich dF^{z) alge­
braisch und also längs beider Ufer von Qi gleich ist, so kann man in 
(4) rechts die beiden ersten Integrale zusammenziehen in ein längs 
-f Q2 zu erstreckendes Integral des Produktes von dF1[z) und dem Uberschuß 
— Ώ ” der linksseitigen Werte F2(z) über die rechtsseitigen. Es folgt damit:

1) Einen zu Fx(z) gehörenden Schnitt L  würden wir übrigens entbehren 
können, da von Fl (z) sogleich nur das Differential dFx{z) verwendet wird.
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Indem man das dritte und vierte Integral in (4) rechts genau so be­
handelt, gewinnt man als Ergebnis:

Der links stehende Integral wert bleibt nun unverändert, falls wir 
die Integrationskurve C stetig und ohne Zerreißen innerhalb der zer­
schnittenen Fläche zusammenziehen; nur dürfen wir sie dabei nicht über

d F  ( z )eine singuläre Stelle von F2(z) oder hinwegschieben, unter z
die „normale“ Variabele (vgl. S. 140ff.) verstanden. Es eröffnet sich da­
mit eine zweite Berechnungsart des Integrales (5), welche wir sogleich 
in den verschiedenen wichtigen Spezialfällen darlegen.

Als erstes Beispiel wählen wir Ft (z) = u , F2(z) = Z t; die Glei­
chung (5) nimmt die besondere Gestalt an:

Hier können wir C auf einen unendlich kleinen, im positiven Umlauf­
sinne um den Pol von Zt zu beschreibenden Kreis zusammenziehen, 
längs dessen Peripherie:

gilt. Das Integral hat demnach einfach den Wert ·2 ίτΐ, und es er­
gibt sich der Satz: Zwischen den Perioden (2) der Normalintegrale 
erster und zweiter Gattung von der ersten Stufe bestellt die Gleichung:

welche man als die „Legendresche Belationu bezeichnet.1)
Setzen wir zweitens F1(z) =  u und wählen als F 2(e) ein 

Elementarintegral Pt,t0 (vgl. (8), S. 145), also nicht notwendig 
das besondere in (14) S. 149 gegebene Pt so ist:

Hier können wir C auf den in Fig. 31 skizzierten Weg zu­
sammenziehen, der sich aus zwei unendlich kleinen Kreisen um t0 
und f  sowie zwei längs der Ufer von L t verlaufenden Wegen 
zusammensetzt. Die Kreisintegrale verschwinden mit verschwin­

denden Radien. Es gilt nämlich zufolge (8) S. 145 z. B. für den Kreis um t :

1) In L egen dres „Traite des fonctions elliptiques“ Bd. 1, S. 62 ff. hat die 
Relation eine wesentlich andere, im zweiten Abschnitte zu besprechende Gestalt.
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wo nur das erste Glied der Klammer eine Bemerkung erfordert. Setzt 
man z '= r e 9i, so ist das über den Kreis genommene Integral:

dessen Verschwinden für lim r — 0 man sofort erkennt. Es bleiben 
somit nur die beiden Integrale längs der Ufer von L r Da aber die 
Wertdifferenz von Ptjta längs Lt gleich — 2in  ist, so folgt als Integral­
wert:

to

wenn wir wie oben die Integralgrenzen als obere Indizes anschreiben. 
Für die Perioden ωη ω2 und diejenigen des Elementarintegrales Pt,to dritter 
Gattung besteht die Relation:

wo für das rechts stehende Integral erster Gattung L t als Integrationsbahn 
gilt.

Wir bilden weiter aus (5) den Ansatz:

hierbei wollen wir unter den P  irgendwelche Elementarintegrale dritter 
Gattung verstehen, d. h. es können entweder direkt die durch (14) S. 149 
gegebenen Integrale sein, oder sie können von diesen auch durch irgend­
welche additiven Integrale erster Gattung abweichen. Hier darf man 
C zusammenziehen auf eine nach Art von Fig. 31 um L t herumlaufende 
Kurve und zwei unendlich kleine Kreise um die Pole erster Ordnung 

d P s l
von —̂ 4 “· Die erste Bahn liefert, was man wie im vorigen Beispiele 
leicht feststellt:

Für die beiden Kreise um s und s0 findet man (vgl. (8) S. 145), falls z0 
die untere Grenze von Pt,t0 ist:

Es ergibt sich somit: Für irgend zwei Elementarintegrale dritter Gattung 
P, Pt t und ihre Perioden besteht die Relation:

F rick e: Elliptische Funktionen. I?d. 1
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Letzten Endes betrachten wir noch den Ansatz:

Hier dürfen wir die Kurve G auf drei unendlich kleine Kreise um die 
Stellen s, t und t0 zusammenziehen. Die Auswertung der drei Integrale 
ist durch die bisherigen Methoden zu leisten und ergibt:

wo im ersten Gliede rechter Hand der Wert der Ableitung von P t)ta 
im Punkte s gemeint ist. Das Resultat können wir in die Gestalt 
kleiden:

Während nun hier Zt immer das besondere Integral (13) S. 149 ist, 
verstehen wir bisher unter Pt>to irgendein Elementarintegral dritter 
Gattung (vgl. (8) S. 145). Wählen wir jetzt das besondere Integral (14) 
S. 149, so wird die linke Seite der letzten Gleichung:

dieser Ausdruck ist aber wegen (13) S. 149 mit Rücksicht auf die Sym­
metrie von Φ(β, t) in beiden Argumenten gleich 0, so daß für die Peri­
oden des Integrals (14) S. 145:

gilt. Ziehen wir noch die Relation (7) heran, so sind die Silf be­
rechenbar. Mit Benutzung der Legendreschen Relation (6) findet man: 
Die Perioden des besonderen durch die Gleichung (14) S. 145 gegebenen 
Elementarintegrals dritter Gattung lassen sich durch die Perioden des 
Normalintegrals zweiter Gattung und das Integral erster Gattung so dar­
stellen:

wo das rechts stehende Integral längs der Linie L t zu erstrecken ist.

§ 9. Die transzendent normierten Integrale zweiter und dritter
Gattung.

Ein Elementarintegral zweiter oder dritter Gattung ist durch seinen 
bzw. seine beiden singulären Punkte nur erst bis auf ein additives In­
tegral erster Gattung bestimmt. Wir können dieses letztere Integral in
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einer und nur einer Weise so wählen, daß die zweite Periode des in 
dieser Art abgeänderten Integrales verschwindet. Das so zu gewinnende 
Integral soll als ein „transzendent normiertes Elementarintegral“ bezeich­
net werden, im Gegensatz zu den „algebraisch normierten“ Integralen 
von § 7.

Bei der zweiten Gattung halten wir an dem besonderen Integrale (13) 
S. 149 als dem zuerst gegebenen Z z''° fest. Das transzendent normierte, 
durch Angabe von t eindeutig bestimmte Elementar integral Z\'z° unserer 
zerschnittenen Fläche Fg1) ist dann einfach durch:

gegeben, und seine Perioden sind:

wie man mit Hilfe von (6) S. 160 leicht feststellt.
Bei der dritten Gattung knüpfen wir wieder an ein beliebiges Inte­

gral P Z’J° an. Das transzendent normierte, durch Angabe von t und t0 
eindeutig bestimmte Elementarintegral P Z'J° unserer zerschnittenen F2 ist 
dann:

und seine Perioden sind:

wie unter Benutzung von (7) S. 161 leicht folgt.
Man bilde nun die Gleichung (8) S. 161 für die beiden transzen­

dent normierten Integrale F t, t0 und P,t v  Dann sind die beiden Perioden 
£l2,>o) und gleich 0, so daß aus (8) S. 161:

folgt: Für das transzendent normierte Integral dritter Gattung gilt der 
„Satz von der Vertauschbarkeit der Argumente und Parameter“ (s. S. 150). 

Dieser Satz bleibt erhalten für alle Integrale:

unter C eine von z und t unabhängige Konstante verstanden, und, wie 
man leicht zeigt, auch nur für diese. Für das besondere Integral (14) 
S. 149 galt der fragliche Satz der Vertauschbarkeit, so daß sich dieses

1) Man b ea ch te  w oh l, daß d ie  transzen dente N orm ierun g sich  au f d ie  A us­
w ah l des Q uersch n ittsystem s Q2 stü tzt.

11
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Integral unter den in (6) dargestellten finden muß. 
Perioden des Integrales (6):

Es sind aber die

Dieselben werden zufolge (6) S. 160 in der Tat mit den Größen (9) S. 162 
identisch, wenn man C =  setzt: Das besondere Integral (14) S. 149

hängt mit dem transzendent normierten Elementarintegral dritter Gattung 
unserer zerschnittenen F2 in folgender Weise zusammen:

Zweites K apitel.

Das elliptische Integral erster Gattung erster Stufe und 
die durch dasselbe vermittelten Abbildungen.

Unter den elliptischen Integralen der vorgelegten Riemannschen 
Fläche F2 nahm das Integral erster Gattung u insofern eine besondere 
Stellung ein, als es bis auf eine multiplikative und eine additive Kon­
stante eindeutig bestimmt war. Die dieserhalb einzigartige Funktion u 
der F2 wird nun alsbald in den Mittelpunkt unserer Beobachtungen 
treten; ihr hervorragender Wert beruht auf der Einfachheit und Über­
sichtlichkeit der konformen Abbildung, welche sie von der F2 vermittelt. 
Mit dieser besonderen Funktion u werden wir uns demnach zunächst 
ausführlicher zu beschäftigen haben.

§ I. Das Feld F∞ der Funktion u (z) und seine Abbildung auf 
die u-Ebene bei Gebrauch spezieller Querschnitte.

Die Funktion u(z) =  uz’∞ setzen wir in der Gestalt (1) S. 152 als 
Normalintegral erster Gattung erster Stufe gegeben voraus. Diese Funk­
tion hat die beiden grundlegenden Eigenschaften, bei Fortsetzung über 
die F2 hin überall endlich zu bleiben und eine überall endliche und 
von Null verschiedene Ableitung zu besitzen. Aus letzterer Tat­
sache zogen wir bereits S. 144 die Folgerung, daß die Abbildung der 
Umgebung irgendeiner Stelle der F2 (auch diejenige der zweiblättrigen 
Umgebung eines Verzweigungspunktes) stets einen schlichten, den Bild­
punkt der u-Ebene rings umgebenden Bereich liefert.

Demgegenüber hat z. B. das Integral zweiter Gattung Z t erstlich
dZt

einen Pol, nämlich an der Stelle t; und anderseits hat zwei Null-
punkte auf der F2, deren Umgebungen demnach bei Abbildung der F2
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Feststellung der Vieldeutigkeit von u (z) 165

auf die Zt-Ebene zweiblättrige Verzweigungspunkte liefern (vgl. S. 35). 
Das Integral u(z) erster Gattung verdient infolge seiner genannten ein­
fachen Eigenschaften in der Tat den Vorrang vor den sonst noch auf 
der F2 betrachteten Funktionen.

Wir stellen nunmehr genauer die Vieldeutigkeit der Funktion u(z) 
und damit das Feld F derselben über der #-Ebene fest; hierbei werden 
die allgemeinen Entwicklungen von S. 7 ff. und, was die Definition des 
Feldes F angeht, die Festsetzungen von S. 24 ff. maßgeblich sein. Das 
Querschnittsystem QX,Q2 sei vorerst beliebig gewählt. Beschränken wir 
z auf die zerschnittene F2, so erhalten wir Integralwerte u(z), welche 
den ersten „Zweig“ unserer Funktion aufbauen.

Wir gestatten jetzt dem z freie Beweglichkeit auf der F2 über die 
Quersschnitte hinweg und beschreiben von einer Stelle & mit dem Werte 
u des ersten Zweiges eine auf der F2 geschlossene Bahn C nach dieser 
Stelle zurück. Unsere Funktion setzt sich längs C stetig und eindeutig 
fort und möge am Schlüsse den Zweig u (z) liefern, der bis auf eine 
additive Konstante gleich dem Anfangszweige u(z) ist. Diese Konstante 
läßt sich aber nach unseren Festsetzungen über die Wertdifferenzen des 
Anfangszweiges u(z) längs der Ufer der Querschnitte Qlf Q2 (vgl. S. 158) 
leicht angeben. Man erkennt sofort: Durch eine erste Überschreitung 
von Q2 von rechts nach links gelangt man bei stetiger Fortsetzung des 
u vom Anfangszweige aus zum Zweige u ' — u -\- a1, usw. Allgemein 
gilt: Überschreitet der Weg C den Schnitt Q2 mx Male öfter von rechts 
nach links als umgekehrt1), den Querschnitt Qx aber m2 Male öfter von 
links nach rechts als in entgegengesetzter Richtung, so ist die Beziehung 
zwischen dem Schlußzweige u (z) und dem anfänglichen:
(1) u' =  u -f- mxcox -f- m2co2.

Umgekehrt können wir, weun ein beliebiges Paar ganzer Zahlen 
m1,mi vorgelegt ist, sofort einen Weg C angeben, welcher vom Anfangs­
zweige u zum zugehörigen Zweige (1) hinführt. Die Vieldeutigkeit der 
Funktion u(z) ist also einfach die, daß ihre unendlich vielen Zweige ein­
deutig allen unendlich vielen Paaren mv m2 ganzer Zahlen zugeordnet 
sind, wobei der symbolisch etwa durch (mx, m2) zu bezeichnende Zweig 
der Funktion mit dem Anfangszweige durch die Relation (1) zusam­
menhängt.

Wollen wir daraufhin das Feld F^ der analytischen Funktion u(z) 
herstellen, d. h. nach S. 24ff. diejenige Riemannsche Fläche Fs konstru­
ieren, in welcher u(z) eine eindeutige Funktion der Stelle ist, so

1) Hierbei darf natürlich die ganze Zahl m 1 (sowie die gleich zu nennende 
Zahl m f) auch gleich 0 oder negativ sein.
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müssen wir für jeden Zweig (mlf ma) ein etwa durch FjlTO,,w,*) zu be­
zeichnendes besonderes Exemplar der „zerschnittenen“ F2 zur Verfügung 
stellen und diese unendlich vielen Exemplare sodann nach folgender ein­
fachen Regel längs der Querschnittufer zusammenheften: An das linke 
Ufer Qt des Exemplars ist allemal das rechte Ufer Qt von
Fj«i.™»+1) zu heften; desgleichen ist an das linke Ufer Q2 von F̂ ”*1’7"*' 
stets das rechte Ufer Qa vom Exemplar F£ni-1’m*) zu heften.

Das so zu gewinnende Feld F ̂  der analytischen Funktion u (z) stellt 
eine oo-blättrige Riemannsche Fläche über der z-Ebene dar, welche nir­
gends einen Rand besitzt und keine anderen Verzweigungspunkte aufweist, 
als je die wer, welche dem einzelnen Exemplar F£”i’’n*) eigen sind. Die 
vier Randkurven (Querschnittufer) des einzelnen Exemplars bilden ja 
die Übergangslmien zu den vier benachbarten Exemplaren F̂ mi’”,*±1), 
F j-.ii >m*>. Auch die Kreuzungsstellen der Qv Q2 liefern keine neuen 
Verzweigungspunkte. Führt man in der F^, etwa beginnend vom linken 
Ufer Q2 des Exemplars F ^ ’̂ ,  einen Umlauf um diese Stelle aus, so ge­
langt man nach Durchschreiten der vier hier zusammenstoßenden Ecken 
der Exemplare F^1»'"’“ 1), F^“1-1’"'*-1), FLmi_1,mi) und also nach
einmaligem Umlauf zum Ausgangspunkte zurück.

Die wichtigste Eigenschaft des Feldes F^ ist nun aber die, daß 
dasselbe einen Bereich von einfachem Zusammenhänge darstellt. Dies ist 
allerdings nicht ohne weiteres einleuchtend. Nun haben wir bei früheren 
Gelegenheiten (vgl. S. 49 und 65) den Blätterzusammenhang eines mehr­
blättrigen Feldes F einer analytischen Funktion w =  f(z) in höchst an­
schaulicher Weise dadurch klarlegen können, daß wir das konforme 
Abbild von F in der w-Ebene betrachteten. In den genannten Fällen 
reihten sich die über einander liegenden Blätter des Feldes F in der w-Ebene 
neben einander, wobei jener Blätterzusammenhang in einem übersichtlichen 
Bilde zutage trat. Wir wollen auch im vorliegenden Falle einen Versuch

mit dieser Methode machen 
und also das konforme Abbild 

2 des Feldes F ̂  auf die u-Ebene 
untersuchen.

Um hierbei mit einer be­
stimmten Aufgabe zu tun zu 
haben, ist es nötig, besondere 
Querschnitte einzuführen. Die 

drei endlichen Verzweigungspunkte elf e2, e3 mögen zunächst nicht 
auf einer Geraden liegen; sie bilden dann ein nicht verschwindendes 
Dreieck, dessen Schwerpunkt der Nullpunkt z — 0 ist. Ziehen wir 
demnach die drei von z =  0 durch die Punkte e{ nach z — οo laufen-
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den geradlinigen Strahlen, so werden diese (vgl. Fig. 32) drei Winkel u.i 
bilden, die einzeln im Intervall 0 <  «,· <  % liegen. Die drei von e* bis 
# =  oo laufenden Teile dieser Strahlen benutzen wir als „Verzwei­
gungsschnitte“ Si beim Aufbau der F2 und unterscheiden wieder bei 
Si gemäß der gewählten Richtung (vgl. Fig. 32) ein rechtes und ein 
linkes Ufer.

Die Querschnitte Qv mögen die in Fig. 32 angegebene Lage haben; 
der Verlauf in der Umgebung der Stelle z =  oo ist in Fig. 33 darge­
stellt, wo zugleich der Kreuzungspunkt 
von Qt und zu sehen ist. Soweit die 
Q uerschnitte im oberen Blatt verlaufen, 
sind sie in den Figuren ausgezogen; der 
Verlauf im unteren Blatte ist p unktiert.
Man kann Q, beiderseits unmittelbar 
an Si heranziehen; dann setzt sich Qj 
aus dem linken Ufer von Si, von oo bis e, zu durchlaufen, und dem 
rechten, von e,· bis oo zu beschreiben, zusammen. Da Vf{z) in gegen­
überliegenden Uferpunkten von Si entgegengesetzte Werte hat, so finden 
wir unter Gebrauch einer bereits S. 159 benutzten Bezeichnungsweise:

denn diese beiden Integrale sind einander gleich, und ihre Summe ist gleich ων 
Der Symmetrie halber führen wir noch den dritten, bereits in Fig. 32 

angedeuteten geschlossenen Weg Q3 ein, welcher den Integral wert ω3 
liefere; Gleichung (2) ist dann 
auch für i ~  3 gültig. Ziehen 
wir die drei Wege Qi nur erst 
bei z =  oo unmittelbar an den 
hier liegenden Verzweigungs­
punkt heran, so können wir sie, 
wie Fig. 34 andeutet, zu einem ge­
schlossenen Wege C aneinander­
hängen, welcher (vgl. Fig. 34) im oberen Blatte der F2 stetig und ohne 
Zerreißen auf einen Punkt zusammengezogen werden kann. Es gilt 
demnach:

so daß o3 =  — (Dj — ω2 zutrifft.
Das obere Blatt der F2, welches wir zunächst auf die w-Ebene ab­

bilden wollen, wird durch die drei von z =  0 durch die Punkte et nach
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z =  oo gezogenen Strahlen in drei Zweiecke (,e-Kugel!) zerlegt, die wir 
ihren Winkeln entsprechend mit (at.) benennen. In Fig. 32 ist a3 weder 
<  uv noch <  a2; wir beginnen unter dieser Voraussetzung mit (a3) und 
wählen die untere Grenze des Integrals in der Ecke oo von (a3). 
Wir schreiben:

und verstehen unter Amp (z) die Amplitude der komplexen Zahl z. Längs 
der durch e2 ziehenden Seite des Zweiecks (a3) ist Amp (dz) konstant;
desgleichen ist Amp ((z — e2)_ 2) längs S l2 konstant, ebenfalls längs des 
Restes zwischen e2 und dem Nullpunkt, jedoch ist der letztere konstante
Wert Amp ((z — ßj)~^) um — kleiner als der erste. Endlich ändert sich

(5) Amp (0  -  ex) ~ » (e -  e3)~ ϊ),
falls z die fragliche Seite von (a3) stetig von oo bis 0 beschreibt, gleich­
falls stetig und beständig in demselben Sinne, wobei man den Gesamt­
zuwachs von (5) leicht zu \(ccx — or3) berechnet. Ist also ax =  a3, so ist 
auch die Amplitude ( 5 )  konstant; ist cc3 >  av so findet eine Abnahme 
statt, und zwar um den Gesamtbetrag |-(a3 — c^), den man in Fig. 32

leicht konstruieren kann und der jedenfalls <  f  ist·
Nun folgt aus (4):

Amp (du) = Amp (dz) -f- Amp ((z — e2)~^) +  Amp {(z — ex)~ * (z — ea))~*. 
Das Abbild der Seite von (a3) besteht sonach aus zwei stetig gekrümm­
ten Kurvenstücken, von denen das erste von u =  0 nach u = } o 2 zieht, 
das zweite von hier bis zu einem bestimmten Punkte u(0), und die bei 
u = |ω 2 unter rechtem Winkel zusammenstoßen. Insbesondere sind beide 
Stücke für α3 =  gerade; für a3 >  ax sind sie gegen das zu konstru­
ierende Abbild des Zweiecks (a3) konkav, und ihre „Gesamtbiegung“ be­
trägt j(cc3— ccx) und ist jedenfalls <.%· Es ist einleuchtend, daß sich
diese beiden Stücke in keinem Falle überkreuzen können.

Genau so behandle man die zweite Seite des Zweiecks (a3), wobei zu 
benutzen ist, daß a3 nicht <  a2 sein sollte. Das rechte Ufer von Sx 
liefert ein stetig gekrümmtes Kurvenstück, das sich bei u =  0 unter
dem Winkel «3 <  * an das Bild der ersten Seite von (<x3) ansetzt
und bis u =  — \cox reicht. Hier setzt sich unter einem rechten Winkel 
ein zweites stetig gekrümmtes Kurvenstück an, welches bis zu dem 
schon gewonnenen Punkte m(0) reichen muß und dort mit dem Abbilde 
der ersten Seite von (a3) den Winkel a3 bildet. Die Stücke sind für
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( ( 3 =  a 2 gerade; für ccs >  a2 sind sie gegen das zu konstruierende Abbild 
konkav und haben eine Gesamtbiegung vom Betrage |·(α3 — α8) <  ~ - 
Auch diese beiden Stücke können sich somit keinesfalls kreuzen.

Es tritt nun die Frage auf, ob das als Abbild des Randes von (a3) ge­
wonnene Kurvenviereck ein gewöhnliches ist oder vielleicht ein über­
schlagenes Viereck mit Seitenkreuzungen sein könnte. Um hierüber zu 
entscheiden, lassen wir eine Tangente vollständig um das Viereck herum­
laufen, deren Richtungsänderungen dann die Biegungen messen. Die 
plötzlichen Richtungsänderungen in den vier Ecken sind alsdann als 
unstetige Zuwüchse der Biegung um endliche Beträge mitzurechnen. Die 
gesamte Richtungsänderung beim vollen Umlauf der Tangente ist:

Es handelt sich also um ein gewöhnliches Kurvenviereck ohne Seiten­
kreuzungen.

Während nun die in Rede stehende Abbildung von (a3) auf die 
w-Ebene in den Punkten z =  oo, en es in bekannter Weise aufhört kon­
form zu sein, ist sie an allen übrigen Stellen, insbesondere also in allen 
Innenpunkten z von (a3) konform mit dem Abbildungsmodulus (Ver­
größerungsverhältnis) :

Die Umgebung jedes Innenpunktes liefert also (wie wir ja schon früher 
feststellten) ein schlichtes und vollbedecktes Abbild um den Bildpunkt u 
Der einfach zusammenhängende Bereich (a3) ergibt somit als stetiges 
eindeutiges Abbild wieder einen einfach zusammenhängenden Bereich 
der w-Ebene, der in unser Kurvenviereck nach innen hin eingespannt 
ist und jeden seiner Innenpunkte in dessen nächster Umgebung schlicht 
und vollständig umgibt.

Aus diesen Voraussetzungen läßt sich leicht mit voller Strenge 
der Schluß ziehen, daß die schlichte und vollständige Innenfläche des ge­
wonnenen Kurvenviereclcs das Ab­
bild des Zweiecks (a3) ist. Die Um­
gebungen der drei Punkte z =  oo, 
ex, e2 des Zweiecks (a3) sind jeden­
falls schlicht auf drei Sektoren an 
den Ecken Μ=0, — |ω 1,^ω2 der Vier­
ecksfläche abgebildet. Wirschneiden 
jene Umgebungen aus und nennen den Restbereich (in Fig. 35 schraffiert) 

entsprechend schneiden wir von der Vierecksfläche die drei Sektoren
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ab, worauf von dieser Fläche der Bereich B u (in Fig. 36 schraffiert) übrig 
bleibt. Das konforme Abbild von B z ist dann jedenfalls in den Rand 

von B u nach innen hin eingespannt. Im übrigen 
s 2 besteht der Vorteil, daß wir im ganzen Bereiche B z 

für den Abbildungsmodul (6) zwei von 0 verschiedene 
positive endliche Schranken m und M  angeben 

u(o) können:

Man wolle nun, wie Fig. 36 näher darlegt, von 
einem Randpunkte u0 des Bereiches B u eine reguläre, sich selbst nicht 
kreuzende Kurve Cu durch B u hindurch nach einem zweiten Rand­
punkte Mj ziehen und versuche Cu rückwärts auf Bz zu übertragen. 
Jedenfalls beginnt das Abbild Cz in dem w0 korrespondierenden Rand­
punkte z0 (vgl. Fig. 35) und führt zunächst in das Innere von B z. 
Solange wir bei der Übertragung einem inneren Punkte u von Cu 
einen Innenpuukt z von B z entsprechend finden, ist die Fortsetzung 
der Abbildung stets eindeutig bestimmt; denn die Umgebungen dieser 
beiden Punkte z und u sind eindeutig und konform aufeinander be­
zogen. Auch liefert die Zurücklegung eines Bogenstücks endlicher Länge su 
von Cu, solange sich das Abbild in Bz und also das Stück der Kurve Cu 
im konformen Abbilde des Bereiches B z auf der w-Ebene befindet, stets 
wieder einen Bogen endlicher Länge sz, für welche man ja aus (7) sofort 
die Ungleichungen gewinnt:

Nun ist aber folgendes einleuchtend. Erstlich kann bei Weiter­
führung der Abbildung von Cu kein innerer Punkt dieser Kurve einen 
Randpunkt von Bz liefern; denn u ist in B t eindeutig, und die Bilder 
der Randpunkte von B z liegen bereits auf dem Rande von B u fest. Wir 
können demnach die Abbildung eindeutig bis zum Endpunkte ux von Cu 
fortführen. Sodann muß aber dieser Endpunkt notwendig den entsprechen­
den Randpunkt zl liefern. Würde nämlich der uy entsprechende Punkt z1 
erst noch ein innerer Punkt von Bz sein, so würde das Abbild von 
Bz hier über den Rand von B u hinausreichen.1) Da aber das Abbild 
nicht ins Unendliche reicht, so müßten wir draußen noch einen Rand, 
dem Rande von Bz entsprechend, treffen; jedoch bildeten wir alle Rand­
punkte von Bz mittels der eindeutigen Funktion u bereits ab, nämlich 
auf den Rand von Bu. Es ist somit z1 sicher ein Randpunkt von Bz;

1) Dann würde natürlich das Abbild hier mehrblättrig sein. Einfach zusammen­
hängende Bereiche können auch ohne inneren Yerzweigungspunkt an sich sehr 
wohl Teile der Ebene mehrfach bedecken.
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und daß er der dem Randpunkt entsprechende Randpunkt sein muß, 
ist wieder eine leichte Folge der Eindeutigkeit von u im Bereiche · I^.

Wir stellen weiter fest, daß sich 
die Kurve Cz nicht selbst überkreuzen 
kann; denn dem Kreuzungspunkte ent­
sprächen zwei verschiedene w. Aus dem­
selben Grunde werden zwei Kurven Cu 
und G'u unserer Art (vgl. Fig. 36), die 
keinen Punkt gemeinsam haben, Ab­
bilder der Cz und C'z liefern, die gleich 
falls keinen Punkt gemein haben.

Man überspanne nun Bu mit einer 
geeigneten Kurvenschar, etwa mit einer 
Schar paralleler Geraden oder auch mit 
einer Schar konzentrischer Kreise des Mittelpunktes u =  0, und dis­
kutiere auf Grund der bisherigen Ergebnisse deren Abbilder auf B z. 
Es ist jetzt einleuchtend, daß diese Abbilder Bz schlicht und voll­
ständig bedecken müssen. Damit aber ist unsere Behauptung, das Abbild 
des Zweiecks (a3) sei die schlichte Innenfläche unseres Kurvenvierecks, 
vollständig bewiesen.

Die in Fig. 37 punktierten Verbindungsgeraden der Eckpunkte
— 0 und |ω 2 des Abbildes von (a3) haben (vgl. (3) S. 167) die 
Längen j  ω1 \, | -1 ω2 , \ \ ω3j. Die dritte Seite durchzieht sicher das 
Innere des Abbildes; dasselbe gilt von den beiden ersten Seiten, sofern 
sie nicht (für cc3 =  <x1 bzw. a3 =  a2) einen Bestandteil vom Rande des 
Abbildes liefern sollten. Es folgt, daß das punktierte Dreieck der Eckpunkte
— 2 0, 1 ω2 notivendig spitzivinklig ist, was wir unten weiter verfolgen.

Zuvörderst wollen wir eine kleine Veränderung der Verzweigungs­
schnitte S1 und S2 vornehmen, indem wir nämlich, sofern die beiden 
von u =  0 ausziehenden Seiten unseres eben besprochenen Dreiecks 
nicht am Rande des Abbildes 
von (a3) liegen, diese Seiten auf 
die^-Ebene zurück abbilden und 
diese Abbilder fortan als Ver­
zweigungsschnitte 8lf S2 ge­
brauchen wollen. Fig. 38 ver­
anschauliche die Lage die­
ser neuen Schnitte. Die Quer­
schnitte ziehen wir wieder an diese neuen Schnitte dicht heran; das 
rechte Ufer von setzt sich dann aus den beiden Ufern von S( im
oberen Blatte, das linke aus den Ufern von S{ im unteren Blatte
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der F2 zusammen. Diese Angaben beziehen sich nur auf i — 1 und 2; 
$3 behalten wir in der bisherigen Gestalt bei und denken längs S3 beide 
Blätter der F2 zusammenhängend.

Bei Fortsetzung der Abbildung der zerschnittenen F2 auf die t(-Ebene 
ist zunächst unmittelbar einleuchtend, daß das rechte Ufer des neuen 
Schnittes S2 die Gerade von « 2 bis g?2 liefert, so daß die Gerade von 0 
bis cj2 das Bild des rechten Ufers von Qi ist. Ebenso überträgt sich 
das rechte Ufer von auf die der Querschnittrichtung entsprechend 
von — cö1 bis 0 ziehende Gerade. Um sogleich auch die im unteren 
Blatte liegenden linken Querschnittsufer, die mit den schon abgebildeten 
rechten Ufern den Gesamtrand der zerschnittenen F2 bilden, zu erledigen,, 
ziehen wir auch noch die Gerade von — a1 nach oo2, deren Mittelpunkt 
u =  -§ (— g>i +  ra2) =  to2 — 2 g38 als Bildpunkt von e3 bei der Fortsetzung 
der Abbildung gewonnen wird.1) Vom Verzweigunspunkte e3 mit dem 
Integralwerte -1- (— +  oo2) beschreibe man nun in beiden Blättern ge­
nau übereinanderliegende Integrationswege, zunächst vielleicht gerad­
linig bis z =  0, dann (um beide Querschnitte zu erreichen) einmal ge­
radlinig nach e2, andererseits ebenso nach et . Die einander entsprechen­
den in beiden Blättern hinzukommenden Integralwerte sind dabei stets 
einander entgegengesetzt. Wir erkennen sofort, daß die Bilder der linken 
Querschnittufer den schon gewonnenen Bildern der rechten Ufer bezüg­
lich des Punktes u =  \  (— -f- gj2) diametral sind: Der Band der zer­
schnittenen F2 wird durch den in dieser F2 eindeutig erklärten „ersten 
Zweig“ u(z) auf die vier Seiten des geradlinigen Parallelogramms der 
Ecken u =  0, — Oj, — C31 to2, a2 abgebildet. Je zwei homologe Punkte 
u und u ±  zweier Gegenseiten des Parallelogramms entsprechen dabei 
einem Paare gegenüberliegender Uferpunkte am zugehörigen Querschnitt, 
ein Ergebnis, das in Übereinstimmung ist mit dem, was wir bereits 
oben (S. 165) über die Wertdifferenzen des „einzelnen Zweiges“ u längs 
jedes Querschnittes feststellten.

Das konforme Abbild der zerschnittenen F2, welche einen einfach 
zusammenhängenden Bereich darstellt, auf die w-Ebene ist nun in den 
Rand des Parallelogramm es eingespannt, umgibt jede innere Stelle 
schlicht und vollständig und reicht nirgends ins Unendliche. Dabei 1

1) W ie auch im übrigen die L agenverhältnisse sein mögen, sicher ist, daß 
dieser Punkt £ (— co, -f- cot ) außerh alb  des schon konstruierten Abbildes vom Zwei­
eck (a 8) liegt. Man errichte in den Seitenm itten — |  \  a>t des geradlinigen
Dreiecks 0, — col , cot  die Lote zu den Seiten (vgl. Fig. 37), so w erden diese Lote 
außerhalb jenes Abbildes liegen oder doch nur auf dem R ande, näm lich wenn 
a 1 — a s bzw. £*j =  (xs zutrifft. E rinnert m an sich je tz t noch, daß jenes geradlinige 
Dreieck „spitzw inklig“ ist, so ist die B ehauptung über die Lage des Bildpunktes 
von es evident.

172 1,2. Das elliptische Integral erster Gattung erster Stufe
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entspricht selbstverständlich dem einzelnen Punkte des Bereiches F2 
stets nur wieder ein Punkt u. Die vorhin für den Bereich (a3) und 
sein Abbild durchgeführte Überlegung ist hier ohne Schwierigkeit zu 
wiederholen, wobei man sich sehr wohl, wenn es die Anschauung er­
leichtert, Fs als zerschnittene Ringfläche (vgl. S. 88), ja selbst als Viereck 
der Fig. 22, S. 89 vorstellen mag. Wir erhalten das grundlegende Resultat: 
Unsere längs der Schnitte Sv S2 der Fig. 38 durchschnittene F2 wird durch 
den „Anfangszweigil u(z) konform auf die schlichte und vollständig bedeckte 
Innenfläche des geradlinigen Parallelogrammes der Ecken u =  0, — coly
— to1 +  « 2’ f°2 abgebildet, welches in dem hier zunächst vorausgesetzten 
Falle dreier nicht in einer Geraden liegenden Punkte ei durch die von
— iox nach co2 reichende Diagonale in zwei spitzwinklige Dreiecke zerlegt wird.

Ehe wir zum Felde F«, zurückkehren, bleibt der besonders einfache 
Fall dreier in einer Geraden liegenden Punkte e2 zu erledigen. Es handelt 
sich hierbei nicht um einen Ausnahmefall, sondern um einen Grenzfall 
der bisherigen Betrachtung, was leicht figürlich näher erläutert werden 
kann. Im Grenzfalle verschwindet einer der drei Winkel «f, während 
die beiden anderen gleich % werden. Es liegt den Maßverhältnissen 
der Fig. 32, S. 166 am nächsten, 
wenn wir a2 =  0 setzen, wobei 
sich dann die Verzweigungs­
schnitte Sx und &j, soweit sie 
zur Deckung kommen, aufheben.
Die eintretenden Verhältnisse 
erläutert Fig. 39, in der wir jedoch, ehe wir zur Abbildung schreiten, 
die Querschnitte wieder unmittelbar an die Verzweigungspunkte und an 
die Gerade durch die Punkte e. heranziehen. Diesel
Gerade zerlegt jedes der Blätter in zwei Halb­
blätter; der bequemen Ausdrucksweise halber 
wollen wir, wie Fig. 39 zeigt, zwei unterein­
anderliegende Halbblätter mit einer Schraffierung 
versehen.

Der Rand des schraffierten oberen Halb- 
blattes wird nun durch u auf vier Gerade ab­
gebildet, die unter rechten Winkeln Zusammen­
stößen und also ein Rechteck bilden; die Ecken 
u = 0, ~ o)2, —i °5i +  i  (Dg, — g cOjl entsprechen in dieser Reihenfolge den Rand­
punkten £=  oo, e2, e3, ei des Halbblattes (vgl. Fig.40).x) Die Fläche des Halb­
blattes bildet sich dann wieder konform auf die schlichte und vollständige 1

1) Ü b rigens hab en  w ir w eder h ier noch  im  a llg em ein en  F a lle  au f e in e  r ich ­
t ig e  O rientierung des A b b ild es g e g en  das O riginal in  den F igu ren  G ew icht g e leg t.

Abbildung der zerschnittenen Fläche auf ein geradliniges Parallelogramm 173
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Innenfläche des Rechtecks ab. Längs der Strecke e2, es fügt sich das nicht 
schraffierte obere Halbblatt an, das man leicht auf das in Fig. 40 
freigelassene Rechteck der Ecken -|ω2, ω2, — ^ω1 ω2, — i^ i  +  \
überträgt. Endlich gelangen wir über den Verzweigungsschnitt ex, e3 
in die beiden unteren Halbblätter, denen die beiden weiteren Teilrecht­
ecke der Fig. 40 entsprechen. Der obige Abbildungssatz über die zer­
schnittene F2 gilt also auch liier, nur mit der Besonderheit, daß das 
Parallelogramm der Ecken u =  0, ω2, — ω1 +  ω2, — ωχ jetzt ein Beel deck ist.

Das gewonnene Parallelogramm, das wir fortan als „Periodenpar- 
allelogramm“ der w-Ebene bezeichnen, ist das Abbild der F2 durch den 
Anfangszweig der unendlich vieldeutigen Funktion u(z)· wir können 
auch sagen, es sei das durch u {z) gelieferte Abbild des ersten Exemplars 
F2(0’0) vom Felde F  ̂ dieser Funktion. Gehen wir jetzt über Ql in das 
benachbarte Exemplar F<,0’ + i), so gehört diesem der Zweig u '=  u -f- ω2 
an; und also ist das Abbild dieses Exemplars F̂ °> + 1) durch die zuge­
hörigen Werte der Funktion u das mit dem ersten kongruenten Par­
allelogramm der Ecken ω2, 2ω2, — ω1 -(- 2ω2, — ω2 -f- ω2, welches sich 
längs der von ω2 nach — ωι fl- ω2 ziehenden Seite, dem überschnittenen 
Querschnitt Qx entsprechend, glatt an das erste Parallelogramm anfügt. 
Bei Fortsetzung des Verfahrens findet man allgemein als Abbild des 
Exemplars F̂ Wi> das geradlinige Parallelogramm der Ecken:

Alle diese Parallelogramme fügen sich glatt aneinander an (vgl. Fig. 41) 
und überspannen die ganze endliche w-Ebene schlicht und lückenlos

mit einem „Par- 
allelogrammnetzeu. 
Die Eckpunkte u 
— ml ωχ - f  m2 ω2 
heißen die „Gitter­
punkte“' desNetzes; 
sie entsprechen 

[den Kreuzungs- 
/ punkten der 

„Übergangs­
linien“ Qv Q2 im 
Felde F̂ , und · 
bringen das oben 
schon festgestellte 
Ergebnis, daß je-

www.rcin.org.pl



Das Parallelogrammnetz der «-Ebene 175

der solcher Kreuzungspunkt von vier Exemplaren F2 umgeben ist, zur 
Anschauung. Wir gelangen zu dem fundamentalen Ergebnis: Das Feld F_n 
der Funktion u(z) wird durch ebendiese Funktion konform auf die schlicht 
und vollständig bedeckte u-Ebene, abgesehen vom einzigen Punkte u — oo, 
abgebildet, wobei die unendlich vielen „1übereinander“ gelagerten Exemplare F2 
die „nebeneinander“ geordneten Parallelogramme des beschriebenen Netzes 
liefern.

Die Rolle des Punktes u =  oo wolle man sich noch besonders 
veranschaulichen, und zwar entweder auf der „w-Kugelu oder mittelst 
der bekannten Transformation u = u~l. Der Punkt u = oo ist bei ana­
lytischer Fortsetzung von u(z) nie erreichbar; gleichwohl finden sich in 
„jeder“ Umgebung des Punktes u =  oo unendlich viele Parallelogramme 
des Netzes.1)

Es bedarf jetzt weiter keiner Erläuterung, daß das Feld Fy in 
der Tat einen einfach zusammenhängenden Pereich darstellt; am gewonnenen
Abbilde des Feldes F^ ist diese Tatsache einleuchtend.00

§ 2. Die Perioden ωλ, ω2 und der Periodenquotient ω 
des reduzierten Querschnittsystems.

Wir hatten die Bezeichnungen so verteilt, daß der Winkel as in 
Fig. 32 weder kleiner als al noch kleiner als a3 sein solle. Lassen wir 
diese Annahme zunächst fallen, so bleibt gleichwohl der Satz bestehen, 
daß das Dreieck der Ecken 0, —ω ν  ω 2 und der Seitenlängen | o 8 ,  | g?2 j,  

| „spitzwinklig“ und im Grenzfalle „rechtwinklig“ ist. Es gelten also 
für alle Anordnungen i, k, l der drei Indizes 1, 2, 3 die Ungleichungen:

wooei narurnen aas meicnneitszeicnen im Eiinzenalle nur in einer dieser 
drei verschiedenen Bedingungen gelten kann.

Wir können diese drei Ungleichungen einer sehr wichtigen geo­
metrischen Interpretation unterziehen, indem wir den Quotienten der 
Perioden ω1; co2 einführen. Dieser weiterhin durch ω zu bezeichnende 
„Periodenquotient“ ist, wie aus den Figuren des vorigen Paragraphen 
hervorgeht, eine endliche, nicht reelle Größe; und zwar ist, wenn wir:

setzen, bei der in den Figuren 32ff. bevorzugten Anordnung der Bezeich­
nungen et , e2, e3 für die Verzweigungspunkte, wie ein Blick auf die Figuren

1) In der «-Ebene selbst ist eine Umgebung von « =  oo das Äußere eines 
Kreises mit irgendeinem endlichen Radius um n — 0.
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lehrt, der von i  befreite im a g in ä re  B esta n d te il von ω p o s itiv :  η >  0. Unter 
Benutzung der Relation ω3 =  — aq — ω2 schreiben sich nun die drei 
obigen Ungleichungen so um:

sie liefern also in η die Bedingungen:
(2) O ^ i ^ - 1 ,

Zur geometrischen Interpretation führen wir jetzt die „ω-Ebene“ 
ein und lesen aus (2) den Satz ab: D a s  a u f  der F2 eingeführte Quer­
schn ittsystem  liefert a ls  P eriodenquotien ten  ω eine bestim m te endliche kom ­
p le x e  Z a h l, deren B ild p u n k t dem  in  F ig . 4 2  s ta rk  um randeten  von zw e i  

H albgeraden  u n d  einem  H albkreise eingegrenzten  
Bereiche angehört. Auf der „ω-Kugel“ stellt dieser 
Bereich ein „K reisbogendreieck“ mit verschwinden­
den Winkeln in den Ecken ω =  0, — 1, oo dar; 
wir nennen demnach auch in der ω-Ebene den 
fraglichen Bereich ein „K reisbogendreiecku, das mit 
seinen drei Spitzen die reelle ω-Achse in den 
Punkten ω =  0, — 1, oo erreicht. Wollen wir die 
Anlagerung des Dreiecks an die imaginäre ω-Achse 

Fig. 42. zum Ausdruck bringen, so sagen wir auch wohl,
die dritte Spitze reiche an den Punkt ω =  io o  heran.

Da wir vorhin die oben gelegentlich benutzte Annahme a 3 ^  <xv  
u3 ^  cc2 zunächst fallen ließen, so ist unser Querschnittsystem Qv  Q2 
noch in  d re i W eisen  w äh lbar, insofern wir ja die Bezeichnungen ev  e2, e3 
der Verzweigungspunkte zyklisch permutieren können.1) Es läuft dies 
darauf hinaus, daß wir statt der Perioden ω1; ω2 entweder:

oder aber:

als Perioden zu gebrauchen haben. Die drei zugehörigen, hiernach noch 
zulässigen Periodenquotienten:

1) An der R eih en fo lge  der B ezeichn un gen  der P u n k te  et· b e i e in em  U m lau f  
um  z — 0 so ll je d e n fa lls  fe s tg eh a lte n  werden. W ürden w ir  d ie  B eze ich n u n g en  
e, und e t  auetauschen und in fo lg ed essen  d ie Perioden  —  ω2, ω2 =  ω, gebrauchen, 
so w ürde, w as sich  in  der F o lg e  a ls un zw eckm äß ig  erw eisen  w ürde, der P er io d en ­
q u o tien t ω' — ω[ : ω2 e in e kom p lexe Zahl m it negativem im a g in ä ren  B esta n d te il sein .
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müssen natürlich alle drei ihre Bildpunkte in dem Kreisbogendreieck 
der Fig. 42 finden. In (3) haben wir aber zwei einander inverse lineare 
Substitutionen von ω vor uns, welche nach S. 128 als elliptisch von der 
Periode 3 zu bezeichnen siud. Sie bilden mit der identischen Substitution 
eine zyklische Gruppe dritter Ordnung und haben die beiden zur reellen 
ω-Achse symmetrisch liegenden Punkte:

für welche wir die schon S. 136 eingeführten Bezeichnungen ρ und ρ2 wie­
der aufnehmen, zu Fixpunkten. Der eine dieser Punkte, nämlich ρ, liegt 
im Innern des Kreisbogendreiecks der Fig. 42, und zwar gewissermaßen 
als „Höhenschnittpunkt“ dieses Dreiecks, wenn wir nämlich als „Höhen“ 
des Dreiecks die drei in Fig. 42 gezeichneten, gegen die reelle ω-Achse 
orthogonal gerichteten Kreise bezeichnen, welche von den Ecken des 
Dreiecks senkrecht zu den Gegenseiten laufen. Man mache sich deutlich, 
daß durch die Substitutionen (3) unser Kreisbogendreieck in der Tat in 
sich transformiert wird; es erscheint dabei um den Punkt ω =  ρ als 
Mittelpunkt gedreht, und zwar kommt der ersten Substitution (3) der
Drehungswinkel der zweiten aber der Drehungswinkel ^  zu.

ö  ö

Einer von den drei noch zur Auswahl stehenden Werten ω, ω', 
ω " gehört hiernach immer dem in Fig. 42 schraffierten Drittel unseres 
Kreisbogendreiecks an. Zugleich findet sich in diesem Drittel auch nur 
einer der Punkte ω, ω', ω", es sei denn, daß wir gerade mit drei Punkten 
zu tun haben, welche auf den drei von ρ nach den Spitzen des Kreis­
bogendreiecks ziehenden Teilen der „Höhen“ gelegen sind. Zwei von 
den drei Punkten ω, ω', ω" liegen dann auf dem Rande des schraffierten 
Drittels, nämlich einer auf dem Kreisbogen von ρ nach 0, ein zweiter 
auf der Geraden von ρ nach i oo. Um eine eindeutige Auswahl der 
Perioden vollziehen zu können, wollen wir unter den beiden hier in 
Frage kommenden Randkurven des schraffierten Bereiches zum Zwecke 
einer bequemen Sprechweise nur die Gerade von ρ nach i oo als dem 
schraffierten Bereiche angehörig ansehen, die auf dem Kreissextanten 
zwischen ρ und 0 gelegenen Randpunkte jenem Bereiche aber nicht 
als angehörige betrachten.

Die Grenzfälle mit Periodenrechtecken liefern Punkte ω auf der 
imaginären Achse. Indem wir uns Vorbehalten, auf diese unten noch zu­
rückzukommen, geben wir nun folgende Erklärung ab: Um ein eindeu­
tig bestimmtes Querschnittsystem Qv (¾ zu gewinnen — wir wollen das­
selbe als das „reduzierte Querschnittsystem“ der F2 und die zugehörigen

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 12
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178 I, 2. Das elliptische Integral erster Gattung erster Stufe

ω1} ω2 als das „reduzierte Periodenpaar“ bezeichnen —, verteilen wir die 
Bezeichnung so, daß:

zutrifft, sofern nicht der spezielle Fall | | =  | <a21 =  | ω31 vorliegt. Daraus
folgt dann sofort:

d. h. ω gehört, wie wir es wünschten, dem schraffierten Bereiche der 
Fig. 42, unter Einrechnung des von ρ nach ioc ziehenden Randes an.

Diese Festsetzung kommt, wie man durch Abschätzung der Inte- 
gialwerte coi zeigen kann, und wie wir später noch auf anderem Wege 
einsehen werden, einfach darauf hinaus, in Fig. 32, S. 166, den Winkel 
az als größten Winkel a zu wählen oder, falls zwei größte Winkel α vorliegen, 
diese as und zu nennen. Hinzu kommt nur noch der besondere Fall

2 7t=*= «2 =  ccs =  —, d. h. nach S. 136 der „äquianharmonischd‘ Fall. Dann 
aber gilt einfach:

die F2 läßt sich mittelst einer Drehung um den Punkt z =  0 durch den
27TWinkel — in sich überführen. Die drei noch zur Auswahl stehenden

Querschnittsysteme gehen bei dieser Drehung ineinander über; sie er­
scheinen somit gleichwertig, und es liegt kein Anlaß vor, eines unter 
ihnen vorzuziehen.

An dem gewählten Periodenpaare wollen wir mit Rücksicht auf 
Vereinfachungen im späteren Gebrauch noch ein paar unwesentliche 
Abänderungen vornehmen. Wir bemerken zu diesem Zwecke, daß der 
schraffierte Bereich der Fig. 42 durch das von ρ nach i ziehende Seg­
ment des „Einheitskreises“ (Kreises mit dem Radius 1 um ω =  0) in
zwei Kreisbogendreiecke der Winkel - , 0 zerlegt wird. Jenes Seg­
ment des Einheitskreises möge dabei dem oberen Dreieck (dem mit der 
dritten Ecke bei ioo) zugehören. Dann liefern die Periodenparallelo­
gramme mit | eij 1 |  ω21 jeweils Punkte ω des oberen Dreiecks, diejenigen 
mit | c>i | <  | solche des unteren; die „Periodenrhomben“, | ω11 =-=! ω2 j,. 
gehören gemäß der getroffenen Festsetzung zum oberen Dreieck.

Gilt nun für das zunächst ausgewählte Periodenpaar | cfi | <  | cj2 |y 
d. h. haben wir ein ω des Kreisbogendreiecks mit den Ecken i, ρ, 0, 
so wollen wir, ohne das Querschnittsystem als ganzes zu ändern, doch 
die in sofort verständlicher Weise durch:

festgelegte Umformung vornehmen, d. h. wir wählen den bisherigen

www.rcin.org.pl



Endgültige Auswahl des reduzierten Querschnittsystems 179

zweiten Querschnitt zum ersten und den umgekehrt zu durchlaufenden 
bisherigen ersten Querschnitt zum zweiten. Es läuft dies darauf hinaus, 
daß wir an Stelle der bisherigen oq, co2 die folgenden Perioden:

co' =  c?2, « ' =  — tOj
gebrauchen wollen, wobei an die Stelle von co der Periodenquotient:

(5) - - = 1

tritt. Hier haben wir eine elliptische Substitution der Periode 2 vor 
uns, welche das Kreisbogendreieck der Ecken i, p, 0 in das zum oberen 
bezüglich der imaginären Achse symmetrischen Dreieck der Ecken i, — p2, 
i oo überführt, wie es in Fig. 42 durch Punktierung angedeutet ist.

Das S. 172 vom „ersten Zweige“ u(z) gelieferte Periodenparallelo­
gramm hat nach dieser Abänderung bei positivem Umlauf die Ecken­
folge 0, co2, oq +  oo2, oq. Der Gleichmäßigkeit wegen wollen wir für 
|ß?i|^>|co2| an Stelle des bisherigen „ersten Zweiges“ u(z) fortan lieber 
u' =  u -J- co1 als ersten Zweig benutzen. Dies läuft einfach darauf hin­
aus, bei der Abbildung der zerschnittenen F2 (vgl. S. 167ff.) die untere 
Grenze des Integrales u im Scheitelpunkte oo des Zweiecks (a2) anzu­
nehmen. Wir erzielen so den Vorteil, daß nun vom ersten Zweige u 
gerade wieder das Parallelogramm mit der Eckenfolge 0, m2, cq -f- oo2, 
oq (bei positivem Umlauf) geliefert wird.

Die Periodenrechtecke sind durch die vorstehende Betrachtung be­
reits mit erledigt. Wir können in der zugehörigen Fig. 39, S. 173 an 
Stelle des dort eingeführten Systems Qlf Q2 auch Q[ = Q2j Q2 =  — Qx 
gebrauchen und erhalten dann wieder ein Rechteck. Liegt 
nicht gerade der Spezialfall eines Quadrates vor, so werden 
wir dasjenige Schnittsystem bevorzugen, für welches | cot ]
>  | a>2 | wird. Im „harmonischen“ Falle (vgl. S. 135), wo 
e3 =  0, e2 =  — ex und oq =  ico2 zutrifft, sind beide Schnitt­
systeme gleichwertig, und es liegt kein Anlaß vor, eines 
unter ihnen zu bevorzugen.1)

Der Bereich, dem der Bildpunkt von a nunmehr in 
jedem Falle angehört, ist in Fig. 43 nochmals besonders 
dargestellt. Er setzt sich aus zwei bezüglich der imagi­
nären o-Achse symmetrischen Kreisbogendreiecken der

1) D ie F2 g e sta tte t  dann (vgl. S. 135) a ch t e in e  D iedergrup pe G s b ild en d e  
lin ea re  T ransform ationen  in  sich . E ine  d erse lb en  is t , w enn  w ir entsp rech en d der
Form  (20) S. 125 uns der F u n k tion  w =  2]/z (2 * — 1) b ed ie n e n , durch z — —  z, 
w '= iw  geg eb en ; d iese  T ransform ation  ta u sch t d ie  b e id en  g le ich w ertig en  Schn itt-  
sy s tem e  aus.

12
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180 I, 2. Das elliptische Integral erster Gattung erster Stufe

Winkel 0 und der Ecken i, q, ioo bzw. i, — q2, ioo zusammen
und soll dieserhalb als „Doppeldreieck“ bezeichnet werden. Gemäß 
der getroffenen Verabredung gelten von den Randpunkten des Doppel­
dreiecks nur die als demselben zugehörig, welche den in Fig. 43 stärker 
markierten Teil des Randes bilden. Unter Zusammenfassung der ge­
wonnenen Ergebnisse merken wir als Satz an: Das auf der F2 im 
allgemeinen eindeutig erklärte reduzierte Querschnittsystem liefert ein 
gleichfalls eindeutig bestimmtes reduziertes Periodenpaar a1, co2 mit einem 
Quotienten cj, dessen Bildpunkt dem Doppeldreieck der Fig. 43 angehört. 
Allein im harmonischen Falle haben wir „zwei“ reduzierte Schnittsysteme, 
die aber dasselbe co, nämlich co =  i, liefern; und im äquianharmonischm 
Falle liegen „drei“ reduzierte Schnittsystemc vor, die jedoch übereinstimmend 
<n =  q ergeben.

Die vorstehende Betrachtung hat uns zu einem komplexen Zahl­
werte ca geführt, welcher der F2 in jedem Falle eindeutig zugeordnet 
ist und demnach als ein Charakteristikum, eine Art „Maß“ oder, wie 
man sagt, ein „Modul“ der F2 zu gelten hat. Es ist nun leicht zu sehen, 
daß dieser Wert co gegenüber den eindeutigen Transformationen der 
Ft in eine andere zweiblättrige Fläche des Geschlechtes p =  1 (vgl. S. 137) 
invariant ist. Der „Modul“ cd wird demnach als solcher des ganzen 
durch die F2 erklärten Funktionenkörpers anzusehen sein. Ehe wir in­
dessen hierauf eingehen, ist unsere Betrachtung nach anderer Seite hin 
zu ergänzen.

§ 3. Übergang zu einem beliebigen (Juerschuittsysteme und lineare 
Transformation der Perioden.

Die Beziehung zwischen der endlichen «-Ebene und der unzerschnitte - 
nen Fläche F2 ist 1-oo-deutig: Jedem endlichen Punkte u entspricht ein­
deutig eine Stelle der F2, jeder Stelle der F2 sind umgekehrt unendlich 
viele Punkte u zugeordnet, die homolog in den Parallelogrammen un­
seres Netzes (Fig. 41, S. 174) liegen und weiterhin als „äquivalente“ Punkte 
der «-Ebene bezeichnet werden sollen. Ist w ein erster einer Stelle z 
der F2 zugeordneter Punkt, so sind sämtliche mit u äquivalente Stellen 
durch:
(1) « ' =  « +  mxcox -f- m2co2

gegeben, wenn wir hier tnlf m2 alle Paare ganzer Zahlen durchlaufen 
lassen.

Ist w0 ein der Stelle z0 entsprechender Punkt, so überträgt sich 
ein auf der F, geschlossener Weg von z0 nach dieser Stelle zurück auf
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Einführung eines beliebigen Scbnittsystems 1 8 1

einen Weg von u0 nach einem äquivalenten Punkte und umgekehrt. 
Ist der Weg insbesondere auch in der w-Ebene geschlossen, so läßt er 
sich stetig und ohne Zerreißen in dieser Ebene auf einen Punkt zu­
sammenziehen; dann und nur dann wird der entsprechende geschlossene 
Weg auf der F2 gleichfalls stetig und ohne Zerreißen auf einen Punkt 
zusammenziehbar sein. Es geht dies aus der Beziehung beider Wege 
auf einander leicht hervor.

Wir wollen nun an Stelle des bisherigen reduzierten Querschnitt­
systems Qlf Q2 nach S. 156 irgendein Querschnittsystem Q[, Q2 auf der 
F2 einführen. Nachdem die Richtung von Q[ willkürlich festgesetzt ist, 
wollen wir diejenige von Q' so wählen, daß bei der Kreuzungsstelle 
der Schnitte die in Fig. 44 skizzierte gegen­
seitige Lage der Schnittrichtungen zutrifft.
Umlaufen wir, von der in der Figur durch 
ein kleines Kreissegment bezeichneten Ecke 
beginnend, den Rand der durch Q', Q2 zer­
schnittenen Fa in der positiven Richtung, 
so haben wir zunächst das linke Ufer von 
Q2, dann das linke Ufer von Q[ usw. zu 
beschreiben. Wir erzielen durch unsere Vorschrift, daß die Querschnitt­
ufer hier in derselben Anordnung auf einanderfolgen, wie beim Umlauf 
der durch die reduzierten Querschnitte Qi , Q2 zerschnittenen F2."

Die zu unseren neuen Querschnitten gehörenden Perioden:

bleiben ungeändert, wenn wir das Schnittsystem irgendwie stetig und 
ohne Zerreißen über die F2 hinschieben. Natürlich sollen dabei die Schnitte 
außer an ihrer Kreuzungstelle stets voneinander entfernt gehalten werden, 
damit das Querschnittsystem als solches beständig brauchbar bleibt.1) 
Insbesondere wollen wir von dieser Erlaubnis in der Weise Gebrauch 
machen, daß wir die Kreuzungsstelle der Qv Q2 nach z =  oo, und damit 
nach derjenigen der reduzierten Schnitte Qv Q2 hinschieben.

Das Abbild der durch Q[, Q'2 zerschnittenen F2 auf die w-Ebene 
ist ein einfach zusammenhängender Bereich, der, wie auch die Schnitte 
Q\ verlaufen mögen, niemals eine Steile der w-Ebene mehrfach bedecken 
kann. Da nämlich die Umgebung jeder Stelle der F2 auf die schlichte 
und vollständige Umgebung des Bildpunktes u bezogen ist, so müßten, 
wenn gleichwohl noch eine Stelle w0 vom Abbild mehrfach bedeckt

1) M an ste lle  sich  d ie se  V ersch ieb u n gen  der A n sch a u lich k eit halber etw a a u f  
der B ingfläch e der F ig . 18, S. 86, vor.
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wäre, dieser Stelle u0 mehrere Stellen# der F2 entsprechen; das aber wider­
spricht der Beziehung zwischen der w-Ebene und der F2. Das Abbild stellt 
uns ein die «ί-Ebene schlicht bedeckendes Kurvenviereck mit den Ecken 
0, Og > +  ög, ω j dar, dessen Seiten den vier Querschnittufern korrespondieren.
Dabei wird von zwei homologen Punkten der Gegenseiten der eine immer 
durch eine Substitution ii' = u ήι ω'. in den anderen übergeführt.

Wir wollen nuu unter Festhaltung der Kreuzungsstelle der Schnitte 
Ql und also unter Festhaltung der Ecken 0, ω2, cq 4- ω2, ω' des Ab­
bildes eine stetige Deformation der Q\ vornehmen, welche eine Gerade­
richtung der Seiten unseres Kurven Vierecks zum Ziele hat. Beginnen 
wir mit der Deformation von Q'z und also mit der Geraderichtung der 
von 0 nach ω2 und von oo' -f- ω2 nach oq' laufenden Seiten, so müssen 
wir nur nötigenfalls (damit das Querschnittsystem in jedem Augenblick 
als solches brauchbar bleibt) mit dem Querschnitte Ql dem vorrücken­
den Schnitte Q'% ausweichen. Sind jene beiden Gegenseiten gerade ge­
worden, so bleibt nun Ql liegen, und es sind dann noch die beiden 
anderen Gegenseiten durch die erforderliche stetige Verschiebung von 
Ql gerade zu richten: Wie auch das Schnittsystem Q'Jf Ql* auf der F2 
gewählt sein mag, es wird nötigenfalls nach einer stetigen Verschiebung 
des Schnittsystems das Abbild der zerschnittenen F2 auf die u-Ebene das 
„geradlinige Parallelogrammu der Ecken 0, ω2, ω' +  ω2, Gq sein, die in 
dieser Anordnung bei einem positiven Umlauf um das Parallelogramm auf- 
einanderfolgen, wenn man nur die Schnittrichtungen entsprechend der in 
Fig. 44 gegebenen Vorschrift wählt.

Sehen wir homologe Punkte der Gegenseiten des neuen Parallelo­
gramms als nicht verschieden au, so ist die Fläche dieses Parallelo­
gramms eindeutig auf die unzerschnittene F2 und damit auch eindeutig 
auf das von den reduzierten Qi gelieferte Periodenparallelogramm be­
zogen, wenn wir in ihm gleichfalls äquivalente Randpunkte als nicht 
verschieden ansehen. Diese Beziehung beider Parallelogramme aufein­
ander ist dabei eine solche, daß die Umgebungen zweier korrespondieren­
der Stellen mittelst einer Gleichung (1) mit bestimmten m1, m2 aufein­
ander bezogen sind. Die einander entsprechenden Umgebungen sind also 
inhaltsgleich, und wir gewinnen den Satz: Das vom Querschnittsystem Q[, 
Ql gelieferte geradlinige Parallelogramm der Ecken 0, oq, eq' +  ω', ω' 
hat denselben Flächeninhalt wie das von den reduzierten Qv Q2 gelieferte 
Periodenparallelogramm der Ecken 0, ω2, eq 4- (½ ωι·

Da nun Q[, Ql geschlossene Wege der F2 sind und also die Punkte 
ctq', G?g mit u =  0 äquivalent sein müssen, so gibt es zufolge (1) vier 
besondere ganze Zahlen u, ß, γ, ö derart, daß:

I, 2. Das elliptische Integral erster Gattung erster Stufe
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Grundlegung der linearen Transformation 183

zutrifft. Rechnet man sich nach elementaren Regeln die Inhalte der 
beiden Parallelogramme aus und setzt dieselben gleich, so liefern die 
Gleichungen (3) das Ergebnis:
(4) c c d - ß y =  1.
Damit haben wir den Satz gewonnen: Ein beliebiges nach Vorschrift ge­
richtetes Querschnittsystem Q[, Q'% der F2 liefert ein neues Periodenpaar 
toj, m2, welches mit dem reduzierten Paar cqv k>2 durch zwei Gleichungen
(3) mit ganzzahligen Koeffizienten der Determinante 1 zusammenhängt.

Dieses Ergebnis ist der Umkehrung fähig. Mit irgend vier ganzen 
Zahlen a, ß, y, d der Determinante 1 bilden wir uns aus den reduzierten 
Perioden co1, tu2 nach (3) die beiden Größen caj, « 2, konstruieren das 
mit dem ursprünglichen Periodenparallelogramm zufolge (4) inhaltsgleiche 
Parallelogramm der Ecken 0, cu', oo' +  g>'2} oo' und wollen gleich auch 
von diesem Parallelogramm aus genau wie in Fig. 41 ein Parallelogramm­
netz herstellen, welches die ganze endliche i(-Ebene schlicht und lücken­
los überspannt.

Irgend zwei homologe Punkte u,u' in zwei Parallelogrammen dieses 
neuen Netzes hängen mittelst ganzer Zahlen m2 durch die Gleichung:

u =  u +  m[(o[ 4- m2oo2
zusammen. Dieselbe rechnet sich auf Grund von (3) in: 

u' =  u +  (m[a -f m2y) o)x +  (m[ß +  m2d) gj2 
um, so daß u und u im obigen Sinne (1) äquivalent sind. Die Auf­
lösung der Gleichungen (3) nach aq, ö2 liefert zufolge (4): 

co1 =  döj — ßco'2, co2 =  — yto[ +  ßöj.
Hieraus folgt leicht, daß auch umgekehrt irgend zwei äquivalente, d. h. 
durch eine Gleichung (1) zusammenhängende Punkte u, u' im neuen 
Parallelogramnmefcze wieder homologe Punkte zweier Parallelogramme 
sind. Das einzelne Parallelogramm des neuen Netzes weist demnach 
keine zwei im Sinne von (1) äquivalenten Punkte auf, natürlich abge­
sehen davon, daß homologe Punkte der Gegenseiten stets äquivalent 
sind. Sehen wir je zwei solche Punkte als nicht verschieden an, so wird, 
wie jetzt feststeht, jenes Parallelogramm für jeden endlichen Punkt 
u einen und nur einen als „äquivalent“ aufweisen.

Bilden wir nunmehr die w-Ebene rückwärts auf die F2 ab, so folgt 
aus dem eben ausgesprochenen Satze, daß das einzelne Parallelogramm 
des neuen Netzes dabei gerade eine einfache und vollständige Bedeckung 
der F2 liefert, wobei sich die Gegenseiten des Parallelogramms zu zwei 
Querschnitten Q[, Q2 zusammenfügen. Hiermit ist die Umkehrung der 
obigen Betrachtung, welche an irgend ein neues Querschnittsystem 
Q[, Q[2 anknünfte, beendet. Bezeichnen wir den Übergang von a lf o2
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1 8 4 I, 2. Das elliptische Integral erster Gattung erster Stufe

zu ω[, (ög vermöge zweier Gleichungen (3) mit ganzzahligen Koeffizienten 
der Determinante 1 als „lineare Transformation“ oder „Transformation 
ersten Grades der Perioden“1), so gilt der Satz: Der Übergang vom 
reduzierten Querschnittsystem Qlt Q2 zu irgendeinem System Q[, Q'2 stellt 
sich als lineare Transformation (3) der zugehörigen Perioden dar, tvie 
auch umgehehrt irgendeine solche lineare Transformation der ω2 einen 
Übergang von Qv Q2 zu einem den transformierten Perioden entsprechen­
den Querschnittsystem Q[, Ql liefert. Natürlich ist immer an den vor­
geschriebenen Schnittrichtungen (vgL Fig. 44) festzuhalten.2)

Ist neben Qv Q2 und Q\, Q[2 in Q'f Q” ein drittes vorschriftsmäßig 
gerichtetes System vorgelegt, so sei:

das ihnen entsprechende Periodenpaar. Setzt man hier rechter Hand 
für ων ω2 die vorhin angegebenen Ausdrücke dieser reduzierten Perioden 
in c>i, ω' ein, so ergibt sich:

Hier stehen rechts als Koeffizienten der ω', ω[2 wieder vier ganze Zahlen 
der Determinante 1. Der Übergang von irgendeinem unserer Querschnitt­
systeme zu irgendeinem anderen ist also immer eine lineare Transformation 
der zugehörigen Perioden.

Man wolle sich übrigens noch die Beziehungen des Parallelogramm­
netzes der tu', g>2 etwa zum ursprünglichen Netze der ωχ, ω2 veranschau­
lichen. Die Gitterpunkte des einen Netzes (w1 ω1 -f- m2 ω2) stimmen in 
ihrer Gesamtheit mit denen des anderen Netzes (m'xω' -f- ?w2co') genau 
überein. In Fig. 45 ist als Beispiel dasjenige der linearen Transformation

ausgeführt. Das neue Netz ist punktiert angedeutet, nur ist das erste 
Parallelogramm (dasjenige der Ecken 0, ωό, ω' -f- ω2, ωί) stark umrandet, 
um es besser hervorzuheben; aus dem gleichen Grunde ist das erste 
Parallelogramm des ursprünglichen Netzes in Fig. 45 schraffiert.

Die besondere lineare Transformation ω\ — — ω1} ω'2 =  — ω2, welche 
einfach auf einer gleichzeitigen Änderung beider Schnittrichtungen unter

1) M an w olle  h ierb ei d ie  B eze ich n u n g  „ lin ea r“ oder „ersten G ra d es“ a u f den  
U m stand  beziehen , daß d ie  D eterm in an te  (4) der v ier gan zza h lig en  K oeffizienten  
a i ß t Yi $  g le ic h  „eiws“ ist. W ir  geh en  sp äterhin in  der T ransform ationstheorie  
genauer a u f d ie hier in  B etrach t kom m end e T erm in olog ie  ein.

2) W ürden w ir d iese  B ed in g u n g  aufgeben , so m üßten wir auch D eterm in an ten  
— βγ =  — 1 zu lassen , w as für sp ätere E n tw ick lu n gen  u n zw eck m äß ig  se in  w ürde.
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Beibehaltung der Schnitte selbst beruht, ändert das Parallelogrammnetz 
nicht und läßt insbesondere den Periodenquotienten ω unverändert; die 
fragliche Transforimtion soll demnach als von der „identischen Trans­

formation“ ojj =  ων ω' == 05g nicht wesentlich verschieden angesehen 
werden. Aus dem gleichen Grunde werden dann überhaupt je zwei 
Transformationen (3), die durch gleichzeitigen Zwischen Wechsel der vier 
ganzzahligen Koeffizienten a, ß, γ, ö ineinander übergehen, als nicht 
wesentlich verschieden zu gelten haben. Solche zwei Transformationen 
liefern insbesondere den gleichen Periodenquotienten:

da gleichzeitiger Zeichenwechsel von a, /3, y, ö den Wert 05' nicht 
ändert.

Wir werden uns unten ausführlich mit der Lage der Bildpunkte 
aller dieser Werte ω' in der ω-Ebene zu beschäftigen haben, welche 
aus dem Punkte ω des Doppeldreiecks der Fig. 43, S. 179, durch alle 
möglichen linearen Transformationen (5) gewonnen werden können. 
Ein paar Angaben über die Lage aller dieser Bildpunkte ω' sollen 
indes gleich hier Platz finden.

Setzen wir wieder unter Trennung der reellen und imaginären Bestand­
teile co =  |  -f ίη, ω' =  ξ '-f ίη', so folgt aus (5) unter Rücksicht auf (4):
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Da nun 77 >  0 und endlich war, und da andrerseits die ganzen Zahlen 
y und d nicht zugleich =  0 sein können, so ist auch 17'>  0 und endlich. 
Dieses Resultat geht auch unmittelbar aus der Gestalt des Parallelo­
gramms der transformierten Perioden o '2 hervor. Alle Punkte der 
ω-Ebene mit η >  0 bilden die oberhalb der reellen ω-Achse gelegene 
„Halbebene“; wir wollen sie im Anschluß an das Vorzeichen der Werte η 
als die positive ω-Halbcbene“ bezeichnen und notieren den Satz: Die 
BildpunJäe aller durch unsere linearen Transformationen (5) aus dem 
reduzierten ω zu gewinnenden Quotienten ω' gehören der positiven ω-Halb- 
ebene an.

Wir untersuchen weiter, ob neben dem reduzierten ω noch irgend­
ein zweites co' im Doppeldreieck der Fig. 43, S. 179 seinen Bildpunkt 
finden kann. Es müßte daun:

gleichzeitig gelten, und also auch:

zutreffen, so daß für die ganze Zahl y nur die drei Möglichkeiten 
0 und 4; 1 bleiben. Da für y =  0 notwendig a =  d = +  1 ist und 
(aus oben angegebenem Grunde) a =  d =  1 gesetzt werden darf, so 
würde in diesem Falle ω ' = ω  +  / 3  gelten, unter ß eine ganze Zahl 
verstanden. Nun hat unser Doppeldreieck der Fig. 43 die Breite 1, 
und von den Randpunkten sollten nur die zur Linken der imaginären 
ω-Achse dem Doppeldreieck angehören. Somit kann, falls nicht /3 =  0 
ist und also nicht die „identische Transformation“ ω' = ω vorliegt, 
ω ' nicht auch noch dem Doppeldreieck angehören.

Somit bleibt nur y =  +  1 zu diskutieren, und wir dürfen uns 
(da gleichzeitiger Zeichenwechsel der Koeffizienten a, ß, y, d statthaft 
ist) auf y =  -f- 1 beschränken. Dann aber findet man aus den letzten 
Ungleichungen leicht:

wobei das zweite Gleichheitszeichen nur für rj =  ^  und also für ω =  o,
d. h. im äquianharmonischen Falle gelten kann (vgl. Fig. 43, S. 179). ln 
diesem Falle ist ξ =  — und also sind die Werte d =  0 und S =  1 
zulässig; ist jedoch ω nicht gleich ρ, so folgt aus 11 -f- d | <  |  und 
— |  ξ <  ·| notwendig d =  0. Prüfen wir zunächst ω = ρ, γ  =  1,
d = l  weiter, so folgt η' =  η, so daß auch 17' = ^  und also ω ' = ρ  
gilt, da kein anderer Punkt des Doppeldreiecks der Fig. 43 die Ordinate

www.rcin.org.pl



Der Bereich der reduzierten Periodenquotienten 187

hat. Es muß also £', wofür sich aus der vorletzten Gleichung von
S. 185 der Wert (a +  ß ) ergibt, gleich — {, und also a  -f ß  =  — 1 sein. 
Gleichung (4) liefert aber für γ  =  d  =  1 weiter a  — ß  =  1; es ist 
somit a  =  0, ß  =  — 1, und wir gewinnen die Substitution:

die, wie wir schon von S. 177 her wissen, ρ zum Fixpunkte hat. Prüfen 
wir endlich die letzte Möglichkeit, daß ω und ω' zugleich dem öfter 
genannten Doppeldreieck angehören, nämlich γ  =* 1, d == 0, so folgt 
aus (4) sofort /3 =  - 1  und damit:

Die Forderung — y <  ξ '<  y liefert:

und da — i  ^  £ <  j  und +  r f  1 gilt, so sieht man sofort, daß 
nur a  =  0 und außerdem, jedoch nur im Falle ω =  ρ, die Zahl a  =  — 1 
zulässig ist. Der Wert α =  — 1 liefert uns die zu (6) inverse Substitution:

die wir auch bereits von S. 176 kennen. Ist ω von ρ verschieden, so bleibt 
nur noch die Möglichkeit a  =  0 und damit die Transformation:

Aus ihr ergibt sich | ω'| · | ω | =  1, und da, wie wir ja fordern, | ω | 1
und j ω' | ^  1 gelten soll, so ist | ω ' \ =  | ω \ =  1. Von den Punkten ω 
mit | ω | =  1 gehören aber nur die dem Doppeldreieck an, welche ein 
|  im Intervalle — haben.  Da auch:

diesem Intervall angehören soll, so folgt ξ =  0 und also ω =  i. Dann 
aber liegt der harmonische Fall vor, und wir haben, worauf wir schon 
S. 179 hin wiesen, in ω =  i  den einen Fixpunkt der Substitution (8) vor uns.

Hiermit haben wir folgendes Resultat gewonnnen: N ich t n u r liegen  
a lle  reduzierten  ω im  D oppeldreieck  der F ig . 4 3 ,  sondern um gekehrt is t  
d ieser B ereich  fü r  die redu zierten  P eriodenquotien ten  charakteristisch , in ­
sofern  je d e  von der identischen T ra n sfo rm a tio n  verschiedene lin eare T ra n s­
fo rm a tio n  (5) au s dem  reduzierten  ω ein ω ' lie fert, d a s  eben n ich t jen em  
D oppeldreieck angehört; A u sn ahm en  bilden  n u r d er  harm onische F a ll  m it  
ω == i, w o  w ieder ω'= i  durch d ie  T ra n sfo rm a tio n  (8) geliefert w ir d , sow ie
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188 I, 2. Das elliptische Integral erster Gattung erster Stufe

der äquianharmonische Fall mit ω = ρ, wo die Transformationen (6) 
und (7) wieder ω '=  ρ ergeben. Es handelt sich in diesen beiden letzten 
Fällen einfach am jene Transformationen, welche den Übergang zwischen 
den oben(S. 178 ff.) ausdrücklich als gleichwertig bezeichneten reduzierten 
Querschnittsystemen vermitteln.

§ 4. Yerhalten des Integrals erster Gattung hei eindeutigen Trans­
formationen der Fläche F2.

Ist w =  irgendeine zweiwertige Funktion der F2, so
können wir die F2 umkehrbar rational auf eine zweiblättrige Fläche F2 
über der w-Ebene beziehen, deren vier Verzweigungspunkte durch die 
in (1) S. 137 gegebene Funktion φ{ιν) als deren Nullpunkte festgelegt 
sind. Wenn wir nun auf dieser Fläche F„' das Integral erster Gattung, 
welches ihr zugehört, in der Gestalt:

mit irgendeiner fest gewählten unteren Grenze bilden und übertragen 
u auf die ursprüngliche F2, so hat daselbst diese Funktion u' alle 
Kennzeichen eines Integrals erster Gattung. Das Integral u der F2 bängt 
mit unserem bisher auf der F2 benutzten Integrale u demnach durch eine 
Delation:

zusammen.
Hieraus können wir sogleich folgende wichtige Folgerung ziehen. 

Bilden wir die beiden Wege Qlt Qa des reduzierten Querschnittsystems 
der F2 auf die F2 ab, wo sie die Wege Q[, Q'% liefern mögen, und 
schreiben wir:

so gilt zufolge (1) einfach:

so daß insbesondere der Quotient ω' von co[ und ω2 gleich dem ur­
sprünglichen Periodenquotienten ω ist. Mit Rücksicht auf die letzten 
Ergebnisse von § 3 folgt: Die Q[ , Q', liefern unmittelbar das reduzierte 
Querschnittsystem der F2, und vor allem' erweist sich der .„Modul“ co als 
invariant gegenüber beliebiger Transformation der F2 auf eine andere zum 
Körper gehörende F2, so daß der Modul ω als ein Attribut des ganzen 
Körpers anzusehen ist. Der Modul ω reiht sich in dieser Weise als gleich­
berechtigt neben die absolute rationale Invariante J, welcher der gleiche
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Grad der Unveränderlichkeit zukam (vgl. S. 137). Diehier zutage tretende 
Beziehung wird uns unten noch ausführlicher beschäftigen.

Die Yerzweigungsform cp(wx, w2) hatte nun dieselben Invarianten 
wie f(zl} zf). Wir können demnach w noch so linear transformieren, 
daß die Yerzweigungspunkte der transformierten F' wieder genau nach 
denselben Stellen oo, ex, e2, es hinfallen, wo sie auch bei der F2 liegen.

Zu dieser F2 aber können wir auch noch auf folgende Art gelangen. 
Nach (2) S. 138 und S. 145 haben wir in:

(2) + *

unter A  und B  Konstante verstanden, die allgemeinste zweiwertige Funk­
tion der F2, welche an der beliebig vorgeschriebenen Stelle s der F2 
einen Pol zweiter Ordnung hat. Diese Funktion liefert dann unmittel­
bar eine F2, die bei w =  oo, der Stelle s entsprechend einen Verzweigungs­
punkt hat. Dabei kann man über die Konstanten A, B  in einer und 
nur einer Art so verfügen, daß die drei endlichen Verzweigungspunkte 
die bisherigen Lagen e1} e2, e3 gewinnen.1)

Insofern beide nun vorliegenden Flächen F2 und F2 genau dieselbe 
Lage der Verzweigungspunkte haben, sprechen wir von einer eindeutigen 
Transformation der Fä in sich. Da die Stelle s, welche nach der Trans­
formation den Verzweigungspunkt oo liefert, auf der F2 willkürlich 
wählbar ist und demnach auch frei beweglich gedacht werden kann, 
so erhalten wir sogleich ein zweifach unendliches Kontinuum von solchen 
eindeutigen Transformationen der F2 in sich, die übrigens offenbar in 
ihrer Gesamtheit eine „Gruppe“ bilden (vgl. S. 108). Stetiger Änderung der 
Stelle s entsprechend, darf man sich diese „kontinuierliche Gruppe“ 
unter dem Bilde gewisser „stetiger“ Verschiebungen der Fläche F2 in 
sich vorstellen.2)

Lassen wir die Querschnitte Qx, Q2, wie in Fig. 32, S. 166, um die 
Verzweigungspunkte herum (nicht durch dieselben hindurch) laufen, so 
können wir bei den stetigen Verschiebungen der F2 in sich, an denen 
die Ql , Q2 zunächst teilnehmen werden, diese geschlossenen Kurven doch 
in der Art stetig verschieben, daß sie den Verzweigungspunkten aus- 
weichen. Sie bleiben dann unmittelbar als Schnitte des reduzierten Systems

1) Jedoch g ibt es im harm onischen Falle zwei Auswahlen der Konstanten, 
im  äquianharm onischen sogar drei, eine Folge der l inearen  Transform ationen von w,  
welche in diesen Fällen die F2 bei festbleihendem V erzweigungspunkte oo in sich 
üherführen (vgl. S. 133 ff.).

2) Die Existenz dieser „kontinuierlichen G ruppe“ w ird durch die Besonder­
heiten des harmonischen und des äquianharm onischen Falles nicht berührt. W ir 
kommen h ierauf unten zurück.

Die Transformationen der Fläche Fs in sich 189
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190 I, 2. Pas elliptische Integral erster Gattung erster Stufe

für die Flächen F' brauchbar, während andrerseits u, auch über die neuen 
Umläufe ausgedehnt, die Integralwerte ω1} ω2 liefert. Wählen wir das 
Integral ü  der F2 wieder als Normalintegral erster Stufe, so sind wegen 
der Gleichheit der Flächen F2 und F2 und ihrer Schnittsysteme die 
zugehörigen Perioden ω[, ω' gleich den bisherigen ω1} ω2. In der Be­
ziehung (1) zwischen u und u' trifft also einfach a =  1 zu. Andrerseits 
haben wir, da die untere Grenze von ü  von der Stelle s der F, ge­
liefert wird, das Absolutglied b in (1) gleich — Mi,0° zu setzen. Zur Ab­
kürzung schreiben wir:
(3) v =  — us’x

und erschöpfen hierbei mit der Stelle s ersichtlich gerade die ganze F2r 
wenn wir mit dem Werte — v unser erstes Periodenparallelogramm und 
also mit dem Werte v das Parallelogramm der Ecken 0, — ω2, — oq — o2,
— ω1 vollständig beschreiben.

Wir haben hiermit den wichtigen Satz gewonnen: Die kontinuier­
liche Gruppe aller zweifach unendlich vielen Transformationen der F2 in 
sich stellt sich im Integral erster Stufe u einfach durch die Translationen 
dar:
(4) u =  u +  v,

wobei v die Fläche des Periodenparallelogramms der Ecken 0, — ω2,
— <öj — ω8, — ω1 vollständig zu beschreiben hat. Verstehen wir unter v 
einen unbeschränkten endlichen komplexen „Parameter“, so bilden die 
gesamten Transformationen (4) die kontinuierliche Gruppe aller Trans­
lationen der UrEbene in sich. Es gilt offenbar der Satz: Die Gruppe 
aller Translationen (4) der u-Ebene in sich ist 1-oo-deutig auf die kon­
tinuierliche Gruppe der Transformationen der F2 in sich bezogen. Es liefern 
nämlich alle diejenigen Translationen (4), deren Parameter v sich um 
die ganzzahligen Kombinationen (mi ωί +  m2 ω2) der Perioden vonein­
ander unterscheiden, ein und dieselbe Transformation der F2 in sich. 
Die gesamten Transformationen der F2 in sich können wir also auch 
dadurch gewinnen, daß wir v über irgendein Parallelogramm des Netzes 
der Periodenparallelogramme hinführen, wobei von je zwei homologen 
Punkten der Gegenseiten immer nur einer zuzulassen ist. Dies läßt sich 
in besonders bequemer Weise z. B. so erzielen, daß wir:
(5) U =  U +  μχω̂  +  μ2ω2

setzen und unter μ1} μ2 stetige reelle Größen verstehen, welche unab­
hängig voneinander im Intervall:

variabel sind.
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Die kontinuierliche Gruppe der Transformationen der F2 in sich 1 9 1

Auch umgekehrt ist übrigens leicht einleuchtend, daß jede Trans­
lation (4) eine eindeutige und damit umkehrbar rationale Transformation 
der F2 in sich bedeuten muß. Da nämlich einem einzelnen Werte u ein 
bestimmter Punkt der Fs entspricht, so können wir kurz von „einem 
Punkte u“ der F2 sprechen. Natürlich geben dabei äquivalente Werte u 
im Parallelogrammnetz ein und denselben Punkt der F2. Die einzelne 
Translation (4) bedeutet nun einfach, daß wir dem Punkte u den 
Punkt (u +  v) der F2 zuordnen. Diese Zuordnung ist eine umkehrbar 
eindeutige für die ganze F2; wenn wir nämlich u über ein Perioden- 
parallelogramm hinführen oder sonst irgenwie ein volles System „inäqui- 
valenteru Punkte beschreiben lassen, so wird (u +  v) ein ebensolches 
System beschreiben und umgekehrt. Entspricht der Stelle z der F2 
die Stelle z', so wird also z ’ die F2 gerade einmal einfach und voll­
ständig beschreiben, wenn dies die Stelle z ausführt, und umgekehrt. 
Somit liefert z \  in Abhängigkeit von z gedeutet, eine zweiwertige al­
gebraische Funktion1) der F2, die die F2 wieder auf eine F2 abbildet. 
Diese F2 ist dann aber einfach jene mit der F2 kongruente Fläche, auf 
welche das „Periodenparallelogramm“ der Ecken v , v c o if v -f ω1 -f o2, 
vt =*= ω1 durch z' abgebildet wird. Wir sind demnach zu unserem obigen 
Ausgangspunkte zurückgekehrt.

Nach den Rechnungen von S. 138 und 146 ff. wird die in (2) konstruierte 
zweiwertige Funktion w stets und nur dann in z linear, wenn der Pol s 
in einen Verzweigungspunkt hineinrückt. Für s =  oo ist natürlich w 
mit z identisch. Wir haben demnach nur noch die drei Möglichkeiten 
s =  ext e2, e3. Die drei zugehörigen linearen Substitutionen von z bilden 
mit der identischen Substitution die S. 134 aufgestellte „Vierergruppe“ 
6r4 der linearen Transformationen der Verzweigungs­
form und also der F2 in sich.

Um diese Vierergruppe 6r4 in Gestalt der zu­
gehörigen Transformationen (5) des Integrals u dar­
zustellen, erinnern wir daran, daß die drei in der Cr4 
enthaltenen elliptischen Substitutionen der Periode 2 
die vier Verzweigungspunkte in den drei möglichen 
Arten zu Paaren permutierten. Nun liefern die 
Verzweigungspunkte im Periodenparallelogramm die 
Ecken, die Seitenmitten und den Mittelpunkt, wie dies näher in Fig. 46 
zur Darstellung gebracht ist. Die gesuchten Transformationen (5) müssen

1) D a u  und u ' ~  u  -f- v  an a ly tisch  (näm lich  linear) Zusam m enhängen, so is t  d ie  
durch d ie  Z uordnung der S te llen  z , z '  g e lie fer te  B ezieh un g der F2 a u f sich  se lb st  
konform , natü rlich  m it den in  den V erzw eigu n gsp u n k ten  (der F2 und der F2) e in ­
treten d en  U n terbrechungen.
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192 I, 2. Das elliptische Integral erster Gattung erster Stufe

also diese Punkte in richtiger Weise permutieren. Wir erkennen sofort: 
Die Vierergruppe 6r4 der linearen Transformationen der F2 in sich stellt 
sich mittelst des Integrals erster Gattung u durch die vier Transforma­
tionen dar:

Eine bisher noch nicht genannte Transformation der F2 in sich 
wird durch die Transformation:

des Integrals erster Gattung geliefert; ihre Bedeutung ist einfach die, 
daß sie die beiden Blätter der F2 austauscht. Kombinieren wir diese 
Transformation mit der bisherigen kontinuierlichen Gruppe der Trans­
lationen (4), so ergibt sich ein zweites Kontinuum von Transformationen:

welche freilich nicht für sich, wohl aber mit den Transformationen (4) 
zusammen eine erweiterte Gruppe bilden. Um die Transformationen 
der F2 in sich sämtlich, und jede nur einmal zu gewinnen, haben wir 
uns natürlich wieder auf die Transformationen (5) zu beschränken. 
Wir werden später nochmals auf den vorliegenden Gegenstand zurück­
kommen; doch merken wir hier schon den Satz an: Liegt weder der 
harmonische, noch der äquianharmonische Fall vor, so werden die gesamten 
umkehrbar rationalen Transformationen der F2 in sich durch das Integral 
erster Gattung in der Gestalt:

μι und μ.2 ivie oben gebraucht, geliefert; sie bilden eine aus zwei Kontmuen 
bestehende Gruppe, in der die bisherige kontinuierliche Gruppe als Unter­
gruppe enthalten ist.

Daß aber in jenen beiden besonderen Fällen nochmalige Gruppen­
erweiterungen möglich sind, geht schon aus den Entwicklungen von 
S. 135 ff. hervor, wo wir die Vierergruppe 6r4 zur Biedergruppe Gs bzw. zur 
Tetraedergruppe G12 aller linearen Transformationen der Verzweigungs­
form in sich erweiterten. Natürlich sind diese Gruppenerweiterungen 
auch vom Integral erster Gattung u aus unmittelbar verständlich. Im 
harmonischen Falle ist ω =  i und ωί =  «ω2; das Parallelogramm der 
reduzierten Perioden ist also ein Quadrat. Hier kommt als wesentlich 
neue Transformation die durch:

gegebene hinzu. Liegt aber der äquianharmonische Fall vor, so gilt 
ω = ρ, ωχ=  ρω2, und das Parallelogramm der reduzierten Perioden ist
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ein aus zwei gleichseitigen Dreiecken zusammengesetzter Rhombus. In 
diesem Falle kommt als neu die Transformation:

U = Qll
zu den bisherigen hinzu. Im übrigen wollen wir die hier eintretenden 
Verhältnisse an dieser Stelle nicht näher untersuchen, da uns die ein­
fachsten Hilfsmittel für diese Untersuchung hier noch nicht zur Hand sind.

Erweiterungen der Gruppe der Transformationen der F, in sich 193

D rittes  K apitel.

Die elliptischen Funktionen erster Stufe.
Das Hauptergebnis des vorigen Kapitels war die Abbildung des 

Feldes der Funktion uz>® auf die schlicht und vollständig bedeckte 
endliche «-Ebene. Wir wollen jetzt im vollen Umfange die Folgerungen 
ziehen, welche aus dieser Tatsache für den Körper der algebraischen 
Funktionen und die Integrale der Fä sich ergeben. Hierbei ist weiter 
von grundsätzlicher Bedeutung, daß die übereinanderliegenden Exemplare 
der F2 im Felde FM beim Übergänge zur «-Ebene die nebeneinander­
geordneten Parallelogramme im Netze der Periodenparallelogramme 
werden, wobei die homologen Punkte dieser Parallelogramme oder, wie 
wir sagten, die „äquivalenten“ Punkte im Parallelogrammnetze ein und 
dieselbe Stelle z der F2 lieferten. Wird sich aus der Schlichtheit des 
fraglichen Abbildes die „Eindeutigkeit“ der elliptischen Funktionen er­
geben, so folgt aus der Eigenart des Abbildes als Netz der Perioden­
parallelogramme als weitere grundlegende Eigenschaft der elliptischen 
Funktionen diejenige der „doppelten Periodizität“.

Diese Eigenschaft der elliptischen Funktionen ist im Falle der 
^lemniskatischen Funktionen“ — es sind dies die elliptischen Funktionen 
des harmonischen Spezialfalles — schon sehr früh durch Gauß1) erkannt 
worden. Bei Abel und Jacobi wird die Eindeutigkeit der elliptischen 
Funktionen nahezu als eine Selbstverständlichkeit angesehen2), während 
die doppelte Periodizität als Eigenschaft dieser Funktionen speziell 
hervorgehoben wird, besonders stark bei Jacob i.3) Im übrigen brauchen 
wir hier kaum zu betonen, daß die Frage nach der Gestaltung des 
„Feldes“ einer Funktion und damit zugleich die Frage nach der Ein­
deutigkeit oder Mehrdeutigkeit derselben den Vorrang vor der Fest­
stellung etwaiger weiterer Eigenschaften der Funktion besitzt. Diese

1) S. die Nachweise S. 117 über G au ß .
2) Man vgl. A b e l ,  „Recherches sur les fonctions elliptiques“, § 1, Journ. f. 

M ath., Bd. 2 (1827) oder A b e ls  „W erke“, Bd. 1, S. 2 6 6 ff. J a c o b i  betreffend 
kommen die A rtikel 17 ff. der „Fundam enta nova“ (s. die Nachweise S. 117) in B etracht.

3) S. den Schluß von A rtikel 19 der „Fundam enta nova“ .
F rick e: Elliptische Funktionen. Bd. 1 13
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1 9 4 I, 3. Die elliptischen Funktionen erster Stufe

Auffassung ist für die Anordnung des Gedankenganges unserer Darstel­
lung bestimmend gewesen.

§ 1. Das Integral erster Gattung u  als „uniforinisierende“ 
Yariabele der Riemannschen Fläche F2.

Irgendein vorgelegter Körper algebraischer Funktion des Ge­
schlechtes p  =  1 sei wie bisher durch diejenige zugehörige Riemannsche 
Fläche F2 repräsentiert, deren Verzweigungspunkte die Nullpunkte der 
Verzweigungsform „erster Stufe“ f z sind. Das Feld F^ des zugehörigen 
Integrals erster Gattung erster Stufe w*)QC wird dann durch diese analy­
tische Funktion u auf die schlichte und abgesehen vom Punkte oo voll­
ständige w-Ebene abgebildet und liefert daselbst das im vorigen Kapitel 
bereits vielfach benutzte Netz der Periodenparallelogramme. Das Quer- 
schnittsystem Qv darf beliebig ausgewählt sein; insbesondere ist es also, 
wenn man bestimmte Querschnitte vor Augen haben will, gestattet, sich 
des reduzierten Systems zu bedienen.

Nun sei ü{z, ]//(/)) irgendeine dem Körper angehörende alge­
braische Funktion; dieselbe ist auf der F2 eindeutig und sei w-wertig, 
wo dann (vgl. S. 95) stets m >  1 gilt. Diese Funktion ist auch im 
Felde F r von u selbstverständlich eindeutig und gewinnt bei der Fort­
setzung in diesem Felde an homologen Stellen der Flächenexemplare F2 
stets gleiche Werte.

Wenn wir nun diese Funktionswerte bei der Abbildung des Feldes 
Fx mit auf die w-Ebene verpflanzen, so bekommt also jeder endliche 
Punkt w einen bestimmten Funktionswert, und es setzen diese Funktions­
werte eine etwa durch:
(1) R(z, Y f(z j)  = t ( u )
zu bezeichnende eindeutige analytische Funktion ip{u) zusammen, die wir 
nunmehr als eine „elliptische Funktion“ bezeichnen: Die algebraischen 
Funktionen des durch die F2 repräsentierten Körpers werden, in Abhängig­
keit vom Integral erster Gattung u aufgefaßt, zu „eindeutigen“ elliptischen 
Funktionen, deren gemeinsames Feld die schlichte und vollständige u-Fbene, 
abgesehen vom Funkte u =  oo, ist. Durch Einführung des Argumentes w 
werden also die in z „zweideutigen“ Funktionen des Körpers in „ein­
deutige“ Funktionen von w umgewandelt; man sagt, sie seien durch u 
„uniformisiert“, und bezeichnet dieserhalb u als eine „uniformisierende 
Variabele“ der F2.

Die homologen Stellen der Flächenexemplare F2, die gleiche Werte 
der einzelnen Funktion R(z, V f  iß)) tragen, ergeben in der w-Ebene 
„äquivalente“ Stellen im Parallelogrammnetz. In solchen Stellen wird 
demnach die einzelne elliptische Funktion ^(w) immer gleiche Werte
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Die algebr. Funktionen der F2 als eindeutige doppeltper. Funktionen von u  195

haben. Man kann diesen Schluß auch dadurch begründen, daß man in 
der endlichen w-Ebene von irgendeiner Stelle u nach einer äquiva­
lenten Stelle:

u =  u -f  ml -f m2 gj2
eine Kurve zieht und längs derselben ip (u) fortsetzt. Diese Kurve 
liefert dann eben als Abbild auf der F2 einen geschlossenen Weg, über 
den fortgeaetzt R{z, Y f(zj)  am Schlüsse zum Anfangswerte zurückkebrt: 
Es gilt demnach allgemein:
(2) i p ( u  +  w1w1 +  m 2 c o 2)  =  i p  (p u )

und insbesondere:
(3) ip(u +  oq) =  ip(u), xp(u -f ca2) = tp(u),
woraus die Gleichung (2) mit beliebigen ganzen Zahlen mx, m2 umgekehrt 
ivieder folgt. Die elliptische Funktion ip(uj heißt dieserhalb „doppelt- 
periodisch“, und man nennt co2 ein „Paar primitiver Perioden“, 
insofern jede in (2) gemeinte Periode sich als eine ganzzahlige Kombina­
tion der beiden Perioden co1 und co2 aufbauen läßt.

Wir wollen die von R[z, Y fizj) gelieferte elliptische Funktion ip(ii) 
auch als solche „m-wertig“ nennen. Hierdurch kommt dann zum Ausdruck, 
daß ein beliebig geivählter komplexer Zahlwert von der elliptischen Funk­
tion ip (u) immer gerade genau in m Punkten des einzelnen Perioden­
parallelogramms angenommen wird. Nur müssen wir dabei, um eine aus­
nahmslos eindeutige Beziehung des Parallelogramms auf die F2 zu ge­
winnen, wieder wie schon früher homologe Punkte der Gegenseiten des 
Parallelogramms als nicht verschieden ansehen oder etwa von je zwei 
solchen Punkten immer nur einen als dem Parallelogramm angehörig 
betrachten. Natürlich dürfen, wie auf der F, (vgl. S. 91), die m Stellen 
des Parallelogramms, in denen rp(u) einen vorgeschriebenen komplexen 
Wert annimmt, auch miteinander irgendwie koinzidieren. Solche Koin­
zidenzen treten dann freilich nur bei einer beschränkten Anzahl von 
komplexen Werten auf.1)

An singulären Punkten hat die elliptische Funktion xp(u) in jedem 
endlichen Bereiche der it-Ebene nur Pole; und zwar finden sich im ein­
zelnen Parallelogramm gerade genau m Pole erster Ordnung, die natür­
lich auch irgendwie zu Polen höherer Ordnung zusammenfallen können. 
Jedenfalls ist die elliptische Funktion ip (u) in der ganzen endlichen u-Ebene 
frei von wesentlich singulären Punkten. Demgegenüber folgt aus der Struk­
tur des Parallelogrammnetzes sofort: Der Punkt u =  oo ist ein wesentlich

1) Nach S.92 handelt es sich hier um jene besonderen W erte der algebraischen 
Funktion w  —  E  (z ,  ]/ / '(r )), welche bei A bbildung der F2 auf eine Fm über der w-Ebene 
die Verzweigungspunkte ergeben.

1 3 *
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196 I, 3. Die elliptischen Funktionen erster Stufe

singulärer Punkt der elliptischen Funktion f(u). In jeder noch so „klein“ 
gewählten Umgebung des Punktes oo fanden wir ja (vgl. S. 175) stets 
noch unendlich viele Parallelogramme, so daß ifj(u) in jeder Umgebung 
von oo einen vorgeschriebenen komplexen Wert an unendlich vielen 
verschiedenen Stellen wirklich annimmt.1)

Wir wenden uns ferner zur Betrachtung der Integrale der F2, und 
zwar zunächst zu derjenigen irgendeines einzelnen Integrales zweiter 
Gattung. Ein geschlossener Weg in der endlichen w-Ebene und also im 
Felde F A von u liefert (vgl. S. 181) auf der Fläche F2 einen geschlossenen 
Weg, der sich stetig auf einen Punkt zusammenziehen läßt. Das Integral 
liefert also bei Fortsetzung über einen solchen Weg stets den Wert 0, 
so daß dasselbe eine eindeutige Funktion im Felde F^ ist. Bei Über­
tragung der Werte dieser Funktion auf die w-Ebene finden wir: Ein 
Integral zweiter Gattung, als Funktion von u aufgefaßt, liefert eine in der 
ganzen endlichen u-Ebene eindeutige, etwa durch £(w) zu bezeichnende 
Funktion, so daß u auch für die Integrale zweiter Gattung den Charakter 
als „uniform isiercnde“ Variabele behält.

Aber freilich ist £(u) nicht mehr in äquivalenten Punkten des 
Parallelogrammnetzes gleich. Liefert das Integral, über die geschlossenen 
Wege Q1} Q2 fortgesetzt, die Perioden rj2, so ergibt ein geschlossener 
Weg der F2, welcher von u zu u '= u +  wqctq -f- m2(o2 führt, eine ent­
sprechende Änderung des Integrals zweiter Gattung um -f- m2i]2).
Eie eindeutige analytische Funktion £(w) erfüllt die Bedingungen:
(4) t(u -f- oq) =  £(m) -+- rj1, £(w -f- oj2) =  £(w) +  %, 
aus denen dann wieder:
(5) £(w +  Gq +  ni2co2) — £(w) -f- m1y1 +  m2r\2
eine unmittelbare Folge ist. Wir werden rjlf y2 als ein Paar „primitiver 
Perioden“ des Iutegrals zweiter Gattung bezeichnen.

An singulären Punkten hat auch £(w) in jedeni endlichen Bereiche 
der ««-Ebene nur Pole, die in äquivalenten Punkten des Parallelogramm­
netzes gelegen sind. Handelt es sich insbesondere um ein „Elementar- 
integral“ zweiter Gattung (vgl. S. 144), so findet sich in jedem Perioden­
parallelogramm ein und nur ein Pol erster Ordnung. Während demnach 
£ (u) in der ganzen endlichen u-Fbene frei von wesentlich singulären Stellen 
ist, bewahrt natürlich der Punkt u =  oo seinen wesentlich singulären 
Charakter auch für £(««). Man braucht ja nur zu beachten, daß in „jeder“ 
Umgebung des Punktes oo noch unendlich viele verschiedene Pole von 
£(w) nachweisbar sind.

1) Man vgl. hierm it das V erhalten einer ganzen transzendenten Funktion 
in der Umgebung ihres w esentlich singulären Punktes oo (S. 51).
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Bei den Integralen dritter Gattung reicht nun freilich die „uniformi- 
sierende Kraft“ von u nicht mehr aus. Jedes solche Integral hat nämlich 
auf der F2 mindestens zwei logarithmische Unstetigkeitspunkte (vgl. S. 141). 
Die von demselben gelieferte analytische Funktion des Argumentes u 
hat demnach im einzelnen Parallelogramm mindestens zwei solche Un­
stetigkeitspunkte; die Funktion ist also bereits in der Umgebung jedes 
solchen Punktes unendlich vieldeutig.

§ 2. Der Körper der elliptischen Funktionen, die besonderen 
Funktionen p ( ü ) ,  P '(u )  und das Normalintegral g(i*).

Indem wir an dem eben benutzten Parallelogrammnetz der w-Ebene 
festhalten, wollen wir den Gedankengang des vorigen Paragraphen in 
der Art umkehren, daß wir eine von der F2 unabhängige Erklärung 
der elliptischen Funktionen an die Spitze stellen: Als eine zum Parallelo­
grammnetz gehörende elliptische Funktion soll jede analytische Funktion 

(u) bezeichnet werden, welche die schlichte u-Ebene, abgesehen vom Punkte oo, 
zum Felde hat, und ivelche die durch:
(1) f ( u  -f- o j  =  -ik(u), ip(u +  gj2) =
zum Ausdruck kommende Eigenschaft der doppelten Periodizität besitzt.

Diese Begrilfserklärung führt unmittelbar zu den Funktionen von 
§ 1 zurück. Übertragen wir nämlich die Werte einer einzelnen Funktion 
4>(u) auf die F2, so gewinnen wir daselbst zufolge (1) eine eindeutige 
Funktion der Stelle. Da aber ip(u) in einem endlichen Bereiche der 
w-Ebene, und also insbesondere im einzelnen Parallelogramm an singu­
lären Punkten nur Pole in endlicher Anzahl aufweisen kann, so wird 
dasselbe von der auf der F2 erhaltenen Funktion auf dieser Fläche gelten. 
Die Funktion erweist sich demnach als eine algebraische Funktion der 
F2 (vgl. S. 77 unten), so daß wir in der Tat zum Ausgangspunkt von 
§ 1 zurückgekommen sind.

W as die Zusammenhänge der elliptischen Funktionen unseres Par­
allelogrammnetzes untereinander an geht, so übertragen sich nun un­
mittelbar alle früher über die algebraischen Funktionen der F2 aufgestell­
ten Sätze: Die gesamten elliptischen Funktionen unseres Parallelogramm­
netzes bilden einen „Körper“ zusammengehöriger Funktionen (vgl. S. 81); 
irgend zwei dieser Funktionen (u), ^ 2(w), deren Wertigkeiten m und n 
sind, hängen durch eine algebraische Relation:

(2) ¢ 7 (^ (^ ^ 2 ^ ))  =  °
nten bziv. mten Grades in und ip2 zusammen; edle Funktionen des 
Körpers sind in zweien unter ihnen, f>1 (u) und (u) rational darstellbar,
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sobald nur die zivischen diesen beiden Funktionen bestehende Relation (2) 
irreduzibel ist (vgl. S. 93).

Für diese rationale Darstellung aller Funktionen des Körpers eignen 
sich nun vornehmlich jene beiden Funktionen, welche von unserer auf 
die Verzweigungsform erster Stufe gegründeten Fläche F2 in z und |/f(ß) 
geliefert werden. Wir sind damit zu jenen beiden wichtigen elliptischen 
Funktionen erster Stufe hingeführt, welche der Weierstraßschen Theorie 
(vgl. S. 117) zugrunde liegen, und welche wir im Anschluß an Weierstraß 
durch die besonderen Bezeichnungen:

auszeichnen. Die Schreibweise der zweiten Funktion begründet sich da­
durch, daß aus:

ja unmittelbar die Beziehung:

hervorgeht, so daß ß'(u) die erste Ableitung von p(u) nach u ist. Aus 
der Gestalt der Verzweigungsform erster Stufe ergibt sich weiter: Die
zwischen den Funktionen erster Stufe ß(u) und ß'(u) bestehende algebraische 
Relation ist:

da nun p(u) zweiwertig und p ' (u) dreiwertig ist, diese Relation aber irre­
duzibel ist, so ist jede elliptische Funktion des Körpers in der Gestalt:

als rationale Funktion von p(it) und p'(u) darstellbar.
Was die Integrale zweiter Gattung1) angeht, so wollen wir hinfort 

die Bezeichnung £(w) nur noch für diejenige eindeutige Funktion ge­
brauchen, welche von dem in (2) S. 152 aufgestellten Normalintegral 
zweiter Gattung erster Stufe geliefert wird:

Wir bezeichnen ζ(ιι) auch als Funktion von u als das „Normal­
integral zweiter Gattung erster Stufe“ und werden übrigens im nächsten

1) B etreffs d ieser  In tegra le  g ilt  fo lg en d er  Satz: E ine F u n k tion , w elch e  d ie  
sch lich te  «-E b en e, a b g eseh en  vom  P u n k te  o o , zum  F eld e  h a t und sich  b e i V er­
m ehrung von u um  ω, und ω2 b is a u f zw ei ad d itive  K onstan te  ι-eproduziert, is t  
ein  In tegra l zw eiter G attung. D ie  A b le itu n g  nach  u is t  n äm lich  e in e  e llip tisc h e  
F unk tion , und das In tegra l gehöi’t w ed er zur ersten  G attung, da der P unk t o o  
n ic h t zum  F eld e  gehört, noch  zur dritten  G attu n g , da lo g a rith m isch e  U n ste tig k e its ­
pu n k te  n ich t auftreten . S ieh e  übrigens d ie  a lg eb ra isch e  G esta lt des Satzes S. 1 4 2 .
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Paragraphen eine Festsetzung über die untere Grenze des Integrals 
treffen. Der Zusammenhang von ζ(ιι) mit p(u) geht aus der rechten 
Seite der Gleichung (2) S. 152 sofort hervor. Entspricht der unteren 
Grenze z0 des Integrals der Wert u0 des Argumentes u, so folgt: Das 
Normalintegral zweiter Gattung erster Stufe ζ(ιι) stellt sich in der Funk­
tion p(u), ivie folgt, dar: u

Auch das in (5) S. 153 gegebene Integral dritter Gattung erster 
Stufe Π]' 0 können wir sofort als Funktion von u umschreiben. Ent­
spricht der Stelle t der F2 der Wert v des Integrals erster Gattung, so 
folgt als Darstellung jenes Integrals dritter Gattung aus (5) S. 153:

Übrigens werden wir unten wichtigere Darstellungen für die Elementar­
integrale dritter Gattung zu besprechen haben.

§ 3. Potenzreihen für die Funktionen tp(u), P  {u) und £(*/).
Unter den verschiedenartigen analytischen Darstellungen der ellip­

tischen Funktionen p(u), . . ., welche man kennt, betrachten wir hier zu­
nächst Entwicklungen nach Potenzen von u, welche sich also auf die 
Umgebung der Stelle u =  0 beziehen.

Da die Fläche F2 bei z =  oo einen ihrer Verzweigungspunkte hat 
und diese Stelle der F2 als untere Grenze des Integrals u gewählt wurde, 
so fallen umgekehrt die beiden Pole, welche die zweiwertige Funktion 
p(u) im ersten Periodenparallelogramm hat, in der Ecke m =  0 z u  einem 
Pole zweiter Ordnung zusammen. Beschreibt man in den beiden Blättern 
der F2 von der unteren Grenze oo zwei genau übereinander liegende 
Integrationsbahnen für das Integral erster Gattung, so sind die zuge­
hörigen Integralwerte stets einander entgegengesetzt. Zu zwei Werten 
u und — u gehören demnach dieselben Werte der eindeutigen Funktion 
z =  p(u). Die Funktion p(u) ist eine „gerade(i Funktion von u, welche 
in jedem Gitterpunkte (mx co1 -f tn2 co2) des Parallelogrammnetzes einen Pol 
ziveiter Ordnung hat und übrigens in der Umgebung jeder endlichen Stelle u 
analytisch ist.

Für die Umgebung der Stelle z =  oo der Riemannschen Fläche 
gilt die Entwicklung:ο  O
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es trifft demnach lim (u · ~\/ z) — — 1 und also:

zu. Nehmen wir diese Angaben mit den allgemeinen Sätzen über die 
Entwicklung einer analytischen Funktion für die Umgebung eines Poles 
in eine Potenzreihe zusammen (vgl. S. 27), so ergibt sich für p(u) der 
Ansatz:

dabei ist der Konvergenzkreis dieser Beine der Kreis mit dem Mittelpunkte 
u =  0, dessen Peripherie durch einen am Nullpunkte nächstgelegenen, von 0 
verschiedenen Gitterpunkt (m1co1 -f- m2 ω2) hindurchläuft.1)

Zur Bestimmung der Koeffizienten c0, clf · · · dient nun ein sehr 
einfacher Kunstgriff. Aus (4) S. 198 folgt durch Differentiation nach u:

Trägt man hier rechts und links für p(u) die in Ansatz gebrachte 
Reihenentwicklung ein, so ergibt die Koeffizientenvergleichung zunächst:

für v >  1 aber folgt als Rekursionsformel zur Bestimmung von cv:

Diese Formel versagt nur für v — 2; haben wir aber c2 auf anderem 
Wege bestimmt, so können wir alle weiteren cv aus ihr berechnen. Zur 
Bestimmung von c2 tragen wir die für p{u) angesetzte Reihe rechts und 
links in (4) S. 198 ein; der Vergleich der Absolutglieder rechts und 
links liefert 28 c2 = gs.

Die in den berechneten Ausdrücken der cv auftretenden numerischen 
Nenner wollen wir in die Primfaktoren zerlegen und leiten übrigens 
aus der Reihe für p(u) durch Differentiation gleich auch die für p'(u) 
ab. Oie Potenzreihen der elliptischen Funktion erster Stufe p (u) und p ' (u) 
für den schon vorhin festgelegten Konvergenzkreis um u =  0 haben die 
Anfangsglieder:

1) B enutzen  w ir das red uzierte  Q uersch n ittsystem , so s ind  in  allen  F ä llen  
-f- ω2 und — co2 am N u llp u n k t n ä cb stg e leg en e  G itterpunkte. Is t das P erioden­
paralle logram m  ein  „R h om bu s“ , so lie g e n  d ie^ G itterp un kte  +  ω, ebenso nahe am  
N u llp u n k te , im  äqu ianharm onischen  F a lle  auch noch  +  (ωι +  “ 2) =  i  “ s· 
kom m en sp äter  ausführlich  h iera u f zurück.
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w obei d ie  rech ts eingefügten S tern e d a r a u f  au fm erksam  m achen sollen, 
d a ß  in  d e r  ersten  B eihe d a s  Ä b so lu tg lied  u n d  in  der zw eiten  das G lied  
m it d e r  P o te n z  u ~ l nicht au ftr itt.

Wie man sieht, sind die Koeffizienten cv und cs abgesehen von 
numerischen Faktoren mit den beiden ganzen rationalen Invarianten 
zweiter und dritter Dimension g 2 und g 3 der Verzweigungsform identisch. 
Weiter aber liefert mit Rücksicht auf die Entwicklungen von S. 123 die 
Rekursionsformel der cv unmittelbar das Resultat: D er  K oeffizien t cv 
d er  P o te n z  u 2v in  der E n tw ick lu n g  von  p (u ) is t  eine gan ze  ra tionale  I n ­
va r ia n te  der  V erzw eigungsform  von der D im en sion  ( y  +  1) u n d  lä ß t sich  
dem nach  a u f  G ru n d  des A n sa tze s  (14) S. 123 a ls gan ze ra tionale  F unktion  
der gs, g 3 b is a u f  num erische F ak toren  sofort anschreiben.

Die Funktionen p (u ) , p'{u) zeigen hier ihren Charakter als ellip­
tische Funktionen erster Stufe insofern aufs neue, als die „rationalen“ 
Invarianten die Entwicklungskoeffizienten in (1) zusammensetzen. Wollen 
wir übrigens die Abhängigkeit von g2 und g 3 in den Symbolen unserer 
Funktionen mit zum Ausdruck bringen, so schreiben wir ausführlicher:

P'(«5 ff *>9*)·
Auf Grund von (6) S. 199 gewinnen wir aus (1) nun auch eine 

Potenzreihe für die eindeutige Funktion £(u) in der Umgebung von 
u — 0. Hierbei ist es besonders zweckmäßig, über die untere Grenze 
des Normalintegrales zweiter Gattung nunmehr so zu verfügen, d a ß  in  
der sich ergebenden P otenzreihe f ü r  ξ (η ) kein Ä bso lu tg lied  a u ftr itt;  ζ(ιι)  
wird auf diese Weise eine ungerade Funktion von u. D a s  nunm ehr 
eindeutig bestim m te N o rm a lin teg ra l zw e ite r  G a ttu ng  erster S tu fe ξ(η ) ge­
s ta tte t in  der U m gebung von u =  0 d ie  D a rs te llu n g :

deren K on vergen zkre is  n a türlich  w ied er der bisherige ist. Der Stern soll 
darauf aufmerksam machen, daß in der Entwicklung dieser ungeraden 
Funktion das Glied mit u 1 fehlt. Soll die Abhängigkeit von g 2 und g3 
besonders hervorgehoben werden, so bedienen wir uns der Bezeichnung 
§(u; g 2, g 3) für das Integral zweiter Gattung erster Stufe.

§ 4. Darstellung der Elementarintegrale in u . Vorläufiges über 
die Additionstheoreine.

Die Beziehung des Elementarintegrales Z t zum Normalintegral 
zweiter Gattung ist in (4) S. 152 aufgestellt. Die Entwicklung von Z t 
in der Umgebung der Stelle t hatte das Anfangsglied z '~ l, unter z '  die
„normale“ Entwicklungsgröße (s. S. 140) verstanden. Der Faktor auf
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der linken Seite der genannten Gleichung wird hier in neuer Weise 
verständlich. Entspricht nämlich der Stelle t der F2 der Punkt v des
Periodenparallelogramms, so bewirkt jener Faktor, daß · Z t als Funk-

ClUt

tion von u in der Umgebung jener Stelle v einfach das Anfangsglied 
(u — v)~1 der Potenzreihenentwicklung gewinnt.

Man erkennt nun nach den S. 197 auf die elliptischen Funktionen 
angewandten Überlegungen in £(w — v) ein Integral zweiter Gattung mit 
einem bei v gelegenen Pole1) und zufolge (2) S. 201 mit dem An- 
fangsgliede (u — v)~1 der Entwicklung nach Potenzen von (« — v).
Somit ist ~  · Zt bis auf eine additive Konstante gleich ξ(« — v)’ und
die Gleichung (4) S. 152 ergibt in unseren jetzigen Bezeichnungen, 
wenn uQ der Stelle zn entspricht:

Wir erkennen hieraus, daß:

einen von u unabhängigen Wert hat, der sich, da das Quadrat dieses 
Ausdrucks in u und v symmetrisch ist, auch als von v unabhängig 
erweist. Zur Berechnung dieses Wertes entwickeln wir den Ausdruck 
etwa nach Potenzen von u, wobei also nur ein einziges Glied, nämlich 
das Absolutglied auftreten darf, das dann eben jenen zu berechnenden 
Wert ergibt. Die Rechnung, welche die Reihen (1) und (2) des vo­
rigen Paragraphen zu benutzen hat, liefert auf diese Weise den Wert 0 
für die gesuchte von u und v unabhängige Größe. Für das Elementar­
integral ziveiter Gattung ξ(η — v) mit dem Pole v gewinnen ivir somit 
die Darstellung:.

Nehmen wir einen Zeichenwechsel von v in dieser Gleichung vor, 
so nimmt dieselbe, da <p eine gerade Funktion und jp' sowie ξ ungerade 
Funktionen sind, die Gestalt an:

und lehrt somit, daß sich ξ, gebildet für die Summe (u -f v), in ein­
facher Weise rational durch die Funlctionen ξ, p, φ gebildet für die einzelnen 
Summanden u, v, ausdrüchen läßt. Wir haben damit das sogenannte 
„Additionstheorem“ für das Normalintegral zweiter Gattung erster Stufe

1) S iehe auch d ie  N o te  S. 108.
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gewonnen, einen ersten Spezialfall einer Reihe wichtiger Theoreme, die 
wir später in einem besonderen Kapitel behandeln werden.

Im Mittelpunkte der algebraischen Entwicklungen zum invarianten 
Aufbau der Elementarintegrale stand die in (10) S. 146 gegebene alge­
braische Funktion zweier Flächenpunkte Φ (z, t), die symmetrisch in 
z und t war und etwa bei festgehaltenem t eine zweiwertige Funktion 
von z mit einem Pole zweiter Ordnung an der Stelle t lieferte. Zufolge 
der vorhin angegebenen Beziehung des Elementarintegrals Z t zum Normal­
integral £(w) rechnet sich die Gleichung (13) S. 149 in die folgende 
Gestalt um:

Durch Differentiation nach u finden wir mit Rücksicht auf (6) S. 199 
sofort den Satz: Unsere Funktion Φ(ζ, t) ist in der neuen Bezeichnung 
einfach identisch mit p(u — v):

Tragen wir den ausführlichen Ausdruck von Φ(ζ,ί) unter Benutzung 
der Yerzweigungsform erster Stufe ein (vgl. S. 146) und nehmen noch 
einen Zeichen Wechsel von v vor, so folgt:

Hier haben wir das „Additionsthcoremu für die Funktion p  vor uns und 
erkennen, daß sich auch p (ii -f v) in einfacher Art rational durch die 
Funktionen p und p' der Summanden u, v darstellt. Eine etwas ein­
fachere Gestalt des Theorems (4) ergibt sich aus (2), indem man diese 
Formel einmal nach u und sodann nach v differenziert:

Addiert man diese Gleichungen und benutzt die Relation:

so ergibt sich leicht als neue Gestalt des Additionstheorems:

Behandelt man diese Gleichung genau wie soeben die Gleichung 
(2), so gelangt mau leicht auch zu einem Ausdrucke für das Additions­
theorem der Funktion p'.

Die gewonnenen Formeln haben übrigens für unsere Entwicklungen 
von S. 189 ff. noch eine sehr bemerkenswerte Bedeutung. Wir lernten
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damals eine kontinuierliche Gruppe von zweifach unendlich vielen Trans­
formationen der Riemannschen Fläche F2 in sich kennen, welche wir 
mittelst des Integrals erster Gattung in der Gestalt:

dargestellt fanden, unter v einen Parameter verstanden, der die Fläche 
des Periodenparallelogramms zu beschreiben hatte. Hier ist es nun 
offenbar die Bedeutung der Additionstheoreme;

daß sie unmittelbar den algebraischen Ausdruck jener Transformationen der 
F2 in sich darstellen.

Um schließlich auch noch die Elementarintegrale dritter Gattung 
zu erledigen, haben wir einfach auf den Ausdruck (14) S. 149 dieser In­
tegrale zurückzugehen und denken die damaligen Integrationswege auf 
das Periodenparallelogramm übertragen. Behalten wir für das Integral, 
auch wenn wir nunmehr u als Argument einführen, die Bezeich­
nung P  bei, so ergibt sich: Bas Elementarintegral dritter Gattung 
P “,’“° mit den Grenzen u0 und u und den „Barometern“ v0 und v stellt 
sich mittelst der Funktion p so dar:

~ u

nach Ausführung der Integration in bezug auf v gewinnt man als Dar­
stellung von P “’“° m» Integral zweiter Gattung:

§ 5. Darstellung aller elliptischen)Funktionen des Körpers durch 
die Funktionen ξ, p ,  p ' ,  p ", . . .

Nach (5) S. 198 ist jede elliptische Funktion 4>(u) des vorliegen­
den Körpers als rationale Funktion von p(u) und p'(u) darstellbar. 
Bei der wirklichen Ausrechnung solcher Darstellungen im Einzelfalle 
kann man sich funktionentheoretischer Schlußweisen bedienen, welche 
sich auf die Eigenschaften der algebraischen Funktionen und der Inte­
grale der F2 gründen. Wir notieren z. B. den Satz, daß eine elliptische 
Funktion des Körpers, welche im Periodenparallelogramm entweder pol­
frei ist oder doch nur einen einzigen Pol erster Ordnung haben „könntet\ 
notwendig mit einer Konstanten identisch ist. Wir machen ferner auf 
den Satz aufmerksam, daß eine Funktion, welche entweder' eine Konstante
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oder ein Integral erster Gattung sein lann, notivendig mit einer Konstante 
identisch ist, wenn sie sich hei Vermehrung von u um ω2 nicht ändert.

Die Darstellung (5) S. 198 einer einzelnen Funktion ψ(ιι) des Kör­
pers kann man nun durch Vermittlung einer anderen, besonders über­
sichtlichen Darstellung von i>{u) in £, p, p', p", . . . gewinnen, welche 
wir hier besprechen wollen. Statt des bisherigen Integrals ξ(ιι) benutzen 
wir hierbei zweckmäßig das „transzendent normierte“ Integral (vgl. darüber 
oben S. 163):

Darstellung aller elliptischen Funktionen durch £, p, p', p", . . . 2 0 5

welches zufolge der Legendreschen Relation (6) S. 160 folgenden Be­
dingungen genügt:

und also insbesondere bei Vermehrung von u um ω2 unverändert bleibt.
Die darzustellende Funktion ·φ(η) habe nun an der Stelle v des 

Periodenparallelogramms einen Pol Ordnung, und zwar gelte für 
die Umgebung desselben die Entwicklung:

In der gleichen Umgebung gelten die Darstellungen:

wobei wichtig ist, daß in jeder Reihe nur ein einziges Glied mit nega­
tivem Exponenten auftritt. Wir können daraufhin leicht ein Aggregat: 
(3) Α ζ ( ι ι  — v) +  B p ( u  — v )  +  C p ' ( u  — v) -f- Dp"(u  — v) -j- · · ·
bilden, dessen Entwicklung nach Potenzen von (u — v) in den v ersten 
Gliedern mit der Reihe für ip(u) genau übereinstimmt; man hat zu setzen:

Einen von v verschiedenen Pol hat übrigens das Aggregat im Perioden­
parallelogramm nicht. Zieht mau dieses Aggregat also von ip(u) ab, so 
bleibt die Differenz im Punkte v analytisch und wird übrigens nur 
wieder die sonstigen Pole von ψ{ιι), und keine weiteren, aufweisen.

Man wolle nun für jeden dieser übrigen im Periodenparallelogramm 
gelegenen Pole ein entsprechendes Aggregat abziehen und gelangt schließ­
lich zu einer Differenz, welche im Parallelogramm überall polfrei (ana­
lytisch) ist. Wegen der ersten Glieder in den Aggregaten (3) scheint
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zunächst noch die Möglichkeit zu bestehen, daß diese Differenz ein 
Integral und dann natürlich ein solches erster Gattung ist. Aber die 
Differenz ändert sich zufolge (2) bei Vermehrung von u  um ω2 nicht 
und ist deshalb mit einer Konstanten A 0 identisch. D ie  elliptische  
F u n ktion  ik(u) des vorliegenden  K ö r p e r s  lä ß t  sich dem nach durch d a s  
tran szenden t norm ierte In teg ra l zw e ite r  G attung, d ie  <p-Funktion u n d  ih re  
A bleitungen  in  der G es ta lt:

darstellen , wobei sich d ie  Sum m e a u f  d ie  verschiedenen im  F erioden para lle­
logram m  gelegenen P o le  von  ψ (η )  bezieh t.1)

Bei Vermehrung von u  um ändert sich das erste Glied des 
einzelnen Aggregates in (4) rechts zufolge (2) um

Da ψ (ιι)  selbst indessen bei Vermehrung des u um unverändert 
bleibt, so folgt: D ie  a u f  d ie  gesam ten  im  P erioden para lle logram m  ge­
legenen P ole  von ψ (u ) bezogene S um m e der K oeffizien ten  A k versch w in det:

Dieser Satz läßt sich auch unmittelbar auf Grund des an (3) S. 38 
angeschlossenen allgemeinen Residuensatzes beweisen, wie späterhin noch 
näher auszuführen ist. Im übrigen erkennen wir in Gleichung (5) 
einfach den S. 141 aufgestellten Satz wieder, daß die Summe der Residuen 
aller logarithmischen Unstetigkeitspunkte des Integrals:

verschwindet, wobei sich die Sprechweise „a ller Unstetigkeitspunkte“ 
natürlich der F2 entsprechend nur auf ein einzelnes Periodenparallelo­
gramm bezieht.

Zufolge (5) können wir übrigens in (4), ohne den Charakter dieser 
Gleichung zu ändern, auch wieder das ursprüngliche ζ statt des tran­
szendent normierten Integrals ξ einführen. Es ergibt sich einfach:

wobei die Konstante A'0 gegeben ist durch:

1) In  a lgeb raischer  G esta lt findet m an d ie  g le ic h e  Ü b er leg u n g  S. 151 zur 
A u fste llu n g  des a llg e m ein sten  e llip tisch en  In tegrals der F2 angew an dt. Ü brigens 
erkennt m an in  der G le ich u n g  (4) e in  A nnlogon der P artia lb ru ch zer legu n g  (1) S. 61 
einer rationalen  Funktion .
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Will man nun von hieraus die rationale Darstellung von 4'(u) in 
p(u), p'(u) gewinnen, so hat man zunächst die aus (4) S. 198 durch 
Differentiation entspringenden Gleichungen:

*>"0) =  QP(U)2— y ft, P"'(u) =  I2p(u)p \u),- ■ ■
zu benutzen, welche alle höheren Ableitungen p"(u), p'"(w), ••• als 
rationale ganze Funktion von p(u) und p'(u) darstellen. Die alsdann 
noch bleibenden Ausdrücke:

l(u  -  vk), p(ii — vk), p ' ( u - v k)
sind hierauf weiter auf Grund der Additionstheoreme (l)ff. des vorigen 
Paragraphen durch £(«), p («), p'(u) auszudrücken, wobei sich zufolge
(5) die mit £(«) behafteten Glieder in der Summe gerade aufheben. 
Das Ergebnis ist die Darstellung von p(ii) in der Gestalt (5) S. 198 
als rationale Funktion vom p(u) und p'(u).

§ 6. Die ganze transzendente Funktion 6 (u; y 2, r/3).
Wir haben jetzt die Aufmerksamkeit auf die Existenz einer ge­

wissen ganzen transzendenten Funktion von w zu lenken, die in dem 
Gesamtsystem aller im Anschluß an die F2 betrachteten Funktionen 
als das einfachste Element zu betrachten ist.

Durch Integration von £(«) erhält man eine unendlich vieldeutige 
Funktion:
(1) ft,(u )du ,

die in den Gitterpunkten des Parallelogrammnetzes (ink<ak +  m2G}2) 
logarithmische Unstetigkeitspunkte hat, in der Umgebung jedes anderen 
endlichen Punktes « indessen analytisch ist. In der Umgebung des 
Gitterpunktes (m1a l -f- m2 o2) ist das Integral (1) zufolge der Gleichung:

£(w) =  £(« — — m2co2) +  +  m2r\2
und der Reihenentwicklung (2) S. 201, abgesehen von einer daselbst analy­
tischen Funktion, gleich log(u — m1a1— ?n2a2). Demnach wird die 
Exponentialfunktion des Integrales (1):
(2) eXb»<*a
in den Gitterpunkten und also in der ganzen endlichen «-Ebene wieder 
überall analytisch; sie ist also in jedem endlichen Bereiche der «-Ebene eine 
eindeutige, endliche und analytische Funktion von u. Die Funktion (2) ist 
weiter durch die Eigenschaft ausgezeichnet, daß sie in jedem Gitterpunkte 
einen Nullpunkt erster Ordnung hat und in jedem anderen endlichen 
Funkte u von 0 verschieden ist; es handelt sich hier also um eine ganze 
transzendente Funktion von w.

Darstellung aller elliptischen Funktionen durch p(u) und p'(u) 207
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2 0 8 I, 3. Die elliptischen Funktionen erster Stufe

In (1) blieb die untere Grenze noch unbestimmt, so daß unsere 
ganze Funktion (2) nur erst bis auf einen konstanten Faktor bestimmt 
ist. Wir wollen nun die hier noch erforderliche Festsetzung so treffen, daß:

gilt. Dies erreichen wir in der Art, daß wir zunächst das Integral 
aufs teilen:

welches übrigens zufolge (2) S. 201 in der Umgebung des Nullpuuktes 
die Entwicklung gestattet:

Das Integral (1) gestalten wir alsdann einfach zu folgendem bestimmten 
Integrale aus:

Die nunmehr eindeutig bestimmte Exponentialfunktion dieses Integrals 
ist die von W eierstraß  eingeführte und von ihm durch <5(u) bezeich­
n te  ganze transzendente Funktion:

welche weiterhin die mannigfachste Verwendung finden wird; sie ist 
eine ungerade Funktion von u, die (wie oben schon bemerkt) in jedem 
Gitterpunkte einen Nullpunkt erster Ordnung hat, aber sonst für jedes 
endliche u von 0 verschieden ist.

Tragen wir die in (3) rechts stehende Reihe als Argument in die 
Exponentialreihe ein und setzen den Faktor u hinzu, so ergibt sich als 
Potenzreihe für die 6-Funktion:

Die rechnerische Herstellung dieser Reihe aus der Reihe (3) bezieht 
sich natürlich auf die Umgebung des Nullpunktes u =  0. Die Reihe (5) 
selbst ist jedoch „beständig konvergent“, da (5(u) eine ganze transzendente 
Funktion ist. Durch den Stern auf der rechten Seite von (5) soll hervor­
gehoben werden, daß das Glied mit der Potenz u3 in der Potenzreihe 
von <o(u) ausfällt.
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Erklärung der Funktion 6  (u) 209

Wollen wir die Abhängigkeit der Funktion (j(u) von den Inva­
rianten g2) f/3 zum Ausdruck bringen, so bezeichnen wir die Funktion 
durch das Symbol 6 ( m ; g.2, g3) ·  Wir werden späterhin eine partielle 
Differentialgleichung aufstellen, welche diese Funktion in bezug auf 
ihre drei Argumente u, g2, ga befriedigt. Aus dieser Differentialgleichung 
läßt sich eine Rekursionsformel zur Berechnung der Koeffizienten der 
Potenzreihe (5) ableiten. Man findet auf diesem Wege in der S. 117 
genannten Schrift von Η. A. Schw arz die Koeffizienten der Potenzreihe 
(5) der Funktion 6(w) bis zur Potenz u35 einschließlich wirklich berechnet.

Wir haben endlich das Verhalten der Funktion 6(w) bei Vermehrung 
von u um Perioden festzustellen. Aus der Definition von (5(u) ergibt 
sich unmittelbar folgende B ar Stellung des Integrals zweiter Gattung £(m) 
durch die ^-Funktion:

Aus (4) S. 196 folgt demnach, wenn k einer der beiden Indizes 1 oder 
2 ist:

Durch Integration und Herstellung der Exponentialfunktion des Ergeb­
nisses findet man:

unter c eine von u unabhängige Größe verstanden. Tragen wir u =  — \ ωΑ 
ein und berücksichtigen, daß (5(w) eine ungerade Funktion ist und 
6 ( |ω Α) nicht verschwindet, so erhält man:

woraus sich c sofort ergibt: Bei Vermehrung von u um Perioden zeigt 
die Funktion <5(u) das Verhalten:

ändert sich also um die multiplikative Exponentialfunktion des Integrals 
erster Gattung:

Übrigens zeigt man von (7) aus durch den Schluß der vollständigen 
Induktion mit Hilfe der Legendreschen Relation (6) S. 160 leicht die 
für beliebige ganze Zahlen mx, m2 gültige Regel:

Aus der E unktion 6  (u) stellt man einfach in der Gestalt 6  (u — v) 
eine ganze transzendente Funktion von u her, welche an der beliebig
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vorzuschreibenden S telle v des Periodenparallelogramms ihren Nullpunkt 
erster Ordnung hat und dann natürlich auch in den mit v  äquivalenten 
Punkten des Parallelogrammnetzes verschwindet. Man kann diese Funk­
tion selbstverständlich auch im Anschluß an das Integral zweiter Gattung 
durch:

erklären; bei Vermehrung von u  um o k ändert sie sich um den Faktor:

Übertragen wir die Funktionswerte 6 (w—v) auf die Riemannsche 
Fläche F2, wo dem Werte v  die Stelle t entspreche, so ergibt sich eine 
auf der F2 überall analytische, etwa durch E ( z , t )  zu bezeichnende Funk­
tion, welche n ur einen einzigen  an  der S telle t gelegenen N u llp u n k t erster' 
O rdnung hat, son st aber ü bera ll endlich u n d  von  0 verschieden is t. Bei 
Fortsetzung über den geschlossenen Weg Qk geht diese Funktion in  
sich selbst, m u ltip liz ie r t m it der' E xpon en tia lfu n k tion  eines In teg ra ls  erster  
G attu n g  über:

Nach Weierstraß, der Funktionen dieser Art zuerst betrachtete1), be­
zeichnen wir E { z , t) als eine „ P rim fu n k tio n “ der Fläche F22); sie ist auf 
der F2 unendlich vieldeutig, ihr Feld F̂  ist mit dem der Funktion u  
identisch.

Wir hätten die Primfunktion E ( z , t ) auch bereits bei der algebraischen 
Behandlung der F2 (vgl. S. 145ff.) einführen können und wollen hier nach­
träglich eine invariante Darstellung derselben auf der F2 angeben. Zu 
diesem Zwecke leiten wir aus (9) die Gleichung ab:

Faßt man die Integrale rechter Hand zusammen und ändert die zunächst 
von u0 über v  nach u  laufende Integrationsbahn in der Art unter Fest­
haltung von Uq und u  ein wenig ab, daß sie nicht mehr durch v hin-

1) S iehe den in  W e i e r s t r a ß  „W erk en “ , B d. 2, S. 23 5  veröffen tlich ten  B r ie f  
an Schw arz vom 3 . O ktober 1 8 7 5 ; d ie  B eze ich n u n g  E  is t  d iesem  B riefe  entlehnt.

2) B ei der P rod u k td arste llu n g  der a lg eb ra isch en  F u n k tion en  der F* (siehe  
darüber d ie E n tw ick lu n gen  des n äch sten  Paragraphen) sp ie lt  E(z,t) d iese lb e  R o lle  
w ie  d ie  „P rim zah len“ b e i der Z erlegu n g  der ration alen  Z ahlen.
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Invariante Darstellung der 6-Funktion auf der Riemannechen Fläche 211

durchläuft, so darf man die Differenz (g(w — v) — (u — v )~ 1) gliedweise 
integrieren und findet:

Hieraus geht, wenn wir neben v noch eine Stelle v0 einführen,

hervor, wto  jetzt zufolge (7) S. 204 rechts im Exponenten unser Inte­
gral P “’v° gewonnen ist. Notieren wir hier also gleich als ein zunächst 
beiläufiges Ergebnis: D a s  E lem en tar in tegra l d r itte r  G a ttu n g  P£’“° h ängt 
m it d er  ß -F u n k tio n  so zu sam m en :

Man lasse nun die Stelle u  unendlich nahe an v  und u0 ebenso an 
vn heranrücken; wir haben dann zu setzen:

und gewinnen aus den Eigenschaften der (3-Funktion:

Gleichung (12) nimmt hiernach die Gestalt an:

Da die Bezeichnung u  jetzt frei geworden ist, wollen wir weiterhin 
u  statt v schreiben, um den Index 0 bei v0 fortlassen zu können. Lösen 
wir die letzte Gleichung nach ß  (u  — v ) auf, so ergibt sich:

Wir brauchen jetzt nur noch diese Gleichung auf die Fläche F2 zu 
übertragen, wobei wir das Integral dritter Gattung in seiner ursprünglichen 
invarianten Darstellungsform P*t’J °  wieder einzuführen haben. So gew innen  
w ir  a ls  in varian te  D arste llu n g  der P rim fu n k tio n  u n d  d a m it der ß -F u n k tio n  
a u f  der liiem an nsch en  F läch e  F2 durch d a s  E lem en tarin tegra l d r itte r  
G a ttu n g :

Diese von Klein aufgestellte Gleichung ist um so wichtiger, als sich 
gezeigt hat, daß sie für Riemannsche Flächen beliebigen Geschlechtes p  
verallgemeinerungsfahig ist. Sie behält dabei ihre rechtsseitige Gestalt
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vollständig bei; nur bat man sieb bei der Herstellung des „überall end­
lichen Differentials“ du2, sobald p >  1 ist, an Stelle von z homogener 
Variabein zlf z2 wie oben (S. 119 ff.) zu bedienen. An Stelle der „Funk­
tion“ E(z,t) tritt alsdann für p >  1 die von K lein mit £i(z1}za; £2)
bezeichnet^ „Pnm/brm“.1)

§ 7. Darstellung der elliptischen Funktionen durch die 6-Funktion.
Aus der oben gegebenen Erklärung der Funktion (3(w) fließen um­

gekehrt die Darstellungen:

des Integrals zweiter Gattung und der Funktionen <ß(u), φ'(u) , von 
denen wir die erste bereits oben (S. 209) zu nennen hatten. Auch die 
Darstellung des Elementar integrales dritter Gattung durch die Funk­
tion 5 (m):

ist eine unmittelbare Folge der Gleichung (12) S. 211; das hier dar­
gestellte Integral gestattet, wie man sieht, „Vertauschung der Argumente 
und Earameteru (vgl. S. 150 und 163).

Hierüber hinaus können wir für jede beliebige elliptische Funktion ψ(η) 
des vorgelegten Körpers eine Produktdarstellung mittels der 6-Funktion 
aufbauen, welche auf der Eigenschaft dieser letzteren Funktion als 
„Primfunktion“ beruht. Die Funktion ψ(νί) sei >w-wertig, und es mögen 
ihre m Nullpunkte im ersten Periodenparallelogramm2) bei vlf v2, ..., vm 
gelegen sein, ihre m Pole bei w1} w2, ..., wm] ein Nullpunkt oder Pol 
höherer als erster Ordnung muß hierbei so oft aufgeführt sein, als seine 
Ordnung erfordert.3)

Die in Aussicht genommene Darstellung von ψ(μ) könnten wir leicht 
auf Grund der Sätze von § 5, S. 204ff., gewinnen, doch ist mit Rücksicht 
auf die Entwicklungen des nächsten Paragraphen folgende selbständige

1) S iehe K l e i n ,  „Ü ber h y p ere llip tisch e  S ig m a fu n k tio n en “ , M ath. Ann. Bd. 27 
(1886), S. 431 (insbes. § 12), „Zur T heorie  der A b elschen  F u n k tion en “ , M ath. Ann. 
Bd. 36 (1889), S. IfF. M an vg l. auch „M odulfun ktionen“, Bd. 2 S. 502 ff.

2) N a tü rlich  m üssen  wir, w ie  oben  (S. 195), von zw ei h om o lo g en  P unk ten  der 
G egen seiten  w ied er  nur ein en  a ls zum  P ara llelogram m  geh ö r ig  a n seh en ; w ir  rechnen  
etw a  d ie b e id en  von 0 n ach  ω, und ω2 zieh en d en  S e iten  zum  P ara llelogram m , w o  
dann d ie gegen ü b er lieg en d en  S e iten  den  N ach b arp ara llelogram m en  angehören.

3) Wir erinnern daran, daß, wenn von den m  Punkten, in denen ip(u) irgend­
einen vorgeßchriebenen komplexen Wert ip0 annimmt, etwa v  Punkte bei u0 koin- 
zidieren, diese Stelle bei Abbildung des Periodenparallelogramms auf eine »i-blättrige 
Fläche über der ψ-Ebene einen ^-blättrigen Verzweigungspunkt liefert.
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Überlegung vorzuziehen: Man bilde, den Nullpunkten und Polen von 
i>(u) entsprechend, den nachfolgenden Quotienten zweier wi-gliedriger 
6-Produkte:

Die hierdurch gegebene eindeutige Funktion von u stimmt, was Lage 
und Ordnung der Nullpunkte und Pole angeht, genau mit ψ(ι ΐ )  über­
ein, so daß das Produkt von und dem reziproken Werte des Aus­
drucks (3) eine in der ganzen endlichen tt-Ebene endliche, nichtver- 
schwindende analytische Funktion ist. Demnach ist auch noch der natür­
liche Logarithmus dieses Produktes in der ganzen endlichen it-Ebene 
analytisch und eindeutig.1) Bei Vermehrung von a  um cok nimmt aber 
unser Produkt zufolge (7) S. 209 den von u  unabhängigen Faktor an:

Jener Logarithmus ändert sich also bei Zunahme von n um cok um 
einen von n unabhängigen additiven Betrag und erweist sich demnach 
als ein Integral erster Gattung.2) Hieraus ergibt sich, daß unsere Funk­
tion r[f(u) in folgender Art darstellbar sein muß:

unter A  und C  Konstante verstanden.
C  bleibt notwendig unbestimmt, solange wir nur erst die Null­

punkte und Pole von ψ (η)  geben. Dagegen ist A  aus der Bedingung 
bestimmbar, daß ψ (η )  bei Vermehrung des Argumentes u sowohl um 
coj als ω2 unverändert bleiben muß. Diese Forderung liefert die beiden 
Gleichungen:

welche, unter m l und m 2 zwei ganze Zahlen verstanden, auch so ge­
schrieben werden können:

Wir wollen diese beiden Gleichungen zunächst zur Elimination der 
beiden ersten Glieder Α ω 1} Α ω 2 verbinden und gewinnen so mit Be­
nutzung der Legendreschen Relation (6) S. 160:

1) D ie  F unk tion  lo g  z h a t nach  S. 52 ff. eben nur z — 0 und z =  o o  zu s in g u ­
lären , und zw ar w e se n tlich  sin gu lären  P u n k ten  und erw eist s ich  nur b e i U m läufen  
um  d iese  P unk te  a ls m eh rd eu tig .

2) S iehe d ie N o te  S. 198 in  s in n gem äß er Ü b ertragu ng a u f d ie In tegra le erster  
G attung.
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Hierdurch ist die höchst wichtige Tatsache aufgedeckt, d a ß  d ie  N u ll­
pu n k te  v u n d  P o le  w  unserer elliptischen F u n k tion  ψ (u ) nicht, w ie  z. B .  
d ie  N u llp u n k te  u n d  P o le  einer ra tion a len  F u n k tion , völlig  f r e i  beweglich  
sin d , sondern  je d en fa lls  durch  „eine“ P e la tio n , eben d ie  G leichung (5) m it  
zw e i gan zen  Z ah len  m Xf m2 an ein ander gebunden sin d . Umgekehrt liefert 
uns für. die hier yorgelegte Funktion die Gleichung (5) die besonderen 
ihr zugehörigen ganzen Zahlen m x, m 2.

Kombinieren wir jetzt die Gleichungen (4) zur Elimination der 
Glieder mit rlv  rj2, so folgt unter erneuter Anwendung der Legen dreschen 
Relation (6) S. 160:

Unsere m -w ertige elliptische F u n ktion  ψ (u), fü r  deren  N u llpu n k te u n d  P o le  
d ie  P e la tio n  (δ) m it zw e i gan zen  Z ah len  m v  m 2 g ü ltig  ist, lä ß t  sich in  fo l­
gender A r t  a ls  Quotient zw eier  m -gliedrigen  (5-P rodukte d a r  s te llen 1):

Übrigens erkennt man leicht, daß auch die Umkehrung gilt: S in d  zw e i  
P u n ktsystem e des P erioden para lle logram m s vXi v2, v m u nd w x, u\2, . . . ,  ivm 
irgen dw ie  so gew ählt, d a ß  d ie  G leichung (5) m it gan zzah ligen  m x, m 2 g ilt , 
so gew in n t m an  in  (6) ste ts eine zugehörige elliptische F u n k tion , deren  
W ertig k e it <i m  ist. Wir haben hierbei der Möglichkeit, daß die Wertig­
keit <  m  ist, Raum gegeben, um die Fälle, daß Nullstellen v  mit Polen 
w  zum Zusammenfall und damit zum gegenseitigen Fortheben kommen, 
nicht auszuschließen.

Die Gleichung (5) bringt das „Äbelsche T heorem “ 2) für das ellip­
tische Integral erster Gattung zum Ausdruck und soll weiterhin unter 
dieser Benennung zitiert werden. Die Bedeutung dieser Formel und der 
in ihr auftretenden ganzen Zahlen m x, m 2 wird durch folgende Betrach­
tung aufgeklärt. Wir wollen die ra-blättrige Riemannsche Fläche FTO 
über der ψ -Ebene einführen, auf welche das Periodenparallelogramm 
durch die Funktion ψ ( η )  abgebildet wird. Auch umgekehrt wollen wir 
uns sogleich wieder die Fm auf alle Periodenparallelogramme unseres 
Netzes abgebildet denken, wo dann im einzelnen Parallelogramme ge­
rade m  Bilder der „ψ-Ebene“ als nebeneinander gelagerte Bereiche Platz 
finden. Die Bilder solcher Blätter der Fläche F , welche vom Quer-

1) W ie  d ie  D a rste llu n g  (6) S. 206 der P a rtia lb ru ch zer leg u n g  (1) S. 61 der ratio­
n a len  F u nk tion  geg en ü b ersta n d , so en tsp rich t d ie  j e tz ig e  D a rste llu n g  (6) von ip(u) 
der L in earfak toren zerlegu n g der ration alen  F u n k tion en  (vg l. (2) S. 62 und (3) S .46 ).

2) So benannt nach Jacobis Vorschlag; s. Abel, „Memoire sur une proprietd 
generale d’une classe tres-etendue de fonctions transcendantes“, (verfaßt 1826), 
Oeuvres completes de N. H. Abel, Christiania (1881), Bd. 1 S. 145.
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Das Abelsche Theorem für das Integral erster Gattung 215

schnittsystem durchzogen sind, reichen dabei vom einzelnen Parallelo­
gramm in benachbarte Parallelogramme hinein. Beschränken wir uns 
auf das einzelne Parallelogramm, so erscheinen die Bilder jener beson­
deren Blätter den Schnitten entsprechend zerstückt.

Ist nun irgendein endlicher komplexer Wert, so mögen die 
Nullpunkte von (ψ(ιι)—ψ0), etwa im ersten Parallelogramm, bei uv 
u2, . . ., um liegen. Einer Änderung von ψ0 um άψ mögen die Änderungen 
der Nullpunkte um duv du2, . . ., dum entsprechen. Da die Pole ihre 
Stellen u behalten haben, so gilt eine Gleichung (5) mit ganzen Zahlen 
mv 7n2, sowohl wenn wir die vk durch die uk ersetzen, als auch wenn 
wir die Werte (uk -f- duk) an Stelle der vk eintragen. Hiernach ist die 
Summe (dux -f- du2 -j- . . . +  dum) selber eine ganzzahlige Kombination 
(m[ -f m2 ω2) der Perioden. Da aber jene Summe unendlich klein 
ist, so folgt m' =  0, m2 =  0, und also gilt:

Wir wollen dies Ergebnis zunächst auf der FOT weiter verfolgen 
und beschreiben von den m übereinander liegenden Stellen ψ0 m kon­
gruente Integrationsbahnen in den m Blättern bis zu einem beliebigen 
Systeme von m übereinander liegenden Endpunkten ψ· diese m Wege 
dürfen abgesehen davon, daß sie genau übereinander verlaufen sollen, 
beliebig gewählt werden und insbesondere auch irgendwie über Quer­
schnitte hinwegschreiten. Dann folgt aus (7) durch Integration über 
die gewählten Bahnen:

als Ausdruck des Abelschen Theorems, wobei duk das Differential des 
Integrals erster Gattung im Jcten Blatte ist.

Nun setze man insbesondere ψ0 =  oo und ψ =  0. Für die m An­
fangswerte des Integrals dürfen wir die obigen ivlf w2, . . ., wm benutzen. 
Die Integrationsbahnen werden dann, dem Werte ψ = 0 der oberen 
Grenze entsprechend, zu End werten v[, v2, . . ., v'm führen, welche zu­
folge (8) mit den Anfangs werten durch die Relation:

verbunden sind. Hier liegen dann aber keineswegs alle Endwerte vk not­
wendig auch im ersten Parallelogramm; denn die m Integrationswege 
können ja irgendwie die Querschnitte überschritten haben. Wir können 
vielmehr nur aussagen, daß die vk in ihrer Gesamtheit ein mit den vk
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äquivalentes Punktsystem im Parallelogrammnetz darstellen. Es existiert 
also eine Gleichung:

mit ganzen Zahlen mv m2, deren Addition zur letzten Gleichung uns 
dann in der Tat zur obigen Relation (5) zurückführt.

Übrigens ist hiernach einleuchtend, daß wir die Nullpunkte vk und 
Pole ivk von ψ{η)} sofern sie nicht alle dem gleichen Parallelogramm 
anzugehören brauchen, immer so wählen können, daß die Gleichung:

unmittelbar gültig ist. Dann tritt an Stelle von (6) die noch etwas ein­
fachere Darstellung unserer Funktion ψ(ιι):

Als Beispiele für diese Gleichung betrachten wir die Darstellungen 
von p(u) und p'(u). Die beiden Pole der zweiwertigen Funktion p(u) 
fallen bei u = 0 zusammen. Ein Nullpunkt a0 ist der im Innern des spitz­
winkligen Dreiecks der Fig. 37, S. 171 sichtbare Scheitelpunkt des Win­
kels α3; genauere Angaben über seine Lage lassen sich allgemein nicht 
machen.1) Jedenfalls dürfen wir aber als zweiten Nullpunkt — w0 ge­
brauchen und befriedigen damit die Relation (9). In der zugehörigen 
Darstellung (10) haben wir dann C so zu bestimmen, daß die aus (1) 
S. 200 folgende Bedingung:

erfüllt ist. Wir erhalten so:

Die drei Pole der Funktion <p'(u) fallen wieder bei n =  0 zusam­
men. Ihre drei Nullpunkte entsprechen den endlichen Verzweigungs­
punkten e1} e2, e3 und sind also im Periodenparallelogramm bei 
γ(ωχ -f- coa) gelegen. Man wird leicht die Richtigkeit der nachfolgenden 
Darstellung erkennen:

1) In den Sp ezia lfä llen  g  ̂ —  0 und (jf3 =  0 lie g e n  d ie V erh ä ltn isse  jed o ch  sehr  
einfach . Im  äqu ianharm onischen  F a lle  (vgl. F ig . 37, S. 171, w o je tz t  das d am alige  
K urvenviereck g era d lin ig  w ird) können w ir +  ϋ ωι —  a ŝ N u llp u n k te  der p -  
F u nk tion  heranziehen; im  h arm onischen  F a lle  (vgl. F ig . 38 und 40, S. 173) koin -  
zid ieren  d ie N u llp u n k te  von p(u) im  M itte lp u n k te  des P eriodenquadrates.
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Übrigens merken wir bei dieser Gelegenheit die aus unseren früheren 
Entwicklungen (S. 166ff.) sich unmittelbar ergebenden Gleichungen an:

Schließlich wollen wir noch (p(w) — ß(v)) der Darstellung (10) 
unterwerfen. Die Pole dieser zweiwertigen „Funktion von uu liegen 
wieder bei u =  0 vereint, und als Nullpunkte können wir einfach v 
und — v benutzen. Wir gelangen zur Darstellung:

§ 8. Die elliptischen Funktionen der zweiten und dritten Art.
Von Ch. H erm ite1) ist eine Erweiterung des Begriffs der ellip­

tischen Funktionen eingeführt, welche wir im Anschluß an unsere Sprech­
weise so erklären können: Eine Funktion φ(η), deren Feld die schlichte 
u-Ebene, abgesehen vom Punkte oo ist, heißt eine elliptische Funktion 
zweiter Art, falls sie bei Vennehrung von u um ok in sich selbst, mul­
tipliziert mit einem von u unabhängigen Faktor Xk, übergeht:

Die bisherigen elliptischen Funktionen werden demgegenüber als 
solche von der ersten Art bezeichnet. Übrigens werden diese letzteren 
von den elliptischen Funktionen zweiter Art mit umfaßt, insofern in 
(1) die besonderen Faktoren λ1= 1, λ2 =  1 nicht ausgeschlossen sind.

Hieran schließt sich weiter die folgende Erklärung: Eine Funktion 
φ (w), deren Feld die schlichte u-Ebene, abgesehen vom Punkte oo ist, 
heißt eine elliptische Funktion dritter Art, falls sie bei Vermehrung von 
u um ok in sich selbst, multipliziert mit der Exponentialfunktion eines 
Integrals erster Gattung, übergeht:

Es ist einleuchtend, daß diese Art sowohl die Funktionen zweiter als 
diejenigen erster Art in sich begreift.2)

Zu den Funktionen dritter Art gehört insbesondere die Funktion 6(w). 
Inwieweit im übrigen für das von unserer F2 gelieferte Parallelogramm­
netz bei willkührlich gewählten Faktoren Xk bzw. Koeffizienten gk, vk 
zugehörige Funktionen existieren, ist gleich näher festzustellen.

1) S. die A b han dlun gen reih e „Sur qu elq ues a p p lica tio n s des fonctions e llip tiq u es“ 
in  den  Pariser Com ptes R endus, Bd. 85— 94 (1877 — 82) oder Ch. H e r m i t e ,  „O euvres“ , 
publ. par E. P i c a r d ,  3 B de. (Paris, 1905ff.), B d . 3, S. 2 6 6 ff.

2) Die Faktoren 2in sind zur Vereinfachung späterer Rechnungen in die 
Exponenten aufgenommen.
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Zwei Funktionen gleicher Art, welche bei Vermehrung von u um 
cok einen und denselben Faktor annehmen, bezeichnet man als „gleich- 
ändrig“. Einleuchtend sind dann folgende Sätze: Oer Quotient zweier 
gleichändrigen elliptischen Funktionen ist stets eine elliptische Funktion 
erster Art; alle mit einer gegebenen Funktion zweiter oder dritter AH ψ (u) 
gleichändrigen Funktionen gewinnen wir durch Multiplikation von ψ (u) mit 
den gesamten Funktionen erster AH.

Es ist nun leicht einzusehen, daß wir in den elliptischen Funktionen 
zweiter und dritter Art wesentlich neue Funktionen keineswegs zu er­
blicken haben. Eine einzelne Funktion ψ(η) kann nämlich, da sie im 
Periodenparellelogramm frei von wesentlich singulären Punkten ist, 
ebenda nur endlich viele, etwa m Nullpunkte erster Ordnung haben, 
desgleichen nur endlich viele, etwa n Pole erster Ordnung. Mögen die 
ersteren bei vx, v2, . . ., vm, die letzteren bei wx, w2, .. ., wn gelegen 
sein, wobei wir etwaige Nullpunkte oder Pole höherer Ordnung wie 
oben (S. 212) wieder in der Weise berücksichtigen wollen, daß wir die 
betreffenden Stellen v bzw. w der Ordnung entsprechend mehrfach 
aufführen.

Nun folgt aus den Bedingungen (1) bzw. (2) sofort, daß die vor­
gelegte Funktion ip(u) in den übrigen Parallelogrammen des Netzes 
an den mit den v und w äquivalenten Stellen ihre Nullpunkte und 
Pole besitzt. Es wird demnach der aus der 6-Funktion aufgebaute 
Ausdruck:

eine eindeutige Funktion von u darstellen, welche genau in derselben 
Weise verschwindet und unendlich wird wie ·ψ(μ). Das Produkt von 
ip(u) und dem reziproken Werte des Ausdrucks (3) ist demnach eine 
in der endlichen u -Ebene überall eindeutige endliche und von 0 ver­
schiedene Funktion. Der natürliche Logarithmus dieser Funktion ist 
also eine in der ganzen endlichen u- Ebene eindeutige analytische 
und damit polfreie Funktion, und dasselbe wird demnach auch von der 
nach u genommenen Ableitung dieses Logarithmus gelten.

Aber das Produkt von ψ(η) und dem reziproken Werte von (3) 
verhält sich zufolge (1) bzw. (2) sowie (7) S. 209 bei Vermehrung von 
u um wie eine elliptische Funktion dritter Art.1) Demnach wird 
die eben erwähnte Ableitung des Logarithmus bei Vermehrung von u 
um (ok sich bis auf eine additive Konstante reproduzieren und stellt 
also notwendig ein Integral erster Gattung dar. Durch Integration und

1) M an beachte, daß d ie  dritte  A rt d ie  F u nk tionen  der b e id en  ersten  Arten  
m it um faßt.
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Übergang zur Exponentialfunktion ergibt sich daraus unmittelbar der
Satz: Die elliptische Funktion zweiter oder dritter Art ψ(η) läßt sich 
mittels des Integrals erster Gattung und der 6-Funktion in der Gestalt 
dar stellen:

Aber auch umgekehrt ist einleuchtend, daß jeder solche Ausdruck 
(4) mit irgendwie gewählten Konstanten A, Έ, C, Nullpunkten v und Polen 
w eine elliptische Funktion einer der drei Arten darstellt. Dies ergibt sich 
aus der Bauart der rechten Seite von (4) mit Rücksicht auf das Ver­
halten der 6-Funktion bei Vermehrung von u um cm

Wir denken nun in (1) bzw. (2) das rechts stehende Faktoren­
system willkürlich gewählt und fragen, ob wir in (4) über die Null­
punkte und Pole sowie die Konstanten A  und Έ  so verfügen können, 
daß wir eine Funktion dieses Faktorensystems gewinnen. Bei der fol­
genden Betrachtung können wir die Funktionen zweiter Art zunächst 
denen der dritten Art unterordnen; sie entsprechen einfach den Werten 
μι =  0, μ2 =  0 der beiden Koeffizienten μ. Übrigens schreiben wir zur 
Abkürzung:

Das Verhalten des in (4) rechts stehenden Ausdrucks bei Ver­
mehrung von u um Perioden folgt aus (7) S. 209. Damit den Relationen 
(2) genügt wird, müssen die Gleichungen bestehen:

unter mx und m2 zwei ganze Zahlen verstanden. Die beiden letzten 
Gleichungen lassen sich mittelst der beiden Gleichungen (6) in die fol­
genden Gestalten umrechnen:

Liegt nun die zweite Art vor, so ist μχ =  μ2 =  0. Die beiden Glei­
chungen (6) für A  und (in — n) haben die Determinante:

so daß jetzt A  =  0 und m =  n gilt. Die Gleichungen (7) kürzen sich 
unter Einführung der Multiplikatoren λ2 auf:
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und ergeben für B  und ( F — TF):

Ist m =  0, so sind die Faktoren λχ, λ2 durch die Relation:

aneinander gebunden und also nicht frei wählbar; in diesem Falle 
reduziert sich ψ(ιι) auf die Exponentialfunktion eines Integrals erster 
Gattung. Schließen wir diesen Fall aus, so folgt: Für willkürlich ge- 
icähltes Faktorensystem λ1} λ2 und beliebig vorgeschriebene Anzahl m >  0 
gibt es zugehörige elliptische Funktionen zweiter A rt; dieselben haben all­
gemein die Gestalt:

weisen also im Periodenparallelogramm ebenso viele Nullpunkte ivie Pole 
auf. B  hat die in (8) angegebene Bedeutung; mx, m2 ergeben sich aus 
der zweiten Gleichung (8), welche eine dem Abelschen Theorem (5) S. 213 
entsprechende Beziehung zwischen den Nullpunkten und Polen von ψ (u) 
darstellt.

Handelt es sich weiter um eine Funktion dritter Art, die nicht schon 
der ersten oder zweiten Art angehört, so verschwinden die Koeffizienten 
μ1} μ2 jedenfalls nicht beide. Die Lösung der Gleichungen (6) liefert nun:

Hieraus folgt zunächst: Die Koeffizienten μχ, μ2 sind nicht unabhängig 
voneinander wählbar; vielmehr muß (ωχμ2 — ω2μχ) eine ganze Zahl sein, 
die wir (auch wenn sie gleich 0 oder negativ ist) als die „Ordnungi( der 
elliptischen Funktion dritter Art bezeichnen, und die clen Tiber schuß der 
Anzahl m der Nullpunkte von ψ (u) über die Anzahl n der Pole im Perio­
denparallelogramm dar stell t.

Weiter ergibt die Auflösung der Gleichungen (7) für B  und ( V — W ) :

Ist die aus der zweiten Gleichung (10) zu bestimmende Ordnung 
gleich 0, und setzt man m =  0, n =  0, so folgt als eine weitere ein­
schränkende Bedingung für die μ, v:

www.rcin.org.pl



und es reduziert sich ψ(η) auf die Exponentialfunktion einer ganzen 
Funktion zweiten Grades von u. Schließen wir diesen Fall aus, so folgt: 
Sind die μ1} μ2 vl f v2 bis auf die schon formulierte Bedingung der μ1} μ2 
gewählt, so gibt es für jede Auswahl zweier nicht-negativen (und nicht 
zugleich verschwindenden) ganzen Zahlen m, n, deren Differenz die durch 
μι , μ2 festgelegte „Ordnung“ ist, zugehörige elliptische Funktionen dritter 
Art. Für deren im Periodenparallelogramm gelegenen Nullpunkte und 
Pole gilt die dem Abelschen Theorem (5) S. 213 entsprechende zweite Re­
lation (11), welche zugleich die ganzen Zahlen m{, m2 festlegt; mit Urnen 
baut sich B  in Gestalt der ersten Gleichung (11) auf während A  durch 
(10) gegeben ist.

Die elliptischen Funktionen dritter Art von der Ordnung 0 sind 
übrigens mit den Funktionen der zweiten Art nahe verwandt und können 
durch Zusatz von Exponentialfaktoren zu Funktionen zweiter Art gemacht 
werden. Ist nämlich m =  n, so folgt aus der zweiten Gleichung (10):

Elliptische Funktionen 2. und 3. Art mit gegebenen Faktorensystemen 221

Nennen wir den gemeinsamen Wert dieser Quotienten abkürzend r, so 
ergibt sich leicht: Eine elliptische Funktion dritter Art ψ (w) der Ordnung 0 
liefert in der Gestalt:

eine solche der zweiten Art von den Faktoren:

Soll eine unserer Funktionen ψ(μ) polfrei sein und weder mit 
einer Konstanten noch mit der Exponentialfunktion eines Integrals erster 
Gattung identisch sein, so muß sie der dritten Art angehören undhatdie Gestalt:

wir bezeichnen sie kurz als eine „ganze elliptische Funktion mter Ord­
nung“.'1) Die zweite Gleichung (11) lautet jetzt:

wie denn auch übrigens in den Gleichungen (10) und (11) einfach 
n — 0 einzutragen ist.

Mit Rücksicht auf die gleich folgende Untersuchung erinnern wir, 
die Funktion (13) betreffend, nochmals an folgende Verhältnisse. Sind

1) A uch andere B enennu ngen , w ie  z. B. d ie  der „Jacob ischen  F u n k tion en “ , 
kom m en vor.
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irgend zwei gleiehändrige ganze elliptische Funktionen m ter Ordnung, 
so mögen für die erste Funktion m [, m 2 die beiden ganzen in (14) 
rechts auftretenden Zahlen sein, für die zweite aber m'f, m 2 . Wegen 
der Gleichändrigkeit ergeben die Gleichungen (10) und (11):

Setzen wir also abkürzend:

m 'i —  m \ =  mv —  m i =  m 2> %  =  C ’

so folgt für den Quotienten ψ (η )  unserer beiden Funktionen, der eine 
elliptische Funktion erster Art ist:

mit der aus (14) hervorgehenden Bedingung:
vi +  v2 +  * · * F vm —  u\ —  w2 — ■ · ’ —  wm =  ml al - f  m 2 co2.

Wir sind hier also genau zur Darstellung (6) S. 214 der elliptischen 
Funktionen erster Art durch die 6-Funktion zurückgeführt. U m gekehrt 
gew innen  w ir  durch M u ltip lik a tio n  der besonderen ganzen  elliptischen F u n k ­
tion  m ter O rdnung ψ2(u) m it a llen  m öglichen m -w ertigen  F unktionen  erster  
A r t  ψ (η ) der P o le  w v  iv2, . . ., w m in  der G esta lt ψ.2(u) · ψ ( ι ι) d ie  ge­
sam ten  m it ^  (u) g leichändrigen  gan zen  elliptischen F u nktionen  m ter 
O rdnung.

§ 9. Anzahltheorem über elliptische Funktionen mit gegebenen 
Polen nebst Folgerungen.

Das Abelsche Theorem (5) S. 213 deckt uns ein eigentümliches 
Gesetz auf, welches die elliptischen Funktionen, d. i. diejenigen der er­
sten Art beherrscht. Sind etwa die Pole, deren Gesamtzahl m  sei, im 
Periodenparallelogramm festgelegt, so sind die m  Nullpunkte nicht mehr 
völlig frei wählbar, vielm ehr ist, w enn  (m  — 1) unter diesen  N u llpun k ten  
beliebig gew äh lt s in d , der m te a u f  G ru n d  der G leichung:

(1) vm =  m ^ i +  m̂ cô  +  ŵ  +  ŵ  A--------l· wm — — v2 ---------- vm_t
im  P erioden para lle logram m  eindeu tig  m itb es tim m t.1)

Die gleiche Eigenschaft haftet natürlich den algebraischen Funk­
tionen der F2 an, wie schon S. 2141F. ausgeführt wurde. Ist ~  w { z )  
eine m-wertige algebraische Funktion der F2, so möge dieselbe den 
speziellen komplexen Wert ψ0 in den m  Stellen z v  z 2, . . . ,  z m und den

1) Schreiben wir einen dieser Bedingung nicht genügenden mten Nullpunkt 
vor, so ist eben nur erst eine elliptische Funktion zweiter Art mit diesen Null­
punkten und Polen angebbar.
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Wert ψ in den Stellen z\, z'%)... ,  z'm annehmen. Die Gleichung (8) S. 215 
ergibt dann, für die F2 umgeschrieben:

wobei die Integrationswege und damit die Zuordnung der Punkte z'k zu 
den Punkten ^.dadurch vorgezeichnet sind, daß die Wege aufderw-blättrigen 
Riemannschen Fläche Früher der ι̂ -Ebene kongruente übereinanderliegende 
Kurven von ψ0 nach ψ sein müssen (vgl. S. 215). Wir wollen beiläufig be­
merken, daß wir die letzte Gleichung auch in allgemeiner Art aufbauen 
dürfen. Erstlich dürfen wir jede einzelne Integrationskurve unter Fest­
haltung ihrer Endpunkte stetig ändern, auch irgendwelche Perioden­
wege einhängen, wobei dann freilich das Integral sich um entsprechende 
Multipla von und c j 2 ändert. Andererseits gilt:

woraus man leicht den Schluß zieht, daß man die oberen Grenzen der 
Integrale z[ irgendwie den unteren zk zu ordnen darf. Das Abelsche Theo­
rem nimmt alsdann die Gestalt an:

wobei die m Punkte z'k, in denen unsere m-ivertige algebraische Funktion 
den Wert ψ annimmt, den m Punkten zk, in denen die Funktion gleich 
ψ0 wird, irgendwie zugeordnet sind, die Integrationswcge zwischen zwei 
zugeordneten Punkten zk beliebig wählbar sind und mv m2 zwei dieser 
Wahl entsprechende ganze Zahlen bedeuten.

Was aber das Wesentliche ist, so kommt eben durch diese Gleichung 
(2) auch wieder zum Ausdruck, daß nach Auswahl des Stellensystems 
zv z2, . . . ,  zm das zweite System zv z2, . . .,  zm an die Bedingung (2) ge­
knüpft ist, der zufolge eine unter diesen Stellen mit den (m — 1) übrigen 
bereits eindeutig bestimmt ist.

Dieses Sachverhältnis ist den algebraischen Funktionen auf einer 
Riemannschen Fläche der Geschlechtes p =  0 fremd. Wählen wir zur 
Darstellung dieser Funktionen eine einwertige z unter ihnen (vgl. S. 94) 
und legen wir damit eine Fx zugrunde (d. h. die schlichte jz-Ebene), 
so werden jene algebraischen Funktionen als rationale Funktionen B(z) 
von z darstellbar. Hier dürfen wir in der Tat für eine m-ivertige Funk­
tion Pi (z) die m Pole und m Nullpunkte völlig willkürlich und unab-
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hängig voneinander ivählen, wodurch alsdann II (z) bis auf einen kon­
stanten Faktor bestimmt ist (vgl. S. 61 ff).

In anderer Gestalt ist uns die hier betrachtete Eigenschaft der 
elliptischen Funktionen (erster Art) bereits S. 205ff. begegnet. Da im 
Ausdruck (6) S. 214 einer m-wertigen Funktion ψ(η) mit vorgeschriebenen 
Polen wt, w3, . . . , wm neben (m — 1) willkürlich wählbaren Nullstellen1) 
auch noch der Faktor C als endliche Konstante willkürlich wählbar ist, 
so existieren m-fach unendlich viele Funktionen ψ(ιι) mit vorgegebenen 
m Polen.2) Dies ist nun gerade die Tatsache, welche in der Darstellung 
(6) S. 206 von ψ(ιι) unmittelbar zum Ausdruck kommt, insofern die 
zunächst in der Anzahl (m -p 1) auftretenden Koeffizienten A 0, Ak, Bk, . . . 
zufolge der damaligen Relation (5) S. 206 sich auf m willkürlich wähl­
bare komplexe Koeffizienten reduzieren.

Wir wollen die vorliegenden Verhältnisse in Gestalt eines Anzahl­
theorems charakterisieren, das uns in der aufzustellenden Gestalt später 
gute Dienste leisten wird. In der Formel (6) S. 206 ist der Möglich­
keit der Koinzidenz der Pole explizite Rechnung getragen. Fallen die 
m Pole an den v verschiedenen Stellen wv w2, . . ., wv irgendwie zu­
sammen, so können wir, indem wir gleich auf die Relation (5) S. 206 
Rücksicht nehmen, irgendeine der zugehörigen Funktionen ψ(η) in der 
nachfolgenden Gestalt darstellen:

Zugleich können wir die jetzt noch Testierenden m Koeffizienten A0, A lf 
..., A r- 1, Bk, Ch . . . ganz willkürlich wählen und gewinnen dann jedes­
mal eine zugehörige Funktion ψ(η) mit den vorgeschriebenen m Polen. 
Diese Pole dürfen sich dabei sehr wohl zum Teil, ja sogar vollständig 
gegen Nullpunkte der dargestellten Funktion ip(u) fortheben; im Ex­
tremfalle, wo sich alle Pole fortheben, ist nur A0 von 0 verschieden, 
dagegen alle übrigen Koeffizienten gleich 0, so daß ip(u) mit der Kon­
stanten A 0 identisch ist.

Gemäß der hiermit festgelegten Auffassung haben wir zum Ge-

1) Wir erinnern hier gleich daran, daß auch Koinzidenzen von Nullpunkten 
mit Polen eintreten dürfen, wo alsdann eine entsprechende Herabminderung der 
Wertigkeit eintritt. Es handelt sich also im Texte um alle Funktionen, welche 
keine anderen Pole haben als die wi , . . . ,  wm̂

2) Als „einfach-unendlich“ gilt bei dieser Sprechweise der Wertbereich einer 
komplexen .Variabelen.
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samtsystem aller Funktionen ψ(ιϊ) mit den m vorgeschriebenen Polen 
insbesondere auch die m Funktion:

welche den einzelnen m Gliedern in (3) rechter Hand entsprechen, als 
zugehörig anzusehen. Diese Funktionen haben die wichtige Eigenschaft, 
ein System von m „linear-unabhängigen“ Funktionen darzustellen. Hier­
durch soll zum Ausdruck kommen, daß zwischen den m Funktionen (4) 
keine lineare Relation:

mit nicht durchgängig verschwindenden Koeffizienten identisch, d. i. 
unabhängig von u, bestehen kann. Die Richtigkeit dieser Behauptung 
zeigt man sofort, indem man die Existenz einer solchen identischen 
Gleichung annimmt und die auf der linken Seite der Gleichung gegebene, 
mit 0 identische Funktion in der Umgebung der Stelle wk in eine 
Reihe nach Potenzen von (u — wk)  entwickelt. Die Potenzen mit 
negativen Exponenten werden dabei mit Koeffizienten behaftet auf- 
treten, die von den A !:, B k, 6*, ... nur um nichtverschwindende nu­
merische Faktoren abweichen (vgl. S. 200ff.). Da aber die dargestellte 
Funktion mit 0 identisch ist, so treten solche Glieder überhaupt nicht 
auf, und also sind die A k, B k, Gk, . . . für alle k =  1, 2 , . . ., v notwendig 
gleich 0. Dann aber verschwindet zufolge der letzten Gleichung auch 
noch A 0.

Unmittelbar einleuchtend ist nun nach den obigen Entwicklungen 
weiter folgende Aussage: In den m linear-unabhängigen besonderen Funk­
tionen (4) unseres Gesamtsystems aller Funktionen ψ (ιι) mit den vorge­
schriebenen m Polen wv w3}..., wm ist jede andere Funktion dieses Systems 
linear und homogen mit konstanten Koeffizienten (nämlich eben in der Ge­
stalt (ß)) darstellbar; und umgekehrt ist jede solche lineare und homogene 
Verbindung der Funldionen (4) auch eine Funktion unseres Systems.

Mittelst einiger Sätze der Determinantentheorie können wir diesem 
Ergebnis eine noch etwas allgemeinere Gestalt verleihen. Sind ψχ(w), 
Ψ2(μ), ..  ., ψη(w) irgendwelche m unter unseren Funktionen, so gelte 
für y>i(u) die Darstellung:

Da die Funktionen (4) linear-unabhängig sind, so folgt aus den frag­
lichen Determinantensätzen: Die m Funktionen ipx(u), i£>2(w), . . .,

F r i c k e :  E l l i p t i s c h e  Funktionen. B d .  1 1 5
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sind stets und nur dann linear-unabhängig, wenn die Determinante der 
m2 Koeffizienten A,B, . . .  einen nichtverschwindenden Wert hat. Es ergibt 
sich zugleich die Möglichkeit, aus dem Gesamtsystem unserer Funktionen 
ψ(η) mit vorgegebenen m Polen auf unendlich viele verschiedene Arten 
ein System linear-unabhängiger Funktionen auszuwählen.

Haben wir irgendein solches System gewählt, so können wir die 
zugehörigen m Gleichungen (5) nach den unter (4) genannten Funktionen 
auflösen und damit diese insbesondere als lineare-homogene \ rerbin- 
dungen der ψ;(ιι) darstellen. Damit kann man dann aber die gewählten 
tki(u) überhaupt für die Darstellung aller Funktionen ψ (u) unseres Systems 
heranziehen. Wir sind damit zu dem in Aussicht genommenen „Anzahl­
theorem“ hingelangt: Unter allen elliptischen Funktionen (erster Art) mit 
m vorgegebenen Polen kann man auf unendlich viele Arten m linear-un­
abhängige Funktionen ψ1 (u), ψ2(u), . . ., ip,n(u) auswählen, in denen jede 
weitere solche Funktion in der Gestalt:

linear und homogen mit konstanten Koeffizienten darstellbar ist; und um­
gekehrt ist natürlich jeder solche Ausdruck mit irgendwie gewählten m end­
lichen komplexen Konstanten eine der in Eede stehenden Funktionen, wo­
durch die m-fach unendliche Mannigfaltigkeit unseres Funktionssystems 
wieder zum Ausdruck gelangt.

Denjenigen Teil dieses Satzes, der sich auf die Darstellung der 
Funktionen ψ{η) bezieht, kann man auch so aussprechen: Zivischen je 
(m -f 1) Funktionen ψ0(η), ^(w), . . . ,  ipm (u) mit vorgegebenen m Polen 
besteht stets eine lineare Relation:

mit nicht durchgängig verschivindenden Koeffizienten identisch. Entweder 
sind nämlich bereits die ^ ( m), Ψ2(α), . . ., ψ,η(η) „linear-abhängig“, oder 
sie sind zur Darstellung von i>0(u) in der Gestalt (6) geeignet, woraus 
dann eben eine Relation (7) mit c0 — — 1 folgt.

Der gewonnene Satz gilt entprechend für die algebraischen Funk­
tionen der Fläche F2 mit vorgegebenen Polen. Um die Bedeutung des 
Satzes hervorzuheben, weisen wir nochmals auf die entsprechend bei einer 
Fläche des Geschlechtes p =  0 vorliegenden Verhältnisse hin. Zur Dar­
stellung der algebraischen Funktionen benutzen wir, wie schon vorhin be­
merkt wurde, eine F17 so daß alle Funktionen mit m vorgegebenen 
Polen in der Gestalt:

darstellbar sind, unter g(z) die bestimmte ganze Funktion verstanden,
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deren Nullpunkte die vorgeschriebenen Pole sind.1) Die Koeffizienten 
c0, cv . . c,a bleiben liier frei wählbar; genau wie oben folgt jetzt das 
„Anzahltheorem“, daß auf einer Fläche des Geschlechtes 0 bei m vorge­
gebenen Polen (m -)- 1) linear-unabhängige zugehörige Funktionen angegeben 
iverden können, in denen dann alle weiteren linear und homogen darstell­
bar sind. Übrigens sind beide Sätze Spezialfälle des sogenannten „Bie- 
mann-Bochschen Satzes“, welcher auf einer Fläche beliebigen Geschlechtes p 
die Anzahl linear-unabhängiger Funktionen mit m vorgegebenen Polen 
festlegt.2)

Auf Grund der Schlußbetrachtung von § 8 (S. 222) wollen wir noch 
eine Folgerung aus dem Anzahltheorem auf die ganzen elliptischen Funk­
tionen (dritter Art) mter Ordnung aussprechen. Wie wir daselbst sahen, 
gewinnen wir gerade genau alle mit:
(8) to(u) — ü  • eAu* + Bu 6(ii — wf) (5(u — w2) • • • 6(u  — wm)
gleichändrigen ganzen elliptischen Funktionen mterOrdnung, wenn wir 
diese besondere Funktion mit den gesamten m-wertigen elliptischen 
Funktionen (erster Art) der Pole wv w2, . . ., wm multiplizieren. Sind 
nun unter den letzteren Funktionen i)1 (u), ty2(u), . . ., ipm(u) irgend m 
linear-unabhängige, so ist jede weitere in ihnen linear und homogen dar­
stellbar, so daß wir alle mit der Funktion (8) gleichändrigen ganzen 
Funktionen mter Ordnung in der Gestalt:

Ci^oOO^iO) +  c2̂ 0(w)Ü2(w) H----- +  cinip0(u)^m(u)
gewinnen. Offenbar stellen die m Produkte:

f k(u) =  Tp0(u)vk(u)
m besondere mit der Funktion (8) gleichändrige ganze elliptische Funk­
tionen mter Ordnung dar, die voneinander linear-unabhängig sind. Wir 
gelangen also zu der Folgerung: Unter allen gleichändrigen ganzen ellip­
tischen Funktionen (dritter Art) der Ordnung m kann man auf unendlich 
viele Arten m linear-unabhängige (u), t̂ 2(w), . . ., ipm(u) aussuchen, in 
denen dann alle weiteren in der Gestalt:
(9) =  C± 1pl (u) -f C 2 1p2 (ll) +  ■••-{- Cm1pm(u)
homogen und linear mit konstanten Koeffizienten darstellbar sind. Einen 
Teil dieses Theorems können wir auch in die Aussage kleiden: Zwischen 
je (m +  1) gleichäiulrigen ganzen elliptischen Funktionen (dritter Art)

1) E s b ed arf kaum  des H in w eises darauf, daß, w en n  g(z) den Grad m n ich t  
erreicht, e in  oder m ehrere P o le  b e i z — oo lie g e n ; d a m it g(z) e in d eu tig  b estim m t  
ist, denken w ir d en  K oeffizienten des höch sten  G lied es g le ic h  1 g esetz t.

2) S. R o c h ,  „Über die Anzahl der w illkürlichen K onstanten in algebraischen 
Funktionen“, Journ. f. Math., Bd. 64 (1865), S. 372.

1 5
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mter Ordnung besteht notwendig eine lineare Relation mit nicht durchgängig 
verschwindenden Koeffizienten identisch.

Der zuletzt gewonnene Satz ist auch unter dem Namen des „Satzes 
von Hermite“ oder des „Hermiteschen Prinzips“ bekannt und mag auch 
späterhin unter dieser Benennung zitiert werden. Der Satz tritt bei 
Hermite in einem Briefe an Jacobi vom August 1844 auf1); er steht 
daselbst natürlich außer Zusammenhang mit den hier vorausgeschickten 
allgemeinen funktionentheoretischen Erwägungen, ist auch zunächst nur 
ausgesprochen für gewisse spezielle Funktionen von der Art, wie sie 
hier allgemein als ganze elliptische Funktionen mter Ordnung bezeich­
net sind. Das Beweismittel sind Fouriersche Reihen der fraglichen Funk­
tionen, auf die wir später ausführlich zu sprechen kommen. Übrigens 
besteht Grund zu der Annahme, daß der nach Hermite benannte Satz 
bereits im Jahre 1800 Gauß bekannt gewesen sein muß.2j

V iertes K apitel.

Die eindeutigen doppeltperiodischen Funktionen erster Stufe.
Nächst der Eindeutigkeit ist die doppelte Periodizität die wichtigste 

Eigenschaft der elliptischen Funktionen. Es ist möglich und oftmals 
durchgeführt, die Darstellung der ganzen Theorie an den Begriff der 
„eindeutigen doppeltperiodischen Funktion“ einer Variabelen anzuknüpfen. 
Wie sich alsdann der Aufbau der Theorie gestaltet, soll im vorliegenden 
Kapitel dargestellt werden.

Diese Entwicklung ist für uns noch nach anderer Richtung hin von 
grundsätzlicher Bedeutung. Wir haben oben (S. 137 ff.) erkannt, daß der 
einzelne Körper algebraischer Funktionen des Geschlechtes p =  1 ein­
deutig durch den Wert der absoluten Invariante J  charakterisiert werden 
kann, und daß andererseits zu jedem beliebigen endlichen komplexen 
Werte J  ein bestimmter Körper gehört. Späterhin (S. 180) fanden wir, 
daß sich noch in einer anderen Art eine „Maßgröße“ oder ein „Modul“ 
für den einzelnen Körper algebraischer und damit elliptischer Funk­
tionen angeben läßt; ein solcher Modul war nämlich der Quotient co der 
reduzierten Perioden e^, co2 des Integrals erster Gattung. Dem einzelnen 
Körper gehörte ein eindeutig bestimmter endlicher komplexer Wert co 
mit positivem imaginären Bestandteile zu, und es lag der Bildpunkt 
dieses Wertes co in dem in Fig. 43, S. 179 dargestellten „Doppeldreieck“.

1) S. J a c o b i s  „W erke“, ßd. 2 S. 96 oder H e r m i te s  „W erke“, Bd. 1 S. 18.
2) S. darüber P. G ü n th e r ,  „Die U ntersuchungen von Gauß in der Theorie 

der elliptischen Funktionen“, Gott. Nachr. von 1894 S. 102 und L. S c h l e s i n g e r ,  
„Über G auß’ Arbeiten zur Funktionentheorie“ , Gott. Nachr. von 1912, Beiheft S. 44.
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Hier entsteht nun die Frage, ob wir J  und damit den Funktionen­
körper so wählen können, daß wir irgendeinen beliebig vorgescbriebenen 
endlichen Bildpunkt co des fraglichen Doppeldreiecks wirklich erreichen. 
Die Entwicklungen des vorliegenden Kapitels werden diese Frage be­
jahend beantworten. Damit werden wir aber zugleich die Problemstellung 
für das nächste Kapitel gewinnen, in dem die sich hier ergebende Be­
ziehung zwischen J  und to weiter aufzuklären ist.

§ 1. Die Substitutionsgruppe FM der doppeltperiodischen
Funktionen.

Unter Vorbehalt einer genaueren Erklärung verstehen wir unter 
eine eindeutige analytische Funktion, welche die beiden endlichen 

von 0 verschiedenen Perioden co^ög hat:
(1) if/(u -f Oi) =  ^(u), il>(u -f aa) =  ^ (m).
Diese Funktion wird dann auch unverändert bleiben, wenn wir ihr Argu­
ment um (mlco1 -j- m2co2) vermehren:
(2) (u -f- m1 G31 -f m2 a2) =  V (U)) 
unter mv m2 irgendein Paar ganzer Zahlen1) verstanden.

Die gesamten, allen Paaren ganzer Zahlen m1} m2 entsprechenden 
Substitutionen:
(3) u' — u -j- mt cOj +  m2co2
bilden eine „Gruppe“ von Translationen, die wir als die „Substitutions­
gruppe der doppeltperiodisclicn Funktionen“ benennen und durch UM oder, 
wenn kein Mißverständnis zu befürchten ist, kurz durch F  bezeichnen 
wollen. Für die einzelnen Substitutionen der Gruppe F  und ihre Kom­
binierung nehmen wir die symbolischen Bezeichnungen von S. 127 wieder 
auf. Sind S  und S' irgend zwei Substitutionen unserer Gruppe, so gilt 
hier das Gesetz:

S '-S  =  S -S ',
was bei den S. 126 ff. besprochenen Gruppen endlicher Ordnung keineswegs 
allgemein galt; man sagt, irgend zwei Substitutionen der Gruppe F  seien 
miteinander vertauschbar. Werden die beiden in (1) zur Geltung kommen­
den Substitutionen durch St und S2 bezeichnet, so läßt sich die belie­
bige Substitution (3) der Gruppe durch:

S  =  S p  ■ S”*
darstellen: man sagt dieserhalb, St , S2 bilden ein System von erzeugenden 
Substitutionen der Gruppe F. Bei dieser Auffassung denken wir mit St

1) W ir  erinnern daran, daß w ir  b e i der B eze ich n u n g  „gan ze Z ahl“ (ohne  
Z usatz) s te ts  d ie  Zahl 0 un d  die n egativen  ganzen  Z ahlen e in b egre ifen  w ollen .
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und S2 die zu ihnen inversen Substitutionen S ~ x, S f l sogleich mit- 
gegeben.

Irgend zwei endliche Punkte der w-Ebene, von denen der eine in 
den anderen durch eine Substitution S  von F  (und also der zweite in 
den ersten durch S -1) transformiert wird, sollen „bezüglich der Gruppe F  
äquivalent1 heißen. Es ist dies derselbe AquivalenzbegrifF, mit dem wir 
oben (S. 180ff.) arbeiteten, insofern ja in je zwei äquivalenten Punkten 
die Funktion ip(u) gleiche Werte haben muß.

Die im vorigen Kapitel auftretenden Perioden cq, a s lieferten einen
Periodenquotienten 03 =  ~ , der eine endliche, nicht-reelle Zahl war. Daß
der imaginäre Bestandteil von a positiv war, konnte dann nötigenfalls 
durch Zeichenwechsel der einen Periode stets erreicht werden. An der 
letzteren Verabredung werden wir auch hier festhalten, falls der Quotient to 
der beiden jetzt vorgelegten Perioden Gq, n t nicht reell ist. Im übrigen ist von 
vornherein durchaus nicht abzusehen, ob nicht auch der Fall eines reellen 
Periodenquotienten co zu brauchbaren Ergebnissen zu führen vermag. Wir 
werden demselben demnach hier eine besondere Voruntersuchung widmen.

Ist co reell, so können wir nötigenfalls durch Zeichenwechsel von &q 
auch 03 >  0 als erfüllt ansehen. Da Gq =  g>2 auszuschließen ist (was auf 
„einfachperiodische“ Funktionen führen würde), so verstehen wir etwa 
unter Gq diejenige unter beiden Perioden, welche den größeren Betrag 
hat. Alle mit u =  0 äquivalenten Punkte, die wir jetzt durch:
(4 ) mc31 +  nc3.2

bezeichnen wollen, liegen auf der Geraden G der «.-Ebene durch die 
Punkte 0, g >2, cq. Sie liefern, wie man sofort sieht, ein System von Werten u, 
das sich gegenüber Addition und Subtraktion reproduziert; es folgt dies 
unmittelbar aus der Ganzzahligkeit von m und n.

Es sind nun zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem unter den 
von 0 verschiedenen Werten (4) ein Wert gj0=  m0cq -f «0g>2 von kleinstem 
Betrage | g >0 angebbar ist oder nicht. Im ersten Falle findet sich zwischen 
den beiden mit 0 äquivalenten Punkten (moq -f «Gq) und: 

m 031 -f no32 +  G30 =  (m ■+• m0)o31 -f- (n +  m0)gj2 
kein weiterer mit 0 äquivalenter Punkt-, denn wäre (m 'a1 n'(o2) ein 
solcher, so würde man sofort:

| (m' — m)o31 +  {n — n)c32 <  gj0

erkennen und hätte in gj0 nicht den mit 0 äquivalenten Punkt von 
kleinstem Betrage. Man erkennt hieraus sofort, daß jetzt die gesamten 
mit u =  0 äquivalenten Punkte durch:
(5) 0, +  w0, +  2030, +  3 gj„, . . .

230 I, 4. Die doppeltperiodischen Funktionen erster Stufe

www.rcin.org.pl



Unbrauchbarkeit eines reellen Periodenquotienten ω 2 3 1

gegeben sind. Unter diesen finden sich insbesondere die Punkte u =  Ciq 
und u —  £Dg| wir können also ωί = ρω0 und ( o . 2  =  q  g j 0  setzen, wobei p  

und q zwei ganze Zahlen sind. Da übrigens:

ist und also die Gleichung:

gut, so folgt aus der Ganzzahligkeit von mQ und nQ, daß p  und q rela­
tive Primzahlen sind. Gegenwärtig ist also ω rational, und zwar gleich

X)dem Bruch ω =  ^ , der sich nicht weitet' heben läßt.
Nehmen wir umgekehrt ω als rational gegeben an und schreiben 

etwa sofort wieder ω gleich einem irreduzibelen Bruche —, wo p  und q
als positive ganze Zahlen vorausgesetzt werden dürfen, so gelangen wir 
leicht wieder zur Existenz eines mit 0 äquivalenten Punktes (^ ¢ ^  +  w0o>2) 
von kleinstem Betrage. Man kann nämlich für jede ganze Zahl m die 
zweite ganze Zahl n in einer und nur einer Weise so bestimmen, daß:

gilt und also der Punkt (ηιω1-\-ηωί) dem Intervall der Geraden G 
zwischen den Punkten 0 und <a2 angehört, unter Einschluß des End­
punktes 0 und Ausschluß des Endpunktes ω2. Da aber zufolge ω =* 
offenbar:

gilt, so reduzieren sich diese (allen ganzen Zahlen m entsprechenden) 
unendlich vielen dem fraglichen Intervall angehörenden Punkte auf nur 
endlich viele, insofern wir ja bereits alle verschiedenen Punkte gewinnen, 
wenn wir m auf die q Werte m =  0 ,1,2,. . q — 1 beschränken. Es gibt 
also unter diesen Punkten einen am Nullpunkte u =  0 nächst gelegenen 
ω0, womit wir unseren obigen Ansatz wieder gewonnen haben.

Im vorliegenden Falle lassen sich die gesamten Substitutionen der 
Gruppe Γ  auf die Gestalt:

bringen, und die beiden Gleichungen (1) sind durch die eine:

ersetzbar. Der Fall eines reellen rationalen Periodenquotienten ω ist des­
halb auszuschließen, weil er uns nicht doppeltperiodische, sondern „einfach- 
periodische11 Funktionen liefert.

Der andere Fall, daß der Periodenquotient ω reell und irrational 
ist, wird nunmehr dahin zu charakterisieren sein, daß jetzt unter den
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von 0 verschiedenen mit u =  0 äquivalenten Punkten (4) keiner mit 
kleinstem Betrage jw aq-f wq2 angebbar ist. Man kann dies auch 
unmittelbar in der Weise einsehen, daß man für jede ganze Zahl m 
die eindeutig zugehörige Zahl n wie oben gemäß der Bedingung (7) 
wählt. Jetzt können keine zwei unter den einfach unendlich vielen 
Punkten (m a1 +  n a 2) des in (7) bezeichneten Intervalles zusammenfallen. 
Würde nämlich:

m co1 -f na g =  m' ax -f n 'a 2

gelten, so würde sich, da m ^zm ' gilt, a sofort wieder als rationale 
reelle Zahl ergeben. Die unendlich vielen Punkte jenes endlichen Inter­
valles müssen demnach mindestens eine Häufungsstelle haben. Ist nun 
d eine beliebig klein gewählte, von 0 verschiedene positive Zahl und 
grenzt man um die Häufungsstelle als Mittelpunkt ein Intervall der 
Länge d ein, so kann man in diesem Intervall zwei verschiedene mit 
0 äquivalente Punkte (ma1 +  na.j) und (m 'a1Jr n 'a 2) angeben. Dann 
aber erkennt man sofort in:

a0 =  (m' — m) ax -f in' — n) a2 = m^a^ -f w0«2

einen mit 0 äquivalenten, aber von 0 verschiedenen Punkt, dessen Be­
trag | a 0 <  d, d. h. kleiner als die beliebig klein gewählte Zahl d ist. 
Es ist also in der Tat bei reellem irrationalen a kein von 0 verschiedener 
Tunkt (4) mit kleinstem Betrage angebbar.

Bei dieser Sachlage kann man jetzt in jeder Umgebung irgend­
eines endlichen Punktes u einen und damit sogar beliebig viele von u 
verschiedene, aber bezüglich T  mit u äquivalente Punkte angeben. Nun 
soll die Funktion tp(u) in allen äquivalenten Punkten gleiche Werte 
haben. Ist aber ip(u) nicht mit einer Konstanten identisch und verhält 
sich diese Funktion im Punkte u analytisch, so läßt sich um den Punkt u 
eine Umgebung eingrenzen, in der der besondere im Mittelpunkte der 
Umgebung vorliegende Funktionswert ip(u) nicht ein zweites Mal an­
genommen wird. Es folgt, daß in unserem Falle die Funktion t^(a), 
wenn sie nicht mit einer Konstanten identisch sein soll, in keinem 
endlichen Punkte u analytisch sein würde. Nun haben wir aber das 
Kennzeichen, analytisch zu sein, oben in die Erklärung der Funktion 
-ip(u) aufgenommen. Es ergibt sich demnach: Der Fall eines irrationalen 
Periodenquotienten a ist deshalb abzuweisen, weil jede zugehörige eindeu­
tige „analytischeu Funktion xp (w) mit einer Konstanten identisch sein müßte.

Auf diese Weise ist der Boden für die weiter folgende Unter­
suchung geebnet: Wir lassen nur noch diejenigen Gruppen jT(u) zur Unter­
suchung zu, deren Periodenquotienten a  mdliche komplexe Zahlen mitnicht- 
verschwindenden, und zwar positiven imaginären Bestandteilen sind.
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Begriff eines Diskontinuitätsbereiches 2 3 3

§ 2. Der Diskontinuitätsibereich der Substitutionsgruppe r {uK
Um die gesamten mit irgendeinem endlichen Punkte uQ äquiva­

lenten Punkte (m0 -f ml a1 -f- m2co2) leicht übersehen zu können, denken 
wir uns in der M-Ebene das geradlinige Parallelogramm der Ecken 0, 
co2, co1+  ra2, o 1 gezeichnet und stellen genau wie in Fig. 41, S. 174, durch 
lückenlose Aneinanderreihung von Parallelogrammen, die mit dem ersten 
kongruent sind, ein ganzes Parallelogrammnetz her, welches die it-Ebene 
bis auf den Punkt oo schlicht 
bedeckt. Die bezüglich J 
äquivalenten Punkte sind dann 
einfach die homologen Punkte 
in den Parallelogrammen die­
ses Netzes.

Das zuerst gezeichnete 
Parallelogramm ist in Fig. 47 
durch Schraffierung hervorge­
hoben. Von den Randpunkten 
des Parallelogramms wollen 
wir nur diejenigen als dem 
Parallelogramm angehörig be­
trachten, welche auf den beiden 
Seiten von 0 nach <z>2 und von 0 
nach av unter Ausschluß der beiden Endpunkte «2 und av gelegen sind. Um 
dies in der Figur hervorzuheben, sind diese beiden Seiten in Fig. 47 etwas 
stärker ausgezogen. Nach dieser Verabredung ist der folgende Satz ein­
leuchtend: Für jeden endlichen Funkt u0 der u-Ebene liefert unser Par­
allelogramm einen und. nur einen äquivalenten Punkt.

Der Punkt u =  oo (der wesentlich singuläre Punkt der elliptischen 
Funktionen) ist bezüglich Uw nur mit sich selbst äquivalent. Er gehört 
dem Parallelogrammnetze nicht an, wenn auch in jeder Umgebung dieses 
Punktes unendlich viele Parallelogramme sich finden; man bezeichnet 
den fraglichen Punkt dieserhalb als einen „Grenzpunkt“ der Gruppe D(“b 
Auf alle übrigen Punkte der w-Ebene bezieht sich nun folgende grund­
legende Erklärung: Unter einem „Diskontinuitätsbereiche“ der Gruppe U(“> 
versteht man einen aus einem oder mehreren Stüclcen bestehenden Bereich 
der u-Ebene, welcher für jeden vom Grenzpunkte der Gruppe verschiedenen 
Punkt u0 einen und nur einen äquivalenten auf weist, und welcher den 
Grenzpunkt der Gruppe selbst nicht enthält.1)

1) W ir hab en  d ie D efin ition  des „ D isk o n tin u itä tsb ere ich es“ h ier g le ic h  so  
a llg em ein  gefaßt, daß sie für d ie im  n äch sten  K apitel zu besp rechende Gruppe F"’\

www.rcin.org.pl



Übeu wir auf einen Diskontinuitätsbereich der F “'* jede Substitution 
dieser Gruppe einmal und nur einmal aus, so ergeben sich unendlich 
viele Bereiche, welche in ihrer Gesamtheit jeden vom Grenzpunkte der 
r ( “) verschiedenen Teil der «-Ebene schlicht und ohne Lücke bedecken 
müssen. Dies ist, wenn wir das in Fig. 47 schraffierte Parallelogramm 
als Diskontinuitätsbereich benutzen, ja unmittelbar einleuchtend. Dieser 
Bereich geht durch die Substitution:

u' = u -f nixa1 +  m.2co2
in das Parallelogramm der Ecken mx w1 m2 to2, m1G)1 -j- (m2 -f- 1) o?a, 
(m1 -(- 1) ccq-f (m2 +  l ) ß j 2 , (?wt +  1 )« !+  fw2e>2 über, und diese Paralle­
logramme bedecken in ihrer Gesamtheit die «-Ebene, abgesehen vom 
Punkte oc, schlicht und lückenlos.

Man kann diese Bedeckung der it-Ebene aber auch schrittweise 
vornehmen. Die Gegenseiten des in Fig. 47 schraffierten Dislcontinuitäts- 
bereiches sind, wie die beiden Pfeile der Figur andeuten sollen, durch die 
beiden erzeugenden Substitutionen der Gruppe jT(u) :

S\ 00 =  « +  «!, S2 00 =  u 4- io2
aufeinander bezogen. Üben wir nun auf den schraffierten Bereich zu­
nächst die vier Substitutionen S f 1, S ^ 1 aus, so gewinnen wir die vier 
benachbarten Parallelogramme, in welche wir die Symbole der zuge­
hörigen Substitutionen gewissermaßen als „Namen“ eintragen wollen. 
Das schraffierte Parallelogramm würde dann folgerecht den „Namen“ 1 
der „identischen“ Substitutionen u' =  u erhalten müssen. Das Par­
allelogramm Si hat nun noch drei ungedeckte Seiten; längs dieser Seiten 
tragen wir jetzt die neuen Parallelogramme S\, SXS2, S1S jf1 an (vgl. 
Fig. 47). In dieser Weise fahren wir fort, indem wir an ein schon 
gewonnenes Parallelogramm S  die benachbarten S S ^ 1, S S soweit 
dieselben nicht schon hergestellt sind, antragen. Diese schrittweise zu 
vollziehende Herstellung des ganzen Netzes versinnlicht uns im geome­
trischen Bilde die Erzeugung der ganzen Gruppe JT(w) aus S1 und S2.

Es ist nun zu bemerken, daß ein Diskontinuitätsbereich der Gruppe I~ 
noch in höchst mannigfaltiger Weise wählbar ist. Irgendein Stück 
eines zuerst gewählten Bereiches kann man demselben nehmen und 
durch ein äquivalentes Stück ersetzen, ohne daß der neue Bereich auf-

bei der jedoch die Anzahl der Grenzpunkte nicht gleich 1, sondern unendlich ist, 
gleich m it gilt. Übrigens ist der Begriff des D iskontinuitätsbereiches allgem ein 
grundlegend für die Theorie der „eigentlich diskontinuierlichen“ Gruppen linearer 
Substitutionen einer komplexen Variabelen; man sehe darüber die „Vorlesungen 
über die Theorie der autom orphen Funktionen“ von F. K le in  und R. F r  ic k e ,  
Bd. 1 S. 62 (Leipzig, 1897) oder „M odulfunktionen“, Bd. 1 S. 185.

234 I, 4. Die doppeltperiodischen Funktionen erster Stufe
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Ein Parallelogramm als Diskontinuitätsbereich 235

hörte, ein Diskontinuitätsbereich der Gruppe zu sein. Nun ist es aller­
dings zweckmäßig, den Bereich (was hier ja möglich ist) aus einem 
einzigen Stücke aufzubauen. Aber auch dann zeigt uns die bereits S. 182 ff. 
entwickelte „lineare Transformation der Perioden“ noch eine große Mannig­
faltigkeit von Gestalten für einen Diskontinuitätsbereich unserer E UK 
Sind (wie S. 182) a,ß,y,d, irgend vier ganze Zahlen der Determinante 1:
(1) ad — ßy = l, 
so setzen wir wieder:
(2) ooj =  aal +  ßa)2, k>2 =  y -f d a2
und wollen jedes so erreichbare Paar oq, co2 als ein „Paar primitiver 
Perioden“ für unsere bzw. für die ihr zugehörigen doppeltperio­
dischen Funktionen bezeichnen; zu diesen Paaren primitiver Perioden ge­
hören natürlich auch die ursprünglichen cq, a2. Da sich diese oq, oq 
zufolge (1) in der Gestalt:

Gjj =  dcq — /3oq, cq =  — yoq -f- «oq 
auch ihrerseits als ganzzahlige Kombinationen der cq, cq darstellen 
lassen, so ist unsere JHM auch als Gruppe der Substitutionen:
(3) u' — u m \ta' -{- m2cq,
zu bilden für alle Paare ganzer Zahlen wq, m2, darstellbar.

Wenden wir nun auf diese neue Gestalt der Pb«) die am Anfang 
des vorliegenden Paragraphen durchgeführte Betrachtung an, so ergibt 
sich als neue Gestalt des Diskontinuitätsbereiches der FM das geradlinige 
Parallelogramm der Ecken 0, oq, oq -f oq, oq. Die Beziehungen zwischen 
diesen den sämtlichen primitiven Periodenpaaren zugehörigen Parallelo­
grammen sollen irm folgenden Kapitel näher untersucht werden. Als Ziel 
unserer nächsten Betrachtungen aber sehen wir an, unter allen diesen 
zunächst gleichberechtigten Parallelogrammen ein eindeutig zu erklärendes 
als besonders geeignet auszusuchen. Hierhin führt die nachfolgende Unter­
suchung.

§ 3. Einführung eines seckseckigen Diskontinuitätsbereichs der 
pW und Erklärung eines reduzierten Periodenpaares.

Wir gehen von irgendeinem Paare primitiver Perioden cq, cq 
unserer FM aus, verstehen unter u0 einen beliebig gewählten Punkt 
der w-Ebene und bezeichnen die gesamten mit u0 äquivalenten Punkte 
durch u0, ulf u 2 ,  w3, • • •; dabei sei etwa tq =  u0 -f- oq, u2 =  u -f- cq, im 
übrigen aber seien die Bezeichnungen uk vorerst willkürlich auf die 
mit uQ äquivalenten Punkte verteilt. Diejenige Substitution der Gruppe 
r (u\  welche u0 in uk transformiert, werde mit Sk bezeichnet. Wir denken 
das Parallelogramm der Ecken m0, q + t q ,  w0 -j- oq -j- oq, u0 -f oq ge­
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zeichnet und von ihm aus sogleich das ganze zugehörige Parallelogramm­
netz hergestellt, dessen „Gitterpunkte“ die Punkte uk sind. Dieses Netz 
überzieht die «-Ebene mit zwei Systemen äquidistanter paralleler Ge­
raden (vgl. Fig. 47). Der senkrechte Abstand zweier benachbarten Ge­
raden im einen System sei E lf im anderen E 2] unter E  verstehen wir 
einen dieser Abstände, der nicht größer ist als der andere.1) Die beiden 
Diagonalen des einzelnen Parallelogramms mögen die Längen JDt und D2 
haben; B  sei eine unter ihnen, die nicht kleiner ist als die andere. 
Ist u irgendein endlicher Punkt, so kann man sofort einen Gitterpunkt 
nachweisen, dessen Entfernung von « kleiner als I) ist; andererseits ist 
die Gesamtzahl aller Gitterpunkte, welche von u einen Abstand <  D 
haben, beschränkt, indem sich für diese Anzahl eine bestimmte endliche,
allein von ^  abhängige obere Schranke angeben läßt.

Wir stellen nun folgende Erklärung auf: Unter B0 verstehen wir 
das System aller Punkte der u-Ebene, welche von u0 nicht weiter entfernt 
sind als von irgendeinem der mit u0 äquivalenten Punkte uv u2, w3, . . . .  
Es gibt jedenfalls unendlich viele solche Punkte; denn wenn wir z. B. 
um u0 den Kreis mit dem Radius \ E  beschreiben, so gehört sicher 
jeder Punkt dieser Kreisfläche dem System B0 an.

Um weitere Angaben über das Punktsystem B0 zu machen, be­
zeichnen wir mit Gk die Gerade der «-Ebene, welche die Verbindungs­
gerade der Punkte «0 und uk in ihrem Mittelpunkte senkrecht schneidet.2) 
Es ist einleuchtend, daß von «0 aus gesehen kein Punkt von B 0 jen­
seits irgendeiner Geraden Gk gelegen sein kann. Alle Punkte diesseits 
der Geraden liegen w0 näher als uk, alle Punkte auf Gk haben von u0 
und uk gleichen Abstand. Hieraus geht sogleich weiter hervor: Ist u 
irgendein Punkt des Systems B0. so gehört jeder Punkt der Verbin­
dungsgeraden von u nach u0 diesem Systeme an. Gäbe es nämlich auf 
dieser Verbindungsgeraden einen Punkt «', der nicht zu B0 gehörte, 
so würde ein Gitterpunkt uk nachweisbar sein, dem u' näher läge als 
dem Punkte u0. Dann aber müßte die nicht durch u0 ziehende Gerade 
Gk die Verbindungsstrecke von «0 nach u überkreuzen, und auch der 
Punkt u könnte nicht zu B0 gehören. Bas Punktsystem B0 bildet dem­
nach ein Kontinuum.

Bezeichnen wir mit «s und «4 bie beiden Gitterpunkte «0 — ool und 
u0 — a 2, so bilden die beiden Paare paralleler Geraden Gv G3 und 6r2, 
Gi ein Parallelogramm mit dem Mittelpunkte w0, dessen Diagonalen

1) E  ist also der kleinere A bstand, wenn verschieden sind, oder
einer unter ihnen, wenn sie gleich sind.

2) Je ist irgendeiner der Indizes 1, 2, 3, • • •.

236 I? 4. Die doppeltperiodischen Funktionen erster Stufe
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D[ und D2 sein mögen; D' sei eine derselben, die nicht kleiner als 
die andere ist. Kein Punkt von B0 kann hiernach um weiter als D' 
von Uq abstehen: Das Punktkontinuum B0 liegt ganz im Endlichen, in- 
dem jeder Punkt u desselben von u0 einen Abstand <L \ D ' hat.

Von zwei weiteren Eigenschaften des Kontinuums B0 soll die eine 
sogleich, die andere späterhin zur Verwendung kommen. Lassen wir 
an Stelle von u0 irgendeinen anderen endlichen Punkt uq treten und 
bauen von ihm aus mit dem bisherigen primitiven Periodenpaar oj1; co2 
ein neues Parallelogrammnetz auf, so wird dieses aus dem ersten Netze 
einfach durch die Translation hervorgehen, welche u0 nach ««' verschiebt. 
Da hierbei die Maßverhältnisse unverändert bleiben, so ist einleuchtend, 
daß das entsprechend zu u0 gehörende Punktsystem 2?0' einfach auch durch 
jene Translation aus B0 hervor geht. Weiter geht das erste Parallelogramm­
netz in sich selber über, wenn wir die w-Ebene um den Punkt uQ durch 
den Winkel tc drehen. Da auch hierbei die Maßverhältnisse unver­
ändert bleiben, so folgt: Das Punktkontinuum B0 geht bei der Drehung 
um Uq durch den Winkel 7t in sich selbst über und hat somit u0 zum 
Mittelpunkte.

Um nun festzustellen, welcher Teil des durch die Geraden Gv G2, 
6r3, 6?4 umgrenzten Parallelogramms das Kontinuum B 0 ist, denke man 
auch noch die übrigen Geraden Gh, G6, . . . gezeichnet. Dann bleibt 
um u0 herum ein Bereich der ««-Ebene von Geraden frei, und dieser 
liefert dann einfach die Innenpunkte des Systemes B0. Doch braucht 
man hierbei keineswegs alle Geraden Gk zu zeichnen. Die einzelne Gk 
kann in das Innere des von Gv . . ., G± umrandeten Parallelogramms 
ja nur dann eintreten, wenn der Abstand des Punktes uk von u0 kleiner 
als D' ist. Für die Anzahl der Gitterpunkte uk, die diese Bedingung 
erfüllen, läßt sich aber wieder eine allein von D' und E  abhängige 
obere Schranke angeben. Wir erkennen: Bn ist ein endlicher, von end­
lich vielen Geraden begrenzter Bereich, der in u0 einen Mittelpunkt hat.

Ist Gk eine Gerade, welche sich an der Beraudung von Bq beteiligt, 
so kann, wie oben festgestellt ist, kein Punkt des Bereiches B0, von w0 
aus gesehen, jenseits Gk liegen. Es folgt: Die Winkel in den Ecken 
des Polygons B0 sind alle konkav. Übrigens ergibt sich sogleich 
weiter aus dem Umstande, daß uQ Mittelpunkt von B0 ist: Der Band 
von B0 ist ein geradliniges Polygon von gerader Seitenanzahl 2n; je zwei 
diametrale Seiten sind parallel und gleich.

Es sei wieder Gk irgendeine der 2n Geraden, welche den Rand 
des Bereiches B0 liefern. Die Punkte ««„ und uk liegen in gleichen Ab­
ständen beiderseits von Gk, und die Verbindungsgerade dieser Punkte 
schneidet Gk senkrecht, etwa im Punkte uk. Die Drehung der w-Ebene

Herstellung eines besonderen Diskontinuitätsbereiches B 0 237
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um uQ durch den Winkel π werde durch das Symbol T0 bezeichnet; sie 
und die Translation Sk sind gegeben durch:

U n )  =  — u +  2u0, Sk( ü) =  u +  (uk — %).
Da beide Transformationen unser Parallelogrammnetz in sich überführen, 
so leistet dasselbe die aus ihnen zusammengesetzte Transformation: 

Tk(u) = SkT0(u) — — u +  (w0 +  uk) =  — u +  2uk, 
welche die Drehung der it-Ebene um deu Punkt uk durch den Winkel % 
darstellt. Gehört nun der Punkt u der Geraden Gk (vgl. Fig. 48) dem 

Bereiche B0 (als Randpunkt) an, so gibt es keinen 
Gitterpunkt w£, welcher näher an u ' gelegen wäre als m0. 
Üben wir jetzt die Drehung Tk aus, so folgt, daß es 
in dem transformierten und also in dem ursprüng­
lichen Systeme der Gitterpunkte keinen gibt, an dem 
der mit n' bezüglich u'k diametrale Punkt u" der Ge­
raden Gk (vgl. Fig. 48) näher gelegen wäre als an u0. 

Von zwei solchen bezüglich uk diametralen Punkten u und u" der 
Geraden Gk gehören also entweder beide oder keiner dem Bereiche B0 
an. Es ergibt sich so: Die von Gk gelieferte Seite des Randes von B0 
hat uk zum Mittelpunkt, so daß die beiden Endpunkte dieser Seite (Ecken 
von Bq) vom Zentrum u0 gleichen Abstand haben: Der Rand von B0 
ist hiernach ein „Polygon im Kreise“, und es hat dies Polygon, wie wir 
wiederholen, den Kreismittelpunkt u0 selbst zum Zentrum.

Bezeichnen wir die begrenzte Strecke der Geraden Gk, welche B0 
berandet, als „Seite“ Gk unseres Polygons, und ist Gt die gegenüber­
liegende Seite, so stellen Gt und Gk „Niveaugerade“ der Translation Sk 
dar (vgl. S. 67), während die durch u0 und in ihrer Verlängerung durch 
uk hindurchziehende Verbindungsgerade der Mitten jener Seiten eine die 
Niveaugeraden senkrecht schneidende „Bahngerade“ der Translation Sk 
ist. Es folgt: Bei Ausübung der Translation Sk kommt die Seite G{ 
unseres Polygons gerade genau mit der Gegenseite Gk zur Deckung, so 
daß homologe Punkte je zweier Gegenseiten des Polygons bezüglich der 
Gruppe ΓΜ äquivalent sind.

Es sei nun St irgendeine von S0=  1 verschiedene Substitution der 
Gruppe Γ, und es gehe B0 durch die Transformation St in B t =  Si(B0) 
über. Diese beiden Bereiche B0 und B x können nicht übereinandergreifen; 
denn ihre Innenflächen liegen auf verschiedenen Seiten der Geraden Gt. 
Sind Si und Sm voneinander und von S0 verschieden, so können auch 
die Bereiche B t und Bm nicht Übereinandergreifen; denn sonst müßte 
dasselbe von den Bereichen Sm1Si(B0) und B0 gelten, obwohl die Sub­
stitution Sm 1Si von S0 verschieden ist. Denkt man demnach alle, den
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Substitutionen unserer r M entsprechenden Bereiche B0, Bv B 2, Bz, . . . 
gezeichnet, so kann kein Stück der M-Ebene mit einem nicht-verschwin- 
denden Flächeninhalte von mehr als einem Bereiche bedeckt sein. Es 
kann aber auch keinen endlichen Punkt u geben, der nicht bedeckt wäre. 
Es findet sich nämlich in irgendeiner Entfernung >  D von u (vgl. S. 236) 
stets eine nicht verschwindende, endliche Anzahl von Gitterpunkten, und 
unter ihnen also einer uh, von dem u nicht weiter absteht als von den 
übrigen. Dann aber liegt u im Innern oder doch auf dem Rande von 
B h. Die gesamten Bereiche B0, B 1} B2, . . . liefern eine schlichte und 
lückenlose Bedeckung der ganzen endlichen u-Ebene, so daß wir im 
Bereiche B0 (unter Vorbehalt einer Bestimmung über die Zurechnung 
der Bandpunkte zum Bereiche) einen Diskontinuitätsbereich der Gruppe 
p(u) erkennen.

Wir betrachten nun einen Eckpunkt des Bereiches B 0. Derselbe 
sei im Bereichnetze von v Bereichen B0, Bi} Bk, . . . umlagert; dann ist 
sicher v 3, da die Polygonwinkel konkav sind. Yon den v in Rede 
stehenden Winkeln gehört nur ein erster dem Bereiche B0 an. Indessen 
findet sich für jeden der (v — 1) übrigen Winkel ein bestimmter äqui­
valenter Winkel in Bq. Auch sind diese (v — 1) Winkel des Bereiches B0 
untereinander und vom ersten verschieden, was man leicht aus dem-Umstande 
folgert, daß äquivalente Winkel (als durch Translationen ineinander über­
gehend) gleichgerichtete Schenkel haben. Man sagt, daß diese v Winkel 
von B0 z u  einem „Zyklus“ zusammengehören; es ist einleuchtend, daß 
die Summe der Winkel des Zyklus gleich 2n ist.

Nun mögen sich die 2n Ecken von B0 im ganzen auf p solche 
Zyklen verteilen. Dann ist die Winkelsumme von B0 gleich 2 prc, und 
da sie andrerseits gleich (2n — 2)sr ist, so ist die Zyklenanzahl durch:

u =  n — 1
gegeben. Da ferner jeder Zyklus mindestens drei Ecken enthält, so ist 
die Eckenanzahl 2n mindestens gleich 3 p. Man findet also:

2 n)> 3 p == 3 n — 3, 3 n,
so daß nur die beiden Möglichkeiten n =  3 und n =  2 in Betracht 
kommen: Der Diskontinuitätsbereich B0 der ist entweder ein „Sechs­
eck im K re ised a s den Kreismittelpunkt uQ selbst zum Mittelpunkt hat, 
oder ein Rechteck; im ersten Falle haben wir zwei Eckenzyklen, im letzten 
Falle einen. Übrigens können wir das Rechteck als Grenzfall eines solchen 
Sechsecks ansehen, indem sich nämlich alsdann zwei Gegenseiten des 
Sechsecks auf Punkte zusammengezogen haben. Da eine Änderung des 
Punktes u0 nur eine entsprechende Translation von B0 bewirkt (vgl. 
S. 237), so merken wir noch den Satz an: Der Diskontinuitätsbereich der
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als Sechseck B0 ist in Gestalt und Orientierung eindeutig bestimmt, 
kann aber noch einer beliebigen Parallelverschiebung unterzogen werden.

Die Gestalt des Sechsecks ist hierneben in Fig. 49 veranschaulicht. 
Die drei mit Nummern versehenen Pfeile mögen die nun durch Sv S2, 
S3 zu bezeichnenden Substitutionen festlegen, welche die Seiten des Sechs­
ecks in die Gegenseiten überführen. Liegt (wie in Fig. 49) nicht der 

Grenzfall eines Rechteckes vor, so bestimmen wir 
betreffs der Verteilung der Indizes 1, 2 und 3 fol­
gendes : Gibt es ein eindeutig bestimmtes Paar kleinster 
Seiten des Sechsecks, so gehöre zu diesem die Trans­
lation S3] hat das Sechseck indessen vier kleinste 
Seiten, während die beiden letzten Seiten größer als 
jene sind, so soll diesem Paar S1 zugehören. Nur 
wenn wir ein gleichseitiges Sechseck haben, bleibe 
die Verteilung der Indizes unter Einhaltung der in 

Fig. 49 vorgeschriebenen Reihenfolge willkürlich wählbar. Gleichzeitige 
Umkehrung der drei Pfeilrichtungen ist eine unwesentliche Änderung; 
sie kommt auf Ersatz der drei Sk durch ihre inversen Substitutionen 
SJT1 hinaus

Indem wir den Grenzfall des Rechteckes unten erledigen, setzen wir 
zunächst im allgemeinen Falle:

wobei neben und ω2 noch eine dritte Periode ω3 eingeführt ist und 
natürlich die ω1} ω2 nicht mit den bisher so bezeichneten Perioden 
identisch zu sein brauchen. Diese drei Perioden ωί} ω2, ω3 sind bis auf 
einen gemeinsamen Zeichenwechsel für unsere F u) einzeln eindeutig bestimmt; 
nur im Falle des gleichseitigen Sechsecks, wo:

gilt, können die ων ω2, ω3 noch zyklisch permutiert werden.
Die Seitenzuordnung lehrt, daß die in Fig. 49 mit av a2, a3, be­

zeichneten Ecken den einen, die drei Ecken b den anderen Eckenzyklus 
bilden. Man lese aus der Figur ab, daß:

gilt. Hieraus folgt:

und da S0 die einzige Substitution von ΓM ist, welche b2 in sich trans­
formiert, so gilt Sl S2S9,= 1. Zwischen den drei Perioden ων ω2, ω3 be­
steht die Relation:
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Erklärung des reduzierten Periodenpaares 2 4 1

so d a ß  sich  insbesondere fü r  to3 d ie  D a rste llu n g  ergibt:

(3) ω3 =  — ωι — °V
Man wird längst bemerkt haben, daß wir hier unmittelbar zu den 

Entwicklungen von S. 171 ff. zurückgeführt sind. Das durch die Punkte 
a v  a 2, as gelieferte Dreieck hat die Seiten tOj ·, | o21, ■ oo3 j und ist spitz­
winklig. Die damalige Entwicklung zeigt also: D e r  in  jedem  F a lle  (auch  
dem  äquianharm onischen  F a lle  des gleichseitigen  Sechsecks) e indeu tig  be­
s tim m te  Q uotien t ω der beiden P erioden  ω1, ω2 is t  ein  In nenpu nkt des 
in  der F ig . 4 2 , S . 176  schraffierten Bereiches, oder er lieg t ( im  F a lle  von  
v ie r  k leinsten  Seiten  des Sechsecks u n d  im  äquianharm onischen F a lle ) a u f  
dem  von ω — ρ nach ω =  i  oo ziehenden B a n d e  dieses Bereiches. Insbe­
sondere ist es der in Fig. 49 gewählten Anordnung der Pfeile 1 und 2 
zu danken, daß co ein komplexer Wert mit p o sitivem  imaginären Be­
standteile ist.

Die für den Fall des Rechtecks noch nötigen Ergänzungen sind 
nun leicht gegeben. Ist das Rechteck kein Quadrat, so verbinde der 
Pfeil 1 die beiden kleineren Seiten; die Richtungen der Pfeile seien so 
gewählt, daß ω wieder einen positiven imaginären Bestandteil erhält. 
D ie  P erio d en  aq, co2 s in d  w ieder b is a u f  einen gem einsam en Zeichenwechsel 
eindeu tig  bestim m t; u n d  der P u n k t co liegt a u f  dem  von co =  i  nach ω =  i  oo 
ziehenden gerad lin igen  B an de des in  F ig . 4 2 , S . 176  schraffierten B ereiches; 
im  harm onischen F a lle  (dem  eines Q u adrates) können w ir  überdies noch 
d ie  Ä n deru n g  ιο[ =  ω2, οοό =  — ω1 vornehm en (vgl. S . 179 ), d ie  aber den  
Quotienten ω =  i n ich t ändert.

Will man an Stelle des Sechsecks lieber mit einem Parallelogramm
arbeiten, so trenne man, wie Fig. 50 zeigt, das Dreieck a x b2 a3 ab und 
ersetze es durch das äquivalente c b3 u2; des­
gleichen ersetze man das Dreieck a2 a 3 b, durch 
c a l bs . Die Gegenseiten des Parallelogramms sind 
dann durch Sx und S2 aufeinander bezogen. Zweck­
mäßig wird übrigens sein, daß wir auch hier (wie 
oben, vgl. S. 179), sobald <  | ω2 | ist, noch 
die Änderung toi == o?2, ω3 =  — ω! voimehmen, 
was dem Übergänge von Fig. 42 zu Fig. 43,
S. 176ff., entspricht. D ie  nunm ehr fü r  unsere 
Γ ^ ) erk lärten  p r im itiv en  P erioden  cq, co2 sollen  
a ls  d ie  „reduziertenu P erioden  bezeichnet w erden ; sie s in d  bis a u f  einen  
gem einsam en Zeichenwechsel eindeutig  ( im  harm onischen F a lle  (ω =  i) 
zw eideu tig , im  äquianharm onischen  (ω =  ρ) dre ideu tig ) bestim m t. D e r  Quo­
tien t ω i s t  in  jedem  F alle  eindeutig  bestim m t u n d  liefert einen P u n k t im  In n ern  
oder a u f  dem  sta rk  m arkierten  B a n d e  des D oppeldreiecks der F ig . 43 , S . 179 .

Fr icke:  EUiptisohe Funktionen. Bd. 1
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Der Mittelpunkt u0 des Sechsecks B0 konnte noch beliebig verschoben 
werden, ohnedaßdieGestaltund Orientierung von B0 sich änderte. Wirtreffen 
die Anordnung etwa so, daß ein erstes dem reduzierten Periodenpaar entspre­
chendes Parallelogramm die Ecken 0,c32,ö1 +  co2,cd1 bekommt. Damit dieses 
Parallelogramm ein Diskontinuitätsbereich der jT(“hst, rechnen wir wie oben 
(vgl. S. 233) von den Randpunkten nur die beiden von 0 nach co1 und cj2 
ziehenden Seiten, jedoch ohne die Endpunkte co2, dem Parallelogramm zu.

Das gewonnene Ergebnis ist um so wichtiger, als wir auch um­
gekehrt leicht folgenden Satz zeigen können: Bauen wir mit irgend 
zwei Perioden eou  a2, deren Quotient co dem Doppeldreieck der Fig. 43, 
S.179, angehört, das Parallelogramm der Ecken 0, co2, co1 -f gj2, auf und 
erklären damit eine Gruppe F (u), so liegt für diese jT(m) in jenen col , a>2 stets 
unmittelbar das reduzierte Periodenpaar vor.1)

Liegt nämlich ein Periodenrechteck vor, so sei u0 dessen Mittel­
punkt, und u1} u2, ...  seien die Mittelpunkte der übrigen Rechtecke des 
Netzes. Hier ist dann unmittelbar einleuchtend, daß das erste Rechteck 
das System aller Punkte u darstellt, die von w0 nicht weiter abstehen 
als von einem der äquivalenten Punkte uk. Das Rechteck ist also unser 
eindeutig bestimmter Bereich B0 und co,, co2 die reduzierten Perioden.

Liegt kein Rechteck vor, so wird das Parallelogramm durch seine 
kleinste Diagonale in zwei spitzwinklige Dreiecke zerlegt. Man wolle 
diese Zerlegung an allen Parallelogrammen des Netzes vornehmen, wor­
auf die w-Ebene mit einem Netze spitzwinkliger Dreiecke überzogen er­
scheint. Wenn man jetzt in jedem Dreieck den Mittelpunkt des umbe­

schriebenen Kreises 
geradlinig mit den drei 
Seitenmitten verbin­
det, so entsteht, wie die 
Fig. 51 veranschau­
licht, ein Sechsecknetz. 
Fassen wir nun etwa 
das Sechseck mit dem 
Mittelpunkt uQ =  0 ins 
Auge, so gehören die 
sechs Seiten desselben 
zu denjenigen Geraden, 
die wir oben Gk nann­
ten. Das zum Punkte 
u0=  0 gehörende Sechs-

1) Der Satz is t  a u f arith m etischem  W e g e  b ereits S. 1 86  ff. b ew iesen . Ist für 
d ie  G ruppe r (») des T ex tes in  co ',, co'2 irgen d ein  P aar p r im itiver  Perioden  vor-
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eck B 0 ist also ein Teil des in Fig. 51 vorliegenden Sechsecks um w0 =  0. 
Der Teil kann aber vom Ganzen nicht verschieden sein, da B0 sonst nicht 
mehr ein Diskontinuitätsbereich der U(u) wäre; es ist nämlich das Sechseck 
der Fig. 51 mit dem Mittelpunkte u0 =  0 eben auch ein Diskontinuitäts­
bereich unserer Gruppe.1) Unser Sechseck liefert nun unmittelbar co2 
als das reduzierte Periodenpaar.

Unsere Ergebnisse eröffnen uns einen geordneten Überblick über 
die gesamten existierenden Gruppen UM. Sie werden alle, und jede nur 
einmal, von aUen wesentlich verschiedenen reduzierten Periodenpaaren (je­
liefert. Der Wert co hat den gesamten Bereich des Doppeldreiecks der 
Fig. 43, S. 179, zu beschreiben. Beim einzelnen co wähle man co2 als 
endliche, von 0 verschiedene komplexe Zahl willkürlich und erkläre co1 
durch die Gleichung co1 = co • co2. Ist co weder gleich i noch gleich p, so 
wird auf diese Weise jede Gruppe zweimal geliefert, da gleichzeitiger 
Zeichenwechsel von coj, cj2 ja die Gruppe nicht ändert. Für o =• i (Peri­
odenquadrat) wird sogar jede Gruppe viermal, für co =  p (gleichseitiges 
Sechseck) jede sechsmal geliefert. Um jede Gruppe UM nur einmal zu 
gewinnen, schreibe man einfach vor, daß die Amplitude der komplexen 
Zahl co2 im allgemeinen zwischen 0 und n, im harmonischen Fcdle zwischen 
0 und ~ und im äqiiianharmonischen zwischen 0 und ~ liegen soll, jedesmal 
unter Einschluß der unteren und Ausschluß der oberen Grenze.

Eine Ausartung der Gruppe UM tritt ein, falls co in die Spitze 
ioc des oft genannten Doppeldreiecks hineinrückt, während co2 irgend­
einen endlichen, von 0 verschiedenen Wert hat. Wir können vorerst noch 
bei endlichen co als erstes Parallelogramm dasjenige der Ecken ±  ,

±  y  +  oo2 wählen. Was aus diesem Parallelogramm für lim co = ioo 
würd, ist leicht zu sehen. Wir können (auf der w-Kugel) eine beliebig 
kleine Umgebung des Punktes u =  oc ausschneiden und alsdann immer 
noch co | zwar endlich, aber so groß wählen, daß der Rest der w-Kugel

gelegt, so entsteht deren Quotient co' aus dem Quotienten a  der beiden Perioden 
u lt  öj2 durch eine „lineare T ransform ation“ :

, uco  -}- ß
CO = ----- - 1 4 - •

y c o - f - o

Es w urde mm S. 186 u. f. bewiesen, daß, wenn hier nicht die identische Transfor­
m ation vorliegt, neben to nicht auch noch co '  dem Doppeldreieck der Fig. 43 ange­
hören kann (m it den bekannten A usnahm en im harm onischen und äquianharm o- 
nischen Falle). Das heiß t aber eben, daß jedes neue prim itive P aar co(, co2 nicht 
daa „reduzierte“ sein kann.

1) Man mache sich m ittelst der Fig. 51 klar, in welcher W eise die vier Sechseck- 
B estandteile, welche das Parallelogram m  der Ecken 0, oj, , «o, eoa , ta, bedecken, 
sich zu einem vollen Sechseck zusam m enbauen lassen.

16
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244 I, 4. Die doppeltperiodischen Funktionen erster Stufe

bereits vollständig von den zu den Substitutionen u =  u mi co2 ge­
hörenden Parallelogrammen bzw. von Teilen derselben bedeckt erscheint. 
Für lim co — ioo arten die Parallelogramme in Kreisbogenzweiecke der 
w-Kugel aus, die sich von zwei entgegengesetzten Richtungen mit ihren 
Spitzen an den Punkt u — oo heranziehen. Für lim co = ioo artet die 
Gruppe FM in die Gruppe aller Substitutionen:

u = u -\- m.2co2

aus; als Diskontinuitätsbereich bietet sich ein „Parallelstreifen“ der u-Ebene 
dar, begrenzt von zwei parallelen Geraden, die durch die Punkte u — 0 und 
u — co.2 senkrecht zur Verbindungslinie dieser beiden Punkte laufen.

§ 4. Ton den Transformationen der Gruppe r M in sich.
Ein Problem, aus dem man sehr viele wichtige Fragestellungen 

der Theorie der elliptischen Funktionen entwickeln kann, ist, alle linea­
ren Transformationen der einzelnen Gruppe FM in sich aufzustellen. Der 
Ansatz zur Behandlung dieser Aufgabe ist in den Erklärungen von S. 128 
enthalten. Führen wir an Stelle von u eine neue Variabele U mittelst 
einer linearen Transformation U =  T(u) ein, so werden die Substitutionen 
u' =  S(u) von r  in die Substitutionen:

U' =  T S T ~ l (U)
transformiert, welche in ihrer Gesamtheit die „transformierte Gruppe“ 
V  =  F F T " 1 bilden. Es handelt sich also jetzt um die Aufgabe, die 
lineare Transformation T  in allgemeinster Weise derart zu bestimmen, 
daß diese transformierte F ' mit der ursprünglichen Gruppe F  gleich ist.

Da der Grenzpunkt T(oo) der transformierten F ' mit dem der ur­
sprünglichen P, d. h. mit dem Punkte oo, zusammenfallen muß, so ist 
dieser Punkt oo ein Fixpunkt von T  (vgl. S. 70), und also ist T  eine 
lineare ganze Transformation:
(1) T(u) =  au + b,
in der a eine von 0 verschiedene Konstante ist. Die zu T  inverse 
Transformation ist:

T ~ \u ) =  a~lu — a~1b.
Wir wählen nun öj , o2 als reduziertes Periodenpaar der Gruppe F  

und verstehen unter Sl und S2 die erzeugenden Substitutionen:
St (m) =* u -f- OJj, S2 (u) = u -f- co2

der Gruppe. Für die ihnen entsprechenden erzeugenden Substitutionen 
der transformierten Gruppe:

T S1T ~ 1(U) = u +  T S2T - \ U ) =  U + S l,
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berechnet man dann einfach als Beziehung der i i t , £l2 zu den cq, co2: 
(2) £Ιι =  α ω ί , ί1 2 =  α ω 2.

Da sich nun diese erzeugenden Substitutionen wegen Γ' — Γ  auch 
in der Gruppe Γ  finden müssen, so sind Slt , S12 als ganzzahlige Kom­
binationen der tq, «2 darstellbar. Und da andererseits auch Si und Sa 
in der Gruppe:

enthalten sind, so sind auch cq, ω2 ganzzahlige Kombinationen der ß 17 
&2. Es gelten demnach zwei Gleichungen:
(3) Ω,1 =  αωι+ β ω  2, Sl2 =  γωχ + δω2,
wo die a, /?, γ, d ganze Zahlen der Determinante 1 oder — 1 sind. 
Da jedoch der Quotient ^  =  mit dem Periodenquotienten ω
gleich ist und also wie dieser einen positiven imaginären Bestandteil 
hat, so ist, wie man aus (3) leicht ausrechnet, nur:

ad — βγ = 1
zulässig.

Mit Benutzung von (2) ergibt sich jetzt weiter:

Der Satz von S. 187 (s. auch die Note S. 242) liefert daraufhin unmittel­
bar das Ergebnis: Für das Zahlenquadrupel a, ß, γ, δ, das wir in dem
Symbol (^’ ^  zusammenfassen, haben wir, wenn weder der harmonische, 
noch der äquianharmonische Fall vorliegt, nur die beiden Möglichkeiten:

für ω = i, wo noch die Substitution (8) S. 187 hinzukommt, liegen die 
vier Möglichkeiten vor:

endlich für ω =  ρ, wo noch die Substitutionen (6) und (7) S. 187 hin­
zutreten, die sechs:

Tragen wir die gefundenen Zahlenquadrupel in (3) ein und ver­
gleichen die Ergebnisse mit (2), so folgt, daß zunächst in jedem Falle a= - f l  
und a — — 1 als Werte des ersten Koeffizienten a der Substitution (1) 
zulässig sind. Für ω =  i und also Gq =  ΐω2 ergibt sich außerdem noch 
der Ansatz:
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welcher a = i liefert. Für co =  q und also =  poj2 kommen noch 
die beiden Ansätze hinzu:

=  aoj =  +  w2; Sl2 =  aco2 =  +  +  co2),
iSij =  (KDj =  +  ( ® i  "P ^2)? f  io =  ß O j  =  +  Q j ,

die uns a = + q2 und a =  +  p liefern.
In allen diesen Fällen wird auch tatsächlich die Gruppe F  durch 

T  in sich transformiert, und zwar, was besonders bemerkenswert ist, 
ohne daß der zweite Koeffizient b der Transformation T  irgendeiner 
Beschränkung unterliegt. Schreiben wir, um die Unbeschränktheit von 
b anzudeuten, im Anschluß an die Bezeichnungen von S. 190 ff. die Vari­
abel v statt b, so können wir als Ergebnis notieren: Die Gruppe F  wird 
in jedem Falle durch die gesamten Transformationen:
(7) T(u) =  +  u +  v
in sich transformiert, außerdem im harmonischen Falle noch durch die ge­
samten Transformationen:
(8) T(u) = + iu + v,
und entsprechend im äquianharmonischen Falle durch:
(9) T(u) = + QK -{- v, T(u) =  +  q2u +  v.

Wir sind hiermit zu den Ergebnissen zurückgeführt, welche wir bereits 
oben(S. 190ff.) auf algebraischer Grundlage gewonnen hatten. Die Trans­
formationen T{u) — u -f- v für alle endlichen v liefern die damals oft 
genannte kontinuierliche Gruppe. Eine planmäßige Bearbeitung dieser 
Gruppe und der in ihr enthaltenen Untergruppe würde die Ansätze 
liefern, die zu den Additionstheoremen sowie zur Division und Trans­
formation der elliptischen Funktionen hinführen. Wir werden demnach 
noch oft Gelegenheit haben, auf die fragliche Gruppe und ihre Unter­
gruppen zurückzugehen.

Unter den übrigen Transformationen T  müssen wir hier vor allem 
noch auf u =  — u hinweisen, eine Transformation, die uns von alge­
braischer Seite durch die Vertauschung der beiden Blätter der Fläche 
F3 geliefert wird. Fügen wir die Substitution u — — u der F^M) hinzu, 
so gewinnen wir in den gesamten Substitutionen:
(10) u' =  +  u +  m1(o1 -f m2a2
eine etwa durch F $  oder F(ä) zu bezeichnende erweiterte Gruppe, die wir 
als die „Substitutionsgruppe der geraden doppeltperiodischen Funktionen“ be­
zeichnen, insofern die einzelne derselben ja in der Tat gegenüber der 
Substitution u =  — u invariant ist.

Bezüglich dieser r (») sind im Periodenparallelogramm, das wir etwa 
wieder mit den reduzierten Perioden aufbauen, stets die zwei Punkte
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u und (— u -j- oq +  w2), die im Parallelogramm diametral liegen, äqui­
valent. Wir zerlegen das Parallelogramm etwa durch seine kleinste 
(im Rechteckfalle durch eine) Diagonale in zwei Dreiecke (vgl. Fig. 51, 
S. 242) und haben im einzelnen Dreieck einen Diskontinuitätsbereich 
der r (iY Die Punkte auf den Dreieckseiten selbst sind dann zu Paaren 
einander äquivalent. Haben wir z. B. ein oj mit „positivem“ reellen Be­
standteile, so nehmen wir das Dreieck der Ecken 0, co2, eq zum Dis­
kontinuität sbereiche. Hier sind dann:
(11) u' =  — u +  cq , u' =  — u +  oq , u =  — u cq -f- oo2

drei in der r (2) enthaltene elliptische Substitionen der Periode 2, welche 
die Seitenmitten des Dreiecks zu Fixpunkten haben und je zwei zur 
Mitte symmetrische Punkte der einzelnen 
Seite als äquivalent erweisen.1) Von der ein­
zelnen Seite hat also hier je nur die eine 
Hälfte dem Diskontinuitätsbereiche anzuge­
hören (vgl. Fig. 52), von den drei Ecken 
etwa nur die bei u =  0; in Fig. 52 ist der 
Diskontinuitätsbereich durch Schraffierung 
hervorgehoben, und die Zuordnung der Seiten­
hälften ist durch Pfeile angedeutet.

Eine zweite Art linearer Substitutionen, 
die indirekte Kreisverwandtschaften darstellen 
(d. h. solche mit Umlegung der Winkel), war 
S. 73ff. eingeführt und besprochen. Auf u 
angewandt erhalten wir die einzelne solche Substitution, wenn wir von u 
zum konjugiert komplexen Wert u gehen und auf diesen sodann irgend­
eine Substitution erster Art ausüben.

Wir fragen nun, ob wir vielleicht auch solche Substitutionen zweiter 
Art angeben können, welche UM in sich transformieren. Eine etwa 
durch U =  T(u) zu bezeichnende Substitution zweiter Art, welche dies 
leistet, müßte jedenfalls wieder den Grenzpunkt oo zum Fixpunkte haben 
und also die Gestalt aufweisen:

T  (u) =  a u -f b.
Haben wir ein brauchbares T  gewonnen, so erhalten wir sogleich un­
endlich viele in der Gestalt T ■ T, wo T  die gesamten Substitutionen (7)

1) H at co negativen reellen B estandteil, so w ählt m an zweckmäßig das Drei­
eck der Ecken 0, — a q , <o2 zum D iskontinuitätsbereich der T (2) und h at dann an 
Stelle der Substitutionen (11) die nachfolgenden:

u ' =  — u  — , u ' =  — u  - |- ü)s} u '  =  — u  — co1 -f- wä.

System aller Transformationen erster Art der F (U) in sich 247
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248 I, 4 .  Die doppeltperiodischen Funktionen erster Stufe

bzw. (8) oder (9) durchlaufen soll. Berufen wir uns hierauf, so ist es 
keine Beschränkung, wenn wir in dem Ansatz für die gesuchten Trans­
formationen T  den Koeffizienten b =  0 setzen und die Amplitude ff der 
komplexen Zahl a auf das Intervall 0 <1 ff <  7t bzw. 0 ff <  oder 
0 ^ f f < | j t  beschränken. Wir wollen ferner bemerken, daß die durch 
einmalige Wiederholung von T  zu gewinnende Transformation erster Art:

natürlich auch die in sich überführt. Da hiernach T 2 zu den
Transformationen (7) ff. gehört, andrerseits aber a · ä als Produkt zweier 
nicht-verschwindender, konjugiert komplexer Zahlen a,a  reell und > 0  
ist, so bleibt nur aä =  1 übrig. Wir haben also a =  e9i zu setzen und 
den Ansatz:

zu prüfen.
Für die erzeugenden Substitutionen der transformierten Gruppe:

berechnet man leicht die Beziehungen:

wo wieder ω* der zu ωk konjugiert komplexe Wert sein soll. Diese 
müssen nun wieder ganzzahlige Kombinationen der ω1, ω2 sein 

und umgekehrt, wenn T Γ Τ ~ λ =  Γ  zutreffen soll. Jetzt ist der Quo­
tient Si — ω und hat also negativen imaginären Bestandteil; es müssen 
sich demnach und — Ώ2 durch eine „lineare Transformation“ (vgl. 
Note 1, S. 184) aus den ω,,ω, berechnen:

Hieraus folgt auf Grund von (12) für den Quotienten ω der Peri­
oden ω.,ω2:

eine Relation, die sich, wenn wir ω =  ξ +  ζη setzen, in die beiden 
Gleichungen spaltet:

Da nun η >  0 ist, so folgt d =  a, und also liegt der Punkt ω auf dem 
durch die Gleichung:

dargestellten Kreise.
Ist die ganze Zahl γ =  0, so folgt aus (13):

Die für unser Doppeldreieck der Fig. 43 charakteristische Bedingung
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— 1 2 1 <  1 liefert also als einzige Möglichkeiten ß =  0 und ß =  a =  +  1.
Ist γ von 0 verschieden, so schreiben wir die erste Gleichung (13) so:

wodurch der Kreis mit dem Radius j γ 1 und den Mittelpunktskoor­
dinaten |  =  — —t η =  0 dargestellt ist. Da der Punkt ω = ρ mit der

Ordinate η — ~ Y 3 der an der reellen ω-Achse nächst gelegene endliche 
Punkt unseres Doppeldreiecks ist, so sind nur die ganzzahligen Werte 
γ =  +  1 brauchbar. Unter allen Kreisen (14) erreichen dann aber nur 
der mit a =  0 das Doppeldreieck (nämlich als Randkreis desselben) 
und der für cc = γ = 4-1 (nämlich im einzelnen Punkte ω =  ρ). Soll 
demnach die Gruppe Γ  durch eine Transformation T  in sich überführ- 
bar sein, so muß der Quotient ω der reduzierten Perioden enüueder auf 
der imaginären ω-Achse ξ =  0 oder auf dem Rande 2 | -j- 1 =  0 oder 
endlich auf dem Rande ξ2 -f rfi =  1 des in Fig. 43, S. 179, schraffierten' 
Dreiecks liegen, und ivir haben für das Zahlenquadrupel a. ß, γ, ö bzw. 
die Kombinationen:

zu denen für ω =  ρ noch die Möglichheit hinzukommt:

Daß in allen Fällen tatsächlich durch T  in sich transformiert 
wird, ist aus der „Symmetrieu der betreffenden Periodenparallelogramme 
einleuchtend. T  bedeutet nichts anderes als die „Spiegelungu (vgl. S. 73) 
der w-Ebene in sich an der durch den Nullpunkt u =  0 laufenden Ge­
raden der Amplitude * (und π, +  fr). Haben wir den ersten Fall (15) 
und damit ein Rechteck, so folgt aus den vorstehenden Formeln:

Hier aber liegt für das obere Zeichen die Spiegelung an der Rechteck­
seite durch die Punkte 0 und — wir wollen sie kurz die Gerade (0, ω:) 
nennen — vor, für das untere Zeichen aber die Spiegelung an der Ge­
raden (0, ω2).

Im dritten Falle (15) ist ω \ =  1; und das Parallelogramm ist ein 
Rhombus. Jetzt gilt:

und hier haben wir für das obere Zeichen die Spiegelung an der „Dia- 
gonale“ (0, Oj -f- ω2), für das untere aber diejenige an der Diagonale
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2 5 0 I, 4. Die doppeltperiodischen Funktionen erster Stufe

(0, co1 — o2) des mit dem ersten benachbarten Rhombus der Ecken 
0, colf — ω2, —  o 3.

Liegt der zweite Fall(15) vor, so tritt die Symmetrie am Parallelogramm 
der reduzierten Perioden nicht hervor, wohl aber am Parallelogramm 
der Ecken 0, ω1 +  ω2, 2ωι -f ω2, ων wie man sich mit Hilfe von Fig. 53

deutlich machen wolle. Es liegen wieder zwei 
durch den Nullpunkt u =  0 laufende Symmetrie­
linien vor, und unsere obigen Gleichungen geben 
als zugehörige Spiegelungen:

Im harmonischen Fall kommen für die 
a, ß, γ, d die erste und dritte Kombination (15) 
zugleich zur Geltung. Beim Quadratnetz laufen 
in der Tat vier Symmetrielinien durch den 

einzelnen Gitterpunkt. Für ω = ρ kommen der zweite und dritte Fall (15) 
zugleich in Betracht, und der Ansatz (16) liefert noch als 5. und 6. Spie­
gelung:

Das gleichseitige Sechseck im Kreise (vgl. S. 239) hat in der Tat sechs 
durch seinen Mittelpunkt laufende Symmetrielinien. In allen Fällen ist 
durch die oben ausgesprochene Bedingung 0 # <  n bzw. 0 <1 Ο- <  \ π
und 0 ^  eine bestimmte unter den Spiegelungen ausgezeichnet.1)

§ 5. Begriff der doppeltperiodischen Funktionen und Kesiduensätze.
Es sei jetzt irgendeine besondere Gruppe ΓΜ vorgelegt und für 

dieselbe ein primitives Periodenpaar o1; o 2 ausgewählt; das zugehörige 
Parallelogramm der Ecken 0, ω2> ωι +  ω2> ωι °der allgemeiner mit den 
Ecken u0, u 0 +  o 2, w0 +  O i +  o 2, w0 +  ¢ +  benutzen wir als Diskontinui­
tätsbereich der Wir stellen nun folgende endgültige Erklärung der 
doppeltperiodischen Funktionen auf: Eine zur Gruppe gehörende ein­
deutige doppeltperiodische Funktion soll eine analytische Funktion φ(η) 
sein, welche die schlichte u-Ebene, abgesehen vom Punkte u =  00 (dem

l )  F ü g t m an der Gruppe Γ  d ie  e in zelne  der gew onn en en  S p ieg e lu n g en  T  

hinzu , so e n tsteh t e in e  erw eiterte G ruppe ■̂ (2)1 w e lch e  neben  den S u b stitu tion en  

1, S1, St , St, . . .  der Γ  noch d ie  Su b stitu tion en  zw eiter  Art T, S, T, S2 T, Ss T, . . .  
en th ä lt. A lle  ex istieren d en  E rw eiteru ngen  der G ruppe Γ ω  sind a u fg e ste llt  und  
figürlich  erläutert in  den  „V orlesungen  über d ie  T heorie  der autom orphen F u n k ­
tio n en “ von K l e i n  und F r i c k e  (L e ip zig  1897). Bd. 1, S. 224ff.
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Begriff der eindeutigen doppeltperiodischen Funktionen 251

Grenzpunkte der Γ ^), zum Felde hat und hei Ausübung irgendeiner Sub­
stitution von ΓΜ ihren Wert behält:

In Punkten, die bezüglich Γ  äquivalent sind, liegen demnach stets 
gleiche Funktions werte vor, so daß alle Werte, die von xp(u) überhaupt 
angenommen werden, bereits im Periodenparallelogramm erreicht werden. 
Der Punkt u =  σο muß notwendig ein wesentlich singulärer Punkt von 
ψ(ιι) sein (was ja auch schon in die Definition der Funktion aufge­
nommen wurde); denn in jeder Umgebung der Stelle oo liegen unend­
lich viele Parallelogramme des Netzes und sind also unendlich viele 
verschiedene Punkte nachweisbar, in denen die Funktion einen und den­
selben Wert annimmt. Im Endlichen soll aber erklärungsgemäß kein 
weiterer wesentlich singulärer Punkt von xjx(u) auftreten. Wenden wir 
diese Aussage insbesondere auf das Periodenparallelogramm an, so er­
gibt sich in bekannter Weise: Die Funktion ψ(u) kann im Perioden­
parallelogramm nur endlich viele Pole haben, sowie überhaupt einen vor­
geschriebenen komplexen Wert daselbst nur in endlich vielen Punkten an­
nehmen.

Wir wenden nun zunächst die Residuensätze von S. 37 if. an, indem 
wir annehmen, daß wir auf irgendeinem Wege eine zur JTM gehörende 
doppeltperiodische Funktion xl>(u) wirklich gewonnen haben. Nach der 
Erklärung von S. 37 ist das „Residuum“ der Funktion xk(u) für einen 
etwa bei u — w gelegenen Pol der Koeffizient c_x des Gliedes mit der 
Potenz (u — w)~x in der zugehörigen Potenzreihenentwicklung:

In einem mit w äquivalenten Punkte w' wird eine Entwicklung nach 
Potenzen von (u — w') mit den gleichen Koeffizienten gelten, so daß 
zu äquivalenten Polen gleiche Residuen der Funktion ψ(η) gehören.

Wir haben uns oben durch die Unbestimmtheit der ersten Ecke u0 
des Parallelogramms eine gewisse Freiheit in der Lagerung des Par­
allelogramms Vorbehalten. Da ψ(η) nur endlich viele Nullpunkte und 
Pole im Parallelogramm haben kann und andererseits unbegrenzt viele 
inäquivalente Ecken u0 zur Verfügung stehen, so dürfen wir ?/0 so ge­
wählt denken, daß auf dem Rande des Parallelogramms der Ecken u0, 
u0 +  co2, u0 +  ω1 -f- ω3, u0 -P ωχ sich weder ein Nullpunkt noch ein Pol 
von ifx(u) findet. Übrigens wollen wir mit C den aus den vier Seiten 
sich zusammensetzenden Rand des Parallelogramms bezeichnen und 
haben dabei, wenn wir einen Umlauf um das Parallelogramm im posi­
tiven Sinne ausführen wollen, C in der Richtung zu beschreiben, daß
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die Eckenfolge u0, n0 +  co2, u0 -f- -f «2> n0 -f- ω* vorliegt. Bei den 
nachfolgenden über den geschlossenen Rand C auszudehnenden Integralen 
soll diese Integrationsrichtung stets innegehalten werden.

Nach dem Residuensatze (3) S.38 ist das über G genommene Integral:

gleich der Summe der Residuen von ψ(ιι) für alle im Parallelogramm 
gelegenen Pole. Nun können wir aber den vier Seiten des Parallelo­
gramms entsprechend jedes über C erstreckte Integral so zerlegen:

so daß die Umkehrung der Integrationsrichtung bei zweien von diesen 
Integralen auch folgende Zerlegung als möglich ergibt1):

Hier sind die Teilintegrale, welche sich auf je zwei Gegenseiten des 
Parallelogramms beziehen, in eine Klammer zusammengefaßt. Ist nun 
zunächst f(u) irgendeine längs C eindeutige analytische Funktion, so ist

und ebenso gilt:

Das über G genommene Integral läßt sich somit in die Gestalt:

setzen. Ist demnach f(u) irgendeine unserer doppeltperiodischen Funk­
tionen ψ (u), so verschwindet das Integral (2): Für jede bei unserer 
Gruppe PW etwa existierende doppeltperiodische Funktion ψ (u) verschwindet 
die Summe der Residuen aller im Perwdenparallclogramm gelegenen Pole.

Aus der Begriffserklärung von Ψ(μ) folgt, daß mit dieser Funktion 
auch deren Ableitung ψ'(η) eine zur Gruppe F u) gehörende doppelt­
periodische Funktion ist. Dasselbe gilt demnach auch vom Quotienten:

1) S .d ie  en tsp rech en den  Z erlegu ngen  a u f der R iem annsch en  Fläche F» oben S. 159.
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so daß unser Integral über C auch für diese Funktion verschwindet. 
Daraufhin liefert der zweite Residuensatz (5) S. 39 sofort: Für jede zur 
F u) gehörende doppeltperiodische Funktion ψ(ύ) ist die Summe der Ord­
nungen aller im Parallelogramm gelegenen Nullpunkte gleich der Summe 
der Ordnungen aller daselbst gelegenen Pole.

Wir bezeichnen den gemeinsamen endlichen ganzzahligen Wert 
dieser Summe mit m und nennen m die „ Wertigkeit“ der Funktion ψ(ιι). 
In gewohnter Schlußweise ziehen wir die Folgerung, daß, wenn ψ0 
irgendein endlicher komplexer Wert ist, die doppdtperiodische Funktion 
(■φ(u) — ψ0) als Summe der Ordnungen ihrer im Periodenparallelogramm 
gelegenen Nullpunkte auch wieder m liefert. Da solche Nullpunkte auch 
auf dem Rande C liegen können, so ist an der Bestimmung festzu­
halten, daß nur die beiden von u0 auslaufenden Seiten des Parallelo­
gramms (unter Ausschluß der Endpunkte w0 +  u0 -f ω2) diesem Be­
reiche als zugehörig gelten.

Man kann das gewonnene Ergebnis auch in die Form kleiden: 
Eine m-wertige doppeltperiodische Funktion ψ (u) nimmt einen beliebig 
vorgeschriebenen Wert ψ0 (auch die Werte 0 und oo eingeschlossen) stets 
in m Punkten des Parallelogramms wirklich an, wobei unter diesen m Punkten 
beim einzelnen ψ0 natürlich irgendwelche Koinzidenzen stattfinden können. 
Dabei gilt für solche Koinzidenzen die früher schon öfters aus den 
Reihenentwicklungen entnommene Betrachtung: Für einen endlichen 
Wert ψ0 wird eine Koinzidenz von v zugehörigen Punkten an der Stelle 
n =  v stets und nur dann eintreten, trenn an dieser Stelle die Funktion 
ψ'(η) einen Nullpunkt (v — l) ter Ordnung besitzt; für den Wert =  oo 
sind die Koinzidenzen unmittelbar aus den Ordnungen der Pole von ψ(η) 
ersichtlich.

Die gewonnenen Ergebnisse gestatten uns, ein Resultat von grund­
sätzlicher Bedeutung abzuleiten. Wir setzen die Funktionswerte ψ(ιΐ) = ζ 
und wollen das Parallelogramm konform auf die 0-Ebene abbilden. Das 
Abbild wird jede Stelle der #-Ebene bis auf gewisse Verzweigungspunkte 
w-blättrig überdecken. Jeder (v — l)-fache Nullpunkt v der Funktion 
rjj'iu) liefert für den endlichen Wert ζ = ψ(ν) einen v-blättrigen Ver­
zweigungspunkt; die Pole von ψ(η) im Parallelogramm — es seien n 
unterschiedene, und ihre Ordnungen seien μν α2, . . ., μη — liefern η 
bei z = oo übereinanderliegende Verzweigungspunkte bzw. mit μν u2, 
. . ., μΗ Blättern. Weitere Verzweigungspunkte treten nicht auf. Nach 
der Regel (4) S. 88 berechnet sich das Geschlecht p dieser Fläche Fm zu:

wo sich die erste Summe auf die im Endlichen, die zweite auf die bei
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z = oo gelegenen Verzweigungspunkte bezieht. Die Pole von ψ'(ύ) 
fallen mit denen von ψ(ιι) zusammen; die Ordnung ist je um eine Ein­
heit größer, also (μ +  1). Die Wertigkeit von ist demnach:

woraus sich ergibt:

Nun ist die Wertigkeit (»» +  «) von auch gleich der Summe aller
Ordnungen (v — 1) der Nullpunkte dieser Funktion, woraus sich:

ergibt. Somit ist p =  1: Durch eine m-wertige doppeltperiodische Funk­
tion z =  ψ(ιι) ivird das Periodenparallelogramm konform auf eine ge­
schlossene m-blättrige Riemannsche Fläche Fm über der z-Ebene abgebildet, 
deren Geschlecht p =  1 ist.

Daß hierbei eine Fläche „des Geschlechtes 1“, d. h. eine solche vom 
Zusammenhänge des Kreisringes (vgl. S. 84 ff.), herauskommen muß, ist 
anschaulich unmittelbar einleuchtend. Das einzelne Paar der Gegenseiten 
des Parallelogramms fügt sich in der Abbildung zusammen und liefert 
einen Rückkehrschnitt Q auf der Fm. Die beiden so zu gewinnenden 
Schnitte Qv zerlegen dann die Fw in einen auf das Parallelogramm 
eindeutig bezogenen Bereich, der, wie das Parallelogramm, einfachen 
Zusammenhang besitzt.

Jede weitere doppeltperiodische Funktion der r (u) liefert nun, 
auf die F„, übertragen, daselbst eine algebraische Funktion1), und um­
gekehrt liefert uns jede algebraische Funktion der Fm für die Γ^> eine 
doppeltperiodische Funktion. Der Anschluß an die auf algebraischer 
Basis entwickelte Theorie der elliptischen Funktionen des vorangehen­
den Kapitels ist damit erreicht: Entweder gibt es überhaupt keine doppelt- 
periodische Funktion der vorgelegten Γ (μ), oder wir haben hier mit einem 
der im vorigen Kapitel gewonnenen Periodenparallelogramme zu tun; und 
dann haben sofort die gesamten damaligen Entwicklungen über den zuge­
hörigen Körper elliptischer Funktionen Gültigkeit.

Man kann nun den Existenzbeweis von Funktionen ψ(η) bei be­
liebig gegebener Gruppe Γ M mittelst direkter funktionentheoretischer 
Erwägungen führen, wie sie bei den Existenztheoremen der algebra­
ischen und der automorphen Funktionen Verwendung finden.2) Es emp-

1) S. d ie  a llgem ein e  E rklärung e in er  a lgeb ra isch en  F u nk tion  S. 77  unten .
2) Man sehe hierüber z. B. Wey l  „ D ie  Idee der R iem annschen  F lä ch e“ , (L eip­

z ig , li) 13) Kap. 2 und die „V orlesungen  über d ie  T heorie  der autom orphen F u n k tion en “ 
von K le i n  und F r  i c k e ,  Bd. 2 S. 8 ff. so w ie  e tw a  au ch ,,M odu lfu nk tion en“ , Bd. 1 S. 508  ff.
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hehlt sich indessen hier einen anderen Weg zu gehen, den wir ohne­
dies zu betreten haben. Wir werden den Existenzbeweis der zu einer 
beliebig gewählten Γ M gehörenden Funktionen dadurch führen,
daß wir diese Funktionen unmittelbar durch konvergente Produkte und 
Reihen zur Darstellung bringen. Eine hierbei grundlegende Konvergenz­
betrachtung stellen wir in § 6 voran.1)

§ 6. Über die Konvergenz gewisser Doppelreihen.
Für eine beliebig vorgelegte Gruppe Γ Μ  wollen wir unter ω ν  co2 

zunächst der Bequemlichkeit halber das reduzierte Periodenpaar ver­
stehen. Wir zeichnen das zugehörige Parallelogrammnetz und wollen 
für die Gitterpunkte desselben die abgekürzte Bezeichnung:
( 1 )  +  w 2k>2 =  ( m v  m 2)

einführen. Der Abstand des einzelnen Gitterpunktes vom Nullpunkt 
ist der absolute Betrag | (mv ma) |. Indem wir den Gitterpunkt u =  0, 
und damit die Kombination mi =  0, m2 =  0 ausschließen, bilden wir 
mit einer positiven ganzen Zahl 1c die auf alle übrigen Gitterpunkte 
bezogene Summe:

wobei durch den oberen Index am Summenzeichen hier und weiterhin, 
falls nichts anderes bestimmt ist, die Auslassung der genannten Kombi­
nation ml =  0, m2 — 0 angedeutet sein mag. Wir stellen die Frage, ob 
man die ganze positive Zahl & so wählen kann, daß die Doppelreihe (2) 
konvergiert.

Da die Reihe (2) nur reelle positive Glieder enthält, so wird sie 
im Falle der Konvergenz auch „unbedingt“, d. i. unabhängig von der 
Anordnung der Glieder, gegen einen bestimmten endlichen Summen­
wert konvergieren. Wir dürfen daraufhin bei der Konvergenzuntersuchung 
eine besondere gleich näher anzugebende Gliederanordnung bevor-

1) D ie  B egriffsb estim m u n g  der dop p eltp er iod isch en  F u nk tionen  im  A nschluß  
an das P er iod en p aralle logram m  und d ie  au f C auchyschen H ilfsm itte ln  beruhende A uf­
ste llu n g  der R esid u en sätze  is t  zum  ersten  M ale im Z usam m enhänge von J. L i o u v i l l e  
in  e in er  1847  g eh a lten en  V orlesu n g  geg eb en ; d ie se lb e  is t  von C. W . B o r c h a r d t  
a u sg ea rb e ite t und un ter  dem  T ite l „Le9ons sur les  fonctions dou b lem ent period iq ues  
fa ite s  en 1847  par M. J. L io u v ille “ im  Journ. f. M ath., Bd. 88 (1 8 7 9 ), S. 277  ver­
öffen tlich t. E s sp ie lt h ier  in sb eson d ere  der Satz, daß es ke in e  e in w ertige  F u n k ­
tio n  1 p(u) geb en  kann, e in e  gru n d legen d e  R o lle . D ieser  Satz is t  durch d ie  im  
T ex te  a u fg este llte  B ezieh u n g  a u f ein e  F läch e  des G esch lech tes 1 se lb stverstän d lich ;  
doch  kan n er auch seh r le ic h t  aus dem  ersten R esid u en satze  (V erschw inden der 
Sum m e der R esiduen  a ller  P ole) g esch lossen  w e id en .
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zugen, die durch Fig. 54 begründet wird. Hier sind die sämtlichen 
von u =  0 verschiedenen Gitterpunkte auf den Rändern einer ein­
fach unendlichen Reihe konzentrischer und ähnlicher Parallelogramme 
untergebracht, die in der Figur punktiert sind. Das nte Parallelo­

gramm trägt diejenigen 4n Gitter­
punkte, deren Zahlenpaare mv 
die Bedingung befriedigen:

| mx +  m21 =  n.
Sind el und e.2 die Längen der 

Lote vom Nullpunkte auf die Seiten 
des ersten dieser Parallelogramme, 
und ist e eine dieser beiden Zahlen, 
die nicht größer ist als die andere; 
so gilt (vgl. Fig. 54) für die 4n 
Gitterpunkte auf dem Rande des 
nten Parallelogramms:

Km,, mf)j ne

Verstehen wir demnach unter Σ η die Summe der 4n Glieder von (2), 
welche zum nten Parallelogramm gehören, so gilt:

Wenn wir also jetzt für die Reihe (2) die Anordnung:

bevorzugen, so ist klar, daß unsere Reihe jedenfalls dann konvergiert, 
wenn die Reihe

konvergent ist. Diese Reihe ist zwar für k — 2 noch divergent, aber 
für alle ganzen Zahlen k >  2 ist sie konvergent und gibt z. B. für h =  3 
den bekannten Summenwert:

Wir haben demnach als Resultat anzumerken: Oie Doppelreihe (2) ist 
für alle ganzen Zahlen k >  2 konvergent.

Hiernach wird auch die Reihe:

für alle ganzen Zahlen k >  2 absolut und also unbedingt konvergent 
sein. Da übrigens mit jedem Zahlenpaar mv m2 auch das Paar — w1?
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— m3 auftritt, so ist der Summen wert für alle ungeraden Zahlen 
k =  3 ,5 ,... gleich 0. Wir lassen demnach weiter nur die geraden Ex­
ponenten zu und wollen für die betreffenden Reihen die Bezeichnungen 
einführen:

Für jede ganze Zahl k 2 ist hierdurch ein hei unserer Gruppe ΓΜ ein­
deutig bestimmter endlicher Summenwert Gk(ol , ω2) der rechts stehenden 
konvergenten Reihe erklärt, dessen Abhängigkeit von den Perioden cou 
ω2 uns noch mehrfach beschäftigen wird.

Eine erste grundlegende Eigenschaft der Werte Gk(o1} o2) folgt 
aus der unbedingten Konvergenz unserer Doppelreihen. Führen wir an 
Stelle der bisherigen reduzierten Perioden ωη ω2 mittelst „linearer 
Transformation“ (vgl. S. 184) irgendein zur Gruppe gehörendes pri­
mitives Periodenpaar:
(5) ω[ =  αωι +  βω3, ω2 =  γω1 -f- δω3, (ad — βγ  =  1)

ein, so sind bekanntlich die Werte ( m [ -f ηι^ω') in ihrer Gesamtheit 
den Werten (m1<ol -f ηι3ω2) gleich, und es entspricht die Kombination 
mx =  0, tn3 =  0 insbesondere der Kombination mi =  0, m3 =  0. Bilden 
wir demnach die Reihe (4) für ω', ω' an Stelle der ωχ, ω2, so wird 
dieser Ersatz einfach auf eine Umordnung der Reihenglieder hinaus­
laufen. Der Summenwert ist aber von der Gliederanordnung unabhängig, 
und also folgt das grundlegende Ergebnis: Oer Summenwert Gk(av ω2) 
erweist sich als der gleiche für je zwei primitive Periodenpaare unserer F u\  
er ist gegenüber irgendeiner linearen Transformation (5) der Perioden 
invariant:

§ 7. Existenzbeweis der doppeltperiodisclien Funktionen.
Für den einzelnen Körper elliptischer Funktionen konstruierten wir 

oben (S. 208) eine ganze transzendente Funktion 5(it), die in jedem Gitter­
punkte einen Nullpunkt erster Ordnung hatte, in jedem anderen end­
lichen Punkte u aber von 0 verschieden war. Auf Grund der Entwick­
lungen von S. 56ff. über die Produktdarstellung der ganzen transzen­
denten Funktionen können wir auf independentem Wege für unsere 
hier vorgelegte jT(u) mittelst eines unendlichen Produktes eine ent­
sprechende ganze transzendente Funktion hersteilen, die wir unter Vor­
behalt näherer Vergleichung mit der früheren Funktion 6(w) gleich 
selbst wieder durch das Symbol (5(u) bezeichnen. Es ist nämlich die

F r  ick e: Elliptische Funktionen. Bd. t 17
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damalige Reihe (6) S. 59 für das aufzustellende Prodiikt mit Nullpunkten 
in den Gitterpunkten einfach unsere jetzige Reihe:

Σ \  (mi> w8)|-(a+i),
' « 1.

deren Konvergenz für h =  2 bewiesen ist. Somit haben wir (vgl. S. 59) in:

wo beim Produkte die einzige Kombination mx =  0, m% =  0 auszulassen 
ist (Index am Produktzeichen!), eine ganze transzendente Funktion der 
„Höheu 2 von der gewünschten Beschaffenheit, d. h. von der richtigen Lage 
und Ordnung der Nullpunkte.

Ob wir hierin die 6-Funktion, welche uns von S. 208 her bei den 
Körpern elliptischer Funktionen bekannt ist, wieder gefunden haben, 
wird bald näher zu untersuchen sein. Vorher wollen wir gleich noch 
aus der von S. 59 her feststehenden unbedingten Konvergenz des Pro­
duktes (1) denselben Schluß ziehen, wie im vorigen Paragraphen bei 
den Summenwerten Gie{co1, o2). Bezeichnen wir die in (1) erklärte Funk­
tion in ihrer Abhängigkeit von u, ωχ und g>2 genauer durch 5 ( m  j ω α, ω 2) ,  

so wird stets derselbe Produktwert erscheinen, wenn wir unter Fest­
haltung von u die Perioden cov ω2 durch ein anderes primitives Peri- 
odenpaar ersetzen: Die in (1) erklärte ganze transzendente Funktion 
6 (u ! ω1, ω2) erweist sich als invariant gegenüber irgendeiner linearen 
Transformation der Perioden:

Um genauere Angaben über unsere Funktion (5(u) zu machen, gehen 
wir auf die Sätze von Seite 60 (am Schlüsse des damaligen § 12) ein 
und bilden die Ableitungen von log (5(u

sowie allgemein für v  ^  3:

wo für i / ^ 3  die Kombination mx =  0, mi — 0 bei der Summe nicht
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mehr auszulassen ist. Wir haben hier eine Reihe von Funktionen, die 
die schlichte w-Ebene, abgesehen vom Punkte oo, zum Felde haben; 
dabei hat die vte Funktion in jedem Gitterpunkte einen Pol vteT Ord­
nung und ist in jedem anderen endlichen Punkte u analytisch. Die ein­
zelne der rechts stehenden Reihen ist in jedem endlichen Bereiche der 
«t-Ebene unbedingt und gleichmäßig konvergent, wobei jedoch in jedem 
Gitterpunkte ein einzelnes Reihenglied den daselbst gelegenen Pol der dar­
gestellten Funktion liefert.

Es ist nun unmittelbar einleuchtend, daß wir hier für v ^  3 lauter 
doppeltperiodische Funktionen unserer P “) vor uns haben. Es bewirkt 
ja z. B. die Vermehrung von u um ω2 nur eine Gliederumordnung in 
der einzelnen unbedingt konvergenten Reihe. Nicht ganz so unmittel­
bar ist dasselbe an der zweiten Reihe (3) einzusehen. Greifen wir hier 
für irgendeine endliche positive ganze Zahl n und für stehendes mx den 
Bestandteil:

heraus1), so gilt für die durch diesen Bestandteil der zweiten Reihe (3) 
erklärte rationale Funktion Φη(u) von u :

17

Da nun die rechte Seite dieser Gleichung für lim n =  oo die Grenze 0 
hat und lim Φη(η) als Bestandteil einer absolut konvergenten Reihe 
eine bestimmte Funktion Φ(ιι) darstellt, so gilt für diese Funktion 
Φ(μ -f- ω2) =  Φ(μ). Die zweite Reihe (3) setzt sich aber aus lauter 
solchen Bestandteilen zusammen und hat also auch die Periode gj2. Der 
Existenzbeweis der doppeltperiodischen Funktionen für unsere beliebig vor­
gelegte Gruppe F (u) ist damit erbraeht. Insbesondere haben wir für jede 
ganze Zahl v^ >2  eine v-wertige Funktion mit einem Pole v ter Ord­
nung in jedem Gitterpunkte konstruiert, und speziell die erste unter 
ihnen wird unser Parallelogramm auf eine zweiblättrige Fläche F2 des 
Geschlechtes 1 und also mit 4 Verzweigungspunkten abbilden. Wir 
sind demnach nunmehr berechtigt von einem „Körper doppeltperiodischer 
Funktionenu für jede unserer Gruppen zu sprechen und dürfen für 
diesen Funktionenkörper alle Entwicklungen des vorigen Kapitels als 
gültig in Anspruch zu nehmen.

1) Hier soll der Index am Summenzeichen bedeuten, daß bei mi — 0 im 
Gliede mit =  0 der Subtrahend der Klammer auszulassen ist.
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§ 8. Teilbruchreihen für die Funktionen p ( u ) ,  p ' (u )  und £(m)
nebst Folgerungen.

Wir betrachten nun zunächst die zweiwertige Funktion:

unserer Gruppe .Π“) näher. Da mit jedem Zahlenpaare mv m2 auch 
— mv — m2 in der Reihe vorkommt, so ist aus der Bauart der Reihe 
ersichtlich, daß ψ(η) eine gerade Funktion ist.

Die Funktion:

ist in der Umgebung von u =  0 analytisch und hat, wie wieder die 
Reihe zeigt, im Punkte u =  0 den Wert 0. Sie gestattet demnach in 
dieser Umgebung die Entwicklung:

Nun gilt aber:

Setzen wir hier u =  0, so ergibt sich rechter Hand, abgesehen von dem 
numerischen Faktor (2k -f 1)!, die in (4) S. 257 eingeführte Summe des 
Wertes Gk+l(ol, ω2). Die Reihenentwicklung der Funktion ψ(η) für 
die Umgebung des Punktes u =  0 hat demnach die Gestalt:

Man wird bereits erkannt haben, daß wir hier die Funktion p(u) 
des zur Gruppe gehörenden Körpers doppeltperiodischer Funktionen 
vor uns haben; denn (φ(η) — p(u)) ist als polfreie doppeltperiodische 
Funktion mit einer Konstanten identisch, und der Wert dieser Kon. 
stanten ist 0, da zufolge der Reihenentwicklungen von ψ(η) und p(w) 
(vgl. (1) S. 200) die Differenz (f(u) — p(u)) für u =  0 den Wert 0 hat. 
Umgekehrt ziehen wir aus der Identität fp(u) =  ^’(w) jetzt sofort das 
Ergebnis: Die Funktionen erster Stufe p(u) und p'(u) der Gruppe F u) 
lassen sich in die folgenden als „Teilbruchreihen“ zu bezeichnenden Reihen 
entwickeln:
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die abgesehen davon, daß in jedem Gitterpunkte je ein Glied einen Fol 
besitzt, in jedem endlichen Bereiche der u-Ebene unbedingt und gleich­
mäßig konvergieren.

Weiter kann hiernach die in der ersten Gleichung (3) S. 258 ge­
lieferte Funktion vom Integral zweiter Gattung ζ(η) nur um eine addi­
tive Konstante abweichen. Da aber infolge jener Gleichung:

gilt, so zeigt der Vergleich mit der Potenzreihe (2) S. 201 von £(m), 
daß wir in der ersten Gleichung (3) S. 258 unmittelbar £(w) vor uns 
haben: Bas Integral zweite,r Gattung erster Stufe ζ(ιι) läßt sich in die 
Teilbruchreihe entwickeln:

von deren Konvergenz dasselbe gilt wie von derjenigen der Reihen (2). 
Kehren wir endlich mittelst des Integrales:

zum Ausgangspunkte (1) S. 258 unserer gegenwärtigen Entwicklung zu­
rück, so ist klar, daß diese Funktion von der S. 208 eingeführten Funk­
tion 6(w) nur um einen konstanten Faktor abweichen kann. Aber auch 
die Funktion (1) S. 258 befriedigt wie die in (5) S. 208 dargestellte Funk­
tion 6(w) die Bedingung:

Also haben wir in (1) S. 258 unmittelbar unsere frühere (5-Funktion in 
Gestalt eines doppelt unendlichen Produktes wiedergewonnen.

Soll die Abhängigkeit der Funktionen £(n), p{u), p'(u) auch von 
ων ω2, wie sie in den Teilbruchreihen zum Ausdruck kommt, hervor­
gehoben werden, so schreiben wir ξ(η ων ω2), p(u ω1; ω2), p'(u | ωί} ω2). 
Aus der „unbedingten“ Konvergenz der Teilbruch reihen folgt alsdann,, 
wie bei der Funktion 6(u): Das Integral zweiter Gattung erster Stufe ξ 
und die doppeltperiodischen Funktionen erster Stufe p und p' bleiben un­
verändert, falls man in ihnen ĝ , ω2 irgendeiner linearen Transformation 
unterwirft:

Vergleichen wir die Reihe (1) mit der ursprünglichen Potenzreihe 
(1) S. 200 der ^-Funktion, so zeigt sich, daß die Summenwerte Gi(jov ω2),
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G3(g)v ω2) unserer Doppelreihen (4) S. 257 zu den rationalen Invarianten 
g2 und g3 der biquadratischen binären Form in der Beziehung stehen:

und erweisen sich zufolge der unbedingten Konvergenz der hier rechts 
stehenden Reihen gleichfalls als invariant gegenüber einer· beliebigen li­
nearen Transformation der Perioden:
^  p 2(a ö i + β ων  i + dco2) =  g2 (ω1} ω2),

W awi + βω2, γω1 + δω2) = g3(coν ω2).

Die absolut konvergente Reihe (3) muß bei Vermehrung von u um 
Perioden ων ω2 die Eigenschaften des Integrales zweiter Gattung:

besitzen. Greifen wir aus dieser Reihe die endlich vielen Glieder:

heraus, wo der Index am zweiten Summenzeichen hier zu bedeuten hat, 
daß für ml =  0 in dem zu m2 =  0 gehörenden Reihengliede der zweite 
und dritte Summand auszulassen ist, so ist hierdurch für jedes Paar 
endlicher positiver ganzer Zahlen h, l eine rationale Funktion <&k,i(u) 
gegeben. Für lim l =  oo erhalten wir in Φ*>00(μ) einen Bestandteil der 
absolut konvergenten Reihe (3) und damit für jedes Je eine bestimmte 
Funktion. Diese Funktionen Φ*)00 (w) nähern sich für lim & =  οo der 
Funktion ζ(ιι) als Grenze an. Aus der Erklärung von Φ*(Ι(μ) folgt:

wo rechter Hand in einer endlichen Anzahl von (4¾ -f- 2) Gliedern u 
auftritt. Für lim l =  oo wird die Summe dieser endlich vielen Glieder 
gleich 0, und man gewinnt als eine Eigenschaft der Funktion

Die Konvergenz der rechts stehenden Reihe ist durch diese Gleichung 
mit Rücksicht auf die absolute Konvergenz der Reihe (3) selbstver­
ständlich, kann aber auch leicht direkt dargetan werden. Für lim Je =  oo

www.rcin.org.pl



Bedingt konvergente Reihen für die Perioden η1, 2 6 3

konvergiert die linke und also die rechte Seite der letzten Gleichung 
gegen den Wert ξ(ιι +  ω2) — £(w) =  rlr Die zweite Periode % des Inte­
grals zweiter Gattung erster Stufe £(u), welche der Periode ω3 von u ent­
spricht, gestattet in cov  ω2 die Darstellung:

Die absolute Konvergenz der Reihe (3) S. 257 für fc =  2 war oben 
nicht beweisbar. Bei der in (7) vorgezeichneten Anordnung, bei welcher 
also zuerst bei stehendem mt über w2 von — oo bis -f- oo zu summieren 
ist und hernach für m1 von — oo bis -f- oo summiert werden muß, 
wird indessen eine konvergente Reihe des in (7) angegebenen Summen­
wertes gewonnen. Es ist jetzt auch hinterher verständlich, daß die in 
Rede stehende Reihe nicht mehr absolut konvergent sein kann. Sie 
müßte ja im Falle der absoluten Konvergenz gegenüber den linearen 
Transformationen der Perioden invariant sein, während wir doch wissen, 
daß der Summenwert der Reihe (7) bei Ausübung der Transformation 
(5) S. 257 in:

übergeht. Durch Ausübung der speziellen Transformation ω[ =  co2 
o 2 =  — auf die Gleichung (7) oder auch durch eine ähnliche Be­
trachtung, wie sie uns vorhin zur Gleichung (7) hinführte, gewinnt 
man übrigens die entsprechende Gleichung für die Periode rir von £(u):

Wir wollen hierbei nochmals besonders hervorheben, daß zufolge der 
absoliden Konvergenz der Peihe (3) in den vorstehenden Entwicklungen 
ω1, ω2 irgendein primitives Periodenpaar unserer ΓΜ sein darf; natür­
lich sind die η1, ?;2 die „ihnen zugehörigenu Perioden des Integrals zweiter 
Gattung.1)

1) D ie  im  T exte  b ehan delten  T eilbruchreih en  für p (u )  und £(u) verdanken
. 1  1 \{j

ihre ab so lu te  K onvergenz den  Z usatzgliedern  ----------- -z bzw . 7---------- - -]--------------- 5 ,
(mx, ma)* (tn,, m,) (rolt m,)*'

und d a sse lb e  g i lt  b e i dem  D op pelp rod uk t für d ie  6 -F u n k tio n  von den „konvergenz­
erzeu gen d en “ Z usatzfak toren:

D ie  E in fü h ru n g  d ieser d ie  K onvergenz bew irkenden  E lem en te  g esch a h  durch W e i e r ­
s t r a ß  in  der S. 56 nam haft gem ach ten  A rbeit. U m  d ie  gru n d legen d e  B edeutun g  
d ieses S c h r ittes  zu erk en nen , v g l. m an d ie  im  übrigen  sehr tiefd rin gen d e U nter-

www.rcin.org.pl



2 6 4 I, 4. Die doppeltperiodischen Funktionen erster Stufe

§ 9. Die Funktionen des ringförmigen Bereiches nebst 
Anwendungen.

Neben den bisherigen Reihendarstellungen unserer elliptischen 
Funktionen erster Stufe sind auch noch „Fouriersehe Reihen“ sowie 
mit ihnen verwandte Reihen und Produkte wichtig. Man kann diese 
Darstellungen aus den Teilbruchreihen entwickeln; doch führen die 
diesem Zwecke dienenden Reihenumformungen nicht in das innere Ver­
ständnis der neuen Darstellungen ein, so daß wir hier einen von den 
bisher aufgestellten Reihenentwicklungen gänzlich unabhängigen Weg 
gehen wollen, der unmittelbar an das Wesen unserer Funktionen anknüpft.

Wir denken cq, w2 als irgendein primitives Periodenpaar der JH“) 
gewählt und wollen die mit dem zugehörigen Parallelogramm netz ver­
sehene n-Ebene vermittelst der Exponentialfunktion:

2»äm
(1) t = e
auf die tf-Ebene abbilden. Als konformes Abbild gewinnen wir eine un­
endlich-blättrige Riemannsche Fläche F«, mit den beiden Verzweigungs­
punkten t =  0 und t =  oo. Die unendlich vielen beim einzelnen von 
0 und oo verschiedenen t übereinanderliegenden Punkte der Fläche F« 
entsprechen einem System äquivalenter Punkte u, u +  c o 2 , u +  2 m2, 

+  3w2, •••. Die durch u =  0 und u =  laufende Gerade und die 
zu ihr parallelen Geraden des Netzes liefern in der £-Ebene ein System 
konzentrischer Kreise um den Mittelpunkt t =  0 (vgl. Fig. 55); die Ab­
bilder der Geraden des anderen Systems koinzidieren in der £-Ebene 
und liefern eine einzige logarithmische Spirale (vgl. Fig. 55), welche 
man als Verzweigungsschnitt für die Fw gebrauchen kann. Das erste 
Parallelogramm des Netzes (dasjenige der Ecken 0, co2, g)1 -j- w2, Gq) er­
gibt im Abbilde den in Fig. 55 schraffierten Kreisring, welcher nach

Buchung von G. E i s e n s t e i n  „G enaue U ntersuchung der unendlichen D oppelpro­
dukte, aus welchen die elliptischen Funktionen als Quotienten zusam mengesetzt 
sind“, Journ. f. Math. Bd. 35 (1847), S. 153 oder auch G. E i s e n s t e i n s  „M athem a­
tische Abhandlungen“ (Berlin, 1847) S. 213. In dieser A bhandlung ist die spätere 
W eierstraßsche Theorie, insofern sie sich auf der Produktentw icklung der 6 -Funk- 
tion und den Teilbruchreihen für £ (u ) usw. aufbaut, ziemlich vollständig voraus­
genommen. Die Unvollkommenheit besteht jedoch darin, daß E i s e n s t e i n ,  da ihm 
eben die W e ie r s t r a ß s c h e n  Zusatzfaktoren fehlen, die im M ittelpunkte stehende 
Größe, nämlich die Funktion 6  (u), n ur durch ein „bedingt konvergentes“ P rodukt 
darzustellen vermag. Übrigens gelten dieselben Bemerkungen auch von A. C a y le y ,  
der zwei Jahre vor E i s e n s t e i n  eine verw andte U ntersuchung „M emoire sur les 
fonctions doublem ent periodiques“, Journ. de Math. Bd. 10 (1845) p. 385 veröffent­
lichte.
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außen durch den „Einheitskreis“ (Kreis mit dem Radius 1 um t = 0) 
der ί-Ebene begrenzt ist; den Ecken des Parallelogramms entsprechen 
die durch (0), (co2), . . . bezeichneten Punkte der Fig. 55.

Um das Verhalten von t gegenüber den Substitutionen der Gruppe 
Γ M leicht bezeichnen zu können, führen wir die seit J acobi  in der 
Theorie der elliptischen Funktionen vielfältig benutzte Exponential­
funktion des mit n i  multiplizierten Periodenquotienten:

q =  eni(°
ein. Indem wir, wie früher, ω — £ +  i η schreiben, wird: 

q = e~n'i (cos +  i sin πξ),
und also entnehmen wir aus dem Umstande, daß η >  0 ist, die für die 
Folge wichtige Tatsache, daß der absolute Betrag der Zahl q kleiner 
als 1 ist:
(2) \q = e- n,‘ <  1.

Während nun t gegenüber der Substitution u' =  w -f co2 invariant ist, 
liefert u' =  u -f aq auf t transformiert die loxodromische Substitution:
(3) t ’ =  qH

der beiden Fixpunkte t — 0 und t =  oo (vgl. S. 71). Die Gruppe Γ {α) 
reduziert sich demnach bei Übergang zu t auf die zyklische Gruppe U(i) 
der loxodromischen Substitutionen:
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Diese r®  hat die Punkte t =  0 und t =  oo zu Grenzpunkten; der in 
Fig. 55 schraffierte Kreisring kann als ein Diskontinuitätsbereich der 
r «  benutzt werden. Die Schnittpunkte der konzentrischen Kreise mit 
der in Fig. 55 angedeuteten logarithmischen Spirale sind die Punkte: 

t =  qin, (n =  0, + 1 ,  ±  2, . .  .);
wir wollen für dieselben kurz die Bezeichnung der „Gitterpunkte“ bei­
behalten.1)

Da die doppeltperiodischen Funktionen ip(u) gegenüber der Substi­
tution u =  u -f- «2 invariant sind, so liefern sie in Abhängigkeit von 
t Funktionen, welche die schlichte t-Ebene, abgesehen von den beiden we­
sentlich singulären Punkten t =  0 und 1 = 00, zum Felde haben. Da sie 
überdies gegenüber der Substitution (3) unveränderlich sind, so werden 
wir sie als Funktionen des in Fig. 55 schraffierten ringförmigen Be­
reiches oder kurz als „Funktionen des Kreisrings“ bezeichnen dürfen. 
Auch das transzendent normierte Integral zweiter Gattung (vgl. S. 163), 
welches wir als Funktion von t ausführlicher zu betrachten haben und 
mit der Bezeichnung:
(4) t ( u ) - ^ u  = z(t)

belegen wollen, hat die schlichte £-Ebene bis auf die wesentlich sin­
gulären Stellen 0 und oo zum Felde. Dasselbe gehört insofern auch 
mittelbar zu den „Funktionen des Kreisringes“, als gegenüber der Sub­
stitution (3) die Funktion z(t) das Verhalten zeigt (vgl. S. 163):

(5) z (gft) =  z{t) — 2̂ -  •

Endlich können wir nach den Entwicklungen von S. 209 auch noch die 
6-Funktion so mit einem Exponentialfaktor versehen, daß das Produkt 
gleichfalls bei Ausübung der Substitution u' =  u +  «3 unveränderlich 
ist. Dieses Produkt wollen wir als Funktion von t mit der besonderen 
Bezeichnung:

Tfa V ?  7 t  i u

(6) e 2c"* + w* S(m) =  s(t)
belegen. Die Funktion s(t) hat dann wieder dasselbe Feld wie die 
bisherigen und gehört insofern zu den Funktionen des Kreisringes, als 
gegenüber der Substitution (3) das besonders einfache Verhalten zutrifft:
(7) s ( f t )  = - t ~ l -s(t),

1) Eigentlich sollte man, wie aus (3) hervorgeht, nicht q sondern q 1 als w esent­
liche Größe einführen; in der T at is t q * w eiterhin für die Funktionen erster  Stufe 
im m er die eigentliche Entw icklungsgröße. Daß J a c o b i  sich der Größe q bediente, 
hat, wie wir w eiterhin noch darzulegen haben werden, seinen Grund darin, daß 
J a c o b i s  Funktionen die elliptischen Funktionen der zweiten  Stufe sind.
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wie man leicht mit Hilfe der Legendreschen Relation (6) S. 160 
nachweist.

Wir wenden nun auf die Funktionen des Kreisrings die allgemeinen 
Sätze über Darstellung durch unendliche Produkte (vgl. S. 56ff.) sowie 
durch Laurentsche Reihen (vgl. S. 39ff.) an.

Die außerhalb des Einheitskreises liegenden Nullpunkte von s(t) 
sind die „Gitterpunkte“ q~2, q~*, q~e, ■ · ■ . Da die Reihe:

Ι β Γ  +  Ι ϊ Γ  +  Ι ί Ι 6 +  · · ·
zufolge (2) konvergiert, so liefert das Produkt:

77(1 -  tq2n),
71 =  1

welches unbedingt konvergent ist, eine ganze transzendente Funktion 
der Höhe 0, das die erwähnten Nullpunkte mit s(t) gemeinsam hat. 
Ebenso haben wir in: ^

II0- — t~iv2n)η— 1

eine Funktion, welche die ganze ί-Ebene, abgesehen vom Punkte t =  0, 
zum Felde hat, daselbst überall endlich ist und dieselben im Innern des 
Einheitskreises gelegenen Nullpunkte wie s(t) aufweist. Hiernach wird 
die Funktion: „ x

m  -  ( < - 1)77(1 -  tq '·) -7 /(1  -  <-V " )
η —  1 n =  1

dasselbe Feld und dieselben Nullpunkte wie s(t) haben. Nun gilt weiter:

f(qH) -  (qH -  1 ) /7 (1  - < g 2"+s) ■ 77(1  -  1 -V - > ) ,η =  1 η =  1
wofür man auch schreiben kann:

f (q ’t) -  -  (1 -  <-*) 7 / ( 1  -  tqu ) · 7 7  (1 -  1 -V ")·
η =  1 »1 =  1

Die Funktion f(t) zeigt also gegenüber der Substitution (3) das in (7) 
angegebene Verhalten von s (t). Somit ist der Quotient von s (t) und 
/*(i) auch gegenüber der Substitution (3) invariant und muß, da er in 
Abhängigkeit von u eine polfreie doppeltperiodische Funktion liefert, 
mit einer Konstanten identisch sein. Fassen wir die beiden absolut 
konvergenten Produkte in eines zusammen, so folgt:

s(t) = C · (t — 1) /7 ( 1  — tq2n) (1 — t~xq2n)'
η =  I

Nun folgt aus (1) und (6):
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Die für s(t) angesetzte Gleichung liefert also bei dem gleichen Grenz- 
übergange:

Die Funktion s(t) gestattet hiernach eine Darstellung in Gestalt des un­
bedingt konvergenten einfach unendlichen Produktes:

welches mittelst der Gleichung (6) auf 5  («) übertragen nach einfacher 
Zwischenrechnung das unbedingt konvergente einfach unendliche Produkt:

für die (5-Funktion liefert.
Der in (8) unter dem Produktzeichen stehende Ausdruck kann 

noch so umgeformt werden:

Die neue Produktdarstellung der 5-Funktion läßt sich also auch in die 
folgende Gestalt setzen:

Wir merken noch beiläufig die durch Logarithmieren und darauf 
folgende Differentiation dieser Gleichung sich ergebende Reihe für das 
Integral zweiter Gattung an:

Es ist dies diejenige Reihendarstellung von £(m), die man für gewöhn­
lich durch Umformung der Teilbruchreihe (3) S. 261, herleitet. Man 
benutzt dabei die bekannte Teilbruchreihe der ctg-Funktion und hat 
übrigens dieselbe Gliederanordnung durchzuführen, welche bei Ableitung 
der Gleichung (7) S. 263, benutzt wurde.

Weit wichtiger ist, daß wir nun auch die Laurentschen Reihen für 
die Darstellung der Funktionen des Kreisringes heranziehen. Die Funk­
tion z(t) hat in den Gitterpunkten t =  1, q±2, g±4, ... Pole erster 
Ordnung, wird sich also für jeden ringförmigen Bereich der Fig. 55 in 
eine eindeutig bestimmte Laurentsche Reihe entwickeln lassen, die diesen

www.rcin.org.pl



Laurentsche Reihe für das Integral zweiter Gattung 269

Ring zum Konvergenzbereich hat. Wir wollen den in Fig. 55 schraffier­
ten Bereich B0, den nach außen folgenden ringförmigen Bereich (dessen 
äußerer Rand durch t =  q~2 läuft) B t nennen; den aus beiden zu­
sammengesetzten Ring nennen wir kurz (B0 -f B^). Da (£(w) — M_1) 
bei u =  0 analytisch bleibt, so gilt zufolge (1) dasselbe von

bei t =  1. Diese Funktion gestattet also eine eindeutig bestimmte Lau­
rentsche Entwicklung:

deren Konvergenzbereich der Riug (B0 +  B t) ist. Um die Koeffizienten 
cn zu bestimmen, verstehen wir unter t einen in R, liegenden Punkt, 
so daß | * | > 1  gilt. Dann ist q2t in B0 gelegen, so daß \q“t\< il  gilt 
und übrigens die für q2t an Stelle von t gebildete letzte Gleichung 
rechts eine konvergente Reihe liefert:

Mit Benutzung von (5) folgt weiter:

Da nun J i | > l  und j52£ j < l  gilt, so können wir die rechte Seite dieser 
Gleichung in folgender Art entwickeln:

oder unter Zusammenfassung gleich hoher Potenzen von t :

Diese Reihe bezieht sich auf den Bereich B x und muß also wegen der 
eindeutigen Bestimmtheit der Laurentschen Reihe in ihrem Konvergenz­
bereiche mit der Reihe (11) unmittelbar identisch sein. Also folgt:
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Fassen wir die beiden Reihenglieder mit tn und t~n zusammen, so 
folgt:

Ersetzen wir t durch t~ l (was auf Zeichenwechsel vor u hinausläuft), 
so tritt bei z(t) und bei der rechts stehenden Reihe gleichfalls einfach 
ein Zeichenwechsel ein. Die Addition der entstehenden Gleichung zu 
letzter Gleichung liefert:

Also haben wir das Ergebnis gewonnen: Für die Funktion z{t) gilt die 
im ringförmigen Bereiche (B0 -f- Bf) konvergente Laurentsche Entwicklung:

Führen wir u und damit die doppeltperiodischen Funktionen wieder 
ein, so folgt: Das Integral zweiter Gattung erster Stufe läßt sich in fol­
gende Fourier sehe Beihe entwickeln:

aus denen man durch Differentiation folgende Fouriersclie Reihen für die 
elliptischen Funktionen erster Stufe gewinnt:

-f co

Der Konvergenzbereich der Reihen (13) und (14) in der w-Ebene ent­
spricht dem über dem Ringe (B0 -f Bf) liegenden Teile der Riemannschen 
Fläche F«,; der Bereich ist also ein Parallelstreifen der w-Ebene, be­
stehend aus allen denjenigen Parallelogrammen, welche beiderseits an 
der durch u =  0 und u =  ω2 hindurchlaufenden Geraden anliegen.1)

1) Daß die durch Differentiation nach u entstehenden Reihen (14) denselben 
Konvergenzbereich haben wie die Reihe (14), unterliegt keinem Zweifel. Es handelt 
sich in (14) bei Umrechnung auf t um die Laurentschen Reihen der p und p' ent­
sprechenden Funktionen des Kreisrings, welche (B0 -j-RJzum  Konvergenzbereiche 
haben.
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Zum Zwecke einer wichtigen Anwendung der Gleichung (13) ent­
wickeln wir £(m) nach (2) S. 201 für die Umgebung von u =  0 nach
Potenzen von u und tragen auch für ctg —  die Anfangsglieder der auf

®s
die gleiche Umgebung von u =  0 bezogenen Potenzreihe ein; es ergibt 
sich bei Zusammenfassung der Potenzreihen:

Differenziert man einmal nach u und setzt sodann u =  0, so gewinnt
man für rj2 folgende konvergente einfach unendliche Reihe:

Indem man drei bzw. fünf Male nach u differenziert und sodann u =  0 
einträgt, folgen als konvergente einfach unendliche Reihen für g2 und gz:

Man kann zu diesen Darstellungen auch durch Umformungen der Doppel­
reihen (7) S. 263 und (5) S. 262 gelangen.

Da s(t) in der ganzen ί-Ebene, abgesehen von den beiden wesent­
lich singulären Punkten t =  0 und t =  oo, analytisch ist, so wird die 
Laurentsche Reihe dieser Funktion:

abgesehen von den beiden Punkten t =  0 und t =  oo allenthalben kon­
vergieren. Gegenüber der erzeugenden Substitution (3) der FW zeigt 
s(t) das in (7) angegebene Verhalten; also gilt:

woraus sich mit Rücksicht auf die Einzigkeit der Laurentschen Ent­
wicklung die Rekursionsformel:

zur Bestimmung der Koeffizienten ergibt. Es folgt für n >  0:
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und also gelangen wir unter zweckmäßiger Zusammenfassung der Glie­
der zu der Reihe:

Zur Bestimmung des von t unabhängigen Faktors — c0 teilen wir diese 
Gleichung durch (t — 1) und setzen sodann t =  1. Der links stehende
Quotient nimmt zufolge (8) den Wert an; wir erhalten also zur Be­
stimmung von c0 eine Gleichung, der wir die Gestalt geben:

Hier stellt rechts eine für jede konvergente Reihe, die einen von 0 
verschiedenen Summenwert haben muß, und für die wir unten noch an­
dere Gestalten kennen lernen werden. Nennen wir den in (17) rechts 
stehenden Ausdruck als Funktion von ων ω2 kurz φ (ω1 ω2), so folgt 
nunmehr endgültig als Laurentsche Reihe für s(t)

Die Multiplikation dieser Gleichung mit:

führt zufolge (6) zur Funktion 6(w) zurück. Führen wir auch rechts 
u wieder ein, so ergibt sich also eine in der ganzen endlichen u-Ebene 
konvergente Fouriersche Reihe für die (5-Funktion:

wobei der endliche und von 0 verschiedene Wert φ(ων ω2) gegeben ist durch 
die Reihe:

§ 10. Das System aller elliptischen Funktionen und die Aus­
artung derselben.

Nach S. 96 sollte es nicht nur unsere Aufgabe sein, den einzelnen 
Körper elliptischer Funktionen zu untersuchen, sondern zugleich einen 
Überblick über das System aller Körper elliptischer Funktionen zu ge­
winnen. Auf algebraischer Grundlage ist diese Aufgabe oben (S. 137 ff.) 
in der Weise gelöst, daß wir für den einzelnen Körper elliptischer Funk­
tionen den zugehörigen Wert der rationalen absoluten Invariante J  als 
charakteristisch erkannten: Jedem Körper gehörte ein endlicher komplexer 
(oder reeller) Wert J  zu, und jedem solchen Wert J  entsprach eindeutig
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ein Körper elliptischer Funktionen. Hiermit ist bereits eine endgültige 
Lösung unserer zweiten Aufgabe gewonnen.

Nun fanden wir zweitens S. 175ff. einen „Modul“ für den einzelnen 
Körper elliptischer Funktionen in dem Quotienten co des reduzierten 
Beriodenpaares. Dieser Modul war für jeden Körper ein eindeutig be­
stimmter endlicher komplexer Wert, dessen Bildpunkt 
in dem hierneben als Fig. 56 reproduzierten Doppel­
dreieck der Fig. 43, S. 179, gelegen war. Nach den Ent­
wicklungen des vorliegenden Kapitels gilt aber auch hier 
die Umkehrung: Jedem endlichen komplexen Werte co, 
dessen Bildpunkt dem Doppeldreieck der Fig. 56 angehört1), 
entspricht eindeutig ein Körper elliptischer Funktionen. Die 
Aufgabe, den Überblick über das Gesamtsystem dieser 
Körper zu gewinnen, hat damit eine zweite endgültige 
Lösung gewonnen.

Auf Grund dieses Ergebnisses finden wir, daß nicht 
nur der Punkt co des Doppeldreiecks eindeutig von J  abhängt, sondern 
daß auch umgekehrt J  eine eindeutige Funktion des im Doppeldreiecke 
beliebig varidbelen endlichen Modiäs co ist. Wir wollen die absolute 
rationale Invariante J  in dieser Abhängigkeit durch J(co) bezeichnen 
und nennen sie als Funktion des Moduls co kurz eine „Modulfunktion“ 
oder genauer eine „elliptische Modulfunktion“.

Was die Beschaffenheit dieser Modulfunktion J(io) angeht, so grei­
fen wir zunächst auf die Darstellungen (16) S. 271 der rationalen Invari­
anten g2, g3 in co2 und q zurück. In diesen Gleichungen stehen rechts 
in den Klammern Reihen, die in jedem bestimmten, ganz im Innern des 
Einheitskreises der <jr-Ebene gelegenen Bereiche gleichmäßig konvergent 
sind. Jedes Glied der Reihen ist ebenda eine eindeutige analytische 
Funktion von q, so daß sich aus einem bekannten Satze der Funktionen­
theorie2) ergibt: Die unter (16) S. 271 in den Klammern zur Darstellung 
von g.2 und gz dienenden Ausdrücke sind in jedem ganz im Innern des 
Einheitskreises der q-Ebene liegenden Bereiche eindeutige analytische Funk­
tionen von q.

1) Es gilt natürlich w ieder die Bestimm ung, daß nur diejenigen Raudstücke 
dem  Bereiche der Fig. 56 als zugehörig gelten, welche in der F igur stark  m arkiert 
sind.

2) Der Satz, daß eine in einem gewissen Bereiche gleichm äßig konvergente Reihe 
eindeutiger analytischer F unktionen ebendort selbst wieder eine eindeutige analy­
tische Funktion darstellt, is t von W e i e r s t r a ß  in den Berliner Berichten vom 
12 . August 1880 veröffentlicht; s. auch W e i e r s t r a ß  „W erke“, Bd. 2, S. 201ff. 
E inen einfachen Beweis m ittels Cauchyscher Methoden findet man bei „ O s g o o d “ 
S. 303.

F rick e: Elliptische Funktionen. Bd. 1 18
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Ordnen wir die Reihen (16) S. 271 nach ansteigenden Potenzen von 
q an, so ergeben sich folgende Darstellungen:

Hierbei bedeuten x3(m) und χ5(ηι) von m abhängige ganze Zahlen, und zwar 
ist xk(m) (für k =  3 und Ti =  5) die Summe der Äton Potenzen aller Teiler 
t von m (t =  1 und t =  m mitgerechnet):

Als Anfangsglieder der Reihen (1) ergeben sich:

Für die Diskriminante A  — g\ — 27g\ ergeben sich folgende Anfangs­
glieder der Potenzreihe nach q:

Gehört ω dem Doppeldreieck der Fig. 56 an, so gilt 
Doch beachte man sogleich (vgl. den Anfang von § 9, S. 264), daß sich 
die Entwicklungen (16) S. 271 auf irgendein primitives Periodenpaar 
ων ω2 der Gruppe r (u) bezogen. Für jedes solche Paar ist der Perioden­
quotient ω eine endliche komplexe Zahl mit positivem imaginären Be­
standteile, und also ist J g <  1; einer weiteren Beschränkung unterliegt 
aber ω und damit auch q nicht. Es folgt also der für die weitere Fort­
setzung unserer Untersuchung wichtige Satz: In jedem bestimmten, ganz 
im Innern der „positiven ω -Halbebene“ (vgl. S. 186) gelegenen Bereiche 
sind g2, gs und zl eindeutige analytische Funktionen von ω2 und q und 
damit von ω, und ω2, und zivar sind sie in diesen beiden Argumenten ων ω2 
homogen von den Dimensionen — 4, — 6, — 12.

Kehren wir auf Grund der Gleichung (16) S. 124 von g2, g3 und zl 
zu J  zurück, so ergibt sich: Die Modulfunktion J (ω) ist in jedem be­
stimmten, ganz im Innern der ω-Halbebene gelegenen Bereiche (in dem, wie 
wir wissen, zl nirgends einen Nullpunkt hat) eine eindeutige überall ana­
lytische Funktion des Moduls ω; sie läßt sich ebenda als eindeutige Funktion 
von q in die konvergente Heike entwickeln:
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Der Punkt q =  0 entspricht der an den unendlichfernen Punkt 
der ω-Ebene heranragenden Spitze des Doppeldreiecks der Fig. 56, S. 273, 
welche zunächst für die von unseren elliptischen Gebilden gelieferten ω 
unzugänglich ist, obschon jeder endliche, in der Umgebung jener Spitze 
liegende Punkt ω von den bei den Körpern elliptischer Funktionen auf­
tretenden Periodenquotienten erreichbar ist. Wir erkennen jetzt, daß die 
Modulfunktion J (ω) bis in den Funkt q =  0 fortsetzbar ist und daselbst 
in der „ -Ebene“ einen Pol erster Ordnung gewinnt.1)

Diesem Ergebnis folgend wollen wir fortan die „Spitze ω =  ioo“ 
des Doppeldreiecks der Fig. 56 diesem Bereiche zurechnen. Der so er­
gänzte Bereich ist dann durch die Modulfunktion J (ω) eindeutig auf die 
schlichte J- Ebene, unter Einschluß des Punktes J  =  oo, bezogen. Wir 
werden diese Abbildung unten noch genauer zu betrachten haben; doch 
notieren wir gleich hier einige Sätze, welche sich aus den bisherigen 
Entwicklungen unmittelbar ergeben.

Aus der Gleichung:

geht hervor, daß q2 längs der Symmetrielinie des Doppeldreiecks der 
Fig. 56, S. 273 (imaginären ω-Achse zwischen ω =  ioo und ω =  i) reell 
und positiv ist, während qf· längs der unseren Bereich links beranden- 
den Geraden |  \  reell und negativ ausfällt. Aus den Reihenent­
wicklungen folgt, daß längs beider Geraden J  reell ist, und zwar ist 
jedenfalls in der Umgebung von ω =  ioo auf der ersten Geraden J  
positiv und auf der zweiten negativ. Nun wissen wir aber bereits, daß 
für ω =  ρ (äquianharmonischer Fall) g2 und damit 
J  verschwindet, während für ω =  i (harmonischer Fall) 
g3 =  0 und also J  = l  ist. Somit überträgt sich die 
imaginäre ω-Achse zwischen i und ioo auf die posi­
tive reelle J-  Achse von J  =  1 bis J  = oo, die von 
ω = ρ nach ioo laufende Gerade ξ =  — γ aber auf die 
negative reelle «/"-Achse von J  =  0 bis J  =  — oo (vgl.
Fig. 57, wo die in den Ecken des schraffierten Elemen­
tardreiecks stattfindenden Werte J  angegeben sind).

Zwei bezüglich der imaginären Achse symmetrisch 
liegende Punkte ω liefern konjugiert komplexe Werte q 
und also konjugiert komplexe Werte J. Aber zwei auf dem vom 
Einheitskreise der ω-Ebene gelieferten Rande symmetrisch zur imaginären 
o-Achse liegende Punkte ω des Doppeldreiecks (von denen nur der

1) Wir erinnern daran, daß q2 die richtige Entwicklungsgröße für die ellip­
tischen Funktionen erster Stufe ist (vgl. Note S. 266).
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links liegende diesem Bereiche zugerechnet wird) liefern ein und dieselbe 
Gruppe F u) und also den gleichen Wert J. Dieser Wert ist also seinem 
konjugiert komplexen Werte gleich, d. h. er ist reell. Wir finden somit: 
Der Rand des schraffierten Elementardreiecks der Fig. 56 (und damit auch 
derjenige des freien Dreiecks) überträgt sich auf die reelle J-Achse, das 
schraffierte Dreieck selbst überträgt sich auf die „positive J-Halbebeneu, das 
freie auf die „negative J-Halbebene“.*)

Wir haben hiermit volle Aufklärung gewonnen über die gegen­
seitige Beziehung, jener beiden Größen, des unbeschränkt veränderlichen 
J  und des im Doppeldreieck beliebig variablen co, welche uns das Ge­
samtsystem aller Körper elliptischer Funktionen zu überblicken ge­
statteten. Wünschenswert bleibt allerdings, daß wir die letzten Ent­
wicklungen auch noch nach der algebraischen Seite ergänzen. In der 
Tat können wir ja die Veränderungen von J  dadurch her vorrufen, daß 
wir die drei im Endlichen liegenden Verzweigungspunkte ex, e2, e3 der 
Riemannschen Fläche F2 unter Wahrung ihrer Relation:

ei V  e3~  0
beliebigen Lagenänderungen unterwerfen. Natürlich darf man dabei in 
jedem Falle unter den durch lineare Transformationen von z inein­
ander überführbaren Flächen F2 eine möglichst bequeme zur Berech­
nung des zugehörigen Wertes von J  herausgreifen.

Wir lenken insbesondere die Aufmerksamkeit auf die symmetrischen 
Flächen F2. Dieselben entsprechen den S. 247 betrachteten Gruppen D u\  
die durch eine Transformation zweiter Art T  in sich überführbar sind; 
die zugehörigen Punkte co sind die Randpunkte des schraffierten Ele­
mentardreiecks der Fig. 56, die den Punkten der reellen J-A.chse ent­
sprechen.

Ist erstlich co rein imaginär, so haben wir ein Periodenrechteck, 
und die drei Punkte e1} e2, e3 liegen auf einer Geraden, die wir zur 
reellen Achse der #-Ebene wählen. Wir bleiben mit Fig. 39, S. 173, in 
Übereinstimmung, wenn wir etwa:

ex = — 1, — 1 <  e3 =  e <1 0, e2 =  1 — e
setzen. Die Darstellungen der g2, g3 in den ex, e3, e3:

g2— 4 (ßj e2 ex e3 -f- c2ef) , g3 — 4exe2e3
ergeben also im fraglichen Falle:

£2 =  4(e2—e- f  1), <73 =  4 (e2 — e),
so daß g3 =  g2 — 4 gilt und g2 genau einmal alle reellen Werte des

1) D ie  B enennu ngen  entsp rech en , w ie  b e i der „p ositiven  co-H albebene“, den 
V orzeichen  der im agin ären  B esta n d te ile  der kom p lexen  W erte  J.
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Intervalles 4 g2 <  12 durchläuft, wenn e sein Intervall 0 e >  —1
beschreibt. Hierbei durchläuft J, gegeben durch:

r =  9* 9l __
A  g \  — 27 [gt — 4)* ’

genau einmal das Intervall aller endlichen reeLlen Zahlen J^>1. Nehmen 
wir den Grenzwert e =  — 1 hinzu, der g2 =  12 und J  =  oo liefert, so 
artet die F2 durch Zusammenfall der beiden Verziceigungspunhte ei und % 
in eine ziceihlättrige Riemannsche Fläche mit „zwei“ Verzweigungspunhten 
e2 = 2 und oo aus, die dementsprechend dem Geschlechte p =  0 angehört 

Indem wir uns Vorbehalten, auf diese Ausartung der F2 sogleich 
näher einzugehen, knüpfen wir vorerst an den harmonischen Fall co =  i 
an, dem wir eben die Yerzweigungspunkte ex =  — 1, e2 =  +  1, e3 = 0 ent­
sprechen ließen. Um von hieraus eine weitere stetige Lagenänderung der 
Yerzweigungspunkte vorzunehmen, setzen wir:

^ = -  cos ff -f- i sin ff, c2 =  cos ff 7 sin fr, c3 =  — 2i sin ff

und lassen den Winkel fr stetig das Intervall 0 fr <  ~  durchlaufen.1)
Nun liefert die S. 168 ff. behandelte Abbildung der Fläche F2 auf die tc-Ebene 
ein rhombisches Periodenparallelogramm, und oo bewegt sich auf dem 
im Kreisbogendreieck der Fig. 42, S. 176, gelegenen Quadranten des Ein­
heitskreises der co-Ebene. Für ff =  y  haben wir den äquianharmonischen 
Fall. Beschreibt der Winkel ff mit dem Werte 0 beginnend das Teilintervall
0 <i ff <i ^ , so durchläuft :

j  (1 — 4 sin* ö ) s
(1 — 4 sin sff)s -)- 27 s in *#

die positiven reellen Werte von ¢7=1 bis J  =  0 genau einmal, und oo 
beschreibt das Zwölftel seines Einheitskreises von ca =  i bis ca =  p.
Für den Rest des Inter valles -  <  ff <  ^ wird | e3 | >  ex |. Dann aber
wird (bei Gebrauch der Bezeichnungen von S. 167 ff.) | ca31 <  | cax | , ent­
gegen den Vorschriften von S. 178, welche auf das schraffierte Drittel 
der Fig. 42, S. 176, als Bereich für die „reduzierten“ ca führte. Wir müssen

1) D rehen w ir d ie  «-E bene um  ihren N u llp u n k t durch e in en  rechten  W ink el, 
so g e la n g en  w ir  je tz t  zum  F a lle  zw eier reellen  und zw eier k o n ju g ier t k om p lexen  Y er­
zw eigu n gsp u n k te . E s m öch te  sch ein en , daß bei der B etra ch tu n g  des T ex tes sym ­
m etrische R iem annsch e F lä ch en  m it  zwei P aaren b ezü g lich  der ree llen  A chse sym m e­
tr isch  g e le g en er  V erzw eigu n gsp u n k te  n ich t zur G eltung kom m en. Indessen  läu ft  
durch vier so g e le g en e  P u n k te  im m er e in  K reis h in durch; ind em  w ir d iesen  aber  
durch e in e  g e e ig n e te  lin eare  Su b stitu tion  von z zur ree llen  A ch se  m achen, ge lan gen  
w ir  zum  ersten  F a lle  des T extes zurück.
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jetzt die Indizes 1, 2, 3 in richtiger Weise permutieren oder die S. 176 
eingeführte lineare Transformation:

Oj =  c o 2 ,  C02 — — 0J l ~  6½

der Perioden ausführen, damit co' den Rand des Doppeldreiecks der 
Fig. 56, S. 273, von co =  q gegen co =  ioo beschreibt, wenn co den Sex­
tanten des Einheitskreises von co =  q gegen den Punkt co — — 1 durch­
läuft. Für die Berechnung der absoluten Invarianten J  ist eine Permu­
tation der Indizes bei e,,e2, ez ohne Folge. Man stellt aus dem obigen 
Ausdrucke von J  leicht fest, daß J  vom Werte 0 beginnend gerade ein­
mal alle negativen reellen Werte beschreibt, wenn & von —- aus das 

Intervall <  -91 <  — durchläuft. Nehmen tvir auch hier den Grenz-

wert tt =  — hinzu, so wird wieder J  =  oo, und tvir gelangen aufs neue 
durch Zusammenfall zweier Verzweigungspunkte zu einer zw eiblättrigen 
Fläche des Geschlechtes 0.

Die Ausartung der F2 in eine Fläche des Geschlechts p =  0 haben 
wir von den symmetrischen Fällen aus in zwei Arten erreicht, die ein­
fach darauf hinauslaufen, daß wir den Punkt oo der JVEbene einmal 
in Richtung der positiven, sodann in Richtung der negativen reellen J -Achse 
erreichen, oder (was auf dasselbe hinausläuft) daß wir zur Spitze i oo des 
schraffierten Dreiecks der Fig. 56, S. 273, entweder längs der imaginären 
co-Achse oder längs des linken Randes gehen. Statt dessen kann man in der 
J-Ebene auch irgendeinen anderen Weg zum Punkte oo einschlagen, der 
dann einen bestimmten Weg des Punktes q2 zum Nullpunkte der g2-Ebene 
und eine bestimmte Annäherung bis zur Spitze ioo des oft genannten 
Doppeldreiecks liefert. In algebraischer Gestalt läuft diese Maßregel darauf 
hinaus, daß wir einen der Verzweigungspunkte, etwa ex, bei irgendeiner 
endlichen, von 0 verschiedenen Stelle, z. B. bei z =  1, fixieren, dann 
aber c2 und e3 unter Obacht auf e2 +  e3 == — 1 auf irgendwelchem 
Wege bei z = — \  zum Zusammenfall bringen. Wir erhalten daun am 
Schlüsse eine zweiblättrige Fläche, welche nur noch die beiden Ver­
zweigungspunkte 1 und oo hat und demnach wieder zum Geschlechte 0 
gehört.

Es handelt sich hier um dieselbe Ausartung, welche wir S. 243 bei 
den Gruppen FG) kennen lernten; die ausgeartete war die zyklische 
Gruppe aller Substitutionen u =  u -f m2a2, der Diskontinuitätsbereich 
derselben ein geeigneter „Parallelstreifen“ der w-Ebene. Die Funktionen 
dieser ausgearteten jT(w) haben nur noch die „eine“ Periode co2; es sind also 
die einfach-periodischen Funktionen, in welche die elliptischen Funktionen 
nunmehr ausgeartet sind.

278 I, 4. Die doppeltperiodischen Funktionen erster Stufe
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Dieses Ergebnis wird durch die Entwicklungen von S. 268 ff. un­
mittelbar bestätigt. Im Falle der Ausartung, d. h. für q =  0, werden zu­
folge (15) S. 271 und (14) S. 270 die Funktionen p(u) und p'(u) folgende 
trigonometrische Funktionen:

( 6)

das Integral zweiter Gattung ivird:

und die Sigmafunktion geht zufolge (19) und (20) S. 272 in die Gestalt über:

Auch algebraisch ist die Natur der Ausartung sofort verständlich. 
Das bisherige Integral erster Gattung u ist im Falle der Ausartung 
elementar und wird durch Logarithmen darstellbar. Dasselbe bildet die 
geeignet zerschnittene Fläche F2 auf jenen Parallelstreifen der M-Ebene 
ab, den wir als Diskontinuitätsbereich der ausgearteten Γ einführten. 
Die algebraischen Funktionen der F2 werden dabei umgekehrt zu Exponen­
tialfunktionen von u mit der Periode o2.

Fünftes K apitel.

Die elliptische li Modulfunktionen erster Stufe und ihre 
inversen Funktionen.

Die Haupteigenschaft der soeben betrachteten Funktion J(a) des 
Moduls ω gründet sich auf die Gleichungen (6) S. 262, denen zufolge 
g2 und g3 und also auch J(a)  gegenüber irgendwelchen „linearen Trans­
formationen“ der Perioden ωί} ω2 unveränderlich sind. Von hieraus 
gewinnt man den deutlichsten Einblick in die Natur dieser Modul­
funktion J(<a), nämlich dadurch, daß man genau wie im vorigen 
Kapitel eine geometrisch-gruppentheoretische Betrachtung, und zwar 
jetzt über die gesamten „linearen Transformationen“ der Perioden vor­
anstellt.

Auf dieser Grundlage werden wir den allgemeinen Begriff einer 
„elliptischen Modulfunktion erster Stufe“ aufstellen können, wobei sich 
die vereinzelten im vorigen Kapitel in dieser Hinsicht schon betrach­
teten Abhängigkeiten in eine allgemeine funktionentheoretische Auf­
fassung einordnen werden. Der Name „elliptische Modulfunktion“ ist
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von R. Dedekind eingeführt.1) Die grundlegenden Arbeiten Kleins über 
Modulfimktionen und ihre Verwendung in der Transformationstheorie 
der elliptischen Funktionen beginnen 1878.2) In umfassender Weise ist 
das ganze Gebiet in dem S. 94 genannten Werke von Klein und Fr  icke 
behandelt. Wir geben weiterhin nur diejenigen Entwicklungen, welche 
für das Verständnis der Theorie der elliptischen Funktionen unentbehr­
lich sind.

Indem wir die Perioden oq, co2 innerhalb gewisser Grenzen als will­
kürlich variabel auffassen, werden nun auch die elliptischen Funktionen 
selber in ihrer Abhängigkeit von oq, a2 und damit als Funktionen 
dreier Argumente u, cq, co2 zu betrachten sein. Bei dieser Auffassung 
werden wir die Aufmerksamkeit auf zwei gewisse schon seit längerem 
bekannte Differentiationsprozesse zu lenken haben, welche uns insbe­
sondere zur Kenntnis einer wichtigen partiellen Differentialgleichung 
für die (5-Funktion hinführen.

Auf der gleichen Grundlage erwachsen gewisse lineare Differen­
tialgleichungen, denen die Perioden als Funktionen der rationalen In­
varianten genügen. Wir gelangen hierbei zu den den elliptischen Modul­
funktionen inversen Funktionen und werden aus jenen Differentialglei­
chungen wichtige analytische Darstellungen dieser inversen Funktionen 
gewinnen.

280 I, 5. Die Modulfunktionen erster Stufe und ihre Inversion

§ 1. Die Modulgruppe und ihre Erweiterung durch eine
Spiegelung.

Die „linearen Transformationen“ der Perioden oq, co2 liefern für 
den Modul der Körper elliptischer Funktionen, d. i. für den Perioden­
quotienten co die ganzzahligen Substitutionen der Determinante 1:

(!) «ä-ßr-1-
Um einen ersten Überblick über alle Substitutionen (1) zu ge­

winnen, bemerken wir, daß sie den gesamten Lösungen der zweiten 
Gleichung (1) in ganzen Zahlen a, ß, y, 8 entsprechen, wobei jedoch

1) S iehe D e d e k i n d s  E rläu terun gen  zu zw ei n a ch g e la ssen en  F ragm enten  R ie ­
m annscher U n tersu ch ungen , dessen erstes aus dem  Septem ber 1852 stam m t, i n R i e -  
m a n n s  „W erk en“, S .4 2 7 ff. (L eip zig , 1876). W eiter  k om m t in  B etracht D e d e k i n d s  
„Schreib en  an H errn B orchardt über d ie  T heorie  der e llip tisc h e n  M odulfun ktionen“ , 
Journ. f. M ath., Bd. 83 (1877), S. 265.

2) Siehe insbesondere die A bhandlung „Über die Transform ation der ellip­
tischen Funktionen und die Auflösung der Gleichungen 5. G rades“, Math. Ann. 
Bd. 14 (1878) S. 111  sowie die m ehr program m atisch gehaltene Note „Z ur Theorie 
der elliptischen M odulfunktionen“, Math. Ann. Bd. 17 11879 S. 62.
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zwei Lösungen, die durch gleichzeitigen Zeichenwechsel aller vier Zahlen 
a, ß, y, d ineinander übergehen, ein und dieselbe Substitution (1) liefern.

Ist y =  0, so folgt aus ad =  1 sofort a =  d = +  1, und wir dürfen 
nach dem eben Gesagten a =  d ===== -f 1 setzen; ß bleibt als ganze Zahl 
willkürlich wählbar, so daß wir den Werten ■ ■ •, — 2, — 1, 0, -f-1, -f- 2, • • • 
von ß entsprechend eine einfach unendliche Beihe von Substitutionen (1) 
mit y =  0 finden.

Ist y nicht gleich 0, so dürfen wir y >  0 annehmen. Für y =  1 
sind a und d willkürlich wählbar, worauf ß =  ad — 1 wird. Also haben 
wir für irgendein Zahlenpaar a und y = 1 den Werten * - — 1, 0, 1,
2, • • • von d entsprechend wieder eine einfach unendliche Beihe von Sub­
stitutionen (1).

Ist / >  1, so ist die Zahl a notwendig relativ prim zu y , da 
ad — ßy =  1 sein muß. Wählen wir a als beliebige zu y teilerfremde 
ganze Zahl, so können wir mittelst einiger Elementarsätze über die „Kon­
gruenzen der ganzen Zahlen“ beweisen, daß zum gewählten Zahlenpaar a,y 
wieder eine einfach unendliche Beihe von Substitutionen (1) gehört. Zwei 
Zahlen a und b, deren Differenz durch y teilbar ist, heißen nach dem 
„Modul“ y oder kurz modulo y kongruent, was man mittelst des Zeichens =  
der Kongruenz durch:

a =  b, (mod. y)

ausdrückt. Jede ganze Zahl ist modulo y  mit einem bestimmten unter 
den y  Divisionsresten 0, 1, 2, • • •, y  — 1 kongruent. Zwei ganze Zahlen 
sind mod. y  dann und nur dann kongruent, wenn sie dem gleichen 
unter den Divisionsresten 0, 1, • • •, y  — l kongruent sind. Man bilde 
nun mit der zu y  relativ primen Zahl a die ( y  — 1) ganzen Zahlen 
a, 2a, 3a, •-•, (y — 1) a. Keine unter ihnen ist mod. y  mit 0 kongruent; 
auch sind keine zwei verschiedene unter ihnen miteinander kongruent, 
da aus ga = va, (mod. y )  sofort (g — v) a =  0 , (mod. y )  folgen würde, 
und also mit Rücksicht auf die gegen y  teilerfremde Zahl a notwendig 
(g — v) durch y  teilbar sein müßte. Bei dieser Sachlage erweisen sich 
die ( y  — 1) Zahlen a, 2 a, 3  a, • • •, ( y  — 1) a notwendig in irgendeiner 
Reihenfolge mit den (y — 1) Divisionsresten 1, 2, • • •, y  — 1 modulo y  

als kongruent. Eine und nur eine Zahl der ersteren Reihe, etwa d0a, 
ist insbesondere mit 1 kongruent:

a d0 =  1, (mod. y).

Ist vy  ein beliebiges Multiplum von y und setzt man d =  d0 +  vy, so 
ist auch a d — 1, (mod. y). Ist umgekehrt d irgendeine dieser Kon­
gruenz genügende ganze Zahl, so folgt aus ad — ad0 =  a(d — d0) =  0, 
(mod. y), daß d in der Gestalt d =  d0 -f vy  enthalten sein muß. Der
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ganzzahlige Quotient von (αδ — 1) und γ  heiße nun ß, der von (ccd0— 1) 
und γ  aber /30; dann gilt einfach ß = ß0-{-vcc, und wir finden den Satz: 
Zu einem beliebigen Paare relativer Primzahlen a und γ >  1 gibt es in 
der Tat eine einfach unendliche Beihe zugehöriger Substitutionen (1) mit 
ß =  ß0 -f- vcc und d =  ό0 +  νγ, ivo v alle ganzen Zahlen · · ·, — 2, — 1, 
0, 1, 2, · · · zu durchlaufen hat.

Auf die Substitutionen (1) wollen wir nun die S. 126 ff. allgemein 
für lineare Substitutionen ausgeführten Rechnungen anwenden; doch 
wollen wir für die Substitutionen (1) nicht das damalige Symbol S be­
nutzen, sondern ω' =  F (g)) schreiben, da die Symbole S, T  und U für 
gewisse spezielle Substitutionen (1) Vorbehalten werden sollen.

Für die Kombination zweier Substitutionen Vlf V2 gelten die im 
Anschluß an (2) und (3) S. 127 ausgesprochenen Regeln. Aus der Glei­
chung (2) S. 127 folgt insbesondere, daß die aus V1 und V2 zusammen­
gesetzte Substitution V2- Fj wiederum ganzzahlig und von der Deter­
minante 1 ist: Oie gesamten Substitutionen (1), unter denen zu jeder
Substitution V  =  ^  natürlich auch ihre inverse V ~1 =  ^  auf-
tritt, bilden eine Gruppe, die wir als die Gruppe des Moduls ω oder kurz 
als die „Modulgruppe“ benennen und durch bezeichnen. Natürlich 
gehört auch die „identische Substitution“ F0 =  1 oder ausführlich V0 =
(*’ der I »  an.

Jede Substitution V  transformiert die reelle ω-Achse in sich. Wir 
haben auch bereits S. 186 festgestellt, daß durch jede Substitution co'= F(ta) 
die „positive ω-Halbcbene“ in sich transformiert wird, und damit natür­
lich auch die negative Halbebene. Wir ziehen nun auch die S. 71 ff. ent­
wickelte Einteilung der Substitutionen in elliptische, parabolische, hyper­
bolische und loxodromische heran, sowie die Veranschaulichung der ein­
zelnen Substitution durch ihre Bahn- und Niveaukurven. Ist γ  =  0, so 
hat die Substitution (1) die Gestalt ω' =  ω +  /3; sie bedeutet eine Trans­
lation in Richtung der reellen ω-Achse und stellt eine parabolische Sub­
stitution des Fixpunktes ω =  oo dar. ist γ ^  0, so hat F  die im End­
lichen liegenden Fixpunkte:

und der Multiplikator m der Normalgestalt (8) S. 70 von F  berechnet 
sich leicht zu:

Wir erkennen auf Grund der Festsetzungen von S. 71 sofort: Ist 
a -f ö — 0, so gilt m =  — 1, und V ist „elliptisch“ von der Periode 2
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(ygl. S. 128); ist \ a -|- S \ =  1, so gilt m =  q oder p2, und V ist „elliptisch“ 
von der Periode 3; ist \ a +  ö j =  2, so fallen die Fixpimlüe zusammen, 
und V ist „parabolisch“; ist endlich a +  d : >  2, so ist m reell, positiv 
und von 1 verschieden, womit sich V als „hyperbolisch“ erweist. Hieraus 
geht weiter hervor: Loxodromische Substitutionen sind in der Modul­
gruppe r (w) nicht enthalten.

Die Fixpunkte einer elliptischen Substitution V  sind zwei endliche, 
bezüglich der reellen w-Achse symmetrisch liegende Punkte. Die Schar 
der durch diese Punkte laufenden Kreise sind die Niveaukurven; die 
orthogonale Kreisschar, in der sich die reelle co-Achse findet, liefert 
die Bahnkurven. Der Fixpunkt einer parabolischen Substitution V  ist 
ein rationaler Punkt der reellen co-Achse (den Punkt co =  oo einge­
rechnet). Die reelle Achse und alle sie im Fixpunkte berührenden Kreise 
liefern die Bahnkurven, die zu ihnen orthogonalen Kreise die Niveau­
kurven. Da (a -f <5)2 — 4 für u -f 8 > 2  niemals ein Quadrat ist, 
so sind die Fixpunkte einer hyperbolischen Substitution V  stets zwei 
irrationale reelle Punkte, die die Wurzeln einer ganzzahligen quadra­
tischen Gleichung, nämlich der zur Substitution gehörenden Gleichung 
(7) S. 70 sind. Hier liefern die durch die beiden Fixpunkte laufen­
den Kreise, unter ihnen die reelle co-Achse, die Bahnkurve und wie 
immer die zu ihnen orthogonale Kreisschar die Niveaukurven.

Gehen wir von den Substitutionen (1) wieder zu den „linearen 
Transformationen“ der Perioden zurück, so entsprechen der einzelnen 
Substitution (1) immer die beiden „homogenen Substitutionen“:

(ö j — acoj +  ßco3, co2 =  yoq +  dra3,
* i  f Q '  X=  — aco1 — pco2) =  — ycox — oco27

ein Umstand, den wir schon oben in Betracht zu ziehen hatten (z. B. 
S. 185). Auch diese homogenen ganzzahligen Substitutionen der Determi­
nante 1 bilden in ihrer Gesamtheit, wie man leicht feststellt, eine Gruppe; 
wir wollen sie im Anschluß an die bisherige Sprechweise als die „homo­
gene Modvdgruppe“ bezeichnen; auf sie ist die ursprüngliche ein- 
ziveideutig bezogen.

Grundsätzliche Bedeutung hat eine Erweiterung der ursprünglichen 
Modulgruppe DH durch eine gewisse „Spiegelung“. Unter den linearen 
Substitutionen „zweiter Art“ (Kreisverwandtschaften mit Umlegung der 
Winkel), die wir S. 73ff. allgemein betrachteten, wurden insbesondere 
die „Spiegelungen“ oder „Inversionen“ an Kreisen ausführlich unter­
sucht. Die einzelne solche Spiegelung stellten wir damals in der Gestalt
(5) S. 76 dar, ihr „Inversions- oder Symmetriekreis“ ist durch (6) S. 76 
gegeben. Jeder Punkt dieses Kreises bleibt bei der Spiegelung fest;
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im übrigen tauscht dieselbe das Äußere des Symmetriekreises mit dem 
Innern aus, und zwar nach dem S. 74 besprochenen Gesetze der „Trans­
formation durch reziproke Radien“. Ist der Symmetriekreis insbesondere 
eine Gerade, so wird die Substitution eine „Spiegelung“ an dieser Geraden 
im elementaren Sinne.

Eine Spiegelung dieser letzteren Art, nämlich diejenige an der 
imaginären co-Achse, möge nun eingeführt werden. Ist a  der zu cd =  £ -f- ir\ 
konjugiert komplexe Wert co — |  — ig, so ist jene Spiegelung durch 
die Substitution zweiter Art co' =  — oi gegeben; wir wollen sie durch 
das Symbol V 0 bezeichnen:
(5) < o '- F 0(a,) =  -  5.
Transformieren wir nach den S. 128 allgemein besprochenen Grundsätzen 
die Substitution V  =  der E(m) mittelst der Substitution zweiter
Art V 0, so gewinnen wir mit Rücksicht auf die Realität der a, ß, y, d 
aus V  die Substitution:

r - r . F T . - ' - t  - J ) .

welche offenbar wieder in der enthalten ist. Es ist durch das Ent­
sprechen von V und Vr eine umhehrbar eindeutige Beziehung der E ^  
auf sich selbst gegeben oder, mit anderen Worten, die Gruppe E ^  wird 
durch die Substitution V 0 in sich selbst transformiert (vgl. S. 129):
(6) V0 r (w) F 0“ 1 =  I » .

Man bilde nun das durch E w) V0 zu bezeichnende System aller 
Substitutionen zweiter Art:
(7) m' _  F ( o ) -  FF0(«,) =  ?I= -f
für alle Substitutionen V von E"’̂. Bezeichnen wir wie soeben V 0 VkV 0~ 1 
mit Vi, so gilt für die Kombination irgendwelcher Substitutionen V,V  
mit Rücksicht auf die Gültigkeit des assoziativen Gesetzes (vgl. S. 127), 
das auch bei Substitutionen zweiter Art bestehen bleibt:

( F ,F0) ■ ( r,v,) =  v±-(F0 f ,f 0- ■) -  r, f;,
F.-CF.F.) -  (F. FS)F 0, (F ,F 0). -  Ft • (F0 -  (F, F')F0.

Es folgt: Die gesamten Substitutionen erster und zweiter Art V und V 
bilden wieder eine Gruppe, die wir als die durch die Spiegelung V 0 er­
weiterte Modulgruppe odw hurz als die „Modulgruppe zweiter A rt1 be­
nennen und durch:

r(«> =  j>> -j- f h  V 0

bezeichnen; dabei gilt die Hegel, daß zwei Substitutionen gleicher Art
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kombiniert immer eine Substitution „erster“ Art liefern, zwei solche un­
gleicher Art aber eine Substitution zweiter Art.

Unter den Substitutionen zweiter Art der erweiterten  wollen 
wir noch alle diejenigen aufsuchen, welche die Periode 2 haben. Aus 
(7) ergibt sich:

Soll hier die identische Substitution V0 =  1 vorliegen, so muß:

zutreffen. Zufolge der zweiten Gleichung (1) sind diese Forderungen für 
a =  δ sämtlich erfüllt, und zwar die erste mit dem oberen Zeichen. 
Wäre auch a — δ   0 zulässig, so müßte ß =  γ =  0 sein, worauf die 
zweite Gleichung (1) in der Gestalt ad =  1 nur die beiden Lösungen 
a = d = +  1 zuläßt, die zu a =  δ zurückführen. Die in der _Γ(ω) ent­
haltenen Substitutionen zweiter Art der Periode 2 sind diejenigen von der 
Gestalt:

sie erweisen sich sämtlich als Spiegelungen, und zwar hat man für γ =  0, 
d. h. für ω '  =  — ω +  ß, die Symmetriegerade 2 ξ =  ß und für j γ >  0 
den Symmetriekreis der Gleichung:

die man mit Hilfe der zweiten Gleichung (8) auch so umgestalten kann:

Es handelt sich also hier um den Kreis des Radius | γ | - 1 mit dem 
reellen rationalen Punkte ω =  als Mittelpunkte.

$ 2. Das Dreiecksnetz der ω-Halbene und der Diskontinuitäts- 
bereich der Modulgruppe.

Da die Spiegelung V 0 die einzelne der beiden ω-Halbebenen in 
sich überführt, so wird überhaupt jede Substitution der Γ  die posi­
tive ω-Halbebene und ebenso die negative wieder in sich transformieren. 
Geht ein Punkt ω durch irgendeine Substitution der Γ  in ω' über, 
so wird durch ebendiese Substitution der zu ω bezüglich der reellen 
Achse symmetrische Punkt ω in, den zu ω' symmetrischen ω' über­
geführt. Die Betrachtungen, welche sich auf die Herstellung eines „Dis- 
kontinuitätsbereiches“ der Gruppe _Γ ω) beziehen (vgl. S. 233), gestalten
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sich demnach in beiden Halbebenen symmetrisch, und es wird also 
ausreichend sein, wenn wir die Untersuchung für die positive co-Halb- 
ehene durchführen.

Allgemein gilt zunächst folgende Erklärung: Zivei Punkte a, von 
denen der eine in den anderen durch eine Substitution von jH") übergeht, 
heißen bezüglich der Gruppe U '”) „äquivalent“; gehört diese Substitution 
der ersten Art an, so sind beide Punkte auch bereits bezüglich der ur­
sprünglichen Modulgruppe jH0,) äquivalent. Die reellen Punkte w, unter 
ihnen auch der Punkt oo, bilden die Randpunkte der positiven co-Halb- 
ebene. Wir versuchen zunächst für die Innenpunkte der Halbehene 
einen Biskontinuitätsbereich der Gruppe U 'T,) zu gewinnen und verstehen 
darunter einen a us Innenpunkten bestehenden Bereich, der für jeden inneren 
Punkt der to-Halbebene einen und nur einen bezüglich der Gruppe P'ü 
äquivalenten Punkt aufweist (vgl. S. 233).

Zu diesem Ziele führt uns nun äußerst leicht das System aller Sym­
metriekreise der in P “) enthaltenen Spiegelungen (8) S. 285. Wir schicken 
hierbei folgende Betrachtung voraus. Ist F* irgendeine der Spiegelungen 
und bedeutet V für den Augenblick irgendeine Substitution erster oder 
zweiter Art von U(tu), so ist die durch Transformation mittelst V aus 
Vje hervorgehende Substitution: •

v r k v - '  =  v '

erstlich in Ü 0’) enthalten und hat zweitens die Periode 2, d. h. sie ist 
wieder eine Spiegelung. Jeder Punkt desjenigen Kreises, in welchen der 
Symmetriekreis von V k durch V übergeführt wird, erweist sich als 
Fixpunkt von V dieser Kreis ist also der Symmetriekreis von V k 
Jeder Symmetriekreis der wird demnach vermittelst irgendeiner
Substitution dieser Gruppe wieder in einen Symmetriekreis übergeführt. 
Bei dieser Transformation durch V  erhalten wir natürlich auch wieder 
alle Symmetriekreise. Um nämlich irgendeinen beliebig vorgeschrie­
benen zu gewinnen, haben wir ja nur von dessen Spiegelung Vl zur 
Spiegelung F -1F \V  zu gehen, deren Symmetriekreis dann eben durch 
V  in denjenigen von F, übergeht: Das System aller Symmetriekreise 
der in P “) enthaltenen Spiegelungen wird durch jede Substitution der 
Gruppe U a,) in sich transformiert.

Um uns ein Bild von diesem Kreissystem zu schaffen, zeichnen wir 
in der w-Halbebene zunächst alle unter diesen Kreisen enthaltenen Sym­
metriegeraden 2£ =  ß, wo ß alle ganzen Zahlen 0, +  1, + 2 , - - -  zu 
durchlaufen hat. Alle übrigen Spiegelungen haben y >  0, und wir 
dürfen, da die Koeffizienten der einzelnen Substitution noch einem ge-
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meiusamen Zeichenwechsel unterworfen werden können, y als positive 
ganze Zahl wählen. Ist y =  1, so ist a als ganze Zahl willkürlich wähl­
bar, während ß =  a2 — 1 gilt; wir erhalten also alle Kreise des Radius 
1 um die ganzzahligen Punkte co =  0, +  1, +  2, • • •. Ist y =  2, so ist, 
damit ß ganzzahlig ausfällt, a 
auf die ungeraden ganzen Zahlen 
einzuschränken; es schließen sich 
also die Kreise der Radien y 
um die Punkte co =  +  +  f ,
+  ! ,*• •  an.

Bis hierher ist das Kreis­
system, soweit es der positiven 
Halbebeneangehört,inFig.58ent- — — i — i  o ± l f  
worfen, die man sich nach rechts Jlg' 58'
und links hin entsprechend fortgesetzt zu denken hat. Wir erblicken, daß 
diese Kreise ein System von Kreisbogendreieclxen eingrenzen, und finden unter 
denselben insbesondere jenes Elementardreieck der Ecken co — i, co — p und
co =  i oo und der Winkel y , y , 0, welches mit dem ihm rechts benach-
barten Dreiecke den im vorigen Kapitel oft genannten Bereich der „re­
duzierten“ Periodenquotienten co 'lieferte. Wir wollen jenes Dreieck der 
Ecken i, q, i oo (mit Rücksicht auf einen sogleich einzuleitenden Spiege­
lungsprozeß) als „Ausgangsdreieck“ bezeichnen und stellen sogleich den 
Satz fest: Kein Symmetrielireis einer Spiegelung von kann in das 
Innere des Ausgangsdreiecks eindringen. Dies ist für die in Fig. 58 ge­
zeichneten Kreise unmittelbar ersichtlich; alle übrigen aber haben Radien 
<  3, und da ihre Mittelpunkte auf der reellen Achse liegen, so können 
sie eben «ias^Ausgangsdreieck nicht erreichen.

Man mache sich nun mit Hilfe der Fig. 58 deutlich, daß das mit 
einer Schraffierung versehene Ausgangsdreieck durch die Spiegelungen 
an seinen drei Seiten gerade genau in die drei benachbarten freien 
Dreiecke übergeführt wird. Es ist ja auch schon wegen der Invarianz 
des Systems aller Symmetriekreise gegenüber den Substitutionen von 

einleuchtend, daß die Seiten des Ausgangsdreiecks durch jene 
Spiegelungen wieder in Symmetriekreise der F (u') übergehen. Zugleich 
folgt auch aus diesem Prinzipe, daß keines der drei neuen Dreiecke von 
irgendeinem weiteren Symmetriekreise durchzogen werden kann; es 
würde ja andernfalls, wenn wir die Spiegelung rückgängig machen, auch 
ein in das Ausgangsdreieck eindringender Symmetriekreis gefunden 
werden.

Nun geht offenbar auch jedes der neuen Dreiecke, z. B. dasjenige
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mit den Ecken i, ρ und 0, durch die Spiegelungen an seinen drei Seiten 
in drei benachbarte, in der Figur schraffierte, Dreiecke über (von denen 
eins natürlich das Ausgangsdreieck ist); und es sind auch die Seiten 
dieser Dreiecke Symmetriekreise der Γ(ω\  und ihr Inneres wird von 
keinem Symmetriekreis durchzogen. Die Winkel aller neuen Dreiecke, 
die ja mit dem Ausgangsdreieck direkt oder indirekt kreisverwandt sind,
betragen immer  ̂ ^ und 0. Wenn wir demnach zunächst um die

Punkte ω =  i und ω =  ρ herum, wo die Winkel * bzw. — vorliegen,
den Spiegelungsprozeß fortsetzen, so muß derselbe hier nach vier bzw. 
sechs Schritten zum Abschluß kommen, d. h. wir gelangen um den Punkt ? 
herum nach vier, um den Punkt ρ herum nach sechs Spiegelungen zum 
Ausgangsdreieck zurück.

Setzen wir nun den hiermit eingeleiteten Spiegelungsprozeß weiter 
fort, so bleiben die vorstehenden Angaben in allen wesentlichen Punkten 
erhalten. Jedes auf diese Weise erreichbare Kreisbogendreieck ist von 
Symmetriekreisen der _Πω) begrenzt, und kein Symmetriekreis kann durch 
sein Inneres dringen. Das Dreieck hat, wie das Ausgangsdreieck, die 
Winkel j ,  0; der Scheitelpunkt des letzteren Winkels ist ein ratio­
naler reeller Punkt ω (alle Symmetriekreise (9) S. 285 schneiden die 
reelle ω-Achse in rationalen Punkten), und das Dreieck liegt im üb­
rigen ganz innerhalb der positiven co-Halbebene.

Um das Ergebnis des fortgesetzten Spiegelungsprozesses der An­
schauung zugänglich zu machen, bemerken wir zunächst, daß das ganze 
System der Symmetriekreise durch die Translation ω' =  ω -f 1 in sich 
übergeführt wird. Haben wir demnach die aus dem System der Sym­
metriekreise entstehende Figur in dem durch — 1 ^  |  ^  0 bestimmten 
Parallelstreifen der ω-Halbebene gewonnen, so brauchen wir sie in den 
übrigen sich rechts und links anschließenden Parallelstreifen der Breite 1 
nur kongruent zu wiederholen. Weiter beachte man, daß die sechs, 
um den Punkt ω =  ρ herumliegenden Kreisbogendreiecke der Fig. 58 
ein größeres von „Halbkreisen“ eingegrenztes Dreieck der Winkel 0 
und der Ecken bei ω =  0, — 1 und i oo zusammensetzen. Dieses größere 
Dreieck kann auf drei Arten in sich selbst gespiegelt werden, und die 
drei Symmetriekreise dieser Spiegelungen sind einfach die drei durch

ω = ρ ziehenden Symmetriekreise der 
Fig. 58, welche die Unterteilung des Drei­
ecks in die sechs kleineren Dreieckeliefern. 
Man überzeuge sich an der Hand der 
Fig. 59, daß überhaupt jedes von drei

www.rcin.org.pl



Der Spiegelungsprozeß zur Herstellung des Dreiecksnetzes 289

Halbkreisen begrenzte Dreieck mit Winkeln 0 und Ecken auf der reellen 
ω-Achse immer drei und nur drei Spiegelungen in sich zuläßt und durch Ein­
trägen der drei Symmetriekreise in sechs kleinere Dreiecke der Winkel

0 eingeteilt wird. Der einzelne dieser drei Symmetriekreise läuft
durch eine Ecke des gegebenen Dreiecks und schneidet die Gegenseite 
unter rechtem Winkel. Wir wollen diese drei Symmetriekreise, insoweit 
sie dem Dreieck angehören, als dessen „Höhe“ bezeichnen; ihre Fuß­
punkte nennen wir die Seitenmitten, ihren gemeinsamen Schnittpunkt 
den Mittelpunkt des Dreiecks. Spiegeln wir übrigens das Dreieck an 
einer seiner Seiten, z. B. an der in Fig. 59 mit a b bezeichneten, so er­
hält das benachbarte Dreieck als dritte Ecken den in der Figur mit d 
bezeichneten Punkt; für die beiden längs a b benachbarten Dreiecke 
liefert also der Symmetriekreis c d die beiden zur gemeinsamen Seite 
a b gehörenden „Höhen“.

Auf Grund dieser Ergebnisse wollen wir nun den Spiegelungsprozeß 
unmittelbar an das von drei „Halbkreisen“ begrenzte Dreieck der Winkel 0 
und der Ecken 0, — 1, i oo anknüpfen und stellen aus ihm zunächst 
durch Spiegelung am unteren Halbkreise das in Fig. 60 schraffierte 
Dreieck der Ecken 0, — — 1 her. Reihen wir dasselbe dem oberen
Dreieck an, so bleiben vom in Rede stehenden Parallelstreifen der po­
sitiven ω-Halbebene zunächst unten noch zwei Halbkreisflächen offen. 
In diesen finden erstlich zwei Spiegelbilder des eben gewonnenen 
schraffierten Dreiecks längs seiner unteren beiden Seiten Platz. In den 
dann noch unbedeckt bleibenden vier Halbkreisflächen zwischen dem bis­
her gewonnenen Netze der Dreiecke und der reellen ω-Achse finden vier 
weitere in Fig. 60 auch noch gezeichnete und schraffierte Dreiecke Platz, so­
fern wir an allen vier eben noch offenen Kreisen zugleich je ein neues 
Dreieck durch Spiegelung erzeugen. Die Anzahl der noch offenen Halb­
kreisflächen an der reellen Achse ist aber auf 8 gestiegen. Nach n 
solchen Schritten haben ivir, das ursprüngliche Dreieck mitgezählt, im 
ganzen 2n Dreiecke erhalten, welche unseren 
Streifen der positiven ω-Halbebene schlicht 
und ohne Lücke bis auf 2n der reellen 
ω-Achse anliegende noch unbedeckt blei­
bende Halbkreisflächen überdecken.

Einen Halbkreis, der in den beiden 
reellen Punkten ω =  a und ω =  b auf 
der reellen Achse senkrecht aufsteht, 
wollen wir mit (a,b) bezeichnen. Unter' 
den acht nach drei Schritten des Spiege-

F rick e: Elliptische Punktionen. Bd. 1
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290 I, 5. Die Modulfunktionen erster Stufe und ihre Inversion

lungsprozesses an der reellen Achse noch unbedeckt bleibenden Halbkreisen 
liegt der Halbkreis (—- i ,  0) am rechten Endpunkte 0 des Parallelstreifens. 
Nach dem Gesetze der Transformation durch reziproke Radien zeigt man so­
fort, daß nach vier Schritten der Halbkreis (— y, 0) und allgemein nach
n Schritten der Halbkreis (------r , O) am rechten Ende die Kette der\  « - f l 7 /
2n noch offen bleibenden Halbkreise abschließt. Es gilt der Satz, daß 
dieser Halbkreis (mit seinem am linken Ende symmetrischen Halbkreise

der größte unter den 2n Halbkreisen ist. Dies kann

man in folgender Weise zeigen: Zunächst sind je zwei bezüglich des 
Mittelpunktes ω =  — j  symmetrisch liegende unter den 2" Halbkreisen 
einander gleich, da der eine das Spiegelbild des andern bezüglich der 
„Geraden“ (— i oo) ist. Die 2,i_1 Halbkreise zwischen ω =  — j  und 
to =  0 werden nun durch den Punkt ω =  — y in zwei Reihen zu je 2 n~2 
Halbkreisen zerlegt, von denen die links liegende Reihe, d. h. die zwischen 
— y und — y, durch die Spiegelung am Halbkreise (— 1, — 3) (ge­
meinsame „Höhe“ zweier Dreiecke der Figur 60) in die rechts liegende 
übergeht. Jeder Plalbkreis wird hierbei aus dem Innern des Symmetrie­
kreises (— 1, — y) nach dem Äußeren geworfen und also aus einem 
kleineren in einen größeren transformiert. Der größte Kreis gehört also 
der Kette zwischen — y und 0 an. Diese wird nun wieder durch den 
Punkt — ~ in zwei Ketten zu je 2 n~s Halbkreisen zerlegt, von denen 
die links liegende Kette in die rechts liegende durch Spiegelung am 
Symmetriekreise (— — y) übergeht; dieser letzteren Kette gehört also
wieder der größte Kreis an. In derselben Art schließt man weiter, bis
endlich nur noch die beiden Kreise (---- , ------7—Λ und (------ 7—, θ') vor-

liegen, deren erster durch Spiegelung am Kreise ^j in
den größeren zweiten übergeht. Unsere Behauptung ist damit bestätigt. 

Die beiden größten unter den 2n an der reellen Achse noch frei
bleibenden Halbkreisen haben somit die Radien -— - · Alle Punkte

ω =  |  - f  in des Parallelstreifens mit v  >; - — r —  sind sonach in das Innere
des von den 2” Kreisbogendreiecken gebildeten Netzes hineingezogen 
oder liegen doch wenigstens auf dem Rande dieses Netzes. Man kann 
das Ergebnis auch in folgende Gestalt kleiden: Wählt man eine posi­
tive von 0 verschiedene Zahl ε beliebig klein und bestimmt sodann eine
ganze Zahl n in Übereinstimmung mit η — 1 -f , so wird nach n 
Schritten des Spiegelungsprozesses ein Netz von 2n Dreiecken gewonnen
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sein, dem jedenfalls alle Punkte cd =  £ +  irj des Parallelstreifen mit 
angehören.

Man wolle nun jedes der 2n Dreiecke durch seine drei „Höhen" in 
die sechs Teildreiecke zerlegen, was einfach dadurch geschehen kann, 
daß man für je zwei benachbarte Dreiecke, die also eine Seite und zwei 
Ecken gemein haben, den die beiden dritten Ecken verbindenden zur 
reellen co-Achse orthogonalen Halbkreis zeichnet. Überdies soll in allen 
Parallelstreifen der cd-Halbebene in kongruenter Weise der Spiegelungs­

Sätze über das Dreiecksnetz der Modalgruppe 291

prozeß und die Unterteilung der Dreiecke vollzogen werden. Jeder 
Streifen wird dann nach n Schritten des Prozesses 3 ■ 2n + 1 Dreiecke der
Winkel - , 0 tragen, und diese Dreiecke ordnen sich überall schlicht und
ohne Lücke in der co-Halbebene aneinander derart, daß nach dem nten 
Schritte im einzelnen Parallelstreifen an der reellen Achse anliegend noch 
eine Kette von 2n Halbkreisflächen, deren Radien 2n“TjTö sind, unbedeckt
bleibt. Fig. 61 möge eine Anschauung von der Natur des entstehenden 
Dreiecksnetzes vermitteln; die Eintragungen J = 0 ,  J = l ,  J = o o  be­
ziehen sich auf die Modulfunktion J ( g > ) ,  auf welche wir bald zurück­
kommen. Ist aber irgendein bestimmter Innenpunkt der CD-Halbehene 
cd =  |  +  ¢17 fixiert, so ist man nach den vorstehenden Ergebnissen 
sicher, daß man nach n — 1 +  -- Schritten des Spiegelungsprozesses
das Dreiecksnetz so weit entwickelt hat, daß der gewählte Punkt cd dem 
Netze angehört.

19
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Der Spiegelungsprozeß ist nicht abschließbar. Bei jedem Schritte 
wird die Anzahl der an der reellen Achse anliegenden, noch unbedeckt 
bleibenden Halbkreisflächen im einzelnen Parallelstreifen auf das Dop­
pelte erhöht; und beim (n -f- l) ten Schritt gewinnt das Dreiecksnetz im 
Parallelstreifen 2n neue Spitzen in rationalen reellen Punkten ω. Wir 
können sogar leicht zeigen, daß jeder beliebig gewäldte reelle rationale 
Funkt ω sicher nach einer leicht angebbaren endlichen Anzahl von Schritten 
vom Dreiecknetz als eine Spitze desselben erreicht wird.

Um dies zu zeigen, wollen wir der Bequemlichkeit wegen den durch 
Ο <  ξ <  1 charakterisierten Streifen betrachten, dessen äußerste reelle 
Punkte ω =  0 und ω =  1 ja bereits dem „Ausgangsdreieck“ für den 
Spiegelungsprozeß, d. i. dem Dreieck der Winkel 0 und der Ecken 0,
Ι, ί'οο angehören. Sei demnach ω = ~ ein beliebig, aber bestimmt ge­
wählter rationaler Punkt zwischen 0 und 1, so dürfen wir a und γ als 
teilerfremde positive ganze Zahlen annehmen, von denen a <  γ und γ >  1 
gilt. Nun gibt es nach S. 281 für das vorliegende Zahlenpaar a, γ  zwei 
weitere ganze Zahlen ß und d, damals ß0 und d0 genannt, die die Glei­
chung ad — βγ — 1 befriedigen, während d dem Intervall 1 d <  γ 
angehört. Dann ziehen wir zunächst aus der Gleichung:

mit Rücksicht auf 1 d <  γ die Folgerung, daß ß eine ganze Zahl des 
Intervalls 0 <[ ß <  a sein muß.

Die vom „rationalen reellen“ Punkte oo ausziehenden „Symmetrie­
kreise“ zerfallen nun in zwei Arten (vgl. Fig. 61). Ein solcher der einen 
Art besteht aus zwei Seiten von Dreiecken des Netzes der Fig. 61 und 
hat zur Gleichung |  =  v, unter v irgendeine ganze Zahl verstanden; 
eine solcher der anderen Art besteht aus vier Dreiecksseiten und hat die 
Gleichung 2 |  =  2v fl- 1. Letztere sind im Dreiecksnetze der Fig. 60, auf 
welches wir den Spiegelungsprozeß ja zunächst bezogen, „Dreieckshöhen“, 
erstere aber Dreiecksseiten. Transformieren wir nun die „Symmetrie­
kreise“ ξ =  v  mittelst der Substitution:

so erhalten wir eine einfach unendliche Schar von Symmetriehalbkreisen:

welche sämtlich vom vorgelegten rationalen Punkte y  ausziehen und 
die an diesen Punkt heranreichenden Dreiecke der Winkel 0 eingrenzen.

2 9 2
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Weitere Sätze über das Dreiecksnetz der Modulgruppe 2 9 3

- Man betrachte nun die beiden zu v =  0 und v =  — 1 gehörenden 
benachbarten Halbkreise (1). Aus:

folgt mit Rücksicht auf 0 <  δ <  γ, daß der erste Halbkreis links und der
zweite rechts vom rationalen Punkte — liegt. Sie grenzen somit das 

I  . Y . cc .erste unter den Dreiecken mit der Spitze — ein, welches man beim 
Spiegelungsprozeß erreicht. Die dritte Seite dieses Dreiecks ist der 
Halbkreis ({!, ’ dessen Radius:

ist; hierbei gilt das Gleichheitszeichen nur für γ = 2δ, mithin nur für 
7 =  2, da γ und δ relativ prim sind. Schließen wir den Fall γ =  2 
zunächst aus, so gibt es im fraglichen Dreieck Punkte ω =  ξ +  ίη mit 
η >  2 γ~ 2. Ein solcher Punkt liegt aber im Innern des durch n Spiege­
lungen erreichten Dreiecksnetzes, d. h. unser in Rede stehendes Dreieck 
gehört zu den 2n Dreiecken, welche wir nach n Schritten des Prozesses 
erhalten, sobald nur:

gilt. Verstehen wir unter E(a) die größte ganze Zahl, welche nicht' 
größer als die reelle Zahl a ist, so genügen wir dieser Bedingung, wenn
wir n — E  setzen. Das Ergebnis, das wir sogleich auch auf alle 
übrigen Parallelstreifen mit beziehen, gilt dann auch für γ  =  2 und 
7 = 1 :  Ist co =  j  ein beliebiger, auf seine kleinste Benennung gebrachter

rationaler Bruch, so wird der reelle rationale Punkt ω = “ spätestens nach 

jB(—) Schritten des Spiegelungsprozesses als Spitze des bis dahin erzeug­
ten Dreiecksnetzes erreicht.

Wir kehren zum Dreiecksnetze der Fig. 61 zurück und weisen noch­
mals darauf hin, daß die „Symmetriegeraden“ desselben teils aus zwei, 
teils aus vier Dreiecksseiten aufgebaut erscheinen. Beschreiben wir ir­
gendeine andere gegen die reelle ω-Achse senkrechte Gerade G etwa 
von einem Punkte ω =  ξ +  ΐη mit η >  1 aus, so haben wir zu unter­
scheiden, ob der Fußpunkt von G ein rationaler Punkt ^ oder irrational
ist. G durchläuft im obersten Dreieck der Winkel 0 (vgl. Fig. 61) drei 
der kleineren Teildreiecke, im nächsten zwei oder drei, in allen folgenden 
zwei, drei oder vier Teildreiecke (s. auch Fig. 59). Wir erkennen sofort:
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H a t d ie  gegen d ie  reelle A chse senkrecht verlau fende G erade G  einen  ra ­

tionalen  F u ß p u n k t ~ , so is t  d ie  A n za h l der von ih r durchschrittenen D re i­

ecke des N etzes  der F ig . 61 n o tw en d ig  k leiner a ls  3̂ +  4 E  , und  

sie erreicht in  der S p itze  ~  des letzten D reiecks d ie  reelle Achse. Ist um­
gekehrt die Anzahl der von G  durchlaufenen Dreiecke endlich, so gibt 
es unter ihnen ein letztes, in dessen Spitze somit G  die reelle Achse 
erreichen muß. Eine solche Spitze ist aber immer ein rationaler Punkt co; 
also folgt: H a t d ie  gegen d ie  reelle m - A chse senkrecht verlaufende G erade  
einen irra tion a len  F u ßpu n k t, so is t  d ie  A n za h l der von G  durchlaufenen  
D reiecke nicht endlich. Wir kommen hierauf unten noch etwas ausführ­
licher zurück.

Nachdem nunmehr die Natur des Dreiecksnetzes der Fig. 61 aus­
führlich behandelt ist, können wir die Frage nach dem Diskontinui­
tätsbereiche zunächst der erweiterten Modulgruppe F ^  sofort beant­
worten. Ist irgendein bestimmter innerer Punkt co =  |  -f- irj der Halb­
ebene gewählt, so können w ir  ihn  durch U m kehrung des Spiegelungspro­

zesses in  einen bezüglich F 03̂ äqu ivalenten  F u n k t des A usgangsdreiecks  
der E cken  co =  i, q, i o o tran sfo rm ieren ; auch ist es nicht schwer, für 
die Anzahl der hierzu erforderlichen Spiegelungen aus |  und p  eine 
endliche obere Schranke zu berechnen. Das Ausgangsdreieck weist dem­
nach sicher einen mit tu =  £ -f- irj äquivalenten Punkt auf.

Andrerseits wird das Ausgangsdreieck durch irgendeine Substitu­
tion von rH  in ein Dreieck des Netzes übergeführt. Soll letzteres 
mit dem Ausgangsdreieck wieder identisch sein, so muß die Substitu­
tion die Spitze i oo zum Fixpunkte haben und also eine der beiden Ge­
stalten co' =  oo -j- /3, co' =  — io -f- ß  aufweisen. Da sie auch die Ecke 
(o — i  zum Fixpunkt haben muß, so ist /3 =  0; und da sie endlich drittens 
auch co — q in sich transformieren muß, so ist co'=  —- cö unbrauch­
bar. E in e  von der identischen  verschiedene S ubstitu tion  der G ruppe jT(üj) 
tran sfo rm iert d a s  A u sgan gsdreieck  in  ein  von ihm  verschiedenes D reieck  
des N etzes.

Ein Innenpunkt des Ausgangsdreiecks wird demnach durch eine 
von der identischen verschiedene Substitution der F c°) stets in einen 
Innenpunkt eines anderen Dreiecks übergeführt. Ein Randpunkt wird 
freilich durch die Spiegelung an der betreffenden Seite wieder in einen 
Punkt des Ausgangsdreiecks transformiert; aber dieser Punkt ist mit 
dem ersten identisch. Die Ecken i und p werden auch noch durch 
elliptische Substitutionen (p auch noch durch eine weitere Spiegelung) 
in Punkte des Ausgaugsdreiecks, aber dabei doch wieder nur in sich
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selbst transformiert: K e in e  zw e i verschiedenen P u n k te  des A u sgan gs­
dreiecks können som it bezüglich  r (cu) äqu ivalen t sein.

Wir wollen weiterhin auch noch die bei o =  oc gelegene Spitze des 
Ausgangsdreiecks diesem als zugehörig betrachten. Dieselbe ist bezüg­
lich mit allen rationalen reellen Punkten 03 äquivalent. Das Er­
gebnis ist dann so auszusprechen: F ü r  die p o sitive  co-Halbebene u n ter  
E in sc h lu ß  der reellen ra tionalen  B an dpu n k te  b ilde t das K reisbogendreieck  
d er  E cken  i, q, i  oo einen E iskon tinu itä tsbereich  der erw eiterten  M o d u l­
gru ppe F w\

Zu einem Diskontinuitätsbereiche der ursprünglichen Gruppe JW) 
führt endlich folgende Überlegung. Ist der vorhin willkürlich gewählte 
Punkt 03 =  £ -f irj mit einem Randpunkte 0 3' des Ausgangsdreiecks 
äquivalent, so ist 03' mit 03 immer auch bereits bezüglich der F ^  äqui­
valent. Hätten wir nämlich zunächst vom Spiegelungsprozeß eine Sub­
stitution zw eite r  Art:

03 ' =  V  (03)

gewonnen, die 53 in 5 3 ' transformiert, so wird die Spiegelung V 0 an 
der bzw. an einer der beiden Seiten des Ausgangsdreiecks, welche 0 3' 
enthalten, sofort eine Substitution erster Art V 0 V  liefern, welche oj in 
0 3 ' transformiert:

Ist hingegen 0 3' ein Innenpunkt des Ausgangsdreiecks, so ist die in F °ö  
enthaltene Substitution, welche 03 in 0 3' überführt, eindeutig bestimmt. 
Sie ist von der ersten Art und also in jD") enthalten, wenn auch schon 
03 in einem schraffierten Dreiecke des Netzes lag, die ja alle unter­
einander d irek t kreisverwandt sind. Lag indessen 03 in einem freien 
Dreieck, so ist zwar noch nicht 0 3 ', wohl aber der mit 0 3' bezüglich 
der imaginären oo-Achse symmetrisch gelegene Innenpunkt des benach­
barten Dreiecks mit co in bezug auf F 01̂’ äquivalent. Diese Sachlage 
führt zu dem Ergebnis: F ü r  d ie  p o sitive  co-Halbebene unter E in sch lu ß  
d er  reellen ra tionalen  B an d p u n k te  w ir d  ein E iskontinu itä tsbereich■ der u r­
sprünglichen M odu lgru ppe F ^  geliefert durch dasjen ige E oppeldreieck , 
welches au s den beiden zu r  im a g in ä ren  Achse sym m etrisch  liegenden „E le­
m entardreiecken“ der E cken  i, p, io c  u n d  i, — p2, i  0 0  zusam m engesetzt is t;  
von den B an dpun kten  gelten indessen  n ur diejen igen  des lin ks liegenden  
schraffierten  B reiecks dem  E oppeldre ieck  a ls  zugehörig. Wir sind hier­
mit zu dem im vorigen Kapitel oft genannten Bereiche der „induzier­
ten“ Periodenquotienten zurückgeführt, der zum ersten Male in Fig. 43, 
S. 179 zur Darstellung kam.
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§ 3. Die erzeugenden Substitutionen der Modulgruppe.
Für die Spiegelungen an den drei Seiten des Ausgangsdreiecks 

der Ecken i, q, ioo wollen wir die symbolischen Bezeichnungen S, T, Ü 
einführen; und zwar sei:

(1) £ (« > ) - i ,  T (ra) =  — 5 — 1 ,

d. h. U ist die S. 284 mit F 0 hezeichnete Spiegelung an der imaginären 
co-Achse, S  diejenige am Einheitskreise usw. Wir wissen (vgl. S. 294 u. f.), 
daß das Ausgangsdreieck durch irgendeine Substitution erster oder zweiter 
Art F  von F (tu) in ein bestimmtes Dreieck des Netzes übergeführt wird, 
dem dann diese und auch nur diese Substitution F  von F ^  eindeutig 
zugehört. Würde nämlich das Ausgangsdreieck auch noch durch V ' in 
dasselbe Dreieck, wie durch F, übergeführt, so würde V~1V ' das Aus­
gangsdreieck in sich transformieren und also nach S. 294 gleich der iden­
tischen Substitution 1 sein, was zu V ' = V hinführt.

Die umkehrbar eindeutige Beziehung der Dreiecke des Netzes auf 
die Substitutionen von F (tu) gestattet, dem einzelnen Dreiecke das Sym­
bol F  seiner Substitution als „Namen“ zu erteilen. Das Ausgangsdreieck 
erhält dabei den Namen „1“, die drei ihm benachbarten Dreiecke die 
Namen S, T , U. Ist F  wieder eine beliebige Substitution erster oder 
zweiter Art von so beschreibt co' = V(co) das Dreieck „F“, falls
co das Ausgangsdreieck beschreibt. Tritt co stetig etwa in das mit „1“ 
benachbarte Dreieck Ü hinüber, so wandert co' in das mit „F“ homo­
log benachbarte Dreieck, welches somit aus dem Dreiecke U durch die 
Substitution F  und also aus dem Dreieck 1 durch VÜ  hervorgeht.

Analog finden wir überhaupt, daß mit einem beliebigen Dreiecke 
F  immer die drei Dreiecke VS, VT, VU, benachbart sind. Mit dem 
Dreiecke S  sind demnach beispielsweise benachbart die Dreiecke S 2 =  1, 
S T , SU , mit S T  die folgenden DreieckeS T S ,  S T 2 =  S, S T Ü . Durch 
Übergang zu benachbarten Dreiecken können wir aber vom Dreieck 1 
aus zu jedem Dreieck hingelangen. Demnach wird sich jede Substitu­
tion von F (ty) in Gestalt eines „Produktes“ aus Faktoren S, T , U dar- 
stellen lassen; und zwar brauchen wir zufolge der Gleichungen S 2 =  1, 
T 2 — 1, U2 =  1 hierbei nur solche „Produkte“ zuzulassen, bei denen nie­
mals zwei aufeinanderfolgende Faktoren gleich sind. Wir können das 
Ergebnis auch dahin aussprechen, daß S, T  und U erzeugende Substi­
tutionen der erweiterten Modulgruppe F (u,) seien.

Die Substitutionen der Modulgruppe erster Art F(w- werden von 
denjenigen symbolischen Produkten aus Faktoren S, T , U geliefert, die
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gerade Faktorenanzahl haben. Indem wir die Faktoren zu Paaren zu­
sammenziehen, ergibt sich, daß wir ein System von erzeugenden Sub­
stitutionen für rH  in den drei Substitutionen:

S = T J  T ,  T  =  S Ü ,  U = T S

gewonnen haben, wenn wir mit ihnen auch ihre inversen Substitu­
tionen:

S ~ '  =  T Ü ,  T ~ X =  TJS, U - ' ^ S T

mitgegeben denken. Übrigens ist T- 1 =  T , da wir in T  die elliptische 
Substitution der Periode zwei mit dem Fixpunkte « =  i vor uns haben; 
weiter ist U ~ x =  U 1 2, da U  die elliptische Substitution der Periode drei 
mit dem Fixpunkte co =  q ist. Zufolge (1) haben die Substitutionen 
S , T  und U  die Gestalten:

S(«) - 0 ,  +  1, 2 »  -  - ml , U(a) -  •

Aus S 2 =  1, . . .  folgt unter Rücksicht auf das für unsere symbolischen 
Produkte gültige assoziative Gesetz:

U T S - T 'S  -S Ü  -Ü T  =  1.
Hiernach läßt sich U aus S  und T  erzeugen:

U - 1 =  T S ,  V  =  U - '2 =  ( T S ) 2,

und wir entnehmen aus der Periode 3 von U die zwischen S  und T  
bestehende Beziehung (TS)2 =  1. Die ursprüngliche Modulgruppe F(tu) 
besitzt als ein System von erzeugenden Substitutionen die beiden:

(2) S(co) =  03 +  1, T(ca) =  — 
zwischen denen die Delation besteht:
(3) T S T S T S  =  1;
mit S ist natürlich S ~1 als gegeben anzusehen; zufolge (3) bann man 
sogar S~ x in der Gestalt:

S - l = T S T S T
durch S und T  darstellen.

Die symbolischen Produkte aus Faktoren S  und T , welche zur 
Darstellung der Substitutionen V  von F d i e n e n 1), brauchen zufolge 
der Relation T 2 =  1 Faktoren T  immer nur in ersten Potenzen zu ent­
halten. Es gilt also für V  eine Darstellung2):

V  — T S m* 1  S m* • • • T S mv,

wo die Exponenten m ganze Zahlen sind, von denen man m2, mif •••,

1) W ir erinnern daran, daß für d iese  P rod u k te  daß k om m u tative  G esetz nicht  g ilt .
2) D iese  D arste llu ng  von V is t  zu fo lg e  der R elation  (3 ) n ich t e in d eu tig  b e ­

stim m t.
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mv_l als von 0 verschieden vorauszusetzen hat. In nichtsymbolischer 
Gestalt läßt sich demnach die Substitution ω' =  V(co) der Gruppe 
so schreiben:

so daß der Erzeugung von V  durch S  und T  explizite eine Ketten- 
bruchentwicldung der Substitution ω' =  V(o) entspricht.

Als „homogene“ Substitutionen $ und T  wollen wir die beiden folgen­
den bezeichnen:

Die „zweite Potenz“ T 2 dieser homogenen Substitution T  ist:

und wird zweckmäßig durch das Symbol „— 1“ bezeichnet. Der einzelnen 
nichthomogenen Substitution V entsprechen immer zwei homogene, die 
wir folgerecht durch -f- V  und — V  =  -j- V  · T 2 zu bezeichnen haben. 
Es ergibt sich hieraus, daß die homogene .Modulgruppe F (iu) durch die 
beiden in (4) gegebenen Substitutionen S und T  erzeugbar ist.

Die homogene liefert uns die gesamten „linearen Transfor­
mationen der Perioden , o2“ und damit auch zugleich alle Parallelo­
grammteilungen der w-Ebene, welche bei einer einzelnen Gruppe Γ (“) des 
vorigen Kapitels möglich sind (vgl. S. 183 und S. 235). Die Wirkung, 
welche die Substitutionen S ±x auf ein gerade vorliegendes Parallelo­
grammnetz ausüben, wird durch Fig. 62 veranschaulicht. Von dem durch 
Schraffierung hervorgehobenen Parallelogramm der Ecken 0, ω2 ω1 -f ω2, 

bleibt die Seite (0, ω2) liegen, während die Gegenseite in ihrer Rich­
tung entweder um die Periode +  co2 (für $ +1) oder um die Periode 
— ω2 (für S ~ x) verschoben wird. Sm erfordert dann einfach die | m -

malige Ausführung dieser Gestaltsän­
derung in der einen oder auderen Rich­
tung.

Bei Ausübung von T  bleibt das 
Parallelogrammnetz unverändert, und 
es werden nur die Perioden anders be­
zeichnet. Übt man aber demnächst 
wieder S  oder eine Potenz von S 
aus, so läuft dies einfach darauf 

hinaus, daß nun die vorhin um den Punkt u =  0 gedrehte Parallelo­
grammseite (s. Fig. 62) unverändert bleibt, während die ihr gegenüber-
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liegende Seite in ihrer Richtung eine entsprechende Verschiebung 
um ein Periodenmultiplum erfährt. Es geht hieraus hervor, daß wir z. B. 
vom Parallelogramm der reduzierten Perioden zu jedem anderen Parallelo­
gramm der Gruppe ΓΜ gelangen können, indem wir abwechselnd immer 
eine der beiden von u =  0 ausziehenden Parallelogrammseiten festhalten 
and die Gegenseite in ihrer Richtung um ein Periodenmultiplum verschieben, 
wobei jeweils die dritte und vierte Seite eine entsprechende Drehung um 
die Endpunkte der fest liegenden Seite erfahren.

§. f. Die elliptischen Modulfuiiktionen erster Stufe.
Die über die Modulgruppe Γ ^  gewonnenen Resultate gestatten 

uns, die Natur der Modulfunktion J"(co) genauer zu beschreiben und 
allgemein den Begriff einer „elliptischen Modulfunktion erster Stufe“ 
aufzustellen. Wir rekapitulieren zunächst die Eigenschaften von J(co), 
die bereits oben S. 273 ff. aufgefunden wurden.

Die Funktion J(co) ist in jedem bestimmten, im Innern der ω-Halb- 
ebene gelegenen Bereiche eine eindeutige, daselbst überall analytische 
Funktion, welche die Eigenschaft hat, gegenüber jeder Substitution der 
Gruppe JT(cu) invariant zu sein [vgl. (6) S. 262]:

Da sie hiernach insbesondere gegenüber der Substitution S  invariant 
ist, so ist sie bereits in jedem bestimmten Bereiche im Innern des Ein­
heitskreises der g2-Ebene, wenn dieser Bereich nur den Nullpunkt dieser 
Ebene nicht enthält, eindeutig und überall analytisch.

Die Entwicklungsgröße:
(2) q2 = e2ni{a
ist selbst gegenüber S invariant und bildet einen einzelnen Parallel- 
streifen der Dreiecksteilung der ω-Halbebene auf die Fläche des Ein­
heitskreises der 52-Ebene ab. Von der Art dieser Abbildung möge Fig. 63 
eine Anschauung vermitteln. Die Spitze ioo des Streifens findet ihr Bild 
im Nullpunkte q2 =  0, wobei die außerordentliche Kleinheit des Ab­
bildes vom Doppeldreieck „1“ der ω-Halbebene beachtenswert ist1). Die 
übrigen Dreiecke ragen mit Spitzen an die „rationalen“ Punkte2) des 
Einheitskreises der g2-Ebene heran, und es gilt für die Art, wie die

1) D ieser U m stand is t  für nu m erische B erech nu ngen  h öch st w ic h tig , insofern  
P oten zreihen  nach  qi — c2niu, fa lls  m an  ω a u f  das D op peld reieek  1 b eschränk t, 
w egen  der rapiden A bnahm e der B eträge  3* | , | <p \ , · · · g u t konvergieren .

2) G em eint sind  dam it d ie  P u n k te  des E in h eitsk re ises, deren A m p litu d en  zu  
λ in  einem  ra tion a len  V erh ältn is steh en .
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Radien des Einheitskreises das neue Dreiecksnetz durchschreiten, die 
leicht erkennbare Übertragung der Sätze von S. 293ff. Die für ! g j <  1 
konvergente Reihendarstellung:

(3) l 28. / = - ü  +  744 +  196884g2 +  -•-

zeigte überdies, daß /  in den Nullpunkt der g2-Ebene und damit in 
die Spitze des Doppeldreiecks 1 der co-Halbebene fortsetzbar ist und da­
selbst den Wert oo annimmt.

Eine weitere wichtige Eigenschaft war die, daß J(co) im Diskon­
tinuitätsbereiche der Gruppe jT(w), der ja mit dem Doppeldreieck der 
Fig. 56, S. 273, identisch ist, jeden komplexen Wert einmal und nur ein­
mal annimmt. Durch /(« ) wurde jenes Doppeldreieck auf die schlichte 
und vollständige /-Ebene abgebildet. Dabei übertrugen sich die drei zu 
den Spiegelungen T, S, U gehörenden Seiten des Elementardreiecks auf 
die reelle /-Achse, und zwar auf die durch /< ^ 0  bzw. 0 /  <̂  1 und
/ ! >  1 charakterisierte Strecken. Die Spiegelung Ü und damit (zufolge

www.rcin.org.pl



Grundeigenschaften der Funktion J(w) 301

( l) )  überhaupt jede Substitution zweiter Art der Γ »  transformiert J  
iü seinen konjugiert komplexen Wert J :

Das schraffierte Elementardreieck liefert im Abbild die „positive“ eF-Halb- 
ebene, das freie die „negative“ Halbebene.

Wir wollen nun zunächst (was oben noch nicht geschah) darauf 
hinweisen, daß die Abbildung des einzelnen Dreiecks auf eine der /-H alb­
ebenen in den Ecken des Dreiecks aufhört, konform zu sein. Ein Winkel 
des Scheitelpunktes ω =  p wird im Abbild verdreifacht, ein solcher 
des Scheitelpunktes ω =  i aber verdoppelt. Da J ( q) =  0 und J ( i )  =  1 
ist, so folgt nach früheren allgemeinen Sätzen: Die Funktion J  hat im 
Funkte ω =  ρ einen Nullpunkt dritter Ordnung, und ( J  — 1) hat im 
Funkte ω =  * einen Nullpunkt zweiter Ordnung. Die Umgebung des Null­
punktes der g2-Ebene überträgt sich konform auf die Umgebung des 
Punktes oo der J-Ebene. Als Funktion von ω hat jedoch J  in derselben 
Art wie cß hei ω — oo einen wesentlich singulären Funkt, was nach S. 29 
und 52 ja nicht ausschließt, daß J  bei spezieller Annäherung an den 
Punkt oo gleichwohl einen Grenzwert hat.

Als wesentlich neu tritt uns nun die aus (1) hervorgehende Tat­
sache entgegen, daß jedes Doppeldreieck des zur F 10') gehörenden, die 
ω-Halbebene schlicht und vollständig bedeckenden Netzes wiederum ein kon­
formes Abbild der schlichten und vollständigen J-Ebene ist; bezüglich 
äquivalente Punkte tragen ja in der Tat zufolge (1) gleiche Funktions­
werte J ( g ) ) .

Besonders wichtig werden daraufhin die Betrachtungen von S. 294 
über die gegen die reelle ω-Achse senkrecht verlaufenden Geraden G, 
d. h. über die Art, wie diese Geraden das Dreiecksnetz durchdringen. 
Ist der Fußpunkt der Geraden rational, so verbleibt dieselbe, wenn wir 
sie gegen die reelle Achse durchlaufen, zuletzt in einem bestimmt an- 
gebbaren Dreiecke, dessen Spitze der rationale Fußpunkt von G ist: 
Längs einer gegen die reelle ω-Achse senkrecht verlaufenden Geraden G 
mit „rationalem“ Fußpunkt finden Werte J  statt, die gegen den rationalen 
Funkt hin einen Grenzwert haben, nämlich den Wert oo. Wenn also 
auch der rationale Punkt ω, wie der ihm äquivalente Punkt oo, als 
wesentlich singulär für J (ω) zu bezeichnen ist, so dürfen wir doch den 
bei der vollzogenen Annäherung eintretenden Grenzwert oo als Wert 
von ί7(ω) im rationalen Punkte betrachten.

Hat demgegenüber G einen irrationalen Fußpunkt, so ist die An­
zahl der längs G aufgereihten Dreiecke des Netzes nicht endlich. Hier­
aus allein folgt freilich noch nicht, daß nun J ( g)) gegen den Fußpunkt
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von G hin keiner Grenze zustreben könne; denn z. B. eine Gerade, die 
sich etwa von co =  i unter einem von 0 verschiedenen spitzen Winkel 
von der reellen Achse fort gegen co =  oo erhebt, durchläuft auch un­
endlich viele Dreiecke, bildet sich aber in der #2-Ebene auf eine log- 
arithmische Spirale um den Nullpunkt ab und liefert also für J  eine 
Grenze, nämlich oo.

Anders liegt es jedoch mit unserer Geraden G eines irrationalen 
Fußpunktes. Man beachte, daß G unendlich viele Dreiecke der Winkel 0, 
welche das Netz der Fig. 60, S. 289 zusammensetzen, durchschreitet; 
beim Eintritt in ein solches Dreieck ist J  reell und 1. Im Innern 
des Dreiecks (vgl. Fig. 59, S. 288) laufen aber vom „Mittelpunkte“ nach den 
beiden äußeren Ecken (a und c in Fig. 59) zwei Kreisbogen mit reellen 
J  0; einen dieser Bogen muß G vor Verlassen des Dreiecks über­
schreiten, so daß dann eben auch ein reeller Wert J  ^  0 eintritt. Um­
ständlicher ist der Nachweis von reellen Werten des Intervalles 0f^<7<^ 1 
längs G. Man nehme an, daß die Gerade G mit dem irrationalen Fuß. 
punkte ra0 im Augenblicke das Doppeldreieck „ V“ durchschreite. Dann wird 
durch F -1 das betreffende Stück von G in den Diskontinuitätsbereich 
„1“ zurück geworfen; und die gesamte Gerade G geht hierbei in einen 
zur reellen to-Achse senkrechten Halbkreis von endlichem Radius über, 
der die Halbebene vom Punkte F -1 (oo) nach F _1(co0) durchsetzt. Dieser 
Halbkreis muß vom Doppeldreieck „1“ aus in der Richtung auf F ~ 1(co0), 
nachdem er eine begrenzte Anzahl von Doppeldreiecken „Sy11 durch­
schritten hat, die Kette dieser Doppeldreiecke S v verlassen; und in dem 
Augenblick ist J  reell und im Intervalle 0 <1 J  <[ 1 gelegen. Es liegen 
demnach auf G unbegrenzt viele Punkte sowohl mit reellem J  0, 
als auch mit reellem J  >̂ 1, wie auch schließlich unendlich viele Punkte 
mit reellem J  des Intervalls 0 J  <C 1: Längs einer gegen die reelle 
cs-Achse senkrecht verlaufenden Geraden G mit „irrationalem“ Fußpunkte 
schivanlä der Wert von J(co) unaufhörlich und nähert sich keiner Grenze.

Während demnach J(co) in jedem Innenpunkte der positiven co- 
Halbebene sich analytisch verhält, ist jeder reelle Punkt co ein wesent­
lich singulärer für diese Funktion, und es ist auf keine Weise möglich, 
bei analytischer Fortsetzung von J(co) einen reellen Punkt ö in das 
Innere eines Konvergenzkreises der dabei auftretenden Potenzreihen hin­
einzuziehen. Die Peripherie des Konvergenzkreises für die Potenzreihen­
entwicklung von J(co) in der Umgebung eines Innenpunktes 090 der 
positiven Halbebene wird vielmehr die reelle ra-Achse berühren, so daß 
die Konvergenzradien verschwindend klein werden, wenn sich ta0 irgend­
einem reellen Punkte ta annähert. Die reelle co-Achse, als aus lauter 
wesentlich singulären Punkten zusammengesetzt, ist also nach S. 30
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als eine „natürliche Grenze“ von / (ω) zu bezeichnen, über welche hin­
aus diese Funktion nicht fortsetzbar ist, und auf welcher nur noch den 
rationalen Punkten „Grenzwerte“ der Funktion /(ω ) zugehören: Das 
Feld F der Funktion /(ω ) ist die schlichte und vollständige positive ω- 
Halbebene ohne die Randpunkte (die reelle ω-Achse).

Für J ,  als Funktion von q2 aufgefaßt, gelten ganz entsprechende 
Sätze. Die Peripherie des Einheitskreises besteht aus lauter wesentlich 
singulären Punkten dieser Funktion, wobei allerdings bei radialer1) An­
näherung an einen „rationalen“ Punkt der Grenzwert J  =  oo eintritt. 
Die Peripherie des Konvergenzkreises der Reihe (3) (Einheitskreis der 
#2-Ebene) ist also zugleich eine „natürliche Grenze“ der durch diese 
Reihe dargestellten Funktion von q2, deren Feld F somit die Innenfläche 
des fraglichen Kreises ist.

Wir betrachten weiter die konforme Abbildung des Feldes der 
Funktion /(ω ) auf die /-Ebene. Jedes Elementardreieck des Netzes 
der ω-Halbebene ei’gibt ein „Halbblatt“ der /-Ebene, und zwar das ein­
zelne schraffierte Dreieck unseres in Fig. 61, S. 291, skizzierten Netzes ein 
„positives“ /-Halbblatt, jedes freie Dreieck ein „negatives“ Halbblatt. 
Diese unendlich vielen Halbblätter hat man sich längs ihrer drei durch 
die Punkte /  =  0, 1 und oo abgeteilten Randstücke aneinander gehef­
tet zu denken (immer ein positives Halbblatt an ein negatives) genau 
in der Weise, wie es der Zusammenhang der Dreiecke des Netzes vor­
schreibt. Es entsteht als konformes Abbild der ω-Halbebene über der 
/-Ebene und damit als Feld der zu /(ω ) inversen Funktion ω ( /)  eine 
unendlich-blättrige Fläche Fm, die nur an den Stellen J  =  0, 1 und oo 
Verzweigungspunkte aufiveist, und die wie ihr Original, die ω-Halbebene, 
einen „einfach-zusammenhängenden“ Bereich dar stellt; und zwar liegen 
bei / = 0  lauter 3-blättrige Verzweigungspunkte übereinander, bei /  =  1 
lauter 2-blättrige und schließlich bei J  — oo lauter oc-blüttrige.

In dieser Fläche FM ist ω (/)  eine eindeutige Funktion des Ortes, 
welche den unendlich vielen Blättern entsprechend unendlich viele „Zweige“ 
besitzt, die durch Fortsetzung um die Verzweigungspunkte herum aus­
einander hervorgehen. Dabei ist irgendeiner dieser Zweige co\J) durch 
einen Anfangszweig co( / )  in der Gestalt:

darstellbar, wo a, ß, γ, <3 ganze Zahlen der Determinante 1 sind; und wir

1) Man sieht übrigens (durch Rückgang auf die ω-Halbebene und den Punkt
ω — ioc) leicht, daß der Grenzwert J = o o eintritt auch hei Annäherung längs 
einer regulären Kurve, welche den „rationalen“ Punkt des Einheitskreises der qi- 
Ebene unter einem von 0 verschiedenen Winkel (gegen diesen Kreis) erreicht.
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erhalten die gesamten Zweige, ivenn wir alle Substitutionen der Mo­
dulgruppe durchlaufen lassen.

Lidern wir die charakteristischen Eigenschaften von J(co) zusam­
menfassen, gelangen wir zum allgemeinen Begriff einer Modulfunktion: 
Als eine „elliptische Modulfunktion erster Stufe“ bezeichnen wir jede ana­
lytische Funktion von ω, welche die schlichte positive ω-Halbebene (ohne 
den Band) zum Felde hat, gegenüber den Substitutionen der Modulgruppe 
jr(w) invariant ist und beim Grenzübergang lim ω =  ioo sich als eine 
Funktion von q2 enveist, die im Nullpunkte der q2-Ebene analytisch ist 
oder einen Pol endlicher Ordnung aufweist.

Eine solche Funktion ist, in Abhängigkeit von J  aufgefaßt, natür­
lich eine eindeutige Funktion des Ortes in der eben konstruierten F^, 
welche ja ein eindeutiges Abbild der positiven ω-Halbebene ist. Da 
indessen übereinanderliegende Punkte in dieser F̂ , Punkten der ω-Halb- 
ebene entsprechen, die bezüglich der Γ Ή äquivalent sind, so wird unsere 
fragliche Funktion von J  in übereinanderliegenden Punkten der F  ̂
stets die gleichen Werte annehmen; sie ist demnach eine eindeutige 
Funktion von J .  Dabei ist sie in der ganzen J-Ebene, unter Einschluß 
des Punktes J  =  oo (der dem Nullpunkte der 52-Ebene entspricht), ab­
gesehen von Polen, überall analytisch. Eine solche Funktion ist aber 
nach S. 61 eine rationale Funktion von J :  Jede elliptische Modulfunk­
tion erster Stufe ist rational in der speziellen Funktion J(of) dieser Art 
darstellbar; und umgekehrt ist jede rationale Funktion von <7(ω) als Funk­
tion von ω aufgefaßt auch eine elliptische Modulfunktion erster Stufe.

Vergleichen wir hiermit den S. 125 im Anschluß an Gleichung (18) 
daselbst aufgestellten Satz, so erkennen wir, daß die gesamten absoluten 
rationalen Invarianten der biquadratischen binären Verzweigungsform, als 
Funktionen von ω aufgefaßt, uns gerade unsere gesamten Modulfunktionen 
erster Stufe liefern.

§ 5. Die elliptischen Modulformen erster Stufe.
Die beiden ganzen rationalen Invarianten g2 und g3 der Verzwei­

gungsform waren in den Perioden ωχ, ω2 nach S. 262 durch die in der 
ω-Halbebene unbedingt konvergenten Reihen:

darstellbar, wo (mx, mf) eine Abkürzung für (m1o 1 +  w2co2) ist. Wei­
teren Aufschluß über die Natur dieser Funktionen erhielten wir durch
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die Darstellungen (16) S. 271 und (3) S. 274, von denen die letzteren 
hier reproduziert seien:

diese nach Potenzen von q2 fortschreitenden Reihen waren für q | <  1 
konvergent. Hiernach sind co\ · g2 und ω2 · gz im Innern der ω-Halb- 
ebene eindeutige und überall analytische Funktionen, die sich auch noch 
für lim ω =  ioo als Funktionen von q2 im Nullpunkte der #2-Ebene ana­
lytisch verhalten. Als eine Haupteigenschaft der Funktionen g2, g2 der 
Perioden ω1; ω2 folgten aus der unbedingten Konvergenz der Reihen (1) 
die Gleichungen (6) S. 262, welche zum Ausdruck bringen, daß diese 
Funktionen gegenüber den Substitutionen der homogenen Modulgruppe 
ΓΗ  invariant sind.

Im Anschluß hieran stellen wir sogleich folgende allgemeine Er­
klärung auf: Als eine „elliptische Modulform erster Stufe“ ivollen wir 
jede homogene Funldion ganzzahliger Dimension d der ωχ, ω2 bezeichnen, 
die, mit ω~α multipliziert, als analytische Funktion von ω die positive 
ω-Halbebene (ohne den Band) zum Felde hat, die gegenüber den Substi­
tutionen der homogenen Gruppe ΓΜ invariant ist, und die schließlich, 
ivieder mit ω~α multipliziert, für den Grenzübergang lim ω = i oo als 
Funktion von q2 im Nullpunkte der q2-Ebene analytisch bleibt oder doch 
nur einen Fol besitzt. Die Dimension d muß geradzahlig sein, da die 
Substitution =  — ω1? ω2 =  — co2 in der Γ^> enthalten ist und also 
ihr gegenüber die Modulform unveränderlich sein soll. Ist die Modul­
form im Innern der ω-Halbebene polfrei und hat sie für lim ω =  ioo 
einen endlichen Grenzwert, so heißt sie eine „ganze'1 Modulform erster 
Stufe; hierher gehören insbesondere die Modulformen g2(co1, ω2) und 
g3(cOi, co2) der Dimensionen — 4 und — 6. Wir werden gleich erkennen, 
daß überhaupt jede ganze Modulform erster Stufe von negativer gerad­
zahliger Dimension ist; wir setzen demnach sogleich d =  — 2v und be­
nutzen für eine einzelne ganze Form dieser Dimension allgemein die 
Bezeichnung gr (ω1; cj2).

Es ist nun zunächst einleuchtend, daß die Modülformen „nullter“ 
Dimension einfach mit den Modulfunktionen erster Stufe identisch sind, 
sowie daß ferner der Quotient irgend zweier Modulformen gleicher Dimen­
sion wieder eine „Modulfunktion“ erster Stufe darstellt. Insbesondere wird 
also auch der Quotient zweier ganzer Formen g\. (ω1? ω2) und gv (ωχ, ω2) 
gleicher Dimension — 2v eine Modulfuntion erster Stufe und damit eine 
rationale Funktion von J  sein, deren Nullpunkte und Pole von den Null-
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punkten des Zählers g\, bzw. des Nenners gv geliefert werden, soweit 
sich dieselben nicht bei Bildung des Quotienten fortheben. Daraus folgt 
umgekehrt, daß alle ganzen Modulformen gl(wv co2) der Dimension — 2v  
durch eine unter ihnen gv (to1; o2) in der Gestalt:
(3) gl (cij, £o2) = gv (<d1? ra2) • R  (J (o))
mittels rationaler Funktionen von J  darstellbar sind; und umgekehrt ist 
offenbar auch jedes solche Produkt gv • R  (J )  eine ganze Modulform g'v> 
wenn sich nur die sämtlichen Pole von R (J) im Produkte gv • R (J) 
gegen Nullpunkte von gv tu2) forthehen.

Aus diesen Betrachtungen ergibt sich ein wichtiger Satz über die 
Anzahl der Nullpunkte einer ganzen Form gv(ax, <o2) im Diskontinuitäts­
bereiche der Modulgruppe In der Diskriminante A  =  g\ — 27g\
besitzen wir eine besondere Modulform g6 co2), welche im Innern 
der a-Halbebene nirgends verschwindet, und deren Verhalten im Null­
punkte der #2-Ebene, d. i. für lim tu =  ioo, aus der schon S. 274 mit­
geteilten Reihenentwicklung:

(4) J  K  0,,) -  ( ^ ) ‘V  (1 -  24¾2 +  252¾1 -  1472g6 +  . • •)

hervorgeht. A  hat demnach im Nullpunkte der ^2-Ebene selber einen 
Nullpunkt erster Ordnung: Insofern nun die bei m =  ioo gelegene Ecke 
unseres Doppeldreiecks der Fig. 56, S. 273 (Diskontinuitätshereiches der 
r ^ )  sich gerade auf die schlichte und vollständige Umgehung des Null­
punktes der g,2-Ebene ahbildet, dürfen wir sagen, daß A  oder genauer 
co\2 • A  „im Diskontinuitätsbereiche der gemessen11 einen Nullpunkt 
erster Ordnung in der Ecke ioo besitze. Soll demnach A  • R (J) eine 
ganze Form g6 (cjv w2) sein, so darf R (J ) nur einen Pol erster Ordnung, 
und zwar hei J  =  oo, haben und stellt demnach eine lineare ganze Funk­
tion { A J -f B) von J  dar. Jede ganze Modulform g6((ov co2) der Dimen­
sion — 12 ist hiernach in der Gestalt:

A  • {A J - f- B) =  Ag\ +  B A  -  (A  +  B)g\ -  21Bg\ 
oder, wenn wir A  -f B  =  a, — 27 B  = b setzen, in der Gestalt:
(5) 96 («ii « 2) =  a9\ +  bg\
darstellbar, unter a und b Konstante verstanden; und umgekehrt haben 
wir für irgend zwei endliche Konstante a und b in (5) stets eine ganze 
Modulform der Dimension — 12 vor uns.

Es ist nun einleuchtend, daß A ‘{A J  -f- B) in der J ’-Ebene einen 
und nur einen Nullpunkt erster Ordnung hat, und daß man diesen Null­
punkt, wenn man das Verhältnis der Konstanten A  und B  zweckmäßig 
wählt, an jede vorgeschriebene Stelle der J-Ebene bringen kann. Wir 
gewinnen den Satz: Eine ganze Modulform erster Stufe (— 12)ter Dirnen-
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sion hat „im Diskontinuitätsbereiche der gemessen“ einen und nur 
einen Nullpunkt erster Ordnung; wir können die Lage desselben ivillkürlich 
vorschreiben und bestimmen dadurch die Modulform g6 (ων co2) bis auf 
einen konstanten Faktor eindeutig. Der Erläuterung bedürfen hierbei je­
doch noch die Punkte ω =  i und ω =  ρ.

Ist zunächst ω0 ein endlicher von den Punkten ω =  i und ω == ρ 
verschiedener Punkt des Diskontinuitätsbereiches der und ist
J (oo0) =  J 0, so ist die Umgebung von co0 konform auf diejenige von Jt 
abgebildet. Die Form AM · (J  — J0) hat demnach im Punkte ω0 ihren 
Nullpunkt erster Ordnung. Weiter hat in der Ecke i o o, wie wir fest- 
stellten, die Form A- M einen Nullpunkt, der „im Diskontinuitätsbereich 
gemessen“ von der ersten Ordnung ist. Auch die Umgebung von ω0 == ρ 
ist nicht mehr konform auf die Umgebung von J  =  0 bezogen, liefert 
vielmehr über der t7-Ebene eine dreiblättrige Windungsfläche (S. 303) mit 
dem Verzweigungspunkte ¢7=0. Die Form AM ■ J  hat in der schlichten 
rUEbene und also „im Diskontinuitätsbereich gemessen“ bei ρ einen Null­
punkt erster Ordnung und eben deshalb in der dreiblättrigen Windungs­
fläche1) und also in der ω-Halbebene bei ω0 =  ρ einen Nullpunkt dritter 
Ordnung. In entsprechender Weise findet man, daß AM -{J  — 1) im Punkte 
ω0 =  i der ω-Halbebene einen Nullpunkt zweiter Ordnung besitzt. Hiermit 
ist in Übereinstimmung, daß A · ¢7= g\ die dritte Potenz der ganzen Modul­
form gi ((oi, ω2) und ^  M · ( J — 1) = g\ die zweite Potenz der ganzen Modul­
form ^3(05̂  ω2) ist. Wir ziehen umgekehrt die Folgerung: Die Modulform 
//2(ωυ ω2) hat in der ω-Halbebene bei ω =  ρ (und damit natürlich auch in 
allen mit ρ äquivalenten Funkten) einen einfachen Nullpunkt, so daß sie „im 
Diskontinuitätsbereiche gemessen“ in der fraglichen Ecke einen Nullpunkt 
der gebrochenen Ordnung 1 aufiveist, ohne übrigens noch einen weiteren 
Nullpunkt in jenem Bereiche zu besitzen. In entsprechender Weise folgt 
für <73: Die Modulform g3(cov cof) hat in der ω-Halbebene bei ω =  i (und 
damit in allen mit i äquivalenten Punkten) einen einfachen Nullpunkt; 
„im Diskontinuitätsbereich gemessen“ hat sie also in der Ecke i einen 
Nullpunkt der Ordnung ohne übrigens in diesem Bereiche noch einen 
weiteren Nullpunkt aufzuweisen.2)

1) S. h ierzu d ie  E n tw ick lu n gen  S. 2 8 ff.
2) D ie  A n gab en  üb er d ie  L age der N u llp u n k te  von g t  und gs , w elch e m it  

der a lgeb ra isch en  T heorie  in  Ü b erein stim m u n g  sind  (vgl. S. 1 7 8 f f ), la ssen  sich  le ic h t  
an den  R eihen  (1) b estä tig en . B e isp ie lsw eise  können w ir d ie  R eihe  für g2 durch  
Z usam m enfassung der G lieder  zu je  dreien in  d ie G esta lt k le id en :

D er F aktor 60 in  (1) rechter H and is t  h ier durch 20 ersetzt, w e il w ir in (6) rechter
20 *
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Es soll jetzt eine beliebige ganze Modulform erster Stufe gv(a1, co2) 
der geradzahligen Dimension — 2v dargestellt werden. Man beachte zu 
diesem Zwecke, daß die Ausdrücke:

0 9v 9z 9% 9%9z> 919z
in den co2 die Dimensionen 0, — 4 , - 6 , - 8 , -  10 und — 14 haben. 
Wir können uns unter diesen Ausdrücken demnach einen bestimmten, 
etwa durch g\g\ zu bezeichnenden, so wählen, daß das Produkt g\g\-gv 
eine durch 12 teilbare Dimension — 12g bekommt; man hat einfach 
diejenige Zahlenkombination x, X zu wählen, für welche (2 x -f-3 A +  v) 
ein Multiplum von 6 wird:

2¾ +  3A -J- v =  6g.
Mittels der besonderen Form z/" der Dimension —12 ju-läßt sich die ganze Mo­
dulform g\g\gx alsdann zufolge eines oben aüfgestellten Satzes in der Gestalt:

9l9\ • 9v =  A» • R ( J )
mit Hilfe einer rationalen Funktion von J  darstellen.

Ist nun erstlich R (J)  mit einer Konstanten C identisch, so folgt:
9v =  C-  97*91 *■

Schließen wir den Fall einer identisch verschwindenden oder auch nur 
mit einer Konstanten identischen Form gv aus1), so ist C von 0 ver­
schieden und also muß, da gv polfrei sein soll, x =  0, 1 =  0 sein und 
g >  0 zutreffen. Die Form gv((ov co$) ist in diesem Falle, abgesehen von 
einem konstanten Faktor, eine Potenz von A  mit positivem ganzzahligen 
Exponenten g und hat als solche einen einzigm Nullpunkt der Ordnung 
g = ~  im Diskontinuitätsbereiche der Gruppe JT̂ ; ihre Dimension ist 
— 2v = — 12ft, d.li. eine „negative“ ganze Zahl.

Ist die Funktion R (J ) nicht konstant, so hat sie mindestens einen 
Pol, der durch einen Nullpunkt von A^‘ aufgehoben werden muß. Also 
ist g >  0, die Pole von R (J)  dürfen nur bei J  =  oo liegen, und ihre 
Zahl muß <[ g sein, d. h. R{J) ist eine ganze Funktion höchstens gton 
Grades. Es ergibt sich demnach für gx. die Darstellung:
CO_____  9v =  ^ g - * g ^ x (A 0P l +  A ^ - 1 +  • • • +  A ^

Hand, sobald diese Summe wieder auf alle Paare nicht zugleich verschwindender 
Zahlen m1,mt bezogen wird, jedes Glied der Reihe ( 1) dreim al erhalten. Nun 
g ilt aber:

_______ 1 ________ = ____ <?___  1_________ = ____ C>\
—  »«2  Q 4 -  m i  —  m 2 m i  Q +  m i  ’ ( —  n h  +  m t )  Q —  m i  m i  Q +  m 2 ’

so daß für co =  q jedes einzelne Glied der Reihe (6) und also auch die Summe aller 
Glieder verschwindet.

1)  F ür v  — 0 entspricht eine beliebige K onstante, für v =|=0 die Konstante 0 
der Begriffserklärung einer ganzen Modulform.
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mit g >  0, wobei die rechts stehende ganze Funktion für x >  0 den 
Faktor J  und für A >  0 den Faktor ( J  — 1) haben muß, da gv polfrei 
ist. Für x >  0, A >  0 muß demnach g^>2  sein; da übrigens x =  0, 1, 2 
und A =  0, 1 gilt, so ist in jedem Falle:

v =  6g  — 2x  — 3 A>0 ,
d. h. gv hat wieder negative Dimension —2v. Die in (7) rechts ste­
hende ganze Form hat „im Diskontinuitätsbereiche“ der r (w) Nullpunkte 
in der Gesamtordnung:

X Ä V

‘w ~  ¥ ~  2 =  6“
und ist durch Angabe dieser Nullpunkte bis auf einen konstanten Faktor 
bestimmt. Ist x >  0, so können wir den Faktor gj* gegen den in (7) 
rechts nun auftretenden Faktor z]J  = g\ fortheben; ebenso können wir 
für A =  1 den Faktor g~l gegen den jetzt auftretenden Faktor A (J  — 1) 
=  27g\ fortheben. Der noch übrig bleibende Faktor ist:

+  ■ • • +
wo (? — 0, 1 oder 2 ist; derselbe kann auf Grund der Relationen (16) 
und (15) S. 124 in eine ganze rationale Funktion der g2,g3 von der Dimen­
sion — 12 (g — (?) in den av co2 umgeschrieben werden. Setzen wir die 
bei Fortheben von g~* und g~k noch übrig gebliebenen Potenzen von 
g2, g3 hierzu, so ergibt sich für gv eine ganze rationale Funktion der 
g2, g3 von der Dimension — 2v in den av co2. Wir gelangen zur Dar­
stellung:
iß') ^s) mg\g™yl,m
wo l und m ganze nicht-negative Zahlen sind, die wegen der Dimension 
in den av co2 der Relation:
(9) 21 +  3 m = v
genügen. Diese Darstellung schließt den oben erledigten Fall, daß g v 
gleich C ■ A “ ist, mit ein: Eine ganze Modulform erster Stufe gv(cov co2) 
ist von negativer geradliniger Dimension, hat im Diskontinuitätsbereiche 
der !> ’) Nullpunkte in der Gesamtordnung ~ und ist durch die Lage 
dieser Nullpunkte bis auf einen konstanten Faktor bestimmt; sie läßt sich 
mittels der g2, g3 in der Gestalt (8) darstellen, wo die l, m nicht-negative 
ganze, der Relation (9) genügende Zahlen sind, und es ist umgekehrt offen­
bar jeder solche Ausdruck (8) eine ganze Modulform erster Stufe.

Für v = 1 hat die Gleichung (9) keine Lösungen in nicht-negativen 
ganzen Zahlen; für v = 2 ,3,4,5 liegt je nur eine einzige Lösung vor, und 
erst für v = 6 haben wir die beiden Lösungen 1 = 3, m =  0 und 1 = 0, 
m = 2: Ganze Modulformen erster Stufe (— 2)ter Dimension existieren
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nicht, für die Dimensionen — 4, — 6, — 8 und — 10 liegt bis auf kon­
stante Faktoren je nur eine einzige ganze Modulform vor, nämlich g2, g3, 
gl und g2gz ‘, wst bei der Dimension — 12 tritt eine Formenschar mit be­
weglichem Nullpunkte:
(10) Cl9l +  C%£
auf.

Letzten Endes wolle man noch die vorstehenden Entwicklungen mit 
den Gleichungen (13) und (14) S. 123 sowie der damaligen Überlegung 
in Vergleich stellen. Wir erkennen sofort: Die ganzen rationalen In­
varianten der biquadratischen binären Verzweigungsform liefern uns, in 
Abhängigkeit von den Perioden gjv co2 betrachtet, gerade genau unsere ge­
samten ganzen elliptischen Modulformen erster Stufe.

§ 6. Die Perioden rj2 als Funktionen der «>2.
Produktentwicklung der Diskriminante.

Auf Grund der aufgestellten Sätze können wir eine Produktent­
wicklung der Diskriminante gewinnen, welche späterhin vielfach ge­
braucht wird. Wir haben zu dem Zwecke an die Perioden rjv rj2 des 
Integrals zweiter Gattung erster Stufe anzuknüpfen, deren Eigenschaften 
zunächst zu rekapitulieren sind.

Die erste Definition dieser Perioden rjv ?;2 ist durch die Gleichungen
(2) S. 158 gegeben. Die daselbst benutzten Querschnitte Qv Q2 der Rie­
mannschen Fläche F2 lieferten uns ein Paar primitiver Perioden Oj, co2 
und zusammengehörig damit ein Periodenpaar rjv t]2 des Normalintegrals 
zweiter Gattung. In (6) S. 160 fanden wir, daß diese beiden Perioden­
paare durch die nach Legendre benannte Relation:
(1) ^1^2-^2^1 =  2 ^
verknüpft sind. Aus der Definition mittelst der Querschnitte geht zu­
gleich hervor, daß, wenn wir (unter Wechsel des Quersclinittsystems) 
von cjj, ra2 durch eine „lineare Transformation“ zu irgendeinem anderen 
Paare primitiver Perioden:

a '  =  acj1 +  ßo3.2, g>2 =  ycjl +  dto2.

übergehen, dann eben auch die rjv rj2 die gleiche Substitution erfahren 
müssen, damit wir in:

Vi =  P'ß%, V2 =  rVi + dy2
wieder die zu co2 gehörenden Perioden des Integrals zweiter Gattung 
vor uns haben. Man sagt, um dies auszudrücken, daß sich die rjv rj2 
mit den co1, co2 „kogredientu substituieren. Mit Rücksicht auf ad — ßy = 1 
geht hieraus hervor, daß der Ausdruck (c^ ?j2 — o 2rh) gegenüber den 
kogredienten Substitutionen invariant ist, was die Relation (1) bestätigt.
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Eine wesentliche Ergänzung finden diese Ansätze in den Gleichungen 
(8) und (7) S. 263. Dieselben lehren, daß die rjv rj2 im Bereiche der po­
sitiven ω-Halbebene als eindeutige Funktionen (— l) ter Dimension der 
Oj, ω2 aufzufassen sind. Die auf den rechten Seiten dieser Gleichungen 
stehenden Reihen erkannten wir als bedingt konvergent. Dem entspricht, 
daß diese Funktionen '»?ι(ω1,ω2), ^2(ω1,ω2) gegenüber den Substitutionen 
der Γ (ω) eben nicht invariant sind, sondern sich mit den ων ω2 kogre- 
dient substituieren. Vermittelst der Entwicklungsgröße q2 fanden wir 
für η2 die in (15) S. 271 angegebene unbedingt konvergente einfach un­
endliche Reihe, aus der wir unter Zuhilfenahme der Legendreschen Re­
lation (1) eine entsprechende Reihe für ηι ableiten können; diese Dar­
stellungen, welche den analytischen Charakter unserer beiden Funktionen 
%(ω1;ω2), %{p31} ω2) einleuchtend kennzeichnen, sind:

Diese Reihen stehen nun im nahen Zusammenhänge mit dem un-
CO

endlichen Produkte I I  (1 — #2"), von dem wir S. 267 erkannten, daß
n =  1

es für irgendein primitives Periodenpaar, d. h. im Innern der positiven 
ω-Halbebene unbedingt konvergent ist. Wir wollen mittels dieses Pro­
duktes sogleich die im Innern der ω-Halbebene überall eindeutige end­
liche homogene Funktion (— 12)ter Dimension der ω2:

herstellen, welche für lim ω =  i oo als Funktion von q2 analytisch bleibt 
und im Nullpunkte der #2-Ebene selber einen Nullpunkt erster Ordnung 
aufweist. Gegenüber der erzeugenden Substitution S  der homogenen 
Modulgruppe (vgl. (4) S. 298) bleibt ψ((οί} ω2) offenbar invariant:

1>(&i +  ω8, ω2) =  φ(ωί} ω2);

denn S  ändert weder ω2 noch q2. Wenn wir demnach zeigen können, 
daß ^(ωχ, ω2) auch gegenüber der zweiten Erzeugenden T  der homo­
genen V̂ > invariant ist, so haben wir in ’φ(ωι , ω2) eine ganze Modul­
form erster Stufe (— 12)‘®r Dimension, deren Nullpunkt in der Spitze 
i oo des Diskontinuitätsbereiches liegt. Dann aber kann ψ(ωχ, ω2) nach 
den Sätzen von S. 308 ff. von der Diskriminante z/ nur um einen kon­
stanten Faktor ab weichen.
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Um zu diesem Ziele zu gelangen und die Verbindung mit den 
Gleichungen (2) herzustellen, bilden wir den Logarithmus der in (3) 
erklärten Funktion:

Wir können und wollen hierbei das einzelne Glied der unendlichen 
Reihe log(l — q2n) in dem in Betracht kommenden Bereiche 
dadurch eindeutig festlegen, daß die Funktion log (1 — q2n) im. Null­
punkte der #2-Ebene selber verschwinden soll. Dann hängt die Viel­
deutigkeit von log allein noch am Gliede — 12 log ω2. In­
dessen ist nicht mehr nötig, hier zur Erzielung der Eindeutigkeit von 
logψ(ωι , ω2) etwa eine beschränkende Festsetzung über die Beweglichkeit 
von ω2 zu treffen, da wir durch Differentiation nach ω1 und co2 sogleich 
wieder zu eindeutigen Ausdrücken gelangen.

Die in (4) rechts stehende Reihe ist gliedweise differenzierbar *); 
wir gewinnen, indem wir die Gleichung (4) in bezug auf ω1 und ω2 
differenzieren:

Zufolge (2) ist also der Zusammenhang der Funktion ψ(ω1, ω2) mit den 
Perioden «., rj2 der folgende:

Diese Gleichungen gelten für irgendein primitives Periodenpaar ω2, 
wobei r]v η2 die ihnen zugehörigen Perioden des Integrals zweiter Gat­
tung sind. Bilden wir dieselben also für das gleichfalls primitive Paar 
031 =  ω2, ω2 = ~  ωιι so treten an Stelle von f]1}rj2 die Perioden =  %, 
v' — — i?., und wir erhalten die Gleichungen:

Der Vergleich derselben mit den Gleichungen (5) ergibt:^

so daß der hier unter dem Logarithmus stehende Quotient sowohl von 
co. als ω9 u n a b h ä n g ig  und also einer Konstanten C gleich ist:

1) V gl. „O sgood“, S. 103 und 303.
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Zur Bestimmung von C tragen wir c?j =  i, ω2 =  1 ein, was den 
im Innern der Halbebene gelegenen Punkt ω — i liefert. Hier ist ψ 
zufolge (3) von 0 verschieden und endlich, so daß:

gilt. Nun ist aber die Dimension von ψ durch 4 teilbar, so daß

zutrifft. Setzen wir hier ωχ = 1, ω2 = — i, so folgt ψ(ί, 1) = ψ(1, — ί), 
und also ist C =  1, so daß ψ(ω1,ω2) tatsächlich gegenüber der Sub­
stitution T  invariant ist. Wir haben damit in ^(ω1; ω2) eine ganze 
Modulform erster Stufe (— 12)ter Dimension mit dem Nullpunkt in der 
Spitze i  oo erkannt, so daß wir mit einer neuen Konstanten c den An­
satz gewinnen:

Nun fanden wir bereits S. 274 als Reihenentwicklung von z/:

Das Anfangsglied der Entwicklung von ψ(ω1} to2) nach Potenzen von 
g2 ist aber zufolge (3) eben auch q2; somit ist c =  1, d. h. die
Funktion ψ(ω1} ω2) ist mit 4 ( ο 1; ω2) identisch. Die Diskriminante 

ω2) gestattet als Modulform erster Stufe die in jedem Innenbereich 
der 'positiven ω-Halbebene unbedingt und gleichmäßig konvergente Pro­
duktentwicklung :

die Gleichungen (5) aber liefern als Darstellungen der Perioden rjlf r\2 des 
Normalintegrals zweiter Gattung erster Stufe in der Diskriminante /1:

§ 7. Differentiationsprozesse zur Herstellung von Modulformen.
Die Ausübung der Differentiation irgendeiner Funktion von ωί} ω2 

in bezug auf ωχ, ω2 bezeichnen wir durch die Symbole 
Übt man eine Substitution der homogenen D®);

aus, deren inverse Substitution:
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ist, so substitutieren sich die Differentiationssymbole nach folgender 
Regel:

Handelt es sich insbesondere um eine Funktion / * ( co2), die gegen­
über der vorgelegten Substitution unveränderlich ist: f(o[, to') =  f(cov ω2)>
so erfahren die ersten Ableitungen hei Übergang zu den
ω', ω' dieselbe Substitution (2) wie die Differentiationssymbole. Die 
beiden durch ^  und ^   ̂ ^  gegebenen Substitutionen heißen zu­
einander „kontragredient“; somit gilt der Satz: Die leiden partiellen 
ersten Ableitungen einer gegenüber der Substitution (1) unveränderlichen 
Funktion erfahren bei Ausübung dieser Substitution die zu den ωχ, ω2 
bzw. der Substitution (1) „kontragrediente“ Substitution.

Die Beziehung der beiden zueinander „kontragredienten“ Substitu­
tionen ist die, daß die Verbindung der ωχ, ω2 und der Differentiations- 
Symbole:

einen „Differentiationsprozeß“ vorschreibt, welcher auf eine gegenüber (1) 
invariante Funktion angewandt ein gleichfalls gegenüber dieser Substitution 
invariantes Ergebnis liefert; denn aus (1) und (2) folgt unmittelbar:

so daß, wenn f(co[, ω') =  f(pox, ω2) gilt, eben auch:

zutrifft. Ist f (pXi ω2), wie dies bei den Modulformen vorliegt, homogen 
in den ω1, to2 und etwa von der Dimension d, so ist dies Ergebnis 
selbstverständlich, da dann zufolge des Eulerschen Satzes von den ho­
mogenen Funktionen die Gleichung gilt:

Die ersten Ableitungen aller Modulformen erfahren gegenüber der 
Substitution (1) die gleiche Substitution (2), sie sind also nach der 
schon S. 310 benutzen Sprechweise als „kogredient“ zu bezeichnen. 
Hieraus folgt der bekannte Satz, daß die „Funktionaldeterminante“ irgend 
zweier Modulformen erster Stufe wieder einen gegenüber der Modulgruppe 
invarianten Ausdruck liefert. Man erkennt in dieser Determinante leicht 
wieder eine Modulform und stellt deren Dimension zu (dx -f- d2 — 2) 
fest, wenn dx und d2 die Dimensionen der gegebenen Formen sind.
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Waren die letzteren ganze Modulformen, so ist auch ihre Funktional­
determinante polfrei und stellt also eine ganze Modulform dar.

Es sollen zunächst die Funktionaldeterminanten der Formen gi} g3 
und A  untersucht werden. Wir schreiben:

insofern hierdurch infolge der vorausgeschickten Bemerkungen eine 
ganze Modulform erster Stufe der Dimension — 12 erklärt ist. Auf 
Grund der Relation A  =  g\ — 21 g\ folgert man hieraus mittelst ein­
facher Determinantensätze:

Zur Bestimmung von g6 formen wir die letzte Gleichung unter Be­
nutzung des Eulerschen Satzes von den homogenen Funktionen in:

um und ziehen die Potenzreihen nach q2 unserer Formen heran. Aus 
(2) und (4) S. 305 ff. folgt, daß die Entwicklung von 3z /-|^ - mit der

Potenz q4 beginnt, während — q2 das Anfangsglied der Potenz-
3 Λ  *reihe von g2 ist. Da g3 für q2 =  0 von 0 verschieden ist, so muß

die Form g6 ihren einen im Diskontinuitätsbereich der ΓΉ auftreten­
den Nullpunkt in der Ecke ioo  haben, und also ist diese Form bis 
auf einen konstanten Faktor mit A  identisch. Setzen wir demnach 
g6 — cA} berechnen auch für die rechte Seite der letzten Gleichung das 
Anfangsglied der Entwicklung nach q2 und setzen dasselbe dem An- 
fangsgliede der linken Seite gleich, so folgt:

woraus sich c =  — — ergibt. Die drei Funktionaldeterminanten der 
Modulformen erster Stufe g3. g3, A  sind demnach:

www.rcin.org.pl



3 1 6 I , 5 . D ie  M o d u l f u n k t io n e n  e r s te r  S t u f e  u n d  ih r e  I n v e r s io n

Neben dem Differentiationsprozeß (3), auf den wir unten noch­
mals zurückkommen, ist ein zweiter „Differentiationsprozeß“ wichtig, 
den wir unter Vorbehalt einer unwesentlichen Abänderung durch:

erklären; es handelt sich also einfach um die Funktionaldeterminante 
zweier Formen, von denen die erste noch unbestimmt ist, während 
wir A  als zweite Form wählen. Auf eine Modulform angewandt ergibt 
dieser Prozeß wieder eine Modulform. Dies Sachverhältnis bleibt unver­
ändert, wenn wir das vorstehende Differentiationssymbol mit mul­
tiplizieren, wodurch dasselbe unter Benutzung von (7) S. 313 die Ge­
stalt annimmt:

Für das rechts in der Klammer stehende Symbol wollen wir die Be­
zeichnung D r einführen:

(*) * , - * £  + * £
und können dann für diesen Prozeß auch umgekehrt die Darstellung 
als Funktionaldeterminante:

benutzen. Die Invarianz des Symboles D,. ebenso wie diejenige des 
unter (3) eingeführten Symboles, für welches wir im Anschluß an (4) 
die Abkürzung:

gebrauchen wollen, ist übrigens auch unmittelbar einleuchtend, insofern
sich ja die mit den ω17 ω2 kogredient (vgl. S. 310) und also zu

d dden — , -75— kontragredient substituieren.
0(Oy οωϊ
Die beiden Symbole Ό ω und D tJ kann man auch in algebraische 

Gestalt umrechnen, wobei man von der Erwägung auszugehen hat, daß 
die Modulformen rationale Funktionen von g2 und g s sind und also g2 
und g3 an Stelle der ω1? ω2 als unabhängige Variable eingeführt werden 
können. Es ist zu setzen:
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wodurch zunächst Όω die Gestalt:

annimmt. Nun liefert ja Όω für eine Modulform einfach die „Homo- 
geneitätsrelation“:

Die algebraische Gestalt des Prozesses Dlt ist also:

Aus der Gestalt (5) von D finden wir mit Rücksicht auf (7) und die 
Relation A  =  gl — 27 g\ mittelst des Multiplikationstheorems der Deter­
minanten:

Setzen wir den schon oben bestimmten Wert der Funktionaldetermi­
nante von g2 und gz ein, so folgt als algebraische Gestalt des Differen­
tiationsprozesses D t :

Die hieraus sofort hervorgehenden Gleichungen:

bestätigen mit Rücksicht auf (5) die obigen Angaben über die Funk­
tionaldeterminanten der g2, gs, A. Als weiteres Beispiel betrachten wir 
Ώ  (¢7), wofür wir unter Rücksicht auf log «7=3 log g2 — log A  ge­
winnen:

Mit Rücksicht auf (10) folgt:

Benutzen wir übrigens die transzendente Gestalt (4) von Dt und 
beachten, daß J  eine Funktion des Perioden quotienten ω allein ist, so 
ergibt sich:

und also mit Benutzung der Legendreschen Relation (1) S. 310:
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Hier tritt im Nenner das Differential:

auf; der invariante Charalder dieses Differentials „zweiter Dimension“ 
ist auch wieder unmittelbar einleuchtend, insofern ja die άω1} dco2 sich 
zu den ω1} ω2 kogredient substituieren.

Auf Grund der Gleichung (11) können wir übrigens mittelst des 
Prozesses D)j aus der Modulfunktion erster Stufe J  die drei Modidformen 
g2, g3 uncl A  berechnen; wie man leicht zeigt, gelten die Darstellungen:

Zu weiteren wichtigen Folgerungen gibt die Anwendung der Liffe- 
rentiationsprozesse auf die Perioden cot , co2 und ijt , rj2 selbst Anlaß. 
Wir gewinnen hierbei Differentialgleichungen, denen die Perioden in 
bezug auf die „Invarianten“ g2, g3 genügen. Wir kommen hierauf unten 
ausführlich zurück.

§ 8. Die doppeltperiodischen Funktionen erster Stufe als 
Funktionen dreier Argumente.

Währeud wir früher die elliptischen Funktionen eines gegebenen 
Moduls ω oder einer gegebenen absoluten Invariante J  zu einem „Kör­
per“ zusammenfaßten und unsere Betrachtungen wesentlich auf die Funk­
tionen eines einzelnen solchen Körpers richteten, eröffnen uns die letzten 
Entwicklungen über Modulfunktionen die Möglichkeit, alle diese Körper 
elliptischer Funktionen erster Stufe zusammen zu betrachten, indem wir 
u, Oj und ω.2 zugleich in den bekannten Gebieten als willkürlich variabel 
annehmen. Dabei erscheinen die 6, ζ, φ, p ' , ..  . als eindeutige Funktionen 
dreier Argumente u, ωη ω2, was wir schon oben durch die ausführliche 
Schreibweise:

zum Ausdruck brachten.
In Abhängigkeit von ω17 ω2 zeigen die Funktionen (1) nach S. 258 ff. 

insoweit durchweg das Verhalten von Modulformen erster Stufe, als sie 
gegenüber den Substitutionen der homogenen invariant sind. Gegen­
über den Translationen der Gruppe ΓΜ bleiben sie entweder invariant 
(elliptische Funktionen erster Stufe im engeren Sinne p, p ',...) , oder sie 
zeigen ein charakteristisches kovariantes Verhalten (6-Funktion, Inte­
gral ξ sowie übrigens die elliptischen Funktionen zweiter und dritter 
Art (vgl. S. 217)). Um dies Sackverhältnis gruppen theoretisch zu formu­
lieren, bilden wir durch Kombination jeder Substitution von mit
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jeder von ,Ηω) d ie  etw a durch F u’ ω) zu  'bezeichnende G ru ppe aller ter­
nären  S ubstitu tionen:

wo die m v  m 2, a, ß , γ , d die bekannte Bedeutung haben. Gegenüber' den  
S ubstitu tionen  dieser ternären  G ruppe Γ(“> ω) s in d  dann  eben d ie  e llip ti­
schen F u nktionen  erster S tu fe erster A r t  durchiceg in v a r ia n t, w äh rend  
diejen igen  d er  zw eiten  u n d  d r itten  A r t  (u n ter ihnen d ie  6 -F u n k tion ) so­
w ie  d a s  In teg ra l ξ in  bekannter W eise k o va r ia n t sin d .

Weiter ergibt sich ans der Produktentwicklung (1) S. 258 der 
5-Funktion und aus den Teilbruchreihen (2) und (3) S. 260 für p, p '  
und ξ, d a ß  diese F u nktionen  in  ihren d re i A rgum en ten  homogen s in d , 
u n d  z w a r  s in d  d ie  D im en sion en  von 6 ,  ξ, ρ , p  bzw . 1, — 1, — 2, — 3. 
Dem entspricht es, daß wir z. B. für die Funktionen p  und p '  in den 
Fourierschen Reihen (14) S. 270 Darstellungen von co2 - p ( u  ω1,ω2) 
und p '  (u \ ω1} ω2) in den „beiden“ Argumenten — und q2 allein ge- 
winnen konnten.1)

Der analytische Charakter unserer Funktionen geht besonders ein­
leuchtend aus der Darstellung (19) S. 272 der S-Funktion hervor, wel­
cher wir die Gestalt geben können:

Die rechts im Zähler stehende Reihe ist bei gegebenem q 2 mit einem 
absoluten Betrage q 2 j <  1 in jedem endlichen Bereiche der w-Ebene 
absolut und gleichmäßig konvergent. Wegen des bekannten Verhaltens 
der 6-Funktion gegenüber den Substitutionen (2) dürfen wir sogar ω 
auf den Diskontinuitätsbereich der Gruppe F ü') beschränken (wo als­
dann:

zutrmt) und u auf ein Penodenparallelogramm. YYir haben demgemäß 
in (3) eine F u n k tion  der beiden A rgu m en te  u n d  q 2 oder auch ~  u nd

ω vo r  uns, d ie bei stehendem  W erte  des einen A rgu m en tes eine „analytische“ 
F u n k tion  des an deren  w ird , ein  S a tz , der sich  sofort auch a u f  d ie  übrigen  
betrachteten F u nktionen  ü berträg t, insofern sich dieselben durch die 
6-Funktion in bekannter Art darstellen.

1) B ei der D a rste llu n g  von  coj p  h a t m an das rechts au ftreten d e G lied J i ,a s
nach  (15) S. 271 in  q s auszudrücken.
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Zu bemerkenswerten Ergebnissen führt die Ausübung der Prozesse 
D0) und D r auf unsere Funktionen. J)w wird stets zur „Homogeneitäts- 
relation“ führen, also z. B. zu den Gleichungen:

Ziehen wir die algebraische Gestalt (8) S. 317 des Prozesses Όω heran, 
so ergeben sich Gleichungen folgender Art:

Wir haben hier lineare partielle Differentialgleichungen erster Ordnung 
unserer Funktionen vor uns, die z. B. durch die Potenzreihenentwick­
lungen (5) S. 208 und (1) S. 200, deren Koeffizienten ganze Funktionen 
der g2, g3 sind, identisch befriedigt werden. Doch bringen diese Diffe­
rentialgleichungen natürlich nur zum Ausdruck, daß jedes Glied der 
einzelnen Potenzreihe eine homogene Funktion der jeweils in Betracht 
kommenden Dimension in den co1, co2 ist.

Etwas umständlicher ist die Feststellung der Wirkung des Diffe­
rentiationsprozesses D r. Man kann hier entweder mit analytischen Um­
formungen arbeiten oder funktionentheoretische Überlegungen heran­
ziehen, wie wir am Beispiele der ^-Funktion darlegen wollen. Betrachten 
wir D (p) insbesondere in Abhängigkeit von u und schreiben:

so folgt durch Differentiation nach u:

da bei unserer analytischen Funktion φ die Abänderung der Differen­
tiationsreihenfolge statthaft ist.1) Nun gilt aber:

Die Anwendung von D r auf die erste dieser Gleichungen liefert:

also mit Benutzung der zweiten Gleichung (5) und der Relationen (10) 
S. 317 weiter:

Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung für φ (u), die 
nach elementaren Methoden lösbar ist. Zur Erleichterung der Lösung

1) Vgl.  „ O s g o o d “ , S. 3 0 5 ff.

www.rcin.org.pl



Wirkung des Prozesses Όη auf die ^-Funktion 321

führen wir an Stelle der gesuchten Funktion φ (u) zunächst die Funk­
tion ψ (u) mittelst der Substitution:

ein. Auf Grund der Relationen (5) sowie der Gleichung (6) S. 199 
transformiert sich die Differentialgleichung für φ (w) in folgende für 
die Funktion ψ (u):

deren allgemeines Integral nach einer bekannten Elementarformel:

ist, unter C eine von u unabhängige Größe verstanden. Zur Bestimmung 
von C dienen die Reihen nach Potenzen von u, welche sich auf die 
Umgebung von u =  0 beziehen. Aus (1) S. 200 folgt zunächst:

während die Gleichungen (1) S. 200 und (2) S. 201 liefern:

Durch Addition beider Gleichungen folgt:

wobei die Sterne andeuten sollen, daß jedenfalls die drei Glieder mit 
u2, ul· und u6 ausfallen. Da hiernach ψ im Punkte u = 0 endlich bleibt, 
so ist ( 7 = 0  und also ψ mit der von u unabhängigen Größe \  g.2 iden­
tisch, was die eben angegebene Reihe von ψ, soweit sie entwickelt ist, 
bestätigt. Für D Op) = φ ergibt sich hieraus:

Zum gleichen Resultat führt folgende funktionentheoretische Betrach­
tung. Indem wir an der Abkürzung D tj (p (m)) = cp(u) festhalten, folgt 
durch Ausübung des Prozesses D tJ auf die Gleichung:

als Periodeneigenschaft von cp(u) mit Rücksicht auf die Periodizität 
von φ':

Ersetzen wir hier durch (£(w tOj) — %(u)), so folgt:

Hiernach hat (qp(ii) +  £(u)p'(u)) die Periode ωχ, und man zeigt auf dem­
selben Wege, daß dieser Ausdruck auch die Periode ω2 hat. Demgemäß 
ist auch:

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1

www.rcin.org.pl



3 2 2 I, 5. Die Modulfunktionen erster Stufe und ihre Inversion

d. h. also die Funktion ip(u) doppeltperiodisch. Der einzige im Perioden­
parallelogramm mögliche Pol liegt bei u =  0; hier aber ist die Funk­
tion (6) endlich und bat, wie wir wissen, den Wert ~gr  Sie ist also 
unabhängig von u mit \g 2 identisch. Die Ausübung des Differentia­
tionsprozesses Dv auf p liefert das Resultat:

Benutzen wir die algebraische Gestalt (9) S. 317 von Dn und ziehen 
die zweite Gleichung (4) heran, so gewinnen wir zwei Gleichungen:

aus denen sich'die Ableitungen von p nach g2 und g3 berechnen lassen. 
Das Resultat ist:

Ähnliche Entwicklungen kann man für $«/, ζ und 6 anstellen. Die 
Wirkung von Όη auf ξ findet man am einfachsten durch Integration 
der Gleichung (7) in bezug auf u, indem man diese Gleichung mittelst 
bekannter Relationen in die Gestalt setzt:

Integration und Zeichenwechsel ergeben:

wo C wieder von u unabhängig ist. Man stellt aber leicht fest, daß 
für w =  0 die linke Seite verschwindet, während die rechts stehende Funktion 
von u für u =  0 den Wert 0  annimmt. Es folgt also (7=0 und damit:

Durch nochmalige Integration und entsprechende Bestimmung der „Kon­
stanten“ ergibt sich weiter:

Nach (1) S. 212 können wir diese Relation auch in die Gestalt setzen:

Entwickelt man diese Gleichung und benutzt die algebraische Gestalt 
(9) S. 317 des Prozesses D , so ergibt sich die folgende lineare partielle 
Differentialgleichung zweiter Ordnung:
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der Funktion 6 (u ' oov co2), für welche wir dieser Differentialgleichung ent­
sprechend übrigens besser die S. 209 eingeführte Schreibweise S(w; g2, g3) 
zu gebrauchen hätten.

Es ist dies die bereits S. 209 erwähnte Differentialgleichung, ver­
mittelst deren in der S. 117 genannten Schrift von Schwarz die Koef­
fizienten der Potenzreihe für die 6-Funktion bis zur Potenz tt35 berechnet 
sind. Trägt man den Ansatz:

6(u) =  « +  * +  G2u5 -f G3u7 +  G4u9 -f G5un +  • • •

in die Differentialgleichung ein, so muß dieselbe in u identisch befrie­
digt sein. Setzt man aber, nachdem man die linke Seite der entstehen­
den Gleichung nach Potenzen von u angeordnet hat, den Koeffizienten 
von u2n~1 gleich 0, so ergibt sich die Rekursionsformel:

(12) n(2n +  1) Gn ------Dt] (Gn- 1) — 2ig2 Gn- 2,

aus der man die Koeffizienten der fraglichen Reihe schrittweise be­
rechnen kann.

§ 9. Differentialgleichungen der Perioden in bezug auf die 
Invarianten. Inversion der Modulfunktionen.

Zu wichtigen Folgerungen führt die Anwendung der Differentiations­
prozesse D^ und D auf die Perioden ĝ , co2 und ijlt rj2 selber. Wenn 
wir hierbei die algebraische Gestalt dieser Prozesse in Anwendung bringen, 
haben wir uns auf den Standpunkt zu stellen, daß ivir die Perioden 
oo1, g)2 und g1, r/2 der ursprünglichen algebraischen Theorie entsprechend 
als Funktionen der Invarianten g2, g3 ansehen. Insbesondere für die 
o1; w2 läuft dies darauf hinaus, daß wir die Gleichungen g2z=gi(cn1, co2), 
g3 = g3(a1, oa2), welche die beiden Invarianten als eindeutige Modulformen 
darstellen, invertieren in cq =  co1(g3, gf), o2 =  co2(g2,g 3). Die absolute 
Invariante J  = J(co) war eine eindeutige Funktion des Periodenquotien­
ten co allein, deren Inversion demnach eine Funktion co =  co(J) von J  
allein liefert. Das Feld dieser Funktion ist die S. 303 betrachtete un­
endlich-blättrige Riemannsche Fläche F^, welche ausschließlich bei J= 0 ,1  
und oo verzweigt war; jeder Zweig co'(J) dieser Funktion stellte sich 
in einem Anfangszweige o?(J) als ganzzahlige lineare Funktion (5) 
S. 303 der Determinante 1 dar.

Für diese zu den Modulformen g2,g3 und zur Modulfunktion J  inversen 
Funktionen haben wir nun zunächst aus den Prozessen Dm und D tj eine 
Reihe von Differentialgleichungen abzuleiten, die dann ihrerseits zu 
weiteren Folgerungen Anlaß geben.

21
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Ist Ti ein beliebiger unter den beiden Indizes 1 und 2, so haben 
wir erstlich die beiden Homogeneitätsrelationen:'

AuOt) — A,(%) = — V k >

die bei Benutzung der algebraischen Gestalt (8) S. 317 des Prozesses D() 
die folgenden linearen homogenen partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung liefern:

Die Wirkung von D auf ak ist einfach Dv(ciK)  =  rjk. Die alge­
braische Gestalt von Dy liefert demnach folgende zweite lineare partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung für ω,.

welche man mit der ersten Gleichung (1) zu einer Darstellung der Ab­
leitungen von 63k nach g2 und gz in tok, i]k, g2 und g3 vereinigen kann.

Etwas umständlicher ist die Berechnung von Dt](rif). Übt man 
auf die aus der Legendreschen Relation (1) S. 310 folgende Gleichung 
αο1η2 =  2in  -f- ω2η1 den Prozeß 7), aus, so ergibt sich mit Rücksicht 
auf D(cok)  =  %:

und. also besteht iedenfalls die Gleichung:

Da nun co2 und i]2 gegenüber der Erzeugenden S der homogenen Modul­
gruppe (vgl. S. 298) invariant sind und der Prozeß Dt gleichfalls in­
varianten Charakter hat, so steht auf der linken Seite der Gleichung 
(3) ein Ausdruck, der gegenüber 5 selber invariant ist. Da derselbe 
aber zufolge der Gleichung (3) auch bei Ausübung der zweiten erzeu­
genden Substitution T  der homogenen Γ in sich übergeht, so ist er 
gegenüber der ganzen invariant. Die Abhängigkeit der Periode η2 
von ω1} ω2, wie sie z. B. in der Gleichung (15) S. 271 zum Ausdruck 
kommt, zeigt daraufhin, daß in (3) eine ganze Modulform (—4)terDimension 
vorliegt, welche also nach S. 310 abgesehen von einem konstanten 
Faktor c mit g2(ωι , ω2) identisch sein muß:

Nun folgt aus (15) S. 271:
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und daraus weiter:

wo die ausgelassenen Glieder mit q2 verschwinden. Der Vergleich mit 
dem Anfangsgliede der Entwicklung von g2 nach Potenzen von q* (vgl. 
(2) S. 305) ergibt c — — ^  und damit:

_________L s i
co, -

Dasselbe Ergebnis kann man auch aus (9) S. 322 gewinnen. Setzt 
man zur Abkürzung Dv (ζ) =  ip(u) und wendet auf die Gleichung: 

ζ(η +  ωΑ. ωί} ω2) =  g(w Oj, ω2) +  ^  
dieselbe Überlegung an, wie S. 321 auf die entsprechende die ^-Funktion 
betreffende Gleichung, so folgt bei Benutzung von (9) S. 322:

*) =  -  iV .
Unter Heranziehung des algebraischen Ausdrucks von D r folgt als

zweite lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung für rik:

(4) 7 2 ^  +  4 ^ - ^ - 0 .

Man kann diese Gleichung mit der zweiten Gleichung (1) zur Dar­
stellung der Ableitungen von rjk nach g2 und gz in (ok) rjk, g2 und g% 
verbinden.

Verstehen wir unter μ(ω1} ω,) eine zweckmäßig gewählte homogene 
Funktion (— l) ter Dimension der ωχ, ω2, so werden die mit dem Multi­
plikator μ versehenen Perioden:

Ausdrücke „nullter“ Dimension in den ωχ, ω2 sein, die demnach Funk­
tionen von J  allein sind. Man nennt Slk die mit dem Multiplikator μ 
„■normierten Perioden“ und wird entsprechend als normierte Perioden 
des Integrals zweiter Gattung:

anzusetzen haben, die dann ihrerseits auch Funktionen von J  allein 
sind. An Stelle der bisherigen partiellen Differentialgleichungen treten 
alsdann für die mit μ normierten Perioden £i und H  gewöhnliche Diffe­
rentialgleichungen in bezug auf J  als unabhängige Variabele.

Um diese Differentialgleichung für Slk aufzustellen, entwickeln wir 
die Gleichung r\k =  D t](o)t) so:

μΗί =  D ^ - 'S l f )  =  μ~ 1Ό η(£11:) +  α , Ό ^ μ - 1)

Setzen wir für Ό η{β) seinen Ausdruck (11) S. 317 in g2,g3, <d ein und lösen
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326 I, 5. Die Modulfunktionen erster Stufe und ihre Inversion

nach auf, so ergibt sich die gewünschte Differentialgleichung. Eine 
entsprechende Umgestaltung kann man an D l.(r]k) =  — -̂ <72ωΑ· anknüp­
fen: Die normierten Perioden Slk, I ik befriedigen als Funktionen von J  
das System der linearen homogenen Differentialgleichungen erster Ordnung:

Unter den verschiedenen Multiplikatoren μ, mit denen man in an­
gegebener Art die Perioden normiert hat, zeichnet sich der Multiplikator 
μ =■ Λ  dadurch aus, daß man ihn vermittelst der aus (6) S. 313 her­
vorgehenden Gleichung:

als eine eindeutige Funktion von ω1? ω2 erklären kann. Derselbe bietet 
zugleich den \ rorteil, daß Dt](jy) zufolge (10) S. 317 verschwindet. Er­
setzen wir die Koeffizienten in (5), soweit sie nach Eintragung von 
μ =  XY 2  nicht verschwinden, durch ihre Ausdrücke in J, so ergibt 
sich: Für die normierten Perioden:

nehmen die Differentialgleichungen (5) die Gestalt an:

Hieraus ergibt sich sogleich eine weitere wichtige Folgerung. Man 
trage den aus der ersten Gleichung (7) hervorgehenden Ausdruck:

in die zweite Gleichung (7) für Hk ein. Durch Ordnung der entstehen­
den Gleichung folgt sofort: Die in (6) gegebenen normierten Perioden 
£ll} Si2 befriedigen als Funktionen von J  die lineare homogene Differen­
tialgleichung zweiter Ordnung:

deren Koeffizienten in J  rational sind. Indem man ebenso den aus der 
zweiten Gleichung (7) hervorgehenden Ausdruck für Slk in die erste 
Gleichung einsetzt, folgt als lineare homogene Differentialgleichung zweiter 
Ordnung für die in (6) gegebenen normierten Perioden H 1} H2:
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Um eine zweite naheliegende Normierung zu erklären, erinnern 
wir daran, daß nach S. 317 der Ausdruck eine Modulform (— 2)ter
Dimension ist. Wir setzen unter Benutzung von (11) S. 317:

so daß wir hier freilich mit einer Funktion zu tun haben, welche im 
Innern der ω-Halbebene, nämlich 'n  den Nullpunkten von g3 verzweigt 
ist. Die mit diesem Multiplikator normierten Perioden Si . und H, sind:

für diese £lk merken wir noch die mittelst der Relation (12) S. 317 ab­
leitbaren Gestalten an:

Die Wirkung des Prozesses Dr auf den neuen Multiplikator ist, wie 
man lfeicht feststellt:

Aus dem allgemeinen Ansätze (5) ergeben sich daraufhin für die nor­
mierten Perioden (10) die Differentialgleichungen:

mit rational von J  abhängenden Koeffizienten.
Diese Differentialgleichungen kann man unter Zerlegung der Koeffi­

zienten in Partialbrüche auch so schreiben:

Differenziert man die erste Gleichung nochmals nach so folgt:

Multipliziert man mit 12 und setzt für 12 12 die aus den
beiden voraufgehenden Gleichungen folgenden Ausdrücke in Slk, Hk1 
J  ein, so zieht sich das Ergebnis leicht auf die folgende Gestalt zusammen:
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Also folgt der Satz : Die in (10) erklärten Perioden Slk befriedigen die 
homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung:

mit einem in J  rationalen Koeffizienten. Diese Gleichung ist gegenüber 
der Gleichung (8) für die mit *}/ζ1 normierten Perioden dadurch aus­
gezeichnet, daß in ihr kein Glied mit der Ableitung erster Ordnung 
auf tritt.

Die Gleichung (13) führt uns leicht zu einer vielfach betrachteten 
Differentialgleichung dritter Ordnung, ivelcher der Periodenquotient ω als 
Funktion von J  genügt. Indem wir die Gleichung (13) für und 
einzeln anschreiben, folgt durch Kombination beider Gleichungen:

Da nun ω auch als Quotient der beiden normierten Perioden (11) ge­
schrieben werden kann, so gilt:

und hieraus folgt weiter durch logarithmisehe Differentiation mit Rück­
sicht auf die letzte Gleichung:

Nochmalige Differentiation nach J  liefert:

Das letzte Glied rechter Hand wird entfernt, indem man das mit |  mul­
tiplizierte Quadrat der Gleichung (14) abzieht; das erste Glied der 
rechten Seite berechnet sich aber aus der für i l2 angesetzten Gleichung 
(13) rational in J. Man gelangt zu dem Ergebnis: Die zur Modul­
funktion J(a) inverse Funktion ω ( J ) befriedigt die Differentialgleichung 
dritter Ordnung:
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Differentialgleichung dritter Ordnung für ω in bezug auf J 329

Bezeichnen wir den hier links stehenden Differentialausdruck drit­
ter Ordnung1 2) kurz durch das Symbol [ω] :̂

so können wir die durch ω (J) befriedigte Differentialgleichung (15) in 
die Gestalt kleiden:

Die wesentliche Eigenschaft des Differentialausdrucks [ω], ist die, 
daß derselbe invariant gegenüber einer beliebigen linearen Transformation 
von co ist}) Indem wir uns darauf berufen, daß die sämtlichen Zweige 
der unendlich vieldeutigen Funktion ω («7) lineare Funktionen eines ersten 
Zweiges sind, hätten wir auch ohne die voraufgehenden Rechnungen 
in [co]y eine eindeutige und, wie leicht zu zeigen ist, rationale Funktion 
von J  erkennen können. Auch kann man hieraus mittelst funktionen­
theoretischer Schlüsse die Gleichung (15) explizite auf bauen, nämlich durch 
Bestimmung der Pole usw. der rationalen Funktion [eo]r  In ähnlicher 
Weise kann man durch Betrachtung der normierten Perioden in der 
«/-Ebene bzw. im Felde der Funktion ω(«7) die obigen linearen Diffe­
rentialgleichungen zweiter Ordnung für diese normierten Perioden auf­
bauen. Doch gehören diese Entwicklungen in eine ausführliche Theorie 
der Modulfunktionen hinein.3)

§ 10. D ie norm ierten Perioden als hypergeom etrische Funk­
tionen von J.

Die linearen homogenen Differentialgleichungen (8), (9) und (13) 
in § 9 ordnen sich der in der Einleitung, S. 97 ff., entwickelten allge­
meinen Theorie solcher Differentialgleichungen zweiter Ordnung unter. 
Indem wir die Sätze jener Theorie auf die hier vorliegenden Differen­
tialgleichungen in Anwendung bringen, gelangen wir freilich mehrfach 
zu bereits bekannten Ergebnissen zurück. Andererseits gewinnen wir

1) D er A usdruck (16) w ird  v ie lfa ch  als „ S c h w a r z s e h e r  D ifferen iia lau sd ru ck “ 
b eze ich n et; s. Η. A. S c h w a r z ,  „Ü ber d ie jen ig en  F ä lle , in  w elch en  d ie  G außische  
h y p erg eo m etr isch e  F unk tion  ein e  a lgeb ra isch e  F unk tion  ihres v ierten  E lem entes  
i s t ,“ Journ. f. M ath. B d. 75 (1872) S. 292.

2) S. K l e i n ,  „V orlesungen  über das Ik osaed er“ . (L eipzig  1884), S. 74.
3) V g l. „M odulfun ktionen“ B d. 1, S. 32ff. sow ie  K le i n  und F r i c k e ,  „V or­

le su n g e n  über d ie T heorie der autom orph en  F u n k tio n en “ . B d. 2, S. 117 ff.
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aber auch wertvolle Ergänzungen der bisherigen Resultate in Anbetracht 
der analytischen Darstellung der Perioden als Funktionen von J.

Wir wollen uns hierbei auf die Perioden des Integrals erster Gattung 
und auf die Normierung durch ']/Λ  beschränken. Setzen wir =  ß*,
so ergibt sich übrigens für die anderen, unter (10) S. 327 erklärten 
normierten Perioden einfach:

so daß wir die Darstellung dieser normierten Perioden auf die der 
ß *  =  ( Ok ] / Λ  zurückführen können. Die Gleichung:

(l) +  +

für die ß* == coffl zJ ist nun insbesondere eine „hyper geometrische“ Diffe­
rentialgleichung (1) S. 105 mit folgenden Werten der Parameter a, ß, γ 
dieser Gleichung:

Die normierten Perioden ß* nennen wir dieserhalb „hypergeometrische“ 
Funktionen der absoluten Invariante J  und haben für die Potenzreihen­
darstellung dieser Funktionen die Hilfsmittel von S. 109ff. zur Ver­
fügung.

An „singulären“ Punkten weist die Differentialgleichung (1) wie 
die allgemeine hypergeometrische Differentialgleichung (1) S. 105 die drei 
Punkte J =  0, 1, oo auf. Ein eindeutig bestimmtes System linear-unab­
hängiger Lösungen £li (J), ß 2 (J) wird von den „reduzierten Perioden­
paaren“ ων ω2 geliefert, welchen die Punkte ω des oben oft genannten 
Doppeldreiecks der Fig. 43, S. 179 entsprechen. Für diese beiden parti­
kulären Lösungen £iv ß 2 ist zunächst das Verhalten bei Umläufen um 
die singulären Punkte 0, 1, oo festzustellen. Hierbei ist die Tatsache 
grundlegend, daß zufolge der Gleichung:

•n der positiven ω-ß 2 und deshalb auch ß , =  ω ß 2 im Innei 
eindeutige Funktionen von ω sind.

Umläuft J  den Punkt oo im positiven Sinne (auf der tF-Kugel ge­
dacht), so geht der dem reduzierten Periodenpaar entsprechende Anfangs­
zweig co (J) in ω' = ω -j- 1 über. Zufolge (3) geht demnach die Parti-

71 i
kularlösung ß 2 (J ) der Differentialgleichung (1) über in ß 2 =  e 6 ß 2, 
wofür wir auch ß 2 =  — *pß2 schreiben können. Da nun ß x (F) =  o:>ß2
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ist, so entspricht dem positiven Umlaufe um den singulären Punkt oo 
die Substitution:

des ausgewählten Systems lmear-unabhängiger Lösungen der Gleichung 
(1); im Anschluß an die S. 298 eingeführte Bezeichnung^weise nennen 
wir die Substitution (4) kurz S. Bei einem positiven Umlaufe um den 
bei J  =  1 gelegenen singulären Punkt geht der erste Zweig ω (J) der 
unendlich vieldeutigen Funktion ω von J  über in =  Dieser
Substitution entspricht die S. 298 mit T  bezeicbnete homogene Sub­
stitution ω1 =  ω2, ω2 =  — ων  bei der A  unverändert bleibt. Hiernach 
geht bei Fortsetzung längs eines positiven Umlaufs um den singu­
lären Punkt J  =  1 in £l\- über, so daß die Partikularlösung bei

V 7 t i

jenem Umlaufe in £l0 =  e 6 £ll} d. h. in die mit einer zwölften Wurzel 
der Einheit multiplizierte Partikularlösung übergeht. Diese Gleichung 
schreibt sich auf Grund von (3) explizite:

sofern man e ω = q schreibt und rechter Hand o · Sl2 für Sli ein­
trägt. Für ω =  i wird q' — q, und die in der letzten Gleichung rechts 
und links stehenden Ausdrücke verschwinden für diesen Wert von ω 
nicht·, nach Fortheben gemeinsamer Faktoren rechts und links ergibt sich:

Bei einem positiven Umlauf um den Punkt J  =  1 gehen die partikulären 
Lösungen £i2 der Differentialgleichung (1) über in:

eine Substitution, die wir durch das Symbol T  bezeichnen. Bei einem 
positiven Umlauf um J  =  0 setzt sich der Anfangszweig g>(J) fort in 
ω' =  1 (s. die Substitution U von S. 297). Gegenüber der homogenen
Substitution ω) =  ωι +  ω2, ω2 =  — ω1 bleibt Α  unverändert, so daß iß22 
bei jenem Umlaufe in Sl\2 und also Si.2 in die mit einer zwölften Wur­
zel der Einheit multiplizierte Partikularlösung i l 2 übergeht. Wir haben

v Λ i

also erneut den Ansatz &2 =  e 6 Ersetzen wir dabei Sl2 wieder
2 ίπ (ω  + 1)

durch coil2 und schreiben e ~ω =  q \ so ergibt sich auf Grund von 
(3) wie vorhin explizite:
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Setzen wir ω =  ρ ein, so stehen in dieser Gleichung rechts und links von 0 ver­
schiedene Beträge. Da aber für ω =  ρ auch 1 =   ̂un(j ajso q =  q ist? so 

folgt nach Fortheben gleicher Faktoren rechts und links:
v η i v n i

1 =  e 6 ρ, e 6 =  ρ2.

Bei einem positiven Umlauf um den Punkt J  =  0 gehen somit die par­
tikulären Lösungen Slv i l2 über in:
(6) +  &2), =  ί>2Ώ li
wir benutzen für diese Substitution das Symbol JJ.

Ein geschlossener Weg, der, wie Fig. (34 zeigt, aus drei Umläufen
um die Stellen 0, 1, oo zusammen­
gesetzt ist, läßt sich auf der J"-Kugel 
stetig und ohne Zerreißen auf einen 
Punkt zusammenziehen, ohne daß der­
selbe über eine singuläre Stelle hin- 
weggeschoben zu werden braucht. 

Schreiben wir die in (6) angegebene Wirkung des Umlaufs um J  =  0 
symbolisch in der Gestalt:

.¾  -  ü(silt a a)
und benutzen für die in (5) und (4) angegebenen Substitutionen die ent­
sprechenden Bezeichnungen, so führt der in Fig. 64 angegebene Umlauf 
bei der Anordnung 0, 1, oo der singulären Punkte die partikulären Lö­
sungen £iv Si2 in:

=  u(T (S(p .v si2)))
über; und da diese Lösungen zufolge der vorausgeschickten Betrachtung 
mit den anfänglichen Siv Si2 identisch sein müssen, so müssen die jetzigen 
binären Substitutionen S, T, U genau wie die gleichbenannten Substitu­
tionen der Modulgruppe (vgl. S. 297) die Relation:

U · T  - S  =  1

befriedigen, wobei die Kombination zweier Substitutionen symbolisch 
als Produkt geschrieben ist. In der Tat zeigt die Rechnung, daß die 
Substitutionen (4), (5) und (6) dieser Relation genügen.

Weiter ergeben die Formeln (5) und (6), daß die jetzigen binären 
Substitutionen T  und U die durch:

T 2 =  1, ü* =  1

zum Ausdruck kommenden Periodizitäten haben; demgegenüber hat S  
keine endliche Periode. Dies ist in Übereinstimmung mit dem bereits
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bekannten Sätze, daß die Lösungen der Differentialgleichung (1) in der 
ω-Halbebene eindeutige Funktionen sind. Das Feld der Lösungen der 
Differentialgleichung (1) ist geradezu jene unendlich-blättrige Fläche F y 
über der J-Ebene, welche wir S. 303 durch Abbildung der ω-Halbebene 
vermittelst der Funktion J (ω) her stellten. In der Tat sind die , Ώ2 in 
dieser eindeutige Funktionen des Ortes; zugleich können keine zwei 
verschiedene Blätter der FK gleiche Funktionswerte £l1} tragen, da 
ihnen für den Quotienten ω =  .¾ : Si2 zwei verschiedene Substitutionen 
der F '”') zugehören.

Für den Umlauf um einen singulären Punkt gibt es nach den all­
gemeinen Regeln von S. 103 ff. entweder eine oder zwei Lösungen der 
Differentialgleichung (1), die sich beim Umlauf nur um einen konstanten 
Multiplikator μ ändern. Diese Multiplikatoren μ bestimmen sich durch 
Lösung einer quadratischen Gleichung, welche man nach der Vorschrift 
(11) S. 103 aus den Substitutionskoeffizienten des zunächst aufgegriffenen 
Lösungssystems der Differentialgleichung aufbaut. Nun sind für unser 
ausgewähltes System i i lf die deu Umläufen um « /= 0 ,  1, oe bzw. 
entsprechenden Substitutionen, wie wir fanden, kurz durch:

zusammenzufassen. Man setze die genannten quadratischen Gleichungen 
an und wird durch deren Lösung finden: Beim singulären Funkte J  —  0 
liegen die beiden Multiplikatoren μ =  1 und ρ vor, beim Funkte J  =  1 
die beiden Multiplikatoren μ =  +  1, während der dritte singuläre Funkt 
J  =  oo nur den einen Multiplikator μ =  — ίρ liefert.

Nach S. 104ff. ist in jedem Falle die zum einzelnen Multiplikator 
gehörende Lösung der Differentialgleichung (1) bis auf einen konstanten 
Faktor eindeutig bestimmt. Man beweist ohne Mühe auf Grund von 
(6), (5) und (4): Z u  den Multiplikatoren μ =  1 und ρ des Punktes J  =  0 
gehören die Lösungen — ρ2Ώ2) und — ρ ίϊ2), zu den Multiplika­
toren μ =  -f- 1 und — 1 des singulären Punktes J  =  1 aber -j- i£l2) 
und (Dl — iSl2), ivährend zum einzigen Multiplikator — ιρ des Punktes 
J  =. oo die Lösung Sl2 gehört.

Nun haben wir in (13) S. 112, wenn wir z =  J  setzen und die für 
uns in Betracht kommenden Werte (2) der Parameter a , ß , γ  eintragen, 
gerade auch zwei durch die hypergeometrische Reihe gelieferte Lösungen 
der Multiplikatoren 1 und ρ für die Umgebung des singulären Punktes 
J  =  0. Mit diesen Lösungen müssen also die oben genannten Lösungen 
(iij — ρ2Ώ2) und ( i ix — ρ ϋ 2) bis auf zwei konstante Faktoren A 0, B 0 
übereinstimmen. Für die Darstellung unserer normierten Perioden als hyper-
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geometrischer Funktionen von J  gewinnen wir somit in der Umgebung von 
J =  0 den Ansatz:

wo A0 und B0 reine Zahlen sind.
Für den singulären Punkt J  = 1 haben wir den Ansatz (17) S. 115 

zur Verfügung, der für die bei uns vorliegenden Werte (2) der a, ß, γ 
zwei Lösungen der Multiplikatoren μ =  1 und — 1 liefert. Indem wir 
noch z =  J  eintragen, gewinnen wir den Satz: In der Umgebung des 
singulären Punktes J  =  1 gelten für unsere normierten Perioden i l x, Si2 
die folgenden Darstellungen als leyper geometrische Funktionen:

wo A x, B x wieder numerische Konstante sind.
Da bei unserer Gleichung (1) die beiden Parameter a und ß ein­

ander gleich sind, so haben wir nach S. 115 für die Umgebung des 
singulären Punktes J  =  oo eine mit einem logaritbmiscben Gliede be­
haftete Lösung. Die allgemeinen Formeln (18) S. 115 liefern zunächst 
in unserem Falle die partikulären Lösungen:

wo Fx die in (15) S. 114 erklärte Reihe mit verschwindendem Absolutgliede 
ist. Die Lösung Si2, als zum Multiplikator μ — — ΐ ρ  gehörig, ist jeden­
falls bis auf einen Faktor gleich Zx\ für haben wir eine lineare 
Kombination der Zx, Z2 anzusetzen:

Qx = A 2Z2 A  B 2Zx, Q2 = C2Z X.

Am leichtesten ist die Bestimmung der numerischen Konstanten
A2) B2, C2 im letzten Falle; wir ziehen zu diesem Zwecke die Potenz-

1
reihen nach q2 heran. Zunächst erklären wir J 12 auf Grund von (3) 
S. 300 in der Umgebung der Spitze ω =  i oo des in Fig. 56, S. 273 
dargestellten Diskontinuitätsbereiches der Modulgruppe durch:
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Durch Multiplikation mit den aus (3) folgenden Gleichungen:

ergibt sich weiter:

Setzen wir in die erste Gleichung für Sl2 den Ausdruck C2Zl ein, so 
folgt:

Für J  =  oo nimmt die links stehende hypergeometrische Reihe den 
Wert 1 an, während die rechte Seite gleich 2 π wird, da q2 verschwindet. 
Hieraus ergibt sich:

Weiter folgt aus (3) S. 300 durch Logarithmierung:

und daraus weiter durch Multiplikation mit der soeben für Si2 aufge­
stellten Gleichung:

Die rechts in der ersten Klammer stehende Reihe ist, wie eben fest- 
gestellt wurde, gleich F ^ ,  1; j j ,  so daß:

gilt. Tragen wir nun in iV 2  ]/3 für iij den oben gewonnenen
Ansatz (Ä2Z 2 -f JB2ZX) ein und ersetzen die Z  durch ihre Reihendar­
stellungen, so ergibt sich:

Der Vergleich der rechten Seiten der letzten beiden Gleichungen liefert 
mit Rücksicht auf den Umstand, daß die Reihe F x für J  =  oo ver­
schwindet:
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Damit ist ein endgültiges Resultat erzielt: Die mit x\ /  A  normierten 
Perioden des reduzierten Paares stellen sich als hypergeometrische Funk­
tionen der rationalen Invariante J  in der Umgebung des singulären 
Punktes J  =  oo folgendermaßen dar:

Pür den Periodenquotienten ω und also für die zur Modulfunktion erster 
Stufe J(p) invei'se Funktion gewinnen wir hieraus in der Umgebung von 
J  =  oo die Darstellung:

Die Anfangsglieder dieser Reihendarstellung von ω sind:

Etwas umständlicher ist die Berechnung der Koeffizienten A 0, B0 
und A 1} B x in (7) und (8). Wir haben hierbei zwei Wege zur Ver­
fügung. Erstlich können wir auf die ursprüngliche Bedeutung der 
Perioden zurückgehen, die wir S. 157 als Werte des Integrals erster 
Gattung, genommen über gewisse geschlossene Umläufe auf der Rie­
mannschen Fläche F.2, erklärten. Hierbei stellen sich die Konstanten 
A, B  selbst als gewisse bestimmte Integrale dar, die man wenigstens 
näherungsweise nach bekannten Methoden berechnen kann. Eine zweite 
Methode beruht auf dem Satze von Gauß über die Konvergenz der 
hypergeometrischen Reihe für den Wert 1 des vierten Argumentes und 
auf der Darstellung des Summen wertes jener Reihe durch die 77-Funk- 
tion.1) Diese Methode eignet sich besonders für die numerische Berech­
nung der Konstanten A, B, weil man für die Π-Funktion die von 
Gauß berechnete und am Schlüsse der eben genannten Abhandlung 
mitgeteilte Tabelle zur Hand hat. Wir wollen die erste Methode für 
die Bestimmung der A lf B x benutzen, die zweite für die Berechnung 
von A 0, B0.

i
Erklären wir J 12 durch die S. 334 genannte Reihe, so hat diese 

Funktion auf der imaginären ω-Achse zwischen i 00 und i positive reelle 
Werte und nimmt insbesondere für ω = i den Wert 1 an. Für ω =  i 
ist g2 — 0, dem harmonischen Falle entsprechend. Die drei endlichen

1) S. d ie  „ D isq u isitio n es gen era les circa  ser iem  in fin itam  e tc .“ in  G a u ß ’ 
„W erk en “ , Bd, 3., S. 123 oder G ott. A bhandl. von 1818.
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Verzweigungspunkte mögen bei e1 =  — 1, e3 — 0, e2 =  +  1 liegen; der 
in Fig. 39, S. 173 mit Q2 bezeichnete geschlossene Weg liefert uns 
dann die Periode ω2. Indem wir g2 =  4, der Auswahl der Punkte e ent­
sprechend, in das Normalintegral erster Gattung eintragen, folgt:

wo das Integral längs der reellen £-Achse ausgeführt werden mag und 
die Quadratwurzel )/0(02 — 1) daselbst positiv genommen werden soll. 
Für die numerische Berechnung des Integrals ist es bequemer, erst 
noch durch z = z '~l zu transformieren, was nach Fortlassung des oberen 
Index der neuen Integrationsvariabein liefert:

Hiernach ist co2 reell und negativ. Da andererseits Sl2 (J) zufolge der 
zweiten Gleichung (9) längs des in Rede stehenden Stückes der ima­
ginären co-Achse reell und positiv ist und i i2 (1) der bei ω =  i ein­
tretende endliche Grenzwert dieser positiven Werte ist1), so ist auch 
i i2(l) reell und positiv. Da nun aus g2 =  4, g3 =  0 sofort ^/ =  64 folgt, 
und co2 zi =  *&2 für ω = i, d. h. also für J  — 1, als reell und positiv 
erkannt wurde, so muß y A  reell und negativ, mithin gleich — ]/2 sein. 
Die Multiplikation der für co2 angegebenen Gleichung mit V ^ /=  — γ 2  
liefert somit:

Tragen wir nun in die erste Gleichung (8) den Wert co =  i ein, so 
wird J " = l  und ^ ( 1 ) = ^ ^ ( 1 ) ,  während sich die hypergeometrische 
Reihe auf ihr Absolutglied 1 reduziert. Es folgt also:

Damit 7¾ in der zweiten Gleichung (8) eindeutig bestimmt ist, 
setzen wir fest, daß (J  — 1)^ längs des öfters genannten Stückes der 
imaginären oo-Achse positiv sein soll. Der Quotient der beiden Glei­
chungen (8) liefert eine Entwicklung der Gestalt:

1) Ü ber die K onvergenz der in  der zw eiten  G le ich u n g  (9) steh en d en  hyper-
geom etr isch en  R eihe für J —  1 so ll e in stw eilen  n ich ts vorau sgesetzt werden.
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Durch Differentiation nach co folgt weiter:

Aus (11) und (12) S. 317 ergibt sich aber:

wobei J s ” längs der imaginären co-Achse oberhalb i reell genommen 
werden muß, da die links stehende Ableitung ebenda negativ imaginäre 
Werte hat. Tragen wir diesen Ausdruck für die Ableitung von J  nach 
co in die voraufgehende Gleichung ein, so gewinnen wir:

woraus sich für J  =  1 und also co — i ergibt:

Drücken wir auf Grund von (11) den Wert Sl2 (1) durch A 1 aus, so 
finden wir für Έx einen eindeutigen Ausdruck in A t . Die beiden nume­
rischen Koeffizienten A 1 und in den Darstellungen (8) der normierten 
Perioden als hypergeometrischer Funktionen sind die folgenden:

Nach dem obengenannten Satze von Gauß konvergiert die hyper­
geometrische Reihe Έ(α,β,γ]ζ)  für z = 1, falls cc -f ß <  γ ist; der 
Summenwert der Reihe für z =  1 ist im Falle der Konvergenz:

Hier ist Π(χ ) die bekannte Gaußsche 17-Funktion, welche zur F'-Funk- 
tion in der einfachen Beziehung Π(χ) =  Γ (x +  1) steht. Von den be­
sonderen Funktions werten:

haben wir einige Male Gebrauch zu machen.1)
Die genannte Konvergenzbedingung ist bei den hier in Betracht 

kommenden hypergeometrischen Reihen durchweg erfüllt. Setzen wir 
demnach zunächst in der zweiten Formel (9) für J  den Wert 1 ein, 
so ergibt sich aus (13) und (14):

1) V gl. G a u ß  „W erk e“, B. 3 S. 148 Form el (52) und S. 146.
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Damit der Koeffizient B0 in der zweiten Gleichung (7) eindeutig be­
stimmt ist, setzen wir fest, daß längs des zwischen ω =  ρ und ω =■= i 
gelegenen Stückes des Einheitskreises der ω-Ebene J 3 reelle Werte 
haben soll. Nähern wir uns längs dieses Kreisbogens dem Punkte ω =  i 
an, so ist bei ω =  i zu setzen *7=1, = 1 ,  =  ί ϊ2(1),
so daß die Formeln (7) für den Wert ω =  i die nachfolgende Gestalt 
annehmen:

Nun berechnet man aus (13) und (14):

Tragen wir diese Werte und zugleich den für i i2 (1) berechneten Aus­
druck in die soeben für A0 und B0 angegebenen Gleichungen ein, so ge­
langen wir zu folgendem Ergebnis: Die beiden numerischen Konstanten 
A0, B0 in den auf die Umgebung von J  =- 0 bezogenen Darstellungen (7) 
der normierten Perioden als hypergeometrischer Funktionen von J  haben 
die folgende Bedeutung:

Eine Bestätigung dieses Ergebnisses können wir noch aus der von 
Gauß a. a. 0. unter (54) S. 148 angegebenen Relation:

entnehmen. Auf Grund derselben liefern die Gleichungen (15):

Das gleiche Ergebnis gewinnt man aus den Gleichungen (7), indem 
man zunächst aus der ersten:

ableitet und sodann die aus dem Quotienten beider Gleichungen ent­
springende Relation:

nach ω differenziert sowie weiter mit Hilfe der Gleichungen (11) und 
(12) S. 317 und der eben angegebenen Relation (16) umgestaltet.
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Zw eiter A bschn itt.

Grundlagen der Theorie der elliptischen Funktionen
zweiter Stufe.

Wie bereits in der Einleitung zum ersten Abschnitte, S. 117, be­
merkt wurde, ist die Gestalt der Theorie der elliptischen Funktionen bei 
Gauß, Abel und Jacob i verschieden von der W eierstraßschen Ge­
stalt dieser Theorie, deren Behandlung der erste Abschnitt gewidmet 
ist. Wir bezeichneten die Größen der W eierstraßschen Theorie als 
Funktionen der ersten Stufe und sahen ihren Charakter darin, daß bei 
ihrem Aufbau ausschließlich „rationale Invarianten“ der zugrundeliegen­
den Verzweigungsform benutzt wurden. Der genannten älteren Gestalt 
unserer Theorie liegen demgegenüber Normalgestalten der Verzweigungs­
form zugrunde, deren Koeffizienten sich späterhin im Sinne der linea­
ren Invariantentheorie als „irrationale“ Invarianten erwiesen haben.

Es entspricht einer wiederholt gemachten Erfahrung, daß wir betreffs 
des gegenseitigen Verhältnisses der neueren und älteren Gestalten der 
Theorie der elliptischen Funktionen vermittelst des Integrals erster 
Gattung u und seiner Perioden ω 1, ω2 zu der klarsten Auffassung ge­
langen. Dieselbe ist in dem arithmetisch zu formulierenden „Stufen­
prinzip“ von K lein1) enthalten, welches die ternäre Gruppe Γ ( u , ω) be­
treffen wird, die wir S. 319 aufstellten. Im Sinne K leins sind die 
Größen der älteren Theorie als elliptische Funktionen bzw. Modulfunk­
tionen der „zweiten“ Stufe zu bezeichnen; jedoch greifen sie gelegentlich 
in die vierte Stufe hinüber.

Die grundsätzlichen funktionentheoretischen Auffassungen des ersten 
Abschnitts, die sich auf Cauchy und namentlich auf Riem ann gründen, 
können natürlich durch eine veränderte Gestalt unserer Theorie weder 
verändert noch ergänzt werden. Unser Ziel wird vielmehr nur sein, in 
diese Auffassungen die ältere Theorie mit ihrem eigentümlichen analy­
tischen Charakter einzufügen. In den Bezeichnungen schließen wir uns 
meist an Jacob i an, da dessen Bezeichnungsweise sich durch bald 
neunzigjährigen Gebrauch eingebürgert hat.

1) S. die S. 117 genannten Nachweise.
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Einführende Bemerkungen über die elliptischen Funktionen zweiter Stufe 3 4 1

E rstes  K apitel.

Die Normalgestalten zweiter und vierter Stufe der Yer- 
zweigungsform und der elliptischen Integrale.

Wenn auch clie in der älteren Theorie der elliptischen Funktionen 
auftretenden Normalgestalten der Integrale keineswegs allein durch li­
neare Transformation der Variabelen z tatsächlich gewonnen worden 
sind, so kann man doch gleichwohl durch ausschließlich lineare Trans­
formationen zu ihnen allen gelangen. Durch Einschränkung auf solche 
Transformationen gelingt es aber, der Entwicklung einen einheitlichen 
und abgeschlossenen Charakter zu verleihen. Die nachfolgende Dar­
stellung schließt sich unmittelbar an die Entwicklungen von S. 118 ff. 
an. Die neu hinzutretende Idee ist, daß wir neben den rationalen nun 
auch irrationale Invarianten der Verzweigungsform zulassen wollen. 
Die einfachsten unter ihnen liefern uns diejenigen Normalgestalten der 
Integrale, welche wir als zur zweiten und zur vierten Stufe gehörig be­
zeichnen werden, und die eben die Integralgestalten der älteren Theorie 
sind.

§ 1. Die einfachsten irrationalen Invarianten der 
V erz weigungsform.

Die S. 119 eingeführte „Verzweigungsform“ der zweiblättrigen Rie­
mannschen Fläche F2 über der £-Ebene:

fz =  a0z* +  4^4*2  +  6a2 z\z\ +  4 azzxz\ +  a^z*
hat die vier Verzweigungspunkte der F2, welche wir bei e(1), e(2), e(3), e(4) 
gelegen annehmen, zu Nullpunkten. Um die homogene Schreibweise kon­
sequent durchzuführen, schreiben wir die einzelne Zahl als Quotienten 
e ^ :e ^  zweier Größen e^\ die wie die zu z% (vgl. S. 119) endlich sein 
sollen und nicht zugleich verschwinden dürfen. Das einzelne Wertepaar 
e^\ effi ist dann natürlich durch die Verzweigungsform f2 nur erst bis 
auf einen endlichen, von 0 verschiedenen gemeinsamen Faktor vk be­
stimmt. Setzen wir zur Abkürzung:

zxe2 — z2ex =  (z, e)
und schreiben die Linearfaktorenzerlegung der Form fz:

fz =  (*, e(1)) (z, e^)(z, e(3)) (z, e<4>),
so sind überdies, falls wir nachträglich die vier Größenpaare e^\ ef£> um 
vier Faktoren vk ändern wollen, diese Faktoren an die Bedingung ge­
bunden, daß ihr Produkt gleich 1 sein muß. Denken wir die Linear­
faktoren wieder miteinander multipliziert, so ergeben sich die fünf Koef­
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fizienten a0, alf . . a4 in Gestalt ganzer homogener Funktionen vierter 
Dimension der e^\ ety\. . ., e^\ und zwar sind diese Funktionen linear 
und homogen in den beiden Größen e^\ jedes der vier Paare. Bei 
Zusatz von vier Faktoren des Produktes 1 bleiben diese Funktionen, 
wie es sein muß, unverändert.

Wie in (5) S. 119 substituieren wir nun an Stelle der zlf z2:
(1) et =  dz[ — bei, % =  — CK +  aK>
wo die „Determinante“ D = ad — hc der Substitution von null ver­
schieden sein soll; wir können diese Substitution auch umgekehrt 
durch:

geben. Die Ausübung der Substitution (1) auf f t liefert:

wobei sich die fünf Koeffizienten a '0, · · ·, a4 der transformierten Form 
mit Hilfe der Substitutionskoeffizienten linear und homogen in den ur­
sprünglichen Koeffizienten a0, . . ., a4 darstellen. Der Begriffsbestimmung 
einer rationalen Invariante der Form fz, wie sie S. 120 gegeben wurde, 
liegt diese Darstellung der a'0, ... ., a[ in den a0, . . ., a4 zugrunde.

Wir können nun die Transformation (1), statt sie unmittelbar auf 
f. anzuwenden, auch auf die vier Linearfaktoren (z, e) einzeln ausüben. 
Dabei ergibt sich:

Setzen wir also der Substitution (1) entsprechend:
(3) e' = aex -f- he2, e2 =  cet -f- de3,
so gilt (z, e) =  (z',e'), wo rechts die „transformierte Linearform“ steht. 
Das Produkt der vier transformierten Linearfaktoren oder Linearformen 
ist dann natürlich gleich f'>, so daß sich die Koeffizienten a'0, . . ., a'4 
nach demselben Gesetze aus den vier Größenpaaren e[, e[2 auf bauen wie 
die a0, . . ., a4 aus den vier Paaren e1} e2.

Die vier Paare e^\ ê > erfahren zufolge (3) ein und dieselbe Trans­
formation, sie sind nach der Sprechweise von S. 310 „kogredient“. Der 
aus irgend zwei Paaren hergestellte Ausdruck:

(e(0, e(*)) =  ej|0e(*) — e^e[k)
geht demnach bei Ausübung der vorgelegten Substitution in sich selbst, 
multipliziert mit der ersten Potenz der Substitutionsdeterminante, über: 

(e('), **>)' =  D ■ (e«, e«).
Indem wir den S. 120 gegebenen Begriff der rationalen Invariante 
einer Form auf den Begriff der rationalen „simultanen“ Invariante eines
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Systems von Formen, die gleichzeitig einer linearen Transformation unter­
worfen werden, ausdehnen, erkennen wir in (e(,), e^)  eine einfachste 
simultane Invariante der iten und der kteQ Linearform. Da i und k ver­
schieden sein müssen, falls diese Invariante nicht identisch verschwin­
den soll, so haben wir abgesehen von einem Zeichenwechsel die sechs 
Invarianten:
(4) (eW, e(2)), (eW e&), (e*\ (e^, eW), (««, e^), (eW, e<3>).

Unter den simultanen rationalen Invarianten aller vier Linearformen 
wollen wir nun diejenigen auszeichnen, welche in den beiden Größen 
e[k\  4^ jedes der vier Paare homogen von einer und derselben Dimen­
sion 6 sind. Eine solche Invariante wird unverändert bleiben, wenn 
wir unsere Größenpaare um vier Faktoren Vk des Produktes 1 ändern. 
Hierdurch kommt bereits zum Ausdruck, daß die Invariante allein von 
den Koeffizienten a0, . . ., a4 der Form f z abhängt. In der Tat hängt 
zunächst der Quotient der Invariante und der dteu Potenz eines nicht- 
verschwindenden unter den Koeffizienten a0, . . ., a4 allein von den vier 
Quotienten e =  e : e^  ab; diese aber sind als Wurzeln der biqua- 
dratischen Gleichung f z =  0 irrationale Funktionen der a0, . . ., a4 allein. 
Eine simultane Invariante der vier Linearformen, welche in den e[k\  eW 
jedes Paar es homogen von ein und derselben Dimension Ö ist, heißt dieser- 
halb eine „irrationale“ Invariante der Verzweigungsform fz; wir nennen 
sie insbesondere eine „ganze“ irrationale Invariante von fz, wenn sie eine 
„ganze“ rationale Funktion der e(k\  djfi ist.

Wir können nun aus (4) unmittelbar folgende drei einfachsten ganzen 
irrationalen Invarianten von f z hersteilen:
(5) L  =  (dx\  e^)(d*\ e<*>), e(3))(eW, e(2)), (e«, eW)(c(s), *»>);
dieselben sind nicht voneinander unabhängig, vielmehr zeigt eine ein­
fache Rechnung, daß folgende Relation besteht:
(6) L + M - t-N = 0 .
Bei Ausübung einer linearen Substitution ändern sich diese Invarianten 
um das Quadrat der Substitutionsdeterminante:

L ' =  D2L, M ' =  D2M, N ' =  D*N.
Wir fanden oben (S. 134) vier eine Vierergruppe (x4 bildende (nicht­

homogene) lineare Substitionen, welche das System der vier Punkte 
in sich überführten; den drei von der identischen Substitution verschie­
denen Substitutionen dieser entsprachen die drei Arten, die vier 
Punkte ê k) zu Paaren zu permutieren. Schreiben wir die einzelne dieser 
Substitutionen homogen und „unimodular“ (S. 120), so sind ihr gegenüber 
die L, M, N  absolut invariant. Dies Ergebnis ist rein kombinatorisch aus
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der Bauart (5) unserer Invarianten verständlich. Tauscht man z. B. die 
oberen Indizes 1 und 2 sowie gleichzeitig die Indizes 3 und 4 aus, so 
bleiben demgegenüber bei der Bedeutung der Symbole {ef'\ e(A)) die 
L, Μ, N  unverändert.

Wir wollen im Anschlüsse hieran gleich noch die Wirkung der 
übrigen Permutationen der vier Zahlenpaare e[k\  auf die Ausdrücke 
(5) feststellen, wobei es sich natürlich wieder um eine rein kombina­
torische Frage handelt, und zwar hier um eine solche, die mit den Sub­
stitutionen von z außer Zusammenhang steht. Da die Permutationen 
der eben genannten 6r4 die L , Μ, N  unverändert lassen, so können wir 
nach einer beliebigen Permutation der oberen Indizes ohne erneute Än­
derung der L ,M ,N  noch diejenige Permutation der Gri ausiiben, welche 
den Index 4 an die letzte Stelle versetzt.1) Wir gewinnen demnach 
bereits alle Änderungen der L, Μ, N} wenn wir nur die sechs Permu­
tationen der drei ersten Indizes ausüben. Es hat nun z. B. die Permu­
tation 2 ,3 ,1  folgende Abänderung der Ausdrücke L ,M ,N  zur Folge:

344 II, 1. Die Normalgestalten zweiter und vierter Stufe der elliptischen Integrale

d. h. sie permutiert einfach auch die L, Μ, N  zyklisch. Wir stellen hier 
gleich die Wirkung aller sechs Permutationen der drei Indizes 1, 2, 3 
tabellarisch zusammen:

Hieraus geht der für die Rechnungen des nächsten Paragraphen wichtige 
Satz hervor, daß die drei Differenzen:

der Ausdrücke L, Μ, N  gegenüber den Permutationen der vier Grrößen- 
paare e[k\  eW ihrerseits die sechs möglichen Permutationen erfahren.

1) S teh t der In dex 4 b ereits h ie r , so is t  eben  d ie  „ id e n tisc h e “ P erm u­
ta tio n  aus der G K h in zu zu fü gen .
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Die Quotienten der L, Μ, N  sind die einfachsten „absoluten“ ir­
rationalen Invarianten der Verzweigungsform fz. Versehen wir diese 
Quotienten mit negativen Vorzeichen, so gelangen wir zu den sechs 
„DoppelverhäUnissen(< der vier Punkte deren Invarianz gegenüber 
linearer Transformation wohlbekannt ist. Ein erstes unter diesen Doppel­
verhältnissen möge durch den negativ genommenen Quotienten von L  
und M  gegeben sein und durch λ bezeichnet werden:

Die fünf übrigen Doppelverhältnisse oder besser gesagt „Gestalten“ 
des Doppelverhältnisses der vier Punkte e'® lassen sich in der eben 
angegebenen Gestalt λ linear darstellen. In der Tat ergeben sich aus der 
Relation (6) leicht die Gleichungen:

§ 2 Beziehung der irrationalen Invarianten der Verzweigungs­
form zu den rationalen Invarianten.

Nach (7) § 1 verschwindet die Summe der Invarianten A, Μ, N. Da­
gegen sind, falls wir die efk\  e ^  und damit die Koeffizienten α0, an ..., <z4 
der Verzweigungsform f, als frei veränderlich ansehen, zufolge einer 
einfachen Rechnung die symmetrischen Funktionen:

G* =  M N  + Ν Λ  + A M , G3 = Λ M N
der drei ganzen irrationalen Invarianten A, Μ, N  nicht mit 0 identisch. 
Diese G2 und G3 sind symmetrisch in den vier Größenpaaren efk\  efk> 
aufgebaut, da sie sich bei den Permutationen derselben nicht ändern. Es 
ist leicht einzusehen, daß wir in den G2, G3 bis auf numerische Fak­
toren unsere rationalen Invarianten g2,g3 wiedergewonnen haben.

Man wolle nämlich, unter k eine beliebige der beiden Zahlen 2 
und 3 verstanden, Gk durch die kte Potenz von:

«o =  4 1}4 2)e2M4)

teilen und gewinnt so in a0~kGk eine ganze symmetrische Funktion der 
Wurzeln e(1), e(2), e(3), eV> der biquadratischen Gleichung:

dabei treten im Ausdruck a0 k Gk die &ten Potenzen der Wurzeln e(l), .., e^\ 
aber keine höheren auf. Hieraus folgt nach bekannten Sätzen über sym-
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metrische Funktionen1), daß a0~kGk eine rationale ganze Funktion 
h ten Grades der Koeffizienten der eben genannten biquadratischen Glei­
chung ist; Gk selbst ist somit eine ganze rationale homogene Funktion 
&ter Dimension der fünf Größen a0) ax, ...,

Nach den Entwicklungen von S. 121 ff. sind aber für λ =  2 und 3 
die einzigen überhaupt existierenden rationalen ganzen Invarianten, ab­
gesehen von numerischen Faktoren, die in (10) S. 122 gegebenen gs, g3. 
Wir haben demnach die Ansätze:

unter c und c' zwei numerische Konstante verstanden. Zur Bestimmung 
der letzteren wählen wir f z als Normalgestalt erster Stufe der Ver­
zweigungsform und setzen zu diesem Zwecke:

Für die L, Μ, N  erhält man daraufhin:

sowie weiter für die A, Μ, N  mit Rücksicht auf die bei der Verzwei­
gungsform erster Stufe gültige Relation e(1) -f- e(2) +  ß(3) =  0:

Für 6r2 und G3 ergibt sich somit:

Auf der anderen Seite stellen sich g.2 und gs in den e(1), ê 2), e(3) auf 
Grund der identischen Gleichung:O

in den bekannten Gestalten:

dar. Der Vergleich mit den zuletzt für G2 und Gz angegebenenen Aus­
drücken ergibt den Satz: Die Beziehung zwischen den irrationalen In­
varianten L, Μ, N  und den rationalen gi , gs ist die folgende:

Das Quadrat des Differenzenproduktes der vier Wurzeln ßd), ßW, ß(3), ß(4) 
liefert die Diskriminante der Form f . Bedienen wir uns wieder 
der homogenen Schreibweise, so wird L 2 · Μ 2 · N 2 als ganze rationale 
Invariante sechster Dimension in den a0, a1} . . oA bis auf einen

1) M an vgl. z .B . W e b e r ,  „L ehrbuch der A lg eb ra “, 2. Aufl. (B raunsch w eig , 1 8 9 8 )
B d. 1, S. 1 6 7 .
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numerischen Faktor die Diskriminante A  =  g \ — 27#| liefern müssen. 
Setzen wir demnach, unter c eine neue numerische Konstante verstanden:

so ist c leicht dadurch bestimmbar, daß man für g2 und g3 ihre aus 
(1) folgenden Ausdrücke in L , Μ , N  einträgt und für L , M  und A 
irgendein spezielles, die Relation L  +  M  +  N  =  0 befriedigendes Wert­
system einträgt. Man setze z. B. ein M  =  L, N  — — 2 L  und findet, 
da g2 =  4X2, g s =  0 wird, 4L6 =  c(4L2)8 und damit c =  O er Z u ­
sam m enhang der irra tio n a len  In va ria n ten  L , Μ , N  m it  der D isk r im i­
nante A  ist dem nach:

Die vorstehenden Formeln gestatten auch die Beziehung zwischen 
dem Doppelverhältnis λ  und der absoluten rationalen Invariante J  an­
zugeben. Setzen wir in Übereinstimmung mit (9) S. 345 in die vor­
stehenden Gleichungen (1) und (2):

ein, so ergibt sich:

Diese Ausdrücke der g2, g 3, A  trage man in die Relation (16) S. 124 
ein und gewinnt als B eziehung ztvischen dem  D oppelverhältn is λ u n d  der  
absoluten ra tion a len  In va r ia n te :

Hierdurch ist J  als eine rationale Funktion sechsten Grades von 
λ und umgekehrt λ als eine sechsdeutige algebraische Funktion von J  
erkannt. Dabei ist entweder aus der Herleitung der Gleichung (3) oder 
auch unmittelbar aus ihrer Gestalt ersichtlich, d a ß  d ie  sechs Lösungen  
dieser algebraischen G leichung fü r  λ bei gegebenem J  sich au s einer unte>' 
ihnen in  den sechs verschiedenen G esta lten  des D oppelverhältn isses der  
v ier  F unkte e{k)\

darstellen. In der Tat überzeugt man sich leicht, daß die in (3) für J  
gegebene rationale Funktion von λ:

durch jede der sechs unter (4) genannten linearen Transformationen 
von λ  in sich übergeführt wird, so daß der vorstehenden Gleichuna

Ö
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mit λ alle sechs in (4) gegebenen λ' genügen. Diese sechs Substitutionen 
bilden eine Gruppe G6 der Ordnung 6, deren sogleich näher aufzuweisende 
Struktur uns übrigens von S. 132 her bereits bekannt ist.

Vorher machen wir noch darauf aufmerksam, daß uns die hier vor­
liegende rationale Funktion sechsten Grades -/(λ) und ihre inverse 
algebraische Funktion A(J) bereits S. 64ff. ausführlich beschäftigt hat; 
in der Tat ist die unter (5) S. 64 zwischen iv und z angesetzte Glei­
chung unmittelbar unsere hier vorliegende Gleichung (3). Die sechs­
blättrige Riemannsche Fläche F6 über der c7-Ebene, welche zur Funk-

formes Abbild der einzelnen durch die reelle Achse abgetrennten fJ-Halb- 
ebene (vgl. Fig. 10, S. 65); und zwar liefern dabei die sechs schraffierten 
Dreiecke die Bilder der sechs „positiven“ Halbblätter der F6.

Diese Figur, welche oben den Zweck hatte, den Zusammenhang 
der Blätter der Fc in einem schlichten Bilde darzustellen, gewinnt im 
jetzigen Zusammenhang eine weitere Bedeutung. Irgendein vorgegebener 
Wert J  findet in sechs „homologen“ Punkten der schraffierten oder 
der freien Dreiecke der Fig. 65 statt oder auch in sechs homologen 
Randpunkten der Dreiecke, wenn es sich nämlich um einen reellen 
Wert J  handelt. Je sechs solche „homologen“ Punkte hängen vermöge 
der sechs Substitutionen (4) zusammen. Wir sind damit zu dem Satze 
gelangt: Die in Fig. 65 gezeichnete Einteilung der λ-Ebene in zwölf ab­
wechselnd schraffierte und freie Kreisbogendreiecke wird durch die sechs 
Substitutionen (4) der vorhin eingeführten Gg in sich übergeführt. Man wolle 
dies an den einzelnen Substitutionen (4) näher verfolgen. Erstlich bilden 
die drei Substitutionen:

eine zyklische Untergruppe 6r3 aus elliptischen Substitutionen der beiden 
Fixpunke λ =  =  — ρ±^ welche in Fig. 65 von je sechs Kreis-

tion A(J) gehört, ist da­
selbst näher beschrieben,, 
auch die Abbildung der F6 
auf die schlichte λ-Ebene 
in Fig. 11, S. 65, die wir 
hier als Fig. 65 reprodu­
zierthaben, dargelegt. Die 
in Klammern gesetzten 
Zahlen beziehen sich auf 
die Werteverteilung von 
J. Jedes der zwölf Kreis­
bogendreiecke ist ein kon-
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bogendreiecken umlagert sind, und in denen übrigens ¢7=0 gilt. Weiter 
haben wir noch drei elliptische Substitutionen der Periode zwei:

deren Fixpunkte 7 =  1, — 1; λ =  oo, \  und λ =  0, 2 sind. Man veran­
schauliche sich in Fig. 65 die Art, wie durch die einzelne dieser Sub­
stitutionen das Netz der zwölf Dreiecke in sich übergeführt wird. In 
den Fixpunkten jeder der drei zuletzt genannten elliptischen Substitu­
tionen der Periode zwei finden übrigens die Werte J =  oo und ¢7=1 statt.

Um die 6r6 in die allgemeinen Erörterungen von S. 126 ff. über end­
liche Gruppen 
linearer Substi­
tutionen einzu­
fügen, projizie­
ren wir die mit 
ihrem Dreiecks­
netze versehene 
7-Ebene stereo­
graphisch auf 
eine Kugelober­
fläche. Wir denken zu diesem Zwecke die 7-Ebene horizontal angeordnet und 
wählen die Kugel des Radius \ j/3 mit dem Mittelpunkte 7 =  -|, deren Ober­
fläche also gerade durch die beiden Punkte λ =  — ρ± 1 hindurchzieht. Voll­
ziehen wir im übrigen die Projektion nach den allgemeinen Vorschriften 
von S. 22 u. f., so gelangen wir zu einer Kugelteilung, deren Natur durch 
Fig. 66 dargelegt ist. Die drei durch λ =  — ρ± 1 hindurchlaufenden Kreise 
der 7-Ebene werden drei größte Kugelkreise, die die Oberfläche in sechs 
kongruente Kugelzweiecke zerlegen; die reelle 7-Achse wird der zu jenen 
drei Kreisen orthogonal verlaufende größte Kugelkreis, der jedes der eben­
genannten Zweiecke in zwei symmetrische Dreiecke zerlegt. Wie wir von 
dieser Einteilung der Kugeloberfläche in zwölf sphärische Dreiecke nach 
den allgemeinen Entwicklungen von S. 132 über die Diedergruppen zu 
unserer hier vorliegenden 6r6 gelangen, ist nun leicht zu sehen. Im Sinne der 
damaligen Erklärungen zeichnen wir in der zur reellen λ-Achse ge­
hörenden Diametralebene der Kugel das gleichseitige Dreieck der Eck­
punkte λ =  0, 1, oo. Dann ist unsere G6 der Substitutionen (4) einfach die 
Diedergruppe 6r6 aller Kugeldrehungen, welche jenes Dreieck in sich überführen.

Die einfachste Gestalt unserer Diedergruppe Cr6 gewinnen wir übrigens, 
wenn wir die Substitutionen (4) (nach den allgemeinen Vorschriften von 
S. 128) mittelst der Substitution:
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auf ζ transformieren. Dabei gelangen die beiden Fixpunkte der zykli­
schen 6r3 nach ξ =  0 und ζ =  oo, während die reelle λ-Achse den Ein­
heitskreis der ξ-Ebene liefert. Die Substitutionen der G6 rechnen sich 
um auf die Gestalt:

Die Gleichung (3) aber nimmt die Gestalt an:

deren Invarianz gegenüber den Substitutionen (5) unmittelbar ersicht­
lich ist.

Wir wollen auch noch den Begriff des „Diskontinuitätsbereiches“ 
(vgl. S. 233) auf unsere Gruppe G6 anwenden und nennen zu dem Zwecke 
zwei Punkte λ und λ', die durch irgendeine Substitution der G6 Zu­
sammenhängen, bezüglich dieser Gruppe „äquivalent“. Es ist ersichtlich, 
daß wir aus irgend zwei nebeneinander liegenden Dreiecken der Fig. 65 
einen Bereich (Doppeldreieck) zusammensetzen können, der für jeden Punkt 
der A-Ebene einen und nur einen äquivalenten Punkt aufweist. Wir wählen 
zu diesem Zwecke etwa die beiden Dreiecke der Ecken A =  0, *, — ρ*1. 
Die Randpunkte dieses Doppeldreiecks sind dann freilich noch zu Paaren 
einander äquivalent und gehen durch eine der beiden Substitutionen:

ineinander über. Das ausgewählte Doppeldreieck ist in Fig. 67 darge­
stellt, und es mögen etwa die stark markierten Randstücke dem Be­

reiche als zugehörig angesehen werden, die Rand­
punkte A mit einem von 0 verschiedenen positiven 
imaginären Bestandteil jedoch nicht. Ein Diskon­
tinuitätsbereich der Gruppe G6 der Substitutionen (4) 
wird durch das in Fig. 67 schraffierte Doppeldreieck 
geliefert, dessen Werte λ durch die Bedingung:

charakterisierbar sind, unter λ den zu λ konjugiert 
komplexen Wert verstanden; gemäß der getroffenen 

Festsetzung darf in dieser Bedingung eines der Gleichheitszeichen nur dann 
gelten, wenn λ reell ist oder einen negativen imaginären Bestandteil hat. 
Gilt es, in Zukunft unter den sechs Werten von λ einen einzelnen zu be­
vorzugen, so wird es zweckmäßig erscheinen, immer den die Bedingung (6) 
erfüllenden Wert zu wählen.

Für die Normalgestalt erster Stufe der Verzweigungsform haben 
wir früher die Wurzeln z durch ev ez, e3, oo bezeichnet. Bei der hier vor-

www.rcin.org.pl



Endgültige Auswahl des Doppelverhältnisses λ 351

gelegten beliebigen Gestalt f 3 der Verzweigungsform haben wir die vier 
Wurzeln z vorerst e(1), e(2), e(3), e(4) genannt. Es handelt sich jetzt noch 
darum, eine Bestimmung darüber zu treffen, wie diese vier Wurzeln 
den vorgenannten Wurzeln der Normalform erster Stnfe entsprechen 
sollen, sofern wir λ unmittelbar in den Wurzeln dieser Normalform fz 
darstellen wollen. Als zweckmäßig wird sich späterhin folgende Zu­
ordnung der Bezeichnungen erweisen:

Für die Darstellung des Doppelverhältnisses λ in den Wurzeln e1, e2, e3 
der normalen Verzweigungsform erster Stufe folgern wir daraufhin aus (8) 
S. 345 die Regeln:

§ 3. Die Normalgestalt zweiter Stufe der Yerzweigungsform.
Die irrationalen Invarianten L, Μ, N  bzw. die absolute irrationale 

•Invariante λ treten als Koeffizienten in einer neuen Normalgestalt der 
Yerzweigungsform auf, welche wir als die Normalgestalt „zweiter Stufe" 
bezeichnen werden. W ir gelangen zu dieser neuen Gestalt, wenn wir z 
derart linear in z' transformieren, daß drei von den vier Nullpunkten 
der transformierten Form f'z bei z' =  0, 1 und ∞  gelegen sind. Hier­
bei müssen notwendig die vier Nullpunkte von f z unsymmetrisch be­
handelt werden, wodurch das Auftreten der irrationalen Invarianten be­
gründet ist.

Um zunächst alle Möglichkeiten gleichmäßig zu berücksichtigen, ver­
stehen wir unter i, k, l, m irgendeine Anordnung der Indizes 1, 2, 3, 4. 
Wir wollen alsdann z =  e(i) nach z' =  0, z =  e(k) nach z' =  1, z =  e(m) 
nach z '= oo  durch lineare Transformation hinverlegen. Die lineare Sub­
stitution, welche dies leistet, ist eindeutig bestimmt und gegeben durch 
die erste der beiden folgenden Gleichungen:

die zweite gleich zu benutzende Gleichung ist eine unmittelbare Folge 
der ersten. Bei Einführung der homogenen Schreibweise bedienen wir 
uns zunächst eines Proportionalitätsfaktors μ, indem wir:
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schreiben. Wir wollen μ so bestimmen, daß die hiermit gegebene ho­
mogene Substitution „unimodular“ wird (vgl. 120). Dies ist der Fall, wenn:

gilt; hierdurch ist μ bis auf das Vorzeichen bestimmt, wir denken dieses 
Vorzeichen beliebig, aber fest gewählt.

Aus (1) und (2) ergibt sich zunächst unmittelbar:

so daß wir jetzt nur noch zu untersuchen haben, in welcher Weise sich 
<(e, e(,)) in z\ und z\ ausdrückt. Jedenfalls gilt der Ansatz:

Tragen wir rechts die Ausdrücke (1) für z'v z2 in den z1} z2 ein, so gilt 
in ζΛ, zo identisch:

Man gewinnt hieraus a und b am einfachsten, indem man zunächst 
z =  e(”!) und sodann z = e einsetzt; es ergibt sich:

Bedienen wir uns der Abkürzungen:

so können wir die beiden Gleichungen für a und b mit Benutzung von 
(2) in die einfache Form kleiden:

und also wird:

Die Multiplikation dieser Gleichung mit dem aus (3) hervorgehen­
den Ausdruck für das Produkt (z, e^) (z, e(A)) (z, e^ ) liefert jetzt:

wo rechts die auf die neuen Variabelen transformierte Form gewonnen ist.
In den A, B  haben wir nun in der Tat unsere ganzen irrationalen 

Invarianten wiedergewonnen. Wählen wir die Permutation i =  1, k =  2, 
l — 3, m =  4, so gilt direkt A = L, B  =  M, was wir zusammenfassend 
durch (Μ, B ) =  (X, M) kennzeichnen wollen. Bei den Permutationen der 
Vierergruppe (r4 bleiben nach S. 343 die L, M  unverändert. Gegenüber 
allen 24 Permutationen der vier Indizes 1, 2, 3, 4 erfahren die L, M  
demnach im ganzen sechs Änderungen, welche in der Tabelle S. 344 
zusammengestellt sind. Die sechs möglichen Wertepaare A, B  sind dem­
gemäß die folgenden:
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Wir sind auf diese Weise zu folgendem Ergebnis gelangt: Als 
Normalgestall ziveiter Stufe der Verzweigungsform bezeichnen wir:

dieselbe ist in sechs Gestalten mittelst linearer unimodularer Transfor­
mation erreichbar, insofern sich für die Koeffizienten A, B  die sechs Dar­
stellungen (5) in den ganzen irrationalen Invarianten ergeben. Zu jeder 
einzelnen dieser sechs Darstellungen (6) führen von der zunächst vorge­
legten Form stets vier Substitutionen (1), welche aus einer unter ihnen durch 
die vier Permutationen de)· Vierergruppe Gi: angewandt auf die Indizes 
i, 1c, l, m, hervorgehen. Schreiben wir die Gleichung (6) in der Gestalt:

so korrespondieren den sechs in (5) gegebenen Werten B  die sechs 
Gestalten, welche das Doppelverhältnis λ unserer vier Punkte ew, e@\ 
e(s), ¢(4) hat. Halten wir an der ursprünglichen Erklärung (9) S. 345 
von λ fest, so ergibt sich diejenige Normalgestalt zweiter Stufe der Ver­
zweigungsform :

welche wir weiterhin bevorzugen werden.
Es mag noch gestattet sein, je die sechs besonderen Normalformen 

(7) zu notieren, die im harmonischen und im äquianharmonischen Falle 
eintreten. Im ersteren Falle sind die sechs Lösungen λ der Gleichung 
(3) S. 347, dem Werte J  =  1 entsprechend, zu Paaren einander gleich, 
und zwar gleich — 1, \  und 2. Setzen wir im Anschluß an Fig. 39, 
S. 173, ex =  — 1, es =  0, e2 == 1 für die drei endlichen Nullpunkte der 
Verzweigungsform erster Stufe ein und bedienen uns der Gleichung (7) 
S. 351 zur Berechnung von λ, so folgt als in (8) einzutragen λ — | ,  und 
übrigens gilt:

Im harmonischen Falle berechnen sich als die sechs Gestalten der Verzwei­
gung sform ziveiter Stufe:

Im äquianharmonischen Falle ist J  =  0, und die sechs λ werden zu je 
drei den beiden Werten — p±* gleich. Im Anschluß an Fig. 38, S. 171, 
setzen wir ex =  p, e2 =  1, e3 =  p2 für die drei endlichen Wurzeln der 
Verzweigungsform erster Stufe, worauf die Gleichung (7) S. 351 als 
in (8) einzutragen den Wert λ =  — p ergibt. Man führt die Rechnung
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leicht weiter und findet: Im äquianharmonischen Falle sind die sechs 
Gestalten der Verzweigungsform zweiter Stufe:

§ 4. Die Normalgestalt vierter Stufe der Yerzweigungsform.
Die Yierergruppe 6r4 ist S. 131 ausführlich behandelt, und zwar ohne 
daß betreffs der Auswahl der Variabein z irgendeine besondere Vor­
aussetzung gemacht war. Die Substitutionen der 6r4 bezeichneten wir

durch S0=  1, Si} S2, $s; die Fixpunkte 
der drei letzteren Substitutionen St 
mögen jetzt durch «W, *’) bezeichnet
werden. Wir fanden, daß der 6r4 ein 
bestimmtes System von drei einander 
orthogonal schneidenden Kreisen in 
der Art zugehört, daß die beiden Schnitt­
punkte je zweier unter diesen Kreisen 
das Fixpunktepaar s(i), ’) einer zu­
gehörigen Substitution Si liefern. Die 

betreffende Fig. 25, S. 131, ist hier als Fig. 68 mit der neuen Bezeichnung 
der Fixpunkte reproduziert.

Unserer Verzweigungsform fz gehört nun eine solche Vierergruppe 
6r4 von Substitutionen zu, welche die vier Nullpunkte der Form in der 
bekannten Weise zu Paaren permutieren. Wir wollen jetzt eine dritte 
Normalgestalt der Verzweigungsform f2 dadurch erklären, daß wir die 
Vierergruppe 6r4 mittelst einer linearen Transformation auf ihre ein­
fachste Ausdrucksform bringen. Zu diesem Zwecke verstehen wir unter 
i irgendeinen der sechs Indizes ± 1 ,  ± 2 ,  ± 3  und wollen eine neue 
Variabele z' so einführen, daß z =  und z =  *1 die Werte z =  0 bzw.
z ' =  oo liefern. Unter den vier dann noch verfügbaren Indizes wählen 
wir Je beliebig und verlangen weiter, daß dem Werte z =  ε^  der Wert 
z' =  1 der neuen Variabelen entspricht. Diese Bestimmungen, welche, 
wie man sieht, in 6 · 4 =  24 Weisen durchführbar sind, legen die aus­
zuübende Substitution eindeutig fest, und zwar in der Gestalt:

Um diese Substitution homogen zu schreiben, spalten wir nicht nur 
die Variabelen, sondern auch die Werte ε je in Quotienten zweier Ver­
hältnisgrößen £1? ε2 und bedienen uns der bisherigen symbolischen Be­
zeichnungen (z, «W), . . .  im üblichen Sinne. Unter Aufnahme
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eines Proportionalitätsfaktors v zerlegen wir alsdann die eben gege­
bene Substitution in:
(1) z[ =  v ε(— *)) (z, ε(<)), z'2 =  v (ε(*\ ε(ί)) (#, ε(— *1)
und müssen, um hier eine unimodulare Substitution zu haben, v auf 
eine der beiden Arten aus:
(2) v2 0 « , ε<- *)) («<*), e») («W, ·’)) =  1
berechnen.

In der £'-Ebene, die wir unter Fortlassung des oberen Index gleich 
wieder als ^-Ebene bezeichnen, sind nun die drei Kreise der Fig. 68 
einfach die reelle Achse, die imaginäre Achse und der Einheitskreis. In 
der transformierten Gestalt besteht somit die Vierergruppe 6r4 aus den 
vier Substitutionen:
(3) z' =  ± z ,  z ' ^  + z ' 1.

Statt die 24 Arten, diese Gestalt der 6r4 zu gewinnen, nebenein­
ander zu betrachten, können wir übrigens auch in der Weise verfahren, 
daß wir eine Art bevorzugen und hintei’her diejenigen 24 Substitutionen 
charakterisieren, welche von der bevorzugten neuen Variabelen zu allen 
24 gleichberechtigten hinführen. Dieser Ansatz nimmt eine besonders 
einfache Gestalt an, wenn wir die neue 0-Ebene genau unter Einhal­
tung der Vorschrift von S. 22 auf eine Kugeloberfläche projizieren. 
Auf dieser Kugelfläche sind dann die Fixpunkte 0, oo, +  1, +  i der 
Substitutionen (3) unser 6r4 die Ecken eines mit der Kugel konzentri­
schen Oldaeders. Die nach dem allgemeinen Ansätze von S. 130ff. herzu­
stellende „Oktaedergruppe“, d. h. die Gruppe aller derjenigen Kugeldre­
hungen, bei denen jenes Oktaeder mit sich selbst zur Deckung kommt, 
liefert uns dann gerade die 24 hier gesuchten linearen Substitutionen 
von e. Wir können diese 24 Substitutionen in folgender Art zusammen­
fassend schreiben:

und fügen noch einige Angaben über die Struktur der Oktaedergruppe 
hinzu. In dieser 6r24 sind zunächst drei zyklische Untergruppen Gl ent­
halten, deren einzelne aus den Drehungen um zwei gegenüberliegende 
Oktaederecken bestehen; so gehört z. B. zu den beiden diametralen 
Punkten z =  +  1 die 6r4:

Weiter haben wir vier zyklische Untergruppen Cr3, deren einzelne neben 
der identischen Substition die Drehungen um zwei gegenüberliegende

23*
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Seitenmitten des Oktaeders enthält; ein Beispiel eines solchen Paares 
von Seitenmitten wird von den beiden Werten:

geliefert, die zugehörige zyklische 6r3 besteht aus:

Endlich folgen noch sechs zyklische Untergruppen 6r2, deren einzelne 
neben der identischen Substitution die Drehungen um zwei diametrale 
Kantenmittelpunkte des Oktaeders umfaßt; ein Beispiel wird von den 
beiden Kantenmittelpunkten z — 1 ±  ]/2 geliefert, die zugehörige G2 
besteht aus den Substitutionen:

Die Yierergruppe 6r4 der Substitution (3) ist selbst in der Oktae­
dergruppe 6r24 als Untergruppe enthalten. Selbstverständlich kann man 
auch durch direkte Rechnung leicht zeigen, daß die Yierergruppe 6r4 
durch Transformation mittelst jeder der 24 Substitutionen (4) in sich 
übergeführt wird.1)

Durch eine erste unter den 24 Substitutionen, welche die zur an­
fänglich vorgelegten Form f z gehörende 6r4 in ihre einfachste Gestalt 
(3) transformieren, werde der erste Nullpunkt e(1) jener Yerzweigungs- 
form in den Wert z — μ der neuen Yariabelen übergeführt. Die ge­
samten 24 Substitutionen, welche die Normalgestalt (3) der Yierergruppe 
hersteilen, liefern dann an Stelle von e(1) 24 Werte, welche aus jenem 
ersten Werte μ wieder durch die 24 Substitutionen (4):

zu berechnen sind. Jedoch erhalten wir hierbei nur sechs wesentlich, d. h. 
in Ansehung der Lage ihrer Nullpunkte, verschiedene transformierte 
Yerzweigungsformen, da je vier unter den 24 Werten (5) als die 
vier Nullpunkte einer einzelnen transformierten Form zusammengehören. 
In der Tat entstehen aus dem einzelnen Werte μ' durch die vier in 
der Gu  enthaltenen Substitutionen der Yierergruppe als vier Nullpunkte 
einer transformierten Form z =  +  μ', +  μ'~χ.

1) Die Vierergruppe wird dieserhalb als eine „ausgezeichnete“ Untergruppe der 
Oktaedergruppe G bezeichnet; man vgl. übrigens betreffs der Struktur und Dar­
stellung der Oktaedergruppe Klein,  „Vorlesungen über das Ikosaeder“, (Leipzig, 
1884) S. 15.
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Wenden wir die unimodulare Substitution (1) an, so hat hiernach 
die transformierte Form die Gestalt:

— m )Oi +  μ *2)0 i —  μ-1* 2)(*ι + w 1 ^ ) ,

wenn aό der Koeffizient von z\ in der transformierten Form ist. Um 
die homogene Schreibweise völlig durchzuführen, setzen wir μ =  μ1: μ2 
und schreiben als weitere Bedingung für die Bestimmung der Verhältnis-
großen μχ, μ2 vor:

% =  μί μί,
wodurch die μ1} μ2 bis auf eine Potenz der imaginären Einheit i als 
gemeinsamen Faktor bestimmt sind; diese Potenz sei beliebig ausge­
wählt. Wir gelangen auf diese Weise zu der mittelst einer unimodularen 
linearen Substitution erreichbaren Normalgestalt:

(6) f* =  01*1 -  >αι4 ) 0?*? -  /*1*1),
die wir im Sinne der im folgenden Kapitel zu gebenden allgemeinen Er­
klärungen als die Normalgestalt „vierter“ Stufe der Verzweigungsform zu 
bezeichnen haben.

Schreiben wir die Substitutionen (3) der Cr4 homogen und unimodular 
(unter beliebiger Auswahl des bei der einzelnen Substitution dann noch 
verfügbaren Vorzeichens), so wird die Normalform (6) diesen Substitu­
tionen gegenüber unmittelbar in sich transformiert, wie man leicht fest­
stellt. Gegenüber allen 24 entsprechend homogen und unimodular ge­
schriebenen Substitutionen der Oktaedergruppe erhalten wir also trotz 
der 24 verschiedenen Gestalten (5) von μ nur sechs verschiedene Normal­
gestalten (6) vierter Stufe der Verzweigungsform.

Sehr leicht sind die Beziehungen zwischen μχ, μ2 bzw. μ und den 
rationalen Invarianten hergestellt. Berechnen wir auf Grund der Regeln 
(10) S. 122 die ganzen rationalen Invarianten g2, gs für die Form:

so ergeben sich für 12g2 und 216^s sehr leicht folgende Ausdrücke 
in μχ, μ2:

Für die Diskriminante A  =  g\ — 27g\ findet man hieraus die Beziehung:

Tragen wir diese Ausdrücke für g2, gz, A  in die Proportion (16) S. 124 
ein, so ergibt sich als Beziehung zivischen μ und der absoluten rationalen 
Invariante J:
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Wir haben damit die sogenannte „Oktaedergleichungu gewonnen1), deren 
24 Lösungen μ bei gegebenem J  sieb in einer unter ihnen durch die 
24 Oktaedersubstitutionen (5) darstellen.

Auch zur absoluten irrationalen Invariante λ ist μ leicht in Be­
ziehung zu setzen. Berechnen wir λ nach der Regel (8) S. 345 für die 
Form (6), so kann man das Resultat leicht wieder in die Gestalt einer 
Proportion kleiden:
(10) λ : (λ -  1) : 1 =  4μ2: (tμ2 -{- l ) 2 : -  (μ2 -  l ) 2.
Bei gegebenem λ liegt hier eine biquadratische Gleichung für μ vor 
(Gleichung der Vierergruppe), deren vier Lösungen μ sich in einer unter 
ihnen in der Gestalt μ' =  +  μ, +  μ~1 darstellen. Der einzelnen unter 
den sechs Gestalten des Doppelverhältnisses λ gehören demnach immer 
gewisse vier unter den 24 Ausdrücken (5) für μ zu, und zwar solche 
vier μ, die die Nullpunkte einer der sechs Verzweigungsformen vierter 
Stufe zusammensetzen. Die sechs Gestalten der Verzweigungsform zweiter 
Stufe sind in dieser Weise den sechs Normalgestalten vierter Stufe der 
Verzweigungsform eindeutig zugeordnet.

Wir wollen noch die unimodularen Substitutionen ausrechnen, welche 
die Verzweigungsform zweiter Stufe:

358 Π, 1. Die Normalgestalten zweiter und vierter Stufe der elliptischen Integrale

in der Art in diejenige vierter Stufe:

überführen, daß die Relation (10) zwischen λ und μ besteht. Wir können 
dies z. B. dadurch erreichen, daß wir die vier Faktoren von fz> in der 
eben angegebenen Reihenfolge denen von f z entsprechen lassen. Es ist 
also zu setzen:

wobei, damit die Determinante 1 vorliegt, die Faktoren a und b die Be­
dingung befriedigen müssen:

Für den zweiten Faktor (— z[ +  ^ )  haben wir unter Einführung einer 
dritten Konstanten c den Ansatz:

Es ist demnach zu setzen:

woraus wir finden:

1) V g l. K l e i n ,  a. a. 0 . ,  S. 60.

www.rcin.org.pl



Transformation der Verzweigungsform zweiter Stufe in diejenige vierter Stufe 359

Durch Multiplikation dieser Gleichungen ergibt sich bei Benutzung von 
(11) für c die Gleichung:

aus welcher sich c bis auf das willkürlich zu wählende Vorzeicheu be­
stimmt: man findet mit Benutzung von (8):

Der dritte Faktor von f'.> ergibt den Ansatz:

wo die neu eingeführte Konstante d, damit f f  — f z wird, aus:

zu berechnen ist und also gleich gefunden wird. Die Gleichungen:

ergeben daraufhin mit Rücksicht auf die schon berechneten Werte von 
a, b, d für L  und M  folgende Ausdrücke in den μί} μ2:

woraus sich in der Tat die Relation (10) wieder ergibt. Als unimo- 
dulare Substitution, welche die Verzweigungsform zweiter Stufe f'z· in die­
jenige vierter Stufe f. transformiert, haben wir somit die folgende geivcmnen:

% 5. Die Normalgestalten zweiter und vierter Stufe der ellip­
tischen Integrale.

Das elliptische Integral erster Gattung hatten wir oben (S. 143) 
für beliebig gegebene Verzweigungsform f z in die homogene Gestalt:

gekleidet, in welcher das unter dem Integralzeichen stehende Klammer­
symbol das homogene Differential:

(z, dz) =  zxdz2 — z2dzr =  — z\dz
ist, das S. 143 eingeführt wurde und sich daselbst gegenüber jeder „uni- 
modularen“ ^-Substitution als absolut invariant erwies. Durch solche 
Substitutionen konnten wir aber fz auf die Normalgestalten zweiter 
und vierter Stufe transformieren. Wir bezeichnen entsprechend als Nor­
malintegral erster Gattung „ziveiter Stufe(l das folgende:
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behalten uns jedoch vor, dasselbe unten noch mit einem von z unab­
hängigen Faktor zu versehen, und erinnern sogleich auch daran, daß 
das Integral zweiter Stufe hier in einer unter sechs gleichberechtigten 
Gestalten erscheint. Weiter ist eine der gleichberechtigten Gestalten 
des Integrals erster Gattung vierter Stufe:

In nicht-homogener Gestalt können wir diese beiden Darstellungen 
des Integrals erster Gattung so schreiben:

Das Integral vierter Stufe wollen wir noch mittelst der linearen Sub­
stitution :

transformieren, so daß dasselbe unter Fortlassung des oberen Index bei 
z' die Gestalt gewinnt:

Es wird kaum eines Hinweises bedürfen, daß die Variabein z in (1) 
und (2) nicht identisch sind, aber natürlich linear voneinander abhängen. 

Das in (1) rechts stehende Integral:

das den sechs Werten des Doppelverhältnisses λ entsprechend in sechs 
gleichberechtigten Gestalten angesetzt werden kann, wird auch als das 
„Riemannsche Normalintegral“ bezeichnet, da dasselbe von Riemann in 
seinen „Vorlesungen über elliptische Funktionen“1) zugrunde gelegt 
wird. Das in (2) gewonnene Integral:

hat die Gestalt des Legen dreschen Normalintegrals erster Gattung, 
das insbesondere auch in der Jacobischen Theorie der elliptischen Funk­
tionen benutzt wird. Aber man würde die Jacobische Theorie nicht in 
die richtige Beziehung zu den elliptischen Funktionen erster Stufe setzen, 
falls man in dem letzten Integral das Legendre-Jacobische Normalintegral 
erblicken sollte. Vielmehr entsteht das letztere durch Ausübung der

1) M it Zusätzen h erau sgegeb en  von H. S t a h l  (L eip zig , 1899).
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quadratischen Transformation z =  z '2 aus dem Integrale zweiter Stufe,, 
wie unten darzulegen ist. Dagegen sollte das zuletzt angegebene Inte­
gral als das „Äbelsche Normalintegral“ bezeichnet werden; in der Tat 
ist dasselbe von Abel  in den „Recherches sur les fonctions elliptiques“1) 
durch lineare Transformation gewonnen, und es werden a. a. 0. die ver­
schiedenen der Oktaedergruppe entsprechenden Gestalten von μ be­
reits angegeben, welche natürlich nur sechs verschiedene Werte von g4 
liefern (S. 356).

Die Beziehung der Integrale zweiter und vierter Stufe zum Nor­
malintegral erster Stufe (Weierstraßschen Normalintegrale) ist aus den 
Rechnungen der vorangehenden Paragraphen leicht festzustellen. Mit 
Rücksicht auf die späteren Ausführungen über die Jacobische Theorie 
haben wir diese Beziehung insbesondere für die zweite Stufe weiter zu 
verfolgen. Wir nehmen die Bezeichnungen e(1), ê 2\  e(3), e(4) für die Null­
punkte einer zunächst beliebig gegebenen Verzweigungsform fz wieder 
auf und wählen in den Formeln von S. 351 ff. für i,k,l,m , wie auch schon 
S. 352 geschah, die Kombination 1, 2, 3, 4. Das in z ’ geschriebene Inte­
gral zweiter Stufe gewinnt man dann nach S. 351 durch die Trans­
formation :

eine Gleichung, aus welcher mit Rücksicht auf den Ausdruck von λ:

leicht noch die Folgerungen:

gezogen werden.
Ist nun f. die Verzweigungsform erster Stufe, so hatten wir derer 

Nullpunkte bereits S. 351 in folgender Anordnung mit den e(1), e{2), . . . 
identisch gesetzt:

Indem wir diese Anordnung bevorzugen, gelangen wir von der ersten 
Stufe aus zu einem ersten unter den sechs gleichberechtigten Normal­
integralen zweiter Stufe vermittelst der Transformation:

1) S. in sb esond ere A b e l ,  „O euvres co m p letes“ , neue A u sgab e von  S y l o w  un d
L i e ,  Bd. 1, S. 459, F orm el (9).
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während wir für λ auf die schon S. 351 angegebene Darstellung:

zurückkommen. Für fz ist entsprechend der Festsetzung (6) in die 
Formeln, welche die irrationalen Invarianten erklären, an Stelle der all­
gemeinen Gestalt der Verzweigungsform:

f z =  (Z) eU))0, e(2))0, e(3))0, ¢(4))
nunmehr die Verzweigungsform erster Stufe mit folgender Anordnung 
der Faktoren einzutragen:

0  =  4 *2Oi -  e2*2)Ox ~  e3 ^ )(* i  -  ei%)·
Denken wir also die Transformation (7) homogen und unimodular ge­
schrieben, so wird sich fz in */, z2 so ausdrücken:

f s =  < 0 2 -  *D(Lei +
wobei für L  und M  die Darstellungen gelten:

L = — λΜ , M=> (e(1), ¢(3))(eW, e(2)) =  4 0 2 -  ef).
Für ]/fz ergibt sich damit als Darstellung in den neuen Variabein:

Das Vorzeichen der rechts auftretenden Wurzel ]/e2 — ei wollen wir vor­
erst beliebig, aber fest gewählt denken und an der Auswahl weiterhin 
festhalten.1) Den im Nenner des Integrals stehenden Faktor ]/e2 — ex 
multiplizieren wir nach links hinauf. Das so entspringende Integral:

wollen wir endgültig als das Normalintegral erster Gattung zweiter Stufe 
(in einer ersten unter den sechs Gestalten) erklären. Wir gebrauchen für 
dasselbe die Bezeichnung w, so daß dieses Integral unter Fortlassung 
des oberen Index bei z' erklärt ist durch:

Was die Integrale der beiden anderen Gattungen angeht, so mögen 
wieder nur für die zweite Stufe einige Ausführungen angeschlossen 
werden. Das Normalintegral zweiter Gattung erster Stufe:

hatte den Pol bei z =  oo. Wir gelangen bei Gebrauch der bisherigen 
Transformationen zu dem bei Legendre und Jacob i vorliegenden 
Integrale, falls wir den Pol zunächst nach z = cx verlegen. Diesem

1) U n ten  (in § 4 des fo lgen d en  K apitels) w ird l /e 2 — e, e in d eu tig  fixiert.
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Zwecke dient die Formel (4) S. 152; dieselbe nimmt, wenn wir die Inte­
grale durchweg unbestimmt schreiben und für f z die Verzweigungs­
form erster Stufe eintragen, die Gestalt an:

Die Funktion Φ(ζ, eJ  hat nach S. 147 die Bedeutung:

bestimmt sich also, wenn wir für f(z) seine Bedeutung eintragen, zu:

Durch Eintragung dieses Ausdruckes von Φ(ζ, ef) in das eben ange­
gebene Integral und Division mit ]/e2 — el ergibt sich:

Transformieren wir nun das links stehende Integral auf Grund von (7), 
(8) und (9) auf die der zweiten Stufe zugrunde liegende Arariabele z", 
so folgt:

Das links gewonnene Integral ist das Normalintegral zweiter Gattung 
zweiter Stufe, welches wir einführen wollen; wir nehmen für dasselbe 
die frühere Bezeichnung Z  wieder auf und haben also unter Fortlassung 
des oberen Index bei z ' folgende Erklärung des Integrals Z\

dessen Zusammenhang mit dem Integral erster Stufe ζ durch (11) an­
gegeben ist.

Das in (5) S. 153 angegebene Normalintegral dritter Gattung erster 
Stufe, welches unbestimmt geschrieben:

lautet, war unter der Voraussetzung gebildet, daß t endlich und von 
den ek verschieden war. Diese Voraussetzung, an der wir festhalten, 
hat zur Folge, daß die beiden logarithmischen Unstetigkeitspunkte in 
der zweiblättrigen Riemannschen Fläche gerade übereinander liegen, 
nämlich an den beiden durch z — t gegebenen Stellen. Beim Übergang 
zur zweiten Stufe auf Grund der Transformationen (7) hat man zu setzen:
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so daß in der transformierten Riemannschen Fläche die Unstetigkeits­
punkte bei z' =  a übereinander liegen. Durch Multiplikation mit 
d(u ]/e2 — ej), Integration und eine einfache Umformung ergibt sich:

Dieses Integral bezeichnen wir als Normalintegral dritter Gattung zweiter 
Stufe; dasselbe möge entsprechend der früheren Bezeichnung wieder 
durch das Symbol Π  gekennzeichnet werden, so daß wir bei Fortlassung 
des oberen Index an z ' :

zu schreiben haben.
Den sechs verschiedenen Gestalten des Doppelverhältnisses λ ent­

sprechen sechs verschiedene Arten, die Integrale der zweiten Stufe her­
zustellen, wie schon wiederholt hervorgehoben wurde. Wir gelangen 
zu allen sechs Gestalten, wenn wir in den Transformationsformeln (3) ff. 
die oberen Indizes der ea) permutieren. Mit Rücksicht auf die Invarianz 
von λ gegenüber den Substitutionen der Vierergruppe G±, deren Substi­
tutionen übrigens, beiläufig bemerkt, in der Variabein z der zweiten 
Stufe die einfache Gestalt:

annehmen, gelangen wir bereits zu allen sechs gleichberechtigten Ge­
stalten, wenn wir in (7) und (8) die sechs Permutationen der unteren 
Indizes an den e1} e2, e3 vornehmen. Die sechs gleichberechtigten Varia­
bein z hängen dabei (ebenso wie die sechs Werte λ) linear zusammen; 
und ivir gelangen, wie man aus (7) und (8) leicht berechnet, zu folgen­
den sechs, den links angeschriebenen Permutationen entsprechenden Trans­
formationen :

die eine Gruppe G6 linearer Substitutionenpaare bilden.
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Will man die sechs Gestalten des Integrals w miteinander in Be­
ziehung setzen, so ist zunächst zu beachten, daß der unteren Grenze 
oo des Integrals erster Stufe u bei allen sechs Integralen w die untere 
Grenze z' =  0 entspricht. Da nun bei den Substitutionen (15) der 
Wert z =  0 immer auch z' =  0 liefert, so werden die sechs Integrale 
(mit den unteren Grenzen 0 angesetzt) zugleich verschwinden und also 
bis auf Faktoren, die von z unabhängig sind, gleich sein. Diese Fak­
toren sind zunächst mir bis auf das Vorzeichen bestimmt, da wir mit 
der einzelnen linearen Substitution (15) immer noch einen Austausch 
der Blätter der F2 und also einen Zeichen Wechsel der Wurzel unter 
dem Integralzeichen verbinden können. Im übrigen hat man zu beachten, 
daß div =  d u ye3 — ex ist, und muß das Verhalten der rechts stehenden 
Wurzel gegenüber den Permutationen der elf e3, es feststellen. Lassen 
wir den Substitutionen (15) die Transformationen:
(16) w' =  w, w Y λ , iw, iw Y l — λ, iwYk, w ]/i — λ
entsprechen und denlcen dabei ]/λ, ] / l  — λ irgendwie eindeutig gewählt, so 
ivürde dadurch über die Blätterzuordnung bei den Substitutionen (15) eine 
eindeutige Bestimmung getroffen sein.

Wollen wir etwa die dritte Gestalt des Integrals w direkt aus 
dem Integral u hersteilen, so ist in (3), (4) und (5) einzutragen:
(17) eW =  oo, e<2) =  e1, e(3) =  e3, e(4) =  e2, 
was folgende Transformation ergibt:

Die F orm homogen und unimodular transformiert, liefert:

wobei für L ' und M ' gilt:

λ' im Sinne von (19) gebraucht. Für die Wurzel Y f  ist zu setzen:

so daß für die neue Gestalt des Integrals erster Gattung zweiter Stufe 
sich ergibt:

womit die unter (16) an dritter Stelle stehende Transformation w' =  iw 
wieder gewonnen ist.
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Auch beim Integral zweiter Gattung zweiter Stufe:

wollen wir noch die Wirkung der weiterhin besonders wichtigen dritten 
Transformation (15) feststellen. Wir setzen, z ‘’, λ' und w' im Sinne 
dieser Transformation gebraucht, an:

Nun zeigt man sehr leicht durch Differentiation die Richtigkeit der 
Gleichung:

Multipliziert man diese Gleichung mit i und zieht sie alsdann von der 
voraufgehenden Gleichung ab, so folgt:

Oie dritte Gestalt Z ' des Integrals zweiter Gattung zweiter Stufe hängt 
demnach mit der ersten Z  wie folgt zusammen:

Zu demselben Ergebnis müssen wir gelangen, falls wir die frag­
liche dritte Gestalt von Z  sogleich vom Normalintegrale ξ aus mittelst 
der Transformation (18) herstellen. An Stelle der Gleichung (11) tritt 
alsdann unter Austausch von ex und c2 die folgende Gleichung für Z':

wo rechter Hand zur Vermeidung von Verwechslungen die der ersten 
Stufe zugrunde liegende Yariabele zQ genannt ist. Der Pol dieses Inte­
grales entspricht der Stelle e2 der ursprünglichen Riemannschen Fläche. 
Die in die Gestalt:

umgeschriebene Gleichung (11) führt, mit (21) kombiniert, leicht zur 
Beziehung (20) zurück.

§ 6. Die Legendreschen Normalintegrale.
Die bei Legendre  und im Anschluß an ihn bei J ac o b i  vorlie­

gende Normalgestalt des Integrals erster Gattung stimmt äußerlich ge­
nommen, mit dem Integral vierter Stufe überein. Wie indessen bereits
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oben (S. 360) hervorgehoben wurde und im nächsten Kapitel näher dar­
zulegen ist, würde man die bei Jacobi  vorliegenden Entwicklungen 
nicht in richtiger Weise an die Theorie der elliptischen Funktionen 
erster Stufe anschließen, wenn man das Integral vierter Stufe tat­
sächlich als das Legendresche Normalintegral auffassen würde. Die Ein­
führung der Legendreschen Integrale hat vielmehr in folgender Weise 
zu geschehen: Oie Nor molintegrale der ziveiten Stufe ιν, Z  und 17, die 
wir etwa in ihren Gestalten (10), (12) und (14) § 5 gegeben denkenr 
gehen durch die quadratische Transformation:
(1) z = z'*

in die hei Legendre und Jacobi zugrunde liegenden Integrale über:

Für Ύλ, eine Größe, die wir unten als Modulfunktion vierter Stufe 
eindeutig erklären, wollen wir die Jacobische Bezeichnung k einführen. 
Es ist dies die Größe, welche in der älteren Theorie, d. h. bei den ellip­
tischen Funktionen zweiter Stufe, an Stelle der Größe J  der ersten Stufe tritt; 
sie trägt entsprechend den Namen „Modul“ oder genauer „Legendrescher“ 
oder „Jacobischer Integralm odulwas allerdings insofern unserem bis­
herigen Brauche widerspricht, als wir den Periodenquotienten ω als 
„Modul“ bezeichneten, die algebraischen Invarianten jedoch als Funktionen 
dieses Moduls ω auffaßten.

Setzen wir übrigens noch yu  =  ß und lassen bei z' den oberen 
Index fort, so nehmen unsere Normalintegrale die Gestalt an:

Wir sind hiermit in der Tat zu elliptischen Integralen gelangt, bei denen 
die für das Normalintegral vierter Stufe charakteristische Gestalt der 
Verzweigungsform vorliegt. Nur gehören diese Integrale überhaupt nicht 
mehr als solche zu unserem durch die ursprüngliche Fläche F2 festgelegten 
algebraischen Gebilde des Geschlechtes 1, vielmehr zu einem neuen Ge-
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bilde, ivelclies aus jenem, durch Zusatz der aus (1) hervorgehenden Funk­
tion z' = } /z entsteht. Die hierbei in Betracht kommenden algebraischen 
Entwicklungen sollen zunächst etwas weiter verfolgt werden; eine 
allseitige und durchsichtige Darlegung der Verhältnisse gewinnen wir 
erst von der transzendenten Seite aus im nächsten Kapitel.

Indem wir z wieder als Variabele der Integrale zweiter Stufe be­
nutzen, wollen wir das Feld F der beiden algebraischen Funktionen 
Y z ( l  — z) (1 — kz), V'z oder, was auf dasselbe hinauskommt, des Funk­
tionenpaares ]/(1 — z) (1 — kz), }/z über der #-Ebene konstruieren. Das 
Feld F ist über der 0-Ebene nur an den vier Stellen z =  0, 1, A“ 1, oo 
verzweigt. Dabei ändert ein einmaliger Umlauf um eine der Stellen 0 
und oo die Funktion Y8 im Zeichen, während ]/(1 — z) (1 — kz) un­
verändert bleibt; ebenso ändert ein einmaliger Umlauf um eine der 
Stellen 1 und A_1 die Funktion Y( 1 — z) (1 — kz) im Vorzeichen bei 
unveränderter Wurzel Y z. Somit ist an jeder der vier Stellen 0,1, A_1oo 
jedes einzelne Blatt des Feldes F mit einem zweiten Blatte durch einen 
zweiblättrigen Verzweigungspunkt verbunden, und vor allem ist F den 
vier Zeichenkombinationen bei +  Y0- — #) (1 — Az), + Y 8 entsprechend 
eine zusammenhängende vierblättrige Fläche F4 über der #-Ebene.

Wie diese F4 aus der ursprünglichen F2 durch doppelte Überlagerung 
herstellbar ist, werden wir unten in sehr einfacher Weise darlegen. 
Einstweilen genügt es festgestellt zu haben, daß das Feld des Funk­
tionenpaares ]/(l — z) (1 — kz), ]/z über der z-Ebene eine vierblättrige 
Fläche F4 mit acht, zu je zwei an den vier Stellen 0, 1, A-1, oo liegenden, 
zweiblättrigen Verziveigungspunlden ist, deren Geschlecht p sich somit nach 
der Hegel (4) S. 88 ivieder zu 1 berechnet.

Auf dieser F4 des Geschlechtes 1 ist nun z' = Y  8 eine „zweiwertige“ 
Funktion, welche demnach geeignet ist, die F̂  erneut auf eine zwei­
blättrige Fläche F2 abzubilden. Zum Unterschiede von der ursprüng­
lichen F2 wollen wir für die eben erhaltene zweiblättrige Fläche des 
Geschlechtes 1 die Bezeichnung F2 zunächst beibehalten, lassen hin­
gegen den Index an der Variabein z' entsprechend der Schreibweise 
(3) der Integrale dieser F2 fort. Auf der F2 ist alsdann die Funktion 
Y( 1 — z2) (1 — kz2) = Y( 1 — £2) (1 — k2z2) eindeutig, so daß die vier 
Verzweigungspunkte, welche die F2 als eine Fläche des Geschlechtes 1 
besitzt, bei z = +  1 und z =  +  k~* gelegen sind. Vor allem haben wir 
das Ergebnis gewonnen: Die Legendreschen Normalintegrale, als solche 
der ursprünglichen Fläche F2 gedacht, sind die Normalintegrale vierter 
,Stufe (Äbelschen Normalintegrale) der eben gewonnenen Fläche F2 des 
•Geschlechtes 1.

368 II, 1. Die Normalgestalten zweiter und vierter Stufe der elliptischen Integrale
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Schreiben wir, um die Integrale (3) äußerlich mit den Integralen 
vierter Stufe in Übereinstimmung zu bringen,

μ\ = Τί = ΥΙ,
so muß zwischen dieser Größe μ \ und dem geeignet gewählten Doppel­
verhältnis λ 1 der vier Verzweigungspunkte der dieselbe Relation be­
stehen, welche wir unter (10) S. 358 zwischen u2 und λ  aufstellten. 
Setzen wir aber, um die früheren Bezeichnungen der Verzweigungspunkte 
für die F0 zu gebrauchen:

so ergibt sich:

womit die Relation (10) S. 358 in der Tat wieder gewonnen ist.
Übrigens ist zu bemerken, d a ß  w eder Z  noch Π  a u f  der F', ein  

E lem en tarin tegra l im  S in n e von S. 144 ff. darstellt. Es hat nämlich auf dieser 
Fläche Z  zw e i bei z  =  oo übereinander liegende Pole erster Ordnung, 
und 77 besitzt v ier  logarithmische Unstetigkeitspunkte, die zu je zwei 
bei z  =  +  ß  übereinander liegen.

Beiläufig erwähnen wir noch Legend res eigene Bezeichnungen für 
die drei Integrale (3)1):

Legendres ursprüngliche Bezeichnung des Moduls ist also c statt des 
späteren ~k\ überdies ist q p  =  arcsin z  als unabhängige Variabele gedacht, 
und die Integrale sind mit bestimmten Grenzen versehen. Endlich ent­
steht das Integral dritter Gattung aus dem Integrale (3) erst durch Be- 
haften mit dem Faktor — ß 2, und es ist statt — ß ~ 2 die Bezeichnung n  

gebraucht. Für — c2sin2<p bedient sich Legendre der Abkürzung:

Die Bezeichnungen Legendres haben die Wahl der Jacobischen Be­
nennungen wesentlich beeinflußt.

1) S. dessen „Traite des fonctions elliptiques“. (Paris 1825), Bd. 1 S. 14 ff.
F rick e: Elliptische Funktionen. Bd. 1 24
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Die Perioden der Integrale der beiden ersten Gattungen treten bei 
Legendre zuerst in der Gestalt der sogenannten „vollständigen Integrale“ 
auf. Um dieselben zu erklären und mit unseren Perioden ων ω2 von 
u und rjv rj2, von ζ in die richtige Beziehung zu setzen, ist es uner­
läßlich, für die Wurzeln unter den Integralzeichen genaue Zeichendis­
kussionen anzustellen und also die beiden Blätter der Riemannschen 
Fläche F2 deutlich auseinanderzuhalten. Wir knüpfen im übrigen die 
Betrachtung an die Integrale der zweiten Stufe (von denen aus die 
Legendreschen hernach leicht wieder erreicht werden) und bedienen uns 
der yon Jacobi  eingeführten, sehr verbreiteten Bezeichnungen.

In Fig. 38, S. 171, haben wir ein Bild der ursprünglichen zweiblätt­
rigen Riemannschen Fläche, in welcher die Verzweigungsschnitte S1} S2, 
$3 von den Punkten ev e2, es aus zum vierten Verzweigungspunkte oo 
laufen. Zufolge der damaligen Entwicklungen gilt für die Perioden von u:

wo die Bahn des ersten Integrales das linke Ufer von S2 im oberen 
Blatte, die Bahn des zweiten das rechte Ufer von S1 im oberen Blatte 
in den durch die Integralgrenzen angegebenen Richtungen ist. Zwei ent­
sprechende Gleichungen gelten für die Periodenhälften %, — j  rjv wenn 
wir nur u durch ξ ersetzen.

Aus -|ω2 und |-ω1 gehen die entsprechenden Periodenhälften des 
in (10) S. 362 gegebenen Integrals zweiter Stufe iv durch Multiplikation 
mit ]/e2 — ex hervor. Man bezeichnet diese Periodenhälften von w mit 
K  und iK '\

Um diese Größen direkt am Integral zweiter Stufe zu erklären, müssen 
wir die ursprüngliche Riemannsche Fläche mittels der Substitution (7)

S. 361 transformieren. 
Die neue F2, deren Va­
riabel wir sogleich 
wieder z nennen, ist in 
Fig. 69 dargestellt. Die 
Verzweigungspunkte 

liegen jetzt bei z =  0,
1, oo, λ“ 1; in Klammern ist angedeutet, wie dieselben den Verzweigungs­
punkten der ursprünglichen Fläche zugeordnet sind. Die Verzweigungs­
schnitte Sx und S2 sind gerade gerichtet und verlaufen also längs der 
reellen £-Achse.
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Aus der Erklärung der Periodenhälften durch die obengenannten 
bestimmten Integrale ergibt sich nun zunächst:

wo das erste Integral am linken Ufer von S2 im oberen Blatte, das zweite 
am rechten Ufer von St im gleichen Blatte zu führen ist. Die auf der 
F2 eindeutige Funktion ]/4#(l — z )  (1 — λζ) soll dadurch bestimmt werden, 
daß wir γ 4 ζ  längs der Bahn des ersten Integrales reell und positiv 
wählen und für Ύ(\ — z) (1 — λζ) an der unteren Integralgrenze z =  0 
den Wert 1 vorschreiben. Dann ist im zweiten Integrale ]/4# negativ 
imaginär und ] / ( l—ζ)(1 — λζ) an dessen unterer Grenze wieder gleich+  1.

Wir wollen nun das zweite Integral mittelst der dritten Substitution 
(15) S. 364 auf die entsprechende gleichberechtigte Gestalt überführen. 
Hierbei gilt jedenfalls:

und die Grenzen werden z' =  0 und z' =  1. Treffen wir demnach die 
Bestimmung, daß längs der neuen Integrationsbahn γ 4 ζ '  wieder reell 
und positiv ist und Y {\ — z')(l — λ 'z') an der unteren Grenze z' =  0 
den Wert + 1  hat, so ist mit Rücksicht darauf, daß das in der letzten 
Gleichung rechts stehende Differential dz längs der für K'  geltenden 
Integrationsbahn reell und negativ ist, in jener Gleichung das obere 
Zeichen zu wählen, so daß:

zu gelten hat. Hieraus ergibt sich aber, wenn wir gleich wieder den 
Index bei der Integrationsvariabelen z' fortlassen:

eine Gleichung, die derjenigen für K  genau entspricht.
Bei Übergang zu den Legendreschen Integralen mittelst der be­

kannten quadratischen Transformation führen wir statt λ wieder die Jaco- 
bische Bezeichnung 7c2 ein. Zugleich schreiben wir:
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und haben damit die Größe:
(7) k '  =  y r - T 2

gewonnen, welche in der älteren Theorie als der „komplementäre Inte­
gralmodul“ bezeichnet wird. Die beiden in (6) eingeführten Größen K  
und K \  d. h. die eine Periodenhälfte des Integrals zweiter Stufe w und 
die durch i geteilte zweite Periodenhälfte, können mittelst der Legendreschen 
Integrale erklärt werden durch:

mit der Bestimmung, daß die Wurzeln an der unteren Grenze z =  0 der 
geradlinigen Integrationsbahn übereinstimmend gleich + 1  sein sollen. Schrei­
ben wir nach Legendre:

so können wir die Gleichungen (8) auch in die Gestalt kleiden:

Dies aber sind die sogenannten „vollständigen Integrale“ Legendres.
Entsprechend gestalten sich die älteren Bezeichnungen betreffend 

die Perioden des Integrals zweiter Gattung. Das in (12) S. 363 ge­
gebene Integral, am linken Ufer von S2 im oberen Blatte der F2 von 
z =  0 bis z =  1 erstreckt, liefert die der Größe K  entsprechende mit E  
bezeichnete Halbperiode:

Die Gleichung (11) S. 363 ergibt sofort:

woraus wir mit Benutzung der ersten Gleichung (6) folgern:

Die K ' entsprechende Größe E ' gewinnen wir, wenn wir das Integral 
(21) S. 366 unter Festbaltung der bisherigen Bestimmungen über 
y V (l — z')(l  — λ'ζ') geradlinig von z'  =  0 bis z' =  1 ausführen:
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Die Integrationsbaiin entspricht derjenigen von 0 bis oo am rechten 
Ufer des Schnittes im oberen Blatte der in Fig. 69, S. 370, darge­
stellten F2, welche für ζ und u die Periodenhälften — und —^ gjx 
liefert. Die genannte Gleichung (21) S. 366 *) ergibt somit:

woraus weiter mit Benutzung der zweiten Gleichung (6):

gewonnen wird. Die leiden Größen E  und E ' stellen sich mittelst der 
Legendreschen Integrale in der Gestalt:

dar, wo die Integrale längs der reellen Achse von z =  0 bis z = 1 zu 
führen sind und die Wurzeln an der unteren Grenze übereinstimmend 
den Wert +  1 haben sollen. Führen wir wieder die Bezeichnungen φ 
und A  ein, so entstehen Legend res „vollständige Integrale“ der zweiten 
Gattung:

Für das Normalintegral (12) S. 363 zweiter Gattung ist nur erst 
E  eine Periodenhälfte, wogegen E ' eine Periodenhälfte des in (21) 
S. 366 gegebenen Integrales Z ' ist. Die auf die Gestalt:

umgerechnete Gleichung (20) S. 366 liefert jedoch als zweite Perioden­
hälfte für Z  sofort i (E ' — K').

Die Folge dieses Umstandes ist, daß die „Legendresche Relation“ 
(6) S. 160, auf K, K \  E  und E ' umgerechnet eine etwas kompliziertere 
Gestalt annimmt. Berechnen wir aus (6):

und benutzen die Ausdrücke (11) und (13) von und so rechnet 
sich die Relation (6) S. 160 um auf:

1) D ie  d a se lb st b en u tzte , der d r itten  S u b stitu tion  (15) S. 364 en tsp rech en de  
T ransform ation dio' = i · dw h a t zw isch en d u rch  ihre nähere B egrü ndu ng gew onn en .
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Dies ist aber in der Tat, in Jacob is  Bezeichnungen geschrieben, die 
ursprünglich von Legendre angegebene Relation.1)

Zw eites K apitel.

Die elliptischen Funktionen zweiter Stufe.
Nach den algebraischen Vorbereitungen des vorigen Kapitels sind 

wir nunmehr imstande, das von K le in 2) aufgestellte „Prinzip der Stufen­
teilung“ zu formulieren, welches uns gestatten wird, die Entwicklungen 
der älteren Theorie der elliptischen Funktionen in ihrem Verhältnis 
zur Weierstraßschen Theorie in einfachster Weise zu erfassen. Wir be­
handeln im vorliegenden Kapitel zunächst die Funktionen der zweiten 
Stufe als solche von u, cj1} g j 2 ;  weitere Ausführungen über die Modul­
funktionen zweiter Stufe folgen im nächsten Kapitel.

§ 1. Das Prinzip der Stufeuteilung und der Begriff der elliptischen
Funktion ntcr Stufe.

Die S. 319 symbolisch durch F u> ω> bezeichnete Gruppe aller Sub­
stitutionen der drei Variabelen u, ο1(ο2:

u =  u -p mi mi -f- m2 o2,

ω[ =  «cj1 +  ß o 2,
ω2 =  γωί + δω„

unter m1, m2 beliebige ganze Zahlen und unter a, ß, γ, δ irgendwelche 
vier ganze Zahlen der Determinante 1 verstanden, hatten wir S.318ff. dem 
Begriff der doppeltperiodischen oder elliptischen Funktionen erster Stufe 
zugrunde gelegt. Dieselben waren eindeutige homogene analytische 
Funktionen von u, ω1;ω2, welche gegenüber den Substitutionen der F u>m) 
entweder invariant oder doch in charakteristischerWeise kovariant waren.

Die Erweiterung dieses Funktionsbegriffes soll nun darauf beruhen, 
daß wir neben der Gesamtgruppe auch gewisse gleich näher zu
bezeichnende Untergruppen der Η“»ω) zulassen und dann auch solche 
Funktionen in Betracht ziehen wollen, welche zwar im übrigen den Charakter 
der Funktionen erster Stufe besitzen, jedoch erst gegenüber den Substitu­
tionen jener Untergruppen die Eigenschaften der Invarianz bzw. Kovarianz 
besitzen.

Die Untergruppen, um die es sich für uns handeln soll, sind aber 
folgendermaßen zu erklären: Ist n irgendeine positive ganze Zahl, so

1) S. den „T raite  des fon ction s e llip t iq u e s“ , B d. 1 S. 62 ff.
2) S. d ie  N a ch w eise  S. 117.
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bilden alle diejenigen Substitutionen von r^u'w\  deren Koeffizienten die Kon­
gruenzen x) befr ledigen:
(1 ) w1 =  0, m2 =  0, a =  d =  1, ß =  y =  0 (mod. n),
eine Untergruppe der r^u> welche wir mit Klein als die „Hauptkongru­
enzgruppe der nten Stufe11 bezeichnen. Man wird in der Tat leicht be­
stätigen, daß zwei die Kongruenzen (1) befriedigende Substitutionen, 
miteinander kombiniert, stets wieder eine den Bedingungen (1) genügende 
Substitution liefern. Die Bezeichnung „Hauptkongruenzgruppe“ wter Stufe 
deutet an, daß neben ihr durch Kongruenzen modulo n noch andere 
Untergruppen erklärbar sind; wir werden dies im Falle n =  2 unten 
weiter auszuführen haben.

Die eben eingeführte Benennung kann man auch auf die Gruppe 
IX“) und die Modulgruppe gesondert anwenden. Innerhalb der r (u) 
wird die „Hauptkongruenzgruppe nt6T Stufe“ von allen Substitutionen:

u' =  u -f- mx Wj +  m2 co2
gebildet, bei denen die ganzen Zahlen mx, m2 die beiden ersten Kon­
gruenzen (1) befriedigen. Innerhalb der homogenen Modulgruppe F ^  
liefern alle Substitutionen:

G)[ = a a 1 +  ß ß>2> o?2 == 7 o1 -|- d oi2,
deren ganzzahlige Koeffizienten die vier letzten Kongruenzen (1) er­
füllen, die „Hauptkongruenzgruppe wter Stufe“. Die so benannte Unter­
gruppe der !>.") entsteht dann einfach, indem wir jede Substitution 
der einen der eben genannten zwei besonderen Hauptkongruenzgruppen 
mit jeder der anderen zu einer ternären Substitution kombinieren.

Einen Diskontinuitätsbereich der in der F û enthaltenen Haupt­
kongruenzgruppe «ter Stufe können wir in einer ersten Gestalt sofort 
angeben, da diese Untergruppe aus allen Substitutionen: 

u' u m[ - (ncof) -f m'2 • (»o,)
besteht, in denen jetzt m[, m2 wieder beliebige ganze Zahlen sind. Ein 
Biskontinuitätsbereich der fraglichen Untergruppe wird also z. B. durch 
ein Barallelogramm der Ecken u =  0, n o2, ncjx -f- noj2, nco1 geliefert, 
welches, ivie man sofort überblickt, aus n2 Barallelogrammen des zur F ul 
gehörenden Netzes zusammengesetzt werden kann. Wir wollen die An­
zahl n2 dieser Parallelogramme als unteren Index dem Symbol F  an- 
hängen und also die Hauptkongruenzgruppe ntei Stufe innerhalb der 
JX“) durch das Symbol F $  bezeichnen. Die durch Kongruenzen mo­
dulo n innerhalb der Modulgruppe jT erk lärbaren  Untergruppen sind

1) S. über*den Begriff der Kongruenz S. 281.
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376 II, 2. Die elliptischen Funktionen zweiter Stufe

in dem Werke „Modulfunktionen“ Bd. 1, S. 387 ff. sehr ausführlich be­
trachtet. Der Diskontinuitätsbereich der Hauptkongruenzgruppe nteT Stufe 
in der to-Halbebene setzt sich aus einer a. a. 0. S. 397 unter (7) ange­
gebenen endlichen Anzahl von Doppeldreiecken des zur FM gehören­
den Dreiecksnetzes (vgl. Fig. 61, S. 291) zusammen.

Erst mittelst dieser Diskontinuitätsbereiche kann man den Begriif 
der „elliptischen Funktionen der nten Stufe“ genauer umgrenzen. Eine 
„elliptische Funktion nter Stufe“ soll eine eindeutige homogene Funktion 
il>(u | cij, co2) ganzzahliger Dimension d der drei Argumente u, coj, co2 sein, 
die gegenüber den Substitutionen der Hauptkongruenzgruppe nter Stufe inner­
halb der r iu’ invariant oder in gewisser Art kovariant ist; dieselbe soll 
bei stehenden Werten co1? co2 eine analytische Funktion von u sein, die 
im Diskontinuitätsbereiche der frei von wesentlich singulären Stellen 
ist und also die ganze u-Ebene abgesehen von der Stelle u =  oo zum Felde 
hat; es soll ferner:

l[f (u Wj , Oj) =  (^ -1 co, l),

bei stehendem Werte von — eine analytische Funktion von co sein, die
im Diskontinuitätsbereiche der Hauptkongruenzgruppe nter Stufe innerhalb 
der Modulgruppe F <u) frei von wesentlich singulären Funkten ist und also 
die positive co-Halbebene zum Felde hat. Einer näheren Erläuterung be­
darf hierbei der Rand der positiven co-Halbebene, d. h. die reelle oo-Achse, 
deren rationale Punkte der Halbebene zuzurechnen sind (vgl. S. 295). 
Der Diskontinuitätsbereich der Hauptkongruenzgruppe wter Stufe ragt 
an solche Punkte mit einer endlichen Anzahl von Spitzen heran (s. das 
Netz der Dreiecke in Fig. 61, S. 291). Hier müssen allgemein entspre­
chende Verhältnisse vorliegen, wie wir sie bei den Funktionen erster 
Stufe in der an den Punkt co =  oo heranragenden Spitze des Diskonti­
nuitätsbereiches der Gesamtgruppe an trafen. Der an einen ratio­
nalen reellen Punkt co heranragende Zipfel des Diskontinuitätsbereiches 
der Untergruppe wird durch eine geeignete Exponentialfunktion (vgl. 
die S. 299 ff. viel gebrauchte Funktion q2 =  e2niw) auf die schlichte Um­
gebung eines Punktes abgebildet; in diesem Punkte muß dann eben 
die elliptische Funktion ntei Stufe, genau wie dies für n =  1 im Null­
punkte der g2-Ebene der Fall war, ihren analytischen Charakter be­
wahren oder doch nur einen Pol aufweisen.

Während nun der allgemeine Fall der nten Stufe zu denjenigen 
Entwicklungen hinführen würde, welche in der älteren Theorie der 
elliptischen Funktionen bei der Multiplikation, Division und Transfor­
mation nten Grades der elliptischen Funktionen sich ergeben haben, fin­
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den wir für n =  2 nicht nur den Spezialfall der Multiplikation usw. 
zweiten Grades, sondern wir gelangen, indem wir den Fall der zweiten 
Stufe systematisch entwickeln, gerade genau zu der vornehmlich durch 
Jaco b i in feste Formen gefügten älteren Theorie der elliptischen 
Funktionen.

Es soll dies in der Anordnung entwickelt werden, daß wir zunächst 
die Abhängigkeit der Funktionen von u bei stehenden c^, o2 betrach­
ten, also die „doppeltperiodischen Funktionen zweiter Stufe“ untersuchen. 
Hieran soll sich im nächsten Kapitel die Besprechung der „Modulfunk­
tionen zweiter Stufe“ anschließen.1)

§ 2. Die Kongruenzgruppen zweiter Stufe in der P “).
Die Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe P f  ist nicht die einzige 

Untergruppe der P"), welche wir durch Kongruenzen modulo 2 angeben 
können. Um die gesamten „Kongruenzgruppen zweiter Stufe“ aufzustellen,, 
bemerken wir, daß es im ganzen vier mod. 2 inkongruente Typen von 
Substitutionen der P M) gibt, entsprechend den folgenden vier für die 
ganzzahligen Koeffizienten mx, m2 gültigen Kongruenzen:
(2) (« ,,« ,)  =  (0,0), (1,0), (0,1), (1,1) (mod. 2).»)
Nehmen wir die bereits S. 229 ff. benutzte Bezeichnung S  für die Sub­
stitutionen der P (“) wieder auf, so können wir vier spezielle diesen Kon­
gruenzen genügende Substitutionen in den Gestalten:
S0 (u) =  W, St (w) =  W -j- Oj, S2 (U) — M -f- ra2, S3 (u) — U — 031 — C02
auswählen. Die Pf) besteht aus den gesamten die erste Kongruenz (2) 
erfüllenden Substitutionen. Kombinieren wir die Substitutionen der P f  
mit Slf so erhalten wir das symbolisch durch Sx • Pf) zu bezeichnende 
System aller Substitutionen der P f  welche die zweite Kongruenz 
(2) erfüllen. Entsprechend finden wir für die dritte und vierte Kon­
gruenz (2) die symbolisch durch S2 • P f ,  S2 ■ P f  zu bezeichnenden Sub­
stitutionssysteme. Die Gesamtgruppe P “) ergibt sich durch Zusammen­
fassung dieser einzelnen Systeme:

p “) =  rj*> +  s t • p f) +  s 2- P f  +  s 3 • Pf).
Wir denken uns die Substitutionen der P “) dieser Zerlegung entspre­
chend in 4 Zeilen angeordnet..

1) Betreffs der älteren Geschichte der M odnlfunktionen verweisen w ir auf 
das Referat II B 4 (Automorphe Funktionen und M odulfunktionen) in der „Enzy­
klopädie der mathematischen W issenschaften“ , Nr. 2.

2) Zur Abkürzung ist das Kongruenzenpaar:

m l =  i, m2 =  k  (mod. n)

in den Ausdruck (m ,, m 2) =  (t, k ) zusammengezogen.
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Man zeigt nun leicht, daß, wenn man aus zwei „bestimmten“ unter 
diesen vier Zeilen (die auch identisch sein dürfen) zwei „beliebige“ Sub­
stitutionen herausgreift, durch deren Kombination eine Substitution einer 
„bestimmten“ dritten Zeile entsteht. So geben zwei Substitutionen aus 
einer und derselben Zeile, kombiniert, stets eine Substitution der jF[M), d. b. 
der ersten Zeile; ebenso liefern zwei Substitutionen, welche zwei ver­
schiedenen unter den drei letzten Zeilen angehören, kombiniert, stets 
eine Substitution der dritten Zeile (d. b. derjenigen Zeile, welcher die 
beiden kombinierten Substitutionen nicht angehören).

Nun ist selbstverständlich, daß in einer durch Kongruenzen modulo 
2 definierbaren Untergruppe der FM mit einer Substitution sogleich 
die ganze ihr angebörende Zeile enthalten ist. Eine Gruppe, welche 
zwei unter den drei letzten Zeilen enthält, umfaßt nach den eben ge­
gebenen Darlegungen auch die dritte sowie natürlich die FM; eine solche 
Gruppe ist also mit der Gesamtgruppe FM identisch. Es bleibt dem­
nach nur die Möglichkeit, eine einzelne unter den drei Zeilen St • FM, 
S2 • FM, S3 ■ fW  mit der rM zu je einer Untergruppe zu vereinigen. 
So ergeben sich außer der Hauptkongruenzgruppe J |u) noch drei weitere 
„Kongruenzgruppen der zweiten Stufe“:

rp  + St-rp, ny + Sfiy\ iy> + $.iy>,
ivclche wir zufolge (2) auch unmittelbar durch die Kongruenzen:
(3) m2 =  0, mx =  0, mx =  m2 (mod. 2)
erklären können. Da wir alsbald erkennen werden, daß sich die Dis­
kontinuitätsbereiche dieser Untergruppen je aus zwei Parallelogrammen 
■des ursprünglichen Netzes der FM zusammensetzen lassen, so mögen 
die Untergruppen symbolisch durch FM bezeichnet werden und, wenn 
wir sie voneinander unterscheiden wollen, genauer durch FM, H u\  FM.

Je zwei Substitutionen S{ und Sk der FM sind miteinander ver­
tauschbar, Si -Sk = Sk-Si} (vgl. S. 131). Wenn wir demnach auf Grund 
der allgemeinen Regeln von S. 128 ff. eine einzelne unserer Untergruppen 
FM oder die FM vermittelst irgendeiner Substitution S  der FM „trans­
formieren“, so erweist sich hierbei die transformierte Gruppe mit der 
ursprünglichen identisch:

S  • FM • S - 1 =  FM, S  • F M  . S - 1 =  FM.
Man nennt dieserhalb jede der drei Kongruenzgruppen F ^  sowie die 
Hauptkongruenzgruppe FM „m der Gesamtgruppe FM ausgezeichnet“.

Anders gestalten sich indessen die Verhältnisse innerhalb der ter­
nären Gruppe FM<°), in welcher wir die FM als ternäre Untergruppe 
der Substitutionen:

u =  u -f mx(ox -f- ?w2co2, =  Oj, o ' =  co2,
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die Modulgruppe Γ M aber als ternäre Untergruppe:
u =  u, c>i =  αωί -f- βω2, ω2' == γω1 +  dco2

aufzufassen haben. Transformieren wir jetzt eine beliebige Substitution 
S(u) =  u ηιι ω1 -f m2 ω2 der Γ(“) vermittelst irgendeiner Substitution V
der Γ(ω\  so ergibt sich als transformierte Substitution S' =  V- S - V~1 
die folgende:

u =  -f- (wxd — w2^)c51 -f- (— mtß -(- m2a)co2, ω' — ω1: ω' — ω2.

Die ganzzahligen Koeffizienten iw', m' von S' berechnen sich also aus 
den m1,m 2 in der Gestalt:

m' =  mi Ö — ?n2 =  m.2a,ft
zwei Gleichungen, aus denen sich zufolge ad — ßy — 1 umgekehrt:== mxa -j- m 'y, =  +  w'd
ergibt.

Hieraus folgt zunächst, daß zwei gerade Zahlen mi} m2 immer auch 
wieder gerade m[, m2 liefern, sowie daß ein willkürlich gewähltes Paar 
gerader Zahlen m[, m2 immer auch durch ein gewisses eben solches 
Paar m1, m2 geliefert wird. Für die Hauptkongruenzgruppe gilt 
demnach bei Transformation durch irgendeine Substitution V:

v  · ι γ } · F - 1 =  rj*),
so daß die Hauptkongruenzgruppe ziveiter Stufe JTM auch innerhalb der 
ternären Gruppe Γ(“’ω) ausgezeichnet ist.

Demgegenüber werden die drei Gruppen Γψ  durch die Substitu­
tionen V  ineinander transformiert. Die Art, wie dies bei der einzelnen 
Substitution V geschieht, richtet sich nach den Resten, welche die 
Koeffizienten a, ß, γ, d bei Division durch 2 ergeben. Da ad — βγ  =  1 
ist, so muß eines der Produkte ad und βγ  gerade und eins zugleich 
ungerade sein. Ist also mindestens eine der Zahlen ß, γ gerade (was drei 
Fälle liefert), so gilt a =  d ^ l ,  (mod. 2); ist mindestens eine der Zahlen 
a, d gerade (was wieder drei Fälle ergibt), so gilt ß =  γ ξ  1, (mod. 2). 
Wir finden so, daß sich die Substitutionen der modulo 2 auf 
sechs inkongruente Typen reduzieren, welche wir symbolisch durch:

bezeichnen können; im nächsten Kapitel kommen wir hierauf ausführ­
lich zurück. Die Substitutionen V0 des ersten Typus sind mod. 2 mit 
der identischen Substitution kongruent und bilden in ihrer Gesamtheit 
die Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe in der Modulgruppe Π ω\ 
Alle diese Substitutionen transformieren jede der drei einzeln in
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sich. Transformieren wir durch eine Substitution V1 vom zweiten Typus, 
so gilt für die ganzzahligen Koeffizienten m'1} m2 von S 

=  mi , m2 =  mx -f m2, (mod. 2).
Die drei Kongruenzen (3) ergeben somit:

m'x =  m2, m[ =  0, m2 =  0, (mod. 2); 
wir finden somit als transformierte Gruppen:

In dieser Art findet man jedem der sechs inkongruenten Typen von 
Substitutionen V entsprechend als eindeutig zugehörig eine der sechs 
Permutationen der drei auch gelangen wir dabei zu allen sechs
Permutationen, d. h. keine zwei modulo 2 inkongruente Substitutionen V 
liefern die gleiche Permutation. Die drei Kongruenzgruppen Df) werden 
durch die Substitutionen der Γ (">ω) stets nur wieder ineinander transfor­
miert und erfahren dabei alle sechs Permutationen; man nennt sie des­
wegen innerhalb der „gleichberechtigt.

Will man die Diskontinuitätsbereiche der in Rede stehenden Kon­
gruenzgruppen in einer Art einführen, die der Gleichberechtigung der 
drei Gruppen Df) entspricht, so knüpft man zweckmäßig für die Ge­
samtgruppe an das S. 167 eingeführte, der Relation:

entsprechende Tripel reduzierter Perioden ων ω2, ω3 an. Deutet man die 
letzteren in der u- Ebene durch drei „Vektoren“, so bilden diese ein 

Dreieck (vgl. Fig. 70), an dem die Reduktionsbedingung da­
durch zum Ausdruck kommt, daß dasselbe spitzwinklig oder 
im Grenzfalle rechtwinklig ist. Von hieraus gewannen wir 
durch fortgesetzte Ergänzung von Dreiecken zu Parallelo­
grammen das die ganze endliche w-Ebene überspannende Drei­
ecksnetz der Fig. 52. S. 247-, und es entstand weiter das Sechs­

ecknetz der indem wir in allen Dreieckep die Mittellote der Seiten 
(je bis zum Mittelpunkte des umschriebenen Kreises) zeichneten, wie 
Fig. 51, S. 242 darlegt.

Für die Hauptkongruenzgruppe Df) haben wir jetzt einfach ein 
mit dem Dreieck der Fig. 70 ähnliches und ähnlich gelegenes Dreieck 
der doppelten Seitenlängen, d. h. ein Dreieck der drei „Vektoren“ 2ων 
2ω2, 2 c33 z u  zeichnen, welches aus vier Dreiecken des ursprünglichen 
Netzes aufgebaut werden kann (vgl. Fig. 71). Die Wiederholung der be­
schriebenen Konstruktion im Anschluß an dieses größere Dreieck führt 
dann zum Sechsecknetze der Df). Weiter zerlegt nun aber jede der drei 
Mittellinien das große Dreieck in zwei Teildreiecke, von denen eines
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spitzwinklig ist oder beide rechtwinklig aüsfallen. 
Das spitzwinklige Dreieck oder ein beliebiges unter 
den beiden rechtwinkligen führt, der beschriebenen Kon­
struktion zugrunde gelegt, zum Sechsecknetze der zu­
gehörigen rj* > . Natürlich arten im Falle des recht­
winkligen Dreiecks die Sechsecke in bekannter Art 
zu Rechtecken aus (vgl. S. 239). Beispielsweise ge­
langen wir zu der durch die zweite Kongruenz (3) 
erklärten Γ ^ \  wenn wir .die zur Seite 2ω2 des großen 
Dreiecks gehörende Mittellinie bevorzugen. Die drei
Seiten des Teildreiecks liefern dann die Vektoren 2ωχ, ω2, — 2ωχ — ω2 
bzw. 2«! +  ω2, ω2, 2ω3, beide Male in Übereinstimmung mit der die 
zweite Γψ> erklärenden Kongruenz (3).

Die algebraischen Beziehungen zwischen der Gesamtgruppe ΓΜ und 
den Kongruenzgruppen zweiter Stufe begründet man am einfachsten in 
der Art, daß man an eine zweiblättrige Fläche F2 mit vier endlichen 
Verzweigungspunkten und auf ihr an zwei Querschnitte Qv Q2 an­
knüpft, die nicht an die Verzweigungsschnitte herangezogen sind; Fig. 72

möge die Verhältnisse veranschaulichen. 
Die Funktion u bildet die zerschnittene 
Fläche auf ein (im allgemeinen nicht ge­
radliniges) Parallelogramm ab, dessen vier 
Ecken u0, == u0 +  ω2, u2 = u0-\- ωχ-\- ω2,
% =  uo +  ωι den yier Zipfeln der F2 ent­
sprechen, die im Schnittpunkte der Quer­

schnitte Q1} Q2 zusammenstoßen.
Lagern wir nun zwei solche Parallelogramme wie in Fig. 73 an­

einander, so entsteht im vergrößerten Parallelogramm der Ecken u0,
U q -f- gj2, m 0 +  2oj -(- o2, m 0 -f- 2ojj ein Diskontinui­
tätsbereich einer der drei Gruppen Γ 2\  wobei die 
Gegenseiten des Parallelogramms durch die Erzeu­
genden u =  u -f- 2ω1, u' — u -Η ω2 aufeinander be­
zogen sind.1)

Das Abbild dieses Diskontinuitätsbereiches über 
der 0-Ebene, bei dessen Herstellung wir einander 
zugeordnete Randpunkte zu verschmelzen haben, ist 
nun aber leicht auch unmittelbar von der F„ der

1) W en n  w ir h ier  unter ω15 ω2 irgen d ein  Paar p rim itiver  P eriod en  verstehen, 
i s t  d ie  zum  D isk o n tin u itä tsb ere ich e  der F ig . 73 gehören de G ruppe n ich t no tw en d ig  
d ie  r [ u\  w oh l aber eine unserer drei G ruppen Γ ψ \
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Fig. 7 2 aus zu gewinnen. Wir haben die F2 nur erst längs Q2, aber nicht längs Qv 
zu durchschneiden, zwei so vorbereitete Exemplare der F2 übereinander zu 
schichten und die Ufer der beiden Schnitte Q2 über Kreuz aneinander zu 
heften. Die entspringende F4 mit acht Verzweigungspunkten hat nach 
der Regel (4) S. 88 selbstverständlich wieder das Geschlecht p =  1; 
ihre algebraischen Funktionen liefern uns, in Abhängigkeit von u 
betrachtet, die zur FM gehörenden elliptischen Funktionen zweiter 
Stufe.

Zufolge der voraufgehenden Entwicklungen können wir in der be­
zeichnten Art von der F2 aus zu drei verschiedenen ,,gleichberechtigten“ 
Flächen F4 aufsteigen. Wollen wir von einer derselben, z. B. der eben be­
schriebenen F4 zu der der Gruppe jP ^  zugehörigen Riemannschen Fläche 
über der £-Ebene gelangen, so haben wir entsprechend zu verfahren. 
Auf der F4 schließt sich Qx erst nach zweimaliger Durchlaufung (natür­
lich in verschiedenen Blättern der F4). Man schneide die F4 längs dieser 
geschlossenen Kurve auf, lagere wieder zwei solche F4 übereinander und 
hefte die Schnittufer über Kreuz aneinander. So entsteht eine mit 16 
Verzweigungspunkten ausgestattete F8 des Geschlechtes p  — 1, welche 
der „ausgezeichneten“ Untergruppe FM entsprechend einzig ist.

Die weitere algebraische Behandlung dieser Fläche bietet keine 
Schwierigkeit und würde uns (bei einer unter den drei F4) zu den Be­
trachtungen von S. 368 unmittelbar zurückführen. Indessen ist eine 
unmittelbare Betrachtung der elliptischen Funktionen zweiter Stufe, 
welche sich auf den Gebrauch der 6-Funktion aufbaut, vorzuziehen; 
wir werden dabei die algebraische Theorie leicht zwischendurch er­
gänzen können.

§ 3. Die Funktionen zweiter Stufe ]/^(w) — ek und 6* { u ) .

Nach (13) S. 217 stellen sich die drei Werte e1} e2, es, falls ωί , ω2, 
ω3 das S. 167 eingeführte Tripel der reduzierten Perioden bilden, in 
der Gestalt:

dar. Verstehen wir unter ωί =  αωχ -+- βω2, ωί =  γω χ +  δω2 ein belie­
biges Paar primitiver Perioden, so ist umgekehrt ωχ =  άωί — βωί, 
ω2 =  — γω[ -+- αωi, und wir finden z. B. für ex mit Rücksicht auf die 
Invarianz der ^-Funktion gegenüber den Substitutionen der FM als 
Darstellung in den ωί, ωί:
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Bildung elliptischer Funktionen zweiter Stufe 383

^  Nehmen wir an, daß ß gerade und also ö ungerade ist, so folgt auf 
Grund der doppelten Periodizität der ^-Funktion weiter:

in Übereinstimmung mit (1). Überhaupt stellt man leicht fest, daß die 
Gleichungen (1) in unveränderter Gestalt für die Darstellung der ek gelten, 
sooft ω1, ω2 ein primitives Periodenpaar ist, welches aus dem reduzier­
ten Paar durch eine modido 2 mit der Identität kongruente Substitution 
der Γ(ω) hervorgeht. Die Periode ω3 ist dabei aus den ωί} ω2 allemal 
durch die Relation:

zu berechnen. Um den nachfolgenden Entwicklungen die hinreichende 
Allgemeinheit zu geben und andererseits doch die Gleichungen (1) als 
gültig yoraussetzen zu können, denken wir ω1} ω2 als ein primitives 
Paar bezeichneter Art gewählt. Die zugehörigen Perioden des Inte­
grales zweiter Gattung sollen wie bisher rj1, % heißen; die mit rj3 zu 
bezeichnende Periode ist entsprechend der letzten Gleichung aus:

Vi  +  V 2 +  Vs  =  0
zu bestimmen.

Jede der drei Differenzen (p(u) — ek) stellt eine zweiwertige Funk­
tion erster Stufe der Dimension — 2 in u, oo2 dar, welche einen Pol

- zweiter Ordnung im Punkte u =  0 und einen Nullpunkt der gleichen 
Ordnung im Punkte cok besitzt, sowie natürlich in allen bezüglich FM 
äquivalenten Punkten dasselbe Verhalten zeigt. Stellen wir diese Funktion 
auf Grund der Regel (6) S. 214 durch die 6-Funktion dar, so ergibt sich 
bei der Art ihres Unendlich Werdens für u =  0:

Hieraus geht hervor, daß auch noch die Quadratwurzeln der drei· 
Funktionen (p (w) — ek), welche wir durch:

näher festlegen wollen, eindeutige Funktionen von u sind. Wir benutzen 
für dieselben die Bezeichnungen:

und erkennen in ihnen homogene Funktionen ( — l) ter Dimension der 
u, ωχ,ω2, die bei u =  0 übereinstimmend unendlich werden wie u~x.
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Um die Darstellung dieser drei Funktionen in der 6-Funktion 
übersichtlich zu gestalten, führen wir mit W eierstraß  die drei Funktionen:

ein, worauf sich unsere drei Funktionen einfach in der Gestalt:

darstellen.
Daß die Quadrate der drei Funktionen iltk invariant sind gegen­

über den Substitutionen der Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe inner­
halb der Modulgruppe Γ^ω\  folgt aus der am Anfang des Paragraphen 
durchgeführten Betrachtung. Im übrigen wollen wir das Verhalten 
unserer Funktionen gegenüber den Substitutionen der Gruppe Γ (ω) erst 
später ausführlicher untersuchen und betrachten dieselben einstweilen 
ausschließlich in ihrer Abhängigkeit von u.

Das Verhalten der Funktionen 5a,(m) bei Vermehrung von u um 
Perioden ergibt sich aus den Formeln (7) und (8) S. 209 unter gelegent­
licher Benutzung der Legendreschen Relation (6) S. 160. Wir ziehen 
die beiden Gleichungen (7) S. 209 und die für m1 =  m2 =  — 1 gebildete 
Formel (8) S. 209 zusammen in :

Auf Grund der Erklärung (3) der Funktionen 6Ä(«) folgt dann leicht 
als Verhalten derselben bei Vermehrung von u um Perioden:

Für die drei Funktionen ^ a(m) ergibt sich hieraus sofort weiter:

Das Produkt der drei Funktionen ipk(u) ist somit gegenüber allen Sub­
stitutionen der Γ<“> invariant; dies ist in Übereinstimmung mit der 
Tatsache, daß das mit dem Faktor — 2 multiplizierte Produkt die 
φ  '-Funktion darstellt:

Aus (7) folgt als grundlegendes Resultat: Die drei Funktionen ■ψ1 (u), 
ψ2 (u) , gehören als elliptische Funktionen zweiter Stufe zu den drei
durch die Kongruenzen:
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Funktionssysteme für die drei Kongruenzgruppen zweiter Stufe Γγ* 385

erklärten Kongruenzgruppen zweiter^Stufe, die wir jetzt in dieser Anord­
nung Γ (ζ \  Γ%\ nennen wollen; die einzelne Funktion t k(u) ist
gegenüber den Substitutionen ihrer Γ ($  invariant, ist homogen (— l)ter 
Dimension in den u, ωχ, ω.2 und besitzt im Diskontinuitätsbereiche der

zwei Dole und zwei Nullpunkte je von 
der ersten Ordnung. So ist z. B. in Fig. 74 
der Diskontinuitätsbereich der Gruppe 
skizziert, nämlich als Parallelogramm der 
Ecken u =  0, 2ω2, cq +  2ω2, Oj. Die Pole 
der Funktion ψ1 (u) sind durch (oo), die Null­
punkte durch (0) angedeutet; äquivalente 
Randpunkte, z. B. die vier Ecken, gehören 
natürlich zusammen und liefern den einen Pol, die beiden Randpunkte 
o>2 und aq +  ω2 den zweiten. Man veranschauliche sich entsprechend 
die Verhältnisse für ψ2(α) und ψ3(η), wobei man als Diskontinuitäts­
bereich der etwa das Parallelogramm der Ecken 0, 2ω2, oq +  3ω2, 
ωχ -(- ω2 benutzen wolle.

Sind die Indizes 1, 2, 3 in irgendeiner Reihenfolge durch k, l, m 
bezeichnet, so ist z. B. aus der Relation (8) einleuchtend, daß neben 
ψ,. (u) auch die Funktion:

gegenüber den Substitutionen der Gruppe Γ%! invariant ist. Aus der 
Darstellung unserer Funktionen in der ^-Funktion aber geht hervor, 
daß 4>k(u) und (pk(u) aneinander gebunden sind durch die Relation:

<fl =  (Fl ~  F  -  ek)) (Fl ~  K  ~  ek)\
in der wir der Kürze wegen die Argumente u fortgelassen haben. Für 
die Gruppe JTj“? haben wir hiernach die beiden Funktionen zweiter Stufe 
(— l) ter bzw. (— 2)ter Dimension t k(u) und cpk (u) zur Verfügung, von 
denen sich die zweite durch die erste vermittelst der Quadratwurzel:

darstellen läßt.
Die Untergruppe Γ*“1 war der gemeinsame Bestandteil der drei 

Gruppen Γ ($  Wir merken den Satz an: Ein Funktionssystem der Haupt­
kongruenzgruppe zweiter Stufe wird von den nebeneinander gestellten 
Funktionen ψ1 (u), ip2 (w), ψΆ (m), geliefert; dieselben sind aneinander ge­
bunden durch die Delation:

Die Fortbildung der algebraischen Theorie auf Grundlage der ge­
wonnenen Ergebnisse ist nun sehr leicht vollzogen. Auf der ursprüng-
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liehen Riemannschen Fläche F2 über der Ebene von z — go(u) ist die 
etwa durch:
(12) * * - ^ * “ V * - e *
zu bezeichnende Funktion in der Umgebung jeder Stelle eindeutig; 
denn sie reproduziert sich nach einem auf der F2 geschlossenen Um­
lauf um einen der Punkte ek und oo, und sie ist in der Umgebung 
jeder anderen Stelle z bereits in z eindeutig. Man sagt, die Funktion 
(12) sei auf der F2 unverzweigt. Gleichwohl ist sie auf der F2 nicht 
eindeutig, da sie zufolge (7) z. B. bei Durchlaufung des Periodenwegs, 
der die Periode ωι liefert, Zeichen Wechsel erfährt. Solche auf Flächen 
mehrfachen Zusammenhanges unverzweigte, aber nicht eindeutige Funk­
tionen nennt man nach W eb e r1) „Wurzelfunktionen“ der Fläche. A uf 
der F2 stellen also unsere drei Funktionen zweiter Stufe xfjk drei Wurzel­
funktionen zk =  Y z — ek dar.

Bildet man den Diskontinuitätsbereich der F ff mittelst der Funk­
tion z =  f (u)  über der #-Ebene ab, so ergibt sich eine vierblättrige 
Fläche F ^  des Geschlechtes 1; es ist dies einfach diejenige Fläche, 
deren Herstellung durch doppelte Überlagerung der F2 wir S. 382 be­
sprachen. A uf dieser Fläche F ^  ist zk -V T- ek nun wieder eine ein­
deutige, und zwar zweiwertige algebraische Funktion. Bilden wir weiter 
diese Ff'1 mittelst der zweiwertigen Funktion zk = ] / z — ek oder auch 
den Diskontinuitätsbereich der F jf  direkt durch die elliptische Funktion 
zk =  ipk(u) ab, so gewinnen ivir wieder eine zweiblättrige Riemannsche 
Fläche F2W über der zk-Ebene, nämlich diejenige der vier Verzweigungs­
punkte ± V e l — ek, ±  Yem -  ek.

Zufolge der Lage der Verzweigungspunkte ist eine zweite algebra­
ische Funktion der FW, welche wir unmittelbar zur Verfügung haben, 
der elliptischen Funktion cpk(u) entsprechend:

3 8 6  Ui 2. Die elliptischen Funktionen zweiter Stufe

Nach den allgemeinen Sätzen über algebraische Funktionen ist jede 
algebraische Funktion der FW rational in zk und der Wurzel (13) dar­
stellbar. Wir merken somit als Ergebnis in algebraischer Gestalt an: 
Den drei Kongruenzgruppen zweiter Stufe F ff entsprechen drei koor­
dinierte Riemannsche Flächen FW des Geschlechtes p — 1, wobei der Kör­
per der algebraischen Funktionen der einzelnen FW in der Gestalt:

durch die rationalen Funktionen von zk und der Wurzel (13) geliefert wird.

1) S. dessen  „T heorie  der A b elschen  F u n k tion en  vom G esch lech te  3“ (Berlin  
1876), A b sch n itt III.

www.rcin.org.pl



Algebraische Folgerungen über die Funktionen zweiter Stufe 387

Das Integral erster Gattung u nimmt, wie man leicht ausrechnet, 
auf der FW die nachfolgende Gestalt an:

Im übrigen ist selbstverständlich, daß die algebraischen Funktionen (14) 
in Abhängigkeit von u betrachtet, den Körper der zur I ) “' gehörenden 
elliptischen Funktionen zweiter Stufe liefern, so daß sich diese Funktionen 
gerade genau mit den gesamten rationalen Funktionen B (ipk (u), cpk (u)) 
der ipk (u), y k (u) decken.

§ 4. Die Jacobischeii Funktionen sn w, cn w , dn w.
Es ist nunmehr darzulegen, in welcher Weise sich die Jacobische 

Theorie der elliptischen Funktionen hier einordnet. Dabei haben wir, 
was die Herstellung der algebraischen Grundlage und den Aufbau der 
Integrale angeht, eine der drei gleichberechtigten Gruppen F f \  nämlich 
die soeben mit bezeichnete Gruppe, zu bevorzugen. Zweitens sind 
unsere bisherigen Funktionen mit einem solchen, allein von den Peri­
oden ω1, ω2 abhängigen Faktor zu versehen, daß die multiplizierten Funk­
tionen homogen von der Dimension 0 in u, ωχ, ω2 sind. Der hinzuzusetzende 
Faktor ist f/e2— ex\ derselbe ist in den ωχ, ω2 von der Dimension — 1, 
wie z. B. unmittelbar aus der Darstellung:

hervorgeht. Für den algebraischen Standpunkt, der zunächst voranzu­
treten hat, halten wir an der schon S. 362 gegebenen Erklärung fest, daß 
das Vorzeichen von ]/e2 — ex vorerst noch beliebig, aber ein für alle 
Mal fest zu wählen ist.

Statt zx =  yz — ex (die zur JPW gehörende Wurzelfunktion) führen 
wir jetzt den mit y'e2 — ex multiplizierten reziproken Wert von zX) wel­
cher in der Tat von der Dimension 0 in u, ωχ, ω2 ist, als neue Va- 
riabele z ’ ein:

Diese Variabele z' ist somit die Quadratwurzel der in der ersten Glei­
chung (7) S. 361 erklärten Variabelen z', hat also dieselbe Bedeutung 
wie die Variabele z' in den Legendreschen Integralen (2) S. 367 oder 
wie z in den Integralen (3) S. 367. Der daselbst vollzogene Übergang 
von den Integralen zweiter Stufe zu den Legen dreschen Integralen 
kommt also darauf hinaus, daß wir eine mittelst ]/e2 — ex zu einer Funk-
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tion nullter Dimension der u, ωχ, ω2 ausgestattete Wurzelfunktion der 
Gruppe ΓΜ als neue Yariabele einführen und damit der algebraischen 
Betrachtung die Fläche zugrunde legen.

An die Gleichung (1) reihen wir, der zweiten und dritten Glei­
chung (7) S. 361 entsprechend, noch die beiden Gleichungen:

an, wobei für das Doppelverhältnis λ die Jacobische Bezeichnung Je2 
eingesetzt ist. Hier haben wir zwei algebraische Funktionen der Flächen 
FW und F® vor uns, wie aus der Schreibweise:

der Gleichungen (2) sofort ersichtlich ist.
Das Legen dresche Integral erster Gattung w = u Y  e 2 — e1 ist in 

u, ωί} ω2 gleichfalls von nullter Dimension. Als bestimmtes Integral 
haben wir es in die Gestalt:

zu setzen, da der unteren Grenze z =  oo von u zufolge (1) die untere 
Grenze z ' =  0 entspricht. An Stelle der ω17 ω2 treten für das Integral 
w (auf der ursprünglichen F3 gedacht) zufolge (6) S. 370 die Perioden:

Es besteht nun folgender Hauptsatz: Die drei in (1) und(2) gegebenen 
Größen z', ]/1 — # '2, ] / l  — k*z'2 sind, wenn wir sie als elliptische Funk­
tionen zweiter Stufe nullter Dimension in Abhängigkeit von iv = u\//ei — el 
statt von u auffassen, unmittelbar die drei Jacobischen Funktionen:

Diese Bezeichnungsweisen „Sinus amplitudinis w“ usw. erinnern an die 
bei Legendre vorliegende Gestalt des Intgrales (vgl. (4) S. 369):

welche durch die Substitution # '=  sing? gewinnbar ist.1) Jacobi  be­
zeichnet φ =  am w als „Amplitude von w“, worauf alsdann z' der Sinus

1) B ei an fän glichen  U ntersuchungen w ar λ*2 reell, p o sitiv  und < 1 ,  φ e in
ree ller  W in k el.
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dieser Amplitude wird. G uderm ann1) hat an Stelle der Jacobischen 
Bezeichnungen (6) die kürzeren Symbole:

eingeführt, welche wir weiterhin durchweg gebrauchen werden.
Die Beziehung der Jacobischen Funktionen zu unseren Funktionen 

zweiter Stufe ipk(u) ergibt sich unmittelbar:

Wollen wir die Zugehörigkeit der Funktionen cn w und dnw zu den 
Gruppen ΓΜ und besser hervorkehren, so schreiben wir an Stelle 
der zweiten und dritten Gleichung (8):

Die Verwandtschaft mit den Funktionen erster Stufe ist durch:

gegeben. Natürlich können wir die zweite und dritte Gleichung auch 
durch die beiden folgenden ersetzen:

An sich sind die drei Funktionen snw, cn w, dnw  in derselben 
Art gleichberechtigt wie die drei Gruppen Γ γ\ Die Voranstellung der 
ΓΜ in der algebraischen Theorie würde freilich äußerlich einen Vorrang 
der Funktion sn w nach sich ziehen. Dieser kommt auch bei vielen älteren 
Darstellungen der Theorie der elliptischen Funktionen zur Geltung, in­
dem die Funktion z =  sn iv durch Inversion des elliptischen Integrals 
erster Gattung:

gewonnen wird, während hierauf die Funktionen cn w und dn w durch 
sn w in der Gestatt erklärt werden:

Die drei Funktionen zweiter Stufe tjjk (u) sind ungerade Funktionen 
von u, die bei w =  0 übereinstimmend unendlich werden wie m- 1 (vgl. 
S. 383ff). Die Darstellung (8) der Jacobischen Funktionen in den (w)

1) S. dessen „T heorie  der M odularfunktionen  und M odularin tegra le“ , Journ. f. 
M ath., Bde. 18— 25 (1838 ff.).
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390 II, 2. Die elliptischen Funktionen zweiter Stufe

lehrt also, daß sn w eine ungerade Funktion ist, cn w und dn w aber 
gerade Funktionen sind, sowie daß für w — 0 bzw. lim w — 0:

g i l t .

Bei Vermehrung von w um 2K  und um 2 iK ' (der Vermehrung von u 
um o>2 und Oj entsprechend) leiten wir aus (7) S. 384 sofort folgendes 
Verhalten der Jaco bi scheu Funktionen ab:

Invariant sind unsere drei Funktionen erst gegenüber den erzeugenden 
Substitutionen ihrer drei Untergruppen zweiter Stufe, die wir in der 
hier zu benutzenden, auf w transformierten Gestalt Γ%°\ Γ&λ Γΐιυ\  nennen;

'  a *  '

in der Tat ergeben sich aus (13) sofort die Gleichungen:

Im Diskontinuitätsbereiche der einzelnen Γ (̂ ’} ist die zugehörige 
Funktion zweiwertig. Da das Verhalten der Funktionen gegenüber den 
Erzeugenden der Gesamtgruppe ΓΜ bekannt ist (vgl. Gleichungen (13)), 
so ist es ausreichend, die genauere Werte Verteilung unserer Funktionen 
in dem Parallelogramm der Ecken w =  0, 2K t 2 K  +  2iK ', 2iK ', d. h. 
im Diskontinuitätsbereiche der Gesamtgruppe ΓΜ zu kennen. Es ist 
wichtig, wenigstens in den vier Punkten w =  0, K, K  -\- iK ', iK ', von 
denen die drei letzten den Periodenhälften °**, γ  des Integrals
u entsprechen, die Werte der Funktionen sn, cn und dn zu kennen. 
Aus (10) und den bekannten Beziehungen des „Integralmoduls“ k =  Υ λ  
und des „komplementären Moduls“ k ' =  ] / l  — λ zu den ex, e2, e3 ergibt 
sich bei Hinzunahme der Formeln (12) und der zwischen den sn, cn, 
dn bestehenden Relationen eine Werte Verteilung unserer Funktionen 
in den fraglichen Punkten w, die wir tabellarisch zusammen stellen:
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Daß hier einige Vorzeichen noch unentschieden gelassen sind, be­
ruht auf dem Umstande, daß wir von seiten der algebraischen Theorie 
eine endgültige Festsetzung, mit welchem Vorzeichen die drei Quadrat­
wurzeln ^  e2 — elf k =  ]/I, k ' =  ] / l  — λ genommen werden sollen, nicht 
getroffen haben. Würden wir dies jetzt nachholen, was an sich keine 
Schwierigkeit bereiten würde, so wäre weiter die Frage, inwieweit von 
der Auswahl des primitiven Periodenpaares ω1, ω2 die Entscheidung 
über die unentschiedenen Vorzeichen in der Tabelle mit bedingt ist.1)

Wir werden demnach hier einen anderen Weg gehen, der* uns zu­
gleich zu der grundsätzlich wichtigen Auffassung der in Hede stehenden 
Größen \ e 2 — elf k, k' als Funktionen der col , ω2 bzw. des Periodenquo­
tienten ω hinführt. Wir setzen fest, daß:
(15) sniT =  1, sn (X +  iK ’) = \ ,  dn K  = k'

sein soll. Dies bedeutet, daß ]/e2 — elf k und k' in den eindeutigen 
Funktionen ^(w) und ips(u) die Darstellungen:

besitzen sollen. Zufolge der Gleichungen (4) S. 384 können wir hier­
für auch schreiben:

Mit Benutzung des Umstandes, daß 6(u) ungerade ist, die <5j (u), 62(w), 
6 3(u) aber gerade Funktionen sind, folgt aus (3) S. 384 leicht:

1) W ürden wir e tw a  für das „ red u zierte“ P eriod en paar ω ,,  ω2 , das ein em  
P unk te ω im  D op p eld reieck  der F ig . 43, S. 179, en tsp rich t, d ie  T a b elle  en d g ü ltig  
h erste llen , so w ürde sie  un veränd ert nur dann noch erh a lten  b le ib en , w enn w ir
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so daß wir die drei fraglichen Größen in der ursprünglichen 6-Funk- 
tion so darstellen können:

In (16) und (17) haben wir jetzt eindeutige Darstellungen der Größen 
— e1, k und ¥  als Funktionen von ω1 und ω2 vor uns.
Nach diesen Festsetzungen wird es sich noch darum handeln, das 

in der Gleichung:

rechter Hand geltende Vorzeichen zu erkennen. Nun gilt aber:

und wir lesen ferner aus (3) S. 384 ab:

so daß wir unter Benutzung des oben für (ωχ angegebenen
Ausdrucks in der ursprünglichen 6-Funktion für cn (K  +  iK')  die Dar­
stellung finden:

Andrerseits folgt aus (17) sofort:

über d ie am  A nfang des § 3, S. 383, getroffene B eschränku ng h in au s nur noch  
so lche p rim itive  P eriodenpaare ajl t  ω2 zu lassen , w elch e  aus dem  red uzierten  Paare  
durch d ie m odulo  4 m it der id en tisch en  S u b stitu tion  k on gru en ten  S u b stitu tio n en  
der Γ Μ  hervorgehen; m an vgl. h ierzu d ie  im  n ächsten  K apitel fo lg en d en  B etra ch tu n ­

gen  über '\/ei —  e , , k und k '  a ls M odulfunktionen vierter Stufe.
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so daß wir durch Multiplikation dieser uud der voraufgehenden Glei­
chung und Benutzung der Legendreschen Relation (6) S. 160 erhalten:

In Gleichung (18) gilt somit das untere Zeichen, und die Tabelle der 
Werte snO, . . ., dn(iK') nimmt endgültig die Gestalt an:

Des besseren Überblicks halber haben wir auch noch in den Figuren 
75 ff. die Diskontinuitätsbereiche der drei Gruppen r{w\  Γ^°\ Γ^> ge­

zeichnet und die Werte der drei zugehörigen Funktionen snw, cmv 
und dnw, wie sie sich aus den eben tabellarisch zusammengestellten 
Ergebnissen mit Benutzung der Regeln (13) ergeben, 
jeweils in Klammern eingetragen. Längs je der 
beiden gegenüber liegenden Seiten des einzelnen 
Doppelparallelogramms finden natürlich allemal glei­
che Funktionswerte statt.

Wie sich die drei Flächen F ^ , . . . aus diesen 
Diskontinuitätsbereichen hersteilen lassen, möge am 
Beispiele der F£9 gezeigt werden. Für die „ungerade“
Funktion snw gilt zufolge (13) die Regel: 

sn (2K  — w) =  snw.
Stellen w, die bezüglich des Punktes w = K  dia­
metral liegen, tragen somit gleiche Werte sn. Ordnen 
wir, wie dies in Fig. 78 geschehen ist, den Diskontinuitätsbereich der Γ M 
symmetrisch um den Punkt K an, so erblicken wir etwa in der schraffierten
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Hälfte des Parallelogramms ein vollständiges Abbild der Ebene von z=snw. 
Es wiederholen sich hier wieder ähnliche Betrachtungen wie sie S. 247 aus­
geführt sind. Das schraffierte Dreieck können wir als Diskontinuitätsbereich

derjenigen Gruppe wählen, die aus der 
durch Zusatz von w ' = 2 K —w 

entsteht; die Erzeugenden dieser er­
weiterten Gruppe weisen die beiden 
Hälften je der einzelnen Seite des 
schraffierten Dreiecks der Fig. 78 ein­
anderzu.1) Die Seitenmitten und Ecken 
des Dreiecks ergeben die Verzwei­
gungspunkte der F^, deren zweites 

Blatt dem freien Dreiecke der Fig. 78 entspricht. Was die beiden anderen 
Funktionen angeht, so wird man entsprechende Betrachtungen an die 
beiden Gleichungen:

anknüpfen.
Für die Darstellung sonstiger zu den Gruppen Γ£0 gehörender 

elliptischer Funktionen zweiter Stufe sind die vorstehenden Betrach­
tungen zugleich grundlegend. Aus früheren Formeln, z. B. den Gleichungen 
(10) und (11), ergibt sich leicht:

demnach ist das links stehende Produkt eine zur Gesamtgruppe 
gehörende Funktion. Daraus folgt weiter, daß zur neben snw auch 
noch die Funktion cn w · dnw gehört und entsprechend dnw · snw zur 
Γ (.ζ’ sowie endlich sn iv ■ cn w zur Γ ^ \  Für den algebraischen Stand­
punkt ist also:

diejenige algebraische Funktion von z =  snw, die von sich aus zur 
Fläche FW hinführt. Gegenüber der Substitution w' =  2 K  — w, welche 
•den Austausch der beiden Blätter der F£0 bedeutet, muß cn w · dnw 
Zeichenwechsel erfahren, was man auch direkt für die „geradenu Funk­
tionen cn w, dnw aus den Regeln (13) entnimmt. Auf Grund bekannter 
Sätze notieren wir (wieder unter Bevorzugung der Γ als aus den bis­
herigen Ergebnissen leicht folgend den Satz: Jede zur gehörende ellip­
tische Funktion zweiter Stufe ist rational durch sn w und cn w · dn w dar­
stellbar:

1) D ies so ll durch d ie  drei P fe ile  der F ig . 78 a n g ed eu te t sein .
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sie ist aber insbesondere bereits in einer der Gestalten: 
i?(sn iv), cn w · dn w · 2?(sn w)

darstellbar, falls sie gegenüber der Substitution w' = 2K  — w unverändert 
bleibt bzw. Zeichenwechsel erfährt. Entsprechende Sätze für die Gruppen 

und J 'l’f  wird man leicht aufstellen.
Um eine erste Anwendung dieser Regeln zu vollziehen, wollen wir 

das Verhalten der Funktionen sn, cn, dn bei Vermehrung des Argu­
mentes w um die Beträge K, iK ', K  4- iK ' feststellen. Die zu diesem 
Zwecke auszuführenden Überlegungen beschreiben wir wieder bei einem 
zur gehörenden Beispiele. Die Funktion sn(«; +  K) erleidet gegen­
über der Substitution w ' = 2 K  — w zufolge:

sn (w' 4- K)  =  sn (3 K  — w) — sn (— K  — w) — — sn (w -f K)  
Zeichen Wechsel und gehört übrigens zur 1 ¾ . Es gilt also: 

sn (w -j- K)  =  cn w · dn w · _ß(sn w)’ 
wir können statt dessen auch schreiben:

wenn zur Abkürzung dn2 · R(sn) =  (1 — λ’2 sn2)jR(sn) =  ./^(sn) gesetzt 
wird. Nun heben sich aber im schraffierten Bereiche der Fig. 78 die 
bei iK '  und (2K  -f- iK')  gelegenen Pole des Faktors dnw im Zähler 
und des Nenners ciuo gerade auf, der Pol (K  +  iK') von sn(w; -f- K) 
wird durch den daselbst gelegenen Nullpunkt von d n w  aufgehoben und 
endlich ebenso der Nullpunkt w =  K  des Nenners cn w durch den eben­
dort gelegenen Nullpunkt des im Zähler stehenden Faktors sn (w -f- K). 
Demnach ist R^snw)  polfrei und also von w unabhängig; da endlich 
jR^snO) =  1 ist, so gilt:

Genau so leicht können wir jeden anderen der neun Fälle be­
handeln. Wir gelangen betreffs des Verhaltens unserer drei Funktionen 
sn w, cnw, dnw bei Vermehrung des Argumentes um K, iK ', K  +  iK ' 
zu Ergebnissen, die wir hier gleich wieder tabellarisch zusammenstellen:
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Bei der Durchführung dieser Untersuchung leisten die Figuren 75 ff. 
mit den eingetragenen Werten der Funktionen s n , .. . gute Dienste.

§.5. Die Ableitungen der Funktionen sn w,  cn w , dn w  und 
Potenzreihen derselben.

Auf Grund der funktionentheoretischen Sätze des vorigen Para­
graphen können wir leicht über die Ableitungen der Funktionen sn w, 
cn w, dn w eine Reihe von Theoremen aufstellen. Aus den Formeln von 
S. 388 ff. ergibt sich zunächst auch ohne Inanspruchnahme eines funktio­
nentheoretischen Schlusses unmittelbar:

Mit Rücksicht auf die beiden Relationen:

folgern wir hieraus weiter die beiden neben (1) tretenden Formeln:

Nun ist aber überhaupt jede Ableitung beliebiger Ordnung einer 
unserer drei Funktionen wieder eine elliptische Funktion der gleichen 
Gruppe Betrachten wir als Beispiel wieder die Funktion sn  w, so
erkennen wir in deren Ableitung beliebiger gerader Ordnung 2 v :

eine Funktion der Γ  welche auch noch gegenüber der Substitution 
w'= 2 K  -  w invariant ist und also bereits in sn  w selbst rational ist. 
Da sie ferner nur mit sn  w selbst unendlich werden kann und im Pole 
erster Ordnung von sn w einen Pol (2v +  l) ter Ordnung hat, so haben 
wir mit einer ganzen rationalen Funktion (2v + l) ten Grades von sn w 
zu tun. Endlich ist die fragliche Ableitung eine ungerade Funktion von 
w, und also treten in ihrem Ausdruck in sn  w nur ungerade Potenzen 
der selbst ungeraden Funktion sn  w auf. Wir haben somit (unter Fort- 
lassung der Argumente w bei sn w) folgenden Ansatz:

wo die Koeffizienten a(v) von w unabhängig sind.
Differenzieren wir nochmals nach w, so folgt mit Benutzung von 

(1) weiter:
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Darstellung der Ableitungen der Funktion snw 397

wo auch bei cn und dn das Argument iv hinzuzudenken ist. Der Gestalt 
nach hätten wir diesen Ansatz auch durch eine direkte funktionen­
theoretische Überlegung gewinnen können.

Die Koeffizienten sind leicht durch eine Rekursionsformel be- 
rechenbar. Diflerenziert man nämlich die Gleichung (4) nochmals nach 
w und benutzt die Relationen (2) sowie die zwischen sn, cn, dn be­
stehenden Beziehungen, so muß man zu einem Ergebnis der Gestalt:

gelangen können. Die Rechnung zeigt, daß sich «(j' + D in den Koeffi­
zienten der rechten Seite von (3) so ausdrückt:

wobei nur hinzuzusetzen ist, daß für die beiden höchsten Indizes μ = v 
und μ =  v -f- 1 die cD\v «(v' | 2 gleich 0 zu setzen sind. Da a(00) =  1 ist, 
so findet man mittelst dieser Rekursionsformel:

Mit Rücksicht auf die Gestalt der Rekursionsformel (5) folgern wir leicht 
allgemein: Die Ableitungen der Funktion sn iv sind in den Gestalten (3) 
und (4) mittelst ganzer rationaler Funktionen von sn2 darstellbar, wobei 
die Koeffizienten ganze ganzzahlige Funktionen nten Grades von k2 sind.

Bei der Funktion cn w ist jede Ableitung gerader Ordnung in­
variant gegenüber der Substitution w' — 2K  2 iK ' — w und also 
rational in cn w allein. Wie oben schließen wir, daß die Ableitung der 
2vten Ordnung eine ganze Funktion (2v -f- l) ten Grades von cmv ist, 
und da dieselbe bei der Substitution w' = w -j- 2K  Zeichenwechsel er­
fährt, so setzt sich diese ganze Funktion nur aus ungeraden Potenzen 
von cnw  zusammen. Wir gelangen zum Ansatz:
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Als Rekursionsformel für die Bestimmung der Koeffizienten erhält man 
wie oben:

Für die niedersten Indizes v ergibt sieb:

Endlich gilt für die Ableitungen der Funktion dnw der Ansatz:

mit der Rekursionsformel zur Berechnung der Koeffizienten c^:

Hier wie in Gleichung (7) ist rechter Hand c -  0 zu setzen, so oft 
μ > ν  zutrifi’t. Wir gehen wieder für die niedersten Indizes die Werte 
explizite an:

Mit Rücksicht auf die Bauart der Rekursionsformeln (7) und (9) können 
wir den Satz aussprechen: Für die Ableitungen der Funktionen cn w 
und dn w gelten die Darstellungen (6) und (8), in denen die Koeffizienten 
lju und ο(μ ganze ganzzahlige Funktionen vten Grades von k2 sind.

Als ein unmittelbares Ergebnis dieser Rechnungen gewinnen wir 
die Potenzreihen der Funktionen snw, cnw und dn w für die Umgebung 
des Punktes w = 0, deren gemeinsamer Konvergenzkreis bis an den näch­
sten Pol, d. h. bis an den am Nullpunkte w =  0 nächst gelegenen, mit iK r
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bezüglich der Gesamtgruppe äquivalenten Tunkt heranreicht. Wir 
haben anzusetzen:

wobei die Koeffizienten die folgenden Werte der Ableitungen für w =  0 
sind:

Setzt man aber in (4) und in den ersten Gleichungen (6) und (8) den 
Wert w =  0 ein, so folgt:

Es folgt: In den für sn w, cn w und dn w angegebenen Potenzreihen (10) 
sind die Koeffizienten ar, bv, cv ganze ganzzahlige Funktionen vteD Grades 
von k2. Für die niedersten Indizes gilt explizite:

.......................................................................................................... 7

Man kann übrigens auch unmittelbar durch Eintragung der An­
sätze (10) in die Differentialgleichungen (1) und (2) zu Rekursionsformeln 
für die Koeffizienten at, bv, cy gelangen. Diese Formeln haben, wenn wir 
den Gleichungen (10) entsprechend a0 =  h0 =  c0=  1 setzen, die Gestalten:
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wo die rechts stehenden Klammersymbole Binomialkoeffizienten der 
Potenzen 2v und (2v — 1) sind.

Schreiben wir die Koeffizienten ay, bV) cv als Funktionen von k2, so 
zeigen die für die niedersten Indizes explizite angegebenen Gestalten 
dieser Funktionen, daß eben für diese Indizes v die Regeln gelten:

von denen die dritte eine Folge der zweiten ist. Mittels der drei eben 
angegebenen Rekursionsformeln zeigt man aber durch den Schluß der 
vollständigen Induktion, daß diese Regeln (11) allgemein gültig sind. 
Die eigentliche Bedeutung derselben wird unten bei der Besprechung 
der linearen Transformation der Funktionen snw>, cniv, dnw aufgeklärt 
werden. Endlich weisen wir noch darauf bin, daß zufolge der zweiten 
und dritten Rekursionsformel bv nur den Grad (v — 1) in k2 erreicht, 
während in cv das Absolutglied verschwindet.

§ 6. Darstellung der Funktionen s n ^  vniv, dnw als Quotienten 
ganzer transzendenter Funktionen.

Nach (8) S. 389 und (4) S. 384 gilt: 
snw : cnw : dnιν : 1 =  yV2 — et (5(u) : 62(u) : 63(m) : 6χ(μ).

Will man also die Funktionen sn w, cn w, dn w als Quotienten ganzer 
transzendenter Funktionen darstellen, so kann man hierzu die vier rechts 
stehenden Glieder dieser Proportion gebrauchen, die ganze transzendente 
Funktionen sind und durch ihre Nullpunkte die Nullpunkte und Pole 
der Funktionen sn«;, cnw, dnw liefern. Dabei sind diese Funktionen 
homogen von nullter Dimension in u, ων ω.2 und können also auch als 
Funktionen von iv und k2 aufgefaßt werden. Als solche gestatten sie 
Entwicklungen in beständig konvergente Potenzreihen nach iv, deren 
Koeffizienten wieder ganze rationale Funktionen von k2 sind
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Natürlich können wir an Stelle dieser vier Funktionen, ohne die 
angegebene Proportion und die Nullpunkte der Funktionen irgendwie zu 
stören, auch vier andere Funktionen treten lassen, die aus ihnen durch 
Behaften mit einem gemeinsamen ganzen transzendenten und nullpunkt­
freien Faktor hervorgehen. In der Tat treten nun in der älteren Literatur 
bei G auß1) und besonders ausführlich hei W eiers traß 2) vier solche 
Funktionen auf, die von letzterem zu Ehren A bels3) mit AIa{w), A\(w ), 
Al3(iv), Äl(w) bezeichnet werden und zu den vier eben betrachteten 
Funktionen in der einfachen Beziehung stehen:

Die Darstellung der drei Funktionen snw, cnw, dnw in diesen Funk­
tionen Äl(iv) ist dann einfach:

Wir können aus unseren früheren Formeln das Auftreten des Ex- 
ponentialfaktors in (1) rechts sehr leicht verständlich machen. Es gilt 
nämlich zufolge der Beziehung zwischen p(u) und smv, sowie zwischen 
den ev e2, e3 und λ — λ;2:

Setzen wir nun für p(u) seinen Ausdruck in der 6-Funktion:

ein, so folgt für die rechte Seite von (3):

Es ergibt sich somit aus (1) und (3):

Die Bedeutung des Zusatzfaktors können wir also dahin kennzeichnen,

1) S. G a u ß ’ W erk e, Bd. 8 S. 96.
2) S. d ie 1840 verfaßte A b h an d lu n g  „Ü ber d ie  E n tw ick lu n g  der M odular­

fu n k tio n en “, W e i e r s t r a ß ’ W erk e, Bd. 1 S. 1.
3) A b e l  h a tte  im  „P recis d ’une th eorie  des fon ction s e llip tiq u e s“ Introduc-  

tio n , Nr. 10 a u f d ie M ö g lich k e it h in g ew iesen , d ie  e llip tisch en  F u n k tion en  als Q uo­
tie n te n  b estä n d ig  konvergenter R eih en  d arzuste llen ; s. A b e l s  „W erk e“ , Bd. 1 S. 527.
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daß die vermöge desselben erzielte Funktion A f  (w) zu der in (3) links 
stehenden Funktion in derselben einfachen Beziehung steht wie die Funk­
tion (5(u) zu p(ii).

An (5) reihen sich die drei weiteren Gleichungen:

Die letzte Gleichung (6) geht aus (5) hervor, wenn wir snw · Al(w) 
für A f  (w) eintragen und bei der Zwischenrechnung von den Differential­
relationen (1) und (2) S. 396 Gebrauch machen. Entsprechend ergeben 
sich die erste und zweite Gleichung (6), wenn wir nacheinander für 
Al(w) in die dritte Gleichung Al%(w) : cnw und Al%{w) : dnw eintragen.

Für die Aufstellung der beständig konvergenten Potenzreihen der 
Funktionen Al(w) gewinnen wir unten partielle Differentialgleichungen, 
denen die A l(ui) als Funktionen von w und k2 genügen, und die der 
partiellen Differentialgleichung (11) S. 322 für die 6-Funktion ent­
sprechen. Aus ihnen folgen Rekursionsformeln zur Berechnung der 
Koeffizienten jener Potenzreihen. Wir können aber auch schon hier 
die fraglichen Reihen auf Grund von (6) aus denjenigen der Funk­
tionen snw, cn w, dnw herstellen.

Das Produkt irgend zweier Potenzreihen von der Gestalt:

in denen die A v ganze ganzzahlige Funktionen vten Grades von k sind, 
liefert wieder eine solche Reihe, in der die Koeffizienten dasselbe Bil­
dungsgesetz in k befolgen. Nun gilt für k · snw  zufolge (10) S. 399 eine 
solche Reihe, und wir finden:

k2sn2w =  2k2 ~  -  (8¾2 +  8¾4) ~  +  (32¾2 +  208¾4 +  32¾6) ~

wo insbesondere im Gliede mit w2v eine ganze ganzzahlige Funktion 
vten Grades von k2 auftritt, die mit k2 verschwindet. Die letzte Glei­
chung (6) liefert demnach vermittelst zweimaliger Integration für die 
Umgebung von w — 0:

wo C0 und C1 die Integrationskonstanten sind. Nun ist aber (w) 
eine gerade Funktion von u, die für u =  0 den Wert 1 annimmt, und
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Potenzreihen für die ganzen transzendenten Funktionen Al(w) 403

zufolge der letzten Gleichung (1) gilt dasselbe für Al(w) als Funk­
tion von w\ es gilt also C0 *= 0, Cx =  0 und:

Gehen wir zur Exponentialfunktion von logAl(w) über, so folgt:

als beständig konvergente Reihe der ganzen transzendenten Funktion 
Al(w).

Durch Multiplikation dieser Reihe mit denen von sn w, cn w, dn w 
erhält man auf Grund von (2) die beständig konvergenten Reihen der 
ganzen transzendenten Funktionen A lx(w), A l2(w), A ls(tv):

Es gelten für die ganzen ganzzahligen Funktionen von k2, die hier als 
Koeffizienten auftreten, mehrere den Gleichungen (11) S. 400 entsprechende 
Relationen, welche wir aus jenen Gleichungen leicht hersteilen. Wir 
schreiben zu diesem Zwecke unsere Reihen (8) und (7) abgekürzt:

Dann ergibt sich zunächst zufolge der Herleitung der vierten Reihe aus 
der sn-Reihe, daß die erste Relation (11) S. 400 für die Koeffizienten 
Dv erhalten bleibt:

Übrigens findet man bei dieser Herleitung, daß abgesehen von D0 =  1 
die D v mit k2 verschwindende ganze ganzzahlige Funktionen (v — l ) ten 
Grades von k2 sind. Weiter gilt, unter ay die Koeffizienten der sn-Reihe 
verstanden:

und durch analoge Gleichungen stellen sich B v und Cv mittelst der
26 *

www.rcin.org.pl



Koeffizienten bv und cv der Reihen für cn w und dnw dar. Aus (11) 
S. 400 und der eben angegebenen Gleichung folgt jetzt unmittelbar, 
daß für die Koeffizienten der vier JJ-Reihen die folgenden Relationen

II, 2. Die elliptischen Funktionen zweiter Stufe

von denen die letzte die schon unter (9) genannte ist. Auch ist aus 
den früheren Gesetzen der by, cv und den eben über die Dr gemachten 
Angaben ersichtlich, daß abgesehen von B0 — 1 und C0 — 1 die sämt­
lichen ganzen Funktionen vten Grades Cv von Je2 mit 7c2 verschwinden, 
während die B v nur den Grad (v — 1) in Z;2 erreichen.

§ 7. Produktentwicklungen der elliptischen Funktionen 
zweiter Stufe.

Wir haben oben (S. 264 ff.) die Abbildung der st-Ebene auf eine 
Riemannsche Fläche F«, über der 7-Ebene vermittelst der Funktion:

i i n u

(1) t — e ω*
untersucht und in Fig. 55 erläutert, wobei das Periodenparallelogramm 
der Ecken 0, ω2, ωί -f ω2, in den schraffierten Kreisringder Figur über­
ging. Die elliptischen Funktionen (erster Art) erster Stufe wurden, als Funk­
tionen von t aufgefaßt, zu den eindeutigen Funktionen des Kreisrings; 
und auch die Funktionen ζ(η) und <o(u) wurden nach geeigneter Nor­
mierung eindeutige Funktionen von t, welche gegenüber der erzeugen­
den Substitution t' =  q2i der damals durch bezeichneten Gruppe 
ein einfaches Verhalten darboten.

Im Anschluß hieran hatten wir Produktentwicklungen dieser Funk­
tionen von t und Laurentsche Reihen nach Potenzen von t untersucht. Indem 
wir zuvörderst entsprechende Produktdarstellungen für die Funktionen 
zweiter Stufe angeben wollen, haben wir nicht nötig, ausführlich auf funk­
tionentheoretische Betrachtungen in der 7-Ebene zurückzugehen. Es genügt 
vielmehr, auf die aus (8) S. 268 sich ergebende Darstellung der 6-Funktion:

404
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Einfach, unendliche Produkte für die 6-Funktionen zweiter Stufe 405

zurückzugehen, um τοη hier aus rein rechnerisch zu verfahren. Man 
wolle sich nur daran erinnern, daß die rechter Hand auftretenden Pro­
dukte in jedem endlichen Bereiche der t-Fbene, der den Nullpunkt t =  0  

weder im Innern noch auf dem Bande enthält, absolut und gleichmäßig 
konvergent sind.

Man wolle nun in (2) der Reihe nach für u die Werte:

eintragen, denen die Werte t — q, t =  — 1 und t =■ — q entsprechen. 
Wir erhalten auf diese Weise Produktdarstellungen für 

6 ^°1 γ  , welche unter wiederholter Verwendung der Legendreschen 
Relation (6) S. 160 die einfachen Gestalten annehmen:

Die Zusammenfassung der in den Zählern und Nennern zunächst 
getrennt auftretenden Produkte je in ein einziges ist wegen der unbe­
dingten Konvergenz der Produkte statthaft.

Um für die in (3) S. 384 erklärten Funktionen 51(m), 62(w), 63(m) 
Produktdarstellungen zu gewinnen, hat man in (2) für u der Reihe
nach einzutragen u — u — u — sodann den Exponentialfak-

L· Δ  u

tor zuzusetzen und durch den in Betracht kommenden Ausdruck (3) 
zu teilen. Die Rechnung führt auf folgende Produktdarstellungen der drei 
geraden Funktionen zweiter Stufe 5 ,(m),

Wir haben rechts wieder durchweg u eingeführt und erinnern daran,
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406 11,2. Die elliptischen Funktionen zweiter Stufe

daß diese Produktdarstellungen in jedem endlichen Bereiche der tt-Ebene 
unbedingt und gleichmäßig konvergieren. Teilen wir diese Gleichungen 
durch die von S. 268 her bekannte Gleichung:

so ergeben sich zufolge (4) S. 384 Produktentwicklungen für die drei 
Funktionen zweiter Stufe ψ1 (μ), ψ2(η), ^3(w).

Zwischen den vier in den vorstehenden Formeln auftretenden Pro­
dukten1):
(6) 77(i-gs"), 77(i+ «*■), 77(ι - s 2”-1), I K i  + i ' - 1)
besteht eine wichtige Beziehung. Zufolge der unbedingten Konvergenz 
dieser Produkte gelten nämlich die Gleichungen:

Multiplizieren wir diese beiden Gleichungen miteinander, so erscheint 
rechts bei Zusammenfassung beider Produkte in eines das erste Produkt
(6) wieder. Die Werte der drei letzten Produkte (6) ergeben also mit­
einander multipliziert 1:
(7) 77(1  +  ^ ) - 7 7 (1 - ^ ^ ) - 7 7 ( 1 + 8^ ) - 1-

Ehe wir zu Produktdarstellungen für die Funktionen snw), cn w, 
dn w übergehen, wollen wir die in (17) S. 392 als eindeutige Funktionen 
der Perioden erklärten Größen ]/e2 — ev h, h ' mit entsprechenden Dar­
stellungen versehen. Dieselben ergeben sich, wenn wir in die in (17) 
S. 392 rechts stehenden (5-Quotienten die inzwischen gewonnenen Pro­
duktausdrücke (3) eintragen, dabei wiederholt von der Legendreschen 
Relation (6) S. 160 Gebrauch machen und endlich bei der Berechnung 
der Gleichung für Y  e%— ex die eben angegebene Relation (7) heranziehen:

Erklären wir die beiden Ausdrücke ]/ea — e3 und Ye2 — e1 im An­
schluß an die Gleichungen:

1) n  hat s te ts  a lle  ganzen  p ositiven  Z ahlen zu d u rch lau fen , w as der K ürze
h a lb er  n ich t im m er an gegeb en  ist.
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Produktdarstellungen für die Wurzeln der Integralmoduln u. die Diskriminante 407

als eindeutige Funktionen der Perioden durch:

~/̂ 2 ^3 =  ^ β1 1 V  ®3 61 >
so finden wir als Produktdarstellungen für die fraglichen Quadratwur­
zeln der Differenzen der e:

Andrerseits ergeben die Gleichungen (8) die Möglichkeit, auch 
die achten Wurzeln aus den Integralmoduln Je2 und Je'2 als eindeutige 
Funktionen des Periodenquotienten ω zu erklären, was durch die Glei­
chungen geschehen soll:

Multiplizieren wir diese beiden Gleichungen miteinander und benutzen 
die Relation (7), so ergibt sich durch Ausziehen der Kubikwurzel für 
die 24. Wurzel des Produktes k2-k'2 der Integralmoduln die Darstellung 
als eindeutige Funktion des Periodenquotienten ω:

Die Diskriminante /4 stellt sich als Quadrat des Differenzenpro­
duktes der e1,e2,e3 80 dar:

Die Gleichungen (9) ergeben sonach mit Benutzung der Relation (7) 
als Produktentwicklung der Diskriminante A\

was wir auf anderem Wege bereits S. 313 erhalten hatten.
Den Übergang zu den Jacobischen Funktionen snw, cnw, dn w 

vollziehen wir jetzt auf Grund von:

Nach Eintragung der Produktausdrücke für ]/c2 — ei und die S-Quo- 
tienten wolle man hei snw  von der Relation (7) Gebrauch machen und
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408 II, 2. Die elliptischen Funktionen zweiter Stufe

kann übrigens die von u freien Produkte nach (10) durch Yk  und y k r 
ausdrücken. Führen wir w und K  an Stelle von u und ω2 auf Grund 
der bekannten Beziehungen ein, so finden wir als in jedem endlichen 
Bereiche der w- Ebene unbedingt konvergente Produktdarstellungcn der 
Funktionen sriv, cn w, dn w:

§ 8. Laurentsche und Fouriersche Reihen für die Funktionen
su, cn und dn.

Aus den vorstehenden Produktentwicklungen kann man auf rein 
rechnerischem Wege (nach Vorgang von Jacob  i) zu Fouriersehen 
Reihen für die Funktionen sn w, cn w und dn w gelangen. Doch führt 
eine selbständige Herleitung dieser Reihen aus den Eigenschaften un­
serer drei Funktionen sogleich tiefer in die Bedeutung dieser Reihen 
ein (vgl. S. 269).

Für die Untersuchung der Funktion sn w bilden wir die w-Ebene 
mittelst der Exponentialfunktion:

auf eine unendlich-blättrige Fläche über der tf-Ebene ab, wobei wir 
zu ähnlichen Verhältnissen kommen wie S. 264. Arbeiten wir des besseren 
Anschlusses an snw halber sogleich mit der w- Ebene, so wird das aus 
zwei Parallelogrammen des ursprünglichen Netzes zusammengesetzte 
Parallelogramm der Ecken w  =  +  iK', w  =  4 K + i K '  eindeutig auf einen 
Ring der ί-Ebene abgebildet, dessen innerer Rand der Einheitskreis der 
ί-Ebene ist, während der äußere Rand aus diesem Kreise mittelst der 
Substitution t' =  g~*t hervorgeht. Wir wollen diesen ringförmigen Be­
reich B 0 nennen. Üben wir auf das fragliche „Doppelparallelogramm“ 
der w-Ebene die sämtlichen Substitutionen:

aus und fügen die entstehenden Doppelparallelogramme dem ursprüng-
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Vorbereitungen zur Aufstellung einer Fourierschen Reihe für sn 409

liehen an, so ergibt sich ein Parallelstreifen der w-Ebene, der sich auf 
ein schlichtes Blatt der über der ί-Ehene abbildet. Den beiden er­
zeugenden Substitutionen:

der Gruppe entsprechen die Substitutionen:

aus denen wir eine wieder mit FW zu bezeichnende Gruppe bersteilen. 
Der Bereich B0 gebt durch die erste dieser Substitutionen in einen ring­
förmigen Bereich B x über, welcher sich längs des Einheitskreises glatt 
an B 0 anlagert. Den aus B0 und B x zusammengesetzten „Doppelring“ 
nennen wir (B0 -f- B x).

Im Punkte t =  1 (der Stelle w =  iK ' entsprechend) liegt ein Pol 
erster Ordnung der Funktion snw. Der entsprechende Wert von u ist
y ,  in dessen unmittelbarer Nähe zufolge (1) und der Eigenschaften
der Funktionen 5 und 6X (vgl. (3) S. 384) folgende Entwicklung gilt:

Andrerseits ist zufolge der aus (2) und (1) S. 401 sich ergebenden Dar­
stellung der Funktionen sn w durch die Funktionen <5(w), <5j(w) unendlich
nahe am Punkte u =  dem Nullpunkte von 6. (it):

Durch Multiplikation dieser Gleichung mit der voraufgehenden folgt:

Trägt man für }/e2 — et und 6 die Produktentwicklungen (9) S. 407 
und (3) S. 405 ein, so folgt unter Benutzung von (7) S. 406:

Aus der letzten Gleichung (9) S. 407 ergibt sich damit:

Als Funktion von t ist snw im Innern des Ringes B0 überall ana­
lytisch, während auf jeder der beiden Randkurven ein Paar von Polen 
gelegen ist. Da sn iv gegenüber der zweiten Substitution (2) Zeichen­
wechsel erfährt und also eine ungerade Funktion von t ist, so existiert
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410 II, 2. Die elliptischen Funktionen zweiter Stufe

für den Bereich B 0 als Konvergenzbereich eine bestimmte Laurentsche 
Reihe:

als Darstellung von snw. In den Punkten t  =  1 und t  =  — 1, den auf 
dem inneren Rande von B 0 gelegenen Polen, wird snw unendlich wie:

so daß die Differenz:

an den beiden fraglichen Stellen analytisch bleibt. Im Innern von B 0 
ist 11 1 >  1, so daß für den Subtrahenden daselbst die konvergente Ent­
wicklung:

und also für die Differenz die Darstellung:

gültig ist. Die hier links stehende Funktion ist im Innern des Doppel­
ringes (B 0 -f- B t ) überall analytisch, während auf dessen Rande Pole 
liegen; die auf der rechten Seite stehende Laurentsche Reihe hat somit 
(.B 0 +  B t ) zum Konvergenzbereiche.

Man verstehe jetzt unter t einen Punkt im Innern von B v  so daß 
| <  1 und also die konvergente Entwicklung:

gilt. Tragen wir dieselbe in die letzte Gleichung ein, so ergibt sich für 
snw die im Innern von B l konvergente Entwicklung:

Dem jetzigen Punkte t entspricht durch die zur ersten Substitution (2) in­
verse Substitution der im Innern von B 0 gelegene Punkt t '  =  q ~ xt. Da 
snw gegenüber dieser Substitution unverändert bleibt und für den Be­
reich B 0 die ursprünglich angesetzte Laurentsche Reihe gilt, so ist:
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Herstellung Fourierscher Reihen für sn und cn 411

die für gültige Laurentsche Entwicklung, welche demnach wegen 
ihrer eindeutigen Bestimmtheit mit der eben zuvor angegebenen Reihe 
identisch sein muß. Es gilt also:

womit die für den Bereich JB0 gültige Laurentsche Reihe von snw ge­
wonnen ist; tragen wir für t den zweiten Ausdruck (1) ein, so folgt:

Für die Funktion crvw gilt eine ganz entsprechende Überlegung. 
In nächster Nähe der Stelle ~  hat man zunächst:

so daß sich durch Multiplikation mit dem S. 409 für (t — 1) angegebenen 
Ausdrucke ergibt:

Durch Eintragung der Produkte für die rechts stehenden 6-Werte findet 
man unter Benutzung der Gleichung (7) S. 406 und der Legendreschen 
Relation (6) S. 160:

woraus das Verhalten von cn w in den Polen t =  1 und t = — 1 zu 
entnehmen ist. Im (ihrigen hat mau nur noch zu beachten, daß cn w 
bei Ausübung der ersten Substitution (2) Zeichenwechsel erfährt. Tragen 
wir in die für B0 gültige Laurentsche Reihe von cn w an Stelle von t 
gleich wieder den zweiten Ausdruck (1) ein, so folgt:

Die dritte Funktion dn w bleibt bei der zweiten Substitution (2) 
unverändert und ist also als gerade Funktion von t anzusetzen. Das 
Verhalten von dnw im Punkte £=  1 schließt man am kürzesten aus 
der Relation:
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412 II, 2. Die elliptischen Funktionen zweiter Stufe

welche mit Rücksicht auf das schon festgestellte Verhalten von snwr 
und cnw im fraglichen Punkte die Gestalt annimmt:

Da übrigens dn iv eine gerade Funktion ist, so ergibt sich, daß dnw 
in den Punkten t — 1 und t — — 1 unendlich wird wie:

Weiter ist noch zu beachten, daß auch dn w wie cn w gegenüber der 
ersten Substitution (2) Zeichenwechsel erfährt. Es reiht sich an (3) 
und (4) als Darstellung von dnw:

Zu Fourierschen Reihen für unsere Funktionen gelangen wir nun 
einfach durch Zusammenfassung der Glieder in (3), (4) und (5) zu 
Paaren: Für die Funktionen sn w, cn w und dn w gelten folgende Dar­
stellungen in Fourierschen Reihen:

der gemeinsame Konvergenzbereich derselben entspricht dem Ringe R0 und 
stellt also einen Parallelstreifen der ιν-Ebene dar, begrenzt durch zwei Ge­
rade, deren eine durch die Pole iv =  iK ' -\- 2 v K  läuft, während die 
andere die Pole w — — iK ' +  2 vK  verbindet.

Zu bemerkenswerten Spezialfällen der Gleichungen (6) gelangt man 
durch Eintragung der besonderen Werte w — 0, K , K  +  iK ', wo­
bei man die Werte der linken Seiten der Gleichungen (6) an diesen 
Stellen aus der Tabelle von S. 393 meist direkt ablesen kann. Wir no­
tieren etwa die für w =  0 entstehenden Gleichungen:
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Einführung der Thetafunktion ϑ1(v,q) 413

§ 9. Die Fouriersche Reihen für die ganzen Funktionen ϐ1(u ), 
ϐ2(u ), 63(w) und die Thetafunktionen.

Die ganzen transzendenten Funktionen 61 (w), Ga(«), <53(w) sind nach 
geeigneter Normierung durch einen Exponentialfaktor (S. 266) in Ab­
hängigkeit von t betrachtet Funktionen, die in der ganzen ί-Ebene, ab­
gesehen von den beiden wesentlich singulären Punkten t =  0 und t =  00 
analytisch sind. Hieraus bestimmt sich der Konvergenzbereich der zu­
gehörigen Laurentschen Reihen und der aus ihnen hervorgehenden 
Fourierschen Reihen, welche letztere in jedem endlichen Bereiche der 
«-Ebene unbedingt und gleichmäßig konvergent sind.

Wir brauchen nun für die Gewinnung der fraglichen Reihen nicht 
wieder eine grundsätzliche funktionentheoretische Betrachtung anzustellen, 
sondern können an die Fouriersche Reihe (19) S. 272 für die 6-Funktion 
anknüpfen und von hieraus den Übergang zu den Entwicklungen der 
drei 6-Funktionen zweiter Stufe durch einfache Umrechnung gewinnen. 
Ehe dies geschehen kann, ist noch eine kurze Vorentwicklung auszu­
führen, welche den in (19) S. 272 links stehenden Faktor φ(ω1; ω2) 
betrifft.

Versieht man die in der mehrfach genannten Gleichung rechts
i_

stehende Reihe mit dem Faktor q4, so gelangt man zur Jacobischen 
ffj-Reihe, welche man unter Einführung der Variabelen:

an Stelle von 11 bzw. w durch:

zu erklären pflegt; will man die Abhängigkeit von ω bzw. von q her­
vorheben, so schreibt man ^ (u , q). Das Produkt von qϊ  und φ(ων ω2) 
nennen wir gleich selbst wieder φ(ων ω2) und haben also für diese 
allein von den Perioden abhängige Funktion die Darstellung:

welche für jedes im Innern der positiven Halbebene gelegene ω kon­
vergiert und, woran wir beiläufig erinnern, einen von 0 verschiedenen 
Summenwert liefert. Letzteren können wir nun leicht mittelst der Dis- 
kriminante A  darstellen, was hier zunächst geschehen soll.

Zu diesem Zwecke leiten wir erstlich eine wichtige partielle Diffe­
rentialgleichung für die Funktion ^ (v , q) aus der Reihe (2) ab. Da es
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414 II, 2. Die elliptischen Funktionen zweiter Stufe

sich bei Differentiationen nach v im Grunde um Differentiationen der 
Laurentschen Reihe nach t handelt, so gilt:

wo die Reihe den gleichen Konvergenzbereich hat, wie die Reihe (2). 
Bis auf einen konstanten Faktor gelangt man zu derselben Reihe, wenn 
man 0̂  einmal nach ω differenziert. Die Vergleichung der sich er­
gebenden Formel mit der letzten liefert den Satz: Die Funktion &x(v,q) 
befriedigt die partielle Differentialgleichung:

Diese Gleichung wollen wir auf u und den S. 316 erklärten Diffe­
rentiationsprozeß D umrechnen. Zunächst gilt:

wie man durch einfache Differentiation feststellt. Bei der Ausübung 
von Dt. auf hat man zu beachten, daß ω2 als Nenner in v vor­
kommt und außerdem ω im zweiten Argumente q der Funktion auftritt. 
Es folgt:

Bei Benutzung der Legendreschen Relation (6) S. 160 findet man:

Die letzte Gleichung ergibt somit:

Hiernach lautet die umgerechnete Differentialgleichung (4):

Nun gilt zufolge der Gleichung (19) S. 272 bei der jetzigen Be­
deutung von φ(ο1} ω2):

während andrerseits nach S. 322 die 6-Funktion die Differentialgleichung 
befriedigt:
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Berechnung des Faktors in der Gleichung zwischen 6 (u) und &1 (v) 415

Aus der vorangehenden Gleichung ergibt sich aber:

Tragen wir diese Ausdrücke für die ersten drei Glieder der Differen­
tialgleichung ^der 6-Funktion ein, so folgt bei Benutzung der Glei­
chung (5):

Da diese Gleichung in u identisch besteht, so muß:

zutreffen. Die erste dieser Gleichungen bestätigt sich auch sofort, wenn wir:

setzen und den S. 325 bestimmten Ausdruck von Dr(rl2) eintragen. Die 
zweite Gleichung können wir umschreiben in:

Diese Gleichung bleibt unverändert bestehen, falls wir dem Ausdrucke 
unter dem Logarithmus den konstanten Faktor 2 π zufügen. Wir ge­
langen dadurch zu der homogenen Funktion (— 3)ter Dimension der 
Perioden:

für welche also die Gleichung gilt:

Daneben reihen wir jetzt die „Homogeneitätsrelation“:

und finden durch Auflösung nach den Ableitungen von log ψ unter 
Benutzung der Legendreschen Relation und der Gleichungen (7) S. 313:
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416 II, 2. Die elliptischen Funktionen zweiter Stufe

wofür wir auch schreiben können:

Die eine dieser Gleichungen ist übrigens eine Folge der anderen, da 
der unter dem Logarithmus stehende Quotient homogen von nullter  
Dimension in den ω17 ω2 ist. Wir schließen aber aus den vorstehenden 
Gleichungen, d a ß  dieser Q uotient überhaupt von den ω17 ω2 unabhängig  

u n d  also eine num erische K o n sta n te  ist. Erklären wir yz/ im Anschluß 
an (12) S. 407 als eindeutige Funktion der Perioden o t , ω2 durch:

so ergibt der Vergleich mit (6) als Darstellungen von ψ und damit 
von φ  durch die Diskriminante z/:

O ie  B eziehung von  5  (w) zu r  F u n ktion  ^  (v) n im m t d a ra u fh in  d ie  neue 
G esta lt a n :

w o  0'1 (v )  durch d ie  in  jedem  endlichen Bereiche der v-E bene unbedingt 
u n d  g le ich m äßig  konvergente B eihe (2) gegeben is t  u n d  der lin ker H a n d  
bei G (u ) a u f  tretende F a k to r  a ls  eindeutige F u nktion  der P erioden  ω1? ω2 
erk lä r t is t  durch:

eine Gleichung, d ie  iv ir  auch ersetzen können du rch :

Der Übergang zu den drei 5-Funktionen zweiter Stufe ist nun 
sehr leicht vollzogen. Wir erklären erstlich (vgl. (9) S. 407) durch:

die drei links stehenden Ausdrücke als eindeutige Funktionen von ω.
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Übergang von den S-Funktionen zweiter Stufe zu den Thetafunktionen 417

Mit Hilfe dieser Erklärung können wir aus (11) und den Produktent­
wicklungen (3) S. 405 entnehmen:

Nun gilt aber zufolge der Erklärung der 6-Funktionen zweiter Stufe 
(vgl. S. 384):

Setzen wir demnach der Reihe nach in (9) statt u ein u +  , u +  y

und u +  ω* so gelangen wir unter Benutzung der Gleichungen
(13) und der Legendreschen Relation nach einer leichten Zwischen­
rechnung zu den Gleichungen:

Setzen wir:

so haben wir damit die drei geraden Thetafunktionen Jacobis gewonnen, 
die also mit den (5-Funktionen zweiter Stufe durch:
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Zusammenhängen. Als Funktionen von v und q schreiben wir die Theta­
funktionen ausführlich fr0(t’, q), fr.,(i;, q), . . ihre Reihenentwicklungen 
pflegt man zunächst in die Gestalt zu kleiden:

Die fr^-Reihe gewinnt man sofort aus der Gleichung (2); aus der frj- 
Reihe gehen dann die übrigen drei Reihen einfach auf Grund der Er­
klärungen (14) hervor. Als Fouriersche Reihen der fr-Funktionen haben 
wir hiernach:

womit dann auf Grund von (15) zugleich die Fourierschen Reihen 
für die drei 6-Funktionen zweiter Stufe gewonnen sind. Natürlich sind 
diese Reihen sämtlich wie die frj-Reihe in jedem endlichen Bereiche 
der v-Ebene unbedingt und gleichmäßig konvergent. Tragen wir in 
(9) und (15) für die 6-Funktionen die Produkte (5) und (4) S. 405 ff. ein 
und ziehen die Formeln (11) und (12) S. 416 heran, so ergeben sich 
für die -fr-Funktionen folgende Produktentwicklungen:

www.rcin.org.pl



Grundeigenschaften der Thetafunktionen 419

welche gleichfalls in jedem endlichen Bereiche der v-Ebene unbedingt 
konvergent sind.

Bei Änderung von u um ωχ und ω.2 und also von v um ω und 1 
zeigen die Thetafunktionen folgendes Verhalten:

wie man aus dem entsprechenden Verhalten der 6-Funktionen oder auch 
direkt aus den Reihen (16) abliest. Das Verhalten der Thetafunktionen 
bei Vermehrung des Argumentes v um Periodenhälften, wie es sich aus 
(14) und (19) leicht berechnen läßt, stellen wir gleich tabellarisch zu­
sammen:

Setzen wir in den drei geraden Thetafunktionen v =  0, so ergeben 
sich die drei kurz durch otn, , zu bezeichnenden „Thetanullwerte“:

sie sind identisch mit den in (12) eindeutig erklärten Wurzelausdrücken:

Für die durch (10) S. 407 miterklärten vierten Wurzeln der Inte­
gralmoduln k2 und k '2 findet sich weiter:

so daß zwischen den drei Thetanull werten die Relation besteht:

Der Nullwert der ersten Ableitung von ah (v) heiße kurz ah':
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teilen wir durch oo2, so gelangen wir zur rechten Seite der Gleichung 
(10) zurück, so daß wir finden:

Da (vgl. z. B. die Formeln (11) und (12)):

gilt, so liefern die Formeln (21) und (25) zwischen den Thetanull werten 
weiter die Beziehung:
(26) θ ί - Λ * 0* ,* 3.

Die doppeltperiodischen Funktionen sn w, cn w, dn w selbst stellen 
sich in den Thetafunktionen so dar:

wofür wir auch schreiben könnten:

Die zwischen den sn«c, cn w, dnzfc· bestehenden quadratischen Rela­
tionen schreiben sich demnach in den Thetafunktionen so:

so daß zwischen den Quadraten der vier Thetafunktioneii zwei lineare 
Relationen mit von v unabhängigen Koeffizienten identisch bestehen. 
Wir können hinzusetzen, daß für je drei unter diesen vier Quadraten 
eine solche Relation besteht; denn aus (29) folgen mit Hilfe von (23) 
sofort die beiden weiteren Relationen:

§ 10. Die Thetafunktionen mit beliebiger Charakteristik.
Die Nullpunkte der Thetafunktionen liegen in den Ecken, den Seiten­

mitten und dem Mittelpunkte des ursprünglich ausgewählten Perioden­
parallelogramms der Ecken 0, ω2, ωί -\-ω2,ω ί. Will man die Theta­
funktionen zur Darstellung der elliptischen Funktionen der drei ver­
schiedenen Arten gebrauchen, ähnlich wie oben (S. 212 ff.) zu diesem 
Zwecke (5(ii) herangezogen wurde, so hat man entsprechend dem 
Übergange von 6(w) zur Funktion (5(u — u0) mit beliebigem Null­
punkte u0 eine Thetafunktion mit derart abgeändertem Argumente her-
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zustellen, daß der Nullpunkt an einer beliebig vorzuschreibenden Stelle 
des Parallelogramms liegt.O  D

Wir können hierbei an irgendeine unter den vier Thetafunktionen 
anknüpfen; jedoch empfiehlt es sich, &3(y) zu bevorzugen. Wir setzen an:

und haben damit eine Funktion hergestellt, deren Nullpunkt bei:

liegt. Wenn wir demnach unter g und h zwei reelle Größen der Inter­
valle — 1 <  <7 <i +  1, — 1 <  h <j -f 1 verstehen, so werden gerade die 
gesamten Punkte v0 des auf die ü-Ebene übertragenen Periodenparallelo­
gramms erschöpft. Doch gelten die nachfolgenden Betrachtungen auch 
dann, wenn wir unter g und h irgendwelche reelle Größen verstehen. 
Die in Ansatz gebrachte Funktion wollen wir noch mit einem unten 
näher zu bestimmenden Exponentialfaktor versehen und schreiben als­
dann abkürzend:

Die Zusammenstellung (g, h) der beiden reellen Zahlen g, h nennen wir 
die „Charakteristik“ der hergestellten Funktion und bezeichnen die letztere 
auch als „Thetafunktion der Charakteristik (g, h)u.

Den hinzugefügten Exponentialfaktor bestimmen wir in der Weise, 
daß die Funktion O-ff/t(v) sowohl bei Vermehrung von v um 1 und um ω 
als auch in ihrer Abhängigkeit von ω ein tunlichst einfaches Verhalten 
zeigt.

Vermehren wir v um ω, so finden wir unter Benutzung der letzten 
Formel (19) S. 419:

&gh(v + ω) =  e~nih · . q-ie~iltivfrgh{v).
Es wird sich also empfehlen, a =  — 7tig zu setzen, damit der zweite 
Exponentialfaktor rechts gleich 1 wird. Schreiben wir den noch nicht 
bestimmten Faktor eb in. Abhängigkeit von ω allein φ(ω), so gilt also:

Bei der Auswahl von φ(ω) gehen wir von der Tatsache aus, daß 
die unter (4) S. 414 angegebene Differentialgleichung der Funktion von 
allen vier Thetafunktionen &v(v, q) befriedigt wird:

wie z. B. aus den Reihenentwicklungen (17) S. 418 sofort folgt. Es ist

www.rcin.org.pl



422 II, 2. Die elliptischen Funktionen zweiter Stufe

nun möglich, den Faktor φ(ω) so zu bestimmen, daß auch &gk(v) dieser 
Differentialgleichung genügt. Gebrauchen wir für die beiden ersten Ab­
leitungen von ff3(v, cf) nach dem ersten Argumente die Bezeichnungen 

und ffj, während wir die erste Ableitung nach dem im zweiten Ar­
gumente q enthaltenen ω als Differentialquotient schreiben, so gilt:

Nun ist, da für die ff3-Funktion die Differentialgleichung (1) gilt:

so daß aus den vorstehenden Gleichungen sich ergibt:

Soll demnach die Differentialgleichung (1) auch von der Funktion ϋ·σ,> 
erfüllt sein, so haben wir φ(ω) aus:

zu bestimmen, unter c eine numerische Konstante verstanden.
Wir verfügen über diese Konstante in der Art, daß wir nunmehr 

endgültig:

schreiben. Dann gilt der Satz: Oie Thetafunktion (2) der Charakteristik 
(g, h) hat ihren einzigen im Periodenparallelogramm gelegenen Nullpunkt 
erster Ordnung an der oben angegebenen Stelle v0, genügt als Funktion von 
v und ω der partiellen Differentialgleichung (1) und zeigt bei Vermehrung 
von v um 1 und um ω das Verhalten:

Da die beiden reellen Größen g, h auf die Intervalle — 1 < .g ^ +  1, 
— 1 <  h ̂  -f 1 beschränkt werden können, so sind die einzigen ganzzah­
ligen Charakteristiken, die man auch als „Hauptcharakteristiken“ bezeichnet, 
die vier (0,0), (1,0), (0,1), (1,1). Mit Hilfe der Tabelle von S. 419 stellt
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man leicht fest, daß diese genau zu den vier ursprünglichen Theta­
funktionen führen:

(4) #oiO) =  #oO)> #110 ) =  #i(«>), #i0(«) =  ^(v), #00 (ü) =  #3^)·
Das Formelpaar (3) faßt entsprechend die vier Paare (19) in einen Aus­
druck zusammen.

§11. Die Thetafunktionen höherer Ordnung mit beliebiger
Charakteristik.

Die Entwicklungen von § 10 verallgemeinern wir jetzt durch folgende 
Erklärung: Indem wir die Zahlen g, h in der bisherigen Bedeutung bei­
behalten, verstehen wir unter einer Thetafunktion der positiven ganzzahli­
gen Ordnung m und der Charakteristik {g, h) eine ganze transzendente 
Funktion (v, q), ivelche bei Vermehrung von v um 1 und um ω das
Verhalten zeigt:

und welche als Funktion von v und ω die Differentialgleichung:

befriedigt. Für m =  1 kommen wir auf die in § 10 betrachteten Funk­
tionen ftguiv) zurück.

Betrachten wir zunächst die Charakteristik (0,0), so wird eine hier­
her gehörige Funktion zufolge der ersten Gleichung (1) in eine Lau- 
rentsche Reihe nach t = e2niv entwickelbar sein, welche wieder den­
selben Konvergenzbereich wie die ursprünglichen -fr-Reihen hat. Wir 
setzen diese Reihe gleich in die Gestalt:

wo die Koeffizienten cn von v unabhängig sind. Hieraus folgt:

und da andererseits:

gilt, so liefert die zweite Gleichung (1) wegen der eindeutigen Bestimmt­
heit der Laurentschen Reihe in ihrem Konvergenzbereiche die Rekursions­
formel:
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Ist m =  1, d. h. haben wir den bisher allein betrachteten Fall der Theta­
funktionen erster Ordnung, so sind alle Koeffizienten durch einen unter 
ihnen, etwa c0, aus der Rekursionsformel berechenbar. Ist m >  1, so 
haben wir entsprechend der Bauart dieser Formel etwa c0, cx . . ., cm- i  
vorerst noch unbestimmt zu lassen und finden dann aus einem unter 
diesen Koeffizienten, den wir cv nennen, durch wiederholte Anwendung 
der Rekursionsformel:

so daß mit cv alle diejenigen Koeffizienten cn eindeutig bestimmt sind, 
deren Indizes n modulo m mit v kongruent sind. An Stelle der m 
Koeffizienten n wollen wir noch eintragen:

V  ö

und findet dann unter Zusammenfassung aller Reihenglieder, die das 
einzelne c'v als Faktor aufweisen, für Ό·^(ν) ein Aggregat der Gestalt:

wobei zu erklären ist durch:

Die hier rechts stehende Reihe können wir nun auch so schreiben:

Damit aber kommen wir auf die Og-Funktion mit den Argumenten 
(mv -f- νω) und qm zurück:

so daß sich die besonderen Funktionen (4) der Charakteristik (0,0) in der 
einfachen Gestalt (5) durch die ursprüngliche &3-Funktion darstellen lassen.

Man beachte weiter, daß die m Funktionen (4) linear-unabhängig 
sind. Bestände nämlich zwischen ihnen eine lineare homogene Relation 
mit nicht durchweg verschwindenden Koeffizienten identisch, so würde 
dieselbe auf t umgeschrieben eine Laurentsche Reihe mit nicht durchweg 
verschwindenden Koeffizienten1), aber von identisch verschwindendem 
Summenwerte liefern, was unmöglich ist. Da übrigens jede die Bedin­
gungen (1) befriedigende Funktion der Charakteristik (0,0) in der Ge­
stalt (3) durch die Funktion (4) darstellbar war, so gewinnen wir das

1) M an b each te , daß θ ^ ( « ) ν d ie jen ig en  G lieder der L aurentschen  R eihe l ie ­
fert, deren E xpon en ten  m odulo m m it v k on gru en t sind.
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Ergebnis: Die Reihen (4) liefern m ganze transzendente, voneinander 
linear-unabhängige Funktionen, die den Bedingungen (1) für die Charakte­
ristik (0,0) genügen; und umgekehrt ist jede solche Funktion in den m 
Funktionen (4) linear und homogen mit von v unabhängigen Koeffizienten 
darstellbar.

Was nun zweitens die Differentialgleichung (2) angebt, so ist aus der 
Reibe in (4) rechts leicbt zu zeigen, daß jede der m Funktionen O^)(v)y 
jene Gleichung befriedigt. Hieraus folgt, daß ein Ausdruck:

mit von v unabhängigen Koeffizienten cv die Gleichung (2) stets und 
nur dann befriedigt, wenn:

identisch besteht. Dies erfordert aber, daß alle m Ableitungen ver­
schwinden, weil wir andernfalls bei Umschreibung auf t wieder zu einer 
Laurentschen Reihe mit nicht durchweg verschwindenden Koeffizienten, 
aber identisch verschwindendem Summenwerte gelangen würden. Die 
cv sind also auch von ω unabhängig. Die q)v sind m voneinander
linear-unabhängige Thetafunktionen mtcr Ordnung der Charakteristik (0,0); 
durch sie läßt sich jede solche Funktion in der Gestalt (6) mittels nu­
merischer, d. h. von v und ω unabhängiger Koeffizienten darstcllen.

Die Thetafunktionen mter Ordnung der übrigen Charakteristiken (g, h) 
kann man genau, wie dies in § 10 für die erste Ordnung ausgeführt 
wurde, aus denjenigen der Charakteristik (0, 0) herstellen. Setzt man:

wo φ(ω) von v unabhängig ist, so genügt diese Funktion jedenfalls den 
Bedingungen (1). Die Forderung, daß die Differentialgleichung (2) er­
füllt ist, führt aber, von unwesentlichen Änderungen abgesehen, wieder 
genau zur Entwicklung von S. 422 zurück. Für das Bestehen der Glei­
chung (2) ist die Bedingung:

hinreichend und notwendig, wodurch φ(ω) bis auf einen numerischen 
Faktor eindeutig bestimmt ist. Um eine Formel zu gewinnen, in der 
die Gleichung (2) S. 422 als Spezialfall m =  1 enthalten ist, setzen wir:

www.rcin.org.pl



426 II, 2. Die elliptischen Funktionen zweiter Stufe

und haben auf diese Weise sicher eine Thetafunktion mteT Ordnung der 
Charakteristik (g,h) gewonnen. Ist andrerseits eine beliebige solche Funk­
tion in vorgelegt, so erkennt man in:

sofort eine Thetafunktion mtei Ordnung der Charakteristik (0, 0). Die 
Gleichung (7) liefert uns gerade genau die gesamten Thetafunktionen mteT 
Ordnung der Charakteristik (g, h), falls rechter Hand alle Theta- 
funktionen mteT Ordnung der Charakteristik (0, 0) durchläuft.

Die weiter über die Charakteristik (0, 0) entwickelten Sätze über­
tragen sich jetzt sofort auf jede andere Charakteristik. Wir gelangen 
zu dem Ergebnis: Den m besonderen Funktionen (v)v entsprechen ver­
möge (7) m linear-unabhängige Thetafunktionen mtei Ordnung &gh(v, q)v 
der Charakteristik (g, h), in denen sich jede Funktion dieser Art linear 
und homogen mit numerischen Koeffizienten darstellt.

§ 12. Die Tlietafunktionen mter Ordnung als ganze elliptische 
Funktionen dritter Art.

Führen wir an Stelle von v das Argument u wieder ein, so können 
wir die Gleichungen (1) S. 423, denen eine Thetafunktion mtei Ordnung 
der Charakteristik (q, h) genügt, in die Gestalt:

setzen. Wir erkennen also in unseren Thetafunktionen mter Ordnung 
nach den Erklärungen von S. 217 und S. 221 ganze elliptische Funk­
tionen dritter Art, und zwar haben die in den Exponentialfaktoren der 
Gleichungen (2) S. 217 auftretenden Koeffizienten μ, v hier die folgende 
Bedeutung:

Nach einem S. 220 aufgestellten Satze muß für jede elliptische Funk­
tion dritter Art der Ausdruck (ω1μ2 — ω2μχ) eine ganze Zahl darstellen, 
welche wir als „Ordnung“ der Funktion bezeichneten, und welche den 
Überschuß der Anzahl der Nullpunkte über diejenige der Pole der 
Funktion im Periodenparallelogramm liefert. Wir folgern aus den eben 
angegebenenen Werten von μ1, u2: Eine Thetafunktion mter Ordnung 
gehört auch als elliptische Funktion dritter Art zur Ordnung m und hat
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demnach als ganze Funktion im Periodenparallelogramm insgesamt m 
einfache Nullpunkte, die natürlich auch irgendwie zusammenfallen dürfen.

Um die Beziehung der Thetafunktionen zu den ganzen elliptischen 
Funktionen dritter Art weiter darzulegen, verstehen wir unter ψ(η) 
irgendeine ganze elliptische Funktion dritter Art der Ordnung m und 
gehen auf die eben bereits genannten Gleichungen:

zurück, wobei also für μχ, μ2 die Bedingung gilt:

Da iin übrigen die μχ, μ2, vX} v2 beliebige komplexe Größen sind, so 
scheinen zunächst die Funktionen ψ(ιι) insofern weiter als die Theta­
funktionen zu reichen, als doch in den entsprechenden Definitionsglei­
chungen (1) S. 423 die g, h reelle Werte haben sollten. Dieser Unterschied 
ist indessen nur scheinbar und kann durch eine „Normierung“ von ip(u) 
mit einem Exponentialfaktor hinweg gehoben werden. In der Tat wollen 
wir von ib(u) zur Funktion:

übergehen, indem wir uns die nähere Bestimmung von λ Vorbehalten. 
Das Verhalten dieser Funktion φ(ιι) bei Vermehrung des Argumentes 
u um cj2 und um ωχ ist infolge der vorstehenden Gleichungen:

Wir können nun λ eindeutig durch die Forderung festlegen, daß die 
beiden Klammerausdrücke in den Exponenten rechter Hand reell aus- 
fallen. Schreiben wir unter Trennung der reellen und imaginären Be­
standteile λ — λ '  ΐ λ " ,  ω2 =  o 2' - f -  ißJ2, . . ·, so kleidet sich jene Forde­
rung in die Gleichungen:

aus denen wir, da ωχ'ω'' — ω''ω2' <  0 gilt, λ' und λ" und damit λ ein­
deutig berechnen können. Auf diese Weise gewinnen wir zwei ein­
deutig bestimmte reelle Größen:

auch können wir, da in den Bedingungsgleichungen der Funktion ip(u) 
eine Abänderung von vx und v2 um irgendwelche ganze Zahlen ohne 
Folge ist, die Größen vx und v2 so bestimmt denken, daß die beiden 
reellen Zahlen g, h unseren oben vorgeschriebenen Intervallen — 1 <#<1+1,
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— 1 <  h ^  +  1 angehören. Es rechnet sich nun das oben für φ(ιι) an­
gegebene Gleichungenpaar, wenn wir noch die Bezeichnung gebrauchen:

in die folgende Gestalt um:

Hiermit haben wir in der Tat die Bedingungsgleichungen (1) S. 423 
der Thetafunktionen wieder gewonnen und wollen die Funktion θ(ν) 
dieserhalb genauer mit θ$(ν) bezeichnen. Die an jene Gleichungen (1) 
S. 423 geknüpften Rechnungen des vorigen Paragraphen dürfen wir dem­
nach auf Oy'/,' (v) in Anwendung bringen. Auf Grund jener Rechnungen 
oder auch aus dem gleich wieder ausführlich zu betrachtenden Hermite­
schen Prinzip (vgl. S. 228) folgt die Darstellbarkeit jeder Funktion θ$?(ν) 
in der Gestalt:

mit Koeffizienten, die von v unabhängig sind. Das hier rechts stehende 
Aggregat liefert offenbar auch dann noch eine die Relationen (2) 
befriedigende Funktion, wenn die cv irgendwelche Funktionen von ω 
sind. Hieraus geht hervor, daß zwar für m =  1 jede Funktion θ^(ν)  
durch Behaften mit einem weiteren von ω allein abhängenden Faktor 
zu einer Thetafunktion gemacht werden kann,''Maß dies indes für m >  1 
nicht mehr stets möglich ist; denn diese Möglichkeit erfordert nach dem 
Schlußsätze von § 11 offenbar, daß die Quotienten der c0, cx, . . ., cm_1 
von ω unabhängig sind, was eine Besonderheit ist. Nennen wir dem­
nach jede den Bedingungen (2) genügende ganze transzendente Funk­
tion eine „allgemeine“ Thetafunktion mt6T Ordnung (υ) der Charakte­
ristik (g, h), so umfassen dieselben zwar die Thetafunktionen ff!”h(v) als 
Spezialfälle, werden ihrerseits aber nicht durch diese Thetafunktionen erschöpft; 
die zweite Bedingung (2) S. 423, die Differentialgleichung der Funktio­
nen %-gh (v), kommt demnach für die allgemeinen Thetafunktionen θ$(ν) in 
Fortfall. Die Beziehung zu den ganzen elliptischen Funktionen dritter Art 
gestaltet sich nun einfach so, daß die letzteren nach Hinzufügung des oben 
bestimmten Exponentialfaktors gerade die gesamten allgemeinen Theta­
funktionen 6{gh (v) liefern.

Eine Bemerkung ist noch über die Beschränkung der reellen Zahlen 
g, h auf die Intervalle — 1 <  ^ ^  +  1, — 1 <  h ^  ff- 1 nachzutragen. 
Andern wir etwa in der Gleichung (7) S. 425, welche wir auf beliebige 
reelle g, h beziehen, g und h um irgendwelche gerade ganze Zahlen, so
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bleibt die durch jene Gleichung dargestellte Thetafunktion keineswegs 
unverändert. Indessen bleibt sie eine Thetafunktion der anfänglichen 
Charakteristik, da in den erklärenden Gleichungen (1) S. 423 und auch 
(2) S. 428 eine Änderung der g, h um gerade ganze Zahlen folgenlos 
ist. Die Zulassung von Zahlen g,li außerhalb der angegebenen Inter­
valle würde uns also keine neuen Funktionen mehr liefern können.

Für die gleichändrigen ganzen elliptischen Funktionen dritter Art 
hatten wir S. 227 auf Grund funktionentheoretischer Erwägungen das 
Hermitesche Prinzip abgeleitet: Unter den gleichändrigen ganzen ellip­
tischen Funktionen dritter Art mter Ordnung gibt es stets im ganzen m 
linear-unabhängige, in denen alle weiteren linear und homogen mit von u 
unabhängigen Koeffizienten darstellbar sind. Zu diesem Prinzipe führten 
uns die Reihenentwicklungen des § 11 aufs neue hin, und zwar sowohl 
für die allgemeinen Thetafunktionen mtei Ordnung wie auch für die 
speziellen, für die letzteren in der besonderen Gestalt, daß die Funk­
tionen gleicher Charakteristik stets in m linear-unabhängigen unter 
ihnen linear und homogen mit numerischen, d. h. auch von ω unabhän­
gigen Koeffizienten darstellbar waren.

Die ganzen elliptischen Funktionen dritter Art wurden S. 221 aus 
6-Produkten aufgebaut. Statt der (5-Funktionen können wir auch die 
Thetafunktionen erster Ordnung %-gh (v) benutzen. Ein Produkt von m 
Funktionen ^  (v) erster Ordnung stellt zufolge (3) S. 422 allemal 
eine allgemeine Thetafunktion mteT Ordnung:

Beziehung der „allgemeinen“ Thotafunktion zu den

dar, deren Charakteristik sich aus:

bestimmt. Sind die Charakteristiken (igv,h r) sämtlich ganzzahlig („Haupt­
charakteristiken“), so gilt dasselbe von (g, h). Einige hierauf bezügliche 
Ausführungen mögen sich hier anschließen.

Im Falle der Ordnung m =  2 haben wir in den vier Quadraten der 
ursprünglichen Il-Funktionen und in ihren Produkten zu zweien lauter 
Funktionen (v) vor uns, und zwar verteilen sie sich auf die vier 
ganzzahligen Charakteristiken so:

Je die zwei Funktionen der drei letzten Paare sind linear-unabhängig,
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wie man z. B. aus dem Umstande entnimmt, daß die eine Funktion ge­
rade und die andere ungerade ist. Es läßt sich also z. B. jede Funktion 
θη(ν) in der Gestalt:

darstellen, wo die Koeffizienten c0, von v unabhängig sind. Auch 
(v)2, Oj ([v)2 erkennt man leicht als linear-unabhängig, so daß z. B. 

die Funktionen Ό·2 (v)2 un(  ̂ ·θ·3 V’)2 i*1 den Gestalten:

darstellbar sein müssen. Die Koeffizienten lassen sich leicht durch die 
Thetanullwerte θ0, O'g,-fig darstellen. Es ergibt sich nämlich, wenn 
wir v =  0 eintragen:

sowie wenn wir v — \ setzen und die Tabelle von S. 419 benutzen:

Hieraus berechnet man, wenn man bei der Bestimmung von c' noch 
die Relation (23) S. 419 benutzt:

womit die Relationen (29) S. 420 wiedergewonnen sind.
Bei beliebiger Ordnung m >  2 werden diese Relationen (3) von Be­

deutung. Zufolge derselben gelangen wir nämlich bereits zu allen linear­
unabhängigen Produkten von je m Faktoren, wenn wir fi-2 (v) und af3 (?;) 
höchstens in den ersten Potenzen zulassen. Wir gelangen alsdann ge­
rade genau zu 4 m Produkten:

von denen man leicht erkennt, daß sie sich zu je m auf die vier ganz­
zahligen Charakteristiken verteilen. Auch erweisen sich je die n Pro­
dukte der gleichen Charakteristik als linear-unabhängig, so daß sie für 
die Darstellung aller Funktionen der in Betracht kommenden Charak­
teristik zugrunde gelegt werden können. Die Verhältnisse gestalten 
sich ein wenig verschieden, je nachdem m gerade oder ungerade ist.
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Als Beispiel betrachten wir etwa eine ungerade Ordnung m und 
die Charakteristik (1, 1). Die zugehörigen m  Produkte sind:

wobei in der ersten Zeile , in der zweiten und dritten Pro-
dukte stehen. Jene Produkte sind ungerade, diese gerade Funktionen. 
Würde demnach zwischen den Funktionen (4) eine lineare Relation mit 
von v unabhängigen Koeffizienten identisch bestehen, so würde not­
wendig bereits eine solche Relation entweder für die geraden oder für 
die ungeraden Funktionen gelten. Setzen wir aber eine solche Relation 
etwa für die ungeraden Funktionen an, so wird dieselbe nach Fort­
heben des gemeinsamen Faktors <9̂ (v) aller Glieder die Gestalt annehmen:

nach Fortheben von Ό* (F)2 gewonnen wird. Indem man erneut v =  0 
einträgt, folgt ebenso cx =  0 usw. In derselben Weise zeigt man, daß 
auch zwischen den geraden Funktionen (4) keine lineare Beziehung 
der fraglichen Art identisch bestehen kann. Das System der m Funk­
tionen (4) ist also nach dem Hermiteschen Prinzip zur Dartellung 
aller Funktionen (v) geeignet.

Im niedersten Falle m =  3 haben wir hiernach die drei Funktionen:

für die Signatur (1,1) zugrunde zu legen, die letzte als einzige gerade Funk­
tion. Jede gerade Funktion 0^ (y) ist demnach mit der dritten Funk­
tion (δ) bis auf einen von v unabhängigen Faktor identisch, während 
sich jede ungerade Funktion in den beiden ersten Funktionen (5) dar­
stellen läßt.

Als linear-unabhängige Funktionen 0^(v)  gewinnen wir auf der 
anderen Seite aus (7) S. 425 die drei Thetafunktionen:

welche wir unter Benutzung von (5) S. 424 auch in die Gestalt kleiden 
können:
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Nach Eintragung der ^-Reihe ergibt sich:

An letzter Stelle haben wir zufolge der zweiten Gleichung (16) S. 418 
die ungerade Funktion 3v, qs) vor uns; durch Subtraktion der beiden 
ersten Gleichungen folgt eine zweite ungerade Funktion, durch ihre 
Addition eine gerade Funktion:

Für die hier rechts stehende Reihe gilt also der Ansatz:

wo c von v unabhängig ist, aber ω noch enthalten mag.
Zur Bestimmung der Größe c leiten wir vorerst eine auch in an­

derer Hinsicht sehr wichtige Reihenentwicklung für die 24. Wurzel aus 
der Diskriminante A  ab:

Aus der zweiten Gleichung (18) S. 418 folgt:

so daß wir für die eindeutige Funktion (7) von ω die Darstellung:

gewinnen. Aus der unter (17) S. 418 gegebenen Ό̂ -Reihe aber folgt:

Alle Glieder dieser Reihe, in denen k =  1 (mod. 3) ist, fallen aus; wir 
haben also nur zu setzen k =  3w, w o« die Zahlen 0, 1, 2, 3, · · · durch­
läuft, und k — — Sn — 1, wo n die Zahlen — 1, — 2, — 3, · · · zu durch­
laufen hat. Wir erhalten also:

www.rcin.org.pl



Die gerade Tketafunktion dritter Ordnung der Charakteristik (1,1) 433

was sich sofort zusammenfaßt zu:

Indem wir ]/3 nach links setzen und q* an Stelle von q eintragen, 
ergibt sich die Reihenentwicklung für die in (8) rechts stehende Funk­
tion und damit die Reihe für die 24. Wurzel aus A:

Die Bestimmung der Größe c in (6) ist nun sofort geleistet. In­
dem wir v =  0 setzen, tritt links gerade die in (9) gewonnene Reihe 
auf, so daß wir zu der Relation gelangen:

Für das Produkt der Null werte der drei geraden Thetafunktionen aber 
folgt aus (26) und (25) S. 420:

Die Größe c läßt sich also mittelst der Diskriminante so darstellen:
7t 1

und die Gleichung (6) kann man in die endgültige Gestalt setzen:

D rittes  K apitel.

Die Modulfunktionen zweiter Stufe und die lineare Trans­
formation der elliptischen Funktionen zweiter Stufe.

Als eine Eigenschaft einer elliptischen Funktion zweiter Stufe haben 
wir nach den allgemeinen Erklärungen von S. 376 auch noch zu fordern, 
daß dieselbe als Funktion von co1 und ω2 unverändert bleiben soll gegen­
über den Substitutionen der in der Modulgruppe ΓΉ enthaltenen Haupt­
kongruenzgruppe zweiter Stufe. Diese im Laufe der letzten Entwick­
lungen zurückgetretene Eigenschaft unserer Funktionen haben wir jetzt 
näher zu untersuchen. Wir werden uns dabei nicht auf die Stufe 2 
beschränken können, müssen vielmehr mit Rücksicht auf die Größen 
y \  ψ ΰ ',  usw. vielfach auch auf höhere Stufen eingehen, ohne in­
des die letzteren einer grundsätzlichen Untersuchung zu unterziehen.

F rick e: Elliptische Funktionen. Bd. 1 28
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§ 1. Der Diskontiimitätsbereich der Hanptkougrueiizgruppe
zweiter Stufe.

Alle in der Modulgruppe enthaltenen Substitutionen:

deren Koeffizienten die Kongruenzen befriedigen:

bilden eine Untergruppe, die wir als „Hauptkongruenzgruppe zweiter 
Stufe“ benennen wollten, und die zunächst mit der Bezeichnung PH  be­
legt werden möge. Nach der S. 284 ausgeführten Überlegung erkennt 
man, daß die ebenso wie die Gesamtgruppe P (i,,) durch die Spiege­
lung an der imaginären ω-Achse ϋ(ω) =  — ω in sich transformiert 
wird. Der Zusatz von U zur Tfel liefert demnach eine Gruppe:

enthält.
Um die Diskontinuitätsbereiche dieser Gruppen zu gewinnen, be­

trachten wir, wie bei der Gesamtgruppe Γ (vgl. S. 286 ff.), zunächst 
die in der enthaltenen Spiegelungen, für welche die Gleichung 
δ = a charakteristisch ist (vgl. S. 285). Ist γ =  0, so ist die Gleichung 
des Symmetriekreises (der hier eine Gerade darstellt) 2 | =  /3; für 
ist die Gleichung des Symmetriekreises:

wenn wir (wie S. 175) ω — £ -f- irj schreiben.
Da ß zufolge (1) eine gerade Zahl ist, so sind die Geraden unter 

den Symmetriekreisen durch ξ 0, ξ =  +  1, ξ =  +  2, . . . gegeben;

die wir als die „erweiterte Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe“ be­
zeichnen, und die neben den die Γ)'”) bildenden Substitutionen „erster 
Art“ V noch die gesamten die Kongruenzen (1) befriedigenden Sub­
stitutionen „zweiter Art“:

434 Π, 3. D ie  M odulfunktionen  zw eiter Stu fe und d ie  lin ea re  T ransform ation

Für den Entwicklungsgang wird das fünfte Kapitel des ersten Abschnitts 
vorbildlich sein. Das Verhalten der auch u enthaltenden elliptischen 
Funktionen zweiter Stufe gegenüber den Substitutiouen der Gesamt­
gruppe Γ wird uns zur Lehre von der ,,linearen Transformation“ 
der Funktionen zweiter Stufe führen, der bei den Funktionen erster 
Stufe freilich noch kein Analogon gegenüberstand, da diese Funktionen 
gegenüber der Gesamtgruppe Ρ(ω) invariant sind.
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unter den eigentlichen Kreisen haben wir für γ =  2 diejenigen mit den 
größten Radien, nämlich die Kreise der Radien * um die reellen Mittel­
punkte ω =  +  j ,  +  '|, +  -|, · · ·. Die drei speziellen unter den Symmetrie­
kreisen, welche durch die Gleichungen:

dargestellt sind, grenzen das obere Kreisbogendreieck der Winkel 0 in 
Fig. 60, S. 289 ein. Die zugehörigen Spiegelungen bezeichnen wir, um 
eine mit (1) S. 296 möglichst konforme Schreibweise zu gebrauchen, 
durch:

Von jenem Kreisbogendreieck der Winkel 0 aus stellten wir durch 
den Spiegelungsprozeß ein ganzes Netz solcher Dreiecke her, welches die 
positive ω-Halbebene schlicht und vollständig bedeckte, und dessen Natur 
S. 288 ff. ausführlich dargelegt wurde. Nehmen wir noch hinzu, daß 
die drei Symmetriekreise („Höhen“ des ersten Dreiecks der Winkel 0): 

21 +  1 - 0 ,  |> +  V  -  1, (? + l)2 +  ij* -  1,
welche die Zerlegung des fraglichen Dreiecks der Winkel 0 in die sechs 
Elementardreiecke der Gesamtgruppe leisteten, nicht zu den Sym­
metriekreisen der r j “’l gehören, so gelangen wir zu dem Ergebnisse, 
daß das in Fig. 60, S. 289 begonnene, die 'positive ω-Halbebene schlicht 
bedeckende Dreiecksnetz der Winkel 0 gerade genau die gesamten Symmetrie- 
kreise der Untergruppe erschöpft. In der Tat gehören alle diese 
Kreise der Γ&) an, da sie durch Ketten von Spiegelungen (2) vom 
ersten Dreieck aus erreichbar sind. Es kann aber auch kein weiterer 
Symmetriekreis hinzukommen; denn wäre irgendeines der Dreiecke 
des fraglichen Netzes von einem weiteren Kreise der rffi durchzogen, 
so würde auch das erste Dreieck von einem bezüglich der Γ äqui­
valenten Kreise durchzogen.

Homologe Punkte in den Dreiecken des fraglichen Netzes, d. h. 
solche Punkte, die aus einem unter ihnen durch irgend­
eine Kette von Spiegelungen (2) hervorgehen, erweisen 
sich bezüglich der Γ $  als äquivalent. Für jeden be­
stimmten im Innern der ω-Halbebene gewählten Punkt 
gibt es demnach sicher mindestens einen bezüglich der 
Γ@) äquivalenten Punkt im „Ausgangsdreieck“ des Netzes, 
d. h. im Dreieck der Spitzen ω =  0, — 1, ioo. Andrer­
seits können keine zwei verschiedene Punkte dieses Drei­
ecks bezüglich der Γ@) äquivalent sein. Zwar sind bezüglich der Gesamt­
gruppe Γ die Punkte des Dreiecks immer zu sechs äquivalent, indem
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sie entsprechend der in Fig. 79 ausgeführten Unterteilung des Dreiecks 
in sechs Elementardreiecke der aus einem unter ihnen, ω, durch die 
sechs Substitutionen:

hervorgehen. Keine einzige dieser Substitutionen gehört aber der JT^ 
an, so daß in der Tat keine zwei bezüglich dieser Untergruppe äqui­
valente, voneinander verschiedene Punkte im Dreieck der Ecken ω =  0, 
— 1, ioo auffindbar sind. Das Kreisbogendreieck der Winkel 0 mit den 
Ecken ω = 0, — 1, ioo ist demnach ein Diskontinuitätsbereich der er­
weiterten Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe Γ ^ ,  und diese Gruppe ist 
also erzeugbar durch die drei unter (2) angegebenen Spiegelungen S', Τ', Ü.

Der Rückgang zur Gesamtgruppe F (w) wird dadurch vollzogen, daß 
wir jedes der Dreiecke des eben besprochenen Netzes durch seine drei 
„Höhen“ (vgl. Fig. 59, S. 288) in sechs Dreiecke der zerlegen. Irgend­
ein Dreieck des zur gehörenden Netzes ist mit einem bestimmten 
unter den sechs Dreiecken der Fig. 79 bezüglich Γ $  äquivalent. Zu 
diesem Dreiecke aber gelangen wir vom Diskontinuitätsbereiche der Γ (ω), 
d. h. vom Elementardreiecke der Ecken ω =  i, ρ, i oo durch eine be­
stimmte unter den sechs Substitutionen (3). Wir erschöpfen demnach 
die gerade einmal und vollständig, wenn wir jede der sechs Sub­
stitutionen (3) mit den gesamten Substitutionen der Untergruppe Γ$) 
kombinieren:

hier im ersten Gliede der rechten Seite für Γφ) F0 gleich wieder T@) 
geschrieben. Die Substitutionen der Gesamtgruppe ordnen sich auf diese 
Weise den sechs Gliedern der Gleichung entsprechend in sechs Systeme an, 
von denen keine zwei eine Substitution gemeinsam haben: das erste 
System umfaßt die Untergruppe f 1̂ ), jedes folgende System entsteht 
aus dem ersten durch Kombinierung mit einer der Substitutionen (3). Wir 
drücken dies dahin aus, daß wir die T^) eine Untergruppe „des Index 6‘ 
in der Gesamtgruppe nennen, und bezeichnen sie dieserhalb weiterhin 
durch Γ\·”\

Um den Übergang zur ursprünglichen Hauptkongruenzgruppe zweiter 
Stufe Γρ) zu gewinnen, lagern wir neben den in Fig. 80 schraffierten 
Diskontinuitätsbereich der jnjü sein in der Figur freigelassenes Spiegel­
bild bezüglich der imaginären ω-Achse. Zu einem beliebig im Innern
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der Halbebene gewählten Punkte ω gibt es dann im Bereiche der Fig. 80 
stets zwei und nur zwei bezüglich der Γ$ ’’ äquivalente Punkte ω' 
und co" = U (ω'). Von den beiden diese Äquivalenzen vermittelnden 
Substitutionen entsteht die eine aus der anderen 
durch Zusatz von U, so daß eine von der ersten 
und die andere von der zweiten Art ist. Die 
erste unter ihnen gehört bereits der Γ^) an; wir 
erkennen hieraus: Der aus zwei Dreiecken der 
Winkel 0 zusammengesetzte Bereich der Fig. 80 
ist ein Diskontinuitätsbereich der ursprünglichen 
Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe 1*$.

Auch die Herstellung der Γ^) aus erzeugenden 
Substitutionen ist von der aus sofort verständlich. Eine Substitution 
erster Art der Tgstellt sich symbolisch als Produkt von Spiegelungen (2) 
mit einer geraden Faktorenanzahl dar. Dabei brauchen, da U2 =  1, S '2 =  1, 
T '2 =  1 gilt, keine zwei aufeinanderfolgende Faktoren einander gleich 
zu sein. Man kann demnach jede Substitution der Γ@) symbolisch als 
Produkt der drei Substitutionen:

S ' - Ü T ’, Τ ’ =  S 'Ü , U' =  T 'S '
und ihrer inversen Substitutionen:

S '- 1 =  T 'Ü , T ' - 1 =  U S ', U '~x =  S 'T ' 
schreiben. Die letzten drei Substitutionen gelten mit S', Τ', U' zugleich 
als gegeben; zwischen den drei ersten besteht die Relation:

TJ'T'S' =  Τ '  · (S')2 · ( ¢ 7 ) 2 · T '  -  1,
so daß sich U' in der Gestalt S '~ lT '~ 1 durch S' und Τ' ausdrückt. 
So bleiben schließlich nur S ' und Τ': Die ursprüngliche Hauptkongruenz­
gruppe zweiter Stufe F(sj) läßt sich aus den beiden Substitutionen:

erzeugen. Die erste führt den linken geraden Rand des in Fig. 80 ge­
zeichneten Diskontinuitätsbereiches in den rechten über, was in der Figur 
durch einen Pfeil angezeigt ist; die Substitution Τ' führt entsprechend 
den rechten halbkreisförmigen Rand des Bereiches in der linken über. 
Der fortgesetzten Kombination der Substitutionen S' und Τ' entspricht 
geometrisch die schrittweise zu vollziehende Bedeckung der co-Halbebene 
mit Paaren von Kreisbogendreiecken der Winkel 0; die hier vorliegen­
den Verhältnisse sind ganz analog denen, die wir oben (S. 296 ff.) für 
die gesamte Gruppe ΓΗ ausführlich besprachen. Übrigens gilt:
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Schreiben wir aber irgendeine Substitution der P ^  in der Gestalt:
03' =  · · · Τ ,τη*ν(ω\

so haben hierbei die Exponenten m irgendwelche ganzen Zahlen zu be­
deuten, die wir übrigens, von der ersten und letzten abgesehen, stets 
als von 0 verschieden voraussetzen dürfen. Bei der angegebenen Gestalt 
der Potenzen S 'm, T 'm gelangen wir somit zu einer Kettenbruch entwick- 
lung der Substitutionen der Γ $ :

welche sich der S. 298 aufgestellten Kettenbruchentwicklung der Sub­
stitutionen der Gesamtgruppe Γ (r,j) anschließt.

Da die Spiegelung ü  in der Pg^ enthalten ist, so wird das Sub­
stitutionssystem P ^  ■ ü  wieder mit identisch sein. Es gilt so­
mit auch:

Setzen wir demnach die aus der zweiten, vierten und sechsten Sub­
stitution (3) hervorgehenden Substitutionen U V  k =  Vky so können wir 
die Gleichung (4) in die Gestalt kleiden:

wobei also an Stelle des Systemes (3) die sechs Substitutionen erster 
Art treten:

Im einzelnen Systeme P ^F *  sind die Substitutionen erster Art durch 
das Symbol P ^  Vk zu bezeichnen. Für die ursprüngliche Modulgruppe 
P H  ergibt sich damit die Darstellung:

wobei wieder die gesamten Substitutionen der P H  in sechs Systeme an­
geordnet sind, von denen entsprechende Aussagen gelten, wie von den 
in (4) rechts stehenden sechs Systemen. Die P ^  heiße demnach wieder 
eine Untergruppe „vom Index 6“ innerhalb der Gesamtgruppe P (o,) und werde 
fortan durch Γ$ bezeichnet.

Wir nennen zwei Substitutionen F, und Vk der gesamten Gruppe 
PH modulo 2 einander kongruent, falls die Koeffizienten derselben 
die Bed ingungen erfüllen:
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wir fassen dieselben kurz in die Kongruenz F  =  F* (mod. 2) zusammen. 
Ist V, =  Ft und Fi =  F„ (mod. 2), so lehren die Regeln (2) S. 127 
der Zusammensetzung der Substitutionen, daß auch Ft F  =  Ft Vm gilt. 
Ist F  mit der identischen Substitution F0 =  1 kongruent, so gilt so­
wohl Fjt F  =  Ft als auch V Vk =  F* für jede Substitution Ft der F H  
Insbesondere folgt F* FF*^1 =  1, sobald F = 1  (mod. 2) zutrifft. Nach 
der S. 128 erklärten Sprechweise heißt dies, daß eine Substitution F  der 
Untergruppe Fß bei Transformation vermöge irgendeiner Substitution 
Ft von r <r"} wieder eine Substitution V' =  Ft FF*-1 der FßW) liefert. Da 
wir auch umgekehrt eine beliebige Substitution V' der Fe"1 nach diesem Ge­
setze aus der dieser Untergruppe angehörenden Substitution F =  Vk 1V 'V k 
gewinnen, so geht die Untergruppe Fe'", wenn wir sie (wie dies S. 129 
bei den endlichen Gruppen ausgeführt wurde) durch irgendeine Sub­
stitution Ft der Gesamtgruppe transformieren, hierbei in sich seihst über:

(8) n i t ’n - ' - r t 0;

die ffauptkongruenzgruppe zweiter Stufe heißt dieserhalb eine „ausge­
zeichnete“ Untergruppe der Modulgruppe F H

Die gesamten Substitutionen des Systems F<F Ft sind unterein­
ander und also mit Ft kongruent; demgegenüber sind die sechs Sub­
stitutionen (6), wie man sieht, modulo 2 durchweg inkongruent, so daß 
es, da die F (" zufolge (7) durch die sechs Systeme F ^ F *  erschöpft 
wird, im ganzen sechs modulo 2 inkongruente Substitutionen in der F (0)) 
gibt. Dies kann man auch leicht unmittelbar bestätigen, indem man 
die inkongruenten Lösungen der Kongruenz:

ad — ßy =  1 (mod. 2) 
in Quadrupeln ganzer Zahlen a, ß, y, Ö abzählt.

Sind F, V', V " , . . . Substitutionen der F^F, während Ft, F , Vm 
dem Systeme (6) angehören, so gilt mit Rücksicht auf (8):

FF*. V'Vi =  F- F tF 'F T 1- Ft V, =  F F "  • F F  =  T ” • F„,
falls wir die mit Ft F  kongruente unter den Substitutionen (6) mit 
F„ bezeichnen. Wenn wir also irgend zwei Substitutionen der Systeme 
F(F Ft und F ß F  miteinander kombinieren, so entsteht immer eine 
Substitution eines bestimmten dritten Systems F<F Fto. Wir können dies 
dahin ausdrücken, daß die sechs Systeme F r ” Ft gegenüber Kombination 
eine Gruppe Ge der endlichen Ordnung 6 bilden. Die Sachlage läßt sich 
auch in der Weise auffassen, daß wir die mod. 2 kongruenten Substi­
tutionen des einzelnen Systems Fß Ft als nicht wesentlich verschieden
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auffassen und durch eine unter ihnen, etwa F*, repräsentieren. Für die 
sechs „Repräsentanten“ (6) gelten dann die Kongruenzen:

Vk Vi =  Vm (raod. 2),
und man kann das gewonnene Ergebnis auch so aussprechen: Die ge­
samte Modulgruppe reduziert sich modulo 2 auf die sechs inkongru­
enten Substitutionen V0 =  1, Vv V2, . .., V-, welche gegenüber Kombination 
eine Gruppe G6 der endlichen Ordnung 6 bilden.

Da übrigens, wrie schon am Anfang des Paragraphen benutzt wurde, 
die I p  auch durch die Spiegelung TJ in sich transformiert wird, so 
ist sie auch noch in der erweiterten Modulgruppe als „ausgezeichnete 
Untergruppe enthalten, und zwar in ihr als eine solche vom Index 12 
entsprechend der Zerlegung der in die 12 Systeme:

r n  =  i> ’) +  r w  V1 +  i p  v , h—  +  V-
+ r ^ U  +  r ^ ( U  v t) +  • • • +  r ^ ( ü  v 5).

Übertragen wir die Kongruenzbetrachtungen auf die JT(<u), so ergibt 
sich der Satz: Die erweiterte Modulgruppe F " ’) reduziert sich modulo 
2 auf zwölf inkongruente Substitutionen 1, V1} , V5, U, U Vl? . . .  ,
UV5, ivelche gegenüber Kombination eine Gruppe Gn der endlichen Ord­
nung 12 bilden.

§ 2. Die elliptischen Modulfunktionen zweiter Stufe.
Für die Begriffsbestimmung der elliptischen Modulfunktionen zweiter 

Stufe sind die auf die erste Stufe bezüglichen Erklärungen von S. 299 ff. vor­
bildlich. Der Diskontinuitätsbereich der Fj/'I ist in Fig. 81 in die zwölf 
Elementardreiecke der F'"I zerlegt, welche im Innern desselben gelegen

sind. Trennen wir
durch die von co = 1 ~jf—
zur imaginären Achse 
parallel laufende Ge­
rade die drei rechts ge­
legenen Elementar­
dreiecke ab und üben 
auf dieselben die Sub- 

fig 8i. Fig. sä. stitution S ,_1 aus, so
ergibt sich der Bereich der Fig. 82, der offenbar gleichfalls als Diskon­
tinuitätsbereich der Fj.m) brauchbar ist. Hier kommen dann für die Äqui­
valenz der Randpunkte zu Paaren alle drei S.437 aufgestellten erzeugenden 
Substitutionen S', T', U' der rj/O gleichmäßig zur Geltung; durch S' wird 
die eine Randgerade in die andere übergeführt, durch T' der eine von ca =  0

440 II, 3. Die Modulfunktionen zweiter Stufe und die lineare Transformation
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Begriff der Modulfunktionen zweiter Stufe 441

auslaufende, den Bereich begrenzende Kreisquadrant in den anderen und
endlich durch U' der eine von ω =  — 1 ausziehende Quadrant in den 
zweiten. An dieser Figur mache man sich deutlich, daß die drei Zipfel, 
mit denen der Bereich an die Punkte ω =  i oo, ω =  0 und ω =  — 1 her­
anragt, vermittelst der Exponentialfunktionen:

je auf die schlichte und vollständig bedeckte Umgebung des Nullpunktes 
der Ebene von q, q und q" abgebildet werden, wobei dann jedesmal 
die äquivalenten Randpunkte im Abbilde zur Deckung kommen.

Wir stellen nun folgende Erklärung auf: Als eine elliptische Modul­
funktion zweiter Stufe bezeichnen wir jede analytische Funktion von ω, 
welche die (aus ihren gesamten Innenpunkten bestehende) positive co-Halb- 
ebene zum Felde hat, gegenüber den Substitutionen der Hauptkongruenz­
gruppe ziveiter Stufe Γ(Α invariant ist und sich bei Annäherung an die 
drei Spitzen des (Diskontinuitätsbereiches als eine Funktion der betreffen­
den Variabein q erweist, die im Nullpunkte q =  0 analytisch ist oder 
einen Pol endlicher Ordnung aufweist.

Eine erste diesen Bedingungen genügende Funktion haben wir in 
der Modulfunktion erster Stufe /(ω) vor uns, deren Werteverteilung im 
Diskontinuitätsbereiche der durch eine der beiden letzten Figuren 
klargelegt ist. Jedes der sechs schraffierten Dreiecke ist ein volles Ab­
bild der positiven ./-Halbebene, jedes freie ein solches der negativen 
/-Halbebene (vgl. S. 303). Irgendeinen vorgeschriebenen komplexen Wert 
nimmt demnach die Funktion /(ω ) stets an sechs Stellen des Diskontinui­
tätsbereiches an (wobei inan natürlich zwei äquivalente Randpunkte 
nur als einen Punkt zu zählen hat). Diese sechs Punkte ω liegen im 
allgemeinen voneinander getrennt; doch kommen folgende Ausnahmen 
vor: Die sechs Punkte mit J  =  0 fallen zu je drei an den beiden Stellen 
ω =  g und ω =  — ρ2 zusammen, desgleichen fallen die sechs Punkte mit

_1 j _  i
J  =  1 an den drei Stellen ω =  i, ω =  — 1 +  i (=  1 -f- i) und ω =  — —-

die sechs Pole in die Spitzen des Diskontinuitätsbereiches.
Dem entspricht es, daß ein einfacher Umlauf z. B. um den Punkt 

ω — ρ in der ω-Halbebene (der ja die sechs hier heranragenden Drei­
ecke der Fig. 81 durchläuft) sich auf einen dreifachen Umlauf um J = 0  
in der /-Ebene abbildet. Die Umgebung von ω =  ρ liefert, wie wir 
dies ja bereits S. 303 ausführlich erörterten, eine dreiblättrige Windungs­
fläche (vgl. S. 28) mit dem Verzweigungspunkte /==0. Das durch die Funk­
tion /(ω ) gelieferte Abbild des ganzen Diskontinuitätsbereiches der

zu Paaren zusammen, und endlich fallen gleichfalls zu Paaren
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über der 7-Ebene ist daraufhin leicht zu übersehen. Indem wir je zwei 
äquivalente Randpunkte des Bereiches im Abbilde verschmelzen, ge­
winnen wir offenbar eine sechsblättrige geschlossene Riemannsche Fläche 
F6 über der J-Ebene, deren Verzweigungspunkte den Ecken der Elementar­
dreiecke im Bereiche der Fig. 81 entsprechen. Es liegen somit bei 7 = 0  
zwei dreiblättrige Verzweigungspunkte übereinander, desgleichen bei 
7 = 1  und bei 7  =  oo je drei zweiblättrige Verzweigungspunkte.

Hiernach hat die F6 zufolge der Regel (4) S. 88 das Geschlecht 
p  = 0, d. h. sie stellt eine einfach zusammenhängende geschlossene Fläche 
dar; sehen wir in Fig. 81 äquivalente Randpunkte als identisch an, 
so kommt diese Tatsache des einfachen Zusammenhangs an der Gestalt 
dieses Bereiches unmittelbar zur Anschauung. Dies Ergebnis wird für 
die Darstellung der gesamten Modulfunktionen zweiter Stufe grundlegend. 
Die Wege der co-Halbebene zwischen Punkten, die bezüglich der r ^  
äquivalent sind, übertragen sich auf geschlossene Wege der F^1) : Die 
Modulfunktionen zweiter Stufe liefern, als Funktionen von 7  aufgefaßt, 
gerade die gesamten algebraischen Funktionen der Riemannschen Fläche 
F6 des Geschlechtes p =  0.

Der Körper der algebraischen Funktionen einer solchen Fläche ge­
staltet sich aber sehr einfach: Es existieren einwertige Funktionen auf 
der Fläche; ist z eine solche, so wird der Funktionenkörper gerade 
von den gesamten rationalen Funktionen R(z) geliefert (vgl. S. 94). 
Zugleich ist mit z jede lineare Funktion nicht-verschwindender Deter­
minante von z wieder einwertig, und wir erschöpfen durch diese linea­
ren Funktionen von z alle einwertigen Funktionen der Fläche. Eine 
einzelne dieser Funktionen können wir dadurch festlegen, daß wir drei 
Werte der Funktion, z. B. die Werte z =  0, 1, oo als an irgend drei 
verschiedenen Stellen der F(! zutreffend vorschreiben.

Hiervon wollen wir jetzt in der Weise Gebrauch machen, daß wir 
diejenige einwertige Funktion z bevorzugen, welche in den drei den 
Zipfeln co =  i oo, 0 und — 1 des Diskontinuitätsbereiches entsprechenden 
Punkten der Ffi die Werte 0, 1 und oo annimmt. In Abhängigkeit von 
co nennen wir diese Modulfunktion zweiter Stufe X (to), so daß also 
ihre Definition unter den gesamten einwertigen Funktionen durch:
(1) X(ioo) =  0, /1(0) =  1, A(— 1) =  oo
gegeben ist. Die gesamten elliptischen Modulfunktionen zweiter Stufe 
werden dann gerade geliefert durch den Körper der rationalen Funktionen 
R(X(co)) von X(co).

Es ist nun leicht zu erkennen, daß wir in A(co) das früher mit l

442  II, 3. Die Modulfunktionen zweiter Stufe und die lineare Transformation

1) S. die entsprechenden B etrachtungen für die erste Stufe S. 303 ff.
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Die Modulfunktion zweiter Stufe λ(β>) 443

bezeichnete „Doppelverhältnis“ und damit den Legendreschen Integral­
modul k2, in Abhängigkeit von ω betrachtet, wiedergewonnen haben. 
Um dies zu zeigen, ziehen wir zunächst einige Folgerungen aus dem 
Umstande, daß die FH  in der Gruppe FH  sowie auch in der erwei­
terten FH  als „ausgezeichnete“ Untergruppe enthalten ist.

Ist V  irgendeine Substitution der FH? so ist λ ( Υ (ω)) eine Funk­
tion von ω, die gegenüber den Substitutionen der Gruppe F-T <»>r 
invariant ist. Aber diese Gruppe ist mit Γ identisch (S. 439), so daß 
λ(Υ(ω)) wieder eine Modulfunktion zweiter Stufe ist. Bildet man ent­
sprechend A(F(gj)) mit irgendeiner Substitution zweiter Art V  der Γ̂ '"\ 
so hat man zu berücksichtigen, daß durch V  eine konforme Abbildung 
„mit Umlegung der Winkel“ (indirekte Kreisverwandtschaft, vgl. S. 73ff.) 
dargestellt wird. Ist demnach λ(Υ(ω)) der zu λ(Υ(ω)) konjugiert kom­
plexe Wert, so wird erst λ(Υ(ω)) wieder eine Modulfunktion zweiter 
Stufe sein. Wir gehen nun insbesondere auf die drei erzeugenden Spiege­
lungen :

S (ω) - 4 , F(co) =  — ω — 1, U (co) =  — ω

der FH  zurück (vgl. S. 296). Jede dieser Spiegelungen stellt eine um­
kehrbar eindeutige Transformation des Diskontinuitätsbereiches der F ^  
dar, wie dies für S und Ü unmittelbar aus Fig. 81, für T  aber ebenso 
aus Fig. 82 hervorgeht. Demnach wird, wenn V  eine beliebige jener 
drei Spiegelungen ist, Ä(F(to)) wieder eine „einwertige“ Modulfunktion 
zweiter Stufe und also λ(Υ(ω)) eine lineare Funktion von λ(ω) sein, 
unter λ(ω) den zu λ(ω) konjugiert komplexen Wert verstanden:

Es ist nun sehr leicht, auf Grund der Bestimmungen (1) die ex­
plizite Gestalt dieser drei linearen Funktionen von λ(ω) festzustellen. 
Da nämlich z. B. durch S  die Spitzen ioo und 0 des Bereiches der 
Fig. 81 ausgetauscht werden, während der Punkt co =  — 1 in sich trans­
formiert wird, so entsprechen den drei Werten λ(ω) =  0, 1, oo die drei 
Werte λ(Υ (co)) =  1, 0, oo, woraus sich sofort ergibt d = b, b =  — a, c =  0. 
Indem man die Betrachtung auf T  und U ausdehnt, findet man fol­
gende Wirkung dieser drei Spiegelungen auf λ(ω):

Nun lassen sich aber alle Substitutionen der F ("’) aus S, T, U er­
zeugen. Wir gelangen hierbei, da modulo 2 kongruente Substitutionen 
auf A(co) die gleiche Wirkung ausüben, im ganzen zu zwölf verschie-
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444 II, 3. Die Modulfunktionen zweiter Stufe und die lineare Transformation

denen linearen Substitutionen von λ, von denen sechs der ersten und 
sechs der zweiten Art angehören. Für die unter (6) S. 438 angegebenen 
sechs Substitutionen erster Art finden wir:

In gekürzter Gestalt schreiben wir die sechs so gewonnenen A-Substi- 
tutionen:

Sie liefern eine neue Darstellung der Gruppe G6, auf die sich die .Πω> 
modulo 2 reduziert; im übrigen sind wir zurückgeführt zur Dieder­
gruppe G6, welche wir genau in dieser Gestalt bereits S. 347 gewonnen 
hatten und damals an die allgemeinen gruppentheoretischen Entwick­
lungen von S. 128 fl’, anschlossen. Wir gelangen noch unmittelbarer zu 
den letzteren Entwicklungen zurück, wenn wir auch die Wirkung der 
Substitutionen zweiter Art, von denen wir drei bereits unter (2) er­
ledigten, allgemein feststellen. Wir haben zu diesem Zwecke einfach 
die sechs Substitutionen (4) mit der dritten unter (2) gegebenen Sub­
stitution X' =  X zu kombinieren, was die sechs λ-Substitutionen zweiter 
Art ergibt:
(5) X' =  L X' =  =Ĵ — , X' = X' =  4 , X' =  -^-= , X' =  1 — X. v ' x — 1 x x ’ i — x
Diese bilden zusammen mit den Substitutionen (4) eine „durch Spiege­
lungen erweiterte“ Diedergruppe 6r12, welche uns in neuer Gestalt die 
6r12 liefert, auf die sich die modulo 2 reduziert.

Die Substitutionen (5) sind, abgesehen von der dritten und fünften, 
durchweg Spiegelungen; ihre Symmetriekreise sind, falls wir X — x -}- iy 
setzen, gegeben durch:

Zeichnen wir diese vier Kreise in der λ-Ebene, was in Fig. 83 geschehen 
ist, so entsteht eine Einteilung dieser Ebene in zwölf Kreisbogendrei­
ecke, welche den zwölf Dreiecken der Fig. 81 entsprechen. Hier haben 
wir die Abbildung des Diskontinuitätsbereiches der auf die schlicht 
und vollständig bedeckte λ-Ebene vor uns. Zugleich haben wir diejenige 
Figur wiedergewonnen, an welche wir S. 348 ff. die geometrischen Ent­
wicklungen über die Diedergruppe anknüpften.

Die Modulfunktion J(co) als sechs wertige Funktion auf der oben 
betrachteten Fc ist eine rationale Funktion sechsten Grades von X. Die 
sechs schraffierten Dreiecke der Fig. 83 sind Bilder der positiven J-Halb-
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Identität der Modulfunktion 1(ω) mit dem Integralmodul i  =  k i 445

ebene, die sechs freien Drei­
ecke Abbilder der negativen 
Halbebene. Die sechs Punkte 
X, in denen J  verschwindet, 
fallen zu je dreien an den beiden 
Stellen λ =  — ρ und λ == — ρ2 
zusammen; die sechs Punkte 
mit ¢7=1 fallen zu Paaren 
an die drei Stellen λ =  — 1, 
λ = j  und X =  2, endlich die 
sechs Punkte mit J  =  oo zu 
Paaren an die drei Stellen 
λ =  0, X =  1 und X =  oo. Für die Bestimmung von J  als rationale 
Funktion sechsten Grades von X gilt somit der Ansatz:

( λ *  —  λ  - ( -  1 > S τ  , ( 2 λ 3 —  3 λ -  —  3 λ  - ( - 2 ) 2

J  —  c  i * ( i  —  i ) ·  > J  ~  1  —  c  '  — T * ( i  —  λ ) *

Die Konstanten c und c' kann man durch die Forderung bestimmen, 
daß die durch Subtraktion der beiden vorstehenden Gleichungen sich er­
gebende Gleichung:

c(X2 -  X +  l)3 -  c'(2A3 -  3 λ2 -  3λ +  2)2 =  λ \1  -  / )2 
in X identisch bestehen muß. Setzt man X =  0 und hernach X =  — 1 
ein, so folgt: c -  4 c '-  0, 27e -  4,
woraus c =  247, c =  ^  folgt. Man kann demnach J  als rationale Funk­
tion von X durch die Proportion darstellen:
(6) J : (J  -  1) : 1 =  4 (λ2 -  X +  l)3: (2 λ3 -  3 X* -  3 X + 2)2: 27 22(1 -  λ)2. 
Damit haben wir die Gleichung (3) S. 347 zwischen der absoluten ratio­
nalen Invariante J  und dem Doppelverhältnis X endgültig wiederge­
wonnen und können den Satz aufstellen: Die Modulfunktion zweiter 
Stufe Χ(ω), in der alle Funktionen dieser Stufe rational darstellbar sind, 
ist identisch mit dem Doppelverhältnis X und also dem Legendreschen Inte­
gralmodul k2, auf gefaßt als eindeutige Funktionen des Pariodenquotienten ω.

§ 3. Die elliptischen Modul formen zweiter Stufe.
Für die Begriffsbestimmung einer Modulform der zweiten Stufe sind 

die auf die erste Stufe bezüglichen Erklärungen von S. 305 vorbild­
lich. Wir haben zunächst von der bisher betrachteten nicht-homo­
genen Hauptkongruenzgruppe Γ zur „homogenen Hauptkongruenz­
gruppe zweiter Stufe“ überzugehen, die wir wieder durch bezeichnen; 
sie besteht nach S. 375 aus den gesamten Substitutionen:
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der homogenen welche die Kongruenzen:(2) « =  a = l ,  |5 =  y s ö  (mod. 2)
befriedigen. Ein gleichzeitiger Zeichenwechsel der vier Koeffizienten 
cc, ß, y, d ändert die einzelne homogene Substitution wesentlich, d. h. 
läßt sie in eine andere Substitution übergehen. Dagegen sind zwei nicht­
homogene Substitutionen, die durch Zeichenwechsel der oc, ß, y, ö in­
einander übergehen, nicht voneinander verschieden, so daß allgemein 
einer Substitution der nicht-homogenen F (r,) zwei verschiedene in der 
homogenen F en tsp rech en .

Die S. 438 für die nicht-homogenen Substitutionen aufgestellte 
Gleichung:

i »  =  r p  +  r> ’) v x +  rj") v a +  • • • +  v.0

überträgt sich unverändert auf die homogenen Gruppen F (,ü) und 
und zwar deshalb, weil mit der einzelnen in der enthaltenen Sub­
stitution (1) stets auch:
(3) co[ =  — ccc3l — ß&2> ü * = — 7ai —
dieser Gruppe angehört.1) Die homogene Kongruenzgruppe zweiter Stufe 
jT(6"J) ist also wieder eine Untergruppe des Index 6, und zwar, wie man leicht 
feststellt, eine „ausgezeichnete“ Untergruppe in der homogenen Gesamt­
gruppe r {o,\

Wir stellen nun folgende Erklärung auf: Als eine elliptische Modul­
form zweiter Stufe bezeichnen wir jede homogene Funktion ganzzahliger 
Dimensionen d der a i , w2, die, mit co.2~d multipliziert, als eine analytische 
Funktion von co die positive co-Halbebene zum 'Felde hat, die gegenüber 
den Substitutionen der homogenen Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe in­
variant ist, und die in den drei Spitzen des Diskontinuitätsbereiches mit 
a2~d bzw. cox~d und (c)i -f- cj2)~d multipliziert, als Funktion von q bzw. q' 
und q " (vgl. S. 441) analytisch bleibt oder einen Pol endlicher Ordnung besitzt.

1) Bei den H auptkongruenzgruppen n *«r Stufe P A  m it n > 2  gestalten  sich die 
Verhältnisse anders: genügt die Substitution ( 1) den Kongruenzen: 

a =  d =  1 , ß  =  y ~ 0  (mod. n) ,

so w ird nun die Substitution (3) diese Bedingungen eben nicht m ehr befriedigen, 
so daß sie in der „homogenen“ H auptkongruenzgruppe nicht enthalten ist. Die 

nicht-hom ogene Gruppe spaltet sich demnach bei F ortgang  zu den homogenen 

Substitutionen in zwei Systeme von Substitutionen, von denen das eine die homo­

gene r ((™} ist und das andere aus dieser letzten G ruppe durch Zusatz der Sub­

stitution (o[ =  — co,, a'2 — — cög entsteht. Der Index der homogenen als U nter­

gruppe in der Gesamtgruppe r H  ist demnach für « O  2 doppelt so groß als dev 

Index der nicht-homogenen Pfy .

446 II, 3. Die Modulfunktionen zweiter Stufe und die lineare Transfonnation
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Begriff und Darfttellung der Modulformen zweiter Stufe 447

Zu diesen Modulformen gehören natürlich auch die ganzen Modul- 
formen erster Stufe der Dimensionen — 4 , - 6  und — 12: 

g3(au  o2), g3(col } <D2) ζ/(ω17ω2),
deren Heranziehung uns zu einem wichtigen Satze über die Anzahl der 
Nullpunkte und Pole irgendeiner Form zweiter Stufe im Diskontinuitäts­
bereiche der hinführen wird und uns zugleich eine Darstellungsart 
aller Modulformen zweiter Stufe liefert. Nach den Entwicklungen von 
S. 306 ff. hat g2 je einen Nullpunkt erster Ordnung an den beiden Stellen 
ω =  q und ω =  — ρ2 des Diskontinuitätsbereiches oder, wie wir auch sagen

j  _j_ ji/j}
können, an den Stellen λ =  —=-^--; desgleichen hat g.A je einen Null­
punkt erster Ordnung an den drei Stellen λ =  — 1, 2, und endlich
hat A  je einen Nullpunkt zweiter Ordnung in den drei Bereichspitzen, 
d. h. bei λ — 0, 1 und oo.

Da jede Modulform zweiter Stufe gegenüber der Substitution:
ω '  =  —  ω ν  « 2  =  —  ω 2

invariant ist, so muß ihre Dimension d notwendig eiue gerade Zahl 
sein. Setzen wir demnach d =  2v und nennen eine beliebig vorgelegte 
Form dieser Dimension ^2)·(ωι, ω2)> 80 liefert das Produkt:

eine Form nullter Dimension und also eine ModuIfunktion zweiter 
Stufe, die als solche rational in λ darstellbar ist: Oie Modulformen zweiter 
Stufe sind darstellbar in der Gestalt:

woraus ivir ablesen, daß die Summe der Ordnungen aller Nullpunkte ver­
mindert um die Summe der Ordnungen aller Pole im Diskontinuitäts­
bereiche der gleich — v ist.

Als ein wichtiges Beispiel einer Modulform zweiter Stufe (—6)ter 
Dimension leiten wir aus den Gleichungen (16) S. 124 und (6) S. 445 ab:

da diese Form polfrei ist, so hat sie drei Nullpunkte im Diskontinuitäts­
bereiche, die in den drei Spitzen desselben liegen.

Der S. 316 eingeführte Differentiationsprozeß D ti war gegenüber allen 
Substitutionen der invariant. Da indessen λ(ω) nur gegenüber den 
Substitutionen der unveränderlich ist, so wird die Anwendung von 
D yj auf λ nur erst eine Modulform zweiter Stufe, und zwar der Dimen­
sionen — 2 liefern:
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448 Π, Die Modulfunktionen zweiter Stufe und die lineare Transformation

Da die Umgebung jedes inneren Punktes der ω-Halbebene sieb konform 
auf die Umgebung eines endlichen Punktes der 2-Ebene abbildet, so 
kann D t (λ) zufolge der rechten Seite der letzten Gleichung nur in den 
Spitzen des Diskontinuitätsbereiches verschwinden oder unendlich werden. 
Die Darstellungen von λ nach Potenzen der S. 441 genannten Größen 
q ,q ' ,q "  zeigen, daß in den Spitzen io o  und 0 des Diskontinuitätsbe­
reiches je Nullpunkte erster Ordnung, in der dritten bei ω =  — 1 ge­
legenen Spitze ein Pol erster Ordnung eintreten. Demnach ist:

eine ganze, d. h. polfreie Form (— 2)ter Dimension, deren einer Null­
punkt erster Ordnung in der Spitze ω =  0 gelegen ist. Von hieraus 
gewinnen wir durch Ausübung der Substitutionen T  und S  auf ω in:

zwei ganze Formen (— 2)ter Dimension, deren Nullpunkte in den Spitzen 
i o o bzw. — 1 liegen.

In anderer Gestalt sind uns diese drei Formen seit lange bekannt. 
Man beachte, daß der Quotient von ]/z/ und A(1 — 2) eine ganze Form 
(— 6)ter Dimension liefert, die einen einzigen Nullpunkt dritter Ord­
nung in der Spitze ω =  — 1 hat. Nach den S. 346ff. mitgeteilten Glei­
chungen gilt aber in den damaligen Bezeichnungen:

Auch noch die Kubikwurzel dieses Ausdrucks ist zufolge der Darstellung 
durch die «-Funktion:

eine ganze Modulform zw eite r  Stufe der Dimension — 2, die ihren Null­
punkt erster Ordnung in der Spitze ω =  — 1 hat. Der Quotient der­
selben und der Form D tj^log  ̂__ ^ ist demnach eine polfreie F unktion  

zweiter Stufe und als solche mit einer Konstanten identisch:

Zur Bestimmung der Konstanten c spezialisiere man diese Gleichung 
für die Umgebung der Spitze ω =  i o o, wo λ  =  16# gilt und (e2 — et) 
zufolge (12) S. 416 gleich (— \  wird: wir finden:
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Darstellung aller Modulformen zweiter Stufe durch et, ei 449

so daß c =  2 ist. Durch Heranziehung der Substitutionen S und T ge­
langen wir schließlich zu folgenden drei Beziehungen:

so daß wir in den Differenzen der e1} e2, e3 die einfachsten Modulformen 
ziveiter Stufe (— 2)ter Dimension mit Nullpunkten in den Spitzen des Dis­
kontinuitätsbereiches vor uns habend)

Da die Summe der drei e verschwindet, so können wir durch 
Kombination der Gleichungen (5) die e auch einzeln berechnen; so 
z. B. findet sich:

 ̂— ^(logrh) -ΙΑ ,Κ -^ ϊ)·
Als linear-unabhängige ganze Formen (— 2)ter Dimension kann mall ex 
und e2 heranziehen, aus denen man in der Gestalt (tt^ -j- be2) unter ge­
eigneter Auswahl der Koeffizienten a, b eine Form hersteilen kann, die 
an einer beliebig vorgeschriebenen Stelle des Diskontinuitätsbereichee 
ihren Nullpunkt erster Ordnung hat. Alle ganzen Formen zweiter Stufe 
lassen sich dann als Produkte solcher Linearfaktoren (ae1 -f- be2) dar­
stellen, alle Formen dieser Stufe überhaupt als Quotienten solcher Pro­
dukte. Doch brauchen wir hierauf nicht weiter einzugehen.

§ 4. Modulfunktionen höherer Stufen in der Theorie der 
elliptischen Funktionen.

Infolge der einfachen Produktdarstellungen (10) und (11) S. 407 
sind unter den Wurzeln der Integralmoduln k2, k"2 diejenigen achten 
Grades f/ft, γ /c' und deren Potenzen, außerdem aber auch noch 1Y kk ‘'

1) Statt die Bedeutung von Όη(λ) durch eine funktionentheoretische Über­
legung festzustellen, hätten wir dieselbe auch aus:

mit Benutzung von (3) S. 347 und (11) S. 317 berechnen können. Andrerseits hätte

sich das Verhalten der es — e1 = p . . .  als ganzer Modulformen

zweiter Stufe mit Nullpunkten in Spitzen des Diskontinuitätsbereiches leicht auch 
mit Hilfe von (12) S. 416 folgern lassen.
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450 Π, 3. Die Modulfunktionen zweiter Stufe und die lineare Transformation

frühzeitig betrachtet und als eindeutige Funktionen von ω erkannt.1) 
Diese Eigenschaft der Eindeutigkeit in ω haben nun, wie aus der 
Theorie der Modulfunktionen folgt, freilich alle übrigen Wurzeln aus 
k 2 auch; das Besondere der genannten Wurzeln besteht indessen darin, 
daß sie und nur sie unter allen Wurzeln aus k 2, k ' 2, k 2k ' 2 zu Unter­
gruppen der ΓΉ· gehören, die sich durch Kongruenzen ähnlich wie 
die Hauptkongruenzgruppe darstellen lassen.3) Die zwölfte Wurzel aus 
der Diskriminante: «,

und ihre Potenzen sind gleichfalls Modulformen, die zu Kongruenzunter­
gruppen gehören; auch diese Funktionen bzw. ihre Produktausdrücke 
finden sich seit lange in der Theorie der elliptischen Funktionen.3)

Bei der Untersuchung dieser Größen ist die von Klein eingeführte 
Funktion:

in welcher n  eine positive ganze Zahl ist und g, h irgendwelche ganzen 
Zahlen bedeuten, von grundsätzlicher Bedeutung.4) Bei festem n  ent­
sprechen diese Funktionen, wie man sofort übersieht, den Thetafunk­
tionen mit gebrochenen Charakteristiken der Nenner n  bzw. 2 n  (vgl. 
S. 421). Indessen sind die Funktionen (1) bei Untersuchungen über 
elliptische Funktionen n tei Stufe deshalb so sehr viel brauchbarer als 
die Thetafunktionen, weil die (5gh(u\co1, ω2) gegenüber den Substitutionen 
der Modulgruppe Γ ein leicht angebbares Verhalten zeigen, während 
in dieser Hinsicht bei den Thetafunktionen eine weiterhin noch besonders 
zu besprechende Schwierigkeit vorliegt.

Das Verhalten der Funktion (1) bei Vermehrung von u  um Perioden 
liest man leicht aus (8) S. 209 unter Zuhilfenahme der Legendreschen 
Relation (6) S. 160 ab:

1) Ihr V erh a lten  g e g en ü b e r  b e lie b ig e n  S u b stitu tio n en  der Π ω) i s t  durch  
H e r m i t e  erforscht; s. d essen  A b h an d lu n g  „Sur la  reso lu tio n  de l ’eq uation  de cin - 
qu iem e degrö“ in  den P ariser  C om ptes R end us, Bd. 46  (1 8 5 8 ) oder  in  H e r  m i t  e s  
W erk en , Bd. 2 S. 5 .

2) S. K l e i n ,  „Zur T h eor ie  der e llip tisc h e n  M o d u lfu n k tion en “ M ath. A n n .B d . 17  
S. 65  (1 8 7 9 ) sow ie  „M od u lfu n k tion en “ , B d. 1 S. 6 5 9  ff. und d ie  d a se lb st a n g eg eb en en  
A b handlungen .

3) S. z. B. J a c o b i ,  „ F u n d am en ta  nova“ , Art. 3 6 ; „ W erk e“, B d. 1 S. 14 4 .
4 ) S. K l e i n ,  „Ü ber d ie  e llip tisc h e n  N orm alkurven  der nten O rdnung und d ie  

zugehörigen  M odulfun ktionen  der « ten S tu fe“ , L e ip zig er  A b han dl. Bd. 13  (1885 ) 
S. 3 3 9 , auch „M odulfunktionen“ , Bd. 2 S. 22.
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Hieraus folgt übrigens beiläufig für den Quotienten der Funktion (1) 
und der ursprünglichen (3-Funktion:

ein für eine elliptische Funktion wter Stufe charakteristisches Verhalten 
(vgl. S. 374). Da die ηί} % mit den ω% kogredient sind, so ist die 
Wirkung einer Substitution der ΓW auf die Funktion (1) sofort in 
der Gestalt:

angebbar. Ändern wir g und h um Multipla von n, etwa um an und 
hn, so ändert sich, wie man aus (2) und der Legendreschen Relation 
(6) S. 160 berechnet, die Funktion (1) nur um eine multiplikative Ein­
heitswurzel:

so daß man bereits alle wesentlich verschiedenen Funktionen (1) bei 
gegebener Stufe n erhält, falls man g und h auf die ganzen Zahlen 
0, 1, 2, . . ., n — 1 beschränkt. Gilt für die in (3) ausgeübte Substitution: 

a =  ö =  1, /3 =  )/ =  0 (mod. n),
so stehen in den Gleichungen:

rechter Hand in den Klammern ganze Zahlen. Die Relation (4) liefert 
also als Wirkung einer Substitution der Hauptkongruenzgruppe ntei Stufe:

so daß zwar die Funktion (1) gegenüber diesen Substitutionen noch 
nicht völlig invariant ist, sich jedoch nur um eine multiplikative Ein­
heitswurzel 2wten Grades ändert.

Den „Nullwert“ der Funktion (1) bezeichnen wir mit (5eh(av cj2):

oder auch, wenn die Argumente selbstverständlich sind, kurz mit <5̂ · 
Die Gleichungen (3), (4) und (5) übertragen sich sofort auf diese Null-
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452 Π, 3. Die Modulfunktionen zweiter Stufe und die lineare Transformation

werte. Die Kombination g = 0, h =  0 ist hier auszuschließen, da die 
Funktion (6) für diese Kombination identisch verschwindet. Da übrigens 
6 _λ_λ=  — (5gh gilt, so erhalten wir beim einzelnen n sicher bereits 
alle wesentlich verschiedenen Funktionen (6), wenn wir etwa den ersten
Index g als nicht-negative ganze Zahl ~  wählen.

Aus (2) S. 404 ergibt sich nach kurzer Zwischenrechnung eine für 
unsere folgenden Betrachtungen grundlegende Produktdarstellung der 
Funktion (6):

Die in der älteren Theorie der elliptischen Funktionen vorliegenden 
Entwicklungen über das Verhalten von }/&, Je', ^ A  usw.gegen-
über den Substitutionen der Γ ^  lassen sich nun alle leicht mittels der 
Funktionen (5gh in den drei niedersten Fällen n =  2, 3 und 4 ableiten.

Für n =  2 haben wir drei Funktionen (5gh nämlich 501, 6 10, Su , für 
welche wir aus (7) die Darstellungen gewinnen:

Multiplizieren wir diese Gleichungen miteinander, so folgt bei Benutzung
von (7) S. 406:

Der links mit dem 6-Produkt multiplizierte Faktor ist aber zufolge 
(12) S. 407 die eindeutige Funktion (— 3)ter Dimension Vz/ der ων ω2; 
für diese gilt somit die Darstellung:

Diese Darstellung von Vz/ setzt uns nun in den Stand, das Ver­
halten dieser eindeutigen Funktion der ων ω2 gegenüber irgendwelchen 
Substitutionen der auf Grund der Formeln (3), (4) und (5) fest-
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zustellen. Üben wir zunächst die erzeugenden Substitutionen S  und T  
aus, so folgt aus (3):

Verhalten von ]/A  bei linearer Transformation

Auf Grund der Regel (4) hat man 6 12, 6_10, 6—11 bzw. auf 610, 610, (5n 
zu reduzieren und findet:

Für eine beliebige Substitution F  der Hauptkongruenzgruppe vierter 
Stufe Γ φ  ist ad =  1 (mod. 8), woraus a =  d (mod. 8) folgt. Also lie­
fert für eine mit der identischen Substitution 1 modulo 4 kongruente 
Substitution F  die für u — 0 und n =  2 spezialisierte Gleichung (5):

Hieraus geht sofort hervor, daß das Produkt 6015106u gegenüber der 
fraglichen Substitution F  invariant ist: Die vierte Wurzel der Diskrimi- 
nante \ Λ  ist eine eindeutige Modulform vierter Stufe von der Dimension — 3.

Gegenüber einer beliebigen Substitution F  ändert sich γζ1  um eine 
von den Koeffizienten a, ß, γ, d eindeutig abhängende vierte Einheits­
wurzel. Auch diese Abhängigkeit können wir leicht angeben. Schreiben 
wir zunächst:

so ist der Exponent μ in a, ß, y, d darzustellen. Gilt V  =  V (mod. 4), 
so ist F~1F ' == 1 (mod. 4), so daß F und V  gleiche Wirkungen auf 
VA  ausüben. Wir dürfen demnach bei der folgenden Rechnung in der 
Schreibweise der Substitutionen die Koeffizienten irgendwie modulo 4 
reduzieren und z. B. durch ihre kleinsten nicht-negativen Reste modulo 4 
ersetzen. Ist nun zunächst a ungerade, so ist a2 =  1 (mod. 4). Die Aus­
übung der Substitution S~ aP auf die in der eben angesetzten Gleichung 
enthaltenen ων ω3 liefert demnach mit Benutzung der ersten Relation (9):

Üben wir jetzt T  aus, so folgt mittelst der zweiten Gleichung (9):

Drittens wende man auf die ων ω2 die Substitution S °Y an und findet:

sowie nach erneuter Anwendung von T :
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Endlich aber gilt:

da y Λ  von ungerader Dimension ist. Es folgt also:

und demnach ergibt sich für ungerades a:

Ist zweitens cc gerade, so schreiben wir auf Grund der zweiten Gleichung (9):

und können, da jetzt γ  notwendig ungerade ist, zur weiteren Entwicklung 
der rechten Seite die eben gewonnene Regel anwenden. Es ergibt sich:

so daß es gelingt, beide Fälle in den einen Ausdruck:

zusammenzuziehen. Die vierte Wurzel der Diskriminante zeigt gegenüber 
einer beliebigen Substitution der homogenen Modulgruppe das Verhalten: 
(10) Y  J  (α ω ^  ß ω2,γ d ω2) = ΐα'(α P ~'aY ~a + 1) + (i-«*)(e + J +

Eine genau entsprechende Entwicklung gilt im Falle n =  3 für 
die dritte Wurzel der Diskriminante yA . Wir haben hier die vier ver­
schiedenen Funktionen S01, 6 10, (5n , 6 12, und es ergibt sich, wenn wir

2 i n

die früher benutzte Abkürzung e 3 =  ρ wieder aufnehmen, aus (7):

Multiplizieren wir nun die vier in diesem gemeinsamen Ausdrucke ent­
haltenen Formeln, so lassen sich die rechts stehenden Produkte zu­
sammenziehen, und wir gelangen nach einer kurzen Rechnung zu dem 
Ergebnis:

Hier steht links neben dem Sigmaprodukt die dritte Wurzel der Dis­
kriminante Y  A, so daß für diese eindeutige Funktion von ων ω2 die 
folgende Darstellung durch die zu n =  3 gehörenden (5gh gewonnen wird:
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Hiermit ist der Boden geebnet, um auf Grund der Regeln (3), (4) 
und (5) auch das Verhalten von \ /1 gegenüber den Substitutionen der 
homogenen ΓΉ festzustellen. Wir stellen zunächst folgende Wirkung 
der Substitutionen S  und T  auf 1/ Λ  fest:

Als Wirkung einer modulo 3 mit „1“ kongruenten Substitution finden 
wir aus (5), falls die transformierte Funktion mit (5'gh bezeichnet wird:

Nun gilt modulo 2:

so daß sich der erste Exponent wesentlich zusammenziehen läßt; be­
rücksichtigt man bei dieser Rechnung noch, daß a und ß nicht zu­
gleich gerade sind, und daß also das Produkt (a — 1) (/3 -f- 1) und ebenso 
auch (d — 1) (v -f 1) geraden ganzen Zahlen gleich sind, so folgt leicht:

In dem zu untersuchenden 6-Produkte ersetzen wir zweckmäßig 6 X 2 
durch Sj ,,  welche Funktion von der ersteren nur um einen konstanten 
Faktor ab weicht. Dann findet sich:

Da nun, wie schon festgestellt, ~ =  /3 (mod. 2) gilt, so zieht
sich der rechte vor dem 6-Produkt stehende Faktor zu 1 zusammen, 
und also ist das Produkt gegenüber der ausgeübten Substitution in­
variant: Die dritte Wurzel der Diskriminante ist eine eindeutige Modul­
form dritter Stufe der Dimension — 4.

Gegenüber einer beliebigen Substitution V ändert sich }y/1 um eine 
multiplikative dritte Einheitswurzel:

wobei die Abhängigkeit der ganzen Zahl μ von den Substitutions­
koeffizienten genau wie oben in Erfahrung gebracht werden kann. Die 
Rechnung gestaltet sich hier insofern noch etwas einfacher, als Ϋ  df 
gegenüber der Substitution T  invariant ist. Wir geben sogleich das 
Resultat an: Die dritte Wurzel der Diskriminante γζ1 zeigt gegenüber 
einer beliebigen Substitution der homogenen ΓΉ das Verhalten:
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Mit den Wurzeln f^z/ und f^z/ ist auch deren Quotient f /z /  : \Y /f 
=  1| / z/ eine eindeutige Modulform, welche invariant ist gegenüber allen 
Substitutionen, die mod. 3 und mod. 4 zugleich mit 1 kongruent sind. 
Diese Substitutionen bilden die Hauptkongruenzgruppe zwölfter Stufe: 
D ie  zw ölfte  W u rze l d er  D isk r im in a n te  l] / Λ  i s t  eine eindeu tige M o d u l­
fo rm  zw ö lfter  S tu fe der D im en sion  — 1. Das Verhalten von 1j/ 7̂ gegen­
über einer beliebigen Substitution der homogenen gebt aus (10) 
und (13) durch Quotientenbildung hervor.

Im Falle n =  4 stellen sich die drei schon bei n =  2 aufgetretenen 
Funktionen (5gh wieder ein, außerdem die sechs neuen Funktionen (501, 
621, 6 10, 612, 6 u , Sls. Setzt man ihre Produktentwicklungen (7) an 
und kombiniert sie zu Paaren, so ergibt sich unter Heranziehung der 
sechsten Wurzel der Diskriminante:

Für die in (10) S. 407 als eindeutige Funktionen erklärten achten Wurzeln 
der Integralmoduln k 2 und k ' 2 ergibt sich demnach folgende Darstellung 
durch die zu n  =  4 gehörenden 6 g/l:

Diese Gleichungen gestatten uns das Verhalten der Wurzeln \  k 
und Y k ' gegenüber den Substitutionen der nicht-homogenen Γ ^  fest­
stellen. Wir berechnen zunächst aus (3) und (4) folgende Wirkung 
der erzeugenden Substitutionen S  und T :

Bei einer, geraden Anzahl von Anwendungen der Substitution S  findet 
man aus (16):

so daß zwar \ /k '  gegenüber S 2v invariant ist, \^k aber nur erst dann,
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wenn 2v  durch 16 teilbar ist. Für eine beliebige homogene, modulo 16 
mit der identischen Substitution „1“ kongruente Substitution folgt aus (5)r

so daß die drei Produkte 601621, 6 i0612, 6η (513 invariant sind. Aus (15) 
folgt demnach: Die achten Wurzeln der Integralmoduln Vk7 fyk' sind 
eindeutige Modulfunktionen der 16. Stufe.

Bei einer Substitution mit /3 =  0, j/ =  0 (mod. 16) folgt aus a d = l  
(mod. 16), daß δ =  a (mod. 8) gilt; und zwar ist δ — a =  0 oder =  8 
(mod. 16), je nachdem a =  δ =  +  1 bzw. =  -J- 3 (mod. 8) ist. Es folgt:

wo rechter Hand das Legendre-Jacobische Zeichen aus der Theorie der 
quadratischen Reste gemeint ist.1) Da die Produkte 601621, 610512,6 U6 13 
bei der Substitution ωί =  — ω1} ω? =  — ω2 invariant sind, so dürfen wir 
u — δ =  1 (mod. 4) voraussetzen und lesen alsdann aus (5) S. 451 ab:

Hieraus leitet man leicht den folgenden Satz ab: Bei einer Substitution 
mit ß =  γ =  0 (mod. 16) zeigen die Funktionen (15) das Verhalten:

Gegenüber einer beliebigen mod. 2 mit 1 kongruenten Substitution 
nimmt fyk eine von den Koeffizienten cc, ß, γ , d eindeutig abhängende 
achte Einheitswurzel als Faktor an:

Bei der Berechnung dieses Faktors dürfen wir in der Schreibweise der 
Substitutionen die Koeffizienten jetzt modulo 16 irgendwie reduzieren. 
Wir üben nun auf ω in der letzten Gleichung zunächst aus, wo­
bei der zweite Koeffizient der links entstehenden Substitution (1 — a2)ß 
durch 16 teilbar ist und der vierte Koeffizient die etwa durch a~x zu 
bezeichnende, modulo 16 bestimmte Zahl δ' ist, die der Kongruenz 
α δ '=  1 (mod. 16) genügt. Die Wirkung von S~ aP auf ^ ( ω )  bestimmt 
sich aus (18); man findet:

1) W ir  gebrauchen  d ies Zeichen in  der B ed eu tu n g  (19), auch w enn  « e in e  n e g a ­
tive  Zahl ist. S. über d ie  zah len th eoretisch e  B ed eu tu n g  des L egen dre-Jacob ischen  
Z eichens e tw a  D i r i c h l e t - D e d  e k i n d ,  „V orlesu n gen  über Z ah len th eorie“ (B raun­
sch w eig , 1894), S. 91 ff.
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Üben wir jetzt auf ω die Substitution T  aus, so folgt (vgl. (17)):

sowie, wenn wir nunmehr Say ausüben, weiter (vgl. (18)):

Die nochmalige Anwendung von T  liefert mit Benutzung von (20):

woraus die Bedeutung von μ abgelesen werden kann: Bei Ausübung 
einer Substitution der Hauptkongruenzgrwppe zweiter Stufe zeigen die Funk­
tionen (15) folgendes Verhalten:

Die zweite Gleichung, welche das Verhalten von Yk' regelt, ist eine 
einfache Folge der ersten. Aus dieser folgt nämlich durch zweimalige 
Anwendung der zweiten Gleichung (17):

Wendet man hier auf ω die Substitution T  an, so folgt:

woraus durch Austausch der Bezeichnungen die zweite Gleichung (21) 
folgt.

Nach S. 438 können wir endlich jede Substitution der nicht-homo­
genen FH  in der Gestalt V Vv darstellen, wo Γ ξ Ι (mod. 2) gilt und Vv 
eine der sechs modulo 2 inkongruenten Substitutionen ist, auf welche 
sich die Modulgruppe FH  modulo 2 reduziert. Die Wirkung von V,. 
auf Yk  und Yk' kann man nun leicht aus (16) und (17) berechnen 
und damit von (21) aus die Wirkung einer beliebigen Substitution fest­
stellen. Üben wir z. B. auf ω in der ersten Gleichung (21) die Sub­
stitution S  aus, so folgt mit Benutzung der ersten Gleichung (16), wenn 
wir α +  /3 =  /3', y +  d =  d' schreiben:

Nun gilt aber:
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so daß wir für eine modulo 2 mit S  kongruente Substitution:

gewinnen. Das Gesamtergebnis dieser einfachen Rechnungen stellen 
wir sogleich in leichtverständlicher Weise tabellarisch zusammen:

Zufolge (21) sind ]//·, yk ' Modulfunktionen achter Stufe, k und 
k' aber solche der vierten Stufe. Die S. 356 eingeführte absolute irra­
tionale Invariante μ hing mit X = k1 2 vermöge der Gleichung (10) S. 358 
zusammen. Wir folgern hieraus, daß die Größe μ in einer bestimmten 
unter den 24 gleichberechtigten Gestalten die Darstellung gestattet:

Es ist demnach mit k und k' auch μ in Abhängigkeit von ω eine ein­
deutige Modulfunktion vierter Stufe, so daß die Benennung des Inte­
grales (2) S. 360 als des Normalintegrales „vierter“ Stufe damit berechtigt 
erscheint})

Endlich tritt in der älteren Theorie auch noch die Größe kk’
auf. Aus der dritten Gleichung (14) sowie der Darstellung (11) S. 407,

1) Über die Bedeutung von μ(ω) für die gesamten Funktionen vierter Stufe
sehe man ,,Modulfunktionen“, Bd. 1 S. 612if.
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durch welche diese Größe als eindeutige Funktion von ω erklärt war, 
entnehmen wir sofort als neue Darstellung derselben:

in den zu n  =  4 gehörenden (5gh. E s  h andelt sich also  h ier um  eine  
unter d re i koord in ierten  M odu lfunktionen  48ter Stufe, welche von n um e­

rischen F aktoren  abgesehen d ie  reziproken  W erte  der dre i P ro d u k te  | / z / 6 01 6 21, 

Vz/S 106 12, V 2 e n e n  sind.
Das Verhalten dieser Größen gegenüber den Substitutionen der Γ (cu> 

stellt man mit Hilfe der bisherigen Methoden leicht fest. Jedoch ist es 
nicht einmnal nötig, zu diesem Zwecke neue Untersuchungen anzustellen. 
Da nämlich 1\ ik k ' gleich dem Quotienten von (>/k k 'Y  und (f/Ick')2 ist 
und das Verhalten von Y k k '  gegenüber den Substitutionen der 
bereits festgestellt ist, so kommt es nur darauf an, das Verhalten von 
(Y k k ' ) 2 aufzufinden. Nun folgt aber aus (11) S. 407:

und also ergibt sich aus der ersten Gleichung (12) S. 416 und der 
Produktdarstellung von

Das Verhalten von Y /1  und (e2 — ef) gegenüber den Substitutionen 
der F (,ü) ist aber bekannt.

§ 5. Die Perioden betrachtet als Funktionen des Integralnioduls.
Die Inversion der Modulfunktionen höherer als erster Stufe haben 

wir insoweit auszuführen, daß wir die Perioden, und zwar in Gestalt 
von Legendres „vollständigen Integralen“ Κ , Κ ' , Ε , Ε '  (vgl. S. 371 ff.) als 
Funktionen des Integralmoduls λ =  k 2 darstellen. Diese Entwicklungen 
schließen sich den S. 323 ff. durchgeführten Untersuchungen für die 
erste Stufe an.

Um weiterhin Unterbrechungen zu vermeiden, schicken wir folgende 
Rechnung voraus. Durch Subtraktion der dritten Gleichung (5) S. 449 
von der zweiten ergibt sich:
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Nun gilt aber (vgl. (24) § 4):

und da Z),;(log ^/) =  0 ist, so ergibt sich die dritte der Gleichungen.

während die beiden ersten aus der dritten durch Vermittlung von (5) 
S. 449 folgen. Schreibt man diese Gleichungen in der Gestalt:

so gewinnt man durch geeignete Kombination derselben die Wirkung 
des Differentiationsprozesses Ώη auf die e1} e2, e3 einzeln in der Gestalt:
( 2 )  0 , ( ¾ ) ------ f ( e * + 2 e 8e3) , Dn(ea) ------ 1 0 4 + 2 ^ ) , 2 ) , ( ¾ ) ----- 1 ( ^ + 2 ¾ ¾ ) .

Wenn wir nun den Prozeß D ,, auf irgendeine Funktion φ von ω 
allein, die demnach auch als Funktion von λ allein angesehen werden 
kann, ausüben, so gilt:

und also folgt mit Benutzung von (5) S. 449 die Regel:

Wir wenden diesen Ansatz an auf:

und benutzen zur Berechnung der Wirkung von Dn auf den rechter 
Hand stehenden Ausdruck die dritte Relation (1) sowie die Gleichung 
(11) S. 372:

Durch Division mit (e%—ef) folgt als Differentialrelation zwischen Kund E:

Weiter folgt aus iK ' =  coK  durch Differentiation nach λ:

Setzt man aber φ =  ω in (3) ein, so ergibt sich:

woraus man durch Division mit (e2 — ex) erhält:
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Die vorletzte Gleichung liefert also bei Benutzung von (4):

Mittelst der Legendreschen Relation (16) S. 373 gewinnt man demnach 
als Differentialrelation zwischen K ' und E ':

Nach (11) S. 372 gilt:

und also bei Anwendung des Prozesses I) :

Die rechte Seite entwickelt sich mit Benutzung der zweiten Gleichung' 
(2) und des S. 325 angegebenen Ausdruckes von Ό η(τ)2) weiter so:

Trägt man für g% seinen Ausdruck in den e ein und entwickelt andrer­
seits D (e2 — ef), so folgt nach kurzer Rechnung:

sowie wenn wir % auf Grund von (6) durch E  ausdrücken:

Entwickeln wir Dr(E) nach der Regel (3), so ergibt die Division mit 
2 (e2 — es) ]/e2 — e1 als zweite Differentialrelation zwischen E  und K:

Schließlich folgt aus der Legendreschen Relation (16) S. 373:

woraus man unter Benutzung von (4), (5) und (6) als zweite Differential­
relation zwischen E ' und K ' erhält:

Wie bei der ersten Stufe (vgl. S. 326 ff.) gewinnen wir aus den auf­
gestellten Differentialgleichungen erster Ordnung durch Kombination 
lineare homogene Differentialgleichungen zweiter Ordnung, denen die 
vollständigen Integrale X , K', E , E ' als Funktionen von λ genügen. Wir
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wollen dies nur noch für K  und K ' weiter verfolgen und berechnen 
zu diesem Zwecke aus (4):

d ETrägt man diese beiden Ausdrücke von E  und - in (7) ein, so ge­
winnt man die fragliche Differentialgleichung zweiter Ordnung. Zu genau 
derselben Gleichung gelangt man durch eine an (5) und (8) angeschlos­
sene Rechnung für K': Oie vollständigen Integrale Legendres K  und K ' 
sind als Funktionen von λ Lösungen der linearen homogenen Differential­
gleichung zweiter Ordnung:

Wir sind hier genau wie bei der ersten Stufe (vgl. S. 330) zu einer 
„hypergeometrischen“ Differentialgleichung geführt, und zwar sind die Para­
meter a, /3, γ  in der allgemeinen Gleichung (1) S. 105 gleich 1 zu 
setzen, damit wir zur Gleichung (9) gelangen; die drei S. 106 mit λ, μ, v 
bezeichneten Größen werden somit hier übereinstimmend gleich 0. Wir 
wollen, um Verwechselungen des „Parameters“ λ mit der unabhängigen 
Variabelen λ der Differentialgleichung (9) zu vermeiden, die letztere 
Variabele durch ihre andere Bezeichnung k2 kennzeichnen. Die sechs 
S. 107 tabellarisch zusammengestellten Transformationen der hypergeo­
metrischen Differentialgleichung in sich können wir für unsere Differen­
tialgleichung (9) so schreiben:

wobei untereinander stehende Werte λ' und £' zueinander gehören. Die 
24 formal unterschiedenen Lösungen der Differentialgleichung mittelst 
der hypergeometrischen Reihe reduzieren sich hier auf die sechs Lösungen:

Die Peripherien der Konvergenzkreise dieser Reihen sind die drei in 
Fig. 83 S. 445 durch die beiden Punkte λ =  k2 =  — ρ und =  — ρ2 hin­
durch ziehenden Kreise; z. B. ist der Konvergenzkreis der ersten Reihe 
die Fläche des Kreises vom Radius 1 um den Nullpunkt k2 =  0, der­
jenige der dritten Reihe das Außere dieses Kreises usw.

In jeder der vorstehend angegebenen Reihen ist nun der Parameter
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y =  1, so daß ein zweites Integral der Differentialgleichung stets mittelst 
der Reihe (15) S. 114 und eines mit einem Logarithmus behafteten Glie­
des anzusetzen ist. So haben wir, wenn wir z. B. für die Umgebung 
des singulären Punktes k2 =  0 Reihen nach Potenzen von k2 benutzen, 
die beiden linear-unabhängigen Integrale:

Um nun die beiden Lösungen K  und K ' der Differentialgleichung (9) 
in diesen Integralen darzustellen, nehmen wir an, daß K  und FL' einem 
primitiven Periodenpaare ων ω2 entsprechen, wobei also der Quotient ω 
dem Bereiche der Fig. 56 S. 273 angehört; dies setzt voraus, daß der 
Wert k8 dem Doppeldreieck der Fig. 83, S. 445, angehört, welches sich 
symmetrisch um das von k2 =  0 bis k2 =  \  reichende Stück der reellen 
λ2-Achse als Mittellinie anordnet. Wir notieren uns zunächst aus (8) 
S. 406 die drei Gleichungen:

Aus der ersten folgt, daß bei verschwindendem k2 und also verschwin­
dendem q der Wert K  — ~ zutrifft; und bei Benutzung dieses Ergeb­
nisses liefert die zweite Gleichung (10) für lim k =  0 näherungsweise:

so daß umgekehrt:

gilt. Setzen wir andererseits K  und K ' homogen und linear mittelst der 
zunächst noch unbekannten Koeffizienten A, B, C, D in den beiden ange­
gebenen Integralen der Differentialgleichung an:

so ergibt sich aus den Absolutgliedern der Reihen F  und Fx (vgl. S. 110 
und 114) für lim k2 =  0:

also folgt durch Vergleich mit den soeben für lim k =  0 ausgerechneten 
Grenzwerten von K  und K':
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D ie  vo llständigen  In tegra le  L egendres K  u n d  K '  s in d  a ls  hg pergeom etrische 
F u n k tion en  des In tegra lm odu ls  k2 gegeben durch :

w obei d ie  rechts benutzten R eihen  auch noch exp liz ite  angegeben sein  mögen :

log k m u ß  fü r  reelle p o s it iv e  k  selber reell werden.
Die Darstellungen (11) bleiben gültig im Innern des Kreises vom  

Radius 1 um den Nullpunkt k 2 =  0. Bei einem Umlauf um diesen Null­
punkt führen sie zu einem bekannten Ergebnis zurück, das wir in die 
Gestalt kleiden können:

Die Fläche jenes Kreises setzt sich aber aus drei Doppeldreiecken zu­
sammen, welche den Substitutionen 1, S  und T  bzw. den ihnen ent­
sprechenden Doppeldreiecken im Netze der Fig. 61, S. 291, zugehören. 
Liegt demuach, wie wir annahmen, ω in dem der identischen Substitu­
tion 1 entsprechenden Doppeldreiecke, so werden auch noch (ca -J- 1) 
und —- AVerte liefern, für welche die Darstellungen (11) gelten. Die 
Wirkung der Substitutionen S  und T  auf k2 ist bekannt. Als Wirkung 
erstlich von S  auf K  und K '  stellt man aus (10) leicht fest:
K(co +  1 )  =  k '(ω)Κ(ω), K'(co +  1 )  =  — ik \a )K (c o )  - f  k'(<o)K'(c a ) ,

woraus wir nach kurzer Zwischenrechnung als zw eite  D arste llu n g  unserer  
in  (11) gem einten  K ,  K '  gewinnen:

die wir auch durch eine direkte Betrachtung, d. h. nicht durch Ver­
mittlung der Substitution S , hätten aufstellen können. Das Innere des 
Konvergenzbereiches dieser neuen Darstellung umfaßt alle Werte &8, 
deren reelle Bestandteile <  |  sind.

Um die Wirkung von T  auf Κ ( ω )  und ΑΓ'(ω) zu bestimmen, 
folgern wir aus:

und
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Es gilt also:

wo rechts ein bestimmtes unter den beiden Zeichen gilt, da K{co) eine 
eindeutige Funktion von ω ist. Setzen wir aber in die letzte Glei­
chung ω = i ein (ein Wert, für den K  und K ' nicht verschwinden), so 
ergibt sich mit Rücksicht auf iK ' = coK die Gültigkeit des oberen 
Zeichens:

Von (11) aus gewinnen wir jetzt unmittelbar als neue Darstellungen unserer
K,K':

gültig im Innern des Kreises vom Radius 1 um den Punkt k2 =  1.
In ähnlicher Weise kann man durch Ausübung der Substitution 

S T  die noch fehlenden drei Darstellungen der vollständigen Integrale 
als hypergeometrische Funktionen von k2 gewinnen.

§ 6. Die elliptischen Funktionen zweiter Stufe als Funktionen 
zweier Argumente. Ausartungen.

Die elliptischen Funktionen erster Stufe waren homogene Funk­
tionen der drei Argumente u, ωί} <α2 von einer im allgemeinen nicht 
verschwindenden Dimension (vgl. S. 318 ff.). Demgegenüber sind die zur 
zweiten Stufe gehörenden Funktionen der älteren Theorie, also die Funk­
tionen sn, cn, dn, die ff-Funktionen, auch die AZ-Funktionen, wie von 
vornherein hervorgehoben wurde (vgl. S. 387), in jenen drei Argu­
menten homogen von nullter Dimension. A uf diese Weise werden jene 
Funktionen der zweiten Stufe solche von „zwei“ Argumenten, dem Inte­
gral erster Gattung und dem Modul. Bei den ^--Funktionen gaben wir 
den Argumenten die Gestalten v und q oder auch v und ca, bei den 
Funktionen sn, cn, dn und den Ji-Funktionen treten in den Potenz­
reihen (vgl. S. 399 ff.) die Argumente w und k2 auf, in den Produktent­
wicklungen und Fourierschen Reihen aber w und q.

Als Funktionen ihrer beiden Argumente v und co befriedigten die 
^-Funktionen die Differentialgleichung:

wie S. 421 aus den vier Thetareihen abgelesen wurde. Besteht diese 
Gleichung für eine der vier Thetafunktionen, so kann man sie für die
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anderen drei auch auf Grund der Verwandlungstafel von S. 419 her­
leiten. Übrigens ist die Gleichung (1) für die fr ̂ Funktion natürlich nur 
eine auf diese Funktion umgerechnete Gestalt der Differentialgleichung (11) 
S. 322 der (5-Funktion. Man kann nämlich diese Differentialgleichung 
mit Benutzung der S. 325 bewiesenen Relation:

leicht auf die Gestalt umrechnen:

Aus der Beziehung (9) S. 416 zwischen (5(u) und ^ (v ) ergibt sich 
durch zweimalige Differentiation nach u und nachherige Division mit 
jener Relation:

Indem man andrerseits auf:

den Prozeß Ώ η an wendet, folgt wegen Όη(ζί) =  0:

Im ersten Argumente =  der ^-Funktion ist ω8 als Nenner ent­
halten; mit Rücksicht hierauf gilt:

so daß wir finden:

Hiermit sind beide Glieder der linken Seite der Differentialgleichung 
für die 6-Funktion auf (v) transformiert, und jene Gleichung gewinnt
damit die Gestalt:

Nach Fortheben überflüssiger Bestandteile kommen wir damit tatsäch­
lich zur Differentialgleichung (1) zurück.

Den drei Differentialgleichungen (1) für die geraden ff-Funktionen 
entsprechen Differentialgleichungen für die drei Funktionen zweiter 
Stufe (5ν(ω | <öt , ω2), welche man ohne Mühe aus der Differentialglei­
chung der ursprünglichen 6-Funktion herleitet. Eine größere Beachtung
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haben die Differentialgleichungen gefunden, die den Gleichungen (1) 
entsprechend für die vier ^-Funktionen bestehen, und zwar deshalb, 
weil vermittelst dieser Differentialgleichungen die Potenzreihen der Al- 
Funktionen berechnet werden können (vgl. S. 403).

Um zunächst die Beziehungen zwischen den H-Funktionen und 
den .AZ-Funktionen aufzustellen, hat man zwischen den Gleichungen (1) 
S. 401 und (9) S. 416 sowie (15) S. 417 die 6 zu eliminieren. Mit 
Rücksicht auf das Verhalten unserer Funktionen für u■ =  0 folgt:

wo v =  0, 2, 3 zu nehmen ist und Hi der Nullweit der ersten Ablei­
tung von H^v), entsprechend den Nullwerten H, der drei geraden H- 
Funktionen, ist. Den linksseitigen Exponenten können wir mit Benutzung 
von (11) S. 372 so entwickeln:

Da wir den Quotienten der e in die Gestalt:

umrechnen können, so folgt weiter:

Die Beziehungen zwischen den Funktionen und den Äl-Funktionen haben 
somit die Gestalt:

wo wieder v — 0, 2, 3 zu nehmen ist und unter A l0(w) die S. 401 mit 
A  l (w) bezeichnete Funktion verstanden ist. Für die auszuführende Rech­
nung ist es noch etwas zweckmäßiger, den Exponenten in v, den e und 
den ursprünglichen Perioden auszudrücken. Wir berechnen zu diesem 
Zwecke aus (11) S. 372:

und werden zu folgenden Gestalten der Gleichungen (3) geführt:
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Um zunächst für v =  0, 2 und 3 die Gleichung (1) auf die ent­
sprechende A l- Funktion zu transformieren, haben wir zu berücksich­
tigen, daß tv =  v · 052]/e2— el von v und ω abhängt, und folgern aus 
der zweiten Gleichung (4) unter Fortlassung des Index v erstlich durch 
zweimalige Differentiation nach v:

sodann durch einmalige Differentiation nach ω:

Zur Bestimmung der in der letzten Gleichung auftretenden Ableitungen 
nach ca wenden wir den Prozeß D„ auf ω2(% -fi β,ω«) an:

Z),(o52) ist gleich %, -0,,(%) bestimmt sich aus (2), und für Όη(βίω2) 
gilt bei Benutzung der ersten Gleichung (2) S. 461:

also folgt:

Ersetzen wir \g2 durch seinen Ausdruck (e\ — e2e3) in den e, so können 
wir hierfür auch schreiben:

Nun ist aber ω2(η2-\-βϊω2)  vom Periodenquotienten ω allein abhängig, 
so daß andererseits:

gilt. Wir ziehen hieraus die Folgerung:

Durch eine ähnliche jedoch weit kürzere Rechnung findet man:

während man aus der zweiten Formel (5) S. 449 leicht ableitet:

Unter Benutzung dieser Zwischenresultate folgert man aus den oben
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vorbereiteten Gleichungen für die Ableitungen der Funktion fr nach v 
und gj:

Da nun die linke Seite dieser Gleichung identisch verschwindet, so folgt 
nach Division mit co2(e2— bei Benutzung von:

als Gleichung für die drei Funktionen A l0, A lt , A ls:

Für Al(w) gilt diese Gleichung ohne weiteres mit, wenn man entspre- 
chend der ersten Gleichung (4) den Null wert frv durch ersetzt. 
Endlich gilt nach (9) S. 416 und (15) S. 417 ff.:

Also folgt z. B. für fr0 mit Benutzung von (1) S. 461:

Ebenso erledigt man die anderen drei Fälle. Als Differentialgleichungen 
der Al-Funktionen gewinnen wir so endlich:

Diese Differentialgleichungen liefern nun in der Tat leicht Rekur- 
.sionsformeln zur Berechnung der Koeffizienten der A l- Reihen. Tragen 
wir z. B. die schon S. 403 angesetzte Reihe:
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in die zweite Gleichung (5) ein und ordnen das Ergebnis nach Potenzen 
von w, so gelangen wir, da die entspringende Potenzreihe identisch 
verschwinden muß, durch Nullsetzen des Koeffizienten von w2r + 1 zu 
der Rekursionsformel:

Aus den beiden Anfangskoeffizienten A 0 =  1 und A x =  — 1 — k2 sind 
demnach alle weiteren mittelst dieser Formel berechenbar, und wir 
finden Bestätigungen der S. 403 über die A lx-Reihe gemachten Angaben. 
Die Rekursionsformeln für die Koeffizienten der drei anderen A l-Reihen 
lauten bei Benutzung der S. 403 angegebenen Reihenansätze:

vermittelst deren man aus den Anfangswerten:

die weiteren Koeffizienten berechnen kann.
Wir schließen hier noch einen Überblick über die gesamten Körper 

elliptischer Funktionen zweiter Stufe an, wobei wir, wie wiederholt be-
i  K '  .merkt wurde, w und 7c2 oder auch w und ω =  als die unabhängigen

Variabein der elliptischen Funktionen zweiter Stufe anzusehen haben. 
Bei stehendem Werte k2 bzw. ω haben wir ein System von drei koordi­
nierten Körpern elliptischer Funktionen, darstellbar durch die Körper 
der rationalen Funktionen:

i?(sn w, cnw · dnw), R(cnw, dn w · sn w), B(dnw, snw-cnw;); 
gemeinsam enthalten sind diese drei Funktionenkörper in dem der 
Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe innerhalb der .P“) entsprechen­
den, aus den rationalen Funktionen:

•bestehenden Körper elliptischer Funktionen (vgl. S. 385) Wir erschöp­
fen offenbar die Gesamtheit aller existierenden Funktionenkörper dieser 
Art, indem wir k- alle komplexen Werte durchlaufen lassen, oder (was auf 
dasselbe hinauskommt) indem wir ω den Diskontinuitätsbereich (Fig. 82, 
S. 440) der Hauptkongruemgruppe JTj.0’) beschreiben lassen.

Den drei Spitzen dieses Diskontinuitätsbereiches entsprechen drei
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Ausartungen der elliptischen Funktionen, welche wir leicht vom Inte­
gral erster Gattung zweiter Stufe:

aus charakterisieren und zum Teil wenigstens durch die früher aufge­
stellten Reihenentwicklungen unserer Funktionen bestätigen können. 
Den drei Bereichspitzen ω =  i oo, 0 und — 1 entsprechen die Werte 
7c2 =  0, 1 und oo. Für k2 =  0 folgt aus (6):

o
so daß die elliptischen Funktionen in trigonometrische ausarten: 
(7) sn w =  sintc, cnw =  cos w, dn w =  1.
Im Falle ft2 =  1 ergibt die Gleichung (6):

o
so daß jetzt die elliptischen Funktionen in hyperbolische ausarten:

Nur der dritte Fall ω =  — 1 und 7c2 =  oo macht einige Umstände, da 
in dieser dritten Bereichecke der Nullpunkt der Modulform (e2 — et) 
zweiter Stufe liegt (vgl. S. 448) und also (sofern wir ω1= — ω2 endlich 
gewählt denken) w, K  und iK ' identisch mit 0 werden. Für lim k2 = oo 
ist dies Verschwinden aber ein solches, daß z. B.

\

für lim 7;2 =  oo eine nicht identisch verschwindende Variabele ist, falls it 
willkürlich variabel ist. Formen wir demnach vorerst für beliebiges 
k2 die Gleichung (6) um in:

so erhalten wir für lim k2 = oo:

so daß die elliptischen Funktionen für ω =  — 1 ivieder in trigonometrische 
Funktionen von w' ausarten.
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Der Integralmodul ft2 bleibt als Modulfunktion zweiter Stufe bei 
allen Substitutionen der Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe Γ '^  un­
verändert. Dasselbe wird demnach von den Hi-Funktionen sowie den Funk­
tionen snw, cmv, dn w gelten, wenn wir sie als Funktionen der Yaria- 
belen w und ft2 ansehen und nur ft2, aber nicht w als von den Perioden 
ojj, ω2 abhängig betrachten. Indessen entspricht dieser Standpunkt nicht 
unserer ursprünglichen Erklärung einer elliptischen Funktion zweiter Stufe 
(vgl. 376), welche sich auf die Abhängigkeit von u, ων ω2 bezieht. Als­
dann nämlich ist w =  u ]/e2—e1 das Produkt des ersten Argumentes 
u und der Modulform vierter Stufe der Dimension — 1:

die zufolge der Entwicklungen von S. 454ff. bei einer beliebigen Sub-
% a  — 1

stitution der „homogenen“ den Faktor (— 1) 2 annimmt. Um den
gleichen Faktor wird sich also w ändern, so daß im strengen Sinne nu/r 
erst die „geraden“ Funktionen von w zur zweiten Stufe gehören würden, 
ivährend smv und A f  (w) genau genommen als elliptische Funktion 
„vierter“ Stufe (erster bzw. dritter Art) zu bezeichnen sind.

Die zu n =  2 gehörenden Funktionen 6 ,,λ(μ | ω1? ω2), welche zufolge 
(5) S. 451 gegenüber einer mod. 4 mit 1 kongruenten homogenen Sub­
stitution das Verhalten zeigen:

erweisen sich demgemäß als elliptische Funktionen (dritter Art) „achter“ Stufe.
Eine Sonderstellung aber nehmen die Thetafunktionen ein wegen 

der in ihren Definitionsgleichungen (9) S. 416 und (15) S. 417 auf­
tretenden Faktoren:

ivelche nicht mehr eindeutige Modulformen sind. Hierauf werden wir noch 
ausführlich zurückkommen müssen.

§ 7. Verhalten der elliptischen Funktionen zweiter Stufe hei 
beliebigen Periodensubstitutionen.

Es bleibt jetzt noch übrig festzustellen, wie sich die elliptischen 
Funktionen bei beliebigen Substitutionen der homogenen Modulgruppe 
F (tu) verhalten. Betrachten wir zunächst die drei Funktionen snw, cnw, 
dnw, so sind sie nach S. 389 aus den Funktionen erster Stufe und den 
ev e2, e3 durch Quadratwurzeln berechenbar. Da die Funktionen erster 
Stufe gegenüber der Γ M invariant sind und die ev c2, e3 sich bei den
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Substitutionen der nur permutieren, so hängen die transformierten 
Funktionen in einfachster Weise algebraisch mit den ursprünglichen 
zusammen. Wegen der Permutationen der ev cs, e3 kommen wir für das 
Quadrat z =  (snw)2 und λ =  7r einfach auf die sechs in (15) S. 364 
dargestellten, eine Diedergruppe 6re bildenden Paare linearer Substitu­
tionen von z und λ zurück. Da die Funktionen cnw, dnw zur zweiten 
Stufe gehören, so werden diese Funktionen gegenüber der Γ (,u) eine die- 
drische Cr6 von Transformationen bilden; nehmen wir jedoch snw hinzu, 
so wird das Funktionssystem snw, cnw, dnw, das zu der durch die Kon­
gruenz en:

erklärten Kongruenzgruppe „vierter“ Stufe gehört, gegenüber der „homogenen“ 
F'd „zwölf“ eine Gruppe Gn bildende Transformationen liefern.

Um die Gestalt dieser Transformationen anzugeben, wolle man in 
Gleichung (4) S. 384 die Weierstraßschen Funktionen Sa(m j od1, o2) durch 
die drei zu n == 2 gehörenden Kleinschen (5gh{u \o i, ω2) ersetzen, wo­
bei wir an Stelle von (4) S. 384 besser:

schi-eiben. Für die Funktionen sn, cn und dn, welche wir als solche 
von w und k2 auffassen, haben wir dann die Darstellungen:

Gegenüber einer Substitution der homogenen Γ gilt zufolge (3) S. 451 
mit Rücksicht auf die Invarianz von (5(m I ω., ω2):

wobei wir rechter Hand die transformierten Indizes zufolge (4) S. 451 
beliebig mod. 2 reduzieren dürfen.

Die Wirkung der homogenen Substitutionen S  und T (vgl. (4) 
S. 298) auf die Modulform vierter Stufe (— l) ter Dimension ]/et — ex 
bestimmt sich aus der Darstellung (9) S. 473 derselben mittels der 
Regeln (9) S. 453 sowie (16) und (17) S. 456. Man findet:
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so daß sich entsprechend w in k'w  bzw. iw  transformiert. Demnach 
haben wir als Wirkung der homogenen Substitution S:

während sich als Wirkung von T  anreiht:

Die Transformation (ß) ist von der Periode 2, dagegen ist (1') von der 
Periode 4, indem T 2 die symbolisch durch — 1 zu bezeichnende Trans­
formation :
sn(— w, Je*) =  — sn (w, 7c2), cn(— w, k?) =  cn(w, k2), dn(— w, k2) = dn(w, kr) 
liefert. Für die gesamten zwölf Transformationen der zu den sn, cn, dn 
gehörenden Gruppe Gn berechnen wir durch Wiederholung und Kombi­
nation der „erzeugendenu Transformationen (S) und (T):
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Wie es sein muß, bilden die auf die Funktionen cn und dn allein be­
zogenen Transformationspaare für sich eine Gruppe 6r6 der Ordnung 6.

Die J.Z-Funktionen verhalten sieb gruppentheoretisch genau so wie 
die Funktionen sn, cn und dn. Zufolge (1) S. 401 haben wir mittelst 
der Funktionen ^ A(w | ωί7 ω2) die Darstellungen:

Die Funktion A l x geht bei allen zwölf Transformationen bis auf einen 
Faktor in sich selbst über:

Die drei geraden Funktionen A l 2, A l s , A l  liefern wieder eine Darstellung 
der G 6, welche abgesehen von zutretenden Exponentialfaktoren aus den 
sechs Permutationen dieser drei Funktionen besteht. Man wird die be­
treffenden Formein leicht aus den Darstellungen der A l  durch die xl>gh 
oder auch auf Grund der Relationen:

aus den bisherigen Resultaten ableiten. Ganz besonders einfach fällt 
die der Substitution — S T S  entsprechende Transformation aus:

Die für die elliptischen Funktionen zweiter Stufe hiermit gewon­
nenen Ergebnisse müssen sich mit Hilfe der Potenzreihenentwicklungeu 
dieser Funktionen (vgl. S. 399ff.) bestätigen lassen. Um dies an einem
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einfachen Beispiele auszuführen, benutzen wir etwa für die A lk-Funk­
tion den Ansatz:

und wenden hierauf die erste der vier zuletzt angegebenen Transfer-
ö  Ö

niationen an. Es ergibt sich als identische Gleichung:

woraus wir ablesen:

in Übereinstimmung mit der ersten Relation (10 S. 404. Die drei an­
deren Relationen (10) S. 404 gewinnt man auf demselben Wege aus der 
Wirkung der Substitution — S T S  auf die Funktionen A l2, A l3 und Al.

§ 8. Verhalten der Thetafunktionen bei beliebigen 
Periodensubstitutionen.

Die vier Thetafunktionen ff, (v, q) stellen sowohl als Funktionen 
ihres ersten Argumentes v wie auch namentlich in reihentheoretischer 
Hinsicht (vgl. (16) und (17) S. 418) Gebilde von besonders einfacher 
Beschaffenheit dar, und sie sind dementsprechend von früh an (bei 
Gauß und Jacob i) als wesentliche Grundlagen der Theorie der ellip­
tischen Funktionen in Anspruch genommen. Um so interessanter ist es, 
daß bei der Untersuchung des Verhaltens der Thetafunktionen gegenüber 
den Substitutionen der Modulgruppe F (f”) die Theorie der eindeutigen Mo­
dulfunktionen, die uns in den voraufgehenden Entwicklungen alle Fragen 
zu beantworten gestattete, nicht mehr völlig zureichend ist. Es ist dies in 
dem schon am Ende des vorletzten Paragraphen erwähnten Umstande 
begründet, daß in den Gleichungen (9) und (15) S. 416ff, welche den 
Übergang von der Sigmafunktion zu den Thetafunktionen darstellen, 
die Größen Vz/, \ e i — ek auftreten, welche von gebrochener Dimension 
in den ω17 ω2 sind und nicht mehr eindeutige Modulformen darstellen. 
Die Eindeutigkeit der Thetafunktionen selber in v und q oder in v 
und c o  wird erst wieder durch den Zusatz der Wurzel ]/ω2 erzielt. Die
Größen j / ^  V-A und Ve,· — ^  sind dann zwar wieder eindeutig
in ω1} ω2 bzw. in ω, haben aber den Charakter von Modulformen ver­
loren und entziehen sich den in der Theorie der Modulfunktionen ge­
bräuchlichen, auf Kongruenzen gegründeten gruppentheoretischen Be­
trachtungen. Daß die Theorie der elliptischen Funktionen bei einer so
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elementaren Frage, wie sie durch das Problem des Verhaltens der Theta­
funktionen gegenüber der ΓΉ dargestellt wird, über die sonst so zug­
kräftige Stufentheorie hinausragt, darf als eine der bemerkenswertesten 
Tatsachen angesehen werden, denen -wir im Laufe unserer Entwick­
lungen begegnet sind.

Das Verhalten der Thetaquotienten gegenüber den Substitutionen 
der ΓΉ können wir sofort angeben. Schreiben wir, was für die gegen­
wärtige Untersuchung zweckmäßiger ist, nicht v und q, sondern — und 
ω als Argumente der Thetafunktionen, so ergeben sich aus (27) S. 420 
in Verbindung mit den Darstellungen der sn, cn, dn durch die (vgl. 
S. 474) die Gleichungen:

Die ipghiu | ω1, ω2) sind drei Funktionen zweiter Stufe, die gegen­
über den sechs inkongruenten Substitutionen ihre sechs Permutationen 
erfahren (vgl. 474). Ferner ist ]/e2 — ex eine eindeutige Modulform der 
vierten Stufe, deren Verhalten gegenüber beliebigen homogenen Sub­
stitutionen der Perioden ωί} ω2 auf Grund der Darstellung (9) S. 473 
aus dem entsprechenden Verhalten von ΫΛ, kk' und (e2 — €χ) folgt.1) 
Für die sechs mod. 2 zu unterscheidenden Systeme von Substitutionen 
finden wir unter Einhaltung der in der Tabelle S. 459 vorliegenden 
Reihenfolge leicht folgende Darstellungen der transformierten Werte 
V e« ~  e\ ^er Modulform ]/e2 — ex:

1) S. insbesondere (10) S. 454 und die Tabelle S. 459.

www.rcin.org.pl



Lineare Transformation der Thetaquotienten 479

Endlich sind }/ic und ")/&' Modulfunktionen achter Stufe, deren Ver­
halten gegenüber den Substitutionen der Γ ^  S. 459 tabellarisch zu­
sammengestellt ist. Hieraus ergibt sich, wenn wir unsere drei Theta­
quotienten der Kürze halber ohne Angabe der Argumente durch

7t i— j _L i
bezeichnen und unter ε die achte Einheitswurzel e4 — ~= verstehen,

V*
unmittelbar folgendes Resultat: Oie drei Thetaquotienten sind elliptische 
Funktionen achter Stufe, die gegenüber den sechs mod. 2 zu unterscheidenden 
Systemen der „homogenen“ Substitutionen das Verhalten zeigen:

Auch die Quadrate der Thetafunktionen und damit überhaupt deren 
Produkte zu zweien sind den bisherigen Methoden ohne Rest zugäng­
lich. Mit Rücksicht auf die vorstehende Tabelle brauchen wir das 
Verhalten nur eines einzigen Thetaquadrates gegenüber den Substitu­
tionen der anzugeben; wir wählen zu diesem Zwecke das Quadrat 
der {^-Funktion, für welches wir aus (9) S. 416 die Darstellung ablesen:

1) In e in ig en  F ä lle n  h at m an e in  paar e in fa ch e  K ongruenzbetrachtungen  
im  A nschluß  an a d —  ßy =  l  (mod. 4) auszuführen, um  d ie e in fach en  G estalten  
der G leich u n gen  des T extes zu gew in n en .
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Abgesehen von Bestandteilen der Transformationsformel, welche von 
ω2 und dem Exponentialfaktor herrühren, tritt also hier nur wieder die­
selbe vierte EinheitsWurzel auf, welche wir in (10) S. 454 für p Λ  be­
stimmten. Um die Einheitswurzel in eine bequemere Gestalt setzen zu 
können, unterscheiden wir die beiden Fälle einer ungeraden und einer 
geraden Zahl a. Das Quadrat der ^-Funktion zeigt gegenüber einer be­
liebigen Substitution der Gruppe ΓΉ das Verhalten:

ivo der erste Ausdruck bei ungeradem und der zweite bei geradem a gilt. 
Bei Herstellung des Exponentialfaktors rechter Hand ist von der Legen­
dreschen Relation (6) S. 160 Gebrauch gemacht.

Für eine Substitution der Hauptkongruenzgruppe Γ^> ist a ~  ö 
(mod. 4), und übrigens sind ß und γ gerade, a ungerade. Die erste 
Formel (1) können wir in diesem Falle so schreiben.

Da man entsprechend für die d »-Funktion aus der Tabelle:

abliest, so zeigt gegenüber der die ^-Funktion das besonders ein­
fache Verhalten:

Indem wir nun an die ersten Potenzen der Thetafunktionen her- 
angehen, können wir zunächst nur die Wirkung der erzeugenden Sub­
stitutionen S  und T  der homogenen FW feststellen. Für die Substitution 
S  lehrt ein Blick auf die Reihen (17) S. 418 unmittelbar:
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wir haben hier die ungerade -fr-Funktion vorangestellt und verstehen
7 t  i

übrigens unter ε wieder die achte Einheitswurzel e 4. Für T  lesen wir 
aus der Gleichung (1) ab:

Für die hier und weiterhin auftretenden Wurzeln Υ γ ω  -f- d, welche 
für γ  ^  0 bei den auf das Innere der positiven ω-Halbebene beschränkten 
Werten ω niemals rein imaginär werden können, treffen wir die Be­
stimmung, d a ß  unter Υ γ ω  +  d fü r  γ  ^  0 stets der eindeu tig  bestim m te, 
einen  „p o sitiven “ reellen B esta n d te il besitzende W e r t gem ein t se in  soll. 
Dann ist (wegen der Eindeutigkeit der Thetafunktionen) im vorstehenden 
Ansätze nur ein bestimmtes unter den beiden Vorzeichen der rechten 
Seite gültig. Um das richtige Vorzeichen zu finden, üben wir auf die 
erste Gleichung (3) die homogene Substitution T  aus:

womit wir also für die Wirkung von S T  den Ansatz haben. Man be­
achte nun, daß Υγω +  d  positiven oder negativen imaginären Bestand­
teil hat oder (wie wir sagen wollen) dem ersten oder vierten Quadranten 
der komplexen Ebene angehört, je nachdem γ  >  0 oder <  0 ist. Reell 
kann Υγω -f- d, sofern nicht γ  =  0, d =  1 ist, nie werden; auch ver­
bleibt Υγω -f- d stets im gleichen Quadranten, falls wir ω durch einen 
bezüglich der F('°) äquivalenten Wert ersetzen. Wiederholen wir S T  
einmal, so folgt als Wirkung der homogenen Substitution (S T )2 nach 
kurzer Zwischenrechnung:

Es fragt sich dabei, welches Vorzeichen in

zu gelten hat. Da nun die beiden Wurzeln linker Hand dem vierten 
Quadranten angehören, so kann ihr Produkt nicht im ersten Quadranten 
liegen; es gilt also das untere Zeichen:

Jetzt übe man die homogene Substitution S  aus und findet mit Be­
nutzung des Umstandes, daß fr. ungerade ist:

www.rcin.org.pl



482 Π, 3. Die Modulfunktionen zweiter Stufe und die lineare Transformation

Nun ist aber, wie man sofort feststellt, i|/co =  — ]/—ω, und also gilt 
in der oben für die Wirkung von T  auf die 0^-Funktion angesetzten 
Gleichung das untere Zeichen rechter Hand. Mit Rücksicht auf das Ver­
halten der ^-Quotienten folgt:

Durch Wiederholung und Kombination der Transformationen (3) 
und (4) können wir schrittweise die Wirkung der übrigen Substitutionen 
der Γ auf die -^-Funktionen feststellen. Es dürfte z. B. zweckmäßig 
sein, für ein besonderes System mod. 2 inkongruenter Substitutionen die 
Transformationen der aufzustellen, um hernach nur noch von der 
Wirkung der Substitutionen der Untergruppe Γ^0> handeln zu müssen. 
Die Substitutionen 1, S, T  sind erledigt; für S T  finden wir aus (3) 
und (4):

entsprechend für TS~l :
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und endlich ergibt sich für S T S :

Würden wir nun das Verhalten der Thetafunktionen gegenüber einer 
beliebigen Substitution der homogenen kennen, so würden wir durch 
Kombination mit den vorstehenden Regeln auch das Verhalten der 
^-Funktionen gegenüber jeder Periodensubstitution angeben können. 
Nun können wir durch Kombination der voraufgehenden Formeln das 
Verhalten der Thetafunktionen gegenüber den Erzeugenden der F ^  leicht 
feststellen; es wird indessen erst noch einer weiteren und interessanten 
Untersuchung bedürfen, um von hieraus einen allgemeinen Einblick in 
das Verhalten der Thetafunktionen gegenüber den Substitutionen der 
und damit der FH zu gewinnen.

§ 9. Allgemeines Gesetz über das Verhalten der Thetafunktionen 
bei Periodensubstitutionen.

Die nicht-homogene F ^  erzeugten wir aus den in (5) S. 437 ge­
gebenen Substitutionen S '  und Τ'. Die beiden homogenen Substitutionen

=  erzeugen (mit ihren inversen Substitutionen)
aber erst diejenige durch F ^  zu bezeichnende homogene Gruppe vierter 
Stufe, welche durch:

erklärt ist und in den bisherigen Entwicklungen schon wiederholt auf- 
tra*t. Aus ihr entsteht die homogene Kongruenzgruppe zweiter Stufe 
Γ β”̂ erst durch Zusatz der symbolisch durch — 1 zu bezeichnenden ho­
mogenen Substitution

Es zeigte sich nun oben (S. 480), daß sich die Og-Funktion gegen­
über der Γ β ”’ besonders einfach verhält. Gegenüber S '1 1 ist diese Funk­
tion überhaupt invariant (vgl. (3) S. 480). Um die Wirkung von T f±1 
festzustellen, ziehen wir aus der letzten Gleichung (4) S. 482 durch An­
wendung von S ,± l die Folge:
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Übt man jetzt T  aus, so folgt wieder unter Benutzung von (4) S. 482:

Mit Rücksicht auf den Umstand, daß #3 eine gerade Funktion ihres 
ersten Argumentes, können wir hierfür auch schreiben:

Man entscheidet nun leicht, welches Vorzeichen in:

vor dem Wurzelzeichen rechter Hand zu gelten hat. Da nämlich die links 
stehenden Wurzeln einzeln dem vierten Quadranten angehören und dem­
nach ihr mit i multipliziertes Produkt positiven reellen Bestandteil hat, 
so gilt das obere Zeichen. Oie Substitutionen S ' ±l und T r±1 üben auf 
die #3-Funktion die folgende Wirkung aus:

Auf die Substitution — 1 kommen wir noch zurück.
Gegenüber einer beliebigen Substitution der homogenen Γ&"] zeigt 

die #3-Funktion zufolge (2) S. 480 das Verhalten:

Das rechts gültige Zeichen ist zwar noch unbekannt, aber in jedem 
Falle eindeutig bestimmt, wenn wir nur die obige Festsetzung über 
Ϋγω  -f d noch dahin ergänzen, daß für γ =  0 (und also d — Jb \)  der 
Wert Ϋγω  +  d gleich 1 oder i sein soll, je nachdem d =  +  1 oder — I 
ist. Alle Substitutionen der homogenen mit dem gleichen Paare 
γ, d gehen aus einer unter ihnen nach dem Gesetze:

hervor. Da zufolge (1):

ist, so gilt in der soeben für #3 angesetzten Gleichung bei allen Sub­
stitutionen mit dem gleichen Paare γ , d rechts ein und dasselbe Zeichen. 
Dasselbe ist also allein von γ und d abhängig und werde dieserhalb 
symbolisch durch (γ , d) bezeichnet. Wir haben also den Ansatz:
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und notieren aus den bisherigen Ergebnissen sogleich:
(3) ( 0 ,1 ) - 1 ,  ( - 2 , 1 ) - 1 ,  ( 2 ,1 ) - 1 ,  ( 0 , - 1 ) - 1 ,
wobei die letzte Angabe eine Folge unserer Festsetzung über j/yo  +  d 
im Falle y =  0, δ =  — 1 ist und übrigens die Substitution — 1 erledigt. 

Für den OyNullwert, den wir ^ (ω ) schreiben, folgt aus (1):

und andererseits liefert die Formel (2) den Ansatz:

Beim Kombinieren der Substitutionen können wir gleich mit diesen 
Formeln arbeiten und entledigen uns auf diese Art der Exponential- 
faktoren, die zwar keine Schwierigkeit machen, aber lästig sind. Nur 
müssen wir natürlich nach wie vor die homogenen Substitutionen an­
wenden, zwar nicht der Thetafunktion Ό·8(ω) selbst halber (die ja in cav  ω2 
homogen von nullter Dimension ist), sondern weil wir eben zur Er­
gründung ihres Verhaltens mit ]/γω +  ά zu arbeiten genötigt sind.

Da nach dem eben Gesagten bei gleichzeitigem Zeichenwechsel von 
a, ß, y, d die linke Seite von (5) unverändert bleibt, so gilt:

Für y = 0 führt dies auf Bekanntes (vgl. (3)).

wenn wir unter sgn(y), d. h. „Signum“ von y, das Vorzeichen von y ver­
stehen; man zeigt nämlich sofort, daß im Falle sgn(y) =  +  1 der Wert 
— i sgn(y) ]/γω +  ö dem vierten, für sgn(y) =  — 1 aber dem ersten 
Quadranten angehört. Das Symbol (y, d) gehorcht demnach für γ der 
Regel:

Verstehen wir (wie früher) unter ω den zu ω konjugiert kom­
plexen Wert, so sind je zwei Punkte ω und — ω symmetrisch zur ima­
ginären Achse gelegen, und die beiden zugehörigen Werte q sind wieder 
konjugiert komplex. Somit folgt aus:

unmittelbar, daß zu ω und — ω auch konjugiert komplexe Werte des 
OyNullwertes gehören, was wir durch:
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zum Ausdruck bringen. Setzen wir nun in (5) für ω den Wert — ω 
ein, so folgt, wenn wir auf die linke Seite die Relation (7) gleich wieder 
anwenden:

Ersetzen wir hier jeden Bestandteil der Gleichung durch seinen kon­
jugiert komplexen Wert, so erfordert nur wieder die Quadratwurzel eine 
Überlegung. Konjugiert zu ]/— γω -f- ö ist ] /— γω -f- ό'; jedoch ist dabei 
der eine Fall y =  0, d =  — 1 auszunehmen, wo (obiger Festsetzung zufolge) 
— Υ — γω + d zu ] /— γω -J- ö konjugiert sein würde. Schließen wir 
diesen Fall aus, so ergibt sich:

Berechnen wir den links stehenden Ausdruck unmittelbar auf Grund 
von (5), so folgt:

Das Symbol (γ , d) hat demnach abgesehen vom Falle γ  =  0, ό =  — 1 
die Eigenschaft:

Durch Kombination von (6) und (8) ergibt sich weiter als für γ 
gültig:

Rekursionsformeln zu Berechnung der Werte (γ,ό) findet man durch 
Ausübung der Substitutionen $ r±1 und T r±1 auf die in (5) enthaltenen 
ω unter Benutzung von (4). Erstlich ergibt sich:

Indem man auf den links stehenden Ausdruck die Regel (5) direkt an­
wendet und das Ergebnis mit der rechten Seite der letzten Gleichung 
vergleicht, folgt als erste Rekursionsformel für das Symbol (γ, d):

Bei Ausübung der Substitution T ' ±l auf ω in (5) dürfen wir 7 «  0 
und γ 2d ^ 0  voraussetzen; für γ — 0 kommen nur die beiden schon 
bekannten Symbole (0, +  1) in Betracht, für γ  +  2d =  0 ist (insofern 
γ und d teilerfremd sind) d =  +  1 und also γ =  +  2, so daß wir auf 
die aus dem Bisherigen schon bekannten Symbole (+  2, 1), (+  2, — 1) 
zurückkommen. Aus (5) und der zweiten Gleichung (4) folgt nun:
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Gelten erstlich die unteren Zeichen, so haben wir die Vorzeichenbestim­
mung in:

auszuführen. Ist γ <  0, so liegt das links stehende Produkt im ersten 
oder vierten Quadranten, so daß das obere Zeichen gilt. Für γ  >  0 
liegt der links stehende W ert im ersten oder zweiten Quadranten; die 
rechte Seite aber liegt, je nachdem das obere oder untere Zeichen gilt, 
im ersten oder dritten Quadranten für γ +  2d >  0 und im vierten oder 
zweiten Quadranten für γ  +  2 d <  0. Also gilt für y > 0 ,  ^ - ( - 2 d > 0  
das obere und für y > 0 ,  y 4 * 2 d < 0  das untere Zeichen. Entsprechende 
Schlüsse gelten bei Diskussion der Gleichung:

Das untere Zeichen gilt, wenn y <  0, γ — 2d >  0 gilt; in allen übrigen 
Fällen gilt das obere Zeichen. Hiernach haben wir als weitere Rekur­
sionsformeln für γ  ^  0 und γ  -f- 2ό ^  0 :

wo das untere Zeichen nur im Falle:

zutrifft, und weiter für γ  ^  0 und γ  — 2d ^ 0 :

wo das untere Zeichen nur für:

gültig ist.
Durch die Rekursionsformeln (10), (11) und (13) ist nun der 

Wert von (γ, d) für jedes Paar teilerfremder ganzer Zahlen γ, ö, von denen 
die erste gerade ist, berechenbar. Ist j γ  >  d so hat man eine der 
Formeln (11), (13) so oft anzuwenden, bis man zu einem Paar γ', Ö 
gelangt, bei dem γ ' \ <  | d zutrifft. Hierauf ist (10) so oft anzuwenden, 
bis man zu einem Paar γ', d' mit y ' j > | d '  kommt. Da die Zahlen 
der sich einstellenden Paare stets teilerfremd bleiben, so können wir 
bei der Verringerung ihrer Absolutwerte nicht zu einer verschwindenden 
ersten Zahl gelangen, bevor die zweite Zahl gleich +  1 geworden wäre. 
Sobald aber die zweite Zahl gleich +  1 geworden ist, wird man durch 
Anwendung von (11) oder (13) auf einen der vier Werte:

rekurrieren können. Wir dürfen hiernach geradezu den Satz aussprechen:
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Durch die Rekursionsformeln (10), (11) und (13) im Verein mit den An­
gaben (15) kann das Symbol (γ, d) für jedes Paar teilerfremder ganzer 
Zahlen γ, δ, von denen die erste gerade ist, als endgültig und eindeutig 
definiert angesehen werden.

Das in (11) und (13) gültige Vorzeichen läßt sich übrigens in 
einfacher Weise mittelst des Symboles sgn darstellen. Wir wollen uns 
für γ  ^  0 mittelst des Symboles sgn zunächst den Ausdruck:

herstellen, dessen Bedeutung einfach die ist, daß [γ , d] die negative 
oder positive Einheit bedeutet, je nachdem beide Zahlen γ, δ negativ 
sind oder eine der drei anderen Zeichenkombinationen vorliegt. Wir 
können alsdann die Formel (11) ohne Zusatz der Regel (12) in die Ge­
stalt kleiden:

Gilt nämlich die Bedingung (12), d. h. ist γ >  0, γ -f- 2 δ <  0, so ist 
d <  0 und also [γ -f- 2d, d] =  — 1, [γ, dj =  -f 1, so daß die letzte 
Gleichung, wie es sein muß, (γ , d) =  — (γ 2d, d) lautet. Soll andrer­
seits [y 2d, d] =  — [γ, d] sein, so ist notwendig d <  0, und es 
sind γ -f- 2d und γ  von verschiedenem Zeichen, d. h. es ist (da d <  0 
ist) γ  -f 2d <  0 und γ  >  0, so daß wir zur Bedingung (12) zurück­
kommen. Ebenso zeigt man, daß die Gleichung (13) mit der Regel 
(14) durch die eine Formel:

ersetzbar ist.
Aus dieser Sachlage ergibt sich als naturgemäßer Schritt, daß wir 

an Stelle von (γ , d) zweckmäßiger Weise überhaupt mit dem Vor­
zeichen [γ , d] · (y, d), für welches wir die kürzere Bezeichnung:

einführen, arbeiten sollten. Wir haben dabei nur noch hinzu zu setzen, 
daß wir für γ =  0 etwa einfach:

setzen wollen. Die Rekursionsregeln für dieses neue Symbol sind dann:

und man hat das Symbol durch diese Regeln und die Angaben:
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als in allen Fällen eindeutig festgelegt anzusehen. Übrigens nimmt die 
Regel (9) die Gestalt an:

während aus (8) und (6) sich ergibt:

Die Elemente der Zahlentheorie kennen nun in dem bei den qua­
dratischen Resten auftretenden Le gen dre-Jaco bischen Zeichen ^  ein

Symbol1), dessen Analogie zu |~^Ί selbst dann augenfällig hervortreten 
müßte, wenn nicht durch andere Untersuchungen (vgl. § 10) die Be­
ziehung zwischen beiden Symbolen bereits bekannt geworden wäre. Es 
besteht der Satz, daß das Symbol ^-Ί geradezu identisch ist mit dem

Lcgendre-Jacobischen Zeichen ί -V wenn wir dasselbe nur in der Weise 
erweitern wollen, daß es für δ =  -j- 1 den Wert -j-1 haben soll. Natürlich 
kommen für uns nur die Paare teilerfremder Zahlen γ, d in Betracht, 
bei denen die erste Zahl γ gerade ist.

Zunächst kommen, wenn wir J^ j als L egendre-Jacobisches 
Zeichen lesen, die erste Regel (19) sowie die Gleichungen (21) und (22) 
auf bekannte Regeln über jenes Zeichen zurück, die (nach der getroffenen 
Erweiterung) auch für d =  +  1 gültig bleiben. Auch die Gleichungen 
(20) gelten für das L egendre-Jacobische Zeichen. Da nun unser 
obiges Vorzeichen jJ0  durch die Gleichungen (19) und (20) eindeutig 
festgelegt ist, so ist unsere Behauptung, dasselbe sei mit dem Legendre- 
Jakobischen Zeichen identisch, bewiesen, wenn wir für das Legendre- 
Jacobische Zeichen noch die Relation:

nachzuweisen imstande sind, und zwar natürlich auch in dem (in der 
Zahlentheorie nicht zur Geltung kommenden) Falle, daß d -f- 2 γ einen 
der Werte -f 1 oder — 1 hat.

Das Reziprozitätsgesetz der quadratischen Reste ist für irgendzwei 
teilerfremde, positive oder negative, ungerade Zahlen P, Q mittelst unseres 
Zeichens [P, Q] so darstellbar2):

1) S .h ierüber D i r i c h l e t - D e d e k i n d ,  Vor lesungen  über Zahlentheor ie“ (4. Aufl.. 
B raunsch w eig  1894), insbesondere  S. 104 ff.

2) Vgl.  D i r i c h l e t - D e d e k i n d ,  a. a. 0 .  S. 109.
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-eine Formel, die auch für die Werte -f- 1 oder — 1 von P  und Q gültig 
bleibt. Ferner gilt1) für jede ungerade Zahl P:

Ist nun 2X die höchste in y enthaltene Potenz von 2, so ist:

Also folgt unter Benutzung von (24) und (25), da y und y ' gleiches 
Vorzeichen besitzen:

Trägt man hier (d +  2y) an Stelle von d ein, so folgt:

«ine Gleichung, die man mit Rücksicht darauf, daß y gerade, d unge­
rade und y Multiplum von y ' ist, leicht so umformt:

Es gilt somit:

dies ist aber die zu beweisende Formel, da der erste rechts stehende 
Faktor dann und nur dann gleich — 1 ist, wenn y das Doppelte einer 
ungeraden Zahl und damit >1=1 ist. Unsere Behauptung, daß sich das 
bei der Transformation der -Funktion auftretende Vorzeichen (y, d) 
mittelst des in (16) gegebenen Symbols im Legendre-Jacobischen Zeichen 
in der Gestalt:

darstelle, ist damit vollständig bewiesen und hierdurch zugleich die 
interessante Tatsache erkannt, daß die Gesetze des Zeichens (y, d) mit 
der Primfaktorenzerlegung der Zahlen y und d Zusammenhängen.

Das Verhalten aller vier Thetafunktionen gegenüber den Substi­
tutionen von r M ist nun mit Benutzung der Ergebnisse des vorigen 
Paragraphen leicht angebbar. Für das Verhalten der ^-Funktion gegen­
über irgendeiner Substitution der finden wir aus (2) und der Ta­
belle von S. 479 mit Benutzung des Umstandes, daß a =  d (mod. 4) zu­
trifft:

1) Vgl. D i r i c h l e t - D e d e k i n d ,  a. a. 0 .  S. 108 und 110.
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Durch Kombination mit den sechs besonderen mod. 2 inkongruenten 
Substitutionen, auf welche sich die Entwicklungen von S. 480ff. bezogen, 
folgt dann aus der eben aufgestellten Gleichung weiter das Verhalten
γόη > ω) gegenüber beliebigen Substitutionen der PH. Die Ta­
belle von S. 479 macht endlich auch die übrigen ff-Funktionen den 
Substitutionen der Γ (ω) allgemein zugänglich.

Da übrigens zufolge (9) S. 416 mit dem Verhalten der ff^-Funktion 
gegenüber den Substitutionen der PO’) dasjenige der eindeutigen Funk­

tion ων ω.2 mit bestimmt ist, so können wir nun auch
unter Heranziehung der Formeln (10) S. 454 und (13) S. 455 das Ver­
halten der eindeutigen Funktion:

von ω gegenüber den Substitutionen der PO’) angeben.

§ 10. Anwendung auf die Theorie der Gaußschen Summen.
Man hat früher das Verhalten der ff-Funktionen gegenüber den 

Substitutionen der Ρ (ω) mit Hilfe der sogenannten „Gaußschen Summen“ 
festgestellt.1) Diese Summen, welche in einer bekannten nahen Be­
ziehung zur Theorie der quadratischen Reste stehen2), und die andrer­
seits mit den ff-Reihen eng verwandt erscheinen (s. unten), decken den 
inneren Grund der Tatsache auf, daß wir bei den voraufgehenden Ent­
wicklungen zum L egendre-Jacobischen  Zeichen geführt werden muß­
ten. Nachdem es gelungen ist, die Bestimmung des Vorzeichens (γ , d) 
auf elementarem Wege mittelst des Reziprozitätssatzes der quadratischen 
Reste auszuführen, kann man nun umgekehrt die Auswertung der G auß­
schen Summen von hieraus leisten, und zwar erscheint dieser Weg 
gegenüber den sonst benutzten Methoden zur Auswertung jener Summen3) 
ganz besonders einfach.

1) S. H e r m i t e ,  „Sur q u elq u es form u les re la tiv es ä la  transform ation des 
fon ction s e llip tiq u e s“ , P ariser Com pt. R end ., Bd. 46 (1858); e in e ausführliche D ar­
s te llu n g  der H erm iteschen  M ethode gab  K ö n i g s b e r g e r  im  2. Bde. seiner „V or­
lesu n gen  über d ie T heorie der e llip tisc h e n  F u n k tion en “ (L eip zig  1874), S. 53 ff.

2) M an vg l. G a u ß ’ A b han dlun g „S u m m atio  quarum dam  serierum  sin gu lariu m “, 
G ö ttin g er  Abh.. Bd. 1 (1811) oder G a u ß ,  „ W erk e“ , Bd. 2, S. 9.

3) M an seh e z. B. die B eh a n d lu n g  der G a u ß s c h e n  Sum m en b e i B a c h m a n n ,  
„ D ie  an a ly tisch e  Z ah lenth eorie“ (L e ip z ig  1894) S. 146 fl’, oder d ie  S. 489 g e ­
n an nten  V orlesungen  von D i r i c h l e t - D e d e k i n d ,  S. 287ff.
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falls wir, was geschehen soll, y als von 0 verschieden annehmen. Üben 
wir hier auf o  die Substitution T  aus, so folgt mit Benutzung der 
vierten Gleichung (4) S. 482 und der offenbar zutreffenden Relation:

für die in der bisherigen Bedeutung gebrau chten a, ß, y, d:

Wir schreiben hierfür unter Änderung der Bezeichnung der Koeffizienten:

eine Gleichung, die also « =  d =  0 (mod. 2) zur Voraussetzung hat. Die 
Gleichungen (1) und (2) fassen wir in den gemeinsamen Ausdruck zu­
sammen:

und wollen weiterhin y >  0 voraussetzen; dann ist:

je nachdem ß =  y ~  0 (mod. 2) oder a =  d =  0 (mod. 2) zutrifft.
Wir gelangen nun zu einem neuen Ausdruck für c, indem wir in ( 

für die rechts und links stehenden Funktionen ihre Reihen eintrag< 
Dabei ergibt sich zunächst:

Hier trage man, unter rj eine reelle positive Variabele verstanden, ein:

und gelangt zu der in rj identisch bestehenden Relation:

Da eine der beiden Zahlen a, y gerade ist, so liefern modulo y kon-
n - u  n  i

gruente Zahlen n gleiche Werte e r . Dieser Umstand gibt uns An-
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laß, die Summe linker Hand in der Art zu entwickeln, daß wir n =  l -f- γηι 
setzen, m die gesamten ganzen Zahlen von — oo bis -f- oo durchlaufen 
lassen und hernach für l über die Werte 1, 2 , . . γ  summieren:

Es ist sehr interessant, daß wir in der auf m bezogenen Summe 
wieder nichts anderes als einen Spezialfall der Funktion:

vor uns haben, nämlich einfach die Funktion:

der reellen positiven Yariabelen rj. Ziehen wir nun die in die Gestalt:

umgeschriebene letzte Relation (4) S. 482 heran, so folgt, indem wir

und also durch Heranziehung der Reihen:

Auf Grund dieses Resultates nimmt die Gleichung (5) die folgende 
Gestalt an:

Da nun γ  >  0 vorausgesetzt war, so gilt:

wobei ]/γ  positiv zu nehmen ist. Die vorstehende Gleichung kürzt sich 
demnach zu:

www.rcin.org.pl



494 n, 3. Die Modulfunktionen zweiter Stufe und die lineare Transformation

Wir haben hier zwei einander wertgleiche Reihen vor uns, weiche 
nach positiven ganzzahligen Potenzen der reellen Yariabelen e~n,i f'ort- 
schreiten und für alle unter 1 gelegenen Werte dieser Yariabelen kon­
vergieren. Also sind die Reihen gliedweise identisch, und indem wir 
insbesondere die Absolutglieder einander gleich setzen, folgt:

Die hier links stehende Summe ist nun in der Tat die zu den 
beiden ganzen Zahlen a, y gehörende Gaußsche Summe. Da eine der 
beiden Zahlen a, y gerade ist, so bleibt das einzelne Glied der Summe 
unverändert, wenn man l durch eine mod. y kongruente Zahl ersetzt. 
Wesentlich ist also für die Herstellung der Reihe nur, daß l irgendein 
System von y modulo y inkongruenten Zahlen durchläuft. Da d teiler­
fremd gegen y ist, so haben wir auch in Id ein solches System, wenn 
l die Werte 1, 2, . . ., y durchläuft. Wir können unsere Summe dem­
nach so umformen:

insofern wieder unter den Zahlen ß und d eine gerade ist.
Man sehe nun etwa bei Bach mann a. a. 0. nach, daß die beiden 

hier vorliegenden Fälle, daß entweder y oder d gerade ist, während 
übrigens y und d teilerfremd sind und y >  0 ist, die einzigen Fälle 
der Gaußschen Summe sind, welche von Bedeutung sind; alle übrigen 
Fälle sind teils elementar, teils leicht auf jene beiden zurückführbar. 
Für die beiden wesentlichen Fälle der Gaußschen Summen erhalten wir 
durch Eintragung der Werte c folgende Summenwerte:

wo y >  0 gilt, ]/y positiv zu nehmen ist und selbsverständlich bzw. 

(^) das Legendre-Jacobische Zeichen ist.
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Hiermit ist die Theorie der elliptischen Funktionen zweiter Stufe 
in ihren Grundlagen vollständig entwickelt. Die Verallgemeinerung auf 
höhere Stufen führt uns zu den Problemen der „Teilung und Transfor­
mation“ der elliptischen Funktionen (erster und zweiter Stufe), welche 
wir im zweiten Bande behandeln. Die algebraisch-arithmetischen Aus­
führungen des zweiten Bandes sind auch bedeutungsvoll für die Durch­
führung „numerischer Berechnungen“ im Gebiete der elliptischen Funk­
tionen, wie wir sie bei der Besprechung der „Anwendungen der ellipti­
schen Funktionen“ durchzuführen haben werden.
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