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Vorwort.

Zur Einfuhrung des Werkes, dessen ersten Teil ich hiermit vor-
lege, bedarf es nur weniger Worte. Bei der einige Jahre zuriickliegen-
den Abfassung des Referates ,,Elliptische Funktionen® fiir den zweiten
Band der Enzyklopéddie der mathematischen Wissenschaften habe ich
es als eine reizvolle Aufgabe empfunden, die Grundsétze, nach welchen
ich den vierten und fiinften Abschnitt des Referates (,,Grundlagen der
Theorie der elliptischen Funktionen nach neueren Anschauungen“ und
,JAddition, Multiplikation, Division und allgemeine Transformation der
elliptischen Funktionen®) entwickelt habe, bei einer umfassenden Lehr-
buchdarstellung der Theorie der elliptischen Funktionen zu. verwerten.
Als die beiden wichtigsten Gesichtspunkte erscheinen mir hierbei erstens
die starke Hervorhebung der algebraischen Grundlage, zweitens die Ein-
ordnung des Ganzen in die Stufentheorie von F. Klein. Es hat, wie
ich nicht zweifele, lange die allgemeine Anerkennung gefunden, daf}
die Stufentheorie die richtige Grundlage abgibt, um die verschiedenen,
zundchst scheinbar auseinanderliegenden Darstellungsformen der Theorie
der elliptischen Funktionen in organischen Zusammenhang zu bringen.
So nimmt denn auch das vortreffliche, der ersten Einfihrung dienende
Buch von H. Burkhardt auf die Stufentheorie Rucksicht; und wenn
unsere groflen Werke (ber elliptische Funktionen dieses noch nicht
tun, so darf man dabei nicht vergessen, dal die Entstehungszeit der-
selben mehr als zwei Jahrzehnte zuriickliegt.

Dal ich, was die Methode der Darstellung, die Verwertung der In-
variantentheorie, der Gruppentheorie, der geometrischen Anschauung
usw. angeht, den Grundsatzen getreu geblieben bin, welche ich mir in
einem mehr als 30-jahrigen engen wissenschaftlichen Verkehr mit meinem
Lehrer und Freunde F. Klein zu eigen gemacht habe, darf ich als
selbstverstandlich ansehen. Wenn die gemeinsame Tatigkeit zunéchst
den hoheren Gebieten der Modulfunktionen und der automorphen Funk-
tionen zustrebte, so blieb eben dadurch in dem elementareren Gebiete
der elliptischen Funktionen noch eine Arbeit zu leisten, die mir nicht
unwichtig erscheint. Wenn diese Arbeit nun auch in eine Zeit fallt,
wo die Funktionentheorie in schnell vorwérts eilender Forschung sich
mit weit allgemeineren Problemen beschéaftigt und unter der méchtigen
Einwirkung der Mengenlehre ein neues Gewand anzulegen im Begriffe
steht, so darf doch gesagt werden, daf} die elliptischen Funktionen zum
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klassischen Bestande unserer Wissenschaft gehdren, dem das Interesse
nie versagt werden wird, daf ferner die elliptischen Funktionen fir
die Anwendungen eine Bedeutung besitzen, die wenigstens von seiten
dieser Anwendungen auch heute noch keineswegs in vollem Male ge-
wirdigt wird.

Der vorliegende erste Teil des Werkes bringt die funktionentheo-
retischen und analytischen Grundlagen, indem er die Theorie der ellip-
tischen Funktionen erster und zweiter Stufe entwickelt. Die Ubrigen
Teile des Werkes sollen so angelegt werden, dal jeder Teil fiir sich
ein tunlichst selbstdndiges Bild seines Gegenstandes entwickelt. Der
zweite Teil wird den algebraischen und arithmetischen Ausfiihrungen
gewidmet sein, der dritte den geometrischen und mechanischen An-
wendungen. Auf diesen dritten Teil ist meine Hoffnung besonders ge-
richtet; mochte er dazu beitragen, die bekannten vielseitigen Be-
ziehungen unserer Theorie zu Problemen der Geometrie und Mechanik
bis in die numerischen Einzelaufgaben hinein lebhaft und frucht-
bringend zu gestalten.

Fir die muhevolle und sorgféltige Durchsicht der Korrekturbogen
danke ich Fraulein Dr. phil. H. Petersen, hier, aufrichtig. Besonderen
Dank aber schulde ich der Verlagsbuchhandlung, daB sie trotz aller
Schwierigkeiten der Zeit den Druck des vorliegenden Bandes ohne er-
hebliche Verzdgerung durchgefihrt hat.

Braunschweig, den 26. Oktober 1915.
Robert Fricke.



Inhaltsverzeichnis.

Einleitung.
Zusammenstellung toii Satzen Uber analytische Funktionen.

Seite

§ 1. Begriff der analytischen Funktion einer komplexen Variahein 1

§2. Von den Integralen der analytischen Funktionen.........

§ 3. Erklarung analytischer Funktionen durch Potenzreihen...........

§4. Die Cauchysche Integralformel und die Cauchy-Taylorsche Reihe. 14

§ 5. Die analytische Fortsetzung und die durch dieselbe veranlalten Er-
ganzungen der anschaulichen Hilfsmittel......ccviiiniiiniiinincieinenns 19

§6. Das Feld F einer analytischen Funktion und die singuldaren Punkte
AETSEID BN bbb bbb 24

§ 7. Von den durch analytische Funktionen vermittelten Abbildungen. 30

§8. Begriff des Residuums und Sétze Uber Residuen ... 36

§ 9. Die Reihe und der Satz von Laurent. Folgerungen uber eindeutige
FUNKTIONM @M 1ottt 39

§ 10. Die ganzen rationalen Funktionen und ihre inversen Funktionen . . . 44

§11. Die ganzen transzendenten Funktionen. Exponentialfunktion und Log-
AFITRMUS ettt 49

§ 12. Produktdarstellung der ganzen transzendenten Funktionen.............. 56

§ 13. Die rationalen Funktionen und ihre inversen Funktionen........ 61

§ 14. Die linearen Substitutionen und der Begriff der Kreisverwandtschaft . 66

§ 15. Die linearen Substitutionen zweiter Art und die indirekten Kreisver-
WANATSCRATIEN e 73

§ 16. Allgemeine Angaben Uber algebraische Funktionen und Gebilde . . . 76

§17. Der Grad des Zusammenhangs einer Riemannschen Flache Fm. . ., 82

§18. Woeiteres Uber algebraische Funktionen speziell bei p — 0 und p — 1
Grundproblem der Theorie der elliptischen Funktionen............ 90

§ 19. Losung linearer homogener Differentialgleichungen zweiter Ordnung 97

§20. Ausfihrungen lber die hypergeometrische Differentialgleichung 105

Erster Abschnitt.
Grundlagen der Theorie der elliptischen Funktionen erster Stufe.

Erstes Kapitel.

Die elliptischen Integrale und ihre zur ersten Stufe gehdrenden
Vormalgestalten.

§ 1. Die Verzweigungform, ihre Invarianten und ihre Normalgestalt erster

§ 2. Exkurs uber lineare Substitutionen und deren Gruppen endlicher Ordnung

§ 3. Die linearen Transformationen der Verzweigungsform in sich

§4. Invarianz von J gegeniber beliebiger rationaler Transformation der
Riemannschen Flache F2 ...,

§ 5. Allgemeine Bemerkungen uber die elliptischen Integrale ...

§ 6. Die drei Gattungen der elliptischen Integrale und die Elementarintegrale

126
133

137
140
142



VI

§7.

§8.

§9.

§ 1

§2.

83.

§4.

§ 1.

§ 2.

§3.
§4.

§5.

§6.

§7.

§8.
§9.

§ 1L
§2.

§3.

84,
§5.
§ 6.
§7.

88.

§9.
§ 10.

Inhaltsverzeichnis

Die zur ersten Stufe gehdrenden Normalgestalten der Integrale der drei sete
G ATEUN G N ottt ettt 152
Die Perioden der elliptischen Integrale und die zwischen ihnen be-
stehenden Relationen . ... 154
Die transzendent normierten Integrale zweiter und dritter Gattung . . 162
Zweites Kapitel.
Das elliptische Integral erster Gattung erster Stufe und die durch
dasselbe vermittelten Abbildungen.
Das Feld der Funktion u(z) und seine Abbildung auf die «-Ebene
bei Gebrauchspezieller QUErSChNIIE. ..o 164
Die Perioden atl, und der Periodenquotient o des x-eduzierten Quer-
SCNNITESJS TR M Suiviiiiciccee ettt e st nre s 175
Ubergang zu einem beliebigen Querschnittsysteme und lineare Trans-
fOrmation der PeriOUeN bbb 180
Verhalten des Integrals erster Gattung bei eindeutigen Transformationen
eI FIACNE FA oottt 188
Drittes Kapitel.
Die elliptischen Funktionen erster Stufe.
Das Integral erster Gattung u als ,uniformisierende“ Variabele der
Riemannschen FIAChE F2 ... 194
Der Korper der elliptischen Funktionen, die besonderen Funktionen
p(u), p'(u) und das Normalintegral £ (U) ... 197
Potenzreihen fir die Funktionen <p(u), p'(u) und g(u).vmiiereennnn. 199
Darstellung der Elementarintegrale in u. Vorlaufiges Uber die Additions-
ENEOTEME o 201
Darstellung aller elliptischen Funktionen des Kdrpers durch die Funk-
TIONEN £, Py Pl P et 204
Die ganze transzendente Funktion S(«; gt, ga) ... 207
Darstellung der elliptischen Funktionen durch die 6-Funktion. . . . 212
Die elliptischen Funktionen der zweiten und dritten A rt.......... 217
Anzahltheorem uber elliptische Funktionen mit gegebenen Polen nebst
FOIgEIUNGEN ottt sttt en e 222
Viertes Kapitel.
Die eindeutigen doppeltperiodischeu Funktionen erster Stufe.
Die Substitutionsgruppe F * der doppeltperiodischen Funktionen . . 229
Der Diskontinuitdtsbereich der Substitutionsgruppe F " .. 233
Einfuhrung eines sechseckigen Diskontinuitadtsbereichs der F~ und Er-
klarung eines reduzieiten Periodenpaares ... 235
Von den Transformationen der Gruppe F " in SiCh.iniiinnnen. 244
Begriff der doppeltperiodischen Funktionen und Residuensdtze. . . . 250
Uber die Konvergenz gewisser Doppelreinen......oieiesiienionnennn. 255
Existenzbeweis der doppeltperiodischen Funktionen.............. 257
Teilbruchreihen fiir die Funktionen p(u), £>'(«s) und £(«) nebst Folge-
FUNGEIN oottt bt e et eh e e et b et b e en e 260
Die Funktionen des ringféormigen Bereiches nebst Anwendungen . . . 264

Das System aller elliptischen Funktionen und die Ausartung derselben 272



§ 1
§2.

§3.

84,
§5.

§6.

§7.

§8.

§9.

§ 10.

Inhaltsverzeichnis I1X

Finftes Kapitel.
Die elliptischen Modulfunktionen erster Stufe und

ihre inversen Funktionen. Seite
Die Modulgruppe und ihre Erweiterung durch eine Spiegelung . 280
Das Dreiecksnetz der ta-Halbebene und der Diskontinuitatsbereichder
M O AUIGTUP P B ittt sttt en e en e 285
Die erzeugenden Substitutionen der Modulgruppe......eenncininnenne 296
Die elliptischen Modulfunktionen erster Stufe......iiiiieieinieieininieiniennns 299
Die elliptischen Modulformen erster Stufe ... 304
Die Perioden 7t, als Funktionen der cjj, ra2. Produktentwicklung der
DisSKrimiNaANTe ..coooiiii e 310
Differentiationsprozesse zur Herstellung von Modulformen.............. 313
Die doppeltperiodischen Funktionen erster Stufe als Funktionendreier
ATGUM BNTE oot s 318
Differentialgleichungen der Perioden in bezug auf die Invarianten. In-
version der M odulfunKtioNeN ... 323
Die normierten Perioden als hypergeometrische Funktionenvon J . . 329

Zweiter Abschnitt.

Grundlagen der Theorie der elliptischen Funktionen zweiter Stufe.

Erstes Kapitel.

Die Normalgestalten zweiter und vierter Stufe der Ycrzweigungsforin

81.
§2.

§3.
§ 4.
85,
§ 6.

§1

§2.

83.
84,
85.

86.

§7.

§8.

§0.

und der elliptischen Integrale.

Die einfachsten irrationalen Invariantender Yerzweigungsform. . . . 341
Beziehung der irrationalen Invariantender Verzweigungsform zu den
rationalen INVarianten s 345
DieNormalgestalt zweiter Stufe der Verzweigungsform ... 351
DieNormalgestalt vierter Stufe der Yerzweigungsform.....vvviinnnns 354
Die Normulgestalten zweiter und vierter Stufeder elliptischenIntegrale 359
Die Legendreschen Normalintegrale. ... 366

Zweites Kapitel.
Die elliptischen Funktionen zweiter Stufe.
Das Prinzip der Stufenteilung und der Begriff der elliptischen Funk-

EHON NEEE STUTE oo s 374
Die Kongruenzgruppen zweiter Stufe in der 377
DieFunktionen zweiter Stufe — ek UNSN SAW) oo 382
DieJakobischen Funktionen sn«;, CNtu, 0N« ; .o 387
Die Ableitungen der Funktionen sn«;, cnw, dn«; und Potenzreihen der-
SEIDBIN . 396

Darstellung der Funktionen snw, cnw, dnw als Quotienten ganzer tran-
szendenter Funktionen
Produktentwicklungen der elliptischenFunktionen zweiterStufe . . . 404
Laurentsche und Fouriersche Reihen fir die Funktionen sn, cn und dn 408
Die Fourierschen Reihen fiir die ganzen Funktionen  («), 62(w), 6 S(u)
und die ThetafunKLtioONeN ..o 413




§10.
§ 11.
§12.

Inhaltsverzeichnis
Seite

Die Thetafunktionen mit beliebiger Charakteristik .o ..o 420
Die Thetafunktionen héherer Ordnung mit beliebiger Charakteristik . 423
Die Thetafunktionen >ter Ordnung als ganze elliptische Funktionen dritter

A Tl e 426

Drittes Kapitel.

Die Modulfunktionen zweiter Stufe und die lineare Transformation der

§ 1
§2.
§3.
§ 4.

§5.
§ 6.

§7.

§8.

§9.

§ 10.

elliptischen Funktionen zweiter Stufe.
Der Diskontinuitdatsbereich der Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe . 434

Die elliptischen Modulfunktionen zweiter Stufe.... .440
Die elliptischen Modulformen zweiter Stufe.........ccovciiniiciicniiccn 445
Modulfunktionen héherer Stufen in der Theorie der elliptischen Funk-
EHO MBI e 449
Die Perioden betrachtet als Funktionen des Integralmoduls............. 460
Die elliptischen Funktionen zweiter Stufe als Funktionen zweier Ar-
gumente. AUSArtUNGEN .. 466
Verhalten der elliptischen Funktionen zweiter Stufe bei beliebigen Peri-
0deNSUDSTIULIONEN ..o 473

Verhalten der Thetafunktionen bei beliebigen Periodensubstitutionen . 477
Allgemeines Gesetz Uber das Verhalten der Thetafunktionen bei Peri-
0dENSUDSTITULIONEN .o 483
Anwendung auf die Theorie der GauBschen Summen ... 491



Einleitung.

Zusammenstellung yon Séatzen Uber analytische
Funktionen.

In der nachfolgenden Einleitung sollen einige Definitionen und
Séatze Uber analytische Funktionen zusammeugestellt werden, und zwar
in derjenigen vielfach beschrénkten Gestalt, in welcher dieselben inner-
halb der Theorie der elliptischen Funktionen zur Benutzung kommen.
Auf die Beweise der Sétze kann hier zumeist nicht ausfihrlich einge-
gangen werden; es ist in dieser Hinsicht vielmehr auf die Spezialwerke
Uber die Theorie der analytischen Funktionen zu verweisen.])

8 1. Begriff der analytischen Funktion einer komplexen Variabeln.

Die komplexe Yariabele z = x iy soll alle endlichen komplexen
Werte annehmen kénnen und zundchst auf diese beschrénkt sein. Die
Zahlenebene oder ,,z-Ebene”, durch deren Punkte man die Werte von g
versinnlicht, stellt demnach nur erst den Inbegriff aller ihrer ,im End-
lichen gelegenen* Punkte dar.

Unter einer ,,Umgehung des Punktes z0= x0-f iy0 der 2-Ebene
verstehen wir zweckmaRig alle Punkte z, fir welche z —z0 <h zu-
trifft; dabei soll h als eine der Bedingung h> 0 genugende endliche
reelle Zahl zweckmaRig gewdhlt sein. Wir fassen also der leichten An-
schaulichkeit halber die Umgebung des Punktes z = z0 in der #-Ebene
als Inbegriff aller inneren Punkte der Kreisfliche vom Radius h um den
Punkt z0. Die Aussage, dal irgendein Satz in ,der* Umgebung von
z = 72 gelte, 1auft darauf hinaus, daB sich eine Zahl h angeben laft,
flr deren zugehdrige Umgebung des Punktes z0 der Satz richtig ist.

In einer Umgebung von z0 sei jedem Werte z eindeutig ein be-
stimmter endlicher komplexer Wert w —u + iv zugeordnet; diese Zu-
ordnung werde durch das Symbol to= f(z) bezeichnet und w eine
,Funktion® von z genannt. Sind z und z + Az zwei verschiedene
Punkte jener Umgebung, so hat

m fl* + Az>>—

1) Wir beziehen uns vornehmlich auf W. F. Osgood, ,Lehrbuch der Funk-
tionentheorie*, Erster Band, Zweite Auflage (Leipzig und Berlin, 1912); dieses
Werk soll kurz durch Angabe des Autors zitiert werden.

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 1



2 Einleitung: Séatze Uber analytische Funktionen

einen zugehdrigen bestimmten endlichen Wert. Man &ndere jetzt bei
festgehaltenem z den Wert Az in irgendeiner Weise entsprechend der
Vorschrift limJz = 0, jedoch natirlich so, daR z-\-Az dauernd der
Umgebung von zQangehort. Zeigt sich, daf die entsprechenden Werte (1)
unabhangig von der besonderen Art, in der der vorgeschriebene Grenz-
tibergang vollzogen wird, einen bestimmten endlichen, allein von z ab-
hangigen Grenzwert besitzen, so bezeichnen wir denselben durch f'(z)
und nennen ihn die ,Ableitungu von f(z) im Punkte z\ wir sagen auch,
die Funktion f{z) hake im Punkte z eine Ableitung.

Man sagt: Die Funktion f(z) verhdlt sich in der Umgebung von z0
»analytisch* oder stellt dortselbst eine ,.analytische FunktionIldar, wenn sie
in jedem Punkte z dieser Umgebung eine Ableitung besitzt.) Ist f(z) in
der Umgebung von z0 analytisch, so kann man aus der Existenz der
Ableitung f (2) zeigend, daB f{z) in jedem Punkte jener Umgebung
stetig ist. Die Stetigkeit der Ableitung f (z) braucht demnach nicht als
ein Merkmal in den ,Begriff“ der analytischen Funktion f(z) aufge-
nommen zu werden. Die Stetigkeit von f(z) selbst in einem Punkte z
ist eine unmittelbare Folge der Existenz der Ableitung in diesem Punkte.

Der reelle Bestandteil u und der vom Faktor i befreite imaginare
Bestandteil v der analytischen Funktion:

sind in der Umgebung von z0 eindeutige reelle Funktionen der reellen
Variabein x und y. Berechnet man fiir einen einzelnen zugehorigen
Punkt z den eindeutig bestimmten Wert f'(z) erstlich, indem man sich
dem Punkte z in Richtung der rr-Achse anndhert, zweitens dadurch,
daB man die Anndherung in Richtung der y-Achse vollzieht, so ge-
winnt man fir ein und denselben Wert f*{z) die beiden Darstellungen:

Durch Vergleich der rechten Seiten folgt: Die reellen Funktionen u(x,y)
und v(x,y) befriedigen die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung:

(2

1) Die Benennung ,,analytisch* hat W eierstrafl im Anschluf an Lagrange
eingefihrt. Die oben gewahlte Begriffserklarung der analytischen Funktionen hat
Riemann in Ubereinstimmung mit den Anschauungen Cauchys an die Spitze
gestellt; s. Riemann, ,,Grundlagen fir eine allgemeine Theorie der Funktionen
einer veranderlichen komplexen GrofRe*, Gesammelte mathematische Werke (Leipzig,
1876), S. 3ff.

2) Osgood, S. 225 und 349.
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welche als die ,, Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen* bezeichnet
werden.])

Eine zwei Punkte der z-Ebene verbindende, in dieser Ebene ge-
legene Linie soll ein ,reguléres Kurvenstiicku beiflen, wenn sie sieb selbst
nicht schneidet, nirgends eine Spitze aufweist, dagegen uberall (unter
EinschluB der Endpunkte) eine bestimmte Tangente hat, die sich langs
der Kurve nirgends unstetig &ndert. In vielen Féllen reicht man da-
mit aus, als solche Kurvenstiicke gerade Strecken oder Kreisbogen zu
benutzen. Eine ,reguldare Kurve* der "-Ebene soll eine solche Kurve
sein, die aus endlich vielen reguldren Stlicken zusammengesetzt ist: man
darf annehmen, daB benachbarte Kurvenstiicke in ihrem gemeinsamen
Endpunkte unter einem von % verschiedenen Winkel ZusammenstdRen,
da sie anderenfalls nur ein Kurvenstiick bilden wirden.

Unter Tn wollen wir einen zusammenhéngenden, im Endlichen ge-
legenen ,Bereichu der ~-Ebene verstehen, dessen Rand aus n getrennt
verlaufenden, geschlossenen reguldren Kurven besteht; hierbei ist n
irgendeine endliche positive ganze Zahl. Die Randpunkte selber sollen
dem Bereiche Tn nicht angehdren.) Der Bereich Tr heift ,,n-fach zu-
sammenhangend*] durch geeignet gewéhlte (n — 1) Querschnitte (%,
@, e+ On-1 kann er in einen einfach-zusammenhéngenden Bereich
T' verwandelt werden. Jeder dieser Querschnitte verbindet zwei Rand-
punkte von Tn und darf selbst als reguldre Kurve gewahlt werden;
die Punkte der Querschnitte sind Randpunkte von T( und gehdren also
nicht mehr diesem Bereiche zu (vgl. Fig. 1, in der w= 3 ist). Ist es
nicht noétig, die Zahl n hervorzuheben, so
sprechen wir kurz von einem Bereiche T.

Da jeder Punkt des Bereiches T ein
innerer Punkt desselben ist, so 1aRt sich
um denselben ein Bereich eingrenzen, der
durchweg aus Punkten von T besteht. Ist
jetzt im Bereiche T eine eindeutige und
daselbst Uberall endliche Funktion w= f(z)
erklart, so sagen wir, sie verhalte sich im
Bereiche (berall analytisch, falls sie in der Umgebung jeder Stelle von T
eine analytische Funktion darstellt. Sie wird in jedem Punkte z von T
stetig sein und daselbst eine bestimmte endliche und gleichfalls stetige
Ableitung f'(z) besitzen.

1) Betreffs des fruheren Auftretens dieser Gleichungen s. Osgood, S. 226.

2) Der Bereich heif3t deshalb ,,nichtabgeschlossen*; auch die ,,Umgebung*
eines Punktes zo war oben als ,,nichtabgeschlossener Bereich erklart.
1*
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So ist z B. eine rationale ganze Funktion /) in jedem Bereiche
T analytisch, und dasselbe gilt z B. von den Funktionen ez sin#, cos#.
Dagegen wird sich eine gebrochene rationale Funktion f(z) in allen den-
jenigen etwa in Tn gelegenen Stellen nicht mehr analytisch verhalten,
wo sie unendlich wird. Ist m die Anzahl dieser Stellen, so wolle
man in Tn um diese Punkte als Mittelpunkte m so Kklein gewdhlte
Kreise beschreiben, daf diese Kreise weder miteinander noch mit
dem Rande von Tn kollidieren. Nimmt man die Flachen dieser Kreise
vom Bereiche Tn fort und bereichert man daraufhin den Rand um
jene m Peripherieen, so wird f(z) in dem damit gewonnenen Bereiche
TmHl wieder allenthalben analytisch sein.

§ 2. Ton den Integralen der analytischen Funktionen.

Im Bereiche Tw in welchem /*#) als eindeutige analytische Funktion
erklart ist, ziehen wir von einem festen Punkte #0 nach einem Punkte #
eine reguldare Kurve. L&ngs dieser Kurve erstrecken wir das Integral:

wobei wir zur Unterscheidung von der oberen Grenze # die Integrations-
variabele mit £bezeichnen. Dieses Integral hat einen bestimmten endlichen
Wert]), der einen Zeichenwechsel erfahrt, wenn man Uber die vorgeschrie-
bene Kurve in umgekehrter Richtung, also von # nach #0, integriert.

Gilt weiter zundchst n = 1, und ist im einfach zusammenhéangen-
den Bereiche Tx eine geschlossene reguldare Kurve C gezeichnet, so
wollen wir unter den beiden Richtungen, in denen wir diese Kurve
durchlaufen kénnen, eine beliebig, aber fest wéahlen. Das in der ge-
wéhlten Richtung (ber C erstreckte Integral der analytischen Funktion
/Y#) werde mit:

bezeichnet. Alsdann gilt der ,,Cauchysehe Integralsatz“: Das uUber die
geschlossene Kurve C erstreckte Integral (2) der analytischen Funktion f(z)
hat den Wert 0. Dieser fiir die ganze Theorie der analytischen Funk-
tionen grundlegende Satz wird gewdhnlich in der Art bewiesen, daf
man die Stetigkeit der Ableitung /'(#) beim Beweise benutzt.2 Indessen
hat E. Goursat3 ein Beweisverfahren ausgebildet, das ohne die Stetig-

1) Osgood, S. 277 fF 2) Osgood, S. 129 ff. und S. 284.

3) S. dessen Abhandlung ,,Sur la definition generale des fonctions analytique
d’apres Cauchy*, Amer. Math. Soc. Transact, 8. 1, S. 14 (1900); Ubrigens s. aucl
Osgood, S. 349.
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keit von f'(z) arbeitet. Es wurde dieserhalb auch oben die Stetigkeit
der Ableitung f'(z) nicht in die Begriffserkldrung einer analytischen
Funktion aufgenommen.

Indem wir ein fir allemal daran festhalten, nur reguldre Kurven
als Integrationsbabnen zu benutzen, folgt aus dem Cauchysehen Satze:
Im einfach zusammenhdngenden Bereiche Tx ist der Wert des Integrals
(1) unabhéngig von der zwischen z0 und z gewallten Bahn, so dalR das
Integral (1) bei festgehaltener unteren Grenze z0 eine ,eindeutige” Funk-
tion F(z) der oberen Grenze ist:

Sind namlich zwischen z0 und z, wie in Fig. 2, zwei Bahnen Clund C2
gewahlt, so wird, wenn wir an die in der vorgeschriebenen Pfeilrichtung
durchlaufene Kurve Cx die entgegen der Pfeil-

richtung beschriebene Kurve C2 anfligen, da-

durch eine geschlossene Kurve C gewonnen.

Durch Zerlegung des (ber diese Kurve C er-

streckten Integrals, das infolge des Cauchy-

schen Integralsatzes den Wert O hat, in die

beiden auf Cl und auf die dem Pfeil entgegen

durchlaufene Kurve C2 bezogenen Summanden ergibt sich, indem wir
neuerdings im zweiten Summanden die urspringliche Integrationsrichtung
wieder hersteilen, der ausgesprochene Satz.

Der Cauchy sehe Integralsatz kommt unten gewdhnlich in einer
etwas allgemeineren Fassung zur Verwendung. In einem vorgelegten
Bereiche Tn denken wir einen durch m reguldre Kurven CIf C2 ..., Cm
berandeten Teilbereich Tmgelegen. Es wird alsdann f(z) nicht nur in
Tm sondern auch noch in jedem Randpunkte von Tmanalytisch sein.
Durch Hinzufigung von (m — 1) Querschnitten verwandeln wir Trt in
einen TX von einfachem Zusammenhang. Fiir eine geschlossene Kurve
C dieses T/ gilt der Cauchysehe Integralsatz. Im vorliegenden Falle
dirfen wir als eine solche Kurve C
aber auch den gesamten Rand von
T/ benutzen, der sich aus den m
KurvenCv C2 C mundjeweilsden
beiden ,,Ufern“der Querschnitte QIf
Q ..., zusammensetzt. Als
,»positiven Umlaufssinn® sehen wir,
wie bei berandeten Bereichen allge-
mein Ublich ist, den in Fig. 3 durch
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Pfeile angedeuteten an, bei welchem also die Fl&che des Bereiches T/ zur
linken Hand gelegen ist. Hierbei werden die beiden Ufer des einzelnen
Querschnittes in entgegengesetztem Sinne zu durchlaufen sein. Zerlegen wir
also das Uber den Gesamtrand C von T/ genommene Integral in die ein-
zelnen Summanden, welche sich auf die genannten Bestandteile von C be-
ziehen, so werden je die beiden Summanden, welche zu den beiden Ufern
des einzelnen Querschnitts gehoren, sich als entgegengesetzt gleich auf-
lieben. Es restieren also nur die auf die m Kurven Gt C2, ..., Cm
bezogenen Summanden. So folgt: Das Ulber den Gesamtrand von Tmim
positiven Umlaufssinne erstreckte Integral hat den Wert 0:

Wir kehren zum Bereiche Tx und zu der in demselben gewonnenen
eindeutigen Funktion (3) zurlck. In einer ganz dem Bereiche Tx an-
gehdrenden Umgebung von z wéhle man einen zweiten Punkt (z-\-4z)
und darf alsdann den Wert F(z + 4z) als Integral, gefuhrt Uber die
in (3) benutzte Bahn vermehrt um die von z nach (z + 4z) gezogene
Gerade, darstellen. Die Differenz der beiden Werte F{z + 4z) und
F(z) ist demnach gleich dem Integral, genommen Uber diese Gerade:

Hieraus folgt vermoge des Integralbegriffs und der Stetigkeit der Funk-
tion f(z) im betrachteten Punkte z, daf:

wie man auch in der Umgebung von z den Grenziibergang lim4z -=0
vollzieht, stets gleich dem bestimmten endlichen Werte f(z) ist. Dar-
aus folgt: Die im einfach zusammenhdngenden Bereiche Tt eindeutige
Funktion F(z), d. h. das Integral der Funktion f(z), betrachtet in seiner
Abhéangigkeit von der oberen Grenze z, ist in Tx Uberall analytisch und hat
f(z) zur Ableitung.

Zu grundlegenden Satzen fihrt der Rickgang auf den anfénglich
vorgelegten Bereich flr den Fall, daB n > 1 ist. Wir verwandeln
Tn durch (h —1) Querschnitte Qly Q& ..., Qn_t in einen T/ wvon
einfachem Zusammenhang und wollen dabei, um zwischen einem lin-
ken und rechten Ufer des einzelnen Querschnittes Q unterscheiden zu
konnen, jeden Querschnitt Q in einer der beiden Arten mit einer durch
einen Pfeil anzudeutenden Richtung versehen.
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Im Innern von T/ ist die durch das Integral (3) bei festgehaltenem
z0 gegebene Funktion F(z) eine eindeutige analytische Funktion von z
Als neu kommt jedoch hinzu, daB wir die Integration ohne Einbuf3e
der bisher gewonnenen Sdatze bis zu irgendeinem ,inneren”“ Punkte z
eines Querschnittes Q heran, sowohl von der linken als von der rech-
ten Seite ausdehnen konnen. Wir wollen einen solchen Punkt z,
je nachdem er von links oder von rechts her erreicht wird, mit z, bzw.
zr bezeichnen. Einer Erganzung bedarf dabei der Begriff der Umgebung
eines Punktes zx oder zr. Die Umgebung eines inneren Querschnitt-
punktes z wird durch Q in zwei Teile zerlegt, wobei dann der links
liegende Teil die Umgebung von zx ist, der rechts liegende Teil aber
die von zr; die vom Querschnitt Q gelieferten Randpunkte der einzel-
nen Umgebung dirfen derselben als zugehérig betrachtet werden. Ent-
sprechend wollen wir jetzt auch jeden inneren Querschnittpunkt z zwei-
mal, ndmlich als zxund zr dem Bereiche Tt' zurechnen.

In dem so ergdnzten Bereiche T/ ist F(z) eindeutig, wobei jedoch
selbstverstédndlich flr einen inneren Querschnittpunkt z zwischen den
beiden Werten F(zf) und F(zf) zu unterscheiden ist. Hier gilt nun
als erster Satz: Sind z und z irgend zivei innere Funkte eines und des-
selben Querschnittes Q, so gilt:

so daB langs Q die Differenz der Funktionswerte in je zwei gegeniiber-
liegenden ,,Uferpunkten* konstant ist. Offenbar ist ndmlich jede der bei-
den Differenzen:

darstellbar als das Integral:

genommen langs des zwischen z und z verlaufenden Teiles von Q.
Die langs Q konstante Wertdifferenz (5) werde mit o bezeichnet;

ist sie, wie wir einstweilen annehmen

wollen, nicht gleich 0, so heif3t sie eine

,.Periode” des Integrales J'f(£) d*,

eine Benennung, deren Bedeutung spé-

ter ersichtlich werden wird. Wie man

sich mittels Fig. 4 deutlich machen

wolle, kann man & als Integral:

darstellen, wo P eine von zxnach zr
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laufende Kurve ist, welche abgesehen von ihren Endpunkten nur aus
inneren Punkten von T1 besteht. Denken wir zI und zr unter Fort-
nahme des Querschnitt Q wieder in einen Punkt z verschmolzen, so
liefert P eine geschlossene Kurve im urspringlichen Bereiche Tn und
soll, so gedacht, ein ,,Periodenwegll des Bereiches Tn heilen.

Der Vergleich der Gleichung (6) mit dem Cauchy sehen Integral-
satz wird durch folgende Uberlegung naher erlautert. Ist G irgend-
eine geschlossene Kurve im Tn, so wird das ldngs C erstreckte Inte-
gral sich nicht &ndern, wenn man die Kurve C im Tn einer stetigen
und ohne ZerreiRen vor sich gehenden Gestaltsdnderung unterzieht. Es
ist dies eine einfache Folge des Cauchyschen Integralsatzes. Im Tx
ist jede geschlossene Kurve durch eine Anderung fraglicher Art auf
einen Punkt zusammenziehbar; der zugehoérige Integralwert ist dieser-
halo immer 0. Im Tn mit n> 1 ist diese Zusammenziehung auf einen
Punkt keineswegs immer und jedenfalls bei dem obigen Periodenwege
P nicht mdglich. Daher 1aBt sich Uber das Integral (0) zun&chst nur
aussagen, dal3 es irgendeinen endlichen Wert e hat.

Die gewonnenen Ergebnisse setzen uns in den Stand, auch fir
n> 1 das Integral (3) mit einer im urspringlichen (unzerschnittenen)
Tn frei beweglichen oberen Grenze z als Funktion dieses Argumentes
z zu charakterisieren. Kehren wir noch einmal zum T' zurick und
gestatten der von z0 ausziehenden Integrationsbahn eine einmalige
Uberschreitung des Querschnitts Q von der rechten zur linken Seite,
um z demndchst wieder auf T' zu beschranken, so gelangen wir
jetzt in T zu Funktionswerten Ft(z), welche in den einzelnen
Punkten z zu den bisherigen Werten F(z) in der einfachen Beziehung
stehen:

Dabei werden sich die Funktionswerte Fi(z) auf dem rechten Ufer von
Q stetig und ohne Unterbrechung des analytischen Charakters an die links-
seitigen Werte F(z) anschlieBen. Die erste Begriffserlauterung einer
analytischen Funktion knipften wir zwar oben (am Schlisse von § 1)
an eine in Tn eindeutige Funktion; es ist aber jetzt sofort verstandlich,
wenn wir (immer unter der Voraussetzung eines von O verschiedenen to)
sagen, das Integral (3) stelle in Tn eine mehrdeutige analytische Funk-
tion dar, und es seien F(z) und I\ (z) zwei verschiedene ,,Zweige” dieser
Funktion.

Die allgemeine Auffassung ist nun unmittelbar gewonnen. Die
(w—1) gerichteten Querschnitte Q} @ ..., Qn_t mdgen flr unser
Integral (im T') die konstanten Wertdifferenzen ool} to2, ..., an_1 lie-
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fern. Nach Analogie von (6) kénnen wir ook auch als Integralwert fiir
einen bestimmten Periodenweg P k erklaren:

Unter den a seien ol w2, ..., Uv von O verschieden. ist dann v > 0,
50 ist das Integral (3) mit einer in TN frei beweglichen oberen Grenze z
eine unendlich vieldeutige analytische Funktion, und es wird irgendein
,,Ziceig® dieser Funktion durch den zuerst herausgegriffenen Zweig F{z) in
der Gestalt:

mittelst ganzer Zahlenl) m darstellbar sein; umgekehrt kénnen wir irgend-
ein System solcher Zahlen m wahlen und dann immer zu einem Zweige
(9) unserer Funktion mit diesen m gelangen. Man hat eben nur in 1 n
einen von zo nach z filhrenden Integrationsweg zu wahlen, welcher die
wieder hinzuzudenkenden Querschnitte @ einzeln in der erforderlichen
Anzahl von Malen Uberschreitet.

8 3. Erklarung analytischer Funktionen durch Potenzreihen.

Eine zweite von WeierstraR in seinen Berliner Vorlesungen be-
nutzte Methode der Erklarung analytischer Funktionen ist diejenige
durch potenzreinen. Um die Allgemeinguiltigkeit und Bedeutung dieser
Erklarungsweise zu erkennen, ist zundchst an die grundlegenden Kon-
vergenzsétze der Potenzreihen zu erinnern.

Es sei eine kurz durch das Symbol ~(F) zu bezeichnende Potenz-
reihe:

vorgelegt, wobei z eine komplexe Variabele ist und die c0, c1} ... end-
liche komplexe Konstante bedeuten. Man denke fir n > 0 die reell
und nicht-negativ zu nehmenden Wurzeln v\ cn j der absoluten Betrédge
der cn gebildet. Gibt es dann nach Auswahl einer beliebig grofen po-
sitiven Zahl m stets noch ein (und damit unbegrenzt viele) n, so dai:

zutrilft, so kann die Reihe (1) fir kein von 0 verschiedenes z konver-
gent sein. Es ist ndmlich in diesem Falle leicht zu sehen, da3 nach
Auswahl eines bestimmten, nicht verschwindenden z in der Reihe (1)
Glieder nachweisbar sind, welche absolut genommen eine beliebig grof3

1) Wenn nichts weiter hinzugesetzt wird, sind hiermit immer irgendwelche

endlichen positiven oder negativen ganzen Zahlen, unter Einschluf der Zahl 0,
gemeint.
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gewahlte positive Zahl Ubersteigen. Das aber steht mit dem Begriffe
der Konvergenz im Widerspruch.])

Soll demnach Konvergenz vorliegen, so muf3 eine positive endliche
Zahl G angegeben werden konnen, fiir welche:

bei allen n> 0 gilt. Man denke sich die Bildpunkte der Zahlwerte
1/| en| auf der Zahlenlinie markiert, die also sdmtlich dem von 0 und G
eingegrenzten Intervall angehoéren. Diese unendlich vielen Bildpunkte
werden im genannten Intervalle mindestens eine Haufungsstelle h auf-
weisen, die auch mit einem der Endpunkte O oder G zusammenfallen
kannd; es konnen aber auch mehrere oder unendlich viele Haufungs-
stellen der Bildpunkte von }A on| vorliegen. Kann man, was bei end-
lich vielen Haufungsstellen stets moglich ist, unter diesen eine angeben,
die dem Zahlwert nach alle Ubrigen Ubertrifft, so nennen wir deren
Zahlwert g Ist eine solche Angabe nicht mdéglich, so gibt es fir
die Haufungsstellen doch eine obere Grenze, die wir alsdami mit g be-
zeichnen. In jedem Falle ist g eine bestimmte dem Intervall 0<"g<LG
angehorende Zahl, welche die folgende Eigenschaft hat: Nach Auswahl
einer beliebig kleinen von O verschiedenen positiven Zahl e gibt es nur
noch endlich viele Indizes n, fiir welche Y\ cn|> g + £ ist, aber stets
unendlich viele, fir welche Y\ ¢n |> g—e gilt.

Ist nun zundchst > 0, so ist R = g~x eine von 0 verschiedene
endliche positive Zahl. Die Reihe (1) soll alsdann erstlich fir ein z
mit einem absoluten Betrage |z | > R untersucht werden. Man wéhle
eine positive Zahl s aus dem Intervall:

so daB g > s~1folgt. Eine Zahl e der eben genannten Bedeutung wahle
man so, da auch noch g —s> $ 1 und also:

1) Siehe hier und weiterhin Osgood, S. 89, 96 ff. und 335 ff.
2) Der Punkt h heiBt eine H&ufangsstelle der markierten Punkte |/| cn|, falls

sich in jeder Umgebung von h mindestens ein Punkt |/| cn\ findet (und damit
unbegrenzt viele). Der Begriff der Umgebung eines inneren Punktes oder eines
Endpunktes vom fraglichen Intervall der Zahlenlinie ist dabei in sinngeméaRer
Ubertragung der Erkldrung der Umgebung eines inneren Punktes oder Rand-
punktes vom Bereiche T (vgl. S. 1 und 7) zu geben. Uber eine Methode ,fort-
gesetzter Halbierung von Intervallen” oder ,Einschachtelung immer kleinerer Inter-
valle* zum Beweise der im Texte behaupteten Existenz mindestens einer Haufungs-
Stelle h sehe man Osgood, S. 16 und 31; wir kommen auf diese Methode unten
bei anderer Gelegenheit zurick.
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gilt. Nun gibt es noch eine nicht begrenzte Anzahl von Indizes n (die
demnach auch nach oben hin nicht unter einer endlichen Grenze bleiben
koénnen), fir welche INcn|> g—e ist. Fir alle diese gilt:

VAcO\-\e\>s(g-s) =*p,
lcnzn| > Pnm

Mithin sind in der Reihe Glieder nachweisbhar, die absolut genommen
jede noch so groB gewéhlte Zahl (bersteigen; die Reihe ist also fur
den gewahlten Wert z divergent.

Es sei zweitens g irgendeine unterhalb R liegende positive Zahl
und z sei ein beliebiger komplexer Wert, fur dessen absoluten Betrag
nur |z |~ q vorgeschrieben sein soll. Man waéhle jetzt eine Zahl r ent-
sprechend der Vorschrift:

Q<r<R.

Dann ist €< r-1, und man kann eine Zahl £ der Art wahlen, daf}
auch noch g fe< r~xund also:

+®=Q< 1
gilt. Jetzt kann man einen solchen endlichen Index m angeben, daR
Wenl< 9 + £ fir alle n~m richtig ist. Also wird flr alle diese
Indizes n:
Vien\-|*| <r(g + s) =q,
lenzn| < gn

zutreffen. Durch Rickgang auf die geometrische Reihe erkennt man,
daBR die Reihe (1) jetzt absolut und demnach auch unbedingt, d. h. un-
abhéngig von der Anordnung ihrer Glieder konvergiert.

Ist endlich g = 0, so kénnen wir in der vorstehenden Betrachtung
fir g eine beliebige endliche Zahl wéhlen und gelangen die Konvergenz
der Reihe (1) betreffend zu demselben Ergebnis wie soeben.

In dem am Anfang betrachteten Falle, wo also eine endliche Zahl
g nicht existiert, kénnen wir sagen, es sei g = oc. Ist g endlich und
> 0, so heiBt R = g-1 der ,,Konvergenzradius*“ und der um den Null-
punkt der £-Ebene beschriebene Kreis des Radius R der ,,Konvergenz-
kreis* der Reihe ~(0).D) Ist endlich # = 0, so tritt die ganze z-Ebene
(vgl. S. 1) an Stelle des Konvergenzkreises und ~3(") heilt dann ,be-
standig konvergentX.

Um die gewonnenen Ergebnisse formell gleich noch in etwas er-

1) Uber die im Texte gewihlte Art der Einfiilhrung des Konvergenzkreises
s.J. Hadamard, ,Essai sur I'etude des fonctions donnees par leur developpement
de Taylor“, Journ. de Math. (4) Bd. 8 (1892).
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weiterter Gestalt zum Ausdruck zu bringen, schreiben wir an Stelle
von (1):

4 @G+ CGz—z20 + 2Az- z02+ c3(z- z0Y H----,

indem wir unter z0 irgendeinen fest gewahlten Wert verstehen. Dabei
soll —120 nicht nur eine symbolische Bezeichnung fir die Reihe
(4) sein, sondern bei einem z, fir welches die Reihe (4) konvergiert,
soll —1z0 zugleich den eindeutig bestimmten endlichen Summen-

wert bezeichnen. Verstehen wir unter ($,(# —z0 die von der Summe
der n ersten Glieder dargestellte rationale ganze Funktion (n —1)ten
Grades:

(5) &n(z- z00= 0+ (z- 20+ c2(z- zQ2+ oo+ cn_i(g- zON~\
so darf man im Falle der Konvergenz fir jeden Wert n schreiben:
(6) $(z- 20 = <§,(*-%)+ ~ *0)

und nennt %n(z —z0) den ,,Reihenrest. Fir ein endliches > 0 ist
der ,,Konvergenzkreis“ jetzt natirlich der Kreis vom Radius R = (j~x
um den Mittelpunkt z0.

Die oben gewonnenen Ergebnisse liefern nun folgenden Satz: Ist
4= oc, so ist » (z—z0 fur kein von zO verschiedenes z konvergent. Ist
g endlich, so sei T fir g> 0 ein beliebiger Bereich im ,,Innern* des
Konvergenzkreises und flir ¢= 0 irgendein fest gewahlter endlicher Be-
reich der z-Ebene. Im Bereiche T konvergiert —z0) Uberall, und zwar
in der Art, dall nach Auswahl einer positiven, von O verschiedenen, aber
beliebig klein wahlbaren Zahl d ein endlicher Index m angebbar ist, so
daB fir alle nf>m die Bedingung:

() IH, (*-*0)l<*
erfullt ist, gleichglltig welcher besondere Wert z aus T vorliegt. Da nam-
lich alle Punkte z von T die Bedingung Jz| < R erfillen, bzw. da T
(im Falle g = 0) ein bestimmt gewéhlter endlicher Bereich sein sollte,
so laRt sich in jedem Falle eine Zahl g obiger Bedeutung wahlen usw.
Wie hervorgehoben, gelten die gemachten Angaben fiur alle Punkte z

in T mit den gleichen Zahlen d und m; die Reihe —12z0 heil’t
dieserhalb im Bereiche T ,,gleichmaRig* konvergent.
Die Summenwerte —1zf) stellen eine im Bereiche T erklarte,

daselbst Gberall eindeutige und endliche ,,Funktion*“ vor. Diese Funktion
ME —z0 ist in T aber auch Uberall stetig, wie aus (6) und (7) hervor-
geht. Es ist ndmlich ($,,(# —z0 flr jedes bestimmte n stetig, und der
Absolutwert des Reihenrestes kann fiir hinreichend gro gewdhltes n
kleiner als d gemacht werden.
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Man denke in T von z0 nach einer beliebigen Stelle z eine regu-
lare Kurve C gewahlt; dann hat das langs dieser Kurve C erstreckte
Integral:

einen bestimmten endlichen Wert]). Zufolge (6) gilt fur jedes n:

wo die rechts stehenden Integrale wieder langs C zu erstrecken sind.
Fir das erste Glied rechter Hand gilt unabhéngig von der ausgewahlten
Kurve C:

Fir das zweite Glied gilt, da die Lénge der Kurve C endlich ist, mit
Ricksicht auf (7) folgendes: Hat man eine positive, von O verschiedene,
aber beliebig kleine Zahl nj gewahlt, so gibt es einen endlichen Index
m der Art, dal fur alle n"m :

zutrifft. Da nun die unendliche Reihe:

zufolge des bekannten Gesetzes lim }/n = 1 denselben Konvergenzkreis

71= 00

besitzt wie die Reihe (4), so folgt aus den vorstehenden Formeln, daR
der Summenwert der in T gleichm&Rig konvergenten Reihe (9) gleich dem
Integrale (8) ist.

Hiernach ist der Wert des Integrales (8) von der Auswahl der
Kurve C unabhéngig: Das Integral (8) als Summenwert der Reihe (9)
stellt in T eine Uberall endliche, eindeutige und stetige Funktion von z dar.
Writer findet man im AnschluB an (8) wie oben (S. 6): Die geivonnene
Funktion hat im Punkte z eine Ableitung, welche gleich (z —z0) ist.

Man wolle jetzt die Glieder der Reihe (4) einzeln differenzieren
und die in T wiederum gleichméRig konvergente Reihe bilden:

deren Summenwert, wie angegeben, 8'(E —z0 heie. Die Anwendung

1) Siehe fur das Folgende Osgood, S. 303 ff.
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der vorstehenden Uberlegung auf die Reihe (10) an Stelle der Reihe (4)
ergibt sofort:

Somit hat —z20 in jedem Punkte z von T eine Ableitung, nédm-
lich (z—2z0)\ es ist also —z0 im Sinne der S. 2 gegebenen
Erklarung in T eine ,analytische* Funktion. Indem wir demnach die
frihere Bezeichnung f{z) an Stelle von —12z0 aufnehmen, haben
wir das Ergebnis: Eine Potenzreihe (4) stellt in jedem Bereiche T, der
im Innern ihres KonvergenzJcreises bzw. fiir g = 0 als beliebiger endlicher
Bereich gewahlt wurde, eine analytische Funktion:

dar, die in T differenziert und integriert werden kann, indem man, kurz
gesagt, Differentiation bzw. Integration an der Reihe (11) ,gliedweise*
vollzieht; die dabei entspringenden Reihen haben denselben Konvergenz-
kreis ivie die Reihe (11), sind also insbesondere fiir g = 0 wieder ge-
stdndig konvergent“.

Aus der letzten Angabe geht hervor, daR auch:

und, indem man dieselbe SchluRweise wiederholt, auch:

in T fur jedes n eine analytische Funktion darstellt, gegeben durch die
rechts stehende daselbst gleichmdRig konvergente Reihe. Setzen wir
hier und in (11) speziell z = z0 ein, so folgt:

Es folgt: Ist eine analytische Funktion f(z) in einem Bereiche T durch
eine daselbst konvergente Reihe (11) darstellbar, so ist diese Reihe not-
wendig die Taylorsehe Reihe:

dieser Funktion.

8 4. Die Caucliyscke Integralformel und die Cauchy-
Taylorscke Reihe.

Die Funktion f(z) sei innerhalb und auf dem Rande C eines ein-
fach zusammenhdangenden Bereiches Tx Uberall eindeutig und analytisch.
Man denke jetzt z im Innern von Tx irgendwo fest gewahlt, wéahrend
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demgegeniber £ ein in Tj und auf dem Rande von Tx variabeler Punkt
sei. Dann ist der Quotient:

)

in der Umgebung jedes von z verschiedenen Punktes des Bereiches Tj
und natirlich auch langs des Randes C analytischl); indessen ist dies
im Punkte £= z nicht mehr notwendig der Fall, und insbesondere ist
der Quotient (1) hier sicher nicht mehr analytisch, wenn f(z) von 0
verschieden ist, da in diesem Falle dem Quotienten im Punkte z kein
endlicher Wert zukommt. Zieht man demnach um z als Mittelpunkt
innerhalb Tx eine Kreisperipherie k vom Radius r und nimmt die im
Innern von k liegenden Punkte dem Bereiche Tx fort, so restiert ein
Bereich T2, und es wird der Quotient (1) in T2, unter Einschlul3 der
Randkurven C und k dberall eindeutig und analytisch sein. Der
Cauchysche Integralsatz (4) S. 6 ergibt demnach:

L&ngs des Kreises k ist | £—z | konstant gleich r, und wir kénnen
schreiben:

wobei die Integrationsvariabele # von 2jtbis 0 abzunehmen hat. Kehren
wir die Integrationsrichtung langs k um, so folgt:

Der Wert des rechts stehenden Integrales ist, wie aus der letzten
Gleichung folgt, unabhdngig von r. Da andrerseits r zwar > 0 ist,
aber ,beliebig* klein gewé&hlt werden kann, und da /(£) im Punkte z
stetig ist, so liegt der Wert jenes Integrales zufolge seiner Bauart,
absolut genommen, unterhalb einer positiven von 0 verschiedenen, be-
liebig klein gewéhlten Zahl 8 Das fragliche Integral kann also keinen
von 0 verschiedenen Wert haben. Fir die im Innern und auf dem
Bande C des Bereiches Tx Uberall eindeutige und analytische Funktion

1) Es ist leicht zu sehen, daB, wenn f(z) und cp(z) in der Umgebung einer
Stelle z0 analytisch sind und cp(z0) von 0 verschieden ist, auch der Quotient

f@.

in der Umgebung von z0 analytisch ist; vgl. Osgood, S. 225.
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f(z) gilt in jedem inneren Punkte z von Tt die ,,Cauchysche Integral-
formelt<)):

©)
wo das Integral im positiven Sinne Uber den Band C auszudehnen ist.

Wie aus (2) hervorgeht, ist der Innenwert f(z) unserer Funktion
durch die langs C stattfindenden Randwerte f(£) bereits eindeutig be-
stimmt. Wir konnen sagen: Ist langs des Bandes C eines Tt eine stetige
Folge komplexer Werte /(£) gegeben, so gibt es hochstens eine in Tu unter
Einschluf des Bandes, eindeutige anahjtische Funktion f(z), ivelche die
gegebenen Bandwerte hat.

Es sei jetzt z0 ein fest gewahlter Wert und f(z) eine in der Um-
gebung von z0 eindeutige analytische Funktion. Nach S. 1 besteht diese
Umgebung aus den inneren Punkten einer Kreisflache mit einem Radius
h> 0 um den Mittelpunkt z0. Wir nehmen weiter an, daf auch noch
fur alle Punkte der Peripherie K des fraglichen Kreises f(z) eindeutig
und analytisch ist. Es sei z ein beliebig, aber fest gewdhlter innerer
Punkt dieses Kreises, wéhrend £ ein ldngs der Peripherie variabeler
Punkt sei: dann gilt:

wo ¢ eine Konstante ist. Es folgt:

da die rechts stehende Reihe zufolge (3) konvergent ist.

Die Betrage |/mf) | der langs K zutreffenden Funktionswerte /’{E)
haben notwendig eine endliche und bestimmte obere Grenze M, so dafl3
fur alle Punkte von K:

giltd. Multiplizieren wir demnach die letzte Gleichung mit /*(£), so
wird die in:

1) Osgood, S. 295.

2) Ware eine solche Grenze nicht vorhanden, so wirde man mittelst der in
der Note S. 10 erwahnten ,,Methode fortgesetzter Halbierung®“ oder ,,Einschachte-
lung kleinerer Intervalle (Osgood, S. 16 und 31) zur Existenz mindestens
einer Stelle £0 von der Art gefuhrt werden, dafl in jeder noch so klein gewé&hlten
Umgebung von f0 Betrdge |f(£)\Vorkommen wurden, die eine beliebig grof3 ge-
wéahlte Zahl Ubersteigen. Dann aber kdnnte, da f(EO) der Annahme gemaR ein be-
stimmter endlicher Wert ist, /mf) im Punkte £0 nicht stetig und also nicht analy-
tisch sein.
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rechts stehende Reihe ldngs K gleichméBig konvergent sein; d. h.
wenn wir:

schreiben, so wird sich nach Auswahl einer beliebig kleinen, positiven,
von O verschiedenen Zahl d stets ein endlicher Index m angeben lassen,
so dal fur alle Punkte £ von K und fir alle Indizes w m:

gilt Durch Integration der letzten Gleichung langs K folgt:

mit der fur alle n > m zutreffenden Ungleichung:

Mit Rucksicht auf (2) und unter Benutzung der fir alle Indizes n
gultigen Abkirzung:

ergibt sich: Der Funktionswert f(z) ist der Summenwert der in:

rechts stehenden konvergenten Reihe.

Da z im Innern des Kreises K mit dem Radius <> 0 irgendwo
wéhlbar war, so ist die Reihe (5) entweder bestdndig konvergent oder
sie hat einen von 0 verschiedenen endlichen Konvergenzradius R. Im
letzteren Falle ist notwendig:

Da die Gleichung (5) mit den von z unabhadngigen Koeffizienten ¢ fir
 jeden Punkt z der Umgebung von zO gilt, so kénnen wir daselbst die

Sétze des § 3 auf die Reihe und damit auf die Funktion f{z) in An-

wendung bringen. Die SchluBbetrachtung von § 3 zeigt: Die Reihe (5)

ist identisch mit der Taylorsehen Reihe der Funktion f(z); sie wird mit

Ricksicht auf die neue Darstellung (4) ihrer Koeffizienten auch die

,»Cauchy-Taylorsehe Reiheu der Funktion genannt,

Durch Vergleich der beiderseitigen Darstellung von cn folgt:

Tricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1
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Unter Zuhilfenahme des Cauchyschen Integralsatzes (4) S. 6 und bei
Fortlassung des unteren Index an zO folgern wir leicht die sich an (2)
anschlieBende Gleichung:

welche unter den Voraussetzungen der Cauchyschen Integralformel (2)
fir jedes n richtig ist.

Als Hauptergebnis ist anzumerken: Eine in der Umgebung von z0
Uberall eindeutige und analytische Funktion f(z) ist ebenda in einer und
nur einer Weise durch eine nach Potenzen von (z —z0) fortschreitende
Reihe  (z —z0 darstellbar, deren Konvergenzkreis jene ganze Umgebung
in sich enthélt. Man kann demnach an Stelle der S. 2 gewahlten Er-
klarung einer ,analytischen“ Funktion auch die folgende treten lassen:
Eine in der Umgebung von zO eindeutige Funktion heif3t ,analytisch
wenn sie sich daselbst durch eine konvergente Potenzreihe z0) dar-
stellen 14Rt.D)

Als weitere Folgerung aus § 3 (S. 14) merken wir an: Eine in der
Umgebung von z0 eindeutige analytische Funktion f{z) hat fir jede end-
liche Ordnung n eine eindeutige Ableitung fM(z), die ebenda ivieder eine
analytische Funktion ist.

In der ofter genannten Umgebung legen wir durch zO0 ein reguléres
Kurvenstlick CO von nicht verschwindender aber beliebig kleiner Lange.
Kennt man die Funktionswerte f(z) langs @0, so sind damit auch die
Werte von f'(z) l&ngs CO eindeutig bestimmt, und also gilt dasselbe
von den Werten jeder Ableitung f()(z). Insbesondere sind also mit
den Werten von f(z) langs CO bereits die sdmtlichen Koeffizienten der
Taylorschen Reihe (12) S. 14 eindeutig bestimmt. Diese Reihe aber
liefert die Funktionswerte f(z) in der ganzen Umgehung: Eine in der
Umgebung von zO0 tberall eindeutige und analytische Funktion f(z) ist da-
selbst bereits eindeutig bestimmt, ivenn ihre Werte nur erst langs eines
durch z0hindurchziehenden regularen Kurvenstiicks COmit nicht verschwin-
dender, aber beliebig kleiner Lange gegeben sind.

Endlich nennen wir als Folgerung der gewonnenen Ergebnisse noch
den Satz: Ist in der Umgebung von zO durch eine Reihe 32 —z0) mit
einem endlichen und von O verschiedenen Konvergenzradius R eine Funk-
tion f(z) gegeben, so kann es in einer Umgebung von zOmit h> R keine
daselbst Uberall eindeutige und analytische Funktion fx{z) geben, die im

1) Man beachte, dal auch hier der Charakter einer Funktion, in der Um-
gebung von z0analytisch zu sein, nur erst fiir Funktionen f(z) erklart ist, die da-
selbst eindeutig sind. Eine spatere Erganzung wird sich auf Punkte ZO beziehen,
in deren Umgebung f(z) nicht mehr eindeutig ist.
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Innern des Konvergenzkreises von  (z —zQ mit f(z) identisch ware. Wenn
wir ndmlich fir irgendein z, dessen Betrag |z | dem Intervall B < |z| < h
angehort, die Cauchy-Taylorsche Reihe ansetzen, so erweist sich diese
alsmit  (z—z0 identisch, und also wére entgegen der Annahme sicher h<”R.

8 5. Die analytische Fortsetzung und die durch dieselbe veran-
laBten Erganzungen der anschaulichen Hilfsmittel.

Der vorletzte Satz von § 4 kann in folgender Weise verallgemei-
nert werden: jEine in einem Bereiche T Uberall eindeutige und analytische
Funktion f(z) ist im ganzen Bereiche bereits fest bestimmt, wenn ihre
Werte nur erst langs eines im Bereiche gelegenen reguléren Kurvenstiicks CO
mit nicht verschwindender, aber beliebig kleiner L&nge gegeben sind.

Ist ndmlich z ein beliebiger innerer Punkt von T, so kénnen wir
von einem auf CO gewdhlten Ausgangspunkte zO eine regulare Kurve C
nach z ziehen, die nur aus inneren Punkten von T besteht. Fir die
Entfernungen zwischen den Punkten von Cund den Randpunkten von T
wird es demnach eine bestimmte untere Grenze h geben, die> 0 ist.
Nach dem Konvergenzsatze der Cauchy-Taylorschen Reihe muR also
fir irgendeinen Punkt z von C eine Darstellung von f(z) in Gestalt
einer Reihe ty(z —z') gelten, deren Konvergenzradius B”™.h ist.

Man teile nun die Kurve C von z0 beginnend in lauter Bogen-
stiicke, deren Léngen < h, etwa alle gleich h, sind oder doch nicht
<C\ h sein sollen. Die Teilpunkte, zO mitgerechnet, seien z0, zt, zi} ...
Da die Lange von C endlich ist, so werden wir nach einer endlichen
Anzahl, etwa nach m Schritten die Kurve C in der Art erschopft haben,
daR der Restbogen von zm bis zum Endpunkte z selbst < h ausfallt.
Aus den fur CO vorgezeichneten Funktionswerten stellen wir die fiir
die Umgebung von z0 glltige Darstellung f(z) = ~0(2 —£0 her. Da zx
im Konvergenzkreise von *0(s—"0) gelegen ist, so sind die Funktions-
werte 1&ngs eines kleinen durch zx ziehenden Kurvenstiickchens Ct durch
NP# —z0 eindeutig bestimmt. Damit aber gewinnen wir nach dem
vorletzten Satze von § 4 die Funktion f{z) in der Umgebung von zv
eindeutig dargestellt durch eine Reihe "~ (z—zf). Im Konvergenz-
kreise von —1zf) aber liegt z2, und wir gewinnen durch Wieder-
holung der gleichen Uberlegung » 2{z —zf) usw. Die m-malige Aus-
Ubung dieses Verfahrens fihrt uns zu den Kkettenférmig zusammen-
héngenden (m -f 1) Potenzreihen:

(l) $0(*_*0)’ ¥*(*u **),...» $«_(*_*«)>
deren letzte den Funktionswert f(z) im gewéhlten Punkte z in der Tat

eindeutig festlegt.
2
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Das beschriebene Verfahren gewinnt dadurch eine weitergehende
und grundsatzliche Bedeutung, daf wir mit Hilfe desselben die Frage
behandeln konnen, ob es mdglich ist, die Funktion f(z) unter Wahrung
ihres analytischen Charakters Uber den hier zunédchst vorliegenden Be-
reich T fortzusetzen. Knipfen wir sogleich an eine beliebige in der Um-
gebung von z0durch —120 gegebene Funktion f(z) an, so mdgen wir
von z0 aus nach irgendeinem Punkte z unserer 2-Ebene eine Kurve C
zeichnen. Wir wahlen alsdann auf dem im Konvergenzkreise von —20
verlaufenden Teile von C einen neuen Punkt zx und bilden wie oben die
Reihe tytiz —zt). Fir diejenigen Innenpunkte des Konvergenzkreises

von —7Zj), die zugleich innere Punkte des Konvergenzkreises von
z0 sind, liefert ~(0 —z0 wieder die Funktionswerte f(z).
Ragt indessen der Konvergenzkreis von* [z —zX Uber den von —£0

hinaus, so ist in diesem neu hinzukommenden Teile des ersteren Krei-
ses bereits eine ,,analytische Fortsetzung* der zun&chst nur im Konver-
genzkreise von #0(2 —z0 gegebenen Funktion f(z) gewonnen. Kénnen
wir nun auf C nach dem gleichen Prinzip weitere Punkte z2, zs,

markieren und an  (z —zt) weitere Reihen (z—1z2, (z—1z2), ...
kettenformig wie oben aneinander binden, und gelingt es, nach endlich
vielen Schritten zu einer Reihe —£n) zu gelangen, in deren Kon-
vergenzkreise der Kurvenendpunkt z liegt, so sagen wir, die zunéchst
nur in der Umgehung von z0 gegebene Funktion f[z) sei langs der Kurve C
bis zum Punkte z fortsetzbar.l) Dieser ProzeR der ,analytischen Fort-
setzung* langs einer Kurve ist dabei, wenn Uberhaupt, nur in einer
Weise maglich, wie aus der am Anfang des vorliegenden Paragraphen
dargelegten Betrachtung einleuchtend ist. Die einzelne Potenzreihe
FO(E—1z0, an welche wir den ProzeRR ankniupfen, nennen wir ein ,,Ele-
ment““der Funktion f{z)\ natiirlich wirde f(z) ebensowohl vom ,,Elemente*

—*1) oder 20 —z3 usw. aus herstellbar sein?

Um das Prinzip der analytischen Fortsetzung im vollen Umfange
verwerten zu kdnnen, sind die bisherigen geometrischen Vorstellungen
nach zwei Richtungen zu ergénzen.

Bezeichnen wir mit K0, K], ..., Kmdie Flachen der Konvergenzkreise
der Reihen (1), so wird f(z) durch die Reihen (1) unmittelbar gegeben

1) Die Betrachtungen des Textes gelten zwar uneingeschrankt auch in dem
besonders einfachen Falle, daB "30(z — z0) und dann auch "8, z —zx), * (z —zt),...,
bestdndig konvergent sind. Da wir indessen in diesem Falle auch ohne das Prin-
zip der analytischen Fortsetzung alles Wesentliche iber die Funktion f{z) werden
aussagen koénnen, so durfen wir zur Erlduterung der folgenden Sédtze an Potenz-
reihen mit endlichen Konvergenzradien B anknipfen.

2) Uber das Auftreten des Prinzipes der analytischen Fortsetzung bei W eier-
strafl, Riemann und anderen Autoren s. ,O0sgood* S. 431 und 435.
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sein in einem Bereiche T, den wir erhalten, indem wir jede Kreisflache
mit der folgenden ldngs des gemeinsamen Flachenteiles zusammen-
kleben. Der so gewonnene Bereich kann nun sehr wohl noch uber sich
selbst hinubergreifen. Wenn wir z. B. eines der Integrale von § 2
(S. 41f), die im damaligen Bereiche T analytisch sind, von z0 aus langs
eines Periodenweges fortsetzen bis zum Punkt zO0 zuriick), so gelangen
wir am Schliisse nicht wieder zu den Anfangswerten der analytischen
Funktion. Wir werden nun (um zu unserem aus den (m -f 1) Kreis-
scheiben zusammengeklebten Bereiche T zuriickzukehren), sobald dieser
Bereich sonst noch langs eines Flachenstlicks (oder mehrerer) Uber sich
selbst hinlbergreift, die weitere Verklebung langs dieses Stiickes stets,
aber auch nur dann vornehmen, wenn in den aufeinander liegenden Teilen
von T gleiche Funktionswerte stattfinden. Die grundsatzliche Erwei-
terung besteht also darin, dal wir gemal der Natur einer ,,mehrdeutigen
Funktion f(z) fortan mit Bereichen T arbeiten wollen, welche sich Gber
sich selbst hintiberziehen durfen, und solchergestalt irgendwelche Teile der
z-Ebene mehrfach bedecken. Es ist dann, wie wir sagen wollen, f(z) ob-
schon an sich mehrdeutig, doch eine ,eindeutige Funktion der Stelle z
im Bereiche T“. Uberzient T etwa die Umgebung von zQ mehrfach,
so wollen wir die hier Ubereinanderliegenden Teile von T als verschie-
dene ,.Blatter und (im AnschluB an 8§ 2) die in diesen Bléattern statt-
findenden Funktionswerte als verschiedene ,,Zweige* der Funktion f(z)
unterscheiden.

Die zweite Ergdnzung besteht in der Zulassung der Mdglichkeit,
dal das Argument z der Funktion unendlich groR wird. In der 2-Ebene
sei ein Kreis um den Nullpunkt mit dem endlichen und von 0 ver-
schiedenen Radius g gezogen. Eine vorgelegte Funktion f(z) sei auler-
halb dieses Kreises fir alle endlichen z eindeutig und analytisch. Schrei-
ben wir:

so erscheinen die gesamten endlichen Punkte z mit |z | > g umkehrbar
eindeutig oder kurz ,ein-eindeutig“ den gesamten Punkten der /-Ebene
mit |/ | < B,= g~1 abgesehen vom Nullpunkte z' = 0, zugeordnet. Nun
folgt aus der Erklédrung des analytischen Charakters leicht, daf die

Funktion:
M/ -t</)

des Argumentes z, soweit dieselbe Uberhaupt erklart ist, auch wiederum
analytisch ist. Erklart aber ist H{ST) fiir alle inneren Punkte des Kreises

1) Die zugehdrige Periode ra gilt als von 0 verschieden.
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vom Radius R = g~x um den Nullpunkt z'= 0, abgesehen von diesem
Nullpunkte selber.

Wir nehmen nun an, daf f{z) bei Ann&herung an den Nullpunkt
z'= 0 einem endlichen Grenzwerte o zustrebe, und daf, sofern wir als
Funktionswert f(0) diesen Wert d annehmen, f(z') dadurch auch im
Nullpunkte zu einer eindeutigen analytischen Funktion werde. Dann
wird eine Entwicklung gelten:

(3) f(z) = + 22+ ¥ 34—,

welche entweder bestandig konvergent ist oder einen endlichen Konver-
genzradius R besitzt, mit dem wir die eben durch R bezeichnete Zahl
g~1 als identisch ansehen konnen.

Indem wir durch die Transformation (2) zur £-Ebene zurilickgehen,
missen wir, wenn durch die Hereinnahme des Nullpunktes z'—0
die Eindeutigkeit zwischen z und z erhalten bleiben soll, der z-Ebene
als neues dem Punkte z — O entsprechendes Element einen einzigen un-
endlich fernen Punkt z — 00 zuerteilen. Sie wird hierdurch im Gegen-
sétze zu ihrer ursprunglichen Erklarung (S. 1) zu einem abgeschlosse-
nen Gebilde und soll in dieser Gestalt den weiteren Betrachtungen be-
standig zugrunde liegen. Trifft nun die durch (3) zum Ausdruck kommende
Vorraussetzung betreffs der Funktion f(z') zu, so sagen wir, f(z) sei
nach dem Punkte z — oo fortsetzbar und in diesem Punkte analytisch.
Far die ,,Umgebung” des Punktes z = oo gilt dann die Darstellung:

@) f(B) = O+ Gi7 + 2p + cazs H—-7

welche auflerhalb des Kreises vom Radius = JZ 1 um den Nullpunkt
der ~-Ebene als Mittelpunkt konvergent ist.])

Um den unendlich fernen Punkt der ~-Ebene der Anschauung zu-

génglich zu machen, bedient man sich der ,stereographischen Projektion*

der z-Ebene auf die Oberflache

einer Kugel. Man denke die*-Ebene

horizontal und lege im Raume um

den Nullpunkt jener Ebene eine

Kugel des Radius 1, wie Fig. 5

andeutet. Rechtwinklige Raum-

koordinaten £ 1, £ werden so ein-

gefuhrt, daR die positive £-Achse

senkrecht nach oben weist und also

die *-Ebene mit der Ebene der Va-

1) Die GroBe g bat hier fur die Koeffizienten der Reihe (4) unmittelbar die
Bedeutung von S. 10, wobei auch der Fall g = 0 einbegriffen sein darf.
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riabelen z —x -f-iy zusammenfallt. In dieser Ebene soll dann einfach £= x,
N —y gelten, womit die Raumkoordinaten endgiltig bestimmt sind. Als
Projektionszentrum wahlen wir den tiefsten Punkt P der Kugel (vgl. Fig. 5)
und erzielen dadurch in der Tat ein umkehrbar eindeutiges Entsprechen der
»ganzen* #-Ebene und der Kugeloberflache, wobei der Punkt oo der
Ebene dem tiefsten Punkte P der Kugelflache zugeordnet ist.

Es ist leicht, die hergestellte Beziehung durch Formeln auszudriicken.
Wie eine elementare Betrachtung zeigt, liefert der Punkt (x, y) der
£-Ebene den durch:

®)

gegebenen Punkt der Kugelflache, und umgekehrt ergibt der Punkt
(£, 1j, £) dieser Flache, fur dessen Koordinaten also:

(6) V+y+£2-1

gilt, als zugeordneten Punkt der £-Ebene denjenigen der Koordinaten:

()

so daB der Punkt (£, rj, £) der Kugeloberflache als Trager des komplexen
Wertes:

(8)

erscheint. Man wolle sich insbesondere mit Hilfe von Fig. 5 klarmacben,
in welcher Weise die reelle 2-Achse, die imagindre £-Achse und der
»Einheitskreis* der 2-Ebene) auf der Kugeloberflache drei zueinander
orthogonale groRte Kugelkreise liefern. So oft es erwinscht ist, die nur
scheinbare Ausnahmestellung des unendlich fernen Punktes der ~r-Ebene
auch anschaulich hinwegzurdumen, werden wir die Kugeloberflache als
Trégerin der Werte der komplexen Variabelen z heranziehen und be-
zeichnen dieselbe dann kurz als die ,,z-Kugel*.

Als eine Haupteigenschaft der besprochenen Beziehung notieren
wir noch, daB die stereographische Projektion eine ,,konforme* oder ,,winkel-
treue Abbildung* (im Sinne von § 7) der z-Ebene auf die z-Kugel dar-
stellt}) Endlich nennen wir noch den Satz: Das System aller Kreise der
z-Ebene, die Geraden als Kreise des Badius oc einbegriffen, gehen bei der
Projektion gerade genau in das System aller Kreise der z-Kugel ber. Das
Abbild des durch die Gleichung:

1) D. h. der Kreis des Radius 1 um den Nullpunkt als Mittelpunkt.
2) Siehe das Né&here bei Osgood, S. 235.
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gegebenen Kreises wird nédmlich infolge der Gleichungen (5) ff. auf der
i:-Kugel ausgeschnitten durch die ,,Ebene*:

m + Ci,+ (P-A)t+ (D+ A)=0.

§ 6. Das Feld F einer analytischen Funktion und die singuléaren
Punkte derselben.

In der Umgebung einer Stelle z0 sei mittels eines ,,Funktionsele-
mentes”  (z —£¢) eine analytische Funktion f{z) gegeben, welche von
hieraus fortgesetzt werden soll. Dabei wird folgende Erklarung grund-
legend: Die gesamten Stellen z, welche lei dem eingeleiteten Prozel der ana-
Iytischen Fortsetzung in das Innere irgendeines dalei zur Verwendung
kommenden Konvergenzkreises hineingezogen werden konnen, liden einen
zusammenhéangenden Bereich, den wir als ,,Definitionsbereich*“oder ,,Existcnz-
lereich* der analytischen Funktion f(z) oder auch kurz als das ,,Feld*1) der-
selben benennen und im Anschlufl an die letzte Benennung kurz mit F be-
zeichnen wollen. Dieser Erklarung zufolge ist f(z) 0Ober das Feld F
hinaus nicht fortsetzbar und existiert in diesem Sinne nur im Felde F.2
Dabei ist f(z) eine eindeutige Funktion der Stelle z im Felde F, und
es sind die gesamten Werte der Funktion f(z) im Felde F bereits
allein durch das Element —1z0) als ,,definiert* anzusehen.

Man kann sich das Feld F durch Zusammenklebung der bei der
analytischen Fortsetzung zur Verwendung kommenden Konvergenzkreise
hergestellt denken. Dabei ist natirlich der etwaigen Mehrdeutigkeit
der Funktion f(z), wie in 8 5 ndher erortert ist, Rechnung zu tragen:
Sind in der Umgebung irgendeiner Stelle z durch Fortsetzung v ver-
schiedene ,,Zweige* der Funktion erreichbar, so wird das Feld F diese
Stelle mit v ,,Blattern* (berdecken.

Eine erste Folgerung uber das Feld F einer Funktion f{z) ziehen
wir aus dem SchluBsédtze von § 4 (S. 18). Ist z0 irgendeine Stelle in
F und gilt fir die Darstellung von f(z) daselbst die Reihe $R(E—zQ
mit dem endlichen Konvergenzradius R, so ist es nach dem genannten
Satze unmdoglich, f(z) Uber die Peripherie des fraglichen Konvergenz-
kreises in der Art fortzusetzen, daf auch noch ein Kreis mit einem
Radius &> R um den Mittelpunkt z0 vollstandig im Felde F lage. Es
ergibt sich: Auf der Peripherie des Konvergenzkreises jeder zur Dar-

1) Diese wenn auch sonst mehrfach gebrauchte Benennung empfiehlt sich,
weil sie kurz und bezeichnend ist.

2) Jeder Punkt des Feldes F ist der Erklarung gemaR ein ,innerer* Punkt
desselben. Etwa auftretende Randpunkte (die wir unten betrachten) gelten also
als nicht zu F gehorig. Doch nehmen wir spéaterhin gewisse, isoliert liegende
Randpunkte, fur welche ein Grenzwert lim f(z) existiert, zum Felde F hinzu.



Das Feld einer analytischen Funktion 25

Stellung von f{e) dienenden Potenzreihe findet sich mindestens eine Stelle,
die dem Felde F nicht angehort.

Als zweiten Satz merken wir an: Ist f(z) langs einer sich selbst
nicht Uberkreuzenden Kurve C, welche von zO auslduft und dort mindet,
fortsetzbar, und gelangt man am Schlisse nicht wieder zu den Anfangs-
werten der Funktion zuriick, so wird bei Herstellung des Feldes F in den
von C umschlossenen Bereich hinein mindestens ein Punkt innerhalb G
existieren, der F nicht angehort.

Der Beweis kann mit Hilfe der S. 10 und 16 (unter dem Texte)
genannten ,,Methode der Einschachtelung“ gefiihrt werden. Wir gehen
hierbei von folgender Erwédgung aus. In Fig. 6 sind Cx
und G2 zwei geschlossene Kurven, welche ein zwischen zx
und z2 verlaufendes Stiick gemein haben. Die Funktion f{z)
sei von z0 aus (ber Cx fortsetzbar und fuhre am Schliisse
zu den Anfangswerten zuriick. Ebenso sei f(z), und zwar
das eben bei zx erreichte ,,Element”, (ber C2 fortsetzbar,
und auch hier soll die Fortsetzung am Schliisse zu den
bei zx schon gewonnenen Funktionswerten zurlckfuhren. Stellen wir nun
aus Cx und C2 unter Fortnahme des gemeinsamen Stlickes eine neue
Kurve G3 her, so ist einleuchtend, dafl f{z) von z0 aus auch (ber diese
Kurve C3 fortsetzbar ist, und dal die Fortsetzung zu den anfénglichen
Funktionswerten zuriickfihrt.

Wir Uberspannen nun den von der Kurve C umschlossenen Be-
reich mit einem Quadratnetz (vgl. Fig. 7), indem wir etwa alle in diesen
Bereich fallenden Geraden der Gleichungen:

X = —r, =Y
10 310+
ziehen, unter a und b ganze Zahlen und
unter Aeine hinreichend groR gewdhlte po-
sitive ganze Zahl verstanden. Hierdurch
wird jener Bereich in endlich viele Teilbe-
reiche zerlegt. Wir beginnen jetzt mit dem
am Punkte zOanliegenden Teilbereiche oder, wenn es deren mehrere gibt,
mit einem unter ihnen, fligen einen Nachbarbereich hinzu und behan-
deln die beiden Randkurven wie die Kurven Cx und 02 von Fig. 6.
Dem vergroRerten Bereiche fligen wir einen weiteren an usw. Dann
ist folgendes einleuchtend: Entweder kommen wir im Verlaufe des Pro-
zesses zu einem Teilbereiche, Uber dessen Rand wir f(z) nicht fort-
setzen konnen — und dann ist der behauptete Punkt, der F nicht an-
gehort, innerhalb C nachgewiesen —, oder wir missen zu mindestens
einem Teilbereiche kommen, bei welchem die Funktion, Gber den Rand
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fortgesetzt, sich nicht reproduziert. Wenn namlich kein solcher Be-
reich Vorlage, so mufte f(z), auch Uber C fortgesetzt, der Annahme zu-
wider zu den Anfangswerten zuriickkehren.

Liegt der zweite Fall vor, so unterzieche mail den als existierend
erkannten Teilbereich einer erneuten Einteilung mittels der in ihm ge-
legenen Geraden:

unter ax und bl wieder ganze Zahlen verstanden. Auf diese neue Ein-
teilung wende man die gleiche Uberlegung an und setze nétigenfalls
den ProzeR in derselben Art fort. Entweder kommen wir nach end-
lich vielen Schritten zu einer Geraden

auf der mindestens ein nicht zu F gehorender Punkt liegt, oder der
ProzeR hat kein Ende. Dann gibt es eine und, da die Umfénge der
ineinander geschachtelten Bereiche die Grenze 0 haben, auch nur eine
Stelle zx, die in allen der Reihe nach herausgegriffenen Bereichen ge-
legen ist. Diese Stelle zx hat die Eigenschaft, da wir um sie eine
Kurve von beliebiger Kleinheit (ndmlich einen Bereichrand) angeben
koénnen, die zur Fortsetzung der Funktion f (z) benutzt, nicht zu den
Anfangswerten der Funktion zuriickfiihrt. Der Punkt zx kann demnach
nicht innerer Punkt eines bei der Fortsetzung von f(z) auftretenden
Konvergenzkreises sein.

Wir haben jetzt die Randpunkte, welche F haben kann, n&her zu
betrachten. Gilt von einem Punkte z, daf in jeder Umgebung desselben
Stellen eines gewissen Blattes von F existieren, ohne daR z in diesem
Blatte selber dem Felde F angehort, so heilt z ein ,,Bandpunktu des
Feldes F und wird ein ,singuldrer Punktll der Funktion f(z) genannt.

Es soll erstlich zO ein isoliert liegender Randpunkt von F sein,
in dessen Umgebung f (z) UGbrigens allenthalben eindeutig ist. Bei
Annéherung an z0 soll limf(z) = oo gelten, und zwar in der Art,
dall es eine bestimmte endliche ganze Zahl m > 0 gibt, fur welche:

oinen von 0 verschiedenen endlichen Wert darstellt. Die Funktion
f(z) *(z—z0m welche in der Umgebung von z0, zunéchst von zQselbst
abgesehen, eindeutig und analytisch ist, mége nun dadurch, dall wir
ihr im Punkte z0 den Wert c_m erteilen, auch im Punkte z0 analy-
tisch bleiben und also in der Umgebung von z0, diesen Punkt nun-
mehr eingeschlossen, eine Darstellung gestatten:
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Fir f{z) selber folgt hieraus die Darstellung:
() f(z)=c_m(ss-sQ-m+c_m+l(z-0)-m+l+ -+ c_1(z-s:0-1
+ @+ G(*-*0) + @(*0-*)*+

Einen Randpunlct dieser Art wollen wir hinfort dem Felde F hinzu-
fligen, so dall F hierselbst geschlossen erscheint und den Funktionswert 0o
tragt; der singulare Funkt zO heift ein ,,Pol mtr Ordnung der Funk-
tion f{z).

Da die in zO analytische Funktion f(z) ¢(z—zQm daselbst nicht
verschwindet, so ist der reziproke Wert von f (z) «(z —z0min der Um-
gebung von z0 eine eindeutige analytische Funktion, die fiir z0 selbst
den von 0 verschiedenen Wert ¢m= cpmhat und also eine Entwicklung:

+ emH(z- %)+ Cn(* “ *2+ ***
gestattet. Hieraus ergibt sich weiter:

2 = <40- zOm+ omtl(z- .0)-1+ am2(>- *Qm+24----.

Man sagt nun, eine in der Umgebung von z0 durch die Reihe ~(2 —z0)
gegebene Funktion habe an der Stelle z0 einen ,Nullpunkt mter Ordnung®,
wenn in  {z—z0 die m ersten Glieder durch Verschwinden der Koeffi-
zienten o0, cIf ..., om_1 ausfallen, aber cm nicht gleich 0 ist. Nach (2)
liefern somit die reziproken Werte von f(z) eine Funktion, die an der
Stelle z0 einen Nullpunkt m#T Ordnung hat. Umgekehrt folgt aus einem
Nullpunkt m&T Ordnung einer Funktion an der gleichen Stelle ein Pol
dieser Ordnung fir die reziproken Werte der Funktion.

Die vorstehende Betrachtung bedarf einer nur formalen Ergénzung
far den Fall, daf z0 nicht endlich ist, d. h. den Punkt oo der #-Ebene
bedeutet. Mittels der Transformation (2) S. 21 hat man alsdann diesen
Punkt und seine Umgebung in den Nullpunkt der /-Ebene und
dessen Umgebung uberzufiihren. Fiur z und z0—0 an Stelle von
z und zQgelten dann die vorstehenden Rechnungen unmittelbar. Will
man die Yariabele z beibehalten, so luft dies darauf hinaus, daf in
den Formeln (1) und (2) an Stelle der Potenzen von (z—z0Q) die gleichen

Potenzen von — auftreten. So wird z B. die Funktion f(z) im Punkte
00 einen Pol mter Ordnung haben, wenn daselbst eine Entwicklung:

(B f(*0=c-mzm+ C_m+IZm~1+ eee+ CJZ+ O+ O + 2] 4—--

mit nicht verschwindendem c_m gilt.

Es soll jetzt zweitens z0 ein isoliert liegender Randpunkt des
Feldes F von der Art sein, dal die Fortsetzung von f{z) langs einer
einmal den Punkt zO umlaufenden Kurve nicht zu den Anfangswerten
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der Funktion zuriickfiihrt. Dagegen soll die Fortsetzung langs einer
Kurve, welche v Male um zO heruml&uft, die urspriiglichen Funktions-
werte reproduzieren; dabei sei v eine endliche ganze Zahl, die groRer
als 1ist, und es soll sich f{z) nicht bereits nach einer geringeren An-
zahl von Uml&ufen reproduzieren.

Ein Beispiel einer solchen Funktion ist Yz —£0 wir schreiben die-
selbe, unter Einfihrung der Polardarstellung z —z0= re9i flr die kom-
plexen Werte z, in der Gestalt:

(4)

Das Feld dieser Funktion hat in der Nahe von zQdie bekannte Gestalt
einer ,,v-blattrigen Windungsflache®, wie dieselbe fir v = 2 durch die
Skizze der Fig. 8 dargestellt ist. Die Blatter der
Windungsfldche gehen ineinander (iber, wie bei
einer Schraubenflache mit verschwindender Gang-
hohe; doch dringt das oberste Blatt langs eines
in z0 mindenden ,,Verzweigungsschnittes* durch
die darunterliegenden Blatter hindurch und fuhrt
zum untersten Blatte zuriick. Fr den umlaufen-
den Punkt z gilt dabei das oberste Blatt im Ver-
Flo. & zweigungsschnitt als allein mit dem untersten zu-
sammenhédngend. Der Punkt z0 (der einstweilendem Felde noch nicht

angehort) heilt ein ,v-hlattriger Verzweigungspunkt®,
Grundlegend ist nunmehr, dal die Windungsflache durch die Trans-
formation (4) auf die einblattrige oder, wie wir sagen wollen, ,schlichte*
Umgebung des Nullpunktes der z-Ebene Ubertragen wird. In der Tat

gilt ja, wenn wir z = r'e®8* schreiben, offenbar ff' = ‘-g‘, so daf ein ein-2

. . , 2
maliger Umlauf um zOnur erst ein Wachstum von ff um == zur Folge

hat. Flgen wir dem gewonnenen Abbilde der Windungsflache jetzt
auch den Nullpunkt z= 0 zu, so erscheint dasselbe hier geschlossen.
Entsprechend konnen wir der Windungsflache selbst den Vefzweigungs-
punkt z0 hinzufiigen, in dem alsdann alle v Blatter aneinander haften.
Die Flache schlieft sich dann im Punkte zQ der fortan keinen isolierten
Randpunkt der Windungsflache mehr abgibt.

Die Windungsflache ist nun, freilich erst ohne den Verzweigungs-
punkt z0 selbst, ein Bestandteil des Feldes F unserer anfanglich vorge-
legten Funktion f(z). Es ist zu entscheiden, ob wir auch dem Felde F
den isolierten Randpunkt zO zufligen und dasselbe so bei zO schlieRen
dirfen. Wir gehen mittelst der Transformation (4) zur Funktion Uber:

IW = f(*o+ *V) = {0
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und erkennen, daf f (z) in der Umgebung des Nullpunktes /=0, ab-
gesehen zunéchst von diesem selbst, eine eindeutige analytische Funktion ist.
Hat sie im Nullpunkte einen Grenzwert, der auch oo sein kann, und wird
durch Hinzunahme des Grenzwertes als Funktionswert f (0) die Funk-
tion f (/) auch im Nullpunkte analytisch bzw. gewinnt sie daselbst einen
Pol m%l Ordnung, so wollen wir auch den Verzweigungspunkt zO dem
Felde F der Funktion f(z) hinzufigen und f(z0 = f (0) als Funktions-
wert daselbst festsetzen. Wir nennen in diesem Falle die nun zum Felde F
gehorige Stelle einen ,,v-blattrigen Verzweigungspunkt der Funktion f (z)u.
Somit wird, falls f(z) im Verzweigungspunkte endlich bleibt, in der Um-
gebung desselben eine Darstellung:
1 2 3

(5) flg) = D+ Cl(z- zOy + c2(z- 20y + 3(z- z0y O—

gelten, die jedoch, sofern ein Pol mtTl Ordnung in zOvorliegt, durch die
folgende zu ersetzen ist:
T To—-1 1

®6) f(z)=C_mz—20) W CTO+I(0—"0) ‘+—f co+ct(z—20)V ----- .

Hinzuzusetzen ist hier nur noch, dal an Stelle eines endlichen
Punktes z0 auch der Punkt oo der #-Ebene oder £-Kugel treten kann.
Die einzige Anderung ist dann (wie S. 27) wieder die, daR in den vor-
stehenden Potenzentwicklungen z~x an Stelle von (z —z0 tritt.

Die endlichblattrigen Verzweigungspunkte und die Pole fassen wir
unter der Benennung der ,,auBerwesentlichllsingularen Punkte der Funk-
tion f(z) zusammen. Diese Punkte gelten, wie festgesetzt, fortan dem
Felde F als zugehorig. Das den Stellen von F eindeutig zugeordnete
System aller Werte von f(e) falt man alsdann unter dem Namen eines
,Aanalytischen Gebildesll zusammen.

Jeder darliber hinaus etwa noch vorkommende singuldre Punkt
von f(z) (nicht zu F gehdrender Randpunkt) heilt ein ,,wesentlichll sin-
guldrer Punkt. In einem solchen Punkte erteilen wir der Funktion f(z)
im allgemeinen keinen Wert; doch soll damit keineswegs behauptet
sein, daB nicht bei speziell gewéhlten Anndherungen an einen wesent-
lich singuléaren Punkt die Funktion einen bestimmten Grenzwert haben
konne.

Die bisher bekannt gewordenen analytischen Gebilde haben zu einer
grofRen Mannigfaltigkeit verschiedenartiger Gestalten der Felder F hin-
geflihrt. Zahlreiche Beispiele einfacher Art werden wir weiterhin kennen
lernen. Auch einige nicht mehr elementare Félle, von denen jedoch nur der
erste unten wieder auftritt, seien hier beildufig genannt. Die ,ellipti-
schen Modulfunktionen* liefern Beispiele von analytischen Gebilden, bei
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denen im Einzelfalle das Feld F aus den gesamten Innenpunkten einer schlich-
ten (einblattrigen) Kreisflache besteht. Die Peripherie dieses Kreises selber
mul3 also Uberall dicht von wesentlich singuléren Stellen besetzt sein;
man bezeichnet sie dieserhalb als eine ,,natlrliche Grenze* der Funktion.
Die elliptischen Modulfunktionen stellen eine besondere Art eindeutiger
»automorpher Funktionen* dar. Bei einer solchen Funktion ist das
Feld F wieder ein schlichter Bereich der 0-Ebene, der inshesondere
(d. h. bei gewissen Arten automorpher Funktionen) wieder nur einen end-
lichen Teil der #-Ebene bedecken kann und dann als Rand die ,natlr-
liche Grenze* der Funktion besitzt. Dabei zeigt die n&here Unter-
suchung, daB in einem solchen Falle das Feld F entweder einfach oder
(wenn dieses nicht der Fall ist) sogleich oo-fach zusammenhangend
ist. Was aber die Gestalt des einzelnen geschlossenen Randstiickes an-
geht, so zeigt sich, dal} dasselbe entweder ein Kreis ist oder aber (wenn
dies nicht der Fall ist) ein zusammenhédngendes Punktsystem von &u-
Berst komplizierter Struktur darstellt, das jedenfalls nirgends den Cha-
rakter einer ,reguldren Kurve* besitzt.) Auch fur Felder F, welche
die £-Kugel oo-fach (Uberlagern, bietet die Theorie der automorphen
Funktionen in den zu diesen Funktionen inversen sogenannten ,poly-
morphen Funktionen® interessante Beispiele.

§ 7. Ton den durch analytische Funktionen vermittelten
Abbildungen.

Es sei durch w = f(z) ein analytisches Gebilde mit dem Felde F
vorgelegt. Wie oben (S. Iff.) schreibe man unter Trennung des reellen
und imagindren Bestandteiles w = u ~iv und lege fir die Deutung
der komplexen Werte w = u -f iv eine neue Ebene oder Kugel zugrunde.
Der einzelnen Stelle z des Feldes F entspricht dann eindeutig ein Punkt w
als ,,Bild“ jener Stelle z. Das hierbei eintretende ,,Abbild“ des ge-
samten Feldes F soll ndher betrachtet werden. Es ist hierbei schritt-
weise vorzugehen: Zuvorderst ist der Charakter der fraglichen Abbildung
im Unendlichkleinen festzustellen, sodann in der Umgebung einzelner
Stellen z0, endlich aber das volle Abbild von F ins Auge zu fassen.

Es sei erstlich zQeine nicht-singuldre Stelle in F, und es werde
angenommen, daf die Ableitung f'(z) im Funkte z0 nicht verschwinde.?

Setzen wir: [f'(z0 |= M, f(z0 = M ee?,

1) Diese Gegenstande sind ausfuhrlich erdrtert in den ,Vorlesungen tber die
Theorie der automorphen Funktionen® von F. Klein und R. Fricke, 2 Bde. (Leip-
zig, 1897 und 1912).

2) Nach der urspringlichen Erklarung wirde f(z) auch dann eine analytische
Funktion sein, wenn f(z) fur alle Z einen und denselben endlichen Wert c0 hat;
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so ist also M > 0 und endlich. Schreiben wir dz = | dz | *e9i, so ent-
spricht dem Fortschritt von z0zu (z0+ dz) die Anderung des Funktions-
wertes wWO= /(") um:

dw = f(zQdz = M «jdz je

Hieraus folgt, daf} zwei Differentialen dzx, dz2, die wir als Bogenele-
mente von z0 aus gezeichnet denken konnen, stets von w0 aus zwei
Bogenelemente dwl} div2 liefern, die ihren Betrdgen nach den Betrégen
von dzx, dz2 proportional sind, und die miteinander denselben Winkel
bilden, wie dzx und dz2 Auch ist, wenn wir uns dz um zO sich dre-
hend vorstellen, der Drehungssinn des Abbildes dw um wO der gleiche.
WIiir gelangen so zu dem bekannten Charakter der ,lionformen* oder
Lwinkeltreuen** Abbildung: Ist im nicht-singuldren Funkt z0 die Ableitung
f'(z0) nicht gleich 0, so Ubertragen sich die Winkel des Scheitelpunktes z0
auf Winkel gleicher Gréfie und gleichen Drehungssinnes mit dem Scheitel-
punkte wO0; die durch z0 gelegten Bogendifferentiale \dz j liefern propor-
tionale Differentiale \dw = M jdz j, wobei M = jf'(z0) j als ,,Modulll
oder ,,VergroBerungsverhéltnisll der Abbildung bezeichnet wird. Als un-
mittelbare Folgerung (die sogleich zur Verwendung kommt) setzen wir
hinzu: Eine durch z0 ziehende reguldre Kurve Ubertragt sich auf eine
Kurve der w-Ebene, die durch den Punkt wO hindurchlduft und dabei
in wQeine bestimmte Tangente hat.

Gehen wir jetzt sogleich zur Untersuchung der Abbildung in der
Umgebung der gedachten Stelle zi\ Es erleichtert die Rechnungen, ohne
daRR eine wesentliche Beschrankung in der Giltigkeit des Ergebnisses
eintritt, wenn wir z0= 0, w0= 0 und f'(z0Q = 1 setzen.

Dann gilt:

(@)) W= z+ 22+ 3z3H--—--=2-'%$(2),

wo "3(g) in der Umgebung des Nullpunktes konvergiert und ~3(0) = |
ist. Sind zL, z2 irgend zwei Punkte derselben Umgebung, so wird auch
die unendliche Reihe:

@) iR} 2D = 1+ Qx+ 22 + @B(zi + 222-F &) + soe
— Hen+i(*i + pra—y L -

f'(z) bat dann Uberall den bestimmten Wert 0, die Eeihendarstellung von f{z)
reduziert sieb stets auf das Anfangsglied c0, das Feld F der Funktion ist die
schlichte 2-Kugel usw. Indessen verlieren viele von den vorangehenden Entwick-
lungen ihre Bedeutung fur den fraglichen Fall, in dem Pole und Verzweigungs-
punkte nicht auftreten. Bei den jetzt anzustellenden Untersuchungen ist durch
die in den einzelnen Teilen der Betrachtung zu formulierenden Voraussetzungen der
Fall einer mit einer Konstanten identischen Funktion von vornherein ausgeschlossen.
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gleichmaRig konvergent und damit ihr Summenwert zf) stetig
von z1 und z2 abhédngig sein. Offenbar gilt:

Wegen der letzten Gleichung und M}O) = 1, sowie mit Ricksicht auf
die Stetigkeit von und $B konnen wir eine durch jz j< h ndher
bezeichnete Umgebung des Nullpunktes derart einfihren, dafl fir
jeden Punkt z und jedes Punktepaar zly zt dieser Umgehung die Un-
gleichungen gelten:

sowie, wenn wir:

setzen, flir ~5(&) insbesondere:

(4)

Es gilt nun erstlich der Satz: In der erklarten Umgebung des Null-
punktes konnen keine zwei verschiedenen Punkte zIf z2 den gleichen Funk-
tionswert iv liefern. Es ist nédmlich:

wegen (3) nur dann gleich 0, wenn zx= z2 ist.

Wir denken jetzt, indem wir z = re9i setzen, um den Nullpunkt
der £-Ebene alle konzentrischen Kreise Kr der Radien r < h gelegt und
wollen dieselben auf die ti>-Ebene abbilden. Das Abbild des Kreises
Kr heie Cr. Wir setzen:

zutritft (s. Gleichung (1)). Langs der Kurve Cr gilt also zufolge (4):

wéhrend andererseits 9 beim Beschreiben der Kurve Cr (entsprechend
dem Wachstum des Winkels ft von 0 bis 27 bei einem im Interval (4)
verdnderlichen rf) eine stetige Anderung um den Gesamtbetrag 2n er-
fahrt. Selbstverstandlich ist Cr wie das Original Kr eine geschlossene
Kurve.

Aus diesen Darlegungen ergibt sich, daB die Kurve Cr um den
Nullpunkt der w-Ebene herumlduft und dabei von diesem Punkte stets
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eine Entfernung > " — hat. Uie Kurve Cr kann sich nicht selbst

schneiden; denn wir wiirden in diesem Falle zwei verschiedene Punkte
zIf z2 mit dem gleichen w finden. Auch zeigt der Charakter der Ab-
bildung im Unendlichkleinen, daf® Cr nirgends eine Spitze haben kann und
Uberall eine eindeutig bestimmte Tangente besitzt, deren Richtung sich
langs Cr stetig andert; denn f'(z) ist langs K r eindeutig und stetig,
und es gilt daselbst Gberall:
i- ﬁ< ifO) i< 1+ 45

Das Abbild Cr des Kreises Kr ist somit eine den Punkt w = 0 als
»inneren* Punkt umlaufende, sich nicht selbst schneidende, spitzenfreie
und ,.eckenfreie* reguldare Kurve.

Man betrachte nun zwei Kreise Kr, Krx mit r > r. Die beiden
Abbilder Cr und Cy haben dann keinen Punkt gemein, da man ja
sonst wieder zwei verschiedene zx, z2 mit dem gleichen w nachweisen
wirde. Auch umgibt Cr' die Kurve Cr notwendig aulerhalb, wie man
durch Einfuhrung der Geraden durch den Nullpunkt der #-Ebene und
durch deren Ubertragung auf die w-Ebene unter Riicksicht auf die bis-
herigen Ergebnisse leicht streng nachweist.

Man setze nun, unter n irgendeine fest gewdhlte positive ganze
Zahl verstanden:

m=0, r="2, r=2 . ¢ . =0zM0

und denke die n zugehdrigen Kurven Cr gezeichnet, wobei die erste
sich auf den Nullpunkt zusammenziehende Kurve Cro als solche mit-
gezéhlt ist. Das einzelne Intervall von rv bis rv+1 teile man dem-
néchst wieder in n gleiche Teilintervalle und denke fiir die (n —1)
Teilpunkte r die zugehorigen Kurven Cr gezeichnet. Indem man so
fortfahrt, ist nur noch die Stetigkeit der Abbildung heranzuziehen, um
zum Schliisse zu gelangen.

Wir dirfen an Stelle des Nullpunktes sogleich einen beliebigen,
endlichen und nichtsingularen Punkt zQdes Feldes F mit dem Funk-
tionswerte w0= f(z0Q heranziehen, sofern nur f'(z0) einen nichtver-
schwindenden Wert hat: Die Umgebung einer endlichen, nichtsinguléren
Stelle z0 von F mit dem Funktionswerte w0 = f (zQ wird, falls die Ablei-
tung daselbst einen nichtverschwindenden Wert f'(z0) besitzt, durch die
analytische Funktion w = f{z) konform auf einen den Bildpunkt W0 als
Hinneren* Funkt umgebenden ,,schlichtenll Bereich der w-Ebene abgebildet.

Eine Folgerung, die jetzt zwar selbstverstandlich ist, aber grund-

sétzliche Bedeutung besitzt, beruht auf der Erwégung, dal durch die
Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 3
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gewonnene Beziehung die Umgebung der Stelle w0 eindeutig, stetig und
konform auf einen den Punkt zO als inneren Punkt umgebenden Be-
reich der 2-Ebene rickwarts (bertragen wird. Bezeichnet man diese
Zuordnung von Werten z zu den Werten w in der Umgebung von w0
durch z = cp(w), so ist hiermit eine Funktion (p(w) gewonnen, welche
in jedem Punkte w der fraglichen Umgebung eine eindeutig bestimmte,
von der Richtung der Differentiation unabhdngige Ableitung (p'(w) be-
sitzt; denn es ist cp'(w) — (f'(2))~1 falls z die dem w zugeordnete
Stelle ist: Ist zO eine im Endlichen gelegene, nichtsingulare Stelle der
Funktion f(z) mit dem Funktionswerte iv0, und ist 1f'(zQ !> 0, so ist
fur die Umgebung der Stelle zO die Inversion der Funktion w = f(z) mdg-
lich und fiihrt zu einer analytischen Funktion z = cp(w), flir welche der
Funkt wQnicht singular ist.

Es soll jetzt angenommen werden, dal in dem endlichen, nicht-
singuléren Punkte z0 die ersten (v — 1) Ableitungen der Funktion f(z)
verschwinden, wahrend f~(e(0 den von Null verschiedenen endlichen
Wert cr-vl hat; natiirlich soll v > 1 sein. Ist f(eQ = w0, so gilt in der
Umgebung von z0 eine Darstellung:

w-wO0=(z- zo/(cv+ cr+l(>- 20 + cv+2(z - z0)s+ )
" (- FoY( - oy
Da MO) = cr von 0 verschieden ist, so kénnen wir im Innern des

Konvergenzkreises von —z0 eine Umgebung von z0 eingrenzen,
in der —1z0 Uberall von O verschieden und selbstverstandlich end-

lich ist. Man wéhle nun unter den V Werten von ]/cv einen einzelnen
beliebig aus und nenne denselben Q. Dann ist, wenn wir vorschreiben,

dal y"B(z—z0 im Punkte zO den Wert ¢j annehmen soll, durch diese

Wurzel 1/$(> —z0 eine im eingegrenzten Bereiche eindeutige analy-
tische Funktion gegebenl), deren Reihendarstellung diese sei:

ibso—2)= A+ Qz- )+ Az-z0*\—.

Es ist hierdurch zugleich:

w'=W- wQ”= (m- zO(c[+ 2z- 20 + B(z- zoy +----)
in der Umgebung von z0 eindeutig erkléart.

Auf die hier vorliegende Gleichung ist nun die Uberlegung an-
wendbar, welche oben an (1) S. 31 angeschlossen wurde. Die Um-
gebung von z0 Ubertrdgt sich auf einen schlichten Bereich um den

1) Siehe hierzu die an Gleichung (4) S. 28 sowie die unten S. 76 ff. folgenden
Entwicklungen.
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Nullpunkt der w'-Ebene. Indem wir sodann aber auf die Darlegungen
von S. 28 zuriickgreifen, gewinnen wir den Satz: Die Umgebung einer
endlichen nichtsingularen Stelle z0, in welcher f'{z), f"(z), m. f(r~12)
verschwinden, wahrend fW (z0) > 0 ist, wird durch die Funktion w —f(z)
auf eine v-blattrige Windungsflache mit dem Verzweigungspunkte w0 ab-
gebildet, wobei die Inversion unserer Funktion die fiir die Umgebung eines
Verzweigungspunktes charakteristische Entwi}\:klung (5) S. 293 liefert:
i

0 —z0=c'w- wQv+ c'(w—wQv+ c'(w-w Qv n-—-—.

Bei der vorstehenden Betrachtung wurde die Umgebung von z0
auf einen den Nullpunkt der w'-Ebene umgebenden Bereich durchaus
konform abgebildet. Die Entwicklungen von S. 28 zeigen aber, daf
beim Fortgang von der «#-Ebene zur «p-Ebene eine Unterbrechung der
Winkeltreue der Abbildung in dem dem Nullpunkte zu = 0 entsprechen-
den Punkte wO eintritt. Indem wir sofort zur Beziehung zwischen z
und w zurtickkehren, haben wir den Satz zu notieren: Im Punkte z0,
dessen Umgebung bei der Abbildung durch w = f(z) eine v-blattrige Win-
dungsflache mit dem Verzweigungspunkte wO lieferte, ist die Konformitat
der Abbildung in der Art unterbrochen, daR sich Winkel des Scheitel-
punktes zQauf Winkel v-facher Grofe des Scheitelpunktes wO Ubertragen.

Fir die singuldren Punkte im Felde F und die Stelle oo ist die
Betrachtung mit Hilfe der bisherigen Methoden leicht durchgefiihrt. In
der Umgebung eines v-blattrigen Yerzweigungspunktes zO0 hat F die
Gestalt einer v-blattrigen Windungsflache. Liegt z0 im Endlichen und
findet sich daselbst nicht zugleich ein Pol von f(z), so gilt die Reihen-
darstellung (5) S. 29. Ist cl von O verschieden, so Ubertragt sich die
v-blattrige Umgebung von z0 auf einen schlichten, den Punkt w = o0
umgebenden Bereich der w-Ebene. Ist aber cm mit m > 1 der erste
nichtverschwindende unter den Koeffizienten ct, 2, ..., so gewinnen
wir als Abbild eine w-blattrige Windungsflache mit dem Verzweigungs-
punkt w= . So oft m” v ist, tritt im Punkte w = c0 eine leicht
naher angebbare Unterbrechung der Konformitdt der Abbildung ein.
Ferner gilt der Satz: Hat iv = f{z) im endlichen Punkte z0 einen Pol
miei Ordnung, und ist zOnicht zugleich ein Yerzweigungspunkt (vgl. Glei-
chung (1) S. 27), so wird die Umgebung von z0, falls m = 1 ist, auf
einen schlichten Bereich um die Stelle oc der w-Kugel abgebildet, falls
m > 1 ist, aber auf eine m-bléttrige Windungsflache mit dem Yer-
zweigungspunkt oo und mit Unterbrechung der Konformitat daselbst.
Auch den Zusammenfall eines Poles mit einem Verzweigungspunkte
wird man leicht erledigen, ebenso die besondere Lage des Punktes z0

als Punkt oo der "-Kugel, wo im einfachsten Falle, d. h. wenn die
3*
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Stelle oo weder Pol noch Yerzweigungspunkt von f(z) ist7 die Ent-
wicklung (4) S. 22 gilt.

Wir gelangen zum SchluB, indem wir noch einen Blick auf das
Gesamtfeld F der Funktion w = f(z) werfen: Durch die Funktion w = f(z)
wird das Feld F derselben auf einen die w-Ebene oder w-Kugel Uberlagern-
den Bereich F' eindeutig abgebildet, ivelcher das Feld der zu w = f(z) in-
versen analytischen Funktion z = <p(wj ist. Die Abbildung ist im allge-
meinen eine konforme; eine Unterbrechung der Konformitét tritt nur ein in
Verzweigungspunkten, wobei jedoch auch hier die Abbildung honform bleibt,
wenn ein v-blattriger Verzweigungspunkt des einen Feldes im andern wie-
der einen Verzweigungspunkt der gleichen Blétterzahl liefert. Gegentber
diesen Angaben konnte nur noch das Bedenken geltend gemacht wer-
den, ob nicht etwa die Funktion z = cp(w) Uber das Abbild F' des
Feldes F hinaus fortsetzbar sein mochte, so daB dann F' zwar ein Be-
standteil des Feldes von cp(w) ware, aber dies Feld nicht véllig er-
schopfte. Doch wirde in diesem Falle die Abbildung des wahren Fel-
des von @(ui) auf die 0-Ebene ein notwendig uUber F hinausreichendes
Feld von f(z) liefern; das Bedenken ist also abzuweisen.

8 8. Begriff des Kesiduums und Séatze Uber Kesiduen.

Um einen Punkt z0 im Innern des Feldes der Funktion f(z) be-
schreibe man innerhalb des Konvergenzkreises der zugehdrigen Potenz-
reihenentwicklung von f(z) eine geschlossene Kurve C, die einmal um
z0 herumlaufen soll, wenn es sich um einen gewohnlichen Punkt han-
delt, dagegen v Male, falls z0 ein i/-bl&ttriger Yerzweigungspunkt ist.
Man berechne das zugehorige Integral:

(1)

genommen (ber die Kurve C im positiven Umlaufsinne.l) Zufolge des
Cauchysehen Integralsatzes (S.4) ist der Integralwert (1) von der
besonderen Auswahl der Kurve G innerhalb des Konvergenzkreises
der Potenzreihe unabhéngig.? Der Integralwert (1) ist somit fur die

1) Man hat also nach S. 5u.f. die Kurve C in der Richtung zu durchlaufen,
bei welcher man den von C umschlossenen, z0 enthaltenden Bereich zur linken
Hand hat. Ist z0 die Stelle 0o, so wolle man sich die Verhaltnisse auf der 2-Kugel
vorstellen.

2) Um im Falle eines v-blattrigen Verzweigungspunktes den Cauchyschen
Integralsatz in seiner urspriinglichen Gestalt (S. 4ff.) anwenden zu kdnnen, wolle
man die Betrachtung mittelst der Transformation (4) S. 28 in die z'-Ebene ver-
legen oder auf die unten (S. 38) folgende Erweiterung des Cauchyschen Inte-
gralsatzes fur mehrbléattrige Bereiche Bezug nehmen.
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Funktion f(z) und die Stelle zO eindeutig bestimmt und heilst das ,,Resi-
duum** der Funktion f(z) im Funkte zO.

Aus der gliedweise integrierbaren Potenzreihenentwicklung kann
man in jedem Falle das Residuum leicht berechnen.) Es ergibt sich:
Ist zO kein Verziveigungspunkt, so ist das Residuum fiir jeden endlichen,
nicht-singularen Funkt gleich 0, fiir einen Fol gleich dem Koeffizienten ¢_1
der Potenz (z—z0)~1 in der betreffenden Entwicklung (1) S. 27 und
schlieBlich fir die Stelle oo gleich —cx, wo cl der Koeffizient von z~1in
der zugehorigen Entwicklung (3) S. 27 ist. Weiter aber findet man: Ist
z0 ein v-blattriger Verzweigungspunkt, so ist das Residuum von f(z) wieder-
um O, falls zO im Endlichen liegt und nicht zugleich ein Pol von f(z) ist;
ist aber die im Endlichen liegende Stelle zO zugleich ein Fol von f(z), wo
alsdann die Entwicklung (6) S. 29 gilt, so ist das Residuum gleich vc_v;
handelt es sich schlieBlich um die Stelle zO= oo mit der Reihendarstellung:

ivelche die Mdglichkeit eines Poles gleich mit umfaflt, so ist das Residuum
von f(z) gleich —vcv. Von 0 verschiedene Residuen kommen der Funk-
tion f(z) hiernach allein fiir Pole im Endlichen und flr die etwa ira
Felde F liegenden Stellen oo zu.

Es sei nun T irgendein in F gelegener Bereich, der sich auch (ber
sich selbst hinlberziehen darf, aber allerdings die £-Ebene nirgends
oc-fach bedecken soll. Der Rand C von T bestehe aus endlich vielen
reguldren Kurven, von denen keine durch einen Pol von f(z) oder eine
Stelle oo hindurchlaufen soll, und die, wie wir der Einfachheit halber
annehmen wollen, auch die etwaigen Verzweigungspunkte vermeiden
mogen. Die né&chsten Umgebungen der in T gelegenen Pole, Ver-
zweigungspunkte und Stellen 002 wollen wir mittelst kleiner, die be-
treffenden Punkte umlaufenden Kurven Gx, C2, ... ausschneiden3 und

1) Diese Rechnungen beruhen auf den Formeln:

welche man bei Gebrauch eines Kreises Cum z0 unter Einfuhrung von Polarkoordi-
naten £—z0= re'9l leicht beweist und auch fir den Fall eines v-blattrigen Ver-
zweigungspunktes 20 ohne Mihe verallgemeinert.

2) Die Sprechweise schlieBt sich an die Vorstellungen auf der 2-Kugel an.
Punkte OO0 kénnen nur in endlicher Anzahl dem Bereiche T angehoren, da dieser
lberhaupt keine Stelle Z unendlich-blattrig bedecken sollte.

3) Man beachte, daB die Anzahl der singuldren Punkte von f{z) in T nur
endlich sein kann. Wirden sich z. B. in T unendlich viele Pole finden, so wir-
den wir (auf der ~-Kugel) in T nach der ,Methode der Einschachtelung“ min-
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dem Bereiche T fortnehmen; der Restbereich heiRe T', er wird durch
C C2, ... berandet.

Im so vorbereiteten, ganz im Endlichen gelegenen Bereiche T,
unter Einschlufl des Randes, ist nun f(z) Uberall analytisch, so dal der
Cauchysche Integralsatz (4) S. 6 die Gleichung ergibt:

@ fm dt+ff(t) dt+ />(o dt + ---~o
¢ @ @

Der Integralsatz bezog sich oben allerdings nur erst auf Bereiche, die
keinen Teil der #-Ebene mehrfach bedecken. Aber wir kénnen T' durch
eine Anzahl von Querschnitten immer in endlich viele Teilbereiche zer-
legen, die einzeln genommen keinen Teil der #-Ebene mehrfach be-
decken. Bei Addition der auf diese Teilbereiche bezogenen Formeln (4)
S. 6 werden sich dann die jeweils langs der beiden Ufer des einzelnen
Querschnittes erstreckten Integrale aufheben, so dal die eben angegebene
Gleichung (2) fur T' als richtig erkannt wird.

Mit Rucksicht auf die jetzt vorliegende Durchlaufungsrichtung der
Kurven CI7 C2, ... erkennen wir in den betreffenden Integralen in (2)
die mit —2iit multiplizierten zugehoérigen Residuen von f(z). Indem
wir diese Glieder der Gleichung (2) transponieren, entspringt der Satz:
Das Uber den Band C des Bereiches T im positiven Umlaufungssinne ge-
nommene Integral:

3 1jJrtO «

(o)
ist gleich der Summe der Residuen von f(z) flir alle in T gelegenen Pole
und Stellen oo.

Im Anschlul an die S. 27 eingeflihrte Sprechweise sagt man, die
Funktion f(z) habe in einem v-blattrigen Yerzweigungspunkte zO, der
zundchst im Endlichen liege, einen ,,Nullpunkt mter Ordnung®, wenn in
der zugehorigen Entwicklung (5) S. 29 das Absolutglied c0 verschwin-
det und der erste nicht-verschwindende Koeffizient cm ist. Liegt ein
Pol und damit die Entwicklung (6) S.29 vor, in der c_mnicht gleich 0 sein
soll, so hat f(z) im Yerzweigungspunkte einen ,,Pol mtr Ordnungll Fur
einen in einer Stelle oo gelegenen Yerzweigungspunkt Gbertrdgt man
diese Ausdrucksweise leicht; z. B. wird f(z) hier einen Nullpunkt mtT
Ordnung haben, falls das erste wirklich auftretende Glied der zuge-

horigen Reihenentwicklung cnz * mit m > 0 ist.
Wir stellen nun folgende Erklarung auf: Als ,logarithmisches Be-

destens eine Haufungsstelle dieser Pole nachweisen. Diese Stelle mifRte aber fir
f(z) wesentlich singular sein (s. S. 31ff), was innerhalb F ausgeschlossen ist.
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siduum* der Funktion f(z) im Funkte zO bezeichnet man dm Wert des
Intearals:

wo die Integrationsbahn wieder die in (1) benutzte, den Funkt zO umlau-
fende kleine Kurve C sein soll. Doch soll, wie wir hier hinzusetzen
mussen, C so klein gewdahlt werden, daB f(z) weder auf i noch in dem
von C umschlossenen Bereiche, abgesehen nur etwa vom Punkte z0
selber, einen Nullpunkt besitzen soll.])

Die Ausrechnung des Integrales (4) in den einzelnen Fallen liefert
nun ein hochst einfaches Ergebnis, das ohne Ausnahme fiir alle Innen-
punkte des Feldes F gilt: Fas logarithmische Residuum von f(z) ist in
jedem Funkte z0, in welchem f(z) weder einen Kulipunkt noch einen Fol
hat, gleich 0; dasselbe ist fir einen Nullpunkt mtr Ordnung von f(z)
gleich m und fur einen Fol mtr Ordnung unserer Funktion gleich —m.

Wir gehen jetzt auf den oben bereits erklarten Bereich T im Felde
F zuriick und wollen betreffs des Randes C von T (iber die oben schon
gegebenen Bestimmungen hinaus noch festsetzen, dafl C jedenfalls auch
durch keinen Nullpunkt von f(z) hindurchlaufen soll. Aus dem oben
schon bewiesenen Residuensatze ergibt sich dann betreffs der logarith-
mischen Residuen von f{z) sofort der weitere Satz: Fas uber den Rand
C des Bereiches T im positivm Umlaufssinne genommme Integral:

ist gleich der Summe der Ordnungen aller in T gelegenen Nullpunkte
von f(z), vermindert um die Summe der Ordnungen aller daselbst befind-
lichen Pole der Funktion f(z).

8 9. Die Reihe und der Satz von Laurent. Folgerungen Uber
eindeutige Funktionen.

Durch zwei konzentrische Kreise Kj und A2 des Mittelpunktes
z= 0 und der Radien rx und r2, die endlich und von 0 verschieden
seien und die Bedingung rx> r2 befriedigen sollen, sei ein zweifach zu-
sammenhéngender Bereich T2 von der Gestalt eines Kreisringes ein-

1) Man beachte, daB in der Umgebung eines inneren Feldpunktes z0 stets
nur endlich viele Nullpunkte von f(z) auftreten kdnnen (vgl. Note 3 S. 37), so daR
man also die Umgebung auch stets so klein wéhlen kann, daB héchstens z0 Null-
punkt von f(z) ist.
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gegrenzt. Die Funktion f{z) soll in T2 unter EinschluR der beiden Rand-
kurven eindeutig und Gberall analytisch sein.

Ist alsdann z irgendein fest gewdhlter innerer Punkt von T2
flr welchen also:

zutrifft, so gilt zufolge des Cauchysehen Integralsatzes)):

wo beide Kreise in denjenigen Richtungen zu durchlaufen sind, welche
fir die inneren, den Nullpunkt enthaltenden, Kreisscheiben den posi-
tiven Umlaufssinn liefern.

Da die Integrationsvariabele £ langs Kx den konstanten Betrag
1] —rx hat und z in Ubereinstimmung mit (1) fest gewahlt ist, so
kénnen wir die S. 16 gegebene Entwicklung (indem wir den damaligen
Wert zn durch O ersetzen) wiederholen und finden:

wo rechts eine fir den ausgewdhlten Wert z konvergente Reihe steht,
deren Koeffizienten durch:

gegeben sind. Aber eine entsprechende Entwicklung kann man auch
flr das zweite Integral in (2) rechter Hand durchfiihren. Da n&mlich
fur einen langs K2 variabelen Punkt £

und nach oben geschehener Wahl von z konstant ist, so gilt:

n-1

und man findet wie oben (S. 16u.f.), da die hier rechts stehende
Reihe langs K%gleichmaRig konvergiert. Daraufhin gewinnt man:

1) Die Gleichung (2) entspricht der ,,Cauchyschen Integralformel” (2) S. 16
und ergibt sich in derselben Weise wie diese Formel aus dem Cauchyschen In-
tegralsatze.
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als Darstellung des links stehenden Integrales mittelst einer im Punkte
z konvergenten Reihe, deren Koeffizienten erklart sind durch:

(K1)

Durch Addition der beiden fur die Integrale in (2) rechter Hand
gewonnenen Reihenentwicklungen ergibt sich der Satz: Der in einem
inneren Punkte z des ringférmigen Bereiches T2 eintretende Funktions-
wert f(z) ist der Summenwert der nach leiden Seiten hin unendlichenf
im Punkte z konvergenten, sogenannten ,,Laurentschen Reihe*l):

(3) fiB)-----mm-- Hc-s7%+ ¢s7 + ci—+ 0+ + 22+ oo,

deren von der Auswahl der Stelle z unabhéngige Koeffizienten durch die
angegebenen bestimmten Integrale geliefert werden.
Man setze nun:

fi{d= "Ucdz4&W + 33+ ¥}
f2z)= C!—+ c 2~r + He--m-

und nenne die Konvergenzradien dieser Reihen i21 und R2, wobei natiir-
lich die zweite Reihe fir ,z|® R2 konvergiert. Wir wollen hierbei
den extremen Fall, dal die erste Reihe fiir alle endlichen z konvergiert,
gleich mit einbegreifen, indem wir dann RI =00 nehmen; ebenso lassen
wir die Mdoglichkeit 1i2—0 zu. Da die Laurentsche Reihe (3) fir
jeden Innenpunkt des Bereiches T2 konvergiert, so ist jedenfalls Rx rt
und R2<Lr2. Indessen ist leicht zu sehen, dal hier die Gleichheits-
zeichen nicht gelten kénnen. Fur die inneren Punkte von T2 gilt ndm-
lich zufolge (3) als Darstellung von f(e):

) f(e) = fx{e) + f2(e).

Es ist aber klar, daR durch die gleichzeitige analytische Fortsetzung
von fi(z) und ft(z) auf Grund von (4) diejenige von f(z) mitgegeben
ist. Nun war zufolge der Voraussetzung f(z) auch noch fir alle Punkte
von Kx eindeutig und analytisch, und dasselbe gilt von der durch ihre
Potenzreihe erklarten Funktion f2(z). Demnach ist auch fi(R)=f{R)—fti?)
langs Kx noch Gberall analytisch (frei von singuldren Punkten), so daf}
Kt innerhalb des Kreises vom Radius Rx liegt. Ebenso zeigt man, daf
notwendig jR2< r2 sein mul.

Die vorstehende Betrachtung zeigt zugleich, daf der Gultigkeits-
bereich der Gleichung (3) Uber den Bereich T2 hinausreicht. Es gilt

1) Uber das Auftreten der Laurentschen Reihe und des gleich zu nennen-
den Laurentschen Satzes sehe man die Literaturnachweise bei Osgood, S. 346.
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namlich der Satz: In jedem Bereiche T, dessen séamtliche Punkte z die
Bedinqung:

befriedigen, ist die Laurentsche Reihe (3) gleichmé&Rig konvergent und
liefert als Summenwerte die Funktionswerte f(z), welche der anfanglich
vorgelegten Funktion oder ihrer' Fortsetzung in T zukommen.

Weiter ist der Satz anzumerken: Die im Bereiche T2 eindeutige
und daselbst Uberall analytische Funktion f(z) 148t sich in diesem Be-
reiche nur auf eine einzige Art in eine Laurentsche Reihe entwickeln.
Gilt ndmlich in T2 die Darstellung:

so wird diese Reihe langs eines Kreises K, der mit Kt und K2 kon-
zentrisch ist und im Innern des Ringes T2 verlduft, sicher gleichmalRig
konvergent sein. Verstehen wir nun unter n irgendeine ganze Zahll),
so ist in:

wo die Integrale Gber K in dem flr den umschlossenen Bereich posi-
tiven Umlaufssinne gefiihrt sein sollen, die rechts stehende Reihe wegen
ihrer gleichméRigen Konvergenz gliedweise integrierbar:

Von den hier rechts auftretenden Integralen ist aber nur das eine fir
v =n von O verschieden und gleich 2ix, wéhrend alle Ubrigen ver-
schwinden. Es ist demnach:

womit wir (zufolge des Cauchyschen Integralsatzes) auf die obige
Koeffizientenbestimmung der Reihe (3) zuriickkommen. Die soeben
angesetzte Laurentsehe Reihe fur f(z) ist also notwendig mit der
Reihe (3) identisch, womit der aufgestellte Satz bewiesen ist.

Als , Laurentschen Satz“ bezeichnet man das durch die bisherigen
Entwicklungen festgestellte Ergebnis: Eine in dem durch die Unglei-
chungen (1) festgelegten Bereiche T2 eindeutige und analytische Funktion
f(z) ist in einer und nur einer Art als Summe:

1) Siehe die Anmerkung S. 9.
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zweier Funktionen fx(z) und f2(z) darstellbar, von denen die erste inner-
halb des Kreises Kx Uberall eindeutig/ und analytisch ist, wahrend die
zweite auBerhalb des Kreises K2, unter EinschluR der Stelle oo, (berall
eindeutig und analytisch ist und im Punkt oo verschwindet.

Einige besondere Folgerungen beziehen sich auf die Félle, daB
f(z) auch innerhalb K2 oder auch auflerhalb Kx oder endlich in beiden
Bereichen zugleich eindeutig bleibt. Es gelte erstlich die Voraussetzung,
daB f(e) auch innerhalb K2 eindeutig sei und, hochstens vom Null-
punkte z = 0 selbst abgesehen, sich daselbst Uberall analytisch ver-
halte. Da fx(z) innerhalb K2 (berall eindeutig und analytisch ist,
so wird ein etwa im Nullpunkte auftretender singuldrer Punkt von
f(z), der (wegen der Eindeutigkeit von f(zj) entweder wesentlich ist
oder einen Pol mter Ordnung darstellt, notwendig von der Funktion
f%(z) = f(z) —fi(z) aufgenommen, die indessen fur alle von O verschie-
denen z eindeutig und analytisch sein wird.

Nimmt man nun erstlich an, daB f(z) auch im Nullpunkt analy-
tisch bleibt, so gilt (vgl. S. 17) fur alle z mit |z|< Bx und also ins-
besondere auch in T2 eine Darstellung:

f(z) = O+ oz + 2224- c3Z3H----,

und da dies notwendig die Laurentsche Reihe ist, so mufl im vor-
liegenden Falle f2(z) "mit 0 identisch sein. Liegt im Nullpunkte ein
Pol “tei Ordnung von f(z), so findet man in derselben Art als in T,
gultig:

f(z) = c_m— + c_m+l ;—i + oo c_xF-f O+ Cxz + oes;

und da dies wiederum die Laurentsche Reihe sein muB, so gilt:
(5) IIO) = C_tl + ¢_,-,- + eee + n

Trifft keiner dieser beiden Félle zu, so ist der Nullpunkt fir f(z) und
damit fur f2(z) wesentlich singuldr: Ist f\z) auch innerhalb K2, hoch-
stens vom Nullpunkt abgesehen, eindeutig und analytisch, so ist f2(z)
identisch 0 oder die rationale Funktion (5) oder durch eine flir alle von
0 verschiedenen z konvergente unendliche Beihe darstellbar, je nachdem
f{z) auch im Nullpunkt analytisch ist oder daselbst einen Pol mtTl Ord-
nung oder endlich einen wesentlich singularen Punkt hat. Offenbar ist
auch die Umkehrung dieses Satzes richtig.

Entsprechende Betrachtungen gelten, falls f(z) auch auferhalb Kx
eindeutig und, hochstens abgesehen von der Stelle oo, analytisch ist.
Wir merken den Satz an: Ist f(z) auBerhalb Kx, hochstens von dem
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Punkte oo abgesehen, eindeutig und analytisch, so ist f*{z) mit einer Kon-
stanten d) identischl) oder eine rationale ganze Funktion mten Grades:
(6) /10) = «+ ci0 + = - + cmzm

oder durch eine ,,besténdig konvergente* unendliche Reihe "3(F) darstell-
bar, je nachdem f(z) auch im Punkte oo analytisch ist oder daselbst einen
Pol mtT Ordnung oder einen wesentlich singularen Punkt hat. Auch liier
gilt offenbar die Umkehrung des Satzes.

Diese drei Falle wollen wir noch mit dem Falle einer identisch
verschwindenden Funktion f2(z) kombinieren: Ist f(z) auf der ganzen
z-Kugel, héchstens vom Punkte z — 0o abgesehen, eindeutig und analytisch,
so ist f(z) mit einer Konstanten o0 identisch oder eine rationale ganze
Funktion (6) vom mten Grade oder darstellbar durch eine ,,bestandig kon-
vergente* unendliche Reihe i (z), je nachdem f(z) auch im Punkte oo ana-
Iytisch bleibt oder daselbst einen Pol mter Ordnung oder einen wesentlich
singularen Punkt hat. Auch die Umkehrung des Satzes trifft zu.

§ 10. Die ganzen rationalen Funktionen und ihre inversen
Funktionen.

Die vorstehenden allgemeinen Entwicklungen (ber analytische
Funktionen sollen nun an einzelnen Funktionsarten, insoweit dies fur
unsere spéateren Zwecke winschenswert ist, erldutert und weiter ent-
wickelt werden. Folgende Erkldrung schlieit sich an den letzten Satz
von §9 an: Eine Funktion, deren Feld F die schlichte (einblattrige) und
vollstandige z-Kugel ist und die den Punkt z = oo als einzigen singu-
laren Punkt hat, heiflt eine ,,ganze rationale*“ Funktion und werde mit
der besonderen Bezeichnung g(z) belegt.? Der singuldre Punkt ist, als dem
Felde F angehorig, auBerwesentlich und also, da g(z) in der Umgebung
desselben eindeutig ist, notwendig ein Pol. Ist die positive ganze Zahl
m die Ordnung desselben, so heifit g(z) eine ,,ganze rationale Funktion
mten Qrages™ unl ist durch einen Ausdruck (6) S. 44 fir alle Werte
von z gegeben.

1) Siehe die Anmerkung 2 S. 30.

2) Wir erkldaren die Funktionen f(z) hier und in der Folge zumeist aus ihren
wesentlichen Eigenschaften, d. h. etwa durch Angabe ihres Feldes F und der Art
und Lage ihrer singuldren Punkte. Dieser Standpunkt ist derjenige Riemanns,
worliber man insbesondere den Art. 20 seiner 1851 erschienenen Dissertation
»Grundlagen fir eine allgemeine Theorie der Funktionen einer veranderlichen
komplexen GroRe“ (Gesammelte mathematische Werke, Leipzig 1876, S. IfF.) ver-
gleiche. Die Darstellung einer Funktion, etwa mittels einer Potenzreihe oder eines
sonstigen analytischen Ausdrucks, ist dann immer erst eine Folge der unabhéngig
hiervon gegebenen Erklarung der Funktion.
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Uber die etwaigen Nullpunkte von g(z) gibt das am Schliisse von
§ 8 (S. 39) aufgestellte Theorem AufschluR. Da g{z) nicht mit 0 iden-
tisch ist, so konnen Avir in der endlichen ~-Ebene eine geschlossene,
sich nicht selbst schneidende, reguldre Kurve C der Art wahlen, dai3
in dem von C umschlossenen endlichen Bereiche, den Rand C selbst
mit einbegriffen, kein Nullpunkt von g(z) gelegen ist. Natirlich findet
sich in diesem Bereiche auch kein Pol, so dal nach dem genannten
Theoreme die fragliche Kurve C als Integrationshahn:

1) 27=/r17(9-0
©

liefert. Nun aber wird die ~-Kugel durch die Kurve C in zwei Be-
reiche zerlegt, einmal den eben ins Auge gefaten Bereich, sodann den
ganzen Rest der 2-Kugel, welcher den Pol mter Ordnung und alle et-
waigen Nullpunkte von g{z) enthdlt. Indem wir C als Rand dieses
zweiten Bereiches auffassen und auf ihn das fragliche Theorem an-
wenden, folgt aus (1) sofort: Die ganze rationale Funktion mtn Grades
g{z) hat einen oder mehrere Nullpunkte, und es ist die Summe der Ord-
nungen aller ihrer Nullpunkte gleich m.

Ist bei der durch z = s zu bezeichnenden Stelle ein Nullpunkt der
Ordnung x von g(z) gelegen, so ist nach S. 27 hierselbst g(z) *(z—s)- *
von 0 verschieden und analytisch. Die sonst etwa vorkommenden Null-
punkte von g(z) besitzt g{z)-{z—s)~* in den gleichen Ordnungen, ohne
dariiber hinaus noch weitere Nullpunkte aufzuweisen. Im (Ubrigen hat
0{z)-{z —s)~* wieder dasselbe Feld F wie g(z) und ist im Endlichen
polfrei.

Diese Betrachtung kann man durch Hinzunahme der weiteren etAva
noch auftretenden Nullpunkte von g{z) fortsetzen. Seien die unter-
schiedenen Nullpunkte von g(z) bei sl} s2, ..., sk gelegen und seien
x1? x2, ..., xk ihre Ordnungen, so gilt fir die positiven ganzen Zahlen
X nach dem zuletzt gewonnenen Satze:

2 Xi + X»+ "*e  xk=
so daf insbesondere ihre Anzahl k der Bedingung 0 < k< m genigt.
Dann erkennt man in:

g(z) *(z- SXT*\z - sx*'--e(z- sk~x*

eine Funktion des bisherigen Feldes F, die fur alle endlichen z analy-
tisch und frei von Nullpunkten ist. Nach dem zuletzt ausgesprochenen
Satze kann sie demnach auch keinen Pol bei z = oo mehr besitzen und
ist also nach dem SchlufRtheorem von § 9 mit einer Konstanten iden-
tisch. Den Wert der letzteren bestimmen wir mittelst des Ausdruckes
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(6) S. 44 leicht zu cm und kleiden das gewonnene Ergebnis in den
Satz: Die ganze rationale Funktion g(z) vom mtn Grade gestattet die
,.Linearfaktorenzerlegung*:

®3) 90)-cjf- s)*0 - *)** een(*-0*=>

wobei die ganzen positiven Exponenten x an die Bedingung (2) gebunden
sind. Hierin ist eine bekannte Ausdrucksform fur das ,,Fundamental-
theorem der Algebra“ gewonnen.

Mit Ricksicht auf die Fortsetzung der Untersuchung wollen wir
unter der Annahme, dal der Grad m> 1 seil), sogleich fir die erste
Ableitung g\z), welche eine ganze rationale Funktion (m — I)ten Grades
ist, die Linearfaktorenzerlegung in der Gestalt:

4) g\z) = mcjz - tf)Hz - ttf* tfh
angeben, wobei die positiven ganzen Zahlen X an die Bedingung:
(5) XK+ XRA-o0e+ X=m—1

gebunden sind. Die Werte der Funktion g(z) in den | Punkten tx,
t2, ..., tf mégen e} €2 ..., e sein; dieselben sind alle endlich, aber
brauchen nattrlich keineswegs durchweg voneinander verschieden zu sein.

Ist jetzt wO irgendein endlicher komplexer Wert, der fest gewahlt
ist, so ist auch (gfz) —wO eine ganze rationale Funktion mten Grades.
Hat dieselbe bei z0 einen Nullpunkt von einer Ordnung g > 1, so hat
daselbst g {z) einen Nullpunkt (g —I)ter Ordnung, so daf} zO einer der
| Werte tIf t2, ..., t{ist und (da fur diesen Wert g[z) offenbar gleich
wO wird) w0 zu den Werten el) €2, ..., et gehort. Nehmen wir dem-
nach w0 zunéchst als von diesen Werten e verschieden an, so wird
(9@ —wO nur Nullpunkte erster Ordnung aufweisen und also an ge-
nau m verschiedenen Stellen des Feldes F verschwinden: Die rationale
ganze Funktion g(z) vom mléu Grade nimmt einen beliebigen, von den el}
€2, .. ., & verschiedenen, endlichen komplexen Wert w0 in genau m ver-
schiedenen Punkten des Feldes F an und soll dieserhalb als eine m-wertige
Funktion im Felde F bezeichnet werden.

Dieses Ergebnis wird in seiner vollen Bedeutung erst (berblickt,
wenn wir auf die allgemeinen Abbildungssatze von 8 7 (S. 30ff.) ein-
gehen. Aus ihnen folgt: Die Umgebung einer beliebigen endlichen von
den tx, t2, ..., t{ verschiedenen Stelle zO wird durch die Funktion
w —g(e) auf einen schlichten Bereich um den Bildpunkt wQ der w-
Ebene konform abgebildet. Es treten aber folgende Unterbrechungen
der Konformitdt der Abbildung auf: Erstlich wird die schlichte Um-

1) Im Falle M= 1 wird mau die aufzustellenden Sé&tze leicht direkt best&-
tigen; Ubrigens kommen wir auf diesen Fall unten noch ausfiuhrlich zurick.
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gebung der Stelle z = oo auf eine ««-blattrige Windungsflache mit dem
Verzweigungspunkte w = 00 abgebildet, so dal die Winkel des Scheitel-
punktes z — 00 sich auf m-fach vergroRerte Winkel Ubertragen. Zwei-
tens aber beachte man, daf im einzelnen Punkte t die Ableitung g (2)
verschwindet, und dafl g(I+x\z) die erste dortselbst nicht verschwin-
dende Ableitung ist: Die schlichte Umgebung der einzelnen Stelle t
wird durch die Funktion w = g(z) auf eine Windungsflache mit V= 1+ K
Bléttern und dem Verzweigungspunkte e = g(t) abgebildet, so dal die
Winkel des Scheitelpunktes t im Abbilde v-fach vergroRert erscheinen.

Die V Blatter der Windungsfliche héngen im Verzweigungspunkte
g, der der Stelle t der ~-Ebene entspricht, zusammen. Wahrend dem-
nach ein dicht bei e gelegener Wert w0 noch V getrennte Ubereinander
liegende Punkte der Windungsflache liefert und also in V dicht bei t
nebeneinander liegenden Punkten z als Funktionswert eintritt, werden
diese V Punkte z, sobald wir w0 gleich e werden lassen, an der Stelle t
zum Zusammenfall kommen. Wir sagen demnach, dal an der Stelle t
der z-Ebene V dem Funktionswerte e entsprechende Punkte z zusammen-
fallen. Ubertragen wir diese Sprechweise auch auf den Punkt z = 00
und den zugehdrigen ««-blattrigen Verzweigungspunkt w = 00, so gilt
der Satz, daf irgendein komplexer Wert w0 in genau m Punkten der
z-Kugel von der Funktion g(z) angenommen wird, ausnahmslos.

Das durch die Funktion w = g(z) gelieferte Abbild des gesamten
Feldes F und damit das Feld F der inversen Funktion z = cp(w) ist
in seiner Gestaltung nun zu Uberblicken. Dieses Feld F' bedeckt die
«(fs-Kugel Uberall ««-blattrig, wobei jedoch an der Stelle 00 alle m Blatter
in dem daselbst gelegenen Verzweigungspunkte Zusammenhéngen und
nach Art der Blatter einer Windungsflache beim Umlauf um z = 00 inein-
ander Ubergehen, wéhrend in entsprechender Weise im einzelnen der |
im Endlichen gelegenen Verzweigungspunkt e{ gewisse V{= 1+  Blatter
Zusammenhdangen und beim Umlauf von e{ ineinander tibergehen. Mehr-
blattrige zusammenhéngende Bereiche dieser Art hat Riemannl) all-
gemein zum Studium der algebraischen Funktionen (vgl. § 16) eiuge-
fuhrt. Man benennt dieserhalb den Bereich F' als eine ,,Riemann-
sche Flachell und spricht in unserem Falle genauer von einer ,geschlos-
senen m-blattrigen Riemannschen Fléche mit (1 -+ 1) Verzweigungspunk-
te n die Flache moge, damit in der Bezeichnung sogleich die Blétter-
anzahl m mit zum Ausdruck kommt, fortan durch das Symbol Fm be-
zeichnet werden.

1) In Abteilung I, Artikel 1 der Abhandlung ,, Theorie der Abel sehen Funk-
tionen*, Journ. f. Math., Bd. 54 (1857) oder Riemann s Werke, S. 95.
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Es ist nun sehr wichtig, daB wir die Riemannsche Flache F,
auch synthetisch aufbauen konnen. Man denke auf der 2-Kugel die
Stellen e und den Punkt oo markiert. Da die Werte elt €2, .. ¢
nicht voneinander verschieden sein missen und ubrigens |i> 1 gilt, so
handelt es sich mindestens um 2, hochstens um (I + 1) markierte Punkte.
Man ziehe nun etwa von el aus durch die sdémtlichen markierten Stellen
€ bis zum Punkte oo eine sich selbst nicht Uberkreuzende, regulére
Kurve und durchschneide die w-Kugel ldngs dieser Kurve. Die beiden
Schnittréander unterscheiden wir mit Ricksicht auf die Durchlaufungsrich-
tung der Kurve von ei nach oo als rechtes und linkes Ufer des Schnittes.
Die zwischen den einzelnen, aufeinanderfolgenden markierten Punkten ver-
laufenden Teile des Schnittes wollen wir der Reihe nach SI} S2, ...
nennen und jeden von ihnen als einen ,,Verzweigungsschnitt” bezeich-
nen. Die zerschnittene «oKugel stellt einen ,einfach zusammenhangen-
den* Bereich dar, der eine einzige von den beiden Schnittufern gelieferte
Randkurve besitzt.

Von der so vorbereiteten w-Kugel wollen wir jetzt m Exemplare
Ubereinander geschichtet denken, die also zundchst aufler Zusammen-
hang sind. Es sei alsdann wQ irgendein komplexer Wert, der jedoch
weder einen Verzweigungspunkt noch einen sonstigen Punkt eines Ver-
zweigungsschnittes liefert. Zu tvO gehdren m verschiedene Werte zly
z2, ..., zmunserer w-deutigen Funktion z = cp(w), die wir uns in irgend-
einer Reihenfolge auf die m Exemplare der w-Kugel bei w0 verteilt
und aufgetragen denken. Jetzt vollziehe man in jedem der m Blatter
die analytische Fortsetzung unserer Funktion, beginnend mit dem auf-
getragenen Werte » = "p(W). Die m berandeten und je einen einfach
zusammenhéngenden Bereich darstellenden Blatter tragen dann Funktions-
werte, die wir durch die Bezeichnungen qi(iv), q2(w), ..., (gm(w), den
zIf z2, ..., zm entsprechend, unterscheiden. Dabei ist in ihrem
Bereiche eine eindeutige Funktion; denn im Innern dieses Bereiches
kommt kein singuldrer Punkt der Funktion vor, und also muf die
Fortsetzung Uber jede im Bereiche geschlossene Kurve nach einem
S. 25 bewiesenen Satze zu den Anfangswerten der Funktion zurlck-
fuhren.

Man fasse nun die Randwerte des ersten Funktionszweiges (p"iv)
langs des rechten Ufers vom ersten Verzweigungsschnitte Sx ins Auge,
welche sich den Innenwerten stetig anschlieBen. In der unzerschnittenen
w-Ebene setzen sich diese Funktionswerte ber die ,,Kurve* St hinweg
stetig fort. Die Folge ist, daf die am rechten Ufer von St stattfinden-
den Randwerte von ¢l(w) auf dem gegeniberliegenden linken Ufer
durch einen bestimmten unter den m Zweigen (EL(w), (2(w), . . ., gm(w)
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erreicht werden missen. Handelt es sich dabei um den Funktions-
zweig <Fiw), so wollen wir nunmehr das rechte Ufer von Sx im ersten
Blatte mit dem linken Ufer von Sx im iten Blatte zusammenheften.

In derselben Weise fortfahrend heften wir auch die rechten Ufer
von Sx in den Ubrigen (m —1) Bléttern je an bestimmte linke Ufer
von Sj an und nehmen die gleiche Operation fur alle Ubrigen Ver-
zweigungsschnitte S2Ss, ... vor. So entsteht am Ende iwvieder unsere geschlossene
m-blattrige Iliemannsche Flache Fm in welcher die zunéchst m-deutige Funk-
tion z — cp{w) nunmehr eine ,gindeutige Funktion des Ortes** geworden ist.

Die Riemannsche Flache Fm ist ein wichtiges Hilfsmittel zur
Veranschaulichung des Verlaufs der Funktion cp(iv) und des Zusammen-
hangs ihrer verschiedenen Zweige. Allerdings ist ein unmittelbares an-
schauliches Erfassen der gesamten Flache nur bei besonders einfach
gebauten Flachen mdoglich. In dieser Hinsicht ist nun sehr wichtig,
daB wir im vorliegenden Falle den Zusammenhang der m Blatter von
Fm dadurch einer zeichnerischen Darstellung noch unmittelbarer zu-
ganglich machen konnen, daf wir Fm riickwérts auf die #-Ebene ab-
bilden. Die m ,,lber“einander liegenden Blatter von Fm liefern dabei m
,fiebeneinander gereihte je einfach zusammenhéngende Bereiche, welche in
ihrer Gesamtheit die z-Kugel Uberall schlicht und ohne Liicke Uberspannen.
Die Randkurven dieser Bereiche entsprechen den Ufern der Verzwei-
gungsschnitte; der einzelne Punkt z —t{ ist rings von 2vi oder (falls
er von ex herrithrt) von v{ Bereichen umgeben, der Punkt z = 00 von
allen m Bereichen. Die Brauchbarkeit dieses Bildes fiir die Darstellung
des Bléatterzusammenhanges wirde hier an einem Beispiele zu erldutern
sein. Doch kommen wir auf den gleichen Gegenstand bei Besprechung
der rationalen Funktionen zuriick und werden dort ein fiir spatere Ent-
wicklungen wichtiges Beispiel betrachten.

811. Die ganzen transzendenten Funktionen. Exponential-
funktion und Logarithmus.

Einer weiteren Klasse ganzer Funktionen legen wir die folgende
Erkldrung zugrunde: Fine Funktion, deren Feld die schlichte z-Ebene,
abgesehen vom einen Funkte z = oo, ist, und die im Endlichen Uberall
analytisch ist, heiflt eine ,,ganze transzendentel Funktion und soll wieder
durch w —g(z) bezeichnet werden. Der einzige Randpunkt z = 0o des Feldes
F ist ein wesentlich singuldrer Funkt der Funktion (vgl. S. 44), die in
ihrem Felde durch eine bestdndig konvergente unendliche Reihe:

1) g(e) = O-f oxz 4 22+ w@z34-—--

darstellbar ist.
Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 4
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Die Beschaffenheit der Funktion in der Umgebung ihres wesentlich
singulédren Punktes wird durch folgende Betrachtung festgestellt. Ist
M ein ,,beliebig™ grol? gewahlter positiver Betrag, so ist in jeder Umgebung
des Punktes z = oo eine Stelle nachweisbar, in der der absolute Betrag
\g{R)\ die Zahl M ubertrifft. Gabe es namlich einen Kreis mit dem
Radius r um den Nullpunkt z =0 der Art, daB fir alle endlichen z
mit \z\> r die Ungleichung:

(2) \M\"™M

zutrifft, so wiirde dieselbe insbesondere langs jedes Kreises K mit einem
Radius R, der groRer als r ist, zutreffen. Ist nun n irgendeine der
Zahlen 1, 2, 3, .. ., so findet man, indem man die langs K gleich-
maRig konvergente Reihe (1) fir </(E) durch £'+1 teilt und Uber K als
Integrationsbahn gliedweise integriert (vgl. Note 1 S. 37):

Hiernach gilt mit Ricksicht auf die l&ngs K gultige Ungleichung (2)
offenbar:

Da M ausgewahlt ist, aber R oberhalb des Betrages r noch beliebig
wahlbar ist, wahrend cn einen von der Auswahl des R unabhédngigen
konstanten Wert bedeutet, so kann zufolge der letzten Ungleichung cn
keinen von O verschiedenen Wert haben. Es wirde also g(z) mit der
Konstanten o identisch sein, womit sich unsere Behauptung besta-
tigt hat.

Nun gilt aber weiter: Ist b eine positive, von 0 verschiedene, aber be-
liebig Hein gewahlte Zahl, so kann man in jeder Umgebung der Stelle oo
einen Funkt z angeben, in dem:

zutrifft. Beim Beweise dieser Behauptung missen wir drei Félle unter-
scheiden. Hat erstlich g (z) unendlich viele Nullpunkte, so haben diese
Nullpunkte auf der 2-Kugel mindestens eine Haufungsstelle.) Eine
solche Haufungsstelle kann aber im Endlichen nirgends auftreten, da
in ihr g(z) sich nicht analytisch verhalten koénnte. Mithin ist der
Punkt oo die einzige Haufungsstelle der Nullpunkte, so daf in jeder
Umgebung von oo ein Punkt angebbar ist, in welchem g{z) gleich 0

1) Siehe das in der Nciie 2 S. 10 erwéahnte und S. 25 ausgelibte Beweisver-
fahren nach der ,,Methode der Einschachtelung“.
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und also Kleiner als d ist. Hat zweitens g(z) Uberhaupt keine Null-
punkte, so erkennt man in:

sofort wieder eine ganze transzendente Funktion. Fir diese ist in jeder
Umgebung von oo ein Punkt z nachweisbar, in dem |f/i() >d _1
und also g(z) < d zutrifft. Hat drittens g(z) endlich viele Null-
punkte zti z2, m« zn der Ordnungen mif m2, ..., mn, SO hat (g{z))~I
ebendort Pole dieser Ordnungen und verhélt sich Ubrigens im End-
lichen allenthalben analytisch. Gilt fir die Umgebung des Poles :z. die
Entwicklung:

so erkennt man jetzt in:

leicht eine ganze transzendente Funktion. Schreiben wir die hier rechts
auftretende Summe in Abhangigkeit von z kurz js(z). so gilt:

woraus sich ergibt:

Nun hat J£(z) im Punkte oo den Grenzwert 0, so da wir eine Um-

gebung von oo eingrenzen konnen, in welcher Uberall ~e{z) < 1 gilt.
Daselbst kann man dann noch eine Stelle nachweisen, fur welche
gi(z) > 14d_ 1 also g(z)~! > d-1 und damit g[z)|<d wird.

Den beiden aufgestellten Sétzen kann man leicht noch eine etwas
erweiterte Fassung geben. Hat man beim ersten Satze in einer Um-
gebung von oo eine Stelle z nachgewiesen, fir welche g(z) > M zu-
trifft, so kann man durch |z |> z einen Bestandteil jener Umgebung
erklaren, in dem dann wiederum ein Punkt z” nachweisbar ist, fir
welchen g{z") > ™ gleichfalls zutrifft. Indem wir so fortfahren, er-
kennen Wwir: In jeder Umgebung von oo sind unbegrenzt viele Punlde
nachweisbar, in denen g[z) > M gilt, und ebenso natlrlich unbegrenzt
viele Punlde, in denen g{z) < d zutrifft.

Ist jetzt wo ein beliebiger endlicher komplexer Wert, der fest ge-
wahit ist, so ist {0f) —wo) wieder eine ganze transzendente Funktion.
Es folgt sofort: iIn jeder Umgebung des ivesentlich singularen Punktes
oo sind unbegrenzt viele Stellen z nachweisbar, in denen:
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zutrifft, in denen also, ivie man sagen kann, die Funktion g(z) dem will-
kirlich ausgeivahlten Werte w0 ,,beliebig*“ nahe kommt. Der Satz gilt, wie
wir schon wissen, in sinngemaBer Ubertragung auch fir den Wert
w0 = o0.

Das eigentiimliche hiermit festgestellte Verhalten einer ganzen
transzendenten Funktion in der Umgebung ihrer wesentlich singuldren
Stelle soll nun an dem bekannten Beispiele der im Endlichen nirgends
verschwindenden Funktion:

W = ez= e*+Hiy = €? (cosy + isiny)

erlautert werden. Schreiben wir w = u -f iv, so ergibt sich die durch
die Exponentialfunktion elvermittelte konforme Abbildung sehr leicht aus:

u= e?cosy, v= e?siny.
Man zeichne in der £-Ebene die unendlich vielen, zur reellen Achse
parallelen, dquidistanten Geraden der Gleichungen:

y=0, y—+2«, W= %£7t, y==26x, e°o

Sie zerlegen die 5-Ebene in unendlich viele Bereiche, welche die Ge-
stalt von Parallelstreifen haben; wir wollen dabei von den beiden be-
randenden Geraden immer nur die untere (die zu kleinerem y gehérende)
als dem Bereiche zugehorig ansehen. Ist zQ irgendein endlicher Wert,
so haben wir in jedem unserer Streifen einen und nur einen mit z0
»homologen" Punkt. Wir gelangen zur Punktreihe:

Zq, z0+ 2iit, *ozx A4tsr,

und erkennen, daB alle diese Punkte einen und denselben Funktions-
wert w0 tragen. Alle Werte, welche unsere Funktion iv <=ez iberhaupt
im Endlichen annimmt, treten demnach auch bereits in einem ersten
Streifen, etwa dem durch 0<[?/<2jr charakterisierten, auf. Ist anderer-
seits w0 = r0e*°, wo 0 < 90< gelte, irgendein von 0 und oo ver-
schiedener komplexer Wert, so finden wir, da dieser Funktionswert
an der Stelle:
z0=x0+ iy0O= log rO+ i»0

jenes ersten Streifens, aber auch nur an dieser Stelle, wirklich eintritt.
Dem wesentlich singuldaren Punkte z = oo kdnnen wir uns im Streifen
sowohl nach links wie nach rechts hin anndhern: Die Funktion iv hat
bei diesen Ann&herungen bestimmte Grenzwerte, namlich 0 und 00.) Wir
haben damit folgenden Satz festgestellt: Der gesamte ,.endliche* Parallel-

1) Wir merken noch an: Né&hern wir uns der wesentlich singuldren Stelle
z = 00 mittels einer nicht zur y-Achse parallelen Geraden an, so tritt stets ein
Grenzwert tv ein, namlich entweder 0 oder oo. Bei Anndherung parallel zur vy-
Achse aber hat unsere Funktion keinen Grenzwert.
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streifen wird durch die Funktion w = ez konform auf die schlichte w-Ebene,
abgesehen von den beiden Punkten w = 0 und w = 00, abgebildet; diese
beiden Punkte sind fur die inverse Funktion z = log w wesentlich singuldr.
Man mache sich die Beschaffenheit dieser Abbildung im einzelnen an-
schaulich, indem man die Parallelen zur rr-Achse auf die Geraden,
welche von w = 0 ausstrahlen, und die den Streifen durchziehenden
Parallelen zur y-Achse auf die konzentrischen Kreise um w =0
Ubertrégt.

Die Abbildung der gesamten endlichen #-Ebene, d. i. des Feldes F
unserer Funktion, auf die w-Ebene ist nun unmittelbar ersichtlich:
Das Feld der inversen Funktion z = log w ist eine unendlich-blattrige
Biemannsche Flache F* mit den beiden oo-blattrigen Verzweigungs-
punkten w — 0 und w = oo, die als wesentlich singulére Stellen von log w
dem Felde P nicht zugehdren. Beim synthetischen Aufbau dieser Fx
hat man die w-Ebene im AnschluB an die obige Streifenteilung der
#-Ebene langs der positiven reellen w-Achse mit einem von 0 nach oo
ziehenden ,,Verzweigungsschnitt“ S zu versehen und Exemplare der so
vorbereiteten w-Ebene sowohl nach oben als unten hin in unendlicher
Zahl Ubereinander zu schichten. Sodann hat man jedes rechte Schnitt-
ufer an das linke des nachst darliber folgenden Blattes zu heften, wo-
durch die Fx gewonnen wird.

Der Zusammenhang der Blatter wird auch hier, wie bei der am Schluf3
von § 10 (S. 49) betrachteten Flache, am Ubersichtlichsten durch die
Ubertragung der P auf die schlichte, endliche 2-Ebene dargestellt, wo
ja jeder einzelne Parallelstreifen das konforme Abbild eines bestimmten
Blattes der P ist.

Insbesondere aber kdnnen wir mittelst dieses Abbildes der Fg, das
Verhalten der Funktion w = ez in der Umgebung des wesentlich sin-
guldren Punktes oo veranschaulichen. Es ist zu diesem Zwecke ent-
weder die £-Kugel heranzuziehen, auf welcher die den Geraden y = 2n%
entsprechenden Kreise nach (7) S. 23 durch die Ebenen der Gleichungen:

=0 wund t—--77+1=0, N= 1, +2, 23, o

ausgeschnitten werden, oder man muB3 mittelst der Transformation (2)
S. 21 die Umgebung von z = oo auf diejenige von / =0 in einer neuen
z'-Ebene abbilden. Benutzen wir etwa die letzte Methode, so Ubertragen
sich die Geraden y = 2n?c auf die Kreise:

y'=0 wund x\+ y2+ — V=0, n=zxi,t2+v~.

Die Einteilung der /-Ebene durch diese Kreise ist in Fig. 9 (S. 54) an-
gedeutet. Unter ihnen findet sich insbesondere die /-Achse, und alle
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Ubrigen Kreise berthren die x-Achse im Nullpunkte, wobei der Null-

punkt in der Art eine Haufungsstelle der Kreise ist, dal sich in jeder

Umgebung desselben sowohl oberhalb als unter-

halb der «'-Achse unendlich viele Kreise finden.

Je zwei benachbarte Kreise schliefen nun

einen sichelférmig gestalteten Bereich ein, der

sich an den wesentlich singuldren Punkt/ = 0

mit zwei Spitzen tangential zur «'-Achse beider-

seits heranzieht. Die Spitzen, d. i. der Punkt

z = 0, sollen der Sichel nicht zugerechnet werden;

auch sehen wir nur den einen berandenden

Kreis als zur Sichel gehorig an. Dann ist die

Sichel gerade genau ein eindeutiges Abbild

der gesamten w-Ebene, abgesehen von den

beiden Punkten w = 0 und w = 0o. Die H&u-

fung der Sicheln gegen den Punkt / = 0 hin

veranschaulicht nun unmittelbar folgenden Satz:

Ist wOein beliebiger von 0 und oo verschiedener komplexer Wert, so gibt es in

jeder Umgebung von z = 0 noch unendlich viele Punkte, in denen unsere

Funktion w den WertivOannimmt. Die Werte 0 und oo sind die Grenzwerte

von w in den beiden Spitzen der einzelnen Sichel. Da z' —O0 einen nicht

zur Sichel gehdrenden Punkt darstellt, so kdnnen wir zwar in jeder Um-

gebung von/ = 0in der Sichel Punkte nachweisen, in denen w dem Werte 0

bzw. oo beliebig nahe kommt; aber allerdings wird keiner dieser beiden
Werte innerhalb der Sicbel wirklich erreicht.)

Wir schlieBen noch folgende gleich zur Anwendung kommende
Betrachtung hier an: In der endlicben #-Ebene sei eine im Punkte z0
beginnende und ebenda endigende, also geschlossene Kurve C gezeichnet,
die sich ubrigens sehr wohl auch beliebig oft selbst (berkreuzen darf.
Ihr entspricht in der endlichen w-Ebene eine von w0—e* ausziehende
gleichfalls geschlossene Kurve C, die ,,nicht* durch den Nullpunkt w = 0
hindurchzieht. Wir kénnen C stetig und ohne ZerreilRen in der endlichen
~-Ebene unter Festhaltung des Punktes z0 auf diesen Punkt zusammen-
ziehen. Dem steht eine entsprechende Zusammenziehung von C' auf
den Punkt w0 gegenlber, ohne daR bei dieser Zusammenziehung C Uber

1) Eine ganze transzendente Fnnktion g[z) nimmt in keinem Punkte ihres
Feldes F den Wert oo an. Nach einem von E. Picard entdeckten Satze kann es
héchstens noch einen weiteren Wert w0 geben, der von g(z) in keinem Punkte des
Feldes angenommen wird. Bei der Exponentialfunktion liegt in der Tat ein sol-
cher Wert vor, ndmlich ico= 0. Siehe Ubrigens betreffs des Picardschen Satzes
,0Osgood*, S. 707.
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den Nullpunkt w = 0 hinweggeschoben wiirde oder auch nur den Null-
punkt erreichte.

Zeichnet man andererseits in der endlichen w-Ebene von einer von 0
verschiedenen Stelle wOaus irgendeine geschlossene, also in w0 endigende
Kurve C', welche durch den Nullpunkt w = 0 nicht hindurchlduft, und
wéhlen wir unter den unendlich vielen korrespondierenden Punkten z0
= log iv0 irgendeinen bestimmten aus, so Ubertragt sich C auf eine in
der endlichen ~-Ebene liegende Kurve C, welche in zQbeginnt und einem
homologen Punkte (£0-p 2»u’jr) endigt. Ist nun C unter Festhaltung
von icQauf diesen Punkt zusammenziehbarl), ohne dabei Uber den Nidl-
punkt himceggezogen zu werden, oder auch nur diesen Punkt zu erreichen,
so entspricht dem eine in der endlichen ~-Ebene vor sich gehende ste-
tige Abédnderung von C bei Festbleiben des Anfangs- und des End-
punktes von C in der Art, daB G schliefllich gleichfalls auf einen Punkt,
nédmlich z0 zusammenschrumpft: Also ist der Endpunkt (zO+ 2nin) mit
dem Anfangspunkte identisch, d. h. auch C ist eine ,geschlossene® Kurve.

Mit Hilfe dieser Betrachtung gelingt es leicht folgenden Satz zu
zeigen: Ist g(z) irgendeine (nicht mit einer Konstanten identische) ratio-
nale oder transzendente ganze Funktion, so ist:

3) g0(2) = eA)

eine ganze transzendente Funktion ohne Nullpunkte, und umgekehrt ist jede
ganze transzendente Funktion gO(z) ,,0hne Nullpunkte* in der Gestalt (3)
mittelst einer ganzen Funktion g(z) darstellbar.

Der erste Teil dieses Satzes ist einleuchtend, da g0(z) fir alle end-
lichen z eindeutig und analytisch ist, nicht mit einer Konstanten iden-
tisch ist und fir kein endliches z verschwindet. Um die Umkehrung
zu zeigen, bilde man von der Funktion w -m#0(\) den Logarithmus:

*'= logw = log<70(»
und ordne irgendeinem ersten zQ dem ivO= g0(z0 als von O verschiedener
endlicher Wert eindeutig zugehért, unter den unendlich vielen entspre-
chenden Werten z' irgendeinen bestimmten Z0 zu. Eine beliebige von z0aus-
ziehende geschlossene Kurve C in der endlichen 0-Ebene liefert in der
w-Ebene von wO aus eine gleichfalls geschlossene Kurve C', die nicht
durch w = 0 hindurchlduft. Zieht man C auf den Punkt z0 zusammen,
so schrumpft entsprechend C' auf den Punkt w0 zusammen, ohne daf}
hierbei C' Uber den Nullpunkt w = 0 hinweggeschoben wiirde oder
auch nur diesen Punkt erreichte; denn kein endliches z liefert den
Funktionswert w = 0. Zufolge der vorausgeschickten Betrachtung Uber-

1) Solche Deformationen von Kurven sollen, ohne dal dies jedes Mal hervor-
gehoben wird, immer stetig und ohne Zerreien ausgefiihrt werden.
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tragt sieb demnach C' auf eine von Z0 ausziehende ,,geschlossene” Kurve
der Ebene von z. Bei Fortsetzung langs irgendeines geschlossenen
Weges C in der endlichen 0-Ebene wird demnach die im Punkte z0 ein-
deutig erkldrte Funktion z = logg0(z) stets wieder zum Anfangswerte
zuriickkehren. Die Fortsetzung liefert demnach eine in der ganzen end-
lichen #-Ebene eindeutige und selbstverstandlich analytische Funktion,
d. h. eine Funktion g(z), womit unser Satz bewiesen ist.

8 12. Produktdarstellung der ganzen transzendenten Funktionen.

Die in Gleichung (3) S. 46 bewerkstelligte Produktzerlegung einer
ganzen rationalen Funktion ist auf Grund einer von W eierstrass)
ausgebildeten Theorie auf ganze transzendente Funktionen g(z) tbertragbar.

Hat erstlich g(z) im Nullpunkte z = 0 selber einen Nullpunkt der
Ordnung x, so soll dieser vorweg besonders behandelt werden. Man
erkennt in diesem Falle in z~*-g{z) sofort eine ganze transzendente
Funktion, die fur z = 0 nicht verschwindet, im Ubrigen aber alle Null-
punkte mit g(z) gemein hat. Man betrachte demnach weiter die nicht
bei z= 0 gelegenen Nullpunkte von g(z), sofern solche Vorkommen.

Ist zx irgendein von O verschiedener endlicher Wert, so ist in:

wobei QY{z) irgendeine ganze (rationale oder transzendente) Funktion
ist, eine ganze Funktion dargestellt, die nur einen, bei zt gelegenen,
Nullpunkt erster Ordnung hat; und zugleich ist nach dem SchluBtheorem
von § 11 jede ganze (rationale oder transzendente) Funktion, welche zx
als einzigen Nullpunkt, und zwar von der ersten Ordnung, hat, in der
Gestalt (1) darstellbar. Eine solche Funktion (1) heiffit nach Weier-
strass eine ,,Primfunléion®

Es erledigt sich nun zunachst der Fall, daf g(z) nur endlich viele
Nullstellen hat, sehr leicht. Die nicht bei z = 0 gelegenen Nullpunkte
seien zx, z2, .. zn, wobei wir (was fur die Schreibweise der Formeln
eine Erleichterung sein wird) in dieser Reihe jeden Nullpunkt hoherer
Ordnung so oft hintereinander auffiihren wollen, als seine Ordnung an-
gibt. Ist z = o ein Nullpunkt der Ordnung x von g(z), so wird z~y-g(z)
in derselben Weise wie das Primfunktionenprodukt:

1) in der Arbeit ,Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen*
Abh. der Berl. Akad. von 1876 oder W eierstrass’ Werke, Bd. 2, S. 77. S. auch
,0sgood“, S. 535.
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verschwinden, so dal der Quotient von z~' +gi) und diesem Produkte
eine ganze Funktion ohne Nullpunkte darstellt, die sich nach § 11 als
Exponentialfunktion einer ganzen Funktion gOB) ausdriicken l&Rt. Jede
ganze Funktion g(z) mit endlich vielen Nullstcllen ist hiernach als Produkt:

darstellbar.]) Fur die ganzen rationalen Funktionen ordnet sich dieser
Gleichung die Darstellung (3) S. 46 unter.

Eine Hauptleistung von Weierstrass besteht nun in der Uber-
tragung der Darstellung (2) auf den Fall, da® g(z) unendlich viele Null-
punkte hat, wobei die ganzen Funktionen gkR) derart auszuwdahlen
sein wdirden, dafl das entsprechend fiir n = oo gebildete Produkt (2)
konvergiert. Dies erreicht man in gewissen, noch naher zu bezeich-
nenden Féllen dadurch, dal man gk{R) mit folgender ganzen rationalen
Funktion gleichsetzt:

deren Grad h eine bestimmte endliche von k unabhéngige Zahl sein soll.
Wir wollen hierbei die Mdglichkeit, da gk(B) identisch verschwindet,
mit h = 0 eingeschlossen denken. Die auBerhalb z —0 gelegenen Null-
punkte bilden jetzt eine unendliche Reihe zv z2 zs, ..., in der wir wieder
jeden Nullpunkt in einer seiner Ordnung entsprechenden Anzahl von
Malen aufgefiihrt denken. Setzen wir jzk|= rk so dirfen wir die An-
ordnung so getroffen annehmen, daf} stets:

gilt. Die Nullpunkte haben als einzige Haufungsstelle den wesentlich
singularen Punkt oo unserer Funktion g(z), d. h. es ist:

Ist demnach r irgendeine bestimmte endliche positive Zahl, so gibt es
einen zugehdrigen endlichen Index m derart, daf:

©)] rk>r fir alle k m

zutrifft.

Es sei nun T irgendein endlicher Bereich der schlichten ~-Ebene.
Man wahle dann eine endliche Zahl r so, dal der Kreis des Radius r
um den Nullpunkt der ~-Ebene den Bereich T einschliet und seinem
Rande nirgends nahekommt. Es wird demnach eine bestimmte zwischenl

1) Der Fall, daB g(z) im Nullpunkte nicht verschwindet, ist natirlich mit x= 0

eingeschlossen. t *r<
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0 und 1 gelegene Zalil g angegeben werden konnen, so daB fur alle
Punkte z des Bereiches T die Bedingung:

und also um so mehr:

gilt, unter m den schon in (3) benutzten Index verstanden.
Es wird nun zunéchst der Ausdruck:

der sicher eine ganze Funktion darstellt, alle innerhalb und auf der

Peripherie des Kreises vom Radius r um den Nullpunkt z —0 ge-

legenen Nullpunkte der vorgelegten ganzen Funktion g(z) erschépfen.
Fir jeden endlichen Index n > m gilt andererseits:

wobei die rechts im Exponenten auftretende Funktion log yl ——j fir

jedes 2 m zufolge (3) eine in T eindeutige Funktion von z ist,
welche wir als Summe der in T konvergenten Reihe:

erklaren konnen. Die Frage ist nun, ob in (5) auch n = oo werden
darf, ohne daR dieser Ausdruck aufhort, in T eine analytische Funk-
tion von z darzustellen.

Um hierliber zu entscheiden, schitze man das einzelne Glied der
in (5) rechter Hand im Exponenten stehenden Reihe auf seinen abso-
luten Betrag ab. Aus der fiir gk(z) vorgeschriebenen Gestalt folgt:

und also, da I 1 ist, mit Ricksicht auf die obon fir |z | und rk
vorausgesandten Ungleichungen:

Wenn demnach die absoluten Betrdge rk der Nullstellen zk die
Bedingung erfullen, dal die unendliche Reihe:
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oder (was auf dasselbe hinauskommt) die Reihe:

konvergiert, so wird die in (5) rechts im Exponenten stehende Reihe
flir n = oo absolut und also unbedingt (d. i. unabhéngig von der An-
ordnung der Glieder) sowie gleichmaRig (namlich fir alle in T ge-
legenen z) konvergieren.

Differenzieren wir nun die Reihe:

gliedweise, so folgt als ,,abgeleitete Reihe*:

Auch diese Reihe konvergiert, wie mittels desselben Abschéatzungsver-
fahrens bewiesen wird, in T unbedingt und gleichmdRig. Also zeigt die
schon S. 13ff. benutzte SchluBweise, da durch die letzte Reihe in T die
Ableitung der durch die vorletzte Reihe daselbst dargestellten stetigen
Funktion geliefert wird. Diese Reihe und demnach auch ihre Exponen-
tialfunktion, d. i. das unendliche Produkt:

stellen hiernach unter Voraussetzung der Konvergenz der unendlichen
Reihe (6) eine in T Uberall analytische Funktion dar.

Indem wir dieselbe mit dem Produkte (4) multiplizieren, ergibt
sich weiter, dall das unendliche Produkt:

unabhangig von der Anordnung der Faktoren eine im Bereiche T, d. h.
also in jedem endlichen Bereiche der z-Ebene, eindeutige und daselbst
Uberall analytische Funktion von z darstellt.

Wir haben damit eine ganze transzendente Funktion gewonnen,
welche genau dieselben Nullpunkte wie g{z) hat. Nach dem SchluR-
theorem von § 11 unterscheiden sich demnach diese beiden Funktionen
nur um einen Exponentialfaktor € W Wir haben also folgenden grund-
legenden Satz gewonnen: Kann man eine endliche, nicht-negative ganze
Zahl h angeben, so daR die absoluten Betrage K der unendlich vielen
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Nullpunkte zif z2, ... der ganzen Funktion g(z) eine ,konvergente* Heike
(6) liefern, so gestattet die Funktion g(z) die Darstellung in Gesteiit des
unendlichen Produktes:

welches in jedem endlichen Bereiche der z-Ebene unabhangig von der An-
ordnung der Faktoren konvergiert und den Funktionswert g(z) liefert.

Die (fur die kinftige Verwendung statthafte) Beschrédnkung liegt
hiernach darin, dal wir die Existenz einer bestimmten endlichen ganzen
Zahl h voraussetzen, fur welche die Reihe (6) konvergiert. Im (brigen
werden wir h so Kklein als moglich wahlen, d. h. falls li> 0 ist, soll
nicht schon fur die um eine Einheit verkleinerte Zahl h die Konver-
genz der Reihe (6) zutreffen. Die so bestimmte ganze Zahl h nennt
man die ,,Hoheu der ganzen transzendenten Funktion g(z), vorausgesetzt,
dal g0(z) eine ,rationale” ganze Funktion ist, deren Grad h' die Zahl
h nicht Obertrifft. Ist gQz) zwar rational, aber von einem Grade h'>h,
so nennt man h’ die ,,Hohe* von g{z).

Die Funktion log g{z) ist unendlich vieldeutig und hat in jedem
Nullpunkte von g(z) einen wesentlich singuldren Punkt. Dagegen ist
die Ableitung von log g(z) wieder eindeutig und abgesehen von unend-
lich vielen in den Nullpunkten von g(z) liegenden Polen erster Ord-
nung im Endlichen (berall analytisch. Es gilt die folgende Darstellung:

als ,,Partialbruchentwicklung* der links stehenden Funktion, wobei die
unendliche Reihe, abgesehen davon, dal} in den Punkten zt, zs, ... jeweils
einzelne Glieder der Reihe Pole besitzen, in jedem endlichen Bereiche der
z-Ebene unbedingt und gleichmé&Rig konvergiert. Dies ist bereits durch die
obige Konvergenzbetrachtung mit bewiesen. Ubrigens sind dieselben
Hilfsmittel mit dem gleichen Erfolge auch beim Beweise der nachfolgen-
den weiteren Darstellungen anwendbar:

Dabei gilt, um es nochmals zu betonen, die Konvergenz der Reihe (6)
stets als Voraussetzung.
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813. Die rationalen Funktionen und ihre inversen Funktionen.

Die ganzen rationalen Funktionen gehdren als eine besondere Art
der Klasse der ,rationalen Funktionen“ an, welche wir in folgender
Art zu erklaren haben: Eine Funktion, deren Feld die schlichte und voll-
standige z-Kugel ist, heiflt eine ,rationale Funktion“ und teerde mit der
besonderen Bezeichnung R {z) belegt.

Eine solche Funktion R (z) hat an singuldren Punkten nur Pole,
und zwar kann R(z) nur endlich viele Pole haben, da ja sonst min-
destens eine Haufungsstelle der Pole eintreten wirde, in der R(z) ent-
gegen der Annahme sich nicht analytisch verhalten kénnte. Mdgen im
Endlichen insgesamt n Pole auftreten, ndmlich bei z = sl} s2, ..., sn;
dabei sei mt die Ordnung des Poles sr Die Funktion R(z) gestattet
dann in der Umgebung von st die Darstellung:

Hieraus geht hervor, dal die Differenz:

im Punkte s{ endlich und analytisch bleibt; dabei stellt sie wieder eine
rationale Funktion dar, welche die Ubrigen Pole von R(z) in den bis-
herigen Ordnungen, aber keine weiteren Pole besitzt. Indem man ent-
sprechende Aggregate fur die Gbrigen im Endlichen liegenden Pole ab-
zieht, gewinnt man schlief3lich in:

eine Funktion, die im Endlichen keine singuldren Punkte mehr hat,
mithin eine ganze rationale Funktion (vgl. S. 44) darstellt. Wir wollen
den Grad dieser ganzen Funktion mO nennen, wobei wir auch die Mog-
lichkeit mO— 0 zulassen, wenn namlich die ganze Funktion mit einer
Konstanten identisch ist, wenn also R(z) bei z = oo keinen Pol hat.
Setzen wir fir die ganze Funktion ihren Ausdruck (6) S. 44 an, so er-
gibt sich fur die rationale Funktion R (z) eine Darstellung in Gestalt der
,.Partialbruchentwicklung*“:

Verstehen wir unter gv{z) die nachfolgende ganze Funktion:
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so wird das Produkt R(z) myl(z) eine rationale ganze Funktion, die
durch #0(0) bezeichnet werde. Es folgt hieraus fiir die rationale Funktion
R(z) eine Darstellung als Quotient zweier ,ganzer rationaler Funktionen:

(2) RI€) = iM .

Die Summe der Ordnungen aller Pole von F{z) heie m:
m0+ ml+ w8 4------- bmn=m

und werde der ,,Gradu der rationalen Funktion JR(Z) genannt. Da das
Feld der Funktion R(z) die schlichte und vollstdndige ~-Kugel ist, so
kénnen wir den SchluRsatz von § 8, S. 39, wieder genau in derselben
Art auf R(z) anwenden, wie dies bei den ganzen rationalen Funktionen
S. 45 geschah. Die Summe der Ordnungen aller Nullpunkte von F{z)
ist wieder gleich m. Ist aber wO ein beliebiger endlicher Wert, so hat
(R{z) —ivQ als rationale Funktion dieselben Pole wie F(z) in den
gleichen Ordnungen. Also ist auch die Summe der Ordnungen der
Nullpunkte von (F{z) —iv0) wieder gleich m. Wir konnen dies Ergeb-
nis genau wie bei den ganzen Funktionen in die Gestalt kleiden: Die
rationale Funktion R{z) vom min Grade heilt auf der z-Kugel m-icertig}
insofern sie irgendeinen komplexen Wert wQ den Wert 00 nicht ausge-
schlossen, stets in m Funkten der z-Kugel annimmt, auch hier unter dem
Vorbehalte, daB diese m Funkte keineswegs durchweg voneinander ver-
schieden zu sein brauchen.

Was die letztere Mdglichkeit von Koinzidenzen unter den m Punkten
mit gegebenem wO angeht, so gelangen wir hier wieder zu &hnlichen
Ergebnissen wie bei den ganzen rationalen Funktionen.l) Ist wOzun&chst
ein beliebiger endlicher komplexer Wert, der in einem ersten, gleichfalls
endlichen Punkte zO stattfinde, so wird, falls R'(zQ nicht verschwindet,
die Umgebung von z0 durch unsere Funktion w = lI(z) auf einen
schlichten Bereich um w0 abgebildet. Ist indessen R'(zQ = 0, und ist,
wie wir gleich annehmen, FA"Zg die Ableitung niederster Ordnung,
welche in z0 nicht verschwindet, so wird die schlichte Umgebung von z0
auf eine v-blattrige Windungsflache mit dem Verzweigungspunkte wO
abgebildet. Genau wie S. 47 erkennen wir, dal von den m Stellen der
z-Kugel, welche den Funktionswert w0 tragen, v Stellen bei z0 koinzi-
dieren.

Die erste Ableitung R\z) hat im zuletzt betrachteten Falle bei z0

1) Die nachstfolgende Betrachtung setzt wieder M"> 1 voraus; jedoch wird
man im niedersten Falle M—1 den aufzustellenden Satz Uber die Abbildung
der r-Kugel mittelst der Funktion W= R(Z) leicht direkt bestatigen. Ubrigens
kommen wir auf den Fall m = 1 im § 14 ausfihrlich zurick.
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einen Nullpunkt der Ordnung (v—1). Dagl(z0 nickt verschwindet), so
folgt auf Grund der Darstellung (2) unserer Funktion, da z0 eine
(v — I)-fache Wurzel der Gleichung:

@)+ 0)%0)~ 0)9r) =0

ist. Auch umgekehrt liefert eine (y —I)-fache Wurzel z0 dieser alge-
braischen Gleichung, welche von den besonderen Werten sxs2 .. sn
verschieden ist, immer eine Stelle z0 betrachteter Art, deren schlichte
Umgebung sich also auf eine Windungsflache um w0= R(RO Ubertragt.

Aber auch die n Pole st ordnen sich hier leicht ein. Ist ndmlich
die Ordnung mi des einzelnen Poles st gleich 1, so ist s{ keine Ldsung
der Gleichung (3), und es wird die schlichte Umgebung von st auf
einen gleichfalls schlichten Bereich um den Bildpunkt oo (bertragen.
Ist aber mi> 1, so wird die Umgebung von s{auf eine (mi—~"-blatt-
rige Windungsflaiche mit dem Verzweigungspunkte oo abgebildet, und
hierfir ist eben wieder charakteristisch, dal die Gleichung (3) die
(m. —1I)-facke Wurzel st hat.

SchlielRlich wird auch die Stelle z = oo leicht erledigt. Liegt hier-
selbst ein Pol der Ordnung mO= 1 oder ist 22(0o) gleich dem endlichen
Werte o), jedoch so, daB (R(z) —c0 bei z= 00 einen einfachen Null-
punkt hat, so liefert die Umgebung von z = oo ein schlichtes Abbild
um den Bildpunkt. Im ersten Falle ist g0(z) vom Grade m und gr(z) vom
Grade (in — 1); im zweiten Falle aber ist (g0(z) —c'g"iz)) vom Grade
(m —1) und gx(z) vom Grade m. Fiir beide Falle ist charakteristisch,
daB die Gleichung (3) den Grad (2m —2) aufweist. Liegt aber bei
s =00 ein Pol der Ordnung v =w0> 1, oder hat daselbst (R(z) —d)
einen Nullpunkt der Ordnung v> 1, so gewinnen wir als Abbild der
schlichten Umgebung von z = oo eine v-blattrige Windungsflache. In
beiden Féllen aber stellt man leicht (2m —v —1) als Grad der Glei-
chung (3) fest. Der GleichmaBigkeit wegen werden wir sie auch in
diesem Falle als eine Gleichung (2m —2)ten Grades auffassen, welche
neben (2m—v — 1) endlichen Ldsungen noch die (v — 1)-fache L&-
sung 00 hat.

Hiermit sind zugleich alle Vorbereitungen getroffen, um das Ge-
samtbild der s-Kugel (ber der w-Kugel und damit das Feld der zu
w = R(z) inversen Funktion z = (p(w) zu 0bersehen. Werden wieder
(wie S. 46) die unterschiedenen Losungen der Gleichung (2m — 2)ten
Grades (3) mit tv t2 ..., tt bezeichnet und ist t{ eine A-fache Wur-
zel, so bildet sich die schlichte Umgebung von ti auf eine Windungs-
flache mit der Blatteranzahl vi= \i4- 1 und dem Verzweigungspunkt

1) Der Wert WO war als endlich vorausgesetzt.
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ei = R(ti) ab. Die Umgebung jedes anderen Punktes z0 aber liefert
wieder ein schlichtes Abbild um den Bildpunkt iv0. Wir gelangen also
zu dem Ergebnisse: Das durch die Funktion iv = B(z) gelieferte Abbild der
z-Kugel und damit das Feld der inversen Funldion z = cp(w) ist" eine zu-
sammenh&ngende, geschlossene, m-blétirige Riemannsche Flache Fmiiber der
w-Kugel mit den | Verzweigungspunktm ev €2 .. ., e; im Verzweigungs-
punkte eihangen dabei vi= \i+ 1 Blatter zusammen und gehen beim Umlauf
um diesen Punkt, wie es die zugehtrige Windungsflache zeigt, ineinander (ber.
Die Abbildung ist im allgemeinen eine konforme; nur tritt eine Unter-
brechung der Konformitdt in bekannter Weise (vgl. S. 35) in jedem
der Verzweigungspunkte ein. Da + A+ eeef k gleich dem Grade
(2m — 2) der algebraischen Gleichung (3) ist, so besteht zwischen der
Gesamtzahl m der Blatter und den Anzahlen v der in den einzelnen
Verzweigungspunkten zusammenhéangenden Blatter die Relation:
i
4 o -~ +1+ 2"
I=1

Auch hier ist ein synthetischer Aufbau der Riemannschen Flache Fm
genau in derselben Weise durchfiihrbar, wie derselbe S. 48 ausfihrlich
flr den Fall einer ganzen rationalen Funktion beschrieben wurde. Ebenso
ist die Anordnung und der Zusammenhang der Blatter wieder in be-
sonders anschaulicher Weise dadurch darstellbar, da man Fmruckwarts
auf die ~-Kugel abbildet, wo die m Ubereinander geordneten Bléatter
m nebeneinander gelagerte Bereiche ergeben, die die ~-Kugel gerade schlicht
und vollstdndig bedecken.

Wir erlautern diese MaRregel an der spéterhin noch ndher zu be-
trachtenden Funktion sechsten Grades:

1(ZI- z+ 1)®
' %'s:;a“_'—z)l—'

die wir auch durch die Proportion geben konnen:
B5) w:(w-1):1= 4(z2-z+ 1)3:(2zs- 3z2- 3z+ 2)2:2721-2)2

Die zugehdrige Gleichung (3) hat, wie man leicht ausrechnet, je eine

. 1iN3 . .
Doppelwurzel an den beiden Stellen z = — , die beide iv= 0 lie-

fern, je eine einfache Wurzel an den drei Stellen z = —1, |, 2, die
Ubereinstimmend w — 1 ergeben, und endlich je eine einfache Wurzel
an den drei Stellen z —0, 1, oo, die wieder ein und denselben Wert w,
namlich oo liefern. Die zur sechsdeutigen Funktion z = cp(w) gehdrende
Flache F6 hat demnach zwei je dreiblattrige Verziveigungspunkte, die bei
w = 0 Ubereinanderliegen, drei zweiblattrige Verzweigungspunkte beiw = 1
und ebenfalls drei zweiblattrige Verzweigungspunkte bei w = oo.



Eine besondere sechsbléttrige Riemannsche Flache 65

Beim synthetischen Aufbau dieser F6 wollen wir (unter gering-
fugiger Abweichung von der S. 48 befolgten MaRregel) die w-Ebene
langs der ganzen durch die drei Verzweigungspunkte w = 0, 1, d© zie-
henden reellen Achse durchschneiden. Ohne indessen die zwolf ,,Halb-
blatter* dann unmittelbar langs der ,,Verzweigungsschnitte* S zusammen-
zuheften, wollen wir sogleich ihre zwdlf konformen Abbilder in der
schlichten #-Ebene aufsuchen. Um die Zeichnungen anschaulich zu ge-
stalten, wollen wir dasjenige Halbblatt der ~(;-Ebene, welches die kom-
plexen Werte w mit ,,positiven* ima-
gindren Bestandteilen trdgt, und das
wir dieserhalb als das ,,positive** Halb-
blatt oder die ,,positive*Halbebene be-
zeichnen, mit einer Schraffierung ver-
sehen (vgl. Fig. 10), wahrend das ,,negative* Halbblatt frei bleiben soll. Indem
wir die sechs Abbilder der positiven Halbblétter in der 2-Ebene gleichfalls
schraffieren, entspringt die Bereicheinteilung der 2-Ebene, wie sie in Fig. 11
dargestellt ist. Es sind
also zwdlfvon Kreisen und
Geraden begrenzte drei-
eckige Bereiche, welche die
zwolf Halbblétter der F6
honform abbilden und in
ihrer Nebeneinanderord-
nung den Zusammenhang
der Blatter von F6zur An-
schauung bringen. Die in
Fig. 11 in Klammern an-
gegebenen Zahlen sind die

Funktionswerte w, die den Argumenten z= 1€V ~ 2,0, 1 00

entsprechen und also von den Verzweigungspuukten herriihren.

Die wahre Bedeutung dieser Figur wird uns spater in anderem
Zusammenhénge beschéftigen. Die Richtigkeit der Angaben wolle man
hier zunédchst auf elementarem Wege bestatigen, indem man z B. flr
z= -fiy die Funktion w in die Gestalt setzt:

oder fur z = e9i in die Form:

oder die Funktion fiir reelle z berechnet usw.
Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1
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§14. Die linearen Substitutionen und der Begriff der Kreis-
verwandtschaft.

Einige besondere Ausfiihrungen haben wir an die Entwicklungen
von 8 13 fiir den niedersten Fall anzuschlieen, dal namlich die Blatter-
anzahl der daselbst mit F* bezeichneten Riemannsche Fl&che insbesondere
m = 1 ist. Fxist die schlichte und vollstandige w-Kugel, welche, da
Verzweigungspunkte jetzt ausgeschlossen sind, ohne Ausnahme konform
auf die Kugel bezogen ist. Eine Funktion, ivelche die schlichte und
vollstandige z-Kugel ausnahmslos konform auf die schlichte und gleichfalls
vollstandige w-Kugel abbildet, ist eine rationale Funktion ersten Grades
oder kurz eine ,lineare* Funktion und hat die Gestalt:

Aus der Gestalt der Ableitung:

oder auch durch direkte Betrachtung von (1) folgt, daf der Ausdruck
(ad—bc), den man als ,,Determinante* der linearen Funktion (1) be-
zeichnet, von 0 verschieden sein muf:
2 ad —bc Z=0.

Gewohnlich deutet man die komplexen Werte iv gleich auf der
#-Kugel selber, schreibt dann z an Stelle von w und:

(3)
anstatt der Gleichung (1). Man sagt im AnschluR hieran, die z-Kugel
werde mittelst der linearen Substitutionu (3) in sich selbst transformiert.

Eine solche Transformation hat nun neben ihren Eigenschaften der
Eindeutigkeit und Winkeltreue die dritte grundlegende Eigenschaft,
daB sie die Kreise der z-Kugel stets wieder in Kreise Uberfuhrt. Man
sagt, das System aller Kreise der z-Kugel sei gegeniiber der Transfor-
mation mittelst einer linearen Substitution (3) invariant. Operieren wir
mit der #-Ebene, so missen wir, entsprechend dem Schlulsatze von
8 5, S. 23, die gesamten Geraden der "-Ebene als Kreise mit dem Ra-
dius oo den Kreisen zurechnen; auf der #-Kugel werden diese besonderen
Kreise einfach diejenigen durch den Punkt z = oo.

Eine umkehrbar eindeutige Beziehung einer Ebene auf eine zweite
oder auch einer Ebene auf sich selbst, bei der Kreisen immer wieder
Kreise entsprechen, nennt man nach Moebiusl) eine ,,Kreisverwandt-

1) ,,Die Theorie der Kreisverwandtschaft in rein geometrischer Darstellung®,
Abh. der Leipz. Ges. d. Wiss., Bd. 2 (1865), S. 529 oder M oebius, Ges. Werke,
Bd. 2, S. 243.
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schaff. Eine solche Kreisverwandtschaft liegt also, wie wir behaupten,
bei jeder Transformation (3) unserer "-Kugel in sich vor.

Der Beweis dieser Behauptung werde zundchst fur den Fall ge-
flhrt, daB ¢ = 0 ist und also eine ,,ganze* lineare Funktion:

z=az-fb

vorliegt. Hier ist zufolge (2) sicher a von O verschieden. Wir schreiben
a= \a\eai und konnen den Ubergang von z zu z durch Vermittlung
zweier Variablen z", z" so vollziehen:

"= eaiz, z"=|az\ z7—z"+Nh

Die vorgelegte ,,ganze* lineare Substitution koénnen wir demnach
erzeugen, indem wir nacheinander die drei noch spezieller gebauten Sub-
stitutionen:

(@) z = ettiz, z2=\a\z, z=z+D

ausiiben.

DaB nun jede dieser Substitutionen eine Kreisverwandtschaft liefert,
macht man sich leicht mittelst einer geometrischen Deutung der Sub-
stutionen klar. In der Tat wollen wir geradezu eine mechanische De-
formation der £-Ebene oder £-Kugel in sich vornehmen, bei welcher
der einzelne Punkt z nach seinem durch die Substitution zugeordneten
Punkte / in geeigneter Weise hingefiihrt wird.

Die erste Substitution (4) wird einfach mittelst einer Drehung der
#-Ebene um ihren Nullpunkt durch den Winkel a vollzogen. Die ein-
zelnen Punkte z wandern hierbei Uber konzentrische Kreise um den
Nullpunkt; diese Kreise sollen demnach die ,,Bahnkurvenll der Substi-
tution heilen. Die vom Nullpunkte ausziehenden geradlinigen Strahlen,
welche die Bahnkurven senkrecht schneiden, heilRen die ,,Niveaukurvenu
der Substitution; die auf gemeinsamer Niveaukurve liegenden Punkte
werden bei der fortschreitenden Bewegung stets auf einer solchen Kurve
verbleiben.

Auf der ~-Kugel beschreibt man die Verhdltnisse am einfachsten
unter Gebrauch einer geographischen Sprechweise. Nach den Formeln (5)ff.
S. 23 entspricht dem Nullpunkt z = 0 der ,,Nordpol“, dem Punkte oo
der ,Stdpol“ der Kugel. Die eben gewonnenen Bahnkurven der ersten
Substitution (4) liefern die ,Parallelkreise”, die Niveaukurven aber er-
geben die ,,Meridianhalbkreise* Hier ist nun die Substitution einfach
mittelst der Drehung der Kugel um ihre ,,Achse” durch den Winkel a
zu vollziehen, wobei die beiden festbleibenden Pole als die ,,Fixpunkte®
der Substitution bezeichnet werden. DaR hei der Drehung der Kugel

die Kreise immer wieder in Kreise (bergehen, ist unmittelbar einleuchtend.
5*
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Bei der zweiten Substitution (4) entspricht dem einzelnen Punkte
Zz= re& ein Punkt desselben ff und des zu r proportionalen Radius-
vektor r = |a|r. Bei der mechanischen Deformation mussen wir uns
die £-Ebene oder £-Kugel als eine elastische Membran denken. Der ein-
zelne Punkt wird dann, wenn wir sogleich die "-Kugel benutzen, Uber
seinen Meridianhalbkreis hingefiihrt, und zwar in der Richtung auf den
Siidpol oder Nordpol, je nachdem a [> 1 oder < 1 ist.) Die Meridian-
halbkreise sind also jetzt die ,,Bahnkurven“, und wir dirfen uns die
Bewegung derart vollzogen denken, dal die Parallelkreise als ,,Niveau-
kurven® dienen. Auch bei dieser Bewegung bleiben die beiden Pole
fest, stellen also wieder ,,Fixpunkte* der Substitution dar. In der *-Ebene
sind wir hier einfach zu einer ,Ahnlichkeitstransformation“ gelangt, so
benannt, weil jede Figur in eine ihr &hnliche Ubergeht, also insbesondere
ein Kreis stets wieder in einen Kreis.

Ehe wir die dritte Substitution (4) erledigen, wollen wir aus den
beiden ersten die Substitution:

z = az = |a] eaiz

zusammensetzen und haben dabei, um nicht zu den bisherigen Féllen
zuriickzukommen, |a| 1 und aals im Innern des Intervalles 0<a<2;r
gelegen anzunehmen. Natiirlich kénnten wir hier zwei Deformationen
der bisher besprochenen Arten hintereinander ausiiben, wobei insbeson-
dere die beiden Pole der Kugeloberfliche sich wieder als ,,Fixpunkte*
der Substitution erweisen. Es ist aber auch mdglich, die Substitution
Zz = az unter dem Bilde einer einzigen Deformation vorzustellen. Zu
diesem Zwecke Uberdecken wir die #-Ebene einfach und lickenlos mit
einer Schar kongruenter ,logarfthmischer Spiralen”, die gegeben sind
durch die Gleichung:

(5) r=Clee a |,

unter Ct den Parameter verstanden. Auf der z-Kugel liefern die
Spiralen eine Schar kongruenter ,,Loxodromen®, deren einzelne jeden
der beiden Pole unendlich oft spiralig umlduft, und die man gewdhn-
lich als ,isogonale Trajektorien* der Meridianhalbkreise einzufiihren
pflegt. Da nun zwei einander entsprechende Punkte z und z —az
stets auf ein und derselben Loxodrome liegen, so kénnen wir die
Schar (5) der Loxodromen als die ,,Bahnkurven* bei der mecha-
nischen Ausfihrung der Substitution benutzen. Die zu (5) orthogo-

nale Schar: &
(6) r= Gle"I*H
1) Den Fall |a] = | der sogenannten ,identischen* Substitution, bei der

jeder Punkt z an seiner Stelle bleibt, durfen wir auBer acht lassen.
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liefert wieder kongruente logarithmische Spiralen bzw. Loxodromen.
Diese werden durch unsere Substitution ineinander (bergefthrt, und
zwar die vom Parameter C2 in die des Parameters:

Bei der mechanischen Uberfiihrung der £-Kugel aus der Anfangslage in
die Endlagen mogen demnach die Loxodromen (6) die Niveaukurven
abgeben. Fig. 12 er-
lautere diese Vorstel-
lungen an einem der
2-Ebene angehdrenden
Bilde.

Die letzte Substi-
tution (4) hat wieder
elementaren Charak-
ter, insofern sie durch
eine ,,Parallelverschie-
bung“ oder ,Trans-
lation* der 0-Ebene in
sich vollzogen wird,
bei der insbesondere
der Nullpunkt auf ge-
radliniger Strecke zum
Punkte b hingefihrt
wird. Die Schar der
zu dieser Strecke par-
allelen Geraden liefert die ,,Bahnkurven®, die orthogonale Geradenschar
die ,,Niveaukurven* Auf der z-Kugel liefern die Bahnkurven eine
Schar von Kreisen, die sich im ,Sudpol“ beriihren, die Niveaukurven
ergeben die zugehdrige orthogonale Kreisschar. Der ,,Sldpol* z — oo
ist jetzt der einzige sich selbst entsprechende Punkt oder ,Fixpunkt®
der Substitutionen. Dall wir hier mit einer Kreisverwandtschaft zu tun
haben, ist wieder einleuchtend.

Liegt jetzt zweitens eine Substitution (3) mit nicht verschwinden-
dem c vor, so kénnen wir schreiben:

Benutzen wir somit die Abkirzungen:
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so konnen wir die vorgelegte Substitution durch Vermittlung zweier
Variablen z" und z" so auflgsen:

Jede Substitution mit nicht verschwindendem c IaRt sich demnach durch
drei aufeinanderfolgende Substitutionen erzeugen, von denen die erste
und dritte der schon erledigten Art z = az + b angehoren, wéhrend
als neu die zweite Substitution von der Gestalt:

hinzukommt. Dall aber auch diese eine Kreisverwandtschaft darstellt,
ist wieder sofort einleuchtend; denn es entspricht bei ihr dem Kreise:

der Kreis von der Gleichung:

Der ausgesprochene Charakter unserer linearen Substitutionen (3) ist
damit allgemein als zutreffend erkannt.

Die geometrisch-mechanischen Ausfuhrungen (ber die Substitutionen
(4) Ubertragt man leicht auch auf alle Substitutionen (3) mit nicht
verschwindendem c. Man stelle erstlich fest, dal eine solche Substitution
immer zwei ,,Fixpunkte** hat. Soll namlich durch (3) der Punkt z sich
selbst zugeordnet sein, so ist z' = z, und also geniigt z der quadratischen
Gleichung:

Sind erstlich die Ldsungen dieser Gleichung voneinander verschie-
den, so wollen wir sie zt und z2 nennen.]) Die Substitution (3) muR
sich dann umrechnen lassen auf die Gestalt:

wo der konstante Faktor in als ,,Multiplikator” der Substitution be-
zeichnet wird. Es ist namlich der links stehende Ausdruck selbst wieder
eine lineare Funktion von z, welche die rechts stehende Gestalt haben
muB, da ihr Nullpunkt in zI und ihr Pol in z2 gelegen ist. Fuhren wir
an Stelle von z die Variable:

ein, so rechnet sich unsere Substitution (8) auf die neue Gestalt um:

1) Da c al8 von 0 verschieden gilt, so sind und z2 endlich.
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auf welche unmittelbar die fur die beiden ersten Substitutionen (4) ge-
gebenen Ausfiihrungen Ubertragen werden kénnen. Das Bild der Z-
Kugel mit ihren Parallelkreisen, Meridianhalbkreisen und Loxodromen
bat man dann durch die Transformation (9), welche ja selber wieder
eine KreisVerwandtschaft liefert, auf die £-Kugel zu (bertragen, wobei
die Meridiankreise in die Schar der Kreise durch die beiden Punkte glt
Zg Ubergeht, die Parallelkreise in die zur eben gewonnenen orthogonalen
Kreisschar, wéhrend die Loxodromen auf der #-Kugel Doppelspiralen
liefern, welche jede der eben genannten Kreisscharen isogonal durch-
setzen.

Ist erstlich |w|=1, so heiflt die Substitution ,.elliptischl}) Die
Kreise durch zx und z2 liefern die Niveaukurven, die orthogonale Kreis-
schar stellt die Bahnkurven; die Substitution hat den Charakter einer
Drehung der 2-Ebene um zt und z2. Ist p = 0, so heillt die Substi-
tution ,hyperholischNun
sind die zt und z2 verbin-
denden Kreise die Bahnkur-
ven, und die zu ihnen ortho-
gonalen Kreise liefern die
Niveaukurven. Es findet eine
Deformation der Ebene vom
einen Fixpunkte in der Rich-
tung auf den anderen l&ngs
der Bahnkurven statt, wie
man sich die an Fig. 13
(die auch zur Erldauterung
des elliptischen Falles dienen
kann) deutlich mache. Ist
weder |m|= 1 noch p= 0,
so heilt die Substitution
,loxodromischu; ihr entspricht eine schraubenartige Deformation der
£-Kugel in sich.

Sind zweitens die Losungen der Gleichung (7) einander gleich und
gleich zQ <o mul sich die Substitution umrechnen lassen auf:

Wir missen ndmlich bei Einfuhrung der neuen Verénderlichen:

1) Der Fall m= 1 kann in Gleichung (8) nicht vorliegen, da er zur ,iden-
tischen* Substitution Z=2 und damit zu e= 0 fuhren wirde.
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zu einer in Z geschriebenen Substitution der dritten unter (4) genann-
ten Art gelangen, da der ,Sidpol“ Z = oo der Z-Kugel der einzige
sieb selbst entsprechende Punkt ist. Ubrigens werden wir diesen Punkt
als Koinzidenzpunkt zweier Fixpunkte fassen, damit der Satz, eine Sub-
stitution (3) habe stets zwei Fixpunkte, allgemein gilt. Eine Substi-
tution der jetzt vorliegenden Art beifst ,parabolisch® In der Z-Ebene
batten wir zwei einander orthogonale Scharen paralleler Geraden, welche
die Bahn- und Niveaukurven lieferten. lhre durch (10) gelieferten
kreisverwandten Abbilder in der £-Ebene ergeben zwei zueinander ortho-

gonale Scharen von Kreisen des in Fig. 14 dargestellten Typus; jetzt
also besteht die einzelne Schar aus lauter sich im Fixpunkte z0 be-
rihrenden Kreisen.])

Es bedarf kaum der Hervorhebung, dal wir die Benennungen
Lelliptisch, ,,hyperbolisch* und ,,parabolisch® auch auf die Substitutio-
nen (4) anwenden, sowie daB wir z = a eaiz mit aj<; 1 und

1) Die Benennungen ,elliptisch“, ,hyperbolisch® usw. fiir die verschiedenen
Arten der Substitutionen (3) sind von Klein eingefiihrt. Eine ausfihrliche Be-
handlung der linearen Substitutionen auf Grundlage ihrer Beziehung zur projek-
tiven Geometrie findet man in den ,Vorlesungen uUber die Theorie der automorphen
Funktionen* von F. Klein und R. Fricke (Leipzig, 1897), Bd. 1, Einleitung. Man
findet hier auch die Originalliteratur nachgewiesen. Ubrigens vergleiche man auch
Osgood, S. 258ff.
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0 < a < 2jt ,loxodromisch“ nennen. Ubrigens werden uns spéaterhin
vornehmlich elliptische, hyperbolische und parabolische Substitutionen
begegnen.

815. Die linearen Substitutionen zweiter Art und die indirekten
Kreisverwandtschaften.

Mit i bezeichnen wir den zu z = x iy konjugiert komplexen
Wert x —iy. Der Ubergang von z zu z =z, bei dem also jedem
Werte z sein konjugierter zugeordnet ist, wird als ,Spiegelung” der
£-Ebene an der reellen Achse bezeichnet. Diese Transformation stellt
eine eindeutige und auch wieder konforme Abbildung der #-Ebene auf
sich selbst dar; doch besteht ein Unterschied gegen die bisherigen kon-
formen Abbildungen darin, daB im Abbild eines Winkels die Schenkel
desselben vertauscht oder umgelegt erscheinen. Wir sprechen in die-
sem Sinne von einer konformen Abbildung ,,mit Umlegung der Winkel*.
Ubrigens werden die Kreise der 2-Ebene durch z = z wieder in Kreise
ubergefihrt.

Man wolle jetzt auf die durch z' = z transformierte #-Ebene gleich
noch irgendeine lineare Substitution (3) S. 66 mit nicht verschwinden-
der Determinante austben. Man gelangt so zu der durch:

(i)

dargestellten Transformation des Punktes z in den Punkt z. Wir be-
zeichnen (1) als eine lineare Substitution ,,zweiter Art* und ihr gegen-
liber eine Substitution (3) S. 66 genauer als eine solche der ,ersten
Art.  Jede lineare Substitution zweiter Art stellt eine eindeutige konforme
Abbildung der z-Ebene auf sich selbst mit Umlegung der Winkel dar,
bei der Kreise immer wieder in Kreise Ubergehen. Die hier vorliegenden
KreisVVerwandtschaften mit Umlegung der Winkel bezeichnet man als
»indirekte* und nennt diejenigen des 8 14 demgegenuber ,,direkte” Kreis-
verwandtschaften.

Unter den Substitutionen (1) wollen wir nur eine einzige Art be-
sonders betrachten, namlich die gleich ndher zu erklarenden ,,Spiege-
lungen oder ,Inversionen an Kreisen; man nennt sie auch ,,Transfor-
mationen durch reziproke Radien** an Kreisen. In dem besonderen Falle,
dal der Kreis, an dem die Spiegelung vorgenommen werden soll, und
der allgemein der ,,Symmetriekreis“ der Spiegelung heillen soll, eine
Gerade ist, haben wir mit einer elementaren Spiegelung zu tun, wie
wir sie anfangs durch z = < fir die reelle Achse als ,,Symmetriekreis*
darstellten.
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Den Charakter der Spiegelungen mit Symmetriekreisen endlicher
Radien erldutern wir durch das Beispiel:

wo der Quotient  einen reellen positiven Wert haben soll. Schreiben

wir p8 fiir diesen Wert, so wird durch unsere Substitution der Punkt
z = re9 oder, wie wir sagen dirfen, der Punkt der Polarkoordinaten

(r, tf) in den Punkt Ubergefiihrt.  Der Symmetriekreis ist hier

der Kreis des Radius p um den Nullpunkt; jeder Punkt dieses Kreises,
ist durch die Substitution (2) sich selbst zugeordnet. Weiter ver-
tauscht die Substitution das Aulere mit dem Inneren dieses Kreises
und zwar in der Art, dal einander zugeordnete Punkte gleiche Ampli-
tuden # haben und Radienvektoren r und r, welche durch die Re-
lation rr' = p8 verbunden erscheinen. Die obengenannten Namen der
Substitution (2) finden in diesem geometrischen Charakter derselben
ihre Begriindung.

Da die Substitution (2) sich dem Ansatz (1) einordnet, so liefert
die eben beschriebene , Transformation durch reziproke Radien® am
Kreise des Radius p um den Nullpunkt eine konforme Abbildung mit
Umlegung der Winkel und insbesondere eine indirekte Kreisverwandt-
schaft. Dieser Charakter unserer Transformation bleibt natlrlich ge-
wahrt, falls an Stelle des Kreises vom Radius p um den Nullpunkt
irgendein beliebiger Kreis der #-Ebene mit endlichem Radius als Sym-
metriekreis der Spiegelung tritt. Andrerseits ist aber auch leicht zu
sehen, dalR die Spiegelung an diesem neuen Symmetriekreise gleichfalls
unter den Substitutionen (1) enthalten ist. Wenn wir n&mlich zuvor
die Transformation z = 5 und dann erst die Spiegelung an dem neuen
Symmetriekreise vornehmen, gelangen wir zu einer ausnahmslos kon-
formen Beziehung der 2-Ebene auf sich selbst ohne Umlegung der
Winke] und damit zu einer Substitution (3) S. 66, woraus fir die
Spiegelung die Gestalt (1) entspringt.

Auch die Spiegelung an irgendeiner Geraden der 2-Ebene, welche
denselben elementaren Charakter hat wie die oben betrachtete Spiege-
lung z —z an der reellen Achse, findet sich unter den Substitutionen
(1), wie man wieder durch Kombinierung mit der besonderen Spiege-
lung Z'= i und Benutzung der dadurch zu erzeugenden Substitution
erster Art zeigt.

Mit Ricksicht auf spatere Anwendungen wollen wir diese besondere
Klasse der Spiegelungen unter den Substitutionen (1) auch direkt da-
durch charakterisieren, daf® wir die ihnen eigentimlichen Koeffizienten



Die Spiegelungen oder Inversionen an Kreisen 75

a, b c d angeben. Bei den zu diesem Ende anzustellenden Rechnungen
schreibt man die Substitutionen (1) zweckmalig so, daB die Determi-
nante gleich 1 ist:

3) ad —bc = 1

Dies ist immer erreichbar, da man die Koeffizienten a b, ¢, d, ohne
die Substitution wesentlich zu &ndern, noch mit einem gemeinsamen
Faktor versehen kann und dieser dann eben so wéhlbar ist, dal die
multiplizierten Koeffizienten die Determinante 1 haben. Durch die
Forderung (3) ist Ubrigens die Schreibweise der Substitution noch
nicht eindeutig bestimmt, da man ohne die Substitution und die Glei-
chung (3) zu d&ndern noch einen gleichzeitigen Zeichenwechsel von
a, b, ¢, d vornehmen kann. Doch ist es nicht erforderlich, diese Zwei-
deutigkeit noch irgendwie zu heben.

Eine einzelne Spiegelung stellt nun ein umkehrbares Entsprechen
von Punkten z und z dar. Nennt man bei irgendeiner unserer Sub-
stitutionen (erster oder zweiter Art), welche z in z uberfihrt, diejenige
Substitution, welche umgekehrt z' wieder nach z zuriickfiihrt, zur ersteren
,Jinvers“, so ist eine Spiegelung offenbar sich selbst invers. Nun ist,
wenn & b, ¢, d die zu a, b, ¢, d konjugierten Zahlwerte sind, zur Sub-
stitution (1) die folgende invers:
dz —b
—tz’-\-a*¥

z =

wie man durch Auflésung der Gleichung (1) nach z unter Austausch
der Bezeichnungen z und z findet. Da im Falle einer Spiegelung die
eben angeschriebene Substitution wieder mit (1) identisch sein muB,
so gilt fur eine Spiegelung;

d= 06a, b——6b, = —0c, &a4—ad,

unter 6 einen Proportionalititsfaktor verstanden. Die Bedingung (3)
ergibt dann, daB dieser Faktor 0 entweder gleich + 1 oder —1
sein muB.

Wir behaupten nun, dal der Fall 0= +1 uns gerade bereits alle
unsere Spiegelungen liefert. Hier ist d konjugiert komplex zu a, wéh-
rend b und c rein imagindr sind; wir schreiben also:

a= +ia2, b=1ib3 c=ic2 d= —iaz
wo et, a2, b2, 2 reelle Zahlen sind, die zufolge (3)* die Bedingung:
4 al+ a\+ 22=1

erflllen. Die sich selbst entsprechenden Punkte (Fixpunkte) der Sub-
stitution finden wir, indem wir in die Substitution z = z und also
iz'=x+1iy, z=x—Iiy eintragen. Es gilt der Satz: Unter den ge-
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mal (3) geschriebenen Substitutionen (1) sind die Spiegelungen durch die
besondere Gestalt:

le\ "= («i+ iaje + ibt

A ic2z -f- (al —ia2)

ausgezeichnet, wo ax, a2, b2, 2 vier reelle die Relation (4) befriedigende
Zahlen sind. Der Symmetriekreis der Spiegelung (5) hat die Gleichung:

(6) 2(x*+ y*) — 2a%-\-2axy —b2= 0,

derselbe hat zufolge (4) einen von O verschiedenen reellen Radius, der ins-
besondere fiir 2= 0 unendlich grof ist.

Zum Beweise dieser Behauptung beachte man, dal3 die auch fir
6 = — 1 leicht durchflihrbare Rechnung zwar gleichfalls auf sich selbst
inverse Substitutionen zweiter Art fuhrt, dal jedoch diesen letzteren
Substitutionen keine Symmetriekreise mit reellen Radien zugehoren.
Die Substitutionen (5) missen also unsere gesamten Spiegelungen be-
reits erschopfen; und in der Tat kénnen wir auch durch zweckmaRige
Auswahl von ax, a2, b2, c2 den Kreis (6) mit jedem beliebigen Kreise
bzw. mit jeder beliebigen Geraden der ~-Ebene identifizieren.l)

8 16. Allgemeine Angaben Uber algebraische Funktionen
und Gebilde.

Bei Gelegenheit der Inversion der rationalen Funktionen gelangten
wir zur Vorstellung der m-bléttrigen Riemannschen Flachen Fmmit
I Verzweigungspunkten, fir welche wir auch einen synthetischen Aufbau
besprachen (vgl. S. 48). Wir wollen jetzt an eine beliebige Flache dieser
Art anknlpfen, die wir uns wie oben in folgender Weise synthetisch
herstellen. Auf der 0-Kugel markieren wir irgend | verschiedene Stellen
&, €, ... &, wobei die ganze Zahl 1> 1 und endlich sei. Wir ziehen
eine reguldre Kurve, die sich nicht selbst schneidet, von ex lber €2
€3 bis exund bezeichnen die durch die Punkte e begrenzten Teile der

Kurve mit Sx, S2, ..., Sx x. Léngs jedes dieser Kurvenstiicke durch-
schneiden wir die ~-Kugel, nennen die Si} S2, ..., St x wieder ,Ver-
1) Uber die Behandlung der Substitutionen zweiter Art auf Grundlage pro-

jektiver Vorstellungen im Raume der z-Kugel (s. S. 22) vergleiche man wieder die
in der Note S. 72 genannten Vorlesungen, Bd. 1, Einleitung. Dabei erweisen sich
die sich selbst inversen Substitutionen (1) als ,,Perspektivitdten®, welche die z-Ku-
gel in sich uberfuhren. Liegt das Perspektivitdtszentrum auBerhalb der Kugel,
so haben wir mit einer unserer Spiegelungen zu tun, wobei die Polarebene jenes
Zentrums den Symmetriekreis auf der z-Kugel ausschneidet. Die im Texte nicht
behandelten Substitutionen mit 6— — 1 haben Perspektivitatszentren innerhalb
der Kugel; man hat im Einzelfall eine sogenannte ,Diametralsymmetrie”, d. h.
eine Transformation, bei der je zwei bezliglich des Perspektivitatszentrums dia-
metrale Punkte der z-Kugel ineinander ubergehen.
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zweigungsschnitte und unterscheiden beim einzelnen ein rechtes und
ein linkes Ufer.

Wir lagern nun eine endliche Anzahl m1 von Exemplaren der
so vorbereiteten #-Kugel (bereinander und beginnen damit, die m linken
Schnittufer S1 in irgendeiner Anordnung den m rechten Ufern zuzu-
ordnen und je zwei einander zugeordnete Ufer (wie S.48u.f.) aneinander
zu heften. Demnéchst verfahren wir gerade so langs S2, Ss, ... S(_ vV

So entspringt eine geschlossene m-bléttrige Flache Fw, welche jeden-
falls an keinen anderen Stellen als den elf €2, ..., ex Verzweigungs-
punkte aufweist. Beim einzelnen Punkte ex kommen wir von einem
ersten Blatte spatestens nach m Umléufen in dieses Blatt zuriick; kom-
men wir nach vi Umldufen zum ersten Male wieder in das Ausgangs-
blatt zurlick, so haben wir bei et einen vf-blattrigen Verzweigungs-
punkt. Ubrigens kann auch die Uferzuordnung eine solche sein, daB
man bei einmaligem Umlauf um einen einzelnen Punkt ek von jedem,
Blatte aus sogleich zu diesem zuriickgefiihrt wird; dann hétten wir je-
doch nicht notig gehabt, diese Stelle ek zu markieren. Auch kdnnen
an einer Stelle e, wie schon das Beispiel von S. 64 lehrt, sehr wohl
mehrere Verzweigungspunkte Ubereinander liegen. Die wirkliche An-
zahl der Verzweigungspunkte kann demnach auch < | oder > | sein.
Wir wollen fortan unter | die wirkliche Anzahl der Verzweigungspunkte
verstehen; halten wir auch an der Bezeichnung fest, daR dieselben bei
z=ei, €2 ... e liegen, so brauchen diese | Werte jetzt nicht mehr
voneinander durchweg verschieden zu sein. Ubrigens moge ef ein vt-
blattriger Verzweigungspunkt sein.

Hiertber hinaus wollen wir noch die wesentliche Forderung stellen,
dalR es moglich sein soll, von einem ersten Blatte durch geeignete Wege
in der Flache Fmzu jedem anderen Blatte hinzugelangen. Ware dies nicht
mdoglich, so wiirde die Flache in mindestens zwei getrennte Stlicke zer-
fallen, deren jedes fir sich geschlossen in gewisser Blatteranzahl die
z-Kugel Uberdeckte, und wir konnten das einzelne dieser Stiicke der
weiteren Betrachtung zugrunde legen.

Wir stellen nun folgende Erklarung auf: Eine Funktion, deren Feld
eine zusammenhangende geschlossene Biemannsche Flache Fmmit | Ver-
zweigungspunkten ist, heilit eine ,,algebraische** Funktion von z und mége
im AnschluB an die bereits S. 48 benutzte Schreibweise durch w = tp(z)
bezeichnet werden. Die Annahme, Fmsei das Feld von ¢>{2), ist so zu
verstehen, daB3, wenn wir die Funktion w = cp(z) etwa in der Umgebung

1) Damit wir Verzweigungspunkte anbringen kénnen und nicht zum
fachen Falle der rationalen Funktionen zurickgefubrt werden, mufl natdrlich
in> 1 sein.

ein-
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einer von jedem ei verschiedenen Stelle zQdurch ein ,,Funktionselement*
(vgl. S. 20) gehen, die analytische Fortsetzung von hier aus als Feld der
Funktion w gerade unsere Riemannsche Flache Fm liefere.

Hieraus geht sofort hervor, dal die m Blatter der Flache m Zweige
unserer Funktion tragen, von denen keine zwei identisch sein kdnnen.
Indem wir die Blatter der Flache numeriert denken, wollen wir diese
m Zweige entsprechend durch die Bezeichnungen wl= <x(), w2= §2(£),

.., Wm—ym(z) voneinander unterscheiden.

Im Anschlu® hieran erklart nun folgende einfache Betrachtung
den fiir die Funktion iv= (p{z) eingefihrten Namen. Wir wollen in
der schlichten z-Ebene von einer Stelle zO aus, die mit keinem der
Werte et Zusammenfalle, eine beliebige geschlossene Kurve C nach z0
zuriick beschreiben, die jedoch auch, um eindeutige Fortsetzbarkeit der
Funktion zu sichern, durch keine der | Stellen e{ hindurchlaufen soll.
Bei Zg geben wir die m Zweige wx= yx(z), **°, wm~ ®1(e) e’'wa
durch ,,Funktionselemente” und setzen zugleich alle m Funktionen
ax(2), ..., gm(z) Uber C fort. Am Schllsse erhalten wir alle m An-
fangszweige wieder, aber im allgemeinen in einer abgednderten Reihen-
folge; denn auf der Riemannschen Flache F7 entsprechen dem Um-
laufe C offenbar m Kurven, deren einzelne bei z0 in einem gewissen
Blatte beginnt und wieder bei z0, jedoch in irgendeinem Blatte, endigt.

Bilden wir nun aber eine symmetrische Funktion der wi} ..., wm
etwa die Potenzsumme:

(2) W+ 4 et win

so ist klar, daB diese in der schlichten 2-Ebene eine Funktion darstellt,
die, Uber die geschlossene Kurve C fortgesetzt, notwendig zu ihren An-
fangswerten zurlickkehrt. Auch die Yerzweigungspunkte selbst bilden keine
Schwierigkeit. In der Umgebung eines einzelnen solchen Punktes e
werden zwar die v in Betracht kommenden Glieder der Summe (1) Ent-

Wicklungen nach Potenzen von {z —e)v mit ganzzahligen Exponenten
besitzenl); aber die Summe (1) mul® wieder, insofern sie sich beim Um-
lauf um e als daselbst eindeutig erweist, eine Entwicklung nach Po-
tenzen von (z—e) mit ausschlieflich ganzzahligen Exponenten auf-
weisen. Somit wird die Summe (1) eine eindeutige Funktion von z
darstellen, deren Feld die schlichte und vollstandige £-Ebene ist; wir
haben also in (1) eine rationale Funktion von z gewonnen, und dasselbe
gilt demnach nach bekannten Sétzen der Algebra von allen rationalen
symmetrischen Funktionen der wlif co WM.

1) Ist e = 00, so hat man (2—e) durch z 1 zu ersetzen.
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Verstehen wir in der Umgebung von z0 unter w irgendeinen Zweig
unserer Funktion, so ist daselbst die Gleichung:

2 (iv- whw—w¥h.. w—wj=0
identisch erfillt, da ein bestimmter Faktor mit O identisch ist. Multi-

plizieren wir aber die linke Seite dieser Gleichung aus und ordnen
nach abfallenden Potenzen von w, so werden die Koeffizienten yon

w1 wm~2+. . . rationale symmetrische Funktionen der wt, tv2, .. wm
und also rationale Funktionen von z, die wir B1(z), B2(z), ..., Bm{2)
nennen wollen. Wir gelangen zu dem Ergebnis: Es gibt m rationale
Funktionen B1(z), ..., Bm(z) von der Art, dal} die ,,algebraische* Glei-
chung mten Grades flr iv:

(3) ivm + + B2(z2)wm~2+ eee+ Bm(z) = 0

durch unsere algebraische Funktion w = cp(z) auf der ganzen Biemann-
schen Flache Fm erfiillt ist. Da namlich der in (3) links stehende Aus-
druck in irgendeinem ersten Blatte der Flache Fmin der Umgebung
von z0 eine mit O identische Funktion von z liefert, so muB sich dieser
Ausdruck bei analytischer Fortsetzung tber das ganze Feld der Funk-
tion w hin als mit O identisch erweisen.

Stellen wir jede der in (3) auftretenden rationalen Funktionen B{z)
als Quotienten zweier ganzer Funktionen dar (S. 62) und zerlegen die
Nennerfunktionen in ihre Linearfaktoren (S. 46), so modge die ganze
Funktion g0(z) der Generalnenner der m Quotienten sein.l) Multiplizieren
wir die Gleichung (3) mit g0(z), so geht sie in die Gestalt tber:

(@) %0) + gt@QwmI+ g2(z)wm~2H----- Fgm(z) = 0,

wo jetzt die g(e) ganze rationale Funktionen ohne einen allen gemein-
samen Linearfaktor sind. In dieser Gestalt wollen wir die algebraische
Gleichung fur iv kurz durch das Symbol:
(5) G(we) =0
bezeichnen, wo also der links stehende Ausdruck ein ,,Polynom* (eine
rationale ganze Funktion) in w und z darstellt.

Das Polynom G(w, z) hat als eine besonders wichtige Eigenschaft
diejenige der ,,Irreduzibilitat, welche besagt, dal G(iv, z) nicht in das
Produkt zweier Polynome zerlegbar sei. Dall kein von w unabhéngiger

1) Es ist nicht ausgeschlossen, daB von den M Funktionen B (Z) einige iden-
tisch verschwinden. Jedoch kann dies nicht von allen M Funktionen B (2) zu-
gleich gelten, da sonst W selbst mit 0 identisch wéare. Die im Texte vorge-
schriebene Zerlegung bezieht sich naturlich nur auf die nicht identisch verschwin-

denden B (2).
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Faktor absonderungsfahig ist, wurde bereits im AnschluB an (4) her-
vorgehoben. Ist also Uberhaupt eine Zerlegung:

G(w, z) = Gx(w, z) * G2Aw, 2)

maglich, so missen beide Faktoren w in Graden mxund m2 enthalten, die
> 0, in Summa gleich m und also einzeln < m sind. Mindestens einer
der Faktoren, etwa Gx(iv, z), muB fur unsere Funktion w identisch ver-
schwinden.l) Dann besteht aber, wie die analytische Fortsetzung zeigt,
die Gleichung Gx(w,z) = 0 auf der ganzen Fm so daRR diese Gleichung
beim einzelnen z durch die in im allgemeinen verschiedenen Werte
wx, iv2, ..., wm befriedigt wird und also der Annahme zuwider den
Grad m erreichen mfte.

Ein analytisches Gebilde der vorliegenden Art, das man geradezu
auch durch die irreduzible algebraische Relation (5) als erklart an-
sehen kann, heiflt insbesondere ein ,,algebraisches Gebildell Es bezieht
sich diese Benennung auf die einzelne algebraische Funktion w, der
die voraufgehende Betrachtung gewidmet ist. Alle sonstigen algebra-
ischen Funktionen von z, welche unsere Flache Fm zum Felde haben,
mogen als ,,zu dem algebraischen Gebilde gehdrig” bezeichnet werden.
Wir wollen hierbei sogar noch einen Schritt weiter gehen und alle auf
der Flache Fmn eindeutigen Funktionen, die in den Verzweigungspunkten
das erforderliche Verhalten zeigen (vgl. S. 28ff.), und die bis auf end-
liche viele Pole? (berall analytisch sind, als ,,zum algebraischen Gebilde
gehdrig* bezeichnen.3t

Es ist nun zunédchst einleuchtend, daR jeder rationale Ausdruck
P(w, z) von w und z zu unserem Gebilde gehort}) Aber es gilt auch
umgekehrt der Satz, dal jede im Sinne unserer Erklarung zum algebra-
ischen Gebilde gehorende Funktion W in w und z rational darstell-
bar ist:

(6) W = R(w, 2).

1) Da das Produkt in jeder Umgebung einer Stelle z0 identisch verschwindet,
so hat ebendort mindestens einer der Faktoren unendlich viele Nullpunkte, woraus
das identische Verschwinden dieses Faktors folgt.

2) Die Endlichkeit der Anzahl der Pole nehmen wir hier in die Erklarung
auf. Bei der algebraischen Funktion w folgt diese Endlichkeit aus der Geschlossen-
heit des Feldes auf Grund einer schon ofter durchgefiihrten Uberlegung.

3) Hierin liegt tatsdchlich eine Erweiterung, wie denn z. B. jetzt auch alle
rationalen Funktionen B(z) von z allein zum Gebilde gehdren, obwohl bei ihnen
das Feld die schlichte z-Ebene ist.

4) Dabei soll nur der .Fall, dal B{w, z) mit oo identisch ist, ausge-
schlossen sein, insofern hier die im Texte gegebenen Erkldrungen nicht passen
wirden.
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Man nenne ndmlich W1} W2, ..., Wm die den m Blattern von Fm
entsprechenden Zweige der Funktion W und bilde die m Summen:
Wxiv[ + Wam\ + ----- f WA far s—0, 1, 2, —1

Wir erkennen wie oben bei (1) in ihnen m rationale Funktionen von
z und gelangen zu m Gleichungen:

Wxwh + WO + see+ WmWM= #e>(%).

Da keine zwei unter den Zweigen wx, iv2, ..., WMidentisch sind, so
ist die Determinante dieses Systems eine nicht identisch verschwindende
Funktion, deren Quadrat in z rational ist und die Diskriminante der
Gleichung mtea Grades (3) liefert.) Stellen wir demnach die Ldsung
Wt unseres Systems als Determinantenquotient dar, so erweist sich Wx
rational in z} wx, w2 ..., wmund dabei inshesondere symmetrisch in
w2, W& ..., wm. Nun sind aber w2, w3, ..., WM die Wurzeln der-
jenigen Gleichung (m — I)ten Grades, deren linke Seite wir mittelst Di-
vision der linken Seite von (3) durch (w —wx) gewinnen. Die rationalen
symmetrischen Funktionen der iv2, w3, ..., wm sind demnach in den
Koeffizienten dieser Gleichung (M—1)ten Grades, d. h. also in z und wx
rational darstellbar. Also erhalten wir auch eine Darstellung:

Wx= B(w12).

Von hieraus gelangen wir am einfachsten mittelst der analytischen
Fortsetzung zu der auf alle Blatter der FHmbezogenen Gleichung (6).

Das System aller Funktionen R(w, z) hat die Eigenschaft, daf so-
wohl die Summe wie die Differenz, das Produkt und der Quotient?
zweier Funktionen des Systems wieder eine Funktion eben dieses Systems
liefern. Einer von R. Dedekind3 innerhalb der Zahlentheorie einge-
flhrten Sprechweise folgend bezeichnet man, um die aus der Repro-
duktion gegeniiber Addition usw. hervorgehende Zusammengehérigkeit
der Funktionen unseres Systems zu kennzeichnen, dieses System als
einen ,,Korperlvon Funktionen oder ,,Funktionenkdrperu. Genauer spricht
man zum Unterschiede von etwaigen sonstigen zum Gebilde gehdrenden
analytischen Funktionen von dem zum algebraischen Gebilde (5) gehoren-
den Korper der ,algebraischen* Funktionen.

1) S. etwa H. Weber, ,Lehrbuch der Algebra“ (Braunschweig, 1898), Bd. 1,
S. 167.

2) Nur hat mau die mit O identische Funktion, welche dem Systeme ange-
héren muR, niemals als Divisor zuzulassen, da wir die mit oo identische Funktion
H (w, z) oben ausgeschlossen haben.

3) Ygl. P. G. Lejeune Dirichlet ,Vorlesungen tUber Zahlentheorie“, heraus-
gegeben und mit Zusdtzen verseien von R. Dedekind, 4. Aufl. (Braunschweig
1894), S. 452.

Fricko: Elliptische Funktionen. Bd | 6
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Fir gewohnlich definiert man das einzelne algebraische Gebilde
durch Angabe einer irreduziblen algebraischen Gleichung (5) und hat
dann hinterher die diesem Gebilde zugehérige Riemannsche Flache Fw
zu konstruieren.) Wenn wir oben, der Methode Riemanns folgend,
die algebraische Funktion w = y(z) durch Angabe ihres Feldes ¥m er-
kléarten, so tritt dann freilich die Frage auf, ob auch fir jede beliebig
gewahlte Riemannsche Flache Fm eine zugehorige Funktion existiert,
welche diese F* zum Felde hat. RiemannZ selbst bat diese Frage
bejahend beantwortet, wenn auch seine Beweismethode sich als nicht
einwurfsfrei erwies. Da das fragliche Existenztheorem Riemanns in
der Folge keine grundsatzliche Rolle spielt, so gehen wir auf die spéater-
hin gefundenen Beweismetboden sowie auf die gleichfalls gewonnene
Verbesserung des urspriinglichen Riemannschen Beweisverfahrens nicht
ein.d Wir begnligen uns mit der Angabe des Satzes, daB in der Tat
zu jeder Biemannsehen Flache Fmeine Funktion w = <p{z), die Fmzum
Felde hat, existiert; damit gibt es dann zugleich einen ganzen Kérper zu-
gehdriger algebraischer Funktionen, der durch Fm als eindeutig definiert
anzusehen ist. Die ausfuhrliche Behandlung dieses Gegenstandes gehort
in die allgemeine Theorie der algebraischen und der Abelsehen Funk-
tionen.

8 17. Der Grad des Zusammenhangs einer Riemannschen
Flache Fm

Neben den algebraischen Funktionen B(w,z") sind jetzt weiter als
zum betrachteten algebraischen Gebilde gehdrende analytische Funktionen
die Integrale der algebraischen Funktionen:

z

j*B(w,z)dz

zu nennen, welche man als die ,,algebraischen* oder ,,Abelsehend Integrale
des Gebildes bezeichnet. Unter z0 und z hat man dabei Stellen in der
Flache Fw zu verstehen und als Integrationsbahn irgendeine in Fmvon
z0 nach z ziehende reguldre Kurve zu denken. Fir die Untersuchung
dieser Integrale und insbesondere ihrer Vieldeutigkeit sind die in § 2,
S. 4ff, allgemein entwickelten Sétze mafgeblich.

1) Man vgl. hieriiber ,,Osgood*“, S. 400.

2) ,Theorie der Abelschen Funktionen®, Journ. f. Math., Bd. 54 (1857), Art. 3
der Einleitung; siehe auch Riemanns Werke, S. 89 ff. der ersten Aufl.

3) S. hieriber H. Weyl, ,Die Idee der Riemannschen Flache* (Leipzig und
Berlin, 1913), S. 91 ff., wo auch die in Betracht kommende Literatur zusammen-
gestellt ist (S. 93).
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Als erste hierbei grundsétzliche Frage tritt diejenige nach dem
Grade des ,Zusammenhangs” der Flache Fm auf. Die besonderen bei
der Inversion der rationalen Funktionen S. 64ff. gewonnenen Flachen Fm
konnten in jedem Falle eindeutig und stetigd auf eine schlichte und
vollstandige Kugelflache abgebildet werden. Fléchen Fm die eindeutig und
stetig auf eine schlichte und vollstandige Kugelfladie abbildbar sind, besitzen
demnach den ,,Zusammenhang der Kugelflacheund wir nennen sie dieser-
lialb ,.einfach zusammenhéngend“. Es liegt hier freilich gegeniber den
S. 3 betrachteten Bereichen Txmit einer Randkurve insofern ein Unter-
schied vor, als die Kugelflache ein geschlossener Bereich ist, der keinen
einzigen Randpunkt besitzt.9 Einen ,,Querschnitt“ im damaligen Sinne
kdnnen wir demnach auf der Kugelflache nicht anbringen, wohl aber
einen in sich zuriicklaufenden und sich selbst nicht kreuzenden
Schnitt, einen sogenannten ,,Riickkehrschnitt“. Dabei ist es das Kenn-
zeichen des ,ginfachen” Zusammenhanges der Kugelflache, dal3 jeder Riick-
kehr§chn|tt diese Flache in zwei getrennte Stlicke zerlegt.

Aus funktionentheoretischen Erwdgungen leiteten wir bei einer
Flache der fraglichen Art die Relation (4) S. 64 fir die Gesamt-
blatteranzahl m wund die den | Verzweigungspunkten zukommenden
Blatteranzahlen vifvd ..., vt ab. Wir behaupten jetzt, dal} diese Relation
fur alle Flachen Fm vom Zusammenhang der Kugelflache charakteristisch
ist. In der Tat ist diese Relation nichts weiter als ein Ausdruck des
»Eulerschen Polyedersatzes”, den wir in der bekannten Gestalt:

(2) E+F=K+2

darstellen, unter E, F, K die Anzahlen der Ecken, Flachen und Kanten
des Polyeders verstanden.

Um dies einzusehen, wolle man die Riemannsche Flache Fm mit
einem ,,geschlossenen®, sich selbst nicht Uberkreuzenden, U(berall stetig
gekrimmten Schnitte S versehen, der vom ersten Verzweigungspunkt ex
durch alle Gbrigen hin und bis zum ersten zurlicklauft. Die zwischen
ex und e2 e2 und €3 usw. verlaufenden Teile von S denken wir als Ver-
zweigungsschnitte Sv $2 ... benutzt. Nun sollte Fm eindeutig und stetig
(nicht notwendig konform) auf eine Kugeloberflache beziehbar sein. Voll-
ziehen wir die Ubertragung, so wird jedes Blatt infolge seiner Durch-
schneidung langs S zwei einfach zusammenhéngende Bildbereiche lie-
fern und die ganze Kugelflache erscheint schlicht und vollstandig be-
deckt durch 2m solche Bereiche. Die Ecken der vorliegenden Kugel-

1) ja sogar konform, was jedoch jetzt zun&chst unwesentlich ist.
2) Dieser Unterschied wird spater dadurch aufgehoben, daB wir einen ein-
zelnen Punkt auf der Flache markieren und als ,,Randpunkt“ ansehen.

6*
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teilung entsprechen den | Verzweigungspunkten. Von jeder Ecke laufen

2v{ Kanten aus7 so daf die Kantenanzahl ist.
1=1

Fir die gewonnene Einteilung der Kugelflache gilt der Euler sehe
Satz (2), und zwar haben wir, wie gerade festgestellt, zu setzen:

E=1 F=2m, K=2vv

Schreiben wir noch:

so folgt durch Eintragung der angegebenen Werte in (2) nach Division
mit 2:

womit die Relation (4) S. 64 in der Tat wiedergewonnen ist.

Zur Erlauterung der allgemeinen Séatze iber den Zusammenhang
der Flachen Fm betrachten wir jetzt zunéchst ein Beispiel, das alsbald
in den Mittelpunkt unserer Untersuchung riicken wird, ndmlich eine
zweiblattrige Riemannsche Flache F2 mit vier Verzweigungspunkten. Bei
der Herstellung dieser Flache haben wir l&ngs des ersten von ex nach e2
laufenden Schnittes Sx das linke Ufer des oberen Blattes an das rechte
des unteren Blattes zu heften und weiter natiirlich das linke untere Ufer
an das rechte obere. Damit dann aber bei €2 auch wirklich ein Ver-
zweigungspunkt auftritt, ist langs S2 das einzelne linke Ufer mit dem
rechten des gleichen Blattes zu verbinden. Lé&ngs S3 sind die Blatter

wieder wie langs St Uber Kreuz an-
einander zu heften. Wir wollen die
Sachlage durch Fig. 15 zur Anschauung
bringen, in der wir diejenigen Teile
St und Ss der Ubrigens punktierten
Kurve S, in denen die beiden Bléatter
Uber Kreuz Zusammenhangen, starker
markiert haben.

Es ist nun leicht zu zeigen, daf die hier vorliegende Flache den
,LZusammenhang eines Kreisringesli besitzt. Wir kdnnen sie geradezu, in-
dem wir die Blatter der Flache als elastische Membranen denken, durch
stetige Gestaltsdnderung in einen Kreisring Uberfiihren. Wir nehmen
zunachst eine stetige Deformation derart vor, dal3 alle vier Verzweigungs-
punkte auf eine Gerade riicken, auf der sie in der Anordnung e4 €2 e3>e4
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aufeinanderfolgen: 81 und S3 seien dann die geradlinigen Strecken von ex

nach €2 bzw. €3 nach ed Bei den Bléttern der Flache F2 denken wir

zundchst die oberen Seiten als Tragerinnen der Werte des Argumentes z

und etwaiger Funktionen. Es erweist sich indessen als zweckmafig, daf’

wir bei einem, etwa dem oberen Blatte, die untere Seite zu dieser Tré-

gerin machen. Wir konnen dies dadurch erreichen, da wir den Zu-

sammenhang beider Blatter langs Sx und S3 voriibergehend nochmals

aufheben, das obere Blatt um die durch die Punkte e laufende Gerade

umklappen, so daB die bisher obere Seite nun die untere ist, und end-

lich die Zusammenheftung der Blatter wiederherstellen. Dabei ge-

horen jetzt sowohl l&ngs Sx als S3 das linke untere mit dem ,linken*

oberen Ufer und das rechte untere mit dem ,,rechten* oberen Ufer zusammen.
Die jetzt gewonnene Gestalt der Flache wird noch etwas anschau-

licher, wenn wir das obere Blatt unter Ricksicht auf die Elastizitit

der Membranen ein wenig heben. Dabei wird die Flache die in Fig. 16

skizzierte Gestalt darbieten, wo

an Stelle der bisherigen Ver-

zweigungsschnitte Sx und S3

zwei langgezogene Locher auf-

treten und Gbrigens jedes der

beiden Blatter uber den in der

Figur gezeichneten Rand hinaus

ins Unendliche fortzusetzen ist.

Die einander zugekehrten Seiten

der Blatter sind die Trégerinnen der Werte z bzw. etwaiger Funktionswerte.
Um die Geschlossenheit des einzelnen Blattes im Unendlichen der

Anschauung zuganglich zu machen, wollen wir,

einer schon bisher vielfach benutzten MafRregel

folgend, das obere Blatt nach oben hin, das untere

aber nach unten hin kugelférmig in das Endliche

ziehen. Unsere Flache gewinnt dabei die in

Fig. 17 angegebene Gestalt, wobei die AuRen-

seite die Trégerin der z-Werte ist. Jetzt ist

es nur noch ein Schritt, um durch eine weitere

stetige Gestaltsdnderung den ,,Kreisring” der

Fig. 18 (S. 86) zu gewinnen.

Kleinl) benutzt an Stelle des Kreisringes
auch eine mit einem Henkel versehene Engel, wie

1) ,uber Riemanns Theorie der algebraischen
Funktionen und ihrer Integrale“ (Leipzig, 1882\ S. 27.
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dieselbe in Fig. 19 dargestellt ist und aus
dem Kreisring leicht durch stetige Deforma-
tion hergestellt werden kann. Diese Vorstel-
lung macht die Verallgemeinerung besonders
anschaulich, indem wir uns leicht das Bild
einer mit einer gewissen Anzahl, sagen wir,
mit p Henkeln versehenen Kugelflache bilden
kénnen (vgl. Fig. 20, wo p = 3 ist).
Gehen wir von einer zweibléttrigen
Flache F2 mit (2p -f 2) VerzweigungsjDunkten
ev e ... ep+2aus, deren Blatter (analog den oben beschriebenen Ver-
héltnissen) langs SIf S3 ... S2P+l Uber Kreuz Zusammenhdngen, so
flhrt die Wiederholung der an der obigen F2 vollzogenen Umgestaltung
hier, wie man leicht Ubersieht, zu einer mit
p Henkeln versehenen Kugel. Aber auch jede
andere 'Riemannsche Flache Fm kann in eine
mit einer gewissen Anzahl von Henkeln ver-
sehenen Kugelflache stetig umgestaltet iverden),
so dal ivir im Bilde dieser Flache zugleich
den Grad des Zusammenhanges der urspriing-
lichen Fm anschaulich zu erfassen imstande sind.

1) Es geht dies aus Untersuchungen von J. Liroth und A. Clebsch uber
die Gestalt der Riemannschen Flachen hervor; siehe Luroth ,Note iber Ver-
zweigungsschnitte und Querschnitte in einer Riemannschen Flache*, Math. Ann.,
Bd. 4 (1871), S. 181 und Clebsch ,,Zur Theorie der Riemannschen Fléchen*,
Math. Ann., Bd. 6 (1872), S. 216. Man hat zundchst jeden Verzweigungspunkt mit v
Blattern, sofern i>)>2 ist, in (v — 1) zweiblédttrige Verzweigungspunkte aufzuldsen.
Sodann zeigt sich, daB man den Schnitt S durch die Verzweigungspunkte derart
auswéahlen kann, daB folgende Gestalt der Flache vorliegt. Die beiden untersten
Blatter bilden fir sich genommen eine F2mit (2p -f- 2) Verzweigungspunkten, wie
wir sie schon im Texte betrachteten; jedes folgende Blatt ist dann nach unten hin
nur an das unmittelbar darunterliegende mit zwei Verzweigungspunkten in einem

zwischen ihnen verlaufenden Verzweigungsschnitte
geheftet. Eine F2 mit zwei Verzweigungspunkten
verwandelt man nun mittelst einer Operation, wie
wir sie im Texte an der F2 mit vier Punkten e aus-
Ubten, leicht stetig in eine schlichte Ebene um.
Beziehen wir diese Umwandlung auf die beiden
obersten Blatter der F,, so ergibt sich eine Fm-1
von gleicher Bauart. Die mehrfache Wiederholung
des gleichen Verfahrens fuhrt schliellich zu einer
F2 mit (2p -f- 2) Verzweigungspunkten, welche wir
bereits in eine Kugelflache mit p Henkeln umwan-
delten.
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Wir haben diese allgemeine Angabe ohne ausflihrlichen Beweis
gemacht, da sich unsere spateren Entwicklungen allein auf die F2mit vier
Verzweigungspunkten beziehen. Um aber die Stellung dieser F2 in der
allgemeinen Theorie der algebraischen Funktionen zu kennzeichnen
mogen auch noch folgende Ausfiihrungen (ber eine beliebige Fm Platz
finden.

Es ist zundchst unzweifelhaft, dal die Anzahl p der Henkel ein
wichtiges Attribut der Riemannschen Flache Fm ist. Man falt alle
Flachen mit dem gleichen p zu einem ,,Geschleckte* von Flachen zu-
sammen und spricht in diesem Sinne von ,.einer Riemannschen Flache
Fmdes Geschlechtes p““. Es wird erwiinscht sein, eine Regel zu besitzen,
nach der wir unmittelbar fir die gegebene Flache Fm das Geschlecht
p bestimmen konnen. Diese Regel liefert uns der auf unsere Henkel-
flache (bertragene Eulersehe Polyedersatz. Da dieser Satz gewohnlich
nur fur einfach zusammenhéngende Flachen aufgestellt wird, so wer-
den einige Andeutungen Gber die verallgemeinerte Formel am Platze sein.

Die Fm durchschneiden wir wieder langs einer alle Verzweigungs-
punkte durchlaufenden, stetig gekrimmten Kurve S, welche sich nicht
Uberkreuzt, aber in sich zurlckldauft. Das eindeutige stetige Abbild
des Schnittes S auf der Henkelfliche liefert dann wieder eine poly-
ederartige Einteilung dieser Flache mit: )

i

3) E=I, F=2m, K:ilev
An jedem der p Henkel wollen wir weiter einen Rickkehrschnitt Q
ausfihren in der Art, wie in der unten folgenden Fig. 23 die Quer-
schnitte QIf Q[, Qi gelegt sind. Dabei mdge der Einfachheit halber Q
durch keine der E Ecken unserer polyedrischen Teilung hindurch-
laufen. Den Schnitt Q wollen wir der polyedrischen Teilung zufligen
und Uberlegen, wie dieselbe dadurch gedndert wird.

Jedenfalls ist Q eine sich nicht Uberkreuzende geschlossene Linie,
welche die Henkelflache nicht ,zerstlickt* (nicht in getrennte Stlicke
zerlegt). Daraus folgt, daB Q nicht im Innern einer einzigen unter den
2m ,,Flachen* verlauft; denn diese ist einfach zusammenhangend, so daf3
eine in ihrem Innern geschlossene Linie notwendig ein getrenntes Stlick
abschnitte. Q wird demnach mehrere ,,Flachen* durchziehen und damit
durch die ,,Kanten* der Einteilung in mehrere, sagen wir in t Segmente
zerlegt. Jedes dieser Segmente erhoht die Flachenzahl um eine Ein-
heit; der gemeinsame Endpunkt zweier Segmente liefert eine neue Ecke
und vermoge der Teilung der von Q in dieser Ecke zerschnittenen Kante
der anfénglichen Teilung die Erh6hung der Kantenanzahl gleichfalls
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um eine Einheit. AuBRerdem kommen die t Segmente selbst als neue
Kanten hinzu, so da unsere Anzahlen nach Zusatz des einzelnen
Schnittes Q die folgenden sind:
E+t F+t, K-f2t

Man wolle nun weiter die beiden mittelst des Schnittes Q getrenn-
ten Henkelstlicke auseinanderbiegen und die Lécher durch zwei neue,
Flachen decken. Dann liefert jede |ler t neuen Ecken ein Eckenpaar,
es sind weiter zwei Flachen hinzugekommen, und jedes der t Segmente
von Q liefert ein Kantenpaar, so da3 unsere Anzahlen die folgenden sind:

E+2t, F+2 +1t K + Ot

Jetzt vollziehe man die gleiche Operation an allen p Henkeln
nenne die entsprechenden Zahlen t genauer tif t2, ..., t und gelangt
schlieBlich zu einer Einteilung mit folgenden Anzahlen:

Aber die so gewonnene Flache hat wieder den Zusammenhang der Kugel-
fliche, und also gilt Ev Ft=Kx 2, was als verallgemeinerte
Eulersehe Polyederformel liefert:

E+F+2p = F1+ 2,
Tragen wir hier die Werte (3) ein, so ergibt sich der Satz: Eine m-
Uéttrige Riemannsche Flache Fm mit | Verzweigungspunkten, in denen
bzw. vx, vs, ..., Vf Blatter Zusammenhangen, hat das Geschlecht:

(4) p=—m+l '
Eine Riemannsche Flache des Geschlechtes p bezeichnen wir nun
im Anschlu? an die Sprechweise S. 3 (jedoch unter Vorbehalt einer
gleich noch zu erdrternden Ergénzung) als
,»(2p -f 1)-fach zusammenhangend* und be-
grinden diese Ausdrucksweise damit, daf3
es mdoglich ist, die Flache durch 2p Quer-
schnitte in einen einfach zusammenh&éngen-
den von den Schnittufern berandeten Bereich
zu zerlegen.

Im Falle p = 1 kénnen wir den Kreis-
ring der Fig. 18 benutzen. Wir ziehen,
wie Fig. 21 andeutet, zundchst den Rick-

kehrschnitt Qv Derselbe ,,zerstiickt” die Flache nicht; denn es ist mog-
lich, wie Fig. 21 gleichfalls darlegt, einen Schnitt Q2 von einem Ufer-
punkte des Schnittes zum gegeniberliegenden Uferpunkte zu fuhren,
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ohne  zu Uberschreiten. Auf dem unzerschnittenen Ringe wiirde auch Q2
ein Riuckkehrschnitt sein; man bezeichnet zwei in dieser Art zusammen-
gehdrige Schnitte als ein Paar, kon-
jugierter* Blickkehrschnitte. Nach
Durchschneidung langs Qxkdnnen
wir den Ring auseinauderbiegen
und in die Gestalt des Zylinders
der Fig. 22 Uberfuhren. Schneiden
wir den Zylinder jetzt langs Q2
auf, so ist die Abwickelung des-
selben auf das in Fig. 22 gleich
mit angegebene Viereck mdoglich:
Durch die Schnitte  und Qwird
hiernach der Kreisring in einen einfach zusammenhdngenden Bereich
mit einem in sich zuriicklaufenden, aus den vier Schnittufern bestehenden
Bande venvandelt.

Haben wir nun eine Flache mit p Henkeln, so kdnnen wir an
jedem Henkel ein Paar ,konjugierter Rickkehrschnitte* QI @; Q]
Qi ooe; @P-1) anbringen (vgl. Fig. 23 fir p = 3) und verwandeln

Fig. 23. Fig. 24.

unsere Flache hierdurch in einen p-fach zusammenhéngenden Bereich Tp,
welcher p getrennte, aus je vier Schnittufern bestehende Randkurven auf-
weist. Indem wir jetzt noch (jp—1) eigentliche Querschnitte Q3Q'3,---,
Q@P> w® Fig 23 darlegt, zwischen den bisherigen Randkurven an-
bringen, gelangen wir zu einem einfach zusammenhé&ngenden Bereiche.
Diese an sich anschauliche Maliregel ist nun aber, um zum Schliisse

zu fihren, noch zu modifizieren. Wir wollen die Schnitte @3, @3, .. .,
unter Dehnung der Schnitte Q2 @ ..., Qp~" auf Punkte zu-
sammenziehen und sodann (wie Fig. 24 wieder fur p = 3 erldutert)
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die @ @ ... noch weiter derart Uber die Flache hinziehen,
daB sie alle von einem gemeinsamen Ausgangspunkte A auslaufen und
zu ihm zuriickkehren. Wir wollen geradezu (und dies ist die noch vor-
behaltene Ergdnzung) diesen Ausgangspunkt A zu Anfang auf der
Flache markiert denken und (bevor irgendein Schnitt vollzogen ist) als
einzigen Randpunkt der Flache auffassen. Dann bekommt jeder unserer
Schnitte @, @ ..., @P-" den Charakter eines eigentlichen ,Quer-
schnittes”; und dasselbe gilt natiirlich auch von den demnéchst noch
anzubringenden Schnitten QIf Q@ Q [ p~", insofern der einzelne von
ihnen zwei schon vorhandene Randpunkte (Uferpunkte des bereits ge-
zogenen Schnittes Q$) verbindet. Unsere obige Behauptung, die Henkel-
flache und damit die Riemannsche Flache Fm (auf der wir uns natir-
lich auch den ,Randpunkt* A markiert denken muissen) konnen durch
2p ,,Querschnitte” in einen einfach zusammenhédngenden Bereich ver-
wandelt werden, ist damit erwiesen.)

8 18. Weiteres Uber algebraische Funktionen speziell beip —0
undp = 1. Grundproblem der Theorie der elliptischen Funktionen.

Bei den néchsten Betrachtungen, welche sich auf die geometri-
sehen Vorstellungen von § 17 griinden, sollen die mit Konstanten iden-
tischen Funktionen ausdriicklich ausgeschlossen werden. Wir hatten die
mit endlichen Konstanten identischen Funktionen oben mit Rucksicht
auf den Korperbegriff den Funktionen des Korpers zugerechnet. Soweit
die aufzustellenden Sétze auch fir solche Funktionen gelten, sind sie trivial.2

Man wolle zunédchst den am Schliisse von § 8, S. 39 aufgestellten
zweiten Residuensatz etwa auf denjenigen einfach zusammenhéangenden
Bereich anwenden, in den eine vorgelegte Fmnach Art von Fig. 23
durchs Paare konjugierter Rickkehrschnitte QIf Q2]...; Qp~9, QF~)
nebst zwischengefligten (p —1) Schnitten Q3, Q3 ..., (%p“29 zerlegt
wird. Bei Durchlaufung des Randes dieses Bereiches werden die beiden
Ufer jedes einzelnen Schnittes in entgegengesetzten Richtungen durch-
laufen. Bilden wir demnach das auf den gesamten Rand des fraglichen
Bereiches bezogene Integral (5) S. 39 flr irgendeine Funktion f(z) des
durch Fm erklarten Korpers (wobei wir annehmen durfen, dafl die
Schnitte Q nicht gerade durch Nullpunkte oder Pole von f(z) hin-

1) Der Zusatz des ,Randpunktes” ist zur strengen Erfullung unseres Satzes
natirlich auch in dem zunéchst besonders besprochenen Falle p — 1 notig.

2) Der sogleich zu erklarende Begriff der ,,Wertigkeit“ verliert bei einer mit
einer Konstanten identischen Funktion Uberhaupt seine Bedeutung. Wird dem-
nach weiterhin von einer n-wertigen Funktion des Kd&rpers gesprochen, so ist da-
mit implizite bereits gesagt, dafl die Funktion nicht mit einer Konstanten identisch ist.
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durchlaufen), so heben sich je die beiden Bestandteile des Integrales,
welche sich auf die Ufer des einzelnen Querschnittes beziehen, als ent-
gegengesetzt gleich auf, und das Gesamtintegral bekommt den Wert O:
Fur jede nicht mit einer Konstanten identische Funktion des Korpers ist
die Summe der Ordnungen aller auf Fm eintretenden Pole der Funktion
gleich der Summe der Ordnungen aller Nullpunkte?) Unter Aufnahme
einer fir die rationalen Funktionen S. 62 besprochenen Denkweise
kénnen wir auch sagen: Eine nicht mit einer Konstanten identische Funk-
tion des Korpers hat auf der Biemannschen Flache genau so viele Pole
erster Ordnung als Nullpunkte erster Ordnung; ist diese Anzahl gleich n,
so nimmt die Funktion jeden beliebig vorgeschriebenen komplexen Wert
wieder genau in n Punkten der Fman, und sie mdge dementsprechend fortan
als eine ,,n-ivertige* Funktion des Kérpers bezeichnet werden. Der zweite
Teil des Satzes folgt aus dem ersten wieder durch die schon bei den
rationalen Funktionen angewandte SchluRweise (vgl. S.46 und 62). Natirlich
dirfen bei den n Punkten, in denen die Funktion einen vorgeschriebenen
Wert annimmt, irgendwelche Koinzidenzen eintreten; z. B. liefern k zu-
sammenfallende Nullpunkte dann eben einen Nullpunkt kt6T Ordnung.?

Fir irgendeine Funktion W des Korpers koénnen wir die Dar-
stellung (6) S. 80 in z und der damaligen Funktion w zugrunde legen,
aus welcher unter Ricksicht auf (5) S. 79 folgt:

1) Fur die Abschatzung der Ordnung eines etwa in einem Verzweigungs-
punkte liegenden Nullpunktes oder Poles gelten natirlich die schon S. 38 ange-

gebenen Regeln.
2) Nach der S. 39 gegebenen allgemeinen Fassung des benutzten Residuen-

satzes ware es ibrigens gar nicht nétig gewesen, die FMwvorab durch Querschnitte
in einen einfach zusammenhdngenden Bereich zu verwandeln. W ir hétten in einem
Blatte der FMum eine Stelle z0, in der die Funktion weder einen Nullpunkt noch
Pol hat, eine Kurve herumlegen kdnnen und hétten dann wie S. 62 bei den ratio-
nalen Funktionen verfahren. Andererseits mag auch noch folgende besonders ele-
mentare Auffassung Erwdhnung finden, bei welcher wir die 2m ,Flachen* der
polyedrischen Einteilung auf der ,Henkelflache* zugrunde legen; die ,Kanten“
dieser Einteilung denken wir nodtigenfalls so abgeédndert, daR sie nirgends durch
einen Nullpunkt oder Pol der Funktion laufen. Das auf den Rand der einzelnen
»Flache* bezogene Integral (5) S. 39 gibt die Summe der Ordnungen der Null-
punkte in dieser ,Flache®, vermindert um die Summe der Ordnungen der daselbst
gelegenen Pole. Die Summe aller 2m Integrale ist aber wieder gleich 0, da die
beiden ,Ufer* jeder Kante bei der Integration in entgegengesetztem Sinne durch-
laufen werden. Aus dem Verschwinden der Integralsumme aber folgt wieder das
Ergebnis des Textes.
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Ist nun W eine «-wertige Funktion des Korpers, so wird die Flache
Fw durch W konform auf eine «-blattrige Riemannsche Flédche Fn
Uber der KkP-Ebene abgebildet. Die Umgebung einer endlichen, von
einem Yerzweigungspunkte et verschiedenen Stelle z0 in einem Blatte
der Fw liefert dabei ein schlichtes Abbild, falls die Ableitung (1),
welche zufolge der rechten Seite von (1) selber wieder eine Funktion
des Korpers ist, im Punkte z0 endlich und von 0 verschieden ist. Hat
die Funktion (1) im Punkte zQaber einen Nullpunkt der Ordnung X
S0 Ubertrdgt sich die Umgebung von zQ auf eine Windungsflache wvon
v = X 1 Blattern. Bei einer eingehenden Untersuchung wirden wir
die Verzweigungspunkte von Fm die Pole von W usw. noch besonders
zu untersuchen haben. Doch fuhrt uns dies wieder zu weit in die all-
gemeine Theorie der algebraischen Funktionen ab. Jedenfalls haben wil-
den Satz gewonnen, dal die Fm mittels der n-wertigen Funktion W des
Korpers eindeutig, stetig und konform auf eine n-bléttrige Riemannsche
Flache Fn Ubertragen wird, die selbstverstandlich wieder dem gleichen Ge-
schleckte p angehort.

Ist nun z B. die in Gleichung (5) S. 79 vorliegende Funktion w
eine w-wertige Funktion, so wird jetzt umgekehrt auf der «-blattrigen
Flache Fn Ober der w-Ebene das bisherige z in Abhéangigkeit von iv
eine «-deutige algebraische Funktion, welche man Ubrigens direkt wie-
der durch die Gleichung (5) S. 79 gegeben denken kann. Diese Glei-
chung wird in z eben auf den «ten Grad ansteigen, ein Umstand, den
wir gelegentlich durch die Schreibweise:

@ G, 7)= 0
der Gleichung zwischen w und z hervorheben. Dabei ist natirlich
diese Funktion z von w auf der Fn m-wertig.

Wir kénnen nun aber gleich noch einen Schritt weiter gehen und
betreffs der Funktionen R(w, z) folgenden einleuchtenden Satz aus-
sprechen: Die gesamten Funktionen des bisherigen Korpers bilden, in
Abhangigkeit von w betrachtet, gerade genau den durch die Riemann-
sche Flache Fn zu definierenden Korper algebraischer Funktionen von w.J)

Zu dem gleichen Ergebnis gelangen wir, wenn wir an Stelle von
w irgendeine nicht mit einer Konstanten identische Funktion W des
ersten Korpers zugrunde legen. Um aber gegenuiber diesen unendlich
vielen Riemannschen Flachen zu einer Auffassung, die keine Flache
bevorzugt, zu gelangen, kénnten wir sie etwa durch unsere Henkel-
flache ersetzen, die wir F nennen wollen, und auf die alle jene Flachenl

1) Hier sind die mit endlichen Konstanten identischen Funktionen natirlich
mit einbegriffen.
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eindeutig und stetig bezogen sind. Jeder Funktion entspricht dann eine
eindeutige Belegung von F mit Werten, und wir werden die Belegung
wieder ,,m-wertig* nennen, wenn eine beliebig gewéhlte komplexe Zahl
immer an m Stellen von F aufgetragen ist. Den bisherigen Korpern
algebraischer Funktionen entspricht dann ein sie alle liefernder ,,Kérper
von Belegungen* der Flache F von folgender Eigenschaft: Ist irgendeine
m-wertige Belegung mit Zahlen z und irgendeine zweite n-wertige Belegung
mit Zahleri w herausgegriffen, so gilt fir die durch die Funkte von F
einander zugeordneten Zahlen w und z eine algebraische Relation (£) vom
Grade m in w und vom Grade n in z identisch, d. h. Uber die ganze
Flache F hin Ist diese Gleichung irreduzibel®), so ist ,jedeu Belegung
des Korpers der vorliegenden Belegungen von Fin der Gestalt W = R(w, z)
darstellbar, wie auch umgekehrt jeder nicht mit oo identische rationale
Ausdruck R(w, z) eine unserer Belegungen liefert,

Der entwickelten allgemeinen Auffassung entsprechend haben wir
die unterschiedenen Riemannschen Flachen Fm Fn, ..., welche den
einzelnen Belegungen von F zugehdren, als nicht wesentlich verschie-
den anzusehen, und ebensowenig konnen die ihnen zugehdrigen Kor-
per algebraischer Funktionen als wesentlich verschieden gelten. Die
Sachlage 143t sich auch noch in folgender Art analytisch einklei-
den. Es sei von zwei Belegungen z, Z aus eine Flache Fm (ber
der £-Ebene und eine Fn Uber der Z-Ebene hergestellt. Ist w mit
Z durch eine irreduzible Gleichung (2) verknilpft, so ist durch w
und z gewissermallen ein Koordinatensystem auf Fm gegeben, welches
die Punkte von Fmeindeutig zu bestimmen gestattet. Dasselbe mdge
durch W und Z auf Fra geleistet werden. Nun entspricht aber jedem
Punkte von F,, eindeutig ein solcher von F,, und zwar ist diese Be-
ziehung darstellbar durch ein Gleichungenpaar:

?3) W =*Bx(w, z), Z = R2w,2).
Aber auch umgekehrt entspricht einem Punkte von Fn stets ein und
nur ein Punkt von Fm geliefert durch:

4) w=R9W,Z), z=R{W}2).1

1) Die Félle der Reduzibilitdt der Gleichung (2) kénnen wir wieder nicht
allgemein verfolgen. Wir weisen nur auf das Beispiel hin, daR wir neben der
schon gewé&hlten m-wertigen Belegung z eine zweite Belegung w als rationale
Funktion Iton Grades iv— R{z) von z aussuchen, deren Wertigkeit dann n — I-m
ist. Spalten wir R{z) in den Quotienten g1{z) :g0(z) zweier ganzen Funktionen, so
schreibt sich die Gleichung (2) vom Grade m in w und n in 2 so:

(90(z)w — g1(@)m= 0.
lhre linke Seite stellt die mte Potenz eines Polynoms dar. Zu einem &hnlichen Er-
gebnis gelangt man ubrigens in allen Féllen der Reduzibilitat.



94 Einleitung: Satze Uber analytische Funktionen

Die ein-eindeutige Beziehung der beiden Fléchen aufeinander ist demnach
durch eine umhehrbar rationale Transformation vollziehbar. Umgekehrt
istwieder einleuchtend, dai3, wenn diese Beziehung zwischen zwei Flachen vor-
liegt, sie in unserem Sinne als nicht wesentlich verschieden zu gelten haben.

Gegentber diesen allgemeinen Auffassungen ist fur die ausfihr-
liche Untersuchung eines einzelnen Funktionenkdrpers die Auffindung
einer Funktion von moglichst kleiner Wertigkeit m und damit die Ge-
winnung einer Riemannschen Flache von mdglichst kleiner Bléatter-
zahl m von grundlegender Bedeutung. Bei den S. 48 und 64 besprochenen
Flachen des Geschlechtes p = 0 gab es stets eimvertige Funktionen.
Diese Flachen erhielten wir bei Inversion der rationalen Funktionen
w = B(z)\ auf der einzelnen solchen Flache (ber der w-Ebene ist dann
eben z eine einwertige Funktion, welche die Flache auf eine F1? ndm-
lich die schlichte #-Ebene abbildet.

Beim Beweise des am Schliisse von § 16 (S. 82) angegebenen Rie-
mannschen Existenztheorems findet man nun, dal aufjeder Riemann-
schen Flache des Geschlechtesp = 0 eine ,inwertige* Funktion konstruiert
werden kann.l) Bezeichnen wir die Werte derselben mit z, so ist offen-
bar auch jede lineare Funktion von z:

eine einwertige Funktion des zur gegebenen Riemannschen Flache ge-
hérenden Karpers; und umgekehrt kénnen wir, wie leicht zu sehen ist,
jede einwertige Funktion dieses Korpers in einer unter ihnen, die z heil3e,
in der Gestalt (5) darstellen. Da hierbei nur zu fordern ist, daR die Determi-
nante (ad —bc) der linearen Funktion (5) von O verschieden ist (vgl.
S. 66), und (brigens fur die Funktion z' nur die ,,Verhdltnisse* der
Koeffizienten a, b, ¢, d maRgeblich sind, so haben wir die Auswahl
unter dreifach unendlich vielen einwertigen Funktionen unsrer Flache.
In dem ausgewéhlten z stellen sich nun die gesamten Funktionen
des Korpers in der Gestalt R{z) dar. Es folgt: Im Falle p = 0 haben
wir im wesentlichen nur einen einzigen Funktionenkorper, denjenigen der
,Jsationalen Funktionen einer komplexen Variabelnu. Auch die dem Kor-
per zugehorigen Integrale erledigen sich sofort durch die bekannte Formel:

welche sich den Bezeichnungen von S. 61 anschlieft.

1) Man vgl. etwa die Behandlung des Riemannschen Existenzsatzes in den
»Vorlesungen Uber die Theorie der elliptischen Modulfunktionen* von F. Klein
und R. Fricke (Leipzig, 1890 und 1892), Bd. 1, S. 493ff. Dieses weiterhin oft zu
nennende Buch soll fortan durch ,,Modulfunktionen* zitiert werden.
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Ist zweitens p = 1, so ist die Existenz einer einwertigen Funktion
ausgeschlossen, da man einen Kreisring (vgl. Fig. 18, S. 86) nicht ein-
deutig und stetig auf eine schlichte Kugelflache abbilden kann. Eine
zweiblattrige Flache F2 mit vier Verzweigungspunkten hatte uns oben
(S. 84) ein erstes Beispiel fir eine Flache des Geschlechtes p = 1 ge-
liefert. Beim Beweise des Riemannschen Existenztheorems gelingt es,
fur irgendeine Flache des Geschlechtes p = 1 eine zweiwertige Funktion
zu konstruieren, welche noch dazu an zwei willkirlich wéahlbaren Stellen
der Flache ihre beiden Pole erster Ordnung hat.) Bezeichnet man die
Werte dieser zweiwertigen Funktion wieder mit z, so ist zugleich:

(6) z=az+b

die allgemeinste zweiwertige Funktion der Flache, welche an den bei-
den vorgeschriebenen Stellen ihre Pole hat; dabei sind a, b willkirliche
endliche Konstante, nur mu a von 0 verschieden sein.

Die zweiwertige Funktion z bildet nun die anfénglich vorgelegte
Flache konform auf eine zweiblattrige Riemannsche Flache F2 ab, die
als zum Geschlechte p = 1 gehorig vier getrennt liegende Verzweigungs-
punkte hat (vgl. Formel (4) S. 88). Mindestens drei von den vier Ver-
zweigungspunkten liegen im Endlichen, etwa wieder bei el7 €2, €3. Der
vierte Verzweigungspunkt ist entweder auch endlich, etwa bei ge-
legen, oder er liegt bei z = 0o; letzteres tritt stets und nur dann ein,
wenn die beiden fiir z vorgeschriebenen Pole zusammenfallen und dadurch
einen einzigen Pol zweiter Ordnung liefern.

Wir konnen die beiden eben unterschiedenen Félle in einen Aus-
druck zusammenziehen. Wir setzen im ersten Falle, unter a eine nicht-
verschwindende komplexe Konstante verstanden:

az- e(z- Q(z- e)(z- ef] = 9(2)
und wollen bei Anordnung dieser ganzen Funktion vierten Grades g(z)
nach abfallenden Potenzen von z die Schreibweise:
(7 g(z) = azt - 4bzz-f 6c£2-f 4dz + e

gebrauchen, wo die Koeffizienten a, b, ... natirlich nichts mit denen
in (5) und (6) zu tun haben. Wir fassen dann die beiden fraglichen
Falle einfach dadurch zusammen, daf ivir von der ganzen Funktion g(z)
nur das Getrenntliegen der ,,vier** Nullpunkte fordern, aber ein Verschwin-
den des hdchsten Koeffizienten a zulassen; wird a = 0, so riickt dann
eben einer der vier Nullpunkte nach z = oo.

Umgekehrt kénnen wir fiir jede ganze Funktion (7), welche die
eben ausgesprochene Forderung erfillt, eine Flache F2 konstruieren,

1) Vgl. etwa wieder ,Modulfunktionen*, Bd. 1, S. 540ff.
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deren Yerzweigungspunkte die ,vier* Nullpunkte von g(z) sind, und
deren Geschlecht dann wieder p = 1 ist.
Nun erkennt man sofort in:

eine zur F2 gehorende algebraische Funktion. Dieselbe erscheint mit
z verbunden durch die Gleichung:

welche irreduzibel ist, da g{z) nicht das Quadrat einer ganzen Funktion
ist. Wir gelangen also zu folgendem Ergebnis: Alle beim Geschleckte
p = 1 existierenden Korper algebraischer Funktionen iverden uns geliefert
von den durch (8) gegebenen algebraischen Gebilden, wo die in Klammern
stehende ganze Funktion getrennt liegende Kulipunkte haben soll. Beim
einzelnen Gebilde sind die gesamten Funktionen des zugehdrigen Korpers
gegeben durch:

die zugehdrigen Integrale aber durch:

Die Eigenschaften dieser Integrale néher festzustellen, ergibt sich
hier als ndchstes Problem. Aber indem wir dieses Problem aufgreifen
und zur Durchfiihrung bringen, tritt eine neue und grundsatzliche Wen-
dung in unseren Entwicklungen ein: Wir werden erkennen, daf die ge-
samten Funktionen des Korpers, in Abhangigkeit von einem bestimmten
unter den Integralen (10) betrachtet, zu eindeutigen Funktionen iverden.
Diese fundamentale Tatsache der ,,Eindeutigkeit wird uns daraufhin
veranlassen, die Grofen (9) als Funktionen jenes Integrales ausfuhrlich
zu untersuchen. Wir werden sie als solche mit dem Namen der ,.ellip-
tischen Funktionen* belegen und unseren bisherigen Kérper algebraischer
Funktionen des Geschlechtes 1 in einen ,,Korper elliptischer Funktionen*
umwandeln.

Daneben tritt dann noch eine zweite Frage auf (welche sich beim Ge-
schlechte p = 0 unmittelbar erledigte), ndmlich wie man beim Geschleckte
p = 1 einen tiberblick Uber die gesamten wesentlich verschiedenen Kérper
algebraischer Funktionen verschaffen kann. Auch fur diese Aufgabe wird
uns jenes eben genannte Integral die geeignetsten Hilfsmittel zur Lo6-
sung an die Hand geben.

Die beiden hiermit genannten Aufgaben, namlich den einzelnen
,.Korper elliptischer Funktionen® ausflihrlich zu untersuchen und zweitens
den tiberblick Uber das ,,System aller wesentlich verschiedenen Korper
elliptischer Funktionen* zu gewinnen, setzen das ,,Grundproblem® unserer
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folgenden Untersuchungen zusammen. Ehe wir an die Behandlung des-
selben gehen, sind indessen unsere vorbereitenden Entwicklungen noch
nach einer anderen Seite hin zu ergénzen.

8 19. Lo6sung linearer homogener Differentialgleichungen zweiter
Ordnung.

Einige Grundsatze aus der Theorie der linearen Differentialglei-
chungen wer Ordnung kommen weiterhin fir den Fall n = 2 zur Ver-
wendung und sollen hier sogleich fur diese Ordnung entwickelt wer-
den.) Eine lineare homogene Differentialgleichung dieser Ordnung sei
in der Gestalt:

vorgelegt, wo fx(z) und f$(z) analytische Funktionen sein sollen. Ist
z0 irgendeine Stelle, in deren Umgebung ft(z) und f2(z) analytisch sind,
so soll zunachst gefragt werden, ob sich ebenda eine analytische L6-
sung £ von (1) angeben I&BRt, und welches die allgemeinste LOsung
dieser Art ist.

Die Reihenentwicklungen von f*iz) und f2(z) in der Umgebung
von zn seien:

Hat mindestens eine dieser Reihen einen endlichen Konvergenzradius,
so bezeichnen wir den kleineren unter den Konvergenzradien oder, falls
beide gleich sind, den gemeinsamen Radius mit JB8; handelt es sich um
zwei bestdndig konvergente Reihen, so sei R als positive GroBRe be-
liebig gewdhlt. Die Lésung £ moge, falls sie existiert, als analytische
Funktion von z die Entwicklung haben:

Innerhalb des Konvergenzkreises dieser Reihe ergeben sich, indem
wir rechts gliedweise differenzieren, sofort die Reihenentwicklungen fir

und --§. Die letztere Entwicklung muf3 (vgl. S. 14) identisch sein

mit derjenigen Entwicklung, welche man aus der rechten Seite von (1)
durch Eintrdgen der Reihen und Umordnung nach ansteigenden Po-

1) Siehe L.. Fuchs, ,,Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen®, Journ.
f. Math., Bd. 66 (1866) und Bd. 68 (1868). Eine umfassende Darstellung der Theorie
der linearen Differentialgleichungen wter Ordnung gab L. Schlesinger, ,Hand-
buch der Theorie der linearen Differentialgleichungen®, zwei Bénde (Leipzig 1895
und 1898).
Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 7
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tenzen von {z —#0) gewinnt. Dies ist aber stets und nur dann der
Fall, wenn die Gleichung:

fir alle Indizes n —0, 1, 2, ... gilt. Wéhrend demnach o und ck un-
bestimmt bleiben, berechnen sich aus der Rekursionsformel (2) alle
weiteren Koeffizienten 2, ¢3, ... in der Gestalt:

wo die ¢n und c" bestimmte rationale ganze Ausdriicke in den Koeffi-
zienten ak und bk sind; dabei sind, was man beachten wolle, in diesen
ganzen rationalen Ausdriicken nur Pluszeichen enthalten.

Um nun die Konvergenz der fiir £ angesetzten Reihe zu erdrtern,
wahle man z beliebig, aber fest im Innern des Kreises vom Radius li
um z0 und bestimme ferner eine positive Zahl r aus dem Intervall:

Dann koénnen wir (vgl. S. 16) eine bestimmte endliche Zahl M an-
geben, so daB langs der Peripherie des Kreises vom Radius r um z0
die Ungleichungen |fk(z) '< M und f%{z) < M zutreffen. M soll
auBerdem jedenfalls der Bedingung:

geniigen. Wie S. 50 ergibt sich fiir die absoluten Betrage der Koeffi-
zienten in den fir fk(z) und f&a(z) angegebenen Reihen:

Wenn wir demnach die samtlichen Koeffizienten akund bk durch M r~ker-
setzen, auBerdem aber | und cx\an Stelle von c0und ck treten lassen,
so wird zufolge der angegebenen Bauart der cn, ¢n in den ak bk jeden-
falls | cn| vergroRert. Ist die Reihe fir £ auch nach dieser VergroRe-
rung der Betrdge | cn| konvergent, so konvergiert sicher auch die ur-
sprungliche Reihe A ck(z —z0) -E + <+ im ausgewdhlten Punkte z
Nun kommt aber der vollzogene Ersatz der ak bk einfach darauf
hinaus, daR wir die bisherigen fk{z), %4& zugleich durch die Funktion:

ersetzen, oder daB wir an Stelle der Differentialgleichung (1) die fol-
gende treten lassen:



Konvergenzuntersuchung der Ldsung £ 99

Hier kann man entweder aus den dieser Gleichung zugehorigen Re-
lationen (2) oder auch durch direktes Operieren mit dieser Differential-
gleichung die Rekursionsformel in die einfachere Gestalt kleiden:

aus welcher sich weiter ergibt:

Die im vorliegenden Falle fur ni>2 eintretenden ¢ und c' sind
durchweg reell und positiv. Ersetzen wir somit die noch frei wéhlbaren
a0, c1 durch ihre absoluten Betrdge, so werden zufolge (3) die Be-
trdge cn| nicht verkleinert. Es ist also ausreichend, wenn wir fur
positive o0, ¢, die Konvergenz zeigen. Dann aber werden alle cn posi-
tiv, und es ergibt sich aus der letzten Gleichung mit Rucksicht auf
(5) fur alle 1=10,1,2,...

Somit ist auch c¢(+lr>ct fir alle n = 1,2,3,---, so daB wir wieder
aus der letzten Gleichung fir n- 1,2,3,¢¢¢ die Folgerung ziehen:

Man schreibe diese Ungleichung um in die Gestalt:

und beachte, daR der Klammerausdruck rechter Hand sich fiir limn —00
dem Grenzwerte 1 ndhert. Der links stehende Quotient zweier aufein-
ander folgender Reihenglieder nédhert sich somit fir limn= 00 zu-
folge (4), absolut genommen, einem unterhalb 1 gelegenen Grenzwerte,
womit die Konvergenz der fiir £angesetzten Reihe im Punkte z bewiesen ist.

Es ist hiermit bewiesen, daf die fir die Losung £ der Differential-
gleichung (1) angesetzte Reihe in der Umgebung von zO mindestens
ebensoweit konvergiert, als die fur /j(F) und f%z) geltenden Reihen
zugleich konvergent sind. Wir erhalten also in £ und zwar fir jede
Auswahl von 0 und cI} eine Lésung von (1); und andererseits ist hier-
mit jede analytische Lésung von (1) in der Umgebung von z0 gewonnen,
da ja fur jede Reihe o0-f ct(z—z0Q + eee, welche die Gleichung (1)
identisch befriedigt, die Relation (3) gilt.

Den besonderen Auswahlen d0= 1, (\= 0 und sodann A= 0,
cx= 1 entsprechen zwei partikuldre Ldsungen:
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wobei in der ersten Reihe das lineare Glied und in der zweiten das
Absolutglied fehlt, was beide Male durch einen Stern angedeutet ist.
Schreiben wir statt der bisherigen @, ct fortan a und b, so ist folgen-
der Satz gewonnen: Die Differentialgleichung (1) besitzt in der Um-
gebung) jeder Stelle z0, in der fx(z) und f3(z) Uberall analytisch sind,
Losungen £ welche ebenda gleichfalls Uberall analytisch sind; dabei 1&Rt
sich jede dieser Losungen in den beiden partikuldren Ldsungen (6) mittels
zweier Konstanten a, b in der Gestalt:

(7) &= < + N2

darstellen, wie auch umgekehrt fiir jede Auswahl endlicher Konstanten a, b
in (7) eine Losung vorliegt.

Soll die Summe (aEx - &2 als Funktion von z mit O identisch
sein, so mul} in der Reihenentwicklung derselben der Koeffizient jedes
Gliedes gleich 0 sein, so daR zufolge (6) insbesondere a= 0, b= 0
zutreffen mulR. Die Ldsungen £ sollen in dem Sinne voneinander
,.linear-unabhangig* heilen, als hiernach eine Gleichung a£x-\-b£2= 0
mit nicht zugleich verschwindenden a, b nicht identisch bestehen kann.
Greifen wir nun (immer in der Umgebung von z0) irgend zwei LO6-
sungen :

(¢) +B1t, IS'ys, + «&
auf, so gilt identisch:
a 4-bge=(@u+ by @B bd£

Man folgert hieraus leicht: Ist die Determinante (ad —Ry) der Koeffi-
zienten in (8) von 0 verschieden, so sind £', £ linear-unabhéangig; und
wenn linear-unabhangig sind, so ist umgekehrt (ad —Ry) von O ver-
schieden. In diesem Falle kann man die Gleichungen (8) nach £ lésen
und also £1; £ linear und homogen in £, ~ darstellen. Diese Dar-
stellungen koénnen wir dann auch in (7) eintragen, so daB wir in der
Umgebung von zQzur Darstellung aller Ldsungen in der Gestalt (7) an
Stelle der obigen £1? £ irgend zwei linear-unabhangige Ldsungen zugrunde
legen konnen.

Indem wir jetzt Uber die Umgebung von z0 hinausgehen, hat es
zunachst keine Schwierigkeit, auf Grund der Uberlegungen von S. 24 ff.
ein ,,Feld“ F des Funktionenpaares fx(z), f2(z) zu erklaren. Man hat
hierbei einfach den Prozel? der analytischen Fortsetzung gleichzeitig auf
fx(z) und f2(z) auszulben und bei dem einzelnen Paare von Funktions-
elementen, sofern die beiden Konvergenzkreise verschieden sind, nur den

1) Eine ,Umgebung“ von ZO sollte nach S. 1 stets als ,,Kreisflaiche* des
Mittelpunktes 20 gewéhlt werden.
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kleineren Kreis zuzulassen. Auch hat man natirlich, falls das System
der aneinander geklebten Konvergenzkreise um singuldre Punkte herum
Uber sich selbst hinlibergreift, die 0bereinander liegenden Teile der
Kreise nur dann zu verkleben, falls sowohl fx(z) als f2(z) bei dem be-
treffenden Umlaufe zu den anfanglichen Funktionswerten zurtickkehren.

Wir wollen zundchst auBer den ,singuldren* Punkten (Polen, end-
lich-blattrigen Verzweigungspunktenl), wesentlich singuldren Punkten)
flr mindestens eine der Funktionen fx{z), f2(z) auch alle Stellen oo,
welche dem Felde F etwa angehdren, als ,,Randpunkte” von F auffassen.
Dann ist sofort einleuchtend: In der Umgebung jedes ,,Innenpunktes* zO
von F gelten Uber die Natur der Losungen £ von (1) die obigen Satze;
irgendeine bei einer speziellen Stelle z0 aufgegriffene Losung £(z) von (1)
ist im Innern von F unbegrenzt fortsetzbar, erweist sich daselbst berall als
analytisch und stellt bestandig eine Lésung von (1) dar. Man hat nur zu
beachten, daf} in der Umgebung von z0 der Ausdruck:

g-AwSI-fiwt
als Funktion von z identisch verschwindet und also auch bei Fort-
setzung bestdandig mit O identisch bleiben muB. Die bei Fortsetzung
auftretenden Funktionswerte £ stellen demnach immer wieder eine Losung
von (1) dar, missen also die oben gewonnenen Gesetze der Ldsungen
befriedigen.

Die endlich-blattrigen Verzweigungspunkte und die Stellen 0o
machen Ubrigens keine Schwierigkeiten. Haben wir einen v-blattrigen
Verzweigungspunkt bei zO oder eine Stelle z — 002, so fiihren wir als
neue Variable bzw.: 1

Z’—(@z—z0v oder z =~

ein und rechnen in beiden Fallen3 die Gleichung (1) in die Gestalt:

dz'* = dz' + t

um, wo AOO, f200 in der Umgebung von z'— 0 eindeutig sind. Hier
ist dann einfach zu priifen, ob fx(z") und f2(z") bei z'= 0 beide ana-
lytisch sind, oder ob mindestens eine dieser Funktionen daselbst einen

1) Findet man bei der analytischen Fortsetzung Koinzidenz eines ~-blatt-
rigen Verzweigungspunktes von f\(zZ) mit einem r2-blattrigen von f2(z), so hat F
daselbst einen r»-blattrigen Verzweigungspunkt, unter V das kleinste gemeinschaft-
liche Vielfache von VX und V2 verstanden.

2) Letztere Stelle nach der eben gegebenen Bestimmung als isolierten Rand-
punkt von F.

8) Natlrlich darf auch wieder ein v-blattriger Verzweigungspunkt bei Z—oo0
liegen, wo man dann (Z— Z0) durch 2~1 zu ersetzen hat.
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Pol oder, was im Falle eines Punktes z = 00 ja zundchst nicht aus-
geschlossen ist, einen wesentlich singuldren Punkt hat. Im zweiten
und dritten Falle rechnen wir die betrachtete Stelle den Polen bzw.
wesentlich singuldren Stellen des Funktionenpaares fx(z), U(z) zu und
erklaren nunmehr als ,singulére Stellen* der Differentialgleichung (1) die ge-
samten Pole und wesentlich singuldren Punkte des Funktionenpaars fx(z), ft (z).

Ehe wir auf die Untersuchung dieser singuldren Stellen naher ein-
gehen, ist Uber die Vieldeutigkeit der Lodsungen £ im Felde F eine
grundlegende Betrachtung auszufiihren. In der Umgebung einer nicht-
singuldren Stelle seien fn £ zwei linear-unabhéngige Lodsungen und £
irgendeine Losung von (1). Man beschreibe von z0 eine im Felde F
geschlossene Bahn C bis z0 zurlick und setze £ Uber C fort. Ist es
mdglich, C stetig und ohne Zerreien auf einen Punkt zusammenzu-
ziehen, ohne daf3 die Bahn C hierbei (ber eine singulare Stelle von (1) hin-
weggezogen wird, so kehrt £ l&ngs C notwendig zu seinen Anfangs-
werten zuriick. Ist diese Zusammenziehung von C nicht mdglich, so
koénnen wir nur folgern, daR die Fortsetzung von £ Uber C hin am
Schlusse wieder zu einer Losung tf von (1) fur die Umgebung von zQ
hinfiihrt, wo sich alsdann £ wieder linear und homogen in den £ £
darstellt.

Wenden wir dieses Ergebnis insbesondere auf £x und £ selbst an,
so mogen wir am Schllsse zu:

9) £ = «Si+ /33, i-M£

gelangen. Diese Losungen £, £ missen dann wieder linear-unabhangig
sein, da eine am Schliisse identisch bestehende Gleichung afj -f d2= 0
auch schon zu Anfang bestehen mufBte. Wir gelangen demnach zu fol-
gendem grundlegenden, die Vieldeutigkeit der Losungen £ im Felde F
regelnden Satze: Ein System linear-unabhéngiger Losungen £x £2 geht bei
Fortsetzung Uber einen im Felde F geschlossenen Weg C in ein System
der Gestalt (9) mit ad —Ry >0 uber, so dal sich das System £x fa
bei Fortsetzung Uber C, wie man sagt, linear mit nicht-verschwindender
Determinante (ad —RBy) substituierte so oft C, ohne Uber singulédre Punkte
von (1) hinweggeschoben zu werden, stetig und ohne ZerreiBen in F auf
einen Punkt zusammenziehbar ist, liegt die ,identische Substitution* (vgl.
S. 68) d. h. diejenige mit a=d= 1, 8= y= 0, vor.

Dieses Ergebnis erdffnet uns zugleich die Moglichkeit, Darstellungen
der Losungen £ von (1) in der Umgebung eines isoliert liegenden sin-
guléren Punktes z0 dieser Differentialgleichung zu machen, wobei man,
falls z0 ein Verzweigungspunkt oder eine Stelle oo ist, zuvor die Trans-
formation auf die oben genannte Variabele z vornehme. C umlaufe z0
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im positiven Sinne und sei so gewahlt, dal kein weiterer singulérer
Punkt in oder auf C liegt. Dem Umlauf entspreche die Substitu-
tion (9) eines ausgewdhlten Systems linear-unabhangiger Losungen  £2

Wir fragen nun, ob es eine nicht identisch verschwindende L&sung

Z —At!f

geben kann, welche beim Umlauf C in sich selbst multipliziert mit
einem konstanten Faktor g Ubergeht, so daR die Gleichung Z'= gZ
bestehen wirde. Dann miRte:

identisch gelten, woraus wir, da £x £2 linear-unabhéangig sind:

folgern. Zwei nicht zugleich verschwindende Konstante A, B, welche
die Gleichungen (10) befriedigen, liefern auch umgekehrt eine gewiinschte
Ldsung Z.

Damit nun die Gleichungen (10) durch zwei nicht zugleich ver-
schwindende A, B befriedigt werden koénnen, muf} ihre Determinante
verschwinden:

Q)

Es gibt demnach flir unseren singuldren Punkt zO hdchstens zwei Fak-
toren gx, u2 oder gar mir einen g, in dem Falle namlich, daR die Glei-
chung (11) zusammenféllende Wurzeln hat?) Man beachte noch, daf
die Faktoren g als Losungen wvon (11) sicher endlich und von 0 ver-
schieden sind.

Tragen wir nun einen aus (11) berechneten Faktor g in (10) ein,
so konnen zwei Félle eintreten. Entweder sind die linearen Gleichun-
gen (10) fir die gesuchten A, B identisch erfillt, oder es gibt, abgesehen
von einem gemeinsamen Faktor, den wir den A, B zusetzen dirfen,
nur ein System nicht zugleich verschwindender Lésungen A, B von (10).
Im ersten Falle ist a=d= g, 8=y =0, und es sind die A, B will-
kirlich wahlbar: In der Tat nehmen jetzt bereits die beiden linear-un-
abhéngigen Losungen  £2 bei einem Umlauf um den singularen Punkt zO
den Faktor g an, und dasselbe gilt also flr jede Ldsung. Liegt dieser
Fall nicht vor, so gibt es, abgesehen von einem konstanten Faktor, den wir
der Losung zusetzen mdgen, eine und nur eine Losung Z, welche bei
Umlauf um z0 den aus (11) berechneten Faktor g annimmt.l

1) Aus der Bestimmtheit der Faktoren [Ifolgt zugleich ihre Unabhé&ngigkeit
von der Auswahl des Systems £4, die man auch leicht durch direkte Rechnung
beweisen kann.
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Fir die in Rede stehende Losung Z konnen wir nun leicht in der
Umgebung von z0 eine Darstellung angeben. Setzen wir:

so ist p bis auf eine additive ganze Zahl bestimmt; wir behalten uns
eine spezielle Auswahl von p vor und denken zunéchst eine beliebige
Wahl getroffen. Dann ist:

eine in der Umgebung von z0, abgesehen von diesem Punkte selbst,
Uberall analytische Funktion, die bei dem Umlaufe um zQ gleichfalls
den Faktor g annimmt. Somit ist Z- {z — z0~V ebendaselbst Uberall
analytisch und kehrt beim Umlaufe um z0 zu seinen Anfangswerten
zurlick. Fur dieses Produkt gilt demnach (vgl. S. 41) eine Laurentsche
Entwicklung nach Potenzen von (z —z0), die durch 2(z —z0) bezeich-
net werde:

und die in der Umgebung von z0, abgesehen vielleicht) von diesem
Punkte selbst, konvergiert.

Hat jetzt die Gleichung (11) verschiedene Wurzeln gv g2 so mdgen
ihnen die bis auf konstante Faktoren eindeutig bestimmten Losungen
Zv 2% von (1) zugehoéren, welche man leicht als linear-unabhéngig er-
kennt.d Wahlen wir zwei zugehorige gl p2 so folgt: Sind die beiden
Wurzeln gv g2 von (11) verschieden, so gibt es zwei bis auf konstante
Faktoren bestimmte, linear-unabhéngige Ldsungen Zv Z2 mit dm Dar-
stellungen:

Sind (he beiden Wurzeln g von (11) einander gleich, so setzen wir
eine erste Losung Zx mit der Darstellung:

an. Ist Zgeine von Zx linear-unabhéngige Ldsung, so tritt jetzt bei dem
Umlaufe um zQan Stelle von (9):

1) Bs kann ja der besondere Fall eintreten, dald 4(z —z0) Uberhaupt keine
Glieder mit negativen Potenzexponenten aufweist.

2) Besteht namlich az1-\-bzi = 0 identisch, so folgt durch Ausfiihrung des
Umlaufs um z0 als wieder identisch guiltig afi, zx-f- b\ii zi = 0. Durch Kombination
beider Gleichungen folgt leicht a—0, 6= 0.
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wo natirlich a= g ist. Da aber die zugehorige Gleichung (11) auch
als zweite Losung wieder g haben muf3, so ist auch 6 = g, und also gilt:
Z\ = gZx, Z2= yZx+ gZ2

Ist nun erstlich y= 0, so haben wir den schon vorhin erwéhnten
Fall, daRR alle Losungen beim Umlauf um z0 den Faktor g annehment
ivo dann also Darstellungen gelten:

(14) Z.=(z- 20y -2X(z- 8O, Z2=(z —zo09 -25(z- 20,

Ist zweitens y > 0, so beachte man, daR die Ldsung Zx bis auf
einen konstanten Faktor bestimmt ist, da jetzt der eben erledigte Fall
nicht vorliegt. Nach bestimmter Auswahl von Zx moge an Stelle der
zuerst aufgegriffenen Losung Z2 die folgende:

Z2= 2ingy~ X2
treten, die hernach gleich selbst wieder Z2 heie. Offenbar gilt dann
fir den Umlauf um z0:
I'X—QZXN 722—2ijtgZx--gZ2

Hieraus aber folgert man ohne Mihe, daR die Funktion:

Z2- log{z- z0) wx,
welche in der Umgebung von z(/ abgesehen von z0 selbst, (berall ana-
lytisch ist, gegenuber dem Umlauf um z0 einfach wieder den Faktor g
annimmt und also eine Darstellung (z —z)Q+S2(z —z0 gestattet. Jetzt
existieren zwei linear-unabhéngige Lésungen mit den Darstellungen:
(Ib)Zx=(z-z20y-2x(z—20),Z22= (z-z O(R2(z—=z0+ log (z- z0)-2x(z—z0),
wo Zx bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt ist und Z2 nach
Auswahl von Zx insoweit unbestimmt bleibt, daR Z2 durch irgendeine L&-
sung (Z2-j- aZf) ersetzbar ist.

Alle in (13)ff. zur Benutzung kommenden Laurentschen Reihen
konvergieren in der Umgebung des singularen Punktes £0, abgesehen
vielleicht von diesem Punkte selbst.

8 20. Ausfuihrungen Uber die hypergeometrische Differential-
gleichung.
Die vorstehenden Ausfilhrungen werden spaterhin insbesondere im
Falle der ,,hypergeometrischen Differentialgleichung:

(1) ziz—1)-"+ [(« + B+ 1)*—ylj|+ =0

zur Verwendung kommen. Wir wollen hierbei unter a, B, y reelle Gro-
Ren verstehen, die weiterhin noch gewissen Beschrankungen unterworfen
werden sollen.
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Die bisher mit f~{z) und f3(z) bezeichneten Funktionen sind fiir die
Differentialgleichung (1) rational und haben Pole bei z= 0 und S— 1
Das Feld F des Funktionenpaars ist die schlickte z-Kugel; singulare Punkte
der Differentialgleichung sind im Endlichen nur die Punkte z—O0und z = 1,
denen wir nétigenfalls als dritten singuldren Punkt den noch néher zu unter-
suchenden Punkt z = oo hinzuzufiigen haben.

Um diese Untersuchung sogleich durchzuflihren, setzen wir z = \
und rechnen (1) auf die Gestalt um:

Hieraus geht zunéchst hervor, daR z = 0 und also z = 00 ein singidarer
Punkt unserer Differentialgleichung ist. Andererseits gewinnen wir aus
der letzten Gleichung die Kenntnis einer grundlegenden Eigenschaft der
Gleichung (1) auf folgende Art. Die auf z' transformierte Gleichung
hat zwar nicht unmittelbar die Gestalt (1) einer hypergeometrischen
Differentialgleichung, kann aber durch die Transformation &==("¢'
wieder auf diese Gestalt gebracht werden. Man wird ndmlich durch
diese Transformation zu der Gleichung:

gefuhrt und erkennt sofort, daf hier wieder eine Gleichung (I) vor-
liegt, falls p entweder = a oder = B gesetzt wird. Im ersten Falle
treten an Stelle der « B, y die GroRen:

im zweiten Falle aber:

Das gewonnene Ergebnis 1aRt sich noch in eine wesentlich ein-
fachere Gestalt kleiden, wenn wir statt der a, B, y drei neue GroBRen
A, M, v einfihren, welche mit den a, B, y durch:

Zusammenhangen. Die Transformationen (2) und (3) der a, &, y nehmen
namlich, auf A, y, v umgerechnet, die einfachen Gestalten an:
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Bezeichnen wir die linke Seite der Differentialgleichung (1) durch das
Symbol 1)(Z, z\ A, W, V), so erweist sich dieser Ausdruck O als invariant
gegeniber jeder der beiden Transformationen:

Setzt man ferner

womit wieder eine Gleichung (1), ndmlich diejenige mit:

gewonnen ist. Fir die A, y, v liefern diese Gleichungen: A" = p, p' = A,
v'= v, so dal D invariant ist auch gegeniiber der Transformation:

Es ist nun ein einfacher, aber wichtiger Grundsatz, daB, wenn
man zwei Transformationen, die beide D (von Faktoren abgesehen) in
sich Uberflhren, hintereinander ausibt, hierdurch eine aus jenen zu-
sammengesetzte dritte Transformation entsteht, gegeniiber der D in
gleichem Sinne invariant sein mufl. Wir wenden dies Prinzip zunédchst
nur auf die Transformationen (5) und (7) an, kombinieren die ent-
springenden Transformationen aber sowohl unter sich als auch wieder
mit (5) und (7). Es zeigt sich, daf wir von (5) und (7) aus auf diese
Weise insgesamt nur zu sechs verschiedenen Transformationen, die ,,iden-
tische** Transformation { = {, z = z, A" = A, ... mitgerechnet, hingelangen,
die wir in leicht verstéandlicher Weise tabellarisch zusammenstellen:
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Hier ist an erster Stelle die identische Transformation genannt, an
zweiter die Transformation (7) und an dritter Stelle die Transformation (5).
Die vierte Transformation entsteht, wenn wir zundchst die dritte und auf
die transformierten GrolRen sodann die zweite Transformation ausiiben.
Beginnen wir mit der zweiten Transformation und ben sodann die dritte
aus, so folgt die flinfte. Endlich ergibt sich die sechste Transformation
etwa durch Kombination der funften und der zweiten. Man uberzeugt sich
leicht durch direkte Rechnung, daB irgend zwei unter den sechs Transfor-
mationen kombiniert immer wieder eine unter diesen Transformationen
liefern. Man sagt, um dieses SachVerhaltnis zum Ausdruck zu bringen, sie
bilden eine ,,Gruppe*‘ von sechs zusammengehdrigen Transformationen, nennt
die Anzahl sechs der Transformationen die ,,Ordnung* der Gruppe und be-
zeichnet diese durch das Symbol G6. Kehren wir die einzelne Transformation
um, so entsteht die zur ihr ,,inverse** Transformation. Man stellt ohne Mihe
fest, dal® (auler der identischen) die zweite, dritte und sechste Transfor-
mation je sich selbst invers sind, daf aber die vierte und flnfte zuein-
ander invers sind. Man sagt auch, die zweite, dritte und sechste Trans-
formation seien von der Periode zwei, insofern zweimalige Ausfiihrung
einer dieser Transformationen die identische Transformation erzeugt.
Die vierte und funfte Transformation haben im gleichen Sinne die
Periode drei.]

Kombinieren wir nunmehr die Transformationen (5) und (6), so
ergibt sich als neue Transformation, gegenuber welcher D wieder in-
variant ist:

8) (=(N, Z=2Z, N=—\ Y=y, v=—w
Demnéchst wolle man die zweite Transformation der 6r6hierauf(8) und dann
nochmals die zweite Transformation der G6ausiiben, wodurch man erhalt:
%= 1—Q~u¢ z=2Z, =\ Y= —l, V =—V.
Endlich kombiniere man diese Transformation mit (8). Wir stellen die

1) Die Ge des Textes ist, wie man sieht, vom Standpunkte der abstrakten
Gruppentheorie (die nur auf die ,,Struktur®“ der Gruppen achtet und die besondere
Darstellungsform derselben als unwesentlich betrachtet) einfach mit der Gruppe
der sechs Permutationen von drei Dingen (hier entweder die drei GroRen A, u, v
oder, wenn man will, die drei singuldren Punkte Z—0, 1, o) identisch. Faflt man
die Ggin der Gestalt der sechs linearen Substitutionen:

so gelangt man zu der in der , Theorie der reguldaren Kdrper“ oder in der ,,Theorie
der Gruppen linearer Substitutionen einer Variablen* wohlbekannten ,Bieder-
gruppe” 6rc; siehe dariber Klein, ,Vorlesungen U{ber das lkosaeder”, (Leipzig,
1884) S. 9 und 36 oder ,Modulfunktionen* Bd. 1 S. 15. Ubrigens kommen wir im
nachsten Kapitel (S. 126 ff.) auf die fraglichen Gruppen ausfihrlich zurick.
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drei so gewonnenen Transformationen, unter Hinzunahme der iden-
tischen Transformation, wieder tabellarisch zusammen:

Diese vier Transformationen hilden fur sich eine ,,Gruppeu Gi der Ordnung
vier, wie man leicht zeigt.lp

Man kombiniere schlieRlich die vier Transformationen der 6r4 ein-
zeln mit den sechs der G6 und gelangt so zu 24 verschiedenen Trans-
formationen mit einem (wenigstens was die z, A, Y, v angeht) unmittel-
bar (bersehbaren Bildungsgesetze. Diese 24 Transformationen liden
wiederum eine Gruppe G2i der Ordnung 24, welche die besonderen Trans-
formationen (5), (6) und (7) enthalt; von diesen letzteren aus gelangen wir
also insgesamt zu 24 verschiedenen Transformationen, ivelche die linke Seite
der hypergeometrischen Differentialgleichung (1) lis aufeinen Faktor in sich
Hierflihrend)

Die vorstehenden Betrachtungen sind fur die Ldsungen der Diffe-
rentialgleichung (1) in den Umgebungen der singuléren Stellen wichtig.
Die hierbei eintretenden Entwicklungen griinden sich auf folgende Tat-
sache: Man kann zunadchst fur die Umgebung des singuldren Punktes
z —0, falls y weder gleich 0 noch gleich einer negativen ganzen Zahl ist,
eine bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmte Ldsung der
Differentialgleichung (1) angeben, welche auch im singuldren Punktz = 0
selbst analytisch bleibt. Tragt man némlich

in die Gleichung (1) ein, so ist fiir das identische Bestehen dieser Glei-
chung in z, die Konvergenz der Reihe vorausgesetzt, die fir alle In-
dizes n= 0, 1, 2, ... giltige Gleichung:

1) Es handelt sich hier im Sinne der abstrakten Gruppentheorie um dieselbe
Gruppe, welche in der ,Theorie der Gruppen linearer Substitutionen einer Varia-
blen,, als , vierergruppe“ auftritt; vgl. die Nachweise der letzten Note.

2) Diese G2i ist im Sinne der abstrakten Gruppentheorie identisch mit der
Gruppe der 24 Permutationen von vier Dingen; in der ,Theorie der reguldren
Kdrper* tritt die G2i als ,,Oktaedergruppe* auf (vgl. vorletzte Note).
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hinreichend und notwendig. Dies fiihrt auf:

wo in der Klammer die wohlbekannte Gestalt der ,hypergeometrischen
Reihe gewonnen ist, nach welcher auch die Differentialgleichung (1)
ihren Namen tragt. Fir diese Reihe hat GaulRl) die abkirzende Be-
zeichnung F(u, B, y- z) eingefuhrt-, wir wollen entsprechend dieser
Schreibweise a, B, vy, z als ,erstes”, ,zweites”“ usw. ,,Argument” von F
bezeichnen. Das dritte Argument y darf, wie schon bemerkt, weder
gleich 0, noch gleich einer negativen ganzen Zahl sein, da ja sonst in
den Koeffizienten unserer Reihe von einer gewissen Stelle an der Fak-
tor 0 im Nenner auftreten wirde. Da (Ubrigens aus (9) offenbar

lim
n—c  C°

\s|> 1 divergent, sofern sie nicht dadurch, dafl eine der GroRen a, R
mit einer unterhalb 1 gelegenen ganzen Zahl gleich ist, bei einem ge-
wissen endlichen Gliede abbricht3: Oie unter der genannten beschranken-
den Voraussetzung betreffs des dritten Argumentes y anzusetzende hyper-
geometrische Reihe:

= 1 folgt, so ist die Reihe fiir 1z j< 1 konvergent und fir

hat, falls sie Uberhaupt eine ,unendliche* Reihe ist, den Konvergenzradius
R=1
Setzt man r0= 1, so ist:

eine erste Losung der Differentialgleichung (1) in der Umgebung der
singuldaren Stelle z = 0, aus welcher die allgemeinste in diesem Punkte

1) In der fur die bypergeometrische Reibe und Differentialgleichung grund-
. Lo . . s 'R
legenden Arbeit ,,Disquisitiones generales circa seriem infinitam 1-f -— x A\-—

Gottinger Abhandl. von 1813 oder Gaul3’ Werke, Bd. 3, S. 123.

2) Man muR in diesem Falle (worauf wir unten zurickkommen werden) die
Anfangskoeffizienten c0, c,, . . . bis e gleich 0 setzen, ci_y aber gleich 1 wéhlen.
Die sich ergebende Ldsung ist wieder im singuldren Punkte z = 0 analytisch und
besitzt dortselbst einen Nullpunkt der Ordnung 1 —y.

3) Ist etwa a eine negative ganze Zahl, so ist offenbar F (a, B, y; 2)
eine ganze rationale Funktion des Grades — a. Der Fall «— 0 ist elementar,
insofern man in diesem Falle als allgemeine Ldsung der Differentialgleichung (1)
findet:

unter A und 'E Konstante verstanden.
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analytisch bleibende Losung durch Zusatz eines Faktors cO herstell-
bar ist.

Man gehe nun auf die obigen 24 Transformationen unserer Diffe-
rentialgleichung (1) zuriick. Die einzelne derselben hat, was C an-
langt, die Gestalt & = zm(l —Q)"¢. Ist die Gleichung D = 0 fir C iden-
tisch erfillt, so wird, da D’ bis auf einen Faktor gleich D ist, { eine
Lésung der transformierten Gleichung D' = 0 sein; und umgekehrt er-
gibt jede Losung { dieser Gleichung in (= z~m(\ —{)~n{ eine solche
der urspriinglichen. Indem wir nun nach (11) fur ¢ die Ldsung
F(&, [,y z') eintragen, gewinnen wir fur die Differentialgleichung (1)
einen Ansatz von 24 zundchst formal verschiedenen Ldsungen:

(12) _ &= *—(@1- *)-«-F('B81/; 2),
wobei die Losung (11) selbst, der identischen Transformation der Gu
entsprechend, mitgezahlt ist.

Was die Konvergenz der einzelnen dieser Reihen angeht, sofern
dieselbe eine unendliche Reihe ist und auch nicht etwa dadurch, daf
eine der Gleichungen y'=0,—1, —2,... zutrifft, unbrauchbar wird, so ist das
Innere des Konvergenzkreises stets durch \z \< 1 gegeben. Je nachdem

ist, wird man in jedem Falle den Konvergenzkreis in der £-Ebene
leicht feststellen. Der einzelne singuldre Punkt liegt dabei je in zweien
unter diesen sechs Konvergenzkreisen, so dal von den 24 in Ansatz ge-
brachten Losungen (12) sich je 8 auf die Umgebung des einzelnen unter
den drei singuldren Funkten beziehen. Z. B. erhalten wir fir die Um-
gebung von z = 0 vier Reihen nach Potenzen von z und vier solche
nach Potenzen von —, wobei das Innere des , Konvergenzkreises“
flr die letzten vier Reihen von allen den Werten z geliefert wird, die
einen reellen Bestandteil < \ besitzen.

Da die drei singuldren Punkte bei den Transformationen der Glei-
chung (1) in sich ausgetauscht werden, so Ubertragen sich die fir
einen einzelnen unter den drei Punkten gemachten Ausfiihrungen eben
durch jene Transformationen auf die beiden anderen Punkte. Es ist
demnach ausreichend, wenn wir ausfiihrlich nur etwa den Punkt z =0
betrachten. Die acht zum singuldren Punkte z =0 gehdrenden An-
sétze (12) sind die folgenden:
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Diese acht Ansatze sind aber nur formal alle voneinander ver-
schieden. Da namlich der dritte, ebenso wie der flnfte und sechste
Ansatz, zu einer Potenzreihe mit dem Anfangsgliede 1 fihrt, so er-
geben diese drei Ansdtze einfach F(a, R, y; z) wieder, was man auch
leicht durch Ausrechnung einiger Reihenglieder bestéatigt findet. Ebenso
fuhren die vier Testierenden Ansatze (sofern dieselben brauchbar sind)
zu einer und derselben Lodsung. Wir kommen somit auf die beiden
nunmehr durch:

zu bezeichnenden Ldsungen zurick.

Ist nun erstlich y keine ganze Zahl, so haben wir in zx, z2 die
beiden Ldsungen (13) S. 104 der allgemeinen Theorie gewonnen: lIst y
nicht ganzzahlig, so liefern die in (13) dargestellten Zx, Z* fir die Um-
gebung des singuldren Punktes z = O zwei linear-unabhédngige Ldsungen,
die Ubrigens durch ihre Eigenschaften, daB die Anfangsglieder der Po-
tenzreihen 1 bzw. z1~y sind, eindeutig bestimmt sind.

Ist zweitens y ganzzahlig, so haben wir zu unterscheiden, ob y < 1,
= 1 oder > 1 ist. Im ersten Falle bleibt nur die Lésung Z% brauch-
bar und zeigt, daR wir in diesem oben ausgeschlossenen Fallel) eine im
Punkte z — 0 analytisch bleibende Loésung mit einem daselbst gelegenen
Nullpunkte der Ordnung (1 —vy) haben. Ist y = 1, so liefern die bei-
den Reihen (13) ein und dieselbe Lo6sung, da F{a, R, y, z) im ersten
und zweiten Argumente symmetrisch ist. Im dritten Falle, y > 1, wird
die zweite Reihe (13) unbrauchbar, und es verbleibt nur die Losung
Fce, B.y-.0).

In allen diesen Fallen kann man sich eine zweite Lésung ver-
mittelst einer Methode verschaffen, nach der man bei jeder linearen
homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung aus einer ersten parti-
kularen LOsung mittelst zweier Quadraturen die allgemeine L6sung fin-

1) Siehe jedoch die zweite Note S. 110.
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det. Ist nédmlich Zx eine erste partikuldare Losung der Gleichung (1)
S. 97 und ¢ irgendeine Losung derselben, so gilt:

Durch Elimination von f2(z) folgt:

so dal es gelingt, den hier links und rechts in der Klammer auftreten-
den Ausdruck durch eine erste Quadratur zu berechnen; man findet:

unter A eine Konstante verstanden. Aus dieser Gleichung aber folgt
sofort weiter:

so dal wir mittelst einer zweiten Quadratur die allgemeine Ldsung C in
der Gestalt gewinnen:

unter B eine zweite Konstante verstanden.
Im Falle der hypergeometrischen Differentialgleichung liefert diese
Methode die allgemeine Ldosung:

Wir wollen diese Gleichung in dem unten allein in Betracht kommen-
den Falle y = 1 noch weiter verfolgen, indem wir unter Zt die L&sung
F(a, B, 1;z) verstehen; auch wollen wir A —\, B = 0 setzen, was die
besondere Ldsung:

liefert. Der Ausdruck in der Klammer gestattet eine Reihenentwick-

lung, deren erstes Glied z~I ist und die Ubrigens jedenfalls in der Um-

gebung von z = 0 konvergiert, da ZA hier analytisch ist und den

Wert 1 hat. Die Integration und Multiplikation des Integrales mit
= F(a, B.1!z) ergibt fur Z« eine Darstellung der Gestalt:

wo ™ (z) einfach unsere hypergeometrische Reihe F(a, B, 1;z) ist und

die Reihef&(), insofern wir die Konstante B = 0 setzen wollten, das
Fricke: ElUptieche Funktionen. Bd. 1 8
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Absolutglied 0 bat. Die hiermit gewonnene Darstellung von Z2 ordnet
sich dem allgemeinen Ansétze (15) S. 105 unter, so daR die damaligen
Aussagen fiir die hier betrachtete Losung gelten. Insbesondere wird
auch (z) fur \z\ < 1 konvergent sein; im Ubrigen sind die Mer vor-
liegenden $2(2) eindeutig bestimmt, () als hypergeometrische
Heihe F(cc, B, 1; z) und B2(z) durch die Forderung des verschwindenden
Absolutgliedes.

Ubrigens ist es nicht schwer, die Reihe $2(F) explizite anzugeben.
Schreiben wir:

so ist =1, d = 0 und die erste Reihe ist die hypergeometrische
mit y = 1, so daf sich aus (9):

ergibt. Trdgt man nun in die Gleichung (1) die Lésung Z2 ein, ent-
wickelt nach Potenzen wvon z und setzt den Koeffizienten von zn
gleich O, so ergibt sich eine Rekursionsformel zur Berechnung der cf,
welche man unter Benutzung von (14) leicht auf die Gestalt bringt:

gultig fur ~=1,2,3,...0) Auf Grund der bekannten Ausdriicke fur
die Koeffizienten oQ clt ¢2, ... sowie der Festsetzung cf = 0 bestimmen
sich jetzt leicht alle weiteren Koeffizienten cf, cf, ..., und man wird
flir @2@#) auf folgende, fortan durch das Symbol F1(a, ] z) zu be-
zeichnende Reihe gefiihrt:

1) Wenn eine der GroBen a, B, etwa die erste, ganzzahlig und 0 ist und
damit F(a, 8, 1; z) eine rationale ganze Funktion des Grades — u darstellt, so ist
die Rekursionsformel des Textes nur fur die Indizes n<. —a zu benutzen. Fir
n—1—a und n> 1—a sind alsdann die folgenden Rekursionsformeln zu be-
nutzen :

Die im Texte sogleich anzugebende Reihe F1(a,B;z) verliert in diesem Falle, wie
man leicht nachweisen wird, ihre Giultigkeit nicht.



Herstellung zweier Ldsungen fir den Fall y= 1 115

die, wie schon hervorgehoben wurde, fur =z 1<1 konvergiert. Wir
merken als Ergebnis an: Ist y = 1, so besitzen wir in:

ein System linear-unabh&ngiger Ldsungen der hypergeometrischen Diffe-
rentialgleichung (1).

Zur Vorbereitung der spateren Anwendungen wollen wir flr jeden
der beiden anderen singuldren Punkte ein Paar von Lésungen der
Differentialgleichung (1) zusammenstelien, die sich jetzt unmittelbar
durch je zwei geeignet ausgewahlte unter unseren 24 Transformationen
ergeben. Fiur z — 1 nehmen wir an, daR das hierbei in Betracht kom-
mende dritte Argument y —a F B —V 1 nicht ganzzahlig sei, und
haben dann fir die Umgebung des singuldren Punktes z = 1 als linear-
unabhangige Ldsungen:

wo Ubrigens, wie wir doch noch hinzusetzen wollen, die hier mit zx,
Z?2 bezeichneten Lodsungen keineswegs die Fortsetzungen der oben bei
z= 0 so bezeichneten Losungen zu sein brauchen. Fir den dritten
singularen Punkt z = oo kommt unten gerade der Fall in Betracht, dal3
nach Ausflihrung der Transformation das dritte Argumenty' = a —g -f 1
gleich 1 ist, was & = u zur Folge hat. Fir die transformierte Glei-
chung muissen wir jetzt ein Losungssystem in der Gestalt (16) an-
setzen. Die einfache Zwischenrechnung liefert das Ergebnis: 1st & = u,
so hat man fir die Umgebung des singularen Punldes z = 00 ein Sy-
stem linear-unabh&ngiger Loésungen der hypergeometrischen Differential-
gleichung in der Gestalt:

Hiermit sind alle Vorbereitungen getroffen, deren wir zur Behand-
lung der Theorie der elliptischen Funktionen bedirfen.



Erster Abschnitt.

Grundlagen der Theorie der elliptischen Funktionen
erster Stufe.

Das S. 96 entwickelte Grundproblem der Theorie der elliptischen
Funktionen hat als erstes Ziel, den einzelnen Korper algebraischer Funk-
tionen des Geschlechtes p = 1, den wir durch eine Riemannsche Flache
F2 mit zwei Blattern und vier getrennt liegenden Verzweigungspunkten
erklaren konnen, und die dem Korper zugehdrigen Integrale:

naher zu untersuchen. Integrale dieser Art sind sehr frih bei Unter-
suchungen Uber Rektifikation von Kurven, insbesondere der Ellipse,
aufgetreten)), und diese Beziehung zur Ellipse hat fiir die Integrale (1),
welche wir fortan allgemein als ,elliptischeu Integrale bezeichnen, den
Namen abgegeben. Wie wir schon S. 96 andeuteten, wird in die Unter-
suchung dadurch eine grundsétzliche Wendung hineinkommen, daf3 die
algebraischen Funktionen des vorgelegten Korpers, in Abhangigkeit von
einem gewissen unter den Integralen (1) betrachtet, zu eindeutigen Funk-
tionen werden, die wir eben in dieser Abhéngigkeit als ,elliptischeu
Funktionen bezeichnen werden. Der Korper algebraischer Funktionen
geht dabei in einen ,Korper elliptischer Funktionen Uber, dem dann
weiter unsere Betrachtung gelten wird.

Dariiber hinaus haben wir als zweites Ziel, welches unser Grund-
problem stellt, nach S. 96 zu nennen, daR wir einen Uberblick Uber
das Gesamtsystem aller Korper algebraischer Funktionen des Geschlech-
tes p = 1 oder, was auf dasselbe hinauskommt, aller Koérper elliptischer
Funktionen gewinnen sollen. Diese Aufgabe ist sehr wohl einer alge-
braischen Behandlung fahig und soll sogleich in dieser Weise in An-
griff genommen werden. Aber auch hier wird die Hereinnahme jenes

1) Bogendifferentiale von der fraglichen Gestalt fir die Ellipse sowie fir die
verlangerte und verkirzte Zykloide finden sich bereits bei J. W allis, der in der
Zeit von 1655—59 Untersuchungen Uber die Bogenldngen der genannten Kurven
anstellte; siehe dariber W. Kutta, ,Elliptische udu andere Integrale bei Wallis*,
Bibi, math., 3. Reihe, Bd. 2 (1901), S. 230. Man vgl. auch die geschichtlichen
Notizen in dem Referate Il B 3 ,Elliptische Funktionen“ von R. Fricke im
Bd. 2, Teil 2 der ,,Enzyklopéddie der mathematischen Wissenschaften“, S. 182; wir
zitieren diese Darstellung als ,Referat uUber elliptische Funktionen®.
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besonderen Integrales eine neue Wendung in die Entwicklung hinein-
bringen, bei welcher wir an den Begriff der elliptischen Funktionen
denjenigen der ,glliptischen Modulfunktionenll anzureihen haben werden.

Die Behandlung der angegebenen Probleme, die wir hier zunéchst
vorlegen, ist nicht diejenige, welche geschichtlich zuerst entstanden ist.
Die Theorie der elliptischen Integrale bei A. M. Legendrel), sowie die-
jenige der elliptischen Funktionen bei C. F. Gauf32, N. H. Abel3d und
C. G. J. Jacobid hatte eine Gestalt, welche wir erst im nachsten Ab-
schnitt naher kennen lernen werden. Der Vorrang gebihrt derjenigen
Gestalt, in welche K. W eierstralRy die Theorie der elliptischen Funk-
tionen gekleidet hat; dieser Gestalt der Theorie schliet sich der vor-
liegende erste Abschnitt an.

Das Verhaltnis der Weierstralschen Darstellung der Theorie
der elliptischen Funktionen zu der alteren Gestalt derselben findet seine
klarste Ausdrucksform in der von F. Klein§ aufgestellten ,,Stufen-
theorieWir konnen die einfachen arithmetisch-gruppentheoretischen
Grundlagen der Stufentheorie erst unten zur Darstellung bringen. Die

1) S..dessen ,Traite des fonctions elliptiques“, 3 Bde. (Paris 1825—1828);
Legendre benennt die Integrale als ,fonctions elliptiques”.

2) ,Gesammelte Werke“, Bd. 3 und 8 (Gottingen, 1866 und 1900); siehe
auch L. Schlesinger ,Uber GauR’ Arbeiten zur Funktionentheorie”, Gott. Nachr.
von 1912 (Beiheft).

8) Die Untersuchungen Abels beginnen 1826 und sind vornehmlich in den
funf ersten Bénden des Jouxn. fir Math, verdffentlicht; siehe auch ,,Oeuvres compl.
de N. H. Abel“, nouv. edition par L. Sylow et S. Lie (Kristiania, 1881). Die bei-
den wichtigsten Abhandlungen sind ,Recherches sur les fonctions elliptiques®,
Oeuvres, Bd. 1, p. 279 und ,,Precis d’une theorie des fonctions elliptiques®, Oeuvres,
Bd. 1, p. 518.

4) Jacobis erste Mitteilungen sind im Jahre 1828 in den Astron. Nach-
richten und im Journ. f. Math, erschienen. Die Hauptschrift ,,Fundamenta nova.
theoriae functionum ellipticarum® ist 1829 in Kdnigsberg als selbstandiges Buch
erschienen. Die Vorlesungen Jacobis ,Theorie der elliptischen Funktionen aus
den Eigenschaften der Thetareihen abgeleitet® sind 1838 von C. W. Borchardt
ausgearbeitet. Man vgl. Ubrigens Jacobis ,,Gesammelte Werke“, Bd. 1 und 2
(Berlin, 1881 und 82).

5) In seinen Berliner Vorlesungen seit dem Winter 1862/63. Siehe auch
H. A. Schwarz ,Formeln und Lehrsdtze zum Gebrauche der elliptischen Funk-
tionen*, nach Vorlesungen und Aufzeichnungen des Herrn K. W eierstraf3, (Got-
tingen, 1881 ff.). Vgl. endlich ,Referat Uber elliptische Funktionen“, S. 246.

6) Siehe Kleins Abhandlungen ,,Uber unendlich viele Normalformen des
elliptischen Integrals erster Gattung®, Math. Ann., Bd. 17 (1880), S. 133 und ,,Zur
Theorie der elliptischen Funktionen nter Stufe“, Leipziger Ber. von 1884, S. 61.
Vgl. ubrigens ,Modulfunktionen“, Bd. 2, S. 1 und ,,Referat uber elliptische Funk-
tionen*, S. 247 und 277.
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Integrale und Funktionen der ersten Stufe werden diejenigen sein, mit
denen die WeierstraBsche Behandlung der Theorie arbeitet; und dem-
gegenuber gehoren die Grofen der &lteren Theorie zur zweiten bzw.
vierten Stufe. Schon hier ist folgende Erklarung verstandlich: Wir ge-
langen zur Theorie der elliptischen Integrale und Funktionen ,.erster* Stufe,
wenn ivir uns hei den alshald einzufiihrenden Invarianten der in (1)
unter dem Wurzelzeichen stehenden ganzen Funktion vierten Grades aus-
schlieflich auf den Gebrauch ,rationaler Invarianten beschrénken. In
diesem Sinne wird es schon hier gestattet sein, die Bezeichnung ,erste
Stufe* zu benutzen.

Erstes Kapitel.

Die elliptischen Integrale und ihre znr ersten Stufe
gehdrenden Normalgestalten.

Wir nehmen nunmehr den Gedankengang von S. 96 wieder auf
und wenden uns zur Untersuchung der Integrale einer vorgelegten Rie-
mannschen Flache F2 mit vier getrennt liegenden Verzweigungspunkten.
Diese Flache ist eine unter unendlich vielen F2 welche ein und den-
selben Korper algebraischer Funktionen definieren; in der Tat ist ja
jede andere F2, welche auf die zunéchst, vorgelegte Flache im Sinne
von S. 93ff. umkehrbar rational bezogen ist, ebensogut brauchbar, als
Grundlage der Betrachtung der Funktionen des Koérpers und der Inte-
grale zu dienen. Wir werden danach streben, die Integrale tunlichst
in eine Gestalt zu kleiden, die gegenuber Wechsel der Flache invariant
ist. Auf der anderen Seite werden wir, sobald es sich um die Bevor-
zugung einer besonderen F2 und um den Aufbau der ihr zugehdrigen
».Normalgestalten“ der Integrale handelt, dem Prinzip der ,ersten* Stufe
folgend nur mit ,rationalen“ Invarianten arbeiten.

8 1. Die Terzweigungsform, ihre Invarianten und ihre Normal-
gestalt erster Stufe.

Um Kollisionen der Bezeichnungen zu vermeiden, soll die ganze
Funktion, deren Nullpunkte die vier Verzweigungspunkte sind, fortan durch:
(1) f(e) = a0z*+ 4atzs+ 6a2z2+4a3x + a4
bezeichnet werden. Unter den sonstigen zweiwertigen Funktionen des
Korpers (deren einzelne jedesmal eine der anderen F2 liefert) wollen
wir zundchst nur diejenigen Funktionen z zulassen, welche mit z ver-
moge einer linearen Gleichung:
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von nicht verschwindender Determinante {ad —bc) Zusammenhéngen. Die
Beziehung, welche hierdurch zwischen der £-Ebene und der /-Ebene
begriindet ist, stellt eine ,,Kreisvenvandtschaft'¥dar, und wir gewinnen
also AnschluB an die vorbereitenden Entwicklungen von S. 66ff.

Bei der Umrechnung des Ausdrucks (1) auf z muR man, um die
zu z gehorende Funktion f\z) zu gewinnenl), welche die neue Flache Fy
festlegt, nach Einfihrung von z noch mit (—cz  a)4 multiplizieren.
Die Rechnungen gestalten sich (Gbersichtlicher, wenn wir in folgender

Art eine ,homogene Schreibweise* einfiihren: Wir setzen z = g und flh-

ren zx und z2 nebeneinander als ,,bindre Variable* ein, ivobei wir fest-
setzen, dalR zIf 26 niemals zugleich verschwinden und stets endlich sein
solleti. Dem einzelnen Werte z entsprechen dann natirlich unendlich
viele Paare zv z2, dieselben gehen aus einem unter ihnen durch die
Substitution:

3) 7[ = 6zx, z3= 622

hervor, unter < irgendeinen endlichen, von 0 verschiedenen komplexen

Proportionalitatsfaktor verstanden.
An Stelle von (1) tritt nun eine homogene Funktion vierten Grades:

f(*u e») = 4 «f(*)
oder, wie man sagt, eine ,,Formil vierten Grades:
(4) f(zv zg = aQ\ + "alz\zi + §aaz\z\ + 4azzxz\ -f ad4;

wir wollen sie die ,,Verzweigungsform* der Flache F2 nennen und weiter-
hin der Kirze halber durch fz bezeichnen. Von (2) gehen wir durch
Losung nach z zundchst zur ,inversen“ Substitution und spalten die
letztere sodann in:

(5) zt= dz[ —bz'if zi= —cz[ Faz\,

wobei diese bindre oder homogene Substitution wieder die bisherige
nicht verschwindende Determinante {ad —bc) hat. Auf diese Weise
sind die Rechnungen gut vorbereitet, indem man durch Eintragung der
Ausdriicke (5) fir zt und z2in (4) nach der erforderlichen Neuordnung
der Glieder die transformierte Form fz erhélt.

Wir wollen nun Formen, die auf diese Weise durch lineare Sub-
stitutionen auseinander hervorgehen, miteinander ,,Aquivalent nennen
und Ubertragen diese Bezeichnung auch auf die ihnen zugehérigen Rie-
mannschen Flachen; ,gleichwertig* sind diese Flachen auch in dem
Sinne, daf sie einen und denselben Korper algebraischer Funktionen de-

1) Es dirfte kaum notig sein, darauf hinzuweisen, dall hier f natilrlich nicht
die Ableitung von f bedeutet.
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finieren. Es stellt sich hier nun die Frage ein, wie man zwei Formen
unmittelbar ansehen kann, ob sie dquivalent sind oder nicht, sowie dann
weiter, wie man unter allen &quivalenten Formen fz eine besonders zweck-
malig gebaute zum endgiltigen Gebrauche auswahlen kann.

Auf diese Fragen antwortet die ,Invariantentheorie der bindren
Formen“) Um in dieser Hinsicht keine besonderen Yorkenntnisse
yorauszusetzen, stellen wir folgende Erklarung an die Spitze: Als eine
rationale Invariante ton f, bezeichnen wir jede rationale Funktion der
Koeffizienten aQav ..., av welche, gebildet fir die Koeffizienten oo,
a\,..., &oeiner mit fz dquivalenten Form fz, bis auf einen Faktor, der
eine Potenz der Determinante (ad —bc) der benutzten Substitution (5)
ist, gleich der urspringlichen, d. h. fur die a0 alf ..., aA gebildeten
Funktion ist; falls der Faktor gleich 1 (d.i. gleich der nullten Potenz
der Determinante ad —bc) ist, so spricht man von einer ,absoluten
Invariante.

Da die einzelne Invariante z. B. auch gegeniber der Substitution (3),
aus welcher a\ = folgt, ihre charakteristische Eigenschaft bewahren
muB, so ist sie notwendig eine homogene Funktion der aQav ...,av
und insbesondere muB die ,,Dimension“ dieser homogenen Funktion
gleich 0 sein, wenn eine absolute Invariante vorliegen soll.

Wir fragen nun zundchst, ob es mdglich ist, ganze rationale In-
varianten herzustellen, und wollen eine solche, wenn d ihre Dimension
ist, durch das Symbol:

bezeichnen. Ist die Determinante D = ad —bc der Substitution (5)
gleich 1, so nennen wir diese Substitution ,unimodular®. Ist D nicht
gleich 1, so kénnen wir die Substitution (5) in die beiden Substitu-
tionen:

zerlegen, deren zweite unimodular ist, wéhrend die Wirkung der ersten
auf go einfach die folgende ist:

Wir dirfen uns demnach zunédchst auf die Feststellung der Wirkung
irgendwelcher unimodularer Substitutionen auf g6 beschrénken.
Nach einer S. 69 ff ausgefiihrten Rechnung kann man nun jede Sub-

1) S. etwa A. Clebsch, ,Theorie der bindren algebraischen Formen*, (Leip-
zig, 1872), S. 134.
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stitution (2) durch Kombination von hdéchstens vier Substitutionen her-
steilen, deren jede eine der Gestalten hat:

o )
Z- f’? 7'- 7=z —Q

: ,
Im ersten Falle dirfen wir die Koeffizienten so gewéhlt denken, daf
ad = 1 zutrifft. Diese besonderen Substitutionen sind dann s@mtlich
unimodular; und es kommt auch die durch ihre Kombinierung zu ge-
winnende Substitution (2) unimodular heraus.

Die drei ebengenannten Substitutionen liefern die nachfolgenden
homogenen Substitutionen, denen wir sogleich die zugehdrigen Trans-
formationen der Koeffizienten aQ av ... anreihen:

Sollen wir also in gs wirklich eine Invariante vor uns haben, so ist
hierzu notwendig und hinreichend, daR ga diesen Charakter der Invarianz
bezlglich der drei Transformationen (7), (8) und (9) besitzt.

Es ist nun zunéchst sehr leicht, fir d = 2 eine Invariante g2 her-
zustellen. Man beachte namlich, dal jedes der drei Produkte akai_k
gegentiber den Transformationen (7) und (8) absolut invariant ist, wo-
bei im ersten Falle die Relation ad = 1 mit in Betracht kommt. Die
Transformation (9) aber liefert:

Zufolge der rechten Seite wird die lineare Kombination:

der drei Produkte akak k auch gegenuber der Transformation (9) ab-
solut invariant sein, falls die beiden Gleichungen:

zutreffen.  Wir losen dieselben durch AO=1, Ak= —4, ~= und
finden damit eine erste Invariante:

Noch weit leichter gewinnen wir eine Invariante g3, ndmlich in
Gestalt der Determinante:
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deren absolute Invarianz gegeniiber den drei Transformationen (7), (8)
und (9) leicht beweisbar ist. Das Verhalten von gi und g3 gegeniber
einer nicht-unimodularen Substitution regelt sich auf Grund der Glei-
chung (6). Als Ergebnis merken wir somit an: Die Verzweigungsform f
hat die beiden Invarianten der Dimensionen 2 und 3:

(10)

welche sich bei Vbergang zu einer beliebigen aquivalenten Form bis auf
die 4te bzw. 6t Potenz der Substitutionsdeterminante D reproduzieren:

(i) % =& %= Dg-

Wir benutzen die bisherigen Entwicklungen sofort zur Auswahl
einer besonderen mit (1) dquivalenten Form, einer sogenannten ,,Nor-
malgestalt der Verzweigungsform, die wir als ,,Verzweigungsform erster
Stufe* bezeichnen werden. Wir begehen hierbei eine weiterhin noch
zu besprechende Unsymmetrie, indem wir einen der vier Verzweigungs-
pujikte ek (Nullpunkte von ff) etwa e4 mittelst einer ersten Substitution:

e[ - *2= —*i+ ei*i
nach z = oo werfen.]) Die Folge ist, daf in der zu gewinnenden aqui-
valenten Form ff der Keoffizient a0 verschwindet. Dagegen wird a\
nicht verschwinden, da kein zweiter Verzweigungspunkt nach z'— o0
fallen kann. Wir fihren daraufhin als zweite Transformation:

aus, welche fiir die /-Ebene den Charakter einer Translation besitzt und
also den Punkt z'= oo zum Fixpunkte hat. Die Substitution ist im
Ubrigen so gewahlt, daB in ff" auch noch der dritte Koeffizient af ver-
schwindet, wahrend af = a\ ist. Wir setzen endlich drittens:

und erzielen hierdurch eine Form von der Gestalt:

Es ist nun nicht nétig, die af, af auf dem Wege der drei aus-
gelibten Substitutionen zu berechnen. Man wolle vielmehr auf Grund
der allgemeinen Vorschrift (10) fiir ff'» die Invarianten g'f, g'f berechnen,
wobei man findet:

1) Liegt dort bereits ein Verzweigungspunkt, so ist diese Transformation
naturlich nicht erforderlich.
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Nun sind aber alle drei zur Verwendung gekommenen Substitutionen
unimodular; also gilt g'f —g%g3' = g3 und damit:

a7z — 92> ai = v
Die gewonnene Normalgestalt der Verzweigungsform, welche wir unter
Fortlassung der oberen Indizes so schreiben:

(12)

ist durch die Eigenschaft ausgezeichnet, daR die Invarianten g2 und g3
unmittelbar ihre Koeffizienten abgeben; sie soll fortan unsere ,, Verzweigungs-
form der ersten Stufe* sein.)

Man gewinnt nun leicht einen Satz (ber die gesamten rationalen
Invarianten der Form (4). Irgendeine solche Invariante l4Rt sich als
rationale homogene Funktion der ak in die Gestalt des Quotienten zweier
ganzen Invarianten g"(aQ ak, ..., af) setzen.d Da nun die Form (12)
aus (4) durch eine unimodulare Substitution entstand, so wird gs un-
verandert bleiben, wenn wir an Stelle der ak die Koeffizienten der
Form (12) eintragen; es laRt sich sonach gd als ganze rationale Funk-
tion der g2, g3 darstellen. Da ferner g6 homogen von der Dimension d
in den ak ist, so werden in dem gewonnenen Ausdrucke von g6 nur
Glieder mit g\g” auftreten, in denen X und g nicht-negative ganze Zahlen
sind, die der Gleichung:

(13) d=2A+ 3¢
gentigen. Wir haben also als Ergebnis: Jede ganze rationale Invariante
der Form (4) 1ait sich als ganze rationale Funktion der g2 g3in der Gestalt:

(14) 9s =2Cx"9\9%

1) Die hier mit gi und g3 bezeichneten Invarianten der biquadratischen bi-
ndren Form gehdren zu den ersten Beispielen, welche fiir den Invariantenbegriff
beigebracht wurden, und sind von A. Cayley und Boole aufgefunden; s. Cay-
leys Veroffentlichung im Cambridge Math. Journ., Bd. 4 (1845), S. 193 oder Cay-
ley, ,Collected Mathematical Papers*, Bd. 1 (Cambridge, 1888), S. 80 ff. Fir die
elliptischen Funktionen hat Ch. Hermite jene Invarianten zuerst verwertet, indem
er freilich nicht durch eine lineare Substitution, sondern durch eine in invariante
Gestalt gekleidete Transformation 6tOn Grades zur Normalform (12) des Textes ge-
langt; s. Hermite, ,,Sur la theorie des fonctions monogenes & deux inddtermi-
nees*, Journ. f. Math., Bd. 52 (1854) S. 1 oder Herm ite, ,Oeuvres“, Bd. 1 (Pa-
ris, 1905) S. 350. Ganz allgemein hat dann W eierstraBR die elliptischen Integrale
in Ubereinstimmung mit der Form (12) des Textes in der Gestalt:

| R(z, }/lzs— gtz — gs)dz

seiner Darstellung der Theorie zugrunde gelegt; s. darliber die fiinfte Note S. 117.
2) Schreibt man die rationale homogene Funktion der ak als Quotient zweier
ganzer homogener Funktionen, so folgt aus dem Umstande, dal die neuen Koef-
fizienten ak linear und homogen in den alten ak sind, sehr leicht die Invarianten-
eigenschaft von Z&hler und Nenner des Quotienten, je fir sich genommen.



124 1,1. Die elliptischen Integrale und ihre Normalgestalten erster Stufe

darstellen, wo sich die Summe auf alle Losungen der Gleichung (13) in
nicht-negativen ganzen Zahlen A, p bezieht und die von den ak un-
abhéngige Konstante sind. DalR umgekehrt jeder solche Ausdruck eine
Invariante liefert, ist selbstverstandlich.

Unter den Invarianten gs ist insbesondere die ,.Diskriminanteu der
Verzweigungsform enthalten, welche durch die Bezeichnung A her-
vorgehoben werden soll. Man gewinnt”den Ausdruck (14) von A
am einfachsten auf Grund des Satzes, dal das Verschwinden von A
flr das Auftreten einer mehrfachen Losung der kubischen Gleichung
4£3—g2%Z —<3= 0 charakteristisch ist, die dann also auch die quadra-
tische Gleichung 12£2—#2= 0 befriedigt. Die Elimination von z aus
beiden Gleichungen liefert: Die Dishriminante A der Verzweigungsform
stellt sich in den Invarianten g2 und g3, wie folgt, dar:

und ist demnach eine Invariante sechster Dimension in den ak.

Als einfachste absolute rationale Invariante fiihren wir den Quo-
tienten von g\ und A ein, den wir als die wichtigste Invariante aller
folgenden Betrachtungen durch die besondere Bezeichnung J hervor-
heben wollen. Solange die Verzweigungspunkte, wie wir ja zunéchst an-
nahmen, getrennt liegen, kann J niemals unendlich werden, da A stets
von O verschieden ist; Ubrigens kénnen wir die Erklarung von J zu-
folge (15) in die beiden Gestalten kleiden:

die wir auch in Gestalt der Proportion:
(16) J:(J—1):1=g¢gl:21g\:A

zusammenfassen kénnen.

Mit Hilfe von J koénnen wir die Darstellungen (14) der g6 noch
ein wenig umformen, wobei zu unterscheiden ist, ob die Dimension 6
gerade oder ungerade ist. Ist erstlich d = 2¢ gerade, so mu zufolge
(13) auch p = 2v gerade sein; an Stelle von (13) tritt die Gleichung
£= A £ Sv. Die Gleichung (14) laRt sich alsdann so schreiben:

so daf wir mit Benutzung von (16) gewinnen:

wobei sich die Summe auf alle nicht-negativen ganzen Zahlen v be-
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zieht, die nicht groRer als sind. Ebenso findet man fur ungerade
Dimensionen d = 2¢ -j- 1 die Darstellung:

wo jetzt v alle nicht-negativen ganzen Zahlen durchlduft, die nicht
groRer als s — 1) sind. Beriicksichtigt man noch, daB eine absolute In-
variante stets als Quotient zweier g$ gleicher Dimension darstellbar ist,
so folgt: Jede absolute rationale Invariante der Verzweigungsform ist als
rationale Funktion von J darstellbar. Da umgekehrt jede rationale
Funktion von J eine absolute Invariante ist, erscheint wieder selbst-
verstandlich.

Es ist endlich die Frage, ob zwei vorgelegte Verzweigungsformen
aquivalent sind, jetzt unmittelbar zu beantworten. Als ersten Satz
merken wir an: Zwei Verzweigungsformen sind stets und nur dann
durch unimodulare Substitutionen ineinander Uberfiihrbar, wenn sie gleiche
Invarianten g2 und g2 haben. Haben n&mlich beide Formen dieselben
Invarianten g2, gs, so ist jede von ihnen mittelst einer unimodularen
Substitution in die Form (12) mit diesen g2, g3 lberfiihrbar, und also
sind sie selber durch unimodulare Substitutionen ineinander berfiihr-
bar. Dal andrerseits irgend zwei Formen, von denen die eine aus der
anderen durch eine unimodulare Substitution entsteht, gleiche g2, g3
haben, ist wieder selbstverstandlich.

Zu speziellen, und zwar besonders einfachen Féllen gelangen wir,
wenn entweder g2= 0 oder gs= 0 zutrifft. Ist g2= 0, so darf g3 nicht
auch noch verschwinden, da A nicht O ist. In diesem Falle Gben wir
auf die Form (12) die nun freilich nicht mehr unimodulare Sub-
stitution:

aus und finden (bei Fortlassung der oberen Indizes) als daquivalente
Form:

Alle Formen mit J = 0 sind hiernach mit der besonderen Form (19) und
also untereinander &quivalent. Ist g3—0 und also g2 nicht gleich 0, so
Ube man auf (12) die Substitution:

aus und findet als dquivalente Form:
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Alle Formen mit J= 1 sind mit der besonderen Form (20) und also wieder
untereinander aquivalent. Liegt endlich keiner dieser beiden Spezialfalle
vor, so Ube man auf (12) die wieder nicht mehr unimodulare Substitution:

aus und erhalt als transformierte Form:
(21)

Hieraus ergibt sich als Hauptsatz: Zwei Verzweigungsformen sind stets
und nur dann &quivalent, wenn sie dieselbe absolute Invariante J haben.
Der Satz schliellt in dieser Gestalt die beiden Spezialfalle mit ein; zum
Beweise hat man eben nur noch zu erwégen, dal zwei Formen mit
gleichen J ein und derselben Form (21) &quivalent sind.

§ 2. Exkurs uber lineare Substitutionen und deren Gruppen
endlicher Ordnung.

Die Verzweigungsform erster Stufe fz wurde vorhin dadurch ein-
gefuhrt, da wir einen unter den vier Verzweigungspunkten, namlich
ed, nach dem Punkte oo der z-Ebene verlegten. Trotz dieser unsym-
metrischen Bevorzugung eines unter vier gleichberechtigten Punkten
gelangten wir zu einer Form fz mit ,rationalen” Invarianten als Koef-
fizienten. Diese Erscheinung findet ihre Erkldrung in dem Umstande,
dal es lineare Substitutionen gibt, welche die vier Verzweigungspunkte
in gewisser Weise permuieren und also fz in sich transformieren. Die
Form fz bleibt dieserhalb eben die gleiche, falls wir an Stelle von e4
einen der anderen Punkte ek nach oo verlegen. Um die Sachlage naher
bezeichnen zu konnen, missen wir ein paar Bemerkungen (iber das
Rechnen mit linearen Substitutionen und {ber Gruppen solcher Sub-
stitutionen voraussenden.

Eine lineare Substitution der Variabelen z:

nicht verschwindender Determinante D = ad —bc wollen wir kurz
durch das Symbol z' = S(z) bezeichnen. Die Substitution &ndert sich
nicht wesentlich, falls wir die vier Koeffizienten a, b, ¢, d mit irgend-
einem endlichen und von 0 verschiedenen gemeinsamen Faktor & ver-
sehen.) Die Determinante nimmt dabei den Faktor &2 an, und wir

1) Dies wird natirlich sofort anders, falls wir an Stelle von Z'= S(z) mit
der ,,homogenen binéren* Substitution:

arbeiten.
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kénnten <% insbesondere auf zwei Weisen so bestimmen, daB die Sub-
stitution ,,unimodular* wird; doch ist hierauf zundchst kein Gewicht
zu legen. Wollen wir die Substitution nur durch Angabe ihrer vier
Koeffizienten bezeichnen, so bedienen wir uns der symbolischen Schreib-
weise:

(1)
Man wolle nun zwei Substitutionen:

hintereinander auslben, d. h. auf z = Sx{z) die Substitution S2 an-
wenden; man gewinnt:

und also wieder eine lineare Substitution, deren Determinante, wie man
leicht feststellt, das Produkt der Determinanten von und S2 ist.
Diese dritte, aus S1 und S2 ,erzeugte* Substitution wollen wir sym-
bolisch als ,,Produkt“ S2m61 oder S2S1von S2 und S| bezeichnen. Dies
wird um so mehr berechtigt sein, als die Formel

ein der Produktregel der Determinanten analoges Bildungsgesetz be-
folgt. Ubrigens folgt aus den angegebenen Formeln, dal S2mSI und
51-S2 im allgemeinen verschieden sind: Fir die symbolischen Produkte
52 - St gilt das kommutative Gesetz nicht.

Erzeugen wir aus drei Substitutionen SI} S2, S3, die wir nach-
einander ausiiben, die Substitution S3-S2-S1, so wiirde die Herstellungs-
weise dieser Substitution genauer durch S3-(S2-SJ zu bezeichnen sein,
da wir doch zundchst die Substitution z" = S2m (z) zu bilden haben
und alsdann auf z" die Substitution S3 ausiiben. Man kann aber
z" = S3(S2Si(2)) auch dadurch berechnen, dal man erst S3-S2 her-
stellt und sodann in das Argument dieser Substitution S1(z) eintrégt.
Fir unsere symbolischen Produkte gilt also die Pegel:

d. h. es gilt das ,assoziative” Gesetz.

Ist SO die ,,identische* Substitution z = z, so ist S-S0= S, d. h. SO
spielt die Rolle des Faktors 1; die identische Substitution bezeichnen
wir demnach auch durch das Symbol 1 Ist S'= "~ ¢ ~ die zu (1)

»inverse* Substitution, so gilt S' - S = 1; wir bezeichnen dieserhalb die
zu S inverse Substitution auch durch S~I. Uben wir die Substitution
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S n Male hintereinander aus, so entsteht Sn die we Potenz von S. st
Sn= 1, ohne daf} Ubrigens bereits eine niedere Potenz S, S*, ..., $”-1
gleich 1 ware, so heiBt S ,periodisch“ und n die ,,Periode* von S.
Aus der S. 70ff. besprochenen geometrischen Natur unserer Substitu-
tionen geht hervor, dal nur die ,elliptischen” Substitutionen periodisch
sein konnen, und diese auch nur dann, wenn der S. 70 mit p be-
zeichnte ,,Drehungswinkel” zu 27 in einem rationalen Verhdltnis steht.

Fuhren wir an Stelle von z eine neue Variabele Z wieder mittelst
einer linearen Substitution ein, die wir aber, um sie besonders hervor-
zuheben, Z = T(z) nennen, so rechnet sich S, in der neuen Variabelen
geschrieben, auf:

2'=TST~\Z)
um. Man sagt, die Substitution TST-1 entstehe aus S durch , Trans-
formation* vermittelst der Substitution T. Von solchen Transformationen
haben wir bereits S. 70 Gebrauch gemacht, indem wir, falls eine nicht-
parabolische Substitution S vorliegt, deren ,,Fixpunkte* nach Z = 0
und Z = oo warfen, um dadurch S auf die Gestalt:
Z'=mZ=|m|*&iZ
zu transformieren. Je nach der Natur des rechts auftretenden Faktors
m nannten wir dann S ,elliptisch”, ,,hyperbolisch* oder ,,loxodromisch*.
Bei einer ,parabolischen* Substitution S fanden wir S. 71 entsprechend
die transformierte Gestalt:
Z'=Z7Z+bh.

Man wolle sich hier auch der geometrischen Deutung unserer Sub-
stitution durch ihre ,,Bahn- und Niveaukurven“ erinnern und vergegen-
waértige sich nochmals die verschiedene Gestaltung dieser Kurvenscharen
bei den vier Gattungen unserer Substitutionen.

Wir sagen nun von einem System von Substitutionen:
(@) so=1, S,, St, Ss, ...,
dasselbe bilde eine ,,Gruppe* G, falls zu jeder Substitution S des Systems
(4) auch die inverse S~1im System enthalten ist, und falls mit irgend
zwei Substitutionen S(, Sk des Systems auch immer die aus ihnen zu er-
zeugende Substitution Sk-Si= S| dem System angehdrt. Mit S und S~1
ist auch SeS~*= 1 in der Gruppe enthalten; wir haben dement-
sprechend die identische Substitution SO= 1 sogleich in (4) aufge-
nommen. Die Anzahl m der Substitutionen (4) heit die ,,Ordnung*
der Gruppe; dieselbe soll entsprechend genauer durch Gm bezeichnet
werden.

Flhren wir eine neue Variabele Z mittels einer Transformation T
«in, so liefert die einzelne St der Gm, auf Z umgerechnet, die trans-
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formierte Substitution = TS{T~X Ist SkeSf=*SIf so folgt aus dem
assoziativen Gesetze (3):
SkeSt= TSKT-1TS.T-1= =9

und hieraus insbesondere, falls St= S”™1 ist, SkeS(= 1 und also
Six= a'j 1 Somit ergibt sich, <A/3 ancfr (fte transformierten Substitutionen
S0= 1, S[, S'f, ... eine Gruppe bilden, von welcher wir sagen, sie ent-
stehe aus Gm durch Transformation vermittelst T, und die wir deshalb

symbolisch durch:
<= TGmT -'

bezeichnen. Die Substitutionen beider Gruppen sind einander eindeutig
zugeordnet, indem S\ der Substitution S( und SI"1 der zu S( inversen
Srlentspricht. Auch folgt aus SkeSt— St fir die Gm die analoge Re-
lation SkeSj = S'r Das Gesetz, nach dem bei Kombination zweier
Substitutionen jedesmal eine dritte entsteht, ist also fiir beide Gruppen
vollig gleich gestaltet; die Gruppen Gm und Gin heilen dieserhalb
»isomorphil

Mit S sind auch s&mtliche Potenzen S2 S3 S4 ... in Gm ent-
halten. Ist demnach, wie wir jetzt annehmen wollen, die Ordnung m
endlich, so mussen die unendlich vielen Potenzen von S nur eine end-
liche Anzahl verschiedener Substitutionen darstellen. Man kann also
zwei verschiedene ganze Zahlen p, v angeben, so dal $“= Sv zutrifft.
Wir folgern hieraus, indem wir unter p die grofRere unter beiden Zahlen
verstehen, $‘-v=1; also ist S periodisch und damit elliptisch: Eine
Gruppe Gm von endlicher Ordnung m enthélt neben der identischen Sub-
stitution SO= 1 nur noch elliptische Substitutionen, und zwar natirlich nur
solche von endlicher Periode. Ist n die Periode von S, so haben wir in:

S, S* Ss ..., Sn~\ Sn=1

alle aus S erzeugbaren Substitutionen. Man erkennt sofort, daf diese
n Substitutionen fur sich eine Gruppe Gn bilden, die man als ,zyklisch*
bezeichnet und, als in Gmenthalten, eine ,,Untergruppe* von Gm nennt.

Die wirkliche Herstellung von Gruppen endlicher Ordnung kann
man auf folgende Erwdagung grinden. Wir denken die 0-Ebene im
Raume horizontal angeordnet und konstruieren irgendwo im Raume
eine Kugeloberflache, auf welche wir vom hdchsten Punkte der Kugel
aus die £-Ebene stereographisch projizieren; die Kugelflache wird so
die Tragerin der komplexen Werte z.1) Drehen wir nun die Kugel um

irgendeinen ihrer Durchmesser durch den Winkel 2—“, so geht jeder

1) Siehe die spezielle S. 22 durchgefuhrte Projektion dieser Art.
Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 9



130 1, 1. Die elliptischen Integrale und ihre Normalgestalten erster Stufe

Punkt z der Kugel in einen Punkt z derselben (ber, und wir erbalten eine
Abbildung der Kugelflache auf sich selbst, die kongruent und also kon-
form ist. Dabei fiihrt die w-malige Wiederholung der Drehung jeden
Punkt z an seinen urspringlichen Ort zuriick. Nun stellt die stereo-
graphische Projektion eine konforme Abbildung dar (ygl. S. 23); jene
Drehung liefert also eine umkehrbar eindeutige und konforme Be-
ziehung der #-Ebene auf sich selbst und also nach S. 66 eine lineare
Substitution z' = S(z). Da aber die w-malige Ausubung der Drehung
jeden Punkt z an seine Anfangsstelle zurlickfiihrte, so ist Sn= 1, d. h.
S ist elliptisch von der Periode n.)

Das Prinzip, mittels dessen wir auf dieser Grundlage Gruppen Gm
erklaren konnen, ist nun folgendes. Wir denken konzentrisch mit der
Kugel im Raume irgendeine regelmaRige Figur konstruiert. Die ge-
samten Drehungen der Kugel, welche diese Figur mit sich selbst zur
Deckung bringen, ergeben dabei ein System gleichartiger Operationen, an
dem man die oben bei den Gm aufgestellten Gruppeneigenschaften so-
fort erkennt. Der Ubergang zur #-Ebene liefert dann in der Tat eine
Gm gewiinschter Art.2

Dieses Prinzip soll nun an einigen, sogleich weiter zu benutzenden
Beispielen erldutert werden. Zuerst zeichnen wir in irgendeiner Dia-
metralebene der Kugel einen schiefwinkligen mit der Kugel konzen-
trischen Rhombus. Hier gibt es auBer der ,identischen* Drehung im
ganzen drei Drehungen des Rhombus in sich, ndmlich die beiden
Drehungen der Periode zwei um die Diagonalen des Rhombus und die
Drehung der Periode zwei um den zur Rhombusebene senkrechten
Kugeldurchmesser. Man kann auch sagen, es handele sich hier um die
Drehungen der Periode zwei um drei zueinander senkrechte Achsen durch
den Kugelmittelpunkt.

Die zugehorige 6r4 der vier Substitutionen SO= 1, Su S2, Ss heifit
,.Vierergruppell Es ist an der Rhombusfigur leicht ersichtlich, daB fir
die drei Substitutionen S1} S2, Ss der Gi die Beziehungen:

gelten, wenn i, k, | irgendeine Permutation der Indizes 1, 2, 3 ist. Hier
ist also insbesondere auch Ske8t = SteSk- man nennt die beiden Sub-

1) Die ,Parallel“- und ,Meridiankreise“ der Kugeldrehung liefern bei der
Projektion unmittelbar die Bahn- und Niveaukurven der elliptischen Substitution,
welche wir S. 71 besprachen.

2) Auf diese Weise gewinnt Klein in den ,Vorlesungen uber das Ikosaeder*
(Leipiig, 1884) die gesamten Gruppen endlicher Ordnung von linearen Substitu-
tionen; siehe daselbst S. Iff. sowie S. 115ff. und die an diesen Stellen genannten
Originalarbeiten.
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stitutionen Sv Sk dieserhalb miteinander ,,vertauschtar“. Daf} Ubrigens
S? = 1 ist, brauchen wir kaum hervorzubeben.

Wir koénnen die Vierergruppe 6r4 auch leicht durch eine in der
A-Ebene zu zeichnende Figur erklaren. Legen wir namlich durch je
zwei unter den drei zu den S1} S2, S3 gehérenden Drehungsachsen die
Diametralebene der Kugel, so schneiden diese drei Ebenen auf der
Kugeloberflacbe drei einander senkrecht schneidende groRte Kugelkreise
aus, die diese Oberflache in acht Kugel-
oktanten zerlegen. Die stereographische
Projektion liefert in der z-Ebene ein
System von drei sich senkrecht schnei-
denden Kreisen (vgl. Fig. 25), wobei
die Schnittpunkte zweier Kreise die
Fixpunkte einer der Substitutionen St
sind, fur welche der dritte Kreis eine
Bahnkurve ist; in der Figur sind die
Fixpunkte von Si mit z0 2\ bezeichnet.

Durch jede solche Figur ist eine Vierergruppe 6r4 unserer Art erklarbar,
und alle diese 6r4 sind durch ,,Transformation* ineinander Uberfuhrbar.
Benutzen wir namlich die Transformation:

so kommen den Substitutionen der G' = TG.T-1 die Fixpunkte zu:

so daB die drei Kreise der Fig. 25 Ubergehen in die reelle Z-Achse,
die imagindre Z-Achse und den Kreis des Radius 1 um Z = 0. Uben
wir jetzt die S. 22 besprochene besondere stereographische Projektion
aus, so werden die Achsen der drei Kugeldrehungen direkt die Achsen
des damaligen Koordinatensystems der & n, £

Wir werden auch noch den folgenden Satz zu benutzen haben:
Jede Gruppe 6r4, die aufler der identischen Substitution SO= 1 drei Sub-
stitutionen der Periode 2 enthalt, ist eine Vierergruppe. Sind n&mlich
in dieser 6r4 wieder St, Sk, S, die drei elliptischen Substitutionen in
beliebiger Anordnung, so ist die in (r4 enthaltene Substitution SkS{
weder gleich so noch S{ noch auch gleich sk, da andernfalls sk= Sf
bzw. eine der Substitutionen sk, s{ gleich SO wére. Somit ist not-
wendig Sk-Si= SI, woraus sofort sk-si = si'sk wieder folgt. Nun
kdénnen Sk und S{ nicht beide Fixpunkte gemein haben, da diese Sub-
stitutionen sonst identisch wéren. Ist demnach z{ ein Fixpunkt von
$ , der nicht zugleich Fixpunkt von sk ist, so gilt:
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d. h. der von z{ verschiedene Punkt Sk(z) ist der zweite Fixpunkt z{
von Sp

zi=SM -
Auch dieser Punkt z\ ist, wie man sieht, nicht Fixpunkt von SK so
daB (berhaupt keine zwei unter den sechs Fixpunkten von Sif Sk S{
zusammenfallen koénnen.

Man setze nun k= 1 und i = 2, lege durch zv zif zk den ,,Niveau-
kreis" von Sx und senkrecht zu diesem den eindeutig bestimmten, durch
z2 laufenden ,,Bahnkreis” von Sk] der zweite Kreis schneidet auf dem
ersten den zweiten Fixpunkt z3 von S2 aus (vgl. Fig. 25). Man fige
jetzt drittens den zum ersten Kreise senkrechten, durch zx, zk laufenden
Niveaukreis von S1 hinzu, der, insofern er durch die beiden Punkte z1
und zk = S7Zj) hindurchlduft, ein ,Bahnkreis” von S3 ist und also
auch den zweiten Kreis senkrecht schneidet. Die beiden Schnittpunkte
z3 und z3 (vgl. Fig. 25) sind dann notwendig die Fixpunkte von S3
Aus der Bedeutung der Niveau- und Bahnkreise von S3 und St folgt
namlich fir die fraglichen Schnittpunkte z3= S2(z3), zs * $1("® un(®
also z3= £2¢St(z3 = S3(z3, sowie z3 = S2(z3) = S3(z3). Hiermit
sind wir vollstandig zur Fig. 25 zurlickgelangt, und also ist die vor-
gelegte 6r4 tatsachlich eine Vierergruppe.

Ein zweites Beispiel einer Gm von endlicher Ordnung erklaren wir
so: In einer beliebigen Diametralebene der Kugel zeichnen wir mit der-
selben konzentrisch ein reguldres Polygon mit n Ecken. Dann gibt
es, die identische Drehung mitgerechnet, im ganzen 2n Kugeldrehungen,
welche das Polygon in sich 0berfilhren. Es sind dies erstens n eine
»Zyklische™ Untergruppe 6m liefernde Drehungen um den zur Ebene
des Polygons senkrechten Kugeldurchmesser, und zweitens n Drehungen
der Periode 2 um Achsen, die fir ungerades n die n Verbindungsgeraden
der Ecken mit den gegeniberliegenden Seitenmitten sind, fir gerades
n aber die 2n durch den Mittelpunkt laufenden Diagonalen und die
jn Verbindungsgeraden gegeniiberliegender Seitenmitten. Zielit man
von den beiden Endpunkten des zur Polygonebene senkrechten Kugel-
durchmessers je die n Geraden nach den Polygonecken, so entsteht eine
»Doppelpyramide”. Diese Doppelpyramide wird durch die Drehungen
der 6rn wieder in sich Ubergefuhrt, und wir héatten die Erkldrung der
Gruppe auch an diese reguldare Figur anknipfen konnen. Die G3n ist
eine Gruppe von ,,Doppelpyramidentypus*‘; gebréauchlicher ist die Bezeich-
nung ,,Diedergruppe”, welche wir in der Folge anwenden wollen. Fr
n =2 gelangt man, wie leicht zu sehen ist, zur Vierergruppe zuriick.
Im Falle n = 4 sind in der Diedergruppe Gs zwei Vierergruppen als
Untergruppen enthalten; z. B. erhalten wir eine solche 6r4, wenn wir
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die beiden Mittellinien des Quadrates und den zur Quadratebene senk-
rechten Kugeldurchmesser als die drei Drehungsachsen fir die 6r4 be-
nutzen.

Zur Erklarung einer letzten Gruppe Gm endlicher Ordnung kon-
struieren wir ein mit der Kugel konzentrisches reguldres Tetraeder.
Hier gibt es zundchst Drehungen des Tetraeders in sich um eine Achse,
die von einer der vier Ecken nach der Mitte der Gegenseite lauft;
offenbar liefert jede Achse eine zyklische Untergruppe G3 von drei
Drehungen (die identische Drehung immer mitgezéahlt). Die vier Ecken
liefern dabei neben der identischen Drehung im ganzen acht Drehungen
je von der Periode drei. Verbindet man ferner je zwei diametrale unter
den sechs Kantenmitten geradlinig, so entstehen drei Achsen, die sich
in der Kugelmitte senkrecht kreuzen. Die ihnen zugehérige Vierer-
gruppe liefert gleichfalls Drehungen des Tetraeders in sich, so daB
neben der identischen Drehung noch drei Drehungen von der Periode
zwei hinzukommen. Weitere Drehungen des Tetraeders in sich exi-
stieren nicht: Die ,,Tetraedergruppe* ist eine Gn, welche acht Substi-
tutionen der Periode drei, drei Substitutionen der Periode zwei und
natiirlich SO = 1 enthélt; die drei Substitutionen der Periode zwei
bilden mit SO= 1 eine in der Gn als Untergruppe enthaltene Vierer-
gruppe (V)

8 3. Die linearen Transformationen der Terzweigungsform in sich.

Unter Rickgang auf den am Anfang von 8§ 2 entwickelten Ge-
dankeugang fragen wir nunmehr nach Substitutionen S, welche das
System der vier Nullpunkte el} €2, €3 und & = 0o der Verzweigungs-
form ft erster Stufe in sich Uberfiihren, und deren entsprechende ho-
mogene bindre Substitutionen alsdann die Verzweigungsform A\ selbst,
abgesehen von einem Faktor, in sich transformieren werden.

Da in fzein Glied mit z\ z\ nicht auftritt, so verschwindet die Summe
der drei im Endlichen gelegenen Nullpunkte ev €2 €3:

(i)
Ist wieder i, h, | irgendeine Permutation der Indizes 1, 2, 3, so zeigt
man mit Benutzung der Relation (1), daf die Substitution:

(2)

1) Auf die entsprechend zu erkldrenden Gruppen des Oktaeders und lkosa-
eders, welche Gruppen G2i und 6rfi0 sind, gehen wir hier noch nicht ein, da diese
Gruppen zundchst noch nicht gebraucht werden; siehe betreffs derselben Klein,
»,Vorlesungen tber das lkosaeder®, S. 15 ff.
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welche elliptisch von der Periode 2 ist, die beiden Punkte ek und &
austauscht und ebenso die beiden Punkte ei und e4= 00.)) Es gibt nur
eine einzige Substitution, welche diese Permutation der vier Punkte e
vollziehtd; denn gdbe es noch eine zweite S-, so wiirde S'S~I, ohne
die identische Substitution zu sein, vier Fixpunkte €l, ..., e4 haben,
dem Umstand entgegen, dal eine von 1 verschiedene Substitution
hdchstens zwei Fixpunkte hat.
Uben wir auf die vier Werte:

die Substitution Sk aus, so folgt:

d. h. es ist SkSi= Sr Da uberdies S2= 1 gilt und also A“1l mit Sf
gleich ist, so bilden die vier Substitutionen So= U Si, S2, Ss eine
Vierergruppe (vgl. S. 131). Oie vier Punkte et} e2, e3 und e4= 00 wer-
den durch die vier eine Vierergruppe Gt bildenden Substitutionen SO= 1,
SI} Ss, Ss in sich transformiert, wobei insbesondere die drei letzten Sub-
stitutionen die vier Punkte auf die drei moglichen Arten zu Paaren per-
mutieren.

Schreiben wir fir die Determinante —2ef —ekel von Sf kurz Jh,
so kénnen wir noch fragen, welchen Faktor fz bei Ausfihrung der uni-
rmndnlarpin  Substitution!

annimmt. Da die zweite Potenz dieser homogenen Substitution A= —(y,
z3= —Z3 ist und also fz unverandert 1aRt, so kann der fragliche Fak-
tor nur + 1 oder —1 sein. Oie Rechnung zeigt fz= fz5 d. h. die Ver-
zweigungsform wird durch die homogenen unimodularen Substitutionen (3)
unmittelbar in sich selbst transformiert.

Wir fragen nun, ob es aufler der 6r4 noch weitere Substitutionen
gibt, welche die vier Punkte e ineinander (berfiihren. Ist S eine solche

l) Die Determinante von S{kann man mit Hilfe der Relation (1) in die Gestalt
(e{— ed - (e, — el) kleiden; sie ist also =(=0, da die drei Nullpunkte elfeg €S von
einander verschieden sind.

2) Die beiden Fixpunkte von £ liegen sowohl mit oo und et als auch mit & und
e, je auf einem Kreise; dabei trennen sie sowohl 00 und ei als auch &K und e, har-
monischwir haben hier mit dem Satze der projektiven Geometrie zu tun, daB
es zu zwei Punktepaaren der Ebene (der ,Geraden“ mit reellen und komplexen
Punkten) ein und nur ein drittes Punktepaar gibt, welches mit jedem der beiden
gegebenen Paare in der bezeichneten Art ein harmonisches Quadrupel bildet. Pie
sechs Fixpunkte der drei S{ sind die Nullpunkte einer bekannten Kovariante
sechsten Grades von fz. Man vgl. das S. 120 genannte Werk von Clebsch, S. 175.
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Substitution, so dirfen wir annehmen, daR dieselbe den Punkt e4= oo
zum Fixpunkte hat. Waére namlich S(oo) = ev so hatten wir sofort
in Sfi eine neue Substitution mit dem Fixpunkte o0o. Die Substi-
tution S darf man hiernach in der Gestalt:

(4)
ansetzen. Bei der durch S bewirkten Permutation der ex, €2, €3 haben
wir zwei Falle zu unterscheiden. Entweder tauscht S zwei Punkte
ek, exaus und hat dann et zum Fixpunkte, oder S bewirkt eine zy-
klische Permutation der drei e

Im ersten Falle ist S elliptisch von der Periode zwei und hat dem-
nach die Gestalt:

Da hieraus insbesondere et= —ek-f 2ef und also:

folgt, so ergibt sich aus (1) sofort:

Wir sind demnach zu dem schon S. 125 besprochenen Falle mit gs= 0
zurtickgefuhrt und haben die Yerzweigungsform erster Stufe in der ein-
fachsten daselbst unter (20) gegebenen Gestalt vorauszusetzen. Man be-
zeichnet diesen besonderen Fall als den ,,harmonischen”; in der Tat
werden ja, welche mit der Form (20) S. 125 &quivalente Form wir
auch wahlen mdgen, die vier Punkte e der letzteren stets auf einem
Kreise liegen und auf demselben ein harmonisches Punktquadrupel dar-
stellend) Benutzen wir die Form (20) und vollziehen die S. 22 be-
sprochene stereographische Projektion auf die Kugelflache, so liefern
die vier Punkte e die Eckpunkte eines einem grofiten Kugelkreise ein-
geschriebenen Quadrates. Die Uberlegungen von S. 132 liefern jetzt das
Ergebnis: Im harmonischen Falle gibt es im ganzen acht, eine Dieder-
gruppe GHbildende Substitutionen, welche das System der vier Punkte e in
sich Uberflhren; die eine der beiden in der Gs enthaltenen Vierergruppen
(vgl. S. 132, unten) ist unsere bisherige Gv

Ubrigens ist in der G8 eine zyklische Untergruppe Gx enthalten
und als ,.erzeugende* Substitution dieser Gx eine elliptische Substitu-
tion der Periode vier, welche die vier Punkte e zyklisch permutiert.
Man zeigt sofort, dal dieser Austausch der Punkte e bei der Form (20)
S. 125 durch die Substitution:

1) Wir weisen hier auf die im folgenden Abschnitte (bei der zweiten Stufe)
zu entwickelnden Satze Uber das ,,Doppelverhaltnis* der Verzweigungspunkte hin.
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geleistet wird. Wir stellen noch fest, daR die unimodulare homogene
Substitution: i ,

einen Zeichenwechsel der Verzweigungsform (20) S. 125 beivirkt: fz, = —ft.

Wir haben zweitens die Mdglichkeit zu besprechen, daBR die Sub-
stitution (4) die im Endlichen liegenden Verzweigungspunkte zyklisch
permutiert. Dann gilt also:

woraus wir durch Addition mit Ricksicht auf et + e8= 0 sofort
b= 0 finden. Von den e darf nun keines verschwinden, da sonst alle
drei gleich 0 sein wirden. Das Produkt der drei vorstehenden Glei-
chungen liefert also mit Ricksicht auf 6= 0 weiter a3= 1; es st
also, da a &1 die identische Substitution liefern wirde, a eine kom-
plexe dritte Wurzel der Einheit. Wir wollen weiterhin die Abkiirzung
2in
e 3= p gebrauchen und dirfen insbesondere S(z) = gz setzen, da, falls
S(z) = p2 waére, an Stelle dieser Substitution einfach ihre zweite Po-
tenz S*(z) = gz treten konnte. Aus ek= pe,., ez= p2* folgt nun sofort
gu= 0. Wir haben also jetzt den auch bereits S, 125 besprochenen anderen
Spezialfall g2= 0 mit der besonderen Verzweigungsform (19) (S. 125) vor
uns, den wir hinfort als den ,,Aquianharmonisehen‘* Fall bezeichnen wollen.

Benutzen wir die Form (19) S. 125, so durfen wir in einfachster
Weise et = 1, e%= p, e3= p2 schreiben. Uber dem Dreieck dieser drei
Endpunkte, als Grundflache, wolle man nun ein reguldres Tetraeder
aufbauen und durch dessen vier Ecken die mit ihm konzentrische
Kugelflache einfihren. Vollziehen wir die stereographische Projektion
der 2-Ebene auf diese Kugelflache, indem wir als Projektionszentrum
die Spitze des Tetraeders benutzen, so werden die vier Punkte e auf
der Kugeloberflache die vier Eckpunkte jenes reguldren Tetraeders.
Hier liefert nun die vorbereitende Entwicklung von S. 133 sofort den
Satz: Im &quianharmonischen Falle gibt es im ganzen zwdlf eine Tetra-
edergruppe Gn bildende Substitutionen S, welche das System der vier Ver-
zweigungspunkte e in sich transformieren; die nach S. 133 in der Tetra-
edergruppe als Untergruppe enthaltene Vierergruppe Gi ist diejenige unserer
obigen Substitutionen SO, SIf S2, S3

Der Substitution z = gz lassen wir die unimodulare homogene
Substitution:

entsprechen und notieren noch den Satz: Oie Verzweigungsform (19)
S. 125 reproduziert sich bei Auslibung der vorstehenden Substitution bis
auf eine multiplikative dritte Wurzel der Einheit: ft>—p/\
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8 4. Invarianz von J gegeniber beliebiger rationaler Trans-
formation der Riemannschen Flache F2

Die linearen Funktionen wvon z erschopfen nun keineswegs alle
zweiwertigen Funktionen des zur F2 gehdrenden Korpers algebraischer
Funktionen. Ist w = B(z,Yf(z)) irgendeine solche zweiwertige Funk-
tion, so wird mittelst dieser Funktion die F2 wieder auf eine zwei-
blattrige Riemannsche Flache F2 mit vier Verzweigungspunkten ab-
gebildet, welche wir statt der F2 zur Definition unseres Funktionen-
korpers zugrunde legen konnen. Die Verzweigungspunkte der F seien
die Nullpunkte einer zugehdrigen Funktion:

deren Invarianten wir mit g2 und J' bezeichnen wollen. Dann ist
insbesondere J' wieder gegeniiber beliebiger linearer Transformation
von w absolut invariant.

Hier tritt nun die Frage auf, wie sich die Invariante J' der Funk-
tion (1) zur Invariante J der urspringlichen Funktion f(z) wverhélt.
Die Antwort ist, dafl geradezu J'= J ist, daR also J den Charakter der
absoluten Invarianz nicht nur gegenuber linearer Transformation von z,
sondern auch gegentiber jeder umkehrbar rationalen Transformation der F2
wieder auf eine zweiblattrige Flache (vgl. S. 93) beivahrt und also als
eine Invariante des ganzen Funktionenkorpers anzusehen ist. Dieser Satz
wird spater in sehr einfacher Weise mittels des schon o6fter erwéhnten
Integrals bewiesen werden konnen. Da es sich aber hier offenbar um
einen grundlegenden Satz handelt, so wird es angebracht erscheinen,
schon jetzt mit den allein erst zur Verflgung stehenden algebraischen
Mitteln einen Beweis des Satzes auszufiihren.

Eine kurze Bemerkung uber die zweiwertigen Funktionen des Kor-
pers ist vorauszuschicken. Es sei w eine derselben, und es mdgen die
beiden Pole von w auf der F2 getrennt, und zwar bei z = s und z =t
gelegen sein, natiirlich daselbst immer nur in einem der beiden Blatter.1p
Bei der Stelle s gelte die Entwicklung:

bei z = t entsprechend:

1) Liegen beide Pole lbereinander, so ist t—S.
2) Ist S einer der Verzweigungspunkte, so ist }/Z—S an Stelle von [z—S9)

zu setzen; ist S—o0, so hat man Z~Xfur  —9) einzutragen. Dasselbe gilt natiir-
lich von der Stelle t.
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wobei a_x und b_x nicbt-verscobwindende reelle oder komplexe Koeffi-
zienten sind. Es sei nun w eine zweite zweiwertige Funktion mit den-
selben Polen und dem Anfangskoeffizienten a_x bei z = s. Dann ist
(a_xw'—a! xw) eine Funktion, welche hochstens noch bei z=1t einen
Pol erster Ordnung haben konnte und demnach einwertig sein wiirde,
wenn sie diesen Pol wirklich héatte. Aber nach S. 95 gibt es auf der
F2 keine einwertige Funktion, so da (a_xw'—ct xw) auch bei t end-
lich bleibt und damit einer Konstanten gleich wird a_xiv' —a_xw = ¢
Setzen wir zur Abkirzung:

so folgt): Alle zweiwertigen Funktionen mit den gleichen Polen sind in
einer beliebigen unter ihnen, w, linear in der Gestalt darstellbar:

Hieraus ergibt sich insbesondere, dal eine zweiwertige Funktion
w, welche ihre Pole an zwei in der F2 Ubereinander liegenden Stellen
z = s hat oder in einem Verzweigungspunkte z = s einen Pol zweiter
Ordnung besitzt, stets eine lineare Funktion:

von z ist. Da nun J gegenilber linearer Transformation von z sicher
invariant ist, so brauchen wir nur noch solche Funktionen w zu prifen,
deren Pole zwei nicht (bereinander liegende Stellen der F2 sind.

Da Uberdies jede lineare Transformation von w die Invariante J' von
(1) wieder unverdndert 188t, so konnen wir nétigenfalls durch eine
solche Transformation erstlich erreichen, daf die beiden Pole von w
auch wirklich getrennt liegen, und zweitens, dafl einer der Pole von w
in einen Verzweigungspunkt der F2 fallt. Indem wir fz als Verzweigungs-
form erster Stufe ausgesucht denken, schreiben wir vor, daf der eine
Pol von w in dem Verzweigungspunkt z = oo der F2 gelegen sei. Der
zweite Pol liegt nun in irgendeiner endlichen Stelle bei z—S] und
indem wir Uber diese Stelle s nichts weiter voraussetzen, wird unsere
Uberlegung fiir jede von z nicht linear abhingende zweiwertige Funk-
tion w des Korpers gelten. Im Gbrigen dirfen wir unter den zwei-
wertigen Funktionen dieser Pole oo und s wiederum eine beliebige aus-
suchen, da alle weiteren zufolge (2) in jener linear darstellbar sind.

Wir wahlen nun die nachfolgende Funktion:

1) Man Ubertragt die Uberlegung des Textes leicht auf den Fall, da Wund
W' an einer und derselben Stelle der F2 je einen Pol 2Zwelter Ordnung haben.
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welche mit Ruicksicht auf die Gestalt (4z3—g"z —<3 von f(z) den ge-

stellten Anforderungen in der Tat geniigt. Das Vorzeichen von Yf{s)
ist fest zu wéhlen; und es wird dann w in demjenigen Blatte der F2

in welchem Vf(z) = Yf(s) hei z = s zutrifft, seinen Pol haben, wahrend
w im anderen Blatte daselbst endlich bleibt. Die Darstellung (3) gilt
aber auch unmittelbar in dem Falle, daR s einer der drei im End-
lichen liegenden Verzweigungspunkte ist; in der Tat gewinnt man
in diesem Falle sofort fir die Umgebung von ei mit Ricksicht auf
f(ej) = 0 die Entwicklung:

Unterscheiden wir nun die in Ubereinander liegenden Punkten der
F2 eintretenden Funktionswerte von w durch die Bezeichnungen v\
und wo:

so ergibt sich:

Die zwischen z und w bestehende algebraische Relation, welche nach
(2) S. 92 in jeder dieser GroRen vom zweiten Grade sein muB, hat
demnach die Gestalt:

Losen wir sie nach z auf, so ist der Ausdruck unter dem dabei auf-
tretenden Wurzelzeichen unsere unter (1) gemeinte Funktion ¢(tv). Die
Rechnung liefert als Ausdruck derselben:

so dal} die Koeffizienten b0, ..., o4 die folgende Bedeutung haben:

Die in den b0, bx, ..., anzusetzenden Ausdriicke (10) S. 122 fir die
Invarianten g2 und dz ergeben damit:

Es ist also g**g”, ¢gs= g3 und damit auch J'=J, so daB die In-
varianz von J gegeniber beliebiger umkehrbar rationaler Transfor-
mation der F2 in eine F, bewiesen ist.
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8 5. Allgemeine Bemerkungen uber die elliptischen Integrale.

Bei den néchsten Entwicklungen setzen wir die Verzweigungsform
wieder in der allgemeinen Gestalt (4) S. 119 gegeben voraus und wer-
den erst im Uberndchsten Paragraphen auf die Verzweigungsform erster
Stufe (12) S. 123 zuriickkommen. Irgendeine Funktion B(z, Yfizj)
des durch die F2gegebenen Korpers wollen wir in der Umgebung einer
Stelle z0 der Flache in ihre Potenzreihe entwickeln und haben dabei
die EntwicklungsgroBe (wir wollen sie weiterhin als die ,,normale Va-
riable* der Stelle z0 bezeichnen):

D) 7'=12-20, * = yj

zu benutzen, je nachdem z0 eine gewohnliche endliche Stelle in einem
Blatte oder die Stelle oo eines Blattes oder ein endlicher Verzweigungs-
punkt oder schliellich die Stelle oo, falls daselbst ein Verzweigungs-
punkt liegt, ist. Fir B(z}Yf(z)) gilt dann in der Umgebung von z0
eine Entwicklung:

(2) R(*tVfOi)= c_me -m+ c_m+lz~m+1+ - -fcrz'-1+"N +  +
Im allgemeinen treten keine Glieder mit negativen Exponenten von /
auf; solche finden sich nur fir die Umgebungen der in endlicher An-
zahl auftretenden Pole unserer Funktion.

Man kann nun auf Grund der Darstellung (2) sofort das Ver-

halten des Integrals der Funktion B(z}Yf(z)) in der Umgebung von
z0 angeben:

J YfW)dz=J(c_mz'-m'|'c_m+lz'-m+1-§|=---\-c_1z~I-\-c()-\-cxz-\---)dz'l
die Beziehung des Differentials dz' der ,,normalen Variabelen* der Stelle
z0zum Differential dz stellt man in den vier Fallen (1) leicht fest. Liegt
in der endlichen Stelle zO kein Pol von B(z} YfW), 8 ist auch das Integral
als Funktion von z'J) im Punkte zOanalytisch, so daR eine singulére Stelle des
Integrales jedenfalls nur in einem Pole von B(z, Y(ftd) °der an eMer
Stelle z0— oo und damit nur an endlich vielen Stellen der F2 auftreten kann.

Was die Natur der singuldren Stelle angeht, so kann nur ein
Glied der Reihe bei der Integration ein nicht-algebraisches Glied, ndm-
lich eines von der Gestalt Celog z', liefern. Man stellt leicht fest, dal
der Koeffizient G von log z je nach dem vorliegenden Falle (1) die
Bedeutung hat:

G=cl G=—cl} C=2c2 C=-2&.

1) Dieser Zusatz ist mit Ricksicht auf die Verzweigungspunkte erforderlich.
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Nehmen wir als selbstverstandlich 0 =0 fiir einen nicht-singularen
Punkt hinzu, so ergibt der Vergleich mit der S. 37 aufgestellten Er-
klarung des ,,Residuums® einer Funktion in einem einzelnen Punkte
der Fj den Satz: O ist fiir jede Stelle der F2 direkt mit dem zugehorigen

»Residuum* der Funktion B(z, Vf[zj) identisch und soll demnach auch fur
das Integral als dessen zur Stelle z0 gehdriges ,,Residuum** benannt iverden.

Wir ziehen sogleich eine Folgerung, welche aus dem ersten Re-
siduensatze (S. 38) mittelst einer Uberlegung gewonnen wird, wie wir
sie S. 90 fur beliebiges Geschlecht p an den zweiten Residuensatz
(S. 39) angeschlossen haben. Nach S. 88 ziehen wir zwei Quer-
schnitte QI} Q3, die nicht gerade durch einen singuldren Punkt unseres
betrachteten Integrals hindurchlaufen sollen, und verwandeln unsere F2in
dieser Art in einen einfach zusammenhéangenden Bereich. Eine Stelle zOmit
nicht-verschwindendem Residuum 0 soll ein ,logarithmischer Unstetig-
keitspunkt* des Integrals genannt werden. Das (ber den Rand der zer-
schnittenen Flache erstreckte Integral (3) S. 38, also in unserem Falle:

2FtjRfavmdz,

stellt nach dem fraglichen Satze die Summe der Residuen aller log-
arithmischen Unstetigkeitspunkte dar. Aber dies Integral, welches ja
(vgl. S. 90) Uber die beiden Ufer des einzelnen Querschnittes im ent-
gegengesetzten Sinne zu erstrecken ist, hat dieserhalb den Wert 0. Es
folgt: Beim einzelnen unserer Integrale ist die Summe der Besiduen aller
logarithmischen Unstetigkeitspunkte gleich 0. Hiernach kann es insbeson-
dere kein Integral mit nur einem logaritlimischen Unstetigkeitspunkte
geben.

Was sonstige Glieder mit negativen Exponenten von z angeht, so
pruft man die vier Félle (1) leicht durch. Man findet: In der Entwick-
lung des Integrals treten Glieder mit negativen Exponenten von z stets und
nur dann auf\ ivenn in der Reihenentwicklung fiir B(z, Yf{z)) Anfangs-
glieder ,vor*“ der den Logarithmus liefernden Potenz von z Vorkommen.
Wir notieren insbesondere: Das Integral ist im Punkte zO als Funktion
von z analytisch, wenn je nach dem vorliegenden Falle (1) in der Entwicklung
von B(z, VfJz)) das Glied cObzw. ¢2z 3 c3z'$ oder ein noch spéteres
das Anfangsglied liefeyt.

Da unsere unzersclmittene F2 einen mehrfach zusammenhéngen-
den Bereich darstellt, so sind fur das Verhalten der elliptischen Inte-
grale gegentber geschlossenen Umldufen die S. 7 ff. entwickelten all-
gemeinen Prinzipien malgeblich. Setzen wir ein Integral Uber einen
geschlossenen Weg auf der F2, der nicht gerade durch einen singu-
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laren Punkt des Integrales lauft, fort, so kehrt das Integral, abgesehm
von einer additiven Konstanten, zu seinen Anfangswerten am Schliisse des
Weges zurlck. Ist diese additive Konstante von O verschieden, so heif3t
sie nach S. 7 eine ,Periode* des Integrales und der Weg ein ,Peri-
odenwegAuf die hiermit berlihrten Verhaltnisse gehen wir alsbald aus-
flhrlich ein. Hier nennen wir nur erst die Umkehrung: Eine Funk-
tion von z, welche auf der F2 in jeder Stelle, abgesehen von Polen und
logarithmischen Unstetigkeitspunkten, analytisch istl), und welche bei Fort-
setzung Uber irgendeinen geschlossenen Weg von einer additiven Konstanten
abgesehen zu ihren Anfangswerten zuruickkehrt, ist ein zur F2 gehdrendes
elliptisches Integral. In der Tat ist die Ableitung dieser Funktion nach
z auf der F2 eindeutig und bis auf Pole Gberall analytisch, stellt also

eine Funktion R (z, Vf(z)) dar.

Da es sich hier vorab nur um die Untersuchung der Integrale in
bezug auf ihre mdglichen singuldren Punkte handeln soll, so ist es er-
laubt und im Interesse der Eindeutigkeit der zu betrachtenden Grofien
sogar geboten, die weiterhin zu benutzenden Integrationswege auf die
durch zwei Querschnitte Qiy (¥ zerschnittene Flache F2 zu beschrénken,
d. h. das Uberschreiten eines der Querschnitte durch einen Integrationsweg
einstweilen zu verbieten. Diese Vorschrift wird weiterhin noch eine Er-
génzung finden mussen, welche sich auf die Integrale mit logarith-
mischen Unstetigkeitspunkten bezieht.

8 6. Die drei Gattungen der elliptischen Integrale und die
Elementarintegrale.

Die gesamten elliptischen Integrale unserer F2 teilen wir nun in
drei ,,Gattungen* ein: Zur ersten Gattung rechnen wir alle Integrale,
welche auf der F2 (iberall analytischsind, zur zweiten Gattung gehoren
die Integrale, welche singuldare Punkte, jedoch nur Pole besitzen, die dritte
Gattung bilden alle Ubrigen Integrale, deren einzelnes also mindestens zwei
logarithmische Unstetigkeitspunkte aufweist. Zur Prifung des analytischen
Charakters hat man sich dabei stets einer Entwicklung nach Potenzen
der betrefienden in (1) S. 140 gegebenen Variabelen z zu bedienen. Ein in
diesem Sinne (Uberall analytisches Integral wird bei Fortsetzung Uber
die Flache hin stets endlich bleiben: Ein Integral erster Gattung bezeich-
net man demgemal auch als ein ,,uberall endliches Integral®.

Ist nun u{z) irgendein Integral erster Gattung, so muf, wie wir
schon feststellten, in der Umgebung von zQdie Ableitung von u nach

1) In einem Verzweigungspunkte ist natirlich hier und weiterhin wieder ge-
meint, dal die Funktion in der zugehdrigen normalen Variabelen analytisch sei.
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z je nach dem vorliegenden Falle (1) S. 140 eine Entwicklung gestatten:

Hieraus ergibt sich, dal} das Produkt dieser Ableitung und der Funk-
tion vf(e) eine algebraische, auf der F2 uberall analytische Funktion
darstellt und also (vgl. S. 91) mit einer Konstanten a identisch ist.
Setzen wir noch eine Integrationskonstante b hinzu, so folgt: Jedes
Integral erster Gattung der F2 ist in der Gestalt:

darstellbar; es gibt also im wesentlichen, d. h. abgesehen von einer multi-
plikativen und einer additiven Konstanten, Gberhaupt nur ein einziges In-

tegral erster Gattung der F2:

Diese einzigartige Stellung des Uberall endlichen Integrales u begriindet
den Vorrang, der dieser Grofe u in unseren kinftigen Entwicklungen
zukommen wird, und die Existenz dieser einzigen GroRe ist als eine
grundlegende Tatsache der ganzen Theorie der elliptischen Funktionen
anzusehen.

Um invariante Darstellungen der Integrale, welche wir ja an-
streben wollten (vgl. S. 118), vorzubereiten, fuhren wir an Stelle von z,
wie S. 119, homogene Variabele zA z2 ein und schreiben zur Abkiirzung:

Hiermit ist ein ,,homogenes Differential zweiter Dimension* gewonnen,
welches, wie man leicht ausrechnet, sich bei Ausiibung der homogenen
Substitution (5) S. 119 so verhalt:

d. h. die Substitutionsdeterminante b als Faktor annimmt. Das Inte-
gral u selbst kleidet sich in die homogene Schreibweise:

sein Differential schreiben wir:

es ist wie u selbst in den zif z2 homogen nullter Dimension.

Um die Bedeutung dieses Differentials noch weiter aufzukléren,
berechne man im einzelnen Punkte z0 der F2 den Wert der Ableitung
von u nach der zugehérigen in (1), S. 140 erklarten ,,normalen Varia-



144 1, 1 Die elliptischen Integrale und ihre Normalgestalten erster Stufe

belen“ z. Deuten wir diesen Wert durch Anhdngung des Index z0 an,
so gilt je nach dem vorliegenden Falle (1), S. 140:

Der Wert dieser Ableitung ist stets endlich und von Nidl verschieden.
Im ersten Falle ist ndmlich z0 eine endliche, von einem Verzweigungs-
punkte verschiedene Stelle; im zweiten Falle ist a0 (der erste Koeffi-
zient von f(zj) von Null verschieden; im dritten Falle ist die Ableitung
f'(z) von f(z) im Verzweigungspunkte zQvon Null verschieden; und im
vierten verschwindet zwar a0, aber nicht ax. Nun ist die Bedeutung
der Funktion z von z die, daf diese Funktion die ,,Umgebung“ der
Stelle Zg der F2 (welche im Falle eines Verzweigungspunktes z0 zwei-
blattrig ist) auf eine schlichte Kreisfliche um den Mittelpunkt z = 0
abbildet. Aus bekannten Sétzen uber konforme Abbildung (vgl. S. 33)
folgt demnach sofort weiter: Das Integral erster Gattung u(z) bildet
ausnahmslos die Umgebung jeder Stelle zO der Flache F2 auf einen
»Schlichten* Bereich um den Bildpunkt der u-Ebene ab.

Fir die Umgebung der einzelnen Flachenstelle zO hatten wir z'
als die ,normale Variabele* bezeichnet (vgl. S. 140). Man sagt dabei
von einer Funktion der Flache F2, daR sie an der Stelle z0 ein end-
liches und von O verschiedenes Differential besitze, wenn ihre Ab-
leitung nach z daselbst endlich und von O verschieden ist. Das Diffe-
rential dz wirde bei Weiterbildung dieses Sprachgebrauches in einem
der vier Verzweigungspunkte, die wir der Kirze halber hier einmal alle
im Endlichen gelegen annehmen wollen, einen Nullpunkt erster Ord-
nung, an der einzelnen Stelle oo einen Pol zweiter Ordnung bekommen.
Beim homogenen Differential (z, dz) wirden zwar diese beiden Pole in
Fortfall kommen, aber die Nullpunkte in den Verzweigungspunkten be-
stehen bleiben. Auch hier hebt sich nun das hinfort als ,,Differential
erster Gattung“ zu bezeichnende du, ganz besonders hervor, insofern es auf
der ganzen Flache Fs ausnahmslos endlich und nicht-verschwindend ist.

Indem wir uns den Existenzbeweis der folgenden Integrale durch
wirkliche Herstellung derselben Vorbehalten, stellen wir jetzt fir die
zweite und dritte Gattung folgende Erkl&rung auf: MZ ein zur Stelle
z —t gehoriges ,,Elementarintegral* zweiter Gattung Zt bezeichnen wir ein
Integral, ivelches nur an dieser Stelle der F2 einen Pol erster Ordnung hat
und in der zugehdrigen normalen Variabelen die Entwicklung gestattet:

als ein zu den beiden Stellen z = t und z = t0 gehdriges ,,Elementarinte-
gral* dritter Gattung Ptt bezeichnen ivir ein Integral, welches als einzige
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singulare Stellen zwei logcirithmische UnstetigJceitspunkte der Residuen 1
und — 1 bei z =t bziv. z = t0 aufweist und also in der zu z = t gehdren-
den normalen Variahelen z eine Entwicklung:

hei z = t0 eine entsprechende mit —log/ beginnende Entwicklung besitzt.
Es ist einleuchtend, daf diese Integrale, wenn sie Uberhaupt existieren,
nur erst bis auf ein beliebiges additives Integral erster Gattung (au h)
eindeutig bestimmt sind.

Mit Ricksicht auf das Integral dritter Gattung Ptta ist die oben
bereits angedeutete Ergdnzung der Zerschneidung unserer Riemann-
schen Flache F2 auszufiihren. Die bisherigen Querschnitte QIf denken
wir so gewdhlt, daR keiner von beiden durch t oder tO hindurchlduft.
Fihrt das Argument z einen geschlossenen Umlauf um die Stelle t der
F2 im positiven Sinne aus, so wéchst dabei der Integralwert um den
Betrag 2in (vgl. S. 52), desgleichen bei einem Umlauf um t0 um den
Betrag —2in. Wir werden jetzt einfach im Innern der F2 eine sich
seihst nicht Uberkreuzende Linie Lt von tO nach t ziehen, diese als Schnitt
betrachten und bei den Anderungen von z ein Uberschreiten auch dieses
dritten Schnittes verbieten. Insbesondere werden wir also, wenn wir
Ptt als bestimmtes Integral zwischen den Grenzen zOund z berechnen,
die Integrationsbahn als eine Linie Lz wahlen, die Lt nicht Uber-
kreuzt. Dann ist in der zerschnittenen Flache Ptt eine eindeutige
Funktion der Stelle z

Fir diese zu einer beliebigen Stelle t bzw. einem beliebigen
Stellenpaare t, t0 gehdrenden Elementarintegrale entwickeln wir nun
einen gegeniiber den linearen Substitutionen von z invarianten“ Auf-
bau.l) Die Ableitung des Elementarintegrales Zt nach der normalen
Variabelen z hat auf der F2 nur einen einzigen bei t gelegenen Fol,
zweiter Ordnung; daraufhin wird der Differentialquotient:

eine zweiwertige algebraische Funktion der F2 mit einem Pole zweiter
Ordnung an der Stelle t Nach S. 138 ist eine solche Funktion durch
Angabe der Stelle t, abgesehen von einer multiplikativen und einer
additiven Konstanten, eindeutig bestimmt. Ist t zundchst endlich und
kein Verzweigungspunkt, so gilt, falls im Punkte t der mit dem rich-

1) Die' Darstellung der Integrale rihrt von Klein her; siehe dessen Ab-
handlung ,Uber hyperelliptische Sigmafunktionen“, Math. Ann., Bd. 27 (1886),
S. 431.



146 1, 1. Die elliptischen Integrale und ihre Normalgestalten erster Stufe

tigen Vorzeichen genommene Wert von Vf(z) durch Yfif) bezeichnet
wird, flr die Umgebung dieser Stelle die Entwicklung:

wahrend im anderen Blatte Vf{[3) die entgegengesetzten Werte hat.
Hiernach wird:

eine erste zweiwertige Funktion gewdlnschter Art; denn sie wird auler
bei z =t (in einem Blatte) nirgends auf der F2 unendlich, auch nicht
bei z = oo. Die Hinzufligung einer multiplikativen und einer additiven
Konstanten dndert Zt um einen von z unabhdngigen Faktor bzw. nm
ein additives Integral erster Gattung. Wir wollen den von 0 verschie-

denen Faktor \Yf(t) und das additive Glied 7if"(t) hinzufigen und
erhalten auf diese Weise die durch ®(z, t) zu bezeichnende Funktion

Der besondere Vorteil dieser Funktion besteht darin, daf sie in z
und t symmetrisch ist. Setzt man zur Abkirzung:

so berechnet man leicht:

und hat dann an Stelle von (9) die Darstellung:

wodurch mit Riicksicht auf die Gestalt von h(z, t) die Symmetrie von
®(Z, t) in beiden Argumenten ersichtlich wird.

Um den invarianten Charakter der Funktion (10) darzulegen, fiihren
wir fir z die homogenen Variabelen zi: z%ein und spalten gleich auch
t in den Quotienten der homogenen Groflen tx, t2, fir welche wir bei
Beweglichkeit der Stelle t auf F2 dieselben Vorschriften geben, wie fir
die z17 #6 (vgl. S. 119). Erweitern wir den in (10) rechts stehenden
Quotienten mit z\t\, so benutzen wir die Abkirzung:

und nehmen die Bezeichnungen z\ -f(z) =f2, t\ -f(t) = ft fir die Formen
wieder auf. Auf der anderen Seite bemerken wir, dafl die doppelt qua-
dratische Form:
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einfach die ziveite Polare von f. nach t oder, was auf dasselbe hinaus-
komnii, die zweite Polare von ft nach z darstellt:

Die Funktion ®(¢, t) als homogen von nullter Dimension in jedem der
beiden Variabelenpaare wird von der Einfihrung der homogenen Va-
riabelen nicht weiter getroffen; immerhin konnten wir, wenn Zahler
und Nenner in (10) rechts homogen geschrieben sind, an Stelle von
®(,i) uns der Bezeichnung . t bedienen:

Es ist nun vor allem wichtig, dal @ (z,t) auch dann eine zwei-
wertige Funktion mit einem Pole zweiter Ordnung in t bleibt, wenn t
in einen endlichen Verzweigungspunkt (wir wollen einen solchen wieder
mit e bezeichnen) oder in einen Punkt oo der F2 hineinriickt. Aus (9)
folgt namlich sofort:

nach S. 138 missen wir hier in der Tat zu einer linearen Funktion von
z gelangen. Andererseits folgt aus der homogenen Darstellung (11) von
P(¢, t), dal t= oc, d h. also i2= 0, keine Ausnahmerolle spielen kann.
In der Tat findet man denn auch aus (11), falls bei oo kein Ver-
zweigungspunkt liegt:

eine Funktion von z, die bei oo in dem Blatte, in welchem:

zutrifft, einen Pol zweiter Ordnung hat, im anderen aber endlich bleibt.
Ist aber bei oo ein Verzweigungspunkt gelegen, d. h. ist a0 = 0, so gilt:

in Ubereinstimmung mit dem Umstande, daB jetzt wieder eine lineare
Funktion von z vorliegen muB: @ (z, t) ist eine symmetrische Funktion
zweier auf der F2 frei beweglichen Stellen, die bei Festhaltung der einen
Stelle eine zweiwertige algebraische Funktion der anderen Stelle mit einem
Pol ziveiter Ordnung an der festgehaltenen Stelle wird.

Man multipliziere nun @ (z, t) mit dem Differential erster Gattung
dut und integriere l&ngs einer von z0 bis z laufenden, die Schnitte Q.
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und @ nicht (berschreitenden Kurve, die zundchst den Pol t meiden
soll. Das Integral:

ist, etwa bei variabel gedachter oberer Grenze z7eine analytische Funk-
tion von z, die die Stelle t als einzigen singuldren Punkt hat; und zwar
muB, falls wir auf dem eingeschlagenen Wege wirklich zum Elementarinte-
grale zweiter Gattung gelangen wollen, bei t eine Entwicklung (7) S. 144
vorliegen. UmdasVerhalten des Integrales (12) bei t festzustellen, sei wieder
zundchst t endlich und kein Verzweigungspunkt. Dann gilt fir die Um-
gebung von t (vgl. (9) und die oben (S. 146) angegebene Entwicklung

von

und damit folgt:

wo durch den Stern angedeutet sein soll, daB ein Glied mit (z —£)-1
nicht auftritt. Hiernach ist:

fur die vorliegende Stelle t unser zu konstruierendes Elementarintegral
zweiter Gattung (7); die Integralgrenzen z0 und z haben wir am Sym-
bol Z als obere Indizes angefugt.

Liegt zweitens t in einem endlichen Verzweigungspunkte, so gilt:

Die Entwicklung der rechten Seite in der Umgebung von e ist leicht
durchgefiihrt und ergibt nunmehr in:

das Elementarintegral. Ebenso leicht beweist man die Formeln:

von denen die zweite oder erste gilt, je nachdem oo ein Verzweigungs-
punkt ist oder nicht.
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Aus der an Gleichung (6) angeschlossenen Betrachtung geht nun
hervor, dall die vier in den Darstellungen des Elementarintegrales vor
dem Integral auftretenden Faktoren die Werte des Differentialquotienten

— je fur die Stellen t sind, wenn wir nach Vorschrift von (1), S. 140,

mit t' die jeweilige ,,normale Variabele* bezeichnen. Wir gelangen also
zu dem Ergebnis: Das Elementarintegral zweiter Gattung stellt sich in
der oben konstruierten algebraischen Funktion @(¢, t) durch die aus-
nahmslos gliltige Formel dar:

Das Integral dritter Gattung Ptt ist nun sehr leicht erledigt. Es
besteht ndmlich der Satz, daR das in (13) rechts stehende Integral eine
algebraische Funktion von t oder, wenn wir z und t austausehen, eine
algebraische Funktion ton z ist, und zwar eben diejenige Funktion,
deren Integral Ptto liefert. Aus (9) folgt ndmlich sofort:

wo wir der Bequemlichkeit halber t und tO vorerst endlich denken.l)

Wir benutzen hierbei als Integrationsbahn die bereits oben (S. 145)
eingefihrte Linie Lt welche dann von einer sogleich weiter fur z zu
wéhlenden Integrationsbahn Lt ebensowenig wie die Querschnitte QIif Qo
Uiberschritten werden darf.

In z stellt nun die rechte Seite der letzten Gleichung eine zwei-
wertige algebraische Funktion mit den beiden Polen erster Ordnung bei
t und 10 dar, insofern sich die Pole, welche die beiden ersten Glieder,
einzeln genommen, bei z = oo haben, in ihrer Differenz aufheben. Mul-
tiplizieren wir jetzt mit duz und integrieren zwischen den Grenzen £0
und z langs einer vorschriftsmaBig gewahlten Linie L% so ist:

in der Tat unser Elementarintegral dritter Gattung. Dasselbe ist ndm-
lich als Funktion von z bis auf die Stellen t und tO analytisch. In der
Umgebung von t, falls dies eine gewohnliche Stelle, d. h. kein Verzwei-

1) Mau beachte, dal im letzten Gliede rechts ein Integral zweiter Gattung
mit dem Pole bei t= oo steht. Dieser hebt sich aber gegen den Pol des ersten
Gliedes bei t= 00 fort, da ja die Gleichung des Textes ein Integral zweiter Gat-
tung in t mit einem bei Z gelegenen Pole darstellt.
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gungspunkt, ist, wird das Integral (14) abgesehen von dem Gliede
log {z—t) der Entwicklung analytisch. Dieselbe Aussage gilt fir die Um-
gebung eines Verzweigungspunktes t= e, abgesehen von dem Gliede

log ]/z —e. Auch die Umgebung von tO wird man entsprechend leicht
erledigen. Auf den Fall, daB t = oo (oder t0= 00) zutrifft, brauchen wir
nicht besonders einzugehen, da die Stelle oo infolge des invarianten Aufbaus
des Integrales (14) keine Sonderrolle spielt: Das unter Angabe der Grenzen
durch P=* zu bezeichnende Elementarintegral dritter Gattung stellt sich
mittelst der oben konstruierten Funktion ®(¢, t) in der Gestalt (14) dar,
d. h. ausfiihrlich geschrieben:

oder in homogener Gestalt:

Man bezeichnet z und z0 als die ,,Argumenteu, t und tQals die ,,Para-
meteru dieses Integrals und Ubertrdgt diese Bezeichnung auch auf das
Integral zweiter Gattung (13). Das Doppelintegral (14) gestattet Ubrigens
Umanderung der Reihenfolge der beiden Integrationenl); es gilt also,
wenn wir gleich noch die Symmetrie von @ in z und t benutzen:

Das rechts stehende Integral ist nach (14) aber P”*a- Das Elementar-
integral dritter Gattung bleibt unverandert beim Austausch der Argumente
und Parameter?:

Differenziert man die vorletzte Gleichung nach t, indem man sich
etwa gleich des Differentials dt' der normalen Variabelen t’ der ein-
zelnen Stelle bedient, so folgt:

Aus (13) folgt also: Die Differentiation des Elementarintegrals dritter

1) Man vgl. etwa Osgood, S. 307, 7. Satz. Die Vorbedingungen dieses
Satzes sind im Texte erfullt, da fir zwei auf Lt bzw. Lz bewegliche Argumente
t und z die Funktion ®(, t) stetig ist und bei festgehaltenem einen Argument
eine algebraische Funktion der anderen liefert.

2) Wir kommen auf diesen Satz in § 8 nochmals zurick.
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Gattung P t,z° nach dem Parameter t liefert das Elementarintegral zweiter
Gattung Zt£* des Parameters t in der Gestalt:

Wir kommen jetzt noch einmal auf ein beliebiges Integral:

unserer F2 zuriick und wollen einen additiven Aufbau desselben aus
einer algebraischen Funktion, dem Integral erster Gattung und den be-
trachteten Elementarintegralen der zweiten und dritten Gattung durch-
flihren. Maogen beim Integral (17) zunédchst n logarithmische Unstetig-
keitspunkte der Residuen CI} G2, ... Cn an den Stellen tt, t2, ..., tn
vorliegen. Wir nehmen dann irgendeine von den bisherigen verschiedene
Stelle t0 hinzu und bilden das Aggregat:

das Ubrigens an der Stelle tO infolge des Verschwindens der Residuen-
summe (vgl. S. 141) keinen neuen logarithmischen Unstetigkeitspunkt
bekommt. Die Differenz:

liefert ein Integral, das an singuldren Punkten hdchstens noch Pole
aufweist. Findet sich an der Stelle s ein Pol vtel Ordnung, so beachte
man, dal in:

eine Funktionenreihe vorliegt, in der das erste Glied ein Integral, die
ubrigen Glieder algebraische Funktionen sind; dabei weisen diese Funk-
tionen allein an der Stelle s der F2Pole auf, und zwar der Ordnungen
1,2 3 ..., v. Man kann daraufhin ein Aggregat:

mittelst konstanter Koeffizienten B derart aufbauen, daf der Abzug
dieses Aggregates vom Integral (18) den Pol bei s gerade weghebt.
Verfahren wir in dieser Weise mit allen Polen von (18) (die endliche
Anzahl derselben sei gleich m), so restiert schlieflich ein Uberall end-
liches Integral {Au - A'). Die Konstante A und alle algebraischen

Bestandteile ziehen wir in R1(z,yf(z)) zusammen und gelangen so zu
dem Ergebnis: Jedes Integral (17) unserer F, la6Gt sich aus einer alge-
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braischen Funktion, dem Integral erster Gattung und den Elementarinte-
gralen zweiter und dritter Gattung in der nachfolgenden Gestalt aufbauen:

8 7. Die zur ersten Stufe gehdrenden Normalgestillten der
Integrale der drei Grattungen.

Wiéhrend bei den Entwicklungen von 8 6 auf Wahrung des all-
gemeinen invarianten Charakters der Formeln Gewicht lag, soll jetzt die
Verzweigungsform in ihrer zur ersten Stufe gehdrenden Gestalt bevorzugt
werden. Wir gelangen so zu den Normalgestalten erster Stufe fur die Inte-
grale; man nennt sie auch die ,,WeierstraBschen Normalintegralefla
W eierstrall diese Integralgestalten in seinen Vorlesungen zugrunde
legte (vgl. S. 117).

Als ,,Normalintegral erster Gattung erster Stufe” benutzen wir
hinfort:

d. h. wir legen die untere Grenze im Verzweigungspunkte beiz= oo fest.
Als ,,Normalintegral zweiter Gattung erster Stufe* bezeichnen wir
das folgende:

wobei die untere Grenze einstweilen unbestimmt bleibe. Das Besondere
ist also, dafl wir jetzt nur das eine Integral mit dem Pole im Punkte o
zulassen. Nach den Formeln von S. 147 u.f. ist die Beziehung zum Ele-
mentarintegral Zoo einfach durch:

festgelegt. Ubrigens liefert die auf (13) S. 149 folgende Formel bei
Austausch der Bezeichnungen z und t fur die erste Stufe:

Hieraus ergibt sich mit Ricksicht auf (13) S. 149 eine Darstellung des
Elementarintegrales zweiter Gattung Z £'22mit beliebigem,,Parameter‘t durch

das Normalintegral zweiter Gattung erster Stufe (2) in der Gestalt:
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unter Hinzunahme einer zweiwertigen algebraischen Funktion. Diese Re-
duktion des Integrales zweiter Gattung mit beliebigem ,,Parameter t
auf das Integral mit t— oo rechtfertigt die Beschrankung auf dieses
Normalintegral (2).

Als ,Normalintegral dritter Gattung erster Stufe** benutzt man ge-
legentlich das folgende:

mit der Bedingung, daB t kein Verzweigungspuukt sein soll; die untere
Grenze soll wieder unbestimmt bleiben. Hier liegt also die Besonder-
heit vor, daB das Integral in zwei Ubereinander liegenden Stellen der
Flache F2 logarithmische Unstetigkeitspunkte hat, und zwar solche der Re-

sidua

Um die Beziehung des Integrales (5) zu dem Elementarintegrale
P=*° des vorigen Paragraphen klarzulegen, entnehmen wir von S. 149
die Gleichung:

multiplizieren mit duz und integrieren zwischen den Grenzen z0 und z,
wodurch wir erhalten:

Hindurch ist also das links stehende Elementarintegral, abgesehen von
einem logarithmischen Gliede und einem Integral erster Gattung, mittelst
der beiden zu t und t0 gehdrenden Integrale (5) dargestellt. Diese Glei-
chung bleibt auch in dem Falle brauchbar, da tO oder t oder beide
Stellen zugleich in endliche Verzweigungspunkte riicken; so gilt z. B.
flir t0—ef und t = ek die nachfolgende einfache Darstellung des Ele-
mentarintegrals:

Dagegen wird die Gleichung (6), welche ja nicht mehr den Charakter
der Invarianz hat, unbrauchbar, falls einer der logarithmischen Un-
stetigkeitspunkte des darzustellenden Elementarintegrals in den Ver-
zweigungspunkt oo fallt. Wird z B. t0= oo gesetzt, so werden die
beiden letzten Glieder der rechten Seite von (6) unendlich. Allerdings
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kann man hier sofort (mittelst funktionentheoretischer Betrachtung) den

nsatz: - _im(_1)+ Wi .

bilden, wo A eine von z und z0 unabhéngige GroRe ist. Man kann A
etwa in der Weise bestimmen, dal man die letzte Gleichung fiir z0= ei7
z — spezialisiert (wobei A unberthrt bleibt), die Gleichung (7) aber
fir z0= 00, z =t Dann werden die linken Seiten zufolge des Satzes
von der Vertauschbarkeit der Argumente und Parameter (S. 150) bei den
in § 6 konstruierten Elementarintegralen dritter Gattung einander gleich,
und die Gleichsetzung der rechten Seiten liefert fir A die freilich nicht
ganz einfache Bestimmungsgleichung:

2nVe mA = - ul* m2ZVé- i Yi(t) +2ny \.

Die hier auftretenden, doppelt genommenen Integrale zwischen
Verzweigungspunkten als Grenzen:

2 Vg, 2ZVU, 20]¢%

haben die Bedeutung von ,Perioden* dieser Integrale, zu deren Be-
trachtung wir uns jetzt wenden.])

8 8. Die Perioden der elliptischen Integrale und die zwischen
ihnen bestehenden Relationen.

Die Riemannsche Flache F2 wurde S. 85 unter Verzicht auf Kon-
formitdt der Beziehung durch stetige Umformung in die Oberflache
eines Kreisringes verwandelt. Letztere wurde durch die beiden in
Fig. 21, S. 88 gewéhlten Querschnitte und in einen einfach zu-
sammenhéngenden Bereich zerschnitten und konnte durch eine weitere
stetige Umwandlung in das Viereck der Fig. 22, S. 89 umgeformt
werden. Hier sind je die beiden Ufer des einzelnen Querschnittes zu
zwei gegenuberliegenden Viereckseiten geworden; je zwei homologe
Punkte des einzelnen Seitenpaares liefern also ein und denselben Punkt
der F2

Wir missen zundchst darauf hinweisen, daR die hier vorgenommene
Zerschneidung eine spezielle ist. Es ist winschenswert, sich ein Bild

1) An die Darstellung (19) S. 152 eines beliebigen elliptischen Integrales der
F2 kénnten wir jetzt eine Darstellung durch die beiden Normalintegrale u und Z
und ein Aggregat von Integralen J3t anreihen, zu denen dann noch ein algebra-
isches Glied und ein Aggregat logarithmischer Glieder der im Texte hervorge-
tretenen Bauart hinzukdmen. Doch hat diese Darstellung eines beliebigen Inte-
grales der F2 wesentlich infolge der hinzutretenden logarithmischen Glieder nicht
die Einfachheit der Darstellung (19) S. 152.
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von der mdoglichen Verallgemeinerung zu machen. Zu diesem Zwecke
sei jetzt Qx eine ganz beliebige geschlossene regulare Kurve auf der
F2, die sich selbst nicht Uberkreuzt und (um ein rechtes und linkes
Ufer unterscheiden zu koénnen) mit einem gewissen Richtungssinne zu
durchlaufen ist. Von dem Verlauf einer solchen Kurve Qx kann man
sich auf der F2 selbst keine recht anschauliche Vorstellung bilden, und
auch die Ringflache bietet hier noch keine recht befriedigende Grund-
lage. Dagegen ist das Bild der Kurve QI im Viereck der Fig. 22 ein
sehr anschauliches; Q1 liefert hier irgendeine Anzahl getrennt ver-
laufender, das Viereck durchsetzender Linienstiicke, die einen Richtungs-
sinn haben und in der Art Zusammenhéngen, dal beim Erreichen einer
Seite des Vierecks das nachstfolgende Kurvenstick im homologen
Punkte der Gegenseite beginnt. Die Kurvenstiicke liefern hierbei eine
ringférmig geschlossene Kette. Umgekehrt liefert jede Kette von
Kurvenstiicken dieser Art, die unser Viereck, ohne sich zu Uberkreuzen,
durchsetzt, eine brauchbare geschlossene Kurve Qx auf der F2 Zur Er-
lduterung ist in Fig. 26 eine solche aus drei Kurvenstiicken bestehende
Kette gezeichnet; die das Viereck durchziehenden punktierten Geraden
sollen die Zuordnung der Randpunkte veranschaulichen.

Um nun Qx als Querschnitt zu benutzen, zerschneiden wir das
Viereck langs der von Qi gelieferten Kurvensticke in eine gewisse
Anzahl von Flachenstiicken und legen sodann diese in dej Art anein-
ander, daf je zwei homologe Stlicke von Gegenseiten
des Vierecks zur Deckung kommen. Es bleibt dann*
freilich (wie man sich am Beispiele der Fig. 26 und 27
klar machen wollel) ein Paar homologer Seitenstiicke
noch offen (in Fig. 27 die beiden geraden Stlicke
oben und unten). Doch kénnen wir diese beiden Stilicke
durch Zusammenbiegen des
gewonnenen Gebildes zu einem
im Raume gelegenen Ringe
auch noch zur Deckung
bringen. Dieser Ring hat dann,
wie die Mantelflache eines Zy-
linders zwei Ré&nder, welche
den Ufern unseres Querschnitts Qx entsprechen. Dabei sind die Punkte
dieser beiden Ré&nder eindeutig und stetig einander zugeordnet, ndmlich

1) Von den beiden dasInnerederFig. 27 durchsetzenden gekrimmten Schnitten Qi
und Qi sehe man zunéchst ab. Die beiden sich senkrecht kreuzenden punktierten
Geraden der Fig. 27 rihren vom Rande des Vierecks der Fig. 26 her; die eingetragenen
Nummern der Fléachenstiicke entsprechen den in Fig. 26 angegebenen Nummern.
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als gegeniiber liegende Uferpunkte von QL auf der F2 oder auch als je
zwei Randpunkte, die einen und denselben Punkt der unzerschnittenen
F2 liefern.

Wir gewinnen nun leicht ein anschauliches Bild uber die jetzt
noch mdglichen zu Qx ,konjugierten* Schnitte Q2 In Fig. 27 ist ein
erster Querschnitt Q2 dieser Art von einem rechtsseitigen Uferpunkte
des Schnittes QL nach dem entsprechenden linksseitigen Punkte durch
den Ring hindurchgelegt. Wirden wir jetzt Fig. 27 langs Q2 zer-
schneiden und die beiden Stiicke so aneinanderlegen, dafl die beiden
Fig. 27 oben und unten begrenzenden Geradenstiicke zur Deckung
kommen, so hétten wir damit die F2 in dasjenige ebene Viereck stetig
deformiert, welches den beiden neuen Querschnitten Ox und Q2 ent-
spricht. Homologe Punkte der Gegenseiten sind dabei natirlich wieder
einander zugeordnet.

Jetzt ist es nur noch ein Schritt, um das allgemeinste Querschnitt-
system der F2 anschaulich zu erfassen. Wir koénnen némlich noch an
Stelle von @ einen Schnitt Q2 treten lassen, indem wir aus Q2 ein
inneres Stuck herausnehmen und statt dessen eine Anzahl von Um-
laufen um den vorhin aus Fig. 27 hergestellten Ring in der einen oder
anderen Richtung einhdngen. So entsteht der in Fig. 27 punktiert an-
gedeutete Querschnitt Q2 indem wir einen solchen Umlauf einhéngen.
Man mache sich an der Figur deutlich, da es sich dabei um einen
Umlauf handelt, der auf der F2 aus der geschlossenen Kurve QI durch
stetige Verschiebung hervorgeht. Solche durch stetige Verschiebung in-
einander Uberfihrbare geschlossene Wege sind fiir unsere Zwecke &qui-
valent. Somit geht jeder beliebige Schnitt Q2 aus dem zuerst ge-
wahlten @Qeinfach dadurch hervor, daft wir diesem Wege Q2eine Anzahl
mit - Qx oder — (%0 &aquivalenter Wege einhéngen.

Wir koénnen nun, genau wie dies vorhin in Fig. 26 geschah, den
Bereich der Fig. 27 durch jeden beliebigen Schnitt Q2 in eine An-
zahl von Streifen zerschneiden und diese dann (Ubergang von Fig. 26
zu Fig. 27) durch Aneinanderfligen homologer Stiicke der beiden Fig. 26
oben und unten berandenden Gegenseiten wieder zusammenfiigen. So
gelangen wir endlich zu einem Viereck, dessen Gegenseiten von den Schnitt-
ufern des jetzt ganz beliebig gewahlten Schnittsystems Qx, Q2 herrthren.
Es braucht (brigens kaum noch hinzugesetzt zu werden, daR wir auch
dieses Schnittsystem auf F2 noch irgendeiner ohne Zerreien vor sich
gehenden stetigen Verschiebung unterwerfen dirfen, ohne daf dasselbe
an seiner Brauchbarkeit einblfRt.

1) Wir sprechen von einem Wege -f-Qt oder — X, je nachdem wir QX im
urspringlichen Richtungssinne oder diesem entgegengesetzt durchlaufen.
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Wollen wir uns ein die gegenseitige Anordnung und den Rich-
tungssinn der beiden Querschnitte Q} Q2 betreffendes schematisches Bild
machen, so bedienen wir uns der Fig. 28, welcher die urspriingliche
zweibléattrige Flache F2zugrunde liegt. Soll
jedoch flr ein auf die zerschnittene Flache
beschranktes z eine Integrationsbahn L, von
z0 nach z veranschaulicht werden oder bei
den Integralen dritter Gattung ein von tO
nach t ziehender Schnitt Lt neben den bis-
herigen Qi} Q2zugefiigt werden, so bedienen
wir uns besser der schematischen Fig. 29, in welcher die in ein Viereck
deformierte F2 zugrunde gelegt ist.

Fur die Untersuchung der Vieldeutigkeit der elliptischen Integrale
auf der dreifach zusammenhéngenden Riemannschen Flache F2 sind
nun die allgemeinen S. 4 ff. entwickelten Prinzipien
malgeblich. Ist ¢\ einer der beiden geschlossenen Wege
@, Q2 auf der F2 so wird sich ein vorgelegtes In-
tegral bei Fortsetzung uber Qi bis auf eine additive
Konstante Slit die wir eine ,,Periode” des Integrals nennen,
reproduzieren. Nehmen wir fiir die Gber gegebene Kurven
erstreckten bestimmten Integrale eine oben (S. 7 ff) Fig. 29.
gebrauchte Bezeichnungsweise wieder auf, so wird hiernach die Periode
A durch:

erklart werden koénnen, wobei wir durch das Vorzeichen bei + Q noch
ausdrucklich hervorheben wollen, dal die Integration den Richtungs-
sinn des Weges  befolgen soll. Der bequemen Ausdrucksweise halber
nennen wir die ,erste und ii2 die ,zweite” Periode des fraglichen
Integrales.

Beschranken wir die obere Grenze des Integrales auf die durch
Ql und Q2 zerschnittene Flache, so ist in dem damit gegebenen ein-
fach zusammenh&ngenden Bereiche das Integral, falls es der ersten oder
zweiten Gattung angehort, als eindeutige Funktion seiner oberen Grenze
erklart. Die Integrale dritter Gattung betreffend haben wir Fig. 29
gleich so vorbereitet, da sie fir die Untersuchung der Elementarinte-
grale palit. Kommen mehr als zwei, etwa v logarithmische Unstetig-
keitspunkte t der Residuen CQJ CIf ..., Cv_x vor, so wolle man iu der
durch Qly Q2zerschnittenen Flache das Integral ber einen geschlossenen
Umlauf um alle v Punkte t fiinren. Ohne Anderung des Integralwertes
koénnen wir diesen Umlauf, wie Fig. 30 darlegt, auf v Kleine Kreise
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und eine Reihe dazwischen liegender Integrationswege zusammen-
ziehen, welche letztere je zweimal in entgegengesetzten Rich-
tungen zu durchlaufen sind. Die Integralwerte, welche von
diesen letzteren Wegen herriihren, heben sich also auf, wéhrend
die v Kreise einzeln die Integralwerte 2inCO0, 2i%Gx, ...,
2iitCv_x liefern. Das Gesamtintegral ist zufolge des Satzes vom
Verschwinden der Residuensumme (vgl. S. 150) gleich Null.
Wenn wir demnach (entsprechend dem Schnitte Lt in Fig. 29)
jetzt wieder einen Schnitt Lt von t0 Uber tx, t2... bis tv_1
ziehen und solcherart unsere bereits langs Qx und Q2 zerschnittene
Flache nun freilich wieder in einen ,,zweifach“ zusammenhdngenden
Bereich verwandeln, so ist doch gleichwohl im letzteren unser betrach-
tetes Integral dritter Gattung wieder eine eindeutige Funktion seiner
oberen Grenze.
Fir die so aus dem einzelnen elliptischen Integrale gewonnene,
im beschrankten Bereiche eindeutige Funktion besteht nun nach S. 7
der Satz, daB dieselbe in gegeniberliegenden Uferpunkten des einzelnen
Schnittes eine Wertdifferenz hat, die ldngs dieses Schnittes konstant
bleibt. Als ,,Wertdifferenz langs eines Querschnittes* wollen wir immer
den UberschuB des ,rechtsseitigen® tiber den ,linksseitigen“ Integral-
wert bezeichnen. Bei dem Schnitte Lt missen wir die durch die
Punkte tx, t2, ..., ty_2 abgeteilten Sticke Lff\ Lf\ ..., Lf~X unter-
scheiden. Mittelst der Fig. 28 ff. zeigt man alsdann fir das in (1)
betrachtete Integral leicht den Satz: Die Wertdifferenz langs Qx ist
—il2, die langs Q2 aber -f ilx; und falls die dritte Gattung vorliegt, ist
die Wertdifferenz langs Lf) gleich

Wir wollen jetzt sogleich die Verzweigungsform erster Stufe zu-
grunde legen, (brigens aber (was wir doch hervorheben wollen) vor-
erst noch an einem beliebigen Querschnittsystem festhalten. Fir die
Normalintegrale u und Z benutzen wir fortan die besondere Schreib-
weise der Perioden:

woraus sich Ubrigens zufolge (4) S. 152 flir das besondere durch (13)
S. 149 gegebene Elementarintegral Z tdie beiden Perioden -Mi ergeben.
Fir das Elementarintegral dritter Gattung schreiben wir:
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als Bezeichnung der Perioden und merken Ubrigens an, daf die Wert-
differenz langs Lt fur dieses Integral —2in ist.

Ein erster wichtiger Satz ist nun der folgende: Von den Perioden
g}, g2 des Integrals erster Gattung Icann keine gleich Null sein. Waren
ndmlich beide gleich Null, so wére u auf der unzerschnittenen F8 ein-
deutig und Uberall analytisch, also mit einer Konstanten identisch.

2iitu
Wére aber nur w2 von Null verschieden, so wirde man in e o auf
dieselbe Art eine Konstante erkennen.

Zur Gewinnung von Beziehungen zwischen den Perioden zweier
Integrale kann man so gelangen. Der geschlossene Rand C des aus
F, durch Zerschneidung langs und Q2 entstehenden einfach zu-
sammenhangenden Bereiches setzt sich (vgl. Fig. 28 u. 29) zusammen
aus dem linken Ufer von -- Q2 (wir wollen fiir dieses in der Richtung
von (% zu durchlaufende Ufer -+ Q2 schreiben) und den entsprechend
zu bezeichnenden Wegen - — Q2, — Q[- die Schnittufer sind dabei
in der Richtung beschrieben, da der Umlauf langs des Randes C des
Bereiches im ,positiven” Sinne vorliegt. Ein in dieser Richtung uber
den Rand C erstrecktes Integral 1&Bt sich demnach so zerlegen:

woflr wir auch schreiben kdnnen:

Sind nun FI(2) und F2z) irgend zwei auf der nétigenfalls auch
noch mit einem oder zwei weiteren Schnitten Lt versehenen Fléche ein-
deutig erklarte Integralel), deren durch (1) erklarte Perioden und
SI'l seien, so l&4Rt sich das Integral:

fF,(.))dF,0)

©
auf Grund der Regel (4) leicht berechnen. Da ndmlich dF™{z) alge-
braisch und also langs beider Ufer von Qi gleich ist, so kann man in
(4) rechts die beiden ersten Integrale zusammenziehen in ein langs
-f Q2zu erstreckendes Integral desProduktes von dF1[z) und dem Uberschul3
—Q ™ der linksseitigen Werte F2(z) tiber die rechtsseitigen. Esfolgt damit:

1) Einen zu Fx(@z) gehdrenden Schnitt L wirden wir Ubrigens entbehren
kdnnen, da von FI () sogleich nur das Differential dFx{z) verwendet wird.
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Indem man das dritte und vierte Integral in (4) rechts genau so be-
handelt, gewinnt man als Ergebnis:

Der links stehende Integralwert bleibt nun unveréndert, falls wir
die Integrationskurve C stetig und ohne ZerreiBen innerhalb der zer-
schnittenen Flache zusammenziehen; nur dirfen wir sie dabei nicht Uiber

4 F (2

eine singulare Stelle von F2(z) oder " hinwegschieben, unter z

die ,,normale* Variabele (vgl. S. 140ff) verstanden. Es erdffnet sich da-
mit eine zweite Berechnungsart des Integrales (5), welche wir sogleich
in den verschiedenen wichtigen Spezialfallen darlegen.

Als erstes Beispiel wahlen wir Ft(z) = u, F2(z) = Zt; die Glei-
chung (5) nimmt die besondere Gestalt an:

Hier kdnnen wir C auf einen unendlich kleinen, im positiven Umlauf-
sinne um den Pol von Zt zu beschreibenden Kreis zusammenziehen,

langs dessen Peripherie:

gilt. Das Integral hat demnach einfach den Wert -2iti, und es er-

gibt sich der Satz: Zwischen den Perioden (2) der Normalintegrale
erster und zweiter Gattung von der ersten Stufe bestellt die Gleichung:

welche man als die ,Legendresche Belationu bezeichnet.]
Setzen wir zweitens F1(z) = u und wéhlen als F2(e) ein
Elementarintegral Ptt0 (vgl. (8), S. 145), also nicht notwendig
das besondere in (14) S. 149 gegebene Pt so ist:

Hier konnen wir C auf den in Fig. 31 skizzierten Weg zu-
sammenziehen, der sich aus zwei unendlich kleinen Kreisen um t0
und f sowie zwei langs der Ufer von Lt verlaufenden Wegen
zusammensetzt. Die Kreisintegrale verschwinden mit verschwin-
denden Radien. Es gilt ndmlich zufolge (8) S. 145 z B. fir den Kreis um t:

1) In Legendres ,Traite des fonctions elliptiques* Bd. 1, S. 62 ff. hat die
Relation eine wesentlich andere, im zweiten Abschnitte zu besprechende Gestalt.
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wo nur das erste Glied der Klammer eine Bemerkung erfordert. Setzt
man z'=re9i, so ist das Uber den Kreis genommene Integral:

dessen Verschwinden fiir limr —0 man sofort erkennt. Es bleiben
somit nur die beiden Integrale l&ngs der Ufer von Lr Da aber die
Wertdifferenz von Pfjta langs Lt gleich —2in ist, so folgt als Integral-
wert:

to
wenn wir wie oben die Integralgrenzen als obere Indizes anschreiben.
Fir die Perioden wn «w2und diejenigen des Elementarintegrales Pt,to dritter
Gattung besteht die Relation:

wo flir das rechts stehende Integral erster Gattung Lt als Integrationsbahn
gilt.
Wir bilden weiter aus (5) den Ansatz:

hierbei wollen wir unter den P irgendwelche Elementarintegrale dritter
Gattung verstehen, d.h. es kénnen entweder direkt die durch (14) S. 149
gegebenen Integrale sein, oder sie kénnen von diesen auch durch irgend-
welche additiven Integrale erster Gattung abweichen. Hier darf man
C zusammenziehen auf eine nach Art von Fig. 31 um Lt herumlaufende
Kurve und zwei unendlich kleine Kreise um die Pole erster Ordnung

dPsl . . - . ..
von —A%4“. Die erste Bahn liefert, was man wie im vorigen Beispiele
leicht feststellt:

Fir die beiden Kreise um s und sO findet man (vgl. (8) S. 145), falls z0
die untere Grenze von Pt,t0 ist:

Es ergibt sich somit: Flr irgend zwei Elementarintegrale dritter Gattung
P, Ptt und ihre Perioden besteht die Relation:

Fricke: Elliptische Funktionen. 12d. 1
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Letzten Endes betrachten wir noch den Ansatz:

Hier dirfen wir die Kurve G auf drei unendlich kleine Kreise um die
Stellen s, t und t0 zusammenziehen. Die Auswertung der drei Integrale
ist durch die bisherigen Methoden zu leisten und ergibt:

wo im ersten Gliede rechter Hand der Wert der Ableitung von P tta
im Punkte s gemeint ist. Das Resultat konnen wir in die Gestalt
kleiden:

Waéhrend nun hier Zt immer das besondere Integral (13) S. 149 ist,
verstehen wir bisher unter Ptb irgendein Elementarintegral dritter
Gattung (vgl. (8) S. 145). Waéhlen wir jetzt das besondere Integral (14)
S. 149, so wird die linke Seite der letzten Gleichung:

dieser Ausdruck ist aber wegen (13) S. 149 mit Riicksicht auf die Sym-
metrie von ®(B,t) in beiden Argumenten gleich 0, so daf} fir die Peri-
oden des Integrals (14) S. 145:

gilt. Ziehen wir noch die Relation (7) heran, so sind die Silf be-
rechenbar. Mit Benutzung der Legendreschen Relation (6) findet man:
Die Perioden des besonderen durch die Gleichung (14) S. 145 gegebenen
Elementarintegrals dritter Gattung lassen sich durch die Perioden des
Normalintegrals zweiter Gattung und das Integral erster Gattung so dar-
stellen:

wo das rechts stehende Integral langs der Linie Lt zu erstrecken ist.

8 9. Die transzendent normierten Integrale zweiter und dritter
Gattung.

Ein Elementarintegral zweiter oder dritter Gattung ist durch seinen

bzw. seine beiden singuldren Punkte nur erst bis auf ein additives In-

tegral erster Gattung bestimmt. Wir konnen dieses letztere Integral in
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einer und nur einer Weise so wéhlen, daf die zweite Periode des in
dieser Art abgeédnderten Integrales verschwindet. Das so zu gewinnende
Integral soll als ein ,transzendent normiertes Elementarintegral bezeich-
net werden, im Gegensatz zu den ,algebraisch normierten” Integralen
von § 7.

Bei der zweiten Gattung halten wir an dem besonderen Integrale (13)
S. 149 als dem zuerst gegebenen ZZz' fest. Das transzendent normierte,

durch Angabe von t eindeutig bestimmte Elementarintegral Z\'2 unserer
zerschnittenen Flache Fg) ist dann einfach durch:

gegeben, und seine Perioden sind:

wie man mit Hilfe von (6) S. 160 leicht feststellt.
Bei der dritten Gattung knupfen wir wieder an ein beliebiges Inte-

gral PZ° an. Das transzendent normierte, durch Angabe von t und tO

eindeutig bestimmte Elementarintegral P ZJ° unserer zerschnittenen F2 ist
dann:

und seine Perioden sind:

wie unter Benutzung von (7) S. 161 leicht folgt.
Man bilde nun die Gleichung (8) S. 161 fiir die beiden transzen-
dent normierten Integrale Ft,tOund P,tv Dann sind die beiden Perioden

£12>9 und gleich 0, so daB aus (8) S. 161:

folgt: Flr das transzendent normierte Integral dritter Gattung gilt der
,>atz von der Vertauschbarkeit der Argumente und Parameter* (s. S. 150).
Dieser Satz bleibt erhalten fir alle Integrale:

unter Ceine von z und t unabhéngige Konstante verstanden, und, wie
man leicht zeigt, auch nur fur diese. Flr das besondere Integral (14)
S. 149 galt der fragliche Satz der Vertauschbarkeit, so dal sich dieses

1) Man beachte wohl, daB die transzendente Normierung sich auf die Aus-
wahl des Querschnittsystems QZStUtzt.
11
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Integral unter den in (6) dargestellten finden muB. Es sind aber die
Perioden des Integrales (6):

Dieselben werden zufolge (6) S. 160 in der Tat mit den Grofien (9) S. 162
identisch, wenn man C = setzt: Das besondere Integral (14) S. 149

héngt mit dem transzendent normierten Elementarintegral dritter Gattung
unserer zerschnittenen F2 in folgender Weise zusammen:

Zweites Kapitel.

Das elliptische Integral erster Gattung erster Stufe und
die durch dasselbe vermittelten Abbildungen.

Unter den elliptischen Integralen der vorgelegten Riemannschen
Flache F2 nahm das Integral erster Gattung u insofern eine besondere
Stellung ein, als es bis auf eine multiplikative und eine additive Kon-
stante eindeutig bestimmt war. Die dieserhalb einzigartige Funktion u
der F2 wird nun alshald in den Mittelpunkt unserer Beobachtungen
treten; ihr hervorragender Wert beruht auf der Einfachheit und Uber-
sichtlichkeit der konformen Abbildung, welche sie von der F2 vermittelt.
Mit dieser besonderen Funktion u werden wir uns demnach zundchst
ausfihrlicher zu beschéftigen haben.

8 I. Das Feld Fo der Funktion u (z) und seine Abbildung auf
die u-Ebene bei Gebrauch spezieller Querschnitte.

Die Funktion u(z) = uz’e setzen wir in der Gestalt (1) S. 152 als
Normalintegral erster Gattung erster Stufe gegeben voraus. Diese Funk-
tion hat die beiden grundlegenden Eigenschaften, bei Fortsetzung Uber
die F2 hin uberall endlich zu bleiben und eine Uberall endliche und
von Null verschiedene Ableitung zu besitzen. Aus letzterer Tat-
sache zogen wir bereits S. 144 die Folgerung, daf die Abbildung der
Umgebung irgendeiner Stelle der F2 (auch diejenige der zweiblattrigen
Umgebung eines Verzweigungspunktes) stets einen schlichten, den Bild-
punkt der u-Ebene rings umgebenden Bereich liefert.

Demgegenuber hat z B. das Integral zweiter Gattung Zt erstlich

dzt
einen Pol, namlich an der Stelle t; und anderseits hat zwei Null-
punkte auf der F2 deren Umgebungen demnach bei Abbildung der F2
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auf die Zt-Ebene zweiblattrige Verzweigungspunkte liefern (vgl. S. 35).
Das Integral u(z) erster Gattung verdient infolge seiner genannten ein-
fachen Eigenschaften in der Tat den Vorrang vor den sonst noch auf
der F2 betrachteten Funktionen.

Wir stellen nunmehr genauer die Vieldeutigkeit der Funktion u(z)
und damit das Feld F derselben Uber der #-Ebene fest; hierbei werden
die allgemeinen Entwicklungen von S. 7ff. und, was die Definition des
Feldes F angeht, die Festsetzungen von S. 24 ff. maBgeblich sein. Das
Querschnittsystem QXQ2 sei vorerst beliebig gewahlt. Beschranken wir
z auf die zerschnittene F2 so erhalten wir Integralwerte u(z), welche
den ersten ,,Zweig“ unserer Funktion aufbauen.

Wir gestatten jetzt dem z freie Beweglichkeit auf der F2 tber die
Quersschnitte hinweg und beschreiben von einer Stelle &mit dem Werte
u des ersten Zweiges eine auf der F2 geschlossene Bahn C nach dieser
Stelle zuriick. Unsere Funktion setzt sich l&ngs C stetig und eindeutig
fort und mdge am Schlusse den Zweig u (z) liefern, der bis auf eine
additive Konstante gleich dem Anfangszweige u(z) ist. Diese Konstante
1aRt sich aber nach unseren Festsetzungen Uber die Wertdifferenzen des
Anfangszweiges u(z) langs der Ufer der Querschnitte QIf Q2 (vgl. S. 158)
leicht angeben. Man erkennt sofort: Durch eine erste Uberschreitung
von @ von rechts nach links gelangt man bei stetiger Fortsetzung des
u vom Anfangszweige aus zum Zweige u' —u -\-al, usw. Allgemein
gilt: Uberschreitet der Weg C den Schnitt Q2 mx Male ofter von rechts
nach links als umgekehrt)), den Querschnitt Qx aber m2 Male ofter von
links nach rechts als in entgegengesetzter Richtung, so ist die Beziehung
zwischen dem SchluRzweige u (z) und dem anfanglichen:

(1) u' = u - mxax -+ m2a2.

Umgekehrt kénnen wir, weun ein beliebiges Paar ganzer Zahlen
mlmi vorgelegt ist, sofort einen Weg C angeben, welcher vom Anfangs-
zweige u zum zugehorigen Zweige (1) hinfuhrt. Die Vieldeutigkeit der
Funktion u(z) ist also einfach die, daf ihre unendlich vielen Zweige ein-
deutig allen unendlich vielen Paaren mv m2 ganzer Zahlen zugeordnet
sind, wobei der symbolisch etwa durch (mx, m2 zu bezeichnende Zweig
der Funktion mit dem Anfangszweige durch die Relation (1) zusam-
menhangt.

Wollen wir daraufhin das Feld F~ der analytischen Funktion u(z)
herstellen, d. h. nach S. 24ff. diejenige Riemannsche Flache Fs konstru-
ieren, in welcher u(z) eine eindeutige Funktion der Stelle ist, so

1) Hierbei darf natirlich die ganze Zahl m1 (sowie die gleich zu nennende
Zahl mf) auch gleich 0 oder negativ sein.



166 I, 2. Das elliptische Integral erster Gattung erster Stufe

missen wir flir jeden Zweig (mIf ma ein etwa durch FIQWY) zu be-
zeichnendes besonderes Exemplar der ,,zerschnittenen* F2 zur Verfligung
stellen und diese unendlich vielen Exemplare sodann nach folgender ein-
fachen Regel langs der Querschnittufer zusammenheften: An das linke
Ufer @t des Exemplars ist allemal das rechte Ufer Qt von
H«d.™»+]) zu heften; desgleichen ist an das linke Ufer Q2 von F¥AT*
stets das rechte Ufer Qa vom Exemplar FEni-1'm§ zu heften.

Das so zu gewinnende Feld F” der analytischen Funktion u(z) stellt
eine oo-blattrige Riemannsche Flache Uber der z-Ebene dar, welche nir-
gends einen Rand besitzt und keine anderen Verzweigungspunkte aufweist,
als je die wer, welche dem einzelnen Exemplar FE"i’¥?) eigen sind. Die
vier Randkurven (Querschnittufer) des einzelnen Exemplars bilden ja
die Ubergangslmien zu den vier benachbarten Exemplaren FYri™xtl),
Fj-.ii>> Auch die Kreuzungsstellen der Qv Q2 liefern keine neuen
Verzweigungspunkte. Fihrt man in der F?, etwa beginnend vom linken
Ufer Q2 des Exemplars F~’~, einen Umlauf um diese Stelle aus, so ge-
langt man nach Durchschreiten der vier hier zusammenstoRenden Ecken
der Exemplare FAR™*D, FA“1-1""*1), Aumi_1m) und also nach
einmaligem Umlauf zum Ausgangspunkte zurlck.

Die wichtigste Eigenschaft des Feldes F~ ist nun aber die, daf
dasselbe einen Bereich von einfachem Zusammenhange darstellt. Dies ist
allerdings nicht ohne weiteres einleuchtend. Nun haben wir bei friheren
Gelegenheiten (vgl. S. 49 und 65) den Blatterzusammenhang eines mehr-
blattrigen Feldes F einer analytischen Funktion w = f(z) in hochst an-
schaulicher Weise dadurch Klarlegen konnen, da wir das konforme
Abbild von F in der w-Ebene betrachteten. In den genannten Fallen
reihten sich die Uber einander liegenden Bléatter des Feldes F in der w-Ebene
neben einander, wobei jener Blatterzusammenhang in einem Ubersichtlichen
Bilde zutage trat. Wir wollen auch im vorliegenden Falle einen Versuch

mit dieser Methode machen
und also das konforme Abbild
2des Feldes F” auf die u-Ebene
untersuchen.

Um hierbei mit einer be-
stimmten Aufgabe zu tun zu
haben, ist es ndtig, besondere
Querschnitte einzufiihren. Die

drei endlichen Verzweigungspunkte elf €2, €3 moégen zundchst nicht
auf einer Geraden liegen; sie bilden dann ein nicht verschwindendes
Dreieck, dessen Schwerpunkt der Nullpunkt z — O ist. Ziehen wir
demnach die drei von z = 0 durch die Punkte e nach z —oo0 laufen-
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den geradlinigen Strahlen, so werden diese (vgl. Fig. 32) drei Winkel ui
bilden, die einzeln im Intervall 0 < «- < %liegen. Die drei von €* bis
# = o0 laufenden Teile dieser Strahlen benutzen wir als ,Verzwei-
gungsschnitte* Si beim Aufbau der F2 und unterscheiden wieder bei
Si gemal der gewdhlten Richtung (vgl. Fig. 32) ein rechtes und ein
linkes Ufer.

Die Querschnitte Qv mdgen die in Fig. 32 angegebene Lage haben;
der Verlauf in der Umgebung der Stelle z = oo ist in Fig. 33 darge-
stellt, wo zugleich der Kreuzungspunkt
von Qtund  zusehenist. Soweit die
Querschnitte im oberen Blatt verlaufen,
sind sie in den Figuren ausgezogen; der
Verlaufimunteren Blatte ist punktiert.

Man kann Q beiderseits unmittelbar
an Si heranziehen; dann setzt sich Q
aus dem linken Ufer von Si, von oo bis e zu durchlaufen, und dem

rechten, von € bis oo zu beschreiben, zusammen. Da Vf{z) in gegen-
Uberliegenden Uferpunkten von Si entgegengesetzte Werte hat, so finden
wir unter Gebrauch einer bereits S. 159 benutzten Bezeichnungsweise:

denn diese beiden Integrale sind einander gleich, und ihre Summe ist gleich ww
Der Symmetrie halber flihren wir noch den dritten, bereits in Fig. 32

angedeuteten geschlossenen Weg @3 ein, welcher den Integralwert w3

liefere; Gleichung (2) ist dann

auch fur i~ 3 gultig. Ziehen

wir die drei Wege Qi nur erst

bei z = 0o unmittelbar an den

hier liegenden Verzweigungs-

punkt heran, so kénnen wir sie,

wie Fig. 34 andeutet, zu einem ge-

schlossenen Wege C aneinander-

hangen, welcher (vgl. Fig. 34) im oberen Blatte der F2 stetig und ohne

ZerreiBen auf einen Punkt zusammengezogen werden kann. Es gilt

demnach:

so daB 03= —(@ — w2 zutrifft.
Das obere Blatt der F2 welches wir zunéchst auf die w-Ebene ab-
bilden wollen, wird durch die drei von z = 0 durch die Punkte et nach
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z = 00 gezogenen Strahlen in drei Zweiecke (,e-Kugel!) zerlegt, die wir
ihren Winkeln entsprechend mit (at) benennen. In Fig. 32 ist a3 weder
< wv noch < a2 wir beginnen unter dieser Voraussetzung mit (a3 und
wéhlen die untere Grenze des Integrals in der Ecke oo von (ad.
Wir schreiben:

und verstehen unter Amp (z) die Amplitude der komplexen Zahl z. Langs
der durch e2 ziehenden Seite des Zweiecks (a3 ist Amp (dz) konstant;

desgleichen ist Amp ((z —e2_2) langs SP konstant, ebenfalls 1angs des
Restes zwischen €und dem Nullpunkt, jedoch ist der letztere konstante

Wert Amp ((z—Rj)~") um —Kleiner als der erste. Endlich &dndert sich

©) Amp (0 - eY~»(e- €3~0),

falls z die fragliche Seite von (a3 stetig von oo bis O beschreibt, gleich-
falls stetig und bestandig in demselben Sinne, wobei man den Gesamt-
zuwachs von (5) leicht zu \(ccx —a3) berechnet. Ist also ax= a3 so ist
auch die Amplitude [i| konstant; ist @3> av so findet eine Abnahme
statt, und zwar um den Gesamtbetrag |-(a3—c"), den man in Fig. 32

leicht konstruieren kann und der jedenfalls < f ist-

Nun folgt aus (4):
Amp (du) = Amp (dz) F Amp ((z—e2~") + Amp {z —e)~ * (z —ed)~*.
Das Abbild der Seite von (a3 besteht sonach aus zwei stetig gekrimm-
ten Kurvenstiicken, von denen das erste von u = 0 nach u =} 02 zieht,
das zweite von hier bis zu einem bestimmten Punkte u(0), und die bei
u = |w 2unter rechtem Winkel zusammenstoen. Insbesondere sind beide
Stiicke fir o3= gerade; fur a3> ax sind sie gegen das zu konstru-
ierende Abbild des Zweiecks (a3 konkav, und ihre ,,Gesamtbiegung® be-

tragt j(cc3— ax) und ist jedenfalls <.%- Es ist einleuchtend, daf sich

diese beiden Stiicke in keinem Falle (iberkreuzen konnen.

Genau so behandle man die zweite Seite des Zweiecks (a3), wobei zu
benutzen ist, dal a3 nicht < a2 sein sollte. Das rechte Ufer von Sx
liefert ein stetig gekrimmtes Kurvenstick, das sich bei u= 0 unter

dem Winkel «3< * an das Bild der ersten Seite von (s8) ansetzt

und bis u = —\cox reicht. Hier setzt sich unter einem rechten Winkel
ein zweites stetig gekrimmtes Kurvenstiick an, welches bis zu dem
schon gewonnenen Punkte m(0) reichen muf und dort mit dem Abbilde
der ersten Seite von (a3 den Winkel a3 bildet. Die Stiicke sind fur
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(3= a2 gerade; flr a> a2 sind sie gegen das zu konstruierende Abbild

konkav und haben eine Gesamtbiegung vom Betrage |-(03—08 < ~ -
Auch diese beiden Stiicke kénnen sich somit keinesfalls kreuzen.

Es tritt nun die Frage auf, ob das als Abbild des Randes von (a3) ge-
wonnene Kurvenviereck ein gewohnliches ist oder vielleicht ein uber-
schlagenes Viereck mit Seitenkreuzungen sein konnte. Um hiertiber zu
entscheiden, lassen wir eine Tangente vollstandig um das Viereck herum-
laufen, deren Richtungsédnderungen dann die Biegungen messen. Die
plétzlichen Richtungsanderungen in den vier Ecken sind alsdann als
unstetige Zuwichse der Biegung um endliche Betrdge mitzurechnen. Die
gesamte Richtungsénderung beim vollen Umlauf der Tangente ist:

Es handelt sich also um ein gewohnliches Kurvenviereck ohne Seiten-
kreuzungen.

Wahrend nun die in Rede stehende Abbildung von (a3 auf die
w-Ebene in den Punkten z = o0, en es in bekannter Weise aufhort kon-
form zu sein, ist sie an allen brigen Stellen, insbesondere also in allen
Innenpunkten z von (a3 konform mit dem Abbildungsmodulus (Ver-
groRerungsverhéltnis) :

Die Umgebung jedes Innenpunktes liefert also (wie wir ja schon friher
feststellten) ein schlichtes und vollbedecktes Abbild um den Bildpunkt u
Der einfach zusammenhangende Bereich (a3 ergibt somit als stetiges
eindeutiges Abbild wieder einen einfach zusammenhangenden Bereich
der w-Ebene, der in unser Kurvenviereck nach innen hin eingespannt
ist und jeden seiner Innenpunkte in dessen ndchster Umgebung schlicht
und vollstandig umgibt.

Aus diesen Voraussetzungen &Rt sich leicht mit voller Strenge
der Schlul? ziehen, daf® die schlichte und vollstandige Innenflache des ge-
wonnenen Kurvenviereclcs das Ab-
bild des Zweiecks (a3 ist. Die Um-
gebungen der drei Punkte z = oo,
ex, 2 des Zweiecks (a3 sind jeden-
falls schlicht auf drei Sektoren an
den EckenM=0, —w 1" w 2der Vier-
ecksflache abgebildet. Wirschneiden
jene Umgebungen aus und nennen den Restbereich (in Fig. 35 schraffiert)

entsprechend schneiden wir von der Vierecksflache die drei Sektoren
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ab, worauf von dieser Flache der Bereich Bu (in Fig. 36 schraffiert) (ibrig
bleibt. Das konforme Abbild von Bz ist dann jedenfalls in den Rand
von Bu nach innen hin eingespannt. Im UGbrigen
s 2besteht der Vorteil, dal wir im ganzen Bereiche Bz
flir den Abbildungsmodul (6) zwei von 0 verschiedene
positive endliche Schranken m und M angeben

u© konnen:

Man wolle nun, wie Fig. 36 naher darlegt, von
einem Randpunkte uO des Bereiches Bu eine regulére, sich selbst nicht
kreuzende Kurve Cu durch Bu hindurch nach einem zweiten Rand-
punkte M ziehen und versuche Cu riickwarts auf Bz zu (bertragen.
Jedenfalls beginnt das Abbild Cz in dem w0 korrespondierenden Rand-
punkte zO (vgl. Fig. 35) und flhrt zun&chst in das Innere von Bz
Solange wir bei der Ubertragung einem inneren Punkte u von Cu
einen Innenpuukt z von Bz entsprechend finden, ist die Fortsetzung
der Abbildung stets eindeutig bestimmt; denn die Umgebungen dieser
beiden Punkte z und u sind eindeutig und konform aufeinander be-
zogen. Auch liefert die Zuriicklegung eines Bogenstiicks endlicher Lange su
von Cuy, solange sich das Abbild in Bz und also das Stiick der Kurve Cu
im konformen Abbilde des Bereiches Bz auf der w-Ebene befindet, stets
wieder einen Bogen endlicher Lange sz, fur welche man ja aus (7) sofort
die Ungleichungen gewinnt:

Nun ist aber folgendes einleuchtend. Erstlich kann bei Weiter-
fihrung der Abbildung von Cu kein innerer Punkt dieser Kurve einen
Randpunkt von Bz liefern; denn u ist in Bt eindeutig, und die Bilder
der Randpunkte von Bz liegen bereits auf dem Rande von Bu fest. Wir
kénnen demnach die Abbildung eindeutig bis zum Endpunkte ux von Cu
fortfihren. Sodann muR aber dieser Endpunkt notwendig den entsprechen-
den Randpunkt zl liefern. Wirde némlich der uy entsprechende Punkt z1
erst noch ein innerer Punkt von Bz sein, so wirde das Abbild von
Bz hier Uber den Rand von Bu hinausreichen.l) Da aber das Abbild
nicht ins Unendliche reicht, so miften wir drauBen noch einen Rand,
dem Rande von Bz entsprechend, treffen; jedoch bildeten wir alle Rand-
punkte von Bz mittels der eindeutigen Funktion u bereits ab, ndmlich
auf den Rand von Bu. Es ist somit z1 sicher ein Randpunkt von Bz

1) Dann wirde naturlich das Abbild hier mehrblattrig sein. Einfach zusammen-
héngende Bereiche kdnnen auch ohne inneren Yerzweigungspunkt an sich sehr
wohl Teile der Ebene mehrfach bedecken.
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und dal er der dem Randpunkt  entsprechende Randpunkt sein muf,
ist wieder eine leichte Folge der Eindeutigkeit von u im Bereiche 1",
Wir stellen weiter fest, dal3 sich
die Kurve Cz nicht selbst tberkreuzen
kann; denn dem Kreuzungspunkte ent-
sprachen zwei verschiedene w Aus dem-
selben Grunde werden zwei Kurven Cu
und Gu unserer Art (vgl. Fig. 36), die
keinen Punkt gemeinsam haben, Ab-
bilder der Czund Cz liefern, die gleich
falls keinen Punkt gemein haben.
Man (berspanne nun Bumit einer
geeigneten Kurvenschar, etwa mit einer
Schar paralleler Geraden oder auch mit
einer Schar konzentrischer Kreise des Mittelpunktes u = 0, und dis-
kutiere auf Grund der bisherigen Ergebnisse deren Abbilder auf Bz
Es ist jetzt einleuchtend, dafl diese Abbilder Bz schlicht und voll-
stdndig bedecken mussen. Damit aber ist unsere Behauptung, das Abbild
des Zweiecks (ad sei die schlichte Innenflache unseres Kurvenvierecks,
vollstandig bewiesen.
Die in Fig. 37 punktierten Verbindungsgeraden der Eckpunkte
— 0 und |w 2 des Abbildes von (a3 haben (vgl. (3) S. 167) die
Langen j wl\ |-1w2, \ \w3j. Die dritte Seite durchzieht sicher das
Innere des Abbildes; dasselbe gilt von den beiden ersten Seiten, sofern
sie nicht (fur @8= <@ bzw. a3= a2 einen Bestandteil vom Rande des
Abbildes liefern sollten. Es folgt, dal3 das punktierte Dreieck der Eckpunkte
—2 0, 1w2notivendig spitzivinklig ist, was wir unten weiter verfolgen.
Zuvorderst wollen wir eine kleine Veranderung der Verzweigungs-
schnitte S1 und S2 vornehmen, indem wir ndmlich, sofern die beiden
von u= 0 ausziehenden Seiten unseres eben besprochenen Dreiecks
nicht am Rande des Abbildes
von (a3 liegen, diese Seiten auf
die”-Ebene zuriick abbilden und
diese Abbilder fortan als Ver-
zweigungsschnitte 8If S2 ge-
brauchen wollen. Fig. 38 ver-
anschauliche die Lage die-
ser neuen Schnitte. Die Quer-
schnitte ziehen wir wieder an diese neuen Schnitte dicht heran; das
rechte Ufer von  setzt sich dann aus den beiden Ufern von S( im
oberen Blatte, das linke aus den Ufern von S{ im unteren Blatte



172 1,2. Das elliptische Integral erster Gattung erster Stufe

der F2 zusammen. Diese Angaben beziehen sich nur auf i —1 und 2;
$3 behalten wir in der bisherigen Gestalt bei und denken l&ngs S3 beide
Blatter der F2 zusammenhangend.

Bei Fortsetzung der Abbildung der zerschnittenen F2 auf die t(-Ebene
ist zundchst unmittelbar einleuchtend, dal das rechte Ufer des neuen
Schnittes S2 die Gerade von «2 his g2 liefert, so daB die Gerade von 0
bis g2 das Bild des rechten Ufers von Qi ist. Ebenso (bertragt sich
das rechte Ufer von auf die der Querschnittrichtung entsprechend
von —ai bis 0 ziehende Gerade. Um sogleich auch die im unteren
Blatte liegenden linken Querschnittsufer, die mit den schon abgebildeten
rechten Ufern den Gesamtrand der zerschnittenen F2bilden, zu erledigen,,
ziehen wir auch noch die Gerade von —alnach af deren Mittelpunkt
U= §(—gt+ rad = t2—2gs als Bildpunkt von €3 bei der Fortsetzung
der Abbildung gewonnen wird.) Vom Verzweigunspunkte €3 mit dem
Integralwerte £(— + o) beschreibe man nun in beiden Blattern ge-
nau Ubereinanderliegende Integrationswege, zunachst vielleicht gerad-
linig bis z = 0, dann (um beide Querschnitte zu erreichen) einmal ge-
radlinig nach €2, andererseits ebenso nach et. Die einander entsprechen-
den in beiden Blattern hinzukommenden Integralwerte sind dabei stets
einander entgegengesetzt. Wir erkennen sofort, daf die Bilder der linken
Querschnittufer den schon gewonnenen Bildern der rechten Ufer bezig-
lich des Punktes u= \ (— - g2 diametral sind: Der Band der zer-
schnittenen F2 wird durch den in dieser F2 eindeutig erklarten ,.ersten
Zweig“ u(z) auf die vier Seiten des geradlinigen Parallelogramms der
Ecken u = 0, —0Oj, —@ to2, a2 abgebildet. Je zwei homologe Punkte
uund ux  zweier Gegenseiten des Parallelogramms entsprechen dabei
einem Paare gegenuberliegender Uferpunkte am zugehérigen Querschnitt,
ein Ergebnis, das in Ubereinstimmung ist mit dem, was wir bereits
oben (S. 165) Uber die Wertdifferenzen des ,,einzelnen Zweiges* u langs
jedes Querschnittes feststellten.

Das konforme Abbild der zerschnittenen F2, welche einen einfach
zusammenhdangenden Bereich darstellt, auf die w-Ebene ist nun in den
Rand des Parallelogrammes eingespannt, umgibt jede innere Stelle
schlicht und wvollstdndig und reicht nirgends ins Unendliche. Dabeil

1) Wie auch im dbrigen die Lagenverhaltnisse sein mdégen, sicher ist, daB
dieser Punkt £ (— oo, -f- cot) auBerhalb des schon konstruierten Abbildes vom Zwei-
eck (a8) liegt. Man errichte in den Seitenmitten —| \ at des geradlinigen
Dreiecks 0, — col, oot die Lote zu den Seiten (vgl. Fig. 37), so werden diese Lote
aullerhalb jenes Abbildes liegen oder doch nur auf dem Rande, ndmlich wenn
al— as bzw. £5= (s zutrifft. Erinnert man sich jetzt noch, dal jenes geradlinige
Dreieck ,spitzwinklig” ist, so ist die Behauptung uber die Lage des Bildpunktes
von es evident.
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entspricht selbstverstdndlich dem einzelnen Punkte des Bereiches F2
stets nur wieder ein Punkt u. Die vorhin fur den Bereich (a3 und
sein Abbild durchgefiihrte Uberlegung ist hier ohne Schwierigkeit zu
wiederholen, wobei man sich sehr wohl, wenn es die Anschauung er-
leichtert, Fs als zerschnittene Ringflache (vgl. S. 88), ja selbst als Viereck
der Fig. 22, S. 89 vorstellen mag. Wir erhalten das grundlegende Resultat:
Unsere langs der Schnitte Sv S2 der Fig. 38 durchschnittene F2 wird durch
den ,,Anfangszweigil u(z) konform auf die schlichte und vollstandig bedeckte
Innenflache des geradlinigen Parallelogrammes der Ecken u = 0, —ady
—tol + «2 P2 abgebildet, welches in dem hier zunéchst vorausgesetzten
Falle dreier nicht in einer Geraden liegenden Punkte e durch die von
— iox nach o reichende Diagonale in zwei spitzwinklige Dreiecke zerlegt wird.
Ehe wir zum Felde K zuriickkehren, bleibt der besonders einfache
Fall dreier in einer Geraden liegenden Punkte €2zu erledigen. Es handelt
sich hierbei nicht um einen Ausnahmefall, sondern um einen Grenzfall
der bisherigen Betrachtung, was leicht figurlich n&her erlautert werden
kann. Im Grenzfalle verschwindet einer der drei Winkel «f, wahrend
die beiden anderen gleich % werden. Es liegt den MalRverhéltnissen
der Fig. 32, S. 166 am néchsten,
wenn wir a2= 0 setzen, wobei
sich dann die Verzweigungs-
schnitte Sx und &j, soweit sie
zur Deckung kommen, aufheben.
Die eintretenden Verhéltnisse
erldutert Fig. 39, in der wir jedoch, ehe wir zur Abbildung schreiten,
die Querschnitte wieder unmittelbar an die Verzweigungspunkte und an
die Gerade durch die Punkte e heranziehen. Diese
Gerade zerlegt jedes der Blatter in zwei Halb-
blatter; der bequemen Ausdrucksweise halber
wollen wir, wie Fig. 39 zeigt, zwei unterein-
anderliegende Halbblatter mit einer Schraffierung
versehen.
Der Rand des schraffierten oberen Halb-
blattes wird nun durch u auf vier Gerade ab-
gebildet, die unter rechten Winkeln Zusammen-
st6len und also ein Rechteck bilden; die Ecken
u=0,~02 —i %6 + i (y—gdcRentsprechen in dieser Reihenfolge den Rand-
punkten £= 00, €2 €3 ei des Halbblattes (vgl. Fig.40).® Die Flache des Halb-
blattes bildet sich dann wieder konform auf die schlichte und vollstdndigel

1) Ubrigens haben wir weder hier noch im allgemeinen Falle auf eine rich-
tige Orientierung des Abbildes gegen das Original in den Figuren Gewicht gelegt.
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Innenflache des Rechtecks ab. Lé&ngs der Strecke €2, es fligt sich das nicht
schraffierte obere Halbblatt an, das man leicht auf das in Fig. 40
freigelassene Rechteck der Ecken -|w2, w2, —wl 2, —i™i + \
Ubertragt. Endlich gelangen wir {ber den Verzweigungsschnitt ex, €3
in die beiden unteren Halbblatter, denen die beiden weiteren Teilrecht-
ecke der Fig. 40 entsprechen. Der obige Abbildungssatz Uber die zer-
schnittene F2 gilt also auch liier, nur mit der Besonderheit, daf3 das
Parallelogramm der Ecken u= 0, w2 —wl+ w2 —wxjetzt ein Beeldeck ist.
Das gewonnene Parallelogramm, das wir fortan als ,Periodenpar-
allelogramm® der w-Ebene bezeichnen, ist das Abbild der F2 durch den
Anfangszweig der unendlich vieldeutigen Funktion u(z): wir kénnen
auch sagen, es sei das durch u{z) gelieferte Abbild des ersten Exemplars
F200 vom Felde F~ dieser Funktion. Gehen wir jetzt Gber Q in das
benachbarte Exemplar KO +i), so gehort diesem der Zweig u'= u - w2
an; und also ist das Abbild dieses Exemplars F*+1 durch die zuge-
horigen Werte der Funktion u das mit dem ersten kongruenten Par-
allelogramm der Ecken w2, 2w2, —wl-(- 2w2, — w2 - w2, welches sich
langs der von w2 nach — wi fl- w2 ziehenden Seite, dem Uberschnittenen
Querschnitt Qx entsprechend, glatt an das erste Parallelogramm anfligt.
Bei Fortsetzung des Verfahrens findet man allgemein als Abbild des
Exemplars FPW>  das geradlinige Parallelogramm der Ecken:

Alle diese Parallelogramme fiigen sich glatt aneinander an (vgl. Fig. 41)
und Uberspannen die ganze endliche w-Ebene schlicht und lickenlos
mit einem ,Par-
allelogrammnetzeu.
Die Eckpunkte u
—ml wy-f m2 w2
heiRen die ,Gitter-
punkte*desNetzes;
sie  entsprechen
[den  Kreuzungs-
/' punkten der
,,Ubergangs-
linien* Qv Q im
Felde P\ und-
bringen das oben
schon festgestellte
Ergebnis, daB je-



Das Parallelogrammnetz der «-Ebene 175

der solcher Kreuzungspunkt von vier Exemplaren F2 umgeben ist, zur
Anschauung. Wir gelangen zu dem fundamentalen Ergebnis: Das Feld Fn
der Funktion u(z) wird durch ebendiese Funktion konform auf die schlicht
und vollstdndig bedeckte u-Ebene, abgesehen vom einzigen Punkte u —oo,
abgebildet, wobei die unendlich vielen ,,libereinander*‘gelagerten Exemplare F2
die ,nebeneinander* geordneten Parallelogramme des beschriebenen Netzes
liefern.

Die Rolle des Punktes u = oo wolle man sich noch besonders
veranschaulichen, und zwar entweder auf der ,w-Kugelu oder mittelst
der bekannten Transformation u = u~l. Der Punkt u = o0 ist bei ana-
Iytischer Fortsetzung von u(z) nie erreichbar; gleichwohl finden sich in
.jeder* Umgebung des Punktes u = oo unendlich viele Parallelogramme
des Netzes.)

Es bedarf jetzt weiter keiner Erlduterung, dal das Feld Fy in
der Tat einen einfach zusammenhangenden Pereich darstellt; am gewonnenen
Abbilde des Feldes F” ist diese Tatsache einleuchtend.

8 2. Die Perioden w) 2 und der Periodenquotient w
des reduzierten Querschnittsystems.

Wir hatten die Bezeichnungen so verteilt, dal der Winkel as in
Fig. 32 weder kleiner als al noch kleiner als a3 sein solle. Lassen wir
diese Annahme zunéchst fallen, so bleibt gleichwohl der Satz bestehen,
daB das Dreieck der Ecken 0, —.v «2und der Seitenldngen |08, |¢2i.

| Spitzwinklig®* und im Grenzfalle ,rechtwinklig” ist. Es gelten also
fur alle Anordnungen i, k, | der drei Indizes 1, 2, 3 die Ungleichungen:

Wooei narurnen aas meicnneitszeicnen im Eiinzenalle nur in einer dieser
drei verschiedenen Bedingungen gelten kann.

Wir konnen diese drei Ungleichungen einer sehr wichtigen geo-
metrischen Interpretation unterziehen, indem wir den Quotienten der
Perioden 1, a? einfiihren. Dieser weiterhin durch w zu bezeichnende
»Periodenquotient® ist, wie aus den Figuren des vorigen Paragraphen
hervorgeht, eine endliche, nicht reelle Grofle; und zwar ist, wenn wir:

setzen, bei der in den Figuren 32ff. bevorzugten Anordnung der Bezeich-
nungen et, €2, e3flir die Verzweigungspunkte, wie ein Blick auf die Figuren

1) In der «-Ebene selbst ist eine Umgebung von « = 00 das AuRere eines
Kreises mit irgendeinem endlichen Radius um n — Q.
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lehrt, der von i befreite imaginare Bestandteil von w positiv: n > 0. Unter
Benutzung der Relation «3= —ag—w2 schreiben sich nun die drei
obigen Ungleichungen so um:

sie liefern also in  n die Bedingungen:
2 onin-1,

Zur geometrischen Interpretation fuhren wir jetzt die ,,00-Ebene*
ein und lesen aus (2) den Satz ab: Das auf der F2eingefiihrte Quer-
schnittsystem liefert als Periodenquotienten w eine bestimmte endliche kom-
plexe Zahl, deren Bildpunkt dem in Fig. 42 stark umrandeten von zwei

Halbgeraden und einem Halbkreise eingegrenzten
Bereiche angehort. Auf der ,,c0-Kugel* stellt dieser
Bereich ein ,,Kreisbogendreieck* mit verschwinden-
den Winkeln in den Ecken w= 0, —1, oo dar;
wir nennen demnach auch in der w-Ebene den
fraglichen Bereich ein ,Kreisbogendreiecku, das mit
seinen drei Spitzen die reelle w-Achse in den
Punkten w= 0, —1, oo erreicht. Wollen wir die
Anlagerung des Dreiecks an die imaginédre w-Achse

Hg £ zum Ausdruck bringen, so sagen wir auch wohl,
die dritte Spitze reiche an den Punkt w= ioo heran.

Da wir vorhin die oben gelegentlich benutzte Annahme a3 <
u3”™ o2 zundchst fallen lieRen, so ist unser Querschnittsystem Qv Q2
noch in drei Weisen wahlbar, insofern wir ja die Bezeichnungen ev e2, e3
der Verzweigungspunkte zyklisch permutieren konnen.l) Es lauft dies
darauf hinaus, dafd wir statt der Perioden wl;, «? entweder:

oder aber:

als Perioden zu gebrauchen haben. Die drei zugehdrigen, hiernach noch
zulassigen Periodenquotienten:

1) An der Reihenfolge der Bezeichnungen der Punkte et bei einem Umlauf
um Z — 0 soll jedenfalls festgehalten werden. Wirden wir die Bezeichnungen
€, und et auetauschen und infolgedessen die Perioden — w2, (,02: ®, gebrauchen,
so wirde, was sich in der Folge als unzweckmdRig erweisen wirde, der Perioden-
quotient (JL)'—(,\)[ 102 eine komplexe Zahl mit negativem imagindren Bestandteil sein.
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missen natdrlich alle drei ihre Bildpunkte in dem Kreisbogendreieck
der Fig. 42 finden. In (3) haben wir aber zwei einander inverse lineare
Substitutionen von w vor uns, welche nach S. 128 als elliptisch von der
Periode 3 zu bezeichnen siud. Sie bilden mit der identischen Substitution
eine zyklische Gruppe dritter Ordnung und haben die beiden zur reellen
w-Achse symmetrisch liegenden Punkte:

fir welche wir die schon S. 136 eingefihrten Bezeichnungen p und p2 wie-
der aufnehmen, zu Fixpunkten. Der eine dieser Punkte, namlich p, liegt
im Innern des Kreisbogendreiecks der Fig. 42, und zwar gewissermafien
als ,,Hohenschnittpunkt* dieses Dreiecks, wenn wir namlich als ,,Hohen*
des Dreiecks die drei in Fig. 42 gezeichneten, gegen die reelle w-Achse
orthogonal gerichteten Kreise bezeichnen, welche von den Ecken des
Dreiecks senkrecht zu den Gegenseiten laufen. Man mache sich deutlich,
dafd durch die Substitutionen (3) unser Kreisbogendreieck in der Tat in
sich transformiert wird; es erscheint dabei um den Punkt w= p als
Mittelpunkt gedreht, und zwar kommt der ersten Substitution (3) der

Drehungswinkel ) der zweiten aber der Drehungswinkel ~ o

Einer von den drei noch zur Auswahl stehenden Werten w, ',
o™ gehort hiernach immer dem in Fig. 42 schraffierten Drittel unseres
Kreisbogendreiecks an. Zugleich findet sich in diesem Drittel auch nur
einer der Punkte w, w', w", es sei denn, dal} wir gerade mit drei Punkten
zu tun haben, welche auf den drei von p nach den Spitzen des Kreis-
bogendreiecks ziehenden Teilen der ,,Hohen* gelegen sind. Zwei von
den drei Punkten w, ', w" liegen dann auf dem Rande des schraffierten
Drittels, namlich einer auf dem Kreisbogen von p nach 0, ein zweiter
auf der Geraden von p nach ico. Um eine eindeutige Auswahl der
Perioden vollziehen zu kénnen, wollen wir unter den beiden hier in
Frage kommenden Randkurven des schraffierten Bereiches zum Zwecke
einer bequemen Sprechweise nur die Gerade von p nach ioo als dem
schraffierten Bereiche angehdrig ansehen, die auf dem Kreissextanten
zwischen p und 0 gelegenen Randpunkte jenem Bereiche aber nicht
als angehdrige betrachten.

Die Grenzféalle mit Periodenrechtecken liefern Punkte w auf der
imaginaren Achse. Indem wir uns Vorbehalten, auf diese unten noch zu-
rickzukommen, geben wir nun folgende Erklarung ab: Um ein eindeu-
tig bestimmtes Querschnittsystem Qv (% zu gewinnen — wir wollen das-

selbe als das ,reduzierte Querschnittsystem* der F2 und die zugehdrigen
Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 12
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wl} w2 als das ,,reduzierte Periodenpaar* bezeichnen —, verteilen wir die
Bezeichnung so, dal:

zutrifft, sofern nicht der spezielle Fall | |= |<R1= |w31lvorliegt. Daraus
folgt dann sofort:

d. h. w gehort, wie wir es winschten, dem schraffierten Bereiche der
Fig. 42, unter Einrechnung des von p nach ioc ziehenden Randes an.

Diese Festsetzung kommt, wie man durch Abschatzung der Inte-
gialwerte ai zeigen kann, und wie wir spater noch auf anderem Wege
einsehen werden, einfach darauf hinaus, in Fig. 32, S. 166, den Winkel
azals groRten Winkel a zu wahlen oder, falls zwei grote Winkel avorliegen,

diese as und zu nennen. Hinzu kommt nur noch der besondere Fall

2= @s= 2—“, d. h. nach S. 136 der ,,aquianharmonischd‘ Fall. Dann

aber gilt einfach:

die F2 laRt sich mittelst einer Drehung um den Punkt z = 0 durch den

Winkel n in sich Uberfihren. Die drei noch zur Auswahl stehenden

Querschnittsysteme gehen bei dieser Drehung ineinander (ber; sie er-
scheinen somit gleichwertig, und es liegt kein AnlaR vor, eines unter
ihnen vorzuziehen.

An dem gewdhlten Periodenpaare wollen wir mit Riicksicht auf
Vereinfachungen im spéateren Gebrauch noch ein paar unwesentliche
Abénderungen vornehmen. Wir bemerken zu diesem Zwecke, dal der
schraffierte Bereich der Fig. 42 durch das von p nach i ziehende Seg-
ment des ,,Einheitskreises* (Kreises mit dem Radius 1 um w= 0) in

zwei Kreisbogendreiecke der Winkel -, 0 zerlegt wird. Jenes Seg-

ment des Einheitskreises moge dabei dem oberen Dreieck (dem mit der
dritten Ecke bei i00) zugehéren. Dann liefern die Periodenparallelo-
gramme mit |eij 1 | w22ljeweils Punkte w des oberen Dreiecks, diejenigen
mit |ci|< | solche des unteren; die ,,Periodenrhomben®, | wl1==w2j,
gehdren geméR der getroffenen Festsetzung zum oberen Dreieck.

Gilt nun flr das zunéchst ausgewdhlte Periodenpaar |cfi |[< |g2ly
d. h. haben wir ein w des Kreisbogendreiecks mit den Ecken i, p, 0,
so wollen wir, ohne das Querschnittsystem als ganzes zu &ndern, doch
die in sofort verstadndlicher Weise durch:

festgelegte Umformung vornehmen, d. h. wir wahlen den bisherigen
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zweiten Querschnitt zum ersten und den umgekehrt zu durchlaufenden
bisherigen ersten Querschnitt zum zweiten. Es l&uft dies darauf hinaus,
daB wir an Stelle der bisherigen og, o die folgenden Perioden:

oo=2 «=—4(qd
gebrauchen wollen, wobei an die Stelle von @ der Periodenquotient:

(5) e

tritt. Hier haben wir eine elliptische Substitution der Periode 2 vor
uns, welche das Kreisbogendreieck der Ecken i, p, 0 in das zum oberen
bezliglich der imagindren Achse symmetrischen Dreieck der Ecken i, —p2
ioo Qberflihrt, wie es in Fig. 42 durch Punktierung angedeutet ist.

Das S. 172 vom ,ersten Zweige* u(z) gelieferte Periodenparallelo-
gramm hat nach dieser Abé&nderung bei positivem Umlauf die Ecken-
folge 0, a2, og+ a2, og Der GleichméaRigkeit wegen wollen wir fir
|3?i|*>|co2| an Stelle des bisherigen ,ersten Zweiges* u(z) fortan lieber
u'= u-+al als ersten Zweig benutzen. Dies lauft einfach darauf hin-
aus, bei der Abbildung der zerschnittenen F2 (vgl. S. 167ff.) die untere
Grenze des Integrales u im Scheitelpunkte oo des Zweiecks (a2 anzu-
nehmen. Wir erzielen so den Vorteil, daB nun vom ersten Zweige u
gerade wieder das Parallelogramm mit der Eckenfolge 0, n2 cq - a2,
oq (bei positivem Umlauf) geliefert wird.

Die Periodenrechtecke sind durch die vorstehende Betrachtung be-
reits mit erledigt. Wir konnen in der zugehérigen Fig. 39, S. 173 an
Stelle des dort eingeflihrten Systems QIf Rauch Qf = @ Q2= — X
gebrauchen und erhalten dann wieder ein Rechteck. Liegt
nicht gerade der Spezialfall eines Quadrates vor, so werden
wir dasjenige Schnittsystem bevorzugen, fiir welches |at ]
> |a2| wird. Im ,harmonischen* Falle (vgl. S. 135), wo
e3= 0, e2= —exund og= ico2 zutrifft, sind beide Schnitt-
systeme gleichwertig, und es liegt kein Anlal vor, eines
unter ihnen zu bevorzugen.])

Der Bereich, dem der Bildpunkt von a nunmehr in
jedem Falle angehort, ist in Fig. 43 nochmals besonders
dargestellt. Er setzt sich aus zwei beziiglich der imagi-
naren o-Achse symmetrischen Kreisbogendreiecken der

1) Die F2 gestattet dann (vgl. S. 135) acht eine Diedergruppe Gs bildende
lineare Transformationen in sich. Eine derselben ist, wenn wir entsprechend der
Form (20) S. 125 uns der Funktion W = 2]/2 (2*— 1) bedienen, durch Z — — Z,
w'=iw gegeben; diese Transformation tauscht die beiden gleichwertigen Schnitt-
systeme aus.

12
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Winkel 0 und der Ecken i, g, i00 bzw. i, —g2 i00 zusammen

und soll dieserhalb als ,,Doppeldreieck® bezeichnet werden. Gemal
der getroffenen Verabredung gelten von den Randpunkten des Doppel-
dreiecks nur die als demselben zugehorig, welche den in Fig. 43 starker
markierten Teil des Randes bilden. Unter Zusammenfassung der ge-
wonnenen Ergebnisse merken wir als Satz an: Das auf der R2 im
allgemeinen eindeutig erklarte reduzierte Querschnittsystem liefert ein
gleichfalls eindeutig bestimmtes reduziertes Periodenpaar al, a2 mit einem
Quotienten ¢j, dessen Bildpunkt dem Doppeldreieck der Fig. 43 angehort.
Allein im harmonischen Falle haben wir ,,zwei‘* reduzierte Schnittsysteme,
die aber dasselbe @ namlich @= i, liefern; und im &quianharmonischm
Falle liegen ,.drei* reduzierte Schnittsystemc vor, die jedoch tbereinstimmend
Q= q ergeben.

Die vorstehende Betrachtung hat uns zu einem komplexen Zahl-
werte @ gefuhrt, welcher der F2 in jedem Falle eindeutig zugeordnet
ist und demnach als ein Charakteristikum, eine Art ,Mal¥*“ oder, wie
man sagt, ein ,,Modul** der F2 zu gelten hat. Es ist nun leicht zu sehen,
daB dieser Wert ® gegeniiber den eindeutigen Transformationen der
Ft in eine andere zweiblattrige Flache des Geschlechtes p= 1 (vgl. S. 137)
invariant ist. Der ,Modul“ « wird demnach als solcher des ganzen
durch die F2 erklarten Funktionenkdrpers anzusehen sein. Ehe wir in-
dessen hierauf eingehen, ist unsere Betrachtung nach anderer Seite hin
ZuU erganzen.

§ 3. Ubergang zu einem beliebigen (Juerschuittsysteme und lineare
Transformation der Perioden.

Die Beziehung zwischen der endlichen «-Ebene und der unzerschnitte-
nen Flache R2 ist 1-oo-deutig: Jedem endlichen Punkte u entspricht ein-
deutig eine Stelle der F2 jeder Stelle der F2 sind umgekehrt unendlich
viele Punkte u zugeordnet, die homolog in den Parallelogrammen un-
seres Netzes (Fig. 41, S. 174) liegen und weiterhin als ,,Aquivalente Punkte
der «-Ebene bezeichnet werden sollen. Ist w ein erster einer Stelle z
der R2 zugeordneter Punkt, so sind sdmtliche mit u &quivalente Stellen
durch:

(1) «'= « + mxax -f m2o

gegeben, wenn wir hier tnlf m2 alle Paare ganzer Zahlen durchlaufen

lassen.
Ist W) ein der Stelle zO entsprechender Punkt, so 0bertrégt sich
ein auf der F, geschlossener Weg von z0 nach dieser Stelle zurlick auf
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einen Weg von u0 nach einem dquivalenten Punkte und umgekehrt.
Ist der Weg insbesondere auch in der w-Ebene geschlossen, so I&Rt er
sich stetig und ohne ZerreiBen in dieser Ebene auf einen Punkt zu-
sammenziehen; dann und nur dann wird der entsprechende geschlossene
Weg auf der F2 gleichfalls stetig und ohne ZerreiBen auf einen Punkt
zusammenziehbar sein. Es geht dies aus der Beziehung beider Wege
auf einander leicht hervor.

Wir wollen nun an Stelle des bisherigen reduzierten Querschnitt-
systems QIf Q2 nach S. 156 irgendein Querschnittsystem Q[, Q2 auf der
F2 einfiihren. Nachdem die Richtung von Q willkirlich festgesetzt ist,
wollen wir diejenige von Q' so wahlen, dal bei der Kreuzungsstelle
der Schnitte die in Fig. 44 skizzierte gegen-
seitige Lage der Schnittrichtungen zutrifft.

Umlaufen wir, von der in der Figur durch

ein kleines Kreissegment bezeichneten Ecke

beginnend, den Rand der durch Q', Q2 zer-

schnittenen Fa in der positiven Richtung,

so haben wir zundchst das linke Ufer von

Q2 dann das linke Ufer von Q[ usw. zu

beschreiben. Wir erzielen durch unsere Vorschrift, daf die Querschnitt-
ufer hier in derselben Anordnung aufeinanderfolgen, wie beim Umlauf
der durch die reduzierten Querschnitte Qi, Q2 zerschnittenen F2"

Die zu unseren neuen Querschnitten gehdrenden Perioden:

bleiben ungedndert, wenn wir das Schnittsystem irgendwie stetig und
ohne ZerreiRen tber die F2 hinschieben. Naturlich sollen dabei die Schnitte
auller an ihrer Kreuzungstelle stets voneinander entfernt gehalten werden,
damit das Querschnittsystem als solches bestandig brauchbar bleibt.])
Insbesondere wollen wir von dieser Erlaubnis in der Weise Gebrauch
machen, dafl wir die Kreuzungsstelle der Qv Q2 nach z = 0o, und damit
nach derjenigen der reduzierten Schnitte Qv Q2 hinschieben.

Das Abbild der durch Q[, @2 zerschnittenen F2 auf die w-Ebene
ist ein einfach zusammenhédngender Bereich, der, wie auch die Schnitte
Q\ verlaufen mdgen, niemals eine Steile der w-Ebene mehrfach bedecken
kann. Da namlich die Umgebung jeder Stelle der F2 auf die schlichte
und vollstandige Umgebung des Bildpunktes u bezogen ist, so mifiten,
wenn gleichwohl noch eine Stelle wD vom Abbild mehrfach bedeckt

1) Man stelle sich diese Verschiebungen der Anschaulichkeit halber etwa auf
der Bingflache der Fig. 18, S. 86, vor.
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ware, dieser Stelle uO mehrere Stellen# der F2 entsprechen; das aber wider-
spricht der Beziehung zwischen der w-Ebene und der F2 Das Abbild stellt
uns ein die «-Ebene schlicht bedeckendes Kurvenviereck mit den Ecken
0,0g> + 6g,wjdar, dessen Seiten den vier Querschnittufern korrespondieren.
Dabei wird von zwei homologen Punkten der Gegenseiten der eine immer
durch eine Substitution ii' = u At . in den anderen Ubergefihrt.

Wir wollen nuu unter Festhaltung der Kreuzungsstelle der Schnitte
Ql und also unter Festhaltung der Ecken 0, w2 cq 4- w2, ®' des Ab-
bildes eine stetige Deformation der Q\ vornehmen, welche eine Gerade-
richtung der Seiten unseres KurvenVierecks zum Ziele hat. Beginnen
wir mit der Deformation von @z und also mit der Geraderichtung der
von 0 nach w2 und von o0 - w2 nach of laufenden Seiten, so mussen
wir nur nétigenfalls (damit das Querschnittsystem in jedem Augenblick
als solches brauchbar bleibt) mit dem Querschnitte QI dem vorriicken-
den Schnitte % ausweichen. Sind jene beiden Gegenseiten gerade ge-
worden, so bleibt nun QI liegen, und es sind dann noch die beiden
anderen Gegenseiten durch die erforderliche stetige Verschiebung von
Ql gerade zu richten: Wie auch das Schnittsystem QJf Q* auf der F2
gewahlt sein mag, es wird nétigenfalls nach einer stetigen Verschiebung
des Schnittsystems das Abbild der zerschnittenen F2 auf die u-Ebene das
,geradlinige Parallelogrammu der Ecken 0, w2, ' + w2 & sein, die in
dieser Anordnung bei einem positiven Umlauf um das Parallelogramm auf-
einanderfolgen, wenn man nur die Schnittrichtungen entsprechend der in
Fig. 44 gegebenen Vorschrift wahlt.

Sehen wir homologe Punkte der Gegenseiten des neuen Parallelo-
gramms als nicht verschieden au, so ist die Flache dieses Parallelo-
gramms eindeutig auf die unzerschnittene F2 und damit auch eindeutig
auf das von den reduzierten Qi gelieferte Periodenparallelogramm be-
zogen, wenn wir in ihm gleichfalls &quivalente Randpunkte als nicht
verschieden ansehen. Diese Beziehung beider Parallelogramme aufein-
ander ist dabei eine solche, dafl die Umgebungen zweier korrespondieren-
der Stellen mittelst einer Gleichung (1) mit bestimmten ml, m2 aufein-
ander bezogen sind. Die einander entsprechenden Umgebungen sind also
inhaltsgleich, und wir gewinnen den Satz: Das vom Querschnittsystem Q[,
Ql gelieferte geradlinige Parallelogramm der Ecken O, oq, ef + ', '
hat denselben Flacheninhalt wie das von den reduzierten Qv Q2 gelieferte
Periodenparallelogramm der Ecken 0, w2 eq 4- (*2 wt-

Da nun Q[, QI geschlossene Wege der F2 sind und also die Punkte
ag, G mit u = 0 &quivalent sein missen, so gibt es zufolge (1) vier
besondere ganze Zahlen u, B, vy, ¢ derart, daf:
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zutrifft. Rechnet man sich nach elementaren Regeln die Inhalte der
beiden Parallelogramme aus und setzt dieselben gleich, so liefern die
Gleichungen (3) das Ergebnis:
(@) ccd-Ry= 1
Damit haben wir den Satz gewonnen: Ein beliebiges nach Vorschrift ge-
richtetes Querschnittsystem Q[, Q%der F2 liefert ein neues Periodenpaar
toj, m2, welches mit dem reduzierten Paar ay K2 durch zwei Gleichungen
(3) mit ganzzahligen Koeffizienten der Determinante 1 zusammenhangt.
Dieses Ergebnis ist der Umkehrung féhig. Mit irgend vier ganzen
Zahlen a, B, y, d der Determinante 1 bilden wir uns aus den reduzierten
Perioden al, tu2 nach (3) die beiden GroRen caj, «2 konstruieren das
mit dem urspringlichen Periodenparallelogramm zufolge (4) inhaltsgleiche
Parallelogramm der Ecken 0, cu, o0 + g& od und wollen gleich auch
von diesem Parallelogramm aus genau wie in Fig. 41 ein Parallelogramm-
netz herstellen, welches die ganze endliche i(-Ebene schlicht und licken-
los Uberspannt.

Irgend zwei homologe Punkte u,u’ in zwei Parallelogrammen dieses
neuen Netzes hangen mittelst ganzer Zahlen m2 durch die Gleichung:
u = u+ mf(of 4 m2o®2

zusammen. Dieselbe rechnet sich auf Grund von (3) in:

u' = u+ (m[a-fmzy) ogx+ (MR + m2d) g2
um, so daR u und u im obigen Sinne (1) &quivalent sind. Die Auf-
I6sung der Gleichungen (3) nach ag, 62 liefert zufolge (4):

wl= doj — o2, a2= —yto[ + ROj.
Hieraus folgt leicht, daR auch umgekehrt irgend zwei dquivalente, d. h.
durch eine Gleichung (1) zusammenhdngende Punkte u, u' im neuen
Parallelogramnmefcze wieder homologe Punkte zweier Parallelogramme
sind. Das einzelne Parallelogramm des neuen Netzes weist demnach
keine zwei im Sinne von (1) &quivalenten Punkte auf, natiirlich abge-
sehen davon, daf homologe Punkte der Gegenseiten stets &dquivalent
sind. Sehen wir je zwei solche Punkte als nicht verschieden an, so wird,
wie jetzt feststeht, jenes Parallelogramm fur jeden endlichen Punkt
u einen und nur einen als ,aquivalent” aufweisen.

Bilden wir nunmehr die w-Ebene riickwarts auf die F2 ab, so folgt
aus dem eben ausgesprochenen Satze, dafl das einzelne Parallelogramm
des neuen Netzes dabei gerade eine einfache und vollstdndige Bedeckung
der P2 liefert, wobei sich die Gegenseiten des Parallelogramms zu zwei
Querschnitten Q[, Q2 zusammenfiigen. Hiermit ist die Umkehrung der
obigen Betrachtung, welche an irgend ein neues Querschnittsystem
Q[, @ ankniinfte, beendet. Bezeichnen wir den Ubergang von alf 02
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zu [, (@ vermdge zweier Gleichungen (3) mit ganzzahligen Koeffizienten
der Determinante 1 als ,lineare Transformation* oder ,,Transformation
ersten Grades der Perioden““), so gilt der Satz: Der Ubergang vom
reduzierten Querschnittsystem QIt Q2 zu irgendeinem System Q[, Q2 stellt
sich als lineare Transformation (3) der zugehdrigen Perioden dar, tvie
auch umgehehrt irgendeine solche lineare Transformation der w2 einen
Ubergang von Qv Q2 zu einem den transformierten Perioden entsprechen-
den Querschnittsystem Q[, QI liefert. Naturlich ist immer an den vor-
geschriebenen Schnittrichtungen (vgL Fig. 44) festzuhalten.?

Ist neben Qv QRund Q\, @ in Q'f Q” ein drittes vorschriftsméaRig
gerichtetes System vorgelegt, so sei:

das ihnen entsprechende Periodenpaar. Setzt man hier rechter Hand
fir «wv w2 die vorhin angegebenen Ausdriicke dieser reduzierten Perioden
in ¢, w' ein, so ergibt sich:

Hier stehen rechts als Koeffizienten der w', of2 wieder vier ganze Zahlen
der Determinante 1. Der Ubergang von irgendeinem unserer Querschnitt-
systeme zu irgendeinem anderen ist also immer eine lineare Transformation
der zugehorigen Perioden.

Man wolle sich Ubrigens noch die Beziehungen des Parallelogramm-
netzes der tu', g2etwa zum urspriinglichen Netze der wy w2 veranschau-
lichen. Die Gitterpunkte des einen Netzes (wlwl-f- m2w2 stimmen in
ihrer Gesamtheit mit denen des anderen Netzes (mxw' - MW2co") genau
Uberein. In Fig. 45 ist als Beispiel dasjenige der linearen Transformation

ausgeflihrt. Das neue Netz ist punktiert angedeutet, nur ist das erste
Parallelogramm (dasjenige der Ecken 0, w0, w' - w2, wi) stark umrandet,
um es besser hervorzuheben; aus dem gleichen Grunde ist das erste
Parallelogramm des urspriinglichen Netzes in Fig. 45 schraffiert.

Die besondere lineare Transformation w\ —— wh 2= — w2 welche
einfach auf einer gleichzeitigen Anderung beider Schnittrichtungen unter

1) Man wolle hierbei die Bezeichnung ,linear“ oder ,€rSteN Grades“ auf den
Umstand beziehen, daBR die Determinante (4) der vier ganzzahligen Koeffizienten
ai Bt Yi $ gleich ,eiws* ist. Wir gehen spaterhin in der Transformationstheorie
genauer auf die hier in Betracht kommende Terminologie ein.

2) Wiurden wir diese Bedingung aufgeben, so miRten wir auch Determinanten

—By: — 1 zulassen, was fur spéatere Entwicklungen unzweckmaRig sein wirde.
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Beibehaltung der Schnitte selbst beruht, &ndert das Parallelogrammnetz
nicht und 1aBt insbesondere den Periodenquotienten w unverdandert; die
fragliche Transforimtion soll demnach als von der ,identischen Trans-

formation* oj = wv ' =0 nicht wesentlich verschieden angesehen
werden. Aus dem gleichen Grunde werden dann Uberhaupt je zwei
Transformationen (3), die durch gleichzeitigen ZwischenWechsel der vier
ganzzahligen Koeffizienten a, B, y, 6 ineinander Ubergehen, als nicht
wesentlich verschieden zu gelten haben. Solche zwei Transformationen
liefern insbesondere den gleichen Periodenquotienten:

da gleichzeitiger Zeichenwechsel von a, /3, y, 6 den Wert 06 nicht
andert.

Wir werden uns unten ausfiihrlich mit der Lage der Bildpunkte
aller dieser Werte ' in der w-Ebene zu beschéaftigen haben, welche
aus dem Punkte w des Doppeldreiecks der Fig. 43, S. 179, durch alle
moglichen linearen Transformationen (5) gewonnen werden konnen.
Ein paar Angaben (ber die Lage aller dieser Bildpunkte ' sollen
indes gleich hier Platz finden.

Setzen wir wieder unter Trennung der reellen und imaginéren Bestand-
teile = | -fin, w'= &'-f in', so folgt aus (5) unter Ricksicht auf (4):
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Da nun » > 0 und endlich war, und da andrerseits die ganzen Zahlen
y und d nicht zugleich = 0 sein kénnen, so ist auch 17> 0 und endlich.
Dieses Resultat geht auch unmittelbar aus der Gestalt des Parallelo-
gramms der transformierten Perioden 02 hervor. Alle Punkte der
w-Ebene mit n> 0 bilden die oberhalb der reellen w-Achse gelegene
,.Halbebene*; wir wollen sie im Anschluf} an das Vorzeichen der Werte n
als die positive w-Halbcbene* bezeichnen und notieren den Satz: Die
BildpunJée aller durch unsere linearen Transformationen (5) aus dem
reduzierten ® zu gewinnenden Quotienten w' gehdren der positiven w-Halb-
ebene an.

Wir untersuchen weiter, ob neben dem reduzierten w noch irgend-
ein zweites co' im Doppeldreieck der Fig. 43, S. 179 seinen Bildpunkt
finden kann. Es mifte daun:

gleichzeitig gelten, und also auch:

zutreffen, so dal fir die ganze Zahl y nur die drei Mdglichkeiten
0 und 4; 1 bleiben. Da fur y =0 notwendig a= d= + 1 ist und
(aus oben angegebenem Grunde) a= d= 1 gesetzt werden darf, so
wiirde in diesem Falle 1 ': 1 + /I gelten, unter B eine ganze Zahl
verstanden. Nun hat unser Doppeldreieck der Fig. 43 die Breite 1,
und von den Randpunkten sollten nur die zur Linken der imagindren
w-Achse dem Doppeldreieck angehdren. Somit kann, falls nicht 3= 0
ist und also nicht die ,identische Transformation* w'= w vorliegt,
w"' nicht auch noch dem Doppeldreieck angehdren.

Somit bleibt nur y = + 1 zu diskutieren, und wir durfen uns
(da gleichzeitiger Zeichenwechsel der Koeffizienten a, B, y, d statthaft
ist) auf y = -~ 1 beschranken. Dann aber findet man aus den letzten

Ungleichungen leicht:

wobei das zweite Gleichheitszeichen nur fir =~ wund also fiir w= o,

d. h. im &quianharmonischen Falle gelten kann (vgl. Fig. 43, S. 179). In
diesem Falle ist €= — und also sind die Werte d= 0 und S= 1
zuldssig; ist jedoch w nicht gleich p, so folgt aus 11 ~d| < | und
—| &< | notwendig d= 0. Prifen wir zundchst w=p, y = 1,

d=1 weiter, so folgt n'=n, so daB auch 7= ~ wund also w'=p
gilt, da kein anderer Punkt des Doppeldreiecks der Fig. 43 die Ordinate
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hat. Es muB also £, woflr sich aus der vorletzten Gleichung von

S. 185 der Wert (a+ 8) ergibt, gleich —{, und also a -f 8 = —1 sein.
Gleichung (4) liefert aber fir y = d = 1 weiter a —# = 1; es ist
somit a = 0, 8 = —1, und wir gewinnen die Substitution:

die, wie wir schon von S. 177 her wissen, p zum Fixpunkte hat. Prifen
wir endlich die letzte Moglichkeit, dal « und w' zugleich dem o&fter
genannten Doppeldreieck angehéren, namlich y =1, ¢ =0, so folgt
aus (4) sofort 3= -1 wund damit:

Die Forderung —y< &'< y liefert:

und da —i ™~ £<j und +rf 1 gilt, so sieht man sofort, da
nur a = 0 und aullerdem, jedoch nur im Falle w = p, die Zahl a = —1
zulassig ist. Der Wert a= —1 liefert uns die zu (6) inverse Substitution:

die wir auch bereits von S. 176 kennen. Ist wvon p verschieden, so bleibt
nur noch die Mdglichkeit a = 0 und damit die Transformation:

Aus ihr ergibt sich |w'| - |w|= 1, und da, wie wir ja fordern, |w| 1
und jo' | 1 gelten soll, so ist |w'\= |w\= 1. Von den Punkten
mit |w|= 1 gehdren aber nur die dem Doppeldreieck an, welche ein
| im Intervalle — haben. Da auch:

diesem Intervall angehéren soll, so folgt ¢ = 0 und also w = i. Dann
aber liegt der harmonische Fall vor, und wir haben, worauf wir schon
S. 179 hinwiesen, in w = i den einen Fixpunkt der Substitution (8) vor uns.

Hiermit haben wir folgendes Resultat gewonnnen: Nicht nur liegen
alle reduzierten w im Doppeldreieck der Fig. 43, sondern umgekehrt ist
dieser Bereich fUr die reduzierten Periodenquotienten charakteristisch, in-
sofern jede von der identischen Transformation verschiedene lineare Trans-
formation (5) aus dem reduzierten w ein w"' liefert, das eben nicht jenem
Doppeldreieck angehért; Ausnahmen bilden nur der harmonische Fall mit
@ =i, wo wieder W'=i durch die Transformation (8) geliefert wird, sowie
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der &quianharmonische Fall mit w= p, wo die Transformationen (6)
und (7) wieder w'= p ergeben. Es handelt sich in diesen beiden letzten
Fallen einfach am jene Transformationen, welche den Ubergang zwischen
den oben(S. 178 ff.) ausdrucklich als gleichwertig bezeichneten reduzierten
Querschnittsystemen vermitteln.

8 4. Yerhalten des Integrals erster Gattung hei eindeutigen Trans-
formationen der Flache F2

Ist w= irgendeine zweiwertige Funktion der F2, so
kénnen wir die F2 umkehrbar rational auf eine zweiblattrige Flache F2
Uber der w-Ebene beziehen, deren vier Verzweigungspunkte durch die
in (1) S. 137 gegebene Funktion @{v) als deren Nullpunkte festgelegt
sind. Wenn wir nun auf dieser Flache F, das Integral erster Gattung,
welches ihr zugehort, in der Gestalt:

mit irgendeiner fest gewdhlten unteren Grenze bilden und (bertragen
u auf die urspriingliche F2, so hat daselbst diese Funktion u' alle
Kennzeichen eines Integrals erster Gattung. Das Integral u der F2 bangt
mit unserem bisher auf der F2 benutzten Integrale u demnach durch eine
Delation:

zusammen.

Hieraus koénnen wir sogleich folgende wichtige Folgerung ziehen.
Bilden wir die beiden Wege QIt Qa des reduzierten Querschnittsystems
der F2 auf die F2 ab, wo sie die Wege Q[, % liefern mdgen, und
schreiben wir:

so gilt zufolge (1) einfach:

so daB inshesondere der Quotient ®' von of und w2 gleich dem ur-
sprunglichen Periodenquotienten w ist. Mit Ricksicht auf die letzten
Ergebnisse von § 3 folgt: Die Q[, Q, liefern unmittelbar das reduzierte
Querschnittsystem der F2 und vor allem' erweist sich der .,,Modul* @ als
invariant gegenuber beliebiger Transformation der F2 auf eine andere zum
Korper gehdrende F2, so dall der Modul w als ein Attribut des ganzen
Korpers anzusehen ist. Der Modul w reiht sich in dieser Weise als gleich-
berechtigt neben die absolute rationale Invariante J, welcher der gleiche
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Grad der Unverédnderlichkeit zukam (vgl. S. 137). Diehier zutage tretende
Beziehung wird uns unten noch ausfihrlicher beschaftigen.

Die Yerzweigungsform cp(wx, w2 hatte nun dieselben Invarianten
wie f(zl} zf). Wir konnen demnach w noch so linear transformieren,
dal die Yerzweigungspunkte der transformierten F' wieder genau nach
denselben Stellen oo, ex, €2, es hinfallen, wo sie auch bei der F2 liegen.

Zu dieser F2 aber kdnnen wir auch noch auf folgende Art gelangen.
Nach (2) S. 138 und S. 145 haben wir in:

) + =

unter A und B Konstante verstanden, die allgemeinste zweiwertige Funk-
tion der F2, welche an der beliebig vorgeschriebenen Stelle s der F2
einen Pol zweiter Ordnung hat. Diese Funktion liefert dann unmittel-
bar eine F2, die bei w= 00, der Stelle s entsprechend einen Verzweigungs-
punkt hat. Dabei kann man (ber die Konstanten A, B in einer und
nur einer Art so verfligen, dafl die drei endlichen Verzweigungspunkte
die bisherigen Lagen el} €2, €3 gewinnen.])

Insofern beide nun vorliegenden Flachen F2und F2 genau dieselbe
Lage der Verzweigungspunkte haben, sprechen wir von einer eindeutigen
Transformation der F& in sich. Da die Stelle s, welche nach der Trans-
formation den Verzweigungspunkt oo liefert, auf der F2 willkirlich
wéhlbar ist und demnach auch frei beweglich gedacht werden kann,
so erhalten wir sogleich ein zweifach unendliches Kontinuum von solchen
eindeutigen Transformationen der F2 in sich, die (brigens offenbar in
ihrer Gesamtheit eine ,,Gruppe* bilden (vgl. S. 108). Stetiger Anderung der
Stelle s entsprechend, darf man sich diese ,kontinuierliche Gruppe*
unter dem Bilde gewisser ,stetiger Verschiebungen der Flache F2 in
sich vorstellen.?

Lassen wir die Querschnitte Qx, Q2 wie in Fig. 32, S. 166, um die
Verzweigungspunkte herum (nicht durch dieselben hindurch) laufen, so
kdnnen wir bei den stetigen Verschiebungen der F2 in sich, an denen
die Ql, Q zundchst teilnehmen werden, diese geschlossenen Kurven doch
in der Art stetig verschieben, da sie den Verzweigungspunkten aus-
weichen. Sie bleiben dann unmittelbar als Schnitte des reduzierten Systems

1) Jedoch gibt es im harmonischen Falle zwei Auswahlen der Konstanten,
im aquianharmonischen sogar drei, eine Folge der linearen Transformationen von w,
welche in diesen Fillen die F2 bei festbleihendem Verzweigungspunkte 00 in sich
Uherfihren (vgl. S. 133 ff.).

2) Die Existenz dieser ,kontinuierlichen Gruppe“ wird durch die Besonder-
heiten des harmonischen und des &quianharmonischen Falles nicht berlhrt. Wir
kommen hierauf unten zurick.
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fur die Flachen F' brauchbar, wahrend andrerseits u, auch Gber die neuen
Umléaufe ausgedehnt, die Integralwerte wl} w2 liefert. Wéhlen wir das
Integral G der F2wieder als Normalintegral erster Stufe, so sind wegen
der Gleichheit der Flachen F2 und F2 und ihrer Schnittsysteme die
zugehorigen Perioden o[, w' gleich den bisherigen wG «2 In der Be-
ziehung (1) zwischen u und u* trifft also einfach a = 1 zu. Andrerseits
haben wir, da die untere Grenze von U von der Stelle s der F, ge-
liefert wird, das Absolutglied b in (1) gleich —M(® zu setzen. Zur Ab-
kiirzung schreiben wir:

3) V= —usX

und erschopfen hierbei mit der Stelle s ersichtlich gerade die ganze F2r
wenn wir mit dem Werte —v unser erstes Periodenparallelogramm und
also mit dem Werte v das Parallelogramm der Ecken 0, —w2, —0g—o02,
—wl vollstandig beschreiben.

Wir haben hiermit den wichtigen Satz gewonnen: Die kontinuier-
liche Gruppe aller zweifach unendlich vielen Transformationen der F2 in
sich stellt sich im Integral erster Stufe u einfach durch die Translationen
dar:

4 Uus=u+y,

wobei v die Flache des Periodenparallelogramms der Ecken 0, —w2,
—<j —w8, —wl vollstdndig zu beschreiben hat. Verstehen wir unter v
einen unbeschrankten endlichen komplexen ,,Parameter”, so bilden die
gesamten Transformationen (4) die kontinuierliche Gruppe aller Trans-
lationen der UrEbene in sich. Es gilt offenbar der Satz: Die Gruppe
aller Translationen (4) der u-Ebene in sich ist 1-oo-deutig auf die kon-
tinuierliche Gruppe der Transformationen der F2in sich bezogen. Es liefern
namlich alle diejenigen Translationen (4), deren Parameter v sich um
die ganzzahligen Kombinationen (miwi+ m2w2 der Perioden vonein-
ander unterscheiden, ein und dieselbe Transformation der F2 in sich.
Die gesamten Transformationen der F2 in sich kénnen wir also auch
dadurch gewinnen, dall wir v Uber irgendein Parallelogramm des Netzes
der Periodenparallelogramme hinfiihren, wobei von je zwei homologen
Punkten der Gegenseiten immer nur einer zuzulassen ist. Dies laft sich
in besonders bequemer Weise z B. so erzielen, da wir:

) U= U+ uxa+ p2w2

setzen und unter p1} p2 stetige reelle GréRen verstehen, welche unab-
hangig voneinander im Intervall:

variabel sind.
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Auch umgekehrt ist Gbrigens leicht einleuchtend, daf jede Trans-
lation (4) eine eindeutige und damit umkehrbar rationale Transformation
der F2 in sich bedeuten muf3. Da némlich einem einzelnen Werte u ein
bestimmter Punkt der Fs entspricht, so kdnnen wir kurz von ,einem
Punkte u“ der F2 sprechen. Naturlich geben dabei dquivalente Werte u
im Parallelogrammnetz ein und denselben Punkt der F2 Die einzelne
Translation (4) bedeutet nun einfach, dal wir dem Punkte u den
Punkt (u + v) der F2 zuordnen. Diese Zuordnung ist eine umkehrbar
eindeutige fiir die ganze F2; wenn wir namlich u (ber ein Perioden-
parallelogramm hinfiihren oder sonst irgenwie ein volles System ,,inaqui-
valenteru Punkte beschreiben lassen, so wird (u + v) ein ebensolches
System beschreiben und umgekehrt. Entspricht der Stelle z der F2
die Stelle z', so wird also z’ die F2 gerade einmal einfach und voll-
stdndig beschreiben, wenn dies die Stelle z ausfiihrt, und umgekehrt.
Somit liefert z\ in Abhdngigkeit von z gedeutet, eine zweiwertige al-
gebraische Funktion)) der F2, die die F2 wieder auf eine F2 abbildet.
Diese F2 ist dann aber einfach jene mit der F2 kongruente Flache, auf
welche das ,,Periodenparallelogramm® der Ecken v,vcoif v-fwl-fo2
vt 2=l durch z' abgebildet wird. Wir sind demnach zu unserem obigen
Ausgangspunkte zuriickgekehrt.

Nach den Rechnungen von S. 138 und 146 ff. wird die in (2) konstruierte
zweiwertige Funktion w stets und nur dann in z linear, wenn der Pol s
in einen Verzweigungspunkt hineinriickt. Fir s = oo ist natirlich w
mit z identisch. Wir haben demnach nur noch die drei Mdoglichkeiten
s = ext €2, €3. Die drei zugehdrigen linearen Substitutionen von z bilden
mit der identischen Substitution die S. 134 aufgestellte ,,Vierergruppe*
6r4 der linearen Transformationen der Verzweigungs-
form und also der F2 in sich.

Um diese Vierergruppe 6r4 in Gestalt der zu-
gehdrigen Transformationen (5) des Integrals u dar-
zustellen, erinnern wir daran, dal3 die drei in der Q4
enthaltenen elliptischen Substitutionen der Periode 2
die vier Verzweigungspunkte in den drei mdglichen
Arten zu Paaren permutierten. Nun liefern die
Verzweigungspunkte im Periodenparallelogramm die
Ecken, die Seitenmitten und den Mittelpunkt, wie dies néher in Fig. 46
zur Darstellung gebracht ist. Die gesuchten Transformationen (5) missen

1) Da u und u'~ u -f- v analytisch (namlich linear) Zusammenhéngen, so ist die
durch die Zuordnung der Stellen z, z' gelieferte Beziehung der F2 auf sich selbst
konform, natiirlich mit den in den Verzweigungspunkten (der F2 und der F2) ein-
tretenden Unterbrechungen.
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also diese Punkte in richtiger Weise permutieren. Wir erkennen sofort:
Die Vierergruppe 6r4 der linearen Transformationen der F2 in sich stellt
sich mittelst des Integrals erster Gattung u durch die vier Transforma-
tionen dar:

Eine bisher noch nicht genannte Transformation der F2 in sich
wird durch die Transformation:

des Integrals erster Gattung geliefert; ihre Bedeutung ist einfach die,
dal sie die beiden Blatter der F2 austauscht. Kombinieren wir diese
Transformation mit der bisherigen kontinuierlichen Gruppe der Trans-
lationen (4), so ergibt sich ein zweites Kontinuum von Transformationen:

welche freilich nicht fir sich, wohl aber mit den Transformationen (4)
zusammen eine erweiterte Gruppe bilden. Um die Transformationen
der F2 in sich samtlich, und jede nur einmal zu gewinnen, haben wir
uns natdrlich wieder auf die Transformationen (5) zu beschrénken.
Wir werden spéter nochmals auf den vorliegenden Gegenstand zurlick-
kommen; doch merken wir hier schon den Satz an: Liegt weder der
harmonische, noch der &quianharmonische Fall vor, so werden die gesamten
umkehrbar rationalen Transformationen der F2in sich durch das Integral
erster Gattung in der Gestalt:

pt und p2ivie oben gebraucht, geliefert; sie bilden eine aus zwei Kontmuen
bestehende Gruppe, in der die bisherige kontinuierliche Gruppe als Unter-
gruppe enthalten ist.

DaR aber in jenen beiden besonderen Féllen nochmalige Gruppen-
erweiterungen mdoglich sind, geht schon aus den Entwicklungen von
S. 135ff. hervor, wo wir die Vierergruppe 6r4 zur Biedergruppe Gs bzw. zur
Tetraedergruppe G2 aller linearen Transformationen der Verzweigungs-
form in sich erweiterten. Naturlich sind diese Gruppenerweiterungen
auch vom Integral erster Gattung u aus unmittelbar verstandlich. Im
harmonischen Falle ist w= i und wi= «w2; das Parallelogramm der
reduzierten Perioden ist also ein Quadrat. Hier kommt als wesentlich
neue Transformation die durch:

gegebene hinzu. Liegt aber der &quianharmonische Fall vor, so gilt
W= p, wx= pw2 und das Parallelogramm der reduzierten Perioden ist
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ein aus zwei gleichseitigen Dreiecken zusammengesetzter Rhombus. In
diesem Falle kommt als neu die Transformation:

U= ql
zu den bisherigen hinzu. Im Ubrigen wollen wir die hier eintretenden

Verhaltnisse an dieser Stelle nicht ndher untersuchen, da uns die ein-
fachsten Hilfsmittel fiir diese Untersuchung hier noch nicht zur Hand sind.

Drittes Kapitel.

Die elliptischen Funktionen erster Stufe.

Das Hauptergebnis des vorigen Kapitels war die Abbildung des
Feldes der Funktion uz® auf die schlicht und vollstdndig bedeckte
endliche «-Ebene. Wir wollen jetzt im vollen Umfange die Folgerungen
ziehen, welche aus dieser Tatsache fur den Korper der algebraischen
Funktionen und die Integrale der Fa sich ergeben. Hierbei ist weiter
von grundsétzlicher Bedeutung, daf? die Ubereinanderliegenden Exemplare
der F2 im Felde FM beim Ubergange zur «-Ebene die nebeneinander-
geordneten Parallelogramme im Netze der Periodenparallelogramme
werden, wobei die homologen Punkte dieser Parallelogramme oder, wie
wir sagten, die ,aquivalenten” Punkte im Parallelogrammnetze ein und
dieselbe Stelle z der F2 lieferten. Wird sich aus der Schlichtheit des
fraglichen Abbildes die ,,Eindeutigkeit* der elliptischen Funktionen er-
geben, so folgt aus der Eigenart des Abbildes als Netz der Perioden-
parallelogramme als weitere grundlegende Eigenschaft der elliptischen
Funktionen diejenige der ,,doppelten Periodizitat”.

Diese Eigenschaft der elliptischen Funktionen ist im Falle der
Alemniskatischen Funktionen“ — es sind dies die elliptischen Funktionen
des harmonischen Spezialfalles — schon sehr friih durch Gaul3) erkannt
worden. Bei Abel und Jacobi wird die Eindeutigkeit der elliptischen
Funktionen nahezu als eine Selbstverstandlichkeit angesehen?, wahrend
die doppelte Periodizitdt als Eigenschaft dieser Funktionen speziell
hervorgehoben wird, besonders stark bei Jacobi.3 Im {brigen brauchen
wir hier kaum zu betonen, daB die Frage nach der Gestaltung des
»Feldes” einer Funktion und damit zugleich die Frage nach der Ein-
deutigkeit oder Mehrdeutigkeit derselben den Vorrang vor der Fest-
stellung etwaiger weiterer Eigenschaften der Funktion besitzt. Diese

1) S. die Nachweise S. 117 lber GauR.

2) Man vgl. Abel, ,Recherches sur les fonctions elliptiques“, § 1, Journ. f.
Math., Bd. 2 (1827) oder Abels ,Werke“, Bd. 1, S. 266ff. Jacobi betreffend
kommen die Artikel 17 ff. der ,Fundamenta nova“ (s. die Nachweise S. 117) in Betracht.

3) S. den SchluB von Artikel 19 der ,Fundamenta nova“.

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 13
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Auffassung ist fur die Anordnung des Gedankenganges unserer Darstel-
lung bestimmend gewesen.

8 1. Das Integral erster Gattung u als ,,uniforinisierende*
Yariabele der Riemannschen Flache F2

Irgendein vorgelegter Korper algebraischer Funktion des Ge-
schlechtes p = 1 sei wie bisher durch diejenige zugehdrige Riemannsche
Flache F2 représentiert, deren Verzweigungspunkte die Nullpunkte der
Verzweigungsform ,erster Stufe” fz sind. Das Feld F* des zugehorigen
Integrals erster Gattung erster Stufe WY@ wird dann durch diese analy-
tische Funktion u auf die schlichte und abgesehen vom Punkte oo voll-
stdndige w-Ebene abgebildet und liefert daselbst das im vorigen Kapitel
bereits vielfach benutzte Netz der Periodenparallelogramme. Das Quer-
schnittsystem Qv darf beliebig ausgewahlt sein; insbesondere ist es also,
wenn man bestimmte Querschnitte vor Augen haben will, gestattet, sich
des reduzierten Systems zu bedienen.

Nun sei 0{z, ]//(/)) irgendeine dem Korper angehdrende alge-
braische Funktion; dieselbe ist auf der F2 eindeutig und sei w-wertig,
wo dann (vgl. S. 95) stets m > 1 gilt. Diese Funktion ist auch im
Felde Fr von u selbstverstandlich eindeutig und gewinnt bei der Fort-
setzung in diesem Felde an homologen Stellen der Fldchenexemplare F2
stets gleiche Werte.

Wenn wir nun diese Funktionswerte bei der Abbildung des Feldes
Fx mit auf die w-Ebene verpflanzen, so bekommt also jeder endliche
Punkt w einen bestimmten Funktionswert, und es setzen diese Funktions-
werte eine etwa durch:

(1) R(z, Yf(z]) = t(u)

zu bezeichnende eindeutige analytische Funktion ip{u) zusammen, die wir
nunmehr als eine ,.elliptische Funktion** bezeichnen: Die algebraischen
Funktionen des durch die F2 reprasentierten Korpers werden, in Abhéngig-
keit vom Integral erster Gattung u aufgefalit, zu ,.eindeutigen* elliptischen
Funktionen, deren gemeinsames Feld die schlichte und vollsténdige u-Fbene,
abgesehen vom Funkte u = oo, ist. Durch Einfihrung des Argumentes w
werden also die in z ,,zweideutigen”“ Funktionen des Kdorpers in ,.ein-
deutige** Funktionen von w umgewandelt; man sagt, sie seien durch u
Luniformisiert, und bezeichnet dieserhalb u als eine ,,uniformisierende
Variabele* der F2

Die homologen Stellen der Flachenexemplare F2 die gleiche Werte
der einzelnen Funktion R(z, VfiR)) tragen, ergeben in der w-Ebene
»aquivalente Stellen im Parallelogrammnetz. In solchen Stellen wird
demnach die einzelne elliptische Funktion ~(w) immer gleiche Werte
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haben. Man kann diesen SchluB auch dadurch begriinden, daf man in
der endlichen w-Ebene von irgendeiner Stelle u nach einer &quiva-
lenten Stelle:
u=ufm -fm2g2

eine Kurve zieht und langs derselben ip(u) fortsetzt. Diese Kurve
liefert dann eben als Abbild auf der F2einen geschlossenen Weg, Uber
den fortgeaetzt R{z, Yf(zj) am Schllisse zum Anfangswerte zuriickkebrt:
Es gilt demnach allgemein:

(2) ip(u + wlwl+ m 2co2) — ip (pu)
und insbesondere:
) ip(u + og) = ip(u), xp(u -f @ = tp(u),

woraus die Gleichung (2) mit beliebigen ganzen Zahlen mx, m2 umgekehrt
ivieder folgt. Die elliptische Funktion ip(uj heiflt dieserhalb ,,doppelt-
periodisch“, und man nennt a? ein ,,Paar primitiver Perioden®,
insofern jede in (2) gemeinte Periode sich als eine ganzzahlige Kombina-
tion der beiden Perioden alund a® aufhauen laRt.

Wir wollen die von R[z, Yfizj) gelieferte elliptische Funktion ip(ii)
auch als solche ,,m-wertig* nennen. Hierdurch kommt dann zum Ausdruck,
dal3 ein beliebig geivahlter komplexer Zahlwert von der elliptischen Funk-
tion ip(u) immer gerade genau in m Punkten des einzelnen Perioden-
parallelogramms angenommen wird. Nur missen wir dabei, um eine aus-
nahmslos eindeutige Beziehung des Parallelogramms auf die F2 zu ge-
winnen, wieder wie schon frilher homologe Punkte der Gegenseiten des
Parallelogramms als nicht verschieden ansehen oder etwa von je zwei
solchen Punkten immer nur einen als dem Parallelogramm angehdrig
betrachten. Natirlich dirfen, wie auf der F, (vgl. S. 91), die m Stellen
des Parallelogramms, in denen rp(u) einen vorgeschriebenen komplexen
Wert annimmt, auch miteinander irgendwie koinzidieren. Solche Koin-
zidenzen treten dann freilich nur bei einer beschréankten Anzahl von
komplexen Werten auf.)

An singuldaren Punkten hat die elliptische Funktion xp(u) in jedem
endlichen Bereiche der it-Ebene nur Pole; und zwar finden sich im ein-
zelnen Parallelogramm gerade genau m Pole erster Ordnung, die natir-
lich auch irgendwie zu Polen héherer Ordnung zusammenfallen kénnen.
Jedenfalls ist die elliptische Funktion ip(u) in der ganzen endlichen u-Ebene
frei von wesentlich singuléren Punkten. Demgegeniber folgt aus der Struk-
tur des Parallelogrammnetzes sofort: Der Punkt u = o0 ist ein wesentlich

1) Nach S.92 handelt es sich hier um jene besonderen Werte der algebraischen
Funktion w — e (z,]//'(r)), welche bei Abbildung der F2 auf eine Fmiiber der w-Ebene
die Verzweigungspunkte ergeben.

13*
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singuléarer Punkt der elliptischen Funktion f(u). In jeder noch so ,klein*
gewdhlten Umgebung des Punktes oo fanden wir ja (vgl. S. 175) stets
noch unendlich viele Parallelogramme, so daB ifj(u) in jeder Umgebung
von 00 einen vorgeschriebenen komplexen Wert an unendlich vielen
verschiedenen Stellen wirklich annimmt.l)

Wir wenden uns ferner zur Betrachtung der Integrale der F2, und
zwar zunédchst zu derjenigen irgendeines einzelnen Integrales zweiter
Gattung. Ein geschlossener Weg in der endlichen w-Ebene und also im
Felde FAvon u liefert (vgl. S. 181) auf der Flache F2einen geschlossenen
Weg, der sich stetig auf einen Punkt zusammenziehen [&Rt. Das Integral
liefert also bei Fortsetzung Uber einen solchen Weg stets den Wert 0,
so daB dasselbe eine eindeutige Funktion im Felde F~ ist. Bei Uber-
tragung der Werte dieser Funktion auf die w-Ebene finden wir: Ein
Integral zweiter Gattung, als Funktion von u aufgefafit, liefert eine in der
ganzen endlichen u-Ebene eindeutige, etwa durch £w) zu bezeichnende
Funktion, so dal3 u auch fir die Integrale zweiter Gattung den Charakter
als ,,uniformisiercnde* Variabele behélt.

Aber freilich ist £(u) nicht mehr in &quivalenten Punkten des
Parallelogrammnetzes gleich. Liefert das Integral, {iber die geschlossenen
Wege QI Q2 fortgesetzt, die Perioden 12 so ergibt ein geschlossener
Weg der F2, welcher von u zu u'= u + wagctg -~ m2(@ fuhrt, eine ent-
sprechende Anderung des Integrals zweiter Gattung um - m2ip).
Eie eindeutige analytische Funktion £(w) erfullt die Bedingungen:

(4) tu Fo6) = £(m) -+l EwF a3 = Ew) + %,

aus denen dann wieder:

(5) fw+  Q+ ni2ad — £w) - mlyl+ m2A2

eine unmittelbare Folge ist. Wir werden rlf y2 als ein Paar ,,primitiver
Perioden* des lutegrals zweiter Gattung bezeichnen.

An singuldren Punkten hat auch £(w) in jedeni endlichen Bereiche
der ««-Ebene nur Pole, die in &quivalenten Punkten des Parallelogramm-
netzes gelegen sind. Handelt es sich insbesondere um ein ,,Elementar-
integral® zweiter Gattung (vgl. S. 144), so findet sich in jedem Perioden-
parallelogramm ein und nur ein Pol erster Ordnung. Wahrend demnach
£(u) in der ganzen endlichen u-Fbene frei von wesentlich singuléren Stellen
ist, bewahrt naturlich der Punkt u = 00 seinen wesentlich singularen
Charakter auch fir £«). Man braucht ja nur zu beachten, daB in ,jeder”
Umgebung des Punktes oo noch unendlich viele verschiedene Pole von
£(w) nachweisbar sind.

1) Man vgl. hiermit das Verhalten einer ganzen transzendenten Funktion
in der Umgebung ihres wesentlich singuldren Punktes oo (S. 51).
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Bei den Integralen dritter Gattung reicht nun freilich die ,,uniformi-
sierende Kraft“ von u nicht mehr aus. Jedes solche Integral hat ndmlich
auf der F2mindestens zwei logarithmische Unstetigkeitspunkte (vgl. S. 141).
Die von demselben gelieferte analytische Funktion des Argumentes u
hat demnach im einzelnen Parallelogramm mindestens zwei solche Un-
stetigkeitspunkte; die Funktion ist also bereits in der Umgebung jedes
solchen Punktes unendlich vieldeutig.

§ 2. Der Korper der elliptischen Funktionen, die besonderen
Funktionen p(u), P'(u) und das Normalintegral g(i*).

Indem wir an dem eben benutzten Parallelogrammnetz der w-Ebene
festhalten, wollen wir den Gedankengang des vorigen Paragraphen in
der Art umkehren, dal wir eine von der F2 unabhdngige Erklarung
der elliptischen Funktionen an die Spitze stellen: Als eine zum Parallelo-
grammnetz gehdrende elliptische Funktion soll jede analytische Funktion

(u) bezeichnet werden, welche die schlichte u-Ebene, abgesehen vom Punkte 0o,
zum Felde hat, und ivelche die durch:
1) f(u Foj = -ik(u), ip(u+ g2 =
zum Ausdruck kommende Eigenschaft der doppelten Periodizitat besitzt.

Diese Begrilfserklarung fuhrt unmittelbar zu den Funktionen von
§ 1 zurlick. Ubertragen wir namlich die Werte einer einzelnen Funktion
4>(u) auf die F2 so gewinnen wir daselbst zufolge (1) eine eindeutige
Funktion der Stelle. Da aber ip(u) in einem endlichen Bereiche der
w-Ebene, und also insbesondere im einzelnen Parallelogramm an singu-
laren Punkten nur Pole in endlicher Anzahl aufweisen kann, so wird
dasselbe von der auf der F2 erhaltenen Funktion auf dieser Flache gelten.
Die Funktion erweist sich demnach als eine algebraische Funktion der
F2 (vgl. S. 77 unten), so daf wir in der Tat zum Ausgangspunkt von
8 1 zurlickgekommen sind.

Was die Zusammenhadnge der elliptischen Funktionen unseres Par-
allelogrammnetzes untereinander angeht, so Ubertragen sich nun un-
mittelbar alle friher Gber die algebraischen Funktionen der F2aufgestell-
ten Sétze: Die gesamten elliptischen Funktionen unseres Parallelogramm-
netzes bilden einen ,Korper* zusammengehdriger Funktionen (vgl. S. 81);
irgend zwei dieser Funktionen  (u), ~2(w), deren Wertigkeiten m und n
sind, hangen durch eine algebraische Relation:

@ ¢7(N(A2%) = ©

nen bziv. men Grades in und i@ zusammen; edle Funktionen des
Korpers sind in zweien unter ihnen, £=1(u) und  (u) rational darstellbar,
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sobald nur die zivischen diesen beiden Funktionen bestehende Relation (2)
irreduzibel ist (vgl. S. 93).

Fir diese rationale Darstellung aller Funktionen des Korpers eignen
sich nun vornehmlich jene beiden Funktionen, welche von unserer auf
die Verzweigungsform erster Stufe gegriindeten Flache F2 in z und |/f(R)
geliefert werden. Wir sind damit zu jenen beiden wichtigen elliptischen
Funktionen erster Stufe hingefiihrt, welche der Weierstraflschen Theorie
(vgl. S. 117) zugrunde liegen, und welche wir im Anschlu an Weierstral
durch die besonderen Bezeichnungen:

auszeichnen. Die Schreibweise der zweiten Funktion begriindet sich da-
durch, daB aus:

ja unmittelbar die Beziehung:

hervorgeht, so dal R'(u) die erste Ableitung von p(u) nach u ist. Aus
der Gestalt der Verzweigungsform erster Stufe ergibt sich weiter: Die
zwischen den Funktionen erster Stufe $(u) und R'(u) bestehende algebraische
Relation ist:

da nun p(u) zweiwertig und p'(u) dreiwertig ist, diese Relation aber irre-
duzibel ist, so ist jede elliptische Funktion des Korpers in der Gestalt:

als rationale Funktion von p(it) und p'(u) darstellbar.

Was die Integrale zweiter Gattungl angeht, so wollen wir hinfort
die Bezeichnung £w) nur noch fir diejenige eindeutige Funktion ge-
brauchen, welche von dem in (2) S. 152 aufgestellten Normalintegral
zweiter Gattung erster Stufe geliefert wird:

Wir bezeichnen ¢(n) auch als Funktion von u als das ,,Normal-
integral zweiter Gattung erster Stufe* und werden (brigens im nachsten

1) Betreffs dieser Integrale gilt folgender Satz: Eine Funktion, welche die
schlichte «-Ebene, abgesehen vom Punkte oo, zum Felde hat und sich bei Ver-
mehrung von U um @, und w2 bis auf zwei additive Konstante r-eproduziert, ist
ein Integral zweiter Gattung. Die Ableitung nach U ist ndmlich eine elliptische
Funktion, und das Integral gehdi’'t weder zur ersten Gattung, da der Punkt oo
nicht zum Felde gehdrt, noch zur dritten Gattung, da logarithmische Unstetigkeits-
punkte nicht auftreten. Siehe Ubrigens die algebraische Gestalt des Satzes S. 142.
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Paragraphen eine Festsetzung Uber die untere Grenze des Integrals
treffen. Der Zusammenhang von ((u) mit p(u) geht aus der rechten
Seite der Gleichung (2) S. 152 sofort hervor. Entspricht der unteren
Grenze z0 des Integrals der Wert u0 des Argumentes u, so folgt: Das
Normalintegral zweiter Gattung erster Stufe {(u) stellt sich in der Funk-
tion p(u), ivie folgt, dar: u

Auch das in (5) S. 153 gegebene Integral dritter Gattung erster
Stufe M]' 0 kénnen wir sofort als Funktion von u umschreiben. Ent-
spricht der Stelle t der F2 der Wert v des Integrals erster Gattung, so
folgt als Darstellung jenes Integrals dritter Gattung aus (5) S. 153:

Ubrigens werden wir unten wichtigere Darstellungen fiir die Elementar-
integrale dritter Gattung zu besprechen haben.

8 3. Potenzreihen fiir die Funktionen tp(u), P {u) und £(*/).

Unter den verschiedenartigen analytischen Darstellungen der ellip-
tischen Funktionen p(u), ..., welche man kennt, betrachten wir hier zu-
nachst Entwicklungen nach Potenzen von u, welche sich also auf die
Umgebung der Stelle u = 0 beziehen.

Da die Flache F2 bei z = oo einen ihrer Verzweigungspunkte hat
und diese Stelle der F2 als untere Grenze des Integrals u gewahlt wurde,
so fallen umgekehrt die beiden Pole, welche die zweiwertige Funktion
p(u) im ersten Periodenparallelogramm hat, in der Ecke m= 0 zu einem
Pole zweiter Ordnung zusammen. Beschreibt man in den beiden Blattern
der F2 von der unteren Grenze 00 zwei genau Ubereinander liegende
Integrationsbahnen fiir das Integral erster Gattung, so sind die zuge-
horigen Integralwerte stets einander entgegengesetzt. Zu zwei Werten
u und —u gehoren demnach dieselben Werte der eindeutigen Funktion
z = p(u). Die Funktion p(u) ist eine ,gerade( Funktion von u, welche
in jedem Gitterpunkte (mxodl -f tn2a®) des Parallelogrammnetzes einen Pol
ziveiter Ordnung hat und Ubrigens in der Umgebung jeder endlichen Stelle u
analytisch ist.

Fir die Umgebung der Stelle z = oo der Riemannschen Flache
gilt die Entwicklung:
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es trifft demnach lim (u--z) ——1 und also:

zu. Nehmen wir diese Angaben mit den allgemeinen Séatzen (ber die
Entwicklung einer analytischen Funktion fur die Umgebung eines Poles
in eine Potenzreihe zusammen (vgl. S. 27), so ergibt sich fir p(u) der
Ansatz:

dabei ist der Konvergenzkreis dieser Beine der Kreis mit dem Mittelpunkte
u = 0, dessen Peripherie durch einen am Nullpunkte néchstgelegenen, von 0
verschiedenen Gitterpunkt (mlal - m2w? hindurchlauft.])

Zur Bestimmung der Koeffizienten 0, clf - - - dient nun ein sehr
einfacher Kunstgriff. Aus (4) S. 198 folgt durch Differentiation nach u:

Tragt man hier rechts und links fur p(u) die in Ansatz gebrachte
Reihenentwicklung ein, so ergibt die Koeffizientenvergleichung zunéchst:

fur v > 1 aber folgt als Rekursionsformel zur Bestimmung von cv:

Diese Formel versagt nur fir v —2; haben wir aber c¢2 auf anderem
Wege bestimmt, so kénnen wir alle weiteren cv aus ihr berechnen. Zur
Bestimmung von c2 tragen wir die fir p{u) angesetzte Reihe rechts und
links in (4) S. 198 ein; der Vergleich der Absolutglieder rechts und
links liefert 2822 = gs.

Die in den berechneten Ausdriicken der cv auftretenden numerischen
Nenner wollen wir in die Primfaktoren zerlegen und leiten Gbrigens
aus der Reihe fur p(u) durch Differentiation gleich auch die fur p'(u)
ab. Oie Potenzreihen der elliptischen Funktion erster Stufe p(u) und p'(u)
fir den schon vorhin festgelegten Konvergenzkreis um u = 0 haben die
Anfangsglieder:

1) Benutzen wir das reduzierte Querschnittsystem, so sind in allen Féllen
-f- w2 und — c2 am Nullpunkt né&cbstgelegene Gitterpunkte. Ist das Perioden-
parallelogramm ein ,,Rhombus®, so liegen die~Gitterpunkte + w, ebenso nahe am
Nullpunkte, im &quianharmonischen Falle auch noch + (0wt + “2= i “s
kommen spater ausfihrlich hierauf zurtck.
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wobei die rechts eingefugten Sterne darauf aufmerksam machen sollen,
daR in der ersten Beihe das Absolutglied und in der zweiten das Glied
mit der Potenz u~Il nicht auftritt.

Wie man sieht, sind die Koeffizienten cv und cs abgesehen von
numerischen Faktoren mit den beiden ganzen rationalen Invarianten
zweiter und dritter Dimension g2 und g3 der Verzweigungsform identisch.
Weiter aber liefert mit Ricksicht auf die Entwicklungen von S. 123 die
Rekursionsformel der cv unmittelbar das Resultat: Der Koeffizient cv
der Potenz u2v in der Entwicklung von p(u) ist eine ganze rationale In-
variante der Verzweigungsform von der Dimension (y + 1) und laBt sich
demnach auf Grund des Ansatzes (14) S. 123 als ganze rationale Funktion
der gs, g3 bis auf numerische Faktoren sofort anschreiben.

Die Funktionen p(u), p'{u) zeigen hier ihren Charakter als ellip-
tische Funktionen erster Stufe insofern aufs neue, als die ,rationalen
Invarianten die Entwicklungskoeffizienten in (1) zusammensetzen. Wollen
wir Ubrigens die Abhangigkeit von g2 und g3 in den Symbolen unserer
Funktionen mit zum Ausdruck bringen, so schreiben wir ausfuhrlicher:

P'(«5 ff*>9*)

Auf Grund von (6) S. 199 gewinnen wir aus (1) nun auch eine
Potenzreihe fir die eindeutige Funktion £(u) in der Umgebung von
u — 0. Hierbei ist es besonders zweckmaRig, Uber die untere Grenze
des Normalintegrales zweiter Gattung nunmehr so zu verflgen, daB in
der sich ergebenden Potenzreihe fiir &(n) kein Absolutglied auftritt; Z(u)
wird auf diese Weise eine ungerade Funktion von u. Das nunmehr
eindeutig bestimmte Normalintegral zweiter Gattung erster Stufe &(n) ge-
stattet in der Umgebung von u = 0 die Darstellung:

deren Konvergenzkreis natirlich wieder der bisherige ist. Der Stern soll
darauf aufmerksam machen, da3 in der Entwicklung dieser ungeraden
Funktion das Glied mit ul fehlt. Soll die Abhéngigkeit von g2 und g3
besonders hervorgehoben werden, so bedienen wir uns der Bezeichnung
8(u; g2 g3 fur das Integral zweiter Gattung erster Stufe.

8 4. Darstellung der Elementarintegrale in u. Vorlaufiges tber
die Additionstheoreine.

Die Beziehung des Elementarintegrales z t+ zum Normalintegral

zweiter Gattung ist in (4) S. 152 aufgestellt. Die Entwicklung von zt

in der Umgebung der Stelle t hatte das Anfangsglied z'~1, unter z* die

»normale* EntwicklungsgrofRe (s. S. 140) verstanden. Der Faktor auf
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der linken Seite der genannten Gleichung wird hier in neuer Weise
verstandlich. Entspricht namlich der Stelle t der F2 der Punkt v des

Periodenparallelogramms, so bewirkt jener Faktor, daR CIUt-ZtaIs Funk-

tion von u in der Umgebung jener Stelle v einfach das Anfangsglied
(u—v)~1 der Potenzreihenentwicklung gewinnt.

Man erkennt nun nach den S. 197 auf die elliptischen Funktionen
angewandten Uberlegungen in £w—v) ein Integral zweiter Gattung mit
einem bei v gelegenen Polel) und zufolge (2) S. 201 mit dem An-
fangsgliede (u —v)~1 der Entwicklung nach Potenzen von (« —v).

Somit ist ~ - Zt bis auf eine additive Konstante gleich &(« —v)’ und

die Gleichung (4) S. 152 ergibt in unseren jetzigen Bezeichnungen,
wenn uQder Stelle zn entspricht:

Wir erkennen hieraus, daf;

einen von u unabhdngigen Wert hat, der sich, da das Quadrat dieses
Ausdrucks in u und v symmetrisch ist, auch als von v unabhdngig
erweist. Zur Berechnung dieses Wertes entwickeln wir den Ausdruck
etwa nach Potenzen von u, wobei also nur ein einziges Glied, ndmlich
das Absolutglied auftreten darf, das dann eben jenen zu berechnenden
Wert ergibt. Die Rechnung, welche die Reihen (1) und (2) des vo-
rigen Paragraphen zu benutzen hat, liefert auf diese Weise den Wert 0
flr die gesuchte von u und v unabhédngige GroRe. Fir das Elementar-
integral ziveiter Gattung &(n —v) mit dem Pole v gewinnen ivir somit
die Darstellung:.

Nehmen wir einen Zeichenwechsel von v in dieser Gleichung vor,
so nimmt dieselbe, da <peine gerade Funktion und jp' sowie & ungerade
Funktionen sind, die Gestalt an:

und lehrt somit, dal sich & gebildet fir die Summe (u -f v), in ein-
facher Weise rational durch die Funictionen & p, ¢ gebildet fiir die einzelnen
Summanden u, v, ausdriichen laBt. Wir haben damit das sogenannte
,,Additionstheorem** fiir das Normalintegral zweiter Gattung erster Stufe

1) Siehe auch die Note S. 108.
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gewonnen, einen ersten Spezialfall einer Reihe wichtiger Theoreme, die
wir spater in einem besonderen Kapitel behandeln werden.

Im Mittelpunkte der algebraischen Entwicklungen zum invarianten
Aufbau der Elementarintegrale stand die in (10) S. 146 gegebene alge-
braische Funktion zweier Flachenpunkte @ (z, t), die symmetrisch in
z und t war und etwa bei festgehaltenem t eine zweiwertige Funktion
von z mit einem Pole zweiter Ordnung an der Stelle t lieferte. Zufolge
der vorhin angegebenen Beziehung des Elementarintegrals Zt zum Normal-
integral £(w) rechnet sich die Gleichung (13) S. 149 in die folgende
Gestalt um:

Durch Differentiation nach u finden wir mit Ricksicht auf (6) S. 199
sofort den Satz: Unsere Funktion ®(¢, t) ist in der neuen Bezeichnung
einfach identisch mit p(u —v):

Tragen wir den ausfiihrlichen Ausdruck von @®(¢,i) unter Benutzung
der Yerzweigungsform erster Stufe ein (vgl. S. 146) und nehmen noch
einen ZeichenWechsel von v vor, so folgt:

Hier haben wir das ,,Additionsthcoremu fiir die Funktion p vor uns und
erkennen, dafl sich auch p (ii -f v) in einfacher Art rational durch die
Funktionen p und p' der Summanden u, v darstellt. Eine etwas ein-
fachere Gestalt des Theorems (4) ergibt sich aus (2), indem man diese
Formel einmal nach u und sodann nach v differenziert:

Addiert man diese Gleichungen und benutzt die Relation:

so ergibt sich leicht als neue Gestalt des Additionstheorems:

Behandelt man diese Gleichung genau wie soeben die Gleichung
(2), so gelangt mau leicht auch zu einem Ausdrucke fiir das Additions-
theorem der Funktion p'.

Die gewonnenen Formeln haben Ubrigens fur unsere Entwicklungen
von S. 1891f. noch eine sehr bemerkenswerte Bedeutung. Wir lernten
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damals eine kontinuierliche Gruppe von zweifach unendlich vielen Trans-
formationen der Riemannschen Flache F2 in sich kennen, welche wir
mittelst des Integrals erster Gattung in der Gestalt:

dargestellt fanden, unter v einen Parameter verstanden, der die Flache
des Periodenparallelogramms zu beschreiben hatte. Hier ist es nun
offenbar die Bedeutung der Additionstheoreme;

daR sie unmittelbar den algebraischen Ausdruck jener Transformationen der
F2 in sich darstellen.

Um schlieflich auch noch die Elementarintegrale dritter Gattung
zu erledigen, haben wir einfach auf den Ausdruck (14) S. 149 dieser In-
tegrale zuriickzugehen und denken die damaligen Integrationswege auf
das Periodenparallelogramm Ubertragen. Behalten wir fir das Integral,
auch wenn wir nunmehr u als Argument einfiihren, die Bezeich-
nung P bei, so ergibt sich: Bas Elementarintegral dritter Gattung

P “** mit den Grenzen u0 und u und den ,Barometern* vO und v stellt
sich mittelst der Funktion p so dar:

~u

nach Ausfihrung der Integration in bezug auf v gewinnt man als Dar-
stellung von P “** n» Integral zweiter Gattung:

8 5. Darstellung aller elliptischen)Funktionen des Kérpers durch
die Funktionen & p,p'. p",...

Nach (5) S. 198 ist jede elliptische Funktion 4>u) des vorliegen-
den Korpers als rationale Funktion von p(u) und p'(u) darstellbar.
Bei der wirklichen Ausrechnung solcher Darstellungen im Einzelfalle
kann man sich funktionentheoretischer SchluBweisen bedienen, welche
sich auf die Eigenschaften der algebraischen Funktionen und der Inte-
grale der F2 griinden. Wir notieren z B. den Satz, dafl eine elliptische
Funktion des Korpers, welche im Periodenparallelogramm entweder pol-
frei ist oder doch nur einen einzigen Pol erster Ordnung haben ,kénntet\
notwendig mit einer Konstanten identisch ist. Wir machen ferner auf
den Satz aufmerksam, daf eine Funktion, welche entweder' eine Konstante
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oder ein Integral erster Gattung sein lann, notivendig mit einer Konstante
identisch ist, wenn sie sich hei Vermehrung von u um 2 nicht andert.

Die Darstellung (5) S. 198 einer einzelnen Funktion {(u) des Koér-
pers kann man nun durch Vermittlung einer anderen, besonders (ber-
sichtlichen Darstellung von i>{u) in £ p, p', p", ... gewinnen, welche
wir hier besprechen wollen. Statt des bisherigen Integrals &(u) benutzen

wir hierbei zweckméBig das ,,transzendent normierte* Integral (vgl. dartber
oben S. 163):

welches zufolge der Legendreschen Relation (6) S. 160 folgenden Be-
dingungen genugt:

und also insbesondere bei Vermehrung von u um w2 unverdandert bleibt.

Die darzustellende Funktion -@(n) habe nun an der Stelle v des
Periodenparallelogramms einen Pol Ordnung, und zwar gelte fur
die Umgebung desselben die Entwicklung:

In der gleichen Umgebung gelten die Darstellungen:

wobei wichtig ist, daR in jeder Reihe nur ein einziges Glied mit nega-
tivem Exponenten auftritt. Wir konnen daraufhin leicht ein Aggregat:

(B) Az(u—V)+ Bp(u —v) + cp'(u —V) FDp"(u—V) §----

bilden, dessen Entwicklung nach Potenzen von (u—vV) in den v ersten
Gliedern mit der Reihe fir ip(u) genau Ubereinstimmt; man hat zu setzen:

Einen von v verschiedenen Pol hat (brigens das Aggregat im Perioden-
parallelogramm nicht. Zieht mau dieses Aggregat also von ip(u) ab, so
bleibt die Differenz im Punkte v analytisch und wird Ubrigens nur
wieder die sonstigen Pole von ({u), und keine weiteren, aufweisen.
Man wolle nun fir jeden dieser tbrigen im Periodenparallelogramm
gelegenen Pole ein entsprechendes Aggregat abziehen und gelangt schlieR3-
lich zu einer Differenz, welche im Parallelogramm (berall polfrei (ana-
Iytisch) ist. Wegen der ersten Glieder in den Aggregaten (3) scheint
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zunachst noch die Madglichkeit zu bestehen, dal? diese Differenz ein
Integral und dann natirlich ein solches erster Gattung ist. Aber die
Differenz andert sich zufolge (2) bei Vermehrung von u um w2 nicht
und ist deshalb mit einer Konstanten Ao identisch. Die elliptische
Funktion ik(u) des vorliegenden Korpers laft sich demnach durch das
transzendent normierte Integral zweiter Gattung, die <p-Funktion und ihre
Ableitungen in der Gestalt:

darstellen, wobei sich die Summe auf die verschiedenen im Feriodenparalle-
logramm gelegenen Pole von y(n) bezieht.l)

Bei Vermehrung von u um andert sich das erste Glied des
einzelnen Aggregates in (4) rechts zufolge (2) um

Da w(u) selbst indessen bei Vermehrung des u um unverandert
bleibt, so folgt: Die auf die gesamten im Periodenparallelogramm ge-
legenen Pole von ¢ (u) bezogene Summe der Koeffizienten Ak verschwindet:

Dieser Satz 1aRt sich auch unmittelbar auf Grund des an (3) S. 38
angeschlossenen allgemeinen Residuensatzes beweisen, wie spéterhin noch
naher auszufihren ist. Im Gbrigen erkennen wir in Gleichung (5)
einfach den S. 141 aufgestellten Satz wieder, da3 die Summe der Residuen
aller logarithmischen Unstetigkeitspunkte des Integrals:

verschwindet, wobei sich die Sprechweise ,aller Unstetigkeitspunkte
natiirlich der F2 entsprechend nur auf ein einzelnes Periodenparallelo-
gramm bezieht.

Zufolge (5) kénnen wir Ubrigens in (4), ohne den Charakter dieser
Gleichung zu &andern, auch wieder das urspriingliche ¢ statt des tran-
szendent normierten Integrals ¢ einfihren. Es ergibt sich einfach:

wobei die Konstante A0 gegeben ist durch:

1) In algebraischer Gestalt findet man die gleiche Uberlegung S. 151 zur
Aufstellung des allgemeinsten elliptischen Integrals der F2 angewandt. Ubrigens
erkennt man in der Gleichung (4) ein Annlogon der Partialbruchzerlegung (1) S. 61
einer rationalen Funktion.
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Will man nun von hieraus die rationale Darstellung von 4'(u) in
p(u), p'(u) gewinnen, so hat man zunéchst die aus (4) S. 198 durch
Differentiation entspringenden Gleichungen:

*>"0) = QP(Y2—yft, P"(u) = 12p(u)p\u),- mm
zu benutzen, welche alle hoéheren Ableitungen p"(u), p™(w),ess als
rationale ganze Funktion von p(u) und p'(u) darstellen. Die alsdann
noch bleibenden Ausdriicke:

I(u- v, p@ii—vk, p'(u-vk
sind hierauf weiter auf Grund der Additionstheoreme (I)ff. des vorigen
Paragraphen durch £(«), p(«), p'(u) auszudriicken, wobei sich zufolge
(5) die mit £(«) behafteten Glieder in der Summe gerade aufheben.

Das Ergebnis ist die Darstellung von p(ii) in der Gestalt (5) S. 198
als rationale Funktion vom p(u) und p'(u).

8 6. Die ganze transzendente Funktion 6 (u; y2 1.

Wir haben jetzt die Aufmerksamkeit auf die Existenz einer ge-
wissen ganzen transzendenten Funktion von w zu lenken, die in dem
Gesamtsystem aller im AnschluB an die F2 betrachteten Funktionen
als das einfachste Element zu betrachten ist.

Durch Integration von £(«) erhdlt man eine unendlich vieldeutige
Funktion:

(@) ft,(u)du,

die in den Gitterpunkten des Parallelogrammnetzes (ink<k+ m232
logarithmische Unstetigkeitspunkte hat, in der Umgebung jedes anderen
endlichen Punktes « indessen analytisch ist. In der Umgebung des
Gitterpunktes (mlal -~ m202 ist das Integral (1) zufolge der Gleichung:

Ew) = £(«— —m2ad) + + m2n2

und der Reihenentwicklung (2) S. 201, abgesehen von einer daselbst analy-
tischen Funktion, gleich log(u —mlal— 22a2. Demnach wird die
Exponentialfunktion des Integrales (1):

2 eXo<*a

in den Gitterpunkten und also in der ganzen endlichen «-Ebene wieder
tiberall analytisch; sie ist also injedem endlichen Bereiche der «-Ebene eine
eindeutige, endliche und analytische Funktion von u. Die Funktion (2) ist
weiter durch die Eigenschaft ausgezeichnet, dal} sie in jedem Gitterpunkte
einen Nullpunkt erster Ordnung hat und in jedem anderen endlichen
Funkte u von O verschieden ist; es handelt sich hier also um eine ganze
transzendente Funktion von w
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In (1) blieb die untere Grenze noch unbestimmt, so daf} unsere
ganze Funktion (2) nur erst bis auf einen konstanten Faktor bestimmt
ist. Wir wollen nun die hier noch erforderliche Festsetzung so treffen, daf:

gilt. Dies erreichen wir in der Art, daB wir zundchst das Integral
aufsteilen:

welches Ubrigens zufolge (2) S. 201 in der Umgebung des Nullpuuktes
die Entwicklung gestattet:

Das Integral (1) gestalten wir alsdann einfach zu folgendem bestimmten
Integrale aus:

Die nunmehr eindeutig bestimmte Exponentialfunktion dieses Integrals
ist die von WeierstralR eingefiihrte und von ihm durch <&u) bezeich-
nte ganze transzendente Funktion:

welche weiterhin die mannigfachste Verwendung finden wird; sie ist
eine ungerade Funktion von u, die (wie oben schon bemerkt) in jedem
Gitterpunkte einen Nullpunkt erster Ordnung hat, aber sonst fir jedes
endliche u von O verschieden ist.

Tragen wir die in (3) rechts stehende Reihe als Argument in die
Exponentialreine ein und setzen den Faktor u hinzu, so ergibt sich als
Potenzreihe flr die 6-Funktion:

Die rechnerische Herstellung dieser Reihe aus der Reihe (3) bezieht
sich natlrlich auf die Umgebung des Nullpunktes u = 0. Die Reihe (5)
selbst ist jedoch ,,bestandig konvergent®, da (5(u) eine ganze transzendente
Funktion ist. Durch den Stern auf der rechten Seite von (5) soll hervor-
gehoben werden, daB das Glied mit der Potenz u3in der Potenzreihe
von <o(u) ausfallt.
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Wollen wir die Abhangigkeit der Funktion (j(u) von den Inva-
rianten g2) /3 zum Ausdruck bringen, so bezeichnen wir die Funktion
durch das Symbol s (n; @ g3 Wir werden spaterhin eine partielle
Differentialgleichung aufstellen, welche diese Funktion in bezug auf
ihre drei Argumente u, g2, ga befriedigt. Aus dieser Differentialgleichung
1aRt sich eine Rekursionsformel zur Berechnung der Koeffizienten der
Potenzreihe (5) ableiten. Man findet auf diesem Wege in der S. 117
genannten Schrift von H. A. Schwarz die Koeffizienten der Potenzreihe
(5) der Funktion 6(w) bis zur Potenz u3 einschlieBlich wirklich berechnet.

Wir haben endlich das Verhalten der Funktion 6(w) bei Vermehrung
von u um Perioden festzustellen. Aus der Definition von (5(u) ergibt
sich unmittelbar folgende BarsStellung des Integrals zweiter Gattung £(m)
durch die "-Funktion:

Aus (4) S. 196 folgt demnach, wenn k einer der beiden Indizes 1 oder
2 ist:

Durch Integration und Herstellung der Exponentialfunktion des Ergeb-
nisses findet man:

unter ¢ eine von u unabhangige GroRe verstanden. Tragen wir u= —\ wA
ein und bericksichtigen, dal (5(w) eine ungerade Funktion ist und
6 (|w A nicht verschwindet, so erhalt man:

woraus sich ¢ sofort ergibt: Bei Vermehrung von u um Perioden zeigt
die Funktion <5(u) das Verhalten:

&ndert sich also um die multiplikative Exponentialfunktion des Integrals
erster Gattung:

Ubrigens zeigt man von (7) aus durch den SchluR der vollstandigen
Induktion mit Hilfe der Legendreschen Relation (6) S. 160 leicht die
flr beliebige ganze Zahlen mx, m2 gultige Regel:

Aus der Eunktion 6 (u) stellt man einfach in der Gestalt 6 (Uu—V)
eine ganze transzendente Funktion von u her, welche an der beliebig
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vorzuschreibenden Stelle v des Periodenparallelogramms ihren Nullpunkt
erster Ordnung hat und dann natdrlich auch in den mit v aquivalenten
Punkten des Parallelogrammnetzes verschwindet. Man kann diese Funk-
tion selbstverstandlich auch im Anschlul an das Integral zweiter Gattung
durch:

erklaren; bei Vermehrung von u um ok andert sie sich um den Faktor:

Ubertragen wir die Funktionswerte 6 (W—v) auf die Riemannsche
Flache F2, wo dem Werte v die Stelle t entspreche, so ergibt sich eine
auf der F2 Uberall analytische, etwa durch E (z,t) zu bezeichnende Funk-
tion, welche nur einen einzigen an der Stelle t gelegenen Nullpunkt erster’
Ordnung hat, sonst aber Gberall endlich und von O verschieden ist. Bei
Fortsetzung Uber den geschlossenen Weg qk geht diese Funktion in
sich selbst, multipliziert mit der' Exponentialfunktion eines Integrals erster
Gattung Uber:

Nach Weierstral3, der Funktionen dieser Art zuerst betrachtetel), be-
zeichnen wir E{z,t) als eine ,,Primfunktion* der Flache F22; sie ist auf
der F2 unendlich vieldeutig, ihr Feld P ist mit dem der Funktion u
identisch.

Wir hatten die Primfunktion E (z,t) auch bereits bei der algebraischen
Behandlung der F2 (vgl. S. 145ff.) einfihren kénnen und wollen hier nach-
traglich eine invariante Darstellung derselben auf der F2 angeben. Zu
diesem Zwecke leiten wir aus (9) die Gleichung ab:

Falst man die Integrale rechter Hand zusammen und andert die zunéachst
von uo Uber v nach u laufende Integrationsbahn in der Art unter Fest-
haltung von ug und u ein wenig ab, daR sie nicht mehr durch v hin-

:b Siehe den in W eierstrafl ,Werken*, Bd. 2, S. 235 verdffentlichten Brief
an Schwarz vom 3. Oktober 1875; die Bezeichnung E ist diesem Briefe entlehnt.

Z Bei der Produktdarstellung der algebraischen Funktionen der F* (siehe
dartuber die Entwicklungen des ndchsten Paragraphen) spielt E(Z,'[) dieselbe Rolle
wie die ,Primzahlen® bei der Zerlegung der rationalen Zahlen.
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durchlauft, so darf man die Differenz (gw—v) — (u — v)~1) gliedweise
integrieren und findet:

Hieraus geht, wenn wir neben v noch eine Stelle vo einflhren,

hervor, ww jetzt zufolge (7) S. 204 rechts im Exponenten unser Inte-
gral p v gewonnen ist. Notieren wir hier also gleich als ein zunéchst

beildufiges Ergebnis: Das Elementarintegral dritter Gattung PE’*° hangt
mit der RB-Funktion so zusammen:

Man lasse nun die Stelle u unendlich nahe an v und uo ebenso an
vn heranrticken; wir haben dann zu setzen:

und gewinnen aus den Eigenschaften der (3-Funktion:

Gleichung (12) nimmt hiernach die Gestalt an:

Da die Bezeichnung u jetzt frei geworden ist, wollen wir weiterhin
u statt v schreiben, um den Index O bei vo fortlassen zu konnen. Ldsen
wir die letzte Gleichung nach g (u —v) auf, so ergibt sich:

Wir brauchen jetzt nur noch diese Gleichung auf die Flache F2 zu
Ubertragen, wobei wir das Integral dritter Gattung in seiner urspriinglichen
invarianten Darstellungsform p+t3° wieder einzufiihren haben. So gewinnen
wir als invariante Darstellung der Primfunktion und damit der R-Funktion
auf der liiemannschen Flache F2 durch das Elementarintegral dritter
Gattung:

Diese von Klein aufgestellte Gleichung ist um so wichtiger, als sich
gezeigt hat, daf sie fir Riemannsche Flachen beliebigen Geschlechtes p
verallgemeinerungsfahig ist. Sie behalt dabei ihre rechtsseitige Gestalt
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vollstdndig bei; nur bat man sieb bei der Herstellung des ,,Uberall end-
lichen Differentials* du2, sobald p > 1 ist, an Stelle von z homogener
Variabein zIf z2 wie oben (S. 119ff) zu bedienen. An Stelle der ,,Funk-
tion* E(z,t) tritt alsdann fur p> 1 die von Klein mit £i(z1l}za; £
bezeichnet® ,,Pnm/brm*.J)

§ 7. Darstellung der elliptischen Funktionen durch die 6-Funktion.

Aus der oben gegebenen Erklarung der Funktion (3(w) flieBen um-
gekehrt die Darstellungen:

des Integrals zweiter Gattung und der Funktionen <®(u), @'(u), von
denen wir die erste bereits oben (S. 209) zu nennen hatten. Auch die
Darstellung des Elementarintegrales dritter Gattung durch die Funk-
tion 5(m:

ist eine unmittelbare Folge der Gleichung (12) S. 211; das hier dar-
gestellte Integral gestattet, wie man sieht, ,,Vertauschung der Argumente
und Earameteru (vgl. S. 150 und 163).

Hierlber hinaus kdnnen wir flr jede beliebige elliptische Funktion gi(n)
des vorgelegten Korpers eine Produktdarstellung mittels der 6-Funktion
aufbauen, welche auf der Eigenschaft dieser letzteren Funktion als
»Primfunktion“ beruht. Die Funktion y(vi) sei >w-wertig, und es mdgen
ihre m Nullpunkte im ersten Periodenparallelogramm? bei vif v2, ..., vm
gelegen sein, ihre m Pole bei wl}w2, ..., wm] ein Nullpunkt oder Pol
hoherer als erster Ordnung muf hierbei so oft aufgefiihrt sein, als seine
Ordnung erfordert.3

Die in Aussicht genommene Darstellung von g(u) kénnten wir leicht
auf Grund der Satze von § 5, S. 204ff., gewinnen, doch ist mit Ricksicht
auf die Entwicklungen des nachsten Paragraphen folgende selbstandige

1) Siehe Klein, ,Uber hyperelliptische Sigmafunktionen*, Math. Ann. Bd. 27
(1886), S. 431 (insbes. § 12), ,,Zur Theorie der Abelschen Funktionen*, Math. Ann.
Bd. 36 (1889), S. IfF. Man vgl. auch ,,Modulfunktionen*, Bd. 2 S. 502 ff.

2) Naturlich mussen wir, wie oben (S. 195), von zwei homologen Punkten der
Gegenseiten wieder nur einen als zum Parallelogramm gehdrig ansehen; wir rechnen
etwa die beiden von 0 nach w, und w2 ziehenden Seiten zum Parallelogramm, wo
dann die gegeniiberliegenden Seiten den Nachbarparallelogrammen angehdren.

3) Wir erinnern daran, daf, wenn von den m Punkten, in denen ip(u) irgend-
einen vorgeRchriebenen komplexen Wert i) annimmt, etwa v Punkte bei uo koin-
zidieren, diese Stelle bei Abbildung des Periodenparallelogramms auf eine »i-blattrige
Flache Gber der y-Ebene einen ~-blattrigen Verzweigungspunkt liefert.
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Uberlegung vorzuziehen: Man bilde, den Nullpunkten und Polen von
i>(u) entsprechend, den nachfolgenden Quotienten zweier wi-gliedriger
6-Produkte:

Die hierdurch gegebene eindeutige Funktion von u stimmt, was Lage
und Ordnung der Nullpunkte und Pole angeht, genau mit p(ii) Uber-
ein, so daR das Produkt von und dem reziproken Werte des Aus-
drucks (3) eine in der ganzen endlichen tt-Ebene endliche, nichtver-
schwindende analytische Funktion ist. Demnach ist auch noch der natir-
liche Logarithmus dieses Produktes in der ganzen endlichen it-Ebene
analytisch und eindeutig.) Bei Vermehrung von a um ok nhimmt aber
unser Produkt zufolge (7) S. 209 den von u unabhangigen Faktor an:

Jener Logarithmus &andert sich also bei Zunahme von n um ok um
einen von n unabhéngigen additiven Betrag und erweist sich demnach
als ein Integral erster Gattung.2 Hieraus ergibt sich, dafd unsere Funk-
tion r[f(u) in folgender Art darstellbar sein muf3:

unter A und c Konstante verstanden.

c bleibt notwendig unbestimmt, solange wir nur erst die Null-
punkte und Pole von y(n) geben. Dagegen ist A aus der Bedingung
bestimmbar, da y(n) bei Vermehrung des Argumentes u sowohl um
oy als w2 unverandert bleiben mul3. Diese Forderung liefert die beiden
Gleichungen:

welche, unter mi1 und m2 zwei ganze Zahlen verstanden, auch so ge-
schrieben werden kénnen:

Wir wollen diese beiden Gleichungen zunéchst zur Elimination der
beiden ersten Glieder Aw1} Aw2 verbinden und gewinnen so mit Be-
nutzung der Legendreschen Relation (6) S. 160:

1) Die Funktion log z hat nach S. 52 ff eben nur z—o0 und z = o0 zu singu-
laren, und zwar wesentlich singuldren Punkten und erweist sich nur bei Umléufen
um diese Punkte als mehrdeutig.

2) Siehe die Note S 198 in sinngemaRer Ubertragung auf die Integrale erster
Gattung.
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Hierdurch ist die héchst wichtige Tatsache aufgedeckt, daB die Null-
punkte v und Pole w unserer elliptischen Funktion @ (u) nicht, wie z. B.
die Nullpunkte und Pole einer rationalen Funktion, véllig frei beweglich
sind, sondern jedenfalls durch ,eine“ Pelation, eben die Gleichung (5) mit
zwei ganzen Zahlen mX M2 aneinander gebunden sind. Umgekehrt liefert
uns fur. die hier yorgelegte Funktion die Gleichung (5) die besonderen
ihr zugehorigen ganzen Zahlen mx, m2

Kombinieren wir jetzt die Gleichungen (4) zur Elimination der
Glieder mit rv rj2, so folgt unter erneuter Anwendung der Legendreschen
Relation (6) S. 160:

Unsere m-wertige elliptische Funktion y (u), fur deren Nullpunkte und Pole
die Pelation (8) mit zwei ganzen Zahlen mv m2 gultig ist, 1aRt sich in fol-
gender Art als Quotient zweier m-gliedrigen (5-Produkte darstellenl):

Ubrigens erkennt man leicht, dal auch die Umkehrung gilt: sind zwei
Punktsysteme des Periodenparallelogramms vX v2, vmund wx, U2, ..., ivm
irgendwie so gewahlt, daR die Gleichung (5) mit ganzzahligen mx, m2 gilt,
so gewinnt man in (6) stets eine zugehérige elliptische Funktion, deren
Wertigkeit <i m ist. Wir haben hierbei der Moglichkeit, daf} die Wertig-
keit < m ist, Raum gegeben, um die Falle, daf} Nullstellen v mit Polen
w zum Zusammenfall und damit zum gegenseitigen Fortheben kommen,
nicht auszuschlie3en.

Die Gleichung (5) bringt das ,Abelsche Theorem=2 fiir das ellip-
tische Integral erster Gattung zum Ausdruck und soll weiterhin unter
dieser Benennung zitiert werden. Die Bedeutung dieser Formel und der
in ihr auftretenden ganzen Zahlen mx m2 wird durch folgende Betrach-
tung aufgeklart. Wir wollen die ra-bléattrige Riemannsche Flache FD
Uber der y-Ebene einfiihren, auf welche das Periodenparallelogramm
durch die Funktion y(n) abgebildet wird. Auch umgekehrt wollen wir
uns sogleich wieder die Fm auf alle Periodenparallelogramme unseres
Netzes abgebildet denken, wo dann im einzelnen Parallelogramme ge-
rade m Bilder der ,,y-Ebene* als nebeneinander gelagerte Bereiche Platz
finden. Die Bilder solcher Bléatter der Flache F , welche vom Quer-

1) Wie die Darstellung (6) S. 206 der Partialbruchzerlegung (1) S. 61 der ratio-
nalen Funktion gegeniberstand, so entspricht die jetzige Darstellung (6) von IKU)
der Linearfaktorenzerlegung der rationalen Funktionen (vgl. (2) S. 62 und (3) S.46).

2) So benannt nach Jacobis Vorschlag; s. Abel, ,,Memoire sur une proprietd
generale d’une classe tres-etendue de fonctions transcendantes®, (verfat 1826),
Oeuvres completes de N. H. Abel, Christiania (1881), Bd. 1 S. 145.
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schnittsystem durchzogen sind, reichen dabei vom einzelnen Parallelo-
gramm in benachbarte Parallelogramme hinein. Beschranken wir uns
auf das einzelne Parallelogramm, so erscheinen die Bilder jener beson-
deren Blétter den Schnitten entsprechend zerstiickt.

Ist nun irgendein endlicher komplexer Wert, so mdgen die
Nullpunkte von (Q(u)—y0, etwa im ersten Parallelogramm, bei uv
u2 ..., umliegen. Einer Anderung von {0 um &y mogen die Anderungen
der NuIIpunkte um duv du2 ..., dum entsprechen. Da die Pole ihre
Stellen u behalten haben, so gilt eine Gleichung (5) mit ganzen Zahlen
mv 7n2 sowohl wenn wir die vk durch die uk ersetzen, als auch wenn
wir die Werte (uk-~duk an Stelle der vk eintragen. Hiernach ist die
Summe (dux--du2-j- ...+ dunm) selber eine ganzzahlige Kombination
(m[  -fm2w?d der Perioden. Da aber jene Summe unendlich klein
ist, so folgt m'= 0, m2= 0, und also gilt:

Wir wollen dies Ergebnis zundchst auf der FQ weiter verfolgen
und beschreiben von den m Ubereinander liegenden Stellen Y0 m kon-
gruente Integrationsbahnen in den m Blattern bis zu einem beliebigen
Systeme von m (bereinander liegenden Endpunkten (- diese m Wege
durfen abgesehen davon, daR sie genau Ubereinander verlaufen sollen,
beliebig gewéahlt werden und insbesondere auch irgendwie Uber Quer-
schnitte hinwegschreiten. Dann folgt aus (7) durch Integration Uber
die gewdhlten Bahnen:

als Ausdruck des Abelschen Theorems, wobei duk das Differential des
Integrals erster Gattung im Jn Blatte ist.

Nun setze man insbesondere 0= oo und ¢ = 0. Fir die m An-
fangswerte des Integrals durfen wir die obigen ivif w2 .. ., wm benutzen.
Die Integrationsbahnen werden dann, dem Werte ¢ = 0 der oberen
Grenze entsprechend, zu Endwerten v[, v2, ..., vm flhren, welche zu-
folge (8) mit den Anfangswerten durch die Relation:

verbunden sind. Hier liegen dann aber keineswegs alle Endwerte vk not-
wendig auch im ersten Parallelogramm; denn die m Integrationswege
kénnen ja irgendwie die Querschnitte Uberschritten haben. Wir kénnen
vielmehr nur aussagen, dal die vk in ihrer Gesamtheit ein mit den vk
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aquivalentes Punktsystem im Parallelogrammnetz darstellen. Es existiert
also eine Gleichung:

mit ganzen Zahlen mv m2 deren Addition zur letzten Gleichung uns
dann in der Tat zur obigen Relation (5) zurtckfihrt.

Ubrigens ist hiernach einleuchtend, daR wir die Nullpunkte vk und
Pole ivk von @{n)} sofern sie nicht alle dem gleichen Parallelogramm
anzugehdren brauchen, immer so wéhlen kdnnen, daf die Gleichung:

unmittelbar gltig ist. Dann tritt an Stelle von (6) die noch etwas ein-
fachere Darstellung unserer Funktion {(u):

Als Beispiele fiir diese Gleichung betrachten wir die Darstellungen
von p(u) und p'(u). Die beiden Pole der zweiwertigen Funktion p(u)
fallen bei u= 0 zusammen. Ein Nullpunkt a0ist der im Innern des spitz-
winkligen Dreiecks der Fig. 37, S. 171 sichtbare Scheitelpunkt des Win-
kels o3; genauere Angaben Uber seine Lage lassen sich allgemein nicht
machen.) Jedenfalls dirfen wir aber als zweiten Nullpunkt —w0 ge-
brauchen und befriedigen damit die Relation (9). In der zugehdrigen
Darstellung (10) haben wir dann C so zu bestimmen, daB die aus (1)
S. 200 folgende Bedingung:

erfullt ist. Wir erhalten so:

Die drei Pole der Funktion <p'(u) fallen wieder bei n = 0 zusam-
men. lhre drei Nullpunkte entsprechen den endlichen Verzweigungs-
punkten efe2 e3 und sind also im Periodenparallelogramm bei
Y(wx-f o8 gelegen. Man wird leicht die Richtigkeit der nachfolgenden
Darstellung erkennen:

1) In den Spezialfédllen g~ — 0 und (B= 0 liegen die Verhaltnisse jedoch sehr
einfach. Im &dquianharmonischen Falle (vgl. Fig. 37, S. 171, wo jetzt das damalige
Kurvenviereck geradlinig wird) kénnen wir + 0 wit — a’s Nullpunkte der p-
Funktion heranziehen; im harmonischen Falle (vgl. Fig. 38 und 40, S. 173) koin-
zidieren die Nullpunkte von p(u) im Mittelpunkte des Periodenquadrates.
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Ubrigens merken wir bei dieser Gelegenheit die aus unseren friiheren
Entwicklungen (S. 166ff) sich unmittelbar ergebenden Gleichungen an:

SchlieBlich wollen wir noch (p(w) —RB(v)) der Darstellung (10)
unterwerfen. Die Pole dieser zweiwertigen ,,Funktion von uu liegen
wieder bei u= 0 vereint, und als Nullpunkte konnen wir einfach v
und —v benutzen. Wir gelangen zur Darstellung:

8 8. Die elliptischen Funktionen der zweiten und dritten Art.

Von Ch. Hermitel ist eine Erweiterung des Begriffs der ellip-
tischen Funktionen eingefiihrt, welche wir im AnschluR an unsere Sprech-
weise so erklaren kénnen: Eine Funktion @(n), deren Feld die schlichte
u-Ebene, abgesehen vom Punkte oo ist, heil3t eine elliptische Funktion
zweiter Art, falls sie bei Vennehrung von u um ok in sich selbst, mul-
tipliziert mit einem von u unabhéngigen Faktor X Ubergeht:

Die bisherigen elliptischen Funktionen werden demgegenuber als
solche von der ersten Art bezeichnet. Ubrigens werden diese letzteren
von den elliptischen Funktionen zweiter Art mit umfalt, insofern in
(1) die besonderen Faktoren A1= 1, A2= 1 nicht ausgeschlossen sind.

Hieran schliet sich weiter die folgende Erklarung: Eine Funktion
@ (W), deren Feld die schlichte u-Ebene, abgesehen vom Punkte 00 ist,
heilt eine elliptische Funktion dritter Art, falls sie bei Vermehrung von
u um ok in sich selbst, multipliziert mit der Exponentialfunktion eines
Integrals erster Gattung, Ubergeht:

Es ist einleuchtend, dafR diese Art sowohl die Funktionen zweiter als
diejenigen erster Art in sich begreift.2

Zu den Funktionen dritter Art gehort insbesondere die Funktion 6(w).
Inwieweit im Ubrigen fir das von unserer F2 gelieferte Parallelogramm-
netz bei willkiihrlich gewahlten Faktoren Xk bzw. Koeffizienten gk, vk
zugehorige Funktionen existieren, ist gleich naher festzustellen.

1) S.die Abhandlungenreihe ,,Sur quelques applications des fonctions elliptiques*
in den Pariser Comptes Rendus, Bd. 85— 94 (1877 —82) oder Ch. Hermite, ,,Oeuvres*,
publ. par E. Picard, 3 Bde. (Paris, 1905ff.), Bd. 3, S. 266ff.

2) Die Faktoren 2in sind zur Vereinfachung spéterer Rechnungen in die

BExponenten aufgenomr men.
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Zwei Funktionen gleicher Art, welche bei Vermehrung von u um
ak einen und denselben Faktor annehmen, bezeichnet man als ,gleich-
andrig®. Einleuchtend sind dann folgende Sé&tze: Oer Quotient zweier
gleichéndrigen elliptischen Funktionen st stets eine elliptische Funktion
erster Art; alle mit einer gegebenen Funktion zweiter oder dritter AH (i (u)
gleichéndrigen Funktionen gewinnen wir durch Multiplikation von s (u) mit
den gesamten Funktionen erster AH.

Es ist nun leicht einzusehen, daf® wir in den elliptischen Funktionen
zweiter und dritter Art wesentlich neue Funktionen keineswegs zu er-
blicken haben. Eine einzelne Funktion @(n) kann ndmlich, da sie im
Periodenparellelogramm frei von wesentlich singuldren Punkten ist,
ebenda nur endlich viele, etwa m Nullpunkte erster Ordnung haben,
desgleichen nur endlich viele, etwa n Pole erster Ordnung. Mdgen die
ersteren bei vx, v2, ..., vm die letzteren bei wx, w2 .. ., wn gelegen
sein, wobei wir etwaige Nullpunkte oder Pole hoherer Ordnung wie
oben (S. 212) wieder in der Weise bericksichtigen wollen, da wir die
betreffenden Stellen v bzw. w der Ordnung entsprechend mehrfach
auffahren.

Nun folgt aus den Bedingungen (1) bzw. (2) sofort, dal die vor-
gelegte Funktion ip(u) in den Ubrigen Parallelogrammen des Netzes
an den mit den v und w &quivalenten Stellen ihre Nullpunkte und
Pole besitzt. Es wird demnach der aus der 6-Funktion aufgebaute
Ausdruck:

eine eindeutige Funktion von u darstellen, welche genau in derselben
Weise verschwindet und unendlich wird wie -((u). Das Produkt von
ip(u) und dem reziproken Werte des Ausdrucks (3) ist demnach eine
in der endlichen u-Ebene Uberall eindeutige endliche und von 0 ver-
schiedene Funktion. Der natlrliche Logarithmus dieser Funktion ist
also eine in der ganzen endlichen u-Ebene eindeutige analytische
und damit polfreie Funktion, und dasselbe wird demnach auch von der
nach u genommenen Ableitung dieses Logarithmus gelten.

Aber das Produkt von y(n) und dem reziproken Werte von (3)
verhdlt sich zufolge (1) bzw. (2) sowie (7) S. 209 bei Vermehrung von
u um wie eine elliptische Funktion dritter Art.) Demnach wird
die eben erwdhnte Ableitung des Logarithmus bei Vermehrung von u
um (k sich bis auf eine additive Konstante reproduzieren und stellt
also notwendig ein Integral erster Gattung dar. Durch Integration und

1) Man beachte, daB die dritte Art die Funktionen der beiden ersten Arten
mit umfaBt.
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Ubergang zur Exponentialfunktion ergibt sich daraus unmittelbar der
Satz: Die elliptische Funktion zweiter oder dritter Art (n) last sich
mittels des Integrals erster Gattung und der 6-Funktion in der Gestalt
darstellen:

Aber auch umgekehrt ist einleuchtend, dafl jeder solche Ausdruck
(4) mit irgendwie gewahlten Konstanten A, 'E, C, Nullpunkten v und Polen
w eine elliptische Funktion einer der drei Arten darstellt. Dies ergibt sich
aus der Bauart der rechten Seite von (4) mit Ricksicht auf das Ver-
halten der 6-Funktion bei Vermehrung von u um cm

Wir denken nun in (1) bzw. (2) das rechts stehende Faktoren-
system willkirlich gewéhlt und fragen, ob wir in (4) Uber die Null-
punkte und Pole sowie die Konstanten A und 'E so verfligen konnen,
dal wir eine Funktion dieses Faktorensystems gewinnen. Bei der fol-
genden Betrachtung koénnen wir die Funktionen zweiter Art zundchst
denen der dritten Art unterordnen; sie entsprechen einfach den Werten
gi= 0, y2= 0 der beiden Koeffizienten y. Ubrigens schreiben wir zur
Abkiirzung:

Das Verhalten des in (4) rechts stehenden Ausdrucks bei Ver-
mehrung von u um Perioden folgt aus (7) S. 209. Damit den Relationen
(2) genugt wird, missen die Gleichungen bestehen:

unter mx und m2 zwei ganze Zahlen verstanden. Die beiden letzten
Gleichungen lassen sich mittelst der beiden Gleichungen (6) in die fol-
genden Gestalten umrechnen:

Liegt nun die zweite Art vor, so ist pyx= pu2= 0. Die beiden Glei-
chungen (6) fir A und (in —n) haben die Determinante:

so dal jetzt A = 0 und m= n gilt. Die Gleichungen (7) kiirzen sich
unter Einfuhrung der Multiplikatoren A2 auf:
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und ergeben fir B und (F—TF):

Ist m= 0, so sind die Faktoren Ax, A2 durch die Relation:

aneinander gebunden und also nicht frei wahlbar; in diesem Falle
reduziert sich Q(u) auf die Exponentialfunktion eines Integrals erster
Gattung. Schliefen wir diesen Fall aus, so folgt: Fuir willkiirlich ge-
icahltes Faktorensystem AL} A2 und beliebig vorgeschriebene Anzahl m > 0
gibt es zugehdrige elliptische Funktionen zweiter Art; dieselben haben all-
gemein die Gestalt:

weisen also im Periodenparallelogramm ebenso viele Nullpunkte ivie Pole
auf. B hat die in (8) angegebene Bedeutung; mx, m2 ergeben sich aus
der zweiten Gleichung (8), welche eine dem Abelschen Theorem (5) S. 213
entsprechende Beziehung zwischen den Nullpunkten und Polen von i (u)
darstellt.

Handelt es sich weiter um eine Funktion dritter Art, die nicht schon
der ersten oder zweiten Art angehort, so verschwinden die Koeffizienten
p1} u2jedenfalls nicht beide. Die Lésung der Gleichungen (6) liefert nun:

Hieraus folgt zundchst: Die Koeffizienten py, p2 sind nicht unabhéngig
voneinander wahlbar; vielmehr muBR (wyu2—w2u)) eine ganze Zahl sein,
die wir (auch wenn sie gleich 0 oder negativ ist) als die ,,Ordnungi( der
elliptischen Funktion dritter Art bezeichnen, und die clen Tiberschul? der
Anzahl m der Nullpunkte von (i(u) tber die Anzahl n der Pole im Perio-
denparallelogramm darstellt.

Weiter ergibt die Auflésung der Gleichungen (7) furB und (V—W):

Ist die aus der zweiten Gleichung (10) zu bestimmende Ordnung
gleich 0, und setzt man m= 0, n = 0, so folgt als eine weitere ein-
schrankende Bedingung fur die p, v:
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und es reduziert sich ¢(n) auf die Exponentialfunktion einer ganzen
Funktion zweiten Grades von u. Schlieen wir diesen Fall aus, so folgt:
Sind die pp2 vifv2 bis auf die schon formulierte Bedingung der uZ} u2
gewahlt, so gibt es fiir jede Auswahl zweier nicht-negativen (und nicht
zugleich verschwindenden) ganzen Zahlen m, n, deren Differenz die durch
pt, p2 festgelegte ,,Ordnung* ist, zugehorige elliptische Funktionen dritter
Art. Flr deren im Periodenparallelogramm gelegenen Nullpunkte und
Pole gilt die dem Abelschen Theorem (5) S. 213 entsprechende zweite Re-
lation (11), welche zugleich die ganzen Zahlen m{, m2 festlegt; mit Urnen
baut sich B in Gestalt der ersten Gleichung (11) auf wéhrend A durch
(10) gegeben ist.

Die elliptischen Funktionen dritter Art von der Ordnung O sind
Ubrigens mit den Funktionen der zweiten Art nahe verwandt und kénnen
durch Zusatz von Exponentialfaktoren zu Funktionen zweiter Art gemacht
werden. Ist ndmlich m = n, so folgt aus der zweiten Gleichung (10):

Nennen wir den gemeinsamen Wert dieser Quotienten abkirzend r, so
ergibt sich leicht: Eine elliptische Funktion dritter Art {(w) der Ordnung O
liefert in der Gestalt:

eine solche der zweiten Art von den Faktoren:

Soll eine unserer Funktionen (p) polfrei sein und weder mit
einer Konstanten noch mit der Exponentialfunktion eines Integrals erster
Gattung identisch sein, somuf sie der dritten Art angehdren undhatdie Gestalt:

wir bezeichnen sie kurz als eine ,,ganze elliptische Funktion mter Ord-

nung“'l) Die zweite Gleichung (11) lautet jetzt:

wie denn auch dbrigens in den Gleichungen (10) und (11) einfach
n —0 einzutragen ist.

Mit Ricksicht auf die gleich folgende Untersuchung erinnern wir,
die Funktion (13) betreffend, nochmals an folgende Verhaltnisse. Sind

1) Auch andere Benennungen, wie z. B. die der ,Jacobischen Funktionen*,
kommen vor.
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irgend zwei gleiehdndrige ganze elliptische Funktionen mtr Ordnung,
so mogen fur die erste Funktion m[, m2 die beiden ganzen in (14)
rechts auftretenden Zahlen sein, fur die zweite aber m'f, m2. Wegen
der Gleichandrigkeit ergeben die Gleichungen (10) und (11):

Setzen wir also abkirzend:

mi- m\= MV - mi = m2 % = C-*

so folgt fur den Quotienten y(n) unserer beiden Funktionen, der eine
elliptische Funktion erster Art ist:

mit der aus (14) hervorgehenden Bedingung:

Vie V2+ ».«Fvm— u\ — w2 —1- " — wm= mlal -t m 2co2.

Wir sind hier also genau zur Darstellung (6) S. 214 der elliptischen
Funktionen erster Art durch die 6-Funktion zurickgefihrt. uUmgekehrt
gewinnen wir durch Multiplikation der besonderen ganzen elliptischen Funk-
tion mter Ordnung Y2(u) mit allen mdéglichen m-wertigen Funktionen erster
Art ¢(n) der Pole wv iv2 ..., wm in der Gestalt w2(U) -y (1) die ge-
samten mit ” (u) gleichandrigen ganzen elliptischen Funktionen mter
Ordnung.

8 9. Anzahltheorem Uber elliptische Funktionen mit gegebenen
Polen nebst Folgerungen.

Das Abelsche Theorem (5) S. 213 deckt uns ein eigentiimliches
Gesetz auf, welches die elliptischen Funktionen, d. i. diejenigen der er-
sten Art beherrscht. Sind etwa die Pole, deren Gesamtzahl m sei, im
Periodenparallelogramm festgelegt, so sind die m Nullpunkte nicht mehr
vollig frei wahlbar, vielmehr ist, wenn (m — 1) unter diesen Nullpunkten
beliebig gewahlt sind, der mte auf Grund der Gleichung:

(1) vm= m~i + moo™+ W+ W A------- I WM— — V2 --mmmem- vm t

im Periodenparallelogramm eindeutig mitbestimmt.1)
Die gleiche Eigenschaft haftet nattrlich den algebraischen Funk-

tionen der F2an, wie schon S. 2141F. ausgefihrt wurde. Ist ~ w{z)
eine m-wertige algebraische Funktion der F2 so mdge dieselbe den
speziellen komplexen Wert wo in den m Stellen zv z2,..., zm und den

1) Schreiben wir einen dieser Bedingung nicht genligenden mten Nullpunkt
vor, so ist eben nur erst eine elliptische Funktion zweiter Art mit diesen Null-
punkten und Polen angebbar.
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Wert ¢ in den Stellen z\, 2%)..., Zmannehmen. Die Gleichung (8) S.215
ergibt dann, flr die F2 umgeschrieben:

wobei die Integrationswege und damit die Zuordnung der Punkte zk zu
den Punkten ~.dadurch vorgezeichnet sind, dafl die Wege aufderw-blattrigen
Riemannschen Flache Friiher der "~Ebene kongruente tbereinanderliegende
Kurven von y0nach { sein mussen (vgl. S. 215). Wir wollen beildufig be-
merken, da wir die letzte Gleichung auch in allgemeiner Art aufbauen
durfen. Erstlich durfen wir jede einzelne Integrationskurve unter Fest-
haltung ihrer Endpunkte stetig &ndern, auch irgendwelche Perioden-
wege einhé@ngen, wobei dann freilich das Integral sich um entsprechende
Multipla von und ;. andert. Andererseits gilt:

woraus man leicht den Schlufl zieht, da? man die oberen Grenzen der
Integrale z[ irgendwie den unteren zk zuordnen darf. Das Abelsche Theo-
rem nimmt alsdann die Gestalt an:

wobei die m Punkte zk, in denen unsere m-ivertige algebraische Funktion
den Wert ¢ annimmt, den m Punkten zk in denen die Funktion gleich
0O wird, irgendwie zugeordnet sind, die Integrationswcge zwischen zwei
zugeordneten Punkten zk beliebig wahlbar sind und mv m2 zwei dieser
Wahl entsprechende ganze Zahlen bedeuten.

Was aber das Wesentliche ist, so kommt eben durch diese Gleichung
(2) auch wieder zum Ausdruck, daf nach Auswahl des Stellensystems
Zv 22, ..., zmdas zweite System zv z2 ..., zm an die Bedingung (2) ge-
knlipft ist, derzufolge eine unter diesen Stellen mit den (m — 1) Ubrigen
bereits eindeutig bestimmt ist.

Dieses Sachverhéltnis ist den algebraischen Funktionen auf einer
Riemannschen Flache der Geschlechtes p = 0 fremd. Wahlen wir zur
Darstellung dieser Funktionen eine einwertige z unter ihnen (vgl. S. 94)
und legen wir damit eine Fx zugrunde (d. h. die schlichte jz-Ebene),
so werden jene algebraischen Funktionen als rationale Funktionen B(z)
von z darstellbar. Hier dirfen wir in der Tat fir eine m-ivertige Funk-
tion Pi(z) die m Pole und m Nullpunkte véllig willkirlich und unab-
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héngig voneinander ivahlen, wodurch alsdann 11(z) bis auf einen kon-
stanten Faktor bestimmt ist (vgl. S. 61ff).

In anderer Gestalt ist uns die hier betrachtete Eigenschaft der
elliptischen Funktionen (erster Art) bereits S. 205ff. begegnet. Da im
Ausdruck (6) S.214 einer m-wertigen Funktion gi(n) mit vorgeschriebenen
Polen wt, w3, ..., wmneben (m—1) willkirlich wéhlbaren Nullstellen])
auch noch der Faktor C als endliche Konstante willkirlich wéhlbar ist,
so existieren m-fach unendlich viele Funktionen (i) mit vorgegebenen
m Polen.2 Dies ist nun gerade die Tatsache, welche in der Darstellung
(6) S. 206 von Y(u) unmittelbar zum Ausdruck kommt, insofern die
zunéchst in der Anzahl (m -p 1) auftretenden Koeffizienten AQ Ak Bk ...
zufolge der damaligen Relation (5) S. 206 sich auf m willkiirlich wéhl-
bare komplexe Koeffizienten reduzieren.

Wir wollen die vorliegenden Verhaltnisse in Gestalt eines Anzahl-
theorems charakterisieren, das uns in der aufzustellenden Gestalt spater
gute Dienste leisten wird. In der Formel (6) S. 206 ist der Mdglich-
keit der Koinzidenz der Pole explizite Rechnung getragen. Fallen die
m Pole an den v verschiedenen Stellen wv w2 ..., wv irgendwie zu-
sammen, so koénnen wir, indem wir gleich auf die Relation (5) S. 206
Riicksicht nehmen, irgendeine der zugehérigen Funktionen ((n) in der
nachfolgenden Gestalt darstellen:

Zugleich kénnen wir die jetzt noch Testierenden m Koeffizienten AQ Alf
..., Ar-1, Bk Ch...ganz willkirlich wahlen und gewinnen dann jedes-
mal eine zugehorige Funktion (n) mit den vorgeschriebenen m Polen.
Diese Pole durfen sich dabei sehr wohl zum Teil, ja sogar vollstandig
gegen Nullpunkte der dargestellten Funktion ip(u) fortheben; im Ex-
tremfalle, wo sich alle Pole fortheben, ist nur AO von O verschieden,
dagegen alle Ubrigen Koeffizienten gleich 0, so dafl ip(u) mit der Kon-
stanten AOQ identisch ist.

Gemall der hiermit festgelegten Auffassung haben wir zum Ge-

1) Wir erinnern hier gleich daran, dal auch Koinzidenzen von Nullpunkten
mit Polen eintreten durfen, wo alsdann eine entsprechende Herabminderung der
Wertigkeit eintritt. Es handelt sich also im Texte um alle Funktionen, welche
keine anderen Pole haben als die Wi, ..., wn

2) Als ,einfach-unendlich* gilt bei dieser Sprechweise der Wertbereich einer
komplexen .Variabelen.
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samtsystem aller Funktionen (1Y) mit den m vorgeschriebenen Polen
insbesondere auch die m Funktion:

welche den einzelnen m Gliedern in (3) rechter Hand entsprechen, als
zugehorig anzusehen. Diese Funktionen haben die wichtige Eigenschaft,
ein System von m ,linear-unabhangigen* Funktionen darzustellen. Hier-
durch soll zum Ausdruck kommen, daf} zwischen den m Funktionen (4)
keine lineare Relation:

mit nicht durchgéngig verschwindenden Koeffizienten identisch, d. i.
unabhédngig von u, bestehen kann. Die Richtigkeit dieser Behauptung
zeigt man sofort, indem man die Existenz einer solchen identischen
Gleichung annimmt und die auf der linken Seite der Gleichung gegebene,
mit O identische Funktion in der Umgebung der Stelle wk in eine
Reihe nach Potenzen von (u —wR entwickelt. Die Potenzen mit
negativen Exponenten werden dabei mit Koeffizienten behaftet auf-
treten, die von den Al Bk, 6% ... nur um nichtverschwindende nu-
merische Faktoren abweichen (vgl. S. 200ff.). Da aber die dargestellte
Funktion mit 0 identisch ist, so treten solche Glieder berhaupt nicht
auf, und also sind die Ak Bk Gk ... flr alle k= 1, 2 ..., v notwendig
gleich 0. Dann aber verschwindet zufolge der letzten Gleichung auch
noch AQ

Unmittelbar einleuchtend ist nun nach den obigen Entwicklungen
weiter folgende Aussage: In den m linear-unabhangigen besonderen Funk-
tionen (4) unseres Gesamtsystems aller Funktionen (1) mit den vorge-
schriebenen m Polen wv w3}..., wm ist jede andere Funktion dieses Systems
linear und homogen mit konstanten Koeffizienten (ndmlich eben in der Ge-
stalt ()) darstellbar; und umgekehrt ist jede solche lineare und homogene
Verbindung der Funldionen (4) auch eine Funktion unseres Systems.

Mittelst einiger Sétze der Determinantentheorie kénnen wir diesem
Ergebnis eine noch etwas allgemeinere Gestalt verleihen. Sind yx(w),
WY2(1), .. ., Yn(w) irgendwelche m unter unseren Funktionen, so gelte
flr y=i(u) die Darstellung:

Da die Funktionen (4) linear-unabhéngig sind, so folgt aus den frag-
lichen Determinantensitzen: Die m Funktionen ipx(u), i£(w), .. .,

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 15
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sind stets und nur dann linear-unabhangig, wenn die Determinante der
m2Koeffizienten A,B, ... einen nichtverschwindenden Wert hat. Es ergibt
sich zugleich die Mdglichkeit, aus dem Gesamtsystem unserer Funktionen
¢(n) mit vorgegebenen m Polen auf unendlich viele verschiedene Arten
ein System linear-unabhangiger Funktionen auszuwéhlen.

Haben wir irgendein solches System gewahlt, so kénnen wir die
zugehorigen m Gleichungen (5) nach den unter (4) genannten Funktionen
auflésen und damit diese inshesondere als lineare-homogene \rerbin-
dungen der ;(u) darstellen. Damit kann man dann aber die gewéhlten
tki(u) Uberhaupt fiir die Darstellung aller Funktionen  (u) unseres Systems
heranziehen. Wir sind damit zu dem in Aussicht genommenen ,,Anzahl-
theorem* hingelangt: Unter allen elliptischen Funktionen (erster Art) mit
m vorgegebenen Polen kann man auf unendlich viele Arten m linear-un-
abhangige Funktionen Q1(u), Y2(u), ..., ipn(u) auswahlen, in denen jede
weitere solche Funktion in der Gestalt:

linear und homogen mit konstanten Koeffizienten darstellbar ist; und um-
gekehrt ist natlrlich jeder solche Ausdruck mit irgendwie gewahlten m end-
lichen komplexen Konstanten eine der in Eede stehenden Funktionen, wo-
durch die m-fach unendliche Mannigfaltigkeit unseres Funktionssystems
wieder zum Ausdruck gelangt.

Denjenigen Teil dieses Satzes, der sich auf die Darstellung der
Funktionen y{n) bezieht, kann man auch so aussprechen: Zivischen je
(m -f 1) Funktionen 0(n), ~(w), ..., ipm(u) mit vorgegebenen m Polen
besteht stets eine lineare Relation:

mit nicht durchgéngig verschivindenden Koeffizienten identisch. Entweder
sind namlich bereits die ~ (m), W2(a), ..., yn(n) ,linear-abhangig”, oder
sie sind zur Darstellung von =0(u) in der Gestalt (6) geeignet, woraus
dann eben eine Relation (7) mit d0——1 folgt.

Der gewonnene Satz gilt entprechend fur die algebraischen Funk-
tionen der Flache F2 mit vorgegebenen Polen. Um die Bedeutung des
Satzes hervorzuheben, weisen wir nochmals auf die entsprechend bei einer
Flache des Geschlechtes p = 0 vorliegenden Verhaltnisse hin. Zur Dar-
stellung der algebraischen Funktionen benutzen wir, wie schon vorhin be-
merkt wurde, eine F17 so daf alle Funktionen mit m vorgegebenen
Polen in der Gestalt:

darstellbar sind, unter g(z) die bestimmte ganze Funktion verstanden,
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deren Nullpunkte die vorgeschriebenen Pole sind.) Die Koeffizienten
@ ov.. ca bleiben liier frei wéhlbar; genau wie oben folgt jetzt das
»Anzahltheorem®, dafl auf einer Flache des Geschlechtes 0 bei m vorge-
gebenen Polen (m -)- 1) linear-unabhangige zugehdrige Funktionen angegeben
iverden konnen, in denen dann alle weiteren linear und homogen darstell-
bar sind. Ubrigens sind beide Sitze Spezialfille des sogenannten ,,Bie-
mann-Bochschen Satzes”, welcher auf einer Fl&ache beliebigen Geschlechtes p
die Anzahl linear-unabhéngiger Funktionen mit m vorgegebenen Polen
festlegt.9

Auf Grund der SchluBbetrachtung von §8 (S. 222) wollen wir noch
eine Folgerung aus dem Anzahltheorem auf die ganzen elliptischen Funk-
tionen (dritter Art) mter Ordnung aussprechen. Wie wir daselbst sahen,
gewinnen wir gerade genau alle mit:
(8)  to(u) — U *eAu+Bu 6(ii —WF) (5U—w2 e+ 6(u —wn)
gleichéndrigen ganzen elliptischen Funktionen mterOrdnung, wenn wir
diese besondere Funktion mit den gesamten m-wertigen elliptischen
Funktionen (erster Art) der Pole W w2 ..., wm multiplizieren. Sind
nun unter den letzteren Funktionen i)1(u), ty2(u), ..., ipm(u) irgend m
linear-unabhéngige, so ist jede weitere in ihnen linear und homogen dar-
stellbar, so daB wir alle mit der Funktion (8) gleichdndrigen ganzen
Funktionen mter Ordnung in der Gestalt:

Cif000MN0) + 2*0(wWU2(w) H--—-+ cinipd(u)”*m(u)
gewinnen. Offenbar stellen die m Produkte:
f k(u) = TO(u)vk(u)

m besondere mit der Funktion (8) gleichédndrige ganze elliptische Funk-
tionen mtr Ordnung dar, die voneinander linear-unabhéngig sind. Wir

gelangen also zu der Folgerung: Unter allen gleichéndrigen ganzen ellip-
tischen Funktionen (dritter Art) der Ordnung m kann man auf unendlich

viele Arten m linear-unabhéngige  (u), ¥"2(w), ..., ipm(u) aussuchen, in
denen dann alle weiteren in der Gestalt:
9) = Gd (u) -f e J2(I1) + mee—{- Grilgm(u)

homogen und linear mit konstanten Koeffizienten darstellbar sind. Einen
Teil dieses Theorems kénnen wir auch in die Aussage kleiden: Zwischen
je (m + 1) gleichdiulrigen ganzen elliptischen Funktionen (dritter Art)

1) Es bedarf kaum des Hinweises darauf, dal, wenn g(Z) den Grad M nicht
erreicht, ein oder mehrere Pole bei Z— 00 liegen; damit g(z) eindeutig bestimmt
ist, denken wir den Koeffizienten des hdchsten Gliedes gleich 1 gesetzt.

2) S. Roch, ,Uber die Anzahl der willkiirlichen Konstanten in algebraischen

Funktionen®, Journ. f. Math., Bd. 64 (1865), S. 372.
15
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mtr Ordnung besteht notwendig eine lineare Relation mit nicht durchgéngig
verschwindenden Koeffizienten identisch.

Der zuletzt gewonnene Satz ist auch unter dem Namen des ,,Satzes
von Hermite* oder des ,,Hermiteschen Prinzips“ bekannt und mag auch
spaterhin unter dieser Benennung zitiert werden. Der Satz tritt bei
Hermite in einem Briefe an Jacobi vom August 1844 auf); er steht
daselbst natiirlich auBer Zusammenhang mit den hier vorausgeschickten
allgemeinen funktionentheoretischen Erwdgungen, ist auch zundchst nur
ausgesprochen fur gewisse spezielle Funktionen von der Art, wie sie
hier allgemein als ganze elliptische Funktionen mtar Ordnung bezeich-
net sind. Das Beweismittel sind Fouriersche Reihen der fraglichen Funk-
tionen, auf die wir spater ausfiihrlich zu sprechen kommen. Ubrigens
besteht Grund zu der Annahme, daf der nach Hermite benannte Satz
bereits im Jahre 1800 GauR bekannt gewesen sein muR.j

Viertes Kapitel.

Die eindeutigen doppeltperiodischen Funktionen erster Stufe.

Nachst der Eindeutigkeit ist die doppelte Periodizitat die wichtigste
Eigenschaft der elliptischen Funktionen. Es ist mdoglich und oftmals
durchgefiihrt, die Darstellung der ganzen Theorie an den Begriff der
»eindeutigen doppeltperiodischen Funktion® einer Variabelen anzukntpfen.
Wie sich alsdann der Aufbau der Theorie gestaltet, soll im vorliegenden
Kapitel dargestellt werden.

Diese Entwicklung ist fur uns noch nach anderer Richtung hin von
grundsatzlicher Bedeutung. Wir haben oben (S. 1371ff.) erkannt, daR der
einzelne Korper algebraischer Funktionen des Geschlechtes p = 1 ein-
deutig durch den Wert der absoluten Invariante J charakterisiert werden
kann, und dal andererseits zu jedem beliebigen endlichen komplexen
Werte J ein bestimmter Korper gehort. Spéterhin (S. 180) fanden wir,
daf sich noch in einer anderen Art eine ,,Mal3gréfe* oder ein ,,Modul*
flr den einzelnen Korper algebraischer und damit elliptischer Funk-
tionen angeben l&Rt; ein solcher Modul war ndmlich der Quotient @ der
reduzierten Perioden e, <2 des Integrals erster Gattung. Dem einzelnen
Korper gehorte ein eindeutig bestimmter endlicher komplexer Wert ©
mit positivem imagindren Bestandteile zu, und es lag der Bildpunkt
dieses Wertes @ in dem in Fig. 43, S. 179 dargestellten ,,Doppeldreieck*.

1) S. Jacobis ,Werke*, Bd. 2 S. 96 oder Hermites ,,Werke“, Bd. 1 S. 18.
2) S. daruber P. Gunther, ,Die Untersuchungen von Gaufl in der Theorie
der elliptischen Funktionen®“, Gott. Nachr. von 1894 S. 102 und L. Schlesinger,
,Uber GauR’ Arbeiten zur Funktionentheorie*, Gott. Nachr. von 1912, Beiheft S. 44.
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Hier entsteht nun die Frage, ob wir J und damit den Funktionen-
korper so wéhlen konnen, dafl wir irgendeinen beliebig vorgescbriebenen
endlichen Bildpunkt @ des fraglichen Doppeldreiecks wirklich erreichen.
Die Entwicklungen des vorliegenden Kapitels werden diese Frage be-
jahend beantworten. Damit werden wir aber zugleich die Problemstellung
fir das n&chste Kapitel gewinnen, in dem die sich hier ergebende Be-
ziehung zwischen J und to weiter aufzukléren ist.

8 1. Die Substitutionsgruppe FM der doppeltperiodischen
Funktionen.

Unter Vorbehalt einer genaueren Erklarung verstehen wir unter

eine eindeutige analytische Funktion, welche die beiden endlichen
von 0 verschiedenen Perioden co™dg hat:
1) ifi(u -f Oi) = ~(u), iI>u-fag="(m.
Diese Funktion wird dann auch unverandert bleiben, wenn wir ihr Argu-
ment um (mlal-- m2c®) vermehren:
2 u F+ml&-f m2a2 = V()
unter mvm2 irgendein Paar ganzer Zahlen) verstanden.

Die gesamten, allen Paaren ganzer Zahlen m1} m2 entsprechenden
Substitutionen:
3) u'—u +- mtc + m2a
bilden eine ,,Gruppe” von Translationen, die wir als die ,,Substitutions-
gruppe der doppeltperiodisclicn Funktionen* benennen und durch UM oder,
wenn kein MiRverstandnis zu befirchten ist, kurz durch F bezeichnen
wollen. Fir die einzelnen Substitutionen der Gruppe F und ihre Kom-
binierung nehmen wir die symbolischen Bezeichnungen von S. 127 wieder
auf. Sind S und S' irgend zwei Substitutionen unserer Gruppe, so gilt
hier das Gesetz:

§'-S = S-S,
was bei den S. 126 ff. besprochenen Gruppen endlicher Ordnung keineswegs
allgemein galt; man sagt, irgend zwei Substitutionen der Gruppe F seien
miteinander vertauschbar. Werden die beiden in (1) zur Geltung kommen-
den Substitutionen durch St und S2 bezeichnet, so 1afkt sich die belie-
bige Substitution (3) der Gruppe durch:
S=Sp >

darstellen: man sagt dieserhalb, St, S2 bilden ein System von erzeugenden
Substitutionen der Gruppe F. Bei dieser Auffassung denken wir mit St

1) Wir erinnern daran, dal wir bei der Bezeichnung ,ganze Zahl“ (ohne
Zusatz) stets die Zahl 0 und die negativen ganzen Zahlen einbegreifen wollen.
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und S2 die zu ihnen inversen Substitutionen S~x S fl sogleich mit-
gegeben.

Irgend zwei endliche Punkte der w-Ebene, von denen der eine in
den anderen durch eine Substitution S von F (und also der zweite in
den ersten durch S-1) transformiert wird, sollen ,,beziiglich der Gruppe F
aquivalentl heilen. Es ist dies derselbe AquivalenzbegrifF, mit dem wir
oben (S. 180ff.) arbeiteten, insofern ja in je zwei aquivalenten Punkten
die Funktion ip(u) gleiche Werte haben muf.

Die im vorigen Kapitel auftretenden Perioden cq, as lieferten einen

Periodenquotienten o = ~, der eine endliche, nicht-reelle Zahl war. Dal}

der imaginédre Bestandteil von a positiv war, konnte dann notigenfalls
durch Zeichenwechsel der einen Periode stets erreicht werden. An der
letzteren Verabredung werden wir auch hier festhalten, falls der Quotient to
der beidenjetzt vorgelegten Perioden Gg nt nicht reell ist. Im Gbrigen ist von
vornherein durchaus nicht abzusehen, ob nicht auch der Fall eines reellen
Periodenquotienten @ zu brauchbaren Ergebnissen zu fuhren vermag. Wir
werden demselben demnach hier eine besondere Voruntersuchung widmen.

Ist @ reell, so kénnen wir notigenfalls durch Zeichenwechsel von &
auch B> 0 als erfillt ansehen. Da Gy= g2 auszuschlieen ist (was auf
»einfachperiodische* Funktionen fiihren wiirde), so verstehen wir etwa
unter G diejenige unter beiden Perioden, welche den gréReren Betrag
hat. Alle mit u = 0 &quivalenten Punkte, die wir jetzt durch:

(4) mc3l+ nc

bezeichnen wollen, liegen auf der Geraden G der «.-Ebene durch die
Punkte 0, o2, cg. Sie liefern, wie man sofort sieht, ein System von Werten u,
das sich gegeniber Addition und Subtraktion reproduziert; es folgt dies
unmittelbar aus der Ganzzahligkeit von m und n.

Es sind nun zwei Falle zu unterscheiden, je nachdem unter den
von 0 verschiedenen Werten (4) ein Wert g0= m0cq -f «0g2 von kleinstem
Betrage 150 angebbar ist oder nicht. Im ersten Falle findet sich zwischen
den beiden mit 0 &quivalenten Punkten (moq -f «Gg) und:

m@L-f no32+ @= (m me mQo3Lf- (n + nD) g2
kein weiterer mit 0 dquivalenter Punkt-, denn ware (m'al n'(0d ein
solcher, so wiirde man sofort:
[(m'—m)odl+ {n —n)c32 < gjo
erkennen und hétte in gjo nicht den mit O dquivalenten Punkt von
kleinstem Betrage. Man erkennt hieraus sofort, dal} jetzt die gesamten
mit u = 0 &dquivalenten Punkte durch:

(5) 0, + W0, + 2, + 3g,, ...
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gegeben sind. Unter diesen finden sich insbesondere die Punkte u= Cq
und U - g wWir konnen also wi = pw0 und .- 4., Setzen, wobei ,
und g zwei ganze Zahlen sind. Da ubrigens:

ist und also die Gleichung:

gut, so folgt aus der Ganzzahligkeit von mQund nQ dal p und q rela-
tive Primzahlen sind. Gegenwartig ist also w rational, und zwar gleich

dem Bruch w= R, der sich nicht weitet' heben l4Rt.
Nehmen wir umgekehrt w als rational gegeben an und schreiben
etwa sofort wieder w gleich einem irreduzibelen Bruche — wo p und g

als positive ganze Zahlen vorausgesetzt werden dirfen, so gelangen wir
leicht wieder zur Existenz eines mit 0 dquivalenten Punktes ("¢ + wioD)
von Kkleinstem Betrage. Man kann ndmlich fir jede ganze Zahl m die
zweite ganze Zahl n in einer und nur einer Weise so bestimmen, daf:

gilt und also der Punkt (nwl-\-nwi) dem Intervall der Geraden G
zwischen den Punkten 0 und <2 angehort, unter Einschluf des End-

punktes 0 und Ausschluf des Endpunktes w2 Da aber zufolge w =*
offenbar:

gilt, so reduzieren sich diese (allen ganzen Zahlen m entsprechenden)
unendlich vielen dem fraglichen Intervall angeh6érenden Punkte auf nur
endlich viele, insofern wir ja bereits alle verschiedenen Punkte gewinnen,
wenn wir m auf die q Werte m=0,1,2,. . g—1 beschranken. Es gibt
also unter diesen Punkten einen am Nullpunkte u = 0 ndchst gelegenen
w0, womit wir unseren obigen Ansatz wieder gewonnen haben.

Im vorliegenden Falle lassen sich die gesamten Substitutionen der
Gruppe I auf die Gestalt:

bringen, und die beiden Gleichungen (1) sind durch die eine:

ersetzbar. Der Fall eines reellen rationalen Periodenquotienten w ist des-
halb auszuschliefen, weil er uns nicht doppeltperiodische, sondern ,,einfach-
periodischell Funktionen liefert.

Der andere Fall, daR der Periodenquotient w reell und irrational
ist, wird nunmehr dahin zu charakterisieren sein, dal3 jetzt unter den
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von 0 verschiedenen mit u = 0 dquivalenten Punkten (4) keiner mit
kleinstem Betrage jwaq-f wg2 angebbar ist. Man kann dies auch
unmittelbar in der Weise einsehen, daB man fir jede ganze Zahl m
die eindeutig zugehorige Zahl n wie oben gemdlR der Bedingung (7)
wéhlt. Jetzt konnen keine zwei unter den einfach unendlich vielen
Punkten (mal+ na? des in (7) bezeichneten Intervalles zusammenfallen.

Wirde namlich:
mail-f nag= m'ax-f n'a2

gelten, so wirde sich, da m~zm' gilt, a sofort wieder als rationale
reelle Zahl ergeben. Die unendlich vielen Punkte jenes endlichen Inter-
valles missen demnach mindestens eine Haufungsstelle haben. Ist nun
d eine beliebig klein gewéhlte, von O verschiedene positive Zahl und
grenzt man um die H&ufungsstelle als Mittelpunkt ein Intervall der
Lange d ein, so kann man in diesem Intervall zwei verschiedene mit
0 &quivalente Punkte (mal+ na.j) und (m'alldr n‘ad angeben. Dann
aber erkennt man sofort in:

a0= (m'—m)ax-f in' —n) a2= m"a" -f wh«?2

einen mit 0 &quivalenten, aber von 0 verschiedenen Punkt, dessen Be-
trag |a0 < d, d. h. kleiner als die beliebig klein gewdhlte Zahl d ist.
Es ist also in der Tat bei reellem irrationalen a kein von O verschiedener
Tunkt (4) mit kleinstem Betrage angebbar.

Bei dieser Sachlage kann man jetzt in jeder Umgebung irgend-
eines endlichen Punktes u einen und damit sogar beliebig viele von u
verschiedene, aber bezlglich T mit u dquivalente Punkte angeben. Nun
soll die Funktion tp(u) in allen &quivalenten Punkten gleiche Werte
haben. Ist aber ip(u) nicht mit einer Konstanten identisch und verhélt
sich diese Funktion im Punkte u analytisch, so 4Rt sich um den Punkt u
eine Umgebung eingrenzen, in der der besondere im Mittelpunkte der
Umgebung vorliegende Funktionswert ip(u) nicht ein zweites Mal an-
genommen wird. Es folgt, daB in unserem Falle die Funktion t*(a),
wenn sie nicht mit einer Konstanten identisch sein soll, in keinem
endlichen Punkte u analytisch sein wirde. Nun haben wir aber das
Kennzeichen, analytisch zu sein, oben in die Erklarung der Funktion
ip(u) aufgenommen. Es ergibt sich demnach: Der Fall eines irrationalen
Periodenquotienten a ist deshalb abzuweisen, weil jede zugehorige eindeu-
tige ,,analytischeu Funktion »p(w) mit einer Konstanten identisch sein mifite.

Auf diese Weise ist der Boden fir die weiter folgende Unter-
suchung geebnet: Wir lassen nur noch diejenigen Gruppen jT() zur Unter-
suchung zu, deren Periodenquotienten a mdliche komplexe Zahlen mitnicht-
verschwindenden, und zwar positiven imaginaren Bestandteilen sind.



Begriff eines Diskontinuitatshereiches 233

8 2. Der Diskontinuitatsibereich der Substitutionsgruppe r {K

Um die gesamten mit irgendeinem endlichen Punkte uQ aquiva-
lenten Punkte (nO-f mlal-F m20®) leicht Ubersehen zu kbnnen, denken
wir uns in der M-Ebene das geradlinige Parallelogramm der Ecken O,
a?, al+ ra2, 01 gezeichnet und stellen genau wie in Fig. 41, S. 174, durch
luckenlose Aneinanderreihung von Parallelogrammen, die mit dem ersten
kongruent sind, ein ganzes Parallelogrammnetz her, welches die it-Ebene
bis auf den Punkt oo schlicht
bedeckt. Die bezlglich J
&quivalenten Punkte sind dann
einfach die homologen Punkte
in den Parallelogrammen die-
ses Netzes.

Das zuerst gezeichnete
Parallelogramm ist in Fig. 47
durch Schraffierung hervorge-
hoben. Von den Randpunkten
des Parallelogramms wollen
wir nur diejenigen als dem
Parallelogramm angehdorig be-
trachten, welche aufdenbeiden
Seiten von 0 nach €2und von 0
nach av unter Ausschluf? der beiden Endpunkte «2und av gelegen sind. Um
dies in der Figur hervorzuheben, sind diese beiden Seiten in Fig. 47 etwas
stirker ausgezogen. Nach dieser Verabredung ist der folgende Satz ein-
leuchtend: Fur jeden endlichen Funkt uO der u-Ebene liefert unser Par-
allelogramm einen und. nur einen &quivalenten Punkt.

Der Punkt u = oo (der wesentlich singulare Punkt der elliptischen
Funktionen) ist bezliglich Uw nur mit sich selbst dquivalent. Er gehort
dem Parallelogrammnetze nicht an, wenn auch in jeder Umgebung dieses
Punktes unendlich viele Parallelogramme sich finden; man bezeichnet
den fraglichen Punkt dieserhalb als einen ,,Grenzpunkt* der Gruppe D(‘b
Auf alle Ubrigen Punkte der w-Ebene bezieht sich nun folgende grund-
legende Erklarung: Unter einem ,Diskontinuitatsbereiche der Gruppe U (>
versteht man einen aus einem oder mehreren Stiiclcen bestehenden Bereich
der u-Ebene, welcher fiir jeden vom Grenzpunkte der Gruppe verschiedenen
Punkt uO einen und nur einen &quivalenten aufweist, und welcher den
Grenzpunkt der Gruppe selbst nicht enthélt.l)

1) Wir haben die Definition des , Diskontinuitadtsbereiches”“ hier gleich so
allgemein gefaBt, daB sie fur die im nachsten Kapitel zu besprechende Gruppe F"A
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Ubeu wir auf einen Diskontinuitatsbereich der F “*jede Substitution
dieser Gruppe einmal und nur einmal aus, so ergeben sich unendlich
viele Bereiche, welche in ihrer Gesamtheit jeden vom Grenzpunkte der
r(*) verschiedenen Teil der «-Ebene schlicht und ohne Liicke bedecken
missen. Dies ist, wenn wir das in Fig. 47 schraffierte Parallelogramm
als Diskontinuitatsbereich benutzen, ja unmittelbar einleuchtend. Dieser
Bereich geht durch die Substitution:

u'= u -f nixal+ m2a2

in das Parallelogramm der Ecken mxwl m2t2, m1GLl- (m2- 1) A,
(m1- 1) ccg-f (M2+ nrj2, (MWt + 1)«!+ fu2e? Gber, und diese Paralle-
logramme bedecken in ihrer Gesamtheit die «-Ebene, abgesehen vom
Punkte oc, schlicht und luckenlos.

Man kann diese Bedeckung der it-Ebene aber auch schrittweise
vornehmen. Die Gegenseiten des in Fig. 47 schraffierten Dislcontinuitats-
bereiches sind, wie die beiden Pfeile der Figur andeuten sollen, durch die
beiden erzeugenden Substitutionen der Gruppe jTW):

S\00 = «+ «!, S200 = u 4- i02

aufeinander bezogen. Uben wir nun auf den schraffierten Bereich zu-
nachst die vier Substitutionen S f1, SA1 aus, so gewinnen wir die vier
benachbarten Parallelogramme, in welche wir die Symbole der zuge-
hdrigen Substitutionen gewissermaBen als ,,Namen® eintragen wollen.
Das schraffierte Parallelogramm wirde dann folgerecht den ,,Namen® 1
der identischen“ Substitutionen u' = u erhalten missen. Das Par-
allelogramm Si hat nun noch drei ungedeckte Seiten; langs dieser Seiten
tragen wir jetzt die neuen Parallelogramme S\, S)X82, S1Sjflan (vgl.
Fig. 47). In dieser Weise fahren wir fort, indem wir an ein schon
gewonnenes Parallelogramm S die benachbarten SS”"1 S S soweit
dieselben nicht schon hergestellt sind, antragen. Diese schrittweise zu
vollziehende Herstellung des ganzen Netzes versinnlicht uns im geome-
trischen Bilde die Erzeugung der ganzen Gruppe JT{waus S1 und S2.
Es ist nun zu bemerken, daR ein Diskontinuitatsbereich der Gruppe
noch in hochst mannigfaltiger Weise wéhlbar ist. lIrgendein Stick
eines zuerst gewdhlten Bereiches kann man demselben nehmen und
durch ein dquivalentes Stlick ersetzen, ohne dafl der neue Bereich auf-

bei der jedoch die Anzahl der Grenzpunkte nicht gleich 1, sondern unendlich ist,
gleich mit gilt. Ubrigens ist der Begriff des Diskontinuititsbereiches allgemein
grundlegend fur die Theorie der ,eigentlich diskontinuierlichen* Gruppen linearer
Substitutionen einer komplexen Variabelen; man sehe dariuber die ,Vorlesungen
Uber die Theorie der automorphen Funktionen“ von F. Klein und R. Fricke,
Bd. 1 S. 62 (Leipzig, 1897) oder ,,Modulfunktionen“, Bd. 1 S. 185.
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horte, ein Diskontinuitatsbereich der Gruppe zu sein. Nun ist es aller-
dings zweckmé&Rig, den Bereich (was hier ja moglich ist) aus einem
einzigen Stiicke aufzubauen. Aber auch dann zeigt uns die bereits S. 182ff.
entwickelte ,lineare Transformation der Perioden* noch eine grofie Mannig-
faltigkeit von Gestalten flr einen Diskontinuitatsbereich unserer E K
Sind (wie S. 182) a,B,y.d, irgend vier ganze Zahlen der Determinante 1:

(@) ad — Ry =1,

so setzen wir wieder:

2 og = aal+ Ra)2, k2=y -fda2

und wollen jedes so erreichbare Paar og, o als ein ,Paar primitiver
Perioden* fir unsere bzw. fur die ihr zugehorigen doppeltperio-

dischen Funktionen bezeichnen; zu diesen Paaren primitiver Perioden ge-
horen natlrlich auch die urspriinglichen cq, a2 Da sich diese og, oq
zufolge (1) in der Gestalt:

Gj= dcg —/30q, cg= —yoq - «oq
auch ihrerseits als ganzzahlige Kombinationen der cq, cq darstellen
lassen, so ist unsere JHM auch als Gruppe der Substitutionen:
3) u'—u m\ta {m2cq,
zu bilden fur alle Paare ganzer Zahlen wg, m2, darstellbar.

Wenden wir nun auf diese neue Gestalt der Pl die am Anfang
des vorliegenden Paragraphen durchgefiihrte Betrachtung an, so ergibt
sich als neue Gestalt des Diskontinuitatsbereiches der FM das geradlinige
Parallelogramm der Ecken 0, og, oq -f 0g, og. Die Beziehungen zwischen
diesen den samtlichen primitiven Periodenpaaren zugehérigen Parallelo-
grammen sollen irm folgenden Kapitel naher untersucht werden. Als Ziel
unserer nachsten Betrachtungen aber sehen wir an, unter allen diesen
zundchst gleichberechtigten Parallelogrammen ein eindeutig zu erklarendes
als besonders geeignet auszusuchen. Hierhin fihrt die nachfolgende Unter-
suchung.

8 3. Einfuhrung eines seckseckigen Diskontinuitatsbereichs der
pW und Erklarung eines reduzierten Periodenpaares.

Wir gehen von irgendeinem Paare primitiver Perioden cq, cq
unserer FM aus, verstehen unter u0 einen beliebig gewahlten Punkt
der w-Ebene und bezeichnen die gesamten mit u0 &quivalenten Punkte
durch uQ, ulf u2, w3, **+; dabei sei etwa tq= u0-Foq, u2= u --cq, im
Ubrigen aber seien die Bezeichnungen uk vorerst willklrlich auf die
mit uQaquivalenten Punkte verteilt. Diejenige Substitution der Gruppe
r(Wl welche u0 in uk transformiert, werde mit Sk bezeichnet. Wir denken
das Parallelogramm der Ecken n0, q + tq, wW+- oq-- og, uO-f og ge-
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zeichnet und von ihm aus sogleich das ganze zugehérige Parallelogramm-
netz hergestellt, dessen ,,Gitterpunkte* die Punkte uk sind. Dieses Netz
Uberzieht die «-Ebene mit zwei Systemen &dquidistanter paralleler Ge-
raden (vgl. Fig. 47). Der senkrechte Abstand zweier benachbarten Ge-
raden im einen System sei EIf im anderen E2] unter E verstehen wir
einen dieser Abstande, der nicht gréRer ist als der andere.]) Die beiden
Diagonalen des einzelnen Parallelogramms mégen die Langen J&t und D2
haben; B sei eine unter ihnen, die nicht kleiner ist als die andere.
Ist u irgendein endlicher Punkt, so kann man sofort einen Gitterpunkt
nachweisen, dessen Entfernung von « Kkleiner als I) ist; andererseits ist
die Gesamtzahl aller Gitterpunkte, welche von u einen Abstand < D
haben, beschrénkt, indem sich fiir diese Anzahl eine bestimmte endliche,

allein von ~ abhéngige obere Schranke angeben laft.

Wir stellen nun folgende Erkl&drung auf: Unter BO verstehen wir
das System aller Punkte der u-Ebene, welche von uO nicht weiter entfernt
sind als von irgendeinem der mit u0O aquivalenten Punkte uv u2 w3 ....
Es gibt jedenfalls unendlich viele solche Punkte; denn wenn wir z B.
um u0 den Kreis mit dem Radius \E beschreiben, so gehort sicher
jeder Punkt dieser Kreisfliche dem System BO an.

Um weitere Angaben (ber das Punktsystem BO zu machen, be-
zeichnen wir mit Gk die Gerade der «-Ebene, welche die Verbindungs-
gerade der Punkte «Ound ukin ihrem Mittelpunkte senkrecht schneidet.?)
Es ist einleuchtend, daB von «0 aus gesehen kein Punkt von BO jen-
seits irgendeiner Geraden Gk gelegen sein kann. Alle Punkte diesseits
der Geraden liegen W) néher als uk alle Punkte auf Gk haben von u0
und uk gleichen Abstand. Hieraus geht sogleich weiter hervor: Ist u
irgendein Punkt des Systems BQ so gehort jeder Punkt der Verbin-
dungsgeraden von u nach u0 diesem Systeme an. Gé&be es ndmlich auf
dieser Verbindungsgeraden einen Punkt «', der nicht zu BO gehorte,
so wirde ein Gitterpunkt uk nachweisbar sein, dem u' naher lage als
dem Punkte u0. Dann aber mufte die nicht durch uO ziehende Gerade
Gk die Verbindungsstrecke von «0 nach u uberkreuzen, und auch der
Punkt u kdnnte nicht zu BO gehdren. Bas Punktsystem BO bildet dem-
nach ein Kontinuum.

Bezeichnen wir mit «s und «4 bie beiden Gitterpunkte «0—ad und
u0—a2 so bilden die beiden Paare paralleler Geraden Gv G3und 6r2
Gi ein Parallelogramm mit dem Mittelpunkte w0, dessen Diagonalen

1) E ist also der kleinere Abstand, wenn verschieden sind, oder
einer unter ihnen, wenn sie gleich sind.
2) X ist irgendeiner der Indizes 1, 2,3, e
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D[ und D2 sein moégen; D' sei eine derselben, die nicht kleiner als
die andere ist. Kein Punkt von BO kann hiernach um weiter als D'
von Uy abstehen: Das Punktkontinuum BO liegt ganz im Endlichen, in-
dem jeder Punkt u desselben von uQ einen Abstand <L\D ' hat.

Von zwei weiteren Eigenschaften des Kontinuums BO soll die eine
sogleich, die andere spaterhin zur Verwendung kommen. Lassen wir
an Stelle von u0 irgendeinen anderen endlichen Punkt uq treten und
bauen von ihm aus mit dem bisherigen primitiven Periodenpaar gl a2
ein neues Parallelogrammnetz auf, so wird dieses aus dem ersten Netze
einfach durch die Translation hervorgehen, welche uOnach «< verschiebt.
Da hierbei die MaRverhéltnisse unveréndert bleiben, so ist einleuchtend,
dall das entsprechend zu uO gehdrende Punktsystem 220 einfach auch durch
jene Translation aus BOhervorgeht. Weiter geht das erste Parallelogramm-
netz in sich selber iber, wenn wir die w-Ebene um den Punkt uQdurch
den Winkel « drehen. Da auch hierbei die MaRverhéltnisse unver-
andert bleiben, so folgt: Das Punktkontinuum BO geht bei der Drehung
um Wy durch den Winkel 7% in sich selbst (ber und hat somit u0O zum
Mittelpunkte.

Um nun festzustellen, welcher Teil des durch die Geraden Gv G2
6r3 624 umgrenzten Parallelogramms das Kontinuum BOist, denke man
auch noch die Ubrigen Geraden Gh Gf ... gezeichnet. Dann bleibt
um u0 herum ein Bereich der ««-Ebene von Geraden frei, und dieser
liefert dann einfach die Innenpunkte des Systemes BO. Doch braucht
man hierbei keineswegs alle Geraden Gk zu zeichnen. Die einzelne Gk
kann in das Innere des von Gv ... Gt umrandeten Parallelogramms
ja nur dann eintreten, wenn der Abstand des Punktes uk von u0 kleiner
als D' ist. Fir die Anzahl der Gitterpunkte uk, die diese Bedingung
erfillen, 1a4Rt sich aber wieder eine allein von D' und E abhéngige
obere Schranke angeben. Wir erkennen: Bn ist ein endlicher, von end-
lich vielen Geraden begrenzter Bereich, der in u0 einen Mittelpunkt hat.

Ist Gk eine Gerade, welche sich an der Beraudung von Bq beteiligt,
so kann, wie oben festgestellt ist, kein Punkt des Bereiches BO, von w0
aus gesehen, jenseits Gk liegen. Es folgt: Die Winkel in den Ecken
des Polygons BO sind alle konkav. Ubrigens ergibt sich sogleich
weiter aus dem Umstande, dal uQ Mittelpunkt von BO ist: Der Band
von BOist ein geradliniges Polygon von gerader Seitenanzahl 2n; je zwei
diametrale Seiten sind parallel und gleich.

Es sei wieder Gk irgendeine der 2n Geraden, welche den Rand
des Bereiches BO liefern. Die Punkte «, und uk liegen in gleichen Ab-
stdnden beiderseits von Gk, und die Verbindungsgerade dieser Punkte
schneidet Gk senkrecht, etwa im Punkte uk. Die Drehung der w-Ebene
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um uQdurch den Winkel m werde durch das Symbol TO bezeichnet; sie
und die Translation Sk sind gegeben durch:

Un) = —u+ 2u0, Sk() = u + (uk—%).

Da beide Transformationen unser Parallelogrammnetz in sich tberfiihren,
so leistet dasselbe die aus ihnen zusammengesetzte Transformation:
Tk(u) = SKTO(u) ——u + WO+ uk) = —u + 2uk,
welche die Drehung der it-Ebene um deu Punkt uk durch den Winkel %
darstellt. Gehort nun der Punkt u der Geraden Gk (vgl. Fig. 48) dem
Bereiche BO (als Randpunkt) an, so gibt es keinen
Gitterpunkt wg welcher ndher an u' gelegen wére als nf.
Uben wir jetzt die Drehung Tk aus, so folgt, daR es
in dem transformierten und also in dem urspriing-
lichen Systeme der Gitterpunkte keinen gibt, an dem
der mit n" beziglich uk diametrale Punkt u" der Ge-
raden Gk (vgl. Fig. 48) naher gelegen ware als an uQ.
Von zwei solchen beziiglich uk diametralen Punkten u und u" der
Geraden Gk gehoren also entweder beide oder keiner dem Bereiche BO
an. Es ergibt sich so: Die von Gk gelieferte Seite des Randes von BO
hat uk zum Mittelpunkt, so dalR die beiden Endpunkte dieser Seite (Ecken
von Bg vom Zentrum uO gleichen Abstand haben: Der Rand von BO
ist hiernach ein ,,Polygon im Kreise®, und es hat dies Polygon, wie wir
wiederholen, den Kreismittelpunkt u0 selbst zum Zentrum.

Bezeichnen wir die begrenzte Strecke der Geraden Gk welche BO
berandet, als ,,Seite“ Gk unseres Polygons, und ist Gt die gegenuber-
liegende Seite, so stellen Gt und Gk ,Niveaugerade* der Translation Sk
dar (vgl. S. 67), wahrend die durch u0Ound in ihrer Verlangerung durch
uk hindurchziehende Verbindungsgerade der Mitten jener Seiten eine die
Niveaugeraden senkrecht schneidende ,,Bahngerade” der Translation Sk
ist. Es folgt: Bei Auslbung der Translation Sk kommt die Seite G{
unseres Polygons gerade genau mit der Gegenseite Gk zur Deckung, so
daf homologe Punkte je zweier Gegenseiten des Polygons bezlglich der
Gruppe 'M &quivalent sind.

Es sei nun St irgendeine von SO= 1 verschiedene Substitution der
Gruppe T, und es gehe BO durch die Transformation St in Bt= Si(BQ
Uber. Diese beiden Bereiche BOund B xkonnen nicht tbereinandergreifen;
denn ihre Innenflachen liegen auf verschiedenen Seiten der Geraden Gt.
Sind Si und Sm voneinander und von SO verschieden, so kénnen auch
die Bereiche Bt und Bm nicht Ubereinandergreifen; denn sonst miiRte

dasselbe von den Bereichen Sm1Si(B0O) und BO gelten, obwohl die Sub-
stitution Sm1Si von SO verschieden ist. Denkt man demnach alle, den
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Substitutionen unserer r M entsprechenden Bereiche BQ Bv B2 Bz ...
gezeichnet, so kann kein Stiick der M-Ebene mit einem nicht-verschwin-
denden Flacheninhalte von mehr als einem Bereiche bedeckt sein. Es
kann aber auch keinen endlichen Punkt u geben, der nicht bedeckt ware.
Es findet sich namlich in irgendeiner Entfernung > D von u (vgl. S. 236)
stets eine nicht verschwindende, endliche Anzahl von Gitterpunkten, und
unter ihnen also einer uh von dem u nicht weiter absteht als von den
Ubrigen. Dann aber liegt u im Innern oder doch auf dem Rande von
Bh Die gesamten Bereiche BO, B} B2, ... liefern eine schlichte und
luckenlose Bedeckung der ganzen endlichen u-Ebene, so daf wir im
Bereiche BO (unter Vorbehalt einer Bestimmung Uber die Zurechnung
der Bandpunkte zum Bereiche) einen Diskontinuitatsbereich der Gruppe
p(u) erkennen.

Wir betrachten nun einen Eckpunkt des Bereiches BQ Derselbe
sei im Bereichnetze von v Bereichen BQ Bi}Bk ... umlagert; dann ist
sicher v 3, da die Polygonwinkel konkav sind. Yon den v in Rede
stehenden Winkeln gehort nur ein erster dem Bereiche B0 an. Indessen
findet sich fir jeden der (v —1) ubrigen Winkel ein bestimmter &qui-
valenter Winkel in Bg Auch sind diese (v— 1) Winkel des Bereiches BO
untereinander und vom ersten verschieden, was man leicht aus dem-Umstande
folgert, dal? &quivalente Winkel (als durch Translationen ineinander tber-
gehend) gleichgerichtete Schenkel haben. Man sagt, daf diese v Winkel
von BO zu einem ,,Zyklus* zusammengehdren; es ist einleuchtend, daf
die Summe der Winkel des Zyklus gleich 2n ist.

Nun mogen sich die 2n Ecken von BO im ganzen auf p solche
Zyklen verteilen. Dann ist die Winkelsumme von BO gleich 2prc, und
da sie andrerseits gleich (2n —2)sr ist, so ist die Zyklenanzahl durch:

u=n—1

gegeben. Da ferner jeder Zyklus mindestens drei Ecken enthalt, so ist
die Eckenanzahl 2n mindestens gleich 3p. Man findet also:

2n)> 3p =3n—3, 3 n,

so daB nur die beiden Mdoglichkeiten n= 3 und n= 2 in Betracht
kommen: Der Diskontinuitatsbereich BO der ist entweder ein ,,Sechs-
eck im Kreisedas den Kreismittelpunkt uQselbst zum Mittelpunkt hat,
oder ein Rechteck; im ersten Falle haben wir zwei Eckenzyklen, im letzten
Falle einen. Ubrigens konnen wir das Rechteck als Grenzfall eines solchen
Sechsecks ansehen, indem sich nédmlich alsdann zwei Gegenseiten des
Sechsecks auf Punkte zusammengezogen haben. Da eine Anderung des
Punktes uO nur eine entsprechende Translation von BO bewirkt (vgl.
S. 237), so merken wir noch den Satz an: Der Diskontinuitatsbereich der
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als Sechseck BO ist in Gestalt und Orientierung eindeutig bestimmt,
kann aber noch einer beliebigen Parallelverschiebung unterzogen werden.
Die Gestalt des Sechsecks ist hierneben in Fig. 49 veranschaulicht.
Die drei mit Nummern versehenen Pfeile mogen die nun durch Sv S2
S3zu bezeichnenden Substitutionen festlegen, welche die Seiten des Sechs-
ecks in die Gegenseiten Uberfuhren. Liegt (wie in Fig. 49) nicht der
Grenzfall eines Rechteckes vor, so bestimmen wir
betreffs der Verteilung der Indizes 1, 2 und 3 fol-
gendes : Gibtesein eindeutig bestimmtes Paar kleinster
Seiten des Sechsecks, so gehdre zu diesem die Trans-
lation S3] hat das Sechseck indessen vier kleinste
Seiten, wahrend die beiden letzten Seiten groRer als
jene sind, so soll diesem Paar S1zugehdren. Nur
wenn wir ein gleichseitiges Sechseck haben, bleibe
die Verteilung der Indizes unter Einhaltung der in
Fig. 49 vorgeschriebenen Reihenfolge willkirlich wahlbar. Gleichzeitige
Umkehrung der drei Pfeilrichtungen ist eine unwesentliche Anderung;
sie kommt auf Ersatz der drei Sk durch ihre inversen Substitutionen
SJT1 hinaus
Indem wir den Grenzfall des Rechteckes unten erledigen, setzen wir
zunéchst im allgemeinen Falle:

wobei neben und w2 noch eine dritte Periode w3 eingefiihrt ist und
natirlich die wl} w2 nicht mit den bisher so bezeichneten Perioden
identisch zu sein brauchen. Diese drei Perioden wi} w2 o3 sind bis auf
einen gemeinsamen Zeichenwechsel fiir unsere F U einzeln eindeutig bestimmt;
nur im Falle des gleichseitigen Sechsecks, wo:

gilt, kbnnen die «v w2 w3 noch zyklisch permutiert werden.

Die Seitenzuordnung lehrt, daB die in Fig. 49 mit av a2 a3 be-
zeichneten Ecken den einen, die drei Ecken b den anderen Eckenzyklus
bilden. Man lese aus der Figur ab, daf:

gilt. Hieraus folgt:

und da SO die einzige Substitution von "M ist, welche b2 in sich trans-
formiert, so gilt SIS2S9= 1. Zwischen den drei Perioden wv w2 w3 be-
steht die Relation:
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so daB sich insbesondere fiir 103 die Darstellung ergibt:
©) W= — Wl —°V

Man wird langst bemerkt haben, da wir hier unmittelbar zu den
Entwicklungen von S. 171 ff. zuriickgefiihrt sind. Das durch die Punkte
av a2 as Qelieferte Dreieck hat die Seiten tG - |02 maBj und ist spitz-
winklig. Die damalige Entwicklung zeigt also: Der in jedem Falle (auch
dem &quianharmonischen Falle des gleichseitigen Sechsecks) eindeutig be-
stimmte Quotient W der beiden Perioden w1, G2 ist ein Innenpunkt des
in der Fig. 42, S. 176 schraffierten Bereiches, oder er liegt (im Falle von
vier kleinsten Seiten des Sechsecks und im &quianharmonischen Falle) auf
dem von w — P nach ® = i 00 ziehenden Bande dieses Bereiches. Insbe-
sondere ist es der in Fig. 49 gewdahlten Anordnung der Pfeile 1 und 2
zu danken, dal} o ein komplexer Wert mit positivem imagindren Be-
standteile ist.

Die fir den Fall des Rechtecks noch nétigen Erganzungen sind
nun leicht gegeben. Ist das Rechteck kein Quadrat, so verbinde der
Pfeil 1 die beiden kleineren Seiten; die Richtungen der Pfeile seien so
gewahlt, da3 « wieder einen positiven imagindaren Bestandteil erhalt.
Die Perioden ag, 02sind wieder bis auf einen gemeinsamen Zeichenwechsel
eindeutig bestimmt; und der Punkt co liegt auf dem von co= i nach w = i 00
ziehenden geradlinigen Bande des in Fig. 42, S. 176 schraffierten Bereiches;
im harmonischen Falle (dem eines Quadrates) konnen wir Uberdies noch
die Anderung 10] = W2 o = — wlvornehmen (vgl. S. 179), die aber den
Quotienten w = i nicht andert.

Will man an Stelle des Sechsecks lieber mit einem Parallelogramm
arbeiten, so trenne man, wie Fig. 50 zeigt, das Dreieck axb2a3 ab und
ersetze es durch das &quivalente ¢ b3 u2; des-
gleichen ersetze man das Dreieck a2 a3 b, durch
calbs. Die Gegenseiten des Parallelogramms sind
dann durch Sxund S 2aufeinander bezogen. Zweck-
mafig wird Ubrigens sein, dal? wir auch hier (wie
oben, vgl. S. 179), sobald < | 2| ist, noch
die Anderung toi =02, w3= —w! voimehmen,
was dem Ubergange von Fig. 42 zu Fig. 43,

S. 176ff., entspricht. Die nunmehr fur unsere
F~) erklarten primitiven Perioden C(Q, o sollen
als die ,yeduziertenu Perioden bezeichnet werden; sie sind bis auf einen
gemeinsamen Zeichenwechsel eindeutig (im harmonischen Falle (W = i)
zweideutig, im adquianharmonischen ((;J: p) dreideutig) bestimmt. Der Quo-
tient wistin jedem Falle eindeutig bestimmtund lieferteinen Punktim Innern

oder aufdem stark markierten Bande des Doppeldreiecks der Fig. 43, S.179.
Fricke: EUiptisohe Funktionen. Bd. 1
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Der Mittelpunkt u0 des Sechsecks BOkonnte noch beliebig verschoben
werden, ohnedalRdieGestaltund Orientierung von B Osich &nderte. Wirtreffen
die Anordnung etwa so, daR ein erstes demreduzierten Periodenpaar entspre-
chendes Parallelogramm die Ecken 0, 61+ o, adlbekommt. Damit dieses
Parallelogramm ein Diskontinuitétsbereich der jT(*hst, rechnen wir wie oben
(vgl. S. 233) von den Randpunkten nur die beiden von 0 nach «l und g2
ziehenden Seiten, jedoch ohne die Endpunkte @2, dem Parallelogramm zu.

Das gewonnene Ergebnis ist um so wichtiger, als wir auch um-
gekehrt leicht folgenden Satz zeigen konnen: Bauen wir mit irgend
zwei Perioden eou a2, deren Quotient @ dem Doppeldreieck der Fig. 43,
S.179, angehort, das Parallelogramm der Ecken 0, a2, adll-f g2, aufund
erkléaren damit eine Gruppe F (U, so liegt fir diese jT(Min jenen ol , &2 stets
unmittelbar das reduzierte Periodenpaar vor.J)

Liegt ndmlich ein Periodenrechteck vor, so sei uO dessen Mittel-
punkt, und ul} u2 ... seien die Mittelpunkte der Ubrigen Rechtecke des
Netzes. Hier ist dann unmittelbar einleuchtend, daR das erste Rechteck
das System aller Punkte u darstellt, die von w0 nicht weiter abstehen
als von einem der &quivalenten Punkte uk Das Rechteck ist also unser
eindeutig bestimmter Bereich BO und co, o die reduzierten Perioden.

Liegt kein Rechteck vor, so wird das Parallelogramm durch seine
kleinste Diagonale in zwei spitzwinklige Dreiecke zerlegt. Man wolle
diese Zerlegung an allen Parallelogrammen des Netzes vornehmen, wor-
auf die w-Ebene mit einem Netze spitzwinkliger Dreiecke (berzogen er-
scheint. Wenn man jetzt in jedem Dreieck den Mittelpunkt des umbe-

schriebenen  Kreises
geradlinig mit den drei
Seitenmitten  verbin-
det, so entsteht, wie die
Fig. 51 veranschau-
licht, ein Sechsecknetz.
Fassen wir nun etwa
das Sechseck mit dem
Mittelpunkt uQ= 0 ins
Auge, so gehdren die
sechs Seiten desselben
zu denjenigen Geraden,
die wir oben Gk nann-
ten. Das zum Punkte
u0= 0 gehdrende Sechs-

1) Der Satz ist auf arithmetischem Wege bereits S. 186 ff. bewiesen. Ist fir
die Gruppe I (») des Textes in co',, co'2 irgendein Paar primitiver Perioden vor-
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eck BOist also ein Teil des in Fig. 51 vorliegenden Sechsecks um w= 0.
Der Teil kann aber vom Ganzen nicht verschieden sein, da BOsonst nicht
mehr ein Diskontinuitatsbereich der U ware; es ist namlich das Sechseck
der Fig. 51 mit dem Mittelpunkte u0= 0 eben auch ein Diskontinuitéts-
bereich unserer Gruppe.) Unser Sechseck liefert nun unmittelbar o
als das reduzierte Periodenpaar.

Unsere Ergebnisse er6ffnen uns einen geordneten Uberblick iiber
die gesamten existierenden Gruppen UM. Sie werden alle, und jede nur
einmal, von aUen wesentlich verschiedenen reduzierten Periodenpaaren (je-
liefert. Der Wert ® hat den gesamten Bereich des Doppeldreiecks der
Fig. 43, S. 179, zu beschreiben. Beim einzelnen @ wahle man a? als
endliche, von 0 verschiedene komplexe Zahl willkirlich und erkldre ol
durch die Gleichung col= wmea® Ist o weder gleich i noch gleich p, so
wird auf diese Weise jede Gruppe zweimal geliefert, da gleichzeitiger
Zeichenwechsel von coj, g2ja die Gruppe nicht andert. Fir o =<i (Peri-
odenquadrat) wird sogar jede Gruppe viermal, fir @= p (gleichseitiges
Sechseck) jede sechsmal geliefert. Um jede Gruppe UM nur einmal zu
gewinnen, schreibe man einfach vor, dal die Amplitude der komplexen
Zahl a2 im allgemeinen zwischen 0 und n, im harmonischen Fcdle zwischen

0 und ~ und im &giiianharmonischen zwischen 0 und ~ liegen soll, jedesmal

unter Einschluf® der unteren und AusschluR der oberen Grenze.

Eine Ausartung der Gruppe UM tritt ein, falls @ in die Spitze
ioc des oft genannten Doppeldreiecks hineinriickt, wéhrend a® irgend-
einen endlichen, von 0 verschiedenen Wert hat. Wir kdnnen vorerst noch

bei endlichen  als erstes Parallelogramm dasjenige der Ecken =

+ y + a wahlen. Was aus diesem Parallelogramm fir lim ©= ioo

wird, ist leicht zu sehen. Wir koénnen (auf der w-Kugel) eine beliebig
kleine Umgebung des Punktes u = oc ausschneiden und alsdann immer
noch | zwar endlich, aber so groR wahlen, daR der Rest der w-Kugel

gelegt, so entsteht deren Quotient co' aus dem Quotienten a der beiden Perioden
ult &2 durch eine ,lineare Transformation“ :
o- w18,

yco-f-o0
Es wurde mm S. 186 u. f. bewiesen, daf, wenn hier nicht die identische Transfor-
mation vorliegt, neben to nicht auch noch co' dem Doppeldreieck der Fig. 43 ange-
héren kann (mit den bekannten Ausnahmen im harmonischen und &quianharmo-
nischen Falle). Das heillt aber eben, daR jedes neue primitive Paar co(, o® nicht
daa ,reduzierte” sein kann.

1) Man mache sich mittelst der Fig. 51 klar, in welcher Weise die vier Sechseck-
Bestandteile, welche das Parallelogramm der Ecken 0, q,, <« em, ta, bedecken,
sich zu einem vollen Sechseck zusammenbauen lassen.

16
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bereits vollstandig von den zu den Substitutionen u = u mi o ge-
horenden Parallelogrammen bzw. von Teilen derselben bedeckt erscheint.
Fir lim @ —ioo arten die Parallelogramme in Kreisbogenzweiecke der
w-Kugel aus, die sich von zwei entgegengesetzten Richtungen mit ihren
Spitzen an den Punkt u —o0 heranziehen. Fir lim @= ioo artet die
Gruppe FM in die Gruppe aller Substitutionen:

u =u--m2a?

aus; als Diskontinuitatsbereich bietet sich ein ,,Parallelstreifen** der u-Ebene
dar, begrenzt von zwei parallelen Geraden, die durch die Punkte u — 0 und
u — a2 senkrecht zur Verbindungslinie dieser beiden Punkte laufen.

8 4. Ton den Transformationen der Gruppe r M in sich.

Ein Problem, aus dem man sehr viele wichtige Fragestellungen
der Theorie der elliptischen Funktionen entwickeln kann, ist, alle linea-
ren Transformationen der einzelnen Gruppe FM in sich aufzustellen. Der
Ansatz zur Behandlung dieser Aufgabe ist in den Erklarungen von S. 128
enthalten. Fihren wir an Stelle von u eine neue Variabele U mittelst
einer linearen Transformation U= T(u) ein, so werden die Substitutionen
u' = S(u) von r in die Substitutionen:

U=TST~I(U)
transformiert, welche in ihrer Gesamtheit die ,transformierte Gruppe*
V = FFT"1 bilden. Es handelt sich also jetzt um die Aufgabe, die
lineare Transformation T in allgemeinster Weise derart zu bestimmen,
dal diese transformierte F' mit der urspriinglichen Gruppe F gleich ist.

Da der Grenzpunkt T(o0) der transformierten F' mit dem der ur-
sprunglichen P, d. h. mit dem Punkte oo, zusammenfallen muR, so ist
dieser Punkt oo ein Fixpunkt von T (vgl. S. 70), und also ist T eine
lineare ganze Transformation:

Q T(u) = au + b,

in der a eine von 0 verschiedene Konstante ist. Die zu T inverse
Transformation ist:
T~\u) = a~lu—a~1h

Wir wéhlen nun &j, 02 als reduziertes Periodenpaar der Gruppe F

und verstehen unter SI und S2 die erzeugenden Substitutionen:
St(m =*u f QJ, S2(u) = u F a2
der Gruppe. Fur die ihnen entsprechenden erzeugenden Substitutionen
der transformierten Gruppe:
TSIT~YU) = u+ TS2T-\U )= U+SI,
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berechnet man dann einfach als Beziehung der iit, £12 zu den cq, a®:
2 £l = awi, i12= aw2.

Da sich nun diese erzeugenden Substitutionen wegen I'"' — " auch
in der Gruppe I finden missen, so sind SIt, S12 als ganzzahlige Kom-
binationen der tq, «2 darstellbar. Und da andererseits auch Si und Sa
in der Gruppe:

enthalten sind, so sind auch cq, w2 ganzzahlige Kombinationen der 3 I7
&2 Es gelten demnach zwei Gleichungen:

3) Ql=awt+PBw2 SI2= yox+ dw2,
wo die a, /?, y, d ganze Zahlen der Determinante 1 oder —1 sind.
Da jedoch der Quotient » = mit dem Periodenquotienten w

gleich ist und also wie dieser einen positiven imaginaren Bestandteil
hat, so ist, wie man aus (3) leicht ausrechnet, nur:
ad —py =1
zuldssig.
Mit Benutzung von (2) ergibt sich jetzt weiter:

Der Satz von S. 187 (s. auch die Note S. 242) liefert daraufhin unmittel-
bar das Ergebnis: Fir das Zahlenquadrupel a, B, y, 6, das wir in dem

Symbol (M~ zusammenfassen, haben wir, wenn weder der harmonische,
noch der &quianharmonische Fall vorliegt, nur die beiden Mdglichkeiten:

flr w =i, wo noch die Substitution (8) S. 187 hinzukommt, liegen die
vier Moglichkeiten vor:

endlich fir w= p, wo noch die Substitutionen (6) und (7) S. 187 hin-
zutreten, die sechs:

Tragen wir die gefundenen Zahlenquadrupel in (3) ein und ver-
gleichen die Ergebnisse mit (2), so folgt, dal zunachst in jedem Falle a= - fl
und a ——1 als Werte des ersten Koeffizienten a der Substitution (1)
zulassig sind. Fir w = i und also Gy= w2 ergibt sich auBerdem noch
der Ansatz:
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welcher a = i liefert. Fir @= g und also = poj2 kommen noch
die beiden Ansétze hinzu:
= aoj = + W2 SI2= aco2= + + ad),
iSij = (KDj = + (®i "P ~2)? fio = BOj = + Qj,
die uns a= + g2und a = + p liefern.
In allen diesen Fallen wird auch tatsachlich die Gruppe F durch
T in sich transformiert, und zwar, was besonders bemerkenswert ist,
ohne dalR der zweite Koeffizient b der Transformation T irgendeiner
Beschrankung unterliegt. Schreiben wir, um die Unbeschranktheit von
b anzudeuten, im Anschlu an die Bezeichnungen von S. 190ff. die Vari-
abel v statt b, so kénnen wir als Ergebnis notieren: Die Gruppe F wird
in jedem Falle durch die gesamten Transformationen:

@) Tu)=+u+v
in sich transformiert, aulerdem im harmonischen Falle noch durch die ge-
samten Transformationen:

(8) T(u) = + iu + v,
und entsprechend im aquianharmonischen Falle durch:
9) Tu) =+ XLy, TU)=+ qu+ v

Wir sind hiermit zu den Ergebnissen zuriickgefuhrt, welche wir bereits
oben(S. 190ff) auf algebraischer Grundlage gewonnen hatten. Die Trans-
formationen T{u) —u ~v fur alle endlichen v liefern die damals oft
genannte kontinuierliche Gruppe. Eine planmaRige Bearbeitung dieser
Gruppe und der in ihr enthaltenen Untergruppe wirde die Ansétze
liefern, die zu den Additionstheoremen sowie zur Division und Trans-
formation der elliptischen Funktionen hinfuhren. Wir werden demnach
noch oft Gelegenheit haben, auf die fragliche Gruppe und ihre Unter-
gruppen zuriickzugehen.

Unter den (brigen Transformationen T missen wir hier vor allem
noch auf u = —u hinweisen, eine Transformation, die uns von alge-
braischer Seite durch die Vertauschung der beiden Blétter der Flache
F3 geliefert wird. Fligen wir die Substitution u ——u der F*Mihinzu,
S0 gewinnen wir in den gesamten Substitutionen:

(10) u'=+ u+ mil-f m2a2

eine etwa durch F$ oder F@ zu bezeichnende erweiterte Gruppe, die wir
als die ,,Substitutionsgruppe der geraden doppeltperiodischen Funktionen** be-
zeichnen, insofern die einzelne derselben ja in der Tat gegeniliber der
Substitution u = —u invariant ist.

Bezlglich dieser r () sind im Periodenparallelogramm, das wir etwa
wieder mit den reduzierten Perioden aufbauen, stets die zwei Punkte



System aller Transformationen erster Art der F in sich 247

u und (—u 4-oq + w2, die im Parallelogramm diametral liegen, dqui-
valent. Wir zerlegen das Parallelogramm etwa durch seine Kleinste
(im Rechteckfalle durch eine) Diagonale in zwei Dreiecke (vgl. Fig. 51,
S. 242) und haben im einzelnen Dreieck einen Diskontinuitétsbereich
der r (IY Die Punkte auf den Dreieckseiten selbst sind dann zu Paaren
einander aquivalent. Haben wir z B. ein g mit ,,positivem“ reellen Be-
standteile, so nehmen wir das Dreieck der Ecken 0, o®, eq zum Dis-
kontinuitatsbereiche. Hier sind dann:

(11) u=—u+cq, U=—u+o0q, U=—u cq-fa?

drei in der r @ enthaltene elliptische Substitionen der Periode 2, welche
die Seitenmitten des Dreiecks zu Fixpunkten haben und je zwei zur
Mitte symmetrische Punkte der einzelnen
Seite als dquivalent erweisen.l) Von der ein-
zelnen Seite hat also hier je nur die eine
Hélfte dem Diskontinuitatsbereiche anzuge-
hoéren (vgl. Fig. 52), von den drei Ecken
etwa nur die bei u = 0; in Fig. 52 ist der
Diskontinuitatsbereich durch Schraffierung
hervorgehoben, und die Zuordnung der Seiten-
hélften ist durch Pfeile angedeutet.

Eine zweite Art linearer Substitutionen,
die indirekte Kreisverwandtschaften darstellen
(d. h. solche mit Umlegung der Winkel), war
S. 73ff. eingefuhrt und besprochen. Auf u
angewandt erhalten wir die einzelne solche Substitution, wenn wir von u
zum konjugiert komplexen Wert u gehen und auf diesen sodann irgend-
eine Substitution erster Art ausiben.

Wir fragen nun, ob wir vielleicht auch solche Substitutionen zweiter
Art angeben konnen, welche UM in sich transformieren. Eine etwa
durch U= T(u) zu bezeichnende Substitution zweiter Art, welche dies
leistet, miRte jedenfalls wieder den Grenzpunkt oo zum Fixpunkte haben
und also die Gestalt aufweisen:

Tu)= au-fh
Haben wir ein brauchbares T gewonnen, so erhalten wir sogleich un-
endlich viele in der Gestalt T oT, wo T die gesamten Substitutionen (7)

1) Hat o negativen reellen Bestandteil, so wahlt man zweckmé&Rig das Drei-
eck der Ecken 0, —aq, <® zum Diskontinuitatsbereich der T(2 und hat dann an
Stelle der Substitutionen (11) die nachfolgenden:

u'= —u— |, u'= —u -] gs} u'= —u — ool -f- wa.
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bzw. (8) oder (9) durchlaufen soll. Berufen wir uns hierauf, so ist es
keine Beschrankung, wenn wir in dem Ansatz fiir die gesuchten Trans-
formationen T den Koeffizienten b= 0 setzen und die Amplitude ff der
komplexen Zahl a auf das Intervall 0 <Lff< % bzw. 0 ff< oder
0~ ff<|jt beschrénken. Wir wollen ferner bemerken, daf die durch
einmalige Wiederholung von T zu gewinnende Transformation erster Art:

natlrlich auch die in sich Uberfhrt. Da hiernach T2 zu den
Transformationen (7) ff. gehort, andrerseits aber a-a als Produkt zweier
nicht-verschwindender, konjugiert komplexer Zahlen a,a reell und >0

ist, so bleibt nur ad = 1 Ubrig. Wir haben also a = €9 zu setzen und
den Ansatz:

zu prufen.
Fir die erzeugenden Substitutionen der transformierten Gruppe:

berechnet man leicht die Beziehungen:

wo wieder w* der zu wk konjugiert komplexe Wert sein soll. Diese

missen nun wieder ganzzahlige Kombinationen der wl, w2 sein
und umgekehrt, wenn T T T~A= [ zutreffen soll. Jetzt ist der Quo-
tient Si —w und hat also negativen imagindren Bestandteil; es missen
sich demnach und —Q2 durch eine ,lineare Transformation“ (vgl.
Note 1, S. 184) aus den w,,w, berechnen:

Hieraus folgt auf Grund von (12) fiir den Quotienten w der Peri-
oden w.,w2:

eine Relation, die sich, wenn wir w= &+ {n setzen, in die beiden
Gleichungen spaltet:

Da nun n> 0 ist, so folgt d= a und also liegt der Punkt w auf dem
durch die Gleichung:

dargestellten Kreise.
Ist die ganze Zahl y = 0, so folgt aus (13):

Die fiir unser Doppeldreieck der Fig. 43 charakteristische Bedingung



System aller Transformationen zweiter Art der I (*) in sich 249

—1 21< 1liefert also als einzige Mdglichkeiten 8= 0und = a= + 1
Ist y von O verschieden, so schreiben wir die erste Gleichung (13) so:

wodurch der Kreis mit dem Radius jy 1 und den Mittelpunktskoor-
dinaten | = ——t n= 0 dargestellt ist. Da der Punkt w= p mit der

Ordinate N —~Y3 der an der reellen w-Achse néchst gelegene endliche
Punkt unseres Doppeldreiecks ist, so sind nur die ganzzahligen Werte
y = + 1 brauchbar. Unter allen Kreisen (14) erreichen dann aber nur
der mit a= 0 das Doppeldreieck (ndmlich als Randkreis desselben)
und der fir €=y = 4-1 (nédmlich im einzelnen Punkte w= p). Soll
demnach die Gruppe I' durch eine Transformation T in sich Oberfihr-
bar sein, so muB der Quotient w der reduzierten Perioden enliueder auf
der imagindaren w-Achse &= 0 oder auf dem Rande 2| 4- 1= 0 oder
endlich auf dem Rande &2-f rfi= 1 des in Fig. 43, S. 179, schraffierten'
Dreiecks liegen, und ivir haben fiir das Zahlenquadrupel a. B, vy, 6 bzw.
die Kombinationen:

zu denen fir w= p noch die Moglichheit hinzukommt:

DalR in allen Féllen tatschlich durch T in sich transformiert
wird, ist aus der ,,Symmetrieu der betreffenden Periodenparallelogramme
einleuchtend. T bedeutet nichts anderes als die ,,Spiegelungu (vgl. S. 73)
der w-Ebene in sich an der durch den Nullpunkt u = 0 laufenden Ge-
raden der Amplitude * (und ™ + fr). Haben wir den ersten Fall (15)
und damit ein Rechteck, so folgt aus den vorstehenden Formeln:

Hier aber liegt fiir das obere Zeichen die Spiegelung an der Rechteck-
seite durch die Punkte 0 und  — wir wollen sie kurz die Gerade (0, w:)
nennen — vor, flir das untere Zeichen aber die Spiegelung an der Ge-
raden (0, wd.

Im dritten Falle (15) ist w\= 1; und das Parallelogramm ist ein
Rhombus. Jetzt gilt:

und hier haben wir flir das obere Zeichen die Spiegelung an der ,,Dia-
gonale* (0, Oj fwd, fur das untere aber diejenige an der Diagonale
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(0, dl—o02 des mit dem ersten benachbarten Rhombus der Ecken
0, cof — W2, — 03.

Liegt der zweite Fall(15) vor, sotritt die Symmetrie am Parallelogramm
der reduzierten Perioden nicht hervor, wohl aber am Parallelogramm
der Ecken 0, wl+ w2, 2wt -f w2, v wie man sich mit Hilfe von Fig. 53

deutlich machen wolle. Es liegen wieder zwei
durch den Nullpunkt u = 0 laufende Symmetrie-
linien vor, und unsere obigen Gleichungen geben
als zugehorige Spiegelungen:

Im harmonischen Fall kommen fir die

a, B, y, d die erste und dritte Kombination (15)

zugleich zur Geltung. Beim Quadratnetz laufen

in der Tat vier Symmetrielinien durch den

einzelnen Gitterpunkt. Fir w= p kommen der zweite und dritte Fall (15)

zugleich in Betracht, und der Ansatz (16) liefert noch als 5. und 6. Spie-
gelung:

Das gleichseitige Sechseck im Kreise (vgl. S. 239) hat in der Tat sechs
durch seinen Mittelpunkt laufende Symmetrielinien. In allen Féllen ist
durch die oben ausgesprochene Bedingung 0 # < n bzw. 0 <LO< \n
und 0 » eine bestimmte unter den Spiegelungen ausgezeichnet.])

8 5. Begriff der doppeltperiodischen Funktionen und Kesiduensétze.

Es sei jetzt irgendeine besondere Gruppe 'M vorgelegt und fir
dieselbe ein primitives Periodenpaar ol; 02 ausgewdhlt; das zugehorige
Parallelogramm der Ecken 0, w2>w1 + wZ>w1 °der allgemeiner mit den
Ecken uQ,u0+ o2, wo+ 0i + o2, wo+ ¢+ benutzen wir als Diskontinui-
tatsbereich der Wir stellen nun folgende endgliltige Erklarung der
doppeltperiodischen Funktionen auf: Eine zur Gruppe gehdrende ein-
deutige doppeltperiodische Funktion soll eine analytische Funktion @(n)
sein, welche die schlichte u-Ebene, abgesehen vom Punkte u = 00 (dem

I) Fugt man der Gruppe [ die einzelne der gewonnenen Spiegelungen T
hinzu, so entsteht eine erweiterte Gruppe w\21 welche neben den Substitutionen
1,S1,St, St,... der [ noch die Substitutionen zweiter Art T, S, T, S2T, SsT, ...
enthalt. Alle existierenden Erweiterungen der Gruppe Iw sind aufgestellt und
figarlich erlautert in den ,Vorlesungen uber die Theorie der automorphen Funk-
tionen* von Klein und Fricke (Leipzig 1897). Bd. 1, S. 224ff.
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Grenzpunkte der '), zum Felde hat und hei Ausiibung irgendeiner Sub-
stitution von M ihren Wert behalt:

In Punkten, die beziiglich I &quivalent sind, liegen demnach stets
gleiche Funktionswerte vor, so dal’ alle Werte, die von xp(u) Uberhaupt
angenommen werden, bereits im Periodenparallelogramm erreicht werden.
Der Punkt u = oo mul} notwendig ein wesentlich singulérer Punkt von
() sein (was ja auch schon in die Definition der Funktion aufge-
nommen wurde); denn in jeder Umgebung der Stelle oo liegen unend-
lich viele Parallelogramme des Netzes und sind also unendlich viele
verschiedene Punkte nachweisbar, in denen die Funktion einen und den-
selben Wert annimmt. Im Endlichen soll aber erklarungsgemé&R kein
weiterer wesentlich singuldrer Punkt von xjx(u) auftreten. Wenden wir
diese Aussage insbesondere auf das Periodenparallelogramm an, so er-
gibt sich in bekannter Weise: Die Funktion {(u) kann im Perioden-
parallelogramm nur endlich viele Pole haben, sowie (berhaupt einen vor-
geschriebenen komplexen Wert daselbst nur in endlich vielen Punkten an-
nehmen.

Wir wenden nun zundchst die Residuensédtze von S. 37if. an, indem
wir annehmen, da wir auf irgendeinem Wege eine zur JIM gehdrende
doppeltperiodische Funktion X>U) wirklich gewonnen haben. Nach der
Erklarung von S. 37 ist das ,,Residuum® der Funktion xk(u) flr einen
etwa bei u —w gelegenen Pol der Koeffizient ¢_x des Gliedes mit der
Potenz (u —w)~x in der zugehérigen Potenzreihenentwicklung:

In einem mit w aquivalenten Punkte w' wird eine Entwicklung nach
Potenzen von (u —w') mit den gleichen Koeffizienten gelten, so dal3
zu dquivalenten Polen gleiche Residuen der Funktion (n) gehoren.
Wir haben uns oben durch die Unbestimmtheit der ersten Ecke u0
des Parallelogramms eine gewisse Freiheit in der Lagerung des Par-
allelogramms Vorbehalten. Da @(n) nur endlich viele Nullpunkte und
Pole im Parallelogramm haben kann und andererseits unbegrenzt viele
indquivalente Ecken u0 zur Verfligung stehen, so dirfen wir 20 so ge-
wéhlt denken, daB auf dem Rande des Parallelogramms der Ecken uO,
u0+ a2 u0+ wl-F w3, u0-P wy sich weder ein Nullpunkt noch ein Pol
von ifx(u) findet. Ubrigens wollen wir mit C den aus den vier Seiten
sich zusammensetzenden Rand des Parallelogramms bezeichnen und
haben dabei, wenn wir einen Umlauf um das Parallelogramm im posi-
tiven Sinne ausfiihren wollen, C in der Richtung zu beschreiben, daf3
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die Eckenfolge u0, n0+ a2, u0f+ -f «2>n0-f «* vorliegt. Bei den
nachfolgenden Uber den geschlossenen Rand C auszudehnenden Integralen
soll diese Integrationsrichtung stets innegehalten werden.

Nach dem Residuensatze (3) S.38 ist das Uber G genommene Integral:

gleich der Summe der Residuen von (u) fir alle im Parallelogramm
gelegenen Pole. Nun koénnen wir aber den vier Seiten des Parallelo-
gramms entsprechend jedes (ber C erstreckte Integral so zerlegen:

so dal die Umkehrung der Integrationsrichtung bei zweien von diesen
Integralen auch folgende Zerlegung als moglich ergibtl):

Hier sind die Teilintegrale, welche sich auf je zwei Gegenseiten des
Parallelogramms beziehen, in eine Klammer zusammengefalit. Ist nun
zunéchst f(u) irgendeine langs C eindeutige analytische Funktion, so ist

und ebenso gilt:

Das Uber G genommene Integral 1aBt sich somit in die Gestalt:

setzen. Ist demnach f(u) irgendeine unserer doppeltperiodischen Funk-
tionen Y (u), so verschwindet das Integral (2): Fur jede bei unserer
Gruppe PW etwa existierende doppeltperiodische Funktion ( (u) verschwindet
die Summe der Residuen aller im Perwdenparallclogramm gelegenen Pole.

Aus der Begriffserklarung von W(u) folgt, dal mit dieser Funktion
auch deren Ableitung ('(n) eine zur Gruppe F U gehorende doppelt-
periodische Funktion ist. Dasselbe gilt demnach auch vom Quotienten:

1) s.die entsprechenden Zerlegungen auf der Riemannschen Flache F»oben s. 159.
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so daR unser Integral Uber C auch fur diese Funktion verschwindet.
Daraufhin liefert der zweite Residuensatz (5) S. 39 sofort: Fir jede zur
F U gehdrende doppeltperiodische Funktion y(0) ist die Summe der Ord-
nungen aller im Parallelogramm gelegenen Nullpunkte gleich der Summe
der Ordnungen aller daselbst gelegenen Pole.

Wir bezeichnen den gemeinsamen endlichen ganzzahligen Wert
dieser Summe mit m und nennen m die ,, Wertigkeit* der Funktion W(tt).
In gewohnter SchluBweise ziehen wir die Folgerung, daR, wenn (0
irgendein endlicher komplexer Wert ist, die doppdtperiodische Funktion
(mpu) —0O) als Summe der Ordnungen ihrer im Periodenparallelogramm
gelegenen Nullpunkte auch wieder m liefert. Da solche Nullpunkte auch
auf dem Rande C liegen konnen, so ist an der Bestimmung festzu-
halten, da nur die beiden von uO auslaufenden Seiten des Parallelo-
gramms (unter AusschluR der Endpunkte w0+ uo0 -f w2 diesem Be-
reiche als zugehdrig gelten.

Man kann das gewonnene Ergebnis auch in die Form Kkleiden:
Eine m-wertige doppeltperiodische Funktion @ (u) nimmt einen beliebig
vorgeschriebenen Wert Q0 (auch die Werte 0 und oo eingeschlossen) stets
in m Punkten des Parallelogramms wirklich an, wobei unter diesen m Punkten
beim einzelnen YO0 natirlich irgendwelche Koinzidenzen stattfinden kénnen.
Dabei gilt fiir solche Koinzidenzen die friher schon ofters aus den
Reihenentwicklungen entnommene Betrachtung: Fr einen endlichen
Wert Q0 wird eine Koinzidenz von v zugehdrigen Punkten an der Stelle
n = v stets und nur dann eintreten, trenn an dieser Stelle die Funktion
g'(n) einen Nullpunkt (v —1)ter Ordnung besitzt; flr den Wert = oo
sind die Koinzidenzen unmittelbar aus den Ordnungen der Pole von (n)
ersichtlich.

Die gewonnenen Ergebnisse gestatten uns, ein Resultat von grund-
satzlicher Bedeutung abzuleiten. Wir setzen die Funktionswerte y(1i) = ¢
und wollen das Parallelogramm konform auf die 0-Ebene abbilden. Das
Abbild wird jede Stelle der #-Ebene bis auf gewisse Verzweigungspunkte
w-bléttrig Uberdecken. Jeder (v—I)-fache Nullpunkt v der Funktion
rjj'liu) liefert fur den endlichen Wert (= {(v) einen v-blattrigen Ver-
zweigungspunkt; die Pole von ((n) im Parallelogramm — es seien n
unterschiedene, und ihre Ordnungen seien puv o2 ..., un — liefern n
bei z = oo ubereinanderliegende Verzweigungspunkte bzw. mit pyv u2

.., MHBI&ttern. Weitere Verzweigungspunkte treten nicht auf. Nach
der Regel (4) S. 88 berechnet sich das Geschlecht p dieser Flache Fmzu:

wo sich die erste Summe auf die im Endlichen, die zweite auf die bei
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z = 00 gelegenen Verzweigungspunkte bezieht. Die Pole von ('(0)
fallen mit denen von (i) zusammen; die Ordnung ist je um eine Ein-
heit groler, also (u + 1). Die Wertigkeit von ist demnach:

woraus sich ergibt:

Nun ist die Wertigkeit (» + «) von auch gleich der Summe aller
Ordnungen (v — 1) der Nullpunkte dieser Funktion, woraus sich:

ergibt. Somit ist p = 1: Durch eine m-wertige doppeltperiodische Funk-
tion z = Y(u) ivird das Periodenparallelogramm konform auf eine ge-
schlossene m-bléttrige Riemannsche Flache Fmiber der z-Ebene abgebildet,
deren Geschlechtp = 1 ist.

Dal} hierbei eine Flache ,des Geschlechtes 1%, d. h. eine solche vom
Zusammenhdnge des Kreisringes (vgl. S. 84ff.), herauskommen muB, ist
anschaulich unmittelbar einleuchtend. Das einzelne Paar der Gegenseiten
des Parallelogramms fiigt sich in der Abbildung zusammen und liefert
einen Ruckkehrschnitt Q auf der Fm Die beiden so zu gewinnenden
Schnitte Qv zerlegen dann die Fwin einen auf das Parallelogramm
eindeutig bezogenen Bereich, der, wie das Parallelogramm, einfachen
Zusammenhang besitzt.

Jede weitere doppeltperiodische Funktion der r (U liefert nun,
auf die F, Ubertragen, daselbst eine algebraische Funktionl), und um-
gekehrt liefert uns jede algebraische Funktion der Fmfir die "> eine
doppeltperiodische Funktion. Der Anschluf an die auf algebraischer
Basis entwickelte Theorie der elliptischen Funktionen des vorangehen-
den Kapitels ist damit erreicht: Entweder gibt es tberhaupt keine doppelt-
periodische Funktion der vorgelegten I" (), oder wir haben hier mit einem
der im vorigen Kapitel gewonnenen Periodenparallelogramme zu tun; und
dann haben sofort die gesamten damaligen Entwicklungen Uber den zuge-
horigen Kérper elliptischer Funktionen Giiltigkeit.

Man kann nun den Existenzbeweis von Funktionen (n) bei be-
liebig gegebener Gruppe I'M mittelst direkter funktionentheoretischer
Erwdgungen filhren, wie sie bei den Existenztheoremen der algebra-
ischen und der automorphen Funktionen Verwendung finden.2 Es emp-

l) S. die allgemeine Erklarung einer algebraischen Funktion S. 77 unten.

2) Man sehe hieriiber z. B. Weyl ,Die Idee der Riemannschen Flache, (Leip-
zig, li) 13) Kap. 2 und die ,,Vorlesungen Uber die Theorie der automorphen Funktionen*
von K lein und Fricke, Bd.2S.8ff.sowie etwa auch,,Modulfunktionen*, Bd. 1S.508 ff.
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hehlt sich indessen hier einen anderen Weg zu gehen, den wir ohne-
dies zu betreten haben. Wir werden den Existenzbeweis der zu einer
beliebig gewahlten ' M gehérenden Funktionen dadurch fihren,
da wir diese Funktionen unmittelbar durch konvergente Produkte und
Reihen zur Darstellung bringen. Eine hierbei grundlegende Konvergenz-
betrachtung stellen wir in § 6 voran.])

8§ 6. Uber die Konvergenz gewisser Doppelreihen.

Far eine beliebig vorgelegte Gruppe r » wollen wir unter o+ o2
zundchst der Bequemlichkeit halber das reduzierte Periodenpaar ver-
stehen. Wir zeichnen das zugehorige Parallelogrammnetz und wollen
fir die Gitterpunkte desselben die abgekirzte Bezeichnung:

(1) + w2k2= (mv m2

einfihren. Der Abstand des einzelnen Gitterpunktes vom Nullpunkt
ist der absolute Betrag |(mv md) | Indem wir den Gitterpunkt u = 0,
und damit die Kombination mi = 0, m2= 0 ausschlieBen, bilden wir
mit einer positiven ganzen Zahl X die auf alle Gbrigen Gitterpunkte
bezogene Summe:

wobei durch den oberen Index am Summenzeichen hier und weiterhin,
falls nichts anderes bestimmt ist, die Auslassung der genannten Kombi-
nation ml = 0, m2— 0 angedeutet sein mag. Wir stellen die Frage, ob
man die ganze positive Zahl &so wéhlen kann, daR die Doppelreihe (2)
konvergiert.

Da die Reihe (2) nur reelle positive Glieder enthélt, so wird sie
im Falle der Konvergenz auch ,unbedingt®, d. i. unabh&ngig von der
Anordnung der Glieder, gegen einen bestimmten endlichen Summen-
wert konvergieren. Wir dirfen daraufhin bei der Konvergenzuntersuchung
eine besondere gleich naher anzugebende Gliederanordnung bevor-

1) Die Begriffsbestimmung der doppeltperiodischen Funktionen im AnschluBl
an das Periodenparallelogramm und die auf Cauchyschen Hilfsmitteln beruhende Auf-
stellung der Residuensétze ist zum ersten Male im Zusammenhénge von J. Liouville
in einer 1847 gehaltenen Vorlesung gegeben; dieselbe ist von C.W. Borchardt
ausgearbeitet und unter dem Titel ,Le9ons sur les fonctions doublement periodiques
faites en 1847 par M. J. Liouville* im Journ. f. Math., Bd. 88 (1879), S. 277 ver-
offentlicht. Es spielt hier insbesondere der Satz, daR es keine einwertige Funk-
tion 1p(u) geben kann, eine grundlegende Rolle. Dieser Satz ist durch die im
Texte aufgestellte Beziehung auf eine Flache des Geschlechtes 1 selbstverstandlich;
doch kann er auch sehr leicht aus dem ersten Residuensatze (Verschwinden der
Summe der Residuen aller Pole) geschlossen weiden.
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zugen, die durch Fig. 54 begriindet wird. Hier sind die samtlichen
von u = 0 verschiedenen Gitterpunkte auf den Ré&ndern einer ein-
fach unendlichen Reihe konzentrischer und ahnlicher Parallelogramme
untergebracht, die in der Figur punktiert sind. Das nte Parallelo-
gramm trégt diejenigen 4n Gitter-
punkte, deren Zahlenpaare mv
die Bedingung befriedigen:
[mx + m2l= n.

Sind el und e2die Langen der
Lote vomNullpunkte aufdie Seiten
des ersten dieser Parallelogramme,
und ist e eine dieser beiden Zahlen,
die nicht groRer ist als die andere;
so gilt (vgl. Fig. 54) fur die 4n
Gitterpunkte auf dem Rande des
nten Parallelogramms:

) -

Verstehen wir demnach unter £n die Summe der 4n Glieder von (2),
welche zum ntn Parallelogramm gehdren, so gilt:

Wenn wir also jetzt fir die Reihe (2) die Anordnung:

bevorzugen, so ist Kklar, da unsere Reihe jedenfalls dann konvergiert,
wenn die Reihe

konvergent ist. Diese Reihe ist zwar fur k —2 noch divergent, aber
fir alle ganzen Zahlen k > 2 ist sie konvergent und gibt z B. fir h= 3
den bekannten Summenwert:

Wir haben demnach als Resultat anzumerken: Oie Doppelreihe (2) ist
fur alle ganzen Zahlen k> 2 konvergent.
Hiernach wird auch die Reihe:

fur alle ganzen Zahlen k > 2 absolut und also unbedingt konvergent
sein. Da Ubrigens mit jedem Zahlenpaar mv m2 auch das Paar —wZ?
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—m3 auftritt, so ist der Summenwert flr alle ungeraden Zahlen
k= 3,5,... gleich 0. Wir lassen demnach weiter nur die geraden Ex-
ponenten zu und wollen fur die betreffenden Reihen die Bezeichnungen
einfuhren:

Fur jede ganze Zahl k 2 ist hierdurch ein hei unserer Gruppe 'M ein-
deutig bestimmter endlicher Summenwert Gk(ol, w2 der rechts stehenden
konvergenten Reihe erklart, dessen Abhéngigkeit von den Perioden o
w2 uns noch mehrfach beschéftigen wird.

Eine erste grundlegende Eigenschaft der Werte Gk(ol} 02 folgt
aus der unbedingten Konvergenz unserer Doppelreihen. Flhren wir an
Stelle der bisherigen reduzierten Perioden wn ®2 mittelst ,linearer
Transformation® (vgl. S. 184) irgendein zur Gruppe gehorendes pri-
mitives Periodenpaar:

5) o] = awt + Bw3 2= ywl- dw3, (ad —By =1

ein, so sind bekanntlich die Werte (m [ -f ni*w") in ihrer Gesamtheit
den Werten (ml<d -f ni3w? gleich, und es entspricht die Kombination
mx= 0, tn3= 0 inshesondere der Kombination mi = 0, m3= 0. Bilden
wir demnach die Reihe (4) fir w', w' an Stelle der wy, w2 so wird
dieser Ersatz einfach auf eine Umordnung der Reihenglieder hinaus-
laufen. Der Summenwert ist aber von der Gliederanordnung unabhéngig,
und also folgt das grundlegende Ergebnis: Oer Summenwert Gk(av w2
erweist sich als der gleiche fiir je zwei primitive Periodenpaare unserer F W
er ist gegenlber irgendeiner linearen Transformation (5) der Perioden
invariant:

8§ 7. Existenzbeweis der doppeltperiodisclien Funktionen.

Fr den einzelnen Korper elliptischer Funktionen konstruierten wir
oben (S. 208) eine ganze transzendente Funktion 5(it), die in jedem Gitter-
punkte einen Nullpunkt erster Ordnung hatte, in jedem anderen end-
lichen Punkte u aber von 0 verschieden war. Auf Grund der Entwick-
lungen von S. 56ff. Uber die Produktdarstellung der ganzen transzen-
denten Funktionen kénnen wir auf independentem Wege fiir unsere
hier vorgelegte jT() mittelst eines unendlichen Produktes eine ent-
sprechende ganze transzendente Funktion hersteilen, die wir unter Vor-
behalt néherer Vergleichung mit der friheren Funktion 6(w) gleich

selbst wieder durch das Symbol (5(u) bezeichnen. Es ist ndmlich die
Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. t 17
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damalige Reihe (6) S.59 fir das aufzustellende Prodiikt mit Nullpunkten
in den Gitterpunkten einfach unsere jetzige Reihe:

2\ (g -(a)

deren Konvergenz fir h= 2 bewiesen ist. Somit haben wir (vgl. S. 59) in:

wo beim Produkte die einzige Kombination mx= 0, m%= 0 auszulassen
ist (Index am Produktzeichen!), eine ganze transzendente Funktion der
,,Hoheu 2 von der gewiinschten Beschaffenheit, d. h. von der richtigen Lage
und Ordnung der Nullpunkte.

Ob wir hierin die 6-Funktion, welche uns von S. 208 her bei den
Korpern elliptischer Funktionen bekannt ist, wieder gefunden haben,
wird bald né&her zu untersuchen sein. Vorher wollen wir gleich noch
aus der von S. 59 her feststehenden unbedingten Konvergenz des Pro-
duktes (1) denselben SchluR ziehen, wie im vorigen Paragraphen bei
den Summenwerten Giefool, 02. Bezeichnen wir die in (1) erklarte Funk-
tion in ihrer Abhéngigkeit von u, wx und ¢ genauer durch s (m joa ©2),
so wird stets derselbe Produktwert erscheinen, wenn wir unter Fest-
haltung von u die Perioden av 2 durch ein anderes primitives Peri-
odenpaar ersetzen: Die in (1) erklarte ganze transzendente Funktion
6 (ulwl, w2 erweist sich als invariant gegeniber irgendeiner linearen
Transformation der Perioden:

Um genauere Angaben (ber unsere Funktion (5(u) zu machen, gehen
wir auf die Satze von Seite 60 (am Schllisse des damaligen § 12) ein
und bilden die Ableitungen von log (5(u

sowie allgemein flir v~ 3:

wo fur i/73 die Kombination mx= 0, mi—0 bei der Summe nicht
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mehr auszulassen ist. Wir haben hier eine Reihe von Funktionen, die
die schlichte w-Ebene, abgesehen vom Punkte 0o, zum Felde haben;
dabei hat die vte Funktion in jedem Gitterpunkte einen Pol vtT Ord-
nung und ist in jedem anderen endlichen Punkte u analytisch. Die ein-
zelne der rechts stehenden Reihen ist in jedem endlichen Bereiche der
«t-Ebene unbedingt und gleichmaRig konvergent, wobei jedoch in jedem
Gitterpunkte ein einzelnes Reihenglied den daselbst gelegenen Pol der dar-
gestellten Funktion liefert.

Es ist nun unmittelbar einleuchtend, da wir hier fur v~ 3 lauter
doppeltperiodische Funktionen unserer P “) vor uns haben. Es bewirkt
ja z B. die Vermehrung von u um 2 nur eine Gliederumordnung in
der einzelnen unbedingt konvergenten Reihe. Nicht ganz so unmittel-
bar ist dasselbe an der zweiten Reihe (3) einzusehen. Greifen wir hier
flr irgendeine endliche positive ganze Zahl n und fiir stehendes mx den
Bestandteil:

heraus), so gilt fir die durch diesen Bestandteil der zweiten Reihe (3)
erklarte rationale Funktion ®n(u) von u:

Da nun die rechte Seite dieser Gleichung fir lim n = oo die Grenze 0
hat und lim @n(n) als Bestandteil einer absolut konvergenten Reihe
eine bestimmte Funktion &(u) darstellt, so gilt fur diese Funktion
Py Fwd = d(). Die zweite Reihe (3) setzt sich aber aus lauter
solchen Bestandteilen zusammen und hat also auch die Periode o2. Der
Existenzbeweis der doppeltperiodischen Funktionen fir unsere beliebig vor-
gelegte Gruppe F (U ist damit erbraeht. Insbesondere haben wir fir jede
ganze Zahl v~>2 eine v-wertige Funktion mit einem Pole vter Ord-
nung in jedem Gitterpunkte konstruiert, und speziell die erste unter
ihnen wird unser Parallelogramm auf eine zweiblattrige Flache F2 des
Geschlechtes 1 und also mit 4 Verzweigungspunkten abbilden. Wir
sind demnach nunmehr berechtigt von einem ,,Kérper doppeltperiodischer
Funktionenu fiir jede unserer Gruppen zu sprechen und dirfen far
diesen Funktionenkdrper alle Entwicklungen des vorigen Kapitels als
gultig in Anspruch zu nehmen.

1) Hier soll der Index am Summenzeichen bedeuten, daR bei Mi—0 im
Gliede mit = 0 der Subtrahend der Klammer auszulassen ist.

17
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8 8. Teilbruchreinen fir die Funktionen p(u), p'(u) und £(m)
nebst Folgerungen.

Wir betrachten nun zunédchst die zweiwertige Funktion:

unserer Gruppe .M“) n&dher. Da mit jedem Zahlenpaare mv m2 auch
—mv —m2 in der Reihe vorkommt, so ist aus der Bauart der Reihe
ersichtlich, dal y(n) eine gerade Funktion ist.

Die Funktion:

ist in der Umgebung von u = 0 analytisch und hat, wie wieder die
Reihe zeigt, im Punkte u= 0 den Wert 0. Sie gestattet demnach in
dieser Umgebung die Entwicklung:

Nun gilt aber:

Setzen wir hier u = 0, so ergibt sich rechter Hand, abgesehen von dem
numerischen Faktor (2k -f 1)!, die in (4) S. 257 eingefiihrte Summe des
Wertes Gk+I(ol, w2. Die Reihenentwicklung der Funktion y(n) fur
die Umgebung des Punktes u= 0 hat demnach die Gestalt:

Man wird bereits erkannt haben, daf wir hier die Funktion p(u)
des zur Gruppe gehdrenden Korpers doppeltperiodischer Funktionen
vor uns haben; denn (¢(n)—p(u)) ist als polfreie doppeltperiodische
Funktion mit einer Konstanten identisch, und der Wert dieser Kon.
stanten ist 0, da zufolge der Reihenentwicklungen von (n) und p(w)
(vgl. (1) S. 200) die Differenz (f(u) —p(u)) fir u= 0 den Wert 0 hat.
Umgekehrt ziehen wir aus der Identitat fp(u) = ~(W) jetzt sofort das
Ergebnis: Die Funktionen erster Stufe p(u) und p'(u) der Gruppe F U
lassen sich in die folgenden als ,,Teilbruchreihen* zu bezeichnenden Reihen
entwickeln:
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die abgesehen davon, dal in jedem Gitterpunkte je ein Glied einen Fol
besitzt, in jedem endlichen Bereiche der u-Ebene unbedingt und gleich-
maRig konvergieren.

Weiter kann hiernach die in der ersten Gleichung (3) S. 258 ge-
lieferte Funktion vom Integral zweiter Gattung ¢(n) nur um eine addi-
tive Konstante abweichen. Da aber infolge jener Gleichung:

gilt, so zeigt der Vergleich mit der Potenzreihe (2) S. 201 von £(m,
da wir in der ersten Gleichung (3) S. 258 unmittelbar £(w) vor uns
haben: Bas Integral zweiter Gattung erster Stufe ¢(u) IaRt sich in die
Teilbruchreihe entwickeln:

von deren Konvergenz dasselbe gilt wie von derjenigen der Reihen (2).
Kehren wir endlich mittelst des Integrales:

zum Ausgangspunkte (1) S. 258 unserer gegenwartigen Entwicklung zu-
riick, so ist klar, daR diese Funktion von der S. 208 eingeflhrten Funk-
tion 6(w) nur um einen konstanten Faktor abweichen kann. Aber auch
die Funktion (1) S. 258 befriedigt wie die in (5) S. 208 dargestellte Funk-
tion 6(w) die Bedingung:

Also haben wir in (1) S. 258 unmittelbar unsere friihere (5-Funktion in
Gestalt eines doppelt unendlichen Produktes wiedergewonnen.

Soll die Abhéngigkeit der Funktionen £(n), p{u), p'(u) auch von
wv w2 wie sie in den Teilbruchreinen zum Ausdruck kommt, hervor-
gehoben werden, so schreiben wir &(n w w2, p(u Wl wd, p'(u | wi} wI.
Aus der ,unbedingten* Konvergenz der Teilbruchreihen folgt alsdann,,
wie bei der Funktion 6(u): Das Integral zweiter Gattung erster Stufe &
und die doppeltperiodischen Funktionen erster Stufe p und p' bleiben un-
verdndert, falls man in ihnen ¢\, w2 irgendeiner linearen Transformation
unterwirft:

Vergleichen wir die Reihe (1) mit der urspriinglichen Potenzreihe
(1) S. 200 der ~-Funktion, so zeigt sich, daf die Summenwerte Gi(jov w2,
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G3(gv w2 unserer Doppelreihen (4) S. 257 zu den rationalen Invarianten
g2 und g3 der biquadratischen bindren Form in der Beziehung stehen:

und erweisen sich zufolge der unbedingten Konvergenz der hier rechts
stehenden Reihen gleichfalls als invariant gegeniiber einer- beliebigen li-
nearen Transformation der Perioden:

A p2adit+ pwv it dod = g2(wh wd),
W awmi + Bw2 ywl+ dw2) = g3(coV wd).

Die absolut konvergente Reihe (3) muB bei Vermehrung von u um
Perioden wv w2 die Eigenschaften des Integrales zweiter Gattung:

besitzen. Greifen wir aus dieser Reihe die endlich vielen Glieder:

heraus, wo der Index am zweiten Summenzeichen hier zu bedeuten hat,
daB fir ml= 0 in dem zu m2= 0 geho6renden Reihengliede der zweite
und dritte Summand auszulassen ist, so ist hierdurch flr jedes Paar
endlicher positiver ganzer Zahlen h, | eine rationale Funktion <&ki(U)
gegeben. Fir lim | = oo erhalten wir in ) einen Bestandteil der
absolut konvergenten Reihe (3) und damit fiir jedes J eine bestimmte
Funktion. Diese Funktionen ®*® (W) n&hern sich fir lim &= oo der
Funktion {(u) als Grenze an. Aus der Erklarung von @®*(I(u) folgt:

wo rechter Hand in einer endlichen Anzahl von (4% - 2) Gliedern u
auftritt. Fur lim I = oo wird die Summe dieser endlich vielen Glieder
gleich 0, und man gewinnt als eine Eigenschaft der Funktion

Die Konvergenz der rechts stehenden Reihe ist durch diese Gleichung
mit Ricksicht auf die absolute Konvergenz der Reihe (3) selbstver-
stdndlich, kann aber auch leicht direkt dargetan werden. Fir lim 2= 00
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konvergiert die linke und also die rechte Seite der letzten Gleichung
gegen den Wert &u + wd —£w) = fdr Die zweite Periode % des Inte-
grals zweiter Gattung erster Stufe £(u), welche der Periode w3 von u ent-
spricht, gestattet in cov w2 die Darstellung:

Die absolute Konvergenz der Reihe (3) S. 257 fiur ft= 2 war oben
nicht beweishar. Bei der in (7) vorgezeichneten Anordnung, bei welcher
also zuerst bei stehendem mt tber w2 von —o0 bis 00 zu summieren
ist und hernach fir ml von —oo0 bis -f~00 summiert werden muR,
wird indessen eine konvergente Reihe des in (7) angegebenen Summen-
wertes gewonnen. Es ist jetzt auch hinterher verstandlich, daf die in
Rede stehende Reihe nicht mehr absolut konvergent sein kann. Sie
miBte ja im Falle der absoluten Konvergenz gegentber den linearen
Transformationen der Perioden invariant sein, wahrend wir doch wissen,
dal der Summenwert der Reihe (7) bei Auslbung der Transformation
(5) S 257 in:

Ubergeht. Durch Ausibung der speziellen Transformation o = o2
02= — auf die Gleichung (7) oder auch durch eine dhnliche Be-
trachtung, wie sie uns vorhin zur Gleichung (7) hinfihrte, gewinnt
man Ubrigens die entsprechende Gleichung fiir die Periode 1ir von £(u):

Wir wollen hierbei nochmals besonders hervorheben, daB zufolge der
absoliden Konvergenz der Peihe (3) in den vorstehenden Entwicklungen
w1, w2 irgendein primitives Periodenpaar unserer 'M sein darf; natiir-
lich sind die ni, 22 die ,jhnen zugehdrigenu Perioden des Integrals zweiter
Gattung.)

1) Die im Texte behandelten Teilbruchreihen fiur p(u) und £(u) verdanken

. 1 1 i
ihre absolute Konvergenz den Zusatzgliedern -z bzw. T- |
g g (mx, ma)* (tn,,m,) * (rolt m,)i'

und dasselbe gilt bei dem Doppelprodukt fur die 6-Funktion von den , konvergenz-
erzeugenden“ Zusatzfaktoren:

Die Einfuhrung dieser die Konvergenz bewirkenden Elemente geschah durch W eier-
straB in der S. 56 namhaft gemachten Arbeit. Um die grundlegende Bedeutung
dieses Schrittes zu erkennen, vgl. man die im Ubrigen sehr tiefdringende Unter-
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8 9. Die Funktionen des ringférmigen Bereiches nebst
Anwendungen.

Neben den bisherigen Reihendarstellungen unserer elliptischen
Funktionen erster Stufe sind auch noch ,Fouriersehe Reihen* sowie
mit ihnen verwandte Reihen und Produkte wichtig. Man kann diese
Darstellungen aus den Teilbruchreihen entwickeln; doch fuhren die
diesem Zwecke dienenden Reihenumformungen nicht in das innere Ver-
standnis der neuen Darstellungen ein, so dal wir hier einen von den
bisher aufgestellten Reihenentwicklungen ganzlich unabhéngigen Weg
gehen wollen, der unmittelbar an das Wesen unserer Funktionen anknipft.

Wir denken cq, w2 als irgendein primitives Periodenpaar der JHY)
gewéhlt und wollen die mit dem zugehorigen Parallelogrammnetz ver-
sehene n-Ebene vermittelst der Exponentialfunktion:

2¥%m

1) t=e
auf die tf-Ebene abbilden. Als konformes Abbild gewinnen wir eine un-
endlich-blattrige Riemannsche Flache R, mit den beiden Verzweigungs-
punkten t= 0 und t= oo. Die unendlich vielen beim einzelnen von
0 und oo verschiedenen t Ubereinanderliegenden Punkte der Flache F«
entsprechen einem System &dquivalenter Punkte u, U+ c2, U+ 2m2

+ 3w2, eee. Die durch u= 0 und u= laufende Gerade und die
zu ihr parallelen Geraden des Netzes liefern in der £-Ebene ein System
konzentrischer Kreise um den Mittelpunkt t = 0 (vgl. Fig. 55); die Ab-
bilder der Geraden des anderen Systems koinzidieren in der £-Ebene
und liefern eine einzige logarithmische Spirale (vgl. Fig. 55), welche
man als Verzweigungsschnitt fiir die Fw gebrauchen kann. Das erste
Parallelogramm des Netzes (dasjenige der Ecken 0, a2, gl -j- w2, Gq) er-
gibt im Abbilde den in Fig. 55 schraffierten Kreisring, welcher nach

Buchung von G. Eisenstein ,Genaue Untersuchung der unendlichen Doppelpro-
dukte, aus welchen die elliptischen Funktionen als Quotienten zusammengesetzt
sind“, Journ. f. Math. Bd. 35 (1847), S. 153 oder auch G. Eisensteins ,,Mathema-
tische Abhandlungen® (Berlin, 1847) S. 213. In dieser Abhandlung ist die spétere
Weierstralsche Theorie, insofern sie sich auf der Produktentwicklung der 6-Funk-
tion und den Teilbruchreihen fir £(u) usw. aufbaut, ziemlich vollstdndig voraus-
genommen. Die Unvollkommenheit besteht jedoch darin, dal Eisenstein, da ihm
eben die W eierstralschen Zusatzfaktoren fehlen, die im Mittelpunkte stehende
Grole, ndmlich die Funktion 6 (u), nur durch ein ,bedingt konvergentes”“ Produkt
darzustellen vermag. Ubrigens gelten dieselben Bemerkungen auch von A. Cayley,
der zwei Jahre vor Eisenstein eine verwandte Untersuchung ,,Memoire sur les
fonctions doublement periodiques”, Journ. de Math. Bd. 10 (1845) p. 385 verdffent-
lichte.
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auflen durch den ,Einheitskreis”“ (Kreis mit dem Radius 1 um t = 0)
der i-Ebene begrenzt ist; den Ecken des Parallelogramms entsprechen
die durch (0), (00D, ... bezeichneten Punkte der Fig. 55.

Um das Verhalten von t gegeniiber den Substitutionen der Gruppe
"M leicht bezeichnen zu konnen, fihren wir die seit Jacobi in der
Theorie der elliptischen Funktionen vielfaltig benutzte Exponential-
funktion des mit ni multiplizierten Periodenquotienten:

q= eni(°
ein. Indem wir, wie friher, w —£ + in schreiben, wird:
g= e~n'i (cos + isinmg),

und also entnehmen wir aus dem Umstande, da n> 0 ist, die fur die

Folge wichtige Tatsache, daR der absolute Betrag der Zahl q kleiner
als 1 ist:

2 \qg =en‘<1l

Wahrend nun t gegeniuiber der Substitution u' = w-f a® invariant ist,
liefert u' = u -f aq auf t transformiert die loxodromische Substitution:

©) t’= gH
der beiden Fixpunkte t—0 und t= oo (vgl. S. 71). Die Gruppe I {9

reduziert sich demnach bei Ubergang zu t auf die zyklische Gruppe U()
der loxodromischen Substitutionen:
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Diese r® hat die Punkte t= 0 und t= 00 zu Grenzpunkten; der in

Fig. 55 schraffierte Kreisring kann als ein Diskontinuitatsbereich der

r« benutzt werden. Die Schnittpunkte der konzentrischen Kreise mit

der in Fig. 55 angedeuteten logarithmischen Spirale sind die Punkte:
t=gqin, (n=0, +1, £ 2,...);

wir wollen fur dieselben kurz die Bezeichnung der ,,Gitterpunkte” bei-

behalten.)

Da die doppeltperiodischen Funktionen ip(u) gegeniiber der Substi-
tution u = u £ «2 invariant sind, so liefern sie in Abhangigkeit von
t Funktionen, welche die schlichte t-Ebene, abgesehen von den beiden we-
sentlich singuléren Punkten t = 0 und 1= 00, zum Felde haben. Da sie
Uberdies gegenlber der Substitution (3) unveranderlich sind, so werden
wir sie als Funktionen des in Fig. 55 schraffierten ringférmigen Be-
reiches oder kurz als ,JFunktionen des Kreisrings® bezeichnen durfen.
Auch das transzendent normierte Integral zweiter Gattung (vgl. S. 163),
welches wir als Funktion von t ausfuhrlicher zu betrachten haben und
mit der Bezeichnung:

(4) t(u)-"u =21

belegen wollen, hat die schlichte £-Ebene bis auf die wesentlich sin-
guldaren Stellen 0 und oo zum Felde. Dasselbe gehdrt insofern auch
mittelbar zu den ,,Funktionen des Kreisringes”, als gegenuber der Sub-
stitution (3) die Funktion z(t) das Verhalten zeigt (vgl. S. 163):

(5) z(gft) = z{t) —2-

Endlich konnen wir nach den Entwicklungen von S. 209 auch noch die
6-Funktion so mit einem Exponentialfaktor versehen, dafl das Produkt
gleichfalls bei Ausubung der Substitution u' = u + «3 unveranderlich
ist. Dieses Produkt wollen wir als Funktion von t mit der besonderen
Bezeichnung:

(6) e X*+ w S(m = s(t)

belegen. Die Funktion s(t) hat dann wieder dasselbe Feld wie die
bisherigen und gehort insofern zu den Funktionen des Kreisringes, als
gegenuber der Substitution (3) das besonders einfache Verhalten zutrifft:

(7 s(ft) = -t~ I-s(t),

1) Eigentlich sollte man, wie aus (3) hervorgeht, nicht q sondern q1 als wesent-
liche GroRe einfiihren; in der Tat ist g* weiterhin fir die Funktionen erster Stufe
immer die eigentliche Entwicklungsgréfe. Dal Jacobi sich der GroRRe g bediente,
hat, wie wir weiterhin noch darzulegen haben werden, seinen Grund darin, dal
Jacobis Funktionen die elliptischen Funktionen der zweiten Stufe sind.
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wie man leicht mit Hilfe der Legendreschen Relation (6) S. 160
nachweist.

Wir wenden nun auf die Funktionen des Kreisrings die allgemeinen
Sétze Uber Darstellung durch unendliche Produkte (vgl. S. 56ff.) sowie
durch Laurentsche Reihen (vgl. S. 39ff) an.

Die aufllerhalb des Einheitskreises liegenden Nullpunkte von s(t)
sind die ,,Gitterpunkte” q~2 gq~*, q~¢ mm. Da die Reihe:

HESIERIRE
zufolge (2) konvergiert, so liefert das Produkt:
77(1 - tg2n),

welches unbedingt konvergent ist, eine ganze transzendente Funktion
der Hohe 0, das die erwdhnten Nullpunkte mit s(t) gemeinsam hat.

Ebenso haben wir in: N
HO- —t~vd)
1

eine Funktion, welche die ganze i-Ebene, abgesehen vom Punkte t = 0,
zum Felde hat, daselbst wberall endlich ist und dieselben im Innern des
Einheitskreises gelegenen Nullpunkte wie s(t) aufweist. Hiernach wird
die Funktion: ” X

m - (<-177(1 - 19") -T/(L - <V

dasselbe Feld und dieselben Nullpunkte wie s(t) haben. Nun gilt weiter:
f(qH) - (gH - l)n/_71(1 -<g2'+y) r]IYZ(l - 1-V ->),

wofir man auch schreiben kann:
f(g’y- - (1- <-*)n7:/1(1 - tqu) 17 r- 1-v"):

Die Funktion f(t) zeigt also gegentber der Substitution (3) das in (7)
angegebene Verhalten von s (t). Somit ist der Quotient von s (t) und
%(i) auch gegenuber der Substitution (3) invariant und muR, da er in
Abhéngigkeit von u eine polfreie doppeltperiodische Funktion liefert,
mit einer Konstanten identisch sein. Fassen wir die beiden absolut
konvergenten Produkte in eines zusammen, so folgt:

s(t) =C- (t—l)/_7(1 —tg2n) (1 —t~xg2n)’
Nun folgt aus (1) und (6): ”
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Die fur s(t) angesetzte Gleichung liefert also bei dem gleichen Grenz-
ibergange:

Die Funktion s(t) gestattet hiernach eine Darstellung in Gestalt des un-
bedingt konvergenten einfach unendlichen Produktes:

welches mittelst der Gleichung (6) auf 5 («) Ubertragen nach einfacher
Zwischenrechnung das unbedingt konvergente einfach unendliche Produkt:

fur die (5-Funktion liefert.
Der in (8) unter dem Produktzeichen stehende Ausdruck kann
noch so umgeformt werden:

Die neue Produktdarstellung der 5-Funktion 1aBt sich also auch in die
folgende Gestalt setzen:

Wir merken noch beildufig die durch Logarithmieren und darauf
folgende Differentiation dieser Gleichung sich ergebende Reihe flr das
Integral zweiter Gattung an:

Es ist dies diejenige Reihendarstellung von £(n), die man fir gewdhn-
lich durch Umformung der Teilbruchreihe (3) S. 261, herleitet. Man
benutzt dabei die bekannte Teilbruchreihe der ctg-Funktion und hat
ubrigens dieselbe Gliederanordnung durchzufiihren, welche bei Ableitung
der Gleichung (7) S. 263, benutzt wurde.

Weit wichtiger ist, daf wir nun auch die Laurentschen Reihen fur
die Darstellung der Funktionen des Kreisringes heranziehen. Die Funk-
tion z(t) hat in den Gitterpunkten t= 1, g2 g#, ... Pole erster
Ordnung, wird sich also fiir jeden ringférmigen Bereich der Fig. 55 in
eine eindeutig bestimmte Laurentsche Reihe entwickeln lassen, die diesen
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Ring zum Konvergenzbereich hat. Wir wollen den in Fig. 55 schraffier-
ten Bereich BQ den nach auf’en folgenden ringférmigen Bereich (dessen
dulerer Rand durch t= q~2 lauft) Bt nennen; den aus beiden zu-
sammengesetzten Ring nennen wir kurz (BO-f B"). Da (EWw) —M1J)
bei u = 0 analytisch bleibt, so gilt zufolge (1) dasselbe von

beit = 1. Diese Funktion gestattet also eine eindeutig bestimmte Lau-
rentsche Entwicklung:

deren Konvergenzbereich der Riug (BO+ Bt) ist. Um die Koeffizienten
cn zu bestimmen, verstehen wir unter t einen in R, liegenden Punkt,
so daB |*|>1 gilt. Dann ist g2t in BO gelegen, so dal \q‘t\<il gilt
und Ubrigens die fir g2 an Stelle von t gebildete letzte Gleichung
rechts eine konvergente Reihe liefert:

Mit Benutzung von (5) folgt weiter:

Da nun Ji|>1 und j52£j<I gilt, so kbnnen wir die rechte Seite dieser
Gleichung in folgender Art entwickeln:

oder unter Zusammenfassung gleich hoher Potenzen von t:

Diese Reihe bezieht sich auf den Bereich Bx und muR also wegen der
eindeutigen Bestimmtheit der Laurentschen Reihe in ihrem Konvergenz-
bereiche mit der Reihe (11) unmittelbar identisch sein. Also folgt:



270 I) 4. Die doppeltperiodischeii Funktionen erster Stufe

Fassen wir die beiden Reihenglieder mit tn und t~n zusammen, so
folgt:

Ersetzen wir t durch t~1 (was auf Zeichenwechsel vor u hinauslauft),
so tritt bei z(t) und bei der rechts stehenden Reihe gleichfalls einfach
ein Zeichenwechsel ein. Die Addition der entstehenden Gleichung zu
letzter Gleichung liefert:

Also haben wir das Ergebnis gewonnen: Fiir die Funktion z{t) gilt die
im ringférmigen Bereiche (BO-f- Bf) konvergente Laurentsche Entwicklung:

Fihren wir u und damit die doppeltperiodischen Funktionen wieder
ein, so folgt: Das Integral zweiter Gattung erster Stufe laBt sich in fol-
gende Fouriersehe Beihe entwickeln:

aus denen man durch Differentiation folgende Fouriersclie Reihen fur die
elliptischen Funktionen erster Stufe gewinnt:

Der Konvergenzbereich der Reihen (13) und (14) in der w-Ebene ent-
spricht dem Uber dem Ringe (BO-f Bf) liegenden Teile der Riemannschen
Flache F«,; der Bereich ist also ein Parallelstreifen der w-Ebene, be-
stehend aus allen denjenigen Parallelogrammen, welche beiderseits an
der durch u= 0 und u= w2 hindurchlaufenden Geraden anliegen.])

1) Dal3 die durch Differentiation nach U entstehenden Reihen (14) denselben
Konvergenzbereich haben wie die Reihe (14), unterliegt keinem Zweifel. Es handelt
sich in (14) bei Umrechnung auf t um die Laurentschen Reihen der p und p' ent-
sprechenden Funktionen des Kreisrings, welche (BO-j-RJzum Konvergenzbereiche
haben.
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Zum Zwecke einer wichtigen Anwendung der Gleichung (13) ent-
wickeln wir £(m) nach (2) S. 201 fir die Umgebung von u = 0 nach

Potenzen von u und tragen auch flr ctg = die Anfangsglieder der auf

die gleiche Umgebung von u = 0 bezogenen Potenzreihe ein; es ergibt
sich bei Zusammenfassung der Potenzreihen:

Differenziert man einmal nach u und setzt sodann u = 0, so gewinnt
man fir 1j2 folgende konvergente einfach unendliche Reihe:

Indem man drei bzw. finf Male nach u differenziert und sodann u = 0
eintragt, folgen als konvergente einfach unendliche Reihen fiir g2 und gz:

Man kann zu diesen Darstellungen auch durch Umformungen der Doppel-
reihen (7) S. 263 und (5) S. 262 gelangen.

Da s(t) in der ganzen i-Ebene, abgesehen von den beiden wesent-
lich singuldren Punkten t= 0 und t = oo, analytisch ist, so wird die
Laurentsche Reihe dieser Funktion:

abgesehen von den beiden Punkten t= 0 und t = oo allenthalben kon-
vergieren. Gegeniber der erzeugenden Substitution (3) der FW zeigt
s(t) das in (7) angegebene Verhalten; also gilt:

woraus sich mit Rucksicht auf die Einzigkeit der Laurentschen Ent-
wicklung die Rekursionsformel:

zur Bestimmung der Koeffizienten ergibt. Es folgt fir n > 0:
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und also gelangen wir unter zweckmaRiger Zusammenfassung der Glie-
der zu der Reihe:

Zur Bestimmung des von t unabhangigen Faktors —d) teilen wir diese
Gleichung durch (t —1) und setzen sodann t= 1 Der links stehende

Quotient nimmt zufolge (8) den Wert an; wir erhalten also zur Be-
stimmung von ) eine Gleichung, der wir die Gestalt geben:

Hier stellt rechts eine fur jede konvergente Reihe, die einen von 0
verschiedenen Summenwert haben muf3, und fiir die wir unten noch an-
dere Gestalten kennen lernen werden. Nennen wir den in (17) rechts
stehenden Ausdruck als Funktion von wv w2 kurz ¢ (wlwd, so folgt
nunmehr endgiiltig als Laurentsche Reihe fur s(t)

Die Multiplikation dieser Gleichung mit:

flhrt zufolge (6) zur Funktion 6(w) zurlck. Fihren wir auch rechts
u wieder ein, so ergibt sich also eine in der ganzen endlichen u-Ebene
konvergente Fouriersche Reihe fiir die (5-Funktion:

wobei der endliche und von 0 verschiedene Wert @(wv w2 gegeben ist durch
die Reihe:

§ 10. Das System aller elliptischen Funktionen und die Aus-
artung derselben.

Nach S. 96 sollte es nicht nur unsere Aufgabe sein, den einzelnen
Korper elliptischer Funktionen zu untersuchen, sondern zugleich einen
Uberblick Gber das System aller Kérper elliptischer Funktionen zu ge-
winnen. Auf algebraischer Grundlage ist diese Aufgabe oben (S. 137ff)
in der Weise geldst, dal wir fir den einzelnen Korper elliptischer Funk-
tionen den zugehdrigen Wert der rationalen absoluten Invariante J als
charakteristisch erkannten: Jedem Korper gehorte ein endlicher komplexer
(oder reeller) Wert J zu, und jedem solchen Wert J entsprach eindeutig
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ein Korper elliptischer Funktionen. Hiermit ist bereits eine endgultige
Ldésung unserer zweiten Aufgabe gewonnen.

Nun fanden wir zweitens S. 175ff. einen ,,Modul* fur den einzelnen
Korper elliptischer Funktionen in dem Quotienten @ des reduzierten
Beriodenpaares. Dieser Modul war fir jeden Korper ein eindeutig be-
stimmter endlicher komplexer Wert, dessen Bildpunkt
in dem hierneben als Fig. 56 reproduzierten Doppel-
dreieck der Fig. 43, S. 179, gelegen war. Nach den Ent-
wicklungen des vorliegenden Kapitels gilt aber auch hier
die Umkehrung: Jedem endlichen komplexen Werte @
dessen Bildpunkt dem Doppeldreieck der Fig. 56 angehortl),
entspricht eindeutig ein Korper elliptischer Funktionen. Die
Aufgabe, den Uberblick iber das Gesamtsystem dieser
Korper zu gewinnen, hat damit eine zweite endgultige
Lésung gewonnen.

Auf Grund dieses Ergebnisses finden wir, daR nicht
nur der Punkt @ des Doppeldreiecks eindeutig von J abhangt, sondern
daB auch umgekehrt J eine eindeutige Funktion des im Doppeldreiecke
beliebig varidbelen endlichen Modids @ ist. Wir wollen die absolute
rationale Invariante J in dieser Abhéngigkeit durch J(co) bezeichnen
und nennen sie als Funktion des Moduls ® kurz eine ,,Modulfunktion**
oder genauer eine ,,elliptische Modulfunktion®,

Was die Beschaffenheit dieser Modulfunktion J(io) angeht, so grei-
fen wir zunéchst auf die Darstellungen (16) S.271 der rationalen Invari-
anten g2g3 in c® und q zuriick. In diesen Gleichungen stehen rechts
in den Klammern Reihen, die in jedem bestimmten, ganz im Innern des
Einheitskreises der <jr-Ebene gelegenen Bereiche gleichmaRig konvergent
sind. Jedes Glied der Reihen ist ebenda eine eindeutige analytische
Funktion von g, so dal sich aus einem bekannten Satze der Funktionen-
theorie? ergibt: Die unter (16) S. 271 in den Klammern zur Darstellung
von g2 und gz dienenden Ausdriicke sind in jedem ganz im Innern des
Einheitskreises der g-Ebene liegenden Bereiche eindeutige analytische Funk-
tionen von q.

1) Es gilt natirlich wieder die Bestimmung, daB nur diejenigen Raudstiicke
dem Bereiche der Fig. 56 als zugehdrig gelten, welche in der Figur stark markiert
sind.

2) Der Satz, daR eine in einem gewissen Bereiche gleichmdalig konvergente Reihe
eindeutiger analytischer Funktionen ebendort selbst wieder eine eindeutige analy-
tische Funktion darstellt, ist von W eierstrall in den Berliner Berichten vom
12. August 1880 veroffentlicht; s. auch W eierstral ,Werke“, Bd. 2, S. 201ff.
Einen einfachen Beweis mittels Cauchyscher Methoden findet man bei ,,Osgood*
S. 303.

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 18
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Ordnen wir die Reihen (16) S. 271 nach ansteigenden Potenzen von
g an, so ergeben sich folgende Darstellungen:

Hierbei bedeuten x3(m) und x5(nt) von m abhangige ganze Zahlen, und zwar
ist xk(m) (fir k = 3 und Ti= 5) die Summe der A Potenzen aller Teiler
tvon m (t= 1 und t= m mitgerechnet):

Als Anfangsglieder der Reihen (1) ergeben sich:

Fir die Diskriminante A —g\ —27g\ ergeben sich folgende Anfangs-
glieder der Potenzreihe nach g

Gehort w dem Doppeldreieck der Fig. 56 an, so gilt
Doch beachte man sogleich (vgl. den Anfang von §9, S. 264), dal sich
die Entwicklungen (16) S. 271 auf irgendein primitives Periodenpaar
wv w2 der Gruppe r () bezogen. Fir jedes solche Paar ist der Perioden-
quotient w eine endliche komplexe Zahl mit positivem imagindren Be-
standteile, und also ist /g < 1; einer weiteren Beschrankung unterliegt
aber w und damit auch g nicht. Es folgt also der fiir die weitere Fort-
setzung unserer Untersuchung wichtige Satz: In jedem bestimmten, ganz
im Innern der ,,positiven w-Halbebene* (vgl. S. 186) gelegenen Bereiche
sind g2, gs und zl eindeutige analytische Funktionen von w2 und g und
damit von w, und w2 und zivar sind sie in diesen beiden Argumenten v w2
homogen von den Dimensionen —4, — 6, —12.

Kehren wir auf Grund der Gleichung (16) S. 124 von g2, g3 und zl
zu J zuriick, so ergibt sich: Die Modulfunktion J (w) ist in jedem be-
stimmten, ganz im Innern der w-Halbebene gelegenen Bereiche (in dem, wie
wir wissen, zl nirgends einen Nullpunkt hat) eine eindeutige Uberall ana-
Iytische Funktion des Moduls w; sie 1aBt sich ebenda als eindeutige Funktion
von q in die konvergente Heike entwickeln:
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Der Punkt g= 0 entspricht der an den unendlichfernen Punkt
der w-Ebene heranragenden Spitze des Doppeldreiecks der Fig. 56, S. 273,
welche zunéchst flr die von unseren elliptischen Gebilden gelieferten w
unzuganglich ist, obschon jeder endliche, in der Umgebung jener Spitze
liegende Punkt w von den bei den Kdorpern elliptischer Funktionen auf-
tretenden Periodenquotienten erreichbar ist. Wir erkennen jetzt, dal die
Modulfunktion J (w) bis in den Funkt q= 0 fortsetzbar ist und daselbst
in der ,, -Ebene* einen Pol erster Ordnung gewinnt.])

Diesem Ergebnis folgend wollen wir fortan die ,Spitze w = ioo“
des Doppeldreiecks der Fig. 56 diesem Bereiche zurechnen. Der so er-
ganzte Bereich ist dann durch die Modulfunktion J (w) eindeutig auf die
schlichte J- Ebene, unter Einschluf des Punktes J = oo, bezogen. Wir
werden diese Abbildung unten noch genauer zu betrachten haben; doch
notieren wir gleich hier einige Satze, welche sich aus den bisherigen
Entwicklungen unmittelbar ergeben.

Aus der Gleichung:

geht hervor, daR 2 langs der Symmetrielinie des Doppeldreiecks der
Fig. 56, S. 273 (imagindren w-Achse zwischen w = ioo und w = i) reell
und positiv ist, wahrend of langs der unseren Bereich links beranden-
den Geraden | \ reell und negativ ausféllt. Aus den Reihenent-
wicklungen folgt, daf ldngs beider Geraden J reell ist, und zwar ist
jedenfalls in der Umgebung von = ioo auf der ersten Geraden J
positiv und auf der zweiten negativ. Nun wissen wir aber bereits, daf}
fir = p (dquianharmonischer Fall) g2 und damit
J verschwindet, wahrend fur w = i (harmonischer Fall)
g3= 0 und also J =1 ist. Somit (bertrdgt sich die
imagindre w-Achse zwischen i und ioo auf die posi-
tive reelle J-Achse von J =1 bis J = oo, die von
® = p nach ioo laufende Gerade & = —y aber auf die
negative reelle «"-Achse von J = 0 bis J = —oo (vgl.
Fig. 57, wo die in den Ecken des schraffierten Elemen-
tardreiecks stattfindenden Werte J angegeben sind).

Zwei bezlglich der imagindren Achse symmetrisch
liegende Punkte w liefern konjugiert komplexe Werte q
und also konjugiert komplexe Werte J. Aber zwei auf dem vom
Einheitskreise der w-Ebene gelieferten Rande symmetrisch zur imaginéren
0-Achse liegende Punkte w des Doppeldreiecks (von denen nur der

1) Wir erinnern daran, daf 2 die richtige EntwicklungsgréRe fir die ellip-
tischen Funktionen erster Stufe ist (vgl. Note S. 266).
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links liegende diesem Bereiche zugerechnet wird) liefern ein und dieselbe
Gruppe F U und also den gleichen Wert J. Dieser Wert ist also seinem
konjugiert komplexen Werte gleich, d. h. er ist reell. Wir finden somit:
Der Rand des schraffierten Elementardreiecks der Fig. 56 (und damit auch
derjenige des freien Dreiecks) 0bertrégt sich auf die reelle J-Achse, das
schraffierte Dreieck selbst Ubertrégt sich auf die ,,positive J-Halbebeneu, das
freie auf die ,,negative J-Halbebene®.®

Wir haben hiermit volle Aufkldrung gewonnen (ber die gegen-
seitige Beziehung, jener beiden GroRen, des unbeschrankt veranderlichen
J und des im Doppeldreieck beliebig variablen ay welche uns das Ge-
samtsystem aller Korper elliptischer Funktionen zu Uberblicken ge-
statteten. Wiinschenswert bleibt allerdings, daB wir die letzten Ent-
wicklungen auch noch nach der algebraischen Seite erganzen. In der
Tat konnen wir ja die Veranderungen von J dadurch hervorrufen, dal
wir die drei im Endlichen liegenden Verzweigungspunkte ex, €2, €3 der
Riemannschen Flache F2 unter Wahrung ihrer Relation:

ei Vv e3~0
beliebigen Lagendnderungen unterwerfen. Natirlich darf man dabei in
jedem Falle unter den durch lineare Transformationen von z inein-
ander (berfihrbaren Flachen F2 eine mdglichst bequeme zur Berech-
nung des zugehoérigen Wertes von J herausgreifen.

Wir lenken insbesondere die Aufmerksamkeit auf die symmetrischen
Flachen F2 Dieselben entsprechen den S. 247 betrachteten Gruppen D U\
die durch eine Transformation zweiter Art T in sich Gberfuhrbar sind;
die zugehorigen Punkte @ sind die Randpunkte des schraffierten Ele-
mentardreiecks der Fig. 56, die den Punkten der reellen J-A.chse ent-
sprechen.

Ist erstlich @ rein imagindr, so haben wir ein Periodenrechteck,
und die drei Punkte el}e2 €3 liegen auf einer Geraden, die wir zur
reellen Achse der #-Ebene wahlen. Wir bleiben mit Fig. 39, S. 173, in
Ubereinstimmung, wenn wir etwa:

ex= —1, —1< 3= e<l0, e2= 1—e
setzen. Die Darstellungen der g2,g3 in den ex, €3, €3:
02— 4 (3je2 exe3-f c2ef), g3— dexe2e3
ergeben also im fraglichen Falle:
£2= 4(e2—e-f 1), B= 4 (e2—e),
so dal g3= g2—4 gilt und g2 genau einmal alle reellen Werte des

1) Die Benennungen entsprechen, wie bei der ,positiven co-Halbebene®, den
Vorzeichen der imaginaren Bestandteile der komplexen Werte J.
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Intervalles 4  g2< 12 durchlduft, wenn e sein Intervall 0 e> —1
beschreibt. Hierbei durchlduft J, gegeben durch:
r= 9* a
A g\ — 27 [gt — 4)*’
genau einmal das Intervall aller endlichen reeLlen Zahlen J*>1. Nehmen
wir den Grenzwert e= —1 hinzu, der g2= 12 und J = oo liefert, so
artet die F2 durch Zusammenfall der beiden Verziceigungspunhte ei und %
in eine ziceihlattrige Riemannsche Flache mit ,,zwei** Verzweigungspunhten
2= 2 und oo aus, die dementsprechend dem Geschlechte p = 0 angehort
Indem wir uns Vorbehalten, auf diese Ausartung der F2 sogleich
naher einzugehen, kniipfen wir vorerst an den harmonischen Fall @= i
an, dem wir eben die Yerzweigungspunkte ex= —1, 2= + 1, €3=0 ent-
sprechen liefen. Um von hieraus eine weitere stetige Lagendnderung der
Yerzweigungspunkte vorzunehmen, setzen wir:

Nz - cosff fFisinff, 2= cosff 7sinfr, 3= —2isinff
und lassen den Winkel fr stetig das Intervall 0 fr < ~ durchlaufen.])

Nun liefert die S. 168 ff. behandelte Abbildung der Flache F2auf die tc-Ebene
ein rhombisches Periodenparallelogramm, und @ bewegt sich auf dem
im Kreisbogendreieck der Fig. 42, S. 176, gelegenen Quadranten des Ein-

heitskreises der co-Ebene. Fir ff=y haben wir den dquianharmonischen
Fall. Beschreibt der Winkel ff mit dem Werte 0 beginnend das Teilintervall

0<iff<i ™, so durchlauft:
j (1 —4sin*d)s
(1 — 4 sinsff)s-)- 27 sin*#
die positiven reellen Werte von ¢7=1 bis J = 0 genau einmal, und ®
beschreibt das Zwolftel seines Einheitskreises von @= i bis @a= p.

Fur den Rest des Intervalles - < ff< ~ wird |e3|> ex|. Dann aber

wird (bei Gebrauch der Bezeichnungen von S. 167 ff) |@31< | x|, ent-
gegen den Vorschriften von S. 178, welche auf das schraffierte Drittel
der Fig. 42, S. 176, als Bereich fur die ,,reduzierten” @ fuhrte. Wir missen

1) Drehen wir die «-Ebene um ihren Nullpunkt durch einen rechten Winkel,
so gelangen wir jetzt zum Falle zweier reellen und zweier konjugiert komplexen Yer-
zweigungspunkte. Es mochte scheinen, dall bei der Betrachtung des Textes sym-
metrische Riemannsche Flachen mit ZWei Paaren bezuglich der reellen Achse symme-
trisch gelegener Verzweigungspunkte nicht zur Geltung kommen. Indessen lauft
durch vier so gelegene Punkte immer ein Kreis hindurch; indem wir diesen aber
durch eine geeignete lineare Substitution von Z zur reellen Achse machen, gelangen
wir zum ersten Falle des Textes zurick.
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jetzt die Indizes 1, 2, 3 in richtiger Weise permutieren oder die S. 176
eingeflihrte lineare Transformation:

Oj: co2 , CQ——QI~ 61/2

der Perioden ausfiihren, damit co' den Rand des Doppeldreiecks der
Fig. 56, S. 273, von @= g gegen ®= oo beschreibt, wenn @ den Sex-
tanten des Einheitskreises von @ = g gegen den Punkt ®@——1 durch-
lauft. Fir die Berechnung der absoluten Invarianten J ist eine Permu-
tation der Indizes bei e,,e2 ez ohne Folge. Man stellt aus dem obigen
Ausdrucke von J leicht fest, da® J vom Werte 0 beginnend gerade ein-

mal alle negativen reellen Werte beschreibt, wenn & von — aus das
Intervall < 9I< — durchlduft. Nehmen tvir auch hier den Grenz-

wert tt = — hinzu, so wird wieder J = 00, und tvir gelangen aufs neue

durch Zusammenfall zweier Verzweigungspunkte zu einer zweiblattrigen
Fléche des Geschlechtes O.

Die Ausartung der F2 in eine Flache des Geschlechts p = 0 haben
wir von den symmetrischen Féllen aus in zwei Arten erreicht, die ein-
fach darauf hinauslaufen, dal wir den Punkt oo der JVEbene einmal
in Richtung der positiven, sodann in Richtung der negativen reellen J-Achse
erreichen, oder (was auf dasselbe hinauslduft) dal wir zur Spitze i 0o des
schraffierten Dreiecks der Fig. 56, S. 273, entweder langs der imaginéren
co-Achse oder langs des linken Randes gehen. Statt dessen kann man in der
J-Ebene auch irgendeinen anderen Weg zum Punkte oo einschlagen, der
dann einen bestimmten Weg des Punktes g2zum Nullpunkte der g2Ebene
und eine bestimmte Anndherung bis zur Spitze ioo des oft genannten
Doppeldreiecks liefert. In algebraischer Gestalt lauft diese Maliregel darauf
hinaus, da3 wir einen der Verzweigungspunkte, etwa ex, bei irgendeiner
endlichen, von O verschiedenen Stelle, z B. bei z = 1, fixieren, dann
aber ¢2 und €3 unter Obacht auf €+ e3=—1 auf irgendwelchem
Wege bei z = —\ zum Zusammenfall bringen. Wir erhalten daun am
Schliisse eine zweiblattrige Flache, welche nur noch die beiden Ver-
zweigungspunkte 1 und oo hat und demnach wieder zum Geschlechte 0

gehort.
Es handelt sich hier um dieselbe Ausartung, welche wir S. 243 bei
den Gruppen FG) kennen lernten; die ausgeartete war die zyklische

Gruppe aller Substitutionen u = u -f m2a2, der Diskontinuitatsbereich
derselben ein geeigneter ,,Parallelstreifen” der w-Ebene. Die Funktionen
dieser ausgearteten jT(W haben nur noch die ,.eine* Periode a®; es sind also
die einfach-periodischen Funktionen, in welche die elliptischen Funktionen
nunmehr ausgeartet sind.
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Dieses Ergebnis wird durch die Entwicklungen von S. 268 ff. un-
mittelbar bestatigt. Im Falle der Ausartung, d. h. flir g = 0, werden zu-
folge (15) S. 271 und (14) S. 270 die Funktionen p(u) und p'(u) folgende
trigonometrische Funktionen:

(6)

das Integral zweiter Gattung ivird:

und die Sigmafunktion geht zufolge (19) und (20) S. 272 in die Gestalt tiber:

Auch algebraisch ist die Natur der Ausartung sofort verstandlich.
Das bisherige Integral erster Gattung u ist im Falle der Ausartung
elementar und wird durch Logarithmen darstellbar. Dasselbe bildet die
geeignet zerschnittene Flache F2 auf jenen Parallelstreifen der M-Ebene
ab, den wir als Diskontinuitatsbereich der ausgearteten I'  einflhrten.
Die algebraischen Funktionen der F2werden dabei umgekehrt zu Exponen-
tialfunktionen von u mit der Periode 02

Funftes Kapitel.

Die elliptischeli Modulfunktionen erster Stufe und ihre
inversen Funktionen.

Die Haupteigenschaft der soeben betrachteten Funktion J(a) des
Moduls w griindet sich auf die Gleichungen (6) S. 262, denen zufolge
g2und g3 und also auch J(a) gegeniber irgendwelchen ,linearen Trans-
formationen“ der Perioden wi} w2 unverdnderlich sind. Von hieraus
gewinnt man den deutlichsten Einblick in die Natur dieser Modul-
funktion J(<a), ndmlich dadurch, da® man genau wie im vorigen
Kapitel eine geometrisch-gruppentheoretische Betrachtung, und zwar
jetzt Uber die gesamten ,linearen Transformationen* der Perioden vor-
anstellt.

Auf dieser Grundlage werden wir den allgemeinen Begriff einer
,.lliptischen Modulfunktion erster Stufe* aufstellen kdnnen, wobei sich
die vereinzelten im vorigen Kapitel in dieser Hinsicht schon betrach-
teten Abhéngigkeiten in eine allgemeine funktionentheoretische Auf-
fassung einordnen werden. Der Name ,elliptische Modulfunktion“ ist
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von R. Dedekind eingefiihrt.) Die grundlegenden Arbeiten Kleins uber
Modulfimktionen und ihre Verwendung in der Transformationstheorie
der elliptischen Funktionen beginnen 1878.2 In umfassender Weise ist
das ganze Gebiet in dem S. 94 genannten Werke von Klein und Fricke
behandelt. Wir geben weiterhin nur diejenigen Entwicklungen, welche
fur das Verstandnis der Theorie der elliptischen Funktionen unentbehr-
lich sind.

Indem wir die Perioden oq, a® innerhalb gewisser Grenzen als will-
kirlich variabel auffassen, werden nun auch die elliptischen Funktionen
selber in ihrer Abhéngigkeit von og, a2 und damit als Funktionen
dreier Argumente u, cq, 0 zu betrachten sein. Bei dieser Auffassung
werden wir die Aufmerksamkeit auf zwei gewisse schon seit langerem
bekannte Differentiationsprozesse zu lenken haben, welche uns insbe-
sondere zur Kenntnis einer wichtigen partiellen Differentialgleichung
fir die (5-Funktion hinfthren.

Auf der gleichen Grundlage erwachsen gewisse lineare Differen-
tialgleichungen, denen die Perioden als Funktionen der rationalen In-
varianten geniigen. Wir gelangen hierbei zu den den elliptischen Modul-
funktionen inversen Funktionen und werden aus jenen Differentialglei-
chungen wichtige analytische Darstellungen dieser inversen Funktionen
gewinnen.

8 1. Die Modulgruppe und ihre Erweiterung durch eine
Spiegelung.
Die ,linearen Transformationen*“ der Perioden oq, a2 liefern fir
den Modul der Korper elliptischer Funktionen, d.i. fir den Perioden-
guotienten @ die ganzzahligen Substitutionen der Determinante 1:

" «a-fRr-1-

Um einen ersten Uberblick Gber alle Substitutionen (1) zu ge-
winnen, bemerken wir, dafl sie den gesamten Ldsungen der zweiten
Gleichung (1) in ganzen Zahlen a, B, Yy, 8 entsprechen, wobei jedoch

1) Siehe Dedekinds Erlauterungen zu zwei nachgelassenen Fragmenten Rie-
mannscher Untersuchungen, dessen erstes aus dem September 1852 stammt, inRie-
manns ,Werken*, S.427ff. (Leipzig, 1876). Weiter kommt in Betracht Dedekinds
»Schreiben an Herrn Borchardt Uber die Theorie der elliptischen Modulfunktionen®,
Journ. f. Math., Bd. 83 (1877), S. 265.

2) Siehe insbesondere die Abhandlung ,Uber die Transformation der ellip-
tischen Funktionen und die Auflésung der Gleichungen 5. Grades“, Math. Ann.
Bd. 14 (1878) S. 111 sowie die mehr programmatisch gehaltene Note ,Zur Theorie
der elliptischen Modulfunktionen“, Math. Ann. Bd. 17 11879 S. 62.
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zwei Losungen, die durch gleichzeitigen Zeichenwechsel aller vier Zahlen
a, 3, y, d ineinander (bergehen, ein und dieselbe Substitution (1) liefern.

Ist y = 0, so folgt aus ad = 1 sofort a= d= + 1, und wir dlrfen
nach dem eben Gesagten a = d =-f 1 setzen; R bleibt als ganze Zahl
willkirlich wahlbar, so daB wir den Werten mme, —2, —1, 0, -f-1, 2, eee
von 3 entsprechend eine einfach unendliche Beihe von Substitutionen (1)
mit y = 0 finden.

Ist y nicht gleich O, so dirfen wir y > 0 annehmen. Fir y = 1
sind a und d willkdrlich wéhlbar, worauf B = ad — 1 wird. Also haben
wir flr irgendein Zahlenpaar a und y = 1 den Werten *- —1,0, 1,
2, e+« von d entsprechend wieder eine einfach unendliche Beihe von Sub-
stitutionen (2).

Ist /> 1, so ist die Zahl a notwendig relativ prim zu y, da
ad —Ry = 1 sein muB. Waéhlen wir a als beliebige zu y teilerfremde
ganze Zahl, so kdnnen wir mittelst einiger Elementarsdtze (iber die ,,Kon-
gruenzen der ganzen Zahlen* beweisen, daf zum gewahlten Zahlenpaar a,y
wieder eine einfach unendliche Beihe von Substitutionen (1) gehort. Zwei
Zahlen a und b, deren Differenz durch y teilbar ist, heiBen nach dem
»Modul“ y oder kurz modulo y kongruent, was man mittelst des Zeichens =

der Kongruenz durch:
a=bh, (mod. y)

ausdriickt. Jede ganze Zahl ist modulo y mit einem bestimmten unter
den y Divisionsresten 0, 1, 2, e+, y —1 kongruent. Zwei ganze Zahlen
sind mod. y dann und nur dann kongruent, wenn sie dem gleichen
unter den Divisionsresten 0, 1, e, y — 1| kongruent sind. Man bilde
nun mit der zu y relativ primen Zahl a die (y — 1) ganzen Zahlen
a, 2a, 3a, *-*, (y —1) a. Keine unter ihnen ist mod.y mit O kongruent;
auch sind keine zwei verschiedene unter ihnen miteinander kongruent,
da aus ga = va, (mod. y) sofort (g —v) a= o, (mod. y) folgen wirde,
und also mit Ricksicht auf die gegen y teilerfremde Zahl a notwendig
(g —V) durch y teilbar sein muBte. Bei dieser Sachlage erweisen sich
die (y — 1) Zahlen a, 2a, 34, **, (y — 1) a notwendig in irgendeiner
Reihenfolge mit den (y — 1) Divisionsresten 1, 2, ese, y —1 modulo y
als kongruent. Eine und nur eine Zahl der ersteren Reihe, etwa dOa,
ist insbesondere mit 1 kongruent:

ado= 1, (mod. y).

Ist vy ein beliebiges Multiplum von y und setzt man d = dO+ vy, so
ist auch ad—1, (mod. y). Ist umgekehrt d irgendeine dieser Kon-
gruenz genligende ganze Zahl, so folgt aus ad —ad0= a(d —d0Q = 0,
(mod. y), dal d in der Gestalt d = dO-f vy enthalten sein muf3. Der
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ganzzahlige Quotient von (ad —1) und y heiBe nun 3, der von (ccd0—1)
und y aber /3; dann gilt einfach B = RO-{-vcc, und wir finden den Satz:
Zu einem beliebigen Paare relativer Primzahlen a und y > 1 gibt es in
der Tat eine einfach unendliche Beihe zugehdriger Substitutionen (1) mit
B = RO wvc und d= 60+ vy, ivo v alle ganzen Zahlen --. —2, —1,
0, 1 2, -+ zu durchlaufen hat.

Auf die Substitutionen (1) wollen wir nun die S. 126ff. allgemein
fir lineare Substitutionen ausgefilhrten Rechnungen anwenden; doch
wollen wir fir die Substitutionen (1) nicht das damalige Symbol S be-
nutzen, sondern w' = F(g) schreiben, da die Symbole S, T und U fir
gewisse spezielle Substitutionen (1) Vorbehalten werden sollen.

Fir die Kombination zweier Substitutionen VIf V2 gelten die im
AnschluB an (2) und (3) S. 127 ausgesprochenen Regeln. Aus der Glei-
chung (2) S. 127 folgt insbesondere, daR die aus V1 und V2 zusammen-
gesetzte Substitution V2-Fj wiederum ganzzahlig und von der Deter-
minante 1 ist: Oie gesamten Substitutionen (1), unter denen zu jeder

Substitution V = A natirlich auch ihre inverse V~1= 2 auf-

tritt, bilden eine Gruppe, die wir als die Gruppe des Moduls w oder kurz
als die ,,Modulgruppe‘ benennen und durch bezeichnen. Naturlich
gehort auch die ,identische Substitution” FO= 1 oder ausfiihrlich V0=

(*>  der I'» an.

Jede Substitution V transformiert die reelle w-Achse in sich. Wir
haben auch bereits S. 186 festgestellt, dal durch jede Substitution co'= F(ta)
die ,,positive w-Halbcbene* in sich transformiert wird, und damit natir-
lich auch die negative Halbebene. Wir ziehen nun auch die S. 71ff. ent-
wickelte Einteilung der Substitutionen in elliptische, parabolische, hyper-
bolische und loxodromische heran, sowie die Veranschaulichung der ein-
zelnen Substitution durch ihre Bahn- und Niveaukurven. Ist y = 0, so
hat die Substitution (1) die Gestalt w'= w+ /3; sie bedeutet eine Trans-
lation in Richtung der reellen w-Achse und stellt eine parabolische Sub-
stitution des Fixpunktes w= oo dar. ist y~ 0, so hat F die im End-
lichen liegenden Fixpunkte:

und der Multiplikator m der Normalgestalt (8) S. 70 von F berechnet
sich leicht zu:

Wir erkennen auf Grund der Festsetzungen von S. 71 sofort: Ist
a-fo—0, sogilt m=—1 und V ist ,elliptisch“ von der Periode 2
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(ygl. S. 128); ist \a-|- S\= 1, so gilt m= g oder p2 und V ist ,.elliptisch*
von der Periode 3; ist \a+ 0= 2, so fallen die Fixpimlle zusammen,
und V ist ,parabolisch®; ist endlich a+ d:> 2, so ist m reell, positiv
und von 1 verschieden, womit sich V als ,hyperbolisch* erweist. Hieraus
geht weiter hervor: Loxodromische Substitutionen sind in der Modul-
gruppe r (@ nicht enthalten.

Die Fixpunkte einer elliptischen Substitution V sind zwei endliche,
beziiglich der reellen w-Achse symmetrisch liegende Punkte. Die Schar
der durch diese Punkte laufenden Kreise sind die Niveaukurven; die
orthogonale Kreisschar, in der sich die reelle co-Achse findet, liefert
die Bahnkurven. Der Fixpunkt einer parabolischen Substitution V ist
ein rationaler Punkt der reellen co-Achse (den Punkt @= 00 einge-
rechnet). Die reelle Achse und alle sie im Fixpunkte beriihrenden Kreise
liefern die Bahnkurven, die zu ihnen orthogonalen Kreise die Niveau-
kurven. Da (a -f §2—4 fir u-f8 >2 niemals ein Quadrat ist,
so sind die Fixpunkte einer hyperbolischen Substitution V stets zwei
irrationale reelle Punkte, die die Wurzeln einer ganzzahligen quadra-
tischen Gleichung, namlich der zur Substitution gehoérenden Gleichung
(7) S. 70 sind. Hier liefern die durch die beiden Fixpunkte laufen-
den Kreise, unter ihnen die reelle co-Achse, die Bahnkurve und wie
immer die zu ihnen orthogonale Kreisschar die Niveaukurven.

Gehen wir von den Substitutionen (1) wieder zu den ,linearen
Transformationen* der Perioden zuriick, so entsprechen der einzelnen
Substitution (1) immer die beiden ,.homogenen Substitutionen*:

(6j —acoj + Rco3, o2 = yoq + dra3,
"= —acol—fPoo?) = —ycox—boa

ein Umstand, den wir schon oben in Betracht zu ziehen hatten (z. B.
S. 185). Auch diese homogenen ganzzahligen Substitutionen der Determi-
nante 1 bilden in ihrer Gesamtheit, wie man leicht feststellt, eine Gruppe;
wir wollen sie im Anschluf an die bisherige Sprechweise als die ,,homo-
gene Modvdgruppe* bezeichnen; auf sie ist die urspriingliche ein-
ziveideutig bezogen.

Grundsatzliche Bedeutung hat eine Erweiterung der urspriinglichen
Modulgruppe DH durch eine gewisse ,,Spiegelung®. Unter den linearen
Substitutionen ,,zweiter Art* (Kreisverwandtschaften mit Umlegung der
Winkel), die wir S. 73ff. allgemein betrachteten, wurden inshesondere
die ,,Spiegelungen“ oder ,Inversionen* an Kreisen ausfihrlich unter-
sucht. Die einzelne solche Spiegelung stellten wir damals in der Gestalt
(5) S. 76 dar, ihr ,Inversions- oder Symmetriekreis“ ist durch (6) S. 76
gegeben. Jeder Punkt dieses Kreises bleibt bei der Spiegelung fest;
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im (brigen tauscht dieselbe das AuRere des Symmetriekreises mit dem
Innern aus, und zwar nach dem S. 74 besprochenen Gesetze der ,, Trans-
formation durch reziproke Radien®. Ist der Symmetriekreis insbesondere
eine Gerade, so wird die Substitution eine ,,Spiegelung“ an dieser Geraden
im elementaren Sinne.

Eine Spiegelung dieser letzteren Art, namlich diejenige an der
imagindren -Achse, mdge nun eingefiihrt werden. Ist a der zu .« = £ in\
konjugiert komplexe Wert @—| —ig, so ist jene Spiegelung durch
die Substitution zweiter Art co' = —oi gegeben; wir wollen sie durch
das Symbol V0 bezeichnen:

(5) <0'-FO0(a) = - 5.
Transformieren wir nach den S. 128 allgemein besprochenen Grundsétzen
die Substitution V = der E(m mittelst der Substitution zweiter

Art VO, so gewinnen wir mit Riicksicht auf die Realitat der a, B, y, d
aus V die Substitution:

r-r.F T .-"-1t-J).

welche offenbar wieder in der enthalten ist. Es ist durch das Ent-
sprechen von V und Vr eine umhehrbar eindeutige Beziehung der E*
auf sich selbst gegeben oder, mit anderen Worten, die Gruppe E” wird
durch die Substitution VO in sich selbst transformiert (vgl. S. 129):

(6) VOr WFO* 1= I».

Man bilde nun das durch EwWVO0 zu bezeichnende System aller
Substitutionen zweiter Art:
(7 m_ F(0)- FFO(«)= ?1=-f
flr alle Substitutionen V von E"” Bezeichnen wir wie soeben VOVKV 0~ 1
mit Vi, so gilt fir die Kombination irgendwelcher Substitutionen V,V

mit Ricksicht auf die Gultigkeit des assoziativen Gesetzes (vgl. S. 127),
das auch bei Substitutionen zweiter Art bestehen bleibt:

(F,FOXI\V,) = \&{FOf,f0-®- I, f;,

F.-CF.F)- (F. 9F0, (F,FO. - Fte(FO - (F, F)FO.
Es folgt: Die gesamten Substitutionen erster und zweiter Art V und V
bilden wieder eine Gruppe, die wir als die durch die Spiegelung VO er-
weiterte Modulgruppe odw hurz als die ,,Modulgruppe zweiter Artl be-

nennen und durch:
r«>= j>> - fh VO

bezeichnen; dabei gilt die Hegel, daR zwei Substitutionen gleicher Art



Erweiterung der Modulgruppe durch eine Spiegelung 285

kombiniert immer eine Substitution ,erster Art liefern, zwei solche un-
gleicher Art aber eine Substitution zweiter Art.

Unter den Substitutionen zweiter Art der erweiterten wollen
wir noch alle diejenigen aufsuchen, welche die Periode 2 haben. Aus
(7) ergibt sich:

Soll hier die identische Substitution VO= 1 vorliegen, so muf:

zutreffen. Zufolge der zweiten Gleichung (1) sind diese Forderungen fir
a= 0 sémtlich erfillt, und zwar die erste mit dem oberen Zeichen.

Ware auch a—9& 0 zuldssig, so mufite B =y - 0 sein, worauf die
zweite Gleichung (1) in der Gestalt ad = 1 nur die beiden Ldsungen
a=d=+ 1 zulaBt, die zu a = 0 zuriickfihren. Die in der () ent-
haltenen Substitutionen zweiter Art der Periode 2 sind diejenigen von der
Gestalt:

sie erweisen sich samtlich als Spiegelungen, und zwar hat man fiir y = 0,
d h fir o' = —w+ B, die Symmetriegerade 2&-= B und fur jy > 0
den Symmetriekreis der Gleichung:

die man mit Hilfe der zweiten Gleichung (8) auch so umgestalten kann:

Es handelt sich also hier um den Kreis des Radius |y |- 1 mit dem
reellen rationalen Punkte w = als Mittelpunkte.

$ 2. Das Dreiecksnetz der w-Halbene und der Diskontinuitats-
bereich der Modulgruppe.

Da die Spiegelung VO die einzelne der beiden w-Halbebenen in
sich Oberflhrt, so wird Oberhaupt jede Substitution der ' die posi-
tive w-Halbebene und ebenso die negative wieder in sich transformieren.
Geht ein Punkt w durch irgendeine Substitution der ' in w' Uber,
so wird durch ebendiese Substitution der zu w beziglich der reellen
Achse symmetrische Punkt  in, den zu ' symmetrischen ' (ber-
geflihrt. Die Betrachtungen, welche sich auf die Herstellung eines ,,Dis-

kontinuitatsbereiches” der Gruppe I ) beziehen (vgl. S. 233), gestalten
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sich demnach in beiden Halbebenen symmetrisch, und es wird also
ausreichend sein, wenn wir die Untersuchung fiir die positive co-Halb-
ehene durchfiihren.

Allgemein gilt zunéchst folgende Erkldarung: Zivei Punkte a, von
denen der eine in den anderen durch eine Substitution von jH") (bergeht,
heien beziiglich der Gruppe U") ,,Aquivalent*; gehort diese Substitution
der ersten Art an, so sind beide Punkte auch bereits bezlglich der ur-
spriinglichen Modulgruppe jHQ) &quivalent. Die reellen Punkte w, unter
ihnen auch der Punkt oo, bilden die Randpunkte der positiven co-Halb-
ebene. Wir versuchen zundchst fir die Innenpunkte der Halbehene

einen Biskontinuitatsbereich der Gruppe U'T) zu gewinnen und verstehen
darunter einen aus Innenpunkten bestehenden Bereich, der flir jeden inneren
Punkt der to-Halbebene einen und nur einen beziiglich der Gruppe P'l
aquivalenten Punkt aufweist (vgl. S. 233).

Zu diesem Ziele fuhrt uns nun &uferst leicht das System aller Sym-
metriekreise der in P “) enthaltenen Spiegelungen (8) S. 285. Wir schicken
hierbei folgende Betrachtung voraus. Ist F* irgendeine der Spiegelungen
und bedeutet V fur den Augenblick irgendeine Substitution erster oder
zweiter Art von U(), so ist die durch Transformation mittelst V aus
Vje hervorgehende Substitution: .

vrkv-'=v'

erstlich in UQ) enthalten und hat zweitens die Periode 2, d. h. sie ist
wieder eine Spiegelung. Jeder Punkt desjenigen Kreises, in welchen der
Symmetriekreis von Vk durch V (bergefihrt wird, erweist sich als
Fixpunkt von V  dieser Kreis ist also der Symmetriekreis von Vk

Jeder Symmetriekreis der wird demnach vermittelst irgendeiner
Substitution dieser Gruppe wieder in einen Symmetriekreis Ubergefihrt.
Bei dieser Transformation durch V erhalten wir natirlich auch wieder
alle Symmetriekreise. Um nédmlich irgendeinen beliebig vorgeschrie-
benen zu gewinnen, haben wir ja nur von dessen Spiegelung VI zur
Spiegelung F-1F\V zu gehen, deren Symmetriekreis dann eben durch
V in denjenigen von F, Ubergeht: Das System aller Symmetriekreise
der in P “) enthaltenen Spiegelungen wird durch jede Substitution der
Gruppe U3g) in sich transformiert.

Um uns ein Bild von diesem Kreissystem zu schaffen, zeichnen wir
in der w-Halbebene zundchst alle unter diesen Kreisen enthaltenen Sym-
metriegeraden 2£ = , wo R alle ganzen Zahlen 0,+ 1, +2,--- zu
durchlaufen hat. Alle (brigen Spiegelungen haben y > 0, und wir
durfen, da die Koeffizienten der einzelnen Substitution noch einem ge-



Das System der Symmetriekreise der Modulgruppe 287

meiusamen Zeichenwechsel unterworfen werden konnen, y als positive
ganze Zahl wahlen. Ist y = 1, so ist a als ganze Zahl willkirlich wéhl-
bar, wéhrend R = a2—1 gilt; wir erhalten also alle Kreise des Radius
1 um die ganzzahligen Punkte @= 0, + 1, + 2, eee Ist y = 2, s0 ist,
damit R ganzzahlig ausféllt, a
auf die ungeraden ganzen Zahlen
einzuschrénken; es schlielen sich
also die Kreise der Radien vy
um die Punkte o= + + f,
+ 1, %ee an

Bis hierher ist das Kreis-
system, soweit es der positiven
Halbebeneangehort,inFig.58ent- — —i —i o0 % | f
worfen, die man sich nach rechts Jig' 8
und links hin entsprechend fortgesetzt zu denken hat. Wir erblicken, dal
diese Kreise ein System von Kreisbogendreieclxen eingrenzen, und finden unter
denselben insbesondere jenes Elementardreieck der Ecken @—i, @—p und

@ = io00 und der Winkel y, y, O, welches mit dem ihm rechts benach-

barten Dreiecke den im vorigen Kapitel oft genannten Bereich der ,re-
duzierten* Periodenquotienten @ 'lieferte. Wir wollen jenes Dreieck der
Ecken i, g, i 00 (mit Ricksicht auf einen sogleich einzuleitenden Spiege-
lungsprozeR) als ,,Ausgangsdreieck® bezeichnen und stellen sogleich den
Satz fest: Kein Symmetrielireis einer Spiegelung von kann in das
Innere des Ausgangsdreiecks eindringen. Dies ist fur die in Fig. 58 ge-
zeichneten Kreise unmittelbar ersichtlich; alle Gbrigen aber haben Radien
< 3, und da ihre Mittelpunkte auf der reellen Achse liegen, so kdnnen
sie eben «iasAusgangsdreieck nicht erreichen.

Man mache sich nun mit Hilfe der Fig. 58 deutlich, daR das mit
einer Schraffierung versehene Ausgangsdreieck durch die Spiegelungen
an seinen drei Seiten gerade genau in die drei benachbarten freien
Dreiecke bergefiihrt wird. Es ist ja auch schon wegen der Invarianz
des Systems aller Symmetriekreise gegeniber den Substitutionen von

einleuchtend, daf die Seiten des Ausgangsdreiecks durch jene

Spiegelungen wieder in Symmetriekreise der F () Ubergehen. Zugleich
folgt auch aus diesem Prinzipe, daB keines der drei neuen Dreiecke von
irgendeinem weiteren Symmetriekreise durchzogen werden kann; es
wiirde ja andernfalls, wenn wir die Spiegelung riickgangig machen, auch
ein in das Ausgangsdreieck eindringender Symmetriekreis gefunden
werden.

Nun geht offenbar auch jedes der neuen Dreiecke, z B. dasjenige
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mit den Ecken i, p und 0, durch die Spiegelungen an seinen drei Seiten
in drei benachbarte, in der Figur schraffierte, Dreiecke Uber (von denen
eins natdrlich das Ausgangsdreieck ist); und es sind auch die Seiten

dieser Dreiecke Symmetriekreise der (&) und ihr Inneres wird von
keinem Symmetriekreis durchzogen. Die Winkel aller neuen Dreiecke,
die ja mit dem Ausgangsdreieck direkt oder indirekt kreisverwandt sind,

betragen immer A ~ und 0. Wenn wir demnach zundchst um die

Punkte w= i und w= p herum, wo die Winkel * bzw. —vorliegen,

den Spiegelungsprozel? fortsetzen, so mul} derselbe hier nach vier bzw.
sechs Schritten zum Abschluf? kommen, d. h. wir gelangen um den Punkt ?
herum nach vier, um den Punkt p herum nach sechs Spiegelungen zum
Ausgangsdreieck zurlick.

Setzen wir nun den hiermit eingeleiteten Spiegelungsprozel? weiter
fort, so bleiben die vorstehenden Angaben in allen wesentlichen Punkten
erhalten. Jedes auf diese Weise erreichbare Kreisbogendreieck ist von

Symmetriekreisen der k) begrenzt, und kein Symmetriekreis kann durch
sein Inneres dringen. Das Dreieck hat, wie das Ausgangsdreieck, die

Winkel J, 0; der Scheitelpunkt des letzteren Winkels ist ein ratio-

naler reeller Punkt w (alle Symmetriekreise (9) S. 285 schneiden die
reelle w-Achse in rationalen Punkten), und das Dreieck liegt im (b-
rigen ganz innerhalb der positiven co-Halbebene.

Um das Ergebnis des fortgesetzten Spiegelungsprozesses der An-
schauung zugénglich zu machen, bemerken wir zundchst, dall das ganze
System der Symmetriekreise durch die Translation w'= w-f 1 in sich
tbergefuhrt wird. Haben wir demnach die aus dem System der Sym-
metriekreise entstehende Figur in dem durch —1”~ | ~ 0 bestimmten
Parallelstreifen der w-Halbebene gewonnen, so brauchen wir sie in den
ubrigen sich rechts und links anschliefenden Parallelstreifen der Breite 1
nur kongruent zu wiederholen. Weiter beachte man, daR die sechs,
um den Punkt w = p herumliegenden Kreisbogendreiecke der Fig. 58
ein gréReres von ,Halbkreisen* eingegrenztes Dreieck der Winkel 0
und der Ecken bei w= 0, —1 und i oo zusammensetzen. Dieses groRere
Dreieck kann auf drei Arten in sich selbst gespiegelt werden, und die
drei Symmetriekreise dieser Spiegelungen sind einfach die drei durch

® = p ziehenden Symmetriekreise der
Fig. 58, welche die Unterteilung des Drei-
ecks in die sechskleineren Dreieckeliefern.
Man (berzeuge sich an der Hand der
Fig. 59, dafl Uberhaupt jedes von drei
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Halbkreisen begrenzte Dreieck mit Winkeln 0 und Ecken auf der reellen
w-Achse immer drei und nur drei Spiegelungen in sich zulaft und durch Ein-
trdgen der drei Symmetriekreise in sechs kleinere Dreiecke der Winkel

0 eingeteilt wird. Der einzelne dieser drei Symmetriekreise lauft

durch eine Ecke des gegebenen Dreiecks und schneidet die Gegenseite
unter rechtem Winkel. Wir wollen diese drei Symmetriekreise, insoweit
sie dem Dreieck angehoren, als dessen ,,Hohe* bezeichnen; ihre Ful3-
punkte nennen wir die Seitenmitten, ihren gemeinsamen Schnittpunkt
den Mittelpunkt des Dreiecks. Spiegeln wir Ubrigens das Dreieck an
einer seiner Seiten, z. B. an der in Fig. 59 mit a b bezeichneten, so er-
halt das benachbarte Dreieck als dritte Ecken den in der Figur mit d
bezeichneten Punkt; fiir die beiden l&ngs a b benachbarten Dreiecke
liefert also der Symmetriekreis ¢ d die beiden zur gemeinsamen Seite
a b gehérenden ,,H6hen“.

Auf Grund dieser Ergebnisse wollen wir nun den Spiegelungsproze
unmittelbar an das von drei ,,Halbkreisen“ begrenzte Dreieck der Winkel 0
und der Ecken 0, —1, i oo anknipfen und stellen aus ihm zundchst
durch Spiegelung am unteren Halbkreise das in Fig. 60 schraffierte
Dreieck der Ecken 0, — —1 her. Reihen wir dasselbe dem oberen
Dreieck an, so bleiben vom in Rede stehenden Parallelstreifen der po-
sitiven w-Halbebene zunéchst unten noch zwei Halbkreisflachen offen.
In diesen finden erstlich zwei Spiegelbilder des eben gewonnenen
schraffierten Dreiecks langs seiner unteren beiden Seiten Platz. In den
dann noch unbedeckt bleibenden vier Halbkreisflachen zwischen dem bis-
her gewonnenen Netze der Dreiecke und der reellen w-Achse finden vier
weitere in Fig. 60 auch noch gezeichnete und schraffierte Dreiecke Platz, so-
fern wir an allen vier eben noch offenen Kreisen zugleich je ein neues
Dreieck durch Spiegelung erzeugen. Die Anzahl der noch offenen Halb-
kreisflachen an der reellen Achse ist aber auf 8 gestiegen. Nach n
solchen Schritten haben ivir, das urspriingliche Dreieck mitgezéhlt, im
ganzen 2nDreiecke erhalten, welche unseren
Streifen der positiven w-Halbebene schlicht
und ohne Licke bis auf 2n der reellen
w-Achse anliegende noch unbedeckt blei-
bende Halbkreisflachen Uberdecken.

Einen Halbkreis, der in den beiden
reellen Punkten w= a und w= b auf
der reellen Achse senkrecht aufsteht,
wollen wir mit (a,b) bezeichnen. Unter'

den acht nach drei Schritten des Spiege-
Fricke: Elliptische Punktionen. Bd. 1
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lungsprozesses an der reellen Achse noch unbedeckt bleibenden Halbkreisen
liegt der Halbkreis (—i, 0) am rechten Endpunkte O des Parallelstreifens.
Nach dem Gesetze der Transformation durch reziproke Radien zeigt man so-
fort, daBB nach vier Schritten der Halbkreis (—y, 0) und allgemein nach

n Schritten der Halbkreis \( ------ rf,l(?) AM rechten Ende die Kette der

« -

2n noch offen bleibenden Halbkreise abschlielt. Es gilt der Satz, daf
dieser Halbkreis (mit seinem am linken Ende symmetrischen Halbkreise

der grofite unter den 2n Halbkreisen ist. Dies kann

man in folgender Weise zeigen: Zuné&chst sind je zwei bezlglich des
Mittelpunktes w= —j symmetrisch liegende unter den 2" Halbkreisen
einander gleich, da der eine das Spiegelbild des andern beziglich der
»Geraden* (— ioo0) ist. Die 2,i 1 Halbkreise zwischen w= —j und
to= 0 werden nun durch den Punkt w = —y in zwei Reihen zu je 2n~2
Halbkreisen zerlegt, von denen die links liegende Reihe, d. h. die zwischen
—vy und —vy, durch die Spiegelung am Halbkreise (—1, — 3) (ge-
meinsame ,,Hohe* zweier Dreiecke der Figur 60) in die rechts liegende
tbergeht. Jeder Plalbkreis wird hierbei aus dem Innern des Symmetrie-
kreises (—1, —y) nach dem AuReren geworfen und also aus einem
kleineren in einen groReren transformiert. Der groBte Kreis gehdort also
der Kette zwischen —y und 0 an. Diese wird nun wieder durch den
Punkt —~ in zwei Ketten zu je 2n~s Halbkreisen zerlegt, von denen
die links liegende Kette in die rechts liegende durch Spiegelung am
Symmetriekreise (— —Y) Ubergeht; dieser letzteren Kette gehdort also
wieder der grofite Kreis an. In derselben Art schlieft man weiter, bis

endlich nur noch die beiden Kreise (-— , ------=A und (------ 7—, 6) vor-

liegen, deren erster durch Spiegelung am Kreise Ajin

den groReren zweiten Ubergeht. Unsere Behauptung ist damit bestatigt.
Die beiden grofiten unter den 2n an der reellen Achse noch frei

bleibenden Halbkreisen haben somit die Radien -— - - Alle Punkte

w - | -« in des Parallelstreifens mit v>;._ ._ sind sonach in das Innere

des von den 2” Kreishogendreiecken gebildeten Netzes hineingezogen
oder liegen doch wenigstens auf dem Rande dieses Netzes. Man kann
das Ergebnis auch in folgende Gestalt kleiden: WAahlt man eine posi-
tive von O verschiedene Zahl ¢ beliebig klein und bestimmt sodann eine

ganze Zahl n in Ubereinstimmung mit nn —1-f , so wird nach n
Schritten des Spiegelungsprozesses ein Netz von 2n Dreiecken gewonnen
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sein, dem jedenfalls alle Punkte .« = £+ irj des Parallelstreifen mit
angehdren.

Man wolle nun jedes der 2n Dreiecke durch seine drei ,,Hthen™ in
die sechs Teildreiecke zerlegen, was einfach dadurch geschehen kann,
dal man fiir je zwei benachbarte Dreiecke, die also eine Seite und zwei
Ecken gemein haben, den die beiden dritten Ecken verbindenden zur
reellen co-Achse orthogonalen Halbkreis zeichnet. Uberdies soll in allen
Parallelstreifen der ..-Halbebene in kongruenter Weise der Spiegelungs-

prozeB und die Unterteilung der Dreiecke vollzogen werden. Jeder
Streifen wird dann nach n Schritten des Prozesses 3 ®n+1 Dreiecke der

Winkel -, 0 tragen, und diese Dreiecke ordnen sich uberall schlicht und

ohne Licke in der co-Halbebene aneinander derart, daf nach dem ntn
Schritte im einzelnen Parallelstreifen an der reellen Achse anliegend noch

eine Kette von 2nHalbkreisflachen, deren Radien  20*TjTO sind, unbedeckt

bleibt. Fig. 61 moge eine Anschauung von der Natur des entstehenden
Dreiecksnetzes vermitteln; die Eintragungen J=0, J=1, J=00 be-
ziehen sich auf die Modulfunktion ; (4>, auf welche wir bald zurick-
kommen. Ist aber irgendein bestimmter Innenpunkt der CD-Halbehene
« = | + @17 fixiert, so ist man nach den vorstehenden Ergebnissen

sicher, da® man nach n —1 + -- Schritten des Spiegelungsprozesses

das Dreiecksnetz so weit entwickelt hat, daR der gewéhlte Punkt « dem

Netze angehort.
19
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Der Spiegelungsprozel3 ist nicht abschlieBbar. Bei jedem Schritte
wird die Anzahl der an der reellen Achse anliegenden, noch unbedeckt
bleibenden Halbkreisflichen im einzelnen Parallelstreifen auf das Dop-
pelte erhéht; und beim (n -~ I)ten Schritt gewinnt das Dreiecksnetz im
Parallelstreifen 2n neue Spitzen in rationalen reellen Punkten w Wir
konnen sogar leicht zeigen, daR jeder beliebig gewaldte reelle rationale
Funkt w sicher nach einer leicht angebbaren endlichen Anzahl von Schritten
vom Dreiecknetz als eine Spitze desselben erreicht wird.

Um dies zu zeigen, wollen wir der Bequemlichkeit wegen den durch
O< &< 1 charakterisierten Streifen betrachten, dessen auferste reelle
Punkte w= 0 und w= 1 ja bereits dem , Ausgangsdreieck” fiir den
Spiegelungsprozel?, d. i. dem Dreieck der Winkel 0 und der Ecken O,

I, {oo angehodren. Sei demnach w= ~ ein beliebig, aber bestimmt ge-

wabhlter rationaler Punkt zwischen 0 und 1, so dirfen wir a und y als
teilerfremde positive ganze Zahlen annehmen, von denen a< y und y> 1
gilt. Nun gibt es nach S. 281 fir das vorliegende Zahlenpaar a,y zwei
weitere ganze Zahlen B und d, damals R0 und dO genannt, die die Glei-
chung ad —PBy — 1 befriedigen, wahrend d dem Intervall 1 d<y
angehort. Dann ziehen wir zundchst aus der Gleichung:

mit Ricksicht auf 1  d < y die Folgerung, daf R eine ganze Zahl des
Intervalls 0 <[ B < a sein muB.

Die vom ,rationalen reellen” Punkte oo ausziehenden ,,Symmetrie-
kreise* zerfallen nun in zwei Arten (vgl. Fig. 61). Ein solcher der einen
Art besteht aus zwei Seiten von Dreiecken des Netzes der Fig. 61 und
hat zur Gleichung | = v, unter v irgendeine ganze Zahl verstanden;
eine solcher der anderen Art besteht aus vier Dreiecksseiten und hat die
Gleichung 2| = 2v fl- 1. Letztere sind im Dreiecksnetze der Fig. 60, auf
welches wir den SpiegelungsprozeR ja zundchst bezogen, ,,Dreieckshéhen®,
erstere aber Dreiecksseiten. Transformieren wir nun die ,,Symmetrie-
kreise“ & = v mittelst der Substitution:

so erhalten wir eine einfach unendliche Schar von Symmetriehalbkreisen:

welche sédmtlich vom vorgelegten rationalen Punkte y ausziehen und
die an diesen Punkt heranreichenden Dreiecke der Winkel O eingrenzen.
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- Man betrachte nun die beiden zu v = 0 und v = —1 gehdrenden
benachbarten Halbkreise (1). Aus:

folgt mit Ricksicht auf 0< d< y, daB der erste Halbkreis links und der
zweite rechts vom rationalen Punkte — liegt. Sie grenzen somit das

erste unter den Dreiecken mit der SE)itze Z ein, welches man beim
Spiegelungsprozel? erreicht. Die dritte Seite dieses Dreiecks ist der
Halbkreis ({!, * dessen Radius:

ist; hierbei gilt das Gleichheitszeichen nur fiir y = 23, mithin nur fir
7=2, day und & relativ prim sind. SchlieRen wir den Fall y = 2
zundchst aus, so gibt es im fraglichen Dreieck Punkte w= & + in mit
n> 2y~2 Ein solcher Punkt liegt aber im Innern des durch n Spiege-
lungen erreichten Dreiecksnetzes, d. h. unser in Rede stehendes Dreieck
gehdrt zu den 2n Dreiecken, welche wir nach n Schritten des Prozesses
erhalten, sobald nur:

gilt. Verstehen wir unter E(a) die grolRte ganze Zahl, welche nicht'
groRer als die reelle Zahl a ist, so geniigen wir dieser Bedingung, wenn

wir n —E setzen. Das Ergebnis, das wir sogleich auch auf alle

Ubrigen Parallelstreifen mit beziehen, gilt dann auch fir y = 2 und
7=1: Ist ®=j ein beliebiger, auf seine kleinste Benennung gebrachter

rationaler Bruch, so wird der reelle rationale Punkt w= “* spétestens nach

jB(—) Schritten des Spiegelungsprozesses als Spitze des bis dahin erzeug-

ten Dreiecksnetzes erreicht.

Wir kehren zum Dreiecksnetze der Fig. 61 zuriick und weisen noch-
mals darauf hin, daf die , Symmetriegeraden“ desselben teils aus zwei,
teils aus vier Dreiecksseiten aufgebaut erscheinen. Beschreiben wir ir-
gendeine andere gegen die reelle w-Achse senkrechte Gerade G etwa
von einem Punkte w= &+ in mit n> 1 aus, so haben wir zu unter-

scheiden, ob der FulRpunkt von G ein rationaler Punkt ~ oder irrational
ist. G durchlduft im obersten Dreieck der Winkel 0 (vgl. Fig. 61) drei

der kleineren Teildreiecke, im nachsten zwei oder drei, in allen folgenden
zwei, drei oder vier Teildreiecke (s. auch Fig. 59). Wir erkennen sofort:
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Hat die gegen die reelle Achse senkrecht verlaufende Gerade G einen ra-

tionalen FuBpunkt ~, so ist die Anzahl der von ihr durchschrittenen Drei-
ecke des Netzes der Fig. 61 notwendig kleiner als "3+ 4E , und

sie erreicht in der Spitze ~ des letzten Dreiecks die reelle Achse. ISt um-

gekehrt die Anzahl der von G durchlaufenen Dreiecke endlich, so gibt
es unter ihnen ein letztes, in dessen Spitze somit G die reelle Achse
erreichen mu3. Eine solche Spitze ist aber immer ein rationaler Punkt oo;
also folgt: Hat die gegen die reelle m-Achse senkrecht verlaufende Gerade
einen irrationalen FuBpunkt, so ist die Anzahl der von G durchlaufenen
Dreiecke nicht endlich. Wir kommen hierauf unten noch etwas ausfuhr-
licher zurick.

Nachdem nunmehr die Natur des Dreiecksnetzes der Fig. 61 aus-
fuhrlich behandelt ist, kénnen wir die Frage nach dem Diskontinui-

tatsbereiche zunéchst der erweiterten Modulgruppe F~ sofort beant-
worten. Ist irgendein bestimmter innerer Punkt w= | # irj der Halb-
ebene gewahlt, so kénnen wir ihn durch Umkehrung des Spiegelungspro-

zesses in einen bezliglich F ® &dquivalenten Funkt des Ausgangsdreiecks
der Ecken o = i, q,i00 transformieren; auch ist es nicht schwer, fir
die Anzahl der hierzu erforderlichen Spiegelungen aus | und p eine
endliche obere Schranke zu berechnen. Das Ausgangsdreieck weist dem-
nach sicher einen mit tu= £ -~ irj aquivalenten Punkt auf.

Andrerseits wird das Ausgangsdreieck durch irgendeine Substitu-
tion von rH in ein Dreieck des Netzes uUbergefihrt. Soll letzteres
mit dem Ausgangsdreieck wieder identisch sein, so muf} die Substitu-
tion die Spitze ioo zum Fixpunkte haben und also eine der beiden Ge-
stalten o' = ®@4-/3, co' = —io -F ¢ aufweisen. Da sie auch die Ecke
(0 —i zum Fixpunkt haben muB, so ist /3= 0; und da sie endlich drittens
auch o —gq in sich transformieren muf3, so ist co'= —a unbrauch-
bar. Eine von der identischen verschiedene Substitution der Gruppe JT({)
transformiert das Ausgangsdreieck in ein von ihm verschiedenes Dreieck
des Netzes.

Ein Innenpunkt des Ausgangsdreiecks wird demnach durch eine
von der identischen verschiedene Substitution der F ¢) stets in einen
Innenpunkt eines anderen Dreiecks Ubergefihrt. Ein Randpunkt wird
freilich durch die Spiegelung an der betreffenden Seite wieder in einen
Punkt des Ausgangsdreiecks transformiert; aber dieser Punkt ist mit
dem ersten identisch. Die Ecken i und p werden auch noch durch
elliptische Substitutionen (p auch noch durch eine weitere Spiegelung)
in Punkte des Ausgaugsdreiecks, aber dabei doch wieder nur in sich
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selbst transformiert: Keine zwei verschiedenen Punkte des Ausgangs-
dreiecks koénnen somit bezlglich r(u) adquivalent sein.

Wir wollen weiterhin auch noch die bei 0 = oc gelegene Spitze des
Ausgangsdreiecks diesem als zugehorig betrachten. Dieselbe ist beziig-
lich mit allen rationalen reellen Punkten os &quivalent. Das Er-
gebnis ist dann so auszusprechen: Fiir die positive co-Halbebene unter
EinschluB der reellen rationalen Bandpunkte bildet das Kreisbogendreieck
der Ecken i, g, i 00 einen Eiskontinuitatsbereich der erweiterten Modul-
gruppe Fw

Zu einem Diskontinuitétsbereiche der urspringlichen Gruppe JW)
fihrt endlich folgende Uberlegung. Ist der vorhin willkiirlich gewahlte
Punkt B= £-f irj mit einem Randpunkte os' des Ausgangsdreiecks
aquivalent, so ist o' mit os immer auch bereits bezlglich der F~ &aqui-
valent. Hatten wir néamlich zunachst vom SpiegelungsprozeR eine Sub-

stitution zweiter Art:
B "=V (o3)

gewonnen, die s in ss' transformiert, so wird die Spiegelung vo an
der bzw. an einer der beiden Seiten des Ausgangsdreiecks, welche os'
enthalten, sofort eine Substitution erster Art vov liefern, welche g in
03" transformiert:

Ist hingegen os" ein Innenpunkt des Ausgangsdreiecks, so ist die in F°¢
enthaltene Substitution, welche os in os" Uberfihrt, eindeutig bestimmt.
Sie ist von der ersten Art und also in jD) enthalten, wenn auch schon
os INn einem schraffierten Dreiecke des Netzes lag, die ja alle unter-
einander direkt kreisverwandt sind. Lag indessen o in einem freien
Dreieck, so ist zwar noch nicht os', wohl aber der mit os' beziglich
der imagindren oo-Achse symmetrisch gelegene Innenpunkt des benach-
barten Dreiecks mit o in bezug auf F a~ adquivalent. Diese Sachlage
fuhrt zu dem Ergebnis: Fur die positive co-Halbebene unter EinschluB
der reellen rationalen Bandpunkte wird ein Eiskontinuitatsbereichmder ur-
springlichen Modulgruppe F ~ geliefert durch dasjenige Eoppeldreieck,
welches aus den beiden zur imagindren Achse symmetrisch liegenden ,,Ele-
mentardreiecken® der Ecken i, P, ioc und i, — p2 ioo zusammengesetzt ist;
von den Bandpunkten gelten indessen nur diejenigen des links liegenden
schraffierten Breiecks dem Eoppeldreieck als zugehorig. Wir sind hier-
mit zu dem im vorigen Kapitel oft genannten Bereiche der ,,induzier-
ten* Periodenquotienten zurlickgefuhrt, der zum ersten Male in Fig. 43,
S. 179 zur Darstellung kam.
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8 3. Die erzeugenden Substitutionen der Modulgruppe.

Flr die Spiegelungen an den drei Seiten des Ausgangsdreiecks
der Ecken i, g, ioo wollen wir die symbolischen Bezeichnungen S, T, U
einflhren; und zwar sei:

(¢D)] £(«>)-i, T(a)= —5 —1,

d. h. U ist die S. 284 mit F 0 hezeichnete Spiegelung an der imaginéren
co-Achse, S diejenige am Einheitskreise usw. Wir wissen (vgl. S. 294 u. f.),
dal das Ausgangsdreieck durch irgendeine Substitution erster oder zweiter

Art F von F@) in ein bestimmtes Dreieck des Netzes Ubergefiihrt wird,

dem dann diese und auch nur diese Substitution F von F” eindeutig
zugehort. Wiirde namlich das Ausgangsdreieck auch noch durch V' in
dasselbe Dreieck, wie durch F, Ubergefiihrt, so wirde V~1V' das Aus-
gangsdreieck in sich transformieren und also nach S. 294 gleich der iden-
tischen Substitution 1 sein, was zu V' = V hinfihrt.

Die umkehrbar eindeutige Beziehung der Dreiecke des Netzes auf

die Substitutionen von F (1) gestattet, dem einzelnen Dreiecke das Sym-
bol F seiner Substitution als ,,Namen® zu erteilen. Das Ausgangsdreieck
erhélt dabei den Namen ,1“ die drei ihm benachbarten Dreiecke die
Namen S, T, U. Ist F wieder eine beliebige Substitution erster oder
zweiter Art von so beschreibt oo = V(co) das Dreieck ,,F*, falls
® das Ausgangsdreieck beschreibt. Tritt @ stetig etwa in das mit ,1“
benachbarte Dreieck U hintiber, so wandert oo in das mit ,,F“ homo-
log benachbarte Dreieck, welches somit aus dem Dreiecke U durch die
Substitution F und also aus dem Dreieck 1 durch VU hervorgeht.

Analog finden wir Uberhaupt, daB mit einem beliebigen Dreiecke
F immer die drei Dreiecke VS, VT, VU, benachbart sind. Mit dem
Dreiecke S sind demnach beispielsweise benachbart die Dreiecke S2= 1,
ST, SU, mit ST die folgenden DreieckeSTS, ST2='S, STU. Durch
Ubergang zu benachbarten Dreiecken kénnen wir aber vom Dreieck 1
aus zu jedem Dreieck hingelangen. Demnach wird sich jede Substitu-
tion von F () in Gestalt eines ,,Produktes* aus Faktoren S, T, U dar-
stellen lassen; und zwar brauchen wir zufolge der Gleichungen S2= 1,
T2—1, U2= 1 hierbei nur solche ,,Produkte* zuzulassen, bei denen nie-
mals zwei aufeinanderfolgende Faktoren gleich sind. Wir kdnnen das
Ergebnis auch dahin aussprechen, daf S, T und U erzeugende Substi-
tutionen der erweiterten Modulgruppe F () seien.

Die Substitutionen der Modulgruppe erster Art F(w werden von
denjenigen symbolischen Produkten aus Faktoren S, T, U geliefert, die
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gerade Faktorenanzahl haben. Indem wir die Faktoren zu Paaren zu-
sammenziehen, ergibt sich, dal wir ein System von erzeugenden Sub-
stitutionen fur rH in den drei Substitutionen:

S=TJT, T =50, Uu=TS
gewonnen haben, wenn wir mit ihnen auch ihre inversen Substitu-

tionen:
S~'=TU, T~X= TJS, U-'~ST

mitgegeben denken. Ubrigens ist T-1= T, da wir in T die elliptische
Substitution der Periode zwei mit dem Fixpunkte « = i vor uns haben;
weiter ist u~x= U2 da u die elliptische Substitution der Periode drei
mit dem Fixpunkte ®= q ist. Zufolge (1) haben die Substitutionen
s, T und U die Gestalten:

S(«) -0, + 1, 2» - -m, U(a) - .
Aus s 2= 1, ... folgt unter Ricksicht auf das fur unsere symbolischen
Produkte gultige assoziative Gesetz:
UTS-T'S -SU -UT = 1
Hiernach 1alt sich U aus S und T erzeugen:
U-1=Ts, V= U-2= (TS)2
und wir entnehmen aus der Periode 3 von U die zwischen S und T

bestehende Beziehung (TS)2= 1. Die urspriingliche Modulgruppe F)
besitzt als ein System von erzeugenden Substitutionen die beiden:

(2 S(co) = B+ 1, T(ca) = —
zwischen denen die Delation besteht:
(3) TSTSTS = I

mit S ist natlrlich S~1 als gegeben anzusehen; zufolge (3) bann man
sogar S~x in der Gestalt:

S-1=TSTST
durch S und T darstellen.

Die symbolischen Produkte aus Faktoren S und T, welche zur
Darstellung der Substitutionen v von Fdienen, brauchen zufolge
der Relation T2= 1 Faktoren T immer nur in ersten Potenzen zu ent-
halten. Es gilt also fur v eine Darstellung?:

V—  TSnrlSnreeeTSmy,

wo die Exponenten m ganze Zahlen sind, von denen man m2 mif eee,

1) Wir erinnern daran, dal fir diese Produkte dal kommutative Gesetz nicht gilt.
2) Diese Darstellung von V ist zufolge der Relation (3) nicht eindeutig be-
stimmt.
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mv_I| als von O verschieden vorauszusetzen hat. In nichtsymbolischer
Gestalt 145t sich demnach die Substitution w' = V(co) der Gruppe
so schreiben:

so daB der Erzeugung von V durch S und T explizite eine Ketten-
bruchentwicldung der Substitution w' = V(0) entspricht.

Als ,,homogene** Substitutionen $ und T wollen wir die beiden folgen-
den bezeichnen:

Die ,,zweite Potenz“ T2 dieser homogenen Substitution T ist:

und wird zweckmaRig durch das Symbol ,,— 1 bezeichnet. Der einzelnen
nichthomogenen Substitution V entsprechen immer zwei homogene, die
wir folgerecht durch - V und —V = +- V -T2 zu bezeichnen haben.
Es ergibt sich hieraus, dafl die homogene .Modulgruppe F (@ durch die
beiden in (4) gegebenen Substitutionen S und T erzeugbar ist.

Die homogene liefert uns die gesamten ,linearen Transfor-
mationen der Perioden , 02‘ und damit auch zugleich alle Parallelo-
grammteilungen der w-Ebene, welche bei einer einzelnen Gruppe I (*) des
vorigen Kapitels mdglich sind (vgl. S. 183 und S. 235). Die Wirkung,
welche die Substitutionen S*x auf ein gerade vorliegendes Parallelo-
grammnetz austben, wird durch Fig. 62 veranschaulicht. VVon dem durch
Schraffierung hervorgehobenen Parallelogramm der Ecken 0, w2 wl -f w2,

bleibt die Seite (0, wd liegen, wahrend die Gegenseite in ihrer Rich-
tung entweder um die Periode + o2 (flir $+1) oder um die Periode
—w2 (fir S~X verschoben wird. Sm erfordert dann einfach die |m -
malige Ausfuhrung dieser Gestaltsén-
derung in der einen oder auderen Rich-

tung.
Bei Auslibung von T bleibt das
Parallelogrammnetz unverandert, und
es werden nur die Perioden anders be-
zeichnet. Ubt man aber demnéchst
wieder S oder eine Potenz von S
aus, so lauft dies einfach darauf
hinaus, daf nun die vorhin um den Punkt u = 0 gedrehte Parallelo-
grammeseite (s. Fig. 62) unveréndert bleibt, wahrend die ihr gegeniber-
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liegende Seite in ihrer Richtung eine entsprechende Verschiebung
um ein Periodenmultiplum erfahrt. Es geht hieraus hervor, daf wir z. B.
vom Parallelogramm der reduzierten Perioden zu jedem anderen Parallelo-
gramm der Gruppe 'M gelangen kénnen, indem wir abwechselnd immer
eine der beiden von u = 0 ausziehenden Parallelogrammseiten festhalten
and die Gegenseite in ihrer Richtung um ein Periodenmultiplum verschieben,
wobei jeweils die dritte und vierte Seite eine entsprechende Drehung um
die Endpunkte der fest liegenden Seite erfahren.

8. f. Die elliptischen Modulfuiiktionen erster Stufe.

Die Uber die Modulgruppe '™ gewonnenen Resultate gestatten
uns, die Natur der Modulfunktion J'(co) genauer zu beschreiben und
allgemein den Begriff einer ,elliptischen Modulfunktion erster Stufe*
aufzustellen. Wir rekapitulieren zunachst die Eigenschaften von J(co),
die bereits oben S. 273 ff. aufgefunden wurden.

Die Funktion J(co) ist in jedem bestimmten, im Innern der w-Halb-
ebene gelegenen Bereiche eine eindeutige, daselbst Uberall analytische
Funktion, welche die Eigenschaft hat, gegeniber jeder Substitution der
Gruppe JT@) invariant zu sein [vgl. (6) S. 262]:

Da sie hiernach insbesondere gegeniiber der Substitution S invariant
ist, so ist sie bereits in jedem bestimmten Bereiche im Innern des Ein-
heitskreises der g2Ebene, wenn dieser Bereich nur den Nullpunkt dieser
Ebene nicht enthalt, eindeutig und 0berall analytisch.
Die Entwicklungsgrofie:

(2) 2= exifa

ist selbst gegenliber S invariant und bildet einen einzelnen Parallel-
streifen der Dreiecksteilung der w-Halbebene auf die Flache des Ein-
heitskreises der 52Ebene ab. Von der Art dieser Abbildung mdge Fig. 63
eine Anschauung vermitteln. Die Spitze ioo des Streifens findet ihr Bild
im Nullpunkte g2= 0, wobei die auferordentliche Kleinheit des Ab-
bildes vom Doppeldreieck ,,1* der w-Halbebene beachtenswert istl). Die
tbrigen Dreiecke ragen mit Spitzen an die ,rationalen” Punkte? des
Einheitskreises der g2Ebene heran, und es gilt fir die Art, wie die

]) Dieser Umstand ist fir numerische Berechnungen hdchst wichtig, insofern
Potenzreihen nach qi—c2niu, falls man w auf das Doppeldreieek 1 beschrénkt,
wegen der rapiden Abnahme der Betrdge 3*]|, |<p\, +++ gut konvergieren.

2) Gemeint sind damit die Punkte des Einheitskreises, deren Amplituden zu
A in einem rationalen Verhaltnis stehen.
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Radien des Einheitskreises das neue Dreiecksnetz durchschreiten, die
leicht erkennbare Ubertragung der Satze von S. 293ff. Die fir !gj< 1
konvergente Reihendarstellung:

(3) 128./= -0 + 744 + 196884g2+ -»-

zeigte Uberdies, dal / in den Nullpunkt der g2Ebene und damit in
die Spitze des Doppeldreiecks 1 der co-Halbebene fortsetzbar ist und da-
selbst den Wert oo annimmt.

Eine weitere wichtige Eigenschaft war die, daf J(co) im Diskon-
tinuitatsbereiche der Gruppe jT(\W, der ja mit dem Doppeldreieck der
Fig. 56, S. 273, identisch ist, jeden komplexen Wert einmal und nur ein-
mal annimmt. Durch /(«) wurde jenes Doppeldreieck auf die schlichte
und vollstdndige /-Ebene abgebildet. Dabei Ubertrugen sich die drei zu
den Spiegelungen T, S, U gehdrenden Seiten des Elementardreiecks auf
die reelle /-Achse, und zwar auf die durch /<~0 bzw.0 / <1 und
/!> 1 charakterisierte Strecken. Die Spiegelung U und damit (zufolge
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(1)) Uberhaupt jede Substitution zweiter Art der I » transformiert J
il seinen konjugiert komplexen Wert J :

Das schraffierte Elementardreieck liefert im Abbild die ,,positive* eF-Halb-
ebene, das freie die ,,negative* Halbebene.

Wir wollen nun zunéchst (was oben noch nicht geschah) darauf
hinweisen, dal die Abbildung des einzelnen Dreiecks auf eine der /-Halb-
ebenen in den Ecken des Dreiecks aufhort, konform zu sein. Ein Winkel
des Scheitelpunktes w= p wird im Abbild verdreifacht, ein solcher
des Scheitelpunktes w= i aber verdoppelt. Da J(g) = 0 und J(i) = 1
ist, so folgt nach friheren allgemeinen Satzen: Die Funktion J hat im
Funkte w= p einen Nullpunkt dritter Ordnung, und (J—1) hat im
Funkte w = *einen Nullpunkt zweiter Ordnung. Die Umgebung des Null-
punktes der g2Ebene Ubertréagt sich konform auf die Umgebung des
Punktes oo der J-Ebene. Als Funktion von w hat jedoch J in derselben
Art wie d3 hei w— oo einen wesentlich singularen Funkt, was nach S. 29
und 52 ja nicht ausschlieRt, daB J bei spezieller Anndherung an den
Punkt oo gleichwohl einen Grenzwert hat.

Als wesentlich neu tritt uns nun die aus (1) hervorgehende Tat-
sache entgegen, dafl} jedes Doppeldreieck des zur F 1) gehdrenden, die
w-Halbebene schlicht und vollstandig bedeckenden Netzes wiederum ein kon-
formes Abbild der schlichten und vollstdndigen J-Ebene ist; beziglich
aquivalente Punkte tragen ja in der Tat zufolge (1) gleiche Funktions-
werte 5 (q).

Besonders wichtig werden daraufhin die Betrachtungen von S. 294
Uber die gegen die reelle w-Achse senkrecht verlaufenden Geraden G,
d. h. Gber die Art, wie diese Geraden das Dreiecksnetz durchdringen.
Ist der FuBpunkt der Geraden rational, so verbleibt dieselbe, wenn wir
sie gegen die reelle Achse durchlaufen, zuletzt in einem bestimmt an-
gebbaren Dreiecke, dessen Spitze der rationale FulRpunkt von G ist:
Langs einer gegen die reelle w-Achse senkrecht verlaufenden Geraden G
mit ,rationalem* FuBpunkt finden Werte J statt, die gegen den rationalen
Funkt hin einen Grenzwert haben, ndmlich den Wert oo. Wenn also
auch der rationale Punkt w, wie der ihm &quivalente Punkt oo, als
wesentlich singulér fur J (w) zu bezeichnen ist, so diurfen wir doch den
bei der vollzogenen Anndherung eintretenden Grenzwert oo als Wert
von i7(w) im rationalen Punkte betrachten.

Hat demgegeniiber G einen irrationalen FuBpunkt, so ist die An-
zahl der langs G aufgereihten Dreiecke des Netzes nicht endlich. Hier-
aus allein folgt freilich noch nicht, daR nun J(g) gegen den Ful3punkt
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von G hin keiner Grenze zustreben konne; denn z B. eine Gerade, die
sich etwa von @= i unter einem von 0 verschiedenen spitzen Winkel
von der reellen Achse fort gegen @= o0 erhebt, durchlduft auch un-
endlich viele Dreiecke, bildet sich aber in der #2Ebene auf eine log-
arithmische Spirale um den Nullpunkt ab und liefert also fiir J eine
Grenze, namlich oo.

Anders liegt es jedoch mit unserer Geraden G eines irrationalen
FuBpunktes. Man beachte, da G unendlich viele Dreiecke der Winkel 0,
welche das Netz der Fig. 60, S. 289 zusammensetzen, durchschreitet;
beim Eintritt in ein solches Dreieck ist J reell und 1 Im Innern
des Dreiecks (vgl. Fig. 59, S. 288) laufen aber vom ,,Mittelpunkte* nach den
beiden &uleren Ecken (a und c in Fig. 59) zwei Kreisbogen mit reellen
J 0; einen dieser Bogen mul G vor Verlassen des Dreiecks Uber-
schreiten, so daR dann eben auch ein reeller Wert J ~ 0 eintritt. Um-
standlicher ist der Nachweis von reellen Werten des Intervalles 0f* <7< 1
langs G. Man nehme an, da die Gerade G mit dem irrationalen FuR.
punkte raim Augenblicke das Doppeldreieck ,, V*“durchschreite. Dann wird
durch F-1 das betreffende Stiick von G in den Diskontinuitétsbereich
.1 zuriickgeworfen; und die gesamte Gerade G geht hierbei in einen
zur reellen to-Achse senkrechten Halbkreis von endlichem Radius (ber,
der die Halbebene vom Punkte F-1(00) nach F_1(cd0) durchsetzt. Dieser
Halbkreis muf? vom Doppeldreieck ,,1“ aus in der Richtung auf F~1(c00),
nachdem er eine begrenzte Anzahl von Doppeldreiecken ,,Syll durch-
schritten hat, die Kette dieser Doppeldreiecke Sv verlassen; und in dem
Augenblick ist J reell und im Intervalle 0 <LJ <[ 1 gelegen. Es liegen
demnach auf G unbegrenzt viele Punkte sowohl mit reellem J 0,
als auch mit reellem J ~> 1, wie auch schlieRlich unendlich viele Punkte
mit reellem J des Intervalls 0 J <C1: Langs einer gegen die reelle
cs-Achse senkrecht verlaufenden Geraden G mit ,irrationalem* FuBpunkte
schivanla der Wert von J(co) unaufhorlich und nahert sich keiner Grenze.

Wahrend demnach J(co) in jedem Innenpunkte der positiven o
Halbebene sich analytisch verhdlt, ist jeder reelle Punkt @ ein wesent-
lich singulérer flr diese Funktion, und es ist auf keine Weise mdglich,
bei analytischer Fortsetzung von J(co) einen reellen Punkt & in das
Innere eines Konvergenzkreises der dabei auftretenden Potenzreihen hin-
einzuziehen. Die Peripherie des Konvergenzkreises fiir die Potenzreihen-
entwicklung von J(co) in der Umgebung eines Innenpunktes (0 der
positiven Halbebene wird vielmehr die reelle ra-Achse berlihren, so dal
die Konvergenzradien verschwindend klein werden, wenn sich t0 irgend-
einem reellen Punkte ta anndhert. Die reelle co-Achse, als aus lauter
wesentlich singuldren Punkten zusammengesetzt, ist also nach S. 30
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als eine ,,natirliche Grenze* von / (w) zu bezeichnen, Uber welche hin-
aus diese Funktion nicht fortsetzbar ist, und auf welcher nur noch den
rationalen Punkten ,,Grenzwerte* der Funktion /(w) zugehoéren: Das
Feld F der Funktion /(w) ist die schlichte und vollstdndige positive w-
Halbebene ohne die Randpunkte (die reelle w-Achse).

Fur J, als Funktion von g2 aufgefalt, gelten ganz entsprechende
Satze. Die Peripherie des Einheitskreises besteht aus lauter wesentlich
singularen Punkten dieser Funktion, wobei allerdings bei radialerl) An-
nédherung an einen ,rationalen* Punkt der Grenzwert J = o0 eintritt.
Die Peripherie des Konvergenzkreises der Reihe (3) (Einheitskreis der
#2Ebene) ist also zugleich eine ,natirliche Grenze* der durch diese
Reihe dargestellten Funktion von 2 deren Feld F somit die Innenflache
des fraglichen Kreises ist.

Wir betrachten weiter die konforme Abbildung des Feldes der
Funktion /(w) auf die /-Ebene. Jedes Elementardreieck des Netzes
der w-Halbebene eigibt ein ,,Halbblatt”“ der /-Ebene, und zwar das ein-
zelne schraffierte Dreieck unseres in Fig. 61, S. 291, skizzierten Netzes ein
»positives* /-Halbblatt, jedes freie Dreieck ein ,,negatives” Halbblatt.
Diese unendlich vielen Halbblatter hat man sich langs ihrer drei durch
die Punkte / = 0, 1 und oo abgeteilten Randstlicke aneinander gehef-
tet zu denken (immer ein positives Halbblatt an ein negatives) genau
in der Weise, wie es der Zusammenhang der Dreiecke des Netzes vor-
schreibt. Es entsteht als konformes Abbild der w-Halbebene Uber der
/-Ebene und damit als Feld der zu /(w) inversen Funktion w (/) eine
unendlich-blattrige Flache Fm die nur an den Stellen J = 0, 1 und oo
Verzweigungspunkte aufiveist, und die wie ihr Original, die w-Halbebene,
einen ,einfach-zusammenhdngenden* Bereich darstellt; und zwar liegen
bei /= 0 lauter 3-blattrige Verzweigungspunkte Ubereinander, bei / = 1
lauter 2-bléttrige und schlieBlich bei J — oo lauter oc-blittrige.

In dieser Flache FMist w (/) eine eindeutige Funktion des Ortes,
welche den unendlich vielen Blattern entsprechend unendlich viele ,,Zweige*
besitzt, die durch Fortsetzung um die Verzweigungspunkte herum aus-
einander hervorgehen. Dabei ist irgendeiner dieser Zweige co\J) durch
einen Anfangszweig oo(/) in der Gestalt:

darstellbar, wo a, 3, y, 8 ganze Zahlen der Determinante 1 sind; und wir

1) Man sieht Ubrigens (durch Riickgang auf die w-Halbebene und den Punkt
W—i0oc) leicht, daR der Grenzwert J=00 eintritt auch hei Annaherung langs
einer regularen Kurve, welche den ,rationalen* Punkt des Einheitskreises der Qi-
Ebene unter einem von 0 verschiedenen Winkel (gegen diesen Kreis) erreicht.
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erhalten die gesamten Zweige, ivenn wir alle Substitutionen der Mo-

dulgruppe durchlaufen lassen.

Lidern wir die charakteristischen Eigenschaften von J(co) zusam-
menfassen, gelangen wir zum allgemeinen Begriff einer Modulfunktion:
Als eine ,elliptische Modulfunktion erster Stufe* bezeichnen wir jede ana-
Iytische Funktion von w, welche die schlichte positive w-Halbebene (ohne
den Band) zum Felde hat, gegenliber den Substitutionen der Modulgruppe
jr@ invariant ist und beim Grenzibergang lim w = ioo sich als eine
Funktion von @2 enveist, die im Nullpunkte der gq2Ebene analytisch ist
oder einen Pol endlicher Ordnung aufweist.

Eine solche Funktion ist, in Abhangigkeit von J aufgefalt, natir-
lich eine eindeutige Funktion des Ortes in der eben konstruierten F”,
welche ja ein eindeutiges Abbild der positiven w-Halbebene ist. Da
indessen Ubereinanderliegende Punkte in dieser P\ Punkten der w-Halb-
ebene entsprechen, die bezuglich der I''H &quivalent sind, so wird unsere
fragliche Funktion von J in Ubereinanderliegenden Punkten der F*
stets die gleichen Werte annehmen; sie ist demnach eine eindeutige
Funktion von J. Dabei ist sie in der ganzen J-Ebene, unter Einschlu
des Punktes J = oo (der dem Nullpunkte der 52Ebene entspricht), ab-
gesehen von Polen, dberall analytisch. Eine solche Funktion ist aber
nach S. 61 eine rationale Funktion von J: Jede elliptische Modulfunk-
tion erster Stufe ist rational in der speziellen Funktion J(of) dieser Art
darstellbar; und umgekehrt ist jede rationale Funktion von <7(w) als Funk-
tion von w aufgefal3t auch eine elliptische Modulfunktion erster Stufe.

Vergleichen wir hiermit den S. 125 im AnschluR an Gleichung (18)
daselbst aufgestellten Satz, so erkennen wir, dal3 die gesamten absoluten
rationalen Invarianten der biquadratischen bindren Verzweigungsform, als
Funktionen von w aufgefal3t, uns gerade unsere gesamten Modulfunktionen
erster Stufe liefern.

§ 5. Die elliptischen Modulformen erster Stufe.

Die beiden ganzen rationalen Invarianten g2 und g3 der Verzwei-
gungsform waren in den Perioden wy, w2 nach S. 262 durch die in der
w-Halbebene unbedingt konvergenten Reihen:

darstellbar, wo (mx, mf) eine Abklrzung fur (mlol+ w2a®) ist. Wei-
teren Aufschluf® Gber die Natur dieser Funktionen erhielten wir durch
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die Darstellungen (16) S. 271 und (3) S. 274, von denen die letzteren
hier reproduziert seien:

diese nach Potenzen von g2 fortschreitenden Reihen waren fir q|< 1
konvergent. Hiernach sind o\ -g2 und ®2-gz im Innern der w-Halb-
ebene eindeutige und Uberall analytische Funktionen, die sich auch noch
flr lim w = ioo als Funktionen von g2 im Nullpunkte der #2Ebene ana-
lytisch verhalten. Als eine Haupteigenschaft der Funktionen g2 g2 der
Perioden wl; w2 folgten aus der unbedingten Konvergenz der Reihen (1)
die Gleichungen (6) S. 262, welche zum Ausdruck bringen, daf diese
Funktionen gegeniber den Substitutionen der homogenen Modulgruppe
MH invariant sind.

Im Anschluf® hieran stellen wir sogleich folgende allgemeine Er-
klarung auf: Als eine ,.elliptische Modulform erster Stufe* ivollen wir
jede homogene Funldion ganzzahliger Dimension d der wy, w2 bezeichnen,
die, mit w~a multipliziert, als analytische Funktion von w die positive
w-Halbebene (ohne den Band) zum Felde hat, die gegeniber den Substi-
tutionen der homogenen Gruppe 'M invariant ist, und die schlieflich,
ivieder mit w~a multipliziert, flir den Grenzilbergang lim w= ioo als
Funktion von g2 im Nullpunkte der gq2Ebene analytisch bleibt oder doch
nur einen Fol besitzt. Die Dimension d muR geradzahlig sein, da die
Substitution = —wP? w2= —aR in der > enthalten ist und also
ihr gegeniiber die Modulform unverdnderlich sein soll. Ist die Modul-
form im Innern der w-Halbebene polfrei und hat sie fir lim w = ioo
einen endlichen Grenzwert, so heilt sie eine ,,ganze'l Modulform erster
Stufe; hierher gehédren insbesondere die Modulformen g2(col, w2 und
g3(cOi, a der Dimensionen —4 und —6. Wir werden gleich erkennen,
dal Gberhaupt jede ganze Modulform erster Stufe von negativer gerad-
zahliger Dimension ist; wir setzen demnach sogleich d = —2v und be-
nutzen fur eine einzelne ganze Form dieser Dimension allgemein die
Bezeichnung gr(wl; g2.

Es ist nun zundchst einleuchtend, daf® die Modulformen ,,nullter
Dimension einfach mit den Modulfunktionen erster Stufe identisch sind,
sowie daf ferner der Quotient irgend zweier Modulformen gleicher Dimen-
sion wieder eine ,,Modulfunktion“ erster Stufe darstellt. Insbesondere wird
also auch der Quotient zweier ganzer Formen g\ (wX w2 und gv (wX w2
gleicher Dimension —2v eine Modulfuntion erster Stufe und damit eine
rationale Funktion von J sein, deren Nullpunkte und Pole von den Null-
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punkten des Zéhlers g\, bzw. des Nenners gv geliefert werden, soweit
sich dieselben nicht bei Bildung des Quotienten fortheben. Daraus folgt
umgekehrt, daf} alle ganzen Modulformen gl(wva® der Dimension —2v
durch eine unter ihnen gv(tol; 02 in der Gestalt:

(3) gl (Cij, £9) = gv(<l &) *R (3(0))

mittels rationaler Funktionen von J darstellbar sind; und umgekehrt ist
offenbar auch jedes solche Produkt gveR (J) eine ganze Modulform gw
wenn sich nur die samtlichen Pole von R (J) im Produkte gveR (J)
gegen Nullpunkte von gv t2) forthehen.

Aus diesen Betrachtungen ergibt sich ein wichtiger Satz tber die
Anzahl der Nullpunkte einer ganzen Form gv(ax <8 im Diskontinuitéts-
bereiche der Modulgruppe In der Diskriminante A = g\ —27g\
besitzen wir eine besondere Modulform g6 o), welche im Innern
der a-Halbebene nirgends verschwindet, und deren Verhalten im Null-
punkte der #2Ebene, d.i. fir lim tu= ioo, aus der schon S. 274 mit-
geteilten Reihenentwicklung:

(4 JK 0)- (M)V (1- 24%2+ 2529%1- 1472¢6+ . *9)

hervorgeht. A hat demnach im Nullpunkte der “2Ebene selber einen
Nullpunkt erster Ordnung: Insofern nun die bei m= ioo gelegene Ecke
unseres Doppeldreiecks der Fig. 56, S. 273 (Diskontinuitatshereiches der
r™) sich gerade auf die schlichte und vollstandige Umgehung des Null-
punktes der g2Ebene ahbildet, dirfen wir sagen, da A oder genauer
oo« A ,jm Diskontinuitatsbereiche der gemessenll einen Nullpunkt
erster Ordnung in der Ecke ioo besitze. Soll demnach A ¢R(J) eine
ganze Form g6 (gv w2 sein, so darf R (J) nur einen Pol erster Ordnung,
und zwar hei J = 00, haben und stellt demnach eine lineare ganze Funk-
tion {AJ-fB) von J dar. Jede ganze Modulform g6((ov a®?) der Dimen-
sion — 12 ist hiernach in der Gestalt:
A «{AJ--B) = Ag\+ BA - (A + B)g\- 21Bg\
oder, wenn wir A -f B = a, —27B = b setzen, in der Gestalt:

(5) 96 («ii «2 = a9\ + bg\

darstellbar, unter a und b Konstante verstanden; und umgekehrt haben
wir fur irgend zwei endliche Konstante a und b in (5) stets eine ganze
Modulform der Dimension — 12 vor uns.

Es ist nun einleuchtend, dal A ‘{AJ - B) in der J:Ebene einen
und nur einen Nullpunkt erster Ordnung hat, und da® man diesen Null-
punkt, wenn man das Verhdltnis der Konstanten A und B zweckmaRig
wéhlt, an jede vorgeschriebene Stelle der J-Ebene bringen kann. Wir
gewinnen den Satz: Eine ganze Modulform erster Stufe (—12)ter Dirnen-
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sion hat ,,im Diskontinuitéatsbereiche der gemessen** einen und nur
einen Nullpunkt erster Ordnung; wir konnen die Lage desselben ivillkirlich
vorschreiben und bestimmen dadurch die Modulform g6 (wv o bis auf
einen konstanten Faktor eindeutig. Der Erlduterung bedirfen hierbei je-
doch noch die Punkte w= i und w= p.

Ist zundchst 0 ein endlicher von den Punkten w= i und w=p
verschiedener Punkt des Diskontinuitatsbereiches der und ist
J (000) = JO, so ist die Umgebung von o0 konform auf diejenige von Jt
abgebildet. Die Form AM - (J —JO hat demnach im Punkte «0 ihren
Nullpunkt erster Ordnung. Weiter hat in der Ecke io0, wie wir fest-
stellten, die Form A- M einen Nullpunkt, der ,,im Diskontinuitétsbereich
gemessen* von der ersten Ordnung ist. Auch die Umgebung von wo=p
ist nicht mehr konform auf die Umgebung von J = 0 bezogen, liefert
vielmehr Uber der t7-Ebene eine dreiblattrige Windungsflache (S. 303) mit
dem Verzweigungspunkte ¢7=0. Die Form AM W hat in der schlichten
rUEbene und also ,,im Diskontinuitatsbereich gemessen* bei p einen Null-
punkt erster Ordnung und eben deshalb in der dreiblattrigen Windungs-
flached und also in der w-Halbebene bei wo= p einen Nullpunkt dritter
Ordnung. In entsprechender Weise findet man, da AM -{J—1) im Punkte
w0= i der w-Halbebene einen Nullpunkt zweiter Ordnung besitzt. Hiermit
ist in Ubereinstimmung, daB A -¢7= g\ die dritte Potenz der ganzen Modul-
form gi ((0i, w2 und » M- (J—1) =g\ die zweite Potenz der ganzen Modul-
form "3(®* w2 ist. Wir ziehen umgekehrt die Folgerung: Die Modulform
/I2(wv w2 hat in der w-Halbebene bei w= p (und damit natdrlich auch in
allen mit p aquivalenten Funkten) einen einfachen Nullpunkt, so daf sie ,,im
Diskontinuitatsbereiche gemessen* in der fraglichen Ecke einen Nullpunkt
der gebrochenen Ordnung 1 aufiveist, ohne Ubrigens noch einen weiteren
Nullpunkt in jenem Bereiche zu besitzen. In entsprechender Weise folgt
fir 43: Die Modulform g3(cov cof) hat in der w-Halbebene bei w= i (und
damit in allen mit i &quivalenten Punkten) einen einfachen Nullpunkt;
,.im Diskontinuitatsbereich gemessen*“ hat sie also in der Ecke i einen
Nullpunkt der Ordnung ohne Ubrigens in diesem Bereiche noch einen
weiteren Nullpunkt aufzuweisen.?

1) S. hierzu die Entwicklungen S. 28ff.

2) Die Angaben Uber die Lage der Nullpunkte von gt und gs, welche mit
der algebraischen Theorie in Ubereinstimmung sind (vgl. S. 178ff), lassen sich leicht
an den Reihen (1) bestdtigen. Beispielsweise kdénnen wir die Reihe fur g2 durch
Zusammenfassung der Glieder zu je dreien in die Gestalt kleiden:

Der Faktor 60 in (1) rechter Hand ist hier durch 20 ersetzt, weil wir in (6) rechter
20~
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Es soll jetzt eine beliebige ganze Modulform erster Stufe gv(al, a?
der geradzahligen Dimension —2v dargestellt werden. Man beachte zu
diesem Zwecke, dafl die Ausdricke:

0 9v 9z % e 919z
in den o die Dimensionen 0, —4 ,-6,-8,- 10 und — 14 haben.
Wir konnen uns unter diesen Ausdriicken demnach einen bestimmten,
etwa durch g\g\ zu bezeichnenden, so wahlen, dal das Produkt g\g\-gv
eine durch 12 teilbare Dimension — 12g bekommt; man hat einfach
diejenige Zahlenkombination x, X zu wahlen, fir welche (2x -f-3A+ V)
ein Multiplum von 6 wird:

X4+ 3A-}v = 6g.
Mittels der besonderen Form z/" der Dimension —12 ju-l&fét sich die ganze Mo-
dulform g\g\gxalsdann zufolge eines oben atifgestellten Satzes in der Gestalt:

919\ *9v = A» *R(J)
mit Hilfe einer rationalen Funktion von J darstellen.
Ist nun erstlich R(J) mit einer Konstanten C identisch, so folgt:

9v = C- 97*91"m
Schlieen wir den Fall einer identisch verschwindenden oder auch nur
mit einer Konstanten identischen Form gv ausl), so ist C von 0 ver-
schieden und also muB, da gv polfrei sein soll, x= 0, 1= 0 sein und
g > 0 zutreffen. Die Form gv((ov af ist in diesem Falle, abgesehen von
einem konstanten Faktor, eine Potenz von A mit positivem ganzzahligen
Exponenten g und hat als solche einen einzigm Nullpunkt der Ordnung

g =~ im Diskontinuitatsbereiche der Gruppe JI* ; ihre Dimension ist

—2v = —12ft, d.li. eine ,hegative* ganze Zahl.

Ist die Funktion R (J) nicht konstant, so hat sie mindestens einen
Pol, der durch einen Nullpunkt von A aufgehoben werden muR. Also
ist g > 0, die Pole von R(J) durfen nur bei J = oo liegen, und ihre
Zahl muB <[ g sein, d. h.R{J) ist eine ganze Funktion hochstens gtn
Grades. Es ergibt sich demnach fur gx die Darstellung:

(60) Q= Ag-*gAX(AOP I+ A N -1+ eeet AN

Hand, sobald diese Summe wieder auf alle Paare nicht zugleich verschwindender
Zahlen mLmt bezogen wird, jedes Glied der Reihe (1) dreimal erhalten. Nun
gilt aber:

1 = < 1 = A\

— »2Q4-mi — m2 miQ+ mi’ (— nh + mt) Q— mi miQ+ m2’
so daB fir o= qjedes einzelne Glied der Reihe (6) und also auch die Summe aller
Glieder verschwindet.

1) Fir v — 0 entspricht eine beliebige Konstante, fiir v=|=0 die Konstante O
der Begriffserklarung einer ganzen Modulform.
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mit g > 0, wobei die rechts stehende ganze Funktion fiir x > 0 den
Faktor J und fir A> 0 den Faktor (J —1) haben muR, da gv polfrei
ist. Flr x> 0, A> 0 mul demnach g”">2 sein; da lbrigens x = 0, 1, 2
und A= 0, 1 gilt, so ist in jedem Falle:
vV =6g —2x —3A>0,
d. h. gv hat wieder negative Dimension —2v. Die in (7) rechts ste-
hende ganze Form hat ,,im Diskontinuitatsbereiche* der r (4 Nullpunkte
in der Gesamtordnung:
X A v

w~ ¥~2=¢
und ist durch Angabe dieser Nullpunkte bis auf einen konstanten Faktor
bestimmt. Ist x > 0, so kdnnen wir den Faktor gj* gegen den in (7)
rechts nun auftretenden Faktor z]J = g\ fortheben; ebenso kdénnen wir
fir A= 1 den Faktor g~I gegen den jetzt auftretenden Faktor A (J —1)
= 279\ fortheben. Der noch ubrig bleibende Faktor ist:

+ Weo+

wo (?—0, 1 oder 2 ist; derselbe kann auf Grund der Relationen (16)
und (15) S. 124 in eine ganze rationale Funktion der g2g3von der Dimen-
sion —12 (g — (@ in den av o2 umgeschrieben werden. Setzen wir die
bei Fortheben von g~* und g~k noch lbrig gebliebenen Potenzen von
g2 g3 hierzu, so ergibt sich fur gv eine ganze rationale Funktion der
g2 g3 von der Dimension —2v in den av a2 Wir gelangen zur Dar-
stellung:

i) ") ey
wo | und m ganze nicht-negative Zahlen sind, die wegen der Dimension
in den av a der Relation:

9) 21+ 3m=v

genligen. Diese Darstellung schlieBt den oben erledigten Fall, daf gv
gleich C mA““ ist, mit ein: Eine ganze Modulform erster Stufe gv(cov af)
ist von negativer geradliniger Dimension, hat im Diskontinuitatsbereiche
der !'>?) Nullpunkte in der Gesamtordnung ~ und ist durch die Lage

dieser Nullpunkte bis auf einen konstanten Faktor bestimmt; sie 1aBt sich
mittels der g2 g3 in der Gestalt (8) darstellen, wo die I, m nicht-negative
ganze, der Relation (9) genuigende Zahlen sind, und es ist umgekehrt offen-
bar jeder solche Ausdruck (8) eine ganze Modulform erster Stufe.

Fir v = 1 hat die Gleichung (9) keine Losungen in nicht-negativen
ganzen Zahlen; fir v=2,3,4,5 liegt je nur eine einzige Ldsung vor, und
erst fir v = 6 haben wir die beiden Lésungen 1= 3, m = 0 und 1= 0,
m = 2: Ganze Modulformen erster Stufe (— 2)tr Dimension existieren
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nicht, fur die Dimensionen —4, — 6, —8 und —10 liegt bis auf kon-
stante Faktoren je nur eine einzige ganze Modulform vor, namlich g2 g3
gl und g29z; wst bei der Dimension — 12 tritt eine Formenschar mit be-
weglichem Nullpunkte:
(10) Cl9l + C%
auf.

Letzten Endes wolle man noch die vorstehenden Entwicklungen mit

den Gleichungen (13) und (14) S. 123 sowie der damaligen Uberlegung
in Vergleich stellen. Wir erkennen sofort: Die ganzen rationalen In-
varianten der biquadratischen bindren Verzweigungsform liefern uns, in
Abhéngigkeit von den Perioden gv o2 betrachtet, gerade genau unsere ge-
samten ganzen elliptischen Modulformen erster Stufe.

§ 6. Die Perioden 12 als Funktionen der <2
Produktentwicklung der Diskriminante.

Auf Grund der aufgestellten S&tze konnen wir eine Produktent-
wicklung der Diskriminante gewinnen, welche spéterhin vielfach ge-
braucht wird. Wir haben zu dem Zwecke an die Perioden rjv rj2 des
Integrals zweiter Gattung erster Stufe anzuknipfen, deren Eigenschaften
zunéchst zu rekapitulieren sind.

Die erste Definition dieser Perioden rjv 22 ist durch die Gleichungen
(2) S. 158 gegeben. Die daselbst benutzten Querschnitte Qv Q2 der Rie-
mannschen Flache F2 lieferten uns ein Paar primitiver Perioden Oj, o
und zusammengehtrig damit ein Periodenpaar njv ]2 des Normalintegrals
zweiter Gattung. In (6) S. 160 fanden wir, daf’ diese beiden Perioden-
paare durch die nach Legendre benannte Relation:

Q) ANLA2-N2NL = 21
verknupft sind. Aus der Definition mittelst der Querschnitte geht zu-
gleich hervor, daB3, wenn wir (unter Wechsel des Quersclinittsystems)
von ¢jj, ra2 durch eine ,lineare Transformation“ zu irgendeinem anderen
Paare primitiver Perioden:

a' = acjl+ Ro32, g2 = ycjl + dto2

Ubergehen, dann eben auch die rjv rj2 die gleiche Substitution erfahren
missen, damit wir in:

Vi = P'’%, V2= rVi + dy2
wieder die zu a2 gehodrenden Perioden des Integrals zweiter Gattung
vor uns haben. Man sagt, um dies auszudriicken, daf sich die rjv 12
mit den adl, a® ,,kogredientu substituieren. Mit Ricksicht auf ad —Ry = 1
geht hieraus hervor, da der Ausdruck (c"%2—o2h) gegeniiber den
kogredienten Substitutionen invariant ist, was die Relation (1) bestatigt.
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Eine wesentliche Ergédnzung finden diese Ansétze in den Gleichungen
(8) und (7) S. 263. Dieselben lehren, daR die rjv j2 im Bereiche der po-
sitiven -Halbebene als eindeutige Funktionen (— I)t Dimension der
Oj, w2 aufzufassen sind. Die auf den rechten Seiten dieser Gleichungen
stehenden Reihen erkannten wir als bedingt konvergent. Dem entspricht,
daB diese Funktionen »2(wl, w2, *2(wl,w2 gegeniiber den Substitutionen
der I' @ eben nicht invariant sind, sondern sich mit den wv w2 kogre-
dient substituieren. Vermittelst der Entwicklungsgréfe g2 fanden wir
flr n2 die in (15) S. 271 angegebene unbedingt konvergente einfach un-
endliche Reihe, aus der wir unter Zuhilfenahme der Legendreschen Re-
lation (1) eine entsprechende Reihe fiir nu ableiten konnen; diese Dar-
stellungen, welche den analytischen Charakter unserer beiden Funktionen
%(wl;wd, %P3 w2 einleuchtend kennzeichnen, sind:

Diese Reihen ster&gn nun im nahen Zusammenhdnge mit dem un-
endlichen Produkte 11 (1—#2"), von dem wir S. 267 erkannten, daf}
n=1

es fiir irgendein primitives Periodenpaar, d. h. im Innern der positiven
w-Halbebene unbedingt konvergent ist. Wir wollen mittels dieses Pro-
duktes sogleich die im Innern der w-Halbebene (berall eindeutige end-
liche homogene Funktion (— 12)ter Dimension der w2:

herstellen, welche fur lim w = io00 als Funktion von g2 analytisch bleibt
und im Nullpunkte der #2Ebene selber einen Nullpunkt erster Ordnung
aufweist. Gegeniiber der erzeugenden Substitution S der homogenen
Modulgruppe (vgl. (4) S. 298) bleibt y((oi} w?d offenbar invariant:
1IX& + w8, w2 = P(Wi} w2);

denn S &ndert weder w2 noch g2 Wenn wir demnach zeigen konnen,
daB ~(wy, wd auch gegeniber der zweiten Erzeugenden T der homo-
genen V> invariant ist, so haben wir in P(wi, w2 eine ganze Modul-
form erster Stufe (— 12)‘® Dimension, deren Nullpunkt in der Spitze
i 00 des Diskontinuitatsbereiches liegt. Dann aber kann y(wY, w2 nach
den Sétzen von S. 308 ff. von der Diskriminante z/ nur um einen kon-
stanten Faktor abweichen.
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Um zu diesem Ziele zu gelangen und die Verbindung mit den
Gleichungen (2) herzustellen, bilden wir den Logarithmus der in (3)
erklérten Funktion:

Wir koénnen und wollen hierbei das einzelne Glied der unendlichen
Reihe log(l —q2n) in dem in Betracht kommenden Bereiche
dadurch eindeutig festlegen, daf die Funktion log (1 —q2n) im. Null-
punkte der #2Ebene selber verschwinden soll. Dann hangt die Viel-
deutigkeit von log allein noch am Gliede — 12 log w2 In-
dessen ist nicht mehr nétig, hier zur Erzielung der Eindeutigkeit von
logy(wi, wd etwa eine beschrankende Festsetzung uber die Beweglichkeit
von w2 zu treffen, da wir durch Differentiation nach wl und o® sogleich
wieder zu eindeutigen Ausdriicken gelangen.

Die in (4) rechts stehende Reihe ist gliedweise differenzierbar*);
wir gewinnen, indem wir die Gleichung (4) in bezug auf wl und w2
differenzieren:

Zufolge (2) ist also der Zusammenhang der Funktion P(wl, w2 mit den
Perioden «., rj2 der folgende:

Diese Gleichungen gelten fir irgendein primitives Periodenpaar w2
wobei v n2 die ihnen zugehdrigen Perioden des Integrals zweiter Gat-
tung sind. Bilden wir dieselben also fiir das gleichfalls primitive Paar
@ = w2, 2= ~ wil so treten an Stelle von fl1}1j2 die Perioden = %,
v — —i?, und wir erhalten die Gleichungen:

Der Vergleich derselben mit den Gleichungen (5) ergibt:®

so dafl der hier unter dem Logarithmus stehende Quotient sowohl von
@ als w9 unabhangig und also einer Konstanten C gleich ist:

1) Vgl. ,,Osgood®, S. 103 und 303.
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Zur Bestimmung von C tragen wir ¢j = i, w2= 1 ein, was den
im Innern der Halbebene gelegenen Punkt w—i liefert. Hier ist ¢
zufolge (3) von 0 verschieden und endlich, so daf:

gilt. Nun ist aber die Dimension von ¢ durch 4 teilbar, so dafi3

zutrifft. Setzen wir hier wx= 1, w2= —i, so folgt (i, 1) = Y1, —i),
und also ist C= 1, so daB Y(wl,w?d tatsachlich gegenuber der Sub-
stitution T invariant ist. Wir haben damit in "(w1 w2 eine ganze
Modulform erster Stufe (— 12)ter Dimension mit dem Nullpunkt in der
Spitze i oo erkannt, so daf wir mit einer neuen Konstanten c den An-
satz gewinnen:

Nun fanden wir bereits S. 274 als Reihenentwicklung von z/:

Das Anfangsglied der Entwicklung von (w1} to? nach Potenzen von
g2 ist aber zufolge (3) eben auch g2 somit ist c= 1, d. h. die

Funktion (0wl w?d ist mit 4(01 «w? identisch. Die Diskriminante

wd gestattet als Modulform erster Stufe die in jedem Innenbereich
der 'positiven w-Halbebene unbedingt und gleichméRig konvergente Pro-
duktentwicklung :

die Gleichungen (5) aber liefern als Darstellungen der Perioden rjif A2 des
Normalintegrals zweiter Gattung erster Stufe in der Diskriminante /1:

8 7. Differentiationsprozesse zur Herstellung von Modulformen.
Die Ausiibung der Differentiation irgendeiner Funktion von wi} «2

in bezug auf wy, w2 bezeichnen wir durch die Symbole
Ubt man eine Substitution der homogenen D®);

aus, deren inverse Substitution:
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ist, so substitutieren sich die Differentiationssymbole nach folgender
Regel:

Handelt es sich insbesondere um eine Funktion / * ( af), die gegen-
Uber der vorgelegten Substitution unveranderlich ist: f(o[, to") = f(cov w2>

so erfahren die ersten Ableitungen hei Ubergang zu den
w', w' dieselbe Substitution (2) wie die Differentiationssymbole. Die
beiden durch A und A~ M~ gegebenen Substitutionen heilRen zu-

einander ,kontragredient; somit gilt der Satz: Die leiden partiellen
ersten Ableitungen einer gegeniuber der Substitution (1) unveranderlichen
Funktion erfahren bei Ausubung dieser Substitution die zu den wy, w2
bzw. der Substitution (1) ,,kontragrediente* Substitution.

Die Beziehung der beiden zueinander ,kontragredienten* Substitu-
tionen ist die, daB die Verbindung der wy, w2und der Differentiations-
Symbole:

einen ,,Differentiationsprozel* vorschreibt, welcher auf eine gegentiber (1)
invariante Funktion angewandt ein gleichfalls gegeniiber dieser Substitution
invariantes Ergebnis liefert; denn aus (1) und (2) folgt unmittelbar:

so daf3, wenn f(co[, w") = f(pox, w2) gilt, eben auch:

zutrifft. Ist f(pX w2, wie dies bei den Modulformen vorliegt, homogen
in den wl, to2 und etwa von der Dimension d, so ist dies Ergebnis
selbstverstandlich, da dann zufolge des Eulerschen Satzes von den ho-
mogenen Funktionen die Gleichung gilt:

Die ersten Ableitungen aller Modulformen erfahren gegenuiber der
Substitution (1) die gleiche Substitution (2), sie sind also nach der
schon S. 310 benutzen Sprechweise als ,kogredient* zu bezeichnen.
Hieraus folgt der bekannte Satz, daR die ,,Funktionaldeterminante* irgend
zweier Modulformen erster Stufe wieder einen gegentber der Modulgruppe
invarianten Ausdruck liefert. Man erkennt in dieser Determinante leicht
wieder eine Modulform und stellt deren Dimension zu (dx -~ d2—2)
fest, wenn dx und d2 die Dimensionen der gegebenen Formen sind.
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Waren die letzteren ganze Modulformen, so ist auch ihre Funktional-
determinante polfrei und stellt also eine ganze Modulform dar.

Es sollen zundchst die Funktionaldeterminanten der Formen gi} g3
und A untersucht werden. Wir schreiben:

insofern hierdurch infolge der vorausgeschickten Bemerkungen eine
ganze Modulform erster Stufe der Dimension — 12 erklart ist. Auf
Grund der Relation A = g\ —21g\ folgert man hieraus mittelst ein-
facher Determinantensatze:

Zur Bestimmung von g6 formen wir die letzte Gleichung unter Be-
nutzung des Eulerschen Satzes von den homogenen Funktionen in:

um und ziehen die Potenzreihen nach g2 unserer Formen heran. Aus
(2) und (4) S. 305ff. folgt, daR die Entwicklung von 3z/-|*- mit der

Potenz g4 beginnt, wéhrend — g2 das Anfangsglied der Potenz-

reihe von g2 3N ist. Da g3 fir g2= 0 von 0 verschieden ist, so muR

die Form @6 ihren einen im Diskontinuitatsbereich der I'H auftreten-
den Nullpunkt in der Ecke ioo haben, und also ist diese Form bis
auf einen konstanten Faktor mit A identisch. Setzen wir demnach
g6—cA} berechnen auch fir die rechte Seite der letzten Gleichung das
Anfangsglied der Entwicklung nach g2 und setzen dasselbe dem An-
fangsgliede der linken Seite gleich, so folgt:

woraus sich ¢= —— ergibt. Die drei Funktionaldeterminanten der
Modulformen erster Stufe g3.g3 A sind demnach:
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Neben dem Differentiationsprozel? (3), auf den wir unten noch-
mals zurickkommen, ist ein zweiter ,,Differentiationsproze3* wichtig,
den wir unter Vorbehalt einer unwesentlichen Abéanderung durch:

erklaren; es handelt sich also einfach um die Funktionaldeterminante
zweier Formen, von denen die erste noch unbestimmt ist, wahrend
wir A als zweite Form wahlen. Auf eine Modulform angewandt ergibt
dieser Proze3 wieder eine Modulform. Dies Sachverhaltnis bleibt unver-
andert, wenn wir das vorstehende Differentiationssymbol mit mul-
tiplizieren, wodurch dasselbe unter Benutzung von (7) S. 313 die Ge-
stalt annimmt:

Fur das rechts in der Klammer stehende Symbol wollen wir die Be-
zeichnung D r einflhren:

(*) * - * £ +* £
und koénnen dann fir diesen Prozel? auch umgekehrt die Darstellung
als Funktionaldeterminante:

benutzen. Die Invarianz des Symboles D,. ebenso wie diejenige des
unter (3) eingeflhrten Symboles, fiir welches wir im Anschluf? an (4)
die Abkurzung:

gebrauchen wollen, ist Ubrigens auch unmittelbar einleuchtend, insofern
sich ja die mit den wl/ w2 kogredient (vgl. S. 310) und also zu

a , -zsd— kontragredient substituieren.

0(Oy owl

Die beiden Symbole 0w und bt kann man auch in algebraische
Gestalt umrechnen, wobei man von der Erwagung auszugehen hat, daid
die Modulformen rationale Funktionen von g2 und gs sind und also g2
und g3 an Stelle der wl?w2 als unabhangige Variable eingefiihrt werden
kénnen. Es ist zu setzen:
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wodurch zunéchst Ow die Gestalt:

annimmt.  Nun liefert ja Ow fur eine Modulform einfach die ,,Homo-
geneitatsrelation®:

Die algebraische Gestalt des Prozesses DIt ist also:

Aus der Gestalt (5) von D finden wir mit Ricksicht auf (7) und die
Relation A = gI — 27 g\ mittelst des Multiplikationstheorems der Deter-
minanten:

Setzen wir den schon oben bestimmten Wert der Funktionaldetermi-
nante von g2 und gz ein, so folgt als algebraische Gestalt des Differen-
tiationsprozesses Dt:

Die hieraus sofort hervorgehenden Gleichungen:

bestatigen mit Ricksicht auf (5) die obigen Angaben (ber die Funk-
tionaldeterminanten der g2, gs, A. Als weiteres Beispiel betrachten wir
‘Q (¢7), woflr wir unter Ricksicht auf log «7=3 log g2—Ilog A ge-
winnen:

Mit Ricksicht auf (10) folgt:

Benutzen wir (brigens die transzendente Gestalt (4) von Dt und
beachten, da J eine Funktion des Periodenquotienten w allein ist, so
ergibt sich:

und also mit Benutzung der Legendreschen Relation (1) S. 310:
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Hier tritt im Nenner das Differential:

auf; der invariante Charalder dieses Differentials ,zweiter Dimension®
ist auch wieder unmittelbar einleuchtend, insofern ja die dw1} dco2 sich
zu den wl} w2 kogredient substituieren.

Auf Grund der Gleichung (11) koénnen wir Ubrigens mittelst des
Prozesses D) aus der Modulfunktion erster Stufe J die drei Modidformen
g2, g3 uncl A berechnen; wie man leicht zeigt, gelten die Darstellungen:

Zu weiteren wichtigen Folgerungen gibt die Anwendung der Liffe-
rentiationsprozesse auf die Perioden o, a2 und ijt, rj2 selbst AnlaR.
Wir gewinnen hierbei Differentialgleichungen, denen die Perioden in
bezug auf die ,Invarianten“ g2, g3 genigen. Wir kommen hierauf unten
ausfihrlich zuriick.

8§ 8. Die doppeltperiodischen Funktionen erster Stufe als
Funktionen dreier Argumente.

Wahreud wir friher die elliptischen Funktionen eines gegebenen
Moduls w oder einer gegebenen absoluten Invariante J zu einem ,,Kor-
per* zusammenfaten und unsere Betrachtungen wesentlich auf die Funk-
tionen eines einzelnen solchen Kdorpers richteten, erdffnen uns die letzten
Entwicklungen (ber Modulfunktionen die Mdoglichkeit, alle diese Korper
elliptischer Funktionen erster Stufe zusammen zu betrachten, indem wir
u, Of und w2 zugleich in den bekannten Gebieten als willkirlich variabel
annehmen. Dabei erscheinen die 6, { @, p"',.. . als eindeutige Funktionen
dreier Argumente u, wn w2, was wir schon oben durch die ausfihrliche
Schreibweise:

zum Ausdruck brachten.

In Abhéngigkeit von wl7 w2 zeigen die Funktionen (1) nach S. 258 ff.
insoweit durchweg das Verhalten von Modulformen erster Stufe, als sie
gegenuber den Substitutionen der homogenen invariant sind. Gegen-
Uber den Translationen der Gruppe 'M bleiben sie entweder invariant
(elliptische Funktionen erster Stufe im engeren Sinne p, p',...), oder sie
zeigen ein charakteristisches kovariantes Verhalten (6-Funktion, Inte-
gral & sowie ubrigens die elliptischen Funktionen zweiter und dritter
Art (vgl. S. 217)). Um dies Sackverhaltnis gruppentheoretisch zu formu-
lieren, bilden wir durch Kombination jeder Substitution von mit
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jeder von ,Hw) die etwa durch F u'w) zu ‘bezeichnende Gruppe aller ter-
naren Substitutionen:

wo die mv m2 a, B, y, d die bekannte Bedeutung haben. Gegeniiber' den
Substitutionen dieser terndren Gruppe r(“>u) sind dann eben die ellipti-
schen Funktionen erster Stufe erster Art durchiceg invariant, w&hrend
diejenigen der zweiten und dritten Art (unter ihnen die 6-Funktion) so-
wie das Integral & in bekannter Weise kovariant sind.

Weiter ergibt sich ans der Produktentwicklung (1) S. 258 der
5-Funktion und aus den Teilbruchreinen (2) und (3) S. 260 fir p, p:
und ¢, dal diese Funktionen in ihren drei Argumenten homogen sind,
und zwar sind die Dimensionen von 6, & p, p bzw. 1, —1 —2, —3
Dem entspricht es, daR wir z B. fur die Funktionen p und p* in den
Fourierschen Reihen (14) S. 270 Darstellungen von c2-p(u wlw2
und p' (u\ w1} WP in den ,beiden” Argumenten — und g2 allein ge-
winnen konnten.J)

Der analytische Charakter unserer Funktionen geht besonders ein-
leuchtend aus der Darstellung (19) S. 272 der S-Funktion hervor, wel-
cher wir die Gestalt geben kénnen:

Die rechts im Zahler stehende Reihe ist bei gegebenem g2 mit einem
absoluten Betrage qg2/< 1 in jedem endlichen Bereiche der w-Ebene
absolut und gleichméafRiig konvergent. Wegen des bekannten Verhaltens
der 6-Funktion gegenliber den Substitutionen (2) dirfen wir sogar
auf den Diskontinuitatsbereich der Gruppe F i) beschréanken (wo als-
dann:

zutrmt) und u auf ein Penodenparallelogramm. YYir haben demgeméR

in (3) eine Funktion der beiden Argumente und g2 oder auch ~ und

w vor uns, die bei stethendem Werte des einen Argumentes eine ,,analytische*
Funktion des anderen wird, ein Satz, der sich sofort auch auf die Ubrigen
betrachteten Funktionen ubertragt, insofern sich dieselben durch die
6-Funktion in bekannter Art darstellen.

1) Bei der Darstellung von cojp hat man das rechts auftretende Glied Ji,as
nach (15) S. 271 in gs auszudrucken.
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Zu bemerkenswerten Ergebnissen fiihrt die Ausiibung der Prozesse
DQ und Dr auf unsere Funktionen. J)wwird stets zur ,,Homogeneitéts-
relation” fuhren, also z. B. zu den Gleichungen:

Ziehen wir die algebraische Gestalt (8) S. 317 des Prozesses Ow heran,
so ergeben sich Gleichungen folgender Art:

Wir haben hier lineare partielle Differentialgleichungen erster Ordnung
unserer Funktionen vor uns, die z B. durch die Potenzreihenentwick-
lungen (5) S. 208 und (1) S. 200, deren Koeffizienten ganze Funktionen
der g2,g3 sind, identisch befriedigt werden. Doch bringen diese Diffe-
rentialgleichungen natirlich nur zum Ausdruck, daf jedes Glied der
einzelnen Potenzreihe eine homogene Funktion der jeweils in Betracht
kommenden Dimension in den al, a? ist.

Etwas umstandlicher ist die Feststellung der Wirkung des Diffe-
rentiationsprozesses Dr. Man kann hier entweder mit analytischen Um-
formungen arbeiten oder funktionentheoretische Uberlegungen heran-
ziehen, wie wir am Beispiele der ~-Funktion darlegen wollen. Betrachten
wir D (p) insbesondere in Abhéngigkeit von u und schreiben:

so folgt durch Differentiation nach u:

da bei unserer analytischen Funktion ¢ die Ab&nderung der Differen-
tiationsreihenfolge statthaft ist.) Nun gilt aber:

Die Anwendung von Dr auf die erste dieser Gleichungen liefert:

also mit Benutzung der zweiten Gleichung (5) und der Relationen (10)
S. 317 weiter:

Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung fiir ¢ (u), die
nach elementaren Methoden ldsbar ist. Zur Erleichterung der Ldsung

1) Vvgl. ,,Osgood*, S. 305ff.
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flhren wir an Stelle der gesuchten Funktion ¢ (u) zundchst die Funk-
tion Y (u) mittelst der Substitution:

ein. Auf Grund der Relationen (5) sowie der Gleichung (6) S. 199
transformiert sich die Differentialgleichung fir ¢ (W) in folgende fir
die Funktion @ (u):

deren allgemeines Integral nach einer bekannten Elementarformel:

ist, unter C eine von u unabhangige Grofe verstanden. Zur Bestimmung
von C dienen die Reihen nach Potenzen von u, welche sich auf die
Umgebung von u = 0 beziehen. Aus (1) S. 200 folgt zunéchst:

wahrend die Gleichungen (1) S. 200 und (2) S. 201 liefern:

Durch Addition beider Gleichungen folgt:

wobei die Sterne andeuten sollen, daf jedenfalls die drei Glieder mit
u2 ul und u6 ausfallen. Da hiernach ¢ im Punkte u = 0 endlich bleibt,
so ist (7=0 und also ¢ mit der von u unabhangigen GroRe \ g2 iden-
tisch, was die eben angegebene Reihe von {, soweit sie entwickelt ist,
bestétigt. Fir D Op) = ¢ ergibt sich hieraus:

Zum gleichen Resultat fiihrt folgende funktionentheoretische Betrach-
tung. Indem wir an der Abklrzung D§(p(n)) = cp(u) festhalten, folgt
durch Ausiibung des Prozesses Dt auf die Gleichung:

als Periodeneigenschaft von cp(u) mit Ricksicht auf die Periodizitat
von "

Ersetzen wir hier  durch (Ew tQ) —%u), so folgt:

Hiernach hat (gp(ii) + £(u)p'(u)) die Periode wy, und man zeigt auf dem-
selben Wege, daB dieser Ausdruck auch die Periode w2 hat. Demgemal
ist auch:

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1
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d. h. also die Funktion ip(u) doppeltperiodisch. Der einzige im Perioden-
parallelogramm mdogliche Pol liegt bei u = 0; hier aber ist die Funk-
tion (6) endlich und bat, wie wir wissen, den Wert ~gr Sie ist also
unabhéngig von u mit \g2 identisch. Die Ausibung des Differentia-
tionsprozesses Dv auf p liefert das Resultat:

Benutzen wir die algebraische Gestalt (9) S. 317 von Dnund ziehen
die zweite Gleichung (4) heran, so gewinnen wir zwei Gleichungen:

aus denen sich'die Ableitungen von p nach g2 und g3 berechnen lassen.
Das Resultat ist:

Ahnliche Entwicklungen kann man fiir %/, { und 6 anstellen. Die
Wirkung von On auf ¢ findet man am einfachsten durch Integration
der Gleichung (7) in bezug auf u, indem man diese Gleichung mittelst
bekannter Relationen in die Gestalt setzt:

Integration und Zeichenwechsel ergeben:

wo C wieder von u unabhdngig ist. Man stellt aber leicht fest, dai
flr w= 0 die linke Seite verschwindet, wéhrend die rechts stehende Funktion
von u fir u= 0 den Wert 0 annimmt. Es folgt also (7=0 und damit:

Durch nochmalige Integration und entsprechende Bestimmung der ,,Kon-
stanten® ergibt sich weiter:

Nach (1) S.212 koénnen wir diese Relation auch in die Gestalt setzen:

Entwickelt man diese Gleichung und benutzt die algebraische Gestalt
(9) S. 317 des Prozesses D , so ergibt sich die folgende lineare partielle
Differentialgleichung zweiter Ordnung:
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der Funktion 6 (u'av a®), fir welche wir dieser Differentialgleichung ent-
sprechend Ubrigens besser die S. 209 eingefiihrte Schreibweise S(w; g2, g3
zu gebrauchen hétten.

Es ist dies die bereits S. 209 erwahnte Differentialgleichung, ver-
mittelst deren in der S. 117 genannten Schrift von Schwarz die Koef-
fizienten der Potenzreihe fir die 6-Funktion bis zur Potenz tt®berechnet
sind. Trdgt man den Ansatz:

6(u) = «+ *+ G25-f G3u7+ G4u9-f G5un + eee

in die Differentialgleichung ein, so mu dieselbe in u identisch befrie-
digt sein. Setzt man aber, nachdem man die linke Seite der entstehen-
den Gleichung nach Potenzen von u angeordnet hat, den Koeffizienten
von u2n~1 gleich 0, so ergibt sich die Rekursionsformel:

(12) n(2n + 1) Gn------ Df (Gn- 1) —2ig2Gn- 2

aus der man die Koeffizienten der fraglichen Reihe schrittweise be-
rechnen kann.

8 9. Differentialgleichungen der Perioden in bezug auf die
Invarianten. Inversion der Modulfunktionen.

Zu wichtigen Folgerungen fiihrt die Anwendung der Differentiations-
prozesse D und D auf die Perioden ¢', a2 und ijlt 2 selber. Wenn
wir hierbei die algebraische Gestalt dieser Prozesse in Anwendung bringen,
haben wir uns auf den Standpunkt zu stellen, dal3 ivir die Perioden
ad, g2 und g1, /2 der urspriinglichen algebraischen Theorie entsprechend
als Funktionen der Invarianten @2, g3 ansehen. Insbesondere fir die
01 w2 lauft dies darauf hinaus, daR wir die Gleichungen g2z=gi(cnl, af),
g3=g3(al, &, welche die beiden Invarianten als eindeutige Modulformen
darstellen, invertieren in cq = al(g3, gf), 02= o2(g2,g3. Die absolute
Invariante J = J(co) war eine eindeutige Funktion des Periodenquotien-
ten @ allein, deren Inversion demnach eine Funktion ®= co(J) von J
allein liefert. Das Feld dieser Funktion ist die S. 303 betrachtete un-
endlich-blattrige Riemannsche Flache F”, welche ausschlieBlich bei J=0,1
und oo verzweigt war; jeder Zweig co'(J) dieser Funktion stellte sich
in einem Anfangszweige 07?(J) als ganzzahlige lineare Funktion (5)
S. 303 der Determinante 1 dar.

Fur diese zu den Modulformen g2g3und zur Modulfunktion J inversen
Funktionen haben wir nun zunéchst aus den Prozessen Dmund D1 eine
Reihe von Differentialgleichungen abzuleiten, die dann ihrerseits zu

weiteren Folgerungen Anlal3 geben.
21
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Ist Ti ein beliebiger unter den beiden Indizes 1 und 2, so haben
wir erstlich die beiden Homogeneitétsrelationen:'

AO)— A®QH=—.
die bei Benutzung der algebraischen Gestalt (8) S.317 des Prozesses D()

die folgenden linearen homogenen partiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung liefern:

Die Wirkung von D auf ak ist einfach Dv(ciK = rjk Die alge-
braische Gestalt von Dy liefert demnach folgende zweite lineare partielle
Differentialgleichung erster Ordnung fir .

welche man mit der ersten Gleichung (1) zu einer Darstellung der Ab-
leitungen von 6X nach g2 und gz in tdk, ik, g2 und g3 vereinigen kann.

Etwas umstindlicher ist die Berechnung von Dffrif). Ubt man
auf die aus der Legendreschen Relation (1) S. 310 folgende Gleichung
cn2= 2in - w2nl den ProzeR 7), aus, so ergibt sich mit Ricksicht
auf D(coR = %:

und. also besteht iedenfalls die Gleichung:

Da nun o2 und iJ2 gegeniiber der Erzeugenden S der homogenen Modul-
gruppe (vgl. S. 298) invariant sind und der ProzeR Dt gleichfalls in-
varianten Charakter hat, so steht auf der linken Seite der Gleichung
(3) ein Ausdruck, der gegenliber 5 selber invariant ist. Da derselbe
aber zufolge der Gleichung (3) auch bei Austibung der zweiten erzeu-
genden Substitution T der homogenen I' in sich Ubergeht, so ist er
gegenuber der ganzen invariant. Die Abhéangigkeit der Periode n2
von wl} w2 wie sie z B. in der Gleichung (15) S. 271 zum Ausdruck
kommt, zeigt daraufhin, daR3 in (3) eine ganze Modulform (—4)terDimension
vorliegt, welche also nach S. 310 abgesehen von einem konstanten
Faktor ¢ mit g2(wt, wd identisch sein muf;

Nun folgt aus (15) S. 271:
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und daraus weiter:

wo die ausgelassenen Glieder mit g2 verschwinden. Der Vergleich mit
dem Anfangsgliede der Entwicklung von g2 nach Potenzen von g* (vgl.
(2) S. 305) ergibt c——" und damit:

Lsi

co,

Dasselbe Ergebnis kann man auch aus (9) S. 322 gewinnen. Setzt
man zur Abklrzung Dv(Q) = ip(u) und wendet auf die Gleichung:

{n+ wAw}w) = gw Oj w) + »
dieselbe Uberlegung an, wie S. 321 auf die entsprechende die ~-Funktion
betreffende Gleichung, so folgt bei Benutzung von (9) S. 322:

*) = - iV .
Unter Heranziehung des algebraischen Ausdrucks von Dr folgt als
2weite lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung fir rik:

4) 72N +4 A A0

Man kann diese Gleichung mit der zweiten Gleichung (1) zur Dar-
stellung der Ableitungen von rjk nach g2 und gz in (&) rk, g2 und g%
verbinden.

Verstehen wir unter p(wl} w,) eine zweckmalig gewéhlte homogene
Funktion (—I)ter Dimension der wx, w2 so werden die mit dem Multi-
plikator u versehenen Perioden:

Ausdricke ,,nullter Dimension in den wy, w2 sein, die demnach Funk-
tionen von J allein sind. Man nennt Slk die mit dem Multiplikator p
;mormierten Perioden* und wird entsprechend als normierte Perioden
des Integrals zweiter Gattung:

anzusetzen haben, die dann ihrerseits auch Funktionen wvon J allein
sind. An Stelle der bisherigen partiellen Differentialgleichungen treten
alsdann fir die mit y normierten Perioden £i und H gewdhnliche Diffe-
rentialgleichungen in bezug auf J als unabhdngige Variabele.
Um diese Differentialgleichung fiur Slk aufzustellen, entwickeln wir
die Gleichung nk= D t}o)t) so:
MHi= D7-'SIf) = y~10nELD + o,0 p-)

Setzen wir flr Or{B) seinen Ausdruck (11) S. 317 ing2,g3, dein und losen
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nach auf, so ergibt sich die gewunschte Differentialgleichung. Eine
entsprechende Umgestaltung kann man an DIL(]K = —"<P2wAanknip-
fen: Die normierten Perioden Sk, lik befriedigen als Funktionen von J
das System der linearen homogenen Differentialgleichungen erster Ordnung:

Unter den verschiedenen Multiplikatoren p, mit denen man in an-
gegebener Art die Perioden normiert hat, zeichnet sich der Multiplikator
p == A dadurch aus, da® man ihn vermittelst der aus (6) S.313 her-
vorgehenden Gleichung:

als eine eindeutige Funktion von w1? w2 erkldren kann. Derselbe bietet
zugleich den \rorteil, da Df](jy) zufolge (10) S. 317 verschwindet. Er-
setzen wir die Koeffizienten in (5), soweit sie nach Eintragung von
U = X 2 nicht verschwinden, durch ihre Ausdriicke in J, so ergibt
sich: Fur die normierten Perioden:

nehmen die Differentialgleichungen (5) die Gestalt an:

Hieraus ergibt sich sogleich eine weitere wichtige Folgerung. Man
trage den aus der ersten Gleichung (7) hervorgehenden Ausdruck:

in die zweite Gleichung (7) fur Hk ein. Durch Ordnung der entstehen-
den Gleichung folgt sofort: Die in (6) gegebenen normierten Perioden
£11} Si2 befriedigen als Funktionen von J die lineare homogene Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung:

deren Koeffizienten in J rational sind. Indem man ebenso den aus der
zweiten Gleichung (7) hervorgehenden Ausdruck fir Slk in die erste
Gleichung einsetzt, folgt als lineare homogene Differentialgleichung zweiter
Ordnung fiir die in (6) gegebenen normierten Perioden H1} H2:
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Um eine zweite naheliegende Normierung zu erklaren, erinnern
wir daran, dall nach S. 317 der Ausdruck eine Modulform (—2)ter
Dimension ist. Wir setzen unter Benutzung von (11) S. 317:

so daB wir hier freilich mit einer Funktion zu tun haben, welche im
Innern der w-Halbebene, ndamlich 'n den Nullpunkten von g3 verzweigt
ist. Die mit diesem Multiplikator normierten Perioden Si. und H, sind:

fir diese £lk merken wir noch die mittelst der Relation (12) S. 317 ab-
leitbaren Gestalten an:

Die Wirkung des Prozesses Dr auf den neuen Multiplikator ist, wie
man Ifeicht feststellt:

Aus dem allgemeinen Ansdtze (5) ergeben sich daraufhin fir die nor-
mierten Perioden (10) die Differentialgleichungen:

mit rational von J abhé&ngenden Koeffizienten.
Diese Differentialgleichungen kann man unter Zerlegung der Koeffi-
zienten in Partialbriiche auch so schreiben:

Differenziert man die erste Gleichung nochmals nach  so folgt:

Multipliziert man mit 12 und setzt fir 12 12 die aus den

beiden voraufgehenden Gleichungen folgenden Ausdriicke in Slk, HkL
J ein, so zieht sich das Ergebnis leicht auf die folgende Gestalt zusammen:
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Also folgt der Satz : Die in (10) erklarten Perioden Slk befriedigen die
homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung:

mit einem in J rationalen Koeffizienten. Diese Gleichung ist gegenuber
der Gleichung (8) fiir die mit *}{1 normierten Perioden dadurch aus-
gezeichnet, dal in ihr kein Glied mit der Ableitung erster Ordnung
auftritt.

Die Gleichung (13) fihrt uns leicht zu einer vielfach betrachteten
Differentialgleichung dritter Ordnung, ivelcher der Periodenguotient w als
Funktion von J genugt. Indem wir die Gleichung (13) fir und
einzeln anschreiben, folgt durch Kombination beider Gleichungen:

Da nun w auch als Quotient der beiden normierten Perioden (11) ge-
schrieben werden kann, so gilt:

und hieraus folgt weiter durch logarithmisehe Differentiation mit RUck-
sicht auf die letzte Gleichung:

Nochmalige Differentiation nach J liefert:

Das letzte Glied rechter Hand wird entfernt, indem man das mit | mul-
tiplizierte Quadrat der Gleichung (14) abzieht; das erste Glied der
rechten Seite berechnet sich aber aus der fir il12 angesetzten Gleichung
(13) rational in J. Man gelangt zu dem Ergebnis: Die zur Modul-
funktion J(a) inverse Funktion w(J) befriedigt die Differentialgleichung
dritter Ordnung:
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Bezeichnen wir den hier links stehenden Differentialausdruck drit-
ter Ordnung® kurz durch das Symbol [w]™

so kénnen wir die durch w(J) befriedigte Differentialgleichung (15) in
die Gestalt kleiden:

Die wesentliche Eigenschaft des Differentialausdrucks [w], ist die,

dal3 derselbe invariant gegenlber einer beliebigen linearen Transformation
von @ ist}) Indem wir uns darauf berufen, dafl die sémtlichen Zweige
der unendlich vieldeutigen Funktion w(«7) lineare Funktionen eines ersten
Zweiges sind, hétten wir auch ohne die voraufgehenden Rechnungen
in [coly eine eindeutige und, wie leicht zu zeigen ist, rationale Funktion

von J erkennen konnen. Auch kann man hieraus mittelst funktionen-
theoretischer Schlisse die Gleichung (15) explizite aufbauen, némlich durch
Bestimmung der Pole usw. der rationalen Funktion [eo]r In &hnlicher

Weise kann man durch Betrachtung der normierten Perioden in der
«/-Ebene bzw. im Felde der Funktion w(«7) die obigen linearen Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung fir diese normierten Perioden auf-
bauen. Doch gehoren diese Entwicklungen in eine ausfiihrliche Theorie
der Modulfunktionen hinein.3

§ 10. Die normierten Perioden als hypergeometrische Funk-
tionen von J.

Die linearen homogenen Differentialgleichungen (8), (9) und (13)
in 89 ordnen sich der in der Einleitung, S. 97ff., entwickelten allge-
meinen Theorie solcher Differentialgleichungen zweiter Ordnung unter.
Indem wir die Sétze jener Theorie auf die hier vorliegenden Differen-
tialgleichungen in Anwendung bringen, gelangen wir freilich mehrfach
zu bereits bekannten Ergebnissen zurlick. Andererseits gewinnen wir

1) Der Ausdruck (16) wird vielfach als ,,Schwarzseher Differeniialausdruck*
bezeichnet; s. H. A. Schwarz, ,Uber diejenigen Félle, in welchen die GauRische
hypergeometrische Funktion eine algebraische Funktion ihres vierten Elementes
ist, Journ. f. Math. Bd. 75 (1872) S. 292.

2) S. Klein, ,Vorlesungen uber das lkosaeder“. (Leipzig 1884), S. 74.

3) Vvgl. ,Modulfunktionen*“ Bd. 1, S. 32ff. sowie Klein und Fricke, ,Vor-
lesungen Uber die Theorie der automorphen Funktionen*“. Bd. 2, S. 117 ff.
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aber auch wertvolle Ergdnzungen der bisherigen Resultate in Anbetracht
der analytischen Darstellung der Perioden als Funktionen von J.
Wir wollen uns hierbei auf die Perioden des Integrals erster Gattung

und auf die Normierung durch "J/A beschrénken. Setzen wir = R*,
so ergibt sich Ubrigens fir die anderen, unter (10) S. 327 erklarten
normierten Perioden einfach:

so daB wir die Darstellung dieser normierten Perioden auf die der
B* = (okl/a zurlckfiihren kénnen. Die Gleichung:

m + +

fur die B* =cofflzJ ist nun insbesondere eine ,,hypergeometrische* Diffe-
rentialgleichung (1) S. 105 mit folgenden Werten der Parameter a, 3, y
dieser Gleichung:

Die normierten Perioden 3* nennen wir dieserhalb ,hypergeometrische**
Funktionen der absoluten Invariante J und haben flr die Potenzreihen-
darstellung dieser Funktionen die Hilfsmittel von S. 109ff. zur Ver-
fligung.

An ,singularen* Punkten weist die Differentialgleichung (1) wie
die allgemeine hypergeometrische Differentialgleichung (1) S. 105 die drei
Punkte J= 0, 1, oo auf. Ein eindeutig bestimmtes System linear-unab-
héngiger Losungen £li (J), B2(J) wird von den ,reduzierten Perioden-
paaren“ wv w2 geliefert, welchen die Punkte w des oben oft genannten
Doppeldreiecks der Fig. 43, S. 179 entsprechen. Fir diese beiden parti-
kuldren Ldsungen £iv B 2 ist zundchst das Verhalten bei Umldufen um
die singuldaren Punkte O, 1, oo festzustellen. Hierbei ist die Tatsache
grundlegend, dal zufolge der Gleichung:

B2 und deshalb auch R, = wR 2 im Inneien der positiven w
eindeutige Funktionen von w sind.

Umlduft J den Punkt oo im positiven Sinne (auf der tF-Kugel ge-
dacht), so geht der dem reduzierten Periodenpaar entsprechende Anfangs-
zweig ®(J) in w'= w - 1 Uber. Zufolge (3) geht demnach die _ﬂPjarti-
kularlésung B 2(J) der Differentialgleichung (1) Uber in 2= e6 B2

wofiir wir auch 8 2= —*pR2 schreiben konnen. Da nun B x(F) = o0:>22
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ist, so entspricht dem positiven Umlaufe um den singuldren Punkt oo
die Substitution:

des ausgewdhlten Systems Imear-unabhéngiger Lésungen der Gleichung
(2); im Anschlu an die S. 298 eingefiihrte Bezeichnung”weise nennen
wir die Substitution (4) kurz S. Bei einem positiven Umlaufe um den
bei J = 1 gelegenen singularen Punkt geht der erste Zweig w(J) der
unendlich vieldeutigen Funktion w von J Uber in = Dieser
Substitution entspricht die S. 298 mit T bezeicbnete homogene Sub-
stitution wl= w2 w2= —awv bei der A unverdndert bleibt. Hiernach
geht bei Fortsetzung l&ngs eines positiven Umlaufs um den singu-
laren Punkt J = 1 in £I\- (ber, so daR die Partikularlésung bei

vV 7ti

jenem Umlaufe in £10= e 6 £II} d. h. in die mit einer zwdlften Wurzel
der Einheit multiplizierte Partikularlésung  Ubergeht. Diese Gleichung
schreibt sich auf Grund von (3) explizite:

sofern man e w = q schreibt und rechter Hand o - SI2 fur Sli ein-
tragt. Fir w= i wird q' —q, und die in der letzten Gleichung rechts
und links stehenden Ausdriicke verschwinden fiir diesen Wert von
nicht-, nach Fortheben gemeinsamer Faktoren rechts und links ergibt sich:

Bei einem positiven Umlauf um den Punkt J = 1 gehen die partikuldren
Ldsungen £i2 der Differentialgleichung (1) Uber in:

eine Substitution, die wir durch das Symbol T bezeichnen. Bei einem
positiven Umlauf um J = 0 setzt sich der Anfangszweig g>(J) fort in
W' = 1 (s. die Substitution U von S.297). Gegenilber der homogenen
Substitution ) = w1 + W2 w2= —wl bleibt A unverandert, so dal iR2
bei jenem Umlaufe in SN2 und also Si2 in die mit einer zwolften Wur-
zel der Einheit multiplizierte Partikularlésung il2 Gibergeht. Wir haben

VA

also erneut den Ansatz &2= e 6 Ersetzen wir dabei SI2 wieder
2im(w +1)
durch coil2 und schreiben e ~w = g\ so ergibt sich auf Grund von

(3) wie vorhin explizite:
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Setzen wir w= pein, so stehen in dieser Gleichung rechts und links von 0 ver-
schiedene Betrage. Da aber fiir w= pauch 1= ~un(j ajso q = qist?so
folgt nach Fortheben gleicher Faktoren rechts und links:

vni vni

1=1¢e6p, e6 = p2

Bei einem positiven Umlauf um den Punkt J = 0 gehen somit die par-
tikularen Losungen Slv il2 dber in:

6) + &), = Qi

wir benutzen fur diese Substitution das Symbol J.

Ein geschlossener Weg, der, wie Fig. (34 zeigt, aus drei Umléufen
um die Stellen 0, 1, oo zusammen-
gesetzt ist, 14kt sich auf der J"-Kugel
stetig und ohne ZerreiRen auf einen
Punkt zusammenziehen, ohne daf der-
selbe Uber eine singulédre Stelle hin-
weggeschoben zu werden braucht.

Schreiben wir die in (6) angegebene Wirkung des Umlaufs um J = 0
symbolisch in der Gestalt:

Yi - U(siltag

und benutzen fir die in (5) und (4) angegebenen Substitutionen die ent-
sprechenden Bezeichnungen, so fiihrt der in Fig. 64 angegebene Umlauf
bei der Anordnung 0, 1, oo der singuldren Punkte die partikularen LO-
sungen £iv Si2 in:
= u(T(S(p.v sid))

uber; und da diese Losungen zufolge der vorausgeschickten Betrachtung
mit den anfanglichen Siv Si2 identisch sein miissen, so miissen die jetzigen
bindaren Substitutionen S, T, U genau wie die gleichbenannten Substitu-
tionen der Modulgruppe (vgl. S. 297) die Relation:

Uu.tT-s=1
befriedigen, wobei die Kombination zweier Substitutionen symbolisch
als Produkt geschrieben ist. In der Tat zeigt die Rechnung, daR die
Substitutionen (4), (5) und (6) dieser Relation gentligen.
Weiter ergeben die Formeln (5) und (6), daR die jetzigen binédren
Substitutionen T und U die durch:
T2= 1, =1

zum Ausdruck kommenden Periodizitdten haben; demgegeniiber hat S
keine endliche Periode. Dies ist in Ubereinstimmung mit dem bereits
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bekannten Sétze, daf die Losungen der Differentialgleichung (1) in der
w-Halbebene eindeutige Funktionen sind. Das Feld der Ldsungen der
Differentialgleichung (1) ist geradezu jene unendlich-blattrige Flache Fy
Uber der J-Ebene, welche wir S. 303 durch Abbildung der w-Halbebene
vermittelst der Funktion J (w) herstellten. In der Tat sind die ,Q2in
dieser eindeutige Funktionen des Ortes; zugleich kénnen keine zwei
verschiedene Blatter der FK gleiche Funktionswerte £11} tragen, da
ihnen fur den Quotienten w= .%.:Si2 zwei verschiedene Substitutionen
der F') zugehdren.

Fir den Umlauf um einen singuléaren Punkt gibt es nach den all-
gemeinen Regeln von S. 103 ff. entweder eine oder zwei LOsungen der
Differentialgleichung (1), die sich beim Umlauf nur um einen konstanten
Multiplikator p dndern. Diese Multiplikatoren p bestimmen sich durch
Losung einer quadratischen Gleichung, welche man nach der Vorschrift
(11) S. 103 aus den Substitutionskoeffizienten des zunédchst aufgegriffenen
Ldsungssystems der Differentialgleichung aufbaut. Nun sind fiir unser
ausgewahltes System iilf die deu Umlaufen um «/=0, 1, oe bzw.
entsprechenden Substitutionen, wie wir fanden, kurz durch:

zusammenzufassen. Man setze die genannten quadratischen Gleichungen
an und wird durch deren Lésung finden: Beim singularen Funkte J — 0
liegen die beiden Multiplikatoren y = 1 und p vor, beim Funkte J = 1
die beiden Multiplikatoren y = + 1, wahrend der dritte singulére Funkt
J = 0o nur den einen Multiplikator p = —ip liefert.

Nach S. 104ff. ist in jedem Falle die zum einzelnen Multiplikator
gehdrende Losung der Differentialgleichung (1) bis auf einen konstanten
Faktor eindeutig bestimmt. Man beweist ohne Mihe auf Grund von
(6), (5) und (4): zu den Multiplikatoren y = 1 und p des PunktesJ = 0
gehoren die Ldsungen —p2Q22 und —pii2, zu den Multiplika-
toren p = f 1 und — 1 des singularen Punktes J = 1 aber 4- 1£12)
und (DI —iS12), ivéhrend zum einzigen Multiplikator —1p des Punktes
J =. oo die Losung SI2 gehort.

Nun haben wir in (13) S. 112, wenn wir z = J setzen und die flr
uns in Betracht kommenden Werte (2) der Parameter a, &, y eintragen,
gerade auch zwei durch die hypergeometrische Reihe gelieferte Ldsungen
der Multiplikatoren 1 und p fir die Umgebung des singuldren Punktes
J = 0. Mit diesen Losungen missen also die oben genannten Ldsungen
(iij —p2Q2 und (iix—p02 bis auf zwei konstante Faktoren A0, BO
Ubereinstimmen. Fir die Darstellung unserer normierten Perioden als hyper-
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geometrischer Funktionen von J gewinnen wir somit in der Umgebung von
J= 0 den Ansatz:

wo AO und BO reine Zahlen sind.

Fur den singuldren Punkt J = 1 haben wir den Ansatz (17) S. 115
zur Verfligung, der fir die bei uns vorliegenden Werte (2) der a, B,y
zwei Losungen der Multiplikatoren p = 1 und —1 liefert. Indem wir
noch z = J eintragen, gewinnen wir den Satz: In der Umgebung des
singuldren Punktes J = 1 gelten fiir unsere normierten Perioden ilx, Si2
die folgenden Darstellungen als leypergeometrische Funktionen:

wo Ax, Bx wieder numerische Konstante sind.

Da bei unserer Gleichung (1) die beiden Parameter a und B ein-
ander gleich sind, so haben wir nach S. 115 fiir die Umgebung des
singulédren Punktes J = 00 eine mit einem logaritomiscben Gliede be-
haftete Losung. Die allgemeinen Formeln (18) S. 115 liefern zunéchst
in unserem Falle die partikularen Ldsungen:

wo Fxdie in (15) S. 114 erklarte Reihe mit verschwindendem Absolutgliede
ist. Die Losung Si2 als zum Multiplikator y — —ip gehdrig, ist jeden-
falls bis auf einen Faktor gleich Zx\ fur haben wir eine lineare
Kombination der Zx, Z2 anzusetzen:

Qx= A2Z2A B2Zx, Q2= C2zX
Am leichtesten ist die Bestimmung der numerischen Konstanten
A2) B2, C2 im letzten Falle; wir ziehen zu diesem Zwecke die Potenz-

reihen nach g2 heran. Zundchst erklaren wir J12 auf Grund von ?3)
S. 300 in der Umgebung der Spitze w= i 0o des in Fig. 56, S. 273
dargestellten Diskontinuitatsbereiches der Modulgruppe durch:
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Durch Multiplikation mit den aus (3) folgenden Gleichungen:

ergibt sich weiter:

Setzen wir in die erste Gleichung fiir SI2 den Ausdruck C2ZI ein, so
folgt:

Fir J = oo nimmt die links stehende hypergeometrische Reihe den
Wert 1 an, wahrend die rechte Seite gleich 2m wird, da g2verschwindet.
Hieraus ergibt sich:

Weiter folgt aus (3) S. 300 durch Logarithmierung:

und daraus weiter durch Multiplikation mit der soeben fir Si2 aufge-
stellten Gleichung:

Die rechts in der ersten Klammer stehende Reihe ist, wie eben fest-
gestellt wurde, gleich F *, 1; jj, so daR:

gilt. Tragen wir nun in ivV2 ]/3 flr iij den oben gewonnenen
Ansatz (A2Z2-f JBZX ein und ersetzen die Z durch ihre Reihendar-
stellungen, so ergibt sich:

Der Vergleich der rechten Seiten der letzten beiden Gleichungen liefert
mit Ricksicht auf den Umstand, daf die Reihe Fx fir J = oo ver-
schwindet:



336 I, 5. Die Modulfunktionen erster Stufe und ihre Inversion

Damit ist ein endgultiges Resultat erzielt: Die mit X/A normierten
Perioden des reduzierten Paares stellen sich als hypergeometrische Funk-
tionen der rationalen Invariante J in der Umgebung des singuldren
Punktes J = oo folgendermaRen dar:

Pur den Periodenquotienten « und also fur die zur Modulfunktion erster
Stufe J(p) invei'se Funktion gewinnen wir hieraus in der Umgebung von
J = o0 die Darstellung:

Die Anfangsglieder dieser Reihendarstellung von w sind:

Etwas umstandlicher ist die Berechnung der Koeffizienten AO, BO
und A} Bx in (7) und (8). Wir haben hierbei zwei Wege zur Ver-
fugung. Erstlich kénnen wir auf die urspriingliche Bedeutung der
Perioden zuriickgehen, die wir S. 157 als Werte des Integrals erster
Gattung, genommen (ber gewisse geschlossene Umldufe auf der Rie-
mannschen Flache F2, erklarten. Hierbei stellen sich die Konstanten
A, B selbst als gewisse bestimmte Integrale dar, die man wenigstens
naherungsweise nach bekannten Methoden berechnen kann. Eine zweite
Methode beruht auf dem Satze von Gaull (ber die Konvergenz der
hypergeometrischen Reihe flir den Wert 1 des vierten Argumentes und
auf der Darstellung des Summenwertes jener Reihe durch die 77-Funk-
tion.l) Diese Methode eignet sich besonders fur die numerische Berech-
nung der Konstanten A, B, weil man fir die M-Funktion die von
Gaull berechnete und am Schliusse der eben genannten Abhandlung
mitgeteilte Tabelle zur Hand hat. Wir wollen die erste Methode fir
die Bestimmung der Alf Bx benutzen, die zweite fir die Berechnung
von AQ, BO )

Erklaren wir J 2 durch die S. 334 genannte Reihe, so hat diese
Funktion auf der imagindren w-Achse zwischen i 00 und i positive reelle
Werte und nimmt insbesondere fir w= i den Wert 1 an. Fir w=i
ist g2— 0, dem harmonischen Falle entsprechend. Die drei endlichen

1) S. die ,Disquisitiones generales circa seriem infinitam etc.” in Gaull’
~Werken*, Bd, 3., S. 123 oder Gott. Abhandl. von 1818.
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Verzweigungspunkte mogen bei el= —1, e3—0, e2= + 1 liegen; der
in Fig. 39, S. 173 mit 2 bezeichnete geschlossene Weg liefert uns
dann die Periode w2 Indem wir g2= 4, der Auswahl der Punkte e ent-
sprechend, in das Normalintegral erster Gattung eintragen, folgt:

wo das Integral langs der reellen £-Achse ausgefiihrt werden mag und
die Quadratwurzel )/0(02—1) daselbst positiv genommen werden soll.
Fir die numerische Berechnung des Integrals ist es bequemer, erst
noch durch z = z'~I zu transformieren, was nach Fortlassung des oberen
Index der neuen Integrationsvariabein liefert:

Hiernach ist a® reell und negativ. Da andererseits SI2(J) zufolge der
zweiten Gleichung (9) langs des in Rede stehenden Stiickes der ima-
gindren co-Achse reell und positiv ist und ii2(1) der bei w= i ein-
tretende endliche Grenzwert dieser positiven Werte istl), so ist auch
ii2(1) reell und positiv. Da nun aus g2= 4, g3= 0 sofort ~/ = 64 folgt,
und o2 zi = *Rflir w=1i, d h. also fur J — 1, als reell und positiv
erkannt wurde, so mu yA reell und negativ, mithin gleich —]/2 sein.
Die Multiplikation der fiir a® angegebenen Gleichung mit V /= —y2
liefert somit:

Tragen wir nun in die erste Gleichung (8) den Wert =i ein, so
wird J"=1 und ~(1)=""(1), wahrend sich die hypergeometrische
Reihe auf ihr Absolutglied 1 reduziert. Es folgt also:

Damit 74 in der zweiten Gleichung (8) eindeutig bestimmt ist,
setzen wir fest, dal (J —1)" langs des ofters genannten Stlickes der
imagindren o0o-Achse positiv sein soll. Der Quotient der beiden Glei-
chungen (8) liefert eine Entwicklung der Gestalt:

1) Uber die Konvergenz der in der zweiten Gleichung (9) stehenden hyper-
geometrischen Reihe fir J — 1 soll einstweilen nichts vorausgesetzt werden.
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Durch Differentiation nach ® folgt weiter:

Aus (11) und (12) S. 317 ergibt sich aber:

wobei Js” langs der imagindren co-Achse oberhalb i reell genommen
werden muB, da die links stehende Ableitung ebenda negativ imaginare
Werte hat. Tragen wir diesen Ausdruck flr die Ableitung von J nach
® in die voraufgehende Gleichung ein, so gewinnen wir:

woraus sich fur J = 1 und also m—i ergibt:

Dricken wir auf Grund von (11) den Wert SI2(1) durch A1l aus, so
finden wir fur 'Ex einen eindeutigen Ausdruck in At. Die beiden nume-
rischen Koeffizienten A1 und in den Darstellungen (8) der normierten
Perioden als hypergeometrischer Funktionen sind die folgenden:

Nach dem obengenannten Satze von Gaul} konvergiert die hyper-
geometrische Reihe ‘E(a,B,y]¢) fur z= 1, falls ¢-f A<y ist; der
Summenwert der Reihe fir z = 1 ist im Falle der Konvergenz:

Hier ist M(x) die bekannte Gaufische 17-Funktion, welche zur F'-Funk-
tion in der einfachen Beziehung M(x) = I (x + 1) steht. Von den be-
sonderen Funktionswerten:

haben wir einige Male Gebrauch zu machen.)

Die genannte Konvergenzbedingung ist bei den hier in Betracht
kommenden hypergeometrischen Reihen durchweg erfiillt. Setzen wir
demnach zundchst in der zweiten Formel (9) fir J den Wert 1 ein,
so ergibt sich aus (13) und (14):

1) Vgl. GauBB ,Werke*“, B. 3 S.148 Formel (52) und S. 146.
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Damit der Koeffizient BO in der zweiten Gleichung (7) eindeutig be-
stimmt ist, setzen wir fest, dal langs des zwischen w= p und w =i
gelegenen Stiickes des Einheitskreises der w-Ebene J 3 reelle Werte
haben soll. N&hern wir uns l&ngs dieses Kreisbogens dem Punkte w = i
an, so ist bei w= i zu setzen *7=1, =1, = {12(2),
so daB die Formeln (7) fur den Wert w = i die nachfolgende Gestalt
annehmen:

Nun berechnet man aus (13) und (14):

Tragen wir diese Werte und zugleich den fir ii2(1) berechneten Aus-
druck in die soeben fir AO und BO angegebenen Gleichungen ein, so ge-
langen wir zu folgendem Ergebnis: Die beiden numerischen Konstanten
A0, BO in den auf die Umgebung von J = 0 bezogenen Darstellungen (7)
der normierten Perioden als hypergeometrischer Funktionen von J haben
die folgende Bedeutung:

Eine Bestédtigung dieses Ergebnisses kdnnen wir noch aus der von
GauB a a 0. unter (54) S. 148 angegebenen Relation:

entnehmen. Auf Grund derselben liefern die Gleichungen (15):

Das gleiche Ergebnis gewinnt man aus den Gleichungen (7), indem
man zunéchst aus der ersten:

ableitet und sodann die aus dem Quotienten beider Gleichungen ent-
springende Relation:

nach w differenziert sowie weiter mit Hilfe der Gleichungen (11) und
(12) S. 317 und der eben angegebenen Relation (16) umgestaltet.



Zweiter Abschnitt.

Grundlagen der Theorie der elliptischen Funktionen
zweiter Stufe.

Wie bereits in der Einleitung zum ersten Abschnitte, S. 117, be-
merkt wurde, ist die Gestalt der Theorie der elliptischen Funktionen bei
GauR, Abel und Jacobi verschieden von der WeierstralRschen Ge-
stalt dieser Theorie, deren Behandlung der erste Abschnitt gewidmet
ist. Wir bezeichneten die GroRen der Weierstralschen Theorie als
Funktionen der ersten Stufe und sahen ihren Charakter darin, daR bei
ihrem Aufbau ausschliellich ,rationale Invarianten* der zugrundeliegen-
den Verzweigungsform benutzt wurden. Der genannten &lteren Gestalt
unserer Theorie liegen demgegeniiber Normalgestalten der Verzweigungs-
form zugrunde, deren Koeffizienten sich spéaterhin im Sinne der linea-
ren Invariantentheorie als ,irrationale* Invarianten erwiesen haben.

Es entspricht einer wiederholt gemachten Erfahrung, dal wir betreffs
des gegenseitigen Verhaltnisses der neueren und alteren Gestalten der
Theorie der elliptischen Funktionen vermittelst des Integrals erster
Gattung u und seiner Perioden w1, w2 zu der klarsten Auffassung ge-
langen. Dieselbe ist in dem arithmetisch zu formulierenden ,,Stufen-
prinzip* von Kleinl enthalten, welches die terndre Gruppe I (u whe-
treffen wird, die wir S. 319 aufstellten. Im Sinne Kleins sind die
GroRen der &lteren Theorie als elliptische Funktionen bzw. Modulfunk-
tionen der ,zweiten* Stufe zu bezeichnen; jedoch greifen sie gelegentlich
in die vierte Stufe hindber.

Die grundsétzlichen funktionentheoretischen Auffassungen des ersten
Abschnitts, die sich auf Cauchy und namentlich auf Riemann griinden,
kénnen natdrlich durch eine verdnderte Gestalt unserer Theorie weder
verandert noch erganzt werden. Unser Ziel wird vielmehr nur sein, in
diese Auffassungen die &ltere Theorie mit ihrem eigentlimlichen analy-
tischen Charakter einzufiigen. In den Bezeichnungen schlieRen wir uns
meist an Jacobi an, da dessen Bezeichnungsweise sich durch bald
neunzigjahrigen Gebrauch eingebirgert hat.

1) S. die S. 117 genannten Nachweise.
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Erstes Kapitel.

Die Normalgestalten zweiter und vierter Stufe der Yer-
zweigungsform und der elliptischen Integrale.

Wenn auch clie in der &lteren Theorie der elliptischen Funktionen
auftretenden Normalgestalten der Integrale keineswegs allein durch li-
neare Transformation der Variabelen z tatsédchlich gewonnen worden
sind, so kann man doch gleichwohl durch ausschlieB8lich lineare Trans-
formationen zu ihnen allen gelangen. Durch Einschrankung auf solche
Transformationen gelingt es aber, der Entwicklung einen einheitlichen
und abgeschlossenen Charakter zu verleihen. Die nachfolgende Dar-
stellung schliet sich unmittelbar an die Entwicklungen von S. 118ff.
an. Die neu hinzutretende Idee ist, daB wir neben den rationalen nun
auch irrationale Invarianten der Verzweigungsform zulassen wollen.
Die einfachsten unter ihnen liefern uns diejenigen Normalgestalten der
Integrale, welche wir als zur zweiten und zur vierten Stufe gehdrig be-
zeichnen werden, und die eben die Integralgestalten der alteren Theorie
sind.

8 1. Die einfachsten irrationalen Invarianten der
Verzweigungsform.

Die S. 119 eingefuhrte ,,Verzweigungsform“ der zweiblattrigen Rie-
mannschen Flache F2 Uber der £-Ebene:

fz = alz* + 474*2 + 6a2\z\ + 4azzxe\ + a'z*

hat die vier Verzweigungspunkte der F2, welche wir bei e, e@, ed3, ed
gelegen annehmen, zu Nullpunkten. Um die homogene Schreibweise kon-
sequent durchzufiihren, schreiben wir die einzelne Zahl als Quotienten
en:e” zweier Grofien e™ die wie die zu z%(vgl. S. 119) endlich sein
sollen und nicht zugleich verschwinden dirfen. Das einzelne Wertepaar
e™ effi ist dann natirlich durch die Verzweigungsform f2 nur erst bis
auf einen endlichen, von 0 verschiedenen gemeinsamen Faktor vk be-
stimmt. Setzen wir zur Abklrzung:
ZXe2—122ex = (z, €)
und schreiben die Linearfaktorenzerlegung der Form fz:

fz= (% e@) (z e")(z, eQ) (z, e,
so sind Uberdies, falls wir nachtréglich die vier GroRenpaare e\ &> um
vier Faktoren vk &ndern wollen, diese Faktoren an die Bedingung ge-
bunden, daR ihr Produkt gleich 1 sein muB. Denken wir die Linear-
faktoren wieder miteinander multipliziert, so ergeben sich die fiinf Koef-
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fizienten a0, alf .. adin Gestalt ganzer homogener Funktionen vierter
Dimension der e™ ety\. .., e\ und zwar sind diese Funktionen linear
und homogen in den beiden GroéRen e\ jedes der vier Paare. Bei
Zusatz von vier Faktoren des Produktes 1 bleiben diese Funktionen,
wie es sein muB, unverdndert.

Wie in (5) S. 119 substituieren wir nun an Stelle der zIf z2:

D et = dz[ —bei, %= —& + ak>
wo die ,,Determinante“ D = ad —hc der Substitution von null ver-

schieden sein soll; wir konnen diese Substitution auch umgekehrt
durch:

geben. Die Austibung der Substitution (1) auf ft liefert:

wobei sich die finf Koeffizienten ao, - - -, a4 der transformierten Form
mit Hilfe der Substitutionskoeffizienten linear und homogen in den ur-
sprunglichen Koeffizienten a0, . . ., a4 darstellen. Der Begriffsbestimmung
einer rationalen Invariante der Form fz, wie sie S. 120 gegeben wurde,
liegt diese Darstellung der &0, ... ., a[ in den a0, ... a4 zugrunde.

Wir konnen nun die Transformation (1), statt sie unmittelbar auf
f. anzuwenden, auch auf die vier Linearfaktoren (z, e) einzeln ausiben.
Dabei ergibt sich:

Setzen wir also der Substitution (1) entsprechend:

©)] e' = aex - he2, e2= cet - de3,

so gilt (z,€) = (z'.e"), wo rechts die ,transformierte Linearform* steht.
Das Produkt der vier transformierten Linearfaktoren oder Linearformen

ist dann natirlich gleich >, so dafl sich die Koeffizienten &0, ..., @4
nach demselben Gesetze aus den vier GréRenpaaren e[, 2 aufbauen wie
die a0, ..., adaus den vier Paaren el} e2.

Die vier Paare e™\ ¢ erfahren zufolge (3) ein und dieselbe Trans-
formation, sie sind nach der Sprechweise von S. 310 ,,kogredient”. Der
aus irgend zwei Paaren hergestellte Ausdruck:

(€@ () = () —ee[K
geht demnach bei Auslibung der vorgelegten Substitution in sich selbst,
multipliziert mit der ersten Potenz der Substitutionsdeterminante, Uber:
€(), *>) = D me, e«).
Indem wir den S. 120 gegebenen Begriff der rationalen Invariante
einer Form auf den Begriff der rationalen ,simultanen* Invariante eines
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Systems von Formen, die gleichzeitig einer linearen Transformation unter-
worfen werden, ausdehnen, erkennen wir in (e(), e”) eine einfachste
simultane Invariante der iten und der kteQ Linearform. Da i und k ver-
schieden sein missen, falls diese Invariante nicht identisch verschwin-
den soll, so haben wir abgesehen von einem Zeichenwechsel die sechs
Invarianten:

(4) (W eQ) EW e&), (e*\ (e, eW), (««, eh), (W, e3)

Unter den simultanen rationalen Invarianten aller vier Linearformen
wollen wir nun diejenigen auszeichnen, welche in den beiden GréRen
e 4~ jedes der vier Paare homogen von einer und derselben Dimen-
sion 6 sind. Eine solche Invariante wird unverandert bleiben, wenn
wir unsere GrolRenpaare um vier Faktoren \k des Produktes 1 &ndern.
Hierdurch kommt bereits zum Ausdruck, dal die Invariante allein von
den Koeffizienten a0, ..., a4 der Form fz abhéngt. In der Tat hangt
zunachst der Quotient der Invariante und der dteu Potenz eines nicht-
verschwindenden unter den Koeffizienten a0, . . ., a4 allein von den vier
Quotienten e = e :e” ab; diese aber sind als Wurzeln der biqua-
dratischen Gleichung fz= 0 irrationale Funktionen der ao, . .., a4 allein.
Eine simultane Invariante der vier Linearformen, welche in den gk ew
jedes Paares homogen von ein und derselben Dimension Oiist, heifRt dieser-
halb eine ,,irrationale* Invariante der Verzweigungsform fz; wir nennen
sie insbesondere eine ,,ganze* irrationale Invariante von fz, wenn sie eine
,.ganze* rationale Funktion der e djfi ist.

Wir kénnen nun aus (4) unmittelbar folgende drei einfachsten ganzen
irrationalen Invarianten von fz hersteilen:

(5) L= (dx eM)(d*\ e), e@)(eW eQ), (e«, eW)(c(s), ™>);
dieselben sind nicht voneinander unabhdngig, vielmehr zeigt eine ein-
fache Rechnung, dafl folgende Relation besteht:
(6) L+ M-t-N=0.
Bei Ausiibung einer linearen Substitution &ndern sich diese Invarianten
um das Quadrat der Substitutionsdeterminante:

L'=D2, M' = D2M, N' = D*N.

Wir fanden oben (S. 134) vier eine Vierergruppe (x4 bildende (nicht-
homogene) lineare Substitionen, welche das System der vier Punkte
in sich Uberfiihrten; den drei von der identischen Substitution verschie-
denen Substitutionen dieser entsprachen die drei Arten, die vier
Punkte €¥ zu Paaren zu permutieren. Schreiben wir die einzelne dieser
Substitutionen homogen und ,,unimodular® (S. 120), so sind ihr gegenUber
die L, M, N absolut invariant. Dies Ergebnis ist rein kombinatorisch aus
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der Bauart (5) unserer Invarianten verstdndlich. Tauscht man z B. die
oberen Indizes 1 und 2 sowie gleichzeitig die Indizes 3 und 4 aus, so
bleiben demgegenlber bei der Bedeutung der Symbole {ef\ e@ die
L, M, N unveréndert.

Wir wollen im Anschlisse hieran gleich noch die Wirkung der
Ubrigen Permutationen der vier Zahlenpaare €K auf die Ausdriicke
(5) feststellen, wobei es sich natirlich wieder um eine rein kombina-
torische Frage handelt, und zwar hier um eine solche, die mit den Sub-
stitutionen von z aufler Zusammenhang steht. Da die Permutationen
der eben genannten 6r4 die L, M, N unverdndert lassen, so kdnnen wir
nach einer beliebigen Permutation der oberen Indizes ohne erneute An-
derung der L,M,N noch diejenige Permutation der Gi ausiiben, welche
den Index 4 an die letzte Stelle versetzt.) Wir gewinnen demnach
bereits alle Anderungen der L, M, N} wenn wir nur die sechs Permu-
tationen der drei ersten Indizes austiben. Es hat nun z B. die Permu-
tation 2,3,1 folgende Abéanderung der Ausdriicke L,M ,N zur Folge:

d. h. sie permutiert einfach auch die L, M, N zyklisch. Wir stellen hier
gleich die Wirkung aller sechs Permutationen der drei Indizes 1, 2, 3
tabellarisch zusammen:

Hieraus geht der fir die Rechnungen des nichsten Paragraphen wichtige
Satz hervor, dal die drei Differenzen:

der Ausdriicke L, M, N gegeniiber den Permutationen der vier Grrofien-
paare gk eW ihrerseits die sechs mdglichen Permutationen erfahren.

1) Steht der Index 4 bereits hier, so ist eben die ,identische“ Permu-
tation aus der GK hinzuzufugen.
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Die Quotienten der L, M, N sind die einfachsten ,absoluten* ir-
rationalen Invarianten der Verzweigungsform fz. Versehen wir diese
Quotienten mit negativen Vorzeichen, so gelangen wir zu den sechs
,.DoppelverhdUnissen< der vier Punkte deren Invarianz gegenUber
linearer Transformation wohlbekannt ist. Ein erstes unter diesen Doppel-
verhaltnissen modge durch den negativ genommenen Quotienten von L
und M gegeben sein und durch A bezeichnet werden:

Die funf ubrigen Doppelverhéltnisse oder besser gesagt ,,Gestalten*
des Doppelverhdltnisses der vier Punkte €® lassen sich in der eben
angegebenen Gestalt A linear darstellen. In der Tat ergeben sich aus der
Relation (6) leicht die Gleichungen:

§ 2 Beziehung der irrationalen Invarianten der Verzweigungs-
form zu den rationalen Invarianten.

Nach (7) & 1 verschwindet die Summe der Invarianten A, M, N. Da-
gegen sind, falls wir die efk e” und damit die Koeffizienten a0, an ..., <&
der Verzweigungsform f, als frei veranderlich ansehen, zufolge einer
einfachen Rechnung die symmetrischen Funktionen:

G= MN+NA + AM, G3= AMN

der drei ganzen irrationalen Invarianten A, M, N nicht mit O identisch.
Diese G2 und G3 sind symmetrisch in den vier GroRenpaaren efl efk>
aufgebaut, da sie sich bei den Permutationen derselben nicht &ndern. Es
ist leicht einzusehen, daf wir in den G2, G3 bis auf numerische Fak-
toren unsere rationalen Invarianten g2,93 wiedergewonnen haben.

Man wolle némlich, unter k eine beliebige der beiden Zahlen 2
und 3 verstanden, Gk durch die kte Potenz von:

@ = 4142)e2M4)

teilen und gewinnt so in a0~kGk eine ganze symmetrische Funktion der
Wurzeln e)), e, e, &4 der biquadratischen Gleichung:

dabei treten im Ausdruck a0 kGk die &en Potenzen der Wurzeln e(l), .., eM\
aber keine hoheren auf. Hieraus folgt nach bekannten Sétzen Uber sym-
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metrische Funktionenl), da aO~kGk eine rationale ganze Funktion
hten Grades der Koeffizienten der eben genannten biquadratischen Glei-
chung ist; Gk selbst ist somit eine ganze rationale homogene Funktion
&er Dimension der funf GréRen a0) ax, ...,

Nach den Entwicklungen von S. 121ff. sind aber fur A= 2 und 3
die einzigen Uberhaupt existierenden rationalen ganzen Invarianten, ab-
gesehen von numerischen Faktoren, die in (10) S. 122 gegebenen gs, g3
Wir haben demnach die Ansétze:

unter ¢ und ¢' zwei numerische Konstante verstanden. Zur Bestimmung
der letzteren wahlen wir fz als Normalgestalt erster Stufe der Ver-
zweigungsform und setzen zu diesem Zwecke:

Fir die L, M, N erhalt man daraufhin:

sowie weiter fir die A, M, N mit Ricksicht auf die bei der Verzwei-
gungsform erster Stufe giltige Relation eq@) -- e@ + r@E = O:

Fiar 6r2 und G3 ergibt sich somit:

Auf der anderen Seite stellen sich g2 und gs in den e), €9, e@ auf
Grund der identischen Gleichung:

in den bekannten Gestalten:

dar. Der Vergleich mit den zuletzt fiur G2 und Gz angegebenenen Aus-
driicken ergibt den Satz: Die Beziehung zwischen den irrationalen In-
varianten L, M, N und den rationalen gi, gs ist die folgende:

Das Quadrat des Differenzenproduktes der vier Wurzeln d), BW, X3, 4
liefert die Diskriminante der Form f . Bedienen wir uns wieder
der homogenen Schreibweise, so wird L2-M2-N2 als ganze rationale
Invariante sechster Dimension in den a0, al} .. oA bis auf einen

1) Man vgl. z.B. Weber, ,Lehrbuch der Algebra“, 2. Aufl. (Braunschweig, 1898)
Bd. 1, S. 167.
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numerischen Faktor die Diskriminante A = g\ —27#| liefern missen.
Setzen wir demnach, unter ¢ eine neue numerische Konstante verstanden:

so ist ¢ leicht dadurch bestimmbar, da3 man fir g2 und g3 ihre aus
(1) folgenden Ausdriicke in L, m, N eintrdgt und fur L, m und A
irgendein spezielles, die Relation L + m + N = 0 befriedigendes Wert-
system eintragt. Man setze z B. ein M = L, N ——2L und findet,
dag2= 4X2gs= 0 wird, 4L6= c(4L28 und damit ¢ = Oer Zu-
sammenhang der irrationalen Invarianten L, M, N mit der Diskrimi-
nante A ist demnach:

Die vorstehenden Formeln gestatten auch die Beziehung zwischen
dem Doppelverhéltnis » und der absoluten rationalen Invariante J an-
zugeben. Setzen wir in Ubereinstimmung mit (9) S. 345 in die vor-
stehenden Gleichungen (1) und (2):

ein, so ergibt sich:

Diese Ausdriicke der g2,g3,A trage man in die Relation (16) S. 124
ein und gewinnt als Beziehung ztvischen dem Doppelverhaltnis A und der
absoluten rationalen Invariante:

Hierdurch ist 3 als eine rationale Funktion sechsten Grades von
» und umgekehrt » als eine sechsdeutige algebraische Funktion von J
erkannt. Dabei ist entweder aus der Herleitung der Gleichung (3) oder
auch unmittelbar aus ihrer Gestalt ersichtlich, daR die sechs Lésungen
dieser algebraischen Gleichung fur A bei gegebenem J sich aus einer unte>'

ihnen in den sechs verschiedenen Gestalten des Doppelverhaltnisses der
vier Funkte e{k\

darstellen. In der Tat Uberzeugt man sich leicht, daf} die in (3) fur J
gegebene rationale Funktion von i:

durch jede der sechs unter (4) genannten linearen Transformationen
von A in sich Gbergefihrt wird, so da3 der vorstehenden Gleichuna
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mit A alle sechs in (4) gegebenen A' geniigen. Diese sechs Substitutionen
bilden eine Gruppe G6der Ordnung 6, deren sogleich naher aufzuweisende
Struktur uns Ubrigens von S. 132 her bereits bekannt ist.

Vorher machen wir noch darauf aufmerksam, daR uns die hier vor-
liegende rationale Funktion sechsten Grades -/(A) und ihre inverse
algebraische Funktion A(J) bereits S. 64ff. ausfihrlich beschaftigt hat;
in der Tat ist die unter (5) S. 64 zwischen iv und z angesetzte Glei-
chung unmittelbar unsere hier vorliegende Gleichung (3). Die sechs-
blattrige Riemannsche Flache F6 tber der c7-Ebene, welche zur Funk-

tion A(J) gehort, ist da-
selbst n&her beschrieben,,
auch die Abbildung der F6
auf die schlichte A-Ebene
in Fig. 11, S. 65, die wir
hier als Fig. 65 reprodu-
zierthaben, dargelegt. Die
in Klammern gesetzten
Zahlen beziehen sich auf
die Werteverteilung von
J. Jedes der zwolIf Kreis-
bogendreiecke ist ein kon-
formes Abbild der einzelnen durch die reelle Achse abgetrennten fJ-Halb-
ebene (vgl. Fig. 10, S. 65); und zwar liefern dabei die sechs schraffierten
Dreiecke die Bilder der sechs ,,positiven” Halbblatter der F6.

Diese Figur, welche oben den Zweck hatte, den Zusammenhang
der Blatter der FC in einem schlichten Bilde darzustellen, gewinnt im
jetzigen Zusammenhang eine weitere Bedeutung. Irgendein vorgegebener
Wert J findet in sechs ,,homologen“ Punkten der schraffierten oder
der freien Dreiecke der Fig. 65 statt oder auch in sechs homologen
Randpunkten der Dreiecke, wenn es sich ndmlich um einen reellen
Wert J handelt. Je sechs solche ,,homologen” Punkte h&ngen vermége
der sechs Substitutionen (4) zusammen. Wir sind damit zu dem Satze
gelangt: Die in Fig. 65 gezeichnete Einteilung der A-Ebene in zwdlf ab-
wechselnd schraffierte und freie Kreisbogendreiecke wird durch die sechs
Substitutionen (4) der vorhin eingefilhrten Ggin sich tbergefiihrt. Man wolle
dies an den einzelnen Substitutionen (4) naher verfolgen. Erstlich bilden
die drei Substitutionen:

eine zyklische Untergruppe 6r3 aus elliptischen Substitutionen der beiden
Fixpunke A = = —p=x”" welche in Fig. 65 von je sechs Kreis-
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bogendreiecken umlagert sind, und in denen Ubrigens ¢7=0 gilt. Weiter
haben wir noch drei elliptische Substitutionen der Periode zwei:

deren Fixpunkte 7= 1, —1; A= 00, \ und A= 0, 2 sind. Man veran-

schauliche sich in Fig. 65 die Art, wie durch die einzelne dieser Sub-

stitutionen das Netz der zwolf Dreiecke in sich Ubergefihrt wird. In

den Fixpunkten jeder der drei zuletzt genannten elliptischen Substitu-

tionen der Periode zwei finden ubrigens die Werte J = 0o und ¢7=1 statt.
Um die 6r6in die allgemeinen Erdrterungen von S. 126ff. Giber end-

liche  Gruppen

linearer Substi-

tutionen einzu-

fugen, projizie-

ren wir die mit

ihrem Dreiecks-

netze versehene

7-Ebene stereo-

graphisch  auf

eine Kugelober-

flache. Wir denken zu diesem Zwecke die 7-Ebene horizontal angeordnet und

wéhlen die Kugel des Radius \ j/3 mit dem Mittelpunkte 7= -|, deren Ober-

flache also gerade durch die beiden Punkte A= —p+21hindurchzieht. Voll-

ziehen wir im Ubrigen die Projektion nach den allgemeinen Vorschriften

von S. 22 u. f,, so gelangen wir zu einer Kugelteilung, deren Natur durch

Fig. 66 dargelegt ist. Die drei durch A = —pz1hindurchlaufenden Kreise

der 7-Ebene werden drei groRte Kugelkreise, die die Oberflache in sechs

kongruente Kugelzweiecke zerlegen; die reelle 7-Achse wird der zu jenen

drei Kreisen orthogonal verlaufende grofte Kugelkreis, der jedes der eben-

genannten Zweiecke in zwei symmetrische Dreiecke zerlegt. Wie wir von

dieser Einteilung der Kugeloberflache in zwolf sphérische Dreiecke nach

den allgemeinen Entwicklungen von S. 132 (ber die Diedergruppen zu

unserer hier vorliegenden 6r6gelangen, ist nun leicht zu sehen. Im Sinne der

damaligen Erklarungen zeichnen wir in der zur reellen A-Achse ge-

horenden Diametralebene der Kugel das gleichseitige Dreieck der Eck-

punkte A = 0, 1, oo. Dann ist unsere G6der Substitutionen (4) einfach die

Diedergruppe 6réaller Kugeldrehungen, welchejenes Dreieck in sich tiberfiihren.
Die einfachste Gestalt unserer Diedergruppe G6gewinnen wir brigens,

wenn wir die Substitutionen (4) (nach den allgemeinen Vorschriften von

S. 128) mittelst der Substitution:
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auf ¢ transformieren. Dabei gelangen die beiden Fixpunkte der zykli-
schen 6r3 nach &€= 0 und { = oo, wéhrend die reelle A-Achse den Ein-
heitskreis der &Ebene liefert. Die Substitutionen der G6 rechnen sich
um auf die Gestalt:

Die Gleichung (3) aber nimmt die Gestalt an:

deren Invarianz gegeniiber den Substitutionen (5) unmittelbar ersicht-
lich ist.

Wir wollen auch noch den Begriff des ,,Diskontinuitétsbereiches*
(vgl. S. 233) auf unsere Gruppe G6anwenden und nennen zu dem Zwecke
zwei Punkte A und A', die durch irgendeine Substitution der G6 zu-
sammenhangen, beziglich dieser Gruppe ,,dquivalent”. Es ist ersichtlich,
dal wir aus irgend zwei nebeneinander liegenden Dreiecken der Fig. 65
einen Bereich (Doppeldreieck) zusammensetzen kénnen, der fir jeden Punkt
der A-Ebene einen und nur einen dquivalenten Punkt aufweist. Wir wéhlen
zu diesem Zwecke etwa die beiden Dreiecke der Ecken A= 0, * —p*1
Die Randpunkte dieses Doppeldreiecks sind dann freilich noch zu Paaren
einander dquivalent und gehen durch eine der beiden Substitutionen:

ineinander Uber. Das ausgewdhlte Doppeldreieck ist in Fig. 67 darge-

stellt, und es mogen etwa die stark markierten Randsticke dem Be-
reiche als zugehorig angesehen werden, die Rand-
punkte A mit einem von O verschiedenen positiven
imagindren Bestandteil jedoch nicht. Ein Diskon-
tinuitatsbereich der Gruppe G6 der Substitutionen (4)
wird durch das in Fig. 67 schraffierte Doppeldreieck
geliefert, dessen Werte A durch die Bedingung:

charakterisierbar sind, unter A den zu A konjugiert

komplexen Wert verstanden; gemal der getroffenen

Festsetzung darf in dieser Bedingung eines der Gleichheitszeichen nur dann

gelten, wenn A reell ist oder einen negativen imagindren Bestandteil hat.

Gilt es, in Zukunft unter den sechs Werten von A einen einzelnen zu be-

vorzugen, so wird es zweckmaRig erscheinen, immer den die Bedingung (6)
erfillenden Wert zu wahlen.

Fir die Normalgestalt erster Stufe der Verzweigungsform haben

wir friher die Wurzeln z durch ev ez, €3 00 bezeichnet. Bei der hier vor-
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gelegten beliebigen Gestalt f 8er Verzweigungsform haben wir die vier
Wurzeln z vorerst e(l) e@, e3, e@d genannt. Es handelt sich jetzt noch
darum, eine Bestimmung dariiber zu treffen, wie diese vier Wurzeln
den vorgenannten Wurzeln der Normalform erster Stnfe entsprechen
sollen, sofern wir A unmittelbar in den Wurzeln dieser Normalform fz
darstellen wollen. Als zweckmalig wird sich spéterhin folgende Zu-
ordnung der Bezeichnungen erweisen:

Fur die Darstellung des Doppelverhéltnisses A in den Wurzeln el, €2 3
der normalen Verzweigungsform erster Stufe folgern wir daraufhin aus (8)
S. 345 die Regeln:

8 3. Die Normalgestalt zweiter Stufe der Yerzweigungsform.

Die irrationalen Invarianten L, M, N bzw. die absolute irrationale
eInvariante A treten als Koeffizienten in einer neuen Normalgestalt der
Yerzweigungsform auf, welche wir als die Normalgestalt ,,zweiter Stufe"
bezeichnen werden. W ir gelangen zu dieser neuen Gestalt, wenn wir z
derart linear in z' transformieren, daf drei von den vier Nullpunkten
der transformierten Form fz bei z' = 0, 1 und « gelegen sind. Hier-
bei missen notwendig die vier Nullpunkte von fz unsymmetrisch be-
handelt werden, wodurch das Auftreten der irrationalen Invarianten be-
grindet ist.

Um zunéchst alle Moglichkeiten gleichméfig zu beriicksichtigen, ver-
stehen wir unter i, k, I, m irgendeine Anordnung der Indizes 1, 2, 3, 4.
Wir wollen alsdann z = ef) nach Z = 0, z= eR nach z'= 1, z= e
nach z'=oo0 durch lineare Transformation hinverlegen. Die lineare Sub-
stitution, welche dies leistet, ist eindeutig bestimmt und gegeben durch
die erste der beiden folgenden Gleichungen:

die zweite gleich zu benutzende Gleichung ist eine unmittelbare Folge
der ersten. Bei Einfilhrung der homogenen Schreibweise bedienen wir
uns zundchst eines Proportionalitatsfaktors p, indem wir:
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schreiben. Wir wollen p so bestimmen, daf die hiermit gegebene ho-
mogene Substitution ,,unimodular* wird (vgl. 120). Dies ist der Fall, wenn:

gilt; hierdurch ist p bis auf das Vorzeichen bestimmt, wir denken dieses
Vorzeichen beliebig, aber fest gewdhlt.
Aus (1) und (2) ergibt sich zunachst unmittelbar:

so dal} wir jetzt nur noch zu untersuchen haben, in welcher Weise sich
<€ e() in z\ und z\ ausdriickt. Jedenfalls gilt der Ansatz:

Tragen wir rechts die Ausdriicke (1) fir Zv z2 in den zLz2 ein, so gilt
in (A zo identisch:

Man gewinnt hieraus a und b am einfachsten, indem man zundchst
z= ¢ und sodann z = e einsetzt; es ergibt sich:

Bedienen wir uns der Abkiirzungen:

so konnen wir die beiden Gleichungen fir a und b mit Benutzung von
(2) in die einfache Form Kkleiden:

und also wird:

Die Multiplikation dieser Gleichung mit dem aus (3) hervorgehen-
den Ausdruck fiir das Produkt (z, ) (z, e@ (z, e™) liefert jetzt:

wo rechts die auf die neuen Variabelen transformierte Form gewonnen ist.

In den A, B haben wir nun in der Tat unsere ganzen irrationalen
Invarianten wiedergewonnen. Wahlen wir die Permutation i = 1, k = 2,
I —3, m= 4, so gilt direkt A =L, B= M, was wir zusammenfassend
durch (M, B) = (X, M) kennzeichnen wollen. Bei den Permutationen der
Vierergruppe (r4 bleiben nach S. 343 die L, M unverdndert. Gegentiber
allen 24 Permutationen der vier Indizes 1, 2, 3,4 erfahren die L, M
demnach im ganzen sechs Anderungen, welche in der Tabelle S. 344
zusammengestellt sind. Die sechs mdglichen Wertepaare A, B sind dem-
gemal die folgenden:
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Wir sind auf diese Weise zu folgendem Ergebnis gelangt: Als
Normalgestall ziveiter Stufe der Verzweigungsform bezeichnen wir:

dieselbe ist in sechs Gestalten mittelst linearer unimodularer Transfor-
mation erreichbar, insofern sich fiir die Koeffizienten A, B die sechs Dar-
stellungen (5) in den ganzen irrationalen Invarianten ergeben. Zu jeder
einzelnen dieser sechs Darstellungen (6) flihren von der zundchst vorge-
legten Form stets vier Substitutionen (1), welche aus einer unter ihnen durch
die vier Permutationen de)- Vierergruppe Gi: angewandt auf die Indizes
i, 5 I, m, hervorgehen. Schreiben wir die Gleichung (6) in der Gestalt:

so korrespondieren den sechs in (5) gegebenen Werten B die sechs
Gestalten, welche das Doppelverhéltnis A unserer vier Punkte ew, e@
e@©), ¢4 hat. Halten wir an der urspringlichen Erklarung (9) S. 345
von A fest, so ergibt sich diejenige Normalgestalt zweiter Stufe der Ver-
zweigungsform:

welche wir weiterhin bevorzugen werden.

Es mag noch gestattet sein, je die sechs besonderen Normalformen
(7) zu notieren, die im harmonischen und im &quianharmonischen Falle
eintreten. Im ersteren Falle sind die sechs Ldsungen A der Gleichung
(3) S. 347, dem Werte J = 1 entsprechend, zu Paaren einander gleich,
und zwar gleich —1, \ und 2. Setzen wir im Anschluf an Fig. 39,
S. 173, ex= —1, &= 0, e2=1 fiir die drei endlichen Nullpunkte der
Verzweigungsform erster Stufe ein und bedienen uns der Gleichung (7)
S. 351 zur Berechnung von A, so folgt als in (8) einzutragen A — |, und
tbrigens gilt:

Im harmonischen Falle berechnen sich als die sechs Gestalten der Verzwei-
gungsform ziveiter Stufe:

Im dquianharmonischen Falle ist J = 0, und die sechs A werden zu je
drei den beiden Werten —p+* gleich. Im AnschluB an Fig. 38, S. 171,
setzen wir ex=p, 2= 1, e3= p2 fir die drei endlichen Wurzeln der
Verzweigungsform erster Stufe, worauf die Gleichung (7) S. 351 als
in (8) einzutragen den Wert A = —p ergibt. Man fuhrt die Rechnung
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leicht weiter und findet: Im &quianharmonischen Falle sind die sechs
Gestalten der Verzweigungsform zweiter Stufe:

8 4. Die Normalgestalt vierter Stufe der Yerzweigungsform.

Die Yierergruppe 6r4 ist S. 131 ausfuhrlich behandelt, und zwar ohne
daBR betreffs der Auswahl der Variabein z irgendeine besondere Vor-
aussetzung gemacht war. Die Substitutionen der 6r4 bezeichneten wir
durch SO= 1, Si} S2, $s; die Fixpunkte
der drei letzteren Substitutionen St
mogen jetzt durch &N ¥ bezeichnet
werden. Wir fanden, dal der 6r4 ein
bestimmtes System wvon drei einander
orthogonal schneidenden Kreisen in
der Art zugehort, dal? die beiden Schnitt-
punkte je zweier unter diesen Kreisen
das Fixpunktepaar s(), ) einer zu-
gehorigen Substitution Si liefern. Die
betreffende Fig. 25, S. 131, ist hier als Fig. 68 mit der neuen Bezeichnung
der Fixpunkte reproduziert.

Unserer Verzweigungsform fz gehdrt nun eine solche Vierergruppe
6r4 von Substitutionen zu, welche die vier Nullpunkte der Form in der
bekannten Weise zu Paaren permutieren. Wir wollen jetzt eine dritte
Normalgestalt der Verzweigungsform f2 dadurch erkldren, daf wir die
Vierergruppe 6r4 mittelst einer linearen Transformation auf ihre ein-
fachste Ausdrucksform bringen. Zu diesem Zwecke verstehen wir unter
i irgendeinen der sechs Indizes +1, £2, +3 und wollen eine neue
Variabele z' so einfuhren, dal3 z = undz=  *1die Werte z = 0 bzw.
z' = oo liefern. Unter den vier dann noch verfuigbaren Indizes wéhlen
wir P beliebig und verlangen weiter, da dem Werte z = €* der Wert
z' = 1 der neuen Variabelen entspricht. Diese Bestimmungen, welche,
wie man sieht, in 6 -4 = 24 Weisen durchfiihrbar sind, legen die aus-
zulbende Substitution eindeutig fest, und zwar in der Gestalt:

Um diese Substitution homogen zu schreiben, spalten wir nicht nur
die Variabelen, sondern auch die Werte € je in Quotienten zweier Ver-
héltnisgroen £1? €2 und bedienen uns der bisherigen symbolischen Be-
zeichnungen (z, AN, ... Im Ublichen Sinne. Unter Aufnahme
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eines Proportionalitatsfaktors v zerlegen wir alsdann die eben gege-
bene Substitution in:

@) d=v €Nz eQ, 72= v (M el) ¢ 9

und missen, um hier eine unimodulare Substitution zu haben, v auf
eine der beiden Arten aus:

) V20 «, e () e») (N ) =1
berechnen.

In der £'-Ebene, die wir unter Fortlassung des oberen Index gleich
wieder als "-Ebene bezeichnen, sind nun die drei Kreise der Fig. 68
einfach die reelle Achse, die imagindre Achse und der Einheitskreis. In
der transformierten Gestalt besteht somit die Vierergruppe 6r4 aus den
vier Substitutionen:

3) z'’==%z, 7'M +17'1

Statt die 24 Arten, diese Gestalt der 6r4 zu gewinnen, nebenein-
ander zu betrachten, kénnen wir Gbrigens auch in der Weise verfahren,
daB wir eine Art bevorzugen und hinteiher diejenigen 24 Substitutionen
charakterisieren, welche von der bevorzugten neuen Variabelen zu allen
24 gleichberechtigten hinfuhren. Dieser Ansatz nimmt eine besonders
einfache Gestalt an, wenn wir die neue O-Ebene genau unter Einhal-
tung der Vorschrift von S. 22 auf eine Kugeloberflache projizieren.
Auf dieser Kugelflaiche sind dann die Fixpunkte 0, oo, + 1, + i der
Substitutionen (3) unser 6r4 die Ecken eines mit der Kugel konzentri-
schen Oldaeders. Die nach dem allgemeinen Ansédtze von S. 130ff. herzu-
stellende ,,Oktaedergruppe®, d. h. die Gruppe aller derjenigen Kugeldre-
hungen, bei denen jenes Oktaeder mit sich selbst zur Deckung kommt,
liefert uns dann gerade die 24 hier gesuchten linearen Substitutionen
von e. Wir kénnen diese 24 Substitutionen in folgender Art zusammen-
fassend schreiben:

und fligen noch einige Angaben Uber die Struktur der Oktaedergruppe
hinzu. In dieser 6r24 sind zunéchst drei zyklische Untergruppen Gl ent-
halten, deren einzelne aus den Drehungen um zwei gegenulberliegende
Oktaederecken bestehen; so gehért z. B. zu den beiden diametralen
Punkten z = + 1 die 6r4:

Weiter haben wir vier zyklische Untergruppen Q3, deren einzelne neben

der identischen Substition die Drehungen um zwei gegenuberliegende
23*
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Seitenmitten des Oktaeders enthdlt; ein Beispiel eines solchen Paares
von Seitenmitten wird von den beiden Werten:

geliefert, die zugehorige zyklische 6r3 besteht aus:

Endlich folgen noch sechs zyklische Untergruppen 6r2, deren einzelne
neben der identischen Substitution die Drehungen um zwei diametrale
Kantenmittelpunkte des Oktaeders umfalit; ein Beispiel wird von den

beiden Kantenmittelpunkten z — 1+ ]/2 geliefert, die zugehorige G2
besteht aus den Substitutionen:

Die Yierergruppe 6r4 der Substitution (3) ist selbst in der Oktae-
dergruppe 624 als Untergruppe enthalten. Selbstverstdndlich kann man
auch durch direkte Rechnung leicht zeigen, daR die Yierergruppe 6r4
durch Transformation mittelst jeder der 24 Substitutionen (4) in sich
Ubergefiihrt wird.D)

Durch eine erste unter den 24 Substitutionen, welche die zur an-
fanglich vorgelegten Form fz gehtérende 6r4 in ihre einfachste Gestalt
(3) transformieren, werde der erste Nullpunkt e()) jener Yerzweigungs-
form in den Wert z —p der neuen Yariabelen Ubergefiihrt. Die ge-
samten 24 Substitutionen, welche die Normalgestalt (3) der Yierergruppe
hersteilen, liefern dann an Stelle von e() 24 Werte, welche aus jenem
ersten Werte p wieder durch die 24 Substitutionen (4):

zu berechnen sind. Jedoch erhalten wir hierbei nur sechs wesentlich, d. h.
in Ansehung der Lage ihrer Nullpunkte, verschiedene transformierte
Yerzweigungsformen, da je vier unter den 24 Werten (5) als die
vier Nullpunkte einer einzelnen transformierten Form zusammengehdren.
In der Tat entstehen aus dem einzelnen Werte p' durch die vier in
der Gu enthaltenen Substitutionen der Yierergruppe als vier Nullpunkte
einer transformierten Form z= + y', + p'~y.

1) Die Vierergruppe wird dieserhalb als eine ,,ausgezeichnete* Untergruppe der
Oktaedergruppe G bezeichnet; man vgl. iibrigens betreffs der Struktur und Dar-
stellung der Oktaedergruppe Klein, ,Vorlesungen {ber das lkosaeder®, (Leipzig,
1884) S. 15.
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Wenden wir die unimodulare Substitution (1) an, so hat hiernach
die transformierte Form die Gestalt:

—m )Oi + p*0i — P-1%(*1 + w 17),
wenn a6 der Koeffizient von z\ in der transformierten Form ist. Um
die homogene Schreibweise vollig durchzufiihren, setzen wir p = pl:p2
und schreiben als weitere Bedingung fir die Bestimmung der Verhéltnis-
groflen py, u2 vor:

% - i,

wodurch die pl} py2 bis auf eine Potenz der imagindren Einheit i als
gemeinsamen Faktor bestimmt sind; diese Potenz sei beliebig ausge-
wahlt.  Wir gelangen auf diese Weise zu der mittelst einer unimodularen
linearen Substitution erreichbaren Normalgestalt:
(6) f*= 01*1 - =4)0?*? - /41%1),
die wir im Sinne der im folgenden Kapitel zu gebenden allgemeinen Er-
klarungen als die Normalgestalt ,vierter Stufe der Verzweigungsform zu
bezeichnen haben.

Schreiben wir die Substitutionen (3) der Q4 homogen und unimodular
(unter beliebiger Auswahl des bei der einzelnen Substitution dann noch
verfugbaren Vorzeichens), so wird die Normalform (6) diesen Substitu-
tionen gegeniiber unmittelbar in sich transformiert, wie man leicht fest-
stellt. Gegeniber allen 24 entsprechend homogen und unimodular ge-
schriebenen Substitutionen der Oktaedergruppe erhalten wir also trotz
der 24 verschiedenen Gestalten (5) von u nur sechs verschiedene Normal-
gestalten (6) vierter Stufe der Verzweigungsform.

Sehr leicht sind die Beziehungen zwischen py, p2 bzw. p und den
rationalen Invarianten hergestellt. Berechnen wir auf Grund der Regeln
(10) S. 122 die ganzen rationalen Invarianten g2, gs fiir die Form:

so ergeben sich fur 12g2 und 216”s sehr leicht folgende Ausdriicke
in yy, u2

Fir die Diskriminante A = g\ —27g\ findet man hieraus die Beziehung:

Tragen wir diese Ausdriicke fur g2, gz, A in die Proportion (16) S. 124
ein, so ergibt sich als Beziehung zivischen p und der absoluten rationalen
Invariante J:
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Wir haben damit die sogenannte ,,Oktaedergleichungu gewonnenl), deren
24 Losungen p bei gegebenem J sieb in einer unter ihnen durch die
24 Oktaedersubstitutionen (5) darstellen.

Auch zur absoluten irrationalen Invariante A ist p leicht in Be-
ziehung zu setzen. Berechnen wir A nach der Regel (8) S. 345 fur die
Form (6), so kann man das Resultat leicht wieder in die Gestalt einer
Proportion kleiden:

(10) A(N- 1) 1= 4p2:(p24D2:- @2- )2

Bei gegebenem A liegt hier eine biquadratische Gleichung fir p vor
(Gleichung der Vierergruppe), deren vier Losungen p sich in einer unter
ihnen in der Gestalt u' = + py, + u~1 darstellen. Der einzelnen unter
den sechs Gestalten des Doppelverhdltnisses A gehdren demnach immer
gewisse vier unter den 24 Ausdriicken (5) fur p zu, und zwar solche
vier y, die die Nullpunkte einer der sechs Verzweigungsformen vierter
Stufe zusammensetzen. Die sechs Gestalten der Verzweigungsform zweiter
Stufe sind in dieser Weise den sechs Normalgestalten vierter Stufe der
Verzweigungsform eindeutig zugeordnet.

Wir wollen noch die unimodularen Substitutionen ausrechnen, welche
die Verzweigungsform zweiter Stufe:

in der Art in diejenige vierter Stufe:

tberfiihren, daB die Relation (10) zwischen A und p besteht. Wir kénnen
dies z B. dadurch erreichen, da wir die vier Faktoren von fz=in der
eben angegebenen Reihenfolge denen von fz entsprechen lassen. Es ist
also zu setzen:

wobei, damit die Determinante 1 vorliegt, die Faktoren a und b die Be-
dingung befriedigen mussen:

Fir den zweiten Faktor (—z[ + ~) haben wir unter Einfihrung einer
dritten Konstanten ¢ den Ansatz:

Es ist demnach zu setzen:

woraus wir finden:

1) Vgl. Klein, a. a. 0., S. 60.
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Durch Multiplikation dieser Gleichungen ergibt sich bei Benutzung von
(11) fur c die Gleichung:

aus welcher sich c¢ bis auf das willkirlich zu wahlende Vorzeicheu be-
stimmt: man findet mit Benutzung von (8):

Der dritte Faktor von f> ergibt den Ansatz:

wo die neu eingefiihrte Konstante d, damit ff —fz wird, aus:

zu berechnen ist und also gleich gefunden wird. Die Gleichungen:

ergeben daraufhin mit Ricksicht auf die schon berechneten Werte von
a, b dfir L und M folgende Ausdriicke in den pi} p2:

woraus sich in der Tat die Relation (10) wieder ergibt. Als unimo-
dulare Substitution, welche die Verzweigungsform zweiter Stufe fz in die-
jenige vierter Stufe f. transformiert, haben wir somit die folgende geivcmnen:

%5. Die Normalgestalten zweiter und vierter Stufe der ellip-
tischen Integrale.

Das elliptische Integral erster Gattung hatten wir oben (S. 143)

flr beliebig gegebene Verzweigungsform fz in die homogene Gestalt:

gekleidet, in welcher das unter dem Integralzeichen stehende Klammer-
symbol das homogene Differential:
(z,dz) = zxdz2—z2dzr = —z\dz

ist, das S. 143 eingefiihrt wurde und sich daselbst gegeniiber jeder ,,uni-
modularen“ ~-Substitution als absolut invariant erwies. Durch solche
Substitutionen konnten wir aber fz auf die Normalgestalten zweiter
und vierter Stufe transformieren. Wir bezeichnen entsprechend als Nor-
malintegral erster Gattung ,,ziveiter Stufe(l das folgende:
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behalten uns jedoch vor, dasselbe unten noch mit einem von z unab-
héngigen Faktor zu versehen, und erinnern sogleich auch daran, daf
das Integral zweiter Stufe hier in einer unter sechs gleichberechtigten
Gestalten erscheint. Weiter ist eine der gleichberechtigten Gestalten
des Integrals erster Gattung vierter Stufe:

In nicht-homogener Gestalt konnen wir diese beiden Darstellungen
des Integrals erster Gattung so schreiben:

Das Integral vierter Stufe wollen wir noch mittelst der linearen Sub-
stitution :

transformieren, so dal? dasselbe unter Fortlassung des oberen Index bei
z' die Gestalt gewinnt:

Es wird kaum eines Hinweises bedirfen, dal die Variabein z in (1)
und (2) nicht identisch sind, aber natirlich linear voneinander abhéngen.
Das in (1) rechts stehende Integral:

das den sechs Werten des Doppelverhdltnisses A entsprechend in sechs
gleichberechtigten Gestalten angesetzt werden kann, wird auch als das
,.Riemannsche Normalintegral® bezeichnet, da dasselbe von Riemann in
seinen ,Vorlesungen (ber elliptische Funktionen“l) zugrunde gelegt
wird. Das in (2) gewonnene Integral:

hat die Gestalt des Legendreschen Normalintegrals erster Gattung,
das insbesondere auch in der Jacobischen Theorie der elliptischen Funk-
tionen benutzt wird. Aber man wirde die Jacobische Theorie nicht in
die richtige Beziehung zu den elliptischen Funktionen erster Stufe setzen,
falls man in dem letzten Integral das Legendre-Jacobische Normalintegral
erblicken sollte. Vielmehr entsteht das letztere durch Ausiibung der

1) Mit Zuséatzen herausgegeben von H. Stahl (Leipzig, 1899).
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quadratischen Transformation z = z'2 aus dem Integrale zweiter Stufe,,
wie unten darzulegen ist. Dagegen sollte das zuletzt angegebene Inte-
gral als das ,,Abelsche Normalintegral® bezeichnet werden; in der Tat
ist dasselbe von Abel in den ,Recherches sur les fonctions elliptiques“])
durch lineare Transformation gewonnen, und es werden a. a. 0. die ver-
schiedenen der Oktaedergruppe entsprechenden Gestalten von p be-
reits angegeben, welche natirlich nur sechs verschiedene Werte von g4
liefern (S. 356).

Die Beziehung der Integrale zweiter und vierter Stufe zum Nor-
malintegral erster Stufe (Weierstraschen Normalintegrale) ist aus den
Rechnungen der vorangehenden Paragraphen leicht festzustellen. Mit
Rucksicht auf die spateren Ausfihrungen Uber die Jacobische Theorie
haben wir diese Beziehung insbesondere fiir die zweite Stufe weiter zu
verfolgen. Wir nehmen die Bezeichnungen e(l) €A e, e@ fir die Null-
punkte einer zunéchst beliebig gegebenen Verzweigungsform fz wieder
auf und wéhlen in den Formeln von S. 351 ff. fur i,k,I,m, wie auch schon
S. 352 geschah, die Kombination 1, 2, 3, 4. Das in z’ geschriebene Inte-
gral zweiter Stufe gewinnt man dann nach S. 351 durch die Trans-
formation :

eine Gleichung, aus welcher mit Ricksicht auf den Ausdruck von A:

leicht noch die Folgerungen:

gezogen werden.

Ist nun f. die Verzweigungsform erster Stufe, so hatten wir derer
Nullpunkte bereits S. 351 in folgender Anordnung mit den e, ef) . ..
identisch gesetzt:

Indem wir diese Anordnung bevorzugen, gelangen wir von der ersten
Stufe aus zu einem ersten unter den sechs gleichberechtigten Normal-
integralen zweiter Stufe vermittelst der Transformation:

1) S. insbesondere Abel, ,,Oeuvres completes”, neue Ausgabe von Sylow und
Lie, Bd. 1, S. 459, Formel (9).
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wéhrend wir fir A auf die schon S. 351 angegebene Darstellung:

zuriickkommen. Fir fz ist entsprechend der Festsetzung (6) in die
Formeln, welche die irrationalen Invarianten erklaren, an Stelle der all-
gemeinen Gestalt der Verzweigungsform:

fz= (2 eU))0, e)0, &3)0, u4)
nunmehr die Verzweigungsform erster Stufe mit folgender Anordnung
der Faktoren einzutragen:

0 = 4*20i - e2*2Ox ~ 3")(*i - ei%):

Denken wir also die Transformation (7) homogen und unimodular ge-
schrieben, so wird sich fz in */, z2 so ausdriicken:

fs= <02- *D(Lei+
wobei fir L und M die Darstellungen gelten:

= —AM, M=> (e@) ¢R)EWe@) = 402- ¢f).

Fir ]/fz ergibt sich damit als Darstellung in den neuen Variabein:

Das Vorzeichen der rechts auftretenden Wurzel ]/e2—ei wollen wir vor-
erst beliebig, aber fest gewahlt denken und an der Auswahl weiterhin
festhalten.) Den im Nenner des Integrals stehenden Faktor ]/e2—ex
multiplizieren wir nach links hinauf. Das so entspringende Integral:

wollen wir endgultig als das Normalintegral erster Gattung zweiter Stufe
(in einer ersten unter den sechs Gestalten) erklaren. Wir gebrauchen fiir
dasselbe die Bezeichnung w, so daB dieses Integral unter Fortlassung
des oberen Index bei z' erklért ist durch:

Was die Integrale der beiden anderen Gattungen angeht, so mdégen
wieder nur fur die zweite Stufe einige Ausfihrungen angeschlossen
werden. Das Normalintegral zweiter Gattung erster Stufe:

hatte den Pol bei z = oo. Wir gelangen bei Gebrauch der bisherigen
Transformationen zu dem bei Legendre und Jacobi vorliegenden
Integrale, falls wir den Pol zundchst nach z = cx verlegen. Diesem

1) Unten (in § 4 des folgenden Kapitels) wird l/e2 — e, eindeutig fixiert.
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Zwecke dient die Formel (4) S. 152; dieselbe nimmt, wenn wir die Inte-
grale durchweg unbestimmt schreiben und flir fz die Verzweigungs-
form erster Stufe eintragen, die Gestalt an:

Die Funktion ®(¢, eJ hat nach S. 147 die Bedeutung:

bestimmt sich also, wenn wir flr f(z) seine Bedeutung eintragen, zu:

Durch Eintragung dieses Ausdruckes von ®((, ef) in das eben ange-
gebene Integral und Division mit ]/e2—el ergibt sich:

Transformieren wir nun das links stehende Integral auf Grund von (7),
(8) und (9) auf die der zweiten Stufe zugrunde liegende Aariabele Zz",
so folgt:

Das links gewonnene Integral ist das Normalintegral zweiter Gattung
zweiter Stufe, welches wir einfihren wollen; wir nehmen fiir dasselbe
die friihere Bezeichnung Z wieder auf und haben also unter Fortlassung
des oberen Index bei z' folgende Erklarung des Integrals Z\

dessen Zusammenhang mit dem Integral erster Stufe { durch (11) an-
gegeben ist.

Das in (5) S. 153 angegebene Normalintegral dritter Gattung erster
Stufe, welches unbestimmt geschrieben:

lautet, war unter der Voraussetzung gebildet, da t endlich und von
den ek verschieden war. Diese Voraussetzung, an der wir festhalten,
hat zur Folge, daf die beiden logarithmischen Unstetigkeitspunkte in
der zweiblattrigen Riemannschen Flache gerade Ubereinander liegen,
namlich an den beiden durch z —t gegebenen Stellen. Beim Ubergang
zur zweiten Stufe auf Grund der Transformationen (7) hat man zu setzen:
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so daf in der transformierten Riemannschen Flache die Unstetigkeits-
punkte bei z' = a U(bereinander liegen. Durch Multiplikation mit

d(u ]/e2—¢j), Integration und eine einfache Umformung ergibt sich:

Dieses Integral bezeichnen wir als Normalintegral dritter Gattung zweiter
Stufe; dasselbe modge entsprechend der friheren Bezeichnung wieder
durch das Symbol M gekennzeichnet werden, so daf® wir bei Fortlassung
des oberen Index an z':

zu schreiben haben.

Den sechs verschiedenen Gestalten des Doppelverhéltnisses A ent-
sprechen sechs verschiedene Arten, die Integrale der zweiten Stufe her-
zustellen, wie schon wiederholt hervorgehoben wurde. Wir gelangen
zu allen sechs Gestalten, wenn wir in den Transformationsformeln (3) ff.
die oberen Indizes der ea) permutieren. Mit Ricksicht auf die Invarianz
von A gegenilber den Substitutionen der Vierergruppe Gz, deren Substi-
tutionen (brigens, beildufig bemerkt, in der Variabein z der zweiten
Stufe die einfache Gestalt:

annehmen, gelangen wir bereits zu allen sechs gleichberechtigten Ge-
stalten, wenn wir in (7) und (8) die sechs Permutationen der unteren
Indizes an den el}e2 €3 vornehmen. Die sechs gleichberechtigten Varia-
bein z hangen dabei (ebenso wie die sechs Werte A) linear zusammen;
und ivir gelangen, wie man aus (7) und (8) leicht berechnet, zu folgen-
den sechs, den links angeschriebenen Permutationen entsprechenden Trans-
formationen :

die eine Gruppe G6 linearer Substitutionenpaare bilden.
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Will man die sechs Gestalten des Integrals w miteinander in Be-
ziehung setzen, so ist zundchst zu beachten, daf der unteren Grenze
00 des Integrals erster Stufe u bei allen sechs Integralen w die untere
Grenze z' = 0 entspricht. Da nun bei den Substitutionen (15) der
Wert z= 0 immer auch z' = 0 liefert, so werden die sechs Integrale
(mit den unteren Grenzen 0 angesetzt) zugleich verschwinden und also
bis auf Faktoren, die von z unabhdngig sind, gleich sein. Diese Fak-
toren sind zundchst mir bis auf das Vorzeichen bestimmt, da wir mit
der einzelnen linearen Substitution (15) immer noch einen Austausch
der Blatter der F2 und also einen ZeichenWechsel der Wurzel unter
dem Integralzeichen verbinden kénnen. Im brigen hat man zu beachten,
daB div = duye3—ex ist, und muB das Verhalten der rechts stehenden
Wurzel gegenliber den Permutationen der elf €3 es feststellen. Lassen
wir den Substitutionen (15) die Transformationen:

(16) w'=w, WYA, iw, iwYl —A, iwYk, w]/i —A
entsprechen und denlcen dabei /A, J/1 —A irgendwie eindeutig gewahlt, so
iviirde dadurch Uber die Blatterzuordnung bei den Substitutionen (15) eine

eindeutige Bestimmung getroffen sein.
Wollen wir etwa die dritte Gestalt des Integrals w direkt aus

dem Integral u hersteilen, so ist in (3), (4) und (5) einzutragen:
@an eW= 00, eQ=¢€l el =€ e@=e2
was folgende Transformation ergibt:

Die Form homogen und unimodular transformiert, liefert:

wobei fur L' und M' gilt:

A im Sinne von (19) gebraucht. Fir die Wurzel YT ist zu setzen:
so daB fir die neue Gestalt des Integrals erster Gattung zweiter Stufe

sich ergibt:

womit die unter (16) an dritter Stelle stehende Transformation w' = iw
wieder gewonnen ist.
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Auch beim Integral zweiter Gattung zweiter Stufe:

wollen wir noch die Wirkung der weiterhin besonders wichtigen dritten
Transformation (15) feststellen. Wir setzen, z5 A" und w' im Sinne
dieser Transformation gebraucht, an:

Nun zeigt man sehr leicht durch Differentiation die Richtigkeit der
Gleichung:

Multipliziert man diese Gleichung mit i und zieht sie alsdann von der
voraufgehenden Gleichung ab, so folgt:

Oie dritte Gestalt Z' des Integrals zweiter Gattung zweiter Stufe hangt
demnach mit der ersten Z wie folgt zusammen:

Zu demselben Ergebnis missen wir gelangen, falls wir die frag-
liche dritte Gestalt von Z sogleich vom Normalintegrale & aus mittelst
der Transformation (18) herstellen. An Stelle der Gleichung (11) tritt
alsdann unter Austausch von ex und c¢2 die folgende Gleichung fiir Z':

wo rechter Hand zur Vermeidung von Verwechslungen die der ersten
Stufe zugrunde liegende Yariabele zQgenannt ist. Der Pol dieses Inte-
grales entspricht der Stelle €2 der urspriinglichen Riemannschen Flache.
Die in die Gestalt:

umgeschriebene Gleichung (11) fuhrt, mit (21) kombiniert, leicht zur
Beziehung (20) zuriick.

§ 6. Die Legendreschen Normalintegrale.

Die bei Legendre und im Anschluf an ihn bei Jacobi vorlie-
gende Normalgestalt des Integrals erster Gattung stimmt &uRerlich ge-
nommen, mit dem Integral vierter Stufe Uberein. Wie indessen bereits
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oben (S. 360) hervorgehoben wurde und im ndchsten Kapitel néher dar-
zulegen ist, wirde man die bei Jacobi vorliegenden Entwicklungen
nicht in richtiger Weise an die Theorie der elliptischen Funktionen
erster Stufe anschliefen, wenn man das Integral vierter Stufe tat-
séchlich als das Legendresche Normalintegral auffassen wirde. Die Ein-
flhrung der Legendreschen Integrale hat vielmehr in folgender Weise
zu geschehen: Oie Normolintegrale der ziveiten Stufe v, Z und 17, die
wir etwa in ihren Gestalten (10), (12) und (14) 8§85 gegeben denkenr
gehen durch die quadratische Transformation:

Q) =7

in die hei Legendre und Jacobi zugrunde liegenden Integrale (ber:

Far 'YA, eine Grole, die wir unten als Modulfunktion vierter Stufe
eindeutig erklaren, wollen wir die Jacobische Bezeichnung k einfiihren.
Es ist dies die GroRe, welche in der alteren Theorie, d. h. bei den ellip-
tischen Funktionen zweiter Stufe, an Stelle der GroRe J der ersten Stufe tritt;
sie tragt entsprechend den Namen ,,Modul* oder genauer ,,Legendrescher**
oder ,,Jacobischer Integralmodulwas allerdings insofern unserem bis-
herigen Brauche widerspricht, als wir den Periodenquotienten w als
»Modul“ bezeichneten, die algebraischen Invarianten jedoch als Funktionen
dieses Moduls w auffal3ten.

Setzen wir Ubrigens noch yu = B und lassen bei z' den oberen
Index fort, so nehmen unsere Normalintegrale die Gestalt an:

Wir sind hiermit in der Tat zu elliptischen Integralen gelangt, bei denen
die fir das Normalintegral vierter Stufe charakteristische Gestalt der
Verzweigungsform vorliegt. Nur gehoren diese Integrale Gberhaupt nicht
mehr als solche zu unserem durch die urspringliche Flache F2 festgelegten
algebraischen Gebilde des Geschlechtes 1, vielmehr zu einem neuen Ge-



368 II, 1. Die Normalgestalten zweiter und vierter Stufe der elliptischen Integrale

bilde, ivelclies aus jenem, durch Zusatz der aus (1) hervorgehenden Funk-
tion z' =}/z entsteht. Die hierbei in Betracht kommenden algebraischen
Entwicklungen sollen zunéchst etwas weiter verfolgt werden; eine
allseitige und durchsichtige Darlegung der Verhéltnisse gewinnen wir
erst von der transzendenten Seite aus im néchsten Kapitel.

Indem wir z wieder als Variabele der Integrale zweiter Stufe be-
nutzen, wollen wir das Feld F der beiden algebraischen Funktionen
Yz(lI —z) (1 —kz), Vz oder, was auf dasselbe hinauskommt, des Funk-
tionenpaares /(1 —z) (1 —kz), }/z Uber der #-Ebene konstruieren. Das
Feld F ist Uber der 0-Ebene nur an den vier Stellen z = 0, 1, A*J oo
verzweigt. Dabei dndert ein einmaliger Umlauf um eine der Stellen 0

und oo die Funktion 18 im Zeichen, wahrend ]/(1 —z) (1 —kz) un-
veréndert bleibt; ebenso é&ndert eiz einmaliger Umlauf um eine der

Stellen 1 und A 1 die Funktion I\1—z) (1 —kz) im Vorzeichen bei
unveranderter Wurzel Yz. Somit ist an jeder der vier Stellen 0,1, A 100
jedes einzelne Blatt des Feldes F mit einem zweiten Blatte durch einen
zweiblattrigen Verzweigungspunkt verbunden, und vor allem ist F den

vier Zeichenkombinationen bei + Y0- —#) (1 — Az), + Y 8 entsprechend
eine zusammenhangende vierblattrige Flache F4 (ber der #-Ebene.
Wie diese F4 aus der urspriinglichen F2durch doppelte Uberlagerung
herstellbar ist, werden wir unten in sehr einfacher Weise darlegen.
Einstweilen gentgt es festgestellt zu haben, daR das Feld des Funk-

tionenpaares /(1 —z) (1 —kz), ]/z Uber der z-Ebene eine vierblattrige
Flache F4 mit acht, zu je zwei an den vier Stellen 0, 1, A1, 0o liegenden,
zweiblattrigen Verziveigungspunlden ist, deren Geschlecht p sich somit nach
der Hegel (4) S. 88 ivieder zu 1 berechnet.

Auf dieser F4 des Geschlechtes 1 ist nun z' =Y 8 eine ,,zweiwertige*
Funktion, welche demnach geeignet ist, die P erneut auf eine zwei-
blattrige Flache F2 abzubilden. Zum Unterschiede von der urspring-
lichen F2 wollen wir fir die eben erhaltene zweiblattrige Flache des
Geschlechtes 1 die Bezeichnung F2 zundchst beibehalten, lassen hin-
gegen den Index an der Variabein z' entsprechend der Schreibweise
@ der Integrale dieser F2 fort. Auf der F2 ist alsdann die Funktion

1—z2 (1 —kz2d = I\1—£2 (1 —k2Z2 eindeutig, so dal die vier
Verzweigungspunkte, welche die F2 als eine Fldche des Geschlechtes 1
besitzt, bei z= + 1 und z = + k~* gelegen sind. Vor allem haben wir
das Ergebnis gewonnen: Die Legendreschen Normalintegrale, als solche
der urspriinglichen Fléche F2 gedacht, sind die Normalintegrale vierter
Stufe (Abelschen Normalintegrale) der eben gewonnenen Flache F2 des
Geschlechtes 1.
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Schreiben wir, um die Integrale (3) auferlich mit den Integralen

vierter Stufe in Ubereinstimmung zu bringen,
MW=1=Yl,

so muf zwischen dieser Grofie p\ und dem geeignet gewahlten Doppel-
verhéltnis A1 der vier Verzweigungspunkte der  dieselbe Relation be-
stehen, welche wir unter (10) S. 358 zwischen u2 und » aufstellten.
Setzen wir aber, um die friheren Bezeichnungen der Verzweigungspunkte
fur die FO zu gebrauchen:

so ergibt sich:

womit die Relation (10) S. 358 in der Tat wieder gewonnen ist.

Ubrigens ist zu bemerken, daR weder Z noch M auf der F, ein
Elementarintegral im Sinne von S. 144ff. darstellt. Es hat namlich auf dieser
Flache z zwei bei z = oo Ubereinander liegende Pole erster Ordnung,
und 77 besitzt vier logarithmische Unstetigkeitspunkte, die zu je zwei
bei z = + & Ubereinander liegen.

Beildaufig erwéhnen wir noch Legend res eigene Bezeichnungen fiir
die drei Integrale (3)1):

Legendres ursprungliche Bezeichnung des Moduls ist also ¢ statt des
spateren -~k Uberdies ist {j = arcsin z als unabhéngige Variabele gedacht,
und die Integrale sind mit bestimmten Grenzen versehen. Endlich ent-
steht das Integral dritter Gattung aus dem Integrale (3) erst durch Be-
haften mit dem Faktor —g2 und es ist statt —g ~ 2 die Bezeichnung n

gebraucht. Fur —c2sin2p bedient sich Legendre der Abklrzung:
Die Bezeichnungen Legendres haben die Wahl der Jacobischen Be-
nennungen wesentlich beeinfluf3t.

1) S. dessen ,,Traite des fonctions elliptiques®. (Paris 1825), Bd. 1 S. 14ff.
Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 24
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Die Perioden der Integrale der beiden ersten Gattungen treten bei
Legendre zuerst in der Gestalt der sogenannten ,,vollstandigen Integrale*
auf. Um dieselben zu erkldren und mit unseren Perioden ow w2 von
u und v 2 von ¢ in die richtige Beziehung zu setzen, ist es uner-
laklich, fur die Wurzeln unter den Integralzeichen genaue Zeichendis-
kussionen anzustellen und also die beiden Blétter der Riemannschen
Flache F2 deutlich auseinanderzuhalten. Wir knipfen im Ubrigen die
Betrachtung an die Integrale der zweiten Stufe (von denen aus die
Legendreschen hernach leicht wieder erreicht werden) und bedienen uns
der yon Jacobi eingefiihrten, sehr verbreiteten Bezeichnungen.

In Fig. 38, S. 171, haben wir ein Bild der urspriinglichen zweiblatt-
rigen Riemannschen Flache, in welcher die Verzweigungsschnitte ST S2
$3 von den Punkten ev €2 es aus zum vierten Verzweigungspunkte oo
laufen. Zufolge der damaligen Entwicklungen gilt fiir die Perioden von u:

wo die Bahn des ersten Integrales das linke Ufer von S2 im oberen
Blatte, die Bahn des zweiten das rechte Ufer von S1 im oberen Blatte
in den durch die Integralgrenzen angegebenen Richtungen ist. Zwei ent-
sprechende Gleichungen gelten fiir die Periodenhdlften %, —j rjv wenn
wir nur u durch & ersetzen.

Aus -|w2 und |-wl gehen die entsprechenden Periodenhélften des
in (10) S. 362 gegebenen Integrals zweiter Stufe iv durch Multiplikation
mit ]/e2—ex hervor. Man bezeichnet diese Periodenhédlften von w mit
K und iK™\

Um diese Grofken direkt am Integral zweiter Stufe zu erkldren, missen
wir die urspriingliche Riemannsche Flache mittels der Substitution (7)
S. 361 transformieren.
Die neue F2 deren Va-
riabel wir sogleich
wieder z nennen, ist in
Fig. 69 dargestellt. Die
Verzweigungspunkte
liegen jetzt bei z = 0,
1, 00, A“1; in Klammern ist angedeutet, wie dieselben den Verzweigungs-
punkten der urspriinglichen Fléche zugeordnet sind. Die Verzweigungs-
schnitte Sx und S2 sind gerade gerichtet und verlaufen also langs der
reellen £-Achse.
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Aus der Erklarung der Periodenhalften durch die obengenannten
bestimmten Integrale ergibt sich nun zundchst:

wo das erste Integral am linken Ufer von S2im oberen Blatte, das zweite
am rechten Ufer von St im gleichen Blatte zu fUhren ist. Die auf der

F2 eindeutige Funktion ]/4# (1 —z) (1 —AQ) soll dadurch bestimmt werden,
dal wir y4C langs der Bahn des ersten Integrales reell und positiv
wahlen und fur Y(\ —z) (1 —Al) an der unteren Integralgrenze z = 0
den Wert 1 vorschreiben. Dann ist im zweiten Integrale ]/4# negativ
imaginér und ]/(1—¢)(1 —AQ) an dessen unterer Grenze wieder gleich+ 1

Wir wollen nun das zweite Integral mittelst der dritten Substitution

(15) S. 364 auf die entsprechende gleichberechtigte Gestalt Uberfiihren.
Hierbei gilt jedenfalls:

und die Grenzen werden z' = 0 und z' = 1. Treffen wir demnach die
Bestimmung, da langs der neuen Integrationsbahn y4{' wieder reell

und positiv ist und Y{\ —z")(I —A'z") an der unteren Grenze z' = 0
den Wert +1 hat, so ist mit Ricksicht darauf, dal das in der letzten
Gleichung rechts stehende Differential dz langs der fir K' geltenden
Integrationsbahn reell und negativ ist, in jener Gleichung das obere
Zeichen zu wahlen, so dafi:

zu gelten hat. Hieraus ergibt sich aber, wenn wir gleich wieder den
Index bei der Integrationsvariabelen z' fortlassen:

eine Gleichung, die derjenigen flr K genau entspricht.

Bei Ubergang zu den Legendreschen Integralen mittelst der be-
kannten quadratischen Transformation fiihren wir statt A wieder die Jaco-
bische Bezeichnung %2 ein. Zugleich schreiben wir:
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und haben damit die GroRe:

(7) K'= yr-1 2

gewonnen, welche in der alteren Theorie als der ,komplementére Inte-
gralmodul“ bezeichnet wird. Die beiden in (6) eingefiihrten Grofen K
und K\ d. h. die eine Periodenhélfte des Integrals zweiter Stufe w und
die durch i geteilte zweite Periodenhalfte, kdnnen mittelst der Legendreschen
Integrale erklart werden durch:

mit der Bestimmung, daf die Wurzeln an der unteren Grenze z = 0 der
geradlinigen Integrationsbahn tbereinstimmend gleich +1 sein sollen. Schrei-
ben wir nach Legendre:

so konnen wir die Gleichungen (8) auch in die Gestalt Kleiden:

Dies aber sind die sogenannten ,vollstandigen Integrale* Legendres.

Entsprechend gestalten sich die dlteren Bezeichnungen betreffend
die Perioden des Integrals zweiter Gattung. Das in (12) S. 363 ge-
gebene Integral, am linken Ufer von S2 im oberen Blatte der F2 von
z= 0 bis z= 1 erstreckt, liefert die der Groe K entsprechende mit E
bezeichnete Halbperiode:

Die Gleichung (11) S. 363 ergibt sofort:

woraus wir mit Benutzung der ersten Gleichung (6) folgern:

Die K" entsprechende Grofe E' gewinnen wir, wenn wir das Integral
(21) S. 366 unter Festbaltung der bisherigen Bestimmungen (ber

yV (I —z")(I —A'TC") geradlinig von z' = 0 bis z' = 1 ausfiihren:
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Die Integrationsbaiin entspricht derjenigen von 0 bis oo am rechten
Ufer des Schnittes im oberen Blatte der in Fig. 69, S. 370, darge-
stellten F2, welche fiur ¢ und u die Periodenhalften — und —"gx
liefert. Die genannte Gleichung (21) S. 366 %) ergibt somit:

woraus weiter mit Benutzung der zweiten Gleichung (6):

gewonnen wird. Die leiden GroRen E und E' stellen sich mittelst der
Legendreschen Integrale in der Gestalt:

dar, wo die Integrale langs der reellen Achse von z= 0 hisz= 1 zu
fuhren sind und die Wurzeln an der unteren Grenze Ubereinstimmend
den Wert + 1 haben sollen. Fihren wir wieder die Bezeichnungen ¢
und A ein, so entstehen Legendres ,vollstandige Integrale* der zweiten
Gattung:

Fur das Normalintegral (12) S. 363 zweiter Gattung ist nur erst
E eine Periodenhélfte, wogegen E' eine Periodenhdlfte des in (21)
S. 366 gegebenen Integrales Z' ist. Die auf die Gestalt:

umgerechnete Gleichung (20) S. 366 liefert jedoch als zweite Perioden-
hélfte far z sofort i (E' —K").

Die Folge dieses Umstandes ist, dal die ,Legendresche Relation®
(6) S. 160, auf K, K\ E und E' umgerechnet eine etwas kompliziertere
Gestalt annimmt. Berechnen wir aus (6):

und benutzen die Ausdriicke (11) und (13) von und so rechnet
sich die Relation (6) S. 160 um auf:

1) Die daselbst benutzte, der dritten Substitution (15) S. 364 entsprechende
Transformation di0'= i-0W hat zwischendurch ihre nahere Begriindung gewonnen.
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Dies ist aber in der Tat, in Jacobis Bezeichnungen geschrieben, die
ursprunglich von Legendre angegebene Relation.])

Zweites Kapitel.

Die elliptischen Funktionen zweiter Stufe.

Nach den algebraischen Vorbereitungen des vorigen Kapitels sind
wir nunmehr imstande, das von Klein2 aufgestellte ,,Prinzip der Stufen-
teilung” zu formulieren, welches uns gestatten wird, die Entwicklungen
der élteren Theorie der elliptischen Funktionen in ihrem Verhéltnis
zur Weierstralschen Theorie in einfachster Weise zu erfassen. Wir be-
handeln im vorliegenden Kapitel zunédchst die Funktionen der zweiten
Stufe als solche von u, ¢} «;2; weitere Ausflihrungen Uber die Modul-
funktionen zweiter Stufe folgen im néchsten Kapitel.

8 1. Das Prinzip der Stufeuteilung und der Begriff der elliptischen
Funktion ntor Stufe.

Die S. 319 symbolisch durch F uss>bezeichnete Gruppe aller Sub-
stitutionen der drei Variabelen u, 01(02:

u = u-p mimi -Fm202,
o[ = «Cjl+ R02,
w2= ywi + dw,,

unter ml, m2 beliebige ganze Zahlen und unter a, 3, y, 6 irgendwelche
vier ganze Zahlen der Determinante 1 verstanden, hatten wir S.318ff. dem
Begriff der doppeltperiodischen oder elliptischen Funktionen erster Stufe
zugrunde gelegt. Dieselben waren eindeutige homogene analytische
Funktionen von u, wl;w?2, welche gegentiber den Substitutionen der F uw)
entweder invariant oder doch in charakteristischerWeise kovariant waren.

Die Erweiterung dieses Funktionsbegriffes soll nun darauf beruhen,
da wir neben der Gesamtgruppe auch gewisse gleich né&her zu
bezeichnende Untergruppen der H“x) zulassen und dann auch solche
Funktionen in Betracht ziehen wollen, welche zwar im Ubrigen den Charakter
der Funktionen erster Stufe besitzen, jedoch erst gegeniber den Substitu-
tionen jener Untergruppen die Eigenschaften der Invarianz bzw. Kovarianz
besitzen.

Die Untergruppen, um die es sich fiir uns handeln soll, sind aber
folgendermalBen zu erklaren: Ist n irgendeine positive ganze Zahl, so

1) S. den ,Traite des fonctions elliptiques*, Bd. 1 S. 62 ff.
2) S. die Nachweise S. 117.
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bilden alle diejenigen Substitutionen von r*uw deren Koeffizienten die Kon-
gruenzeny befrledigen:

(1) wi= 0, m2=0, a=d=1, B=y=0 (mod. n),

eine Untergruppe der r*u> welche wir mit Klein als die ,,Hauptkongru-
enzgruppe der nten Stufell bezeichnen. Man wird in der Tat leicht be-
statigen, daf zwei die Kongruenzen (1) befriedigende Substitutionen,
miteinander kombiniert, stets wieder eine den Bedingungen (1) geniigende
Substitution liefern. Die Bezeichnung ,,Hauptkongruenzgruppe* wier Stufe
deutet an, dal neben ihr durch Kongruenzen modulo n noch andere
Untergruppen erklarbar sind; wir werden dies im Falle n = 2 unten
weiter auszufiihren haben.

Die eben eingefiihrte Benennung kann man auch auf die Gruppe
IX*) und die Modulgruppe gesondert anwenden. Innerhalb der r U
wird die ,,Hauptkongruenzgruppe ntel Stufe” von allen Substitutionen:

u' = u - mxW + m2a2
gebildet, bei denen die ganzen Zahlen mx, m2 die beiden ersten Kon-

gruenzen (1) befriedigen. Innerhalb der homogenen Modulgruppe F*
liefern alle Substitutionen:

Q= aal+ BB =701 doi2

deren ganzzahlige Koeffizienten die vier letzten Kongruenzen (1) er-
fullen, die ,,Hauptkongruenzgruppe wer Stufe“. Die so benannte Unter-
gruppe der !>.") entsteht dann einfach, indem wir jede Substitution
der einen der eben genannten zwei besonderen Hauptkongruenzgruppen
mit jeder der anderen zu einer terndren Substitution kombinieren.

Einen Diskontinuitatsbereich der in der F u* enthaltenen Haupt-
kongruenzgruppe «ter Stufe kénnen wir in einer ersten Gestalt sofort
angeben, da diese Untergruppe aus allen Substitutionen:

u*  u  m[-(ncof) -f m2(»0,)

besteht, in denen jetzt m[, m2 wieder beliebige ganze Zahlen sind. Ein
Biskontinuitétsbereich der fraglichen Untergruppe wird also z. B. durch
ein Barallelogramm der Ecken u = 0, no2 ncjx-f noj2, ncol geliefert,
welches, ivie man sofort Uberblickt, aus n2 Barallelogrammen des zur F u
gehtrenden Netzes zusammengesetzt werden kann. Wir wollen die An-
zahl n2 dieser Parallelogramme als unteren Index dem Symbol F an-
héngen und also die Hauptkongruenzgruppe ntei Stufe innerhalb der
JX) durch das Symbol F$ bezeichnen. Die durch Kongruenzen mo-

dulo n innerhalb der Modulgruppe jTerkl&drbaren Untergruppen sind

1) S. Uber*den Begriff der Kongruenz S. 281.
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in dem Werke ,,Modulfunktionen* Bd. 1, S. 387 ff. sehr ausfihrlich be-
trachtet. Der Diskontinuitatsbereich der Hauptkongruenzgruppe ntr Stufe
in der to-Halbebene setzt sich aus einer a. a. 0. S. 397 unter (7) ange-
gebenen endlichen Anzahl von Doppeldreiecken des zur FM gehéren-
den Dreiecksnetzes (vgl. Fig. 61, S. 291) zusammen.

Erst mittelst dieser Diskontinuitdtsbereiche kann man den Begriif
der ,elliptischen Funktionen der nten Stufe“ genauer umgrenzen. Eine
elliptische Funktion nter Stufe* soll eine eindeutige homogene Funktion
iI~(u | cij, c® ganzzahliger Dimension d der drei Argumente u, coj, @ sein,
die gegenliber den Substitutionen der Hauptkongruenzgruppe nter Stufe inner-
halb der r v invariant oder in gewisser Art kovariant ist; dieselbe soll
bei stehenden Werten «l? a2 eine analytische Funktion von u sein, die
im Diskontinuitatsbereiche der frei von wesentlich singuléren Stellen

ist und also die ganze u-Ebene abgesehen von der Stelle u = oo zum Felde
hat; es soll ferner:

IF(u W.0)=("-Im 1),

bei stehendem Werte von — eine analytische Funktion von ® sein, die

im Diskontinuitétsbereiche der Hauptkongruenzgruppe nter Stufe innerhalb
der Modulgruppe F <) frei von wesentlich singuldren Funkten ist und also
die positive co-Halbebene zum Felde hat. Einer ndheren Erlduterung be-
darf hierbei der Rand der positiven co-Halbebene, d. h. die reelle oo-Achse,
deren rationale Punkte der Halbebene zuzurechnen sind (vgl. S. 295).
Der Diskontinuitatsbereich der Hauptkongruenzgruppe wer Stufe ragt
an solche Punkte mit einer endlichen Anzahl von Spitzen heran (s. das
Netz der Dreiecke in Fig. 61, S. 291). Hier missen allgemein entspre-
chende Verhaltnisse vorliegen, wie wir sie bei den Funktionen erster
Stufe in der an den Punkt c= o0 heranragenden Spitze des Diskonti-
nuitdtsbereiches der Gesamtgruppe antrafen. Der an einen ratio-
nalen reellen Punkt @ heranragende Zipfel des Diskontinuitatsbereiches
der Untergruppe wird durch eine geeignete Exponentialfunktion (vgl.
die S. 299 ff. viel gebrauchte Funktion g2= e2niw) auf die schlichte Um-
gebung eines Punktes abgebildet; in diesem Punkte muR dann eben
die elliptische Funktion ntei Stufe, genau wie dies fir n = 1 im Null-
punkte der g2Ebene der Fall war, ihren analytischen Charakter be-
wahren oder doch nur einen Pol aufweisen.

Wahrend nun der allgemeine Fall der nten Stufe zu denjenigen
Entwicklungen hinfilhren wirde, welche in der alteren Theorie der
elliptischen Funktionen bei der Multiplikation, Division und Transfor-
mation nten Grades der elliptischen Funktionen sich ergeben haben, fin-
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den wir fir n = 2 nicht nur den Spezialfall der Multiplikation usw.
zweiten Grades, sondern wir gelangen, indem wir den Fall der zweiten
Stufe systematisch entwickeln, gerade genau zu der vornehmlich durch
Jacobi in feste Formen gefligten dlteren Theorie der elliptischen
Funktionen.

Es soll dies in der Anordnung entwickelt werden, dafl wir zunachst
die Abhéangigkeit der Funktionen von u bei stehenden c”, 02 betrach-
ten, also die ,,doppeltperiodischen Funktionen zweiter Stufe* untersuchen.
Hieran soll sich im nédchsten Kapitel die Besprechung der ,,Modulfunk-
tionen zweiter Stufe* anschlieRen.])

8 2. Die Kongruenzgruppen zweiter Stufe in der P *).

Die Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe P f ist nicht die einzige
Untergruppe der P"), welche wir durch Kongruenzen modulo 2 angeben
kénnen. Um die gesamten ,,Kongruenzgruppen zweiter Stufe* aufzustellen,,
bemerken wir, dafl es im ganzen vier mod. 2 inkongruente Typen von
Substitutionen der P M gibt, entsprechend den folgenden vier fir die
ganzzahligen Koeffizienten mx, m2 gulltigen Kongruenzen:

2 («,,«,) = (0,0), (1,0), (0,1), (1,1) (mod.2).»)
Nehmen wir die bereits S. 229 ff. benutzte Bezeichnung S fur die Sub-
stitutionen der P () wieder auf, so kénnen wir vier spezielle diesen Kon-
gruenzen genigende Substitutionen in den Gestalten:
SO(u) = W Stw) = W4- 0j, S2(U —M+Fra2, S3(u) —U—@BL—Q2
auswahlen. Die Pf) besteht aus den gesamten die erste Kongruenz (2)
erfillenden Substitutionen. Kombinieren wir die Substitutionen der P f
mit SIf so erhalten wir das symbolisch durch SxePf) zu bezeichnende
System aller Substitutionen der P f welche die zweite Kongruenz
(2) erfillen. Entsprechend finden wir fur die dritte und vierte Kon-
gruenz (2) die symbolisch durch S2«P f, S2mwP f zu bezeichnenden Sub-
stitutionssysteme. Die Gesamtgruppe P “) ergibt sich durch Zusammen-
fassung dieser einzelnen Systeme:

p“)= 1>+ stepf) + s2-P f + s3Pf).

Wir denken uns die Substitutionen der P *) dieser Zerlegung entspre-
chend in 4 Zeilen angeordnet..

1) Betreffs der dlteren Geschichte der Modnlfunktionen verweisen wir auf
das Referat Il B 4 (Automorphe Funktionen und Modulfunktionen) in der ,Enzy-

klopadie der mathematischen Wissenschaften*, Nr. 2.
2) Zur Abkirzung ist das Kongruenzenpaar:

ml = i, m2= Kk (mod. n)
in den Ausdruck (m,, m2) = (t, k) zusammengezogen.
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Man zeigt nun leicht, daf, wenn man aus zwei ,bestimmten unter
diesen vier Zeilen (die auch identisch sein dirfen) zwei ,,beliebige” Sub-
stitutionen herausgreift, durch deren Kombination eine Substitution einer
»bestimmten* dritten Zeile entsteht. So geben zwei Substitutionen aus
einer und derselben Zeile, kombiniert, stets eine Substitution der jFM d. b.
der ersten Zeile; ebenso liefern zwei Substitutionen, welche zwei ver-
schiedenen unter den drei letzten Zeilen angehéren, kombiniert, stets
eine Substitution der dritten Zeile (d. b. derjenigen Zeile, welcher die
beiden kombinierten Substitutionen nicht angehdren).

Nun ist selbstverstandlich, daf in einer durch Kongruenzen modulo
2 definierbaren Untergruppe der FM mit einer Substitution sogleich
die ganze ihr angeborende Zeile enthalten ist. Eine Gruppe, welche
zwei unter den drei letzten Zeilen enthdlt, umfalt nach den eben ge-
gebenen Darlegungen auch die dritte sowie natiirlich die FM; eine solche
Gruppe ist also mit der Gesamtgruppe FM identisch. Es bleibt dem-
nach nur die Mdglichkeit, eine einzelne unter den drei Zeilen St «FM,
S2¢FM, S3mW mit der rM zu je einer Untergruppe zu vereinigen.
So ergeben sich aufler der Hauptkongruenzgruppe J|U noch drei weitere
,.Kongruenzgruppen der zweiten Stufe* . .

rp +St-rp, ny+Sfiy\ >+3$.iy>,

ivclche wir zufolge (2) auch unmittelbar durch die Kongruenzen:

3) m2=0, mx= 0, mx= m2 (mod. 2)

erklaren konnen. Da wir alsbald erkennen werden, dal sich die Dis-
kontinuitatsbereiche dieser Untergruppen je aus zwei Parallelogrammen
mks urspringlichen Netzes der FM zusammensetzen lassen, so mdgen
die Untergruppen symbolisch durch FM bezeichnet werden und, wenn
wir sie voneinander unterscheiden wollen, genauer durch FM, HW FM.

Je zwei Substitutionen S{ und Sk der FM sind miteinander ver-
tauschbar, Si-Sk= Sk-Si} (vgl. S. 131). Wenn wir demnach auf Grund
der allgemeinen Regeln von S. 128ff. eine einzelne unserer Untergruppen
FM oder die FM vermittelst irgendeiner Substitution S der FM |, trans-
formieren®, so erweist sich hierbei die transformierte Gruppe mit der
urspriinglichen identisch:

SeFM +S-1= FM, SeFM .S-1= FM.
Man nennt dieserhalb jede der drei Kongruenzgruppen F” sowie die
Hauptkongruenzgruppe FM ,,m der Gesamtgruppe FM ausgezeichnet.

Anders gestalten sich indessen die Verhdltnisse innerhalb der ter-
naren Gruppe RAVK®), in welcher wir die FM als terndre Untergruppe
der Substitutionen:

u = u -f mx(ox -+ Wea, = 0], 0' = o,
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die Modulgruppe 'M aber als terndre Untergruppe:
u=u, ci = awi F Bw2 w2 =ywl+ doo2

aufzufassen haben. Transformieren wir jetzt eine beliebige Substitution
S(u)=u nuwl-f m2w2 der (%) vermittelst irgendeiner Substitution V
der I'(d so ergibt sich als transformierte Substitution S'= V-S-V~1
die folgende:

u= - (wxd—w2")Elf (—mth (- m2a)co2, ' —wl o' —w2

Die ganzzahligen Koeffizienten iw', m' von S' berechnen sich also aus
den mim?2 in der Gestalt:

m=moO— ¢ m2= m2a,
zwei Gleichungen, aus denen sich zufolge ad —Ry —1 umgekehrt:
=mxa - m'y, = + w'd

ergibt.

Hieraus folgt zunéchst, daR zwei gerade Zahlen mi} m2 immer auch
wieder gerade m[, m2 liefern, sowie daf ein willkirlich gewdahltes Paar
gerader Zahlen m[, m2 immer auch durch ein gewisses eben solches
Paar ml1, m2 geliefert wird. Fir die Hauptkongruenzgruppe gilt
demnach bei Transformation durch irgendeine Substitution V:

vy FF-1= 1),
so daB die Hauptkongruenzgruppe ziveiter Stufe JTM auch innerhalb der
ternéren Gruppe I'(“°«) ausgezeichnet ist.

Demgegeniiber werden die drei Gruppen Iy durch die Substitu-
tionen V ineinander transformiert. Die Art, wie dies bei der einzelnen
Substitution V geschieht, richtet sich nach den Resten, welche die
Koeffizienten a, B, y, d bei Division durch 2 ergeben. Da ad —By = 1
ist, so muB eines der Produkte ad und By gerade und eins zugleich
ungerade sein. Ist also mindestens eine der Zahlen R,y gerade (was drei
Félle liefert), so gilt a= d 1, (mod. 2); ist mindestens eine der Zahlen
a, d gerade (was wieder drei Falle ergibt), so gilt 8=y & 1, (mod. 2).
Wir finden so, daR sich die Substitutionen der modulo 2 auf
sechs inkongruente Typen reduzieren, welche wir symbolisch durch:

bezeichnen konnen; im nachsten Kapitel kommen wir hierauf ausfihr-
lich zuriick. Die Substitutionen VO des ersten Typus sind mod. 2 mit
der identischen Substitution kongruent und bilden in ihrer Gesamtheit
die Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe in der Modulgruppe M
Alle diese Substitutionen transformieren jede der drei einzeln in
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sich. Transformieren wir durch eine Substitution V1vom zweiten Typus,
so gilt fur die ganzzahligen Koeffizienten m1} m2 von S

= mi, m2= mx-f m2, (mod. 2).

Die drei Kongruenzen (3) ergeben somit:
mx= m2, m[= 0, m2= 0, (mod. 2);
wir finden somit als transformierte Gruppen:

In dieser Art findet man jedem der sechs inkongruenten Typen von
Substitutionen V entsprechend als eindeutig zugehorig eine der sechs
Permutationen der drei auch gelangen wir dabei zu allen sechs
Permutationen, d. h. keine zwei modulo 2 inkongruente Substitutionen V
liefern die gleiche Permutation. Die drei Kongruenzgruppen Df) werden
durch die Substitutionen der I () stets nur wieder ineinander transfor-
miert und erfahren dabei alle sechs Permutationen; man nennt sie des-
wegen innerhalb der ,.gleichberechtigt.

Will man die Diskontinuitdtsbereiche der in Rede stehenden Kon-
gruenzgruppen in einer Art einfiuhren, die der Gleichberechtigung der
drei Gruppen Df) entspricht, so knipft man zweckmaRig fur die Ge-
samtgruppe an das S. 167 eingefuhrte, der Relation:

entsprechende Tripel reduzierter Perioden «v w2 w3 an. Deutet man die
letzteren in der u-Ebene durch drei ,,Vektoren“, so bilden diese ein
Dreieck (vgl. Fig. 70), an dem die Reduktionsbedingung da-
durch zum Ausdruck kommt, daf dasselbe spitzwinklig oder
im Grenzfalle rechtwinklig ist. Von hieraus gewannen wir
durch fortgesetzte Ergdnzung von Dreiecken zu Parallelo-
grammen das die ganze endliche w-Ebene (iberspannende Drei-
ecksnetz der Fig. 52. S. 247-, und es entstand weiter das Sechs-
ecknetz der indem wir in allen Dreieckep die Mittellote der Seiten
(je bis zum Mittelpunkte des umschriebenen Kreises) zeichneten, wie
Fig. 51, S. 242 darlegt.

Fir die Hauptkongruenzgruppe Df) haben wir jetzt einfach ein
mit dem Dreieck der Fig. 70 &hnliches und &hnlich gelegenes Dreieck
der doppelten Seitenlédngen, d. h. ein Dreieck der drei ,,Vektoren* 2wv
202 2 3 -u zeichnen, welches aus vier Dreiecken des urspriinglichen
Netzes aufgebaut werden kann (vgl. Fig. 71). Die Wiederholung der be-
schriebenen Konstruktion im AnschluB an dieses grofere Dreieck fiihrt
dann zum Sechsecknetze der Df). Weiter zerlegt nun aber jede der drei
Mittellinien das groRe Dreieck in zwei Teildreiecke, von denen eines
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spitzwinklig ist oder beide rechtwinklig alsfallen.

Das spitzwinklige Dreieck oder ein beliebiges unter

den beiden rechtwinkligen fiihrt, der beschriebenen Kon-

struktion zugrunde gelegt, zum Sechsecknetze der zu-

gehorigen rj*>. Natirlich arten im Falle des recht-

winkligen Dreiecks die Sechsecke in bekannter Art

zu Rechtecken aus (vgl. S. 239). Beispielsweise ge-

langen wir zu der durch die zweite Kongruenz (3)

erklarten " *\ wenn wir .die zur Seite 2w2 des groRen

Dreiecks gehorende Mittellinie bevorzugen. Die drei

Seiten des Teildreiecks liefern dann die Vektoren 2wy, w2 —2wX— w2
bzw. 2«! + w2, w2, 2w3, beide Male in Ubereinstimmung mit der die
zweite Y>> erklarenden Kongruenz (3).

Die algebraischen Beziehungen zwischen der Gesamtgruppe 'M und
den Kongruenzgruppen zweiter Stufe begriindet man am einfachsten in
der Art, daB man an eine zweiblattrige Flache F2 mit vier endlichen
Verzweigungspunkten und auf ihr an zwei Querschnitte Qv @2 an-
kniipft, die nicht an die Verzweigungsschnitte herangezogen sind; Fig. 72

moge die Verhaltnisse veranschaulichen.
Die Funktion u bildet die zerschnittene
Flache auf ein (im allgemeinen nicht ge-
radliniges) Parallelogramm ab, dessen vier
Ecken uQ =u0+ w2, u2= u0-\ wy-\- w2,
% = uo+ wi den yier Zipfeln der F2ent-
sprechen, die im Schnittpunkte der Quer-
schnitte QI} Q2 zusammenstofRen.

Lagern wir nun zwei solche Parallelogramme wie in Fig. 73 an-
einander, so entsteht im vergrofRerten Parallelogramm der Ecken u0,
va F gj2, 0+ 20j (- 02, m0-F 20jj ein Diskontinui-
tatsbereich einer der drei Gruppen ' 2\ wobei die
Gegenseiten des Parallelogramms durch die Erzeu-
genden U = U - 2w1, U'—uU -H w2 aufeinander be-
zogen sind.])

Das Abbild dieses Diskontinuitatsbereiches uber
der O-Ebene, bei dessen Herstellung wir einander
zugeordnete Randpunkte zu verschmelzen haben, ist
nun aber leicht auch unmittelbar von der F, der

1) Wenn wir hier unter w15 w2 irgendein Paar primitiver Perioden verstehen,
ist die zum Diskontinuitatsbereiche der Fig. 73 gehdérende Gruppe nicht notwendig
die r[u wohl aber eine unserer drei Gruppen I\
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Fig. 72 aus zu gewinnen. Wir haben die F2nur erstlangs Q2 abernicht langs Qv
zu durchschneiden, zwei so vorbereitete Exemplare der F2 ibereinander zu
schichten und die Ufer der beiden Schnitte Q2 lber Kreuz aneinander zu
heften. Die entspringende F4 mit acht Verzweigungspunkten hat nach
der Regel (4) S. 88 selbstverstandlich wieder das Geschlecht p = 1;
ihre algebraischen Funktionen liefern uns, in Abhéngigkeit von u
betrachtet, die zur FM gehodrenden elliptischen Funktionen zweiter
Stufe.

Zufolge der voraufgehenden Entwicklungen kdénnen wir in der be-
zeichnten Art von der F2 aus zu drei verschiedenen ,gleichberechtigten*
Flachen Faufsteigen. Wollen wir von einer derselben, z. B. der eben be-
schriebenen F4zu der der Gruppe jp ~ zugehdrigen Riemannschen Flache
Uber der £-Ebene gelangen, so haben wir entsprechend zu verfahren.
Auf der F4 schliefit sich Qx erst nach zweimaliger Durchlaufung (natir-
lich in verschiedenen Blattern der F4. Man schneide die F4 langs dieser
geschlossenen Kurve auf, lagere wieder zwei solche F4 (bereinander und
hefte die Schnittufer ber Kreuz aneinander. So entsteht eine mit 16
Verzweigungspunkten ausgestattete F8 des Geschlechtes p — 1, welche
der ,,ausgezeichneten* Untergruppe FM entsprechend einzig ist.

Die weitere algebraische Behandlung dieser Flache bietet keine
Schwierigkeit und wirde uns (bei einer unter den drei F) zu den Be-
trachtungen von S. 368 unmittelbar zuriickfiihren. Indessen ist eine
unmittelbare Betrachtung der elliptischen Funktionen zweiter Stufe,
welche sich auf den Gebrauch der 6-Funktion aufbaut, vorzuziehen;
wir werden dabei die algebraische Theorie leicht zwischendurch er-
ganzen konnen.

§ 3. Die Funktionen zweiter Stufe ]/~(w) —ek und 6* {u).

Nach (13) S. 217 stellen sich die drei Werte el} €2, es, falls wi, w2
w3 das S. 167 eingefiihrte Tripel der reduzierten Perioden bilden, in
der Gestalt:

dar. Verstehen wir unter wi = awy -+ Pw2, wi = ywx+ 0w2 ein belie-
biges Paar primitiver Perioden, so ist umgekehrt wx= awi —pwi,
w2= —yw[ -~ awi, und wir finden z B. flir ex mit Rucksicht auf die
Invarianz der ~-Funktion gegenuber den Substitutionen der FM als
Darstellung in den wi, wi:
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Nehmen wir an, daB R gerade und also 0 ungerade ist, so folgt auf
Grund der doppelten Periodizitat der ~-Funktion weiter:

in Ubereinstimmung mit (1). Uberhaupt stellt man leicht fest, daB die
Gleichungen (1) in unveranderter Gestalt fiir die Darstellung der ek gelten,
sooft wl, w2 ein primitives Periodenpaar ist, welches aus dem reduzier-
ten Paar durch eine modido 2 mit der Identitét kongruente Substitution
der (W) hervorgeht. Die Periode w3 ist dabei aus den wi} w2 allemal
durch die Relation:

zu berechnen. Um den nachfolgenden Entwicklungen die hinreichende
Allgemeinheit zu geben und andererseits doch die Gleichungen (1) als
gultig yoraussetzen zu konnen, denken wir wl} w2 als ein primitives
Paar bezeichneter Art gewdéhlt. Die zugehdrigen Perioden des Inte-
grales zweiter Gattung sollen wie bisher rjl, % heillen; die mit 13 zu
bezeichnende Periode ist entsprechend der letzten Gleichung aus:
i Vi + v2+ vs = 0

zu bestimmen.

Jede der drei Differenzen (p(u) — ek stellt eine zweiwertige Funk-
tion erster Stufe der Dimension —2 in u, a® dar, welche einen Pol
zweiter Ordnung im Punkte u = 0 und einen Nullpunkt der gleichen
Ordnung im Punkte ak besitzt, sowie natiirlich in allen beziiglich FM
aquivalenten Punkten dasselbe Verhalten zeigt. Stellen wir diese Funktion
auf Grund der Regel (6) S. 214 durch die 6-Funktion dar, so ergibt sich
bei der Art ihres UnendlichWerdens fur u = 0:

Hieraus geht hervor, daf auch noch die Quadratwurzeln der drei-
Funktionen (p(W —eK), welche wir durch:

néher festlegen wollen, eindeutige Funktionen von u sind. Wir benutzen
flr dieselben die Bezeichnungen:

und erkennen in ihnen homogene Funktionen ( —1)ter Dimension der
u, wx,w?2, die bei u= 0 Obereinstimmend unendlich werden wie u~x
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Um die Darstellung dieser drei Funktionen in der 6-Funktion
ubersichtlich zu gestalten, flhren wir mit W eierstral die drei Funktionen:

ein, worauf sich unsere drei Funktionen einfach in der Gestalt:

darstellen.
Dall die Quadrate der drei Funktionen iltk invariant sind gegen-

Uber den Substitutionen der Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe inner-
halb der Modulgruppe ™ folgt aus der am Anfang des Paragraphen
durchgefiihrten Betrachtung. Im {brigen wollen wir das Verhalten
unserer Funktionen gegeniiber den Substitutionen der Gruppe I () erst
spéter ausfuhrlicher untersuchen und betrachten dieselben einstweilen
ausschlielich in ihrer Abh&ngigkeit von u.

Das Verhalten der Funktionen 5&m bei Vermehrung von u um
Perioden ergibt sich aus den Formeln (7) und (8) S. 209 unter gelegent-
licher Benutzung der Legendreschen Relation (6) S. 160. Wir ziehen
die beiden Gleichungen (7) S. 209 und die flir ml1= m2= —1 gebildete
Formel (8) S. 209 zusammen in:

Auf Grund der Erklarung (3) der Funktionen 6A«) folgt dann leicht
als Verhalten derselben bei Vermehrung von u um Perioden:

Fir die drei Funktionen "a(m ergibt sich hieraus sofort weiter:

Das Produkt der drei Funktionen ipk(u) ist somit gegeniber allen Sub-
stitutionen der <“>invariant; dies ist in Ubereinstimmung mit der
Tatsache, dal das mit dem Faktor —2 multiplizierte Produkt die
¢ -Funktion darstellt:

Aus (7) folgt als grundlegendes Resultat: Die drei Funktionen mi(u),
P2(u), gehdren als elliptische Funktionen zweiter Stufe zu den drei
durch die Kongruenzen:
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erklarten Kongruenzgruppen zweiter"Stufe, die wir jetzt in dieser Anord-
nung F{\ %\ nennen wollen; die einzelne Funktion t k(u) ist
gegendber den Substitutionen ihrer '$ invariant, ist homogen (—I)ter
Dimension in den u, wy, w2 und besitzt im Diskontinuitatsbereiche der
zwei Dole und zwei Nullpunkte je von
der ersten Ordnung. So ist z B. in Fig. 74
der Diskontinuitatsbereich der Gruppe
skizziert, namlich als Parallelogramm der
Ecken u = 0, 2w2, cq + 2w2 0Oj. Die Pole
der Funktion g1(u) sind durch (00), die Null-
punkte durch (0) angedeutet; &aquivalente
Randpunkte, z. B. die vier Ecken, gehdren
naturlich zusammen und liefern den einen Pol, die beiden Randpunkte
o2 und ag + w2 den zweiten. Man veranschauliche sich entsprechend
die Verhdltnisse fur Y2(a) und Y3(n), wobei man als Diskontinuitats-
bereich der etwa das Parallelogramm der Ecken 0, 2w2 og + 3w2,
wX (- w2 benutzen wolle.
Sind die Indizes 1, 2, 3 in irgendeiner Reihenfolge durch k, I, m
bezeichnet, so ist z B. aus der Relation (8) einleuchtend, daR neben
.. (u) auch die Funktion:

gegeniiber den Substitutionen der Gruppe %! invariant ist. Aus der
Darstellung unserer Funktionen in der ~-Funktion aber geht hervor,
dal 4k(u) und (pk(u) aneinander gebunden sind durch die Relation:

<fl= (FI~ F- ek) (FI~ K ~ ek)\
in der wir der Kiirze wegen die Argumente u fortgelassen haben. Fir
die Gruppe JTj*? haben wir hiernach die beiden Funktionen zweiter Stufe
(—NDter bzw. (—2)ter Dimension t k(u) und qk(u) zur Verflgung, von
denen sich die zweite durch die erste vermittelst der Quadratwurzel:

darstellen 1aRt.

Die Untergruppe ™1 war der gemeinsame Bestandteil der drei
Gruppen '$ Wir merken den Satz an: Ein Funktionssystem der Haupt-
kongruenzgruppe zweiter Stufe wird von den nebeneinander gestellten
Funktionen @1(u), i2(w), WAm), geliefert; dieselben sind aneinander ge-
bunden durch die Delation:

Die Fortbildung der algebraischen Theorie auf Grundlage der ge-
wonnenen Ergebnisse ist nun sehr leicht vollzogen. Auf der urspriing-
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lichen Riemannschen Flache F2 tber der Ebene von z —go(u) ist die
etwa durch:

(12) * ok _NKE \[k_ag*

zu bezeichnende Funktion in der Umgebung jeder Stelle eindeutig;
denn sie reproduziert sich nach einem auf der F2 geschlossenen Um-
lauf um einen der Punkte ek und oo, und sie ist in der Umgebung
jeder anderen Stelle z bereits in z eindeutig. Man sagt, die Funktion
(12) sei auf der F2 unverzweigt. Gleichwohl ist sie auf der F2 nicht
eindeutig, da sie zufolge (7) z B. bei Durchlaufung des Periodenwegs,
der die Periode i liefert, ZeichenWechsel erfahrt. Solche auf Flachen
mehrfachen Zusammenhanges unverzweigte, aber nicht eindeutige Funk-
tionen nennt man nach Weberl ,Wurzelfunktionen“ der Flache. Auf
der F2 stellen also unsere drei Funktionen zweiter Stufe Xjk drei Wurzel-
funktionen zk= Yz —ek dar.

Bildet man den Diskontinuitatsbereich der Fff mittelst der Funk-
tion z = f(u) Uber der #-Ebene ab, so ergibt sich eine vierblattrige
Flache F~ des Geschlechtes 1; es ist dies einfach diejenige Fléche,
deren Herstellung durch doppelte Uberlagerung der F2 wir S. 382 be-
sprachen. Auf dieser Flache F” ist zk=-V T - ek nun wieder eine ein-
deutige, und zwar zweiwertige algebraische Funktion. Bilden wir weiter
diese Ff'lmittelst der zweiwertigen Funktion zk=1]/z — ek oder auch
den Diskontinuitatsbereich der Fjf direkt durch die elliptische Funktion
zk= ipk(u) ab, so gewinnen ivir wieder eine zweiblattrige Riemannsche
Flache F2WV Uber der zk-Ebene, némlich diejenige der vier Verzweigungs-
punkte +Vel—ek, £ Yem- ek.

Zufolge der Lage der Verzweigungspunkte ist eine zweite algebra-
ische Funktion der FW, welche wir unmittelbar zur Verfiigung haben,
der elliptischen Funktion ok(u) entsprechend:

Nach den allgemeinen Sétzen (ber algebraische Funktionen ist jede
algebraische Funktion der FW rational in zk und der Wurzel (13) dar-
stellbar. Wir merken somit als Ergebnis in algebraischer Gestalt an:
Den drei Kongruenzgruppen zweiter Stufe Fff entsprechen drei koor-
dinierte Riemannsche Flachen FW des Geschlechtes p — 1, wobei der Koér-
per der algebraischen Funktionen der einzelnen FW in der Gestalt:

durch die rationalen Funktionen von zk und der Wurzel (13) geliefert wird.

1) S. dessen , Theorie der Abelschen Funktionen vom Geschlechte 3* (Berlin
1876), Abschnitt III.
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Das Integral erster Gattung u nimmt, wie man leicht ausrechnet,
auf der FW die nachfolgende Gestalt an:

Im Ubrigen ist selbstverstandlich, daf® die algebraischen Funktionen (14)
in Abhangigkeit von u betrachtet, den Korper der zur 1)“ gehdrenden
elliptischen Funktionen zweiter Stufe liefern, so daf sich diese Funktionen
gerade genau mit den gesamten rationalen Funktionen B (ipk(u), gk(u))
der ipk(u), yk(u) decken.

8 4. Die Jacobischeii Funktionen snw, cnw, dnw.

Es ist nunmehr darzulegen, in welcher Weise sich die Jacobische
Theorie der elliptischen Funktionen hier einordnet. Dabei haben wir,
was die Herstellung der algebraischen Grundlage und den Aufbau der
Integrale angeht, eine der drei gleichberechtigten Gruppen Ff\ namlich
die soeben mit bezeichnete Gruppe, zu bevorzugen. Zweitens sind
unsere bisherigen Funktionen mit einem solchen, allein von den Peri-
oden wl, w2 abhéngigen Faktor zu versehen, daB die multiplizierten Funk-
tionen homogen von der Dimension 0 in u, wy, w2sind. Der hinzuzusetzende
Faktor ist fle2—ex\ derselbe ist in den wx, w2von der Dimension —1,
wie z B. unmittelbar aus der Darstellung:

hervorgeht. Fir den algebraischen Standpunkt, der zunéchst voranzu-
treten hat, halten wir an der schon S. 362 gegebenen Erklarung fest, daR
das Vorzeichen von ]/e2—ex vorerst noch beliebig, aber ein fiir alle
Mal fest zu wahlen ist.

Statt zx= yz —ex (die zur JPW gehorende Wurzelfunktion) fiihren
wir jetzt den mit y'e2—ex multiplizierten reziproken Wert von zX wel-
cher in der Tat von der Dimension 0 in u, X, w2 ist, als neue Va-
riabele z’ ein:

Diese Variabele z' ist somit die Quadratwurzel der in der ersten Glei-
chung (7) S. 361 erklarten Variabelen z', hat also dieselbe Bedeutung
wie die Variabele z' in den Legendreschen Integralen (2) S. 367 oder
wie z in den Integralen (3) S. 367. Der daselbst vollzogene Ubergang
von den Integralen zweiter Stufe zu den Legendreschen Integralen
kommt also darauf hinaus, dafl wir eine mittelst ]/e2—ex zu einer Funk-
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tion nullter Dimension der u, wy, w2 ausgestattete Wurzelfunktion der
Gruppe 'M als neue Yariabele einfihren und damit der algebraischen
Betrachtung die Flache zugrunde legen.

An die Gleichung (1) reihen wir, der zweiten und dritten Glei-
chung (7) S. 361 entsprechend, noch die beiden Gleichungen:

an, wobei fur das Doppelverhéltnis A die Jacobische Bezeichnung J2
eingesetzt ist. Hier haben wir zwei algebraische Funktionen der Fldchen
FW und F® vor uns, wie aus der Schreibweise:

der Gleichungen (2) sofort ersichtlich ist.

Das Legendresche Integral erster Gattung w = uY e2—el ist in
u, wi} w2 gleichfalls von nullter Dimension. Als bestimmtes Integral
haben wir es in die Gestalt:

zu setzen, da der unteren Grenze z = oo von u zufolge (1) die untere
Grenze z'= 0 entspricht. An Stelle der w17 «2 treten fur das Integral
w (auf der urspringlichen F3 gedacht) zufolge (6) S. 370 die Perioden:

Es besteht nun folgender Hauptsatz: Die drei in (1) und(2) gegebenen
Groen z', /1 —#'2 /1 —k*z'2sind, wenn wir sie als elliptische Funk-

tionen zweiter Stufe nullter Dimension in Abh&ngigkeit von iv= u\llei —el
statt von u auffassen, unmittelbar die drei Jacobischen Funktionen:

Diese Bezeichnungsweisen ,,Sinus amplitudinis w* usw. erinnern an die
bei Legendre vorliegende Gestalt des Intgrales (vgl. (4) S. 369):

welche durch die Substitution #'= sing? gewinnbar ist.1) Jacobi be-
zeichnet @ = am w als ,,Amplitude von w*, worauf alsdann z' der Sinus

1) Bei anfanglichen Untersuchungen war X2 reell, positiv und <1, @ ein
reeller Winkel.
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dieser Amplitude wird. Gudermannl hat an Stelle der Jacobischen
Bezeichnungen (6) die kirzeren Symbole:

eingefiihrt, welche wir weiterhin durchweg gebrauchen werden.
Die Beziehung der Jacobischen Funktionen zu unseren Funktionen
zweiter Stufe ipk(u) ergibt sich unmittelbar:

Wollen wir die Zugehdrigkeit der Funktionen cnw und dnw zu den
Gruppen M und besser hervorkehren, so schreiben wir an Stelle

der zweiten und dritten Gleichung (8):

Die Verwandtschaft mit den Funktionen erster Stufe ist durch:

gegeben. Natlrlich kénnen wir die zweite und dritte Gleichung auch
durch die beiden folgenden ersetzen:

An sich sind die drei Funktionen snw, cnw, dnw in derselben
Art gleichberechtigt wie die drei Gruppen I'y\ Die Voranstellung der
'M in der algebraischen Theorie wirde freilich &uferlich einen Vorrang
der Funktion snw nach sich ziehen. Dieser kommt auch bei vielen &lteren
Darstellungen der Theorie der elliptischen Funktionen zur Geltung, in-
dem die Funktion z = sniv durch Inversion des elliptischen Integrals
erster Gattung:

gewonnen wird, wahrend hierauf die Funktionen cnw und dnw durch
snw in der Gestatt erklart werden:

Die drei Funktionen zweiter Stufe tjjk(u) sind ungerade Funktionen
von u, die bei w= 0 (bereinstimmend unendlich werden wie m 1 (vgl.
S. 383ff). Die Darstellung (8) der Jacobischen Funktionen in den (W)

1) S. dessen ,, Theorie der Modularfunktionen und Modularintegrale*, Journ. f.
Math., Bde. 18—25 (1838 ff.).
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lehrt also, daB snw eine ungerade Funktion ist, cnw und dnw aber
gerade Funktionen sind, sowie dafl fir w —0 bzw. lim w —O0:

gilt.

Bei Vermehrung von w um 2K und um 2iK" (der Vermehrung von u
um o2 und § entsprechend) leiten wir aus (7) S. 384 sofort folgendes
Verhalten der Jaco bischeu Funktionen ab:

Invariant sind unsere drei Funktionen erst gegeniiber den erzeugenden
Substitutionen ihrer drei Untergruppen zweiter Stufe, die wir in der
hier zu benutzenden, auf w transformierten Gestalt %\ I'&\ i\ nennen;
in der Tat ergeben sich aus (13) sofort die Gleichungen:

Im Diskontinuitatsbereiche der einzelnen T} ist die zugehorige
Funktion zweiwertig. Da das Verhalten der Funktionen gegeniiber den
Erzeugenden der Gesamtgruppe 'M bekannt ist (vgl. Gleichungen (13)),
so ist es ausreichend, die genauere WerteVerteilung unserer Funktionen
in dem Parallelogramm der Ecken w = 0, 2Kt 2K + 2iK", 2iK", d. h.
im Diskontinuitatsbereiche der Gesamtgruppe M zu kennen. Es ist
wichtig, wenigstens in den vier Punkten w = 0, K, K - iK", iK', von
denen die drei letzten den Periodenhalften y des Integrals
u entsprechen, die Werte der Funktionen sn, cn und dn zu kennen.
Aus (10) und den bekannten Beziehungen des ,,Integralmoduls“ k = YA
und des ,komplementéaren Moduls“ k' = J/1 —A\ zu den ex, €2, €3 ergibt
sich bei Hinzunahme der Formeln (12) und der zwischen den sn, cn,
dn bestehenden Relationen eine WerteVerteilung unserer Funktionen
in den fraglichen Punkten w, die wir tabellarisch zusammenstellen:
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Dal hier einige Vorzeichen noch unentschieden gelassen sind, be-
ruht auf dem Umstande, dal wir von seiten der algebraischen Theorie
eine endgultige Festsetzung, mit welchem Vorzeichen die drei Quadrat-
wurzeln » e2—elf k = /1, k' = 1/l —A genommen werden sollen, nicht
getroffen haben. Wiirden wir dies jetzt nachholen, was an sich keine
Schwierigkeit bereiten wirde, so ware weiter die Frage, inwieweit von
der Auswahl des primitiven Periodenpaares wl, w2 die Entscheidung
Uber die unentschiedenen Vorzeichen in der Tabelle mit bedingt ist.])

Wir werden demnach hier einen anderen Weg gehen, der*uns zu-
gleich zu der grundsatzlich wichtigen Auffassung der in Hede stehenden
Grolen \e 2—lf k, k' als Funktionen der o, w2 bzw. des Periodenquo-
tienten w hinfihrt. Wir setzen fest, daf:

(15) sniT = 1, sn(X+ iK) =\, dnK = k'

sein soll. Dies bedeutet, dal ]/e2—elf k und k' in den eindeutigen
Funktionen ~(w) und ips(u) die Darstellungen:

besitzen sollen. Zufolge der Gleichungen (4) S. 384 konnen wir hier-
fir auch schreiben:

Mit Benutzung des Umstandes, dafl 6(u) ungerade ist, die <§(u), 62(w),
63(u) aber gerade Funktionen sind, folgt aus (3) S. 384 leicht:

1) Wirden wir etwa fur das ,reduzierte* Periodenpaar w,, w2, das einem
Punkte w im Doppeldreieck der Fig. 43, S. 179, entspricht, die Tabelle endgiltig
herstellen, so wiirde sie unverandert nur dann noch erhalten bleiben, wenn wir



392 I, 2. Die elliptischen Funktionen zweiter Stufe

so da wir die drei fraglichen GréRen in der urspriinglichen 6-Funk-
tion so darstellen kénnen:

In (16) und (17) haben wir jetzt eindeutige Darstellungen der Gréfien

—el, k und ¥ als Funktionen von wl und w2 vor uns.
Nach diesen Festsetzungen wird es sich noch darum handeln, das
in der Gleichung:

rechter Hand geltende Vorzeichen zu erkennen. Nun gilt aber:

und wir lesen ferner aus (3) S. 384 ab:

so daB wir unter Benutzung des oben fir  (ux angegebenen

Ausdrucks in der urspringlichen 6-Funktion fur cn(K + iK") die Dar-
stellung finden:

Andrerseits folgt aus (17) sofort:

Uber die am Anfang des § 3, S. 383, getroffene Beschréankung hinaus nur noch
solche primitive Periodenpaare ajlt w2 zulassen, welche aus dem reduzierten Paare
durch die modulo 4 mit der identischen Substitution kongruenten Substitutionen
der ' M hervorgehen; man vgl. hierzu die im néachsten Kapitel folgenden Betrachtun-

gen uber "Vei — e,, k und k' als Modulfunktionen vierter Stufe.
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so dal wir durch Multiplikation dieser uud der voraufgehenden Glei-
chung und Benutzung der Legendreschen Relation (6) S. 160 erhalten:

In Gleichung (18) gilt somit das untere Zeichen, und die Tabelle der
Werte snO, ..., dn(iK') nimmt endgultig die Gestalt an:

Des besseren Uberblicks halber haben wir auch noch in den Figuren
75ff. die Diskontinuitatsbereiche der drei Gruppen r{w I'*°\ "> ge-

zeichnet und die Werte der drei zugehdrigen Funktionen snw, cmv
und dnw, wie sie sich aus den eben tabellarisch zusammengestellten
Ergebnissen mit Benutzung der Regeln (13) ergeben,
jeweils in Klammern eingetragen. Ldangs je der
beiden gegeniliber liegenden Seiten des einzelnen
Doppelparallelogramms finden nattrlich allemal glei-
che Funktionswerte statt.

Wie sich die drei Flachen F~,... aus diesen
Diskontinuitatsbereichen hersteilen lassen, mdge am
Beispiele der F£9 gezeigt werden. Fir die ,,ungerade*
Funktion snw gilt zufolge (13) die Regel:

sn(2K —w) = snw.
Stellen w, die beziiglich des Punktes w = K dia-
metral liegen, tragen somit gleiche Werte sn. Ordnen
wir, wie dies in Fig. 78 geschehen ist, den Diskontinuitatsbereich der ' M
symmetrisch um den Punkt K an, so erblicken wir etwa in der schraffierten
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Hélfte des Parallelogramms ein vollstdndiges Abbild der Ebene von z=snw.

Es wiederholen sich hier wieder ahnliche Betrachtungen wie sie S. 247 aus-

gefuhrtsind. Das schraffierte Dreieck kdnnen wir als Diskontinuitétsbereich

derjenigen Gruppe waéhlen, die aus der

durch Zusatz von w'=2K —w

entsteht; die Erzeugenden dieser er-

weiterten Gruppe weisen die beiden

Halften je der einzelnen Seite des

schraffierten Dreiecks der Fig. 78 ein-

anderzu.) Die Seitenmitten und Ecken

des Dreiecks ergeben die Verzwei-

gungspunkte der F”, deren zweites

Blatt dem freien Dreiecke der Fig. 78 entspricht. Was die beiden anderen

Funktionen angeht, so wird man entsprechende Betrachtungen an die
beiden Gleichungen:

anknipfen.

Fir die Darstellung sonstiger zu den Gruppen [£0 gehérender
elliptischer Funktionen zweiter Stufe sind die vorstehenden Betrach-
tungen zugleich grundlegend. Aus friiheren Formeln, z B. den Gleichungen
(10) und (11), ergibt sich leicht:

demnach ist das links stehende Produkt eine zur Gesamtgruppe

gehorende Funktion. Daraus folgt weiter, dal zur neben snw auch
noch die Funktion cnw -dnw gehoért und entsprechend dnw -snw zur
I (¢ sowie endlich snivmcnw zur '\ Fir den algebraischen Stand-
punkt ist also:

diejenige algebraische Funktion von z = snw, die von sich aus zur
Flache FW hinfiihrt. Gegeniber der Substitution w'= 2K —w, welche
«den Austausch der beiden Blatter der FEO bedeutet, muB cnw - dnw
Zeichenwechsel erfahren, was man auch direkt fiir die ,,geradenu Funk-
tionen cnw, dnw aus den Regeln (13) entnimmt. Auf Grund bekannter
Sétze notieren wir (wieder unter Bevorzugung der ' als aus den bis-
herigen Ergebnissen leicht folgend den Satz: Jede zur gehorende ellip-
tische Funktion zweiter Stufe ist rational durch snw und cnw -dnw dar-
stellbar:

1) Dies soll durch die drei Pfeile der Fig. 78 angedeutet sein.
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sie ist aber insbesondere bereits in einer der Gestalten:
i?2(sn iv), cnw - dnw - 22(snw)
darstellbar, falls sie gegeniiber der Substitution w' = 2K —w unverandert
bleibt bzw. Zeichenwechsel erfahrt. Entsprechende Sétze fir die Gruppen
und J'I'f wird man leicht aufstellen.

Um eine erste Anwendung dieser Regeln zu vollziehen, wollen wir
das Verhalten der Funktionen sn, cn, dn bei Vermehrung des Argu-
mentes w um die Betrage K, iK', K 4- iK' feststellen. Die zu diesem
Zwecke auszufilhrenden Uberlegungen beschreiben wir wieder bei einem
zur gehdrenden Beispiele. Die Funktion sn(«; + K) erleidet gegen-
Uber der Substitution w'=2K —w zufolge:

sn (W' 4- K) = sn (3K —w) —sn (—K —w) ——sn (w -f K)
ZeichenWechsel und gehdrt Ubrigens zur 13%. Es gilt also:

sn (W - K) = cnw -dnw - _R(snw)’
wir konnen statt dessen auch schreiben:

wenn zur Abkirzung dn2-R(sn) = (1 —A2sn2jR(sn) = ./~(sn) gesetzt
wird. Nun heben sich aber im schraffierten Bereiche der Fig. 78 die
bei iK' und (2K £ iK"') gelegenen Pole des Faktors dnw im Zahler
und des Nenners ciuo gerade auf, der Pol (K + iK") von sn(w; - K)
wird durch den daselbst gelegenen Nullpunkt von dnw aufgehoben und
endlich ebenso der Nullpunkt w = K des Nenners cnw durch den eben-
dort gelegenen Nullpunkt des im Z&hler stehenden Faktors sn (w - K).
Demnach ist R*snw) polfrei und also von w unabhédngig; da endlich

jR"snO) = 1 ist, so gilt:

Genau so leicht konnen wir jeden anderen der neun Falle be-
handeln. Wir gelangen betreffs des Verhaltens unserer drei Funktionen
snw, cnw, dnw bei Vermehrung des Argumentes um K, iK', K + iK'
zu Ergebnissen, die wir hier gleich wieder tabellarisch zusammenstellen:
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Bei der Durchfiihrung dieser Untersuchung leisten die Figuren 75ff.
mit den eingetragenen Werten der Funktionen sn,.. . gute Dienste.

8.5. Die Ableitungen der Funktionen snw, cnw, dnw und
Potenzreihen derselben.

Auf Grund der funktionentheoretischen Sétze des vorigen Para-
graphen konnen wir leicht ber die Ableitungen der Funktionen snw,
cnw, dnw eine Reihe von Theoremen aufstellen. Aus den Formeln von
S. 388 ff. ergibt sich zunéchst auch ohne Inanspruchnahme eines funktio-
nentheoretischen Schlusses unmittelbar:

Mit Ricksicht auf die beiden Relationen:

folgern wir hieraus weiter die beiden neben (1) tretenden Formeln:

Nun ist aber Uberhaupt jede Ableitung beliebiger Ordnung einer
unserer drei Funktionen wieder eine elliptische Funktion der gleichen
Gruppe Betrachten wir als Beispiel wieder die Funktion snw, so
erkennen wir in deren Ableitung beliebiger gerader Ordnung 2v:

eine Funktion der I welche auch noch gegeniiber der Substitution
w'=2K - w invariant ist und also bereits in snw selbst rational ist.
Da sie ferner nur mit snw selbst unendlich werden kann und im Pole
erster Ordnung von snw einen Pol (2v + I)ter Ordnung hat, so haben
wir mit einer ganzen rationalen Funktion (2v + I)ten Grades von snw
zu tun. Endlich ist die fragliche Ableitung eine ungerade Funktion von
w, und also treten in ihrem Ausdruck in snw nur ungerade Potenzen
der selbst ungeraden Funktion sn w auf. Wir haben somit (unter Fort-
lassung der Argumente w bei snw) folgenden Ansatz:

wo die Koeffizienten al) von w unabhédngig sind.

Differenzieren wir nochmals nach w, so folgt mit Benutzung von
(1) weiter:
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wo auch bei cn und dn das Argument iv hinzuzudenken ist. Der Gestalt
nach hatten wir diesen Ansatz auch durch eine direkte funktionen-
theoretische Uberlegung gewinnen kénnen.

Die Koeffizienten sind leicht durch eine Rekursionsformel be-
rechenbar. Diflerenziert man namlich die Gleichung (4) nochmals nach
w und benutzt die Relationen (2) sowie die zwischen sn, cn, dn be-
stehenden Beziehungen, so muB man zu einem Ergebnis der Gestalt:

gelangen konnen. Die Rechnung zeigt, dal sich «j'+D in den Koeffi-
zienten der rechten Seite von (3) so ausdriickt:

wobei nur hinzuzusetzen ist, da fiir die beiden hochsten Indizes y=v
und p = v -F 1 die cD\Wv «g|2 gleich 0 zu setzen sind. Da a@ = 1 ist,
so findet man mittelst dieser Rekursionsformel:

Mit Ricksicht auf die Gestalt der Rekursionsformel (5) folgern wir leicht
allgemein: Die Ableitungen der Funktion sniv sind in den Gestalten (3)
und (4) mittelst ganzer rationaler Funktionen von sn2 darstellbar, wobei
die Koeffizienten ganze ganzzahlige Funktionen nten Grades von k2sind.

Bei der Funktion cnw ist jede Ableitung gerader Ordnung in-
variant gegeniber der Substitution w'—2K  2iK' —w und also
rational in cnw allein. Wie oben schliefen wir, daf die Ableitung der
2vten Ordnung eine ganze Funktion (2v - I)ten Grades von cmv ist,
und da dieselbe bei der Substitution w'= w 4§- 2K Zeichenwechsel er-
fahrt, so setzt sich diese ganze Funktion nur aus ungeraden Potenzen
von cnw zusammen. Wir gelangen zum Ansatz:
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Als Rekursionsformel fiir die Bestimmung der Koeffizienten erhélt man
wie oben:

Fir die niedersten Indizes v ergibt sieb:

Endlich gilt fir die Ableitungen der Funktion dnw der Ansatz:

mit der Rekursionsformel zur Berechnung der Koeffizienten c”:

Hier wie in Gleichung (7) ist rechter Hand ¢ - 0 zu setzen, so oft

p>v zutrifit. Wir gehen wieder fiir die niedersten Indizes die Werte
explizite an:

Mit Rucksicht auf die Bauart der Rekursionsformeln (7) und (9) koénnen
wir den Satz aussprechen: Fir die Ableitungen der Funktionen cnw
und dnw gelten die Darstellungen (6) und (8), in denen die Koeffizienten
llu und of ganze ganzzahlige Funktionen vten Grades von k2 sind.

Als ein unmittelbares Ergebnis dieser Rechnungen gewinnen wir
die Potenzreihen der Funktionen snw, cnw und dnw flir die Umgebung
des Punktes w = 0, deren gemeinsamer Konvergenzkreis bis an den nach-
sten Pol, d. h. bis an den am Nullpunkte w = 0 nachst gelegenen, mit iKr
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beziiglich der Gesamtgruppe aquivalenten Tunkt heranreicht. Wir
haben anzusetzen:

wobei die Koeffizienten die folgenden Werte der Ableitungen fir w= 0
sind:

Setzt man aber in (4) und in den ersten Gleichungen (6) und (8) den
Wert w = 0 ein, so folgt:

Es folgt: In den fir snw, cnw und dnw angegebenen Potenzreihen (10)
sind die Koeffizienten ar, bv, cv ganze ganzzahlige Funktionen viD Grades
von k2 Fir die niedersten Indizes gilt explizite:

7

Man kann {brigens auch unmittelbar durch Eintragung der An-
sétze (10) in die Differentialgleichungen (1) und (2) zu Rekursionsformeln
fir die Koeffizienten at, by cy gelangen. Diese Formeln haben, wenn wir
den Gleichungen (10) entsprechend a0= h0= 0= 1 setzen, die Gestalten:
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wo die rechts stehenden Klammersymbole Binomialkoeffizienten der
Potenzen 2v und (2v —1) sind.

Schreiben wir die Koeffizienten ay b\j cv als Funktionen von k2 so
zeigen die fur die niedersten Indizes explizite angegebenen Gestalten
dieser Funktionen, dal eben fir diese Indizes v die Regeln gelten:

von denen die dritte eine Folge der zweiten ist. Mittels der drei eben
angegebenen Rekursionsformeln zeigt man aber durch den Schlu® der
vollstandigen Induktion, daf diese Regeln (11) allgemein giiltig sind.
Die eigentliche Bedeutung derselben wird unten bei der Besprechung
der linearen Transformation der Funktionen sw>, cniv, dnw aufgeklart
werden. Endlich weisen wir noch darauf bin, daf zufolge der zweiten
und dritten Rekursionsformel bv nur den Grad (v — 1) in k2 erreicht,
wahrend in cv das Absolutglied verschwindet.

8 6. Darstellung der Funktionen sn” vniv, dnw als Quotienten
ganzer transzendenter Funktionen.
Nach (8) S. 389 und (4) S. 384 gilt:
snw :cnw :dnwv ;1= yV2—et (5(u) :62(u) : 63(m : 6x(1).
Will man also die Funktionen snw, cnw, dnw als Quotienten ganzer
transzendenter Funktionen darstellen, so kann man hierzu die vier rechts
stehenden Glieder dieser Proportion gebrauchen, die ganze transzendente
Funktionen sind und durch ihre Nullpunkte die Nullpunkte und Pole
der Funktionen sn«;, cnw, dnw liefern. Dabei sind diese Funktionen
homogen von nullter Dimension in u, wv w2 und koénnen also auch als
Funktionen von iv und k2 aufgefallt werden. Als solche gestatten sie
Entwicklungen in bestandig konvergente Potenzreihen nach iv, deren
Koeffizienten wieder ganze rationale Funktionen von k2 sind
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Naturlich kénnen wir an Stelle dieser vier Funktionen, ohne die
angegebene Proportion und die Nullpunkte der Funktionen irgendwie zu
storen, auch vier andere Funktionen treten lassen, die aus ihnen durch
Behaften mit einem gemeinsamen ganzen transzendenten und nullpunkt-
freien Faktor hervorgehen. In der Tat treten nun in der alteren Literatur
bei GauR) und besonders ausfiihrlich hei W eierstraRd vier solche
Funktionen auf, die von letzterem zu Ehren Abels3 mit Alaf{w), A\(w),
Al3(iv), Al(w) bezeichnet werden und zu den vier eben betrachteten
Funktionen in der einfachen Beziehung stehen:

Die Darstellung der drei Funktionen snw, cnw, dnw in diesen Funk-
tionen Al(iv) ist dann einfach:

Wir koénnen aus unseren friiheren Formeln das Auftreten des Ex-
ponentialfaktors in (1) rechts sehr leicht verstandlich machen. Es gilt
namlich zufolge der Beziehung zwischen p(u) und smv, sowie zwischen
den ev e2e3 und A —A2

Setzen wir nun fir p(u) seinen Ausdruck in der 6-Funktion:

ein, so folgt flir die rechte Seite von (3):

Es ergibt sich somit aus (1) und (3):

Die Bedeutung des Zusatzfaktors kdnnen wir also dahin kennzeichnen,

1) S. GauB’ Werke, Bd. 8 S. 96.

2) S. die 1840 verfaBte Abhandlung ,Uber die Entwicklung der Modular-
funktionen*, W eierstrafB’” Werke, Bd. 1 S. 1.

3) Abel hatte im ,Precis d’une theorie des fonctions elliptiques* Introduc-
tion, Nr. 10 auf die Mdglichkeit hingewiesen, die elliptischen Funktionen als Quo-
tienten bestandig konvergenter Reihen darzustellen; s. Abels ,Werke®“, Bd. 1 S. 527.
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daB die vermige desselben erzielte Funktion Af (w) zu der in (3) links
stehenden Funktion in derselben einfachen Beziehung steht wie die Funk-
tion (5(u) zu p(ii).

An (5) reihen sich die drei weiteren Gleichungen:

Die letzte Gleichung (6) geht aus (5) hervor, wenn wir snw - Al(w)
flr A f (w) eintragen und bei der Zwischenrechnung von den Differential-
relationen (1) und (2) S. 396 Gebrauch machen. Entsprechend ergeben
sich die erste und zweite Gleichung (6), wenn wir nacheinander fir
Al(w) in die dritte Gleichung Al%(w) :cnw und Al%{w) : dnw eintragen.

Fir die Aufstellung der bestdndig konvergenten Potenzreihen der
Funktionen Al(w) gewinnen wir unten partielle Differentialgleichungen,
denen die Al(ui) als Funktionen von w und k2 genugen, und die der
partiellen Differentialgleichung (11) S. 322 fiir die 6-Funktion ent-
sprechen. Aus ihnen folgen Rekursionsformeln zur Berechnung der
Koeffizienten jener Potenzreihen. Wir kdnnen aber auch schon hier
die fraglichen Reihen auf Grund von (6) aus denjenigen der Funk-
tionen snw, cnw, dnw herstellen.

Das Produkt irgend zweier Potenzreihen von der Gestalt:

in denen die Avganze ganzzahlige Funktionen vten Grades von k sind,
liefert wieder eine solche Reihe, in der die Koeffizienten dasselbe Bil-
dungsgesetz in k befolgen. Nun gilt fur k - snw zufolge (10) S. 399 eine
solche Reihe, und wir finden:

k2sn2w = 2k2~ - (8%R2+ 8¥d) ~ + (32%2+ 208%4 + 3240 ~

wo insbesondere im Gliede mit w2y eine ganze ganzzahlige Funktion
vten Grades von k2 auftritt, die mit k2 verschwindet. Die letzte Glei-
chung (6) liefert demnach vermittelst zweimaliger Integration fir die
Umgebung von w —O:

wo C0 und C1 die Integrationskonstanten sind. Nun ist aber (W)
eine gerade Funktion von u, die fur u = 0 den Wert 1 annimmt, und
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zufolge der letzten Gleichung (1) gilt dasselbe fir Al(w) als Funk-
tion von w\ es gilt also C0*=0, Cx= 0 und:

Gehen wir zur Exponentialfunktion von logAl(w) (ber, so folgt:

als bestdndig konvergente Reihe der ganzen transzendenten Funktion
Al(w).

Durch Multiplikation dieser Reihe mit denen von snw, cnw, dnw
erhdlt man auf Grund von (2) die bestdndig konvergenten Reihen der
ganzen transzendenten Funktionen Alx(w), Al2(w), Als(tv):

Es gelten fir die ganzen ganzzahligen Funktionen von k2 die hier als
Koeffizienten auftreten, mehrere den Gleichungen (11) S. 400 entsprechende
Relationen, welche wir aus jenen Gleichungen leicht hersteilen. Wir
schreiben zu diesem Zwecke unsere Reihen (8) und (7) abgekirzt:

Dann ergibt sich zundchst zufolge der Herleitung der vierten Reihe aus
der sn-Reihe, daR die erste Relation (11) S. 400 fiir die Koeffizienten
Dv erhalten bleibt:

Ubrigens findet man bei dieser Herleitung, daR abgesehen von DO= 1
die Dv mit k2 verschwindende ganze ganzzahlige Funktionen (v —1)ten
Grades von k2sind. Weiter gilt, unter ay die Koeffizienten der sn-Reihe
verstanden:

und durch analoge Gleichungen stellen sich Bvund Cv mittelst der
26-
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Koeffizienten bvund cvder Reihen fir cnw und dnw dar. Aus (11)
S. 400 und der eben angegebenen Gleichung folgt jetzt unmittelbar,
dal fur die Koeffizienten der vier JJ-Reihen die folgenden Relationen

von denen die letzte die schon unter (9) genannte ist. Auch ist aus
den fritheren Gesetzen der by, cv und den eben Uber die Dr gemachten
Angaben ersichtlich, daf abgesehen von BO— 1 und C0— 1 die samt-
lichen ganzen Funktionen vten Grades Cv von J2 mit ®2 verschwinden,
wahrend die Bv nur den Grad (v—1) in Z2 erreichen.

8§ 7. Produktentwicklungen der elliptischen Funktionen
zweiter Stufe.

Wir haben oben (S. 264 ff) die Abbildung der st-Ebene auf eine
Riemannsche Flache k¢ Uber der 7-Ebene vermittelst der Funktion:
1nu
D t—e f
untersucht und in Fig. 55 erldutert, wobei das Periodenparallelogramm
der Ecken 0, w2 wi-f w2 in den schraffierten Kreisringder Figur Giber-
ging. Die elliptischen Funktionen (erster Art) erster Stufe wurden, als Funk-
tionen von t aufgefalt, zu den eindeutigen Funktionen des Kreisrings;
und auch die Funktionen {(n) und <o{u) wurden nach geeigneter Nor-
mierung eindeutige Funktionen von t, welche gegenlber der erzeugen-
den Substitution t' = g2i der damals durch bezeichneten Gruppe
ein einfaches Verhalten darboten.

Im Anschluf hieran hatten wir Produktentwicklungen dieser Funk-
tionen von tund Laurentsche Reihen nach Potenzen vont untersucht. Indem
wir zuvorderst entsprechende Produktdarstellungen fur die Funktionen
zweiter Stufe angeben wollen, haben wir nicht nétig, ausfihrlich auf funk-
tionentheoretische Betrachtungen in der 7-Ebene zuriickzugehen. Es geniigt
vielmehr, auf die aus (8) S. 268 sich ergebende Darstellung der 6-Funktion:
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zurlickzugehen, um Ton hier aus rein rechnerisch zu verfahren. Man
wolle sich nur daran erinnern, daf3 die rechter Hand auftretenden Pro-
dukte in jedem endlichen Bereiche der t-Fbene, der den Nullpunkt t = o
weder im Innern noch auf dem Bande enthdlt, absolut und gleichméaRig
konvergent sind.

Man wolle nun in (2) der Reihe nach fur u die Werte:

eintragen, denen die Werte t—qg, t= —1 und t-m—q entsprechen.
Wir erhalten auf diese Weise Produktdarstellungen fir

6 "°ly , welche unter wiederholter Verwendung der Legendreschen
Relation (6) S. 160 die einfachen Gestalten annehmen:

Die Zusammenfassung der in den Z&hlern und Nennern zundchst
getrennt auftretenden Produkte je in ein einziges ist wegen der unbe-
dingten Konvergenz der Produkte statthaft.

Um fir die in (3) S. 384 erklarten Funktionen 51(m), 62(w), 63(m
Produktdarstellungen zu gewinnen, hat man in (2) fir u der Reihe

nach einzutragen u — Lou— u— sodann den Exponentialfak-
: u

A

tor zuzusetzen und durch den in Betracht kommenden Ausdruck (3)
zu teilen. Die Rechnung fiihrt auf folgende Produktdarstellungen der drei
geraden Funktionen zweiter Stufe 5,(m),

Wir haben rechts wieder durchweg u eingefihrt und erinnern daran,
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daR diese Produktdarstellungen in jedem endlichen Bereiche der tt-Ebene
unbedingt und gleichméaRig konvergieren. Teilen wir diese Gleichungen
durch die von S. 268 her bekannte Gleichung:

so ergeben sich zufolge (4) S. 384 Produktentwicklungen flr die drei
Funktionen zweiter Stufe Q1(p), Y2(n), ~3(W).

Zwischen den vier in den vorstehenden Formeln auftretenden Pro-
dukten):

© 77(i-gs), 77(i+<m 77(1-s2-), IKi+i'-]
besteht eine wichtige Beziehung. Zufolge der unbedingten Konvergenz
dieser Produkte gelten ndmlich die Gleichungen:

Multiplizieren wir diese beiden Gleichungen miteinander, so erscheint
rechts bei Zusammenfassung beider Produkte in eines das erste Produkt
(6) wieder. Die Werte der drei letzten Produkte (6) ergeben also mit-
einander multipliziert 1:

(7 77(L+~)y-77(1-~~)-77(1+ 8 ) - L

Ehe wir zu Produktdarstellungen fur die Funktionen snw), cnw,
dn w Ubergehen, wollen wir die in (17) S. 392 als eindeutige Funktionen
der Perioden erklarten Grofen ]/e2—ev h, h' mit entsprechenden Dar-
stellungen versehen. Dieselben ergeben sich, wenn wir in die in (17)
S. 392 rechts stehenden (5-Quotienten die inzwischen gewonnenen Pro-
duktausdriicke (3) eintragen, dabei wiederholt von der Legendreschen
Relation (6) S. 160 Gebrauch machen und endlich bei der Berechnung

der Gleichung fur Y e%—ex die eben angegebene Relation (7) heranziehen:

Erklaren wir die beiden Ausdriicke ]/ea—e3 und Ye2—el im An-
schluB an die Gleichungen:

1) n hat stets alle ganzen positiven Zahlen zu durchlaufen, was der Kirze
halber nicht immer angegeben ist.
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als eindeutige Funktionen der Perioden durch:

~"2 =N fll1 Ve 61>
so finden wir als Produktdarstellungen fir die fraglichen Quadratwur-
zeln der Differenzen der e:

Andrerseits ergeben die Gleichungen (8) die Mdglichkeit, auch
die achten Wurzeln aus den Integralmoduln X und J2 als eindeutige
Funktionen des Periodenguotienten w zu erkléren, was durch die Glei-
chungen geschehen soll:

Multiplizieren wir diese beiden Gleichungen miteinander und benutzen
die Relation (7), so ergibt sich durch Ausziehen der Kubikwurzel fir
die 24. Wurzel des Produktes k2-k'2 der Integralmoduln die Darstellung
als eindeutige Funktion des Periodenquotienten c:

Die Diskriminante /4 stellt sich als Quadrat des Differenzenpro-
duktes der el,e2,e3 80 dar:

Die Gleichungen (9) ergeben sonach mit Benutzung der Relation (7)
als Produktentwicklung der Diskriminante A\

was wir auf anderem Wege bereits S. 313 erhalten hatten.
Den Ubergang zu den Jacobischen Funktionen snw, cnw, dnw
vollziehen wir jetzt auf Grund von:

Nach Eintragung der Produktausdriicke fir ]/c2—ei und die S-Quo-
tienten wolle man hei snw von der Relation (7) Gebrauch machen und
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kann Ubrigens die von u freien Produkte nach (10) durch Yk und ykr
ausdrucken. Fihren wir w und K an Stelle von u und w2 auf Grund
der bekannten Beziehungen ein, so finden wir als in jedem endlichen
Bereiche der w-Ebene unbedingt konvergente Produktdarstellungen der
Funktionen sriv, cnw, dnw:

8 8. Laurentsche und Fouriersche Reihen fir die Funktionen
su, cn und dn.

Aus den vorstehenden Produktentwicklungen kann man auf rein
rechnerischem Wege (nach Vorgang von Jacob i) zu Fouriersehen
Reihen flr die Funktionen snw, cnw und dnw gelangen. Doch fihrt
eine selbstdndige Herleitung dieser Reihen aus den Eigenschaften un-
serer drei Funktionen sogleich tiefer in die Bedeutung dieser Reihen
ein (vgl. S. 269).

Fiar die Untersuchung der Funktion snw bilden wir die w-Ebene
mittelst der Exponentialfunktion:

auf eine unendlich-blattrige Flache Uber der tf-Ebene ab, wobei wir
zu dhnlichen Verhdltnissen kommen wie S. 264. Arbeiten wir des besseren
Anschlusses an snw halber sogleich mit der w-Ebene, so wird das aus
zwei Parallelogrammen des urspringlichen Netzes zusammengesetzte
Parallelogramm der Ecken w = + K", w = 4K+ i K" eindeutig auf einen
Ring der i-Ebene abgebildet, dessen innerer Rand der Einheitskreis der
i-Ebene ist, wahrend der duRere Rand aus diesem Kreise mittelst der
Substitution t' = g~*t hervorgeht. Wir wollen diesen ringférmigen Be-
reich BO nennen. Uben wir auf das fragliche ,,Doppelparallelogramm®
der w-Ebene die s&mtlichen Substitutionen:

aus und flgen die entstehenden Doppelparallelogramme dem urspriing-



Vorbereitungen zur Aufstellung einer Fourierschen Reihe fir sn 409

liehen an, so ergibt sich ein Parallelstreifen der w-Ebene, der sich auf
ein schlichtes Blatt der Uber der i-Ehene abbildet. Den beiden er-
zeugenden Substitutionen:

der Gruppe entsprechen die Substitutionen:

aus denen wir eine wieder mit FW zu bezeichnende Gruppe bersteilen.
Der Bereich B0 gebt durch die erste dieser Substitutionen in einen ring-
formigen Bereich Bx Uber, welcher sich langs des Einheitskreises glatt
an BO anlagert. Den aus BO und Bx zusammengesetzten ,,Doppelring
nennen wir (BO-- BX).

Im Punkte t= 1 (der Stelle w= iK' entsprechend) liegt ein Pol
erster Ordnung der Funktion snw. Der entsprechende Wert von u ist

y, in dessen unmittelbarer N&he zufolge (1) und der Eigenschaften
der Funktionen 5 und 6X(vgl. (3) S. 384) folgende Entwicklung gilt:

Andrerseits ist zufolge der aus (2) und (1) S. 401 sich ergebenden Dar-
stellung der Funktionen sn w durch die Funktionen <5, <5j(w) unendlich

nahe am Punkte u = dem Nullpunkte von 6. (it):

Durch Multiplikation dieser Gleichung mit der voraufgehenden folgt:

Tragt man fur }/e2—et und 6 die Produktentwicklungen (9) S. 407
und (3) S. 405 ein, so folgt unter Benutzung von (7) S. 406:

Aus der letzten Gleichung (9) S. 407 ergibt sich damit:

Als Funktion von t ist snw im Innern des Ringes BO Uberall ana-
lytisch, wéhrend auf jeder der beiden Randkurven ein Paar von Polen
gelegen ist. Da sniv gegenlber der zweiten Substitution (2) Zeichen-
wechsel erfahrt und also eine ungerade Funktion von t ist, so existiert
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fir den Bereich B0 als Konvergenzbereich eine bestimmte Laurentsche
Reihe:

als Darstellung von snw. In den Punkten t = 1 und t = — 1, den auf
dem inneren Rande von Bo gelegenen Polen, wird snw unendlich wie:

so daR die Differenz:

an den beiden fraglichen Stellen analytisch bleibt. Im Innern von Bo
ist 11> 1, so dal fur den Subtrahenden daselbst die konvergente Ent-
wicklung:

und also fur die Differenz die Darstellung:

giltig ist. Die hier links stehende Funktion ist im Innern des Doppel-
ringes (Bo-f Bt) Uberall analytisch, wahrend auf dessen Rande Pole
liegen; die auf der rechten Seite stehende Laurentsche Reihe hat somit
(Bo+ Bt) zum Konvergenzbereiche.
Man verstehe jetzt unter t einen Punkt im Innern von Bv so dal}
|< 1 und also die konvergente Entwicklung:

gilt. Tragen wir dieselbe in die letzte Gleichung ein, so ergibt sich fir
snw die im Innern von B1 konvergente Entwicklung:

Dem jetzigen Punkte t entspricht durch die zur ersten Substitution (2) in-
verse Substitution der im Innern von Bo gelegene Punkt t'= gq~xt. Da
snw gegenlber dieser Substitution unverandert bleibt und fir den Be-
reich Bo die urspringlich angesetzte Laurentsche Reihe gilt, so ist:
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die for glltige Laurentsche Entwicklung, welche demnach wegen
ihrer eindeutigen Bestimmtheit mit der eben zuvor angegebenen Reihe
identisch sein muB. Es gilt also:

womit die fur den Bereich J gultige Laurentsche Reihe von snw ge-
wonnen ist; tragen wir fur t den zweiten Ausdruck (1) ein, so folgt:

Fir die Funktion crvw gilt eine ganz entsprechende Uberlegung.
In néchster Ndhe der Stelle ~ hat man zundchst:

so daf3 sich durch Multiplikation mit dem S. 409 fir (t — 1) angegebenen
Ausdrucke ergibt:

Durch Eintragung der Produkte fur die rechts stehenden 6-Werte findet
man unter Benutzung der Gleichung (7) S. 406 und der Legendreschen
Relation (6) S. 160:

woraus das Verhalten von cnw in den Polen t= 1 und t=—1 zu
entnehmen ist. Im (ihrigen hat mau nur noch zu beachten, daB cnw
bei Ausubung der ersten Substitution (2) Zeichenwechsel erfédhrt. Tragen
wir in die fir BO glltige Laurentsche Reihe von cnw an Stelle von t
gleich wieder den zweiten Ausdruck (1) ein, so folgt:

Die dritte Funktion dnw bleibt bei der zweiten Substitution (2)
unverandert und ist also als gerade Funktion von t anzusetzen. Das
Verhalten von dnw im Punkte £= 1 schlieft man am Kkiirzesten aus
der Relation:
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welche mit Ricksicht auf das schon festgestellte Verhalten von snwr
und cnw im fraglichen Punkte die Gestalt annimmt:

Da ubrigens dniv eine gerade Funktion ist, so ergibt sich, da® dnw
in den Punkten t— 1 und t ——1 unendlich wird wie:

Weiter ist noch zu beachten, daf auch dnw wie cnw gegeniiber der
ersten Substitution (2) Zeichenwechsel erfahrt. Es reiht sich an (3)
und (4) als Darstellung von dnw:

Zu Fourierschen Reihen fiir unsere Funktionen gelangen wir nun
einfach durch Zusammenfassung der Glieder in (3), (4) und (5) zu
Paaren: Fir die Funktionen snw, cnw und dnw gelten folgende Dar-
stellungen in Fourierschen Reihen:

der gemeinsame Konvergenzbereich derselben entspricht dem Ringe RO und
stellt also einen Parallelstreifen der v-Ebene dar, begrenzt durch zwei Ge-
rade, deren eine durch die Pole iv = iK' - 2vK lauft, wahrend die
andere die Pole w —— iK'+ 2vK verbindet.

Zu bemerkenswerten Spezialfallen der Gleichungen (6) gelangt man
durch Eintragung der besonderen Werte w —0, K, K + iK', wo-
bei man die Werte der linken Seiten der Gleichungen (6) an diesen
Stellen aus der Tabelle von S. 393 meist direkt ablesen kann. Wir no-
tieren etwa die fir w = 0 entstehenden Gleichungen:
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8 9. Die Fouriersche Reihen fir die ganzen Funktionen 81(u),
62(u), 63(w) und die Thetafunktionen.

Die ganzen transzendenten Funktionen 61(w), Ga(«), <8(w) sind nach
geeigneter Normierung durch einen Exponentialfaktor (S. 266) in Ab-
hangigkeit von t betrachtet Funktionen, die in der ganzen i-Ebene, ab-
gesehen von den beiden wesentlich singuldren Punkten t= 0 und t= 00
analytisch sind. Hieraus bestimmt sich der Konvergenzbereich der zu-
gehorigen Laurentschen Reihen und der aus ihnen hervorgehenden
Fourierschen Reihen, welche letztere in jedem endlichen Bereiche der
«-Ebene unbedingt und gleichmaRig konvergent sind.

Wir brauchen nun fir die Gewinnung der fraglichen Reihen nicht
wieder eine grundséatzliche funktionentheoretische Betrachtung anzustellen,
sondern konnen an die Fouriersche Reihe (19) S. 272 fir die 6-Funktion
anknipfen und von hieraus den Ubergang zu den Entwicklungen der
drei 6-Funktionen zweiter Stufe durch einfache Umrechnung gewinnen.
Ehe dies geschehen kann, ist noch eine kurze Vorentwicklung auszu-
fuhren, welche den in (19) S. 272 links stehenden Faktor @(wl w2
betrifft.

Versieht man die in der mehrfach genannten Gleichung rechts

stehende Reihe mit dem Faktor qi4, so gelangt man zur Jacobischen
ffj-Reihe, welche man unter Einfiihrung der Variabelen:

an Stelle von 11 bzw. w durch:

zu erkléren pflegt; will man die Abhédngigkeit von « bzw. von q her-

vorheben, so schreibt man ~(u, ). Das Produkt von qi und ¢@(wv w2
nennen wir gleich selbst wieder @(wv w2 und haben also flr diese
allein von den Perioden abhédngige Funktion die Darstellung:

welche fir jedes im Innern der positiven Halbebene gelegene w kon-
vergiert und, woran wir beildufig erinnern, einen von 0 verschiedenen
Summenwert liefert. Letzteren kdnnen wir nun leicht mittelst der Dis-
kriminante A darstellen, was hier zunachst geschehen soll.

Zu diesem Zwecke leiten wir erstlich eine wichtige partielle Diffe-
rentialgleichung fur die Funktion ~(v, q) aus der Reihe (2) ab. Da es
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sich bei Differentiationen nach v im Grunde um Differentiationen der
Laurentschen Reihe nach t handelt, so gilt:

wo die Reihe den gleichen Konvergenzbereich hat, wie die Reihe (2).
Bis auf einen konstanten Faktor gelangt man zu derselben Reihe, wenn
man 0" einmal nach w differenziert. Die Vergleichung der sich er-
gebenden Formel mit der letzten liefert den Satz: Die Funktion &(v,q)
befriedigt die partielle Differentialgleichung:

Diese Gleichung wollen wir auf u und den S. 316 erklarten Diffe-
rentiationsproze D umrechnen. Zunéchst gilt:

wie man durch einfache Differentiation feststellt. Bei der Ausiibung
von Dt auf hat man zu beachten, daB w2 als Nenner in v vor-
kommt und aulerdem w im zweiten Argumente q der Funktion auftritt.
Es folgt:

Bei Benutzung der Legendreschen Relation (6) S. 160 findet man:

Die letzte Gleichung ergibt somit:

Hiernach lautet die umgerechnete Differentialgleichung (4):

Nun gilt zufolge der Gleichung (19) S. 272 bei der jetzigen Be-
deutung von @ (o1} wd:

wahrend andrerseits nach S. 322 die 6-Funktion die Differentialgleichung
befriedigt:
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Aus der vorangehenden Gleichung ergibt sich aber:

Tragen wir diese Ausdriicke fur die ersten drei Glieder der Differen-
tialgleichung ~der 6-Funktion ein, so folgt bei Benutzung der Glei-
chung (5):

Da diese Gleichung in u identisch besteht, so muf:

zutreffen. Die erste dieser Gleichungen bestatigt sich auch sofort, wenn wir:

setzen und den S. 325 bestimmten Ausdruck von Dr(rl2) eintragen. Die
zweite Gleichung kdnnen wir umschreiben in:

Diese Gleichung bleibt unverandert bestehen, falls wir dem Ausdrucke
unter dem Logarithmus den konstanten Faktor 2m zufligen. Wir ge-
langen dadurch zu der homogenen Funktion (—3)ter Dimension der
Perioden:

flr welche also die Gleichung gilt:

Daneben reihen wir jetzt die ,,Homogeneitatsrelation®:

und finden durch Auflésung nach den Ableitungen von log ¢ unter
Benutzung der Legendreschen Relation und der Gleichungen (7) S. 313:
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woflUr wir auch schreiben koénnen:

Die eine dieser Gleichungen ist Ubrigens eine Folge der anderen, da
der unter dem Logarithmus stehende Quotient homogen von nuliter
Dimension in den wl7 w2 ist. Wir schliellen aber aus den vorstehenden
Gleichungen, daR dieser Quotient Giberhaupt von den w17 w2 unabh&ngig

und also eine numerische Konstante ist. Erklaren wir yz/ im Anschluf}
an (12) S. 407 als eindeutige Funktion der Perioden ot, w2 durch:

so ergibt der Vergleich mit (6) als Darstellungen von ¢ und damit
von ¢ durch die Diskriminante z/:

Oie Beziehung von 5(W) zur Funktion ” (v) nimmt daraufhin die neue
Gestalt an:

wo O1(v) durch die in jedem endlichen Bereiche der v-Ebene unbedingt
und gleichmaRig konvergente Beihe (2) gegeben ist und der linker Hand
bei G(u) auftretende Faktor als eindeutige Funktion der Perioden WI? w2
erklart ist durch:

eine Gleichung, die ivir auch ersetzen kénnen durch:

Der Ubergang zu den drei 5-Funktionen zweiter Stufe ist nun
sehr leicht vollzogen. Wir erklaren erstlich (vgl. (9) S. 407) durch:

die drei links stehenden Ausdriicke als eindeutige Funktionen von w.
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Mit Hilfe dieser Erklarung kénnen wir aus (11) und den Produktent-
wicklungen (3) S. 405 entnehmen:

Nun gilt aber zufolge der Erklarung der 6-Funktionen zweiter Stufe
(vgl. S. 384):

Setzen wir demnach der Reihe nach in (9) statt u einu+ ,u+y

und u+ w* so gelangen wir unter Benutzung der Gleichungen

(13) und der Legendreschen Relation nach einer leichten Zwischen-
rechnung zu den Gleichungen:

Setzen wir:

so haben wir damit die drei geraden Thetafunktionen Jacobis gewonnen,
die also mit den (5-Funktionen zweiter Stufe durch:
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Zusammenhéngen. Als Funktionen von v und g schreiben wir die Theta-
funktionen ausfuhrlich frO(t’, g), fr.(i;, g), .. ihre Reihenentwicklungen
pflegt man zunéchst in die Gestalt zu Kkleiden:

Die fr*-Reihe gewinnt man sofort aus der Gleichung (2); aus der frj-
Reihe gehen dann die Ubrigen drei Reihen einfach auf Grund der Er-
klarungen (14) hervor. Als Fouriersche Reihen der fr-Funktionen haben
wir hiernach:

womit dann auf Grund von (15) zugleich die Fourierschen Reihen
fir die drei 6-Funktionen zweiter Stufe gewonnen sind. Nattrlich sind
diese Reihen sdmtlich wie die frj-Reihe in jedem endlichen Bereiche
der v-Ebene unbedingt und gleichmé&Rig konvergent. Tragen wir in
(9) und (15) fur die 6-Funktionen die Produkte (5) und (4) S. 405ff. ein
und ziehen die Formeln (11) und (12) S. 416 heran, so ergeben sich
fur die -fr-Funktionen folgende Produktentwicklungen:
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welche gleichfalls in jedem endlichen Bereiche der v-Ebene unbedingt
konvergent sind.

Bei Anderung von u um wx und w2 und also von v um w und 1
zeigen die Thetafunktionen folgendes Verhalten:

wie man aus dem entsprechenden Verhalten der 6-Funktionen oder auch
direkt aus den Reihen (16) abliest. Das Verhalten der Thetafunktionen
bei Vermehrung des Argumentes v um Periodenhélften, wie es sich aus
(14) und (19) leicht berechnen IaRt, stellen wir gleich tabellarisch zu-
sammen:

Setzen wir in den drei geraden Thetafunktionen v = 0, so ergeben
sich die drei kurz durch otn, ,  zu bezeichnenden , Thetanullwerte“:

sie sind identisch mit den in (12) eindeutig erklarten Wurzelausdriicken:

Fir die durch (10) S. 407 miterklarten vierten Wurzeln der Inte-
gralmoduln k2 und k'2 findet sich weiter:

so dall zwischen den drei Thetanullwerten die Relation besteht:

Der Nullwert der ersten Ableitung von ah (v) heilRe kurz ah"
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teilen wir durch a2, so gelangen wir zur rechten Seite der Gleichung
(10) zurlck, so daR wir finden:

Da (vgl. z B. die Formeln (11) und (12)):

gilt, so liefern die Formeln (21) und (25) zwischen den Thetanullwerten
weiter die Beziehung:

(26) 0i-A * 0% *3,

Die doppeltperiodischen Funktionen snw, cnw, dnw selbst stellen
sich in den Thetafunktionen so dar:

woflr wir auch schreiben konnten:

Die zwischen den sn«c, cnw, defc bestehenden quadratischen Rela-
tionen schreiben sich demnach in den Thetafunktionen so:

so dal zwischen den Quadraten der vier Thetafunktioneii zwei lineare
Relationen mit von v unabh&ngigen Koeffizienten identisch bestehen.
Wir konnen hinzusetzen, da fiur je drei unter diesen vier Quadraten
eine solche Relation besteht; denn aus (29) folgen mit Hilfe von (23)
sofort die beiden weiteren Relationen:

§ 10. Die Thetafunktionen mit beliebiger Charakteristik.

Die Nullpunkte der Thetafunktionen liegen in den Ecken, den Seiten-
mitten und dem Mittelpunkte des urspriinglich ausgewéhlten Perioden-
parallelogramms der Ecken 0, w2, wi-\-w2,wi. Will man die Theta-
funktionen zur Darstellung der elliptischen Funktionen der drei ver-
schiedenen Arten gebrauchen, &hnlich wie oben (S. 212 ff) zu diesem
Zwecke (5(ii) herangezogen wurde, so hat man entsprechend dem
Ubergange von 6(w) zur Funktion (5(u—uQ mit beliebigem Null-
punkte u0 eine Thetafunktion mit derart abgeéndertem Argumente her-
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zustellen, daB der Nullpunkt an einer beliebig vorzuschreibenden Stelle
des Parallelogramms liegt.

Wir konnen hierbei an irgendeine unter den vier Thetafunktionen
anknlpfen; jedoch empfiehlt es sich, &(y) zu bevorzugen. Wir setzen an:

und haben damit eine Funktion hergestellt, deren Nullpunkt bei:

liegt. Wenn wir demnach unter g und h zwei reelle Grolien der Inter-
valle —1< g<i+ 1, —1< h<j-f 1 verstehen, so werden gerade die
gesamten Punkte vO des auf die U-Ebene (bertragenen Periodenparallelo-
gramms erschopft. Doch gelten die nachfolgenden Betrachtungen auch
dann, wenn wir unter g und h irgendwelche reelle GréRen verstehen.
Die in Ansatz gebrachte Funktion wollen wir noch mit einem unten
naher zu bestimmenden Exponentialfaktor versehen und schreiben als-
dann abkirzend:

Die Zusammenstellung (g, h) der beiden reellen Zahlen g, h nennen wir
die ,,Charakteristik“ der hergestellten Funktion und bezeichnen die letztere
auch als ,,Thetafunktion der Charakteristik (g, h)u.

Den hinzugefiigten Exponentialfaktor bestimmen wir in der Weise,
dal die Funktion Offt(v) sowohl bei Vermehrung von v .um 1 und um w
als auch in ihrer Abh&ngigkeit von w ein tunlichst einfaches Verhalten
zeigt.

Vermehren wir v um w, so finden wir unter Benutzung der letzten
Formel (19) S. 419:

&gh(v + w) = e~nih - . q-ie~iltivfrgh{v).
Es wird sich also empfehlen, a = —7tig zu setzen, damit der zweite

Exponentialfaktor rechts gleich 1 wird. Schreiben wir den noch nicht
bestimmten Faktor eb in. Abhangigkeit von w allein @(w), so gilt also:

Bei der Auswahl von @(w) gehen wir von der Tatsache aus, daR
die unter (4) S. 414 angegebene Differentialgleichung der ~ Funktion von
allen vier Thetafunktionen &(v, q) befriedigt wird:

wie z B. aus den Reihenentwicklungen (17) S. 418 sofort folgt. Es ist
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nun moglich, den Faktor @(w) so zu bestimmen, da auch &gk(v) dieser
Differentialgleichung geniigt. Gebrauchen wir flr die beiden ersten Ab-
leitungen von ff3(v, d) nach dem ersten Argumente die Bezeichnungen
und ffj, wahrend wir die erste Ableitung nach dem im zweiten Ar-
gumente g enthaltenen w als Differentialquotient schreiben, so gilt:

Nun ist, da fur die ff3Funktion die Differentialgleichung (1) gilt:

so daf aus den vorstehenden Gleichungen sich ergibt:

Soll demnach die Differentialgleichung (1) auch von der Funktion 0-0>
erfullt sein, so haben wir @(w) aus:

zu bestimmen, unter ¢ eine numerische Konstante verstanden.
Wir verfligen Uber diese Konstante in der Art, da® wir nunmehr
endgultig:

schreiben. Dann gilt der Satz: Oie Thetafunktion (2) der Charakteristik
(9, h) hat ihren einzigen im Periodenparallelogramm gelegenen Nullpunkt
erster Ordnung an der oben angegebenen Stelle v0, geniigt als Funktion von
v und w der partiellen Differentialgleichung (1) und zeigt bei Vermehrung
von v um 1 und um w das Verhalten:

Da die beiden reellen Grofien g, h auf die Intervalle —1<.g"+ 1,
—1< h” -f1 beschréankt werden kénnen, so sind die einzigen ganzzah-
ligen Charakteristiken, die man auch als ,,Hauptcharakteristiken* bezeichnet,
die vier (0,0), (1,0), (0,1), (1,1). Mit Hilfe der Tabelle von S. 419 stellt
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man leicht fest, dal diese genau zu den vier urspringlichen Theta-
funktionen fuhren:

(4) #0i0) = #00)> #110) = #i(«), #i0(«) = ~N(v), =#oo(l) = #3M)-
Das Formelpaar (3) faflt entsprechend die vier Paare (19) in einen Aus-
druck zusammen.

811. Die Thetafunktionen hdéherer Ordnung mit beliebiger
Charakteristik.

Die Entwicklungen von §10 verallgemeinern wir jetzt durch folgende
Erklarung: Indem wir die Zahlen g, h in der bisherigen Bedeutung bei-
behalten, verstehen wir unter einer Thetafunktion der positiven ganzzahli-
gen Ordnung m und der Charakteristik {g, h) eine ganze transzendente
Funktion (v, g), ivelche bei Vermehrung von v um 1 und um w das

Verhalten zeigt:

und welche als Funktion von v und w die Differentialgleichung:

befriedigt. Fir m = 1 kommen wir auf die in § 10 betrachteten Funk-
tionen ftguiv) zurlck.

Betrachten wir zundchst die Charakteristik (0,0), so wird eine hier-
her gehorige Funktion zufolge der ersten Gleichung (1) in eine Lau-
rentsche Reihe nach t = e2niv entwickelbar sein, welche wieder den-
selben Konvergenzbereich wie die urspriinglichen -fr-Reihen hat. Wir
setzen diese Reihe gleich in die Gestalt:

wo die Koeffizienten cn von v unabhéngig sind. Hieraus folgt:

und da andererseits:

gilt, so liefert die zweite Gleichung (1) wegen der eindeutigen Bestimmt-
heit der Laurentschen Reihe in ihrem Konvergenzbereiche die Rekursions-
formel:
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Ist m= 1, d h. haben wir den bisher allein betrachteten Fall der Theta-
funktionen erster Ordnung, so sind alle Koeffizienten durch einen unter
ihnen, etwa d) aus der Rekursionsformel berechenbar. Ist m> 1, so
haben wir entsprechend der Bauart dieser Formel etwa o cx. .., cmi
vorerst noch unbestimmt zu lassen und finden dann aus einem unter
diesen Koeffizienten, den wir cv nennen, durch wiederholte Anwendung
der Rekursionsformel:

so daf mit cv alle diejenigen Koeffizienten cn eindeutig bestimmt sind,
deren Indizes n modulo m mit v kongruent sind. An Stelle der m
Koeffizienten n, wollen wir noch eintragen:

und findet dann unter Zusammenfassung aller Reihenglieder, die das
einzelne cv als Faktor aufweisen, fir ‘O-~(v) ein Aggregat der Gestalt:

wobei zu erklaren ist durch:

Die hier rechts stehende Reihe kénnen wir nun auch so schreiben:

Damit aber kommen wir auf die Og-Funktion mit den Argumenten
(mv - vw) und gm zurick:

so daB sich die besonderen Funktionen (4) der Charakteristik (0,0) in der
einfachen Gestalt (5) durch die urspriingliche &-Funktion darstellen lassen.

Man beachte weiter, da die m Funktionen (4) linear-unabhéngig
sind. Bestdnde namlich zwischen ihnen eine lineare homogene Relation
mit nicht durchweg verschwindenden Koeffizienten identisch, so wiirde
dieselbe auf t umgeschrieben eine Laurentsche Reihe mit nicht durchweg
verschwindenden Koeffizienten), aber von identisch verschwindendem
Summenwerte liefern, was unmdglich ist. Da Ubrigens jede die Bedin-
gungen (1) befriedigende Funktion der Charakteristik (0,0) in der Ge-
stalt (3) durch die Funktion (4) darstellbar war, so gewinnen wir das

1) Man beachte, daB 6~ («)v diejenigen Glieder der Laurentschen Reihe lie-
fert, deren Exponenten modulo M mit V kongruent sind.
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Ergebnis: Die Reihen (4) liefern m ganze transzendente, voneinander
linear-unabh&ngige Funktionen, die den Bedingungen (1) fiir die Charakte-
ristik (0,0) geniigen; und umgekehrt ist jede solche Funktion in den m
Funktionen (4) linear und homogen mit von v unabhéngigen Koeffizienten
darstellbar.

Was nun zweitens die Differentialgleichung (2) angebt, so ist aus der
Reibe in (4) rechts leicbt zu zeigen, dal’ jede der m Funktionen O")(v)y
jene Gleichung befriedigt. Hieraus folgt, daf ein Ausdruck:

mit von v unabhangigen Koeffizienten cv die Gleichung (2) stets und
nur dann befriedigt, wenn:

identisch besteht. Dies erfordert aber, daf alle m Ableitungen ver-

schwinden, weil wir andernfalls bei Umschreibung auf t wieder zu einer
Laurentschen Reihe mit nicht durchweg verschwindenden Koeffizienten,
aber identisch verschwindendem Summenwerte gelangen wiirden. Die
cv sind also auch von w unabhéngig. Die g)v sind m voneinander
linear-unabhangige Thetafunktionen mtor Ordnung der Charakteristik (0,0);
durch sie laRt sich jede solche Funktion in der Gestalt (6) mittels nu-
merischer, d. h.von v und w unabhéngiger Koeffizienten darstcllen.

Die Thetafunktionen mter Ordnung der Ubrigen Charakteristiken (g, h)
kann man genau, wie dies in § 10 fur die erste Ordnung ausgefihrt
wurde, aus denjenigen der Charakteristik (0, 0) herstellen. Setzt man:

wo @(w) von v unabhéngig ist, so genugt diese Funktion jedenfalls den
Bedingungen (1). Die Forderung, daf3 die Differentialgleichung (2) er-
fullt ist, fihrt aber, von unwesentlichen Anderungen abgesehen, wieder
genau zur Entwicklung von S. 422 zuriick. Fur das Bestehen der Glei-
chung (2) ist die Bedingung:

hinreichend und notwendig, wodurch @(w) bis auf einen numerischen
Faktor eindeutig bestimmt ist. Um eine Formel zu gewinnen, in der
die Gleichung (2) S.422 als Spezialfall m = 1 enthalten ist, setzen wir:
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und haben auf diese Weise sicher eine Thetafunktion mtT Ordnung der
Charakteristik (g,h) gewonnen. Ist andrerseits eine beliebige solche Funk-

tion in vorgelegt, so erkennt man in:

sofort eine Thetafunktion mtei Ordnung der Charakteristik (0, 0). Die
Gleichung (7) liefert uns gerade genau die gesamten Thetafunktionen mtT
Ordnung der Charakteristik (g, h), falls rechter Hand alle Theta-
funktionen mtl Ordnung der Charakteristik (0, 0) durchlautft.

Die weiter Uber die Charakteristik (0, 0) entwickelten Satze Uber-
tragen sich jetzt sofort auf jede andere Charakteristik. Wir gelangen
zu dem Ergebnis: Den m besonderen Funktionen (v)v entsprechen ver-
moge (7) m linear-unabhangige Thetafunktionen mtei Ordnung &gh(v, q)v
der Charakteristik (g, h), in denen sich jede Funktion dieser Art linear
und homogen mit numerischen Koeffizienten darstellt.

8 12. Die Tlietafunktionen mter Ordnung als ganze elliptische
Funktionen dritter Art.

Fuhren wir an Stelle von v das Argument u wieder ein, so kdnnen

wir die Gleichungen (1) S. 423, denen eine Thetafunktion mtei Ordnung
der Charakteristik (g, h) geniigt, in die Gestalt:

setzen. Wir erkennen also in unseren Thetafunktionen mter Ordnung
nach den Erklarungen von S. 217 und S. 221 ganze elliptische Funk-
tionen dritter Art, und zwar haben die in den Exponentialfaktoren der
Gleichungen (2) S. 217 auftretenden Koeffizienten p, v hier die folgende
Bedeutung:

Nach einem S. 220 aufgestellten Satze mul} fiir jede elliptische Funk-
tion dritter Art der Ausdruck (wlu2—w2uy) eine ganze Zahl darstellen,
welche wir als ,,Ordnung” der Funktion bezeichneten, und welche den
UberschuB der Anzahl der Nullpunkte uber diejenige der Pole der
Funktion im Periodenparallelogramm liefert. Wir folgern aus den eben
angegebenenen Werten von pl, u2: Eine Thetafunktion mter Ordnung
gehort auch als elliptische Funktion dritter Art zur Ordnung m und hat
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demnach als ganze Funktion im Periodenparallelogramm insgesamt m
einfache Nullpunkte, die natiirlich auch irgendwie zusammenfallen dirfen.

Um die Beziehung der Thetafunktionen zu den ganzen elliptischen
Funktionen dritter Art weiter darzulegen, verstehen wir unter (n)
irgendeine ganze elliptische Funktion dritter Art der Ordnung m und
gehen auf die eben bereits genannten Gleichungen:

zuriick, wobei also fir py, 2 die Bedingung gilt:

Da iin Ubrigen die pyx, p2, vx3 v2 beliebige komplexe Grofien sind, so
scheinen zun&chst die Funktionen (i) insofern weiter als die Theta-
funktionen zu reichen, als doch in den entsprechenden Definitionsglei-
chungen (1) S. 423 die g, h reelle Werte haben sollten. Dieser Unterschied
ist indessen nur scheinbar und kann durch eine ,,Normierung“ von ip(u)
mit einem Exponentialfaktor hinweg gehoben werden. In der Tat wollen
wir von ib(u) zur Funktion:

Ubergehen, indem wir uns die néhere Bestimmung von A Vorbehalten.
Das Verhalten dieser Funktion @(u) bei Vermehrung des Argumentes
u um g2 und um wy ist infolge der vorstehenden Gleichungen:

Wir kénnen nun \ eindeutig durch die Forderung festlegen, dal’ die
beiden Klammerausdriicke in den Exponenten rechter Hand reell aus-
fallen. Schreiben wir unter Trennung der reellen und imagindren Be-
standteile » —A' A", w2: 0 2f- iRJ2 .. so kleidet sich jene Forde-
rung in die Gleichungen:

aus denen wir, da wxw" —w"w2< 0 gilt, A' und A" und damit A ein-
deutig berechnen konnen. Auf diese Weise gewinnen wir zwei ein-
deutig bestimmte reelle Grofien:

auch konnen wir, da in den Bedingungsgleichungen der Funktion ip(u)
eine Abanderung von vx und v2 um irgendwelche ganze Zahlen ohne
Folge ist, die Grofen vx und v2 so bestimmt denken, daR die beiden
reellen Zahlen g, h unseren oben vorgeschriebenen Intervallen —1<#<1+1,
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—1< h”™ + 1 angehéren. Es rechnet sich nun das oben fur @(i) an-
gegebene Gleichungenpaar, wenn wir noch die Bezeichnung gebrauchen:

in die folgende Gestalt um:

Hiermit haben wir in der Tat die Bedingungsgleichungen (1) S. 423
der Thetafunktionen wieder gewonnen und wollen die Funktion 6(v)
dieserhalb genauer mit 8$(v) bezeichnen. Die an jene Gleichungen (1)
S. 423 gekniipften Rechnungen des vorigen Paragraphen dirfen wir dem-
nach auf QJ(v) in Anwendung bringen. Auf Grund jener Rechnungen
oder auch aus dem gleich wieder ausfiihrlich zu betrachtenden Hermite-

schen Prinzip (vgl. S.228) folgt die Darstellbarkeit jeder Funktion 6$?(v)
in der Gestalt:

mit Koeffizienten, die von v unabhdngig sind. Das hier rechts stehende
Aggregat liefert offenbar auch dann noch eine die Relationen (2)
befriedigende Funktion, wenn die cv irgendwelche Funktionen von

sind. Hieraus geht hervor, daR zwar flir m = 1 jede Funktion 87(v)
durch Behaften mit einem weiteren von w allein abhangenden Faktor
zu einer Thetafunktion gemacht werden kann,"MaR dies indes fir m > 1
nicht mehr stets maoglich ist; denn diese Mdglichkeit erfordert nach dem
SchluRRsdtze von § 11 offenbar, dafl die Quotienten der ddcx, ... cm 1
von ® unabhédngig sind, was eine Besonderheit ist. Nennen wir dem-
nach jede den Bedingungen (2) geniigende ganze transzendente Funk-

tion eine ,,allgemeine** Thetafunktion mtTl Ordnung (v) der Charakte-

ristik (g, h), so umfassen dieselben zwar die Thetafunktionen ff'h(v) als
Spezialfélle, werden ihrerseitsaber nicht durch diese Thetafunktionen erschopft;
die zweite Bedingung (2) S. 423, die Differentialgleichung der Funktio-

nen % (v), kommt demnach flr die allgemeinen Thetafunktionen 6$(v) in
Fortfall. Die Beziehung zu den ganzen elliptischen Funktionen dritter Art
gestaltet sich nun einfach so, daB die letzteren nach Hinzufligung des oben
bestimmten Exponentialfaktors gerade die gesamten allgemeinen Theta-
funktionen 6¢h (v) liefern.

Eine Bemerkung ist noch Uber die Beschrankung der reellen Zahlen
g, h auf die Intervalle —1< "~ + 1, —1< h~ ff-1 nachzutragen.
Andern wir etwa in der Gleichung (7) S. 425, welche wir auf beliebige
reelle g, h beziehen, g und h um irgendwelche gerade ganze Zahlen, so
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bleibt die durch jene Gleichung dargestellte Thetafunktion keineswegs
unverdndert. Indessen bleibt sie eine Thetafunktion der anfanglichen
Charakteristik, da in den erklarenden Gleichungen (1) S. 423 und auch
(2) S. 428 eine Anderung der g, h um gerade ganze Zahlen folgenlos
ist. Die Zulassung von Zahlen g,li auBerhalb der angegebenen Inter-
valle wirde uns also keine neuen Funktionen mehr liefern kénnen.

Fir die gleichandrigen ganzen elliptischen Funktionen dritter Art
hatten wir S. 227 auf Grund funktionentheoretischer Erwégungen das
Hermitesche Prinzip abgeleitet: Unter den gleichéandrigen ganzen ellip-
tischen Funktionen dritter Art mter Ordnung gibt es stets im ganzen m
linear-unabhéngige, in denen alle weiteren linear und homogen mit von u
unabhangigen Koeffizienten darstellbar sind. Zu diesem Prinzipe flhrten
uns die Reihenentwicklungen des § 11 aufs neue hin, und zwar sowohl
fir die allgemeinen Thetafunktionen mtei Ordnung wie auch fiir die
speziellen, fir die letzteren in der besonderen Gestalt, dal die Funk-
tionen gleicher Charakteristik stets in m linear-unabhangigen unter
ihnen linear und homogen mit numerischen, d. h. auch von w unabhén-
gigen Koeffizienten darstellbar waren.

Die ganzen elliptischen Funktionen dritter Art wurden S. 221 aus
6-Produkten aufgebaut. Statt der (5-Funktionen koénnen wir auch die
Thetafunktionen erster Ordnung % (v) benutzen. Ein Produkt von m
Funktionen ~ (v) erster Ordnung stellt zufolge (3) S. 422 allemal
eine allgemeine Thetafunktion mtT Ordnung:

dar, deren Charakteristik sich aus:

bestimmt. Sind die Charakteristiken (igv,hr) sdémtlich ganzzahlig (,,Haupt-
charakteristiken®), so gilt dasselbe von (g, h). Einige hierauf beziigliche
Ausfuhrungen mdgen sich hier anschlief3en.

Im Falle der Ordnung m = 2 haben wir in den vier Quadraten der
ursprunglichen 1l-Funktionen und in ihren Produkten zu zweien lauter
Funktionen (v) vor uns, und zwar verteilen sie sich auf die vier

ganzzahligen Charakteristiken so:

Je die zwei Funktionen der drei letzten Paare sind linear-unabhéngig,
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wie man z. B. aus dem Umstande entnimmt, daR die eine Funktion ge-
rade und die andere ungerade ist. Es laBt sich also z. B. jede Funktion

Bn(v) in der Gestalt:

darstellen, wo die Koeffizienten 0, von v unabhangig sind. Auch
(V)2 Oj (V)2 erkennt man leicht als linear-unabhéngig, so daf z. B.
die Funktionen 02(v)2 un(™ 93V")2 i*1 den Gestalten:

darstellbar sein missen. Die Koeffizienten lassen sich leicht durch die
Thetanullwerte 60, Ojg-fig darstellen. Es ergibt sich namlich, wenn
wir v = 0 eintragen:

sowie wenn wir v —\ setzen und die Tabelle von S. 419 benutzen:

Hieraus berechnet man, wenn man bei der Bestimmung von c¢' noch
die Relation (23) S. 419 benutzt:

womit die Relationen (29) S. 420 wiedergewonnen sind.

Bei beliebiger Ordnung m > 2 werden diese Relationen (3) von Be-
deutung. Zufolge derselben gelangen wir nédmlich bereits zu allen linear-
unabhéngigen Produkten von je m Faktoren, wenn wir fi2(v) und af3(?;)
hochstens in den ersten Potenzen zulassen. Wir gelangen alsdann ge-
rade genau zu 4m Produkten:

von denen man leicht erkennt, dal3 sie sich zu je m auf die vier ganz-
zahligen Charakteristiken verteilen. Auch erweisen sich je die n Pro-
dukte der gleichen Charakteristik als linear-unabhéngig, so daR sie fir
die Darstellung aller Funktionen der in Betracht kommenden Charak-
teristik zugrunde gelegt werden konnen. Die Verhaltnisse gestalten
sich ein wenig verschieden, je nachdem m gerade oder ungerade ist.
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Als Beispiel betrachten wir etwa eine ungerade Ordnung m und
die Charakteristik (1, 1). Die zugehdrigen m Produkte sind:

wobei in der ersten Zeile , in der zweiten und dritten Pro-

dukte stehen. Jene Produkte sind ungerade, diese gerade Funktionen.
Wirde demnach zwischen den Funktionen (4) eine lineare Relation mit
von Vv unabhédngigen Koeffizienten identisch bestehen, so wiirde not-
wendig bereits eine solche Relation entweder fiir die geraden oder fir
die ungeraden Funktionen gelten. Setzen wir aber eine solche Relation
etwa flir die ungeraden Funktionen an, so wird dieselbe nach Fort-
heben des gemeinsamen Faktors <9*(v) aller Glieder die Gestalt annehmen:

nach Fortheben von O*(F)2 gewonnen wird. Indem man erneut v= 0
eintrégt, folgt ebenso cx= 0 usw. In derselben Weise zeigt man, dal
auch zwischen den geraden Funktionen (4) keine lineare Beziehung
der fraglichen Art identisch bestehen kann. Das System der m Funk-
tionen (4) ist also nach dem Hermiteschen Prinzip zur Dartellung
aller Funktionen (v) geeignet.

Im niedersten Falle m = 3 haben wir hiernach die drei Funktionen:

fiir die Signatur (1,1) zugrunde zu legen, die letzte als einzige gerade Funk-
tion. Jede gerade Funktion 0~ (y) ist demnach mit der dritten Funk-
tion (&) bis auf einen von v unabhdngigen Faktor identisch, wéhrend
sich jede ungerade Funktion in den beiden ersten Funktionen (5) dar-
stellen 14Rt.

Als linear-unabhédngige Funktionen 07(v) gewinnen wir auf der
anderen Seite aus (7) S. 425 die drei Thetafunktionen:

welche wir unter Benutzung von (5) S. 424 auch in die Gestalt kleiden
kdénnen:
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Nach Eintragung der "~-Reihe ergibt sich:

An letzter Stelle haben wir zufolge der zweiten Gleichung (16) S. 418
die ungerade Funktion 3v, gs) vor uns; durch Subtraktion der beiden
ersten Gleichungen folgt eine zweite ungerade Funktion, durch ihre
Addition eine gerade Funktion:

Far die hier rechts stehende Reihe gilt also der Ansatz:

WO C von v unabhéngig ist, aber w noch enthalten mag.

Zur Bestimmung der Grofle c leiten wir vorerst eine auch in an-
derer Hinsicht sehr wichtige Reihenentwicklung flr die 24. Wurzel aus
der Diskriminante A ab:

Aus der zweiten Gleichung (18) S. 418 folgt:

so dal wir fiir die eindeutige Funktion (7) von w die Darstellung:

gewinnen. Aus der unter (17) S. 418 gegebenen O“Reihe aber folgt:

Alle Glieder dieser Reihe, in denen k = 1 (mod. 3) ist, fallen aus; wir
haben also nur zu setzen k = 3w, wo« die Zahlen 0, 1, 2, 3, - - - durch-
lauft, und kK ——Sn —1, wo n die Zahlen —1, —2, —3, - - - zu durch-
laufen hat. Wir erhalten also:
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was sich sofort zusammenfalit zu:

Indem wir ]/3 nach links setzen und g* an Stelle von q eintragen,
ergibt sich die Reihenentwicklung fiir die in (8) rechts stehende Funk-
tion und damit die Reihe fir die 24. Wurzel aus A:

Die Bestimmung der GroRe c in (6) ist nun sofort geleistet. In-
dem wir v = 0 setzen, tritt links gerade die in (9) gewonnene Reihe
auf, so daB wir zu der Relation gelangen:

Fir das Produkt der Nullwerte der drei geraden Thetafunktionen aber
folgt aus (26) und (25) S. 420:

Die GroRe c laRt sich also mittelst der Diskriminante so darstellen:
Tt 1

und die Gleichung (6) kann man in die endgiltige Gestalt setzen:

Drittes Kapitel.

Die Modulfunktionen zweiter Stufe und die lineare Trans-
formation der elliptischen Funktionen zweiter Stufe.

Als eine Eigenschaft einer elliptischen Funktion zweiter Stufe haben
wir nach den allgemeinen Erklarungen von S. 376 auch noch zu fordern,
daB dieselbe als Funktion von ol und w2 unveréndert bleiben soll gegen-
Uber den Substitutionen der in der Modulgruppe '"H enthaltenen Haupt-
kongruenzgruppe zweiter Stufe. Diese im Laufe der letzten Entwick-
lungen zuriickgetretene Eigenschaft unserer Funktionen haben wir jetzt
n&her zu untersuchen. Wir werden uns dabei nicht auf die Stufe 2
beschranken konnen, mussen vielmehr mit Rucksicht auf die Grolen

y\ g o, usw. vielfach auch auf héhere Stufen eingehen, ohne in-

des die letzteren einer grundsatzlichen Untersuchung zu unterziehen.
Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 28
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Fur den Entwicklungsgang wird das funfte Kapitel des ersten Abschnitts
vorbildlich sein. Das Verhalten der auch u enthaltenden elliptischen
Funktionen zweiter Stufe gegeniiber den Substitutiouen der Gesamt-
gruppe '  wird uns zur Lehre von der ,linearen Transformation“
der Funktionen zweiter Stufe fuhren, der bei den Funktionen erster
Stufe freilich noch kein Analogon gegenuberstand, da diese Funktionen
gegeniiber der Gesamtgruppe P(w invariant sind.

8 1. Der Diskontiimitatsbereich der Hanptkougrueiizgruppe
zweiter Stufe.

Alle in der Modulgruppe enthaltenen Substitutionen:

deren Koeffizienten die Kongruenzen befriedigen:

bilden eine Untergruppe, die wir als ,Hauptkongruenzgruppe zweiter
Stufe* benennen wollten, und die zuné&chst mit der Bezeichnung PH be-
legt werden moge. Nach der S. 284 ausgefiihrten Uberlegung erkennt
man, daf die ebenso wie die Gesamtgruppe P (,) durch die Spiege-
lung an der imagindren w-Achse U(w) = —w in sich transformiert
wird. Der Zusatz von U zur Tfel liefert demnach eine Gruppe:

die wir als die ,erweiterte Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe” be-
zeichnen, und die neben den die )"} bildenden Substitutionen ,erster
Art“ V noch die gesamten die Kongruenzen (1) befriedigenden Sub-
stitutionen ,,zweiter Art":

enthélt.

Um die Diskontinuitatsbereiche dieser Gruppen zu gewinnen, be-
trachten wir, wie bei der Gesamtgruppe I (vgl. S. 2861f.), zundchst
die in der enthaltenen Spiegelungen, fir welche die Gleichung
0 = a charakteristisch ist (vgl. S. 285). Ist y = 0, so ist die Gleichung
des Symmetriekreises (der hier eine Gerade darstellt) 2| = /3; fiir
ist die Gleichung des Symmetriekreises:

wenn wir (wie S. 175) w — £ - irj schreiben.
Da 3 zufolge (1) eine gerade Zahl ist, so sind die Geraden unter
den Symmetriekreisen durch & 0, &=+ 1, &= + 2, ... gegeben;
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unter den eigentlichen Kreisen haben wir fir y = 2 diejenigen mit den
gréRten Radien, namlich die Kreise der Radien * um die reellen Mittel-
punkte w= + j, + '|, + -|, - - -. Die drei speziellen unter den Symmetrie-
kreisen, welche durch die Gleichungen:

dargestellt sind, grenzen das obere Kreisbogendreieck der Winkel 0 in
Fig. 60, S. 289 ein. Die zugehdrigen Spiegelungen bezeichnen wir, um
eine mit (1) S. 296 mdoglichst konforme Schreibweise zu gebrauchen,

durch:

Von jenem Kreisbogendreieck der Winkel 0 aus stellten wir durch
den SpiegelungsprozeR ein ganzes Netz solcher Dreiecke her, welches die
positive w-Halbebene schlicht und vollstdndig bedeckte, und dessen Natur
S. 288 ff. ausfuhrlich dargelegt wurde. Nehmen wir noch hinzu, dal
die drei Symmetriekreise (,,Hohen* des ersten Dreiecks der Winkel 0):

21+ 1-0, >+ V- 1 ?+ D2+ ij*- 1,
welche die Zerlegung des fraglichen Dreiecks der Winkel 0 in die sechs
Elementardreiecke der Gesamtgruppe leisteten, nicht zu den Sym-

metriekreisen der rj“1 gehoéren, so gelangen wir zu dem Ergebnisse,
daR das in Fig. 60, S. 289 begonnene, die 'positive w-Halbebene schlicht
bedeckende Dreiecksnetz der Winkel 0 gerade genau die gesamten Symmetrie-
kreise der Untergruppe erschopft. In der Tat gehoren alle diese
Kreise der &) an, da sie durch Ketten von Spiegelungen (2) vom
ersten Dreieck aus erreichbar sind. Es kann aber auch kein weiterer
Symmetriekreis hinzukommen; denn wére irgendeines der Dreiecke
des fraglichen Netzes von einem weiteren Kreise der rffi durchzogen,

so wirde auch das erste Dreieck von einem bezuglich der ' &qui-
valenten Kreise durchzogen.
Homologe Punkte in den Dreiecken des fraglichen Netzes, d. h.
solche Punkte, die aus einem unter ihnen durch irgend-
eine Kette von Spiegelungen (2) hervorgehen, erweisen
sich bezlglich der '$ als &quivalent. Fir jeden be-
stimmten im Innern der w-Halbebene gewaéhlten Punkt
gibt es demnach sicher mindestens einen bezlglich der

@) aquivalenten Punkt im ,,Ausgangsdreieck* des Netzes,
d. h. im Dreieck der Spitzen w= 0, — 1, ioo. Andrer-
seits konnen keine zwei verschiedene Punkte dieses Drei-
ecks bezuiglich der @) aquivalent sein. Zwar sind bezlglich der Gesamt-
gruppe I die Punkte des Dreiecks immer zu sechs aquivalent, indem
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sie entsprechend der in Fig. 79 ausgeflihrten Unterteilung des Dreiecks
in sechs Elementardreiecke der aus einem unter ihnen, w, durch die
sechs Substitutionen:

hervorgehen. Keine einzige dieser Substitutionen gehért aber der JT#
an, so daB in der Tat keine zwei beziglich dieser Untergruppe &qui-
valente, voneinander verschiedene Punkte im Dreieck der Ecken w = 0,
—1, ioo auffindbar sind. Das Kreishogendreieck der Winkel 0 mit den
Ecken w= 0, —1, ioo ist demnach ein Diskontinuitatsbereich der er-
weiterten Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe ', und diese Gruppe ist
also erzeugbar durch die drei unter (2) angegebenen Spiegelungen S', T, U.

Der Rickgang zur Gesamtgruppe F @ wird dadurch vollzogen, daf3
wir jedes der Dreiecke des eben besprochenen Netzes durch seine drei
»,HOhen“ (vgl. Fig. 59, S. 288) in sechs Dreiecke der zerlegen. Irgend-
ein Dreieck des zur gehorenden Netzes ist mit einem bestimmten
unter den sechs Dreiecken der Fig. 79 bezlglich '$ d&quivalent. Zu
diesem Dreiecke aber gelangen wir vom Diskontinuitatsbereiche der I (),
d. h. vom Elementardreiecke der Ecken w= i, p,ioo durch eine be-
stimmte unter den sechs Substitutionen (3). Wir erschopfen demnach
die gerade einmal und vollstdndig, wenn wir jede der sechs Sub-
stitutionen (3) mit den gesamten Substitutionen der Untergruppe I'$)
kombinieren:

hier im ersten Gliede der rechten Seite flir 'g) FO gleich wieder T@)
geschrieben. Die Substitutionen der Gesamtgruppe ordnen sich auf diese
Weise den sechs Gliedern der Gleichung entsprechend in sechs Systeme an,
von denen keine zwei eine Substitution gemeinsam haben: das erste
System umfalit die Untergruppe f1), jedes folgende System entsteht
aus dem ersten durch Kombinierung mit einer der Substitutionen (3). Wir
dricken dies dahin aus, dafl wir die T*) eine Untergruppe ,,des Index 6°
in der Gesamtgruppe nennen, und bezeichnen sie dieserhalb weiterhin
durch T\-X

Um den Ubergang zur urspriinglichen Hauptkongruenzgruppe zweiter
Stufe 'p) zu gewinnen, lagern wir neben den in Fig. 80 schraffierten

Diskontinuitéatsbereich der jnji sein in der Figur freigelassenes Spiegel-
bild beziglich der imagindren w-Achse. Zu einem beliebig im Innern
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der Halbebene gewéhlten Punkte w gibt es dann im Bereiche der Fig. 80
stets zwei und nur zwei beziglich der I'$” dquivalente Punkte '
und co" = U(w"). Von den beiden diese Aquivalenzen vermittelnden
Substitutionen entsteht die eine aus der anderen
durch Zusatz von U, so daBR eine von der ersten
und die andere von der zweiten Art ist. Die
erste unter ihnen gehort bereits der ') an; wir
erkennen hieraus: Der aus zwei Dreiecken der
Winkel 0 zusammengesetzte Bereich der Fig. 80
ist ein Diskontinuitatsbereich der urspringlichen
Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe 1*$.

Auch die Herstellung der ') aus erzeugenden
Substitutionen ist von der aus sofort verstandlich. Eine Substitution
erster Art der Tgstellt sich symbolisch als Produkt von Spiegelungen (2)
mit einer geraden Faktorenanzahl dar. Dabei brauchen, da U2= 1, S '2= 1,
T'2= 1 gilt, keine zwei aufeinanderfolgende Faktoren einander gleich
zu sein. Man kann demnach jede Substitution der '@ symbolisch als
Produkt der drei Substitutionen:

s'-0T’ T’=S'0, uUu=T'S"
und ihrer inversen Substitutionen:
S'-1= T'0, T'-1= US', U'-x= S'T'
schreiben. Die letzten drei Substitutionen gelten mit S', T', U' zugleich
als gegeben; zwischen den drei ersten besteht die Relation:
TIT'S'=T" '(S')Z'(M)z -T' - l,

so daf sich U' in der Gestalt S'~IT'~1 durch S' und T' ausdrickt.
So bleiben schlieBlich nur S* und T': Die urspriingliche Hauptkongruenz-
gruppe zweiter Stufe F(sj) 1aRt sich aus den beiden Substitutionen:

erzeugen. Die erste fihrt den linken geraden Rand des in Fig. 80 ge-
zeichneten Diskontinuitatsbereiches in den rechten tber, was in der Figur
durch einen Pfeil angezeigt ist; die Substitution T' fihrt entsprechend
den rechten halbkreisférmigen Rand des Bereiches in der linken (Cber.
Der fortgesetzten Kombination der Substitutionen S' und T entspricht
geometrisch die schrittweise zu vollziehende Bedeckung der co-Halbebene
mit Paaren von Kreisbogendreiecken der Winkel 0; die hier vorliegen-
den Verhéltnisse sind ganz analog denen, die wir oben (S. 296 ff.) fur
die gesamte Gruppe I'H ausfiihrlich besprachen. Ubrigens gilt:



438 H, 3. Die Modulfunktionen zweiter Stufe und die lineare Transformation

Schreiben wir aber irgendeine Substitution der P~ in der Gestalt:

03 = < T atv(w)
so haben hierbei die Exponenten m irgendwelche ganzen Zahlen zu be-
deuten, die wir Ubrigens, von der ersten und letzten abgesehen, stets
als von 0 verschieden voraussetzen dirfen. Bei der angegebenen Gestalt

der Potenzen S'm T'mgelangen wir somit zu einer Kettenbruchentwick-
lung der Substitutionen der I $:

welche sich der S. 298 aufgestellten Kettenbruchentwicklung der Sub-
stitutionen der Gesamtgruppe I () anschlief3t.

Da die Spiegelung U in der Pg" enthalten ist, so wird das Sub-
stitutionssystem P~ mi wieder mit identisch sein. Es gilt so-
mit auch:

Setzen wir demnach die aus der zweiten, vierten und sechsten Sub-
stitution (3) hervorgehenden Substitutionen UVk= Vky so kdnnen wir
die Gleichung (4) in die Gestalt kleiden:

wobei also an Stelle des Systemes (3) die sechs Substitutionen erster
Art treten:

Im einzelnen Systeme PAF* sind die Substitutionen erster Art durch
das Symbol P” Vk zu bezeichnen. Fir die urspriingliche Modulgruppe
PH ergibt sich damit die Darstellung:

wobei wieder die gesamten Substitutionen der P H in sechs Systeme an-
geordnet sind, von denen entsprechende Aussagen gelten, wie von den
in (4) rechts stehenden sechs Systemen. Die P~ heiBe demnach wieder
eine Untergruppe ,,vom Index 6 innerhalb der Gesamtgruppe P @) und werde
fortan durch I'$ bezeichnet.

Wir nennen zwei Substitutionen F, und Vk der gesamten Gruppe
PH modulo 2 einander kongruent, falls die Koeffizienten derselben
die Bed ingungen erfillen:
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wir fassen dieselben kurz in die Kongruenz F = F* (mod. 2) zusammen.
Ist V,= Ft und Fi= F,, (mod. 2), so lehren die Regeln (2) S. 127
der Zusammensetzung der Substitutionen, dafl auch FtF = FtVm gilt.
Ist F mit der identischen Substitution FO= 1 kongruent, so gilt so-
wohl FtF = Ft als auch VVk= F* flir jede Substitution Ft der FH
Insbesondere folgt F*FF*"1= 1, sobald F=1 (mod. 2) zutrifft. Nach
der S. 128 erklarten Sprechweise heif3t dies, dal eine Substitution F der
Untergruppe FR bei Transformation vermoge irgendeiner Substitution
Ft von r €} wieder eine Substitution V'= Ft FF*-1 der FRWliefert. Da
wir auch umgekehrt eine beliebige Substitution V' der Fe"1nach diesem Ge-

setze aus der dieser Untergruppe angehdrenden Substitution F= VK 1IV'Vk

gewinnen, so geht die Untergruppe Fe™, wenn wir sie (wie dies S. 129
bei den endlichen Gruppen ausgefiihrt wurde) durch irgendeine Sub-
stitution Ft der Gesamtgruppe transformieren, hierbei in sich seihst tiber:

(8) nit’n-"-rtoQ;

die ffauptkongruenzgruppe zweiter Stufe heifst dieserhalb eine ,,ausge-
zeichnete* Untergruppe der Modulgruppe FH

Die gesamten Substitutionen des Systems F<FFt sind unterein-
ander und also mit Ft kongruent; demgegeniiber sind die sechs Sub-
stitutionen (6), wie man sieht, modulo 2 durchweg inkongruent, so daf}
es, da die F(* zufolge (7) durch die sechs Systeme F"F* erschopft
wird, im ganzen sechs modulo 2 inkongruente Substitutionen in der F Q)
gibt. Dies kann man auch leicht unmittelbar bestdtigen, indem man
die inkongruenten Ldsungen der Kongruenz:

ad —Ry =1 (mod. 2)

in Quadrupeln ganzer Zahlen a, R, y, O abzihlt.

Sind F, V', V",... Substitutionen der F"F, wéhrend Ft, F, Vm
dem Systeme (6) angehoren, so gilt mit Ricksicht auf (8):

FF*. VVi= F- FtF'FT1-FtV,= FF"eFF = T”eF,,
falls wir die mit FtF kongruente unter den Substitutionen (6) mit
F,, bezeichnen. Wenn wir also irgend zwei Substitutionen der Systeme
F(F Ft und F B F miteinander kombinieren, so entsteht immer eine
Substitution eines bestimmten dritten Systems F<F Fto Wir konnen dies

dahin ausdriicken, daf die sechs Systeme F r”Ft gegeniiber Kombination
eine Gruppe Ge der endlichen Ordnung 6 bilden. Die Sachlage I4Rt sich
auch in der Weise auffassen, da® wir die mod. 2 kongruenten Substi-

tutionen des einzelnen Systems FR Ft als nicht wesentlich verschieden



440 |I, 3. Die Modulfunktionen zweiter Stufe und die lineare Transformation

auffassen und durch eine unter ihnen, etwa F* représentieren. Fir die
sechs ,,Représentanten” (6) gelten dann die Kongruenzen:

VKkVi = Vm (raod. 2),

und man kann das gewonnene Ergebnis auch so aussprechen: Die ge-
samte Modulgruppe reduziert sich modulo 2 auf die sechs inkongru-
enten Substitutionen VO= 1, Vv V2 ..., V-, welche gegeniiber Kombination
eine Gruppe G6 der endlichen Ordnung 6 bilden.

Da Ubrigens, wie schon am Anfang des Paragraphen benutzt wurde,
die 1 p auch durch die Spiegelung TJ in sich transformiert wird, so
ist sie auch noch in der erweiterten Modulgruppe als ,,ausgezeichnete
Untergruppe enthalten, und zwar in ihr als eine solche vom Index 12
entsprechend der Zerlegung der in die 12 Systeme:

rn =i>)+rw Vi+ip v, — + V-
+ r*U 4+ rM(U vt) + eeet r A0 VD),
Ubertragen wir die Kongruenzbetrachtungen auf die JT&), so ergibt

sich der Satz: Die erweiterte Modulgruppe F™?) reduziert sich modulo
2 auf zwolf inkongruente Substitutionen 1, V1} , V5 U, uvl...
UV5, ivelche gegentiber Kombination eine Gruppe Gn der endlichen Ord-
nung 12 bilden.

§ 2. Die elliptischen Modulfunktionen zweiter Stufe.

Fir die Begriffsbestimmung der elliptischen Modulfunktionen zweiter
Stufe sind die auf die erste Stufe beziiglichen Erklarungen von S. 299 ff. vor-
bildlich. Der Diskontinuitatsbereich der Fj/'l ist in Fig. 81 in die zwolf
Elementardreiecke der F"l zerlegt, welche im Innern desselben gelegen

sind.  Trennen wir

durch die von = 14—

zur imagindren Achse

parallel laufende Ge-

rade die drei rechts ge-

legenen  Elementar-

dreiecke ab und (iben

auf dieselben die Sub-

fig 8i. Hg & stitution S, 1 aus, so

ergibt sich der Bereich der Fig. 82, der offenbar gleichfalls als Diskon-
tinuitatsbereich der F.m brauchbar ist. Hier kommen dann fiir die Aqui-
valenz der Randpunkte zu Paaren alle drei S.437 aufgestellten erzeugenden
Substitutionen S', T', U der rj/O gleichmé&Rig zur Geltung; durch S* wird
die eine Randgerade in die andere bergefiihrt, durch T' der eine von @a= 0
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auslaufende, den Bereich begrenzende Kreisquadrant in den anderen und

endlich durch U' der eine von w= —1 ausziehende Quadrant in den
zweiten. An dieser Figur mache man sich deutlich, daf die drei Zipfel,
mit denen der Bereich an die Punkte w =i 00, ® = 0 und w= —1 her-

anragt, vermittelst der Exponentialfunktionen:

je auf die schlichte und vollstdndig bedeckte Umgebung des Nullpunktes
der Ebene von g, g und " abgebildet werden, wobei dann jedesmal
die aquivalenten Randpunkte im Abbilde zur Deckung kommen.

Wir stellen nun folgende Erklarung auf: Als eine elliptische Modul-
funktion zweiter Stufe bezeichnen wir jede analytische Funktion von w,
welche die (aus ihren gesamten Innenpunkten bestehende) positive co-Halb-
ebene zum Felde hat, gegenlber den Substitutionen der Hauptkongruenz-
gruppe ziveiter Stufe I'(A invariant ist und sich bei Anndherung an die
drei Spitzen des (Diskontinuitatsbereiches als eine Funktion der betreffen-
den Variabein q erweist, die im Nullpunkte g = 0 analytisch ist oder
einen Pol endlicher Ordnung aufweist.

Eine erste diesen Bedingungen genligende Funktion haben wir in
der Modulfunktion erster Stufe /(w) vor uns, deren Werteverteilung im
Diskontinuitatsbereiche der durch eine der beiden letzten Figuren
klargelegt ist. Jedes der sechs schraffierten Dreiecke ist ein volles Ab-
bild der positiven ./-Halbebene, jedes freie ein solches der negativen
/-Halbebene (vgl. S. 303). Irgendeinen vorgeschriebenen komplexen Wert
nimmt demnach die Funktion /(w) stets an sechs Stellen des Diskontinui-
tatsbereiches an (wobei inan natirlich zwei &quivalente Randpunkte
nur als einen Punkt zu z&hlen hat). Diese sechs Punkte w liegen im
allgemeinen voneinander getrennt; doch kommen folgende Ausnahmen
vor: Die sechs Punkte mit J = 0 fallen zu je drei an den beiden Stellen

w = g und w= —p2zusammen, desgleichen fallen die sechs Punkte mit
1

_Lio

J = landendrei Stellen w= i, w= —1+ i(=1fi) und w= ——
zu Paaren zusammen, und endlich fallen gleichfalls zu Paaren

die sechs Pole in die Spitzen des Diskontinuitatsbereiches.

Dem entspricht es, dal ein einfacher Umlauf z. B. um den Punkt
w—p in der w-Halbebene (der ja die sechs hier heranragenden Drei-
ecke der Fig. 81 durchléduft) sich auf einen dreifachen Umlauf um J=0
in der /-Ebene abbildet. Die Umgebung von w= p liefert, wie wir
dies ja bereits S. 303 ausfuhrlich erdrterten, eine dreiblattrige Windungs-
flache (vgl. S. 28) mit dem Verzweigungspunkte /==0. Das durch die Funk-
tion /(w) gelieferte Abbild des ganzen Diskontinuitétsbereiches der
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Uber der 7-Ebene ist daraufhin leicht zu Ubersehen. Indem wir je zwei
aquivalente Randpunkte des Bereiches im Abbilde verschmelzen, ge-
winnen wir offenbar eine sechsblattrige geschlossene Riemannsche Flache
F6Uber der J-Ebene, deren Verzweigungspunkte den Ecken der Elementar-
dreiecke im Bereiche der Fig. 81 entsprechen. Es liegen somit bei 7 =0
zwei dreiblattrige Verzweigungspunkte (bereinander, desgleichen bei
7=1 und bei 7 = oo je drei zweiblattrige Verzweigungspunkte.

Hiernach hat die F6 zufolge der Regel (4) S. 88 das Geschlecht
p =0, d h.sie stellt eine einfach zusammenh&ngende geschlossene Flache
dar; sehen wir in Fig. 81 &quivalente Randpunkte als identisch an,
so kommt diese Tatsache des einfachen Zusammenhangs an der Gestalt
dieses Bereiches unmittelbar zur Anschauung. Dies Ergebnis wird flr
die Darstellung der gesamten Modulfunktionen zweiter Stufe grundlegend.
Die Wege der co-Halbebene zwischen Punkten, die beziiglich der r »
aquivalent sind, Ubertragen sich auf geschlossene Wege der F): Die
Modulfunktionen zweiter Stufe liefern, als Funktionen von 7 aufgefalit,
gerade die gesamten algebraischen Funktionen der Riemannschen Flache
F6 des Geschlechtes p = 0.

Der Korper der algebraischen Funktionen einer solchen Flache ge-
staltet sich aber sehr einfach: Es existieren einwertige Funktionen auf
der Flache; ist z eine solche, so wird der Funktionenkdrper gerade
von den gesamten rationalen Funktionen R(z) geliefert (vgl. S. 94).
Zugleich ist mit z jede lineare Funktion nicht-verschwindender Deter-
minante von z wieder einwertig, und wir erschopfen durch diese linea-
ren Funktionen von z alle einwertigen Funktionen der Flache. Eine
einzelne dieser Funktionen koénnen wir dadurch festlegen, da wir drei
Werte der Funktion, z B. die Werte z= 0, 1, oo als an irgend drei
verschiedenen Stellen der F( zutreffend vorschreiben.

Hiervon wollen wir jetzt in der Weise Gebrauch machen, dafl wir
diejenige einwertige Funktion z bevorzugen, welche in den drei den
Zipfeln ®= io00, 0 und —1 des Diskontinuitatsbereiches entsprechenden
Punkten der Fii die Werte 0, 1 und oo annimmt. In Abhéangigkeit von
® nennen wir diese Modulfunktion zweiter Stufe X(to), so daf also
ihre Definition unter den gesamten einwertigen Funktionen durch:

Q) X(ioo) = 0, 110) = 1, A(—1) = oo

gegeben ist. Die gesamten elliptischen Modulfunktionen zweiter Stufe
werden dann gerade geliefert durch den Korper der rationalen Funktionen
R(X(co)) von X(o).

Es ist nun leicht zu erkennen, daR wir in Alco) das frither mit I

1) S. die entsprechenden Betrachtungen fur die erste Stufe S. 303 ff.
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bezeichnete ,,.Doppelverhéltnis“ und damit den Legendreschen Integral-
modul k2 in Abh&ngigkeit von w betrachtet, wiedergewonnen haben.
Um dies zu zeigen, ziehen wir zundchst einige Folgerungen aus dem
Umstande, dal die FH in der Gruppe FH sowie auch in der erwei-
terten FH als ,jausgezeichnete” Untergruppe enthalten ist.

Ist V irgendeine Substitution der FH? so ist A(Y (w)) eine Funk-
tion von , die gegeniiber den Substitutionen der Gruppe F-T<»>r
invariant ist. Aber diese Gruppe ist mit ' identisch (S. 439), so daf}
AMY(w)) wieder eine Modulfunktion zweiter Stufe ist. Bildet man ent-
sprechend A(F(d)) mit irgendeiner Substitution zweiter Art V der ™™\
so hat man zu beriicksichtigen, daf durch V eine konforme Abbildung
»mit Umlegung der Winkel“ (indirekte Kreisverwandtschaft, vgl. S. 73ff.)
dargestellt wird. Ist demnach A(Y(w)) der zu A(Y(w)) konjugiert kom-
plexe Wert, so wird erst A(Y(w)) wieder eine Modulfunktion zweiter
Stufe sein. Wir gehen nun insbesondere auf die drei erzeugenden Spiege-
lungen:

S(w) - 4, F(co) = —w—1, U(@)=—w

der FH zuriick (vgl. S. 296). Jede dieser Spiegelungen stellt eine um-
kehrbar eindeutige Transformation des Diskontinuitatsbereiches der F*
dar, wie dies fir S und U unmittelbar aus Fig. 81, fur T aber ebenso
aus Fig. 82 hervorgeht. Demnach wird, wenn V eine beliebige jener
drei Spiegelungen ist, A(F(to)) wieder eine ,einwertige* Modulfunktion
zweiter Stufe und also A(Y(w)) eine lineare Funktion von A(w) sein,
unter A(w) den zu A(w) konjugiert komplexen Wert verstanden:

Es ist nun sehr leicht, auf Grund der Bestimmungen (1) die ex-
plizite Gestalt dieser drei linearen Funktionen von A(w) festzustellen.
Da némlich z B. durch S die Spitzen ioo und O des Bereiches der
Fig. 81 ausgetauscht werden, wahrend der Punkt ®= —1 in sich trans-
formiert wird, so entsprechen den drei Werten A(w) = 0, 1, oo die drei
Werte A(Y (@)= 1, 0, oo, woraus sich sofort ergibt d=b, b= —a, c= 0.
Indem man die Betrachtung auf T und U ausdehnt, findet man fol-
gende Wirkung dieser drei Spiegelungen auf Aw):

Nun lassen sich aber alle Substitutionen der F(” aus S, T, U er-
zeugen. Wir gelangen hierbei, da modulo 2 kongruente Substitutionen
auf Ao) die gleiche Wirkung ausuben, im ganzen zu zwolf verschie-
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denen linearen Substitutionen von A, von denen sechs der ersten und
sechs der zweiten Art angehdren. Fir die unter (6) S. 438 angegebenen
sechs Substitutionen erster Art finden wir:

In gekirzter Gestalt schreiben wir die sechs so gewonnenen A-Substi-
tutionen:

Sie liefern eine neue Darstellung der Gruppe G6, auf die sich die .Mw>
modulo 2 reduziert; im 0dbrigen sind wir zuriickgefuhrt zur Dieder-
gruppe G6, welche wir genau in dieser Gestalt bereits S. 347 gewonnen
hatten und damals an die allgemeinen gruppentheoretischen Entwick-
lungen von S. 128 1T, anschlossen. Wir gelangen noch unmittelbarer zu
den letzteren Entwicklungen zuriick, wenn wir auch die Wirkung der
Substitutionen zweiter Art, von denen wir drei bereits unter (2) er-
ledigten, allgemein feststellen. Wir haben zu diesem Zwecke einfach
die sechs Substitutionen (4) mit der dritten unter (2) gegebenen Sub-
stitution X' = X zu kombinieren, was die sechs A-Substitutionen zweiter
Art ergibt:
By X=L X==—, X= X=4, X=-r= X=1—X
\Y X—1 X X i —X
Diese bilden zusammen mit den Substitutionen (4) eine ,durch Spiege-
lungen erweiterte* Diedergruppe 6r12 welche uns in neuer Gestalt die
6r12 liefert, auf die sich die modulo 2 reduziert.

Die Substitutionen (5) sind, abgesehen von der dritten und fiinften,
durchweg Spiegelungen; ihre Symmetriekreise sind, falls wir X—x -} iy
setzen, gegeben durch:

Zeichnen wir diese vier Kreise in der A-Ebene, was in Fig. 83 geschehen
ist, so entsteht eine Einteilung dieser Ebene in zwolf Kreisbogendrei-
ecke, welche den zwolIf Dreiecken der Fig. 81 entsprechen. Hier haben
wir die Abbildung des Diskontinuitétsbereiches der auf die schlicht
und vollstandig bedeckte A-Ebene vor uns. Zugleich haben wir diejenige
Figur wiedergewonnen, an welche wir S. 348ff. die geometrischen Ent-
wicklungen Uber die Diedergruppe anknipften.

Die Modulfunktion J(co) als sechswertige Funktion auf der oben
betrachteten Fc ist eine rationale Funktion sechsten Grades von X Die
sechs schraffierten Dreiecke der Fig. 83 sind Bilder der positiven J-Halb-



Identitat der Modulfunktion 1(w) mit dem Integralmodul i = ki 445

ebene, die sechs freien Drei-
ecke Abbilder der negativen
Halbebene. Die sechs Punkte
X in denen J verschwindet,
fallen zuje dreien an den beiden
Stellen A= —p und A =—p2
zusammen; die sechs Punkte
mit ¢7=1 fallen zu Paaren
an die drei Stellen A= —1,
A =] und X= 2, endlich die
sechs Punkte mit J = oo zu
Paaren an die drei Stellen
A=0, X= 1 und X= oo. Fur die Bestimmung von J als rationale
Funktion sechsten Grades von X gilt somit der Ansatz:
O — A (- 155 T , (203 — 3A- — 3\ -(-2)2
J — ¢ ir(i— i) > J ~ 1 — ¢ e
Die Konstanten ¢ und c¢' kann man durch die Forderung bestimmen,
dal die durch Subtraktion der beiden vorstehenden Gleichungen sich er-
gebende Gleichung:
c(X2- X+ 1)3- c'(2A3- 3A2- 3A+ 2)2= M1 - /)2
in X identisch bestehen muB. Setzt man X= 0 und hernach X= —1
ein, so folgt: c- 4c'- 0, 27e - 4,

woraus ¢c= Z, ¢ = ™ folgt. Man kann demnach J als rationale Funk-
tion von X durch die Proportion darstellen:

6) J:(J- 1D:1=40A2- X+ 1)3:(2A3- 3X- 3X+2)2:27221- N2
Damit haben wir die Gleichung (3) S. 347 zwischen der absoluten ratio-
nalen Invariante J und dem Doppelverhdltnis X endgiltig wiederge-
wonnen und konnen den Satz aufstellen: Die Modulfunktion zweiter
Stufe X(w), in der alle Funktionen dieser Stufe rational darstellbar sind,
ist identisch mit dem Doppelverhaltnis X und also dem Legendreschen Inte-
gralmodul k2 aufgefalt als eindeutige Funktionen des Pariodenquotienten

8 3. Die elliptischen Modulformen zweiter Stufe.

Flr die Begriffsbestimmung einer Modulform der zweiten Stufe sind
die auf die erste Stufe bezliglichen Erklarungen von S. 305 vorbild-
lich. Wir haben zundchst von der bisher betrachteten nicht-homo-
genen Hauptkongruenzgruppe I zur ,homogenen Hauptkongruenz-
gruppe zweiter Stufe” iberzugehen, die wir wieder durch bezeichnen;
sie besteht nach S. 375 aus den gesamten Substitutionen:



446 1l, 3. Die Modulfunktionen zweiter Stufe und die lineare Transfonnation

der homogenen welche die Kongruenzen:
2 «=a=1, [b=yso6 (mod 2)

befriedigen. Ein gleichzeitiger Zeichenwechsel der vier Koeffizienten
@ B, y, d &ndert die einzelne homogene Substitution wesentlich, d. h.
14t sie in eine andere Substitution bergehen. Dagegen sind zwei nicht-
homogene Substitutionen, die durch Zeichenwechsel der @ B, y, 6 in-
einander Ubergehen, nicht voneinander verschieden, so dal allgemein
einer Substitution der nicht-homogenen F () zwei verschiedene in der
homogenen Fentsprechen.

Die S. 438 fiir die nicht-homogenen Substitutionen aufgestellte
Gleichung:

i» = rp + r>)vx+ rj") vat eee+ v.0
Ubertragt sich unverandert auf die homogenen Gruppen F () und
und zwar deshalb, weil mit der einzelnen in der enthaltenen Sub-
stitution (1) stets auch:
(3) of= —ad —R&> U*= —7ai —

dieser Gruppe angehdért.) Die homogene Kongruenzgruppe zweiter Stufe
JTE) ist also wieder eine Untergruppe des Index 6, und zwar, wie man leicht
feststellt, eine ,ausgezeichnete* Untergruppe in der homogenen Gesamt-
gruppe r {o\

Wir stellen nun folgende Erklérung auf: Als eine elliptische Modul-
form zweiter Stufe bezeichnen wir jede homogene Funktion ganzzahliger
Dimensionen d der ai, w2, die, mit @2~d multipliziert, als eine analytische
Funktion von @ die positive co-Halbebene zum 'Felde hat, die gegeniber
den Substitutionen der homogenen Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe in-
variant ist, und die in den drei Spitzen des Diskontinuitatsbereiches mit
a2~d bzw. ax~d und (c)i -~ ¢jA~d multipliziert, als Funktion von q bzw. g
und g" (vgl. S.441) analytisch bleibt oder einen Pol endlicher Ordnung besitzt.

1) Bei den Hauptkongruenzgruppen n*«r Stufe P A mit n>2 gestalten sich die
Verhdltnisse anders: gentigt die Substitution (1) den Kongruenzen:

a= d=1, BR= y~0 (mod. n),

so wird nun die Substitution (3) diese Bedingungen eben nicht mehr befriedigen,
so dal sie in der ,homogenen“ Hauptkongruenzgruppe nicht enthalten ist. Die
nicht-homogene Gruppe spaltet sich demnach bei Fortgang zu den homogenen
Substitutionen in zwei Systeme von Substitutionen, von denen das eine die homo-
gene r (™ ist und das andere aus dieser letzten Gruppe durch Zusatz der Sub-
stitution (o[ = — co,, a'2— — djy entsteht. Der Index der homogenen als Unter-
gruppe in der Gesamtgruppe rH ist demnach fir «O 2 doppelt so grofl als dev
Index der nicht-homogenen Pfy .
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Zu diesen Modulformen gehéren natirlich auch die ganzen Modul-

formen erster Stufe der Dimensionen —4 ,-6 und —12:
g3(au 02, g3(cd}) Y(wl7uwD),

deren Heranziehung uns zu einem wichtigen Satze Uber die Anzahl der
Nullpunkte und Pole irgendeiner Form zweiter Stufe im Diskontinuitats-
bereiche der hinfuhren wird und uns zugleich eine Darstellungsart
aller Modulformen zweiter Stufe liefert. Nach den Entwicklungen von
S. 306 ff. hat g2 je einen Nullpunkt erster Ordnung an den beiden Stellen
W= qund w= —p2des Diskontinuitatshereiches oder, wie wir auch sagen

kénnen, an den Stellen A = J—é_—J’I‘/J—}—; desgleichen hat gAje einen Null-
punkt erster Ordnung an den drei Stellen A= —1, 2, und endlich
hat A je einen Nullpunkt zweiter Ordnung in den drei Bereichspitzen,
d. h.bei A—0, 1 und oo.

Da jede Modulform zweiter Stufe gegeniber der Substitution:

invariant ist, so muB ihre Dimension d notwendig eiue gerade Zahl
sein. Setzen wir demnach d = 2v und nennen eine beliebig vorgelegte
Form dieser Dimension ~2)-(wi, w2> 80 liefert das Produkt:

eine Form nullter Dimension und also eine Modulfunktion zweiter
Stufe, die als solche rational in A darstellbar ist: Oie Modulformen zweiter
Stufe sind darstellbar in der Gestalt:

woraus ivir ablesen, daf} die Summe der Ordnungen aller Nullpunkte ver-
mindert um die Summe der Ordnungen aller Pole im Diskontinuitéts-
bereiche der gleich —v ist.

Als ein wichtiges Beispiel einer Modulform zweiter Stufe (—6)ter
Dimension leiten wir aus den Gleichungen (16) S. 124 und (6) S. 445 ab:

da diese Form polfrei ist, so hat sie drei Nullpunkte im Diskontinuitats-
bereiche, die in den drei Spitzen desselben liegen.

Der S. 316 eingefiihrte Differentiationsprozel? Dt war gegeniiber allen
Substitutionen der invariant. Da indessen A(w) nur gegeniber den
Substitutionen der unverénderlich ist, so wird die Anwendung von
Dy auf A nur erst eine Modulform zweiter Stufe, und zwar der Dimen-
sionen —2 liefern:
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Da die Umgebung jedes inneren Punktes der w-Halbebene sieb konform
auf die Umgebung eines endlichen Punktes der 2-Ebene abbildet, so
kann D t(A) zufolge der rechten Seite der letzten Gleichung nur in den
Spitzen des Diskontinuitatsbereiches verschwinden oder unendlich werden.
Die Darstellungen von A nach Potenzen der S. 441 genannten Grof3en
q.9',9" zeigen, daf} in den Spitzen ico und 0 des Diskontinuitatsbe-
reiches je Nullpunkte erster Ordnung, in der dritten bei w = —1 ge-
legenen Spitze ein Pol erster Ordnung eintreten. Demnach ist:

eine ganze, d h. polfreie Form (—2)tr Dimension, deren einer Null-
punkt erster Ordnung in der Spitze w = 0 gelegen ist. Von hieraus
gewinnen wir durch Austbung der Substitutionen T und s auf » in:

zwei ganze Formen (—2)tar Dimension, deren Nullpunkte in den Spitzen
io0 bzw. —1 liegen.

In anderer Gestalt sind uns diese drei Formen seit lange bekannt.
Man beachte, da3 der Quotient von ]/z/ und A(1 —2) eine ganze Form
(—6)tr Dimension liefert, die einen einzigen Nullpunkt dritter Ord-
nung in der Spitze w = —1 hat. Nach den S. 346ff. mitgeteilten Glei-
chungen gilt aber in den damaligen Bezeichnungen:

Auch noch die Kubikwurzel dieses Ausdrucks ist zufolge der Darstellung
durch die «-Funktion:

eine ganze Modulform zweiter Stufe der Dimension —2, die ihren Null-
punkt erster Ordnung in der Spitze w = —1 hat. Der Quotient der-

selben und der Form b tj*og”™ # ist demnach eine polfreie Funktion
zweiter Stufe und als solche mit einer Konstanten identisch:

Zur Bestimmung der Konstanten c spezialisiere man diese Gleichung
fir die Umgebung der Spitze w = io0, wo A = 16# gilt und (e2—et)
zufolge (12) S. 416 gleich (—\ wird: wir finden:
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so da c= 2 ist. Durch Heranziehung der Substitutionen S und T ge-
langen wir schlieRlich zu folgenden drei Beziehungen:

so dalR wir in den Differenzen der el}e2, €3 die einfachsten Modulformen
ziveiter Stufe (—2)ter Dimension mit Nullpunkten in den Spitzen des Dis-
kontinuitéatsbereiches vor uns habend)

Da die Summe der drei e verschwindet, so kodnnen wir durch
Kombination der Gleichungen (5) die e auch einzeln berechnen; so
z. B. findet sich:

N— ~Mlogrh) -1A,K-")

Als linear-unabhéngige ganze Formen (—2)ter Dimension kann mall ex
und €2 heranziehen, aus denen man in der Gestalt (tt" - be2) unter ge-
eigneter Auswahl der Koeffizienten a, b eine Form hersteilen kann, die
an einer beliebig vorgeschriebenen Stelle des Diskontinuitatsbereichee
ihren Nullpunkt erster Ordnung hat. Alle ganzen Formen zweiter Stufe
lassen sich dann als Produkte solcher Linearfaktoren (ael-f-be? dar-
stellen, alle Formen dieser Stufe Uberhaupt als Quotienten solcher Pro-
dukte. Doch brauchen wir hierauf nicht weiter einzugehen.

8§ 4. Modulfunktionen hoherer Stufen in der Theorie der
elliptischen Funktionen.

Infolge der einfachen Produktdarstellungen (10) und (11) S. 407
sind unter den Wurzeln der Integralmoduln k2 k"2 diejenigen achten
Grades f/fft, y /c und deren Potenzen, auRerdem aber auch noch ¥ kk*

1) Statt die Bedeutung von ‘On@) durch eine funktionentheoretische Uber-
legung festzustellen, héatten wir dieselbe auch aus:

mit Benutzung von (3) S. 347 und (11) S. 317 berechnen kdénnen. Andrerseits hatte
sich das Verhalten der s— €l= p ... als ganzer Modulformen

zweiter Stufe mit Nullpunkten in Spitzen des Diskontinuitéatsbereiches leicht auch
mit Hilfe von (12) S. 416 folgern lassen.
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frihzeitig betrachtet und als eindeutige Funktionen von » erkannt.])
Diese Eigenschaft der Eindeutigkeit in w haben nun, wie aus der
Theorie der Modulfunktionen folgt, freilich alle Ubrigen Wurzeln aus
k2 auch; das Besondere der genannten Wurzeln besteht indessen darin,
daB sie und nur sie unter allen Wurzeln aus k2 k'2 k2k'2 zu Unter-
gruppen der "'H- gehdren, die sich durch Kongruenzen &hnlich wie
die Hauptkongruenzgruppe darstellen lassen.3 Die zwolfte Wurzel aus
der Diskriminante: «

und ihre Potenzen sind gleichfalls Modulformen, die zu Kongruenzunter-
gruppen gehoren; auch diese Funktionen bzw. ihre Produktausdriicke
finden sich seit lange in der Theorie der elliptischen Funktionen.3

Bei der Untersuchung dieser GrofRen ist die von Klein eingefiihrte
Funktion:

in welcher n eine positive ganze Zahl ist und g, h irgendwelche ganzen
Zahlen bedeuten, von grundsatzlicher Bedeutung.4 Bei festem n ent-
sprechen diese Funktionen, wie man sofort Ubersieht, den Thetafunk-
tionen mit gebrochenen Charakteristiken der Nenner n bzw. 2n (vgl.
S. 421). Indessen sind die Funktionen (1) bei Untersuchungen Uber
elliptische Funktionen ntei Stufe deshalb so sehr viel brauchbarer als
die Thetafunktionen, weil die (5gh(u\col, w2) gegentiber den Substitutionen
der Modulgruppe r  ein leicht angebbares Verhalten zeigen, wahrend
in dieser Hinsicht bei den Thetafunktionen eine weiterhin noch besonders
zu besprechende Schwierigkeit vorliegt.

Das Verhalten der Funktion (1) bei Vermehrung von u um Perioden
liest man leicht aus (8) S. 209 unter Zuhilfenahme der Legendreschen
Relation (6) S. 160 ab:

l) Ilhr Verhalten gegenuber beliebigen Substitutionen der I'lu) ist durch
Hermite erforscht; s. dessen Abhandlung ,,Sur la resolution de I’equation de cin-
quieme degré“ in den Pariser Comptes Rendus, Bd. 46 (1858) oder in Hermites
Werken, Bd. 2 S. 5.

a S. Klein, ,,Zur Theorie der elliptischen Modulfunktionen*“ Math. Ann.Bd. 17
S. 65 (1879) sowie ,,Modulfunktionen®, Bd. 1 S. 659 ff. und die daselbst angegebenen
Abhandlungen.

3) S. z. B. Jacobi, ,Fundamenta nova“, Art. 36; ,Werke"“, Bd. 1 S. 144.

4) S.Klein, ,Uber die elliptischen Normalkurven der nten Ordnung und die
zugehdérigen Modulfunktionen der «ten Stufe“, Leipziger Abhandl. Bd. 13 (1885)
S. 339, auch ,,Modulfunktionen*, Bd. 2 S. 22.



Grundeigenschaften der Funktionen | ®Ita)2) 451

Hieraus folgt Ubrigens beildufig fur den Quotienten der Funktion (1)
und der urspringlichen (3-Funktion:

ein fir eine elliptische Funktion wter Stufe charakteristisches Verhalten
(vgl. S. 374). Da die ni} % mit den wPbkogredient sind, so ist die
Wirkung einer Substitution der T'W auf die Funktion (1) sofort in
der Gestalt:

angebbar. Andern wir g und h um Multipla von n, etwa um an und
hn, so &ndert sich, wie man aus (2) und der Legendreschen Relation
(6) S. 160 berechnet, die Funktion (1) nur um eine multiplikative Ein-
heitswurzel:

so daB man bereits alle wesentlich verschiedenen Funktionen (1) bei

gegebener Stufe n erhalt, falls man g und h auf die ganzen Zahlen

0,12, ..., n—1 beschrankt. Gilt flr die in (3) ausgelbte Substitution:
a=06=1 RB=)=0 (mod n),

so stehen in den Gleichungen:

rechter Hand in den Klammern ganze Zahlen. Die Relation (4) liefert
also als Wirkung einer Substitution der Hauptkongruenzgruppe ntei Stufe:

so dal zwar die Funktion (1) gegenilber diesen Substitutionen noch
nicht vollig invariant ist, sich jedoch nur um eine multiplikative Ein-
heitswurzel 2wten Grades andert.

Den ,,Nullwert* der Funktion (1) bezeichnen wir mit (eh(av g2:

oder auch, wenn die Argumente selbstverstdndlich sind, kurz mit <&
Die Gleichungen (3), (4) und (5) Ubertragen sich sofort auf diese Null-
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werte. Die Kombination g = 0, h= 0 ist hier auszuschlieBen, da die
Funktion (6) fur diese Kombination identisch verschwindet. Da ubrigens
6_A_A= — (B0 gilt, so erhalten wir beim einzelnen n sicher bereits
alle wesentlich verschiedenen Funktionen (6), wenn wir etwa den ersten

Index g als nicht-negative ganze Zahl  ~ wahlen.

Aus (2) S. 404 ergibt sich nach kurzer Zwischenrechnung eine fir
unsere folgenden Betrachtungen grundlegende Produktdarstellung der
Funktion (6):

Die in der alteren Theorie der elliptischen Funktionen vorliegenden
Entwicklungen Uber das Verhalten von }&, X, N A usw.gegen-
Uber den Substitutionen der '™ lassen sich nun alle leicht mittels der
Funktionen (5gh in den drei niedersten Fallen n = 2,3 und 4 ableiten.

Fir n = 2 haben wir drei Funktionen (5th namlich 501, 610 Su, fiir
welche wir aus (7) die Darstellungen gewinnen:

Multiplizieren wir diese Gleichungen miteinander, so folgt bei Benutzung
von (7) S. 406:

Der links mit dem 6-Produkt multiplizierte Faktor ist aber zufolge

(12) S. 407 die eindeutige Funktion (—3)ter Dimension Vz/ der wv w2;
fir diese gilt somit die Darstellung:

Diese Darstellung von Vz/ setzt uns nun in den Stand, das Ver-
halten dieser eindeutigen Funktion der wv w2 gegeniber irgendwelchen
Substitutionen der auf Grund der Formeln (3), (4) und (5) fest-
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zustellen. Uben wir zunichst die erzeugenden Substitutionen S und T
aus, so folgt aus (3):

Auf Grund der Regel (4) hat man 612 6 10 6—41 bzw. auf 610 610 (50
zu reduzieren und findet:

Fir eine beliebige Substitution F der Hauptkongruenzgruppe vierter
Stufe Mg ist ad = 1 (mod. 8), woraus a= d (mod. 8) folgt. Also lie-
fert fir eine mit der identischen Substitution 1 modulo 4 kongruente
Substitution F die fur u—0 und n = 2 spezialisierte Gleichung (5):

Hieraus geht sofort hervor, da das Produkt 6015106u gegeniber der
fraglichen Substitution F invariant ist: Die vierte Wurzel der Diskrimi-
nante \ A ist eine eindeutige Modulform vierter Stufe von der Dimension —3.

Gegeniber einer beliebigen Substitution F &ndert sich y{1 um eine
von den Koeffizienten a, 3, y, d eindeutig abhé&ngende vierte Einheits-
wurzel. Auch diese Abhéngigkeit konnen wir leicht angeben. Schreiben
wir zunéchst:

so ist der Exponent p in a R, Yy, d darzustellen. Gilt V = V (mod. 4),
so ist F~1F'=1 (mod. 4), so daR F und V gleiche Wirkungen auf
VA ausiiben. Wir dirfen demnach bei der folgenden Rechnung in der
Schreibweise der Substitutionen die Koeffizienten irgendwie modulo 4
reduzieren und z B. durch ihre kleinsten nicht-negativen Reste modulo 4
ersetzen. Ist nun zundchst a ungerade, so ist a2= 1 (mod. 4). Die Aus-
lbung der Substitution S~aP auf die in der eben angesetzten Gleichung
enthaltenen wv w3 liefert demnach mit Benutzung der ersten Relation (9):

Uben wir jetzt T aus, so folgt mittelst der zweiten Gleichung (9):

Drittens wende man auf die wv w2 die Substitution S°Yan und findet:

sowie nach erneuter Anwendung von T:
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Endlich aber gilt:

da y A von ungerader Dimension ist. Es folgt also:
und demnach ergibt sich fir ungerades a:
Ist zweitens cgerade, so schreiben wir auf Grund der zweiten Gleichung (9):

und konnen, da jetzt y notwendig ungerade ist, zur weiteren Entwicklung
der rechten Seite die eben gewonnene Regel anwenden. Es ergibt sich:

so daB es gelingt, beide Félle in den einen Ausdruck:

zusammenzuziehen. Die vierte Wurzel der Diskriminante zeigt gegeniber
einer beliebigen Substitution der homogenen Modulgruppe das Verhalten:

(10) YJ (ow " Bw2y dw?) =Td(aP~aY~a+D+(i-«*)(e +J+

Eine genau entsprechende Entwicklung gilt im Falle n= 3 fir
die dritte Wurzel der Diskriminante yA. Wir haben hier die vier ver-

schiedenen Funktionen SQ, 610 (5n, 612 und es ergibt sich, wenn wir
2in
die friher benutzte Abkirzung e 3 = p wieder aufnehmen, aus (7):

Multiplizieren wir nun die vier in diesem gemeinsamen Ausdrucke ent-
haltenen Formeln, so lassen sich die rechts stehenden Produkte zu-

sammenziehen, und wir gelangen nach einer kurzen Rechnung zu dem
Ergebnis:

Hier steht links neben dem Sigmaprodukt die dritte Wurzel der Dis-
kriminante YA, so dal fur diese eindeutige Funktion von wv w2 die
folgende Darstellung durch die zu n = 3 gehtrenden (5gh gewonnen wird:
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Hiermit ist der Boden geebnet, um auf Grund der Regeln (3), (4)
und (5) auch das Verhalten von \ /1 gegeniber den Substitutionen der
homogenen "H festzustellen. Wir stellen zundchst folgende Wirkung
der Substitutionen S und T auf YA fest:

Als Wirkung einer modulo 3 mit ,,1* kongruenten Substitution finden
wir aus (5), falls die transformierte Funktion mit Bgh bezeichnet wird:

Nun gilt modulo 2:

so dafl sich der erste Exponent wesentlich zusammenziehen [&Rt; be-
ricksichtigt man bei dieser Rechnung noch, daB a und B nicht zu-
gleich gerade sind, und daR also das Produkt (a—1) (/3-F 1) und ebenso
auch (d —1) (v -f 1) geraden ganzen Zahlen gleich sind, so folgt leicht:

In dem zu untersuchenden 6-Produkte ersetzen wir zweckmallig 6 X2
durch Sj ,, welche Funktion von der ersteren nur um einen konstanten
Faktor abweicht. Dann findet sich:

Da nun, wie schon festgestellt, ~= 3 (mod. 2) gilt, so zieht

sich der rechte vor dem 6-Produkt stehende Faktor zu 1 zusammen,
und also ist das Produkt gegenlber der ausgelbten Substitution in-
variant: Die dritte Wurzel der Diskriminante ist eine eindeutige Modul-
form dritter Stufe der Dimension —A4.

Gegenlber einer beliebigen Substitution V andert sich }y/1 um eine
multiplikative dritte Einheitswurzel:

wobei die Abhangigkeit der ganzen Zahl p von den Substitutions-
koeffizienten genau wie oben in Erfahrung gebracht werden kann. Die
Rechnung gestaltet sich hier insofern noch etwas einfacher, als Y df
gegenliber der Substitution T invariant ist. Wir geben sogleich das
Resultat an: Die dritte Wurzel der Diskriminante y{1 zeigt gegenber
einer beliebigen Substitution der homogenen MH das Verhalten:
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Mit den Wurzeln f~z/ und f~z/ ist auch deren Quotient f/z/ :\Y /f
= 1/z/ eine eindeutige Modulform, welche invariant ist gegenlber allen
Substitutionen, die mod. 3 und mod. 4 zugleich mit 1 kongruent sind.
Diese Substitutionen bilden die Hauptkongruenzgruppe zwolfter Stufe:
Die zwdlfte Wurzel der Diskriminante I]J/A ist eine eindeutige Modul-
form zwolfter Stufe der Dimension — 1. Das Verhalten von /7 gegen-
Uber einer beliebigen Substitution der homogenen gebt aus (10)
und (13) durch Quotientenbildung hervor.

Im Falle n = 4 stellen sich die drei schon bei n = 2 aufgetretenen
Funktionen (5¢h wieder ein, aul’erdem die sechs neuen Funktionen (501,
62, 610 612 6u, Sls. Setzt man ihre Produktentwicklungen (7) an
und kombiniert sie zu Paaren, so ergibt sich unter Heranziehung der
sechsten Wurzel der Diskriminante:

Fir die in (10) S. 407 als eindeutige Funktionen erklarten achten Wurzeln
der Integralmoduln k2 und k2 ergibt sich demnach folgende Darstellung
durch die zu n = 4 gehdrenden 6 gii:

Diese Gleichungen gestatten uns das Verhalten der Wurzeln \ k
und vk* gegentiber den Substitutionen der nicht-homogenen r ~ fest-
stellen. Wir berechnen zunéchst aus (3) und (4) folgende Wirkung
der erzeugenden Substitutionen s und T :

Bei einer, geraden Anzahl von Anwendungen der Substitution s findet
man aus (16):

S0 dafd zwar \/k' gegenllber s2v invariant ist, \~k aber nur erst dann,
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wenn 2v durch 16 teilbar ist. Fir eine beliebige homogene, modulo 16
mit der identischen Substitution ,,1“ kongruente Substitution folgt aus (5)r

so dal die drei Produkte 601621, 6i0612 61 (513 invariant sind. Aus (15)
folgt demnach: Die achten Wurzeln der Integralmoduln Vk7 fyk' sind
eindeutige Modulfunktionen der 16. Stufe.

Bei einer Substitution mit 3= 0, j/= 0 (mod. 16) folgt aus ad =1
(mod. 16), dal &= a (mod. 8) gilt; und zwar ist 8 —a = 0 oder = 8
(mod. 16), je nachdem a= 6= + 1 bzw. = -} 3 (mod. 8) ist. Es folgt:

wo rechter Hand das Legendre-Jacobische Zeichen aus der Theorie der
quadratischen Reste gemeint ist.) Da die Produkte 601621, 610512 6 U6 13
bei der Substitution wi= —wl} «?= —w2invariant sind, so dirfen wir
u—0o0= 1 (mod. 4) voraussetzen und lesen alsdann aus (5) S. 451 ab:

Hieraus leitet man leicht den folgenden Satz ab: Bei einer Substitution
mit 8= y = 0 (mod. 16) zeigen die Funktionen (15) das Verhalten:

Gegenlber einer beliebigen mod. 2 mit 1 kongruenten Substitution
nimmt fyk eine von den Koeffizienten « B, y, d eindeutig abhéngende
achte Einheitswurzel als Faktor an:

Bei der Berechnung dieses Faktors durfen wir in der Schreibweise der
Substitutionen die Koeffizienten jetzt modulo 16 irgendwie reduzieren.
Wir dben nun auf w in der letzten Gleichung zundchst aus, wo-
bei der zweite Koeffizient der links entstehenden Substitution (1 —a2R
durch 16 teilbar ist und der vierte Koeffizient die etwa durch a~x zu
bezeichnende, modulo 16 bestimmte Zahl &' ist, die der Kongruenz
0d'= 1 (mod. 16) genugt. Die Wirkung von S~aP auf ~(w ) bestimmt
sich aus (18); man findet:

1) Wir gebrauchen dies Zeichen in der Bedeutung (19), auch wenn «eine nega-
tive Zahl ist. S. Uber die zahlentheoretische Bedeutung des Legendre-Jacobischen
Zeichens etwa Dirichlet-Ded ekind, ,Vorlesungen uber Zahlentheorie“ (Braun-
schweig, 1894), S. 91ff.



458 Il, 3. Die Modulfunktionen zweiter Stufe und die lineare Transformation

Uben wir jetzt auf w die Substitution T aus, so folgt (vgl. (17)):

sowie, wenn wir nunmehr Say ausuben, weiter (vgl. (18)):

Die nochmalige Anwendung von T liefert mit Benutzung von (20):

woraus die Bedeutung von p abgelesen werden kann: Bei Ausiibung
einer Substitution der Hauptkongruenzgrwppe zweiter Stufe zeigen die Funk-
tionen (15) folgendes Verhalten:

Die zweite Gleichung, welche das Verhalten von Yk' regelt, ist eine
einfache Folge der ersten. Aus dieser folgt namlich durch zweimalige
Anwendung der zweiten Gleichung (17):

Wendet man hier auf w die Substitution T an, so folgt:

woraus durch Austausch der Bezeichnungen die zweite Gleichung (21)
folgt.

Nach S. 438 konnen wir endlich jede Substitution der nicht-homo-
genen FH in der Gestalt V Vv darstellen, wo ' & | (mod. 2) gilt und Vv
eine der sechs modulo 2 inkongruenten Substitutionen ist, auf welche
sich die Modulgruppe FH modulo 2 reduziert. Die Wirkung von V.
auf Yk und Yk' kann man nun leicht aus (16) und (17) berechnen
und damit von (21) aus die Wirkung einer beliebigen Substitution fest-
stellen. Uben wir z B. auf w in der ersten Gleichung (21) die Sub-
stitution S aus, so folgt mit Benutzung der ersten Gleichung (16), wenn
wir a+ 3= /3, y + d= d' schreiben:

Nun gilt aber:
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so dafl wir fir eine modulo 2 mit S kongruente Substitution:

gewinnen. Das Gesamtergebnis dieser einfachen Rechnungen stellen
wir sogleich in leichtverstdndlicher Weise tabellarisch zusammen:

Zufolge (21) sind /-, yk' Modulfunktionen achter Stufe, k und
k' aber solche der vierten Stufe. Die S. 356 eingefiihrte absolute irra-
tionale Invariante py hing mit X= k2 vermége der Gleichung (10) S. 358
zusammen. Wir folgern hieraus, daf die GroBe p in einer bestimmten
unter den 24 gleichberechtigten Gestalten die Darstellung gestattet:

Es ist demnach mit k und k' auch p in Abhéngigkeit von w eine ein-
deutige Modulfunktion vierter Stufe, so daR die Benennung des Inte-
grales (2) S. 360 als des Normalintegrales ,,vierter Stufe damit berechtigt
erscheint})

Endlich tritt in der &lteren Theorie auch noch die GroRe kk’
auf. Aus der dritten Gleichung (14) sowie der Darstellung (11) S. 407,

1) Uber die Bedeutung von () fur die gesamten Funktionen vierter Stufe
sehe man ,,Modulfunktionen*, Bd. 1 S. 612if.
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durch welche diese GroRe als eindeutige Funktion von « erklart war,
entnehmen wir sofort als neue Darstellung derselben:

in den zu n = 4 gehdrenden (5gh. Es handelt sich also hier um eine
unter drei koordinierten Modulfunktionen 48t Stufe, welche von nume-
rischen Faktoren abgesehen die reziproken Werte der drei Produkte |/z/6 0l 62,
Vz/S1612 v 2enen sind.

Das Verhalten dieser GroRen gegeniber den Substitutionen der r @»
stellt man mit Hilfe der bisherigen Methoden leicht fest. Jedoch ist es
nicht einmnal nétig, zu diesem Zwecke neue Untersuchungen anzustellen.

Da ndmlich 2 ikk* gleich dem Quotienten von (kk'y und (fiick’2 ist

und das Verhalten von ykk' gegenliber den Substitutionen der
bereits festgestellt ist, so kommt es nur darauf an, das Verhalten von

(v kk "2 aufzufinden. Nun folgt aber aus (11) S.407:

und also ergibt sich aus der ersten Gleichung (12) S. 416 und der
Produktdarstellung von

Das Verhalten von Y /1 und (e2—ef) gegeniiber den Substitutionen
der F() ist aber bekannt.

8 5. Die Perioden betrachtet als Funktionen des Integralnioduls.

Die Inversion der Modulfunktionen hoherer als erster Stufe haben
wir insoweit auszufuhren, da wir die Perioden, und zwar in Gestalt
von Legendres ,vollstdndigen Integralen« k ,k *,E ,E * (vgl. S. 371ff) als
Funktionen des Integralmoduls » = k2 darstellen. Diese Entwicklungen
schlieBen sich den S. 323ff. durchgefihrten Untersuchungen fiir die
erste Stufe an.

Um weiterhin Unterbrechungen zu vermeiden, schicken wir folgende
Rechnung voraus. Durch Subtraktion der dritten Gleichung (5) S. 449
von der zweiten ergibt sich:
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Nun gilt aber (vgl. (24) § 4):

und da 2),;(log ) = 0 ist, so ergibt sich die dritte der Gleichungen.

wéhrend die beiden ersten aus der dritten durch Vermittlung von (5)
S. 449 folgen. Schreibt man diese Gleichungen in der Gestalt:

so gewinnt man durch geeignete Kombination derselben die Wirkung
des Differentiationsprozesses Qn auf die el} €2, €3 einzeln in der Gestalt:

(2) 0,(% )---—f(e*+268e3),DNEd-----104+2")2) (% )——1("+2%%).

Wenn wir nun den ProzeR D, auf irgendeine Funktion ¢ von w
allein, die demnach auch als Funktion von A allein angesehen werden
kann, ausuben, so gilt:

und also folgt mit Benutzung von (5) S. 449 die Regel:

Wir wenden diesen Ansatz an auf:

und benutzen zur Berechnung der Wirkung von Dn auf den rechter
Hand stehenden Ausdruck die dritte Relation (1) sowie die Gleichung
(11) s 372:

Durch Division mit (e%—ef) folgt als Differentialrelation zwischen Kund E:

Weiter folgt aus iK' = @K durch Differentiation nach A:

Setzt man aber @ = w in (3) ein, so ergibt sich:

woraus man durch Division mit (e2—eX) erhalt:
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Die vorletzte Gleichung liefert also bei Benutzung von (4):

Mittelst der Legendreschen Relation (16) S. 373 gewinnt man demnach
als Differentialrelation zwischen K*' und E':

Nach (11) S. 372 gilt:

und also bei Anwendung des Prozesses 1) :

Die rechte Seite entwickelt sich mit Benutzung der zweiten Gleichung
(2) und des S. 325 angegebenen Ausdruckes von Onm2 weiter so:

Tragt man fir g%seinen Ausdruck in den e ein und entwickelt andrer-
seits D (e2—ef), so folgt nach kurzer Rechnung:

sowie wenn wir % auf Grund von (6) durch E ausdriicken:

Entwickeln wir Dr(E) nach der Regel (3), so ergibt die Division mit
2 (e2—es) ]/e2—el als zweite Differentialrelation zwischen E und K:

SchlieRlich folgt aus der Legendreschen Relation (16) S. 373:

woraus man unter Benutzung von (4), (5) und (6) als zweite Differential-
relation zwischen E' und K' erhalt:

Wie bei der ersten Stufe (vgl. S. 326 ff.) gewinnen wir aus den auf-
gestellten Differentialgleichungen erster Ordnung durch Kombination
lineare homogene Differentialgleichung