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Einleitung.

Probleme und Methoden.

In der sogenannten Vektoranalysis, die bis vor kurzem wohl
etwas unterschatzt wurde, neuerlich aber zu Ansehen gekommen ist,
hat man den vergleichsweise elementaren Tatsachen der Algebra,
yon denen alle dahin gehorigen Uberlegungen ausgehen, bis jetzt
nur geringe Aufmerksamkeit geschenkt. Vielleicht hat man das rein
Algebraische als gar zu einfach und selbstverstandlich betrachtet,
wie es ja leider auch sonst ¢fter geschehen ist (Analytische Geometrie,
Theorie der Transformationsgruppen, Differentialgeometrie). Jeden-
falls aber, und sehr begreiflicherweise, hatte man es eilig, zu An-
wendungen zu kommen, besonders zu solchen theoretisch-physikali-
scher Natur. Wenn aber der Physiker und noch mehr der aufs
.Praktische” erpichte Techniker — denen beiden Mathematik nur ein
Mittel bedeutet — nicht leicht gewillt sein werden, sich da den Kopf
zu zerbrechen, wo nicht ein auf der Stelle greifbarer Nutzen winkt,
mull der Mathematiker, wenn es ihm um seine Wissenschaft ernst
ist, von ihrem Betrieb anderes und ziemlich viel mehr verlangen.
Keinenfalls darf er sich allzu &ngstlich auf Probleme einstellen, die
ihm von auBlen her entgegengebracht werden, und wenn er zu be-
merken glaubt, dal andere fur seine eigenen Aufgaben nicht viel
Ubrig haben werden, so darf er sich dadurch nicht abhalten lassen,
den Dingen auf den Grund zu gehen. Wir Mathematiker haben gar
keinen AnlaR, eine hohere Instanz anzuerkennen, viel eher sollten
sich andere Wissenschaften an der unsrigen ein Muster nehmen.
So wertvoll die Fortschritte sind, die die Physik in unseren Tagen
gemacht hat — Fortschritte, die niemand mit gréRBerer Freude be-
grifRen kann als der Schreiber dieser Zeilen —, so wird doch durch
sie an der bezeichneten Sachlage gar nichts geandert. Zudem ist
die mathematische Wertskala des Physikers ein gar zu eindimen-
sionales Gebilde. Der Mathematiker wird unter allen Umstéanden
vor Augen haben missen, dalR auch der Erfahrenste die Tragweite

Study, Invarianten. \



2 Einleitung.

einer mathematischen Untersuchung nicht mit Sicherheit beurteilen
kann. Die Physik aber darf nicht verwechselt werden mit ihrem
augenblicklichen Entwicklungszustand. Wer weil genau zu sagen,
was physikalisch bedeutungsvoll ist? Voi'gestern dachte noch niemand
daran, dal Geometrie in einem Raume von vier Dimensionen den
Physiker naher angehen kénnte, gestern hatte man sich davon Vor-
stellungen gebildet, die heute schon nicht mehr fUr richtig gehalten
werden, und was der morgende Tag bringen wird, kann man nicht
wissen. Gleich der sogenannten Raumvorstellung ist ,das physikalische
Interesse ein verschwommener Begriff, mit dessen Hilfe man kein
Forschungsgebiet sachgem&R umgrenzen kann. AuRerdem hat ohne
Zweifel die Mathematik ihre eigenen, durch sie selbst bedingten
Wachstumsgesetze. Wenn auch dem Fortschritt jederzeit viele Wege
offen stehen, so muRl es doch in einer Wissenschaft, in der immer
eines sich auf dem anderen aufbaut, wenigstens im groen eine
nattrliche Ordnung gehen, mdgen wir sie zu gegebener Zeif
erkennen oder nicht. Sicher gehen z. B. Abschnitte der Zahlenlehre
der Algebra, und Teile der Algebra wiederum der Infinitesimalrech-
nung voraus. Den Forschungsreisen mussen uberall und unbedingt
genaue Aufnahmen folgen, und je hoéher man die schon gemachten
Entdeckungen einschatzt, desto weniger AnlaB hat man, sich mit
der Kenntnis einiger Berggipfel und FluBlaufe zufrieden zu geben.
Es bedarf dazu natlrlich einer Charaktereigenschaft, die heutzutage
schon recht selten geworden ist, der Geduld; man wird kaum davon
absehen kdénnen, auf die Wege des Vordringens und die anzuwendenden
Hilfsmittel immer neues Nachdenken =zu verwenden, und dabei,
meistens wohl sogar mehr als einmal, so ziemlich von vorn anzu-
fangen. Die Geschichte lehrt, dal} dieses das Verfahren ist, das den
Dauerbestand der Wissenschaft hervorbringt, und daR sich dabei
allmahlich das herausstellt, was wir schlielflich als die naturliche
Ordnung der mathematischen Gegenstande betrachten durfen.

Man wird mich wohl nicht miRverstehen. Ich denke nicht
daran, den hochverdienten Forschern, die unsere Naturerkenntnis so
auBlerordentlich geférdert haben, etwas am Zeuge zu flicken. Der
Pionier mulR das Recht haben, sich sein Gepack auszuwahlen, wie er
will.  Es ist aber etwas anderes, wenn man ein reiches Kulturgebiet
der Verwahrlosung Ubergibt, ja beinahe von dessen Dasein nichts zu
wissen scheint. Unser eigener mathematischer Garten ist strecken-
weise recht sehr verwildert; man glaubt, aus dem Garten des Nach-
bars die Apfel der Hesperiden eingefiihrt zu haben und ist nicht
selten schon beglickt, wenn man Kartoffeln erntet.
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Mag man die Vektoranalysis um gewisser Anwendungen willen
oder als selbstandige Disziplin betreiben, immer bandelt es sich dabei,
wie gesagt, zunachst um Gegenstande der Algebra, und zwar um
Invarianten gewisser Gruppen linearer Transformationen:
Alle Bildungen, die man da betrachtet, sind Invarianten orthogonaler
Transformationen oder Invarianten von Gruppen, die mit der Gruppe
der orthogonalen Transformationen nahe verwandt sind. Nun be-
sitzen wir seit mehr als 50 Jahren eine hochentwickelte Invarianten-
theorie der Gruppe aller linearen Transformationen, und seit 25 Jahren
gibt es auch, in den Grundziigen wenigstens, eine Inv/~riantentheorie
jener anderen Gruppen, auf die soeben hingewiesen wurde X. Aber
kein Schimmer von Licht scheint von da aus auf die heute so be-
liebte ,Analysis des Vektoren“ gefallen zu sein. Vielmehr hat man
die alten Probleme so bearbeitet, als ob sie noch nie zuvor behandelt
worden waren, und man ist dabei weit hinter dem zurickgeblieben,
was eigentlich langst als gesicherter Besitz der Wissenschaft héatte
gelten dirfen. Die Frage nach allen méglichen algebraischen, ins-
besondere ganzen rationalen, Invarianten der betrachteten Gruppen
wird in solchen Schriften, soweit meine Kenntnis reicht, nicht einmal
aufgeworfen, und doch ist sie ohne Zweifel das Problem, das der
Natur der Sache nach in den Mittelpunkt solcher Untersuchungen
gestellt werden muB. In der Theorie der Differentialinvarianten
wird man Vollstandigkeit (die doch wohl auch dem Physiker wert-
voll sein sollte) nicht erreichen, wenn man sie nicht schon im Rein-
Algebraischen hat. Ja bei der Mehrzahl der Autoren merkt man
Uberhaupt nichts davon, daB sie in einem Zeitalter leben, in dem die
Gruppentheorie in hoher Blite steht. Entsprechend wird uns das
Rechnungsverfahren von H. Grassmann, das zu seiner Zeit gewil
einen Fortschritt bedeutet hat und schon um seiner Originalitat
willen Beachtung verdient, das aber langst in der Uberall tiefer
dringenden Invariantentheorie aufgegangen ist, in der Gegenwart
wieder als Gipfel des Erreichbaren und als eine Art von Allheilmittel
angepriesen, das es ganz bestimmt nicht ist, wahrend Algebraiker
wie Aronhold und Cleb sch, die, abweichend von ihrem Vorganger
von prazise gestellten Problemen ausgegangen waren und viel weiter
gekommen sind, fiur dieselben Schriftsteller nicht existiert zu haben
scheinen. Kurzum, man ist rickstandig, und nicht wenig. Und
selbst bei einem sonst kenntnisreichen Schriftsteller kann man z. B.

U Verh. d. Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, mathematisch
physische Klasse, 1897, S. 443 ff.

1%



4 Einleitung.

folgendes lesen: ,Es wird manchen entsetzt haben, von welcher Sint-
flut von Formeln und Indizes hier der leitende Gedanke (uber-
schwemmt wurde. Es ist gewi3 bedauerlich, dal wir uns um das
rein Formale so ausfuhrlich bemihen und ihm einen solchen Platz
einrdumen mussen; aber es |aRt sich nicht vermeiden®. Was
hier als ein im gegebenen Falle unvermeidlicher und wohl darum
nicht sehr ernst genommener Ubelstand hingestellt wirdl) die
Muhsal des Lesens unibersichtlicher Formeln, bedeutet in Wirklich-
keit viel mehr als einen bloBen Schénheitsfehler. Wir kommen
darauf noch zuriick. Keineswegs zu viel, sondern zu wenig Auf-
merksamkeit hat das Formale erhalten, oder nicht die rechte Art von
Aufmerksamkeit; eben darum konnte es sich zu einer Landplage
entwickeln. Das ist nicht Formalismus, wenn man den Formalismus
auf ein Minimum zu reduzieren sucht. Mathematik ist nicht die
Kunst zu rechnen und auch nicht die Kunst, Rechnungen zu ver-
meiden. Es gehdrt aber zur Mathematik die Kunst, uberflussige
Rechnungen zu vermeiden und die nétigen geschickt zu fihren. In
dieser Hinsicht hatte man von é&lteren Autoren lernen kdénnen.

Dall die schéne Theorie der Invarianten, die eine Zeitlang im
Mittelpunkt vieler Interessen gestanden hat, dem gréRBten Teile der
jetzt wirkenden Mathematikergeneration fremd werden konnte, hat
allerdings nicht nur historisch - zufallige Grinde, wie etwa den
Wechsel geistiger Moden. Zerstreute Ergebnisse zu einem Gesamt-
bild zu vereinigen, und zwar zu einem erfreulichen, ist keine Tatig-
keit, von der man erwarten darf, dal jeder sie auf eigene Hand
unternimmt, oder daf, wer es versucht, immer Erfolg damit haben
mufite. Die zunachst dazu berufen waren, haben aber eine solche
in gewissem Male kunstlerische Arbeit nur zum kleinsten Teile voll-
bracht, und Forderungen didaktischer Art haben sie dabei nur wenig
mitsprechen lassen. Auf der Hohe seines Schaffens, da seine
Gedanken zur Reife kamen, ist Clebsch gestorben. Sein sonst treff-
liches Lehrbuch, die Theorie der bindren Formen, ist allzu abstrakt
gehalten, ist zu beschrénkt in der Auswahl des Stoffs und behandelt
grofRtenteils entlegene Probleme. So konnten sich Vorurteile bilden
und befestigen wie dieses, daR die wichtigste Methode der Invarianten-
theorie, die sogenannte symbolische, geklUnstelt und wenig leistungs-
fahig sei; eine Art von Geheimwissenschaft, die von Rechts wegen

D Es heit weiter noch: ,Wenn der Blitz des Gedankens nieder-
fahrt (!), so wird der HolzstoR (?) von Formeln entzindet zu einem Feuer,
das ringsum das Land erleuchtet.”
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verboten werden sollte (wie nach Ansicht mancher Laien die Mathe-
matik Uberhaupt). Anderen wieder war es weniger um die Bewalti-
gung eines konkreten Stoffs, als um den Nachweis der Lodsbarkeit
vieles umfassender Probleme zu tun. Es mag die Ansicht vieler
gewesen sein, was ein nicht unverdienter Mathematiker mir sagte,
als Hilberts berihmter Satz von der ,Endlichkeit der Formen-
systeme" bekannt geworden war: ,Wie schén, dall man sich nun
nicht mehr mit Invarianten zu befassen braucht“. Diesem Urteil
liegt eine vdllige Verkennung der Sachlage zugrunde. Nur von
wenigen vollstandigen Formensystemen kann man sagen, dall man
sie wirklich kennt und einigermafien beherrscht, und was man davon
weil3, verdankt man fast ganz der symbolischen Methode.

Zwischen einer gestaltlosen und schwer auszunutzenden All-
gemeinheit und einer verwirrenden Fille von Einzelheiten hat man
also im groBen und ganzen noch keinen gangbaren Mittelweg zu
finden gewuft. Aber was ist in solchem Falle ,das Rechte* ? Leicht
mag es daruber so viele Meinungen geben als Autoren, und noch
einige mehr. Endgultiges 1Bt sich, da die Wissenschaft zum Gluck
fortschveitet, auch in dieser Hinsicht gewil? nicht erreichen. Dennoch
sollte ein Versuch zum besseren gemacht werden.

Dieses ist die Situation, oder wenigstens meine Ansicht davon,
die mich veranlalRt hat, zur Abfassung der vorliegenden Schrift die
Feder in die Hand zu nehmen. Ein systematisches Lehrbuch wtrde
eben das voraussetzen, was erst herbeigefuhrt werden soll. Es
wirde wohl auch schon um seines unvermeidlichen Umfangs willen
nicht viele Leser finden. Mehr Erfolg glaube ich mir versprechen
zu durfen von einer Einleitung oder Anleitung, in der mit Hinweisen
auf das, was anderwérts zu finden ist oder Uberhaupt noch fehlt,
ausgewahlte Probleme nach Art einer akademischen Vorlesung oder
besser noch eines Kolloquiums abgehandelt werden (wie ich es im
Jahre 1921 tatsachlich gehalten habe). Kenntnisse, die unter
Mathematikern nicht allgemein verbreitet sind, brauchen dann vom
Leser nicht verlangt zu werden, und der Umfang des Ganzen kann
in maRigen Grenzen bleiben. Anmerkungen fir Leser, die weitere
Belehrung suchen, kénnen fur Fehlendes einige Entschadigung bieten.
Sie sind hier durch kleinen Druck kenntlich gemacht. DaR sich
darunter ziemlich viele Verweisungen auf meine eigenen Schriften
finden, bitte ich mit Nachsicht zu beurteilen. Da ich sicher nie
dazu kommen werde, meine besonders der Geometrie gewidmeten
Untersuchungen im Zusammenhang darzustellen, das meiste davon
aber gar nicht bekannt geworden ist (nicht einmal gewissen Bericht-
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erstattern der mathematischen Enzyklopédie), so wird man mir wohl
einiges zugute halten.

Entsprechend der bezeichneten didaktischen Tendenz sind aus-
gefihrte Beispiele eingestreut. Diese schliefen sich im vorliegenden
Bande noch an Aufgaben der ebenen Geometrie an; erst eine in
Aussicht genommene Fortsetzung soll einen weiteren Ausblick nehmen.
Im Mittelpunkte des Vorzutragenden steht jedoch die Algebra der
Vektoren mit einer unbestimmten Zahl von Koordinaten, und in
dieser Hinsicht hoffe ich hier schon eine gewisse Vollstandigkeit
erreicht zu haben. Es ist auch Sorge getragen, daR dieser besonderen
Disziplin der Platz angewiesen werde, der ihr meines Erachtens
zukommt, und ich erblicke darin gerade eine Hauptaufgabe der vor-
liegenden Schrift.

Bearbeiter der Vektoranalysis und verwandter Ideenbildungen
methodischer Natur (Ausdehnungslehre, Matrizenkalkil, Quatern-
ionen usw.) betrachten gerne ihren Stoff als eine Welt fir sich.
Ohne Zweifel ist hieran viel Berechtigtes. Eine solche Forderung
und das verwandte Verlangen nach Reinheit der Methode ent-
halten einen heilsamen Zwang zur Vertiefung. Es kommen dabei
nicht nur asthetische Gesichtspunkte in Betracht. Um die Leistungs-
fahigkeit einer Methode zu ermessen, muf? man sie eben auszunutzen
suchen. Ungesund ist jedoch, wenn auch menschlich und ver-
stéandlich, dall die Arbeitsteilung unter Mathematikern (und nicht
nur unter diesen) sich fast immer nach Methoden, nicht nach Pro-
blemen vollzieht. Ungesund deshalb, weil eine Einengung des
Gesichtskreises die gewo6hnliche Folge davon ist. Man kennt dann
und versteht einander nicht, die wertvollsten Gedanken koénnen
lange Zeit unfruchtbar bleiben, ganze Disziplinen kénnen aus solchen
rein persénlichen Ursachen ins Stocken geraten. Der gerauschvolle
und nutzlose Streit um die Zeichen, der in der kleinen Welt der
Vektorenrechnung sogar zu dem bedenklichen Mittel der Einsetzung
einer Kommission gefuhrt hat, scheint mir ein Symptom dieses Zu-
standes zu sein. Ich gehe auf diesen lehrreichen Fall noch etwas
naher ein.

In einem geistvollen Werke uber Ziel und Struktur der physi-
kalischen Theorienl) hat Pierre Duhem der Psychologie der
Forschertatigkeit eingehende Betrachtungen gewidmet. Mit un-
schadlicher Ubertreibung klassifiziert er die Forderer der Wissen-

U Deutsch von F. Adler. Mit einem Vorwort von Ernst Mach
(1908).
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schaft als umfassende aber schwache, und starke aber beschréankte
Geister. Englander sollen so gut wie immer zur ersten, Franzosen
und Deutsche meistens zur zweiten Kategorie gehdren, was durch
lehrreiche Beispiele erlautert wird. Jedenfalls dient diese Unter-
scheidung der Klarheit, einerlei, wie viele unverfalschte Exemplare
des einen oder anderen Typus zu finden sein mdgen. Sie entspricht
in der Hauptsache dem Gegensatz von intuitiver und logischer Ver-
anlagung, wobei das Wunschenswerte die Vereinigung beider Be-
gabungen , das Gewodhnliche Einseitigkeit oder allenfalls irgend eine
Mittelbildung ist. Nehmen wir also diese Unterscheidung einmal
wie sie ist, so kann es fur einen Augenblick scheinen, als ob sich
niemand um Rechnungssymbole viel zu kimmern brauchte. Den
einen ist jedes Symbol gut genug, weil sie sich auch im wildesten
Formelgestripp zurecht finden, die anderen brauchen vielleicht gar
keine Symbole fur spezielle Theorien, weil ihnen nur ,das Prinzipielle“
am Herzen liegt. Indessen richtet sich das Interesse, das wir an
den Grundlagen unserer Wissenschaft nehmen, doch ganz nach dem,
was darauf errichtet werden soll, und daR das Gebdude der Wissen-
schaft in allen seinen Teilen in immer bessere Ordnung gebracht
werde, ist ganz gewif3 auch eine Forderung von grundsétzlicher Be-
deutung. Hier tritt nun der Formalismus in sein Recht, der den
mehr logisch Veranlagten die erwiinschte Ubersicht bringt, den
Intuitiven den Zwang zur Ordnung auferlegt. In d& Formeln
spiegelt sich die Struktur mathematischer Gedanken. Es ist nicht
gleichgultig, ob sie mit Nebendingen Uberladen sind. Allgemein
wird anerkannt, daB die Erfolge der Infinitesimalrechnung zum
groBen Teil erst durch eine glicklich gewahlte Zeichensprache
ermdglicht worden sind, und dasselbe gilt z. B. von der Determinanten-
theorie oder der Theorie der Transformationsgruppen. Das Wort
Eleganz bezeichnet nur einigermallen das, worauf es hier ankommt.
Es ist ein ungeheures MiBverstandnis, da durchaus nur AuBerlich-
keiten sehen zu wollen, wo das innerste Wesen der Mathematik auf
dem Spiele steht. Es handelt sich um GesetzmaRigkeiten meistens
gruppentheoretischer Art. Diese GesetzméaRigkeiten sind da, wie
alle Mathematik sind sie, gleich dem Tatsachlichen der &auferen
Natur, unabhéngig vom erkennenden Subjekt, dem nur sie aufzu-
finden und ihre formale Einordnung in einen historisch gegebenen
Zusammenhang ubrig bleibt. Es ist nicht objektiv, sondern gewalt-
tatig, sich nicht darum kimmern zu wollen J- DiO methodischen

0 Man lese auch, was H. Poincare uber die Eleganz gesagt hat.
(Science et Moéthode 1908, p. 25; Deutsche Ausgabe von H. Lindemann,
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Unterschiede, die hier in Betracht kommen, sind nicht nur ver-
gleichbar etwa dem Unterschied zwischen einer Mosaik und einem
mit geeigneteren Mitteln fein ausgefihrten Gemalde, sondern auch
mit dem zwischen einer Lupe (die ja gewil3 ein nutzliches Instrument
ist) und einem Mikroskop. Schwerlich ist es Zufall, dak man schlecht
gebaute Formeln gewéhnlich da antrifft, wo auch Préazision fur
nebensachlich gehalten zu werden scheintl).

Ich wiinsche, mich sehr deutlich auszudricken. Ich verkenne
keineswegs, dall sich nicht alles mit einem Male zustande bringen
1aRt, und daB es fur die besprochenen Mangel, wie fur viel schlimmere,
Entschadigungen geben kann und o&fter auch wirklich gibt. Es hat
sich aber schon so manches, auf das eine spéatere Zeit Gewicht gelegt
hat, dem Blick der Forscher zunéchst entzogen. Daher sollte man
vorsichtig sein mit der Behauptung, dal3 irgend etwas ,nicht geht“.
Oder man sollte, in anderen Féllen, nicht so leicht zufriedengestellt
sein unter dem Vorgeben, ,die Hauptsache“, d. h. das, was man als
Hauptsache hinstellt, sei ja getan. Man sollte vielmehr die An-
spruche an sich selbst immer so hoch schrauben wie madglich. Die
Ausfihrung wird auch dann noch hinter der Absicht Zuriickbleiben.
Das Darstellen ist eine schwere Kunst und Grinde zur Geniligsamkeit
sind wohlfeil. Auch in der Mathematik ist noch immer Unzufrieden-
heit die Mutter des Fortschritts gewesen.

Wenn also — um wieder zu den Zeichen zu kommen — diese
gewil niemals die Hauptsache in der Mathematik sein kdnnen, so
sind sie doch bei weitem nicht so gleichgultig, wie es nicht wenige
durch unbedachte Schriftstellerei zu verstehen geben. Wenn ein
Genie wie L. Euler oder Faraday auch mit unvollkommenem
Werkzeug Hervorragendes zu leisten vermochte, so folgt daraus
ganz und gar nicht, daR feingeschliffene Instrumente entbehrlich
sind. Zeichen auf dem Papier gehdren auBerdem zu der Sprache,
durch die wir uns anderen verstandlich zu machen suchen. Sie ver-
dienen also eben dieselbe groRe Aufmerksamkeit wie, als Tréagerin

Wissenschaft und Methode, S. 20). Wie dagegen rein expansive Geister
uber solche Dinge denken, hat uns der Physiker Boltzmann verraten,

der zwar kein Englander, wohl aber ein ganz waschechter Repréasentant

des englischen Geistestypus war: Man solle die Eleganz den Schustern

und Schneidern Uberlassen. Dergleichen haben wir neuerdings noch
ofter gehort, und leider haben auch einige Mathematiker in diesem Chorus

der Nicht-Sachverstandigen ihre Stimme erklingen lassen.

1) Siehe z. B. Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigui

25, 96 u. ff., 1916.
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unserer geistigen Kultur, die Sprache uberhaupt, die ja auch nichts
anderes ist als ein System von Zeichen. Das Urteil Uber eine be-
sondere Zeichensprache aber wird ganz davon abhangen missen, was
sie leistet, wohin und wie weit wir mit einem solchen Hilfsmittel
kommen mdgen, ob sie uns wirklich die Ersparnis, nicht etwa
an Arbeit, sondern an unfruchtbarer Arbeit gewahrt, die
allein ihr einen Platz in der Wissenschaft sichern kann.

Von dem Gewinn, den irgend ein neu einzufiihrendes Rechnungs-
verfahren etwa bringen mag, wird nun jeder die Mihe ahziehen, die
ihn die Aneignung der Methode kostet. Und Leser pflegen fur neue
Zeichen, zum Erstaunen des Autors, ein elendes Gedéchtnis zu haben.
Man wird also gut tun, darauf zu achten, dafl die Differenz nicht
am Ende gar negativ ausfallt. Wer ein ohnehin stark belastetes
Gedachtnis willig anstrengen soll, dem muf} vor allem jeder Zweifel
dartber behoben werden, daR nicht etwa kindliche Freude an den
Symbolen um der Symbole willen der Grund solcher Zumutung ist.
Das Spiel irgendwelcher Zeichen auf dem Papier hat an sich schwer-
lich auch nur so viel Wert wie das Schachspiel, es kommt auf das
und nur auf das an, was die Zeichen vertreten sollen. Also werden
wir uns jedesmal fragen miussen: Lassen sich diese oder jene Ge-
danken nicht auch mit einem schon bewé&hrten Apparat, ja vielleicht
mit einem, der in viel weiterem Umfange brauchbar ist, nicht etwa
nur ausdrucken — denn das wird immer moglich sein —, sondern
ebensogut ausdricken (ebenso vollstandig, ebenso einfach usw.)?

Ganz gewil3 hat nun keiner von denen, die uns mit einem wahren
Platzregen von Symbolen zu Uberschutten lieben und dazu noch
sprachbildnerische Talente durch Erfindung immer neuer Kunstworte
fur dieselben althergebrachten Dinge bemuhen, sich irgend etwas
derart vor Augen gestellt). Entschuldigen laRt sich ja vieles inner-

U Einer Zusammenstellung des Herrn R. Weitzenbdck entnehme
ich eine Liste von Ausdricken, die fur ternare bilineare Formen oder ihre
Koeffizientensysteme in Gebrauch genommen worden sind: Tensor 2. Stufe»
Affinor, Dyadie, Tensortripel, komplette Dy ade, asym-
metrischer Tensor, Diatensor, vektorielle Homographie; wozu
noch fur spezielle Falle die Namen kommen: Peviator, Antitensor,
Axiator, ldemfaktor, Versor, Perversor usw. Das Wort Stufe hat
bei Grassmann (1844) und in der gesamten geometrisch -invarianten-
theoretischen Literatur eine Bedeutung, die man hatte festhalten sollen.
Wohin wirden wir kommen, wenn jedem das Recht zugestanden werden
muRte, sich, unbekimmert um seine Vorganger, eine eigene Kunstsprache
zu ersinnen und namentlich schon vorhandene Worte, ohne erkennbare
Motivierung, in ganz neuem Sinne zu gebrauchen? Die vorhandenen
Kunstausdricke sind nicht tabu, aber sie sind auch kein herrenloses Gut!
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halb gewisser Grenzen. Aber ein Anspruch auf Beachtung kann
durchaus nur sachlich begrindet werden. Unkenntnis oder Ver-
standnislosigkeit gegeniber einer ganzen nach Ansicht der Kenner
wertvollen Literatur rechtfertigt solchen Anspruch nicht. Zu be-
denken ist auch noch dieses, dafll eine unbedachte Vervielfaltigung
der Rechnungssymbole und Kunstausdricke die Vergleichung der
Behauptungen verschiedener Autoren erschweren muf. Die Leistung
einer Ubersetzungsarbeit, die desto mehr Geduld verlangt, je weniger
sie wirklich férdert, wird mancher verweigern, und das Recht dazu
kann ihm nicht abgesprochen werden.

Gewisse im Umlauf befindliche Werturteile durften hiernach
kaum aller Berechtigung entbehren. Aber ganz in der Ordnung
sind sie wohl auch nicht. Kritik, die nicht nur die Betroffenen ver-
argern, sondern ihnen und anderen Nutzen bringen soll, mu von
einer einleuchtenden Begrindung begleitet sein. Summarische
Schatzungen schiellen oft Uber das Ziel hinaus und geben nie ein
klares Bild, mégen sie nun anerkennend oder abfallig sein. Uber-
haupt liegt die Kritik in unserer Wissenschaft sehr im Argen.
Wahrend die offentlich gelbte Kritik, im groBen und ganzen,
von Wohlwollen férmlich strotzt, sich durch Namen einschiichtern
laBt und nicht einmal gegentber offenbarer Liederlichkeit Worte
findet, werden unter der Hand eine Menge abfalliger Wert-
urteile weitergegeben, und zwar auch von solchen, die zu ihrer Be-
grindung gar nicht imstande sind. Man kann es ja verstehen,
warum dieser auch in anderen Wissenschaften fuhlbare Ubelstand
sich gerade in der Mathematik zu grofRen Dimensionen auswachsen
konnte; doch sollten wir mehr Verantwortungsgefiihl betatigen, als
es leider so oft geschieht.

Was man in der algebraischen Vektorenrechnung gesucht hat,
ein dem Stoffe mdglichst angemessenes System von Zeichen, war langst
da, und in einer viel zweckmafRigeren Gestalt als alles das,
was sonst von verschiedenen Seiten vorgeschlagen worden istl). Ich
werde mich, mit geringen Anderungen (deren Motivierung man nicht
vermissen wird!) der hergebrachten, durch die Sache selbst in allem
wesentlichen eindeutig bestimmten Zeichensprache bedienen, die in
der alteren Theorie der Invarianten linearer Transformationen aus-
gebildet worden ist. Eine besondere Vektorensymbolik, die nur zu
leicht den Weg ins Freie versperren kann, erscheint mir als uber-
flissig, wo nicht schéadlich. Jene ,Welt fur sich® wird trotzdem zu
ihrem vollen Rechte kommen.

D Vvgl. S. 97, 101, 257, 258.
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Im Falle der gewdhnlichen analytischen Geometrie, die in allerlei
Lehrbuchern abgehandelt wird, habe ich schwerer wiegende Einwéande
zu erheben. Ich denke nicht an die vielen fur Anfanger bestimmten
Schriften, deren einziger Daseinsgrund die Hoffnung irgend eines
Verlegers auf Geldverdienst zu sein scheint. Auch will ich nicht
weiter reden von der den Verfassern vielfach ganz unbemerkt unter-
gelaufenen Verquickung der Mathematik mit Gegenstdnden der Er-
kenntnistheorie, die der Sache unmdglich zum Vorteil gereichen konnte.
Uber diese aus der ganz anders gearteten Geometrie der Alten {iber-
nommene Methodik habe ich mich an anderem Orte geauflertl). Auf
das System von Erschleichungen, das aus der Einstellung fast aller
Autoren auf das Reelle und ,Anschauliche* entspringt und einen
bedauerlichen Mangel an logischer Schulung erkennen 1aBt, soll eben-
falls nur kurz hingewiesen werden. Jedenfalls haben sich diese
Schriftsteller nicht klar gemacht, daB eine analytische Geometrie
doch vor allen Dingen analytische Geometrie sein soll, und daR
sie den Unterbau abgeben muf nicht nur fir Mechanik und fir die
heutige theoretische Physik — wozu sie allenfalls ausreicht —, sondern
auch fur die modernen Disziplinen der ho6heren algebraischen und
Differentialgeometrie, die das Imaginare gar nicht entbehren kénnen,
und dall Uberhaupt die Abfassung eines brauchbaren Lehrbuches zur
Voraussetzung eine wissenschaftliche Erfahrung hat, die keinesfalls
aus den schon vorhandenen Lehrbichern geschopft werden kann.
Hier habe ich es besonders zu tun mit der Handhabung des Koordi-
natenapparats. Diesen finde ich meistens viel zu aufdringlich in den
Vordergrund geruckt 2t Der naturliche Zusammenhang der Probleme,
ihr Wurzeln in gemeinsamem algebraischem Untergrund, wird da-
durch verdeckt; von Fall zu Fall wird, wie aus einem entlegenen
Steinbruch, von manchen Autoren herbeigeschleppt, was man an
algebraischen Hilfsmitteln ndtig zu haben glaubt. Allzuoft wird
das Koordinatensystem hin und her geschoben und ohne triftigen
Grund spezialisiert; manche Probleme werden auf diese Art un-

U In den Schriften ,Die realistische Weltansicht und die Lehre vom
Raume* (1913), und ,Mathematik und Physik* (1923).

2) In diesem Punkte bin ich auch mit der ,Koordinatengeometrie®,
von H. Beck nicht einverstanden. Im ubrigen hat dieses Werk, von dem
zurzeit der erste Band vorliegt (1919), mit dem hierVorzutragenden allerlei5
Beruhi'ungspunkte; es ist aus demselben Gedankenkreise hervorgegangen.!
Der erste Wurf konnte wohl nicht ganz gelingen, zumal der Verfasser mit\!
widrigen aufleren Umstdnden zu kampfen hatte; eine zweite Auflage wird
ohne Zweifel manches bessern.
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vermerkt eingeschrankt. Ein sehr beruhmter Mathematiker hat
diese Methodik sogar als theoretisches Erfordernis hinstellen wollen,
ich weil? nicht, ob ganz im Ernste; man soll, wie er sich ausdruckt,
Jinvariant denken“, aber nicht ,invariant rechnen“. In anderen
Fallen wird ein zum Teil entgegengesetzter MiRRgriff getan: Es wird
schon uber recht elementare Aufgaben eigentlich nur geredet. Das
ist das Elend der idealistischen Denkart, daB sie uUberall vom
Néchstliegenden und Konkreten nichts wissen will. Die Fiktion eines
Wesens von ewigem Leben und unbegrenzter Geduld ist nicht ohne
Nutzen, aber so beschaffen sind wir nun einmal nicht. Maussen wir
uns oft genug mit einem bloRBen Kochrezept bescheiden, so sollte das
ein Grund sein, da zu verzichten, wo sich besseres leisten laft.
ber die MaRen durftig ist zum Beispiel, was in allerlei Bichern
ber die Bestimmung eines Kegelschnittes aus gegebenen Punkten
Bnd Tangenten zu lesen steht. Wie soll doch die Lésung eines
solchen individuellen algebraischen Problems durch eine nach Schema F
auszufiihrende Rechnungsanweisung ersetzt werden kénnen? Waére
man je nach der eigenen Vorschrift verfahren, so wiilrde man gesehen
haben, daR die Sache, in der Néhe betrachtet, ein ganz anderes Ge-
sicht bekommt als es der mathematische Idealist sich trdumen lagt.
Doch es mag nun des Kritisierens genug sein!



§ 1L
Grundbegriffe und Zeichen.

Ein System von n geordneten reellen oder (gewdhnlichen)
komplexen Zahlen erhalt je nach Umstanden, namlich je nach dem
Gebrauch, den man davon machen will, verschiedene Namen, z. B.
Punkt oder Vektor. Handelt es sich um reelle Zahlen, so heil3t

das System selbst reell. Es wird zweckmaRig durch ein einziges
Zeichen dargestellt; z. B.

Ich werde mich hier, mit Ricksicht auf gewisse Anwendungen, zu-
nachst nur der zweiten Terminologie bedienen. Vektoren koénnen
in Ublicher Weise zu ,Summen“ zusammengesetzt werden nach der
Regel

ebenso kdnnen sie mit Zahlen (reellen oder gewdhnlichen komplexen
Zahlen) ,multipliziert® werden nach der Regel

z.B. fuirc = — 1:

Der dem Werte ¢ == 0 entsprechende Vektor heilt ,der Vektor
Null“; er wird im Zusammenhang der zu begrindenden Vektoren-
rechnung nicht durch ein besonderes Zeichen, sondern durch das
gewdhnliche Zeichen der Null dargestellt (was nicht zu MiRverstand-
nissen fuhren wird):

Es folgt hieraus, dal man jeden Vektor, wie man sagt, ,additiv”
oder ,als lineares Aggregat* anderer Vektoren darstellen kann,
z.B. Z — X +- (Z— X), und namentlich
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Die einzelnen Vektoren auf der rechten Seite einer solchen sym-
bolischen Gleichung heilen Komponenten des zerlegten Vektors;
bei der zweiten Zerlegung heien die Zahlen X x... Xn Koordinaten
des Vektors X. Zwischen Komponenten und Koordinaten
ist scharf zu unterscheiden (was nicht immer beachtet worden
ist). Die Zahl c ist nicht dasselbe wie das System

Es ist hiernach klar, was eine symbolische Gleichung der Form

zu bedeuten hat, in der die Zahlen Q... cmkonstant und sogenannte
VerhéltnisgroBen (nicht alle Null) sind, und in der die Zeichen X k
(natdrlich nicht Potenzen, was keinen Sinn héatte, sondern) irgend
welche Vektoren

vertreten: die Vektoren X1, X2, ... Xm heiBen dann linear-ab-
h&angig; wenn keine solche Gleichung besteht, werden sie linear-
unabhé&ngig genanntl). Die Bedingung dafur, dal m Vektoren
X 1... Xmlinear-unabhéangig sind, besteht darin, dall die Matrix

den Rang m hat. Es gibt, bei vorgeschriebenem Werte der Zahl n,
nicht mehr als n linear unabhangige Vektoren, und aus je n solchen,
z. B. aus den Vektoren {1, 0, ..., 0}, {0, 1,...,0), ..., {0, O, ..., 1}
— speziellen sogenannten Einheitsvektoren2 — konnen alle
Vektoren additiv zusammengesetzt werden. Jedes so benutzte System
von N linear unabhéangigen Vektoren hei3t eine Basis der Vektoren-
mannigfaltigkeit. Vom Inbegriff aller Vektoren sagen wir, er bilde
ein Gebiet nter Stufe3d); da die Zahl n beliebig ist, so gibt es un-
endlich viele solcher Gebiete, entsprechend den Werten n — 1, 2,...
Im folgenden wird immer da, wo nicht das Gegenteil bemerkt ist,
n > 2 angenommen.

Alle Vektoren eines Gebietes nter Stufe bilden ein ,nach dem
Unendlichen hin“ nicht abgeschlossenes Kontinuum ,von 2 n Dimen-

U Wenn sich unter den Vektoren X 1, X 2, .... X m der Vektor Null
befindet, so sind sie hiernach immer linear abhangig.

2) Der allgemeine Begriff des Einheitsvektors wird spater erklart.

3) Das Wort Stufe wird heutzutage in allerlei Bedeutungen gebraucht.
Im Sinne des Textes hat es (1844) H. Grass mann eingefuhrt; es scheint
mir richtig, daR es dabei bleibt.
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sionen* oder, wie man (nach dem italienischen Mathematiker C. Segre)
besser sagt, ,von n komplexen Dimensionen“. Darin ist enthalten
das nur n-dimensionale Kontinuum der reellen Vektoren, namlich
derer, die ausschlie3lich reelle Koordinaten X1 ... Xn haben.

Unter den Funktionen, die man aus den Koordinaten eines
Vektors oder mehrerer Vektoren bilden kann, sind nun einige, die
fur Anwendungen eine besondere Bedeutung haben, und denen daher
auch besondere Worte und andere Symbole zugeordnet zu werden
pflegen. Es ist das zunachst eine bilineare Verbindung der Koordi-
naten von zwei (nicht notwendig verschiedenen) Vektoren X, Y:

Sie wird nach H. Grassmann (1844!) ,das innere Produkt"”,
von spéateren Autoren auch, im AnschluB an die auf das reelle Gebiet
zugeschnittene Terminologie Hamiltons, ,skalares Produkt“ der
Vektoren X, Y genannt. Eine Menge von Zeichen sind dafur vor-
geschlagen worden, z. B. X.Y, X x Y, X Y, [X]Y], (I1T),

daneben naturlich auch das Summenzeichen X*Y{ und neuer-
dings sogar Xi Yi oder ein ahnliches Zeichen, ohne besonderen Hin-
weis auf die vorzunehmende Summation (!). Ich werde mich von
den im Vorwort angegebenen Grunden leiten lassen, kann aber die
getroffene Wahl an dieser Stelle noch nicht genigend motivieren.
An Stelle des friher von mir vorgeschlagenen und auch hier spéater
wieder zu verwendenden Zeichens (X Y) werde ich mich bis auf
weiteres des Zeichens (X: Y) bedienen, das von dem Grassmann-
schen Symbol [X ]Y] nicht sehr verschieden istX).
Wir schreiben also

gelesen werden soll ,X in Y “. Ubrigens rechtfertigt sich das Wort
Produkt (mit einem Zusatz) daraus, dall (X Y) sich fur n = 1 auf
das gewohnliche Produkt Xj Yx reduziert, und daR die zu seiner
Bildung fuhrende ,innere Multiplikation“ mit der Addition der Vek-
toren durch das Distributionsgesetz verbunden ist:

Eine zweite nicht minder wichtige Verbindung der Koordinaten
von Vektoren ist das — ebenfalls nach Grass mann — sogenannte
duBere Produkt von n Vektoren, das wir durch das Zeichen

U Das Zeichen (X Y) wird im Falle N = 2 zweideutig. (In der
zitierten Untersuchung vom Jahre 1897 war N > 2 vorausgesetzt worden.)
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(X 1X 2... Xn) darstellen wollen. Es ist die Determinante aus den
Koordinaten der n Vektoren, also

Das Determinantenzeichen selbst wird hierfiir nicht gebraucht, eben-
sowenig wie das Zeichen & 3  Xfix (X [iY), W¥il es meistens nicht
ndtig und oft sogar unvorteilhaft ist, die einzelnen Koordinaten, aus
denen sich eine solche Funktion zusammensetzt, in den Formeln
sichtbar zu machen.

Mit diesen beiden Symbolen werden wir vorladufig aus-
komm en. lhre Bedeutung liegt darin, dafl die durch sie bezeichneten
Funktionen von 2 oder n Vektoren, Funktionen also von 2n oder
n2 gew6hnlichen Argumenten, eine Eigenschaft haben, die man durch
das Wort Invarianz bezeichnet. Wir begegnen an dieser Stelle
in unserem Zusammenhang zuerst diesem wichtigen Begriff und
gehen daher naher auf die Sache ein. Das ist schon darum nétig,
weil in der vorhandenen Literatur Uber gewisse Festsetzungen, ter-
minologische und andere, keine Ubereinstimmung herrscht, wir uns
aber naturlich fur einen eindeutigen Sprachgebrauch werden ent-
scheiden mdussen.

Wir wollen mit Hilfe eines auflosbaren Systems linearer
Gleichungen dem Vektor X einen anderen X zuordnen. Solche
Gleichungen schreibt man in Ublicher Weise:

Gleichbedeutend damit wirde die Schreibart

sein (wo cin — Qni), die in unserem Zusammenhang sich ofter als
noch etwas bequemer herausstellen wird, und daher hier gleich Er-
wéahnung finden mag. Insofern man mit Hilfe dieser Gleichungen
jedem Vektor X des Gebietes nter Stufe einen anderen zuordnen
kann, also z. B. dem Vektor Y einen Vektor Y, spricht man von
einer Transformation, und zwar von einer linearen Trans-
formation im Kontinuum der Vektoren X. Andere als solche
gegenseitig-eindeutige lineare Zuordnungen werden wir Uberhaupt
nicht betrachten.

Der Vektor X heiBt ,der Transformierte* des Vektors X, der
hier als gegeben betrachtet wird. Wir schreiben X — X, oder noch
deutlicher

1) Diese sehr zweckmaflige Bezeichnung von Transformationen ist von
Hermann Wiener vorgeschlagen worden.
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»X geht durch die Transformation S — mit der Koeffizienten-
raatrix (clfe) oder (C*t) — uber in X.“ Die Transformation S ist
also zu unterscheiden von der Zuordnung, die aus einem gegebenen
X das zugehoérige X bestimmt, namlich von der Zuordnung
X — X, die die Entgegengesetzte zur Transformation S heil3t und
der man das Zeichen S  zuordnen kann:

Ist X = X fur alle X, also X» = X», so gilt auch diese Zuordnung,
die alle Vektoren in Ruhe laRt, noch als Transformation. Sie
heilt die identische oder Einheitstransformation und wird
durch das Zeichen E dargestellt. Offenbar hat man dann immer

also auch TS-1 YSY, oder kirzer

Die einzelne lineare Transformation ist durch das Wertsystem
ihrer Koeffizienten, durch die r2 Parameter ctfc oder bestimmt.
Diese kénnen im ubrigen beliebig, immer aber nur so gewahlt werden,
daB die Determinante der Koeffizientenmatrix jQd ] oder j ¢34jlvon Null
verschieden ausfallt. Ferner bilden die linearen Transformationen
in ihrer Gesamtheit eine Gruppe. Das'heil3t erstens: Fuhrt man
zwei solche Transformationen hintereinander aus, nach dem Schema
X —> X —> X oder deutlicher X Sj X S2X, so erhalt man wieder
eine Transformation, die derselben Mannigfaltigkeit, Schar oder
Menge von (hier linearen). Transformationen angehort; zweitens
gehort die Entgegengesetzte zu einer unserer Transformationen
wiederum zu der erklarten Schar von (linearen) Transformationen.
Bezeichnen wir die zusammengesetzte Transformation mit S8, und
schreiben wir kurzweg n n

so werden die Parameter cik von S3 ohne weiteres aus den Para-
metern Ck und c'ik von und S2 berechnet. Sie ergeben sich aus
der bekannten Multiplikationsregel quadratischer Matrizen, nach dem
Schema ) eeeeree e o n N, m

oder, was dasselbe aussagt, nach dem Schema

Hieraus aber folgt die entsprechende Regel fir die zugehoérigen
Transformationsdeterminanten
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Als selbstverstandlich kann gelten, daR die erklarten linearen
Transformationen (wie eindeutig umkehrbare Transformationen Uber-
haupt) dem sogenannten Assoziationsgesetz der Multiplikation
folgen; d. h. bedeuten jetzt SIt S2, S3 irgend drei lineare Trans-
formationen, so ist immer

(S,S2S, = S,(S2Ss),
so daB man also das einfachere Zeichen Sj S2S3 fuir diese Zusammen-
setzung von drei Transformationen gebrauchen darf. Dagegen ist
natirlich nicht immer S1S2 = S2Sv Ist es im besonderen Falle
doch so, so heiBen die Transformationen Sj und S2 vertauschbar.
Die identische Transformation ist mit allen anderen Transformationen

vertauschbar, ES — SE = S, und ebenso jede lineare Transforma-
tion mit allen ihren Potenzen S2= SS usw., zu denen man auch,
als nullte Potenz, die identische rechnen kann, E = S°, und ebenso

auch die schon erklarte Transformation S—1 mit ihren Potenzen
S~2= S~1S~] ..., sowie mit S°, S1 S2 usf.

Alles dieses gilt fur reelle wie komplexe Transformationen, d. h.
es gilt, einerlei, ob man fur die Parameter Qu usw. komplexe Werte
zulassen oder sie auf reelle Werte einschranken will. Es besteht
aber zwischen diesen beiden Fallen, auch abgesehen von der Ver-
schiedenheit der Parameterzahl, ein sehr wesentlicher Unterschied:

Die komplexen linearen Transformationen bilden in
ihrer Gesamtheit ein Kontinuum (von ,002"2“ Dimensionen,
oder deutlicher ,von oo0"2komplexen Dimensionen®).

Die reellen linearen Transformationen dagegen bilden
ein Kontinuum (von oo0"2Dimensionen) nur dann, wenn die
Stufenzahl n ungerade ist.

Im anderen Falle hat man es mit zwei véllig getrennten
Scharen oder ,Schichten® von Transformationen zu tun,
und die Transformationen der einen dieser Schichten, die
durch positive Werte der Transformationsdeterminante
gekennzeichnet wird, bilden fur sich eine Gruppe.

Wir konnen, um diesen letzten Sachverhalt kurz zu bezeichnen,
von einer geschichteten Gruppe mit einem Bestand von 2. oc"
Transformationen reden *).

Eines ausgefihrten Beweises bedarf nur die Behauptung, daR
bei geradem n und reellen Werten der Koeffizienten nicht mehr
als zwei Kontinua von Transformationen vorhanden sind. Wir

1) Lies Terminus ist ,Gemischte Gruppe“. Mir scheint der im Text
vorgeschlagene Ausdruck bezeichnender zu sein.
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werden aber diesen ubrigens folgenreichen Satz* weiterhin nicht
gebrauchen — so mag es dem Leser Uberlassen bleiben, sich selber
den Beweis zu suchen, der nur die einfachsten Hilfsmittel aus der
Determinantentheorie erfordert. Lassen wir ihn als richtig gelten,
so haben wir drei Typen von Gruppen gefunden, wovon zwei konti-
nuierlich sind und eine geschichtet ist. Zwischen den beiden
ersten aber besteht noch der wesentliche Unterschied, daR die eine
mit Hilfe von analytischen Abhéngigkeiten beschrieben werden kann
(Determinante 0), die andere nicht (QOk reell, Determinante 0).
Wir bezeichnen daher die erste dieser zwei Gruppen, und nur sie,
als eine analytische Gruppe2).

Wir wenden uns jetzt nochmals zu den Gleichungen (4) und
schreiben sie zusammenfassend so:

Nichts hindert dann, den Vektor X als den gegebenen anzu-
sehen. Wir haben dann diesen Vektor statt auf die Basis

auf die in der Regel von ihr verschiedene Basis

bezogen. Fallt diese nicht gerade mit der ersten zusammen, ist also
nicht immer X = X, so spricht man von einer Anderung des
Koordinatensystems (durch lineare Substitution).

Offenbar ist die eine Auffassung der Formeln (4) oder (6) so
gut wie die andere, wir durfen sie beide als gleichwertig gelten
lassen. Damit ist jedoch nicht gesagt, daR sie sich Uberall beide in
gleicher Weise empfehlen mufiten. Handelt es sich um gewisse An-
wendungen, besonders um solche in der theoretischen Physik, so
wird man der zweiten Auffassung den Vorzug geben. Vektoren
dienen dann zur Bezeichnung physikalisch bedeutungsvoller GrofRen,
und dann ist es sachgemaR, sie ruhen zu lassen und, behufs Auf-

1) Néaheres daruber findet man in einem Aufsatz uber die Begriffe

Links und Rechts, Archiv der Mathematik und Physik, Ill. Reihe, 21,
201 ff. (1913).
2) Nach S. Lie heilt sie eine kontinuierliche Gruppe. Das

scheint mir unlogisch, also ein entschiedener MiRgriff zu sein, wiewohl,
soviel ich weiB, diese Terminologie sonst keinen Widerspruch gefunden
hat. Die Kontinuitat sichert nicht den analytischen Charakter, der doch
auch von S. Lie gefordert wird. Niemand denkt jetzt noch daran, als
stetige Funktionen nur solche zu bezeichnen, die differentiierbar sind.

2%
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findung ihrer vom besonderen Koordinatensystem unabhangigen Eigen-
schaften, nur ihre Koordinaten zu variieren. So konnte L. Euler
die Differentialgleichungen der Bewegung eines starren Koérpers ver-
einfachen, indem er sie auf ein speziell gewdahltes, im bewegten
Kdrper, nicht im Raume des (ruhend gedachten) Beobachters befind-
liches System von Koordinaten, oder also auf eine mit dem Koérper fest
verbundene Basis bezog, durch Einfiuhrung der Haupttragheitsachsen.

Hier kommt es mir mehr auf die Klarstellung gewisser Grund-
begriffe an, und auch auf die Einordnung des Vorzutragenden in
die von S. Lie begrindete allgemeine Theorie der Transformations-
gruppen. Ich werde also in der Regel der ersten Auffassung den
Vorzug geben, bei der die Basis

{1, 0, ..., 0} ... {0, 0, ..., 1}

eih-fur-allemal beibehalten wird — was ja eine andere Deutung der
Formeln nicht ausschlieBt. Einiges Gewicht mdchte ich dabei auf
den Umstand legen, dal sich in der vorzutragenden Theorie alles im
Rahmen der in der Analysis Ublich gewordenen Darstellungsformen
vollziehen wird. Der Vektor wird definiert durch das System
seiner Koordinaten Xx... Xn; er wird nicht etwa nur, wie es in
vielen Schriften heiflt, durch solche Koordinaten dargestellt. Dazu
namlich mafite er sich auf irgend eine andere Weise (préazise) defi-
nieren, also von anderen ebenso definierten Vektoren deutlich unter-
scheiden lassen. Physikalisch (mit Hilfe von Metermallen, Uhren usw.)
bestimmbare GroRen, an die man hier vor allem denken wird, haben
indessen diese Eigenschaft nicht: Das einzige wirklich Greifbare am
Vektor sind seine (unter Umstdnden durch unendliche Prozesse er-
klarten) Koordinaten. Durch Hineintragen eines Fremden und Un-
bestimmbaren in die Mathematik wird deren Reinlichkeit zerstort.

Hier wollen wir nun noch nicht die Gruppe aller linearen Trans-
formationen betrachten, sondern nur eine Untergruppe von
ihr, die die sogenannten orthogonalen Transformationen umfafit.
Diese sind erklart durch die Forderung, daR die Quadratsumme
(X jXx) = an bei der Transformation der Veranderlichen ihrem
Werte nach immer (far alle X) ungeandert bleiben soll. Die Be-
dingungen hierfur sind zur Genuge bekannt, und es folgt sogleich
die noch etwas umfassendere Beziehung (X |Y) — (X 'Y). Die
Determinante einer solchen Transformation kann nur einen der
Werte +1 haben. Ist sie = 1, so reden wir von eigentlichen,
anderenfalls von uneigentlichen orthogonalen oder uneigent-
lich-orthogonalen Transformationen.
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Die orthogonalenTransformationen bilden eine Gruppe
analytischen Transformationen, d. h.

eine solche, die aus zwei Schichten mit je (so-

genannten wesentlichen) komplexen Parametern besteht,
und von denen die eigentlichen fir sich eine analytische
Gruppe Yy bilden.

Ahnlich bilden die reellen orthogonalen Transforma-

tionen eine Gruppe von Transformationen, in
der jede Schicht kontinuierlich ist, und von denen die
eigentlichen eine kontinuierliche Gruppe bilden1).

Anders ausgedriickt:

Jede der beiden Schichten orthogonaler Transforma-
tionen hat einen einzigen ,reellen Zug“ von Di-

mensionen.

Der diesmal vorliegende Sachverhalt ist schon ziemlich viel ver-
wickelter als im vorigen Falle. Die w2 Koeffizienten sind jetzt durch
eine Menge algebraischer, bei geeigneter Gruppierung auch analyti-

scher, Gleichungen verbunden, und zwar derart, dal gerade

der Koeffizienten keiner Beschrankung mehr unterliegen. Es ge-
gelingt aber nicht, diese Koeffizienten ein fur allemal so zu wéhlen,
dal man die Ubrigen, womdglich gar eindeutig, durch sie ausdriicken
koénnte. Aus diesem Grunde ist in unserem Satze nur von ,wesent-
lichen* Parametern die Rede, es wird nur die Dimensionenzahl (Zahl
komplexer oder reeller Dimensionen) der zwei Transformationen-
schichten bezeichnet.

Nachzuweisen ist, erstens, daR die orthogonalen Transforma-
tionen im reellen wie im komplexen Gebiete nur zwei kontinuier-
liche Schichten bilden, zweitens, daR die Zahl der Parameter richtig
angegeben ist. Beide Behauptungen sind besondere Falle eines um-
fassenderen Lehrsatzes, der spater entwickelt und begrindet werden
soll. Fur unsere nachsten Uberlegungen geniigt es, den Unter-
schied der eigentlichen und uneigentlichen orthogonalen Transforma-

*) Nicht im Sinne von S. Lie, dessen Kunstsprache hier ein an-
gemessenes Wort fehlt. Siehe die vorige Anmerkung.
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tionen terminologisch festgelegt zu haben, der in der Mdoglichkeit des
doppelten Vorzeichens im Gleichungssystem

seinen Ausdruck findet.

Wir bezeichnen die beiden Ausdricke links als elementare
Invarianten der Gruppe y der eigentlichen orthogonalen Trans-
formationen und haben also eine ,symmetrische” elementare In-
variante von je zwei Vektoren und eine ,alternierende” von je
n Vektoren gefunden.

Klar ist, dal? jede ganze rationale Funktion von irgendwelchen
Invarianten dieser beiden Typen ebenfalls die Invarianteneigenschaft
gegenuber eigentlichen orthogonalen Transformationen haben muR,
d. h. daR sie, gebildet in den transformierten Veranderlichen, immer
denselben Wert liefert. Und damit ergibt sich nun ein Problem.

Wir bezeichnen jetzt als ganze rationale Invariante irgend-
welcher Vektoren, deren Koordinaten voneinander unabhéngige Ver-
anderliche sind, gegentber der Gruppe y, jede ganze rationale
Funktion dieser Koordinaten, die nach Ausfuhrung einer beliebigen
eigentlichen orthogonalen Transformation ihren Wert reproduziert.
Haben wir diese ganzen rationalen Invarianten etwa schon gefunden?
Eine Untersuchung hiertber soll unser nachstes Thema bilden.

Zuvor aber soll noch eine terminologische Festsetzung getroffen
werden. Es ist schleppend, von einem Vektor {X1...X n} immer
als von einem System von Zahlen, insbesondere von Veranderlichen
zu reden. Der Vektor wird in unsere Untersuchung als Ganzes ein-
gehen: daher ist es sachgemaR, den Vektor, wenn er variiert werden
soll, als eine (nach H. Grassmann ,extensive“) ,Veranderliche*
zu bezeichnen.

Im Hinblick auf den Zustand eines betrachtlichen Teiles der geo-
metrischen Literatur moégen sich vielleicht einige Leser daruber wundern,
daBR wir unsere Voraussetzungen so allgemein genommen haben. Genlgt
nicht die Beschrankung auf Vektoren mit reellen Koordinaten?

Eine erschopfende Erdrterung hiertber wirde uns viel zu weit fuhren.
Es mag aber auf folgendes hingewiesen werden. Zu unserem weiteren
Programm gehort unter anderem auch die Untersuchung von Gruppen, die
durch die Invarianz von Quadratsummen mit teils positiven, teils negativen
Koeffizienten definiert sind. Diese Quadratsummen, und ebenso die zu-
gehodrigen Gruppen, gehen dann durch ganz einfache Substitutionen in-
einander uber, wenn man Vektoren mit komplexen Koordinaten zulaft.
Beschrankt man sich aber auf die Betrachtung reeller Vektoren, so tritt
an Stelle dieses Zusammenhanges eine bloBRe Analogie, die dazu
noch mehrfach durchbrochen ist. Es ist widersinnig, z. B. sagen zu wollen,
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die quadratische Form X 12 + ...+ X n 2 #Hurch die Substitutionen X1
= VY1 2. Xn = iYnN in die quadratische Form Y12— y22
- .. .- YRuber, wenn man es doch nur mit reellwertigen quadratischen
Formen zu tun hat.

Die komplexen Grofen lassen sich in der Algebra nirgends entbehren,
und wenn sie einmal eingefuhrt werden mussen, so kann es nicht fruh
genug geschehen.

§2.
Die Fundamentalsatze
der Algebra der Vektoren in spezieller Fassung.

Wir untersuchen jetzt ein System von beliebig vielen Vektoren
in endlicher Zahl, die wir als unabhangige ,Veranderliche* be-
trachten und, nach Bedurfnis, durch verschiedene Zeichen wie
X, VY, Z ..., X1... Xmdarstellen (§ 1), und wir fragen nach allen
ganzen rationalen Funktionen dieser Vektoren (d. h. ihrer Koordi-
naten), die gegenuber eigentlich-orthogonalen Transformationen die
Invarianteneigenschaft haben, die also, bei Ausfihrung einer solchen
Tranformation auf alle Vektoren zugleich, ihre Werte immer repro-
duzieren.

Diese Frage wird beantwortet durch einige Lehrsatze, die ich
mir als Fundamentalsdtze der Vektorenrechnung zu be-
zeichnen erlaube, wiewohl sie meines Wissens nicht in einem ein-
zigen der zahlreichen Lehrbicher Gber diesen Gegenstand auch nur
eine Erwahnung gefunden habenl).

Um hier und auch spater schleppende Redewendungen zu ver-
meiden, heiBe — wie schon in § 1 — ein fur allemal y die Gruppe
der eigentlich-orthogonalen Transformationen eines Gebietes n ter Stufe,
und y, n ihre Erweiterung durch die Schar oder Schicht n der un-
eigentlich-orthogonalen Transformationen desselben Gebietes. Eine
erste Behauptung ist dann:

I. Jede ganze rationale Invariante beliebig vieler Vek-
toren gegenuber der Gruppe y ist eine ganze rationale
Funktion gewisser ,elementarer” Invarianten, né&amlich
Funktion von Invarianten der beiden Typen

(X 1Y), (X1X2...Xn)2).

1) Siebe die in der Einleitung zitierte Arbeit (Leipz. Ber. 1897). Auf
die Satze des Textes und Verwandtes beziehen sich noch zahlreiche Ar-
beiten von R. Weitzenbdck in den Sitzungsberichten der Wiener Akademie.

2) Von hier an setze ich da, wo keine Verwechslung zu beflrchten
ist, die Indizes der zu unterscheidenden Vektoren unten hin, wie ich es
aus fruheren Arbeiten gewodhnt bin.
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Durch diesen Satz, dessen Begrindung weiter unten folgt, wird
die aufgeworfene Frage noch nicht vollstandig beantwortet. Es
kann namlich sein, dal zwei verschiedene Funktionen von Invarianten
der genannten Typen dieselbe Invariante darstellen, oder also, dal}
eine solche Funktion identisch den Wert Null hat, ohne daf man
ihr das gleich anzusehen brauchte. Ein zweiter Lehrsatz handelt
daher von Invarianten, die, identisch gleich Null, lediglich eine
formale Existenz haben, und also, nachdem sie durch den Lehrsatz I
unvermeidlicherweise eingefuhrt worden sind, hinterher irgend-
wie wieder beseitigt werden mdussen.

Il. Jede ganze rationale Invariante beliebig vieler
Vektoren gegenuber der Gruppe y, die identisch den Wert
Null hat, 1aRt sich, nachdem sie gem&R der Vorschrift 1
dargestellt ist, mit Hilfe ,trivialer* Umformungen als
Summe von Gliedern schreiben, deren jedes entweder (min-
destens) einen (identisch verschwindenden) Faktor des
Typus

oder (mindestens) einen solchen des Typus

hat.

DaR die Ausdricke der form # tatsdchlich immer den Wert
Null haben, sagt der Multiplikationssatz der Determinanten, und
ebenso wird das identische Verschwinden von A ohne weiteres als
eine einfache Determinantenformel erkannt, die sich Ubrigens noch
auf allerlei andere Arten schreiben l1aBt; z. B. kann man auch schreiben:

Man hat damit die lineare Abhangigkeit, die zwischen je n - 1
Vektoren besteht, deren n voneinander unabhéangig sind, und in der
abgekirzten Gestalt derselben Formel

hat man den Ausdruck irgend eines Vektors X durch eine Basis
von irgendwelchen n linear unabhangigen Vektoren ~ ... X,,.

Der Satz Il behauptet nun, dal man das identische Verschwinden
einer ganzen rationalen Invariante der Gruppe y immer durch ,tri-
viale* Umformungen sichtbar machen kann. Trivial aber nennen
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wir ein Hinzufugen von solchen ganzen rationalen Funktionen der
Ausdrucke (X JY) usw., (X1X2X3... Xn = — (X2 X28.. Xn usf,
die sich auch dann noch gegenseitig zerstéren, wenn man eben
diese Ausdrucke durch irgendwelche Zahlen ersetzt. Wie das ge-
meint sein soll, sehen wir am besten an einem Beispiel, in dem wir
die ,triviale® Umgestaltung einer identisch verschwindenden In-
variante wirklich ausfihren. Gewi hat die aus 2 (n+ 1) Vektoren
abgeleitete Determinante (XO]YO) ... (Xn/ Yn)] immer den Wert

Null.  Sie ist ja ein Produkt von zwei (n+ I)-reihigen Determi-
nanten, in deren jeder eine Zeile oder Spalte nur Nullen enthalt.
Eben dasselbe, sagt unser Satz Il, muR sich nun, wenn auch auf

umstandlichere Art, auch so zeigen lassen, dal im Verlaufe der
Rechnung die Verbindungen (X JY), (X1... Xn) niemals in ihre Be-
standteile aufgelést werden; vorausgesetzt, da® man schon weif3, dal
alle Ausdricke der Form A oder B immer den Wert Null haben.
In der Tat ist identisch

Die Determinante, von der wir ausgegangen sind, ist also
schliellich in die Form einer Summe gesetzt worden, in der jedes
einzelne Glied einen Faktor der Form A und B hat, und es ist
eben dadurch in Evidenz gesetzt, da jene Determinante identisch
gleich Null ist. Dieses aber wurde lediglich dadurch erreicht, dai
der Determinante eine ganze rationale Funktion von elementaren
Invarianten hinzugefiigt wurde, die trivialerweise den Wert Null,
die namlich die Form F — F hat. Es war das, in unserem Bei-
spiel, die Funktion
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deren Glieder sich auch dann noch zerstéren muissen, wenn die

Zeichen (XO0]YO0), e*=(X1X2®eeeXn) = - ( X2X1leeeXn) = »
gar nicht Invarianten, sondern irgendwelche Zahlen bedeuten. Die
Behauptung unseres Lehrsatzes Il ist nun, daB man bei jeder

identisch verschwindenden Invariante ganz ebenso zu Werke gehen
kannl), wobei freilich noch dahinsteht, wie die anzuwender.de ,tri-
viale* Umformung gefunden werden soll.

Zu bemerken ist noch, daR es sich bei allen Uberlegungen dieser
Art nur um allseitig homogene Invarianten zu handeln braucht,
d. h. um solche, die in den Koordinaten jedes einzelnen Vektors den-
selben Grad haben. Auch in den Anwendungen kommt es gewdhnlich
nur auf solche homogene Invariantenbildungen an. Eine homogene
Invariante der Gruppe y, und zwar eine solche, die nicht zugleich
auch ganze rationale Invariante der Gruppe y, n ist, ist z B. im
Falle n = 4 der Ausdruck

NXTX).(vly)+ u XX YY),

wenn u D ist.

Aus B = 0 folgt noch, daR man im Ausdruck einer (ganzen
und rationalen) Invariante der Gruppey von alternierenden Invarianten
in jedem Gliede héchstens eine zuzulassen braucht, und im Aus-
druck einer Invariante der Gruppe Yy, n uUberhaupt nur symmetrische
(bilineare) elementare Invarianten. Jede ganze rationale Invariante
von y, die nicht auch ganze rationale Invariante von y, n ist, erweist
sich als Wurzel einer Gleichung zweiten Grades, deren Koeffizienten
lediglich von Invarianten des symmetrischen Typus (X \Y) abhangen,
die also Invarianten von y, n sind.

SchlieBlich stellt sich neben die Satze | und Il noch ein dritter
Lehrsatz, der zwar von viel geringerer Bedeutung ist als jene
beiden ersten Satze, aber doch erwahnt werden soll, weil er die Ant-
wort auf eine Frage enthélt, die sich nunmehr von selbst aufdrangt,
deren Nichtbeantwortung also ein gewisses Gefuhl der Beunruhigung
zuricklassen muBte:

1. Jede ganze rationale Invariante beliebig viele
Vektoren gegenuber der Gruppe Yy, n, die identisch den
Wert Null hat und als Funktion von Invarianten des
Typus (X |T) dargestellt ist, 1aBt sich mit Hilfe trivialer

1) Gelegenheit zur weiteren Eintibung solcher Rechnungen wird man
in § 3 finden.
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Umformungen als Summe von Gliedern schreiben, deren
jedes einen identisch verschwindenden Faktor des Typus

enthalt.

Nachdem durch das Vorhergehende der Sinn der Satze Il und Il
klargestellt ist, kann man sie abklrzend auch so ausdricken:

Jede ldentitdt zwischen elementaren Invarianten der
Gruppe Y (oder der Gruppe Y, li) ist eine Folge von Identi-
taten der Typen

Alle diese Satze sind nun augenscheinlich richtig im Falle n = 1,
wo es nur eine einzige eigentlich-orthogonale Transformation X = X
und eine einzige uneigentlich-orthogonale Transformation — X = X
gibt. Es wird namlich dann

A, B, G reduzieren sich auf Ausdriicke der Typen

denen man gleich ansieht, dall sie den Wert Null haben.

Man kann also versuchen, die Lehrsatze I, II, 111 durch das
Verfahren der vollstandigen loduktion zu erweisen. Im Falle des
Satzes | soll das nunmehr ausgefuhrt werden.

Es werde, unter der Annahme N 1, n = m -f- 1 gesetzt; die
Koordinaten irgend eines Vektors X, die zuvor X~ .-Xn hieRen,
sollen nun durch die Zeichen Xo, XIt ..., X m dargestellt werden.

y* sei sodann die Untergruppe von Y, die den Vektor

und folglich alle Koordinaten Xo, To> ee= in Ruhe l|aR3t, die den
Index O tragen. Diese Gruppe wird dann alle Funktionen zu ganzen
rationalen Invarianten haben, die ganz und rational von X0, Yo, .. =
und von Funktionen der Typen

wofur inn Texte bequemer (Q Xle) geschrieben ist.
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abhangen, wo nun, zur Unterscheidung, links scharfe Klammern statt
der runden gesetzt worden sind. Da der zu begrindende Satz fir
den Fall eines Gebietes mter Stufe als schon bewiesen angenommen
werden darf, so hat man in X0, YO, .... [X |Y]........ [X1 eeeXmM] eee
bereits alle Typen von ,elementaren“ Invarianten der vorgelegten
Vektoren gegeniiber der Gruppe y*: Jede beliebige ganze rationale
Invariante dieser Gruppe lalt sich aus ihnen rational und ganz zu-
sammensetzen. Da aber jede ganze rationale Invariante von Y
selbstverstandlicherweise auch eine solche der Untergruppe y* von Yy
ist, so lassen sich die zu suchenden Invarianten von Yy ebenfalls so
ausdrucken.

Wenn nun das Zeichen \Q \Q (in dem, unter der Wurzel, die
Klammern weggelassen sind) die Einheit bedeutet, so lassen sich die
gefundenen Invarianten auch so schreiben:

Es lassen sich also alle ganzen und rationalen Invarianten von
Y durch die auf den rechten Seiten dieser Gleichungen vorkommenden
Funktionen ganz und rational ausdricken. Diese Ausdricke be-
halten aber ihre Bedeutung, wenn man den Vektor Q nunmehr durch
irgend einen Vektor B ersetzt, dessen ,inneres Quadrat® (B |B) von

Null verschieden ist: Jeder ,Einheitsvektor” der Form

lat sich ja, durch eigentlich - orthogonale Transformationen, ohne
weiteres in jeden anderen Uberfuhrenl), und also lalt er sich auch
in unseren Vektor Q uberfuhren, oder dieser in jenen (und Ubrigens
auch jeder reelle Einheitsvektor B durch reelle eigentlich -ortho-
gonale Transformationen in den Vektor Q und umgekehrt). Schreiben
wir hinterher wieder Q fiur B, so haben wir in den gefundenen Aus-
dricken nach wie vor eine Form, in die sich jede ganze rationale
Invariante von Yy setzen laRt; nur ist an Stelle der Gruppe Y* eine

1) Der Leser wolle diesen sehr nahe liegenden Hilfssatz zuné&chst
einmal glauben, damit der Gedankengang nicht unterbrochen wird. Wir
bringen einen Beweis am SchluR des Paragraphen.
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andere (namlich irgend eine ,zu ihr konjugierte* oder ,mit ihr
gleichberechtigte*) Untergruppe von y getreten (die wir hinterher,
da wir die urspringliche Gruppe y* nicht mehr brauchen, ebenfalls
y* nennen kénnen). Wir denken uns jetzt den gefundenen Ausdruck
der zu untersuchenden Invariante 3 von y auf einen Generalnenner
gebracht, so daR nach Multiplikation des Ausdruckes fir 3 mit
diesem Nenner eine Gleichung der Form

entsteht, worin © xund ©2 beide ganze rationale Funktionen ,ele-
mentarer” Invarianten von y* bedeuten und die gemeinsame Form

haben. Ist dann 3 nicht etwa identisch gleich Null, was hier voraus-
gesetzt werden darf, so kann auflerdem noch angenommen werden,
dal die Funktion ©t nicht identisch gleich Null ist, da man ja sonst

durch Division einen Faktor \Q\Q wegschaffen und also ©2 und
k — 1 an Stelle von ©2und k treten lassen kdnnte. Es darf dann
weiter noch angenommen werden, dal die Invariante 3 als Funktion
der Koordinaten von X, Y, X1, X2 ... lauter rationale Zahlen als
Koeffizienten hat, da im entgegengesetzten Falle 3 als Summe von
Bestandteilen wiirde dargestellt werden kdnnen, deren jeder einzelne,
abgesehen von einem irrationalen Zahlenkoeffizienten, eben jene Eigen-
schaft hatte und ebenfalls noch eine ganze rationale Invariante von
y sein mufte.

Liegen nun die hiermit bezeichneten Voraussetzungen
vor (die, wie gesagt, keine Einschrankung des Problems
nach sich ziehen), so lIaRt sich behaupten, dal die Funk-
tion ©2identisch gleich Null und die ganze Zahl k gerade
sein muB.

In jedem anderen Falle wiirde sich namlich entweder ein Wider-
spruch gegen die Voraussetzung (Sj qp O ergeben, oder es wurde

folgen, daR die WurzelgréBe \Q \Q sich rational ausdriicken lieRe
durch die Koordinaten von Q selbst und die Koordinaten der ganz
beliebigen Vektoren X, Y, XIf X2, eee was schon im Falle

unmdéglich ist. Die gefundene Gleichung hat also die besondere Form

wo k eine positive ganze Zahl ist. Ist 3, was ebenfalls voraus-
gesetzt werden darf, eine allseitig-homogene Funktion der Koordi-
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naten von X, Y usw., so mull die rechte Seite der angeflhrten
Gleichung dieselben Gradzahlen aufweisen, wie die linke; in bezug
auf die Koordinaten von Q aber muB ($ dann homogen sein im
Grade 2 A. Jetzt braucht man nur noch beiderseits den Differentiations-
Prozel

anzuwenden, um eine Gleichung der Form

zu erhalten, in der nun unter den Argumenten der neu gebildeten
Funktion ®* auch die von Q nicht mehr abhéangigen Determinanten
(X X 1... Xm) usw. auftreten kénnen. Diese Funktion aber behalt
bei wiederholter Anwendung desselben Differentiationsprozesses ihre
allgemeine Form bei, nur dal} bei jedem Schritt der Grad ihrer beiden
Seiten in bezug auf Q sich um zwei Einheiten erniedrigt. Nach
A-maliger Anwendung dieser Operation erhalt man schlieB3lich eine
Gleichung der Form

in der Q nicht mehr vorkommt und die den behaupteten Lehrsatz
darstellt.

Aus dieser Uberlegung ergibt sich unter anderem noch, daR die
Invariante U als Funktion von Invarianten der Typen (X]Y),
(X1... Xm rationale Koeffizienten haben muB, wenn sie als Funktion
der Koordinaten Xk, Yk usw. rationale Koeffizienten hat.

Auf ahnliche Art lassen sich auch die Satze Il, 111 begrinden,
worauf hier nicht weiter eingegangen werden soll. Ubrigens sind
diese Satze voéllig analog solchen aus der Invariantentheorie der
Gruppe aller linearen Transformationen, und s6 verhalt es sich auch
mit ihrer Begrindung 1).

Nachzutragen bleibt noch der Beweis eines Hilfssatzes, den wir
zuvor (S. 28) benutzt hatten und der in erweiterter Fassung so aus-
gesprochen werden kann:

.Jeder Einheitsvektor kann in jeden anderen (auf mannigfache
Art) durch eigentliche orthogonale Transformationen ubergefuhrt
werden.*

1) Siehe des Verfassers Buch ,Methoden zur Theorie der ternaren
Formen®“ (= T.F.) 1889, 11, § 6. Die dort angewendete SchlulRweise er-

streckt sich, wie unmittelbar ersichtlich ist, auf Gebiete Nnter Stufe. Vgl
z. B. noch R. Weitzenbdck, Wiener Berichte 1913, S. 379.
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Dies laRt sich leicht auf allerlei Weisen begrinden. Ich be-
nutze hier eine ganz elementare Uberlegung. Es seien P und Q die
beiden Einheitsvektoren, oder uberhaupt zwei Vektoren, fur die
(PP = (QIQ) und= O0ist. Istdannauch (P + Q P+ Q= 0,
so hat man in der Formel

eine durch P und Q eindeutig bestimmte spezielle (ndmlich invo-
lutorische) orthogonale Transformation X —> X, da (X X) = (X |X)
folgt, und zwar ist das schon eine Transformation, die P in Q (und
umgekehrt Q in P) uberfuhrt. Ist diese Transformation uneigent-
lich 1), so braucht man nur — was immer mdoglich ist — einen dritten
Vektor P einzufthren, so daB (P P) = (QlQ = (R |JR) und
(P+R |P+R)=0 , (Q+ R]Qt R)= 0 wird, um durch Zu-
sammensetzung zweier Transformationen des eben beschriebenen Typus
eine eigentliche Transformation zu erhalten, die P (auf dem Umwege
Uber P) in Q Uberfihrt. Ganz ebenso sieht man, daf in dem Aus-
nahmefall (P + QP + Q) = 0, in dem die zuvor angegebene Trans-
formation nicht existiert, die Uberfilhrung von P in Q durch eigent-
lich-orthogonale Transformationen dennoch maglich ist.

Das Beweisverfahren, das die Satze Il und 111 liefert, enthalt auch
eine Methode, mit deren Hilfe man entscheiden kann, ob eine vorgelegte
ganze rationale Funktion elementarer Invarianten identisch gleich Null ist
oder nicht. Eben dasselbe kann man natdarlich auch schon durch einfache
Ausrechnung erreichen auf Grund des Satzes, dal ein wohlgeordnetes
Polynom nur dann identisch den Wert Null haben kann, wenn alle seine
Koeffizienten gleich Null sind. Aber rechnerisch brauchbar ist das eine
Verfahren so wenig als das andere, und eine Vertiefung unserer theore-
tischen Einsicht wird durch keines von beiden erzielt.

Man hat nun in gewissen Reihenentwicklungen eine bessere
Methode, die in allen Féallen zum Ziele fuhrt. Die Auseinandersetzung
dieser Methode wiurde also, bei einem ganz systematischen Fortschreiten,
unsere nachste Aufgabe sein mussen. Indessen ist die Ordnung des Stoffes
nach logischen Gesichtspunkten nicht immer auch das didaktisch Empfehlens-
werte. Die zuerst sich darbietenden speziellen Aufgaben lassen sich auch
so erledigen, daB man den Satz Il zur Herstellung einiger kleiner Kunst-
griffe ausnutzt, mit denen man auf bequemere Art zum Ziele kommt als
mit jenen Reihenentwicklungen. Das Bedurfnis zum Auffahren schwereren
Geschiutzes macht sich stark fuhlbar erst bei einem Fortschritt zu vor-
wickelteren Problemen, und so kann bei dem ersten Eindringen in den
Stoff davon abgesehen werden.

1) Dies tritt dann ein, wenn die Stufenzahl N gerade ist.



32 §3. Besondere Behandlung des Falles N = 3.

Ehe wir in unseren allgemeinen Betrachtungen weiter schreiten, soll
das Gesagte nun noch durch einige Ausfihrungen spezielleren Charakters
erlautert werden.

§ 3.
Besondere Behandlung des Falles n = 3.

Ist die Stufenzahl gleich drei, so kommt dem Rechnen mit Vek-
toren eine gewisse Geschlossenheit zu, die schon im nachsthéheren
Falle fehlt. Die Invarianz des Ausdruckes (X1 ... X n) zeigt namlich,
daR das System der Determinanten der Matrix

mit dem System der Vektoren X 1... Xm (oder X1... Xm) gegen-
Uber Transformationen der Gruppe y (nicht auch y, n) invariant
verbunden ist, d. h. daR es einerlei sein muf3, ob man erst aus
X1... Xm die transformierten Vektoren X1... Xm ableitet und
dann die entsprechende Matrix bildet, oder ob man zuerst die Matrix
bildet und dann deren Determinanten der durch die gegebene Trans-
formation bestimmten (,induzierten*®) Transformation unter-
wirft. Aber nur im Falle n= 3, m= 2 erhadlt man auf diese
Weise ein System von gerade n Determinanten, die mit den Koordi-
naten eines neuen Vektors identifiziert werden kénnen.

Ist also m= 2 und n = 3, so handelt es sich um die Deter-
minanten einer zweireihigen Matrix, die wir so ordnen:

So erhalten wir also aus zwei Vektoren X, Y einen dritten Z, der
ihr vektorielles Produkt genannt wirdl. Dieses sogenannte
Produkt ist also mit den Vektoren X und Y in dem soeben erklarten
Sinne invariant-verbunden gegentber Transformationen der

1) Gewshnlich verbindet man mit dem System {Z1,z2, Z3}, zunachst
wenigstens, nicht den Begriff eines Vektors, sondern den einer ,,Ausdehnungs-
grolRe zweiter Stufe* oder einer ,Plangrofle”; das Zeichen dafur bei Grass-
mann ist [X Y], wahrend der im Texte erklarte Vektor die Erganzung
dazu genannt und dem Zeichen |[X Y] zugeordnet wird. Doch ist diese
Unterscheidung, die in anderem Zusammenhange allerdings von Bedeutung
ist, hier nebensachlich: solange man in der Theorie der Gruppe Y bleibt,
wdurde sie nur die Einheitlichkeit des Ganzen stéren.
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Gruppe y. Wir ersetzen das angefuhrte System von drei Definitions-
gleichungen durch die eine symbolische Gleichung

und bemerken noch, dal man dieselbe Forderung mit Hilfe eines un-
bestimmt bleibenden Vektors S auch in Form der folgenden Gleichung
schreiben kann :

Das hinzugeftigte Zeichen {S) soll bedeuten, dal das Bestehen von
(2) verlangt wird fir alle S Umgekehrt kann nach (1) oder (2)
jeder Vektor Z in mannigfacher Weise als vektorielles Produkt von
zwei Vektoren dargestellt werden. Besteht (1), so ist jede weitere

Soll umgekehrt eine Substitution Z = XY in einer der zuvor be-
stimmten Invarianten gemacht werden, so setzen wir einfach an
Stelle des dann ausfallenden Zeichens die nun neu eintretenden. Man
mulB dann nur Sorge tragen, dall keine Mehrdeutigkeiten entstehen.
Zum Beispiel findet sich ohne weiteres, dafl die Substitution von

in den Ausdruck (Z Z') dasselbe Ergebnis hat wie die Substitution

Z= XY in (ZX'Y") und die Substitution Z'= X'Y'in (XY Z".
In allen drei Fallen kann man schreiben:

Ebenso wird man, wenn nun wieder X, Y, Z irgend drei Vek-
toren sind, schreiben kénnen:

Das in (3) linker Hand vorkommende Zeichen ist nicht unent-
behrlich, da es, wie die rechte Seite der Gleichung zeigt, durch eine
Verbindung von Zeichen elementarer Invarianten ersetzt werden kann.
Da aber gerade diese Verbindung bei Rechnungen haufig vorkommt,
so ist es zuweilen bequem, ein besonderes Symbol dafur zu haben.
Man hat dann unter anderem zu beachten, dal} immer

1) Weniger empfehlenswert sind Zeichen wie X Y (von mir friher
gebraucht) und das von anderen angewendete Zeichen X X Y, besonders
im Hinblick auf Verallgemeinerungen (I"I > 3).

Study, Invarianten.
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ist. Zur Bequemlichkeit setzen wir die Formeln (A) und (B) aus
§ 2 fur den Fall n = 3 nochmals her. Man hat

oder, was dasselbe sagt,

Ferner ist

Als Beispiel fur Rechnungen mit den angefuihrten Symbolen sei
die Formel

angefuhrt, die zeigt, daB die Determinante links in drei Faktoren
zerlegt werden kann, die ihrerseits ganze rationale Invarianten der
Gruppe y sind; besonders der Spezialfall

dieser Formel ist von vielfaltiger Anwendung. Ferner ergibt sich

und durch Substitution von X Y und X' Y"' an Stelle von X und Y
in (XY2):

Der nach Analogie von (10) gebildete Ausdruck
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ist alternierend in bezug auf die drei Paare von Vektoren XY, X'Y',
X" Y" und auBerdem in bezug auf die Vektoren eines jeden dieser
Paare; d.b. er &andert sein Vorzeichen, wenn man zwei Her Paare
oder zwei der gepaarten Vektoren vertauscht. Augenscheinlich ist
er eine Invariante gegenuber beliebigen linearen Transformationen
von der Determinante Eins, denen man die Vektoren X ... Y" unter-
werfen mag. Dasselbe gilt von dem folgenden Ausdruck, dessen
sachgemale Herleitung der Leser sich selbst suchen maége:

(QYZ) (RZX) (PXY)— (RYZ) (PZX) (QX Y)
= (XYZ){(RPX)(QYZ)-(QRY)(PZX)}
= (XYZ).{(PQY)(RZX) —
(XYZ).{(QRZ)(PXY)-(PQX)(RYZ)}.

Beide Formeln, (1 ) und (12), werden wir weiterhin zu ver-
wenden haben.

In der Euklidischen Geometrie bildet das Rechnen mit Vektoren
einen Ausschnitt aus der von Mébius begrundeten und von H. Grass-
mann weiter ausgebauten Punktrechnung. Ich gehe auch auf
diesen Gegenstand noch in Kirze ein, aber nur so weit, als ndtig ist,
um zu zeigen, wie gewisse Unklarheiten, die Ublichen Darstellungen
anzuhaften pflegen, vermieden werden koénnen.

Es handelt sich um dasselbe Bedenken, auf das schon auf S. 20
hingewiesen worden ist: ,,Punkte”, ,Geraden“, ,Ebenen“ usw. werden
durch Koordinaten ,dargestellt”, ohne daR gesagt wirde, was ein
solches Ding denn eigentlich ist. Wir haben ja, trotz gegenteiliger
Versicherung gewisser Philosophen und ungeachtet der nicht abzu-
leugnenden Sicherheit der Anwendung solcher Begriffe in der Physik,
es keineswegs ,im Gemdute“, was fur ein Sinn mit jenen Worten ver-
bunden werden soll, und auf den héheren Schulen lernt man das
auch nicht. AufRerdem kénnen, wie in der Einleitung ebenfalls schon
angedeutet worden ist, Darlegungen nicht gentgen, die nur auf das
.Reelle” zugeschnitten sind.

Wir betrachten auch hier der Einfachheit halber nur den Fall
n = 3, der aber in dieser Hinsicht keine Sonderstellung einnimmt,
vielmehr als typisch gelten darf.

Ein System von n + 1, hier also von vier Zahlen — die wieder
nicht gerade reell zu sein brauchen — werde nunmehr, abweichend
von der Erklarung in §8 1, ,Punkt mit Gewicht“, kiirzer M assen-

3*
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punkt genannt, und wiederum durch ein einheitliches Zeichen dar-
gestellt,

(13) X =  {x0; x1,X2x3}.

Die erste XO der vier Zahlen, der weiterhin eine besondere Be-
deutung beigelegt werden wird, heiBe Masse (oder Gewicht) des
Massenpunktes.

Offenbar kann alles, was in § 1 Uber die Addition und lineare
Abhéangigkeit von Vektoren gesagt worden ist, auf den vorliegenden
Fall Ubertragen werden. Nur hat man, um den Anschlul an das
Vorhergehende zu erreichen, die Stufenzahl 3 durch 4 (allgemein n
durch n+ 1) zu ersetzen. Wir fiigen nun aber weitere und von
dem Fruheren abweichende Erkléarungen hinzu.

Abgesehen vom Massenpunkt Null, also vom Massenpunkt
{0; 0, 0, 0} gehort dann zu jedem Massenpunkt ein bestimmtes
System von vier Verhéaltniszahlen:

(14) {x0;x1,X2,x3},

das wir Punkt (Punkt schlechthin, ohne Masse oder Gewicht) nennen
wollen. Je zwei zum selben ,Punkt“ gehdrige Massenpunkte sind
dann linear abhangig; die Gesamtheit aller Punkte aber (nicht auch
die der Massenpunkte) bildet ein abgeschlossenes Kontinuum,
das als projektives Kontinuum der vierten Stufe, oder als Punkt-
kontinuum von drei komplexen Dimensionen bezeichnet wird. Irgend
vier VerhéaltnisgroBen (14) heiBen homogene Koordinatenl des
zugehorigen Punktes; ebenso heiflen die vier GroRen (13) Koordi-
naten des Massenpunktes, der zu ihnen gehort.

Ist ferner X0 = 0, so nennen wir den durch (14) bezeichneten
Punkt eigentlich, anderenfalls uneigentlich. Nennen wir Ebene
den Inbegriff (die Menge) aller Punkte, deren homogene Koordinaten
einer linearen und homogenen Gleichung mit konstanten Koeffizienten
genugen, so bilden die uneigentlichen Punkte in ihrer Gesamtheit
eine Ebene, die uneigentliche Ebene?.

1) Genauer: ,spezielle* homogene Koordinaten. Wir betrachten aber
nur solche.

2) Der ebenfalls Ubliche Ausdruck ,unendlich ferne Ebene® ist nicht
zu empfehlen. Die uneigentlichen Punkte des ,absoluten Kegelschnittes®,
d. h. die durch die Gleichungen r0 = 0, X2+ x 2+ X32 = 0 gekenn-
zeichneten Punkte, haben namlich von einem eigentlichen Punkte uber-
haupt keine bestimmte Entfernung (im Sinne der Euklidischen Geometrie).
Worte, die falsche Vorstellungen suggerieren, sollten vermieden werden.
Noch schlimmer ist naturlich der ,unendlich ferne Kugelkreis“ (statt des
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Handelt es sich nur um eigentliche Punkte, deren Betrachtung
in vielen Fallen genugt, so bedeutet es keine Beschrankung, wenn
von vornherein X0= 1 gesetzt wird. Die drei Ubrigen Koordinaten,
oder, wenn man die genannte Festsetzung nicht treffen will, die
Quotienten

% X

X0 X0 X0
heilen dann Kartesische Koordinaten des eigentlichen Punktes.
Sie bestimmen einen der Annahme n = 3 entsprechenden Vektor

Auf andere Art bestimmt auBerdem auch jeder ,uneigentliche
Massenpunkt*
{0; x1, x2, x3}
einen Vektor

(16) {X*, X% X*3} = {x1, x2, x3}.

Alle hiermit beschriebenen Beziehungen bleiben ungestért, wenn
die Massenpunkte einer beliebigen affinen Transformation?®
x —»x, ndmlich irgend einer Transformation der Form

X0 = X0,
a7) ckOX0 + ¢ kIx1 + ck2x2+ ck3x3 = Xk,
{k==1,2,3; clc 2 2 &

unterworfen werden; aus eigentlichen und uneigentlichen Massen-
punkten gehen durch jede solche Transformation ebensolche hervor,
die in denselben linearen Abh&angigkeiten stehen wie die gegebenen
Punkte: Diese Beziehungen sind invariant gegenuber der Gruppe
aller affinen Transformationen, deren allgemeine Transformation [bei
unbestimmtem n von n(n+ 1), hier also] von zwdlf wesentlichen
Parametern Gk abhangt.

Ohne uns bei weiteren Untergruppen der Gruppe (17) aufzuhalten,
spezialisieren wir nun die Transformationen (17) sogleich in der

absoluten Kegelschnittes). Was ist ein nicht ,unendlich ferner* Kugelkreis,
und worin unterscheidet sich ein ,Kugelkreis“ von einem sonstigen Kreise?
Eine recht gedankenlose Wortbildung!

1) Das Wort affine Transformation wird — ohne Zusatz —
neuerdings auch zur Bezeichnung der speziellen affinen Transformationen
gebraucht, die den Punkt x1 =X2 =X3 = 0 in Ruhe lassen. Auch das
ist wieder eine Abweichung vom Herkommen, gegen die Einspruch erhoben
werden muB.
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Weise, dall die Gruppe der Euklidischen ,Bewegungen® und
,Umlegungen“ entsteht. Wir figen zu dem Bisherigen die For-
derung, daR Gleichgngen der Form (17) den Ausdruck des Ent-

fernungsquadrats zweier Punkte X, y ungedndert

lassen; wir verlangen mithin, daR die neun — oder n2 — Parameter
¢ k 1 g2 das Koeffizientensystem einer eigentlichen oder uneigent-
lichen orthogonalen Transformation bilden. Die so erhaltenen
speziellen Transformationen bezeichnen wir eben durch die Worte
Bewegung und Umlegung. Beide Arten von Transformationen zu-
sammen bilden dann eine Gruppe, deren allgemeine Transformation

nur noch von sechs — voneinander unabhéangigen (so-

genannten wesentlichen) Parametern abhangt. Die Lehre von solchen
Eigenschaften von Punkten (oder Massenpunkten und ,Figuren®,
d. h. von Systemen, die aus Punkten usw. zusammengesetzt sind —
Kurven, Flachen usw.), die nicht zerstdort werden durch irgendwelche
Euklidische Bewegungen, bezeichnet man als Euklidische Geo-
metrie.

Die durch (15) oder (16) erklarten Vektoren und ebenso alle
Vektoren, die man durch Differenzen Kartesischer Punktkoordinaten
wie folgt erklaren kann:

werden nun durch eine ,verkurzte® Gruppe von Bewegungen
und Umlegungen,

transformiert, aus deren Transformationsformeln die in der Gruppe
aller Bewegungen und Umlegungen vorkommenden Parameter ckO
weggefallen sind. So entsteht eben die Gruppe y, n von der
zuvor die Rede war. lhre analytische Untergruppe y bedeutet
also nun, nach Ersetzung der Koordinaten von Vektoren X durch
Kartesische Koordinaten eigentlicher Punkte x, die Gesamtheit aller
Bewegungen (nunmehr ,Drehungen®), die den Punkt

.00 0}
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in Ruhe lassen, wahrend die zweite Transformationenschicht r) durch
Zusammensetzung der Transformationen von y mit der Spiegelung
an eben diesem Punkte (Xk= — Xk oder xk= — xK) erhalten wird.

Auf den hier in Kirze (und gewill etwas fragmenta-
risch) beschriebenen gruppentheoretischen Tatsachen be-
ruht die Mdglichkeit der Anwendung der Vektorenrechnung
in der Euklidischen Geometrie.

Zur Erlauterung des Gesagten soll vor allem auseinandergesetzt
werden, wie WinkelgréRBen in die Geometrie eingefuhrt werden
kénnen, ohne daR man sich auf das ,Reelle* festzulegen oder gar
mit psychologischen Tatsachen, mit einer mathematisch Uberhaupt
nicht faBbaren sogenannten Raumvorstellung oder Raum -
anschauung, herumzuschlagen braucht.

Ein Vektor X, sei er nun reell oder nicht, dessen inneres
Quadrat nicht Null ist {(X X) = 0} — ein ,nicht isotroper*
Vektor —, wird orientiert durch Entscheidung tber den Wert der
WurzelgroBe X0= (X K) = X|X. Ein solcher ,orientierter
Vektor® ist dann ein neues, von dem gewodhnlichen (nicht orientierten)
Vektor wohl zu unterscheidendes Untersuchungsobjekt — eine
LSFigur“ 1), die nicht, wie der Vektor selbst, ein System von drei
Zahlenwerten X1, X2, X3, sondern ein solches von vieren ist (ist!),
X0, X1 X2, X3, zwischen denen eine quadratische Gleichung

besteht. Ist die vierte (hier erste) ,Koordinate* X0 des orientierten
Vektors von Null verschieden, so entspricht dem orientierten Vektor
ein bestimmter Einheitsvektor

d. h. ein solcher, dessen Koordinaten X*, X2, X*3 der Gleichung
(X* X*) = 1
— der Gleichung der Einheitskllgel — genugen.

Zunéachst kann man nun die Orthogonalitat von zwei orien-
tierten oder nicht orientierten Vektoren X, Y erklaren: Wir sagen,
X und Y seien zueinander orthogonal oder senkrecht, wenn

(X 1Y) = 0

1) Ist (X]|X) = 0, so fallen die Begriffe Vektor und orientierter
Vektor zusammen.
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ist. Liegt ferner die zuvor genannte Voraussetzung vor, ist namlich

so kann man nunmehr auch den Kosinus einer Winkel genannten
transzendenten Funktion der Koordinaten der beiden orientierten
Vektoren X und Y oder auch der zugehérigen Einheitsvektoren ein-
deutig erklaren durch die Formel

Der Winkel selbst ist damit bis auf das Vorzeichen und bis
auf ganzzahlige Vielfache von 2m (mod 2 mt) festgelegt.

Es seien nun X und Y zwei linear unabhéngige (und daher
immer von Null verschiedene) Vektoren. Dann ist jeder zu ihnen
beiden orthogonale, von Null verschiedene Vektor (in dem hier allein

betrachteten Falle n = 3) ein Vielfaches des Vektors Z = X Y. Da
— nach Voraussetzung — (X\2Z) = 0, (Y\Z) = 0 ist, so hat man

Man kann demnach eine Abhé&angigkeit zwischen zwei
WurzelgréBen erklaren durch die Formel

Nunmehr wird, wenn (Z|Z) = 0 ist, durch Orientierung von
Z auch der Sinus der Winkelgrofie eindeutig erklart:
Durch (20) und (22) zusammen ist der Winkel bis

auf Vielfache von 2 festgelegt2).

1) Ist (Z\Z) = 0, so wird die Formel (22) unbrauchbar. Es ist aber
dann (XY | XY ) = 0, und also nach Nr. (20)

2) So einfach diese Dinge sind, so viel Verkehrtes findet man dartber
in der Literatur. Die doch unerlaBliche Definitionsgleichung (21) pflegt zu
fehlen, die Formel (22) fehlt dann ebenfalls, und die wichtige Folgerung
(23) wird anscheinend aus (20) allein abgeleitet, d. h. sie wird erschlichen.
Dazu kommt noch die Art, in der von ungenitgend geschulten Schrift-
stellern mit der Anschauung gearbeitet wird.
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Es folgt dann noch, daB fur drei zu dem Vektor Z orthogonale
und auf bestimmte Art orientierte Vektoren X, X', X" — die den
Bedingungen (X \X) = 0 usw. gentigen — immer

ist. Der Leser moge sich durch ausschlieRBliches Rechnen mit
orthogonalen Invarianten von Vektoren deutlich machen, auf welchen
Tatsachen der Algebra diese viel benutzte Kongruenz beruht. Ferner
wolle er, mit dem gleichen Hilfsmittel, zu beweisen suchen, daR der
kirzeste Weg (oder die kurzesten Wege) zwischen zwei reellen
Punkten einer reellen Kugel immer auf einem Hauptkreis enthalten
ist (oder auf Hauptkreisen enthalten sind); oder besser, er mdge die
noch etwas mehr aussagende Behauptung erweisen:

JWerden die Winkel zwischen drei von Null verschiedenen
reellen Vektoren X, Y, Z so bestimmt, dal

ausfallt, so ist immer

und zwar kann in keiner dieser Ungleichungen das Gleichheitszeichen
eintreten, es sei denn, daf zwischen den drei Vektoren mindestens
eine lineare Abhangigkeit besteht.* Man zeige also, dal im Falle
eines Gleichheitszeichens immer (XY Z) = 0 sein muRJ).

Die durch die Formel (22) eingefihrte Sinusfunktion ist ein
Spezialfall einer durch v. Standt eingefihrten Funktion, die von
irgend drei an die Einschrankung (X X) =10, (Y |Y)= O,
(Z\2)e gebundenen Vektoren X, Y, Z abh&angt, und von ihm
als ,Sinus einer kdrperlichen Ecke" bezeichnet worden ist. Wir er-
klaren sie durch die Definitionsgleichung

und bezeichnen sie als ,Sinus“ des geordneten Tripels der orien-
tierten Vektoren X, Y, Z oder der entsprechenden Einheitsvektoren.

1) Vgl. Math. Ann. 60, 329, 333, 1905, wo ein umfassenderer Lehrsatz
auf ahnliche Art bewiesen wird, und Amer. Journ. Of Math. 19, 101ff., 1906.
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Fuhren wir das hiermit erklarte neue Zeichen ein, so nehmen
die Gleichungen (6) und (7) in dem besonderen Falle, in dem die
EinfUhrung zulé&ssig ist, die folgende Gestalt an:

(26)

(27)

In vielen Fallen kénnen diese Formeln die umfassenderen iden-
tischen Gleichungen (6) und (7) vertreten, besonders immer dann,
wenn es sich um Eigenschaften reeller Vektoren handelt. So stecken in
ihnen schon so ziemlich die gesamten Formeln der sphérischen Poly-
gonometrie, wie im nachsten Paragraphen es noch im Falle der Trigono-
metrie ausgefuhrt werden soll. In unseren Grundgleichungen
(6) und (7) selbst aber haben wir die Grundlage der sphéa-
rischen Geometrie Uberhaupt, deren Formeln alle, ohne Aus-
nahme, alswenn auch entlegene Folgerungen aus diesen zwei
Formeln allein werden dargestellt werden kdénnen.

Ehe wir auf Einzelheiten eingehen, ist noch eine weitere grund-
satzliche Bemerkung zu machen. Offenbar verdienen auch noch,
unter anderen, die in den letzten Uberlegungen eingefiihrten Wurzel-
und WinkelgréBen die Bezeichnung durch das Wort Invarianten:
Nichts hindert uns, festzusetzen, daR bei Ausfiihrung einer beliebigen
eigentlichen orthogonalen Transformation alle diese GroRen ihre
Werte behalten sollen, festzusetzen also, dal} die anzuwendenden Trans-
formationsgleichungen, die die Gleichungen (X\ X) = (X JX) usw.
zur Folge haben, auch noch die entsprechenden Gleichungen

nach sich ziehen sollen. Wir sprechen also auch in diesen Fallen
noch von Invarianten der Gruppe y, und zwar von (ganzen) alge-
braischen Invarianten dieser Gruppe. Die durch Bildung ge-
wisser Quotienten entstandenen Funktionen

werden dann ebenfalls noch als (gebrochene, d. h. nicht ,ganze*)
algebraische Invarianten der Gruppe y zu bezeichnen sein, die
Funktionen &Xx selbst aber als transzendente Invariantenl).

D Vgl. M. T. F,, § 1 bis 4. Das dort Gesagte bezieht sich auf eine
andere Gruppe, man wird aber ohne weiteres sehen, wie im vorliegenden

Falle der allgemeine Begriff der algebraischen und transzendenten Invari-
anten zu gestalten ist.
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Zu beachten ist hierbei, daR infolge des Verhaltens der Invari-
anten vom Typus (X TZ) und der Definitionsgleichung (21) die Be-
stimmungen (28) nur zur Héalfte auf den Fall ausgedehnt werden
kénnen, in dem die betrachteten Vektoren uneigentlichen ortho-
gonalen Transformationen unterworfen werden sollen: Wir haben
dann zu erklaren, dal

sein soll. Die zweite WurzelgréRe hat dann also gegenuber Trans-
formationen der Scharf die Invarianteneigenschaft nicht, und ebenso-
wenig haben sie die Funktionen

Wir sprechen in diesem Falle, einem ublich gewordenen Sprach-
gebrauch folgend, von relativen Invarianten [im Gegensatz zu
den zuvor betrachteten Invarianten, die dann absolute In Varianten
heilenl)]. Die zuletzt genannten GrofRen sind also ,relative In-
varianten“ der Gruppe y, r], aber absolute Invarianten (Invarianten
schlechthin) der Gruppe V.

Der Leser wird sich ohne weiteres deutlich machen, daf durch
die Bestimmungen (28) und (29) unter umfassenderen Voraus-
setzungen eben das erreicht wird, was man in der — mit Hilfe der
sRaumanschauung“ beschriebenen — Elementargeometrie dadurch
zu bewirken pflegt, dal man fir die Punkte einer Kugelflache einen
sogenannten Umlaufssinn festsetzt. Dieser Umlaufssinn bestimmt
ja das Vorzeichen gewisser WinkelgroRen und deren Verhalten
gegeniber eigentlichen und uneigentlichen orthogonalen Trans-
formationen genau in der Weise, wie wir es hier festgesetzt haben.

Wie schon angedeutet, unterliegt das ubliche Verfahren dem Ein-
wande, dalR es von der logischen Struktur des genannten geometrischen
Systems eine falsche Vorstellung gibt, insofern es Uberflissiges zum Beweise
heranzieht, wahrend wesentliche Tatsachen unter der Bildflache und damit
fur die meisten auch unter der Schwelle des BewuRtwerdens gehalten werden.
Hierin liegt schon meine Antwort auf eine Kritik, die vermutlich so
mancher gegentber dem Vorgetragenen in Bereitschaft haben wird. Es ist
gewifl wahr, alles das gehdért zum ABC und sollte heutzutage langst als
selbstverstandlich gelten durfen. Je naher indessen der zu behandelnde

Stoff an den Wurzeln der Wissenschaft liegt, und je leichter eine sach-
gemaRe Darstellung zu finden ist, um so weniger ist es angebracht, auf sie

U Diese Termini sind nicht ganz logisch «gebildet, insofern sie anzu-
deuten scheinen, daf es sich in beiden Féallen um eine besondere Art von
»lnvarianten* handeln soll.
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zu verzichten, desto groRer ist der Schaden, den Oberflachlichkeit in un-
kritischen Képfen anrichten kann (deren es ja auch unter Mathematikern
eine Menge gibt).

Eine erschopfende Parameterdarstellung der Gruppe der Euklidischen
Bewegungen und Umlegungen nebst geeigneten Bechnungsmethoden (die
sehr viel einfacher sind als das Operieren mit den Uberzahligen Parametern c-&
liefern die sogenannten Biquaternionen: Math. Ann. 89, 1891 und Ber. d.
Berl. Math. Ges. 1913 (Kinematik). Vgl. auch Journal de Mathematiques
(6. Ser.) 7, 97, 1911 (Differentialgleichungen der Bewegung eines starren
Korpers).

Die Umgestaltung dieser Formeln im Sinne der Invariantentheorie ist
ein weiteres Problem. Wir kommen darauf noch zurick.

§4.
Fortsetzung: Spharische Trigonometrie.

In der spharischen Trigonometrie, die urspringlich zu prak-
tischen Zwecken entwickelt worden ist (solchen der Astronomie und
Geodésie), handelt es sich um ein System von sechs Zahlen, den
,Seiten und Winkeln eines spharischen Dreiecks”, die samtlich reell
und zwischen den Grenzen 0 und % enthalten sind. Zwischen diesen
Zahlen bestehen mannigfaltige Gleichungen, transzendenter Natur,
unter denen aber nur drei voneinander unabhéangig sind, so dal} man
aus dreien der genannten Stlcke die Ubrigen, wenn auch nicht immer
eindeutig, berechnen kann. Dieses eben ist die Hauptaufgabe der
sphéarischen Trigonometrie. Die Formeln aber, deren man sich zur
Lésung bedient, sind keineswegs an jene engen Voraussetzungen ge-
bunden, namentlich auch nicht an die Annahme der Realitat der zu
untersuchenden Figuren, und also auch nicht an die Méglichkeit, sie
durch Zeichnungen anschaulich zu machen. Vielmehr ist es klar,
dall es sich hier um Tatsachen der Analysis handeln muf}, die sich
im Rahmen des Verfahrens der analytischen Geometrie so mussen
darstellen lassen, dalR man von vornherein eine Einsicht in ihren
wirklichen Glltigkeitsbereich und auch in die logische Struktur
des ganzen Formelsystems erhalt. Hier soll gezeigt werden, dal
unsere ldentitaten A und B zwischen orthogonalen Invarianten fir
diesen Zweck vollkommen ausreichen; dal man also keinen Vor-
teil davon hat, weitere Hilfsmittel, besonders auch nicht einzeln
hingeschriebene Koordinaten, in Erscheinung treten zu lassen. Spater
wird sich dann finden, dalR eben durch diese Beschrankung in der
Wahl der Hilfsmittel von selbst schon eine noch umfassendere Auf-
gabe gelost ist, in der an Stelle der quadratischen Form (X !X)
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irgend eine nicht-singuldre quadratische Form
von drei Verénderlichen tritt.
Wir verstehen unter A, u, v die Zahlen 1, 2, 3 in irgend einer
der Anordnungen (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2).
Es seien nun gegeben drei Vektoren Y1, Y2, Y3, die nicht
notwendig reell, aber linear-unabhéngig und auferdem so be-
schaffen sind, dafl

ausfallt. (Hierdurch werden Grenzfalle ausgeschlossen, die sich
Ubrigens, um den Preis einer umstandlicheren Darlegung, ebenfalls
in die Betrachtung wirden einheziehen lassen.) Zu je zweien der drei
Vektoren sind dann andere Vektoren orthogonal, darunter solche, die
wir vermodge der Gleichungen

eindeutig bestimmen kdnnen. Diese drei Vektoren stehen dann zu
den Vektoren Y1 ,Y2 Y3in einem vollkommenen Reziprozitatsverhaltnis.
Es findet sich namlich sofort (YANZ) = 1 und

(2) (Y1Y2Y3 (Zxz2z23) = 1,

so daf

wird.
Wir orientieren nun alle sechs Vektoren durch beliebige aber
bestimmte Verfugung uber die Wurzelwerte

und leiten von ihnen sechs Einheitsvektoren

ab, solche namlich, die der Gleichung der Einheitskugel (X | X)= 1
geniigen. Dann lassen sich, nach § 3, sechs WinkelgréRen al, a2 a3
und al, a2 a3, bis auf ganzzahlige Vielfache von 2 genau, durch
die Gleichungen
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f
erklaren, wobei man noch z. B. die Invariante (ZxYju Yv) durch den
ihr gleichen Ausdruck (Yj.Y2Ys) .(Zx |Zj) ersetzen kann. Hiermit
sind sechs WinkelgréRen definiert, die wir als ,Seiten“ und ,"Winkel“
(eigentlich MalRzahlen der Seiten und Winkel) des ,sphéarischen Drei-
ecks” Yx» Ya, Y3 oder als Winkel und Seiten des Dreiecks "i» z$
bezeichnen durfen %

Ganz unmittelbar erhdlt man jetzt schon die Grundformeln der
spharischen Trigonometrie, namlich die Gleichungen des sogenannten
Kosinus- und Sinussatzes:

die sogenannten Sinus der zwei Dreiecke YI5 Y2 Y3 und Zv 24 Z3
bezeichnen, deren jeder mithin hier auf drei Arten als Produkt von
drei gewdhnlichen Sinusfunktionen erscheint. (Vgl. S. 41, Nr. 25))

Mit den Eliminationsergebnissen (5) und (6), ja schon mit den
Formeln (5) allein, kénnten wir nun unsere Untersuchung bereits
als beendet erkléaren; denn aus den Formeln des Kosinussatzes lassen
sich, wie schon Lagrange erkannt hat, alle weiteren in Gebrauch
befindlichen Abhé&ngigkeiten zwischen den WinkelgréRen av a2 63
und «j, a2 a3 entwickeln2. Indessen zeigt sich (was Lagrange
noch nicht wuBte), daR diese weitere Entwicklung, wenn sie allein
auf Grund der Formeln (5) ausgefuhrt wird, nicht ganz eindeutig
ist; und es hat doch wohl noch Interesse, zuzusehen, zu welchen
algebraischen Tatsachen die dann noch maégliche Spaltung der tri-
gonometrischen Formeln in mehrere, namlich zwei (analytisch) ge-
trennte Formelsysteme in Beziehung steht.

U In Elementarbtichern heien die MalRzahlen «1( a2, «3 nicht Winkel,
sondern AuBenwinkel des Dreiecks Alt X2, XS. Winkel werden dann
die Zahlen 1 — al( N — «g, N — «3 genannt.

2) Siehe des Verfassers Schrift: Spharische Trigonometrie, orthogonale
Substitutionen und elliptische Funktionen (,Trig.“). Abh. d. Sachs. Ges. d.
Wissensch. 20, Nr. 2, 1893; auch W. Jakobsthal in der Enzyklopadie
der Elementarmathematik 2, 1905, 6. Abschnitt.
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Die eben genannte Spaltung ergibt sich aus der Tatsache, daR
bei Ubergang von den Formeln (5), (6) zu den Delambreschen
Gleichungen das eine oder andere von zwei Systemen von je zw0lf
Gleichungen gefunden wirdl):

Es werden hiernach, innerhalb des zuvor bezeichneten Spiel-
raumes der WinkelgroBen aA, a\, zweierlei spharische Dreiecke, Drei-
ecke ,erster” und ,zweiter”“ Art, zu unterscheiden sein, von
denen fir die ersten in allen zwdlf Formeln (8) die oberen Vorzeichen
und fur die zweiten die unteren gelten. Von den ersten kommt man
zu den zweiten, und umgekehrt, z. B. durch die Substitutionen

Entsprechend gibt es auch zwei Familien von Formeln in der sphé-
rischen Trigonometrie: Solche, die — wie der Kosinus- und Sinus-
satz — flur beide Arten von Dreiecken zugleich gelten, und solche,
die nur fur Dreiecke erster Art oder nur fur Dreiecke zweiter
Art richtig sind2. Offenbar bedeutet es keine wesentliche Be-
schrénkung, wenn weiterhin nur noch die Dreiecke erster Art unter-
sucht werden.

1) Trig. S.124 u. ff. Bei Beschrankung der Untersuchung auf reelle
Dreiecke mit Seiten und Winkeln zwischen 0 und m gelten die oberen
Vorzeichen. Bei GauR heilt es in der Theoria Motus, Nr.54: ,Quodsi
quidem idea Trianguli sphaerici in maxima generalitate concipitur, ut ncc
latera nec anguli ullis limitibus restringantur, casus existere possunt, ubi in
cunctis aequationibus praecedentibus signum mutare oportet”.

2) Es gilt noch der weitere Satz, daB jede der beiden Mannigfaltig-
keiten (Mengen) sphéarischer Dreiecke ein Kontinuum bildet, daf also nicht
mehr als zwei Familien von Formeln der spharischen Trigonometrie zu
unterscheiden sind. Die Richtigkeit des in der genannten Schrift (Trig.)
gefuhrten Beweises dieser Behauptung ist zu Unrecht bezweifelt worden.
Vgl. Ber. der Sachs. Akad. (Math.-phys. Klasse) 47, 553 u. ff., 1895.
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Um auch goniometrische Funktionen der halben Seiten und
Winkel bequem durch orthogonale Invarianten ausdriicken zu kénnen,
fuhren wir noch die Abklrzungen

ein und erklaren entsprechend die Zeichen Bl und B~ Wir kdnnen
dann Abhéangigkeiten zwischen zweimal drei weiteren WurzelgréRen
erklaren durch die Formeln

derart, dal z. B. die Mehrdeutigkeit der goniometrischen Funktionen

COSE' sinE genau der Mehrdeutigkeit der in ihren Ausdrucken

vorkommenden WurzelgréfRen entspricht.
An sich sind nun z. B. die sechs Wurzelwerte

unter zwei Maoglichkeiten willktrlich wahlbar. Da wir uns aber in (8)
fur die Geltung der oberen Zeichen entschieden hatten, so ergibt sich
zwischen diesen WurzelgroBen noch eine weitere Abhéangigkeit —
ja es kann vorubergehend scheinen, als ergaben sich solcher Ab-
hangigkeiten nicht weniger als vier. Definieren wir namlich jetzt
acht weitere GrofRRen H A eindeutig durch die Gleichungen J)

usf.; — also z. B. Zg durch

so erhalten wir aus (8), (10) und(l 1) die folgenden vier involutorischen
(d. h. in gleicher Form auflésbaren) linearen Gleichungen:

U Wegen des Zahlenkoeffizienten in dieser Definition siehe den Lehr-
satz auf S. 51.
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Diese Gleichungen sagen nun aber, als Abhangigkeiten zwischen

den WurzelgréBen . . . . betrachtet, alle dasselbe aus. Man
kann namlich, wie die Gleichungen (10) zeigen, immer bei einer ge-
raden Zahl der sechs Paare die Vorzeichen
andern, ohne die Form der Gleichungen (13) zu stéren, nicht aber
bei einer ungeraden Zahl. Die Gleichungen (13) lassen also gerade
funf, und zwar irgend funf, der sechs Wurzelwerte willkurlich.

Von den durch die Gleichungen (13) verbundenen acht GroRen
kénnen nur drei voneinander unabhéngig sein. Ohne weiteres findet
man die zwischen ihnen bestehende Relation:

Wir erklaren jetzt zehn weitere GroBen AQ00, A1l ..., A3 durch
die folgenden Gleichungen:

Dann bilden, wenn A 0 ist, und insbesondere also immer dann,
wenn die vorgelegte Figur Y1, Y2 Y3 Z1 Z2 Z3reell ist, die neun
GroRBen der Matrix

das Koeffizientensystem einer (eigentlichen) ternaren orthogonalen
Transformation.

Die bekannten Ausdricke Eulers fur dieses Koeffizientensystem
werden erhalten, wenn man die zweimal vier GroéRen H(, ZK — die hier
nur die Bedeutung von VerhéltnisgréRen haben — wie folgt durch ein
System von vier anderen Verhéaltnisgroen darstellt:
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Die Transformationskoeffizienten sind an die Beschrankung An zfz o,
0, AB =lb 0 gebunden (siehe Nr. 17); abgesehen hiervon kodnnen
sie beliebig angenommen werden.
Die in einem Grenzfalle bestehende Gleichung A0 = 0, d. h. das
Paar der hier miteinander &aquivalenten Gleichungen

ladt sich einfach deuten. Bringt man namlich je zwei einander nicht ent-
sprechende Seiten der sphéarischen Dreiecke zum Schnitt, so liegen die er-
haltenen sechs Paare diametral gegenuiberliegender Punkte der Einheitskugel
auf einem spharischen Kegelschnitt. (Vgl. § 5, S. 69, wo diese Punktpaare, oder
vielmehr die sie ausschneidenden Durchmesser der Einheitskugel mit Ziffern 1

6 bezeichnet sind.) Die angefuhrten Gleichungen sagen nun aus, daf
dieser Kegelschnitt in zwei Hauptkreise zerfallt. [(135) = 0, (246) = 0]
Im reellen Gebiete kdnnen diese Gleichungen nicht bestehen, es sei denn,
daR beide Dreiecke zusammenfallen (lauter rechte Seiten und Winkel haben).

Rechnet man die Ausdriicke (15) aus, so findet sich:

es ist also

wo die neu eingefuhrten Wurzelgréen durch schon zuvor eingefiihrte
GréRen eindeutig zu erklaren sind:
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so finden sich auch noch einfache Ausdricke fur die GroRen sin K
sin 6k, namlich

Dagegen lassen sich den Formeln L’'Huiliers, die die GréRRen
tg %k, tg > verbinden und zur zweiten Familie gehdren, nicht mehr

sonderlich einfache Gleichungen zwischen orthogonalen Invarianten
gegenuberstellen *).

Ohne Beweis mag noch ein geometrischer Lehrsatz erwahnt werden:

Die GroBen HClassen sich deuten als die Kotangenten der
spharischen Halbmesser der vier Paare von Kreisen, die die
Seiten des spharischen Dreiecks YIt Y2, F3 oder des diametral
gegenuberliegenden Dreiecks berihren; oder (was auf dasselbe
hinauskommt) als die goniometrischen Tangenten der dazu
korrelativen WinkelgréRen. Entsprechendes gilt von den
GroRen Z

Die zuerst genannten WinkelgroRRen lassen sich also, dem Vorzeichen
nach und bis auf ganzzahlige Vielfache von N genau, so erklaren, daB ihre
Kotangenten identisch mit den GréBen HC werden.

Durch die Gleichungen (13) und (14) werden dann die Beziehungen
erschopft, die zwischen allen acht spharischen Halbmessern bestehen.

Naturlich laRt sich die hier begonnene Untersuchung noch viel weiter
fortsetzen. Man kann z. B. verlangen, die genannten acht Paare von Kreisen
auch durch Gleichungen fur einen auf der Einheitskugel veréanderlichen
Punkt X darzustellen.

Man setze zur Abklrzung

Dann werden die Gleichungen der zweimal vier Kreise (mit den Ra-
dien arc tg Hl), die durch je drei unabhangige der acht Punkte

ro11-—1 ro2
gehen, zusammengefallit in der Formel

D Trig. S. 144 u. ff. Identifiziert man, was statthaft ist, die dort mit
Yk, ZK bezeichneten VerhaltnisgroRen mit den hier bestimmter erklarten

Gi'oRen Hg Zft so wird
B = 2VhOh: h2 h8Vz0Zj 2223,

und es vereinfacht sich noch einiges. (Siehe ebenda, S. 172 u. ff., worauf
im Text sogleich noch Bezug genommen wird.)
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und ebenso werden die Gleichungen der zweimal vier Kreise mit den Ra-
dien arc ctg Hk die die Seiten des sphéarischen Dreiecks

oder des diametral gegenuberliegenden Dreiecks berthren, zusammengefalt
in der Formel

Ersetzt man X |X durch X 0 und betrachtet man X 0:X 1:X 2:X 3
als homogene Punktkoordinaten im Euklidischen Raume, so hat man die
Gleichungen der Ebenen vor sich, die die gesuchten Kreise ausschneiden.

Die durch die Formel (23) geloste Aufgabe ist ein besonderer Fall
des auf die Kugelflache ubertragenen Apollonischen Beruhrungs-
problems. Dieses selbst gehort zu einer umfassenderen, und zwar nicht
projektiven Gruppe von 2.002.6 (im reellen Gebiete 2.006) Transforma-
tionen, kann aber in &ahnlicher Weise behandelt werden, wie der hier auf-
getretene Spezialfall. Die sachgemé&Be LOsung erfolgt auch im allgemeinen
Falle durch ausschlielliches Rechnen mit den Identitaten (A) und (B) oder
doch mit solchen, die sich von ihnen nur nebensachlich unterscheiden (vgl.
S. 153), wobei jedoch der Fall N = 4 in Betracht kommt. Eine Abhandlung
dartber findet man in den Mathematischen Annalen (49, 498 u. ff., 1897),
wo auch die gruppentheoretisch angemessenen konstruktiven Hilfsmittel
entwickelt sind.

Vieles weitere Uber die Geometrie der Kreise (und Kugeln) findet man
in dem reichhaltigen Werke des amerikanischen Mathematikers J. Coolidge:
A Treatise on the Circle and the Sphere (Oxford 1916). Zwar ist dieses
Buch, wohl mehr dem englischen als dem amerikanischen (und deutschen)
Geschmack entsprechend, allzusehr mit elementargeometrischen Einzel-
heiten Uberladen, und es sind darin die invariantentheoretischen Grund-
lagen nicht reinlich herausgearbeitet (es fehlen die Fundamentalsatze). In-
dessen ertont daraus das Geklapper der Koordinatenmuhle doch nicht so
aufdringlich, wie aus nicht wenigen anderen Bilchern.

Zu den Aufgaben der elementaren spharischen Trigonometrie gehort
auch die Berechnung des Flacheninhalts eines sphéarischen Dreiecks. Es
kann scheinen, als ob man wenigstens bei Bildung dieses Begriffs und der
Berechnung der zugehdrigen MaBzahl sich an das Ubliche Verfahren halten
muBte. Dem ist aber nicht so. Vielmehr existiert eine umfassendere ana-
loge Begriffsbildung und eine entsprechende Formel auch im komplexen
Gebiet. Einer Darlegung uUber diesen Punkt aber muRte eine Untersuchung
Uber gewisse Doppelintegrale vorausgeschickt werden, und diese wirde
uns zu weit von unserem eigentlichen Gegenstande abziehen.

§ 5.
Fortsetzung: Kollineationen und Korrelationen.
Das in § 3 Vorgetragene soll durch einige Beispiele noch weiter

erlautert werden. Diese sollen von der einfachsten Art sein, aber
(abweichend von dem Beispiel des § 4) so gewdahlt werden, daR
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sie zugleich eine Uberleitung zu unseren ferneren Darlegungen
bilden.

Wieder sei n = 3; irgendwelche gegebene Vektoren X, Y, Z, ...
sollen nunmehr beliebigen linearen Transformationen von der Deter-
minante Eins unterworfen werden. Wir haben dann eine Gruppe
mit acht (komplexen) Parametern vor uns, von der die Gruppe Yy
(nicht auch y, rj) eine Untergruppe ist.

Vektoren, deren Koordinaten durch Determinanten wie

aus den gegebenen abgeleitet sind, bezeichnen wir jetzt, abweichend

von dem Fruheren, durch Buchstaben U V, W, ... Wir bemerken
dazu, daB jede Transformation unserer Gruppe, die die gegebenen
Vektoren X, Y, Z, ... in vorgeschriebener Weise transformiert

(X = X, Y— 1 usw.), eine lineare Transformation der Vektoren
U V, W, ... nach sich zieht (U— U, V-> V, ...), die immer dann
von der gegebenen Transformation verschieden sein wird, wenn diese
nicht gerade orthogonal ist. Und zwar wird auch die neue Trans-
formation — die induzierte Transformation — wieder die De-
terminante Eins haben.

Was wir eben mit den Vektoren X, Y, Z, ... ausgefuhrt hatten,
14kt sich nun auch unter Benutzung der neuen Transformation mit
den Vektoren U V, W, ... vornehmen. Wir gelangen so nochmals
zu weiteren Transformationen, deren Objekte Vektoren und Koor-
dinaten wie

sind. Diese Vektoren wollen wir (vortubergehend) bezeichnen mit
Buchstaben wie X', Y',Z\... Es zeigt sich nun sogleich, daR
diezuletzt gefundene (induzierte)Transformation (derVek-
toren X', Y', Z',...) identisch ist mit der, die wir auf die
Vektoren X, Y, Z, ... ausgelubt hatten.

Es hat sich mithin herausgestellt, dal} die linearen Transforma-
tionen von der Determinante Eins paarweise zusammengehdren. Solche
gepaarte Transformationen wollen wir zueinander kontragredient
nennen. Ferner ergibt sich aus dem Gesagten, dall wir gut daran
tun werden, die ganze Mannigfaltigkeit der Vektoren doppelt zu
setzen, oder sie, wie wir sagen wollen, ,mit zwei Schichten zu
Uberdecken“1). Was nach unserer bisherigen Terminologie ein be-
stimmter Vektor war, wird so in zwei Dinge gespalten: Jeder dieser

0 S. Geometrie der Dynamen, Leipzig 1903, S. 224 u. ff.
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unserer Vektoren, also jedes Tripel von Koordinaten, kann sowohl
zur ersten als auch zur zweiten ,Vektorenschicht* gerechnet werden.
Im ersten Falle bedienen wir uns eines der Zeichen X, Y, Z, ..., im
zweiten eines der Zeichen U, V, W,...; oder wir brauchen, wenn
angedeutet werden soll, daR es sich um bestimmt gegebene (nicht
veranderliche) Vektoren handeln soll, im ersten Falle die Buchstaben
P, Q R, ... und im anderen die Buchstaben A, B, C, ... Ein Vektor
ist uns also nun nicht mehr durch das System seiner Koordinaten
deutlich bezeichnet; es muB auch noch kenntlich gemacht werden, zu
welcher von beiden Schichten er gehoéren soll. Die Gleichheit der
Koordinaten oder, wie wir nun sagen wollen, das Ubereinander-
liegen oder Sich-Decken eines Vektors erster Schicht und eines
solchen zweiter Schicht aber erweist sich nun sofort als eine nicht-
invariante, also nebenséachliche Tatsache, wenn wir festsetzen, daR
die Vektoren erster Schicht alle der einen, die der zweiten alle
der anderen von zwei kontragredienten Transformationen unter-
worfen werden sollen. So entsteht eine neue Gruppe, die wir die
Gruppe ' nennen wollen; ihre Operationen sind gepaarte (kontra-
grediente) lineare Transformationen von der Determinante Eins, und
ihre Objekte sind irgendwelche Vektoren erster und zweiter Schicht.
Invariant (gegeniber gepaarten Transformationen von der Deter-
minante Eins, oder also gegeniber Transformationen der Gruppe IN)
sind auch jetzt noch alle Abh&ngigkeiten zwischen Vektoren aus ver-
schiedenen Schichten, die durch die Zeichen

ausgedriuckt werden kénnen. Aus den Invarianten unserer Gruppe y
aber wird nunmehr eine Teilmenge herausgehoben, deren Individuen
im gleichen Sinne des Wortes auch noch Invarianten der Gruppe I'
sind; insbesondere sind ,elementare Invarianten® der Gruppe I
alle die und nur die elementaren Invarianten der Gruppe Yy, die einem
der drei Typen

angehoren: Offenbar sind unter den elementaren Invarianten von y
die der Typen (UYZ), (UVZ) — oder, was auf dasselbe hinaus-
lauft, die der Typen (X VW), (XY W ) — nicht invariant, und die
der Typen (X 1Y) und (UIV) sind es auch nicht. Schreiben wir
nunmehr (UX) oder (XU) an Stelle von (U\X) oder (X U), so
bestehen also fur jedes Paar kontragradienter Transformationen von
der Determinante Eins die Gleichungen
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Auch von den Identitaten, die elementare Invarianten der Gruppe y
verbinden, bleiben nun nur noch einige Ubrig, insofern nur sie
Invarianten der Gruppe I verbinden, namlich:

Al=  (XIX2X3)(XO0U)- + o= =0,
a2= (ULW2U3 (DX )-—t ... =0,
B = (XIX2X3.(UlW2W3)- (XU) (R W) (X3U3) |= 0,
C = J(XIUD(X2WR) (X 3W3)(X 4]

C kann dabei, wie friher, aus A1,A2 und B zusammengesetzt und
also weggelassen werden. Zu Al und A2 aber treten jetzt noch zwei
neue Formeln, die Determinanten der Form (XY Z) oder (UVW)

verbinden und durch die Substitutionen U= YZ und X = VW er-
halten werden. Diese namlich kénnen jetzt nicht mehr (wie im Falle
der Gruppe y) aus zuvor aufgezahlten zusammengesetzt werden *).

Aus der Gesamtheit der friher behandelten Rechnungsoperationen
scheidet sich also jetzt ein Teilbereich aus; ausschliellich mit
Beziehungen, die ganz innerhalb dieses Teilbereichs ver-
bleiben, werden wir es in den zu behandelnden Beispielen
zu tun haben.

Einiges von dem, was die abzuleitenden Formeln ausdricken,
wollen wir aullerdem auch noch in Worte fassen2?, und dazu
stellen wir noch einige weitere Definitionen auf3). Wir fassen den
Inbegriff aller zueinander proportionalen Vektoren erster Schicht,
also aller Vektoren der Form ¢ X {X # 0, c# 0} unter dem Worte
Punkt zusammen und ebenso den Inbegriff aller untereinander pro-
portionalen Vektoren zweiter Schicht, cU, unter dem Worte Gerade.
Ist dann (UX) = 0, so ist auch immer (cU c'X) = 0; wir sagen
dann, der Punkt und die Gerade liegen vereinigt oder sie seien
Lin vereinigter Lage“, oder ,der Punkt liege auf der Geraden*“
oder er ,gehdére ihr an“, und ,die Gerade liege auf dem Punkt”

1
o

1) Ohne weiteres klar ist nur, daR mindestens diese zwei weiteren
Formeln hinzukommen. Vgl. aber M. T. F. S. 75.

2) Nur solche in Worte gefallte Lehrsédtze rechnen viele Autoren zur
~Geometrie®.

3) DaR die folgenden Erklarungen hier etwas trocken herauskommen,
will ich nicht in Abrede stellen. Ich schreibe eben fir Mathematiker, denen
die projektive Geometrie, wenn auch in anderer Darstellungsform, schon
gelaufig ist. Da mufB ich mich also kurz fassen, auch um den Preis der
Trockenheit. Einen etwa zu erhebenden weiteren Einwand, ein System
von drei VerhaltnisgroRen X 1; X2; X3 sei doch gar kein Punkt, sondern
dieser werde nur so ,dargestellt®, konnte ich jedoch nicht als berechtigt
anerkennen. Siehe die erste Anmerkung auf S. 56.
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oder ,gehdére ihm an“. |Ist A eine gegebene Gerade und X ein
veranderlicher Punkt, so nennen wir die Gleichung (A X )= 0 die
Gleichung der Geraden. Ebenso sprechen wir, wenn P ein gegebener
Punkt und U eine verédnderliche Gerade ist, von der Gleichung
(UP) = 0 als der Gleichung des Punktes P 1. Es folgt, daB
zwei Gerade A, B, die voneinander verschieden sind, einen Punkt —

gehorig zu den Vektoren c. AB — bestimmen, ihren Verbindungs-
punkt, dessen Gleichung (ABU) = 0 ist; und daR ebenso zwei
verschiedene Punkte P, Q eine Gerade, ihre Verbindungsgerade
(PQX) = 0 bestimmen. Wir sagen dementsprechend ferner, drei
Punkte P, Q B liegen auf (mindestens) einer Geraden, wenn
(PQR) = 0 ist, und wir sagen, drei Gerade A, B, C liegen auf
(mindestens) einem Punkt, wenn (ABC) = 0 ist?.

Alle diese Beziehungen werden durch Transformationen unserer
Gruppe nicht gestoért, sie sind gegenuber ' invariant. AulRerdem
kann man auch noch die Begriffe Vektor erster Schicht und Vektor
zweiter Schicht sowie Punkt und Gerade vertauschen, ohne daf} an
den gemachten Aussagen sich etwas &nderte (sogenanntes Prinzip
der Dualitat).

Der Inbegriff aller Punkte bildet ein abgeschlossenes Kon-
tinuum von zwei komplexen Dimensionen, und ebenso der Inbegriff
aller Geraden. Jedes von beiden bestimmt das andere. Nennen wir
das eine ein projektives Kontinuum (von zwei komplexen Dimen-
sionen), so ist auch das andere ein solches. Beide Kontinua werden
haufig, und so auch hier, unter dem Namen Ebene (genauer, zum
Unterschied von anderen ,Ebenen“: ,Ebene der projektiven Geo-
metrie”) zusammengefalit.

Die Zuordnungen X —> X, U —> U, die durch irgend eine
Transformation der Gruppe I' bewirkt (,induziert") werden, fassen

1) Die ,Darstellung“ einer Geraden oder eines Punktes durch eine
Gleichung erscheint also hier nicht (wie in der gewohnlichen analytischen
Geometrie) als Lehrsatz, sondern als Definition.

2) Die ubliche historisch entwickelte Terminologie unterscheidet hier:
Ein Punkt ,liegt auf* oder ,liegt in“ einer Geraden, eine Gerade dagegen
~geht durch® einen Punkt (usw.). Diese Unterscheidung hat aber, rein
mathematisch betrachtet (also unter Ausschaltung von Erkenntnistheorie
und Physik), keinen rechten Sinn. Vgl. Veblen und Young, Projec-
tive Geometry (I, 1910; Il, 1918). Dort wird schon, nach einem Vor-
schlag von F. Morley, die Wendung ,A point is on a (straight) line“
gebraucht. — Grundlich andern wird sich das Uberlieferte heute nicht mehr
lassen. Ich werde mich spéater wieder der herkdmmlichen Kunstsprache
bedienen, so wie es auch die eben genannten Autoren getan haben.
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wir zusammen unter dem Namen Kollineation (genauer: Kollinea-
tion der Ebene oder in der Ebene); die entsprechenden Paare von
Zuordnungen X —> U U —> X, die erhalten werden, wenn rechter
Hand noch eine Vertauschung der Begriffe Punkt und Gerade hin-
zugenommen wird, heilen dann Korrelationen. Beide Arten
von Zuordnungen bilden dann wieder eine Gruppe, namlich eine
s,geschichtete® Gruppe von 2. oo2-8 Transformationen, von der wir
(mit geringer Erweiterung des urspringlichen Sinnes des Wortes
Projektivitat) sagen wollen, dal sie von den projektiven Trans-
formationen der Ebene gebildet wird. Ohne weiteres erkennt man,
daB z. B. zu jeder gegebenen Kollineation drei Transformationen der
Gruppe I' gehéren (durch deren jede sie ,induziert* wird), und daR
der Zusammensetzung zweier Transformationen von J" die Zusammen-
setzung der zugeordneten Kollineationen entspricht: Die Kollineations-
gruppe ist zur Gruppe I'" ,dreideutig meromorph*“ (nicht um-
gekehrt ' zur Kollineationsgruppe!).

Es gilt nun ein fur die gesamte Geometrie (,projektive Geo-
metrie“) in der Ebene grundlegender Satz:

Eine Kollineation wird eindeutig dadurch bestimmt,
dalR man irgend vier Punkten, deren keine drei in einer
Geraden liegen, vier andere derart der Reihe nach zuordnet.

Wir wollen nicht nur die Existenz dieser Kollineation nach-
weisen, sondern auch ihren Ausdruck durch eine Formel finden.
Wegen des nachgewiesenen Zusammenhanges der Kollineationsgruppe
mit der Gruppe I' werden wir in einer solchen Formel nicht irgend-
welche Verbindungen der Koordinaten zu erwarten haben, sondern
nur solche, die wir — als Invarianten von I' (und insbesondere auch
von y) — schon kennen. Und in der Tat ist die hiermit prazisierte
Aufgabe leicht; man kann ihre Losung ohne weiteres hinschreibenl):

@)

Damit hat man sie als Zuordnung von Punkten (X —> X), und
sogleich kann sie dann auch als Zuordnung von Geraden (U —> U)
angegeben werden.

1) G. d.D.S. 245 oder H. Beck, Koordinatengeometrie, I, S. 176. Eine
Anwendung davon bei H. Beck, ,Funfecke und Polarsysteme®. Sitzungsber.
d. Wiener Akademie, Math.-naturw. Klasse, Abt. 11a, 126, 185.
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In der Tat stellt die Formel (1) eine lineare Transformation
dar (wenn auch nicht notwendig eine aus der Gruppe ' ), und man
sieht ihr an, daB sie nicht nur den Punkten P1, P2, P3 die Punkte
P1, P2,P 3 zuordnet, sondern — zufolge der ldentitat A — auch
dem Punkt PO den Punkt P01). Um einzusehen, daB es eine weitere
Kollineation derart nicht geben kann, genigt es zu bemerken , daR
z. B. die Punkte {1, 1,1}, {1,0, 0}, |0, 1, 0}, {0, O, 1} nur bei der
identischen Kollineation in Ruhe bleiben.

Wir berechnen noch die Diskriminante (Koeffizientendetermi-
nante) A der Transformation (1) aus der Formel

Mit Hilfe der Identitat B finden wir dann:

man sieht, daR die dargestellte Kollineation zu existieren aufhort,
wenn drei der Punkte Pk oder drei der Punkte Pk auf eine Gerade
zu liegen kommen. Die zu der gefundenen Kollineation gehdrigen
linearen Transformationen von der Determinante Eins erhalt man
durch Ausziehen der dritten Wurzel aus A ; aber man sieht nun
auch, daR wir hier die Gruppe I eigentlich noch gar nicht héatten
zu betrachten brauchen: nur wird durch (2) dann eine grundséatzliche
Erweiterung unseres Invariantenbegriffs nahegelegt, die wir erst
spater ausfuhren wollen. Wie man eine Korrelation z. B. aus vier
Punkten und den zugeordneten Geraden Ak bestimmt, braucht
wohl nicht noch ausdricklich gesagt zu werden. Hatten wir nicht
Punkte, sondern Vektoren einander zuordnen wollen, so hatten wir
nur drei Paare benutzen durfen; die entsprechende Formel lautet

Auch die Formel (1) verbindet (nicht nur Punkte, sondern
auch schon) Vektoren. Sie verbindet sie aber, abweichend von der
Formel (4), auf unsymmetrische Art. Es entsteht also die Frage:
Wie é&ndert sich der durch (1) dargestellte Vektor X. wenn man
irgend zwei der vier Paare Pk, Pk miteinander vertauscht? Ant-
wort: Gar nicht. Den Beweis Uberlassen wir dem Leser.

1) Ich bediene mich hier und auch sonst fur die Punkte derselben
Zeichen wie fur die zugehorigen Vektoren, was ja wohl kein MiRverstandnis
hervorrufen wird.
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Alles bisher Gesagte lalt sich, wie wohl ohne weiteres klar ist,
fast wdrtlich auf eine unbestimmte Stufenzahl n Ubertragen. Im
Falle n = 3 aber kann man, statt eines Inbegriffs untereinander
gleichbedeutender Ausdricke, fir den Vektor X auch einen einzigen
Ausdruck angeben, in den die Paare Pk, Pk auf eine symmetrische
oder doch nahezu symmetrische Art eingehen. In diesem Falle nam-
lich kénnen wir z. B. die Vektoren und Punkte Pk auf drei Arten
(I, I, 111) auf Paare verteilen. Zu jedem Paar gehodrt dann ein be-
stimmter Vektor und Punkt (,Diagonalvektor* und ,Diagonalpunkt“);
z. B. kann man der Paarung PO, P1; P2, P3 als ,Diagonalpunkt®

den Verbindungspunkt der Geraden POP 1, P2P 3 zuordnen. Ein ent-
sprechender Vektor, der ebenfalls eindeutig erklart werden kann, istl)

Die nach dem Schema (4) gebildete Formel

leistet dann das Verlangte. Eine Rechnung, zu der der Leser alle
Vorbereitungen hat, und die Ubrigens im nachsten Paragraphen aus
anderem Anlall noch ausgefuhrt werden wird, 148t erkennen, daf
immer dann, wenn der Punkt X mit einem der vier Punkte Pk zu-
sammenfallt, der zugeordnete Punkt X in den Punkt Pk Ubergeht.

In der vorausgehenden Darlegung habe ich mit Absicht die Grund-
begriffe der (ebenen) projektiven Geometrie so erklart, als ob es noch gar
keine Literatur daruber gabe. Es kommt mir darauf an, es greifbar zu
machen, daB eine sogenannte axiomatische Begrindung geometrischer Diszi-
plinen entbehrt werden kann, wenn man, wie es sonst in Mathematik und
Naturwissenschaften Uublich ist, die abzuleitenden Ergebnisse als die
Hauptsache ansieht, die dazu benutzten Denkoperationen (die Logik) aber
als Mittel zum Zweck. Nach dieser Auffassung unterscheiden sich ,geo-
metrische“ Lehrsatze nicht grundsatzlich von anderen der Mathematik, also
z. B. nicht von solchen der Zahlentheorie oder der Funktionentheorie oder
der Variationsrechnung: Sie haben, gleich diesen, nur das Rechnen mit
naturlichen Zahlen zum Ausgangspunkt, alle Entwicklungen folgen dem
Schema Definition oder Voraussetzung, Behauptung, Beweis. Die vor-
herrschende Meinung jedoch will es anders. Als ein treffliches Lehrbuch,
das dieser Auffassung der Geometrie entspricht, nenne ich das schon
erwdhnte Werk von Vehlen und Young.

1) Wegen des Zahlenfaktors 1/2 siehe § 7.
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Man wolle wohl beachten, daR, sofern in dem Gesagten eine Kritik
des Ublichen liegt, diese sich nur auf die systematische und didaktische
Seite des Gegenstandes bezieht, und daR ich es hier nirgends mit erkenntnis-
theoretischen Problemen zu tun haben will, sondern nur mit Mathematik.
Die Wertschatzung der sogenannten Axiomatik, die ihr eine grundlegende
Bedeutung zusehreibt, hat ihre Quelle teils im Historischen, teils in erkenntnis-
theoretischen Uberlegungen, die schwerlich einwandfrei sind; und daR die
axiomatische Begrindung der Geometrie, die zudem noch fur jede wohl-
umgrenzte geometrische Disziplin ein besonderes System von Postulaten
oder Axiomen erfordern wiuirde, ihre Schwierigkeiten hat, und daR diese
um so groBer erscheinen, je sorgfaltiger man dabei zu Werke geht, wird
kein Kenner in Abrede stellenl).

Weiterhin werde ich mich nun, ohne neue Erklarungen, die den
Leser nur langweilen wirden, der vorhandenen geometrischen Terminologie
bedienen, mit einzelnen Abweichungen, wie sie mir von Fall zu Fall als
angemessen erscheinen.

Hier werden auch noch einige Worte Uber die Zeichen am Platze
sein. Die Zuordnung von Punkten zu Zeichen P, Q, R, ..., X, Y, Z,
und von Geraden zu A, B, C ..., U, V, W, .. . entspricht in der Haupt-
sache der klassischen Uberlieferung. Sie ist durchgefuhrt in den von
H. Linde mann bearbeiteten und erweiterten Vorlesungen von Clebsch
uber Geometrie (1,1: 1875; 1,2: 1896, in zweiter Auflage 1,1: 1906, I, 2:
1910; I, 1: 1891). Doch erscheint dort an Stelle des von mir (1889) ein-
gefuhrten Zeichens (UX) ein Zeichen UX, was dem Prinzip der Dualitat
nicht Rechnung tréagt und zu unnutzen typographischen Verwicklungen
fuhrt 2).

Eine spatere Zeit ist hiervon abgewichen. Mehrfach hat man Fest-
setzungen wie die, dal Punkte durch kleine, Geraden durch groBe Lettern
bezt'ichnet werden sollen, und Ahnliches, zu allgemeinem Gebrauch empfohlen.
Auch ist der Vorschlag gemacht worden, die Buchstabenzeichen promiscue
zu verwenden und die der einen Art (hier die zu Geraden gehdrigen) durch
Akzente auszuzeichnen. Alle solchen Forderungen sind nicht allgemein an-
nehmbar. Z. B. werden Akzente schon zu so vielen anderen Zwecken
benutzt, dal man sie nicht mehr fir einen weiteren festlegen kann, und
Ahnliches gilt in den anderen Fallen. Es muB dem einzelnen Schriftsteller
das Recht zuerkannt werden, die Zeichen, zwar durchaus nicht nach Willkur,
wohl aber nach eigenem begrindetem Ermessen zu wahlen. Ich bleibe im
wesentlichen bei der Zeichensprache, die historisch den Vorrang hat, und
mir zugleich als die brauchbarste erscheint.1

1) Eine besondere Schwierigkeit wird in aller Axiomatik dadurch
hervorgerufen, dal auch noch die logische Unabhangigkeit der einzelnen
Postulate erwiesen werden mufR. Geschieht das nicht, so weilR man nie
genau, was Definition und was Lehrsatz ist.

Wegen der Uberschatzung der Logik siehe meine Schrift ,Denken
und Darstellung® (1921).

2) Leider ist das genannte in der Anlage vortreffliche Werk mit
allerlei Mangeln der Ausfuhrung behaftet, so daB es, als Ganzes, nur mit
Einschrankungen und nur kritisch geschulten Lesern empfohlen werden kann.



§6. Weitere Beispiele. 61

§ 6.

Weitere Beispiele: Lehrsatze von Desargues,
Pascal und Brianchon.

Wir betrachten jetzt die Figur (den Inbegriff) von sechs Punkten
in der Ebene (der Ebene der projektiven Geometrie). Sie sollen alle
voneinander verschieden und auf zwei ,Dreiecke* P1, P2, P3, Q1
Q, Q3 so verteilt sein, dalR weder die drei ersten Punkte, noch auch
die drei letzten einer Geraden angehéren 1). Die zweimal drei Punkte
bestimmen dann zwei ,Dreiseite AL, A2 A3und B1 B2 B3 wo z. B.

Al= P2P3ist, und genauer noch (AlX) = (P1P2X) erklart werden
kann. Es folgt

() (A1A2A3) = (P1P2P32 (B1B2B3) == (QlQ2Q3)2;

es werden also weder die Geraden A 1A 2A3, noch die Geraden B1B2B3
auf demselben Punkt liegen. Die sechs Geraden Ak, Bk brauchen
dann nicht alle voneinander verschieden zu sein, sie sind es aber in
der Regel?2, und wir wollen annehmen, dal sie es wirklich sind.
Unter diesen Einschrdnkungen gilt der folgende Lehrsatz (Satz von
Desargues oder ,Satz von den Perspektiven Dreiecken“):

Wenn die Verbindungsgeraden P1Ql, P2Q2 ,P3Q3 auf
einem Punkt liegen, so liegen die Verbindungspunkte

Al1B1, A2B2 & 3B3 auf einer Geraden, und umgekehrt.1

1) Diese Einschrankungen und die dazu korrelativen fehlen in den
mir bekannten Fassungen des Satzes von Desargues. Man kann sie auch
tatsachlich weglassen, dann aber muRR man sich anders ausdrucken, als es
ublicherweise geschieht. [Man kann dann nicht einmal mehr behaupten,
dall die Verbindungspunkte der (im weiteren Text erklarten) Paare von
Geraden AK, BK immer auf einer durch sie bestimmten Geraden liegen.)
Wer etwa einwenden wollte, das Richtige sei ja gemeint, wiurde wortlich
Recht und dennoch im Grunde Unrecht haben. Die Sitte, sich um
Kleinigkeiten nicht zu kimmern, ist das Ei, aus dem mit unheimlicher
Schnelligkeit sich ein wahrer Basilisk zu entwickeln pflegt. Sie ist der
Infektionskeim, aus dem tatsachlich eine verheerende Krankheit entstanden
ist, die den ,schoénen Leib der Geometrie“ allenthalben mit Schwéaren Uber-
zogen hat. Principiis obsta!

Angemerkt zu werden verdient auch, daR der Lehrsatz von Desar-

gues inhaltsleer wird, wenn der Verbindungspunkt der zwei Geraden Pka
einer der sechs Punkte Pk, QK selbst ist.

2) Das heif3t, die Konstantenzahl (2. 11) unserer Figur wird durch die
Forderung, daB auch die Geraden AK, BK alle getrennt sein sollen, nicht
verringert. Ubrigens bilden die Desarguesschen Figuren ein Kontinuum,
und alle, die hier nicht betrachtet werden sollen, erfullen Mannigfaltigkeiten
mit einer geringeren Zahl von (komplexen) Dimensionen.
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Die zuletzt genannten drei Punkte werden namlich dann einer
Geraden angehdren, wenn der Ausdruck (AxJ5XjAaB2jA3Bs) gleich
Null ist. Nach einer kleinen Zwischenrechnung, bei der die Iden-
titdt A zu benutzen ist, findet sich nun

Damit hat man schon den behaupteten Lehrsatzl).

Man kann auch so zu Werke gehen, daR man die eine Figur
als Dreieck (Pv P2 PJ), die andere als Dreiseit (BuB2 Bs) gibt.
Setzt man dann

so dal

Unter der Voraussetzung (P1P2P3) zfz 0, (BiB2B3) zjz 0 sagt also
das Verschwinden beider Ausdricke (3) dasselbe aus, womit der
Lehrsatz von Desargues nochmals begriindet ist.

Wir haben hiermit fur die sogenannte Perspektive
Lage unserer Dreiecke oder Dreiseite im ganzen vier ver-
schiedene Kriterien gefunden, die (unter den bezeichneten
Voraussetzungen) alle miteinander gleichbedeutend sein
mussen. Die beiden ersten sind die der Formel (2):

ihre Aquivalenz haben wir eben unter (2) schon nachgewiesen.
Ebenso aber mussen mit ihnen und dann auch untereinander gleich-
bedeutend sein die nach dem Schema (3) gebildeten Kriterien

U Man beachte, dal man einen nicht umkehrbaren Satz erhalt, wenn
man die Einschrankungen (P1P2P3) =0, (Qi Q Q)" o0 fallen 14aRt. Siehe
die Anmerkung auf S. 61.
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In der Tat findet sich z. B.

man hat nur in (3 a) auf die Definition der Vektoren und Qk
zuriickzugehen. Die identische Gleichung (6) wird als Folge unserer
Identitaten vom Typus A oder vielmehr A’ leicht auch unmittelbar
dargestellt:

Die Ableitung von Identitaten zwischen Invarianten liegt nicht
immer so nahe wie im Beispiel unserer Formel (6). Besteht man
nicht darauf, die Rolle der Grundformeln A, B in jedem Falle in
Evidenz zu setzen, so gibt es o&fter ein einfacheres Verfahren, das
sich grundet auf einen Satz der Funktionentheorie:

Wenn eine ganze rationale Funktion F von irgend-
welchen Veranderlichen fur alle (komplexen!) Werte dieser
Veréanderlichen verschwindet, fur die eine irreduzibele
ganze rationale Funktion ® den Wert Null hat, so ist F
durch @ teilbar, F = & .¥Y. (Beweis: M.T.F., S.202.)

In unserem Falle ist F der Ausdruck links in (6) und

also (wegen der Invarianz beider
Funktionen und ihrer Homogenitat) Es
bleibt dann nur noch der Zahlenwert von zu bestimmen. Man
findet p= 1, wenn man etwa Ql= P2 Q2= P3 Q3 — P1 setzt.

In dem Satze von Desargues kommen im ganzen zehn Punkte und
zehn Geraden vor, namlich auBer den genannten noch das Perspektivitats-
zentrum P0 = QO und die Perspektivitatsachse AQ = B0. Jeder der zehn
Punkte liegt dann immer auf bestimmten dreien der zehn Geraden und

ebenso jede der zehn Geraden auf dreien der zehn Punktel). Dieselben
Punkte und Geraden bilden auf zehn Arten eine Desarguessche Figur,

1) AuRerdem kann es (sogar dreimal) noch Vorkommen, daB einer der
Punkte p mit einer Geraden B, oder einer der Punkte Q mit einer Ge-
raden A vereinigt liegt.
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insofern augenscheinlich jeder der zehn Punkte zusammen mit einer
durch ihn bestimmten Geraden als Perspektivitatszentrum und -achse fun-
gieren kann.

Die hiermit ausgesagte Gleichberechtigung der zehn Punkte und
Geraden kann, wie bekannt, ubersichtlich dadurch ausgedriickt werden,
daB man den Punkten und Geraden Indizes zuordnet, namlich etwa den
Geraden Paare und den Punkten Tripel von Indizes, die aus den Zahlen
1, 2, 3, 4, 5 gebildet sind. Auf jeder der zehn Geraden (al}) liegen dann
(immer) die drei Punkte (aly)f (aB6), (aBe), und auf jedem Punkt (aly)
die drei Geraden (By), (ya), (al). (Die Figur des Desarguesschen Satzes
kann samt dieser Indizesbezeichnung dadurch erhalten werden, dal man
die zehn Verbindungsgeraden je zweier von funf Ebenen im dreidimensio-
nalen projektiven Kontinuum — dem sogenannten Baume — und die zehn
Verbindungspunkte von je dreien in die Ebene projiziert.)

Eine genauere Untersuchung der Desarguesschen Figur wirde sich
vielleicht lohnen, muRte aber bei weitem den hier verfugbaren Raum uber-
schreiten. Wenigstens erwahnt mag werden, dafB die in § 4 abgehandelte
Figur X1, X2, X3, Y1 Y2, Y3, aus dem Mittelpunkt der Einheitskugel
projiziert, eine im Sinne der projektiven Geometrie nicht spezialisierte
Desarguessche Figur liefert. Anders ausgedrickt: Die Punkte (afly)
und die ihnen zugeordneten Geraden (0 €) sind Pole und Polaren in bezug
auf einen durch die Desarguessche Figur eindeutig bestimmten Kegel-
schnittl). Der hierin enthaltene Satz von den beiden ,Hohenschnittpunkten*
einander polar zugeordneter (nicht zusammenfallender!) spharischer Drei-
ecke liefert in der Grenze auch noch den Satz vom Ho6henschnittpunkt
ebener Dreiecke.

Die folgende Auseinandersetzung bezieht sich auf die algebraische
Bestimmung eines Kegelschnittes aus funf gegebenen Figuren, von
denen einige (0, 1,...5) Punkte und einige (5, 4, ...0) Geraden
(Tangenten) sind. Haben diese nicht gerade eine besondere Lage,
so wird die zu suchende Figur, der Kegelschnitt, ein- oder mehr-
deutig bestimmt und nicht spezialisiert sein, namlich ebensowohl als
Ort von Punkten wie als Ort von Geraden beschrieben werden kénnen.
Wir haben also im ganzen zwdlf Aufgaben vor uns, da in jedem
Falle eine Kurve zweiter Ordnung und eine Kurve zweiter Klasse
zu suchen ist. Aber wegen der Vertauschbarkeit der Begriffe Punkt
und Gerade sind nur sechs von diesen Aufgaben wirklich verschieden,
und auBerdem kann man noch nach bekannten Regeln, wenn z.B.
die Kurve zweiter Ordnung gefunden ist, die Gleichung der Kurve
zweiter Klasse herstellen. Die dann auszufuihrende (leichte) Rechnung
wird man kaum sehr lohnend finden; so bleiben also in der Haupt-
sache nur drei wesentlich-verschiedene Aufgaben Uubrig.

Nicht ganz deckt sich hiermit, ohne genauere Vorschrift tber
die Art der Beantwortung, die Frage nach den Bedingungen, unter

1) Diese Kurve kann mit Hilfe der Formel (1) in § 5 gefunden werden.
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denen sechs der gegebenen Punkte oder Geraden einem Kegelschnitt

angehdren. Diese Bedingungen mussen sich in jedem Falle schon

dadurch ausdriicken lassen, da man eine ganze rationale Funk-

tion von Invarianten der Gruppe ', also von Invarianten der Typen
(XYZ), (XU), (UVW),

gleich Null setzt. Aber nur im einfachsten Falle (0, 6) oder (6, 0)
wird man damit auch die Lésungen der zuerst genannten Aufgaben
kennen: In den Fallen (1, 5) oder (5, 1) und (3, 3) erhalt man so
nur eine Zusammenfassung der in mehreren (zwei oder vier)
Exemplaren vorhandenen Lo6sungen, deren Trennung dann noch
ein weiteres durchaus nicht leicht zu bewaltigendes Problem bildet,
wahrend umgekehrt die Zusammenfassung der einzeln gefundenen
Ldsungen natirlich ohne weiteres ausgefuihrt werden kann. Damit
haben wir allerdings nur einen Fingerzeig, wie man die Sache nicht
angreifen soll.

Die Kurve zweiter Ordnung durch finf gegebene Punkte.

Soll die Aufgabe nicht trivial oder gar unbestimmt sein, so ist
anzunehmen, dall keine drei der funf Punkte auf einer Geraden
liegen. Vier der funf Punkte bestimmen dann ein Buschel von
Kurven zweiter Ordnung, von denen man die in Geraden zerfallenden
Kurven schon kennt, und aus diesem Buschel kann ohne weiteres die
Kurve herausgesucht werden, die auch noch den letzten Punkt ent-
halt. Oder man kann auch verlangen, daB vier Punkte aus zwei
weiteren durch gleiche Wirfe projiziert werden. Ich ziehe es vor,
an den Satz von Pascal anzuknipfen: Auch dieser stellt namlich
die Bedingung fur sechs Punkte auf einer Kurve zweiter Ordnung
reinlich dar. Hierauf und auf seiner konstruktiven Einfachheit beruht
seine Bedeutung fur die Theorie der Kegelschnitte.

Wir benennen die sechs Punkte mit Ziffern 1 ... 6 und ver-
binden je zwei zyklisch aufeinander folgende durch die Geraden eines
Sechsecks. Je zwei gegenuberliegende Seiten dieses Sechsecks haben
dann die Verbindungspunkte

P= (125).4-(124).5,
Q (236).5- (235).6,
R (341).6-(3 46).1.

Hieraus folgt
(PQR)
(125)(236).{(341).(456)-(3 46).(45 1)(
(235).(346).{(125).(461)-(1 24).(561)
(125)(236)(461)(345)—(235)(346)(451)(261).
5

Study, Invarianten.

+
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Jeder der sechs Punkte kommt hier zweimal vor, (P QR) ist vom
zweiten Grade in bezug auf seine Koordinaten, und damit ist die
gestellte Aufgabe gelést; man braucht nur (P QR) = 0 zu setzen.
Aber die gefundene Formel hat auch ein einfaches Bildungsgesetz,
das klar zum Vorschein kommt, wenn man etwa die Zahlen 1, 2, 3,
4, 5, 6 der Reihe nach durch die Zahlen 2, 3, 5, 6, 1, 4 ersetzt. So
erhalten wir die Lésung unseres Problems in verbesserter Form; sie
wird dargestellt durch das Verschwinden einer rationalen Invariante
der Gruppe I, die wir so bezeichnen wollen 1):

(12345 6)2 I
(7) = (135)(612)(234)(456)— (246)(123)(345)(561). j

In der Tat sieht man sogleich, dall dieser Ausdruck den Wert Null
annimmt, wenn zwei der sechs Punkte zusammenfallen. Er hat aber
noch weitere bemerkenswerte Eigenschaften, von denen wir nur eine
anfuhren: Die Invariante (123456)2 ist alternierend. Das
heit, sie &ndert (wie eine sechsreihige Determinante) ihr Vorzeichen,
wenn man irgend zwei der sechs Punkte vertauscht. Da sie nun
offenbar ihr Zeichen &andert, wenn man die Punkte 1 ... 6 zyklisch
vertauscht, so genlugt es zu zeigen, daR sie etwa bei Vertauschung
der Punkte 1 und 2 ihr Vorzeichen andert. In der Tat ist (zufolge
der Identitat A') die Summe
(12 3456)2+ (2 13456)2

(612)(456).{(135)(234) — (235) (134)}
(123)(345). {(246)(561)-(146)(562))

(612)(456).(123)(354)— (123)(345).(612) (546),
also gleich Null2).

Die Gleichung der Kurve zweiter Ordnung durch funf Punkte,

deren hdchstens drei in einer Geraden liegen, kann danach immer
dadurch gefunden werden, dafl man die quadratische Form

(8) F = (135)(234)(12X)(45X)— (123)(345)(24X) (15X)
gleich Null setzt. Die Diskriminante \F\ dieser Form muf durch die

samtlichen Invarianten (i kl) teilbar sein; sie kann sich daher von
dem Produkt dieser zehn Invarianten héchstens um einen Zahlen-

1) Der Exponent soll andeuten, dal} jeder Punkt zweimal vorkommt.
Um das Bildungsgesetz unseres Ausdruckes deutlich zu machen, schreiben
wir ihn nochmals auf:

(135)(612)(234)(456)—(246) (1 23)(345) (56 1).

2) Siehe die Anmerkung am Schlul? des Paragraphen.
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faktor unterscheiden, der leicht mit Hilfe irgend eines Zahlenbeispiels
bestimmt wird 1). So findet man

Die Figur des Pascalschen Sechsecks und die Figur des
Desarguesschen Satzes hangen jede von elf komplexen Konstanten
(von ,2.11" Konstanten) ab, und zwar bestimmt, wenn man von
Grenzfallen absieht, die erste die zweite auf 60, und die zweite
die erste auf zehn Arten. Nehmen wir namlich an, daR die sechs
Punkte des Pascalschen Sechsecks auf einer irreduzibelen Kurve
zweiter Ordnung liegen, so kénnen wir sie auf 120 Arten zyklisch

Fig. 1.

ordnen und also auf 60 Arten durch ein Sechsseit A1B2A3B1A2B3
verbinden; der Satz von Pascal sagt dann nichts anderes aus, als
daR die Dreiseite AIA2A3 und BXB2B 3 Perspektive Lage haben, und
ebenso die zugehorigen Dreiecke PXP2P3 und QxQiQs (Fig. 1).
Umgekehrt werden die sechs Punkte auf dem Kegelschnitt wieder-
gefunden, wenn man je zwei einander nicht entsprechende Geraden
Ai, jrfc verbindet. In einer nicht speziellen Desarguesschen Figur
kdénnen aber, wie gesagt, zehn Paare perspektiver Dreiecke gefunden

¥ Die Diskriminante \F\ ist die Koeffizientendeterminante von F.
Dall sie hier Invariante der Gruppe F ist, zeigt die Formel (9) ohne
weiteres. Wir werden aber spater fur die Diskriminante einer mit Vektoren
eines Gebietes beliebiger Stufenzabl gebildeten quadratischen Form ein
anderes Bildungsgesetz angeben, das ihre Invarianteneigenschaft in Evidenz
setzt, so daB weitere Erdrterungen erspart werden kdénnen.

5.
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werdenl. Wir wollen noch zusehen, was aus unserer Invariante
( 23456)2 wird, wenn man die Punkte 1...6 nach dem Schema

durch zweimal drei Geraden oder Punkte bestimmt und sie (wie
zuvor) linearen Formen oder Vektoren zuordnet. Man findet nach
leichter Rechnung:

Auch schon ohne Hilfe dieser Formel sieht man, daR die
Forderungen
23456)2= 0 und (PL1Qt\P2Q2\P3Q3) = O
nur dann &quivalent sein kénnen, wenn die ersten acht voneinander
verschiedenen Teiler des letzten Ausdrucks nicht gleich Null sind.
Bei der Ableitung der Formel (10) ist angenommen, daR z. B. dem
Punkt 1 der Vektor
(B3P3)P1- (B3P1)P3= (A2Q3) Q1- (A2Q3) Q2
zugeordnet ist. Es zeigt sich dann, daR die (nach § 3, Nr. 12 zu berech-
nenden) Invarianten

nur als Differenz
@135 (246)= (P1P2P3).(QU Q2Q3 .(P1Q1|P 2Q2IP3QR)

1) Weitere Literatur Uber die Figur des Satzes von Pascal findet
man angefuhrt im Repertorium der Mathematik (2. Aufl, 11, 1, 1910, S. 37)
und in einem Enzyklopadieartikel desselben Verfassers — Dingeldey —
(11, C, 1, Nr. 20— 22).
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in die Invariante (123456)2 eingehen. Man sieht, dal im Falle per-
spektiver Dreiecke jede der Gleichungen

(135) = o0, 246)= 0

die andere nach sich zieht. Bestehen diese Gleichungen, so zerfallt die
Kurve zweiter Ordnung durch die Punkte 1...6 in der Weise, dal3 ihr
einer gerader Bestandteil die Punkte 1,3, 5 der andere die Punkte 2, 4, 6
enthalt. (Hieraus ergibt sich das auf S. 50 Uber die Gleichung Aoo = o0
Gesagte.)

Die in der Literatur als Satz von Brianchon verzeichnete Tatsache
ist fur unsere Auffassung naturlich gar kein wirklich neuer Lehrsatz,
sondern, nur mit anderen Worten gesetzt, nochmals der Satz von Pascal.
Es darf indessen nicht uUbersehen werden, daR die projektive Geometrie
sich auf einer von der unsrigen sehr verschiedenen Grundlage entwickelt
hat, und daR die Paarung aller ihrer Figuren urspringlich denn doch eine
Entdeckung war.

Auf die Invariante (123 456)2 bezieht sich eine ganze Literatur.
Zuerst scheint sie von Re iss gefunden worden zu sein (Math. Ann. 2, 397,
1870); dann wurde sie wohl noch von einem Dutzend Autoren entdeckt,
deren keiner jedoch meines Wissens Neues zutage gefordert hat. Ins-
besondere enthélt der von einigen sogenannte Satz von Guntsche nichts,
das nicht langst bekannt gewesen waéare. (Reiss hat Ubrigens die Be-
dingung dafur, daR zehn Punkte auf einer Kurve dritter Ordnung liegen,
mit Hilfe eines &hnlich gebildeten Ausdrucks dargestellt.)

Eine weitergehende Untersuchung enthalt eine Arbeit des Verfassers
[Uber das Pascalsche Sechseck und einen Satz von Hesse (Leipz. Ber.
1895, S. 532)]. Teilweise analoge Eigenschaften finden sich noch bei einer
nur von zehn (funf komplexen) Konstanten abhéngigen Figur von sechs
Punkten, deren je funf den letzten eindeutig bestimmen. In dieser
Figur werden namlich je vier Punkte aus den beiden ubrigen durch
konjugiert-imaginare Wurfe projiziert (Math. Ann. 60, 347, 348, 1915).

In unserer Darlegung Uber den Pascal sehen Satz wurden die Punkte
1... 6 als voneinander getrennt angenommen. Man kann sie aber auch
gruppenweise zusammenrucken lassen und erhalt dann die Lésungen einiger
Aufgaben der Differentialgeometrie. Namentlich ergeben sich auf diesem
Wege Begriff und analytische Darstellung der sogenannten Elemente
zweiter Ordnung in der ebenen projektiven Geometrie [vier ,natur-
liche Kontinua“ solcher Elemente (Leipz. Ber. 1901, S. 338)]. L&kt man
alle sechs Punkte zusammenriucken, so erhalt man die Differential-
gleichung der Kurven zweiter Ordnung (ebenda, S. 349) in pro-
jektiv-invarianter Form: Ist t der Parameter des Punktes 0, und be-
zeichnen die Zahlen 0 ... 5 Differentiationsindizes, so lautet sie W(t) = 0, wo

W(t) = 9.(0 12)2.{(0 15)+ 10.(123)+ 5.(024)}

— 450 12)=(0 13)={2(023)+ (0 14)}+ 40 =(0 13)3

ist. Liegt dann in der Ebene eine analytische Kurve X = X (t) vor, die
weder eine Gerade noch eine Kurve zweiter Ordnung ist, so kann man
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auf ihr einen naturlichen Parameter angeben, dargestellt durch die
Integralinvariante

Besonderheiten dieses Parameters auf der Kurve zeigen dann immer pro-
jektiv-invariante Besonderheiten des zugehorigen Kurvenpunktes an (ebenda,
S. 349; s. auch Pick, Wiener Ber. 115, 139ff., 1906).

Auf dem gleichen Grundgedanken beruhende Parameterdarstellungen,
die aber zur Gruppe der affinen Transformationen gehdren, sind vielfach
benutzt worden von W. Blaschke und anderen.

Mit diesen etwas kummerlichen Hinweisungen muBR ich mich be-
gniugen; der Stoff der projektiven Differentialgeometrie ist ein umfang-
reiches Kapitel fur sich.

§ 7.
Fortsetzung: Weiteres Uber Kegelschnitte.

Bei der Behandlung der dbrigen zuvor (auf S. 64) formulierten
Aufgaben Uber Kegelschnitte finde ich es vorteilhaft, ihre Reihen-
folge zu andern. So kommen an den Anfang unserer Betrachtung
zwei sehr einfache Lehrsatze:

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafur,
daf drei Punkte P, Q R und drei Geraden A, B, C (diese als
Tangenten) demselben Kegelschnitt angehdren, laRt sich
so schreiben:

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafur,
daR zwei Punkte P, Q und vier Geraden A, B, C,.D dem-
selben Kegelschnitt angehodren, ist das Bestehen einer
Gleichung der Form

1) Die Vorzeichen in der Formel (2) sind an sich willkdrlich. Warum
sie so gewahlt sind, wie geschehen, sieht man, wenn man P = Q setzt.
Solcher Formeln, die ein geometrisches Interesse haben, lassen sich
noch mehr bilden. Die nach Analogie von (1) aus vier Ebenen und vier
Punkten gebildete Determinante sagt durch ihr Verschwinden aus: Es
gibt eine Steinersche Flache, die die vier Ebenen zu Doppelebenen hat
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Natdrlich sind in diesen Formulierungen Grenzfalle, in denen
mehrere oder sogar unendlich viele ,Kegelschnitte®* — Orter von
Punkten und Geraden — den gestellten Bedingungen genigen, nicht
ausgeschlossen. Auch wird nicht unterschieden zwischen verschie-
denen Arten des ,Angehérens“: Z. B. kann eine Kurve zweiter
Ordnung aus zwei Geraden bestehen, sie kann (mindestens) einen
Doppelpunkt haben. Dann gehort jede Gerade durch diesen Punkt
(oder einen dieser Punkte) der Kurve an (wenn man will, als in der
Regel ,uneigentliche” Tangente).

Als zur Genlge bekannt darf hier angenommen werden, dafl
immer dann, wenn etwa drei Geraden A, B, C und zwei Punkte P, Q
nicht unendlich vielen Kegelschnitten angehdren, die algebraische
Fassung des Problems ihrer Bestimmung von der Ldsung einer
Gleichung vierten Grades abhangt. Diese Gleichung, oder vielmehr
eine solche Gleichung, sollen wir nun nach (1) in der Form

vor uns haben, die, in bezug auf die Veranderliche X, sogleich auch
in rationale Gestalt gebracht werden kann. In der Tat sieht man
sofort, daR die durch (3) dargestellte Kurve zweiter Ordnung vier -
deutig bestimmt ist und durch die Punkte P und Q gehen muR.
DaR eine solche Kurve dann mit jeder der Geraden A, B, C bei
nicht zu spezieller Lage der gegebenen Figuren, nicht zwei ver-
schiedene Punkte gemein haben kann, sieht man, wenn man z. B. die
Gleichung (AX) = 0 mit der Gleichung (3) zusammenstellt. Diese
wird namlich dann gleichbedeutend mit einer in X linearen Gleichung.

Grenzlagen der besprochenen Figuren gibt es mancherlei, sie
kénnen hier nicht wohl alle aufgezéhlt und erértert werden. Die
wichtigsten darunter sind aber die, die sich durch das Verschwinden

und durch die vier Punkte geht; und ebenso: Es gibt eine Flache dritter
Ordnung, die in den vier Punkten Doppelpunkte hat und von den vier
Ebenen berihrt wird.

Gleichungen der Form

treten auf im Zusammenhang mit der Polarentheorie der Kurven,
Flachen usw. der mten Ordnung.

Welches ist z. B. die Gleichung des Kreises, der ein gegebenes Drei-
eck zum Poldreieck hat?
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einer einzelnen Invariante der Figuren A, B, C, P Q kennzeichnen
lassen und aus der Forderung entspringen, dal} eine der Kurven
zweiter Ordnung Nr. 3 ausartet, oder daR zwei dieser Kurven zu-
sammenfallen.

Es wird wohl erlaubt sein, auch einmal einer spateren Dar-
legung etwas vorzugreifen. Ich stitze mich also auf den Satz, daR
die Diskriminante einer in der Form

dargestellten quadratischen Form der Ausdruck

ist. Hiernach wird die Kurve zweiter Ordnung, die wir durch Fest-
legung der Wurzelwerte in den zwei ersten Vertikalreihen der Deter-
minante (3) erhalten, dann reduzibel, wenn das Produkt

den Wert Null annimmt. Ist nur einer der drei ersten Faktoren
gleich Null, ist also z. B.

so wird die Kurve (3) eine Doppelgerade und zugleich eine doppelt
zédhlende Losung unseres Problems, wahrend die zwei weiteren
Losungen getrennt bleiben und nicht singular sind. Ist aber
(ABC) = 0, so sind alle vier Lésungen in einem Paar voneinander
verschiedener Geraden vereinigt. AuBer diesen singularen Ldsungen
gibt es, wie man unschwer erkennt, auch noch Félle, in denen
Lésungen zusammenricken, aber irreduzibel bleiben. Es sollte nur
von denen die Rede sein, die sich schon durch eine einzelne Gleichung
bezeichnen lassen. Diese ist dann irgend eine der Gleichungen
(AP) = 0... (CQ) = o

In ahnlicher Weise laRt sich die Gleichung (2) behandeln. Sie
liefert uns, im allgemeinen, dieselben Kegelschnitte nochmals, aber
nun dargestellt als Orter von Geraden, als Kurven zweiter Klasse:
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Man wird vermuten, dal von den vier Kurven zweiter Ordnung
Nr. (3) und den vier Kurven zweiter Klasse Nr. (7) immer zwei solche
zusammengehoren (demselben als Ort von Punkten und Geraden be-
trachteten Kegelschnitt entsprechen), fur die entsprechende Wurzel-
groRen wie

in allen drei Fallen einander gleich (oder entgegengesetzt gleich)
sind. In der Tat kann das schon daraus erschlossen werden, dal
das Vierseit A, B, C, U (bei nicht zu spezieller Lage dieser vier Ge-
raden) bei einer Gruppe von 4! Kollineationen in Reihe bleibt. Bei
anders beschaffener Abhéangigkeit der genannten 2.3 WurzelgréRen
wiirde sich namlich eine Vertauschung von A, B, C finden lassen,
die zusammengehdrige Kurven in nicht zusammengehorige Uber-
fuhrte, wahrend doch die bewirkte Zuordnung kollinear ist. Wir
brauchen diesen Zusammenhang zwischen den Gleichungen (3) und (7)
weiter nicht. Von einer rechnerischen Darlegung daruber, die schon
nicht ganz kurz oder einfach ausfallen kann, darf daher wohl ab-
gesehen werden.

Es bleibt uns nun noch eine von zwei zueinander korrelativen
Aufgaben zu ldsen, wobei die gegebenen Figuren vier Punkte und
eine Gerade, oder vier Geraden und ein Punkt sind. Ich wahle das
letzte dieser nur formal verschiedenen Probleme, da dann die nahe
liegende Anwendung auf einen vielbehandelten Gegenstand, némlich
auf die Theorie der konfokalen sphéarischen oder ebenen Kegelschnitte,
nicht erst einen Wechsel der Bezeichnung erfordern wird. Um eben
dieser Anwendung willen soll auch die Behandlung der vorliegenden
besonderen Probleme auf eine etwas breitere Basis gestellt werden,
als unbedingt nétig ware.

Das ebene Vierseit und sein assoziiertes Viereck.

Um das Folgende besser zu ubersehen, erinnere man sich einer
sehr bekannten Figur der ebenen projektiven Geometrie. Es seien
drei nicht in gerader Linie gelegene Punkte Q1 (2, Q3 und ihre
Verbindungsgeraden B 1 ,B2 B3 gegeben, und auBerdem noch eine
Gerade AOQ, die durch keinen der Punkte Q geht. Diese Gerade be-
stimmt dann, lediglich durch Konstruktion vierter harmonischer
Punkte noch drei weitereh, AZAS, und auBerdem vier Punkte
PO, P1 P2 P3 (s Fig. 2). Die vier Geraden der erhaltenen Figur
kénnen dann auch als gegeben angesehen werden, und ebenso die
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vier Punkte. Man hat vor sich ein ebenes Vierseit und sein
assoziiertes Viereck, zwei Figuren, deren jede die andere durch
zwei zueinander korrelative Konstruktionen eindeutig bestimmtJ.

In allem Folgenden bedeutet der Index k eine der
Zahlen 0, 1, 2, 3; die Indizes a, R, y bedeuten die Zahlen 1,
2, 3 in irgend einer der zyklischen Anordnungen 1, 2, 3; 2,
3,1, 3 1, 2

Die Geraden Ba sind dann die ,Diagonalen”, die Punkte Qa
die ,Diagonalpunkte” der ganzen Figur.

Die Geraden Ak und die Punkte stehen in der Beziehung
von ,Harmonikale“ und ,harmonischem Pol“ in bezug auf das
Dreiseit B1 B2 B3 oder Dreieck Q1 Q2 Q32.

Diese in geometrischer Kurzschrift angedeuteten gelaufigen Tat-
sachen bilden nun einen Ausschnitt aus einem reichhaltigeren System
algebraischer Abhangigkeiten, bei deren Darstellung man die Bezeich-
nungen so einrichten kann, dafl die Reziprozitat zwischen den sieben
Geraden und Punkten

AOQ Al A2 A3, B1, B2 B3 und PO P1 P2 P3 P4;

) Vgl. G. Kohn, Sitzungsber. d. Wien. Akad. 93, 2. Abteilung, 314
u. 349, 1886.

2) Es bilden z. B. A0, PO zusammen mit dem Dreiseit oder Dreieck
Al A2 A3 Ql Q2 Qs die bekannte Figur der Satze von Ceva und
Menelaos.
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zu vollkommenem Ausdruck kommt: An Stelle der Geraden und
Punkte treten dann ihnen passend zugeordnete Vektoren erster
und zweiter Schicht. Um nicht in einem schon etwas umfanglichen
Formelsystem die Ubersicht zu gefiahrden, stelle ich zuerst die weiter-
hin zu entwickelnden Definitionen und Lehrsatze so zusammen, daR
immer gepaarte Formeln zusammenstehen. Der Leser wolle zunéchst
schnell dariber hinweglesen: Was Definition und was Lehrsatz ist,
wird sogleich klar werden.
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Behufs Ableitung dieses Formelsystems, das, wie bemerkt,
viel mehr aussagt als die zuvor in der Sprache der projektiven
Geometrie gemachten Angaben, gehen wir aus von (irgend) vier
Vektoren zweiter Schicht A0, AL} A2, J 3, deren je drei linear-unab-
héngig sind. Die zu fuhrenden Beweise sind so einfach, dal} sie fast
ganz unterdrickt werden kénnen. Der Leser wird in ihnen keinerlei
Schwierigkeit finden. Was sich aber nicht von selbst versteht, ist
ihre Verkettung, zumal diese in den Formeln (8) ... (17) nicht zum
Ausdruck kommen konnte. Es sind daher im nachfolgenden die ein-
zelnen Fortschritte des Gedankens durch den Druck kenntlich ge-
macht.

Definition (8a). Hierzu ist zu bemerken, daR der anscheinend
Uberflussige Zahlenfaktor 2 besser nicht unterdruckt wird. Wollte
man namlich das tun, so wirde man entweder keine Symmetrie
zwischen den linearen Formen (Ak X) und (Jk U) erhalten, oder man

wuirde (spater, in Nr. 15) die Irrationalitat \ 2 einfuhren mussen,
deren Gebrauch sich hier vermeiden laRt.

Folgerung (9a).

Definition (10a).

Folgerungen (11a), (12a), (17a).

Definition (13a).

Folgerungen (14), (13b).

Definition (11b).

Folgerungen (9b), (10b), (16), (17b).

Die Formeln (16) enthalten die Zerlegung irgend eines Vektors X
oder U in bezug auf das Vektorentripel Qv Q2 Q3 oder Bv B2 R 3:

In den ersten dieser Formeln oder auch schon in (11a) ist dann
noch enthalten die entsprechende Zerlegung der Vektoren AK

Die analoge Formelgruppe
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aber setzt die noch fehlende Definition der Vektoren Pk voraus.
Diese erbringen wir auf Grund einer nach Nr. (12a) und (14) nabe
liegenden Vermutung.

Definition:

Folgerungen: (15), (12b), (8b) und (18b) — die zu (18a)
korrelative Formelgruppe. — (In unserem System (8) ... (17) er-
schienen die Formeln (18a), (18b) darum nicht, weil sie sich dort
umgekehrt als Folgerungen aus (15) und (11) darstellen.)

Hiermit ist das ganze System der behaupteten Invarianten-
beziehungen begrindet. Alle erklarten Vektoren hangen homogen
ab von den Vektoren Ak und zwar sind ihre Gradzahlen diese:

Natirlich kann man nun auch umgekehrt die Vektoren Pk als
die gegebenen ansehen, unter Vertauschung der Gradzahlen 1
und — 1.

DalR im Polarsystem des Kegelschnitts
die Geraden Ak und die Punkte Pk einander zugeordnet sind, sieht
man an den Formeln

W ill man nicht die vier Geraden Ak als gegeben ansehen, sondern
nur eine von ihnen — A — und auBerdem ein zugehdriges Diagonal-
dreiseit, so bestimme man zuerst (mit Hilfe der Identitat A, S. 24) vier
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Vektoren A', Bl B2 B3 so, daR A' = B' + B2+ B'3 wird. Setzt
man dann, unter der Annahme ¢0¢1¢2¢3 #

so hat man damit, auf alle moglichen Arten, vier Vektoren Ak
gefunden, die zu der gegebenen Figur gehoren. Man erhalt
AO= ¢g0.A" und

Wir betrachten jetzt das Bischel von Kurven zweiter Klasse
denen die vier Geraden Ak angehdren. Die reduzibelen Kurven dieses
Buschels sind

Mit ihrer Hilfe lassen sich alle tbrigen in der Form

darstellen, wobei wegen der Ildentitat

noch

angenommen werden darf. Nun ist

also nach Nr.(10b) und (12a):

Demnach 1aBt sich die quadratische Form auf der linken Seite
von (21) auch so schreiben:

1) Der ubliche Kunstausdruck (statt Buschel) ist Schaar. Wozu
zwei Worte, wenn eines genugt?
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Wir wollen voraussetzen, daB die Gleichung (21) eine irreduzible
Kurve zweiter Klasse darstellt, daR also

ist. Dann gehoért zu der Form (25) eine zweite, mit ihr gegenuber
Transformationen der Gruppe r invariant verbundene, die an Stelle
der Vektoren zweiter Schicht solche erster Schicht enthalt und, gleich
Null gesetzt, denselben Kegelschnitt als Ort von Punkten dar-
stellt, die sogenannte reziproke Form1), die wir mit Hilfe unserer
verschiedenen Sorten von Koordinaten auf mancherlei Art schreiben
kénnen:

Die letzte, irrationale, Gestalt unseres Ausdruckes ist eine unter
vier auf gleiche Art gebildeten; sie ergibt sich aus der vorletzten
und aus Nr. (9a) durch Elimination von XO.

Nunmehr lassen sich die Kurven unseres Buschels
finden, die durch einen vorgeschriebenen Punkt X (oder £
oder #) gehen.

Wir erhalten sie durch Berechnung der Verhaltniswerte

aus den Gleichungen

X) Dieser Begriff wird spater erklart werden. Das, worauf es hier
ankommt, ist auch ohne solche Erklarung verstandlich.
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Auflésung einer quadratischen Gleichung. Setzen wir zur Ab-
kirzung noch

so wird

Es haben sich also flir die Grolken ea = {(ey —eu) — (ea —en))
drei Proportionen ergeben statt einer, die man wohl erwartet haben
wirde. Erst alle drei Proportionen zusammen stellen die
erschopfende L6sung unserer Aufgabe dar: Eines und sogar
zwei dieser Systeme von VerhaltnisgroBen koénnen illusorisch werden,
in der Form 0:0:0 erscheinen, nicht aber alle drei zugleich. Ist
z. B. = 0, so folgt, daB entweder alle Elemente in der ersten
Horizontalreihe des quadratischen Schemas (29) oder alle Elemente
der ersten Vertikalreihe den Wert Null haben missen. Eine der
zwei dann rational bestimmbaren Ldsungen ist die zerfallende Kurve
(AOAX U) (A2A3U) = 0, wahrend die andere «och irgend eine
Kurve zweiter Klasse des betrachteten Bischels sein kann. Zu
beachten ist noch, daR die durch (28) und (29) gelieferte Lésung
auch noch in einigen der durch unsere Voraussetzungen ausge-
schlossenen Grenzfalle brauchbar bleibt. Man sieht dem Ausdruck
(28) an, wie die Félle zu deuten sind, in denen die zwei Ldsungen
unserer Aufgabe zusammenfallen.

Aus (29) ergeben sich noch einige beachtenswerte Folgerungen.
Wir kénnen namlich nunmehr noch weitere Wurzelgréen erklaren
durch die Proportionen
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Diese Wurzelwerte geniigen dann den Gleichungen

[Siehe Nr. (27).] Ist Y ein Punkt, der ebenfalls dem Kegel-
schnitt e1: e2:e3 angehort, so lassen sich die entsprechenden Wurzel-

werte immer so wahlen, dall die zu (31) oder (30) analogen

Gleichungen zu denselben Verhéltniszahlen — ev fuhren. Damit
erhalt man das weitere Gleichungssystem:

Zuerst namlich kommt man zu den drei letzten Gleichungen unter
(32) durch Elimination der GréRen aus den zweierlei Glei-
chungen (31); eine weitere Folge ist dann die erste Gleichung (32).
Die nunmehr gefundenen Gleichungen (32) liefern als besondere
Falle auf vier verschiedene Arten die Gleichungen (31), oder doch
(unmittelbar) solche, die deren Struktur haben: Man lasse den Punkt Y
auf irgend eine der Geraden Ak ricken. Wahlt man z. B. die Gerade

Gehoren die Punkte X, n demselben Kegelschnitt des
Buschels (21) an, so hat der Schnittpunkt ihrer Tangenten
(sofern er bestimmt ist) die Uberzahligen Koordinaten

Halt man namlich etwa den Punkt 5) fest, wahrend X variiert,

so entsteht aus (31) durch die Substitution ein
System von linearen Gleichungen fur die GroRe und diese Glei-
chungen, unter denen zwei linear unabhéangige sind, ziehen nach sich
die Gleichung (Nr. 32). Der Ort der Punkte 3 also,

Study, Invarianten. 6
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sofern er Uberhaupt bestimmt ist, eine Gerade. Diese ist Tangente
des betrachteten Kegelschnittes, und zwar Tangente im Punkte 8),
weil die Substitution der Werte

den Ausdruck (27) ihn nur dann zum Verschwinden bringt, wenn

Interesse hat wohl, daR man das Gleichungssystem (32) oder

ein von ihm nur ganz unwesentlich verschiedenes auch von der

ichung (2) aus gewinnen kann. Nach dieser und der Definition
(8:) der GroBen £& hat man namlich, wenn (voribergehend)

gesetzt wird,

Es ist dann eine aus der Theorie der Flachen zweiter Ordnung
gelaufige, leicht aus den Gleichungen (34) abzuleitende Tatsache, daR
auBer diesen Gleichungen noch das eine oder das andere von zwei
Gleichungstripeln

bestehen muB. Da beide Systeme durch einen VorzeichenWechsel von
jo und i)0 ineinander Ubergehen und wir diese Wurzelwerte in unserer
Gewalt haben, so kénnen wir uns fluir die Geltung des oberen Zeichens
entscheiden. Wir erhalten dann eben die Gleichungen (32).

Nimmt man noch einen dritten Punkt Z oder 3 desselben Kegel-
schnittes el:e2:es hinzu, so liefern die Gleichungen (31) auch noch
den durch die Formel (1) ausgedrickten Lehrsatz: Die Matrix

hat hdchstens (und in der Regel) den Rang 2.

Anhang: Einfuhrung elliptischer Funktionen.

Die zuletzt vorgefuhrten algebraischen Formeln haben einen sehr
einfachen Zusammenhang mit der Theorie der elliptischen Funktionen, der
zwar dem Grundgedanken nach langst bekannt ist, in seiner feineren Aus-
gestaltung aber meines Wissens nicht, und hier jedenfalls in neuem Lichte
erscheint. Wenn es nun auch der Zweck der vorliegenden Schrift ver-
bietet, auf solche Dinge ausfuhrlich einzugehen, so wird man es doch wohl
far erlaubt halten, dal anhangsweise zur Sprache gebracht wird, worauf
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der erwahnte Zusammenhang beruht, schon darum, weil dadurch die an-
gestellte algebraische Untersuchung erheblich an Interesse gewinnen muR.

Ich muf? hier voraussetzen, dal dem Leser wenigstens in den Grund-
zugen die Gestaltung gelaufig ist, die Weierstrass der Theorie der ellip-
tischen Funktionen verliehen hat, und fur die charakteristisch ist die zen-
trale Stellung der Funktionen p U, Qj'u und <€UX. Ich bediene mich der
ublichen Bezeichnungen, ersetze jedoch die Funktionen &> tt, g 1u, (8j2u, (§)3tt
durch Funktionen O0U ... ©3U, die wie folgt erklart sind2):

Hiernach wird

Die Argumente solcher ©-Funktionen werde ich hier — entsprechend
den Bezeichnungen X, X, £ und Y, H— durch zeichen @, i] darstellen.
Es bestehen dann unter anderem die Gleichungen

Vergleichen wir nun diese Formeln mit den unter (32) angegebenen,
und bedenken wir, wie in diesen die GroRBen |/ X vom Vektor X ab-
hangen, daR sie also proportional gedndert werden kdénnen, so bieten sich
uns die Substitutionen

dar, die nach (33) die Erklarung weiterer WurzelgréfRen durch die Formel

nahelegen. Man berechnet dann ohne weiteres

J) Siehe J. Tannery et J. Molk, Elements de la theorie des fonc-
tions elliptiques. 1893— 1902 (I, 1893; 11, 1898). K. Fricke, Die ellip-
tischen Funktionen und ihre Anwendungen. |, 1916; Il, 1922. (Band IlII,
der die Anwendungen enthalten soll, ist noch nicht erschienen.)

2) Naheres daruber findet man in des Verfassers Trigonometrie,
S. 188 u. f., 1893 und im American Journal of Mathematics 16, 156, 1894.

6*
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Die letzte dieser Formeln, die die vorhergehenden umfaft, erweist
sich dann noch als eine unter vier (viermal drei) in gewissem Sinne gleich-
berechtigten :

Die zweite dieser Formeln enthalt zugleich die Erklarung einer bisher
noch nicht vorgekommenen WurzelgroRRe; alle vier sind, soweit sie alge-
braisch erklarte GroRen verbinden, Folgen der Gleichungen (10a), (31),
(32), (33).

Aus der zweiten Formel und aus Nr. (40) folgt dann noch, dal man
eine WurzelgroBe Z0, die mit der GroRe Za durch die Gleichung

verbunden ist, wie folgt eindeutig erklaren kann:

Es folgt, wenn Sa = Ha = Za wird,

Verwandten Inhaltes mit (43) sind die Erklarungen

Endlich ergibt sich noch
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worin, wie schon in Nr. (41), die entsprechend gebildeten Ausdricke ent-
halten sind, in denen X oder $ an Stelle von 3 tritt. AuRerdem folgt noch

was wieder eine auch durch algebraische Rechnung leicht abzuleitende
Identitat istl).

Die entwickelten Formeln enthalten eine Darstellung der Verhaltnis-
koordinaten Za oder Bk eines Punktes Z der Ebene durch eindeutige
transzendente, namlich elliptische, Funktionen zweier Parameter §, r]oder
zweier Parameter

die mithin ebenfalls als eine Art von Punktkoordinaten gelten konnen.
Ausgezeichnet ist dabei ein bestimmter Ubrigens ganz beliebiger irreduzibler
Kegelschnitt unseres Buschels, den wir dessen Hauptkegelschnitt nennen
wollen, eben der, dessen Gleichung wir in verschiedenen Formen zuvor
aufgestellt hatten [Nr. (21), (25), (27)]. Setzt man in Nr. (39) und Nr. (40)
§ = n so erhalt man die Punkte dieses Kegelschnittes, deren einer mit ¢
und einer mit rj bezeichnet worden ist. Der Punkt Z oder B ist dann,
wie gesagt, der Schnittpunkt der Tangenten des Hauptkegel-
schnittes in den Punkten 0, H oder X, denen die Parameter 8§
und rj zugehéren. L&Bt man also in unseren Formeln den Parameter §
oder n variieren, wahrend man den Parameter I'j oder 8§ festhalt, so gelangt
man immer zu den Punkten einer Geraden, die dem Hauptkegelschnitt (als
Tangente) angehoért. Unter diesen Tangenten befinden sich dann die vier
Basislinien unseres Buschels, entsprechend Parameterwerten, die modd.
(2 w1, 2w2, 2w3) kongruent sind zu 0, w1, w2, ®3 dem vollstandigen System
der halben Perioden, zu dem als imprimitive halbe Periode die Null
zu rechnen ist. Im Koordinatensystem Z, ® oder x, U erhalten dann nach
Nr. (11) die Geraden sehr einfach gebildete Koordinaten. Nutzt man
die Willkar, die man in der Wahl der zugehdrigen Vektoren hat, in
zweckmafiger Weise aus, setzt man namlich

so fallen die X -Koordinaten mit den E Koordinaten zusammen, es wird

Xa= Ea korzer

1) Die aufgezahlten Formeln bilden ein in gewissem Sinne vollstandiges
System. Eine Erweiterung davon wirde sich ergeben, wenn wir auch noch
4 4

die WurzelgréBen einfuhren wollten, die im Texte nur zu Pro-

dukten verbunden Vorkommen.
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Ersetzt man die Parameter 8§ N durch die Parameter X, Y [Nr. (48)],
schreibt man also die Gleichungen (38) bis (40) so:

und 148t man dann X oder Yy variieren, so wird der Ort der Punkte Z oder
B ein Kegelschnitt unseres Buschels, dessen Gleichung im ersten Falle ist

Sind X und Y weder einer primitiven halben Periode kongruent, noch
kongruent zur Null, noch auch zueinander kongruent, so haben wir in (54)
die Punktgleichungen von zwei irreduzibelen Kegelschnitten unseres Buschels
vor uns, die voneinander und vom Hauptkegelschnitt verschieden sind. Der
durch (53) und (52) gegebene Punkt Z oder B ist dann einer der vier
Schnittpunkte dieser beiden Kurven, und die zugehoérigen Punkte 5 oder
X und H oder n sind dann die Beriihrungspunkte der beiden Tangenten,
die vom Punkte Z an den Hauptkegelschnitt gehen. Die genannten vier
Punkte werden also hier einzeln dargestellt; aus irgend einem von ihnen
ergeben sich die drei Ubrigen durch Addition einer der Perioden 2 2 (02,
2w3 zu X und Y, oder durch Vorzeichenwechsel von zweien der Z-Koordi-
naten, oder endlich durch je eine der drei Doppelvertauschungen der
Grollen Bo,B1,B2, B3 Die Tangente im Punkte X an den Kegelschnitt
(Y) hat Koordinaten @, die man mit den GréRen

identifizieren kann; und ebenso hat die Tangente im Punkte Y an den
Kegelschnitt (X) die Koordinaten

Beide sind (wie bekannt) konjugiert in bezug auf alle Kegelschnitte unseres
Buschels; es wird fur ein beliebiges Z

die beiden Kegelschnitte (54) schneiden sich also rechtwinklig in bezug auf
jede Nicht-Euklidische oder Euklidische MaRbestimmung, die man auf einen
irreduziblen oder zerfallenden Kegelschnitt unseres Buschels von Kurven
zweiter Klasse grunden kann.
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Erinnern wir uns nun, dal Quotienten aus <9- oder O-Funktionen
zur Erklarung gewisser (als Gesamtheit zu den verdoppelten Perioden
4w 1, 4 w 2 gehoriger) WurzelgroRen dienen,

so ergibt sich der Zusammenhang unserer Formeln mit den sogenannten
elliptischen Koordinaten (Punktkoordinaten). Wir haben dazu nur
neue Veranderliche einzufuhren,

Die Gleichung irgend eines Kegelschnittes unseres Biischels wird dann
(in nunmehr mit ¥ zu bezeichnenden @ -Koordinaten)

und in den dazu korrelativen Punktkoordinaten

Den Werten A = €l g, e3 und dem uneigentlichen Werte A\ = 00
entsprechen dann die drei zerfallenden Kegelschnitte unseres Buschels und
der Hauptkegelschnitt. Durch ein Paar kontragredienter linearer Trans-
formationen

erhalt man endlich die Darstellung des betrachteten KegelschnittblUschels in
blicher Form, wobei zu bedenken ist, daR unsere Annahme el1+e2+e3 = (
nicht eine Spezialisierung, sondern eine Prazisierung des herkémmlichen
Verfahrens bedeutet.

Stellen wir noch zwei Gleichungen vom Typus (59) zusammen, namlich

so werden beide zugleich erfullt durch die Annahme

und das ist, da es hier auf einen Proportionalitatsfaktor nicht ankommt,
im wesentlichen wieder die Formel Nr. (53).

Mit Hilfe der Gleichung (51) erhalten wir schlielllich eine Parameter-
darstellung der Krummungslinien auf einer ,Mittelpunktsflache* zweiter
Ordnung, und ebenso, wenn wir neben Z0 oder i Z0 an Stelle der Koordi-
naten Z0O die GroRen ZO als Koordinaten einfihren, eine Parameter-
darstellung eines Bischels ,konfokaler spharischer Kegelschnitte®, gelegen
auf der ,Einheitskugel“
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SchlieBlich sei noch auf die Kette algebraischer Abhangigkeiten kurz
hingewiesen, die sich aus einer Zusammenstellung der Transformationen-
folge

mit den entsprechenden Funktionen

ergibt.

Hiermit wollen wir uns genugen lassen: Von einer Ausnutzung des
entwickelten Apparates zur Ableitung geometrischer Lehrsatze uber Buschel
von Kegelschnitten (insbesondere konfokaler und ,konzyklischer“ sphéarischer
Kegelschnitte) kann hier nicht die Rede seinl). Wer sich darum bemuihen
will, das Vorgetragene mit den ja in grofler Zahl bekannten (sonst zum
Teil mit wesentlich verschiedenen Mitteln abgeleiteten) Tatsachen in
Verbindung zu bringen, wird finden, dall eben dieser Apparat sich vor-
zuglich dazu eignet, die tatsachlich vorhandenen Symmetrieeigenschaften
der genannten Figuren zum Ausdruck zu bringen. In den im Zusammen-
hang mit elliptischen Koordinaten oder mit Hilfe der sogenannten synthe-
tischen Methode2) |gewohnlich allein betrachteten reellen Kegelschnitt-
buscheln sind diese Symmetrien zum Teil verdeckt; aber auch ihren
Besonderheiten wird sich unschwer Rechnung tragen lassen. SchlieBllich
aber durfte der Zusammenhang des algebraischen Stoffes mit einem nicht
unwichtigen Kapitel der Funktionentheorie auch wohl an sich schon so viel
Interesse haben, daf der unternommene Versuch, ihn zu einem moglichst
vollkommenen Ausdruck zu bringen, keiner weiteren Rechtfertigung bedarf.

Ich wende mich zum SchluR noch einmal zurick zu den Aufgaben
der ebenen projektiven Geometrie, von denen wir im vorliegenden Abschnitt
ausgegangen sind. Es durfte namlich nutzlich sein, sich vor Augen zu
stellen, um wie vieles schwieriger die entsprechenden Probleme schon in
einer Dimension mehr sind.

Die Zahl der Flachen zweiter Ordnung und Klasse, die durch M Punkte
und 9— M Ebenen in nicht zu spezieller Lage bestimmt sind, haben

X) In einer leider ungedruckt gebliebenen Dissertation (von der die
Bibliotheken zu Bonn und Berlin Abschriften besitzen) hat Frl. Ella
Ponsgen die elliptischen Funktionen zum Studium der Evolutenflache
einer Mittelpunktsflache zweiten Grades verwertet

2) Siehe Reye, Geometrie der Lage 5. Aufl. 1, 166, 204, 241,
248 u. ff.; 1909.
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H. G. Zeuthen und Schubert, nach den Methoden der abzahlenden Geo-
metrie, entsprechend den Werten
m= 9 8 7, 6 5 4 3 2 1, 0

gleich 1, 3, 9, 17, 21, 21, 17, 9, 3, 1
gefundenl). Nun sind allerdings die von den genannten Autoren gefuhrten
Beweise nicht einwandfrei, doch kénnen, soviel ich sehe, die angefihrten
Zahlen als zuverlassig gelten. Diese lassen aber keinen Zweifel, daR in
mehreren Fallen die wirkliche Bestimmung der bezeichneten Flachen die
Krafte der heutigen Algebra bei weitem ubersteigt. Und selbst im aller-
einfachsten Falle M — 9 oder M — 0 scheint eine ganz befriedigende
Form der L6sung noch nicht gefunden zu sein: Eine zehnreihige Deter-
minante, der man ihre Invarianteneigenschaft nicht ansieht, kann kaum
als solche gelten. Auch ist mir unter den von Geometern angegebenen
Konstruktionen einer Flache zweiter Ordnung durch neun Punkte keine
bekannt geworden, mit deren Hilfe man die Bedingung fir zehn Punkte
0 ... 9 auf einer solchen Flache reinlich, d. h. ohne fremde Faktoren,
darstellen kénnte — wie es doch bei der entsprechenden Konstruktion eines
Kegelschnittes in der Ebene zutrifft. Auch ist das Analogon zu unserem
Ausdruck

(135) (612) (234) (456) — (246) (123) (345) (561)

(S. 66, Nr. 7), das sich vielleicht aus nur vier Produkten von je funf Deter-
minanten zusammensetzen mag, noch nicht bekannt, so wenig als das hier
in Betracht kommende Analogon zum Pascalschen Satz.

§8.
Die allgemeinen linearen Transformationen.

Nachdem nunmehr die Formelsprache, deren wir uns weiterhin
bedienen werden, durch einige allerdings sehr einfache Anwendungen
erlautert worden ist, soll fortgefahren werden in der allgemeinen
Theorie. Ich kniUpfe zunéchst an die in 8§ 1 und 2 ausgefuhrte
Untersuchung an.

Es mufl ohne weiteres einleuchten, daf ein Teil der dort an-
gestellten Betrachtung, ja das Wesentliche davon, gar nicht davon
abhangen kann, ob man gerade lineare Transformationen untersucht,
die die Quadratsumme

X+ A+ o0+ Y

reproduzieren. Fiuhren wir namlich an Stelle der Koordinaten
X If Xnusw. durch eine lineare Substitution von nicht verschwin-
dender Determinante irgendwelche andere Systeme von n Zahlen ein,

U H. Schubert, Kalklul der abzahlenden Geometrie 1879, S. 105;
H. G. Zeuthen, Lehrbuch der abzédhlenden Methoden der Geometrie,
S. 352, 1914.
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so wird an Stelle der Quadratsumme jede beliebige nicht singulare
quadratische Form treten kdnnen, namlich irgend eine solche, deren
Diskriminante (Koeffizientendeterminante) von Null verschieden ist.
An Stelle der Gruppe y, 1j tritt dann eine Gruppe von Transforma-
tionen der neuen Veranderlichen, von denen die neue quadratische
Form reproduziert wird. Die Ausdricke (X JY), ... Xn) andern
dann ihre Form, sie behalten aber ihre Zahlenwerte, und in der neuen
Gestalt werden sie Invarianten der neuen Gruppe sein. Was wir
bisher ausgefuhrt hatten, ist also ein Spezialfall einer umfassenderen
Theorie.

Mit dieser Einsicht sehen wir uns nun vor eine Reihe weiterer
Fragen gestellt. Wird sich nicht auch diese Erweiterung unserer
Uberlegungen so darstellen lassen, daR die formelle Einfachheit, die
dem Bisherigen doch gewil3 innewohnt, erhalten bleibt? Wird es
sich also nicht empfehlen, auch in der erweiterten Theorie an Stelle
des Rechnens mit einzelnen Koordinaten ein systematisches Rechnen
mit deren doch allein interessanten Funktionen, ihren Invarianten
zu setzen? Dabei wird zu bedenken sein, dall eine quadratische
Form, von der man von vornherein eine Darstellung durch eine
Quadratsumme kennt, eben dadurch schon spezialisiert ist, wenn auch
nur in arithmetischem Sinne: Die Herstellung der Quadratsumme
verlangt ja in der Regel irrationale Operationen, die man nicht ohne
Not als schon vollzogen wird annehmen wollen. Und schlie3lich wird
auch die Frage zu stellen sein, in welchem Verhéltnis denn die In-
variantentheorie einer solchen Gruppe y, ] — die nun zu irgend
einer nicht singuldren quadratischen Form gehéren mag — zur In-
variantentheorie der Gruppe aller linearen Transformationen steht,
die sich ja langst einer viel héheren Entwicklung rihmen darf, als
das Rechnen mit Vektoren und orthogonalen Invarianten von solchen.

Einen Schritt in der zuletzt bezeichneten Richtung haben wir
in § 5 schon getan, wo die Gruppe Tlder linearen Transformationen
von der Determinante Eins eingefuhrt worden war. W ir wiederholen
jetzt das dort Gesagte, indem wir nun den Stufenwert n = 3 durch
eine beliebige Stufenzahl ersetzen, und nun auch unser Hauptaugen-
merk auf die r umfassende Gruppe G aller linearen Transforma-
tionen richten, deren allgemeine Transformation von w2lediglich durch
eine Ungleichung beschréankten komplexen Parametern abhangt.

Wir unterscheiden jetzt von vornherein zweierlei Vektoren,
Vektoren erster Schicht, die, je nach Umstanden, durch Zeichen
X, Y, Z, ... oder P, Q R ... dargestellt werden sollen, und Vek-
toren zweiter Schicht, denen wir Zeichen U, V, W, ... oder
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A, B, G ... zuordnen (S. 53ff.). Die Gleichheit der Koordinaten eines
Vektors X und eines Vektors U, ihr Ubereinanderliegen oder
Sich-Uberd ecken, wird in dem, was folgt, als ein ganz neben-
sachlicher Umstand zu gelten haben.

Wir unterwerfen nun z. B. die Vektoren erster Schicht einer
linearen Transformation, deren Determinante also nach Voraus-
setzung von Null verschieden ist. Diese Transformation, in der
wir den Vektoren erster Schicht X, Y, ... wieder solche X, Y, ...
wollen entsprechen lassen (X —> X, Y —>Y, ...), schreiben wir so:

Wir bemerken nun, dal} durch diese Transformation eine zweite
lineare Transformation, namlich eine solche hervorgerufen (oder
Jbewirkt,” oder ,induziert“) wird, die den Vektoren der zweiten
Schicht U, V, ... andere U, V, ... zuordnet (U —>U, V —> V eeo),

Dies ergibt sich aus der Forderung, dall als Folge der Ab-
héngigkeit (1,1) die Gleichung

eine ldentitat werden soll, daR also, zufolge der gegebenen Zuordnung
und der zu suchenden, der bilineare Ausdruck (UX) = X Ui Xi eine
Invariante (der beiden zusammengehérigen Transformationen) werden
soll. Ohne weiteres erhalten wir dann den Zusammenhang zwischen
den zweierlei Vektoren U und U zweiter Schicht in Gestalt der Glei-
chungen

Zu den Systemen (1, 1) und (2, Il) linearer Gleichungen gehdren
als ihre Auflésungen:

und

wobei, wenn |C\ die gemeinsame Determinante der Gleichungen (1, I)
und (2, I1) und ebenso |1) | die gemeinsame Determinante der Glei-
chungen (2, 1) und (1, Il) bezeichnet,

und
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ist. Die Gleichungen (1) und (2) stellen dann zwei Paare (I, Il) so-
genannter kontragredienter Transformationen dar, in der An-
ordnung (I), (I1) aber haben wir dieselben vier Zuordnungen noch-
mals als Paare reziproker Transformationen (1, 2) vor uns.

Lassen wir etwa die Formeln (1, 1) und (1, Il) — und dann
auch die Formeln (2, 1) und (2, Il) — mit denselben Koeffizienten
Gk = Dik ausgestattet sein, so werden die dargestellten Trans-

formationen zufolge des identischen Bestehens der Gleichung (U X)
= (UX) orthogonal. Nur orthogonale lineare Transforma-
tionen fallen demnach mit den zu ihnen kontragredienten
Transformationen zusammen; nur bei orthogonalen Trans-
formationen also bleibt ein ,Sich-Decken” zweier Vektoren
erster und zweiter Schicht, d. h. das Bestehen einer Glei-
chung der Form
X = U
immer ungestort.

Nur im Falle orthogonaler Transformationen ist also
3) Dik= Cik (i,k= 1,2, ..., n).

Hieraus folgt weiter:

Die bilinearen Ausdricke (X |Y) und (U|V), die aus je
zwei Vektoren derselben Schicht abgeleitet sind, und gegen-
Uber orthogonalen Transform ationen die Invarianten-
eigenschaft haben, haben sie nicht gegeniber anderen
linearen Transformationen.

Ebenso haben die Determinanten, die aus Koordinaten einiger
Vektoren erster Schicht und Koordinaten von Vektoren zweiter
Schicht gebildet sind, nur gegenuber orthogonalen Transformationen
die Invarianteneigenschaft. Es bestehen aber immerhin allgemein
die Gleichungen

IC].(X1... Xn) = (X1... Xn)
ID].(W ... Un) (Uz...

die eine der Invarianteneigenschaft verwandte Tatsache ausdrtcken.
Man hat sich durch diese oder eine ahnliche Bemerkung veranlalt
gesehen, den Invariantenbegriff selbst zu erweitern. Man braucht
dann das Wort Invariante in einem umfassenderen Sinne, als wir
es bisher getan hatten: Allgemein werden dann solche Funktionen
der Koordinaten der betrachteten Figuren (hier also der Koordinaten
von Vektoren) Invarianten genannt, die sich nach Ausfuhrung eines
beliebigen Paares kontragredienter linearer Transformationen mit
einem Faktor reproduzieren, der nur von den Transformations-
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koeffizienten abh&ngt. Ist dieser Faktor gleich Eins — wie im Falle
der bilinearen Verbindung (UX) — , so spricht man dann von ab-
soluten, andernfalls von relativen Invarianten. [Beispiele fur
diese: (X1... Xn), (UL... Un)] Da man aber ganz ebenso gebildete
Begriffe auch noch auf Untergruppen der Gruppe aller (paarweise
zu kontragredienten geordneten) linearen Transformationen anwenden
kann, so wird man zu voller Deutlichkeit von ,Invarianz gegen-
Uber der Gruppe G aller linearen Transformationen“ (genauer:
aller durch Kontragredienz gepaarten linearen Transformationen) zu
reden haben. Handelt es sich, wie hier bis auf weiteres, ausschlief3-
lich um ganze rationale Funktionen, so ist der Quotient zweier
einander zugeordneter Invarianten J:J fur jede bestimmte
Transformation (fur jedes bestimmte Paar kontragredienter Trans-
formationen) eine lediglich von den Transformationskoeffizienten
abhangige eindeutig bestimmte Konstante.

Nach diesen Vorbereitungen wird der folgende Lehrsatz ver-
standlich sein, bei dessen Abfassung wir die auch weiterhin noch
festzuhaltende Annahme machen wollen, es sei die Stufenzahl n> 2.

Die einzigen (relativen oder absoluten) ganzen ratio-
nalen und allseitig-homogenen Invarianten beliebig vieler
Vektoren erster und zweiter Schicht gegentber der Gruppe G
sind die Ausdricke der Form

(X1... Xn, (XU), (U1...Un, ((n> 2

und die aus diesen ,Typen elementarer Invarianten“ zu
bildenden ganzen rationalen und allseitig-homogenen
Funktionen.

LJAllseitig-homogen* heif3t, wie zuvor, eine Funktion, die homogen
ist in den Koordinaten jedes einzelnen der vorkommenden Vektoren.
Offenbar geniigt es, nach solchen Invarianten zu fragen 2).

In diesem Lehrsatz, auf dessen Beweis 2) hier nicht eingegangen
werden kann, hat man offenbar ein Analogon zu dem Satze | des

1) Der Faktor, mit dem eine solche Invariante der Gruppe G repro-
duziert wird, ist immer eine Potenz der Determinante |C|, oder, was das-
selbe sagt, eine Potenz von |D | mit ganzzahligem Exponenten (der
positiv, Null oder negativ sein kann). T. F. S.32. Fur Untergruppen
von G gilt dies nicht allgemein. (Ein Beispiel wird spéter beigebracht
werden.)

2) T. F. S.45 u. ff. DaB dort der Beweis explizite nur fur den Fall
n = 3 gefuhrt ist, ist nebensachlich. — Ich rate dem Leser, sich zunachst
mit der Tragweite derartiger Lehrsatze vertraut zu machen — wozu eben
die vorliegende Schrift eine Anleitung bieten soll — und dann erst nach
ihrer Begrindung zu fragen. (Vgl. § 6 und 7))
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§ 2. Aber auch die Séatze Il und Ill haben in der Theorie der
Gruppe G ihr vollkommenes Seitenstickl). Insbesondere treten
jetzt an Stelle des Ausdrucks A in § 2 der Ausdruck

A= (X 1 X. Xn)(UX0)+ (-1)n (X 2 X 3 .. XOK
F e + (— 1)n(X0X1, ...Xn-1)((/1.)

und der dann ,korrelative® A*ll, der sich durch Vertauschung der
Zeichen X und U ergibt, nebst zwei weiteren Ausdricken, deren
erster aus (A*l) dadurch hervorgeht, daR man die bilinearen Ver-
bindungen (UXK) durch Determinanten

(Y1Y2... vl X k)
ersetzt, wahrend an Stelle von B der Ausdruck
B*= (X1... Xn (Ul... Un - JU1XYD ... (UnXn |

zu setzen ist. An Stelle der zwei Typen identisch ver-
schwindender Invarianten jenes Lehrsatzes Il treten also
hier ihrer funf. Geht man umgekehrt von der Theorie der Gruppe G
aus, so erhalt man in gewissem Sinne nichts wirklich Neues: In der
Theorie der Untergruppe y von G fallt die Unterscheidung oder doch
die Notwendigkeit einer Unterscheidung von Vektoren zweier Schichten
weg. Die Folge davon ist dann, daR jene funf Arten oder Typen
von Identitaten sich zun&chst auf drei reduzieren, und da von diesen
noch eine sich als Folge der Identitat B = 0O darstellt, so bleiben
nur zwei wirklich verschiedene Formeln Ubrig, eben die, die wir in
§ 2 aufgestellt hatten.

Wir wenden uns jetzt zuridck zu unseren linearen Trans-
formationen (denen der Gruppe G) und bemerken, daB die Trans-
formationen (1) auch aus beliebigen ganzen rationalen und homogenen

Funktionen der Veranderlichen X,Y, ... und U, V, ...wieder solche
hervorgehen lassen:
(5) F(X,Y, .... U V.)= FX)Y, ..., UV, ...

Es besteht nun der folgende grundlegende Lehrsatz:

Um zu wissen, wie die Koeffizienten der transfor-
mierten algebraischen Form F mit denen der gegebenen
Form F Zusammenhéangen, genigt es, diesen Zusammen-
hang in dem besonderen Falle ermittelt zu haben, wo die
Form F, und folglich auch die Form F, sich auf ein Produkt
von Potenzen linearer Formen reduziert.

1) T. F. S. 67 u. ff.
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In der Tat, nehmen wir an, es sei:

so wird F die Form

haben mussen. In diesem besonderen Falle aber hat man nach (1)

Umgekehrt wird nach (2):

Somit ergeben sich die Koeffizienten von F, wenn die von F
bekannt sind, und umgekehrt, einfach durch Ausmultiplizieren und
Ordnen.

Damit aber hat man den Zusammenhang zwischen den
Formen F und F auch schon im allgemeinen Falle, in dem
diese Formen nicht gerade Produkte von Potenzen linearer
Formen sind.

Es wird namlich die Gleichung (5) ja eine ldentitat vermdoge
der Substitutionen, denen wir die Veranderlichen X, Y, . . UV, ...
unterworfen haben. Setzen wir also rechts fur die Koordinaten
Xi,Yi, ..., Ui,Vi... aus (1) ihre Werte ein, so missen beiderseits
die Koeffizienten entsprechender Produkte der Koordinaten Xi, Yi, ...,
Ui, Vi, ..., nachdem wir alles gehérig geordnet und so auf seinen
einfachsten Ausdruck gebracht haben, dieselben werden. Waéren
nun die so bestimmten linearen Abhangigkeiten zwischen den Koeffi-
zienten von F und denen von F nicht schon durch die Abhé&ngig-
keiten bestimmt, die wir im besonderen Falle gefunden hatten, so
wirde das heien, dall die Koeffizienten der speziellen Form F
linearen Gleichungen geniigen mufiten, die aber tatsachlich nicht
bestehen. Die Koeffizienten der speziellen Form sind ja nichts
anderes als Produkte von irgendwelchen Systemen homogener
GrolRen

(mit den Gradzahlen

zwischen denen keine lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten
bestehen kann, aufler der trivialen, in der alle Koeffizienten Null sind.
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Wir kénnen Uberhaupt, Gberall wo es sich um lineare
Funktionen der Koeffizienten einer algebraischen Form
F handelt, uns zu ihrer Bezeichnung einer Fiktion bedienen.
Wir kénnen so mit der Form F umgehen, als ob sie ein
Produkt von Potenzen linearer Formen und also nach dem
Schema (5) dargestellt ware. Dieses Schema dient demnach
als Zeichen (,Symbol“) irgend einer Form F mit vor-
geschriebenen Ordnungszahlen

man schreibt demgemafR ,symbolisch”

Wir haben hiermit den Grundgedanken der von Aronhold er-
fundenen und von anderen, besonders von Clebsch und Gordan
weiter ausgebildeten symbolischen Rechnungsmethode.

Es handele sich etwa um eine bilineare Form mit Veranderlichen
der zwei Schichten:

Diese Form ist bereits vollkommen deutlich bezeichnet, wenn
wir an Stelle jedes Koeffizienten Fik das Produkt Ai.Pk setzen und
die Bestimmung treffen, dal’ erstens Uberhaupt nur lineare Funktionen,
T d ik AiPk= = Ai®ikPk{also z B. ZAiXiUKPk = =XiAiUkPk
solcher Produkte betrachtet werden sollen, und dafl zweitens jedes
Produkt Ai.PKhinterher durch den vorgeschriebenen Koeffizienten
Fik ersetzt werden soll. Um z. B. zu wissen, was aus F wird, wenn
man vermdge der Transformationsformeln (2) neue Veranderliche
X, U einfuhrt, braucht man dann nur die Ausdricke (1*) zu bilden
und in dem ausgerechneten und geordneten Produkt

die Produkte Aa.P durch die entsprechenden Werte Fal zu ersetzen.
Die transformierte Form ist mithin

Man kann also die symbolisch geschriebenen Formeln jederzeit
ausrechnen. Die ausgerechneten Formeln aber entbehren, wie
schon das angefiihrte (noch sehr einfache) Beispiel zeigt, der Uber-
sichtlichkeit. Sie sind belastet mit den hier i, k, a £ genannten
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Indizes, die auf die einzelnen Koordinaten und Transformations-
koeffizienten hinweisen, also Beziehungen zum Ausdruck bringen,
auf die es bei dem Rechnen mit Invarianten gar nicht ankommen
kann. Die Lenkung der Aufmerksamkeit auf Nebendinge und die
damit verbundene Ermidung zu vermeiden, ist aber wichtig genug.
So beruhte der Fortschritt, den Leibniz in die Differentialrechnung
gebracht hat, ganz wesentlich darauf, dalR seine Formeln eben nur
das enthielten, was wirklich gebraucht wurde. — Ich fasse nunmehr
zusammen:

Die Form F wird ,symbolisch* als Produkt linearer
Formen ,dargestellt”,

F= X XiFikUk= X Xi.AiPk.Uk= (XA)(PV).

Die Produkte AiPk ,bedeuten® dann die Werte Fik

Hat man es nicht gerade mit einer bilinearen Form, sondern
mit einer algebraischen Form allgemeiner Art zu tun (siehe oben),
so benutzt man statt der 2n Symbole Ai, Pi deren eine groRere
Zahl; wir setzen dann, wie gesagt, ,symbolisch*

(6) f = (AX)ul bY)u2 ... (PU)vl (g V)2 ...

In diesem Falle erlangen erst Produkte der Form

Vo
wo

sein muB, die Bedeutung von Zahlenwerten. Jedes solche Produkt
bedeutet einen Koeffizienten der Form F, der ohne Benutzung der
symbolischen Bezeichnung, zum Entsetzen des Druckers (und ver-
nunftiger Leser), etwa so zu benennen sein wurde:

Solche verwirrenden Bilder also ersparen wir uns
durch die symbolische Bezeichnung (6). Vor allem haben
wir nunmehr die einfache Regel:

Um eine Form F einer Transformation der Gruppe cr,
d. h. einem Paar kontragredienter linearer Transforma-
tionen zu entwerfen, transformiere man ihre Symbole

1) Die Literatur ist voll von Formeln, die nicht sehr viel besser, und
zwar nur darum nicht ganz so schlimm aussehen, weil man meistens
lediglich viel speziellere Objekte untersucht.

Study, Invarianten. 7
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A, B, ... wie Veranderliche zweiter Schicht, und ihre Sym-
bole P, Q ... wie Veranderliche erster Schicht.

Naturlich bezieht sich die eingefuhrte symbolische Bezeichnung
auf die in der Geometrie allgemein Ubliche Schreibart algebraischer
Formen, bei der ihre Koeffizienten mit Polynomialfaktoren versehen
sind; z. B. ist

(AX)2= ALx 22+ . ... A1A2 X2+ ... .;

,Koeffizienten“ einer quadratischen Form
F = A 11XI12+ ... + 2A12X1X ,+...

heilen demnach fur uns die Zahlen A1l,..., A12,..., nicht aber
die Zahlen A11 .. 2A12 ..., soweit sie von jenen verschieden sind J).

Statt des schleppenden Ausdruckes Koeffizientensystem einer
algebraischen Form werden wir uns weiterhin des Wortes Kern der
Form bedienen. Der Kern einer linearen Form ist dann ein Vektor.
Oft kommt es Uberhaupt nur auf diesen Kern an. Es ware aber
verfehlt, die Veranderlichen darum uberhaupt weglassen zu wollen —
besonders in den grundlegenden Definitionen (wie es in der Aus-
dehnungslehre von H. Grassmann und in vielen Schriften Uber
Vektorenrechnung tatsachlich geschient). Es ware das gerade so
verfehlt, wie wenn jemand an Stelle von sin x einfach sin schreiben
wollte, was ja in einigen Fallen gentigen kann (z.B.sin2+ cos2= 1).

Der eingefuhrte Invariantenbegriff ist verschiedener Erweite-
rungen fahig. Vor allem:

Unter einer allseitig-homogenen algebraischen 1In-
variante (der Gruppe ¢r oder einer ihrer Untergruppen)
verstehen wir die Wurzel einer algebraischen Gleichung,
deren Koeffizienten allseitig-homogene ganze rationale
Invarianten sind, mit Gradzahlen, die fur jede einzelne
an der Bildung der Koeffizienten beteiligte Form F eine
arithmetische Reihe bilden?2.

Unter dieser Voraussetzung namlich wird man aus der ange-
nommenen Gleichung

JO.Jn+J1.Jn-1eeJ n J°= 0
eine der Form

JO-]CM.In+ Jl<|Clvl.In- 1+ eee+ JN.|ClvNI0= 0

1) Das braucht nicht Uberall angebracht zu sein. So hat man bei ge-
wissen Untersuchungen der Zahlentheorie die gerade entgegengesetzte Fest-
setzung zweckdienlicher gefunden.

2) Eine solche ist auch 0, 0,.0, .. . Man sollte Ubrigens heute wohl
eher sagen ,Eine arithmetische Folge“.



§ 8. Die allgemeinen linearen Transformationen. 99

erhalten, in der die Exponenten v0O, v1 ..., vneine arithmetische Reihe
bilden. Ist das der Fall, so kann man den Wurzeln J( der ersten

Gleichung die Wurzeln der zweiten einzeln so zuordneu, daf
fur je zwei zusammengehdrige Wurzeln eine Gleichung der Form
IClu.JK® = IK

besteht, und zwar fir alle Wurzelpaare dieselbe Gleichung, in der
u eine rationale Zahl bedeutet; derart, dal? durch Substitution von
J® in die zweite Gleichung diese die Form

\C\e.{J0.Jn+ J1.In-1+ ...+ JIn.J0} = O

annimmt. Da |C|] nach Voraussetzung nicht Null ist, so kann dann
der erste Faktor links unterdriickt werden. Sind dann uQ, ul,...,o
die Gradzahlen von JO... Jn in bezug auf die Form F, so gibt es
eine Zahl &, so daR

wird, und diese Zahl heiflt dann
der Grad der algebraischen Invariante J in bezug auf dieselbe
Grundform F.

Was unter einer irrationalen algebraischen Invariante zu ver-
stehen ist, ist hiernach klar. Beispiele, die unter diesen Begriff fallen,
haben wir schon in ziemlicher Menge kennen gelernt ($ 4 und 7).

Dem Begriff der ganzen rationalen Invariante ist untergeordnet
der Begriff der ganzen rationalen Kovariante. Darunter verstehen
wir eine ganze rationale Invariante, die wenigstens einige der Ver-
anderlichen X, Y, ..., U V, ... wirklich enthalt. Unter diesen Begriff
fallt also auch jede der gegebenen Grundformen selbst. Insbesondere
gehéren dahin die sogenannten identischen Kovarianten, die
nur von den Veranderlichen, nicht auch noch von den Kernen
solcher Formen abhéngen, die auBer diesen Veranderlichen (Vektoren)
gegeben sind. ldentische Kovarianten sind also alle Invarianten der
Typen

und die ganzen rationalen Funktionen von ihnen.

Sind dies Begriffshildungen, deren Motivierung ohne weiteres
einleuchten muRl, so bedarf doch wohl einer kurzen Rechtfertigung
der Begriff der algebraischen Kovariante, so wie er hier ge-

1) Ich meine, daB es auch klar sein wird, warum wir die gegebenen
Grundformen unter den Begriff der Kovarianten fallen lassen, nicht sie davon
ausschlieBen (wie es gelegentlich schon geschehen ist).



100 §8. Die allgemeinen linearen Transformationen.

falt werden soll. Unter einer solchen wollen wir ausschlieBlich eine
algebraische Invariante verstehen, in der die Veranderlichen, namlich
mindestens eine von ihnen, wirklich Vorkommen, und zwar diese
(ihre Koordinaten) als ganze rationale Funktionen. Es sind
das also algebraische Invarianten, in denen, wenn sie irrational sind,
die Irrationalitdt nur in den Koeffizienten sitzt2. Nach dieser
Definition ist also z. B. der Ausdruck (3) in § 7 (S. 71) nur eine irra-
tionale Invariante der beteiligten linearen Formen oder ihrer Kerne,
der Vektoren A, B, C, P, Q, X. Dagegen ist der Ausdruck (7)
ebenda (S. 72) eine irrationale Kovariante der Vektoren A, B, C, P, Q:
die Veranderliche U d. h. das System ihrer Koordinaten, tritt in ihr
nur in Gestalt ganzer rationaler Funktionen auf. Die hier ange-
fuhrte terminologische Beschrankung scheint mir gerechtfertigt zu
sein durch das Bedurfnis der analytischen Geometrie, in der man
eben die zu untersuchenden Gebilde als ,geometrische Orter” aufzu-
fassen und vorzugsweise durch Gleichungen (zwischen Verander-
lichen X, U ... und Verbindungen von solchen) darzustellen pflegt,
in denen die Veranderlichen ganz und rational Vorkommen.

Immer lohnt es sich jedoch nicht, die algebraische Gleichung
wirklich aufzustellen, deren Wurzel eine irgendwie gefundene irra-
tionale Invariante oder Kovariante ist. Schon bei ziemlich einfacher
Sachlage kénnen diese Gleichungen so verwickelt ausfallen, dakR man
nichts mehr an ihnen sieht. (Vgl. § 7, Nr.1) Doch werden wir
in einigen Fallen derartige Gleichungen bilden.

In der alteren Literatur finden sich auBer den Terminis Invariante
und Kovariante noch weitere, wie Kontravariante, Konkomitante,
Zwischenform. Das hat lediglich historische Grunde. Man interessierte
sich zunachst fur den Fall N = 3, wo z. B. kubische Formen (A X)3 die
ebenen Kurven dritter Ordnung lieferten. Mit den Invarianten kam man
dabei nicht aus, und ebensowenig mit den zuerst allein so genannten Ko-
varianten, die ebenfalls die Veranderliche X enthielten. Weitere Bildungen,
solche mit Veranderlichen U, nannte man dann Kontravarianten, und als
auch diese sich als unzureichend erwiesen und man sich zur Betrachtung
von Formen mit Veranderlichen X und U genétigt sah, sprach man von
Zwischenformen. Ich fasse alles das unter den Begriff der Kovariante:
Es wdurde ja vollig unmdéglich sein, eine so ins einzelne gehende Termino-
logie auch bei gréReren Werten der Stufenzahl noch durchzufuhren. Ubrigens
ist der Terminus Zwischenform ein offenbares Verlegenheitsprodukt.

Neuerdings hat sich eine Bezeichnungsweise eingeburgert, die den
Unterschied der zweierlei Veranderlichen und Symbole dadurch zum Aus-
druck bringt, da bei der einen Art die Indizes der Koordinaten oben, bei
der anderen unten hingesetzt werden. Dieses Verfahren hat also zur Vor-
aussetzung, dal} die Koordinaten und Koeffizienten einzeln sichtbar gemacht

u T. F. S. 11
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werden, und damit stellt es sich geradezu in Gegensatz zum Geiste der
Invariantentheorie, die das Zufallige und Willkurliche in den Hintergrund
zu dréangen sucht, um dafur das, worauf es ankommt, die invarianten Zu-
sammenhéange , in desto helleres Licht zu ricken. Man braucht ja jene
Indizes iD der Regel uUberhaupt nicht. In der Anwendung auf Formen
mit mehreren Veranderlichen 148t das genannte Verfahren die Unubersicht-
lichkeit der explizite geschriebenen Ausdricke in ihrem ganzen Umfange
bestehenl).

Einen Vorlaufer der symbolischen Bezeichnung bilden H. Grass-
manns sogenannte Liuckenprodukte. Diese haben heute kaum historisches
Interesse, wiewohl man sie noch ganz neuerdings in die Vektoranalysis
hineinzubringen versucht hat. Sie eignen sich in keiner Weise als Grund-
lage einer umfassenden Rechnungsmethode.

§ 9.
Fortsetzung und Beispiele.

Zur Erlauterung des in § 8 Gesagten und zur Einleitung des
Folgenden sollen nun zunéchst wieder Beispiele — solche einfachster
Art — betrachtet werden.

Es seien irgend zwei quadratische Formen gegeben, eine mit
einer Veranderlichen X und einem Kern Ajfc , ihrem Koeffizienten-
system, und eine mit einer Veranderlichen U und dem Kern Palj,
d. h. mit Koeffizienten Pik. Es sei also jetzt (,symbolisch“)

a Vgl. H. Weyl, Raum, Zeit, Materie (1918), S. 6, 7. Z. B. hat
dieser Autor auf S. 31 an Stelle unseres Zeichens

(AX)(BY) (P U

das Zeichen

Eigentlich hatte es sogar heil3en sollen

Es ist zu bedauern, daB der Urheber dieser wahrhaft unglicklichen Neuerung,
der Physiker A. Einstein, von mathematischer Seite nicht besser beraten
worden ist. Da man sich in den einfachsten Fallen ja zur Not noch damit
abfinden kann, so wird sie aus der physikalischen Literatur, wenn uber-
haupt, nicht so leicht mehr auszurotten sein.

Statt von Kernen algebraischer Formen sprechen Autoren wie Ein-
stein, Weyl u. a. von Tensor en. Dieses Wort hat indessen Sinn nur in dem
einzigen Falle einer bilinearen Form mit kontragredienten Veranderlichen.

Wegen des im gleichen Zusammenhénge auf eine sonst nicht Ubliche
Art gebrauchlichen Wortes Stufe siehe Einleitung, S. 9.
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so daB das Produkt AiAKk zur Bezeichnung des Koeffizienten Aik und
das Produkt PiPk zur Bezeichnung des Koeffizienten Pik dient. Es
sei also

und demzufolge

Dieser symbolische Ausdruck bedeutet nun sicherlich eine Invariante
gegenuber beliebigen linearen Transformationen, wenn die beiden
vorgelegten Formen Quadrate linearer Formen sind, wenn also die
Ai und Pk nicht nur Symbole, sondern zugleich auch Koeffizienten
wirklicher linearer Formen (A X ) und (UP) vorstellen. Denn dann
ist (AP) = (AP), und also selbstverstandlicherweise

Hieraus aber kann geschlossen werden, daR ganz allgemein £ AikPik
= 3 AikPik sein muR. Denkt man sich namlich in dem Ausdruck
(A P)2die in § 8 angegebenen Substitutionen (1*) gemacht und alle
Glieder mit denselben Produkten AiAkPiPk gesammelt und auf die-
selbe Seite der Gleichung gestellt, so erhalt man ein System von
terh trivialen Gleichungen der Form 0 = 0: Alle Koeffizienten
der genannten Produkte sind einzeln Null, da diese Produkte eben
linear-unabhangig sind. Setzen wir aber an Stelle dieser Produkte
nunmehr die entsprechenden Produkte AikPik, unter Aufhebung der
genannten Einschrankung, sotreten an Stelle der Produkte Ai AkPiPk
die Produkte AikPik: Die Gleichung (1), nach den angegebenen
Regeln gedeutet, bleibt nach wie vor richtig.

(AP)2ist daher der symbolische Ausdruck einer (abso-
luten) Invariante der Gruppe O

Die zur Begrundung dieser Behauptung benutzte
SchluBweise aber ist typisch fur alle ahnlichen Falle. Sind
z. B. an Stelle zweier quadratischen Formen ihrer 2 .n gegeben,
(A@) X)2 und (UP ()2 so erhalt man ganz ebenso

Diese Ausdricke, die homogen sind vom zweiten Grade
in den Symbolen von je n quadratischen Formen, aber
linear in deren Koeffizienten, erweisen sich als (relative)
Invarianten, weil (U®2)... Un) und (X @ ... X (n) solche sind.
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Bis hierher haben wir Funktionen betrachtet, und insbesondere
Invarianten, die linear sind im Kern, d.h. in den Koeffizienten
einer jeden der beteiligten Formen. Aber diese Beschrankung ist
nicht wesentlich fur die Methode. Jede ganze rationale und homo-
gene Funktion héheren Grades ist namlich Spezialfall einer homogenen
Funktion, die zwar von den Kernen (von den Koeffizienten) einer
groRBeren Zahl von Formen, dafur aber von diesen linear abhéangt,
und wenn die erste eine Invariante der Gruppe G war, so ist es auch
die zweite, und umgekehrt. Man kann die zweite Form unmittelbar
als Glied einer Polynomialentwicklung erhalten, oder auch, was
meistens bequemer ist, man kann sie stufenweise herstellen durch
einen Differentiationsprozel3, den sogenannten Evektantenprozel31)-
Sei z. B. irgend eine ganze Funktion mten Grades des Kernes (der
Koeffizienten) von F gegeben. Dann setze man F = & + M
entwickele nach Potenzen von A und suche den Faktor von m.A.
Dieser ist dann eine Funktion (m— I|)ten Grades des Kernes von 0
und ersten Grades des Kernes von W. Setzt man hinterher WY = ®,
so erhéalt man wieder die gegebene Funktion.

Die neue Funktion, die durch die gegebene eindeutig be-
stimmt ist, und sie auch umgekehrt wieder bestimmt, heilit Evek-
tante von F, der ProzeR, durch den sie entsteht, kann kurz so be-
zeichnet werden:

Durch Wiederholung dieses Verfahrens, wobei an Stelle der Zahl m
der Reihe nach die Zahlen m— 1, m — 2 ... 2, 1 treten, erhalt man
schlieBlich eine Funktion, die statt des Kernes von F die Kerne von
m verschiedenen Funktionen W1 ... Wm enthalt, aber von dem Kern
einer jeden von ihnen nur noch linear abh&ngt. Setzt man hinterher

W1=W2=...=Wm so erhalt man wieder die vorgelegte Funk-
tion. Wenn aber diese eine Invariante war, so ist es sicher auch
die abgeleitete, von W Wmabhangige Funktion ; denn aus F = &)

WY folgt ja F = &@H]- AW.

In der Praxis des Rechnens gestaltet sich die Sache so, dalR man
an Stelle einer symbolischen Darstellung irgend einer algebraischen
Form schon von vornherein deren mehrere benutzt, und zwar so
viele, als der Grad der zu bildenden Funktion angibt. Da die
Formen W1...Wm schlieBlich alle mit der Form F identi-

1) Diese Operation ist nicht wesentlich verschieden von dem in der
projektiven Geometrie Ublichen ProzeRB der Polarenbildung; sie wird daher
von einigen Autoren auch als Polarenprozel bezeichnet.
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fiziert werden sollen, so durfen in dem Ausdruck der zu
bildenden Invariante die einzelnen Symbolsysteme be-
liebig vertauscht werden, ohne dall die dargestellte Funk-
tion sich andert.

Schreiben wir also jetzt z.B.

F= (AQX)2= e== (A(NX)2
so ist

Ausdruck (symbolischer Ausdruck) einer (relativen) Invariante der
Form F, die dadurch berechnet werden kann, dal man erst das
Determinantenquadrat ausmultipliziert, dann durch Umordnung der
entstehenden Summe gleichnamige Symbole Ai{K Jebeneinander
schreibt und schlieBlich ihre Produkte fur alle Werte des Index (k)
durch die entsprechenden Koeffizienten von F, also durch die Werte
Aij ersetzt.

Die ausgerechneten (,unsymbolischen*) Ausdricke von Inva-
rianten sind fast immer wenig Ubersichtlich. In dem vorliegenden
besonders einfachen Falle aber und noch unter gewissen umfassen-
deren Voraussetzungen hat jedoch die erklarte Funktion der Koeffi-
zienten Aij ein einfaches Bildungsgesetz: Sie ist nichts anderes als
die Determinante aus den GroBen Aijl. Um Wiederholungen
zu vermeiden, fihren wir nur den Beweis eines gleichartigen Satzes
aus, der sich auf eine bilineare Form des Typus

F = X XiCikWk

bezieht. Wir gehen den umgekehrten Weg, beginnen mit der Koeffi-
zientendeterminante oder Diskriminante

ICl = 1c1l ...

von F und erweisen ihre Invarianteneigenschaft, indem wir sie in
symbolische Form setzen.

1) Wenn hier (wie Ublich) die Determinante |A]k als ,unsymbolischer*
Ausdruck bezeichnet wird, so ist das cum grano saliszu verstehen:
Auch eine Determinante ist ja nichts Fertiges, sondern nur eine Rechnungs-
anweisung, ein Symbol. Ich erwahne das, weil von Mathematikern, die
selbst unvermeidlicherweise mit Determinanten rechneten, eine Zeitlang die
Parole ausgegeben wurde, ,Symbole“ sollten in der Mathematik vermieden
werden.
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Zu diesem Zwecke fuhren wir neben der symbolischen Dar-
stellung von F

noch die symbolischen Ausdriicke von n Formen W1 ...H  ein,

& = 1...n), die hinterher samtlich mit F zusammenfallen sollen
und daher auch von vornherein mit F identifiziert werden kénnen:

Wir verfahren nun so, daR wir in der ersten Zeile der Determinante
|C ] Symbole von W1, in der zweiten Symbole von W2 benutzen usf.,
wodurch jede Mehrdeutigkeit des zu berechnenden Determinanten-
ausdruckes vermieden wird. Wir setzen also in der iten Zeile

und erhalten

Vertauscht man hier irgend zwei der oberen Indizes, d.h. ver-
tauscht man irgend zwei der zu F gehérigen symbolischen Dar-
stellungen, so andert sich nichts. Man kann also den Ausdruck fur
IC | durch das arithmetische Mittel aus allen den Ausdriicken er-
setzen, die sich ergeben, wenn man die oberen Indizes in alle
moglichen verschiedenen Anordnungen bringt. So erhalt man ohne
weiteres

oder also kurzer
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oder endlich, wenn die zur Unterscheidung von W1 ... Wn dienenden
Indizes schliellich unten angebracht werden,

)

Bezeichnet man die analog gebildeten Diskriminanten (Koeffizienten-
determinanten) von Formen der Typen Xi AikYkund £ U Pik \k
entsprechend mit RA] und |P], so ergeben sich unmittelbar die
Formeln

®) ICl = ICI,

in denen nun unter |C* Jund |D*| die Diskriminanten (Koeffizienten-
determinanten) irgend eines Paares kontragredienter linearer Trans-
formationen zu verstehen sind, denen die Formen

S XiAikYk, ZX i Cik Uk, Zuirik\Wk

der Reihe nach unterworfen werden sollen. Die Diskriminanten |JA |}
IG| IP |sind also Invarianten der Gruppe G, und zwar sind JA \
und |P | nur relative Invarianten dieser Gruppe, wéahrend |G |eine
absolute Invariante ist. Augenscheinlich 1aBt sich die Invarianten-
eigenschaft des Ausdrucks rechts in Nr. (2) auch dann noch be-
grunden, wenn er als Definitionsgleichung einer n-fach linearen Funk-
tion der Kerne (Koeffizientensysteme) von n verschiedenen Formen

X C 1 )G Y- com

aufgefallt wird. Diese Funktion entsteht dann aus der urspring-
lichen Funktion \C\ durch n-malige Anwendung des Evektanten-
prozesses. Sie hat ein noch genau ebenso durchsichtiges symboli-
sches Bildungsgesetz wie \C\ selbst, wéahrend ihr natirlich ohne
weiteres hinzuschreibender unsymbolischer Ausdruck schon ver-
wickelter ist. Unsere Betrachtung hat uns also gegenuiber dem, was
in elementaren Lehrblichern zu finden ist, immerhin schon einiges
Neue gelehrt. Die angestellte Rechnung aber, die in diesem einfachen
Falle ausfuhrlich dargelegt worden ist, fuhrt noch weiter, sie ist
typisch fir eine ganze Reihe &hnlicher Umformungen. Von diesen
wollen wir nun noch die wichtigste in ihrem ganz analog abzu-
leitenden Ergebnis hierher setzen. Es handelt sich dabei darum,
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in eine sogenannte gerdnderte Determinante die symbolische Be-
zeichnung einzufithren. Wir finden wie oben:

Also auch dieser Ausdruck ist wieder eine Invariante — und zwar
eine absolute Invariante — der Gruppe @Q; er ist namlich eine In-
variante (,simultane Invariante“), gebildet aus den Kernen der
nunmehr in anderen Veranderlichen Y, V geschriebenen Form F,
F = (Y ("™(TF), und den Kernen der in Y und F linearen Formen
(YU), (XV), und zwar ist er nichts anderes als das w-fache einer
Evektante von |CI entsprechend der besonderen Annahme

Der Ausdruck (4) ist nun wieder eine bilineare Form von der-
selben Art, wie die urspringliche Form F; dieser Ausdruck kann
also auch ,symbolisch* bezeichnet werden; unter Einfiihrung
neuer Zeichen, versteht sich, die ein MilRverstandnis ausschlieRen.
Wir kénnen auch auf ihn die symbolische Bezeichnung anwenden,
kénnten ihn also etwa (U<d)(DX) nennen. Fir die Anwendungen,
die wir weiterhin daran zu knupfen gedenken, ist es aber besser, einen
Faktor JC|]-1in die Bezeichnung aufzunehmen, naturlich unter der
Einschrankung

Wir erhalten so aus (4) die bilineare Form 2:

Wir behaupten nun, daB diese Form (U4) (DX) zu
(XC)(rTJ) in umkehrbarer Beziehung steht, d. h. wir be-
haupten, dafl, wenn die Diskriminante der Form (6) mit
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bezeichnet wird, die Definitionsgleichung (6) die vdéllig
analog gebildete Gleichung

nach sich zieht. Dieses rechtfertigt den Ausdruck ,zu F rezi-
proke Form* fur die Kovariante (7) — nicht (4).

Zum Beweise bemerken wir zunéchst, dall zwischen den beiden
Determinanten oder Diskriminanten I C1l und ID I die Beziehung

besteht.

Wir erhalten dieses Resultat ganz unmittelbar, da die Matrix
der Koeffizienten der Form (4) die Adjungierte zur Matrix der
Koeffizienten von F ist. Die Koeffizientendeterminante der Form (4)
hat also den Wert ict —1, und die Determinante von (6) hat daher
den Wert J0 ] ".] C\n—1= |C\~1]). Ferner folgt unmittelbar

Weiter findet sich dann noch

Diese beiden Funktionen von X und U sind also einander gleich.

In der Tat erhalt man, wenn man wohl darauf achtet, dal nur
Ausdricke gebildet werden dirfen, die in jedem der &aquivalenten
Symbolpaare Ci/% linear sind.

D Durch eine etwas andere Anordnung der folgenden Uberlegungen
ergibt sich die Formel (8) auch ohne daR man den Kreis der symbolischen
Rechnungen zu verlassen braucht. Der Leser moge sich das selbst klai-
zumachen suchen.
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Die gleiche Rechnung zeigt nunmehr, wenn voribergehend

gesetzt wird, daB auch — nach Analogie der Formeln (10) —

sein muB. Es folgt also, daR fur alle X und alle U

ist. Setzen wir nunmehr

verlangen wir namlich, dal hei gegebenem U diese Gleichung fur
alle Y bestehen soll, so gibt es, zufolge unserer Voraussetzung
ID | 0 zu jedem Vektor V auch einen entsprechenden Vektor U
Die vorletzte Gleichung reduziert sich also auf

und diese Gleichung besteht nunmehr fir alle X und fur alle F,
womit die behauptete Reziprozitat zwischen den Formen (X.C)(TU)
und (U z/)(D X) erwiesen, und zwar durch ein auch in viel ver-
wickelteren Fallen anwendbares Verfahren, namlich durch
»,Symbolische Rechnung“, erwiesen istl).

Durch dasselbe Verfahren ergibt sich, wenn wir jetzt statt einer
bilinearen Form wieder eine quadratische Form betrachten, eine
entsprechende Reihe von Formeln, die wir einfach zusammenstellen
kénnen, da irgend eine neue Wendung zu ihrer Ableitung nicht
erforderlich ist. Es sei also jetzt gegeben die quadratische Form
2JXiLikXk, in symbolischer Berechnung

D Der Einwand, daR man auch mit einfacheren Mitteln zum Ziele
kommt, muRte abgelehnt werden. Denn dasselbe gilt in besonderen Fallen
so ziemlich von jeder weitreichenden Methode. Es scheint mir richtig, die
zu erklarende Methode schon an solchen Beispielen, und gerade an solchen
einzutben.

2) DaB hier ein anderes Symbol, L statt A, benutzt wird, ist nicht eine
Nachlassigkeit, wie der Leser vermuten koénnte. Wir werden weiterhin
mehrere quadratische Formen zu betrachten haben, unter denen dann einer
— die immer mit (L X )2 bezeichnet wird — eine Sonderstellung zufallt.
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Ihre Diskriminante heiBe \L\, und sie werde gleich von vorn-
herein als von Null verschieden vorausgesetzt. Man hat dann, ahn-
lich wie unter Nr. 2:

Eine zweite mit der ersten invariant verbundene Form, die
wieder zu jener in umkehrbarer Beziehung steht, aber statt einer
Veranderlichen erster SchichtX eine solche zweiter Schicht
Uenthalt, und mit

bezeichnet werden soll, und uberdies der Ausdruck der Polare (UA)
{VA) dieser Form ergibt sich, wenn man den nach Analogie von (4)
gebildeten Ausdruck

mit |L [ dividiert. Wir erklaren:

Es folgt dann

alles, wie zuvor.

Offenbar hatten wir ganz ebenso Uberhaupt Formen mit zwei
gleichartigen Veranderlichen, also alle nicht singularen Formen vom
Typus {X A) (B Y) behandeln kénnen. Auch wird die Bemerkung
nicht Uberflussig sein, dalR solche Bildungen wie

noch eine weitere Invarianteneigenschaft haben. Wir kénnen ja auch
die Veranderlichen X und U oder X und Y, linearen Transforma-
tionen unterwerfen, die ganz unabh&angig voneinander sind. Die
genannten Ausdricke werden dann, nach Ausfihrung eines Paares
solcher Transformationen, mit einem Faktor reproduziert, der das
Produkt der beiden Transformationsdeterminanten ist.
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§ 10.
Invariante Darstellung der linearen Transformationen.

Wir wenden uns jetzt zurtick zu den linearen Transformationen,
und bemerken, daB uns die in § 9 entwickelten Formeln zu einer
Darstellung dieser Transformationen verhelfen, die viel vollkommener
ist als die, die wir bisher zur VerfiUgung hatten. Wir kdnnen
namlich jetzt die linearen Transformationen in eine eindeutig-
umkehrbare Beziehung zu gewissen bilinearen Formen setzen, mit
denen sich noch bequemer rechnen lalit, als mit den Transformationen
selbst.  Zur Erleichterung der Ubersicht setzen wir die frither auf-
gestellten Formeln nochmals her und stellen gleich die bilinearen
Formen daneben, die wir ihnen entsprechen lassen wollen. Wie
bisher schon, sollen immer die Veranderlichen X, U als die urspring-
lich gegebenen, die Veranderlichen X, U als die neu eingefiihrten
gelten. Pfeile zeigen an, welche Art von Veranderlichen in jeder
Formel die unabhéngige sein soll. Die hier zuerst eingefihrten Vek-
toren V und Y, V und Y, dienen der Zusammenfassung von je n
unserer friheren Formeln in einen einzigen Ausdruck, der eben die
bilineare Form ist, die wir der einzelnen Zuordnung von Vektoren X
und U zu Vektoren X und U oder umgekehrt entsprechen lassen
wollen:

Dabei ist, wie friher (S. 91):

also

und ebenso

Diese zwei Systeme von je w2 Gleichungen aber haben wir schon
zusammenfassen gelernt: Sie sagen nichts anderes aus als die viel
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einfacher gebauten Gleichungen (10) in § 9 (S. 108); wir haben nur
notig, die bilinearen Formen (1,1) und (1,11) mit (XC)(VT) und
(t/z/)(D Y) zu identifizieren.

Setzen wir also

(3)

so kénnen wir die Formeln (1) und (2) so abkurzen:

Zueinander kontragredient sind also zunachst die beiden

linearen Transformationen, die durch die Formen (XC)(i~T) und
(U<d)(DY) reprasentiert werden; zueinander reziprok sind die

beiden Transformationen, die zu (X C)(rV) und (7J)(D X) ge-
horen; kontragredient sind aber Uberhaupt die beiden Transfor-
mationen (4) und die beiden Nr. (5); und zueinander reziprok sind
ebenso die beiden Transformationen (1) und die beiden Trans-
formationen (11); hat man aus (4, 1) X bestimmt, so liefert (5, 1)
das zu X gehorige X. Als Folge der angefuhrten Gleichungen
ist noch:

Wir bedenken nun zweierlei. Erstens kénnen wir das, was wir
soeben durch besondere Zeichen, namlich Pfeile, ausgedrickt hatten,
auch auf eine einfachere Art zum Ausdruck bringen, indem wir immer
dann, wenn der Pfeil von rechts nach links lauft, die beiden Fak-
toren des zu bildenden symbolischen Produkts umstellen. Wir bilden
damit einen neuen Begriff, den der geordneten bilinearen Form,
in deren Ausdruck die Reihenfolge der symbolischen Faktoren, d. i.
die Reihenfolge der Verénderlichen, nicht mehr gleichgultig ist, wie
sie es fur unsere friheren Betrachtungen allerdings war. Zweitens
kénnen wir bemerken, daB ja eine lineare Transformation in rein
formaler Hinsicht, d. h. abgesehen von der Bedeutung der Verander-
lichen, durch ihre Koeffizientenmatrix bestimmt ist und die ent-
sprechende bilineare Form durch ihren Kern, d. h. wieder durch
dieselbe Matrix, und dal es, um z. B. die Transformation (2, I)
anwenden zu kénnen, nicht gerade nétig ist, dall ihre unabhangige
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Veranderliche X vorher aus X mit Hilfe der Formel (1, I) abgeleitet
worden war. Indem wir diese beiden Gedanken verbinden, gelangen
wir zu einer fur die Rechnung bequemeren Darstellung der durch
die Formeln (1) und (2) ausgedrickten Zuordnungen. W ir setzen
jetzt fest, daR in einer bilinearen Form, die als Symbol einer
linearen Transformation benutzt werden soll, immer die
an erster Stelle stehende Veranderliche die unabhangige
(und dann der Kern dieser in der zweiten Verdnderlichen
linearen Form die abhé&angige Veranderliche) sein soll.

Gleichzeitig &ndern wir dann auch teilweise die Bezeichnung
der Veranderlichen, was statthaft ist, solange es nur auf die dar-
zustellenden Transformationen, nicht auf ihre Objekte ankommt,
die ja diese oder jene Vektoren sein kdénnen. Die folgenden Formeln
werden dann immer noch genau dieselben Transformationen dar-
stellen, wie die Formeln (1) und (2), oder (4) und (5), nur daB jetzt
in Nr. (7) das X und U genannt wird, was vorher [in Nr. (2) und
Nr. (5)] X und U hieB, und umgekehrt.

DaRl die Transformationen (6, 1) und (7, 1), sowie die Trans-
formationen (6,11) und (7, Il) zueinander reziprok sind, wird jetzt
durch die symbolischen Gleichungen

oder also durch die Forderung ausgedrickt, dafl fur alle X und V,
sowie Tdund Y.

Ebendasselbe wird aber auch durch die Formeln

oder durch die wiederum identisch zu erfiillenden Gleichungen

ausgesagt. Obwohl alle diese Gleichungen insofern dieselbe Forde-

rung ausdrucken, als eine jede von ihnen Folge jeder anderen ist,

so haben sie doch auch eine verschiedene Bedeutung, da die an erster
Study, Invarianten. g
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Stelle links stehende unabhangige Veranderliche X oder TJder ersten
oder zweiten Vektorenschicht angehoért, und auch dann, wenn sie
zur selben Schicht gehort, doch zuerst zwei verschiedenen Trans-
formationen unterworfen werden soll.

Mit Hilfe der eingefuhrten Zeichen ergibt sich nun eine sehr
einfache Darstellung der Zuordnung von zwei algebraischen Formen,
deren Veranderliche in einer linearen Transformation und ihrer
Reziproken, oder in einem Paar von kontragredienten Transformationen
derart und ihren Reziproken, einander entsprechen. Es werde sogleich
der allgemeinste Fall betrachtet, mit dem wir es hier zu tun haben.
Die gegebene Form, deren Verénderliche X, ... und T3 ... den
zueinander kontragredienten Transformationen (1) oder (6) unter-
liegen sollen 1), heil3e

und die ihr zugeordnete Form

Da die Symbole A wie Vektoren TJ und die Symbole P wie
Vektoren X zu transformieren sind, so erhdlt man die einfache
Regel

Umgekehrt wird

Naturlich muR man hier in jedem Produkt (A/1)(DX), wenn
es auf eine hohere als die erste Potenz erhoben oder mit anderen
Produkten derart multipliziert werden soll, bevor dies geschieht,
sich den Kern von (UJ)(D 1) eingefuhrt denken, und Entsprechendes
gilt von den Produkten (PC)(rU): Andernfalls witrden Mehrdeutig-
keiten entstehen. Ist z. B. F = (iX )& und (TI\d)(DX) gleich-
bedeutend mit (U4")(D'X), so steht {(v4z/)(D X)}2 zur Abkiuirzung
fur das Produkt (A4)(DX)(A4)(D'X) = (A4)(A4")(D I)(D 'I),
das minder Ubersichtlich ist.

U So also, daR
und

wird.
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Wenden wir das Gesagte an auf bilineare Formen, deren wir
nach ihrem Verhalten gegentber Transformationen der Gruppe &
drei ,Gattungen“ zu unterscheiden haben, so erhalten wir die Gegen-
Uberstellungen :

Was wir hier uber den Zusammenhang von bilinearen Formen
mit kontragredienten Veranderlichen und linearen Transformationen
gesagt haben, laRt sich sinngemalR auf Formen mit kogredienten
Veranderlichen ubertragen. Auch diese bestimmen ja, wenn ihre
Diskriminanten nicht Null sind, lineare Transformationen, nur solche,
die (im Gegensatz zu den bisher betrachteten) beide Schichten von
Vektoren miteinander vertauschen, und sie sind umgekehrt durch
diese Transformationen bestimmt; und auch diese Transformationen
lassen sich auf zwei Arten zu Paaren anordnen, alskontragrediente
und als reziproke Transformationen.

Durch Hinzufigung dieser neuen Transformationen entsteht
eine Erweiterung der Gruppe 6r, fur die indessen ein besonderes
Zeichen hier entbehrt werden kann X).

Ohne eine besondere Erléduterung wird jetzt die folgende zu
den Formeln (6, 7) vollkommen analoge Zusammenstellung verstand-
lich sein:

Wenn dann

ist, so stellen auch hier die durch das Zeichen I, Il gepaarten Formeln
reziproke Transformationen dar, wahrend die Paarungen (13) und

D Achtet man nur auf die Verhéaltnisse der Vektorkoordinaten, so
kommt man zu der ublichen Unterscheidung von kollinearen und
korrelativen Transformationen.

g*
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(14) kontragrediente Transformationen bezeichnen. Man hat
dann, &hnlich wie zuvor [Nr. (8, 9)I:

oder

far alle X, V, U, Y und ebenso

oder

fur alle U, T, X, V.

Wenn es sich um die Zuordnung bilinearer Formen zu linearen
Transformationen handelt, sind also auch hier geordnete bilineare
Formen zu benutzen, und es sind vier, nicht nur drei Arten oder
Typen solcher Formen zu unterscheiden, die auf die beschriebene
Weise gepaart werden konnen. In den zu (10) und (11) oder (12)
analogen Formeln sind naturlich jetzt, da uber die Zeichen A, B,
P, Q schon verflugt ist, zur Darstellung der Formen F andere
Zeichen (etwa Au , M, zu wahlen.

Formen mit kogredienten Verdnderlichen, die in solcher Be-
ziehung zueinander stehen wie (XA)(BY) und (J£)(iY ) oder
(UP)(Q V) und (UQ) (P V), also solche, die zu transponierten Ma-
trizes | Aik |, JAGi|J oder IPik [, ; i\ gehdren, werden in der Literatur
der bilinearen Formen gewdhnlich zueinander konjugiert genannt
(nach Frobenius). Da aber dieses Uberhaupt viel zu oft verwendete
Wort in &hnlichem Zusammenhang noch eine zweite ebenfalls vielfach
Ubliche Bedeutung hatl), so ziehe ich eine andere ubrigens auch
schon in Gebrauch gekommene Terminologie vor und nenne die eine
Form die Transponierte der anderen. Ahnlich soll als Trans-
ponierte zu (X C)(rV) die (geordnete) Form (Ur)(C Y) gelten,
wiewohl in beiden die Veréanderlichen auf verschiedene Art bezeichnet

1) Allgemein heiBen Formen

deren Veranderliche X und U usw. V und Y usw. einander paarweise zu-
geordnet sind (nach Rosanes u. a.) zueinander konjugiert, wenn die
bilineare Invariante

(AQT..ABP)v...

den Wert Null hat.
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sind (was hier nebenséchlich ist und nur der gréRBeren Deutlichkeit
dient). Ordnen wir jeder der betrachteten Formen ein einzelnes
Buchstabenzeichen zu, setzen wir also etwa

so sind die zugehdrigen transponierten Formen

In gleicher Weise wie hier werden wir Uberhaupt den
Akzent zur Bezeichnung der Operation des Transponierens
verwenden. (Nach Frobenius.)

nierend. Im ersten Falle bleibt sie namlich als Funktion von
X und Y (nicht auch als ,geordnete Form*“) bei Vertauschung von
X und Y ungeéandert, wahrend sie im zweiten bei derselben Operation
ihr Vorzeichen wechselt. Jede symmetrische Form ist Polare einer
quadratischen Form, und umgekehrt ist eine Polare wie (XL) (LY)
symmetrisch. Jede beliebige bilineare Form mit kogredienten Ver-
anderlichen kann auf eine einzige Weise als Summe einer sym-
metrischen und einer alternierenden Form dargestellt werden,

wo

wobei man naturlich auch die Null als ,symmetrische” oder ,alter-
nierende* Form gelten lassen muR. Die Kerne von SO und Slt deren
erster identisch ist mit dem Kern einer bestimmten quadratischen
Form, héngen dann vom Kern von S linear ab. Die ausgefiihrte
Zerlegung von S in zwei Bestandteile von besonderen Eigenschaften
aber ist, gegeniiber Transformationen der Gruppe &, ein inva-
rianter ProzeR. Das heit, es ist einerlei, ob man erst die Zer-
legung vornimmt und dann auf SO und eine bestimmte lineare
Transformation anwendet, oder ob man umgekehrt verféahrt, also erst
die transformierte Form S zerlegt. Umgekehrt ist die Summe einer
symmetrischen Form SO und einer alternierenden irgend eine bi-
lineare Form, ohne besondere Eigenschaften. Der Kern einer sym-
metrischen Form enthélt so viele linear-unabhéngige (und tUberhaupt
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ganz unabhéngige) Konstanten wie die entsprechende quadratische

Form, namlich wahrend die Konstantenzahl einer alter-

nierenden Form

Wollte man in &hnlicher Weise mit einer Form wie T (oder T)
verfahren, so wirde man kein mit T (T) invariant verbundenes Er-
gebnis erhalten. Diese Operation ausfuhren zu wollen, hatte also in
vorliegendem Zusammenhang (im Rahmen der Invariantentheorie
der Gruppe G) keinen Sinn. Wohl aber gibt es auch fur solche
Formen eine Zerlegung in Bestandteile mit einfacheren Eigenschaften,
deren Ergebnis mit ihnen invariant verbunden ist. Man kann namlich
setzen

Der erste Summand héngt dann nur noch von w2— 1 unab-
héngigen Konstanten ab. Er ist eine bilineare sogenannte Normal-
form, gekennzeichnet dadurch, daB er der linearen partiellen
Differentialgleichung

oder der entsprechenden Gleichung fir U und Y gentgt®*. Die
haufig vorkommende Invariante (CT) (oder (Dz/)} hat ebenfalls
einen besonderen Namen erhalten. Man nennt sie die Spur von
(X C)(jJTF) (oder (Z7z/) (D 1)} 2. Der unsymbolische Ausdruck fur
die Spur ist 2 Ga (oder 2 Du).

Naturlich erstrecken sich die letzten Erkléarungen auf bilineare
Formen uUberhaupt, nicht nur auf solche, deren Diskriminanten von
Null verschieden sind, und die also, nach unserer Terminologie, mit
Transformationen, d.h. umkehrbaren Zuordnungen X —> U und
U—> X verbunden sind.

X) Wegen des allgemeinen Begriffs der Normalform (in Veréanderlichen
X, U) siehe T.F., Il, § 3 und § 11.

2) Fur die Operation, die zur Bildung der Spur fuhrt, hat man neuer-
dings ein wunderliches Wort, Verjungung, eingefuhrt. Dieses ist aber
ganz Uberflussig, da der altere Ausdruck Faltung, der uUberdies diesen
ProzeR als besonderen Fall einer in weiterem Umfang anwendbaren Operation
kennzeichnet, schon ganz deutlich ist. Ich bestreite auch hier den Autoren
das Recht zu willkurlicher Vervielfaltigung der Terminologie.
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§H .
Die Zusammensetzung bilinearer Formen.

Die symbolische Bezeichnung, die fiktive Zerlegung auch un-
zerlegbarer Formen in Faktoren, erfullt die Forderung vollkommener
Deutlichkeit. Die Veranderlichen in einer bilinearen Form wurden
einzeln bezeichnet, so daR wir die Transformierte irgend einer Form

(AX)ul (BY)u2... (UPVL (\Q\L.,

in der ja viele Veranderliche Vorkommen kénnen, sofort hinschreiben
konnten. Handelt es sich aber nur um die Forderung, mehrere
lineare Transformationen nacheinander auszufiihren, so kommt man
oft mit einer viel einfacheren Symbolik aus. Offenbar genigt es
namlich dann, jeder bilinearen Form ein einzelnes Buchstabenzeichen
zuzuordnen (wie wir es am Schllsse des vorigen Paragraphen getan
hatten), und dann diese Zeichen, die zugleich auch als Zeichen
linearer Transformationen dienen, nach Art eines Produktes
nebeneinander zu stellen, mit der Maligabe jedoch, daB hei einem
solchen tatsachlich Produkt genannten Aggregat von Zeichen, die
Reihenfolge dieser Zeichen, oder also der Faktoren des Produktes,
nicht gleichgultig ist fur das Ergebnis. Gleichgiltig dagegen wird
jetzt, in gewissem Grade, die Benennung der Veranderlichen.

Es ist jetzt z. B. einerlei, ob wir z. B. die Form (XC)(I' V) oder
die Form (X C) (I U) einer linearen Transformation zuordnen wollen.
Es kommt indessen doch nicht nur auf den Kern an, der beide Male
derselbe ist. Denn nicht gleichgultig ist hinwieder die Verteilung
der Veranderlichen auf die zwei Schichten von Vektoren, wenn wir
namlich darauf achten wollen, Transformationen nur so zusammenzu-
setzen, oder nur solche ,Produkte” bilinearer Formen zu bilden, daR
alle eingefilhrten Verbindungen von Transformationen oder Formen
die Invarianteneigenschaft erhalten in bezug auf Transformationen
der Gruppe G. Ferner muf} die Deutlichkeit gewahrt bleiben, soweit
sie hier noch nétig ist. Man wird also nicht auf den Gedanken
verfallen, auch noch in einer Form wie (XA)(BY) das Zeichen Y
durch X ersetzen zu wollen, wodurch eine lediglich quadratische
Form zustande kommen wirde.

Was wir nun vorzutragen haben werden, ist so elementarer
Natur, daR dieses alles recht wohl unter ausschlieBlichem Gebrauch
von Summen- und Produktzeichen bequem dargestellt werden kann,
also ohne Verwendung der symbolischen Schreibweise. Und in der
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Tat sind die &lteren Autoren alle in dieser Weise zu Werke gegangen.
Fur sie aber war das Rechnen mit bilinearen Formen Selbstzweck,
wahrend es fur uns auch Mittel zu anderen Zwecken ist, fur die eine
so einfache Symbolik nicht mehr ausreicht. Es muf daher fir uns
Uberall klar sein, wie der Ubergang von den einfachen Buchstaben-
symbolen zu der im engeren Sinne sogenannten symbolischen Be-
zeichnung herzustellen ist. Deshalb knupfen wir an die vorhergehen-
den Darlegungen an, gehen also von symbolischen Produkten wie
(X C)(rV) usw. aus, deren Bedeutung ja nunmehr dem Leser
gelaufig genug sein wird.

Bei einem wesentlichen Teile des Vorzutragenden ist die Ein-
schréankung, dafl die zu gebrauchenden Zeichen zu nicht singuléaren
Formen, d. h. zu Formen von nicht verschwindenden Diskriminanten
gehdren sollen, weder nodtig, noch erwiunscht oder auch nur allgemein
zuldssig. Wir lassen daher diese Voraussetzung zunéchst fallen.

Wir geben zunachst die Erklarung: Von einer Zusammen-
setzung oder von dem (symbolischen) ,Produkt” zweier ge-
ordneter bilinearer Formen (mit bestimmter Reihenfolge
der Faktoren) wird nur dann gesprochen, wenn die zweite
Veradnderliche des ersten Faktors kontragredient ist zur
ersten Veradnderlichen des zweiten Faktors.

Unterscheiden wir also die schon zuvor aufgetretenen vier Arten
bilinearer Formen durch ein- fir allemal festzuhaltende Zeichen

wobei wir immer die erste Veranderliche, je nach ihrer Zugehorigkeit
zur ersten oder zweiten Schicht, mit X oder 7 und die zweite Ver-
anderliche mit Y oder V bezeichnen, so sollen ,Produkte“ nur nach
folgendem Schema gebildet werden:

(Zulassige Produkte).

Formal ausfiuhrbare Verbindungen, wie S1S2, S1T2
(die an und fur sich auch noch ,Produkte“ genannt werden kdénnen),
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kommen also nicht vor, da sie kein (gegenidber Q) invari-
antes Ergebnis haben wirden. Das Produkt Sj T2 aber ist eine
bilineare Form von der Art oder vom Typus S und wird mit S3
bezeichnet. Ist also etwa

so ist der Sinn des Zeichens

erklart durch die Formel

Allgemein gilt fir den Fall, daR die betrachteten Formen
Transformationen entsprechen (oder ,Symbole* solcher Trans-
formationen sind):

Lineare Transformationen werden zusammengesetzt,
indem man die ihnen entsprechenden bilinearen Formen
in gleicher Reihenfolge zusammensetzt oder miteinander
.multipliziert”.

Zugleich mit jeder der aufgezahlten Produktbildungen (3433) (5
ist immer auch die andere 31(33(5) zulassig, und beide Produkte von
je drei Faktoren haben dasselbe Ergebnis:

(Assoziationsgesetz der Multiplikation.)

Ferner ist, wenn 3lj und 3I2, sowie 3x und 33a gleichartig sind
(zum selben Typus T oder T, S oder 2 gehéren) immer

(Distributionsgesetze der Multiplikation.)

Dagegen sind die Produkte 3133 und 3331 nicht immer zugleich
zuléssig, und wenn sie es sind, so ist nicht immer

tritt dies jedoch in einem besonderen Falle ein, so heilen die Formen
3Ll und B vertauschbar. Nach der getroffenen Festsetzung missen
sie dann beide zum Typus T oder beide zum Typus T gehdoren.
Ferner gilt, wenn, wie in § 10, ein Akzent den Ubergang von
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einer gegebenen bilinearen Form zur transponierten bezeichnet, die
Gleichung

es ist also z. B. auch

AuBerdem gilt

Zu den Formen des Typus T (T) gehdrt eine ausgezeichnete
bilineare Form, die mit E(H) bezeichnet und eine ,Einheitsform*
genannt werden soll. Es gibt also zwei Einheitsformen,

die zwar nur durch die Bezeichnung und Stellung der Veréanderlichen
unterschieden sind, und fur X — Y, U — V dieselben Zahlenwerte
haben werden, aber auf verschiedene Weise in Rechnungen eingehen.
Es ist

wie immer auch T, T,S, 1gewahlt sein mdgen; insbesondere ist

wéhrend die Zusammenstellungen (Produkte) EHund HEnicht in
unserer Tabelle stehen. Naturlich ist auch

E ist nach Nr. 5 mit jeder Form T, Hmit jeder Form Tver-
tauschbar.

Allgemein dient, wenn in einem (symbolischen) Produkt von
geordneten Formen T oder Tderselbe Faktor nmal hintereinander
vorkommt, zur Bezeichnung dieses Sachverhalts das gewo6hnliche
Zelichen der Potenzbildung. Ein solches Produkt heit also Tn oder

Seine Faktoren sind selbstverstandlicherweise vertauschbar, es
ist also immer

= Die Folge der ,Potenzen® T — T\ T2T3 ... laRkt sich immer
um einen Schritt nach rickwarts fortsetzen, man kann eine (sym-
bolische) ,nullte Potenz“ erklaren durch die Formel

Ist aber die Diskriminante |T |oder ITIvon Null verschieden,
so kann man auch noch zu ,Potenzen“ mit negativen Exponenten
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tibergehen und insbesondere T—~1und T—% erklaren durch die sym-
bolischen Gleichungen

von denen eine die andere nach sich zieht. Namentlich ist

Wenn z. B.

gesetzt wird, so folgt

mit dieser, nicht der umgekehrten Anordnung der beiden Faktoren
im Zahler des Ausdrucks. Dieses ist also wieder eine geordnete
Form vom Typus T, nicht T; allgemein wird jetzt fur beliebige
ganzzahlige Werte von (Xund v

Sind die Formen Tx und X2 oder Ti und T2 vertauschbar, und
ist IT21qt 0, [T21g” 0, so wird auch

(9) TT = T~IT} 1T = T-'TH,

und man kann dann diesen Umstand durch Gebrauch des gewdhnlichen
Zeichens der Division

zum Ausdruck bringen. Die Formel (9) ergibt sich, ohne jede
Rechnung, aus dem Zusammenhang der Formen mit linearen Trans-
formationen, wenn man den Fall, daf Txund Ti keiner Transformation
entsprechen, als Grenzfall auffalt und behandelt.

Hatten wir es mit Formen S oder Z zu tun, so hat es hier im
allgemeinen keinen Sinn, von Potenzen einer solchen Form reden zu
wollen, d. h,, formal zu bildende ,Potenzen“ etwa von S sind gegen-
tiber @ ebensowenig mit S invariant-verbunden, wie Produkte der
Form S{SK mit ihren Faktoren Uberhaupt. Wenn aber die Form S
oder Z nicht-singular ist, so gehdrt gleichwohl zu ihr eine Form,
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auf die die Potenzbezeichnung anwendbar ist, namlich ihre Reziproke,
die dann eben nicht wieder eine Form des Typus S oder U, sondern
eine Form vom Typus JE oder S ist. Wir erklaren die Zeichen
S~1 und 2J~1 durch die Gleichungen (symbolischen Glei-
chungen)

von denen wiederum jedesmal eine die andere nach sich zieht; so
daB, z. B., wenn

gesetzt wird,

wird. Naturlich ist auch, wenn S~1und 2J~1 tberhaupt gebildet
werden konnen, (S-1)- 1= S, (JE~)—1= 2J. Es folgt dann, wenn
(wie zuvor) 51 und 33 irgendwelche nach der Regel (2) zusammen-
setzbare, nun aber nicht-singuldre Formen bezeichnen,

und auBerdem ergibt sich noch, dal — wieder unter der Voraus-
setzung [$11zfz 0 —

ist. Diese Form représentiert nun, wie wir schon wissen, die zur
Transformation 51 kontragrediente Transformation. Sie wird mithin,
als bilineare Form, die zu 51 kontragrediente Form zu nennen
sein. Bezeichnen wir sie einfacher mit A und brauchen wir ent-
sprechend die Zeichen B und so sehen wir aus (3) und (12), daB
jede der symbolischen Gleichungen

die andere zur Folge hat. Dies ist nur eine andere Form der nach
dem Friuheren selbstverstandlichen Aussage, dal mit der Zusammen-
setzung von zwei linearen Transformationen die in derselben Auf-
einanderfolge zu bewirkende Zusammensetzung der kontragredienten
Transformationen invariant-verbunden ist.

Die doppelte Schreibart (12) der kontragredienten Transformation
zu 51 ist noch immer ein wenig unbequem. Wir kénnen aber fest-
setzen, dalR kontragrediente Transformationen oder Formen
eben durch die Zeichen T und T, S und Zdargestellt werden
sollen.
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Tun wir das, setzen wir also nunmehr

mit der besonderen Bestimmung, dal}

und also

sowie

ferner

und daher

sowie

werden soll, so wird

oder, was dasselbe aussagt

so daR bei Rechnungen mit Formen, die Transformationen entsprechen,
das Zeichen (') ganz entbehrt werden kann. Die Tafel (10) wird
dann zu erganzen sein durch die folgende

Mit Hilfe der eingefihrten Zeichen IlaRt sich unter anderem
sehr bequem die Forderung ausdriicken, daB irgend eine unserer
Transformationen 21 einer anderen 23 unterworfen werden soll. Ist
z. B. 21 eine Transformation vom Typus T, die eine Zuordnung von
Vektoren X — X bestimmt, und 0 eine ebensolche Transformation,
die den Vektoren X und X andere zuordnet nach dem Schema
X->X" X->X', so ist 23—xX123 die Transformierte von 2L
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vermadge $3; sie ordnet dem Vektor X' unmittelbar den Vektor X 1zu,
X' — X'. In den anderen Fallen, die Ubrigens genau so zu behandeln
sind, sehen die Formeln zum Teil anders aus, weshalb wir sie zu
bequemem Gebrauch in einer Tabelle zusammenstellen. Das Objekt,
der Operandus, die zu transformierende Transformation $1, wird
mit einem der Zeichen S*, T*, T*, X* verbunden. Die transfor-
mierenden Transformationen, die Operatoren, werden zweckmalig
nach dem Schema (14) zu Paaren kontragredienter Transformationen,
X = (T, T), 3 = (S,X) zusammengefalt. Sie werden also zu einer
,Transformation der Gruppe Gu, oder ihrer Erweiterung (S. 115) zu-
sammengefalt. Die transformierte Transformation, d. h. ihr
Symbol, ist dann der folgenden Tabelle zu entnehmen:

Insbesondere folgt aus (5) und (10), dalR die beiden Einheits-
formen von den Transformationspaaren % in Ruhe gelassen und von
den Transformationspaaren @ vertauscht werden:

was natirlich auch von vornherein klar ist, da E und H die Be-
deutung

haben.

X) Lineare Transformationen oder bilineare Formen, die einander
durch Transformationen von G zugeordnet werden konnen, also S* und jb™*,
T* und T*, T* und T*. Z* und Z*, heiRen nach Frobenius zueinander
ahnlich. Ich kann auch diese Terminologie nicht annehmen, da das
Wort ahnlich in der Geometrie, auf die das Rechnen mit bilinearen Formen
unmittelbare Anwendung findet, von altersher eine andere Bedeutung
hat. Noch weniger kann ich mich damit einverstanden erklaren, dafl
Frobenius und andere das Wort d&quivalent, das in der Gruppentheorie
nirgends zu entbehren ist, fur einen ganz speziellen Zweck festlegen
wollen. Wir sagen, daR S und S* usw. dquivalent sind gegeniber
Transformationen von G, oder daR sie, in der Theorie der Gruppe G
miteinander gleichberechtigt sind.
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In allen Féallen hat das Bestehen einer Gleichung der Form
3Ix3I12 = 3lg das Bestehen der entsprechenden Gleichung 3IX312= s
zur Folge. Aber offenbar ist es nicht nétig, dal die zu trans-
formierenden Formen S*, T%*, -l*, Zzu Transformationen (in
unserem Sinne) gehdéren. Auch wenn diese Formen singular sind,
liefern die Formeln (18) andere, die wir als die Transformierten
von jenen vermoége <© oder H erklaren kénnen. Und dieser Begriff
der Transformation einer bilinearen Form ordnet sich dann dem viel
umfassenderen Begriff der Transformation einer beliebigen Form
durch ein Paar kontragredienter Transformationen der Gruppe &
unter.

Das Rechnen mit bilinearen Formen, von dem wir spater verschiedene
Anwendungen kennen lernen werden, geht in seinen Anfangen auf Cayley
zurick. Es erscheint in der &lteren Literatur und in einem Teile der

~“neueren als ein Rechnen mit Matrizen. Man kann namlich das ,Pro-

dukt“ von zwei quadratischen Matrizen | Il und |ICIMl] als eine neue

1 ma*rix |2 *Cik Cik I erklaren, und dann lauft die Multiplikation der
| Mafijzen parallel mit der Multiplikation der bilinearen Formen 2 Xi VK
Bt -2 Cly Vj oder (XG\) (i F) und (X Ca) (-Ta7), wie sie im Texte
' erklart, worden ist. Frobenius hat diesem Zweige formalen Rechnens eine

hohe Ausbildung gegeben. Die wichtigste Schrift Uber diesen Gegenstand
I it ohne Zweifel seine Arbeit aus dem Jahre 1878 (Journal fur Mathematik,
P&aftijf 84). Siehe auch das treffliche Referat von A. Loewy in Pascals

torium der hoéheren Analysis (Deutsche Ausgabe, 2. Aufl., 1910; 1,

I, § 6). Bei den Rechnungen mit .héheren komplexen Zahlen

"eit es sich um verschiedenartige Ausschnitte aus dem Rechnen mit

zen oder bilinearen Formen, worauf in Schriften von Mathematikern

eher Zunge durch den Ausdruck Universal Algebra hingewiesen wird,
oewy, a a 0.,8 7, und E. Cartan, Artikel Nombres com-
Spielses [I. 5. 1908] der franzosischen Enzyklopédie, Nr. 21—37). Mir
Ascheint dieses Wort zu anspruchsvoll, denn die ,universelle* Algebra ist
ja sefbst wieder ein Ausschnitt aus der Algebra.

Aus dem, was eben uber die Leistung von Frobenius gesagt wurde,
folgt nicht, daB man seine Theorie mit Haut und Haaren hinunterschlucken
muBRte. Ich kann es nicht als einen glucklichen Umstand betrachten, daR
man einen solchen Stoff so ganz wie ein Ding fur sich behandelt und gar
keine Rucksicht darauf genommen hat, daR in der projektiven Geometrie
wie in der |Invariantentheorie der linearen Transformationen zahlreiche
(und zum Teil viel umfassendere) Begriffsbildungen néachstverwandten
Inhalts schon vorhanden waren. Schon die grundlegenden Definitionen
sind rein formaler Natur, die Frage nach allen mdéglichen Invarianten bi-
linearer Formen (gegenuber der Gruppe 6r) taucht in dieser Literatur,
soweit meine Kenntnis reicht, nirgends auf. Uberhaupt fehlt die Gliede-
rung des Stoffes nach gruppentheoretischen Gesichtspunkten, und daher
auch die grundsatzliche Unterscheidung von zwei Arten von Verander-
lichen X und U, deren Bedeutung von Vertretern der projektiven Geo-



128 §11. Die Zusammensetzung bilinearer Formen.

metrie langst erkannt und gewurdigt worden war. Ja, es scheint beinahe’
dal man sich mit Absicht um diese Dinge nicht gekimmert hat. So be-
deuten fur Frobenius und seine Schule die vier bilinearen Formen

sxfvt zu(rt zx, ys

alle dasselbe — dafR sie alle zur selben Koeffizientenmatrix, der ,Einheits"
matrix“, gehoren, also formal einander gleichen, ist der entscheidende
Gesichtspunkt. Dieselben Veranderlichen werden bald diesen, bald jenen
Transformationen unterworfen, und so kommt eine gruppentheoretische
Gliederung des Stoffes nicht zustande: Der Geometer, der ein Bedurfnis,
und zwar ein sehr lebhaftes, nach besserer Ordnung hat, mag Zusehen, wie
er sich zurechtfindet. Ich kann also die Unterscheidung, die hier durch
Einfuhrung zweier Einheitsformen

E= 2XiV.= (XV), H= 2WY{= (UY)

zum Ausdruck gebracht worden ist, und die anderen Unterscheidungen, die
damit Zusammenhangen, durchaus nicht als etwas Nebensachliches ansehen,
mogen andere dazu sagen, was sie wollen. (Eine formale Ubereinstimmung
hat auch sonst schon gelegentlich zum Zusammenwerfen wesentlich ver-
schiedener Begriffe gefuhrt. S. daruber A. Krazer, [Lehrbuch der Theta-
funktionen, 1903, S. 266.)

Als jedenfalls nicht ganz unwesentlich erscheint mir noch ein anderer
Punkt, in dem ich ebenfalls von meinen nachsten Vorgangern abweiche,
mich aber wiederum in Ubereinstimmung mit dem halte, was in der Geo-
metrie und besonders in der Theorie der Transformationsgruppen als nutzlich
befunden worden ist. Wenn wir eine Transformation ausfuhrten, so
lieBen wir z. B. aus einem Vektor X einen neuen Vektor X entstehen.
Abweichend hiervon arbeiten Frobenius u.a vorzugsweise mit dem Be-
griffe der Substitution. In der hier angewendeten Sprache wiuirde der
Unterschied so zu kennzeichnen sein, dal im zweiten Falle der Vektor der-
selbe bleibt, aber einem anderen System von Zahlen zugeordnet wird.
Oder, in der Sprache der Geometrie: Wahrend im ersten Falle das Koordi-
natensystem dasselbe bleibt und die untersuchten Figuren geadndert werden,
bleiben im zweiten umgekehrt die Figuren ungeandert, es wird aber ein
neues Koordinatensystem eingefluibrt. Beides lauft, wie schon friher bemerkt
worden war (S. 19), im wesentlichen auf dasselbe hinaus, und jede dieser
Auffassungen hat ihre Berechtigung. In den Formeln bedingt ubrigens
die verschiedene Auffassung gewisse Unterschiede, was weiterhin zu beachten
sein wird, damit nicht Widerspriche vermutet werden kénnen, wo keine
sind. Zum Beispiel heiBt das, was hier durch das Zeichen $I—1'-8$ dar-
gestellt wird, bei Frobenius und anderen 51%%-1 .

DaB es nicht gleichgultig ist, von welcher Seite her man den Aus-
gangspunkt nehmen soll, erkennt man, wenn man sich unserer Grund-
definition, der des Vektors erinnert. FUr uns war der Vektor auf sehr
einfache Art definiert: Als ein bestimmtes System von Zahlen. Wie aber
sieht seine Definition im anderen Falle aus?! Hierzu kommt dann noch
ein anderes. Ein Ellipsoid z. B. und ein zweischaliges Hyperboloid sind
kollineare (projektiv - &quivalente) Figuren, aber schlechthin &quivalent
sind sie darum nicht. Also muBten einer systematischen Ausfuhrung jener
zweiten Auffassung eigentlich ziemlich umfangreiche gruppentheoretische
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Erorterungen vorhergehen, wéahrend es didaktisch richtiger scheint, die
Bedeutung des Gruppenbegriffes zugleich mit der Behandlung solcher
Beispiele ins Licht treten zu lassen.

Ubrigens wird man nicht tbersehen dirfen, daR das Gesagte sich auf
die systematische Ordnung des Stoffes, und zwar zunachst auf die Theorie
der Gruppe ¢ aller linearen Transformationen bezieht. Diese ist, im Ver-
gleich zur Gruppe der orthogonalen Transformationen, die umfassendere,
und sie hat daher das engere Invariantensystem. Handelt es sich nur um
orthogonale Transformationen und um Invarianten dieser Gruppe, so wirden
die vorhin als Beispiel angefuhrten vier Formen in der Tat nicht als
wesentlich verschieden gelten kénnen, da dann eben die Unterscheidung
zweier ,,Schichten“ von Vektoren entbehrlich wird. In diesem Zusammen-
héange wird man also sehr wohl auch solche Formen wie z x i A ik vy k und
z X k Bkj vyj in einem ,Produkt® z x {Aik B kj v sinnvoll verbinden
kénnen. Bei Frobenius aber wird nicht gesagt, dal es sich dann
um orthogonale Invarianten handeln jsoll, es ergibt sich das nur aus
dem Zusammenhang: Der Gruppenbegriff als klassifikatorisches Prinzip
(zuerst von F. Klein betont in seinem ,Erlanger Programm®, 1871) ist
dieser Schule fremd, ebenso wie so ziemlich die gesamte Geometrie.

Die Art, wie sich die Invariantentheorie der orthogonalen Transforma-
tionen in die Invariantentheorie der Gruppe ¢ einordnet, soll nun Gegen-
stand unserer ferneren Untersuchung sein.

§ 12.

Erlauterungen.
Invariantensysteme, an denen eine quadratische Form beteiligt ist.

Wir setzen zunachst die in § 10 und § 11 angestellte Unter-
suchung noch ein wenig fort.

Wir haben gesehen, dal zu jeder linearen Transformation, deren
Objekte Vektoren erster (oder zweiter) Schicht sind, eine andere
gehort, deren Objekte Vektoren zweiter (oder erster) Schicht sind:
die zu ihr kontragrediente Transformation. So gehéren zu
Transformatione” oder, was auf dasselbe hinauskommt, zu bilinearen
Formen der vier Typen

als kontragredient die Transformationen und Formen

die sich wieder auf die vier Typen, aber in der umgekehrten Folge
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verteilen. Nehmen wir an, daR die in (2) und (3) Ubereinander-
gestellten Zeichen gleichbedeutend sein sollen, so werden, wie gesagt,
die unter (1) aufgefihrten Zeichen der Reihe nach gleichbedeutend mit

Werden zwei Transformationen oder Formen der vier Typen
in der durch die Tafel (2) auf S. 120 ndher bezeichneten Art zusammen-
gesetzt, so werden die zu ihnen kontragredienten Transformationen
in derselben Reihenfolge zusammengesetzt.

Ebenso nun wie die Verénderlichen

erster und zweiter Schicht verhalten sich die ihnen entsprechenden
Symbole

Wi ir erhalten also, wenn sich in der friher beschriebenen Weise
(810, Nr. 10, S. 114) Formen, in denen sich die Veranderlichen kontra-
gredient entsprechen, solche wie

unseren Transformationen unterwerfen, neue Paare entsprechender
Transformationen, die sich auf entsprechende Weise zusammensetzen
und deren Objekte eben die Kerne (Koeffizientensysteme) der ein-
ander gegenubergestellten algebraischen Formen sind. Wir sagen,
diese Paare von Transformationen — die wir in einfachen Fallen
schon betrachtet haben — seien durch die Paare S, | und T, T
induziertl), und bemerken, dal im allereinfachsten Falle, wo es
namlich nur ein i und ein Q gibt und die Ordnungszahl m uber-
dies die Einheit ist, sich dieser Begriff auf den Begriff eines Paares
kontragredienter Transformationen reduziert.

So erhalten wir nun eine unendliche Menge neuer linearer
Transformationen, die sichersichtlich zu Gruppen zusammenschlieen,
derart, dal jedesmal die Zusammensetzung von .Paaren kontra-
gredienter Transformationen S, 2J oder T, T die Zusammensetzung
der entsprechenden Paare induzierter Transformationen nach sich
zieht. Grundsatzlich wirde nichts im Wege stehen, die Koeffizienten-
systeme solcher Formen wie (5) und (6) als ,Vektoren erster und
zweiter Schicht“, nun aber in Gebieten hoherer Stufe, als eine
~Welt far sich“ zu behandeln, und fir jedes dieser Gebiete die Ent-

0 Dieser Terminus ruhrt her von dem amerikanischen Mathematiker
F. Franklin.
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wicklung einer besonderen Invariantentbeorie der induzierten
Gruppe zu verlangen. In einzelnen Fallen kann es ganz ange-
messen sein, diesen Gedanken wirklich auszufiihren. So werden wir
z. B. sehen, dall unsere Theorie der orthogonalen Invarianten im Falle
n = 3 gar nichts anderes ist, als die Invariantentheorie einer solchen
induzierten Gruppe, und wenn es uns nicht an Raum fehlte, wirden
wir noch zeigen kénnen, dal es sich in den Féllen n = 4 und
n = 6 nicht viel anders verhélt.

Aber eine derartige Auswahl und Systematisierung des zu be-
handelnden Stoffes wiirde immer nur eine Menge von Ausschnitten
aus einer viel umfassenderen Theorie darstellen, die besser den Ab-
sichten entspricht, die die Begrinder der Invariantentheorie von An-
fang an verfolgt haben. Anstatt von vielerlei ,induzierten* Trans-
formationen und von besonderen induzierten Gruppen“ zu reden,
kénnen wir auch, mit leichten Anderungen der bisher von uns an-
gewendeten Wortpragungen, den Inbegriff aller jener Transforma-
tionen als eine einzige ,Transformation” und den Inbegriff aller
zugehorigen Gruppen als eine einzige ,Gruppe* bezeichnen, und die
Unterscheidungen, auf die es nach wie vor ankommen muB, an den
Objekten zum Ausdruck bringen. Diese Objekte sind dann die
Kerne irgendwelcher algebraischer Formen.

Wir wollen jetzt diese im Grunde auch bisher schon von uns
befolgte Darstellungsform durch Einfihrung geeigneter Zeichen noch
anschaulicher gestalten.

Anstatt zu sagen: Wir haben, im Bilde der entsprechenden bi-
linearen Formen

T= (XC)(F'U), T= (UA)(DX)
zwei verschiedene ,kontragrediente Transformationen“
(cx)r = X, (UA)D=u

vor uns, kénnen wir — hoffentlich ohne begriindeten AnlaB zu MiR-
verstandnissen zu geben — uns auch so ausdricken: Wir haben
beide Male dieselbe, nun also mit einem besonderen Zeichen zu
verbindende ,Transformation* vor uns; nur ist sie das eine Mal an-
gewendet auf Vektoren X der ersten Schicht und das andere Mal
auf Vektoren U der zweiten Schicht. Entsprechend erscheinen dann
auch die Kerne irgendwelcher algebraischer Formen (Nr. 5, 6) immer
als Objekte derselben Transformation , wie kaum mehr ausgefuhrt

zu werden braucht. Geht man dann von einer Art von Objekten,
etwa von Vektoren X erster Schicht, zu einer anderen uber, z.B. zu

g*
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Vektoren zweiter Schicht, oder zu Kernen quadratischer Formen
(UP)* usw., so hat man die von Pltcker als Wechsel des Raum-
elementes bezeichnete Operation vorgenommenl).

Offenbar ist die eine Ausdrucksweise ebenso deutlich wie die
andere, und es muf3 auf die Umstdnde ankommen, ob man dieser
oder jener den Vorzug geben will. Die Berechtigung unserer jetzigen
Darstellungsform aber leuchtet daraus hervor, dal man sehr wohl
einen Vektor zweiter Schicht unter ausschlieflicher Benutzung von
Vektoren erster Schicht erkldaren kann, und dafl fur irgendwelche
algebraische Formen Entsprechendes gilt. Es ist ja ein Vektor U
zweiter Schicht gar nichts anderes als der Kern einer linearen Form
(0Y), deren Veranderliche ein Vektor Y der ersten Schicht ist, usw.

Nimmt man das Wort lineare Transformation in dem umfassen-
deren Sinne, von dem soeben die Rede war, so kénnen solche Trans-
formationen @ (reprasentiert durch Paare kontragredienter Formen
S, I) und % (représentiert durch Paare T, T) unter allen Um-
stdnden zusammengesetzt werden, und als Ergebnis oder Produkt
dieser Zusammensetzung erhalt man eine dritte lineare Transformation
nach je einem der Schemata?)

Die entsprechenden Formeln fir die Zusammensetzung der zuge-
horigen Paare von bilinearen Formen aber sind der Reihe nach:

Vgl. § 11, Nr. 2. Die Bedingung der Vertauschbarkeit zweier
Transformationen © oder %, d.i. die Unabhangigkeit ihres ,Pro-
dukts“ von der Reihenfolge der Faktoren, drickt sich in diesen
Symbolen immer in gleicher Weise aus: ©x©2= ©20i>"1%
= $ROi, £xS2 = 5%%. Verschiedene Formeln (Formelpaare)
aber erhalten wir in den nunmehr zu unterscheidenden drei (statt

X) Bekanntlich hat Plucker in die projektive Geometrie des ,,gewohn-
lichen* Raumes die gerade Linie als Raumelement eingefuhrt: Dieses
war der Ursprung des projektiven Zweiges der heutigen Liniengeometrie.
Ich sage des projektiven Zweiges, da es doch (was vielen unbekannt zu
sein scheint) noch andere Arten von Liniengeometrie gibt.

2) Die hier zwiefach auftretenden Zeichen S3 und %3 haben natiirlich
jedesmal eine andere Bedeutung; sie bezeichnen nur die Art oder den
»Typus® der resultierenden Transformation.
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vier) Fallen, wenn wir zu den Symbolpaaren S, Z und T, T uber-
gehen. So gehdren die folgenden Formeln zusammen:

Man kann z.B. auch sagen, es enthalte jede der symbolischen
Gleichungen ST=2.Si

den Ausdruck der Bedingung daftr, dal eine Transformation St eine
bilineare Form vom Typus S oder 2J ,in Ruhe 1aRt"“. Jede von beiden
Gleichungen zieht die andere nach sich, und die zu St gehdérigen
Formen T, T haben die Eigenschaft, daB jede von der anderen linear
abhangt — also wie bei kontragredienten orthogonalen Trans-
formationen, bei denen freilich T und T uUberdies zusammenfallen.
Genau wird dieser Sachverhalt durch die Formeln

ausgedrickt. Sind die Formen S und 2J symmetrisch (S = S,
2) — 2J'), gehdren sie als Polaren zu reziproken quadratischen
Formen, so sind sie nicht nur zueinander reziprok, sondern zugleich
auch kontragredient. An Stelle von (8) wird man dann besser die
Formeln

setzen.

Wenden wir uns jetzt wieder zur Betrachtung beliebiger alge-
braischer Formen eines Gebietes wter Stufe, so liefert uns die schon be-
sprochene Tatsache, dal gegentber Transformationen St der Gruppe @
sich die Symbole solcher Formen genau so verhalten wie Symbole
von Vektoren, unmittelbar die beiden Fundamentalsatze der
symbolischen Methode:

I. Jede ganze und rationale — relative oder absolute
— JInvariante der Gruppe & laRt sich ,symbolisch® dar-
stellen als ganze rationale Funktion von Faktoren der

Type*“ (AtAT.A.), (AP),
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II. Wenn eine solche Invariante identisch gleich Null
ist (wenn sie also nur eine formale Existenz hat), so laRt
sich dieser Umstand durch triviale Umgestaltungen ihres
Ausdruckes in Evidenz setzen mit Hilfe der zwischen den
Invarianten von Vektoren beider Schichten bestehenden
Identitéaten (in denen dann an Stelle der Vektoren Symbole
der zu untersuchenden Formen treten).

Vgl. § 2, Satze I, 1l (S. 23 und 24). Ferner Lehrsatze auf S. 93
und 94 *).

Als Beispiel hierzu fuhren wir die Losung der folgenden Auf-
gabe an:

Es sei vorgelegt eine quadratische Form (X X)2— oder
{UA)2 — und eine unbegrenzte Zahl linearer Formen mit
Veranderlichen beider Schichten. Es soll womdglich ein
sogenanntes vollstandiges Invariantensystem dieser
Formen gegentuber der Gruppe G ermittelt werden, und
zwar ein moglichst kleines System von Invarianten, die
ganz und rational von den Kernen (den Koeffizienten) jener
Formen abhdngen und die Eigenschaft haben, daR sich
alle ganzen rationalen InVarianten des vorgelegten System s
durch sie ausdricken lassen.

Die Kerne der gegebenen linearen Formen sind, wie gesagt,
ebensoviele Vektoren, was wir auch durch die Bezeichnung (Gebrauch
der Zeichen U und X) zum Ausdruck bringen. In dem zu suchenden
System mussen also alle Invarianten der Typen

vorhanden sein (,identische Kovarianten“, vgl. S. 99). Die ubrigen
Invarianten unseres Systems miussen, wenn (X X)2 die gegebene
quadratische Form ist, auch Symbole X enthalten, deren jedes dann
in einem symbolischen Produkt zweimal und nur in Faktoren der
Typen (Ar... An) und (A P) vorkommt. L&Rt man jede der linearen
Formen nur im ersten Grade auftreten — was ja, wie wir gesehen
haben, genugt —, so werden jedenfalls in unserem System alle In-
varianten des Typus

(10) (LX)(LY)

U Hierzu kommt noch ein dritter Lehrsatz, der dem Satze Ill auf S. 26
analog ist und sich auf die Erweiterung der Gruppe G durch lineare
Transformationen des Typus © bezieht.



§ 12. Spezielle simultane Systeme. 135

vorhanden sein. Dazu kommen dann noch 2(n— 1) Invarianten-
typen, die wir als Invarianten erster und zweiter Reihe unter-
scheiden wollen:

und schlieRlich die Diskriminante der Form (1 X )2oder (hJ) (LY):

Wir behaupten, daR mit den 2n-| -3Typen (9)...(12)
ein vollstandiges und kleinstes System von ganzen ratio-
nalen Invarianten der vorgelegten Grundformen ge-
funden ist.

Das heif3t, sind die gegebenen Vektoren TXX... U™ und X,
so bilde man mit Hilfe der Ausdricke (9) ... (12) alle Invarianten,
die kombinatorisch méglich sind — mit Einschluf3 derer, die
sich durch Spezialisierungen wie Y = X, V= U ergeben —
also z. B.

usw. Damit hat man dann ein vollstandiges und kleinstes System
von ganzen rationalen Invarianten der Grundformen

Dal keine dieser Invarianten identisch gleich Null und auch keine
entbehrlich ist — wenn namlich nur rationale und ganze Funk-
tionen zugelassen werden — wird man sich ohne weiteres klarmachen.
Es bleibt also nur noch zu begrinden, daR jede ganze und rationale
Invariante der vorgelegten Formen sich rational und ganz durch
Invarianten der Typen (9) bis (12) ausdrucken lalt. Auch dieses
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ist nur noch zu erweisen fur solche Invarianten unseres Systems, die
Symbole L enthalten. Jedes symbolische Produkt dieser Art gehort
aber entweder von vornherein ztfVlen aufgezéhlten, oder es ent-
halt doch zum mindesten einen symbolischen Faktor eines der auch

schon unter (11) auftretenden Typen,

Tritt der letzte dieser Faktoren auf, so wissen wir schon, daR die

Invariante reduzibel ist: Sie hat dann den (nicht nur fiktiven oder

symbolischen, sondern wirklichen) Faktor |i]. Aber auch alle anderen

Formen dieser Art lassen sich durch die aufgezahlten ausdricken.
Zunéchst namlich ist

das Doppelte dieser Form ist also eine Summe von Produkten aus
Invarianten des Typus (F J) und solchen des Typus (11,11). Tritt
an Stelle des Faktors (L2 ein solcher des Typus (L2W2W3... W,),
so erhalt man ohne weiteres eine entsprechende Reduktion.

Zweitens erhalt man durch die Substitution TS = L3 und
Multiplikation mit (LaY):

Also sind auch diese Formen Summen von Produkten, von denen
jedesmal der eine Faktor zum Typus (F X) gehért. Aber auch der
andere Faktor laRt sich in die verlangte Form setzen. Denn es ist
z.B.:
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In dieser Weise kann man fortfahren. Es ergibt sich, daR alle
Invarianten mit symbolischen Faktoren des Typus

sich rational und ganz durch solche ausdriicken lassen, die den in
unserer Tabelle aufgezahlten Typen angehoren.

Es interessiert uns nun hier besonders der Fall, in dem die vor-
gelegte Form (X X )2 nicht singulér, also ihre Diskriminante von
Null verschieden ist. Unter dieser Voraussetzung aberlaRt sich noch
eine wesentliche Vereinfachung unseres Formensystems erreichen.

Von den aufgezahlten Invarianten lassen sich die
zweiter Reihe (Nr. 11,11) rational ausdricken durch die In-
variante \L\ und durch Invarianten vom Typus der letzten
Form der zweiten Reihe

so zwar, dall in den Nennern der zu bildenden Ausdricke
nur Potenzen der Invariante \L\ auftreten.

Wir behaupten namlich, dafl die folgenden Gleichungen lden-
titaten sind:

X) Die zweireihige Determinante auf der rechten Seite der Gleichung
enthéalt in jedem ihrer Argumente {UM) (V M) die Symbole M schon im
zweiten Grade. Es hat also bereits jedes dieser Elemente schon eine reale
Bedeutung, und es ist daher nicht noétig, die Symbole M in den mitein-
ander zu multiplizierenden Gliedern mit Indizes zu versehen. Ebenso in

den folgenden Formeln.
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Es genigt, den Beweis hierfur unter der Annahme zu fuhren,
dalR die vorgelegte Form (1 1)2 nicht singulér ist. Dann aber
koénnen wir die schon nachgewiesene Reziprozitat zwischen den Formen

(LX) (LY)und

benutzen und erhalten

Damit haben wir die letzte unter den Formeln (14). Hieraus
ergibt sich dann die vorhergehende Formel, wenn man ZR= V2= L2
setzt. Es wird namlich, nach der vierten der soeben abgeleiteten

Identitaten,

was eben die vorletzte Formel unter (12) ist. In dieser Weise kann
man fortfahren.
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Wenn wir also nicht nach ganzen rationalen Invarianten
fragen, sondern auch gewisse nur-rationale Invarianten zu-
lassen, und zwar lediglich solche, in deren Nennern Po-
tenzen der Invariante \L\ auftreten, so kdnnen wir das
gefundene Invariantensystem durch ein minder umfang-
reiches System ersetzen. Es bleiben dann auBer \L\ und
den Invariantentypen

nur die Invarianten (11,1) unserer ersten Reihe Ubrig.

Durch die n -f~- 5 Typen von Invarianten des so be-
schriebenen ,reduzierten Systems“ laRt sich dann jede
ganze rationale Invariante der vorgelegten Formen rational
darstellen, und zwar derart, daB in ihrem Nenner héchstens
eine Potenz der Invariante W der gegebenen quadrati-
schen Form auftritt.

Da wir die Koordinaten der Vektoren X und U nicht
ebenfalls in den Nennern zugelassen haben, so ergibt sich
eine ganz gleichartige Vereinfachung, also ein ,reduziertes”
Invariantensystem Uberhaupt fir jedes System algebraischer
Formen, unter denen eine nicht singulare quadratische Form
vorkommt.

DaR aber fur die n -f- 5 beihehaltenen Invariantentypen eine
weitere Reduktionsmdglichkeit nicht besteht, sehen wir, wenn wir
die Form (11)2 mit der speziellen Form
identifizieren. Schreibt man namlich die Invarianten erster Reihe in
Determinantenform,

usf., so kann man ohne weiteres ganz allgemein zu den unsymbo-
lischen Ausdricken derselben Invarianten ubergehen. Abgesehen
von der Invariante \L\ der quadratischen Form, die im vorliegenden
Falle den Wert Eins hat, erhalt man dann in etwas anderer Anord-
nung und Bezeichnung die n 4 Ausdricke

und von diesen Funktionen der X, Y, U, V kann offenbar keine
durch die ubrigen ganz und rational ausgedrickt werden. Die
gefundenen n -{- 5 Formen bilden also ein kleinstes System von
ganzen und rationalen Invarianten, durch die alle Invarianten der
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gegebenen Grundformen rational ausgedrickt werden kénnen, wenn
man in den auftretenden Nennern lediglich Potenzen von \L\ zulaRt.

Das Ergebnis, zu dem wir hier gelangt sind, 148t sich noch
etwas besser formulieren. Die Koeffizienten der vorgelegten Formen
bestimmen einen Integritédtsbereich, der alle ganzen und ratio-
nalen Funktionen dieser Koeffizienten umfaftl) und als der natdr-
liche Integritatsbereich der gegebenen Kerne bezeichnet werden
darf. Dieser Integritatsbereich kann nun dadurch erweitert werden,
daR man auch noch die Potenzen von NA\ = \L\~1zulaBt. Wir
kénnen dann sagen:

Im nattrlichen Integritatsbereich der vorgelegten
Formen bilden die aufgezadhlten 2n-f-5 Typen von Inva-
rianten der Gruppe G ein vollstandiges, und zwar kleinstes
System von Invariantentypen.

Wenn aber die Invariante \L\ von Null verschieden ist,
so laBRt dieses System in dem durch Hinzufigung von \L\~1
erweiterten Integritatsbereich noch eine Reduktion zu.
Dann bilden ndmlich schon diew 4 Typen von Invarianten,

zusammen mit der Invariante w ein vollstandiges und
kleinstes System — das ,reduzierte System® — von In-
varianten der gegebenen Grundformen.

Bemerkt sei noch, dalR im Falle

die Reduktionsformeln (14) in die Formelgruppe Ubergehen, die man als
Multiplikationstheorem der Matrizen zusammenzufassen pflegt.

1) Dabei kénnen die Koeffizienten dieser Funktionen rationale Zahlen
sein oder auch einem anderen vorgeschriebenen Rationalitatsbereich
entnommen werden. Nur darf dieser naturlich die hier als veranderlich

betrachteten Koeffizienten der vorgelegten Formen nicht umfassen.
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Der erste Teil unseres letzten Satzes (die Behauptung uber die
2n-j- 5 Typen) enthalt ein Beispiel zu dem von Hilbert zuerst allgemein
bewiesenen Satze von der Endlichkeit der Invariantensysteme ge-
gebener Grundformen gegenuber der Gruppe 6r: Nimmt man aufller der
vorgelegten quadratischen Form nur noch lineare Grundformen als gegeben
an, so kennt man ein kleinstes System von ganzen und rationalen In-
varianten, durch die sich alle tbrigen rational und ganz ausdriicken lassen.
Es ist das einer der wichtigsten unter den Fallen, in denen sich ein
solches System wirklich aufstellen lait.

Zu dem Satze von der Endlichkeit der Formensysteme gehort als Er-
ganzung unter anderem, von dem hier nicht die Rede sein soll, der Satz
von der Endlichkeit der Invariantentypen in Systemen, die eine
beliebig grolRe Zahl von Formen mit gegebenen Ordnungszahlen (ju, V, ...)
enthalten; und auch dazu liefert unsere Untersuchung ein Beispiel. Die
genannte Behauptung ist von Peano bereits im Jahre 1882 fur binare
Formen (N = 2) erwiesen worden, zu einer Zeit also, da man eine Einsicht
in die Endlichkeit beliebiger Formensysteme noch nicht besaB. Gegen-
wartig liefert seine sehr einfache Beweisfihrung ohne weiteres auch diesen
Lehrsatz in voller Allgemeinheit.

Ubrigens kommt in unserem Falle (wie in anderen) alles darauf an,
daB man nicht nur die gesuchten Invarianten wirklich angeben, sondern
auch die zwischen ihnen bestehenden Abhéangigkeiten uUbersehen kann.

Au8 der ausgedehnten Literatur, die sich auf die schwierige Frage
nach der Endlichkeit der Invariantensysteme bezieht, fuhre ich nur die
folgenden Schriften an:

D. Hilbert, Math. Ann. 42, 313, 1893.

G. Peano, Atti dell’ Accademia delle Science di Torino 17, 580, 1882.

E. Noether, Math. Ann. 77, 93, 1915.

§ 13.

Die Fundamentalsatze der Algebra der Vektoren
in allgemeiner Fassung.

Wir haben nunmehr fast alle Vorbereitungen beisammen, die
notig sind, um die in § 2 behandelte Aufgabe durch ein umfassen-
deres Problem zu ersetzen, in dem an Stelle der quadratischen Form

XJ+ XJ+ — +XZ
irgend eine nicht singuldre quadratische Form (1 1) 2 tritt. Ganz
beliebig aber wollen wir diese quadratische Form zunéachst doch noch
nicht sein lassen. Es haftet namlich unseren letzten Ergebnissen ein
gewisser Mangel an Symmetrie an, der daher rihrt, da wir von den zwei
im Grunde gleichberechtigten quadratischen Formen (1/X)2 (Uy/)9
die eine ausgezeichnet hatten. Dies veranlallt uns, die zuletzt aus-
gefuhrte Untersuchung aus einem etwas abgeanderten Gesichtspunkte
nochmals aufzunehmen und zugleich ihr Ergebnis noch etwas zu er-
ganzen. Wir erhalten namlich eine vollkommen symmetrische Fas-
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sung unseres letzten Lehrsatzes, wenn wir jetzt die weitere Annahme
hinzufigen, daR die Diskriminante der quadratischen Form (X X)2
und folglich auch die der reziproken Form (UA)2 den numerischen
Wert Eins hat. In diesem Falle bedeutet naturlich die Zulassung
dieser Invariante in den Nennern rationaler Funktionen keine Er-
weiterung des vorgelegten Integritéatsbereiches.

Was die erwahnte Einschrankung fur weitere Folgen hat, wird
zu erdrtern sein; jedenfalls dirfen wir sie einmal machen, um so zu
einer in gewisser Hinsicht wenigstens einfacheren Formulierung zu
gelangen. Aber natirlich werden wir dann an Stelle der Gruppe G,
deren allgemeine Transformation von n2 unabhangigen Parametern
abhéngt, ihre Untergruppe treten lassen miussen, deren Transforma-
tionen die Determinante der vorgelegten quadratischen Form nicht
andern und also nur noch n2— 1 voneinander unabh&angige Para-
meter enthalten. Diese Gruppe besteht aus zwei getrennten ana-
lytischen Scharen von Transformationen: Wir bezeichnen sie dem-
entsprechend mit X, H. Die Transformationen von X, die fur sich
eine Gruppe bilden, haben die Determinante 1, die Transformationen
der Schar H haben die Determinante — 1.

Es ist also zunéachst die Frage nach den ganzen und
rationalen Invarianten des vorgelegten Formensystems in
bezug auf die Gruppe X und nach ihrem Verhaltnis zu den
bisher betrachteten Invarianten der Gruppe G zu stellen.

Da wir |X] = 1 gesetzt haben, so bleiben von unseren In-
varianten der Gruppe G noch n -)- 4 Typen ubrig, von denen sicher
keiner entbehrlich ist, und diese sind selbstverstandlicherweise alle noch
Invarianten, und zwar samtlich absolute Invarianten der Gruppe X.

Wir behaupten nun zunéchst, dal die Gruppe X Uberhaupt nur
absolute Invarianten hat, und daf insbesondere die ganzen rationalen
Invarianten des betreffenden Systems sich alle durch die Invarianten
der gefundenen n -\ 4 Typen rational und ganz ausdricken lassen.

Zunéachst darf wie bisher angenommen werden, daR irgend eine
zu untersuchende Invariante 3 unseres Systems in bezug auf die
Gruppe X homogen (und udberdies auch linear) ist in den Koordi-
naten jedes einzelnen der vorkommenden Vektoren Xi, U& Aus jeder
Transformation von X erhalten wir sodann eine solche der Gruppe G,
wenn wir sie mit einer Transformation der eingliedrigen Gruppe

QX — X, Q-'.U=U {Q 4z 0}

zusammensetzen. Alle Transformationen von G entstehen auf diese
Weise (und zwar jede von ihnen auf n Arten) aus Transformationen
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von r. Angewendet auf Symbole der quadratischen Formen (L X)2
(TJA)2 hat die genannte Operation die Wirkung

Jede Invariante 3 von r erweist sich damit als eine Summe,
deren Glieder (wenn ihrer mehrere sind) sich darin voneinander
unterscheiden, daR sie bei der ausgefihrten Transformation ver-
schiedene Potenzen von Q als Faktoren annehmen. Jeder der so
unterschiedenen Summanden ist dann eine (in der Regel nur relative)
Invariante der Gruppe O und folglich auf die zuvor beschriebene
Art darstellbar.

Man sieht, dalR man keineswegs alle ganzen und ratio-
nalen Invarianten der Gruppe Tldurch Spezialisierung von
solchen der Gruppe G erhalt, daB dieses aber allerdings fur
jene n-f- 4 Invarianten zutrifft, durch die sich im System

alle Ubrigen ausdricken lassenl).

In der Formulierung unseres Ergebnisses wollen wir sodann
gleich noch einige weitere Verbesserungen anbringen. Wir wollen
erstens dem Umstande Rechnung tragen, dal} alle unsere Invarianten,
soweit sie Uberhaupt von der Form (1 1) 2 abhangen, sich auf zwei
Weisen miussen schreiben lassen, einmal mit Symbolen L, dann auch
mit Symbolen A. Zweitens wollen wir das in § 2 schon angefiihrte
System von madglichst einfachen Zeichen nunmehr in einem weiteren
Umfange gebrauchen; wir wollen namlich diese Zeichen nochmals,
dabei aber so erklaren, dal sie im Falle

die fruher angegebene Bedeutung erlangen.

U Zum Beispiel ist im Falle N = 4

eine Invariante der Gruppe F, die sich aus zwei ganzen und rationalen In-
varianten der Gruppe Cf zusammensetzt, ohne selbst eine ganze rationale
Invariante dieser Gruppe zu sein. In der Tat liefert die zu G gehérige
Transformation gX = X (usw.), g—lL = L, den Ausdruck

der ebenfalls eine Invariante von T, in der Regel aber von 34 verschieden

Z/| = 1 Q: V 1mit\]* zusammenfallende

ist. Dagegen ist der im Falle V
Ausdruck

in einem weiteren Sinne noch Invariante von G. Ist \L\ nicht gerade das
Quadrat eines rationalen Ausdruckes, so ist er eine irrationale algebraische
Invariante der Gruppe G. Vvgl. S. 99.
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So erhalten wir an Stelle des letzten Satzes in § 12 schlieBlich
den folgenden Lehrsatz, der zugleich die Definition der verallge-
meinerten Zeichen (X]]T), (U\V) usw. enthalt:

Zur Gruppe J7 der linearen Transformationen von der
Determinante Eins eines Gebietes nt6l Stufe gehéren nur
absolute Invarianten.

Insbesondere gibt es im System einer quadratischen
Form (LX)2 {oder (UA)i\ von der Diskriminante Eins und
einer unbegrenzten Zahl von linearen Formen, die verander-
lichen Vektoren beider Schichten entsprechen, ein voll-
standiges und zugleich kleinstes System von ganzen und
rationalen Invarianten der Gruppe/7die sich auf die in den
folgenden Tafeln (1), (2) aufgezdhlten n 4 Typen verteilen:

(D

(2
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Die unter (1) aufgezahlten Typen ,elementarer Invarianten“
von I sind auch absolute Invarianten gegenuber Transformationen

der Gruppe I', H, die Typen (2) aber nehmen bei Transformationen
von Il den Faktor — 1 an.

Sei insbesondere

wo wegen IL I = 1 die Differenz n—u eine gerade Zahl sein muR,
so wird

und, nach der Definition unter (2),

Da allgemein die unter (2) einander gleichgesetzten Invarianten
sich héchstens um Zahlenfaktoren wirden unterscheiden kénnen, so
genugt dieser Spezialfall schon, um die Gleichheit der zwei Ausdricke
far (X1 ... XvUAL.. Un) zu begriinden. Aber natirlich kann
man dasselbe auch durch symbolische Rechnung erweisen. Es ist z. B.

was, abgesehen von der Bezeichnung, die zweite Formel unter (2)
ist; usw.

Study, Invarianten. 10
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Mit der zuletzt behandelten Aufgabe muf3 nun ohne Zweifel eine
andere im engsten Zusammenhange stehen: Die Aufgabe namlich,
alle ganzen und rationalen Invarianten der Formen (Ui7tX), (B I K
gegenuiber der Gruppe der automorphen linearen Trans-
formationen des Formenpaares (X X)2 (TJA)2 zu finden. Und es
fragt sich nunmehr, welches dieser Zusammenhang ist. Es fallt
also jetzt die Grundform (L X)a und was direkt von ihr abhangt
weg, dafur aber werden die nach wie vor gegebenen linearen Formen
nur noch solchen linearen Transformationen unterworfen, die die
eine und folglich auch die andere der Formen (X X)2 (TJA)2 repro-
duzieren.

Ist X Zeichen fiur eine solche ,automorphe“ Transformation der
beiden quadratischen Formen, und © Zeichen fur die mit (X X)2
(TIA)2 verbundene (,korrelative*) lineare Transformation, so ist
nach § 12

oder deutlicher

woflur man auch schreiben kann

und nach Formel (9), § 8:

Hier stehen die Zeichen

als Abkurzungen fiur die zueinander kontragredienten Transforma-
tionen

und ebenso sind, da nach Voraussetzung

Abktrzungen fur die zueinander kontragredienten und zugleich rezi-
proken Transformationen
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W ir schreiben die Formeln (5) ... (7) auch noch ausfuhrlich,
und erhalten dann

Die in { } beigefligten Zeichen sollen andeuten, dall es sich um
Gleichungen handelt, die identisch fur alle vorkommenden Vektoren
X, Y, U V erfullt sein sollen. Jede dieser identischen Gleichungen
zieht dann alle Gbrigen nach sich, wenn — wie vorausgesetzt —
die geordneten Formen

Symbole kontragredienter Transformationen sind. Mit Hilfe der
unter (1) eingeflihrten Zeichen aber lassen sich dieselben Gleichungen
noch einfacher schreiben. So erhalten wir schlielflich die Formeln

deren jede nach wie vor eine Folge von jeder anderen ist. Ins-
besondere zeigen die Formeln (7*), was wir, unter einer umfassen-
deren Voraussetzung, schon friher bemerkt hatten: Sind die kontra-
gredienten Transformationen mit den Symbolen (a) automorphe
Transformationen des Formenpaares (11)2, (UA)2, so sind die
Koeffizienten einer jeden von ihnen lineare Funktionen der Koeffi-
zienten der anderen, wie schon im Spezialfall der orthogonalen Trans-
formationen. Ferner ergibt sich:
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Die automorphen linearen Transformationen der
Formen (L X)2 {TJA)2umfassen zwei getrennte analytische
(und also im komplexen Gebiet immer kontinuierliche)
Transformationenschichten, derart, daBdie einzelne Trans-

formation einer jeden Schicht von wesentlichen

Parametern abhangt. Beide ,Schichtenlunterscheiden sich
durch den Wert der Transformationsdeterminante, der
entweder 1 oder — 1 sein muB.
Zunéchst folgt namlich aus (5) oder (5*), daR die Diskriminanten
der kontragredienten Formen (a) einander gleich sein miussen,
also ist, nach Kr.(8) S. 108 DaR
beide Mdglichkeiten tatsachlich vorliegen, sieht man am Spezialfall
der orthogonalen Transformationen. Und dafR die Transformationen
einer jeden von beiden Arten ein einziges analytisches Kontinuum
bilden, kann ebenfalls durch den Hinweis auf diesen gelaufigen
Sonderfall erschlossen werden, da sich jedes Formenpaar
durch lineare Transformationen in das Formenpaar
Uberfihren 1aRt, und dabei die automorphen Transformationen
des ersten Paares in die des zweiten Ubergehen missen. Zugleich
findet man auf diese Art auch die angegebene Zahl der wesentlichen
Parameter in den Transformationen (a), d.h. die Dimensionen-
zahl der beiden von ihnen erfillten analytischen Mannigfaltigkeiten *).

U Ohne auf die Frage nach einer erschopfenden Parameterdarstellung
der orthogonalen Transformationen naher einzugehen, kann man etwa
so schliefen: Zun&achst kann man schon durch eine eigentliche orthogonale
Transformation jeden Vektor, der der Bedingung (X IX) == 0 genugt, in
einen solchen uberfuhren, der zu dem Vektor Xx= {1, 0, 0, ...} pro-
portional ist. (Vgl. S. 30). Hierauf jeden Vektor, der den Bedingungen
(Xx]Y) = o, (Y IY) ~ 0 genugt, durch eine eigentliche orthogonale
Transformation von N— 1 Veranderlichen in einen Vektor, der zu dem
Vektor X2= {0, 1, 0, ...} proportional ist, usw. Man hat dann nur
noch diskrete eigentlich-orthogonale Transformationen zu untersuchen,
solche namlich der besonderen Form + XK= XTf und diese lassen sich
alle durch Transformationen der Form

kontinuierlich erzeugen. Zugleich ergibt sich die Zahl der wesentlichen
Parameter unserer Gruppe,
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Wir unterscheiden jetzt die Transformationen unserer zwei
Schichten, die naturlich zusammen eine Gruppe Yy, n bilden, als
eigentliche und uneigentliche automorphe Transformationen
der Formen (L X)2 (U A)2 entsprechend der schon hei den ortho-
gonalen Transformationen getroffenen Unterscheidung. Die eigent-
lichen Transformationen — die der Schicht y — bilden dann fir
sich eine Gruppe, und zwar eine Untergruppe der zuvor be-
trachteten Gruppe ' wahrend die Transformationenschicht n in Il
enthalten ist.

Nunmehr koénnen wir schlieBen, da die unter (1) und (2)
zusammengestellten Invarianten der Gruppe ' in einem anderen
Sinne, auch Invarianten der Gruppe y sind, auf die es uns jetzt
zunédchst ankommt. Der Unterschied ist der, daf wir vorher bei
unseren Transformationen die quadratischen Formen (L X)2 (U A)2
hatten mitgehen heillen; wir hatten ja, ganz wie bei beliebigen
Formen,

zu setzen, um die Ausdriicke (1) und (2) als Invarianten der Gruppe I
zu erkennen. [Vgl. Nr.(3), S.106]. D. h,, nach Ausfihrung einer
linearen Transformation von I' konnten wir ein Paar quadratischer
Formen mit anderen Koeffizienten erhalten. Nunmehr aber treten
an Stelle der Formeln (8) die einfacheren

oder, nach Umstanden, die wegen der Paarung der Symbole L und A
damit hier gleichbedeutenden

Unsere jetzige Voraussetzung ist ja, dall die quadratischen
Formen (L X)2 (U A)2 ganz in Ruhe bleiben, daR sie, geschrieben in
Veranderlichen X und U denselben Kern (dieselben Koeffizienten)
erhalten.

Das hiermit gewonnene Ergebnis laRt sich noch einfacher aus-
drucken. Wir nehmen jetzt, nachdem wir den Begriff der Gruppe y
gebildet haben, die Formen (L X)2 (UA)2schon von vornherein
nicht mehr in den Bereich der zu transformierenden algebraischen
Formen auf, fragen also nur nach solchen ganzen und rationalen
Funktionen der Koordinaten der Vektoren X und U, die sich nach
Ausfihrung der Transformationen (a) mit einem Faktor reproduzieren.
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In den Koeffizienten dieser Funktionen aber lassen wir die Koeffi-
zienten von (L X )2 und (UA)2 nach wie vor zu, nur daB wir sie
jetzt als Konstanten behandeln. In diesem Sinne ist dann die
folgende Behauptung zu verstehen, deren begrifflicher Inhalt durchaus
nicht mit friher aufgestellten, ahnlich klingenden Lehrsatzen ver-
wechselt werden darf:

I. Die unter (1) und (2) zusammengestellten Ausdricke
bilden ein vollstdndiges und kleinstes System von ganzen
und rationalen (dazu notwendig absoluten) Invarianten
beliebig vieler Vektoren X, U gegeniber der Gruppe y der
eigentlichen automorphen Transformationen der quadrati-
schen Formen (LX)2 (UA)2

Die Ausdricke (1) sind dann auch noch absolute Invarianten
der Gruppe y, n wéahrend die Ausdrucke (2) bei den Transformationen
von n alle den Faktor — 1 annehmen. Wenn aber die quadratische
Form (L X)2 {oder (U A)2} eine Summe von Quadraten wird, so
reduzieren sich die Ausdricke (1), (2) auf die, die wir in § 2 be-
handelt hatten, und umgekehrt entspricht jedem solchen System, in
dem einige der Vektoren mit X, einige mit U bezeichnet
sind, wieder ein System von Ausdricken (1, 2), das aus jenem eben
durch Transformationen von I' hervorgeht. Hiermit haben wir nicht
nur die gesuchte Erweiterung des Satzes | in § 2, sondern es ist
auBerdem auch noch klargestellt, in welcher Beziehung
der Satz | zur Invariantentheorie der umfassenderen
Gruppen ' H und G steht. Wir haben zuerst ein vollstandiges
und kleinstes System von (zum Teil nur relativen) Invarianten der
Gruppe @ im System der quadratischen Form (L X)2 und beliebig
vieler linearer Formen gebildet. Durch Erweiterung des betrachteten
Integritatsbereiches, namlich durch Hinzufigung von |L]—L konnten
wir sodann dieses System noch vereinfachen, wir konnten zum
reduzierten System von Invarianten derselben Grundformen
ubergehen, unter die nun auch die zu (L X)2 reziproke Form (U A)2
aufgenommen werden konnte. Aus diesem reduzierten System
erhielten wir sodann ein ebenfalls vollstandiges und kleinstes System
von Invarianten, wieder von denselben Grundformen, gegeniber der
Gruppe I', H durch die Spezialisierung |L] = 1. Und aus diesem
letzten System endlich ergab sich das in dem Lehrsatze | beschriebene
System von Invarianten der Gruppe Yy, n dadurch, dafl aus der
Mannigfaltigkeit der verdnderlichen Formen die beiden quadratischen
Formen (L X)2 und (UXA)2 weggelassen wurden. Ferner aber ergibt
sich auch noch das folgende sehr wesentliche Resultat:
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Die in §2 ermittelten Identitaten zwischen elementaren
orthogonalen Invarianten finden sich vollstdndig und im
wesentlichen unverandert im System der Invarianten

der durch
die quadratischen Formen (XX)2 (UA)* bestimmten Gruppe
y, j wieder.

Alles was man namlich zu tun hat, um aus irgend einer jener
Formeln die entsprechende umfassendere Formel zu erhalten, besteht
darin, dal man an Stelle einiger Zeichen X oder Y Zeichen U
oder V setzt, und dann, wo die Verbindung (U X) auftritt, (Z7X)
dafur schreibt*). Aus jeder richtigen ldentitat geht auf diese Art
wieder eine richtige Identitat hervor, und ebenso gilt das Umgekehrte.
Insbesondere verhalten sich auch die Invarianten

ganz wie Determinantensymbole. Sie sind ja Determinanten
(S. 135) und wechseln demnach ihre Vorzeichen, wenn man zwei der
vorkommenden Zeichen Xj, Xjc oder Ui, Uk oder auch zwei Zeichen

wie Ziic vertauscht: Alles das geht aus unseren Formeln (1)
und (2) unmittelbar hervor.
Es gelten also auch die S&atze Il und Ill des § 2 mit der

einzigen Anderung, daR an Stelle aller einzelnen Zeichen
X und Y, die Vektoren erster Schicht bedeuten, nach Be-
lieben die Zeichen U und V von Vektoren zweiter Schicht
substituiert werden kénnen. Den so entstehenden neuen
Zeichen, die unter (10) und (11) aufgezahlt sind, ist dann
die unter (1) und (2) angegebene Bedeutung heizulegen.

Natirlich beruht diese Leichtigkeit des Operierens lediglich
darauf, dall wir von vornherein die anzuwendenden Zeichen sorg-

X) Eine solche Anderung der Bezeichnung ist offenbar entbehrlich,
sobald N > 2 ist; wir héatten unter dieser Voraussetzung ebensogut die
zeichen (X |Y) und (U\V) durch (X 1) und (UV), oder umgekehrt
(UX) durch (Z7]X) ersetzen konnen. Im Falle N = 2 aber wirde
dann, wie schon bemerkt, eine Mehrdeutigkeit entstehen. Aber auch im
allgemeinen Falle kann die im Texte benutzte Bezeichnungsart der grolReren
Deutlichkeit dienen, indem sie daran erinnert, wie die Invariantentheorie
der Gruppe Y zur Invariantentheorie der Gruppe U in Beziehung ge-
bracht werden kann. Ist dieses einmal klargestellt, so mag man die
Vertikalstriche wieder weglassen. Wir behalten sie indessen bis auf
weiteres noch bei.
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faltig, und zwar mit Rucksicht auf eine mdglichst einfache Fassung
dieses unseres Hauptergebnisses gewahlt hatten.

Im Grunde haben wir es also in der Theorie der auto-
morphen Transformationen der quadratischen Formen
(LX)2 (UA)2 ganz wie in der spezielleren Theorie der
orthogonalen Transformationen, nur mit zwei Invarianten-
typen,

zu tun.

Hierin liegt ein wesentlicher Unterschied zwischen der
Invariantentheorie der Gruppe y, n und der der zuvor
betrachteten Gruppe I' H. In der Theorie der Gruppe I' H ist
es keineswegs Uberflussig, alle Vektoren zweimal zu setzen, ihre
Mannigfaltigkeit, wie wir uns ausgedrickt hatten, mit zwei Schichten
zu Uberdecken, trotzdem daR auch in diesem Falle die Vektoren
beider Schichten in bestimmter Weise gepaart sind,

Denn so gepaarte Vektoren werden durch die Transformationen von
', H auf verschiedene Arten untereinander vertauscht, es entsteht
durch Anwendung einer Transformation von ' H eine neue Paarung,

Ganz anders als die hier betrachteten gepaarten quadratischen Formen
(L X)2, (UA)2 verhalten sich singuléare quadratische Formen (die mit ver-
schwindenden Diskriminanten), auf deren Theorie wir hier nicht eingehen
koénnen.

5 14,
Fortsetzung und Zahlenbeispiel.

Die im vorigen Paragraphen geschilderte einfache Gestaltung
unserer Theorie war insofern etwas teuer erkauft, als zur Uber-
fihrung einer nicht singularen quadratischen Form in eine solche
von der Determinante Eins in der Regel das Ausziehen einer nten
Wourzel nétig ist, also eine irrationale Operation, die im Falle einer
reellen Form zudem nicht einmal immer auf reellem Wege ausgefuihrt
werden kann. Es ist aber nicht schwer, diesen Ubelstand zu ver-
meiden; nur muf man dann auf eine vollkommene Symmetrie der
Formeln verzichten.

Um auch jetzt wieder zu moglichst einfachen Ausdrucksformen
zu gelangen, werden wir neben einigen der bisher benutzten Zeichen
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noch andere verwenden, die wir von jenen durch Gebrauch fetter
Klammern unterscheiden. Als quadratische Grundform wollen wir
eine solche mit Veranderlichen zweiter Schicht benutzen, die wir mit
{TJA)2 bezeichnen. In den zu betrachtenden Integritatsbereich
nehmen wir, als reine Konstanten, alle Koeffizienten von (UA)2 und
dazu noch den reziproken Wert der Invariante JA Jauf. Dann lassen
sich unsere Hauptséatze I, Il, 11l im Ubrigen ganz unverandert auf
den Fall einer beliebigen von Null verschiedenen Diskriminante
Ubertragen, wenn wir an Stelle der Invariantentypen des § 13 die
folgenden n -j- 4 Ausdricke treten lassen:

(wobei

zu setzen ist. (TJA)2 und (1 1)2 sind dann reziproke Formen, es
ist also S |

Wir haben diesmal unter (1) und (2) alle elementaren In-
varianten der Gruppe Y, 1j der automorphen Transformationen von
(UA)2 zusammengestellt, die nur von Vektoren erster Schicht oder
nur von solchen zweiter Schicht abhangen; die Formeln (3) und (4)
enthalten die Ubrigen elementaren Invarianten, die also, in denen
Vektoren erster und zweiter Schicht zusammen Vorkommen.

*) Man beachte den Faktor |A |in der ersten dieser Formeln.
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Man hat dann noch die Reduktionsformeln

Zwischen den Invarianten der beiden unter (1) aufgefuhrten
Arten bestehen dann die identischen Gleichungen

von denen sich nur die zweite von der entsprechenden ldentitat des
§ 2 durch das Auftreten des Faktors JA | rechter Hand unterscheidet.
Aus den Formeln (A) und (B) entstehen dann, wie friher, Gberhaupt
alle identischen Relationen, die zwischen Invarianten von Vektoren
erster Schicht stattfinden. Die Ausdricke (2 bis 4), die aul’erdem
Vektoren zweiter Schicht oder nur solche enthalten, entstehen aber
aus den Ausdrucken (1) durch Substitutionen der Form

man kann also alle Relationen, die zwischen den Ausdricken (1)bis(4)
bestehen, mechanisch aus den Formeln (A) und (B) und ihren
Folgerungen dadurch erhalten, daB man in den linker Hand ein-
gefuhrten Symbolen an Stelle der Zeichen X, Y Zeichen U, V sub-
stituiert. Hiermit ist die Ubertragung der Lehrséatze unseres
§ 2 auf den vorliegenden Fall bereits vollzogen. Sie brauchen
nicht erst noch besonders formuliert zu werden. Substituiert man
z.B.in (B) Yfc = (UkA”™Ajc, so hebt sich beiderseits der Faktor \A\
heraus, und man erhalt wieder das Multiplikationstheorem der Deter-
minanten.

auf dem eben das Bestehen der ldentitat (B) beruht.

Wir erlautern das Vorgetragene durch ein fur Anwendungen
besonders wichtiges Zahlenbeispiel, indem wir (nunmehr unter
Zahlung der Indizes von 0 bis 3)

und also
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setzen ¥. Ein vollstandiges und kleinstes System von Typen elemen-
tarer Invarianten der Gruppe y, r], die aus den eigentlichen auto-
morphen Transformationen der Formen (5) und (6) besteht, wird
dann von den folgenden Ausdricken gebildet:

Die Zusammenfassung aller zwischen diesen Ausdricken be-
stehenden nicht weiter zu reduzierenden Identitdten in nur zwei
Formeln wird dann mit Hilfe der hier eingefuhrten Zeichen, die alle
reellen Invarianten auch in reeller Form darstellen, auf die ein-
fachste Weise erreicht: Man hat, wenn nun Vektoren erster oder
zweiter Schicht einfach mit Ziffern bezeichnet werden, ganz allgemein

Nur ziehen wir der Folgerichtigkeit halber es auch hier noch
vor, die bilineare Invariante eines Vektors erster Schicht und eines

X) Ich lasse hier die Indizes von 0 bis 3 laufen, um nicht bei ge-
legentlicher Darlegung der Beziehung unserer Theorie zur Theorie der
Biquaternionen die Bezeichnungen andern zu mdussen.

2) Man beachte das -j— Zeichen in der zweiten dieser Formeln.
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solchen zweiter Schicht nicht durch das Zeichen (Z7 |X), sondern, wie
zuvor, durch das Zeichen (UX) darzustellen. Z. B. ist identisch

Aus dem Vorgetragenen ist zu ersehen, dall zwar keineswegs
alle Invarianten der Gruppe vy, 1j, wohl aber, unter anderen, die unter
(1) bis (4) aufgezdhlten elementaren Invarianten dieser Gruppe in
einem weiteren Sinne des Wortes auch noch Invarianten (namlich
absolute oder relative Invarianten) einer umfassenderen Gruppe sind,
die dadurch erhalten wird, daB man die Gruppe y, 1j mit der ein-
gliedrigen ljrruppe

zusammensetzt, die etwa als Gruppe der Streckungen bezeichnet
werden soll. Die so erhaltene neue Gruppe, deren Transformationen
von einem Parameter mehr abhangen als die der Gruppe y, 1, soll
Gruppe der hemiautomorphen Transformationen der
quadratischen Formen (11)'2 (TJAy oder (X;X), (U\U) ge-
nannt werden. Sie umfalt, wenn die Stufenzahl n gerade ist, gleich
ihrer Untergruppe vy, 1j selbst, zwei getrennte Schichten von (kom-
plexen) Transformationen, bei ungeraden Werten von n aber nur
eine einzige Transformationenschicht. Unter ihren Transformationen
sind zwei Transformationen der Gruppe y, 1j enthalten: AuBer der
identischen Transformation ,die Diametralspiegelung® — X = X,
— U — U, die bei geraden Werten von n zur Gruppe Yy, bei un-
geraden Werten von n zur Schar rj gehért. Man kann bei un-
geraden Werten der Stufenzahl (im komplexen Gebiete) durch
hemiautomorphe Transformationen unserer quadratischen Formen
hindurch von eigentlichen automorphen Transformationen zu un-
eigentlich-automorphen kontinuierlich UUbergehen, bei geraden
Werten der Stufenzahl aber nicht.
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Bedienen wir uns, je nach Umsténden, des Zeichens g, h oder
des Zeichens g fur die soeben besprochene Gruppe, so kann das
gegenseitige Verhaltnis der uns hier naher angehenden Gruppen
durch die folgenden Schemata verdeutlicht werden:

Ein Doppelstrich zwischen zwei Gruppensymbolen deutet an,
daR die umfaBte Gruppe in der umfassenden invariant ent-
halten istl).

Wir wollen nun die elementaren Invarianten der Gruppe g, li
oder g, die ja schon aus dem Vorhergehenden abgelesen werden
kénnen, nochmals unmittelbar bestimmen.

DaR die zueinander reziproken Formen (. X)2 oder (X X) und
(UA)2oder (U\ U) (und dann auch ihre Polaren) nach Ausfuhrung
einer geeigneten Transformation der Gruppe & mit einem Faktor
reproduziert werden sollen, der von den transformierten Verander-
lichen X und U nicht abhangt, laRt sich, unter anderem, ausdricken
durch Gleichungen, die den Gleichungen (6) in § 13 analog sind und
sie umfassen.

Wir gehen aus von den fur jedes Paar reziproker bilinearer
Formen geltenden Identitaten

und drucken dann, daR die Form (L X )2 bei einer der zu betrachten-
den Transformationen in ein Multiplum ihrer selbst Ubergefuhrt
werden soll, etwa so aus:

U Sind © und % zwei Transformationen irgend zweier Gruppen ©
und g, von denen g als (echte) Untergruppe in © steckt, und ist, bei jeder
Wahl von © und X aus diesen Gruppen, £ = ©—1£ © immer wieder
eine Transformation von g, so sagt man, g sei eine invariante Unter-
gruppe von ©, oder die Gruppe g sei in © invariant enthalten.
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Schreiben wir in dieser Gleichung, die ja fir alle X und alle Y
bestehen soll, X und Y an Stelle von X und Y, und substituieren
wir dann

so erhalten wir

und also nach (9):

Zu den Gleichungen (a) und (b) sind dann korrelativ (reziprok)
ebenfalls identische Gleichungen derselben Form

Dafl nadmlich die in (a) und (c) auftretenden Proportionalitéts-
faktoren denselben Wert haben muissen, erkennt man, wenn man
X = Y= Aund 7= V = L setzt. Wir sehen also, dal — unter
anderen — jede einzelne der vier Gleichungen (a), (b), (c), (d) oder
also jede der identisch zu erfullenden Gleichungen

die Ubrigen nach sich zieht und charakteristisch ist fur die hemi-
automorphen Transformationen des Formenpaares (X X), (77 77).
Die auftretenden Proportionalitatsfaktoren sind simultane Invarianten
der Formen (X C) (z/ 77) und (_LX)2; sie haben die zueinander rezi-
proken Werte
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LaRt man die betrachteten Transformationen sich auf Streckungen
reduzieren [Nr. (8)], setzt man also

so folgt

Nun zieht die Substitution

die Gleichung
und nach (10) auch die Gleichung

nach sich. Andererseits ist

(B, S. 154). Hieraus folgt, daf

sein muB.

Es sei nun zuerst

Dann ist entweder Jn2= |C|] oder Jnl2= — JC\. Im ersten
Falle nennen wir die Transformationen

eigentlich, im zweiten uneigentlich. Wir erhalten zwei ana-
lytische Transformationsscharen, die schon erklarten Schichten g und li.
In beiden Fallen laRt sich eine sonst irrationale Wurzelgrée, eine
Potenz der Transformationsdeterminante mit gebrochenem Expo-
nenten, rational erklaren, namlich entsprechend der getroffenen Unter-
scheidung :

Potenzen von Je und Ju mit ganzzahligen Exponenten liefern
dann die Faktoren, mit denen die Ausdrticke (1) bis (4) bei Aus-
fuhrung der kontragredienten Transformationen
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reproduziert werden; die Formeln (a) bis (d) liefern das Gleichungs-
system

Dabei gelten die oberen Zeichen, wenn es sich um eine eigentliche,
die unteren, wenn es sich um eine uneigentliche Transformation
handelt. Zwei Typen absoluter Invarianten der Gruppe g finden
sich also schon unter diesen elementaren Invarianten (U X) und
(Xj ... XnR2ef ... 7n/2).

Es sei jetzt zweitens

[

Es gibt dann nur eine Schar von hemiautomorphen Transforma-
tionen der quadratischen Formen (X X)2 (Z7~/)2 und diese bilden
die analytische Gruppe g. Wir kdnnen dann eine rationale Invariante
(der Gruppe Q) durch die Formel

erkléaren Dieses K ist eine Funktion ersten Grades der Koeffi-
zienten von (X C) (UT) (wahrend Je und Ju vom zweiten Grade
sind). An Stelle der Formeln (15) treten nunmehr die folgenden:
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Die ersten drei dieser Invarianten nehmen also Potenzen von
K mit geraden Exponenten als Faktoren an, die Ubrigen, die die
Gestalt von Determinanten haben, Potenzen mit ungeraden Expo-
nenten; und hierauf beruht es, daR im Falle der Untergruppe vy, 1),
dann namlich, wenn

und

ist, die Gleichungen (15) und (17) der Form nach ubereinstimmen.
Man kann sich die Formeln (15) und (17) leicht merken, wenn
man bedenkt, daR die Gruppe g ja die Streckungsgruppel

oder

enthalt, und daB daraus schon sich die Faktoren ergeben, mit denen
die aufgezahlten elementaren Invarianten reproduziert werden.

Der Leser mdge sich im einzelnen deutlich machen, worin sich
die Invariantentheorien der besprochenen Gruppen voneinander
unterscheiden; denn nur die elementaren Invarianten, aifs
denen sich alle Invarianten zusammensetzen lassen, sind
fur alle diese Gruppen dieselben.

§ 15-
Verschiedenartige Ergdnzungen.

Irrationale Kovarianten von bilinearen Formen und von Paaren
gquadratischer Formen.

Auf die Beziehungen des Vorgetragenen zur projektiven Geo-
metrie sind wir schon friher (§ 5 bis 7) etwas eingegangen. Jetzt
soll dieser Stoff nochmals aufgenommen werden, besonders mit Rick-
sicht darauf, daR in dem weitaus gréRten Teile der Literatur nicht
sowohl die Theorie der hier betrachteten Gruppen, als vielmehr eben
die projektive Geometrie im Vordergrinde steht. Ohne Zweifel beruht

0 Die Streckungsgruppe ist eine sogenannte ausgezeichnete Unter-
gruppe nicht nur von ¢, sondern auch noch von 6r, d. h. alle ihre Trans-
formationen sind mit denen der Gruppe G vertauschbar.

Study, Invarianten.
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ein groBer Teil des Interesses, das das zuvor Gesagte etwa haben
mag, auf der Mdglichkeit seiner Anwendung in der projektiven Geo-
metrie.

snvarianten* der Kollineationsgruppe ©.

Wie bemerkt, unterscheidet sich die Invariantentheorie der
Gruppe r, Il (oder irgend einer anderen Untergruppe von 6r mit
n2— 1 wesentlichen Parametern) gar nicht von der Invarianten-
theorie der Gruppe G selbst, soweit es sich nur um ,elementare
Invarianten handelt, ndmlich um die ganzen und rationalen Inva-
rianten, aus denen sich alle solchen als rationale ganze Funk-
tionen zusammensetzen lassen. Diese elementaren Invarianten aber
sind homogene Funktionen aller an ihrer Bildung beteiligten Kerne
(Vektoren usw.). Sie &ndern sich also nur um Zahlenfaktoren, wenn
man alle diese Kerne multiplikatorischen Anderungen unterwirft, und
zwar jeden einer anderen, z. B. im Falle von Vektoren

Es liegt dann der Gedanke nahe, Uberhaupt nur noch auf die
Verhéaltnisse der Koordinaten der zu betrachtenden Vektoren usw.
zu achten und die linearen Transformationen ebenfalls nur noch als
Transformationen von VerhéaltnisgréBen zu behandeln.

Dieses ist im wesentlichen der Standpunkt, den, ausgehend von
Problemen der zu ihrer Zeit vorliegenden Geometrie, die Begrinder
der Invariantentheorie solchen Problemen gegeniber eingenommen
haben und den auch die meisten ihrer Nachfolger einnehmen. Statt
von ,Vektoren erster Schicht* spricht man in diesem Zusammen-
hénge gewodhnlich von Punkten (vgl. 8 1 und 3): Ein Punkt ist
eben ein System von n VerhaltnisgroRen

der Inbegriff aller Punkte ist das projektive Punktkontinuum
(von wter Stufe oder von n — 1 ,komplexen Dimensionen®), dem (im
Gegensatz zum Kontinuum der Vektoren) der Charakter der Abge-
schlossenheit zukommt. Die Koeffizienten einer linearen Trans-
formation werden dann ebenfalls als VerhéaltnisgréRen zu betrachten
sein, was man vielfach dadurch zum Ausdruck bringt, dall man an
Stelle der Gleichungen (1,1) — S. 111 — Gleichungen mit einem Pro-
portionalitatsfaktor treten 1aRt, der willktrlich bleibt, auf den es in
diesem Zusammenhénge aber nicht ankommt:
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Entsprechendes gilt von Vektoren zweiter Schicht; an Stelle der
Gleichungen (1, I1) — S. 111 — laRt man Gleichungen der Form

treten. Die Verh&ltnisgroRen

kénnen dann einfach als Koeffizienten linearer Gleichungen

aufgefalRt werden, deren Veranderliche den Gleichungen (2) unter-
worfen werden. Man spricht von ihnen als den Koordinaten eines
~Punktes“ (zweiter Schicht, nach unserer Terminologie) im Falle
n — 2, einer ,Geraden“ im Falle n = 3, einer ,Ebene* im Falle
n = 4 usw.: Allgemein heiflen die genannten VerhéltnisgréBen Ko-
ordinaten eines kurzweg mit TJ zu bezeichnenden ,Gebietes (n— I)ter
Stufe“ oder einer ,linearen Mannigfaltigkeit* von n — 2 (komplexen)
Dimensionen. Die Gleichungen (2) und (3), deren Zusammenbestehen
die ,vereinigte Lage“ von TJund X nicht stért, die namlich be-
wirken, daB das Bestehen der Gleichung (UX) = 0 das Bestehen
der Gleichung (TJX) = 0 zur Folge hat, bilden die Gruppe aller
Kollineationen *) des Gebietes ntl Stufe (eben des projektiven
Kontinuums).

Wir werden diese aus der Geometrie wohlbekannte Gruppe,
entsprechend dem hier angewendeten System von Bezeichnungen,
kurzweg die Gruppe © nennen. Sind dann Tx und T2zwei Trans-
formationen der Gruppe G2, so daB IN\T2— Tawird, und sind
£d ~2i ~3 die entsprechenden Transformationen von ®, so folgt

= ¢31 wahrend der umgekehrte Schlu nattrlich nicht ge-
zogen werden kann. Nach der in der Gruppentheorie ublichen
Terminologie sagen wir: Die Gruppe®© ist meromorph zur
Gruppe G (sowie zu den zuvor genannten invarianten Untergruppen
r; r, Il usw. der Gruppe G).

Kommt es auf die Gruppe © an, so liegt kein dringender Grund
mehr vor, die Transformationsgleichungen (3) gerade so zu schreiben,
wie hier geschehen, so namlich, daR in die Definition der Koeffi-

U Nach der Terminologie von S. Lie: ,Die allgemeine projektive
Gruppe“. Unsere Gruppe G ist nach derselben Terminologie ,die allgemeine
lineare homogene Gruppe“, T heiBt ,die spezielle lineare homogene Gruppe*“.

2) Ich brauche also hier die Zeichen etwas anders als zuvor. T, und
T2 sind jetzt das, was vorher und %2 hiel3.

11+
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zienten D™ ein gemeinsamer Nenner |G| aufgenommen wird. Glei-
chungen der Form

wo nunmehr

wirden dasselbe leisten, allerdings unter Zerstérung der vollkommenen
Symmetrie zwischen den Transformationsformeln fur X und U: Man
bleibt dann im Bereich der ganzen Funktionen, auch in den Trans-
formationsformeln. Oder man kann zur Darstellung der Transforma-
tionen von © Uberhaupt nur Transformationen der Gruppe T1be-
nutzen — lineare Transformationen also von der Determinante Eins J).
Der gegenuber unseren bisherigen Betrachtungen eingetretenen Ver-
schiebung des Interesses entspricht dann eine Verschiebung des In-
variantenbegriffs :

Als Invarianten der Gruppe © erklaren wir die all-
seitig-homogenen Invarianten der Gruppe 6r2 (oder, was
hier auf dasselbe hinauskommt, der Gruppe T' oder der Gruppe
r, H usw.. Die Werte dieser Invarianten haben dann fur die
Theorie der Gruppe © keine Bedeutung, auller in dem Falle, wo sie
gleich Null sind: Bedeutungsvoll werden erst die Quotienten solcher
Invarianten, aus denen sich bei linearen Transformationen die etwa
vortretenden Faktoren wieder wegheben. Entsprechend hat man
dann solche Quotienten — die homogen und vom Grade Null sein
missen in den Koordinaten aller auftretenden X, U usf. — als
absolute Invarianten (der Gruppe ©) bezeichnet3).

Der Unterschied dieser ublichen Begriffe gegentber denen, die
in der vorliegenden Untersuchung angewendet worden sind, mag
durch ein Beispiel verdeutlicht werden. Wir setzen etwa n — 3
und stellen dann die Transformationen von © so dar:

Es folgt dann (abweichend von unseren friheren Formeln):

U Verlangt man, daB reelle Transformationen von © auch reell dar-
gestellt werden sollen — was sachgemafl ist —, so mufR bei geraden Werten
der Stufenzahl N an Stelle der Gruppe F die Gruppe F, H treten.

2 T.F, S.4 — 8 T.F., S.10. — 4) T.F., S. 33
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{XYZ), (UX), (UVW) sind die verschiedenen Typen ,elementarer*
Invarianten der Gruppe ©. lhre Werte sind, wie gesagt, in der Regel
bedeutungslos, da sie durch Transformationen der Form (1) beliebig
gedndert werden kénnen. Wohl aber stellen die Gleichungen
(XYzZ) = 0, (UX) = 0, (UVW) = o0
Beziehungen $ar, die durch Transformationen von © nicht zerstért
werden kdnnen. Absolute Invarianten im Sinne der Theorie der
Gruppe © sind rationale Ausdricke, im einfachsten Falle solche wie
(UX)(VY) (XYZ)(vzZ")
(UY) (VX)) (XYZ')(VZ)
(sogenannte Doppelverhéltnisse). Fur die Gruppe & dagegen
war schon (UX) eine ,absolute“ Invariante, und ebenso
das Produkt (UV W)(XY2Z).

Augenscheinlich ist die Invariantentheorie der Gruppe © schon
durch die — inhaltsreichere — Theorie der Gruppen 6r,r usw. mit-
gegeben. Hieraus darf man aber nicht etwa den Schlul? ziehen
wollen, daR man es in Untersuchungen uber die Kollineationsgruppe
— also in der projektiven Geometrie — mit einer Art von Ver-
stimmelung einer umfassenderen algebraischen Theorie zu tun hat
(wie es wirklich die Ansicht einiger Mathematiker zu sein scheint).
Es ist viel mehr als ein historischer Zufall, dal man gerade den
durch Kollineationen nicht zerstdrbaren Eigenschaften so viel Auf-
merksamkeit geschenkt hat, wie es tatsachlich der Fall gewesen istl).
AuBlerdem ist zu bedenken, daR die feineren Unterscheidungen, die
die Betrachtung der Gruppen @, r usw. nétig macht, doch nach-
traglich leicht hinzugefiigt werden konnten, wenn man eine Inva-
riantentheorie der Gruppe © erst einmal hatte. Und schlie3lich darf
auch das nicht Ubersehen werden, da die Gruppen @, r usw. eines
Gebietes wter Stufe, also, sagen wir deutlicher, die Gruppen 6r,2
r,2_1i usf., selbst nichts anderes sind als Untergruppen der Kolli-
neationsgruppe ©,, (, + 29, die zu einem Gebiete einer um eine Einheit
vermehrten Stufenzahl gehért. Man erkennt das ohne weiteres, wenn

U Man kennt Eigenschaften der projektiven Kontinua und der zu-
gehérigen Gruppen © , die diesen Mannigfaltigkeiten und Gruppen eine
Sonderstellung in der Theorie der Funktionen von mehreren Veranderlichen
anweisen, und anderes derart hat man vermutet. Die wichtigste hierher
gehodrige Tatsache ist, daBR die Gruppe © (abweichend von G) einfach ist,
und zwar im ursprunglichen strengen Sinne des Wortes; d. h. daBR sie
keine (echte) invariante Untergruppe hat aufer der identischen Trans-
formation. Auf diese Gruppe von Fragen, um die sich S. Lie besondere
Verdienste erworben hat, kann hier nicht eingegangen werden.
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man den betrachteten Wertsystemen {X1... Xn}, ... {Ul... Un}, ...
neue ,Koordinaten“ XO0,..., U0, ... hinzufigt, die der identischen
Transformation unterworfen werden. Aus der Gruppe Gn2 entsteht
dadurch eine Gruppe Gnr, deren Objekte die Systeme {XO0, X1 ...,
Xn,.., {W UL .., Un} sind, und die man wegen der Einfachheit
ihres Zusammenhanges mit Gn: als nur unwesentlich von Gn: ver-
schieden ansehen kann. Ja man wird sich kaum der Einsicht ver-
schlieBen kdnnen, daB diese Gruppe Gn:, oder also Gr2, bei weitem
nicht die interessanteste der Untergruppen von © n(n+ 2 ist.

Die Sonderstellung des Falles n = 21).

Im Falle n = 2 sind die Ausdriicke der Form

wenn man sie als Funktionen von Y1l und Y2 betrachtet, nur in der
Art der Bezeichnung verschieden von Determinanten der Form

Daher fallt im Gebiete zweiter Stufe die Notigung, Vektoren
— oder Punkte — zweier ,Schichten* zu betrachten, uberhaupt
fort2).

Substitutionen der Form

bewirken dann, daBR ,kontragrediente” Transformationen

zueinander proportionale Koeffizienten erhalten. Es ist ja

also folgt

Verbindet man diese Bemerkung mit dem zuvor Gesagten, wo-
nach — unter entsprechender Anderung des Invariantenbegriffs —
der Faktor |C|]-1 auch weggelassen werden kann, so sieht man, daR

1) Bis hierher war vorausgesetzt worden, dal die Stufenzahl > 2 ist
(s. S. 93).

2) Unter Umstéanden kann aber diese Unterscheidung vorteilhaft sein;
vgl. Gottinger Nachrichten 1912, S. 2.
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die Unterscheidung zweier Arten von Invarianten (U X) und
X\ F), (U |JF) hier tberflissig ist; und zwar sind es dann die
Invarianten des ersten Typus, die unbeschadet einer sachgemafRen
Darstellung der Theorie entbehrt werden kdénnen.

Im bindren Gebiete (n = 2) wird man also, unter Anderung
der Bezeichnung, lineare Formen auch so darstellen kénnen:

Formen mit mehreren Veranderlichen (x, y}...) und solche mit
hoheren Ordnungszahlen (fi, v, ...) erscheinen dann als Produkte
symbolischer Potenzen linearer Formen (p Xx), (qx),

Die linearen Transformationen unserer Gruppe & (Gr4 werden
bei Gebrauch dieser Bezeichnungsweise gleichlautend fir die Ver-
anderlichen (x, y, ...) und die Kerne der zugehérigen linearen Formen
(p, g ...), also gleichlautend fur Veranderliche und Symbole:

usw. Es gibt also dann nur noch einen ,Typus“ von ,elementaren®
Invarianten linearer Formen, die drei Ausdrucke

haben alle dieselbe Form; und es gibt dann auch nur noch einen
~TYypus® von nicht weiter zerlegbaren Relationen zwischen solchen
Invarianten

und alle diese ,Invarianten“ sind nunmehr relative Invari-
anten der Gruppe (G4, in dem fruher (S. 93) erkédrten Sinne:
Jede nimmt, bei beliebiger linearer Transformation, eine Potenz der
Transformationsdeterminante mit positivem ganzzahligem Exponenten
als Faktor an, im einfachsten Falle die erste Potenz:

Setzt man |c] — +1, so erhalt man, wie fruher, eine Gruppe
JI, H (I-, H@ als Untergruppe von Cr(Crd), usw.

X) Wegen der Akzente, mit denen die Koeffizienten cjfc versehen sind,
siehe die Formeln Nr. (7).
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Es ist also klar, daR alles, was wir unter mechanischer An-
wendung der flur eine beliebige Stufenzahl entwickelten Theorie
auf den Fall n = 2 erhalten kénnen, sich in diesem Falle wird
einfacher ausdricken lassen. Insbesondere vereinfacht sich auch
das Rechnen mit bilinearen Formen: Ist die Unterscheidung zuein-
ander kontragredienter Transformationen Uberflissig, so ist es auch
die entsprechende Unterscheidung bilinearer Formen. Wir brauchen
nur noch eiue Art bilinearer Formen zu betrachten, die sich, wenn
ihre Diskriminanten nicht Null sind, paarweise als zueinander
,reziproke* Formen anordnen lassen.

Wir betrachten zuerst eine einzelne, und zwar eine ,geordnete“-
bilineare Form, und wir fassen sie sogleich als Symbol einer Zu-
ordnung x —> x auf (vgl. S. 113). W.ir ordnen also einander zu:

oder, ausgeschrieben:

Die bewirkte Zuordnung ist dann eine Transformation, d.h.
die beiden linearen Gleichungen unter (7) sind nach xIt x2 auflésbar,
wenn die Diskriminante der bilinearen Form (xc)(yy),

von Null verschieden ist. Dies trifft insbesondere zu, wenn die bi-
lineare Form die ,identische Kovariante* (xy) ist, wenn also (fur
alle x, y)

mithin

ist. Allgemein ist, wenn Jc\z~ 0,

die zu (7) reziproke Transformation und die entsprechende bilineare
Form wird:

Die Zusammensetzung oder symbolische Multiplikation zweier
bilinearer Formen wird, wie friher, so zu erklaren sein, daR sie der
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Zusammensetzung der entsprechenden Transformationen parallel
lauft. Setzen wir

so wird die zusammengesetzte Form Tj 1\ zu erklaren sein durch
die Formel

Das hat zur Folge, daB, wenn

die (hier einzige) Einheitsform bedeutet, allgemein
wird, und auBerdem

Erklaren wir schlieBlich die zu

gehdrige ,transponierte“ Form durch

so wird, wenn |c| o,

Also ist

die Ldsung der symbolischen Gleichungen TT-1 = T~1T = E.
Wir haben also hier, im Falle n = 2, die Besonderheit, daf

ist.

Die Theorie der bindren Formen hat bis jetzt, wie naturlich, das
grundlichste Studium erfahren — ein so grundliches, dal manche Autoren
in ihr stecken geblieben sind. Das Hauptwerk daruber ist Clebschs
Theorie der binaren algebraischen Formen (1872, vergriffen). Einige der
wichtigsten Ergebnisse sollen im zweiten Teile der vorliegenden Schrift
zum Vortrag kommen. Es sollen dann auch Beispiele von Formen be-
trachtet werden, die neben Veranderlichen eines oder zweier binarer
Gebiete (n = 2) solche eines ternaren oder quaternadren Gebietes (n = 3, 4)
enthalten. Wir werden dann, wie schon hier, die Gebiete verschiedener
Stufenzahlen durch den zu benutzenden Letternsatz unterscheiden.



170 §15. Darstellung bilinearer Formen

Darstellung bilinearer Formen mit Hilfe irrationaler Kovarianten.

Die folgende Ergédnzung zu dem uber bilineare Formen schon
Gesagten soll der Vorbereitung weiterer Entwicklungen dienen. Das
zunéachst Darzulegende bezieht sich auf ein berihmtes Problem, das
sich bei vielerlei Untersuchungen dargeboten hat, namlich auf die
Uberfiihrung bilinearer Formen in eine moglichst einfache Gestalt
mit Hilfe linearer Transformationen, oder auf die Einfihrung so-
genannter kanonischer Koordinaten, wie sie zum Beispiel bei
Lésung des Hauptachsenproblems der Hittelpunktsflaichen zweiter
Ordnung ausgefuhrt zu werden pflegt.

Freilich kann hier von einer Klasse von Problemen, die den Gegen-
stand zahlreicher und umfanglicher, zum groBen Teil auch schwieriger
Untersuchungen gebildet haben, nur ein sehr kleiner Ausschnitt zur
Sprache kommen. Indessen gehdren die beiden speziellen Aufgaben,
die uns nun beschaftigen sollen, doch zu den wichtigsten ihrer Art.
Sie werden auf eine von dem sonst Ublichen ganz verschiedene Weise,
und vor allem soweit als Uberhaupt mdglich, durch aus-
schlieBliches Operieren mit Invarianten behandelt werden.

Wir behaupten zunéchst:

I. Unter den bilinearen Formen

oder also unter den symbolischen Potenzen der geordneten

sind hdéchstens die n ersten linear-unabhéangig. Es besteht
namlich immer eine Gleichung: der Form

deren Koeffizienten absolute Invarianten der Gruppe (i (Gn)
sind.

In der Tat erhalt man eine solche Gleichung durch Entwicklung
der Determinante

die infolge unserer ldentitat (C) den Wert Null hat.

U Hier stehen obere Indices an Stelle von Akzenten.
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Man wirde auch die Invarianten JIt J2, ... mit Hilfe dieser
Determinante berechnen kénnen. Da diese aber ein nicht sehr uber-
sichtliches Bildungsgesetz hat, so schlagen wir einen anderen Weg ein.

Wir Uberzeugen uns zunéchst an dem Beispiel

daR tatsachlich in der Regel niedere Potenzen von T als die we nicht
durch die vorhergehenden ausdrickbar sein kénnen. Wird dann
T so gewahlt, daR T° ... Tn~1 wirklich linear-unabhangig sind, so
wird das auch noch fir Formen T QE der Fall sein, die zu T
hinreichend benachbart sind. Wenn wir also in (1) T durch
T -f- gE 1) ersetzen und nach Potenzen von Q entwickeln, so muf}
die so erhaltene neue Gleichung fiur alle Werte von p richtig sein.
Bilden wir den Koeffizienten von p, so erhalten wir

In unserer Determinante hat nun Tn den Koeffizienten n\ und
(XU) = T° den Koeffizienten

Daher ist

Bilden wir zuné&chst und
setzen wir nachher so ergibt sich Jn:

wofur wir bequem auch

schreiben kénnen. Weiter folgt dann

D Weiterhin steht 6fter E an Stelle von E.
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Also erhalten wir schlieBlich

Eben dieselben Invarianten entstehen nun offenbar auch noch
auf andere Art. Es gilt der Satz:

Il. Die Koeffizienten in der identischen Gleichung

sind dieselben wie in der Entwicklung

In der Tat liefert die Rechnung in diesem Falle ganz unmittel-
bar die Ausdricke (2).

Der hiermit gefundene Zusammenhang zwischen der identischen
Gleichung (1) und dem Ausdruck (3) ist die wohl folgenreichste Tat-
sache in der Theorie der bilinearen Formen, und eine der wich-
tigsten spezielleren Tatsachen der Invariantentheorie tUber-
haupt. Man hat daher an dieser Stelle eine besondere Terminologie
eingefuhrt. Die Gleichung (1) heif’it nach Cayley, der den bezeich-
neten Sachverhalt gefunden hat, die Cayleysche Gleichung. Der
Ausdruck (3), betrachtet als Funktion des Parameters A, heillt
charakteristische Funktion der bilinearen Form F oder T.
Und die hiernach zu bildende Gleichung

wird charakteristische Gleichung von F oder T genannt. Sie
bleibt naturlich ungedndert, wenn man T durch die transponierte
Form T' = (UF)(AX) ersetzt.

Wir denken uns jetzt die Gleichung (4) aufgelést, und bezeichnen
ihre Wurzeln (latent roots bei Mathematikern englischer Zunge)
mit A-1... An. Unmittelbar ergibt sich dann, dal die Gleichung (1)
in die Form
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gesetzt werden kann. Hieraus folgt zunachst, daR die bilinearen
Formen T — AME samtlich singular, d. h. Formen von ver-
schwindender Diskriminante sind: Sie sind, nach einer ebenfalls
Ublich gewordenen Terminologie (von Null verschiedene) soge-
nannte Teiler der Null immer dann, wenn die vorgelegte Form T
nicht etwa ein Vielfaches von E = (XU) istl). Auch die Potenzen
und Produkte dieser Formen haben naturlich die Diskriminante
Null. W ir betrachten eines dieser Produkte, das mit Tx bezeichnet
werden soll,

und bemerken, daR zufolge des Bestehens der ldentitat (5) das sym-
bolische Quadrat von Tx ein Multiplum von Tx selbst sein muf3. In
der Tat ist, wenn X' eine Summation anzeigt, bei der der Index 1
ausgelassen werden soll,

Demzufolge kann man, wenn die WurzelgréBen Ax... An
alle voneinander verschieden sind, in dem durch T°, T1 ...
Tn~x bestimmten linearen System vertauschbarer bilinearer Formen
n Formen (irrationale Kovarianten von T) angeben, die den
symbolischen Gleichungen

gentigen. Z. B. wird

Und durch diese Formen lassen sich dann auch wieder die sym-
bolischen Potenzen T°, T1 ... ausdriicken:
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Die gefundenen Kovarianten Et ... E, haben nun noch weitere
bemerkenswerte Eigenschaften. Vor allem &ndern sie sich nicht,
wenn man T durch

ersetzt, solange nur keine zwei der Ausdricke

einander gleich werden. (Die Formen E& sind sogenannte Kombi-
nanten in dem durch T° ... Tn~1 bestimmten linearen System.)
Sodann aber bestehen die Lehrséatze:

1. Jede der irrationalen Kovarianten Et... Enist F
dukt von zwei (nicht nur symbolischen, sondern realen)
linearen Formen (die nicht Kovarianten von F oder T sind):

IV. Diese linearen Formen genigen den Gleichungen

V. Die linearen Invarianten (,Ringe*)

der symbolischen Potenzen T° T1 T2 ... sind identisch mit
den entsprechenden Potenzsummen, die man aus den
WurzelgréRen Ax ... Anbilden kann:

Man kann versuchen, den Satz V unabhéngig von den beiden vorher-
gehenden zu beweisen. Fiir kleine Werte der Zahl K erweist er sich ja sofort
als richtig. Man findet z. B.

was eben die bekannten Ausdrucke der einfachsten Potenzsummen sind.

Aber das Bildungsgesetz der Invarianten JIt J4 ... scheint auch nicht
sehr geeignet, einen allgemeinen Beweis des Satzes V auf einfache Art zu
liefern. Wir lassen es deshalb bei der Reihenfolge 111, 1V, V.

Der Satz Ill ist nun leicht zu begriinden, wenn es sich um eine
Form T handelt, deren Potenzen T° ... Tn~1 linear-unabhé&ngig
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sindl). Die Formen El... Ensind dann sicher linear-unabhangig,
und es ist insbesondere keine von ihnen identisch gleich Null. Man
kann daher, wenn vorlaufig (bis auf weiteres nur symbolisch)
Ek= (XAK(PkU) gesetzt wird, Vektoren Xkund Wk so wéhlen,
daB die Vektoren

von Null verschieden ausfallen.

Diese Vektoren stehen dann nach (6) in der Beziehung (A'kR® 0,
(AiPK = 0 {i# k }. Hieraus folgt (P1... Pr)(A[ ... An) 70
Die Vektoren PXund ebenso die Vektoren A'k sind also linear-unab-
héngig. Variiert man nun etwa den Vektor Xk, so erhalt mau zum
Beispiel an Stelle von P1weitere Vektoren P"1 die alle den Gleichungen
(A2P') = 0 ... (AnP'l) = 0 genidgen, und die also alle von P1
linear - abhangig sind. Das heit, das Verhaltnis (XAIl)(P1U)
((YAD(PL1U) ist nur abhangig vod X und Y, nicht auch von U
(soweit es namlich bestimmt ist). Mit anderen Worten, die bilineare
Form (X AD)(P1U) ist zum Beispiel durch die lineare Form (P'1U)
teilbar. Die einzelnen Bestandteile der hiermit als Produkt (X AK)
.(PkU) erwiesenen Form Ek sind natirlich nur bis auf Faktoren gk,
gk bestimmt. [Die linearen Formen (X Ak), (PkU) sind nicht
Kovarianten der Grundform. Vielmehr haben diese Eigenschaft nur
ihre Produkte (X AK .(PkU)]. Hiermit ist der Satz Ill unter der
Voraussetzung erwiesen, daf TO... Tn-1 linear-unabhangig sind.

Zu dem Satz IV kommen wir nun, wenn wir von unseren
Formen Ek die Kovarianten

bilden. Diese sind nach dem soeben Gesagten identisch gleich Null,
und daher sind auch die Invarianten J2 ... Jn, gebildet fur eine der
Kovarianten EK von T, alle gleich Null. Die charakteristische
Gleichung der Form Ek ist daher

Und da diese Gleichung identisch sein muf? mit der anderen

so folgt (AkPK = 1. Diese Gleichung muB nun aber immer
gelten, solange nur die Formen EK existieren und eindeutig bestimmt

1) Es wird sich alsbald ergeben, daR diese Annahme keine neue Ein-
schrankung bedeutet, dal sie vielmehr Folge der Voraussetzung Al ¢A( ist.
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sind, so lange mithin, als die WurzelgréBen A1l ... An voneinander
verschieden sind, da Grenzwert einer Konstanten eben nur diese
Konstante sein kann.

Nunmehr ergibt sich sofort der Satz V, und damit ohne weiteres
auch:

VI. Die linearen Transformationen

sind zueinander kontragredient; sie fuhren die Formen E
und T zugleich in die Formen

Uber.

Diese Uberfuhrung ist, nach dem Gesagten, im wesentlichen nur
auf eine Art moglich. (Unbestimmt bleiben die Faktoren X,
und die Anordnung der n Produkte Xk Uk) Zu unserer Ableitung
aber haben wir nur die einzige Voraussetzung Af Ak nétig
gehabt:

VIl. Die Herstellung des Formenpaares (14) ist immer
dann mdéglich, und zwar im wesentlichen auch nur auf eine
Art, wenn die charakteristische Gleichung der Form F oder
T keine mehrfachen Wurzeln hat. Die Potenzen T° ... Tn~1
sind dann immer linear unabhéangig.

Umkehrbar ist dieser letzte Satz offenbar nicht.

Bemerkt seien noch die Gleichungen

und die umfassenderen,

von denen etwa die erste, mit groBerer Anndherung an eine sonst
Ubliche Betrachtungsart, ebenfalls den Ausgangspunkt unserer Unter-
suchung hatte bilden kénnen.

Tritt zu der Voraussetzung Atr Ak noch die weitere Jn 0,
so kann man auch Potenzen von T mit negativ-ganzzahligen Expo-
nenten nach der Regel (8) bilden, und ebenso Potenzen mit irrationalen
Exponenten definieren. Die Gleichung (1) liefert dann ohne weiteres
die zu T reziproke Form.

Auf die hiermit geléste Aufgabe lassen sich einige andere zurick-
fuhren, von denen die wohl wichtigsten sich auf den Fall einer
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bilinearen Form mit kogredieuten Verédnderlichen und auf die Zu-
sammenstellung von zwei symmetrischen Formen beziehen. Hier soll
nur die zweite Anwendung des Vorgetragenen behandelt werden.

Es sei also jetzt gegeben ein Paar symmetrischer Formen:

und es werde vorausgesetzt, erstens SO @, so dal die zu SO
reziproke Form 0= (UA)(AV) existiert; zweitens, daB die
Gleichung

keine mehrfach zéhlende Wurzel hat. Es folgt dann

Setzen wir demnach

so werden die charakteristischen Gleichungen der Formen T und T,
die in der Beziehung T' = T, T' = T stehen, nicht nur dieselben
Wurzeln haben, sondern auch dieselben Wurzeln wie die Gleichung (17).

Wir kénnen also z. B. auf T die zuvor angestellte Uberlegung
anwenden. Diese liefert uns dann, wenn fur Ekgeschrieben wird,

Es ist nun, nach Nr. (18), auch fir m = 2, 3,... noch

und folglich

Diese bilineare Form ist also symmetrisch. Aufllerdem ist sie ein
Produkt linearer Formen. Man kann daher, nach geeigneter Wahl
von n linearer Formen,

setzen, wodurch der genannte Sachverhalt erschopfend zum Aus-
druck kommt. Ersetzen wir schliellich noch die beiden Ver-
anderlichen X und Y durch eine einzige, so erhalten wir den
folgenden nur in der Form etwas spezialisierten Lehrsatz:

Study, Invarianten. 12
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VIIl. Es seien gegeben zwei quadratische Formen:

Es werde ferner vorausgesetzt, daR die Diskriminante | SO
der ersten Form von Null verschieden ist — so dafl die zu
ihr reziproke Form 2J0 — (A U)2existiert — und daR auBer-
dem die Gleichung

n verschiedene Wurzeln Al.. An hat.
Dann sind unter den quadratischen Formen

die n ersten, SO...Sw_i, voneinander linear-unabhéangig,
glie Obrigen von ihnen linear-abhéangig. Es besteht
namlich, wenn

gesetzt wird, fur alle Werte der ganzen Zahl m, die ~ n
sind, die Gleichung

In dem linearen System der Formen SO... Sn-1 gibt es
dann n (in der Regel irrationale) ebenfalls von einander
linear-unabhangige quadratische Kovarianten von SO und
Sx, dieQuadrate linearer Formen (AxX) ... (AnX) sind, und
mit deren Hilfe sich die Formen S0, S{, ... so darstellen

lassen:

Der Ausdruck z.'B. von (Al1Z)2ist

Die linearen Formen (AkZ) = ]~AhZ)2sind, wenn ent-
sprechend jedem Werte von k (= 1...n) ein bestimmter
Wurzelwert gewdhlt wird, ebenfalls linear -unab han gig.
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Naturlich sind diese linearen Formen ebenfalls (irrationale)
Kovarianten der Grundformen SO und Sj; sie sind Wurzeln einer
Gleichung 2 fiten Grades von spezieller Struktur.

Wir ubergehen ihre naheliegende Kombinateneigenschaft (vgl.
S. 174), fugen aber einige andere Erganzungen hinzu.

IX. Die Koeffizienten JO, — Jx, ... der Gleichung (22)
sind (relative) ganze rationale Invarianten, gehodrig zur
Gruppe G (G,2). Und zwar ist

Die leicht in Form von Determinantensummen zu bildenden ,unsym-
bolischen* Ausdriucke fur die Invarianten JO J,, sind in diesem Falle
ubersichtlicher als die mehrgestaltigen Formen der Invariantensymbolik;
sie haben aber den Nachteil, daR man ihnen ihre Invarianteneigenschaft
nicht ansieht, und auch sonst leisten sie nicht ganz dasselbe.

12*



180 § 15. Darstellung bilinearer Formen

X. Die Vektoren ... Angentgen den Gleichungen

Zu einem inhaltsreicheren Gleichungssystem gelangen wir, wenn
wir neben die Vektoren zweiter Schicht Al ... An die, wie wir sagen
wollen, zu ihnen komplementéaren Vektoren erster SchichtP1... Pn
stellen, die mit ihnen durch die Gleichungen

und daher auch durch die Gleichungen

verbunden sind. Es tritt dann neben die erste der Gleichungen

die wir schon hatten, die zweite, und es folgt weiter

es ist also

Es wird hiernach verstandlich sein, was mit dem folgenden Satz
gemeint ist:

XI. Die Vektoren At... Anbilden ein System zueinander
quasi-orthogonaler Einheitsvektoren in bezug auf die
quadratische Form 2J0= (A C)2 und die zu ihnen komple-
mentaren Vektoren Px... P, bilden ein ebensolches System
in bezug auf die zu 20 reziproke Form SO = (L X)2 Alle
diese Vektoren zusammen bestimmen ein gemeinsames Pol-
polytop fur die quadratischen Formen So, Slt S2 ...
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Die zuletzt vorgefuhrten Satze vereinfachen sich, wenn wir (zum
Beispiel) die weitere Annahme hinzufligen, dal die zueinander rezi-
proken Formen SO, die Determinante Eins haben. Es braucht
dann zwischen den vier Formen SO 2J0, E und H in bezug auf das
Verfahren der symbolischen Multiplikation nicht unterschieden zu
werden (S. 152). Die Formel (25) kann dann einfach so geschrieben
werden

Sie gleicht dann auch &auferlich noch der Formel (7). Entsprechen-
des gilt von den Ubrigen Formeln unseres Systems. Der Unterschied
aber bleibt bestehen, dalR im vorliegenden Falle die linearen Formen
(AjcZ) und (PfcZ) Kovarianten der Grundformen SO, sind. Das
vereinfachte Formelsystem ist invariant nur noch gegentber der
Gruppe P, H, und es wird invariant nur noch gegeniber JI, wenn
man die weitere Bestimmung

hinzufigt. Halt man dann noch die Formen SO, 2J0 fest, so bewegt
man sich im System der Invarianten und Kovarianten einer einzelnen
Grundform S = Sl gegenuber der Gruppe y. Tritt die weitere An-
nahme

hinzu, so werden die Transformationen von y orthogonal, es gehen
also dann die linearen Formen (A”Z) aus den Koordinaten Zx ... Zn
durch eine eigentlich orthogonale Transformation hervor. (Haupt-
achsenproblem.)

Eine einfachste Anwendung unserer Uberlegungen liefert den auf
quadratische Formen mit reellen Kernen und Veranderlichen bezig-
lichen vielbenutzten Lehrsatz:

XIl. Wenn die quadratischen Formen SO und Sx reell
sind und SO Uberdies definit ist, so hat die Gleichung

nur reelle Wurzeln.

Da in jeder Nahe einer Form andere Formen derart liegen,
fur die die genannte Gleichung nur verschiedene Wurzeln hat,
so genugt es, den Beweis unter dieser letzten Vorraussetzung zu
fuhren.



182 §15. Darstellung bilinearer Formen

Zunachst folgt nun, daR die Wurzeln Al ... An entweder reell
oder paarweise konjugiert-imaginar sein mussen, und dal fur die
Quadrate der Formen {AuZ) das gleiche gilt. AuBerdem sollen
diese Quadrate, soweit sie reell sind, alle das gleiche Vorzeichen
haben. Ware es nun maglich, daB z. B. (AtZ)2 und (A2Z)2 kon-
jugiert-imaginar waren, so muRte fur die WaurzelgréBen (A1Z) und
(A2Z) nach geeigneter Wahl der Vorzeichen dasselbe gelten. Dann
aber ware (AxZ)2-f- {A2Z)2 Differenz der Quadrate zweier reeller
linearer Formen, wider die Vorraussetzung.

Die zuletzt behandelten Aufgaben gehdren zu den einfachsten einer
Klasse von Problemen, deren Theorie unter dem Namen einer Lehre von
den Elementarteilern eine vielfaltige Bearbeitung erfahren hat. Es
handelt sich dabei hauptsdchlich um die Frage nach der Aquivalenz von
Paaren oder Buscheln quadratischer oder bilinearer Formen (mit kontra-
gredienten oder kogredienten Veranderlichen) gegeniber Transformationen
der Gruppen G und ©, und damit um Probleme, deren mehrere ein erheb-
liches geometrisches und sonstiges Interesse haben.

Die Theorie der Elementarteiler ist von Weierstrass ersonnen
worden, der nur in dem scharfsinnigen englischen Zahlentheoretiker
Stephen Smith in gewisser Hinsicht einen Vorganger gehabt zu haben
scheint. Andere, wie namentlich Kronecker und Frobenius haben
wesentliches dazu beigetragen. Eine lesbare EinfiUhrung in diesen Gedanken-
kreis findet man in der Hoheren Algebra von Bocher (deutsch von
H.Beck, 1910), eine vollstandigere Darlegung in der Theorie der Elementar-
teiler unseres leider frih verstorbenen Landsmannes P. Muth (1899).

Diese Theorie, zu deren Hervorbringung die Aufbietung bedeutenden
Scharfsinns noétig war, stellt heute wohl, im Gebiete der Invariantentheorie,
den am weitesten getriebenen VorstoR in sonst gréBtenteils noch unzugang-
liche Lande dar, und viele ihrer Ergebnisse sind auch durch hohe Schoén-
heit ausgezeichnet. Bei aller Anerkennung aber, die man solchen Leistungen
gewiB nicht versagen wird, soll doch nicht verhehlt werden, daB sie im
ganzen noch recht weit davon entfernt zu sein scheinen. das hervor-
gebracht zu haben, was man als einen Dauerzustand der Wissenschaft be-
trachten darf. Es hangt das natirlich mit den groBen Schwierigkeiten zu-
sammen, die zunachst zu Uberwinden waren.

Das vorliegende Buch soll vor allem auch jungeren Mathematikern
eine Anregung zu eigener Forschung bieten. Daher wird es mir erlaubt
sein, zu sagen, in welcher Richtung ich einen Fortschritt fur mdoglich und
erwunscht halte.

Vor allem ist das Programm der Invariantentheorie noch gar nicht
wirklich durchgefuhrt worden. Man hat unmittelbar Aquivalenzprobleme
in Angriff genommen, und hat dabei nicht unterschieden zwischen dem,
was mit den gegebenen Grundformen invariant verbunden ist und was
nicht. DaR aber durch eine solche Trennung, die einen grundsatzlichen
Charakter hat, sowohl eine Vereinfachung herkémmlicher Uberlegungen
als auch eine vertiefte Einsicht erreicht werden kann, hoffe ich schon

durch die vorgefuhrten beiden Beispiele gezeigt zu haben. Es muB als
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storend empfunden werden, wenn das stiuckweise hergestellt wird, was
sich mit einem Schlage leisten lalRt. Und uUberhaupt wird sich schwer
leugnen lassen, daB es nicht dem Wesen der Sache entspricht, wenn in
Beweisen Voraussetzungen nicht-invarianter Natur (Uber Hauptunterdetermi-
nanten und dergleichen) herangezogen werden, und daR demzufolge so
mancher Beweisfiuhrung der Charakter des Gekiinstelten anhaftet.

Ob man sich bei solchen Uberlegungen der symbolischen Methode
bedienen soll oder nicht, ist bei dieser speziellen Gruppe von Problemen
an sich nicht sehr wesentlich. Tut man es aber nicht, so geht erstens die
Einordnung solcher spezieller Resultate in einen umfassenderen Gedanken-
kreis verloren, zu dessen sachgemafer Bearbeitung die Invariantensymbolik
keinesfalls entbehrt werden kann, d. h. es werden damit allerlei Anwen-
dungen erschwert, und zweitens entsteht dann immer von neuem die Gefahr
ktnstlicher Beweisfiuhrungen, weil man es unsymbolischen Ausdricken ge-
wohnlich nicht ansieht, ob sie die Invarianteneigenschaft haben oder nicht.
Tatsache ist ja wohl auch, daB die Begrunder und Forderer der be-
sprochenen Theorie die symbolische Rechnungsweise nicht oder nur unge-
nigend gekannt haben. Es handelt sich hier schwerlich um eine bloRe
Geschmackssache.

Auf das Beispiel einer bilinearen Form des Typus F— (XA)(P U)
lassen sich, wie gesagt, mehrere gerade der fiur die Geometrie wichtigsten
Probleme der besprochenen Art zuritckfuhren, und zwar gilt das auch noch
far eine ausgedehnte Klasse der im Texte nicht erdrterten Grenzfalle. Alle
Grenzfalle aber einer Form des Typus (X A) (P U) lassen sich auf &hnliche
Art behandeln, wie es hier gezeigt worden ist. (Teilweise dargelegt in den
Wiener Monatsheften vom Jahre 1900; Rekurrierende Reihen und bilineare
Formen, §§6 bis 9. Vgl. auch J. Wellstein, Archiv der Mathematik
und Physik, 3. Reihe, Bd. V, 1901, S. 229, wo freilich zuvor schon Erreichtes
wieder aufgegeben ist. Dort auch weitere Literatur). Es gibt immer ein
System von Kovarianten, die ahnliche Eigenschaften haben, wie die im
Texte besprochenen Kovarianten Ei ee<EMN' sind solche Kovarianten einmal
hergestellt, so ist damit das Problem der Reduktion der Form F auf
sogenannte kanonische Koordinaten sehr vereinfacht; denn dann hat man eine
Reihe unter sich ganz gleichartiger Probleme von elementarem Charakter
vor sich: Die einzelnen Koordinatenpaare Xic, Ule sind auf Gruppen verteilt,
Produkte Xi Ue mit Koordinaten aus verschiedenen Gruppen kommen in
dem reduzierten Ausdruck der Form F nicht mehr vor.

Freilich lassen nicht alle von den genannten Mathematikern behandelten
Aufgaben unmittelbar eine derartige Reduktion zu. Unter anderem wird
der auch fur die Geometrie wichtige Fall der Biuschel singularer quadra-

tischer Formen eine besondere Behandlung verlangen. —

Die letzten Abschnitte des vorliegenden Buches sind ausgefuhrten
Beispielen zu dem Inhalte der Paragraphen 10 bis 15 gewidmet. Sie be-
ziehen sich alle auf die Theorie der tern&aren bilinearen Formen. Wegen
des kleinen Wertes der Stufenzahl n = 3 braucht dabei die Theorie der
Elementarteiler, die hier anhangsweise besprochen worden ist, nicht heran-
gezogen zu werden. Sie wirde in diesem einfachen Falle auch noch keinen
nennenswerten Nutzen bieten. Es soll aber versucht werden, in anderer
Richtung eine gewisse Vollstandigkeit zu erreichen.
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§ 16-
Beispiel: Ternéare bilineare Formen mit kontragredienten
Veranderlichen.

Wir betrachten jetzt wieder ein Gebiet dritter Stufe, und in
ihm zunéchst eine bilineare Form des Typus

fragen aber nunmehr nach der Gesamtheit ihrer zur Gruppe 6r(Cr9)
gehdrigen ganzen und rationalen Invarianten und Kovarianten, unter
denen wir solche Invarianten verstehen wollen, in denen etwa neben
dem Kern von F auch noch zwei Vektoren X und U Vorkommenl).
Es wird ein System von einigen wenigen, und ihrer Zahl nach nicht
mehr zu verringernden Invarianten und Kovarianten derart auf-
gestellt werden, durch die sich alle Ubrigen ganz und rational aus-
drucken lassen — also ein kleinstes System solcher Invarianten
und Kovarianten.

Von vornherein ist klar, dalR diese alle sich mit Hilfe von (nur
symbolischen oder realen) Faktoren der Typen

werden darstellen lassen.

Einen wichtigen Bestandteil des zu suchenden Systems kennen
wir nunmehr schon.

Zunachst haben wir drei unabhdngige Invarianten (Ringe)
Rv i?2, J?3, die der Folge

X) Es soll namlich im zweiten Teile dieses Buches gezeigt werden,
daR auf die hiermit bezeichnete Aufgabe sich die umfassendere zurick-
fuhren 1aBt, die simultanen Invarianten von F und beliebig vielen Vektoren
Xv X2 ..., W ... zu bilden.

Das bezeichnete Problem ist schon fruhzeitig gelést worden, von
Clebsch und Gordan [Uber biternare Formen mit kontragredienten
Variabein. Math. Ann. 1, 359 u. ff. (1869)]. Ubrigens wird das Wort
biternar besser fur solche Formen aufgespart, deren Veranderliche zwei
unabhéangig voneinander zu transformierenden ternaren Gebieten angehoéren.
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zu entnehmen sind. Diese aber werden besser ersetzt durch die
Invarianten J1) J2 J3, die mit ihnen durch die Gleichungen

oder durch die Gleichungen

verbunden sind.

ist dann die Diskriminante der gegebenen bilinearen Form.
Von Kovarianten haben wir zunéchst zu verzeichnen die bi-
linearen Formen

aus denen sich die analog gebildeten Formen _F3, F+ ... mit Hilfe der
Rekursionsformel

zusammensetzen lassen. Durch FO0, Fx, F2 laRt sich auch die
quadratische Kovariante \(XPP ") (AA'U) von F = Fx ausdrucken:

[Ist Js 0, 1aRt sich also die Folge FO, Fi, F2, ... auch Uber
den Index Null hinaus fortsetzen, so ist die Gleichung (7) eine
Folge von (6):

(7) gilt aber auch in allen anderen Fallen.]

Hiermit ist die Frage nach allen ganzen und rationalen In-
varianten der Grundform F schon erledigt. Da namlich nach
(6) auch

sein mufB, sobald m~> 3 ist, und RI, 12, R3 durch J], J2, ,/3 aus-
drickbar sind, so haben wir keine weiteren Invarianten ohne De-
terminantenfaktor zu bilden. Invarianten mit einem Determinanten-
faktor {AA'A") oder (P P'P") aber brauchen Uuberhaupt nicht
gebildet zu werden, da sich sofort
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findet. Auch brauchen wegen der Identitat (L) in den zu bildenden
symbolischen Produkten Determinantenfaktoren des Typus (PP'X)
nicht mit solchen des kontragredienten Typus verbunden zu werden:
In jedem solchen Falle wirden wir nach Ausmultiplizieren der beiden
Determinanten ein Aggregat von Formen mit schon betrachteten sym-
bolischen Faktoren erhalten, wie wir es an dem Beispiel (7) gesehen
haben. Formen mit Faktoren (PP'X) oder (AA'U) aber liefern
wirklich Neues, und zwar erhalten wir nun daraus zwei weitere
Formen:

die auf Grund der Identitat (B) mit schon aufgestellten Formen
durch eine identische Relation verbunden sind:

Die gefundenen Invarianten und Kovarianten

sind durch diese einzige identische Relation — (12) — ver-
bunden. Sie bilden ein zur Gruppe G gehdriges voll-
standiges (und zugleich kleinstes) ,Formensystem*® der
Grundform F: Alle ganzen und rationalen Invarianten

D Bei dem Rechnen mit den Abkirzungen (<SX)3 und (XU)3 ist es
noétig, zu beachten, daR die Symbole S und X sich nicht (wie Symbole
von Grundformen) schlechthin kontragredient zu den Symbolen X und U
verhalten. Da namlich (P'P"X) bei linearer Transformation die Trans-
formationsdeterminante als Faktor annimmt, und (A'A" U) ihren reziproken
Wert, so tun das gleiche auch die entsprechenden Kovarianten (SX )3 und
(XU)3 M™Man wird also dem einzelnen Symbol S — das immer dreimal
auftritt — bei Ausfuhrung einer linearen Transformation noch eine dritte
Wurzel aus der Transformationsdeterminante als Faktor hinzuzufigen haben,
und ebenso dem einzelnen Symbol X den reziproken Wert dieser dritten
Wurzel. Aus (SX)3 und (13X)3hebt sich dann die Irrationalitat wieder weg.
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und Kovarianten dieser Form (Kovarianten mit Veréander-
lichen X oder U, oder X und U) lassen sich rational und
ganz durch sie ausdrucken.

DaB zwischen den genannten Groflen eine weitere identische
Relation nicht bestehen kann, sieht man an dem Beispiel:

auf das wir alsbald noch naher einzugehen haben werden.

Es bleiben nun noch Kovarianten zu betrachten, die einen der
Faktoren (A A' U), (PP' X) enthalten: Sind diese alle durch Formen
des aufgestellten Systems ganz und rational ausdrickbar, so ist unser
Satz erwiesen.

Wir nehmen an, es handele sich etwa um den Faktor (A A" U).
Wenn dann das zu bildende symbolische Produkt nicht ohne weiteres
zerfallen soll, so muB noch ein Faktor (A" P), oder, was auf dasselbe
hinauskommt, ein Faktor (A" P') vorhanden sein. So kommen wir
aber, auBer zur Kovariante (X U)s, nur noch zu Formen, die, wenn
sie wieder nicht zerfallen sollen, die Faktorengruppe (A A" U) (A" P)
(A"1P"), oder die Faktorengruppe (AA! U) (A" P) (A'™ P") enthalten
missen.  Nun ist aber — was auch immer V und W bedeuten
mogen —

und dieses wird nach Nr. (7)

Diese Form aber setzt sich nach Nr. (10) aus Teilen zusammen,
deren jeder mindestens einen der Faktoren JIt J2, J3 hat.
Im zweiten Falle erhalt man &ahnlich

Hier ist der erste Summand soeben als durch Formen unseres
Systems ausdriickbar erwiesen worden, die beiden anderen enthalten
die Faktoren Jx und J2
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Will man die begonnene Reduktion wirklich durchfuhren —
was fur unseren augenblicklichen Zweck ja nicht nétig ist —, so
erhalt man, z. B. im ersten Falle

Wir bilden jetzt die charakteristische Gleichung unserer Form,

und bezeichnen ihre Wurzeln mit A1 A2, A3, so dal (mindestens
firm= 0,1, 2, ...)

wird. Wird dann

gesetzt, so ist 772 die Diskriminante der charakteristischen Gleichung:

Wenn wir, behufs Bildung symbolischer Potenzen, das Zeichen F
durch die Zeichen T und T ersetzen, und dann mit diesen den Be-
griff geordneter bilinearer Formen verbinden,

so daB T = T'und T — T' wird, so erhalten wir die Gleichungen

und, wenn — fur a, B, t— 1, 2, 3; 2, 3, 1; 3, 1, 2 — unter der
Voraussetzung 772 0

*) Siehe die Anmerkung am SchluB des Paragraphen.
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gesetzt wird, so erhalten wir die Darstellung von T°, T1, ... und
T°, TL ... durch diese den Gleichungen

genligenden Formen (,Einheitsformen*):

Ferner erhalt man, wie zuvor fur einen beliebigen Wert der
Stufenzahl nachgewiesen worden ist, die Zerlegung der Formen
Ea, Ha in lineare Faktoren:

und die zwischen diesen stattfindenden Gleichungen

Wir berechnen hiernach ohne Muihe die Ausdricke der Ko-
varianten (SX)3und (X U)3 durch die linearen Formen (AaX) und
(PaU). Es findet sich z. B.:

und also
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Hieraus erhalt man wieder die ldentitat (12), da

wird. Eine geringe Vereinfachung kann man in diesen Formeln
noch dadurch erzielen, da® man die in gewissem Male willkirlichen
Formen (AaX), (FaU) durch die Annahme

spezialisiert. Es ist aber zu bedenken, daR die so vereinfachten
Formeln nur noch bei Transformationen der Gruppe [ (I'8) ihre
Form bewahren.

Aus dem Gesagten geht noch hervor, daf im Falle 112# 0
die notwendige und hinreichende Bedingung fur die Aquivalenz
zweier Formen F und F in bezug auf die Gruppe G (und dann
auch schon in bezug auf die Gruppe ') darin besteht, daR das
System der Invarianten Aa mit dem System der Invarianten Au
Ubereinstimmt. In rationaler Form wird dann diese Aquivalenz-
bedingung so ausdrickbar sein:

Im Falle der zu G gehérigen Kollineationsgruppe © (©8) tritt
an Stelle dieser Bedingung die Forderung der Vereinbarkeit der
Gleichungen

Aquivalenz der beiden Kollineationen (XA)(PU) = 0 und
(XA)(P U) = 0 besteht also, unter der Voraussetzung M2 # 0,
immer dann, wenn die Verhéaltniswerte

gebildet fur die Formen F und F, dieselben sind.
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Erlauterung zu dem Ausdruck far |12, Nr. 17.

Eine weitere Gestalt, die man der Invariante ||2erteilen kann, ist noch

Der erste der im Texte angegebenen Ausdriucke von T|2 ist die bekannte
Formel, die die Diskriminante einer binaren kubischen Form als Dis-
kriminante ihrer Hesse sehen Kovariante gibt. Setzt man namlich, zu

homogenen Verédnderlichen Ubergehend,

so ist die ,Hessesehe Kovariante“ von (a£)3 definiert als die Form

und die Ausrechnung hiervon gibt

ihre mit 2 multiplizierte Diskriminante liefert dann die Diskriminante der
kubischen Form wund damit, abgesehen von einem Zahlenfaktor, den im
Texte angegebenen Ausdruck.

Auf den nachsten Ausdruck fur ||2 kommt man, wenn man unter e
eine primitive dritte Einheitswurzel versteht und die auch sonst in der

Theorie der kubischen Gleichungen gebrauchlichen Wurzelfunktionen

einfuhrt. Es wird dann né&amlich

Von diesen beiden Ausdricken ist der erste, wie wir gesehen haben, ab-
gesehen von dem Zahlenfaktor — der erste Koeffizient (,das Leit-
glied®“) der quadratischen Kovariante von (rc§)3. Aber auch der zweite
Ausdruck hat eine &hnliche Bedeutung. Er ist, abgesehen von einem
Zahlenfaktor — der erste Koeffizient (das Leitglied) der kubischen
Kovariante

Beide Ausdricke sind Loésungen der partiellen Differentialgleichung



192 §17. Fortsetzung:

Sie sind sogenannte Semiinvarianten von («£)3, namlich Invarianten der
firniroe

die durch die Gruppe

induziert wird. Jede ganze rationale Invariante dieser letzten Gruppe, die
von Jv J2, & rational abhangt, ist eine ganze rationale Funktion von U. V
und Cc73— F 3, und ebenso jede ganze rationale Funktion  {Jx,J2 J3), die
der angefuhrten Differentialgleichung genugt (wie z. B. 772).

§ 17.
Fortsetzung: Die Kovarianten (SX)8 und (ZzU)*.

Die von uns En E2, Es und Hu H2, H3 genannten bilinearen
Formen unterscheiden sich voneinander nur so, wie die Formen T
und T, namlich durch die Anordnung der in ihnen vorkommenden
Veranderlichen X und ™ Nennen wir sie in ihrer Eigenschaft als
Funktionen von X und U nunmehr ®It ©2, &s, so werden diese
Formen, irrationale Kovarianten nullten Grades der Grundform F,
zunachst nur von dem linearen System der Formen FO, FIt F2, ...
abhangen (S. 174). Sie bleiben bestimmt und behalten ihre Werte,
wenn man F ersetzt durch F*, wo

ist, solange nur keine zwei der Werte
einander gleich sind. Da jeder Faktor des symbolischen Produkts

durch den entsprechenden Faktor T — AUE teilbar ist, so ist das
angefuhrte Produkt identisch gleich Null, A*, A* und A% sind die
Wurzeln der charakteristischen Gleichung, die zu der Form F* ge-
hort. Die den Koeffizienten C2, Cx, CO aufzuerlegende Bedingung
aber ist das Nichtverschwinden des Differenzenproduktes

oder das Nichtverschwinden des ersten Faktors in dem Produkt
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Dieselbe Kombinanteneigenschaft missen dann auch die
Formen (SX)3 und (X U)3 haben. Diese nehmen ja — nach Nr. (28)
in § 16 — bei Ersetzung von F durch F* ebendenselben Faktor an
wie die Invariante Il. Aufllerdem sehen wir noch, daB die linearen
Faktoren Ol1, O2 und O3, in den Formen (S*X)3 und (Z* U)3
wiederkehren.

Dies alles veranlalBt uns nunmehr, den Zusammenhang zwischen
den Formen ®I15 ®2, ®3 und (SX)3 (X U)3 noch genauer zu unter-
suchen. Es wird sich zunachst ergeben:

Die Gleichung dritten Grades, deren Wurzeln die irra-
tionalen Kovarianten ®1,®2 ®3sind, lalt sich so schreiben,
daR in ihren Koeffizienten nur Kovarianten der Formen
(SX)3 (£ U)3erscheinen.

Zum Beweise knupfen wir an die Formeln Nr. (12) und Nr. (28)
in 8 16 an. Danach ist

Wir fuhren nun das Operationszeichen

ein, das augenscheinlich einen invarianten Prozef darstellt (aus In-
varianten immer wieder solche hervorgehen 1aRt), und erhalten mit
seiner Hilfe aus dem Produkt (S, 2)0= (SX)3.(Z U)3, der ,null-
ten Uberschiebung“ von (SX)3 und (ZU)3, der Reihe nach die
.erste, zweite und dritte Uberschiebung*® von (SX)3und
(Z uU)3:

Bertcksichtigen wir dann noch, daR

1) Man sagt auch, (S, Z)0, (S, Z)1 (S, )2 (S, Z)3 entstehe aus dem
Produkt (SX)3.(Z U)3 durch null-, ein-, zwei- dreimalige Faltung.
Study, Invarianten. jg
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wird, so erhalten wir die folgenden Formeln:

Durch Zusammenfassung der Formeln (2) bis (5) ergibt sich
dann die gesuchte kubische Gleichung fir ©1, ©2 €8 doppelter
Gestalt:

wobei, wie gesagt,

und

ist.

Hiermit haben wir den behaupteten Satz, der uns die Formen
©j, ©2, ©8 als irrationale Kovarianten nullten Grades der beiden
Formen (SX)3 (£ U)3 kennen lehrt.

Es liegt nun aber noch ein anderer Gedanke nahe:

Die Kovarianten (SX)3 und (XU )3 missen jede schon
durch die andere bestimmt sein, jede von ihnen muf sich
als rationale Kovariante der anderen dajstellen lassen.
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Es lohnt sich wohl, auch das noch auszufiihren. Da aber die
dabei anzustellenden Rechnungen hier schon etwas lédnger sind, und
auch Raum far allerlei anderes bleiben muf3, so soll die Ableitung
diesmal nur skizziert werden: Die genauere Ausfihrung der fol-
genden Entwicklung wird ja auch dem einen oder anderen Leser
eine nitzliche Ubung bieten.

Es kommen einige Ergebnisse aus der Lehre von den ternaren
kubischen Formen zur Verwendung. Da auf diese umfangreiche
und verwickelte Theorie selbst hier nicht naher eingegangen werden
kann, so geben wir zunachst die zum Verstadndnis des Folgenden
notigen Erklarungen.

Eine ternare kubische Form (A X)3= (BX)3= (CX)3= ---1)
hat, unter anderen, eine Kovariante, die ebenfalls kubisch ist in X,
und die man ihre Hessesche Kovariante nennt:

(HX)3= MABC)2(AX)(BX)(CX).

AuRer dieser haben wir in unserem Falle {(AX)3= (SX)3} noch
zu betrachten zwei Invarianten derselben Grundform, die wir so be-
zeichnen wollen:

G4=  BABC) (AB D) (A CD) (B CD),
G6= B(ABC)(ABD)(ACE)(BCF)(DEF)2
= (ABC)(ABH)(ACH)(BCH)2.

1) Statt das Symbol A zu akzentuieren, verwenden wir hier andere
Buchstaben.

2 G4 und G6 sind die einzigen unabhangigen ganzen und rationalen
Invarianten der Form (A X)3 Naheres bei Gordan, Math. Ann. 1, 90ff,
1869, und bei Clebsch und Gordan, ebenda 6, 436 ff.,, 1873, sowie in der
weiteren Literatur, die in der Mathematischen Enzyklopadie 3(2), 488 ff. an-
gegeben ist.

Die im Texte neu eingefihrten Zeichen G4 und G6 sind nachgebildet
den in der Theorie der elliptischen Funktionen ublichen W eier strasssehen
Zeichen Q2 und @3, die Invarianten binarer Formen vierter Ordnung
(ax)4 = (bx)4 = eee darstellen,

g2= Dea'¥ ¢B=1A(ab?2(ac)2(bc)s
und vorzuziehen sind den von Clebsch fur dieselben Invarianten ge-

brauchten Zeichen i (= g2) und  B= @3). Auf die hier berthrte Theorie
der binadren biquadratischen Formen soll im zweiten Teile dieser Schrift
eingegangen werden.

Bei allen hier gebrauchten Abkirzungen 02, g3, G4, Gs sind die Defi-
nitionen so eingerichtet, dal die ausgerechneten (Ubrigens zum Teil schon
recht verwickelten) Ausdriicke dieser Invarianten frei werden von uber-
flussigen Zahlenkoeffizienten.

13*
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Wi ir berechnen zuerst die Hessesche Kovariante von (S X)3 die
bei dieser sehr stark spezialisierten Form bis auf einen von X freien
Faktor mit (SX)3 selbst Ubereinstimmtl):

Fur die beiden Invarianten 6r4 und 6re erhalt man sodann die Werte

woraus

und

folgt2).
Hat man so weit gerechnet, so kann man sich die fernere Uber-

legung durch die naheliegende Bemerkung abkirzen, daB in der
letzten der zu bildenden Gleichungen

Ubrigens heiBen &4 und Q6 bei Cayley, von dem der angefuhrte
Grundsatz herrihrt, S und — T. Bei Clebsch und Gordan heiRen die-
selben Invarianten erst | S und T (Math. Ann. 1, 1867), spater Sund | T
(Math. Ann. 6, 1873), so daR also in der Literatur Uber diesen Gegenstand
jedes der Zeichen S, T nicht weniger als drei verschiedene, und zwar leicht
zu verwechselnde Bedeutungen hat!

Wegen des Zusammenhangs, der zwischen ¢% g3 und 04, G6 besteht,
siehe die Anmerkung am Schlul des Paragraphen.

1) Dieses ist Bedingung dafur, daR eine ternare kubische Form in
drei lineare Faktoren zerlegt werden kann, wie es eben bei (S X )3 zutrifft.

2) Der Ausdruck B = 6r62 — 64 O43 heilt Diskriminante der
kubischen Form (11)8 Die Gleichung B = 0 ist namlich Bedingung
fur das Vorkommen von (mindestens) einer mehrfach zahlenden Loésung X
einer Gleichung der Form (1 1) 3= 0; d. h. in der Sprache der Geometrie,
B = 0 ist Doppelpunktsbedingung der ebenen Kurve (il)3= 0.
Hierdurch ist allerdings die ,Diskriminante* der Form (| | ) 3 nur bis auf
einen Zahlenfaktor festgelegt, Uber den im Ausdruck B in bestimmter
Weise verfugt ist.

Die spezielle Kurve (A X)s= (SX)3— 0 hat, wie wir wissen, sogar
drei (unter der Annahme 7/2 0 von einander getrennte) Doppelpunkte.
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nur noch der Zahlenkoeffizient fraglich bleibt. Man erhalt den
unter (13) angegebenen Wert durch die Substitution U = S". Da-
mit haben wir das gesuchte Ergebnis. Es ist

In der Anmerkung auf S. 196 wurde hingewiesen auf einen Zusammen-
hang, der zwischen den dort erwahnten Invarianten (% und (3 einer binaren
Form (aX)* und den Invarianten Gl und (?6 einer ternaren Form (AX)S
stattfindet.

Dieser Zusammenhang, den anhangsweise zu besprechen wohl nutzlich
sein wird, hat, wenigstens historisch, seine Wurzel in einem bekannten
Lehrsatze von Salmon. Nach diesem sind die Tangentenquadrupel, die
man von irgend einem Punkte einer doppelpunktfreien ebenen Kurve
dritter Ordnung (X X )3 = 0 an diese Kurve legen kann (abgesehen von
der Tangente des Punktes selbst), alle zueinander projektiv. Denken wir
uns diese Tangentenquadrupel, im Buschel der Geraden durch einen solchen
Punkt, zusammengefalBt als Nullstellen einer bindren Form vierter Ordnung
(ax)*, so hat diese keine mehrfache Nullstelle, und also eine von Null

verschiedene Diskriminante:

Die Form («*)* hat dann eine absolute Invariante (gegeniber der
Gruppe der linearen Transformationen des betrachteten bindren Gebietes),
und diese Invariante steht zu der analog gebildeten, absoluten Invariante der
ternaren Form (X X )3 oder der ebenen Kurve (X X )3 = 0 in der Beziehung

Man erkennt das, wenn man fur (dX)4 und (iX )3 die von W eier-
strass eingefuhrten ,Normalformen* benutzt, namlich, unter spezieller Ko-
ordinatenwahl.

setzt. Es wird dann

Fur die Diskriminante

der kubischen Form (X X )3 ergibt sich noch die Gleichung
(siehe Nr. 15).

Die Diskriminanten R und r sind also immer zugleich von Null verschieden
oder Null.
. . . * b x)* " .
Trifft fur zwei Formen (aX)" und X)™ oder fur zwei Formen (X X )3
und (BX)3 das erste zu, so sind sie (gegenuber den beiden Gruppen Cr4,
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(r9 des binaren und ternadren Gebietes) dann miteinander aquivalent, wenn
auch die zugehdrigen absoluten Invarianten (Nr. 16) gleiche Werte haben;
und auch nur dann sind die entsprechenden geometrischen Figuren (a*)4 = 0,
(bxy = 0 und (AX)3= o, (B X)3— 0 zueinander projektiv (im zweiten
Falle kollinear).

Wegen der hier ausgeschlossenen Grenzfalle mulR auf die Theorie der
binaren Formen vierter Ordnung verwiesen werden, die im zweiten Teil
dieses Buches zur Sprache kommen soll, und — wegen der Kurven dritter
Ordnung — auf einen Aufsatz von Dingeldey [Math. Annalen 31, 157 u. ff.
(1888)], sowie auf die in der Mathematischen Enzyklopadie 3 (2), 490 an-
gegebene Literatur.

§ 18.
Fortsetzung: Besondere Falled.

Unsere bisherigen Uberlegungen ruhen zum groRen Teil auf der
Voraussetzung 772 z/r 0, die einen sogenannten allgemeinen Fall
kennzeichnet. Insbesondere folgt aus dieser Annahme (die weiterhin
mit la) bezeichnet werden soll), dal unter den symbolischen Potenzen
von T drei linear-unabhangige Formen Vorkommen, T°, T\ T2 Wir
lassen die genannte Einschrankung nunmehr fallen; es soll versucht
werden, eine erschopfende Aufzédhlung aller vorliegenden Maglich-
keiten zu bieten.

Die nachste Annahme, die man machen wird, ist dann die, dal
die charakteristische Gleichung von T (oder F) eine einfache Wurzel
A und eine Doppelwurzel M hat. so daR 772 = 0,

und

wird. Es folgt dann, unter anderem,

woraus sich noch

U In diesem Paragraphen sind die E, A, M versehentlich zu dick
gedruckt worden.
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ergibt (vgl. S. 188, Nr. 17). Die WurzelgréRen AMrhalten rationale
Werte

An Stelle der Formen E, E2, Bbenutzen wir jetzt die aus
ihnen durch einen Grenziubergang hervorgehenden bilinearen Formen

die hinterher auch wieder E, EZ Bgenannt werden sollen. Die
beiden ersten dieser neuen Bildungen haben dann, in bezug auf den
Kern der Grundform F, den Grad Null, die dritte aber hat den Grad
Eins.

Wir bezeichnen nun mit

Ib)
die weitere Voraussetzung, dal die Kovariante E oder also unser
nunmehriges , nicht identisch gleich Null ist. Wir haben dann

nach wie vor drei linear unabhangige Potenzen von T. Es folgt

und

Ei kann (nach wie vor) als Produkt von zwei linearen Formen
dargestellt werden, Ex= (X AX) .(PlU), deren Invariante (~.”")
den numerischen Wert Eins hat. ist ebenso ein Produkt linearer
Formen, B3- (XA2.(P3U), deren Invariante (A2P 3 aber nun den
Wert Null hat.
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Da E|.E2: BE].: 0 ist, so sind dann auch die Invarianten
(A2P 1) und (A1P 3 gleich Null. Man kann dann die Figur der vier
Fig. 3 linearen Formen zu einer Figur von sechs
Formen ergdnzen, die in denselben gegen-
seitigen Beziehungen stehen wie im Falle

la), namlich

Da nunmehr E|.+ E: E werden muf
(Nr. 6), so erhalt man

womit die Gleichungen (7) erfullt sind.
Die Unbestimmtheit der Vektoren Aa, Pa, die im Falle la)
durch die Gleichungen der Gruppe

auszudricken war, wird jetzt durch ein hdéheres MaR von Unbe-
stimmtheit ersetzt. Sie wird dargestellt durch die Gruppe aller
linearen Transformationen, die das Bestehen der Gleichungen (9)
nicht stéren:

Nach (8) und (9) hat man also



Besondere Félle. 201

Die im Falle 1a) festgestellte Reziprozitat zwischen diesen
Formen besteht hier nicht mehr. Die Invarianten 6r4 und (x6 haben
hier den Wert Null, und ebenso verhélt es sich in den nunmehr zu
besprechenden weiteren Grenzfallen.

IC)

Unsere Voraussetzung sei nunmehr, dal erstens die charakte-
ristische Gleichung von F oder T eine dreifache Wurzel Ai = A2
= As = A hat, daB sie also

lautet, und daB zweitens T°, T1 T2 noch linear-unabhéngig sind.
Wir haben dann

Die Formen

gentgen dann den Gleichungen

und liefern

Eine dhnliche Uberlegung wie die soeben unter Ib) angestellte,
fuhrt dann zu der Einsicht, dal man:
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setzen kann, wobei zwischen den linearen Formen {XAF), (PkU) die
schon mehrfach angefuhrten Beziehungen bestehen. An Stelle von
(11) erhalt man also die folgende Darstellung von T:

Grad und Art der Unbestimmtheit der Aektoren A F jt werden jetzt
bezeichnet durch die Gruppe

Die kubischen Kovarianten der Form F werden jetzt Potenzen
linearer Formen. Man erhalt

Ila)

Unter Ib) war die Mdglichkeit ausgeschlossen worden, daR die
mit E3 bezeichnete Form identisch gleich Null ist. Tritt dies ein,
ist also bereits
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so sind die Formen Ei, E2 ebenso bestimmt wie zuvor

und wie unter (8) erhalt man

also insbesondere

Es folgt aber jetzt

Umgekehrt ist das Bestehen einer jeden
dieser identischen Gleichungen eine Form
der Bedingung dafur, dal? unter den Potenzen
T°, T\ ... hdéchstens zwei linear unab-
héangige sind. Grad und Art der Un-
bestimmtheit der Vektoren Afc, P* sind jetzt
gegeben durch die Gruppe

Il b)

203

unter 1Db),

Im Falle einer dreifachen Wurzel der charakteristischen Glei-
chung von F liegen aufler der unter Ic) beschriebenen Mdglichkeit
noch zwei weitere vor, deren erste darin besteht, daR die unter Ic)
mit E2 bezeichnete bilineare Form identisch verschwindet, Ei aber

nicht. Man hat dann neben (13) schon die Gleichung



204 §18. Fortsetzung:

Man kommt zu dem jetzt vorliegenden Fall auch von Ib) aus,
wenn man A = M werden laRt. Man erhéalt, wenn (wie unter Ic)

gesetzt wird

EOund El kénnen in die Form

Ubergefuhrt werden (vgl. Nr. 17), so dal}

wird. Die Unbestimmtheit der Vektoren Ak, Pk ist gegeben durch
die Gruppe

SchlieRlich ist noch Ubrig der triviale Fall

in dem alle Potenzen von T von einer einzigen, T° = E, linear
abhangig sind. Natirlich muR dann A von Null verschieden sein,
wenn T nicht das Koeffizientensystem Null haben, also nicht nur
der Form nach existieren soll.
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Die aufgezahlten Falle bilden eine vollstandige
Disjunktion. Jede der aufgezdhlten ,Familien® von Formen
F = (X A) (PU) umfallt unendlich viele Formen, und zwar sind
die zugehdrigen Konstantenzahlen, wie man leicht ermittelt, die in
der folgenden Tabelle zuerst angefihrten Zahlen:

In der zweiten Zeile dieser Tafel steht die Zahl der unab-
héangigen absoluten Invarianten der aufgezéhlten Formen.

Wie in dem sogenannten allgemeinen Falle la) (dem hdéchster
Dimensionenzahl) entscheidet man leicht tber die Aquivalenz der
angefuhrten Formen gegeniber Transformationen der Gruppen G, T1@.
Namentlich ist fir Aquivalenz zweier bilinearer Formen (XA) (PU)
und (XB) (QU) gegenuiber 6r notwendig und hinreichend ihre Zu-
gehorigkeit zu derselben Familie 1a) ... Ill, verbunden mit Gleichheit
der entsprechenden Invarianten.

Eine besonders wichtige Familie linearer Transformationen vom
Typus X bilden die periodischen, die also, die nach wiederholter An-
wendung die identische Transformation (Q) hervorbringen. Sie alle
lassen sich (auch fur eine unbestimmte Stufenzahl) leicht aufzéhlen
und Klassifizieren. Wir behandeln kurz den einfachsten Fall, weil
wir es mit diesem spater noch zu tun haben werden.

Involutorisch heilt eine lineare Transformation, die von der
identischen Transformation verschieden ist, aber bei zweimaliger
Anwendung die identische Transformation liefert. Die involutorischen
linearen Transformationen eines terndren Gebietes gehdren notwendig
zu bilinearen Formen, deren kubische Kovariante identisch gleich
Null ist. Damit ist unsere Familie | bilinearer Formen ausgeschlossen,
und da auch die Familien 1l b) und I1IC) keine involutorischen
Transformationen liefern, so gehoéren diese alle zum Typus Ha),
und zwar mussen nach Formel (22) die Wurzeln A, M, M der
charakteristischen Gleichung entweder die Werte 1, — 1, — 1 oder
die Werte — 1, 1, 1 haben. Die involutorischen linearen Trans-
formationen eines Gebietes dritter Stufe kénnen daher erschdpfend
als eigentliche und uneigen tlic he Transformationen derart
klassifiziert werden, je nachdem die Transformationsdiskriminante
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(Determinante) den Wert 1 oder den Wert — 1 hat. Jede von
beiden Arten bildet eine Klasse untereinander &aquivalenter Trans-
formationen gegeniber der Gruppe Q. Dagegen gibt es, wie man
sofort sieht, in der Ebene (der projektiven Geometrie) nur eine
einzige Klasse involutorischer Kollineationen, die aquivalent sind
gegenUber der Gruppe ® aller Kollineationen. Entsprechend ver-
halten sich die bilinearen Formen, die als Symbole der involutorischen
Transformationen dienen.

Da beide Klassen spezieller bilinearer Formen vom Typus
(X A) (P U oder (XC)(rU) durch einen Vorzeichenwechsel inein-
ander Ubergehen, so kdénnen sie zusammen behandelt werden. Wir
lassen im folgenden die oberen Vorzeichen den eigentlichen, die
unteren den uneigentlichen Transformationen oder Formen ent-
sprechen. Fur beide Klassen ist dann, nach der Definition unserer
Transformationen,

Es ist also, da J 0,
und

Ferner ist fur beide Klassen,

Weiter hat man

Ferner sind, wenn P einen Vektor erster Schicht und A einen Vektor
zweiter Schicht bezeichnet und (A P) von Null verschieden ist, bei
Ubrigens vollig beliebigen A und P die folgenden bilinearen Formen
Symbole kontragredienter involutorischer Transformationen T, T:

und zwar kann jede Transformation T oder T im wesentlichen auf
eine Weise so dargestellt werden. ,Im wesentlichen® hei3t nattrlich,
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daR proportionale Anderungen der Koordinaten von A oder P nicht
in Betracht kommen. Auf einen ausgefuhrten Beweis darf wohl
verzichtet werden, da der Leser ihn leicht selbst finden wird.

Aus allem Gesagten folgt noch, dal? fur beide Arten involutorischer
Transformationen

ist. Die hier angefihrten Formeln (35) und (36) werden wir spater
zu verwenden haben.

Ein anderes hierher gehdriges und ebenfalls sehr einfaches
Ergebnis ist:

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafur, daf}
eine Kollineation (XC)(JTf7) = 0in der Ebene perspektiv ist,
besteht in dem identischen Verschwinden ihrer kubischen
Kovarianten. Die charakteristische Gleichung der Form (X G) (r u )
hat dann mindestens eine Doppelwurzel, und zwar tritt der Fall der
dreifachen Wurzel dann ein, wenn es sich um eine sogenannte
projektive Schiebung handelt.

Die Klassifikation der Formen (X A) (P U) oder (X C)(TU), zu der
wir hier gekommen sind, stimmt, wie es zu verlangen ist, Uberein mit der,
die aus der Theorie der Elementarteiler abgeleitet zu werden pflegt. Wir
verweisen hier insbesondere auf die Einfuhrung in die hohere Algebra von
M. Bocher (Deutsch von H. Beck, 1910), wo die einzelnen Familien
genau so bezeichnet sind wie hier. Man findet dort (S. 313) daneben die

sogenannte Charakteristikenbezeichnung derselben Familien zusammen-
gestellt in der Tabelle

§ 19-
Ternare bilineare Formen mit kogredienten Veranderlichen.
Automorphe Transformationen quadratischer Formen.

Halten wir an unserer bisherigen Annahme n — 3 fest, be-
trachten wir aber nunmehr eine bilineare Form des Typus

oder eine Form von kontragredientem Typus, so haben wir. ein von
dem vorigen vollig verschiedenes Problem vor uns, wenn auch hier
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die Frage nach einem ,vollstandigen Formensystem®“ von F (nach
Invarianten des Kernes von F und zweier Vektoren X und U gegen-
Uber der Gruppe G) gestellt werden soll. Unsere nunmehrige Auf-
gabe aber ist einfacher als die soeben behandelte, sie laBt sich im
Augenblick erledigen.  Setzen wir namlich (1 Zz)2= (AZ) (BZ),
also

und

so haben wir in der Formel

eine invariante Zerlegung der Form F vor uns (vgl. S. 117), derzu-
folge sogar in einem System, das auller dem Kern von F noch
beliebig viele Vektoren eee Xfi, Z7, ... W umfaBt, sich ein voll-
stédndiges und kleinstes System ganzer rationaler Invarianten sogleich
hinschreiben lalt. Man hat namlich nur den genannten Vektoren
die Kerne der beiden Formen

hinzuzufiigen. Da die erste von diesen selbst linear, die zweite aber
eine quadratische Form ist, so ist damit die vorgelegte Aufgabe auf
eine schon erledigte zurtckgefihrt (S. 134 bis 140). Namentlich
wird jede ganze rationale Invariante des Kernes von F und der
Vektoren X und U eine ganze rationale Funktion der Formen

Fragt man, wie es sachgemaB ist, nach allseitig- homogenen
Invarianten und Kovarianten, so muf3 eine ganze rationale Funktion
der Formen (4), wenn sie eine Invariante oder Kovariante der Form
F sein soll, in bezug auf die Kerne von (L 1)2und (QU) in allen
ihren Gliedern denselben Gesamtgrad aufweisen. Zum Beispiel ist

eine allseitig-homogene Kovariante von F, wiewohl sie im System
der Kerne von (QU)2, (QU) nicht homogen ist, und also im
System allseitig-homogener Invarianten des Kernes von
(QU)2und der Vektoren Q X, U nicht vorkommt.
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Die Beispiele der Kovariante 2(AA' U)(BB' V) und der In-
variante (Diskriminante von F) B(AA'A") (B B'B") mdogen zeigen,
wie man aus F und anderen Formen abgeleitete Invariantenbildungen
durch solche ersetzen kann, in denen die Formen (4) und einfache
Derivate von ihnen Vorkommen.

Man erhé&lt der Reihe nach die Umformungen:

damit hat man die Formel

Ebenso ergibt sich schlieRlich

Es kann zweckmaRBig sein, an Stelle der Formen (4) andere zu
benutzen, die dasselbe leisten, was auf mannigfache Art ausfuhrbar
ist. So zeigen die Gleichungen (5) und (6), daB man an Stelle von
(®U)2 und J auch 2(AA'U) (BB' U) und B(AA'A") (BB'B") ein-
fihren kann.

An das Formensystem (4) lieRe sich nun eine Untersuchung
knipfen, ahnlich der, die wir in den Paragraphen 16 bis 18 angestellt
hatten, und deren Ziel die Ldésung des zur Gruppe Gr gehdrigen
Aquivalenzproblems fiur Formen des Typus (XA) (BY) sein wirde.
Ich winsche indessen den Leser nicht zu ermiden und werde daher
die angestellten Betrachtungen in einer anderen Richtung fortsetzen.
Es soll gezeigt werden, wie man, ausgehend von der Zerlegung (3)
der hilinearen Form F in eine symmetrische und eine alternierende
bilineare Form unter gewissen Voraussetzungen zu einer Darstellung
aller automorphen linearen Transformationen einer ternaren quadrati-
schen Form gelangen kann. Ein Teil der hierzu nétigen Uberlegungen
ist unabhéangig von der Stufenzahl des betrachteten Gebietes; daher
lassen wir die Annahme n = 3 zunachst wieder fallen.

Es sei also die Stufenzahl n bis auf weiteres wieder beliebig,
und es soll, wie fruher (S. 126), ein Paar kontragredienter linearer

Study, Invarianten. 24
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Transformationen T, T *) durch ein einziges Zeichen X — (T, T)
zusammengefalt werden. Man hat dann

(S. 125, 126). Ferner sollen auch die kontragredienten Transforma-
tionen S deren jede beide Schichten von Vektoren vertauscht,
durch ein gemeinsames Zeichen © = (S, 2J) zusammengefalt
werden 1), so daR

Die Bedingung daftr, da® © bei £ in Ruhe bleibt (oder um-
gekehrt X bei ©) ist dann

das heil3t

(Nr. 18, S. 126). Eine Transformation X, die die Bedingung
(9) erfullt, ist nun augenscheinlich ©2, dargestellt durch
das folgende Paar kontragredienter Transformationen

In der Tat stehen diese beiden Transformationen in der unter (7)
angegebenen Beziehung; denn es ist

also

wahrend die Selbstverstandlichkeit

durch die Formeln Ubersetzt wird

1) In der fruher (S. 125) angewandten deutlicheren Bezeichnungsart ist

2) Ausfuhrlich:
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Es werde nun S in eine symmetrische Form SO = \ (iS-f- S,
und eine alternierende Form S1= | (S — S') zerlegt,

Da die Zerlegung invariant ist, nicht nur gegeniber der Gruppe 6r,
sondern auch noch gegeniber der zugehdrigen erweiterten Gruppe,
die auch lineare Transformationen mit Vertauschung der beiden
Schichten umfallt, so folgt nunmehr, unter der Voraussetzung, dal
die gemeinsame Diskriminante |S] = |S'Jvon S und S' von Null
verschieden ist, also unter der Voraussetzung

daR die (nach Nr. 13) der Gruppe jT angehodrige Trans-
formation (X —> X, Y —> X), deren Symbol

ist, nicht nur die bilineareForm S0-f-S1 sondern auch ihre
einzelnen Bestandteile SO und Sxin Ruhe l&Rt.

T ist also eine automorphe lineare Transformation aller
Formen des Buschels XS0O-f- fl Slt und insbesondere eine automorphe
Transformation von So; und zwar ist T eine eigentliche automorphe
Transformation von SO, wenn als ,eigentlich“ eine automorphe Trans-
formation von der Diskriminante Eins erklart wird. 'Aullerdem folgt
noch, dafl die zu T kontragrediente Transformation, die zu dem Symbol

gehort, die auf Seite 107 erklarte Kovariante von SOund also, wenn
|j01zfz 0 ist, auch die zu SO kontragrediente Form £ 0in Ruhe
lassen muR.

Es besteht also nicht nur die Gleichung ST — T S (Nr. 10),
die sich auf die triviale ldentitat

reduziert, sondern es bestehen auch die inhaltsreicheren Gleichungen

deren erste,

gleichbedeutend ist mit

oder mit der Gleichung
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Diese Formeln kann man, beildufig bemerkt, leicht verifizieren,
wenn man annimmt, dal auBer (13) auch die Ungleichung |SO|~ O
stattfindet. Es erweisen sich dann namlich als gleichbedeutend mit
der Gleichung (14), der Reihe nach, die Gleichungen

deren letzte eine triviale ldentitat istJ.

Es erhebt sich nunmehr die Frage: L&aRt sich jede eigentliche
automorphe lineare Transformation einer symmetrischen bilinearen
Form SO oder (was dasselbe ist) einer quadratischen Form, auf die
gefundene Art darstellen? Oder, wenn nicht, unter welchen Be-
dingungen ist die Darstellung méglich? Und wie wird dann eine
so darstellbare Transformation %, d. h., das zugehoérige Formen-
paar T, T in die Gestalt

gesetzt werden kénnen?

Um hierauf eine Antwort zu finden, wird man versuchen mussen,
die Gleichungen (16), wenn T oder, was auf dasselbe hinauslauft, T
gegeben ist, nach Sj aufzulésen. Das aber ist, wenn Uberhaupt aus-
fuhrbar, eine leichte Sache. Unter der Annahme (13), also unter
der Voraussetzung der Darstellbarkeit von T und T durch die Formeln
(16), folgt namlich

oder

U Durch Umkehrung der Reihenfolge der Rechnung und einen
Grenzubergang laRt sich das Bestehen der Gleichungen (14) auch allgemein
begriinden. Aber auf eine solche Uberlegung wirde man nicht leicht ver-
fallen, wenn man die Gleichungen (14) nicht schon kennte. Diese Art der
Beweisfuhrung ware also ein sogenannter Mausefallenbeweis.
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es folgt also, wenn

und, wenn |T H[ O ist, ebenso

(Vgl. S. 123.) Es ist nun aber, immer unter der Annahme (13)

und also

Wenn |SO |~ O ist, so existieren mithin beide Darstellungen
der alternierenden Form Sx wenn Uberhaupt, immer zugleich.

Aus dem Gesagten kann noch geschlossen werden, da im Falle einer

uneigentlichen automorphen Transformation von SO immer

ist.t. Ware namlich z. B. |T -\-it' 1=£0, so konnten wir eine Form S1 durch
die Gleichung (17) erklaren. Zugleich hatten wir, nach (14), SO0= T SOT'.
Diese letzte Gleichung kann nun aber auch in der Form

geschrieben werden, woraus wieder

also |T\ — 1 folgt, im Widerspruch zu der Annahme, dal T eine un-
eigentliche Transformation sein sollte.

Dem Vorgetragenen entnehmen wir den Lehrsatz:
eine nicht-singulare symme-
trische bilineare Form undT das bym bol einer
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eigentlich -automorphen Transformation (X-~-X, Y-+Y\
von S0, so kann T immer dann, und nur dann, wenn

ist, mit Hilfe einer geordneten (und ubrigens nicht not-
wendig von Null verschiedenen) alternierenden Form in
die Gestalt

Ubergefihrt werden, und zwar auf eine einzige Weise. Es
ist dann namlich

Umgekehrt liefert jede geordnete alternierende Form
Sr (mit EinschluB der Null), far die

ist, und nur eine solche, eine Form T, die als Symbol einer
eigentlich-automorphen Transformation von SO betrachtet
werden kann *).

Ist namlich T = (X C) (T V) und

so folgt

und es ist Uberdies

Es ist aber durch das Vorhergehende auch schon der folgende
inhaltsreichere Satz erwiesen, der der Unterscheidung zweier Schichten
von Vektoren Rechnung tragt:

Il. Es seien

U S Frobenius, Joum. f. Math., 84, 37, 1878, Lehrsatze | und 11I.
Der hier zugrunde liegende Gedanke ruhrt, soviel ich wei, von Cayley
her, der ihn indessen fehlerhaft abgefalt hat. Erst Frobenius hat die
Sache in Ordnung gebracht. Der von diesem Autor sehr betonte weitere
Lehrsatz jedoch, daB die durch |T -j- E | = 0 ausgeschlossenen eigentlichen
Transformationen Grenzfalle von solchen sind, far die |2'-f-E |A 0 ist,
scheint mir trivial zu sein. Auch wird, nach meinem Daflarhalten, die
Frage nach einer brauchbaren Parameterdarstellung der automorphen Trans-
formationen | durch die von Frobenius (in § 11 der zitierten Arbeit)
angestellte Untersuchung ihrer Beantwortung nicht nédher gebracht.
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zwei zueinander kontragrediente symmetrische (und also
auch reziproke) Formen, so dal

Es sei ferner $ = (T, T) ein Paar kontragredienter eigent-
h-automorpher Transformationen des Formenpaars
O= (S0,2J0), entsprechend den Symbolen

so daB

und

ist, und daB demnach die geordneten Formen T und T
durch 0 Ogepaart werden:

Entsprechende Invarianten (der Gruppe 6r) von T und T
sind dann einander gleich, und insbesondere ist

Ist nun dieselnvariante von Null verschieden, so lassen
sich zwei ebenfalls durch 0 O{nach der Regel

gepaarte alternierende Formenl

finden, deren Invariante

den Wert

hat und also von Null verschieden ist.

*) Siehe die Bemerkung am Ende des Lehrsatzes.
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Mit Hilfe dieser geordneten Formen Sl, X 1lassen sich
dann T und T wie folgt ausdricken:

Umgekehrt kann man die eine oder andere der Formen
S1 ,21 willkdrlich annehmen, so jedoch, daR die ent-
sprechendelnvariante] SO+ 3f nichtverschwindet.
Dadurch sind dann T und T so bestimmt, daR alle hier auf-
gezahlten symbolischen Gleichungen erfullt werden.

Wie zuvor, muB zu den alternierenden Formen hier auch die
Null gerechnet werden, die der Annahme | = ,d h T= E,
T = H entspricht.

Zur weiteren Verdeutlichung soll schlie8lich der Satz Il noch
in eine andere Form gegossen werden, die ebenfalls Interesse haben
darfte:

I1l. Es sei X = (T, T) ein Paar kontragredienter eigent-
lich-automorpher Transformationen des PaareS 0= (S0,Z 0)
reziproker symmmetrischer Formen, so daB die Beziehungen
(a), (b), (c) bestehen, und auferdem die Invariante

von Null verschieden ist. Es mdgen ferner durch X den
Vektoren X und U die Vektoren X und U zugeordnet

werden, und es seien Uberdies X und U so gewdahlt, dal3 sie
(und also auch X und U) einander in der Transformation
entsprechen, die zu ®0 gehort. Ist dann X* das arith-
metische Mittel der Vektoren Xund X, U* das arithmetische
Mittel von Uund U,
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so sind sdmtliche durch die folgende Figur dargestellten
Zuordnungen umkehrbar, sie sind also (lineare) Trans-
formationen:

Wie die benutzten Zeichen es andeuten, sind dann

Paare kontragredienter Transformationen, und

werden durch die Transformationen

gepaart. Ferner ist, wie die Figur es ebenfalls erkennen
lant.

oder ausfuhrlicher:

X) Man kann ubrigens das Schema des Textes durch ein einfacheres,
aber auch schon vollkommen deutliches ersetzen:

(S. Math. Ann. 39, 508, 1891).
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Wird dann

gesetzt, so sind Stund zwei durch 0 0= (So, £ 0) gepaarte
alternierende Formen, die der Einschrdnkung

unterliegen, von denen aber die eine sonst beliebig an-
genommen werden darf.

Von den Kernen dieser Formen hé&ngen dann die
folgenden linearen Transformationen oder geordneten
bilinearen Formen linear ab:

Durch Elimination der mittleren Veranderlichen in den
durch die Transformationen oder Formen bewirkten Zu-
ordnungen entsteht dann das Paar kontragredienter
Transformationen £ = (T, T) nach dem Schema

Ist die Stufenzahl n ungerade, so liefern die aufgestellten
Formeln auch eine entsprechende Darstellung uneigentlich-
automorpher Transformationen des Paares (SO, 210. — T und — T
sind namlich dann ein Paar solcher Transformationen, die mit T
und T invariant verbunden sind. Ist dagegen die Stufenzahl gerade,
so sind — T und — T wieder eigentlich-automorphe Transformationen
von (Sqg, 2 0, und man erhalt daher noch ein zweites System von
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Formeln, das zur Darstellung eigentlicher Transformationen dienen
kann, das nun aber unter der Voraussetzung

existiert. Ist zugleich

(was bei geraden Werten von n, und nur bei solchen, méglich ist),
so existieren zwei alternierende Formen S2und X2, die zu — T
und — T in derselben Beziehung stehen wie Sx und 2J1 zu T und T,
und zwar sind dann die Diskriminanten von S1und 2J1, S2 und 232
von Null verschieden. Da nunmehr

sein soll, so findet sich nach kurzer Rechnung

Zum Beispiel befriedigt dann die alternierende Form

In der Tat erhalt man als gleichbedeutend mit dieser letzten Gleichung
der Reihe nach die Gleiehnncren

und dieses ist eine ldentitdt, aus der dann die vorausgehenden
Formeln wieder abgeleitet werden kénnen.

LaRt man die Vektoren X** und U** in derselben Beziehung
zu — T und — T stehen, wie X* und U* zu T und T, so ist immer
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Das Vorgetragene enthalt vor allen Dingen die Feststellung,
dafl man in einem sogenannten allgemeinen Fall, der durch die Un-
gleichung

genau bezeichnet ist, den Kern von T (oder T) durch

abhangige Parameter rational darstellen kann, eben durch die
Koeffizienten der alternierenden Form S1 (oder Wichtig ist
dabei, dalR fur Formen T, die von E hinreichend wenig verschieden
sind, die Diskriminante |T -j- E | sicher von Null verschieden aus-
fallt. Dies ergibt sich namlich daraus, daB fir T = E die Beziehung
IT -(- E\ — 2n besteht. Cayleys Darstellung eigentlich-auto-
morpher Transformationen von (SO, EQ ist also brauch-
bar zur erschdpfenden Darstellung einer Umgebung der
identischen Transformation, und daher auch zur Dar-
stellung sogenannter infinitesimaler Transformationen.

Wir beridhren hiermit einen weiteren wichtigen Gegenstand, der
im zweiten Teil dieses Buches zusammen mit den Differential-
gleichungen der Invarianten abgehandelt werden soll. Bei dieser
Gelegenheit sollen dann auch die speziellen infinitesimalen Trans-
formationen zur Sprache kommen, die in der Hydrodynamik eine
gewisse Rolle spielen.

§ 20.

Fortsetzung:
Automorphe Transformationen ternérer quadratischer Formen.

Die im vorigen Paragraphen abgeleitete symbolische Rechnung
soll nunmehr im Falle n — 3 in dem Sinne weitergefihrt werden,
daB wir die Formen T und T mit Hilfe der Formen des auf S. 208,
Nr. 4 aufgestellten vollstdndigen Formensystems ausdricken.

Wir setzen also nunmehr n = 3, und dementsprechend (§ 19,
Nr. 1, 2)

Wir erhalten dann, wenn nicht Null ist,
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(8 19, Nr. 5 und 6), wobei, wenn auch J zjz 0 ist, und, wie fruher,
20 = (UA)(AV) die zu SO kontragrediente (und zugleich reziproke)
Form bedeutet,

ist. Wir kennen damit natirlich auch schon die Form (So— Sj)- 1
und kénnen also nunmehr die Formeln T und T berechnen (Formel h
in § 19).

Hiermit ist die zunachst gestellte Aufgabe schon gelést. Es
besteht aber, in dem besonderen Falle, mit dem wir es jetzt zu tun
haben, der weitere (fir n~> 3 nicht mehr giltige) Satz:

Die mit Hilfe alterniere nder Formen nicht dar-
stellbaren eigentlichen Transformationen (T, T) einer
symmetrischen nicht singuldren Form SO0 sind samtlich
involutorisch, und sie bilden die Gesamtheit der eigent-
lichen involutorischen Transformationen von SO

Da es sich namlich um eigentliche Transformationen handelt,

so ist [T\ = 1. Ferner ist dann — T, da n ungerade, eine un-
eigentliche Transformation, und also ist \T— E\ = 0 (S. 207).
Drittens ist nach Voraussetzung = 0. Da n= 3 sein

soll, so kennen wir damit die Wurzeln der charakteristischen
Gleichung von T, sie haben die Werte

. - 1 -1

womit die erste unserer Behauptungen erwiesen ist.

Die involutorischen, eigentlich-automorphen Transformationen
von S0 lassen sich nun leicht unmittelbar bestimmen. Wir haben
dazu nur in den Formeln (35), S. 206 das obere Vorzeichen zu
wahlen und die dort P und A\ genanntenVektoren erster und
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zweiter Schicht in die Beziehung von Pol und Polare in bezug auf
S zu setzen. Wir machen also die Substitution

und erhalten

Vergleichen wir jetzt diese Formeln mit den zuvor abgeleiteten,
so erkennen wir, daR sie zu einem inhaltsreicheren Formelpaar
zusammengefalt werden koénnen, das nunmehr alle eigentlich-
automorphen Transformationen von darstellt. Wir haben nur

zu setzen, wo nun also

ein System von vier homogenen Parametern darstellt.

Wir wollen zunéchst das Ergebnis dieser Uberlegung unter der
vereinfachenden Annahme J = 1 anfuhren. Wir koénnen dann die
Form (® U)2durch die Form (A U)2ersetzen, die nun ebenfalls als
die gegebene Grundform betrachtet werden kann. Wir erhalten ein
Formelpaar, das zwar nicht mehr dem urspringlich gegebenen
Rationalitats- und Integritétsbereich angehdrt, und dessen Struktur
nur noch bei Transformationen der Gruppe I erhalten bleibt, das
aber dafur Symmetrieeigenschaften aufweist, die den Formeln (4)
und (5) fehlen, und das ubrigens ja diese Formeln sofort zu repro-
duzieren erlaubt. Eine weitere — rein formale — Vereinfachung
erhalten wir noch, wenn wir die fruher (§ 13) erklarten Zeichen ein-
fiuhren, und Uberdies die formale Unterscheidung von Invarianten

der Typen
X1Y), (UX), (U\V),

die nun wohl ihren Dienst getan hat, nicht mehr mitschleppen, sondern
an Stelle des ersten und dritten dieser Zeichen die noch etwas ein-
facheren und ebenso deutlichen Symbole

®) XY){= (XL)(LY)}

benutzen.
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Wir erhalten dann die Gleichungen 1)

in denen naturlich

anzunehmen ist.

Diese Formeln stellen also die Gesamtheit aller auto-
morphen linearen Transformationen der zueinander
kontragredienten symmetrischen Formen (8) dar, und sie
bringen auBerdem die durch eben diese Formen vermittelte
Symmetrie zwischen den kontragredienten Formen T und
T zu vollkommenem Ausdruck.

Setzen wir erstens wie fruher,

so folgt nach kurzer Rechnung

und ebenso

Aber diese Formeln brauchen zweitens gar nicht jede fur sich abgeleitet
zu werden, sondern die eine folgt aus der anderen, einfach dadurch,
daB man in Nr. (9) zugleich die Zeichen X und U, V und Y ver-
tauscht. Und man kann drittens auch nur Vund Y oder Uund X
vertauschen, und hat dann schon die (,korrelativen®) linearen Trans-
formationen von der Determinante Eins hergestellt, die aus den
Formen (J X ,),(i7f7,) die Formen (U U"), (1 1"') hervorgehen lassen.
Diese zweite Formelgruppe hat also, in unserer Bezeichnung,
genau dieselbe Struktur wie die erste.

Die einzelnen Bestandteile der Ausdricke (9) lassen sich leicht
mit Hilfe der Symbole T, T darstellen. Ist namlich, wie friher, B,

1) In der Hauptsache findet sich dieses Ergebnis schon in der Koor-
dinatengeometrie von H. Beck (1, 264, 278, 1919). Doch 14kt die dort
gegebene Herleitung wie auch die Formulierung selbst noch einiges zu
wiinschen dbrig. Siehe den weiteren Text. (Uberflussig ist der von Beck
mit a bezeichnete Parameter).
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die lineare Invariante von T oder T, R = (I ) = (A D), so
ergibt sich

Die charakteristische Funktion von T oder T ist

Daher ist

oder

also

Ist dieser Ausdruck 0, also die Transformation nicht involutorisch,
so erhalt man

was die gesuchten Ausdriicke sind. Man entnimmt daraus auch im
involutorischen Falle (R = — 1) die VerhaltnisgroRen Pk

Die zweite und die dritte Formel unter (14) lassen sich, nach
den friher entwickelten Regeln, auch so schreiben:

Der letzten Formel entnimmt man, wenn R # — 1, unmittelbar
den Quotienten (UQ) = PO 1.(UP).

Die einfache Struktur der Ausdricke fur die auto-
morphen Transformationen (T, T) der betrachteten symme-
trischen oder quadratischen Formen kommt allgemein nur
der vorgefihrten Gestaltung zu, deren Wesen darin besteht,
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daB T und T aus Invarianten der Gruppe Tlzusammen-
gesetzt werden. Wenn man das Koordinatensystem spe-
zialisiert, und dann mit explizite geschriebenen Koordinaten
rechnet, so werden die angefiuhrten Symmetrieeigenschaften
in der Regel verdeckt. Es wird nicht dberflissig sein, dies
dadurch zu erlautern, daB wir neben die Formeln (9) in zwei ohne-
hin wichtigen Fallen ausgerechnete Formeln stellen. Wir wollen
annehmen, es seien die zwei Formenpaare

vorgelegt, wobei entweder die oberen oder die unteren Vorzeichen
Geltung haben. Es wird dann

aber

so dal} also bei Annahme der unteren Vorzeichen (im Falle reeller
indefiniter quadratischer Formen) die hervorgehobene Symmetrie
bereits unkenntlich wird.

Substituiert man die angegebenen Werte, so erhalt man als
Ausdruck der Transformation T oder (I C)T = 1 Gleichungen
der Form *)

wo

X) Die Beziehung der hier angewendeten Bezeichnung zu der friuher
(S. 111, 112) gebrauchten ist also gegeben durch
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und als Ausdruck der Transformation T oder (Uzt)D = U
Gleichungen der Form

\vc und

Im Falle der oberen Vorzeichen ist allgemein , und
man hat vor sich die Ausdriicke Eulers fir die Koeffizienten einer
eigentlichen ternaren orthogonalen Transformation.

Mit Hilfe der Parameter PO:Px:P2:-P3 lassen sich nun
auch zwei der Transformationenpaare (T, T) zu einem
dritten zusammensetzen, und zwar immer auf formal-gleiche
Weise fuir alle Paare kontragredienter Formen

Dies wird namlich geleistet durch die Gleichungen

denen zufolge

wird. Hier bedeuten die Zeichen Pk (= 0, 1, 2, 3) die Parameter
der zuerst auszufuihrenden Transformation (Tx TX, Pk sind die Para-
meter der Transformationen eines zweiten Paares (T2, T2, und
schlieBlich sind P% die Parameter der zusammengesetzten Trans-
formationen (T3, T3 = (TxT2 TxT2.

Man gelangt zu den Formeln (20) am bequemsten, wenn man
von den bekannten Quaternionenformeln fir die Zusammensetzung
von zwei eigentlichen ternaren orthogonalen Transformationen aus-
geht, die hier unter (21) angefuhrt werden (entsprechend den oberen
Vorzeichen):
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Offenbar lassen sich diese Formeln zu den Formeln (20) zu-
sammenfassen. Da aber diese Formeln (20) nur noch Invarianten
(solche der Gruppe 1"} verbinden, so mussen sie unter der Voraus-
setzung \T\ = 1 allgemein gelten, was man natdrlich auch, von den
Formeln (20) selbst ausgehend, durch eine besondere Rechnung fest-
stellen kann. Wahlen wir also z. B. in den Formeln (17) die unteren
Vorzeichen [was die Wahl der unteren Zeichen in (18) und (19) nach
sich zieht], so haben wir damit schon die Zusammensetzung eigent-
lich-automorpher Transformationen der Formen

geleistet: Es ergeben sich, aus (20), nunmehr die Formeln (22) mit
dem System der unteren Vorzeichen.

Wenden wir jetzt die in § 16 und § 17 entwickelte Theorie auf
den vorliegenden Fall an, so erhdlt sie eine besondere Gestalt, was
darin begrindet ist, daB nunmehr die charakteristische Funktion von
F, T oder T im arithmetischen Sinne reduzibel wird (Nr. 12). Wir
betrachten der Kiirze halber nur den Fall (PP) 0, und wollen
auflerdem zunachst annehmen, daf auch noch POqt 0 ist. Wir
finden dann:
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Um diese Formeln richtig aufzufassen, wolle man beachten, daR
sich in den Ausdricken fur E2 und E3 aus Z&hlern und Nennern
ein Faktor PO weggehoben hat. Die so gekurzten Ausdricke E2
und Es hangen, wie auch schon E,, gar nicht von PO ab. Das erklart
es, daR sie auch im involutorischen Grenzfall, der der Annahme
A% = Az — — 1 entspricht, vollig bestimmt bleiben. Von den drei
singularen Formen Ex, E2 E3 ist die erste, die hier rational-bestimmt
ist, schon als Produkt linearer Formen dargestellt, den beiden anderen
ist ihre Zerlegbarkeit in lineare Faktoren nicht anzusehen. Indessen
14kt sich auch ihre Zerlegung, die naturlich nicht willkidrfrei sein
kann, muhelos ausfiihren.

Wir nehmen zu diesem Zweck einen Vektor Q so an, daB
(QQ ~ 0 und (P Q = 0 ausfallt, im Ubrigen aber beliebig. In

dem durch die Vektoren Q und P Q bestimmten Bischel linearer

Formen (P*2Z) = (P QZ) -f- g.(QX) suchen wir uns sodann zwei

linear-unabhéngige heraus, die der Forderung (P* P*) = 0 genugen.
Zwei solche sind

Mit ihrer Hilfe lassen sich dann die singularen Formen Elt E2,
E3 so als Produkte schreiben:

Durch die dargelegten Entwicklungen ist die kleine Theorie der
,Drehungen“ um einen festen Punkt des gewdhnlichen Euklidischen
Raumes auf eine den Forderungen der InVariantentheorie ent-
sprechende Basis gestellt: Sie ist derart verallgemeinert, dall an
Stelle der quadratischen Form X»x2-f- X 22-j- X 32 irgend eine nicht-
singulare quadratische Form (X X) tritt.

Bezeichnen wir jetzt als (eigentlichen) Punkt irgend ein Multi-
plum des Vektors X (s. S. 55), so stellt die Gleichung (XX) = 0
einen vom Punkte (0, O, 0} ausgehenden irreduzibelen Kegel zweiten
Grades dar, der bei den betrachteten Transformationen in Ruhe
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bleibt. Diese selbst aber kdnnen sinnvoll Drehungen genannt
werden: Bei fast jeder von ihnen bleiben alle (002 Punkte einer
durch den Punkt {0, 0, 0} — das Drehungszentrum — gehenden
bestimmten Geraden, der zugehorigen Drehungsachse, in Ruhe —
alle Punkte n&amlich, deren Kartesische Koordinaten die Form
{b-Pj, 6P 3[ haben. (Eine evidente Ausnahme bildet nur die
identische Transformation.)

Auller dieser dem Vektor P entsprechenden Geraden bleiben bei
den nicht identischen automorphen eigentlichen Transformationen
von (X X) noch zwei weitere Geraden in Ruhe, diese aber nicht
punktweise; sie gehdren zu den Vektoren P2 und P3 und liegen auf
dem genannten Kegel in der Polarebene von P.

Erinnern wir uns jetzt der in § 3 aufgestellten Formeln fur
den Winkel von zwei zu dem Vektor P senkrechten orientierten
Vektoren,

so gelangen wir zum Ausdruck einer mit der betrachteten Trans-
formation invariant - verbundenen WinkelgréRe, die als Winkel der
ausgefuhrten Drehung zu bezeichnen ist, und im Falle (X X) = Xja
-f- X 22-j- X32 in die bereits in Elementarblchern als Drehungs-
winkel bezeichnete transzendente Funktion Ubergeht. Wir haben
dazu nur noétig, den Vektor Y mit dem transformierten Vektor X

zu identifizieren, und — was zuladssig ist — zu erklaren, dal
VXX = VXX sein soll. Bezeichnen wir dann den zu suchenden
Winkel — also den ,Winkel der Drehung“ (T, T) — mit 2ft

(an Stelle des & der vorigen Formel), so finden wir

und also
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Neben der WinkelgréRe -fr, oder (unter Umstéanden zweckmé&Rig)
an ihrer Statt kann man auch eine andere benutzen, die aus ihr
durch die Substitution fr = i hervorgeht. Setzen wir gleichzeitig

usw., so erhalten wir

Es besteht dann der Satz, daB bei Drehungen um dieselbe
(orientierte) Achse (P) die WinkelgroBen 2&, 2m* sich nach be-
kannter Regel addieren:

Alles dies gilt fur das komplexe Gebiet und beliebige Formen
(X X) von der Determinante Eins. Handelt es sich aber um
reelle Formen, so wird man einen Unterschied machen zwischen
dem definiten und dem indefiniten Fall. Es genigt dann, bei der
ersten Annahme vorauszusetzen, dal3 (X X ) unter Verwendung reeller
Koordinaten in die Form X!2-f- X24" -%2 ubergefihrt werden
kann, dal (X X) also positiv-definit ist, bei der zweiten, daf
(X X) ebenso in die Form XxX— X2— X R gesetzt werden kann.
Im indefiniten Fall wird dann durch den Kegel (X X) = 0 die
Menge der Vektoren X in ein ,zugangliches Gebiet" (X X)> 0
und ein ,unzugéangliches Gebiet" (X X) < 0 zerlegt, und es gibt
demnach dann schon im Reellen drei verschiedene Arten von
Drehungsachsen (P), die durch die Beziehungen

gekennzeichnet sind. Bei Beschrankung auf reelle Figuren kann
man dann etwa zwischen ,eigentlichen Drehungen* {(PP)>0),
,Grenzdrehungen“ {(PP) = 0(, und ,uneigentlichen Dre-
hungen“ {(PP) < 0} unterscheiden; nur die identische Trans-
formation gehdrt allen drei Familien zugleich an. Fur die Drehungen
der ersten und zweiten Art ist dann H, fur die der zweiten und dritten
Art & reeller Werte fahig. Bei den hier sonst nicht weiter be-
trachteten Grenzdrehungen bleibt nur die Drehungsachse in Ruhe,
und zwar punktweise.

Die besprochenen ,Drehungen® fallen unter einen umfassenderen Be-
griff, den ich in der Euklidischen wie in der Nicht - Euklidischen Geometrie,
als Bewegung bezeichne; entsprechend fallen die uneigentlich-automorphen

Transformationen {— T, —T} unserer quadratischen Formen (X |) unter
den Begriff der ,Umlegung“. Im vorliegenden Falle sind ihre Eigen-
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schaften (besonders ihre Kennzeichnung als ,Drehspiegelungen®) aus dem
Vorgetragenen ohne weiteres abzulesen.

Da man (bekanntlich) die Quaternionentheorie aus der Theorie der
automorphen Transformationen der ternaren Form -f- X~2-j- X 32 ab-
leiten kann, so ist durch das Vorgetragene auch fur die Quaternionentheorie
eine Basis geschaffen, die von der besonderen Gestalt der Form (X X ) unab-
hangig ist. An Stelle der Norm PO02-j- P*2-]-P22-{- P32 einer Quaternion
tritt dann der Ausdruck PO02-)- (P P). Dieser aber ist selbst noch eine
stark spezialisierte quaternare quadratische Form. Im zweiten Teil dieses
Buches soll gezeigt werden, daB man auch diese Beschrankung noch auf-
heben kann.

§ 21.
Grenzfall: Bewegungen und Umlegungen in der Euklidischen Ebene.

Die im vorigen Paragraphen entwickelte Theorie 14t sich aus-
dehnen auf die eigentlich-automorphen Transformationen einer
terndren symmetrischen bilinearen oder quadratischen Form vom
Range 2, also einer solchen, deren Invariante Null, deren
guadratische Kovariante aber nicht identisch gleich Null
(und dann also das Quadrat einer linearen Form) ist. Wegen
der geometrischen Anwendungen wollen wir annehmen, dalR die
quadratische Form Vektoren zweiter Schicht als Veranderliche ent-
halt. Sie soll nach wie vor (A XJ)2 heiBen, die genannte lineare Form
wollen wir (B X) nennen, so dal}

wird.

Man sieht sofort, dal man statt eines Kontinuums eigentlich-
(oder uneigentlich-) automorpher Transformationen von (A X)2 jetzt
deren zwei erhalten muR; denn aus (UA)2= (UA)2 folgt nur
(E1X)2= (iR X)2 d. h. es bestehen die beiden Mdglichkeiten

die wir zunachst als (eigentliche, uneigentliche) positiv-autom orphe
und negativ-automorphe Transformationen von (UA) (VA)
unterscheiden wollen.

Eigentliche Transformationen beider Arten, ja sogar alle, wie
wir sehen werden, entstehen nun aus den in 8§ 20 untersuchten
Transformationen T, T durch einen Grenzibergang. Da bei diesem
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die Reziprozitat von (XX) und (TJU) zerstért wird, so heben wir
die angefuhrte Vereinfachung nun wieder auf. Dies geschieht, wenn
jetzt auch im Falle JA |zfz 0 das Zeichen £1 gebraucht wird, durch
die Substitutionen

Schreiben wir dann fur P* schlieBlich wieder _P, so erhalten wir
die folgenden Formeln, die sich von den bisher benutzten nur wenig
unterscheiden:

Eine zweite etwas abweichend gebaute Formelgruppe erhalten wir,
wenn wir statt des Vektors erster Schicht P einen Vektor zweiter
Schicht A einfuhren, der mit ihm durch die Gleichungen

verbunden ist. Setzen wir dann noch

so entstehen die Gleichungen

in denen an Stelle der Parameter

die Parameter

getreten sind. Beide Formelpaare stellen auf Grund des Zusammen-
hanges (*) dasselbe Paar kontragredienter Transformationen T, T
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dar. An Stelle des einen Systems (Nr. 20, § 20) bilinearer Gleichungen
aber erhalten wir jetzt deren acht, von denen vier die folgenden
sind *):

Hieraus folgt schliefflich noch (§ 20, Nr. 21):

Solange also die Voraussetzung \A\ 0 besteht und
demnach zwischen den VerhaltnisgréBen Pit, Pfe, Pic und Ak
Aic, Ak der Zusammenhang (*) angenommen wird, sagen alle
diese in der Form verschiedenen Gleichungssysteme das-
selbe aus. Insofern hat also ihre Vielfaltigkeit nur ein
untergeordnetes Interesse. Das dndert sich jedoch bei dem
Grenzubergang A \—» 0.

Dann wird namlich, in der Grenze, der Zusammenhang (*)
zerstort, wahrend die Gleichungen (5a) und (5b) ihre Bedeutung
bewahren, und auch in der Grenze A = 0 noch in der gleichen
Beziehung zu den Gleichungen (6) und (7) stehen wie vorher, vor-
ausgesetzt nur, daR nunmehr die GréBen P* und Ak als voneinander

D Man kann auch, nach Anweisung der Formeln (*), auf den rechten
Seiten der Gleichungen (6) die Parameter PA durch die Parameter er-
setzen, und umgekehrt. Das wurde sich aber, im Hinblick auf den alsbald
auszufuhrenden Grenzubergang, als zwecklos herausstellen. Die weiteren
vier Gleichungen sind daher gar nicht erst angefihrt worden.
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unabhéngige Parametersysteme behandelt werdeng. Es ist dabei
zu bedenken, daB (fll), das zuvor nur in der quadratischen Ver-
bindung (B X)a eine reale Bedeutung hatte, nun eine selbstéandige
Existenz bekommt, woran weiterhin durch Gebrauch der Bezeichnung
(XRB).(BF) an Stelle von (X RB)(B F) erinnert werden soll. Wir
gelangen nunmehr zu dem Lehrsatz:

Im Grenzfall NA\ = 0 stellen, solange die lineare Form
(R X) nicht identisch gleich Null ist, die Formeln (5a) die Ge-
samtheit der eigentlichen positiv-automorphen Transformationen
der quadratischen Form (UA)2 dar, und die Formeln (5b)
die Gesamtheit der eigentlichen negativ-automorphen Trans-
formationen?. Ferner liefern die Gleichungen (6) auch in
diesem Grenzfalle noch die Regeln fur die Zusammen-
setzung solcher Transformationen (oder Transformationen-
?are T, T), die zusammen eine geschichtete Gruppe (von

002-3 Transformationen) bilden.

Zunachst ziehen namlich die Gleichungen (5a) und (5b) auch

jetzt noch die Gleichungen

nach sich; im Falle (a) aber- folgt Uberdies
wahrend sich im Falle (5)

ergibt. Ferner wird die Gruppeneigenschaft der gefundenen Trans-
formationen durch die Formeln (6) in Evidenz gesetzt, die zusammen
mit den Formeln (7) zeigen, wie aus zwei solchen Transformationen
immer eine dritte gebildet werden kann, nach dem Schema

Wir haben also eine aus zwei Schichten bestehende Gruppe mit
Systemen von je drei wesentlichen komplexen Parametern vor uns,

a) Selbstverstandlich sind dann auch die Grofen P£' in der ersten
Formelgruppe unter (6) und (7) nicht identisch mit denen der zweiten
Gruppe und die GroRen AE der dritten Gruppe nicht identisch mit denen
der vierten.

2) Natirlich mussen die Faktoren von T und T von Null verschieden
bleiben.
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und diese Gruppe jedenfalls wird durch unsere Formeln luckenlos
dargestellt. DaR aber die Hauptschicht dieser Gruppe, die analytische
Gruppe unserer eigentlichen Transformationen, die positiv-auto-
morphen linearen Transformationen von (A X)2 erschopft, geht
daraus hervor, dall das sicher fiur eine Umgebung der identischen
Transformation zutrifft. Man erschlieBt das ebenso wie in dem
in § 19 abgehandelten Fall.

Ein zweiter mit elementaren Mitteln zu fihrender Beweis ergibt
sich weiterhin aus den Gleichungen (10 a) und (10 b).

Sogleich sieht man auch noch, dalR die Gleichungen PO = 0,
AO — 0 nach wie vor involutorische Transformationen kenn-
zeichnen, und zwar alle solchen in der genannten Gruppe. Es tritt
aber jetzt auch eine neue Erscheinung auf: Die Gleichung (RP) = 0
bezeichnet jetzt eine nur noch von zwei wesentlichen komplexen
Parametern abhéangige analytische, und zwar invariante Unter-
gruppe der Gruppe (a), und ebenso bilden diese Transformationen
zusammen mit den involutorischen Transformationen von (a) noch
eine (geschichtete) invariante Untergruppe. Ferner lassen sich den
Gleichungen (14) in § 20 zum Teil analoge Gleichungen an die Seite
stellen.

Man kann diese auch, in allen Féallen, zur Bestimmung der Verhéltnis-
groRen Pfc oder AK verwerten (wiewohl nicht mehr auf ganz so einfache
Weise wie dort), wenn eine durch (5a) oder (5b) darstellbare Trans-
formation (T, T) vorliegt. Nur ist zu bedenken, daB, namentlich im Falle
(b), etliche unserer Formeln (14) bis (16) illusorisch werden. Man hat im
Falle (b) immer

daher fehlt im Falle (b) ein Seitenstiick zu den Formeln (16) in § 20 U.
und auch im Falle (a) wird man nun nicht mehr so schnell wie unter der
Voraussetzung |A | 0 durch Rechnung feststellen koénnen, daf die ge-
fundenen Transformationen die automorphen linearen Transformationen
von (UA)Z erschopfen. [Die fruher (S. 215) zum Beweis benutzten
Formeln

U Das Bestehen der Gleichungen (8) zieht hier darum nicht den
involutorischen Charakter der dargestellten Transformationen nach sich,
weil im Falle \A\ = o, AO == 0 die Transformationen (5 b) nur singulare
quadratische Formen in Ruhe lassen.
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liefern jetzt, wenn der Fall (a) angenommen und

gesetzt wird, nur

im Falle (6) aber liefern sie Uberhaupt nichts Brauchbares.]

Besonderes Interesse hat der Spezialfall, in dem (A U)2und (Si X)
die Form

haben. Man erhélt dann aus (5 a) und (5 b) eine Formelgruppe, die
zur Darstellung der Bewegungen und Umlegungen in einer mit
gewohnlichen rechtwinkligen Koordinaten verbundenen Euklidischen
Ebene dient; die Formen T, T entsprechen dann den folgenden
Transformationen, die als erschopfende Darstellung der Bewegungen
und Umlegungen leicht zu erkennen sind:
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Die Formeln fur die Zusammensetzung der Parameter aber
werden nun diese:

Sie haben in allen Fallen zur Folge, dak N.fl' = fI" wird.

Die erste Formelgruppe unter (11) ist das Multiplikationstheorem eines
Systems komplexer Zahlen, einer Ausartung der Quaternionen Ham iltons,
die auf ahnliche Art wie die Quaternionen selbst, auch mit Hilfe einer
quadratischen Tafel beschrieben werden kann. Setzt man der Reihe nach

so entsteht die Multiplikationstafel:
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Die entwickelten Formeln finden, wie angedeutet, ihre wichtigste
Anwendung in der Euklidischen Geometrie der Ebene. Man achtet
dann nur auf die Verhaltnisse der Koordinaten eines Vektors X
oder U, deren Systeme dann als Punkte oder Geraden bezeichnet
werden. Setzt man in dem Spezialfall (9)

so werden X und y rechtwinklige Kartesische Koordinaten eines
Punktes. Die Transformationsgleichungen (10a) lassen dann aus
jeder Figur eine zu ihr ,kongruente®, die Formeln (10h) eine zu
ihr ,symmetrische” (,symmetrisch-gleiche") Figur hervorgehen.
Wir unterscheiden sie dann durch den Gebrauch der vorhin schon
eingefiihrten Worte Bewegung und Umlegungl).

Wir wollen an diesem Beispiel noch kurz auseinandersetzen, wie
sich die Grundbegriffe der analytischen Geometrie rein-algebraisch
und ohne Gebrauch spezieller Voraussetzungen Uuber das
Koordinatensystem entwickeln lassen. Wir machen also jetzt
nicht die durch die Gleichungen (9) bezeichnete Annahme. Doch
soll, lediglich der Kurze zuliebe, die Form (t/y/)2hier als semipositiv
gelten, und es sollen auch nur reelle Figuren — ausschlieBlich
Punkte und gerade Linien mit reellen Koordinatenverhaltnissen —
betrachtet werden?2.

X) Math. Ann. 39, 441ff. (1891), insbesondere s. 557 bis 564. Dort
finden sich schon die Formeln (10a), (10b) und (11), abgesehen von den
hier verbesserten Buchstabenzeichen.

2) Diese hier also nebensédchliche Einschrankung ist fur die meisten
Darstellungen der elementaren analytischen Geometrie wesentlich. Kann
man sich um das Imaginare doch nicht herumdricken, so tut man dann
vielfach so, als waren die erforderlichen Begriffe auch fur das komplexe
Gebiet erklart. Ein anderer Mangel vieler Lehrbicher der ,analytischen®
Geometrie besteht darin, daB ihren Lesern, d. h. Anfangern, Kenntnis eines
verwickelten Systems sogenannter Axiome zugemutet wird. Man opfert
damit die Wissenschaftlichkeit Rucksichten, die man, schwerlich mit Recht,
fur padagogisch halt. Sind jene Axiome mit ihren wichtigsten Folgerungen
irgendwo einwandfrei dargestellt, dann sicherlich nicht in Schulbichern.
Alle Autoren verfahren so, die von ,Anwendungen der Analysis auf Geo-
metrie“ reden. Was man dann unter Geometrie verstehen soll, muB doch
zuerst einmal da und auch fest begrindet sein. Aber auch im besten
Falle kann die Uberzeugung von der Widerspruchsfreiheit eines solchen
Systems nicht ohne Hilfe der Analysis gewonnen werden.

Einen allerdings noch nicht ganz befriedigend ausgefallenen Versuch,
mit diesem System von Erschleichungen zu brechen, bedeutet die Koordinaten-

geometrie von H. Beck.
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Wir unterscheiden (wie ublich) zweierlei Punkte und gerade
Linien. Uneigentlich wird die Gerade £1 genannt, alle anderen
002 Geraden heiBen eigentliche Geraden. Uneigentliche
Punkte sind dann die ool1Punkte, die mit der Geraden B vereinigt
liegen, {(fl X) = 0}. Von der eigentlichen Geraden J unter-
scheiden wir eine andere Figur, die durch drei GroRen {U,, U2 U3
definiert (definiert!) ist, die der Gleichung (UA)2= 1 genlgen.
Wir nennen sie orientierte Gerade oder Speer. Zu jeder eigent-
lichen Geraden gehodren also zwei orientierte Geraden oder Speere

. entsprechend den beiden Werten von JI(UA)2 Der Uber-
~(UA)2
gang von einer Geraden zu einer der beiden entsprechenden orientierten
Geraden ist nur in besonderen Fallen eine rational - ausfihrbare
Operation.

Es besteht nun, wie ohne weiteres abzuleiten, identisch (fur alle
U, V, U\ V') die Gleichung

Daher kann man erstens eine WurzelgroRe eindeutig durch
die Formel

erklaren. Zweitens kann, wenn (E1 UV) = 0 ist, eine Abhangigkeit
zwischen zwei WurzelgréRBen durch die eine oder andere Formel

erklart werden. Eigentliche Geraden, die der Bedingung (G UV) = 0
genigen, nennen wir nun parallel. Es folgt, daB nach Orientierung
einer Geraden die Orientierung jeder zu ihr parallelen Geraden
rational - ausfihrbar ist. Ist das obere Vorzeichen in (15) gewé&hlt
worden, so heilen die Speere
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syntaktisch, andernfalls antitaktisch. Drittens kann es sein,
daR fur zwei eigentliche Geraden (UA) {A V) = 0 ist. Man kann
dann wieder eine Abhéangigkeit zwischen Wurzelgréen erklaren
durch die eine oder andere der Formeln

Wir sagen, die Geraden U, V seien zueinander orthogonal

(senkrecht); ferner nennen wir den Speer normal zu dem

Speer wenn in (16) das obere Vorzeichen giltl). Wenn also

eine Gerade orientiert ist, so verlangt die Orientierung auch der zu
ihr senkrechten Geraden nicht die Einfihrung einer neuen Wurzel-
groRe.
Wir definieren jetzt Begriffe ,Winkel“ und ,Entfernung”.
Der Winkel &u von zwei orientierten Geraden oder Speeren,
die in eine bestimmte Reihenfolge U V gesetzt sind, wird
bis auf Vielfache von 2 7t genau erklart durch die Formeln

Hieraus folgt — immer auf Grund algebraischer Tatsachen —
der Lehrsatz von der Winkelsumme im Dreieck (Summe der Aufien-
winkel), der erst durch Einfuhrung des Begriffes Speer seine einfachste
Form und wahre Allgemeinheit erhalt:

*) Wenn also der Speer V normal ist zu dem Speer U so ist der
Speer U normal zu der Umkehrung von V, d. h. zu dem Speer — V. Die
Unterscheidung der hier durch die Worte orthogonal und normal be-
zeichneten Begriffe liegt z. B. der Evolutentheorie der ebenen Kurven zu-
grunde. Die einfachen algebraischen Tatsachen, die man in einer solchen
Theorie doch wirklich benutzt, sollten reinlich herausgearbeitet werden. —
Man beweise etwa noch mit Hilfe der Identitat (13) und der zugehdrigen
Definitionen (15), (10) (also ohne Gebrauch von WinkelgréBent!):
wenn U, V, W drei Speere sind, und V normal ist zu U, und W zu V,
so sind U und W antitaktisch.
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Sodann heiBe Entfernung zweier eigentlicher Punkte X, Y
der Ausdruck

Man sieht, dalR durch Entscheidung Uber den Wurzelwert im
Zahler dieses Ausdrucks die Verbindungslinie der Punkte X, Y
orientiert, in einen Speer verwandelt wird. Liegt umgekehrt eine
orientierte Gerade U vor, so lallt sich die Entfernung von irgend
zwei Punkten X, V auf ihr eindeutig erklaren,

was wieder eine Folge der ldentitat (13) ist, und die unter der
Voraussetzung (UX) = 0, (UY) = 0 mogliche Erklarung einer
Abhéangigkeit von zwei WurzelgréfRen einschlief3t:

Es ergibt sich noch, daR fur irgend drei Punkte auf demselben
Sneer

ist.

Zu diesen Definitionen und Lehrsatzen ist schliel3lich sachgeméaRer-
weise die Bestimmung zu fugen, dal bei Ausfuhrung irgendwelcher
eigentlicher negativ-automorpher (und folglich auch beliebiger
positiv-automorpher) Transformationen von (A Z7)2 die WurzelgréBen
der Form 1 mitgenommen werden sollen;
d. h. daR aus folgen soll. Es

ergibt sich dann:

Die Entfernungen bleiben also bei Bewegungen und Umlegungen
erhalten, wahrend die WinkelgréRBen nur (transzendente) Bewegungs-
invarianten sind, bei Umlegungen aber, abgesehen von ihrer additiven
Unbestimmtheit, das Vorzeichen wechseln, oder, wie wir sagen dirfen,
Sumgelegt" werden.

Study, Invarianten. }g
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Offenbar kann man in dieser Weise fortfahren, und den ge-
samten Gedankeninhalt der ebenen Euklidischen Geometrie als Aus-
schnitt aus einer Invariantentheorie der Bewegungsgruppe
erweisen. Z. B. wird dann noch der Abstand eines Punktes X
von einem Speer durch die Formel

der Dreiecksinhalt durch die Formel

zu erkléaren sein *).

Wir wollen schlieBlich die entwickelten Begriffe noch auf die
Bewegungen und Umlegungen selbst anwenden, die ja als Objekte
anderer Bewegungen und Umlegungen ebenfalls gewisse Invarianten-
eigenschaften haben mdussen.

Unter den Bewegungen unterscheiden wir die Schiebungen
{(RP) = 0}, die fur sich eine Gruppe bilden und zu denen also
die identische Transformation gehort, von den ubrigen Bewegungen,
bei deren jeder ein bestimmter eigentlicher Punkt {P} in Ruhe bleibt.
Diese letzten konnen als Drehungen um diesen Punkt P bezeichnet
werden. Bedeutet U eine orientierte Gerade durch P, so wird
der Winkel 2of == ©”~.unabhéngig von U Er heit Drehungs-
winkel und ist bis auf Vielfache von 2% bestimmt durch die
Formel

(vgl. S. 229, Nr. 30). Bei einer Schiebung, die nicht gerade die
identische Transformation ist, bleibt kein eigentlicher Punkt in Ruhe.
Es ist aber nun unabhangig von der Lage des Punktes X,

0 Siehe die Abhandlung: Uber Bewegungsinvarianten und elementare
Geometrie, Leipziger Berichte 1696, S.649 und R. Weitzenbdck, Uber
Bewegungsinvarianten, Ill. Sitzber. der Wiener Akademie, Math.-Naturw.
Klasse, Bd. CXXI11, 1913, S. 1577.
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und einander zugeordnete Geraden durch X und X sind zuein-
ander parallel. Daher kann man sie zugleich orientieren auf

Grund der unter der Voraussetzung (SIP) = 0 mdglichen Er-
klarung

Setzt man also 20* = E”, so ergibt sich, als Seitenstiuck zu (26),
ein — notwendigerweise — mit einer Irrationalitat behafteter Aus-
druck

Im Falle einer Umlegung liegen die Mitten zwischen den
eigentlichen Punkten X, X auf der Geraden A, der ,Umlegungs-
achse”, die dadurch gekennzeichnet ist, dal fur ihre Punkte die
Umlegung mit einer Schiebung Ubereinstimmt. Man kann daher
von der SchiebungsgroBe 21 einer Umlegung reden: Wir
definieren sie als die Entfernung E'[.{(A.X) = 0}. WIir erhalten
dann nach zweckmaRiger Festsetzung uber die Bezeichnung einer
WhirzelgréRe

Stimmen zwei Drehungen, die nicht Schiebungen sind, im Werte
von tg & uUberein, so sind sie kongruent, stimmen sie nur im Werte

X) Der Quotient (4 ZJl1)a: (R X)2 ist also hier nur scheinbar ab-
hangig von X; er enthalt auch der Form nach keine Abhangigkeit von X
mehr, wenn man fiur die Koordinaten von Y bestimmte Zahlenwerte wahlt,
z.B wenn man Y = {i, 0, 0} setzt. Man erhalt dann (4 P X)2:(R X)2
= (X2P3— X3P2)2:Rj2, und insbesondere im Falle der Annahme

(9): (4P X)a: (B X)2 = P2-f-P32 Es gibt aber keine Zahlenwerte
der GroRen YTc, die immer, d. h. in der Theorie jeder unserer Formen (A U)Z,
brauchbar waren; die Annahme Y) 0 bedeutet nicht nur eine (wenn

auch geringe, so doch) unnétige Einschrankung, sondern sie lalt auch der
Wahl des Punktes Y noch einen groRen Spielraum. Die in der Formel (28)
enthaltene Willkir laRt sich verschleiern, aber auf keine Art wirklich
vermeiden.
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von tg2 & Uberein, so sind sie zueinander symmetrisch. Schiebungen
und Umlegungen, die kongruent sind, sind dagegen immer auch
zueinander symmetrisch. Das Kriterium dafur ist Gleichheit der
zugehdrigen Werte von /2

Es hat sich hier ergeben, dal man als Grenzfall der Drehungen um
einen festen Punkt des Euklidischen (oder ubrigens auch des Nicht-
Euklidischen) Raumes mit der Geraden (X) als Raumelement nicht
etwa nur die Gruppe der Bewegungen in der Euklidischen Ebene, sondern
die geschichtete Gruppe erhalt, die aus den Bewegungen und Um-
legungen in dieser Ebene besteht.

Von Autoren, die sich mit der Euklidischen Geometrie in ihrer
Eigenschaft als Grenzfall der Nicht-Euklidischen beschaftigt haben, ist
dieser Sachverhalt nicht richtig aufgefallt worden. Soweit das Reelle in
Frage kommt, kann man sich aber das Gesagte auch ganz leicht anschaulich
klar machen. Man betrachte die Gruppe der automorphen Bewegungen
(und Umlegungen) einer Kugelflache, die eine bestimmte Ebene in einem
vorgeschriebenen Punkte berihrt. Man projiziere diese Gruppe aus dem
Mittelpunkte der Kugel in die Ebene, wodurch in dieser aus den Bewegungen
(wie auch aus den Umlegungen) auf der Kugel die Bewegungen der
sogenannten elliptischen Geometrie hervorgehen (die eine analytische, auch
im Reellen nicht geschichtete Gruppe bilden). Man lasse dann den Mittel-
punkt der Kugel ins Unendliche ricken, halte aber dabei einmal die Spur
einer Drehungsachse, ein anderes Mal die Spur einer Drehungsebene in der
gegebenen Ebene fest. Man uberlege sich, was das eine und das andere
Mal z. B. aus einer eingliedrigen Drehungsgruppe (und ihrer Erweiterung
durch Umlegungen) wird.

Ganz anders verhalt sich, beilaufig bemerkt, die Gruppe der Euklidischen
Bewegungen und Umlegungen im dreidimensionalen Raume zur entsprechenden
Gruppe elliptischer Bewegungen und Umlegungen. Inwiefern und warum?
Von welcher Eigenschaft der Dimensionenzahl héangt dieses verschieden-
artige Verhalten ab? Inwiefern &ndert sich der Sachverhalt, wenn man
die spharische und elliptische Geometrie durch die pseudospharische und
hyperbolische ersetzt?

Das in § 20 unter der Voraussetzung N — 3 behandelte Problem einer
(erschépfenden) Darstellung der automorphen Transformationen einer nicht-
singuldren quadratischen Form durch Parameter mit bilinearer Zusammen-
setzung scheint bei beliebigen Werten der Stufenzahl « betrachtliche
Schwierigkeiten zu bieten. Eine befriedigende Ldsung hat es bis jetzt nur
unter einer starken Einschréankung gefunden, dann namlich, wenn man
es mit Summen von Quadraten zu tun hat. Doch habe ich es (in einer
bis jetzt nicht verdéffentlichten Untersuchung) auch noch far den Fall
N = 4 vollstandig erledigt.

Siehe R. Lipschitz, Untersuchungen uber die Summen von
Quadraten, 1886. Referate daruber, mit verbesserter Darstellung bei
E. Car tan, in der franzosischen Enzyklopéadie 1, 463 und H. Rothe, in
der deutschen Enzyklopéadie 3 (|), 1410 u. ff.

Wegen des Euklidischen Grenzfalles fur N = 4 siehe die auf S. 217
zitierte Abhandlung. Siehe ferner den Aufsatz: Grundlagen und Ziele der
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analytischen Kinematik. (Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen
Gesellschaft, 12. Jahrgang, 1913, S. 216.) In dieser letzten Abhandlung
finden sich zur Rechnung sehr bequeme Formeln der Quaternionentheorie,
die sich formal fast unverandert auch auf den Nicht-Euklidischen Raum
erstrecken (e2 = % 1 statt e2 = 0). Vgl. auch Geometrie der Dynamen,
1903, §21.

§ 22.

Orthogonale und quasi-orthogonale Invarianten ternéarer
bilinearer Formen.

Handelt es sich darum, die ganzen rationalen Invarianten irgend-
welcher Vektoren und sonstiger Kerne ternarer algebraischer Formen
gegenuber der Gruppe der orthogonalen Transformationen zu be-
stimmen, so erhalten wir, entsprechend der kleineren Parameterzahl
der jetzt betrachteten Gruppe, viel umfangreichere Invariantensysteme.
Aber da die beiden Arten von Vektoren X und Uoder von Symbolen P
und A sich nun algebraisch ganz gleich verhalten, so gehen durch
einen einfachen Wechsel der gebrauchten Zeichen solche Invarianten
gruppenweise ineinander uber. Wir kommen also jetzt auf den
schon in § 2 betrachteten Sachverhalt zurick: Wir kénnen von der
durch die Zeichen

(XD, (XV), (W)
ausgedruckten Unterscheidung nun wieder absehen, und mussen dann
natirlich auch von der absehen, die wir mit Hilfe der Zeichen

(XYZ), (XYW), (XVW), (UVW)

dargestellt hatten. Aber die in § 12 angestellte Untersuchung zeigt
uns ja auch, dalR diese Vereinfachung keineswegs an die
Voraussetzung gebunden ist, dafl wir es mit orthogonalen
Transformationen zu tun haben, mit solchen also, die gerade
die reziproken Formen

(Lxy = Xy + x2+ Xg2 (Auy = uy + uy 4-uy
in Ruhe lassen, sondern dafl in der Theorie irgend eines Paars zu-
einander reziproker Formen von der Determinante Eins genau die-
selbe groBe Vereinfachung stattfindet. So konnten wir in der
Theorie der Gruppe y der automorphen Transformationen von (L 1)2
und (A U)2 diese Formen selbst schon durch die einfachen Zeichen
(XX), (UU)

darstellen, deren Bedeutung dann eben die von (L 1)2 und (AU)2
ist, und wir konnten den Ubergang von einer Invariante der
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eingangs aufgezahlten Typen zu den Ubrigen derselben Gruppe genau
so wie in dem genannten Spezialfall durch einfache Anderungen der
Zeichen, z. B. durch Ersetzung von X durch U oder umgekehrt,
bewerkstelligen, wodurch eben wir die Substitutionen

XLL—U (UAA — X
auf eine einfachere Weise dargestellt hatten.

In summa: Wir haben es jetzt nur noch mit zwei wesentlich
verschiedenen Typen elementarer Invarianten

(XY) und (XYZ)

zu tun, ganz so, wie in der spezielleren Theorie der orthogonalen
Invarianten, wo wir nur an Stelle des Zeichens (XY), aus den friher
angegebenen Grunden, das andere (X Y) benutzt hatten.

Zu der hiermit gegebenen Vereinfachung unserer Theorie gegen-
Uber der allgemeinen Theorie der ternaren Formen — einer Ver-
einfachung, die schon betrachtlich ist — kommen nun noch weitere
Vereinfachungen, und das alles zusammen bewirkt, daf? die formale
Gestaltung der Invariantentheorie unserer Gruppe y (y3 sich der
Theorie der bindren Formen nahert, mit der sie in der Tat auch
nahe zusammenhangt (vgl. S. 256). Was hiermit angedeutet ist,
gehort jedoch zu den Gegenstdnden, die erst im zweiten Teile der
vorliegenden Schrift abgehandelt werden kénnen.

DaR eine so vage Andeutung, wie sie hier zunachst nur gemacht
werden konnte, nicht recht verstandlich sein kann, weill ich sehr
wohl. Sie dient auch nur dem einzigen Zweck, daran die weitere
Bemerkung kniupfen zu kénnen, dalR das nunmehr zu formulierende
Problem, in dem an Stelle von zwei Veréanderlichen X und Y (oder X
und U) nur eine einzige Z vorkommt, nicht so speziell ist, wie es
aussieht; dal es nicht etwa, wie es zun&chst wohl scheinen muR,
mit einer willkurlichen Einschrankung behaftet und also von zu
geringer Tragweite ist.

Es sei vorgelegt ein System algebraischer Formen (2,

...(mit frei veranderlichen Kernen). Wir erweitern
dann das System der Kerne dieser Formen durch Hinzu-
fugung des Kernes einer linearen Form, oder also durch
Hinzufigung eines Vektors Z. Unter einem vollstandigen
Formensystem der gegebenen Formen verstehen wir dann
ein System solcher Invarianten des erweiterten Systems,
durch die sich alle Invarianten dieses Systems ganz und
rational ausdriucken lassen. Es werde verlangt, im Falle
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einer bilinearen Form ft = (XA)(BY) ein kleinstes System
derart, d. h. ein System von mdglichst wenigen solchen
Invarianten zu bilden.

Wir haben nun bereits zwei Zerlegungen bilinearer Formen in
solche von einfacheren Eigenschaften kennen gelernt (S. 117, 118),
und diese mussen hier, in der Theorie der Untergruppe y3 der
Gruppe r a, beide mit den gegebenen Formen invariant verbunden
sein. Es sei, wie soeben,

dann ist

die eine invariante Zerlegung,

ist die andere.

Der Unterschied von Vektoren erster und zweiter Schicht, Y
und F, kommt hier, wie gesagt, nicht in Betracht. So kénnen wir
die Zerlegungen (1) und (2) Uberlagern, und wir erhalten dann eine
dritte und weitergehende Zerlegung der bilinearen Form ~ (X, Y):

Die Bedeutung der einzelnen Summanden in dieser Formel ist:

Bei Gebrauch der hier neu eingefiihrten Zeichen wird also

Die erste der bilinearen Formen rechts in dieser Gleichung
héngt dann nur von vier Konstanten linear ab, da aus (4)

X) Diese Reihenentwicklung ist ein sehr einfacher Fall der zur Gruppe
y3 Uberhaupt gehorigen Reihenentwicklungen.
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folgt. Die zweite Form héangt von drei Konstanten linear ab, nam-
lich von denen des Vektors Q oder von dem Kern der linearen Form

Die dritte Form endlich ist ein Multiplum der identischen Ko-
variante (X X), und enthalt mithin als Parameter nur eine Konstante.
Setzt man nach der Anweisung (7) aus drei solchen speziellen
Formen eine bilineare Form ~ (X, Y) zusammen, so entsteht wieder
die allgemeine Form derart. Aullerdem ist klar, dafl eine noch
weitergehende Zerlegung einer bilinearen Form in mit ihr linear-
verbundene Kovarianten in der Theorie der Gruppe y3 nicht mdg-
lich ist.

Wir werden es weiterhin mit solchen Formen $ besonders zu
tun haben, von deren Elementarkovarianten df, §t], 2l die
zweite identisch verschwindet. Diese sind dann, wie schon ihre
Komponenten und Polaren quadratischer Formeu. Brauchen
wir fur sie ein besonderes Zeichen,

so wird also auch

Die gestellte Aufgabe ist hiermit zurickgefiuhrt auf
die andere, das zur Gruppe y3gehdrige Formen System einer
gquadratischen Form (GZ)2 oder (1)Z)2 und einer linearen
Form (QZ) zu finden.

Das hier genannte System aber kann man ohne weiteres bilden,
sobald man das der quadratischen Form (CZ)2 oder (DZ)2 schon
hat: Die dann noch fehlenden Invarianten und Kovarianten werden
gefunden, wenn man, auf alle moglichen Arten, Faktoren (CZ) oder
(DZ) durch Faktoren (C Q) oder (D Q) und Faktoren (C QZ) oder
(D QZ) ersetzt, Uberflissiges weglaBt, und schlieflich die Formen
(QZ) und (Q Q) hinzufugt, die zusammen mit(ZZ) offenbar das
vollstandige Formensystem von (Q Z) bilden.

Also kommt es schlieRlich auf das System einer quadra-
tischen Form (CZ)2oder (DZ)2an.

Die LOsung der so reduzierten Aufgabe aber kdénnen wir ohne
weiteres hinschreiben.  Wir haben namlich, in allen wesentlichen
Sticken, einen Spezialfall der in § 16 schon gelésten Aufgabe vor
uns. Es wirde nur das dort Gesagte zu wiederholen sein: Der
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ganze Unterschied besteht darin, dal} wir es jetzt nur noch mit Ko-
varianten zu tun haben, die eine einzige Veranderliche Z enthalten.
Diese Méglichkeit einer Ubertragung der Ergebnisse der §§ 16 und 17
auf unseren Fall wird auch weiterhin im Auge zu behalten sein.
Wir bilden zunéachst das System der Invarianten und Ko-
varianten (solcher mit Z) der spezielleren Form (D Z)2 und erhalten:

Diese sechs Formen bilden also ein vollstandiges, und zwar
kleinstes Formensystem der Grundform (D Z)2 Alle anderen aus
Faktoren (D D') und (D Z) zusammensetzbaren symbolischen Pro-
dukte mussen sich durch die Formen des Systems (12) ganz und
rational ausdricken lassen, und ebenso die Polaren solcher Formen
durch die Polaren der Formen (12).

Dies gilt insbesondere von den symbolischen Potenzen der bi-
linearen Form (XD) (DY), also von den bilinearen Formen

®0 = (Xr), D = (XD)(DY), ®2= (1ob)y(p F)(p 'r) USW.,

denen die genannten symbolischen Potenzen gleich sind. So wird

Wir berechnen mit Hilfe dieser Formel jD5, ..., und das
Quadrat der Form (T Z)3 oder, noch etwas allgemeiner, das Produkt
(T X)3.(T Y)3 als Spezialfall der Identitat Nr. 12 in § 16:

wir finden also
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Setzen wir hier X = Y = Z, so erhalten wir die einzige
algebraische Abhangigkeit, die zwischen den Formen unseres Systems
(12) besteht.

Ferner findet sich, unter anderem,

Die Invarianten und Kovarianten der Form (C Z)2 aber lassen
sich leicht auf die der etwas spezielleren Form (Z) Z)2 zuruckfihren.
Wir erhalten durch symbolisches Potenzieren von = (XA)

iRY )

Es ist also

usw. Hiermit hat man die Werte der in § 16 mit RI, R2, U3 be-
zeichnten Invarianten

und die Koeffizienten Jv J2, J3 der Identitat
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Sodann erhalt man nach § 16, Nr. 7:

und schlie3lich

Die letzte Kovariante hat im Buschel (D Z)2, (ZZ) die Kom-
binanteneigenschaft, sie hangt nicht ab vom Werte von li. Das-
selbe gilt dann naturlich auch von allen Formen, die von ihr allein
abhangen, insbesondere von der Invariante 6 (T T')3 die nach § 17,
Nr. 5 mit der Diskriminante der charakteristischen Funktion

der Form (£ oder (CZ)2 zusammenfallt:

Ohne weiteres kann man nun auch ein vollstadndiges, und zwar
kleinstes System von Invarianten der Formen (D 1)2 oder (CX)2
und beliebig vieler Vektoren angeben. Es wird genigen, nur noch
das System von Invarianten und Kovarianten der gegebenen Form
~N(X, F) = (XA)(BY) zu bilden. Zu den symbolischen Faktoren,
die im System der Form (D X)2 auftreten, kommen dann noch die
Faktoren (2) Q), (Q2), (T Q), (D QZ) und die Invarianten B und
(Q Q. Faktoren (T QZ) kommen hier nicht vor, da (T Z)3 schon
einen Determinantenfaktor enthalt.

Die folgende Tafel, in der die Gradzahlen der einzelnen Formen
angemerkt sind, gibt eine bequeme Ubersicht {iber das ganze System.
Die unterstrichenen Formen sind die, die mit Symbolen D und Q
geschrieben, einen Determinantenfaktor enthalten. lhre Produkte zu
zweien lassen sich ausdricken durch die Ubrigen Formen des Systems,
wie wir es im Falle des Produktes (T X)3.(TF)3 schon gesehen
haben. Die Formen der zweiten und vierten Reihe in unserer Tafel
sind nur Invarianten (naturlich absolute Invarianten) der Gruppe y
(sie sind, in der Sprache der Geometrie ausgedriickt, ausschlieBlich
Bewegungsinvarianten). lhre Quadrate und zweigliedrigen Produkte
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aber, und ebenso die Formen der ersten und dritten Reihe, sind In-
varianten der Gruppe y, fj. (Sie sind Umlegungsinvarianten.)

Invarianten.

Lineare Kovarianten.

Quadratische Kovarianten.

Kubische Kovariante.

Zwischen diesen Formen bestehen, aufler den genannten, natir-
lich noch zahlreiche weitere Abhéangigkeiten. Es gibt im ternaren
Gebiet ja Uberhaupt nur drei linear-unabhéangige lineare Formen;
daher mufl zwischen je vieren der sechs linearen Kovarianten eine
lineare Abhangigkeit bestehen, deren Koeffizienten Invarianten
unseres Systems sind, usw.

Es ist leicht, das Formelsystem (19) ... (25) so zu erweitern,
daR auch noch die Form (QZ) in den Ausdruck der zu unter-
suchenden Grundform aufgenommen wird. Einige der so entstehen-
den Formeln werden gelegentlich gebraucht; sie werden deshalb hier
noch angefihrt. Wir setzen, wie zuvor schon,

und benutzen bei Bildung der folgenden Ausdriicke die Formeln (19)
... (25). Die symbolischen Potenzen von % = 5i usw. sollen 0,
52 ... und die zugehérigen Invarianten (Ringe) sollen 9£0(= 3),
9i2) eee=genannt werden. Die lineare Abhangigkeit zwischen
den Formen usf. heilRe entsprechend
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Man berechnet dann

und ebenso noch ~3 Es folgt dann

und

also

Hieraus folgt dann

Die bis hierher gefliihrte Untersuchung wirde sich noch viel
weiter fortsetzen lassen. Wollten wir insbesondere auch die Spezial-
falle der Form ~ systematisch untersuchen, so wirde sich finden,
daR uber die Aquivalenz zweier derartiger Formen gegenuber der
Gruppe y3 ausnahmslos mit Hilfe der Formen unseres Systems
(aber keineswegs mit Hilfe von Invarianten allein) entschieden werden
kann. Doch darf es hier wohl bei dem Gesagten sein Bewenden
haben, nachdem in § 18 ein gleichartiges, wenn auch einfacheres
Problem eingehend behandelt worden ist.

Wir wollen jedoch unsere Untersuchung noch auf den Fall an-
wenden, in dem die vorgelegte Form (AX)(B Y) oder (A X) (B U) als
Symbol einer automorphen linearen Transformation der quadratischen
Form (ZZ) dienen kann.

Zur Erleichterung einer Vergleichung mit fruher abgeleiteten
Formeln schreiben wir jetzt (X C) (T U) an Stelle von (XA)(B T
oder (XA)(BY), was ja, nach dem Vorgetragenen, hier belanglos
ist. Dementsprechend substituieren wir
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Es findet sich dann

Hieraus sieht man, daR aus (30) immer

folgt, dal? aber Uberdies nun auch die Formen
linear-abhéngig sind, dal also schon

sein muB. Es sind dann noch drei Falle zu unterscheiden. Ist(P2Z)
identisch gleich Null, so liegt die identische Transformation vor, und
es ist schon (DXZ)2 identisch gleich Null. Ist nur (PP) — 0, so
wird erst (D2Z)2 identisch gleich Null, wahrend im Falle (PP) 0
keine von beiden Formen identisch Null sein kann. Die beiden
ersten Annahmen erschopfen die Falle, in denen (x2= 0, G3— 0
ist. SchlieBen wir sie aus, so sind beide Invarianten nicht Null.
Wir kénnen dann durch die rationale Invariante

alle Invarianten unseres Systems ganz und rational ausdricken:

Die zwischen (D0Z)2 (Z~ Z)2 und (D2Z)2 bestehende Abhé&ngigkeit

nimmt letzt die Form

D Friher (S. 220—222) war das Zeichen Q in anderer Bedeutun;
gebraucht worden.
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an. Die Invariante K ist notwendig von Null verschieden. Aus-
gezeichnet sind die Werte

Der erste liefert die involutorischen Transformationen der Gruppe
y3{PO= 0], der zweite die Transformationen von der Periode
drei {3 P02— (PP) = 0).

Es ist leicht, den durch die Gleichung (32) ausgedruckten
Lehrsatz umzukehren:

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafur,
daBR eine ternéare bilineare Form von der Diskriminante 1
(oder — 1) zu einer automorphen linearen Transformation
der quadratischen Form (ZZ) gehort, besteht in dem
identischen Verschwinden ihrer kubischen Kovari-
ante {T 2)3

Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit der anderen, daR unter
den quadratischen Kovarianten ®O0, héchstens zwei
(namlich £)0 und jDj) linear-unabhangig sind. Und sie ist, in der
Sprache der Geometrie ausgedruckt, auch gleichbedeutend mit der,
daR die Kurve (oder der Kegel) (Pj Z)a= 0 die Kurve (oder den
Kegel) (ZZ) = 0 doppelt berthrt. Es wird dann

das Quadrat einer linearen Form, die nur dann identisch verschwindet,
wenn die vorgelegte automorphe Transformation von (Z Z) mit der
identischen Transformation zusammenfallt.

Es ist vorhin angedeutet worden, dal zwischen der vorgetragenen
Theorie und der Theorie der bindren Formen vierter Ordnung ein Zusammen-
hang besteht. Tatséchlich lassen sich alle Hauptergebnisse unserer Unter-
suchung, und noch manche andere, ohne jede Rechnung aus Ergebnissen
ablesen, die nun schon seit rund fiinfzig Jahren der wissenschaftlichen Welt
bequem zuganglich sind. (Clebsch, Theorie der binaren algebraischen
Formen, 1872, 8§ 40 bis 51, 60.) Freilich ist das, worauf ich hier verweise,
nicht gerade muhelos gewonnen worden. Es wird sich sogar der umgekehrte
Weg, der von den terndren Formen zu binaren fuhrt, eher empfehlen,
weil man gerade bei solcher Ordnung des Stoffes zu einer betrachtlichen
Vereinfachung der Theorie der bindren Formen vierter Ordnung, und uber-
haupt der bindren Formen mit nur geraden Ordnungszahlen, gelangt.

Der Grundgedanke der Methode, die hier in Betracht kommt, kann
summarisch gekennzeichnet werden durch die Benutzung quadratischer
(statt lineai’er) binarer Formen zur symbolischen Darstellung von Formen
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mit geraden Ordnungszahlen. Zwischen den Kernen ternarer linearer
Formen oder also zwischen Vektoren X, Y, Z,.. . und den Kernen binarer
quadratischer Formen (£r)2, {r} r)2, (£t)2, ... wird zunachst ein Zusammen-
hang hergestellt, der in den Gleichungen

Ausdruck findet. Dadurch werden allen Invarianten der Gruppen y3 und
y3, M8 eines ternaren Gebietes solche der Gruppen T3 und T3, H3 eines
bindren Gebietes eindeutig umkehrbar zugeordnet, und zwar so, daR den
Kernen beliebiger ternarer algebraischer Formen im binaren Gebiet spezielle
Formen mit geraden Ordnungszahlen, und umgekehrt beliebigen binaren
Formen mit geraden Ordnungszahlen spezialisierte ternare Formen ent-
sprechen.

Dieses hier nur in groBen Zugen beschriebene Verfahren kann be-
trachtet werden als Ausfuhrung eines Gedankens, den, allerdings noch in
recht unvollkommener Form, schon O. Hesse vorgetragen hat, und den
dann auch spéatere Autoren mit Erfolg verwendet haben, freilich ohne
der Sache genuigend auf den Grund zu gehen.

Meine eigene Untersuchung daruber habe ich, allerdings noch nicht
ganz in ihrer heutigen und endgultigen Gestalt, im Jahre 1885 oder 1886
P. Gordan mitgeteilt, und sie ist von ihm gelegentlich erwahnt worden.
(Vorlesungen uber Invariantentheorie 1887, herausgegeben von G. Kerschen-
steiner, S. 155)

Abgesehen von einigen Andeutungen ist eine Veroffentlichung daruber
seither unterblieben, weil ich mich bald genug davon uberzeugen mufBte,
dal? bei der weit Uberwiegenden Mehrzahl der Fachgenossen jedes Interesse
far diese Art von Problemen zu vermissen war.

Da der zweite Teil dieses Buches noch wird auf sich warten lassen,
so mag vielleicht einstweilen das Folgende solchen Lesern willkommen sein,
die mit der Theorie der bindren Formen, wenigstens derer von der vierten
Ordnung, vertraut sind.

Der Reihenentwicklung (1) lauft parallel eine wohlbekannte Ent-
wicklung (Clebsch, S.23;, m= 2, n = 2)

wo

Damit erhalt man, nach Nr. (37), die Invarianten und Kovarianten von
(x a)2(b;ia aus denen von (X A) (B Y)1).

1) Namlich zunachst die elementaren Invarianten (solche mit nur einer
Veranderlichen Z), die zur Gruppe T3 des binaren Gebietes gehéren; womit
dann aber auch schon die Invarianten der Gruppen P3, H3 und O4 ge-
funden sind.
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Insbesondere vollzieht sich der Ubergang von dem Formensystem der
Form (D Z)2 zu dem einer bindren Form vierter Ordnung (0 Z)* durch
die Substitutionen

Daraus folgt unter anderem

wo rechts die von Weierstrass mit G bezeichnete Diskriminante von (d z)*
erscheint. Als Spezialfall der Formel (14) erhalt man die Identitat, auf der
die Theorie der irrationalen Kovarianten der binaren Form f = (d X)*
beruht:

Die im Texte befolgte direkte Methode zur Bestimmung des zur
Gruppe Y3 gehérigen Formensystems von (X A) (B Y) ist nun auch schon
25 Jahre alt. (Leipziger Berichte 1897, S. 459.) Anderen Autoren, die sich
mit dem gleichen Thema beschaftigt haben, ist sie jedoch unbekannt ge-
blieben, oder sie ist von ihnen nicht gewtrdigt worden.

Das letzte gilt von R. Weitzenbodck, der die Zerlegung des be-
sprochenen Problems in einfachere Aufgaben nicht verwertet hat, und sich
an ihrer Statt recht verwickelter und darum auch nicht mitgeteilter
Rechnungen bedient. (Math. Zeitschr. 10, 80, 1921.) Seine Losung gibt
keine klare Einsicht in die Struktur des gesuchten Invariantensystems;
auch ist sie unvollstandig, da eine Uberzéahlige Kovariante nicht beseitigt ist.

Eine a&ltere Arbeit von G. Rabinovitch (Rendiconti del Circolo
Matematico di Palermo, t. 36, 1913, p. 99) kann ich, bei rein sachlicher
Betrachtung, leider nur als Erlauterung zu dem wiuirdigen, was in der
Einleitung uber MiBbrauch von Symbolen gesagt worden ist. Schon ihr
erster Satz ,Le but de cet article est de pr~iciser la notion des invariants”
last vermuten, dal es dem Verfasser an den noétigsten Kenntnissen gebricht,
und Mangel seiner weiteren Darlegung bestatigen das vollauf. Indessen
durfte in diesem Falle wie in manchem &ahnlichen das Wort More sinn’d
against than sinning billig Anwendung finden.

Rabinovitch stutzt sich auf ein Werk von C. Burali-Forti und
R. Marcolongo (Analyse vectorielle generale. 1. Transformations line-
aires 1912). Nach Ansicht dieser Autoren setzt der Vektorenkalkil (oder
doch seine Erweiterung, ,der geometrische Kalkul“) den Mathematiker in den
Stand, ,di poter risolvere direttamente una qualsiasi (?) questione di
geometria, di meccanica, di fisica, sotto forma assoluta, cioe indi-
pendente da qualsiasi sistema di riferimento. Gli ordinari in-
varianti, covarianti, ecc., provengono dalle coordinate e soltando da

*) Siehe American Journal of Mathematics 17, 1894, S. 187.
Study, Invarianten.
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queste; essi spariscono del tutto nel calcolo assoluto“. (Elementi di
Calcolo Vettoriale, 2° ed., 1920 oder 1921, S. 97.)

Was uns hier, und in verwandten AuRerungen auch anderer Autoren,
so eindringlich empfohlen wird, ist ein regelrechter Anachronismus.

Das Ideal einer analytischen Geometrie ohne Koordinaten stammt be-
kanntlich von Leibniz. H. Grassmann hat es in seinen alteren
Schriften (denen aus den Jahren 1844 und 1846), zu verwirklichen ge-
trachtet, ist aber spater wieder davon abgekommen. Die weitere Ent-
wicklung hat sich dann gerade in der Richtung der Invariantentheorie
vollzogen, die die Begriffe Funktion, Transformation, Gruppe und
Invariante als Grundbegriffe an den Anfang der Geometrie bringt, und
an Stelle eines unsicheren Tastens nach brauchbaren Begriffsbildungen ein
systematisches Vorgehen setzt, das die Gewahr einer gewissen Vollstandig-
keit der Ergebnisse bietet. Diese Entwicklung, die das Wesentliche in
den Gedanken von Leibniz und Grassmann reinlich herausgeschalt, das
Ubertriebene daran aber abgestreift hat, soll nun gar keinen Fortschritt be-
deuten und demgemé&R riuckgéngig gemacht werden.

In Wirklichkeit beruht alles, was ein solcher ,absoluter Kalkul* zu
leisten vermag, auf dem, was er mit der heutigen Invariantentheorie der
linearen Transformationen gemein hat, und nicht auf dem, was ihn von
ihr unterscheidet. Dieser Unterschied aber kommt zustande durch Ein-
fuhrung neuer Zeichen, und keineswegs solcher, die Verbesserungen be-

deuten. Beispielsweise sient im Falle N1 = 3 das ,auRere Produkt® von
drei Vektoren, das Determinantensymbol (X Y Z) oder [X Y Z] so aus:
1(7TAZ)!

Keinesfalls konnen sich diese Autoren klar gemacht haben, wie weit
sie auf algebraischem Gebiete hinter dem Gedankeninhalt der heutigen
Invariantentheorie zuriickgeblieben sind.

DaR es eine von Koordinaten freie Geometrie geben koénne, ist Ubrigens
auch schon ein Irrtum. Die so etwas fur moglich halten, haben das
Fundament ihres Lehrgeb&dudes nicht sorgfaltig genug untersucht. Punkte,
Geraden, Ebenen und ihre Beziehungen, woher haben wir sie? Die Natur
hat sie uns nicht als ,reine Anschauung“ in die Wiege gelegt. Also
mussen wir sie definieren. Da X1, X2, x3 verboten sein sollen, so brauchen
wir Axiome. Und um uns die logische Mdglichkeit (Widerspruchsfreiheit)
dieser Axiome Kklar zu machen, brauchen wir X It X2, X%\

DaR die axiomatische Begrindung geometrischer Systeme auch bei
folgerechtem Verfahren ernstlichen Bedenken unterliegt, habe ich
bei mehreren Gelegenheiten zu zeigen versucht. Siehe namentlich meine
kurzlich erschienene Schrift Uber Mathematik und Physik (1923, Sammlung
Vieweqg).

§ 23.
Das Formensystem von zwei ternaren quadratischen Formen.

Das Verfahren, dessen wir uns in den vorausgehenden Dar-
legungen bedient haben, ist die von P. Gordan, E. Stroh und
anderen zu hoher Ausbildung gebrachte Methode der sogenannten
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Reduzenten. Die einzelnen Invarianten und Kovarianten werden,
in geeigneter Anordnung, der Reihe nach gebildet und nach Be-
darfnis symbolisch bezeichnet. Es werden dann Gruppen symbo-
lischer Faktoren gesucht, die bewirken, dal} jede mit ihnen behaftete
Form sich durch vorher aufgezadhlte Formen ausdricken laBt. Diese
Faktorengruppen sind eben die Reduzenten. So ist, im Beispiel
des § 22, (C C C") ein Reduzent, (CC")(C' C")(C" C") ist ein anderer,
(T QZ) ein dritter usw. Bringt man, wie in den Beispielen der
8§ 16, 19, 20, 22, es schlieBlich dahin, daR in jedem symbolischen
Produkt eine Faktorengruppe als Reduzent erkannt wird, so hat man
ein vollstdndiges, allerdings dann noch nicht notwendig von uber-
zadhligen Formen befreites System von Invarianten und Kovarianten
gefunden.

Dieses Verfahren soll nun noch durch ein mit dem Vorher-
gehenden nahe zusammenh&ngendes Beispiel erlautert werden, das
aber nun wieder in die Theorie der Gruppe Q9 gehért. Die folgende
Auseinandersetzung ruhrt im wesentlichen von Gordan herl). Die
vorzutragende verbesserte Darstellung verdanke ich in der Hauptsache
einem meiner Schiler, Herrn E. A. Weiss, der mir auch bei der
Korrektur dieses Buches freundliche Hilfe geleistet hat.

Das Formensystem von zwei terndren quadratischen Formen.

Die Bezeichnungen sind gewéhlt mit Rucksicht auf das Vorher-
gehende. Von den zu untersuchenden Grundformen wird (wegen
des Euklidischen Grenzfalls der Gruppe ya angenommen, daR die
eine, (A U)2, als Veranderliche einen Vektor zweiter Schicht enthalt
und bei den anderen, (TU)2, soll zunachst die gleiche Annahme ge-
macht werden.

Die Aufgabe sei, ein vollstandiges, und zwar
kleinstes System von Invarianten der Kerne von (A uU)2 und
(ru)2, sowie zweier Vektoren x und u, in bezug auf die
Gruppe (X9 zu bilden2. Anders ausgedrickt: Es handele sich
um das System der zu tr9 gehdérigen Invarianten und
Kovarianten der Kerne von (TJA)2und (UT)2

D Sie wird mitgeteilt bei A. Clebsch, Vorlesungen uUber Geometrie,

bearbeitet und herausgegeben von F. Lindemann (I, 1, 1875), S. 288
bis 291.

2) Die Frage: Warum gerade dieser zwei Vektoren? wird im zweiten
Teile dieses Buches beantwortet werden.

17*
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Jedenfalls gehéren nun zu diesem System die identische
Kovariante

und die beiden Grundformen

Ferner gehdren dazu vier (in den Veréanderlichen) quadratische
Kovarianten,

sodann die bilinearen Formen

und die vier Invarianten

alles Formen, von denen sicher Kkeine entbehrlich sein kann.
Reduzenten haben wir dann bereits in den Faktoren

Z. B. ist

In jedes symbolische Produkt, das einen der angefuhrten Faktoren
hat, kann man also entweder Symbole einer der Kovarianten
(L X)2, (CX)2 einfuhren, oder man kann darin einen der realen
Faktoren \(LA)2 ~(CT)2 zur Erscheinung bringen.

Man braucht also weiterhin nur noch auf solche symbolische
Produkte Rucksicht zu nehmen, die sich aus den Faktoren

6) i"U), (X1); (AG), (LT)- (FUy, (c1); (ATX), (LCu)

zusammensetzen lassen; wobei naturlich die unter (1)...(6) schon
angefuhrten symbolischen Quadrate und Produkte auszulassen sind.



zweier ternarer quadratischer Formen. 261

Aus Faktoren des Typus (b) setzen sich nun einige weitere
Kovarianten zusammen, die zu den Ordnungszahlen (1, 2) oder (2, 1)
gehdren, namlich

Ebenso ergeben sich zwei Kovarianten dritter Ordnung und Klasse:

Wir behaupten, daB mit den 21 Invarianten und
Kovarianten (1)... (6), (10), (11), (12) bereits ein vollstandiges,
und zwar kleinstes Formensystem der gegebenen Formen
(A t))2 (IHU)2 gefunden ist.

Jedenfalls kénnen die Formen (12), wegen ihrer Ordnungszahlen,
nicht durch vorher aufgezahlte Formen ganz und rational ausgedriickt
werden, und aus gleichem Grunde auch die Formen (10), (11) nicht.
Die Formen (11) aber kénnen auch nicht mit Hilfe der Formen (10)
und friher genannter Formen darstellbar sein, da anderenfalls die
Grundformen (A U)2 (r U)2lineare Invarianten (solche ersten Grades)
haben mufRten. Ebenso sieht man sogleich, daB auch unter den vier
Formen (11) selbst keine entbehrlich ist.

Wenn also die aufgezdhlten Invarianten und Kovarianten uber-
haupt ein vollstandiges System bilden, so bilden sie auch schon ein
nicht weiter reduzierbares System; eines besonderen Nachweises be-
darf nur noch der erste Punkt. Wir mussen noch zeigen, daf in
jedem symbolischen Produkt von Faktoren des Typus (b), das nicht
ohne weiteres als Reduzent zu erkennen ist, das also nicht zu einer
der schon gebildeten Invarianten oder Kovarianten fiuhrt, gleichwohl
ein als Reduzent zu bewertender symbolischer Faktor oder eine
Faktorengruppe derart auftreten mui.

Reduzenten sind nun zunéchst die Faktorenpaare
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Wir haben namlich, z. B. wegen der aus (8) — nach Vertauschung
der beiden Grundformen — hervorgehenden ldentitat

die Reduktionsformel

Es lalt sich also jedes symbolische Produkt mit einem der
Faktorenpaare (c) in eine Summe zerlegen, in der jeder Summand
eine der gefundenen Invarianten als realen Faktor hat, oder in der
Symbole der Formen (A r X)2 oder (L CU)2 auftreten. Da nun
Produkte aus Faktoren (b), die unmittelbar eine der schon auf-
gezéhlten Formen liefern, nicht mehr betrachtet zu werden brauchen,
so bleiben hiernach nur noch solche Produkte von Faktoren (b) tbrig,
die mindestens einen der Determinantenfaktoren

enthalten. Diese Faktoren werden jetzt als Reduzenten zu erweisen
sein. FUr ihre Quadrate steht das schon fest.

Wir untersuchen nun zunachst die Produkte von je zwei
Faktoren des Typus (d). Jedes solche Produkt erweist sich als
Reduzent. Denn es ist erstens

zweitens, z. B.

Drittens aber muissen Produkte mit einem der Faktorenpaare
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wenn sie nicht ohne weiteres in reale Faktoren zerfallen sollen,
wenigstens zwei der angefihrten Symbole in anderen Klammer-
faktoren verbanden enthalten. Im Beispiele des ersten Faktoren-
paares muf3 dann also eine der Faktorengruppen

Vorkommen, die nach Nr. (7), (13) und (15) alle Reduzenten sind.

Jetzt sind also nur noch solche Produkte zu bilden, die nicht
mehr als einen der Faktoren (d) enthalten. Solche sind die
Kovarianten (10), (11) und (12). Was dann noch fehlt, sind nur
symbolische Produkte der Form

und ihre Gegenstiicke mit Faktoren (L C U). Diese aber enthalten
alle Reduzenten vom Typus (c).

Hiermit sind also schlieBlich auch die Faktoren (d) als
Reduzenten erwiesen.

An das hier Vorgetragene wirde sich nun noch vieles an-
schliefen lassen. Dann wuirde von den zahlreichen Abhéangigkeiten
die Rede sein, die zwischen den Formen unseres Systems bestehen,
und von der Einkleidung eines durch Formeln Ausgedriickten in
eine in Worte gefaBte Sprache, die Sprache der projektiven Geometrie.
Aber dieser wohl kaum zu erschépfende Stoff ist zu umfangreich
fur ein der Einfuhrung dienendes Lehrbuch. Die geometrischen
Fragen, um die es sich hier handelt, sind ja auch bekannt genug —
der Leser muB sich schlieBlich auch selbst weiterhelfen kénnen. Es
soll daher nur noch an einem einzelnen Beispiel gezeigt werden, wie
sich die hierher gehdrigen Entwicklungen gestalten, wenn man von
dem Gord an sehen Formensystem ausgehen will. Ich behandle der
Kurze halber auch hier nur den einfachsten Fall, der der sogenannte

allgemeine ist. Grenzfalle kénnen in &hnlicher Weise erledigt werden
wie in dem Beispiel des § 18.

Transformation zweier terndrer quadratischer Formen
auf Summen von Quadraten.

Wir nehmen jetzt, im speziellen Falle, die in § 15 behandelte
Aufgabe noch einmal auf. Es handele sich darum, die ternaren
quadratischen Formen (L I)aund (C X)2 zugleich auf Summen von
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Quadraten linearer Formen zu bringen. (Hauptachsenproblem der
Mittelpunktsflachen zweiter Ordnung, projektiv verallgemeinert.)
Wir setzen

Zu der Voraussetzung, dafl die Gleichung

lauter getrennte Wurzeln haben soll, zu der Annahme also, daR die
Diskriminante der Gleichung (17), hier der Ausdruck

von Null verschieden sei, wollen wir hier der Kurze halber noch die
weitere figen, daB J0zfzO ist, wodurch nur ein leicht zu erledigender
Grenzfall ausgeschlossen wird.

Verlangen wir dann, dal zugleich

werde, so brauchen wir zur Berechnung der linearen Formen (AaX),
d. h. zunachst ihrer Quadrate, noch eine dritte Gleichung, die uns
jetzt die quadratische Kovariante der Form

liefert. Man findet miuhelos (nach Nr. 13):

wahrend aus (20) folgt

Das System der drei Gleichungen (19) und (20) aber laRt sich
in eine bequemere Form bringen. Da namlich
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So erhalt man schlieilich

wobei noch, nach Nr. (13),

ist*).
Unter der Annahme JO0 = 1 kommt man auch von hier aus zu
der in § 15 (S. 181) schon abgeleiteten Formel

Es wird namlich jetzt

Die Formen (Co X)2 usw. haben naturlich die Bedeutung

Mussen wir uns auch in den Anwendungen des Vorgetragenen
Beschrankungen auferlegen, so mufRte doch in der Sache selbst eine
fuhlbare Lucke bleiben, wenn nicht die Beziehung des Gordan-
schen Formensystems zu der im vorigen Paragraphen enthaltenen
Untersuchung dargelegt wiurde. Wie wir es soeben schon im Beispiel
der Transformation zweier quadratischer Formen getan hatten, so
kénnen wir ja nun allgemein unsere jetzigen Formeln durch die
Annahme JO = 1 spezialisieren. Wir erhalten dann ein System
von nur noch 20 Formen, Invarianten der Gruppe jT8 Diese sind
in der folgenden Tafel zusammengestellt. Wir nehmen jetzt, wie
schon in dem behandelten Beispiel, eine quadratische Form (C X)'2
mit einer Veranderlichen erster Schicht als Grundform und be-
zeichnen ihre quadratische Kovariante mit (T 1?/)2

U Der zweite Ausdruck wird auch im Grenzfall JO — 0 nicht ganz
unbrauchbar. Er liefert dann aber nur zwei der Quadrate (AaX)a
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Unsere Invarianten und Kovarianton ordnen wir jetzt nach Grad-
zahlen in bezug auf den Kern von (CX)a Dann ergibt sich die
Tafel

Dieses also ist ein vollstandiges (und Kkleinstes) System von
Invarianten und Kovarianten der Kerne von (L X)2 oder (A U)2
und (CX)2 gegentber Transformationen der Gruppe T/.

Andererseits hatten wir im vorigen Paragraphen ein ganz
ahnliches System von Invarianten und Kovarianten des Kernes von
(C X)2 gefunden, das sich aber auf die Gruppe y3 der eigentlich-
automorphen Transformationen des Formenpaars (AU )2, (L X)2 be-
zog. Nur hatten wir dieses System damals als System von elementaren
Invarianten und Kovarianten einer bilinearen Form (XA)(B Y) be-
trachtet und demgemaR geordnet. Wir ersetzen jetzt die Zeichen Q
und Z durch X und U, und ordnen auch dieses System nunmehr
nach Gradzahlen in bezug auf den Kern von (C X)2 So gelangen

wir zu der Tafel
TT

In den Tafeln I und Il entsprechen sich nun die Grad- und
Ordnungszahlen genau. Es ist klar, dal wir aus | ein mit Il
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dquivalentes System erhalten mussen, wenn wir das Paar der
Grundformen (L X)2 (UA)2mit den Formen (X X), (17 U) der Tafel Il
zusammenfallen lassen. Und uberdies werden dann eine Anzahl
von Formen der Tafel | mit den entsprechenden Formen der Tafel 11
ganz identisch. Diese Formen sind in beiden Tafeln unterstrichen.
Um die in den ubrigen Fallen vorhandenen Beziehungen zwischen
den Formen der Tafeln 1 und Il zu ermitteln, wird man zunéchst
die Teile, aus denen sich die Polare (T X)2(T T oder {(T U)2(T X)}
zusammensetzt, durch Formen des Systems Il ausdricken. Man

findet leicht
1.

Nach dieser Vorbereitung wird man ohne sonderliche Muhe die
noch zu untersuchenden Formen des Systems | durch die des
Systems 11 darstellen (und umgekehrt):

V.

Schlie3lich kann man auch noch die Invarianten und Kovarianten
des Kernes von (CX)2 durch solche der speziellen Form (D X)2 die
sich aus der Entwicklung
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ergibt, und durch die Invariante R = (C C) = Jxausdrucken (8§ 22).
Das System von (C X )2 oder (D 1)S aber ist, wie wir gesehen haben,
bekannt, wenn ein System dieser Formen gefunden ist, in dem nur
noch eine einzige Veranderliche Z vorkommt. Es ist also aquivalent
mit dem in 8§22 gefundenen System von nur sieben oder sechs
Formen. —

DaR bei Ubergang von der Gruppe Gg oder r &zur Gruppe y3
nur die eine Invariante JO in Wegfall kommt, ist eine Besonderheit
unseres Beispiels. Schon bei dem System der Invarianten des Kernes
von (A Uy und zweier Vektoren X und Y,

verhalt es sich anders, da

ist.

Zur Abfassung dieses Buches bin ich, wenn auch durch sanften
Widerspruch gegen etliche Ketzereien, von meinem Freunde und
friheren Bonner Kollegen Hans Hahn angeregt worden. Besonderen
Dank schulde ich der Verlagshandlung dafur, dall sie in dieser
schwierigen Zeit die Drucklegung gewagt hat.

Wenn es moglich sein wird, auch den zweiten Teil noch heraus-
zubringen (dem ein Uberreicher Stoff Vorbehalten bleibt), so soll ihm
ein Namen- und Sachregister beigefiigt werden.
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