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SOLIDOMETRYA
ROZDZIAŁ I.

O PŁASZCZYZNACH I KĄTACH BRYŁOWYCH

* Linia prosta, iest prostopadła do 
płaszczyzny, gdy iest prostopadłą do 

wszystkich liniy prostych na teyże 
płaszczyźnie poprowadzonych, i 
przez iey spodek przechodzących. I 
od wrotnie, płaszczyzna iest prostopadła 
ido linii prostey.

Spodkiem prostopadłey, iest punkt 
w którym przecina płaszczyznę,

2; Liniia prosta iest równoodległa od pła
szczyzny gdy iak naydaley wraz z pła
szczyzną przedłużona przeciąć iey nie 
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może. Odwrotnie płaszczyzna iest ró
wnoodległa od linii.

3. Dwie płaszczyzny są od siebie równo
odległe, gdy iak naydaley przedłużo
ne przeciąć się nie mogą.

4. Poźniey się okaźe, że wspólne'in prze
cięciem dwóch płaszczyzn iest liniia 
prosta: kąt, czyli nachylenie do siebie 
dwóch płaszczyzn, iest mnieysza lub 
większa ilość o która sa od siebie od- 
dalone; miarą tego nachylenia iest ką^ 
zawarty między dwiern ; pro'topadłe- 
ini do wspólnego ich przecięcia wy- 
pro wadzonemi, na kaźdey z płaszczyzn 
w szczególnoś.-i, z punktu yyziętego na 
temże przecięciu.
<Kąt ten, może być ostry, prosty, 

lub roztwarty.
5. Gdy kąt zawarty między dwiema pła

szczyznami iest prosty, płaszczyzny są
siebie prostopadłe.

6. Kąt bryłowy iest przestrzeń kątowa , 
zawarta między wielą płaszczyznami 
w iednym punkcie się schodzącemi. —. 
Iak kąt bpyłnwy S, Jg. 1. powstał
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z połączenia płaszczyzn .ASB,BSC,C.SD^ 
DSA.—Do utworzenia kąta bryło
wego potrzeba przynaymniey trzech 
płaszczyzn.

7. twierdz. 1. Liniia prosta nie może być 
w części na płaszczyznie, w części, za 
płaszczyzną.

Dowodz- Jakoż podług opisania, płaszczy
zny, liniia prosta znayduią, się cała na 
płaszczyznie, gdy ma tylko dwa pun- 
kta z nią wspólne.

Uwaga. Dla przekonania się czy po
wierzchnia iest płaską, potrzeba do 
niey w różnych kierunkach przykła
dać liniią prostą, i uważać czyli doty
ka teyże powierzchni w całey iey roz
ciągłości.

8. Twierdz, 2gie. Dwie liniie proste prze
cinaiące się, znayduią się na iedney pła
szczyznie, i wyznaczaią iey położe-- 
nie.

Dow. Niech będą dwie liniie AB, AC, 
fig. 2. przecinaiące się w punkcie A ; 
wystawmy sobie płaszczyznę na któ
rey znayduie się liniia AB: płaszczy-
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znę tę obracaymy około linii AB, dopó
ki nie przyydzie na punkt C. liniia AC, 
maiąc wtedy dwa punkta A i C na 
teyże płaszczyźnie, będzie się cała na 
niey znaydować, a tem samem poło
żenie tey płaszczyzny iest wyznaczo
ne, z tym iedynie warunkiem, że na 
niey maią się znaydować liniie AB, , 
AC.

Wniosek 1. Tróykąt ABC, albo trzy 
punkta A, B, C, fig. 2. nie znayduiące 
się na iedney linii proste'y, wyznacza
ią położenie płaszczyzny.

Wn. 2gi. Dwie liniie równoodległe AB, 
CD, fig. 3. wyznaczaią także położe
nie płaszczyzny; bo poprowadziwszy 
sieczną EF, płaszczyzna przechodzącą
przez liniie A.E, EF, będzie także prze
chodzić przez równoodległe AB, CD.

9. Twierdzenie 3cie. Wspólnem prze
cięciem dwóch płaszczyzn iest liniia 
prosta.—

Dowodz. Gdyby miedzy punktami wspól- 
nemi dwom płaszczyznom, znalazły 
się trzy nieleżące na iedney linii pro-
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stey, dwie płaszczyzny, o których mo-, 
wa, przechodząc razem przez te trzy 
punkta byłyby tylko iedną płaszczy
zną; co iest przeciw założeniu.,

10., Twierdz. 4te. Liniia prosta AP, pro
stopadła do dwóch innych PB, PC 
poprowadzonych przez iey spodek na 
płaszczyźnie MN fig, 4, będzie także 
prostopadłą do linii prostey iakieykol- 
wiek PQ, poprowadzonej przez iey 
spodek na teyże płaszczyznie, a tem 
samem, będzie prostopadłą do płaszczy
zny MN.,

Dowodz. Przez punkt Q, wzięty od u- 
podobania na linii PQ, poprowadź
my w. kącie BPC, liniią prostą BC, tak, 
aby było BQ=QC, i połączmy AB, 
AQ, AC. W tróykącie BPC, ponie
waż podstawa BC, iest podzielona na 
dwie równe części w punkcie Q, więc; 

Dla teyże samey przyczyny w tróy
kącie ABC;

Odiąwszy równanie pierwsze od dru
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giego i uważaiąc że w trójkątach APC 
i APB prostokątnych przy ' P, iest 
AC2—PC2=AP2 i AB2—PB2=AP2; 
będzie:

czyli  
ztąd ; tróykąt więc 
APQ iest prostokątny przy P, a tem, 
samem liniia AP iest prostopadła do 
PQ.

Uwaga. Ztąd się pokazuie, że liniia 
prosta nic tylko być może prostopa
dła do wszystkich liniy prostych po
prowadzonych przez iey spodek na 
płaszczyźnie, ale nadto że to zawsze 
ma mieysce. ile razy tylko ta liniia 
iest prostopadła do dwóch liniy po
prowadzonych na płaszczyźnie.

11. Wn. 1, Prostopadła AP iest krótsza 
od każdey pochyłey AQ, i mierzy pra
wdziwą odległość punktu A od pła
szczyzny PQ..

12 Wn. 2gi. Z punktu P wziętego na 
płaszczyźnie, można tylko iednę pro
stopadłą wyprowadzić do tejże pła
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szczyzny; bo gdyby można z tegoż sa
mego punktu P, wyprowadzić dwie 
prostopadłe, więc poprowadziwszy 
przez nie płaszczyznę, którey prze
cięciem z płaszczyzną MN, niech bę
dzie liniia PQ; dwie prostopadłe o 
których mowa znayduiące się na tey 
samey płaszczyźnie byłyby także wie- 
dnym punkcie prostopadłe do linii PQ, 
co być nie może.

Podobnież z punktu wziętego za pła
szczyzną, nie można do niey spuścić 
dwóch prostopadłych, bo przypuści
wszy że liniie AP, AQ są temi dwie
ma prostopadłemu w tróykącie APQ 
byłyby dwa kąty APQ i AQP proste, 
co być nie może.

13. Twierdz. 5te. Pochyłe równo oddalo
ne od prostopadłej są równe, a z dwóch, 
pochyłych nie równo od prostopadłej 
oddalonych, ta iest większa która się 
bardziey od niey oddala.

Dowodz. Ponieważ kąty APB, APC,APD 
fig. 5 są proste, więc przypuściwszy że 
odległości PB, PC, PD, są sobie równe, 
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tróykąty APB, APC, APD, maiące po 
dwa boki równe i po kącie między 
niemi zawartym równym, przystaną 
do siebie, a tem samem przeciw prosto
kątne czyli pochyłe AB, AC, AD, 
będą sobie równe. Lecz ieżeli odle
głość PE iest większsa od PD lub iey 
równey PB, pochyła AE będzie tak
że większa od AB, lub iey równey 
AD.

14. Wniosek. Spodki wszystkich po-, 
chyłych równych AB, AC, AD i t. d._ 
znayduią się na okręgu BCD zakre-. 
ślonym ze spodka prostopadley P, ia- 
ko środka; maiąc zatem dany punkt A, 
za płaszczyzną, i chcąc znaleść na niey 
punkt P, w którym, przypadnie spodek 
prostopadłey z punktu A spuszczoney, 
dosyć wyznaczyć na teyże płaszczy
źnie trzy punkta. B, C, D, równoodda- 
lone od punktu A, i znaleźć środek o
kręgu koła przez te trzy punkta prze
chodzącego; a środek ten będzie szu
kanym punktem P.

Uwaga. Kąt ABP, nazywa się nachy-. 
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leniem pochyłey AB, do płaszczyzny 
MN, nachylenia pochyłych AB, AC, 
AD i t. d. równooddalonych od pro. 
stopadłey, są równe; gdyż wszystkie 
trójkąty ABP, ACP, ADP i t. d. są 
równe.

15, Twierdz. 6, Gdy liniia AP fig. 6 
iest prostopadła do płaszczyzny MN, 
a liniia BC, leży na teyże płaszczy
źnie, ze spodka P prostopadłey spu
ściwszy PD prostopadłą do BC, i połą
czywszy punkt A z punktem D, lini
ią AD; liniia AD, będzie prostopadłą 
do BC.

Dowodz. Wziąwszy DB=DC, i połą
czywszy PB, PC, AB, AC, ponieważ 
BD=DC, pochyła PB=PC; nadte u- 
ważaiąc względem prostopadłey AP, 
ponieważ PB=PC, pochyła AB=AC; 
liniia zatem AD maiąca dwa punkta 
A i D równooddalone od końców B i G 
linii BC, iest prostopałdą w środku do 
teyże linii BC.

Wn. Tu zarazem widzimy że BC, iest 
prostopadła do płaszczyzny APD, ia- 
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ko prostopadła do dwóch liniy AD i 
PD, przez które ta płaszczyzna prze
chodzi.

Uwaga, Dwie liniie AE i BC, są przy* 
kładem dwóch liniy, nie przecinaią
cych się, bo nieleżą na iedney pła
szczyźnie. Naykrótszą odległością tych 
dwóch liniy iest liniia PD, prostopa
dła razem i do linii AE i do linii BC. 
Odległość PD tych dwóch liniy iest 
naykrótsza; bo połączywszy dwa inne 
punkta iak A i B będzie AB>AD, aże 
ADi>PD więc tym bardziey AB>PD.

Liniie AE i GB, lubo nie leża na
iedney płaszczyźnie, uważaią się, ie- 
dnak za prostopadłe do siebie, bo li
niia AD i równoodległa od BC, po- 
prowadzona przez ieden z iey pun
któw, byłyby do siebie prostopadłe. 
Podobnież liniie AB i PD, które o- 
znaczaią iakiekolwiek dwie liniie pro
ste nieleżące na iedney płaszczyźnie, 
biorą się za liniie czyniąc z sobą ten 
sam kąt któryby czyniła z liniią AB, 
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równoodległa od PD, poprowadzona 
przez którykolwiek punkt linii AB.

16. Twierdz. Gdy liniia AP iest pro
stopadła do płaszczyzny MN fig. 7 i 
liniia DE od niey równoodległa, iest 
także prostopadła do teyże płaszczy
zny,

Dowodz: Przez liniie równoodległe AP 
i DE, poprowadziwszy płaszczyznę, 
tey przecięciem z płaszczyzną MN niech 
będzie liniia PD, poprowadźmy na 
płaszczyźnie MN liniią BC, prostopa
dłą do PD, i złączmy punkt A z D 
liniią AD. Podług wniosku z twier
dzenia poprzedzaiącego BC iest pro
stopadła do płaszczyzny APDE , a 
tem samem kąt BDE iest prosty; aże 
i kąt EDP iest także prosty, gdyż 
AP iest prostopadła do PD, a DE iest 
równoodległa od AP: więc liniia DE, 
prostopadła do dwóch liniy DP i DB. 
iest tem samem prostopadłą do pła—: 
szczyzny MN, na którey leżą też li
mie.

17. Wn, 1. Odwrotnie, gdy liniie AP 
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i DE są prostopadłe do (iedney pła
szczyzny MN, liniie te są od siebie ró
wnoodległe, bo gdyby takiemi nie by
ły-, więc z punktu D wyprowadziwszy 
równoodległą od AP, ta byłaby pro
stopadłą do płaszczyzny MN; a tem 
Samem, z iednego punktu D, możnaby 
wyprowadzić dwie prostopadłe do teyże 
samey płaszczyzny, co być nie może.

18. Wn. 2gi. Dwie liniie A i B, równo
odległe od trzeciey C, są także od. 
siebie równoodległe; wystawiwszy so
bie bowiem płaszczyznę prostopadłą 
do linii C liniie A i B, iako równo
odległe od C, będą także prostopadłe 
do tey płaszczyzny; a tem samem na 
mocy wniosku poprzedzającego od siei
bie równoodległe. Uważać tu potrze
ba że trzy liniie A, B, C, nie leżą na 
iedney płaszczyźnie.

19. Twierdz 8. Liniia AB (fig. 8.) ró
wnoodległa od linii CD poprowadzo- 
ney ha płaszczyźnie MN, iest także 
równoodległa ód tey płaszczyzny.

Dowodz. Gdyby liniia AB znayduią
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ca się na płaszczyźnie ABCD, przecię
ła płaszczyznę MN,, przecięcie to 

mogłoby tylko mieć mieysce w pewnym 
punkcie linii CD, która iest wspólnem 
przecięciem dwóch płaszczyzn; aże li
niia AB, nie może przeciąć CD, iako 
od nie'y równoodległa; więc nieprze- 
tnie także płaszczyzny MN, a tem sa
mem iest od niey równoodległą.

20. Twierdz. 9. Dwie płaszczyzny MN 
i PQ fig. 9. prostopadłe do iedney li
nii prostey AB, są od siebie równo
odległe.

Dowodz. Gdyby te dwie płaszczyzny 
przecięły się, więc na ich wspólnem 
przecięciu wziąwszy punkt O, i połą
czywszy go z punktami A iB, liniia- 
mi prostemi OA i OB, liniia AB, pro
stopadła do płaszczyzny MN, byłaby 
także prostopadłą do OA, na teyże pła
szczyźnie przez iey spodek poprowa- 
dzoney, dla tey samey przyczyny AB, 
byłaby prostopadła do BO; a tem sa
mem OA i OB, byłyby dwie prosto
padłe spuszczone zpunktu O, do ie- 
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dney linii; co być nie może. Dwie za
tem płaszczyzny MN i PQ, nie mo
gą się z sobą przeciąć a tern samem są 
od siebie równoodległe.

21. Twierdz. 10. Przecięcia EF i GH 
fig. 10 dwóch płaszczyzn równoodle
głych MN i PQ, płaszcyzną trzecią 
FG są równoodległe.

Dowodz. Jeżeli liniie EF, i GH leżące 
na tey samey płaszczyźnie nie są ró
wnoodległe, więc przedłużone, prze- 
tną się; lecz tein samem przecięłyby 
się także płaszczyzny MN i PQ, na 
których leżą też liniie, co być nie mo
że, bo płaszczyzny te są z założenia 
równoodległe.

22. Twierdz. 11. Liniia AB fig. 9 pro
stopadła do płaszczyzny MN, iest tak
że prostopadła do płaszczyzny PQ ro- 
wnoodległey od MN.

Dowodz. Na płaszczyźnie PQ, popro
wadziwszy iakąkolwiek liniią prostą 
BC, przez liniie AB i BC poprowadź
my płaszczyznę ABC, którey przecię
ciem z płaszczyzną MN , będzie liniią
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AD, równoodległa od BC; lecz liniia 
AB prostopadła do płaszczyzny MN, 
iest prostopadłą i do linii AD, wiec 
tein samdm będzie prostopadłą do BG 
równoodległdy od AD; (40) liniia zatem 
AB prostopadła do linii iakiey kolwiek 
BC/ poprowadzoney przez ie'y spodek 
ńa płaszczyźnie PQ, iest także pro
stopadłą do tey płaszczyzny.

23. Twierdz* 12. Liniie równoodległe 
EG, i Fil fig. 10. zawarte między 
dwiema płaszczyznami równoodległe- 
ini MN, PQ, są sobie równe.

Don’. Przez liniie równoodległe EG , 
Fil poprowadźmy płaszczyznę EGHF 
ta przetnie płaszczyzny równoodległe 
podług liniy EF i GIL Przecięcia EF 
i GH są od siebie równoodległe (21) 
więc czworokąt EGHF iest równole- 
głobokiem a tern samem EGzzzFH.

24. Wn, Ztąd wypada, źe dwie pła
szczyzny równoodległe, wszędzie zaró* 
wno od siebie są oddalone; bo gdy lini
ie EG iFH są prostopadłe do pła
szczyzn MN, PQ, liniie te są od sie-

9 . 
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jbie równoodległe (169, fl^*ra samem 
równe.

25. Twierdz. 13. Gdy dwa kąty CAE i 
DBF fig. ll.nie leżące na iedney pła
szczyźnie, maią ramiona od siebie ró
wnoodległe i w iednę stronę się roz
chodzące, kąty te są równe, a ich pła
szczyzny od siebie równoodległe.

'Dow. Wziąwszy AC=zBD, AE—BF> 
połączmy CE, DF, AB, CD, EF. Po
nieważ liniia ACiest równa linii BD, 
i od niey równoodległa, więc czwo
rokąt ABDC iest równoległobokiem ; 
a tein samem liniia CD, równa linii 
AB i od niey równoodległa. Dla tey- 
że przyczyny liniia EF, równa AB f 
i od niey równoodległa; więc liniia 
CD iest także równa linii EF i od 
niey równoodległa, a tem sarnom czwo
rokąt CEFD iest równoległobokiem, i 
i bok CE równy bokowi DF i od nie
go równoodległy; tróykąty zatem 
CAE, i DBF, są równoboczne; i kąt 
CAEzzzDBF.

Powtore, płaszczyzna ACE, iest ró-
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wnoodległa od płaszczyzny DBF; bo 
przypuściwszy że płaszczyzna równo
odległa od BDF, przez punkt A po
prowadzona, przecina liniie CD i EF, 
w innych punktach, np. I i H, a nie 
w punktach C i E; wiec podług Wn. 
2. Twierdz. 7. trzy liniie AB, ID. 
FH, będą równe, a że trzy liniie AB 
CD, i EF, są także równe, więc być- 
by musiało CD=ID, FH=EF, co być 
nie może; płaszczyzna więc ACE iest 
równoodległa od BDF.

26. Wn. Gdy dwie płaszczyzny równo
odległe MN, PQ przecięte są dwiema 
innemi płaszczyznami, CABD, EABF 
kąty CAE, DBF, powstałe z przecięć 
płaszczyzn równoodległych będą ró
wne; gdyż przecięcie AC iest równo
odległe od BD (21) AE równoodległe 
od BF, a tem samem kąt CAE=DBF.

27. Twierdz. 14. Gdy trzy liniie AB 
CD, EF fig. 11. nieleżące na iedney, 
płaszczyźnie są równe i równoodległe, 
trójkąty ACE, BDF, utworzone z ie
dney i drugiey strony przez połącze-

2.
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nie końców tychże liniy, są równe’ 
a ich płaszczyzny równoodległe.

Dow. Ponieważ AB iest równe i ró* 
wnoodległe od CD, więc czworokąt 
ABCD, iest równoległobokiem, a fem 
samem bok AC iest równy BD i od 
niego równoodległy. Dla teyże przy
czyny boki AE i BF, tudzież CE i DF, 
są równe i równoodległe; tróykąty 
więc ACE i BDF, są równe. Podo
bnym sposobem iak w twierdzeniu po- 
przedzaiącem dowiedziemy, że ich pła
szczyzny są od siebie równoodległe.

* 28, Twierdz. 15. Dwie liniie proste prze
cięte trzema płaszczyznami równood- 
ległemi, podzielone są na części pro* 
porcyonalne. #

Dow. Daymy na to że liniia AB fig. 12 
przecina płaszczyzny równoodległe MN, 
PQ, RS w punktach A, E, B; a liniia 
CD przecina też płaszczyzny w punk
tach C, F, D, dowiedziemy źe bę
dzie AE: EB— CF: FD.

Poprowadziwszy liniia AD, przeci- 
naiącą płaszczyznę PQ w punkcie G, 
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połączmy punkta A i C, E i G, G i F, 
B i D liniiami AC, EG, GF, BD; prze
cięcia EG i BD płaszczyzn równood
ległych PQ, RS płaszczyzny ABD są 
równoodległe,
więc . . .. AE: EB=AG; GD. 
podobnież, ponieważ prze-.

cięcia AC i FG są równo
odległe, więc AG: GD=CF: FD.

Złożywszy te dwie proporcje wypa- 
dnie: AE: EB=CF: FD.

29 Twierdz. 16. Miarą kąta zawartego 
między dwiema płaszczyznami MAN, 
MAP fig. 13^ iest kąt NAP'zawarty 
między dwiema prostopadłemi AN, 
AP do wspólnego przecięcia, na ka
żdej z tych płaszczyzn poprowadzone
mu

Aby dowieśdź tego twierdzenia, po
trzeba lód dowieśdź że kąt zawarty 
między prostopadłemi do wspólnego 
przecięcia dwóch płaszczyzn, na każ- 
dey znieh poprowadzonemu iest sta
ły; to iest, że się nie zmienia z jakie
gokolwiek punktu wspólnego przecię
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cia, będą wyprówadzone tez prostopa
dłe.

Wziąwszy jakikolwiek inny punkt 
M, i poprowadziwszy prostopadłe MC 
na płaszczyźnie MN, i MB na pła
szczyźnie MP, do wspólnego przecię
cia AM; liniie MB i AP iako prostopa
dłe do iedney linii AM, są od siebie 
równoodległe. Dla teyże przyczyny 
MC iest równoodległa od AN;więc kąt 
BMC~PAN, a zatem czy to z punktu 
A, czy też z innego iakiegokolwiek 
punktu M, wyprowadzimy prostopadłe 
do wspólnego przecięcia, kąt między 
niemi zawarty będzie zawsze ieden.

2re. Potrzeba dowieśdź, że w mia
rę powiększania się lub zmnieyszania 
w pewnym stosunku kąta zawartego 
między dwiema płaszczyznami, ’kąt 
PAN, będzie się w7 tym samym stosun
ku powiększał lub zmnieyszał.

Na płaszczyźnie PAN» z punktu A ia
ko środka promieniem jakimkolwiek 
zakreślmy luk NDP/ a z .punktu M, 
tym samym promieniem łuk CEB, i 
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poprowadźmy w jakimkolwiek bać 
kierunku liniią AD; płaszczyzny PAN 
i BMG iako prostopadłe do linii MA, 
są od siebie równoodległe; więc i ich 
przecięcia AD i ME trzecią płaszczy
zną AMD, będą takie równoodległe , 
a tem samem kąt BME~PAD. Gdy
by kąt DAP był równy kątowi DAN, 
kąt dwuścienny DAMP byłby także ró
wny kątowi dwuściennemu DAMN, ba 
podstawa PAD przystałaby do ró
wnej sobie DAN, wysokość AM, była
by zawsze ta sama, i te dwa kąty 
przystałyby do siebie. Podobnież gdy
by kąt DAP mieścił się zupełnie pe
wną liczbą razy w kącie PAN, kąt 
dwuścienny DAMP, mieściłby się tyleż 
razy w kącie dwuścienny m PAMN. Aźe 
od stosunku w liczbach całkowitych 
można zawsze przeyść do stosunku ja
kiegokolwiek, więc ,w jakimkolwiek 
stosunku będzie kąt DAP do PAN , 
w takim też stosunku będzie kąt dwu- 
sienny DAMP do PAMN; kąt zatem 
NAP, może być uważany za miarę ką
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ta dwuściennego PAMN, czyli kąta za-? 
wartego między dwiema płaszczyzna
mi MAPiMAN.

Uwaga. Wkątach zawartych między 
dwiema płaszczyznami też same oko-j 
liczności maią mieysce co w kątach 
zawartych między dwiema liniiami 
prosteml. Tak gdy dwie płaszczyzny 
tworzące kąt, będą przedłużone za 
wspólne przecięcie, kąty wierzchoł
kiem przeciwległe będą równe, a ką
ty przyległe równe dwom kątom pro
stym; gdy więc iedna płaszczyzna iest 
prostopadła do drugiey, druga iest pro* 
stopadła do pierwszey. Podobnież 
w przecięciu płaszczyzn równoodle
głych trzecią płaszczyzną, zachodzi ta 
sama równość, i te same własności, co 
w przecięciu dwóch liniy równoodle-. 
głych trzecią.

30. Twierd, 17, Gdy liniia Ap fig. 
iest prostopadła do płaszczyzny MN , 
każda płaszczyzna APB, przez tęż li- 
niią AP poprowadzona, będzie także 
prostopadłą do płaszczyzny MN.
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Dowodź, Niech będzie BC, przecięcie 
płaszczyzn AB i MN, na płaszczyźnie 
MN poprowadziwszy DE prostopadła 
do BP, liniia AP, iako prostopadłą 
do płaszczyzny MN, będzie także pro
stopadłą do kaźdey z linii BC i DĘ; 
aże kąt APD, zawarty między prosto- 
padłemi PA i PD do wspólnego prze
cięcia PB, iest miarą kąta zawartego 
między płaszczyznami AB i MN, a iest 
prosty; więc te dwie płaszczyzny są 
do siebie prostopadłe.

Uwaga, Gdy trzy liniie proste, iak AP 
BP, DP są do siebie prostopadłe, ka, 
zda z nich iest prostopadła do pła
szczyzny dwóch innych, a trzy pła- 
sczyzny na których lezą te liniie po 
dwie brane są do siebie^prostopadłe.

31. Twierdz, 18. Gdy płaszczyzna AB 
fig. 14 iest prostopadła do płaszczyzny 
MN, a na płaszczyźnie AB poprowa- 
dzimylinią PA prostopadłą do wspól
nego przecięcia PB, liniia PA będzie 
także prostopadła do płaszczyzny MN.

Dowodź, Na płaszczyźnie MN popro

www.rcin.org.pl



26 —

wadziwszy PI) prostopadłą do PB, 
kąt APD bidzie prosty, gdyż pła
szczyzny są do siebie prostopadłe; li- 
niia więc AP, prostopadła do dwóch 
liniy PB i PD, iest tern samem pro
stopadłą do ich płaszczyzny MN.

32, Wniosek. Jeżeli płaszczyzna AB, iest 
prostopadła do płaszczyzny MN, a 
z punktu wziętego na ich wspólnem 
przecięciu wyprowadzimy prostopa-, 
dłą do płaszczyzny MN, prostopadła ta 
będzie leżała na płaszczyźnie AB; bo 
gdyb-y na niey nie leżała, możnaby 
na płaszczyźnie AB, poprowadzić pro
stopadłą AP, do wspólnego przecięcia 
^B, któraby razem była prostopadłą 
do płaszczyzny MN; a tern samem by
łyby dwie prostopadłe do płaszczyzny 
MN, w iednym punkcie P, co być nie 
może.

33- Twierdz- 19. Jeżeli dwie płaszczyzny 
AB i ĄD fig. 14. są prostopadłe do 
trzeciey MN, wspólne ich przecięcie 
AP, będzie także prostopadłe, do tćy 
trzeciey płaszczyzny.
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Dowodz. Z punktu P wyprowadziwszy 
prostopadła do płaszczyzny MN 
prostopadła ta, musi się razem znay- 
dować i na płaszczyźnie AB i na pła
szczyznie AD (32); a tem samem iest 
ich wspólnem przecięciem AP.

34. Twierdz. 20. W kącie bryłowym 
złożonym z trzech kątów płaskich, sum
ma dwóch którychkolwiek z tychże ką
tów iest większa od trzeciego.

Dowodz. Twierdzenie to dosyć będzie 
dowieść na ten przypadek, gdy ieden 
kąt płaski porównywany z dwoma in
nymi, iest od każdego z nich większy; 
Niech więc będzie kąt bryłowy S fig, 
15 złożony z trzech kątów płaskich 
ASB, ASC, BSC, przypuściwszy że kąt 
ASB, iest naywiększy z nich, będzie 
ASC+BSC>ASB.

Na płaszczyźnie ASB, wykreśliwszy 
kąt BSD=BSC, poprowadźmy liniia 
ABD i wziąwszy SG=SD, połączmy 
AC i BC. — Ponieważ boki BS i SD 
są równe bokom BS i SC, i kąt 
BSD=BSC, więc dwa tróykąty BSD 

www.rcin.org.pl



i BSC, są równe a tem samem BD=B,C. 
Lecz w tróykącie ABC, AC+BC>AB, 
odiąwszy z iedney strony BC, z dru
giey BD, zostanie AC>AD. W tróy- 
kątach ASC i ASD, boki AS i SD, są 
równe bokom AS i SC, lecz że bok 
AC iest większy od bąku AD, więc i. 
kąt ASC>ASD; dodawszy do obu stron 
BSD=BSC, będzie ASC+BSC>ASB 
+BSD czyli ASC+BSC>ASB. 
Twierdz. 21. Summa kątów płaskich 
tworzących kąt bryłowy, iest zawsze 
mnieysza od czterech kątów prostych.

Dowodz. Przeciąwszy kąt bryłowy S 
fig. 16 płaszczyzną iakąkolwiek ABCDE; 
z punktu O, wziętego na teyże pła
szczyźnie poprowadźmy do wierzchoł
ków wszystkich kątów liniie OA, OB, 
OC, OD, OE.

W tróykątach ASB, BSC i t. d. ma-, 
iących wierzchołek w S, summa kątów’ 
iest równa summie kątów równey li
czby trójkątów AOB; BOC i t. d., ma
jących wierzchołek w O, Lecz przy 
punkcie B, summa kątów ABO i OBC
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czyli kąt ABC, iest mnieyszy od ką
tów ABS+BSC (34); podobnież przy 
punkcie C, summa kątów BCO+OCD 
<BCS+SCD i t. d. Ztąd wypada że 
w tróykątach maiących wierzchołek. 
W O, summa kątów przy podstawach, 
iest mnieysza od summy kątów przy 
podstawach w tróykątach maiących 
wierzchołek w S; więc tem samem 
summa kątów przy O musi bydź więk
sza od summy kątów przy S. Aże 
summa kątów przy O, waży 4 kąty 
proste, więc summa kątów płaskich 
tworzących kąt bryłowy S, iest mniey
sza od czterech kątów prostych*

Uwaga. W twierdzeniu tern uważa się 
kąt bryłowy wypukły,’ czyli taki że 
płaszczyzna iedne'y ściany przedłużona 
nie może przeciąć kąta bryłowego; ina
czey bowiem summa kątów płaskich 
niemiałaby granic.

36. Twierdz. 22. Gdy dwa kąty bryłowe 
składaią się z trzech kątów płaskich 
równych, kąty dwuścienne zawarte
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między ścianami równemi są sobie ró
wne.

Dowodz. Niech będzie kąt ASC=DTF 
fig. 17;kąt ASB=DTE i kąt BSC=ETF; 
dowiedziemy że kąt dwuścienny za
warty między ścianami ASC i ASB iest 
równy kątowi dwuściennemu zawar
temu między ścianami DTF i DTE.

Wziąwszy SB jakieykolwiek dłu
gości, poprowadźmy BO, prostopa
dłą do płaszczyzny ASC; z punktu O, 
w którym ta prostopadła przecina pła
szczyznę poprowadźmy OA, OC, pro
stopadłe do SA i SC i połączmy AB 
i BC; daley wziąwszy TE=SB, po
prowadźmy EP prostopadłą do pła
szczyzny DTF, z punktu P poprowadź
my PD i PF prostopadłe do TD i TF 
na koniec połączmy DE i EF.

Trójkąt SAB iest prostokątny przy 
A, a tróykąt TDE przy D; a że kąt 
ASB=DTE, więc i SAB=TED. Nad
to ponieważ SB=TE, więc tróykąt 
SAB iest równy trójkątowi TDE; a 
tern samem SA=TD i AB=DE. Po
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dobnież dowiedziemy, że SC=TF i 
BC=EF. Czworokąt zatem SAOC 
iest równy czworokątowi TDFF, 
przeniósłszy bowiem kąt ASC na iemu 
równy DTF, ponieważ SA=TD i SC=FT, 
punkt A padnie na punkt D, a punkt 
C, na punkt F. Nadto AO prostopadła 
do SA, poydzie po DP prostopadłey do 
DT i OC po PF; a tem samem punkt 
O padnie na punkt P, i będzie AO 
r=DP. Aźe w tróykątach AOB i DPE 
prostokątnych przy O i P, przeciw- 
prostokąlna ABzzzDE i bok AO=DP, 
tróykąty więc te .przystaną do siebie > 
a tern samćm kąt OABzzz PDE. Lecz 
kąt OAB, iest miarą kąta dwuścienne- 
go zawartego między płaszczyznami 
ASB i ASO, a kąt PDE miarą kąta 
dwuściennego zawartego między pła
szczyznami DTE i DTFjwięc te ką
ty dwuścienne są sobie (równe. Uwa
żać tu iednak należy że kąt A tróy- 
kąta prostokątnego OAB, wtenczas tyl
ko właściwie iest miarą nachylenia 
płaszczyzny ASB do ASC, gdy prosto*

31
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Imadła BO przypada z tey samey strós 
ny względem SA co SC; bo gdyby 
przypadała z drugie'y Strony, wtedy 
kąt zawarty między dwiema płaszczy
znami byłby roztwarty, a dodany do 
kąta A tróykąta OAB, czyniłby dwa 
kąty proste. Lecz w tym samym ra
zie kąt zawarty między płaszczyzna
mi TDE i TDF, byłby także roztwar
ty, a dodany do kąta D tróykąta DPE 
fczyr.iłby dw a kąty proste; a ponieważ 
kąt A, byłby zawsze równy kątowi 
D, więc i nachylenie płaszczyzny ASB 
do ASC, iest równe nachylenia pła
szczyzny TDE do TDF.

Uwaga. Gdy dwa kąty bryłowe złożo
ne są zkątów płaskich równych, i je
dnakowo ułożonych, takie kąty bry- 
łowfe są sobie równe i przystaną do 
siebie. Jakoż widzieliśmy iua że czwo 
rokąt SAOC, może pczy^tać dó czwo
rokąta TDPF; przeniósłszy zatem SA 
na TD, SG padnie na TF, i punkt G 
na punkt F. Aże tróykątyAOB i DPE 
Są równe, więc prostopadła OB, dtf
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płaszczyzny ASC, iest równa prostopa- 
dłey PE do płaszczyzny TDF; nadto 
prostopadłe te idą w iednę stronę; 
punkt zatem B, padnie na pnnkt E , 
linia SB na TE, a tćm samem dwa 
kąty bryłowe przystaną do siebie.

Przystawanie to wtenczas tylko ma 
mieysce gdy z.założenia kąty płaskie 
równe , są iednakowo ułożone w obu 
kątach \ bryłowych; bo gdyby kąty . 
płaskie były przeciwnie ułożone, czy
li, co tożsamo znaczy, gdyby prosto
padłe OB i PE zamiast znaydować się 
z tey samey strony, płaszczyzna ASC i 
DTF, znaydowały się ze stron prze
ciwnych, wtedy dwa ?kąty bryłowe 
nie mogłyby przystać do siebie. Je
dnakże zawsze kąty dwuścienne za-» 
warte między ścianami równemi były
by sobie równe tak iż dwa kąty bry
łowe składałyby się ze -wszystkich 
części równych, leczby przystać do 
siebie nie mogły. Ten gatunek pe
wności nie będący pewnością przez 
przystawanie, ma swe szczególne na-
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zwisko i nazywa się równością przez 
symetryą. Tak więc dwa kąty bry
łowe o których mowa , złożone z kątów 
płaskich równych lecz przeciwnie u- 
łóżonych; nazywać się będą • kąty ró
wne przez symetryą, albo wprost 'ką
ty symetryczne. Taż sama uwaga sto- 
suie się do' kątów bryłowych, złożonych 
z więcey iak trzech kątów płaskich ; 
i tak kąt bryłowy złożony z kątów 
płaskich A, B, C, D, E, i drugi kąt bry
łowy złożony z tych samych kątów 
przeciwnie ułożonych A, E,T), C, B, 
mogą być takie, że płaszćyzny na któ
rych znayduią się kąty równe, są ró
wno do siebie nachylone. Takie dwa ką
ty bryłowe, któreby sobie były równe , 
chociażby do siebie przystać nie mo-

■» I "• 4 /

gfy> nazywać się będą kąty bryłowe 
równeprzez symetryą albo kąty bry
tów esy metryczne.'

"W figurach płaskioh niema właści- 
* wie równości, przez symetryą, i wszy

stkie któreby tak nazwać chciano, by
łyby równościami przez przystawanie,
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dla tego że można przewrócić figurę 
płaską, i wziąść bez różnicy wierzch za 
spód. Ale inaczey się rzecz ma z bry
łami, gdzie trzeci wymiar może bydź 
brany w dwóch różnych od siebie kie
runkach.

87. Zagad. Maiąc dane trzy kąty pła
skie tworzące kąt bryłowy, wykreślić 
na płaszczyźnie kąt zawarty między 
dwiema z tych płaszczyzn.

jRożtc. Miech będzie 8 fig. 18 dany kąt 
bryłowy, w którym wiadome są trzy 
kąty płaskie ASB, ASC, BSC; trzeba 

•wykreślić na płaszczyźnie kąt zawar
ty między dwiema z tych płaszczyzn 
np. ASB i ASC. Wykonawszy to samo 
Wykreślenie co w twierdzeniu poprze
dza iąccm, kąt DAB będzie kątem szu
kanym; cała rzećz teraz zasadza się 
na wykreśleniu równego mu kąta na 
płaszcyznie. Dla tego nakreślmy na 
płaszczyźnie iakieykolwiek kąty B'SA, 
ASC, B"SG, równe kątom BSA, ASC, 
B^C, składaiącym kąt bryłowy; wzią
wszy B'S i B"S równe krawędzi BS
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kąta bryłowego, spuśćmy z punktu 
B' i Bn prostopadłe B'A i B"C, do SA 
i SC, które się przetną w punkcie O. 
Z punktu A, iako środka promieniem 
AB' zakreślmy półkule B' bE, z punktu 
O, wyprowadźmy prostopadłą Ob do 
B'E, która przetnie okrąg w punkcie 
b: nakoniec połączmy punkt A z b 
linią Ab, a kąt EAb będzie szukane'm 
nachyleniem dwóch płaszczyzn ASC i 
ASB, kąta bryłowego^ Dowiedź te* 
raz potrzeba że tróykąt AOb iest ró
wny trójkątowi ABD. W troykątach 
B'SA i BSA, prostokątnych przy A, 
w których kąty przy S, są równe, kąt 
BzzzB'; nadto ponieważ przeciwpro- 
Stokątna SB', iest równa przeciwpro- 
stokątnóy SB, więc tróykąty te są so
bie równe, a tern samem liniia SA, ró
wna iest krawędźi SA kąta bryłowe
go, i AB' czyli Ab, równa krawędzi 
AB kąta bryłowego. Podobnież do- 
wiesdź można że SC=zSC; a ztąd wy
pada że czworokąt SAOC iest równyj 
czworokątowi SADC, i AD=zAO w ką-
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cie bryłówym, dwa więc tróykąty 
AOb i ADB prostokątne, maiące równe 
przeciwprostokątne i po iednym boku 
równym, są sobie równe, a tern sa
mem kąt EA& wykreślony na płaszczy 
znie, iest równy uacbyleniu dwóch 
płaszczyzn SAB i SAG kąta bryło
wego.

Gdy punkt O przypada między pun
ktami A i B' na figurze płaskiey, kąt 
EAb, iest roztwarty, i mierzy praw
dziwe nachylenie Płaszczyzn; dla te
go to wyraziliśmy przez EAb, a nie 
przez OAZ? nachylenie żądane, aby 
rozwiązanie powyższe służyło bez wy
jątku na wszelki wypadek,

Uwaga. Aby. z trzech kątów płaskich 
złożyć kąt bryłowy, potrzeba lad 
aby summa trzech kątów danych by- 

i ła mnieysza od czterech kątów pro
stych (35) 2re aby wziąwszy dwa 
którekolwiek ztych kątów B'SAi ASC> 
trzeci CSB" był taki iżby prostopa
dła B"C do boku SG przecięła średni
cę BE, między punktami B' i E. Gra
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nice zatem wielkości kąta CSB" są te 
w których prostopadła B"C przecina 
średnicę w punktach B' i E. Z tych 
punktów spuściwszy prostopadłe B' I, 
EK na CS, te przetną w punktach I i 
K okrąg zakreślony promieniem SB" 
a granicami kąta CSB" będą kąty CSI 
i CSK.

Ponieważ w troykącie równoramien
nym B'SI, liniia CS przedłużona, iest 
prostopadła do podstawy, więc CSI 
=CSB=ASC+ASB': a w tróykącie 
równoramiennym ESK, liniia SC iest 
także prostopadła do podstawy EK, a 
tem samem kąt CSK=CSE; nadto po
nieważ w trójkątach równych ASE i 
ASB', kąt ASE=ASB' więc CSE czy
li CSK=ASC—ASB'.

Ztąd wypada że zagadnienie zawsze 
może byc rozwiązane, gdy trzeci kąt 
CSB" iest mnieyszy od summy dwóch 
innych ASC i ASB', a większy od ich 
różnicy, który to warunek zgadza się 
z twierdzeniem 20, bo na mocy tego 
twierdzenia musi być CSB" <ASC
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38. Zag. 2. Maiąc dane dwa kąty płaskie 
z trzech tworzących kąt bryłowy, i kąt 
zawarty między dwiema płaszczyznami, 
znaleść trzeci, kąt plaski.

Bozfp. Niech będą ASC i ASB' fig. 18. 
dwa dane kąty płaskie: przypuści
wszy że kąt CSB7' iest trzeciem kątem 
szukanym, wykonaymy to samo wy
kreślenie co w zagadnieniu poprzedza- 
iącem, a kąt zawarty między płaszczy
znami dwóch pierwszych kątów bę
dzie EAb. Jako za pomocą kąta CSB'\ 
maiąc dane dwa inne, wyznaczamy kąt 
EAb; tak też za pomocą kąta EAb 
można wyznaczyć kąt CSB". Wzią
wszy zatem SB' od upodobania, spu
śćmy B'E prostopadłą na SA, i wy
kreślmy kąt EA&, równy kątowi na
chylenia dwóch płaszczyzn danych ; 
z punktu o, w którym ramie AZ;, prze
cina okrąg zakreślony ze środka A, 
promieniem AB', śpuśćmy bO prosto
padłą na AE , a z punktu O, prostopa-
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dłą OCBW na SC, na którey weżmy 
SB"zzzSB\‘a kat CSB" bedzie trzecim 
kątem szukanym.

Jakoż złożywszy kąt bryłowy z trzech 
kątów płaskich B'SA, ASC, CSB" na, 
chylenie płaszczyzn ASB', ASC, bę
dzie równe kątowi danemu EAb.

Uwaga. Gdy kąt bryłowy składa 
się ż czterech kątów płaskich ASB , 
BSC, CSD, DSA, fig. 19. wtedy, nie 
dosyć iest mieć dane też kąty, do :wy
znaczenia wzaiemnych nachyleń ich 
płaszczyzn, albowiem z tychże samych 
kątów7 płaskich, można złożyć nieo
graniczoną liczbę kątów bryłowych . 
Lecz dodawszy ieden warunek np. 
i.e dane iest nachylenie dwóch pła
szczyzn ASB, i BSC, kąt bryłowy iest 
zupełnie wyznaczony, i można znaleść 
nachylenie dwóch którychkolwiekie- 
go płaszczyzn. I tak wystawny so
bie kąt bryłowy złożony z kątów pła
skich ASB , BSC, ASC, w którym 
dwa pierwsze kąty są dane, równie 
iak i nachylenie ich płaszczyzn; mo-

www.rcin.org.pl



41

zna będzie za pomocą poprzedzaiącego 
zagadnienia, wyznaczyć kąt trzeci ASC. 
Daley uważaiąc kąt bryłowy złożony 
z kątów płaskich ASC, ASD, DSC, te 
trzy kąty są wiadome a zatem kąt bry
łowy iest całkowicie wyznaczony. Lecz 
kąt bryłowy czworościenny składa się 
z dwóch kątów bryłowych tróyścien- 
nych, o których dopiero mówiliśmy ; 
a że te kąty cząstkowe są wyznaczo
ne, więc i cały kąt iest także wyzna
czony.

Kąt zawarty między płaszczyznami 
ASD, DSC, możnaby znaleść za pomo
cą drugiego kąta bryłowego cząstko
wego. Co do kąta zawartego między 
płaszczyznami j BSC, i CSD , trzebaby 
w iednym kapcie bryłowym icząstko- 
wym szukać kąta zawartego między 
płaszczyznami ASC, DSC, a w drugim 
kąta zawartego między płaszczyznami 
ASC. i BSC, a summa tych dwóch ką
tów dałaby kąt zawarty między pła
szczyznami BSC i DSC.

i ;
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ROZDZIAŁ II.
■ •

O WIELOSC1ANACII.

,1. Bryłą wielościenną albo wielościanem 
nazywa się bryła ograniczona pła
szczyznami czyli ścianami płaskiemi * 
W szczególności czworościanem na
zywa się bryła, niaiąca cztery ściany; 
sześcianem bryła maiąca sześć ścian ; 
ośmiościanem bryła maiąca ośm ścian, 
dwudziestościanem bryła maiąca dwa
dzieścia ścian i t. d-

Gzworościan iest nayprostszy zwie- 
lościanów; trzeba albowiem przynay- 
mniey trzech ścian do utworzenia ką
ta bryłowego, lecz te trzy ściany zo-* 
stawuią ieszcze przestrzeń z iedney 
strony nieograniczoną, dla którey zam
knięcia potrzeba czwartey ściany.

2. Wspólne przecięcie dwóch ścian przy
ległych wielościanu nazywa się kra
wędzią Jwielościanu.

3< Wielościdnem foremnym nazywa się 
Wielościan w którym wszystkie ścia-
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ny są wielokątami foremnemi równe- 
mi, i wszystkie kąty bryłowe są sobie 
równe. Tych wielościanów iest pięć } 
z których trzy maia za ściany tróyką- 
ty równoboczne a lakierni są: czworo
ścian foremny, ośmiościan idwudzie- 
stościan, ieden w którym ściany są 
kwadratami a takowy iest sześcian, i 
ieden w którym ściany są pięciokąta
mi foremnymi a takim iest dwnuasto- 
ścian.

Graniastosłup iest bryła zawarta mię
dzy wielu równoległobokami, zakoń
czonymi z obu stron wielokątami ró
wnymi i równoodległymi. Aby wy
stawić graniastosłup któregoby podsta
wą był wielokąt ABCDE fig. 20 do
syć na płaszczyźnie równoódległey od 
ABC, poprowadzić liniie FG, GM 
HI i t. d. równe i równoodległe od 
boków AB, BC, CD, itd. które uformu
ją wielokąt FGHIK, równy wielokąto
wi ABCDE; a połączywszy wierzchoł
ki odpowiadających kątów tych wie
lokątów liniiami prostemi AF, BG, CII, 
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it.d. Ściany ABGF,BCHG i. t.'d. będą ró
wnoległobokami, a bryła ABCDEFG- 
HIK graniastosłupem.

5. Wielokąty równe i równoodległe 
ABCDE i FGHIK, nazywaią się pod
stawami graniastosłupa: równoległo- 
boki zaś razem wzięte składają po
wierzchnią boczną graniastosłupa. 
Liniie proste równe AF,BG, CH, it. d. 
nazywaią się krawędziami graniasto- 
słupa.

6. Wysokość graniastosłupa, iest odle
głość dwóch iego podstaw, czyli pro
stopadła spuszczona z punktu wziętego 
na podstawie górney, na podztawę dol
na.

7. Graniastosłup nazywa się prosty, gdy 
krawędzie AF, BG it.d. są prosto
padłe do podstaw, w tym razie każda 
z krawędzi iest równa wysokości gra- 
niastosłupa. W każdym innym przy
padku, graniastosłup iest pochyły , i 
wysokość iest mnieysza od krawędzi.

8. Graniastosłup iest tróykątny, czwo
rokątny, pięciokątny, sześciokątny , 
według tego, iak podstawą iego, iest
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troykąt, czworokąt, pięciokąt, sześcio- 
kąt. i t. d.

9. Graniastosłup którego podstawą iest ró
wnoległobok, nazywa się równoległo
ścianem. Równoległościan iest prostokątny 

, gdy wszystkie iego ściany 
są prostokątami.

10. Pomiędzy równoległościanami prostoką- 
tnemi, odróżnić należy sześcian fore
mny, którego ściany są kwadratami 
równymi,

11. Piramida czyli ostrosłup, iest bryła 
zamknięta wielu tróykątami wycho
dzącymi z tegoż samego punktu S fig. 
34, a kończącymi się na bokach pła
szczyzny wielokątney ABCDE.

Wielokąt ABCDE, nazywa się pod- 
stawą piramidy, punkty S iey wierz
chołkiem, a zbiór trójkątów ASB, BSC 
i t. d. składa powierzchnią boczną 
piramidy.

12. Wysokość piramidy, iest prostopa
dła spuszczona z wierzchołka na pod
stawę.

13. Piramida iest troykątna, czworokątna
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i t. d. podług tego iak podstawą iest 
tróykąt, czworokąt i t. d. 

14. Piramida iest foremna, gdy iey pod
stawą iest wielokąt foremny, a prosto
padła spuszczona z wierzchołka na pod
stawą, przypada w środek teyże pod
stawy; liniia ta nazywa się wtenczas 
osią piramidy.

15. Przekątną wielościanu nazywa się li
niia prosta łącząca wierzchołki dwóch 
kątów bryłowych nieprzyległych wie- 
lościanu. 

16. Wielościanami symetrycznemi na
zywać będziemy takie dwa wielościa- 
ny, które maiąc wspólną podstawę, lecz 
ieden znayduie się nad, a drugi pod 
nią, tak że wierzchołki kątów bryło
wych odpowiadaiących, znayduią się 
W równych odległościach od podsta
wy, na tey samey prostopadłey. Tak 
np. gdy liniia fig. 22 ST iest prostopa
dła do płaszczyzny ABC, i iest w pun
kcie 0, w którym tęż płaszczyznę 
przecina, podzielona na dwie równe 
części, dwie piramidy SABC i TABC,
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maiące wspólny podstawę ABC, będą 
dwoma wielościanami symetrycznemu

17. Dwie piramidy troykątne są podo
bne, gdy maią po dwie ściany odpo
wiadające podobne, podobnie ułożone, 
i równo nachylone. I tak przypuści
wszy ze kąty fig. 23, ABC=DEF, 
BAC=EDF, ABS=DET, BAS=EDT, 
i prócz tego że nachylenie płaszczy
zny ABS i ABC, iest równe nachyle
niu odpowiadających im płaszcyzn 
DTE i DEF, piramidy SABO, i TDEF 
będą podobne .

18. Wykreśliwszy tróykąt za pomocą 
wierzchołków trzech kątów wziętych 
na iedneyze ścianie, lub podstawie 
wielościanu, można sobie wystawić że 
wierzchołki rożnych kątów bryłowych 
tegoż wielościanu leżące za płaszczy
zną podstawy, są wierzchołkami tyluż 
piramid tróykątnych, maiących za 
wspólną podstawę wyżey rzeczouy 
troykąt, a każda z nich wyznaczy po
łożenie, kąta bryłowego wielościanu 
względem podstawy. Idzie zatem że 
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dwa wielościany są podobne, gdy ma- 
ią podobne podstawy, a wierzchołki 
kątów bryłowych odpowiadających 
wyznaczone przez piramidy trójkątne 
podobne.

19. Wierzchołkami wielościanu nazywać 
będziemy punkta położone w wierz
chołkach różnych iego kątów bryło
wych.

Uwaga, Wszystkie wielościany które tu u- 
ważamy* są wielościany maiące kąty 
w’yskakuiące, czyli wielościany wypu
kłe. Pod tem nazwiskiem rozumieć bę
dziemy te wielościany, których po
wierzchnią liniia prosta w dwóch tyl
ko punktach przeciąć może. W tego 
rodzaiu wielościanach płaszczyzna ie- 
dney ściany przedłużona nie może 
przeciąć bryły; niepodobna więc aby 
wielościan znaydował się wczęści nad, 
w częśęi pod płaszczyzną iedneyże ścia
ny, lecz iest cały z iedney strony tey- 
że płaszczyzny.

20. Twierdz, i. Dwa wielościany maiące 
te same wierzchołki, i iednakową ich
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liczbę, są tylko iednym wielościa- 
nem.

Daymy na to ie ieden z tych wie- 
lościanów iest iuz wystawiony, gdy- 
bysmy chcieli wystawić drugi maiący 
te same wierzchołki i tę sarnę ich li
czbę, płaszczyzny iego niepowinnyby 
przechodzić przez tez same punkta, co 
płaszczyzny pierwszego, bo inaczey 
wielościany te wcaleby się od siebie 
nie różniły; lecz wtedy niektóre 
z nowo prowadzonychjpłaszczyzn prze
cinałyby pierwszy wielościan; byłyby 
więc wierzchołki nad i pod temi pła
szczyznami, co być nie może w wie- 
lościanie wypukłym; dwa zatem wie
lościany maiące te same wierzchołki 
i tę sarnę ich liczbę, są tylko iednym 
wielościanem .

Uwaga. Maiac dane co do położenia 
punkta A, B, C, K i t. p. fig. 24 które 
maią być wierzchołkami wielościanu , 
łatwo tenże wielościan wykreślić.

Weźmy \ód trzy pnnkta przyległe 
sobie D, E, H, takie aby płaszczyzna 

4*
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DEH, przechodziła przez punkta K i 
C, lecz aby wszysikie inne punKta 
znaydowały się z iednćy strony teyźe 
płaszczyzny: płaszczyzna DEK lub 
DEHCK, tym sposobem wyznaczona , 
będzie iedną ścianą * bryły. Przez ie- 
den z ie'y boków EH, poprowadźmy 
płaszczyznę, i te obracaymy, dopoki 
nie przyydzie na nowy wierzchołek 
F, lub tez na kilka wierzchołków F, I, 
i t. d. a otrzymamy drugą ścianę FEH 
lub FEHI. Tak daley postępuymy pro
wadząc płaszczyzny przez znalezione 
boki, dopóki bryła nie będzie ze wszy
stkich stron zamknięta; a bryła tym 
sposobem otrzymana będzie wielościa- 
nem żądanym, bo nie mogą być dwa 
wielościany maiące te same wierzchoł
ki.

21. Twierdz. 2. W dwóch wielościanach 
symetrycznych ściany odpowiadaiące 
są sobie równe, i nachylenie ścian przy
ległych wiednóy z tych brył, iest ró
wne nachyleniu ścian odpowiadaiących 
w drugiey.
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Dowodź. Niech będzie ABCDE wspólna 
podstawa dwóch wielościanów fig. 
25; M i N wierzchołki dwóch których- 
kolwiek kątów bryłowych iednego 
wielościanu, a M' i N' wierzchołki od
powiadające drugiego wielościanu ; 
stosownie do opisania brył symetry
cznych, liniie MM' i NN' powinny być 
prostopadłe do płaszczyzny ABC, i 
nadto w punktach mi n, w których 
tęź płaszczyznę przecinaią, powinny 
być podzielone na dwie części równe. 
Dowiedziemy więc lod ze liniią MN 
iest równa M'N'. Obracając trapez mM‘ 
nN' około boku ma, dopoki iego pła
szczyzna nie przyydzie na płaszczyznę 
mMNn; ponieważ kąty przy m i nt 
są proste, bok ?/iM' padnie na równy 
mu m\L i nN' na nN; dwa zatem Łróy- 
kąty przystaną do siebie i będzie MN 
z=M'N'. Niech będzie P trzeci wierz
chołek wielościanu Igo aP odpowia- 
daiący wu wierzchołek wielościanu 
drugiego, będzie MPsxM'P' i NP^zN'P; 
a tem samem tróykąt MŃP łączący

* 4*
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trzy którekolwiek wierzchołki wielo
ścianu pierwszego, iest równy tróy- 
kątowi M'N'P' łączącemu odpowiada
jące wieJzchołki wielościanu drugiego. 
Jeżeli więc między temi tróykątami , 
te tylko uważamy, które się znaydu- 
ią na powierzchni wielościanów, 
można iuż ztąd wnieść że powierzchnie 
tych dwóch wielościanów składają się 
z iednakowey liczby troykątów ró
wnych. Nadto ieżćli troykąty będące 
na powierzchni iednego wielościanu , 
znayduią się na iedney płaszczyźnie , 
i tworzą ścianę wielokątną, tróykąty im 
odpowiadaiąee na powierzchni dru
giego wielościanu, będą także na iedney 
płaszczyźnie i utworzą ścianę wieloką
tną równą pierwszćy. I tak niech 
będą MPN, iNPQ dwa tróykąty przy
ległe sobie leżące na iedney płaszczy
źnie i MW, i N'P'Q\ tróykąty im od
powiadające; kąt MNP=3M'N'P\ i kąt 
PNQ=P'N'Q\ « złączywszy MQiM'Q', 
troykąt MNQ będzie równy M'N'Q', 
i kąt MNQ=M'N'Q'. Aże figura
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MPNQ iest pieską, i kąt MNQ 
=MNP-|- PNQ; więc także M'N'O' 
==M'N'P'+P'N'Q'. Gdyby więc trzy 
płaszczyzny M'N'P', P'N'Q\ i MWlJ'; 
nie były iedną płaszczyzną, składały
by kąt bryłowy, i byłby kąt M'N'O' 
<M'N'P' 4- P'N'Q' (33); aże, warunek 
ten nie ma mieysca, więc tróykąty 
M'N'P' i P'N'Q' znayduią się na iedney 
płaszczyźnie-

Ztąd wypada że każdey ścianie czy to 
tróykątney, czy wielokątney w iednym 
wielościanie odpowiada ściana równa 
w drugim a tem samem że dwa wie- 
lościany składaią się z iednakowćy li
czby ścian równych.

Pozostałe teraz dowieść że nachyle
nie dwóch ścian przyległych których- 
kolwiek w iednym wielościanie , iest 
równe nachyleniu ścian odpowiadaią- 
cych w drugim.

Niech będą MPN, NPQ dwa 'tróy
kąty na płaszczyznach dwóch ścian 
przyległych, których wspólnym bo
kiem iest krawędź NP; i M'P'N', PNQ 
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trójkąty im odpowiadające, można so
bie wystawić w punkcie N kąt bry
łowy złożony z trzech kątów płaskich 
MNQ, MNP, PNQ a w punkcie N' ta- 
kiż kąt złożony z kątów M'NZQ\ M'N'P'. 
P'N'Q\ Dowiedliśmy iuź źe te kąty 
płaskie są sobie równe; a więc nachy
lenie dwóch ścian MNP, PNQ, iest ró
wne nachyleniu ścian odpowiadających 
M'N'P', P'N'Q' (35). W dwóch zatem 
wielościanach symetrycznych, ściany 
są sobie równe i płaszczyzny dwóch 
ścian przyległych w iedney z tych brył 
jnaią to samo nachylenie co płaszczy
zny dwóch ścian odpowiadających 
w drugiey.

Urwiga. Łatwo tu widzieć ze kąty bry
łowe iednego wielościanu są symetry
czne względem kątów bryłowych dru
giego wielościanu; bo ieźeli kąt bry
łowy N składa się z kątów płaskich 
MNP, PNQ, QNR i t.‘ d. kąt iemu od 
powiadaiący N\’ składa srę z kątów 
płaskich *M'N'P'. PN'Q', Q*N'R', i‘t. d. 
A lubo te zdaią się być ułożone w tym
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samym porządku co pierwsze, Jednak
że ponieważ dwa kąty bryłowe ma-, 
ią przeciwne położenie względem sie
bie, więc rzeczywiste położenie kątów 
płaskich składających kąt bryłowy N' 
iest przeciwne położeniu kątów pła
skich składaiących kątiemu odpowia
dający N.Nadto nachylenia płaszczyzn 
przyległych sobie są równe tak w ie- 
dnym iak drugim kącie bryłowym , 
kąty więc te są symetryczne. Uwaga 
ta pokazuie że iakikolxviek xvielościan 
nie może mieć tylko ieden wielościan 
symetryczny. Bo gdybyśmy wystawi
li na inney podstawie nowy wielościan 
symetryczny z danym, iego kąty bry
łowe, byłyby zawsze symetryczne z ką
tami bryłrwymi wieiościanu danego , 
a tein samem byłyLy równe kątom 
bryłowym’ wieiościanu symetrycznego 
wystawionego na pierwszóy podsta
wie. Nadto ściany odpowiadaiące by
łyby sobie zawsze równe, a zatem te 
dwa wielosciany symetryczne, 'wysta
wione ua iedney, i drugie'y podstaw 
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wie, iako maiące ściany i kąty bryło
we równe , przystałyby do siebie i czy
niłyby tylko ieden wielościan.

22. Twierdz. 3. Dwa Graniastosłupy są 
równe, gdj maią po kącie bryzowym 
złożonym z trzech kątęw płaskich ró
wnych, i iednakowo ułożonych

Dowodź. Niech będzie podstawa ABCDE 
równa podstawie abede fig. 20 ró- 
wnoległobok ABGF równy równole- 
głobokowi dbgf, i równoległobok 
BCIIG,równy równoległobokowi bchg , 
dowiedziemy że ’graniastosłup AB CI 
będzie równy graniastoslupowi abci. 
Przeniósłszy bowiem podstawę ABCDE, 
na podstawę abede, te iako równe 
przystaną do siebie a ponieważ trzy 
kąty płaskie składające kąt bryłowy 
B, są równe trzem kątom płaskim 
składaiącyin kąt bryłowy b, to iest że 
ABCzzzabc,ABG”ćzbg,GBC—gbc,nad
to ponieważ te kąty są iednakowo u- 
łożone, więc kąty bryłowe B i b są 
równe (35)i krawędź BG, przystanie 
do iey róyyney krawędzi bg\ a że ró- 
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wnoległoboki ABGF i abgf, są równe , 
więc krawędź GF poydzie po gf i 
GH po gh; a tem samem podstawa 
górna FGHIK. przystanie do idy ró- 
wnćy podstawy fghik, i dwie bryły 
będą tylko iedną, iako maiące też sa
me wierzchołki.

D^niosck. Dwa graniastosłupy proste 
maiące równe podstawy i wysokości, 
są równe. Iakoż gdy bok AB iest 
równy bokowi ab, i wysokość BG, 
równa wysokości bg; prostokąt ABGF 
iest równy prostokątowi abgf; dla 
teyźe przyczyny prostokąt BGHG ró
wny prostokątowi bghc, więc trzy 
płaszczyzny tworzące kąt bryłowy B, 
są równe trzem płaszczyznom, two
rzącym kąt bryłowy b, a tem samem 
dwa graniastosłupy są równe.

23. Twierdz, 4- W każdym równole- 
głościanie ściany przeciwne są sobie 
równe, i od siebie równoodległe.

Dowodź, Podług opisania równoległo- 
ścianu podstawy ABCD i EFGH fig. 
26, są równoległobokami równymi, i 
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boki ich są równoległe; dowieść tylko 
należy że dwie ściany boczne przeci
wne iak AEHD i BFGC, są także 
równe i od siebie równoległe. Po
nieważ AD iest równe i równoodległe 
od BC, iako boki przeciwne w ró- 
wnoległoboku ABCD, i ponieważ dla 
teyże samey przyczyny AE iest równe 
i równoodległe od BF; więc kąt DAE, 
iest równy kątowi CBF(25)płaszczyzna 
DAE iest równoodległa od CBF.i równo- 
ległobok DAEH iest równy równole- 
głobokowi CBFG. Podobnym sposobem 
dowiedziemy że równoległoboki prze
ciwne ABFE i DCHG, są równe i ró
wnoodległe.

T1rniosek. Ponieważ równoległościanKest 
bryłą zamkniętą sześciu płaszczyznami , 
tak że przeciwne są sobie równe i od 
siebie równoodległe, więc którakol
wiek ściana i iey przeciwna, mogą 
być wzięte za iego podstawy.

Lwaga. Maiąc dane trzy liniie proste 
AB, AE, AD, przechodzące przez ieden 
punkt A, i czyniące z sobą kąty dane 
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można na nich wystawić równoległo- 
ścian, dla tego dosyć poprowadzić 
przez koniec każdey z tych liniy pła
szczyznę równoodległą od płaszczyzny 
dwóch innych; to iest przez punkt B 
płaszczyznę równoodległą od DAE , 
przez punkt D, płaszczyznę równo
odległą od DAE, a przez punkt E pła
szczyznę równoodległą od BAD; a pła
szczyzny te przecinaiąc się z Łsobą u- 
tworzą równoległościan żądany.

24. Twierdz. 5 W każdym równoległo- 
ścianie kąty bryłowe przeciwne są sy
metryczne a przekątne przez wierz
chołki tychże kątów poprowadzone 
dzielą się na dwie równe części.

Dowodź. Porównaymy np. kąt bryłowy 
A, z przeciwnym mu kątem G, fig. 26 
kąt EAB, równy EFB iest także ró
wny kątowi HGĆ, kąt DAEzzzDHE 
=CGF, i kąt DABz=DCB~HGF. więc 
trzy kąty płaskie składaiące kąt bry
łowy A, są równe trzem kątom pła
skim składaiącym kąt bryłowy G; 
nadto kąty te są przeciwnie ułożone 
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a zatem lód. Dwa kąty bryłowe A i 
G są symetryczne. Poprowadźmy prze
kątne EC i AG przez wierzchołki 
przeciwne; ponieważ AE iest równe 
i równoodległe od GG, więc czworo
kąt AEGC równoległokiem , a 
tóm samem przekątne iego AG i EC 
dzielą się na dwie równe części: po
dobnież okazać można, źe przekątne 
EC i DF, dzielą się także na dwie ró
wne części, więc 2re cztery przekątne 
równoległościanu przecinają się na czę
ści równe w tym samym punkcie 
który można uważać za iego środek .

25. Twierdz. 6. Płaszczyzna BDHF fig.
27. przechodząca przez dwie krawę
dzie BF, DII równoodległe i przeci
wne, dzieli rówuoległościan AG na 
dwa graniastosłupy tróykątneABDHEF* 
GHFBCD symetryczne.

Dowodź. Dwie te bryły są graniasto- 
słupami, gdyż trćykąty ABD i EF1I, 
maiąc boki równe i równoodległe są 
równe; nadto ściany boczne ABFE; 
ADHE, BDHF są równoległobokami;
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bryła więc ABDIIEF iest graniastosłu- 
pem: toż samo rozumieć należy o bry
le GHFBCD. Aby teraz okazać że te 
graniastosłupy są symetryczne, na pod
stawie ABD wystawmy graniastosłup 
ABDE'F'H' symetryczny z graniasto- 
słupem ABDEFH. Pcdług tego co się 
wyżey powiedziało (21) ściana ABF'E* 
iest równa ścianie ABFE, i ściana 
ADH'E' równa ścianie ADHE; lecz po
równawszy graniastosłup GHFBCD z 
graniastosłupem ABDE'F'H\ widzimy 
że podstawa GHF iest równa ABD , 
równoległobok GHDC równy ABFE 
iest także równy ABFE', i równole
głobok GFBC równy ADHE iest tak
że równy równoległobokowi ADITE'; 
więc trzy płaszczyzny tworzące kąt 
bryłowy G w graniastosłupie GHFBCD. 
są równe trzem płaszczyznom tworzą
cym kąt bryłowy A w graniastosłupie 
ABDH'E'F', nadto płaszczyzny te są 
jednakowo ułożone a zatem te dwa 
graniastosłupy są sobie równe, i mogą 
przystać do siebie (22) j a że icden

i
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z nich ABDII'E'F' iest symetryczny 
z graniastosłupem ABDHEF, więc i 
drugi GHFBDC iest także symetry
czny z ABDI1EF.

26. Twierdz’ 7. Przecięcia graniastosłu* 
pa ABCI fig. 21 płaszczyznami równo* 
odległemi są wielokątami równymi.

Dowodź. W wielokątach MOPQR, STNXY, 
które są przecięciami graniastoslupa 
płaszczyznami ró wnoległemi, boki MO, 
ST, są równoodległe, iako przecięcia 
dwóch płaszczyzn równoodległych trze
cią ABGF; nadto boki te są sobie ró
wne, iako zawarte między równole- 
głemi MS, OT krawędziami grania- 
stosłupa. Dla podobneyże przyczy
ny boki OP, PQ, QR, i t. d. prze
cięcia MOPQR są równe bokom TN, 
NX, XY i t. d. przecięcia STNXY. 
Nadto ponieważ te boki równe są ra
zem i od‘siebie równoodległe, więc ką
ty lvlOP, OPQ i t. d. pierwszego są ró
wne kątom STN, TNX i t. d. drugie
go przecięcia a tem samem przecięcia
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MOPQR i STNXY>są wielftkatami ró
wnymi.

Wn. Przecięcie graniastosłupapłaszczy
zną równoodległą od podstawy, iest 
równe teyże podstawie.

27. Twierdz. 8. Dwa graniastosłupy 
trójkątne symetryczne ABDHEF, 
BGDFGII fig. 28 na które rozkłada 
się równoległościan AG, sa równe co 
do bryłowatości.

Dowodź. Przez wierzchołki B i F po
prowadźmy płaszczyzny B/zdc, Fekg 
prostopadle do krawędzi BF, kióre prze- 
tną trzy inne krawędzie AE, DH, CG, 
tegoż równoległościanu, pierwsza w 
punktach a, d, c, druga w e, h, g, prze
cięcia Badc iFehg będą równole- 
głobokami równymi , bo płaszczyzny 
przecinaiące równoległościan iako pro
stopadłe do iedney linii prostey są od 
siebie równoodległe, nadto boki prze
ciwne aB i dc tegoż samego przecię
cia są przecięciami dwóch płaszczyzn 
równoodległych ABFE i DCGH, trze
cią płaszczyzną* Dla podobneyże przy
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czyny czworokąt BaeF iest równole- 
głobokiem, równie i inne ściany bo
czne BFgc, cdhg, adhe. bryły Badc 
Fehg, bryła więc ta iest graniostosłu- 
pem prostym bo krawędź BF iest pro
stopadła do podstawy.

Podzieliwszy teraz graniastosłup pro
sty Bh płaszczyzną BFHD, na dwa 
graniastosłupy tróykątne proste aBdeFh 
i BdcFhg, dowiedziemy że graniasto
słup tróykątny ukośny ABDEFH iest 
równy co do bryłowatości graniastosłu- 
powi tróykątnemu prostemu aBdeFh. 
Ponieważ te graniastosłupy maią wspól
ną część ABDHEF, więc dosyć będzie 
okazać, że części pozostałe to iest bry
ły BaADd i FeEHh, są równe co do- 
bryłowatości. Ponieważ ściany ABFE 
i aBFe są równoległobokami, więc 
krawędzie AE i ae równe od nich ró- 
wnoodległey BF, są także 'sobie równe, 
odiąwszy zatem wspólną część AE zo
stanie Aa=Ee. Podobnież dowiedzie
my że Dd=Hh. Aby teraz dwie bry
ły BaADd i FęEHh przystały do sie
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bie przenieśmy podstawę Fch na iey 
równą Bad; ponieważ punkt e, pa- 
dnie na a, i punkt h na d, krawę
dzie eE i Hh, póydą po im równych 
krawędziach Aa i Dd, iako prosto
padłe do iedney płaszczyzny Bad; a 
tem samem dwie bryły o których mo
wa, przystaną do siebie; graniastosłup 
więc ukośny BADFEH, iest równy 
co do bryłowatości graniastosłupowi 
prostemu Bad Feh.

Podobnież dowiedziemy że grania
stosłup ukośny BDCFHG iest równy 
co do bryłowatości graniastosłupowi 
prostemu Bdc Fhg. Aże dwa grania- 
stośłupy proste BadFęh i Bdc Feh są 
sobie równe, bo maią wspólną wyso
kość BF, a podstawy ich Bad i Bdc, 
są połowami iednegoż równoległo- 
boku, więc dwa graniastosłupy trój
kątne ABDFEH, BDCFHG, równe co 
do bryłowatości, dwom równym 
graniastosłupom, są także sobie ró
wne co do bryłowatości.

Wniosek. Każdy graniastosłup tróyką-
5
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tny ABDHEF, iest połową równole- 
.głościanu AG, mającego ten sam kąt 
bryłowy A, i te same krawędzie AB, 
AD, AE.

a8. Twierdz. 9. Dwa równoległościany 
AG i AL, fig. 29 maiące wspólną 
podstawę ABGD, a podstawy górne 
EFGH i IKLM, na iedney płaszczy
źnie zawarte 'między liniami równo- 
odległemi EK, HL, są równe co do 
bryłowatości.

Dowodź. Mogą tu być trzy przypadki, 
według tego iak El, iest większe , 
nrnieysze, lub równe EF; lecz dowo
dzenie iest zawsze to samo, a lód do
wiedziemy że graniastosłup tróykątny 
AEIDHM iest równy graniastosłupo- 
wi BFKCGL.

Ponieważ AE iest równe i równo
odległe od BF i HE równe i ró
wnoodległe od GF,więc kąt AEIrzzBFK, 
HEI=GFK, i HEA—GFB. Z tych 
sześciu kątów trzy pierwsze składaią 
kąt bryłowy^ E, a trzy drugie kąt 
bryłowy F, że zaś te kąty płaskie 

i
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są sobie równe i jednakowo ułożone , 
więc i kąty bryłowe E i F są sobie 
równe. Przeniósłszy graniastosłup 
AEM na graniastosłup BFL, tak aby 
podstawa AEI przystała do podstawy 
BFKj krawędź EH pójdzie po kra
wędzi FG, bo kąty bryłowe Ei F są 
sobie równe, a tem samem dwa gra- 
niastosłupy przystaną do siebie, bo 
podstawa AEI i krawędź EH wy
znaczają graniastosłup AEM, a podsta
wa BFK, i krawędź FG, graniastosłup 
BFL. Od całey bryłj’ AL odiąwszy 
graniastosłup AEM, zostanie równo- 
ległościan AIL: od teyźe samey bry
ły AL odiąwszy graniastosłup BFL , 
zostanie równoległościan AEG; [ dwa 
zatćm równoległościany. AIL, AEG, 
są równe co do bryłow7atości.

29, Twierdz. 10. Dwa równoległościa
ny maiące równe podstawy i wysoko
ści są równe co do bryłowatoici.

Dowodź. Niech będzie ABCD podstawa 
wspólna dwóch równoległościanów AG 
i AL fig., 30; ponieważ te równole- 

5*
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i

5
głościany maią ' wspólną wysokość 
więc ich podstawy górne EFGH, 
1KLM, będą na iedney płaszczyźnie ’ 
Nadto, krawędzie są EF i AB równr 
i równoodległe, podobnież krawędzie 
IK i AB; więc EF iest róyyne i ró
wnoodległe od IK; dla podobneyże 
przyczyny GF iest równe i równo
odległe od LK. Liniie EF i HG, tu
dzież LK i IM. przedłużmy aż do prze
cięcia się z sobą, powstanie ztąd ró- 
wnoległobok NOPQ, równy każdey 
z podstaw EFGH i IKLM. Równo- 

.ległobok ten wziąwszy za podstawę 
górną trzeciego równoległościann , ma- 
iącego tęż sarnę podstawę dolną ABCD, 
ten będzie równy równoległóściano- 
wi AG (28) bo obadw^a maią tę sa
rnę podstawę dolną a podstawy górne 
na iednćy płaszczyźnie zadarte mię
dzy równoodległemi GQ, FN. Dla i 
teyże samey przyczyny ten trzeci ró- 
wnoległościan, iest równy równole- 
głościanowi AL; a więc dwa równo- 
ległościany AG i AL maiące równ®

* z
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podstawy i wysokości są równe co do 
bryło watości.

30. Twierdz. 11. Każdy równoległościan 
może być zamieniony na równoległo
ścian prostokątny równy mu co do 
bryłowatości, maiący tę sarnę wyso
kość i równą podstawę.

fiowodz. Niech będzie AG fig. 30 dany ró- 
wnolcgłościan, z pu nktów A,B, C, D 
wyprowadźmy Al, BK, CL, DM, pro
stopadłe do płaszczyzny podstawy , 
otrzymamy tym sposobem równole
głościan AL równy co do bryłowata- 
ści równoległościanowi AGr którego 
ściany boczne AK, BL i t. d. będą 
prostokątami. Jeżeli więc podstawa 
AC iest prostokątem, równofegłościan 
AL będzie prostokątnym równym co 
do bryłowatości równoległościanowi 
danemu AG. Lecz gdy . ABCD nie 
iest prostokątem, poprowadźmy fig. 3 1 
AO i BN prostopadłe do CD, tndzież 
OQ i NP prostopadle do podstawy , 
otrzymamy bryłę ABNOIKPQ, która 
będzie rówiioleglościaiiem prostoką
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tnym. Jakoż z wykreślenia podstawa 
ABNO i iey przeciwna IKPQ są pro
stokątami, ściany boczne są także pro
stokątami, bo NP, OQ, i t. d. są pro
stopadle do podstawy, a tern samem 
bryła AP iest równoległo^ścianem pro
stokątnym. Aże dwa równoległościa- 
ny AP i AL można uważać iako ma
iące wspólną podstawę ABKI,i wy
sokość AO, a tćm samem równe co do 
bryłowatości; więc równoległościan 
AG fig. 30 zamieniony naprzód na 
równoległościan AL, iest teraz * żarnie 
nicny na równoległościan prostokątny 
AP fig. 31, maiący tęż sarnę wyso
kość Al, aza podstawę prostokąt ABON 
równy podstawie ABCD.

3 1* Twierdz. 12. Dwa równoległościa- 
ny prostokątne AG, AL fig. 33 maiące 
wspólną podstawę ABCD, są do siebie 
iak ich wysokości AE i Al.

Dowodź. Przypuśćmy \od źe wysoko
ści AE i Al są do siebie iak liczby 
całkowite, np. iak 15 do 8. Podziel
my wysokość AE na 15 części ró
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wnych, z których Al zamykać bę
dzie 8, i przez punkta podziała ac , 
y, z, it. d., poprowadźmy płaszczy
zny równoodległe od podstawy. Pła
szczyzny te podzielą równoległościan 
AG na 15 równoległościanów równych 
iako maiących równe wysokości , i 
podstawy, 4gdyż te ostatnie są prze
cięciami równoległo,śęianu AG pła
szczyznami równoodlcgłemi od iego 
podstawy (29). Z tych zaś 15 ró
wnoległościanów równych, 8 zawiera 
równoległościan AL; a więc równole
głościan AG, tak iest do równoległo- 
ścianu AL, iak 15 do 8, albo w ogól
ności iak wysokość AE do wysoko
ści Al. 2re Gdy stosunek-AE do Al, 
nie może być wyrażony w liczbach, 
będzie także równol: AG: równol: 
ALzzzAE:AI. Bo ieżeli ta proporcya 
nie iest prawdziwa, dayiny na to: że 
iest równol: AG: równol. AL—AE; 
AO. Podzielmy AE na części równe, 
byle mnieysze od Ol, przynaymniey 
ieden pnukt podziału m przypadnie 
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między O i I. Niech będzie P ró- 
wnoległościan maiący podstawę ABCD 
a wysokość Am. Ponieważ wysokości 
AE i Am są do siebie iak liczby cał
kowite, więc będzie równo!: AG: P 
zzz AE. Arn. Aże „ z przypuszczenia 
rów. AG: rów. AL~AE: AO , więc 
będzie równo': AL? P = AO: Am. 
Lecz AO iest większe od Am, zatem 
aby ta proporcya nfiała mieysce, mu- 
siałby także równoległościan AL, być 
większy od P, gdy przeciwnie iest 
mnieyszy: wyraz zatem czwarty pro- 
porcyi równol. AG: ALzzzAE: Al nie 
może być liniia większą od AL Podo- 
bne'm rozumowaniem okazalibyśmy 
że czwarty wyraz nie może być 
mnieyszy od Al, a tern samem musi 
być równy Al, dwa zatem równole- 
głościany prostokątne, maiące jiednę 
podstawę, są do siebie iak wrysokości. 

32. Twierdz. 13- Dwa równoległościany 
prostokątne AG, i AK fig. 32 maią- 
ce wspólną wysokość AE, są do sie
bie iak ich podstawy ABCD 1 AMNO.
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Dowodź. Postawiwszy dwa równoległo- 
ściaoy obok siebie iak łiguza okazu- 
ie, przedłużmy płaszczyznę ONKL , 
do przecięcia płaszczyzny DCGH po
dług linii PQ, otrzymamy trzeci równo
ległościan A(^, który można porównać 
z każdym z równoległościanów AG, 
AK. Dwa równokgłościany AG iAQ, 
inaiące wspólna podstawę AEHD , są 
do siebie iak ich wysokości AB i AO ; 
podobnież dwa równoległościany AQ 
iAK,maiące wspólną podstawę AOLE 
są do siebie iak ich wysokości AD, i 
AM. Otrzymamy zatem dwie pro- 
porcye:

równol. AG: równol: AQz=AB: AO. 
równol. AQ: równol: AR—AD: AM. 

których wyrazy odpowiadające roz
mnożywszy przez siebie , i podzieli
wszy pierwszy stosunek siad wynikł ey 
proporcyi przez wspólny czynnik ró
wnol. AQ, będzie.

równol. AG: równol: AKzz AB
XAD: AOXAM.

Aże ABXAD znaczy podstawę ABCD,
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a AOXAM, podstawę AMNO, wiec 
dwa równoległościany maiące wspól
ną wysokość są do siebie iak ich pod
stawy.

&3. TmerrZz. 14. Dwa iakiekolwiek ró
wnoległościany prostokątne są do sie
bie, iak iloczyny z ich podstaw przez 
wysokości albo i^k iloczyny z trzech wy
miarów-

Dowodź. Postawiwszy dwa równoległo
ściany AG, i AZ fig. 32 tak, aby ich 
powierzchnie miały wspójny kąt BAE, 
przedłuźrny płaszczyzny, potrzebne do 
utworzenia trzeciego równoległościa- 
nu AK, maiącego tę sarnę wysokość 
co równoległościan AG. Podług twier
dzenia poprzedzającego.

równol. AG:równol.AK=ABCD: AMNO . 
Aże dwa równoległościany AK i AZ 
maiące wspólną podstawę AMNO, są 
do siebie iak ich wysokości AE i AN , 
więc.

równol. AK: równol: AZzzAE: AN. 
Rozmnożywszy przez siebie wyrazy 
odpowiadaiące tych dwóch proporcyy 
i podzieliwszy pierwszy stosunek pro' 
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porcyi stąd wynikłey przez równol. 
AK, będzie.*

równol. AG: równol: AZrzzABCD 
XAE: AMNOXAN.

Zamiast podstaw ABCDiAMNO mo
żna wstawić ABXAD i AOXAM, przez 
co proporcya poprzedzaiąca zamieni 
się w następuiącą:

równol. AG: równol. AZzz: ABX^D
' XAE: AOXAMXAN

Uwaga* Ztąd wypada że za miarę ró- 
wnoległościąnu prostokątnego można 
wziąść iloczyn ziego podstawy przez 
wysokość, czyli iloczyn z trzech iego 
wymiarów. Na tey to zasadzie o- 
bliczać będziemy wszystkie bryły. 
Dla zrozumienia tey miary, przypo
mnieć sobie należy, że przez iloczyn 
z dwóch lub ilukolwiek liniy rozu
miemy iloczyn z liczb, tez liniie wy- 
rażaiących, a liczby te zależą od ie- 
dnościliniyne'y, którą wziąć można od 
upodobania: iloczyn więc z trzech 
wymiarów równoległościanu iest liczba 
przez się nic nie znacząca, a która 
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innąby była, gdyby wzięto inną ie- 
dność liniyną. Lecz rozmnożywszy 
podobnież trzy wymiary innego ró
wnoległością nu, obliczaiąc ie podług 
tey samey iedności liniyney, dwa ta
kie iloczyny, będą do siebie w sto
sunku brył, i dadzą wyobrażenie o 
ich względney wielkości. Wielkość 
bryły, iey obiętość lub iey rozcią
głość sfanowią to co nazywamy iey 
bryłowatością, a wyraz bryłowatość 
używa się szczególniey dla oznacze
nia miary bryły; i tak mówi się : że 
bryłowatość równoległościanu prosto
kątnego iest równa iloczynowi z iego 
podstawy przez wysokość, czyli ilo
czynowi z trzech iego wymiarów.

Ponieważ trzy wymiary sześcianu 
są sobie równe, więc gdy krawędź 
iest 1, iego bryłowatość będzie IX i 
XI czyli 1, gdy krawędź iest 2 bry- 
łowatośćbędzie 2X^X- czyli 8 , gdy 
krawędź iest 3 bryłowatość będzie 
3X^X3 czyli 27 ; gdy więc krawę
dzie sześcianów są iak liczby 1,2, 3 
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i t. d. sześciany czyli ich bryłowato- 
ści są iak liczby 1,8, 27 i t. d. Ztąd 
to pochodzi że w arytmetyce nazywa
my sześcianem liczby iloczyn z trzech 
czynników równych teyże liczbie;

Chcąc wystawić sześcian dwa razy 
większy oddanego, potrzebaby mu dać 
krawędź, któraby była do krawędzi 
sześcianu danego iak pierwiastek sze
ścienny liczby 2 do LA lubo ła
two przez wykreślenie ieometryczne 
znayduie się pierwiastek kwadratowy 
2, nie można iednak tym sposobem 
znaleść pierwiastku sześciennego tey 
liczby, przynaymniey przez proste 
działania ieometryi początkowey, któ
re Się zasadzaią iedynie na użyciu li- 
ńiy prostych, których wiadome są dwa 
punkta , i kół których środki i pro
mienie są wyznaczone. Z przyczyny 
też tey trudności zagadnienie o po- 
dwoieniu sześcianu, było równie sła
wne u dawnych ieometrów iak za
gadnienie o podzieleniu kąta na trzy 
równe części, które iest prawie tego
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Samego ródzaiu. Lecz oddawna wia
dome sę rozwiązania , iakie mogą mieć 
zagadnienia tego rodzaiu, które lubo 
nie tak proste iak wykreślenia po- 
czątkowey ieometryi, nie są' przecięż 
ani mniey dokładne ani teź mniey 
ścisłe.

34. Twierdz* 15. Bryłowatość równole- 
głościanu, a w ogólności bryłowatość 
jakiegokolwiek graniastosłupa równa 
iest iloczynowi z iego podstawy przez 
wysokość.

Imo. Równoległościan Jakikolwiek iest 
równy co do bryłowatości równole- 
głościanowi prostokątnemu, mającemu 
tę sarnę wysokość i równą podstawę • 
Aże bryłowatość równoległościanu 
prostokątnego iest równa iego podsta
wie pomnożoney przez wysokość, 
więc i bryłowatość każdego równo- 
ległościanu iest także równa iloczy
nowi z iego podstawy przez wyso
kość.

2re. Każdy graniastosłup tróykątny iest 
połową równoległościanu mającego tę 
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sarnę wysokość, a dwa razy większą 
podstawę; aźe bryłowatość równole- 
głościanu równa iest iloczynowi z ie- 
go podstawy przez wysokość, więc 
bryłowatość graniastosłupa tróykątne- 
go, iest równa iloczynowi z iego pod
stawy, będącey połową podstawy ró- 
wnoległościanu, przez wysokość.

3cie. Graniastosłupiakikólwiek może by^ 
podzielonym na tylegraniastosłupów tróy- 

kątnych maiących tę sarnę wysokość, 
na ile tróykątów da się podzielić wie
lokąt będący iego podstawą. Bryło
watość każdego graniastosłupa tróy- 
kątnego iest równa iego podstawie po- 
mnoźoney przez wysokość, aźe wy
sokość iest wspólna wszystkim , więc 
summa wszystkich graniastosłupów 
cząstkowych, będzie równa summie 
wszystkich • tróykątów ich podstawa
mi będących pomnoźoney przez wspól
ną im wysokość. Bryłowatość zatem 
iakiegokolwiek graniastosłupa wielo- 
kątnego, iest równa iloczynowi z ie
go podstawy przez wysokość.

ł
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Porównawszy dwa graniastosłupy 
maiące równą wysokość, iloczyny z 
ich podstaw przez wysokości będą iak 
podstawy: a więc dwa graniastosłupy 
mając równą wysokość, są do siebie 
iak podstawy, a dla podobneyże przy
czyny 'dwa graniastosłupy maiące ró
wną podstawę są do siebie iak ich 
wysokości.

35. Twierdz. 16. Gdy piramida SABCDE 
fig. 34 przecięta iest płaszczyzną abcde 
równoodległą od podstawy, \od Kra
wędzie SA, SB, SC, it. d. i wysokość 
SO podzielone są na części proporcy- 
onalne w punktach a, b, c,... i o,2re. 
Przecięcie abcde iest wielokątem po
dobnym podstawie.

Dc wódz. Co do Igo. Ponieważ; 
płaszczyzny ABC, i abc są równoodle
głe, więc ich przecięcia AB i «b trze
cią płaszczyzną SAB, będą takżę ró
wnoodległe, a tem samem troykąty 
SAB i Sab są podóbne, i SA: Sa=SB: 
Sb; podobnież SB; Sb—SCh <Sc, i t. d. 
Wszystkie fcatem krawędzie SA, SB ,
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SC.... przecięte są w punktach b, c,... 
na części proporcjonalne. Nadto 
wysokość SO iest także przecięta w 
punkcie o na części proporcjonalne, 
bo BO i bo są równoodległe, a zatem 
SO:Sos=SB:Sb.

2re. Ponieważ AB iest równoodległe 
od ab, BC od bc, CD od cd i t. d. 
W7ięc kąt abc ~ABC kąt bcd~BCD i 
t. d. Nadto ponieważ w tróykątach 
podobnych SAB i Sab , iest AB: ab 
~SB: Sb, tudzież w tróykątach SBC, 
Sbc podobnych iest: SB: Sb~ BC: 
bc więc AB: rzbrrBC: bc i t. d. Wie
lokąty zatem ABCDE i abcde iako 
maiące kąty równe i boki odpowia- 
daiące proporcjonalne są podobne.

Wn. Niech będą SABCDE i SXYZ 
dwie piramidy maiące wspólny wierz
chołek, i iednę wysokość, czyli któ
rych podstawy leżą na iedney pła
szczyźnie, przeciąwszy te piramidy 
płaszczyzną równoodległą od płaszczy
zny ich podstaw, przecięcia abcde i 

6
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iyz, będą do siebie w stosunku pod
staw.

Ponieważ wielokąty ABCDE i abcde, 
są podobne, więc powierzchnie ich są 
do siebie w stosunku kwadratów z bo- 

. ków odpowiadaiących AB i ab , aże 
AB.* uZ?~SA : Sa, więc ABCDE: abcde 
ezSA* : Sa2. Dla teyże samey przy
czyny XYZ: iyzzz.SX2 : Si*. Aże 
abcde, iyz są tylko iedną płaszczyzną , 
więc SA: Sa~SX: Si, a tern samem : 
ABCDE: abcde~ XYZ: iyz, to iest 
przecięcia abcde i iyz są do siebie 
iak podstawy ABCDE i XYZ. Jeżeli 
więc podstawy ABCDE i XYZ są ró
wne co do powierzchni, przecięcia ró
wno oddalone od tychże podstaw są 
także równe co do powierzchni.

36. Twierdz. 17. Dwie piramidy tróy- 
kątne maiące równe podstawy i wy
sokości, są równe co do bryło wato- 
ści.

Dowodź. Niech będą dwie piramidy 
SABC i sabc fig. 35, których podsta
wy ABC i abc z przypuszczenia le-
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łące na iednćy płaszczyźnie, są równe 
co do powierzchni, maiące wspólną 
wysokość TA; ieżeli piramidy te nie 
są równe co do bryłowatości, day- 
my że scibc iest mnieysza,i weźmy 
AX za wysokość graniastosłupa wy
stawionego na podstawie ABC, równe
go ich różnicy. Podzielmy wysokość 
wspólną AT na części równe mniey- 
sze od AX, idaymy na to, że fc, iest 
iedną z tych części; przez punkta po
działa wysokości, poprowadźmy pła
szczyzny rówuoodległe od płaszczyzny 
ich podstaw; przecięcia obu piramid 
ztąd wynikłe iak DEF i dej,’ K.LM i 
kim będą równe co do powierzchni 
(35). Na tróykątach ABC, DEF, KLM 
i t. d. wziętych za podstawy wystaw
my graniastosłupy, których krawędzia
mi będą części AD, DR, KN i t. d. 
krawędzi SA; a na tróykątach deft 
kim, nop wziętych za podstawy w 
drugiey piramidzie graniastosłupy, któ
rych krawędziami będą odpowiadaiące 
części krawędzi sa, wszystkie te gra-

6*
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niastosłupy cząstkowe będą miały 
wspólną wysokość fc.

Summa graniastosłupów znayduią- 
cych się zewnątrz piramidy SABC , 
iest większa od teyże piramidy , a 
summa graniastosłupów będących we
wnątrz piramidy sabc, iest od niey 
muieysza, więc różnica zachodząca 
między temi dwiema summami gra
niastosłupów powinna być większa od 
różnicy zachodzącey między dwiema 
piramidami. Lecz począwszy od ABG i 
abc, drugi praniastosłup zewnętrzny 
DEFK, równy iest pierwszemu we
wnętrznemu deja, bo maią podstawy 
DEF i def równe, i wspólną wyso
kość k; dla teyże przyczyny trzeci gra- 
niastosłup KLMN i drugi klmd są ró
wne i t. d. aż do ostatniego tak z pier
wszych iak drugich. Wszystkie •za
tem graniastosłupy będące zewnątrz 
piramidy SABC, prócz pierwszego 
ABCD, maią równe graniastosłupy we
wnątrz piramidy sabc. Graniasto- 
słup zatem ABCD iest różnicą mię
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dzy summą graniastosłupó w pierwszych 
i drugich; lecz ta różnica między dwie
ma summamigraniastosłupówiest więk
sza od różnicy piramid, graniastosłup 
zatem ABCD, musiałby być większy 
od graniastosłupa ABCX; gdy przeci
wnie iest mnieyszy, bo obadwa ma
jąc wspólną podstawę ABC, wysokość 
k pierwszego, iest ninicysza od wyso
kości Aa? drugiego. Przypuszczenie 
zatem nasze nie może mieć mieysca, 
a tern samem dwie piramidy SABC i 
sabc maiące równe podstawy i wyso
kości są równe co do bryłowatości.

37. Twierdz. 18. Piramida tróykątna iest 
trzecią częścią graniastosłupa tróyką- 
tnego, maiącego tę sarnę podstawę i 
wysokość.

Dowodź. 'Niech będzie SABC fig- 
36 piramida trójkątna ABCDESJ gra- 
niastosłup tróykątny maiący tę samą 
podstawę i wysokość, dowiedziemy, że 
piramida iest trzecią częścią graniasto
słupa . Odiąwszy od graniastosłupa pi
ramidę SABC, zostanie bryła SACDEj^ 

www.rcin.org.pl



— 86 —

którą można uważać za piramidę czwo
rokątną maiaca wierzchołek w punk- 
cie S » a za podstawę równoległobok 
ACDE; poprowadzi wszy przekątną CD, 

i płaszczyznę SCD , ta podzieli pira
midę czworokątną na dwie tróykątne 
SACD i SDCE. Wysokością wspólną 
tych dwóch piramid iest prostopadła 
spuszczona z wierzchołka S na pła
szczyznę ACDE; nadto podstawy ich 
ACD i DCE są równe, iako połowy 
iednegoż równolegloboku; dwie więc 
piramidy SACD i SDCE są równe co 
do bryłowatości; lecz piramidy SDGE 
i SABC, maią równe podstawy ABC 
i DES, i równe wysokości, bo te są 
odległościami płaszczyzn równoodle
głych ABC i DES: piramidy więc te 
są równe; aże piramida SDCE iest ró
wna piramidzie SACD, więc trzy pi
ramidy SABC, SDCE i SACD składa
jące graniastosłup ABD, są równe so
bie co do bryłowatości, a tern samem 
iedna z nich SABC iest trzecią częścią 
tegóż graniastoslupa.
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TVn. Bryłowatość piramidy tróykątndy 
iest równa trzeciey części iloczynu z 
iey podstawy przez wysokość.

38. Twierdz, 19. Bryłowatość piramidy 
iakieykolwiek SABCDE, równa iest 
trzeciey części iloczynu z iey podstawy 
ABCDE, przez wysokość SO fig. 34. 

Dowodź. Poprowadziwszy płaszczyzny 
SEB,SEC przez przekątne EB, EC, po
dzielimy piramidę wielokątną SABCDE 
na piramidy tróykątne maiące wspól
ną wysokość SO; ^aźe podług twier
dzenia poprzedzaiącego każda z tych 
piramid iest równa iloczynowi ze swćy 
podstawy ABE, BCE, CDE, przez trze
cią część wysokości SO, więc summa 
piramid tróykątnych, to iest piramida 
wielokątna SABCDE, równa iest ilo
czynowi z summy tróykątów ABE, 
BCE, CDE czyli wielokąta ABCDE 
przezf SO.

Wn- 1. Każda piramida iest trzecią czę
ścią graniastosłupa maiącego tę samą 
podstawę i wysokość.

JTn, 2. Dwie piramidy maiące równe 
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wysokości są w stosunku ich podstaw 
a maiące równe podstawy są w sto
sunku ich wTysokości.

Uwaga. Bryłowatość każdego wielo
ścianu można obliczyć, rozkładaiąc go 
na piramidy; któryto rozkład może 
być wykonany wielu sposobami, nay- 
łatwiey się zaś uskuteczniać da pro
wadząc płaszczyzny podziału przez 
wierzchołek iednego kąta bryłowego; 
tym sposobem wielością n rozłoży się 
na tyle piramid cząstkowych, ile ma 
ścian, prócz tych które tworzą kąt 
bryłowy przez który przechodzą pła
szczyzny podziału.

39. Twierdz. 20. Dwa wielościany sy
metryczne, są równe co do bryłowa- 
tości.

Dowodź. \ód dwie piramidy tróykątne 
symetryczne SABC TABU fig. 22 są 
równe iloczynowi z podstawy ABC , 
przez trzecią część wysokości SO lub 
TO, piramidy więc te są równe sobie 
co do bryłowatości. 2re podzieliwszy 
jakimkolwiek sposobem ieden z wielo- 
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ścianów na piramidy tróykątne, mo
żna także podzielić drugi wielościan 
na piramidy symetryczne, aże pirami
dy tróykątne symetryczne są równe 
co do bryłowatości, więc i całe ,dwa 
wielościany będą sobie także równe 
co do bryłowatości.

40. Twierdz. 21. Piramida ścięta pła
szczyzną równoodległą od podstawy 
iest równa summie trzech piramid ma
jących za wspólną wysokość wyso
kość piramidy ściętey, a za podstawy, 
iedna podstawę dolnę piramidy ścię
tey, druga iey podstawę górną a trze
cia średnio-ieometrycznie proporcyo- 
nalną do tych dwóch podstaw.

Dowodź. Niech będzie SABCDE fig, 37. 
piramida ścięta płasczyzną abd ró
wnoodległą od podstawy i TFGH pi
ramida tróykątna, którey podstawa i 
wysokość równe są podstawie i wy
sokości piramidy SABCDE. Przypu
ściwszy źe podstawy obu piramid są na 
iedney płaszczyźnie płaszczyzna, abd 
przedłużona przelnię piramidę tróy- 
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kątną podług tróykąta fgh, lezącego 
w tey samey odległości od płaszczy
zny podstaw co abd, idzie zatem że 
przecięcie fgh, iest równe przecięciu 
abd, bo i podstawa FGH iest równa 
podstawie ABD (34). Piramidy Sabcde 
i T^fgh są równe co do bryłowatość!, 
bo maiąiednę wysokości równe pod
stawy, dla teyźe przyczyny i Całe pi
ramidy SABCDE i TFGH są równe, 
więc i piramidy ścięte ABDabd i 
FGH/gh są sobie równe co do bry- 
łowatości, dosyć zatem będzie dowieś ć 
twierdzenia dopiero wysłowionego na 
piramidzie ściętey tróykątne'y.

Niech więc będzie FGHh/g fig. 38 
piramida tróykątna ścięta o podstawach 
równoodległych: przez punkta F, g, 
H, poprowadziwszy płaszczyznę FgH, 
ta odetnie od piramidy ściętey pira
midę troykątną gFGH, którey podsta
wią iest podstawa dolna FGH piramidy 
ściętey, a wysokość równa wyso
kości piramidy ściętćy, bo wierzcho
łek g, znayduie się na płaszczyźnie 
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podstawy górney fgli. Po odięciu tćy 
piramidy, zostanie piramida czworo
kątna gfh HF, którćy wierzchołek iest 
g, a podstawa fh HF. Przez punkta f, 
g, H, poprowadziwszy płaszczyznę 
jfgH, ta podzieli piramidę czworokątną 
na dwie trójkątne gF/H i gfhll, z 
których ostatnia ma za podstawę pod
stawę górną gfh piramidy ściętćy, 
a za wysokość wysokość teyźe pira
midy ściętey, bo iey wierzchołek II 
znayduie się na podstawie dolney. Po- 
zostaie teraz trzecia piramida gFjfH , 
poprowadźmy liniia gK równoodległą 
od./'F, i wystawmy sobie nową pi
ramidę /FHK, maiącą za podstawę 
tróykątF/H, a wierzchołek w punkcie 
K, te dwie piramidy iako maiące 
wspólną podstawę F/H, iednakową 
wysokość, bo ich wierzchołki g i K 
znayduią się na linii gK równoodle- 
głey od FJ, a tern samem od płaszczy
zny ich podstaw, są równe co do bry- 
łowatości Lecz w piramidzie /FKH 
można uważać za wierzchołek punkt 
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ft a za podstawę tróykąt FKH, a tak 
piramida ta będzie miała tę same wy
sokość co piramida ścięta: dowieść tyl
ko wypada źe iey podstawa iest śre- 
dnio-ieorrietrycznie proporcyonalną do 
podstaw FGH i fgh. Ponieważ w 
tróykątach FHK i fgh kąt Fssfi bok 

FKz=/g, wiec FHK: fgh =2 FH: /h, 
nadto FHG: FHK—FG: FK lub fg. 
Lecz w tróykątach podobnych FGH i 
fgh iest FG:/g_;FH:jf/i; więc FGH : 
FHKzzzFHK.- fgh. Podstawa zatem 
FHK iest średnio-ieometrycznie pro
porcyonalną do podstaw FGH, fgh,

• Twierdz. 22. Graniastosłup tróyką
tny ABCDES fig. 39 ścięty płaszczy
zną nierównoodległą od podstawy, ró
wny iest summie trzech piramid, któ
rych wierzchołkami są punkta D, F, 
S, a wspólną podstawą tróykąt ABC. 

Dowodź. Przez trzy punkta S, A, G> 
poprowadźmy płaszczyznę SAC, ta o- 
detnie od graniastosłupa ściętego pi
ramidę tróykątną SABO, którey pod
stawą iest tróykąt ABC, a wierzcho-
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lek w punkcie S. Po odcięciu tćy pi
ramidy, zostanie piramida czworoką
tna SACDE, maiąca wierzchołek w 
punkcie S, a za podstawę czworokąt 
ACDE. Przez trzy punkta S, E, C po
prowadziwszy płaszczyznę SEC,ta po
dzieli piramidę czworokątną na dwie 
tróykątne SACE iSCDE. Piramida 
SACE, maiąca za podstawę tróykąt 
AEC, a za wierzchołek punkt ró
wna iest piramidzie EABC, maiącey 
za podstawę tróykąt AEC, a wierz
chołek w punkcie B; gdyż dwie te pi
ramidy maiąc wspólną podstawę ma
ją także i wspólną wysokość, bo lini
ia BS równoodległa od każdey z li
nii AE i CD, iest tćm samem równo
odległa od płaszczyzny ACE; lecz w 
piramidzie EABC, można uważać za 
podstawę tróykąt ABC, a za wierzcho
łek punkt E. Trzecia piramida SCDE , 
może być zamieniona lód na piramidę 
ASCD, bo te piramidy maiąc wspólną 
podstawę SCD maią także równą wy
sokość, gdyż liniia AE iest równood-
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legia od płaszczyzny SCD piramida zaś 
ASCD; może być zamieniona na pi
ramidę ABCD, bo maią wspólną pod
stawę AGD, i równe wysokości, gdyż 
ich wierzchołki S i B, znayduią się na 
linii równoodległey od ich wspólney 
podstawy. Piramida więc SCDE ró
wna piramidzie ASCD iest także ró
wna piramidzie ABCD, w którey mo
żna wziąć za podstawę tróykąt ABC, 
a za wierzchołek punkt D.

lVn. Gdy krawędzie AE, BS, CD są 
prastopadłe do podstawy, krawędzie, 
te będą zarazem wysokościami pira
mid składających graniastosłup ścięty, 
bryłowatość zatem całego graniastosłu- 
pa ściętego, wyrazi się przez ABC 
XAE ABC X BS-j-jABC X CD 
czyli f ABC (AE-f-BS-f-CD).

12. Twierdz. 23. W dwóch piramidach 
trójkątnych podobnych ściany odpo
wiadające są podobne, a kąty bryło
we równe.

Dowodź. Podług opisania (17) dwie pi
ramidy trójkątne SABC, i TDEF fig.
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$3, są podobne, gdy dwa tróykąty 
SAB i ABC, są podobne dwom tróy- 
katom TDE DET, i Jednakowo uło- 
zonę, to iest kąt ABS~DET. BAS 
t=EDT, ABC—DEF, BACz=EDF , a 
nadto gdy nachylenie płaszczyzn SAB 
i ABC, iest równe nachyleniu pła
szczyzn TDE i DEF.

Wziąwszy BG=ED, BHzzzEF, BI 
=ET, połączmy GH, GI, IH. Pira
mida TDEF iest równa piramidzie 
IGBH; bo skoro boki GB iBH są z 
wykreślenia równe bokom DE i EF, 
i kąt GBH równy z przypuszczenia 
DEF, tróykąt GBH iest równy tróy- 
kątowi DEFj więc aby te dwie pira
midy przystały do siebie, można na
przód przenieść podstawę DEF, na 
ie'yrówną GBH: daley, ponieważ na
chylenie płaszczyzny DTE, do DEF 
iest równe nachyleniu płaszczyzny 
SAB^do ABC, więc płaszczyzna DET 
padnie na ABS, aźe nadto z przypu
szczenia kąt DET=GBI, więc ET pa
dnie na BI; cztery zatem punkta D,
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E, F, T, piramidy pierwszey przysta- 
ią do czterech punktów G, B, II, I pi
ramidy drugiey, a ztądi piramida TDEF 
przystanie do piramidy IGBII . Po
nieważ trójkąty DEF i GBH są ró
wne, więc kąt BGIIzzlEDFzzzBAC, atem 
samem GH iest równoodległe od AC 
Dla podobneyże przyczyny GI iest ró
wnoodległe od AS; a zate'm płaszczy
zna 1GH iest równoodległa od SAO. 
Ztąd wypada, że tróykąt IGHlub ie- 
inu równy TDF iest podobny tróy- 
katowi SAO, i tróykąt IBH, lub iemu 
równy TEF podobny trójkątowi SBC, 
w dwóch zatem piramidach tróyką- 
tnych podobnych ściany odpowiadaią- 
ce są podobne. Nadto kąty bryłowe 
są równe; iuż albowiem kąt bryłowy 
E przystał do odpowiadaiącego B; toz 
samo zrobićby można z dwoma inny
mi odpowiadaiącymi kątami bryłowe- 
mi; lecz widzimy bezpośrednio że 
dwa kąty bryłowe odpowiadaiące np. 
T i S są równe bo się składaiąz trzech 
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kątów płaskich równych iiednakowo 
ułożonych.

W dwóch więc piramidach tróyką
tnych podobnych ściany odpowiada- 
iące są podobne i kąty bryłowe od
powiadające równe.

Wn. 1. Z trójkątów podobnych w obu 
piramidach wypadaią następuiące pro- 
porcye AB: DE=BC: EF~AC* DF 
zzzAS: DT—SB: ^E—SC: TF; więc 
w piramidach tróykątnych podobnych 
krawędzie odpowiadaiące są propor
cjonalne.

2gi. Ponieważ kąty bryzowe o dpo- 
wiadaiące są równe, więc nachylenie 
dwóch ścian któr ychkolwiek w iednóy 
piramidzie iest równe nachyleniu ścian 
odpowiadaiących w piramidzie podo
bnej.

3ci. Przeciąwsay piramidę trójkątną 
SABC, płaszczyzną Gili równoodle
głą od iedney ze ścian SAC, piramida 
odcięta BGHI, będzie podobna całey 
piramidzie BACS, gdyż trójkąty BGI, 
BGH są podobne trójkątom BAS, BAC, 

'7 
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nadto są podobnie ułożone; nachylenie 
ich płaszczyzn, iest równe tak w ie- 
dney iak drugiey, te więc piramidy 
są podobne.

4ty. W ogólności przeciąwszy pira
midę iakąkolwiek SABCDE fig. 34 
płaszczyzną abcde równoodległą od 
podstawy, piramida odcięta Sabcde, 
będzie podobną całey piramidzie 
SABCDE. Gdyż podstawy ABCDE i 
abcde są podobne, nadto połączywszy 
AC i ac, podług dopiero okazanego 
twierdzenia piramida tróykątna SABC 
iest podobna piramidzie Sabc; więc 
punkt S, iest tak wyznaczony wzglę
dem podstawy ABC, iak punkt S wzglę
dem podstawy nbc, a tern samem dwie 
piramidy SABCDE i Sabcde są podo
bne.

Jjwapa. Zamiast pięciu danych potrze
bnych do określenia podobieństwa 
dwóch piram'd podobnych można by 
wziąć pięć innych, różnią ie z sobą 
kombinując,- a ztąd wypadloby tyleż 
twierdzeń, między któremi zasługuie
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na uwagę następuiące: dwie piramidy 
trójkątne są podobne, gdy maią krawę
dzie odpowiadające proporcyonalne. 
Albowiem fig. 23 gdy AB: DE—BC: 
EF—AC: DF=AS: DT=SB: TE=SC: 
TF, co zamyka pięć warunków, tróy- 
kąty ABS i ABC będą podobne tróy- 
kątom DET i DEF i podobnie ułożo
ne, trójkąt SEC będzie także podo
bny tróykątowi TEF, więc trzy kąty 
płaskie składające kąt bryłowy B, bę
dą równe kątom płaskim składaiącym 
kąt bryłowy E, a ztąd wypada, że na
chylenie ścian ASB, ABC, iest równe na
chyleniu ścian odpowiadających TDE, 
DEF, a tem samem, że dwie piramidy 
są podobne.

43. Twierdz. 24. W dwóch wielościa- 
nach podobnych ściany odpowiadają
ce są podobne, a kąty bryłowe od
powiadające równe.

Dowodz. Niech będzie ABCDE fig. 40 
podstawa jednego wielościanu. M i N 
wierzchołki dwóch katów bryłowych 
za podstawą leżących, wyznaczone
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przez piramidy troykątne MABC 
NABC. których wspólna podstawa iesl 
ABC, niech będzie abcde pódstawadru- 
giego wielościanu,podobna ABCDE, m 
i n wierzchołki odpowiadaiące wierz
chołkom M i N, wyznaczone przez pira
midy trójkątne mabc, i nabc podo
bne piramidom MABC, i NABC, do
wiedziemy naprzód: żc odległości MN 
i mn, są proporcyonalne do odpow*3- 
daiących krawędzi AB i ab.

Ponieważ piramidy MABC i mabc 
są podobne, więc nachylenie pła
szcyzn MAC, i B AC, iest równe nachy

leniu płaszczyzn mac. bac; podobnież 
dla podobieństwa piramid NABC, 
nabc nachylenie płaszczyzn NAC,BAC, 
iest równe nachyleniu płaszczyzn nac, 
bac; odiąwszy zatem nachylenia pier
wsze od drugich, zostanie nachylenie 
płaszczyzn NAC, MAC, równe nachyle- 
leniu płaszczyzn nac, mac> Lecz z 
przyczyny podobieństwa tychże pi
ramid, tróykąty MAC i mac, tudzież 
NAC, i nac sa podobne, dwie zatem
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piramidy tróykątne MN AC i mnac 
maiące po dwie ściany odpowiadaiące 
podobne i podobnie ułożone i równo 
do siebie nachylone, są podobne a 
tem samem ich odpowiadaiące kra
wędzie są proporcyonalne; to iest: 
MN: mn.=AM; am. A ponieważ 
AM; am=AB: ab; więc MN: mn

Niech będą P, p dwa inne wierz
chołki odpowiadaiące tychże wielo- 
ścianów, będzie podobnież PN: pn 
=AB: ab, FM: pm=AB: ab; ztąd 
MN: mn=PN: pn=PM:pm. Tróy- 
kąt zatem PNM łączący trzy które
kolwiek wierzchołki iednego wielo- 
ścianu,iest podobny tróykątowi pnm 
łączącemu trzy odpowiadaiące wierz
chołki drugiego wielościanu.

Wziąwszy ieszcze Q i q dwa wierz
chołki odpowiadaiące, tróykąt PQN 
będzie podobny tróykątowi pqn. Nad
to nachylenie płaszczyzn PQN, PMN, 
iest równe nachyleniu płaszczyzn pqn, 
pmn, Połączywszy albowiem QM i 
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qm, otrzymamy tróykąty QNM, i qnm 
podobne, a tern samem kąt QNM ró
wny qnm. Wystawmy sobie w N 
kąt bryłowy złożony z trzech kątów 
płaskich ,QNM’, QNP, PNM, i w punk
cie n kąt bryłow7y złożony, z trzech 
kątów’ płaskich qnm, qnp, pnm\ po
nieważ te kąty płaskie- są sobie ró
wne, więc i kąty bryłowe są równe. 
Nachylenie zatem ścian PNQ, PNM, 
iest równe nachyleniu ścian odpowia- 
daiących prtq, pnm; gdyby więc dwa 
tróykąty PNQ, PNM, były na iedne'y 
płaszczyźnie, w którym to przypadku 
byłby kąt QNM~QNP-|-PNM; byłby 
także kąt qi<,m— qitp -f- pnrn, i dwa 
tróykąty qnp, pnm, byłyby także na 
iednóy płaszczyźnie.

Wszystko cośmy dotąd powiedzieli 
ma mieysce, jakiekolwiek będą kąty 
M, N,r, Q porównane z odpowiadała- 
cemi im kątami m, nt p, q.

Przypuśćmy teraz że powierzchnia 
iednego z wielościanów iest podzielona 
na tróykąty ABC, ACD, MNP, NPQ
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i t. d. powierzchnia drugiego wielo- 
ściauu, zawierać będzie podobny liczbę 
tróy kątów abc, acd , nirip, pnq i t. d. 
podobnych i podobnie ułożonych; 
ieżeli tróykąty MNP, NPQ i t. d. na
leżą do iedney ściany, .i są na iedney 
płaszczyźnie, tróykąty im odpowia- 
iące, mpn, npq i t. d. będą podobnież 
na iedney płaszczyźnie. Każda więc 
ściana wielokątna w iednym wielościa- 
nie odpowiadać będzie ścianie wielo- 
kątney podobney w drugim wielościa- 
nie; dwa zatem wielościauy składać się 
będą z iednakowćy iliczby ścian podo
bnych i psdohnie ułożonych.

Dowiedziemy teraz że kąty bryło
we odpowiadające będą równe. Gdyż 
ieżeli kąt N np. składa się z kątów 
płaskich QNP, PNM, MNR, QNR, 
kąt bryłowy odpowiadaiący n będzie 
się składał z kątów płaskich qnp, pnm, 
mnr, qnt; aże te kąty płaskie są so
bie równe i nachylenie dwóch ścian 
przyległych w iednym kącie bryło
wym iest równe nachyleniu ścian od-
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powiadających w drugim; więc dwa 
kąty bryłowe są równe, bo mogą przy
stać do siebie.

irn. Z dowodzenia poprzedzaiącego 
wypada, źe gdy cztery wierzchołki ie- 
dnego wielościanu wezmiemy za wie
rzchołki piramidy tróykątney» a czte
ry wierzchołki odpowiadaiące dru
giego wielościanu, za wierzchołki dru
giej piramidy tróykątney, dwie te pi
ramidy będą podobne, bo ich krawę
dzie odpowiadaiące będą proporcjo
nalne. Tu zarazem widzimy źe dwie 
przekątne odpowiadaiące np. AN \an 
są do siebie w stosunku dwóch odpe-^ 
wiadaiącychkrawędzi AB i uh.

4. Twier. 25. Dwa wielościany podo
bne mogą być podzielonć na iedna-. 
kową liczbę piramid tróykątnyęh po
dobnych i podobnie ułożonych.

Dowodź- Widzieliśmy bowiem źe po
wierzchnie dwóch wielościanów mog$ 
być podzielone na iednakową liczbę 
tróykątów podobnych i podobnie u- 
łoźonych. Uwaiaiąc wszystkie tróy* 
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kąty wieiościanu, prócz tych które 
składaią kąt bryłowy A za podstawy 
tyluż piramid tróykątuych maiących 
wierzchołek w A; piramidy te razem 
wzięte złożą wielościan; rozłóżmy po
dobnież drugi wielościan na piramidy 
tróykątne maiące wspólny wierzcho
łek w punkcie a, odpowiadającym 
punktowi A» każda piramida łącząca 
cztery wierzchołki iednego wielością- 
nu, będzie podobna piramidzie łączą- 
cey cztery odpowiadające wierzchoł
ki drugiego wieiościanu, a tem same'm 
dwa wielościany podobne,'będą roz
łożone na iednakową liczbę piramid 
tróykątnych podobnych i podobnie u- 
łożonych.

5. Twierdz. 26. Dwie piramidy podo
bne są do siebie w stosunku sześcianów 
z krawędzi odpowiadających.

Dowodź,. Ponieważ dwie piramidy są 
podobne, więc mnieysza może być 
wsunięta w większą, tak, iż obie będą 
miały wspólny kąt bryłowy S fig. 34. 
Wtenczas podstawy ABCDE i abcde
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będą równoodległe: albowiem, ponie
waż ściany odpowiadaiące są podobne, 
kąt Sab iest równy SAB i kat Sbc 
=SBC, więc płaszczyzna abc iest ró
wnoodległa od ABC. Niech będzie 
SO prostopadła spuszczona z wierz
chołka S na płaszczyznę ABC, i niech 
płaszczyznę abc przecina w punkcie 
o. Podług tego co się wyżey okazało 
(35) będzie: SO: So=SA: Sa=AB: 
ab, a tern samem:

⅓ SO: ⅓ So= AB: ab.
Lecz ponieważ podstawy ABCDE i 
abcde, są wielokątami podobnymi, 
więc.

ABCDE: ubcde=AB2: ab2.
Rozmnożywszy przez siebie wyrazy 
odpowiadające tych dwóch proporcyy 
będzie:
ABCDEX⅓SO:abcdeX⅓So=AB3:ab3 
Aże ABCDEX⅓SO znaczy bryłowa- 
tość piramidy SABCDE a, abcdeX⅓ 
So bryłowatość piramidy Sabcde; 
więc dwie piramidy podobne są do 
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siebie w stosunku sześcianów z ich kra
wędzi odpowiadających.

16. Twierdz. 27. Dwa wielościany po
dobne są do siebie w stosunku sze
ścianów z krawędzi odpowiadaiących.

Dowodz. Dwa wielościany podobne mo
gą być podzielone na jednakową li
czbę piramid tróykątnych podobnych; 
dwie zaś piramidy podobne APNM i 
apnm fig. 40 są do siebie iak sześciany 
z odpowiadaiących krawędzi AM i am 
albo iak sześciany z krawędzi AB i ab. 
Ten sam stosunek zachodzi między 
któremikolwiek dwiema piramidami 
odpowiadaiącemi; summa zatem wszy
stkich piramid składaiących ieden wie- 
lościan, czyli wielościan pierwszy, tak 
się ma do wielościanu drugiego, iak 
sześcian z któreykolwiek krawędzi pier
wszego wielościanu, do sześcianu z od- 
powiadaiącey kra wędzi drugiego wielo
ścianu.

Uwaga ogólna. Głownieysze twierdze
nia tego rozdziału, można wyrazić w 
wzorach algebraicznych.
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Oznaczywszy przez P podstawę gra- 
niastosłupa a przez W iego wysokość; 
bryłowatość graniastoslupabędziePX W 
czyli PW»

Oznaczywszy P podstawę piramidy 
a przez W iey wysokość, bryłowa
tość piramidy będzie f W\P, albo, 
f PXW albo nakoniec PW

3
Nazwiymy W wysokość piramidy 

ściętey o podstawach równoodległych, 
a przez P i P' iey podstawy. y/PP 
będzie średnio-ieometrycznie propor- 
cyonalna do tych podstaw a bryłowa
tość piramidy ścięte'y będzie J W(P+P' 
+ VPP').

Oznaczywszy przez P podstawę gra- 
niastosłupa tróykątnego ściętego, przez 
K, K', K", wysokości trzech wierzchoł
ków górnych, bryłowatość graniasto- 
słupa ściętego będzie J P (K-J-K'4-K")

Nakoniec nazwiymy B i b bryło-# 
watości dwóch wielościanów podo
bnych Ki kich przekątne lub krawę
dzie odpowiadaiące, będzie: B:bz=K3:ka

www.rcin.org.pl



ROZDZIAŁ III.
O TRZECH CIAŁACH OKRĄGŁYCH.

O walcu i ostrokręgu.

47. Walcem nazywa się bryła utworzo
na obrotem prostokąta ABCD, około 
boku nieruchomego AB fig. <1. W 
obrocie tym boki AD, i BC, zostaiąc 
zawsze prostopadłe do AB,] zakreślaią 
koła DHP, CGQ, zwane podstawami 
walca a bok CD opisuie powierzchnią 
krzywą walca.

Łiniia nieruchoma AB nazywa się 
osią walca.

Przecięcie walca płaszczyzną pro
stopadłą do osi np. przecięcie KLM, 
iest kołem równem podstawie: gdyż 
w czasie obrotu prostokąta ABCD, 0- 
kołó boku AB, liniia 1K prostopadła 
do AB zakreśla koło równe podsta
wie, któreto koło iest przecięciem 
walca płaszczyzną prostopadłą do osi 
w punkcie I.
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Przecięcie PQGH, walca, płaszczy
zną przez oś przechodzącą iest pro
stokątem dwa razy większym od pro
stokąta tworzącego ABCD.

48. Ostrokręgiem nazywa się bryła utwo
rzona obrotem tróykąta prostokątne-, 
go SAB fig. 42 około boku SA. W 
tym obrocie przeciwprostokątna SB 
opisuie powierzchnią krzywą ostro- 
kręgu, a bok AB kolo zwane pod
stawą ostrokręgu. Punkt S nazywa 

-się wierzchołkiem ostrokręgu , SA 0- 
sią albo wysokością, a SB krawędzią.

Przecięcie HFKI ostrokręgu pła
szczyzną prostopadłą do osi iest ko
łem, przecięciem zaś płaszczyzną przez 
oś przechodzącą iest tróykąt równo
ramienny dwa razy większy od tróy- 
kąta twmrzącego SAB. z

49. Od ostrokręgu SCDB odciąwszy pła
szczyzną równoodległą od podstawy 
ostrokręg SURF, bryła pozostała 
CB1IF, nazywa się ostrokręgiem .ścię
tym o podstawahh równoodległych. 
Można sobie wystawić że ostrokręg 
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ten iest utworzony obrotem trapeza 
ABHG prostokątnego przy A i G, o- 
koło boku AG. Liniia nieruchoma 
AG, nacywa się osią albo wysokością 
ostrokręgu ściętego; koła BDC, HFK 
podstawami, a BH krawędzią.

50. Dwa walce, lub dwa ostrokręgi są 
podobne, gdy ich osi są do siebie w 
stosunku średnic ich podstaw*

51. Wkoło ACD fig. 43 będące podsta
wą walca, wpisawszy wielokąt 
ABCDEM, i na niem iako na podsta
wie wystawiwszy graniastosłup pro
sty, równy co do wysokości walco
wi, graniastosłup teu będzie wpisa
ny w walec a walec będzie opisany 
na graiiastosłupie. Ponieważ kra
wędzie AF, CII BG, i t. d. grauiasto- 
słupa są prostopadłe do podstawy, 
więc letą na powierzchni krzywey 
walca; graniastosłup zatem i walec do
tykają się podług tych krawędzi.

52. Podobnież, gdy na podstawie walca 
opiszemy wielokąt . A BOD fig. 44 i na 
nim iako na podstawie wystawimy 
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graniastosłup prosty, równy walco
wi co do wysokości, graniastosłup ten 
będzie opisany na walcu, a walec bę
dzie wpisauy w graniastosłup.

Daymy źe punkta M, N it. d. 
punktami dotknięcia boków AB, BC,.. 
z okręgiem koła i wyprowadźmy z nich 
prostopadłe MX, NY i t. d. do pod
stawy; prostopadłe te będą razem i 
na powierzchni walca i na powierz
chni graniastosłupa opisanego a za
tem będąto liniie podług których 
graniastosłup dotyka się walca.

53. Twierdz 28. Bryłowatość walca; 
iest równa iloczynowi z iego podsta
wy przez wysokość.

Dowodź, Niech będzie CA fig. 45 promień 
podstawy walca danego,H iego wyso
kość; oznaczywszy przez k. CA powierz
chnią koła zatoczonego promieniem CA; 
dowiedziemy że bryłowatość walca bę
dzie k. CAXH. Bo ieżeli iloczyn k. CA 
\H, nie iest równy bryłowatości wal
ca danego, więc będzie równy albo 
bryłowatości walca większego, albo
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mniejszego. Przypuśćmy naprzód że 
iest równy bryłowatości walca mniej
szego, np. walca, którego podstawą iest 
koło promienia CD, a II wysokością. 
Na kole promienia CD opiszmy wie
lokąt foremny GHIP, tak żeby iego 
obwód w żadnym punkcie niescho- 
dził się z okręgiem promienia CA; i 
wystawmy sobie graniastosłup prosty 
maiący za podstawę wielokąt GHIP, 
a wysokość H, opisany na walcu któ
rego podstawą iest koło promienia 
CD. Bryłowatość graniastosłupa, iest 
równa iego podstawie GHIP pomno- 
żoney przez wysokość H; aźe podsta
wa GHIP, iest mniejsza od koła pro
mienia CA; więc bryłowatość grania- 
stosłupa, iest mnieysza od k. CA 
X H. Lecz k. CA X H ? oznacza 
z przypuszczenia bryłowatość walca w 
graniastosłup wpisn^go, graniastosłup 
zatem byłby mniejszy od walca; gdy 
przeciwnie walec iest mniejszy od 
graniastosłupa, bo iest w nim zam
knięty; być więc nie może aby ilo-

8
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czyn k. CAX H, oznaczał bryłowa
tość walca, którego podstawą iest ko
ło promienia CD, a wysokością H; 
czyli ogólniey mówiąc, iloczyn z pod
stawy walca przez iego wysokość, 
nie może oznaczać bryłowatość! wal
ca mnleyszego. Dowiedziemy 2re źe 
tenże iloczyn uie może oznaczać bry- 
łowatości walca większego; bo niech 
będzie CD promień podstawy walca 
danego, i ieżeli to być może niech 
iloczyn k. CD\H oznacza walec 
większy np.~» walec, którego podstawą 
iest koło promienia CA, a H wyso
kość. Odbywszy to samo wykreśle
nie co w’ poprzedzającym przypadku, 
bryłowatość graniastosłupa opisanego 
na danym walcu będzie równa ilo
czynowi GHIPXH; aże wielokąt GHIP 
iest większy od koła promienia CD; 
więc i bryłowatość gra; iastosłupa o 
którym mowa iest, większa od iloczy
nu k.CD X H i graniastosłup zatem 
byłby większy od walca maiącego 
tę sarnę wysokość, a za podstawę 
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koło promienia CA. Lecz graniasto
słup ten iest mnieyszy od walca r 
bo iest w nim zamknięty, być 
więc nie może aby iloczyn z podsta
wy walca pomnożoney przez iego wy
sokość oznaczał bryło watość walca 
większego.

Więc bryłowatość walca iest ró
wna iloczynowi z iego podstawy przez 
wysokość.

/'Ph. 1. Walce maiące równe wyso
kości są do siebie w stosunku pod
staw; mąiące zaś równe podstawy, są 
w stosunku wysokości.

1Vn, 2. Walce podobne są w stosunku 
sześcianów z wysokości, albo sześcia
nów ze średnic ich podstaw. Gdyż 
podstawy są w stosunku kwadratów 
z ich średnic; aźe walce są podobne, 
wiec średnice podstaw są proporcy- 
onalne do wysokości; podstawy prze
to są w stosunku kwadratów z wyso
kości; a tem samem podstawy pomno
żone przez wysokość, iczyli walce są 
iak sześciany z wysokości.

8*
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Uwaga. Niech będzie R promień pod
stawy walca, H, iego wysokość, po
wierzchnia podstawy będzie nR*, a 
bryłowatość walca będzie 71 Fi2XUczy
li *R#H.

54. Twierdz- 29. Powierzchnia boczna 
graniastosłupa prostego iest równa ilo
czynowi z obwodu podstawy przez 
wysokość.

Dowodź. Powierzchnia albowiem ta iest 
równa summie prostokątów fig. 43 
AFGB, BGHG, CHID i t. d. z których 
się składa; wysokości zaś AF, BG, 
CH i t. d. tych prostokątów są ró
wne wysokości grauiastosłupa; a ich 
podstawy AB, BC, CD i t. d. razem 
wzięte, składaią obwod podstawy gra- 
niastosłupa. Więc summa tych pro
stokątów, czyli powieizchnia boczna 
graniastosłupa, iest równa obwodowi 
iego podstawy pomnożonemu przez 
wysokość.

TK/r. Gdy dwa "graniastosłupy proste 
maią równą wysokość, ich powierz-
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chnie boczne, są w stosunku obwodów 
ich podstaw.

55. Twierdz. 30. Powierzchnia boczna 
walca iest większa od powierzchni 
boczne'y graniastosłupa wpisanego, a 
mnieysza od powierzchni boczney gro- 
niastosłupa opisanego.

Dowodź- Powierzchnia boczna walca i 
powierzchnia boczna graniastosłupa 
wpisanego ABCDEF figura 43 mo
gą być uważane iako maiące tę sarnę 
długość, bo każde przecięcie iędney i 
drugiey równoodległe od AF iest ró- 
wne AF, 1 gdy dla otrzymania szero
kości tychże powierzchni, przetnie- 
my ie płaszczyznami równoodlegtemi 
od podstawy, czyli prostopadłemi do 
krawędzi AF, iedno z przecięć będzie 
równe okręgowi podstawy, drugie ob
wodowi wielokąta ABCDE, mniey- 
szemu od tegoż okręgu; a ponieważ 
przy równey długości, szerokość po
wierzchni walca, iest większa od 'sze
rokości powierzchni graniastosłupa , 
więc pierwsza z nich iest większa od 
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drnglóy—Zupełnie podobnie rozumu- 
iąc do wiedziemy że powierzchnia bo
czna walca, iest mniejsza od takiey- 
że powierzchni graniastosłupa opisa
nego.

56. Twierdz. 31. Powierzchnia boczna 
walca iest równa iloczynowi z okręgu 
iego podstawy przez wysokość.

Niech będzie CA. promień podsta- • 
wy walca danego fig. 45, H iego wy
sokość, oznaczywszy przez okr. • CA 
okrąg zakreślony promieniem CA, 
dowiedziemy że okr.CAX H będzie 
powierzchnią boczną tego walca. Bo 
ieźeli ten iloczyn nie iest równy po
wierzchni boczney walca danego, w’ięc 
musi być równy albo powierzchni 
walca większego, albo mnieyszego; 
a naprzód daymy, że znaczy powierz- 

' chnią walca mniejszego; np. walca, 
którego podstawą iest koło promienia 
CD, a II wysokością.

Na kole promienia CD opiszmy 
wielokąt foremny GHIP, tak aby ie
go boki nieschodzily się w żadnym 
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punkcie z okręgiem promienia CA , i 
wystawmy sóbie graniastosłup prosty 
maiący wysokość H, a za podstawę 
wielokąt GHIP. Powierzchnia boczna 
tego graniastosłupa będzie równa ilo
czynowi z obwodu wielokąta GHIP 
pzzez wysokość II: aże obwod ten iest 
mnieyszy od okręgu promienia CA 
więc powierzchnia boczna graniasto, 
słupa iestj.mnieysza od okręgu CAXH- 
Lecz okręg CA X H, znaczy podług 
przypuszczenia powierzchnią boczną 
walca, maiącego za podstawę koło pro
mienia CD, któryto walec iest w pi
sany w graniastosłup, więc podług 
tegoż przypuszczenia powierzchnia bo
czna graniastosłupa, byłaby mnjeysza 
od takieyże powierzchni walca wpi
sanego; co być nie może: przypuszcze
nie więc to iest fałszywe a zatem lód 
Iloczyn z okręgu podstawy walca przez 
iego wysokość, nie może oznaczać po
wierzchni boczney walca mnieysze- 
g°-
Iloczyn ten nie może 2re oznaczać 
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powierzchni walca większego. Jakoż: 
niech będzie CD promień podstawy 
w.ilca danego, i niech będzie, ieżeli 
to być może, okręg CDX H powierz
chnia boczna walca, któryby przy 
tćy samey wysokości miał za podsta
wę koło większe np. koło promienia 
CA. Wykonaymy to sama wykre
ślenie co w przypuszczeniu poprze- 
dzaiącem, powierzchnia boczna gra
niastosłupa będzie zawsze równa ob
wodowi wielokąta CHIP pomnożone
mu przez wysokość H. Lecz obwod 
ttn iest większy od okręgu CD , a 
zatem i powierzchnia graniastosłupa 
byłaby w iększa od okręgu CDX H, 
który to iloczyn podług przypuszcze
nia znaczy powierzchnią walca ma
jącego tę sarnę wysokość, a za pod
stawę koło promienia CA. Powierz
chnia więcgraniastosłupa byłaby więk
sza ,od powierzchni tego walca. Lecz 
chociażby nawet graniastosłup był 
wpisany w walec, powierzchnia iego 
byłaby mnieysza od powierzchni wal
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ca, więc tem bardziey ieszcze *iest 
mnieysza gdy graniastosłup nigdzie 
się z walcem nieschodzi. Ataki dru
gie przypuszcenie nie może mieć 
mieysca; więc 2re okręg podstawy 
walca pomnożony przez iego wyso
kość, nie może oznaczać powierzchni 
walca większego.

Więc powierzchnia boczna walca iest 
równa iloczynowi z okręgu iego pod
stawy przez wysokość.

57. Twierdz. 32. Bryłowatość ostrokrę- 
gu równa iest iloczynowi z iego pod
stawy przez trzecią część wysokości. 

Niech będzie SO wysokość, danego 
ostrokręgu, AO promień iego podsta
wy fig 46 oznaczywszy przez k. AO 
powierzchnią podstawy; dowiedzie
my że bryłowatość tego ostrokręgu 
będzie równa iloczynowi k.AO SO.

Jakoż przypuśćmy naprzód że ilo
czyn k .AOX*30, znaczy bryłowa
tość ostrokręgu większego, np. ostro
kręgu; którego wysokością iest SO, a 
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podstawą kolo promienia OB , więk
szego od OA. Na kole promienia AO 
opiszmy wielokąt foremny MPQT , 
tak aby iego boki nieschodzily się w 
żadnym punkcie z okręgiem koła pro
mienia OB, i wystawmy sobie pira
midę maiącą tenże wielokąt za pod
stawę, a wierzchołek w punkcie S* 
Bryłowatość tey piramidy, iest równa 
powierzchni wielokąta MPQT róz- 
mnoźonćy przez trzecią część wyso
kości SO. Lecz źe wielokąt iest więk
szy od koła wpisanego oznaczonego 
przez k, AO więc i piramida iest 
większa od iloczynu k.AO XłSOr 
który podług przypuszczenia oznacza 
bryłowatość ostrokręgu mającego wierz
chołek w S, a za podstawę koło pro
mienia OB. Przeciwnie zaś pirami
da iest mnieysza od ostrokręgu, bo 
iest w nim zawarta a zatem \ód być 
nie może, aby iloczyn z podstawy o- 
strokręgu przez trzecią część iego wy
sokości oznaczał bryłowatość ostrokrę
gu większego-
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2r<?. Tenże sam iloczyn nie może 
także oznaczać bryłowatości ostrokrę
gu mnieyszego . Niech albówiem bę
dzie OB, fig. taż sama, promień pod
stawy ostrokręgu danego, i ieżeli to 
być może, niech iloczyn k.OBXf SO 
znaczy bryłowatość ostrokręgu, któ
rego wysokość iest SO, a podstawa 
koło promienia AO. Odbywszy to 
samo co wyżey wykreślenie, pirami
da SMPQT, będzie równa powierz
chni wielokąta MOQT, pomnożoney 
przez y SO. Lecz że wielokąt MPQT 
iest mnieyszy od koła promienia OB; 
więc piramida byłaby mnieysza od 
k. OB^fSO, a tem samem mni ey 
sza od ostrokręgu maiącego za pod
stawę koło promienia OA, a wyso
kość SO. Gdy przeciwnie piramida iest 
większa od ostrokręgu, bo go ze 
wszystkich stron otacza, więc 2re 
być nie może aby iloczyn z podstawy 
ostrokręgu przez trzecią część wyso
kości oznaczał bryłowatość ostrokrę* 
gu większego.
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Bryłowatość zatem ostrokręgu, ró
wna iest iloczynowi z iego podstawy, 
przez ⅓ wysokości.

Wn. Ostrokręg iest trzecią częścią wal
ca, maiącego tę sarnę podstawę i wy
sokość, a z tąd wypada że:

lód. Ostrokręgi maiąće równe wy
sokości są w stosunku swych pod
staw-

2re Ostrokręgi maiące równe pod
stawy są w stosunku swoich wyso
kości.

3cie. Ostrokręgi podobne, są w sto
sunku sześcianów ze średnic ich pod
staw, albo sześcianów z ich wysoko
ści.

Uwaga. Nazwiymy R promień pod-, 
stawy ostrokręgu, H iego wysokość, 
bryłowatość ostrokręgu będzie ”Rx⅓

H czyli f⅓R2H.
58. Twierdz. 33. Ostrokręg ścięty ADEB 

fig. 47 którego podstawami są koła 
promieniami AO, i DP zakreślone; a 
PO wysokością równy iest ⅓OP(AO2 
+DP2+AOXDP).
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Dowodź. Niech będzie TFGII 'pirami
da tróykątna maiąca tę sarnę wyso
kość co ostrokręg SAB, i podstawę 
FHG równą co do powierzchni, pod
stawie ostrokręgu. Możemy przypu
ścić, że te obie podstawy są na iedrjey 
płaszczyźnie, a wtedy wierzchołki S 
i T będą w równych odległościach 
od płaszczyzny podstaw, nadto prze
dłużywszy płaszczyznę EPD, ta prze- 
tnie piramidę podług IKŁ, które to 
przecięcie będzie równe podstawie 
DE. Ponieważ podstawy AB, i DE 
sa do siebie w stosunku kwadratów<

promieni AO, DP, albo w stosunku 
kwadratów z wysokości SO i SP; a 
tróykąty FGH i IKL, są do siebie 
także w stosunku kwadratów z tychże 
wysokości, więc koła AB i DE, są 
do siebie w stosunku tróykątów FGII 
i IKL; aźe z założenia tróykąt FGH 
iest równy powierzchni koła AB; więc 
też tróykąt IKL iest równy powici z- 
chni koła DE.

Iloczyn z podstawy AB przez f SO
- *
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znaczy bryłowatość ostrokręgu SAB 
a iloczyn z podstawy FGH przez ⅓SO, 
bryłowatość piramidy TFGH ; aże 
podstawy są sobie równe, więc bry
łowatość piramidy, iest równa bryło
watości ostrokręgu. Dla teyże samey 
przyczyny, piramida TIKL iest równa 
co do bryłowatości ostrokręgowi SDE; 
a tem samem ostrokręg ścięty ADEB 
iest równy co do bryłowatości pira
midzie ściętey FGHIKL. Powierz
chnia podstawy FGH równey kołu 
promienia AO równa się πXAO2 , 
podobnież powierzchnia podstawy 
lKL=πXDP2; a średnio-ieometrycznie 
proporcyonalna do πXAC2 i πXDP2 
iest πXAOX DP; więc bryłowatość 
piramidy ściętey. albo ostrokręgu ścię
tego równa się ⅓OP(πX A O 3 +
πXDP2+A0XDP) = ⅓ OP (AO2 
+dp2+aoxdp).

59. Twierdz. 34. Powierzchnia boczna 
ostrokręgu iest równa iloczynowi z okręgu 

 iego podstawy, przez połowę 
iego krawędzi.πAO
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Dowodź. Niech będzie A O promień 
podstawy ostrokręgu danego fig. I 46 
S iego wierzchołek, a SA krawędź , 
dowiedziemy że powierzchnia iego bę
dzie równa okręgowi OA X J SA. 
Daymy na to, ieżeli być może, że o- 
kreg AOX i SA; znaczy powierzchnią 
ostrokręgu, któryby miał wierzchołek 
W punkcie S, a za podstawę koło pro
mienia OB większego od AO,

Na kole mnieyszem opiszmy wielo
kąt foremny MPQT; tak, aby iego 
boki w żadnym punkcie nieschodziły 
się z okręgiem koła promienia OB; i 
niech będzie SMPQT piramida fore
mna maiąca tenże wielokąt za podsta
wę a wierzchołek w punkcie S. Po
wierzchnia tróykąta SMP iednego ze 
składaiących powierzchnią boczną pi
ramidy , równa iest iego podstawie 
MP pomnożoney przez połowę wy
sokości SA, która iest 'zarazem kra
wędzią ostrokręgu danego; a ponieważ 
ta wysokość iest wspólna wszystkim 
tróykątom SPQ, SQR i t. d. wypada 
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ztąd, że powierzchnia boczna piramidy 
równa iest obwodowi idy podstawy 
MPQTM pomnożonemu przez f SA. 
Aże obwód MPQTM iest większy od 
okręgu AO, więc i powierzchnia bo
czna piramidy iest większa od iloczy
nu okręgu AO X1 SA, a tem same'm 
większa od powierzchni boczney o- 
strokręgu, któryby miał ten sam wierz
chołek, a za podstawę koło zakre
ślone promieniem OB. Lecz przeci
wnie; powierzchnia boczna ostrokręgu 
iest większa od powierzchni boczney 
piramidy; bo przyłożywszy do siebie 
podstawami piramidę z piramidą ró- 
wna, ostrokręg z ostrokręgiem ró
wnym, powierzchnia dwóch ostrokrę- 
gów7, będzie ze wszystkich stron ota
czała powierzchnią dwóch piramid, a 
zatem pierwsza będzie większa od 
drugiey, a tern samem powierzchnia 
ostrokręgu iest większa od powierz
chni w nim zawartey piramidy. Po
nieważ ta sprzeczność pochodziła z 
naszego przypuszczenia, więc to przy-
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puszczenie uie może mieć mieysca; a 
te'm samem lód iloczyn z okręgu pod
stawy ostrokręgu, przez połowę iego 
krawędzi nie może oznaczać powierz
chni ostrokręgu większego.

Dowiedziemy 2re że ten iloczyn nie 
może oznaczać powierzchni ostrokrę- 
gu mnieyszego. Jakoż niech będzie 
BO promień podstawy ostrokręgu da
nego, i niech iloczyn okręgu BOX 1/2 SB, 
ieżeli to być może, znaczy powierz
chnią ostrokręgu maiącego wierzchołek 
w S a za podstawę koło promienia AO, 
mnieyszego od OB .

Odbywszy to samo wykreślenie co 
wyżey, powierzchnia piramidy SMPQT 
będzie zawsze równa iloczynowi z ob
wodu MQPT przez 1/2 SA. Aźe ob
wód MPQT iest mnieyszy od okręgu 
BO, i SA mnieysze od SB, więc dla 
tych dwóch przyczyn powierzchnia 
boczna piramidy iest mnieysza od ilo
czynu okręgu BOX 1/2 SB, który podług 
przypuszczenia oznacza powierzchnią 
ostrokręgu mającego za podstawę koło 

9 

www.rcin.org.pl



— 130 —

zatoczone promieniem AO.powierzchnia 
■więc piramidy byłaby mnieysza od po
wierzchni ostrokręgu wpisanego. Lecz 
przeciwnieiest większa: przyłożywszy 
bowiem do siebie podstawami piramidę 
z piramidą równą, ostrokrąg z ostro- 
kręgiem równym, powierzchnia dwóch 
piramid otoczy ze wszystkich stron 
powierzchnią dwóch ostrokręgów, a 
tem samem będzie większa. Więc 
2re być nie może, aby iloczyn z okrę
gu podstawyostrokręgu przez połowę 
iego krawędzi oznaczał powierzchnią 
ostrokręgu mnieyszego.

Powierzchnia zatem boczna ostro
kręgu iest równa iloczynowi z okrę
gu iego podstawy przez połowę kra
wędzi.

Uwaga. Niech będzie L krawędź o- 
strokręgu, R promień iego podstawy; 
okrąg tey podstawy będzie 2nR, a po
wierzchnia ostrokręgu będzie równa 
2nRf L czyli nRL.

60. Twierdz. 35. Powierzchnia boczna 
ostrokręgu ściętego ADEB fig. 48, iest
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równa iloczynowi z iego krawędzi 
-AD, przez połowę summy okręgów 
dwóch podstaw AB i DE.

Dowodź- Na płaszczyźnie SAB, prze- 
chodzącey przez oś SO poprowadźmy 
AF prostopadłą do SA, równą okrę
gowi podstawy dolne'y AB i połą
czywszy punkt S z punktem F, po
prowadźmy DH równoodległą od AF. 

Wtróykątach podobnych SAO, SDG 
iest: AO: DCzzSA.* SD; aźe i tróy- 
kąty SAF, SDH są także podobne, 
więc będzie AF: DII—SA: SD; ztąd 
AF: DHz=AO: DC; albo —okrąg 
AO: okręgu DC. Aze z wykreślenia 
AF—okręg: AO, więc DH— okręg: DC 
Powierzchnia tróykąta SAF równa 
AFX^SA, iest równa powierzchni o- 
strokręgu SAB, równey okręgowi AO 
X£ SA Dla podobneyźe przyczyny 
powierzchnia tróykąta SDH iest ró
wna powierzchni ostrokręgu SDE. 
Powierzchnia zatem ostrokręgu ścięte
go ADEB iest równa powierzchni tra- 
peza ADIIF; a źe tę ostatnią wyraża 

, 9"
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iloczyn

wiec powierz*

chnia ostrokręgu ściętego ADEB równa 
iest iego krawędziAD pomnożoney przez 

połowę summy okręgów dwóch iego podstaw. 
Wn. Przez punkt I środek, krawędzi

AD, poprowadziwszy IKL równood
ległą od AB, i IM równoodległą od 
AF; dowiedziemy iak wyżey że IM 
=okr. IK. Aże powierzchnia trape- 
za ADHF=ADXIM=ADX okr. IK; 
więc powiedzieć także można że po
wierzchnia ostrokręgu ściętego iest ró
wna iego krawędzi pomnożoney przez 
okrąg przecięcia od dwóch podstaw 
równooddalonego.

Uwaga. Gdy liniia AD, leżąca z iedney 
strony linii OC, i na tey samey pła
szczyznie obróci się całkowicie oko
ło linii OC, powierzchnia opisana przez 

AD będzie równa
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albo ADXokr. IK; gdyż liniie AO, DC, 
IK, są prostopadle spuszczone z koń
ców i ze środka linii AD na oś OC- 
Bo przedłużywszy AD i OC aż do 
ich wspólnego przecięcia się w S, po
wierzchnia opisana przez AD iest 
widocznie powierzchnia ostrokręgu 
ściętego, którego podstawami są koła 
promieni AO i DC; cały zaś ostrokrąg 
ma wierzchołek w S, powierzchnia 
więc się ta równa powyższemu iloczy
nowi. Iloczyn ten wyraża zawsze tęż 
powierzchnią, chociażby punkt D 
przypadł w punkcie S, zkądby pow
stał cały ostrokrąg chociażby liniia AD 
była równoodległa od osi, zkądby po
wstał walec. W pierwszym przypad
ku DC byłoby zero, w drugim DC 
byłoby równe AO i IK.

O Kuli.

61. I. Kula, iest to bryła ograniczona 
powierzchnią krzywą, którey wszy
stkie punkta są równooddalone od 
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puuktu wewnątrz będącego zwanego 
środkiem.

Wystawić sobie można źe kula po
wstaie z óbrotu półkola DAE fig. 49 
około średnicy DE; gdyż wszystkie 
punkta powierzchni, którą w tym o- 
brocie opisnie pół-okrąg DAE, będą 
równooddalone od środka C.

II. Promień kuli iest to liniia pro
sta poprowadzona ze środka do któ
regokolwiek punktu powierzchni; 
średnica albo oś iest liniia przecho
dząca przez środek, kończąca się z ie- 
dney i drugiey strony na powierzchni. 
Wszystkie promienie kuli są równe ; 
wszystkie także średnice są równe i ka
żda równa iest dwom promieniom.

III. Wkrótce dowiedziemy, że prze
cięcie kuli płaszczyzną iest kołem; ko
ło wielkie iestto przecięcie przecho
dzące przez środek kuli; kolo zaś ma
łe iest przecięcie przez tenże środek 
nieprzechodzące.

IV. Płaszczyzna iest styczna 
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do kuli, gdy ma tylko ieden punkt wspól
ny z iey powierchnią.

V. Biegun kola do kuli należące
go iest punkt na powierzchni kuli 
równooddalony od wszystkich pun
któw okręgu tegoż koła. Poźniey oka- 
żemy, że każde koło wielkie czy ma
łe ma zawsze dwa bieguny.

VI. Tróykąt kulisty iest część po
wierzchni kuli, zawarta między trze
ma lukami kół wielkich. Łuki te na- 
zywaią się bokami tróykąta, i uważa
ją się zawsze za mnieysze jod pół-o- 
kręgu. Kąty zawarte między pła
szczyznami tych łuków są kątami tróy
kąta.

VII. Tróykąt kulisty nazywa się 
prostokątnym, równoramiennym, ró
wnobocznym w tych samych przy
padkach, co tróykąt prostokreślny.

VIII. Wielokąt kulisty, iest część 
powierzchni kuli zawarta między lu
kami wielu kół wielkich.

IX. Taśma iest częśc powierzchni 
kuli zawarta między dwoma pół-o- 
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kręgami kol wielkich przecinaiącymi 
się na wspólney średnicy.

X. Piramida kulista iest część 
bryłowatości kuli zawarta miedzy pła
szczyznami kąta bryłowego maiącego 
wierzchołek w środku kuli. Podsta
wą tey piramidy iest wielokąt kulisjy, 
temiź płaszczyznami w yznaczony.

XL Pas kulisty, iest część powie
rzchni kuli zawarta między dwiema 
płaszczyznami równoodległemi, które 
są ie'y podstawami, Gdy iedna z ty ch 
płaszczyzn iest styczna do kuli, pas 
ma tylko iednę podstawę.

XII. Odcinek kulisty, iest część 
bryłowatościkulizawarta między dwie
ma płaszczyznami rownoodległemi, 
które są iey podstawami. Gdy iedna 
l tych płaszczyzn iest styczna do ku
li, odcinek kulisty, ma tylko iednę pod-, 
Stawę.

XIII. Wysokością pasa, lub odU 
cinka iest odległość dwóch płaszczyzn 
równoodległych będących podstawami 
pasa lub odcinka.
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XIV. Gdy półkule, DAE obrotem 
swoim około średnicy DE opisuie ku
lę, każdy wycinek koła np. DCF lub 
FCG, opisuie bryłę zwaną wycinkiem 
kulistym.

62. Twierdz. 36. Pazecięcie kuli pła
szczyzną iest kołem.

Dowodź. Niech będzie AMB fig. 50 
przecięcie płaszczyzną kuli którey śro
dek iest C. Z punktu C wyprowadź
my prostopadłą CO do płaszczyzny 
AMB, i poprowadźmy liniie CM, CM', 
do różnych punktów liniie krzywóy 
AMB.

Pochyłe CM, CM', CB są równe, 
iako promienie kuli, więc są równo- 
oddalone od prostopadłey CO; wszy
stkie zatóm liniie OM, OM', OB. są 
sobie także równe; a tern samem prze
cięcie AMB, iest kołem, którego śród-- 
kiemiest punkt O.

fVn. 1. Gdy przecięcie przechodzi przez 
środek kuli, promieniem iego będzie 
promień kuli, wszystkie zatem koła 
wielkie są sobie równe.
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się zaw-ze na dwie JÓwne części; 
gdyż ich wspólne przecięcie przecho
dząc przez środek, iest średnicą.

3ci. Każde koło wielkie dzieli 
kulę i iey powierzchnią na dwie ró
wne części; bo gdy po oddzieleniu od 
siebie dwóch półkul damy im takie 
położenie, aby obróciwszy’ w iednę 
stronę ich wypukłość, miały wspólną 
podstawę^ dwie powierzchnie przy
staną do siebie tak, iż iedne punkta 
nie będą bliższe środka iak drugie.

4ty. -Środek koła małego i środek 
kuli są zawsze na iedney linii pro- 
stopadley do płaszczyzny tegoż koła.

5£y. Koła małe są tem mnieysze , 
im bardziey są oddalone od środka 
kuli; gdyż im większa iest odległość 
CO, tym mnieysza iest cięciwa AB> 
średnica koła małego AMB.

6ty. Przez dwa punkta dane na 
powierzchni kuli może zawsze prze
chodzić łuk koła wielkiego, gdyż dwa 
dane punkta i środek kuli są trzema 
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punktami wyznaczaiącemi położenie 
płaszczyzny. Gdyby iednak dwa da
ne punkta leżały na końcach iedney 
średniey, wtenczas dwa punkta i 
środek kuli byłyby na iedney linii 
prostey, a tein samem możnaby nie
ograniczona liczbę kół wielkich przez 
takie dwa punkta poprowadzić.

63. Twierdz- 37. W każdym troykącie 
kulistym ABC fig. 5l summa dwóch 
boków iestwiększa od trzeciego.

Dowodź. Niech będzie O środek kuli, 
i promienie OA, OB, OC; wystawmy 
sobie płaszczyzny jCAB, AOC, COB, 
te złożą przy punkcie O kąt tróyścien- 
ny, a miarami kątów AOB, AOC, BOG 
będą boki AB, AC, BC, tróykąta ku
listego. Aże summa dwóch kątów 
płaskich w kącie tróyściennym iest 
większa od trzeciego, więc też summa 
dwóch boków w tróykącie ABC, iest 
większa od trzeciego.

64. Twierdz. 38. Naykrótszą odległością 
dwóch puuktów na powierzchni kuli 
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iest luk koła wielkiego teź punkta łą
czący.

Dowodz. Niech będzie ANB fig. 52 łuk 
koła wielkiego łączący punkta A i B, 
i niech będzie, ieżeli to być może, M 
punkt należący do linii naykrotszey 
między punktami A i B. Przez punkt 
M poprowadźmy luki kół wielkich 
MA, i MB , i weźmy BN=MB. Po
dług twierdzenia poprzedzającego AM 
+ MB>ANB, odiąwszy z obu stron 
BN=BM, będzie AM>AN. Lecz od
ległość od B do M, czy to nią iest łuk 
BM, czy też iakakolwiek inna liniia , 
iest równa odległości punktów B i N; 
obracaiąc albowiem płaszczyznę ko
ła wielkiego BM, około średnicy prze
chodzącey przez punkt B, można ie'y 
takie nadać położenie, że punkt M przy- 
padnie na punkt N, a wtedy liniia 
naykrótsza od M do B, przystanie do 
linii naykrotszey od N do B; a tak 
dwie odległości od A do B, z których 
iedna przechodzi przez punkt M, dru
ga przez punkt N, maią część równą
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od M do.B i od N do B. Pierwsza 
odległość iest z przypuszczenia nay- 
krótsza a zatem odległości od A do 
M iest krótsza od odległości od A do 
N, co być nie może , bo łuk AM iest 
większy od AN; więc żaden punkt 
linii naykrótszćy od A do B, nie mo
że się znaydować za lukiem AB; luk 
więc ten iest naykrótszą liniią między 
temi dwoma punktami.

65. Twierdz. 39. Obwód tróykąta ku
listego iest mnieyszy od okręgu koła 
wielkiego.

Dowodź. Niech będzie tróykąt kulisty 
ABC fig. 53, przedłużmy boki AB i 
AC do przecięcia się w D: Łuki ABD 
i ACD, będą poł-okręgami, bo dwa 
koła wielkie przecinała się zawsze na 
dwie równe części; lecz w tróykącie 
BCD; BC<BD4~CD, dofobu stron tey 
nierówności dodaymy AB-|-AC bę
dzie AB+ AC+BC<ABD4-ACD, to 
iest mnieysze od okręgu koła wiel
kiego.

66. Twierdz. 40, Obwód wielokąta ku-
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lisiego, iest mnieyszy od okręgu koła 
■wielkiego.

Dowodź. Niech będzie np. pięciokąt 
kulisty ABCDE fig. 55. przedłużmy 
boki AB i DC, do przecięcia się w F: 
ponieważ BC iestinniey^ze od BF-f- CF, 
więc obwód pięciokąta ABCDE iest 
mnieyszy od obwodu czworokąta 
AEDF. Przedłużmy znowu boki AE 
i FD do przecięcia się w punkcie G, 
będzie ED<EG-|-GD; więc obwód 
czworokąta iest mnieyszy od obwodu 
tróykąta AFG; a źe ten ostatni iest 
mnieyszy od okręgu koła wielkiego, 
więc tein bardziey obwód pięciokąta 
ABCDE, iest mnieyszy od tegoż o- 
kręgu,

67. Twierdz. ?4L Poprowadziwszy śre
dnicę DE fig. 49 prostopadłą do pła

szczyzny kola wielkiego AMB, końce 
D i E teyże średnicy będą bieguna
mi koła AMB, i wszystkich kół ma
łych iak FNG od niego równoodle
głych.

Dowodź, Je. Ponieważ liniia DC iest
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prostopadła do płaszczyzny AMB, 
■wiec iest także prostopadła do wszy
stkich liniy ,CA, CM, CB i t, d., po
prowadzonych przez ićy spodek -na 
teyże płaszczyźnie; każdy zatem z łu
ków DA, DM, DB, iest f okręgu. Toź 
samo rozumieć należy o łukaeh EA , 
EM, EB i t. d., a tern samem punkta 
D i E iako równooddalone od wszy
stkich punktów okręgu AMB są iego 
biegunami.

2re. Promień DC iako prostopa
dły do płaszczyzny AMB, iest także 
prostopadły do płaszczyzny FNG ró
wnoodległej od pierwszey a tern sa- 
mćm przechodzi przez środek O koła 
FNG; poprowadziwszy więc pochyłe 
DF, DN, DG, te iako równooddalo
ne od prostopadłej DO będą równe, 
a skoro cięciwy są równe, więc i łu- 
ki DF, DIN, DG i t. d. muszą także 
być równe; punkt zatem D iest bie
gunem koła małego FNG, i dla tej 
samey przyczyny punkt E iest iego 
drugim biegunem.
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Wn. I. Każdy luk DM poprowadzony 
z punktu wziętego na okręgu koła wiel
kiego AMB do iego bieguna iest - 
okręgu i czyni z lukiem AM kąt pro
sty. Ponieważ liniia DC iest prosto
padła do płaszczyzny AMC, więc ka
żda płaszczyzna DMC przez nią prze
chodząca iest prostopadła do płaszczy
zny AMC, a zate'm kąt zawarty mię
dzy te mi dwiema płaszczyznami, czyli 
kąt AMD iest prosty.

2re. Aby znaleść biegun łuku AM, 
potrzeba poprowadzić łuk nieograni
czony DM prostopadły do AM i na 
nim wziąć MD—| okręgu, a punkt D, 
będzie iednym z biegunów łuku AM; 
albo raczey z dwóch punktów AiM 
wyprowadzić należy łuki AD i MD 
prostopadłe do łuku a AM» punkt D, 
w którym się te łuki przetną, będzie 
biegunem stukanym.

Uwaga. Własności biegunów podaią 
sposób kreślenia na powierzchni kuli 
łuków koła z tą samą łatwością co na 
powierzchni płaskiej. Widzimy np«
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że obracaiąc luk DF około punktu 
D, punkt F opisze koło małe FNG; 
a obracając J okręgu DFA około pun
ktu D, punkt A zakreśli łuk koła wiek 
kiego AM.

Gdy potrzeba przedłużyć łuk AM, 
lub gdy dane są dwa punkta A i M, 
przez które łuk ten ma przechodzić, 
wyznaczymy naprzód biegun D przez 
przecięcie się dwóch łuków zakreślo
nych z punktów A i M iako środków 
odległością równą f okręgu; a zna
lazłszy biegun D zakreślmy z punktu 
D iako środka tąż samą odległością 
łuk AM, i iego przedłużenie.

Nakoniec gdy potrzeba z punktu P 
spuścić łuk prostopadły na AM, prze
dłużymy AM do S tak aby odległość 
PS była równa J okręgu a potem z 
bieguna S, tą samą odległością zakre
ślimy łuk PM, a ten będzie łukiem 
prostopadłym szukanym.

68. Twierdz* 4-2. Płaszczyzna prostopa
dła do końca promienia, iest styczną 
do kuli fig. 54.
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Dowodź. Niech będzie FAG płaszczy
zna prostopadła do końca promienia 
O A; wziąwszy na niey punkt M po
łączmy go z punktem O i A liniami 
OM i AM; kąt OAM będzie prosty, a 
tern samem odległość OM będzie 
większa od OA. Punkt więc M iest 
za kulą; aźe toż samo powiedzieć mo
żna o każdym innym punkcie pła
szczyzny FAG, więc płaszczyzna ta ma
jąc tylko jeden punkt wspólny z po
wierzchnią kuli, iest do niey styczną.

Uwaga, można podobnież dowieść, że 
dwie kule maią tylko ieden punkt wspól
ny, a tern samem są do siebie styczne , 
gdy odległość ich środka iest równa 
summie lub różnicy promieni, i że 
w tenczas ich środki i punkt dotknię
cia leżą na iedne'y linii prostey.

69. Twierdz. 43. Gdy z wierzchołków 
A, B, C, troykąta ABC fig- 56 lako 
biegunów zakreślimy łuki EF, FD, 
DE; wierzchołki D, E, F, troykąta 
z tych łuków złożonego będą nawzaiem 
biegunami boków BC, AC, AB.
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Dowodź. Ponieważ punkt A iest bie
gunem luku EF, wiec odległość AE 
iest f okręgu; punkt C iest biegunem 
łuku DE, więc odległość CE, iest tak
że - okręgu; a zatem punkt E, iako 
oddalony o* ~ okręgu od każdego z 
punktów A i C iest biegunem łuku 
AC. Podobnież dowiedziemy że punkt 
D iest biegunem łuku BC, a punkt F 
biegunem łuku AB. Dla tey przyczy
ny troykąty ABC i DEF nazywaią się 
polarne.

70. Ttvierd; 44. Miarą kąta w tróyką- 
cie kulistym iest różnica między pół- z 
okręgiem a bokiem odpowiadaiącym 
tróykąta polarnego fig ta sama.

Dowodź. Przedłużmy, ieżeli tego po
trzeba, boki AB i AC do przecięcia 
boku EF w punktach Ci H, ponie
waż punkt A iest biegunem łuku GH> 
więc miarą kąta A będzie łuk GH. 
Aże łuk EH iest okręgu, bo punkt 
E iest biegunem łuku AH, a punkt F 
biegunem łuku AG; więc EH -j- GF 
znaczy pół-okregu. Ponieważ zaś EH 

10-
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' « -}-GF Znaczy to samo co EF-f- GH,
luk zatem Gil będący miarą kąta A, 
iest równy * okręgu mniey bokiem 
EF; podobnież miarą kąta B iest 
£okr.—DF, kąta C, | okr.—DE.

71* Twierdz. 45. W tróykącie kulistym 
summa trzech kątów iest mnieysza od 
sześciu, a większa od dwóch kątów 
prostych.

Dowodź. Iod każdy kąt trójkąta ku
listego, iest mniejszy od dwóch kątów 
prostych, (70) więc summa trzech ką
tów iest mniejsza od sześciu kątów pro
stych.

2re. Miarą każdego kąta trójkąta 
kulistego iest | okręgu mniey bokiem 
odpowiadaiącym trójkąta polarnego, 
więc miarą wszystkich trzech kątów 
są trzy’ pół-okręgi mniey summą trzech 
boków trójkąta polarnego, aże ta o- 
statnia iest lnnieysza od iednego okrę
gu, odiąwszy ią zatem od trzech 
pół-okręgów, reszta będzie więk
sza od iednego pół-okręgu który iest 
miarą dwóch kątów prostjchj więc 2re 
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summa trzech katów troykąta kuliste
go iest większa od dwóch kątów pro
stych.

Wn. I. Summa kątów w troykącie ku
listym ni’e iest stała iak w troykącie 
prostokrcślnym: zmienia się ona od 
dwóch do sześciu kątów prostych , 
nie mogąc nigdy dosięgnąć ani iednćy , 
ani drngiey granicy; przeto z dwóch 
kątów nie można wiedzieć trzeciego* 

Wn. 2gi. Tróykąt kulisty, może mieć 
dw«, albo trzy kąty proste, dwa &lbo 
trzy kąty roztwarte. Tróykąt kulisty 
ABC fig. 57 nazywa się dwu-prosto- 
kątny, gdy dwa kąty B i C są proste, 
wtedy wierzchołek A iest biegunem 
podstawy BC; a każdy z boków AB, 
i AC iest -• okręgu. Gdy prócz tego 
i kąt A iest prosty, tróykąt ABC , iest 
trzy*prost'okąt.ny, wszystkie iego kąty 
są proste, a każdy z boków iest ró
wny * okręgu. Powierzchnia kuli 
składa się z ośmiu troykątó w trzy-pro- 
stokątnych.

72. Twierdz. 46. Niech będą AB, BC,
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CD fig. 58 następne boki wielokąta 
foremnego , O iego środek, a Ol pro
mień koła wpisanego; przypuściwszy 
że część wielokąta ABCD leżąca z ie- 
dućy strony średnicy FG, obraca się 
około teyże średnicy, powierzchnia 
którą w tyin obrocie zakreśla część wie
lokąta ABCD, równa iest MQX°kr. Ol; 
gdzie ’MQ iest wysokością tey po
wierzchni, czyli częścią osi zawartą 
między prostopadłemi AM, DQ.

Dowodź. Ponieważ punkt I, iest środ
kiem boku ABf a IK prostopadłą spu
szczoną z punktu I do osi, więc po
wierzchnia opisana bokiem AB 'bę
dzie równa ARX°kr. 11\ (60) popro
wadziwszy AX równoodległą od osi, 
troykąty ABX, OIK są podobne, bo 
ich boki są do siebie prostopadłe, to 
iest Ol do AB, IK do AX i OK do 
BX; a zatem: AB: AXalbo MNzzzOI: IK 
albo ~okr. Ol: okr. IK. Ztąd AB 
Xokr IKzzzMNX°kr.OLZtąd widzimy 
że powierzchnia opisana bokiem AB 
równa iest swey wysokości MN po- 
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mnożney przez okrąg koła wpisane
go. Podobnież powierzchnia opisana 
obrotem boku BC=NPxokr. OI po
wierzchnia opisana obrotem CD=PQ 
X okr. OI. A zatem powierzchnia o
pisana obrotem części wielokąta ABCD 
równa iest (MN+NP+PQ) okr. OI, 
czyli MQX okr. OI; to iest, swey wy
sokości przez okrąg koła w wielokąt 
wpisanego. 

Wn. Gdy wielokąt ma parzystą liczbę 
boków, a FG, przechodzi przez dwa 
wierzchołki przeciwne F i G, cała po
wierzchnia utworzona przez obrot po
łowy wielokąta FAG, równa iest swey 
osi FG przez okrąg koła w tenże wie- 
lokat wpisanego. Oś FG będzie razem 
średnicą koła opisanego.

73. Twierdz. 47. Powierzchnia kuli ró- 
wna się iloczynowi z iey średnicy przez 
okrąg koła wielkiego.

Dowodz, Naprzód iloczyn z średnicy 
kuli przez okrąg iey koła wielkiego 
nie może znaczyć powierzchni kuli 
większey. Bo daymy na to, ieżeli być 
może, że AB X okr. AC fig. 59. znaczy 
powierzchnią kuli promienia CD, 
Na kole promienia CA opiszmy wie
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lokat foremny n parzystey liczbie bo
ków, tak aby obwod iego nieschodził 
się w żadnym punkcie z okręgiem ko
ła promienia CD; niech, będą M i S 
dwa przeciwne wierzchołki tego wie
lokąta. Powierzchnia utworzona obro
tem połowy wielokąta MPS około śre
dnicy MS będzie równa MS X okr. AC 
aże MS iest większe od AB, więc po
wierzchnia utworzona obrotem wielo
kąta iest większa od iloczynu ABX°kr. 
AC, a tćm samem większa od powierz- 

*chni kuli promienia CD. Przeciwnie 
zaś powierzchnia kuli, iako otaczaiąca 
ze wszystkich stron powierzchnią u- 
tworzoną przez obrot wielokąta iest od 
niey większa. Więc \mo iloczyn 
ze średnicy kuli przez okr^g iey koła 
wielkiego nie może znaczyć powierz
chni kuli większey.

2re. Tenże sam iloczyn nie może 
znaczyć powierzchni kuli mnieyszey . 
Albowiem niech będzie ieżeli to być 
może DEX okr.CD powierzchnia ku
li promienia CA. Odbywszy to samo

M \ ;
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wykreślenie co w pierwszym przypad
ku, powierzchnia bryły utworzoney o- 
brotem wielokąta będzie równa ilo
czynowi MSX okr. AC. Lecz źe MS 
iest mnieysze od DE, i okr. AC mniey- 
szy od ,okr. CD; więc dla tych dwóch 
przyczyn powierzchnia bryły utwo
rzoney obrotem wielokąta byłaby 
mnieysza od iloczynu DE X°kr. CD, a 
tem samem mnieysza od powierzchni 
kuli promienia AC. Gdy przeciwnie 
powierzchnia utworzona obrotem wie
lokąta iako otaczająca kulę promieniem 
AC iest większa od iey powierzchni, 
więc 2re iloczyn ze średnicy kuli przez 
okrąg ie'y koła wielkiego nie może 
znaczyć powierzchni kuli mnieyszey.

Powierzchnia zatem kuli iest równa 
iloczynowi te średnicy przez okrąg iey 
koła wielkiego.

Uwaga. Niech będzie R promień kuli, 
okrąg iey koła wielkiego będzie 2* R, 
a kuli powierzchnia 4*Ra

PJ^n. Powierzchnia koła wielkiego iest 
równa iloczynowi^ iegu okręgu przez 
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połowę promienia czyli 1/4 średnicy; 
więc powierzchnia kuli iest czte
ry razy większa od powierzchni koła 
wielkiego.'

74. Twierdz. 48. Powierzchnia pasa ku
listego równa iest iloczynowi z iego, 
wysokości przez okrąg koła wielkiego.

Dowodz. Niech będzie EF fig. 60 łuk 
iakikolwiek większy, lub mnieyszy od 
7 okręgu, iFG prostopadła spuszczo
na na promień EC, dowiedziemy że 
pas o iedney podstawie utworzony o- 
brotem luku EF około EC będzie ró
wny iloczynowi EGX°^r’ EC.

Przypuśćmy - naprzód że pas ten 
równy iest iloczynowimnieyszemu, np 
EGX okr. CA. Włuk EF wpiszmy 
część wielokąta foremnego EMNOPF . 
tak abys iego boki nieschodziły się z 
okręgiem koła zakreślonego promie
niem CA, i spuśćmy CI prostopadłą’do 
EM; powierzchnia utworzona obrotom 
wielokąta EMF około EC będzie ró
wna iloczynowi EGXokr. CI. Aźe 
iloczyn ten iest ^większy od iloczynu
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EG X °kr* AC; który podług przypu
szczenia oznacza powierzchnią pasa 
utworzonego lukiem EF; więc powierz
chnia utworzona obrotem wielokąta 
EMNOPF byłaby większa od po
wierzchni utworzoney obrotem luku 
EF, na tymże, wielokącie opisanego, 
co być nie może, bo ta ostatnia iako 
otaczaiąca pierwszą iest od drugiey 
większa. Więc lwsza powierzchnia pa
sa kulistego nie może być mnieysza 
od iloczynu z iego wysokości przez o- 
krąg koła wielkiego.

Dowiedziemy 2re ze tenże pas nie 
może być równy iloczynowi większe
mu od iloczynu ze swey wysokości 
przez okrąg koła wielkiego. Daymy 
bowiem że idzie o pas opisany obro
tem luku AB około AC, i niech bę
dzie ieźeli być może pas AB > AD 
Xokr. AC. Cała powierzchnia kuli 
składa się z dwóch pasów AB i BH, 
i iest równa AHXokr, AC; gdyby więc 
był pas AB>ADXokr, AC musiałby ' 
być pas BII<DHXokr, AC, coby by-
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ło przeciwne pierwszey części dowo
dzenia. Więc 2re pas nie może być 
równy iloczynowi większemu od ilo
czynu ze swey wysokości przez okrąg 
koła wielkiego; a tem samem każdy 
pas kulisty iest równy iloczynowi ze /
swey wysokości przez okrąg koła wiel- 
kiego.

Uważaymy teraz pas iakikolwiek o 
dwóch podstawach, opisany obrotem 
luku FH, fig.49 około średnicy DE ; 
z punktu F i H spuśćmy na średnicę 
prostopadłe FO, HQ. Pas opisany o- 
brotem łuku FH iest różnicą dwóch 
pasów opisanych obrotem łuków DII, 
DF, z tych pierwszy równy iest DQ 
Xokr.CD, drugi DOXokr. CD; więc 
pas opijany obrotem łuku FH równa 
się (DQ—DO) okr. CD, czyli OQ 
+okr. CD.

Każdy zatem pas kulisty o dwóch 
podstawach iest równy iloczynowi ze 
swey wysokości przez okrąg koła wiel
kiego.

Wn: Dwa pasy iedney kuli, lub dwóch
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kul równych są do siebie w stosun
ku wysokości; pas zaś iest do powierz
chni kuli, iak iego wysokość do śre
dnicy.

75. Twierdz. 49. Taśma AMBNA fig. 61 
tak się ma do powierzchni kuli iak 
kąt MAN;do czterech kątów prostych, 
lub iak łuk MN będący miarą tego ką
ta do okręgu.

Dowodz. Uważaymy naprzód przypa
dek w którym łuk MN. iest spółmier- 
ny z okręgiem koła, i daymy że łuk 
MN iest do okręgu koła MNPQ np. 
iak 5 do 48. Podzielmy okręg MNPQ 
na 48 części, łuk MN będzie zamy
kał 5 takich części; a połączywszy 
punkta podziału z biegunem A, otrzy
mamy 48 troykątów równych sobie 
na półkuli AMPNQ, cała więc po
wierzchnia kuli będzie zamykała 96 
takich troykątów cząstkowych, iakich 
taśma AMBNA 10, taśma więc iest do 
powierzchni kuli, iak 10 do 96, albo 
5 do 48, to iest iak łuk MN do okrę
gu.
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Gdyby łuk MN nie był spółmier- 
ny z okręgiem,' dowiedlibyśmy sposo
bem pospolicie w takim przypadku 
używanym, że zawsze taśma iest do 
powierzchni kuli iak łuk MN do o okręgu. 

Wn: Powierzchnia kuli równa iest ilo
czynowi z okręgu koła wielkiego przez 
średnicę; więc po wierzchnia taśmy ró
wna iest iloczynowi z łuku będącego 
miarą iey kąta przez średnicę.

76. Twierdz. 50. Jeżeli tróykąt BAC i 
prostokąt BCEF, fig. 62 maiące iednę 
podstawy i wysokość obracaią się ra
zem około wspólney podstawy BC; 
bryła utworzona obrotem troykąta 
będzie trzecią częścią walca utworzo
nego obrotem prostokąta.

Dowodź. Spuściwszy do osi prostopa
dłą AD, ostrokrąg utworzony obro
tem tróykąta ABD, iest f walca utwo
rzonego obrotem prostokąta AFBD, 
podobnież ostrokrąg utworzony obro
tem tróykąta ADC iest J walca utwo
rzonego obrotem prostokąta ADCE; więc 
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summa tych dwóch ostrokręgów czyli 
bryła utworzona obrotem tróykąta 
ABC iest f summy dwóch walców, 
czyli walca utworzonego obrotem pro
stokąta BCEF.

Gdy prostopadła AD przypada za 
troykątem fig, 63, wtenczas bryła u- 
tw.orzona przez ABC, będzie różnicą 
dwóch ostrokręgów opisanych przez 
ABD iACD; lecz też i walec utwo
rzony przez BCEF będzie różnicą 
walców utworzonych przez AFBD i 
AECD. Więc bryła utworzona obro
tem tróykąta będzie zawsze f walca 
utworzonego obrotem prostokąta ma- 
iącego tę sarnę podstawę i wysokość.

Uwaga, Powierzchnia koła promienia 
AD iest 7IX^^2 j więc walec utwo
rzony obrotem prostokąta BCEF bę
dzie 71 a bryła utworzona
obrotemtróykąta ACBbędzief n XADa 
XBC.

77. Zagadn, Znaleść bryłę utworzoną 
obrotem tróykąta ABC fig. 64. około 
linii CD poprowadzonej w iakim^ 
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kolwiek kierunkn za troykątem przez 
iego wierzchołek Q.

Rozw. Bok AB przedłużmy do prze
cięcia osi CD w punkcie D, i z pun
któw A i B spuśćmy do osi prostopa 
dłe AM i BN. Bryła utworzona obrotem 

 tróykąta CAD równa iest iloczy
nowi : bryła utworzo
na tróykątem CBD rowna iest 1/3 π  XBN2 
XCD; więc różnica tych brył czyli 
bryła utworzona trójkątem ABC bę
dzie równa ⅓(AM2— BN2) CD. Wy
rażeniu temu można dać inną postać. 
Z punktu I środka boku AB, popro
wadźmy IK prostopadłą do CD, a 
przez punkt B poprowadźmy BO ró
wnoodległą od CD, będzie : AM+ BN 
=2IK; a AM—BN=AO; więc (AM 
+BN) (AM—BN) czyli AM2 — BN2 
=2IK X AO. Bryłę zatem o którey 
mowa wyraża iloczyn 2/3 X IK X AO 
XCD. Lecz spuściwszy CP prostopadłą 
do AB, troykąty ABO i DCP będą 
podobne, a zatem: AO: CP=AB: CD, 
ztąd AOXCD=CPXAB; aże CPXAB
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iest to dwa razy wzięta powierzchnia 
tróykąta ABC, więc A0XCD=2ABC;' 
a tem samem bryła utworzona obro
tem tróykata ABC iest także równa 
4/3π x ABC x IK, czyli co toż samo zna- 
czy ABC X 2/3 okr. IK,gdyż okr.IK=2πIK.

Bryła więc utworzona obrotem 
tróykata ABC, równa iest iloczynowi 
z powierzchni tegoż troykąta przez 2/3 
okręgu zakreślonego punktem I, który 
iest środkiem iego podstawy*.

Wn. Gdy bok AC=zCB fig. 65 liniia CI 
będzie prostopadła do AB, powierzchnia 
tróykąta ABC będzie ABX1/2CI a bry
łowatość 4/3πXABCXIK zamieni się na 
2/3πXABXIKXCI. Aże tróykąty ABO, 
CIK są podobne i daią proporcyą AB: 

• BO albo MN=CI: IK, więc ABXIK 
=MNXCI; bryła zatem utworzona o- 
brotem tróykąta równoramiennego ABC 
równa iest 2/3πXMNXCI2

Uwaga. Lubo ogólne rozwiązanie zda- 
ie się przypuszczać, że liniia AB prze
dłużona przecina oś; wypadki iednak 
równie prawdziwe byłyby, chociażby
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liniia AB była równoodległa od osi, 
iak się o tem łatwo przekonać uwa- 
żaiąc że walec opisany prostokątem 
AMNB fig. 66 iest równy πAM2 
XMN;ostrokrąg utworzony przez ACM 
=⅓πAM2XCM. a ostrokrąg utworzony 
przez BCN=⅓AM2X CN. Doda
wszy do siebie dwie pierwsze bryły, 
i od ich summy odiąwszy trzecią, o- 
trzymamy bryłę utworzoną obrotem 
tróykąta ABC=π AM2 (MN + ⅓ CM 
—⅓CN), aże CN — CM=MN, wyra
żenie więc to przywodzi się do πAM2 
X2/3MN czyli 2/3 CP2 MN, co się zupełnie 
zgadza z wypadkami wyźey otrzyma
nemu

78, Twierdz. 51. Niech będą AB , BC, 
CD fig. 58 następne boki wielokąta 
foremnego, O iego środek, a OI pro
mień kola w tenże wielokąt wpisane
go; wystawiwszy sobie że wycinek 
wielokątny AOCD, leżący z iedney 
strony średnicy FG, obraca się około 
teyże średnicy, bryła tym sposobem 
utworzona będzie równa iloczynowi
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 MQ iest część osi zawar
ta między prostopadłemi AM i DQ 

Dowodz. Ponieważ wielokąt iest fore
mny, więc wszystkie trójkąty AOB 
BOC, i t. d. są równoramienne i ró
wne. Podług zaś wniosku poprze
dzaiącego, bryła utworzona obrotem" 
tróykąta równoramiennego AOB, iest 
równa Bryła utworzona
obrotem troykąta BOC iest równa 
2/30I2. NP, a bryła utworzona obrotem 
tróykąta COD=2/3πOIX PQ; więc 
summa tych brył, czyli cała bry
ła utworzona obrotem wycinka wielo- 
kątnego równa iest  

czyli 
79. Twierdz. 52. Wycinek kuli równy* 

iest iloczynowi z pasa który iest iego 
podstawą przez ⅓ promienia; a cała 
kula iloczynowi ze swey powierzchni 
przez ⅓ promienia.

Dowodz. Niech będzie ABC fig. 60 wy
cinek koła, który, obracaiąc się około 
AC, tworzy wycinek kuli; ponieważ 
pas utworzony obrotem łuku AB iest 
równy ADXokr. AC czyli 2* ACXAD, 
więc dowiedziemy że wycinek: kuli 

11.
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będzie równy iloczynowi z tego pasa 
przez ⅓AC czyli 2/3πAC*. AD. Jakoż 
1° daymy na to, ieżeli być może; że 
to wyrażenie 2/3πAC2. AD znaczy więk
szy wycinek kuli, np. wycinek utwo
rzony obrotem wycinka koła ECF 
podobnego wycinkowi ACB. W łuk 
EF wpiszmy część wielokąta foremne
go EMNF, któregoby boki nigdzie się 
nieschodziły z lukiem AB, i wystaw
my sobie, że wycinek wielokątny 
ENFC, obraca się około EC razem 
z wycinkiem koła ECF. Niech będzie 
CI promień koła wpisanego w wie
lokąt, i FG prostopadła do EC spu
szczona. Bryła utworzona w tym o- 
brocie przez wycinek wielokątny będzie 
równa ; aże CI iest większe 
od AC z wykreślenia, a EG większe 
od AD, bo połączywszy AB i EF, 
w tróykątach EFG i ABD podobnych 
iest EG: AD=FG: BD=CF: CB, więc 
EG>AD. Z tych dwóch przyczyn 

 iest większe od 2/3πCA2. AD. 
Aże , pierwsze z nich oznacza bryłę 
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utworzoną obrotem wycinka wielo- 
kątnego, a drugie podług przypuszcze
nia wycinek kuli utworzony obrotem 
wycinka koła ECF, więc bryła utwo
rzona obrotem wycinka wielokątnego 
byłaby większa od wycinka kuli u- 
tworzonego obrotem wycinka koła 
Gdy przeciwnie bryła o którey mowa 
iest mnieysza od wycinka kuli, bo iest 
w nim zamknięta; przypuszczenie więc 
to utrzymać się nie może; a tak lód 
iloczyn z pasa będącego podstawą wy
cinka kuli przez ⅓ promienia, nie mo
że oznaczać większego wycinka kuli.

Dowiedziemy 2re, źe tenże sam ilo
czyn nie może ‘oznaczać mnieyszego 
wycinka kuli. Niech będzie albowiem 
wycinek koła CEF który swoim o- 
brotem tworzy dany wycinek kuli, i 
daymy, iezeli to być może że 2/3π CE2 EG 
oznacza mnieyszy wycinek kuli, np. 
wycinek utworzony obrotem wycin
ka koła ACB. Wykonawszy to samo 
co w poprzedzaiącym przypadku wy
kreślenie, bryła utworzona obrotem wy
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cinka wielokątnego będzie zawsze 
 EG, Lecz GI iest mnieysze od 

CE; więc ta bryła iest mnieysza od 
 co z przypuszczenia znaczy 

wycinek kuli utworzony obrotem wy
cinka ACB. Bryła zatem utworzona 
obrotem wycinka wielokątnego była
by mnieysza od wycinka kuli utwo
rzonego obrotem wycinka koła ACB; 
co byc nie może; bo ta bryła iako o- 
taczaiąca zewsząd wycinek kuli iest 
od niego większa. Więc 2re być nie 
może, aby iloczyn z pasa będącego pod
stawą wycinka kuli przez promie
nia był mnieyszy od tegoż wycinka. 
Ztąd wypada że wycinek kuli ró
wny iest iloczynowi z pasa który iest ie
go podstawą przez trzecią część pro
mienia.

Wycinek koła ACB może się po
większać, aż się zamieni pół-kole, 
a wtedy wycinkiem kuli utworzonym 
przez iego obrot iest cała kula; a tak 
bryłowatość kuli iest równa iey po
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wierzchni rozmnożoney przez trzecia 
cześć promienia.

Wn. Ponieważ powierzchnie dwóch 
kul, w stosunku kwadratów z pro
mieni, więc powierzchnie te pomno
żone przez promienie są iak sześcia
ny z tychże promieni; a tem samem-* 
bryłowatości dwóch kul są w stosun
ku, sześcianów z ich promieni, albo 
sześcianów z ich średnic.

Uwaga. Nazwiymy R promień kuli, 
iey powierzchnia będzie 4πR2, a bry
łowatość czyli 4/3R3. O
oznaczywszy przez S średnicę kuli, bę 
dzie R=1/2S, a R3=1/8S3, ztąd bryło
watość kuli można także wyrazić przez 

czyli 1/8 S3.
80. Twierdz. 53. Powierzchnia kuli tak 

się ma do całey powierzchni walca na 
niey opisanego, (uważając razem i ie
go podstawy) iak 2 do 3. Bryłowa
tości tych dwóch ciał są do siebie 
w tymże samym stosunku.

Dowodz. Niech będzie MNPQ fig. 67 
kolo wielkie kuli, ABCD kwadrat na 
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nim opisany; obracaiąc razem półkole 
 PMQ , i połowę kwadratu PADQ 

około średnicy PQ, pół — kole utworzy 
kulę, a połowa kwadratu walec na 
teyźe kuli opisany. Co do 1go wy
sokość AD walca iest równa średnicy 
PQ; podstawa zaś iego iest kołem 
wielkiem bo iey średnica AB iest ró
wna MN; powierzchnia zatem boczna 
walca iest równa iloczynowi z okrę
gu koła wielkiego przez iego średni
cę. Aże ten sam iloczyn oznacza tak
ie powierzchnią kuli, więc powierz
chnia kuli, iest równa powierzchni 
boczney walca na niey opisanego.

Lecz powierzchnia kuli równa się 
czterem kołom wielkim, więc i po
wierzchnia boczna walca na niey opisanego 

 iest także równa czterem ko
łom wielkim; dodawszy zaś do niey 
dwie podstawy, które znaczą dwa ko
ła wielkie, cała powierzchnia walca 
opisanego będzie równa sześciu kołom 
wielkim. Powierzchnia więc kuli jest do 
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całey powierzchni walca na niey opi
sanego, iak 4 do.6, czyli iak 2 do 3.

2re. Ponieważ podstawą walca opisanego 
 na kuli iest koło wielkie, a wyso
kością średnica, więc iego bryłowatość 
iest równa kołu wielkiemu pomnożo
nemu przez średnicę, bryłowatość zaś 
kuli iest równa czterem kołom wiel
kim pomnożonym przez ⅓ promienia 
czyli, co toż samo znaczy, iednemu 
kołu wielkiemu pomnożonemu przez 
4/3 promienia, czyli 2/3 średnicy; więc 
kula iest do walca na niey opisanego 
iak 2/3 do 3/3 czyli iak 2: 3; bryło
watości zatem tych dwóch ciał są do 
siebie w stosunku ich powierzchni.

Uwaga. Gdy sobie wystawimy wielo
ścian taki, że iego ściany są styczne do 
kuli, to iest wielościan opisany na ku
li, wielościan ten można będzie uwa
żać za złożony z piramid maiących za 
wspólny wierzchołek środek kuli, a 
za podstawy ściany wielościanu. Wspól
ną wysokością tych wszystkich pira
mid będzie promień kuli tak, iż każ
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da piramida będzie równa ścianie 
wielościanu, która iest iey podstawą 
pomnożoney przez promienia; cały 
zatem wielościan na kuli opisany bę
dzie równy swey powierzchni roz- 
mnożoney przez ⅓ promienia kuli wpi- 
saney.

Ztąd widzimy że bryłowatości wie- 
lościanów na kuli opisanych sa do 
siebie w stosunku swych powierz
chni.

81. Zagadn. Wyrachować bryłę utwo
rzona obrotem odcinka koła BMD lig. 
68. około średnicy za tym odcinkiem 
znayduiącey się.

Rozw. Spuśćmy na oś prostopadłe BE 
i DF, wyprowadźmy ze środka C, 
prostopadłą CI do cięciwy BD, i pro
mienie CB, i CD. Bryła utworzona 
obrotem wycinka. BCA=2/3πCB2. AE; 
bryła utworzona obrotem wycinka 
DCA=2/3πCB2, AF; więc różnica tych 
dwóch brył to iest bryła utworzona 
obrotem wycinka BCD=2/3πCB2 
(AF-AE)=2/3πCB2. EF. Aże bryła u
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tworzona obrotem tróykąta równora
miennego DCB=2/3πCI2 x EF; wiec bry
ła utworzona obrotem odcinka BMD 
=2/3πEF(CB2—CI2). W tróykącie 
prostokątnym CBI iest CB2—CI2 = BI2 
=1/4BD2 więc bryła utworzona obro
tem odcinka BMD=2/3πEF. 1/4BD2 czyli 
1/6BD2.EF.

Uwaga Bryła utworzona obrotem od
cinka BMD, iest do kuli, którey śre
dnicą iest, BD, iak 1/6πBD2.EF do 1/6πBD3, 
czyli iak EF: BD.

82 Twierdz. 54 Odcinek kuli zawarty 
między dwiema płaszczyznami równo- 
odległemi równa się połowie summy 
swych podstaw pomnożoney przez 
iego wysokość, więcey kulą którey taż 
wysokość iest średnicą.

Dowodz. Niech będą BE i DF fig 68 
promienie podstaw odcinka, EF iego 
wysokość, tak iż część koła BMDFE, 
obracaiąc się około osi EF, tworzy 
tenże odcinek kuli. Bryła utworzona 
obrotem odcinka koła BMD=1/6πBD2 
XEF, (81) ostrokręg ścięty utworzony 
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obrotem trapeza BDFE=⅓πEF (BE2 
+DF2+BE. DF); (58) więc odcinek 
kuli iako summa tych dwóch brył 

Poprowadziwszy BO ró
wnoodległą od EF będzie DO = DF 

ztąd DO2=DF2  2DF. BE 
+BE2 a tem samem BD1 — 

 Wa
żność te wstawiwszy za BD2, w wy
rażeniu na odcinek, i odbywszy re- 
dukcyą otrzymamy nastepuiące wy
rażenie bryłowatości odcinka 

 które można 
rozłożyć na dwie części, z tych Iwsza 

czyli

iest iloczynem

z połowy summy dwóch podstaw 
przez wysokość, 2ga  znaczy 
kulę którey EF iest średnicą.

Wn. Gdy iedna z podstaw iest zero, 
odcinek, o którym mowa, zamienia się 
na odcinek kuli o iedney podstawie; 
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odcinek więc kuli o iedney podstawie 
równa się połowie walca maiącego tę 
same podstawę i wysokość więcey ku
lą którey taż wysokość iest średnicą.

Uwaga. Nazwiymy P, Q podstawy od
cinka, W iego wysokość, bryłowatość 
tego odcinka będzie:

Gdy odcinek kuli ma tylko iednę pod
stawę P, bryłowatość iego będzie 2/1 PW

KONIEC.
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OMYŁKI DRUKU

Stron. Wiersz od  góry Zamiast Czytay.

5. 24 w na
11. 21. końca końców

1 2 4 ME AE
15. 2 przeciętą była przecięła
15. 22 poprowadzony poprowadzoney
16 9 liinia linije

19 16 pozostałe powstałe
22 1O równoległa równoodległa
22 15 ten sam ieden
22 22 punkt z punktu
22 2 4 luk łuk
23 20 przyyść przejść
3o 17 z punktu B P
31 3 TD PD TDPF
33. 23 24 pewności pewnością równości równością
4o 1. PO głoskach SC: dodać: na koniec z punktu S jako środ

ka promieniem SB' nakreślmy okręg, 
ten przetnie prostopadłą OCB'' w B" 
a połączywszy SB”, kąt CSB''it.d.

46 15 maiąc maią
49 23 wykreślić wystawić
51 19 trójkąty trapezy
53 25 P'NQ P'N'Q'
59 8 DAE BAE
64 2 równie i inne równe iak i inne
83 6 Ax AX
85 1O Ax AX

106 7 z wierzchołkiem z wierzchołka
112 12 to ich linije to linije

. 127 11 Na koło na kole
131 6 prostopadłą prostopadłą
153 13 promieniem promiena
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