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V o r r e d e .

D as vorliegende Werk ist eine Bearbeitung des „A T r e a t ise 
on Coni c  S e c t i o n s .  By the Rev. George  S a l m o n ,  A. M., Fellow 
and Tutor, Trinity College, Dublin.“, welches im Jahre 1848 in 
London zuerst und 1855 in dritter Auflage erschien.

Durch diesen seltenen Erfolg, die vielseitige Anerkennung in 
den gelehrten Zeitschriften und durch die bald erfolgte Unterneh
mung französischer Uebersetzungen wurde dasselbe vor vielen ähn
lichen Werken ausgezeichnet. Möge die vorliegende Ausgabe ihm 
auch in Deutschland solche Anerkennung erwerben.

Ich fürchtete nicht, zu irren, wenn ich die Ursache jenes Er
folgs wesentlich in Eigenschaften zu erkennen glaubte, welche 
auch in Deutschland noch zu selten bei ähnlichen Werken ge
funden werden, und die doch ohne Zweifel denen im höchsten 
Grade förderlich sind, welche die analytische Geometrie studiren. 
In der Entwickelung der neueren Methoden, derjenigen zuerst, 
welche die analytische Geometrie über das Coordinatensystem des 
Gartesius hinausführten, und der andern sodann, durch welche 
sie seitdem zu einer rein analytischen Wissenschaft sich immer 
vollständiger entwickelt hat, sah ich den Kern jener Vorzüge.

Man findet im I., II. und V. Kapitel des Buches alles Wesent
liche zur Theorie des Punktes und der geraden Linien im System 
der Cartesischen und dem der Polar-Coordinaten; ebenso im VI., 
VII., X und XI. Kapitel die Theorie der Kegelschnitte, überall mit 
sorgfältig gewählten Aufgaben begleitet. Zudem enthalten die Ka
pitel III., VIII. und XII besondere reichhaltige Aufgaben- Samm
lungen zur Förderung des weiteren Studiums dieser Partien. Die
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IV

Gesammtzahl der in diesen elementaren Theilen des Werks ent- 
lialtenen Aufgaben beläuft sich auf nabe dreihundert.

Aller übrige Raum und damit die bei weitem grossere Hälfte 
des Werkes ist der Einführung in die neueren Methoden und der 
Entwickelung jener umfassenderen Gesichtspunkte gewidmet, welche 
die Gesammtbeit derselben zu geben vermag; denn es ist ein sehr 
reicher Erwerb, den die analytische Geometrie seit derZeit der grossen 
Arbeiten von P o n c c le t  und Car not, von M öbius und PI Ü cker  
gemacht hat. Ihn den Elementen zu verknüpfen, auf die man sich 
gewöhnlich allein beschränkt, in einem Buche von massigem Umfange 
von jenen Elementen zu dem gegenwärtigen Standpunkt der wissen
schaftlichen Arbeit hinzuführen, das schien mir seit lange eine 
wichtige Aufgabe; es war der entscheidende Antrieb zur Unterneh
mung der vorliegenden Arbeit, dass ich in dem englischen Original 
einen ausgezeichneten Versuch zur Lösung derselben gemacht fand.

Es war ferner meine Auffassung dieser Aufgabe und des Ver
hältnisses deutscher Studirenden zu ihr, woraus eine Reibe von 
Erweiterungen und Veränderungen hervorging, welche ich hier zu 
bezeichnen die Pflicht habe. Sie betreffen: Im IV. Kapitel die 
Theorie der dreipunktigen Linear-Coordinaten, durch deren Zu
sammenstellung mit dem System der dreiseitigen Punkt-Coordina- 
ten später das Princip der Dualität zu so einfachem Ausdruck ge
langt; überall in den späteren Kapiteln knüpfen sich daran andre 
Erweiterungen zur Erläuterung der dualen Interpretation analyti
scher Resultate. Im XIII. Kapitel die Anwendung des Diflercntial- 
und Integral-Caleuls· zür Quadratur und Rectification der Kegel
schnitte. Die Artikel 312—326 des XIV. und mit Ausnahme der 
Artikel 328—333 und 362—367 das ganze XV. Kapitel, welches 
der Anwendung der homogenen Formen und der Determinanten- 
Theorie auf die Geometrie gewidmet ist. Endlich im XVI. Ka
pitel die Theorie der geometrischen Verwandtschaften in den Ar
tikeln 453— 480. Dazu kommt die Stellung der Theorie des Krei
ses nach der Ableitung der Haupteigenschaften aller Curven zwei
ten Grades aus der allgemeinen Gleichung, anstatt wie gewöhnlich 
vor derselben. Ueberdies finden sich in allen Theilen des Werkes 
zerstreut kleinere Zusätze, die hier nicht aufzuzählen nöthig ist.
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Für alle wesentlichen Veränderungen habe ich mich der Bil
ligung und der ausgezeichnet fördernden Theilnalune des Verfas
sers zu erfreuen gehabt. Dieselbe hat mir die ganze Arbeit zu 
einer ungemein genussreichen und angenehmen gemacht. Seinen 
inhaltreichen Briefen verdanke ich die Anregung zu einigen An
merkungen und Erweiterungen, die man gewiss als sehr schätz
bare Bereicherungen erkennen wird; eine briefliche Andeutung ist 
z. B. die Quelle der im Schluss des VI. Zusatzes gegebenen Ent
wickelungen über einen Satz von Eaure.  Audi ist sehr Vieles von 
dem in den Erweiterungen verwendeten Material das Seine und 
in anderen Schriften und Abhandlungen von ilnn schon in ähnli
cher Form gegeben worden; so z. B. die Theorie der dreiwink
ligen Linear-Coordinaten in dem einleitenden Abschnitt des „Treatise 
on the higher plane Curves“ und die Theorie der geometrischen 
Verwandtschaften des ersten Grades im VI. Kapitel des nämli
chen Werkes. Ich hoffe, dass gerade die sorgfältige Benutzung 
dieser Arbeiter  ̂ zur Einheit des Ganzen wesentlich beigetragen 
habe.

Von jener Absicht, das Buch zu einer möglichst vollständi
gen und gründlichen Einführung in die gegenwärtige wissenschaft
liche Situation der analytischen Geometrie zu gestalten, liess ich 
mich hei allen jenen Erweiterungen leiten. Sollte sie seihst der 
Rechtfertigung bedürfen? Ich weiss es wohl, dass in den Arbei
ten unserer Möbi us  und 1*1 Ücker die allgemeine Coordina- 
ten-Bestimmung längst eine sehr liefe und vollständige Begründung 
gehabt hat, dass es für den Kenner der mathematischen Literatur 
nicht schwer ist, von diesen Arbeiten aus die ganze sogenannte 
neuere Geometrie, die Entdeckungen von S t e i n e r ,  Ghas l es  etc., 
dem analytischen Gedankengange anzuschliessen, und tlass auch der 
Weg zu den an homogenen Formen entwickelten Ergebnissen von 
He s s e ,  J o a c h i m s t h a l  und Gayley mit geringer Mühe zu finden 
ist. Und doch glaube ich, dass ein Buch, welches hei mässigem 
Umfange systematisch die Hauptergebnisse dieser Forschungen ver
einigt und so das Studium der Original-Arbeiten nicht überflüssig 
jedoch leichter und fruchtbarer macht, jedem Studirenden will
kommen ist. In diesem Sinne wird — so hoffe ich — das Stu
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VI

dium des gegenwärtigen Buches durch die trimetrischen Coordi- 
naten-Systeme und die Methoden der abgekürzten Bezeichnung 
(Kap. IV, VIII, XIV) zu dem „barycentrischen Calcul“ von Möbi us  
und dem „System der analytischen Geometrie“ von Pl i i c ke r  hin
führen; die im „Systeme der analytischen Geometrie des Raumes“ von 
Pl i i c ke r  bereits gegebene Entwickelung des tetraedrischen Coordi- 
naten-Systems schliesst sich dann als eine leichte Erweiterung an. 
Ebenso soll die Methode der Projectionen zum Studium von Po n- 
c e l e t ’s „Traite des proprietes prpjeclives des figures,“ die Theorie 
der geometrischen Verwandtschaften ersten Grades zu dem der zahl
reichen Arbeiten dieser Richtung seit Möbi us ,  Pl i i cker ,  S t e i 
n e r  und Ma g n u s  anleiten, so endlich das Kapitel von der all
gemeinen homogenen Gleichung zur Algebra der linearen Trans
formationen, die als eine allgemeine algebraisch-geometrische For
menlehre mehr und mehr in den Mittelpunkt der Wissenschaft 
rückt.

Vielleicht kann man fragen, warum aus der grossen Zahl der 
behandelten und der möglichen Coordinaten-Systeme hier nur die 
beiden dreiseitigen berücksichtigt worden sind? Aber ich hielt da
für, dass es wohl Aufgabe eines Werkes mit dem geschilderten 
Zwecke sei, die Coordinaten - Bestimmung in völliger Allgemein
heit zu entwickeln, aber keineswegs möglichst viele specielle For
men derselben durchzuführen. Für das genaue Studium des Ge
genstandes darf man wohl auf die speciell demselben gewidmeten 
Schriften verweisen, von denen ich hier nennen will: „Neun ver
schiedene Coordinaten-Systeme, im Zusammenhang untersucht von 
J. G. II. Sw e i l e n g r e b e l . “ Bonn 1853, und „Die Uebertragungs- 
Principien der Analytischen Geometrie von N. D r u c k e n m ü l l e r . “ 
Bd.I. Trier 1842. Endlich „Lecons sur les Coordonnees curvilignes 
et leurs diverses applications, par G. Lame.  Paris 1859. — 
Dann aber wird man schwerlich tadeln wollen, dass die trimetri
schen Systeme gewählt wurden, die so innig mit dem Fortschritt der 
Geometrie verwachsen sind und deren Anwendung, stillschweigend 
oder ausgesprochenermassen, seit dem barycentrischen Calcul in 
den eigentlich wissenschaftlichen Arbeiten immer häufiger gewor
den ist, die auch den neuesten Forschungen über die Theorie
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der höheren ebenen Curven und, in ihrer tetraedrischen Fort
entwickelung, der algebraischen Oberflächen zu Grunde gelegt 
sind.

Andererseits dürfte wohl kaum die Aufnahme einiger rein al
gebraischen Artikel aus der Theorie der Determinanten bedenklich 
gefunden werden, weil überall schon die nächsten Schritte in 
dieser Theorie wieder der geometrischen Interpretation fähig sind, 
und weil gerade die geometrische Auffassung dem Verständniss die
ser Theorie seihst ungemein förderlich ist. Hoffentlich zeigen 
die zahlreichen grösseren Beispiele (Kap. XV und XVI) hinreichend 
deutlich, wie die Theorie der linearen Transformationen einerseits 
mit gewissen Functionen der in der Gleichung einer geometrischen 
Form vorkommenden Coefficienten bekannt macht, welche die Ei
genschaft der In Variabilität besitzen, und deren Verschwinden eine 
von der Wahl der Coordinaten-Achsen unabhängige Eigenschaft 
der dargestellten Curve oder Oberfläche ausdrückt ( Invar i ant en) ,  
und wie sie andererseits die Gleichungen anderer geometrischer 
Formen entwickeln lehrt, welche permanente d. i. solche Beziehun
gen zu der gegebenen besitzen, welche durch die Wahl der Coor- 
dinaten-Achsen nicht geändert werden (Co Var i ant en) ; es ist auch 
angedeutet, wie sie zur Erkenntniss der einfachsten analytischen 
Ausdrücke oder der kanonischen Formen für jedes geometrische 
Gehild zu führen vermag.

Allerdings konnte Alles dies wegen der Beschränkung auf das 
Gebiet der Gleichungen zweiten Grades mit nur zwei oder drei 
Veränderlichen nur eine Einführung sein, und hier und da konn
ten die Ergebnisse mehr nur angedeutet als vollständig entwickelt 
werden. So hat die allgemeine Differential-Gleichung der Inva
rianten und die Methode ihrer Entwicklung aus der Natur einer 
algebraischen homogenen Form nicht gegeben werden können; 
aber es ist gezeigt worden, wie den Begriffen der Invarianten 
und Covarianten alle analytisch-geometrischen Bedingungen sich 
einordnen, von denen im Gebiete der binären Formen die har
monische Theilung, die Lage der Brennpunkte in involutorischen 
Systemen etc., in dem der ternären die Deformirung eines Kegel
schnitts in zwei gerade Linien, die Gattung desselben u. s. w., sowie
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alle unveränderlichen Beziehungen von zwei und drei Kegelschnitten 
zu einander abhängen. Dass die liier entscheidenden Formen In
varianten oder Covarianten der gegebenen Formen sind, konnte 
gezeigt werden, aber ob sie alle möglichen oder auch jiur die 
hauptsächlichsten Functionen dieser Art sind, welche der gegebe
nen Form entsprechen, ist aus diesem Grunde eine offene Frage 
geblieben. Und alle die Bedenken, welche ich mir selbst gegen 
die Aufnahme solcher Partien, deren wissenschaftlicher Abschluss 
über das Ziel des gegenwärtigen Werkes hinausgeht, erhoben habe, 
mussten doch vor der Ueberlegung verschwinden, dass es in der 
Natur der Sache begründet sei, wenn die erste Stufe der analy
tisch-geometrischen Wissenschaft, die Theorie der Kegelschnitte, 
noch nicht die vollständige Verfügungsfähigkeit über alle Hilfsmit
tel erlangt, welche der weiter vorgeschrittenen Wissenschaft zu 
Gebote stehen; dass es aber trotzdem einer wissenschaftlichen Dar
stellung derselben zukomme,, die bahnbrechenden Gedanken mög
lichst frühe zu entwickeln, von welchen dieser Fortschritt am kräf
tigsten gefördert wird. Gewiss, dass die Algebra der linearen Trans
formationen in ihrer Ausbildung zur analytisch-geometrischen For
menlehre einer der wichtigsten unter ihnen ist; und merkwürdig 
genug, dass das 19. Jahrhundert erst den genialen Gedanken 
des grossen Le i bni t z  von einer „ C h a r a c t e r i s l i c a  s i t u s “ ver
wirklicht! (Leibnitz an de l’Hospital, vom 28. April 1691 in 
„Leibnitzen’s Mathematische Schriften, herausgegeben von G. J. 
Gerhardt. Berlin 1850.“ ßd. II. p. 236.)

Es sind dem gegenwärtigen Werke einige Zusätze beigefügt, 
welche specielle Fragen behandeln, die in der systematischen Ent
wickelung nicht mit solcher Ausführlichkeit Platz finden konnten. 
Der erste derselben stellt, in der Absicht, auf das Studium des 
barycenlrischen Calculs hinzuführen, die statische Begründung der 
trimetrischen Coordinaten-Systeme neben die im Buche selbst ge
gebene rein geometrische, und man wird mit besonderer Freude 
die statische Begründung des trimetrischen Punkt-Coordinaten- 
Syslems durch den Herrn Prof. Mö b i u s  selbst gegeben finden; 
auf meinen Wunsch gestattete er mir freundlich den Abdruck 
einer darauf bezüglichen brieflichen Millheilung.
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Per zweite und dritte Zusatz sind mit einigen Erweiterungen 
aus dem Original selbst herübergenommen, während die drei letz
ten wieder neu hinzugefügt wurden. Man wird bemerken, dass 
die Entwickelungen in der letzten Hälfte des Zusatzes VI sich so
fort auf die Obertlächen zweiten Grades und die den in Bezug auf 
sie sich selbst conjugirten Tetraedern eingeschriebenen und um
schriebenen Kugeln übertragen lassen. Wenn hier der Ort nicht 
war, darauf näher einzugehen, so mögen diese Entwickelungen 
doch eben deshalb schicklich den Schluss des gegenwärtigen Ban
des bilden.

Es scheint mir angemessen, hier Mittheilungen zu machen über 
eine Fortsetzung dieses Werkes, welche ich beabsichtige, wenn eine 
entsprechende Aufnahme desselben mich dazu ermuntert. Dieselbe 
soll zunächst dies Werk durch eine a n a l y t i s c h e  Ge o me t r i e  der  
h ö h e r e n  e b e n e n  Cur v e n  vervollständigen, und später möchte 
sich daran eine in demselben Geiste bearbeitete a n a l y t i s c h  e G e o 
met r i e  des B a u m e s  anschliessen. Für jene würde das von com- 
petenten ßeurtheilern hochgeschätzte „Tr e a t i s e  on the h i g h e r  
pl ane  C u r v e s“ des Verfassers der „G ο n i c S e c ti ο n s“ die Grund - 
läge bilden, und ich liabe bereits die werthvolle Zusage desselben 
erhalten, die durch den Fortschritt der Wissenschaft wünschens- 
wertli gewordenen nicht unbedeutenden Veränderungen durch die 
Ergebnisse seiner eignen und der Arbeiten seiner gelehrten Lands
leute, sowie durch seine ausdauernde berathende Theilnahme zu 
fördern. Die analytische Geometrie des Raumes soll über die 
Theorie der Oberflächen zweiten Grades hinaus die Grundlinien 
einer Theorie der algebraischen Oberflächen überhaupt und die 
Anwendung der allgemeinen Principien auf die Theorie der Ober
flächen dritter Ordnung insbesondere enthalten; eine geringere 
Ausführlichkeit in den elementaren Theilen wird bei der Leichtig
keit, mit der sich die in diesem Bande dargelegten Principien auf 
den Raum übertragen, und mit welcher insbesondere die tetrame
trischen Coordinaten - Systeme aus den trimetrischen hervorgehen, 
sehr wohl zulässig sein.

Weil aber für die allgemeine Theorie der Curven ebenso, wie 
für eine ähnliche analytische Geometrie des Raumes die vollständige
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T h e o r i e  der  l i n e a r e n  T r a n s f o r m a t i o n e n  unentbehrlich ist, 
so sollte der analytischen Geometrie der höheren ebenen Curven 
eine Einleitung über diese Theorie vorausgehen, welche überall 
das, was in den Artikeln des gegenwärtigen Bandes nur in der 
Fassung eines speciellen Falles oder gar nicht entwickelt werden 
konnte, in seiner wahrhaft allgemeinen Form und bis zu den 
neuesten Ergebnissen fortgeführt darbieten würde. Die „ Le s s o ns 
i n t r o d u c t o r y  t o  the  mode r n  h i g h e r  Algebra.  By the  Rev.  
G. Sal mon.  Du bl i n  1859“ sollen den Kern derselben bilden. We
gen ihres Umfangs und um ihrer reiner algebraischen Natur willen 
kann sie selbstständig und vor der analytischen Geometrie der hö
heren ebenen Curven erscheinen. Sie wird durch ihre allgemeine 
Fassung zugleich die Grundlage für die entsprechenden Partien 
der analytischen Geometrie des Raumes bilden, und ich hege die 
Hoffnung, dass sie dem deutschen mathematischen Publikum des
halb besonders willkommen sein möge, weil so Vieles in den 
neuesten Entwickelungen dieser Theorie in schwerer zugänglichen 
englischen Quellen enthalten ist; ich hege sie am sichersten von 
dem Leser dieses Werkes, der in dieser Ergänzung die weitere 
Entwickelung manches belangreich scheinenden Anfanges erwar
ten mag.

Und so empfehle ich denn das Buch dem wohlwollenden Ur- 
theil der Herren Fachgenosseu und der Aufmerksamkeit aller der
jenigen, welche mathematische Studien lieben oder sich denselben 
widmen wollen.

C h e mn i t z ,  im August 1860.

Wilhelm Fiedler.
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Erstes Kapitel. 

D e r  P u n k t .

1. Die Sätze der Geometrie können in zwei Klassen einge- 
lheilt werden, nämlich in Sätze, welche die G rösse von Linien 
und in solche, welche die L age derselben betreffen. Dass das 
Quadrat der Hypothenuse ebenso gross ist als die Summe der 
Quadrate der Katheten, ist ein auf die Grösse bezüglicher Satz; 
dass die drei Höhen eines Dreiecks sich in einem Punkte begegnen, 
ist dagegen ein Satz über die Lage.

Die Sätze der ersten Klasse können leicht algebraisch ausge- 
drückt werden; wählen wir das vorher gegebene Beispiel, so kann 
der angezogene Satz, wenn a , b , c die Längen der Seiten des recht
winkligen Dreiecks bezeichnen, geschrieben werden c2= a2+ b 2 . 
Mit dieser Anwendung der Algebra auf die Geometrie ist der Leser 
längst vertraut, da die Sätze des zweiten Buches von Eukl i d zu
meist Beziehungen der Grössen von Linien betreffen und der 
Beweis fast immer durch den Gebrauch algebraischer Symbole 
vereinfacht ist.

Es ist weit weniger leicht zu sehen, auf welche Weise Sätze 
algebraisch auszudrücken sind, die sich auf die Lage von Linien 
beziehen. Obgleich daher die Algebra bald nach ihrer Ein
führung in Europa zur Auflösung* der ersten Klasse von Aufgaben 
benutzt ward, so ward doch ihre Anwendung nicht vor dem 
Jahre 1037 auf diese letztere Klasse derselben ausgedehnt, in 
welchem Jahre Des Gart es durch die Publikation seiner „ G e o 
m e t r i e “ den Grund zu der W issenschaft legte, in welche wir ein
zutreten im Begriff sind.
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2. Die von Des Cartes eingeführte und durch die spateren 
Geometer allgemein gebrauchte Methode zur Bestimmung der 
Lage eines Punktes in einer Ebene ist die folgende.

Wir setzen voraus, dass die Lage zweier festen geraden Linien 
XX',  T T ,  die sich in dem Punkte 0  durchschneiden, bekannt

sei. Wenn wir nun durch irgend 
einen Punkt. P P M  parallel zu 
Y Y '  und P N  parallel zu X X  
ziehen, so ist offenbar, dass wir 
aus der Lage des Punktes P die 
Längen der Parallelen PM und/W  
erfahren und dass wir umgekehrt 
aus den Längen von PM  und 
PN die Lage des Punktes P  ab
leiten können. Setzen wir z. I». 
voraus, das P N  =  a,  P M  =  b 
gegeben wären, so haben wir 
OM —  a, Ο N =  b abzutragen 

und durch M und JV'jdie Parallelen 
zu Y Y  und X X '  respective zu ziehen, welche sich alsdann in 
dem Punkte P  durchschneiden.

Es ist gebräuchlich die zu Y Y  parallele Linie PM durch 
11 und die zu X X '  parallele Linie P N  durch x  zu bezeichnen 
und von dem Punkto P  ist alsdann zu sagen, dass er durch die 
Gleichungen x  =  a,  y  =  b bestimmt ist.

3. Die Parallelen P M, P N  werden die Coordi nat en  des 
Punktes P  genannt, die Parallele zu Y Y  heisst gewöhnlich 
die Ordinate  und die Parallele zu X X  die Abs c i s s e  des 
Punktes P.

Die festen geraden Linien X X '  und Y Y  werden als die 
Coordi naten - Achsen bezeichnet und der Punkt 0,  in wel
chem sie sich durchschneiden, heisst der Anf angspunkt .  Man 
nennt die Achsen rechtwinklig oder schiefwinklig, je nachdem der 
Winkel, unter welchem sie sich schneiden, ein rechter Winkel ist 
oder nicht.
' Man sieht leicht, dass die Coordinaten des Punktes M in der 

vorigen Figur x  =  a, y  =  n sind; die des Punktes N x — n, 
y =  l) und die des Anfangspunktes seihst x  =  n, y =  n.
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4. Damit den Gleichungen x z = a ,  y  =  b nur durch einen 
Punkt genügt werde, ist cs nothwendig, nicht allein die Grössen, 
sondern auch die Vorzeichen der Coordinaten zu beachten. Wenn 
wir auf die Vorzeichen der Coordinaten nicht achten, so dürfen 
wir O M — a und ON —  b zu beiden Seiten des Anfangspunktes 
abtragen und jeder der vier Punkte P , Pt , P2, P3 genügt den 
Gleichungen x  =  a , y  — b. Es ist aber möglich, zwischen den 
Linien OM,  OM'  (welche der Grösse nach gleich·, der Richtung 
nach entgegengesetzt sind), algebraisch zn unterscheiden, indem 
man ihnen verschiedene Vorzeichen beilegt. Wir lassen als Regel 
gelten, dass, wenn in einer bestimmten Richtung gemessene Linien 
als positive betrachtet werden, in der entgegengesetzten Richtung 
gemessene Linien als negativ zu 
betrachten sind. Es ist dabei 
willkürlich, hi welcher Richtung 
wir die positiven Linien messen, 
aber es ist gebräuchlich , das 
nach rechts gemessene OM und 
das nach oben gemessene ON 
als positive und die in den entge
gengesetzten Richtungen abgetra
genen OM', ON' als negative Li
nien zu betrachten. Vermittelst 
dieser Restimmungen sind die 
vier Punkte P, P x, P2, P3 leicht 
zu unterscheiden; ihre Coordi
naten sind respective

Diese Unterscheidung der Vorzeichen kann dem Anfänger keine 
Schwierigkeit darbieten, von welchem vorausgesetzt werden darf, 
dass er mit den Principien der Trigonometrie vertraut ist, Aus dem 
Gesagten gebt hervor, dass die Punkte x  =  +  a, y —  +  b und 
x —  — a, x  =  —  b in einer durch den Anfangspunkt gehenden 
geraden Linie liegen und dass sie vom Anfangspunkte gleichweit 
nach entgegengesetzten Seiten entfernt sind.

NB. Punkte von den Coordinaten x  ==. a , y  =  b, oder# — x ,  
y —  v werden kurz als Punkt ab und Punkt x'y bezeichnet.
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5. Die E n t f e r n u n g  z we i e r  P u n k t e  x y  , x'y"  u n 
ter V o r a u s s e t z u n g  r e c h t w i n k l i g e r  Achs en  durch ihre  
Co o r d i n a t e n  a u s z u d r ü c k e n .

Nach Euklid I, 47 ist
PQ2=  PS2 +  SQ2; 

es ist alter
P S  = P M  — Q M  =  y  — y", 
Q S =  0 M — 0  M ' =  x  — x";
also

δ2=  PQ2 =  (x — χ')2 +
(y —  y '')2.

Um die Entfernung irgend 
eines Punktes vom Anfangs
punkte auszudrücken, müssen 
wie x '  =  o , y" =  o setzen 
und erhalten ö2 =  x 2+ y 2.

Da die Entfernung zweier Punkte als eine Quadratwurzel ge
funden wird, so hat sie wesentlich ein doppeltes Vorzeichen. Wil
deuten dasselbe auf den verschiedenen Sinn, in welchem die ge
radlinige Strecke durchlaufen werden kann. Wenn die Entfer
nung PQ als positiv angesehen wird, so ist die Strecke QP  
negativ.

6. In dem Folgenden werden wir zwar nur selten Ursache
haben von schiefwinkligen Coordinaten Gebrauch zu machen, 
weil im Allgemeinen die Formeln bei der Anwendung rechtwink
liger Coordinaten von grösserer Einfachheit sind; da jedoch schief
winklige Coordinaten zuweilen mit Vortheil angewendet werden, 
so wollen wir die hauptsächlichsten Formeln in ihrer allgemeinsten 
Form geben. 

Setzen wir in der letzten Figur den Winkel VOX  schiel 
und =  ω voraus, so ist

L PSQ =  180° — ω, und PO2 =  PS2 - f  QS2 — 2P S . QS . cos PSQ 
oder

PQ2 =  (y — y") 2 +  (x  — x " )2 +  2 (x  — x ") (y  — y") cos ω.

Das Quadrat der Entfernung eines Punktes x  y vom An
fangspunkt ist
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Beim Gebrauch dieser Formeln muss auf die Vorzeichen der 
Coordinaten genau geachtet werden. Wenn der Punkt Q z. B. 
im Winkel X O Y '  läge, so wäre das Vorzeichen von y "  zu wech
seln und die Linie P S  wäre statt der Differenz von y ,  y" die 
Summe derselben.

Aufg. 1. Die Coordinaten der Ecken eines Dreiecks sind x  =  2, 
y z=  3; x  =  4, y =  — 5 , x  =  — 3, y"  =  — 6; man soll un
ter Voraussetzung rechtwinkliger Achsen die Längen seiner Seiten be
rechnen.

Aufl. 
Aufg. 2. Man soll die Längen der Seiten eines Dreiecks berechnen, 

dessen Ecken dieselben Coordinaten haben wie vorher, unter der Vor
aussetzung des Achsenwinkels von 60°.

7. Aus den Coordinaten z wei er  Punkte  x  y , x" y" die 
Coordinaten des j eni gen  Punktes  abzu l e i t en ,  der ihre  
Verbindungs l i ni e  in einem g egebenen  Verhäl tni s s  m : n 
th eilt.

Sind x, y die Coordinaten des 
Punktes R ,  welchen wir zu be
stimmen suchen, so ist 

m : n =  PR : RQ =  MS : SN 
oder

also

und in derselben Weise 

Wird der Theilpunkt als ein äusserer gedacht, so haben wir

und daher

Wir können hiernach die Fälle des innern und äusseren Theil- 
punktes durch die Bestimmung von einander unterscheiden, dass 
die Theilung einer Linie in dem Verhältniss m: + n, die innereTheilung 
in diesem Verhältniss und die Theilung in dem Verhältniss m : — n
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die äussere Theilung in demselben Verhältniss bezeichnen soll; denn 
die Formeln für den äusseren Thedpunkt werden aus denen fin
den inneren durch die Veränderung des Vorzeichens von m oder 
n erhalten.

Wir wählen für den innern Theilpunkt das Theihingsver- 
hältniss m: +  n wegen der Uebereinstimmung im Sinne, welchen 
der Uebergang von dem einen Endpunkte zum Theilpunkt und 
von diesem zum andern Endpunkte der geradlinigen Strecke zeigt; 
indess wir für den äussern Theilpunkt das Theilungsverhältniss 
m : — n angemessener finden, weil hier der Uebergang von dem 
einen Endpunkt der Strecke zum Theilpunkt in dem entgegenge
setzten Sinne von dem erfolgt, in welchem man von diesem letztem 
zum andern Endpunkt der Strecke gelangt. Die Grundformeln 
zur Bestimmung der Coordinaten' des Theilpunkts sind demnach 

 

und gelten für positives Theilungsverhältniss oder gleiche Vor
zeichen von m und n für den innern und für ungleiche Vorzeichen 
von m und n für den äussern Theilpunkt.

In der geraden Linie (x ,  y),  (x", y") ist jeder Punkt durch 
das Verhältniss +   bestimmt, in welchem die Strecke zwischen
jenen Punkten von ihm getheilt wird.

Aufg. 1. Die Coordinaten des Mittelpunkts der Linie zu finden, 
welche die Punkte x y \  x ' y '  verbindet.

Aufl.

Aufg. 2. Die Coordinaten der Mittelpunkte der Seiten des Dreiecks 
zu finden, welches die Punkte (2, 3), (4, —5), (—3, —6) zu Ecken hat.

Aufg. 3. Die Verbindungslinie der Dunkle (2,3),  (4, — 5) isl in 
drei gleiche Thcile gelhcilt; man soll die Coordinalen des dem ersten 
Dunkle zunächst liegenden Theiljmnkles finden.

Aufg. 4. Die Ecken eines Dreiecks sind die Dunkle x y ,  x  y , 
x"y",  man soll die Coordinalen des Dunkles angeben, der das ersle 
Drilllicil der Verbindungslinie einer Ecke mil dem Mittelpunkte der 
gegenüberliegenden Seite , von diesem letzteren aus gerechnet, an- 
giebt.
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Aufg. 5. Für das in Aufg. 2 gegebene Dreieck sind die (Koordi
naten des Punktes zu finden, in welchem sich die Verbindungslinien 
der Ecken mit den Mittelpunkten der Gegenseiten begegnen.

Auß. x  =■ 1 , y  =  — §-.
Aufg. G. In einem Dreieck ist eine Seite in dem Verhältniss m:n  

und die Verbindungslinie dieses Theilpunktes mit der gegenüberliegen
den Ecke in dem Verhältniss m -f■ η : l getheilt; die (Koordinaten die
ses letzteren Theilpunktes sind zu berechnen.

,  .  Ix +  mx ' +  n x ”  ly +  +  n y "Auß. x — ---- —j----- j— — , y = — r r -----.-------- ·l m η l - j-  m - j-  n

8. T r a n s f o r m a t i o n  der Co o r d i n a t e n .  Es ist oft noth- 
wendig, atts den bekannten Coordinaten eines Punktes in Bezug 
auf ein Paar Achsen seine auf irgend ein andres Paar von Achsen 
Bezogenen Coordinaten abzuleiten. Diese Operation wird die Trans
formation der Coordinaten genannt.

Wir unterscheiden drei Fälle; zuerst setzen wir den Anfangs
punkt geändert, aber die neuen Achsen den allen parallel voraus; 
zweitens setzen wir voraus, dass die Richtung der Achsen sieh 
verändere,. aber der Anfangspunkt unverändert bleibt; und drittens 
untersuchen wir den Fall, wo beides, der Anfangspunkt und die 
Richtung der Achsen, sich verändert.

Erster Fall. Die neuen 
Achsen sind den alten 
parallel. In der Figur 
sind die alten Achsen 
Ox, Oy und die neuen 
Ü AT und 0' Y. Die Coor
dinaten des neuen An
fangspunktes 0' in Be
zug auf die alten Achsen 
sind x , y  oder 0' S x ,
O R — y \  die alten Coor
dinaten sind durch x, y, 
die neuen durch X, Y  be
zeichnet; dann haben wir

OM^= OR +  RM  und' P M ^ P N  +  NM,  
d. h. x  — x' X.  und y  =  y -f- Y.
Diese Formeln sind offenbar gleich richtig für rechtwinklige, wie 
für schiefwinklige Achsen.
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9. Zweiter Fall. Die Richtung der Achsen ist verändert, der 
Anfangspunkt bleibt ungeändert.

1.) Wir beginnen mit dem 
Fall, wo beide Achsensyste
me rechtwinklig sind und 
bezeichnen den Winkel 

x  0 X =  y O Y  durch Ό·. 
Dann ist

P M ~  P S  +  N B ;
OM =  OR -  SN.

Weil aber L S P N  — x O X  =  &,
so ist

PS =  PN cos ö, NR —z ON sin &, OR =  ONcos&, S N = P N  sin fr. 
Wir haben daher

y  =  Y  cos fr -f- X  sin fr, x  =  X  cos fr —· Y  sin fr.
2.) Keines der Achsensysteme ist rechtwinklig, ln der Figur 

sind dann PS,  P N  respective parallel zu Oy, O Y  und N S  pa
rallel zu Ox  gezogen.

Dann ist wie vorher P M = P S  +  NR\  aber nicht mehr 
P S  =  PN cos SPN,  weil L P S N  nicht mehr =  90° ist, sondern 

P S  : P N sin P N S  (=: sin YOx) : sin P S N (==z sin y Ox);
P N  sin Y O x  

sin y Ox
Ebenso NR : 0 N —  sin x  OX : sin NR  0 ( =  sin y Ox)

__ ON . sin x  Ο X
sin y 0 x

Also y  sin x O y  =  Y  sin xO Y -f- X  sin x OX.
Nach den Gesetzen der Symmetrie können wir dann schreiben 

. x  sin y Οχ =̂ = X  sin y Ο X  +  Y  sin y Ο Y.
Bei Anwendung dieser Formeln muss man sorgfältig die Vor

zeichen der in ihnen enthaltenen Winkel berücksichtigen. Man 
hat das Zeichen -f- zu gebrauchen, wenn die Winkel x Oy ,  x OY,  
x O X  alle auf derselben Seite von Ox  und die Winkel y O x ,  y OX,  
y O Y  auf derselben Seite von Oy  gemessen sind. In dem in 
der Figur dargestellten Falle liegt der Winkel y O Y  mit den Win
keln y O x  und y O X  nicht auf derselben Seite von Oy und die 
Formel wird

x  sin y Ο x  — X  sin y Ο X  — Y  sin y Ο Y.
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Es ist oft zweckmässig, diese Formeln in folgender Art zu 
schreiben: Man bezeichnet den Winkel der alten Achsen y O x  
durch ω, den der neuen Achse der X  mit der alten Achse der 
x,  X O x  durch a und den Winkel YOx durch ß; dann werden 
die Formeln:

y sin ω =  X  sin a  -}- Fsin/3; a:sin co =  ATsin (ω — a )  +  Fsin(to—ß).

10. Dritter Fall. Indem man die Transformationen der beiden 
vorigen Artikel combinirt, kann man die auf neue völlig willkür- 
lieb gelegene Achsen bezogenen Coordinaten eines Punktes finden. 
Man ermittelt zuerst die Coordinaten in Bezug auf ein Paar Ach
sen, welche durch den neuen Anfangspunkt parallel zu den alten 
Achsen gelegt sind und berechnet sodann aus diesen die auf die 
geforderten Achsen bezüglichen Coordinaten seihst. Die allge
meinen Ausdrücke werden gefunden, indem man zu den für x  
und y im letzten Artikel gegebenen Werthen respective x  und y 
addirt.

Aufg. 1. Die Coordinaten eines Punktes genügen der Relation 
x2 +  y2 —  4a; —  6y =  18; in welche andre verwandelt sich diese, 
wenn der Anfangspunkt nach dein Punkte (2, 3) verlegt wird? / * Λ

Au ft. X2 +  F *  =  31.
Aufg. 2. Die Coordinaten eines auf rechtwinklige Achsen bezoge

nen Punktes genügender Relation y2 — a:2 =  6; in welche andre Re
lation geht diese über, wenn die Ilalbirungslinieu der Winkel zwischen 
den gegebenen Achsen das neue Achsensystcm bilden?

Au ft. X Y  =  3.
Aufg. 3. Man transforinire die Gleichung %x2 — 5x y  -f- 2y2~  4 

von Achsen, welche unter dein Winkel von 60° geneigt sind, zu den 
Ilalbirungslinieu der Winkel zwischen den alten Achsen.

Au ft. X 2 — 27 Y 2 +  12 =  0.
Aufg. 4. Man transforinire dieselbe Gleichung zu rechtwinkligen 

Achsen, indem man die Achse der x  bcibehäll.
Au fl. 3 W2 +  Η) Y 2 — 7 X Y ] /  3 =  6.
Aufg. 5. Will man von einem Systeme rechtwinkliger Achsen 

zu einem andern übergehen, ohne den Anfangspunkt zu verlegen, so muss 
x2 -f- y2 =  X2 -}- F2

sein, weil beide das Quadrat der Entfernung eines Punktes vom An
fangspunkte ausdrücken. Man bestätige diess durch Quadriren und Ad- 
diren der im Artikel 9 für X  und F gegebenen Ausdrücke.

Aufg. 6. Man bewähre allgemein, dass 
x2 -p y2 -J- 2 xy  cos x O y  =  X2 -f- F2 -}- 2 X Y  cos XO Y.
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11. Der Grad e i ner  Gl e i c h u n g  z w i s c h e n  den Coor-  
di nat en wird dur c h  C o o r d i n a t e n t r a n s f o r m a t i o n  Jiichl  
g e ä n d e r t.

Die Transformation kann den Grad der Gleichung nicht er
höhen, denn wenn die Glieder der höchsten Potenzen in der ge
gebenen Gleichung xm, ym u. s. w. sind, so sind die in der trans- 
formirten Gleichung [x sin ω +  x  sin (co — «) +  y sin (ω — j3)]m, 
[y sin ω +  x  sin a -\- y sin ß)m u. s. w ., welche offenbar keine 
den m. Grad übersteigenden Potenzen von x  und y enthalten kön
nen. Die Transformation kann aber .den Grad der Gleichung 
auch nicht erniedrigen, weil man durch Transformation der trans- 
formirten Gleichung zu den alten Achsen nolliwendig die ursprüng
liche Gleichung wieder erhalten muss, und daher, wenn die erste 
Transformation den Grad der Gleichung vermindert hätte, die 
zweite Transformation ihn wieder erhöhen müsste, entgegen dem, 
was eben bewiesen worden ist.

12. P o l a r - C o o r d i n a t e n .  Ausser der Methode zum Aus
druck der Lage eines Punktes, welche wir bisher angewendet 
haben, wird noch eine andre öfter angewendet.

Wenn ein fester Punkt 0  und eine feste gerade Linie Ο X  
durch ihn gegeben ist, so kennt man die Lage irgend eines Punk
tes P,  wenn man die Länge OP  und den Winkel P O X  angiebt. 
Die Linie OP heisst der l l adius  v e c t o r ,  der feste Punkt 0 wird 
der P o l genannt und die Bestimmungsmethode die Methode der 
Pol ar  - G oor di na te n.

den Cartesischen Coordinaten x,  y eines Punktes findet
_ man leicht seine Polar - CoordinatenFig. 7.

und umgekehrt. Wenn die feste ge
rade Linie mit der Achse der x  zu- 

p  sammenfällt, ist
OP: P M  =  sin PMO:  sin POM;  

indem man Ο P  durch ρ, L P  OM 
durch & und L Y  Ο X  durch ω be
zeichnet, ird

und in derselben Weise OM— x
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Für den gewöhnlicheren Fall rechtwinkliger Coordinaten ist 
ω =  90° und einfacher

x =  ρ cos 9  und y =  ρ sin 9.

Wenn die feste Linie OB mit 
der Achse der x  nicht zusam- 
menfällt, sondern den Winkel α
mit ihr bildet, so ist L POB = υ
und L POM  =  υ  —  α , und 
in den vorigen Formeln nur 
9  — α für 9  zu setzen.

Für rechtwinklige Coordina
ten ist x =  ρ cos (υ — α) und 

y  —  ρ sin (9 — α).
Aufg. I. Die folgenden Gleichungen in rechtwinkligen Coordinaten 

sind in solche für Polar-Coordinaten zu übertragen:

Aufg. 2. Die folgenden Gleichungen in Polar-Coordinaten sind in 
solche zwischen rechtwinkligen Coordinaten umzusetzen:

13. Die geradl i n i ge  Ent fernung zweier  Punkte  
durch ihre P ο l a r - Cο ordi naten a uszudri'icken.

Sind P  und Q die beiden Punkte, 

so ist

oder
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Zweites Kapitel.

Die gerade L inie.

14. Wir sahen im letzten Kapitel, dass wir die Lage eines Punk
tes vermittelst zweier Gleichungen rücksichtlich seiner Coordinaten 
voq der Form x =  a, y  =  b bestimmen können. Es ist sicher, 
dass wir den Punkt gleichfalls bestimmen können, wenn uns irgend 
zwei Gleichungen des ersten Grades zwischen seinen Coordinaten 
gegeben sind, wie

A x  -j- B y  -f* C — o, A' x  -p B’y  -p C' — o\ 
denn diess sind zwei Gleichungen zwischen zwi?i unbekannten Grös
sen und wir können sie auflösen, indem wir nacheinander y und 
x  zwischen ihnen eliminiren, um dadurch zwei Resultate von der 
Form

x =  a, y b
zu erhalten.

Aufg. Welcher Punkt ist durch die Gleichungen 
'6 x  b y  — Yi, 4 .r — y =  2

gegeben?
Aufl. x  —  1 , y ~  2.

15. Zwei Gleichungen höheren Grades zwischen den Coordi
naten repräsentiren nicht einen Punkt, sondern eine bestimmte 
Anzahl von Punkten; denn indem wir y zwischen den Gleichungen 
eliminiren, erhalten wir eine Gleichung, die nur x  enthalt; die 
Wurzeln derselben mögen ctu a2, a3 . . .  sein. Wenn wir nun irgend 
einen dieser Werthe (a,) für x  in die ursprünglichen Gleichungen 
einsetzen, so erhallen wir zwei Gleichungen in y, welche eine ge
meinschaftliche Wurzel haben müssen, weil das Resultat der Eli
mination zwischen den Gleichungen durch die Voraussetzung χ = α χ 
gleich Null.wird. Ist diese gemeinschaftliche' Wurzel y — ß t , so 
genügt der Punkt von den Coordinaten x =  af , y  =  ßt beiden 
gegebenen Gleichungen zugleich; ebenso der Punkt, dessen Coordi
naten x —  «2, y =  ß2 sind u. s. w.

Wenn die gegebenen Gleichungen respeetive vom mtcn und 
nten Grad sind, so ist die Gleichung in ,τ nach der Theorie der 
Elimination vom mnUn Grade, sie hat folglich mn Wurzeln , 
a2 . . . und die zwei Gleichungen repräsentiren daher tun Punkte.
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Aufg. 1. Welche Punkte sind durch die zwei Gleichungen 
x* +  y2=  5, xy  —  2 dargestellt?

Au fl. Indem wir y  zwischen diesen Gleichungen eliminiren, erhalten 
wir x* — ü i r 2 +  4 —  o. lhe Wurzeln dieser Gleichung sind x 2 —  1 
und X' =  4 und daher die vier Wcrlhe von x

x  =  +  1 , x  =  — l , x =  +  2 , x =  — 2.
Indem wir einen dieser Werlhe in die zweite Gleichung suhstitui- 

ren, erhalten wir den correspondirenden Werth von y.
■ y =  +  2, y =  —  2, y  =  +  1, 2/ = - 1.

Die zwei gegebenen Gleichungen repräsenliren daher die vier Punkte 
( +  I, +  2), (— I, — 2), ( +  2, +  1), (— 2, —  1).

Aufg. 2. Welche Punkte sind durch die Gleichungen 
x  —  y =  1, x* +  y2 =  25

gegeben?
Aufl. (4, 3), (— 3, — 4).
Aufg. 3. Welche Punkte bestimmen die Gleichungen 

x2 —  bx y +  3 =  o, x2 +  y2 — j x  —  Sy +  6 =  o?
Aufl. (1 ,1 ) ,(2 ,3 ) ,(3 ,3 ),(4 ,1 ).
16. Nachdem wir gesehen haben, dass irgend zwei Gleichungen 

zwischen den Coordinaten geometrisch einen Punkt oder mehrere 
Punkte repräsenliren, gehen wir dazu weiter, die geometrische 
Bedeutung einer einzigen Gleichung zwischen den Coordinaten zu 
untersuchen.

Wir erkennen zunächst die Analogie dieses Falles mit den 
Auflösungen einer Klasse geometrischer Aufgaben, welche dein 
Leser bekannt sind. Wir bestimmen ein Dreieck aus der Basis 
und irgend zwei andren Bedingungen; ist aber zu ihr nur eine 
weitere Bedingung gegeben, so wird die Spitze, deren Lage nun 
nicht länger bestimmt ist, doch immer auf einen gewissen Ort 
beschränkt. So Qnden wir auch, dass eine Gleichung zwischen 
den zwei Coordinaten, obgleich sie nicht hinreicht, einen Punkt 
zu bestimmen, doch hinreichend ist, ihn auf einen gewissen Ort 
zu beschränken. Denn die Gleichung drückt aus, dass zwischen 
den Coordinaten jedes durch sie dargestellten Punktes eine ge
wisse Beziehung besteht. Wenn nun diese Beziehung nicht all
gemein zwischen den Coordinaten eines beliebig gewählten Punktes 
stattfindet, so giebt es doch mehr als einen Punkt, für welchen 
sie wahr ist; die Vereinigung dieser Punkte bildet einen Ort von 
Punkten, deren Coordinaten der Gleichung genügen, und dieser 
Ort ist als die geometrische Bedeutung der gegebenen Gleichung 
zu betrachten.
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Wir erläutern diess zuerst an dem einfachsten Beispiel. Er
innern wir uns der Construction, durch welche wir die Lage eines

Punktes aus den zwei Gleichun
gen x  =  n, y  =  b bestimmten; 
wir nahmen O M  —  a,  zogen 
M K  paralhd zu 0 Y  und trugen 
darauf M P — b ah, P  war der ge
forderte Punkt. Wäre ein andrer 
Werth von y  gegeben gewesen, 
x  =  a , y =  b', so hätten wir 
durch das nämliche Verfahren ei
nen Punkt P  gefunden, der noch 
in der Linie MK,  aber in einer 
andern Entfernung von M liegt. 

Wenn endlich der Werlh von y völlig unbestimmt gelassen ist, und 
wir nur die eine Gleichung x =  a haben, so sehen wir, dass der 
Punkt P  irgendwo in der Linie M K  liegt, dass aber seine Lage 
in ihr nicht bestimmt ist. Die Linie M K  ist daher der Ort aller 
der durch die Gleichung x  —  a dargestellten Punkte; welchen 
Punkt wir in der Linie M K  auch wählen, das x  desselben ist 
immer =  a.

17. Wenn allgemein eine Gleichung beliebigen Grades zwischen 
den Coordinaten gegeben ist, so setzen wir für x  irgend einen

beliebigen Werth x  =  a voraus und 
die Gleichung erlaubt sodann, eine 
endliche Zahl von Werthen von y zu 
bestimmen, welche» diesem speciellen 
Werth von x  entsprechen; für jeden 
der Punkte p,  q,  ; · . . . ,  deren x  
der angenommene Werth und deren 
y eines der aus der Gleichung gefun
denen ist, wird der Gleichung genügt. 
Sodann nehmen wir für x  irgend ei
nen andern Werth x —  a und fin
den in derselben Art eine andre Reihe 
von Punkten, deren Coordinaten die 
Gleichung befriedigen; ebenso wenn

wir x  =  a", x  =  a ” u. s. w. vorausselzen.
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Wenn wir so x  alle möglichen Wertlie nach einander anneh- 
men lassen, so bildet, die Vereinigung der wie vorher gefundenen 
Punkte einen Ort, von welchem jeder Punkt den Bedingungen 
der Gleichung genügt und welcher daher ihr geometrischer Aus
druck ist.

Wir sehen Maraus, dass jede mögliche Gleichung zwischen 
den Goordinaten geometrisch irgend einen Ort darstellen muss. In 
dieser Betrachtung ist die ganze Wissenschaft der analytischen Geo
metrie begründet.

18. Denn es ist die Aufgabe der analytischen Geometrie, die 
Natur der durch verschiedene Gleichungen dargestellten Oertcr 
zu untersuchen.

Nachdem wir den durch eine gegebene Gleichung, z. B. 
Ax  +  B y  -f- C — n, repräsentirten Ort erkannt haben, sind un
sicher, dass jeder Punkt dem Orte angehört, zwischen dessen Co- 
ordinaten die durch die Gleichung ausgedrückte Belation besteht, 
und umgekehrt, dass die Goordinaten jedes Punktes, welchen wir 
im Orte annehmen können, durch diese Belation verbunden sind.

Diese Oertcr werden nach den Graden der Gleichungen classi- 
ficirt, welche sie darstellen und als vom mten, ntm oder pUn u. s. w. 
Grade bezeichnet, je nachdem diese Gleichungen zw ischen x  und y 
vom mten, n,en oder p te" Grade sind.

Wir beginnen mit der Gleichung des ersten Grades und werden 
finden, dass sie immer eine gerade Linie repräsentirt und dass 
umgekehrt die Gleichung einer geraden Linie immer vom ersten 
Grade ist.

19. Wir haben im Artikel 10 den einfachsten Fall einer 
Gleichung ersten Grades, nämlich die Gleichung x = a ,  unter
sucht und gefunden, dass eine Gleichung von dieser Form eine 
zur Achse Ο Y  parallele gerade Linie P M  repräsentirt, die die 
Achse OX  in einer Entfernung O M = a  vom Anfangspunkt schnei
det. Ebenso repräsentirt die Gleichung y = b  eine zur Achse OX  
parallele Linie P N ,  welche der Achse Ο Y  in einer Entfernung 
O N ~ -b  vom Anfangspunkt begegnet.

Indem wir zur Untersuchung des an Einfachheit nächsten 
Falles übergehen, dass eine gerade Linie durch den Anfangspunkt 
der Goordinaten geht, betrachten w ir die Relation, welche zwischen
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den Coordinaten der in einer solchen geraden Linie liegenden 
Punkte bestellt.

Wenn wir einen Punkt P  in einer * solchen Linie annehmen 
so ändern hei der Veränderung des Punktes zwar beide Coordi

naten PM,  OM ihre Länge, aber 
ihr Verhältniss PM:  O M  bleibt 
unverändert, nämlich gleich dem 
Verhältniss sin POM  : sin O P 31; 
demnach wird die Gleichung

für jeden Punkt der Linie OP er
füllt und ist als die Gleichung die
ser Linie zu bezeichnen. Wenn 
umgekehrt die Bestimmung des 
durch die Gleichung y =  mx dar
gestellten Ortes verlangt wird, so 
schreiben wir die Gleichung in

cc
der Form — =  m; die Aufgabe ist dann, den Ort des Punktes P

y
so zu finden, dass immer, wenn wir durch ihn P3I  und P N  zu 
zwei festen geraden Linien parallel ziehen, das Verhältniss PM: PN 
constant ist. Dieser Ort ist nothwendig eine durch den Durch- 
sclmittspunkt jener beiden festen Linien gehende gerade Linie OP, 
welche den von ihnen gebildeten Winklel so llieilt, dass

ist.
Bei rechtwinkligen Achsen ist sin P O N  —  cos P O M  und 

daher m —  taug POM;  die Gleichung y =  mx repräsentirt daher 
eine gerade Linie, die durch den Anfangspunkt geht und mit der 
Achse der x  einen Winkel bildet, dessen Tangente = m  ist.

20. Eine Gleichung in der Form y —  +  mx bezeichnet eine 
gerade Linie OP,  welche in den Winkeln YOX,  Y O X '  gelegen 
ist; eine Gleichung in der Form y —  —  mx stellt dagegen (‘ine in 
den Winkeln Y OX,  Y 0 3t  gelegene gerade Linie dar. Denn aus 
der Gleichung y*=-\- mx erhellet, dass für positive x  auch y  positiv 
ist und dass negativen x  auch negative y  entsprechen; die durch 
diese Gleichung repräsentirten Punkte müssen daher ihre Coordi
naten entweder beide positiv oder beide negativ haben, und solche
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Punkte liegen nur in den Winkeln X O Y  und X O Y ' .  Dem ent
gegen muss, um der Gleichung y =  — mx zu genügen, y  für 
alle positiven x  negativ und für alle negativen x  positiv sein; 
Punkte, welche dieser Gleichung genügen, haben daher ihre Coor- 
dinaten von verschiedenem Vorzeichen und liegen notlnvendig in 
den Winkeln Ϋ Ο Χ  und YOX'.

21. Um nun zu untersuchen, wie eine in Bezug auf die 
Achsen völlig willkürlich gelegene gerade Linie PQ zu repräsen- 
tiren ist, ziehen wir durch den Anfangspunkt OR parallel zu PQ 
und bezeichnen den Schnitt
punkt der Ordinate P M  mit 
0 R durch R. Nun ist offen
bar das Verhältniss R M  : OM 
unveränderlich (R M = m  . OM); 
aber die Ordinate PM  diflerirt 
von R M  um die constante 
Länge P R  =  OQ,  welche wir 
ft nennen w ollen. Somit können 
wir die Gleichung schreiben

PM —  RM  - f  PR  =  m . OM +  PR,  
d. h. y =  mx +  b.

Diese für jeden Punkt der Linie PQ erfüllte Gleichung 
y = m x  -j- b heisst die Gleichung dieser geraden Linie.

Aus dem letzten Art. geht hervor, dass m positiv oder nega
tiv ist, jenachdem OR,  die durch den Anfangspunkt zur geraden 
Linie gezogene Parallele, in dem Winkel YOX oder in Υ"0Χ liegt; 
und ebenso dass ft positiv oder negativ ist, jenachdem der Punkt Q, 
in welchem die gerade Linie die Achse OY  schneidet, über oder 
unter dem Anfangspunkt liegt.

Umgekehrt bezeichnet die Gleichung y  =  mx -f- b stets eine 
gerade Linie; denn sie kann in der Form geschrieben werden

Wenn wir aber Q T  parallel zu OM ziehen, so ist T M = b  
und daher P T  =  y — ft, und wir haben demnach den Ort eines 
Punktes zu linden, welcher so liegt, dass die durch ihn zur Achse 
O Y  gezogene Parallele PT  die feste gerade Linie QT  so schneidet, 
dass das Verhältniss PT:  Q T constant bleibt. Dieser Ort ist offen
bar die durch Q gehende gerade Linie QP.  Da die allgemeinste
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Gleichung des ersten Grades Ax -f- By -f- C— o auf die Form 
y  =  mx +  b reducirt werden kann, als äquivalent mil

so repräsentirt diese. Gleichung stets eine gerade Linie.

22. Ans den letzten Artikeln lässt sich die geometrische Be
deutung der Conslanten in der Gleichung einer geraden Linie er
kennen.

Wenn die durch die Gleichung y = m x - f- b dargestellte ge
rade Linie mit der Achse der x  den Winkel u und mit der Achse 
der y  den Winkel ß macht, so ist (Art. 19)

sin a 
m  =  - 7— *  sin p

und wenn die Achsen rechtwinklig sind, m —  tang a.
Im Art. 21 sahen wir bereits, dass 6 den Abschnitt bezeichnet, 

welchen die gerade Linie in der Achse der y  bestimmt.
Ist die Gleichung in der allgemeinen Form Ax -f- By -f- C = o  

gegeben, so reduciren wir sie, wie im letzten Artikel auf die 
Form y  =  mx -f- b und linden, dass

oder bei rechtwinkligen Achsen =  tang «; und dass — 

die Länge des in der y  Achse bestimmten Abschnitts ist.

Zusatz. Die geraden Linien y ~ m x  -\ - b ,  y = v i x - \ - b '  sind 
parallel zu einander , wenn m =  m', weil sie dann beide mit «1er 
Achse der x  denselben Winkel bilden; ebenso sind die geraden 
Linien Ax  - f -  By - f -  C =  o und A'x - f  By  - | -  (f = .  o

A Ä
parallel, wenn — =  ——

/> 1 >

Ausser den Formen Ax  +  By  +  C— o und y  —  mx +  b 
gieht es noch zwei andere, in denen die Gleichung einer geraden 
Linie oft gebraucht wird; sie sollen zunächst abgeleitet werden.

23. D ie L ängen  der A b s c h n i t t e  zu f i nden,  w e l c h e  
die Li n i e  MN,  de r e n  Gl e i c hung  Ax  +  By  4- C— o i st ,  in 
den Ac hs e n  bes t i mmt ,  im letzten Artikel fanden wir di«; 
Länge des Abschnittes in der Achse der y , indem wir die
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jetzige Gleichung mit der Gleichung y =  mx +  b verglichen. Wir zie
hen es jedoch im gegenwärtigen Artikel vor, dieselbe Aufgabe mit llilfe 
eines bereits im 18. Artikel enthaltenen 
allgemeinen Princips direct zu untersu
chen. Da die Koordinaten eines jeden 
Punktes der Linie MN  der gegebe
nen Gleichung genügen müssen, so 
müssen es auch die Koordinaten des 
Punktes 71/,- in welchem sie die Achse 
der x  schneidet. Nun ist aber für jeden 
Punkt in der x Achse y — o (Art. λ) und 
die Gleichung wird daher für den Punkt 71/

A x  -+■ C =  o;
und da die Abscisse des Punktes 71/ eben 
der geforderte Abschnitt 071/ist, so folgt

Ebenso *

Daraus ist, die Gleichung einer geraden Linie leicht zu finden, 
welche in den Achsen die Abschnitte 0 M  =  n, O N " b  bestimmt. 
Die allgemeine Gleichung einer geraden Linie ist

es ist aber also ist die

Gleichung der hezeiclmeten geraden Linie
x  y• -  +  1 = 1.
a b

Di ese  Gl e i c hung  e i ner  geraden  Li ni e ,  a u s g e d r ü c k t  
durch die von ihr in den Ac hs e n  b e s t i mmt e n  A b 
s c hni t t e  g i l t  e b e n s o w o h l  f ür  s c h i e f w i n k l i g e  als für  
r (* c h l w i n k 1 i g e Ac h s e n.

Die Lage der Linie ändert sich mit den Vorzeichen der
X  y

Grössen a und b. So stellt die gegebene Gleichung — (-7· =  '»σ σ a b
welche positive Abschnitte in beiden Achsen voraussetzt, die ge
rade Linie MN  der vorigen Figur dar, dagegen repräsentirt
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oc u----- — =  1 die gerade Linie M N , welche in der Achse der x
a b
einen positiven und in der Achse der y  einen negativen Abschnitt

bildet. Ebenso stellt — — — =  1 die Linie NM'  und — f  —= — 1b a a b
die Linie Μ'Ν'  dar. W ir  können es dem Leser überlassen, zu un
tersuchen, wie die Veränderung in den Zeichen von A, B, C, sich 
in der Lage der durch die allgemeine Gleichung Ax -{- By -f- C== o 
dargestellten geraden Linie ausprägt.

Aufg. 1. Man soll die Lage der folgenden geraden Linien unter
suchen und die von ihnen in den Achsen gebildeten Abschnitte bestim
men :

Aufg. 2. Unter der Voraussetzung, dass die Seilen eines Dreiecks 
als Coordinatenachsen genommen werden, soll man die Verbindungslinie 
der Punkte ausdrücken, welche den mten Tbeil von jeder derselben ab- 
schneiden und nach Art. 22 zeigen, dass sie der Basis des Dreiecks pa
rallel ist.

Au fl.

24. Wenn wir in der allgemeinen Gleichung A — o voraus
setzen, so wird der von der geraden Linie in der Achse der

Q
x  bestimmte Abschnitt —· — unendlich gross. Die gerade Linie

By -f- C = o  schneidet daher die x  Achse in unendlicher Entfer
nung oder ist parallel zu ihr. Dies stimmt mit Art. 16 überein.

Die Entfernung vom Anfangspunkt, in welcher diese Parallele
Cdie Achse der y  schneidet, ist — — (Art. 22.). Für C =  o ver

schwindet diese Entfernung und die Gleichung y = o  repräsentirt 
die Achse der x  selbst. Ebenso bezeichnet Ax -f C— o eine zur 
Achse der y  parallele gerade Linie und x = o  die Achse der y 
seihst.

25. D ie Gl e i c h u n g  e i n e r  g e r a d e n  Linie  durch die  
Länge  der auf  sie vom An f a n g s p u n k t  ge f ä l l t en  N o r 
male  und durch die von d i e s e r  mit den Achsen g e 
b i l de t en  Wi nke l  a u s z u d r ü c k e n .
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Sei O P = p  tlie Länge der Normale, L P O M = u  der von 
ihr inil der Achse der x ,  L P O N  —  ß der mit der Achse der y 
gebildete Winkel, O M = a ,  O N = b .
Dann ist die Gleichung der geraden 
Linie MN

Indem wir diese Gleichung mit 
p  multiplidren, erhalten wir

i-» . p pEs ist aber — =  cos er; — =  cos/? und daher die Glei- 
a b

chung der geraden Linie

Bei rechtwinkligen Goordinaten, wie wir sie zumeist ge
brauchen, ist (3 =  90° — «. Demnach ist

die Gleichung einer geraden Linie, für welche die vom Anfangs
punkt auf sie gefällte Normale die Länge p  hat und den Winkel 
« mit der Achse der x  einschliesst, in rechtwinkligen Goordinaten.

Wenn die Gleichung einer geraden Linie in der allgemeinen 
Form Ax +  By +  C = o  gegeben ist, so kann sie leicht auf die 
Form x  cos a +  y s i n a  —  p  reducirt werden; dividiren wir die
selbe durch ]/[A2 +  B 2), sodass sie wird

so können wir setzen

weil die Summe der Quadrate dieser zwei Grössen 1 ist. Wir lernen 
A B

daraus, dass U1K' resPcctlve der cosmus und
sinus des Winkels sind, welchen die vom Anfangspunkt auf die Li
nie Ax +  By +  C = o  gefällte Senkrechte mit der Achse der x  bil-

Q
det und dass yyp_ _̂ die Länge dieser Senkrechten ist. Die 

in diesen Werthen vorkommende Quadratwurzel ist übrigens
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eines doppelten Vorzeichens fällig, in Uebereinstimmung damit, 
dass die Gleichung auf eine der beiden Formen 
x  cos α +  y cos ß — p = o  , x  cos (1800 + α ) +  y  cos (180° +  ß) +  p =  o 
reducirt werden kann.

26. Die auf s c h i e f w i n k l i g e  Coor d i na l e n  b e z o g e n e  
G l e i c h ung

Ax B y  C= o
sol l  a u f  die F o r m

r e d u c i r t  werden.
Nehmen wir an, dass die gegebene Gleichung durch Multipli- 

cation mit einem gewissen Factor R auf die vorgeschriebene Form 
reducirt werde, so ist RA —  cos«, R B =  cosß.

Wenn aber zwei Winkel a und ß die Summe ω haben, so 
ist immer

Also ist R2[A2 +  B2 —  2.4 R cos ω) =  sin2 ω und die auf die 
verlauste Form reducirte Gleichung ist daher

Wir lernen daraus, dass

respective die cosiuus der Winkel sind, welche die vom An
fangspunkt auf die Linie Ax -f- By -f- C =  o gefällte Senkrechte 

m it den Achsen der x  und y bildet; und dass

die Länge dieser Senkrechten ist. Diese Länge kann auch leicht 
dadurch berechnet werden, dass man den doppelten Inhalt des 
Dreiecks NOM (ON. OM. sin ro) durch die Länge von MN  divi- 
dirt, deren Ausdruck leicht zu finden ist.

•

27. Die Länge  der S e n k r e c h t e n  von e inem Punkt  
x rj auf  di e  g e r a d e  Li ni e  zu f i nden ,  d e r e n  G l e i c h u n g  
i s t x  cos « +  y cos ß — p =  o,
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V

Wir werden linden, dass sie durch» Substitution der Coordi- 
naten x  y  des Punktes an die Stelle von x  und y in die ge
gebene Gleichung erhalten wird und dass sie somit isL:

±  (x cos« +  y cosß — p).
Wir ziehen QR von dem gegebe

nen Punkte Q parallel zu der gege
benen geraden Linie und QS senk
recht dazu; dann ist

OK —  x  und Ο T =  x  cos«. 
Wegen i  S Q K =  ß und Q K  =  y 

ist ferner
R T  — QS =  y  cos ß ;

also
x  cos u +  y  cos ß =  OR.

F i g .  1 6 .

Indem wir davon die Senkrechte vom Anfangspunkt OP  sub- 
trahiren, erhalten wir

x  cos« -f- y  cosß — p —  PR
als den Ausdruck der Senkrechten Q V, wie bewiesen wer
den sollte.

Wäre in der Figur der Punkt 0  auf der Seite der geraden 
Linie gewählt worden, welche dem Anfangspunkt am nächsten liegt, 
so hätten wir für die Senkrechte den Ausdruck p  — x  cos a — y 'cos ß 
erhalten und wir sehen daraus, dass die Senkrechte ihr Vorzei
chen wechselt, wenn wir von einer Seite der geraden Linie auf 
die andre übergehen. Es ist willkürlich, auf welcher Seite der 
Linie wir sie als positiv betrachten wollen. Wenn wir zur Dar
stellung des Perpendikels die Form der Gleichung wählen, in 
welcher das absolute Glied positiv ist, so haben wir die Senk
rechten als positiv zu betrachten, welche von der Seite des An
fangspunktes auf die gerade Linie gefällt werden, dagegen die als 
negativ, welche von auf der andern Seite gelegenen Punkten aus
gehen; umgekehrt, wenn wir die andre Form wählen.

Die in der Form Ax +  By +  C ~ o  gegebene Gleichung der 
geraden Linie reduciren wir auf die Form #coso +  y cosß— p =  o 
und erhalten die Länge des von einem Punkte x y auf sie ge
fällten Perpendikels
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je nachdem die Achsen rechtwinklig oder schiefwinklig sind. 
Durch Vergleichung dieses Ausdrucks für die Senkrechte von 
x  y mit dem für die Senkrechte vom Anfangspunkt sehen wir, 
dass x  y mit dem Anfangspunkt auf derselben Seite der geraden 
Linie liegt, wenn Ax -f- By' - f  C mit C dasselbe Vorzeichen hat 
und umgekehrt.

Die Bedingung, dass irgend ein Punkt x  y' in der geraden 
Linie Ax -(- By -f- C^=o liege, besteht darin, dass seine Coordi- 
naten x y der gegebenen Gleichung genügen müssen, oder dass

Ax’ Bxj -f- C = 0  
sei.

Der gegenw ärtige Artikel zeigt, dass diese Bedingung nur der 
algebraische Ausdruck der geometrischen Wahrheit ist, dass die 
Senkrechte von einem Punkte x  y  in einer geraden Linie auf die
selbe gleich Null ist.

Aufy. 1. Die Länge der Senkreckten vom Anfangspunkt auf die 
Linie i x  -J- i y  +  20 === o
bei rechtwinkligen Achsen zu finden.

Aufl. p  =  4.
Aufg. 2. Finde die Länge der Senkrechten vom Punkte (2, 3) auf 

die gerade Linie Ix  -J- y — 4 =  0.
, 3

Aufl. p =  ; der gegebene Punkt liegt auf der dem Anfangs-
V 5

punkt entgegengesetzten Seile der geraden Linie.

Aufg. 3. Finde die Länge der Senkrechten vom Punkte (3, — 4) 
auf die gerade Linie i x  -j- 2y — 7 =  0
unter Voraussetzung eines Achsenwinkcls von 60°.

3Auß. p' = —·, der Punkt liegt mit dem Anfangspunkt auf der
selben Seile.

Aufg. 4. Die Länge der vom Anfangspunkt auf die gerade Linie 
a{x  — n) -f- b {y — b) =  o 

gefällten Senkrechten anzugeben.
Au fl.

28. Die Gl e i c h u n g  e i ner  g e r a d e n  Linie  zu f inden,  
die durch den g e g e b e n e n  Punkt  x  y geht .

Die allgemeine Gleichung einer geraden Linie kann, wie wir 
sahen unter die Form y =  mx -f- b gebracht werden; hier kön
nen m und b als Unbekannte angesehen und aus Bedingungen,
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welche bezüglich der geraden Linie gegeben sind, bestimmt wer
den. Soll der Punkt x  y  in der Linie liegen, so muss die für 
jeden Punkt derselben gültige Gleichung y =  mx -f- b auch für 
den Punkt x  y  wahr sein; so erhalten wir die Bedingung

y' =  mx -f- b.
Wenn keine weitere Bedingung gegeben ist, so können wir 

nicht beide unbekannte Grössen m und b bestimmen, wir linden 
mit Hille der vorigen Bedingungsgleichung nur den Werth der ei
nen von ihnen b — y — mx und erhalten durch Substitution des
selben in die allgemeine Gleichung

y =  mx -f- y — mx 
oder y  — y =  m{x — x)
als die Gleichung einer durch den Punkt x  y gehenden geraden 
Linie. Wie es sein muss, bleibt m unbestimmt, weil unendlich 
viele verschiedene gerade Linien durch den Punkt x y  gezogen 
werden können.

29. Die G l e i c h u n g  e iner geraden  Linie  z u - l i nde n ,  
w e l c h e  durch zwe i  g e g e b e n e  Punkt e  x y  und x"y" geht.

Die Bedingung, dass die gerade Linie noch durch einen 
zweiten Punkt gehen soll, erlaubt uns, die Gonstante m zu be
stimmen, welche im letzten Artikel noch unbestimmt bleiben 
musste.

Nach diesem Artikel ist die Gleichung einer geraden Linie 

durch x  y , y — y — m[x —  x )  oder -  ...=  m. Da aber die

verlangte gerade Linie auch durch den Punkt x'y"  gehen muss, 
so muss diese Gleichung auch erfüllt bleiben, wenn man für x y  
die Coordinaten desselben x"y" einsetzt. Demnach ist

und durch Substitution daher die Gleichung der verlangten ge
raden Linie

In dieser Form scheint die Gleichung am leichtesten zu 
behalten; durch die Befreiung von Brüchen bringen wir sie je
doch in eine Form, in der sie zumeist brauchbarer ist, nämlich

oder
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Zusatz. Die Gleichung der geraden Linie die den Punkt x  y '  
mit dem Anfangspunkt verbindet ist x y  —  x  y.

Es kommt zuweilen vor, dass die Gleichung der geraden 
Verbindungslinie zweier Punkte olnie alle Rechnung geschrieben 
werden kann. Wenn wir im voraus wüssten, dass die Coordinaten 
beider Punkte durch die Relationen

Ax -p By' C =  o und Ax" -p By" -p C — o 
verbunden sind, so ist offenbar, dass die Verbindungslinie der
selben durch die Gleichung

Ax By -f- C =  o
ausgedrückt sein muss; denn diese ist die Gleichung einer geraden 
Linie und enthalt die beiden Punkte, weil sie durch die Coordi
naten derselben befriedigt wird.

Aufg. 1. Bilde die Gleichungen der Seilen eines Dreiecks, dessen 
Eckpunkte durch ihre Coordinaten gegeben sind wie folgt 

(-2, 1), (3, -  2), ( -  4, -  1).
Au ft. ?>x +  y  =  7, x  +  7y +  11 =  o, 3 y  — x  ~  1.

Aufg. 2. Finde die Längen der Senkrecklen, welche von den 
Ecken dieses Dreiecks auf die Gegenseiten gefällt werden.

Au fl. 2 //2 , }/10, 2 //l0 . Der Anfangspunkt der Coordinaten 
liegt im Dreieck.

Aufg. 3. Bilde die Gleichungen der Seiten des aus (2, 3), (4, — 5), 
(— 3, — 6) bestimmten Dreiecks.

Au fl. ^ x - \ - y = \ ] , . x  — 7y =  39, 9x  — 5 / /= 3 .
Aufg. 4.

zu bilden.

Die Gleichung der geraden Verbindungslinie der Punkte

Aufg. 5. Die Gleichung der geraden Linie anzugeben, welche die 
Punkte 
verbindet.

Aufg. 6. Die Gleichungen der geraden Linien zu bilden, welche 
die Ecken des Dreiecks in Aufg. 3 mit den Mittelpunkten der Gegensei
ten verbinden.
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Aufg. 7. Welches ist die Gleichung der geraden Verbindungslinie 
der Punkte

30. D ie B e d i n g u n g  a n z u g e b e n ,  unt er  w e l c h e r  dre i  
Punkte  in e i ner  g e r a d e n  Linie  l i egen.

Wir fanden im Artikel 29 die Gleichung der Verbindungs
linie zweier Punkte und haben nur auszudrücken, dass die Coor-
dinaten des dritten dieser Gleichung genügen müssen.

Die Bedingung ist daher
 

welche in der mehr symmetrischen Form
 

geschrieben werden kann. 

31. Den Inhal t  des  durch  drei  P unkt e  g e b i l d e t e n 
Drei ecks  zu berechnen

Wir erhalten den doppelten Inhalt, indem wir die Länge der 
Verbindungslinie zweier Eckpunkte mit der Länge der vom dritten 
Eckpunkt auf dieselbe gefällten Senkrechten multipliciren.

Unter Voraussetzung rechtwinkliger Achsen ist die Länge 
der von x3y3 auf die Verbindungslinie von x {y y und x 2y 2 gefällten 
Senkrechten (Art. 27)

in diesem Bruche stellt der Neuner die Länge der Verbindungs
linie von x'y  mit x2y2 dar und

bezeichnet daher den doppelten Inhalt des von den drei Punkten 
gebildeten Dreiecks. 

*) Beim Gebrauch dieser und ähnlicher Formeln, welche wir bei spätem 
Gelegenheiten anwenden werden, ist es nützlich, die Coordinaten in einer fe
sten Aufeinanderfolge zu denken , z. B. nimmt im
2. Glied der eben gegebenen Formel y" die Stelle von 
y , x "  die von x"  und x  die von x "  im ersten Gliede 
ein und im dritten gehen wir von y" zu y '", von x "  zu 
x  , und von x  zu x"  über. Mau kann dies Verfah
ren kurz als eine cyklische Vertauschung der Indices be
zeichnen.

2 7
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Unter Voraussetzung schiefwinkliger Achsen wird dieser dop
pelte Inhalt gefunden, indem man in derselben Art die Aus
drücke für die Länge des Perpendikels und der Verbindungslinie 
benutzt, welche in den Artikeln 26 und 6 gegeben sind. Die 

e inzige Veränderung besteht darin, dass der hier gefundene Aus
druck mit dem sinus des Achsenwinkels zu multipliciren ist.

Zusatz 1. Der doppelte Inhalt des von den Punkten x ly i 
und x2y2 mit dem Anfangspunkt der Coordinaten gebildeten Drei
ecks ist y , x 2— y2x ,, wie aus dem allgemeinen Ausdruck folgt; 
indem man darin x 3 =  o; y3 =  o setzt.

Zusatz 2. Die Bedingung, unter welcher drei Punkte in 
einer geraden Linie liegen, drückt aus, dass der Inhalt des durch 
die drei Punkte gebildeten Dreiecks gleich Null ist.

Aufgabe. Man soliden folgenden Satz beweisen: Wenn zwei  
f este  gerade Linien,  welche sich in e i ne mPunkt e  A s chne i 
den,  von einer um den f e s t e n Punkt  0 dre henden Ge raden 
in den Punkten B und C geschni t ten werden,  so ist  die 
al gebrai sche  Summe der r e c i pr o ke n  W e r t h e de r  Dreiecks-  
f lächen OAB  und OAC constant .  

32. Den Inhal t  e i nes  P o l y g o n s  durch die  Coordi -  
naten s e i ner  Ec k p u n k t e  a u s z u d r ü c k e n .

Wenn wir innerhalb des Polygons einen Punkt x y  wählen 
und ihn mit allen Eckpunkten desselben:  
durch gerade Linien verbinden, so ist der Inhalt des Polygons die 
Summe der Inhalte aller der Dreiecke, in welche dasselbe in 
dieser Weise getheilt worden ist.

Diese doppelten Inhalte sind nach dem letzten Artikel re- 
spective:

Durch Addition derselben verschwinden alle die Glieder, 
welche  und y als Factoren enthalten, wie auch nöthig, weil 
der Werth des Totalinhalts von der Art unabhängig sein muss, in
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welcher das Polygon in Dreiecke zerlegt wird; wir erhalten für 
den doppelten Inhalt den Ausdruck:

Derselbe kann auch geschrieben werden:

oder

Aufg. 1. Berechne den Inhalt des Dreiecks (2, 1) ,  (3, — 2), (— 4, — 1).
Aufl. = 1 0 .
Aufg. 2. Berechne den Inhalt des Dreiecks (2,3), (4 — 5), (— 3, — 6).
Au fl. —  29.
Aufg. 3. Berechne den Inhalt des Vierecks (1,1), (2,3), (3, 3), (4, 1).
Au fl. =  8.

33. Aus den Gl e i c h u n g e n  z we i er  ge r a de n  Li ni en  
d ie Coord i n atei l  i hres  Dur c l i schni  t t s p u n k t e s  zu f inden.

Jede der Gleichungen drückt eine Relation aus, welcher von 
den Goordinaten des geforderten Punktes genügt werden muss; 
deshalb finden wir seine Goordinaten, indem wir die beiden Glei
chungen für die unbekannten Grössen x  und y anflösen.

Wenn die Gleichungen in der allgemeinen Form 
Ax -f- By -p* G =  o, A x  -p B y  +  C = o  

gegeben sind, so finden wir
BC ’ — B'C , CA’ — CA

x —  ---- ;------ ;—  und y =  ---- ; — .
AB  — A B  A B — Ä B

Im Artikel 14 sahen wir, dass die Lage eines Punktes be
stimmt war durch zwei Gleichungen zwischen seinen Goordinaten. 
Jede dieser Gleichungen, stellt einen Ort dar, welchem der Punkt 
angehören muss und er ist somit der Durchschnittspunkt der bei
den durch die Gleichungen dargestellten Oerter. Die einfachsten 
Gleichungen zur Darstellung eines Punktes, nämlich x = a , y — b 
sind die Gleichungen zweier Parallellinien zu den Coordinaten-
aehsen, deren Durchschnittspunkt der verlangte Punkt ist.

«
Darum repräsentiren zwei Gleichungen des ersten Grades nur 

einen Punkt und zwei Gleichungen von höheren Graden mehr als 
- einen Punkt; denn in jenem Falle stellt jede Gleichung eine ge

rade Linie dar und zwei gerade Linien können sich nur in einem 
Punkte schneiden; in diesem allgemeinen Falle sind die durch die 
Gleichungen dargestellten Oerter Curven, welche einander in mehr 
als einem Pirtikto durchschneiden.
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Zusatz. Die Coortlinatou dos Durclischnittspunkts der beiden 
geraden Linien sind unendlich gross, derselbe liegt also 'in un
endlicher Entfernung, wenn AB' — Ä B . In diesem Falle sind 
die geraden Linie p a r a l l e l .  (Art. 22.)

34. Die B e d i n g u n g  zu f i nden,  unt er  w e l c h e r  drei  
g e r a d e  Li ni en s i c h  in e i n e m P u n k t e  s c h n e i d e n .

Sind
Ax +  By -f- C =  o , A'x +  B’y C' —  o, Ä 'x  +  B'y -j- C"— o 
die Gleichungen derselben, so heisst die verlangte Bedingung

denn wenn sie sich m einem Punkte schneiden sollen, so müssen 
die Coordinaten des Punktes, in welchem zwei von ihnen sich 
schneiden, der Gleichung der dritten Genüge leisten.

Die gefundene Bedingung kann auch in einer der folgenden 
Formen geschrieben werden

Aufg. 1. Oie Seiten eines Dreiecks haben die Gleichungen 
x  =  x  —  3y =  4 , 3 .r 4- 5 y  4- 7 =  0, 

welches sind die Coordinaten seiner Ecken?
Au fl. (¾ -  i), (- (V*- '?)>
Aufg. 2. Berechne die Coordinaten der Punkte, in welchen die ge

raden Linien 4* y — 2 =  0, x-\- 2y =  5, 2 x — 3y 4~ 7 =  0 
sich schneiden.

Aufl. ( -  I  V). (b V7)· ( -  ,V ??)·
Aufg. 3. Oie Coordinaten der Durchschnillspunkle von 

2x  4- 3y =  13, bx  — y  —  7 , x  — 4y +  10 =  0 
zu finden,

Au fl. Sie schneiden sich in dem Punkte (2, 3).

*) Wenn man einen dieser Ausdrücke, z. B. den letzten durch C . C f . C  
dividirt, so dass man erhält

so erkennt man die vollständige Analogie dieser Bedingung, unter welcher drei 
gerade Linien durch einen Punkt gehen, mit der, unter welcher drei Punkte 
in einer geraden Linie liegen. An die Stelle der Coordinaten dieser Punkte tre-

. _ .. A B A '  B'  A" B"ten die Grossen —, —; — —r,, — die von den geraden Linien ge-
l  6 6 6 6 6

bildeten Achsenahschnitte. Können sie nicht als Coordinaten der geraden Li
nien bezeichnet werden ?
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Aufg. 4. Die Coordinaten der Ecken und die Gleichungen der Dia
gonalen des Vierecks zu finden, dessen Seiten durch die Gleichungen 
2g — 3a; =  10, 2g +  x ~  6, I 6 x  —  10^ =33, 12a; -f- 14g +  29 =  0 
gegeben sind.

Aufl.
(— 1, I), (3, |), (£, - f ), ( -  3, \ ) ; 6g — x =  6 ; 8a’ +  2g +  1 = 0 .

Aufg. 5. Die Durchschnittspunkte der Gegenseiten desselben Vier- 
eks und die Gleichung der Verbindungslinie demselben zu berechnen.

( 8 3 ,  (— V -  T7T); 162y —  199 a; =  4462.

Aufg. 6. Die Diagonalen des durch
x  =  a , x  =  a , g  =  b , g  =  b' 

gebildeten Parallelogramms auszudrücken.
Auf.

Aufg. 7. Wenn von einem Dreieck die Basis und die Verbindungs
linie ihres Mittelpunktes mit der Spitze zu Coordinatenachsen gewählt 
sind, so sollen die Gleichungen der Linien, die von den Basisecken nach 
den Mittelpunkten der Seiten gehen und die Coordinaten ihres Dureli- 
schnitlspunktes berechnet werden.

Aufl. Sind die Coordinaten der Spitze o, y ,  und die der Basisecken 
x , o und — x , o so sind die Gleichungen der lialbirungslmien 

3 x'g —  g x  —  x'g' =  o, 3 x'g -f- g'x  — x'g' =  o 
und die Coordinaten ihres Schnittpunktes (o, '~j.

Aufg. S. Die Gleichungen der Seiten eines Vierecks sind:

Die Coordinaten der Durchschnittspunkte der Gegenseiten und des Mittel
punktes ihrer Verbindungslinie zu finden.

Aufg. 9. Die Gleichung der Linie zu berechnen, welche in dem
selben Viereck die Mittelpunkte der Diagonalen verbindet.

Aufg. JO. Nachzuweisen, dass die in der Anfg. 8 gefundenen 
Coordinaten des Mittelpunktes der Verbindungslinie der Gegenecken der
selben Gleichung genügen.
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35. Den  I nha l t  des  durch die drei  Li ni en  
Ax +  By +  (7 =  0 , A’x +  B y  +  C' = o ,  Ä'x +  B"x -j- C"— o 

g e b i l d e t e n  D r e i e c k s  zu f inden.
Wenn wir nach Artikel 33 die Coordinaten der Ecken be

rechnen und ihre Werthe in die Formel des Artikels 31 ein- 
setzen, so erhalten wir für den doppelten Inhalt den Ausdruck :

Wir reduciren diesen Ausdruck auf einen gemeinsamen Nen
ner und( bemerken, dass der Zähler des zwischen den ersten 
Klammern enthaltenen Theils die mit Ä ' multiplicirte Grösse 

Ä'[BC' — B'C) +  A{B'C" — B" C’) +  A' (B" C — B C ") 
ist, und dass die in den beiden folgenden Klammern enthaltenen 
Theile des Ausdrucks die Producte derselben Grösse mit A, Ä  re- 
spective sind, dadurch erhalten wir für den doppelten Inhalt des 
Dreiecks

Wenn die drei geraden Linien sich in einem Punkte schnei- 
wden, so wird dieser Ausdruck für den Flächeninhalt Null (Art. 34); 
wenn irgend zwei von ihnen parallel sind, so wird er unendlich 
gross. (Art. 22, 33).

36. Aus den Gl e i c h u n g e n  z we i e r  g e r a d e n  Linien  
die e i ne r  dr i t t e n  d u r c h  ihren D u r c h s c h n i t t s p u n k t  
g e h e n d e n  zu f inden.

Die zunächstliegende Methode zur Lösung dieser Aufgabe 
besteht darin, nach Artikel 33 die Coordinaten des Durchschnitts
punktes der zwei geraden Linien zu berechnen und ihre Werthe 
in die Gleichung des Artikels 28, nämlich in

einzusetzen.
Eine leichtere Auflösung nimmt aber die Aufgabe auf Grund 

des folgenden wichtigen Princips an: Wenn S =  o, S' =  o die
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G l e i c h u n g e n  i r g e n d  zwe i er  0  ert er s i nd,  so e n t h ä l t  de r  
dur c h  die G l e i c h u n g  S -f  kSf =  o (wo k eine Gonstante ist) 
d a r g e s t e l l t e  Ort al le die den b e i de n  g e g e b e n e n  0 ei 
t ern g e m e i n s a m e  n Punkte .  Denn es ist offenbar, dass Coor- 
dinaten, welche der Gleichung S = o  und zugleich der Gleichung 
S' —  o genügen, auch die Gleichung S -}- k S ' = o  befriedigen.

Daher bezeichnet die Gleichung
(Ax -f- By +  C) +  k (.Ä x  -f- B y  -f- C‘) —  o, 

welche offenbar die Gleichung einer geraden Linie ist, eine solche 
gerade Linie, welche durch den Durchschnittspunkt der geraden 
Linien

Ax +  By -f- C =  o, A x  -f- By  +  C' =  o 
gezogen ist; denn die Coordinaten des Schnittpunktes dieser beiden 
geraden Linien müssen, in die Gleichung

(Ax +  By +  C) +  k (Äx  +  B'y -|- C ' ) ~ o  
eingesetzt, diese identisch machen, weil sie jeden ihrer Theile ge
trennt =  o machen.

Aufg. 1. Die Gleichung der geraden Linie zu finden, welche den 
Anfangspunkt mit dem Durehschnittspunkl der Linien

A x  -f- By  -f- C — o, Ä x  -f- By  -j- Cf=.o
verbindet.

Auf1. Indem wir die erste Gleichung mit C , die zweite mit C'multi- 
plicircu und die Producle von einander abziehen, erhalten wir die Glei
chung der geforderten Linie

(AC' — Ä C )x  +  (BC' — B'C)y =  o: 
denn diese geht nach Art. 19 durch den Anfangspunkt und nach dem ge
genwärtigen Artikel durch den Durchschnittspunkt der gegebenen gera
den Linien.

Aufg. 2. Die Gleichung der durch den Schnittpunkt derselben 
geraden Linien gezogenen Parallelen zur Achse der x  soll gefunden 
werden.

Au fl. (B A — AB) y -f- C A — AC o.
Aufy. 3. Es ist die Gleichung der geraden Linie auszudrücken, 

welche den Durchsclmiltspunkt derselben Linien mit dem Punkte x y 
verbindet.

Aufl. Wir bestimmen in der allgemeinen Gleichung einer geraden 
Linie, welche durch den Durchsclmiltspunkt der beiden gegebenen gera
den Linien geht, die Constanle k durch die Bemerkung, dass dieser 
Gleichung durch die Coordinaten x y  genügt werden muss und lim̂ m 
als die verlangte Gleichung
(Ax +  B y + C ) ( Ä x + B ’y + ( f )  =  (Ax +  B y + C )  (Äx  +  B’y + C ) .S a lm o n ,A n a l. Geoin. der Keg-elschnilte. 3
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Aufg. 4. Welches ist die Gleichung der geraden Linie, die den 
Punkt (2 , 3) mit dein Durchschniltspunkt von

2.r +  &/ +  1 = 0  und 3a: — \y  =  5
verbindet?

Au/}.
11 (’2x  +  3y  +  1) +  14 (3a: — 4y — 5) = 0  oder 64a: — 23y  =  59·

.37. Das im letzten Artikel begründete Prineip liefert für drei 
sich in demselben Punkt durchschneidende gerade Linien ein Kenn
zeichen, welches häufig bequemer ist als das im Artikel 34 ange
gebene.

Drei  g e r a de  Li n i e n  g e h e n  durch d e n s e l b e n  Pun k t ,  
we nn i hre  G l e i c h u n g e n ,  i ndem man jede  mi t  e i ne r  
c ons t ant e n  G r ö s s e  m u l t i p l i c i r t ,  Nul l  zur  S u mme  
gehen;  d. h. wenn für alle x  und y die Relation besteht 

l(A x  +  By +  C) +  ?n{A'x +  B'y +  C') +  n(A"x  +  B "y +  C") ~ o .

Denn in diesem Falle müssen die Werlhe der Coordinaten, 
welche die beiden ersten Theile der Gleichung einzeln mit Null 
identisch machen, auch den dritten Theil gleich Null setzen.

Aufg. 1. Die drei geraden Linien, welche die Ecken eines Dreiecks 
mit den Mittelpunkten der Gegenseiten verbinden, schneiden sich in ei
nem Punkte.

Auf7. Die Gleichungen dieser Linien sind nach Art. 29, Aufg. 5

Da die Summe dieser drei Gleichungen Null ist, so gehen die durch sie 
dargestelllen geraden Linien durch einen Punkt. Nach Art. 33 findet

man seine Coordinaten

Aufg. Derselbe Satz ist unter der Voraussetzung zu beweisen, dass 
zwei Seiten des Dreiecks von den Längen a und b zu Achsen genommen 
sind.

Gleichungen der drei Halhirungslinicn; ihre blosc Ansicht liefert den Beweis.
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38. Die Co o r d i n a t e n  des  Punkt es  zu f i nden,  in 
we l c h e m die g e r a d e  V e r b i n d u n g s l i n i e  der  Punkt e
x 'y ,  x"y" von der  Li n i e  Ax -p By -p C =  o g e s c h n i t t  en 
wird.

Wir können diese Aufgabe dadurch lössen, dass wir die 
Gleichung der Verbindungslinie jener .beiden Punkte bilden und 
nach Artikel 33 ihren Durchschnittspunkt mit der gegebenen Linie 
bestimmen.

Eine andere Methode, die wir oft anwenden werden, um 
den Punkt zu bestimmen, in welchem die gerade Verbindungs
linie zweier gegebenen Punkte durch einen gegebenen Orl ge- 
srlmitten wird, ist in dem Folgenden enthalten.

Nach Artikel 7 sind die Coordinaten eines Punktes in der ge
raden Linie, welche die gegebenen Punkte x'y , x ' y '  verbindet, 
immer von der Form

m
und wir können das Verhältniss —, in welchem die Verhimlungs-

n
linie dieser Punkte (durch den gegebenen Ort gelheilt wird, als 
eine unbekannte Grösse anseben, welche sich aus der Bedingung 
bestimmt, dass die eben geschriebenen Coordinaten der Gleichung 
des Ortes genügen müssen.

So haben A\ir im gegenwärtigen Falle

also

Demnach sind die Coordinaten des gesuchten Punktes

Der Werth für das Verhältniss ?/t: n konnte auch geometrisch 
aus der Bemerkung abgeleitet werden, dass das Verhältniss, in 
welchem die Verbindungslinie von x y  und x 'y" geschnitten wird, 
dem Verhältniss der Senkrechten gleich ist, die man von diesen
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Punkten auf die gegebene gerade Linie fällen kann; denn nach 
Artikel 27 sind diese Senkrechten

We nn e i ne  g e r a d e  
Li n i e  die Se i t en  e i nes  
D r e i e c k s  BC, AC, A B  
in den  P u n k t e n L, Μ, N 
d u r c h s c h n e i d e t ,  so ist

Sind die Coordinaten der Ecken 
ben wir

und die Wahrheit des Satzes ist offenbar, wenn man noch hin
sichtlich der Vorzeichen dieser Theilungsverhältnisse bemerkt, dass 
entweder alle drei das negative oder nur eines das negative 
und die andern das positive Zeichen erhalten müssen, weil die 
Dreiecksseiten durch die Transversale nur entweder alle drei 
ausserhalb oder zwei innerhalb und eine ausserhalb des Dreiecks 
geschnitten werden können.

39. Man be s t i mme  das  V e r h ä l t n i s s ,  nach we l c h e m  
die V e r b i n d u n g s l i n i e  z w e i e r  P u n k t e  ar, y , , x2 y2 durch  
die V e r b i n d u n g s l i n i e  z we i e r  ande r n  P u n k t e  x3y3, x4y4 
g e s c h n i t t e n  wird.

Die Gleichung der letztem geraden Linie ist (Art. 29)
[y3 — y*)x — (x3 — x*)y +  ^3y4 — x 4y3 =  o\ 

daher nach dem letzten Artikel
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Aus Artikel 31 ist offenbar, dass diess das Verhältniss der 
Flächeninhalte der beiden Dreiecke ist, deren Ecken sind x , y u 
x 3y3, und x z y2, x3 y 3, χ Λ yt , wie dies auch geometrisch
evident ist.

We n n  die g e r a d e n  Ve r b i n d u n g s l i n i e n  e i n e s  D u n k 
l es  mit  den Ec k e n  e i n e s  D r e i e c k s  die G e g e n s e i t e n  
BC, CA, AB  r e s p e c t i v e  in Punkt en D, E, F s c h n e i d e n ,  
so ist

Sind die Ecken x ty if x2y2, x3y3 und ist der angenom- 
mene Punkt x4y4, so folgt

und die Wahrheit des Satzes ist offenbar, wenn man nur noch 
bemerkt, dass entweder alle drei Theilpunkte B, E , F  innerhalb 
der Dreiecksseiten oder einer innerhalb und zwei ausserhalb der
selben liegen.

40. Den von z we i  g e r a d e n  Li ni en  g e b i l d e t e n  W i n 
kel  unter  der V o r a u s s e t z u n g  r e c h t w i n k l i g e r  Coordi -  
naten zu f inden.

Der von den beiden geraden Linien gebildete Winkel ist dem 
Winkel gleich, welchen die vom Anfangspunkte aus auf sie ge
fällten Perpendikel mit einander einschliessen; wenn wir die von 
diesen mit der Achse der x  gebildeten Winkel a,  a nennen, so 
ist nach Artikel 25
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Zusatz 1. Der von beiden Linien gebildete Winkel ver
schwindet, wenn B Ä  — AB' =  o;
die geraden Linien sind dann nach Artikel 22 parallel.

Zusatz 2. Die zwei geraden Linien sind rechtwinklig zu 
einander, wenn A Ä  -f- BB' =  o,
weil dann die Tangente ihres Winkels unendlich gross wird. ·

Wenn die Gleichungen der beiden geraden Linien in der 
Form y — mx -f- b, y  —  m x  +  b' gegeben sind, so ergiebl 
sich die Tangente des von ihnen gebildeten Winkels

„ m — m
1 +  in m ’

weil dieser Winkel die Differenz der Winkel ist, die die Linien 
selbst mit der Achse der x  bilden und weil m und m (Art. 22) 
die Tangenten dieser letztem Winkel sind; die geraden Linien 
sind parallel, wenn m —  m,  und rechtwinklig auf einander, 
wenn mm -f- 1 =  o*.

*) Werfen wir liier die naheliegende Frage auf, ob nicht auch parallele Li
nien rechtwinklig zu einander sein können, so erhalten wir die Bedingung 
?«2 -j— 1 =  0 oder in =  +  y — 1. Zwei gerade Linien also, welche durch 
Gleichungen wie

dargestcllt werden, sind zugleich parallel, d. h. haben ihren Durchschnitts
punkt in unendlicher Entfernung und stehen rechtwinklig zu einander. Ein 
merkwürdiges Resultat ergiebtsich, wenn man die Tangente des Winkels be
rechnet, der eine durch die Gleichung y =  x i  dargestellte gerade Linie mit ir
gend einer andern macht, welche mit der Abscissenachse den Winkel cp cin- 
schliesst. Mau erhält
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41. Den Wi nke l  z w i s c h e n  zwe i  ge r ade n  Li n i e n  he i  
s c h i e f w i n k l i g e n  Coorcl inaten zu f inden.

Wir verfahren genau wie im letzten Artikel, indem wir die 
Ausdrücke des Artikel 26 zu Grunde legen:

somit

Also:

Endlich

Die geraden Linien sind somil parallel, wenn AB' —  AB;  
sie sind rechtwinklig, wenn

42. Die G l e i c h u n g  e i n e r  g e r a d e n  Li n i e  zu f inden,  
wel che  durch e i ne n  g e g e b e n e n  P u n k t  geht  und mi t  
e i ne r  g e g e b e n e n  ge r a de n  Li n i e  y — mx -f b e i ne n  vor·  
g e s c h r i e b e n e n  Wi nke l  φ bi ldet .

Setzen wir rechtwinklige Coordinalenachsen voraus, so 
kann die Gleichung der geforderten Linie geschrieben werden

Die imaginäre gerade Linie y — x i  bildet sonach mit jeder beliebigen an
dern geraden Linie einen Winkel, dessen trigonometrische Tangente immer. 
=  i ist.

Die rein analytische Natur dieser Resultate erhellt aus ihnen selbst; gleich
wohl werden wir dieselben in der Theorie der Curven, der Transformation von 
Winkelrelationen usw. eine wichtige Rolle spielen sehen.
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und die Formel des Artikel 40

erlaubt uns

zu bestimmen.

Darnach bestimmt sieb sehr einfach die Gl e i c h u n g  e i n e r  
ge r ade n  Li ni e ,  w e l c h e  du r c h  e i n e n  g e g e b e n e n  Punkt  
gebt und auf  e i ner  g e g e b e n e n  g e r a d e n L i n i e  y =  mx -f- b 
r e c h t w i n k l i g  ist.

Denn da die Bedingung, unter welcher zwei gerade Linien 
rechtwinklig auf einander sind mm =  — 1 ist, so ist die Glei
chung der verlangten Senkrechten

Ebenso ist die Gleichung der vom Punkte x y  auf die ge
rade Linie Ax +  Z?y +  C =  o gefällten Senkrechten

die Coefficienten von x  und y werden vertauscht und das Zei
chen des einen von ihnen in das entgegengesetzte umgeändert.

Aufg. 1. Die Gleichungen der Perpendikel zu finden, die von den 
Ecken des Dreiecks (2, l), (3, — 2); (— 4, — 1) auf die gegenüberlie
genden Seiten gefällt werden.

Auß. Die Gleichungen der Seiten sind (Art. 20, Aufg. l).
# + - 7 ^  +  11 =  0, i y  — x  =  i , 3x  +  y =  7

und die Gleichungen der Perpendikel
7x —  y  =  13, S x + y  =  7,  3 y  —  x  =  1.

Das Dreieck ist demnach rechtwinklig.

Aufg. 2. Die Gleichungen der auf den Seilen desselben Dreiecks 
in ihren Mittelpunkten errichteten Senkrechten zu finden.

Auß. Die Mittelpunkte sind ( +  | ) ,  ( — 1, 0), (§, - -  £); die 
Perpendikel I x — y +  2 =  0, 3x +  y +  3 = 0 ,  3y — x  +  4 =  0; sie 
durchschneiden sich im Punkte (— — |).

Aufg. 3. Welches sind die Gleichungen der von den Ecken des 
Dreiecks (2, 3), (4, — 5), (— 3, — 6) (Art. 29- Aufg. 3) auf die Gegen
seiten gefällten Perpendikel?
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Aufl. I x  +  U =  17, 5a* 4* +  25 =  0, x  — i y  —  21; sie
durchschneiden sich in — J23̂ ).

Aufg. 4. Die Gleichungen der in den Mittelpunkten der Seiten des
selben Dreiecks errichteten Perpendikel anzugehen.

Aufl. 7 x + y - ( - 2  =  0, 5 a : + 9 y  +  16 —  0,  x  — \ y  —  7 ; 
ihr Schnittpunkt ist (— 5̂ , — ·;*£.).

Aufg. 5. Aus den Coordinaten der Ecken eines Dreiecks die allge
meinen Gleichungen der von ihnen auf die Gegenseiten gefällten Perpen
dikel abzuleitcn.

Aufl.

Weil diese Gleichungen Null zur Summe gehen, so schneiden sich diese 
drei Perpendikel stets in einem Punkte.

Aufg. 6. Die Gleichungen der Senkrechten in den Mittelpunkten der 
Seiten eines Dreiecks auf denselben auszudrücken und.zu zeigen, dass sie 
sich in einem Punkte schneiden.

Aufl.

Aufg. 7. Die Basis eines Dreiecks und die von der Spitze auf die
selbe gefällte Senkrechte sind als Coordinatenachsen gewählt; man soll 
die Gleichungen der von den Basisecken auf die Gegenseiten gefällten Per
pendikel und die Coordinaten ihres Durchschniltspunktes angeben.

Aufl. Sind die Coordinaten der Spitze (o, y )  und die der Basisecken 
[ x , o), (— x", o), so sind die Gleichungen der Perpendikel

und die Coordinaten ihres Durchschnittspunktes

Aufg. S. Für dieselben Achsen soll man die Gleichungen der in 
den Mittelpunkten der Seiten errichteten Perpendikel und die Coordinaten 
ihres Durchschnittspunktes ausdrücken.

Aufl.
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43. D ie Gl e i c hung  der H a l h i r u n g s l i n i e  des W i n 
kel s  zu f i nden,  w e l c h e n  die g e r a d e n  Li ni en

x  cos « +  y  sin a — p =  o, x  cos ß +  y  sin ß — p ’=  υ 
ei l isch l i es sen.

Wir finden die Gleichung dieser geraden Linie am ein
fachsten, indem wir algebraisch ausdrückcn, dass die von irgend 
einem Punkte x, y in ihr auf die beiden geraden Linien gefällten 
Perpendikel gleich sind; diess giebt unmittelbar die Gleichung 

x  cos a -f- y  sin a — p =  x  cos ß y  sin ß — p ,  
weil jede Seite derselben die Länge einer von diesen Senkrechten 
bezeichnet. (Art. 27).

Nach Artikel 27 wechselt das Zeichen der Senkrechten, beim/
Uebergang von der einen Seite einer Linie auf die andre; es be
zeichnet also die Gleichung

x  cos « -J- y  sin a — p  —  — [x cos ß +  y  sin ß — p )  
die Halhirungslinie des von den beiden geraden Linie gebildeten 
andern Winkels, welcher das Supplement des vorigen ist.

Wenn die Gleichungen in der Form ·
Ax -f- By C — o , A'x +  B'y -f- C' =■ o 

gegeben sind, so ist die Gleichung des Paars der Winkelhalbi- 
rungslinien

A x  -j- By  +  C __ A x  +  B y  +  C
J/(Ai +  B-)~ ~~ — γ{Α'ί + Β ' ν) '

Wenn wir das Vorzeichen wählen, welches den beiden con- 
stanten Gliedern einerlei Vorzeichen giebt, so folgt aus Artikel 27, 
dass wir die Halhirungslinie des Winkels durch die Gleichung aus- 
drücken, in welchem der Anfangspunkt liegt; und wenn wir den 
constanten Gliedern entgegengesetzte Zeichen geben, so haben wir 
die Gleichung der Halhirungslinie des Supplementwinkels.

Aufg. 1. Die Gleichung der Hulbirungslinicn des Winkels zwischen 
zwei geraden Linien auf die Form x  cos a -g y  sin u —  p  zu reduciren.

Aufl.
x  cos [4 [a +  a)  +  90°] +  y sin [$ (« +  «)  - f  90°] =  g - ;

x  cos 2 (“ +  «) +  y  sin 2 (« +  «) +  =  °-
Man sicht in dieser Form am deutlichsten, dass die beiden Halbirungsli- 
nien rechtwinklig auf einander stehen.
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Aufg. 2. Man soll beweisen, dass sich die Winkelhalbirungslinien 
eines Dreiecks in einem Punkte schneiden.

A u fl. Denkt inan den Anfangspunkt der Coordinalen innerhalb des 
Dreiecks gewählt, so sind die Gleichungen:

(x cos «  +  y  sin a —  p) —  (x cos ß -f- V s * "  ß — p)  =  0 ,

[x cos ß +  y sin ß — p') —  (x  cos y +  y sin y — p") =  0,
(a: cos y +  y  sin y —  p") — (# cos or +  V sin « — p) = 0 .

A u fg . 3. Welches sind die Gleichungen der Winkelhalbirungslinien 
für 3 #  +  4 y  —  9 =  0, 12,r -f- b y  —  3 =  0?

Aufl. 7x .—  9g -f- 34 =  0, 9# -f- 7y =  12.

44. D ie P o l a r g l e i c h u n g  e i n e r  g e r a d e n  Li ni e  zu 
f inden.  (Artikel 12).

Wenn wir das Perpendikel auf die gegebene gerade Linie 
als unsere feste Achse voraussetzen und OR irgend ein durch 
den Pol nach einem ihrer Punkte ge
zogener Radius vcctor ist, so folgt für 

· ·  OR =  q , L R OP  =  9  
0 R. cos 9 =  Ο P,  d. h. die gesuchte 
Gleichung ist ρ cos 9 — p.

Bildet die feste Achse mit ,dem Per
pendikel den Winkel a, so ist die Glei
chung ρ cos (θ — or) =  p.

Diese Gleichung kann auch durch Transformation der Glei
chung für rechtwinklige Coordinaten

x  COS er -f- y  sin or =  p.
erhalten werden, denn indem man für x  pcostf und für y ρ sin θ  
(Artikel 12) suhstituirt, wird diese Gleichung

ρ (cos 9  cos or -f- sin 9  sin or) =  p;  

oder wie vorher ρ cos (9 — a) =  p.

Eine Gleichung von der Form
ρ [A cos -θ' +  i? sin 9) =  C

kann wie inj Artikel 25 auf die Form ρ cos (fr — «) =  p  reducirt 
werden, indem man sic durch //(J 2 -f- B2) dividirt; wir haben 
dann
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 Aufg. 1. Die Gleichung ρ = 2 a  sec +  — J  in eine solche zwi- *
schen rechtwinkligen Coordinaten umzuwandeln.

Aufg. 2 Die Polar-Coordinaten des Durchschnittspunktes der fol
genden geraden Linien und den von ihnen eingeschlossenen Winkel zu
bestimmen: ρ cos 9̂· — ^  =  2 a , ρ cos =  a.

, Auf. ρ =  2a,  & =  der Winkel =

Aufg. 2. Welches ist die Polargleichung der geraden Linie, die 
die Punkte ρ , ρ", &" verbindet?

Aufl.

Drittes Kapitel.

Aufgaben über die gerade Linie.

45. Nachdem wir in den vorigen Kapiteln die Principien darge
legt haben, auf welche gestützt wir die Lage eines Punktes oder 
einer geraden Linie algebraisch auszudrücken im Stande sind, 
wollen wir einige weitere Beispiele von der Anwendung dieser 
Methode zur Auflösung geometrischer Aufgaben hinzufügen. Der 
Anfänger muss sich in der Anwendung der Methode zur Lösung 
solcher Aufgaben fleissig üben, bis er Leichtigkeit und Schnel
ligkeit in ihrem Gebrauche erlangt hat. Die in diesem Kapi
tel gegebenen Beispiele sind nicht sowohl ihrer selbst wegen 
als deshalb gewählt, um daran zu zeigen, wie dergleichen Auf
gaben algebraisch gelösst werden können und mögen daher wohl 
selbst einfachere geometrische Auflösungen annehmen. Solche 
einzelne Fälle dürfen nicht zu der Voraussetzung verleiten, dass 
die geometrische Methode, die hei ihnen den Vorzug verdient, 
auch in andern Fällen vorzuziehen sei. Jede Methode hat ihre 
eigenthümlichen Vorzüge. Wenn für einige Aufgaben die geome
trischen Auflösungen klarer und einfacher sind, so verfährt da-
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gegen die algebraische Methode mit grösserer Gleichförmigkeit 
und führt mit grösserer Sicherheit zum Ziel. Es muss das Be
streben des Studirenden sein, sieb beider Untersuehungs-Metboden 
in der Art zu bemächtigen, dass er fähig sei, jede von ihnen nach 
der Natur der vorliegenden Aufgabe anzuwenden.

Wir wollen von denjenigen Arten der Aufgaben, welche am 
häufigsten Vorkommen, je einige Beispiele geben; derjenige Leser, 
welcher dieser sich bemeisterl bat, wird in der Anwendung der
selben Methode auf irgend andre Aufgaben, die sieb ihm dar
bieten mögen, keine Schwierigkeit finden.

4G. Auf gabe n ,  be i  de ne n  zu b e we i s e n  i s t ,  dass  
drei  ge r ade  Li ni en s i eb in e i nem Punkt e  s chne i den.

Es erscheint unnöthig, zu den im letzten Kapitel bereits ge
gebenen noch andre Beispiele über diesen Gegenstand hinzu
zufügen. Das Verfahren, welches wir verfolgen, ist dieses: Wir 
bilden die Gleichungen der drei geraden Linien; alsdann können 
wir entweder sogleich bemerken, dass die drei Gleichungen Null 
zur Summe geben, wenn sie mit passenden Constanten multi- 
plicirt werden: ist diess der Fall, so wissen wir nach Artikel 37, 
dass die durch die Gleichungen repräsentirten geraden Linien 
sich in einem Punkte schneiden; oder wir berechnen die Coor- 
dinaten des Durehsehnittspunetes von zweien der geraden Li
nien und untersuchen, ob sie der Gleichung der dritten gelin
gen; oder endlich, wir wenden das Kennzeichen des Artikel 34 
auf die Gleichungen an.

Bei den Auflösungen dieser wie jeder andern Klasse geome
trischer Aufgaben können im Allgemeinen die Gleichungen durch 
eine geschickte Wahl der Coordinalenachsen vereinfacht werden; 
indem man zwei der wichtigsten Linien der Figur zu Coordina- 
tenaehsen wählt, werden die analytischen Ausdrücke wesentlich 
verkürzt. Andrerseits geschieht es freilich oft, dass durch die An
nahme von Coordinatenachsen, welche mit der Figur nicht in einer 
solchen besondern Verbindung stehen, die Gleichungen an Symme
trie das gewinnen, was ihnen an Einfachheit abgehl. Der Leser 
kann dies aus den zwei in Aufgabe 1 und 2 des Artikel 37 ge
gebenen Auflösungen derselben Aufgabe erkennen, wo die erste 
Auflösung, obgleich die längere, den Vorzug hat, dass man aus 
der entwickelten Gleichung der einen Winkelhalbirungslinie so
gleich die der andern ohne Rechnung ableiten kann.
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Weil Ausdrücke, welche Winkel enthalten, durch die An
wendung schiefwinkliger Koordinaten complieirler werden, ist es 
im Allgemeinen ralhsam, für solche Aufgaben rechtwinklige 
Achsen vorauszuselzen.

A u f g a b e n ,  in de n e n  zu b e w e i s e n  ist ,  dass  drei  
P u n k t e  in e i ne r  ge r a de n  Li ni e  l i egen.  Ls kann Vorkom
men, dass die Koordinaten des dritten Punktes als aus denen der 
zwei ersten x y , x ' y '  nach den Formeln

mx" -f- n x  m y  -{- ny 
in +  11 ’ m +  11

hervorgehend sofort erkannt werden; in diesem Falle folgt aus 
Artikel 7 , dass die drei Punkte in einer geraden Linie liegen, 
ln anderen Fallen bilden wir die Gleichung der geraden Linie, 
welche zwei von ihnen verbindet und untersuchen, oh die Koor
dinaten des dritten ihr genügen.

47. G e o m e t r i s c h e  Oerter .  Die analytische Geometrie 
eignet sich mit vorzüglicher Leichtigkeit zur Untersuchung der 
Oerter. Wir haben nur die Relation aufzusuchen, welche die 
Bedingungen der Aufgabe zwischen den Koordinaten des Punktes 
fordern, dessen Ort gesucht wird; der algebraische Ausdruck 
dieser Relation liefert uns sofort die Gleichung des verlangten 
Ortes.

Aufg. 1. W e l c h e s  i s t  d e r  O r t  d e r  S p i t z e  e i n e s  D r e i e c k s ,  v o n  

w e l c h e m  d i e  B a s i s  u n d  d i e  D i f f e r e n z  d e r  Q u a d r a t e  d e r  S e i l e n  g e g e b e n  

s i n d  ?

Aufl. Wir nehmen die Basis A B zur Achse der .τ und eine in 
ihrem Endpunkte A auf ihr errichtete 
Senkrechte zur Achse der y ,  nennen 
die Länge der Basis c und die Coordi- 
naten der Spitze x, y. Bann ist 
B C 2=  C R 2 +  R B 2 =  y 2 +  (c —  x)* 

A 6* =  x2 +  y2,
daher B C2 — AC2 =  c2 —  2 cx, und 
indem wir diess einer Constanten gleich 
setzen c2— '2c x  =  m2.

die Gleichung des Ortes der Spitze. Dies ist nach Art. J5 die Glei
chung einer zur Basis senkrechten geraden Linie in der Entfernung

2 __  ^  2
— ------ vom Anfangspunkt. Indem wir diess von c subtrahiren, er-

~ c c 2 4- m2hallen wir das andere Segment =  — ------ und bewähren leicht, dass
2 c
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der gefundene Ort die Basis so thefll, dass die Differenz der Quadrate 
der Segmente der Differenz der Quadrate der Seiten gleich ist. (Eukl. I.

-47. Zus. 4.)
Aufg. 2. Von einem Dreieck ist die Basis und die Summe der 

Seiten gegeben; welches ist der Ort des Punktes in dem von seiner Spitze 
auf die Basis gefällten Perpendikel, welcher jenseits der Spitze um die 
Länge der einen Seile von der Basis entfernt ist?

Au fl. Wir nehmen dieselben Achsen, um zu untersuchen, welche 
Relation zwischen den Coordinaten des Punktes besteht, dessen Ort wir 
zu bestimmen haben. Die Abscisse desselben ist AR  und seine,Ordi
nale nach der Voraussetzung =  A C; wenn m die gegebene Summe 
der Seilen ist, so ist B C  =  m —  y.

Auch gilt BC*=AB* +  AC1— 2 AB .AR,
d. h. indem man AB  wieder durch c bezeichnet 

[m — yY c2 +  i f  —  2 cx,
woraus wir durch Reduetion erhalten

2 my — 2 cx =  m2— c2, 
die Gleichung einer geraden Linie.

Aufg. Wemi zwei feste gerade Linien OA und OB gegeben 
sind und durch eine dritte von gegebener Richtung AB  geschnitten 
werden, so soll der Ort des Punktes P  gefun
den werden, der die Strecke A B in einem ge
gebenen Verhällniss llieilt.

Wir können hier schiefwinklige Achsen 
anwenden, weil die Aufgabe die Betrachtung 
von Winkeln nicht erfordert; nehmen wir also 
die feste Linie OA zur Achse der x, OC zur Achse 
der?/, so dass die Gleichung von OB von der Form 

y  =  m x
ist. Es wird verlangt, den Ort des Punktes P  zu finden, welcher AB  
so theilt, dass immer AP =  n . AB. Weil der Punkt B in der geraden 
Linie y =  tfix liegt, so haben wir

A B =  m . OA, daher A P  —  mn . OA; 
es ist aber A P  die Ordinate des Punktes P und OA seine Abscisse, da
her wird der Ort von P  durch die Gleichung

y  =  mnx
ausgedrückt, und ist somit eine durch den Punkt 0 gehende gerade Linie.

Aufg. 4. Von einer beliebigen Anzahl von Dreiecken mit gemein
schaftlicher Spitze sind die Grundlinien und die Summe ihrer Inhalte ge
geben; man soll den Ort-ihrer Spitze finden.

Aufl. Sind die Gleichungen der Grundlinien
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ihre Längen a, b, c . . .  . und die gegebene Summe der Inhalte =  m2, 
so ist a [x cos a + y s i n a —p), weil nach Art. 27 x  cos u -|- y  sin α— p 
die Senkrechte vom Punkt x ,  y  auf die erste Linie bezeichnet, der dop-· 
pelle Inhalt des ersten Dreiecks und die Gleichung des Ortes muss daher 
sein

a [x cos a +  y  sin a — p) +  b (x cos ß +  y  sin ß — />,)
+  c (x cos γ +  y  sin y — p2) +  . . , .  =  2 m2.

Diese ist aber, da sie x  und y  nur im ersten Grade enthält, die Gleichung 
einer geraden Linie.

Aufg. 5. Zwei Ecken eines Dreiecks AB C  bewegen sich in festen 
geraden Linien LM, LN  und die drei Seilen desselben drehen sich um 
feste Punkte Ο, P, Q, die in einer geraden Linie liegen; welches ist der 
Ort der dritten Ecke?

Auf7. Wir nehmen die gerade Linie OP,  welche die drei festen 
Punkte enthält, zur Achse der x  und die gerade Linie OL , welche den

Durchschnittspunkt der beiden festen ge
raden Linien mit dem Punkte 0  verbin
det, zur Achse der y. Unter den Voraus
setzungen
OL~b, OM—a, ON— a, OP—c, OQ=c 
sind die Gleichungen von LM und LN

und wenn ABC eine durch dieCoordina- 
len von C x , y  bestimmte Lage des be

weglichen Dreiecks ist, so ist die Gleichung von CP, als der Verbindungs
linie des Punktes x, y mit dem Punkte P (x =  c, y =  o)

(x — c )y  — y x  +  c y ' =  o.
Daraus folgen die Coordinaten von A, als dem Durchschniltspunkt

dieser Linie mit -  +  ̂ - =  ], 
a b

Pie Coordinaten von B werden aus den vorigen gefunden, indem 
man statt u und c respeetivc a und c' einfülirt:

Damit alter diese Leiden Punkte ar, y i und x 2 y.2 in einer durch den 
Coordinalenanfang gehenden geraden Linie liegen, muss die Relation gel-
ten —i =  — .y\ y 2

Darnach haben wir
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Da diese Relation von den Coordinaten des Punktes x  y' stets er
füllt werden muss, so wird die Gleichung des Ortes einfach dadurch er
hallen, dass man die bestimmten Coordinaten x xj in die laufenden x  xj 
verwandelt, durch Befreiung von Brüchen ergiebt sich dann

oder

Der Ort ist demnach eine durch den Punkt L gehende gerade Linie.
Anfg. G. In der letzten Aufgabe den Ort der Ecke C unter der 

Voraussetzung zu finden, dass die Punkte P, Q in einer, statt durch 0, 
durch L gehenden geraden Linie liegen.

Axxfl. Wir nehmen die Linie LP  zur 
Achse der x  und LO zur Achse der y ; 
setzen L P  —  a, LQ — d,  LO —  b und 
xj ■=. mx,  y  xxx x  als die Gleichungen 
von LM, LN.  Alsdann ist die Gleichung 
von CP als der geraden Verbindungslinie 
von x y  und a, o

[x  — a) xj’ ~  [x — a) y.
Die Coordinaten des Punktes A, in wel

chem diese Linie y  =  xxix schneidet, sind

Fig. 23.

In derselben Art werden die Coordinaten von B gefunden

Wir müssen nun ausdrücken, dass die Verbindungslinie dieser 
Punkte durch 0 gebt, d. h. durch den Punkt x  =  o, y =  b\ dazu 
muss die Gleichung dieser Linie sein

(χ ι —  x·  ̂ b =  x t y 2 — x2 y, 
oder .r, (y, — b) —  x2 [yi — b).

Indem wir hierin die für x t , y , ,  x2, y 2 erhaltenen Werthc sub- 
stituiren und von Brüchen befreien, wird die Gleichung durch y  theil- 
bar und wir erhalten als die durch die Coordinaten des Punktes x y 
zu erfüllende Relation

die Gleichung einer geraden Linie. Sie geht nach Art. 36 durch den 
Schnittpunkt derjenigen beiden geraden Linien, welche durch die Glei
chungen

{dm — b) y  -f- xxi'b (x — a) =  o, (a m — b) y  +  mb {x — a) — o 
ausgedrückt werden; es sind dies die geraden Linjen, welche die Punkte 
P  und Q mit den Punkten verbinden, in welchen die durch 0 gezogene 
Parallele zu LQ die Linien LM, L N  schneidet.

Salmon,  Anal. Geom. der Kegelsehnilte.
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48. Anstatt die Bedingungen der Aufgabe direct in Gliedern 
der Coohlinalen des Punktes auszudrücken, dessen Ort gesucht 
wird, ist cs oft zweckmässig, sic zunächst in Gliedern anderer 
Linien der Figur zu bestimmen; dann ist cs nöthig, so viele 
Relationen aufzustellen, als zur Elimination der so eingeführten 
unbekannten Grössen hinreichend sind, um durch diese eine 
Gleichung zwischen den Coordinaten des Punktes zu finden, 
dessen Ort gesucht wird. Die folgenden Beispiele werden zur 
Erläuterung dieser Methode hinreichen.

Aufg. 1. Den Ort der Mittelpunkte der Rechtecke zu finden, die 
in ein gegebenes Dreieck eingeschrieben sind.

Au fl. Wir nehmen CR und AB  zu Coordinatenachsen und setzen 
CR =  p,  RR  =  s und AR  =  s ; dann sind die Gleichungen von A C

und B C

Daraus ergiobt sich die Ahscisse des Mittelpunktes von F S  nach Art.

welche auch für den Mittelpunkt des Rechtecks die Ahscisse ist. Seine 

Ordinate ist

Sollen wir eine Relation finden, welche zwischen dieser Ordinate und 
Ahscisse für jeden Werth von k bestehen m uss, so haben wir nur zwi
schen diesen Gleichungen k zu eliniinircn; so erhalten wir für die Glei
chung des verlangten Ortes

o d e r

Wenn wir nun in der Entfernung 
FK k eine zur Basis parallele Linie FS 
ziehen, deren Gleichung y  =  k ist, so fin
den wir die Abscissen der Punkte F  und S, 
in denen diese, den Linien A C und B C  be
gegnet, durch Substitution von y — k in die 
Gleichungen von A P> und BC.  So erhal
ten wir aus der ersten Gleichung

aus der zweiten
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Der gesuchte Ort ist also eine gerade Linie und die Abschirtlte, 
welche dieselbe in den Achsen bildet, zeigen, dass es die Verbindungs
linie des Mittelpunktes der Basis AB mit dem Mittelpunkte der Höhe CR ist.

Aufg. 2. Zur Basis A R eines Dreiecks ist eine Parallele FS  gezo
gen und in den DurchschnittspUlkten F  und S derselben mit den Seilen 
sind auf diesen Perpendikel FQ  und SQ errichtet, welches ist der Ort des 
Durchschnittspunktes dieser letzteren?

Au fl. Wir benutzen die nämlichen Achsen, wie in der Aufg. I. Dann
hat die Linie FQ, welche zu AC oder—— =  1 in F oder— s ( \ — — Y  lc

p  s  \  V J
senkrecht ist, die Gleichung:

In derselben Art findet man die Gleichung von SQ

Weil nun der Punkt, dessen Ort wir suchen, in beiden Linien FQ 
und SQ liegt, so drückt jede der eben geschriebenen Gleichungen eine 
Relation aus, der SPine Coordinaten genügen müssen; weil aber diese 
Gleichungen k enthalten, so drücken sie Relationen aus, die nur für den 
speciellen Punkt des Ortes wahr sind, welcher dem Falle der Parallelen FSw 
in der Höhe k über der Basis entspricht. Wenn wir aber zwischen die
sen Gleichungen die unbestimmte Grösse k eliminiren, so erhalten wir 
eine Relation zwischen den Coordinaten x, y  und den bekannten Grössen 
allein und diese ist, weil ihr für jede Lage der Parallelen FS  genügt sein 
muss, die verlangte Gleichung des Ortes.

Um k zwischen den Gleichungen zu eliminiren, schreiben wir sie in

der Form

und

und erhalten nun die Gleichung des Ortes

Dies ist die Gleichung einer geraden Linie, weil x  und y darin nur 
im ersten Grade Vorkommen und man erkennt, dass sic durch die Spitze 
des gegebenen Dreiecks geht, weil die Coordinaten derselben x =  o, 
y =  p  der Gleichung genügen. Nach Art. 36 gehl sie auch durch den 
Durchschnitt der Linien

welches die in den Endpunkten der Basis auf den anslossenden Seiten er
richteten Perpendikel simd.

51
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Aufg. 3. Parallel zur Basis eines Dreiecks ist eine gerade Linie ge
zogen und die Punkte, in denen sie die Seiten desselben schneidet, sind 
mit zwei festen Punkten in der Basis durch gerade Linien verbunden, 
welches ist der Ort des Durchschnittspunktes dieser letzteren?

Auf}. Wir behalten die Achsen utd die übrigen Bestimmungen der 
Aufgabe 2 und lassen die Coordinaten der festen Punkte T und V in der 
Basis sein für T (m, o) und für V (η, o . Alsdann ist die Gleichung von

F T

SV

o, u n d  d i e  v o n

Indem wir diese Gleichungen in die Form

bringen und die Grösse k eliminiren, erhalten wir für die Gleichung des

O r t e s

Dies ist die Gleichung einer geraden Linie, weil x  und y nur im 
ersten Grade darin enthalten sind.

Aufg. 4. In einem Dreiecke sind die Schnittpunkte einer Parallelen 
zur Basis mit den Seiten mit den gegenüberliegenden Basisecken vor 
blinden; man soll den Ort des Durchschnittspunktes der. Verbindungs
linien angeben,

Aufl. Die Aufgabe ist zwar ein specieller Fall der vorigen, nimmt 
aber eine einfachere Auflösung an, indem man die Seiten AC  und CR 
des Dreiecks zu Achsen wählt; sind dann ihre Längen u und h, so kön
nen die proportionalen Abschnitte, welche die Parallele in ihnen macht, 
durch ga  und gb  ausgedrückt werden. Dann sind die Gleichungen der
Transversalen — -f- --- =  1 und — -f- -7- =  1 , a go ga b
und indem man die eine von der andern subtrahirt und den Best durch
die Constante 1 ------ dividirt, erhält man für die Gleichung des Ortes

g
x y
a b

die wir früher (Art. 37, Aufg. 2) als Gleichung der geraden Linie ge
funden haben, welche die Spitze des Dreiecks mit dem Mittelpunkt der 
Basis verbindet.

Aufg. λ. In der Basis eines Dreiecks sei ein Stück A T und am an
dern Ende ein Stück RS  genommen, welches zu A T in einem festen 
Verhällniss steht; werden sodann ET  und FS einer festen geraden Linie
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CR parallel gezogen, so ist der Ort des Punktes 0 zu finden, in welchem 
sieli die Linien E B  und FA durchsclmeiden.

Aufl. Wir nehmen CR zur Achse 
der y, setzen AT =  k, BR = s, AR — s',
CR =  p und das feste Verhältniss m,  so 
dass B S  =  mk. Alsdann sind die Coor- 
dinaten von S s —  mk, o 
und die von T (s — k), o.

«Wir finden sodann die Ordinalen von 
E und F , indem wir diese Wertlie von x  
in die Gleichungen von AC und B C substituiren, also für

für

Wir bilden nun die Gleichungen der geraden Linien EB  und FA, 
nämlich

und eliminiren endlich k,  indem wir die eine Gleichung von der andern 
ahziohen und den Rest mit k dividiren; so erhallen wir

die Gleichung einer geraden Linie.
Aufg. 6. P P  und QQ sind ein Paar beliebige Parallelen zu den 

Seiten eines Parallelogramms, welches ist der Ort des Durchschnittspunk
tes der Linien PO und PQ '!

Aufl. Wir nehmen zwei der Seiten des Parallelogramms zu Achse 
und setzen ihre Längen a und b, be
zeichnen A Q'durch m und A P  durch n.
Dann ist die Gleichung von PQ,  als der 
geraden Verbindungslinie von P (o, n) 
mit Q [m, b)

(b — n) x  — my  -(- m n =  o, 
und die Gleichung von P Q , der Ver
bindungslinie von P a, n) mit Q (m,o 

nx  — (o — m) y — mn =  o.
Da liier zwei unbestimmte Grössen m und n vorhanden sind, so. 

kann man vermuthen, dass es nicht möglich sein werde, sie beide aus 
diesen zwei Gleichungen zu eliminiren; wenn man jedoch die beiden 
Gleichungen durch Addition vereinigt, so verschwinden beide Unbe
stimmte und man erhält den Ort

b x  — . uy  =  o ,
die Gleichung der Diagonale des Parallelogramms.
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Aufg. 7. Ein Punkt und zwei feste gerade Linien sind gegeben; 
man zieht durch jenen irgend zwei gerade Linien und verbindet die 
Punkte, wo diese den festen geraden Linien begegnen, kreuzweis; wel
ches ist der Ort des Durchschnittspunktes dieser Verbindungslinien?

Anfl. Wir nehmen die festen geraden Linien zu Coordinatenachsen 
und lassen die Gleichungen der durch den festen Punkt willkürlich ge
zogenen Geraden sein

Weil diese Linien durch den festen Punkt x y  gehen müssen, sind

oder durch Subtraction

Die Gleichungen der Transversalen sind darnach

und liefern durch Subtraction

Aus dieser Gleichung und der vorher gefundenen lassen sich

eliminiren und wir erhalten dadurch
x y  + y'x =  o

die Gleichung einer durch den Anfangspunkt gehenden geraden Linie. Sie 
stellt in einer bald näher darzulegenden Beziehung zu der geraden Linie 

x y  — y x  =  0,
welche den Anfangspunkt mit dem Punkte x y  verbindet.

Aufg. S. Durch irgend einen Punkt in der Basis eines Dreiecks 
wird in gegebener Richtung eine gerade Linie von gegebener Länge so 
gezogen, dass sie in jenem Punkte halbirt ist; welches ist der Ort der 
Durchschnittspunkte der Linien, die ihre Enden mit denen der Basis ver
binden?

Aufg. 0. Von einem Dreiecke ist die Basis und die Bestimmung be
kannt, dass seine Seiten eine feste zur Basis parallele Linie AB  in den 
Punkten C, D so schneiden, dass das Vcrhällniss AC : Bl )  gegeben ist, 
welches ist der Ort der Spitze?

Aufg. 10. Wenn in einem Dreiecke der Winkel an der Spitze und 
die Summe der Seiten bekannt sind, den Ort der Punkte zu bestimmen, 
welche die Basis in einem gegebenen Vcrhällniss theilcn.
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Auf'g. 11. Zwei teste Punkte A, B , einer in jeder der Achsen, 
sind gegeben, zwei andere A B werden so gewählt, dass

0 Ä  +  OB' =  O l +  OB-
welchen Ort beschreibt der Durchschnittspunkt der geraden Linien

49. A u f g a b e n ,  in w e l c h e n  zu b e w e i s e n  ist ,  dass  
eine  b e w e g l i c h e  g e r a d e  L i n i e  dur c h  e i nen festen  
1*unkl  geht .

Wir haben im Artikel 36 gesehen, dass die gerade Linie 
Ax +  By +  C +  k{ A'x +  B y  +  C') =  o , 

oder, was dasselbe ist,
(A -|- k A ) x  “Η (B -j- k B )y -f“ C -j- k C =  o , 

wo k eine unbestimmte Grösse ist, immer durch einen festen Punkt 
gebt, nämlich durch den Punkt, wo die beiden geraden Linien 

Αχ -f- By -+- C — o und A x  -+ By  -+- C' ~  o 
sicli schneiden. Wir entnehmen daraus den Satz: Wenn die  
Gl e i c h u n g  e i n e r  g e r a d e n  Li ni e  e i n e  u n b e s t i m m t e  
Grös s e  im e r s t e n  Grade ent hä l t ,  so g e h l  die gerade  
Li ni e  immer d u r c h  e i n e n  f e s t en  Punkt .

Aufg. 1. Wenn in einem Dreieck der Winkel an der Spitze und 
die Summe der rcciproken Werthc der Seiten gegeben sind, so gebt die 
basis immer durch einen festen Punkt.

Au fl. Wenn wir die Seiten zu Achsen wählen, ist die Gleichung
der Basis

und die Bedingung

zu erfüllen; daher ist die Gleichung der Basis

in welcher c conslant und a unbestimmt ist; schreiben wir dies

so erkennen wir, dass die Basis stets durch den Durchschnillspuukt der 
geraden Linien

geht.
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Aufg. 2. Die Ecken eines Dreiecks bewegen sich auf drei durch 
denselben Punkt gehenden festen geraden Linien OA, OB,  OC ind 
zwei seiner Seiten gehen durch feste Punkte; es ist zu beweisen, dass 
auch die dritte Seite durch einen festen Punkt gehl.

Auß. Wir wählen die festen geraten 
Linien OA, OB, in denen die Basisecken 
sich bewegen, zu Achsen, so dass die 
Linie OC, welche die Spitze des Dreiecks 
durchläuft, eine Gleichung von der F»rm 
y  =  mx  hat und bezeichnen dieCoordi- 
naten der festen Punkte durch x'y', x'y". 
Sind dann in irgend einer Lage die Coor- 
dinaten der Spitze x  =  a und folglich 
y  =  ma,  so ist die Gleichung von AC 

(x — a) y  — (:y' —  m a) x  -f- a (y' — m x') =  o.
Ebenso ist die. Gleichung von BC

(x"— a) y  —  (y"— ma) x  -f- a (y'—· mx") =  o.
Die Länge des von der Linie AC bestimmten Abschnittes OA wird 

hiernach durch Substitution von x  =  o in die Gleichung derselben gc-
e , , « (?/ — m x )lunden, nämlich . y = ---------*—------ ;

ebenso die Länge des Abschnitts OB für y  =  o aus der Gleichung von
„  „ a{y"— mx")BC x  —  —-Ci--------- .y  — in a

Daraus ergiebl sich die Gleichung von A B
t/ " — ma x  — a

X . —,7------- 77 —  V ■ —7-------- 7- ”  a.y  — mx y  — mx
Da hierin a unbestimmt ist und nur im ersten Grade vorkommt, so 

gebt diese gerade Linie immer durch einen festen Punkt. Derselbe kann 
gefunden werden, indem man die Gleichung in der Form

F ig . 27 .

schreibt; er ist der Durchschnittspunkt der zwei geraden Linien

und

Aufg. 3. Man soll untersuchen, ob in der vorigen Aufgabe unter 
gewissen Bedingungen die Basis auch dann noch durch einen festen Punkt 
gebt, wenn die gerade Linie, in welcher die Spitze C sich bewegt, den 
Punkt 0 nicht enthält.

Auß. Wir behalten die Achsen und die Bezeichnung bei, mit der 
einen nothwendigen Abweichung, dass die Gleichung der von der Spitze 
durchlaufenen geraden Linie durch y  =  mx  +  n und daher die Coor-
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dinalcn der Spitze in irgend einer Lage durch a und ma +  n ausge- 
drückl werden. Dann ist die Gleichung von A C

(cc — a) y — ( y — ma — n) x  -f- a ( y — mx') — nx'-=  o.
Die Gleichung von B C ist

Daraus

Daher ist die Gleichung von AB

Wenn diese Gleichung von Brüchen befreit wird, so enthält sie ini 
Allgemeinen a im zweiten Grade und die Basis geht daher im Allgemei
nen nicht durch einen festen Punkt.

Wenn aber die Punkte x 'y ', x ’y" in einer durch 0 gehenden ge
raden Linie y =  k x
liegen, so dass wir y"s= kx" und y' —  k x  substituiren können, so 
wird die Gleichung

welche a nur im ersten Grade enthält und somit eine durch einen festen 
Punkt geheude gerade Linie bezeichnet.

Aufg. 4. Wenn eine gerade Linie so bestimmt wird, dass die Pro- 
ducte der auf sie von einer Anzahl fester Punkte gefällten Perpendikel 
mit bestimmten Constanten die Summe Null gehen, so geht dieselbe durch 
einen festen Punkt.

Aufl. Ist die Gleichung der geraden Linie
x  cos cc -j- y sin cc — p =  o, 

so ist die von x'y' auf sie gefällte Senkrechte von der Länge
x  cos a y sin cc — p

und die Bedingungen der Aufgabe liefern die Gleichung
m (a/cos a +  y sin a — p) -f- ?n "(x"cos u +  y "sin cc — p)

-f  m" (x "cos cc +  t/' sin cc — p) . =  o, .
Unter Benutzung der Bezeichnung Σ  (m x ) für die algebraische 

Summe der m x,  d. h. für
rn x  +  m x

und in gleicher Art Σ  (tn y ) für
m y  +  m'y" + -----

Σ  (m) für m +  m"~f- . . . .
können wir diese Gleichung schreiben
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Und indem wir in die Originalgleiclmng den hieraus erhaltenen 
AY erth von p substiluiren, erhalten wir für die Gleichung der bewegli
chen geraden Linie
x Σ  {m) cos a +  y  Σ  {in) sin er — Σ  {mx)  cos « — Σ  (m y ) sin er =  o 
oder x Σ  (in) — Σ  {mx') -f- [y Σ  {in) — Σ  {my')] tan er =  o.

Da diese Gleichung die unbestimmte Grösse tan a im ersten Grade 
enthält, so geht die durch sie ausgedrücktc gerade Linie durch den festen 
Punkt, welchen die Gleichungen

x Σ  (tn) — Σ  (m x )  —  o, y  Σ  (m) — Σ  (m y )  —  o 
bestimmen, d. h. durch den Punkt

Dieser Punkt wird oft als das Centrum der mitt lern Ent f er 
nungen der gegebenen Punkte bezeichnet.

Aufg. 5. Man giebt ein Dreieck ABC  und zwei Punkte I), E, 
welche mit der Ecke A in derselben geraden Linie liegen; man verbin
det diese Punkte mit einem beliebigen Punkte F der Gegenseite BC  und 
bemerkt die Durchschnittspunkte G, II dieser Verbindungslinien mit je
einer der beiden anliegenden Seiten des Dreiecks. Man soll beweisen,

dass die gerade Linie G1I für 
jede Lage des Punktes F in der 
Geraden BC  durch den festen 
Punkt P  geht, in welchem die 
Linien Bü  und CE sich schnei
den.

Es ist nicht schwer, diess 
auf dem gewöhnlichen Wege zu 
beweisen; wir überlassen dies 
dem Leser und bemerken über- 
diess, dass der im Art. 38 ent
wickelte Satz von der Transvcr- 
versalc eines Dreiecks zum Be
weise dienen kann.

AA enn man die Seite BC  in unendlicher Entfernung voraussetzt, 
so geht der Satz in den folgenden über: Man bat einen Winkel BAC  
und zwei Punkte 1), E, welche mit seinem Scheitel in gerader Linie lie
gen; wenn man durch diese letzteren zwei parallele Gerade zieht, 
welche den Schenkeln des AVinkels im Punkte G, II begegnen, so geht 
die gerade Linie GH  immer durch denselben Punkt, in welcher Richtung 
auch die Parallelen gezogen wurden.

Man darf endlich die Punkte A, B, F, B, C, F als Ecken eines zwei 
geraden Linien eingeschriebenen Sechsechs betrachten und alsdann un- 
sern Salz als einen Specialfall aus dem allgemeinen Theorem über die in 
Curven zweiten Grades eingeschriebenen Sechsecke betrachten, welches
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im Arl. 264 gegeben werden wird. Aus demselben ergicbt sich, «hiss 
die Punkte G, H und P  in einer geraden Linie liegen und somit, da P  
unveränderlich ist, so lange A, B, C, D, E sich nicht ändern, dass 
die gerade Linie G II sich um einen festen Punkt dreht, während F 
die Gerade B C durchläuft.

50. Wenn die Gleichung einer geraden .Linie die Coordi- 
naten irgend eines Punktes im ersten Grade enthält, sowie 
(Ax'+  B y ' +  C)x +  {A'x'+ B'y'+ C) y  +  (A"x'+ B"y' +  C") =  o, 
so geht diese gerade Linie immer durch einen festen Punkt, 
wenn der Punkt x y sich auf einer geraden Linie hewegl. 
Denn wenn der Punkt x  y  stets in einer geraden Linie

L x  +  My +  N —  o
liegt, so kann mit Hilfe dieser Relation x  aus der gegebenen 
Gleichung eliminirt werden und die unbestinnhte Grösse y' ver
bleibt inr ersten Grade in derselben, die Linie geht also durch 
einen festen Punkt. Daraus entspringt der Satz: Wenn die 
Goefficicnten in der Gleichung

A x  -j- B y  -f- C =  o 
durch die Relation aA -f- bB  +  cC =  o 
verbunden sind, in welcher «, b, c Gonstanten sind, indessJ, B, C 
veränderlich gedacht werden, so geht die durch diese Gleichung 
dargestellte gerade Linie immer durch einen festen Punkt.

Denn durch Elimination von C zwischen beiden Gleichungen 
erhalten wir [ex — a)A -+- (cy — b) B =  o

die Gleichung einer durch den Punkt x  c= —, y  = — gehen

den geraden Linie.

51. Po l ar  - Coordi natcn.  Es ist im Allgemeinen nütz
lich, diese Methode anzuwenden, wenn die Aufgabe verlangt, den 
Ort der Endpunkte von geraden Linien zu finden, welche nach 
einem gegebenen Gesetz durch einen festen Punkt gezogen sind.

Aufg. 1. A und B sind zwei feste Punkte ; 
durch B wird eine gerade Linie gezogen und 

* von A ein Perpendikel A P  darauf gefällt, und 
dasselbe so verlängert, dass das Rechteck A P. AQ 
constant bleibt. Welches ist der Ort des Punk
tes Q‘i

Auß. Wir nehmen A zum Pol und A B
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zur festen Achse, so dass AQ der durch ρ zu bezeichnende Radius veelor 
und der-Winkel (JA B =  & ist; die Aufgabe fordert, die zwischen ρ und O 
bestehende Relation zu finden.

Wir setzen AB — c und haben aus dem rechtwinkligen Dreieck 
A P B  A P =  c . cos 0·; wegen A P . AQ —  const. =  k2 ist sodann

A2ρ c cos Ό k', oder ρ cos θ =  — ;• ' c
wir haben im Art. 44 gesehen, dass dieses die Gleichung einer zu AB

A 2senkrechten geraden Linie ist, die in der Entfernung A =  — vom Pol 
vorbeigeht.

Aufcj. 2. Von einem Dreieck, dessen Winkel gegeben sind, ist 
eine der Ecken A fixirt, die zweite B bewegt sich längs einer festen 
geraden Linie, man soll den Ort der dritten linden.

Auft. Wir nehmen die feste Ecke A zum Pol und 
das von ihm zur festen Linie gefällte Perpendikel AP 
zur Achse, so dass AC =  ρ , L C A P =  &.

Da die Winkel des Dreiecks AB C  gegeben sind, 
so ist AB  in einem festen Verhältniss zu

AC ( =  m . AC) und L B A P  =  $■ —  a; 
aber man hat

AP —  AB  . cos BAP ,  
d. h. indem man AP  durch a bezeichnet 

m ρ cos (& — a) =  a , 
welches nach Art. 44 die Gleichung einer geraden Linie ist, die mit der 
gegebenen einen Winkel a bildet und die Entfernung ^ vom Pol A 
besitzt.

Aufg. 3. In einem Dreieck ist die Basis und die Summe der Sei
len gegeben ; in einem Endpunkt der Basis B errichtet man auf der an
liegenden Seite BC ein Perpendikel und verlangt, den Ort des Punktes P  
zu finden, wo dieses von der äusseren Halbirungslinie CP des Winkels 
an der Spitze getroffen wird.

Aufl. Indem wir den Punkt B 
zum Pol wählen, wird B P  der Ra
dius veelor ρ und durch Wahl der 
verlängerten Basis zur festen Achse 
wird der Winkel P B D  =̂ . Ό , und 
die Aufgabe verlangt, ρ durch Ό 
auszudrücken. Wir bezeichnen die 

Seiten und die Gegenwinkel des Dreiecks durch a, b, c, A, B, C; dann ist 
offenbar L B C P  =  00°— \  C und aus dem Dreiecke PCB, α =  ρ(οη }2 C. 
Wenn wir a und tan  ̂C durch θ ausdrücken können, so ist die Auf
gabe gelöst.
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Aus dem Dreieck A B C ist
bz =  (i2 +  c2 — 2 ac cos B;

liier kann für b, m — u eingesetzt werden, wenn m die gegebene Summe 
der Seiten bezeiclinet und cos B  ist =  sin -9·; daher

und

Hiernach bleibt nur übrig, einen Ausdruck für tan ,1, C zu finden,
Es ist

Aber b sin c sin B = c  cos 9·; b cos C ~  a — c c o » B = a  — c sin 9,;

also

Darnach können wir ρ durch 9  ausdrücken; denn indem wir die 
oben für a und tan J C erhaltenen Wertbe in die Gleichung a =  ρ tan 
einsetzen, erhalten wir

Der Ort ist demnach eine zur Basis des Dreiecks senkrechte Linie,2 —  q  2
in dem Abstande — -----  vom Punkte B.ic

Der I ̂ cser kann zu eigener Uebung den Ort untersuchen, welcher 
hei gegebener Differenz der Seilen durch die innere Ilalhirungslinie des 
Winkels an der Spitze bestimmt wird.

Aufg. 4. Gegeben sind n feste gerade Linien und ein fester 
Punkt 0 ; wenn man durch diesen irgend einen Radius veclor zieht, 
der diese geraden Linien in Punkten ?·,, r2, r3, . . . rn schneidet, und 
in ihm einen Punkt R so bestimmt, dass

so soll man den Ort von R bestimmen.
Aufl. Wenn die Gleichungen der geraden Linien durch 

ρ cos ( 9 — a) =  /?,, ρ cos (9 — ß) =  p2, ρ cos (9 — γ) —  p 3 usw. 
dargeslellt werden, so ist die Gleichung des Ortes offenbar

nach Art. 44 die Gleichung einer geraden Linie. Der hierin enthaltene 
Satz ist nur ein spezieller Fall eines weit allgemeinem, welchen wir 
später beweisen werden.
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Viertes Kapitel.

Anwendung einer abgekürzten Bezeichnung für 
die Gleichung der geraden Linie.

52. Im Artikel 36 sahen wir, dass die Gleichung
(x cos a +  y  sin a — p) — k (x  cos ß +  y  sin ß — p)  =  o 

eine gerade Linie bezeichnet, welche durch den Durchschnitts- 
punkl der beiden geraden Linien

x  cos a +  y  sin cc — p  — o und x  cos ß +  y  sin ß —  p  —  o 
gezogen ist.

t

Es ist oft zweckmässig, für die Quantitäten, welche mit 
Null verglichen, diese Gleichungen liefern, Abkürzungen zu ge
brauchen.

Indem- wir x  cos a y  sin a — p durch a 
und x  cos ß +  y  sin ß — p  durch ß
bezeichnen, wird der eben ausgesprochene Satz kürzer ausdrück- 
bar; es bezeichnet die Gleichung « — kß =  o eine gerade Linie, 
welche durch den Durchschnittspunkt der zwei geraden Linien 
a — ο, ß =  o gezogen ist. Wir nennen diese letzteren kurz die 
Linien a und ß und ihren Durchschnittspunkt den Punkt aß.

Ebenso bietet sich oft Gelegenheit, für Gleichungen von ge
raden Linien in der Form Ax -f- Dy  +  C =  o Abkürzungen zu 
gebrauchen. Zur Unterscheidung sollen in diesen Fällen römi
sche Buchstaben angewendet und die Buchstaben des griechischen 
Alphabets immer in dem Sinne gebraucht werden, dass die Glei
chung in der Formu %

x  cos a -p y  sin a — p  =  o
gegeben war.

53. Hiernach untersuchen wir die Bedeutung des Coeffi- 
cienten k in der Gleichung a — k ß = o .  Aus Artikel 27 ist 
erinnerlich, dass die Quantität a,  d. h. x  cos a +  y  sin a — p 
die Länge des Perpendikels bezeichnet, welches man von irgend 
einem Punkte x y  auf die durch a =  o repräsentirtc Linie OA 
fällen kann; und dass ebenso ß die Länge des vom Punkte x y
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auf die Linie OB,  welche durch ß =  o dargeslellt ist, gefällten 
Perpendikels ausdrückt. Demnach ist der Sinn der Gleichung

— 1 Ua — kß  =  o oder — =  k,
r

dass das Verhältniss der Perpendikel, die man von irgend einem 
Punkte des durch sie dargestellten Ortes auf die geraden Linien 
OA und OB fällen kann, constant und —  k sei. Der durch 
die Gleichung

a —  kß  =  o
dargestellte Ort ist eine durch 0  gehende ge
rade Linie und

Nach den über die Vorzeichen festgesetzten Bestimmungen 
(Artikel 27) ergiebt sich, dass a -f- kß =  o eine gerade Linie be
zeichnet, die den Winkel Λ ΟΒ  äusserlich so theilt, dass

ist.
Insofern die gerade Linie oder der Strahl OP den Winkel zwi

schen den Strahlen OA,  OB  nach diesem Sinusverhältniss theilt, 
bezeichnen wir sie als einen Theilslrahl. In dem Vorigen ist an
genommen, dass die Perpendikel PA,  P B  diejenigen sind, die 
wir als positiv zu betrachten übereinkamen, indess diejenigen, 
welche auf die entgegengesetzten Seiten von ß g< ifällt werden, 
als negativ gelten.

54. Vielleicht ist der Leser mit dem folgenden geometri
schen Fundamentalsatz schon bekannt: Wenn ein Bü s c h e l  
von vi er  g e r a d e n  L i n i e n ,  w e l c h e  durch de ns e l be n  
Punkt  0 ge he n ,  durch e ine  b e l i e b i g e  g e r a d e  T r a n s 
versal e  in den vi er  P unkt e n  A,  P, P', B g e s c h n i t t e n  
wi rd,  so ist  das Verb äl l n  i ss pjir ^

u n v e r ä n d e r 1 i c h , wie a u c h d i e T r ans-  
vers a l e  g e z o g e n  sei.  Man nennt das
selbe das an h a r m o n i s c h e  Ve r h ä l t n i s s  
oder das D o p p e l s e h n i t t v e r l i ä l t n i s s  des Büschels; jene Be-
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Zeichnung stammt von if. Cha s l e s ,  diese von II. Möbi us ;  das 
Werk des letzteren, welches die bezüglichen Entwicklungen enthält, 
erschien unter dem Titel: „Der barycentrische Calcul“ im Jahre 
1827. II. Chasles hat die anharmonische Function zur Grundlage 
eines Systems der Geometrie gemacht, dessen erster Theil in dem 
„Traite de Geometrie superieure“ vom Jahre 1852 vorliegt. Der 
Satz selbst findet sich bereits in den mathematischen Sammlungen 
des Pappus als der 129'e im 7. Buch.

Man beweist denselben, indem man vom Punkte 0 auf die 
Transversale das Perpendikel p  fällt und bemerkt, dass

weil jede dieser Gleichungen den doppelten Inhalt eines der 
Dreiecke AGP,  P'OB,  AOP,  P OB  auf zweifache Weise aus
drückt. Aus denselben ergiebt sich aber

somit

oder

in welchen Ausdrücken das Verhältniss der Sinus ein von der 
Lage der Transversale unabhängiges ist. In der gleichmässigen 
Form der in diesen Gleichungen verbundenen Ausdrücke ist der 
dualistische Charakter der Function des Doppelsehnittverhällnisses, 
ausgeprägt, nach welchem dasselbe immer gleichzeitig ein Doppel- 
schniltverhältniss von vier Strahlen eines Büschels und von vier 
Punkten einer geradlinigen Reihe ist.

55. Wenn die Gleichungen zweier geraden Linien durch

ausgedrückt sind, so ist das anharmonische oder Doppelsclmilt- 
verhältniss der vier geraden Linien

durch den Quotienten k : k' gegeben.
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Denn es ist

somit
welches das Doppelschnittverhällniss des Büschels ist.

Das Büschel wird als ein h a r m o n i s c h e s  bezeichnet, wenn

=  — 1 , denn dann ist der Winkel innerlich und äusserlich 
•k
so gelheilt, dass die Sinus der Theile in dem nämlichen Verhält
niss stehen. Demnach gilt der Satz: Zwei  Li ni en ,  de r e n  
G l e i c h u nge n  s ind

a — k ß =  o , a + kß =  o 
b i l d e n  mit  den g e r a d e n  Linien

ein h a r m o n i s c h e s  Büsche l .
Als eine Anwendung der vorhergehenden Principien diene der 

Beweiss des folgenden Satzes:
Man d e n k e  vier g e r a d e  Li n i en  in e i ner  E b e n e ,  

w e l c h e  d u r c h  die G l e i c h u n g e n
A =  o , B =  o , C =  o , D =  o

r e p r ä s e n t i r t s e i n  m ö g e n  und e i nen b e l i e b i g e n  P u n k t  0 ; 
man v e r b i n d e  den l e t z t e r e n  mi t  den durch d i e s e  G e 
raden b e s t i m mten D u r c h s c h n i t t s p u n k t e n  und b e s t i mme  
zu j e de r  der  V e r b i n d u n g s l i n i en  de n  cοj ugi rt  - har mo - 
n i s e h e n  S t r a h l  im V e r h ä l t n i s s  zu den be i den  g e r a d e n  
Li n i e n ,  nach deren  D u r c h s c h n i t t s p u n k t  er h i n g e h t ;  
a l s d a n n  s c h n e i d e n  s i ch  die  P a a r e  d i e s e r  l e t z t e r e n  
Ge r ade n ,  w e l c h e  zu g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  Ecken des  
Vi erecks  (ABCD)  g e h ö r e n ,  in dre i  Pu n k t e n ,  we l c h e  in 
e i n e r  g e r a d e n  L i n i e  l i egen.

Sind At , B ,, C\ , D{ die Werthe, welche die ersten Theile 
der Gleichungen der gegebenen Geraden annehmen, wenn man 
darin an Stelle der laufenden Coordinaten diejenigen des Punktes 
0 einsetzt, so ist A Bv —  AXB =  o
die Form der Gleichung der geraden Linie, welche den Punkt 0 
mit dem Durchschnittspunkt der Geraden A =  ο, B o ver
bindet Die Gleichung

oder
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repräsentirt dann die Gleichung der geraden Linie, welche dieser 
letzten in Bezug auf A =  o, B =  o  harmonisch conjugirt ist.

Darnach ergeben sich die Gleichungen der drei Paare von 
geraden Linien, von denen der Satz spricht, wie folgt:

Die Durchschnittspunkte derselben liegen augenscheinlich in

der Geraden

56. Im A l l g e m e i n e n  wird das a n h a r m o n i s c h e  oder  
Do ppe l s c h n i t t v e r h ä l t n i s s  von vi er  g e r a d e n  Li n i e n

a — k ß  =  o, a — Iß = .  o i a — m ß =  o , a — nß =  n 
dur c h  den Aus dr uc k

g e g e b e n .
Denn wenn die Strahlen des 

Büschels durch eine beliebige 
Parallele zu der geraden Li
nie /3 — o in den vier Punk
ten 7t', L,  Μ, N respective ge- 
schnitlen werden, so ist das 
Doppelschnittvcrhällniss durch

dargestellt;

bezeichnet man ferner durch Λ den Schnittpunkt dieser Parallelen 
mit der Linie a =  o, und mit e die überall gleich grosse Ent
fernung derselben von der geraden Linie ß —  o,  so geht diess 
Verhältniss nach einander über in
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und nach der Bedeutung der Coefficienten in den Gleichungen 
der Strahlen des Büschels und der Proportionalität der Längen 
NA, LA,  MA,  NA mit den senkrechten Abständen der Punkte 
K , L, Μ, N von der Linie cc =  o in den oben gegebenen Aus-

druck

Aufg. /. Man soll mil Hilfe dieser Bezeichnung den Beweis füh
ren, dass die drei Halhirungslinien der Winkel eines Dreiecks sich in 
einem Punkte schneiden.

Die Gleichungen der Halhirungslinien sind nach Art. 43, 53

wenn die Gleichungen der Seiten durch cc ~  ο, ß =  ο, γ — o aus
gedrückt sind. Da die drei Gleichungen der Halhirungslinien die Iden
tität o =  o zur Summe geben, so haben die Linien seihst einen ge
meinsamen Durchschnittspunkl.

Aufg. 2. Die Halhirungslinien von zwei äusseren Winkeln eines 
Dreiecks schneiden sich auf der Ilalbirungslinie des dritten innern Winkels.

Indem man sich der Uebereinkunfl hinsichtlich der Zeichen erinnert, 
erkennt man leicht, dass die Gleichungen der beiden ersten Halbirungs- 
linien durch u +  ß =  o, a -j- y o gegeben sind; ihre Suhtraction 
liefert ß — y =  o, die Gleichung der Ilalbirungslinie des dritten in
neren Winkels.

Aufg. 3. Die drei Höhenperpendikel in einem Dreieck schneiden 
sich in einem Punkte.

Wenn man die den Seilen u =  o , ß =  o, γ =  o respective ge
genüberliegenden Winkel durchs, B, C bezeichnet, so ergehen sich 
die Gleichungen der Höhenperpendikel nach Art. 53 als

weil jedes derselben (len Winkel, von dessen Scheitel es ausgeht, in 
Theile zerlegt, die die Complemente der benachbarten Winkel sind: der 
Anblick dieser Gleichungen lehrt, dass sie drei gerade Linien darstellen, 
die sich in demselben Punkte schneiden.

Aufg. 4. In jedem Dreieck gehen die geraden Verbindungslinien 
der Ecken mit den Mittelpunkten der Gegenseiten durch einen Punkt.

Die Perpendikel, welche man von dem Mittelpunkte der Seite y =  o 
auf die benachbarten Seiten fällen kann, stehen in dem Verhältniss 
sin A : sin B und es sind somit die Gleichungen der bezeichncten Hal- 
birungslinicn
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Aufg. 5. Welches ist die Gleichung der auf der Basis eines 
Dreiecks in ihrem Endpunkte errichteten Senkrechten?

Sie ist a —  ß cos C — o
unter der Voraussetzung, dass die Senkrechte in dem Endpunkte der 
Basis a —  o errichtet ist, wo diese mit der Seile ß =  o zusnmmentriiTl.

Aufg. G. Wenn zwei Dreiecke so gelegen sind, dass die Senk
rechten von den Ecken des ersten auf die Seiten des zweiten sich in 
einem Punkte schneiden, so gehen auch die Senkrechten von den Ecken 
des zweiten Dreiecks auf die Seiten des ersten durch einen Punkt.

Man bezeichne durch a =  o, ß =  ο, γ =  o; a ' =  ο, ß ' =  ο, γ — o 
die Seiten der beiden Dreiecke, durch (« ß) den Winkel zwischen a =  n 
und ß o und in derselben Weise alle andern, so ergiebt sich die 
Gleichung der von der Ecke (a ß) auf die Seite y =  o gefällten Senk
rechten in der Form

a cos (ß γ ) — ß cos (a y )  =  o ;
und die beiden Senkrechten von den Ecken (ßy) und (ya) auf die Seiten 
a =  o und ß =  o respective in den Formen

ß cos (y a)  -— y cos (ß a)  =  o , 
y cos (aß)  — a cos (y ß ) =  o.

Indem man zwischen den beiden ersten Gleichungen ß eliminirt und 
die erhaltene Gleichung mit der dritten verbindet, erhält man die Be
dingung, dass diese drei geraden Linien durch einen Punkt gehen, in der 
Form

cos (aß)  cos (ßy)  cos (ya)  =  cos (aß) cos (ß y) cos (y'a), 
und die vollständige Symmetrie dieser Gleichung zeigt, dass sie eben
sowohl die Bedingung ausdrückl, unter welcher die von den Ecken des 
zweiten Dreiecks auf die Seilen des ersten gefällten Perpendikel durch 
einen Punkt gehen.

57. Hie geraden Linien a — kß  =  o und ka  — ß =  o bil
den mit der geraden Linie a — ß =  o, welche den von den Linien 
a =  o, ß =  o, gebildeten Winkel halhirl, gleiche Winket, weil die 
eine von ihnen mit der Linie a — o denselben Winkel bildet, wie 
die andere mit der Linie ß - - o .

Aufg. Wenn von den Ecken eines Dreiecks drei gerade Linien 
durch denselben Punkt gezogen werden, so schneiden sich auch die 
drei geraden Linien in einem Punkte, welche von denselben Ecken und 
unter derselben Neigung gegen die resp. Winkelhalhirungslinien gezogen 
werden, wie die vorigen.

Sind a =  ο, ß =  ο, γ  =  o tlie Seilen des Dreiecks und 
la  — mß ~  o, mß — η y =  o , ny — la  —  o die drei von den 
Ecken des Dreiecks ausgehenden geraden Linien, als welche nach dem 
Princip des Art. 36 sich in einem Punkte durchschnciden müssen; dann
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sind nach dem gegenwärtigen Artikel die Gleichungen der drei geraden 
Linien, die mit jenen unter gleichen Winkeln gegen die betreffenden 
Winkelhalbirungslinien des Dreiecks von denselben Ecken aus gezogen sind

oder
welche sich in einem Punkte schneiden müssen.

58. D ie G l e i c h u n g  j e d e r  g e r a d e n  Linie kann in die 
F or m / L -f- m Μ nN — o
g e b r a c h t  we r d e n ,  we n n  L =  o,  M = o ,  N =  o die  Gl e i 
c h u n g e n  von i r g e nd  d r e i  g e r a d e n  Linien dars t e l l en ,  
die n i c h t  durch d e n s e l b e n  Punkt  gehen.

Hat man

und ist a x  -+- by +  c ~  o die Gleichung irgend einer vierten 
geraden Linie, so sind, um dieselbe in der Form

auszudrücken, die drei unbekannten Cocriicienten /, m, n durch 
die drei Bedingungsgleichungen zu bestimmen

und man erhält daraus

und entsprechende N'erlhe für m und n.
Aus Artikel 34 orgiebt sich, dass die so eben nachgewiesene 

Beziehung der Gli-irlil mg irgend einer geraden Linie auf die Glei
chungen irgend dreier festen Geraden nicht mehr zulässig ist, 
wenn die drei geraden Linien L — o, M —  o, N — o sich in 
einem Punkte schneiden, weil dann die Wertlie von /, m und n 
durch das Verschwinden des gemeinschaftlichen Nenners unendlich 
gross werden. Ehen weil die Bedingung des Artikels 34, unter 
welcher drei gerade Linien sich in einem Punkte schneiden, für 
Gleichungen von der Form Ax  +  s y  +  C =  o gegeben war, 
sind auch hier zunächst Gleichungen von dieser Form vorausge
setzt worden; wenn jedoch die Gleichungen der drei festen ge-
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raden Linien in der Form x  cos a +  y  sin a — p =  o gegeben 
wären und durch die Symbole a o, ß =  ο, γ —  o vertreten 
würden, so ist aus denselben Gründen wahr, dass die Gleichung 
jeder vierten geraden Linie in die Form

gebracht werden kann..
} V

59. D ie G l e i c h u n g  der g e r ade n  V e r b i n d u n g s l i n i e  
z we i e r  g e g e b e n e n  Pu n k t e  (.ν', y ) ,  (x", y") in der Form  
la -f- mß -f- ηγ — o a u s z udr üc ke n .

Wenn wir durch a die Grösse bezeichnen, welche durch 
Substitution der Coordinaten x ,  i j  in den durch das Symbol a 
vertretenen Ausdruck erhalten wird, also

a —  x  cos a +  y  sin a — p  und durch /3, γ ,  a", ß", γ" 
die in gleicher Weise gebildeten übrigen Grössen, so wirtF die Be
dingung, dass die gerade Linie la -}- mß +  ηγ —  o die beiden 
Punkte (x,y'),(x"y") enthalte, durch die Gleichungen

/  771
ausgedrückt und indem wir diese Gleichungen für —, — auflösen,

η n
erhalten wir als Gleichung der Verbindungslinie jener beiden 
Punkte

Damit ist offenbar, unabhängig von dem letzten Artikel, 
auch bewiesen, dass die Gleichung jeder geraden Linie in die 
Form la +  mß 4- ιιγ =  o
gebracht werden kann.

Aufg. 1. D i e  G l e i c h u n g  d e r  V e r b i n d u n g s l i n i e  z w e i e r  P u n k t e  z u  

f i n d e n ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  G l e i c h u n g e n

b e s t i m m t  s i n d .

A u s  d e m  e r s t e n  P a a r e  v o n  G l e i c h u n g e n  f o l g e n  ß '=  ha', γ =  la, 
a u s  d e m  z w e i t e n  ß'=  k a , γ ’=ζ ία".

I n d e m  m a n  d i e s e  W e r t h e  i n  d i e  G l e i c h u n g  d i e s e s  A r t i k e l s  s u b s l i t u i r l ,  

w i r d  s i e  d u r c h  d a t h e i l b a r  u n d  w i r  e r h a l t e n
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Man erhält dieselbe Gleichung auch in folgender Weise : Die ge
suchte Gleichung muss nach Art. 36 in jede der Formen

(/ca — ß) -f- A(la — γ) —  o, (k'a — ß) +  A (ία — γ) =  ο 
gebracht werden können, welche identisch sein müssen; da in beiden 
der Coefficient von ß der nämliche ist, so erfährt man durch Vergleichung 
der Coeffieicntcn in a und γ

und gelangt durch Substitution dieses Werlhes in die gesuchte Gleichung 
zu derselben Gestalt wie vorher.

Aafg. 2. Die Gleichung der geraden Linie zu bilden, welche den 
Durchschniltspunkt der Höhenperpendikol eines Dreiecks mit dem Durch- 
sclmittspunkt der llalhirungslinien der Seilen verhindel.

Nach Art. 57, Aufg. 3, 4 hat man

und durch Substitution dieser Werlhe somit die Gleichung 
« sin 2A . sin (B — C) -f- ß sin 2 B . sin (C—A') +  ysin 2C . sin ( /— B) — o.

GO. Das allgemeine Princip, dass es möglich ist, die Glei
chung jeder geraden Linie in Gliedern aus den Gleichungen von 
irgend drei gegebenen geraden Linien a =  o , ß  —  ο, γ ~ ο  aus
zudrücken , wird feimer durch die folgenden Aufgaben erläutert.

Aufg. 1. Die h armonischen Eigenschaften des vollständigen Vier
ecks analytisch abzuleiten.

Sind die Gleichungen von 
A C ,  A B ,  B O

respective
a =  ο , ß =  ο , γ =  o , 

so können die Gleichungen von 
AD und B C durch 
l a — tnß =  o, m ß — η γ  =  o 
resp. ausgedrückt werden. Die 
Gleichungen aller andern geraden 
Linien der Figur lassen sich mit 
Hilfe der bisher eingeführten 
Grössen ausdriieken.

So ist la — m ß -f- n y =  o
die Gleichung von CD,  denn sie ist die Gleichung einer geraden Linie, 
welche durch den Durchschnittspunkt von

la — mß =  o (AD) und γ =  ο (BD) 
und durch den von

a =  ο (A C) und in ß —■ ity =  ο ( B C) , 
d. h. durch die Punkte D und C hindurchgeht.
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Ferner ist la — ny  =  o die Gleichung von OE,  weil sie durch E, 
den Durchschnittspunkt von a =  o (AC) und y =  ο (BD) und auch 
durch den Durchschnittspunkt von

la  — m ß o (AD) und mß — ny  =  o (BC) 
hindurchgehl; das letztere, weil l a —  n y = ( l a —  mß) +  (mß—  n y ) ist.

Die gerade Linie E F verbindet den Durchschnittspunkt von 
a =  ο , γ =  ο (E) mit dem von la — mß  +  ny =  ο, ß =  o (F) 
und ihre Gleichung ist daher l a +  ny  =  o.

Endlich ist die Gleichung von welche die Punkte 
la +  ny  =  o, ß =  o oder F und la — m ß =  o, m β — ηγ =  υ 

oder 0 verbindet, l a —2 mß n y =  o.
Aus Art. 55 ergiebt sich jetzt, dass die vier Linien ΕΛ, EB, EO, EF 

ein harmonisches Büschel bilden, denn ihre Gleichungen sind resp.
ο: =  ο, γ =  o , la  — ?iy =  o, la ?iy =  o) 

und ebenso bilden die Geraden FE,  FO,  FC, F B  ein harmonisches 
Büschel, weil ihre Gleichungen heissen
la—mß -f-ny-{-/nß =  o, la — mß-\-ny — mß^=o, la— )iiß-\- ny=^o, ß ~ u  
und endlich die Linien OC, OB, OE, OF als von den Gleichungen 

mß — 7i y o; la — mß =  o, la — ny =  o, la — 2 mß +  7iy ~  o 
oder
mß—ny =  o,lu—77iß~o, la~7nß-{-(niß—ny)=o, la—7nß—(7nß—ny)==o 
sind. Auf diese Eigenschaften des Vierecks gründet sich die Conslruction 
der vierten Harmonikalen.

Aufg. 2. Man soll die Eigenschaften des Liniensystems discutiren, 
welches gebildet wird, wenn man durch die Ecken eines Dreiecks drei 
gerade Linien zieht, die sich in einem Punkte schneiden.

Sei ABC  das Dreieck und 
die Gleichungen seiner Seiten 
AB,  BC,  CA resp.

y ==s o , a =  o, ß =  o; 
dann kann man die Gleichun
gen der drei durch den Punkt 0 
gehenden Geraden 0A, OB, 0C 
resp.
mß  —  ηγ =  o, ny  — laz= o, 

la —  mß  =  o
wählen (Art. 57). Dadurch sind 

aber die Gleichungen aller andern geraden Linien der Figur bestimmt, 
es ist z. B. die Gleichung von E F

mß +  ny  —  l a  =  o,
denn sie gehl durch den Punkt E  oder den Schnittpunkt der Linien 
ß o ,  ny  —  l a =  o und ‘durch F,  den Schnittpunkt von
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Ebenso ist l a — in ß -f η y =  o die Gleichung von D F und . 
I Ci +  m ß — ny — o die Gleichung von DE.  Darnach ergiebt sich 
leicht, dass die Punkte L, Μ, N, d. h. die Durchschnittspunkte von E F  
oder in ß -f- n y  — l a =̂ = u mit B C oder a =  o, von FD  oder 
Icc — mß  +  ny =  o und CA oder ß =  o und von D E  oder 
Icc +  mß  — ny =  o mit A B  oder γ =  o in einer geraden Linie lie
gen, deren Gleichung la -j- mß -j- ny =  o ist.

Die Gleichung der Linie CN ist la -)- m ß = o ,  denn es ist dies 
eine durch G .̂den Schnittpunkt von a =  ο, ß =  o und N, den Schnitt
punkt von la +  mß  — ny ~  o mit y — o gehende gerade Linie.

Man erkennt daraus, dass BN  harmonisch getheill ist, denn die 
Gleichungen der vier geraden Linien CN,  CA,  CF,  CB sind 

l a +  mß  =  o , ß ~  o, la — mß  =  o , a =  o.
In derselben Art erkennt man auch die Punktereiben L, C, D , B 

und M, C, E,  A als harmonisch, und die gerade Linie L MN  bezeichnet 
somit auf den Seiten des Dreiecks die Punkte, welche zu den von den 
durch 0 gezogenen Transversalen angegebenen Schnittpunkten conjugirt 
harmonisch sind.

Aufg. 3. Wenn zwei Dreiecke so gelegen sind, dass die Durch
schnittspunkte entsprechender Seiten in einer geraden Linie liegen , so 
gehen die geraden Linien, welche die entsprechenden Ecken beider Drei
ecke verbinden, durch denselben Punkt.

Wenn die Seiten des ersten Dreiecks durch a — ο , ß =  ο, γ =  o 
repräsentirt werden und la -f- mß  -(- ny  —  o die Gleichung der gera
den Linie ist, in welcher die entsprechenden Seiten des zweiten Dreiecks 
jenen begegnen, so müssen die Seiten des zweiten Dreiecks, welche je
nen resp. entsprechen, durch Gleichungen von der Form 
Ϊ a +  m ß +  η y =3 o, / a +  m'ß +  ny =  o, la  mß  -}- ny  =  o 
dargestellt werden und man erhält durch successive Subtraction dieser 
drei Gleichungen von einander die folgenden
(l— t') a =  (m — ni) ß, (;« — in) ß — (« — n)  y, {n — η) γ =  (l—t )  a, 
welche nach dieser ijhrer Ableitung gerade Linien durch die Ecken des 
zweiten Dreiecks un<d nach ihrer Form gerade Linien durch die ent
sprechenden Ecken (des erstem darstellen, zugleich aber durch den 
blossen Anblick als durch denselben Punkt gehend erkannt werden.

6 1. Wir haben gesehen, dass in Beziehung auf drei beliebig 
angenommene gerade Linien

a =  ο, ß =  ο, γ — o
die Gleichung jeder vierten Geraden in der Form

Aa  -J- B ß -j- Cy o ,
ausgedrückt werden kann, und dass es möglich ist, Aufgaben zu 
lösen durch eine Reihe von Gleichungen, welche ohne directe
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Beziehung auf x  und y  in Gliedern von a, ß, y ausgedrückt 
sind. Daraus entspringt für das im Vorigen ausführlich erläuterte 
Princip ein neuer Gesichtspunkt. Anstatt a nur als ein Symbol 
für die Grösse x cos α +  y  sin α — p  anzusehen, können wir an
nehmen, dass es die Länge der Senkrechten von einem Punkte 
auf die Linie a =  o bezeichne; und wir können darnach ein S y 
s t em von D r e i l i n i e n -  Co o r d i n a t e n  b i l d e n ,  in we l c h e m  
die Lage e i nes  Pu n k t e s  durch sc ine E n t f e r n u n g e n  von  
drei  f e s t en  g e r a d e n  L i n i e n ,  den Fun dam e n ta llin ien,  
b e s t i mmt  und in w e l c h e m e i n e  g e r a d e  Linie  durch  
e i ne  h o m o g e n e  Gl e i c hung  Λα +  Bß  -f C’γ — o z wi s c h e n  
di esen E n t f e r n u n g e n  d a r g e s t e l l t  wird.  In dieser llomo- 
geneität liegt, wie wejtergehende Untersuchungen lehren, der 
hauptsächlichste Vorzug des neuen Coordinatensystems; an dieser 
Stelle und durch das Vorhergehende erkennt man einen Vorzug 
desselben vor dem System der Cartesischen Coordinaten darin, 
dass in diesem die höchste mögliche Vereinfachung durch die 
Wald zweier der merkwürdigsten Linien der Figur zu (Koordi
natenachsen erlangt wird, während bei der Anwendung von 
Dreilinien - Coordinaten zu Gunsten der Einfachheit über drei 
Fundamentallinien verfügt werden kann. Daraus vornehmlich ent
springt die grössere Kürze der in Artikel 50 erhaltenen Aus
drücke im Vergleich zu den entsprechenden des zweiten Capitols.

62. Wenn eine Gleichung la -}- mß  -f- ny = .  n gegeben und 
das Fundamentaldreieck bekannt ist, so kann die durch sie reprä- 
sentirte gerade Linie leicht construirt werden. Wir gelangen 
dazu am kürzesten und einfachsten durch Vorweisung auf Auf
gabe 2, Artikel 00. Nach derselben bestimmen sich die drei 
Punkte L,  71/, N in denen die durch die Gleichung 

la -{■ mß ηγ  =  o
bezeiclmete gerade Linie die Seiten BC, CA, A B des Fundamental
dreiecks respective schneidet, durch die Gleichungenpaare 
a =  o , mß ny  =  ο; ß =  ο, η γ -j- la =  ο ; γ =  o , la +  mß =p o.

Die geraden Linien mß -f· ηγ ~~ o oder A L ,  ny  +  /a =  o
oder BM und la -\-'mß =  o oder CN theilen aber die Winkel BAC,
CBA,  A CB des Dreiecks respective so, dass das Sinusverhältniss
der Theile m\ n,  n:l ,  l :m ist; man hat demnach nur diese durch/
die Coefficienten der Gleichung bestimmte Theilung der Winkel 
des Fundamentaldreiecks zu·vollziehen, um durch die drei Punkte,

www.rcin.org.pl



75

in denen die Theilstrahlen die Gegenseiten derselben schneiden, 
die durch die Gleichung dargestellte gerade Linie zu erhalten. 
Diese Construction liefert zugleich den Beweis für den Satz: 
We n n  auf  den S e i t e n  A B ,  BC,  CA e i ne s  Dr e i e c ks  drei  
P u nkte  N , L,  M i n  g e r a d e r  Li ni e  g e w ä h l t  w e r d e n ,  so 
b e s t e h t  für die Wi n k e l ,  we i c h e  die V e r b i n d u r g s l i ni en 
d e r s e l b e n  m i t d e n G e g e n e c ken d e s D r e i e c k s  m i t d e n al l 
s t o s s e n d e n  Se i t e n  de s s e l be n  e i n s c h l i e s s e n, die Rel at i ο n

63. Eine Gleichung, welche nicht homogen ist, wie z. B. 
er =  3, soll auf die homogene Form la -}- mß -+- ny  =  o ge- 
gebracht werden.

Wenn durch a,  b,  c die Längen der Seiten des Dreiecks 
AB C bezeichnet werden, welches die drei Fundamentallinien bilden, 
so sind durch aa,  bß,  cy  respective die doppelten Inhalte der 
Dreiecke OBC,  OCA,  GAB  ausgedrückt, welche durch Ver
bindung eines willkürlich gewählten Punktes 0 in der Ebene 
des Fundamental-Dreiecks mit den Eckert desselben gebildet wer
den, denn «,  ß,  y sind die Längen der Perpendikel, die man 
von einem solchen Punkte auf die Fundamentallinien a =  o, ß =  o, 
y =  o fällen kann. Somit ist, wie auch der Punkt 0 genommen 
sein mag, die Grösse aa  -f- bß cy  immer dieselbe und dem 
doppelten Inhalt des Dreiecks ABC  gleich. Für den im Innern 
des Dreiecks gewählten Punkt 0 erhellt dies ohne weiteres; für 
einen ausserhalb gewählten Punkt genügt die Erinnerung, dass 
durch den Ueberg>ang des Punktes 0 von der einerf* Seile einer 
Fundamentallinie o( 0 au(‘ die andere der Werth des auf die-* 
selbe bezüglichen Perpendikels sein Vorzeichen wechselt: in dem 
bezeichnelen Falle geht die Grösse

über.

Setzen wir dann diesen doppelten Inhalt =  M,  so kann die 
Gleichung « =  3 geschrieben werden

welches die verlangte Form ist.
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Zu demselben Zweck ist die Constante
a sin A -p ß sin B -p 7 sin C

brauchbar, in welcher A, B, C die Winkel des Fundanientaldreiecks 
sind, welche den Seiten a, b, c respective gegenüberliegen. Der 
Werth dieser Constanten ist für alle endlich bestimmbaren Punkte

der Ebene des Systems =  ^L^}LA'
a

64. Man so 11 d i e G l e i c h u n g  e i ner  Para 11 e 1 en zur g e - 
raden Li ni e  Aa  +  Bß +  Cy =  o
in D r e i l i n i e n - C o o r d i n a t e n  a u s d r ii c k e n.

In Cartesiscben Coordinalen sind parallele gerade Linien 
durch Gleichungen von der Form

A x  -p By  -p C — o, Ax  -p By  ■+- C' =  o 
ausgedrückt, welche nur um eine Constante differiren; ebenso 
drückt die Gleichung

Aa -p Bß  -p Cy -\r k [a sin A -f- ß sin B -p γ sin C) =  ö 
eine zu Aa -p Bß  -j- Cy ~~ 0 parallele Linie aus, weil die 
beiden Gleichungen nur um eine Constante differiren.

Aufg. 1. Welches ist die Gleichung einer Parallellinie zur Basis 
eines Dreiecks durch die Spitze desselben?

Sie ist a sin A +  ß sin B = o ;  denn dies ist eine durch den 
Punkt a =  o, ß =  o gezogene Linie und der Basis parallel, weil man 
sie in der Form schreiben kann

y sin C — (a sin A -{- ß sin B -f- γ sin C) =  o.
Die vier geraden Linien

a =  o, ß =3  o , a sin A -|- ß sin B =  o , a sin A — ß sin B =  o, 
deren letzte <ke von der Spitze nach dem Mittelpunkte der Basis gezo
gene gerade Linie ist, bilden ein harmonisches Büschel; der Mittelpunkt 
einer geraden begrenzten Strecke und der unendlich entfernte Punkt 
derselben sind harmonisch‘conjugirt in Bezug auf die Endpunkte der 
Strecke.

Aufg. 2. Die gerade Linie, welche die Mittelpunkte der Seiten 
eines Dreiecks verbindet, ist zur Basis desselben parallel.

Sie ist die Verbindungslinie der Punkte 
ß sin B — γ sin C — o , ce =  o und a sin A — γ sin (7 —— o , ß r= o 
und hat daher die Gleichung

a sin A +  ß sin B — y sin C =  o , 
welche nach dem Princip dieses Artikels eine Parallele zu y =  o darstellt.

www.rcin.org.pl



Aufg. 3. Die Gleichung der geraden Linie zu finden, welche im 
Mittelpunkte der Seite eines Dreiecks auf derselben senkrecht steht.

Sie ist eine Parallele zu der Linie a cos A —  ß cos B =  o 
durch den Punkt,· in welchem a sin A — ß sin B =  η, γ —  o 
sich schneiden. Ihre Gleichung ist demnach

a sin A — ß sin B -j- y sin (A — B) =  o.
Aufg. 4. Die drei auf den Seilen eines Dreiecks in ihren Mittel

punkten errichteten Perpendikel schneiden sich in einem Punkte.
Ihre Gleichungen sind:

a sin A — ß sin B -j* y sin [A — i?) =  o,
ß sin B — y sin C +  α sin (B — C) =  o ,
γ  sin C — a sin A -{- ß sin (C — A) =  o

und gehen Null zur Summe, wenn man sie vor der Addition respective
mit sin 2C, sin 2A, sin 2B multiplicirt.

Die Gleichungen der geraden Linien, welche ihren Schnittpunkt mit 
den Ecken des Dreiecks verbinden, sind

“ __ ß _ y
cos A cos B cos C

Aufg. 5. Zu beweisen, dass dieser Schnittpunkt der geraden Li
me angehört, deren Gleichung im Art. 59, Beisp. 2 gegeben ist.

Aufg. 6. Main soll die Entfernung zweier Punkte aus ihren Coor- 
dinaten «, ß, y; ß ,  y in Bezug auf ein dreieckiges Sys-tem ab
leiten.

Wir dürfen die Coordinaten a, ß, y eines Punktes P  als die Ver
hältnisse ansehen, welche zwischen den Flächen der von ihm und je ei
nem Paar der Fundamentalpunkte gebildeten Dreiecken und der Fläche 
des Fundamentaldreiecks bestehen und haben dann die Relationen 

α +  ß +  y =  1 ,
« +  ß +  y =  i .

somit (a — a)  +  (ß —  ß') +  (y ■— y)  =  o.
Die Entfernung beider Punkte (r) muss sich als eine rationale ho

mogene Function des zweiten Grades von den Grössen rc —  « , ß — ß , 
y —  y ausdrücken lassen und da man leicht aus der vorigen Be
ziehung die Identitäten

2  (ß — ß ) (r —  / )  —  (« —  a )2 —  {ß — ß ')2 —  (r —  y j f
2 (y —  y) (a — « ') (ß — ß'T—  (y —  y j  —  («  —  « ? .

2 (« — «') (ß — ß ) =  (y — y')2—  (« — «')* — (ß — ß'Y
erhält, so muss sic in der Form

;·* == L (cc -  a')2 +  M (ß -  ß j  +  N (y —  y j  
erscheinen. Zur Bestimmung der Coeflicienten L , Μ, N erhalten wir 
drei Bedingungen, indem wir die Punkte P  und Q nach einander mit 
den Ecken des Fundamentaldrciecks zusammenfallen lassen, als in wcl-
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chen die Coordinaten immer die Werthe ο, ο, I annehmen, so dass die 
Differenzen o, 1, 1 werden. Wenn wir die Seitenlängen des Fundamen- 
taldreiecks durch a, b, c ansdrücken, so sind diese Redingungen

a l s o

und daher endlich

für welchen Ausdruck auch
„ cos d  , . cos , cos C ,;·2 =  — -  ( a - ß j 2 +  -— -  ( ß - ß f  +  - —-  (y — y;«

gesetzt werden kann, wenn man durch //, /?, C die Winkel des Funda
mentaldreiecks bezeichnet.

Aufg. 7. Welches ist die Länge des Perpendikels von dem Punkte 
u, ß', y auf die gerade Linie

S i e  i s t :

Aufg. S. Man soll den Flächeninhalt des Dreiecks a, ß, y; a ,  ß , y ; 
. u , ß', y '  durch die Coordinaten seiner Ecken ausdrücken.

Aufg. 9. Man soll die Bedingung ausdrücken, unter welcher zwei 
gerade Linien

rechtwinklig zu einander sind.
Aufl. Wenn durch A, B , C die Winkel des Fundamentaldreiecks 

a = .  ο, ß — ο, y — o zugleich mit bezeichnet werden, so ist die ver
langte Bedingung

65. Es ist von Interesse, zu untersuchen, welches die 
geometrische Bedeutung der Gleichung

ist. Sie ist in der allgemeinen Form der Gleichung einer ge
raden Linie inbegriffen, kann aber nach dem Vorigen keine end
lich bestimmbaren Punkte enthalten, weil für die Coordinaten 
jedes solchen die Grösse u sin A -(- ß sin B +  y sin C einer ge
wissen Constanten gleich, aber nicht Null wird.
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In der allgemeinen Gleichung der geraden Linie 
A x  By -[· C =  o

C C
bestim m en------und — — die Abschnitte, welche dieselbe in denA B
Coordinatenachsen bildet; je kleiner also A und B werden, desto 
grösser sind diese Abschnitte bei unverändertem Werthe von C, 
desto weiter entfernt ist daher die durch

Ax  +  Hy -p C ==■ o
dargestellte Linie vom Ursprung. Für A =  ο, B =  o sind jene 
Abschnitte unendlich gross und alle Punkte der Linie sind in 
unendlicher Entfernung gelegen. Wir kommen also zu dem 
Schlüsse, dass die paradoxe Gleichung C — o, eine Constante 
gleich Null, und daher auch die Gleichung

a sin A -j- ß sin B +  γ sin C =  o
e i ne  g e r a d e  Li n i e  r e p r ä s e n t i r t ,  die in u n e n d l i c h e r  
Eη I fernu irg vom An fa n gs pu  n kt der Coord i n a t e n  g e 1 e - 
g e n i-s t.

06. Wenn nach Artikel 63 eine Parallele zur geraden Linie 
u —  o allgemein durch a -j- C =  o ausgedrückt wird, so erkennt 
man jetzt, dass dies nur ein weiteres Beispiel von der Anwen
dung des im Artikel 36 aufgestellten Princips ist, denn parallele 
Linien können als solche betrachtet werden, die sich in einem 
unendlich entfernten Punkte schneiden und eine Gleichung von 
der Form a -j- C = o  repräsentirt eine gerade Linie, welche 
durch den Durchschnittspunkl der beiden Linien u — o, C — o 
gezogen ist, oder durch den Punkt, wo die Linie a =  o die un
endlich entfernte Linie C — o durchschneidet.

67. Es ist leicht zu zeigen, dass (Kartesische Coordinalen nur 
ein specieller Fall von lheilinicn-Coordiuaten sind. Man iindet 
zuerst einen wesenllichen Unterschied zwischen beiden darin, dass 
Gleichungen in Dreilinien-Coordinaten homogen sind, während 
man in den Gleichungen mit Cartesischen (Koordinaten ein abso
lutes Glied von Gliedern des ersten, zweiten u. s. w. Grades 
unterscheidet. Aber eine einfache Ucbcrlegung zeigt, dass diese 
Differenz nur scheinbar ist, dass Gleichungen in Cartesischen 
(Koordinaten in Wirklichkeit ebenfalls homogen sein müssen, wenn 
auch freilich nicht in der Form. Der Sinn der Gleichung x  —  3
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kann beispielsweise kein anderer sein, als dass die Linie x  drei 
Fussen oder Zollen oder überhaupt drei Lineareinbeilen gleich ist, 
während die Gleichung x y  —  9 aussagt, dass das Rechteck x y  
gleich 9 Quadratfussen oder 9 Quadratzollen oder überhaupt gleich 
9 Quadraten von einer gewissen Lineareinheit ist.

Um solche Gleichungen auch der Form nach homogen zu 
machen, kann man die Lineareinheit durch z bezeichnen und 
dann die Gleichung der geraden Linie in der Form schreiben

Ax  +  B y  -f- Cz =  o.

Vergleicht man dies mit der Gleichung 

v Au +  B ß  +  Cy — o

und erinnert sich, dass nach Artikel 64 die Gleichung einer un
endlich entfernten geraden Linie die Form z o annimmt, so 
erkennt man, dass Gleichungen in Cartesischen Coordinaten nur 
die specielle Form sind, in welcher Gleichungen in Dreilinien- 
Coordinaten erscheinen, wenn zwei der Fundamentallinien zu Coor- 
dinatenachsen gewählt werden, indess die dritte derselben in un
endlicher Entfernung liegt.

68. In dem Vorhergehenden ist eine wesentliche E r w e i t e 
r u n g  des  u r s p r ü n g l i c h  a n g e n o m m e n e n  B e g r i f f s  der  
Coor di nat e n  enthalten; während es im System des Cartesius ge
rade, zu zwei festen Achsen parallele Linien sind , welche durch ihre 
Länge von ihrem' gemeinsamen Ausgangspunkte bis zu den Achsen 
die Lage des ersteren bestimmen, ist im System der Polar-Coordi- 
naten die Bestimmung des Punktes durch den Radius verlor und 
seinen Drehungswinkel in Bezug auf den Pol und eine feste An
fangslage und in dem so eben erörterten aus dein Gebrauche 
der Symbole so natürlich hervorgegangenen System der Dreilinien- 
Coordinaten durch die von demselben auf drei unveränderliche 
feste Fundamentallinien gefällten Perpendikel vollzogen und so 
theils die Art, theils die Lage und Zahl der Coordinaten geändert 
worden; au SLelle zweier zu festen Achsen parallelen geraden 
Linien ist eine gerade Strecke und ein Winkel in dem einen Falle 
getreten und in dem andern dienen statt dessen die Verhältnisse, 
welche zwischen den von ihm auf die FundamentaHinicn gefällten 
Perpendikeln bestehen.
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Man versieht hiernach leicht, wie jeder besonder!) Art, die 
Lage eines Punktes in Bezug auf Punkte oder Linien zu bestim
men, deren Lage als bekannt vorausgesetzt wird, ein besonderes 
Coordinatensystem entsprechen muss; aber es ist hier nicht der 
Ort, diese Bemerkung weiter auszuführen.

Nachdem die Bestimmung eines Punktes durch Coordinaten 
erlangt ist, wird jede gerade oder krumme Linie als eine Reihe 
von Punkten aufgefasst, und das Gesetz der gegenseitigen Ab
hängigkeit ihrer Coordinaten durch eine Gleichung zwischen den
selben dargestellt; so genügen die Cartesischen Coordinaten aller 
Punkte einer geraden Linie einer vollständigen Gleichung des 
ersten Grades zwischen zw ei Veränderlichen , die Dreilinien-Goor- 
dinaten derselben Punkte einer homogenen Gleichung des ersten 
Grades zwischen drei Veränderlichen, und diese Gleichungen 
stellen eben deshalb die gerade Linie dar.

S e t z t  man an die S t e l l e  des  Pu n k t e s  al s  des  u r 
s p r ü n g l i c h e n  d u r c h  Co o r d i na t e n  zu b e s t i mme n d e n  
R a u m e l e m e n t e s  i r g e n d  ein a ndres  g e o m e t r i s c h e s  Ge 
bi l de ,  so erhä l t  man dadur c h  in e i n e m a n d e r n  Sinne  
neue  Coordi nat  ein sys  lerne. Immer  aber  s t e l l e n  G l e i 
c h u n g e n  z w i s c h e n  den Go o r d i na t e n  die aus j e ne n  El e -  
me n t a r g e b i l d e n  - z u s a mme n g e s e t z t e n  r ä u ml i c h e n  F o r 
men dar.

Neben dem Punkte hal kein anderes geometrisches Gebilde 
so viel Berechtigung, als elementar betrachtet zu werden, und kein 
andres bielet so leicht die Möglichkeit, durch stetige Reihung neue 
Gebilde als zusammengesetzte aus sich hervorzutreiben, als die ge
rade Linie. I nde m man j e de  g e r a d e  Linie  in Bezug  auf  
g e w i s s e  f e s t e  P u n k t e  oder fes t e  Li n i e n  von b e k a n n t e r  
Lage  durch Co o r d i n a t e n  in v e r s c h i e d e n e r  We i s e  b e 
s t i m m t ,  e r hä l t  man die v e r s c h i e d e n e n  C o o r d i n a t e n - 
s y s t e me  der g e r a d e n  Linie.

69. Das einfachste derselben entspringt aus dem Cartesischen 
Coordinatensystem und es ist schon hei einer früheren Gelegen
heit auf dasselbe hingedeutet worden. (Vergl. Artikel 34, An
merkung.) Die Coordinaten der geraden Linie sind die Abschnitte, 
welche sie in den Coordinatenachsen, vom Anfangspunkte ausSalm on , Arial. Geom. der K egelschnitte. 6
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gezählt, bestimmt. Wenn man diese Abschnitte in der Art 
variabel annimmt, dass ihre zusammengehörigen Werthe stets 
einer bestimmten Gleichung genügen, so repräsentirt diese Glei
chung ein zusammengesetztes geometrisches Gebilde, welchem alle 
die durch ihre Goordinaten ihr genügenden geraden Linien als 
Elemente angehören. Im Artikel 50 ist bereits gezeigt worden, 

A Bdass, wenn — , — diese Coordinaten oder Achsenahschnitte sind,. c  c
die Gleichung aA +  bB cC =  o alle die geraden Linien dar
stellt, welche durch einen bestimmten Punkt gehen; die Cartesi-

schen Coordinaten desselben wurden durch x, --- — , y , - -  —c c
ausgedrückt. Die gegebene Gleichung kann daher als die G l e i 
c h u n g  d i e s e s  P u n k t e s  in Li near  - Cο or d i nat e n  angesehen 
werden und die allgemeine Gleichung eines Punktes in dem System der 
Linear-Coordinaten, in welchem eine gerade Linie durch ihre 
Achsenabschnittc x  und y bestimmt wird, ist somit 

α χ  -j- by +  c = o .
Wir erinnern hier an die Anmerkung des Artikel .‘14, in 

welcher auf die Uebereinstimmuug aufmerksam gemacht ward, 
welche zwischen der Gleichung statlfmdet, die in dem System 
dieser Linear-Coordinaten die Bedingung ausdrückt, unter welcher 
drei gerade Linien durch denselben festen Punkt gehen und der
jenigen Gleichung, die im Cartesischen System anzeigt, dass drei 
Punkte in derselben geraden Linie liegen. (Man vergleiche dazu 
Artikel 72).

Als eine nützliche Hebung empfehlen wir dem Leser den 
Beweis des folgenden Satzes, welcher nach den eben gegebenen 
Andeutungen vollkommen analog zu dem am Schlüsse des Art. 55 
mitgelheilten geführt werden kann.

We nn  die Se i t e n  und D i a g o n a l e n  e i ne s  V i e r e c k s  
A B  CD von e i ner  T r a n s v e r s a l e  in den Punkt en a , b ,  
c, <l ,e,  f  r e s p e e t i v e  g e s c h n i t t e n  s i nd und die  in B e 
zug auf  die e n t s p r e c h e n d e n  Ec ke n  des  V i e r e c k s  con - 
j ug i r t  h a r mo n i s c h e n  Punkt e  d i e s e r  l e t z t e r e n  durch  
f(,, b,, ct , (1 j, e{ , /", b e z e i c h n e t  w e r d e n , ' s o  g e h e n  die 
g e r a d e n  Li n i e n  «, c , , bt </, und c, /j durch e i n e n  und 
d e n s e l b e n  Punkt .
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70. Dom zuletzt entwickelten System der Dreilinien-Coordi- 
naten, welches ein Punkt-Coordinaten-System ist, entspricht unter 
den möglichen Systemen von Linear-Coordinaten eines, welches 
man als das System der D r e i p u n k t  - Coord i naten bezeichnen 
kann, und das unter Andeutung seiner einfachsten Anwendungen 
hier entwickelt werden soll, um auch dieser Seite der Coordina- 
tenbestimmurig mehr als bisher gerecht zu werden und für spätere 
ausgedehnte Anwendungen Grund zu legen.

Von zwei festen Punkten A und B aus denke man auf eine 
beliebige gerade Linie Perpendikel gefällt und bezeichne die 
Längen derselben durch u und ß\  alsdann hat das Perpendikel 
von dem Punkte der geraden Linie AB,  dessen Theilungsverhält-

niss l :m ist, auf dieselbe gerade Linie die Länge und

für jede gerade Linie, welche durch diesen Theilungspunkt seihst 
gellt, muss somit die Relation lu +  m ß <== o erfüllt sein. Man 
darf dieselhe als die Gleichung des Punktes betrachten, der in 
der Verbindungslinie der beiden I'unhte u =  o, (.4) und ß =  ο, (B) 
so liegt, dass er die geradlinige Strecke zwischen ihnen im Ver- 
hältniss l : m theilt. Verbindet man diesen Punkt lu -j- m ß  = o  
mit einem dritten festen Punkte γ =  o, (C) und theilt die Strecke 
zwischen beiden im Verhältniss n:(l +  m) , so ist die Länge der 
von diesem Theilpunkl auf irgend eine gerade Linie, die von den 
drei festen Punkten die Abstände α, ß , γ hat, gefällten Senk
rechten

— und wenn für eine gerade Linie die (ileichung/ u -(- m ß -f- η γ =  o

zwischen ihren drei Abständen von jenen festen Punkten bestellt, 
so muss sie durch jenen Tbeilpunkt selbst hindurch gehen. Di ese  
G l e i c h u n g  d r ü c k t  somi t  den m a t h e m a t i s c h e n  Zusam-  
m e n h a n g z w i sc h e n den G ο o r d i n a t e n all e r g e r a d e n 
Li ni en  aus ,  die dur c h  e i nen g e w i s s e n  P u n k t  g e z o g e n  
we r de n  k ö n n e n ,  insofern man als solche die senkrechten Ab
stände derselben von drei  f e s t en Fu n d a me n t a l  punkt en  
betrachtet, und ist somit die G l e i c h u n g  d i e s e s  Punkt es .
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Jeder Punkt in der Ebene der Fundamentalpunkte ist durch 
seine drei Theilungscoefficienten l, m, n,  die Constanten seiner 
Gleichung, vollkommen bestimmt und kann aus denselben leicht 
construirt werden. Sind A, B, C die drei Fundamentalpunkte, 
so findet man den durch die Gleichung

dargestellten Punkt gleichmässig durch folgende drei Constructionen:
1.) Man theilt BC  in D im Verhältniss n :m und AB  im Verhält- 
niss (n +  m):I. 2.) Man theilt CA in E im Verhältniss l :n und
BE  im Verhältniss (/ +  n) : m. 3.) Man theilt AB  in F im Ver
hältniss m:l  und CF im Verhältnis^ [m -f- l)\n. In jedem Falle 
ist der letzterhaltene Theilpunkt 0 der Punkt, welchen die ge
gebene Gleichung darstellt. Man erhält ihn offenbar auch, wenn 
man die Punkte B, E,  F,  welche respective die Seiten BC,  CA, 
AB  in den Verhältnissen n:m,  l \n,  m:l  theilen, mit den gegen
überliegenden Ecken des Fundamentaldreiecks verbindet.

in jeder dieser Constructionen ist zugleich der Beweis für 
den Satz enthalten.· Die g e r a d e  11 L i n i e n , w e l c h e  nach  
den drei  E c k e n  A, B , C e i n e s  D r e i e c k s  von e i nem  
b e l i e b i g e n  P u n k t e  0 in s e i ne r  Eb e n e  g e z o g e n  w e r 
d e n ,  b e g e g n e n  den G e g e n s e i t e n  BC,  CA, AB in P u n k 
ten B, E,  F,  für we l c h e  s tets:

Aus diesem Satze und dem in Artikel 62 aus der ent
sprechenden Construction des Systems der Dreilinien-Coordinalen 
abgeleiteten entspringen ferner noch die folgenden beiden, welche 
sich auf dieselben Figuren beziehen:

71. In der vorhergehenden Entwickelung und ihren Ergeb
nissen, sowie auch in der Construction eines durch seine Glei
chung gegebenen Punktes, ist die vollständige Analogie unver
kennbar, welche sie mit den Entwickelungen des Artikel 61 und 
der Construction des Artikel 62 haben. Diese Analogie findet
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sich auch weiterhin bewährt und wir bezeichnen hier, um dies 
deutlicher zu machen, eine Reihe einfacher Ergebnisse, deren 
Begründung theilweise dem Leser seihst zur Uebung überlassen 
bleiben soll.

Wenn zwei Punkte durch die Gleichungen

gegeben sind, so ist durch

der Punkt in ihrer geraden Verbindungslinie ausgedrückt, wel
cher die von ihnen begrenzte Strecke in dem Verhältniss B . A  
theilt; und wenn abkürzend

die Gleichungen zweier Punkte bedeuten, so ist

die Gleichung irgend eines Punktes in ihrer Verbindungslinie, 
dessen Lage in Bezug auf jene beiden durch die Grösse k be
stimmt ist, die man den Modulus des Theilpunkts nennen kann. 
Die zwei Gleichungen

bezeichnen Punkte, welche die gerade Strecke zwischen den 
Punkten μ, =  ο , v — o innerlich und äusserlich in demselben 
Verhältniss theilen; somit sind

die Gleichungen von vier h a r m o n i s c h e n  Pu n k t e n  in d e r 
s e l b e n  g e r a d e n  Linie.  Das anharmonische Verhältniss der 
vier Punkte

wird durch k : l und das der vier allgemein bestimmten Punkte

durch

ausgedrückt, Formeln, welche ganz mit denen übereiustimmen, 
die früher für das Doppelsclmittverhältniss von vier Strahlen eines 
Büschels gefunden wurden. Es ist schon damals auf den d u a 
l i s t i s c h e n  Ch a r a k t e r  der F u n c t i o n  d e s  D o p p e l s c h n i t t 
v e r h ä l t n i s s e s  hingewiesen worden, nach welchem sie eben
sowohl Strahlen eines Büschels als Punkte einer Reihe umfasst.
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Speciell ist μ +  v =  o der Mittelpunkt uml μ — v =  o der un
endlich entfernte Punkt der geraden Linie zwischen μ  = —  o und
v =  o.

Demnach haben die Mittelpunkte der drei Seiten des Fnrula- 
mentaldreiecks die Gleichungen

und die ihnen harmonisch conjngirlen unendlich entfernten Punkte 
derselben Seiten die folgenden

Man sieht, dass diese Punkte in einer geraden Linie liegen, 
da ihre Gleichungen Null zur Summe gehen und erkennt, dass 
für die Coordinaten dieser geraden Linie die Bedingung a =  ß — γ 
gilt; dieses hätte aber schon ans der Bemerkung geschlossen wer
den dürfen, dass aller Unterschied zwischen den Entfernungen 
endlicher Punkte von unendlich weit entfernten unangebbar wird. 
Ein Punkt in unendlicher Entfernung wird durch

ausgedrückt, wenn zugleich

ist, weil alsdann die Coordinaten der unendlich entfernten ge
raden Linie der Gleichung genügen.

Zwei Punkte

liegen in .der geraden Linie, deren Coordinaten sind

Drei Punkte

liegen in derselben geraden Linie, wenn zwischen den Goefli- 
cienten ihrer Gleichungen die Relation besteht

Es sind dies dieselben Werthe, welche im Dreilinien-Coordi- 
natensystem die Coordinaten des Durchschnittspunktes zweier ge
raden Linien aa  -}- bß -f- cy =  o, -f- b{ ß +  c,y =  o 
darstellen, und dieselbe Bedingungsgleichung, unter welcher drei 
gerade Linien

durch denselben Punkt gehen.
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Aufg. 1. Diu geraden Linien, welche die Ecken eines Dreiecks mit 
den Mittelpunkten der Gegenseiten verbinden, schneiden sich in einem 
Punkte.

Wird das Dreieck als Fundamenlaidreieck betrachtet, su sind die 
drei Halbirungslinien AD, DE, CF respective durch die Paare von Glei
chungen

dargestellt und ihre Coordinaten genügen somit alle der Gleichung

welche daher die Gleichung ihres Durchschnittspunktes ist.

Aafg. 2. Die Halbirungslinien der Winkel eines Dreiecks schnei
den sich in einem Punkte.

Man betrachte das Dreieck* als Fundamentaldreieck und bezeichne 
die Seiten BC, CA, AB resp. durch a, b, c und ihre Gegenwinkel durch 
A, B , C, so sind diese Halbirungslinien entweder durch die Paare von 
Gleichungen

oder durch die Paare

crcKeben.
Jene Bedingungen genügen sämmtlich der Gleichung

diese ebenso der Gleichung

welche daher die Gleichungen des gemeinschaftlichen Durehsclmilts- 
punktes jener geraden Linien sind.

Aufg. 3. Die drei Höhenperpendikcl eines Dreiecks gehen durch 
denselben Punkt.

Aufg. 4. Die Mi t t e l punkt e  der Di agonal en e i nes  vol l -  
s t ändi gen Vi erecks  l i egen in e i ne r g e r a d e n Linie.

Man wähle drei der Ecken des Vierecks zu Fundamentalpunktcn, so 
dass die Gleichungen der vier Ecken desselben sind

Dann ist die Gleichung des Durchschnittspunktes E der Gegenseiten 
AB  und CD lu -f- mß =  o,
denn sie wird nicht nur durch die Coordinaten der geraden Linie A B, 
sondern auch durch die von CD befriedigt; das letztere, weil man sie 
schreiben kann
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E b e n s o  i s t  d i e  G l e i c h u n g  d e s  D u r c k s c l u u l l s p u n k t e s  F  d e r  G e g e n 

s e i t e n  AD  u n d  BC mß - f -  ηγ =  o.
D a n n  i s t  d i e  G l e i c h u n g  d e s  M i t t e l p u n k t e s  d e r  D i a g o n a l e  AC

d i e  d e s  M i t t e l p u n k t e s  d e r  D i a g o n a l e  BD

o d e r

u n d  e n d l i c h  d i e  d e s  M i t t e l p u n k t e s  d e r  d r i t t e n  D i a g o n a l e  E F

o d e r

D a  m a n  d i e s e  G l e i c h u n g  a u c h  s c h r e i b e n  k a n n

so erkennt man, dass dieser letztere Punkt mit den beiden ersleren in 
derselben geraden Linie liegt.

Aufg. 5. ln ganz ähnlicher Art lässt sich der allgemeinere Satz be
weisen: We n n  ma n  z u  d r e i  i n  de n  Di a g o n a l e n  e i n e s  v o l l -  
s t ä n d i g e n Vi e r e c k s  ge  w  ä h 11 e η  P u  n k t e n , w e l c h e  in g e r a 
de r  Li n i e  l i e g e n ,  di e  c o n j u g i r t  - h a r m o n i s c h e n  in Be z ug  
a u f  di e E n d p u n k t e  d e r  Di a g o n a l e n  b e s t i m m t ,  s o  l i e g e n  
d i e s e  g l e i c h f a l l s  in e i n e r  g e r a d e n  Lini e.

72. Die beiden zuletzt entwickelten Coordinatensysteme, das 
System der Dreilinien- und das der Dreipunkt-Coordinaten, for
dern in manchen Beziehungen zur gegenseitigen Vergleichung auf.

Durch jedes von ihnen wird derselbe analystische Ausdruck 
in andrer Weise geometrisch interpretirt; dazu liefern die letzten 
Aufgaben, verglichen mit früheren (Art. 56, 60) mannigfache Be
lege. Man erkennt jedoch leicht, dass dies eine Eigenschaft ist, 
die allen Coordinatensystemen zukommt; j e de s  neue  Co o r d i -  
nat en sv s t em l ehr t  al l e  mö g l i c h e n  a na 1 v t i se jie  n F o r 
me n auf  e i ne  ne ue  Wei se  i n t e r p r e t i r e n  und führt dadurch 
oft zur Entdeckung neuer geometrischer Wahrheiten , öfter zu 
neuen Ableitungen für schon bekannte Sätze. Darum insbesondere 
ist es so wichtig, die Beschränkung auf ein Coordinatensystem auf
zugeben und den Begriff der Coordinaten in solcher Art zu ver
allgemeinern, wie es in den letzten Artikeln geschehen ist. Da 
jedoch die Fähigkeit, von diesen allgemeineren Gesichtspunkten 
Nutzen zu ziehen und sie fruchtbar zu machen, nur durch die 
gründliche Durcharbeitung eines einzelnen Systems oder mehrerer
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besondern Systeme erworben werden kann, so soll in dem Folgen
den das Cartesische Coordinatensystem als die Hauptgrundlage bei
behalten und auf andre zunächst nur bei besondern Anlässen ein- 
gegangen werden.

Die beregte Vergleichung der beiden Coordinatensysteme er
öffnet den Blick auf eine g e w i s s e  Z u s a m m e n g e h ö r i g k e i t  
s o l c h e r  g e o m e t r i s c h e r  S ä t z e ,  wie s i e durch die d o p 
p e l t e  I n t e r p r e t a t i o n  g l e i c h e r  a n a l y t i s c h e r  Facta  e r 
l angt  w e r d e n ;  sie zeigt in Beispielen, dass Punkte durch ge
rade Linien, Punktreihen durch Strahlenbüschel, Mittelpunkte von 
Strecken durch Halbirungslinien von Winkeln u. s. w. gewisser- 
massen ersetzt werden , indem man von einer Interpretation zur 
andern übergeht. Die Verhältnisse der Figur, aus welcher die 
Constructionen der geraden Linie

und die des Punktes
hervorgingen, bieten ein reichhaltiges Beispiel dafür dar.

Diese Zusammengehörigkeit und bestimmte Vertretungsfähig
keit bat man unter dem Namen der R e c i p r o c i t ä t  als ein wich
tiges Princip in die Geometrie eingeführt. Werth und Bedeutung 
desselben können erst weiterhin näher gewürdigt werden.

Fünftes Kapitel.

Gleichungen von höheren Graden, welche 
gerade Linien darstellen.

73. Ehe wir dazu übergehen, von den Curven zu handeln, 
welche durch Gleichungen, deren Grad den ersten übersteig 
[largestellt werden, wollen wir einige Fälle untersuchen, in dene 
diese Gleichungen gerade Linien repräsentiren.

Wenn e i ne  Anzahl  von G l e i c h u n g e n

S e i l e  f ü r  S e i t e  m i t  e i n a n d e r  m u  1 1 i p  1 i c i r t  w e r d e n ,  s o  
dass daraus  die  Gl e i c hung
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e n t s t e h t ,  so  b e z e i c h n e t  d i e s e  die V e r e i n i g u n g  al l er  
der dur c h  i hre  F a c toren r e p r ä s e n t i r t e n  L i n i e n ,  denn 
sie wird durch die Werthe der Coordinaten befriedigt, welche ir
gend einen ihrer Factoren gleich Null machen. Wenn umgekehrt 
eine Gleichung höheren Grades in ein Product mehrerer anderen 
von niedrigeren Graden aufgelöst werden kann, so repräsentirt sie 
ebenfalls die Vereinigung aller durch ihre Factoren dargestellten 
geometrischen Oerter. Eine Gleichung vom n'en Grade, die in 
n Factoren vom ersten Grade zerlegt werden kann , repräsentirt 
daher n gerade Linien.

74. Eine h o mo g e n e  Gl e i c h u n g  n,en Grades  z w i 
s c h e n  z we i  V e r ä n d e r l i c h e n  r e p r ä s e n t i r t  n g e r a d e  L i 
n i e n ,  w e l c h e  durch den A n f a n g s p u n k t  der  C o o r d i n a 
ten gehen.

Denn ist die Gleichung
x n— p x n~'y  -p q x n~2y~ — . . . . +  l y n =  o, 

so erhalten wir durch Division mit y n

eine Gleichung, welche durch Auflösung für — n Werthe liefert;
y

bezeichnen wir dieselben durch a, b, c so kann diese
Gleichung in Factoren zerlegt werden

und die ursprüngliche Gleichung ist dann in die Form 
(x — ay) - {x — by) (x —  cy) . . . .  =  o 

gebracht; sie repräsentirt also n gerade Linien
x  — ay  — o, x  —by =  o . ,

welche nach der Form ihrer Gleichungen alle durch den Anfangs
punkt der Coordinaten gehen.

So repräsentirt insbesondere die homogene Gleichung 
x2— p x y  +  q y 2 =  o 

die zwei geraden Linien
x  — ay =  o, x  — by  =  o,

wenn a und b die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung

sind.
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In derselben Art erkennt man, dass die Gleichung
(x—a)n— p(oc— a)n~l (y—b)-\-q[x—a)"-2 (y- b)*-----f t ( y— b)n= o
n gerade Linien bezeichnet, welche durch den Punkt x — a , y = b '  
gehen.

Aufg. 1. Welcher Ort ist durch die Gleichung x y  — o dargestelll? 
Die beiden Coordinatenachsen, weil der Gleichung durcli jede der 

beiden Voraussetzungen x  =  o, y —  o genügt wird.

Auf'g. 2. Welcher Ort ist durch x *— y * =  o dargestelll?
Die beiden Halbirungslinien der von den Coordinatenachsen gebil

deten Winkel x  +  y =  o. (Art. 43.)

Aufu. 3. Welches ist die geometrische Bedeutung der Gleichung

Sic repriisentirt die beiden geraden Linien

Aufg. 4. Welcher Ort wird dargestellt durch

Aufg. 5. Welche gerade Linien sind durch

ausgedrückt?
Aufg. 0. Welche geraden Linien repräsenlirt

75. Es ist nützlich, die drei Falle näher zu untersuchen, 
welche die Auflösung der Gleichung

darbietet; die Wurzeln derselben können reel l  und v e r s c h i e 
d e n ,  r e e l l  und g l e i c h  und sie können i ma g i nä r  sein.

Der erste Fall hat keinerlei Schwierigkeiten; « und b sind, 
wenn man rechtwinklige Coordinaten voraussetzt, die trigono
metrischen Tangenten der Winkel, welche die Linien mit der 
Achse der y  bilden, p ist daher die Summe dieser Tangenten und 
g ist ihr Product.

Im zweiten Falle, wo a <= b, bezeichnet man oft die Gleichung

als die Repräsentantin einer e i n z i g e n  g e r a d e n  Linie
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Aber es hat mancherlei Vorzüge, den Sprachgebrauch der Geome
trie dem der Algebra völlig entsprechend zn machen und ebenso 
wie man nicht sagt, dass jene Gleichung nur eine Wurzel, son
dern vielmehr, dass sie zwei gleiche Wurzeln habe, auch nicht 
zn sagen, dass sie nur eine gerade Linie, sondern dass sie zwe i  
z u s a mme n  fa l l e  n de ge r ade  Li n i e n  dar stel l e .

Man denke drittens die beiden Wurzeln imaginär. In diesem 
Falle können keine reellen Coordinaten gefunden werden, die der 
Gleichung genügen, ausgenommen die Coordinaten des Ursprungs 
x  =  o\ y  = * o ; man sagt daher in diesem Falle wohl, dass die 
Gleichung ke i ne  g e r a d e n  Li ni en repräsentire, sondern dass sie 
die GI e i c hung  des  Cο ordi nat enan  f a n g s p u n k t e s  sei. Diese 
Ausdrucksweise ist offenbar verwerflich, denn wir sahen (Art. 14, 
K)), dass zur Bestimmung irgend eines Punktes zwei Gleichungen 
erforderlich sind und können nicht ausnahmsweise eine einzelne 
Gleichung als Gleichung eines Punktes anerkennen wollen. Wir 
sind überdies gewohnt, zu finden, dass zwei verschiedene Glei
chungen auch immer zwei verschiedene geometrische Bedeutungen 
haben, hier aber müssten unzählig viele verschiedene Gleichungen 
alle denselben Punkt unterschiedslos bedeuten, denn es ist dann 
offenbar unwesentlich, welches die Wert he von p  und q sind, so
bald sie nur imaginäre Wurzelwerthe liefern, d. h. sobald 
p2 <  4 q ist.

Deshalb ziehen wir vor, die Ausdrucksweise der analytischen 
Geometrie genau der Sprache der Algebra entsprechend zu 
machen; wie wir also nicht sagen, dass die Gleichung

— p x y  +  qyi =  o
keine Wurzeln hat, wenn p2 <  4q, sondern dass sie zwei imagi
näre Wurzeln hat, so sagen wir auch nicht, dass sie in diesem 
Falle keine geraden Linien repräsensirt, sondern dass zw ei i m a g i 
näre  g e r a d e  Li ni en  durch sie dargestellt werden.

Somit repräsentirt die Gleichung
a:2 — p x y  -1- qy2 =  o,

welche stets auf die Form (x — ay ) (x — by) .=  o reducirt wer
den kann, in jedem Falle zwei durch den Anfangspunkt der Go- 
ordinaten gezogene gerade Linien; sie sind reell, wenn a und b 
reell sind, fallen zusammen, wenn a und b gleich sind und sind 
imaginär, wenn a und b imaginär sind.
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Wenn es hier ohne grosse Bedeutung scheinen mag, wel
chen Sprachgebrauch wir annehmen, so werden wir im weiteren 
Fortschreiten doch vielfach erkennen, dass uns in vielen Fällen 
die Einfachheit und Strenge des Ausdrucks und manche wichtige 
Analogien verloren gehen müssten, wenn wir den hier empfohle
nen Sprachgebrauch nicht annehmen.

Dieselben Bemerkungen gelten für die Gleichung 
Ax2 + Bxy  -j- Cy2 =  o, 

welche auf die Form
x2 — p x y  -f- qy2 =  o

einfach dadurch reducirt wird, dass man sie mit dem Coefficien- 
ten von x2 dividirt; sie repräsentirt immer zwei durch den Coor- 
dinatenanfang gehende gerade Linien, welche reell sind, so lange 
(B2—  4 AC) positiv ist, zusammenfallen für B2 — 4 AC^= o und 
imaginär sind, wenn (B2 — 4^6') negativ ist.

Wir wenden endlich dieselbe Ausdrucksweise an, wenn wir 
gleiche oder imaginäre Wurzeln in der Auflösung der allgemeinen 
homogenen Gleichung des ?iten Grades antreffen.

76. Den Wi nke l  zu  f i nde n ,  we l c he r  von den durch  
die Gl e i chung x2 — p x y  -f- q y 2 =  o 
d a r g e s t e l l t e n  g e r a d e n  Li ni en g e b i l d e t  wird.

Wenn die Gleichung auf die Form
(x — a y) (x — by) =  o

gebracht ist, so ist nach Artikel 40 die trigonometrische

Tangente des von ihnen gebildeten Winkels — -  ; aber das
1 -f- a b

Droduct der \\ urzeln der gegebenen Gleichung ist =  q und die
Differenz derselben =  j / ( p 2 — 4 q),

man erhält somit für jene Tangente den Ausdruck

Ist die Gleichung in der Form
Ax2 +  B x y  -j- Cy2 =  o 

gegeben, so findet man ebenso

www.rcin.org.pl



—  04

Zusatz. Die b e i d e n  geraden  Li n i e n  s c h n e i d e n  
s i ch  r e c h t w i n k l i g ,  d. h. tan φ wird unendlich gross, wenn  
q =  — ] oder wenn A +  C =  o.

Aufg. Welches ist der Winkel zwischen den Linien, welche dar- 
geslcllt sind durch

x2 -j- x y  — 6 y2 =  o ? 45°.
x2— 2 x y  sec -9· +  y2— o ? &.

Für schiefwinklige Achsen ergieht/auf dieselbe Weise zur 
Bestimmung des fraglichen Winkels die Formel

77. We l c he s  ist  die Gl e i c h u n g  der  H a l h i r u n g s l i - 
nien des  Wi n k e l s ,  den die durch die G l e i c h u n g

Αχ-  +  B x y  +  Cxf =■ o
dar g e s t e l l t e n  g e r a d e n  Li tuen mi t  e i n a n d e r  b i l de n?

Sind x  — a y  —  o und x  — by  ~  o die Gleichungen der 
geraden Linien, welche jene Gleichung repräsentirt und be
zeichnet man durch x  — gy- -=  o die Gleichung der Halbirungs- 
linie ihres Winkels, so bestimmt sich die Grösse g durch die ein
fache Bemerkung, dass sie die Tangente des Winkels ist, den die 
gesuchte Winkelhalbirungslinie mit der Achse der y  bildet und 
dass dieser Winkel der halben Summe der Winkel gleich ist, 
welche von jenen geraden Linien mit dieser Achse gebildet 
werden. Durch Vergleichung der Tangente des doppelten Win
kels mit der Tangente der Summe zweier Winkel ergiebt sich 
die Bedingungsgleichung

Nach der Theorie der Gleichungen ist aber

somit

Von den Wurzeln dieser quadratischen Gleichung, welche 
zur Bestimmung von y  dient, ist die eine die Tangente des Win
kels, den die innere Halbirungslinie des Winkels der beiden 
durch die Gleichung A x 2 -f B x y  +  Cy2 o gegebenen geraden 
Linien mit der Achse der y bildet und die andre die Tangente
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des Winkels, den die äussere Halbirungslinie des nämlichen Win
kels mit derselben Achse macht.

Indem wir in diese quadratische Bestimmungsgleichung für
00

μ seinen Werth — substituiren, erhallen wir die Gleichung beider
y

Winkelhalbirungslinien

Die Form dieser Gleichung zeigt (Artikel 76), dass die beiden 
Halbirungslinien rechtwinklig zu einander sind.

Man kann diese Gleichung auch erhalten, indem man nach 
Artikel 43 für die beiden geraden Linien

x  — ay =■ o , x  — by — o
die Gleichungen der innern und äussern Winkelhalbirungslinien 
bildet, und diese mit einander multiplicirt; man erhält so

und durch Beseitigung der Brüche und Substitution der in A , B ,  ('  

ausgedrückten Werthe von ab und (a b) die oben gefundene 
Gleichung.

Es verdient bemerkt zu werden, dass  die Wurze l n  d i e 
ser Gl e i c h u n g  s t e t s  ree l l  s i nd ,  selbst dann, wenn die Wur
zeln der ursprünglichen Gleichung A x 2 -f- B x y  - f  C y 2 =  n ima
ginär waren. Ein Paar  von i m a g i n ä r e n  ge r a de n  Li n i e n  
haben  s o mi t  ein Paar  r e e l l e  W i n k e l h a l b i r u n g s l i n i e n .

Es ist die Existenz solcher Beziehungen zwischen reellen und 
imaginären geraden Linien, welche die Betrachtung der letzteren 
besonders nützlich macht.

7S. D ie B e d i n g u n g  zu f i nden,  unt er  we l c h e r  die  
a l l g e m e i n e  G l e i c h u n g  des  z w e i t e n  Gr a d e s  zwei  g e 
rade  Li ni en dars te l l t .

Wir schreiben die allgemeine Gleichung

in der Form

Durch die Auflösung derselben für x  finden wir die Wurzeln
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Dieser Werth von x  kann nicht auf die Form
x  =  my  +  n

reducirt werden, wenn nicht die Grösse unter dem Wurzel
zeichen ein vollständiges Quadrat ist. Die Bedingung, unter wel
cher dies allein der Fall ist, wird bekanntlich ausgedrückt durch 

(,B-— 4Λ6') {D2 — 4AF) =  {BD — 2AE)2.

Die Ausführung der angedeuteten Operationen liefert nach 
einer Division durch 4 A

A E 2 +  CB2 +  F B 2 — B 1) E  —- 4 A CF =  o 
als die Bedingung, unter welcher die allgemeine Gleichung des 
zweiten Grades zwei gerade Linien darstellt.

Aufg. 1. Repriisenlirt die Gleichung
x 2— b x y  +  4y 2 x  2y — 2 =  o 

gerade Linien und welche?
Indem man wie im Vorhergehenden für x  auflöst, erhält man für 

die durch die Gleichunĝ  dargestellten geraden Linien die Gleichungen 
x  — y  — 1 =  o, x  — 4y  + 2  =  o.

Aufg. 2. Repräsentirt die Gleichung
(a x  +  ß y  — r2)2=  (ß2 +  ß2 — 2̂) (x2 -f- y2 — r2) 

gerade Linien und welche?

Aufg. 3. Welche gerade Linien sind durch die Gleichung
x2 — x y  +  y2 — x  — y  + ·  l =  o

dargestellt?

Aufg. 4. Man soll die Grösse B so bestimmen, dass die Gleichung 
x 2 +  B x y  +  y 2 — 5x  — l y  +  6 =  o 

gerade Linien darstellt.
Indem man die Werlhe der Coefficientcn in die allgemeine he- 

dingungsgleichung suhslituirt, erhält man für B die quadratische Glei
chung 6 B2 — 35 B +  50 =  o ,
aus welcher für B  die Wertlie B = ~ ,  B =  2 hervorgehen.

79. Die in dem vorigen Artikel angewendete Methode, ob
gleich die einfachste in dem Fall der Gleichung zweiten Grades, 
ist auf Gleichungen höherer Grade nicht anwendbar; wir geben 
daher in dem Folgenden noch eine andre Auflösung derselben 
Aufgabe.
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Dieselbe verlangt, zu erkennen, ob die gegebene Gleichung 
des zweiten Grades mit dem Product der Gleichungen zweier ge
raden Linien

(aac +  ßy  — 1) Ol# +  ßfl  —  1) =  O 
identisch werden kann.

Wir schreiben hierzu die allgemeine Gleichung des zweiten 
Grades in der Form

und vergleichen die Coefficienten ihrer Glieder mit den ent
sprechenden Coefficienten in der Entwickelung jenes Products; da
durch erhalten wir fünf Bedingungsgleichungen, von denen vier 
die Bestimmung der vier unbekannten Grössen a, ß,  c/,, ßi liefern 
müssen. Durch die Substitution der erhaltenen Werthe in die 
fünfte Bedingungsgleichung finden wir die verlangte Bedingung.

Jene fünf Gleichungen sind

Die vier ersten liefern sofort zwei quadratische Gleichungen 
zur Bestimmung von a,  cq, ß,  ßt. Wir können dieselben auch 
durch die Bemerkung erhallen, dass diese vier Grössen die lleci- 
proken der Abschnitte sind, welche durch die geraden Linien in 
den Coordinaten-Achsen gebildet werden und dass die von dem 
durch die Gleichung

dargestellten Orte in den Achsen gebildeten Abschnitte dadurch 
bestimmt werden, dass man in derselben nach einander x  =  o, 
y —  o setzt, wodurch sich ergeben

Bezeichnen wir durch Z, Z ,, M,  71/, die vier so erhaltenen 
Durchschnittspunkte des bezeichncten Ortes mit den Achsen, so 
müssen, wenn derselbe aus geraden Linien zusammengesetzt ist, 
diese entweder das Paar

LM,  L{MX oder das Paar ΖΛΓ,, Z, M 
sein; die Gleichungen derselben sind

und
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\

und die gleichmässige Berechtigung derselben lehrt, dass für

— nicht allein der oben gegebene Werth 
F

aß,  +  a, ß,  sondern auch der andere aß  +  a,ß,  
gelten muss. Die Summe beider Grössen ist

und ihr Product

und es ergiebt sich daher zur Bestimmung von — die quadrati-

sche Gleichung

welche, von Brüchen befreit, die im vorigen Artikel erhaltene 
Bedingungsgleichung wiedergiebt

Aufgabe. Man soll die Grösse B so bestimmen, dass 
x2 +  B x y  -f- y2 — bx  — 7 y  +  6 =  o 

gerade Linien (larstelle
ltie Abschnitte in den Achsen sind durch die Gleichungen

X-— 5x  +  6 =  o, y- — l y  +  6 =  0
gegeben, deren Wurzeln

« i =  2, oc2=z  3; y, =  .l, y2=  6
sind.

Indem wir die Gleichungen der geraden Verbindungslinien der so 
gefundenen Punkte bilden, sehen wir, dass die Gleichung, wenn sie ge
rade Linien darstelll, entweder von der Form

(a? +  2 y  — 2) .(2® +  y — 6) =  o, 
oder von der Form

(x +  3y  — 3) (3® +  y —- 6) =  o 
sein muss. Daraus ergeben sich durch Ausführung der angcdeutelen Mul- 
li|ilicalionen die Werthe von B.

80. Man sol l  an g e b e n ,  w i e  vi e l e  B cd in g u n g s  g l e i 
ch u ng e n  erfül l t  s e i n  müs s e n ,  dami t  die a l l g e m e i n e  
G l e i c h u n g  des  nlen Grades  gerade  Linien dars t e l l t .

Die Zahl derselben wird durch das Verfahren des vorigen 
Artikels leicht erhalten; wir vergleichen die allgemeine Gleichung 
des nten Grades, nachdem wir in ihr das absolute Glied der Kin- 
heit gleichgemacht haben, mit dem Product von n linearen Glei
chungen
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Ist die Zahl der Glieder in der allgemeinen Gleichung =  N, 
so erhalten wir durch die Gleichsetzung der entsprechenden 
Coefficienten in ihr und in der Entwickelung dieses Productes N — 1 
Gleichungen. Von denselben dienen 2 n zur Bestimmung der 2 n 
unbekannten Grössen, a,  . . .  ß,  ß t . . . ,  und die so erhalte
nen Werthe derselben liefern in die übriggebliebenen Gleichungen 
substituirt, N — 1 — 2 n Bedingungen.

Da aber die allgemeine Gleichung nten Grades in der Form 
geschrieben werden kann:

so ist die Zahl ihrer Glieder die Summe der arithmetischen 
Reihe 1 + 2 - + 3  +  4 +  . . .  +  n +  (n +  l),

also

Daher ergiebt sich die Anzahl der nölhigen Bedingungen

81. Es ist z u b e s t i m m e n ,  wi e  vi e l e  B e d i n g u n g e n  
erfül l t  se i n m ü s s e n ,  dami t  die a l l g e m e i n e  G l e i chung  
des  nie" Grades  n g e r a d e  Li ni en d a r s t e l l t ,  d e r e n  j e de  
durch e i nen g e g e b e n e n  Punkt  geht .

Wir vergleichen die allgemeine Gleichung mit der Entwicke
lung der Gleichung

Diese Entwickelung enthält die n unbekannten Grössen m. 
mt, m2 . . . und es bleiben demnach

Bedingungen.

82. W e l c h e s  i st  die Zahl  der B e d i n g u n g e n ,  die  
er f ü l l t  se in m ü s s e n ,  dami t  die a l l g e m e i n e  Gl e i c hung  
iiten Grades  n g e r a d e  Linien r e p r ä s e n t i r t ,  d i e  al le 
durch d e n s e l b e n  Punkt  g e h e n ?
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Wir vergleichen die allgemeine Gleichung mit der Entwicke
lung von

Diese letztere enthält ausser den n unbekannten Grössen m,
mlf m2 ......... noch die zwei unbekannten x u y, und die Zahl der
Bedingungen ist demnach

Sechstes Kapitel.

Ableitung
der Haupteigenschaften aller Curven zweiten 

Grades aus der allgemeinen Gleichung.

83. Die allgemeinste Form der Gleichung zweiten Grades ist 
A x2 B x y  -f- Cy2-\- D x  -}- E y  -f- F ==·. o, 

worin A, B, C, B, E, F Constanten sind.
Die Natur der durch diese Gleichung dargestellten Curven ist 

von den specielldn Werthverbältnissen der Constanten abhängig. 
Wie das vorige Kapitel gezeigt hat, in welchen Fällen sie zwei 
gerade Linien darstellt, so ist es die Aufgabe des gegenwärtigen 
Kapitels, die verschiedenen Curven zu elassificiren, welche durch 
Gleichungen der angezeigten allgemeinen Form dargestellt wer
den können und einige der Eigenschaften zu entwickeln, welche 
ihnen allen gemeinsam sind*).

*) Wir werden später beweisen, dass der durch eine Ebene in einem 
Kegel über circularer Basis gemachte Schnitt eine Curve vom 2. Grade ist, 
und umgekehrt, dass es keine Curve des zweiten Grades giebt, welche nicht 
als ein Kegelschnitt betrachtet werden kann. Unter diesem Gesichtspunkte 
sind die Curven des zweiten Grades zuerst von den Geometern untersucht 
worden. Wir gedenken dieser Eigenschaften, weil wir es oft passend finden 
werden, die Bezeichnung ,,Kegelschnitt“ statt der längeren Benennung „Curve
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Fünf Relationen zwischen den Coefficienten sind hinreichend, 
eine Curve des zweiten Grades zu bestimmen. Zwar enthält die 
allgemeine Gleichung sechs Constanten, aber es ist offenbar, dass 
die Natur der Curve nicht von der a b s o l u t e n  Grös s e  dieser 
Coefficienten abhängt, weil die Gleichung, wenn wir sie mit 
irgend einer Constanten n multipliciren oder dividiren, immer die
selbe Curve darstellt; wir können daher die Gleichung durch F 
dividiren, um das absolute Glied =  1 zu machen und sie ist 
daher durch 5 Constante bestimmt.

So z. R. kann ein Kegelschnitt durch 5 Punkte beschrieben 
werden. Indem wir in die Gleichung die Coordinaten x ,  y  u. s. w. 
jedes Punktes substituiren, durch welchen die Curve gehen muss, 
erhalten wir fünf Relationen zwischen den Coefficienten, nämlich

 
u. s . w ., welche zur Bestimmung der fünf Grössen -  u. s. w. gc-*nügen. 

 84. Weil wir in diesem Kapitel oft Gelegenheit haben, die 
Methode der Coondinatentransformation anzuwenden, so ist es 
nützlich ,̂ im voraus die Veränderungen anzuzeigen, welche die 
allgemeine Gleichung, durch die Transformation zu parallelen 
Achs eifidurch einen neuen Ursprung x  y  erfährt. Wir bilden 
diistfieSle Gleichung, indem wir x  -\- x  für x, y +  y  für y ein- 
se^rt^Art. 8) und erhalten

Indem wir diese Gleichung nach den Potenzen der Veränder
lichen ordnen, finden wir, dass die Coefficienten von x2, xy, y 1 
dieselben sind, wie vorher A, B, C ; dass
das neue I) 
das neue E 
das neue F
d. h. we nn  die G1 e i ch ung e i ner  Curve de s  z w e i t e n  Gr a - 
des  zu p a r a l l e l e n  Ac h s e n  durch e i ne n  n e u e n  Urs prung  
t r a n s f o r mi r t  wi rd ,  so b l e i b e n  d i e  Co e f f i c i e n t e n  der  
h ö c h s t e n  P o t e n z e n  der V e r ä n d e r l i c h e n  u n g e ä n d e r t ,  
w ä h r e n d  das neue  a b s o l u t e  Gl i ed das R e s u l t a t  der
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S u b s t i t u t i o n  i ler Co o r d i na t e n  des  U r s p r u n g s  in die
0  r i g i n <i 1 - G1 e i c li u n g i s I +).

. 85. Jede  gerade  Li ni e  s c h n e i d e t  e i n e  Curve zwei - ,  
teil Grades  in zwei  r e e l l e n ,  z u s a m m e n  lal l  enden od e r
1 in agil) ä r e n Punkten.

Wir betrachten zuerst den Fall von Linien, welche durch den 
Anfangspunkt der Coordinaten gehen. Die Wahrheit des Satzes 
erhellt dann leicht durch Transformation zu I’olarcoordinatcn.

Wenn der Winkel zwischen den Achsen ω ist, so sehen wir 
(Art. 12), dass für eine Linie, die mit den Achsen die Winkel 
cc und ß macht die Beziehungen gelten:

x  sin ω =  p  sin a , y sin ω =  ρ sin ß,  . 
oder wie wir zur Abkürzung schreiben wollen 

x =  m ρ , y  =  n ρ.
Indem wir diese Substitutionen in die allgemeine Gleichung 

vollziehen, erhalten wir zur BeslinmTung der Länge des Radius vector 
für einen der Punkte, in welchen die durch die Gleichung my —  n x  
repräsentirte gerade Linie die Curve schneidet, die quadratische Glei
chung (Am2 -f Bmn  -f- Cn2) ρ2 -f- (Din -f- En) ρ +  F =  o.

Weil diese Gleichung immer zwei Wertlie für ρ gieht, welche 
beide verschieden, gleich oder imaginär sein können, so schneidet 
jede durch den Coordinatenanfangspunkl gehende gerade Linie die 
Curve in zwei reellen, zusammenfallenden oder imaginären Punk
ten. Wir übertragen in dieser Ausdrucksweise ähnlich wie in 
Art. 75 die Bezeichnung imaginär von den Wurzeln der aufzulö
senden Gleichung auf die Punkte, denen dieselben als Radien 
verloren zugehören. Ein imaginärer Punkt besitzt daher stets 
mindestens eine imaginäre Coordinate und ist ein rein analytischer 
Begriff, für den wir keinerlei geometrische Darstellung versuchen. 
Die Vernachlässigung dieser imaginären Punkte würde jedoch zu 
einem eben so grossen Verluste von Allgemeinheit in unseren Ent
wicklungen und zu eben so vielfältigen Inconvenienzen in unserer 
Sprache führen, als wenn unter alleiniger Beachtung der reellen 
Wurzeln der Gleichungen die Wahrheit des Satzes geleugnet würde, 
dass jede Gleichung eben so viele Wurzeln besitzt, als ihr Grad 
Einheiten zählt. *)

*) Dies gilt ganz ebenso für Gleichungen von beliebigen Graden.
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Per Fall lief lischt durch den Coordinatenanlängspunkt gehen
den geraden Linie wird auf den vorigen zurückgefnhrt, indem 
man den letzteren l'nnkl nach irgend einem Punkte der Linie ver
legt. Die Gleichung wird dann

A x 2 + . B t y  +  Cy2 -(- D x  -f- E’y  -f- F' ~  o, 
w o I ) , E , F die im letzteV^n Artikel gefundenen Werthe haben, 
und die Entfernungen des neuen Anfangspunktes von den Punkten, 
in denen irgend eine durch ihn gezogene gerade Linie die Curve 
schneidet, sind die beiden Wurzeln einer quadratischen Gleichung, 
deren Form mit der der vorhergehenden genau übereinstinnnt.

SG. Die nächsten Artikel beschäftigen sich mit einer Discus- 
sion der verschiedenen Formen, welche von der oben für q ge
fundenen quadratischen Gleichung angenommen werden, je nach 
den verschiedenen Werthen, welche wir dem Verhällniss m:n ge
hen können.

Der Leser wird die von uns befolgte Methode besser verste
hen, wenn er sich der folgenden elementaren Principien erinnert. 
Setzen wir voraus, dass wir irgend eine quadratische Gleichung

+  c =  o
zu disculiren haben, so kann ihre Lösung in einer der folgenden 
äquivalenten Formen geschrieben* werden;

die letztere ist die Form, in -welcher die Lösung erscheint, wenn 
wir die gegebene Gleichung durch f  dividiren und sie für die Re- 
ciproke von q auflosen.

1. ) Wenn wir c ~ o  haben, so ist die quadratische Gleichung 
durch () i l iv it li l' l iu r  und eine der Wurzeln ist =  u, indess die

andre ist =  — —. Wenn wir nicht allein c =  o, sondern auch
a

b —  o haben, so ist die quadratische Gleichung durch f  dividir- 
har und ihre beiden Wurzeln sind gleich o.

2. ) Wenn wir a =  o haben, so ist eine der Wurzeln der 
Gleichung =  oc; denn wenn wir die Gleichung schreiben

so erhellt aus dem letzten Fall, dass, wenn a - -  o , die beiden
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Wurzeln sind — =  o und — =  — —, welchen Werthen entsprechen p o cQ
g =  oo, g =  — —. Dasselbe erhellt auch, indem wir in der all

gemeinen Form der Lösung a =  o machen. Wenn nicht allein 
a =  o, sondern auch b =  o ist, so sind beide Wurzeln =  oo.

3. ) Wenn b =  o ist, so sind die Wurzeln der quadratischen 
Gleichung gleich mit entgegengesetzten Zeichen.

4. ) Wenn b2 =  i a c  ist, sind die beiden Wurzeln gleich und
b 2 cwir können entweder schreiben g = ------- oder = ------ —. Wennv ■ * 2 a b

b2 >  4 ac,  so sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung reell; 
wenn b2 <1 -iac, so sind die Wurzeln imaginär.

87. Wenden wir nun diese Principien auf die Gleichung an, 
welche die Punkte bestimmt, in denen die Linie my nx  die 
Curve schneidet,

{Am2 -f- Bm n  ■+■ Cn*) g2 +  [Dm +  En) g -f- F =  o.
].) Sei F  =  o. In diesem Falle ist einer der Werthe von 

g —  o, oder der Coordinatenanfang ist einer der Punkte, in de
nen die Linie die Γurve schneidet. Der andere Werth ist

Dm -f- E n
Am2 +  Bmn  -J- Cn2'

Wenn wir dagegen nicht nur F — o haben, sondern die Li
nie auch in einer solchen Richtung gezogen, dass Dm +  Fn =  o 
ist, so wird der zweite Werth von g auch =  o und die Linie 
my =  iix  schneidet die Curve im Anfangspunkt der Coordinaten 
in zwei zusammenfallenden Punkten.

Indem wir die Gleichung
Dm +  En  =  o

mit g multiplieiren und errinnern, dass mg =  x ,  ng =  y ,  lin
den wir die Gleichung der geraden Verbindungslinie der zwei 
unendlich nahen Schnittpunkte, nämlich 

D x  -f- Ey  =  o.
Wir nennen die gerade Linie, welche zwei unendlich nahe 

Punkte mit einer Curve gemein hat, eine T a n g e n t e  derselben 
und die Stelle der Curve, welche durch das Zusammenfallen 
beider Punkte bezeichnet' wird, den B e r ü h r u n g s p u n k t  der
selben.
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Aufg. 1. Finde die Gleichung der Tangente im Coordinatenan- 
fangspunkt zu der Curve

5x2 +  7x y  rf —-  x  -f 2y ■=■ o.
Au fl. x  =  ‘ly .

Aufg. 2. Der Punkt (l, 1) ist in der Curve
i x 2 — i x y  +  2y2 +  7ic — by  —  3 =  0; 

transforinire die Gleichung zu parallelen Achsen durch diesen Punkt 
und linde die Gleichung der Tangente in ihm.

Au fl. Sie ist 9 # — 5 y — o bezogen zu den neuen Achsen und 
9 (x — l) — 5 (y — l) =  0 bezogen auf die alten.

88. D ie G le ich u n g , der T a n g e n t e  in i r g e n d  e i nem  
Punkt e  x  y  zu f i nden.

«) Wenn wir zu parallelen Achsen durch x  y  transformiren, so 
verschwindet F  (Art. 84) weil x  y  in der Curve ist. Die Gleichung 
der Tangente ist dann D x  E'g =  o in Bezug auf die neuen, 
oder D'[x — x )  -f  E \y  — y )  =  o
in Bezug auf die alten Achsen. Schreiben wir für D' und E  die 
in Art. 84 gefundenen Werthe, so ist die Gleichung der Tangente 

(2 A x  +  By +  D) {x — x )  +  (Bx + 2  Cy' +  E) [y — y )  =  o, 
welche in einfacherer Form geschrieben werden kann, indem man 
auf beiden Seiten die Identität

2 A x 2 -T 2 B x'y 2 C y 2 +  2 D  x  2 E y ' 2 F =  o
addirt; man erhält so die Gleichung der Tangente 
(2 A x  +  By' -p D) x  +  [B x  -\- 2Cy' +  E) y  +  D x  +  Ey -\- HF— o.

b) Wir erhalten die nämliche Gleichung auch, indem wir ein
fach nach der gegebenen Definition der Tangente als der geraden 
Verbindungslinie zweier unendlich naher Punkte der Curve ver
fahren; die gerade Linie, welche zwei Punkte Xiyu x2y2 verbin
det, hat die Gleichung

\

Liegen diese Punkte in der durch die Gleichung

bestimmten Curve, so gelten die Bedingungsgleichungen

und
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und es ergiebl sich daraus durch Suhtraclion

und indem wir diese Gleichung für —— auflösen, erhallen wir
X , —  Xo

somil die Gleichung der Verhindungslinie der gewählten Curven|umkte

Fallen beide in einen einzigen zusammen, so dass aq =  x2 
und ; / i =  so entspringt daraus die Gleichung der Tangente

Wenn daher m : n  so gewählt wird, um dieser Relation zu 
genügen, so schneidet die Linie my =  nx  die Gurve in einem 
unendlich entfernten Punkte; der andre Werth-von ρ ist im Allge

meinen endlich, nämlich

wofür geschrieben werden kann

Durch Division mit (a^— x t) folgt hieraus

oder
wie vorher.

Aufg. Finde die Tangente in (2, I) zu

Auft. 9x  +  10?/ =  28.

89. 2.) Betrachten wir nun den Fall, in welchem ein Werth 
von q unendlich werden kann.

Wir haben im Art. 86 gesehen, dass dies eintritt, wenn der 
Coeflitient von ρ- in der quadratischen Gleichung, welche ρ be
stimmt, verschwindet, wenn
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Weil im Allgemeinen zwei Werthe von m: n gefunden werden 
können, welche der Bedingung Am2 +  Bmn +  Cn2 =  o genügen, 
so k ö n n e n  durch den Co o r d i n a t e n a n f a n g s p u n k t  zwei  
r e e l l e ,  z u s a m m e n  f a l l e n d e  oder i ma g i n ä r e  ge r a de  L i 
ni en g e z o g e n  werden,  w e l c h e  die  kurve  in e i ner  u n 
e n d l i c h e n  E n t f e r n u n g  s c h n e i d e n ,  und j ede  von d i e s e n  
Li ni en s c h n e i d e t  die Curve  nur  n o c h  in e inem andern  
Pun kt.

Wenn wir die Gleichung Am2 -f Bmti  4~ Cn~ =  u miL ρ2 
multipliciren und für ιιιρ und ?ιρ ihre Werthe x  und \j substilui- 
ren, so erhalten wir für die Gleichung dieser zwei Linien 

A x z -f- B x y  4- Cy2 =  o.
Wir können durch Transformation der Coordinaten, wie in 

Artikel 85 zeigen, dass es für jeden beliebigen Punkt zwei gerade 
Linien giebt, welche von ihm aus so gezogen werden, dass sie 
die Curve erst in unendlicher Entfernung schneiden, und da in 
Artikel 84 gezeigt wurde, dass die Coefiicienten A, B, C durch 
Transformation unjgeänderl bleiben, so erhalten wir für jeden 
Punkt dieselbe quadratische Gleichung

A m2 -f· B mn +  Cn2 =  o 
zur Bestimmung dieser geraden Linien.

Wenn al so d u r c h  e i nen Punkt  zwei  r e e l l e  Li ni en  
gezog  en w er den k ö η n e n , die die Cur ve im Un en dl ic hen 
s c h n e i d e n ,  so wi r d  d i e s e l b e  a u c h  von den durch irg end 
e i n e n  and e r n  Pu n k t  zu ihnen g e z o g e n e n  P a r a l l e l l i -  
nieu erst  in u n e n d l i c h e r  E n t f e r n u n g  g e s c h n i t t e n * * *).

90. Die wichtigste Frage, die wir betreffs der Form der durch 
irgend eine Gleichung dargestellten Curve tliun können, ist, ob 
sie in jeder Richtung begrenzt ist, oder oh sie sich in irgend einer 
Richtung ins Unendliche erstreckt. Das Beispiel unbegrenzter Aus
dehnung giebt der Fall, in welchem sie ein Paar gerade Linien 
darstelll. Es ist daher nothwendig, ein Kennzeichen zu linden, 
wodurch wir unterscheiden können, welcher Klasse von Oerlern 
die durch irgend eine specielle Gleichung zweiten Grades darge
stellte Curve angehört. Ein solches Kennzeichen ist uns aber durch 
den letzten Artikel geliefert. Denn w enn die Curve in jeder Rieh-

•
*) Dies ist auch geometrisch evident, weil parallele Linien als durch 

denselben unendlich entfernten Punkt gehend betrachtet werden müssen.
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hing begrenzt wäre, so kann kein durch den Ursprung gezogener 
Radius vector der Curve einen unendlichen Werth haben; wir 
fanden aber im letzten Artikel, dass wir, damit der Radius vector 
unendlich werde, haben müssen

1.) Wenn wir nun voraussetzen B2 — ±AC  sei negativ, so sind 
die Wurzeln dieser Gleichung imaginär und es kann kein reeller

Werth von m:n  gefunden wer
den , welcher der Bedingung 

A m 2 -j- B m t i  -f  Cti2 =  o 
genügt. In diesem Falle kann 
daher keine reelle gerade Linie 
gezogen werden, die die Curve 
im Unendlichen schneidet, und 
die Curve ist in jeder  
R i c h t u n g  h e g r e n z t .  Wir 
werden im zehnten Kapitel zei
gen, dass ihre Form die in der 

Figur dargestellte ist. Eine Curve dieser Klasse wird El l i p s e  
irenannt.

2.) Wenn Z>2 — 4AC positiv ist, so sind die Wurzeln der Glei
chung Am2 Bmn Cn2
reell und verschieden; folglich giebt es zwei reelle Werthe von

in der Figur dargestellte ist.

m : n , welche den Radius 
vector des einen der Punkte 
unendlich machen, wo die 
Linie m y =  nx  die Curve 
schneidet.

Also können in diesem Falle 
zw ei reelle gerade Linien durch 
den Ursprung gezogen wer
den, die die Curve im Un
endlichen schneiden.

Eine Curve dieser Klasse 
wird eine II yp er bei genannt 
und wir zeigen im zehnten 
Kapitel, dass ihre Form die
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3.) Wenn B2— 4 AC— o, so sind die Wurzeln der Gleichung

reell und einander gleich und die zwei Richtungen, in welchen eine 
gerade Linie gezogen wer
den kann, die die Curve 
in unendlicher Entfernung 
schneidet, fallen zusammen.
Eine Curve dieser Klasse 
wird eine Parahe l  ge
nannt und wir zeigen im 
elften Kapitel, dass ihre 
Form die hier dargestellte 
ist.

91. Indem wir die eben vorgetragenen Principieu auf Bei
spiele anwenden, zählen wir zunächst einige der wichtigsten Fälle 
auf, welche sich am häufigsten in denselben darbieten:

1. ) Wenn B = o ,  so ist die Curve eine Ellipse, sobald A und 
C dasselbe Zeichen haben und sie ist eine Hyperbel, wenn sie ent
gegengesetzte Zeichen haben.

2. ) Wenn entweder A oder C = o  und B nicht = o, so redu-
cirt sich die Grösse B2 — 4 AC auf B2, welches wesentlich positiv 
ist und die Curve ist eine Hyperbel; in dem Falle wo A —  o, ist 
die Achse der x  seihst eine von den Linien, welche die Curve 
im Unendlichen schneiden und ebenso in dem Falle C— ov die 
Achse der y;  diese Linien sind im Allgemeinen durch die Glei
chung gegeben A x 2 +  B x y  +  Cy2 —  o.

3. ) Wenn entweder A oder C = o  und zu gleicher Zeit B = o ,  
so wird B2 — 4AC— o und die Curve ist eine Parabel.

4. ) Im Allgemeinen ist die Curve eine Parabel, wenn die drei 
ersten Glieder ein vollkommenes Quadrat bilden.

Aufg. Bestimme die Gattung der durch folgende Gleichungen 
dargestellten Curven:

Ellipse.
Hyperbel.
Parabel.

Parabel.
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92. 3.) Untersuchen wir nun zunächst den Fall, wo der Werlli 
von m:ti  so beschaffen ist, dass die quadratische Gleichung, (Art. 
85) durch welche ρ bestimmt ist, gleiche Wurzelu mit entgegen
gesetzten Zeichen hat. Dies ist der Fall, wenn

Dm -f- En ~  o. (Art. SO.)

Die Punkte, welche gleichen und entgegengesetzten Werlhon 
von ρ entsprechen, sind gleichweit entfernt vom Anfangspunkt der 
Coordinalen und auf entgegengesetzten Seiten desselben. Daher 
ist die durch Dx +  Ey =  o
dargestellte Sehne im Coordinatcnanfang halbirt. Al so  kann  
dur c h  j e d e n  g e g e b e n e n  Punkt  im A l l g e m e i n e n  e ine  
S e h n e  g e z o g e n  we r d e n ,  we l c he  in ihm h a l b i r t  wird.

93. Fs giebt jedoch einen Fall, wo durch denselben Punkt 
mein* als eine Sehne gezogen werden kann, die in ihm halbirt 
wird.

Wenn in der allgemeinen Gleichung D = o , E^=o  ist, so bat 
die Grösse Dm-\-En,  welches immer der Werth von m : n sein 
mag, den Werth Null und wir sehen, aus denselben Gründen wie 
vorher, dass in diesem Falle jede durch den Anfangspunkt der 
Coordinalen gezogene Sehne in ihm halbirt wird.

Der Coordinatenanfangspunkt wird dann das Cent rum der  
Curve genannt.

Wenn nun zwar für irgend einen willkürlich gewählten Coor- 
dinatenanfang die Grössen I) und E  nicht = o  sind, so sehen wir 
doch, dass wenn die Curve ein Centrum bat, die Grössen D und 
E verschwinden, sobald wir diesen Punkt zum Coordinatcnanfang 
wählen; oder umgekehrt, dass wenn die Achsen zu irgend einem 
neuen Anfangspunkt so transformirt werden, dass die Coefficien 
ten von x  und y  verschwinden, dieser neue Anfangspunkt der 
Coordinalen ein Centrum der Curve sein muss.

Um zu bestimmen, ob cs möglich ist, durch Transformation 
der Coordinatcn das neue D und E = o  zu machen, benutzen wir 
die in Artikel 84 gegebenen Formeln für <lie einer Transformation 
entsprechenden Veränderungen der Constanlen und finden, dass 
die Coordinatcn des neuen Anfangspunktes die Bedingungen 

2 Ax  -j- B y  +  D o und 2 Cy -j- Bx  -j- E  =  o 
erfüllen müssen.
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Diese zwei Gleichungen sind hinreichend, x  und y zu be
stimmen und da sie linear sind, so kann ihnen nur durch je einen 
Weyth von x  und y  genügt werden, al so haben K e g e l s c h n i t t e  
im A l l g e m e i n e n  ein und nur ein Cent  rum.

Seine Coordinaten werden durch Auflösung dieser Gleichun
gen gefunden :

B E  —  2 CI) BD -  Ί Λ Ε
X ~  B2 — 4 AC ' rJ —  ~  j f* _  4 A C ‘

In der Ellipse und Hyperbel ist die Grösse B2— 4AC immer 
endlich (Artikel 90); aber in der Parabel ist 

B2 — 1AC —  o
und die Coordinaten des Centruins werden demnach unendlich. Die 
Ellipse und Hyperbel sind deshalb wohl zusammen als Ce nt r a l -  
eurven bezeichnet worden, während die Parabel eine Curve  
ohne Cent rum genannt worden ist.

Der Anfänger muss jedoch dabei sich erinnern, dass genau 
gesprochen, jede Curve des zweiten Grades ein Centrum hat, ob
gleich in dem Fall der Parabel dieses Centrum in einer unendli
chen Entfernung gelegen ist.

94. Den Ort der Mi t t e l punkt e  der S e h n e n  zu f i n 
den,  die bei  e i n e r  Curve  des z we i t e n  Grades  e i ner  g e 
g e b e n e n  g e r a d e n  Li n i e  par a l l e l  sind.

Wir sahen (Artikel 92), dass eine Sehne durch den Anfangs
punkt der Coordinaten ’m y  — n x  in ihm halhirt wird, wenn
I)m-\- E n = o  ist. Verlegen wir nun den Anfangspunkt nach irgend 
einem andern Punkte, so erhellt in derselben Art, dass eine zu 
jener parallele S<!hnc in dem neuen Anfangspunkt halhirt wird, 
wenn m Einheiten des neuen 1) mit n Einheiten des neuen E zu
sammen die Summe Null gehen, oder (Artikel 83)

An (2 A x  B i j  +  D) η {Bx  +  2 Cy -J- E] ■=■ o.
Diess ist daher eine Relation, welcher durch die Coordina

ten des neuen Anfangspunktes genügt werden muss, wenn derselbe 
der Mittelpunkt einer zu m y = n x  parallelen Sehne sein soll. Also 
muss der Mittelpunkt irgend einer zu ihr parallelen Sehne in der * 
geraden Linie

m (!l A x  -g By  +  7>) +  η [Bx  +  2 Cm -f- E) — o 
liegen und diese ist somit der verlangte geometrische Ort.
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Jede gerade Linie, die ein System von parallelen Sehnen einer
Curve halbift, wird ein 
D u r c h m e s s e r  dersel
ben genannt, und die 
Sehnen, welche er hal- 
hirt, heissen seine Or- 
dinaten.

Die Form der Glei
chung zeigt (Artikel 36), 
dass jeder Durchmesser 
durch den Durchschnitt 
der zwei geraden Linien 
gehen muss, welche die

Gleichungen
3Ά χ · By  +  D =  o und 2 Cy  -f- B x  +  E == o

darstellen; dies aber sind die 
Gleichungen, durch welche 
wir in Artikel 93 die Coordi- 
naten des Centrums bestimm
ten und wir erkennen, dass  
j e d e r D u r c h m e s s e r d u r c h 
das Cent rum der Curve  
geht .  Wenn also irgend ein 
Kegelschnitt gegeben ist, so 
können wir sein Centrum geo
metrisch finden; denn wenn 
wir irgend zwei parallele Seh

nen ziehen und ihre Mittelpunkte verbinden, so haben wir einen
Durchmesser. In gleicher 
Art finden wir .einen an
dern Durchmesser. Wenn 
diese zw ei Durchmesser ein
ander parallel sind, ist die 
Curve eine Parabel, wenn 
sie sich schneiden, ist der 
Durchschnittspunkt das Cen
trum der Curve.
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Weil fn (2Α χ  +  By  -f- D) -f- n[Bx  -f 2 Cy -f- E) — o 
die Gleichung des Durchmessers ist, der-die zu my — nx paralle
len Sehnen halhirt, so ergiebt sich durch die successiven Annah
men m o und η =  o, dass

2 Ax  -j- B y  +  D —  o
die Gleichung des Durchmessers ist, der die zur Achse der x  pa
rallelen Sehnen halhirt, und

2 Cy +  B x  -f- E =  o
die Gleichung des Durchmessers, der die zur Achse der y  paral
lelen Sehnen halhirt.

2 A B
In der Parahel ist B2— 4AC =  o oder —-  =  —  und es ist

B ‘ 2 C
also die Linie ΊΑ χ  -(- By +  T ) ~ o
der Linie 2Cy  +  Bx  -f- E — o
parallel; folglich s i nd al l e  D u r c h m e s s e r  der Para hei  pa 
ral l e l  zu e i n a n d e r .  Dies ist auch deshalb offenbar, weil wir 
gezeigt haben, dass alle Durchmesser eines Kegelschnittes durch 
das Centrum gehen müssen, welches im Fall der Parabel in un
endlicher Entfernung ist, und weil parallele gerade Linien als 
solche betrachtet wenden können, die sich in unendlicher Entfer
nung schneiden *).

95. Die D u r c h m e s s e r  der Pa r a be l  haben d i e s e l b e  
Ri c ht ung ,  wie  d i e  g e r a d e n  Li n i e n  dur c h  den A n f a n g s 

p u n k t  der Coor di na teil,  w e l c h e  die Curve in u n e n d l i 
cher  Ent f e r nung  s c h n e i d e n .

Denn die Linien durch den Ursprung, welche die Curve in 
unendlicher Entfernung schneiden, sind (Art. 89) durch die Glei
chung A x 2 - f  B x y  -f- Cy2= o ,
oder indem wir für B seinen Werth ]/{4AC) schreiben,

. ( y A x  +  yC y)2= o
ausgedrückt. Aber die Durchmesser sind nach dem letzten Arti
kel parallel zu 2 Ax +  By =  o , welches wenn wir für B denselben

*) Das vertraute Beispiel des Kreises reicht hin, dem Anfänger die Na
tur der Durchmesser der Curven zweiten Grades zu erläutern. Er muss nur 
bemerken, dass die Durchmesser nicht im Allgemeinen, wie im Fall des 
Kreises, ihre Ordinaten unter rechten Winkeln durehschneiden. Tn der Pa
rabel z. B. wo die Richtung der Durchmesser unveränderlich ist, kann die 
der Ordinaten jede beliebige sein und der Winkel zwischen beiden jeden 
möglichen Werth annehmen.

Salmon, Anal. Geom. der Kegelschnitte. 8
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Werth schreiben, sich auch auf y A x - \ - ] / C y = o  reilucirt. Also 
schneidet jeder Durchmesser der I’arahel die Curve in einem un
endlich entfernten Punkte und kann daher nur einen endlichen 
Punkt mit ihr gemein haben. ' .

96. Wenn zwei  D u r c h me s s e r  e i n e s  K e g e l s c h n i t t e s  
so l i e g e n ,  dass  e i ner  von ihnen al l e  zu dein andern  
p a r a l l e l e  Se h n e n  Iralbirt,  so ha l h i r t  auch der z we i t e  
al l e  S e h n e n ,  w e l c h e  dem e r s t e n  para l l e l  sind.

Die Gleichung des Durchmessers, welcher die zu my ~ n x  
parallelen Sehnen halhirt, ist (Artikel 94)

. (2 Am -J- Bn)x  -f- (Bm -f- 2 Cn)y -f- Dm +  En =  o.
Wenn dieser dann zu my  =  n'x parallel ist, so müssen wir

m _ B m -f- 2 C n
haben — =  — — ----;——  ,n 2 A m —j- B η
oder 2 Amm -f- B(mn +  mn)  -j- 2 Cn n =  0

Aber die Symmetrie dieser Gleichung in Bezug auf die Grös
sen m , ii, m , n zeigt, dass sic auch die Bedingung gi(‘ht, unter 
welcher die gerade Linie my =  nx zu dem Durchmesser parallel 
ist, der die Sehnen n i y — n'x halhirt.

Zwei Durchmesser, die so aufeinander bezogen sind, dass 
jeder die zu dem andern parallelen Sehnen halhirt, heissen con-  
j u g i r l e  Dur c h me s s e r .

Nur die Centralcurven können eonjugirte Durchmesser haben, 
weil bei der Parabel die Richtung alter Durchmesser dieselbe ist. 
Ist in der allgemeinen Gleichung B =  o, so sind die Achsen zu 
einem Paar conjugirter Durchmesser parallel.

Denn der Durchmesser, welcher die zur Achse der x  parallelen 
Selpien halhirt, wird in diesem Falle 2 Ax  -J- D =  0 und daher 
zur Achse der y parallel; in gleicher Weise wird der Durchmes
ser, welcher die zur Achse der y parallelen Sehnen halhirt, in 
diesem Falle 2 Cy E =  o und daher zur Achse der x  parallel.

97. Wir haben bemerkt, tlass die Ordinalen eines Durch
messers oder der ilnn eonjugirte Durchmesser im Allgemeinen 
nicht rechtwinklig zu ihm stehen und untersuchen daher jetzt 
die Frage, welchen Bedingungen ein Paar eonjugirte Durchmesser 
genügen müssen, wenn sie sich rechtwinklig durehschneiden 
sollen.
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‘ Die Gleichung des zu m y =  nx conjugirten Durchmessers ist 
nach dem vorigen Artikel

Beide gerade Linien sind nach Art. 40 rechtwinklig zu einan
der, wenn 
oder

Daraus entspringen für zwei bestimmte reelle Wcrlhe und 
n

wenn wir die Bcdingungsgleichung mit ρ nmltipliciren und x,  y " 
für ηιρ, ηρ resp. einsetzen,

welches nach Artikel 76 die Gleichung zweier reellen zu einander 
rechtwinkligen geraden Linien ist. In j eder  Central en rve  
e x i s t i r e n  somi t  ein Paar c o n j u g i r t e  D u r c h m e s s e r ,  
w e l c h e  r e c h t w i n k l i g  zu e i n a n d e r  s tehen.  Wir nennen 
dieselben die A c h s e n  der  Curve und die Punkte, in denen sie 
die Curve schneiden, die S c he i t e l  derselben. Die Entwickelungen 
des Artikel 77 zeigen überdies, dass die Gleichung der Achsen 
mit der Gleichung derjenigen beiden geraden Linien ühereinstimmt, 
welche den innern und äussern Winkel zwischen den beiden durch 
die Gleichung

repräsentirten Geranien halhirPrt.Wir haben im Artikel SO gese- 
hen, dass jede dieser beiden geraden Linien die Curve in einem 
unendlich entfernten Punkte schneidet und überdies in einem Punkte

in der Entfernung

vom Anfangspunkt der Coordinaten. Ist dieser Anfangspunkt das 
Ce n Ir um der Curve, so sind (Artikel 93)

d. h. der Radius vector auch des zweiten, sonst in endlicher Ent
fernung gelegenen Schnittpunktes wird unendlich. Durch das Cen
trum der Curve können demnach zwei gerade Linien gezogen wer
den, welche, die Curve in zwei zusammenfallenden Punkten in 
unendlicher Entfernung treffen und welche somit als Tangenten 
der Curve in den unendlich entfernten Punkten derselben be
trachtet werden können. Sie werden die As ympt ot en  der
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Cnrve genannt mul sind reell im Falle der Hyperbel und imagi
när im Falle der Ellipse., ln jedem Falle ist die unendlich ent
fernte gerade Linie die Berülrvungssehne, welche diesen reellen 
oder imaginären Tangenten entspricht.

Nach dem Vorigen sind die Achsen der Curve d i e j e 
ni gen Dur c lim ess  er d e r s e l b e n ,  we l c h e  die von i h r e n  
As y mp t o t e n  g e b i l d e t e n  Wi nke l  halbiren,  und sie sind reell, 
gleichviel oh die Asymptoten reell oder imaginär sind.

Die Lage dieser Achsen lässt sich auch ebensogut durch die 
Berechnung des Winkels 9  bestimmen, den eine von ihnen mit 
der Achse der x  einschliesst. Dazu gehen wir auf die Bedin
gungsgleichung

B m2 —  2 (A — C) m n — B n2 =  o
zurück und bemerken, dass für m und n respective cos 9  und 
sin d· gesetzt werden dürfen; dadurch ergieht sich zur"'Bestim
mung des Winkels 0· die Bedingungsgleichung

B cos29  — 2 (A — C) cos 9 sin & — B sin29  =  o , 
und da dieselbe in

B cos 2 h· — (A — C) sin 29 =  0
übergebt,

98. Dasselbe Ergelmiss konnte auch durch Coordinatentrans- 
formalion abgeleitet werden; denn cs ist leicht zu zeigen, dass 
es stets möglich ist, die Gleichung zweiten Grades von einem 
Paar rechtwinkliger Achsen zu andern rechtwinkligen Achsen so 
zu transformiren, dass der Coefficient von xy  aus der Gleichung 
verschwindet. Dann aber sind nach Artikel 96 die Coordinaten- 
aehsen einem Paar conjugirter Durchmesser parallel und diese sind 
die Achsen der Curve.

Ist der Winkel, um welchen das neue Achsensystem gegen 
das alle gedreht wird, 9 , so wird die Transformation durch die 
Einführung von x  cos 9 — y sin 9  für x  und von x  sin 9  y cos 9  
für y  vollzogen und die Gleichung wird
A (x cos & — y sin &)2 -f- B (x cos & — y  sin Ό·) (x  sin & -j- y cos t>) 

+  C(x sin Ό· +  y  cos &f  -f- 1) [x cos 9· — y  sin h·)
+  E {pc sin - 9 + 2 /  cos 9) +  F o.
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Durch Ordnung der Glieder erhalten wir zum CoefUKienten
von ,τ2 Ä  = ‘A  cos2̂  -{- B  cos 91 sin $■ +  C siu2f>,
zum Coefficienten von x y

B =  2 C sin O1 cos θ -(- B (cos2̂  — sin2#) — 2 A sin Ό· cos 9·, 
mul zu dem von y 1

Soll nun das Glied B x y  nach der Transformation verschw in
den, so ergiebt sich die Bedingungsgleichung

zur Bestimmung von ·9· und daraus wie oben

Wenn B =  o und A = C  ist, so wird tan 2 9 · =  —und die
0

Achsen der Cufve sind unbestimmt, oder j eder  D u r c h m e s s e r  
i st  r e c h t w i n k l i g  zu dem ihm c o n j u g i r t e n ;  die besondere 
Curve zweiten Grades, deren Gleichung dieser Bedingung genügt, 
ist der K r e i s.

99. 4.) Betrachten wir nun zulelzt den Fall, wo die Gleichung, 
welche ρ bestimmt, gleiche Wurzeln hat. Wenn dies der Fall 
ist, so schneidet die Linie vny=nx. die Curve in zwei zusammen
fallenden Punkten und berührt sie daher; die Gleichung (Art. 85)

hat aber gleiche Wurzeln wenn

Weil dies eine quadratische Gleichung zur Bestimmung von 
m : n giebt, so sehen wir, dass durch den Ursprung stets zwei 
reelle, zusammenfallende oder imaginäre. Tangenten gezogen wer
den können. Indem wir die eben gefundene Gleichung durch ρ2 
multipliciren und für mo und ηρ x  und y suhslituiren, erhallen 
wir die Gleichung des Paars der Tangenten durch den Anfangs
punkt der Coordinaten

Es ist nötliig, speciell den Fall zu bezeichnen, wo diese zwei 
Tangenten zusammenfallen. Wenn wir die Bedingung anwenden,
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(lass die eben gefundene Gleichung gleiche Wurzeln haben 'soll, 
so erhalten wir '

oder
dies wird dann erfüllt, wenn F - —u, d. h. wenn der Anfangs
punkt der Curve angehört.

Es kann also’ irg en d  ein Punkt  in der Curve  als der  
D u r c h s c h n i t t  z w e i e r  z u s a mme n  fa l l enden T a n g e n t e n  
b e t r a c h t e t  we r d e n ,  s o wi e  j e de  Ta n g e n t e  als  die V e r 
b i n d u n g s l i n i e  z we i e r  z u s a m m e n f a l l e n d e n  P u n k t e  a n 
g e s e h e n  w e r d e n  darf.

Die Gleichung hat aber auch gleiche Wurzeln, wenn

Wir erhielten diese Gleichung im Artikel 78 als die Bedin
gung, unter welcher die Gleichung des zweiten Grades zwei ge
rade Linien repräsentire. Um zu erklären, warum wir hier wie
der auf diese Gleichung treffen, erinnern wir, dass unter einer 
Tangente überhaupt eine gerade Linie verstanden wird, welche 
die Curve in zwei zusammenfallenden Punkten schneidet; wenn 
sich daher die Curve auf zwei gerade Linien reducirt, so ist die 
einzige gerade Linie, welche den Ort in zwei zusammenfallenden 
Punkten schneiden kann, die durch den Durchschnittspunkt dieser 
geraden Linien gezogene, und weil zn einer Curve zweiten Grades 
immer zwei Tangenten gezogen werden können, so müssen in 
diesem Falle beide Tangenten mit der Linie nach diesem Durch
schnittspunkte zusammenfallen.

100. Die Gl e i c hung  der g e r a d e n  Linie  zu f i nden,  
w e l c h e  die B e r ü h r u n g s p u n k t e  der vom U r s p r u n g  aus  
g e z o g e n e n  Tange nt e n  verb i nde t .

Wir haben im letzten Artikel gesehen, dass, wenn m : n  
eine der Wurzeln von

ist, die gerade Linie my =  ?ix die Curve berührt und xxsS als
dann die quadratische Gleichung

gleiche Wurzeln hat.
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Aber nach Artikel SO ist der gemeinschaftliche Werth der 
gleichen Wurzeln einer Gleichung

2c
durch — —  gegeben.

Der Werth des Radius vectors des Berührungspunktes ist 

daher

oder es ist

Die Coordinaten jedes Berührungspunktes genügen daher der 
Gleichung

welche die Gleichung der geforderten Linie ist. Sie ist die Glei
chung einer reellen Linie, gleichviel ob die Tangenten durch den 
Goordinatenanfangspunkt reell oder imaginär sind. Wir nennen 
sie die Po l ar e  des; C o o r d i n a t e n a n f a n  ges ,  und umgekehrt 
nennen wir den letatern den Pol dieser Linie. Wenn der An
fangspunkt der (Koordinaten zugleich das Gentruui der (Kurve ist, 
so reducirt sich die (Gleichung seiner Polare auf die Form

F —  o,
welche nach Artikel 65 die unendlich entfernte gerade Linie re- 
präsentirt. Demnach ist das Cent rum der (Kurve als der  
Pol  der  g e r a d e n  Linie  in Be z ug  auf  d i e s e l be  zu b e 
t r a c h t e n ,  we l c he  ganz in unend 1 i c h e r  E n t f e r n u n g  l iegt.  
Wir halten dies Ergebniss zu denen des Artikel 97, nach wel
chen die unendlich entfernte gerade Linie die Berührungssehne 
der reellen oder imaginären Tangenten ist, welche man vom Gen
trum aus an die (Kurve ziehen kann.

101. Die Gl e i c hung  der Po l a r e  i r g e nd  e i nes  P u n k 
tes  x'y' zu f i nden.  Wenn wir die Gleichung zu parallelen Ach
sen durch x'y transformireri, so ist die Polare des neuen An
fangspunktes

I)‘ x  +  E y  -f- 2  F =  o ,
und indem wir zum allen Coordinatensystem zurückkehren, oder 
x — x  für x , y —y für y einfübren,
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Schreiben wir nun für ])', E \ F' ihre Wertlie (Artikel 84) und 
reduciren, wie in Artikel 88, so finden wir für die Gleichung der 
Polare

Aus der Vergleichung dieses Ergebnisses mit der in Artikel 
88 gefundenen Gleichung sehen wir, das s  die Po l a r e  i rgend  
e i n e s  Punkt es  in der Curve die  T a n g e n t e  der Curve  
in d i e s e m Pun k t e  ist.

102. Die Polare des Anfangspunktes

ist parallel zu derjenigen Sehne der Curve, welche im Anfangspunkt 
halbirt wird und die daher eine Ordinate des durch ihn gehenden 
Durchmessers der Curve ist. Al so i st  die P o l a r e  i r ge nd  
e i n e s  Pu n k t e s  par a l l e l  zu den Or di na t e n  de s  durch  
di e s e n  Punkt  g e h e n d e n  D u r c h me s s e r s .

Dies enthält als einen speciellen Fall den Satz: D ie T a n 
g e n t e  am Ende  e i n e s  D u r c h m e s s e r s  i st  paral l e l  zu den 
Ordi nat en  d i e s e s  D u r c h m e s s e r s .  Im Fall der Centralcur- 
ven schliessen wir noch, weil die Ordinaten eines Durchmessers 
parallel zum conjugirten Durchmesser sind: D ie P o l a r e  e i nes  
b e l i e b i g e n  Punkt e s  in e i nem D u r c h m e s s e r  e i n e r  Cen
tralem* ve i s t  dem c o n j u g i r t e n  D u r c h m e s s e r  paral l e l .

103. Wenn i r ge nd ein P u n k t  x"y" in der  P o l a r e  von  
x y  »genommen wi rd ,  so mus s  s e i n e  P o l a r e  d u r c h  x y 
g e h e  n.

Denn die Bedingung unter welcher x"y" in der Polare von 
x y  liegt, ist (Artikel 99)

Aber fliese kann geschrieben werden

und ist daher auch die Bedingung, unter welcher x y  in der 
Polare von x"y" liegt.

Die Form der Gleichung der Polare zeigt bereits an (Artikel 
50), dass  die Pol are  ei nes  P u n k t e s ,  w e l c h e r  s i c h  l ängs  
e i ne r  g e r a d e n  Li ni e  b e w e g t ,  s i c h  um e i n e n  f e s t en
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Pu n k t  dreht ,  n ä m l i c h  (nach dem Vorigen) um den P o l der  
geraden Linie.

Das Theorem dieses Artikels kann auch so ausgesprochen 
werden: Der D u r c h s c h n i t t  i r ge nd  z we i e r  g e r a d e n  L i 
nien ist  der Pol  der  g e r a d e n  L i n i e ,  die i hre  Po l e  v e r 
b i n d e t  und umgekehrt: Die gerade  V e r b i n d u n g s l i n i e  i r 
ge nd  z we i e r  P u n k t e  i st  die P o l a r e  des  D u r c h s c h n i t t s 
p u n k t s  der P o l a r e n  d i e s er  Punkt e .

104. Wenn in e i nem d u r c h  den An f a n g s p u n k t  
der  Coordi nat en  g e 
z o g e n e n  R a d i u s  v e c - 
lor das h a r mo n i s c h e  
Mittel  O R z w i s c h e n  
den durch die Curve  
in ihm b e s t i m m t e n Ab
s c hn i t t e n  g e n o mme n  
wi r d ,  so l i e g t  R in der  
Pοl are  d e s  Anf a ng s  - 
ρ u nktes.

Wir fanden (Art. 85), 
dass OR', OR'' durch die 
quadratische Gleichung

bestimmt sind; daher ist nach der Theorie der Gleichungen

Um den Ort von B zu finden, müssen wir für m. OR und 
n . O R  resp. x  und y  schreiben und die Gleichung des Ortes ist 
somit
d. h. die Gleichung der Polare des Anfangspunktes der Coordi
naten. In j e d e r  d u r c h  den A n f a n g s p u n k t  g e z o g e n e n g e -  
r ad en Li nie wird die z wi sch e n den Du re lisc h n i ttsp u n k- 
ten mit der  Curve e n t h a l t e n e  S t r e c k e  dur c h  ihn und 
s e i n e  Po l a r e  h a r m o n i s c h  g e t h e i 11. *)

*) Für die Aufzählung einiger speciellen in diesem Satze enthaltener 
Fälle verweisen wir den Leser auf den Abschnitt über die unharmonischen 
Eigenschaften der Kegelschnitte.
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105. Wenn zwe i  L i n i e n  dur c h  i rgend e i n e n  P u n k t  
g e z o g e n  we r d e n  und man v e r b i n d e t  die P u n k t e ,  wo 
sic e i ne  Curve z w e i t e n  Grades  s c h n e i d e n ,  so b e g e g 
nen s i c h die g e r a d e n  V e r b i n d u n g s l i n i e n  in der P o 
l are  des  Punktes .

Wir wählen die beiden geraden Linien zu Coordinatenachsen 
und bezeichnen die durch die Curve in ihnen bestimmten Ab
schnitte durch a, a für die Achse der x  und durch b, b' für die 
Achse der y.

Alsdann sind

die Gleichungen der directen und

die der transversalen Verbindungslinien.

Die Gleichung der geraden Linie, welche den Diirchsclmills- 
punkl des ersten Paares dieser Geraden mit dem DurchsclmiUs- 
piinkt des zweiten Paares derselben verbindet, ist somit (Art. 30)

Ist aber

die Gleichung der Curve, so sind « und a aus der Gleichung 
A x% i - D x  +  F =  o 

und b und b' aus der Gleichung
Cy~ +  E ij  +  F  — ' o 

bestimmt; es ist somit

oder die Gleiehung jener Verbindungslinien

w i r d

welches die Gleichung der Polare des Anfangspunktes ist.
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Wenn die Curve zweiten Grades als ein Paar gerade Linien 
erscheint, so gehl als ein specieller Fall dieses Satzes das in der 
Aufgabe 7 Artikel 48 enthaltene Ergehniss hervor.

D ie T a n g e n t e n , w e l c h e  in den D u r c h s c h n i t t s p u n k - 
teil z w e i e r  g e r a d e n  L i n i e n  mi t  e i ner  Curve z w e i t e n  
Grades  an d i e s e l b e  g e z o g e n  w e r d e n , s c h n e i d e n  s i ch  
in der P o l a r e  des  D u r c h s c h n i t t s p u n k t s  j e n e r  Geraden.

Dies ist ein specieller Fall des vorigen Satzes, nämlich der, 
wo die beiden Linien als zusammenfallend vorausgesetzt sind; 
er folgt auch unmittelbar aus Artikel 101 , weil der Pol irgend 
einer durch den Punkt (0) gezogenen Sehne in der Polare des 
Punktes (TT)  liegen muss; und unter dem Pol einer geraden 
Linie der Durchschnittspunkt der Tangenten in den Punkten der 
Curve verstanden ward, wo dieselbe von der geraden Linie ge
schnitten wird. Nach dieser Eigenschaft kann die Polare eines 
Punktes als der geometrische Ort definirt werden, welchem die 
Durehschnittspuiikte der Tangenten in den Endpunkten der durch 
ihn gezogenen Sehmen angeboren. Diese Definition ist ebensowohl 
brauchbar, wenn den* Punkt innerhalb, als wenn er ausserhalb des 
Kegelschnitts liegt.

106. W e η n d π r c h e i ne  η P u n k t 0 (Fig. 43) e ine  ge r ade  
Linie  OR w i l l k ü r l i c h  g e z o g e n  und der Pol  der L i n i e  P 
mit  0 durch ein (Gerade v e r b u n d e n  wird,  so bi l den die 
Linien OP,  OR mi t  den von 0 aus  an den K e g e l s c h n i t t  
g e z o g e n e n  T a n g e n t e n  ein h a r m o n i s c h e s  Büschel .

Denn da OR die Polare von P  ist, so ist T T  in T und 
R harmonisch geschnitten und somit bilden die Linien OP,  OT,  
OR., OT  ein harmonisches Büschel.

Auftj. 1. Wenn ein Viereck AR CP  e inem Kege l s c hni t t  
e i nges chr i eben  i s t ,  so ist 
jeder der Punkte E ,  F, 0 
d e r P ο 1 der geraden Linie ,  
wel che  die beiden andern 
verbin det.

Weil EC  und E P  zwei durch 
den Punkt E gezogene Linien sind 
und CP,  AR  ein Paar der Ver
bindungslinien der Punkte, wo 
sie den Kegelschnitt schneiden, 
so müssen sich diese Linien in
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der Polare von E  durchschnciden; so auch AD lind CD; daher ist die 
Linie OF die Polare von E. In derselben Art wird bewiesen, dass 
die Polare von 0 und EO die Polare von F ist.

Aufg. 2. Von einem ausserhalb gelegenen Punkt an einen Kegel
schnitt eine Tangente mit Hülfe des Lineals allein zu ziehen. Man zieht* 
irgend zwei gerade Linien durch den gegebenen Punkt E  und vervoll
ständigt das Viereck, welches ihre Durchschnittspunkte mit der Curve 
bilden, wie in der Figur; dann schneidet die Linie OF  den Kegel
schnitt in zwei Punkten, welche mit E  verbunden, die zwei verlangten 
Tangenten sind.

Aufg. 3. Wenn ein Viereck einem Kege l schni t t  um
schrieben i s t ,  so i st  jede Diagonal e  die Polare des 
Durch sc hi i i t t spuuktes  der beiden andern.

Wir beweisen diesen Salz, wie wir auch den in der Aufgabe 1.) ent
haltenen hätten beweisen können, mittels der harmonischen Eigen
schaften des Vierecks. Es ist gezeigt worden, dass EA, EO, EB, EF 
ein harmonisches Diichcl bilden. (Art. 60, Aufg. 1.) Weil also EA, EB 
nach der Voraussetzung zwei Tangenten eines Kegelschnitts sind und 
E F  eine gerade Linie durch ihren Durehschnitlspunkt, so muss nach 
Art. 104 EO auch durch den Pol von E F  gehen; aus demselben 
Grunde FO durch den Pol von E F ;  0 muss daher dieser Pol sein.

107. Das Theorem des Artikels 102̂  kann auch durch ein 
Verfahren bewiesen werden, welches aus dem in Artikel 38 an
gewendeten hervorgeht. Wir können das Verhältniss suchen, in 
welchem die Verbindungslinie zweier Punkte durch die Curve ge
schnitten wird. Nach Artikel 7 hat jeder Punkt in der geraden 
Verbindungslinie zweier Punkte x  y  und x '  y", welchem das 
Theilungsverhältniss l;m entspricht, die Coordinaten

wenn diese Werthe für x  und y  in die Gleichung der Curve ein
gesetzt werden, so ergiebt sich zur Bestimmung des Theihmgs- 
verhältnisses, in welchem die Verbindungslinie der Punkte x y 
und x"y" durch die Curve geschnitten wird, die quadratische 
Gleichung

Wenn nun x y" in der Polare von x  y  liegt, so ver
schwindet der Coefiicient von Im, die Wurzeln der Gleichung sind
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von der Form l=  +  μ m und die Verbindungslinie der Punkte 
x ’y  und x'y" wird durch die Curve harmonisch getheilt.

Dieselbe Gleichung erlaubt uns, die Gleichung der beiden 
Tangenten zu bilden, welche man von irgend einem Punkte aus 
an die Curve ziehen kann. Denn wenn x'y" in einer der Tan
genten durch x'y  liegt, so muss die Gleichung für l : m  gleiche 
Wurzeln haben und x'y" muss daher der Gleichung genügen:

108. We nn  durch i r g e nd  e i ne n  P u n k t  0  zwei  S e h 
nen g e z o g e n  w e r d e n ,  die  d i e  Curve in den Punkt en

 , OR’.O R ” ,R , R ; S , S s c h n e i d e n ,  so ist das Ver ha 11 m s  s - - ^  ■ „
O S .  0 s

der R e c h t e c k e  aus  den durch die Curve g e b i l d e t e n  
Ab s c h n i t t e n  d i e s e r  S e h n e n  für j e d e  Lage  des  Punkt e s  
0 das n ä ml i c h e *  s o b a l d  die  R i c h t u n g  der S e h n e n  OR, 
OS d i e s e l b e  b l e i bt .

Denn aus der %ur Bestimmung von ρ in Artikel 85 gegebenen 
Gleichung folgt,

In gleicher Art ist

also

Da aber die Coefficienten A , R,  C in der allgemeinen Gleichung 
unverändert bleiben, wenn die Achsen nach einem neuen Anfangs
punkt verlegt werden (Artikel 84) und die Grössen m , n , m , n  nur 
von den Winkeln abhängen, welche die Radien vecloren mit den 
Achsen bilden und somit constant sind, solange diese ihre Rich
tung beibehalten, so ist die Unveränderlichkeit des Verhältnisses 
OR'. OR"
(Ts*—TTsT un êr "cn ausgesprochenen Voraussetzungen bewiesen.

Der Satz dieses Artikels kann auch so ausgesprochen wer
den: Wenn durch zwei  fest»! P u n k t e  0 und 0 '  i rgend
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zwei  p a r a l l e l e  Li ni en OR und Ορ g e z o g e n  w e r d e n ,  so
O R ' . O R "

i s t  das Ve r h a l t n i s s  der R e c h t e c k e   c o n s t a n t ,

w e l c h e s  auch die R i c h t u n g  d i e s e r  Li n i e n  sei.
Denn diese Rechtecke sind

wenn F  der Werth ist, welchen das absolute Glied der allgemei
nen Gleichung annimmt, indem man den Anfangspunkt der Coor- 
dinaten von 0 nach 0 verlegt.

Das Verhältniss dieser Rechtecke ist daher =  und daher

vom m und n unabhängig. Dieser Satz ist die Verallgemeine
rung der Sätze 35, 36 im 3. Buch des Euklid.

109. Das Theorem des vorigen Artikels schliesst verschiedene 
specielle Falle ein, welche getrennt anzuzeigen nützlich ist,

I. Ist 0' das Centrum der Curve, so ist O'q =  O'q" und die 
Grösse O’q', O’q" wird das Quadrat des zu OB' parallelen Halb- 
durclnnessers. Also ve r ha l t e n  sich die R e c h t e c k e  aus  
den A b s c h n i t t e n  z w e i e r  s i ch s c h n e i d e n d e r  S e h n e n ,  
zu e i n a n d e r ,  wie  die Quadrat e  der  zu d i e s e n  S e h n e n  
p a r a l l e l e n  Durch messer .

II. Wäre die Linie OB eine Tangente, so ist OB' =  OB' und 
die Grösse OB . OB" wird das Quadrat der Tangente; und weil zwei 
Tangenten durch den Punkt 0 gezogen werden können, so können 
wir aus dem eben gefundenen Verhällniss die Quadratwurzel aus- 
zichcn und schliessen, dass  die Lä ng e n  z we i e r  dur c h  e i nen  
Punkt  g e z o g e n e n  T a n g e n t e n  s i c h  zu e i n a n d e r  v e r h a l 
t en ,  wie die  der Dur c hme s s e r ,  zu we l c h e n  s i e  p a r a l l e l  
s i n <1.

III. Sei die Linie 00' ein Durchmesser und OB, O'q parallel 
zu seinen Ordinalen, so ist OB' =  OB und O'q =  O'q". Schneide 
der Durchmesser die Curve in den Punkten A, B so ist

d. h.. d ie Quadrat e  der Or d i na t e n  i r g e n d  e i ne s  D u r c h 
me s s e r s  s ind den R e c h t e c k e n  üb e r  den S e g m e n t e n  
p r o p o r t i o n a l ,  we l c h e  s ie im D u r c h m e s s e r  be s t i mme n.
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110. Es giebt aber einen Fall, in welchem der Satz des 
Artikels 108 nicht länger gültig bleibt, nämlich, wenn die Li
nie OS  parallel zu einer von den Linien ist, die die Curye im 
Unendlichen schneiden. Das Segment OS' ist dann unendlich und 
OS schneidet die Curve nur in einem endlichen Punkt. Wir prü
fen im gegenwärtigen Artikel die naheliegende Vermuthung, oh

in diesem Falle das Verhältniss c o nstant ist. Nehmen wir

zur grossem Einfachheit die Linie OS zur Achse der x  und die 
Linie OR zur Achse der y. Weil die Achse der x  parallel zu 
einer der Linien ist, die die Curve im Unendlichen schneiden, so 
ist A =  o (Artikel 91. *2.) und die Gleichung der Curve demnach 
von der Form
• B x y  +  Cy2 -p D x  -j- E y  -f- F =  o.

Indem wir y =  o machen, wird der Abschnitt in der Achse 
F

der x  gefunden OSi =  — — und indem wir x =  o machen, das
' FRechteck unter den Abschnitten in der Achse der y =  — . Also

OS' c  ^
, „ = — —. Wenn wir nun die Achse zu irgend andern pa-

I / i l  ·  ( / i i  J - )  |

ralleleu Achsen transformiren, (Artikel 84) so bleibt C unverändert 
und das neue J) wird =  By  +  D. Also verändert sich jenes Ver-

C C
bällniss — — i n -------7-:— · Wenn die Curve aber‘eine ParabelD B y  + 1)
ist, so istZ? =  o und das Verhältniss ist constanl; d. b. we n n  in 
e i ne r  Pa r a be l  e i ne  g e r a d e  Linie  i r g e n d  e i nen D u r c h 
m e s s e r  s c h n e i d e t ,  so ist das  R e c h t e c k  unt er  den in 
ihr b e s t i m m t e n  S e g m e n t e n  zn dem durch s ie im 
D u r c h m e s s e r  g e b i l d e t e n  A b s c h n i t t  in co ns l autem  
V e r h ä l t n i s s ,  s o l a n g e  ihre  Ri c h t u n g  d i e s e l b e  bl eibt .

Wenn die Curve eine Hyperbel ist, so ist das Verhältniss nur 
constant, solange y  constant ist. Al so s ind die dur c h  zwei  
p a r a l l e l e  S e h n e n  e i n e r  H y p e r b e l  in e i ner  P a r a l l e i e n  
zu e i n e r  As y mp t o t e  g e b i l d e t e n  Ab s c h n i t t e  p r o p o r t i o 
nal  den R e c h t e c k e n  unt e r  den S e g m e n t e n  d e r S e h n e n .

111. Die  B e d i n g u n g ’zu f i n d e n ,  unt e r  we l c he r  die  
g e r a d e  L i n i e  ax +  by c =  0 den durch die  a l l g e m e i n e  
G l e i c h u n g  d a r g c s t e l l t e n  K e g e l s c h n i t t  berührt .  Indem 
wir für y aus ax  -f  by +  c =  o aullösen und in die allgemeine
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Gleichung einsetzen, finden wir die Ahscissen der Punkte, wo diese 
Linie den Kegelschnitt schneidet, durch die quadratische Gleichung 
bestimmt

Wenn die gerade Linie den Kegelschnitt berührt, so muss 
diese quadratische Gleichung gleiche Wurzeln haben, oder die 
Bedingung
(Bbc — 2 Cuc —DU1 - f  Eabf =  4 [Ab*— Bab - f  Ca*) {Cc*— Ebc + F b*) 
erfüllt sein. Indem wir ausmultipliciren wird diese Gleichung durch 
b2 dividirbar und kann geordnet werden, wie folgt:

V e r sc h ie d e n e  Auf gabe n .
Aufg. 1. Die Gleichung des Kegelschnitts zu finden, welcher 

die Abschnitte a, a ,  b, b' in den Achsen Lüdet.
Die Abschnitte in den Achsen sind durch die quadratischen Glei

chungen gegeben

Diese sind aber das, was die allgemeine Gleichung wird, wenn man 
darin y =  o, x = o  macht, es ist also diese Gleichung

wo B unbestimmt bleibt.
Aufg. 2. Die Gleichung der Parabel zu finden, welche die Ach

sen in den Punkten x  =  a , y =  b berührt.
Wir setzen im Vorigen a =  a , b =  b' und bestimmen B durch 

die Bedingung B*— 4AC,  so finden wir

Wir geben dem Goeflicienlon von Scy das Zeichen—, weil, wenn 
wir ihm das Zeichen -f- beilegten, die Gleichung keine Parabel, son
dern zwei zusammenlallende gerade Linien bx  -f- äy  — ab r -  o 
repräsentirte.

Aufg. 3. Wenn vier Punkte eines  Ke ge l s c hn i t t s  g e 
geben s i nd,  so geht  die Polare e i nes  festen Punktes  
durch e i nen f es t en Punkt.

Nehmen wir* zwei Gegenseiten des durch die Punkte gebildeten 
Vierecks zu Achsen, bilden dann nach Art. 99 die Gleichung der "Po
lare iles Punktes x  y  in Bezug auf den in Aufg. I gefundenen Kegel
schnitt, so enthält dieselbe die unbestimmte Grösse B im ersten Grad 
und geht daher immer durch einen festen Punkt.
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Worin vier dieser Kegelschnitte betrachtet werden, so kann man 
aus den Gleichungen der vier Polaren, welche dem gewählten Punkte in 
Bezug auf dieselben entsprechen, das Doppelschnittverhältniss des von 
ihnen gebildeten Büschels ableilen. Man findet es unabhängig von den 
Coordinaten dieses Punktes. Man darf darnach von dem Doppelschnitts- 
verhältniss von vier Kegelschnitten sprechen, sofern sie durch dieselben 
vier Punkte gehen.

Aiifg. /. Finde den Ort des Centrums eines Kegelschnitts, der 
durch vier gegebene Punkte geht.

Das Centrum des Kegelschnitts in Beisp. I ist durch die Gleichun
gen gegeben
1hl) x  -|- B y  — (« +  d)bb' =  o , 2 a a y  - f  Bx  — a a [b -f- b ' ) =  o.

Eliminireu wir B, so ist der Ort
2 b b’x2— 2 a a y - — bb' [a -f- a ) x  —· aa (b b')y =  o 

ein Kegelschnitt, welcher durch den Durchsdmittspunkt jedes der 3 Li
nienpaare geht, welche'durch die vier Punkte gezogen werden, und 
durch die Mittelpunkte dieser Linien.

Siebentes Kapitel. 

D e r  K r e i s .

1 Γ2. Wir haben im Artikel 98 den Kreis als diejenige Curve 
zweiten Grades bezeichnet, in welcher jeder Durchmesser auf sei
nem conjugirten rechtwinklig ist, und die Coefiicientengleichbeit 
A =  C als die analytische Bedingung dieser Eigenthümlichkeit er
kannt. In Folge dessen ist seine allgemeine Gleichung unter der 
Voraussetzung schiefwinkliger Coordinaten

Ax2 -f- B x y  A y 2 -j- I) x  -+- E y  +  F ~  o.
Für rechtwinklige Achsen, als welche zu einem Paare con- 

jugirter Durchmesser parallel sind, verschwindet das Glied Bxy 
und die allgemeine Gleichung geht über in

Ax2 Ay2 -f- I )x E y  +  F — o.
Wählen wir endlich das Centrum der Curve zum Anfangs

punkt der Coordinaten, so verschwinden die Glieder Dx  und Ey, 
und die allgemeine Gleichung reducirt s ic h  auf

oder

Salmon , Anal. Gcnm. der Kegelschnitte.
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Die Form dieser Gleichung zeigt, dass das Centrum des Krei
ses nicht allein der Ilalbirungspunkt aller durch dasselbe gezoge
nen Sehnen des Kreises ist, sondern dass  a l l e  P u n k t e  des  
Kr e i s e s  vom Centrum g l e i c h w e i t  e n t f e r nt  s ind,  denn 
x2 +  y 2 ist das Quadrat der Entfernung eines beliebigen Punktes 
x y  der Curve vom Coordinatenanfang und der Werth derselben 
ist einer Constanten gleich. Diese geradlinige Entfernung aller 
Punkte der Kreislinie vom Centrum heisst der Radius des Kreises 
und soll in den folgenden Entwicklungen stets durch r bezeichnet 
werden.

113. Die G l e i c h u n g  des  Kr e i s e s  zu f i nden ,  des sen  
Cent rum der Punkt  'ab und de s s e n  Ra d i u s  r ist.

Indem wir ausdrücken, dass die Entfernung eines beliebigen 
Punktes (a;, y) der Curve vom Centrum dem Radius gleich ist, 
erhalten wir für rechtwinklige Coordinaten:

[x — a)2 +  (y — b)2 ~  r2, 
und für schiefwinklige

{x — af  +  (y — b)2 +  2 (x — a) {y — b) cos ω =  r2 
als Gleichung des Kreises.*)

Daraus ergiebt sich als Gleichung eines Kreises, dessen Cen
trum der Anfangspunkt der Coordinaten ist

x2 +  y2 ~  r2.

Ist die Achse der x  ein Durchmesser des Kreises und die 
Achse der y die in einem seiner Endpunkte auf ihm errichtete 
Senkrechte, so geht die allgemeine Gleichung durch die Substi
tution a —  r , b =  o in

x 2 -p. y 2 =  2 r x
über.

Diese einfachsten Formen der Kreisgleichung kommen in den 
Anwendungen am häufigsten vor.

Durch Vergleichung der allgemeinen Gleichung des zweiten 
Grades mit den allgemeinen Formen der Kreisgleichung erhalten

*) Da von schiefwinkligen Achsen in der Theorie des Kreises selten 
Gebrauch zu machen ist, so werden wir im Folgenden zumeist nur die Glei
chung für rechtwinklige Achsen berücksichtigen.
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wir die Bedingungen, unter welchen jene einen Kreis repräsentirt, 
wie folgt. Für rechtwinklige Coordinaten

B =  o, A =  C,
und für schiefwinklige Coordinaten 

B
— =  2 cos ω , A =  C.
A

I)ie Coeflicienlen der allgemeinen Gleichung sind im erstem 
Falle mit den Mittelpnnktscoordinaten und dem Radius des Krei
ses verbunden wie folgt:

B E F
-  =  —  2 a,  - =  —  2 h,  -  =  n2 +  b2 —  r 2,• A A A

und diese letzteren bestimmen sich somit aus den Goefficienten der 
allgemeinen Gleichung durch die Formeln

Die allgemeine Gleichung kann in der Form

geschrieben werden, in welcher die Mittelpnnktscoordinaten und 
der Halbmesser des Kreises direct erkennbar sind.

Um sie zu erhalten, hat man die Goefficienten von x 2 und y 2 
gleich Eins zu machen, F zu transponiren und die Quadrate zu 
vervollständigen,' indem man auf beiden Seiten die Quadrate der 
halben Goefficienten von x  und y  addirt.

Da die Werlhe der Mittelpunktscoordinaten von F unabhängig 
sind, so lernen wir, d ass Ivr e i s e  c o n c e n I r i s c h  s i nd » w enn  
ihre  Gl e i c h  u u g e n  nur im c o n s t a n t e n  Gl i ed von e i n a n 
der ab we i c h  cn.

Aufg. /. Kinde die Millelpunklscoordinaten und den Halbmesser 
des Kreises

Auß.

Aufg. 2. Reducire x2 +  y2 — 2 x  — 4y  =  20 auf die Form 
des Art. 113.

Auß. 4

Aufg. 3. Finde die Verbindungslinie der Mittelpunkte der Kreise

Auß.
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114. Wir betrachten in diesem Artikel die Wirkungen einiger 
besonder» Voraussetzungen in der allgemeinen Gleichung.

1. ) Wenn F = o ,  so ist der Anfangspunkt der Coordinaten in 
der Curve; denn dann wird der Gleichung durch die Wertlie 
x  =  o , y ~ - o  genügt, d. h. durch die Coordinaten des Anfangs
punktes. Derselbe Grund beweisst allgemein den Satz: We nn  
einer  G l e i c h u n g  b e l i e b i g e n  Grades  das a b s o l u t e  Gl ied  
f eh l t ,  so geht  die durch s i e dar ge s t e l l t e  Curve  durch  
den Co o r d i na t e n  a n f a n g s ρ u nkt.

2. ) Wenn Iß +  E2~—4AF,  so erhellt aus Artikel 113, dass der
Radius des Kreises verschwindet, und dass die Gleichung auf die 
Form (# —. a f  -f (y — b)2 =  o
reducirt werden kann. Es ist klar, dass dieser Gleichung einzig 
und allein durch die Coordinaten des Punktes x  =  a, y  ~  b ge
nügt werden kann; daher ist es gebräuchlich, zu sagen, dass die 
eben geschriebene Gleichung die Gleichung dieses Punktes ist. 
Wir halten dieser Ausdrucksweise die im Artikel 75 angegebenen 
Gründe entgegen und ziehen es vor, die Gleichung als die eines 
u n e n d l i c h  k l e i n e n  Kre i s e s  zu bezeichnen, der den Punkt 
(«, b) zum Centrum hat. Wir haben im Artikel 75 gesehen, dass 
sie auch als die Gleichung z w e i e r  du r c h  den Pu n k t  ab  
g e h e n d e n  i ma g i n ä r e n  g e r a d e n  Linien betrachtet weiden 
kann, weil sie in die Factoren
(x —  a) -f- (y — b)]/  — 1 =  o und [x — u) — (y — b) \ /  — 1 o 
zerfällt werden kann.

Die Vergleichung mit Artikel S9 und 97 lehrt, dass diesel
ben die Asymptoten der Curve sind. Wir erinnern zugleich an 
Artikel 10.

Diese Remerkungen wenden sich ebenso auf die Gleichung
x2 +  y2 ~~ o

an, welche ein specieller Fall der obigen ist.
3. ) Wenn Iß +  E2 kleiner als 4 AF  ist, so wird der Radius

des Kreises imaginär, und die Gleichung, welche dann mit einer 
der Formen {x — a f  +  (y —  bf  +  r2 —  o
äquivalent ist, kann durch keine reellen Wertlie der Coordinaten 
x  und y befriedigt werden.

In der Untersuchung der Eigenschaften des Kreises ziehen 
wh' es vor, auch solche unter ihnen, welche aus den allgemei
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neu Entwicklungen des vorigen Kapitels leicht als speciellc Fälle 
hergeleitet werden könnten, unabhängig von * denselben auf dem 
Wege zu entwickeln, welcher durch die besondere Natur des 
Kreises sich empfiehlt; die angedeutete Ableitung aus den allge
meinen Eigenschaften der Kurve zweiten Grades überlassen und 
empfehlen wir dem Leser als eine vorzüglich nützliche Leitung.

115. Die Koordi nat en  der  Dünkt e  zu f i nden,  in d e 
nen e i ne  g e g e b e n e  g e r a d e  Li ni e  e i nen g e g e b e n e n  
Krei s  s c hne i de t .

Sei die Gleichung des Kreises
x 2 -j- y 2 r2 .

und die der geraden Linie
x  cos a -f- y sin ci=z p.

Diese zwei Gleichungen sind hinreichend (Artikel 15), die Koordi
naten der Durchschnittspunkte zu finden. Indem wir z. B. die 
Werthe von y  aus beiden entwickeln und mit einander verglei
chen, erhalten wir zur Bestimmung von x  die Gleichung

oder durch Reduction 

also

Ebenso bestimmt sich
y  =  p  sin α qT cos a ]/ (r2 — p2).

(Der Leser mag, indem er diese Werthe in die gegebenen
Gleichungen substituirt, sich selbst überzeugen, dass das negative
Zeichen in dem Werth von y dem positiven in dem Werth
von x  entspricht und umgekehrt.)

Weil wir eine quadratische Gleichung zur Bestimmung von
x  oder y erhalten, so müssen wir, um unsere Sprache mit der
Sprache der Algebra übereinstimmend zu machen, behaupten,
dass j e d e  g e r a d e  Linie  e i n e n  Kre i s  in zwei  Punkt e n
s c h n e i d e t .  Wir unterscheiden die drei Fälle dieser Auflösung: 

*
1.) Wenn p ,  d. h. die Entfernung der geraden Linie vom 

Keutrum des Kreises, kleiner ist als der Radius, so erhalten wir 
zwei reelle Werthe für x  und y, und d ie  g e r a d e  Linie  s c h n e i 
det den Kre i s  in zwei  r e e l l e n  Punkt en.

/
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2. ) Wenn p =  r d. h. die Entfernung der geraden Linie vom 
Cent rum gleich dem Radius ist, so führt die Analysis zu dem geo
metrisch wohlbekannten Ergebnisse, dass  die g e r a d e  L i n i e  e i ne  
Ta n g e n t e  des  Kr e i s e s  i st;  denn die zwei Werthe von x  sind in 
diesem Falle gleich, und ebenso die zwei Werthe von y. Die bei
den Durchschnittspunkte fallen in einen einzigen zusammen, und 
die Tangente wird als die gerade Verbindungslinie zweier unend
lich nahen Punkte der Curve beträchtet.

3. ) Sei p  grösser als r. In diesem Falle ist es gebräuchlich 
zu sagen, dass die gerade Linie den Kreis nicht schneidet. Aber 
die Analysis ersetzt die reellen Werthe für x  und y durch ima
ginäre Werthe, und wir finden es daher passender, zu sagen, dass 
in diesem Falle d ie g e r a d e  L i n i e  den Kre i s  in z we i  i m a 
g i nären  P u n k t e n  s c h n e i d e t .  (Vergl. Artikel 85).

Wenn die Kreisgleichung in der Form
A x 2 +  Ay 2 +  D x  +  E y  +  F ^ ;  o 

und die gerade Linie durch
a x  +  by  -f- c — o

gegeben ist, so führt die nämliche Elimination und Auflösung einer 
Gleichung des zweiten Grades zur Bestimmung der Durchschnitts
punkte. Ist die gerade Linie speciell eine der Coordinalenachsen, 
so werden die Durchschnittspunkte durch die Gleichungen 

A x2 -f- D x  -f- F =  o , y — o 
Ay2 +  E y  +  F  =  o , x  =  o

resp. für die Achse der x  und der y bestimmt. Die Achse der 
x  ist eine Tangente des Kreises, wenn

I)2=  4 AF,
und die Achse der y,  wenn

E 2 =  \ A  F.

Die Bestimmung der Punkte, in welchen ein Kreis die Coor
dinalenachsen durchschneidet, dient zur Fixirung seiner Lage 
ebenso gut, wie die Angabe seines Centrums und seines Radius; 
denn der Kreis ist, da seine allgemeine Gleichung nur drei unab
hängige Constanten enthält, durch drei Punkte vollkommen be
stimmt.
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Aufg. 1. Finde die Coordinaten des Purchschnills von 
x 1 +  !/2 =  65 mit 3.τ +  y —  25.

Aufl. (7, 4) und (8, l).
Aufg. 2. Finde den Durchschnitt von (x — cf  - f  (y — 2c)2 =  25 c2 

mit i x  +  3 y  —  35c.
Aufl. Die Linie berührt im Punkte (5c, 5 c).
Aufg. 3. Finde die Punkte, wo die Achsen durch 

' x* y* —  bx  — 7 7 /-(-6  =  0 
geschnitten werden.

Aufl. x  =  3 , x  =  2 ; y  =  6, y  =  \ .
Aufg. 4. Welches ist die Gleichung des Kreises, der die Achsen 

in Entfernungen vom Coordinatenanfang =  u berührt?
Aufl.
Aufg. 5. Wenn,berührt die gerade Linie y =  tnx +  b den Kreis

x' -f- y~ =  r 2?
A u fl.

Aufa. G. Finde die Tangente vom Coordinatenanfang an den Kreis

Die Punkte, wo irgend eine durch den Coordinatenanfang gezogene 
gerade Linie y =  m x  den Kreis schneidet, sind durch die Gleichung

gegeben. Wenn die Linie den lvreis berührt, hat diese quadratische 
Gleichung gleiche Wurzeln oder es ist

eine quadratische Gleichung zur Bestimmung von m.
Aufg. 7. Finde, die Tangenten vom Anfangspunkt der Coordinaten 

an den Kreis
Aufl.

116. Die  G l e i c h u n g  der Ta ng e nt e  zu f i nde n ,  
we l c h e  im Pun k t e  x  y  an e i nen g e g e b e n e n  Kr e i s  g e 
z o g e n  w e r d e n  kann.

Weil die Tangente (Art. 115) als Verbindungslinie zweier un
endlich nahen Punkte in der Curve delinirt worden ist, so wird 
ihre Gleichung gefunden, indem man zuerst die Gleichung der 
geraden Linie bildet, .welche irgend zwei Punkte x y ,  x"y" in 
der Curve verbindet und dann in dieser Gleichung x ' =  x", y '= y  ' 
macht. In Anwendung dieses Grundgedankens auf, den Kreis las
sen wir zuerst das Centrum den Anfangspunkt der Coordinaten 
sein, so dass die Gleichung des Kreises x2 +  y2=  r2 ist.
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Die Gleichung der Verbindungslinie von irgend zwei Punk
ten x  ij und x'y" ist (Art. 29)

Da die beiden Punkte x  y ,  x"y" der Kreisperipherie ange- 
hören, so ist: 
also

und daher

Also wird die Gleichung der Sehne

und durch die Voraussetzung x ' = x " ,  y  =  y" die Gleichung der

Tangente

oder durch Reduction und mit Hilfe der Bemerkurfg, dass x 2 + y ' * = r \

Die Transformation auf einen neuen Coordinatenanfang, für 
welchen a, b die Coordinaten des Centrums sind, liefert als
dann durch die Substitution x  — a, x  — a, y —  b, y — b für 
x , x , y , y  die Gleichung des Kreises

und die der Tangente

eine wegen ihrer Aehnlichkeit mit der Kreisgleichung sehr be
queme Form.

Die Vergleichung der gefundenen Gleichung der Tangente

mit der Gleichung des nach dem Berührungspunkte x  y gehen
den Radius x y  —  y x  =  o
zeigt, dass  die T a n g e n t e  de s  Kr e i s e s  auf  dem Radi us  
des  Ber  ii h r u n g s p u n k t e s  sen kr e c h t  s teh t.

Wir hätten durch Voraussetzung dieser Eigenschaft, als einer 
aus der Elementar-Geometrie bekannten, die Gleichung der Tan
gente des Kreises ableiten können; allein es ist uns von Wich
tigkeit, nachzmydsen, dass aus der Gleichung der Curve alle ihre 
Eigenschaften ohne Kenntniss ihrer geometrischen Theorie abge
leitet werden können. Die dabei benutzten Methoden müssen die
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allgemeinen auf alle Curven anwendbaren Grundgedanken dar
legen.

Wenn die Kreisgleichung in der allgemeinen Form für schief
winklige Achsen

Aufg. 1. Finde die Tangente im Punkte (5,4) zu

Auß. 3 x +  y =  19.
Aufg. 2. Welches ist die Gleichung der die Punkte x'y,  x'y"  

verliindenden Sehne im Kreise x 2 +  ty2= r 2l
Aufl. [x -f  x ) x  A- (y +  y")y —  r2 +  χ χ "  +  y y -

Aufg. 3. Finde die Bedingung, unter welcher A x  +  B y  +  C =  o 
den Kreis (x — a)2 -J- (y — b)2 =  r2 berührt.

Aufl.

weil die Senkrechte vom Punkte ab auf diese Linie dann =  r sein muss.

117. Die B e r ü h r u n g s p u n k t e  der von e i nem g e g e 
benen P u n k t e  aus an e i n e n  Kr e i s  g e z o g e n e n  T a n g e n 
ten zu finden.

Wenn x y der gegebene Punkt ist und wenn wir durch 
x ,y" die Coordinaten des Berührungspunktes ausdrücken, so ist 
die Gleichung der Tangente

gegeben ist, sodass ΰ  — 2 d cosω ist, so erhalten wir den Aus-
y  --- y  '

druck, welcher mit —------ äquivalent ist, wenn die beiden Punkte
x  —  x

dem durch die Gleichung dargestellten Kreise angehören, indem 
wir genau dieselben Operationen auf diese letztere anwenden, wie * 
sie in Art. 88 unter b), mit der allgemeinen Gleichung zweiten 
Grades vorgenommen wurden. Die Gleichung der Tangente wird 
so erhalten

und unterliegt den Bedingungen

weil sie den Punkt x y  und
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weil sie zwei zusammenfallemle Punkte des Kreises enfliält. Durch 
Auflösung dieser Bedingungsgleichungen erhalten wir für die Coor- 
dinaten des Berührungspunktes die Ausdrücke

„ r2x' +  ry'f/ [ x 2 +  y 2 — r*} „ r2y  +  r x ] /  Jx2-\-y'2—r2)
a,·2 +  y 2 x 2jr y

Von jedem Punkte aus lassen sich somit an den Kreis zwei 
Tangenten ziehen, welche reell sind, solange

x'2 +  y 2 >  r2
* ist, d. h. so lange der Punkt ausserhalb des Kreises ist.

Wenn x'2 + y ' 2 =  r2, so fallen beide Tangenten zusammen; 
der Punkt liegt dann in der Kreislinie seihst.

Wenn verlangt wird, d ie  Gl e i c h u n g  der g e r a d e n  L i 
nie zn f i nden ,  w e l c h e  die B e r ü h r u n g s p u n k t e  d i e s e r  
b e i de n  T a n g e n t e n  v e r b i n d e t ,  d. h. die G l e i c h u n g  der  
Pol are  des  g e g e b e n e n  Punkt e s  in Bezug  auf  den Kre i s ,  
so genügt die Erinnerung an eine im Artikel 29 gemachte Bemer
kung, um sofort zu erkennen, dass

x  x  -f y  y ’ =  r2
dieselbe ist.

Denn die Koordinaten jedes der beiden Berührungspunkte ge
nügen der Bedingungsgleichung

x x  +  y" y — r2.
Diese gerade Linie

x x  +  y y  =■■ r2
ist stets reell, oh nun die Tangenten vom Punkte x'y aus reell 
oder imaginär sind.

Sie ist senkrecht zu der Linie x ’y  — x y  -ss.o, welche x'y 
mit dem Centrum verbindet; und ihre Entfernung vom Centrum

r2
ist (Art. 25) ------ττγ. Demnach wird also die Polare irgendV(x + y )
«‘ines Punktes P  geometrisch construirt, indem man ihn mit dem 
Centrum C verbindet, in der Verbindungslinie einen Punkt M so 
nimmt, dass CM.· C P - —r2 wird, und in demselben eine Senkrechte 
auf CP errichtet. Da die Form der Gleichung der Polare mit der
jenigen der Gleichung der Tangente vollkommen übereinstimmt, so 
ist die Tangente mit der Polare ihres Berührungspunktes identisch. 
(Vergl. Artikel 101). Durch die nämlichen Betrachtungen erhalten
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wir die Gleichung der Polare eines Punktes x y  in Bezug auf den 
Kreis

Aufg. 3. Finde den Pol von A x  -f- By C =  o in Bezug auf

in der Form

Coroll. Pie Polare des Coordinatenanfangspunktes ist

Aufa. 1. Finde die Polare von (4, 4) in Bezug auf

Au fl.
Aufa. 2. Finde die Polare von (4, 5) in Bezug auf

Au fl.

Au fl, wie aus der Vergleichung der ge-

inen Gleichung mit x x  -j- y y = r 2 hervorgeht.

Aufg. 4. Finde den Pol von 3a- +  4y =  7 in Bezug auf

Au fl.

Aufg. 5. Finde den Pol von 2a  +  =  6 in Bezug auf

Au fl.

118. P ie  L ä n g e  der  T a n g e n t e  zu f i nde n ,  die von 
e i n e m b e l i e b i g e n  P u n k t e  an den Kre i s

g e z o g e n  wird.
Das Quadrat der Entfernung irgend eines Punktes vom Cen

trum ist =  [x — «)2 +  [y — b f ;
und weil dies das Quadrat der Tangente um das Quadrat des 
Radius überlrifft, so wird das Quadrat der Tangente von einem 
Punkte aus gefunden, indem man die Coordinaten des Punktes für 
x  und y in den ersten Theil der Gleichung des Kreises suhstituirt

Weil die allgemeine Gleichung in rechtwinkligen Coordinaten
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Menu man sie durch A dividirl, mit einer Gleichung von der Form
{x — af  (y ·— lif — r? - -  o

identisch ist (Artikel 113), so lernen wir, dass das Quadrat der 
Tangente zu einem Kreise aus der in ihrer allgemeinsten Form 
gegebenen Gleichung desselben gefunden wird, indem man diese 
durch den Coefficienlen in xz dividirt und dann die Coordinaten 
des gegebenen Punktes in die Gleichung substituirt.

Das Quadrat der vom Coordinatenanfang ausgehenden Tan
gente wird gefunden, indem man x  und y =  o macht, und ist da
her gleich dem durch A dividirlen absoluten Glied in der Gleichung 
des Kreises.

Dieselbe Methode ist anwendbar, wenn die Achsen schief
winklig sind.

119. Das V e r h ä l t n i s s  zu f i nde n ,  in w e l c h e m  d ie V e r 
b i n d u n g s l i n i e  z we i e r  g e g e b e n e n P u n k t e  x y ,  x" y" durcl i  
e i ne n  g e g e b e n e n  Krei s  g e s c h n i t t e n  wird.

Wir verfahren genau wie in Artikel 38 und in Artikel 107. 
Die Coordinaten irgend eines Punktes in der Linie müssen (Ar
tikel 7) von der Form sein

Indem wir diese Werthe in die Gleichung des Kreises

substituiren und ordnen, erhalten wir zur Bestimmung des Ver
hältnisses l :m  die quadratische Gleichung

Wenn aus'dieser Gleichung die Werthe von l :m  bestimmt 
sind, so haben wir damit zugleich die Coordinaten der Punkte, 
wo die gerade Linie den Kreis schneidet. Die Symmetrie der Glei
chung lässt die jetzige Methode geeigneter erscheinen als die in 
Artikel 115 gebrauchte.

Wenn x" y" in der Polare von x y  liegt, so haben wir

(Artikel 117) und die Factoren der vorhergehenden Gleichung 
müssen von der Form / +  μ/η, l — ytn sein; die x y  und x'y" 
verbindende gerade Linie wird daher innerlich und äusserlich in 
demselben Verhältniss geschnitten und wir leiten daraus den 
wohlbekannten Satz ab: Jede durch e i nen b e l i e b i g e n  Punkt

www.rcin.org.pl



141

g e z o g e n e  g e r a d e  Li ni e  wi rd h a r mo n i s c h  ge t h e i l t  
durch den P u n k t ,  den Krei s  und die P o l a r e  des  P u n k 
tes.  (Vergl. Artikel 104).

120. Die Gl e i c h u n g  der  Ta n g e n t e n  von e i nem g e 
g e b e n e n  Punkt  an e i ne n  g e g e b e n e n  Krei s  zu f inden.

Wir haben vorher (Artikel I 17) die Coordinalen der Berüh
rungspunkte gefunden; indem wirv ihre Werthe in die Gleichung 
xx" +  yy"— r2 =  o snhstituiren, erhalten wir für die Gleichung 
vder einen Tangente

r ( x x  +  y y  — x'2 — y 2) +  [xjx — y x )  f  {x +  y l — ?*) =  o, 
und für die der andern
r [ x x  -f- y y — x 2 -7- y"2) — (y'x — yx') Y ( x 2 +  y 2 — r2) =  o. t

Diese beiden Gleichungen gehen mit einander mulliplicirt die 
Gleichung des Tangentenpaares in einer von Wurzeln freien Torrn. 
Der vorhergehende Artikel erlaubt uns aber diese Gleichung in 
einer einfacheren Form zu erhalten. Denn die Gleichung, welche 
l: m bestimmt, hat gleiche Wurzeln, wenn die x y  und x'y"  ver
bindende gerade Linie den Kreis berührt; wenn daher x y  irgend 
ein Punkt in einer der Tangenten durch x  y  ist, so genügen seine 
Goordinaten nothwendig der Bedingung

(x'2 +  y 2 — r2) (x 2 +  y2 —  r2) — ( x  x  +  y y — r2)2; 
diese ist daher die Gleichung des Tangentenpaares durch den Punkt 
x  y'. Sie ist mit der durch die erstangezeigle Methode erhalte
nen identisch.

121. Die Gl e i c h u n g  e i n e s  Kr e i s e s  zu f i nden,  der  
durah drei  Dünkt e  geht .

Wir haben nur die allgemeine Gleichung

zu schreiben lind darein nach einander die Goordinaten jedes der 
gegebenen Punkte zu subslituiren; so erhalten wir drei Gleichun
gen zur Bestimmung der drei unbekannten Grössen D, E , F.

Aufg. 1. Finde den durch den Coordinatenunfang und durch die 
Punkte (2, 3) und (3, 4) gehenden Kreis, 

liier ist F  =  o und wir haben

Aufg. 2. Finde den Kreis durch die Punkte (l, 2), (l, 3), (2, 5). 
Wir haben

daher
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Aufg. 3. Finde den Kreis durch die Punkte (2,—3),(3,—4), (—2,— 1). 
Aufl. D =  8 , E =  20, F =  31.
Aufg. 4. Finde den Kreis, welcher die Abschnitte a und b in der 

x  Achse bildet.
Aufl. D =  — (a +  b), F =  a b , E  unbestimmt.
Aufg. 5. Für dieselbe Lage der Coordinatenachsen, wie in Art. 48,

Aufg. 1 soll man die Gleichung des Kreises finden, der durch den Coor- 
dinatenanfang und die Mittelpunkte der Seiten geht.

Aufl. 2p  (a;2+  ?/2) — p (s — s) x  — (p*+ ss)  y  — o.
Der Kreis geht daher auch durch den Mittelpunkt der Basis.

122. Die Gl e i c hung  des  Kr e i s e s  du r c h  drei  P u n k t e  
x  y , x" y \  x"  y"  in Gl i e d e r n  der Co o r d i n a t e n  d i e s e r  

‘Punkt e  a u s z u d r ü c k e n .
Wir haben in

die aus

abgeleiteten Werthe von I ) , E,  F zu sukstituiren. Das Resultat 
dieser Elimination von D, E , inzwischen diesen vier Gleichungen 
wird in der Foi'm

erhalten; am einfachsten durch Multiplication der vier Gleichun
gen mit den in dieser Gleichung auftretenden Factoren von

u. s. vv., da dann durch Addition der Producte die Goelhcienten 
D, E, F gleichzeitig verschwinden.

Wenn verlangt wird, die B e d i n g u n g  zu finden, unt er  
we l c h e r  vier Punkt e  in e i n e m Kr e i s e  l i e g e n ,  so haben 
wir nur in der letzten Gleichung a\,y4 für x y  zu schreiben. Die 
daraus entspringende Bedingung erlaubt folgende geometrische In
terpretation: Wenn A, B, C, N i r g e n d  vi er  Punkt e  in e inem  
Krei se  s ind und 0  i r ge nd  e in f ünf t er  b e l i e b i g  g e n o m 
m e n e r  P u n k t ,  und wir b e z e i c h n e n  durch BC B  den F l ä 
chen i nhal t  des  Drc i ecks  B C B  u. s. w. so ist
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123. Wir zeigen zum Schluss dieses Kapitel, wie die P o 
la r g le ic h u n g  d es K r e ise s  zu finden ist.

Wir können sic entweder erhalten*, indem wir für x ,  q cos θ  
und für y ,^ sin t>  (Artikel 1.2) in eine der früher gegebenen Glei
chungen des Kreises

suhstiluiren, oder sie auch unabhängig aus der geometrischen Na
tur des Kreises finden, wie folgt:

Sei 0  der Pol, C das Centrum des Kreises und OC die fesle 
Achse; sei die Entfernung 0 C =  \d und OP  irgend ein Ra- 
dius vector und daher =  ρ, endlich der Winkel POC — so 
haben wir
PC2=  OP2+  OC2— ΪΟΡ. OC. cos POC, 
d. ll. Γ2= ρ 2 -(-ί/2— 2ρ ί/cos-fr; 
dies ist daher die Polargleichung 
des Kreises.

Wenn die feste Achse nicht 
mit OC zusammenfällt, sondern da
mit einen Winkel <v bildet, so ist 
die Gleichung, wie in Artikel 44

ρ2 —  2 (Iq c o s  ( #  —  a )  -f- d 2 —  r 2 —  o .

Wenn wir den Pol im Kreise voraussetzen, so nimmt die 
Gleichung die einfachere Form ρ =  2r cos an, weil r —  d 
wird; ein Resultat, welches wir auch rein geometrisch aus der 
Eigenschaft erhalten haben würden, dass der Peripheriewinkel 
über dem Halbkreis ein rechter ist; oder indem wir für x  und y 
ihre polaren Werl he in die Gleichung

einsetzten.
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Achtes Kapitel.

Lehrsätze und Aufgaben yom Kreis; 
Anwendung einer abgekürzten Bezeichnung auf 

seine Gleichung.

124. Nachdem wir im vorigen Kapitel gezeigt haben, wie die 
Gleichungen des Kreises und der bemerkenswerthesten auf ihn be
züglichen Linien zu bilden sind, wollen wir in dem jetzigen diese 
Gleichungen durch Beispiele erläutern und sie zur Begründung 
einiger der wichtigsten Eigenschaften des Kreises anwenden. Und 
da wir im dritten Kapitel hinreichend gezeigt haben, wie im All
gemeinen die analytische Methode auf die Auflösung von Aufgaben 
anzuwenden ist, halten wir es nicht für nolhwendig, hier mit glei
cher Umständlichkeit auf den Gegenstand einzugehen und können 
manche Details unterdrücken, welche durch den Leser, der die 
dort gegebenen Aufgaben gelöst hat, leicht ergänzt werden können.

AN ir beginnen mit einigen Beispielen von kreisförmigen Oer- 
tern, welche als Beispiele der Methode dienen können, durch die 
man die Lage eines Kreises aus seiner Gleichung bestimmt, wenn 
der Leser in jedem Falle nach Artikel 113 die Coordinaten des 
Centrums und den Radius bestimmt, oder auch, wenn er nach 
Artikel 1 15 die Punkte findet, wo der Kreis die Achsen schneidet.

Auffj. 1. Gegeben ist die llasis und der gegenüberliegende Winkel 
eines Dreiecks, man soll den Ort der Spitze finden.

Wir nehmen die Basis zur Achse der x  und eine Senkrechte zu
ihr durch ihren Mittelpunkt zur Achse 
der y , bezeichnen die Coordinaten der 
Spitze durch x, y und die Basis durch 
2 c. Dann ist die Tangente des Win-

C  likels an der Basis CAB =  --T. oderA R

— — und die von CBR =  ̂  oder-^- . 
c -j-a; B R  c - x
Wir können daher die Tangente der
Summe der Basiswinkel finden, sie der
negativen Tangente von C, dem Winkel
an der Spitze, gleich setzen oder
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und indem wir diese Gleichung redueiren, die Gleichung des gesuchten 
Ortes finden, als x2 -j- y 2 — 2cy  cot C — c2 =  o ,
welche einen Kreis darstellt, der durch die Endpunkte der liasis geht, 
dessen llalhmesser —  und Mittelpunkt (o, cot C) ist. Iler Mittel
punkt liegt daher über, in oder unter der Basis, je nachdem der Win
kel C spitz, recht oder stumpf ist.

Aufg. 2. Die vorige Aufgabe hei beliebiger Lage der Koordina
tenachsen zu lösen.

Die Coordinaten der Basispunklc seien x y , x"y".
Die Gleichung der einen Seile sei

y — y' c== m [x — x ) ,
dann wird die Gleichung der andern Seile, die mit dieser den Winkel C 
bildet, (Art. 42)

(l +  m tan C) (y —  y") =  [m — tan C) (x — x").
Durch Elimination von m erhalten wir nun die Gleichung des Ortes

welche sich auf die Gleichung der vorigen Aufgabe reducirt, wenn

Wenn6' ein rechter Winkel wäre, so sind die Gleichungen der Seiten

und die des Ortes ist

Atifg. 3. In einem Dreieck ist die Basis und der Winkel an der 
Spitze gegeben; man soll den Ort des Durcbscbnittspunktes der drei 
Senkrechten bestimmen, die von den Ecken auf die Gegenseiten gefällt 
werden.

Die Gleichungen der Senkrechten zu den Scheilclscilen sind

Indem wir m eliminiren, erhalten wir die Gleichung des Ortes

eine Gleichung, welche von der im letzten Artikel gefundenen lediglich 
im Vorzeichen von tan C abwcicht und welche daher der Ort ist, den 
wir für die Spitze gefunden haben würden, wenn dieselbe Basis und der 
Winkel an der Spitze gleich dem Supplement des vorigen gegeben wor
den wäre.
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Aufg. 4. Von einem Dreieck ist die Basis und das Verhiiltniss der 
Scheitelseilen gegeben, man soll den Orl der Spitze finden.

Mit denselben Coordinalenachsen wie in Aufg. 1 finden wir bei dem 
Verhältniss m : n für die Gleichung des Ortes

Der Ort ist also ein Kreis, dessen Centrum in der Achse der x  ist,
f j l 2 2

in einer Entfernung vom Coonlinatenanfangspunkt ~   ̂ r, undc .. σ 1 — 7i2l m ndessen Radius =  —̂---- -= c; er schneidet die Basis in den Punkten
m1 — n 1

Da die Coordinaten der Endpunkte dei; Basis x =  c sind, so 
sind dies (Art. 7) die zwei Punkte, wo diese Basis in dem Verhiiltniss 
m : n geschnitten wird.

Aufg. 5. Gegeben ist die Basis eines Dreiecks und m Quadrat
ischen über der einen, sainint n über der andern Schcitelseite, man 
soll den Ort des Scheitels aufsuchen.

AufI. Ein Kreis, dessen Centrum ist

Aufg. 6. Bestimme den Ort eines Punktes, für welchen das Quadrat 
seiner Entfernung von einem gegebenen Punkte seiner Entfernung von 
einer gegebenen geraden Linie proportional ist.

Aufg. 7. Eine Linie von conslanter Länge bewegt sich zwischen 
zwei festen geraden Linien, in ihren Endpunkten sind auf diesen letztem 
Linien Senkrechte errichtet, man sucht den Ort ihres Durchschnitls- 
punktes.

Aufg. 8. Es ist allgemein irgend eine Anzahl von Punkten ge
geben, man soll den Ort eines Punktes linden, der so liegt, dass die 
Summe der m , m". . . fachen Quadrate seiner Entfernungen vom ersten, 
zweiten . . . Punkte respective eine conslantc Grösse sei, oder (indem 
wir die Bezeichnung des Art. 49, Aufg. 4 annehmen), dass Σ  (m r1) con- 
stant sei.

Das Quadrat der Entfernung irgend eines Punktes x  y  vom Punkt

Wir mullipliciren dies mit m und addiren es zu den entsprechenden 
Gliedern, die man durch den Ausdruck der Entfernungen des Punktes 
x y  von den andern Punkten x ' y .  ■ ■ gefunden hat. Unter Benutzung 
der angeführten Bezeichnungsweise können wir für die Gleichung des 
Ortes schreiben:

Also ist der Ort ein Kreis, dessen Mittelpunktscoordinaten sind
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(I. Ii. das Centrum ist der Punkt, den wir in jener Aufgabe 4 , Art. 49 
das Ceiilruin der milllern Entfernungen der gegebenen Punkte genannt 
haben.

Wenn wir den Werth vom Radius dieses Kreises untersuchen, so 
linden wir RiZ(m) =  Z(mr2) — Σ(τηρ*),
wo Σ(ιηΐ'9-) = C  gleich der Summe der m fachen Entfernungsquadrale 
jedes der gegebenen Punkte von einem Punkte des Kreises und Σ(ηιρ*) 
gleich der Summe der m festen Entfernungsquadrate aller Punkte von 
dem Ccnlrum der milllern Entfernungen ist.

/

125. Wir gehen demnächst einige Beispiele, die das Problem 
des Artikel 115 enthalten, nämlich das Problem, die Coordinaten 
der Punkte zu linden, wo eine gerade Linie einen gegebenen 
Kreis schneidet.

Aufg. 1. Den Ort der Mittelpunkte der Sehnen eines Kreises zu 
linden, die einer gegebenen Linie parallel sind.

Sei die Gleichung irgend einer der parallelen Sehnen 
x  cos a -}- V sin a — p  =  o,

wo a nach der Voraussetzung bestimmt und p veränderlich ist; die 
Ahscisscn der Punkte, wo diese Linie den Kreis schneidet (Art. | | j ) ,  
werden aus der Gleichung x2 — 2|>xcos a -j- p2 — r2 sin ’« =  o 
gefunden.
Wenn nun die Wurzeln dieser Gleichung x  x" sind, so ist die Ahscisse 

des Mittelpunkts der Sehne und also nach der Theorie der Glei
chungen =  />cos (v. In gleicher Weise ist das y  des Mitleipunktes 

=  /?sin« . Also ist die Gleichung des Ortes x =  tan« , d. h. eine
zu dem System paralleler Sehnen senkrechte gerade Linie durch den 
Mittelpunkt, weil a der Winkel ist, den eine Senkrechte zur Sehne 
x  cos a -J- y  sin a — p  z== o mit der Achse der x  bildet.

Aufg. 2. Die Bedingung zu finden, dass der durch den Kreis in 
der Linie x  cos a +  y sin a =  p
gebildete Abschnitt einen rechten Winkel am Punkt x  y  fasse.

Wir fanden Art. 124, Aufg. 2 die Bedingung, dass die die Punkte 
x"y", x  y  mit x y  verbindenden geraden Linien rechtwinklig zu ein
ander sein sollten, nämlich

Seien nun x  y", sc" y"  die Punkte, wo die Linie den Kreis schneidet, 
so ist nach dem letzten Beispiel

aus diesen Werlhen ergieht sich die geforderte Bedingung
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Aufg. ,?. Den Oit dos Mittelpunkts einer Sehne zu finden, welche 
einen rechten Winkel an einem gegebenen Punkte spannt.

Wenn x y  die Coordinaten des Mittelpunkt·.-, sind, so haben wo
nach Aufg. 1 pcos a =  x, p  sin re =  y, p2=  y2,
und durch die Substitution dieser Werlhe wird die in der vorigen Auf
gabe gefundene Bedingung

(x  — x')2 +  (y — y')2 -f- x2 -f  y2 =  r2.

Aufg. 7. Den Ort des Fusspunktes einer Senkrechten von x  y 
auf eine Sehne zu finden, welche einen rechten Winkel an dem Punkte 
spannt.

Die Coordinaten des Fusspunktes der Senkrechten werden durch 
die Gleichungen bestimmt

x  cos re +  y  sin re =  p, (.r — x ) sin re — (y — y )  cos « =  o, 
also, wenn wir zur Abkürzung setzen

die Bedingung in Aufg. 2 kann geschrieben werden

aber
also
oder der Ort ist derselbe, wie der in der letzten Aufgabe gefundene.

Aufg. 5. Ist eine gerade Linie und ein Kreis gegeben, so soll 
man einen Punkt so finden, dass, wenn man durch ihn eine Sehne zieht, 
und von ihren Endpunkten auf die gegebene Linie Perpendikel fällt, das 
Ilechleck dieser Senkrechten constant sei.

Man nehme die gegebene Linie zur y Achse, und zur Achse der x  
eine vom Centrum des gegebenen Kreises auf sic gefällte Senkrechte, de
ren Länge p  genannt werden mag. Dann ist die Gleichung des Kreises

Wenn ferner die Coordinaten des gesuchten Punktes x y  sind, so 
ist die Gleichung irgend einer Geraden durch ihn

Indem wir diesen Werth von y  in die Gleichung des Kreises ein- 
setzen, erhalten wir zur Bestimmung der x  der Punkte, wo die Linie 
den Kreis schneidet,

Aber x  ist die Senkrechte auf die gegebene Linie, und das Product der 
beiden Senkrechten ist daher nach der Theorie der Gleichungen
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Dies Rechteck ist also im Allgemeinen nicht von m unabhängig; 
dazu ist nötliig, dass der Zähler mit (l +  m2) dividirt werden kann und 
dies erfordert, dass rj =  o und x * = p 2— r2 ist.

Also giebt es zwei solcher Punkte, die der Achse der x  angeboren 
und deren Entfernung vom Ursprung gleich der Länge der von ihm aus 
an den Kreis gezogenen Tangente ist.

Aufg. 0. Wenn irgend eine Sehne durch einen festen Punkt auf 
dem Durchmesser eines Kreises gezogen wird und ihre Enden mit einem 
Endpunkte des Durchmessers verbunden werden, so schneiden die Ver
bindungslinien auf der Tangente am andern Ende des Durchmessers 
Stücke ab, deren Rechteck constant ist.

Nehmen wir den Durchmesser zur Achse der x  und das eine Ende 
von ihm zum Ursprung, so ist die Gleichung des Kreises 

x2 -}- y2 == 2 r x
und die irgend einer durch einen festen Punkt im Durchmesser gezoge
nen Sehne y =  rn (x — x').
Durch Kombination dieser Gleichungen bestimmt man die Coordinatcn der 
Endpunkte der Sehne.

Man kann jedoch ohne vorherige Ableitung dieser Koordinaten aus 
ihnen die Gleichung erhalten, welche die beiden geraden Linien dar
stellt, die den-Anfangspunkt der Koordinaten mit den Endpunkten der 
Sehne verbinden*

Denn wenn man durch Kombination dieser Gleichungen eine homo
gene Function des zweiten Grades bildet, so ist diese nach Art. 74 die 
Gleichung zweier durch den Ursprung gezogenen geraden Linien und zu
gleich nothwendig durch die Koordinaten der Punkte erfüllt, welche 
den beiden gegebenen Gleichungen genügen.

Diese homogene Function erhält man, indem man diese Gleichungen 
schreibt wie folgt: x2 -j- y 2 =  2 r x  und m x ‘ ■= mx  — y 
und sie mit einander multiplicirt, das Product ist: 

m x [x2 -}- y2) =  2 r x  (m x  — y).
Da diese Gleichung in x  und y  homogen ist, so ist sie die gefor

derte Gleichung der Verbindungslinien. Man kann sie in der Form 
schreiben : mx'. y2 -f- 'Ir . x y  -j- m[x — 2 r)x2=  o;
sie erlaubt uns, die irgend einem Werlhc von x  entsprechenden 
Werlhe von y zu linden und zeigt, dass das Product dieser Wcrllie
=  ——— . x 2 und daher von m unabhängig ist. Die in einer Senk
rechten am Ende des Durchmessers gebildeten Abschnitte werden gefun
den, indem man in der vorigen Gleichung x  =  2r macht und ihr Pro-

o «X* — 2 7* /duct ist daher 4r . - — — , welches so lange constant ist, als x  unverx  °
ändert bleibt.
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126. Wir wollen nun zunächst einige von den Eigenschaften 
der Polare eines Punktes aus ihrer Gleichung ableiten. (Ar
tikel 117).

Wenn d u r c h  e i nen f es t en Pu n k t  i r ge nd  e ine  Se h n e  
im Kre i se  und in den E n d p u n k t e n  d e r s e l b e n  T a n g e n 
ten an ihn gezogen  w e r d e n ,  den Ort i hres  D u r c h 
s c h n i t t s p u n k t e s  zu f inden.

Sei irgend ein Punkt im Orte XY,  so ist die die Berührungs
punkte der von X Y  ausgehenden Tangenten verbindende Linie 

X x  +  Y y = r 2;
aber nach der Voraussetzung geht diese Linie durch den Pol x y', 
sodass X x  Y i j= r2; dies ist die Relation, welche die Coor
dinaten des Punktes X  Y  verbindet, sein Ort ist daher die gerade 
Linie x x  +  y y ' = r 2,
oder die P o l a r e  des  P u n k t e s  x  y .

Rer eben bewiesene Satz kann auch so ausgedrückt werden: 
Wenn ein Punkt  in der  Po l a r e  e i n e s  zw e i t e n  Punkt e s  
l i e g t ,  so l i e g t  der zwe i t e  Punkt  in der Po l are  des  e r 
sten.  Denn die Bedingung, unter welcher x’y  in'der Polare des 
Punktes x'y" liegt, ist xx"  +  y y " =  r2.
Dies ist aber auch die Bedingung, unter der der Punkt x ' y ’ in 
der Polare von x'y' liegen soll.

Wenn durch e i nen Punkt  0 zwe i  b e l i e b i g e  ge r ade  
Li n i e n  nach e i nem Kre i se  g e z o g e n  und die D u r c h 
s c h n i t t s p u n k t e  d i rec t  und k r e u z w e i s e  ve r bunde n  wer
den,  so be s t i mme n  die P u n k t e  P  und Q, in denen  die 
V e r b i n d u n g s l i n i e n  s i ch s c h n e i d e n ,  die P o l a r e  des  
Pu n k t e s  0  in Bezug  auf  den Krei s .  Der Beweis bleibt der
selbe wie in Artikel 105. Vergl. Artikel 117.

127. Wenn i rgend zwei  Punkt e  Λ und B und ihre  
Pol aren mit B e z u g  auf  e i nen Krei s  vom Centrum 0  g e 
geben sind und man fäl l t  e i ne  S e n k r e c h t e  AP  von A 
auf  die Po l a r e  von B und e i n e  Sc . nkrechte BQ von B 
a uf  di e P ο 1 ar e von A , so ist
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Die Gleichung der Polare von A (x y )  ist

und BQ,  die Senkrechte au f diese Linie von B (x'y")  ist

Also linden wir, da

und aus denselben Gründen

Also

128. Ist ein  Kr e i s  und ein D r e i e c k  AB C  g e g e b e n ,  
so b i l den  die Po l ar e n  der drei  Ecken  d e s s e l b e n  in P e - 
zug auf den Kre i s  e in D r e i e c k  A' B' C', (wo Ä  der Pol  
von BC,  B' der Pol  von AC,  und C’ der Pol  von AB  i st )  
we l c h e s  so l i egt ,  das s  die Li ni en  AA', BB', CC durch  
d e n s e l b e n  Punkt  gehen.

Die Gleichung der Verbindungslinie des Punktes x y mit 
dem Durchschnitt der zwei Linien

ist (Artikel 36)

In gleicher Art ergehen sich

und nach Artikel 37 müssen diese Linien durch denselben Punkt 
gehen.

Das folgende ist ein specieller Fall des eben bewiesenen Theo
rems: Wenn ein Kr e i s  e i nem Dre i eck e i n g e s c h r i e b e n  
ist  und j ede  Ec ke  des  D r e i e c k s  mit dem B e r ü h r u n g s 
p u n k t e  des  Kr e i s e s  mit  der G e g e n s e i t e  verbunden  
wird,  so s c h n e i d e n  s i ch die  drei  V e r b i n d u n g s l i n i e n  
in e i nem Punkt e .

Aufg. Beweise nach Art. 38, dass die drei Durchschnittspunkte von 
A B und A B , von AC und AC  und von BC  und BC in einer geraden 
Linie liegen.
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129. Bei Aufgaben über den Kreis ist es oft zweckmässig, an
statt die L age ein es Pu nt es in der Curve durch seine zwei 
Coordinaten x y  zu bestimmen, diese beiden in Gl i e d e r n  e i ner  
e i n z i g e n  u n a b li ä n g i g e η V e r ä n d e r 1 i c h e n a u s z u d r ü ck e n. 
Wenn fr' der Winkel ist, welchen der Radius nach x y  mit der 
Achse der x  macht, so wird für den Mittelpunkt als Anfangspunkt 
der Coordinaten x  =  r  cos fr', y ' z = r  sin fr', und indem man diese 
Werlhe in· die Formeln substituirt, werden sie im Allgemeinen 
vereinfacht. Die Gleichung der Tangente im Punkte x  rf  wird 
durch diese Substitution

—  152 —

und die Gleichung der x y  mit x"y" verbindenden Sehne, welche 
nach Artikel 116 ist

durch eine ähnliche Substitution

λαό fr' und fr die Winkel sind, welche die nach den Enden der 
Sehne gezogenen Radien mit der Achse der x  bilden.

Diese Gleichung würden wir auch direct aus der allgemeinen 
Gleichung der geraden Linie x  cos a -{- y s l n a — p  erhalten ha
ben, denn der Winkel, den die Senkrechte zur Sehne mit der 
Achse der x  bildet, isL offenbar die halbe Summe der Winkel, 
die von den Radien nach ihren Enden mit der Achse der x  ge
bildet werden; und die Senkrechte zur Sehne ist =  r cos *(fr'— fr").

Aufg. 1. Die Coordinaten des Durchschnillspunkls der Tangenten 
zweier gegebenen Punkte des Kreises zu finden.

Die Tangenten sind

und daher die Coordinaten ihres Durchschnitlspunktes

Aufg. 2. Den Ort des Durchschnitts der Tangenten an den Enden 
einer Sehne von constanter Länge zu finden.

Indem wir die Substitution dieses Art. in die Gleichung

machen, reducirt sie sich zu cos (0· — fr ) =  const., oder fr — fr — const.
Wenn die gegebene Länge der Sehne — 2/’ sin d war, so ist 

fr'— fr" — 20. Die in dem letzten Beispiel gefundenen Coordinaten 
erfüllen die Bedingung (x2 -f- y 2) cos2d =  r2.

Aufg. 3. Welches ist der Ort eines Punktes, in welchem eine Sehne 
von gcgehemy>feilnge in einem bestimmten Verhältniss geschnitten wird?
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Indem man nach Art 7 die Coordinalen des Punktes schreibt, wo 
die Sehne in gegebenem Verhältniss getheilt ist, findet man, dass sic der. 
Bedingung x 2 -j- rf —  const. genügen.

Anfg. 4. Pie Diagonalen eines dem Kreis umschriebenen Sechs
ecks schneiden sich in einem Punkte,'

Die von den Radien nach den Berührungspunkten mit der Achse 
der x  gebildeten Winkel seien 2a, 2/3, 2y, 2 <5, 2ε, 2φ; dann ist die 
Gleichung der Verbindungslinie des Durchschnittspunklcs der Tangenten 
in 2 a, 2/3 mit dem der Tangenten in 2c>\ 2ε

welche, mit den andern zwei Gleichungen derselben Form zusammen- 
addirt, die Summe Null giebt.

130. Wir haben gesehen, dass die Tangente eines Kreises 
x2 -(- — r2 eine Gleichung von der Form

hat und erkennen ganz ebenso, dass die Gleichung der Tangente
zu (x — a) 2 +  [ y  — b) 2 —  r2 geschrieben werden kann

wenn daher  u m g e k e h r t  die G l e i c h u n g  e i ner  ge r ade n  
Li ni e  e i n e  U n b e s t i mmt e  -9· in der Fo r m

enthäl t ,  so berührt  sie den Kreis

Anfg. 1. Wenn eine Sehne von constanter Länge in einen Kreis 
eingeschrieben wird, so berührt sie stets einen zweiten Kreis. Denn 
in der Gleichung der Sehne

(nach dem letzten Art.) ist Ό — 9· bekannt und Ό· +  9  unbestimmt: 
die Sehne berührt daher stets den Kreis

Aufg. 2. Wenn eine Anzahl von Punkten gegeben ist und eine ge
rade Linie so gelegt wird, dass das m fache des Perpendikels auf sie 
vom I. Punkt vermehrt um das m" fache des Perpendikels zu ihr vom 
2. Punkt usw. eine constante Summe giebt, so umhüllt die. Linie einen 
festen Kreis. Dies weicht von der Aufgabe 4 in Art. 49 nur darin ab, 
dass die Summe, anstatt 0 zu sein, constanl.iSt.

Indem wir die Bezeichnung dieses Artikels annehmen, haben wir 
statt der dort gefundenen Gleichung

www.rcin.org.pl



1 5 1

mir zu schreiben:

Also berührt die gerade Linie stets den Kreis

dessen Centrum das Genlrum der mittleren Entfernungen der gegebenen 
Punkte ist.

131 · Wir scliliessen dem Vorigen einige Beispiele von dem 
Ge br a uc h  der P o l a r - C o o r d i n a t e n  an.

Aufg. 1. Wenn man durch einen festen Punkt eine Sehne im 
Kreise zieht, so ist das Rechteck aus ihren Segmenten von eonstantem 
Inhalt. (Euklid. III. 35. 36 )

Nehmen wir den festen Punkt zum Pol, so ist die Polargleichung 
(Art. 123) i>2 — 2p(f cos‘'θ' -f- (P — r* =  0 ;
offenbar sind OP, OP,  d. h. die Wcrlhc der Radien vectoren, die einem 
gegebenen Werth von θ' oder POC entsprechen, die Wurzeln dieser 
Gleichung. Nun ist nach der Theorie der Gleichungen O P . O P ,  das 
Product dieser Wurzeln, =  cP— r2, eine von & unabhängige Grösse 
und daher constant, wie immer die Richtung sei, in welcher die Linie 
OP  gezogen ist. Wenn der Punkt 0 ausserhalb des Kreises läge, so 
ist cl2 — r2 das Quadrat über der Länge der Tangenten.

Aufg. 2. Wenn durch einen festen Punkt 0 eine Sehne in einem 
Kreise gezogen, und 0 0  als das arithmetische Mittel zwischen den 
Segmenten OP, O P  genommen wird, den Ort von 0  zu linden.

Wir haben OP +  OP oder die Summe der Wurzeln der quadra
tischen Gleichung im letzten Beispiel =  2d cos θ; aber 

OP  +  0 P ' =  2 0 Q,
daher OQ =  d cos #.
Also ist die Polargleichung des Ortes

q =  d cos &.
Nun erhellt aus der Endgleiehung 

des Artikels 123, dass dies die Glei
chung eines über der Linie 0 C als 
Durchmesser beschriebenen Kreises ist.

Die Aufgabe dieses Beispiels hätte 
auch so ausgedrückt werden können: 
Den Ort der Mittelpunkte der Sehnen im 
Kreise zu linden, welche durch einen 
festen Punkt gehen.

Aufg. 3. Man soll den Ort von Q finden, wenn die Linie 0 Q das
2 O P . O P 'harmonische iMillel zwischen OP und OP ist, d. h. 0 Q —  ^ ;
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aber es isl OP. OP' d2 — r2 und OP +  0 P ' =  2 d cos Θ 
und daher die Polargleichung des Ortes

' ,n — r2 fp — r2
o =  —----- - oder ρ cos Θ =  — -— .v d cos Θ v d

Dies ist die Gleichung einer geraden Linie, welche in der Enlfer-
rz r2nun" von 0 =  d ----- - und daher in der Entfernung von C =  —d . d

zu OC senkrecht ist. Demnach isl der Ort die Polare des Punktes 0. 
(Art. 117.)

Wir können in derselben Art diese und ähnliche Aufgaben losen, 
wenn die Gleichung in der Form gegeben ist:

Α χ 2 +  A y 2 +  D x  +  E y  -j- E  =  u , 
denn durch Transformation zu Polar -Coordinatcn wird diese Gleichung

Q°~ +  cos O· -|- 2  sin &) g +  ^  =  o,
und indem wir genau wie in diesem Beispiel verfahren, finden wir für 
den Ort der harmonischen Mittel

_____— 2 F ____
^ D cos ff -j- E  'sin Θ 

und zu rechtwinkligen Coordinatcn zurückkehrend,
* Ώ x  E y  -f- 2F =  o,

die früher gefundene Gleichung der Polare des Anfangspunktes. (Art. 117.)
Anfg. 4. Ein Punkt und eine gerade Linie sind gegeben, den 

Ort von Q zu finden, wenn OQ als der inverse Werth von OP, dem Ra
dius veetor der geraden Linie, genommen wird.

Aufg. 5. Von einem Dreieck ist der Scheitel, der Scheitelwinkel 
und das Rechteck unter den Seiten gegeben ; man soll den durch die 
«'ine Rasisccke beschriebenen Ort bestimmen, wenn die andre sich in ei
ner geraden Linie oder einem Kreise bewegt.

Wir nehmen den Scheitel zum Pol, setzen die Länge der Seilen 
gleich q und q . und die Winkel, die sie mit der Achse bilden, Ό· und

k2alsdann finden wir, indem wir für p, — und für Ό1, in die
e ,

Gleichung des gegebenen Ortes cinsetzen, eine Relation zwischen ρ und ·{>, 
welche die Polargleichung des durch die andre Rasisccke beschriebenen 
Ortes ist. Diese Aufgabe kann in derselben Art gelöst werden, wenn an
statt ihres Products das Verhällniss der Seilen gegeben wäre.

Aufg. 0. Durch den Durchschnitt zweier Kreise ist eine gerade 
Linie gezogen; man hat den Mittelpunkt des’ zwischen die Kreise ge
fassten Stücks derselben zu finden.

Die Gleichungen der Kreise sind voh der Form
ρ =  2rcos (Ό· — a) und ρ z= 2 r cos (D- — u) 

und die Gleichung des Ortes ist alsdann
ρ =  r cos (■θ’ — u) -f- r cos (Θ — </); 

sic repräsenlirt einen Kreis.

www.rcin.org.pl



156

fAnfg. 7. Wenn durch einen beliebigen Punkt 0 in de  ̂Periphe
rie  ̂ eines Kreises drei Sehnen willkürlich gezogen werden und über je
der als Durchmesser ein Kreis beschrieben wird, so schneiden sich 
diese drei Kreise in drei andern Punkten, welche in einer geraden Linie 
liegen.

Wenn wir den festen Punkt zum Pol nehmen, und d  der Durch
messer des ursprünglichen Kreises ist, so ist seine Gleichung (Art. 123)

ρ —  d  cos 9.
Wenn der Durchmesser eines der andern Kreise mit der festen 

Achse einen Winkel a bildet, so ist seine Länge =  d  cos or und die 
Gleichung des Kreises ρ =  d cos a . cos (-9· — or) 
die Gleichung des andern Kreises ist endlich ebenso : 

ρ  =  d  cos ß . cos (9· — ß).
Um die Polar -Koordinaten des Durchschnittspunkles dieser zwei 

Kreise zu finden, suchen wir den Werth von 9 , welcher 
' cos er. cos (9 — or) =  cos ß . cos (9 — ß) 

macht und finden leicht 9  =  a -f- ß und den entsprechenden Werth von 
ρ =  d  cos α cos ß.

Ebenso sind die Polar-Koordinaten des Durchschnitts wun 1. und 3. 
Kreise . 9  =  a  -J- y  und ρ =  d  cos or cos y .

Ihn nun die Polargleichung der diese beiden Punkte verbindenden 
Linie zu finden, nehmen wir die allgemeine Gleichung der geraden 
Linie

ρ  cos [ k  — 9) =  p

(Art. 44) und setzen in sic nach einander diese Werthe von 9 und ρ,  
um so 2 Gleichungen zur Bestimmung von p  und k zu erhalten; daraus 
ergiebl sich
p  — d cos « cos ß cos [&-—(«-)- /3)] == d cos <y cos y cos [_k — (or -j- y)]. 

Also 1c — a -f· ß +  y und p =  d cos a cos ß cos y.
Die Symmetrie dieser Werthe zeigt, dass es dieselbe gerade Linie 

ist, welche die Durchschnitte des 1. und zweiten und des 2. und 3. Krei
ses verbindet, dass daher die drei Punkte in derselben geraden Linie 
liegen.

132. Wenn wir eine Gleichung zweiten Grades in der im 4. 
Kapitel auseinandergeselzten a b g e k ü r z t e n  B e z e i c h n u n g s -  
we i s e  ausgedrückt haben und zu wissen wünschen, ob sie einen 
Kreis darstellt, so haben wir fmr auf x  und y  Coordinaten zurück
zugehen , indem wir für jede Abkürzung or ihr Aequivalent 

x  cos or -}- y  sin a  — p

einsetzen, um dann zu untersuchen, ob der Coefficient von x y  in
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der transformirten Gleichung verschwindet, und die Coefficienten 
von . r 2  und y 2 einander gleich sind. Die folgenden Beispiele mö
gen hinreichen, dies zu erläutern.

Ein P u n k t  b e w e g e  sich so,  dass  die Pr o duc t e  s e i 
ner s e n k r e c h t e n  Abs t ände  von den be i den Paaren der 
Ge g e n s e i t e n  e i n e s  V i e r e c k s  in e i nem g e g e b e n e n  V e r 
h ä l t  n iss s t e he n;  unter  w e l c h e n  Be d i ngunge n  ist  der  
Ort d i e s e s  Punkt e s  ein Kreis?

Sind a == ο, ß = o , γ =  o, δ =  o die Gleichungen der vier 
Seiten des Vierecks so ist die Gleichung des Ortes

—  157 —

sie repräsentirt eine Curve des zweiten Grades, welche durch die 
Ecken des Vierecks geht, weil ihr durch jede der vier Voraus
setzungen genügt wird

Um zu erkennen, oh diese Gleichung einen Kreis repräsen
tirt, schreiben wir sie in voller Länge:

Indem wir ausmultiplieiren, und den Coefiicienten von .r2 mit 
dem von y2 gleich und den von x y  gleich Null setzen, erhallen 
wir die Bedingungen

Die Quadrate dieser Gleichungen liefern durch ihre Addition 
die Bedingung k —  +  l und aus der Erfüllung derselben folgt 
entweder

und daraus ebenso

Da « — ß der Winkel zwischen den voinCoordinalenanläng auf die Li
nien a und ß gefällten Senkrechten und daher das Supplement des 
von u und ß seihst gebildeten Winkels ist, welcher den Anfangspunkt 
der Coordinaten enthält, so ist diese Bedingung erfüllt, w enn das Vier
eck von αβγό  in einen Kreis einschreibbar ist. (Euklid.III 22). Und 
cs ergiebt sich ohne weitere Untersuchung, dass für einen inner
halb des Vierecks gelegenen Coordinatenanfaug k = — i zu neh
men und der von a und ß gebildete Winkel das Supplement des 
von yund δ eingeschlossenen ist (beide so genommen, dass derCoor- 
dinatenanfang innerhalb derselben liegt), während der Lage des
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Coordinaten-Anfangspunktes ausserhalb des Vierecks der Werth 
l c = +  1 und die Gleichheit der gegenüberliegenden Winkel entspricht.

133. Unt e r  w e l c h e r  B e d i n g u n g  ist  der Ort e i nes  
P u n k t e s  e in Krei s ,  für w e l c h e n  das Quadrat  der  Ent 
f e r n u n g  von der Bas i s  e i nes  f e s t en  Dr e i e c k s  in e inem 
c o n s t a n t e n  V e r h ä l t n i s s  zum P r o d u c t e  der  E n t f e r n u n 
gen v o n  den Se i t e n  d e s s e l b e n  steht?

Sind α=-ο,  ß =  o, γ — ο die Seiten des Dreiecks, so ist die 
Gleichung des Ortes aß  =  ky1. Wenn wir nun die Punkte suchen, 
wo die Linie a — o diesen Ort schneidet, indem wir in seiner Glei
chung a =  o machen, so erhalten wir das vollkommne Quadrat 
γ 2 =  ο. Also schneidet <x — o den Ort in zwei zusammenfallenden 
Punkten, d. h. nach Art. 38 sie berührt den Ort im Punkte (α, γ). 
Ebenso berührt ß den Ort im Punkte (ß, γ). Also sind a und ß 
beide Tangenten und γ  ist ihre Berührungssehne.

Um iiun zu erkennen, oh der Ort ein Kreis ist, schreiben wir 
seine Gleichung wie im letzten Artikel in voller Länge und erhal
ten, indem wir die Kennzeichen des Artikel 113 anwenden, die 
folgenden Bedingungen

wo wie im letzten Art. k =  l ist; somit wird das Dreieck gleich
schenklig. Also dürfen wir schliessen, dass  wenn man von 
i rgend e i nem Punkt e  e i nes  Kr e i s e s  auf  zwe i  T a n g e n 
ten und i hr e  B e r ü h r u n g s s e h n e  P e r p e n d i k e l  fäl l t ,  das  
Quadrat  der letzteren immer g l e i c h  dem B echt  eck u n 
ter den zwei  e r s t e m  ist.

Anfg. Unter welchen Bedingungen ist der Orf eines Punktes ein 
Kreis, für welchen die Summe der Quadrate der von ihm auf die Seilen 
eines Dreiecks gefällten Senkrechten constnnt ist.

Die Gleichung des Ortes ist

und die Bedingungen, unter denen diese einen Kreis repräsenlirt, sind

Durch Quadriren und Addiren erhält man

Ebenso findet man jeden der beiden andern Winkel des Dreiecks 
gleich 60°, so dass das Dreieck g l e i c hs e i t i g  sein muss.
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134. Die Gl e i c h u n g  des Kre i ses  zu f i nden,  we l c h e r  
dem aus den Li ni en  a =  o, ß = o , y = z o  geb i l de t e n  D r e i 
eck u m s c h r i e b e n  ist.

Eine Curve zweiten Grades, welche dem gegebenen Dreieck 
umschrieben ist, wird allgemein durch eine Gleichung von der 
Form Ιβγ  -f- mya  -f- nuß — o
dargestellt; da derselben durch jede der Voraussetzungen:

genügt wird. ,
Die Bedingungen, unter welchen diese Gleichung einen Kreis 

repräsentirt, werden durch das Verfahren des Artikel 132 gefun
den , wie folgt:

Indem wir m und n nacheinander zwischen diesen Gleichun
gen eliminiren, erhalten wir

Wenn nun C  der von den Seiten a ,  ß  eingeschlossene Winkel 
ist, so erhalten wir sin C  =  sin (a — ß) u. s. w., weil sin (« — ß) der 
Winkel zwischen den Senkrechten zu diesen Seiten ist; demnach 
ist die Gleichung des einem Dreieck (a'^=o, ß = o , y ~ o ) um
schriebenen Kreises

Die geometrische Bedeutung der eben gefundenen Gleichung 
ist der Beachtung vvertli. Wenn wir von irgend einem Punkt 0 
die Senkrechten O P ,  O Q  auf die Linien a ,  ß  fällen, so sind a , ß  

die Längen dieser Senkrechten; und weil der Winkel· zwischen 
ihnen das Supplement von C  ist, so ist die Grösse α /3 sin (7 das 
Doppelte des Inhalts des Dreiecks O P Q .

In gleicher Art sind ßysinA und y a  sin 7? 
das I doppelte der Dreiecke O Q R  und O R P .

Also ist die Grösse
ß y sin A ~ h  y a  sin B  a ß  sin C  

das Doppelte des Inhalts des Dreiecks 
P Q R  und die im letzten Artikel ge
fundene Gleichung sagtaus, dass der  
Inhal t  des  D r e i e c k s  P Q R  ver-
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s c h w i n d e t ,  s o l a n g e  d e r P u n k t ö  a n f d e r P e r i p h e r i e  des  
u m s c h r i e b e n e n  Kre i se s  g e n o m m e n  w i r d ; d. h. dass  die  
d r e i P u nk t e P, Q, R a 1 s d an n in e i ner  g e r a d en Li n i e l i egen.  
Wenn gefordert ist, den Ort eines Punktes 0 so zu bestimmen, dass 
das Dreieck PQR, welches die Fusspunkte der von ihm auf die Sei
ten des gegebenen Dreiecks gefällten Perpendikel zu Ecken hat, 
von constantem Inhalt sei, so wird die Gleichung des Ortes 

ß y sin A +  y a sin B -f- a ß sin C =  const., 
und weil diese von der Gleichung des umschriebenen Kreises nur 
im constanten Gliede abweicht, so ist cs (Artikel 113) die Glei
chung eines mit ihm concentrischen Kreises.

135. Aus der Gleichung
ß y sin A -f- y a sin B +  a ß sin C — o 

können wir die Gl e i c h u n g e n  der T a n g e n t e n  des  Kr e i s e s  
in den Ecken  des D r e i e c k s  f inden.  Schreiben wir die Glei
chung in der Form : y (ß sin A -|_ a sin B) aß  sin C =  o, 
so sehen wir (Artikel 134), dass y den Kreis in den zwei Punkten 
schneidet, wo sie die Linien a , ß  schneidet, weil die Gleichung 
durch die Substitution y =  o auf aß =  o reducirt wird.

Aus demselben Grunde sind die Punkte, in welchen die Linie 
ß sin A +  u sin B den Kreis schneidet, diejenigen beiden, wo sie 
die Linien « und ß schneidet. Aber diese zwei Punkte fallen zu
sammen, weil ß sin A -f- a sin B durch den Punkt aß geht. Weil 
aber die Linie ß sin A - f  a sin B den Kreis in zwei zusammenfal
lenden Punkten schneidet, ist sie eine Tangente desselben in dem 
Punkte aß.

Wir sahen Artikel 64, dass asin A-\-ß sin B — o die Gleichung 
der Parallelen zur Dasis y ist, die man durch die Spitze aß  ziehen 
kann. Also macht nach Artikel 57 die Tangente a «du B +  ß sin A = o  
denselben Winkel mit einer Seite des Dreieck?, wie die Basis mit 
der andern. (Euklid III 32.)

Aus der Form der Gleichungen der drei Tangenten 
a ß  ß y y a

sin A sin 7? ’ sin B sin C ’ sin C sin A
geht hervor, dass die drei Punkte, in denen jede von ihnen die 
Gegenseite des Dreiecks trifft, in gerader Linie liegen, nämlich in 
der geraden Linie, deren Gleichung ist

a ß y-------- 1-----—1— —  o.
sin.4 sin// sin 6
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Man findet ferner, dass die G l e i c h u n g e n  der  V e r b i n d u n g s 
l i ni en der E c k e n  des  e i n g e s c h r i e b e n e n  D r e i e c k s  mit  
de ne n  de s  u i n g e s c h r i e b e n e n  sind

ihre Form lehrt, dass  s i e  s i ch  in e i nem Punkt e  s c h n e i 
den.  (Art. 36).

136. Wir leiten demnächst ebenso die Gleichung des in das  
Dr e i e c k  ( α , β , γ )  e i n g e s c h r i e b e n e n  Kr e i s e s  ab. Die Glei
chung

repräsentirt eine Curve zweiten Grades, welche jede der Linien 
a,  ß,  γ berührt. Wenn wir den Punkt suchen, welchen eine Seite 
y mit dem durch diese Gleichung repräsentirten Orte gemein hat, 
so erhalten wir — durch Einsetzen von γ =  o — das vollkom
mene Quadrat l2a2 m2ß2 — 2Imaß =  o;
die Wurzeln dieser Gleichung sind gleich und wir erfahren, dass 
die zwei Punkte, in denen γ die Curve schneidet, zusammenfal
len und dass daher γ eine Tangente ist. In derselben Art kann 
gezeigt werden, dass die Linien u und ß die durch die vorige 
Gleichung dargestellte Curve berühren. Man kann diese Gleichung 
auch in der folgenden Form schreiben:

denn wenn man diese von Wurzeln befreit, so zeigt sic sich mit 
der oben geschriebenen identisch.

Als die einfachste Methode, die besondern Werthe von l, m, n 
zu erhalten, für welche die vorige Gleichung einen Kreis re
präsentirt, erscheint die, welche im Folgenden initgetheilt wird. 
Verbinden wir die Berührungspunkte des eingeschriebenen Kreises 
durch gerade Linien und repräsentiren die Gleichungen derselben 
durch u' —  o,  ß ' =- o ,  y = o ,  die Winkel <1 es von ihnen g e 
b i l de t e n  D r e i e c k s  aber durch Ä,  B’, Cf·, dann muss nach 
Artikel 134 die Gleichung des Kreises sein

Nun haben wir im Artikel 133 gezeigt, dass für jeden Punkt im 
Kreise die Bedingungen a'2= = ß y ,  ß'2 =  ya  und y'2 =  «/3 erfüllt 
sind und es ist leicht zu sehen, dass ,
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Indem wir diese Werthe substituircn, erhalten wir die Glei 
chung des Kreises

Die a l l g e me i n e  G l e i c h u n g  r e p r ä s e n t i r t  al so e inen  
Kr e i s ,  wenn l , m , n p r o p o r t i o n a l  s i n d z u

Es kann in gleicher Art gezeigt werden, dass die Gleichung 
des die Seite a und die verlängerten Seiten ß und y berühren 
den Kreises ist

137. Da die im letzten Artikel gegebene allgemeine Gleichung 
in der Form

geschrieben werden kann, so folgt, dass die Linie l a —  m ß, 
welche offenbar durch den Punkt aß  geht, auch durch den Punkt 
gehen muss, wo γ die Curve schneidet. IVie drei  Li n i e n ,  
w e l c h e  die B e r ü h r u n g s p u n k t e  der S e i t e n  mit  den  
g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  Ecken  des Dr e i e c ks  v e r b i n d e n ,  
s ind daher  durch die  Gl e i c h u n g e n

d a r g e s t e l l t  und s c h n e i d e n  s i ch s o m i t  in e i n e m P u n k t e .
Ganz derselbe Beweis, welcher zeigt, dass y die Curve be

rührt, lehrt auch, dass n y  — -  2 l a  — 2 m ß  die Curve berührt, 
denn wenn diese Grösse = o  gesetzt ist, haben wir das vollkom
mene Quadrat (la — ?nß)2 =  o ; also schneidet diese Linie die 
Curve in zwei zusammenfallenden Punkten d. h. berührt die Curve 
und l a —  mß  geht durch den Berührungspunkt. Wenn also die 
Ecken des Dreiecks mit den Berührungspunkten der Gegenseiten 
verbunden und in den Punkten, wo die Verbindungslinie den Kreis 
ferner schneidet, Tangenten gezogen werden, so sind die Glei
chungen derselben
2 la - j -  '2mß —  ny =  o, ’lmß  -+- Ίηγ —  la —  o ;  'Iny +  2 la —  mß =  o. 
Und wir erkennen, dass die drei Punkte, wo jede von diesen 
Tangenten die entgegengesetzte Seite des Dreiecks schneidet, in ei
ner geraden Linie la  +  mß  +  ny  =  o
liegen, denn diese Linie geht durch den Durchschnitt der ersten 
Geraden mit y,  durejj den der zweiten mit a und ebenso durch 
den der dritten mit ß.
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Wir beantworten gleich an dieser Stelle als eine einfache Ue- 
bung die Frage: W e l c h e  B e d i n g u n g e n  müs s e n  e r f ü l l t  
se i n ,  dami t  die a l l g e m e i n e  G l e i c h u n g  z we i t en  Gr a de s

e i n e n  Kr e i s  r epr  äse ntirt?

Wir können uns zur Beantwortung auf den in der Aufg. 1 
des Artikel 131 enthaltenen, überdies elementaren, Salz stützen, 
nach welchem das Rechteck der von einem Kreise auf allen durch 
denselben Punkt gehenden Transversalen gebildeten Abschnitte 
constant ist. Betrachten wir das Fundamentaldreieck A B C  und 
nennen die Schnittpunkte seiner Seiten B C , CA , AC  mit dem 
Kreise respcctive «„ a2, b,,b2, c,, c.2, so müssen nach diesem Satze 
die Relationen

bestehen.
Wenn wir aber die den Punkten cu c2 entsprechenden Werthe 

von γ durch γ {, γ2 und die Seitenlangen BC, CA, A B  des Fun
damentaldreiecks durch a, b, c bezeichnen, so ist

Für jeden Punkt der Linie CA oder /3 =  o ist aber auch

in Folge dessen

oder

Daraus ergiebt sich

Ebenso erhält man

und somit an Stelle der Relation
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Die Untersuchung der andern Paare von Abschnitten ergänzt dies 
zu der symmetrischen Doppelbedingung

Man kann diese Bedingung auch in der Form

erhalten, indem man davon ausgeht, dass die Gleichung eines Krei
ses immer in der Form

muss geschrieben werden können.

Neuntes Kapitel.

Eigenschaften eines Systems von zwei oder 
mehreren Kreisen.

138. Die Gl e i c hung  de r  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  Sehne  
z we i e r  Kre i se  zu f inden.

Wenn S = o ,  S ' = o  die Gleichungen zweier Kreise sind, so 
ist nach Artikel 36 jede Gleichung von der Form S — k S' =  o 
die Gleichung einer durch ihre Durchschnittspunkte gehenden Pi
nie. Schreiben wir die Gleichungen

so ist offenbar, dass die Gleichung S — k S' —  o im Allgemeinen 
einen Kreis darstellt, weil der Coefiicient von x y  Null und der 
Coefficient von x2 dem von y2 gleich ist. In einem Falle, näm
lich für k t = \ ,  stellt sie aber eine gerade Linie dar; die Glie
der des zweiten Grades verschwinden dann und die Gleichung wird

Diese ist daher die Gleichung der durch die Durchsclinitts- 
punkte der beiden Kreise gehenden geraden Linie.
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139. Die Durchschnittspunkte der zwei Kreise werden gefun- 
den, indem man wie in Artikel 115 die Punkte sucht, in welchen 
die Linie S — S' einen der . gegebenen Kreise schneidet. Diese 
Punkte sind reelle, zusammenfallende oder imaginäre Punkte, je 
nach der Natur der Wurzeln der resultirenden Gleichung; aber 
es ist bemerkenswerth, dass, gleichviel ob die Kreise sich in reel
len oder imaginären Punkten schneiden, die Gleichung der Durch
schnittssehne S — S'=  o immer eine reelle gerade Linie reprä- 
sentirt, welche in Bezug auf beide Kreise wichtige geometrische 
Eigenschaften besitzt. Dies ist in Uebereinstimmung mit unsrer 
früheren Anmerkung, dass die Verbindungslinie zweier Punkte ihre 
Existenz und ihre Eigenschaften bewahren kann, wenn auch diese 
Punkte imaginär geworden sind. Um das Unangemessene zu ver
meiden, welches die Benennung dieser Linie S — S' =  o als Durch
schnittssehne dann hat, wenn die Kreise sich g e o m e t r i s c h  nicbL 
zu schneiden scheinen, ist sie die Radi c a l - Ac hs e * )  beider 
Kreise genannt worden; auch die Benennung Chorda l e  ist für 
dieselbe angewendet worden. **)

140. Eine der merkwürdigsten Eigenschaften dieser Linie ist 
in der geometrischen Bedeutung der Gleichung S — S' ~  o be
reits enthalten. Wir sahen (Artikel 118), dass die Substitution der 
Coordinaten eines beliebigen Punktes x y  in die Gleichung des 
Ki •eises das Quadrat der Tangente liefert, die man von ihm aus 
an den Kreis ziehen kann. Demnach sagt die Gleichung

S — S ’ = .  o
aus, dass  die von e i ne m b e l i e b i g e n  P u n k t e  der Ka
il i c a l - A c h s e  an be i de  Kr e i s e  g e z o g e n e n  T a n g e n t e n  
g l e i c h  l ang sind.

Die Linie (S — S') besitzt diese Eigenschaft, gleichviel ob sie 
den Kreis in reellen Punkten schneidet oder nicht.

Wenn die Kreise sich nicht in reellen Punkten schneiden,
so ist die Lage der Radical-Achse geometrisch^bestimml, indem sie
die Verbindungslinie ihrer Centra so schneidet, dass die Differenzx \
der Quadrate ihrer Theile gleich der Differenz der Quadrate der 
Halbmesser ist, und in diesem Theilpunkte sich senkrecht erhebt;

*) G au l t i e r ,  Journ. de l’ecol. pol. Cali. XVI. 1813.

**) Von H. P l ü c k e r :  Analytisch-geometrische Entwicklungen I. 93.

www.rcin.org.pl



106

dies ist offenbar, weil auch die Tangenten von diesem Punkte 
einander gleich sein müssen.

Wenn verlangt wäre, den Ort eines Punktes zu finden, für 
welchen die von ihm zu zwei Kreisen gezogenen Tangenten in 
c o n s t a n t e m  V e r h ä l t n i s s  stehen, so erhellt aus Artikel 118, 
dass die Gleichung des Ortes sein muss

dieselbe repräsentirt aber nach Art. 138 e i n e n  dur c h  die r e e l 
len oder i ma g i nä r e n  D u r c h s c h n i t t s p u n k t e  von S u n d  S' 
g e h e n d e n  Kreis.  Wenn die Kreise S und S' sich nicht in reellen 
Punkten durchschneiden, so können wir die Relation, welche sie mit dem 
Kreise S— k2 S verbindet, ausdrücken, indem wir sagen, dass  die drei  
Krei se  e i ne  g e m e i n s c h a f t l i c h e  Ra d i c a l - Ac h s e  haben.

141. Aus der Form der Gleichung der Radical-Achse zweier 
Kreise leiten wir das folgende Theorem ab:

Wenn dre i  Kr e i s e  g e g e b e n  s i nd und wir n e h m e n  
fi'i r j e de s  Paar de r s e l b e n  die Ra di c a  1 - A c h s e , so s c h n e i 
den s i ch d i e s e  dre i  Li ni en in e i nem Punkt .  D e r s e l b e  
wird das Ra di c a l - Ce nt r um* )  der drei  Kr e i s e  genannt .

Denn die Gleichungen der drei Radical-Achsen sind

welche Linien sich nach Artikel 37 in einem Punkt schneiden. 
Aus diesem Theorem geht unmitlelhar das Folgende hervor:

Wenn v e r s c h i e d e n e  Kr e i s e  dur c h  die s e i he n  zwei  
f e s t e n  P u n k t e  ge he n ,  so geht  ihre  Dur chs  ch n i l t s sehh e 
mit  e i nem f e s t e n  Kre i s  dur c h  e i ne n  f e s t en  Punkt .

Denn denken wir irgend einen der Kreise, die durch die zwei 
gegebenen Punkte gehen, als fest, so ist seine Durchschnittssehne 
mit dem gegebenen Kreise unveränderlich und seine DurchSclmitts- 
selme mit irgend einem andern durch die gegebenen Punkte ge
henden Kreise die diese Punkte verbindende gerade Linie. Diese 
zwei geraden Linien bestimmen in ihrem Durchschnitt einen Punkt, 
durch welchen die Ourclischnittssehne des veränderlichen Kreises 
mit dem gegebenen Kreise gehen muss.

Aufg. I. Finde die Radical-Achse von

Der Chor  dal  p u n k t  nach H. PI fick er.
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Aufg. 2. Finde das Radical-Centrum von

Aufl.

142. Kreise, die eine gemeinschaftliche Ratlical-Achse besitzen, 
haben manche merkwürdige Eigenschaften; dieselben können leich
ter untersucht werden, indem man die Radical-Achse zur Achse der 
y und die Verbindungslinie der Contra zur Achse der x  nimmt. 
Dann ist die Gleichung eines beliebigen Kreises aus dem System

δ bleibt für alle Kreise des Systems constant und die Gleichun
gen der verschiedenen Kreise desselben werden erhalten, indem 
man dem k verschiedene Werthe gieht. Denn offenbar liegt das 
Centrum in der Achse der x  (Artikel 113) in der veränderli
chen Entfernung k vom Anfangspunkt der Coordinaten; und wenn 
wir irgend zwei Kreise nehmen

und die Gleichung des einen von der des andern abziehen, so er- 
giebt sich für ihre Durchschnittssehne x  =  o oder die Achse der y. 
Wenn wir dem <r das Zeichen -+- gehen, so schneidet die Ra 
dieal-Aehse die Kreise in imaginären Punkten, und wenn wir ihm 
das Zeichen — gehen, in reellen Punkten.

143. Wenn v e r s c h i e d e n e  Kr e i s e  d u r c h  d i e s e l b e n  
zwe i  f e s t e n  P u n k t e  g e h e n ,  so geht  die  Po l a r e  e i n e s  
g e g e b e n e n  P u n k t e s  in B e z u g  auf  i rgend e i nen von 
ihnen a u c h  durch e i ne n  f e s t en  Punkt.

Die Gleichung der Polare von x y  in Bezug auf

ist (Artikel 1 17)

diese Linie muss, weil ihre Gleichung die Unbestimmte k im er
sten Grade enthält, immer durch den Durchschnitt von

gehen.

144. Es  k ö n n e n  i mme r  z we i  P u n k t e  so ge f u n d e n  
w e r d e n ,  dass  i hre  Pol aren in B e z u g  au 1' i rgend  e inen  
der K r e i s e  n i c ht  a l l e i n  durch  e i nen f es t en  P u n k t  g e 
hen,  s o n d e r n  ganz fest  sind.
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Das wird dann stattfinden, wenn
x x  +  y y  +  di =  o und x  +  x  =  0 

dieselbe gerade Linie darstellen, denn diese gerade Linie ist dann 
die Polare, welches auch der Werth von k' sei. Aber diese Iden
tität tritt ein, wenn y  =  o und x'2 ö2 oder x =  +  6.

Die zwei Punkte, deren Coordinaten wir eben gefunden ha
ben, besitzen manche merkwürdige Eigenschaften in der Theorie 
dieser Kreise; sie liegen so, das die Polare des einen von ihnen 
in Bezug auf irgend einen der Kreise eine durch den andern 
gehende Senkrechte zur Cenlrallinie ist. Man kann die Gleichung 
des Kreises in der Form

schreiben und erkennt daraus, dass für alle Werthe von k , welche 
der Bedingung k2 <  ö2 genügen, der Kreis imaginär wird; für 
k2 =  δ2, ist die Gleichung von der Klasse 2.), Artikel 114, und re- 
präsenlirt einen Kreis von unendlich kleinem Radius, dessen Cen
trum die Coordinaten y =  ο, x  =  +  δ hat. Demnach können 
die eben gefundenen Punkte selbst als Kreise des Systems betrachtet 
werden und in diesem Sinne sind sie von M. P o n ce l et als die 
Gr e nz punkt e  des  S y s t e m s  der  Kr e i s e  bezeichnet worden.*)

145. Wenn wi r  von i r g e n d  e i n e m  P u n k t e  der Radi -  
c a l - A c h s e  T a n g e n t e n  an al le d i e s e  Kr e i s e  z i e h e n ,  so  
ist  der Ort  der B e r ü h r u n g s p u n k t e  n o t l i w e n d i g  e i n  
Krei s ,  we i l  wir b e w i e s e n  habe n  (Art. 140), dass al l e  d i e se  
T a n g e n t e n  g l e i c h  l ang  sind.  Auc h  mus s  di eser  Krei s  
al le K re i se  d es g e g e b e n e n S y s t e  m s u n t e r  r e c h t e n  Win - 
kein sch ne i den,  wei l  se ine Ra di en Tang entei l  d c r s e l b e n  
sind.  Die Gleichung dieses Kreises kann leicht gefunden werden. 

Das Quadrat der Tangente von irgend einem Punkte 
x  =  o , y  =  h

an den Kreis x 2 -(- y 2 ■— '2kx -f- d2= o ;
welches gefunden wird, indem man die Coordinaten desselben in
diese Gleichung einsetzt, ist h2 +  (P,
und der Kreis, dessen Centrum der Punkt x  =  o , y  =  h und' 
dessen Radius-Quadrat =  h2 +  d2 ist, hat die Gleichung 

x 2 -f- (y — h)2=  h2 +  (52 oder x 2 -f- y 2 — ‘"Ihy =  d2.
Also, wie auch der in der Radical-Aehse genommene Punkt 

liege (oder welches immer der Werth von h sein mag), immer geht
*) Tniite des Proprietes Project. p. 41.
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dieser Kreis durch den festen Punkt y = o, x  =  +  δ, den wir 
im letzten Artikel gefunden haben. 

Und wir erkennen, dass  a l l e  Kr e i s e ,  we l c h e  das g e 
g e b e n e  S y st e m u n t e r r e c h t e n  W i n k e l n s c h n e i d e n , d u r c h 
die Grenz  punkte  des  Sy s t e ms  gehen.

Aufg. 1. Man beweise den Satz: Wenn die Polare von A in 
Bezug auf das System durch den fes t en Punkt B geht ,  so 
gehören die beiden Grenzpunkte  dem über AB  als Durch
messer  beschr i ebenen Kreise an.

Aufg. 2 Man beweise den Salz: Das Quadrat der Tangente  
von e inem Punkte eines  Krei ses  zu eine m a n d e r n  ist in e i
nem c o n s t a n t e n  Verhül tni ss  zu der Senkrechten von dem 
Punkte auf  ihre Radical -Achse.

Aufg. 3. Den Winkel (a) zu finden, unter welchem zwei Kreise 
sich schneiden. Bezeichnen wir die Radien der Kreise durch R und r, 
und durch D die Entfernung ihrer Centra, so ist 

D2= R 2 +  r2 — 2 Rr  cos a ,
weil der Winkel, unter welchem die Kreise sich schneiden, gleich dem 
von ihren Radien im Durchschnittspunkt gebildeten Winkel ist.

Aufg. 4. W enn ein bewegl i ch  er Kreis zwei  fe ste Kreise 
unter c o n s t a n t e n Winkeln schnei det ,  so schneidet  er alle 
Krei se ,  die d i ese l ben Radical - Achsen haben,  unter con-  
s tan ten Wink e ln .

Wir rcpräsenliren die Gleichungen der zwei festen Kreise durch 
S =  o , S =  o und ihre Radien durch r, r \  dann genügen die Coor- 
dinalen des Genlruins des beweglichen Kreises den Bedingungen 

R2 — ‘i R r  cos ec =  S und R2 — 2 Rr  cos ß =  S\  
weil I)2 — r2, das Quadrat der Tangente an den ersten festen Kreis, 
gleich S sein muss. (Art. 118.) Aus diesen Gleichungen schliessen 

kr cos cc -f- Ir cos ß __kS +  IS’wir aber: R2
welches genau die Bedingung ist, unter welcher der bewegliche Kreis 
mit dem Kreis k S  -f- IS’ den eonstanten Winkel bildet, für welchen 

(k -f- l) r  cos γ =  k r cos « +  cos ß 
ist, sobald durch r der Radius des Kreises k S  -f- IS bezeichnet wird.

Aufg. 5. Ein Krei s ,  we l cher  zwei  feste Kreise unter 
eonstanten Wi nke l n schne i det ,  berührt  auch zwei  feste  
Kreise.

Denn wir können das VcrhäJtniss k : l so bestimmen, dass γ =  o, 
oder cos γ — 1 ist. Ist I) die Centraldistanz der Kreise S und S\  so 
ergiebt sich [k +  l)2r"2=  [Je +  l) (kr2 +  Ir'2) — kJD2, 
und indem wir den daraus für r" abgeleiteten Werth in die Gleichung

kder letzten Aufgabe einselzen, ergiebt sich zur Bestimmung von — 
eine quadratische Gleichung.
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146. Eine g e me i n s a me  T a n g e n t e  z we i e r  Kr e i s e  zu 
c o ns t r u i r e n .  ♦

Wir repr%>entiren die beiden Kreise durch die Gleichungen
(,x  — aY -f- (y — Üf =  r2, 

und symbolisch durch S,
(x  —  a'Y -\- [y — b'f — r 2 oder S'.

Aus Artikel 116 ist bekannt, dass die Gleichung einer Tan- 
gente zu S die Form hat

(x — a) [x — a) +  {y — b) (y — b) —  r2, 
da nach Artikel 129

gesetzt werden darf, so gebt dieselbe über in

Ebenso ist eine Tangente zu S’

Wir suchen die Bedingungen, welche erfüllt sein müssen, 
damit diese zwei Gleichungen d i e s e l b e  gerade  Linie  d e r 
s t e l l en .  Zuerst erfahren wir aus der Vergleichung des Verhält
nisses der Coefficienten von x  und y, tan a —  tan ß also ß entweder 
=  a oder = 1 8 0 ° + « ·  Wenn eine von diesen Bedingungen er
füllt ist, so vergleichen wir ferner die absoluten Glieder und lin
den im ersten Falle

und im zweiten

Iede dieser Gleichungen ist in Bezug auf die Bestimmung von 
α eine quadratische Gleichung; die Wurzeln der ersten Gleichung

entsprechen den directen oder äusseren gemeinschaftlichen Tan-
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gellten Aa, Äa , die Wurzeln der zweiten Gleichung den trans
versalen oder innern gemeinsamen Tangenten Bb, B'b'.

Wenn wir die Coordinaten des Berührungspunktes der ge
meinsamen Tangente mit dem Kreis S zu wissen wünschen, müs
sen wir in - die eben gefundene Gleichung für cos α den Werth

und für sin a den Werth substituiren und finden

Die erste dieser Gleichungen gieht mit der Gleichung S des Krei
ses combinirt, eine quadratische Gleichung, deren Wurzeln die 
Coordinalen der Punkte A und Ä  sind, in welchen die directen 
gemeinschaftlichen Tangenten den Kreis S berühren; und man 
erhält wie in Artikel 117

als d ie G l e i c h u n g  von AA, der  Berül i  r u n g s s e h  ne der  
d i r e c t e n  g e m e i n s a m e n  Tange nt e n .  So ist gleicherweise

d ie  G1 e i c h u n g  d e r  B e r ü h r u n g s s e b n e  der t r a n s v e r s a l e n  
gern ei l isch a fll i c he n Ta ng e nt e n .  Wenn der Anfangspunkt der 
Coordinaten mit dem Centrum des Kreises S zusammenfällt, so sind 
a und b = o  und wir finden für die Gleichung der Berührungssefinen

Aufcj. Finde die gemeinschaftlichen Tangenten der Kreise 
x2 y2 — 4 x  — 2 y  -f- 4 =  o, x2 -(- y2 +  4 x  +  2 y  — 4 =  o. 
Die Berührungssehnen der gemeinschaftlichen Tangenten mit dem er
sten Kreise sind ’2x - y =  Q, 2x y  =  ‘i.

Die erste Sehne schneidet den Kreis in den Punkten (2, 2) ’"§)■>
deren Tangenten sind y ~  2, 4x  — 'iy =  10, 
und die zweite Sehne schneidet den Kreis in den Punkten (l, ]) 
in welchen die Tangenten sind x =  \ ,  ‘ix  -f- 4y =  5.

147. Die Punkte 0  und 0 , in welchen die directen oder 
transversalen Tangenten sich schneiden, werden aus einem im 
nächsten Artikel auseinandergesetzten Grunde Centra der A el in-  
l i e b  k ei t  beider Kreise genannt. Ihre Coordinaten können leicht 
bestimmt werden, denn 0  ist der Pol der Sehne AA', deren Glei

chung ist

in Bezug auf den Kreis S.
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Indem wir diese Gleichung mit der Gleichung der Polare des 
Punktes x  y  vergleichen,

erhalten wir

In der nämlichen Art findet man für die Coordinaten von 0  die 
Werthe:

Di e s e  W e r t h e der G ο o r d i n a t e n z e i g e n  an ,  d a s s d i e 
Centra der A e h n l i c h k e i t  d i e  Punkte  s i nd,  in denen  die  
Verb indu ngs l inie der Centra ä us s e r l i ch und i nne r l i c h  
in dem V e r h ä l t n i s s  der Radi en g e t h e i l t  ist.

Aufg. Finde die gemeinschaftlichen Tangenten der Kreise

Die Gleichung des Tangentenpaares zu

durch x  y' ist (nach Art. 120)

Nun sind die Coordinaten des äussern Aehnlichkeits-Centrums gefun
den (— 2, — l) und cs ist also das Paar der Tangenten durch dasselbe

oder
oder

Da die gegebenen Kreise einander in reellen Punkten durchscbnei- 
den , so ist das andere Paar der gemeinsamen Tangenten imaginär; 
aber ihre Gleichung wird gefunden, indem man das Paar der Tangen
ten durch das andere Aehnlichkeits-Ccntrum ( 2̂  > aufsuchl; sie ist

118. l e d e  durch den D u r c h s c h n i t t  der  g e m e i n s a 
men T a n g e n t e n  g e z o g e n e  gerade  Li n i e  wi rd durch die  
b e i d e n  Kre i s e  in P r o p o r t i o n  gethe i l t .  Wenn man auf dem
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Radius vector irgend eines Punktes P  einen Punkt Q so bestimmt, 
dass O P = m . O Q , so sind das x  und y  des Punkles P  resp. das 
m fache von dem x  und y des Punktes Q, und wenn daher P 
eine Curve beschreibt, so wird der Ort von Q durch Substitution 
von mx,  my  für x  und y in die Qieichung der durch P beschrie
benen Curve gefunden.

Wenn nun die gemeinschaftlichen Tangenten zu Achsen ge
nommen werden, und wir OA durch a, O Ä  durch ά  bezeichnen, 
so sind die Gleichungen beider Kreise (Artikel 115, Aufg. 4)

Aber die zweite Gleichung geht aus der ersten hervor, wenn
 ax ay  

wir f u r x ,  y m die erste Gleichung enisetzen  sie reprä-
 

sentirt daher den durch Verlängerung jedes Radius vector des 
ersten Kreises im Verhältniss a: a erzeugten Ort.

Weil das Rechteck Ορ.Ορ  constant ist (Fig. 50), und weil wir 
gezeigt haben, dass OB in einem constanten Verhältniss zu Ορ 
ist, so folgt, dass das Rechteck Ο Β . Ο ρ ' =  OB'. Ορ constant 
ist, wie auch die Linie durch 0 gezogen sei.

149. Wenn wir durch ein Aeh n l i c h k e i t s - C e n trum 
i r g e n d  zw ei  L i n i e n  z i e h e n ,  di e  den er s t e n  Krei s  in den

Pu n k t e n  R, R, S, Si, 
und den zw ei ten  
in den Punkten  
ρ, q , σ, σ', s c h n e i 
den,  so sind die  
Se h n e n  ρ σ  und 
R S , ρ 0' paral l e l ,  
und die  S e h n e n  
RS, ρ'α u n d R S’, ρ a 
s chne i d  en s i c h  i n 
derRadi cal -Achse  
d e r b e i d e η K rei s  c.

Nehmen wir OR, OS 
su Achsen, so sehen
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wir, (Art. 148) dass 0 R =  m.  Ορ,  O S = m .  Oe und dass, wenn 
die Gleichung des Kreises ρΰρ'ο' ist

A x 2+  B x y  +  Arf +  D x  +  E y  +  F =  o, 
die des andern sein muss

A x2 +  B x y  -f A y 2 -f- m (Dx  -f  Ey)  -f- m2 F ~  o; 
und daher ist die Gleichung der Radical-Achse (Artikel 159) *

Dx  -j- Ey  -|- (m -j- l) F  =  o.
Sind ferner die Gleichungen von ρβ und ρ g

so müssen die Gleichungen von R S  und R S' sein

Es ist aus der Form der Gleichungen offenbar, dass RS  zu 
ρα parallel ist; und R S  muss ρ g in der Linie

durchschneiden, oder, wie in Artikel 105, in der Linie

der Radical-Achse beider Kreise.
Ein specieller Fall von diesem Theorem ist es, dass  die 

T a n g e n t e n  in R und ρ p a r a l l e l  s ind und di e  i n/ ?  und ρ 
s i ch in d er Ra d ica 1 ach se be g e g n e n .

150. Wenn dre i  Krei se  g e g e b e n  s i nd ,  so g e h t  die  
V e r b i n d u n g s l i n i e  e i n e s  A e h n l i c h k e i t s - C e n t r  ums des  
ers t en  und zwei t en  Kr e i s e s  mi t  e i nem Ae hnl i c h  ke i t s -  
Centrum des  ers ten und dr i t t en auch durch  ein A e h n 
l i c h k e i t s - C e n t r  um des z w e i t e n  und dri t ten.

Wenn wir die Gleichung der Linie bilden, die die Punkte .

verbindet, so erhalten wir (Aufg. 7 Art. 20)

Die Symmetrie dieser Gleichung beweist, dass die von ihr 
dargestellle Linie auch durch das dritte Centrum der Aelmlichkeit
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hindurchgeht.
Diese Linie wird die; A ch se  der A e h n l i c h k e i t  der drei 

Kreise genannt. Weil für jedes Paar Kreise zwei Aehnlichkeits-
Centra exisliren.so giebt

Fig. 51. es für drei Kreise in Al
lem sechs und diese 
sind längs vier Achsen 
der Aehnlichkeit ver
theilt, wie die Figur 
zeigt. Die Gleichungen 
der andern drei wer
den gefunden, indem 
man entweder das Zei
chen von r, von r oder 
von v" in . der eben 
gegebenen Gleichung 
in das entgegengesetzte 
umwandelt.

151. We nn  ein Kre i s  (Σ) zwe i  andre (S und S)  b e 
r üh r t ,  so gehl  die V e r b i n d u n g s l i n i e  der B e r ü h r u n g s 
punkt e  d ur c h  ein A e h n l i c h k c i t s - C e n t r u m  von S und.S'.

Denn wenn zwei Kreise, sich berühren, so fällt eins ihrer Aehn- 
lichkcits-Ccntra mit dem Berührungspunkt zusammen und nach dem 
im letzten Artikel bewiesenen Theorem muss die Verbindungslinie 
eines Aehnlichkeits-Centrums von S und Σ  mit einem Aehnlich- 
keils-Centrum von S' und Σ  auch durch ein Aehnlichkeils-Gimtrmn 
von S und S' gehen.

Wenn der Kreis Σ  die Kreise 5 und S entweder beid- 
äusserlich oder beide innerlich berührt, so gebt die Verbindungs- 
litiie der Berührungpunkte auch durch das ä u s s e r e  Aelmlichkeits- 
Gentrum von S und S'. Wenn Σ  den <;im‘ii Kreis äusserlich und 
den andern innerlich berührt, so geht die Verbindungslinie der 
Berührungspunkte durch das i n n e r e  Aelmlichkeits-Centrum der 
Kreise S und S'.

152. Wir beschliessen dies Kapitel durch die Untersuchung 
des Problems: Ei nen  Kre i s  zu b e s c h r e i b e n ,  der drei  ge-
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g e b e  ne K re ise  b erü h rt. Die Gleichungen der drei Kreise 
mögen in den allgemeinen Formen

gegeben sein.
Wir können die Lage des Centrums des berührenden Kreises 

aus der Bedingung bestimmen, nach welcher die Entfernung zwi
schen den Mittelpunkten irgend zweier sich berührenden Kreise 
gleich der Summe ihrer Radien ist. Da das Quadrat der Entfer
nung irgend eines Punktes vom Centrum von S durch

ausgedrückt wird so haben wir die Bedingung

und in gleicher Weise ergeben sich

Diese Gleichungen wenden sich offenbar auf den Fall 4er 
ä u s s e r e n  Berührung an. Wenn die Berührung zwischen irgend 
zwei Kreisen i n n e r l i c h  wäre, so ist die Entfernung zwischen 
den Centren gleich der Di f f e r e nz  der Radien und wir müssen 
das* Zeichen von r oder r oder r" in den vorigen Formeln wech
seln. Dies giebt zu den folgenden Verschiedenen möglichen Zei- 
chcn-Combinationen Anlass:

es k ö nne n  daher  a c ht  v e r s c h i e d e n e  Krei se  g e f u n d e n  
w e r d e n ,  w e l c h e  die  drei  g e g e b e n e n  b e r ü h r e n .  Wenn 
wir Ii aus den vorigen Formeln eliminiren, so erhallen w ir zwei 
Gleichungen, welche uns gestatten, die Coordinaten des Centrums 
des berührenden Kreises zu bestimmen.

Wir erhalten durch Subtraction der Gleichungen

oder

Dies ist die Gleichung der Linie, die das Centrum des berühren
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(len Kreises mit dem Radieal-Centrum verbindet (Artikel Ml).  Sie 
kann in der mehr symmetrischen Form geschrieben werden

Wenn wir nun für S, S', S" ihre Werthe schreiben, so wird 
der Coelticient von ar in dieser Gleichung gefunden

und der von y

Durch Vergleichung dieser Coefficienten mit den in der Glei
chung der Aehnlichkeits-Achse (Artikel 150) auftretenden, kommen 
wir nach Artikel 40 zu dem Schluss, dass  das Cent rum des  
Kr e i s e s ,  w e l c h e r  drei  a nde r e  b e r ü h r t ,  indem vom R a 
d i e a l - Ce n t r u m aut die A c h s e  d e r  Ae h n l i c h k e i t  g e f ä l l 
ten P e r p e n d i k e l  l iegt.

Wir sahen, dass acht Kreise gezeichnet werden können, welche 
drei gegebene berühren, und da die drei Kreise vier Achsen der 
Aehnlichkeit haben, so müssen die Centra der berührenden Kreise 
paarweis auf den Senkrechten liegen, die man vorn Radieal-Cen
trum auf die vier Achsen der Aehnlichkeit fällen kann.

leder Achse der Aehnlichkeit entsprechen zwei Kreise, weil 
die Gleichung einer Achse der Aehnlichkeit (Artikel lf>0) unver
ändert bleibt, wenn wir darin die Vorzeichen al l er  Radien ver
tauschen. Also entspricht die dem Fall der äusseren Berührung 
(+· /' -f· r +  r") correspondirende Achse auch dem Fall der innern 
Berührung (— r — r — r"), und ebenso für die andern Achsen 
der Aehnlichkeit.

153. Aus den drei im letzten Artikel gefundenen Gleichungen 
können wir noch eine andre Relation zwischen den Koordinaten 
des Cenlrums des berührenden Kreises ableiten. Diese Relation 
ist jedoch vom zweiten Grade und obgleich für die a l g e b r a i s c h e  
Auflösung des Problems hinreichend, so erlaubt sie uns doch nicht, 
die Resultate in einer e l e m e n t a r g e  (»metri schen Art darzu
stellen.

Um diese Ineonvenienz zu beseitigen, bestimmte Gergon ne*)  
statt der Koordinaten des Centrums des berührenden Kreises die
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Co o r di na teil se in cs B e r π h πι n g s p u 11 k l<‘s m i t oi n e ni <1 e r 
g e g e b e n e n  K reise. Wir haben schon eine diese Coordinaten 
vereinigende Relation, weil der Punkt auf einem gegebenen Kreise 
liegt; wenn wir also noch eine andre Relation zwischen ihnen linden, 
so reicht dies zn seiner Bestimmung vollständig hin.

Nehmen wir zur Vereinfachung das Cenlrnm des Kreises, 
dessen Berührungspunkt mit dem gesuchten Kreise wir linden 
wollen, zum Anfangspunkt der Coordinaten, d. h. nehmen wir 
a = o ,  b =  o, so müssen die Coordinaten A und B des Centruins 
von Σ  nach dem letzten Artikel die Relationen erfüllen

Wenn aber x  und y  die Coordinaten des Berührungspunktes 
von Σ  mit S sind, so haben wir aus ähnlichen Dreiecken

Die Substitution von mx, my für x,  y  in die Gleichung einer ge
raden Linie liefert dasselbe Ergehniss, wie die Multiplication der 
ganzen Gleichung mit m und nachmalige Verminderung des abso
luten Glieds um seinen [m — 1) fachen Betrag; in Erinnerung, dass 
das absolute Glied in S — S' (Artikel 138)

ist, erhallen wir als das Resultat der Substitution für Λ und B in 
die Gleichung

oder

Ebenso linden wir

Die Elimination von R aus diesen Gleichungen lehrt, dass der 
Berührungspunkt einer der Durchschnittspunkle des Kreises S mit 
der geraden Linie

ist.

154. Um nun die geometrische Lösung des Problems zu ver
vollständigen, ist es nöthig, zu zeigen, wie die gerade Linie, de
ren Gleichung eben gefunden wurde, zu construiren ist.
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Sie geht offenbar durch das Radieal-Centrum der Kreise und 
ein zweiter Punkt von ihr wird wie folgt gefunden. Schreiben 
wir S — S' in voller Länge (Artikel I3S) so ist die Gleichung

Und wenn wir zu beiden Seiten der Gleichung I addiren, so erhal

len wir

welches zeigt, dass die obige Linie durch den Durchschnitt von

und
geht.

Aber die erste dieser geraden Linien ist nach Artikel 146 die 
Berührungssehne der gemeinschaftlichen Tangenten der Kreise S 
und S im Kreise S ; oder in andern Worten (Art. 147): sie ist 
die P o l a r e  des  A eh nl ich ke i t s -Centrui n s d i e s e r  Kre i s e  
in B e z u g  auf  S. Ebenso isl die zweite gerade Linie die Polare 
des AeliNlichkeits - Centrums der Kreise S und S"; daher — weil 
der Durchschnitt irgend zweier Linien der Pol der Verbindungs
linie ihrer Pole ist, — ist der Durchschnitt der Linien:

der Pol der Ac h n l i e h k e i t s  - Ach se der drei  Kre i s e  in 
Bezug au f djen Krei s  S.

Wir erhalten somit die folgende Co ns t r uc t i o n  (Fig. .62):
Wir ziehen irgend eine der 4 Aehnlichkeits-Achsen der drei 

Kreise, nehmen ihren Pol in Bezug auf jeden Kreis und verbin
den die so gefundenen Punkte ( P ,  P  , P ”) mit dem Badical- 
Ccntrum; wenn die Verbindungslinien die Kreise in den Punkten 
ab, ab ', a b" schneiden, so ist der durch a, d , a" gehende 
Kreis einer von denen, welche die drei Kreise berühren, und der 
Kreis durch b, b', b" ein andrer.

Indem man dies Verfahren mit den andern drei Achsen der 
Aelmlichkeit wiederholt, erhält man die andern sechs berührenden 
Kreise.

155. Es ist nützlich zu zeigen, wie die vorigen Resultate 
ohne algebraische Rechnungen abgeleitet werden können.

1.) Nach Art. 151 schneiden sieh die Linien ab, ab', a l l ’ in 
einem Punkte, nämlich im Centrum der Aelmlichkeit der Kreise
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2.) Ebenso schneiden sich ad ', b'b" in S , dem Centrum 
der Aehnlichkeit von C, C'.

3. ) Daher schneiden sich die 
transversalen Linien ab', a b" in der 
Radical-Achse von C',C'; ebenso a b", 
ab in der Radical-Achse von C’, C. Da
her muss der Punkt R (das Centrum 
der Aehnlichkeit von aaa" , bb'b”), 
das Radical-Centrum der Kreise CC C” 
sein.

4. ) Weil auch ab', a b" durch 
ein Centrum der Aehnlichkeit von 
a a a  , bb’b" gehen, so schneiden 
sich (Art. 149) a a , b’b” in der 
Radical-Achse dieser zwei Kreise.

Daher müssen auch die Punkte S' und S" in derselben Radical- 
Achse liegen und daher  ist  SSS"  oder die Achse  der Aehn-
1 i ch ke i t der K r e i s e  C, C',C"die Radi cal - Achse  d er Kre i s e  
ad a ", bb'b".

5. ) Weil «'V'durch das Centrum der Aelmlichkeit von ada", bb'b" 
geht, so müssen die Tangenten an diese Kreise in den Punkten, wo sie 
dieselben schneidet, sich in der Radicalachse SS’&' begegnen. Aber 
dieser Durchschnittspunkl muss offenbar der Pol von a"b" in Be- 
zng auf den Kreis C" sein. Weil nun der Pol von d'b" mSS'S"  
liegt, so muss der Pol von SS'S" in Bezug auf den Kreis C” in 
d ’b” liegen. Also wird d'b" construirt, indem man das Radical- 
Centrum mit dem Pol von SS'S" in Bezug auf C" verbindet.

6. ) Weil das Aehnlichkeits-Centrum zweier Kreise in. der Ver
bindungslinie ihrer Centra liegt, und die Radical-Achse zu dieser 
Linie senkrecht ist, so lernen wir wie in Art. 152, dass die Ver
bindungslinie der Centra von a d a " und bb'b" durch R geht und 
auf SS'd' senkrecht ist.

Aufg. Einen Kreis zu beschreiben, der drei gegebene Kreise un
ter bestimmten Winkeln schneidet.

Mil Hilfe der Aufg. 5 Art. 145 wird dies auf das Problem des ge
genwärtigen Art. zurückgeführt; übrigens können die drei Gleichungen 
R~— 2 R r cos a =  S , R2— 2 R r'cosß =  S', R2— 2 R r"cos γ =  S" 
aucli direct wie in Art. 152 discutirt werden.
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Z e h n t e s  Kapi te l .

Die allgemeine Gleichung des zweiten Grades 
als Central - Gleichung:

E l l i p s e  u n d  H y p e r b e l .

156- ln der Untersuchung der Eigenschaften der Ellipse 
und Hyperbel werden unsere Gleichungen durch die Voraussetzung 
wesentlich vereinfacht, dass das Centrum mit dem Anfangspunkt 
der Coordinaten zusammenfällt. Wir sahen, dass durch diese 
Transformation die Coefficientcn von x  und y  in der allgemeinen 
Gleichung zweiten Grades gleich Null werden, so dass sie die Form 

A x 2 -f- Bx 1J -f  Cif -f F =  o
annimmt.

Es ist dabei nützlich, den Werth von F' in Gliedern dei 
Coefficienten der erst gegebenen Gleichung zu wissen; wir sahen 
in Art. 84, dass

F =  Ax'2 +  Bx'y  +  C f 2 +  Bx. +  Ey  -f- F, 
wo x y  die Coordinaten des neuen Anfangspunktes sind. Die Be- 
rechnung dieser Grösse wird erleichtert, indem man sie in die 
Form bringt
F \ =  \  f lA x  +  B f  +  I))x +  ( iC f  +  Bx +  E )f  +  (Ar'+ E y'+ W j] .

Die ersten beiden Glieder müssen für die Coordinaten des 
Centrums =  o werden und das letzte nach Art. 9 3 :

also

Wenn der Zähler dieses Bruches =  o wird, so reducirt sich 
die Gleichung durch die Transformation auf die Form *

A x2 +  B x y - f- Cy2 =  o,
und stell! daher nach Art. 74 zwei reelle oder imaginäre gerade 
Linien dar, je nachdem B2 — j A C  positiv oder negativ ist. Wie 
wir schon im Art. 72 gesehen haben, so ist auch hiernach die 
Bedingung, dass die allgemeine Gleichung zweiten Grades zwei 
gerade Linien darstelle,
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Denn diese Gleichung muss offenbar erfüllt sein, damit, wenn 
wir den Go.ordinatenanfang nach dem Durchschnittspunkt der ge
raden Linien verlegen, das absolute Glied verschwinde.

Aufg. 1. Transfornüre 
zum Genlrum

'Aufg. 2. Transformirc 
zum Gentrum

ΙΓ)7. Wenn man die Transformation des Goordinatenanfangs 
nach dem Gentrum der Gurve mit der Wahl zweier beliebigen 
conjugirten Durchmesser zu (Koordinatenachsen verbindet, so ver
schwindet auch das Glied Dx y  aus der Gleichung und die allge
meine Gleichung zweiten Grades reducirt sich auf die Form

NN ir haben fn Art. 97, 98 gezeigt, dass es für jede Gurve 
zweiten Grades ein Paar conjugirle Durchmesser giebt, welche 
rechtwinklig zu einander sind und sie als die Achs en  der  
Gurve bezeichnet.

Für die Transformation einer bestimmten numerischen Glei
chung des zweiten Grades aus der allgemeinen Form in die spe- 
cielle, welche sie anüimmt, wenn die Achsen der Gurve zu Coor- 
dinateiiachsen genommen sind, ist die henntniss des folgenden 
Satzes von grossem Vortheil: Wenn e i ne  G l e i c h u n g  des  
z we i t e n  Gr a d e s  von e i ne m Paar r e c t a n g u l a r e r  A c h 
sen zu e i ne m andern t r a n s f o r m i r l  wi rd ,  so bl e i ben  
d i e G. r ö s s e η A + C 1111 d B- — 4 A C u n v e r ä 11 d e r t.

Der erste Theil wird unmittelbar bewiesen, indem man die 
NVerlhe des neuen A und C addirt (Art. 98), weil wir dann er
hallen Ä  -f- C ' A  C.

Um den zweiten Theil zu beweisen, .schreiben wir die Wertlie 
des Art. 98 in den folgenden Formen:

Daraus folgt

Aber nach demselben Artikel ist auch

daher
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Stellen wir daher die Forderung, die allgemeine Gleichung 
eines Kegelschnitts fur rechtwinklige Coordinatenachsen zu den 
Achsen der Curve selbst zu transform iren, so sind die neuen 
Goefficienten mit den allen durch die beiden Bedingungsgleielnin- 
gen verbunden

Ä  +  C =  A +  C, 4 Ä C ' = i A C  — B
Denn B  ist gleich Null, da die neuen Coordinatenachsen ein 

Paar conjugirte Durchmesser sind. Diese Bedingungen liefern 
das Product und die Summe der neuen Coefficienten A' und C', 
und erlauben somit, die quadratische Gleichung zu bilden, welche 
diese Grössen bestimmt.

Aufg. 1. Bestimme die Achsen der Ellipse 14a:2— 4 xy  +  11y2= 6 0  
und transformire die Gleichung zu ihnen.

hie Achsen siinl Art. i)7
4 a-2 +  6 a y  —  4 y - =  0  oder (2 a: — y) (,r +  ‘‘ly)  =  0 .

Wir haben Ä  -f- C =  25, 4.4 6’ =  600; also Λ =  10, C —  15; 
und die transformirte Gleichung ist 2a·2-}- 3?/2=  12.

Aufg. 2. Transformire die Hyperbel 11a;* -f- 84a'y — 24?/2 =  156 
zu den Achsen.

Ä  +  d  =  —  13, A C  =  —  2028; Ä  = 3 9 ,  C  =  — 52.
Die transformirte Gleichung ist 3a-2—  4 y2 =  12.

Aufg. 3. Transformire A x 2 B x y  -j- Cyt = F  zu den Achsen.

15S. Nachdem wir gezeigt haben, dass die Grössen A -f- C 
und 7>’2 —  4 A C unverändert b le iben , wenn wir von einem 
rectangulären System zu einem andern transform iren, liegt die 
Frage nabe, wie sich diese Grössen beim Uebergang zo irgend 
einem schiefwinkligen Coordinatensystem verhalten.

Wir können zu der alten Achse der x  zurückkehren und ha
ben, wenn wir eine Achse der y  annehm en, welche zu ihr unter 
dem Winkel ω geneigt ist, nach Art. 9 für x\  x  -f- y cos ω und 
für y .  y sin ω einzusetzen. Wir haben dann die Dedingungs- 
gleiehungen: A =  A, B’ 2A cos ω -f- B sin ω,

C =  A cos2co -f- B cos ω sin ω -j- C sin2co.
Daraus folgt
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We nn wir  daher  die G l e i c h u n g  von i rgend e i n e m S y 
s t e me  der C o o r d i n a t e n a c h s e n  zu e i nem b e l i e b i g e n  a n 
dern S y s t e m e  tr a n s f o r mi r e n ,  so b l e i be n  die Grössen

un ge änder t .
Wir können mit Hilfe dieses Theorems eine in schiefen Coor- 

dinalen gegebene Gleichung zn den Achsen transformiren, denn 
wir können immer die Summe und das Product des neuen A und C 
in Gliedern der alten Coefficienten ausdriicken.

Aufg. 1. Man transformire die Gleichung l(hr2-f-6xy  -f- 5y2—~ 10 
unter der Vorausssetzung cos ω =  *L zu den Achsen.

Es ist A +  C =  A C =  Jy§A, folglich A =  5, C —  
und die transfonnirte Gleichung \§xi -(- 41 y2~  32.

Aufg. 2. Transformire x*— 3x y  -f- y1 -f- 1 =  0 zu den Achsen 
für ω =s= 60°.

wo

159. Wir halten es für nützlich, hier einen andern Beweis 
von den beiden wichtigen Theoremen der letzten Artikel anzu- 
schliessen.

Angenommen, dass eine Gleichung für Achsen, welche den 
Winkel ω mit einander bilden, zu anderen unter dem Winkel £1 
geneigten Achsen transformirt werden soll, und dass dabei durch 
die Substitutionen des Art. 9 die Grösse

in
übergehe, so muss doch immer durch die nämliche Substitution
die Grösse
in die andre
übergeführt werden , weil die eine wie die andere die bei der 
Transformation unverändert gebliebene Entfernung eines Punktes 
vom Anfangspunkt der Coordinaten repräsentirt. Daraus folgt aber,
dass

sein muss.
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Und wenn wir h so bestimmen, dass die linke Seite der Glei- 
chung ein vollkommenes Quadrat ist, so muss die rechte Seite auch 
ein vollkommenes Quadrat sein. Aber die Bedingung, unter wel
cher erstere ein vollkommenes Quadrat wird, ist

oder h muss eine der Wurzeln der Gleichung sein

Wir erhalten eine zweite quadratische Gleichung von dersel
ben Form zur Bestimmung des Werthes von h, der die andere 
Seite der Gleichung zu einem vollkommenen Quadrat macht; aber 
weil beide Seiten für dieselben Werthe von h vollkommene 
Quadrate werden müssen, so ist es nöthig, dass diese beiden Be
stimmungsgleichungen identisch sind, d. h. dass ihre correspon- 
direnden Goefficienten übereinstimmen. Es ergiebt sich also, wie 
vorher:

Wir schliessen in der Form von Aufgaben die Beweise eini
ger Sätze an, welche sich hieraus sehr leicht gewissermassen als 
Corollare ergeben.

Aufg. 1. Die S umme der Quadrate von den Reciproken  
zwei er  zu einander r echt wi nkl i ger  Halbdurchmesser  ist 
constant .  Sind ihre Längen a, b, so ergieht sich, indem wir nach 
einander in der Gleichung der Curve x  =  o, y =  o machen

und das eben ausgesprochene Theorem ist nur die geometrische Erläute
rung des Factums, dass A +  C constanl ist.

Aufg. 2. Der Inhal t  des durch Verbindung der End-  
p unkt e z vv e i e r c ο n j u g i r t e n D u r c h m e s s e r g e bi ldeten Dre i 
ecks ist constanl .  Die auf zwei conjugirte Durchmesser bezogene

X 1 y i .  4 ^ 4  Q  __  ß 2
Gleichung ist =  1 und weil - constarit ist, so ista 1 b 1 sin 2ω
auch ab' sin ω, der Inhalt des hczeichneten Dreiecks, constanl.

Aufg. 3. Die Summe der Quadrate zwe i e r  conj ug i r t en
il l i l u · . . ,  Λ\Γ 1 A  -J- C ~ B  l'OS ft)Halhdurchmesser  ist  constant .  Wed — -— r-5—1-----constanli /ι η  S1U ω , ,
ist, so ist— 1-75+  7̂ ) constant und daher, weil es a b  sin ω ist,sin2co \ a 1 b 2/  ’ ’
auch « 2 -F b 2.
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l)ie auf die Achsen bezogene Gleichung.

160. Wir sahen, dass die auf die Achsen bezogene Gleichung 
von der Form war Ax2-\- Cy2— F,
worin C in dem Fall der Ellipse positiv, und im Fall der Hyper
bel negativ ist. (Art. 90, 2.)

Die Gleichung der Ellipse kann in der folgenden schickliche
ren Form geschlichen werden: Seien die durch die Ellipse in den 
Achsen gemachten Abschnitte x  =  a, y — b, so finden wir, indem 
wir y = o  und x =  a in der Gleichung der Curve machen

In gleicher Weise wird C =  1 . Durch die Substitution di«
b

ser Werllic kann die Gleichung der Ellipse geschrieben werden

Weil wir zur Achse der x , welche Achse uns beliebt, wählen 
können, so wollen wir voraussetzen, dass wir die Achsen so ge
wählt haben, dass a grösser als b sei.

Die Gleichung der Hyperbel, welche, wie wir sahen, von 
der der Ellipse nur in dem Vorzeichen des Coefticienten von y2 
abweicht, nimmt durch dieselben Substitutionen die entsprechende

Form

Der Abschnitt in der Achse der x  ist offenbar =  +  a, aber 
der in der Achse der y ,  gefunden aus der Gleichung y * =  — b2, 
ist imaginär. Die Achse der y  schneidet also die Curve nicht in 
reellen Punkten.

Weil wir zur Achse der x  die Achse gewählt haben, welche 
die Curve in reellen Punkten schneidet, so sind wir in diesem 
Falle nicht berechtigt, anzunehmen, dass a grösser ist als b.

161. Die P ο 1 arg 1 e i c h υ ng der E l l i p s e  zu f inden , 
wenn das Centrui n zum Pol  g e n o mme n  ist.

Wir schreiben ρ cos # für x  und ρ sin O- für y  in der vor
hergehenden Gleichung und erhallen
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eine Gleichung, welche wir in einer der äquivalenten Formen 
schreiben können,

Es ist üblich, die folgenden Abkürzungen zu gebrauchen:

und die Grösse e wird die E x c e n t r i c i t ä t  der Curve genannt*). 
Indem wir den Zähler und Nenner des zuletzt gefundenen Bru
ches durch a- dividiren, erhallen wir die zumeist gebrauchte Form,

nämlich

162. D ie Fi gur  der E l l i p s e  zu unt ersuchen.  Der 
kleinste Werth, welchen b2 +  (a2 — b2) sin2  haben kann, wird 
erhalten für oder = π ;  aus

ergiebt sich daher als der grösste Werth von ρ der Abschnitt in 
der Achse der x  ρ =  +  a·

Ferner ist der grösste Werth von b2 +  (a  — b2) sin 2#  der

für #  =  — oder #  =  —- , oder sin # = =  +  1: demnach ist der 
2 2 ~  

kleinste Werth von ρ der in der Achse der y bestimmte Abschnitt 
ρ =  + b .  Die längste Sehne, die man durch das Centrum ziehen 
kann, ist somit die Achse der x  und die kürzeste die Achse der y ; 
deshalb nennt man diese Linien die g r o s s e  und die k l e i ne  
Achs e  der Gurve.

Es ist offenbar, dass ρ wächst, während # ahnimmt und um
gekehrt; also j e d e r  D u r c h m e s s e r  ist  um so l änger ,  je
w e n i g e r  s e i n e  Di cht  u n g v ο n d e r 
der g r o s s e n  A c h s e  ab we i cht .  Die 
Form der Gurve ist daher die hier dar
gestellte. (Fig. 53.)

Wir erhalten denselben Werth von ρ, 
ob wir voraussetzen # =  a oder #  — — a‘, 
d. h. zwei  D u r c h m es se r , w e l c h e  mi t

*) Man hat auch wollt beide Grössen durch den Namen der Excentrici
tät bezeichnet und c von e als die l i n e a  r e  von der n ume r i s c he n  Ex-  
c e n t r i t ä t  unterschieden. .
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der  Ac hs e  g l e i c h e  Wi n k e l  mac h e n ,  s ind gle.ich. Es 
ist leicht zu sehen, dass die Umkehrung dieses Theorems auch 
wahr ist.

Diese Eigenschaft erlaubt uns, wenn das Centrum eines Ke
gelschnitts gegeben ist, seine Achsen geometrisch zu bestimmen. 
Denn beschreiben wir irgend einen mit ihm concenlrischen Kreis, 
welcher den Kegelschnitt schneidet, so sind die durch die Durch
schnittspunkte gehenden Durchmesser einander gleich; und nach 
dem eben bewiesenen Theorem sind die Achsen des Kegelschnitts 
die innere und äussere llalhirungslinic des von ihnen gebildeten 
Winkels.

163. Die Gleichung der Ellipse kann in eine andre Form 
gebracht werden, welche die Gestalt der Curve noch deutlicher 
erkennen lässt. Die Auflösung derselben für y  liefert :

Wenn wir nun mit dem Halbmesser a einen concentrischen 
Kreis beschreiben, so ist seine Gleichung

und wir leiten daraus die folgende Construction ah: Man b e 
s c h r e i b e  e i n e n  Krei s  ü b e r  der g r o s s e n  Ac h s e  (Fig. 54)

und ne hme  in j e d e r  Ordi nat e  LQ 
d e s s e l b e n  e i nen Punkt  P  so,  dass  
L P  und LQ in e i nem c ons t ant e n  
V e r h ä l t n i s s  b :a sei ;  d e r O r l v o n  P 
i s t  die  g e f o r d e rt e El l i pse .

Demnach liegt der über der grossen 
Achse beschriebene Kreis ganz ausser
halb der Ellipse. Wir können aus den
selben Gründen die Ellipse auch eon- 
struiren, indem wir über der klei

nen Achse einen Kreis beschreiben und jede Ordinate in dem 
constanten Verhällniss a : b vergrössern. Der über der kleinen 
Achse beschriebene Kreis liegt, mithin völlig innerhalb der Gurve. 
Die Verbindung, beider Betrachtungen liefert endlich die folgende 
Construction der Ellipse aus ihren Achsen: Man zeichnet die con- 
centrischen Kreise, welche die Achsen zu Durchmessern haben, 
verzeichnet in denselben einen beliebigen Durchmesser und
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legt durch die den beiden Kreisen angehörigen Endpunkte dem
selben je eine Parallele zu der Achse der Ellipse, welche der 
Durchmesser des andern Kreises ist: Die Durchschnittspuukte die
ser Parallelen sind Punkte der Ellipse.

Die Gleichung des Kreises ist die specielle Form, welche die 
Gleichung der Ellipse annimmt, wenn wir voraussetzen b — a.

104. D ie P o l a r g l e i c h u n g  der Hy pe r be l  zu f inden.  
Die Transformation zu Polarcoordinaten liefert (Artikel IGI) die 
Gleichung der Hyperbel in den äquivalenten Formen

Weil Formeln, die die Ellipse betreffen, in die entsprechen
den Formeln für die Hyperbel übergehen, indem man das Zeichen
von fe2 verwechselt, so müssen wir in diesem Falle die Abkürzung

^ 2  |  ̂2
e2 für a- -f- b2 und e2 für -----5— gebrauchen, die Grösse e wirda
die E x c e n t r i c i t ä t  der Hyperbe l  genannt. Wir dividiren den 
Zähler und Nenner des zuletzt gefundenen Bruches durch a2 und 
erhalten die Polargleiclumg der Hyp. ?rbel, welche nur im Zeichen 
von b2 von der der Ellipse abweicht, nämlich

165. Die F i g u r  der 11 yperbe  1 z u u n l e r s u c h e n .  
Die Namen grosse Achse und kleine Achse sind nicht auf die Hy- 
berbel anwendbar (Artikel IGO), und wir wollen daher die Achse 
der a: die t r a n s v e r s a l e  oder Haupt ac hs e  und die der y  die 
c o n j u g i r t e  oder N e b e n a c b s e  nennen. Der Ausdruck

der Nenner in dem Werthe von ρ2, wird offenbar am grössten, 
wenn θ =  ο oder =  π ; daher ist in demselben Fall ρ am kleinsten, 
oder d ie  t r a n s v e r s a l e  Achs e  ist  die k ür z e s t e  Sehne ,  
w e l c he  durch das Gentrum der Curve  g e z o g e n  werden  
kann.

Wenn & wächst, so wächst ρ stetig mit, bis zu dem durch
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bestimmten Werthe von 0·, wo der Nenner des Wertlies von ρ 
Null und o unendlich gross wird. Jenseits dieses Wertlies von #  
wird ρ2 negativ und die Durchmesser hören auf, die Curve in reel
len Punkten zu schneiden , bis

wo q wieder unendlich gross wird. Es nimmt dann ebenso regel-

Curven der Figur 55 dargestellte.

massig ab, wie 0· fer
ner w ächst, bis #=180°, 
w o es wieder seincnklein 
st en Werth =  « anninnnt.

Die Form der Hyber- 
1 h»1 ist daher die in den 
durch ./und  A  gehenden

IG6. Wir landen, dass die Achse der y  die Curvc nicht in 
reellen Punkten schneidet, weil wir die Gleichung ρ2 — — b2 zur 
Bestimmung ihrer Durchsclmitts|)unkte mit der Curve erhielten. 
Wenn wir jedoch unbeschadet dessen auf der Achse der y  die 
Strecken CB =  CB' =  _+ b abtragen, so findel sich, dass die 
Länge CB eine wichtige Beziehung zur Curve hat, und schicklich 
eine Achse der Curve genannt werden kann. Man kann ebenso 
auf jedem andern Durchmesser, für dessen Länge sich die Bestim- 
inungsgleicbung ρ2 =  — B2
ergiebt, die Längen +  R abtragen, obgleich er die Curve nicht 
in reellen Punkten schneidet und die so erhaltene Linie, als einen 
Durchmesser der Hyperbel bezeichnen.

Die Gleichung des von den Endpunkten dieser Durchmesser, 
welche die Curve nicht in reellen Punkten schneiden, gebildeten 
Ortes wird gefunden, indem man das Zeichen von ρ2 in der Glei
chung der Curve vertauscht,

Es ist die Gleichung einer Hyperbel, welche die Achse der y  

zur Hauptachse und die Achse der cc zur Nehenachse bat. Sie ist 
durch die die Punkte/?, /?' enthaltende Curve der Figur repräsentirt 
und wird alsdie c o n j u g i r t e  Hy p e r b e l  der gegebenen bezeichnet.
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107. Wir zeigten iin Artikel 165, dass die dem Werth

entsprechenden Durchmesser die Cnrve im Unendlichen schneiden; 
sie sind daher dieselben, wie die im Art. 97 As ympt ot en  der 
Cnrve genannten Linien. Es sind die Linien CK,  CL in der Fi
gur, und sie (rennen offenbar die Durchmesser, welche die Cnrve 
in reellen Punkten schneiden, von denen, weiche sie in imaginären 
Punkten schneiden. Man erkennt auch, dass  zwei  c o n j u g i r t e  
Hyperbeln d i e s e l b e n  As y mpt o t e n  haben.  Der Ausdruck

erlaubt uns aus den der Grösse und Lage nach gegebenen Ach
sen die Asymptoten zu finden; denn wenn wir ein Rechteck bil
den, indem wir durch B und A Parallelen zu den Achsen ziehen, 
so sind die Asymptoten die Diagonalen dieses Rechtecks. Man bat

ferner

und da die Asymptoten mit der Achse der x  gleiche Winkel bil
den, so muss der Winkel, welchen sie mit einander b i l d e n 2 
sein; d. h. wenn die E x c c n t r i c i t ä t  e i ne r  Hyperbe l  
g e g e b e n  i s t ,  so ist  auch der Wi nke l  z wi s c h e n  den 
Asympt ot en g e g e b e n ;  er ist das D o p p e l t e  des  Wi n k e l s ,  
dessen S e c a n t e  der E x c c n t r i c i t ä t  g l e i ch  ist.

Aufg. Die Excenlricität eines durch die allgemeine Gleichung ge- 
gegebenen Kegelschnitts zu linden.

Wir können nach Art. 76 zunächst die Tangente des Winkels zwi
schen den durch A x 2 +  B x y  +  Cy2 =  o repräsenlirten geraden 
Linien ausdrücken und dann den Ausdruck für die Secante seiner Hälfte 
bilden. Oder wir können mit Zuhilfenahme des Art. 157 Aufg. Λ ver
fahren.

Wir erhalten

wo
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D i e  T a n g e n t e .

168. Wir schreiten nun dazu fort, einige Eigenschaften der 
Ellipse und Hyperhel zu untersuchen und finden es vorteilhaft, 
beide Curven zusammen zu betrachten; denn da ihre Gleichungen 
nur in dem Zeichen von b? differiren, so haben sie manche Eigen
schaften gemein, welche gleichzeitig bewiesen werden können, in
dem man «las Zeichen von b2 als unbestimmt ansieht. Wir wol
len in den folgenden Artikeln die Zeichen gebrauchen, welche 
der Ellipse angehören. Der Leser kann dann die entsprechenden 
Formeln für die Hyperbel erhalten, indem er das Zeichen von b2 
verwechselt.

Wir könnten einige der folgenden Resultate als specielle Fälle 
der im sechsten Kapitel aus der allgemeinen Gleichung erhaltenen 
ableiten, aber wir halten es für der Mühe werth, die wichtigsten 
Gleichungen unabhängig zu begründen.

Die G l e i c h u n g  der Ta n g e n t e  der Curve

zu f inden.
Die Methode, die wir verfolgen wollen, ist mit der in Arti

kel 116 gebrauchten identisch. Die Coordinaten zweier Funkte 
der Curve genügen den Relationen

also

Die Gleichung der Verbindungslinie der zwei Punkte ist daher

Die der Tangente wird gefunden, indem man x ' = x " ,  y =  y"

macht

oder durch Reduction und erinnernd, dass x y  der Gleichung der 
Curve genügt:
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1G9. Die G l e i c h u n g  der g e r a d e n  Linie  zu f i nden ,  
w e l c h e  die  B e r ü h r u n g s p u n k t e  der T a n g e n t e n  vom 
Punkt e  [x'y) aus  verbi ndet .

Wenn die Coordinalen des Berührungspunktes der einen der 
Tangenten durch [x'y') mit X, Y  bezeichnet werden, so haben wir, 
indem wir nach Artikel 168 die Gleichung der Tangente in X, Y  
bilden und in sie die Coordinalen x'y' einsetzen, welche ihr ge

nügen müssen,

Wir sehen daher, dass die Coordinaten jedes der Berührungspunkte

der Gleichung

genügen müssen, und weil dies die Gleichung einer geraden Linie 
ist, so muss sie ihre Verbindungslinie darstellen.

Aufy. 1. Die Dedingung zu finden, unter welcher irgend eine 
Linie — (- — =  1 den Kegelschnitt — 'fr =  l berührt.

m n er bl

Indem wir die Gleichungen — -j- — =  I und -f- =  1
m n a2 b2

vergleichen, finden wir =  und fz — und durch Substitution
a‘  m b2 n

der daraus entspringenden Werthe von x  und y  in die Gleichung der 
Gurvc erhalten wir die geforderte Bedingung

Sie gellt auch als ein specieller Fall aus der Formel des Artikels 111 
hervor, welche die Aufgabe für die allgemeine Gleichung zweiten Gra 
des löst.

Aufg. 2. Die Gleichung des Tangenlcnpaarcs von x y  an den Ke
gelschnitt zu linden. Wir verfahren wie in Artikel 107 und finden

Aufg. 3. Den durch das Tangentenpaar von x y  an die Curve ge
bildeten Winkel zu finden.

Wenn eine Gleichung zweiten Grades zwei gerade Linien darstellt, 
so bezeichnen die gleich Null gesetzten drei höchsten Glieder zwei zu ih
nen parallele Linien durch den Ursprung; also hängt der durch das erste 
Paar der geraden Linien eingeschlossene Winkel nur von den drei höch
sten Gliedern der allgemeinen Gleichung ab. Ordnen wir dann die 
im letzten Beispiel gefundene Gleichung, so finden wir nach Art. 76
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Aufg. 4. Finde den Ort eines Punktes, an welchem die von ihm 
aus gezogenen Tangenten sich unter rechten Winkeln schneiden.

Indem wir den Nenner des Werlhes von tan Ό- mit o vergleichen, 
finden wir x2 +  y* =  «2 +  b2,
die Gleichung eines mit der Ellipse concenlrischen Kreises. Der Ort der 
Durchschnittspunkte der Tangenten, welche sich unter einem gegebenen 
Winkel schneiden, der nicht 90° ist, ist im Allgemeinen eine Kurve des 
vierten Grades.

C o n j u g i r t e  D u r c h m e s s e r .

170. Wenn die Gleichung der Curve auf irgend ein Paar 
conjugirte Durchmesser bezogen ist, so verschwindet (Art. 9(S, 97) 
der Coefficient von xy ,  und wenn a,  V die Längen dieser Durch
messer sind, so kann die Gleichung geschrieben werden (wie in

Art. 160

Nun kann genau ebenso wie in Artikel 108 gezeigt werden, 
dass die Gleichung einer Tangente bezogen auf diese Achsen ist

und wie in Art. 1G9, dass die Gleichung der Polare irgend eines 
Punktes x y  von derselben Form ist.

Die Polare irgend eines Punktes in der Achse der x  ist daher

Die Polare irgend eines Punktes P  wird gefunden, indem 
man den Durchmesser durch diesen Punkt zieht, CP.CP'  gleich 
dem Quadrate des Halbdurchmessers bestimmt und sodann durch P  
eine Parallele zum conjugirten Durchmesser zieht. Dies schliesst 
als einen speciellen Fall das früher Art. 102 bewiesene Theorem 
ein, nämlich:

D ie T a n g e n t e  an den E n d p u n k t e i n e s  D u r c h m e s 
s e r s  i st  pa r a l l e l  zum c o n j u g i r t e n  Du r c h me s s e r .

171. Der eben begründete Satz erlaubt uns, die auf rec- 
tanguläre Achsen bezogene Gleichung des conjugirten Durch
messers zu demjenigen, welcher durch einen Punkt x y in der 
Curve geht, zu finden.
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Denn wir haben nur die Gleichung einer zu der Tangente, 
deren Gleichung wir in Art. I6S fanden, parallelen Linie durch 
den Anfangspunkt der Coordinaten auszudrücken und erhalten da
her für die Gleichung des conjugirten Durchmessers

Sei θ  der Von der Achse der x  mit dem ursprünglichen

Durchmesser gebildete Winkel, so ist offenbar tan θ  =  —, und
' x

wenn θ' der durch den conjugirten Durchmesser mit derselben 
Achse gebildete Winkel ist, so zeigt diese Gleichung (Art. 22), dass

a l s o

Diese Relation, welche die mit der grossen Achse von einem Paar 
conjugirter Durchmesser gebildeten Winkel verbindet, erlaubt uns 
sogleich zu bestimmen, ob ein gegebenes Paar von Durchmessern 
conjugirt sind oder nicht.

Die entsprechende Relation für die Hyperbel ist (Art. 1 US

172. Weil in der Ellipse tan θ. tan θ' negativ ist, so muss, 
wenn einer der Winkel θ ,θ '  spitz und daher seine Tangente po
sitiv ist, der andre stumpf sein, seine Tangente negativ. Also, 
c o n j u g i r t e  D u r c h m e s s e r  der El l i ps e  l i e g e n  auf  v e r 
s c h i e d e n e n  S e i t e n  der kl e i nen Ac hs e  (welche -9- =  90° 
entspricht.)

ln der Hyperbel ist im Gegentheil tan ί> tan θ' positiv und 
θ ,θ ' müssen entweder beide spitz oder beide stumpf sein. Also, 
in der Hy pe r be l  l i egen c o n j u g i r t e  D u r c h m e s s e r  auf  
d e r s e l b e n  S e i t e  der c o n j u g i r t e n  Achse.

In der Hyperbel muss, wenn tan θ  kleiner als — ist, tan θ'

grösser als — sein; aber nach Artikel 167 ist der dem Winkel,
a bdessen Tangente — ist, entsprechende Durchmesser, die Asymptote,
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welche nach demselben Artikel die Durchmesser, welche die Curve 
schneiden, von denen trennt, welche sie nicht schneiden. Also, 
wenn der e i ne  von zwe i  c o n j u g i r t en D u r c h me s s e r n  die  
Hyperbel  in r e e l l e n  P u n k t e n  s c h n e i d e t ,  so t h u t dies  
der andre nicht .  Es wird auch erkannt, dass j e de  A s y m 
pt ot e  ihr e i g n e r  c o n j u g i r t e r  D u r c h m e s s e r  ist.

173. Die C o o r d i n a t e n x ' y "  des  En d p u n k t s  von dem 
D u r c h me s s e r  zu f i nden,  der zu dem d u r c h  x  y  g e h e n 
den conj ug i r t  ist.

Diese Coordinatcn werden leicht gefunden, indem man aus 
der Gleichung des conjugirten Durchmessers

und der der Curve

x  und y bestimmt.
Indem wir in die letztere die aus der erstem gefundenen 

YVerlhe für x  und y  einsetzen und uns erinnern, dass die Coor- 
dinaten x  ,y der Gleichung der Curve genügen, finden wir ohne 
Schwierigkeit

174. Die Lange n  e i nes  D u r c h m e s s e r s  (a) und sei  
lies c o nji ig irtei l  (&') in Gl i e de r n  der Ah s c i s s e  vom E n d 
punkt e  des  D u r c h m e s s e r s  aus  zu drücken.

I.) Wir haben

Aber

Also

2.) Ferner ist

Also
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Aus diesen Wertlien ergiebt sich a 2 +  b'2 a2 -f- b2, oder 
die S u m m e  der Quadr at e  i rgend e i nes  Paars  von con-  
j u g i r t e n  D u r c h m e s s e r n  ist  cons tant .  (Aufg. 3, Art. 159.)

175. In der Hyperbel müssen wir die Zeichen von b2 und 
b2 ändern und erhalten

oder die .Di f ferenz  der  Quadr at e  i r g e n d  e i n e s  Paares  
c o n j u g i r t e r  D u r c h m e s s e r  ein er I lyper b el ist cons tant .

Wenn wir in der Hyperbel a =  b haben, so wird ihre Glei
chung x2 — y2= a 2,
und sie wird eine g l e i c h s e i t i g e  Hyperbe l  genannt. Das eben 
bewiesene Theorem zeigt, dass j e d e r  D u r c h m e s s e r  e i ner  
g l e i c h s e i t i g e n  Hype r be l  s e i ne m c o n j u g i r t e n  g l e i ch  ist.

Die As ympt o t e n  der gleichseitigen Hyperbel sind durch die 
Gleichung x 2— y2 =  o
gegeben, und daher unt e r  r e c h t e n  Wi n k e l n  zu e i nander .  
Deshalb wird diese Hyperbel oft auch eine r e c l a n g u l ä r e  Hy
p e r b e l  genannt.

Die Bedingung, dass die allgemeine Gleichung zweiten Grades 
eine gleichseitige Hyperbel darstelle ist A =  — C; denn dies ist 
nach Art. 76 die Bedingung, unter welcher die Asymptoten 

Ax2 +  B x y  -j- Cy2— o
rechtwinklig unter einander sind; aber wenn die Hyperbel rec -  
t a n g u l ä r  ist, muss sie g l e i c h s e i t i g  sein, weil (Art. 1(57) die

Tangente des halben Winkels zwischen den Asymptoten =  — und

daher, wenn dieser Winkel 45° ist,
b — a

sein muss.
176. D ie Länge  der S e n k r e c h t e n  vom Cent rum auf  

die T a n g e n t e  zu f inden.
Hie Länge der Senkrechten vom Coordinalenanläng auf die

Linie

ist (Art. 27)

Wir zeigten aber im Art. 174, dass

also
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177. Den von zw ei c o n ju g ir te n  D u r c h m e sse r n  e i n 
g e s c h lo s s e n e n  W inkel zu b est im m en .

Der Winkel zwischen den Durchmessern ist gleich dem W in
kel zwischen dem einen und der Tan
gente, welche dem andern parallel ist; 
nun ist (Fig. 56)

Also

Die. Gleichung a b' sin & == a b zeigt, dass das d u rch  V e r 
b in d u n g  der E nden von c o n j u g ir t e n  D u r c h m e s s e r n  
der  E l l ip s e  oder H y p erb e l  g e b i ld e t e  D r e ieck  e in en  
c o n s ta n te n  In h a lt  hat. (Art. 159, Aufg. 2.)

178. Da die Summe der Quadrate irgend zweier conjugirten 
Durchmesser constant ist, so ist ihr Rechteck ein Maximum, wenn 
sie gleich sind und daher ist in diesem Falle sin & ein Minimum, 
also ist der spitze Winkel zwischen den zwei g le i c h e n  c-on ju- 
g ir te n  D u rc h m e sse r n  kleiner und folglich der stumpfe Winkel 
grösser, als der von irgend einem andern Paar conjugirter Durch
messer gebildete. Die Länge der gleichen conjugirten Durchmesser 
wird gefunden, indem man a =  b' in die Gleichung

substituirt. Daraus ergiebt sich a 2 als die Hälfte der Summe von 
a2 und b2 und in diesem Falle

Der Winkel, welchen jeder dieser conjugirten Durchmesser mit 
der Achse der x  macht, wird aus der Gleichung gefunden

indem man darin tan Ό· =  — tan &' setzt, weil irgend zwei gleiche 
Durchmesser gleiche Winkel mit der Achse der x  auf entgegen
gesetzten Seiten von ihr bilden. (Art. 162.) Somit

Es folgt daher nach Art. 167, dass, wenn eine Ellipse und 1 ly- 
berbel dieselben Achsen in Grösse und Lage haben, die Asymp-
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loten der Hyperbel mit den gleichen conjugirten Durchmessern 
der Ellipse zusammenfallen.

Die allgemeine Gleichung einer Ellipse, bezogen auf zwei 
conjugirte Durchmesser (Art. 170) wird x2 +  y2=  a 2, wenn a= = b'.

Wir sehen daraus, dass die Gleichung jeder Ellipse in die
selbe Form, wie die Gleichung des Kreises gebracht w erden kann, 
nämlich in die Form x 2 +  y 2 =  r2, indem man die g l e i c h e n  
con j u g i r t e n  D u r c h me s s e r  zu Coordinatenachsen wählt; aber 
in dem Falle der Ellipse ist der Winkel zwischen diesen Achsen 
s c h i e f ,  w ährend er beim Kreise ein rechter ist.

179. D ie S e n k r e c h t e  vom Centrum auf  die  T a n 
g e n t e  in F u n c t i o n  der  Wi n k e l  a u s z u d r ü c k e n ,  die s i e  
mi t  den Achsen bi ldet .

Wenn wir davon ausgehen, die Gleichung der Tangente

in die Form
zu bringen (Art. 25), so finden wir durch Vergleichung dieser 
Gleichungen unmittelbar

Indem wir dann in die Gleichung der Curve diese erhaltenen 
Werlhe von x ,  y  einsetzen, finden wir

Die Gleichung der Tangente kann daher geschrieben werden

und nach Artikel 27 ist die Senkrechte von irgend einem Dunkle 
( x, y)  auf die Tangente

Aufg. Den Ort des Durchschnitts der Tangenten zu linden, die 
sich unter rechten Winkeln schneiden.

Seien p, p  die Senkrechten zu diesen Tangenten, so ist

Ebenso findet man, dass

wo cc lind ß die Winkel sind, welche irgend zwei conjugirte Durchmesser 
mit der Senkrechten machen.
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Alter das Quadrat der Entfernung vom Cenlrum liis zum Durch
schnitt zweier Linien, die sich rechtwinklig schneiden, ist gleich der 
Summe der Quadrate seiner Entfernungen von diesen Linien seihst ; diese 
Entfernung ist daher constant und der geforderte Ort ist somit ein Kreis. 
(Art. 169, Aufg. 4.)

180. Die Sehnωι, welche die Enden eines Durchmessers 
mit einem beliebigen Punkte der Curve verbinden, werden 
S uppl enten t arseh ne'n genannt.

D u r c h m e s s e r ,  die  zu i r g e n d  e i ne m Paar S u p p l e 
ment är  s e h n e n  pa r a l l e l  s ind,  s i nd conjugi rt .

Denn betrachten wir das Dreieck, welches gebildet wird 
durch Verbindung der Enden eines Durchmessers A B mit einem 
Punkte D 'der Curve; so muss, nach den Elementen der Geome
trie die Verbindungslinie der llalbirungspunkte zweier Seilen mit 
der dritten Seite parallel sein, also muss der AD halbirende 
Durchmesser parallel zu BD und der BD  halbirende parallel zu 
AD sein.

Dasselbe kann analytisch bewiesen werden, indem man die
Gleichungen von AD und BD  bildet und zeigt, dass das Product
der Tangenten der durch diese Linien mit der Achse gebildeten„ 7. , , &* .Winkel = ----- s ist.a

Diese Eigenschaft erlaubt uns,  die Paare  c o n j u g i r t e r  
D u r c h m e s s e r  zu c o n s t r u i r e n ,  w e l c h e  e i n e n  vor g e 
s c h r i e b e n e n  Wi nke l  mi t  e i na nde r  bi lden.  Denn wenn 
wir über irgend einem Durchmesser das Segment eines Kreises 
beschreiben, welches den gegebenen Winkel enthält, und die 
Punkte, wo dieser Kreis die Curve schneidet, mit den Enden des 
angenommenen Durchmessers verbinden, so erhalten wir ein Paar 
Supplemenlarsehnen, die unter dem angegebenen W inkel geneigt 
sind und die zu ihnen parallelen Durchmesser sind die zu einan
der conjugirten Durchmesser, welche der Aufgabe genügen.

Wir geben in Form von Aufgaben die Beweise einer Reihe 
von Sätzen, welche sich hieran anschliessen.

Aufg. 1. Tangenten in den Endpunkten eines Durch
messers  sind paral lel .

Die Gleichungen sind
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Dies folgt auch aus dem Theorem des Art. 105 und aus der Bemerkung, 
dass das Centrum der Pol der unendlich entfernten geraden Linie ist. 
(Art. J00.)

Aufg. 2. Wenn e i ne  veränder l i che  Tangente eines  
Ce nt r a l - Ke g e l s c hn i t t s  zwei  f este  paral lele Tangenten  
schnei det ,  so bes t i mmt  sie Abschni t te auf  diesen,  deren 
Rechteck constant  und dem Quadrat des zu ihnen p a r a l 
lel en Hal bdurchmessers  gl e i ch ist.

Nehmen wir den den Tangenten parallelen Durchmesser und den 
ihm coujugirten zu Coordinaten-Achscn, so sind die Gleichungen der 
Ourve und der veränderlichen Tangente

Die Abschnitte in den festen Tangenten werden gefunden, indem 
man x  nacheinander =  4̂  a in der letzten Gleichung macht, und wir
erhalten sie daher

und daher ist ihr Product

welcher Ausdruck sich durch die Substitution des der Gleichung der 
Curve entnommenen Werthes von y'2 auf b'2 reducirt.

Aufg. 3. Bei derse l ben Construct i on ist  das R e c h t 
eck aus den Segment en  der veränderl i chen Tangente  
gleich dem Quadrat des zu ihr paral l e l en llalbd urch
me sser s.

Denn der Abschnitt auf einer der parallelen Tangenten verhält sich 
zu dem anliegenden Segment der veränderlichen Tangente wie die pa
rallelen Halbdurchmesser. (Art. 109.) Daher verhält sich das Rechteck 
aus den Abschnitten der festen Tangenten zu dem Rechteck aus den Abschnit
ten der veränderlichen Tangente, wie die Quadrate dieser Halbdurchmesser; 
und da das erste Rechteck gleich dem Quadrat des den festen Tangenten pa
rallelen Halbdurchmessers ist, so muss auch das zweite Rechteck gleich dem 
Quadrat des zur veränderlichen Tangente parallelen Halbdurchmessers sein.

Aufg. 4. Das Rechteck aus den Segmenten e iner  Tan
gent e ,  wei che  durch ihren Durchschni t t  mit zwei  b e l i e 
bigen coujugirten Durchmessern gebi ldet  werden,  i st  dem 
Q u a d r a t des zu ihr paral l el en Halbdurchmessers  gleich.

Nehmen wir den der Tangente parallelen Halbdurchmesser und sei
nen conjugirten zu Achsen, so sind die Gleichungen irgend zweier cou
jugirten Durchmesser

und die dadurch in der Tangente gebildeten Abschnitte werden gefunden, 
indem man x  =  a macht,
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(las von ihnen gebildete Rechteck ist =  b'2. Wir hätten in gleicher Weise 
einen rein algebraischen Beweis für den Satz der Aufg. 3 geben können. 
— Die Verbindungslinien des Centrums und der Punkte, in welchen eine 
veränderliche Tangente ein Paar feste parallele Tangenten schneidet, 
sind nach dem Vorigen nothwendig Paare conjugirter Durchmesser.

Aufg. 5. Aus der Grösse und Lage zwei er  conj ugi r t er  
Durchmesser  [Oa,  Ob) in einem Ce n t r a l k e g e lschni  tt die 
Achs en  d e s s e l b e n  zu b es t i mmen.

Die folgende Construction ist auf das in der letzten Aufgabe ge- 
fundene Theorem gegründet: Durch α, das Ende des einen Durchmessers, 

Fig. 57. ziehe man eine Parallele zum andern; sie ist zu
gleich eine Tangente der Curve. Bestimme dar
nach (Fig. 57) in Oa einen Punkt P  so, dass 
das Rechteck Ο a . a P =  Ob2 (auf der dem a 
entgegengesetzten Seite von 0 für die Ellipse, 
auf derselben Seite für die Hyperbel), und be
schreibe einen Kreis durch Ο, P, der sein Centrum 
in a C  hat, so bezeichnen die Linien OA, OB 
die Achsen der Curve. Denn weil das Rechteck 

An . a B =  0 a . uP —  Ob2 ist, so sind die Linien Ο A, OB conju 
girte Durchmesser, und weil AB  ein Durchmesser des Kreises ist, ist 
der von ihnen gebildete Winkel AOB  ein rechter.

Aufg. 6. Wenn i rgend zwei  Hal bdurchmes s er  g e g e 
b e n  sind,  so s i nd d i e Dreiecke,  welche  von ihnen un d de n
jeni gen beiden unter ihren Ordinalen gebi l de t  w e r d e n ,  
wel che  respect i ve  durch den Endpunkt des andern Halb-  
durchmessers  gehen,  von g l e i cher  Fläche.

Aufg. 7. Die Dreiecke,  we l c he  irgend zwei  Halbdurch-  
messer  mit den beiden Tangente n der C u rve in i h ren E n d - 
punkt en  bi l den ,  s ind von g l e i c h e r  Fl äche .

Aufg. S. Das an harmoni sche Verhäl tni ss  eines Bü
schel s  von vier Durchmessern eines Kege l schni t t s  ist dem 
der co nj ugi r t en Durch messer gleich.

D i e  N o r m a l e .

181. Eine durch irgend einen Punkt einer Curve senkrecht 
zur Tangente in diesem Punkte gezogene gerade Linie wird eine 
N o r m a l e  genannt. Indem wir nach Artikel 42 die Gleichung

oc cc w y
einer durch (x y)  gehenden Linie bilden, die zu —5 =  1v ' σ . al b'
senkrecht ist, finden wir die Gleichung der Normale eines Kegelschnitts
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oder

wo c2 wie in Art. 161 die Differenz a2— b2 bezeichnet.

1S2. Das Stück HIN der Hauptachse, welches zwischen Nor
male und Ordinate enthalten ist, wird die S uh normal e  genannt, 
Ihre Länge ist nach dem letzten Artikel

d. i. die Normal e  z e r l e g t  die Abs c i s s e  in zwei  T,hei l e ,  
we l c h e  i n e i n e m c o n s t a n t e n  Ve r hä l t n i s s  sind.

Wenn eine im Punkte P  an die Cnrve gezogene Tangente 
die Achse in T schneidet, so wird der Abschnitt Μ T die Sub tan - 
gei l te  genannt.

Weil die ganze Länge C T =  —, ist (Art. 173), so ist die Sub

tangente

Auch die Länge der Normale kann leicht gefunden werden. 

Denn:

Wir finden daraus den Abschnitt CN 
(Fig. 58), welchen eine Normale in der 
Hauptachse bestimmt, durch die Substi
tution y —  o

Wir können daher von irgend einem 
Punkte in der Achse eine Normale zu einer Ellipse ziehen, denn 
aus CN bestimmen wir hiernach die Abscisse des · Fusspunktes 
der Normale in der Curve.

Der Kreis kann als eine Ellipse betrachtet werden, deren Excentri- 
cität — o, weil c2 =  a2 — b2 =  o. Der Abschnitt CN ist daher in 
dem Fall des Kreises immer =  o, oder j e de  No r ma l e  e i nes  
Kr e i s e s  geht  durch sein Cent rum.
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Wenn aber b'· der zu CP  conjugirte Halbdurchmesser ist, so 
ist die Grösse innerhalb der Parenthesen = 1'2. (Art. 174). Also 
ist die Länge der Normale

Wenn tlie Normale bis zum Durchschnitt mit der kleinen Achse 
verlängert wird, so zeigt man in derselben Art, dass ihre Länge

ab'
=  ΊΓ

ist. Die Vergleichung beider Ergebnisse liefert den Satz: Das 
Hecl i  l eck  aus den S e g m e n t e n  der No r ma l e  ist  g l e i ch
dem Quadrat  des c o n j u g i r t e n  Halb durch m e s s e  rs.

/

Im Artikel 178 fanden wir, dass die Senkrechte vom Cen- 

trum auf die Tangente =  Also ist das R e c h t e c k  aus der

Normal e  und der S e n k r e c h t e n  vom Cent rum auf  die 
T a n g e n t e  cons t ant ,  und g l e i c h  dem Quadrat  der Ha l b
achse .  Die Länge der Normale kann auch in Function des Win
kels ausgedrückt werden, den sie mit der Achse einscldiesst:

Aufg. 1. Eine Normale zu einer Hyperbel oder Ellipse zu zie
hen, die durch einen gegebenen Punkt geht.

Ist der Punkt in der Curve, an welchen die Normale gezogen ist, 
X  F, so ist ihre Gleichung (Art. 181)

und wenn diese Normale durch einen festen Punkt x y  geht, gilt sonnt 

die Relation

Also sind die Punkte in der Curve, deren Normalen durch x y  gehen, 
die Durchschnittspunkte der gegebenen Curve mit der Ilyberbel

Aufg. 2. Wenn durch i rgend einen ge ge be ne n  Punkt  
in e inem Kegel schni t t  zwe i  gerade Linien recht wi nkl i g  
zu einander so. ge z oge n  we r d e n ,  dass sie die Curve 
schnei den,  so geht  die Verbi ndungs l i ni e  ihrer End
punkte durch einen f es t en Punkt  in der Normale.
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Nehmen wir die Tangente und Normale der Curve in dem gegebe
nen Punkte zu Koordinaten-Achsen, so muss die Gleichung der Kurve 
von der Form sein

A x 2 -f- B x y  -f C y- -f- E y  =  o.
(F =  o , weil der Ursprung in der Kurve liegt und I) =  n, (Art. 87) 
weil die Tangente als Achse der x  vorausgesetzt ist.) Ist nun die Glei
chung irgend zweier geraden Linien durch den Anfangspunkt der Koor
dinaten durch x 2 +  p x y  +  qy1 =  o
repräsentirt, so multipliciren wir diese Gleichung mit A und subtra- 
hiren sie.von der Kurve und erhalten

(Art. 36) als <lie Gleichung einer durch die Durchschniltspunkte der bc- 
zeichneten geraden Linie und des Kegelschnitts gehenden Figur. Aber 
dieselbe kann in y =  o (die Gleichung der Tangente in dem gegebenen 
Punkte) und (B - -  Ap)x +  (C —  Aq)y +  E  — o 
zerlegt werden, und diese letztere muss daher die Gleichung der die 
Endpunkte der gegebenen Linien verbindenden Sehne sein. Der Punkt, 
in welchem diese Sehne die Normale, die Achse dery,  schneidet, ist 
bestimmt durch seine Ordinate

Wenn aber die geraden Linien rechtwinklig sind, ist

(Art. 76) und der Abschnitt in der Normale hat die constante Länge
__ — E

A + ~ C ‘
Für den Kreis ist diese constante Länge dem Halbmesser gleich, für 
die gleichseitige Hyperbel ist sie unendlich gross.

Der beweis zeigt auch, dass dieser Satz al lgemein dann 
wahr ist,  wenn die ger ad en L i ni e n mit  der N o rm a le Win-  
k e 1 b i 1 d e n , f ü r we l che  d asProduct  der t r i g ο η o m e t r i s c h e n 
Tangenten cunstant  i st ,  denn dann ist q constant und daher der

Abschnitt
desgleichen.

Aufg. .V. Die Koordinaten des Durchschnittspunktes der Tangenten 
in den Punkten x y  und x y '  zu bestimmen.

sind

Die Coordinaten des Durchschnittspunktes der Linien
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Diese Resultate können in einer andern Form geschrieben werden, 
weil 2 (i/V'— y"x) =  (x +  x") (y—y”) — {y'+y") { x  — x")

und nach Art. 168

Indem man diese Substitutionen macht, werden die vorhergehenden Werlhe:

Aufg. 4. Die Coordinaten des Durchschnitts der Normalen in den 
Punkten x y ,  x"y" zu finden.

Indem wir ebenso verfahren, \vie in der letzten Aufgabe, finden wir

D i e  B r e n n p u n k t e .

worin X Y  die Coordinaten des Durchschnitts der Tangenten bezeichnen, 
die in der letzten Aufgabe gefunden wurden.

1S3. Zwei Punkte, welche in der grossen Achse einer El
lipse zu beiden Punkten des Centrums in der Entfernung

gelegen sind, heissen die Bren n p u nk t e 
der Curve (Fig. 59.) Die Brennpunkte 
der Hyperbel sind zwei Punkte in der 
transversalen Achse, gleichfalls in der 
Entfernung +  c vom Centrum, wo c 
jedoch die der Hyperbel entsprechende 
Bedeutung =  ]/la2 +  &*) hat.

Die E n t f e r n u n g  e i nes  b e l i e b i g e n  P u n k t e s  der E l 
l ipse  vom B r e n n p u n k t  aus z udr üc ke n .  Da x = - \ - c . , y  =  o 
die Coordinaten des einen Brennpunkts sind, so ist das Quadrat 
der Entfernung irgend eines Punktes [x , y )  von ihm:

Aber nach Artikel 174 ist

Also
und indem man erinnert, dass c =  ae,
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(Wir verwerfen den Werth ex — a,  den man erhall, indem 
man der Quadratwurzel das andre Vorzeichen giebt, denn weil x  
kleiner als a und e kleiner als 1 ist, ist die Grösse ex  — a stets 
negativ und kann in unserm Falle nicht in Betracht kommen, weil 
wir nicht die -Richtung sondern die absolute Grösse des Radius 
verlor F P  betrachten.)

Wir haben ebenso für die Entfernung vom andern Brenn
punkt F P  — a -f- ex ,
weil nur — e für -\- e in der vorigen Formel zu schreiben ist; 
also ist F P  +  F P  —  2 a
oder d ie  S u mme  der E n t f e r n u n g e n  i rgend e i n e s  P u n k 
tes in der El l i ps e  von den B r e n n p u n k t e n  ist c o n s t a n t  
und g l e i ch  i hrer  g r o s s e n  Achse.

184. Indem wir den vorigen Satz auf die Hyperbel anwen
den, erhalten wir denselben Werth für FP2; aber indem wir die 
Quadratwurzel ausziehen, müssen wir das Zeichen des Werlhes 
von F P  wechseln, denn in der Hyperbel ist x  grösser als a und 
e ist grösser als 1. Also ist u — ex  immer negativ und die ab
solute Grösse des Radius vector ist daher

ln gleicher Weise ist 
und daher
al so ist in der  H y p e r b e l  die Di f f erenz  der B r e n n s t r a h 
lerl c o ns t a nt  und g l e i ch  der t r a n s v e r s a l e n  Achse.  Für  
be i de  Curven ist  das  Re c h t e c k  unter  den B r e n n s t r a h 
len =  «*— e% x% d. h. (Art. 174 g l e i c h  dem Quadrat  des  
h a l be n  c o nj ug i r t e n  Du r c hme s s e r s .

185. Es ist nützlich, die Umkehrung der obigen Resultate zu 
beweisen, indem man den Ort der Spitze eines Dreiecks sucht, 
für welches die Basis und die Summe oder die Differenz der Sei-· 
teil gegeben ist.

Indem man den Mittelpunkt der Basis ( = 2 c )  zum Anfangs
punkt. der (Koordinaten wählt, wird die Gleichung des Ortes, '

welche durch Entfernung der Wurzelgrössen die Form

www.rcin.org.pl



208

annimmt. Wenn die S u mme  der Seiten gegeben ist, so ist a 
grösser als c, weil die Summe der Seilen stets grösser als die 
Basis sein muss; daher ist der Coefficient von y2 positiv und der 
Ort eine El l ipse .

Wenn aber die Di f f e r e nz  gegeben ist, so ist a kleiner als 
c, der Coefiieient von rf negativ und der Ort eine Hyperbel .

186. Mit Hilfe des vorigen Theorems kann man eine Ellipse 
oder Hyperbel mechanisch beschreiben. Wenn die Enden eines 
Fadens an zwei festen Punkten F  und F  befestigt sind, so be
schreibt ein Stift, der sich so bewegt, dass er den Faden immer 
gleichmässig gestreckt erhält, eine Ellipse, von welcher F und F'  
die Brennpunkte sind und deren grosse Achse gleich der Länge 
des Fadens ist.

Um eine Hyperbel zu beschreiben, lasse man ein Lineal 
(Fig. GO) an einem Ende F  drehbar befestigt sein; wenn dann 

ein am festen Punkte P'  befestigter Faden 
auch an einem Punkt des Lineals R befes
tigt ist und durch einen Hing in P  gespannt 
erhalten wird, so beschreibt der Punkt P bei 
der Drehung des Lineals eine Hyperbel. Denn 

da die Summe von F' P  und PR  conslant ist, so muss es die 
Differenz von FP  und F'P  auch sein.

187. Die Polare eines Brennpunkts wird die Di r e c t r i x  «les 
Kegelschni t tes  genannt. Die Directrix ist daher nach Artikel 

170 eine gerade Linie, welche in einer Entfernung

+  -  vom Centrum zur grossen Achse senkrecht ist. 

(Fig. 61.)

Da wir die Entfernung der Directrix vom Cen
trum kennen, so können wir ihre Entfernung von 
irgend einem Punkt in der Curve finden. Sie muss 
gleich sein mit

Aber die Entfernung irgend eines Punktes in der Curve vom 
Brennpunkt ist gleich a — ex'. Wir erkennen also die wichtige 
Eigenschaft der Kegelschnitte, dass  die Ent f e r n u n g  e i nes
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Punkt e s  der Curve vom B r e n n p u n k t  zu s e i n e r  E n t f e r 
n u n g  von d e r D i r e e t r i x  in dem c o n s t a n t e n  Verhä 11ni s s  
e : l steht.

Umgekehrt kann ein Kegelschnitt als der Ort eines Punktes 
definirt werden, dessen Entfernung von einem festen Punkt, dem 
Brennpunkt, zu seiner Entfernung von einer festen geraden Linie, 
der Directrix, in einem constanten Verhältniss steht. Auf diese 
Definition haben verschiedene Schriftsteller die Theorie der Kegel
schnitte gegründet. Indem man die feste Linie zur Achse der x  
nimmt, kann die Gleichung des Ortes sogleich geschrieben werden

[χ — χ Ύ + [y — y =  «V-
eine Gleichung welche eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel dar* 
stellt, je nachdem e kleiner, grösser als Eins oder gleich Eins ist*).

Aufg. Wenn eine Curve so beschaf fen i s t ,  dass die 
Entfernung irgend eines Punktes  in ihr von einem festen  
Punkt als eine rat i onal e  l ineare Funct ion se i ner  Co O r 
dinate n ausgedrückt  werden kann,  so muss die Curve 
ein Kege l schni t t  und der feste Punkt  ihr Brennpunkt  
sein.

Denn wenn die Entfernung ausgedrückt werden kann durch 
ρ =  A x  +  B y  +  C ,

so bezeichnet diese Gleichung, da A x  -f- B y  C der Senkrechten pro
portional ist, welche man auf die gerade Linie von der Gleichung

Ax  -f- B y  -|- C =  o
fällen kann, die Eigenschaft der Curve, dass die Entfernung irgend ei
nes ihrer Punkte von dem festen Punkt zu seiner Entfernung von dieser 
geraden Linie in einem constanten Verhältniss steht.

*) Diese und die Eigenschaften der Artikel 183 und 184 sind der Ver
allgemeinerung fähig. Wenn man die Brennstrahlen zweier Punkte eines 
Kegelschnitts zieht, so bilden dieselben ein Viereck, welches einem Kreise 
umschrieben ist, dessen Centrum der Pol der Sehne ist, welche beide Punkte 
des Kegelschnitts verbindet. Die Summe der von den Brennpunkten an die
sen Kreis gelegten Tangenten ist. für die Ellipse, die Differenz derselben für 
die Hyperbel constant. Die Länge einer solchen Tangente steht zu der Ent
fernung des Mittelpunktes des bezeichnten Kreises von der Directrix in ei
nem constanten Verhältniss, welches mit dem übereinstimmt, das wir so eben 
durch e : 1 ausgewerthet haben.

Salmon , Anal. Geom. der Kegelschnitte.
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188. Die  L ä n g e  der S e n k r e c h t en vom B r e n n p u n k t  
auf die Tangent e  zu finden.

Die Länge der Senkrechten vom Brennpunkt (+  c, o) auf die

Linie +  =  1 ist nach Artikel 27

alter nach Artikel 176 ist

Also

In gleicher Weise ist

Also 

oder d a s R e c h te c k  aus den  Pe r p e d i k e ln  vo n  den B r e nn - 
punkt e n  auf  die Ta n g e n t e  ist  cons t ant  und g l e i c h  dem 
Quadrat  übe r  der h a l b en k l e i n e n  Achse.

Diese Eigenschaft gilt ebenso wohl für die Ellipse als für die 
Hyperbel.

189. Einige wichtige ’ Consequenzen können ans dein eben 
gefundenen Werth der Perpendikel gezogen werden.

Denn wir haben

Also ist der Sinus des Winkels, den der Brcimstrahl mit der 

Tangente bildet =  Denselben Werth finden wir für sin F P T ,

den sinus des Winkels, welchen der andre Brennstrahl mit der 
Tangente bildet. Al s o  b i l den  die Br e n n s t r a  In len des B e 
r ü h r u n g s p u n k t e s  g l e i c h e  Wi nkel  mit  der  Ta n g e n t e .
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Diese Eigenschaft ist sowohl für die Ellipse als für die Hyperbel 
gültig, und aus der Betrachtung der Eiguren 62 und 59 ist offenbar, 
dass die Tangente der Ellipse die 
äussere Ilalbirungslinie des Winkels 
zwischen den Brennstrahlen und die 
Tangente der Hyperbel die innere 
Ilalbirungslinie desselben ist.

Wenn also e i ne  E l l i p s e  
und e ine Hy p e r b e l  d i e s e l 
ben B r e n n p u n k t e  habe n ,  so s c h n e i d e n  sie e i na nde r  in 
den P u n k t e n ,  die sie g e me i n  h aben,  r e c h t w i n k l i g ,  d. h. 
die Tangente der Ellipse in diesem Punkt scldiesst mit der Tan
gente der Hyperbel in demselben Punkte einen rechten Winkel ein.

Aufg. 1. Beweise analytisch , dass confocale Kegelschnitte sich 
rechtwinklig schneiden.

Die Coordinaten jedes Dnrchschnittspunktes der Kegelschnitte

genügen der durch Suhtractiun beider Gleichungen erhaltenen Relation

und diese Relation wird

Dies ist aber die Bedingung (Art. 40), unter welcher die zwei Tangenten

rechtwinklig zu einander sind.

Aufg. 2. Bestimme die Länge einer Linie, die durch das Ccrilrum 
parallel zu einem Brennstrahl gezogen und durch die entsprechende Tan
gente begrenzt wird.

Diese Länge wird gefunden, indem man die Senkrechte vom Cen- 
trmu auf die Tangente m  mit dem Sinus des Winkels zwischen Radius 
vcclor und Tangente dividirt und ist daher a.

190. Die Normale ist, als eine Senkrechte zur Tangente, die 
i n ne r e  Halbirungslinie des Winkels zwischen den lirennslrahleu 
in dem Fall der Ellipse, und die ä u s s e r e  Halbirungslinie in dem 
Fall der Hyperbel.

Aber wenn die Kegelschnitte confocal sind, ist
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Wir können einen unabhängigen Beweis davon geben, indem 
wir zeigen, dass sie die Entfernung zwischen den Brennpunkten 
in zwei Tb eile zerlegt, welche in dem Verhält niss der Brennstrah
len sind (Euklid VI. 3); denn die Entfernung des Fusspunkts der 
Normale vom Centrum ist (Art. 181) =  c2 x .  Also sind seine 
Entfernungen von den Brennpunkten

c -\- e2 x  und c — e*x,
Grössen, welche offenbar die e fachen Werthe von

a -(- e x  und a — ex'
sind.

Aufg. Eine Normale zur Ellipse von irgend einem Punkt in der 
kleinen Achse aus zu ziehen.

Der durch den gegebenen Punkt und die beiden Brennpunkte ge
hende Kreis schneidet die Curve in den Punkten, nach denen die Normale 
zu ziehen ist.

191. Aus dem Satz des Artikel 188, dass das Rechteck, un
ter den von den Brennpunkten auf die Tangente gefällten Nor

malen constanl ist, kann noch eine 
andre wichtige Folge hergeleitet wer
den. Denn für zwei beliebige Tan
genten (Fig. 63) ist

oder
F TAber -----  ist das Verhältniss der Si-
Ft

nus der Theile, in welche die Linie FP  den Winkel an P  tlieilt
f ' {  /und —— ist das Verhältniss der Sinns der Theile, in welche F P  
F T

denselben Winkel tlieilt; wir haben daher /_ T P F  ~  [_ i'PF'. 
Wenn wir einen Kegelschnitt durch P  denken, der F und F' zu 
Brennpunkten hat, so ist in Art. 188 gezeigt, dass die Tangente 
an ihn gegen die Linien F P  und F P  gleich geneigt ist; wir 
schliessen daher nach dem gegenwärtigen Artikel, dass sie auch 
zu P T ,  Pt  gleich geneigt ist, und leiten so den folgenden nütz
lichen Lehrsatz ab: Die T a n g e n t e n ,  w e l c h e  man durch e i 
nen b e l i e b i g e n T u n k l  auf  e i nem K e g e l s c h n i t t  an e i 
nen c o n f o c a l e n  K e g e l s c h n i t t  z i e h e n  ka nn ,  sind g e 
gen die T a n g e n t e  des Ke g e l s c h n i t t s  in j e n e m  Punkt e  
gl e i ch  gene i g t .
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192. Man s o l l  den Ort der F u s s p u n k t e  der S e n k 
r e c ht e n  b e s t i m m e n ,  die von den B r e n n p u n k t e n  a uf  
die T a n g e n t e  ge f ä l l t  we r d e n  können.

Die Senkrechte vom Brennpunkte wird in Function des von 
ihr mit der Achse gebildeten Winkels ausgedrückt, indem man in 
die Formel des Artikel 179, nämlich

einsetzt,
Demnach ist die Polargleichung des Ortes

oder
oder

Dies ist nach Artikel 123 die Polargleiclmng eines Kreises, 
dessen Centrum in der Achse der x  in der Entfernung c vom 
Brennpunkte liegt, der Kreis ist daher mit der Curve concentrisch. 
Sein Halbmesser ist nach demselben Artikel ~~ a. Wenn wir  
also e i n e n  Krei s  b e s c h r e i b e n ,  der die t r a n s v e r s a l e  
Achs e  e i ner  H y p e r b e l  oder  E l l i p s e  zum D u r c h m e s s e r  
hat,  so l i egt  der F u s s p u n k t  der S e n k r e c h t e n  vom 
Br e nnpunkt e  auf  die T a n g e n t e  in der Pe r i p h e r i e  d i e 
ses  Kr e i se  s.

Oder umgekehrt, wenn wir  von e i ne m Punkt  F e i nen  
Ra d i u s  v e c t o r  F P  zu e i nem g e g e b e n e n  Kre i se  z i e h e n  
und T P  s e n k r e c h t  zu FP  l e g e n ,  so b e r ü h r t  die Li ni e  
T P  s t e t s  e i nen K e g e l s c h n i t t ,  der F  zu' s e i n e m B r e n n 
punkt  hat ,  und der e ine  E l l i p s e  oder  Hy p e r b e l  ist,  
je nach dem / ' ' innerhalb oder  a us s e r ha l b  des Kr e i s e s  ist.

Aus Art. 189 Aufg. 2 ist bekannt, dass die Linie CT,  deren 
Länge =  a ist, dem Brennstrahl F P  parallel läuft.

193. Den Winkel zu  f i n d e n ,  der dur c h  die von e i 
nem Punkt e  [x, y) aus an e i nen Cent ra l  - K e g e l s c h n i t t  
g e l e g t e  T a n g e n t e  a m B r e η η p u n k t e g c s p a η n t w i r d.

Wir wählen das Centrum zum Anfangspunkt der Coordinaten, 
bezeichnen den Berührungspunkt der Tangente durch [x , y') und 
die Radien vectoren, welche diesem und dem gegebenen Punkt 
entsprechen durch q und q, endlich die Winkel, welche diesel-
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ben mit der Hauptachse einschliessen, durch 0 ' und 0; alsdann 
gelten die Gleichungen:

und demnach

Aber nach der Gleichung der Tangente ist

und wir erhalten durch Substitution des daraus entspringenden 
Werthes von y y

Weil dieser Werth nur von den Coordinaten x, y abhangt, und 
die Coordinaten des Berührungspunktes nicht enthält, so spannt 
jede Tangente von x y  aus denselben Winkel am Brennpunkt; es 
wird al so der von i r g e nd  e iner  Se h n e  am Br e n n p u n k t  
g e s p a n n t e  Wi nke l  durch  die V e r b i n d u n g s l i n i e  des  
B r e n n p u n k t s  mit  i hr e m Pol  halbirt .

194. Die V e r b i n d u n g s l i n i e  des B r e n n p u n k t e s  mit  
dem I‘ol e i ne r  durch ihn g e h e n d e n  Se hne  ist  s e n k 
r e c ht  zu d i e s e r  Sehne .

Dieser Satz kann als ein specieller Fall des letzten Artikels 
abgeleitet werden, weil der am Brennpunkt gespannte Winkel in 
diesem Falle 180° ist. Man kann ihn aber auch direct beweisen 
wie folgt: Die Gleichung der Senkrechten durch einen Punkt 
[x y)  zur Polare dieses Punktes

ist wie in Artikel 181

\
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Wenn aber x y ein Punkt in der Directrix ist, so haben wir
a2x' = — und man kann erkennen, dass sowohl der Gleichung der
c

Polare als der der Senkrechten durch die Coordinaten des Brenn
punktes (x =  c , y  =  o) genügt wird. Beim Gebrauch der Polar- 
coordinaten in der Untersuchung der Curven wird der von der 
Tangente in einer Senkrechten zum Radius vector des Berührungs
punktes gebildete Abschnitt die P o l a r s u b t a n g e n t e  genannt. 
Demnach kann das Theorem dieses Artikels auch so ausgesprochen 
werden: D ie Di r e c t r i x  i st  der Ort des En dpun kt e s  der  
P o l a r s u b t a n g e n t e  für den Br e n n p u n k t  als  Pol.

Wir werden im folgenden Kapitel erkennen, dass die Theoreme 
dieses und des letzten Artikels auch für die Parabel wahr sind.

Die folgenden Aufgaben enthalten die Beweise einiger Sätze, 
die sich hier naturgemäss anschliessen.

Aufg. 1. Der W i n k e l ,  w e l c h e r  d u r c h  den  z w i s c h e n  
z we i  f e s t e n  T a n g e n t e n  e n t h a l t e n e n  A b s c h n i t t  e i n e r  v e r 
ä n d e r l i c h e n  T a n g e n t e  am B r e n n p u n k t e  g e s p a n n t  w i r d ,  
i s t  c ο n s t a n t.

Nach Art. 193 ist er die Hälfte des durch die Beruhrungssehne der 
festen Tangenten gespannten Winkels.

Aufg. 2. W e n n  e i n e  S e hne  PP  
(Fig. 64) d i e  D i r e c t r i x  in I) s c h n e i  
de t ,  so i s t  .FD d i e  ä u s s e r e  Hai  hi 
r u n g s 1 i n i e des  W i n k e l s  PFP'.

Denn F T  ist die innere Halbirungs- 
linie (Art. 193), aber I) ist der Pol von F T  
(weil es der Durchschnitt von P P , der Po
lare von F, mil der Directrix, der Polare 
von F, ist); daher ist D F  senkrecht zu FT 
und somit die äussere llalhirungslinic.

Eine interessante Folge dieser Eigenschaft ist die nachstehend an
gegebene :

W e η n z we i  f e s t e  P u n k t e  Q , Q e i n e s  K e g e l s c h n i t t s  m i t  
e i n e m v e r ä n d e r l i c h e η P u n k t e  P  d e s s e l b e n  vc r hund( i n  w e r 
d e n ,  so f a s s e n  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  in d e r  D i r e c t r i x  des  
K e g e l s c h n i t t s  ein S e g m c n t  z w i s c h e n  s i c h , w e I c h  es vo m zu 
g e h ö r i g e n  B r e n n p u n k t  aus u n t e r  c o n s t a n t e m  W i n k e l  g e 
s e h e n  wi r d .  Denn wenn wir die Durchschnitlspunktc jener beiden Se-
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kanlen der Curve mit der.Direclrix durch R, R' bezeichnen, so ist nach 
dom Vorigen

und
S o m i t

Geht die Sehne QQ durch den Brennpunkt, so ist dieser constante Win
kel demnach =  90°.

Der Satz ist geeignet, ein gutes Beispiel für den Gebrauch der Po- 
lar-Coordinaten in der Untersuchung der Kegelschnitte zu bilden. Er ent
spricht übrigens dem Satz von der Gleichheit der Peripheriewinkel über 
demselben Bogen am Kreise. Mit Hilfe der allgemeinen Definition der 
Brennpunkte, welche wir später entwickeln werden, kann man ihm eine 
noch allgemeinere Form gehen.

Die folgenden Sätze sind in der zwischen den Gleichungen der Po
lare und der Tangente bestehenden Analogie begründet.

Aufg. 3. W e η n s ic h e in  P u n k t  in e i n e r  f e s t e n  S e n k re ei l 
t e n z u r A ch s e bc wrcg l, so d r e h t  s i c h  die von  ih iu .au  f s e i ne  
P o l a r e  g e f ä l l t e  S e n k r e c h t e  um e i n e n  f e s t e n  P u n k t  in d e r  
Ac h se.

Denn der durch die Senkrechte bestimmte Abschnitt in der Achse ist 
(wie in Artikel 181) =  c2x  und daher constant, wenn x  constant ist.

Aufg. 4. Finde die Längen der vom Centrum und von den Brenn
punkten auf die Polare von (pc'\ y )  gefällten Senkrechten.

Fig. 05.
p  Aufg. 5. Beweise dass

CM. PN'—  b2
ist. (Fig. 65.) Dieser Satz entspricht dem 
im Artikel 182 bewiesenen, nach welchem 
das Rechteck aus der Normale und der 
vom Centrum auf die Tangente gefällten 
Senkrechten constant ist.

Aufg. 6. Beweise P N  . NN  =  ^  («? — e2x'2).
Wenn P  ein Punkt der Curve ist, so gieht diese Gleichung «len bekannten 
Ausdruck für die Länge der Normale wieder: P N  —  (Art. 182.).

Aufg. 7. Beweise FC. F'G' ~  CM. NN'.
Für den specicllen Fall, wo P  in der Curve liegt, geht dies über in

195. Die P o l a r g l e i c h u n g  der  E l l i p s e  od e r  H y p e r 
bel  unt er  d e r V o r a u s s e t z u n g  zu f i n d e n , dass  der 11 r e u n - 
p unkt  zu in Pole  g e no mme n ist.
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Die Länge des Brennstrahls (Art. 183) =  a — ex  giebt we
gen o cos 0· +  c — x ,  (als vom Centrum ans gemessen)

oder

Die doppelte Ordinate im Brennpunkt wird der P a r a me t e r  
genannt; seine Hälfte wird gefunden, indem man θ =  90η in die 
eben gegebene Gleichung substituirt und ist daher

Der Parameter wird gewöhnlich durch den Buchstaben p  bezeichnet 
und die Gleichung alsdann geschrieben

Der Parameter wird auch das l atus  rec t um (bei den Alten latus 
ereclum) genannt.

Aufg. 1. Das harmoni sche  Mittel  z w i s chen den S e g 
menten e i ner  durch den Brennpunkt gehenden Sehne ist  
constant  und dem Halbparameter  gleich.

Denn w enn der Radius vector FP, rückwärts durch den Brennpunkt 
verlängert, die Curve noch in P  schneidet, so ist

weil es dem Winkel (180 +  0) entspricht; somit

Aufg. 2. Das Rechteck aus den Segmenten einer durch 
den Rreunpunkt  gehendenSehne  stellt zur ganzen Sehne in 
einem co ns tan len Verhäl tni ss .

Dieser Satz kann als ein andrer Ausdruck des in der letzten Auf
gabe enthaltenen bezeichnet werden; aber man erkennt auch direct, dass 
die Grössen F P . F P , F P  +  F P  in einem constanlen Verhältniss stehen,
denn sie sind

Aufg. 3. J ede Seh ne d u ich de n Brennpunkt  ist die dri tte  
Propört i ona l ez  wi s c h e n d e r  Hauptachse u n d d e m zu i h r p a - 
r a l l e l e n  Durchmesser.  Demi die Länge des Halbdurchmessers, der 
mit der transversalen Achse einen Winkel 9· bildet, (Art. 16l) ist

und daher ist die in der letzten Aufgabe gefundene Länge der Sehne
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Aufg. 4. Die Summe  z w eie r  S e h n e n , die durc h den Brenn-  
pu nkt paral lel  zu zwei  conjugirt en Durchme ssern gezo gen 
werden,  ist constant .

Denn die Summe der Quadrate zweier conjugirlen Durchmesser ist 
constant. (Art. 174.)

Jufg. 5. Die Summe der Reci proken zweier  re c ht wi nk
l ig zu einander durch einen Brennpunkt  gc zogenenSchnen  
i s t cons t ant .  ^

196. Die auf den Scheitel bezogene Gleichung der Ellipse ist

oder

Demnach ist in der Ellipse das Quadrat der Ordinale k l e i 
ner als das Rechteck aus dem Parameter und der Ahscisse.

Die Gleichung der Hyperbel wird in derselben Art gefunden

Oder in der Hyperbel ist das Quadrat der Ordinate g r ö s s e r  als 
das Rechteck aus dem Parameter und der Ahscisse.

Wir werden im nächsten Kapitel zeigen, dass in der Parabel 
diese Grössen g l e i c h  sind.

Auf Grund dieser Eigenschaft sind die Namen Parabel, Hy
perbel und Ellipse zuerst gegeben worden. (Pappus, Math. Goll. 
Ruch VII.)

J )ic A s y m p t o t e n .

197. Wir haben bisher nur Eigenschaften discutirt, die der 
Ellipse und Hyperbel gemeinsam sind. Es giebt aber eine Klasse 
von Eigenschaften der Hyperbel, zu denen sich keine entsprechen
den unter denen der Ellipse finden, diejenigen nämlich, welche 
von den Asymptoten abhängen, als welche in der Ellipse imagi
när sind.

Wir sahen, dass die Gleichungen der Asymptoten immer er
halten werden, indem man die Summe der höchsten Potenzen der 
Veränderlichen - - o  setzt, vorausgesetzt, dass der Coordinatenan- 
fang mit dem Centrum Zusammenfalle. Wenn unter dieser Vor-
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ausselzung die auf ein Paar conjugirte Durelmicsser bezogene Glei- 

clnmg der Curve

ist, so ist die Gleichung der Asymptoten

d. li. diese letzteren sind

Demnach sind die Asymptoten parallel den Diagonalen des 
Parallelogramms, welches ein beliebiges Paar conjugirter Durch
messer zu seinen anstossenden Seiten 
hat. (Fig. 66.) Denn die Gleichung von 

y b
CT ist — —  — und diese Linie mussx  a
daher mit einer Asymptote zusammen
fallen, während die Gleichung von AB

OC 7/ \— -f- , —  ] ) zeigt, dass diese
a b  J

Linie zur andern Asymptote parallel ist. (Art. 167.)
Man kann somit aus zwei bekannten conjugirten Durchmes

sern die Asymptoten, oder aus den Asymptoten zu jedem gegebe
nen Durchmesser den ihm conjugirten finden; denn wenn wir 
A 0  zu einer Asymptote parallel bis zum Durchschnitt mit der an
dern ziehen, und es um sich selbst verlängern, so finden wir />, 
den Endpunkt des conjugirten Durchmessers.

19S. Der z w i s c h e n  den As y mp t o t e n  l i e g e n d e  Th ei l  
e i n e r  Tiangente wird im B e r ü h r u n g s p u n k t  hal bi r t  und 
i st  dem D u r c h m e s s e r  g l e i c h ,  der dem nac h  dem B e 
r ü h r u n g s p u n k t  g e h e n d e n  c o n j u g i r t  ist.

Dies ergiebt sichaus dem letzten Artikel, in welchem wir be
wiesen , dass A T =  b’ =  AT
ist; oder auch direct, indem wir den Durchmesser durch den Punkt 
und den zu ihm conjugirten zu Achsen wählen, so dass die Glei
chung der Asymptoten ist
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Ans derselben ergiebt sich für x  — d

und da die Tangente in a dem conjugirten Durchmesser parallel ist, 
so ist dieser Werth der dem Scheitel entsprechenden Ordinate 
der Asymptote zugleich der Werth des Abschnittes welcher durch 
die letztere in der Tangente gebildet wird.

199. D ie A bsclin  i l te  D E  und FG (Fig. 67), we l c h e  auf

folgt aus dem letzteil Artikel, dass der Theil D G von dem Durch
messer halbirt wird; da aber auch die Strecke E F  zwischen bei
den Schnittpunkten mit der Curve halbirt wird so ist

Die Längen dieser Linien können unmittelbar gefunden wer
den, denn aus der Gleichung der Asymptoten

e i ner  die  Hy p e r b e l  s c h n e i 
denden ge r ade  n Linie  z w i - 
s e h e n  der Curve und den 
Asymptoten enthal ten sind,  
h a be n  g l e i c h e  Länge.

Denn wenn wir den zu DG pa
rallelen Durchmesser und den ihm 
conjugirten zu Achsen wählen, so

DE — FG.

folgt

und aus der Gleichung der Curve

Also

und

200. Aus diesen Gleichungen folgt, dass das Recht eck  
DE.  DF  constant und =  b'2 ist. le grösser also DF  ist, um so 
kleiner muss D E  sein. Nun ist offenbar, dass D F um so länger
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wird, in je grösserer Entfernung vom Centrum es gelegen ist, 

und dass

für ein unbegrenzt wachsendes x  grösser als jede angebbare 
Grösse werden muss, d. h. Je we i t e r  vom Centrum e i ne  g e 
rade Li n i e  e n t f e r n t  i st ,  um so k l e i n e r  i st  der z w i s c h e n  
der Curve und i hr e r  As ympt ot e  e n t h a l t e n e  A b s chni t t  
d e r s e l b e n  und durch  V e r g r ö s s e r u n g  j e n e r  E n t f e r n u n g  
kann d i e s e r  Abs c hn i t t  k l e i n e r  als  j e d e  ange bbar e  
Gr ös s e  g e m a c h t  werden.

201. Wenn die Asymptoten zu Achsen genommen werden, so 
verschwinden die Coefficienten B und E aus der allgemeinen Glei
chung, weil der Anfangspunkt der Goordinaten mit dem Centrum 
zusammenfällt und die Coefficienten A und C, weil die Achsen die 
Curve in unendlicher Entfernung schneiden (Art. 91, 2); also re- 
ducirt sieh die Gleichung der Curve auf die Form

x y  =  k2.
Oie geometrische Bedeutung dieser Gleichung ist offenbar, 

dass  der I nhal t  des  durch die Goordi nat en  g e b i l d e 
ten P a r a l l e l o g r a mms  c o n s t a n t  ist.

202. Für d ie  in  d er  Form xtj —  k2 g e g e b e n e  Gl e i 
chung der Cu rve die Gl e i c h u n g  e iner  Sehne  oder  e i ne r  
T a n g e n t e  zu bi lden.

Wir haben

daher

I Me Gleichung einer Sehne ist daher

welche nach der Bemerkung, dass k 2 =  y' x  =  y"x" ist, wie folgt 
geschrieben werden kann

y x  -f- x y =  k2 +  yx".
Indem wir a/ — x" und y — y" machen, finden wir die Glei

chung der Tangente x y  -f- y x  =  -lk2, 
oder, indem wir für lc2 x y schreiben ,
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Aus dieser Form erhellt, dass die in den Asymptoten durch 
irgend eine Tangente gemachten Abschnitte =  2x  und 2y sind; 
ihr Rechteck ist daher =  4 k 2 d. h. das D r e i e c k ,  w e l c h e s  
i r g e n d  e ine  T a n g e n t e  mit  den As y mpt o t e n  b i l d e t ,  hat  
e i n e n  c o n s t a n ten Inhal t ,  näml i ch  den d o ppe l t e n  I n
hal t  d e s  durch die Coordi nat en des B e r ü h r u n g s p u n k 
t e s  g e b i l d e t e n  Para l l e l ogr amms .

Aufg. 1. Wenn zwe i  f este Punkte in einer Hyperbel  
(x' y '), (x '  y") m i t i r g e n d e i n e m veränderl i chen P unkt (x" y") 
derse l ben verbunden werden,  so ist die Strecke,  welche  
die Verbindungs l ini en auf jeder der Asymptο len be s t i m
men,  co ns tan t.

Da die Gleichung einer der Verbindungslinien ist
x"y  +  y'x — y'x" +  k2,

so ist der von ihr in der Achse der x  vom Anfangspunkt der ( oordinaten 
aus gebildete Abschnitt durch die Substitution y =  o

=  x"  +  x .
Ebenso ist der Abschnitt, welcher der andern Verbindungslinie ent
spricht * =  x x ',
und die Differenz zwischen beiden x' — x ' ist somit von der Lage des 
Punktes (x " y in der Curve unabhängig.

Aufg. 2. Bestimme ilie Coordinalen des Punktes, in welchem die 
Tangenten der Curve in {xy ' ) , [xy")  sich schneiden.

Wir bestimmen aus den Gleichungen
x y  +  y'x =  2 k2 und ’x"y -J- y"x =  2 k2 

die Werthc von x  und y  und erliallen

203. Die Gr össe  k 2 durch die  Ac h s e n  der Cu r vc 
a u s z u d r ü c k e n .

Da die Achse den Winkel zwischen den Asymptoten halhirt, 
so werden die Coordinalen des Scheitels gefunden, indem man in 
der Gleichung 
setzt und sind daher

Wenn man alsdann durch & den von der Achse mil der 
Asymptote gebildeten Winkel bezeichnet, so ist
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(denn a ist die Basis eines gleichschenkligen Dreiecks, dessen Sei
tenlänge =  k und Basiswinkel = & ) ‘, aber nach Art. 167 ist

also

Die Asymptotengleichung der Curve ist somit

204. Die S e n k r e c h t e  vom B r e η npunkt  auf  di e Asym - 
ptote  ist g l e i c h  der c o n j u g i r t e n  Ac hs e  b.

Denn sie ist durch CF sin & ausgedrückt und somit ~ b ,  weil

Dies hätte auch als ein" specieller Fall der Eigenschaft abge
leitet werden können, dass das Product der von den Brennpunkten 
auf eine Tangente gefällten Senkrechten conslant und = b 2 ist. 
Denn die Asymptote kann als eine Tangente betrachtet werden, 
deren Berührungspunkt in einer unendlichen Entfernung ist (Ar
tikel 97), und die Senkrechten von den Brennpunkten auf sie sind 
offenbar einander gleich.

205. Der Abs t and des  Brennpunkt es  von e i nem  
Pun k t e  in der  Curve  ist  g l e i c h  der Länge ,  we l c h e  von 
der  Direct  rix auf  e i ner  durch  den Punkt  pa r a l l e l  zur  
As y mpt o t e  g e z o g e n e n  g e r a d e n  Li ni e  a b g e s c h n i t t e n  
wir d.

Denn die Entfernung vom Brennpunkt ist das efache des Ab
standes von der Direclrix (Art. 1 S 7 ) ,  und die Entfernung von der 
Diröctrix verhält sich zur Länge der bezeiclmeten Parallellinie wie

cos Ό· ( =  -  Art. 167) zu 1.

Man kann daraus eine Methode zur Erzeugung der Hyperbel 
durch eine stetige Bewegung ableiten.
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Ein in B gebrochenes Lineal ABU (Fig. G8) bewegt sich mit 
seiner Kante AB längs der festen Linie DD'. 
Ein Faden von der Länge R B ist an den 
zwei Punkten B und F  befestigt, während 
ein Ring in P  den Faden stets gespannt 
hält; dann beschreibt der Punkt P  bei der 
Bewegung des Lineals eine Hyperbel, von 
welcher F ein Brennpunkt, B R  die Rich
tung einer Asymptote und DD'  die Directrix 
ist; denn P F  ist stets gleich PB.

Elftes Kapitel.

D i e  P a r a b e l .

206. Die Gleichung zweiten Grades, so sahen wir in Artikel 
91, repräsentirt eine Parabel, wenn die ersten drei Glieder ein 
vollkonnnnes Quadrat bilden oder wenn die Gleichung von der 
Form ist (a x  +  b y ) * +  D x  +  E y  +  F =  o.

Wir sahen, dass wir diese Gleichung nicht so für einen end
lichen Coordinalenanfang transformiren können, dass die Coeffi- 
eienten von x  und y beide verschwinden. Die Form der Glei
chung leitet jedoch sogleich zu einer andern Methode, sie zu ver
einfachen.

Wir wissen (Art. 27), dass die Grösse D x  +  Fy +  F zu der 
Länge der Senkrechten vom Punkt (xy) auf die durch die Glei
chung D x  +  Fy +  F — o
repräsentirtc gerade Linie und ebenso die.Grösse a x  -f- by der 
Senkrechten auf die Linie a x  -f  by =  o proportional ist.

Wenn wir also die zwei geraden Linien construiren , welche 
die Gleichungen

a x  +  by — o , Dx  +  Ey  -f- F =  o 
darstellen, so drückt die Gleichung der Curve aus, dass das Qua
drat der Senkrechten von einem Punkt der Curve auf die erste 
gerade Linie in einem constanten Verhältniss zu der Senkrechten 
auf die zweite Linie ist.
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Wenn wir nun unsre Achsen transforiniren und die Linie 
ax +  by —  o zur neuen Achse der x, die Linie Dx -f- Ey +  F =  o 
zur neuen Achse der y machen, so wird das neue y proportional 
zu der Senkrechten auf die Linie ax +  by und das neue x  zu der 
Senkrechten auf Dx  -f- Ey  -p F , und die transformirte Gleichung 
erhält die Form . xjz =  px .

Es ist offenbar, dass der neue Anfangspunkt ein Punkt in der 
Curve ist, und, weil wir für jeden Werth von x  zwei gleiche und 
entgegengesetzte Werthe von y haben, dass die neue Achse der x  
ein Durchmesser ist, die neue Achse der y aber parallel zu sei
nen Ordinalen.

Aber die Ordinate eines Durchmessers in seinem Endpunkt 
ist nach Artikel 102 eine Tangente der Curve, und die neue 
y  Achse ist somit die Tangente der Curve im Anfangspunkt der 
Coordinaten.

Wenn also die Gleichung der Parabel in der Form 
(ax  +  by)2 +  Dx  +  E y  F — n 

gegeben ist, so repräsentirt die Gleichung ax by = o  den durch 
den Anfangspunkt der Coordinaten gehenden Durchmesser und die 
Gleichung D x  -f- E y  -f- F =  o
die Tangente der Curve in dem Punkte, welchen dieser Durch 
messer mit derselben gemein hat. Und die Gleichung der Curve, 
bezogen auf einen Durchmesser und die Tangente am Endpunkte 
desselben als Achsen, ist von der Form

y 2 =  ρ χ ·
207. Obgleich wir so die Gleichung der Parabel in eine wirk

lich einfache Form übergeführt sehen, so haben unsre neuen Ach
sen doch die Unzweckmässigkeit, im Allgemeinen nicht rectangu- 
lär zu sein. Wir beweisen jedoch in dem Folgenden, dass es mög
lich ist, d ie  Gl e i c h u n g  u nt e r  B e i b e h a l t u n g  der r e c t a n -  
g u l ä r e n  A c h s e n  in d i ese  For m z u  bringen.

Wenn wir eine willkürliche Constante k einführen, so wird 
die Gleichun g (ax -h bxj)*+ Dx  +  Ey  +  F — o
der Gleichung
(ax -f- by +  Uf +  (D — *lak)x -f- (E — 2 bk)y -\- F — k* =  o 
äquivalent gefunden. Also ist, wie im letzten Artikel · 

a x  +  by -+- k =  o
die Gleichung eines Durchmessers und

(D — 2 ak)x  -f- (E — 2 bk)y -p F — k* =  o
Salm on, Anal. Geoni. der ICcgelschnilte. 1 5
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die der Tangente in seinem Endpunkt. (Dies bestätigt unser Be
weis, Artikel 94, dass alle Durchmesser einer Parabel parallel sind.)

Nun ist die Bedingung, dass diese zwei Linien zu einander 
senkrecht sind, (Artikel 40)

Also

Weil wir eine einfache Gleichung zur Bestimmung des be- 
sondern Werths von k erhalten, welcher die neuen Achsen rectan- 
gulär macht, so giebt es e i nen Durchmesser, dessen Ordinalen von 
ihm senkrecht geschnitten werden und dieser Durchmesser wird 
die Achse  der Curve genannt. Dann aber ergiebt sich, wie im 
letzten Artikel, dass wenn wir diesen Durchmesser 

a x  +  by  -f- Je =  o 
und die dazu senkrechte Tangente

a (D —  2 ak)x  -f- b (i?  —  2 bk)y  - f  F — k2 =  o 
zu Achsen nehmen, die transformirte Gleichung die Form

erhält.

208. Aus der Gleichung y2= p x  können wir sogleich die F i 
gur der Curve erkennen. Sie muss zu beiden Seiten der Achse 
der x  symmetrisch sein, weil jeder Werth von x  zwei gleiche und 

Fig. 09. entgegengesetzte Werthe für y liefert. Kein Theil 
von ihr kann auf der negativen Seite des Anfangs
punkts liegen, weil y für negative Werthe von x  
imaginär wird, und wenn wir dem x  wachsende 
positive Werthe gehen, erhalten wir wachsende 
Werthe für y. Also ist die Gestalt der Curve die 
hier dargestellte. (Fig. 69.)

Obgleich die Parabel der Hyperbel gleicht, insofern sie un
endliche Zweige besitzt, so bestellt doch eine wichtige Verschie
denheit zwischen der Natur der unendlichen Zweige der beiden 
Curven; die der Hyperbel strebten, wie wir sahen, unablässig, 
mit zwei divergirenden geraden Linien zusammenzufallen, aber dies 
gilt nicht für die Parabel, weil wir für die Bestimmung der 
Punkte, in welchen eine gerade Linie x ± = k y - { - l  die Parabel 
r f — p x  schneidet, die quadratische Gleichung
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erhalten, deren Wurzeln nie beide unendlich sein können, so lange 
k und l endliche Werthe haben. Daher giebt es keine endliche 
gerade Linie, welche die Parabel in zwei zusammenfallenden Punk
ten im Unendlichen schneidet; denn irgend ein Durchmesser 
y = ? n ,  welcher die Curve allerdings in einem unendlich entfern
ten Punkte schneidet (Art. 95), trifft sic doch auch in dem Punkte 

1) 1'

x =  — und obgleich dieser Werth wächst, wenn m wächst, so 
P

wird er doch nicht unendlich, so lange m endlich ist.

209. Die Gestalt der Parabel kann aus dem folgenden Lehr
sätze mit besonderer Klarheit erkannt werden : We nn  von e i ner

El l i p s e  ein S c h e i t e l  und  
ein B r e n n p u n k t  g e g e b e n  
s ind,  währ e nd  i hre  gros s e  
Achse a l s  u n b e g r e n z t  

wachsend gedacht  wird,  s o  nähert  sich die Curve 
f o r t w ä h r e n d  mehr der Parabel .

Die auf ihren Scheitel bezogene Gleichung der Ellipse ist

Wir wünschen b in Theilen der Entfernung VF  ( =  m) aus
zudrücken, welche wir als unveränderlich voraussetzen. Wir haben

(Art. 183); also 2am — m2; dadurch wird die Gleichung

Wenn wir nun voraussetzen, dass a unendlich geworden sei, 
so verschwinden ausser dem ersten alle Glieder auf der rechten 
Seite der Gleichung und die Gleichung reducirt sich auf

d. i. die Gleichung einer Parabel.
Wir sehen also, dass, wenn Brennpunkt und Scheitel einer 

Ellipse gegeben sind, während die grosse Achse unbegrenzt wächst, 
/  2 b  ̂ \

der Parameter 1 =  — -Art. 195) endlich bleibt und =  4?« wird.

Wenn die Gleichung der Parabel in der Form y 2 ~  p x  ge
geben wird, so wird deshalb die Grösse p  der Haupt parame-  
ter genannt.
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Eine P a r a b e l  kann auch als e i ne  E l l i p s e  b e 
t r a c ht e t  w e r d e n ,  de r e n  Ex c e nt r i c i t ä t  =  l i st ;  denn 

b2 b2
c2 =  L —  —. Nun sehen wir, dass—, der Coefficient von x 2 in

der vorigen Gleichung verschwindet, wenn wir a nach den vorge
schriebenen Bedingungen wachsen lassen; demnach wird e2 end
lich =  1.

210. Den Pa r a me t e r  der Parabel
(ax  -j- by)2 +  D x  -|- Ey  +  F =  o 

a us z u  drücken.
Wir haben (Art. 207) gesehen, dass diese Gleichung in der 

Form geschrieben werden kann:
(ax -f by  —(- A:)2 -}- (D — 2 ak) x  -f- (E — 2bk)y  +  F  — k2 — o, 
welches, wenn man für k den in jenem Artikel gefundenen Werth 
einsetzt, ist

wo zur Abkürzung

gesetzt worden ist. Wenn man nun durch X  und Y die Senkrech
ten von irgend einem Punkt auf die Linien a x  +  b y  +  k =  o 
und b x — ay  +  F' =  o bezeichnet, so wird diese Gleichung

und daher

Aufy. 1. Oie Gleichung

in die Form y2 =  p x  zu bringen. Hier ist k =  b und die Gleichung 
kann cesclirieben werden

oder wenn wir die Abstände irgend eines Punktes von 3x +  4// +  5 = 0  
und 4 x — 3// +  8 =  0 durch Y  und X  bezeichnen

Aufg. 2. Bestimme den Parameter der Parabel

Au fl.
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Dieser Werth kann auch direct mit Hilfe der folgenden Sätze abge
leitet werden, welche später bewiesen werden : Der Brenn punkt ei - 
ner P a rabel ist der Fus s punkt  einer Senkrecht en vom 
Durchschni t t spunkt  z we i e r  sich r e c ht wi nkl i g  s c h n e i 
denden Tangenten auf  ihre Berührungssehne ,  und der 
Parameter eines Kegel schni t t s  wird g e f u n d e n , indem man 
das Vierfache des Reckt ecks  aus den Abschni t ten einer  
durch den Brennpunkt  gehenden Sehne durch die Länge  
dieser Sehne dividirt .  (Art. 195.)

Aufg. 3. W e n n  a und b die Längen zwe i er  Tangenten  
einer  Parabel  sind,  we l che  sich r e c h t wi n k l i g  schneiden,  
und wi ein Vierthei l  des Paramet ers  i s t ,  so soll  bewi esen  
werden,  d a s s

211. Den P a r a me t e r  von
(ax -f- by)z +  D x  Ey  -f- F  =  o 

bei  s c h i e f e n  C o o r d i n a t e n a c h s e n  zu be s t i mme n.
Wir verfahren wie in Artikel 2 0 7 ; da die Achsen aber schief 

vorausgesetzt sind, so müssen wir die Bedingung des Artikel 41 
für das rechtwinklige Durchschneiden zweier geraden Linien an
wenden und erhalten für k die Bestimmungsgleichung

also

Die transformirte Gleichung ist dann

worin

Durch die Substitutionen

erhalten wir daraus zur Herstellung der Form Y * = p X
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Aufg. Finde den Parameter der Parabel

Aufl.

D i e  Tangente.
212. Die Gleichung einer Sehne der Parabel wird aus den 

Coordinaten der von ihr verbundenen Punkte der Parabel wie 
folgt gefunden. Weil y z =  p x  und y"2= p x "  so ist 

'2 "2 t * , y  — y" p

und die Gleichung einer Sehne somit

~------& =  . /  f 0(ler (y +  y") y  —  p x  — yy" =  o.x  x y V y
Die Gleichung der Tangente geht daraus durch die Substitu

tion y  =  y' hervor und wird wegen y 'z ===px'
2 y y  ~  p (x  +  x)·

Für den Durchschnittspunkt der Tangente mit der Achse ergieht 
sich x — — x  , oder die Strecke TM d. i. die S u b t a n g e n t e  
wird i m S c he i t e l  hal bi r t .

Da die Gleichung der Parabel für schiefwinklige Achsen die Form
y 2 =  p x

behält, wenn zu denselben ein Durchmesser und die durch sei
nen Endpunkt gehende Parabeltangente gewählt werden, so blei
ben auch die Gleichungen der Sehne und Tangente unverändert 
und die Subtangente ist auch dann noch das Doppelte der Ab-
scisse.

Dies giebt eine einfache Methode, an irgend einen Punkt einer 
Parabel eine Tangente zu ziehen, weil 
wir nur T V ~  FA/(Fig. 71) zu nehmen 
und P T  zu ziehen haben; es erlaubt 
uns auch, nachdem wir diese Tangente 
gefunden haben, die irgend einem andern 
Durchmesser entsprechende· Ordinate des 
Punktes zu bestimmen, weil wir nur 
V'M' =  T V' zu machen und PM'  zu 
ziehen haben.
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213. Es folgt aus Artikel 101 oder kann wie in Artikel 169 
bewiesen werden, dass die Gleichung der Polare irgend eines Punk
tes x  y  mit der der Tangente dieselbe Form hat und daher durch 
•ly y =  p  [ x - \ - x )  dargestellt ist. Wenn wir den Punkt suchen, 
wo diese Polare die Achse der x  schneidet, so erhalten wir

x  — x
und damit einen Salz, welcher uns häufig nützlich sein wird: 
dass  der Ab s c h n i t t ,  den die  Po l aren  z w e i e r  Pu n k t e  in 
der Achse  der  x  b i l d e n  dem Abs chni t t  zwi s c he n  den  
von di e sen P u n k t e n  auf  di e  Achs e  g e f ä l l t e n  S e n k r e c h 
ten g l e i ch  ist;  jede dieser Grössen ist =  (x — x").

D u r c li m e s s e r.

214. Wir haben erwähnt, dass die Gleichung der Parabel für 
einen Durchmesser und die seinem Endpunkt entsprechende Tan
gente die Form xf =  p x  
erhält.

Wir wollen dies durch wirkliche Transformation der auf 
rectanguläre Achsen bezogenen Gleichung yt =  p x  nochmals be
weisen, weil es nützlich ist, den neuen Parameter p  in Theilen 
des alten p  auszudrücken. Die Gleichung y 2 =  p x  wird durch 
Transformation zu parallelen Achsen durch einen Punkt x  y in 
der Curve (indem wir x  -f- x  und y  +  y  für x  mul y schreiben) in 

xf +  2 y y =  p x
übergeführt.

Wenn wir alsdann mit Beibehaltung der Achse der x  eine 
neue Achse der y wählen, die zu jener unter dem Winkel & ge
neigt ist, so ist unser altes y  ~  P N  =  PM' sin 9 und das alte 
x =  V Μ' +  PM'  cos 0·. (Siehe die Fig. des Art. 212.) Wir 
substituiren daher y  sin 9 für y und x  -+- y cos -9· für x  und unsre 
Gleichung wird

y2 sin 2 9 + 2 y y  sin 9 =  p x  +  p y  cos -9.

Damit diese sich auf die Form t f  ~  p x  reducire, müssen w ir 
haben

2y sin -9· =  p cos Φ oder
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Ans der Gleichung

sehen wir aber, dass θ  der von der Tangente mit der Achse der 
x  gebildete Winkel ist. Somit nimmt die obige Gleichung auf 
einen Durchmesser und die entsprechende Tangente bezogen die

Form an

Die Grösse p  wird der dem Durchmesser V'M' entspre
chende Parameter genannt und wir sehen, dass  der Parame
ter i r g e n d  e i nes  D u r c h m e s s e r s  dem Haupt - Par ame t e r  
di rec t  und dem Quadrat  des  Si nus  des Wi nke l s ,  w e l 
chen s e i ne  Ordi naten mit  der Achse  b i l de n ,  verkehrt  
p r o p o r t i o n a l  ist; denn es ist

Wir können den Parameter irgend eines Durchmessers aus 
den Coordinaten seines Scheitels ableiten vermittelst der Gleichung

denn darnach ist

und

D i e  N o r m a l e .
215. Die Gleichung einer durch {x y )  senkrecht zur Tangente

gezogenen geraden Linie ist

Der von ihr in der Achse der x  gebildete Abschnitt ist

und daher wegen VM =  x,  (Fig. 72) 

MN (die S u b η o r m a 1 e) =  ^ .

ln der Pa r a b e l  ist  die Sub-  
n or ma l e  c o n s t a n t  u n d  d e m  
H a l b p a r a me t e r  g l e i ch .
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Die Normale selbst ist

D e r  B r e n n  p n n k t.

216. Ein Punkt in der Achse der Parabel, dessen Entfernung 
vom Scheitel einem Viertheil des Hauptparameters gleich ist, wird 
der Br e n n p u n k t  der Curve genannt. Es ist derselbe Punkt, 
welcher im Artikel 209 uns dazu führte, Analogien mit dem Brenn
punkt der Ellipse zu vermuthen, und die Entwickelungen des ge
genwärtigen Abschnitts werden zeigen, das s  e i ne  P a r a b e l  in 
j e d e r  B e z i e h u n g  a l s  e i ne  E l l i p s e  b e t r a c h t e t  w e r d e n  
d a r f ,  deren e i n e r  B r e n n p u n k t  e b e n  d i e s e r  Punkt  i s t ,  
w ä h r e n d  der andre  in u n e n d l i c h e r  E n t f e r n u n g  l iegt .  
Um Brüche zu vermeiden , wollen wir in den folgenden Artikeln

Pzuweilen die Abkürzung m —  — anwenden.
4

D ie E n t f e r n u n g  i r g e n d  e i ne s  Pu n k t e s  in de r  Curve  
vom B r e n n p u n k t  zu f inden.

Da die Coordinaten des Brennpunkts 'm, o sind, so ist das 
Quadrat seiner Entfernung von irgend einem Punkte ( x y )

[cc — m f  -f- y 2 =  x ’2 — 2 m x  -f- mz +  4 m x  =  [x -f- in)2.
Demnach ist die Entfernung irgend eines Punktes vom Brenn

punkt x  +  in. Damit lässt sich das Resultat des Artikel 214 ein
facher in dem Satze ausdrücken: Der P a r a me t e r  i r g e n d  
e i nes  D u r c h m e s s e r s  ist das  Vi er f ache  der E n t f e r n u n g  
s e i n e s  E n d p u n k t s  vom Br e nn p u n k t e .

217. Die Polare des Brennpunkts einer Parabel wird wie bei 
der Ellipse und Hyperbel die Di rec t r i x  genannt. Weil der Ab
stand des Brennpunkts vom Scheitel = m ,  ist seine Polare nach 
Artikel 213 eine zur Achse senkrechte Linie in demselben Ab
stand auf der andern Seite des Scheitels. Die Entfernung irgend 
eines Punktes von der Directrix ist somit

=  x  -(- 111,
welches durch Vergleichung mit dem Ergehniss des letzten Arti
kels den Satz giebt: D ie E n t f e r n u n g  i r g e n d  e i n e s  P u n k 
t e s  der Curve von der  Di r e c t r i x  ist  s e i n e r  E n t f e r n u n g  
vom B r e n n p u n k t e  g l e i ch.
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Wir sahen im Artikel 187, dass in der Ellipse und Hyperbel 
die Entfernung vom Brennpunkt zu der Entfernung von der Di- 
rectrix in dem constanten Verhältniss c : i  ist und erkennen jetzt, 
dass diess auch für die Parabel gilt, weil in ihr e =  1 ist. (Art. 209.)

Die im Artikel 205 zur mechanischen Beschreibung der Hy
perbel gegebene Methode liefert eine Parabel, wenn man den Win
kel A B R  einem rechten Winkel gleich macht.

218. Der Punkt ,  wo e ine  Ta ng e nt e  die Achse  S c h n e i 
det ,  und i h r B e r ü h r u n g s p u n k t s i n d v o m B r e η η p u n k t 
g l e i c h  we i t  ent f ernt .

Denn die Entfernung vom Scheitel bis zu dem Punkte, wo 
die Tangente die Achse schneidet, ist x  (Art. 212), also die Ent
fernung dieses letzteren Punktes vom Brennpunkt x  -J- in.

219. l e d e  T a n g e n t e  b i l de t  mit  der Achs e  und dem 
Radi us  vec t or  des B e r ü h r u n g s p u n k t e s  g l e i c h e  Winkel .

Dies ergiebt sich aus der Betrachtung des gleichschenkligen 
Dreiecks, welches wir im letzten Artikel als durch die Achse, die 
Tangente und den Brennstrahl des Berührungspunktes gebildet zeigten.

Es ist nur eine Ausdehnung der Eigenschaft der Ellipse (Ar
tikel 189), dass \_TPF ~  [_T' PF' \ denn wenn wir den Brenn
punkt F'  als in unendlicher Entfernung gelegen vorausselzen, so 
wird die Linie PF'  parallel zur Achse und \ _ T P F =  i P T F .

Demnach schneidet die Tangente vom Endpunkte der Brenn
punkts-Ordinate die Achse unter einem Winkel von 45°.

220. Die Länge  der  vom Br e n n p u n k t  auf  die T a n 
g e nt e  g e f ä l l t e n  S e n k r e c h t e n  zu be s t i mme n .

Die Senkrechte von) Punkt (m,o) auf die Tangente

ist

d. h. FR  (siehe Eig. 72) ist die mittlere Proportionale zwischen 
F V und FP.

Aus diesem Ausdruck und aus Artikel 215 folgt auch, dass 
F R  die Hälfte der Normale ist, welches wir auch geometrisch aus 
dem Factum erkannt haben würden, dass TF =  FN.
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2 2 1. Die  v o m B r e n n p u n k t  auf  die T a n g e n t e  g e f ä l l t e  
S e n k r e c h t e  dur c h  den von ihr mit  der Achs e  e i n g e 
s c h l o s s e n e n  Wi nke l  a us z udr üc kc n .

Wir haben

(Art. 214); daher nach Art. 220

Die Gleichung der Tangente wird daher für den Brennpunkt 
als Anfangspunkt der Coordinaten

und darnach kann die Senkrechte von irgend einem andern Blinkte 
aus in Function des von ihr mit der Achse gebildeten Winkels 
ausgedrückt werden.

222. Der Ort d es  F u s s p u n k t s  der vom Br e nnpunkt  
auf  die T a n g e n t e  gefä 111en S e n k r e c h t e n  ist  e i ne  gerade  
Linie.

Denn nehmen wir den Brennpunkt zum Pol, so ist die Po
largleichung des fraglichen Ortes

oder

eine Gleichung, welche offenbar die S c h e i t e l t a n g e n t e  der Pa
rabel repräsentirt. Wenn wir umgekehrt von irgend einem Punkt F 
einen Radius vector FR  zu einer geraden Linie VR  und PR  
senkrecht zu ihm ziehen, so tangirt die Linie PR  stets eine Pa
rabel, für welche der Punkt F  Brennpunkt ist.*)

Als eine nützliche Hebung empfehlen wir dem Leser die Un
tersuchung des durch den Fusspunkt der Senkrechten vom Brenn
punkt auf die Tangente beschriebenen Ortes in rectangulären Coor
dinaten.

*) Die allgemeine Auflösung der Klasse von Aufgaben, welcher diese 
Erzeugungsweise der Parabel angehört und in denen die Enveloppe einer 
beweglichen geraden Linie zu bestimmen ist, kann erst im weiteren Ver
laufe der Untersuchung gegeben werden.
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223. Den Ort des  D u r c h s c h n i t t s p u n k t e s  der  T a n 
ge nt e n  zu b e s t i m m e n ,  we l c h e  e i n a n d e r  r e c h t w i n k l i g  
du r ch sehn eid en.

Aus der im Artikel 222 entwickelten Gleichung einer Tan
gente x  cos 2« - f -  y  sin « cos « -f- m =  o
ergieht sich die Gleichung der zu ihr senkrechten Tangente (d. h. 
derjenigen, deren Normale den Winkel 90° +  « mit der Achse 
bildet) durch die Substitution von cos « für sine und — sin « lur 
cos « x  sin2« —  y  sin « cos « -f- m — o ,
und indem man durch einfache Addition dieser Gleichungen « eli- 
minirt, erhält man als die Gleichung des verlangten Ortes 

x  +  2 tti =  o,
d. i. die Gleichung der Dir ec Ir ix , denn die Entfernung des 
Brennpunkts von der Directrix ist = 2  m.

224. Der Wi n k e l  z w i s c h e n  i rgend zwe i  T a n g e n t e n  
i st  die  Häl f t e  des  Wi n k e l s  we l c h e n  die Br e n n  s t r a h l e n  
ihrer  B e r ü h r u n g s p u n k t e  e i n s c h l i e s s e n .

Denn in dem gleichschenkligen Dreieck P F T  ist der Win
kel P T F ,  den die Tangente mit der Achse bildet, die Hälfte des 
Winkels P FN ,  welchen der Brennstrahl mit ihr einschliesst. Nun 
ist der Winkel zwischen irgend zwei· Tangenten gleich der Diffe
renz der Winkel, die sie mit der Achse bilden und der Winkel zwi
schen den Brennstrahlen ist gleich der Differenz der von ihnen mit 
der Achse eingeschlossenen Winkel.

Der Lehrsatz des letzten Artikels kann als ein specieller Fall 
djes gegenwärtigen Satzes angesehen werden, denn wenn zwei 
Tangenten- mit einander einen rechten Winkel einschliessen, so 
bilden die Brennstrahlen der Berührungspunkte mit einander einen 
Winkel von ISO0 und die zwei Tangenten entsprechen den End
punkten einer durch den Brennpunkt gehenden Sehne und schnei
den sich daher nach der Definition der Directrix . in derselben.

225. D ie ge r a de  Li n i e ,  w e l c h e  den B r e n n p u n k t  mit  
dem D u r c h s c h n i t t s p u n k t  z we i e r  T a n g e n t e n  v e r b i n 
det ,  ha l b i r t  den Wi n k e l ,  w e l c h e n  die B e r ü h r u n g s 
punkt e  der l e t z t e m  am B r e n n p u n k t e  spannen.

Aus den Gleichungen zweier Tangenten
x  cos2« -f- y sin « cos a m =  o, 
x  cos2/? +  y  sin ß cos ß -f- m =  o,
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finden wir durch Subtraction die Gleichung der geraden Linie, 
welche ihren Durchschnittspunkt mit dem Brennpunkt verbindet 

x  sin (a +  ß) — y  cos (« +  ß) =  o.
Dies ist die Gleichung einer geraden Linie, die mit der Achse 

der x  einen Winkel (a +  ß) einschliesst. Weil aber a und ß die 
von den Senkrechten auf die Tangenten mit der Achse gebildeten 
Winkel sind, so haben wir VFP =  2« und VFP'  =  2/3; daher 
halbirt die gerade Linie, welche mit der Achse den Winkel (a +  ß) 
bildet, den Winkel PFP' .  Dieser Salz kann auch bewiesen wer
den, indem man wie in Artikel 193, den Winkel (0· — θ') berechnet, 
unter welchem die durch den Punkt (x y) gehende Tangente einer 
Parabel vom Brennpunkt aus gesehen wird; denn wenn man findet

so zeigt dieser von den Coordinaten des Berührungspunktes unab
hängige Werth, dass er für jede der zwei Tangenten, die man 
durch (xy)  ziehen kann, derselbe ist.

Z usatz l.) Wenn wir den Fall nehmen, wo der Winkel 
PFP'  =  180° so geht P P '  durch den Brennpunkt; die Tangen
ten TP und T P  schneiden einander in derDirectrix und der Win
kel T F P  ist gleich 90°. (Art. 194.) Dies kann auch direct bewie
sen werden, indem man die Gleichung der Polare irgend eines 
Punktes (— m , y )  in der Directrix und die Gleichung der Verbin
dungslinie dieses Punktes mit dem Brennpunkt bildet; diese zwei 
Gleichungen sind

y'y —  Ί η [ χ  — m)
und 2 m (y  — y)  -f- y [x —· m) =  o ,
und sie stellen offenbar zwei zu einander rechtwinklige gerade 
Linien dar.

Zusatz 2.) Wenn eine Sehne PP  
(Fig. 73) die Directrix in D schneidet, 
so ist Fl) die äussere Halbirungslinie 
des Winkels P F P . Dies ist in der 
2. Aufgabe des Artikels 194 bereits be
wiesen worden.

Z u s a t z 3.) W e n n  e i n e v e r  ä n - 
d e r l i c h e  T a n g e n t e  der P a r a b e l  
zwei  f e s t e  T a n g e n t e n  s c h n e i d e t ,  s o  ist  der W i n k e l ,
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u n t e r  we l c he m der z w i s c h e n  den f e s t en  Ta n g e n t e n  
l i e g e n d e  T h e i l  der v e r ä n d e r l i c h e n  T a n g e n t e  vom

Br e nnpunkt  aus erscheint ,  
das S u p p l e m e n t  des  W i n - 
kel s , we l c h e n  die  f e s t en  
T a n g e n t e n  bi lden.

Denn der Winkel QRT (Fig.74) 
ist die Hälfte des Winkels p F q  
(Art. 224), und nach dem jetzigen 
Artikel ist LPFQ auch die Hälfte 
von L p Fq ,  daher

d. i. gleich dem Supplement des LPRQ.

Zusatz  4.) Der Kre i s ,  w e l c h e r  dem von i rgend drei  
T a n g e n t e n  e i ne r  Pa r a be l  g e b i l d e t e n  Dre i eck  u m s c h r i e 
ben i s t ,  geht  durch den Br e nnpunkt .

Denn der durch P R Q  beschriebene Kreis muss durch F ge
hen, weil der im Segment PFQ  enthaltene W inkel das Supplement 
des in PRQ  enthaltenen ist.

226. D i e P o l a r g l e i c h u n g d e r P a r a b e l  f ü r d e n B r e n n -  
punkt  als Pol  abzul e i t en .

WTir zeigten im Artikel 216,  dass der Brennstrahl

Daraus folgt

dieselbe Gleichung geht aus der Gleichung des 
Artikel 195 durch die Substitution e = l  hervor. 
(Art. 209.) Die in den Aufgaben des Artikel 195 
entwickelten Eigenschaften gellen daher auch für 
die Parabel.

In dieser Gleichung ist & von der Seite FM  
her gemessen vorausgesetzt; wenn wir ihn als 

von der Seite FV  gemessen betrachten, so ist
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Diese Gleichung kann geschrieben werden
ρ cos2 t & =  m ,

oder 
und gehört somit einer Klasse von Gleichungen an , deren allge
meine Form 
ist. Einige Eigenschaften derselben gedenken wir später zu ent
wickeln.

Z w ö l f t e s  Kap i t e l .

Vermischte Aufgaben und Lehrsätze über die 
Kegelschnitte.

227. Die Methode, die Algebra auf Probleme bezüglich der 
Kegelschnitte anzuwenden, ist im Wesentlichen dieselbe, wie die 
in dem Falle der geraden Linie und des Kreises angewendete 
und wird keinem Leser Schwierigkeiten darbieten, der die im 
dritten und achten Kapitel gegebenen Beispiele sorgfältig durch
arbeitet bat. Wir wollen daher aus der grossen Anzahl von Auf
gaben, die zu Oertern des zweiten Grades führen, nur einige aus
wählen und ihnen mehrere Eigenschaften der Kegelschnitte an
reihen , welche zur Aufnahme in die vorhergehenden Entwickelun
gen nicht geeignet erschienen.

Aufg. 1. Eine Linie von cons t ant er  Länge bewegt  
sich z wi s c h e n  den Schenkeln eines gegebenen Wi nke l s ;  
man sol l  den durch e inen f es t en Punkt in ihr be s c hr i e be 
nen Ort finden.

Bezeichnen wir PL durch n, P K  durch m, 
und LK  durch / , so haben wir aus ähnlichen
Dreiecken OL

Mittelst der Relation

folgt daraus

oder
die Gleichung einer El l i ps e ,  die den Punkt 0  zu ihrem Centrum hat;
denn B2—  4A C ist hier negativ, nämlich = ----- sinaav

nl irr

www.rcin.org.pl



240 

Aufg. 2. Wel ches  ist  der Ort ,  de n der v i erte End
punkt  eines P a r a l l e l o g r a mms durchläuft ,  wenn zwei  Se i 
ten des se l ben OK, OL unveränderl i ch,  und die zug e hö r i g e  
Diagonale  um einen f e s t e n  P u n k t  P drehend v o r a u s g e s e t z t  
w e r d e n ?

Aufg. 3. Wel ches  ist  der Ort d er Endpunkte welche der 
Durchmesser ,  we l c h e  man paral l e l  zur  einen Diagonale  
eines  Rechtecks  in Kreisen ziehen kann,  die über der a n 
dern Di agonale  beschrieben werden?

Wir wählen zwei benachbarte Seiten des Rechtecks zu Coordinaten- 
Achsen und bezeichnen die Länge der mit der Achse der x  zusammen
fallenden durch m , und die Länge der in der Achse der y  liegenden 
durch n, ferner durch a und b die Coordinaten des Centrums des Krei
ses, von dem wir voraussetzen, dass er über der durch den Coordinaten- 
anfang gehenden Diagonale beschrieben sei. Die Gleichung dieses Kreises 
muss von der Form sein

x2 -f- y2 — 2 ax —  2 by =  o 
und seine Mittelpunkts-Coordinaten unterliegen der Bedingung 

m2 +  n2 —  2 am —  2 bn =  o.
Die Gleichung desjenigen Durchmessers , welcher der zweiten Diagonale 
des Rechtecks parallel geht, ist alsdann

an -f- bm — my -f- fix.
Wir erhalten die Gleichung des gesuchten Ortes, indem wir die Coordi- 
naten des Mittelpunktes a, b aus den drei aufgestellten Redingungsglei- 
chungen eliminiren. Diese Elimination liefert

(m2 +  fi2) (;j 2 —  x2 -f- mx —  ny) —  o , 
oder als die Gleichung des Ortes

y2 —  x 2 -f- mx —  ny =  o.

Durch die Substitution x ~  für x  und y  -f- ~ für?/, d.h. bei Verlegung 
des Anfangspunktes in den Mittelpunkt des Rechtecks gehl dieselbe in

über, d.h. der Ort ist eine g l ei chse i t ige II yp er b e i , w e l c h e  
den Mit telpunkt  desRechtecks  zum Gentium und P a r a l l e 
len zu den Sei tc n des se l ben zu Achsen hat. Sie geht durch die
Ecken des Rechtecks, weil x — +  y =  jF ” gefunden wird.

Aufg. 4. Oder der Ort des Durchschni l t spunktes  der 
auf O K ,  OL  in denselben Punkten L, K  wie in Aufg. 2 e r 
r i cht e t en  Senkrechten,  d. h. der vierten Ecke des ent  
sprechen den.veränderl i chen Kr ei s v i e r e c k s ?

Aufg. 5. Welchen Ort hescl i  re ibt  ein Punkt  Q, der in 
Z A' s o angenommen wird,  dass Q K = P L  ist?
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Aufg. 6. Zwei  g l e i c h e  Lineale  AB,  B C (Fig. 77) sind 
durch ein Charnier in B  vere i ni gt ,  der 
Endpun kt  A ist be fes t i gt ,  indess C die 
gerade Linie A C durchl auf en muss;  
man sol l  den durch i rgend e i nen f e -  
sten Punkt  P  i n B C  b e s c h r i e b e n e n  Ort 
f inden .

Aufg. 7. Man s o l l  aus der Basis und der Dif ferenz der 
Basi swinkel  eines Dreiecks den Ort der Spi tze des s e l ben  
be st i in in en.

Wir können genau wie in Artikel 124, Aufgabe 1 verfahren, wo die 
Summe der Basiswinkel gegeben ist. Der Ort wird als eine g l e i c h s e i 
t ige Hyperbel  gefunden, welche die Basis zum Durchmesser hat. Da 
die Differenz der Basiswinkel gegeben ist, so ist lciclit zu sehen, dass die 
innere und äussere Halbirungslinie des Winkels an der Spitze zu festen 
Linien parallel sein müssen, und diese geraden Linien sind den Asympto
ten der gefundenen Hyberbel parallel.

Umgekehrt, wenn wir das Dreieck betrachten, dessen Basis der 
Durchmesser einer gleichseitigen Hyperbel ist, und dessen Spitzen in der 
Curve liegen, so sind die Seilen nach Art. 180 zu conjugirten Durchmes
sern parallel; conjugirte Durchmesser einer gleichseitigen Hyperbel ma 
eben aber gleiche Winkel mit den Asymptoten. (Art. 175.)

Aufg. 8. Man sol l  aus der Basis und dem Product  der 
Tangenten der Bas i s wi nke l  eines Dreiecks den Ort des 
Schei te l s  best immen.

Derselbe ist ein K e g e l s c h n i t t , (dessen Scheitel mit den Basis
ecken zusammenfallen. Dies ist die Umkehrung von Art. 171.

Aufg. 9. Aus der Bas i s l änge  und dem Product  der 
Tangenten der halben Basi swinkel  den Ort der Spi tze zu 
finden.

Indem man die Tangenten der Hälften der Basiswinkel in Theilen 
der Seiten ausdrückt, findet man, dass die Summe der Seiten gegeben 
ist, und dass daher der Ort eine El l ipse ist, welche die Basisecken zu 
Brennpunkten hat.

Aufg. 10. We l c h e s  ist der Ort des Mi t t e l punktes  des  
einem Dreieck e i ng e s c hr i e be ne n  Kre i ses ,  von wel chem  
d i e B a s i s und die Summe seiner Se i t en bekannt sind ?

Man kann aus den beiden letzten Beispielen unmittelbar erkennen, 
dass der Ort eine El l i ps e  ist, deren Scheitel die Endpunkte der gege
benen Basis sind.

Aufg. 11. Wenn derlnhaljt  i rgend ei nes Dre i ecks  und 
der Winkel  an der Spi tze desse lben der Grösse und Lage 
nach best immt s ind,  so sol l  man den Ort eines Punktes  f i n 
den,  d e r d i e B a s i s in ei nem gegebenen Verhältn i s s t  hei l t .

Salinen , Anal. Geoni. der KegelschniUe. 16
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Aufg. 12. Die Ra s is eines Dreiecks ist gegeben und der 
e i neBas i swi nkel  ist  doppel t  so gross ,  als der andere; w e l 
ches i st  der Ort der Spitze?

Aufg. 13. The i l e  einen Krei sbogen in drei  gle iche  
Th eile.

Der Theilpunkt wird als der Durchschnitt des gegebenen Rogens 
mit einer gewissen Hyperbel bestimmt.

Aufg. 14. Die Rasis und der Inhalt eines Dreiecks sind 
gegeben;  man sol l  den Ort des Punktes  f inden,  in welchem 
se i ne  drei Höhenperpendi ke l  sich schneiden.

Aufg. 15. Man sol l  den Ort des Mi t te lpunktes  eines  
Kreises  f inden,  we l cher  zwei  andere Kreise berührt ,  oder 
wel cher  einen g e g e b e n e n  Kreis und eine g egebene  gerade 
Linie berührt.

Aufg. 16. Die Rasis eines Dreiecks  und die Länge des  
durch die Se i t en in einer gegebene n geraden Linie g e b i l 
deten Abschni t t s  i st  gegeben;  man soll  den Ort der Spitze  
best immen.

Aufg. 17. Zwei  Ecken eines  gegebenen Dreiecks b e 
wegen sich längs f es ter  gerader Linien;  der Ort der d r i t 
ten Ecke ist  zu finden.

Aufg. 18. Zwei  Ecken eines  Dreiecks bewegen sich 
längs  f e s t er  gerader Linien,  i n d e s s seine Sei ten sich um 
feste Punkte drehen;  man sol l  den Ort der dri t ten Ecke 
best im men.

Aufg. 19. Wel ches  ist der Ort des Centrums eines  
Krei ses ,  der in zwei  gegebenen geraden Linien v o r g e 
schriebe ne Abschni t t e  macht.

Aufg. 20. Ein Dreieck A B C ist  einem gegebenen Kreis 
umschr i eben,  der Winkel  an C ist gegeben und B be we gt  
sich längs einer festen geraden Linie;  man soll  den Ort 
von A finden.

Wir wenden Polar-Coordinatcn an, deren Pol das Centrum des Krei
ses ist und deren Winkel gegen die Normale auf die feste gerade Linie 
gemessen werden, und bezeichnen in diesem Sinne die Coordinalcn von 
A, B  durch ρ, D; ρ\ Dann ist p cos D" =  p. Aber es ist leicht zu 
sehen, dass der Winkel AOB gegeben ist ( =  a ); und da die Höhe des 
Dreiecks AOB gegeben ist, gilt die Gleichung

Aus ihr geht durch die Substitution von D ϋ · '= α  die Polar-Gleichung
des Ortes
hervor, eine Gleichung, welche einen Kege l schni t t  darstellt
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Aufg. 21. Eine gerade  Linie bewegt  s ich so ,  dass sie 
stets  einen festen Kege l s chni t t  berührt ;  in jeder  ihrer  
Lagen bes t i mmt  man ihren Pol in Bezug auf  einen andern 
festen Kege l s chni t t ,  we l ches  i s t  der von diesem Pol  
durchlaufene Ort?

Wenn wir die beiden Kegelschnitte durch die Gleichungen 

repräsentiren, so ist die Polare irgend eines Punktes in Bezug auf den 
zweiten nach Art. 101
(2Ax' +  By' +  D)x +  (2Cy’ +  Bx +  E)y +  Dx +  Ey' +  '2F =  o,

Aber die Bedingung , unter welcher diese gerade Linie den ersten 
Kegelschnitt berührt, ist nach Al l. 169, Aufg. 1

.
Biese Bedingung, welche durch die Coordinalen des Punktes befrie

digt werden muss, ist die Gleichung seines Ortes und offenbar vom zwei
ten Grade.

228. Wir geben in diesem Artikel einige auf die F o c a l - E i g e n -  
s c h a l t e n  der K e g e l s c h n i t t e  bezügliche Aufgaben und Sätze 
und fordern den Leser auf, die fehlenden Beweise zu entwickeln.

Aufg. 1. In e i n e m Ke ge 1 s ch n i 11 i s t d i e F o c a l - D i s t a n z  
eines jeden Punktes  der bis zum Du r c hs c hn i t t  mit der 
Tangente  am Endpunkt  der Br e nnpunkt s - Or d i n at e  v e r 
längerten Ordinate des  Punktes  gleich.

Aufg. 2. Vom Brennpunkt  eines Kegel s  c Im i t t e s  aus 
werden gegen die Tangenten desse l ben unter  gegebenem  
Winkel  gerade Linien gezogen;  man s o l l  den Ort ihrer  
Fusspunkte best immen.

Aufg. 3. Den Ort des Pol es einer f es ten geraden Linie 
in Bezug auf e ine  Bei he c onccn Iris eher und confocal er  
Kegel schni t te  zu f inden.

Wir wissen, dass der Pol einer geraden Linie - - 4 - - = 1  in Be-
2 2  m n

zug auf den Kegelschnitt ~2 j-2 —  l aus den Gleichungen mx — a2
und ny =  b2 (Art. 169) gefunden wird; wenn die Brennpunkte des Ke
gelschnitts gegeben sind, so ist — b2 =  c* bestimmt, und der Ort des 
Pols der festen geraden Linie ist durch mx  — ny  =  c2 repräsentirt, 
welches die Gleichung einer zur gegebenen  geraden Linie senk
rechten Geraden ist.

Wenn die gegebene Linie einen der Kegelschnitte berührt, so ist 
ihr Pol der Berührungspunkt; d. i. die Tangenten eines Kegel -
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S c h n i t t e s  i n den  P u n k t e n ,  i n  d e n e n  di e  T a n g e n t e  e i n e s  
c οnfocal en Kege l s chni t t s  ihn s c hne i de t ,  begegnen sich in 
der Normale des l e t z t eren.

Aufg. 4. Für Polar - C o o r d i n t e n  , deren Pol mit dem 
Brennpunkt zusammen f ä l l t ,  sol l  man bewe i s en ,  dass die 
Polargleic h u n g  der Tangente  indem Punkte ,  dessen Win-  
ke l c o o r d i n a te a i s t ,  durch

repräsentirt ist.

Aufg. 5. Be we i s e ,  dass die P o l a r - Gl e i c hung  de r  
Sehne,  we l che  die Punkte  von den Winkel  - Coordinaten  
a +  ß, a — ß v erb i nde t ,

i s t.
Man findet diese Gleichung nützlich in Untersuchungen über Sätze, 

welche sich auf Winkel am Brennpunkte beziehen. Für diese Untersu
chungen werden wir jedoch später (Kap. XIV) noch einfachere Methoden 
entwickeln.

Aufg. 6. Wenn eine Sehne PP' eines Kege l schni t t s  
durch einen f es t en Punkl O geht ,  so i st tan i  PFO . tan \  PFO  
constant .

Wir gehen einen einfachen geometrischen Beweis dieses Salzes. 
Denken wir irgendwo in PP  einen Punkt 0 genommen, und sei die Ent
fernung FO das efache der Entfernung von 0 von der Directrix ; so gel
ten, da die Entfernungen von P  und 0 von der Directrix zu PP und OD 
proportional sind, die Gleichungen:

Also nach Art. 194

oder, weil (Art. 193) PFT die Hälfte der Summe und OFT Λie Hälfte der 
Differenz der Winkel PFO und P FO ist

-  t - f -  t:

Es ist offenbar, dass das Product dieser Tangenten constant bleibt, 
selbst wenn 0 nicht constant verbliebe , sondern sich auf einem Kegel
schnitt bewegte , der denselben Brennpunkt und dieselbe Directrix hat, 
wie der gegebene Kegelschnitt.

Aufg. 7. We n n  i n den E n d p u n k t e n  e i n e r  d u r c h  den 
B r e n n p u n k t  g e h e n d e n  S e h n e  di e No r ma l e n  g e z o g e n  sin*d , 
so h a l b i r t  e i ne  d u r c h  i h r e n  D u r c h s c h n i t t s p u n k t  d e r  Achse  
p a r a l l e l  g e z o g e n e  g e r a d e  Li n i e  di e  Sehne.
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Für einen Punkt in der Directrix, dessen Coordinaten durch

ausgedrückt sind, ist die Gleichung seiner durch den Brennpunkt gehen

den Polare

Indem wir den aus dieser Gleichung entspringenden Werth von x  
in die Gleichung der Curve einsetzen, so erhalten wir die Coordinaten der 
Punkte, in welchen diese Linie die gegebene Curve schneidet, durch die
Gleichung 

Wenn also y ,y" die Ordinalen der Durchschnittspunkte sind, so ist

aber (Art. 182, Aufg. 4)

Es wird in derselben Weise gefunden, dass die Abscissen des Durch- 
schnittspunkts der Sehne mit der Curve durch die Gleichung bestimmt sind

so dass

und die Abscisse des Durchschnitts der Normalen ist

Aufg. 8. Wenn eine Sehne durch einen Brennpunkt  
geht ,  so gebt  die gerade Linie,  welche den Durchs chni t t s 
punkt  der Tangenten an ihren End punkten mit dem Durch
schni t t spunkt  der ent s prechenden  Normalen ve r b i nde t ,  
durch den andern Brennpunkt.

Die Gleichung der bezeichneten Verbindungslinie ist

Aufg. 9. Finde den Ort des Durchschni t t spunkts  der 
Normal en an den Enden einer Brennpunkts-Sehne.

I n d e m  w i r  a u s

für ß2 auflösen, haben wir

Weil aber

ist, so haben wir
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Für einen beliebigen Punkt in der Ebene eines Kegelschnitts wird 
der Ort, welchen der Durchschnittspunkt der Normalen für die Endpunkte 
einer um ihn drehenden Sehne beschreibt, vom dritten Grade.

Aber man hat

Aufg. 10. W e n n  d e r W i n k e l  z w i s c h e n  den von e i nem 
P u n k t e P  (Fig. 78.) an  d i e  E l l i p s e  
g e z o g e n e n  T a n g e n t e n  i s t ,  un d  
ρ ρ' die E n t f e r n u n g e n  d i e s es  
P u n k t e s  vom B r e n n p u n k t  b e 
z e i c h n e n ,  so so l l  b e w i e s e n  w e r -

den,  dass  cos

Denn nach Art. 189 ist
sin TPF. sin tPF

und somit

Aufg. 11. W e n n  ei n P u n k t  71/ in de r  Eb e n e  e i n e s  K e 
g e l s c h n i t t s  mi t  d e n B r e n n p u n k t e n  F,F'  d e s s e l b e n  v e r b u n 
den w i r d ,  und die S c h n i t t p u n k t e  d i e s e r  g e r a d e n  V e r b i n 
d u n g s - L i n i e n  m i t  d e r  Cur ve  r esp .  d u r c h  A , B ; C, P  b e -  
z e i c h n e t  w e r d e n ,  so i st

Wir bezeichnen den Durchschnittspunkt der Linien A D  und BC 
durch P  und den von AC und BD  durch Q; dann ist P M  die Polare 
von Q und QM die Polare von P,  die Geraden Μ A, MP,  MC,  MQ 
bilden ein harmonisches Büschel, in welchem MP  und MQ die Halbi- 
rungslinien der durch die Geraden A B  und CD gebildeten Winkel sind. 
(Vergl. die Note des Art. 187.)

Nach einem bekannten einfachen Satze über die Dreie'cksflächen, 
welche von einer um einen festen Punkt gedrehten Geraden mit zwei fe
sten geraden Linien gebildet werden (siehe Art. 31, Aulg.) hat man aber

Man leitet daraus durch Substitution bekannter Ausdrücke für die Prei- 
ecksflächen

also

und der Ort ist eine Ellipse

oder
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her, und hieraus die zu beweisende Gleichung, indem man bemerkt, dass

ist.
Es ist nicht schwer, denselben Salz rein analytisch zu beweisen; 

wir empfehlen es als eine nützliche Uebung.

229.  Wir geben in diesem Artikel einige speciell auf die P a 
rabe l  bezüglichen Aufgaben.

Aufg. 1, Die Coordinaten des Durchschni t t spunkts  
der zwei  Tangenten in den Punkten (x , y),  (x", y") der Pa
rabel y2= p x  zu best immen.

Aufg. 2. Die Höhenperpendi ke l  des durch drei Ta n 
genten e iner Parabel  gebi l de t en Dreiecks  schneiden sich 
in der Directrix.

Die Gleichung einer dieser Senkrechten ist nach Art. 42

sie nimmt durch die Division mit (y " — y") die Form

an , und man erkennt aus der Symmetrie der Gleichung, dass die drei 
fraglichen Senkrechten sich in der Directrix in der Höhe

schneiden.

Aufg. 3. Der Inhalt  des durch drei  Tangenten einer  
Parabel  g e b i l d e t e n  Dreiecks  i st  die Hälfte von dem In
halt des Dre i ecks ,  we l ches  durch d i eVerbi ndungs l i n i en  
ihrer Berührungspunkt e  gebi ldet  wird.

Substituiren wir die Coordinaten der Ecken des Dreiecks in die 
Formel des Artikels 31, so finden wir für den letzt bezeichneten Inhalt
den Ausdruck
und für den ersteren die Hälfte derselben Grösse.

Aufg. 4. Bes t i mme den Radius des Kr e i s e s ,  welcher  
einem der Parabel  e ingeschri ebenen Dreieck u m s c h r i e 
beni s t .

Der Radius des umschriebenen Kreises eines Dreiecks, welches die
d e fSeitenlangen d, e, f  und den Inhalt Σ  besitzt, wird durch ^  ausgedrückt.
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Wenn aber d die Länge der Sehne zwischen den Punkten (x", y"), (x"\ y ”) 
und θ' der Winkel ist, welchen diese Sehne mit der Achse macht, so ist 
offenbar d sin &' =  y" — y ".
Durch Einsetzen des in der letzten Aufgabe abgeleiteten Ausdrucks für 
den Inhalt ergiebt sich der fragliche Halbmesser

Wir können diesen Radius auch durch die zu den Seiten des Dreiecks 
parallelen Brennpunkts-Sehnen ausdrücken; denn nach Art. 195, Aufg. 2 
ist die Länge einer Sehne, welche den Winkel & mit der Achse bildet,

Also
Aus Art. 214 ergieht sich, dass c , c c  " die Parameter der Durchmesser 
sind, welche die Seiten des Dreiecks halbiren.

Aufg. 5. Drücke den Radius des Kreises ,  wel cher  dem 
von drei Tangenten e iner Parabel  geb i l de t e n  Dreieck um
s chr i e be n i s t ,  in Funct i on der Winkel  aus,  welche d i e s e l 
ben mi t d e r  Achse bi lden.

A u fl.

oder
wenn p , p " p "  die Parameter derjenigen Durchmesser sind, welche durch 
die Berührungspunkte der Tangenten gehen. (Art. 214.)

Aufg. 6. Best imme den Wi nke l ,  we l chen die zwei  
vom Punkte (x\ y )  an die Parabel  y~ —  4 m x  gezogenen  
Ta n g e n t e n  bi lden.

Die Gleichung des Tangentenpaares wird wie in Art. 107 ermittelt und 
ist (y'2— 4mx)  [y2— 4 mx) =  [y x j — 2m[x -f  x')\2.

Die Gleichung zweier durch den Coordinatenanfangspunkl zu ihnen 
gezogenen Parallelen ist alsdann

x y 2 — y ' x y  +  m x 2 =  o,
und der von denselben eingeschlossene Winkel wird nach Art. 76 durch

bestimmt.
Aufg. 7. Den Ort d e r Du r ch sc hn i 11 s p u n k te derjenigen  

Tangenten einer Parabel  zu best immen,  welche sich un
ter einem gegebenen Winkel  schneiden.

Aufl. Die Hyberbel
y2 — 4 mx =  (x +  m)2 tan2<p oder y2 {x — m)2 =  [x -f- m)2 sec2g>.

Aus der letztem Form der Gleichung geht hervor, dass die Hyper
bel denselben Brennpunkt und die nämliche Directrix wie die Parabel be
sitzt, und dass ihre Excentricilät =  sec φ ist.

www.rcin.org.pl



2 4 9

Aufg. S. Den Or t  d e s  F u s s p u n k t e s  d e r  S e n k r e c h t e n  
zu b e s t i mm e n , w e i c h e  vom B r e n n p u n k t  e i n e r  P a r a b e l  au f  
d i e  N o r m a l e  g e f ä l l t  wi r d .

Die Länge der Senkrechten von (m, o) auf

ist

Wenn aber $· der durch die Senkrechte mit der Achse der x  gebildete

Winkel ist (Art. 214), so ist
und die Polar-Gleichung des Ortes ist daher

Sie liefert die Gleichung y2 =  mx  für Cartesische Coordinaten.

Aufg. 0. Die C o o r d i n a t e n  des  P u n k t e s  z u  f i n d e n ,  in 
w e 1 c h e m die d e n  P u n k t e n  (x , y)  (x , y") e n t s p r e c h e n d e n  
Nor mal e n  s i ch  schnei den.

Wenn durch a, ß die Coordinaten des Durchschnittspunktes der ent
sprechenden Tangenten bezeichnet sind (Aufg. 1), so hat man auch:

Aufg. 10. F i n d e  de n  Or t  des  D u r c h s c h n i t t s p u n k t s  
d e r  No r ma l e n  in   den E n d p u n k t e n  d e r  du r c h (x , y)  g e h e n 
den  Se hne n .

Wir haben dann die Relation

und erhalten durch die Substitution des aus dieser Relation abgeleiteten 
Werthes in die Resultate des letzten Beispiels,

sodann durch Elimination von ß

die Gleichung einer P a r a b e l , deren Achse zu der Senkrechten von dem 
Punkte auf seine Polare parallel ist.

Aufg. 11. F i nde  den  Or t  des  D u r c h s c h n i t t s p u n k t s  
der zu einander r e c h t wi n k l i g e n  Normalen.

In diesem Falle ist
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Aufg. 12. Man sol l  aus den Längen zwei er  Tangenten  
a und b und dem vοn ihnen e i nge s c h l os s e ne n  Winkel   den 
Parameter l inden.

Man ziehe den die Berührungs-Sehne halhirenden Durchmesser, so
ist der Parameter desselben p  =  — und der Hauptparameter ist

wo w die Länge der vom Durchschnittspunkt der Tangenten auf die Sehne 
gefallten Senkrechten ist. Aber

also
(Art. 211.)

Aufg. 13. Zeige aus der Gleichung des einem Ta n g e n 
tendreieck der Parabel  umschriebenen Kre i s e s ,  dass er  
durch den Brennpunkt der Curve geht.

Die Gleichung des einem Dreieck umschriebenen Kreises ist nach 
Art. 134 ßy  sin A -f- y a sin B -f- aß  sin C =  o; 
das absolute Glied in dieser Gleichung wird durch Einführung der Werthe 
gefunden, welche die Symbole a, ß , y vertreten

pp"  sin (jß — 7) +  p p  sin (7 — a) +  pp'  sin (« — ß).
Wenn aber die Linie a eine Tangente der Parabel ist und der Ur

sprung der Brennpunkt, so ist (Art. 221)

und das absolute Glied

d. h. mit Null identisch.

Aufg. 14. Finde den Ort des Durchschni t t spunkts  
der Tangenten der Parabel ,  wenn gegeben ist  entweder  
1 .) das Product  des Sinus oder 2.) das der Tangent en,
3.) die Summe oder 4.) die Di f ferenz'der Go langen len der 
Wi nke l ,  die sie mit der Achse bilden.

Im ersten Falle ein Kreis , im zweiten eine gerade Linie , im 
dritten eine gerade Linie ,  im vierten eine Parabel.

230. Wir schliessen einige v e r m i s c h t e  Bei spiele  an.

Aufg. 1. Wenn eine g l e i c h s e i t i g e  Hyperbel  einem 
Dreieck umschrieben i s t ,  so "geht sie auch durch den 
Durchschni t t spunkt  seiner Höhen.
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Oie Gleichung eines Kegelschnitts, welcher die Achsen in gegebenen 
Punkten schneidet, ist (Aufg. 1, Art. Hl)
bb'x2 +  B x y  +  aarf  — bb'(a +  d ) x  — aa'(b -f- b')y aa b b ' =  o.

Für rechtwinklige Achsen repräsentirt diese Gleichung eine gleich
seitige Hyperbel (Art. 175), wenn

a d  —  ■— bb'.
Wenn daher eine Seite des gegebenen Dreiecks und die von der 

Gegenecke auf sic gefällte Senkreckte zu Achsen genommen werden, so 
sind die Abschnitte a, a, b gegeben und b' ist daher auch bekannt; die 
Curve schneidet aber die Senkrechte, d. i. die Achne der y in dem festen
_ , adPunkt y —  —
welcher nach Aufg. 7 , Art. 42 der Durchschnittspunkt der Höhen im 
Dreieck ist.

Aufg. 2. Wenn in einem Dreieck jede Ecke der Pol  
der Gegensei te  in Bezug auf  eine g l e i chs e i t i ge  Hyperbel  
i s t ,  so geht  der dem Dreieck umschriebene Kreis durch 
das Centruin der Curve*).

Wir wählen zwei Sorten des Dreiecks zu Coordinatenachsen. Der 
Pol der Achse der x  in Bezug auf einen durch die allgemeine Gleichung 
gegebenen Kegelschnitt hegt in dem Durchmesser, der die zur x Achse 
parallelen Sehnen halbirt (2 Ax +  By  +  D =  o) und auch in der 
Polare des Coordinatenanfangs (Dx +  E y  -f- 2 F ■= o).

Wenn die Delation D E  =  2 BF  besteht, so schneiden diese beiden 
Linien die Achse der y  in demselben Punkt, und der Pol der Achse der x
ist der Punkt y  =  — ~  in der Achse der y. In demselben Fall ist der
Pol der Achse der y der Punkt in der Achse der x, für welchen

Ex ß .
Die Gleichung des Kreises durch diese zwei Punkte und den Goordinalen- 
anfangspunkt ist

B[xz +  2 x y  cos ω -j- y2) -f- E x  -f- Dy "■ o
oder
•r(2 Cy -f- Bx -j- E') -f- yiflAx -f- By +  D) — 2(A +  C — B cos ω) xy =  o,
eine Gleichung, welcher offenbar durch die Coordinalcn des Centrums 
genügt wird, vorausgesetzt, dass wir haben

A C ~  B cos ω ,
d. h. vorausgesetzt, dass die Curve eine gleichseitige Hyperbel ist. 
(Art. 76, 175.)

*) Dies ist ein specieller Fall eines im nächsten Kapitel zu beweisenden 
Satzes,
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Wenn DE nicht gleich 2BF wäre, so ist doch bewiesen, dass der 
Kreis durch das Centruin geht, den man durch den Coordinatenanfang
und die Punkte (o, — und ( — ^ , o)'legen kann, d. h. durch
die Punkte, indem jede der beiden Achsen den Durchmesser schneidet, 
welche die zur andern parallelen Sehnen halhirt, d. h. Ein durch das 
Centrum einer  g l e i chse i t i gen Hyperbel  und durch zwei  
bel i ebi ge  Punkte beschr i ebener  Kreis geht  auch durch 
den Durchschni t t spunkt  der geraden Linien,  we l che  durch 
jeden dieser  Punkte paral l e l  zur P οl are de s  andern g e z o - 
gen werden  können.

Aufg. 3.  Wenn man in den Endpunkten zusammen 
f a l l ender  Focal sehnen in zwei  confocalen Ke ge l s c hni t 
ten die Tangenten dieser l e t z t e m  c o ns t r u i r t ,  so sind 
dieselben zugl e i ch Tangenten e i ner  Parabe l ,  die diese  
Focal sehne  zur Directrix und den Brennpunkt ,  durch 
we l c he n  sie nicht  gezogen i s t ,  zum Brennpunkt  hat; 
diese  Parabel  tangirt  überdies die Nebenachse der b e i 
den Kege l s chni t t e  und jede Ta ng e nt e ,  welche  ihr und 
einem der beiden Keg e l schni t t e  gemeinsam ist,  wird vο n 
ihrem Brennpunkte aus unter recht em Wi nke l  gesehen.

Aufg. 4. Wenn auf einer Tangente  eines Kegel schni t t s  
Punkte  A und B so  gewähl t  w e r d e n ,  dass A B  constant  ist, 
wel ches  ist alsdann der Ort des Durchs chni t t s punkt s  der 
von A und 5  an den Kege l schni t t  g e l e g t e n Ta n g e n t e n ? * )

Die Punkte, in denen ein Tangentenpaar des durch die allgemeine 
Gleichung gegebenen Kegelschnitts die Achse der x  schneidet, werden 
nach Art. 107 aus der Gleichung gefunden

[(4 AC —  B2) y'2 +  (4 A E — 2 BD) y  +  1 A F  — D2] x2 
-}- 2 [{BD — 2 AE) x'y +  (2 CD — BE) y'2 +  {D2 — 4 AF)x 
+  {DE — 2 BF)xj\x +  [(4 AF — D2) x 2 -f- (4 BF—2DE)xy  

+  (4 C F — E2) y'2\ =  o.
Indem wir die Difiercnz der Wurzeln dieser Gleichung bilden und 

sie einerConslanten gleich setzen, erhalten wir die Gleichung des Ortes; 
sie ist im Allgemeinen vom 4. Grade. Für D2 —  4AF berührt jedoch 
die Achse der x  den gegebenen Kegelschnitt, und die Gleichung des 
Ortes wird durch y2 theilbar und reducirt sich dadurch auf den zweiten 
Grad. Mit Hilfe derselben Gleichung würden wir auch den Ort des 
Durchschnittspunktes der Tangenten finden, wenn die Summe, das Pro
duct u. s. w. der in der Achse gebildeten Abschnitte gegeben wäre.

*) Man vergleiche den Abschnitt des letzten Kapitels über die anhar
monischen Eigenschaften der Kegelschnitte.
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Der excentrisclie Winkel.
2 )1. Es ist vortheilhafl, die Lage eines Punktes in einer Curve, 

wenn möglich, durch eine e i n z i g e  una b h ä n g i g e  V e r ä n d e r 
l i c he  auszudrücken, statt durch die zwöi Coordinaten x ,  y .  So 
ist es im Falle der Ellipse von grossem Nutzen für die Discussion 
ihrer Eigenschaften, eine ähnliche Substitution zu machen, wie die 
in Artikel 129 in dem Fall des Kreises angewendete. Wir neh
men an x  =  a cos φ , y' =  b sin φ ,
eine Substitution, welche olfenbar mit der Gleichung der Ellipse

verträglich ist.
Die geometrische Bedeutung des Winkels φ ist leicht zu erken

nen. Wenn wir einen Kreis über der grossen Achse als Durch
messer beschreiben (Fig. 79), und die Ordinate in P  bis zum 
Durchschnitt mit dem Kreise in Q ver- Fig. 79.
langem, so ist der Winkel

QCL =  φ,
denn CL ~  CQ.cos QCL,  
oder x  a cos φ ;

und PL — — QL
a

(Art. 163) , und weil QL =  a sin φ , 
y  = b  sin φ.

232. Wir ziehen zuerst einige Folgerungen aus dieser Con- 
struction. Wenn durch P  eine Parallele P N  zum Radius CQ ge
legt wird, so ist PM: CQ =  PL:  QL —  b:a;  
aber C Q = a ,  daher P M = b .

P N ,  parallel zu CQ , ist übrigens =  a.
Wenn also von irgend einem Punkte der Ellipse eine Linie 

=  ß bis zur kleinen Achse gezogen wäre, so ist der durch die 
grosse Achse in ihr bestimmte Abschnitt = b .  Würde die Ordi
nate PQ bis zum fernem Durchschnitt Q' mit dem Kreise verlän
gert, so ergiebt sich ebenso, dass in einer durch P  zum Radius 
CQ gezogenen Parallelen von den Achsen Theile von constanter 
Länge abgeschnitten werden. Wenn daher umgekehrt, eine Linie
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MN  von constanter Länge sieh zwischen den Schenkeln eines 
rechten Winkels fortbewegt, und ein Punkt P  so genommen ist, 
dass MP  constant hleiht, so beschreibt P  eine Ellipse, deren Ach
sen — MP  und NP  sind. (Art. 227. Aufg. 1.)

•Nach diesem Princip ist ein Instrument zur Erzeugung der 
Ellipse durch eine continuirliche Bewegung construirt worden, 
welches man den e l l i p t i s c h e n  Zi r ke l  genannt hat. CA, CD' 
sind zwei feste Lineale, MN  ein drittes Lineal von constanter 
Länge, welches so beweglich ist, dass seine Endpunkte die Li
nien CA, CD' durchlaufen; alsdann beschreibt ein in einem Punkt 
von MN  befestigter Stift eine Ellipse. Wenn der Stift im Mittel
punkt Von ΜN ‘befestigt ist, so beschreibt er einen Kreis.

233. Die Betrachtung des Winkels φ liefert eine einfache Me
thode zur geometrischen Construction des Durchmessers, welcher 
einem gegebenen conjugirt ist, denn

Also wird die Relation

(Art. 174) zu

Fier. 80.

Wir erhalten also die folgende Cons t ruc t i on  , um den zu  
gend e i nem g e g e b e n e n  conjugi r ten D u r c h me s s e r  zu  

z i e h e n :  Man verlängere die Ordinate 
des gegebenen Punktes P  (Fig. 80) bis 
zum Durchschnitt Q mit dem über der 
grossen Achse beschriebenen Halbkreis, 
ziehe CQ und errichte CQ' senkrecht zu 
ihm; dann bestimmt die von Q auf die 
Achse gefällte Senkrechte einen Punkt P’ 
der Ellipse, welcher dem fraglichen con
jugirten Durchmesser angehört.

Auch können auf diese Weise die in Artikel 173 gegebenen 
Coordinaten von P' leicht gefunden werden; denn aus
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 cc
und aus sin φ =  — cos cp sodann  b a

Aus diesen Werthen geht auch hervor, dass die Dreiecke 
PCM , PCM ' von gleichem Inhalt sind.

Aufg. 1. Die Längen zweier conjugi rten Halbdurch-  
messer in Funct ion des Winkel s  φ auszudrücken.

Au fl. d 2 =  a2 cos2<p -f- b2 siirqp, b'2 =  a2 sin2qp +  b2 cos2qp.

Aufg. 2. Die Glei chung einer Sehne der El l ipse aus 
den Winkeln φ und cp z u bestimmen*).

Aufg. 3. Drücke in derselben Wei se  die Gleichung  
der Tangente aus.

Aufl. 

Aufg. 4. Die Länge der, zwei  Punkte a , ß verbindenden 
Sehne,  zu best immen.

Aufl. D2 —  a2 (cos a — cos ß)2 -j- b2 (sin cc — sin ß)2,
D = 2 s i n  ^(a — ß) [«2sin2̂ (a +  ß) +  i 2cos2,̂  (a -f- ß)]£.

Aber nach Aufg. 1 repräsentirt die mit dem Exponenten * behaf
tete Grösse die Länge des dem Punkte \  (cc +  ß) conjugirten Ilalbdurch- 
messer, und nach Aufg. 2, 3 ist die Tangente im Punkte }2 (cc +  ß) 
parallel zu der die Punkte a, ß verbindenden Sehne; wenn also b die 
Länge des zur gegebenen Sehne parallelen llalhdurclunesscrs repräsen
tirt, so ist D — 2b' sin (cc — ß).

Aufg. 5. Den Inhalt des durch drei Punkte α , β , γ  g e 
bi ldeten Drei ecks zu finden.

Nach Art. 31 ist

Aufg. 6. Den Radius des Kreises zu f inden,  welcher  
dem durch drei Punkte α , β , γ  best immten Dreiecke um
schrieben ist.

Der fragliche Halbmesser ist
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wenn durch d, e, f  die Seiten des von den drei Punkten gebildeten Drei
ecks und durch b', b", b"' die zu ihnen resp. parallelen Ilalbdurchmes- 
ser bezeichnet werden. Bedeuten endlich c , c', c" die denselben Sei
ten resp. parallelen Brennpunkts-Sehnen, so ist

(Art. 229, Aufg. 4.)

Aufg. 7. Die Gl e i chung dieses  Kreises  zu entwickeln.

Aus dieser Gleichung kann man leichtdieCoordinaten seines Centrums 
hestimmen.

Aufg. 8. Wel ches  i s t  der Ort des Punktes ,  in dem der 
Brennstrahl  F P  den Hal bdurchmesser  des Krei ses  CO 
schnei det?

Bezeichnen wir die Central-Coordinaten 
von P  dunch x \  y , die von 0 durch x, y, 
so folgt aus den ähnlichen Dreiecken FON, 
F P M

Weil nun φ der von dem Badius vector des 
Punktes 0 mit der Achse der x  gebildete 
Winkel ist, so erhallen wir die Polar-Glei- 
chung des Ortes, indem wir ρ cos φ für x, 
ρ sin φ für y schreiben,

oder

Demnach ist d<yr Ort eine El l i pse ,  von we l c he r  C der eine 
Brennpunkt  i s t ,  und man kann l e i cht  n a c h we i s e n ,  dass 
der andre mit F zusammen fällt.

Aufg. 0. Hie Normal e  des Punktes P  wird bis nun 
Durchschni t t  mit CQ v e r l ä n g e r t , we l ches  ist  der Ort des  
Dur chs chni t t s punktes  ?

Die Gleichung der Normale (Art. 181) ist·

oder (Art. 231)
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da aber, wie m der letzten Aufgabe ρ cos φ für x  und ρ sin φ für y 
substituirt werden kann, so gehl dieselbe in

über. Der fragliche Ort ist daher ein mit der El l ipse concen·  
t r i scher Kreis.

Aufg. 10. Es ist in der Astronomie nützlich, den Winkel PF C  
vermittelst des Winkels φ auszudrücken.

Man findet

Aufg. 11. Wenn vom Sche i t e l  der El l ipse ein Radius  
vector nach einem Punkte  der Curve und durch das Cen- 
trum eine Paral l e l e  zu ihm gezogen wi rd ,  so sol l  man 
den Ort des Punkt es  bes t i mmen,  in wel chem diese l e t z 
tere die Tangente des Punktes schneidet .

Die trigonometrische Tangente des durch den Radius vector vom
Scheitel mit der Achse gebildeten Winkels ist =  ——— : daher ist die

x  +  a
Gleichung der durch das Centrum gezogenen Parallellinie

oder

sonach wird der Ort des Durchschnitts dieser Linie mit der Tangente

durch — =■ 1 repräsentirt, d. h. der fragliche Ort ist die Tange ntc  
am andern Ende der Achse.

Dieselbe Untersuchungsmethode bleibt anwendbar, wenn der erste 
Radius vector durch einen beliebigen Punkt [x\ y )  in der Curve gezogen 
ward; man substituirt alsdann d  und b' für a und b, und der Ort ist  
die Tangente an dem diametral  e n t g e g e n g e s e t z t e n  Punkt.

234. Die Methoden des vorigen Artikels können nicht direct 
auf die Hyperbel angewendet werden.

Wir können aber für dieselbe die Substitutionen

mit ähnlichem Vortheil benutzen. Sie sind statthaft, weil
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Per Winkel φ kann geometrisch dargestellt werden, indem 
man eine Tangente MQ (Fig. 82) vom Fusspunkt der Ordinate

M an den über der Haupt
achse beschriebenen Kreis 
zieht; dann ist der Winkel 

QCM =  φ,
weil CM = C Q . secQCM. 

Wir haben auch 
Q M =  a tan φ , 

und P M =  b tan φ. 
d. h .: we nn  man vom F u s s p u n k t  e i n e r  Ordi nat e  der Hy 
pe r be l  e ine Ta n g e n t e  zu dem über der  Ha u p t a c h s e  b e -  
s c h r i e b e n e n  Krei se  z i eht ,  so ist d i e s e  in e i n e m  c o n -  
s t ant en  V e r b a l t n iss zur Ordinate.

235. Weil die Gleichung der conjugirten Hyperbel ist

so kann irgend ein Punkt in der conjugirten Hyperbel durch
y" =  b sec φ' und x " =  a tan φ

ausgedrückt werden. Wenn durch & der von einem Durchmesser 
der Curve mit der Achse der x  gebildete Winkel bezeichnet wird,

y  b .so ist tan #  =  - 7 =  — sin φ.
x  a

Ebenso tan & ' =  —, = -----— ,
x a sin φ .

und die zwischen zwei conjugirten Durchmessern stattfindende Re-, fc2
lation tan . tan & =  —(Γ
gebt in sin φ =  sin φ oder φ =  φ'
über. (Vergl. Art. 233.)
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den, so kann man darnach unendlich viele andre bestimmen; denn 
wenn man einen Punkt C wählt nnd oc parallel zu OC und im 
constanten Verhältnis o p : OP  
zieht, so ist in den ähnlichen 
Dreiecken OCP  und ocp die 
Linie cp zu CP  parallel und 
in dem gegebenen Verhältniss.
Ebenso kann man von jedem 
andern durch c gezogenen Ra
dius vector zeigen, dass er zu 
dem durch C gelegten parallelen Radius vector in demselben Verhält
niss steht. Wenn zwei Centralkegelschnitte einander ähnlich sind, 
so sind alle Durchmesser des einen proportional den parallelen 
Durchmessern des andern, weil die Rechtecke OP.OQ, op.oq 
den Quadraten der parallelen Durchmesser proportional sind. 
(Art. 109.)

237. Wir beabsichtigen zunächst, die B e d i n g u n g  zu su
chen, unter  w e l c h e r  z we i  K e g e l s c h n i t t e ,  von den G l e i 
c hung e n

ähnl i ch und in ä h n l i c h e r  Lage  sind.  Die Gleichung des er
sten, auf sein Centrum als Ursprung bezogen, muss (Art. 156) von 
der Form sein Ax2 +  B x y  +  Cy2 =  F',
und das Quadrat irgend eines Halbdurchmessers

das Quadrat des parallelen Halbdurehmessers des zweiten ist

’ R2und das Verhältniss von — kann somit von & nicht unabhängig
rl

sein, wenn wir nicht haben

Zwei  Ke g e l s c h n i t t e  s ind de mna c h  ähnl i ch und ä h n 
l i ch g e l e g e n ,  wenn di e C o e f f i c i e n t e n  der  h ö c h s t e n P o -  
t e n z e n  der  Ve r ä n d e r l i c h e n  in be i d e n  übe r  ein s t imm en 
oder  nur durch einen c o n s t a n t e n  Fac t or  v e r s c h i e d e n  
s in d.
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238. Es ist offenbar, dass  di e  R i c h t u n g e n  der A c h s e n  
s o l c h e r  ä h n l i c h e r  K e g e l s c h n i t t e  d i e s e l h e n  s e i n  m ü s 
s e n ,  weil die grössten und kleinsten Durchmesser des einen pa
rallel den grössten und kleinsten Durchmessern des andern sind. 
Wenn der Durchmesser des einen unendlich wird, so muss auch 
der parallele Durchmesser des andern unendlich werden, d. h. d ie  
As y mp t o t e n  von ähn l i c he n  und ähnl i c h  li egen den H y 
pe r be l n  s ind paral l e l .  Dasselbe folgt aus dem Resultat des 
letzten Artikels, weil (Art. 156) die Richtungen der Asymptoten voll
ständig durch die höchsten Glieder der Gleichung bestimmt sind.

Aelmliche Kegelschnitte haben dieselbe Excentricität, denn
/•/2   7̂2 7792 ,.2 —  7712 1,2
-----,— muss = ------ ---------  sein. A e l ml i c h e  und ä h n l i c ha m er
g e l e g e n e  Ke g e l s c hn i t t e  können al so  a u c h  als s o l c h e  
d e f i n i r t  w'erden,  d e r e n  Ac hs e n  p a r a l l e l  s i n d  und  
w e l c h e  d i e s e l b e  Ex c e n t r i c i t ä t  haben.

We n n  zwei  Hy pe r be l n  p a r a l l e l e  A s y m p t o t e n  h a 
b e n ,  so sind sie ä h n l i c h ,  denn ihre Achsen müssen parallel 
sein, weil sie die Winkel zwischen den Asymptoten halbiren (Art. 
156), und die Excentricität hängt nur von dem Winkel ab, den die 
Asymptoten einschliessen. (Art. 167).

239. Da die Excentricität aller Parabeln dieselbe, nämlich die
Einheit ist,  so sind al le Pa r a b e l n  ä h n l i c h  und ähnl i c h
g e l e g e n ,  deren Achsen d i e s e l b e  R i c h t u n g  haben.  In der
That, da die Gleichung einer Parabel auf ihren Scheitel bezogen

, . »cos &
f=pxoder ¢ = - 5 ^ 5 -,

ist, so steht jeder Radius vector der einen Parabel zu dem ihm
p

parallelen der andern in dem constanten Verhältniss —
P

Äufg. 1. Wenn in einem durch den festen Punkt 0  g e 
zogenen Radius vector eines Kege l schni t t s  OQ in e inem 
constanten Verhältniss zu OP  genommen wird,  den Ort 
von Q zu bestimmen.

Wir haben in die Polargleichung nur ηιρ für ρ zu substituiren, und 
der Ort wird als ein dem ersten Kegelschnitt ähnlicher und ähnlich gele
gener Kegelschnitt gefunden.

Der Punkt 0 kann das Cent rum derAe hnl i c hke i t  beider Ke
gelschnitte genannt werden; und es ist offenbar (s. auch Art. 148) der 
Punkt, wo sich gemeinschaftliche Tangenten der zwei Kegelschnitte durch
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schneiden ; weil, wenn die Radien vectoren 0 P, 0 P  zum ersten Kegel
schnitt gleich werden, auch OQ, 0Q\  die Radien vectoren des andern, 
gleich werden müssen.

Aufg. 2. Wenn durch ein Centrum der Aehnl i chkei t  
zwei er  ähnl icher Kege l schni t t e  ein Paar Radien vectoren  
gezogen werden,  so sind di e Ve r bi ndungs s e hnen  i h r e r End- 
punkte  entweder  paral l e l  oder s i e  durchschneiden sich 
in der Radi cal achse  der Kegel schni t te .

Diess wird genau wie in Art. 149 bewiesen.
Aufg. 3. Die drei en ähnl i chen Kege l schni t t en  e n t 

sprechenden sechs Centra der Aehnl i chke i t  l i egen zu 
dreien in geraden L inien. (Art. 150.)

Aufg. 4. Wenn eine gerade Linie zwei  ähn l iche und 
c οncentri sche Ke g e l s c hn i t t e  schne i det ,  so sind die z w i 
schen den Kege l schni t t en  enthal tenen Abschni t t e  gleich.

Jede Sehne des  äussern Kegel schni t t s ,  we l c he  den i n - 
nei n berührt ,  wird im Berührungspunkte  halbirt .

Dies wird in derselben Art bewiesen, wie die Sätze der Art. 198, 199 
bewiesen wurden, welche specielle Fälle des gegenwärtigen Salzes sind; 
denn die Asymptoten einer Hyperbel können als ein zu ihr ähnlicher 
Kegelschnitt betrachtet werden, weil die höchsten Glieder in der Glei
chung der Asymptoten dieselben, wie die in der Gleichung der Curve sind.

Aufg. 5. Wenn eine Tangente in V, dem Sche i t e l  der 
in n ern von z we i  c o n c e nt r i s c he n  und ähnl ichen El l ipsen,  
d i e ä us s e r e  in den Punkten T und Τ' s c hne i de t ,  so i st  jede 
durch V g e z o g e n e Sehne der innern die Hälfte der a l g e 
brai schen Summe der paral l e l en Sehnen der äussern  
durch T und T .

Aufg. 6. Der Ort,  wel chen die Schwerpunkte  al l er der 
Drei ecke  best immen,  die durch die Brennpunkte  und e i 
nen Punkt  in der Pe r i phe r i e  e ines  Kegel schni t t s  gebi ldet  
we r d e n ,  i s t e i n d e m g e g e b e n e n ä h η 1 i c h e r u n d c ο n c c n t r i 
scher  Kegel schni t t .

240. Zwei Figuren sind ähnl i ch ,  o b w o h l  ni cht  in ä h n 
l i c h e r  L a g e ,  wenn die proportionalen Radien einen constanten 
Winkel mit einander machen , anstatt parallel zu sein ; so dass, 
wenn wir die eine der Figuren um diesen Winkel gedreht denken, 
sie beide dann ähnlich und ähnlich gelegen sein werden.

Die B e d i n g u n g  zu f inden,  unter  w e l c h e r  die zwe i  · 
K e g e l s c h n i t t e

Ax2 -\- Bxy- \ -  Cy2 -f- J7θ' -f- E y  -}- F =  o 
a x 2-\- b x y  -f- cy2 dx  A- e y f °

ä h n l i c h  s ind,  ohne in ähn l i c h e r  Lage  zu sein.
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Wir haben nur die erste Gleichung zu Achsen zu transfor- 
miren, welche mit den gegebenen irgend einen Winkel & ma
chen und zu untersuchen, oh dem $· ein Werth beigelegt werden 
kann, welcher die neuen Coefficienten A, B, C den alten a, b, c 
proportional macht. Sei

A =  nia, B — mb, C =  mc ,
so sahen wir für rectanguläre Achsen im Artikel 157, dass die 
Grössen B2 — 4 AC und A -f  C
durch Transformation der Coordinaten unverändert bleiben, und 
dass also A +  C — Ä - j- C == m (a +  c),

B2 ~  4AC =  B'2— 4A'C' =  m2 [b2 — ^ac).
Demnach ist die geforderte Bedingung

Für schiefe Achsen findet man in derselben Art nach Artikel 
15S die Bedingung der Aehnlichkeit

Aus den Artikeln 76, 97 gebt als die geometrische Bedeutung 
der gefundenen Bedingung hervor, dass der Winkel zwischen den 
reellen oder imaginären Asymptoten der einen Curve gleich dem 
Winkel ist 7 welcher von denen der andern gebildet wird.

Die Berührung von Kegelschnitten.

24 1. Wir bewiesen im Artikel 15, dass zur Bestimmung der 
Coordinaten der Durchschnittspunkte zweier Curven des mlen und 
titen Grades eine Gleichung des mn“n Grades erhalten wird. Zw ei 
K e g e l s c h n i t t e  s c h n e i d e n  e i n a n d e r  daher  im A l l g e m e i 
nen in vi er  Punkten.

Wenn zwe i  von diesen Durchschnittspunkten zusammenfal
len, so werden die Kegelschnitte als e i n a n d e r  b e r ü h r e n d  be
zeichnet und die gerade Linie, welche die zusammenfallenden 
Punkte verbindet, heisst die g e m e i n s c h a f t l i c h e  Tangente .

Sind die Gleichungen der Kegelschnitte, bezogen auf ihre 
Tangente und Normale (Art. 182. Aufg. 2)
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so ist die Gleichung der Linie (LM), die die andern zwei Durch
schnittspunkte verbindet, wie in Aufg. 2, Art. 182

(.B Ä  — AB’) x  +  { C A ' — A C ' ) y +  (E Ä — AE') =  o .
Man bezeichnet diese Berührung als eine B e r ü h r u n g  der e r 
s ten Ordnung.  (Fig. 84.)

Die Berührung der Kegelschnitte ist aber offenbar eine engere, 
wenn drei ihrer Durchschnittspunkte zusammenfallen. In diesem 
Falle muss einer der Punkte L, M mit T zusammenfallen; die 
Linie L M muss somit durch den Anfangspunkt der Coordinaten 
gehen und die Bedingung

EA'  — AE'  —  o
muss erfüllt sein.

Dies liefert eine B e r ü h r u n g  der  z we i t e n  Ordnung.  
(Fig. 85.)

Curven, welche eine höhere Berührung als der ersten Ord
nung haben, heissen o s c u l i r e n d e  Curven und man erkennt, 
dass  K e g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e  oseu 1 i ren , e i n a n d e r  im 
Al l g e me i n e n  nur in e i n e m  andern  Punkt e  s chne i de n .

Die Berührung zweier Kegelschnitte ist die möglichst engste, 
wenn sie vi er  aufeinanderfolgende Punkte gemeinschaftlich haben, 
ln diesem Falle muss die Linie LM mit der Tangente in T ( y = o ) 
zusammenfallen, d. h. die zwei Bedingungen

müssen erfüllt sein. Die Kegelschnitte halten nun — sagt man — 
eine Be r ü h r u n g  der dr i t ten Ordnung.  (Fig. 86.) Und da 
zwei Kegelschnitte nicht mehr als vier Punkte mit einander gemein 
haben können, so ist dies die höchste Ordnung der Berührung, 
welche zwischen zwei verschiedenen Kegelschnitten stattfinden kann. 
Wenn die Gleichung der einen Curve durch 

x2 -f- B x y  -j- Cy2 +  Ey  =  o 
reprasentirt ist, so muss die der andern:

sein.
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242. Sonach giebt es unendlich viele Kegelschnitte, welche in 
einem gegebenen Punkte eine Berührung der dritten Ordnung mit 
einem gegebenen Kegelschnitt haben und e r s t  du r c h  e i n e  w e i 
t e r e  B e d i n g u n g  wi rd der b e r ü h r e n d e  K e g e l s c h n i t t  
v ö l l i g  b e s t i m m t .  So z. B. ist die Pa r a b e l ,  die eine Berüh
rung der dritten Ordnung mit einem gegebenen Kegelschnitt

hat, durch 

repräsentirt.
W ir könne n  k e i n e n  Kre i s  b e s c h r e i b e n ,  der e i ne  

B e r ü h r u n g  der dri t ten Ordnung  mi t  e i n e m g e g e b e n e n  
K e g e l s c h n i t t  be s i t z t ,  weil zwei Bedingungen erfüllt sein müs
sen, damit diese Gleichung einen Kreis repräsentire ; oder in an
dern Worten , wir können durch vier aufeinanderfolgende Punkte 
eines Kegelschnitts keinen Kreis beschreiben, weil zur Bestimmung 
des Kreises drei Punkte hinreichen. Die Gleichung des durch drei 
aufeinanderfolgende Punkte der Curve gehenden Kreises kann man 
aber leicht finden.

Für die Kegelschnittsgleichung
A x 2 -f- B x y  +  Cy2 E y  =  o

und unter der Voraussetzung schiefwinkliger Coordinaten ist die 
Gleichung eines die Curve berührenden Kreises

x2 -f- 2xy  cos ω -j- y2 — 2 r sin co .y  =  o, 
und die Bedingung, dass dieser Kreis osculirend sei (Art. 241),  ist

Ein solcher Kreis heisst der o s c u l i r e n d e  oder K r ü m 
m u n g s k r e i s  und die Grösse r der Radi us  der Kr ü mmu n g  
des Kegelschnitts im Punkte T.

243. Ei nen Ausdruck für den K r ü m m u n g s - R a d i u s  
in e i nem Punkt  der E l l i ps e  zu f inden.

Wenn man den Durchmesser, welcher dem gegebenen Punkte 
entspricht, durch a und den zu ihm conjugirten durch b' be
zeichnet und den letztem zur Achse der x  wählt, so ist
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die Gleichung der Ellipse; verlegt man hierauf den Anfangspunkt 
der Coordinaten nach dem Punkte seihst, so dass der Durchmes
ser, welcher nach ihm hingeht, und die Tangente, welche in ihm 
die Curve berührt, zu Achsen werden, so entspricht dem die Sub
stitution y +  a für y und die Gleichung wird somit

oder

Daraus entspringt für den Krümmungs-Radius der Ausdruck

und da a sin ω die vom Centrum der Curve auf die Tangente ge
fällte Senkrechte ist, nach Artikel 176

Dieser Ausdruck liefert eine einfache C o n s t r u c t i o n  für den 
K r ü m m u n g s - R a d i u s ,  der einem beliebigen Punkte der Ellipse 
entspricht.

Wir zeigten im Artikel 182, dass die Länge der Normale

—  ~  und dass cos wenn ψ der vom Brennstrahl mit der
a b

Normale gebildete Winkel ist; dies gestaltet den Ausdruck für den 
Krümmungshalbmesser um in

COS ψ

Wenn wir daher eine Senkrechte zur Normale in dem Punkte er
richten, wo sie die Achse schneidet, (Fig- 87) und ferner im Punkt 
Q,  in welchem diese Senkrechte den 
Brennstrahl trifft, CQ senkrecht zu ihm 
bis zur Normale ziehen, so ist C das 
Centrum der Krümmung und CP  der 
Krümmungs-Radius.

Eine andre Construction kann auf 
die Bemerkung gegründet werden, d a s s  die  D u r c h s c h n i t t s -  
sehnen  e i nes  Krei ses  mit einem Kege l schni t t  mit der 
Ac h s e  des  l e t z t e m  g l e i c h e  Wi n k e l  b i l den.  Denn weil 
die Rechtecke unter den Segmenten der Sehnen gleich sind 
(Eukl. III, 35), so sind es auch die parallelen Durchmesser des
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Kegelschnitts (Artikel 109) und dieselben machen also mit der 
Achse gleiche Winkel. (Art. 162.)

Nun ist in dem Falle des Krümmungskreises die Tangente in 
T die eine und die Linie TL die andre Durchschnittssehne; man 
hat daher nur TL so zu ziehen, dass sie mit der Achse den näm
lichen Winkel, wie mit der Tangente bildet; alsdann ist der durch 
die Punkte P  und L beschriebene Kreis, welcher den Kegelschnitt 
in T berührt, der Krümmungskreis.

Diese Construction zeigt, dass  der in e inem S c h e i t e l  
der Curve os c u l i r e n d e  Krei s  e i ne  B e r ü h r u n g  der  
dri t t en  Ordnung  mit i hr  hat.

Aufg. 1. Man sol l  unter Anwendung der Be zeichnungs-  
wei se  des excentr i schen Winkel s  die Bedi ngung a u f s t e i 
len,  unter w e l c h e r  4 Punkte α, ß, y, δ i n  e i n e m  Kreise l iegen.

Die Sehne, welche zwei der Punkte verbindet, muss mit einer Seile 
der Achse denselben Winkel machen, wie die die beiden andern verbin
dende Sehne mit der andern; die Sehnen sind durch

repräsentirt, und man hat somit

d. i. 
oder

Aufg. 2. Bestimme d i eCoordi nat en  des Punkt es ,  in 
welehern der oscul i rende Kreis den Kege l schni t t  l'eriier 
schne i det .

Wir haben
also
oder

und

Aufg. 3. Drei Punkte eines Kege l schni t t s ,  deren oscu
l irende Kreise durch einen gegebenen Punkt der Curve ge
hen,  l i egen in einem Kreise,  we l c he r  di esenPunkt  enthält  
und bi lden ein Dreieck, für wel ches  das Centrum der Curve 
der Durchschni t l spunkt  der Sei t cnhal bi rungs-Li ni en ist.

Aus dem gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt d der osculirenden 
Kreise folgt zur Bestimmung des Berührungspunktes
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und da der sinus und cosinus von δ unverändert bleiben, wenn δ um 360° 
vermehrt wird, so ergiebt sich ebenso

Nach der ersten Aufgabe liegen diese drei Punkte in einem durch δ gehen
den Kreise.

Wenn wir in der letzten Aufgabe X,  Y  als gegeben voraussetzen, 
so ist, weil den x ,  y bestimmenden cubischen Gleichungen die zweiten 
Glieder fehlen, die Summe der drei Werthe von x  und y respeclive gleich, 
und daher ist nach der 4. Aufgabe des Art. 7 der Anfangspunkt der Coor- 
dinaten der Durchschniltspunkt der Halbirungslinien der Seiten des durch 
die drei Punkte gebildeten Dreiecks. Wir erkennen auch, dass die Norma
len in diesen Punkten die drei Höhen des Dreiecks sind und dass sie sich 
daher in einem Punkte schneiden.

244. Den Kr ümmungs  - Radi us  der P a r a b e l  zu be -  
s t i m  m e n .

Aus der auf einen Durchmesser und die Tangente bezogenen 
Gleichung der Parabel finden wir durch dieselbe Methode, wie in 
Artikel 243,

(Art, 214.), oder weil (Art. 215, 216)

die in dem letzten Artikel angegebene Construction bleibt daher 
auch für die Parabel gültig.

Aufg. 1. In al len Kegel schni t t en i s t  der Krümmuirgs-  
Radius g l e i ch dem Quot ienten aus dem Cubus der Nor
male und dem Quadrat des Halbdurchmessers.

Aufg. 2. Drücke den Krümmungs-R adiu(s e iner El l ipse  
in Funct ion des Winkel s  aus, wel chen die Normale mit der 
Achse einschl iesst .

I

Aufg. 3. Best imme die Längen der Sehnen des Krüm
mu n g s k r e i s e s ,  we l c h e  durch das Centrum oder den 
Brenn nun kt eines Cent ra l kege l s chni t t s  gehen.

Aufg. 4. Die Brennpunktssehne des Krümmungskre i 
ses für einen Punkt im Kegel schni t t  i st  e iner  Brenn
p unkt s - Se hn e  des Kegel schni t t s  g l e i c h ,  welche der 
Tangente  in dem Punkte paral lel  gezogen ist,
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Aufg, 5. In der Parabel  ist  die Brennpunkts -Sehne  
des Krümmungskrei ses  dem Parameter des durch den 
Punkt gehenden Durchmessers  gleich.

245. Die Coordi nat en  des Kr ü mmu n g s  - Centrums  
für e i ne n  C e n t r a l k e g e l s c h n i t t  zu bes t i mmen.

Sie werden gefunden, indem man von den Coordinaten des 
Punktes im Kegelschnitt die Projectionen des Krümmungshalbmes
sers auf die Coordinatenachsen abzieht. Nun ist offenbar, dass 
dieser Radius zu seiner Projection in demselben Verbältniss stellt, 
wie die Normale zur Ordinate y. Wir erhalten daher die Pro
jection des Krümmungsradius auf die Achse der y , indem wir den

b'2 y b'2yRadius — durch — multipliciren, r=: — die Ordinale des Krüm-p N  12
mungsmittelpunktes ist daher

d. i. weif

In gleicher Art ergiebt sich seine Ahscisse

Wir würden dieselben Werlhe erhalten haben, indem wir in 
Artikel 233, Aufg. 7, α =  β =  γ in die für die Coordinaten des 
Centrums erhaltenen Ausdrücke substituirten.

Wir bemerken ferner, dass das Centrum des einem Dreieck 
umschriebenen Kreises der Durchschnitt der Senkrechten ist, welche 
auf den Seiten in ihren Mittelpunkten errichtet werdendass  also, 
wenn das Dreieck durch drei aufeinanderfolgende Punkte der Curve 
gebildet wird, zwei seiner Seiten aufeinanderfolgende Tangenten 
der Curve und die Senkrechten zu ihnen die entsprechenden 
Normalen sind. Das Centrum der  Kr ümmung  i rgend e i 
ner  Curve ist  daher der Durchs chni t t s punkL z we i e r  
a u f e i n a n d e r f o l g e n d e n  Normalen.

Wenn wir in der Aufg. 4 des Art. 182
χ = χ " ~  X,  y  —  y" — Y

einsetzen, so erhalten wir in der That dieselben Werthe, wie. die 
eben bestimmten.
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246. Die Coordi nat en des  Krü mmmi g s  - Cent rums  
bei  der Par abe l  zu bes t i mmen.

Die Projection des Krümmungshalbmessers auf die Achse der
N . y'

y wird wie vorher durch Multiplication seiner Länge -——  mit —, sin & N
V  'gefunden, und ist also —  -■ t— ; indem wir diese Grösse von y ° sin *-9·

abzielien, erhalten wir die Ordinate

(Art. 214). Ebenso ergiebt sich die Abscisse

Dieselben Werthe können aus der Auflösung der 9. Aufgabe des 
Art. 229 abgeleitet werden.

247. Die Evol ut e  e i ner  Curve ist  der Ort der Krüm-  
mu n g s - Ce n l r a  i hrer  v e r s c h i e d e n e n  Punkte .

Um die Evolute eines Centralkegelschnitts zu finden, würden 
wir die Coordinaten x ,  y durch diejenigen (x,y) des Krümmungs
mittelpunktes ausdrücken und die erhaltenen Wertbe in die Glei-

c*
cliung der Curve suhstituiren; wir erhielten so (indem wir —= A ,  

2 ^
— =  B schreiben) 
b

Ebenso wird die Gleichung der Evolute der Parabel gefunden

man nennt diese Curve die s e m i c u b i s c h e  oderauch die Ne l i 
sch  e Parabel .
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Dreizehntes Kapitel.

Die Methode des Unendlich-Kleinen, die Qua
dratur und Rectification der Kegelschnitte.

248. Die Differential -Rechnung erlaubt auf sehr einfache 
Weise die Bestimmung der Tangenten der Curven und die der 
Grösse ihrer Flächen und der Länge ihrer .Bögen. Obgleich wir 
von ihrer Symbolik und ihren Grundbegriffen in diesem Werke 
weiterhin mehrfachen Gebrauch machen, so wollen wir doch einige 
der angedeuteten Fragen, insofern sie sich eben nur auf Kegel
schnitte beziehen, hier zunächst ohne ihre directe Vermittelung 
behandeln, um erst so vorbereitet den Gebrauch der Differential- 
und Integral-Rechnung darzulegen.

Wir geben damit zugleich ihren analytischen Begriffen die 
geometrische Basis. Und die geometrische Methode, welche wir 
zu erläutern gedenken, besitzt in Bezug auf manche Fragen vor 
der Analysis den Vorzug der Einfachheit und Strenge; sie hat 
noch in neuester Zeit zu einzelnen schönen Ergebnissen geführt 
(vergleiche Artikel 263), welche bei der Anwendung der Differen
tial- und Integral - Rechnung nicht gefunden worden waren. Sie 
hat überdiess das grösste historische Interesse, denn sie giebt im 
Wesentlichen die Art und Weise, in welcher diese Probleme von 
den Geometern vor der Erfindung der Differential-Rechnung un
tersucht worden sind.

Wenn ein Polygon einer Curve eingeschrieben ist, so nähert 
sich augenscheinlich der Inhalt und Umfang des Polygons um so 
mehr der Gleichheit mit dem Inhalt und Umfang der Curve, je 
grösser die Zahl der Seiten des Polygons und je kleiner damit 
jede einzelne Seite desselben wird; gleichzeitig nähert sich jede 
Seite des Polygons mehr und mehr dem Zusammenfallen mit der 
Tangente der Curve in dem Punkte, in welchem sie dieselbe 
schneidet. Wenn die Zahl der Seiten unendlich gross und die 
Länge jeder einzelnen Seite unendlich klein geworden ist, so fällt 
das Polygon mit der Curve zusammen, und die Tangente dersel
ben in jedem ihrer Punkte wird mit der geraden Verbindungs- 
Linie zweier unendlich nahe benachbarter Punkte in ihr identisch.
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Ebenso nähert sich Inhalt und Umfang eines umschriebenen 
Polygons dem Inhalt und Umfang der Curve um so mehr, je 
grösser die Zahl seiner Seiten und je kleiner jede einzelne Seite 
wird; und gleichzeitig nähert sich der Durchschnittspunkt zweier 
benachbarter Seiten um so mehr dem Berührungspunkt einer je
den derselben. Man kann daher zur Untersuchung des Inhalts 
und Umfangs einer Curve für dieselbe ein eingeschriebenes oder 
umschriebenes Polygon substituircn, dessen Seitenanzahl unendlich 
gross und dessen Seiten unendlich klein sind, und man kann jede 
Tangente der Curve als die gerade Verbindungs-Linie zweier un
endlich nahen Punkte der Curve, und jeden Punkt der Curve als 
den Durchschnittspunkt zweier unendlich nahen Tangenten dersel
ben betrachten.

249. Die Ri c ht ung  der Ta n g e n t e  in e i n e m Punkt e  
des Kr e i s e s  zu bes t i mmen.

Wir denken ein eingeschriebenes reguläres Polygon. Auf 
jedes der gleichseitigen Dreiecke (Fig. 88), in welche es durch die 
nach seinen Ecken gehenden Radien zer
legt wird, lässt sich dann die Bemer
kung anwenden, dass der Basiswinkel 
OBA  um die Hälfte des Winkels an der 
Spitze kleiner ist als ein rechter Win
kel. Wenn alsdann die Zahl der Seilen 
des Polygons als unendlich gross gedacht 
wird, so dass jede einzelne unendlich 
klein sein muss, . so wird der Winkel 
an der Spitze jedes dieser Dreiecke 
kleiner als jeder angehhare Winkel, und die T a n g e n t e  des  
Kr e i s e s  b i l de t  daher  mit  dem Ra di us  des B e r ü h r u n g s 
p u n k t e s  e i n e n  recht en Wi nkel .  Es bietet sich häufig die 
Gelegenheit zur Anwendung eines Princips dar, welches hierin mit 
enthalten ist, nämlich, dass zwe i  u n e n d l i c h  nahe  ge r a de  
Li ni en von g l e i c h e r  Lä n g e  zu der g e r a d e n  L i n i e  
r e c h t w i n k l i c h  sind,  we l c h e  i hre  En d p u n k t e  verbi ndet .

250. Die Umf änge  z we i e r  Kr e i s e  s t e he n  in dem 
V e r h ä l t n i s s  i hr e r  Radien.

Wenn reguläre Polygone von gleicher Anzahl der Seiten in 
beide Kreise eingeschrieben werden, so ergieht sich aus der Aehn-
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lichkeit der Dreiecke des einen mit denen des andern, dass ihre 
Basen ab und A B  in dem Verhältniss der Radien beider Kreise 
stehen und daraus, dass die Umfänge beider Polygone und folglich 
auch die beider Kreise als die Summen solcher Seiten, wenn ihre 
Anzahl unendlich gross gedacht wird, in demselben Verhältniss 
stehen.

251. Der Inhal t  e i ne s  Kr e i s e s  ist  dem Pr o duc t e  
aus  dem Ha l bme s s e r  in den ha l ben Umf ang  d e s s e l b e n  
gl e i ch.

Denn der Inhalt jedes der Dreiecke OAB,  welche in den vo
rigen Aufgaben betrachtet worden sind, ist das Product aus der 
Hälfte seiner Basis in die vom Centrum auf dieselbe gefällte Senk
rechte ; somit ist der Inhalt jedes der betrachteten regulären Po
lygone gleich der mit der senkrechten Entfernung einer Seite des
selben multiplicirten halben Summe seiner Seiten. Mit der Ver
mehrung ihrer Anzahl nähert sich ohne Ende der Umfang des 
Polygons dem Umfang des Kreises und jene senkrechte Entfernung 
einer Seite dem Halbmesser des Kreises, so dass die Differenz 
zwischen beiden kleiner als jede angehbare Grösse gemacht wer
den kann. Demnach ist das ausgeprochene Resultat richtig oder 
der Inhalt eines Kreises wird durch n r 2 ausgedrückt.

252. Die R i c h t u n g  der T a n g e n t e  in e i ne m Pun k t e  
der El l i ps e  zu bes t i mmen.

Man bezeichne durch P  und P'  (Fig. 89) zwei unendlich nahe · 
Punkte der Curve, so dass man hat

P R P ';  in Folge dessen ist i P P R  =  iP'PR' .  Unter der Vor
aussetzung, welche wir gemacht haben, dass die Punkte P  und P' 
unendlich nahe sind, ist L T  P F  =  L P  P F ,  weil ihre Differenz

Nimmt man dann F R =  F P  und 
F'JR' =  F'P',  so ist P'R =  PR'. 
-Die beiden Dreiecke PRP' und PR'P' 
besitzen die gemeinschaftliche Basis 
P P , die gleichen Katheten P R  und 
PR’ und nach dem Princip des Art. 
249 die rechten Winkel PRP' und
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unter jeden angebbaren Winkel herabgebracht werden kann; dem
nach hat man L T P F = L P PF' ,  oder die Br e n n s t r a h l e n  
des  B e r ü h r u n g s p u n k t e s  machen g l e i c h e  Wi n k e l  mit  
der  Tangent  e.

253. M an sol l  die Ri c ht ung  d e r  Ta ng e nt e  in e inem 
Punkt e  der Hyperbe l  bes t i mmen.

Wir haben hei der nämlichen Construction wie vorher (Fig. 90) 
 F P '— F P  =  FP'  — F P ,  Fig. 90.

oder P R  =  PR'.
Demnach ist

L P P ' R =  L p p 'r ' 
oder d ie  Ta ng e nt e  ist die i n 
nere  H a l b i r u n g s - L i n i e  des  
Wi n k e l s  z wi s c h e n  den Brenn-  
s t r a h len des B e r ü h r u n g s p u n k t e s .  In derselben Art be
stimmen wir d ie  R i c h t u n g  der  T a n g e n t e  in 
e i nem Punkt e  der  Pa r a be l  (Fig.91); denn 
wir haben

F P  =  P N  und FP'  =  P'N'; 
also P'R =  P S
oder i  N P P  =  [_ FP P.
ü i.e Ta n g e n t e  h a 1 b i r t d a her  den 33’ i n k e 1 
F P N ,  w e l c h e n  der Br e nns t r ahl  des B e 
r ü h r u n g s p u n k t e s  mit  der durch ihn g e 
z o g e n e n  Pa r a l l e l l i n i e  zur Achse  der Pa r a be l  bi ldet .

254. Man s o l l  den Inhal t  des  p a r a b o l i s c h e n  Sec-  
tors  F VP  b e s t i mme n (Fig. 91).

3Veil PS =  P R  und P N  =  F P  ist, so ist die Fläche 
des Dreiecks F P R  die Hälfte des Parallelogramms PSNN'.  
Wenn wir eine Anzahl von Punkten P , P'  u. s. w. zwischen V 
und P  nehmen, so wird die Summe aller der entsprechenden 
Parallelogramme P S N N '  u. s. w. der Gleichheit mit dem In
halte der Fläche D V P N  um so mehr genähert, je näher die 
einzelnen Punkte P  einander sind; ebenso die Summe aller Drei
ecke FP R  der Gleichheit mit dem Inhalte der Fläche des Sectors 
VFP.  Demnach ist der Inhalt des Sectors P F V  die Hälfte des 
Inhalts von D V P N  und somit ein Drittheil des Vierecks D F PN.

Salmon , Anal. Geom. der Kegelschnitte. 1 8
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Durch analoge Betrachtungen bestimmt man den Inhal t  des  
dur c h  eine b e l i e b i g e  g e r a d e  Linie  a b g e s c h n i t t e n e n  
Se g me nt s  e i ner  Parabel .

Man zieht den Durchmesser der Parabel, welcher diese gerade 
Linie halbirt; dann ist_ in der Figur 92 das Parallelogramm von 

Fj(r der Diagonale P R  dem Parallelogramm
von der Diagonale PM' flächengleich, wie 
aus ihrer Beziehung zu dem Parallelo
gramm TM P R' und seiner Diagonale 
TP'  hervorgeht. Die Seite TM ist aber 
durch die Curve in V halbirt, und das 
Parallelogramm von der Diagonale PN'  
ist demnach die Hälfte von dem über PP"; 

wenn wir daher eine Anzahl von Punkten P, P', P" u. s. w. in der 
Curve wählen, so ist die Summe der Flächen aller Parallelogramme 
wie PM'  doppelt so gross, wie die Summe aller Parallelogramme 
wie PN',  und demnach zuletzt der Inhalt der Fläche V  PM  das 
Doppelte von dem Inhalt der Fläche VPN,  d. i. der Inhal t  des  
p a r a b o l i s c h e n  S e g m e n t s  V'PM  s t eht  zu dem I nhal t  des  
P a r a l l e l o g r a m m s  V'NP M  in dem Ve r h a l t n i s s  von 2 : 3 .

255. D er I nha l t  e i ner  El l i ps e  ist g l e i c h  d e m j e n i 
gen e i nes  Kr e i s e s ,  de s s e n  Ha l b me s s e r  das g e o m e t r i 
s che  Mittel  z w i s c h e n  den Ha l b a c h s e n  der E l l i p s e  ist.

Denn tlieilt man die Ellipse und den über ihrer grossen Achse 
als Durchmesser beschriebenen Kreis durch Parallelen zur kleinen 
Achse in schmale Flächenstreifen, so ist wegen der Delationen 
(Fig. 93) mb : md =  mb' : nid’ =  b : a,

Fis. 03. das Viereck mbb'm zu dem Viereck 
m d d m  auch in dem Verhaltniss b : a, 
und demnach -die Summe aller Vierecke 
der einen Beihe, d. h. das der Ellipse 
eingeschriebene Polygon CBbb'b'A,  zu 
dem entsprechenden dem Kreis einge
schriebenen Polygon C D d d d ’A in dem 
nämlichen Verhaltniss. Diese Propor

tionalität besteht für jede Anzahl der Seiten, welche man den bei
den Polygonen geben kann; lassen wir demnach diese Anzahl un-
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begrenzt wachsen und gleichzeitig alle einzelnen Seiten unbegrenzt 
abnehmen, so erkennen wir, dass der Inhalt der Ellipse zu dem 
des Kreises in dem Verhältniss b:a steht, so dass der Inhalt der

Ellipse durch den Ausdruck —n a 2— nab  bestimmt wird.a
Man beweist durch dieselben Betrachtungen, dass die Flächen 

zweier Figuren, deren correspondirende Ordinaten zu einander in 
einem bestimmten Verhältniss stehen, das nämliche Verhältniss 
haben.

256. Jeder  D u r c h me s s e r  e i nes  K e g e l s c h n i t t s  hal -  
birt  die Curve.

Die Richtigkeit des Satzes erhellt sofort aus der Betrachtung 
der Trapeze, in welche die dem Durchmesser entsprechenden Or
dinaten die Fläche der Curve zerlegen; weil der Durchmesser alle 
ihm entsprechende Ordinaten halhirt, so halbirt er auch diese 
Trapeze und demnach die Curve, weil die Fläche derselben der 
Summe dieser Trapeze gleich ist, sobald man die Ordinaten als 
unendlich nahe benaclhbart voraussetzt.

257. Der I n h a l t  des S e c t o r s  e iner  Hype r be l ,  w e l 
cher  durch die g e r a d e n  Ve r hi ndungs l i nDen z w e i e r  i h 
rer  Punkt e  mit  dem Centrum b e g r e n z t  wi rd,  i st  dem 
Inhal t  des S e g m e n t s  g l e i c h ,  w e l c h e s  durch P a r a l l e l e n  
zu den As y mp t o t e n  von d e n 
s e l b e n  Punkt e n  aus  b e s t i m m t  
wird (Fig. 94).

Denn wegen der Gleichheit der 
Dreiecke PK C  und QLC ist auch die 
Fläche PQC gleich der Fläche PQKL.

Zwei  b e l i e b i g e  Segmei l te  
P Q K L  und R S M N  s ind g l e i c h ,  
w c η n .

P K  : QL — RM  : SN.
Denn P K : Q L — ’CL : C K , und nach Art. 199 

CL =  MT', CK — NT;  
also · · RM  : SN =  Μ Τ' : NT,
somit OR parallel zu PT.

1 8  *
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Nun kann leicht gezeigt werden, dass die Sectoren PCQ und 
BCS  einander gleich sind, weil der P S  und QB halhirende Durch
messer sowohl den hyperbolischen Inhalt P Q R S  als auch die 
Dreiecke PCS  und QCR halbirt.

Setzen wir voraus, dass die Punkte Q und R Zusammenfäl
len, so sehen wir, dass jeder Inhalt P K  NS  halbirt werden kann, 
indem man die Ordinate QL verzeichnet, welche das geometrische 
Mittel zwischen den Ordinaten seiner Endpunkte ist.

Und wenn eine Anzahl  von Ordi nat en  bes t  im int 
w i r d , deren Längen e i ne  s t e t i ge  g e o m e t r i s c h e  P r o p o r 
t ion bi l den,  so ist  der von i rgend zwe i e n  b e n a c h b a r 
t en unter  ihnen b e g r e n z t e  Inhal t  von cons  tauter  
Grösse .

258. Wenn zwei  K e g e l s c h n i t t e  ä h n l i c h ,  ähnl i ch  
g e l e g e n  und c o n c e n t r i s c h  s i nd ,  so s c h n e i d e t  j ede  
T a n g e n t e  des  i nneren  von be i den ein S e g m e n t  von 
c o n s t a n t e r  Fl äc he  von dem ä u s s e r e n  ab.

In der 4. Aufgabe des Art. 239 ward bewiesen, dass eine 
solche Tangente im Berührungspunkte halbirt ist. Wenn wir dem

nach irgend zwei Tangenten dieser Art 
betrachten (Fig. 95), so ist

L A Q Ä  =  LBQB'
und je näher wir den Punkt Q bei dem 
Punkte P  gelegen voraussetzen, desto 
näher kommen die Seiten AQ, AQ der 

Gleichheit mit den Seiten BQ,  BQ-, daher werden die Dreiecke 
AQA'  und BQB'  inhaltsgleich, wenn wir die beiden Tangeuten 
als unendlich nahe betrachten, und die Fläche A V ß  ist der 
Fläche A ' V B ' gleich. Weil endlich diese Fläche beim Ueber- 
gang von einer Tangente zur nächstbenachbarten unverändert 
bleibt, so bleibt sie es für jede beliebige Lage der begrenzenden 
Tangente.

Man kann in derselben Art den umgekehrten Satz bewe.sen, 
dass die Tangente einer Curve im Berührungspunkt halbirt werden 
muss, wenn sie in jeder ihrer Lagen eine constante Fläche von 
einer andern Curve abschneidet, und es gilt allgemein für jede 
Curve, dass der abgeschnittene Flächeninhalt conslant ist, venn 
die Tangente in jeder ihrer Lagen im Berührungspunkt halbirt viril.
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Darnach lässt sich leicht die Aufgabe lösen: Man soll durch 
einen gegebenen Punkt in der Ebene eines Kegelschnitts eine ge
rade Linie so ziehen, dass sie den Mi n i mal - 1nha l t  von demsel
ben abschneide.

Wäre verlangt, dass die gesuchte gerade Linie einen gegebe
nen Inhalt abschneide, so hätte man durch den Punkt zu einem 
bestimmten ähnlichen und ähnlich gelegenen, concentrischen Kegel
schnitt eine Tangente zu ziehen; mit dem abzuschneidenden* In
halt müsste die Entfernung zwischen beiden Kegelschnitten wach
sen. Wenn dieser zweite innere Kegelschnitt durch den gegebe
nen Punkt selbst geht, so wird der abgeschniltene Inhalt am klein
sten, und weil dann die gerade Linie als Tangente der Curve in 
dem gegebenen Punkte halbirt wird, so hat man die gerade Linie, 
welche den Minimal-Inhalt abschneiden soll, nur so durch den ge
gebenen Punkt zu ziehen, dass sie in ihm halbirt wird.

Das nämliche Gesetz gilt für jede Curve.

Durch analoge Betrachtungen können die beiden folgenden 
Sätze leicht genug bewiesen werden: 1 .) Wenn die  T a n g e n t e  
AB  e i ner  Curve  e inen Bogen  von c o n s t a n t e r  Länge  
von e i ner  a n d e r e n  Curve a b s c h n e i d e t ,  so wi r d  sie in 
i hrem B e r ü h r u n g s p u n k t e  so ge t he i l t ,  dass  i hre A b 
s chni t t e  A P  und B P  in dem u m g e k e h r t e n  Ve r h ä l t n i s s  
der T a n g e n t e n  der l e t z t e m  Curve  in A und B s t ehen.  
2.) We n n  die T a n g e n t e  AB  von e i ne r  c o n s t a n t e n  Länge  
i s t ,  und wenn die  vom D u r c h s c h n i t t s p u n k t  der in A 
und B an die ä u s s e r e  Curve g e z o g e n e n  T a n g e n t e n  auf  
A B  g e f ä l l t e  S e n k r e c h t e  sie in M tri f f t ,  so i st  s t e t s

A P ^ M B .

259. Den K r ü m m u n g s h a l b m e s s e r  in e i n e m b e l i e 
b i g e n  P u n k t e  e i n e r  El l ipse zu b e s t i m m e n .

Weil der Mittelpunkt des einem Dreieck umschriebenen Krei
ses der Durchschnittspunkt der auf seinen Seiten in den Mittel
punkten derselben errichteten Perpendikel ist, so ist das Centrum 
des durch drei aufeinanderfolgende Punkte einer Curve gehenden 
Kreises der Durchschnittspunkt zweier aufeinanderfolgenden Nor
malen der Curve.
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Betrachten wir also zwei Dreiecke F P F '  und F P F '  (Fig.
96) und bezeichnen die Halbirungs- 
linien ihrer Winkel an der Spitze 

T durch PN,  P  N,  so beweisen wir 
leicht elementar-geometrisch, dass 
2 /. PNP'  —  L P F P '  +  i P F ' P '  
ist.

Weil nun der Bogen eines Krei
ses dem Radius desselben und der Grösse des Winkels pro
portional ist, welchen er am Cenlrum desselben spannt, so

, p p '
wird der Winkel P R P  durch ------gemessen, wenn wir den Bo-

P N
gen PP'  als Bogen des Kreises vom Centrum N betrachten. 
Ebenso wird für FR  =  FP,

gemessen, und wir erhalten

wenn wir den Winkel P P  F durch θ bezeichnen, so ist 
PR =  P'R’ =  PP'  sin &,

und indem wir P N = R ,  F P  =  q und F ' P — ρ setzen,

Man erkennt daraus, dass  die F o c a l s e h n e  der Kr ü mmu n g  
für e inen P u n k t  der E l l i p s e  das D o p p e l t e  des h a r m o 
n i s c he n  Mi t t e l s  z wi s c he n  den B r e n n s t r a h l e n  d e s s e l 
ben ist.

Indem man für sin #  den Werth für ρ + ( / den Werth 2 a
b

und für ρρ den Werth ft'2 einsetzt, erhält man den bekannten 

Ausdruck

Der Krümmungsradius der Hyperbel wird auf eine ganz ähnliche 
Weise ermittelt. In dem Falle der Parabel ist ρ unendlich gross

und daher — -—  =  - - .
i?sm & ρ

. 260. Ein interessantes Ergebniss in Bezug auf die Focalsehne 
der Krümmung eines Kegelschnitts erhalten wir durch die folgende 
einfache Betrachtung.
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Wir ziehen in dem betrachteten Kegelschnitt eine Sehne QR 
parallel zu der Tangente im Punkte P, beschreiben den durch die 
Punkte P, Q und R bestimmten Kreis und verlängern die Focal- 
sehne PL  des Kegelschnitts, bis sie 
demselben zum zweiten Male in C 
begegnet. (Fig. 97.) Dann ist nach 
einer Eigenschaft des Kreises 

PS  . SC =  QS . SR , 
und nach einer im Art. 195, Aufg. 2 
gegebenen Eigenschaft der Kegel
schnitte

'PS . S L :  QS . SR =  PL : MN  
Daher ist für jeden so beschriebenen Kreis 

SC : SL =  MN  : PL.
Da aber für den Krümmungskreis die Punkte S und P  zusammen
fallen, so ist für ihn speciell

.‘PC  : P L  =  MN  : PL  
oder P C = M N ,
d. i. für e inen b e l i e b i g e n  Punkt  e i ne s  Ke g e l s c h n i t t s  
ist  die F o c a l s e b n e  der Kr ümmung  d e r j e n i g e n  Foca l -  
s e b n e  des  Ke g e l s c h n i t t s  g l e i c h ,  we l c h e  der T a n g e n t e  
j e n e s  Pu n k t e s  para l l e l  ist. (Art. 244,  Aufg. 4.)

261. Der Krümmungs-Radius eines Central-Kegelschnitts kann 
auch noch wie folgt gefunden werden:

Wenn Q (Fig. 9S) ein dem Punkte 
P  unendlich naher Punkt der Curve 
ist, und QR eine Parallele zur Tan
gente der Curve in / Λ darstellt, welche 
die dein P u n k te  P entsprechende Nor
male in S schneidet, wenn man dann 
durch die Punkte P  und Q einen 
Kreis beschreibt, welcher die Tangente P T  in P  berührt, so ist 
QS  eine Ordinate des Kreises für den Durchmesser P S  desselben 
und daher das Rechteck aus diesem Durchmesser und dem Ab
schnitt PS  gleich dem Quadrat über der Sehne PQ,  oder der 
Krümmungshalbmesser des Punktes P
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P Q =  QR,
und weil nach einer Eigenschaft der Ellipse unter der Voraussetz
ung, dass a und b' den dem Punkte P  entsprechenden Durchmes
ser PP'  und seinen conjugirten bezeichnen,

is t

Der Krümmungsradius ist demnach

P PDas Verhältniss —— ist aber durch die Aehnlichkeit der 

Dreiecke P R S  und CPT  stets

und daher der Krümmungs-Radius endlich

Es ist nicht schwer, zu beweisen, dass  im D u r c h 
s c h n i t t s p u n k t  z we i e r  conf oc a l e n  K e g e l s c h n i t t e  das  
Centrüm der  Kr ümmung  de s  e i nen s t e t s  der Pol  s e i 
ner  T a n g e n t e  in Bezug auf  den andern  ist.

262. Wenn von e inem b e l i e b i g e n  P u n k t e  e i ner  E l 
l i ps e  an e ine c o n f o c a l e  El l i ps e  z we i  T a n g e n t e n  g e z o 
gen s ind,  so i s t der U e b e r s c h u s s  der  S u m m e  d i e s e r  
Ta n g e n t e n  über den z wi s c h e n  i h r e n  B e r ü h r u n g s p u n k 
ten e n t h a l t e n e n  Bogen der E l l i p s e  constant .

Denn wenn wir einen dem ersten T 
(Fig. 99) unendlich nahen Punkt Τ' in 
der Curve wählen, und die Perpendi
kel TB, T S fällen, so ist

P T ~  P R  =  P P ' +  P'R, 
weil P'R  als die Verlängerung der 
geraden Linie P P  angesehen werden 
kann; ebenso

Da aber QR stets der Tangente parallel ist, so wird für unendliich 
nahe benachbarte Punkte P  und Q
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Wegen der Gleichheit der Winkel T T ’R  und T TS  (Art. 191) ist 
ferner T S ~ T ' R  und daher

P T  +  TQ' =  P T ’+  T'Q'.
Also (P T +  TQ) — (P'T'+T'Q' )  =  PP'  — QQ' =  PQ — P'Q'. 
Derselbe Satz gilt für jedes Paar von Curven, welche durch die 
Eigenschaft verbunden sind, dass die von einem Punkte der äusse
ren ausgehenden Tangenten TP, TQ der innern mit der Tangente 
T T  der ersteren in jenem Punkte gleiche Winkel bilden.

263. We nn  von e i nem b e l i e b i g e n  Pu n k t e  e iner  Hy
pe r be l  an e ine  mi t  ihr c o n f o c a l e  E l l i p s e  T a n g e n t e n  
g e z o g e n  werden,  so ist  die  
Di f f e r e n z  der Bö g e n  P K ,
Q K  i mmer  gl e i ch der Di f f e 
renz  der T a n g e n t e n  TP und 
T Q. (Fig. 100.)

Man erkennt genau wie vor
her, dass
(TP'  — P K)  — (TP— P K ) =  TR  
und

(T'Q' —  Q'K) — (TQ — Q K )
=  T'S =  T'R 

ist, (weil nach Art. 191 T T  den Winkel R T S  halbirt).
Somit ist die Differenz zwischen den Ueberschüssen von TP  

über P K  und von TQ über QK  constant; und da sie in dem 
speciellen Falle, in welchem T mit K  zusammenfälll, Null ist, weil 
beide Ueberschüsse selbst Null sind, so muss sie in jedem Falle 
Null sein, d. h. es ist stets

T P  — P K  =  TQ — QK.
Der Salz von Fagnano, dass ein e l l i p t i s c h e r  Quadr ant  

s o g e t h e i l t  werden kann,  dass  di e  Di f f e r e nz  s e i n e r  
Th ei l e  der Di f f e r e n z  der H a l b a c h s e n  der El l i ps e  g l e i c h  
ist ,  folgt unmittelbar aus dem vorigen; denn man bat dazu nur in 
den Endpunkten der Achsen Tangenten an die Ellipse zu ziehen und 
durch ihren Durchschnittspunkt eine mit der Ellipse confocale Hy
perbel zu legen, dann ist der Punkt K,  in welchem sie die Ellipse 
schneidet, der gesuchte Theilpunkt. Seine Coordinaten sind
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264. Wenn ein P o l y g o n  e i nem K e g e l s c h n i t t  u m 
s c h r i e b e n  ist  und al le s e i ne  E c k p u n k t e  hi s  auf  e i nen  
s i ch in c o nf o c a l e n  K e g e l s c h n i t t e n  b e w e g e n ,  so b e -. 
s c h r e i b t  auch der Ort d i eses  l e t z t en  E c k p u n k t e s  e i nen  
c o nf o c a l e n  Ke ge l s c hn i t t .

Wir bemerken zuerst, dass, wenn die Spitze P  eines einem 
Kegelschnitt umschriebenen Winkels PTQ  (Fig. 100) sich auf einem 
confocalen Kegelschnitt bewegt, unter der Voraussetzung, dass a 
und b die zu TP  und TQ parallelen Durchmesser und a und ß 
die Winkel TPT*  und TQ'T' bezeichnen, welche jeder der Schen
kel jenes Winkels mit seiner nächstfolgenden Lage bildet, die Re
lation besteht aa =  bß.
Denn nach Art. 263 ist T l i =  T'S.

Ferner ist TB == TP.a,  T'S — T'Q'. ß 
und TP  und TQ sind den Durchmessern proportional, welchen 
sie parallel sind.

Weuu umgekehrt die Relation a a — b ß erfüllt ist, so bewegt 
sicli der Punkt T auf einem confocalen Kegelschnitt; denn indem 
wir die Aufeinanderfolge der einzelnen Schritte des Beweises um
kehren, zeigen wir, dass T B = T S  ist, dass demnach TT'  mit 
T P  und TQ gleiche Winkel macht und daher mit der Tangente 
des confocalen Kegelschnitts in T zusammenfällt, dass also Τ ’ in 
diesem Kegelschnitt liegt.

Wenn alsdann die den Seiten des Polygons parallelen Durch
messer durch a, b, c u. s. w. bezeichnet werden, und d den zur 
letzten Seite desselben parallelen Durchmesser ausdrückt, wenn 
ferner α, ß,  γ u. s. w ., δ die dem Vorigen analog bezeichneten 
Winkel sind, so gelten die Relationen

aa =  b ß , bß =  c y , u. s. w .,
weil die sämmtlichen Ecken des Polygons bis auf eine sich in con
focalen Kegelschnitten bewegen. Aus dieser Kette von Relationen 
ergiebt sich aber schliesslich aa =  dö,  welche anzeigl, dass die 
letzte Ecke desselben auch einen confocalen Kegelschnitt durch
läuft.

265. An diese rein geometrischen Untersuchungen schliessen 
wir in möglichster Kürze die wesentlichsten Beispiele vom G e
brauch des  Di f f e r e n t i a l -  und I n t e g r a l - C a l e u l s ,  soweit 
er sich auf die Theorie der Kegelschnitte bezieht. Wir beschrän-
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ken uns dabei auf die Untersuchung über die Lage der Tangen
ten, die Bestimmung des Krümmungskreises und der Flächen und 
Bogenlängen. Wir stützen uns wesentlich auf den Gebrauch der 
rechtwinkligen Cartesisclien Coordinaten und wollen nur an eini
gen Stellen, wo es uns nützlich scheint, auch die Polar-Coordina- 
ten benutzen. Die Kenntniss der Differential- und Integral-Rech
nung selbst setzen wir dabei voraus und machen nur auf die 
grosse Einfachheit aufmerksam, mit welcher die hier gebrauchten 
Lehren derselben aus den vorhergehenden Untersuchungen über 
das Unendlichkleine hervorgehen.

266. Ist f ( x )y)==o
die Gleichung einer Curve APM  (Fig. 101) und bezeichnen x,  y
die Coordinaten eines Punktes P  in ihr 
so ist die T a n g e n t e  PT  derselben in die
sem Punkte, als die gerade Verbindungsli
nie desselben mit dem unendlich nabe ge
legenen Punkte x  -f- A x ,  y Ay  in der 
Curve, durch die Bestimmung gegeben, da ŝ

Werden durch £, η die Coordinaten eines beliebigen Punktes in 
ihr ausgedrückt, so ist ihre Gleichung

oder

Die Gleichung der Normale desselben Punktes ist demnach

Für die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte

ist
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und daher die Gleichung der Tangente

oder mit Hilfe der Gleichung des Kegelschnitts 
(Bx  +  2 Cy +  E) η +  (2 Αχ  +  B y  +  D) ξ +  Dy +  E x  +  2 F =  o. 

Die Gleichung der Normale ist
(B x  +  2Cy +  E) ξ — (2Ax +  By  + D) y +  By  - \-Ex 2 f =  o.

Wir bemerken, dass die Gleichung der Tangente auch für schief
winklige rarallel-Goordinalen dieselbe bleibt.

Wenn die Gleichungen der Curven in den möglichst einfichsten 
Formen vorausgesetzt werden, also die der Central - Kegelschnitt«

in der Form -=■ +  — =  1,er oz
und die der Parabel in der Form

so ist der DifFerential-.Quotient respective

und die Gleichung der Tangente
b2x£  +  a2y η =  a2b2 oder 2 yy  — p  (x -f- ij).

Aus der ersteren Gleichung erhalt man die Gleichung der Asym-
Vptoten der Hyperbel, wenn man darin an die Stelle von — den aus 

der Gleichung der Curve entnommenen AVertli

substituirt und darnach ζ =  οο voraussetzt. Man erhält so

und also 

oder

als die Gleichung der Asymptoten.
Die Längen der geradlinigen Strecken, welche in den vorher

gehenden. Kapiteln als Tangent e ,  No r ma l e ,  S u b t a n g e n t e ,  
S u h n o r m a l e  bezeichnet worden sind, können darnach leicht be
rechnet werden.

www.rcin.org.pl



.285

267, Beim Gebrauch der P o l a r - C o o r d i n a t e n  bestimmt 
sich der Winkel O P T  (Fig. 102), welchen die Tangente eines 
Punktes mit dem Radius vector desselben 
bildet, aus den Coordinaten r und dessel
ben durch die Relation

Man kann sie leicht aus der Betrachtung des 
Unendlichkleinenableiten; denn istP' ein dein 
Punkt P  nahe benachbarter Punkt, deisen Coordinaten demnach 
durch ρ +  A ρ , +  bezeichnet werden, und beschreibt man
mit dem Halbmesser OP den Kreisbogen PJ, so ist in dem Drei
eck P 'P J

Und wenn man voraussetzt, dass der Punkt P' dem Punkt P 
unendlich nahe sei, so wird

som

Man kann dieselbe Formel auch mit Hilfe der Coordinaten-Trans- 
formation ableiten, indem man die Anfangslage des Radius vector 
zur Achse der x  und den Pol zum Anfangspunkt der Coordina
ten wählt.

Wir haben im A#t· 195 die Polargleichung der Centralkegel- 
schnitte unter der Voraussetzung, dass der Brennpunkt zum Pol 
und die grosse Achse als die feste Anfangslage des Radius vector 
gewählt sei, in der Form

gegeben.
Aus derselben folgt

und daher

Für e =  l gilt das Resultat für die Parabel, für e —  o für deu 
Kreis.
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268. Wir setzen voraus, dass man aus der Differential-Rech
nung d ie T h e o r i e  der B e r ü h r u n g e n  der  Curven kennt, 
wie man s ie . mittels des Sat zes  von Tay l or  zu entwickeln 
pflegt und fordern zur Vergleichung derselben mit der in den Ar
tikeln 241 und 242 gegebenen Theorie der Berührungen der Kegel
schnitte auf.

Wenn wir dort gezeigt haben, dass Kegelschnitte mit einander 
eine Berührung der ersten, der zweiten oder der dritten Ordnung 
haben können, indess ein Kreis im Allgemeinen nur eine Berüh
rung der zweiten Ordnuif^ mit einem Kegelschnitt haben kann, 
so bestätigt es diese Theorie; denn damit zwei Curven 

y ~ f ( x ) ,  y  = φ (cc)
eine Berührung der zweiten Ordnung mit einander haben, muss 
für den Berührungspunkt ausser der Gleichheit der Ordinalen der 
Curven die Gleichheit der ersten und zweiten Differential-Quotien
ten ihrer Gleichungen slattfinden. Die Curve, welche in einem 
gegebenen Punkte eine Berührung der zweiten Ordnung mit einem 
Kegelschnitt haben soll, ist sonach drei Bedingungs-Gleichungen 
unterworfen. Da die Gleichung eines Kreises nur drei unabhän
gige Constante enthält, nämlich die Coordinaten seines Mittelpunkts 
und seinen Halbmesser, so giebt es immer einen und nur einen 
solchen berührenden Kreis. Weil aber für eine Berührung der 
dritten Ordnung zu den vorigen Bedingungen noch die der Gleich
heit der dritten Differential-Quotienten hinzu tritt, so kann ein Kreis 
den Bedingungen einer Berührung der dritten Ordnung im Allge
meinen nicht genügen. Für die Scheitelpunkte der Curve findet 
aber eine solche allerdings statt.

Ist /0*0
die Gleichung der Curve und

(x — +  Q/ — n f  — R2 .
die Gleichung des Kreises, welcher im Punkte x y  eine doppelte 
Berührung mit derselben hat, so gelten zur Bestimmung der Con- 
stanten ξ, η,  R derselben die Gleichungen

www.rcin.org.pl



2 8 7

Aus ihnen ergiebt sich

also

Durch diese Gleichungen sind der Krümmungsmittelpunkt und der 
Krümmungshalbmesser für einen beliebigen Punkt einer gegebe
nen Curve vollständig bestimmt.

Wendet man diese Ergebnisse auf die Mittelpunkts-Gleichung 
der Central-Ivegelschnitte an

so erhält man

also '

welches leicht in die früher entwickelten Ausdrücke überzuführen 
ist, für den Halbmesser des Krümmungskreises, und

für die Coordinalen des Krümmungsmittelpunktes.

Man kann für eine beliebige Curve nach dem g e o m e t r i 
s chen  Ort  al ler i hr e r  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k l e  fragen. 
Die Erörterungen des Artikels 259 zeigen, dass die Curve, welche 
dieser Ort repräsentirt, zugleich die E n v e l o p p e  der N o r m a 
len der g e g e b e n e n  Curve ist, und es liegen somit in diesen 
beiden Auffassungen zweierlei Wege zu ihrer Untersuchung ange
deutet. Wir erörtern im Sinne der Methode des Dilferential-Cal- 
culs nur die erstere an dieser Stelle, zur Ergänzung des Arti
kels 247, welcher bereits die E v o l u t e  der Kegelschnitte be
handelte.
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Um den Ort der Krümmungsmittelpunkte für eine gegebene 
Curve zu finden, hat man nur zwischen den Gleichungen zur Be
stimmung des Krümmungsmittelpunktes

und der Gleichung der Curve

die Veränderlichen x  und y zu eliminiren; das Resultat der Eli
mination ist die Gleichung der Evolute.

Für die Gleichung

erhält man

und damit die Bedingungs-Gleichungen

die Elimination liefert für a2 — b2 =  c2 die Gleichung der Evolute

in der Form

Im Artikel 247 haben wir dieselbe Gleichung unmittelbar aus den 
Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes abgeleitet.

Die Betrachtung des Unendlichkleinen zeigt sofort die Rich
tigkeit des folgenden Satzes, der eine wichtige Eigenschaft der 
Evoluten überhaupt ausspricht: D ie Di f f e r e n z  zwi s c he n  i r 
gend zwei  K r ü m m u n g s h a l b m e s s e r n  e i ner  Curve ist 
dem Bo g e n  der Evolute  g l e i ch ,  w e l c h e r  z wi s c h e n  den 
e n t s p r e c h e n d e n  K r i i m m u n g s m i t t e l p u u k t e n l i e g t .

269. Während in den bisher untersuchten Fragen die Diffe
rential-Rechnung allein zum Ziele führte, so muss sie in den Unter
suchungen über Quadrat ur  und R e c t i f i c a t i o n  der Curven 
mit der Integral-Rechnung verbunden werden. Die Betrachtungen 
der Differential-Rechnung führen nur zur Bestimmung des Fl ä -  
c h e n - E l e m e n t s  und des B o g e n - E l e m e n t s  einer Curve; um 
daraus die Quadratur oder Rectification derselben zu erhalten, muss 
man eine Summirung dieser Elemente oder eine Integration vor
nehmen.
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Unter der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten wird das 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ordinalen, der Curve und der 
Achse der x  eingeschlossene F l ä c h e n e l e m e n t  durch

y d x
repräsentirt; ebenso das zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ah- 
scissen, der Achse der y  und der Curve enthaltene durch

x  dy .
Die Integration jenes Ausdrucks zwischen bestimmten Gren

zen, d. i. die Summirung aller solcher Flächenelemente zwischen 
zwei bestimmten Ordinalen, liefert den Inhalt der Fläche, welche 
von der Abscissen-Achse, von zwei bestimmten Ordinaten und dem 
zwischen ihnen enthaltenen Bogen der Curve eingeschlossen ist; 
ebenso die Integration des zweiten Ausdrucks zwischen bestimmten 
Grenzen den Inhalt der Fläche, welche von der Ordinaten-Achse, 
von zwei bestimmten Abscissen und dem zwischen ihnen liegenden 
Curvenbogen enthalten ist. In jedem Falle ist 

f x d y  + f y d x  =  x y  +  c.
Weil der Inhalt des von zwei Punkten x y ,  x"y"  mit dem 

Anfangspunkt der Coordinaten bestimmten Dreiecks durch
h 0 ’ {y'— y") —  y ( *  —  * " ) ]

ausgedrückt wird, so ist er für zwei aufeinanderfolgende Punkte 
der Curve, d. h. für das von einem Bogenelement derselben mit 
dem Anfangspunkt der Coordinaten gebildete Dreieck

\  [ x d y  —  y d x ) .
Durch Transformation zu Polar-Coordinaten erhält man dar

aus den Inhalt eines E l e m e n t a r - D r e i e c k s ,  d. h. den Inhalt 
des zwischen zwei aufeinander folgenden Radien vectoren und der 
Curve eingeschlossenen Dreiecks

=  £ e2d&,
wie auch aus der Betrachtung des Unendlichkleinen alsbald er
sichtlich ist.

Wenn in dem Falle rechtwinkliger Coordinaten und für die 
Integration des Flächenelements y d x  innerhalb der Grenzen, 
zwischen welchen man integrirt, die Ordinate y  das Zeichen wech
selt, so muss man das Integral in zwei Theilc zerlegen, welche 
durch die Ordinate o oder co, bei welcher der Zeichenwechsel 
stattfindet, getrennt sind, um nicht die Dilferenz zweier Flächen
inhalte zu bekommen, deren getrennte Werthe man natürlich zu 
wissen wünscht.
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Die analoge Vorsicht ist in dem Falle der Polar -Cooreinaten 
für die Durchgänge des Radius vector durch die Werthe Null und 
Unendlich zu heohachteo.

Für das B o g e n e l e m e n t  einer Gurve ds  ergieht sich beim 
Gebrauche rechtwinkliger Coordinaten der Ausdruck 

d s2 — d x 2 -j- dy2.
Daraus folgt durch Transformation oder durch directe Ableitung 
für Polar-Coordinaten

0 s2 ~ d q 2 -j- ρ2 d &2.
Wenn wir ferner durch p die vom Anfangspunkt der Coor

dinaten auf eine Tangente der Gurve gefällte Senkrechte bezeich
nen, und sie durch den von ihr mit der Achse der x  eingeschlos
senen Winkel θ ausgedrückt denken (vergl. Art. 179), so erhalten 
wir in dem durch zwei aufeinander folgende Senkrechte in der 
Tangente bestimmten Element

pd&
das Wachst luim der S u mme  der T a n g e n t e  und des  
Boge ns ,  j ene  von dem F u s s p u n k t  der Se nkr e c ht e n  bis  
zum B e r ü h r u n g s p u n k t ,  di e ser  von e i nem b e l i e b i g e n  
f es ten Punkt e  der Gurve aus  g e me s s e n .

270. Wir gehen zunächst einige Beispiele von der Quadratur 
der Curven in rechtwinkligen Coordinaten.

Man sol l  den F l ä c h e n i n h a l t  e i nes  K r e i s s e g m e n t s  
bes t i mmen.

Die Gleichung des Kreises sei
x2 -f- y2 =  a2.

Das Flächenelement ist sodann

und daher der Inhalt

www.rcin.org.pl



291

Zwischen den Grenzen x  — -j- a, x  =  — a genommen, 
liefert diess den Inhalt des Halbkreises

Man erkennt in jenem Ausdrucke leicht die Summe des Drei
ecks PCM  (Fig. 103) und des Sectors BCP,  denn 
jenes hat in der That zum Ausdruck seines Inhalts

demnach ist der Sec t or

wie bekannt.
Man sol l  den Inhal t  der El l i ps e

best immen.
Das Element desselben ist

und daher der Inhalt des zwischen den zur Abscisse Null und der 
Ahscisse x  gehörigen Ordinalen gelegenen Flächenstücks

Für den über der grossen Achse der Ellipse als Durchmesser be
schriebenen Kreis ist die entsprechende Fläche

und somit
(vergl. Art. 255). Daher ist der Inhalt der ganzen Ellipse zu dem 
des Kreises in demselben Verhältniss.

Dieselbe Figur (Fig. 104) lehrt leicht, dass die 
Dreiecke CMP und CMQ im Verhältniss b : a stehen 
und daher wegen u : u ' =  b: a

oder

eine Formel zur Derechmmg eines e l l i p t i s c h e n  S e c t o r s .

www.rcin.org.pl



2 9 2

Aus derselben Betrachtung und der Einllieilung des Kreises 
in gleiche Secloren ergiebt sich die Eintheilung der Ellipse in 
gleiche Sectoren.

271. We 1 ebes  ist der I nhal t  der IIvperbe  1

Das Segment AM P  ist durch die Formel

gegeben.

Man erhält

somit

Also der Inhalt des hyperbolischen Segments (Fig. -105)

x  yDa — die Fläche des Dreiecks CPM  ist, so ist
•  2

die Fläche des Sectors CAP.
Für die gleichseitige Hyperbel, welche wir durch ihre Asym- 

ptotengleichnng x y  — a* * gegeben denken, ist die Fläche von der 
Abscisse x0 bis zur Abscisse x

Dieser Zusammenhang der Flächen der gleichseitigen Hyperbel 
mit den natürlichen Logarithmen ihrer Abscissen begründet die 
Benennung hype r bo l i s c he  L o g a r i t h me n .  (Vergl. Art. 257.)
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272. We l c he s  ist der I nha l t  der du r c h  die a l l g e 
me i n  e G 1 e i c h u n g x

Ax2 +  2 B x y  -f- Cy~ +  i D x  +  l E y  +  F —  o 
g e g e b e n e n  El l ipse?

Wenn wir diese Gleichung für y anilösen, so ergieht sich 
ein Ausdruck von der Form

Die Gleichung
repräsenlirt alsdann den Durchmesser, welcher die der Achse der 
y parallelen Sehne halhirt und das Integral

den Inhalt des Flächenstücks, welches zwischen diesem Durchmes
ser, jener Achse und der Curve enthalten ist.

Ebenso repräsentirt

die zwischen dem oberen Zweig der Ellipse und der Achse enthaltene
Fläche, und
die zwischen dem untern Zweig der Curve und der Achse enthal
tene Fläche.

Daraus folgt, dass das Flächenelement der Ellipse selbst durch

dargestellt wird und dass man die ganze Fläche derselben erhält, 
indem man zwischen denjenigen Werthen von x  als Grenzen in- 
legrirt, für welche Q verschwindet.

Nun ist

und

sonnt das

zwischen den Grenzen, für welche das Iladical verschwindet,

Durch Vergleichung von a -f 2bx  — c x 2 mit Q und Einfüh
rung der daraus entspringenden Werthe für a, b, c in den vori
gen Ausdruck erhält man endlich den fraglichen Inhalt
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Für den Kreis, bei welchem A =  C, = 0  ist, liefert diess den Aus

druck

welcher wegen

in π r2 übergeht.

273. Um ein Beispiel von der A n we n d u n g  der  Po l a r -  
Coordi nat en  zu geben, bestimmen wir den I nhal t  des  K r e i 
ses  ρ2 — 2 cq cos & +  c2 — r2 =  o.

Nehmen wir den Pol ausserhalb des Kreises gelegen an, so 
ist das Flächenelement

wenn ρ, und ρ2 die beiden dem nämlichen Werth von & entspre
chenden Werthe des Radius vector sind. Wegen

ist aber diess Flächenelement

Die Integration zwischen den Grenzen c sin θ =  _+ r giebt end
lich den Inhalt =  n r2.

Wenn der Pol innerhalb des Kreises liegt, so ist das Flächen
element =   ̂ (ρ,2 -+- ρ22) d ü·,
oder durch Auswertung

=  (;·2 -f- c2 cos 2 -9·) d&,
und die Integration zwischen den Grenzen o und n liefert i tr2, 
wie vorher.

\

274. Daran schliessen wir die Anwendung der im Art. 269 
entwickelten Principien zur R e c t i f i c a t i o n  der Ke ge l s c hn i t t e .

1.) R e c t i f i c a t i o n  der  Parabel .  Weil für die Parabel

ist, so wird das Bogenelement

oder

Messen wir den Bogen vom Scheitel der Curve an, so ist
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Man hat aber

und

endlich

Folglich :

Weil das Integral für y o den Werth Null haben muss, ist

und daher

f M
Aus der Polargleichung der Parabel

(der Winkel & wird von der Seile F V her gemessen, Fig. 106)

folgt das Bogenclement

und somit

Der algebraische Theil dieses Integrals 
ist augenscheinlich =  P R ,  weil F V — m 

und L R F V  =  L P F R  =  ist. Setzt 
man diesen Winkel |  & =  φ und F R  =  p

TH
so ist p = -----  und pd<p das Element

cosgp
der Differenz zwischen dem Bogen PV  
und der Tangente PR ; man kann daraus 
das nämliche Ergehniss wiedererhalten.

2.) Die B e c t i f i c a t i o n  der El l i pse .

Die Substitution x  — a sin φ und y  — b cos φ giebt für das 
Bogenelement der durch ihre Mittelpunktsgleichung repräsenlirten 
Ellipse den Ausdruck
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Das Integral

welches den vom Endpunkt der kleinen Achse aus gemessenen Bo
gen auswerthet, ist eine transcendente Function, deren Werth nicht 
in endlicher Gestalt, sondern nur durch Reihenentwickelung ange
geben werden kann; man bezeichnet sie als die e l l i p t i s c h e  
Func t i o n  der z we i t e n  Art. Ihre Auswerthung kann und 
soll hier nicht näher angegeben werden.

Die in Artikel 269 erläuterte und soeben erinnerte Function 
p d ϑ liefert, weil p 2 =  a2 cos2ϑ +  b2 sin2ϑ
ist, genau denselben Ausdruck für das Element der Summe des Bo
gens und der Tangente vom Endpunkt der grossen Achse aus gezählt. 
Wenn wir also zwei Punkte x'y' und x'y" in der Curve so wäh
len, dass der Sinus des Winkels, welchen die Senkrechte zur Tau-

o c '
gente im Punkte x'y mit der Achse der x  bildet, =  ist, so

a
ist d ie  Summe der  T a n g e n t e  und des R o g e n s  vom E n d 
punkt e  der g r o s s e n  Achs e  bis zum Pun k t e  x y  g l e i c h  
dem vom En d p u n k t e  der k l e i n e n  Ac b s e  bi s  x'y"  g e 
me s s e ne n  Rogen.

Aelmlicbe Folgerungen ergeben sich aus der Grundformel für 
die Beziehungen zwischen den elliptischen Functionen der zwei
ten Art
wo
ist; es ergiebt sich daraus, was wir bereits rein geometrisch be
wiesen, dass u n e n d l i c h  v i e l e  Paare  e l l i p t i s c h e r  R ö g e n  
a u f g e f u n d e n  werden k ö n n e n ,  deren  Di f f erenz  e i n e r  
g e r a d e n  Li n i e  g l e i c h  ist. (Vergl. Art. 263.)

3.) Re c t i f i c a t i o n  der Hyperbel .  Auch für die Hyperbel
wird die Grösse pd& =  d&j/(a2 — c2 sin2#), 
nur mit dem Unterschiede, dass die Grösse 

c2 =  a2 -f- b2
jetzt grösser ist als a, indess sie vorher kleiner war als a. Sie 
wird durch die Substitution c sin # =  « sin φ auf elliptische 
Functionen reducirt, denn es ist
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Demnach wird die Differenz zwischen Bogen und Tangente durch 
eine elliptische Function der ersten und eine der zweiten Art aus-

gedrückt deren gemeinschaftlicher Modulus c= j  ist. Die voll

ständigen Functionen geben die Differenz zwischen der Asymptote 
und dem unendlichen hyperbolischen Bogen.

Die Formel, welche drei elliptische Functionen mit gemein
schaftlichem Modulus vergleicht, erlaubt uns auf unendlich vielerlei 
Arten zwei h y p e r b o l i s c h e  Bögen  zu b e s t i m m e n ,  deren  
Di f f e r e nz  e i n e  a l g e b r a i s c h e  Grös s e  ist.

Im Jahre 1780 bewiese La nde n ,  dass der Bogen einer Hy
perbel durch zwei elliptische Bögen ausgedrückt werden könne. 
Dies ist eine unmittelbare Folge der Beductionsformel von La-
grange:

wo

ist.

Vierzehntes Kapitel.

Methoden der abgekürzten Bezeichnung. Die 
trimetrischen Coordinaten - Systeme und das 

Princip der Dualität.
* I

275. Wir haben im Art. 15 gezeigt, dass wir eine Gleichung 
des mnun Grades zur Bestimmung der Durchschnittspunkte zweier 
Curven des mtFn und nten Grades erhalten; und weil eine Gleichung 
des mnten Grades immer mn reelle oder imaginäre Wurzeln hat, so 
erkennen wir, dass eine Curve des mten Grades eine Curve des nlen 
Grades in mn reellen oder imaginären Punkten durchschneidet. 
Zwei Kegelschnitte S — o, S' ~  o durchschneiden einander daher 
immer in vier reellen oder imaginären Punkten; und (Artikel 36) 
S +  k S —  o ist die Gleichung eines andern Kegelschnitts, der 
durch diese vier Durchschnittspunkte hindurchgeht.
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276. Dies ist übrigens auch dann immer wahr, wenn eine 
oder beide Grössen S, S" in Factoren zerfällbar sind. So ist, 
wenn S' in Factoren zerfällbar ist, und das Paar der geraden Li
nien a =  o, /3 =  0 repräsentirt,

S k <*/3 =  o
offenbar durch die Coordinaten der Punkte befriedigt, in welchen 
die Linien a oder ß die Curve S schneiden, und repräsentirt also 
einen Kegelschnitt, welcher durch die vier Punkte geht, in de
nen S durch das Paar von geraden Linien geschnitten wird. 
Es ist daher  die Gl e i chung  e i nes  K e g e l s c h n i t t s ,  
we l c he r  die geraden Li n i en  « und ß zu s e i n e n  
D u r c h s c h n i t t s s e h n e n  mit  S hat.  Wenn eine der Geraden 
a oder ß den Kegelschnitt S nicht in reellen Punkten durchschnei
det, so ist sie immer als eine S e h n e  des  i m a g i n är e n D ur ch - 
Schni t t s  zu betrachten und bewahrt manche wichtige Eigenschaf
ten in Beziehung auf die beiden Curven, wie wir es früher in dem 
Falle des Kreises gesehen haben. (Art. 1 39.)

Wenn S und S beide in Factoren zerfallen, so repräsentirt 
die Gleichung ay  -\- k ß δ =  o
deij dem V i e r e c k  αβγδ  u m s c h r i e b e n e n  Kege l schni t t .  
(Vergleiche Art. 132.) Es ist offenbar, dass im Vorhergehenden cc 
nicht nothwendig eine gerade Linie bezeichnet, deren Gleichung 
auf die Form x  cos a +  y  sin u =  p  reducirt ist, sondern dass 
auch 5 +  LM  =  o (Festsetzung Artikel 52) in gleicher Art einen 
Kegelschnitt repräsentirt, welcher durch die Punkte geht, in denen 
die geraden Linien L undM den Kegelschnitt Sdurchschneiden u.s.vv.

Aufg. 1. Welches  ist die Glei chung eines K e g e l 
s c hn i t t s ,  we l cher  durch die Punkte  g e ht ,  in wel chen ein 
gegebener  Kege l schni t t  S die Achsen schneidet?

Hier sind die Achsen x  =  o, y  =  o die Durchschnittssehnen und 
die Gleichung muss daher von der Form sein 

S +  k x y  =  o ,
wo k unbestimmt ist. (Aufg. 1. Art. 11 1 .)

Aufg. 2. Finde die Gleichung des Kegel schni t t s - ,  w d -  
eher durch fünf  gegebene Punkte  gehl .

Nachdem man die Gleichungen von u, β , γ , δ ,  den Seiten des durch 
vier der gegebenen Punkte gehenden Vierecks gebildet hat, weiss man, 
dass die Gleichung von der Form

a y =  k ß δ
sein muss, und indem man in diese Gleichung die Coordinaten des fünften 
Punktes substituirt, erhält man eine lineare Gleichung zur Bestimmung von k.
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Aufg. 3. Jiilde die Gleichung des durch die Punkte (1,2), (3, δ),
(— 1,4), (— 3, — 1), (— 4, 3) gehenden Kegelschnitts.

Indem wir den Kegelschnitt als einen dem aus den ersten vier Punk
ten gebildeten Viereck umschriebenen betrachten, erhalten wir seine 
Gleichung unter der Form
(3a: — 2y +  l) {bx — 2>j +  13) — k(x  —  4y  +  17) (3a: — 4y +  δ),
und da diese Gleichung überdiess durch die Koordinaten (— 4,3) des

221fünften Punktes erfüllt werden muss, so ergiebt si.ch k = -----— und
darnach durch Einsetzen dieses Werlhes und Reduction

79a'2 — 320 x y  +  301 y 2 +  1101a: — ]66by  +  1δ86 =  ο 
als die verlangte Gleichung.

277. Wir haben gesehen, dass die Gleichung 

S -f- k a ß =  o

einen durch die vier Punkte P, Q, p ,  q gehenden Kegelschnitt 
(Fig. 107) repräsentirt,' wo der Kegel
schnitt S durch die Geraden a, ß ge
schnitten wird, und es ist offenbar, dass, 
je naher beisammen die Linien a, ß 
sind, desto näher der Punkt P dem p 
und Q dem q ist. Setzen wir dann vor
aus, dass die Linien a und ß zusam
menfallen, so fallen die Punkte P, p;
Q, q zusammen und der zweite Kegel
schnitt berührt den ersten in den Punkten P  und Q. Wir lernen 
daraus, dass die Gl e i c h u n g

’ S +  ka2 =  o

e i n e n  K e g e l s c h n i t t  r e p r ä s e n t i r t ,  der  mit  S in der g e 
m e i n s c h a f t l i c h e n  S e h n e  a eine d o p p e l t e  B e r ü h r u n g  
hat.  Ebenso repräsentirt <*y-f kß* =  o einen Kegelschnitt, der 
die Linien a und y zu Tangenten und ß zu ihrer Berührungssehne 
hat, wie wir im Art. 133 gesehen haben.

Die Gleichung 5 +  Z2 — o
stellt einen Kegelschnitt dar, der mit S in der Sehne Z eine dop
pelte Berührung hat; und L N  =  M 2
bezeichnet einen K e g e l s c h n i t t ,  zu w e l c h e m  Z und N  Ta n 
g e n t e n  s i n d ,  wä hr e nd  M  ihre B e r ü h r u n g s s e h n e  ist.
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Wenn überdies die Linie a eine Tangente zu S ist, so fal
len die zwei Punkte P und Q zusammen und der Kegelschnitt 
S kcr hat mit S vier aufeinanderfolgende Punkte gemein und 
besitzt daher mit ihm eine Be r ü h r u n g  dri t ter  Ordnung.  
So z. B. haben wir in Art. 244 gesehen, dass die Gleichungen 
zweier Kegelschnitte, die eine Berührung der dritten Ordnung in 
einem Punkte der· Achse der x  miteinander haben, von der Form 
sind S =  o und S -f- k y 2 =  o.

Wir fügen als’ ein Beispiel der Uebung in dieser symbolischen 
Ausdrucksweise die folgende Betrachtung hinzu. Wenn 

Λ — ο, B =.  o , C =  o, D =  ο , E  =  o , 
die Gleichungen von fünf geraden Linien repräsentiren, so ist

A B  =  CD
die Gleichung eines Kegelschnitts, welcher durch die von den Ge
raden A und B mit den Geraden C und D bestimmten Durch
schnittspunkte geht; A B == E2
ist die Gleichung eines Kegelschnitts, welcher die geraden Linien 
A und B in den Punkten berührt, in welchen sie von der Gera
den E geschnitten werden;

CD —  E2
ist ebenso die Gleichung eines Kegelschnitts, der die Linien C und 
D in ihren Durchschnittspunk Len mit der Geraden E  berührt.

Da nun jede dieser Gleichungen die Consequenz der beiden 
andern ist, so s c hne i de n  s i ch di ese  drei  K e g e l s c h n i t t e  
in d e n s e l b e n  vi er  Punkten.

Man denke nun zwei demselben Kegelschnitt S =  o einge
schriebene Dreiecke, deren Ecken A, B, C und a, b, c sein mö
gen. Wenn die Seiten AB  und ab den. Kegelschnitt S ' —  o be
rühren, so berühren nach dem Vorigen Aa  und Bb einen Kegel
schnitt U = o ,  welcher durch die vier Punkte geht, welche den 
Kegelschnitten S = o ,  S' == o gemeinschaftlich sind. Und wenn 
BC  und bc einen Kegelschnitt S ’ —  o berühren, welcher durch 
dieselben vier Punkte geht, so berühren Bb  und Cc denselben 
Kegelschnitt U —  o. Da endlich Aa  und Cc den Kegelschnitt 
U = o  berühren, so berühren A C und ac einen Kegelschnitt T 
=  o, welcher durch dieselben vier Punkte geht, in denen S und 
S ' sich schneiden.

278. Die in den vorigen Artikeln gegebenen Gleichungen er
fahren wichtige Modificationen, w enn  i r g e n d  ein e -4e r i n  ihnen
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a u f t r e t e n d e n  Linien in u n e n d l i c h e r  Ent f e r n u n g  ist.  
Es ist in Art. 64 gezeigt worden, dass, wenn eine gerade Linie 
in unendlicher Entfernung gelegen ist, ihre Gleichung auf das 
constante Glied reducirt wird. Wenn wir in einer der vorhergehen
den Gleichungen für eine der Grössen a, ß u. s. w. eine Constante 
substituiren, so haben wir die Form, welche die Gleichung an- 
nimmt, wenn eine der geraden Linien a, ß u. s. w. in einen' un
endlichen Entfernung ist.

Wenn wir demnach in der Gleichung 
LN  ~  M \

welche einen Kegelschnitt repräsentirt, der von den geraden Li
nien l  — o und N = o  in den Punkten berührt wird, die er mit 
der geraden Linie M — o gemein hat, für M eine Constante m 
substituiren, so erhalten wir in der Gleichung

L N =  m2’
die G l e i c h u n g  e i nes  Ke g e l s c h n i t t s ,  der die geraden Linien 
L =  ο , N == o in ihren unendlich entfernten Punkten berührt, 
d. h. der di ese  L i n i e n  zu As ympt ot e n  hat.  Wenn wir die 
Linien L und M als Achsen voraussetzen, so dass für L=^o, N = o  

* x  =  o, y =  o
zu substituiren sind,, so ergiebt sich die wohlbekannte Form der 
Gleichung eines Kegelschnitts in Bezug auf seine Asymptoten

φ  XIJ =  m2.
(Art. 204.) ln gleicher Weise bezeichnet

I N =  ΛΡ,
wo l eine Constante iist, einen Kegelschnitt, zu welchem die Gerade 
N 2=z o eine Tangente ist und l =  o, die unendlich entfernte ge
rade Linie, die andere. In dieser Gleichung bilden die höchsten 
Potenzen der Veränderlichen* das vollkommene Quadrat M2 und 
d ie  Curve ist  d a h e r  e i ne  Parabel .  Umgekehrt hat j ede  
P a r a b e l  e i ne  i h r e r  T a n g e n t e n i n u n e n d 1 i c h e r Ent f e r - 
nung.  In der Tliat ist die Gleichung, welche die Richtung be
stimmt, in welcher die unendlich entfernten Punkte einer Parabel 
zu suchen sind, ein vollkommenes Quadrat. (Art. 9t.) Uie zwei 
Punkte im Unendlichen der Curve fallen daher zusammen und die 
unendlich entfernte Gerade ist als eine Tangente derselben zu betrach
ten. (Art. 87.) Auch die Form der Gleichung der Parabel p x  =  y 2, 
welche im XI. Kapitel besonders gebraucht worden ist, zeigt an, 
dass die gerade Linie im Unendlichen p — o eine Tangente der
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Curve, die Linie x =  o die andre und der Durchmesser y — o die 
ihre Berührungspunkte verbindende gerade Linie ist; und allge
mein bezeichnet die Gleichung

(ax  +  by)2 Ό x  Ey  F =  o 
eine Parabel, von welcher Dx  -f- Ey  -f- F — a eine Tangente und 
ax  -f- by =  o der Durchmesser durch den Berührungspunkt ist.

279. Auf dieselbe Weise schliesst man, dass die Gleichun
gen S =  o , S +  IM—  o
(wo l eine Constante ist) zwei K e g e l s c h n i t t e  r e p r ä s e n t i r e n ,  
die e i nande r  in den z we i  c n d l i e he n  Punkt e n ,  we l c h e  die 
Gerade M— o mit  i h n e n  g e me i n  hat ,  und ü b e r d i e s s  in 
den zwei  u n e n d l i c h  e n t f e r n t e n  P u n k t e n  s c h n e i d e n ,  in 
denen die Gerade  l =  o s i e  trifft.  In den beiden Gleichun
gen S = ‘0 , S -f- IM — o
sind aber die Coefficienten von x2, x y  und y\  dieselben, und sie 
repräsentiren daher nach Art. 237 zwei  ä h n l i c h e  und ä h n 
lich g e l e g e n e  K e g e l s c h n i t t e .  Wir schliessen daraus, dass  
z we i  ä h n l i c h e  und ähnl i ch  g e l e g e n e  K e g e l s c h n i t t e  
e i n a n d e r  nur in zwei  e n d l i c h e n  Punkt en s c h n e i d e n  
können,  wei l  sie e i nander  ü b e r d i e s s  s t e t s  in zwei  
r e e l l en ,  zus ammen fal l  e nde n  oder i m a g i n ä r e n  P u n k 
ten im Un e n d l i c h e n  sc hne i de n .  ^

280. Wir können zu demselben Schlüsse auch in anderer 
Weise gelangen.

Erstens: Wenn die Curven H y p e r b e l n  sind. Die Asymptoten 
ähnlicher und ähnlich liegender Hyperbeln sind parallel (Art. 238), 
d. h. sie schneiden einander in unendlicher Entfernung. Jede Asym
ptote schneidet aber ihre Curve seihst in ihrem unendlich entfernten 

Punkte; wir schliessen somit, dass  ähn
l i che  und ähn l i c h  g e l e g e n e  H y p e r 
be l n  e i nande r  in den zwei  u n e n d 
l i c h  e n t f e r n t e n  P u n k t e n  b e g e g n e n ,  
in denen j e de  d u r c h  ihre A s y m p t o 
ten g e s c h n i t t e n  wird.  (Fig. 108.)

Zweitens: Wenn die Curven El l i psen  
sind. Ellipsen weichen von Hyperbeln nur 
darin ah, dass sie imaginäre anstatt der
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reellen Asymptoten haben. Die Lage der unendlich entfernten 
Punkte zweier ähnlichen und ähnlich gelegenen Ellipsen werden 
durch dieselbe Gleichung

(.Ax2 -f- B x y  -(- Cy =■ o)
(Art. 97 und 237) bestimmt. Obgleich nun die Wurzeln dieser 
Gleichung in beiden Fällen imaginär sind, so sind es doch in bei
den Fällen dieselben imaginären Wurzeln; und wir schliessen 
daraus, dass  zwei  ä h n l i c h e  E l l i p s e n  durch d i e s e l 
ben zwei  i m a g i n ä r e n ,  un e n d l i c h  e n t f e r n t e n  Punkt e  
g e h e  n.

Drittens: Wenn die Curven P a r a b e l n  sind. Sie werden 
beide durch die unendlich entfernte gerade Linie berührt. Die 
Richtung, in welcher der unendlich entfernte Berührungspunkt 
liegt, ist dieselbe wie die des Durchmessers (Art. 95) und daher 
für zwei ähnlich gelegene Parabeln die nämliche. (Art. 239.) Also  
b e r ü h r e n  e i n a n d e r  zwei  ä h n l i c h  g e l e g e n e  Parabe l n  
in i h r e m un e n d l i c h  e n t f e r n t e n  Punkte .

281. Aus Art. 254 folgt auch in derselben Weise, dass die 
Gleichung S +  l 2 —  o, in welcher l eine Gonstante ist, einen Kegel
schnitt repräsentirt, der den Kegelschnitt S in zwei unendlich ent
fernten Punkten berührt. Wenn aber die Gleichungen zweier 
Kegelschnitte nur im constanten (Riede difleriren, so sind diese 
letztem, weil die Coordinaten des Centrums F nicht enthalten (Art. 
93), concentrisch; und weil die ersten drei Glieder in beiden 
Gleichungen übereinstimmen, einander ähnlich; d ie  K e g e l 
s c hni t t e  S und S 4- l2 s i nd daher ä h n l i c h  und c o n c e n 
trisch.  Und wir lernen, dass  ä h n l i c h e  und c o n c e n t r i -  

. s e he  K e g e l s c h n i t t e  als s o l c h e  zu b e t r a c h t e n  s ind,  die 
e i nander  in z we i  Pu n k t e n  in u n e n d l i c h e r  Ent f e r nung  
berühren .  Diess ist ausserdem deshalb evident, weil wir im 
letzten Artikel gezeigt haben, dass die beiden Curven durch die
selben zwei Punkte im Unendlichen gehen; denn weil sie diesel
ben reellen oder imaginären Asymptoten haben, so besitzen sie 
auch dieselben Tangenten in diesen Punkten.

Wenn die durch S =  o und S +  l2 — o dargestellten Cur
ven Parabe l n  sind, so haben sie in ihrem gemeinschaftlichen 
unendlich entfernten Punkt eine B e r ü h r u n g  der dri t ten  
Or dnung ,  weil die unendlich entfernte gerade Linie beide
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berührt. Zwei Parabeln, deren Gleichungen nur. im constanten 
Gliede verschieden sind, sind aber einander gleich; denn die Pa
rabeln y 2 =  p x  und y2 =  p[x +  n) sind offenbar gleich, und wenn 
der Ursprung der Coordinaten nach irgend einem andern Punkte 
verlegt wird, so differiren die Gleichungen immer nur in dem con
stanten Glied. -Wir haben überdiess im Art. 211 gesehen, dass 
der Ausdruck für den Parameter der Parabel das absolute Glied 
nicht enthält. Daher sind die Parabeln S und S l 2 einander 
gleich und wir lernen, dass  zwei  g l e i c h e  und ähnl i ch  g e 
l egen  e P a r a b e l n a 1 s s ο 1 c h e b e t r a c h t e t  w e r d e n  k ö n n e n ,  
die mit  e i na nde r  e ine  B e r ü h r u n g  der dr i t t en Ordnung  
im U n e n d l i c h e n  haben.

2S2. Weil alle Kreise als ähnliche und ähnlich gelegene 
Ellipsen zu betrachten sind, so folgt als ein speeieller Fall des 
letzten Artikels, dass al le Kre i s e  du r c h  d i e s e l b e n  zwei  
imaginären Punkte  im Unendl i chen gehen,  und dass 
c o n c e n t r i s c h e  Kr e i s e  e i n a n d e r  in z we i  i ma g i n ä r e n  
Punkt en in u n e n d l i c h e r  E n t f e r n u n g  berühren.  Darin 
erkennen wir den Grund, weshalb Kreise einander nicht in mehr 
als zwei endlichen Punkten schneiden können, und warum concen
trische Kreise sich in keinem endlichen Punkte schneiden, obgleich 
zwei Curven des zweiten Grades im Allgemeinen vier Punkte mit 
einander gemein haben.

Im weitern Verfolg dieser Betrachtungen werden wir zei
gen, dass die in Art. 138 u. f. begründeten Sätze in Bezug auf 
Kreise, welche durch dieselben zwei Punkte gehen, nur specielle 
Fälle allgemeinerer Lehrsätze sind, in Bezug auf Kegelschnitte, 
welche dieselben vier Punkte enthalten.

283. Wir bezeichnen ferner in dem Nächstfolgenden einige 
Schlüsse, welche unmittelbar aus der Interpretation der vorigen 
Gleichungen mit Hilfe des Art. 27 folgen. So drückt die Glei
chung aß =  k y 2 aus, das s  das P r o d u c t  der S e n k r e c h t e n  
von i rgend·  e i nem Punkt e  e i nes  K e g e l s c h n i t t s  auf  zwei  
f e s t e  Ta n g e n t e n  d e s s e l b e n  zu dem Quadrat  der S e n k 
r e c h t e n  auf  i'hre B e r ü h r u n g s s e h n e  in e i n e m c o n s t a n 
ten V e r h ä l t n i s s  ist.
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Die Gleichung *ay =  kßd ,
auf gleiche Weise interpretirt, führt zu dem wichtigen Salz: 
D a s P r o d u c t  d e r S e n k r e c h t e n  von i r g e n d  e i n e m P u n k t e  
e i n e s  K e g e l s c h n i t t s  auf  z w e i  G e g e n s e i t e n  e i nes  d e m 
s e l be n  e i n g e s c h r i e b e n e n  Vi e r e c ks  i st  zu dem P r o d u c t  
der  von ihm auf die be i de n  andern Se i t e n  d e s s e l 
ben g e f ä l l t e n  S e n k r e c h t e n  in e i n e m c o n s t a n t e n  V e r 
häl t  n iss.

Aus dieser Eigenschaft erkennen wir sogleich, das s  das  
D o p p e l s c h n i t t s - V e r h ä l t n i s s  e i nes  B ü s c h e l s ,  de s s e n  
S t r a h l e n  durch  vi er  f es t e  Punkt e  e i n e s  K e g e l s c h n i t t s  
g e h e n ,  und de s s e n  S c h e i t e l  ein v e r ä n d e r l i c h e r  Punkt  
d e s s e l b e n  ist ,  c o n s t a n t  bl e i bt  
während dieser letztere den Kegel 
schnitt beschreibt. Denn die Senk 
rechten sind (Fig. 109)

u. s. w.
Wenn wir nun diese Wertlie in die Gleichung

substituiren, so erscheint das Product 0 Λ .  OB . OC.  OB auf bei
den Seiten der Gleichung und kann daher unterdrückt werden, so 
dass man erhält

aber die rechte Seite dieser Gleichung ist constant, und der links 
stehende Ausdruck ist das unharmonische oder Doppelschnitts-Ver- 
hältniss des Büschels OA, OB, OC, OB.

Die Consequenzen dieses Lehrsatzes sind so zahlreich und wich
tig, dass wir der ausführlicheren Entwickelung einiger von ihnen 
einen Abschnitt des nächsten Kapitels widmen wollen.

284. Wenn S =  o die Gleichung eines Kreises ist, so be
zeichnet nach Art. 88 die Grösse S das Quadrat der von irgend ei
nem Punkte x y  an den Kreis gezogenen Tangente; demnach drückt
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(die Gleichung eines Kegelschnitts, der mit dem Kreise die Durch- 
schnitlssehnen α und ß hat) aus, das s  der Ort  e i n e s  P u n k 
t e s ,  für w e l c h e n  das Quadrat  der  von i hm an e i ne n  
f e s t en  Kre i s  g e z o g e n e n  T a n g e n t e n  in c o n s t a n t e m V e r -  
h ä l t n i s s z u  dem P r o d u c t s e i n e r  E n t f e r n u n g e n  von z w e i 
f e s t e n  g e r a d e n  Li n i e n  s t e ht ,  ein K e g e l s c h n i t t  i s t ,  
w e l c h e r  durch di e  v i er  Pu n k t e  geht ,  in d e n e n  die  f e 
sten geraden Li n i e n  den Kre i s  d u r c h s c h n e i d e n .

Dieser Lehrsatz ist gleichmässig wahr, welches immer die 
Grösse des Kreises sei und oh die geraden Linien den Kreis in 
reellen oder imaginären Punkten schneiden, also auch, wenn der 
Kreis unendlich klein ist; d e m n a c h  ist  der  Ort e i n e s P u n k -  
tes ,  für w e l c h e n  das Quadrat  der E n t f e r n u n g  von e i 
ne m g e g e b e n e n  f es ten P u n k t e  zu dem P r o d u c t  s e i n e r  
E n t f e r n u n g e n  von zwe i  f e s t e n  g e r a d e n  Li ni en  in e i n e m  
c o n s t a n t e n  V e r h ä l t n i s s  i st ,  e i n K e g e l s c h n i t t ,  und die  
f e s t e n  Li ni en können als Sehnen seines imaginären Durch
schnitts mit einem unendlich kleinen Kreise betrachtet werden, des
sen Centrum der feste Punkt ist.

2S5. Aehnliche Schlüsse können aus der Gleichung 
S — ka 2 o

gezogen werden, in welcher S einen Kreis repräsentirt. Wir ler
nen, dass  der Ort  e i n e s  P u n k t e s ,  für w e l c h e n  di e  von  
ihm aus gehende  Tangente  e ines  f e s ten Krei ses  in 
c o n s t a n t e m Ve r h ä l t n i s s  zu s e i n e r  E n t f e r n u n g  von e i 
ner  f e s t e n  Li n i e  s t eht ,  ein K e g e l s c h n i t t  i s t ,  der  den 
Krei s  in den zwe i  Punkt en b e r ü h r t ,  wo die f e s t e  g e 
r ade  Li ni e  ihn s c h n e i d e t .  Oder umgekehrt, dass ,  wenn  
ein Krei s  mit  e i nem K e g e l s c h n i t t  e i n e  d o ppe l t e  B e 
r ü h r u n g  hat ,  die von i r ge nd e i n e m Pu n k t  des  K e g e l 
s c hn i t t s  zu ihm g e z o g e n e  T a n g e n t e  zu der S e n k r e c h 
ten vom Punkt e  auf  d i e  B e r ü h r u n g s - S e h n e  in e i ne m  
c o n s t a n t e n  Ve r h ä l t n i s s  ist.

In dem speciellen Falle, wo der Kreis unendlich klein ist, 
erhalten wir die fundamentale Eigenschaft des Brennpunkts und 
der Directrix und schliessen daraus, dass  der  Br e n n p u n k t  
e i n e s  K e g e l s c h n i t t s  als ein u n e n d l i c h  k l e i n e r  Krei s  
b e t r a c h t e t  we r de n  kann,  der den Ke g e l s c h n i t t  in zwei  
i ma g i n ä r e n  Punkt e n  in der Di r e c t r i x  berührt .
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286. Wenn in die Gl e i c h u n g  e i ne s  K e g e l s c h n i t t s  
die Co o r d i n a t e n  e i n e s  P u n k t e s  s u h s t i t u i r t  we r de n ,  so 
i st das R e s u l t a t  der S u b s t i t u t i o n  dem R e c h t e c k  p r o 
p o r t i o na l ,  w e l c h e s  die S e g m e n t e  e i ner  Se h n e  b i l den ,  
die dur c h  den P u n k t  p a r a l l e l  e i n e r  g e g e b e n e n  Li ni e  
g e z o g e n  wi rd*).

Denn nach Artikel 108 ist dies Rechteck

wenn man nach Art. 84 durch F' das Resultat der Substitution 
der Coordinaten des Punktes in die Gleichung bezeichnet; so 
lange also der Winkel ϑ constant ist, ist dies Rechteck der Grösse 
F'  proportional. Demnach können wir die letztbewiesenen Sätze 
auf den Fall ausdehnen, wo S irgend einen Kegelschnitt reprä- 
sentirt.

Z. B. Wenn zwei  K e g e l s c h n i t t e  e i ne  d o p p e l t e  Be-  
r ü h r u n g  hab e n ,  so ist das  Quadrat  der  S e n k r e c h t e n  
von e i n e m P u n k t e  des  e i ne n  auf  die B e r ü h r u n g s s e h n e  
zu dem Re c h t e c k  in e i n e m c o n s t a n t e n  V e r h ä l t n i s s , 
w e l c h e s  aus den dur c h  den a n d e r n  Ke g e l s c h n i t t  b e 
s t i mmt e n  S e g m e n t e n  der S e n k r e c h t e n  ge b i l d e t  wird;

oder allgemein: Wenn e i ne  g e r a d e  Li n i e  von g e g e 
b e n e r  R i c h t u n g  zwei  K e g e l s c h n i t t e  in den P u n k t e n  P, 
Q, p ,  q s c h n e i d e t  und ein Punkt  0  in ihr so b e s t i mmt  
wird,  das s  das R e c h t e c k  OP.  OQ zu dem Re c h t e c k  Op.  
Oq in e i n e m c o n s t a n t e n  Verbal  tu i ss  i st ,  so i st  der  
Ort  v o n  0  e i n  K e g e l s c h n i t t ,  w e l c h e r  du r c h  die 
D u r c h s c h n i t t s p u n k t e  der  g e g e b e n e n  Ke g e l s c h n i t t e  
h i n d u r  chgel i t .

t -

287. We nn  zwe i  K e g e l s c h n i t t e  j e de r  e ine  d o p 
pe l t e  B e r ü h r u n g  mit  e i ne m dr i t t e n  K e g e l s c h n i t t  h a 
ben , so g e h e n  i h r e  B e r ü h r u n g s s e h n e n  mit  dem d r i t 
ten K e g e l s c h n i t t  und ein Paar  i hr e r  D u r c h s c h n i t t s 
s e h n e n  mit  e i n a n d e r  durch d e n s e l b e n  Punkt  und b i l 
den ein h a r m o n i s c h e s  Büs c he l .
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Wenn wir die Gleichung des dritten Kegelschnitts durch 
S = o  darstellen, so sind die Gleichungen der beiden andern Ke
gelschnitte S +  L2 =  o und S +  M2 =  o, 
und wir finden durch Subtraction dieser Gleichungen für die 
Gleichung der Durchschnitts-Sehnen

L2 —  M 2 =  o.
Somit gehen die Durchschnitts-Sehnen L — Μ  o und L +  Μ  =  o 
durch den Durchschnitt der Berührungs-Sehnen L =  o, M =  o und 
bilden mit ihnen ein harmonisches Büschel. (Art. 55.)

Es ist wichtig, dass der Anfänger sich die Gewohnheit er
werbe, von der Zahl specieller Sätze Kenntniss zu nehmen, 
die oft in einer allgemeinen Anzeige eingeschlossen sind; so z. B. 
bleibt der gegenwärtige Lehrsatz wahr und wird in gleicher 
Art bewiesen, wenn der Kegelschnitt S sich auf zwei gerade Li
nien reducirt, d. h. d ie B e r ü h r u n g s - S e h n e n  z we i e r  K e g e l 
s c h n i t t e  mit i h r e n  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  T a n g e n t e n  
g e h e n  durch den D u r c h n i t t s p u n k t  i h r e r  g e m e i n 
s c h a f t l i c h e n  Sehnen .

Wenn ferner S irgend einen Kegelschnitt darstellt, während 
die durch S +  L2, S +  M2 dargestellten Linien zweiter Ordnung 
sich beide auf Paare von geraden Linien reduciren, so bilden diese 
geraden Linien ein umschriebenes Viereck und die Durchschnitts- 
Sehnen (L2— M 2) sind die Diagonalen dieses Vierecks, während 
die Berührungs-Sehnen (L, M) offenbar die Diagonalen des einge
schriebenen Vierecks sind, welches durch die Verbindung der Be
rührungspunkte gebildet wird. Al so  g e h e n  die  D i a g o n a l e n  
i r g e n d  e i n e s  e i n g e s c h r i e b e n e n  und des  e n t s p r e c h e n 
den u m s c h r i e b e n e n  Vi e r e c k s  durch d e n s e l b e n  Punkt  
und bi l den ein h a r m o n i s c h e s  Büs che l .

Der Inhalt dieses Artikels kann auch so ausgesprochen 
werden: Wenn ein K e g e l s c h n i t t  du r c h  zwei  g e g e b e n e  
Pun k t e  geht  und mi t  e i n e m g e g e b e n e n  Ke g e l s  c h n i 11 
e i ne  d o p p e i t e  Ber ühr ung hat ,  so g e ht  d i e B e r ü h r u n g s -  
S e h n e  d e s s e l b e n  mit  dem e r s t e n  K e g e l s c h n i t t  durch  
e i ne n  f es t en Punkt.

Denn setzen wir irgend einen der Kegelschnitte 
S +  L2 =  o

durch die zwei gegebenen Punkte als fest voraus, so ist der 
Durchschnitt seiner Berührungs-Sehne (L) mit der Verbindungslinie
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der gegebenen Punkte ein Punkt, durch welchen nach dem gegen
wärtigen Artikel jede andre Berührungs-Sehne gehen muss.

In derselben Art schliesst man: Si nd z w e i  T a n g e n 
ten und zwei  P u n k t e  e i ne s  K e g e l s c h n i t t s  g e g e b e n ,  so 
g e h t  di e  B e r ü h r u n g s - S e h n e  du r c h  e i nen f e s t en  Punkt  
in der  V e r b i n d u n g s l i n i e  der zwei  g e g e b e n e n  Punkte .

288. We n n  drei  K e g e l s c h n i t t e  mit  e i nem vierten  
K e g e l s c h n i t t  in d o p p e l t e r  B e r ü h r u n g  s ind,  so gehen  
i hre  s e c hs  D u r c h s c h n i t t s - S e h n e n  zu d r e i e n  dur c h  d i e 
s e l b e n  Punkt e ;  s ie  b i l de n  n ä m l i c h  d ie Se i t en  und Di a
g o n a l e n  e i nes  Vi e r e c k s .

Die Kegelschnitte können durch
S +  L2 =  o S +  Mz =  o S +  N* =  o 

repräsentirt werden. Alsdann sind nach dem letzten Artikel die 
Berührungs-Sehnen durch

L — M = o  M —  N =  ο N  — L =  o
L +  M =  ο 31 N —  ο N  — L =  o
L +  3 1 =  o 31 —  N =  ο N  +  L =  o
L — 31 =  o Μ  +  N =  ο N +  L =  o

dargestellt und der Satz erhellt ohne Weiteres aus dem Ueber- 
blick dieser Gleichungen.

Wie im letzten Artikel können wir daraus specielle Lehrsätze 
ableiten, indem wir einen oder mehrere der Kegelschnitte in ge
rade Linien zerfallen lassen.

So z. B. bezeichnet der Kegelschnitt S, wenn er in ein Paar 
gerade Linien zerfällt, zwei gemeinschaftliche Tangenten zu den 
durch S +  3P =  o, S -{- N 2 o dargestellten Kegelschnitten; und 
wenn L -—o irgend eine durch den Durchschnitt dieser zwei ge
meinsamen Tangenten gehende gerade Linie repräsentirt, so zer
fällt der Kegelschnitt S +  L2 =  o auch in zwei gerade Linien und 
repräsentirt zwei Gerade, welche durch den Durchschnittspunkt 
dieser gemeinschaftlichen Tangenten gehen; d. h. we nn wir  
durch  den D u r c h s c h n i t t s p u n k t  der g e m e i n s c h a f t l i 
c h e n  Ta n g e n t e n  zwei er  K e g e l s c h n i t t e  ein Paar g erade  
L i n i e n  z i e h e n ,  so s c h n e i d e n  die d i e  End p u n k t e  di eser  
Li n i e n  v e r b i n d e n d e n  S e h n e n  der K e g e l s c h n i t t e  e i n 
a nde r  in den g e m e i n s c h a f t l i c h e n  S e h n e n  de rs e l ben .  
Dies ist die Erweiterung des in Artikel 149 bewiesenen Satzes
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für Kegelschnitte. D ie T a n g e n t e n ,  w e l c h e  in den E n d 
punkt en  d i e s e r  g e r a d e n  Li n i e n  an die K e g e l s c h n i t t e  
g e l e g t  w e r d e n  k ö n n e n , s c h n e i d e n  e i n a n d e r  in den g e 
m e i n s c h a f t l i c h e n  Se hne n .

289. Wenn die durch
S + L2 = o, S +  M* =  o, S + N 2 =  o 

dargestellten Kegelschnitte sämmtlich in Paare von geraden Li
nien zerfallen, so bilden sie ein den Kegelschnitt S =  o umschrie
benes Sechseck, die Durchschnittssehnen sind Diagonalen des 
Sechsecks und der Satz dieses Artikels lautet nach Br i a n c h o n :  
Die dre i  G e g e n -  D i a g o n a l e n  e i nes  S e c h s e c k s ,  w e l c h e s  
e i n e m K e g e l s c h n i t t  u m s c h r i e b e n  ist ,  d u r e h s c h n e i 
den s i ch in e i nem Punkte .

Unter den Gegen-Diagonalen verstehen wir (unter der Vor
aussetzung, dass die Seiten des Sechsecks als 1, 2, 3, 4 , 5 , 6 
numerirt sind) die geraden Linien, welche die Ecken ( 1 , 2 )  mit 
(-1, 5), (2, 3) mit (5, 6) und (3, 4) mit (6 , 1) verbinden; indem 
wir die Ordnung verändern, in der die Seiten gewählt sind, fin
den wir, dass dieselben geraden Linien eine Anzahl von 60 ver
schiedenen Sechsecken bilden, für deren jedes der gegenwärtige 
Ausspruch wahr ist.

Wenn wir zwei Seiten des Sechsecks als unendlich nahe vor- 
aussetzen, so entspringt aus diesem Satze eine sehr einfache 
Construction zur Lösung der- Aufgabe: Zu f ü n f  g e g e b e n e n  
T a n g e n t e n  e i nes  K e g e l s c h n i t t s  den B e r ü h r u n g s p u n k t  
e i n e r  d e r s e l b e n  zu b e s t i m m e n ,  — weil jede Tangente von 
einer unendlich nahe benachbarten Tangente in ihrem Berührungs
punkt geschnitten wird. (Art. 99.)

290. Wenn dre i  K e g e l s c h n i t t e  e i ne  a l l e n  g e m e i n 
s c h a f t l i c h e  S e h n e  habe n ,  so g e h e n  dre i  a n d e r e  g e 
rn e in sc ha ftl i c h e Se hne n  d e r s e l b e n  d ur c h  den n ä m l i 
chen P un k t.

Sei die Gleichung des einen Kegelschnitts S =  o und die der 
gemeinschaftlichen Sehne L =  o, so sind die Gleichungen der bei
den andern Kegelschnitte von den Formen

S +  L M = o  und S +  L N  =  o.
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Daraus entspring; als die Gleichung ihrer gemeinschaftlichen 
Sehnen L (M — N) =  o,
und hier ist M — N = o  eine durch den Punkt (M,N)  gehende 
gerade Linie.

In Uebereinstimmung mit der Bemerkung des Art. 235 er
kennen wir dies als eine Ausdehnung des Satzes vom Artikel 
141, dass die Radical-Achsen dreier Kreise sich in einem Punkte 
schneiden. Denn drei Kreise haben eine allen gemeinschaftliche 
Sehne (die unendlich entfernte gerade Linie), und die Radical- 
Achsen sind ihre andern gemeinsamen Sehnen.

Der Inhalt des Artikel 288 kann als eine weitere Verallge
meinerung desselben Satzes betrachtet werden, und man kann von 
drei Kegelschnitten, welche mit einem vierten Kegelschnitt eine 
doppelte Berührung haben können, sagen, dass sie vier Radical- 
Centra besitzen, in deren jedem drei ihrer gemeinschaftlichen Seh
nen sich schneiden.

Der Satz des gegenwärtigen Artikels kann endlich auch nach 
Analogie von Art. 141 so angezeigt werden: Wenn vi er  Punkte  
in e i nem K e g e l s c h i n i t t  g e g e b e n  s ind,  so g e h t  s e i ne  
D u r c h s c h n i tt s - S e h ne mit  e i nem f e s t e n  du r c h  zwei  die-  
ser  Punkt e  g e h e n d e n  K e g e l s c h n i t t  s t e t s  dur c h  e i ne n  
f e s t e n  Punkt .

Eine Reihe besonderer Schlüsse kann man aus dem Ergebniss 
des gegenwärtigen Artikels auch dadurch ziehen, dass man einen 
oder mehrere der Kegelschnitte als in zwei gerade Linien dege- 
nerirt voraussetzt. Wenn z. B. einer dieser Kegelschnitte in das 
Paar der geraden Linien OA, OB  zer
fällt, so erhalten wir den Satz (Fig. I 10):
W c η n man d u r c Ke i n e n  der Durch-  
s c h n i t t s p u n k t e  A z we i e r  K e g e l 
s c h n i t t e  e i ne  g e r a d e  Li ni e  z i eht ,  
w e l c h e  d i e s e l b e n  in den Punkt en  
P, p  s c h n e i d e t  und dur c h  e i nen  
der a ndern  Du r c h s c h n i t t s p u n k t e  
B  e i ne  g e r a d e  Li ni e ,  die mi t  i h 
nen die P u n k t e  Q, q ge me i n  h a t ,  so s c h n e i d e n  s i ch  
die L i n i e n  P Q ,  p q  in d e r  a n d e r n  D u r c h s c h n i t t s -  
S e h n e  6' D.

Fig. HO.
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Lassen wir jetzt die Punkte Λ, B zusammenfallen, so berüh
ren sich die zwei Kegelschnitte in A und wir erhalten den Satz: 
We n n  z we i  durch den B e r ü h r u n g s p u n k t  z we i er  K e 
g e l s c h n i t t e  g e z o g e n e  g e r a d e  L i n i e n  die Curven in 
den P u n k t e n  BQ, pq  s c h n e i d e n ,  so b e g e g n e n  s i ch die  
S e h n e n  PQ,  p q  i n  der  D u r c h s c h n i t t s s e h n e  d e r K e g e l -  
scli nitte.

Dies ist ein specieller Fall eines in Artikel '288 gegebenen 
Satzes, weil der eine Durchschnittspunkt der gemeinschaftlichen 
Tangenten zweier Kegelschnitte unter der Voraussetzung, dass sie 
sich berühren, sich auf den Berührungspunkt reducirt. (Art. 151.)

291, Die Gleichung der einem Viereck umschriebenen Kegel
schnitte ( α γ ^ /cßS) liefert uns einen Beweis des P a s c a l ’sehen 
Satzes, dass  die drei  D u r c h s c h n i t t s p u n k t e  der  G e g e n 
s e i t en  e i n e s  S e c h s e c k s ,  w e l c h e s  in e i nen Keg e i s c h n i t t  
e i n g e s c h r i e b e n  ist ,  in e i ner  ge r ade n  L i n i e  l i egen.

Wenn a b c d e f  die Ecken des Sechsecks sind und ab =  o 
die Gleichung der die Punkte a, b verbindenden geraden Linie 
bezeichnet, so muss die Gleichung des Kegelschnitts, weil er dem 
Viereck ab cd  umschrieben ist, in die Form 

ab . cd  —  bc . ad ~  o
gebracht werden können. Weil er aber auch dem Viereck defa  
umschrieben ist, so muss dieselbe Gleichung auch fähig sein, in 
der Form d e . f a  — e f  . ad =  o
ausgedrückt zu werden. Aus der Identität dieser Ausdrücke 
schliessen wir

ab . cd  — de . fa  =  (bc — e f )  ad  
und erkennen daraus, dass die linke Seite dieser Gleichung, welche 
nach ihrer Form eine Figur repräsentirt, die den aus den Linien ab, 
de, cd, a f  gebildeten Viereck umschrieben ist, in Factoren zerfällt 
werden kann, welche daher, einzeln gleich Null gesetzt, die Diagona
len dieses Vierecks darstellen müssen; aber a d = o  ist offenbar 

, die Diagonale, welche die Ecken u und d verbindet, daher muss 
bc — e f  =  o die andre, d. h. die Verbindungslinie der Punkte 
(ab, de)  und (cd, af )  sein. Da sie aber nach der Form ihrer 
Gleichung eine durch den Punkt (bc, ef)  gehende gerade Linie 
bezeichnet, so ergiebt sich, dass diese drei Punkte in einer gera
den Linie liegen.
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Wir werden im letzten Kapitel einen andern Beweis dieses 
wichtigen Satzes gehen.

Indem wir zwei Ecken des Ilexagons unendlich genähert vor- 
aussetzen, können wir zu f ünf  g e g e b e n e n  P u n k t e n  e i nes  
Kege l s chni t t s  die Tange nt e  in e inem dieser  Punkte  
c ons  tr uir en.

292. Wir können, wie in dem Fall des Satzes von Brianchon, 
eine Anzahl verschiedener Sätze erhalten, welche sich auf diesel
ben sechs Punkte beziehen, je nach den verschiedenen Ordnungen, 
in welchen wir diese zählen. So kann die Gleichung des Kegel
schnitts, weil er dem Viereck b ce f  umschrieben ist, in der Form

be . c f  — bc . e f  —  o
geschrieben werden, und aus der Identificirung dieser Form mit 
der ersten in diesem Artikel gegebenen erhalten wir 

ab . c d  — be . c f ~ =  (ad — ef ) bc; 
woraus wir, wie vorher, schliessen, dass die drei Punkte (de, cf)  
(f a , be),  (a d , b c ) in einer geraden Linie liegen, nämlich in der 
Geraden ad — e f = o .

In gleicher Art erfahren wir durch die Identificirung der zwei
ten und dritten Formen der Gleichung des Kegelschnitts, dass die 
drei Punkte (de, cf),  (fa, be), (ad, bc) in einer geraden Linie lie
gen, nämlich in derjenigen, welche durch bc — ad =  o repräsen- 
tirt ist.

Aber die drei geraden Linien
bc — e f  o, e f  —  ad =  o , ad  — bc =  o

schneiden sich in einiem Punkte (Art. 37), und wir erhalten so den 
Satz, dass  die dr e  ii P a s c a l ’sehe  n g e r a d e n L i n i e n ,  we l che  
e r h a l t e n  w e r d e n ,  i n d e m  man die E c k e n  des  S e c h s e c k s  
in den Γ C § p 8 C11 V e h O r d n u n g e n  a b e d e f ,  ad c f  eh, a f c b e d  
ni mmt ,  e i n a n d e r  in e i nem P u n k t e  s c h n e i d e n . * )

293. Im Artikel 61 zeigten wir, dass jede gerade Linie in 
Bezug auf drei feste gerade Linien in ihrer Ebene, welche durch 
die symbolischen Gleichungen

a =  o , ß =  ο, γ i =  o
dargestellt sind, durch eine Gleichung von der Form*) Für einige weitere Entwickelungen über diesen Gegenstand verweisen wir den Leser auf die Note am Ende dieses Bandes.
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Aa -f- Ββ -j- Cy =  ο 
ausgedrückt werden könne.

FjS ist sehr leicht, ebenso zu beweisen, dass jeder beliebige 
Kegelschnitt in der Ebene des durch jene drei geraden Linien ge
bildeten Fitndamentaldreiecks durch die Gleichung

Aa2 +  Baß  - f  Cß2 +  D a y  +  E ß y  +  Fy2 =  o 
repräsentirt werden kann; denn diese Gleichung ist vom zweiten 
Grade und enthält fünf unabhängige Constanten, welche wir, wie 
im Art. 83, so bestimmen können, dass die von der gegebenen 
Gleichung dargestellte Curve durch fünf bestimmte Punkte geht 
und daher mit einem gegebenen Kegelschnitt zusammenfällt. Un
sere jetzige Gleichung ist ebenso wie die Gleichung

A x 2 -}- B x y  +  Cy2 +  D x  -j- E y  -f- F  =  o, 
mit der sie gleichviel Constanten enthält, geeignet, jeden besonde
ren Kegelschnitt zu repräsentiren. Ueberliaupt kann die Gleichung 
einer jeden Curve irgend eines Grades als eine homogene Function 
der Veränderlichen a, ß, y dargestellt werden, weil sich leicht zei
gen lässt, dass  die Zahl der Gl i eder  in der v o l l s t ä n d i 
gen G l e i c h u n g  des  n ten Grades  z w i s c h e n  zwe i  V er ält
l i c he n  d i e  n ä m l i c h e  ist ,  wie die An z a h l  der Gl i eder  in 
der h o m o g e n e n  Gl e i c hung  des » t e n  Grades  z wi s c h e n  
drei  Ve r ä n d e r l i c h e n .

294. Wir können die allgemeine Gleichung zweiten Grades 
in Cartesischen Coordinaten ebenso, wie es im Artikel (>7 für die 
allgemeine Gleichung des ersten Grades geschah, durch die Ein-

cc y
Führung der Linear-Einheit z und die Substitution von — und —• z z
für x  und y, homogen machen; die Uebereinstimmung der dadurch 
erhaltenen Gleichung

A x 2 -j- B x y  +  Cy2 +  B x z  -f- E y z  -j- Fz 2 =  o 
mit der vorigen

Aa2 +  B a ß  - f  Cß* -f  D a y  +  E ß y  +  F y * c=s o 
ist offenbar, und wir erkennen, dass die erstere die Form ist, 
welche die letztere annimmt, wenn zwei der Fundamentallinien, 
nämlich a =  ο, ß ~  o
zu den Achsen der x  und der y  respective gewählt werden, indess 
die dritte y —  o als in unendlicher Entfernung gelegen vorausge
setzt wird.
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An diese Bemerkung knüpfen sich eine Reihe weiterer Ergeh
nisse, welche von Wichtigkeit sind. Indem wir in der Gleichung 

Aa2 +  B a ß  -j- Cß2 +  TJay +  E ß y  -j- F y 2 =  o 
die Substitution y — o vollziehen, erhallen wir offenbar die Glei
chung der beiden geraden Linien, welche die Durchschnittspunkte 
der durch 7 =  0 bezeiehneten Seite des Fundamentaldreiecks mit 
dem Kegelschnitt mit dem dieser letztem Seite gegenüberliegenden 
Eckpunkt des Dreiecks verbinden

A a 2  4 - B a ß  -f- Cß2  =  0.
In derselben Art muss uns die Substitution z =  0 in die 

erste Gleichung
A x 2  -j- B x y  - f  C y 2  +  J ) x z  +  E y z  -J- F z 2  —  0 

in A x 2  +  B x y  +  Cy 2  =  0
die Gleichung der beiden geraden Linien liefern, welche den 
Durchschnittspunkt den- geraden Linien x  =  o und y =  o, d. h. 
den Anfangspunkt der· Coordinaten mit den Punkten der Curve 
verbinden, welche sie mit der unendlich entfernten geraden Linie 
gemein hat. Wir vergleichen damit die Entwickelungen des Art. 89.

Wenn wir unsre allgemeine Gleichung in der Form 
(Aa2 4- Baß  - 4  Cß2) +  y(l)a +  E ß  +  Fy)  == 0 

schreiben, so beweist sie ebensowohl, dass die von ihr repräsen- 
lirte Curve durch die iDurchschnittspunkte der geraden Linie y =  0 
mit den geraden Liniem, welche die Gleichung 

A a2  4" B a ß  4" Cß2  =  0
darstellt, hindurchgeht, als auch, dass sie die Durchschnittspunkte 
dieses nämlichen Liniempaares mit der geraden Linie 

Λ α  +  E ß  4- F y  =  0
enthalt. Sonach bezeichnet diese letztere Gleichung die 4. Seite 
eines dem Kegelschnitt eingeschriebenen Vierecks, dessen andre 
drei Seiten die Linie γ =  υ und die beiden Geraden sind, welche 
die von dieser letzteren in dem Kegelschnitt bestimmten Punkte 
mit der ihr gegenüberliegenden Ecke des Fundamental - Dreiecks 
verbinden.

Ebenso ist I )x  4" E y  4“ F = o
die Gleichung der geraden Linie, welche die zwei Punkte eines 
Kegelschnitts verbindet, die derselbe in endlicher Entfernung mit 
den beiden geraden Linien gemein hat, welche vom Anfangspunkt 
der Coordinaten nach seinen unendlich entfernten Punkten ge
zogen sind.

www.rcin.org.pl



316

Die Gleichung einer Curve vom ?*ter Grade kann geschrieben 
werden μη +  μ,η_ ,ζ  +  μη_2ζ2 +  μη_3έ  + · . . . .  =  ο, 
indem man durch die Symbole μη, μη_, μ„_2 u. s. w ., die Ver
einigung der Glieder bezeichnet, welch« vom nten, (n — 1)ten, 
(n—2)ten u. s. w. Grade in den Veränterlichen sind. Die Sub
stitution z —  o
liefert dann in der Form

μη ~  o
die Gleichung der geraden Linien, welche den Anfangspunkt der 
Coordinaten mit den Punkten verbinden, in denen die Curve von 
der unendlich entfernten geraden Linie geschnitten wird; die Rich
tungen, in denen diese Punkte der Curve liegen, findet man also 
einfach bestimmt durch die mit Null verglichene Summe der Glie
der ihrer Gleichung, welche in Bezug auf die Veränderlichen vom 
höchsten Grade sind.

Wir sahen ferner im Artikel 91, diss die Achse der x  eine 
Curve zweiten Grades in einem unendlich entfernten Punkte schnei
det, wenn in ihrer Gleichung A —  o ist; jetzt erhalten wir das 
nämliche Resultat, wenn wir in die allgemeine homogene Gleichung 
y — o substituiren, denn die daraus hervorgehende Gleichung 

D x z  +  F z 2 =  o
sagt aus, dass die Achse die Curve nicht nur in dem endlichen 
Punkte schneidet, den sie mit der geraden Linie 

D x  +  Fz  == o
gemein hat, sondern auch in dem unendlich entfernten Punkte, 
in welchem sie von der unendlich entfernten Graden z =  o getrof
fen wird. *

Wenn ebensowohl A = o  als auch I) =  o ist, so sind diePunkte, 
wo die Achse die Curve schneidet, durch die Gleichung Fz2 =  o 
gegeben, d. h. die Achse begegnet der Curve in zwei zusammen
fallenden Punkten in unendlicher Entfernung oder ist eine Asym
ptote der Curve.

295. Wir beginnen unsere Beispiele über den Gebrauch die
ser punctuellen Dreiecks - Coordinaten mit Entwicklungen über die 
im Artikel 277 gegebene Gleichung

LM  = :  R2,
welche einen Kegelschnitt darstellt, der von den Geraden L =  o

www.rcin.org.pl



317

Μ =  o in den Punkten berührt wird, welche sie mit der geraden 
Linie R =  o gemein haben.

Wir betrachten die geraden Linien Z =  ο, M =  o, R ~  o als 
die Fundamental-Linien und drücken jede mit dem Kegelschnitt 
verbundene gerade Linie durch sie aus. Wenn wir nämlich irgend 
einen Punkt des Kegelsclhnitts mit dem Eckpunkt des Fundamen- 
lal-Dreiecks verbinden, iin welchem die Seiten L ~  o, R =  o des
selben sich schneiden, so» kann die gerade Verbindungslinie durch

μ L =  R
repräsentirt werden. Dmrch Substitution in die Gleichung der 
Curve erhält man einerseiits

M = s μ R,
d. i. die Gleichung der geraden Linie, welche den gewählten 
Punkt der Curve mit denn Eckpunkt

M =  o, R =  o
des Fundamental-Dreiecks verbindet, andrerseits

μ2 L M.
d. i. die Gleichung der Verbindungslinie desselben Punktes mit 
dem durch L =  o, Μ =  o
bestimmten Eckpunkte.

Je zwei dieser drei Gleichungen
μΣ =  R, M =  μR,  μζΙ  - = Μ

bestimmen den Punkt d»er Curve, den wir daher als den Punkt 
μ bezeichnen dürfen. (Vergleiche hierzu Art. 231.)

Nach Artikel 59 können wir nun die Gleichung der geraden 
Linie bilden, welche die Punkte μ und μι des gegebenen Kegel
schnitts verbindet; sie ergiebt sicli als

μ μΛ L —· (μ -f- μ,) R -}- Μ ==. ο , 
eine Gleichung, welche ebensowohl durch die Bedingungen 

μ L R , μ R =  M ,
die dem Punkt μ entsprechen, als durch die Bedingungen 

μ{Σ =  R,  μ{R =  M,
welche dem Punkt μι entsprechen, erfüllt wird. Wenn μ und μι 

•gleich gesetzt werden, so erhalten wir die Gleichung der Tan
gente des Kegelschnitts im Punkte μ

μ*1 — '2μR -f- M —  o.
Wir schliessen daraus, dass alle die durch eine Gleichung 

von der Form μ21  —■ ^2μR -+· Μ =  o ,
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eine Gleichung, in welcher eine unbestimmte Grösse u im zweiten 
Grade enthalten ist, dargestellten geraden Linien einen Kegelschnitt 
berühren, welcher durch die Gleichung

L M  —  R*
ausgedrückt wird.

✓  296. We n n  vier P u n k t e  e i n e s  K e g e l s c h n i t t s  du r c h  
ge r ade  Li ni en mit e i ne m f ünf t en  v e r b u n d e n  we r d e n ,  
so i s t  das D o p p e l s c h n i t t s - V e r h ä l l n i  ss des e n t s t e h e n 
den S t r a h l e n b ü s c h e l s  für al le L a g e n  de s  f ü n f t e n  
P u n k t e s  auf  dem K e g e l s c h n i t t  cons t aut .

Da man die Gleichung
ft ft, L  —  (ft -f- ftj) R  -j-  31 = z  o 

in der Form ft, (ft L  —  R)  +  (M —  ft R) =  o 
schreiben kann, so sind die Gleichungen der vier geraden Linien, ,  
welche die festen Punkte ft,, ft2, ft3, ft4 in unserem Kegelschnitt 
mit dem veränderlichen Punkte μ desselben verbinden, respective 
ft, (ft X  —  R)  -j- ( M —  ft R)  =  o , ft2 (ft Z  —  R)  [M —  ft R) =  o, 

ft3 (ft L  —  R)  +  (M —  ft R)  — o , ft4 (ft Z  —  R)  -f- (M — ft R)  —  o, 
und das anharmonische oder Doppelschnitts-Verhältniss des von 
ihnen gebildeten Büschels ist nach Art. 55

(ft, ftp) (ft3 ft4) ^  1̂ 2 . !At
(ft, fl3) (ft2 · ft4) ft, fi3 ft4 ft3

d. h. eine von der Lage des Punktes μ auf dem Kegelschnitt un
abhängige Grösse.

Wir werden zur Abkürzung überall da, wo wir das anhar
monische oder Doppelschnitt-Verhältniss des Büschels meinen, 
welches durch die geraden Verbindungslinien solcher vier festen 
Punkte eines Kegelschnitts mit einem fünften Punkte desselben ge
bildet wird, den Ausdruck gebrauchen: das anharmonische (Dop
pelschnitt-) Verhältniss von vier Punkten eines Kegelschnitts.

297. Vier f es t e  T a n g e n t e n  e i n e s  K e g e l s c h n i t t s  
s c h n e i d e n  e ine  fünf te  T a n g e n t e  d e s s e i l t e n  in P u n k 
ten,  de r e n  a n h a r m o n i s c h e s  oder  Do pp e i s c h n i t t  - V e r 
h ä l t n i s s  c o n s t a n t  ist ,  wi e  auch die l e t z t e re  l i ege.

Zum Beweise nehmen wir an, die vier festen Tangenten seien 
die in den Punkten ft,, μ2, μ3, fi4 gezogenen und die veränder
liche Tangente berühre den Kegelschnitt im Punkte ft; das frag
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liche Doppelschnitt-Verhältniss ist dann das nämliche, wie das der 
vier geraden Linien, welche den Eckpunkt ( L = o ,  M =  o) des 
Fundamental-Dreiecks mit den vier Punkten verbinden, in denen 
die bewegliche Tangente von den vier festen Tangenten geschnit
ten wird.

Wir erhalten aber aus den Gleichungen zweier dieser Tangen
ten ft2Z —  2 [iE +  M =  o, ft,2Z —  2ft, +  M =  o; 
die Gleichung der geraden Linie, welche ihren Durchschniltspunkt 
mit dem Punkte (L =  ο, Μ =  o) verbindet, durch Elimination von 
R zwischen denselben; sie ist also

und das fragliche Doppelsclmitt-Verhältniss ist das der'vier geraden Li
nien ftft,Z— 3 I = o ,  ftft2Z — 3 1 =  ο, ftft3Z — 3 1 =  ο, ftft4Z —3 1 =  ο,

oder

d. i. unabhängig von μ.
Wir sprechen daher in Zukunft in ähnlicher Weise abkürzend 

wie oben von dem anharmonischen oder Doppelsclmitt-Verhältniss 
von vier Tangenten (eines Kegelschnitts.

Das Vorhergehende lehrt, dass das Doppelschnitt-Verhältniss 
von vier Tangenten eines Kegelschnitts mit dem ihrer vier Berüh
rungspunkte identisch ist.

298. Aus dem Umstande, dass die Gleichung der geraden 
Linie, welche den Punkt μ mit dem Eckpunkt (L =  o, 31 =  o) des 
Fundamentaldreiecks verbindet

μ1 L —  31 =  o,
d. h. in Bezug auf μ rein quadratisch ist, schliessen wir, dass 
die Punkte μ und — μ immer in einer durch den Punkt (L =  o, 
31 =  o) gehenden geraden Linie hegen müssen; dasselbe ergiebt 
sich auch aus der Gleichung der Verbindungslinie zweier Punkte 
μ ft„ wenn wir darin ft, =  —  μ substituiren.

In Verbindung mit der Eigenthümlichkeit des Doppclschnilt- 
Vcrhältnisses, wornach es sich nicht ändert, wenn die in dasselbe 
eingehenden Grössen f t , ,  f t 2 , μ3, f t 4 ihre Vorzeichen wechseln, lie
fert dies den folgenden wichtigen Salz: Wenn durch e i ne n  
b e l i e b i g e n  P u n k t  vier g e r a d e  Li ni en  g e z o g e n  we r d e n ,  
w e l c h e  e i ne n  K ege 1 s c hn i t t  i n Punkt e n  f t , , — ft,, μ2, — ft2, 
ft3, — ft3, ft4, — ft4 s c h n e i d e n ,  so ist das Do p p e l s c l mi t t -  
V e r h ä l t n i s s  von i r g e n d  vi er  d i e s e r  P u n k t e ,  von de ne n
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ke i n e  zwei  d e r s e l b e n  T r a n s v e r s a l e  a n g e b o r e n ,  dem 
der e n t s p r e c h e n  den vier ü b r i g e n  g l e i ch .

Die Gleichung LM =  PS

erlaubt uns auch die Untersuchung von Eigenschaften zweier Ke
gelschnitte bezüglich des Durchschnittspunktes ihrer gemeinsamen 
Tangenten. Die Gleichungen zweier solchen Kegelschnitte sind 

LM — R2 =  o , L M  — R'2 =  o, 
wenn L =  ο, Μ  =  o
ihre gemeinschaftlichen Tangenten und

R —  o , R t =  o
die entsprechenden Berührungs-Seimen darstellen.

Wenn wir nun einen Punkt des einen Kegelschnitts als dem
jenigen des andern entsprechend bezeichnen, mit welchem er in 
derselben durch den Durchschnittspunkt der gemeinschaftlichen 
Tangenten gehenden Geraden liegt, so erkennen wir, dass solchen 
Punkten dasselbe μ entspricht, aus dem Umstande, dass die Glei
chung μ2Σ — M =  o ,
welche ihre Verbindungslinie darstellt, weder R noch R' enthält. 
AVir wollen ferner Punkte als umgekehrt entsprechend bezeichnen, 
wenn μ für beide numerisch gleich, aber von entgegengesetztem 
Vorzeichen ist. Darnach nennen wir die Sehne, welche zwei 
Punkte des einen Kegelschnitts verbindet, derjenigen Sehne des 
andern entsprechend, welche die entsprechenden Punkte desselben 
verbindet. Von solchen geraden Linien gilt der Satz:

E n t s p r e c h e n d e  g e r a d e  Li ni en hei  zwei  K e g e l 
s c h n i t t e n  s c h n e i d e n  s i ch i n e iner  der  g e me i n s c h a f t  - 
l i e h e n  Sehnen  be i der  Curven.  (Art. 288.)

Die gemeinschaftlichen Sehnen der Kegelschnitte 
LM — Rz — o , LM — R 2 =  o 

sind durch die Gleichung — R f z = o  
repräsentirt; sie sind also die beiden Geraden 

R -f- R | 1 - -- o . R — Ri =  o ,
welche mit den beiden Berührungs-Sehnen der gemeinschaftlichen 
Tangenten ein harmonisches Büschel bilden. In der That schnei
den sich die beiden geraden Linien

μ μ 1Σ — (μ -f- μ^ R -j- M =  0 , 
μ μ {Σ — (μ +  Pi) R, +  M =  0 ,
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als welche direct entsprechende Punkte beider Kegelschnitte ver
binden, in der geraden Linie

R — R1 =  o
und die Veränderung der Zeichen von μ und μ, in der einen 
dieser Gleichungen, als durch welche sie die umgekehrt entspre
chenden Punkte verbindet, liefert

R +  R 1 =  o
als Gleichung für den Ort ihres Durchschnittspunktes.

Das Doppe l s c h n i t t v e r b a l t n i s s  von vier Pu n k t e n  
des  e i nen K e g e l s c h n i t t s  ist d e m D o p p e l s c h n i t t  Verhä l t 
ni ss  d e r v i e r  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e  des andern K e g e l -  
s e h n i t t s  gleich.  Dieser nützliche Satz folgt unmittelbar aus dem für 
das Doppelschnittverhältniss von vier Punkten gewonnenen Aus
druck, durch die Bemerkung, dass entsprechende Punkte dasselbe 
μ haben.

299. M a n sol l  d i e  G l e i c h u g  d e r P o l a r e  e i nes  P u n k - 
tes  f inden.

Wir nehmen an, (die Coordinaten des Punktes lieferten durch 
Substitution in die Gleiichung einer durch ihn gehenden Tangente 
des Kegelschnitts die Relation

μ' 1L{ — 2μR^ -|- 3ft = : o.
Da nun für den Berührungspunkt die Bedingungen

erfüllt sind (Art. 295) so genügen die Coordinaten desselben der 
Gleichung MLk —  2 /?/?, +  M{L =  o,
welche somit die verlangte Gleichung der Polare ist.

Wenn wir einen Punkt durch die beiden Gleichungen 
a L —  R =  o , b R — Μ =  o

ausdrücken, so wil d durch dasselbe Verfahren die Gleichung sei
ner Polare in der Form

ab L — 2a R -f- Μ =  o
gefunden.

300. Da j e d e m b e s  1 i i n mt e η μ ein b c s t i m m t e r  Punkt  
des  K e g e l s c h n i t t s  e n t s p r i c h t ,  s o  l i e f er t  e i ne  m a t h e 
ma t i s c h e  De Zi ehung z w i s c h e n  d e n  Gr ö s s e n  μ , w e l c h e  
z we i  v e r s c h i e d e n e n  P u n k t e n  e n t s p r e c h e n ,  Paare  z u 
s a m m e n g e h ö r i g e r  P u n k t e ,  we l c h e  Anl ass  ge h e n ,  e iner-
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s e i t s  nach der  E n v e l o p p e  der sie v e r b i n d e n d e n  S e h 
n e n  zu f r a g e n ,  a n d r e r s e i t s  den Ort des  D u r c h s c h n i t t s  
p u n k t e s der i hnen e n t s p r e c h e n d e n  T a n g e n t e n  zu b e 
s t i mmen.  Einige einfache Falle dieser allgemeinen Probleme sind 
erwähnenswerth.

Wenn z. B. das Product der beiden Grössen μ gegeben wäre, 
so dass μμ1 =  a,
so liegt nach Artikel 297 der Durchschnittspunkt der ihnen ent
sprechenden Tangenten in der geraden Linie 

a L —  Μ =  o ;
und indem man in die Gleichung der beide Punkte verbindenden 
Sehne a für μμ1, einsetzt, erkennt man, dass diese Sehne stets 
durch den festen Punkt

aL +  M =  o , R =  o
gehen muss.

Ueberhaupt geht die zwei Punkte μ μ , verbindende Sehne 
 

immer durch denselben Punkt, sobald
 

ist (Art. 50), wo a, b, c Constanten sind; d. h. wenn

Der eben betrachtete Fall entspricht dem b =  o.
Wenn das Verhältniss der Grössen μ gegeben ist, so dass

μ, =  Κμ,
so wird die Gleichung der Sehne, welche sie verbindet, 

k μ2 L — (l -(- k) μ Ή -j- M =  0 ; 
diese Sehne berührt daher stets den Kegelschnitt 

* k L M =  (l +  k)2R2. (Art. 295).
In einer mehr symmetrischen Gestalt können wir dies Kr- 

gebniss aussprechen, wie folgt: D ie  S e h n e ,  w e l c h e  die 
P u n k t e  μ tan ψ und μ cotan ψ v e r b i n d e t ,  b e r ü h r t  s t e t s  
den K e g e l s c h n i t t  LM  sin2 2ψ == R2 
in dem Punkt e  μ d i e s e s  K e g e l s c h n i t t s .

In derselben Art kann man zeigen, dass  der Ort  des 
D u r c h s c h n i t t s p u n k t e s  der T a n g e n t e n  in den Pu n k t e n  
μ tan ψ und μ cotan ψ der K e g e l s c h n i t t

i s t .
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301. Da der Ausdruck des Doppelschnittverhältnisses von vier 
Punkten eines Kegelschnitts unverändert bleibt (Art. 296), wenn 
jede der in denselben eingehenden Grössen μ durch tan ψ oder 
cotan ψ multiplicirt wird, so erhalten wir diesen wichtigen Satz: 
We n n  z we i  Ke g e l s c h n i t t e  e i ne  d o ppe l t e  B e r ü h r u n g  
h a b e n ,  so ist  das D o p p e l s c h n i t l v e r h ä l t n i s s  von e i nem  
der  P u n k t e ,  in w e l c h e m  vier T a n g e n t e n  des  e i ne n  den  
a n d e r n  s c h n e i d e n ,  dem D o p p e l s c h n i t t v e r h ä l t n i s s  der  
vier  andern  d u r c h  d i e s e T a n g e n t e n  b e s t i m m t e n  S c h n i t t 
p u n k t e  und dem D o p p e l s c h n i t t v e r h ä l t n i s s  i hrer  vier  
B e r ü h r u n g s p u n k t e  gl e i ch.  Derselbe ist eine Erweiterung 
des im Artikel 297 enthaltenen ersten Satzes. Oder: Wenn man 
von vier Punkten des einen von zwei Kegelschnitten, die eine dop
pelte Berührung mit einander haben, Paare von Tangenten an den 
andern zieht, so ist das Doppelsclinittverhältniss der einen Reihe 
der Berührungspunkte dem der andern Reihe dieser. letztem 
gleich.

Wenn man in dem Ausdruck für das Doppelschnitt·Verhältniss 
von vier Punkten für jedes μ den Werth

wo a,  b,  c,  d constante Grössen sind, substituirt, so bleibt das 
Doppelschnitlverhältniss ungestört, und es ist dies die allgemeinste 
Substitution, welche ohne Veränderung des Doppelschnittverhält
nisses für μ vollzogen werden kann. Die Sehne, welche die Punkte

verbindet, umhüllt einen Kegelschnitt, der mit dem gegebenen 
eine doppelte Berührung hat. Denn ihre Gleichung ist

diese gerade Linie aber berührt stets einen Kegelschnitt, dessen 
Gleichung in der Form

geschrieben werden kann, und der daher mit dem gegebenen K e 
gelschnitt eine doppelte Berührung hat. Für b =  — c reducirt 
sich wie in Art. 300 der Kegelschnitt auf einen Punkt.
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Wenn dre i  S e h n e n  e i n e s  K e g e l s c h n i t t s  A A , , B B ,, 
CC, g e g e b e n  s i n d ,  s o  i st  die E n v e l o p p e  e i ne r  v i e r t e n  
S e h n e  B B , , w e l c h e  s i c h  s o  b e w e g t ,  dass  das D o p p e l -  
s c h n i t t  - V e r h ä l t n i s s  der  v i e r  Punkt e  A B  CB  dem der  
P u n k t e  Α , Β , C, D, i m m e r  g l e i c h  b l e i b t ,  ein K e g e l 
s c h n i t t ,  der mi t  dem e r s t e n  e i ne  d o p p e l t e  B e r ü h 
r ung  hat.

302. Wir wollen hiernach ein Paar Beispiele geben von der 
Anwendung der vorigen Formeln zur Untersuchung von Aufgaben 
bezüglich der Lage von Linien. Wir unterdrücken einige For
meln, die sich auf die Grösse von Linien und Winkeln beziehen, 
deshalb, weil es, was diese betrifft, im Allgemeinen vorteilhafter 
ist, die gewöhnlichen rectangulären Coordinaten anzuwenden.

Aufg. 1. Ein Dreieck ist  einem Kege l schni t t  umschrie-  
ben,  zwei  s e i ner  Ecken bewegen  sich in f es ten geraden 
Linien,  mans οl l  den Ort der dri t ten Ecke best immen.

Wir wählen die beiden Tangenten des Kegelschnitts, welche durch 
den Durchschnittspunkt der beiden festen geraden Linien gehen und die 
zugehörige Berührungssehne zu Fundamentallinien und drücken die Glei
chungen der festen Geraden durch

a L —  Μ =  o , bL —  M = o ,  
die Gleichung des Kegelschnitts durch

aus.
Nach Artikel 300 muss aber für die Berührungspunkte zweier Tan

genten, welche sich in der geraden Linie
a L — Μ =  o

schneiden, die Relation μ μ ί =  α
bestehen, und wenn also die eine Seite des in der Aufgabe bezeichneten 
Dreiecks den Kegelschnitt im Punkte μ berührt, so müssen die beiden an
dern Seiten die Berührungspunkte —, —, haben und ihre Gleichungen da-

Γ F
her sein

Aus denselben ergiebt sich durch Elimination von μ der Ort der dritten 
Ecke als durch

repräsentirt; er is t  also ein Kege l schni t t ,  der mit dem g e g e 
benen längs  der Linie  B =  o e ine doppe l t eBerührung  hat.

www.rcin.org.pl



3 2 5

Aufg. 2. Die E n v e l o p p e  d e r Ba s i s  e i nes  D r e i e c k s  zu f i n 
den,  w e l c h e s  e i n e m  K e g e l s c h n i t t  e i n g e s c h r i e b e n  i s t  und 
von we l c h e m zwe i  S e i t e n  durch f e s t e  Punkt e  gehen.

Wir nehmen die gerade Verbindungslinie der festen Punkte zur Fun
damentallinie R =  o und die ihr als Berührungssehne entsprechenden 
Tangenten des Kegelschnitts zu den beiden andern Fundamentallinien

so dass die Gleichung des Kegelschnitts
LM =  R2

ist; dann können die Gleichungen der geraden Linien, welche die bei
den festen Punkte der Aufgabe mit dem Eckpunkt (Z =  o, M =  o) des 
Fundamentaldreiecks verbinden, durch

dargestellt werden.
Wir wissen aus Artikel 300, dass für die Endpunkte jeder Sehne, 

welche durch den festen Punkt

geht, die Relation =  a 
gelten muss; wenn also μ die Spitze des Dreiecks bezeichnet, so müssen

 und  dessen Ba sisecken sein, und die Gleichung der Basis ist daher μ μ 
nothwendig a b L  —  [ a  +  b) μΒ  -f- μ 2 M  =  o;
n a c h  A r t i k e l  2 9 5  u m h ü l l t  d i e s e l b e  d e n  K e g e l s c h n i t t

d e r m i t dem g e g e b e n e n  e i ne  d o p p e l t e B e r ü h r u n g  l ä n g s  d e r  
V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  g e g e b e n e n  P u n k t e  hat .

Aufg. 3. Man so l l  in e i ne n  K e g e l s c h n i t t  e i n D r e i e c k  
ei n s ch  r e i b e n ,  d e s s e n  S e i t e n  d u r c h  d r e i  g e g e b e n e  P u n k t e  
g e h  e n .

Wenn zwei der Punkte, wie im letzten Beispiele vorausgesetzt sind, 
so muss die Gleichung der Basis

sein. Damit diese Linie durch den festen Punkt

gehe, muss die Relation

erfüllt sein, welche hinreicht, μ zu bestimmen. 
Da für den Punkt μ die Gleichungen gelten

so genügen seine Coordinaten der Gleichung

und die Aufgabe nimmt somit zwei Auflösungen an, weil jeder der beiden 
Punkte, in welchen diese gerade Linie die gegebene Curve schneidet, zur 
Spitze des geforderten Dreiecks gewählt werden kann.
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Obgleich die gegebene Auflösung algebraisch vollständig ist, bat sic 
doch den Mangel, dass sie nicht einfach genug zeigt, wie die gerade 
Linie geometrisch construirt werden kann, deren Gleichung so eben an
gegeben worden ist; es ist aber nichts weiter als eine nützliche Uebung 
im Gebrauch der vorhergehenden Formeln, die folgende Methode der Con- 
struction zu beweisen, welche wir überdies im folgenden Kapitel aus 
andern Betrachtungen abzuleiten gedenken: Man bi lde das Dreieck,  
dessen S e i t en die Pol aren der drei  gegebenen Punkte in 
Bezug auf den Kege l schni t t  s ind,  verbinde jeden dieser  
Punkt e  mit der Ecke des l e t z t e rn Dreiecks ,  we l c h e  der 
z u g c hör i gen  Polare gegenüber  l i egt ;  die gerade Verbi n-  
d u n g s  l i nie der  P u n k t e ,  i n  w e l c h e r  zwei  von d i e s e n  die 
Gegense i t e  des Polardre iecks  schneiden,  i st  die verlangte  
Gerade .

Die drei gegebenen Punkte mögen respective bestimmt sein durch

ihre Polaren sind alsdann

Die drei geraden Verbindungslinien der Construction haben die Glei
chungen

Die gerade Linie, welche wir zu construiren wünschen, geht durch 
den Durchschnittspunkt der ersten von diesen Geraden mit der Linie

und durch den der zweiten mit

Aufg. 4. Die Erzeugungs - Met hode  der Ke ge l s c hn i t t e  
von Mac-Laurin.  Die drei  Se i t en  eines  Dreiecks  drehen 
sich um feste Pun k t e ,  indess  zwe i  seiner Ecken gerade  
Linien durchl aufen;  al sdann beschre i bt  die dri tte Ecke 
einen Kegel schni t t .

Das durch die gegebenen Punkte gebildete Dreieck sei das Funda
mentaldreieck L, M, N , die zwei gegebenen geraden Linien seien durch 
die Gleichungen

und die Basis des veränderlichen Dreiecks durch die Gleichung

renräsentirt.
Wenn wir diesen Werth von L in die Gleichung I.) substiluiren, 

so erhalten wir die Gleichung der geraden Verbindungslinie des Punktes 
V1 , 3) mit dem Punkte
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Ebenso ergiebt sich die Gleichung der geraden Linie ,  welche den 
Punkt (2, 3) mit dem Punkt (L =  o, N =  0 ) verbindet:

Und indem wir zwischen den beiden letzten Gleichungen μ. elimin i r e n ,  er
halten wir die Gleichung des Ortes

Der Ort ist somit ein Kegelschnitt, welcher durch die Punkte

geht.

Aufg. 5. Die Ba s i s  e i n e s  D r e i e c k s  b e r ü h r t  e i n e n  g e 
g e b e n e n  K e g e l s c h n i t t ,  i h r e  End p u n k t e  b e w e g e n  s i ch  in 
zwe i  f e s t e n  T a n g e n t e n  d e s s e l b e n ,  w ä h r e n d  d i e  b e i d e n  a n 
de r n  S e i t e n  d e s  D r e i e c k s  d u r c h  f e s t e  P u n k t e  g e h e n ;  we l  - 
ch es i s t  d e r  O r t  s e i n e r  S p i t z e ?

Wir repr äsentiren die beiden festen Tangenten durch L =  0 , M = o 
und den Kegelschnitt durch LM  =  R2. Alsdann hat der Durchschiiitts- 
punkt der Linie L = o  mit irgend einer andern Tangente

seine Coordinaten  L, R , M respective zu den Grössen 0 , 1 ,2p . propor
tional und die Gleichung der geraden Linie, welche diesen Punkt mit dem 
festen Punkt Llt verbindet, ist nach Artikel 59

Ebenso ist die Gleichung der Verbindungslinie des festen Punktes L2, 
M2, R2 mit d em Punkte 2, μ , 0 , in welchem dieselbe Tangente die ge
rade Linie M =  0  schneidet,

Durch Elimination von μ wird daher der Ort der Spitze gefunden 
als repräsentirt durch

d.h. a ls  e in  d u r c h  die  b e i d e n  f e s t e n  P u n k t e  g e h en  de r  K e g e l 
s c h n i t t .  

Aufg. 6. W e n n  in dem l e t z t e n  B e i s p i e l  d i e  E n d p u n k t e  
de r  Bas i s  s t a t t  i n  zwe i  f e s t e n  T a n g e n t e n  de s  g e g e b e n e n  
K e g e l s c h n i t t s  a l l g e m e i n e r  i n e i n e m  K e g e l s c h n i t t  l i e g e n ,  
de r  m i t  d e m g e g e b e n e n  e i n e  d o p p e l t e  B e r ü h r u n g  h a t ,  s o  
i s t  d e r  Or t  d e r  S p i t z e  u n t e r  d e r  V o r a u s s e t z u n g  zu f i n d e n ,  
dass  d i e s e r  Ke g e l s c h n i t t  auc h  die beiden f e s t e n  P u n k t e  
e n t h a l t e .
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Wir repräsentiren die beiden Kegelschnitte durch die Gleichungen

eine Tangente des letzteren im Punkte μ schneidet nach Art. 300 den er
stem in den Punkten

μ tan φ und μ cotan φ,
und wenn die festen Punkte durch ju,, μ2 gegeben sind, so sind die Glei
chungen der Seiten

aus ihnen geht durch Elimination von μ die Gleichung des gesuchten 
Ortes hervor

303. Eben so , wie wir in dem Vorigen die Gleichung

näher untersucht haben, wollen wir nun die Gleichung

etwas genauer betrachten. Zunächst gestattet auch sie die Bestim
mung eines Punktes der Curve durch eine einzige Veränderliche; 
wir können voraussetzen,

denn durch diese Substitutionen wird der gegebenen Gleichung ge
nügt; die Grösse φ bestimmt einen Punkt der durch diese letztere 
Gleichung gegebenen Curve zweiter Ordnung.

Alsdann erhalten wir die Gleichung der Seime, welche zwei 
Punkte der Curve φ und φ verbindet, in der Form

(Vergleiche die Artikel 233, Aufg. 2 und 129.) Die Gleichung der 
Tangente im Punkte φ hat demnach die Form

304. Die eigenthümliche Beziehung, welche der durch die 
Gleichung L2 -f- 4 /2 =  R2 dargestellte Kegelschnitt zu dem Fun
damentaldreieck Z =  ο, Μ =  o , R =  o hat, drücken wir in dem 
Satze aus: In Be z ug  auf  den durch die Gl e i chung

dar ge st e i l t en Ke g e l s c h n i t t  i st  j e d e  der g e r a d e n  Li 
nien L —  ο , M =  o , R ~  o die Po l ar e  des Pu n k t e s ,  i n
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wel chem die b e i de n  a n d e r n  s i ch  s c hne i de n .  Denn diese 
Gleichung kann in jeder der Formen geschrieben werden 

L2= R 2— 3Γ2, 3 f = R 2— L2, R2= 3 P + L 2,
oder
L2= ( R  + M)(R—M),M2= (R + L )(R -L ) ,R 2= ( L + M / - l X L —M j / - i ) ,  
Formen, durchweiche die Interpretation der Gleichung L M =  R2 
auf dieselbe übertragen wird. Nach ihr sagt die erste dieser For
men aus, dass die geraden Linien

R +  M =  o, R — 3 I = o ,
welche sich in der Ecke R =  o, 31 =  o des Fundamentaldreiecks 
schneiden und den an dieser Ecke liegenden Winkel desselben bal- 
biren, Tangenten des betrachteten Kegelschnitts sind, denen die 
gerade Linie L =  o als Berührungssehne entspricht; oder der 
Punkt R — o, 31 =  o ist der Pol der Linie L =  o.

Ebenso lehrt die zweite Form, dass die geraden Linien 
R +  L =  o, R — L =  o

die der Berührungssehne 31 =  o entsprechenden Tangenten der 
Curve sind, d. i. dass der Punkt

R =  0 , L 0
der Pol der Geraden 31 =  o ist.

Für die dritte Form sind die imaginären geraden Linien

welche sich in dem reellen Punkt L =  o, 31 =  o durchschnei- 
den, Tangenten und die Linie R =  o ist ihre Berührungssehne; 
der Punkt L=±=o, 31 =  o ist also noch immer der Pol der Ge
raden R =  o, nur dass er innerhalb des Kegelschnitts liegt, so- 
dass von ihm aus keine reellen Tangenten an denselben gezogen 
werden können.

Man erkennt in derselben Art, dass die Gleichung

einen Kegelschnitt ausdrückt, in Bezug auf welchen der Punkt 
a =  o, ß =  o der Pol der geraden Linie γ =  ο ist; denn die 
linke Seite dieser Gleichung kann in ein Product zweier linearen 
Factoren aufgelöst werden, welche zwei durch jenen Punkt ge
hende gerade Linien repräsentiren.

305. Wenn die Gleichung eines Kegelschnitts in Bezug auf 
zwei durch den Brennpunkt gelegte rechtwinklige Achsen x  =  o 
und y  =  o die Form
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besitzt, in welcher γ  =  o die Gleichung der Directrix bezeichnet, 
so erkennt man, dass diese Gleichung ein specieller Fall der von 
uns eben untersuchten allgemeinen Gleichung 

L2 +  M2 =  R2
ist. Deshalb gestaltet uns diese Gleichung die allgemeinen Eigen
schaften der Brennpunkte abzuleiten und führt uns leicht und 
schnell zu einer Definition derselben, welche das Wesen und die 
Charakteristik derselben deutlich ausdrückt.

Die Form der Gleichung
x2 y 2 =  e2y2

zeigt, dass der Brennpunkt x =  o, y  =  o der Pol der Directrix 
γ  =  o ist und dass die Polare eines Punktes der Directrix senk
recht zu der geraden Linie ist, die ihn mit dem Brennpunkt ver
bindet (Art. 194); denn die gerade Linie y = o ,  die Polare des 
Punktes x = o ,  γ ;=  o , ist zu der Linie x = o senkrecht, als 
welche jede durch den Brennpunkt gezogene gerade Linie gewählt 
werden kann.

Die beiden durch die Gleichung x2 +  y2 =  o dargestellten 
imaginären geraden Linien sind Tangenten, welche durch den 
Brennpunkt an die Curve gelegt sind, da diese Linien aber von 
der Lage der Directrix γ =  ο offenbar völlig unabhängig sind, so 
erkennen wir, dass  al le Ke g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e  d e n s e l -  
b e n B r e n npunkt  hab e n ,  zwe i  durch di esen B r e n n p u n k t  
g e h e n d e  g e m e i n s c h a f t l i c h e  i ma g i n ä r e  T a n g e n t e n  b e 
s i tzen.  In F o l g e  d e s s e n  können K e g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e  
b e i d e  Br e nnpunkt e  g e m e i n  h a b e n ,  als d e m s e l b e n  V i e r 
eck e i n g e s c h r i e b e n  b e t r a c h t e t  w e r d e n ,  denn sie haben 
vier imaginäre gemeinschaftliche Tangenten.

Die imaginären Tangenten
x 2 +  y2 --- o

durch den Brennpunkt sind dieselben geraden Linien, welche nach 
den unendlich entfernten imaginären Punkten eines Kreises gezo
gen werden können. (Vergleiche Art. 282.) Wir erhalten dadurch 
diese allgemeine Definition der Brennpunkte, welche bei spätem 
Untersuchungen, insbesondere auch in der Theorie der algebrai
schen Curven höherer Ordnungen, von sehr nützlichem Gebrauch 
ist: Wenn man durch j e d e n  der  be i den u n e n d l i c h  e n t 
f e r n t e n  i m a g i n ä r e n  Punkt e  in e i nem Kr e i s e  T a n g e n 
ten an e i nen g e g e b e n e n  K e g e l s c h n i t t  l egt ,  so b i l de n
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d i e s e l b e n  ein Vi e r e c k  mit  z we i  r e e l l e n  und zwei  i ma 
g i n ä r e n  E c k p u n k t e n ;  j e n e  s ind die  Br e n n p u n k t e  der  
Curve ,  und d i e s e  k ö n n e n  als  i ma g i n ä r e  Br e nnpunkt e  
d e r s e l b e n  b e z e i c h n e t  werden . * )

306. Die durch den Punkt γ =  o, x = o  an die Curve gezo
genen Tangenten sind durch die Gleichungen

ey +  x  =  o, ey — x  =  o
dargestellt und werden für die Parabel, für welche e =  1, 
y + x = o ,  γ —  x  =  o, zu den beiden Halbirungslinien des von 
den Geraden y =  o , x  =  o gebildeten Winkels; wir scbliessen 
daraus, dass die Tangenten, welche von einem Punkte der Direc- 
trix an eine Parabel gezogen werden können, rechtwinklig zu ein
ander sind.

Die allgemeine Substitution, welche wir bei der Gleichung 
L2 +M2=R2 =  o benutzten, geht für die hier betrachtete Glei
chung x2 +  y 2 =  e2y2
in die folgende über

d. h

so dass cp den Winkel ausdrückt, welchen irgend ein Radius vector 
mit der Achse der x  einschliesst.

Darnach ist die Gleichung der Sehne, welche zwei Punkte cp 
und cp' verbindet 

Selzen wir voraus, dass diese Sehne vom Brennpunkte aus immer 
unter einem constanten Winkel gesehen werde, oder dass cp — φ 
constant sei, so umhüllt sie nothwendig den Kegelschnitt

welcher mit dem gegebenen den Brennpunkt und die Directrix 
gemeinschaftlich hat.

*) Man kann diese Definition auch so aussprechen: W e n n  u n t e r  den 
T a n g e n t e n ,  d i e  ma n  von e i n e m P u n k t e  aus  an e ine Cur ve  z i e h e n  
k a n n ,  w e n i g s t e n s  zwei  s i nd ,  we l c he  mi t  d e r  Ac h s e  d e r  a; u n d  in 
F ο 1 ge  d e s s e n  mi t  e i n e r  b e l i e b i g e n  G e r a d e n  (Art. 41) W i n k e l  b i l 
den ,  d e r e n  T a n g e n t e n  +  Y — 1 s i nd ,  so is t  d i e s e r  P u n k t  ein 
B r e n n p u n k t  der  Curve.»-
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307. Die gerade Verbindungslinie des Brennpunktes mit dem 
Durchschnittspunkte zweier Tangenten, deren Berührungspunkte 
durch die Winkel cp, cp bestimmt sind, ergiebt sich· durch die 
Subtraction der Gleichungen

x  cos cp y sin Ψ — e γ =  o,
x  cos cp' y  sin cp' — e y =  o

in der Form x  sin  ̂(<p -}- g/) — y  cos  ̂(cp -f- cp’) ~  o;
da dies die Gleichung einer geraden Linie ist, welche mit der
Achse der x  einen Winkel \(cp -f cp) bildet, so halbirt sie den 
Winkel zwischen den Radien vectoren der Berührungspunkte.

Die gerade Linie, welche den Brennpunkt mit demjenigen 
Punkte verbindet, in welchem die Berührungsselme die Direclrix 
schneidet, bat die Gleichung

x  cos  ̂(φ - f  cp') -f- y sin  ̂[cp +  cp) —  o, 
und ist somit zu der vorigen rechtwinklig. (Art. 194, Aufg. 2.)

Es ist leicht, mit diesen Formeln den Ort des Durcbschnilts- 
punktes der Tangenten zu finden, deren Berührungsselme vom 
Brennpunkte aus unter einem gegebenen Winkel 2(5 gesehen wird; 
eine Elimination, welche mit der in der 1. und 2. Aufgabe des 
Art. 129 übereinstimmt, liefert die Gleichung desselben 

[x2 -f- y 2) cos2(5 =  e2y2;
er ist also ein Kegelschnitt, der mit dem gegebenen den Brenn
punkt und die Direclrix gemein hat und dessen Excentrieität

Wenn der gegebene Kegelschnitt eine Parabel ist, so ist in 
unserm Falle auch der Winkel zwischen den Tangenten bestimmt, 
denn die Tangente x  cos cp -f- y sin cp — γ =  o halbirt den von 
x  cos φ -f- y sin φ =  o und y = o  gebildeten Winkel; somit ist der 
Winkel zwischen den Tangenten die Hälfte des Winkels, welchen 
die geraden Linien

x  cos φ +  y  sin φ —  o und x  cos φ -\- y  sin cp* =  o 
mit einander bilden, oder =  ^ ( φ —  cp'), d. h. der von zwei  
T a n g e n t e n  e i n e r P a r a b e l  g e b i l d e t e  Wi n k e l  ist die Häl f te  
d e s j e n i g e n ,  u n t e r  w e l c h e m  die z u g e h ö r i g e  B e r ü h r u n g s 
s e h n e  vom Br e n n p u n k t  aus  g e s e h e n  wird,  und der 0 rt  
des  D u r c h s c h n i t t s p u n k t e s  der  Ta ng e nt e n  e i n e r P a r a 
bel ,  die  e i nen g e g e b e n e n  Wi n k e l  Jailden,  i st  e ine  Hy 
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p e r b e l ,  w e l c h e  mi t  ihr Br e n n p u n k t  und D i r e c t r i x  g e 
mei n hat  und deren E x c e n t r i c i t ä t  die S e c a n t e  des g e 
g e b e n e n  Wi nke l s  ode r  de r e n  A s y m p t o t e n  wi n k e l  das  
Do p p e l t e  d e s s e l b e n  ist.  (Art. 167.)

308. Wir haben im Artikel 295 gesehen und mehrfache An
wendungen bereits davon gemacht, dass die durch die Gleichung 

μ1 2Σ — 2 μ R +  Μ =  o 
dargestellte gerade Linie stets die Curve

L Μ =  R2
berührt.

Wenn wir bemerken, dass die Gleichung 
μμ1Σ — (μ +  μ ,) R +  M =  o

durch alle die Punkte erfüllt werden muss, welche den Glei
chungen

μ L — R =  ο , μ R — M =  o, 
oder denen μ1Σ — R = , o  , μ ,ϋ —  Μ — o 
genügen, und dass sie daher die Gleichung einer Linie ist, welche 
durch die Punkte geht, in denen die Linien μ L — R =  o und 
p,Z — R =  o die durch

L M — R 2 =  o

dargestellte Linie schneiden, so erkennen wir, dass die Linie 
μ2Σ — 2 μ R -j- Μ =  o 

ganz allgemein die Linie
Σ Μ — R2=  o

in den Punkten berührt, in denen diese letztere von μΣ  — R =  o 
geschnitten wird, g l e i c h v i e l ,  oh Σ =  ο, M = o ,  R =  o g e 
rade L i n i e n  d a r s t e l l e n ,  oder  ni cht .

Aehnliche Bemerkungen lassen sich auf die Gleichung 
Σ cos φ -j- M sin φ =  R

anwendeu, welche jedoch auf die vorige reducirt werden kann, 
indem man tan \  φ =  μ
substituirl; denn dann ist

1 +  μ2’ ^ 1 +  μ2
und durch die Einführung dieser Werthe erhalten wir eine Glei
chung, in welche μ nur im zweiten Grade eingeht.

W e n n - daher  die Aufgabe  g e s t e l l t  i st ,  e i ne  Curve  
zu b e s t i mme n ,  die von e i ner  v e r ä n d e r l i c h e n  Li ui e fort-
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w ä h rend b e r ü hrt  w i r d , so haben wi r  nur die G l e i c h u n g  
d e r s e l b e n  so zu b i l den,  dass  s i e  e i ne  e i n z i g e  u n b e 
s t i mmt e  Grösse  e n t h ä l t  und w e n n  d i e s e  nur  im z w e i 
ten Grade  dar i n auf  tr i t t ,  so kann die E n v e l o p p e  stets  
wi e  o b e n  g e f u n d e n  werden.  Wenn die v e r ä n d e r l i c h e  
Li ni e  zwei  u n b e s t i m m t e  Gr ö s s e n  in i hr e r  G l e i c h u n g  
e nt hä l t ,  so kann die En v e l o p p e  d e r s e l b e n  in der n ä m 
l i c h e n Art g e f u n d e n  w e r d e n ,  v o r a u s g e s e t z t ,  das s  j e ne  
u n b e s t i m m t e n  Gr ö s s e n  durch e i ne  g e g e b e n e  R e l a t i o n  
ve r e i n i g t  s i n d ,  wei l  mi t  Hi l f e  d i e s e r  l e t z t e m  s t e t s  
e i ne  der b e i de n  u n b e s t i mmt en Grös s en  durch El imina-  
l i on e n t f e r n t  werden kann.

Aufg. 1. Man sol l  die Enveloppe e iner geraden Linie 
bes t i mmen,  die sich so bewegt,  dass das Product  ihrer  
Entfernungen von zwei  festen Punkten constant  bleibt.

Wir wählen die Verbindungslinie der beiden festen Punkte und die 
in der Mitte derselben zu ihr errichtete Senkrechte zu Coordinatenachsen, 
so dass die festen Punkte durch y  =  o, x  =  +  c bestimmt sind; die ver
änderliche gerade Linie sei durch y  — j)ix +  n ~ o  dargestellt, so lie
fern die Bedingungen der Aufgabe die Relation

(n +  m c) (n — m c) =  b* (l +  m2), 
oder n2 =  b2 -f- b2 m 2 +  c2 m2.
Aus der Gleichung der Geraden ist aber

n2 =  y- — 2 m xy  +  mi x2
und somit

Daraus ergiebt sich sofort die Gleichung der Enveloppe

oder

Aufg. 2. Welches ist  die Enveloppe einer geraden L i 
nie,  f iir we l che  d i c Summ e der fjuadra tc der Senk rech l en,  
die man von zwei  festen Punkten aus auf s i e  fäl len kann,  
stels dieselbe']}! eibt.

Aufl.

Aufg. 3. Best imme die Enve l oppe  unter der Voraus 
se t zung,  dass die Differenz der Quadrate di eser  S e n k 
rechten gegeben sei.

Aufl. Sie ist eine Parabel.
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Aufg. 4. Um einen f es t en Punkt 0  dreht  sich eine g e 
rade Linie  OP  und s c h n e i d e t  e i n e  fest e gerade Li nie in P ; 
man sol l  die Envel oppe  der geraden Linie P Q   f inden,  
wel che mit d e r  d r e h e n d e n  Geraden den constanten Winkel  
0 PQ   bildet.

Wir nehmen an, die Linie OP  bilde den Winkel ϑ mit der auf die 
feste gerade Linie gefällten Senkrechten und ihre Länge sei =  p sec ϑ ; 
die von 0 auf PQ  gefällte Senkrechte bildet mit OP  den festen Winkel 
ß und hat daher die Länge p sec ϑ . cos ß. Da nun diese Senkrechte mit 
der erstem den Winkel (ϑ + ß) bildet, so ist die Gleichung von PQ  unter 
der Voraussetzung, dass die feste gerade Linie zur Achse der x  erwählt sei,

x  cos (·θ· -j- ß) +  y  sin (0· +  ß) =  p  sec & . cos ß,
oder
x  cos (2-91 +  ß)  +  V sin (2-9 +  ß) =  2jotos ß —  x  cos ß —  y sin ß, 
eine Gleichung von der Form

L cos φ +  M sin φ =  R, 
deren Enveloppe daher durch

x 2 - f -  y2 =  {x cos ß - f -  y sin ß —  2p cos ß)2
repräsentirt wird ; es ist die Gleichung einer Parabel, welche den Punkt 
0  zu ihrem Brennpunkt bat.

A BAufg. R. 1)ie, Enveloppe der Li n i e -----1 - -  =  1 zu f ind en ,  in
welcher die unbes t i mmt en Grössen durch die Relat ion

μ +  (*i =  C
verbunden sind.

Wir subslituiren für μ, C — μ
und entfernen die Brüche; darnach ergiebt sich die Gleichung der Enveloppe 

A* +  B2 +  C2 —  2 AB  —  2 AC  —  2 BC =  o\ 
dieselbe ist mit der Form

äquivalent.
Wenn z. B. von einem Dreieck der Winkel an der Spitze und die 

Summe der Seiten gegeben ist, so wird die Enveloppe der Basis durch die
Gleichung

mit der Bedingung
bestimmt und ist daher durch

repräsentirt; sie ist also eine Parabel, welche die Seiten x  =  o und 
y =  o berührt.

Oder wenn zwei conjugirle Durchmesser einer Ellipse der Lage nach 
gegeben sind und ihre Grössen der Bedingung unterliegen, dass die Summe
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ihrer Quadrate constant sei, so findet sich die Enveloppe derselben aus
der Gleichung  
mit der Bedingung a 2 +  b'2 =  c2 und die Enveloppe hat die Gleichung 

x  +  y  +  c =  o,
d. h. alle diese Ellipsen berühren vier feste gerade Linien.

Aufg. 6. Wenn man zwi schen den Gle i chungen

die Grösse μ e l i mi ni rt ,  so enthäl t  die resul t i rende  Gl e i 
chung die Grösse ,  nur im zwe i t e n Grade und die Enve-  

.l oppe wird durch die Glei chung
Aa  +  Bb +  C c =  o

ausgedrückt*).
Wenn z. B. der einem Dreieck umschriebene Kegelschnitt

(Art. 134) der Bedingung unterliegt, dass die in seiner Gleichung auftre
tenden Constanten durch die Relation

verbunden sein müssen, so ist die Enveloppe aller so bestimmten Kegel 
schnitte die gerade Linie

aa -f- bß -f- cy  =  o.
Oder wenn in der Gleichung des einem Dreieck eingeschriebenen Kegel
schnitts

(Art. 136) die Constanten durch die Relation
o

vereinigt sind, so berührt derselbe stets die gerade Linie 
Aa +  B ß  +  Cy =  o.

Wir haben in Artikel 268 gesehen, dass die Evolute einer 
Curve die Enveloppe ihrer Normalen ist. Es ist leicht, mit den 
dort gebrauchten Symbolen der Differential-Rechnung und dieser 
Untersuchung der geometrischen Theorie der Enveloppen das all
gemeinere Verfahren zur Entwickelung ihrer Gleichung anzugehen. 
Wenn allgemein · L —  o

*) Es lässt sicli allgemein beweisen, dass den beiden Gleichungen

die Gleichung der Envelopne
entspricht.
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die Gleichung einer beweglichen Linie ist, in welcher also ein ver
änderlicher Parameter l vorkommt, so wird eine benachbarte Lage 
derselben, welche einem Werthe l +  h dieses Parameters entspricht, 
nach dem Taylor’sehen Satze durch die Gleichung

repräsentirt. Denkt man h ohne Ende abnehmend, und den 
Durchschnittspunkt zweier so bestimmten Linien gesucht, so be
stimmt sich derselbe offenbar durch die (Koexistenz der beiden

Gleichungen

.Wenn man zwischen ihnen jenen Parameter 1 eliminirt, so 
erhält man die Gleichung der Enveloppe.

So landen wir die Gleichung der Normale der Kegelschnitte

(Artikel 181)

Durch die Substitution x  —  « sin φ,  y  = b  sin φ ,  erhält sie die Form

In ihr ist nur der Parameter φ  enthalten und demnach be
stimmt sich aus ihr nach dem Vorigen die Gleichung der Evolute; 
sic ist dieselbe, die wir schon kennen.

309. Diese Principien erlauben uns die G l e i c h u n g  e i nes  
K e g e l s c h n i t t s  zu schreiben, der m it den he i d en g e g e b e 
nen K e g e l s c h n i t t e n  S  =  o und S = o  e i ne  doppe l t e  B e 
r ü h r u n g  hat.

Wenn E — o und F = o  die Durchschnitts-Sehnen derselben re- 
präsentiren, so dass

S  — S'  =■- E  F

ist, so ist die Gleichung eines Kegelschnitts, welcher beide berührt 
ft2# 2 — 2 ft (S  +  S )  +  F* =  o ;

denn wenn wir die Enveloppe dieses Kegelschnittes suchen , so er- . 
giebt sich

E 2F 2 — ( S  +  s y  =  o 

oder 4 S  S'  =  o
als ihre Gleichung; jeder dieser Kegelschnitte hat also mit den 
beiden gegebenen eine Doppelberührung.

Salmon. Anal. Geom. der Kegelschnitte.
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Weil die Gleichung in Bezug auf die unbestimmte Grösse μ 
vom zweiten Grade ist, so erkennen wir, dass durch jeden Punkt 
zwei Kegelschnitte gelegt werden können, welche mit den gege
benen eine doppelte Berührung haben; und es ist leicht, zu be
weisen, dass die eine ihrer Durchschnitts-Sehnen die gerade Linie 
ist, welche den gegebenen Punkt mit dem Punkte E = o ,  F — o 
verbindet, die andre aber die vierte Harmonikale zu dieser Linie 
in Bezug auf jene beiden Geraden.

310. Die Gleichung eines Kegelschnitts, der mit zwei Kreisen 
eine doppelte Berührung hat, nimmt die einfachere Form an 

fi»— 2fi(C +  C )  +  ( C -  C ' f  —  o.
Die Berührungs-Sehnen des Kegelschnitts mit diesen beiden 

Kreisen sind durch
C — C' -\r μ ~  o und C —  C’ — μ =  o » 

dargcstellt, also zu einander parallel und von der Badical-Achse 
beider Kreise gleichweit entfernt. Man kann die gefundene Glei
chung auch in der Form

] / c  +  y c  —  γ~μ
schreiben und erhält dann durch ihre Interpretation den folgen
den Salz: De r Or t  e i n e s  P u n k t e s ,  f ii r w e 1 c h e n d i e S u in m e 
oder  Di f f e r e nz  der  von ihm an z we i  g e g e b e n e  Kre i s e  
g e z o g e n e n  T a n g e n t e n  c o n s l a n t  i s t ,  i st  ein K e g e l 
s c hn i t t ,  der  mi t  den b e i d e n  Kr e i s e n  e i ne  doppe l t e  B e 
r ü h r u n g  bat.

Wenn wir die beiden Kreise als unendlich klein voraussetzen, 
so erhalten wir daraus die Fundamental-Eigeflschaft der Brennpunkte 
des Kegelschnitts. (Vergleiche Art. 285.) Wenn μ dem zwischen 
beiden Kreisen enthaltenen Abschnitt in einer ihrer gemeinschaftli
chen Tangenten gleich i st , so bezeichnet die Gleichung ein Paar 
der gemeinschaftlichen Tangenten beider Kreise.

Aufg. 1. Oie in den Artikeln 146, 147 gegebenen Aufgaben über die 
Bestimmung der gemeinschaftlichen Tangenten zweier Kreise nach dieser 
Methode zu lösen.

Au fl. von Aufg. 146: jFr +  VW —  4 oder = 2 .
» .. .. 147: Vc +  VW  =  1 oder =  Y~HÖ.

Aufg. 2. Brei Krei se  sind g e g e be n;  wir nennen L, L 
die geme i ns chaf t l i chen  Tange nt e n  zu C\ C'\ Μ, Md i e  zu
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C", C uη(I N, Ν' (1 ie zu C, Cf; wenn die drei  Tangenten L, Μ, N 
sich in einem Punkte schne i den,  so  gehen auch L , M ,  N' 
durch dense l ben Punkt.

Die Gleichungen der Paare gemeinschaftlicher Tangenten sind

311. Die G1 e i c l u i n g  e i n e s  K e g e l s c h n i t t s ,  der  e i n e m  
Vi ereck  e i n g e s c h r i e b e n  ist ,  ergiebt sich als ein specieller 
Fall des im Artikel 309 behandelten Satzes; sic ist

Darin sind _A =  o, B =  o, C = o ,  D ~ o  die Seiten, E o, 
F =  o die Diagonalen des Vierecks und man hat A C — BD —  EF.

Diese Gleichung nimmt eine einfachere Gestalt an, wenn man 
sie in Gliedern aus den drei Diagonalen des Vierecks ausdrückt.

Wenn L =  o>, Μ =  o , N — o die Diagonalen des Vierecks 
ausdrücken, so sind

Derselbe berührt stets die durch die Gleichung

dargesteilten vier geraden Linien. Wenn man jene Gleichung des 
berührenden Kegelschnitts in der äquivalenten Form

schreibt, so erkennt man den engen Zusammenhang, welchen die 
allgemeine Lösung dieser Frage mit der durch die Entwicklungen 
der Artikel 303—305 enthüllten wahren Natur der Brennpunkte 
der Kegelschnitte hat.

die vier Seiten desselben; denn die Diagonale L —  o geht durch 
den Durchschnitt der Seiten I, 2 und durch den von 3, 4; M 
durch die Schnittpunkte von 1, 3 und von 2, 4 und N durch 
diejenigen von 1 , 4 und von 2, 3. Die Gleichung des die vier 
Seiten berührenden Kegelschnitts kann geschrieben werden

Die Bedingung, unter welcher die drei ersten sich in einem Punkte 
schneiden, ist

wenn diese Bedingung erfüllt ist, schneiden sich auch die drei letzten 
Tangenten in einem Punkte.
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Aufg. 1. Man sol l  die  G l e i c h u n g  des  K e g e l s c h n i t t s  
f i n d e n ,  w e l c h e r  di e  v i e r  S e i t e n  des  i n  d e r  Aufg.  8 de s  
Ar t .  34 b e h a n d e l t e n  V i e r e c k s  b e r ü h r t .

In diesem Falle haben wir, wie leicht erkannt wird,

Die Gleichung des Kegelschnitts ist daher:

Aufg. 2. Man sol l  den Or t  de r  M i t t e l p u n k t e  d e r  dem 
s e l b e n  V i e r e c k  e i n g e s c h r i e b e n e n  K e g e l s c h n i t t e  b e s t i m -  
m e n.

Der Mittelpunkt des Kegelschnitts, dessen Gleichung in der letz
ten Aufgabe entwickelt ward, bestimmt sich durch die Gleichungen

Durch Elimination von μ erhalten wir

oder
d ie  G l e i c h u n g  d e r  g e r a d e n  L i n i e ,  w e l c h e  d i e  M i t t e l 
p u n k t e  d e r  D i a g o n a l e n  v e r b i n d e t .

312. Die vorhergehenden Entwicklungen haben den Gebrauch 
des Systems der Dreilinien - Coordinaten nach verschiedenen Seiten 
erläutert und die Vortheile anschaulich gemacht, welche mit dem
selben erreicht werden können; sie haben uns auch zu einer einfa
chen Behandlung von Problemen über die Enveloppen geführt, 
und es liegt nahe , die allgemeine Bemerkung hieran zu knüpfen, 
dass jede Curve ebensowohl als E n v e l o p p e  e i ne r  b e w e g l i 
chen g e r a d e n  Li ni e ,  wie als Ort e i n e s  b e weg l i ehen P u n k 
tes  angesehen werden kann.

Wenn man einen Punkt durch seine Coordinaten in einem 
trilinearen System bestimmt, so wird durch eine homogene Glei-
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chung zwischen diesen Coordinaten ein geometrischer Ort von Punk
ten ausgedrückt, welcher für den Fall, dass jene Gleichung vom er
sten Grade ist, eine gerade Linie, für jeden anderen Fall eine Curve 
und insbesondere für den Fall der Gleichung zweiten Grades ein 
Kegelschnitt ist. ledes System zusammengehöriger Werthe der Ver
änderlichen bestimmt einen Punkt der Curve und man gelangt zur 
Bestimmung der Tangenten derselben, indem man jede Tangente 
als die gerade Verbindungslinie zweier unendlich nahe benachbar
ten Punkte der Curve auffasst. In diesem Sinne ward auch das 
allgemeine Problem von den Enveloppen gelöst.

Die analytische Geometrie vermag sich aber ganz ebenso di
rect der Auffassung einer Curve als der Envoloppe einer geraden 
Linie zu accommodiren, wie der bisher verfolgten als Ort eines 
Punktes. Wir erkennen zurückblickend das einfache Mittel dazu 
in der Verfolgung der Ideen, welche der Gegenstand der Ent- 
wicklungen der Artikel 70, 71 und 72 bildeten. Wenn in Bezug 
auf drei feste FundamentahPunkte jede gerade Linie durch ihre 
Coordinaten bestimmt wird, so drückt jede Gleichung zwischen 
denselben die Enveloppe aller der geraden Linien ans, deren Coor
dinaten ihr genügen; die homogene Gleichung ersten Grade? zwi
schen drei Veränderlichen repräsentirt darnach speciell einen Punkt.

313. Die allgemeine homogene Gleichung zweiten Grades zwi
schen drei Veränderlichen, welche wir in der Form

Au2 - p  Baß  +  Cß2 + Ώαγ - f -  Eßy -f- Fy2 =  o 
voraussetzen, bezeichnet, wenn a,  ß,  y als die Coordinaten einer 
beliebigen geraden Linie betrachtet werden, einen Kegelschnitt. 
Denn sie enthält fünf unabhängige Constante und repräsentirt daher· 
eine Curve, welche durch fünf Tangenten bestimmt wird; wir ha
ben aber bereits in dem Salze von Brianchon (Art. 289) erkannt, 
dass und wie durch fünf Tangenten ein Kegelschnitt bestimmt ist. 
Die Coefficienten der allgemeinen Gleichung können somit stets und 
immer nur auf eine Weise so bestimmt werden, dass sie einen 
beliebigen gegebenen Kegelschnitt repräsentirt, und sie kann nur 
e i nen solchen repräsentiren. Die Bestimmung der gemeinschaft

lichen Wurzeln

der Gleichungen

c
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führt, wie wir wissen in dem System der Dreilinien-Coordinaten 
zur Angabe derjenigen Punkte, welche dem von der ersten Glei
chung dargestellten Kegelschnitt und der von der zweiten reprä- 
sentirten geraden Linie gemeinschaftlich sind; auf Grund der An
zahl dieser gemeinschaftlichen Punkte — ohne Rücksicht darauf, 
oh sie reelle und verschiedene, zusammenfallende oder imaginäre 
Punkte seien — nur insofern dieselbe lediglich durch den Grad 
der Gleichung der Curve bestimmt wird, bezeichnen wir die Ke
gelschnitte als Cur veil z w e i t e r  Ordnung.

Wenn wir aber dieselbe algebraische Operation an jenen Glei
chungen in der Voraussetzung vollziehen, dass die Veränderlichen 
derselben die Dreipunkt-Coordinaten gerader Linien bezeichnen, so 
ist ihr Sinn dahin zu interpretiren, dass die gemeinschaftlichen Wur
zeln beider Gleichungen die Coordinaten derjenigen geraden Linien 
bezeichnen, welche sowohl der durch die erste als der durch die 
zweite Gleichung dargestellten Enveloppe angehören, d. i. die Coor
dinaten derjenigen Tangenten des Kegelschnitts, welche durch den 
von der zweiten Gleichung hezeichneten Punkt möglich sind. Da es 
solcher gemeinschaftlicher Wurzeln und mithin solcher Tangenten 
stets zwei giebt, so bezeichnen wir unter völligem Absehen von 
dein Umstande, dass dieselben ebensow ohl reell und verschie
den, als reell und gleich, und imaginär sein können, jede durch 
die allgemeine Gleichung zweiten Grades dargestellte Enveloppe als 
eine Curve  z we i t e r  Klasse.*)

Wir brauchen die Bezeichnung Curve z we i t e n  Grades  
hinfort nur da, wo eine Trennung beider Auffassungen als unnö- 
thig oder unzweckmässig erscheint und behalten für solche Fälle 
zugleich die Collectiv-Bezeiclniung K e g e l s c h n i t t e  hei.

Der Punkt und die gerade Linie erscheinen von diesem Ge
sichtspunkte aus als Enveloppe und Ort ersten Grades, und jene 
ist näher als von der ersten Klasse, dieser als von der ersten Ord
nung zu bezeichnen.

*) Sind beide Gleichungen von höherem Grade, so bestimmt sich die An
zahl ihrer gemeinschaftlichen W urzeln, d. i. die Anzahl der gemeinschaftli
chen Tangenten der durch sie repräsentirten Curven durch das Product ihrer 
Grade. Zwei Curven zweiter Klasse haben somit vier gemeinschaftliche Tan
genten.
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314. Es ist ein specieller Fall des Vorigen, wenn wir das 
Resultat der Substitution y =  o
in die Gleichung

Aa2 +  B a ß  +  Cß2 +  Ε α γ  +  Ε β γ  +  F y 2 =  o, 
d. i. die Gleichung A a2 +  Baß -(- Cß2 =  o , 
dahin interpretiren, dass sie die beiden Punkte bezeichnet, welche 
von den von der Ecke γ ~  o des Fundanienlal-Dreiecks ausgehen
den Tangenten des Kegelschnitts in der gegenüberliegenden Seite 
desselben bestimmt werden.

Wenn wir ferner die allgemeine Gleichung in der Form 
(.Aa2 +  Baß +  Cß2) +  γ [La +  Eß +  Fy) =  o 

schreiben, so zeigt sie offenbar, dass die von ihr repräsenlirte 
Gurve ebensowohl die geraden Verbindungslinien des Fundamen- 
tal-Punktes y — o mit den beiden durch

Aa2 +  Baß  -f- Cß2 =  o
dargeslellten Punkten, als auch die geraden Verbindungslinien die
ser letzteren Punkte mit dem Punkte Da  4- Eß  -j- Fy =  o zu 
Tangenten hat. Es bezeichnet somit diese letztere Gleichung ins
besondere die vierte Ecke eines dem Kegelschnitt umschriebenen 
Vierseits, dessen andre Eckpunkte der Fundamental-Punkt y und 
diejenigen beiden Punkte sind, welche durch die von ihm ausge
henden Tangenten der Gurve in der Gegenseite des Fundamental- 
Dreiecks bestimmt werden.

Die Gurve zweiter Klasse degenerirt offenbar in zwei Enve- 
loppen der ersten Klasse, wenn die allgemeine Gleichung, welche 
sie repräsentirt, in lineare Factoren zerfallt. D ie a l l g e m e i n e  
G l e i c h u n g  z w e i t e n  Grades

Aa* - f  B a ß  +  Cß2 +  Day„+ E ß y  +  Fy2 =  0 

r c p r ä s e n l irt  somi t  zwei  P u n k t e ,  s o ba l d  die B e d i n g u n g  
A E 2 +  CD2 +  FB2 — DDE — U C F  =  o 

e r f ü l l t  ist.

315. Die Unterscheidung der individuellen Curven zweiten Gra
des kann in dem System der Dreipunkt-Coordinaten leicht und 
allgemein geschehen, und wir wollen die Art und Weise der Un
tersuchung einfach bezeichnen. Die Curve zweiten Grades ist eine 
Parabel, wenn die unendlich entfernte gerade Linie unter ihren 
Tangenten ist, d. h. wenn ihre Gleichung in Tangential-Coordi-
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naten durch die Coordinaten der unendlich entfernten geraden Li
nie befriedigt wird. Die Gleichung

Aa2 -f- B a ß  +  Cß2 +  Day +  Eßy  +  Fy2— o 
wird aber durch die Coordinaten

« =  ß =  7
dann befriedigt, wenn die Summe ihrer Coefficienlen gleich Null 
ist. In Folge dessen repräsentirt z. 13. die Gleichung

a ß  =  y2
eine Parabel.

Will man entscheiden, oh die obige allgemeine Gleichung eine 
Hyperbel oder eine Ellipse repräsentirt, so muss man bestimmen, 
ob die unendlich entfernte gerade Linie die Curve in reellen oder 
in imaginären Punkten schneidet. In derselben Weise, in wel
cher man bei dem Gebrauch des Dreilinien-Coordinaten-Systems, 
und hei 'dem der Cartesischen Coordinaten als eines speciellen 
Falles von diesem, verfährt, um die Bedingung auszudrücken, 
dass eine durch die allgemeine Gleichung ersten Grades darge
stellte gerade Linie den durch die allgemeine Gleichung zweiten 
Grades repräsentirten Kegelschnitt berührt (Art. 111), erhält man 
für das System der Dreipunkt-Coordinaten die Bedingung, unter 
welcher der Punkt la -|- mß  -f- ηγ —  o 
der Curve

J a 2 +  B a ß  +  Cß 2 +  Day  +  E ß y  +  F y 2 =  o 
angehört, in der Form
(.E2— 4 CF) l2 +  (D2— 1AF) m2 +  (B2 — iAC) n2 - f  2 (2 AE — BD) mn 

+  2(2CZ> —  BE)nl +  '2('2BF — DE) Im =  o.
Liegt dieser Punkt in unendlicher Entfernung, so muss in 

seiner Gleichung die Coefficienten - Summe Null betragen, oder 
n =  — (7 -j- m)

sein. Durch Substitution dieser Bedingung und Auflösung der eben 
gegebenen Gleichung für l:m erhalten wir die unendlich entfern
ten Punkte der Curve und demnach in der Bedingung, unter wel
cher die gefundenen Wurzeln reell sind, die Bedingung, deren Er
füllung die Curve zu einer Hyperbel macht.

Dies Kennzeichen ergiebt sich durch eine einfache Entwicklung 
in folgender Form : Wenn die C o e f f i e i e n t e n - S u m m e  

A + B + C + D + E + F  
und die  F u n c t i o n

A E 2 - f  CD2 +  FB2 — BDE — 4ACF
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e i n e r l e i  Vo r z e i c h e n  b e s i t z e n ,  s o  i st  die durch die 
a l l g e m e i n e  G l e i c h u n g  r e p r ä s e n t i r t e  Curve eine Hy 
p e r b e l ,  für v e r s c h i e d e n e  V o r z e i c h e n  eine El l ipse .  
Die I d e n t i t ä t  der  C o c f f i e i e n t e n s u n n n e  mit  Nul l  l i e f e r t  
die Pa r a be l  und die  der  l e t z t e m  Funct i on  mi t  Nul l  
zwe i  Punkte .

316. Wir müssen bevor wir an weiteren Beispielen den Ge
brauch dieses Coordinatensystems bei Curven zweiten Grades näher 
erläutern, eine Betrachtung nachholen, welche den an dem be
zeichnten Orte (Art. 7<> f.) gegebenen Abriss vervollständigt; es 
ist die U n t e r s u c h u n g  der  g e g e n s e i t i g e n  Ab h ä n g i g k e i t  
z w i s c h e n  den dre i  Co o r d i n a t e n  e i n e r  b e l i e b i g e n  g ο 
ι· ad en L i n i e ,  oder  i hr e r  B e z i e h u n g  zum Funda me nt a l  - 
D r e i e c k ,  das Analogon der im Artikel 63 gegebenen Entwick
lung. Wie an dem angeführten Orte, bietet uns die zu suchende 
Formel zugleich das Mittel dar, um allen Gleichungen, denen die 
homogene Form fehlt, dieselbe zu geben.

Wir wollen uns zunächst zur Untersuchung jener Relation der 
Cartesischen Coordinaten bedienen. Dazu setzen wir voraus, die 
gerade Linie sei durch

x  cos #  +  y  sin #  +  /) =  0

repräsentirt und die Cartesichen Coordinaten der drei Fundamen
tal-Punkte seien x  , y  , x", y", x ' , y  ", die Dreipunkt-Coordinaten 
jener geraden Linie aber a,  ß,  γ.

Daraus entspringen die Relationen

und zur Erlangung der gewünschten Beziehung zwischen den Drei
punkt-Coordinaten a , ß, γ der geraden Linie und dem Fundamen
tal-Dreieck haben wir aus ihnen nur die Grössen p und #  zu eli- 
miniren; wir mullipliciren dazu die drei obigen Gleichungen re- 
spective mit y" — y ", y " — y ' , y  —· y" und erhalten durch Ad
dition
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Die entsprechende Multiplication mit x — x " , x " — x ,  
x  — x" liefert ebenso

und durch Quadriren und Addiren beider letzten Gleichungen er
langt man endlich die Elimination von -9-.

Wir bringen das Resultat in eine passendere Form, indem 
wir die Seitenlangen «, b, c des Fundamental-Dreiecks und die Win
kel φ, -ψ, χ vorübergehend einführen, und die zu jenen Seiten ge
hörigen Höben durch p , p ' , p"  bezeichnen; denn damit erhal
ten wir

und

und dadurchA/2 =  o2o2-j- c 2y2-J- lab aß cos (φ — il>) -f- 2 bc βγ  cos (ψ — χ)
-f- 2 caya cos (χ — φ),

d. i. wenn man die Winkel des Fundamental-Dreiecks durch A, B, C 
bezeichnet und mit M* oder den entsprechenden Äquivalenten dividirt,

Wenn man dagegen die Winkel des Dreiecks durch seine Seiten 
ersetzt und den doppelten Inhalt des Dreiecks durch M bezeichnet, 
so erhält man die Relation in der Form

Wir setzen die erste Form voraus und bezeichnen dieselbe sym
bolisch durch i =  Sl.

317. Man kann diese Relation auch ohne Vermittelung der 
Cartesisehen Coordiuaten direct mit Hilfe 
der Grundanschauungen des Dreipunkt- 
Coordinaten-Systems ableiten ; dazu las
sen wir in Figur 111 ABC das Funda
mentaldreieck, GH die gerade Linie und 
Ei F' eine durch den Punkt A gehende 
Parallele zu ihr, AB, BE, CF die Goor- 
dinaten der ersteren sein, und bezeich-
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nen die Seiten AB, BC, CA respective durch c, a, b, die Coordi- 
naten AD, BE, CF durch a, ß, y und den Winkel DAJ, (unter der 
Voraussetzung L B A J  = L  CAJ)
durch ϑ

Man hat dann

also 

und

Daraus folgen die Gleichungen:

und durch Quadriren und Addiren endlich

oder

wie vorher.

318. Die im Vorigen entwickelte und durch

bezeichnete Relation erlaubt uns, al le ni cht  h o m ö g e n e n  G l e i 
c h u n g e n ,  als w e l c h e  s i ch i m a l l g e m e i n e n  auf  die  
For m f ( a ,  ß ,  y)  =  const.
o d er  cp (a, ß, y, const) =  o
b r i n g e n  l a s s e n ,  h o mo g e n  z u  machen .  Wenn man näm
lich einen Factor z in dieselbe zur Erlangung der Homogeneität 
einführt, und ihn darnach mit Hilfe der Relation

z2 =  Sl
eliminirt, so erhält man eine homogene Gleichung als das Er- 
gebniss.
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Wenn z. B. der Mittelpunkt eines Kreises durch die Gleichung 
la +  mß +  ηγ =  o

repräsentirt und sein Halbmesser durch r bezeichnet wird, so gilt 
für alle Tangenten desselben die Gleichung

la +  m ß +  n γ =  r (l +  m + n).
Man macht sie homogen, indem man rechts den Factor z =  
beifügt und erhält damit die Form

Wir bemerken, dass diese Gleichung durch die Elimination 
vom ersten in den zweiten Grad übergeführt worden ist und er
kennen leicht, dass dies immer dann eintreten wird, wenn der 
Factor in irgend ein Glied der Gleichung im ersten oder allge
meiner überhaupt in einem ungeraden Grade einzuführen ist; 
denn dann muss man zur Herstellung der Homogeneität die Glei
chung quadriren.

Dies Ergebniss ist wichtig, denn es zeigt an, dass  Or dnung  
und Klasse  e ine r Curve n i c ht  z u g l e i c h  d u r c h  den Grad 
i h r e r  a l l g e m e i n e n  G l e i c h u n g  in n i c ht  h o m o g e n e r  
Form a n g e g e b e n  w e r d e n ;  nur wenn die Constante allein in 
geraden Potenzen in der Gleichung auftritt, bleibt der Grad der 
Gleichung nach der Herstellung der Homogeneität derselbe wie vor
her und die Curve ist von einerlei Ordnung und Klasse. Im A11 - 
g e m e i n e n  a b e r  ist  e i ne  Curve der  nten 0 r d n u n g  v ο n der  
2ntm Klasse .

319. Wenn wir jetzt durch
 S =  o und S' =  o

die Gleichungen zweier Kegelschnitte als Curven zweiter Klasse 
repräsentiren, so ist jede Gleichung von der Form

S +  k S' =  o
d ie  G l e i c h u n g  e i ne s  d r i t t e n  K e g e l s c h n i t t s ,  w e l c h e r  
von den g e m e i n s c h a f t l i c h e n  T a n g e n t e n  d e r b e i d e n  er 
s t e r e n  her  ü h r t w i r d , oder  w e l c h e r  mi t  d i e s e n  K e g e l 
s chn i t t e n  dem n ä ml i c h e n  Vi e r s e i t  e i n g e s c h r i e b e n  i st ;  
denn die Coordinaten jeder der gemeinschaftlichen Tangenten erfül
len die letztere Gleichung, weil sie die beiden ersteren zu Identi
täten machen.
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In dieser allgemeinen Betrachtung sind als specielle Fälle die 
durch die Gleichungen

S -j- k a ß  =  o, 
a γ -f· k ß δ =  o

gegebenen Formen enthalten, in denen wir beide .Gleichungen des 
zweiten Grades S =  o, S ' = o  oder eine derselben als in lineare Fac- 
toren zerfällhar vorausgesetzt haben. Die erste bezeichnet einen Ke
gelschnitt, welcher demjenigen Vierseit eingeschrieben ist, das von 
den durch die Punkte a =  ο, ß =  o an den Kegelschnitt S =  o 
gelegten Tangenten gebildet wird; oder die K e g e l s c h n i t t e  

S =  o und S +  k a ß  =  o
h a b e n i n d e n P u n k t e n  a =  o, |3 =  o d i e  Durch sch n i t t s -  
punkte ihrer  geme i ns c haf t l i c he n  Tangenten.

Die zweite jener Gleichungen repräsentirt einen Kegelschnitt, 
welcher dem Vierseit eingeschrieben ist, dessen Eckpunkte durch 
die Gleichungen a — ο, ß — ο, γ =  ο, δ =  o ausgedruckt sind.

Wir können endlich die Voraussetzung machen, dass die Ke
gelschnittsgleichungen sich in vollkommene Quadrate auflösen, oder 
dass die zu interprelirenden Gleichungen die Formen 

S -j- ka 2 =  ο, αγ  +  k ß 2 ~  o
annehmen. Alsdann fallen zwei von den Ecken jenes umschrie
benen Vierseits zusammen und dasselbe reducirt sich auf ein Drei- 
seit, aus dem von jenem zweifachen Punkt ausgehenden Paar ge
meinschaftlicher Tangenten und ihrer Berührungssehnc. Die Glei -  

« c h u n g S +  k a2 =  o
b e z e i c h n e t  e i nen K e g e l s c h n i t t ,  we l c h e r  mi t  dem K e 
g e l s c h n i t t  S =  o
e i ne  doppe l t e  B e r ü h r u n g  h at ;

a =-= o
r e p r ä s e n t i r t  den D u r c h s c h n i t t s p u n k t  der e n t s p r e 
c h e n d e n  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  Tange nt e n .

Ebenso wird durch die Gleichung '
αγ  -f- k ß 2 =  o

ein Kegelschnitt ausgedrückt, welcher die geraden Verbindungs
linien des Punktes ß =  o mit den Punkten a =  o und γ =  o in 
diesen letzteren Punkten berührt.

Wenn in der Gleichung S -j- ka2 =  o der durch a =  o dar
gestellte Punkt dem Kegelschnitt S =  o selbst angehörig gedacht 
wird, so repräsentirt sie einen Kegelschnitt, der mit diesem erste-
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ren vier aufeinanderfolgende Tangenten gemein hat, also eine Be
rührung der dritten Ordnung mit ihm besitzt. Macht man dieselbe 
Voraussetzung in der zweiten Gleichung, d. i. lässt man den Aus
druck ß mit einem der beiden Ausdrücke α oder γ  identisch wer
den, so zerfällt die Gleichung in die beiden Factoren vom ersten 
Grade a +  k ß  =  o, ß =  o,
d. i. sie repräsentirt ein Paar von Punkten.

320. Wir kehren nach diesen Betrachtungen noch einmal zu 
dem durch Ώ =  l
repräsentirten Ausdruck zurück, um  die F r a g e  z u  b e a n t w o r 
ten,  w e l c h e  B e d e u t u n g  die G 1 e i c h u n g

kl =  o
bes i t ze .

Diese Frage hat den nämlichen paradoxen Anschein, sie ist 
überhaupt das vollständige Analogon für das System der Dreipunkt- 
Coordinaten, zu der in Bezug auf das System der I)reilinien-Coor- 
dinaten im Artikel 65 aufgestellten und beantworteten nach der 
Bedeutung der Gleichung

« sin A +  ß sin B -f- y sin C =  o.
Wie diese keine endlich bestimmbaren Punkte darstellen kann, 
weil für jeden solchen Punkt der links stehende Ausdruck einen 
constanten aber von Null verschiedenen Werth hat, so kann auch 
die Gleichung kl =  o
keine endlich bestimmbaren Elemente bezeichnen, weil für jede 
angehbare gerade Linie die Function kl den bestimmten und von 
Null verschiedenen Werth Eins hat. Während aber jene Gleichung 
in der allgemeinen Form der Gleichung des ersten Grades erschien, 
so hat diese die Form der Gleichung zweiten Grades und muss  
d e mn a c h  als  e ine En v e l o p p e  zw e i t er  Klasse  b e t r a c h  - 
tet werden.

Bei näherer Untersuchung erkennt man aber, dass die Glei
chung

α2 ( ß2 γ2 2 aß  cos C 'ißy cos A 2 7 « cos li
'9  Έ  " 9  "4”  7 ~r 77 777 7rr 7 · 0p l p  i p p p  p p  p p

in Factoren zerfällt; denn die Bedingung
A E 2 +  CD2 +  FB 2 —  4 ACF — B D E =  o 

geht für sie in die Form
cos 2A -f- cos2/? -(- c o s ^ -f  2cosAcosRcosC =  l 

über, welche eine Identität ist.
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Repräsentiren wir nun die Factoren ersten Grades, in welche 
sie zerfällt, durch ω, ω , so dass

Ω  =  ω. ω
und erinnern uns, (Art. 318) , dass

δ2 =  k2Ω,
oder δ2= k2. ωω
die Gleichung eines Kreises vom Mittelpunkte

δ =  o
darstellt, so haben wir, weil diese Gleichung unter der Form 

αγ  +  k ß2 =  o
erscheint, den Schluss zu ziehen, dass

ω =  o und ω' =  o
die Gleichungen der Berührungspunkte sind, welche den vom 
Punkte δ =  o ausgehenden Tangenten des Kreises angehören. 
S o m i t  r e p r ä s e n t i r t  di e  p a r a d o x e  Gl e i c hung

Ω =2 o
oder const. =  o.
im  S y s t e m der  D r e i p u n k t - C o o r d i n a t e n  die V e r e i n i 
gung der b e i d e n  i m a g i n ä r e n  u n e n d l i c h  ent f e r nt e n  
Kre i s punkt e .

Dies bezeichnet zugleich die wesentliche Verschiedenheit, welche 
zwischen diesem und dem (Artesischen (Koordinaten-System statt
findet, und das letztere kann somit nicht als ein specieller Fall 
des Dreipunkt-Coordinaten-Systems betrachtet werden.

3 2 1. Die Gleichungen des Artikels 3 19 sind einer weiteren 
Interpretation fähig, wenn wir bemerken, dass die Coordinaten 
einer geraden Linie die senkrechten Entfernungen derselben von 
den Fundamental-Punklen bezeichnen. (Vergl. Art. 61 und 27.)

Die Gleichung αγ ---= kßö
drückt alsdann eine Eigenschaft aller der dem Vierscit a =  o, 
ß =  o, y =  δ =  o eingeschriebenen Kegelschnitte aus, welche 
wir in den Satz formulircn: F ür j e de n  e i ne m Vier sei t  e i n 
g e s c h r i e b e n e n  K e g e l s c h n i t t  ist das  P r o d u c t  der senk - 
r e c h t e n  Abs t ände  e i ner  b e l i e b i g e n  T a n g e n t e  von zwei  
G e g e n e c k e n  d e s s e l b e n  zu dem P r o d u c t  der Abs t ä nde  
de r s e l be n  T a n g e n t e  von den a n d e r n  Gegen e c ke n  in 
e i nem c o n s t a n l e n  Verhäl t n i s s .
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Dieser Salz liefert sofort das Gesetz von der Unveränderlich
keit des Doppelsclinittyerhältnisses, welches von vier festen Tan
genten eines Kegelschnittes in einer beweglichen fünften Tangente 
desselben bestimmt wird, wenn man nur die Figur desselben naher 
betrachtet und führt damit zu der allgemeinen Bestimmung eines 
Kegelschnitts aus fünf gegebenen Tangenten.

Wenn nämlich in der beistehenden Figur 1 12 die Ecken des 
f'io-, 112. umschriebenen Vierseits durch

Μ, N, 0, P, die Durchschnitts
punkte seiner Seiten mit ei
ner beliebigen fünften Tan
gente des Kegelschnitts durch 
A, B,  C, D und die Fuss- 
punkte der von seinen Ecken 
Μ, N, Ο, P  auf diese letztere 

Tangente gefällten Perpendikel durch E, F, G, H bezeichnet wer
den , so drückt die Relation

den vorigen Salz aus, und indem man jedes dieser Perpendikel als 
Höbe eines Dreiecks betrachtet, welches die fünfte Tangente zur 
Basis bat, und sonach für dieselben die Substitutionen

u. s. w. macht, erhält man

d. i. weil die letzteren Winkel die unveränderlichen Winkel des 
Vierecks MN O P  sind,

322. Die Gleichung ay =  kß2 enthält, ebenso interprelirt, 
den folgenden Satz: F ür a l l e  T a n g e n t e n  e i ne s  K e g e l 
s c h n i t t s  ist  das R e c h t e c k  aus  ihren s e n k r e c h t e n  E n t 
f e r n u n g e n  von zwei  f e s t en  P u n k t e n  d e s s e l be n  in e i ne m
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u n v e r ä n d e r l i c h e n  Ve r h ä l t n i s s  zu dem Quadrat  i hres  
Ab s t a n d e s  vom D u r c h s c h n i t t s p u n k t  se i n er T a n g e n t e n  
in j e n e n  Punkt en.

Machen wir insbesondere k =  l , 
so ist αγ =  ß2
die G l e i c h u n g  e i n e r  Pa r a be l  (weil die Coefticienten-Summe 
derselben Null ist), und zeigt an, dass  das  Pr o duc t  der A b 
s t ä n d e  z we i e r  Pun k t e  der Curv e von e i n e r  b e l i e b i g e n  
T a n g e n t e  d e r s e l b e n  dem Quadrat  des  A b s t a n d e s  d i e 
ser l e t z t e r e n  vom D u r c h s c h n i t t  der j e n e n  Punkt en  
e n t s p r e c h e n d e n  T a n g e n t e n  (oder vom Pol ihrer Verbin- 
dungs-Selme) g l e i c h  ist.

Wir fügen dem einen andern speciellen Fall hinzu, welcher 
beachtenswerth ist. Wenn in der Gleichung

αγ =  kß  δ
zwei der Gegenecken des Vierecks z. B. ß =  o und δ —  o als 
mit den unendlich entfernten imaginären Kreispunkten zusammen
fallend betrachtet werden, so dass ihre Gleichungen durch ω =  o, 
ω =  o repräsentirt sind, so hat man

αγ =  k. ω. ω =  const. ,
d. i. für al l e  T a n g e n t e n  des K e g e l s c h n i t t s  i st  das R e c h t 
eck i h r e r  Abs tände  von den z we i  a n d e r n  G e g e n e c k e n  
des  u m s c h r i e b e n e n  V i e r e c k s  cons t aut .  Wir erkennen 
aber aus der im Art. 305 gegebenen allgemeinen Definition, dass 
diese Ecken die Brennpunkte des Kegelschnitts sein müssen und 
haben damit einen Salz über die Beziehungen der Brennpunkte 
zu den Tangenten des Kegelschnitts wiedergefunden, welcher schon 
früher (in Art. 18S) gegeben worden ist.

Denken wir die reellen Ecken jenes umschriebenen Vierecks 
zusammenfallend, so erhalten wir

a2 — k . ω. ω =  const.,
d. i. a l l e  T a n g e n t e n  des K e g e l s c h n i t t s  haben dann von 
d i e s e m s e i n e m D o p p e l b r e n n p u n k t e  g l e i c h e  s e n k r e c h t e  
E n t f e r n u n g ;  der K e g e l s c h n i t t  i st  ein Krei s  und der  
P u n k t  a =  o sein Cent  rum.

323. Wir betrachten das System der Gleichungen 
S =  o, S +  V — o, S +  M1 —  o, 

unter denen die beiden letzten Kegelschnitte repräsentiren, welche 
mit dem ersten eine doppelte Berührung haben, der respective die
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Punkte L =  n und 31 =  o als Durchschnittspunkte der gemein
schaftlichen Tangenten entsprechen. Aus ihnen erhalten wir durch 
Subtraction die Gleichung L2 — 3P =  o
als die Gl e i c h u n g  der  D u r c h s c h n i t t sp u n k t e  der g e m e i n - 
s c h a f t l i c h e n  T a n g e n t e n ;  wir e r k e n n e n  d a r a u s ,  dass  
di ese  D u r c h s c h n i t t s p u n k t e  s e l b st durch die Gl e i c h u n
gen L +  M =  o, L — M = .  o
d a r g e s t e l l t  w e r d e n ,  d. i. dass  s i e  mit  den P u n k t e n  

L =  o , M  =  o
i n e i ne r  g e r a d e n  Li ni e  l i e g e n  und mit  ihnen ein h a r 
m o n i s c h e s  S y s t e m  b i l d e n  (Art. 71.)

Setzen wir voraus, dass der Kegelschnitt S =  o auf zwei 
Punkte reducirt sei, so erhalten wir als einen speciellen Fall des 
Vorigen den Satz: Die g e m e i n s c h a f t l i c h e n  T a n g e n t e n  
z w e i e r  K e g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e  die g e r ade n  V e r b i n 
d u n g s l i n i e n  z w e i e r  f e s t e n  P u n k t e  L = o ,  M =  o mi t  
z w e i e n  a n d e r n  festen P u n k t e n  i n  d i e s e n  l e t z t e r e n  b e 
r ü h r e n ,  s c h n e i d e n  s i ch in P u n k t e n ,  w e l c h e  mi t  den  
f e s t e n  P u n k t e n  L =  o, M =  o e in h a r m o n i s c h e s  Sy s t e m  
i n  gerader  Linie  bi lden.

Wenn wir drei Kegelschnitte betrachten, deren Gleichungen von 
der Form S +  L2=  o, S +  3P =  o, S +  N* —  o 
sind, d. i. welche mit dem Kegelschnitt S ~  o je eine doppelte 
Berührung haben, welcher als Durchschnittspunkte der gemein
schaftlichen Tangenten die Punkte

L —  o , 3 1 = o ,  N — o
respective entsprechen, so erhalten wir aus den Gleichungen 

Z2 — 3P =  ο , 3P — N2 —  ο, 1P — L2=  o, 
als welche die P a a r e  der  D u r c h s c h n i t t s p u n k t e  der  g e 
m e i n s c h a f t l i c h e n  T a n g e n t e n  d i e s e r  dre i  K e g e l s c h n i t t e  
r e p r ä s e n t i r  en und den Gleichungen dieser Durchschnittspunkte 
seihst, nämlich

das Ergebniss, dass  di ese  P u n k t e ,  deren i n  Al lem s e c h s  
e x i s t i r e n ,  v i e r m a l  zu j e  d r e i e n  in e i ner  ge r a de n  L i 
n i e  l i egen.

www.rcin.org.pl



355

324. Unt er  der  V o r a u s s e t z u n g ,  dass  
L M  =  R2

die G l e i c h u n g  e i nes  K e g e l s c h n i t t s  i s t ,  dein di e  Pun k t e
L = :  O , M =  0

a n g e h ö r e n , und für  w e l c h e n  i ? = = o d e n  D u r c h s c h n i t t s 
pu n k t  der d i e s e n  l e t z t e r e n  e n t s p r e c h e n d e n  T a n g e n 
ten b e z e i c h n e t ,  kann j ede  T a n g e n t e  der Curve dur c h  
e i ne  e i n z i g e  V e r ä n d e r l i c h e  a u s g e d r ü c k t  w e r d e n ;  denn 
bezeichnen wir durch μ ΐ  =  R die Gleichung des Punktes, in wel
chem eine solche die gerade Verbindungslinie der Punkte L — o, 
R =  o (d. i. die Tangente des Kegelschnitts in L) durchschneidet, 
so bezeichnen die Gleichungen

7 1 / =  μR  und μ2Ζ =  M
die Durchschnittspunkte dieser nämlichen Tangenten mit den ge
raden Verbindungslinien der Punkte

M =  o, R —  o und L =  ο, Μ =  o ; 
jene Tangente der Curve ist somit durch die einzige Veränder
liche μ vollkommen bestimmt, weil ihre Schnittpunkte mit den 
Seiten des Fundamental-Dreiecks dui'ch dieselbe bestimmt sind.

Betrachten wir zwei den Veränderlichen μ und μ entspre
chende Tangenten, so erhalten wir in der Gleichung 

μ μ L — (μ -f- μ ) i? +  7 1 / =  o, 
als welche ebensowohl den Bedingungen 

μ L = .  R, μ R =  M, 
als denen μ L =  R, μ R =  M
entspricht, die Gleichung ihres Durchschnittspunktes; und inso
fern μ  =  μ' ,  und der Durchschnittspunkt zweier zusammenfallen
den Tangenten ein Punkt der Curve ist,

μ2Ζ — 2 μR -(- Μ — o
als die G l e i c h u n g  e i n e s  b e l i e b i g e n  Punkt e s  der Curve.

Wir kommen damit völlig auf die Entwicklungen der Artikel 
295 bis 298 zurück und überlassen die fernere Fortführung der
selben dem Leser.

Durch die Bemerkung, dass ein Punkt, in dessen Gleichung 
μ2Σ —  2 μ R -f- 7 1 / =  o

eine unbestimmte Grösse im zweiten Grade enthalten ist, einen 
Kegelschnitt LM =  R2

23 *
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durchläuft,*) knüpfen wir die Theorie der Oerter ebenso an das 
System der Dreipunkt-Coordinaten, wie wir in dem Früheren die 
Theorie der Enveloppen dem System der Dreilinien - Coordinaten 
angeschlossen haben. (Vergl. Art. 308 u. f.) Wir können endlich 
ganz ebenso, wie in Artikel 299, die Gleiclmg der Polare, die Glei
chung des Pols einer beliebigen geraden Linie in Bezug auf den 
betrachteten Kegelschnitt ausdrücken. Wenn man durch die Sub
stitution der Coordinaten dieser geraden Linie in die Gleichung 
eines ihrer Durchschnittspunkte mit dem Kegelschnitt die Gleichung 

ML — 2BR -f- M L =  o
erhält, so muss dieselbe von den Coordinaten der beiden Tangen
ten befriedigt werden und ist deshalb die geforderte Gleichung 
des Pols jener geraden Linien.

325. Auch die Discussion der Gleichungsform 
Z2 +  Μ2 — Z2 =  o

bietet keinerlei Schwierigkeiten, aber auch keinerlei neue Ergeb
nisse dar.

Nach der Definition des Artikels 305 hängt die Zahl der 
Brennpunkte einer Curve wesentlich von der Klasse derselben ab 
und zwar in der einfachen Weise, dass die Zahl der reellen Brenn
punkte mit der Klassenzahl übereinstimmt. Wenn wir durch

A -}- Bi  =  o
eine imaginäre Tangente der Curve von dem einen der beiden 
unendlich entfernten imaginären Kreispunkte bezeichnen, so ist

A — B i  =  o
der Ausdruck einer dem andern derartigen Punkte entsprechen
den und beide haben den reellen Durchschnittspunkt

A =  ο, B —  o ;
in keiner von beiden kann ejn zweiter reeller Punkt enthalten sein, 
weil eine gerade Linie mit zwei reellen Punkten nicht imaginär 
sein kann.

*) Wir erinnern, dass diese Gleichung die Bedingung ausdrückt, unter 
welcher die vorige Gleichung

gleiche Wurzeln hat.

www.rcin.org.pl



357

Wenn man die Bedingung aufstellt, unter welcher die ge
rade Linie x  +  y i  — c
die Curve berührt, und die Constanten dem entsprechend be
stimmt, so sind x —  a , y —  b
die Coordinaten eines Brennpunktes, wenn unter den für c gefun
denen Werlhen einer von der Form

a +  bj /  — 1 
ist.

D i e Z a h 1 der e n d l i c h e n  B r e n n p u n k t e  wi rd v e r m i n -  
d e r t ,  w e n n  die u n e n d l i c h  e n t f e r n t e  g e r a d e  Li ni e  die 
Curve b e r ü h r t ,  weil die Zahl der von den imaginären unend
lich entfernten Kreispunkten ausgehenden endlichen Tangenten 
dann um eine vermindert ist; der letzte Brennpunkt fällt mit dein 
Berührungspunkt zwischen der Curve und der unendlich entfernten 
geraden Linie zusammen. Die Parabel hat deswegen nur einen 
endlich angebharen Brennpunkt.

Wenn die Curve die i ma g i n ä r e n  u n e n d l i c h  e n t f e r n 
ten i m a g i n ä r e n  K r e i s p u n k t e  e n t h ä l t ,  s o  fal len zwei  
der r e e l l e n  B r e n n p u n k t e  d e r s e l b e n  mit dem Pol  der  
u n e n d l i c h  e n t f e r n t e n  Geraden i n Bezug  auf  die Curve  
z u s a m m e n ,  weil zwei der von jenen Punkten ausgehenden Tan
genten mit den Tangenten in denselben Punkten zusammenfallen. 
Daher fallen für den Kreis die Brennpunkte im Centrum zusam
men.

326. Wir haben in dem Vorhergehenden vielfache Gelegen
heit gehabt, zu sehen, wie die nämlichen Gleichungen hei dem 
Gebrauch des Dreipunkt-Coordinaten-Systems eine andre Inter
pretation erfahren, als in dem System der Dreilinien-Coordinaten; 
wir erblicken in ihnen jene doppelte Interpretation gleicher ana
lytischer Facta, welche wir bereits im Artikel 72 in Aussicht nah
men, auf dem Gebiete der Kegelschnittstheorie.

Die Grundzüge des Zusammenhangs zwischen den durch 
solche doppelte Interpretation erhaltenen Sätzen, welche wir schon 
an jenem Orte bezeichneten, sind überall in dem Vorhergehenden 
deutlicher und vollständiger hervorgetreten; sic bilden das Princip 
der R e c i p r o c i t ä t  oder der Du a l i t ä t * ) ,  welches bereits in

*) Dasselbe ist zuerst in wahrhaft allgemeinen Formen von Herrn Mö
bius vorgetragen worden. (Vergl. dessen W erk: Der Barycentrische Calcul. 
p. 433 u. f.
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dem gleich ursprünglichen Charakter der Begriffe des Punktes 
und der geraden Linie seinen Grund hat. Seine Bedeutung in 
dem Gebiete der Theorie der Kegelschnitte erscheint durch das 
Vorige so hinreichend erläutert, dass wir nur noch zwei weitere 
Beispiele hinzufügen und dazu auf die Gruppe von Aufgaben im 
Artikel 302 hinweisen wollen, als welche sämmtlich ohne jede Ver
änderung des Rechnungswerkes neue den ersten dualistisch verbun
dene Sätze liefern, wenn man die analytischen Ausdrücke als auf 
das System der Dreipunkt-Coordiuaten bezüglich interpretirt.

Wo in dem angeführten Artikel (Aufg. 1) der Ort der dritten 
Ecke eines Dreiecks gefunden wird, welches einem Kegelschnitt 
umschrieben ist und dessen zwei andere Ecken sich in festen ge
raden Linien bewegen , nämlich als ein Kegelschnitt, welcher mit 
dem gegebenen in denjenigen Punkten eine doppelte Berührung 
hat, welche die von dem Durchschnittspunkt jener festen geraden 
Linien ausgehenden Tangenten in ihm bestimmen, da ergiebt sich 
durch die reciproke Interpretation aus derselben algebraischen 
Entwicklung die Enveloppe der dritten Seite eines Dreiecks, wel
ches einem festen Kegelschnitt eingeschrieben ist und dessen beide 
erste Seiten sich um zwei feste Punkte drehen, als ein Kegelschnitt, 
der den gegebenen in denjenigen Punkten doppelt berührt, in de
nen die gerade Verbindungslinie der beiden festen Punkte ihn 
schneidet. Die besondere Auflösung der Aufgabe 2) in jenem Ar
tikel wird daher durch das Princip der Dualität überflüssig gemacht.

Die Interpretation des Systems der Gleichungen 
S — aß  =  o , S — αγ =  o , a (ß — y) = o  

zeigt uns einerseits dre i  K e g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e  zwei  g e 
m e i n s c h a f t l i c h e  P u n k t e  habe n  und l e h r t ,  dass ihre  
ü b r i g e n  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  Sehiren s i ch  i n  e i nem  
Pu n k t  s c h n e i d e n  , andrerseits dre i  K e g e l s c h n i t t e ,  we l c he  
zwei  g e m e i n s c h a f t l i c h e  T a n g e n t e n  haben und l e h r t ,  
t lass die drei  D u r c h s c h n i t t s p u n k t e  der ü b r i g e n  g e 
m e i n s c h a f t l i c h e n  T a n g e n t e n  i n e i ne r  ge r ade n  Li ni e  
l i e g e n .

Wir fügen dazu die Behandlung der Aufgabe: Man sol l  
den Ort e i n e s  Pu n k t e s  b e s t i m m e n ,  w e l c h e r  den z w i 
s c h e n  zwe i  f e s t e n  T a n g e n t e n  e i nes  K e g e l s c h n i t t s  e n t 
h a l t e n e n  A b s c h n i t t  e i ner  v e r ä n d e r l i c h e n  T a n g e n t e  
d e s s e l b e n  in e i ne m g e g e b e n e n  V e r h ä l t n i s s e  the i l t .
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Wir beziehen den gegebenen Kegelschnitt auf das vom Durch
schnittspunkt der beiden festen Tangenten γ =  o und von ihren 
Berührungspunkten a =  ο, ß =  o gebildete Fundamental-Dreieck, 
so dass aß =  Jcy*
seine Gleichung ausdrückt.
Dann wird durch μα =  Je γ
der Punkt ausgedrückt, in welchem eine veränderliche Tangente 
des Kegelschnitts der festen Tangente a =  ο, γ —  o, und durch

ß == k lx 7
der Punkt, in welchem sie der festen Tangente ß =  ο, γ — o be
gegnet. Daraus ergiebt sieb die Gleichung desjenigen Punktes, 
welcher die geradlinige zwischen den letztbezeichneten Punkten 
enthaltene Strecke in dem Verhältniss m\n theilt, nach Art. 71 in

der Form

oder, indem man die Brüche entfernt und ordnet

Der Ort d i e s e s  Punkt e  s isL n a c h  der A n m e r k u n g  des  
Ar t i ke l s  324 ein K e g e l s c h n i t t ,  de s s e n  G l e i c h u n g  i s t  

4k2 {na +  my) {ny -f- mß) —  \jia mß {m +  »)*>]· 
Man erkennt aus derselben leicht seine Beziehung zu den Daten 
der Aufgabe.

Dieselbe analytische Untersuchung löst aber auch die zweite 
Aufgabe: Man sol l  die E n v e l o p p e  e i ner  g e r a d e n  Li n i e  
b e s t i m m e n ,  w e l c h e  den von z w e i  f es t en P u n k t e n  e i ne s  
K e g e l s c h n i t t s  an e i n e m v e r ä n d e r l i c h e n  P u n k t e  d e s 
s e l be n  b e s t i m m t e n  Winkel  i n  e i nem g e g e b e n e n  V e r -

*>

b a l t n i s s  der S i n u s  thei l t .

327. Die vorstehenden Entwicklungen erscheinen hinreichend, 
um das Princip der Dualität nach seinem Inhalt und seiner Be
deutung zur Anschauung zu bringen. Obgleich sie leicht beträcht
lich weiter ausgedehnt werden könnten, so beschränken wir uns 
auf das Gegebene, weil wir es dem Leser überlassen wollen und 
können, dem einmal erkannten Princip überall nachzugehen und 
es so oft zur Anwendung zu bringen, dass ihm mit jedem Satze 
auch der dualistisch entsprechende Satz, wenn ein solcher exi- 
stirt, gegenwärtig ist. In den Entwicklungen des folgenden Ka
pitels werden wir nur an wenigen Stellen auf die Interpretation
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der Gleichungen nach den Grundgesetzen des Dreipunkt-Coordi- 
naten - Systems oder auf die Behandlung der vorschwebenden Fra
gen in demselben eingehen, aber wir bezeichnen diese Untersu
chung als eine nothwendige Ergänzung des Gegebenen.

Fünfzehntes Kapitel.

Die allgemeine homogene Gleichung des zweiten 
Grades mit drei Veränderlichen und die Algebra 

der linearen Transformationen.

328. Wir sahen , dass die allgemeine Gleichung zweiten Gra
des in punktuellen Dreiecks - Coordinaten

Aa2 +  B a ß  +  Cß2 +  B u y  +  E ß y  +  Fy2 —  o 
ist und wollen sie jetzt der grossem Symmetrie wegen in der Form 

au2 -p a'ß2 +  « V  +  2bßy  2b’ya  -\- 2 b" aß =  o
schreiben.

Diese Gleichung ist offenbar mit der folgenden äquivalent 
[a a -}- b'y -p b"’ß)2 -p [ad — 62)ß2 +  2 [ab— b'b' )ßy -\- [aa"— b'2)y2~ o ,  
in welcher die letzten drei Glieder die (Gleichung zweier geraden 
Linien durch den Punkt ß =  ο, y =  o repräsentiren; demnach ist 

aa -f- b'y -p b"ß = * o

die Berührungs-Sehne der zwei durch diesen Punkt gehenden Tan
genten des Kegelschnitts, d. h. d ie  P o l a r e  des Punkt e s

13 =  o,  y =  o.

In derselben Weise erkennen wir, dass die Polaren der Punkte 
γ =  ο , a =  o und a =  ο, ß =  o 

respectivc durch die Gleichungen
a'ß -p by -p b"a =  o, a y  -p b a -p bß =  o 

repräsentirt sind.
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Wir merken an, dass die Interpretation derselben Entwickelung 
nach dem System der Dreipunkt-Coordinaten in den Gleichungen

die Pole der Seiten des Fundamentaldreiecks

erkennt.

329. Die Form der Gleichung, welche die von dem Punkte 
ß =  ο, γ =  o ausgehenden Tangenten darstellt, leitet zu einer 
wichtigen Eigenschaft der Seiten eines umschriebenen Sechsecks 
und bietet damit ein nützliches K e n n z e i c h e n  dar ,  um zu e r 
m i t t e l n ,  ob s e c h s  gerade  Li ni en e i n e n  Ke g e l s c h n i t t  
b e r ü h r e n .  Die Tangenten, welche respective von den Ecken 
des Fundamenlaidreiecks ausgeben, sind ausgedrückt durch

Wenn nun die Wurzeln der ersten Gleichung sind

so ist

und die entsprechenden Grössen für die andern Gleichungen sind

so dass das Product derselben der Einheit gleich ist. Indem wir 
uns der.Bedeutung des k erinnern, wie sie im Art. 53 entwickelt 
ward, erkennen wir, dass für ein einem Kegelschnitt umschriebe
nes Sechseck, dessen Eckpunkte A, F, B, B, C, E sind, die Re
lation

Durch die Substitution
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gehen die Gleichungen der drei Paare gerader Linien in die Form 
über:

und wenn die Gleichungen dreier Paare von geraden Linien in 
diese Form gebracht werden können, so umhüllen sie alle densel
ben Kegelschnitt.

Wenn man diese Entwickelungen nach dem System der Drei- 
punkt-Coordinaten interpretirt, so liefern sie ein K e n n z e i c h e n  
für  d i e  La g e  von s e c h s  Pu n k t e n  in e i nem K e g e l 
s c h n i t t ;  es ist die Relation von Carnot

in welcher c, c'; a, a ; b , b  die auf den Seiten AB,  BC,  CA des 
Fundamental - Dreiecks A B C  respective gelegenen Eckpunkte des 
eingeschriebenen Sechsecks sind, einerseits, und dieselben drei 
letzterhaltenen Gleichungen als Gleichungen dreier Punktepaare 
auf dem nämlichen Kegelschnitt andererseits.

330. Aus dem Artikel 328 ersehen wir, dass die Gleichung 
der Polare des Punktes ß =  o , y =  o in Bezug auf den Kegel
schnitt S = o durch die e r s t e  d e r i v i r t e  Gl e i c h u n g  von 
S = o ,  al s  e i ne  F u n c t i o n  von α b e t r a c h t e t ,  d a r g e s t e l l t  
w i r d ;  in der Bezeichnung des Differential-Calculs schreiben wir 
diese derivirte Gleichung

Ebenso ist die Polare des Punktes a =  o, y = o  in Bezug 
auf den Kegelschnitt S =  o durch die erste derivirte Gleichung

von S = o ,  als einer Function von ß oder durch und die

Polare des Punktes a =  o , ß =  o durch die erste derivirte Glei

chung von S =  o als Function von γ oder —  repräsentirt, d. i.
dy

wenn die Gl e i c h un g  e ines  Kege l s c hn i t t s  in Gl iedern  
der G l e i c h u n g e n  dr e i er  g e r a d e n  Li n i en  a u s g e d r ü c k t  
i s t ,  so i st  die  G l e i c h u n g  der P ο 1 are des  D u r c h s c h n i t t s 
p u n k t e s  von z w e i e n  di eser  G e r a d e n die e r s t e  Der i v i r t e  
von der G l e i c h u n g  des K e g e l s c h n i t t s  als e i n e r  F u n 
c t i o n  der dr i t t e n  g e r a d e n  Linie.
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Die früher gegebenen Gleichungen der Polaren sind specielle 
Fälle hiervon; z. B. die Gleichung der Polare des Coordinaten- 
Anfangspunktes in Bezug auf den Kegelschnitt

A x2 +  B x y  -j- Cy2 +  B x z  -p E y z  -f- F z 1 =■ o, 
nämlich J)x -p E y  -p 2 F z =  o,
die erste derivirte Gleichung der gegebenen nach der Veränder
lichen z.

Wir erkennen ebenso, dass die früher gegebene Gleichung 
des Durchmessers, welcher die zur Achse der x  parallelen Seh
nen halbirt, oder 2 Ax B y  +  Dz =  o,

nichts anderes ist als

und werden zeigen, dass dieser Durchmesser als die Polare des 
Punktes z — o, x  =  o betrachtet werden kann, der in der Achse 
der x  in unendlicher Entfernung liegt.

Aufg. 1. Die Pol are  eines bel i ebi gen Punktes  in Be
zug auf di e j eni gen K e g e l s c h n i t t e ,  we l che  durch d i e s e l 
ben vier f es ten Punkte  geben ,  gebt  s t e t s  durch einen f e 
s ten Punkt.  (Aufg. 3, Art. 111.)

Die Gleichung des Kegelschnitts muss von der Form

sein, wo S =  o und B  — o irgend zwei der durch die vier Punkte ge
henden Kegelschnitte repräsentiren. DiePolare eines Punktes ß = o ,  γ =  ο 
in Bezug auf ihn ist daher repräsenlirt durch

d S

eine Gleichung, welche die unbestimmte Grösse k nur im ersten Grade 
enthält und daher eine gerade Linie darstellt, die durch einen festen 
Punkt geht.

Wir können hier bemerken, dass die Achsen des Kegelschnitts

denen der Kegelschnitte S — o und S =  o parallel sind, wenn diese 
selbst unter einander parallel waren; denn sobald die Achsen von S =  o 
zu Coordinaten-Achsen gewählt werden, kann weder S' =  o noch auch

S +  k S ' =  o
das Glied x y  enthalten.

Wäre S' =  o ein Kreis, so müssen folglich die Achsen von 
S -p k S o

denen von S =  o parallel sein, und wenn
S +  k B  =  o

sich auf ein Paar gerade Linien reducirt, so dass die Achsen dieses defor-
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mirten Kegelschnitts die beiden Halbirungslinien des von ihnen gebilde
ten Winkels sind, so erhalten wir den Satz, der im Art. 243 zur Con- 
struclion des Krümmungskreises benutzt ward.

Aufg. 2. We l c he s  ist  der Or t  des Pol s ei ner  geraden  
Li ni e γ =  o i n Bezug auf  al l e die durch die näml i chen vier  
festen Punkt e  gehenden Ke ge l s c hn i t t e?

W i r  h a b e n  k z w i s c h e n  d e n  G l e i c h u n g e n

z u  e l i m i n i r e n ,  u n d  e r h a l t e n  a l s  G l e i c h u n g  d e s  g e s u c h t e n  O r t e s

die Gleichung eines Kegelschnitts. Wenn wir die gegebene gerade Linie 
in unendlicher Entfernung voraussetzen, so repräsentirt diese Gleichung 
den Ort der Centra für alle Kegelschnitte der Aufgabe. (Aufg. 4, Art. 111.)

A ufg . 3. W e n n  z u r  B e s t i m m u n g  e i n e s  K e g e l s c h n i t t s  
z w e i  P u n k t e  u n d  z w ei T a n g e n t e n  d e s s e l b e n  g e g e b e n  s i n d ,  
s o  b e r ü h r t  d i e  P o l a r e  e i n e s  f e s t e n  P u n k t e s  i n  B e z u g  a u f  
d e n s e l b e n  e i n e n  K e g e l s c h n i t t .

Wir nehmen an, L  =  ο, M  =  o seien die Gleichungen der zwei 
gegebenen Tangenten, R  =  o repräsentire die Gleichung der geraden 
Linie, welche die beiden festen Punkte verbindet, und

einen der Kegelschnitte, welche der Aufgabe genügen. Dann ist die 
Gleichung irgend eines andern unter diesen Kegelschnitten nothwendig 
von der Form L M  —  (N  +  k R )2 =  o,
u n d  d i e  G l e i c h u n g  d e r  P o l a r e  s o m i t

und dieselbe muss stets einen Kegelschnitt berühren, weil sie die unbe
stimmte Grösse k  im zweiten Grade enthält.

I n  d e r s e l b e n  A r t  k a n n  b e w i e s e n  w e r d e n ,  d a s s  d e r  O r t  d e s  P o l s  

e i n e r  g e g e b e n e n  G e r a d e n  e i n  K e g e l s c h n i t t  i s t .

A l l g e m e i n ,  w e n n  d i e  G l e i c h u n g  e i n e s  K e g e l s c h n i t t s  e i n e  

u n b e s t i m m t e  G r ö s s e  i m  z w e i t e n  G r a d e  e n t h ä l t ,  s o  b e 

r ü h r t  d i e  P o l a r e  e i n e s  f e s t e n  P u n k t e s  e i n e n  K e g e l s c h n i t t ;  

s o  i s t  z .  B .  d e r  O r t  d e r  C e n t r a  a l l e r  d e r  K e g e l s c h n i t t e ,  

w e I x h e  m i t  z w e i  g e g e b e n e n  K e g e l s c h n i t t e n  e i n e  d o p p e l t e  

B e r ü h r u n g  h a b e n ,  e  i  η  K  e  g  e' l  s  c  h  n  i 1 1 .

3 3 1 .  M a n  s o l l  d i e  G l e i c h u n g  d e r  P o l a r e  e i n e s  b e 

l i e b i g e n  P u n k t e s  (a, ß\ y ) i n  B e z u g  a u f  e i n e n  g e g e b e 

n e n  K e g e l s c h n i t t  f i n d e n .
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Wir können die verlangte Gleichung durch eine ähnliche Me
thode erhalten, wie sie im Artikel 107 angewendet worden ist. 
Wenn a , a" die Längen der von zwei Punkten auf eine gegebene 
gerade Linie gefällten Senkrechten sind, so ist

die Länge der Senkrechten, die man auf diese Linie von dem 
Punkte aus fällt, welcher die gerade Strecke zwischen den gege
benen Punkten im Verhältniss / : m tlieilt.

Weil aber die Gleichungen in den Coordinaten des dreiecki
gen Systems vollkommen homogen sind, so erleiden sie keine Ver
änderung, wenn die Coordinaten eines Punktes alle durch dieselbe 
Gi ’össe multiplicirt ader dividirt werden, und wir können daher 
la " +  mu,  l ß ' + m ß \  ly" +  m y als die Coordinaten des Punktes 
betrachten, welcher die Strecke zwischen den Punkten ß', y 
und a", ß", y" im Verhältniss l : m theilt.

Wenn wir diese; Werthe in die allgemeine Gleichung S =  o 
substituiren, so hahien wir zur Bestimmung der Punkte, in wel
chen dieser Kegelsclimitt durch die Verbindungslinie von (a, ß', y') 
mit a". ß ', y" gesclnnilten wird, die quadratische Gleichung

Wenn der Punkt («", ß", y") in der Polare von («', ß \  y )  lie
gen soll, so muss d<er Coefficient von l m in dieser Gleichung ver
schwinden, w eil in diesem Falle die Verbindungslinie dieser Punkte 
durch den Kegelschnitt harmonisch getheilt werden muss. Die 
Gleichung der Polare ist daher

welche wir nach dem Früheren kürzer schreiben können

Wenn der Punkt (a, ß ’, y)  der Curve selbst angehört, so re- 
präsentirt diese Gleichung die Tangente desselben.

Dieselbe Gleichung bezeichnet im System der Dreipunkt- 
Coordinaten den Pol der geraden Linie (</, ß', y )  in Bezug auf den 
durch die allgemeine Gleichung zweiten Grades dargestellten Ke-
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gelsclinitt. Wenn diese Coordinaten der Gleichung der Curve ge
nügen , so ist sie die Gleichung des Berührungspunktes , welcher 
der durch sie bestimmten Tangente entspricht. Wenn sie der un
endlich entfernten Linie angehören, so dass

«' =  ß! y ,
so wird die Gleichung des Pols derselben, d. i. die Gleichung des 
Mittelpunkts der Curve

Aufg. 1. Man sol l  die Glei chung des Paares  von Tan
genten am Kege l s chni t t  S =  o angeben,  deren Berüh
rungspunkte  in der geraden Linie γ =  o l i egen.

In diesem Falle ist für jeden der Berührungspunkte die Coordinate y 
gleich Null, und die Gleichung der Tangente wird daher für einen sol

chen Punkt

Die Berührungspunkte selbst bestimmen sich durch die Substitution 
y 5= o in die allgemeine Gleichung aus

und die Elimination von a,  ß' zwischen diesen Gleichungen liefert die 
Gleichung des Tangentenpaares

welche anzeigt, dass diese Tangenten sich in dem Pol der geraden 
Linie y =  o durchschneidcn.

Als ein specieller Fall hiervon ergiebt sich die Gleichung der 
Asympt ot en eines Kege l s chni t t s  aus seiner Cartcsischen Glei
chung in der Form

weil die Asymptoten nichts Anderes sind, als das Paar der Tangenten in 
den Punkten der Curve, welche dieselbe mit der unendlich entfernten ge
raden Linie z =  o gemein hat.

Auch für die allgemeine Gleichung des Kegelschnitts in Dreilinien- 
Coordinaten lässt sich die Gleichung seiner Asymptoten als der Tangen
ten seiner unendlich entfernten Punkte entwickeln. Wir bemerken 
nur, dass für den Kegelschnitt

und die eine Asymptote au -f- bß -f- cy —  o 
die andere gefünden wird, als repräsenlirt durch
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Aufg. 2. Die geraden Linien,  we l che  die E ckpunkte  
e i n e s  Dreiecks mi t  den entsprechenden Eckpunkten  
de s j e n i ge n  Dreiecks v e r b i nde n ,  we l ches  ihm in Bezug 
auf  einen Kegel schni t t  conjugi r t  ist,  schneiden sich in 
e i nem Punkte.

Wir verstehen unter dem conjugirten Dreieck hier wie in Aufg. 3, 
Art. 302 dasjenige, dessen Seiten die Polaren der Ecken des ersteren 
Dreiecks in Bezug auf den Kegelschnitt sind.

Zu dem Beweis des obigen Satzes führt die Bemerkung, dass das 
aus der Substitution der Coordinaten irgend eines Punktes (l) in die 
Cdeichung der Polare von (2) entspringende Resultat mit demjenigen 
übereinstimmen muss, welches sich aus der Substitution der Coordina
ten von (2) in die Polare von (l) ergiebt. Bezeichnen w ir dies Resul
tat durch t"' und repfäsentiren wir ebenso die Resultate der Substitu
tion der Coordinaten von (2) in die Gleichung der Polare von (3) und 
der Coordinaten von (3) in die Gleichung der Polare von (l) respective 
durch t und t \ lassen wir endlicli die Gleichungen der drei Polaren der 
Ecken des ersten Dreiiecks durch

• jP  —  υ , P ' ■= ο , P"' =  o
bezeichnet sein, so kffjnnen die Gleichungen der Verbindungslinien cor- 
respondirender Ecken beider Dreiecke wie folgt erhalten werden. Die 
Gleichung einer durch den Durchschnittspunkt der geraden Linien 

P' =  o, P ~  o
gehenden Geraden ist von der Form

P" =  k P
und wenn diese Linie durch den Punkt (l) geht, so liefert die Sub
stitution der Coordinaiten dieses Punktes in diese Gleichung nach den 
vorigen Festsetzungen die zur Bestimmung von k dienende Gleichung

l =  k l  .
Demnach ist die Gleichung der betrachteten Geraden 

t"P' — t'"P". ^
Die nämlichen Schlüsse führen zu den Gleichungen der beiden an

dern Verbindungslinien correspondirender Ecken, und die blosse Ansicht 
der drei Gleichungen dieser Geraden

tP ' =  t"p", t"p" =  i"p"\ C p '" =  i'p'
zeigt, dass sic sich in einem Punkte schneiden.

Aufg. 3. Die Dur c h  S c h n i t t s  p u n k t e  d e r  c o r r e s p o n d i -  
r e n d e n  S e i t e n  z w e i e r  Dr e i e c k e ,  w e l c h e  in Be z u g  auf  e i 
nen  K e g e l s c h n i t t  e i n a n d e r  c o n j u g i r t  s i n d ,  l i e g e n  in ei 
n e r  g e r a d e n  Li n i e .  .

Nach Artikel 59 können wir die Gleichung der geraden Linie, 
welche die Punkte (u , ß\ y ) und (<x", ß \  y") verbindet, in der Form

schreiben.
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Wir erinnern, dass die Substitution der Coordinaten des ersten 
Punktes in die Gleichungen

P  =  o, P '  =  o, P"' =  o
die Resultate s , t " , f  liefert, während sicli durch die Substitution der Coor
dinaten des zweiten Punktes t ", s",  t ergeben. Die Gleichung der Ver
bindungslinie ergiebt sieb dadurch in der Form

Ebenso erhalten wir die Gleichungen der andern Seiten des ersten 
Dreiecks in der Form

Die Durchsclmittspunktc dieser Seiten des ersten mit den entspre
chenden des zweiten Dreiecks liegen in der geraden Linie

Aufg. 4. Das Doppe l s c hni t t s ve r hä l t n i s s  von v i erPuuk-  
ten einer geraden Linie  i st  das nämliche, ,  wie  das i hrer  
vier Polaren in Bezug auf e inen Kegel schni t t .

Die Richtigkeit des Satzes ist augenscheinlich, wenn wir die Coor
dinaten der vier Punkte

mit den Gleichungen der vier Polaren zusammenstellen, als welche sind

Aufg. 5. Man sol l  die Gleichung des Ke g e l s c hn i t t s  Sz=o  
durch die l inearen Funct ionen P , P ,  P '  aus drücken.

Aus den Grundsätzen des Gebrauchs dreiseitiger Punkt-Coordinaten 
ergiebt sich, dass die Gleichung des Kegelschnitts in der Form 
AP'2 4 - A'P"2 -j- A"P"2 +  2 BP'P"' +  2 B ' P ' P  +  2 B"PP" =  o 
geschrieben werden kann. Wenn wir nun nach den im gegenwärtigen 
Artikel entwickelten Gesetzen die Gleichung der Polare des Punktes 
( α \  ß', γ)  schreiben, dessen Coordinaten in diesem Systeme durch s ,t , t  
ausgedrückt sind, so ist dieselbe

Damit diese Gleichung mit P  —  o , welche die Polare des betrach
teten Punktes darstellt, identisch werde, müssen die Bedingungen 

Ä{" +  B t" +  B"s =  ο ,  A 'T  +  B f '  - f  B's =  o 
erfüllt sein. Ebenso liefern die analogen Entwickelungen über die Po
laren der andern beiden Eckpunkte die vier Bedingungsgleichungen
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Diese sechs Bedingungsgleichungen reichen zur Bestimmung der 
sechs unbekannten Coeflicienten A, A, A \  B, B', B" aus, und durch 
Substitution crgiebt sich alsdann die Gleichung des Kegelschnitts in der 
verlangten Form wie folgt:

Aufg. 0. In e i n e n  K e g e l s c h n i t t  ein Dr e i e ck  e i n z u s c h r e i 
ben,  d e s s e n  Se i t e n  d u r c h  d r e i  g e g e b e n e  P u n k t e  g e h e n .

Wenn a, ß, y die Coordinaten der Spitze des Dreiecks sind, so fin
den wir,  wie im Art. 107, die Coordinaten des Punktes, wo die gerade 
Verbindungslinie der Punkte («, ß, y), («', ß\ y') den Kegelschnitt ferner 
schneidet, indem wir in die Gleichung der Curve

*« +  m « , / ß +  m ß , l y  \  ny
für a, ß, y suhstituireni; dies liefert, weil der Punkt («, ß, y) in der 

, , m  9  pT
Curve ist 2 I m P  -f- m 7s —  o ,  — =  — — ,
so dass die Coordinaten des fraglichen Punktes sind

su  —  2 jP  u , s 'ß — 2 P  ß ', sy  — 2 P  y .
Wenn diese Werthe in dlie Ausdrücke P , P  , P"  substituirt werden, so 
giebt dies die Resultate

Ebenso ergehen sicdi die Coordinaten des Punktes, in welchem die 
Verbindungslinie von (a„ ß , y) mit [a", ß ", y") den Kegelschnitt ferner 
schneidet, in diesem Sysstem als

s'P' —  2 i " P ”, — s"P", s"P'"— 2t'P".
Die Bedingung, unter welcher diese Punkte mit (t", t', s ”) in einer 

geraden Linie liegen, ist

Die Spitze des verlangten Dreiecks wird somit als Durchschnitt des 
gegebenen Kegelschnitts mit einem andern bestimmt, aber die Lösung 
nimmt, wie wir schon nach dem Früheren verinutheu dürfen, eine ein
fachere Form an, wenn wir von der eben gefundenen Gleichung die 
mit t multiplicirte in der letzten Aufgabe entwickelte Kegelschnitts
gleichung suhlrahiren; denn wir erhalten:

Aus der zweiten Aufgabe des gegenwärtigen Artikels erkennt man, 
dass der erste Factor in diesem Product dieselbe gerade Linie repräsen- 
tirt, welche in der Auflösung desselben Satzes in Artikel 302, Aufg. 3 
beschrieben worden ist. Der zweite Factor ist für die geometrische Auf
lösung ohne Werth, denn er repräsentirl (vergl. Aufg. 3) die gerade Ver
bindungslinie der Punkte {a , ß', y),  (a ', ß", y" ) ; und oltgleich jeder
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der Punkte, in welchen diese Linie die Curve schneidet, die Bedingung 
erfüllt, welche wir analytisch ausgedrückt haben, nämlich, dass die 
Schnittpunkte der geraden Verbindungslinie desselben mit den Punkten 
(a, ß', y), (a", ß", y") mit dem Kegelschnitt in einer durch den Punkt 
(α ", ß'", y") gehenden geraden Linie liegen, so können doch diese Li
nien, weil sie zusammenfallen, hier nicht Seiten eines Dreiecks sein.

Aufg. 7. W e n n  z w e i  K e g e l s c h n i t t e  e i ne  d o p p e l t e  Be - 
r ü h r u n g  h a b e n ,  so w i r d  j e d e  T a n g e n t e  des  e i n e n  im B e 
r ü h r u n g s p u n k t  in den P u n k t e n ,  in w e l c h e n  s i e  den a n 
d e r n ,  u n d  i n  dem P u n k t e ,  in w e l c h e m  sie die B e r ü h 
r u n g s s e h n e  b e i d e r  K e g e l s c h n i t t e  s c h n e i d e t ,  h a r m o n i s c h  
g e t h e i l t .

Wenn wir in der Gleichung
S +  R2 =  o

die Ausdrücke l a +  m a", l ß ' + mß", l y ' + my
für a, ß, y suhstituiren , wobei wir voraussetzen, dass die Punkte 
(α', ß', y), (α", ß", y") der Gleichung S =  o genügen, so erhalten wir 

(lR ' +  m R") + 2lm t " =  o.
Wenn die Verbindungslinie der Punkte (a, ß’, y), [a", ß", y") den Kegel
schnitt S -f- R2 :=  o
berühren soll, so muss diese Gleichung ein vollständiges Quadrat sein, 
und dies kann nur eintreten, wenn t " =  —  IR'R" ist; dadurch wird 
die Gleichung in (IR' —  m R")2 =  o
ühergeführt und der Salz ist damit bewiesen.

Aufg. 8. Die M i t t e l p u n k t e  a l l e r  de r  d e m s e l b e n  V i e r 
eck e i n g e s c h r i e b e n e n  K e g e l s c h n i t t e  l i e g e n  in d e r  g e r a 
den  Li n i e ,  we  1 che  die  M i t t e l p u n k t e  d e r  D i a g o n a l e n  d i e 
s e s  V i e r e c k s  v e r b i n d e t .

Denn sind a =  ο, ß =  ο, γ =  ο, δ —  o 
die Gleichungen seiner vier Ecken — wir gebrauchen Dreipunkt-Coor- 
dinaten —  so ist die Gleichung des fraglichen Systems von Kegelschnitten

ccy =  k ß ö ,
und daher die Gleichung des Cenlrums für einen unter ihnen 

ct +  γ =  k{ß +  δ).
Die Gleichung des Mittelpunktes der Diagonale a =  ο, γ =  o ist 

aber « -|- γ  ~  o,
und die des Mittelpunktes von ß =  ο , ö =  o oder

wo

is t ,

Damit ist der Satz bewiesen. (Vergl. Art. 71, Aufg. 4.)
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332. Wir haben bereits früher die Gleichung eines K e g e l 
s c h n i t t s  gegeben, w e l c h e r  e i nem Dr e i e c k  u m s c h r i e b e n

i s t ,

(Art. 134), und können genau in derselben Art, wie im Art. 135, 
beweisen, dass die Tangenten des Kegelschnitts in den Eckpunk
ten des Dreiecks durch

Iß +  m a =  ο, mγ η ß =  o , na +  ly =  o 
dargestellt sind, und dass die drei Punkte, in welchen dieselben 
die Gegenseiten des Dreiecks schneiden, in einer geraden Linie 
liegen, deren Gleichung

ist; sowie endlich, dass die Verbindungslinien der Eckpunkte mit 
den Gegenecken des umschriebenen Dreiecks, deren Gleichungen

sind, sich in einem Punkte durchschneiden.

Man sol l  die  G l e i c h u n g  e i n e s  K e g e l s c h n i t t s  f i n 
den,  we l c he r  denn Dre i eck a =  ο,  ß =  ο, γ =  o u m 
s c h r i e b e n  ist und se in Centrum in dem Punkt e  (α , ß' ,  y) 
hat.

Die Polare eines beliebigen Punktes ist nach Art. 331 
a (my +  n ß) +  ß' n α  +  l y) +  y (l ß +  m a) =  o.

Es wird nun offenbar in der Aufgabe gefordert, l , m , n so 
zu bestimmen, dass diese Gleichung eine unendlich entfernte ge
rade Linie repräsentire. (Art. 100.)

Im Ai*t. 05 fanden wir die Gleichung einer unendlich ent
fernten geraden Linie au- \ -bß- \ -cy  =  o,
wo durch a, b, c die Längen der Seiten des Fundamentaldreiecks 
repräsentirt werden; um die gegenwärtige Gleichung auf diese 
Form zu bringen, hat man
l =  a\b ß'-\- c y — a a ) ; m =  ß' (a ci-\-c y — b ß)  ; n =  y'(aa'-\-bß’— c y )  
zu setzen. In der nämlichen Weise können wir l, m. n so be
stimmen, dass die Polare des Punktes (</, ß y )  eine gegebene 
gerade Linie Aa -f B ß -j- Cy = o
wird, indem wir statt a, b, c respeclive A, B, C schreiben.
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Wenn dre i  Punkt e  e i nes  K e g e l s c h n i t t s  und eine  
v i e r t e  B e d i n g u n g  g e g e b e n  s i n d ,  s o  l i e f e r t  d i e s e  e i ne  
Re l a t i o n  z w i s c h e n  t, m, n, und i n d e m  man in d i e s e  R e 
lat ion die eben g e f u n d e n e n  W e r t h e e i n s e t z t , kann  
man den Ort der Cent ra  des  K e g e l s c h n i t t s  oder  der  
Pol e  i r g e n d  e i ner  g e g e b e n e n  g e r a d e n  Li n i e  b e s t i m 
men.  Wenn z. B. ein vierter Punkt des Kegelschnitts gegeben 
ist, so muss die Bedingung

erfüllt sein und der Ort der Centra aller der einem Viereck um
schriebenen Kegelschnitte ist durch

repräsentirt, d. h. er ist ein Kegelschnitt, welcher durch die Mit
telpunkte des gegebenen Vierecks geht.

Wenn dagegen eine Tangente des Kegelschnitts gegeben w äre, 
so müsste man haben

als die Bedingung, unter welcher der Kegelschnitt die gerade Linie

berührt. (Art. 308, Aufg. 6.)

Aus drei Punkten und einer Tangente bestimmt sich daher 
der Ort des Centrums durch die Gleichung

d. h. er ist eine Curve, die im Allgemeinen vom vierten Grade ist.

333. D ie G l e i c h u n g  e i n e s  in ein D r e i e c k  e i n g e 
s c h r i e b e n e n  K e g e l s c h n i t t s  kann in einer von den Formen 
(Art. 136)

oder

geschrieben werden.

Die Gründe des Artikels 137 beweisen, dass die geraden 
Linien AD,  B E ,  CF (Fig. 112, pag. 372), welche man von den 
Ecken des Dreiecks nach den Berührungspunkten des Kegel-
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Schnitts mit den respectiven Gegenseiten ziehen kann, sich in ei
nem Punkte schneiden, und durch die Gleichungen

mß  — nγ =  ο, η y — la =  o , l a — m ß =  o
repräsentirt werden; dass die Tangenten des Kegelschnitts in 
den Punkten, wel
che diese Geraden 
ausser jenen Be
rührungs-Punkten 
der Dreiecksseiten 
noch mit ihm ge
mein haben,

LP, MQ, NR,  
den Gleichungen

entsprechen und den entsprechenden Dreiecksseiten BC, CA, AB  
in Punkten P, Q, R eüner geraden Linie begegnen, deren Gleichung 

la -f- m ß +  ny =  o
ist. Auch bilden die; geraden Linien CA, CF, CB,  CR ein har
monisches Büschel, (denn ihre Gleichungen sind respective 

ß =  ο , l a  —  τη ß =  o , a =  o, la -)- in ß =  o.
Wenn man die ISerührungspunkte bestimmt, welche der Ke

gelschnitt mit den Seiten des Dreiecks haben soll, z. B. durch 
die Gleichzeitigkeit d<er drei Paare von Gleichungen

so dass sie den entwickelten Gesetzen genügen, so lässt sich die 
Gleichung des Kegelschnitts bestimmen. In dem gewählten Falle 
müssen die Bedingungen erfüllt sein

d. h.
so dass die Gleichung des Kegelschnittes ist
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Man sol l  di e  G l e i c h u n g  e i n e s  K e g e l s c h n i t t s  f i n 
den,  der dem Dr e i e c k  α =  ο, ß =  ο, γ =  o e i n g e s c h r i e 
ben i st  und d e s s e n  Centrum mit  dem g e g e b e n e n  P u n k t e  
(α', ß', y )  zu sam m e n fä l l t .

Die Polare eines Punktes in Bezug auf diesen Kegelschnitt ist 
nach Art. 331
al[mß' -f- n y — la) 4" ßm (la 4  ny — mß ) -f- yn (hx 4- mß — n7 ) =  °* 
Wenn diese gerade Linie mit der durch

La 4" Mß 4- Ν γ  =  o
repräsentirten zusammenfallen so ll, so müssen die Coefficienlen 
l, m, n durch folgende Ausdrücke bestimmt sein 
lz=L(Mß'-\~Ny'—La'); m=M.(La'-\-Ny — Mß'); n =N(La'-\-Mß'—Ny').

Der Ort der Centra eines Kegelschnitts, welcher drei gerade 
Linien berührt und durch einen gegebenen Punkt la", ß", y") geht, 
ist durch

dargestellt, d. i. ein Kegelschnitt,' welcher die Verbindungslinien 
der Mittelpunkte der Seiten des Dreiecks berührt, welches durch 
die drei gegebenen Tangenten gebildet wird.

Wenn der Kegelschnitt eine vierte gegebene Linie 
Acc-\-Bß-\-Cy =  o

berührt, so muss nach Art. 308, Aufg. 6, die Relation gelten

der Ort der Centra ist daher durch

dargestellt, und ist also eine gerade Linie.
Wenn der einem Dreieck a =  o, ß = o ,  y = o  umschrie-

> » - i i · *  / m , nbene Kegelschnitt — |- — 4" — =  o
a ß y

einen demselben Dreieck eingeschriebenen Kegelschnitt
t/T^+j/Tfß+j/ΊΫΪ =  o

berühren soll, so muss nach der Anmerkung der Aufgabe 6 im 
Artikel 308 die Bedingung

(/ L ) i  4- (m M ) i  +  (n N ) i  =  o

erfüllt sein; wir können auch ebenso den Ort des Cenlrums eines 
Kegelschnitts finden, der einem Dreieck eingeschrieben ist und
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einen demselben Dreieck umschriebenen Kegelschnitt berührt, oder 
umgekehrt.

Die Gleichung eines Kegelschnitts, welcher fünf gegebene 
gerade Linien berührt, kann auch leicht entwickelt werden; 
wenn diese geraden Linien durch

 

dargestellt sind, so gelten die beiden Bedingungsgleichungen

und wir können aus denselben l : m und l : n bestimmen.

Aufg. 1. We l c he s  ist  die Gleichung d e s K e g e l schni t t s ,  
der die fünf ge r ade n  Linien  
berührt?

Wir haben l +  m +  n =  o und l + m — n =  o.
Die geforderte Gleichung ist daher

.

Aufg. 2. Man sol l  die Glei chung des Kege l schni t t s  
best immen,  w e l c h e r  die geraden Linien a =  o, ß = o ,  
y =  o in ihren Mitt telpunkten berührt .

Auf.
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mit den Seiten des Dreiecks dieselben Winkel bilden (Art. 191), so sind 
dieselben nach Art. 57

a a =  ß ß , ß ß =  y y , y y =  cc'a, 
und die Coordinatcn des andern Brennpunkts sind

Wenn die Gleichung des durch den einen Brennpunkt beschriebe
nen Ortes gegeben ist, so können wir demnach ohne Weiteres die Glei
chung des durch den andern beschriebenen Ortes angeben; wenn der 
zweite Brennpunkt im Unendlichen ist, d. h. wenn

so liegt der erste in dem Kreise

Die Coordinaten des im Unendlichen gelegenen Brennpunkts einer
Parabel sind

denn diese Werthe genügen ebensowohl der Gleichung

als auch der andern

ln Folge dessen sind denn die Coordinaten des endlichen Brennpunktes

Aufg. 5. Die G l e i c h u n g  der  D i r e c t r i x  d i e s e r  P a r a b e l  
z u  fi n de n.

Indem wir nach Art. 331 die Gleichung der Polare des Punktes bil
den, dessen Coordinaten so eben gegeben worden sind, finden wir

oder
l u  sin B. sin C. cos A +  m ß .  sin C sin A cos 5  -f- n y  sin ^  sin Z? cos C =  o.

Indem man nach Aufgabe 3 für n seinen Werth substituirt, erhält 
man die Gleichung
/ sin B sin 6' (a cos A — y cos C) -f- m sin C sin^ {ß cos B — ycos C) =  o; 
die Directrix gehl also stets durch den Durchschnitt der Höhen des Drei
ecks. (Vergl. Aufg. 3, Art. 56; Aufg. 2, Art. 229.)

l i eber  al l  in den B e t r a c h t u n g e n  der l e t z t e n  A r t i 
ke l  kann an die Ste 11 e des Urei  1 i n i e n  - K o o r d i n a t e n 
s y s t e m s  das Sy s t e m der  D r e i p u n k t  - C o o r d i n a t e n  g e 
s e t z t  werden.  Dann ist
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die Gleichung eines dem Dreieck a —  o, ß — o, γ = ο  ein
geschriebenen Kegelschnitts, und man erkennt z. B. sofort aus 
der Betrachtung der Coefficienten - Summe, dass die allgemeine 
Gleichung der einem Dreieck eingeschriebenen Parabel 

l m l -f- m
« + ß ~  Y

sein muss.
Auch kann man aus jener leicht die Gleichung des dem Drei

eck eingeschriebenen Kreises ahleiten und erhält sie in der Form 
β γ  cot \  A 4- ya cot \  B -f- aß  cot =  o.

Dagegen bezeichnet alsdann die Gleichung
]/JTcc) +  JZ(mßj +  V(ny) =  o

allgemein einen dem Fundamental-Dreieck umschriebenen Kegel
schnitt, und die Gleichungen

la — m ß — o, m ß — ηγ  =  ο, n y — la =  o 
repräsentiren die Pumkte, in welchen die Tangenten des Kegel
schnitts in den Eckern des Fundamental-Dreiecks die Gegenseiten 
desselben schneiden.

Für den umsclmiebenen Kreis erhält man mit Hülfe dieser 
Bemerkung die Gleichiung

sinvi y 'a  -f- sinB j / ß  +  sin θ γ γ  =  ο.

Man kann aus diesen Gleichungen die der Mittelpunkte die
ser Kreise und aus ihnen die Construction derselben mit Be
nutzung der Art. 67 und 70 leicht ahleiten.

334. Die vorhergehenden Entwickelungen enthalten eine be
deutende Anzahl von Belegen für die grossen Vortheile, welche 
die Anwendung dreiseitiger Coordinaten der analytisch-geometri
schen Untersuchung insbesondere dadurch gewährt, dass die durch 
sie erhaltenen Gleichungen homogen sind. Indem wir hier auf 
die Bedeutung dieses Umstandes und die Tragweite seiner Folgen 
näher eingehen, müssen wir, um uns zugleich in den Besitz des 
für solche Untersuchungen geeignetsten Algorithmus zu setzen, 
einige Betrachtungen einflechten, die zunächst rein algebraisch er
scheinen; indess wird ihr geometrischer Sinn bald genug zu Tage 
treten.

Wir bezeichnen durch das Symbol ar , eine mit den Indices r, s 
veränderliche Grösse, und lassen die Indices alle ganzzahligen
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Werthe von 1 bis n durchlaufen, wo n selbst eine ganze Zahl ist. 
Die a l g e b r a i s c h e  S u m m e  der 1 . 2 .  3 . . . .  n P r o d u c t e  
j e n e r  Gr ö s s e n ,  w e l c h e  man erhäl t ,  i ndem man in dem
Product e  
die z u g e h ö r i g e n  I n d i c e s  in al len m ö g l i c h e n  Arten  
per m u t i r t , und in w e l c h e r  die V o r z e i c h e n  der e i n 
z e l ne n  P r o d u c t e  nac h  e i n e m g e w i s s e n  Ge s e t z  b e 
s t i m m t  w e r d e n ,  h e i s s t  die De t e r mi na nt e  d e r s e l b e n ;  
die einzelnen Grössen werden ihre E l e m e n t e  genannt. Man 
kann dieselbe sonach durch

bezeichnen, indem man Σ  als das Zeichen für eine Summe gleich
artiger Grössen benutzt.

Eine solche Determinante besitzt augenscheinlich n2 Elemente, 
und dieselben lassen sich nach der Uebereinstimmung der Indices 
in horizontale und verticale Reihen ordnen, so dass die bezeich- 
nete Determinante in der folgenden Schreibweise eine vollständige 
Uebersicht ihrer Elemente darbietet:

Jedes  der Pr o d u c t e ,  d e r e n  a l g e b r a i s c h e  Summe  
di e  D e t e r mi n a n t e  b i l d e t ,  e n t hä l t  nach der De f i n i t i o n  
aus j e d e r  V e r t i c a l r e i h e  und a u s j e d e r  Ho r i z o n t a l  r e i h e  
d i e s e r  q u a d r a t i s c h e n  A n o r d n u n g  e i n e n  und nur e i nen  
Factor .

335. Wenn man das unter dem Summenzeichen stehende 
und dadurch zur Vertretung aller andern erwählte Product

«1,1 · «2,2 · « 3 ,3 ..............«n,n

als das erste Glied und als positiv bezeichnet, so erhält jedes 
andre Glied das positive oder negative Zeichen, je nachdem es 
aus diesem ersten durch eine gerade oder ungerade Zahl von Per
mutationen der Indices erhalten wird. Das Glied αΙΑ. ai3. a32. a4i 
z. B. geht aus dem entsprechenden ersten durch eine einzige Per
mutation der Indices hervor und muss daher negativ gesetzt wer
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den; das Glied a14. o23. a3i2. a4[ ist positiv, weil es aus dem er
sten durch zweimalige Permutation der Indices erhalten wird. 
Bei j e d e r  P e r mu t a t i o n  der I n d i c e s  we c h s e l t  das Z e i 
c he n ,  und so ist das letzterwähnte Glied auch positiv, weil es aus 
dem Vorigen durch eine einzige Permutation abgeleitet werden kann.

Um statt der doppelten Indices einfache zu bekommen, kann 
man auch die Elemente derselben Horizontal- oder Verticalreihe 
durch übereinstimmende und von denen der andern abweichende 
Buchstaben unterscheiden und z. B. schreiben

Doch ist dies nicht immer zur Förderung der Klarheit ge 
eignet.

Die ausführlicher e Aufschreibung einer solchen Determinante 
hat vor der einfacherten und gedrängteren doch den wesentlichen 
Vorzug, dass man in ihr Veränderungen der einzelnen Elemente 
anschaulich verfolgen lkann.

336. Diese Defin itionen erlauben das auf die angegebene 
Art bezeichnete Aggregat, welches wir Determinante nennen, in 
voller Ausdehnung zu schreiben, z. B.

Die blosse Ueberssicht dieser Entwicklung zeigt, dass dieselbe 
mit der folgenden identisch ist

«1,1 («2 ,2*  «3,3 «3 ,2· « 2,2) «2,1 («1,2 · «3,3 «3 2 · « 1,3)

“t” « 3 ,1 (« 1 ,2 * «2 ,3  «2 ,2  · «1,3 )>
oder dass man hat:

Es ergiebt sich aus dem Bildungsgesetz, dass darin eine all
gemeine Regel enthalten ist, die wir dahin aussprechen können, 
dass  die  E n t w i c k l u n g  e i ne r  D e t e r m i n a n t e  der nt,n O r d 
nung  s i ch  aus  n P r o d u c t e n  aus je e i nem G1 ie de e i ner  
und d e r s e l b e n  Re i he  und e i ne r  De t e r mi n a n t e  aus  den 
Gl i e d e r n  a l l e r  der Ho r i z o n t a l -  und Ve r l i c a l r e i b e n ,
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in denen jenes  Gl ied nicht  enthal ten ist,  zusammen-  
se t z t ,  und das  von diesen ein j e d e s  das  p o s i t i v e  oder  
negat i ve  V o r z e i c h e n  e r h ä l t ,  je n a c h d e m die Indi ces  
s e i n e s  e r s t e n  F a c t o r s  be i de  z ug l e i ch  oder n i c h t  z u 
g l e i c h  g e r a d e  o d e r  u n g e r a d e  sind.

Nach derselben kann jede Determinante leicht entwickelt 
werden, z. B.

Man sieht, dass die hier g e w ä h l t e  D e t e r m i n a n t e  den  
F l ä c h e n i n h a l t  e i nes  D r e i e c k s  d a r s t e l l t ,  soba l d  i hr e  
E l e m e n t e  x u y {; x 2, y2·, x3, y3 die Ca r t e s i s c he n  Coor d i na  - 
ten se i ner  Ec k p u n k t e  r epräs ent i ren.

Wenn dagegen ßlf γ,; a2, ß2, γ2; <χ3, ß3, γ3 die Coordina- 
ten dreier Punkte in einem System dreiseitiger Punkt-Coordinaten 
darslellen, so drückt die Bedingung

oder

aus, dass  d i e s e  drei  Punkt e  in e i ner  und d e r s e l b e n  
g e r a d e n  L i n i e  l i e g e n ;  wä r e n  d i e s e l b e n  E l e me n t e  die  
Co o r d i n a t e n  dre i er  g e r ade n  Li n i e n  in e i nem S y s t e m  
d r e i p u n k t i g e r  L i n i e n - C o o r d i n a t e n ,  so sagt  die  n ä m 
l i c h e  B e d i n g u n g ,  dass  d i e se  g e r a d e n  Linien d u r c h  
e i n e n  und den se l be n  Punkt  gehen.

337. Wir treten solchen geometrischen Anwendungen, die 
zunächst nur noch in der Art merkwürdiger oder unerwarteter 
Uebereinstimmungen erscheinen könnten, um Vieles näher, indem 
wir von der rein formalen Definition, mit der wir begonnen ha
ben, zur Betrachtung einer Hauptquelle solcher Formen überge
hen; diese ist die El i mi nat i on .
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Das R e s u l t a t  der El i mi n a t i o n  von n V e r ä n d e r 
l i c he n  z wi s c he n  n l i n e a r e n  und h o mo g e n e n  G l e i c h u n 
gen h e i s s t  die D e t e r m i n a n t e  d i e s e s  Sys t e ms  von G l e i 
chungen*) .

Wir beweisen die Identität der so definirten Determinanten 
mit den aus den vorigen Erklärungen hervorgehenden durch eine 
Reihe von Beispielen.

. Aus den beiden Gleichungen
A t x +  Bty  — o,
A2x~\~ B2y  =  o

eliminiren wir die Veränderlichen z. B. dadurch, dass wir die 
erste Gleichung mit B 2, die zweite mit multipliciren und das 
letztere Product vom erstem abziehen; nach Unterdrückung des 
gemeinsamen Factors x  erhalten wir

Die Elimination zwischen den Gleichungen

liefert dasselbe Resultait.
Wenn man die direigliederigen Gleichungen

A i  x  +  Ä 2y  +  A 3 z  =  o ,
B\x  -j- B2y  +  B3z =  o

hat, so vollzieht man die Elimination, indem man x  und y  zuerst 
durch z  ausdrückt und die erhaltenen Werthe in die Original- 
Gleichungen einsetzt.

Die Multiplication der ersten Gleichung mit B2, der zweiten 
mit A2 und die dann vollzogene Subtraction eliminirt y, und liefert

*) In dieser Form von Resultaten der Elimination hat Le i bn i t z  die De
terminanten zuerst angewandt (1693); als ihr zweiter Erfinder ist Gr amer  
(1750) zu bezeichnen. Der Name Determinante ist zuerst von Gauss  und 
Ca uc hy  gebraucht worden.

Zahlreiche historische Notizen findet man in dem vortrefflichen Buche: 
T h e o r i e  und A n w e n d u n g  der  De t e r mi n a n t e n .  Von Dr. II. Ba 11zer. 
Leipzig 1857.

Wir nennen sonst noch die ausgezeichnete Arbeit: Theorie des Determi- 
nants etc. Par le Dr. F. Brioschi, vom Jahre 1854, die in der mehrfach be
reicherten französischen Uebersetzung von Dr. Combescure (Paris 1856) im 
Folgenden an einigen Stellen benutzt ist.
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Durch Multiplication der ersten Gleichung mit B it der zwei
ten mit Ai und nachherige Subtraction eliminiren wir x  und er
halten ·

Durch die Substitution der aus beiden Gleichungen erhalte
nen Werthe von x  und y  in die gegebenen Gleichungen ergehen 
sich die Identitäten

In derselben Weise findet man:

338. Darnach kann die Elimination zwischen den Gleichungen

vollzogen werden, indem man die erste mit

die zweite mit

die dritte mit

multiplicirt und die Producte addirt; denn die Coefficienten von 
x  und y verschwinden nach dem Vorigen, und man erhält

oder
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Diese Determinante kann auch in den Formen

geschrieben werden.
Ueberhaupt ist das Resultat der Elimination aus den Glei

chungen

die Determinante

339. Die Verglleichung der vorher hezeichneten Formen 
der Determinante, welche wir durch die Elimination zwischen 
Gleichungen mit drei Veränderlichen erhielten, zeigt, dass

ist.
Dass dies ganz allgemein richtig ist, d. h. dass  e i ne  D e t e r 

mi n a n t e  ihren Wert h  ni cht  ä n d e r t ,  wenn man ihre  
Ve r t i c a l r e i h en  zu  H o r i z o n t a l r e i h e n  ma c ht  und u m 
g e k e h r t ,  geht aus dem Bildungsgesetz der Determinanten bereits 
hervor.

Wir knüpfen daran eine Bemerkung in Betreff der Zeichen 
der Determinanten; sie ist in den folgenden Formeln ausgesprochen:
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Wenn i r g e n d  z we i  Re i he n  in e i ner  D e t e r m i n a n t e  
mit e i na nde r  v e r t a u s c h t  w e r d e n ,  so w e c h s e l t  s i e  i hr  
Vor z e i c he n .

Wenn zwei  Re i h e n  i de nt i s c h  s ind,  so i st  der Wert h  
der D e t e r m i n a n t e  Nul l ;  denn die Vertalischung dieser Rei
hen müsste nach dem Vorigen den Wechsel des Zeichens hervor- 
rufen, indess doch die Vertauschung zweier identischen Reihen 
unmöglich den Werth der Determinante verändern kann; derselbe 
muss somit Null sein.

Der Satz  von Dasjcal kann sehr leicht durch die Betrach
tung der Determinanten bewiesen werden. In derThat, sei ABCDEF 
das eingeschriebene Sechseck, betrachte man das Dreieck ACE als 
Fundamental-Dreieck und repräsentire seine Seiten AC,  CE,  EA  
respective durch u =  ο, ß —  ο, γ =  o, 
so kann man die Seiten des Sechsecks durch die folgenden Glei
chungen repräsentiren

Alsdann ist die Gleichung eines durch A,  C, E  gehenden 
Kegelschnitts von der Form

und damit derselbe durch B, Ό und F gehe, müssen die drei Be
dingungsgleichungen

erfüllt sein; die sechs Punkte liegen also in einem Kegelschnitt, wenn

ist.
Wenn die Durchschnittspunkte von A B und DE,  BC und EF  

und von CD und FA,  in einer und derselben geraden Linie 
A a -|- B ß -j- Cy =  o 

liegen sollen, so müssen die Gleichungen
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erfüllt sein, oder dies geschieht unter derselben Bedingung

unter welcher die sechs Punkte A, B, C, D, E, F in einem Kegel
schnitt liegen.

340. Aus der Definition ergieht sich auch die folgende Eigen
schaft der Determinanten: W enn man in e i ner  D e t e r m i n a n t e  
al l e  E l e me n t e  e i ne r  Re i he  mit  de ms e l b e n  Fac t or  mul -  
t i p l i c i r l ,  so i st  di e  D e t e r m i n a n t e  s e i h s t  mit  d i e s e m  
F a c t o r  m u l t i p l i c i r t ;  denn jedes Glied ihrer Entwicklung ent
hält jenen Factor und enthält ihn nur einmal.

Aus demselben Grunde kann eine  De t e r mi n a n t e  als  
di e  Summe  z w e i e r  ande r n  De t e r mi n a n t e n  a n g e s e h e n  
w e r d e n ,  sobald die E l e m e n t e  e i ner  Re i h e  al l e  als  
S u m m e n  z we i e r  andern e r s c h e i n e n ;  d. h.

Man sieht leicht, welch ungemeiner Reichtlmm von statt
haften Umformungen daraus hervorgeht. Einen besonders er- 
wähnenswerthen Fall bezeichnen wir durch das folgende Beispiel:
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341. In der Aufgabe des Art. 31 haben wir den Satz an
geführt: Wenn e ine g e r a d e  L i n i e  s i ch u m e i nen f e s t e n  
Punkt  0  d r e h t ,  u n d  die  S c h e n k e l  e i n e s  f e s t e n  W i n 
k e l s  vom S c h e i t e l  A in den P u n k t e n  B, C s c hne i de t ,  so 
i s t  di e  S u mme  der r e c i p r o k e n  We r t h e  der F l ä c h e n - 
z ah l e n  der  D r e i e c k e  O B A ,  OCA  c ons t aut .

Der Beweis dieses Satzes kann durch die Betrachtung der 
Determinanten geliefert werden. Wir nehmen an, x l y u z, seien 
die Coordinaten des Punktes A, x2, y2, z2 die des Punktes 0;  als
dann sind die der Punkte B und C von der Form 

x3 =  Χ , + α β ,  y3 =  y t ab ;
*4 =  x t +  ß c , y t — yx +  ß d ,

wenn a, b, c, d gegebene Grössen, a, ß aber unbestimmte Cocl'fi- 
cienten sind, welche der die Punkte B, C bestimmenden Transver
sale entsprechen.

Dann ist

2 AA B O =

und ebenso 
%

2 A A C O =

Daraus folgt

Da aber die drei Dunkle B, C, 0 in einer geraden Linie lie
gen, so hat man

und somit
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folglich

ein von den unbestimmten, durch die Drehung der Transversalen 
veränderlichen Grössen <x, ß, unabhängiger Ausdruck.

342. Auch die  R e s u l t a t e  der El i mi nat i on z w i s c h e n  
G l e i c h u n g e n  h ö h e r e r  Gr ade  k ö n n e n  i n der  Form von  
D e t e r m i n a n t e n  a u s g e d r ü c k t  werden .  Man weiss, dass 
ein solches Eliminations-Resultat die Redingung liefert , unter 
welcher die Gleichungen eine gemeinschaftliche Wurzel besitzen. 
Wenn dies der Fall ist, so muss unter den Resultaten der Sub
stitution der aus der einen Gleichung erhaltenen Wurzelwerthe in 
die andere eines mit Null identisch und somit das Product aller 
dieser Substitutions - Resultate seihst Null sein. Das bezeichnete 
Product kann aber als eine symmetrische Function der Wurzeln 
der ersten Gleichung durch die Coefficicnten derselben ausgedrückt 
werden und erscheint alsdann als das Resultat der Elimination 
zwischen beiden Gleichungen. Hat man z. R. die beiden Glei
chungen

und sind u, ß die Wurzeln der ersten Gleichung, so ist das Pro
duct der Substitutions-Resultate.derselben in die zweite Gleichung

Ü cAber es ist a +  ß = ------, aß  =  —, also nach einer einfachena a
Umformung:

(a c  — a c )* +  (ab — ab) (bc — b'c) =  o.
• Dies ist identisch mit der Determinante:

Eu l e r  gab*) ein Verfahren, durch welches die Eliminations-Resul
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tante zwischen zwei Gleichungen vom mUn und η*η Grade leicht er
halten werden kann. Es ist in dem folgenden Raisonnement nie
dergelegt: Wenn die beiden Gleichungen, in ihre durch die Wur
zeln bestimmten binomischen Factoren zerlegt gedacht, einen ge
meinschaftlichen Factor besitzen, so muss, das nämliche Resultat 
erhalten werden, wenn wir die erste Gleichung mit den übrigen 
(n — ]) Factoren der zweiten und die zweite mit den übrigen 
(m — ]) Factoren der ersten multipliciren. Das Product jener 
Factoren ist eine Function des (?) —  l)te" Grades und die Mul- 
tiplication mit ihr führt daher ?i neue Constanten in die Rechnung 
ein ; das Product dieser letzteren Factoren ist eine Function 
(m — l)**" Grades, durch welche m Constanten eintreten; die Er
gebnisse beider Multiplicationen sind vom (m -f-  n — J)<e" Grade, 
und wenn wir beide Glied für Glied vergleichen, so erhalten wir 
(?n -f  n) Gleichungen, aus denen wir die (m +  ?i) neu eingeführ- 
ten Constanten eliminiren können. Das Resultat der Elimination 
zwischen diesen (m +  n) Gleichungen ersten Grades ist mit dem 
identisch, welches man durch die Elimination zwischen den bei
den gegebenen Gleichungen erhält und es erscheint in Form ei
ner Determinante. Wir wählen als Reispiel die Gleichungen 

a x 1 -j- b x y  +  0 /  =  0 , a'x3 +  b'x2y  -+- c x y 2 -j- cl'y3 -~= 0.

Die Multiplication derselben mit
J x 2 B x y  -}- Cxy2 und A'x -j- B'y 

liefert durch Vergleichung der entsprechenden Glieder die Bedin
gungen

und die Elimination der fremden Coefficienten J ,  B, C, Ä, B’ 
zwischen diesen giebt
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343.  B e z o u t’s gleichzeitige Methode*) lässt sich aus folgen
dem Beispiel erkennen. Um die Elimination zwischen den Glei
chungen
a x 3 +  bx2y  +  c x y 2 +  d y3 =  o, d x 3 +  b'x2y  +  c'x y1 +  d'y3 =  o 

auszuführen, multipliciren wir die erste mit die zweite mit a, 
und entfernen durch Subtraction das erste Glied; das durch y 
theilbare Resultat ist

Durch Multiplication der ersten Gleichung mit d x  +  b'y und 
der zweiten mit a x + by  erhalten wir ebenso ein durch y2 theil- 
hares Resultat und daraus

Endlich multipliciren wir die erste Gleichung mit 
d x 2 -f- b’x y  +  c y 2 

und die zweite mit a x 2 -f- b x y  -f- c y 2, 
und erhalten ebenso wie vorher

X , x y ,  y l
linear eliminiren, und wir erhalten eine Determinante, deren Ele
mente selbst Determinanten sind und deren entwickelte Form ist:

Aus diesen drei Gleichungen lassen sich die Grössen

344. Endlich erwähnen wir die Gestalt, welche M. S y l 
ves ter**)  dem Verfahren der Elimination gegeben hat. Man mul- 
tiplicirt die Gleichung des mUn Grades mit.

x n~ ', x n~2y ,  x n~3 y 2 
u. s. w., und die des ?iten mit

x m~\ xm~2y ,  x m~3 y2
u. s. w. , und erhält so (m +  n) Gleichungen , aus denen die 
Grössen x m+ n- 1, y

*) Iiistoire de l’Acad. de Paris. 17G4. p. 298.
**) P h ilo so p h . M ag. 1840.
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u. s. w. linear eliminirt werden können. Das Eliminationsresultat 
enthält dann keine der Veränderlichen mehr und ist auch das 
der gegebenen Gleichungen.

So liefern die cubischen Gleichungen

die folgende Reihe von sechs Gleichungen

Die Elimination liefert alsdann die Determinante

Wie die Determinantenform auf das Problem der Elimination aus 
Gleichungen höherer Grade mit drei Veränderlichem angewendet 
wird, mag hier zunächst ununtersucht bleiben.

345. Wir schliessen daran die wichtigste aller Eigenschaften 
der Determinanten in dem Satze: das Pr oduc t  z we i e r  D e 
t e r mi n a n t e n  i s t  e i ne  D e t e r m i n a n t e ,  w e l c h e  die S u mme  
der P r o d u c t e  aus  den E l e m e n t e n  e i ne r  Re i he  der e i 
n e n  in die  e n t s p r e c h e n d e n  E l e me n t e  e i ner  Re i he  der 
andern zu i hr e n  E l e m e n t e n  hat ;  d. i.

Um diesen Satz sogleich in seiner ganzen Wichtigkeit zu er
kennen, beweisen wir ihn aus den Retrachtungen der Elimination
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und leiten damit zugleich die Ausdrucksweise desselben ab, welche 
der geometrischen Anwendung am nächsten steht. Der Beweis 
des gewählten speciellen Falles ist allgemein anwendbar. Die De
terminante, welche wir als das Product der beiden ersteren be
zeichnet haben, ist das Resultat der Elimination zwischen den 
Gleichungen

Diese Gleichungen können durch die Substitutionen

in der Form

geschrieben werden; aus diesen erhalten wir aber durch Elimina
tion die Deternhnante

und erkennen, dass dieselbe ein Factor in dem Resultate der Eli
mination aus den gegebenen Gleichungen sein muss. Dasjenige 
System von Werthen der Veränderlichen x , y , z ,  welches den Glei
chungen

gleichzeitig genügt, würde alter augenscheinlich die drei gegebe
nen Gleichungen auch befriedigen, und es muss daher die Deter
minante der Substitution

auch ein Factor der Determinante der gegebenen Gleichungen sein
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Und wenn man endlich beaeldet, dass jedes Glied der erst
genannten Determinante vom dritten Grade in den Elementen ist, 
ebenso wie jedes der zweiten, dass aber jedes Glied in der De
terminante des gegebenen Systems vom sechsten Grade in den 
Elementen aif a2, or2 u. s. w. ist, so kann diese nur das Pro
duct jener beiden ohne Einmischung eines fremden Factors sein.

Der Beweis lässt sich auch auf die Betrachtungen des Arti
kels 340 gründen, aber in der hier gegebenen Form erlaubt er 
uns, den Satz von der Multiplication der Determinanten in der 
folgenden wichtigen Form auszudrücken:

Wenn ein Sy s t e m von l i n e a r e n  Gl e i c h u n g e n  
aiX-\-blY-\- c{Z =  o, a2X  +  b.,Y-\- c2Z =  o, a3X  +  b3Y +  e3Z =  o 
d u r c h  die  S u b s t i t u t i o n e n
X  =  alX- \ -ß ty - \ - y iz, Υ = « ΛΧ +  ß t f +  y 2z,  Z =  a3x  +  ß3y +  y3z 
t r a n s f o r mi r t  wi rd,  so ist die D e t e r m i n a n t e  des t rans-  
f o r m i r t e n  S y s t e ms  das Pr oduc t  aus  der De t e r mi n a n t e  
de s  0 rigina 1 s v s t e ms  in die De t e r mi n a n t e  der T r a n s 
f ormat i on.  Man pflegt diese letztere den Modulus  der T r a n s 
f ormat i on  zu nennen.

346. Wir erwähnen die zunächstliegende g e o m e t r i s c h e  
B e d e u t u n g  des Vo r h e r g e h e n d e n .

Wenn drei gerade Linien sich in demselben Punkte schnei
den, so müssen ihre Gleichungen so"beschaffen sein, dass dieselben 
zusammengehörigen Werthe der Veränderlichen als Coordinaten je
nes Punktes allen drei Gleichungen genügen. Dies geschieht nur 
dann, wenn das durch die Elimination der Veränderlichen erhaltene 
Ergehniss durch die Coefficienten der Gleichung bewährt ist. Sind 
die Gleichungen der geraden Linie in Cartesischen Coordinaten ge
geben, so ergiebt sich diese Bedingung, indem man aus den bei
den ersten Gleichungen die Coordinaten des Durchschnittspunktes 
ableitet und die erhaltenen Werthe an Stelle der Veränderlichen 
in die dritte Gleichung substituirt. (Siehe Artikel 3 4 , vergl. Ar
tikel 30). Sind die Gleichungen der geraden Linien in punktuel
len Dreiseits - Coordinaten gegeben, also homogene Gleichungen 
zwischen drei Veränderlichen, so liefert die Elimination der Ver
änderlichen die fragliche Bedingung. In beiden Fällen muss die 
Determinante des Systems von Gleichungen gleich Null sein, wenn 
die geraden Linien einen gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt 
haben sollen.
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Ganz das Nämliche gilt von der Frage nach der Bedingung, 
unter welcher drei Punkte in einer geraden Linie liegen, wenn 
man lineare Dreiecks -Coordinaten angewendet hat.

Auch hei diesen einfachsten Problemen der analytischen Geo
metrie hat der Satz von der Multiplication der Determinanten schon 
seine Bedeutung. Dass drei gerade Linien sich in einem Punkte 
schneiden, oder dass drei Punkte in einer geraden Linie liegen, 
ist eine Eigenschaft der von jenen Geraden oder Punkten gebil
deten Figur, welche von der Lage des Coordinatensystems völlig 
unabhängig ist; wenn das Vorhandensein dieser Eigenschaft durch 
die Identität irgend einer Function der in den Gleichungen jener 
geraden Linien oder Punkte auftretenden Constanten mit Null an
gezeigt wird, so muss diese Identität auch nach jeder beliebigen 
Coordinaten-Transformation noch fortbestehen. Die allgemeine Coor- 
dinaten-Transformatiori entspricht aber genau einem speciellen Falle 
von dem, was man sonst eine lineare Substitution nennt, d. h. der 
Substitution von Werthen von der Form

X  =  aix  -f- ß ly  -(- yxz , Y = a 2x  +  ß2y  +  y 2z,  Z =  a3x  -f  ß3y -f  γ3ζ 
an Stelle der ursprünglichen Variabein X , Y, Z. (Vergl. Artikel 9, 
10). Da nun die Determinante der transformirten Gleichungen 
das Product ist aus der Determinante der ursprünglichen Glei
chungen und der Determinante der Substitution, so ist sie stets 
mit jener zugleich Null und die Uebereinstimmung des analyti
schen Ergebnisses mit dem geometrischen Sinn desselben ist of
fenbar.

347. Wir verweilen einen Augenblick bei derjenigen s p e c i e l 
len Form der l i nearen  S u b s t i t u t i o n ,  w e l c h e  mit der  
T r a n s f o r ma t i o n  der Co o r d i n a t e n  g l e i c h b e d e u t e n d  ist.

Wenn wir beide Systeme als rechtwinklig und als vom näm
lichen Anfangspunkte voraussetzen, sodass die Achsen des einen 
als Ox,  Oy,  die des andern als OX, O Y  bezeichnet werden mö
gen, so lassen sich die Transformations-Formeln in der Form schrei
ben

x — X  cos xOX  -f- FcosxO F, 
y =  X  cos yOX  -f- Y  cos yOY.

Dabei unterscheiden wir, oh die Winkel beider Achsen-Sy-
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steme durch Drehungen von einerlei oder zweierlei Sinn erzeugt 
sind und setzen für den ersteren Fall:

und wegen

Dagegen ist für den zweiten Fall oder

Beim Uebergang zu einem System von gleichem Drehungs
sinne ist daher eine Substitution von den Coefficienten

beim Uebergang zu einem System von entgegengesetztem Drehungs
sinne aber die Substitution von den Coefficienten

zu machen; die Determinante jener Substitution ist +  1, die dieser 
letzteren — 1.

Die C o o rd in a ten -T ra n sfo rm a tio n en  r e c h t w i n k l i g e r  
C a r t e s i s c h e r  Sy s t e me  s i nd al so g l e i c h b e d e u t e n d  mit  
l i ne a r e n  S u b s t i t u t i o n e n ,  deren D e t e r m i n a n t e  =  +  1 
i st ,  oder für we l c h e  das Quadrat  der D e t e r m i n a n t e  der  
p o s i t i v e n  Ei nhe i t  g l e i ch  ist.

34S. Wir wissen, dass  e i ne  s o l c h e  Su b s t i t u t i o n  die E i 
g e n s c h a f t  h a be n  mu s s ,  d a s s  die Summe der Quadrat e  
der  a l t en  V e r ä n d e r l i c h e n  von d e r S u m m e  de r Q u a d r a t e 
der  neue  nVerä n der l i eben  n i cht  ab we i c h  t. (Art.lO,Aufg.5.) 
Man kann ebensowohl diese Eigenschaft aus jener vorherangegebenen 
als umgekehrt jene aus dieser ableiten; man bat die durch dieselben 
ausgezeichnete Substitution als eine o r t h o g o n a l e  bezeichnet und 
darf sie auf eine beliebige Anzahl von Veränderlichen übertragen.

Wenn nämlich eine Function der Veränderlichen X, Y, Z durch 
die Substitution

u. s. w. transformirt, so dass

ist,
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so haben die Coefficicnten folgende Haupteigenschaften:

weil

ist.
Das Quadrat der Determinante einer solchen Substitution ist 

=  1, weil

ist, wenn man setzt
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u. s. w.
In Folge des Vorhergehenden reducirt sich aber die letzte 

Determinante auf ihr Anfangsglied

weil alle die Glieder derselben auf der einen Seite der Diagonal
reihe α2, α3, ß3, u. s. w. verschwinden.

Ueberdies genügen die Coefficienten jener Substitution auch 
den Identitäten

u. s. w ., doch sind sie durch das Vorige schon genugsam cha- 
rakterisirt.

Die n2 Coefficienten einer solchen Substitution sind durch

Bedingungsgleichungen verbunden und können daher als Functio

nen von

unbestimmten Grössen angesehen werden.

349. Die Anwendung, die wir zunächst beifügen, knüpft an 
die Aufgabe 6 des Artikels 233 an.

Wenn x  y , x"y", x " y  " die Coordi nat en dre i er  Punkt e  
e i ner  E l l i ps e  s i nd ,  so kann der I nhal t  des  von ihnen  
g e b i l d e t e n  Dr e i e c ks  du r c h  die Ha l b a c h s e n  der El l i ps e
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und die  den S e i t e n  des  D r e i e c k s  p a r a l l e l e n  Ha l bdurch-  
m e s s e r  d e r s e l b e n  a us g e dr üc kt  we r d e n ,  wie folgt: Wir
setzen

Bezeichnen wir sodann den Inhalt des Dreiecks durch M , so kann 
derselbe ebensowohl durch die Determinante

als durch die andere

ausgedrückt werden. (Vergl. Art. 31.)

Wenn wir nach der allgemeinen Multiplicationsregel das Pro
duct dieser Determinanten bilden, so erhalten wir mit Hilfe der 
obigen Symbole

und durch Entwicklung

Ist das Dreieck der Ellipse

eingeschrieben, so ist

und die Grössen B , D , E lassen sieb wie folgt ausdrücken : Wir
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nennen g,  h, k die Seilen des Dreiecks und G, Η,  K  die ihnen 
respective parallelen Halbdurchmesser der Ellipse; dann ist

somit

welcher Ausdruck, wie man leicht sieht, sofort aus den Gleichun
gen jener Aufgabe über den Halbmesser des umschriebenen Krei
ses unsres Dreiecks hervorgebt.

350. Die folgenden Entwicklungen beziehen sich auf solche 
K e g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e  dur c h  zwei  feste Punkt e  g e h e n  
und e i ne  g e g e b e n e  ge r ade  Li ni e  berühren .  Wir lassen die 
Coordinaten der Punkte durch α, ß,  y; a ,  ß’, y und die laufenden 
Coordinaten durch x,  y,  z bezeichnet sein und setzen

indem wir a, b ,  c , s  als willkürliche Coetficienlen betrachten. Als
dann ist

uw — v2 — o
die Gleichung eines Kegelschnitts, welcher durch die zwei gege
benen Punkte geht, weil jede der durch u, v w bezeichneten 
Determinanten durch die Voraussetzung «

x ~  k , t j =  ß,  z =  γ 
ebensowohl, als durch

x  =  u,  y  =  (3\ z =  y
mit Null identisch wird. Wir bezeichnen ferner durch

Ix +  my  4- ?iz =  o 
die gegebene gerade Linie.

Aus den Gesetzen der Determinanten ergiebt sich die Identität
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Wir denken diese Determinante nach den Gliedern der ersten 
Verticalreihe zerlegt und bringen dadurch uud mit Hilfe der Sub
stitutionen

die vorige Identität in die Form

Aus derselben schliessen wir, dass

mit
identisch, ist und drücken nun die Bedingung aus, unter welcher 
die durch die letztere dargestellte gerade Linie den Kegelschnitt

berührt.

Die gemeiinschaftlichen Punkte der beiden bezeichneten Oerter 
befriedigen die Gleichung

oder
und damit dieselbe gleiche Wurzeln habe, muss

und in Folge dessen auch

sein.
Durch

erhält man

und daraus

oder
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Wenn wir hierin die Werthe von A, C , D ,u ,  n  einsetzen und 
den gemeinschaftlichen Factor √s  unterdrücken, so wird die Glei
chung des Kegelschnitts

In dieser Form ist die Gleichung völlig symmetrisch zu den 
Identitäten

welche drei gerade Linien repräsentiren.

351. Wenn man verlangt, dass der gesuchte Kegelschnitt die 
zwei Punkte a , ß, γ; a', ß', γ' enthalten und die drei geraden Linien

l,x -f- m{y  +  n{z — o, l2x  -f- m2y  +  n2z ~  o, l3x  -f- mzV + ?GZ =  o 

berühren soll, so müssen die drei Gleichungen
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welche man erhält, indem man m1, ; l2, mt , n2; l3, m3, n3
nach einander an die Stelle von l , m , n  treten lässt, miteinander 
identisch sein, weil sie alle den gesuchten Kegelschnitt repräsen- 
tiren sollen. Die Bedingung dieser Identität wird durch Elimina
tion von a , b , c  aus denselben erhalten und ist

d. i. die Gleichung des verlangten Kegelschnitts.

Wenn man dagegen die B e d i n g u n g  verlangt, unter  w e l 
cher  d e r s e l b e  K e g e l s c h n i t t  durch d i e  zwe i  Pu n k t e  
(α,β,γ),  (α' ,β' , γ)  g e h t  und die  vi er  g e r a d e n  Li n i e n

berührt, so kann man auf eine Gleichungsform zurückgehen, 
welche noch die unbestimmte Constante s enthält, um dann vier 
Bedingungsgleichungen zur Elimination der vier Constanten a, b, 
c , s  aufstellen zu können. Wir erhalten eine solche aus

durch Wurzelausziehung in der Form

oder
und durch Einsetzen der Werthe von A,  B, C
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Indem wir in dieser Gleichung l, m, n nach einander in lu 
m,, n ,; l2, m2, n2\ l3, m3, n3\ l4, m4, n4 überführen und aus den so 
erhaltenen vier Bedingungsgleichungen die Grössen a, b, c, s eli- 
miniren, finden wir

als die verlangte Bedingung.

352. Offenbar sind die vorhergehenden Entwicklungen direct 
auf Kreise anwendbar, als auf Kegelschnitte, welche durch die
selben zwei imaginären Punkte im Unendlichen gehen. In Erin
nerung an die Bestimmungsweise dieser letzteren erhält mau sofort 
als die Gle i c h u n g d es K r ei s e s, der d ie dre i  ge r a den Linie  n

b e r ii h r t :

und als die B e d i n g u n g ,  unt er  w e l c h e r  das von den vier  
ge r ade n  L i n i e n

g e b i l d e t e  Vi e r e c k  e i n e m Kre i s e  u m s c h r i e b e n  ist:

353. Dass ein Kegelschnitt durch zwei feste Punkte gehe, ist 
ein speciellcr Fall von der doppelten Berührung desselben mit 
einem gegebenen Kegelschnitt.
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Man kann demnach einem Kegelschnitt die Bedingung auferlegen, 
dass  er  dur c h  vier f es t e  Punkt e  ge he  und e i ne n  g e g e 
b e n e n  K e g e l s c h n i t t  b e r ühr e .  Die festen Punkte mögen als 
Durchschnitte zweier gegebenen Kegelschnitte angesehen werden, 
deren Gleichungen

S =  o , 5, =  o
sind. Jeder Kegelschnitt, welcher durch ihre Durchschnittspunkte 
geht, ist unter der Form

S +  k S l =  o
dargestellt und der Coefficient k durch die Bedingung zu bestim
men, dass der gesuchte Kegelschnitt den durch die Gleichung

S2 —  o
repräsentirten berühre.

Bezeichnen wir die Coordinaten des Berührungspunktes durch 
£, η, ζ, indess die laufenden Coordinaten x,  y ,  z sein mögen, so 
ist die Tangente des Kegelschnitts

S2 =  o
in diesem Punkte zugleich auch die Tangente des Kegelschnitts 

S k Sy =  0
in demselben Punkte, d. h. sie ist in Bezug auf beide Kegel
schnitte die Polare jenes Punktes, Da wir wissen, dass die Po
laren eines Punktes in Bezug auf alle diejenigen Kegelschnitte, 
welche durch dieselben vier Punkte gehen (Artikel 330, Aufg. 1), 
sich in einem und demselben Punkte schneiden, so geht jene 
Tangente durch den Punkt, in welchem die Polaren ihres Berüh
rungspunktes in Bezug auf die beiden Kegelschnitte 

S =  o, o
sich schneiden. Der f r a g l i c h e  B e r ü h r u n g s p u n k t  ist  d e m - 
nach e i ne r  von den Pun k t e n ,  für w e l c h e  die Po l a r e n  
in Be z u g  auf  die drei  K e g e l s c h n i t t e  

S =  O , Sy =  o, S2 =  o
s i ch in e i n e m Punkt e  d u r c h s c h n e i d e n , und wenn wir den 
Ort solcher Punkte suchen, so bestimmt derselbe in den drei Kegel 
schnitten zugleich diejenigen Punkte, in welchen jeder derselben 
von denjenigen Kegelschnitten berührt wird, die zugleich mit den 
beiden andern durch dieselben vier Punkte gehen. Die Polaren ei
nes Punktes ij, η, ξ in Bezug auf die drei Kegelschnitte 

S -—- o, Sy =  o, S2=^ o
sind aber nach Artikel 331 durch die Gleichungen

26 *
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dargestellt. Damit dieselben durch den nämlichen Punkt gehen, 
muss die Bedingung

erfüllt sein, und diese oder

ist daher die Gleichung des fraglichen Ortes. Die Symmetrie der
selben zeigt, dass sie die allgemeine Auflösung des Problems ent
hält: Man so ll zu drei  g e g e b e n e n  K e g e l s c h n i t t e n  d i e 
j e n i g e n  and e r n  K e g e l s c h n i t t e  b e s t i m m e n ,  we l c he  mit  
z we i e n  d e r  e r s t e m  d i e s e l b e n  Dur c h  sch n i t t s p u n k t e  
h a b e n  und den j e d e s m a l i g e n  dr i t t e n  b e r ühr e n .  Sie ist 
vom dritten Grade und man erkennt daraus, dass  es für j ede  
Gruppe v o n , v i e r  f e s t en  P unkten s e c h s  K e g e l s c h n i t t e  
gi ebt ,  w e l c h e  s ie e n t h a l t e n  und z u g l e i c h  e i nen g e 
g e b e n e n  K e g e l s c b n i t t  b e r ü h r e n ;  jeder der sechs Punkte, 
welche dieser dritte Kegelschnitt mit der durch unsre Gleichung 
dargestellten Curve dritten Grades gemein hat, bestimmt einen der 
Kegelschnitte, welche der Aufgabe entsprechen.

354. Di e s e  Curve de s  dr i t t en  Gr a de s  g e h t  auc h  
d u r c h  die D u r c h s c h n i t t s p u n k t e  der G e g e n s e i t e n  und 
der Diag onal en der V i e r e c k e ,  w e i c he  je z w e i e n  der  g e 
g e b e n e n  K e g e l s c h n i t t e  z u g l e i c h  e i n g e s c h r i e b e n  sind.

Denn diese Punkte sind durch die gleichzeitige Existenz der 
Gleichungen
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bestimmt. Unter dieser Voraussetzung ist aber die allgemeine Glei
chung bewährt, wie wir aus ihrer Darstellung in Form einer De
terminante durch die Bemerkung erkennen, dass in jeder Deter
minante die mit irgend einer Constanten multiplicirten Elemente 
der zweiten Reihe den correspondirenden der ersten hinzugefügt 
werden können, ohne ihren Werth zu ändern.

W enn u n t e r  den vier P u n k t e n ,  w e l c h e  die dre i  K e 
g e l s c h n i t t e

s =  0, Sy =  0,  s 2 =  0

p aar we i s e g e m e i nsc haf t l i c h  h a b e n , z w e i s i nd,  wel che  
al l en dre i en  z u g l e i c h  a n g e h ö r e n ,  so muss  die g erade  
V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r s e l b e n  dem von uns  u n t e r s u c h - 
ten Orte an g e h ö r e n ,  s o d a s s  d e r s e l b e  in e i ne  ge r ade  
Linie  und e i n e n K e g e l s c h n i t t  zerfäl l t .  Denn für jeden 
Punkt dieser geraden Linie ist der ihm conjugirte vierte harmo
nische Punkt in Bezug auf die Strecke zwischen jenen beiden 
Punkten der Convergenzpunkt der ihm entsprechenden Polaren in 
Bezug auf die bezeichneten Kegelschnitte. E s kann e n d l i c h  
auc h  g e s c h e h e n ,  d a s s  der  u n t e r s u c h t e  Ort in drei  g e 
rade Li n i e n  ü b e r g e h t .  In welcher Beziehung alsdann die drei 
Kegelschnitte

S  =  0, S 1 =  0,  s 2 =  o

zu einander stehen müssen, werden wir weiter unten erkennen. 
Nach dem Vorigen müssen wir schon hier schliessen, dass  die 
drei  geraden Li ni en  die Se i t e n  des  Dr e i e c ks  se i n w e r 
den,  w e l c h e s  die D u r c h s c h n i t t s p u n k t e  der G e g e n s e i t e n  
und der  D i a g o n a l e n  des  V i e r e c k s  der  g e m e i n s c h a f t l i 
chen  P u n k t e  zu Ec k e n  hat.

Das erstcre ist der Fall, wenn die drei Kegelschnitte Kreise 
sind, denn solche haben die mehr erwähnten zwei imaginären 
Punkte im Unendlichen gemein. Wir wollen diese Bemerkung als
bald weiter verfolgen und zuvor nur noch anführen, wie auch
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durch die Voraussetzung der untersuchte Ort in eine gerade Linie 
und einen Kegelschnitt zerfällt, dass einer der gegebenen Kegel
schnitte sich in eine gerade Linie L =  o deformire oder dass z. B.

Si =  o in I? —  o
übergehe. Denn alsdann ist L —  o ein Factor in der oben ent
wickelten Gleichung vom dritten Grade. Diese Voraussetzung ent
spricht dem Falle, dass zwei der gegebenen Kegelschnitte unter 
sich und mit dem gesuchten eine doppelte Berührung haben, in- 
dess dieser letztere zugleich einen gegebenen dritten Kegelschnitt 
berührt.

355. Wenn dre i  Kr e i s e  g e g e b e n  s ind und man ver
langt  den Ort d e s j e n i g e n  Pu n k t e s  zu b e s t i m m e n ,  d e s 
sen Po l ar e n  i n ' B e z u g  a uf  d i e s e l b e n  in e i nem Punkte  
c ο n v e r g i r e n , oder ,  was  nac h  dem V o r i g e n  d a s s e l b e  
s agt ,  den Ort der Pun k t e  zu f i nden,  in de ne n  j e d e r  
d i e s e r  K r e i s e  von d e n j e n i g e n  Kre i sen  b e r ü h r t  wi rd,  
w e l c h e  mi t  den b e i d e n  a n d e r n  die nä ml i c h e  Cho r da l e  
haben,  so muss  di e se l be  a l l g e me i n e  G leicl i  ung,  w e l c h e  
wi r  im v o r i g e n  Art i ke l  e n t w i c k e l t e n ,  die Ant wo r t  
enthal t en.  Wir haben bereits bemerkt, dass die gerade Ver
bindungslinie des allen drei Kegelschnitten gemeinsamen Punkt
paares, d. li. im jetzigen Falle die unendlich entfernte gerade 
Linie, dem fraglichen Orte angehört und sehen leicht, wie je
der ihrer Punkte wirklich die Eigenschaft besitzt, dass seine 
Polaren in Bezug auf die gegebenen Kegelschnitte in demjeni
gen andern Punkte in ihr convergiren, welcher dem ersten in 
Bezug auf jene beiden festen Punkte harmonisch conjugirl ist. 
Dass die gefundenen Kegelschnitte in dem jetzt betrachteten 
Falle Kreise sein müssen, hegt darin begründet, dass sie durch 
die nämlichen zwei unendlich entfernten imaginären Punkte 
gehen müssen, welche den gegebenen Kreisen gemeinschaftlich 
sind. Wir fügen aber hinzu, dass auch die Curve zweiten Gra
des, welche mit der gemeinschaftlichen Sehne der gegebenen Ke
gelschnitte zusammen den Ort ausmacht, welchen die allgemeine 
Gleichung des dritten Grades im vorigen Artikel repräsentirt, ein 
Kreis sein muss, weil auch sie durch die den gegebenen Kegel
schnitten gemeinsamen Punkte hindurchgeht.
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356. Und indem wir ferner bemerken, dass dieser Kreis der
jenige ist, welchen man*) in Bezug auf die drei gegebenen Kreise 
den O r t h o g o n a l - K r  e i s  genannt hat, gewinnen wir ein neues 
gewissermassen mehr elementares Feld für unsre Betrachtungen. 
Bekanntlich ist der Mittelpunkt des Orthogonal-Kreises das Radical- 
Ccntrum oder der Chordai-Punkt der drei Kreise und sein Halb
messer die Länge der von da aus an dieselben zu ziehenden Tan
genten. Wir beweisen zur Ergänzung des Vorhergehenden von 
ihm den Satz: We n n

Ui =  o , U2 = o ,  U3 =  o
die h o m o g e n e n  G l e i c h u n g e n  von drei  g e g e b e n e n  K r e i 
sen sind,  so ist  die G l e i c h u n g  i hr e s  O r t h o g o n a l - K r e i -  
ses  durch di e  D e t e r m i n a n t e

r e p r ä s e n 11 r t.
Wenn zwei Kreise sich rechtwinklig durchschneiden, so ist 

ihre gemeinschaftliche Sehne in Bezug auf jeden von ihnen die 
Polare vom Mittelpunkte des andern. Um diese Eigenschaft ana
lytisch auszudrücken, setzen wir voraus, dass die Gleichungen der 
drei Kreise U{ =  o,  U2 ~  o, U3 =  o

CC Vdurch die Substitutionen — und — für x  und y homogen gemacht
z z

worden seien, und dass die Coordinaten ihrer Mittelpunkte re-

spective durch

die Coordinaten des Mittelpunkts des Orthogonalkreises aber durch

rcpräsenlirt werden, indess die Gleichung desselben durch

dargestellt sei.
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Alsdann ist die Gleichung der Polare des Punktes (^ ,  in 

Bezug auf den Kreis ϊ/j =  o

und die Gleichung der Polare des Punktes —1 ) in Bezug auf\A , A J
den Kreis U =  o

Wir haben die Bedingung auszudrücken, unter welcher diese 
beiden Gleichungen dieselbe gerade Linie repräsentiren; dazu 
denken wir uns die Gleichungen der beiden Kreise U =  o, Ul — o 
in der Form

gegeben, und in analoger Weise die der beiden andern Kreise

welche zunächst nicht in Betracht kommen.
Die damit vorgenommene Entwicklung liefert die Bedingungs- 

gleichuüg in der Form

Ebenso erhält man aus den Gleichungen der beiden andern Kreise 
i/jj =  o , U3 =  o durch Aufstellung derselben Beziehung zum Or- 
thogonal-Kreis U =  o die Gleichungen

357. Zwischen diesen drei Gleichungen und der Gleichung 
des Orthogonal-Kreises seihst

A (x* +  y1) — 2 Dxz  — 2 Eyz  -f- Fz2 =  o 
kann man die Constanten A, D , E,  F  in seiner Gleichung elimi- 
niren und erhält dadurch dieselbe in der Form
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Diese Determinante ist aber mit der folgenden identisch

denn man kann sie aus ihr herleiten, indem man die Elemente 
der verschiedenen Reihen mit x,  y oder z imütiplicirt und mit 
den Elementen der einen Reihe die von einer oder zwei andern 
Reihen verbindet. *)

Man muss jedoch bemerken, dass man bei dieser Transfor
mation den Factor z3 in alle Glieder der Gleichung eingeführt 
hat; wir kommen nachher darauf zurück.

Zunächst kann die vorige Determinante in der Form geschrie
ben werden

und diese ist mit

identisch, so dass wir mit Unterdrückung des Factors z2 die Glei
chung

*) Man schreibe in der untern Horizontalreihe an Stelle der Elemente

und zerlege die daun erscheinende Determinante in ihre einzelnen Partial- 
Determinanten; man findet, dass sie alle bis äuf die Vorige verschwinden.
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erhalten, welche »1er Satz aulstellte. Sie ist die Gleichung des 
Orthogonal-Kreises. Der noch in ihr enthaltene Factor z —  o be
deutet nach den Voraussetzungen, die wir hei der Entwicklung 
gemacht haben, die unendlich entfernte gerade Linie, und wir wis
sen aus den vorherigen Entwicklungen, in welcher Weise und 
unter welchem Gesichtspunkte sie mit dem Orlhogonal-Krcis zu 
einftn geometrischen Orte zusammengehört.

358. Wir knüpfen daran noch die kurze E r ö r t e r u n g  e i 
ner  d o p p e l t e n  I n t e r p r e t a t i o n ,  deren di e  Gl e i c hung  
des O r t h o g o n a l - K r e i s e s  nach dem Vo r i g e n  fähig ist.

Durch die Entwicklung der partiellen Differentiale erhält sie 
die Form

die wir schon im vorigen Artikel gefunden haben; durch Auflö
sung derselben ergiebt sich das Aggregat

In demselben besteht jedes Glied aus zwei Factoren, deren 
einer die Polare des Ursprungs der Coordinaten in Bezug auf den 
einen Kreis, deren andrer die Central-Linie der beiden andern 
Kreise darstellt.

Wenn daher die Symbole

die Gleichungen dieser Central-Linie und die andern

die Gleichungen jener correspondirenden Polaren repräsentiren, 
so kann die Gleichung des Orthogona-Kreises in der Form

geschrieben werden.
Wenn man endlich in der eben betrachteten Determinante 

den mit z multiplicirten Elementen der dritten Verticalreihe die 
mit x  und y respective multiplicirten der ersten und zweiten hin
zufügt, welches ohne Veränderung ihres Werthes geschehen kann, 
so erhält man in der dritten Verticalreihe die linken Seiten der

www.rcin.org.pl



411

Gleichungen der Kreise selbst; bedenkt man nun, dass die De
terminante

den doppelten Inhalt des Dreiecks repräsentirt, welches von den 
Mittelpunkten des ersten und zweiten Kreises mit dem Punkte 
(x, y ,  z) gebildet wird, und dass das Substitutions-Resultat der 
Coordinaten eines Punktes in die Gleichung eines Kreises das Qua
drat der Tangente ausdrückt, die man von demselben an den 
Kreis ziehen kann, so ergiebt sich eine neue Form und Interpre
tation der Gleichung des Orthogonal-Ivreises. Bezeichnen wir näm
lich die Längen der Tangenten, die man von einem Punkte des 
Orthogonal-Kreises an die gegebenen Kreise

ziehen kann, durch a , b , c  und die Inhalte der Dreiecke, welche 
diesen Punkt zur Spitze und die Central-Linien der Kreise

respective zur Basis haben, durch a , b', c , so gilt für jeden Punkt 
des Orthogomal-Kreises die geometrische Relation

359. Wir beschliessen diese Untersuchung mit einer allge
meinen Bemerkung. D i e F u n c t i o n

w e l c h e  mit Null  v e r g l i c h e n  den u n t e r s u c h t e n  Ort r e 
pr ä s e n t i r t ,  wür de durch e i n e  b e l i e b i g e  l i ne ar e  T r a n s 
f o r ma t i o n  n i c ht  g e ä n d e r t  we r de n;  denn es träte zu ihr 
nur die Determinante der Substitution als ein Factor hinzu, wel
ches die Identität mit Null nicht aufhehen kann. Wir beweisen 
dies kurz wie folgt: Wenn in den Gleichungen S =  o, Sl =  o, 
S2 =  o die Veränderlichen x, y, z durch die Werthe
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ersetzt werden, so gehen die Differentiale, welche die Determi
nante bilden, in folgende über

mit entsprechenden Werthen für die von S ,, S2. In Folge dessen 
ist nach dem Multiplications - Theorem der Determinanten

Wir haben also in dieser Gleichung eine solche Function der 
Coefficienten und der Veränderlichen der gegebenen Functionen, 
welche durch eine lineare Substitution nicht anders als durch Hin- 
zutreten der Determinante dieser letzteren als Factor verändert 
wird und erkennen darin die geometrische, von der Lage des 
Coordinatensystems vollkommen unabhängige Zusammengehörigkeit 
der gegebenen Curven mit der durch unsre Function dargestellten 
Curve ausgedrückt.

Die Functionen solcher Natur hat man nach Iacobi als Funct i o -  
nal - D e t e r m i n a n t e n  bezeichnet; Mr. Sylvester hat ihnen neuer
dings den Namen Covar i ant en  beigelegt, welcher augenschein
lich ihre wesentliche Eigenthümlichkeit sehr wohl bezeichnet. Man 
kann darnach sagen, dass  die Gl e i c hung  des  O r t h o g o n a l -  
Kr e i s e s  e i ne  Covar i ant e  von den G l e i c h u n g e n  der  
dre i  g e g e b e n e n  Kre i se  ist.  Covar i ant e n  r e p r ä s e n t i -  
ren ü b e r h a u p t  andre  Curven ,  w e l c h e  mi t  den g e g e b e 
nen e ine von d e r W a h 1 d e r  C o o r d i n a t e n - A c h s e n  u n a b 
h ä n g i g e  Re l a t i o n  haben.  Wir werden deshalb in weiteren 
allgemeinen Untersuchungen denselben oft begegnen.

360. D ie B e d i n g u n g ,  w e l c h e  e r f ü l l t  s e i n  muss ,  d a 
mit  e i ne  G l e i c h u n g  des z we i t e n  Grades  z we i  ge r ade  
Li ni en d a r s t e l l t ,  wird als die D i s c r i m i n a n t e  d i e s e r  
G l e i c h u n g  b e z e i c h n e t .  · . (

Wir finden jene Bedingung durch folgende Betrachtungen. Wenn 
ein Kegelschnitt in zwei gerade Linien zerfällt, so geht die in Be-
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zug auf ihn genommene Polare jedes Punktes durch denDurchschnitts- 
punkt der beiden Geraden, sie ist die vierte Harmonikale zu ihnen 
und der geraden Linie, welche ihren Durchschnittspunkt und den 
gegebenen Punkt verbindet. Die durch

dargestellte gerade Linie gebt aber nur dann stets durch einen 
festen Punkt, wenn die Gleichungen.

gerade Linien repräsentiren, die sich in einem Punkte schneiden; 
wir bemerken, dass es die Polaren von den Eckpunkten des Fun
damental-Dreiecks sind, welche durch diese Gleichungen darge
stellt werden. Wenn wir daher die Bedingung bilden, unter welcher 
die Gleichungen
«a-f- b"ß +  b'y =  0 , aß -\-by-\- b'a =  0 , a"y -f- b'a 4- b ß =  0 

gerade Linien darstellen, die durch einen und denselben Punkt 
gehen, indem wir die Grössen a, ß , y zwischen diesen Gleichun
gen eliminire.11, so erhalten wir die Discriminante der gegebenen 
Gleichung in der Form

oder
wenn wir die allgemeine Gleichung des Kegelschnitts in der rorm 
des Artikel 328 voraussetzen. Für die sonst gebrauchte allgemeine 
Gleichung

ergiebt sich die Discriminante als das Resultat der Elimination 
zwischen den Gleichungen

in der Form

oder
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361. R ein a l g e b r a i s c h  de f i n i r t  man die  Disc r i mi -  
nant e  al s d i e  B e d i n g u n g ,  u n t e r  w e l c h e r  e i n e Gl e i c h u n g  
g l e i c h e  Wu r z e l n  bes i tzt .  Wenn man die Gleichung durch 
Einführung einer neuen Veränderlichen homogen macht, so wird 
diese Bedingung für die Existenz gleicher Wurzeln durch Elimi
nation von x  und y  zwischen den derivirten Gleichungen

so ist die Bedingung, unter welcher die transformirte Gleichung 
zwei gerade Linien darstellt durch die entsprechend gebildete De
terminante

ansgedrückt, und das Multiplications-Theorem der Determinanten 
zeigt sogleich, dass dieselbe mit dem Producte

identisch und also gleich Null ist, wenn der erste Factor dessel
ben Null ist.

gefunden.
D ie D i s c r i mi n a n t e  e i ne r  g e g e b e n e n  h o m o g e n e n  

F u n c t i o n  e i ner  b e l i e b igen  Anzahl  v o n  V e r ä n d e r l i c h e n  
wird erhal t en ,  indem man d iese l be  nach einander in 
B e z u g  auf  al l e  d i e s e  Ve r ä n d e r l i c he n  d i f f e r e n t i i r t  und  
z w i s c h e n  den r e s u l t i r e n d e n  G l e i c h u n g e n  die V e r ä n 
d e r l i c h e n  e l i mi n i r t .  Die geometrische Bedeutung verbleibt dem 
allgemeinen Falle bei drei und vier Veränderlichen; die Identität 
der Discriminante mit Null zeigt das Vorhandensein eines Doppel
punktes an.

In F o l g e  i h r e r  B i l d u n g  e b e n s o w o h l  als in Fo l g e  
di eser  i h r e r  g e o m e t r i s c h e n  Be d e u t u n g  bes i tzt  die  
D i s c r i mi n a n t e  den Charakt er  der U n v e r ä n d e r l i c h k e i l  
al l e n  l i n e a r e n  T r a n s f o r m a t i o n e n  g e g e n ü b e r .  Wenn die 
zu vollziehende lineare Substitution ist
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362. Aus den G l e i c h u n g e n  z we i e r  K e g e l s c h n i t t e  

 
w e l c h e  wi r  in g e w o h n t e r  Wei se  durch die S v mh o l e  

S =  o, S1 =  o
v e r t r e t e n  w o l l e n ,  k ö n n e n  wir die  G l e i c h u n g e n  i h r e r  
D u r c h s c h n i t t s s e h n e n  b i l de n , i nde m wir die D i s c r i m i - 
nant e  von k S  +  S 1 =  o
a uf  s u c h e n ;  dieselbe wird augenscheinlich gefunden, indem wir 
in die Discriminante von S =  o für a, b, a u. s. w. die Werthe 
ka  +  A, kb -f- B , ka  -p Ai, u. s. w. substituiren. Die Verglei
chung des so erhaltenen Ausdrucks mit Null liefert für die De- 
stimmung von k eine cubische Gleichung, wie es aus geometri
schen Gründen der Fall sein muss; denn es können durch die 
vier Durchschnittspunkte A, B,  C, B beider Curven drei Paare 
von geraden Linien A B ,  CB; AC, BB; A B ,  BC gezogen werden, 
deren jedes einen der Kegelschnitte k S  -j- S{ =  o repräsentirt. 
Wenn wir die Wurzeln jener cubischen Gleichung durch k', k', 
k" ausdrüclken, so sind die Gleichungen dieser drei Paare von 
geraden Linien

S ^ k ' S  —  o, S .+  Z /'S— o, S{ +  k"' S —  o.
Die besprochene cuhische Gleichung ist aber

Die Coethcienten derselben sind von einer charakteristischen Sym
metrie der Form; wenn wir die Discriminante von S =  o durch 
A und die von <S, = o  durch A { bezeichnen, so ist offenbar das 
absolute Glied unserer Gleichung mit Ay und der Coefficient von 
k3 mit A identisch; dagegen ist der Coeflicient von k2

und der von k gleichermassen

wie es auch aus der Entstehung der Gleichung mit Hilfe des 
Taylor’schen Satzes abgeleitet werden kann. Wir wollen diese
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beiden Functionen durch die Symbole Θ und Θ1 abkürzend be
zeichnen, so dass die obige cubische Gleichung in der Form

zu schreiben ist.

363. A us der Nat ur  der  B e d e u t u n g ,  w e l c h e  d i e se  
Gl e i c h u n g  bes i t z t ,  f o l g t ,  dass  die  C o e f f i c i e n t e n  A, Θ, 
Θ„ A 1 in de r s e l b e n  ihr g e g e n s e i t i g e s  V e r h ä l t ni s s  durch  
k e i n e T r a n s f o r m a t i o n  der Cο o r d i n a t e n  v e r ä n d e r n  k ö n 
nen;  denn die Werthe von k,  für welche k S + S1 =  o ein Paar 
gerade Linien darstellt, können nicht von der Lage der Coordi- 
naten-Achsen abhängig sein. Man bezeichnet jene Coefficienten 
deshalb als I nv a r i a nt e n ,  i ndem man als  e i ne  I n v a r i a n t e  
j e d e  V e r b i n d u n g  aus den C o e f f i c i e n t e n  e i n e r  g e g e b e 
nen F u n c t i o n  b e n e n n t ,  w e l c h e  der e n t s p r e c h e n d e n  
V e r b i n d u n g  aus den C o e f f i c i e n t e n  der  durch e ine  b e 
l i e b i g e  l i ne ar e  S u b s t i t u t i o n  t r a n s f o r m i r t e n  F u n c t i o n  
e n t w e d e r  g l e i c h  i st  ode r  w e l c h e  von d i e s e r  nur durch  
den als F a c t o r  h i n z u t r e t e n d e n  Modul us  der  T r a n s 
f o r m a t i o n  ab weicht.*)
. Wi r  we n d e n  d i e s e  Be l r a  c h t ung  auf  die F r a g e  n a c h  
d e m D r e i e c k  an,  w e l c h e s  g l e i c h z e i t i g  dem K e g e l s c h n i t t  
5 =  o e i n g e s c h r i e b e n  und dem K e g e l s c h n i t t  St =  o u m 
g e s c h r i e b e n  ist. Wenn es ein solches Dreieck giebt, und

die Gleichungen seiner Seiten repräsentiren, so muss man die Glei
chungen 
in die Formen

(Artikel 332) und

(Art. 333) bringen können. In diesem Falle ist

Es besteht somit die Relation
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Dieselbe muss, der vorhin erwähnten Natur der darin auftre
tenden Factoren nach, von den gewählten Fundamental-Linien un
abhängig sein und drückt daher ganz allgemein die B e d i n g u n g  
aus, we l c he  für das  g l e i c h z e i t i g  e in-  und u m g e s c h r i e 
bene  Dre i eck  e r f ü l l t  s e i n  muss .  In entwickelter Form und 
für die allgemeinen Gleichungen lautet sie wie folgt:

364. Die B e d i n g u n g  zu f i nde n ,  u nt e r  w e l c h e r  z we i  
K e g e l s c h n i t t e  S =  o , <Sj =  o e i n a n d e r  ber ühr e n .

Wenn von den vier Durchschnittspunkten zweier Kegelschnitte 
zwei, A, B, zusammenfallen, so ist das Paar gerader Linien AC, BD 
mit dem andern Paar BC, AD identisch und in diesem Falle muss 
daher die im vorigen Artikel betrachtete cubische Gleichung in k 
ein Paar gleiche Wurzeln haben. Die Bedingung dafür ist das 
Verschwinden ihrer Discriminante. Um dieselbe zu bilden, machen ’

ocwir die Gleichung durch die Substitution k =  — homogen und eli-
y

miniren die Veränderlichen zwischen den beiden partiellen Diffe
rentialen derselben, nämlich

Dazu multipliciren wir jede dieser Gleichungen mit x  und y 
und erhalten

daraus aber durch Elimination die Deteriminante
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Indern man sie entwickelt, erhält man

Wenn in diesem Ausdruck an Stelle der Grössen A, A x, Θ, Θ, 
ihre Werthe aus den Coefficienten der Gleichungen beider Kegel
schnitte eingesetzt werden, so ist die entstehende Bedingungsglei
chung in diesen Coefficienten vom sechsten Grade, und wir schlies- 
sen daraus, dass die Aufgabe „ d u r c h  v i e r  P u n k t e  e i nen K e 
g e l s c h n i t t  zu b e s c h r e i b e n ,  der  e i nen g e g e b e n e n  K e 
g e l s c h n i t t  b e r ü h r t “, im Allgemeinen sechs Auflösungen an
nimmt. (Vgl. Art. 3 5 3  f.)

Wenn einer der beiden Kegelschnitte S =  o , S1 =  o , in zwei 
gerade Linien zerfällt, so ist nothwendig eine der Wurzeln der 
Gleichung

mit Null identisch und daher

Die vorher erhaltene allgemeine Bedingung geht daher in

über. Diese Gleichung, welche auch die Bedingung ist, unter 
welcher die Gleichung

gleiche Wurzeln hat, zeigt also an, dass eine jener beiden gera
den Linien, welche die Gleichung =  o nach der Voraussetzung 
repräsentirt, den Kegelschnitt S = o  berühre.

Aufg. 1. We l c he s  ist  die Bedi ngung,  die erfül l t  sein 
muss,  damit zwei  Krei se  s i ch berühren?

Aufg. 2. Beweise ,· dass der Krei s ,  we l che  r durch die 
Mittelpunkte der 'Sei ten eines Dr e i e c ks  g e h l ,  jeden der 
vier Kreise berührt ,  w e l c h e  de in seihen Dreieck i n n e r 
l ich und äusser l i ch e i nges chr i eben  werden können.

365. Unt er  w e l c h e r  B e d i n g u n g  be r ühr t  die g e r a d e
L l n l e
den K e g e l s c h n i t t

Zur Beantwortung der Frage bilden wir von der Gleichung

d. h. von der Gleichung des Kegelschnittes, welcher mit dem gege
benen eine doppelte Berührung besitzt, für die die gegebene ge-

4 1 8
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rade Linie die Berührungssehne ist, die Discriminante. Sie wird 
in der Form

gefunden, denn der Coefficient von k und das absolute Glied ver
schwinden, wie inan leicht aus geometrischen Gründen erkennt. 
Wenn St in zwei verschiedene lineare Factoren zerfällt, so ist 
einer der Werthe von k gleich Null und das absolute Glied man
gelt der allgemeinen Gleichung, welche dasselbe bestimmt; wenn 
zudem die beiden linearen Factoren identisch sind, wie jetzt vor
ausgesetzt wird, so muss noch eine zweite Wurzel der Gleichung 
gleich Null sein und folglich der Coefficient von k verschwinden. 
Wenn im ersten Falle die beiden durch <S', - -  o dargestellten ge
raden Linien als das Paar AC, BI) betrachtet werden, so reprä- 
sentirt dieselbe Gleichung, wenn sie ein vollständiges Quadrat ist, 
zugleich das andere Paar AI), B C.

Daher ist die obige Gleichung zur Bestimmung von k zu ge
brauchen; man erhält aus ihr

und durch Einsetzen dieses Werthes in die Gleichung

als d ie  G l e i c h u n g  des  T a n g e n t e n p a a r e s ,  w e l c h e s  die 
ge r ade  Linie

zur  B e r ü h r u n g s s e ' h n e  hat.
Se t zen wir a b e r  e n d l i c h  v o r a u s ,  das s  die durch

d a r g e s t e l l t e  g e r a d e L i n i e  d e n K e g e l s c h n i t t  S =  o se 1 hst  
b e r ü h r e ,  so  f ä l l t  auch das T a n g e n t e n p a a r  A B, C D mit  
ihr o d e r  mi t  S' — υ z u s a m m e n ,  und al le dre i  Wu r z e l n  
der  c u b i s c h e n  G l e i c h u n g  s ind Nul l ,  so dass dieselbe durch 
k3 dividirt werden kann. So erhalten wir die nämliche Bedingung

www.rcin.org.pl



4 2 0

wie im Art. 111, als unter welcher die gerade Linie

den Kegelschnitt S =  o berührt, in der neuen Form

oder nach den Coefficienten entwickelt

für welche wir ahkürzend das Symbol

eingeführt haben.

366. Man ka nn  d i e s e  B e d i n g u n g  auch in der Form  
e i n e r  D e t e r m i n a n t e  erhalten, wie folgt: Ist (α, ß, y) der Be
rührungspunkt der Tangente, so ist die Gleichung seiner Polare 
durch

repräsentirt, und die Bedingungen, unter welchen diese mit der 
geraden Linie 
seihst zusammenfällt, sind

fügen wir diesen noch die Bedingung

hinzu, welche erfüllt sein muss, weil der Punkt ( o r ,  ß, y) auch der 
gegebenen geraden Linie angehört, so können wir die Coordina- 
ten a, ß , y linear eliminiren und erhalten die fragliche Bedingung 
in der Form

Ihre Entwickelung zeigt sie mit dem obigen Ergebniss identisch.
Wenn der Ke g e l s c h n i t t  S k St =  o die  g e r a d e L i - 

n i e '  . Z a -f- m ß -f- ny — o
b e r ü h r e n s ο 11, s o  wi r d  die B e d i  n g u n g , unt e r  w e 1 c b e r 
di es  a l l e i n  s t a t t f i n d e t ,  durch die S u b s t i t u t i o n  von 
k a +  Λ, k b +  B u. s. w. für  a, b u. s. w. in
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erh a lten . Da das Resultat die unbestimmte Grösse k im zwei
ten Grade enthält, so erkennen wir, dass  die Auf g a be ,  ,, e i - 
nen K e g e l s c h n i t t  zu b e s c h r e i b e n ,  der d u r c h  vier  
Punkt e  geht  und e i ne  g e g e b e n e  g e r a d e  Li ni e  b e 
rührt",  zwei  A u f l ö s u n g e n  annimmt.

Aufg. Unter we l c he r  Bedi ngung berührt  die gerade
L i n i e
den Kege l schni t t

Aufl. Die Bedingung ist Θ +  K  =  o, wenn wir durch K  das 
Resultat bezeichnen, welches man durch die Substitution von

für α, ß, γ in S erhält.

367. Man s o l l  die Co o r d i n a t e n  des  P o l s  der g e r a 
den Li ni e  la  +  m ß n γ =  o in Be z u g  auf  den K e g e l 
s c h n i t t  S = o  b e s t i mme n .

Wenn diese Coordinaten durch a ,  ß', γ '  bezeichnet werden, 
so muss die Function

mit
identisch sein. Man erhält daraus die Bedingungen

und durch diese a, proportional zu

u. s. w .; Wertlie, welche in der Form

geschrieben werden können.

36S. Wir kehren Von diesen allgemeinen Betrachtungen zu 
einigen einfachen Anmerkungen über die D i s c r i mi n a n t e  e i n e s  
e i n z e l n e n  K e g e l s c h n i t t s  zurück, welche nur Früheres unter 
allgemeinerem Gesichtspunkt wiederholen sollen.

Wenn wir die Discriminante
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(Vgl. Art. 360) aus ihren Partial-Determinanten zusammensetzen, so 
nimmt sie die Formen

F(B2 — AC) +  E{AE — BD) +  B[CD -  BE),  
oder C{B2 — AF) +  E(AE — BD) +  B (B F  — DE)  an.

In der ersteren begegnet uns die Grösse (B2 — AC), von de
ren Werth nach dem Früheren (Vergl. Art. 90) die Gattung des Ke
gelschnitts abhängt, welchen die allgemeine Gleichung darstellt. Die 
beiden andern in Parenthese stehenden Binome der ersten Entwick
lung sind die Zähler in denWerthen der Mittelpunkts-Coordinaten der 
Curve. Wir zeigten in den Art. 157—159, dass die erstere Grösse bei 
einer Coordinaten-Transformation ungeändert bleibt und erkennen 
jetzt, dass dies wieder aus dem allgemeinen Grunde der Fall war, 
weil sie eine, von der Lage des Achsen-Systems, auf welches man 
sie bezieht, unabhängige Eigenschaft des Kegelschnitts ausdrückt, 
nämlich das Vorhandensein von reellen und verschiedenen oder 
von zusammenfallenden Punkten in unendlicher Entfernung, oder 
das Imaginärsein der unendlich entfernten Punkte. Sie gehört da
her gegenüber den besonderen linearen Transformationen, welche 
eine Aenderung des Coordinaten-Systems ausdrücken, zu der Klasse 
der Invarianten. (Vgl. Art. 304.)

Wenn wir die Discriminante wie früher durch A und diese 
Invariante durch Δ ,  endlich die andere Partial-Determinante von 
analoger Form durch δ bezeichnen, so lässt sich die vollständige 
Classification der Curven zweiter Ordnung einfach durch folgende 
Tabelle ausdrücken:

Δ  >  o, E l l i p t i s c h e  Formen.
A <  o, Reelle Ellipse.
A =  o, Punkt; zwei sich schneidende imaginäre Ge

rade.
A >  o, Imaginäre Ellipse.

Δ  t=  o, P a r a b o l i s c h e  F o r me n .  /
A <  o, Parabel.
A —  o, Zwei parellelef reell für δ <  o,

P , ? z u sa m m e n fa lle n d  für δ =  o,
u e r a a e ,  ) im a g in ä r  für δ >  o.

A  >  o, Parabel.
Δ  <  o, H y p e r b o l i s c h e  F o r me n .

Δ <  o, Hyperbel.
A =  o, Zwei sich schneidende Gerade.
A >  o, Hyperbel.
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369. Ei ni ge  w e i t e r e  B e t r a c h t u n g e n  k n ü p f e n  wir 
an den Ums t and an,  der s o  oft in den f r ü h e r e n  E n t 
w i c k e l u n g e n  he merk l i eh w a r d ,  dass nä ml i c h  die  
z w e c k m ä s s i g e  Wahl  der  C o o r d i n a t e n - A c h s e n  der  
g e o m e t r i s c h e n  U n t e r s u c h u n g  g r o s s e n  V o r s c h u b  l e i 
stet.  In der That, die einer gestellten Frage als Antwort entspre
chende Gleichung, die Gleichung einer Curve, kann dadurch auf ihre 
einfachste Form gebracht und beweglicher und brauchbarer gemacht 
werden als sie sonst ist; wir brauchen nur au die Vortheile zu er
innern, welche die Anwendung der" auf die Achsen bezogenen Glei
chung für die Untersuchung der Ellipse und der Hyperpel mit 
sich brachte. Wir erinnern gleichzeitig an die allgemeine Eigen
schaft der Kegelschnittsgleichung, aus welcher dies als ein spe- 
cieller Fall hervorgeht; wenn wir ein Dreieck zum Fundamental
dreieck wählten, welches sich seihst conjugirt ist, d. h. in wel
chem jeder Eckpunkt der Pol der gegenüberliegenden Seite in 
Bezug auf den Kegelschnitt ist, so reducirte sich die allgemeine 
homogene Gleichung desselben auf die Form

L2 +  M2t =  R2 (Art. 303 f.).
Wir erkennen diese jetzt als mit der allgemeinen Form der 

Mittelpunktsgleichung der Kegelschnitte
A x 2 +  Cy2 =  F

OC V
identisch, welche durch die Substitution von — und — für x  und

. z z
y in die Form A x 2 +  Cy2 == Fz 2 .
übergeht, und bemerken, dass diese Uebereinstimmung der Form 
deshalb stattfindet, weil zwei conjugirte Durchmesser der Curve 
zusammen mit der unendlich entfernten geraden Linie auch ein 
Dreieck bilden, welches sich selbst conjugirt ist; deifti diese Letz
tere ist die Polare des Mittelpunktes und der unendlich entfernte 
Punkt des einen Durchmessers hat den andern Durchmesser zu 
seiner Polare.

370. E s gi eb t für j ei len Ke g e l  s ehn itt unz ä hlig v i e l e  
s i c h  s e l b s t  c o n j u g i r t e  Dre i e c ke .  Man kann dies ebenso, 
wie aus dem Vorigen geometrisch, auch analytisch aus der Theo
rie der linearen Transformationen schliessen ; denn wenn es sich 
darum handelt, die allgemeine Gleichung

A x 2 +  2 B x y  +  Cy2 -f- 2 D x z  -f- 2 E y z  -f- Fz 2 ¢= o 
in die Form a X 2 +  b Y 2 -f- c Z2 —  o
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zu bringen, so muss dies, wenn es überhaupt möglich ist, durch 
eine Coordinaten-Transformation, d. h. mittelst einer linearen Sub
stitution vollzogen werden können. Die allgemeine Form einer 
solchen Substitution ist

Ob die transformirte Form mit der ursprünglichen identisch 
gemacht werden kann, ist offenbar eine Frage, die nur von der 
Möglichkeit abhängt, die entsprechenden Coefficienten zwischen der 
Entwicklung von

und der ursprünglichen Gleichung zu identificiren; die Zahl der 
daraus entspringenden Bedingungsgleichungen kann sechs nicht 
überschreiten, und es bleibt daher ein Ueberschuss willkürlicher 
Constanten in der Transformation, auch mit Berücksichtigung der 
Bedingung, welche für die Coefficienten jener linearen Substitu
tion erfüllt sein muss, wenn sie eine Coordinaten-Transformation 
ersetzen soll. D ie Zä h l u n g  der  Co n s t a n t e n  ze igt  a u c h ,  
dass  es für al le die  durch  die  Gl e i c h u n g

r e p r ä s e n t i r t e n  K e g e l s c h n i t t e  e i n D r e i e c k  g i ebt ,  w e l 
ches  s i c h  s e l b s t  c o n j u g i r t  ist.

Die Beziehung auf dies Dreieck gewährt der Untersuchung 
jenes Systems den Vortheil, dass die Gleichung aller ihm angehö- 
rigen individuellen Kegelschnitte in der einfachsten Form erschei
nen. Es ist  das D r e i e c k ,  w e l c h e s  die D u r c h s c h n i t t s 
p u n k t e  der  G e g e n s e i t e n  und d e n ' D u r c h s c h n i t t s p u n k t  
der D i a g o n a l e n  des  zur Bas i s  d i e n e n d e n  Vi e r e c ks  zu 
E c k e n  hat.  Seine Seiten sind die Orte der Durchschnittspunkte 
correspondirender Strahlen der beiden Büschel von gleichem Dop- 
pelschnittsverhältniss, welche von den Tangenten der Kegelschnitte 
des Systems in je zwei Ecken des Vierecks gebildet werden.

Wenn man di e  G l e i c h u n g  S - f  k <5, =  o a l s d i e G l e i -  
chung  a l l e r  der K e g e l s c h n i t t e  an s i e h t ,  w e l c h e  d i e 
s e l b e n  v i er  g e r a d e n  L i n i e n  b e r ü h r e n ,  oder  we nn  man  
die I n t e r p r  eta t i o n s - M e t h o d  e der t r i m e t r i s c h e n  L i 
ni e  n - C o o r d i n a t e n  a n we n d e t ,  so e x i s t i r t  ein s i ch  s e l bs t  
c o n j u g i r t e s  D r e i s e i t ;  di e  S e i t e n  d e s s e l b e n  s i nd die
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Di a g o n a l e n  des g e m e i n s c h a f t l i c h  u m s c h r i e b e n e n  Vier - 
s e i t s  und zugleich die Enveloppen der Verbindungslinie corre- 
spondirender Punkte der beiden Reiben von gleichem Doppelschnitt- 
verhältniss, welche von den den Seiten des Vierecks angehörenden 
Punkten der Kegelschnitte des Systems gebildet werden.

Wenn das gemeinschaftliche ein- oder umschriebene Viereck 
sich auf ein Punkte- oder ein Tangente-n-Paar reducirt, d. i. wenn 
die betrachteten Kegelschnitte eine doppelte Berührung mit einan
der haben, so ist das gemeinschaftliche sich selbst conjugirte 
Dreieck und Dreiseit unbestimmt; denn für jenes ist nur der Durch
schnittspunkt der gemeinschaftlichen Tangenten als eine Ecke und 
ihre Berührungssehne als eine Seite anzunehmen, während die 
Lage der beiden dieser Seite angehörigen Ecken in ihr unbestimmt 
ist; für dieses ist nur der Durchschnittspunkt der gemeinschaftli
chen Tangenten als eine Ecke und die Berührungssehne als die 
gegenüberliegende Seite anzunehmen, während die Lage der bei
den von jener Ecke ausgehenden Seiten unbestimmt ist, wenn 
auch natürlich immer durch die Beziehung der harmonischen Thei- 
lung gebunden.

Sind unter den gemeinschaftlichen Punkten oder Tangenten 
der Kegelschnitte drei zusammenfallende, so dass die Kegelschnitte 
eine Berührung zweiter Ordnung besitzen,, so ist das gemeinschaft
liche conjugirte Dreieck auf einen Punkt, den Berührungspunkt, 
und das gemeinschaftliche conjugirte Dreiseit auf eine Gerade, die 
dreifache Tangente reducirt; ebenso bei der Berührung dritter 
Ordnung.

371. Der analytische Charakter einer Coordiuaten-Transfor- 
mation in trimetrischen Coordinaten ist leicht zu bezeichnen.

Wenn die Gleichung der geraden Linie
x  cos cx \  y  sin a — p  =  o

in die Form
IL -f- mM +  tiN —  o. 

gebracht werden soll, und

L =  x  cos iVj + y  sin a, — p t,
M =  x  cos a2 -|-y sin « 2 — p 2,
N  =  x  cos cc3 -\-y sin a3 —  p3

sind, so müssen die Coefficienten /, m, n von den Formen
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sein, wenn man durch A, B, C die Winkel des Dreiecks L t=  o, 
Μ =  ο , N =  o an den Ecken M —  ο, N  =  o; iV =  o, L =  o; 
L =  ο, M =  o respective und mit £2, £3 die Längen der Per
pendikel bezeichnet, welche von denselben Eckpunkten auf die ge
rade Linie x  cos a, +  y sin cct — =  o
gefällt werden.

Führt man noch zwei solche gerade Linien *

ein und bezeichnet die entsprechenden Coefficienten durch

respective, so erhalt man dieselben proportional den Dmlimen- 
Coordinaten ·η2, η2, η3; ξ2, ξ3 der Ecken M ~  ο, N =  ο; N  =  o,
L =  o; L =  ο, Μ =  o in Bezug auf das von diesen drei geraden 
Linien gebildete Fundamental-Dreieck.

Wenn die Gleichung φ { x ,  r j , z )  ~  o 
in die neue Gleichung

transformirt wird, wo die Grössen α„ a2, a3; bu b2, b3; cu c2, c3 re
spective die Dreilinien-Coordinaten der Punkte (y, z), (z, x), (x, y) in 
Bezug auf das Fundamental-Dreieck x t =  o, y, —  ο, zy —  o sind, 
so kann die Entwicklung mit Hilfe des Taylor’schen Satzes vollzo
gen werden. Wir bezeichnen zur Abkürzung wie folgt:
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und können dann die Entwicklung unter der Voraussetzung, dass 
S =  o die allgemeine Gleichung des zweiten Grades repräsentirt, 
schreiben wie folgt:

Darin sind nach den Definitionen

ü. s. w.
Durch die besondere Wahl des neuen Fundamental-Dreiecks 

kann die transformirte Gleichung vereinfacht werden; wenn die Ecken 
des neuen Fundamenlal-Dreiecks in der Curve liegen, so werden

und die Glieder, welche die Quadrate der Veränderlichen enthal
ten, verschwinden aus der Gleichung; in Folge dessen ist die all
gemeine Gleichung der dem Fundamental-Dreieck umschriebenen 
Kegelschnitte

Wenn jede der Seiten des Fundamenlal-Dreiecks die Polare 
der· gegenüberliegenden Ecke desselben ist, so verschwinden in 
Folge der Relation

die Glieder, welche die Producte der Veränderlichen enthalten und 
die Gleichung des auf ein sich seihst conjugirtes Dreieck bezoge
nen Kegelschnitts wird

Auch kann man

machen und die allgemeine Gleichung in der Form

erhalten.
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In Rücksicht auf die im Anfang dieses Artikels gegebenen 
Entwickelungen kann man noch die Coefficienten

Sa, Sb, s„, A ,  A ,  A
ab bc ca

mit Hilfe der Bestimmungsstücke des neuen Fundamental-Dreiecks 
ausdrücken; wir dürfen dies dem Leser überlassen.

372. Es bedarf nur der Erinnerung an die Entwicklungen 
der Art. 362, um die folgenden Sätze zu beweisen: D ie s e c h s  
E c k p u n k t e  z we i e r  D r e i e c k e ,  die s i ch s e l b s t  c o n j u g i r t  
s i nd,  l i egen in d e m s e l b e n  K e g e l s c h n i t t  — und: Die 
s e c h s  Se i t e n  z we i e r  s i c h  s e l b s t  c o n j u g i r t e n  Dr e i e c k e  
b e r ü h r e n  d e n s e l b e n  Ke ge l s c hn i t t .

Im Art. 362 bähen wir die Discriminante der Gleichung 
k S  +  St =  o

entwickelt, d. h. die Bedingung, unter welcher diese Gleichung 
zwei gerade Linien repräsentirt. Diejenigen Werthe von k, welche 
der Bedingung genügen, dass jene Discriminante durch sie mit 
INull identisch würde, fanden wir nothwendig als von dem Coor- 
dinaten - System unabhängig, auf welches der Kegelschnitt S =  u 
bezogen wurde; sie müssen bei jeder Coordinaten-Transformation 
ungeändert bleiben, d. h. eine lineare Transformation stört das 
Verhältniss der Coefficienten von k3, Zf2, kl u. k° nicht, welche in 
der dort zur Bestimmung von k erhaltenen cubischen Gleichung 
auftreten. Denken wir uns nun zwei Dreiecke, welche in Bezug 
auf einen und denselben Kegelschnitt sich selbst conjugirt sind 
und bezeichnen die Seiten des einen durch 

x  =  o, y =  o, z =  o , 
die des andern durch

u =  o , v — o , tv — o;
wobei wir voraussetzen, dass diese Symbole Constanten implicite 
enthalten, so kann die Gleichung des Kegelschnitts in den Formen 

x2 y 2 z2 =  o und u2 +  v2 +  rv2 =  o 
ausgedrückt werden.

Die Gleichung eines andern Kegelschnitts ist, bezogen auf das 
erste Dreieck

Ax2 -f 2 B x y  +  Cy2 -f- Ί Ό χ ζ  -f- 2E y z  +  F z 2 ~  o, 
in Bezug auf das zweite aber

au2 +  2 b uv +  c v2 -f· 2 d u rv +  2 evtv +  frv2 =  o.
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Wir müssen also die Relation haben

λ

mul wenn wir die Discriminante von jeder der beiden Seiten die
ser Gleichung bilden und die entsprechenden Coefficienten von k 
vergleichen, so ergehen sich die beiden Bedingungsgleichungen

Wenn nun jener Kegelschnitt durch die drei Ecken des er
sten Dreiecks und durch zwei von den Ecken des zweiten hindurch 
gellt, so müssen die Coefficienten A , C , F , a , c  sämmtlich INull 
sein und daher nach der ersten Bedingungsgleichung auch

d. h. derselbe Kegelschnitt geht auch durch die dritte Ecke des 
zweiten Dreiecks.

Und wenn ein Kegelschnitt die Seiten des ersten Dreiecks und 
zwei von den Seiten des zweiten berührt, so müssen von den 
sechs Gliedern der zweiten Bedingungsgleichung fünf identisch mit 
Null sein; es ergiebt sich daraus, dass auch das sechste den Werth 
Null haben muss, d. h. dass derselbe Kegelschnitt auch die dritte 
Seite des zweiten Dreiecks berührt. Deshalb schneiden sich dann 
auch die geraden Verbindungslinien der correspondirenden Ecken 
zweier solcher Dreiecke in einem Punkte und die correspondiren
den Seiten in Punkten einer geraden Linie. (Vergl. Art. 331, 
Aufg. 2 u. 3.)

Man kann in derselben Art beweisen, dass w enn zw ei D r e i 
e c k e  d e m s e l b e n  K e g e l s c h n i t t  e i n g e s c h r i e b e n  s ind,  
ihre  S e i t e n  a l l e  d e n s e l b e n  K e g e l s c h n i t t  b e r ühr e n .

373. Wir haben im Art. 363 als ein Beispiel für den Gebrauch 
der Invarianten die Frage nach der Bedingung berührt, welche 
erfüllt sein muss, wenn ein Dreieck zugleich einem Kegelschnitt 
S =  o eingeschrieben und einem andern Kegelschnitt &, =  o um
schrieben sein soll.

Man kann in derselben Art nach dem g l e i c hz e i t i g  e i n -  
und um g e s c h r i e b e n e n  P o l y g o n  fragen.

Beide Untersuchungen lassen sich behandeln als Schlussfra
gen der Aufgaben: W e l c h e s  i st  der  von der  dr i t t en  Ec k e  
e i n e s  D r e i e c k s  b e s c h r i e b e n e  Ort ,  d e s s e n  dre i  S e i t e n
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e i ne n  K e g e l s c h n i t t  St =  o b e r ü h r e n ,  wä h r e n d  se i ne  
zwe i  e r s t e n  Ecken  e i ne n  Ke g e l s c h n i t t  S =  o durch - 
1 auf en  ?

W e l c h e s  i s t  der Ort ,  den die  f re i e  Ec k e  e i n e s  Po l y -  
gons d u r c h l ä u f t ,  wenn s e i n e  Se i t en s ä mmt l i c h  e inen  
K e g e l s c h n i t t  5, =  o b e r ü h r e n ,  w ä h r e n d  al le s e i ne  
ü b r i g e n  E c k p u n k t e  in e i nem K e g e l s c h n i t t  S —  o l i e ge n?

Ihre Erledigung findet sich augenscheinlich alsdann in der 
Antwort auf die Frage: Unter  w e l c h e r  B e d i n g u n g  fäl l t  der  
g e f u n d e n e  Oi t mi t  dem K e g e l s c h n i t t e  S =  o z u s a m -  
m e n ?

Die zur Beantwortung nöthigen Operationen lassen sich, wenn 
man sich zunächst auf ein Dreieck beschränkt, auch so zusam
menfassen : Man bildet die Gleichung des von einem beliebigen 
Punkte an den Kegelschnitt St =  o gelegten Tangentenpaares, so
dann die Gleichung eines der Paare von geraden Linien, welche 
von den Durchschnittspunkten dieser Tangenten mit dem Kegel
schnitt S =  o bestimmt werden und drückt endlich die Bedingung 
aus, unter welcher eine dieser geraden Linien den Kegelschnitt 
Si —  o berührt.

Es hat keine Schwierigkeit, nach dem Vorangegangenen die 
hezeichneten Schritte nach einander auszuführen. Wir ziehen es 
aber vor, einen Weg einzuschlagen, welcher sich den erst gege
benen Andeutungen unmittelbarer anschliesst und namentlich ge
eignet scheint, die algebraische Methode recht deutlich vor Au
gen zu führen.

Wenn x  =  o , y  =  o , z  — o die Gleichungen von drei gera
den Linien repräsentiren, so können die Gleichungen

zwei Kegelschnitte repräsentiren; der erste derselben ist dem 
aus den drei gegebenen geraden Linien gebildeten Dreieck um
schrieben.

Man erhält aus beiden Gleichungen die dritte

www.rcin.org.pl



431

in welcher tv eine willkürliche Constante ist; sie repräsentirt einen 
Kegelschnitt, welcher durch die vier Durchschnittspunkte der Ke
gelschnitte S =  o, St =  o hindurch geht.

Wenn man die partiellen Differentialquotienten der Gleichung

nach x ,  y ,  z nimmt, d. i.

so fordert die Gleichzeitigkeit dieser Gleichungen, dass die Deter
minante derselben mit Null identisch sei. Diese Determinante, 
— sie ist die Discriminante der Function w S — St .—

ist in Bezug auf rv vom dritten Grade und man kann daher die 
fragliche Bedingung in der Form

schreiben und hat für die hier eingeführten Constanten die Werthe

374. Die Durchschnittspunkte der geraden Linie

mit dem Kegelschnitt

werden durch die Gleichung

bestimmt, und wenn die beiden Durchschnittspunkte, wie es für 
die Berührung sein muss, zusammenfallen sollen, so muss diese 
Gleichung ein vollständiges Quadrat sein, d. h. man muss haben
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Wir wollen diesen speciellen Werth von rv durch n bezeich
nen, so dass

a — 2 m« — «w, 
ist.

Analoge besondere Werthe von rv, welche wir durch rv2 und 
rv3 ausdrücken wollen, ergeben sich aus den Forderungen, dass 
die geraden Linien y =  ο , z =  o resp. die Kegelschnitte

berühren sollen, und sie sind durch die Gleichungen

mit den Constanten verbunden. Das Dreieck der geraden Linien

ist dann dem Kegelschnitt
eingeschrieben und den Kegelschnitten

umgesehrieben.

Wenn wir die vorher gefundenen Werthe von a , b ,  c in die 
Coefficienten der Discriminante subslituiren, so werden diese

Wir vereinfachen sie und die folgenden Untersuchungen durch 
die Substitutionen

Wir betrachten diese drei Werthe wv, rv2, rv3 als die Wur
zeln einer cubischen Gleichung und setzen demnach

Dann gellen nach den Relationen zwischen den Coefficienten 
und Wurzeln der Gleichungen, welche man gewöhnlich Newt on  
zuschreibt, die drei Rcdiugungen

und man erhält daraus
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Aus jenen drei Bedingungsgleichungen ergiebt sieb aber auch, 
indem man in der vorausgesetzten cubischen Gleichung die Coef- 
ficienten A,  B , C  durch ihre Werthe in l,  u, a(l, «, . . .  ersetzt,

Man kann demnach schreiben

und erhält

wenn

gesetzt wird.
Aus

folgt

Sonach ist

oder

Wenn nun die Voraussetzungen

gemacht werden, oder wenn a =  'lmn, b ^ = i n l  ist, so sind die
geraden Linien x  =  o , y =  o
Tangenten des Kegelschnitts S{ =  o und des Kegelschnitts

man findet aber zugleich wegen P =  A2
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Die dritte Seite z =  o berührt also den Kegelschnitt.

da dieser aber für

sich auf den Kegelschnitt S{ — o reducirt, so sind die Bedingun
gen, unter welchen das Dreieck x — o, y  ~  ο, z =  o gleichzei
tig dein Kegelschnitt S =  o eingeschrieben und dem Kegelschnitt <$,= o umgeschrieben ist,

375. Wenn nun w, =  o ist und nicht zugleich w2 =  o, so
wird

x =  o berührt den Kegelschnitt S, =  o, und man hat die Re
lationen

also

Daraus folgt

Da aber

ist, so wird

Indem man substituirt und reducirt, erhält man

woraus für w2 =  o wieder der Werth

hervorgeht, wie oben.

Wenn nun DEFG ein dem Kegelschnitt S =  o eingeschrie
benes Viereck ist, dessen drei Seiten DE, E F , FG zugleich den
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Kegelschnitt «S, =  o berühren, so muss die Seite DF im Dreieck 
DEF nach dem Vorhergehenden einen Kegelschnitt

berühren, wo

ist.
Ebenso ist im Dreieck DFG die Seile FG eine Tangente des 

Kegelschnitts S =  o, die Seite PF Tangente des Kegelschnitts 
p S — S { =  o

und somit die Seite DG Tangente eines Kegelschnitts
tv3S — Sj o, ,

in dessen Gleichung die Grösse w3 aus der oben entwickelten Re
lation

a* w i w i — 4 α0 α3τν3 — 2 a / W y3 =  +  4atö3 —
hervorgeht, wenn man darin den Werth von p  an die Stelle von 
tv2 setzt; somit ist

d. h. der vom der vierten Seite berührte Kegelschnitt hat die 
Gleichung

und reducirt sich somit für

auf den Kegelschnitt

Hatte man ein Fünfeck DEFGH, dem Kegelschnitt S —  o 
eingeschrieben, dessen Seiten DE, EF, FG, GH den Kegelschnitt 
St =  o berühren, so ist die Seite HD Tangente eines Kegelschnitts 
)vbS — S{ ~  o und man hat die Grösse rvb zu bestimmen.

Im Dreieck DFG berührt FG den Kegelschnitt S, =  o und 
man hat also zwischen ?v, und die Relation

Im Dreieck DGH ist die Seite GH ebenso 'Tangente des Ke
gelschnitts Si =  o, und also
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Durch Subtraction findet man
« o 2 ?*’4 2 K  +  ~ 4 o o a j  +  2 « o « 2 W 4-

und durch die erste Gleichung
«02W5W42W3 —  “22 “  4ö i a3 — 4 «0ß3W4’

4 «„ at {p — n>4)
W5 —  ------- 2------- i-----·

«0 ^3 »4
Nun kennt man tv3 und w4, folglich auch tvb. In derselben 

Weise wird die Auflösung auf Polygone von beliebig grosser Sei
tenzahl übertragen.

376. Um den Kreis derjenigen algebraischen Formen, welche 
in der Untersuchung der Kegelschnitte hervortreten und von we
sentlichem Einfluss sind, vollständig zu umschreiben, haben wir 
dem Bisherigen noch eine Entwicklung anzuschliessen, deren geo
metrische Bedeutung im ersten Abschnitt des folgenden Kapitels 
her vor treten wird.

Wenn man in einer Determinante eine bestimmte Anzahl Zei
len und ebenso viele Reihen unterdrückt, so bleibt eine neue De
terminante* übrig, welche man als eine P a r t i a l  - D e t e r mi n a n t e  
der gegebenen bezeichnet; man kann nach der Zahl der unter
drückten Zeilen und Reihen erste, zweite, dritte u. s. w. Partial- 
Determinanten unterscheiden.

Wir haben im Art. 336 gesehen, dass jede beliebige Deter
minante sich aus Producten von je einem Element einer bestimm
ten Reihe und einer Determinante aus den Elementen aller der 
Horizontal- und Vertical-Reihen, in denen jenes Element nicht ent
halten ist, zusammensetzen lässt; die Determinanten, welche hier 
als Factoren zu den Elementen einer bestimmten Reihe hinzutra
ten, sind dieselben, welche wir jetzt als die Partial-Determinanten 
nach diesen Elementen zu bezeichnen haben.

Nach dem Bildungsgesetz der Determinanten und der Natur 
des Differentials kann man e ine  s o l c h e  Par t i a l  - D e t e r m i 
na n t e  auch a 1 s d e n D i f f e r e n t i a l - Q u o l i e n t e n  der  O r i g i 
n a l - D e t e r m i n a n t e  b e z e i c h n e n ,  w e l c h e r  in Be z ug  auf  
das E l e me nt  d e r s e l b e n  g e n o m m e n  i s t ,  dem sie e n t 
spr i cht .

Es sind diese Partial-Determinanten, welche in der Auflösung 
von Systemen linearer Gleichungen eine entscheidende Rolle spie
en; das System
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z. B. wird aufgelöst, indem man mit den Partial-Determinanten von

welche respective den Elementen , a2, a3, ax entsprechen, und 
die wir durch At , A2, A3, bezeichnen mögen, die Gleichun
gen derselben der Reihe nach inultiplicirt; durch Addition ver
schwinden die Coefficienten von y,  z,  m , während der Coefficient 
von x  die vollständige Determinante wird, welche vorher ge
schrieben worden ist; d. i. man erhält

und analog

u s. w., womit die Auilösung des Systems gegeben ist.

Wir haben nicht sowohl solche directe Anwendungen der Par- 
tial-Peterminanten im Auge, als vielmehr den aus ihnen abgeleite
ten Begriff einer D e t e r m i n a n t e  mit  a d j u n g i r t e n  E l e m e n 
ten.  Man e r h ä l t  e ine  s o l c h e  als d i e  De t e r mi n a n t e ,  
d e r e n  E l e m e n t e  d i e  P a r t i a l - D e t e r m i n a n t e n  der E l e 
m e n t e  der u r s p r ü n g l i c h e n  De t e r mi n a n t e  sind.

Nach der vorigen Bezeichnung wäre die der vorhergehend 
geschriebenen Determinante entsprechende Determinante mit ad- 
iungirten Elementen
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Es ist e i ne  der  m e r k w ü r d i g s t e n  und n ä c h s t l i e -  
g e n d s t e n  E i g e n s c h a f t e n  e i n e r  s o l c h e n  De t e r mi n a n t e  
mit a d j u n g i r t e n  E l e m e n t e n ,  dass  s i e ,  mit  der  O r i g i 
n a l - D e t e r m i n a n t e  m u l t i p l i c i r t ,  e i ne  P o t e n z  d i e s e r  
l e t z t e r e n  h e r v o r b r i n g t ,  und daher s e l b s t  e i ner  l ' o t enz  
de r s e l be n  g l e i c h  ist; der  E x p o n e n t  d i e s e r  l e t z t e m  ist  
um Ei ns  k l e i n e r  als die Zahl  der Re i h e n  oder Zei l en  
der g e g e b e n e n  D e t e r mi n a n t e .

Man gewinnt diese Eigenschaft ohne Weiteres aus der An
wendung der Multiplications-Regel des Art. 345.

377. I n  R ü c k s i c h t  der  l i nearen  T r a n s f o r m a t i o 
nen g e w i n n e n  di ese  D e t e r m i n a n t e n  mi t  a d j u n g i r t e n  
E l e m e n t e n  e i ne  B e d e u t u n g ,  i ndem m an sie als S u b 
s t i t u t i o n s - D e t e r m i n a n t e n  auffasst .

Wenn zwei Reihen von Veränderlichen x, y, z, £, η, ξ in einer 
geometrischen Untersuchung auftreten und die eine Reihe x, y, z 
durch die linearen Substitutionen

transformirt wird, so dass

die Determinante der Substitution ist, während die zweite Reihe 
ξ, η, ζ durch die Substitutionen

transformirt wird, in welcher die Coefficienten die Elemente der 
Determinante

d. i. die Partial-Determinanten der vorigen sind, s o  we r d e n  
di es e  S u b s t i t u t i o n e n  als r e c i p r o k e  b e z e i c h n e t .

W e n n in der  F u n c t i o n  χ ξ  +  yr\ +  ζ ξ  die V e r ä n d e r 
l i c he n  x ,  y ,  z und £, η, ξ dur c h  r e c i p r o k e  S u b s t i t u t i o 
nen l i n e a r  t r a n s f o r mi r t  w e r d e n ,  so b l e i bt  d i e s e l b e  
u n g e ä n d e  r t.
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Man erhält nämlich als den neuen Coefflcienten von χ'ξ die 
Grösse At a, +  A2 a2 -f- ^3 «3> d. i. die Determinante A der Sub
stitution , und ebenso dieselbe Determinante als Coefficienten von 
y y  und ζξ; die Coefficienten aller übrigen Glieder verschwinden, 
wie z. B. der von x y , d. i.

4 - B 2a i +  B 3a 3

u. s. w. In Folge dessen wird χ'ξ +  yy  -f- ζξ in A (χξ +  yy  -f- ζξ) 
transformirt.

378. Wir haben eine Covariante als eine abgeleitete Function 
der gegebenen definirt, welche ihre Beziehung zu der ursprüngli
chen Function unverändert beibehält, wenn beide durch dieselben 
linearen Substitutionen transformirt werden.

Wenn aber  die  p r i m i t i v e  und die a b g e l e i t e t e  F u n c 
t ion ihre  g e g e n s e i t i g e  De l a t i on  b e h a l t e n ,  we n n  man  
di e  V e r ä n d e r l i c h e n  dur c h  r e c i p r o k e  S u b s t i t u t i o n e n  
t r a n s f o r m i r t ,  s o  wird die  a b g e l e i t e t e  F u n c t i o n  als 
eine  Contra Variante  der  pr i mi t i ve n  beze i chnet .

Ein derartiger Zusammenhang besteht zwischen den Functionen

Als die geometrische Bedeutung dieses Zusammenhanges kön
nen wir hier nur erinnern, dass letztere Gleichung die Bedingung 
ist, unter welcher die gerade Linie

den durch die primitive Gleichung dargestellten Kegelschnitt be
rührt.

Ihre weitere Bedeutung werden wir im ersten Abschnitt des 
folgenden Kapitels erkennen, wo wir den Begriff einer zu einer 
gegebenen Curve Reciproken näher zu untersuchen gedenken. 
(Art..400 u.. folg.) Die Gleichung derselben ist immer eine Con
travariante von der Gleichung der Curve.

Sie unterscheidet sich wesentlich von der Covariante, denn nach 
einer linearen Substitution erhält man eine andere reciproke Curve 
zu der nämlichen primitiven ; sie ist eine Contravariante, eben weil 
sie die Bedingung darstellt, unter welcher die gerade Linie
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(len gegebenen Kegelschnitt berührt; denn da diese letztere Func
tion durch reciproke Substitutionen ungeändert bleibt, so müssen 
wir dasselbe Resultat erhalten, sei es nun, dass wir £, η, ζ in der 
Function

transformiren, oder dass wir direct die Bedingung bilden, unter 
welcher die gerade Linie χ'ξ y  η ζ ζ =  o den durch die trans- 
formirte Gleichung von a x 2 -f- a y 2 . .  . 
repräsentirten Kegelschnitt berührt.

Wir erinnern hier zunächst nur noch daran, dass eine Con
travariante der allgemeinen Gleichung zweiten Grades in Form 
einer Determinante geschrieben werden kann, nämlich (Art. 36fi.)

Die Vergleichung mit Art. 360 lehrt, dass hier zur Discrimi- 
nante der allgemeinen Gleichung nur noch die neuen Veränderli
chen ’ξ , η , ζ  und die Null als Elemente hinzutreten.

379. Wir haben in den vorhergehenden Entwicklungen die 
wesentlichsten Partien einer Algebra der linearen Transformatio
nen in ihrer geometrischen Bedeutsamkeit, und soweit sie an den 
homogenen Gleichungen ersten und zweiten Grades mit drei Ver
änderlichen zur Erscheinung kommen, nach einander vorgeführt.

Indem wir zurückblicken, finden wir die Hauptgrundzuge 
einer analytisch-geometrischen Untersuchung der den Gleichungen 
beider ersten Grade entsprechenden Formen darin vereinigt. Wir 
haben in den Invarianten und der Discriminante Coefficienten-Ver
bindungen kennen gelernt, welche durch eine lineare Transfor
mation nicht verändert wurden. Die Identität derselben mit Null 
war der analytische Ausdruck bestimmter charakteristischer Eigen
schaften der durch die Gleichung repräsentirten geometrischen 
Form. In dem Umstande, dass eine lineare Transformation unter 
der Voraussetzung, die Substitutions-Determinante habe den Werth 
+  I, einer Coordinaten-Transformation äquivalent war, fanden wir 
für die Natur der so repräsentirten Eigenschaften die nähere Be
zeichnung, dass sie von der Lage des Coordinatensystems unab
hängig sind. In der Aufgabe, diejenigen Functionen der Coefli-
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cienten einer homogenen Form zu bestimmen, welche durch li
neare Transformation nicht geändert werden,/ist daher die Auf
gabe der Entwicklung aller charakteristisch verschiedenen geome
trischen Formen, welche jener algebraischen Form entsprechen, 
inbegriffen. Speciell fanden wir die Classification der Kegelschnitte 
von der gefundenen Invariante abhängen.

Wir haben in den Covarianten und zuletzt in den Contrava
rianten die Gleichungen andrer geometrischen Formen kennen ge
lernt, welche zu der primitiven in einer durch lineare Substitu
tionen unstörbaren Relation sind und wenigstens von den Cova
rianten erkannt, dass jene Unveränderlichkeit gegenüber der Wahl 
aller möglichen Coordinatensysteme stattfindet.

Wenn dies von den Contravarianten augenscheinlich' nicht 
gilt, so ist es unsere nächste Aufgabe, dem geometrischen Sinne 
dieser algebraischen Zusammenhänge nachzuforschen; der erste 
Abschnitt des folgenden Kapitels führt zur Erledigung dieser Frage, 
soweit sie hier folgen kann.

Wenn aber die Transformation der Coordinaten nicht der all
gemeinen linearen Substitution, sondern nur einer besondern Art 
einer solchen entspricht, so ergiebt sich daraus die andre Aufgabe, 
zu untersuchen, welchen geometrischen Sinn diese allgemeine li
neare Substitution habe; es wird damit allen hierher gehörigen 
Ergebnissen und Begriffen ein neues weiteres und fruchtbares Feld 
der Anwendbarkeit erworben. Dieser Anforderung entspricht der 
dritte und letzte Abschnitt des folgenden Kapitels.

Wir werden Gelegenheit haben zu zeigen, wie auch die Ent
wicklungen des zweiten Abschnitts in diesem Kapitel, welche eine 
wichtige Klasse von Eigenschaften der Kegelschnitte in entsprechen
der Ausführlichkeit behandeln, zu diesen Begriffen und Ergebnis
sen in enger Beziehung stehen, und erkennen darin das Band, 
welches sie mit denen des vorhergehenden und denen des nach
folgenden Abschnitts verknüpft.

Endlich weisen gerade diese Entwicklungen am deutlichsten 
über die Theorie der Formen ersten und zweiten Grades hinaus. 
Dieselben allgemeinen Ideen müssen, das ist unzweifelhaft, auch 
die analytische Geometrie der Formen beherrschen, welche höhe
ren Graden entsprechen als dem zweiten. In ihnen scheint die 
allgemeine Grundlage einer wahrhaften analytisch - geometrischen 
Untersuchung gegeben. Wenn aber die Beschränkung auf die

—  441 —
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Formen der beiden ersten Grade, die wir uns hier aufzuerlegen 
hatten, manche Besonderheit im Gefolge hat, welche nur eben 
ihnen angehört, so ist damit hinreichend angedeulet, wie einer 
allgemeinen Untersuchung der höheren Graden der Gleichungen 
entsprechenden geometrischen Formen eine breitere wissenschaft
liche Grundlage in der allgemeinen Algebra der linearen Transfor
mation gegeben werden müsse.

S e c h s z e h n t e s  K a p i t e l .

Geometrische Methoden.
I. Die Methode der reciproken Polaren*).

380. Wenn ein fester Kegelschnitt Σ  und eine beliebige Curve 
S gegeben sind, so können wir eine andere Curve s in folgender 
Art erzeugen: Wir ziehen irgend eine Tangente zu S und nehmen 
ihren Pol in Bezug auf Σ. Der Ort dieses Pols ist eine Curve s, 
welche die P o l a r - Cu r v e  von S in Be z u g  auf  Σ  genannt wird. 
Der Kegelschnitt Σ,  rücksichtlich dessen der Pol genommen ward, 
heisst der Hi l f s -  K e g e l s c h n i t t * **).

Wir haben früher (Art. 227, Aufg. 21) ein wichtiges Beispiel 
von Polar-Curven untersucht und bewiesen, dass die Polar-Curve 
eines Kegelschnitts in Bezug auf einen andern Kegelschnitt eine 
Curve des zweiten Grades ist.

Um a u s z u d r ü c k e n ,  dass  e i n  P u n k t  der  Pol  e i ne r  
g e r a d e n  L i n i e  in B e z u g  auf  den K e g e l s c h n i t t  Σ  i st ,  
wol l en  w ir ihn kurz als den d i e s e r  Li ni e  e n t s p r e c h e n 
den Punkt  b e z e i c h n e n .  Weil also die Erklärung des Zusam
menhangs zwischen den beiden Curven S und s zeigt, wie jeder

*3 M. P o n c e t et führte diese schöne Methode in die Wissenschaft ein; 
man findet seine Darstellung derselben im IV. Bande von Crelle’s Journal.

**) Im Zusammenhänge mit andern Betrachtungsweisen wird auch die Be
zeichnung dieser Curve als D i r e c t r i x  de r  Re c i p r o c i t ä t  vielfach ge
braucht.
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Punkt <ler Curve s der Pol einer Tangente der Curve S in Bezug 
auf den Kegelschnitt ist, so können wir jetzt die gegenseitige Be
ziehung beider Curven dadurch ausdrücken, dass wir sagen, jeder 
Punkt von s entspreche einer Tangente von S.

381. Der D u r c h s c h n i t t s p u n k t  zweier  Tange nt e n  
der Curve  S e n t s p r i c h t  d e r V e r  bi nd ungs l i  ni e  der e n t 
s p r e c h e n d e n  P u n k t e  von s.

Dies folgt aus der Eigenschaft des Kegelschnitts Σ ,  nach wel
cher der Durchschnittspunkt zweier beliebigen geraden Linien der 
Pol der geraden Linie ist, welche die Pole jener geraden Linien 
verbindet. (Art. 103.)

Nehmen wir dabei an, dass die zwei Tangenten der Curve S, 
von welcher dieser Satz handelt, unendlich nahe sind, so dass ihr 
Durchschnittspunkt der Curve angehört, so sind die entsprechen
den Punkte der Curve s nothwendig auch unendlich nahe benach
bart und ihre gerade Verbindungslinie ist eine Tangente dieser 
letzteren Curve. (Art. 99, 116.) Für diesen Fall geht daher der 
obige Satz in den folgenden über: Wenn e ine T a n g e n t e  der  
Curve  S e i n e m  P u n k t e  der  Cur-ve s e n t s p r i c h t ,  so e n t 
s pr i c ht  dem B e r ü h r u n g s p u n k t  j e n e r  T a n g e n t e  in S die  
T a n g e n t e  d i e s e s  P u n k t e s  an s.

Man sieht daraus, dass die zwischen beiden Curven beste
hende Beziehung r e c i p r o k  ist, d. h. dass die Curve S in der
selben Art aus der Curve s abgeleitet werden kann, in welcher 
diese Curve s aus der Curve S hervorging; darauf bezieht sich die 
Benennung solcher Curven als r e c i p r o k e  Po l aren.

382. A u f G r u n d  d i e s e s  Zusa m m e n h a n g s k ö η n e n w i r 
a u s j e d e m Satze  übe r  die L a g e  von L i n i e n  o d e r P u n k -  
teil i n  Bezug a uf  die Curve  S e i nen andern Satz  ah l e i 
t e n ,  w e l c h e r  von der Lage  von Pu n k t e n  od e r  Liniein 
b e z ü g l i c h  der Curve s hande l t .

Wenn wir z. B. wissen, dass eine Anzahl von Punkten, welche 
mit der Figur S verbunden sind, in einer geraden Linie liegen, so 
schliessen wir daraus, dass die entsprechenden mit der Figur s ver
bundenen geraden Linien sich in einem Punkte schneiden (Art. 103), 
und umgekehrt: Wenn eine Anzahl von Punkten der Figur <S in einem
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Kegelschnitt liegen, so müssen die entsprechenden geraden Linien 
der Figur s die Polare dieses Kegelschnitts in Bezug auf den Ke
gelschnitt Σ berühren; ode r  wenn a l l g e me i n  der Ort e i n e s  
zu S g e h ö r i g e n  P u n k t e s  e i ne  Curve S, i s t ,  so i st  di e  
E n v e l oppe der  e n t s p r e c h e n d e n  zu s g e h ö r i g e n  g e r a  - 
den L i n i e  d i e r e c i p r o k e  Po l a r e  von S1.

383. D er Grad der r e c i p r o k e n  P o l a r e  e i n e r  Curve  
i st  der Zahl  von T a n g e n t e n  g l e i ch ,  w e l c h e  von i r ge nd  
e i n e m Punkt e  an di ese  Curve g e z o g e n  we r d e n  kö nne n;  
nach dem in Art. 3 13 eingeführten Sprachgebrauch sagen wir, dass 
er ihrer Kl as s e  gleich ist.

Denn der Grad der Curve s ist mit der Anzahl von Punkten 
identisch, in denen eine gerade Linie diese Curve schneidet; und 
einer Anzahl von Punkten der Curve s, die in einer geraden Linie 
liegen, entspricht die nämliche Anzahl von Tangenten der Curve S, 
welche durch den dieser Linie entsprechenden Punkt gehen.

Wenn also S ein Kegelschnitt ist, an welchen, wie wi wis
sen , von einem Punkte aus zwei und nur zwei reelle oder ima
ginäre Tangenten gezogen werden können, so schneidet eine ge
rade Linie die Curve s in zwei und nur in zwei reellen oder ima
ginären Punkten, und wir erkennen auch so, unabhängig von dem 
im Art. 227 gegebenen Beweise, dass die Reciproke eines Kegel
schnitts eine Curve zweiten Grades ist.

384. W ir wo l l e n  die Art der Ab l e i tun g ein es Sat zes  
aus e i n e m a n d e r n  nach d i e s e r  Methode  für den Fal l  
d ur c h  B e i s p i e l e  nähe r  e r l ä u t e r n ,  wo die Cur v e n  S 
und s K e g e l s c h n i t t e  sind.

Aus Art. 291 kennen wir den Satz: Wenn ein S e c h s e c k  
e i n e m K e g e l s c h n i t t  S e i n g e s c h r i e b e n  i s t ,  s o  sind die 
D u r c h s c h n i t t s p u n k t e  s e i n e r  G e g e n s e i t e n  A und D, 
B und E , C und F  i n d e r s e l b e n  g e r a d e n  Linie.  Nach 
dem Vorigen schliessen wir daraus, dass  in e i n e m  S e c h s 
e c k ,  w e l c h e s  dem K e g e l s c h n i t t e  s u m s c h r i e b e n  i s t ,  
d i e V e r b i n d u n g s l i n i e n  der G e g e n e c k e n  a und d, b und e, 
c und/ ·  s i c h  in e i ne m P u n k t e  schnei den.  (Art. 289.) Wir 
erkennen also, dass die Sätze von P a s c a l  und Br i a nc ho n  zu
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einander reciprok sind; und in der Tliat ist der Letztere auf 
diese Weise zuerst erhalten worden.

Um dem Leser möglichst einfach Gelegenheit zur eigenen Ue- 
bung in der Anwendung dieser Methode zu bieten, wollen wir 
eine Anzahl von Sätzen mit Danebenstellung ihrer reciproken Sätze 
anführen. Der Leser möge zuerst sorgfältig die Beweisgründe 
aufsuchen und prüfen, durch welche der eine aus dem andern 
hervorgeht und dann versuchen, hei andern Beispielen die reci
proken Sätze seihst aufzuslellen, ohne sie vorher in der hier ge
gebenen Fassung zu lesen. Er wird zuletzt finden, dass die zur 
Bildung des reciproken Satzes führende Operation auf einen fast 
mechanischen Prozess sich reducirt, dessen wesentlichstes Stück 
die Vertauschung der Worte „Punkt“ und „gerade Linie“, 
„eingeschrieben“ und „umschrieben“, „OrL“ und „ Enveloppe 
u. s. w. ist.

Wenn zwei Ecken eines Dreiecks 
sich in festen geraden Linien bewe
gen, während die Seiten sich um fe
ste Punkte drehein, so ist der von sei
ner dritten Ecke idurchlaufeneürt ein 
Kegelschnitt. (Aufg. 4, Art. 302.)

Der vom drittten Eckpunkt durch
laufene Ort wird zu einer geraden Li
nie, wenn die Pumkte, um welche die 
Seiten sich drehen, in einer geraden 
Linie liegen. (Aufg. 5, Art. 47.)

ln welchem andern Falle ausser die
sem wird der Ort der drillen Ecke eine 
gerade Linie? (Aufg. 6, Art. 47.)

Wenn zwei Seiten eines Dreiecks 
durch feste Punkte gehen, während 
die Ecken sich in festen geraden Li
nien bewegen, so ist die Enveloppe 
der dritten Seite ein Kegelschnitt.

Die Enveloppe der dritten Seite 
wird ein Punkt, wenn die von den 
Eckpunkten des Dreiecks durchlau
fenen geraden Linien sich in einem 
Punkte schneiden.

In welchem andern Falle ausser die
sem gehl die dritte Seite durch einen 
festen Punkt? (Aufg. 3, Art. 49.)

We n n  z w e i  K e g e l s c h n i t t e  s i c h  b e r ü h r e n ,  s o  b e 
r ü h r e n  s i c h  ihre  r e c i p r o k e n  Cu r v e n  e b e n f a l l s ;  denn 
das erste Paar hat einen Punkt und die ihm augehörige Tangente 
gemein, demnach ist dem zweiten die entsprechende Tangente und 
der zugehörige Berührungspunkt gemein. E b e n s o  haben die 
R e c i p r o k e n  z w e i e r  K e g e l s c h n i t t e  e i ne  d o p p e l t e  B e 
r ü h r u n g ,  we n n  d i e s e  seihst  e i ne  s o l c h e  d o p p e l t e  Be-  
r ü h r u n g b e s i t z e  n.

Wenn ein Dreieck einem Kegel- Wenn ein Dreieck einem Kegel
schnitt umschrieben ist und zwei schnitt eingeschrieben ist, und zwei 
seiner Ecken sich in festen geraden seiner Seiten durch feste Punkte ge- 
Linien bewegen, so ist der Ort der hen, so ist die Enveloppe der dritten
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dritten Ecke ein Kegelschnitt, der mit Seite ein Kegelschnitt, der mit dem ge- 
dem gegebenen eine doppelte Beriih- gehenen einedoppclteBerührung hat. 
rung hat. (Aufgabe I , Art. 302.) (Aufg. 2, Art. 302.) Vergl. Art. 326.

385. Wir zeigten im Art. 381, dass, wenn die Tangenten 
pt ,  p i  der Curve s  den Punkten P , P  der Curve S  entsprechen, 
auch die Tangenten der Curve S  in den Punkten P ,  P  den Be- 
rührungspunkten p, p  der Tangenten pl, p  i der Curve s entspre
chen müssen; in Folge dessen entspricht der Durchschnittspunkt 
Q dieser Tangenten der Berührungssehne p p ,  und wir erkennen 
daraus, dass  e i n e m P u n k t e  Q und s e i n e r  Po l ar e  P P  in 
Bezug  auf  die Curve  S e ine  g e r a d e  Linie  pp  und ihr 
Pol  q in Bezug  a u f  die Curve s ent s pr i c ht .

Wenn zwei Punkte eines Kegel
schnitts und zwei seiner Tangenten 
gegeben sind, so geht die Verhin- 
dungsliniederBerülirungspunktedie- 
ser letzteren durch einen festenPunkt. 
(Art. 287.)

Die Polaren eines festen Punktes in 
Bezug auf alle durch vier gegebene 
Punkte möglichen Kegelschnitte ge
llen durch einen und denselben Punkt. 
(Art. 111, Aufg. 3.)

Der Ort des Pols einer festen ge
raden Linie in Bezug auf alle die dem 
nämlichen Viereck umschriebenen Ke
gelschnitte ist ein Kegelschnitt. (Art.
330, Aufg. 2.)

Die geraden Linien, welche die 
Ecken eines Dreiecks mit den Gegcn- 
ecken des Dreiecks verbinden, wel
ches als sein Polar-Dreieck in Bezug 
auf einen Kegelschnitt zu betrachten 
ist, schneiden sich in einem Punkte. 
(Art. 331, Aufg. 2 )

In einen Kegelschnitt ein Dreieck 
einzuschreiben, dessen Seiten durch 
drei gegebene Punkte gehen. (Art.
331, Aufg. 6.)

IVenn zwei Tangenten und zwei 
Punkte eines Kegelschnitts gegeben 
sind,so bew egt sich derDurchschnitls- 
punkt der diesen letzteren angehöri- 
gen Tangenten desselben in einer ge
raden Linie.

Die Pole einer festen geraden Linie 
in Bezug auf alle die mit den nämli
chen vier Tangenten möglichen Ke
gelschnitte liegen in derselben gera
den Linie.

Die Envcloppe der Polare eines fe
sten Punktes in Bezug auf alle die dem 
nämlichen Vierseit eingeschriebenen 
Kegelschnitte ist ein Kegelschnitt.

Die Punkte, in welchen die Seiten 
eines Dreiecks von den Gegenseiten 
des Dreiecks geschnitten werden, das 
als-sein Polar-Dreieck in Bezug auf 
einen Kegelschnitt erscheint, liegen 
in einer geraden Linie.

Um einen Kegelschnitt ein Dreieck 
zu beschreiben, dessen Ecken in drei
gegebenen geraden Linien liegen.

\

386. Für den Fall zweier Kegelschnitte S, S und der reci- 
proken Kegelschnitte s, s erkennen wir, dass jedem Punkte, wel-
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eher den Cnrven S und S' gemeinschaftlich ist, eine Tangente 
entspricht, welche den Curven s lind s gemeinschaftlich angehört, 
und ebenso einer Durchschnittssehne von S und S' ein Durch- 
sclmittspunkt gemeinschaftlicher Tangenten von s und s.

Wenn drei Kegelschnitte zwei 
Punkte und somit eine Sehne ge
mein halten, so schneiden sich ihre 
drei anderen gemeinschaftlichen Seh
nen in einem Punkte. (Art. 290.)

Wenn drei Kegelschnitte zwei ge
meinschaftliche Tangenten besitzen, 
oder wenn jeder von ihnen eine dop
pelte Berührung mit einem viertenKe- 
gelschnitt hat, so gehen ihre sechs 
Durchschnittssehnen zu dreien durch 
dieselben Punkte. (Art. 288.)

Uder: Drei Kegelschnitte, deren 
jeder mit einem vierten Kegelschnitt 
eine doppelte Berührung hat, können 
als solche betrachtet werden, welche 
vier Radical - Gentra besitzen. (Art. 
141.)

Wenn zwei Kegelschnitte sich be
rühren, so schneiden sich die Tan
genten derselben, welche in den End
punkten einer beliebigen, durch den 
Berührungspunkt gehenden Sehne an 
sie gelegt sind, in der gemeinschaft
lichen Sehne beider Kegelschnitte.

Wenn man durch den Durch
schnitts - Punkt gemeinschaftlicher 
Tangenten zweier Kegelschnitte zwei 
beliebige Sehnen zieht, so schneiden 
sich die geraden Verbindungslinien 
ihrer Endpunkte in der einen oder 
andern von ihren gemeinschaftlichen 
Sehnen. (Art. 288.)

Wenn drei Kegelschnitte zwei 
gemeinschaftliche Tangenten besi
tzen, so liegen die Durchschnitts
punkte der andern drei Paare ihrer 
gemeinschaftlichen Tangenten in ei
ner geraden Linie.

Wenn drei Kegelschnitte zwei ge
meinschaftliche Punkte besitzen, oder 
wenn jeder von ihnen eine doppelte 
Berührung mit einem vierten Kegel
schnitt hat, so liegen von den sechs 
Durchschnitts-Punkten der gemein
schaftlichen Tangenten drei und drei 
in derselben geraden Linie.

Oder: Drei Kegelschnitte, deren 
jeder mit einem vierten Kegelschnitt 
eine doppelte Berührung hat, können 
als solche betrachtet werden, welche 
vier Achsen der Aehnlichkeit besitzen. 
(Vgl. Art. 150.)

Wenn zwei Kegelschnitte sich be
rühren, so geht die Verbindungslinie 
der Punkte derselben, in welchen die 
von einem beliebigen Punkte ihrer je
nem Berührungspunkte entsprechen
den gemeinschaftlichen Tangente an 
sie gezogenen Tangenten sie berüh
ren, stets durch den Durchsehnitts- 
punkt der gemeinschaftlichen Tan
genten beider Kegelschnitte.

Wenn man in der gemeinschaftli
chen Sehne zweer Kegelschnitte ir
gend zwei Punkte wählt und von ih
nen an die Kegelschnitte Tangenten 
zieht, so gehen die Diagonalen der 
von ihnen gebildeten Vierecke durch 
den einen oder andern von denDurch- 
schnitlspunkten der gemeinschaftli
chen Tangenten beider Kegelschnitte.
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Wenn jeder der zwei Kegelschnitte 
A und B mit einem dritten Kegel
schnitt S eine doppelte Berührung 
hat, so schneiden sich ihre Berüh
rungssehnen mit demselben und ihre 
Durchschnittssehnen mit einander in 
einem Punkt und bilden ein harmo
nisches Büschel. (Art. 287.)

Wenn jeder von drei Kegelschnit
ten A, B , C mit einem vierten S eine 
doppelte Berührung hat, und wenn 
überdies die Kegelschnitte A und B 
beide den Kegelschnitt 6'berühren, so 
schneiden sich die Tangenten in ih
ren Berührungspunkten in einer ge
meinschaftlichen Sehne 'der Kegel
schnitte A und B.

Wenn jeder der zwei Kegelschnitte 
A und B mit einem dritten Kegel
schnitt S eine doppelte Berührung 
hat, so liegen die Durchschnittspunk
te ihrer den Berührungspunkten mit 
S entsprechenden Tangenten und die 
Durchschnitlspunkle der Tangenten, 
welche A und B gemeinschaftlich 
sind, in einer und derselben geraden 
Linie und die erstem Punkte sind den 
letztem harmonisch conjugirt.

Wenn jeder von drei Kegelschnit
ten A, B, C mit einem vierten S eine 
doppelte Berührung hat, und wenn 
die Kegelschnitte A und B überdies 
den Kegelschnitt C berühren, so geht 
die gerade Verbindungslinie der Be
rührungspunkte durch einen Durch
schnitts - Punkt gemeinschaftlicher 
Tangenten der Kegelschnitte A und B.

Man bemerkt leicht, dass die vorigen Sätze denen analog 
sind, welche in dem Art. 155 und den vorhergehenden Art. in 
der Th e o r i e  dr e i er  Kr e i s e  aufgestellt und angewendet worden 
sind; jedem der dortigen Sülze entspricht ein Satz in der T h e o 
rie dre i er  K e g e l s c h n i t t e ,  die in d e n s e l b e n  v i erten  
K e g e l s c h n i t t  e i n g e s c h r i e b e n  sind.  (Vergl. Art. 353.) Das 
Analogon der Aufgabe des Apo l l on  ins isl alsdann die Aufgabe: 
Zu dre i  K e g e l s c h n i t t e n ,  we l c h e  al le d e m s e l b e n  K e g e l 
s c hni t t  e i n g e s c h r i e b e n  s i n d ,  d e n j e n i g e n  v i erten Ke 
g e l s c h n i t t  zu b e s t i m m e n ,  der s i e  al l e  b e r ü h r t  und 
g l e i c h f a l l s  d e ms e l b e n  K e g e l s c h n i t t  e i n g e s c h r i e b e n  
ist. Die Untersuchung derselben ist eine sehr nützliche Uebung, 
die wir dem Leser empfehlen. Nur in dem Schlüsse 5) des Art. 
155 findet eine wesentliche Differenz statt, die daraus entspringt, 
dass die drei gegebenen Kegelschnitte nicht ein Radical-Cenlrum, 
sondern vier solche Punkte haben. In Folge dessen wird die Linie 
a b" nun construirt, indem inan den Pol von S S S ' mit irgend ei
nem der vier Radical-Cenlra verbindet und das P r o b l e m  nimmt
demnach  32 Au f l ö s u n g e n  an,  statt der 8 im Falle dreier 
Kreise.

Wir fügen dem noch· die Sätze hinzu, welche dem Schlüsse 
6) des Art. 155 entsprechen; sie sind :
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Die Berührungssehne des geforder
ten Kegelschnittes mit dein umschrie
benen Kegelschnitt S geht durch den 
Durchschnitt einer der Aehnlichkeits- 
Achsen der drei gegebenen Kegel
schnitte mit der Polare eines ihrer 
Kadical-Centra in Bezug auf den Ke- 
gelschnitt S.

Der Durchschnittspunkt der ge
meinschaftlichen Tangenten des ge
forderten Kegelschnitts mit dem um
schriebenen Kegelschnitt S liegt in 
der geraden Verbindungslinie eines 
ihrer Kadical-Centra mit dem Pol ei
ner ihrer Aehnlichkeits-Aehsen in Be
zug auf den Kegelschnitt S.

387. Wir haben bisher den Hilfskegelschnitt Σ  als einen 
ganz beliebigen Kegelschnitt vorausgesetzt; es ist jedoch ge
bräuchlicher, d i e s e n  H i l f s k e g e l s c h n i t t  e i ne n  Krei s  s e i n  
zu lassen.  Wir wollen in dem Folgenden diese besondere An
nahme überall machen, so dass überall, wo nicht ausdrücklich 
das Gegentheil erwähnt ist, unter Polar-Curven solche Polaren ge
meint sein sollen, welche mit Bezug auf eine k r e i s f ö r m i g e  Di-  
r e c t r i x  gebildet sind.

Wir wissen aus Art. 117, dass die Polare eines Punktes in 
Bezug auf einen Kreis zu der Verbindungslinie dieses Punktes mit 
dem Centrum senkrecht ist, und dass das Product der Entfernun
gen dieses Punktes und seiner Polare vom Centrum dem Quadrat 
des Radius gleich ist. Auf Grund dieser Beziehung kann der ge
genseitige Zusammenhang zwischen solchen Polar-Curven, die auf 
eine kreisförmige Üirectrix bezogen sind, wie folgt ausgedrückt 
werden: Wenn man von e i nem b e l i e b i g e n  f e s t e n  Punkt e  
0 (Fig. 114) a u f  j ede  T a n g e n t e  der Curve S e ine  S e n k 
r e c h t e  07’ fäl l t ,  so ist  der  Ort e i ne s  P u n k t e s  p  in d e r 
s e l b e n ,  w e l c h e r  so b e s t i mmt  wi rd ,  dass  das  Recht eck

OT . Op  e i ne r  co ns tauten 
Gr ö s s e  k2 g l e i c h  s e i ,  die 
r e c i p r o k e  Po l a r e  der Cu r 
ve S. Denn dies ist völlig gleich
bedeutend mit dem Ausdrucke, 
nach welchem der Punkt p  der 
Pol der geraden Linie PT  in Be
zug auf den festen Kreis ist, der 
den Punkt 0 zum Centrum und 
die Länge k zum Halbmesser hat.

Nach Art. 381 schliessen wir daraus, dass die Tangente pt 
dem Berührungspunkt P  entspricht, d. h. dass die gerade Linie 
OP zu pl  senkrecht und dass OP.Ol —  k2 ist.
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Es ist leicht nachzuweisen, dass durch die Veränderung der 
Grösse k die Form der Curve s nicht geändert wird; da in den 
meisten Fällen nur in dieser letzteren das geometrische Interesse 
ruht, so kann man den zur D i r e c t r i x  g e w ä h l t e n  Krei s  
ganz a us s e r  B e t r a c h t  l as s en  und s als die  r e c i p r o k e  
Curve von S in Be z u g  a u f  den P u n k t  0  b e z e i c h n e n .  
Alsdann nennen wir diesen Punkt den U r s p r u n g  der  Rec i -  
proci tät .

Die Vortheile, welche die Anwendung eines Kreises als Hilfs- 
kegelschnitt gewährt, entspringen aus den beiden folgenden Sätzen, 
die aus dem oben Gesagten hervorgehen und uns in den Stand 
setzen, nicht nur Sätze, welche sich allein auf die Lage beziehen, 
sondern auch solche Sätze durch diese Methode zu transformiren, 
w elche die Grösse von Linien und Winkeln betreffen:

D ie E n t f e r n u n g  e i nes  P u n k t e s  P  vom Ur s p r u n g  ist  
der r e c i p r o k e  Wert h  von der E n t f e r n u n g  der e n t s p r e 
c h e n d e n  g e r a d e n  Ltni e  pt.

Der von i rgend z w e i g e r a d e n  L i n i e n  TQ, TQ g e b i l 
dete W i n k e l  TQT' ist  dem W i n k e l  pOp g l e i c h ,  w e l c h e r  
am U r s p r u n g  durch die e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e  p, p  
b e s t i mmt  wird;  denn Op ist senkrecht zu TQ und Op senk
recht zu TQ.

Wir werden einige Beispiele von der Anwendung dieser Prin- 
cipien gehen, nachdem wir vorher die folgende Aufgabe unter
sucht haben.

388. Die r e c i p r o k e  P o l a r e  e i n e s  K r e i s e s  in B e z u g  
auf  e i ne n  andern Kre i s  zu f i nden.

Die Aufgabe fordert, den Ort des Pols einer Tangente PT  
des Kreises 6' in Bezug auf den Kreis 0  zu bestimmen. (Fig. 115.)

Sei MN  die Polare des 
Mittelpunktes C in Bezug auf 
den Kreis 0, so besteht, wenn 
wir die Punkte C und p  und 
ihre Polaren MN und PT  be
trachten, nach Art. 127 die 
Relation
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[N ist der Fusspunkt des von p  auf die Polare MN gefällten Per
pendikels); in dieser ist aber das erste Verhältniss constant, weil 
sowohl OC als CP constant sind. Es ist also die Entfernung des 
Punktes p  von dem Punkte 0  zu seiner Entfernung von der Ge
raden MN in dem constanten Verliältniss OC.CP,  d. h. der Ort 
des P u n k t e s  p  ist ein R e g e l s c h n i t t ,  für  w e l c h e n  0 ein 
B r e n n p u n k t  und MN  die e n t s p r e c h e n d e  D i r e c t r i x  und 
de s s e n  E x c e n t r i c i  tät OC : CP ist.  Die Excentricität ist dem
nach grösser oder kleiner als Eins, je nachdem 0 ausserhalb oder 
innerhalb des Kreises C ist, und sie ist gleich Eins, wenn der 
Punkt 0  in der Peripherie desselben liegt.

D ie r e c i p r o k e  Po l are  e i n e s  K r e i s e s  ist  ein K e g e l 
s c hni t t ,  der d e n  U r s p r u n g  z u m  Bren npu n k t  und di e  dem 
Cent rum e n t s p r e c h e n d e  g e r a d e  L i n i e  zur D i r e c t r i x  hat ,  
und w e l c h e r  e ine E l l i ps e ,  Hyperb e l od e r  Pa r a b e l  i s t ,  
je n a c h d e m de r  U r s p r u n g  i n n e r h a l b  oder a us s e r h a l b  
des Kreises oder  auf demse l ben l iegt.

3S9. Hiernach machen wir zunächst von dem zweiten Salze 
des Art. 387 G e b r a u c h  zur Ab l e i t u n g  e i n e r  Re i he  von 
E i g e n s c h a f t e m , w e l c h e  s i ch auf  die  Gr ös s e  von W i n 
keln b e z i e h e m.

Zwei Tangenten eines Kreises ma
chen mit ihrer lterüilirungsseline glei
che Winkel.

Die gerade Linie, welche vom 
Brennpunkt eines Kegelschnitts nach 
dem Durchschnittspunkt zweier Tan
genten desselben gezogen wird, haI- 
birt den Winkel, welchen ihreBerüh- 
rungssehne am Brennpunkt spannt. 
(Art. 193.)

Denn der Winkel zwischen einer Tangente PQ und der Be
rührungssehne P P  ist dem Winkel gleich, der am Brennpunkt 
von den entsprechenden Punkten p, q gespannt wird; ebenso ist 
der Winkel QP'P dem von p  und q am Brennpunkte gespannten 
Winkel gleich, und wegen QPP = = Q P P  ist daher pOq =  p  Oq.

Jede Tangente eines Kreises ist 
senkrecht auf der Verbindungslinie 
ihres Berührungspunktes mit dem 
Centrum.

Jeder Punkt eines Kegelschnitts 
fasst mit dem Durchschnittspunkt der 
ihm entsprechenden Tangente mit der 
Directrix am Brennpunkt einen rech
ten Winkel.
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Wir erinnern dabei, dass die Directrix des Kegelschnitts dem 
Cenlrum des Kreises entspricht.

Jede gerade Linie ist senkrecht zu 
der geraden Verbindungslinie ihres 
Pols mit dem Centrum des Kreises.

Die gerade Linie, welche einen 
Punkt mit dem Centrum eines Kreises 
verbindet, macht mit den durch die
sen Punkt an den Kreis gezogenen 
Tangenten gleiche Winkel.

Der Ort des Durchschnittspunktes 
derjenigen Tangenten eines Kreises, 
die einander unter gegebenem Win
kel schneiden, ist ein concentrischer 
Kreis.

Die Enveloppe der Berührungs
sehnen derjenigen Tangenten eines 
Kreises, welche sich unter einem ge
gebenen Winkel schneiden, ist ein 
concentrischer Kreis.

Wenn man von einem festen Punk
te an eine Reihe concentrischer Kreise 
Tangenten zieht, so ist der Ort der 
Berührungspunkte ein durch den fe
sten Punkt und das gemeinschaftli
che Centrum gehender Kreis.

Jeder Punkt fasst mit dem Durch
schnittspunkt seiner Polare mit der 
Directrix einen rechten Winkel am 
Brennpunkt.

Wenn der Punkt, in welchem eine 
gerade Linie die Directrix schneidet, 
mit dem Brennpunkt verbunden wird, 
so halbirt die Verbindungslinie den 
Winkel zwischen den Radien vecto- 
ren der Punkte, in welchen die gege
bene gerade Linie den Kegelschnitt 
schneidet.

Die Enveloppe der Sehnen eines 
Kegelschnitts, welche einen gegebe
nen Winkel am Brennpunkt spannen, 
ist ein Kegelschnitt von dem nämli
chen Brennpunkt und derselben Di
rectrix.

Der Ort der Durchschnittspunkte 
der Tangenten eines Kegelschnitts, 
deren Berührungssehnen am Brenn
punkt einen gegebenen Winkel span
nen, ist ein Kegelschnitt von dem
selben Brennpunkt und derselben Di
rectrix.

Wenn eine feste gerade Linie eine 
Reihe von Kegelschnitten schneidet, 
die denselben Brennpunkt und die
selbe Directrix haben, so ist die En
veloppe der in den Durehschnitls- 
punkten an diese Kegelschnitte ge
legten Tangenten ein Kegelschnitt 
von demselben Brennpunkte, welcher 
sowohl die feste gerade Linie als die 
gemeinschaftliche Directrix berührt.

Wenn wir die gerade Linie in unendlicher Entfernung vor- 
nusselzen, so ergieht sich als ein specieller Fall des letzteren 
Satzes, d a s s  die  E n v e l o p p e  der  As y mpt o t e n  al l er  d e r 
j e n i g e n  Hy p e r b e l n ,  di e  d e n s e l b e n  B r e n n p u n k t  und 
d i e s e l b e  Di r e c t r i x  ha be n ,  e i ne  Pa r a b e l  ist,  die d e n 
s e l b e n  B r e n n p u n k t  hat und die g e m e i n s c h a f t l i c h e  Di 
r e c t r i x  berührt .
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Wenn durch einen Punkt eines Der Ort der Durchschniltspunkte 
Kreises zwei zu einander rechtwink- derjenigen Tangenten einer Parabel, 
1 ige Sehnen gezogen werden, so geht welche einander rechtwinklig durch- 
die Verbindungslinie ihrer Endpunkte schneiden, ist die Directrix. 
durch das Centruni desselben.

Wir sagen „eine Parabel“, weil die Polare des Kreises in Be
zug auf den Punkt, von welchem die Sehnen ausgehen, als auf 
einen Punkt seiner Peripherie eine Parabel ist. (Art. 388.)

Die Enveloppe einer Sehne im 
Kreise, welche an einem gegebenen 
Punkte seiner Peripherie einen vor
geschriebenen Winkel spannt, ist ein 
concenlrischer Kreis.

Wenn die Dasis und der Winkel 
an der Spitze eines Dreiecks gege
ben sind, so ist der· Ort der Spitze 
ein Kreis, welcher durch die End
punkte der Basis gelht.

Der Ort der Durchschniltspunkte 
derjenigen Tangenten einer Parabel, 
welche einander unter gegebenem 
Winkel schneiden, ist ein Kegel
schnitt, der denselben Brennpunkt 
und dieselbe Directrix hat.

Wenn von einem Dreieck zwei Sei
ten nach ihrer Lage und der von der 
Basis an einem bestimmten Punkte 
gespannte Winkel gegeben sind, so 
ist die Enveloppe der Basis ein Ke
gelschnitt, von welchem dieser Punkt 
ein Brennpunkt ist und der die bei
den gegebenen Seiten berührt.

Die Enveloppe der Sehne eines Ke
gelschnitts, welche an einem gege
benen Punkte einen rechten Winkel 
spannt, ist ein Kegelschnitt, welcher 
diesen Punkt zum Brennpunkt hat.

Der Ort des Diirchschriittspunktes 
der Tangenten einer Ellipse oder Hy
perbel, welche einander rechtwink
lig schneiden, ist ein Kreis.

Im Art. 134 bewiesen wir den Satz: Wenn man von e i 
nem Punkt  in der P e r i p h e r i e  e i n e s  Kr e i s e s  a u f  die  
S e i t e n  e i n e s  i hm e i n g e s c h r i e b e n e n  Dr e i e c ks  P e r p e n 
d i k e l  fäl l t ,  so l i e g e n  i hre  F u s s p u n k t e  in e i n e r  g e r a 
den Linie .

W enn wir jenen Punkt zum Ursprung der Reciprocität wäh
len, so entspricht dem in den Kreis eingeschriebenen Dreieck ein 
Dreieck, welches einer Parabel umschrieben ist; es entspricht 
auch dem Fusspunkt der auf eine gerade Linie gefällten Senk
rechten die durch den entsprechenden Punkt senkrecht zu seiner 
Verbindungslinie mit dem Ursprung gezogene Gerade, so dass 
wir den Satz erhalten: Wenn wir di e  Ecken  e i nes  D r e i 
e c k s ,  w e l c h e s  e i ner  Pa r a be l  u m s c h r i e b e n  i s t ,  mit  
dem B r e n n p u n k t  de r s e l b e n  v e r b i n d e n  und in jenen
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E c k p u n k l e n  au f d i e s e n  V e r b i n d u n g s l i e n  S e n k r e c h t e  
e r r i c h t e n ,  so g e h e n  di e se  dur c h  d e n s e l b e n  Punkt .  
Wenn man daher über der Verbindungslinie dieses Punktes mit dem 
Brennpunkt als Durchmesser einen Kreis beschreibt, so geht der
selbe durch die Ecken des umschriebenen Dreiecks. Und somit: 
W e n n  dre i  T a n g e n t e n  e i n e r  Pa r a be l  g e g e b e n  s i nd,  so 
ist der Ort des Brennpunktes  derse lben ein Kreis,  
w e l c h e r  dem von j e ne n  g e b i l d e t e n  Dr e i e c k  u m s c h r i e 
ben ist.  (Art. 225.)

D e r  O r t  d e s  F u s s p u n k t e s  d e r  S e n k 

r e c h t e n  v o m  B r e n n p u n k t  e i n e r  E l l i p 

s e  o d e r  H y p e r b e l  a u f  d i e  T a n g e n t e  

d e r s e l b e n  i s t  e i n  K r e i s .

W e n n  m a n  v o n  i r g e n d  e i n e m  P u n k 

t e  a u s  n a c h  e i n e m  K r e i s e  g e r a d e  L i 

n i e n  z i e h t  u n d  i n  d e n  E n d p u n k t e n  

d e r s e l b e n  S e n k r e c h t e  a u f  i h n e n  e r 

r i c h t e t ,  s o  i s t  d i e  E n v e l o p p e  d i e s e r  

L e t z t e r e n  e i n  K e g e l s c h n i t t ,  d e r  d e n  

f e s t e n  P u n k t  z u  s e i n e m  B r e n n p u n k t  

h a t .

390. Nachdem wir im letzten Artikel die Methode, nach wel
cher auf Winkel bezügliche Sätze transformirt werden, hinreichend 
durch Beispiele erläutert haben, gehen wir dazu über, zu z e i 
ge n ,  in w e l c h e r  W e i s e  Sät ze  t r a n s f o r mi r t  w e r d e n ,  in 
w e l c h e n  die  Gr ö s s e n  von dur c h  den U r s p r u n g  g e h e n 
den g e r a d e n  L i n i e n  auf t re t en.  Solche Transformationen 
geschehen auf Grund des ersten Satzes im Artikel 387. Wir 
wählen als ein Beispiel den Satz, das s  die S u mme  (oder die 
Differenz, wenn der Ursprung ausserhalb des Kreises liegt) der  
S e n k r e c h t e n ,  die vom Ur s p r u n g  auf  ein Paar p a r a l 
l e l e r  T a n g e n t e n  e i n e s  Kr e i s e s  g e f ä l l t  w e r d e n  k ö n 
n e n ,  c o ns t a nt  und dem D u r c h m e s s e r  des Kr e i s e s  
gleich ist.

Nun entsprechen zwei parallelen Linien zwei Punkte in einer 
durch den Ursprung gehenden Geraden, und man erhält den Satz: 
D ie S u m m e  der  r e c i pr o ke n  We r t h e  der S e g m e n t e  e i ner  
F o c a l - S e h n e  in der El l i ps e  ist  c o ns t a nt .

Ans Artikel 195, Aufgabe 1 , wissen wir, dass diese Summe 
dem reciproken Werth des llalbparameters der Ellipse gleich ist, 
und da das gegenwärtige Beispiel lehrt, dass dieselbe nur vom 
Durchmesser und nicht von der Lage des reciproken Kreises ab
hängig ist, so ist zu scldiessen, das s  di e  r e c i p r o k e n  Curven
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g l e i c h e r  Krei se  in Be z u g  auf  i r g e n d  e i nen U r s p r u n g  
d e n s e l b e n  P a r a me t e r  haben.

D a s  R e c h t e c k  d e r  S e g m e n t e  j e d e r  

d u r c h  d e n  U r s p r u n g  g e z o g e n e n  S e h 

n e  e i n e s  K r e i s e s  i s t  c o n s t a n t .

D a s  R e c h t e c k  a u s  d e n  S e n k r e c h 

t e n ,  d i e  m a n  v o m  B r e n n p u n k t  a u f  

z w e i  p a r a l l e l e  T a n g e n t e n  f ä l l e n  k a n n ,  

i s t  c o n s t a n t .

Daher ist mit der durch den Ursprung an einen Kreis zu 
ziehenden Tangente auch die conjugirle Achse der reciproken Hy
perbel gegeben.

Der Satz, dass die Summe der Entfernungen eines Ellipsen
punktes von den Brennpunkten constant ist, kann ausgedrückt 
werden, wie folgt:

D i e  S u m m e  d e r  E n t f e r n u n g e n  d e s  

B r e n n p u n k t e s  v o n  d e n  B e r ü h r u n g s 

p u n k t e n  p a r a l l e l e r  T a n g e n t e n  i s t  

c o n s t a n t .

D i e  S u m m e  d e r  r e c i p r o k e n  W e r l h e  

d e r  S e n k r e c h t e n ,  w e l c h e  m a n  v o n  

e i n e m  b e l i e b i g e n  P u n k t e  a u s  a u f  s o l 

c h e  z w e i  T a n g e n t e n  e i n e s  K r e i s e s  

f ä l l e n  k a n n ,  d e r e n  B e r ü h r u n g s s e h n e  

d u r c h  j e n e n  P u n k t  g e h t ,  i s t  c o n s t a n t .

3 9 1. Mit Hilfe; des in Artikel 127 gegebenen Satzes kann man 
diese T r a n s f o r m a t i o n e n  auch auf  s o l c h e  Sä t z e  a n 
w e n d e n ,  w e l c h e  s i c h  auf  die  G r ö s s e  von g e r a d e n  L i 
ni en  b e z i e h e n ,  die n i cht  dur c h  den U r s p r u n g  gehen.

So wissen wir z. B., dass das Product der Perpendikel, die 
man von einem beliebigen Punkte eines Kegelschnitts auf das eine 
Paar der Gegenseiten eines in denselben eingeschriebenen Vierecks 
fällen kann, zu dem Product der von demselben Punkte auf das 
andre Paar der Gegenseiten zu fällenden Perpendikel in einem 
constanten Verhältniss ist. (Artikel 283.)

Die Relation

welche diesen Salz ausdrückt, wenn P  der gedachte Punkt und 
A, B,  C, 1) die Fusspunkte der auf die Seiten des Vierecks ge
fällten Perpendikel in ihrer natürlichen Ordnung sind, kann aber 
in der Form

geschrieben werden. Sind nun a, b, c,  d die den Seilen des 
Vierecks entsprechenden Punkte und bezeichnet ap  die Senkrechte,
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welche man von a auf die dem Punkte P  entsprechende gerade 
Linie fällt, so gilt nach Artikel 127 die Relation

\

ebenso für die andern Seiten.

Wegen der Unveränderlichkeit der Linien Oa,  Ob,  Oc,  Od 
schliessen wir daraus: Wenn ein f e s t e s  V i e r e c k  e i n e m  
K e g e l s c h n i t t  u m s c h r i e b e n  i s t ,  so ist  das Pr o d u c t  der  
P e r p e n d i k e l ,  die man von z w e i e n  s e i ner  G e g e n e c k e n  
auf  e i ne  v e r ä n d e r l i c h e  Ta n g e n t e  d e s s e l b e n  fä l l en kann,  
zu dem P r o d u c t e  der auf  d i e s e l b e  T a n g e n t e  von den  
andern  G e g e n e c k e n  g e f ä l l t e n  P e r p e n d i k e l  in e i n e m  
c o n s t a n t e n  Verhäl t n i s s .

D a s  P r o d u c t  d e r  P e r p e n d i k e l ,  d i e  

m a n  v o n  e i n e m  b e l i e b i g e n  P u n k t e  

e i n e s  K e g e l s c h n i t t s  a u f  . z w e i  f e s t e  

T a n g e n t e n  d e s s e l b e n  f ä l l t ,  i s t  z u  d e m  

Q u a d r a t  d e s  v o n  i h m  a u f  i h r e  ß e r ü h -  

r u n g s s e h n e  g e f ä l l t e n  P e r p e n d i k e l s  i n  

e i n e m  c o n s t a n t e n  V e r h ä l t n i s s .

D a s  P r o d u c t  d e r  P e r p e n d i k e l ,  d i e  

m a n  v o n  z w e i  f e s t e n  P u n k t e n  e i n e s  

K e g e l s c h n i t t e s  a u f  e i n e  b e l i e b i g e  T a n 

g e n t e  d e s s e l b e n  f ä l l e n  k a n n ,  i s t  i n  

e i n e m  c o n s t a n t e n  V e r h ä l t n i s s  z u  d e m  

Q u a d r a t e  d e s  P e r p e n d i k e l s ,  w e l c h e s  

v o m  D u r c h s c h n i t t  d e r  i n  j e n e n  P u n k 

t e n  a n  d e n  K e g e l s c h n i t t  g e l e g t e n  

T a n g e n t e n  a u f  j e n e  T a n g e n t e  g e f ä l l t  

w i r d .

Wählte man hei dieser Transformalion den Ursprung der 
Reciprocität in der Berührungssehne seihst, so ist der reciproke 
Satz wie folgt auszusprechen: Das R e c h t e c k  aus den A b 
s c h n i t t e n ,  w e l c h e  e i ne  v e r ä n d e r l i c h e  T a n g e n t e  e i n e s  
K e g e l s c h n i t t s  in z w e i  p a r a l l e l e n  f e s t e n  T a n g e n t e n  
d e s s e l b e n  b e s t i mmt ,  i s t  constant .

I n  j e d e m  K e g e l s c h n i t t e  i s t  d a s  P r o 

d u c t  d e r  P e r p e n d i k e l , d i e  m a n  v o n  

z w e i  f e s t e n  P u n k t e n  ( d e n  B r e n n p u n k 

t e n )  a u f  e i n e  b e l i e b i g e  T a n g e n t e  f ä l l t ,  

c o n s t a n t .

D a s  Q u a d r a t  d e s  R a d i u s  v e c l o r  v o n  

e i n e m  f e s t e n  P u n k t e  z u  e i n e m  b e l i e 

b i g e n  P u n k t e  e i n e s  K e g e l s c h n i t t s  i s t  

z u  d e m  P r o d u c t e  d e r  P e r p e n d i k e l  i n  

e i n e m  c o n s t a n t e n  V e r h ä l t n i s s ,  w e l c h e  

m a n  v o n  d i e s e m  P u n k t e  d e s  K e g e l 

s c h n i t t s  a u f  z w e i  f e s t e  g e r a d e  L i n i e n  

f ä l l e n  k a n n .

392. Manche auf Grössenverhältnisse bezügliche Sätze lassen 
sich auf solche über gerade Linien reduciren, welche in harmoni-
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schein oder anharmonischem Verhältniss geschnitten werden, und 
ihre Transformation wird alsdann durch das folgende Princip ermög
licht : Vi er  Punkt en in ein er g e r a de n  Li ni e  e n t s p r e c h e n  
vier ge r a de  Linien,  die durch ein en Punkt  g e h e n ,  (einer 
Reihe von vier Punkten ein Büschel von vier Strahlen) und das 
a n h a r m o n i s c h e  oder  D o p p e l s c h n i l t - V e r h ä l t n i s s  d i e s e s  
B ü s c h e l s  i st  d a s s e l b e  w i e  das j e n e r  v i er  Punkte .  Man 
braucht zur Begründung desselben nur anzuführen. dass jeder 
Strahl des Büschels, welches durch den Ursprung und die gege
benen vier Punkte bestimmt wird, zu einer der entsprechenden 
Linien senkrecht ist.

Mit Hilfe dieses Princips lassen sich die anharmonischen 
Eigenschaften der Kegelschnitte aus denen des Kreises ableiten.

P a s  D o p p e l s c h n i t t v e r h ä l t n i s s  d e s  

B ü s c h e l s ,  w e l c h e s  d u r c h  d i e  V e r b i n 

d u n g  v o n  v i e r  f e s t e n  P u n k t e n  e i n e s  

K e g e l s c h n i t t s  m i t  e i n e m  v e r ä n d e r l i 

c h e n  f ü n f t e n  e n t s t e h t , i s t  c o n s t a n t .

D a s  D o p p e l s c h n i t t v e r h ä l t n i s s  d e r  

P u n k t e ,  i n  w e l c h e n  v i e r  f e s t e  T a n 

g e n t e n  e i n e s  K e g e l s c h n i t t s  v o n  e i n e r  

v e r ä n d e r l i c h e n  f ü n f t e n  T a n g e n t e  d e s 

s e l b e n  g e s c h n i t t e n  w e r d e n ,  i s t  c o n -  

s l a n t .

Der erste diieser Sätze ist für den Kreis wahr, weil alle Win
kel des Büschels constant sind, in Folge dessen ist der zweite für 
alle Kegelschnitte richtig. Der zweite Satz gilt für den Kreis, 
weil die von den vier Punkten am Centrum bestimmten Winkel con
stant sind; in Folge dessen ist der erste Satz fiir alle Kegel
schnitte wahr.

Indem man die Winkel betrachtet, welche in der reciproken 
Figur den am Kreise vorhandenen constanten Winkeln entsprechen, 
erkennt man, d a s s  die von den vi er  P unkt e n  der v e r ä n 
d e r l i c h e n  K e g e l s c h n i t t s t a n g e n t e  am B r e n n p u n k t  b e 
s t i mmt e n  W i n k e l  in dem e i nen F a l l e  cons t ant  sind und 
das  f e r n e r  die Wi nke l ,  w e l c h e  von den Durch sch n i t t s -  
p u n k t e n  der v i er  S t r a h l e n  des B ü s c h e l s  mit  der D i 
rec t  r i x am B r e n n p u n k t  g e s p a n n t  w e r d e n ,  in dem a n 
dern  F a l l e  von c o n s t a n t  er G r ö s s e  sind.

In derselben Art zeigt sich der Satz des Artikels 106 als der 
reciproke des im Artikel 104 gegebenen, und beide gelten für alle 
Kegelschnitte, weil sie zunächst für den Kreis wahr sind.
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303. Das Doppelschnittverhältniss von vier Punkten einer ge
raden Linie ist nicht die einzelne Relation über die Grösse von 
Linien, welche durch die an einem festen Punkt gemessenen Winkel 
ausgedrückt werden kann. F ü r j e d e Re l a t i o n ,  wel ch e durch  
die wie  in Art i ke l  54 v o l l z o g e n e  S u b s t i t u t i o n  des A u s 
dr u c k s

für j e d e  in ihr v o r k o m m e n d e  g e r a d l i n i g e  S t r e c k e  AB  
auf  e i ne  R e l a t i o n  z wi s c h e n  den S i n u s  der an e i n e n  g e 
g e b e n e n  P u n k t  0  g e s p a n n t e n  Wi nke l  r e d u c i r t  w e r d e n  
kann ,  gi l t ,  was  von der Re l a t i on  des  D o p p e l s c h n i t t 
v e r h ä l t n i s s e s  b e w i e s e n  ist ,  das s  s i e für die S c h n i t t 
punkt e  j e de r  b e l i e b i g e n  T r a n s v e r s a l e  mi t  den g e r a 
den Li ni en  OA,  OB . . . wahr  i s t ,  w e l c h e  j e n e  Pu n k t e  
mit  d i e s e m g e g e b e n e n  P u n k t  v e r b i nde n .

Indem man alsdann den gegebenen Punkt zum Ursprung der 
Reciprocität nimmt, kann ein reciproker Satz leicht abgeleitet 
werden.

So ist z. R. der folgende Satz, welchen man Garnot  verdankt, 
eine unmittelbare Folge des Artikel 1 OS : Wenn e in K e g e l 
s c h n i t t  die  Se i t en  AB,  BC,  CA e i nes  D r e i e c k s  r e s p e c -  
t ive in den P u n k t e p a a r e n  c,  c ; a, a ; b, b' s c h n e i d e t ,  so  
i st

Man siebt leicht, dass dieses Verhältniss die eben erwähnte 
Eigenschaft besitzt, überall kann man für die in ihm auftretenden 
geraden Strecken die Sinus der Winkel substituiren, welche die 
Endpunkte derselben an einem festen Punkte 0 bestimmen. Wir 
können demnach den reciproken Satz bilden, und finden, dass es 
derselbe ist, welchen wir im Artikel 320 gegeben haben.

304. Nachdem wir gezeigt haben, wie zu speciellen Sätzen 
die reciproken zu bilden sind, fügen wir einige a l l g e m e i n e  
B e t r a c h t u n g e n  ü b e r  r e c i p r o k e  Ke g e l s c h n i t t e  hinzu.

Wir bewiesen im Artikel 388, dass die Reciproke eines Krei
ses eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel ist, je nachdem der Ur
sprung innerhalb oder ausserhalb des Kreises, oder auf demsel-
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ben gewählt wird; wir dehnen zuerst diesen Schluss auf alle 
Kegelschnitte aus. Je näher eine gerade Linie oder ein Punkt 
dem Ursprung ist, desto weiter muss offenbar der entsprechende 
Punkt oder die entsprechende Linie von demselben sein; in Folge 
des Grundgesetzes, von welchem dieses Entsprechen beherrscht 
wird, entspricht jeder durch den Ursprung gehenden geraden 
Linie ein Punkt in unendlicher Entfernung und dem Ursprünge 
seihst eine gerade Linie, welche ganz in unendlicher Entfernung 
liegt. D e mn a c h  e n t s p r e c h e n  den b e i d e n  durch den U r 
s pr ung  an d i e C u r v e  zu z i e h e n d e n  T a n g e n t e n  zwei  u n 
e n d l i c h  e n t f e r n t e  Punkt e  der r e c i p r o k e n  Curve.  Wenn 
vom Ursprung aus zwei reelle Tangenten an die Curve gezogen 
werden können, so hat die reciproke Curve zwei reelle Punkte in 
unendlicher Entfernung, d. h. sie ist eine Hyperbel; wenn die 
vom Ursprung au die Curve zu ziehenden Tangenten imaginär 
sind, so ist die reciproke Curve eine Ellipse; und wenn der Ur
sprung in der Curve liegt, so dass die von ihm aus zu ziehen
den Tangenten zusammenfallen (Artikel 99), so fallen die unend
lich entfernten Punkte der reciproken Curve zusammen, und die
selbe ist demnach eine Parabel. Da die unendlich entfernte ge
rade Linie dem Ursprung entspricht, so ist dieselbe, wenn der 
Ursprung der Curve angehört, nothwendig eine Tangente der re
ciproken Curve und wir gelangen auch so zu dem Satze des Arti
kels 278, nach welchem jede Parabel eine in unendlicher Ent
fernung gelegene Tangente hat.

W ir erkennen jetzt in dem Satze des Artikels 223 den reci
proken von dem in der Aufgabe 2 des Artikel 182 gegebenen.

395. Den B e r ü h r u n g s p u n k t e n  z w e i e r  dur c h  den  
Ur s p r u n g  g e l l e nde r  T a n g e n t e n  e n t s p r e c h e n  die T a n 
g e n t e n  in den zwei  u n e n d l i c h  e n t f e r n t e n  P u n k t e n  der  
r e c i p r o k e n  Curve,  d. h. die A s y m p t o t e n  de rs e l ben .  Da 
die Excentricität der reciproken Hyperbel nur von dem durch ihre 
Asymptoten gebildeten Winkel abhängig ist, so wird sie durch 
den Winkel völlig bestimmt, welchen die vom Ursprung ausgehen
den Tangenten der Original - Curve einschliessen.

Es e n t s p r i c h t  f e r ne r  der D u r c h s c h n i t t s p u n k t  der  
A s y mp t o t e n  der r e c i p r o k e n  Curve ,  d. i. ihr Centrum,  
der B e r ü h r u n g s s e h n e  der v o m U r s p r u n g  an die Ori -
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g i na l - Cur v e  g e z o g e n e n  T a n g e n t e n .  Wir sprechen nur 
einen speciellen Fall dieses Satzes aus, wenn wir sagen, dass  
dem Centrum e i ne s  K r e i s e s  die Di r e c t r i x  des r e c i p r o -  
ken K e g e l s c h n i t t s  e n t s p r i c h t ,  denn die Directrix ist die Po
lare des Ursprungs, und dieser ist der Brennpunkt des Kegel
schnitts.

W ir können in d e r s e l b e n  Art di e  Achsen der  re-  
c i p r o k e n  Curven e r m i t t e l n ,  denn sie sind nothwendig die
jenigen geraden Linien, welche durch sein Centrum parallel der 
inneren und äusseren Halbirungslinie des Winkels gezogen werden, 
den die vom Ursprung ausgehenden Tangenten bilden. Man kann 
dies mit Hilfe des im Artikel 191 gegebenen Satzes ausdrücken, 
indem man sagt: We nn  durch den U r s p r u n g  ein K e g e l 
s c h n i t t  g e l e g t  w i r d ,  der mit dem g e g e b e n e n  c o nf o c a l  
i st ,  so s ind die T a n g e n t e  und N o r ma l e  d i e s e s  l e t z t e 
ren,  w e l c h e  durch den Ur s pr ung  g e l e g t  we r d e n  k ö n - 
nen,  den Achs en  des r e c i p r o k e n  K e g e l s c h n i t t s  paral l e l .

Diese letztere Ausdrucksweise besitzt den Vorzug, dass sie 
auch für einen in der Curve gelegenen Ursprung noch gültig ist.

396. Zu zwei  g e g e b e n e n  Kr e i s e n  läss t  s i ch s t e t s  
ein Pu n k t  f i nde n ,  für  w e l c h e n  als U r s p r u n g  die r e 
c i pr o ke n  Curven d e r s e l b e n  c o n f o e a l e  K e g e l s c h n i t t e  
werden.  Denn da die Reciproken aller Kreise einen gemeinschaft
lichen Brennpunkt im Ursprung haben müssen, so werden sie con
foeale Kegelschnitte, wenn sie überdies einen gemeinschaftlichen 
Mittelpunkt haben, d. h. wenn die Polare des Ursprungs in Be
zug auf beide Kreise die nämliche ist, oder wenn derselbe einer 
der beiden Punkte ist, welche im Artikel 144 bestimmt und als 
Grenzpunkte bezeichnet wurden. We nn  ein d e r a r t i g e s  S y 
s tem von Kr e i s e n  wie  das im Ar t i ke l  142 b e t r a c h t e t e ,  
g e g e b e n  ist ,  so b i l de n  i hre  r e c i p r o k e n  Curven in B e 
zug auf  e i ne n  d i e s e r  G r e n z p u n k t e  ein S y s t e m c o n f o -  
c a l e r  Kege l s chni t t e . * )

*) Wir hätten dies auch daraus schliessen können, dass jenes System 
von Kreisen nur ein specieller Fall von dem System von Kegelschnitten ist, 
welche demselben Viereck umschrieben sind; indess confoeale Kegelschnitte 
als solche betrachtet werden müssen, die demselben Vierseit eingeschrieben 
sind.
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In Fo l ge  des sen k ö n n e n  Sät z e  über  c ο nfocal e K e 
g e l s c h n i t t e  s t e t s  in s o l c h e  t r a n s f o r m i r t  we r de n ,  w e l 
che s i ch auf  ein d e r a r t i g e s  Sys t e m von K r e i s e n  b e 
z i e h e n ;  es correspondirt z. B. der Salz des Artikel 189 mit 
dem folgenden: Die g e m e i n s c h a f t l i c h e  T a n g e n t e  z we i e r  
Krei se  spannt  an j e d e m der  Gr e n z p u n k t e  e i ne n  r e c h 
ten Winkel ,  Der Satz des Artikel 191 entspricht dem Nach
stehenden: Wenn e i ne  ge r ade  L i n i e  zwe i  Kre i s e  s c h n e i 
det ,  so werden  i hre  z w i s c h e n  d i e s e n  Kr e i s e n  g e l e g e 
nen A b s c h n i t t e  von be i den  Gr e n z p u n k t e n  aus unter  
g l e i c h e n  Wi n k e l n  ge s e he n .  Oder in Bezug auf die Aufgabe 3 
des Artikel 228: Ein f e s t e r  Punkt  und de r j e n i ge  andre  
feste Punkt ,  d u r c h  w e l c h e n  (Art ikel  143) s e i ne  Po l a r e  
gehen  mus s ,  b e s t i m m e n  an den Gr e nz punkt e n  e i ne n  
r e c h t e n  Wi nke l .

Wir bemerken hier, dass  die Met hode  der r e c i p r o k e n  
Pol aren  e ine e i n f a c h e  Au f l ö s u n g  der A p o l l o n i s c h e n  
Auf gabe  darbi e  tet:  Einen Kreis zu beschreiben, welcher drei 
gegebene Kreise berührt.

Der Ort des (Centrums für einen Kreis, welcher zwei gege
bene Kreise berührt, (wir wollen dieselben durch (I), (2) bezeich
nen) ist offenbar eiine Hyperbel, welche die Centra dieser Kreise 
zu Brennpunkten lhat, weil die Aufgabe sich sogleich auf diese 
andere reducirt: Nlan soll den Ort der Spitze eines Dreiecks be
stimmen, für welches die Basis und die Differenz der Seiten ge
geben ist. In Folge dessen muss (Artikel 388) die Polare des 
Centrums in Bezug- auf einen der gegebenen Kreise immer einen 
Kreis berühren, welcher leicht construirt werden kann. Ebenso 
muss die Polare des Centrums für einen unter denjenigen Krei
sen, welche die Kreise (1) und (3) zugleich berühren, auch einen 
gegebenen Kreis berühren. Wenn wir daher zu den zwei so be
stimmten Kreisen eine gemeinschaftliche Tangenle ziehen und den 
Pol derselben in Bezug auf den Kreis (I) nehmen, so ist mit ihm 
das Centrum des die drei Kreise berührenden Kreises gefunden.

397. We nn  zwei  b e l i e b i g e  K e g e l s c h n i t t e  g e g e b e n  
s ind,  so e x i s l i r e n  drei  P u n k t e ,  w e l c h e  die E i g e n s c h a f t  
b e s i t z e n ,  dass  die  R e c i p r o k e n  j ener  e r s t e r e n ,  w e l c h e  
e n t s t e h e n ,  wenn man j e d e n  d e r s e l b e n  al s  Urs prung
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b e t r a c h t e t ,  c o n c e n t r i s c h  s i nd;  denn es giebt drei Punkte, 
deren Polaren in Bezug auf beide Kegelschnitte dieselben sind; es 
sind die Durchschnittspunkte der Paare der Gegenseiten und des 
Paars der Diagonalen in demjenigen Viereck, welches beiden Kegel
schnitten zugleich eingeschrieben ist. In der 1. Aufgabe des Ar
tikel 106 sind sie mit F,  F , 0  bezeichnet. Diese drei Punkte 
sind auch dann reell, wenn die Durchschnitlspunkte der Kegel
schnitte imaginär sind. (Wir erinnern an das sich selbst conju- 
girte Dreieck im Artikel 370.)

398. Man sol l  die Gl e i c hung  der r e c i p r o k e n  Curve  
e i nes  K e g e l s c h n i t t s  in Be z ug  auf  se in Cent rum al s  U r 
s p r u n g  f inden.

Wir benutzen das Ergebniss des Artikel 179, nach welchem 
die vom Centrum auf die Tangente gefällte Senkrechte mittels 
des von ihr mit den Achsen gebildeten Winkels durch die Formel

ausgedrückt wird.

Daraus ergiebt sich unmittelbar die Polar-Gleichung der re
ciproken Curve in der Form

und demnach

Die r e c i p r o k e  Curve ist  daher  ein c o n c e n t r i s c h e r  
K e g e l s c h n i t t ,  d e s s e n  Ac h s e n  (fie r e c i p r o k e n  We r t h e  
von de ne n  d^s g e g e b e n e n  K e g e l s c h n i t t e s  haben.

399. Man sol l  die G l e i c h u n g  der r e c i p r o k e n  Curve  
e i n e s  K e g e l s c h n i t t s  mit  Be z ug  a u f  e i nen Pu n k t  {x y)  
als Urs pr ung  f inden.

Die Länge der Senkrechten von diesem Punkte auf die Tan
gente des Kegelschnittes ist nach demselben Artikel 179:

und demnach die Gleichung der reciproken Curve .
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400. Wi r  se t zen an S t e l l e  der Mi t t e l p u n k l s g l e i -  
c hung  die a l l g e m e i n e  G l e i c h u n g  des Ke g e l s c h n i t t s

und nehmen der Symmetrie wegen k =  — z2, um die reciproke 
Curve in Bezug auf x2 -f- y2 -f- z2 o zu suchen. Wir finden 
sie durch die Bemerkung, dass die Polare eines Punktes der re- 
ciproken Curve in Bezug auf diese Directrix die gegebene Curve 
berühren muss. Die Gleichung der bezeichneten Polare ist:

und die Bedingung, unter welcher dieselbe den gegebenen Ke
gelschnitt berührt, d. h. d ie Gl e i c h u n g  der r e c i p r o k e n  
Curve ,  ist nach Artikel 111

Wir haben im Artikel 365 gesehen, dass die Coefficienten

in dieser Gleichumg mit ——, u. s. w. identisch sind. Wir
d a d a

wollen dieselben weiterhin durch die Abkürzungen 3ί, 3Γ, 21", 23, 
23 , 23" bezeiclmein. Aus dieser Gleichung, welche wir durch das 
Symbol Σ  bezeichnen wollen, können die früher geometrisch erhal
tenen Eigenschaften, wie z. B. dass der Ursprung der reciproken 
Curve angehört, wenn die ursprüngliche Curve eine Parabel ist 
u. s. w. ohne Schwierigkeit abgeleitet werden.

Wir fügen dlie Bemerkung hinzu, dass die allgemeine Glei
chung der recipifoken Curve auch in Form einer Determinante 
ausgedrückt werdlen kann, wie folgt. Wir bezeichnen die allge
meine Gleichung des gegebenen Kegelschnitts in der gegebenen 
Form durch S 0 und gebrauchen die Symbole der partiellen 
Differential-Quotienten wie früher; alsdann ist, wie aus sehr ein
fachen Betrachtungen sich ergiebt, die Determinante

die verlangte Form.
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Wenn der gegebene Kegelschnitt auf ein sich selbst conju- 
girtes Dreieck bezogen ist, so treten an die Stelle der partiellen 
Differentiale einfach die Variabein x, y, z selbst. (Vgl. Art. d78.)

Aufg. 1. Die Glei chung der rec iproken Curve von 
der Reci proken e i nes  Kege l schni t t s  zu finden.

Natürlich muss dieselbe die gegebene Curve selbst sein; ihre 
Gleichung ist nach dem Vorigen

und die Identität derselben mit der ursprünglichen Gleichung erhellt 
aus dem Bestehen der folgenden Reihe von Identitäten, von welchem 
man sich leicht überzeugt:

denn nach ihnen ist die Gleichung identisch mit

und repräsentirt daher die ursprüngliche Curve. Die Discriminante 
der reciproken Curve ergiebl sich auf demselben Wege =  A2.

Aufg. 2. 31 an sol l  zu dem System der durch die näm
l ichen vier festen Punkte gehenden Ke ge l s c hni t t e  das 
rec i proke  System best immen.

Aus der Gleichung S -|- k S { =  o, 
welche einen beliebigen Kegelschnitt des ersten Systems repräsentirt, 
erkennen wir, dass die Gleichung der reciproken Curve erhallen werden 
muss, indem man in der Gleichung

an Stelle der Coefficienten a, a,  . . . der Gleichung S =  o die aus 
ihnen und den Coefficienten . der Gleichung S, =  o zusam
mengesetzten Grössen

suhslituirt.
Wir schreiben das Resultat dieser Substitution in der Form

indem wir durch Σ, Σ { die Gleichungen der Reciproken von S,  <S', be
zeichnen, so dass Σ , aus Verhalten wird, indem man die Coefficienten 
a, a ,  a", b, u. s. w. in der erstem überall in al , «/, « / ,  b,, u. s. w. 
umwandelt; und- indem wir

setzen.
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Da das Originalsystem der Kegelschnitte durch vier feste Punkte 
geht, so wird das System der Reciproken von vier festen geraden Linien 
berührt; und die Form der Gleichung

zeigt in der That, dass alle Kegelschnitte dieses Systems, welche durch 
die Aenderung des Coefficienten k erhalten werden können, von dem 
durch die Gleichung

dargestellten Orte berührt werden. (Vergl, Artikel 295, 308.) Dies ist so
mit die Gleichung der vier geraden Linien, welche für die Kegelschnitte

und ebenso für alle andern Kegelschnitte des reciproken Systems die ge
meinschaftlichen Tangenten sind. Die Form dieser Gleichung liefert aber 
noch weitere Ergebnisse. (Vergl. Artikel 309 u. f.) Sie zeigt, dass der 
Kegelschnitt

durch die vier Berührungspunkte des durch 4 Σ Σ 1 =  Φ2 repräsentirten 
Ortes mit dem Kegelschnitt Σ  =  o und ebenso durch die Berührungs
punkte desselben Ortes mit dem Kegelschnitt Σ 1 =  o hindurchgeht. 
Demnach l i egen die acht Berührungspunkte  der Kegel 
schni t te  Σ  —  o und Σ ν=  o mit ihren gemei nschaf t l i chen  
Tangenten auf einem und demselben Kegel schni t t

Aufg. 3. Man ent wi ckl e  die Glei chung der ge me i n
s c ha f t l i c he n  Tangenten zwei er  Kege l schni t t e  S = o ,  S1 =  o.

Die Reciproken des Systems derjenigen Kegelschnitte, welche die
selben vier gemeinschaftlichen Tangenten halten, bilden ein System von 
Kegelschnittein durch vier feste Punkte und können durch die Gleichung

repräsentirt werden.
Indem man für dies letztere System die Gleichung der Reciproken 

bildet, erhalt man A S  -f- k F k2 A { Sl =  o , 
zu deren Verständniss nur bemerkt zu werden braucht, dass F diejenige 
Form ist, welche Φ annimmt, wenn an die Stelle der Grössen «, a , a", 
b, u. s. w. die Grössen 21', 2Γ', 23, u. s. w. gesetzt werden; also

Demnach ist die Gleichung der zu S = _ o , Sl = .  o gemeinschaftlichen 
Tangenten
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und man erhält den vorhin ausgesprochenen Salz. Man sicht leicht, dass 
die Kegelschnitte

Φ =  o, F —  o
reciproke Polaren sind, und die nähere Erörterung dieses ihres gegensei
tigen Verhältnisses ist eine nützliche Uebung.

Wir bemerken auch, dass die Functionen F und Φ Covarianten der 
Functionen Σ  und Σ ι , S und Sj respective sind, oder dass ihre Bezie
hung zu diesen letzteren durch keine lineare Transformation geändert 
werden kann; dies ergieht sich auch mit Nothwendigkeit aus der Art 
des geometrischen Zusammenhangs zwischen den durch sie und die ur
sprünglichen Gleichungen repräsentirten Curven.

Aufg. 4. Wenn S =  o, St =  o , F =  o die im Vo r h e r g e 
henden bes tehenden Bedeutungen haben,  so r e p r ä s e n t i r t 
die Glei chung

oder

die drei geraden Linien,  we l c he  in Bezug auf die Kegel - 
schni t t e  S =  o, S1 o di ese lben Pol e  haben.

Wir erinnern für diesen Satz zunächst an die Artikel 353, 354 und 
an Artikel 359, in welchem wir zeigten, dass die obige Determinante eine 
Covariante der drei gegebenen Functionen S, S1, F  sei. Darnach 
b l e i b t  nur  übr i g,  zu b e w e i s e n ,  dass  für i r g e n d  e i ne  der  
Formen,  we l che  diesen Glei chungen durch l ineare  Trans
f ormat i on gegeben werden können,  der aus ge s pr oc he ne  
Satz wahr ist; alsdann muss er für alle möglichen so zu erzeu
genden Formen Gültigkeit haben. Wir wählen dazu die einfachste der
selben, nämlich diejenigen, welche die Kegelschnittsgleichungen unter 
der Voraussetzung erhalten, dass das für S und S , gemeinschaftliche sich 
selbst conjugirte Dreieck (Vergl. über dessen Existenz Artikel 370, 397) 
zum Fundamental-Dreieck gewählt sei. Dann sind die Gleichungen

von den Formen

In Folge dessen erhalten die partiellen Differentialquotienten von S und 
Sy die möglichst einfachsten Werthe, die b und somit auch die φ  ver-
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schwinden aus der Entwicklung von F, und die U in derselben nehmen 
die nachstehenden Werlhe an:

in Folge dessen ist

und die obige Determinante geht in den Ausdruck

welcher sich durch Beseitigung der constanten Factoren auf

d.i. die Gleichung des gemeinschaftlichen sich seihst conjugirten Dreiecks, 
reducirt.

Die E n t w i c k l u n g  v ο n F ze ig t , das s  a u c h  d i e s e r  K e g e l 
s c h n i t t ,  w e l c h e r  di e  a c h t  B e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  g e m e i n 
s c h a f t l i c h e n  T a n g e n t e n  von  S u n d  S, e n t h ä l t ,  zu dem S y 
s t e m  d e r  K e g e l s c h n i t t e  g e h ö r t ,  f ü r  w e l c h e  das  D r e i e c k  
x y  z =  o das  s i c h  s e l b s t  c o n j u g i r t e  ist .  Die Vierecke, welche er 
mit den beiden gegebenen Kegelschnitten bestimmt, haben in der That 
dieselben Durchschmittspunkte der Gegenseiten und Diagonalen, mit dem 
von S , St. Das Viereck der zu diesen letzteren gemeinschaftlichen Tan
genten zeigt densellben Punkt als Durchschnitt der Diagonalen, aber die 
Durchschnittspunktee seiner Gegenseiten fallen nicht mit denen des ur
sprünglichen Viereciks zusammen, sondern theilen die zwischen ihnen ent
haltene Strecke harrmonisch. Wir werden auf den Kegelschnitt F =  o, 
dessen Untersuchung viel Interesse darbietet, noch bei einer andern Gele
genbeit zurückkomimen.

Aufg. 5. D i t e E n v e l o p p e  e i n e s  S y s t e m s  c o n f o c a l e r  Ke 
g e l s c h n i t t e  zu Ifinden.

Die Gleichung eines solchen Systems ist

dargestellt. Da diese Gleichung ein System von Kegelschnitten repräsen- 
tirt, welche durch die vier Durchschnittspunkte der zwei durch die Glei
chungen a2x2 -f- b2y 2 — ] =  o
und x2 -f- y 2 = s  o
dargestellten Paare gerader Linien hindurchgehen, so folgt daraus, dass 
das System confocaler Kegelschnitte vier feste gerade Linien berührt. 
Man findet dieselben, indem man die Gleichung des Systems ordnet, wie 
folgt:

Die Reciprokc desselben wird nach Artikel 398 durch
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Sie berühren demnach stets den durch die Gleichung

dargestellten Ort, diese Gleichung ist aber mit der Folgenden äquivalent

Vier

Sie zeigt in ihren linearen Factorcn die vier umschriebenen geraden Li
nien an, in vollkommener Uebereinstimmung mit Artikel 305. Diese vier 
geraden Linien, deren je zwei von einem der imaginären Punkte im Un
endlichen ausgehen, die wir als allen Kreisen gemeinschaftlich erkannt 
haben, bestimmen vier Durchsclinittspunkte; aber nur zwei derselben 
sind reell, nämlich die zu den Paaren

gehörigen. Jede der bezeichnelen imaginären Tangenten kann nur einen 
reellen Punkt enthalten, enthielte sie deren zwei, so wäre sie selbst reell, 
ln  F o l g e  d e s s e n  mu s s  a l l g e m e i n  die Zahl  d e r  r e e l l e n  
B r e n n p u n k t e  e i n e r  Cu r v e  mi t  de r  Zahl  ü b e r e i n s t i m m e n ,  
w e l c h e  i h r e  Kl a s s e  b e z e i c h n e t .  Diese Anzahl wird vermindert, 
wenn die unendlich entfernte gerade Linie die Curve berührt, denn dann 
kann man von jedem der imaginären Kreispunkte eine endliche Tangente 
weniger ziehen als vorher. Der dadurch verschwundene Brennpunkt ist der 
Berührungspunkt der Curve mit der unendlich entfernten geraden Linie. 
Also bei der Parabel.

Wenn die Curve die beiden imaginären Kreispunkte selbst enthält, 
so fallen in den entsprechenden Tangenten je zwei der Tangenten zusam
men, welche die Bestimmung der Brennpunkte liefern, ln Folge dessen 
fallen zwei Brennpunkte zusammen. Also beim Kreis. (Art. 325.)

Aufg. 6. Die Glei chung des Tangentenpaares ,  we l c h e s  
von einem Punkte (x , y  , z)  an den Kegel schni t t  S ~  o g e 
l egt  werden kann,  e r g i e b t s i c h  durch die Subs t i t ut i on von 
y z  — y z, z x  — z x , xxj — x y  für x,  y ,  z in die Glei chung  
de r r e c i p r o k e n  Curve.

Jeder Punkt in einer der von {x , y ' , z)  ausgehenden Tangenten be
sitzt offenbar die Eigenschaft, dass die gerade Linie, welche ihn mit 
(x' , y ' , z )  verbindet, die Curve berührt. Man hat also, um die Gleichung 
dieser Tangenten zu finden, nur die Bedingung auszudrücken, welche er
füllt sein muss, damit die gerade Linie

d i e  C u r v e  b e r ü h r e ,  u n d  i n  d e r s e l b e n  x", y ' ,  z '  a l s  V e r ä n d e r l i c h e  z u  b e 

t r a c h t e n .  ( A r t i k e l  111.)

W i r  f i n d e n  d i e s e l b e  d u r c h  d i e  S u b s t i t u t i o n  v o n
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an Stelle der Grössen l, m , n  in die Gleichung

welche im Artikel 365 gefunden ward. Indem wir aber erinnern (Arti
kel 400), dass die Coefficienten in der Bedingung, unter welcher eine ge
rade Linie die Curve berührt, identisch sind mit denen , welche in der 
Gleichung der reciproken Curve auftreten, entspringt daraus die Wahrheit 
des ausgesprochenen Satzes.

Wir vergleichen dies Ergehniss mit der in Artikel 107 entwickel
ten Form der Gleichung dieser Tangenten und leiten daraus die nachfol
genden Identitäten ab, welche leicht bewährt werden können:

und

Aufg . 7. Man sol l  be we i s e n ,  dass die Rec i proken  
z we i e r  K e g e l s c h n i t t e ,  wel che  sich d oppe l t  b e r ü h r e n ,  
s e i bst e i n e  d o p p e l t e  B e r ü h r u n g  haben.

Die reciproke Curve von

ist nach Artikel 366 durch die Gleichung

repräsentirt; da aber nach der vorigen Aufgabe

ist, so ist die reciproke Curve gegeben durch

eine Gleichung, deren Form augenblicklich anzeigt, dass diese Curve 
mit der Curve Σ  =  o eine doppelte Berührung hat.

401. Die Re c i p r o k e  e i ne r  Curve iti Be z u g  auf  den  
zum U r s p r u n g  g e n o m m e n e n  A n f a n g s p u n k t  der Coor-  
d i n a t e n i s t  bekannt ;  man sol l  daraus  die Gl e i c h u n g  
i hr e r  e i n e m  b e l i e b i g e n  Punkt e  [x y)  als Ur s pr ung  e n t 
s p r e c h e n d e n  Re c i p r o k e n  ab l e i t e n .

Wenn die vom Anfangspunkt der Coordinaten auf eine gerade 
Linie gefällte Senkrechte =  P  ist, so ist die Senkrechte vom 
Punkt ix y') auf dieselbe Gerade durch

repräsentirt. (Artikel 27.)
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Die Polargleichung der reciproken Curve ist daher

daraus folgt

Wir müssen demnach in die Gleichung der auf den Coordi- 
natenanfang bezüglichen reciproken Curve für x  und y respective 
die Ausdrücke

substituiren, um die gesuchte Gleichung zu erhalten.
Das Ergehniss dieser Substitution kann in der folgenden Art 

einfach angezeigt werden: Sei die Gleichung der auf den An
fangspunkt der Coordinaten bezüglichen reciproken Curve

(Vergl. Artikel 294.)
Dann ist die Gleichung der dem Punkt (x y)  entsprechenden 

Reciproken

Sie ist offenbar mit der ersten von demselben Grade.

402. Ehe wir die Betrachtung der reciproken Polaren bc- 
schliessen, wollen wir noch auf eine Ivlasse von Sätzen aufmerk
sam machen, zu deren Transformation 31. Ch a s l e s  eine P a r a 
bel  s t a t t  e i ne s  Kr e i s e s  al s  H i l f s k e g e l s c h n i t t  zu n e h 
men v o r g e s c h  1 a g e n  hat.

337ir haben im Artikel 213 bewiesen, dass der zwischen irgend 
zwei geraden Linien gelegene Abschnitt in der Achse der Parabel 
dem Abschnitt dieser letzteren gleich ist, welcher zwischen den 
von den Polen dieser geraden Linien auf die Achse gefällten Senk
rechten liegt. Dies Princip ermöglicht uns die T r a n s f o r ma t i o n  
von S ät z e n ,  we l c h e  s i ch auf  die Gr ös s e  von Li n i e n  b e 
z i e h e n ,  die e i ne r  f e s t e n  Li ni e  par a l l e l  g e me s s e n  sind.

Wir geben von der Anwendung dieser Methode einige Bei
spiele und schicken dazu voraus, dass den zwei der Achse der 
als Directrix gewählten Parabel parallelen Tangenten die unend
lich entfernten Punkte in der reciproken Curve entsprechen, und
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dass die Curve demnach eine Hyperbel oder Ellipse ist, jenachdem 
diese Tangenten reell oder imaginär sind; dass endlich die Curve 
eine Parabel ist, wenn diese Achse durch einen der unendlich 
entfernten Punkte der Original-Curve geht.

J e d e  v e r ä n d e r l i c h e  Ta ng e nt e  e i n e s  K e g e l s c h n i t t s  
b e s t i m m t  in zwei  f e s t e n  pa r a l l e l e n  T a n g e n t e n  d e s 
s e l b e n  A b s c h n i t t e ,  deren  Re c ht e c k  von c o n s t a n t e r  
Gr ö s s e  ist.

Den Berührungspunkten der parallelen Tangenten entspre
chen die Asymptoten der reciproken Hyperbel und ihren Durch
schnittspunkten mit der beweglichen Tangente Parallelen zu den 
Asymptoten durch irgend einen Punkt der Curve. Wir schliessen 
daraus, dass die Asymptoten und die durch irgend einen Punkt 
der Curve zu ihnen gezogenen Parallelen in einer festen geraden 
Linie Abhchnitte bestimmen, deren Rechteck unveränderlich ist 
und erkennen, dlass dies Ergebniss dem früher entwickelten Satze 
äquivalent ist: D as R e c h t e c k  aus den durch  e i ne n  Punkt  
der Curve g e z o g e n e n  P a r a l l e l e n  zu den A s y mp t o t e n  
ist  consta 11t.

Diejenigen Seinuen einer Hyper- Wenn eine beliebige Tangente ei- 
bel, welche von zwtei festen Punkten ner Parabel zwei feste Tangenten der- 
tlerselben nach einenn veränderlichen selben schneidet, so bestimmen die 
dritten Punkte gezogen werden, he- von ihren Endpunkten auf die Schei- 
stimmen einen Abschnitt von unver- teltangente der Parabel gefällten Per- 
änderlicher Länge iin der Asymptote, pendikel in dieser einen Abschnitt von

constanter Länge.
Es ist offenbar, dass diese Reihode der parabolischen Pola

ren in ihrer Anwendung beschränkter ist, als die der circularen 
Polaren, welche wir vorher entwickelten. Die Hilfsquellen dieser 
letzteren für die Transformation von Sätzen, welche sich auf die 
Grösse von Linien beziehen, hat M. Chas l es  vielleicht unterschätzt.

II. Die harmonischen und anharm onischen E igen
schaften der Kegelschnitte.

403. Die auf das harmonische und das anharmonische oder 
Doppelschnittverhältniss bezüglichen Eigenschaften der Kegelschnitte 
gestatten so zahlreiche Anwendungen in der Theorie dieser Cur- 
ven, dass wir es nicht für unzweckmässig halten, an dieser Stelle
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einige der Sätze näher zu entwickeln, welche in so grosser An
zahl in den allgemeinen Ausdrucksformen jener Eigenschaften ent
weder direct enthalten sind oder doch ohne Schwierigkeit aus den
selben hervorgehen.*)

Die häufigsten Anwendungen machen wir von dem besonde
ren Falle, in welchem einer der vier Punkte der geraden Linie, 
deren Doppelschnittverhältniss wir untersuchen, in unendlicher 
Entfernung ist. Das Doppelschnittverhältniss der vier Punkte A, 
B,  C, D d. i.

A B  AD 
B~C ' D~C

geht durch die Voraussetzung, dass der Punkt D in unendlicher 
Entfernung liege , in das einfache Schniltverhältniss

AB  
~  BC

über, weil dadurch
AD
D C 1

wird.
Wenn die Strecke A C durch die Punkte B und D harmo

nisch getheilt wird, so ist das Doppelschnittverhältniss =  — 1, 
und unter der Voraussetzung, dass D unendlich entfernt sei, wird

und B ist der Mittelpunkt der Strecke AC.
Wir setzen voraus, dass der Leser mit der geometrischen 

Untersuchung dieser und anderer Fundamentalsätze betreffs der 
Doppelschnittverhältnisse und der harmonischen Theilung bekannt 
sei **).

*) Man vergleiche für diese Darstellung insbesondere auch die Noten zu 
M. C h a s le s ’s „ A p e r c u  h i s t o r i q u e  s u r  l ’ o r i g i ne  et  le d e v e l o p p e -  
me n t  des  me t h ö d e s  en G e o me t r i e ,  p a r t i c u l i e r e m e n t  de ce l l es  
qui  se r a p p o r t e n t  a la Ge ome t r i e  mo d e r n e . “ Uebersetzung von 
S o h n k e ,  Note IX, X, XV, XVI.

**) Wir empfehlen dafür unter andern die Schriften: „ G r u n d l i n i e n  der  
n e u e r e n  G e o m e t r i e “ von Dr. B. W i t z s c h e l ,  „ G r u n d l i n i e n  der  
n e u e r e n  e b e n e n  G e o m e t r i e “ von Dr. Ch. P a u l u s ,  „ G r u n d z ü g e  
e i n i ge r  T h e o r i e u  a u s  de r  n e u e r e n  G e o m e t r i e “ von W. B l u m 
ber ge r .
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401. Wir beginnen unsere Untersuchung mit dem Satze des 
Artikels 104: We n n  e i n e  durch den Punkt  0 g e z o g e n e  
g e r a d e  Linie  e i ne n  K e g e l s c h n i t t  in den Punkt e n  R' 
und R" und die Pol are  von 0 in Be z ug  auf  d e n s e l b e n  
in R  s c h n e i d e t ,  so s ind die  vier  Punkt e  0 R 'R R '  h a r 
m o n i s c h e  T h e i 1 p u n k t e.

1.) Vorausgesetzt, dass R in unendlicher Entfernung liegt, 
so muss die gerade Linie OR in R' halbirt werden, d. h. Wenn 
man durch e inen festen Punkt zu einer Asymptote  
e i ner  Hyperbel  oder zum Durchmesser einer Parabel  
e ine  p a r a l l e l e  g e r ad e  Li n i e  z i eh t ,  so wi rd  der  z w i 
s ch e n  j enem P u n k t e  und s e i n e r  Po l a r e  l i egende  A b 
s ch n i t t  d e r s e l b e n  in der  Curve  ha l bi r t .

2.) Unter der Voraussetzung, dass R in unendlicher Entfer
nung liege, muss die Strecke R R" in 0 halbirt werden; d. h. 
j e d e  Sehne ,  w e l c h e  dur c h  e i nen Punkt  paral l e l  der  
Po l a r e  d i e s e s  P u n k t e s  g e z o g e n  i s t ,  wird in d i e s e m  
Pu n k t e  halbir t .  Nimmt man hierbei ferner an, dass die Po
lare von 0 unendlich entfernt sei, so muss jede durch diesen 
Punkt gehende Sehne die Polare desselben in unendlicher Ent
fernung schneiden und demnach in 0  halbirt werden. Dieser 
Punkt ist also das Cent rum und d a s s e l b e  kann s omi t  als  
ein Punkt  b e t r a c h t e t  w e r d e n ,  de s s e n  Pol are  u n e n d 
l i ch e nt f e r nt  ist.

3.) Wird endlich der feste Punkt selbst in unendlicher Ent
fernung gedarbt, so sind alle durch ihn gehende gerade Linien 
parallel und die entsprechenden Sehnen werden in der Polare des 
festen Punktes halbirt. Man schliesst daraus, dass  j eder  D u r c h 
m e s s e r  e i n e s  K e g e l s c h n i t t s  al s  die  Po l a r e  des  u n e n d 
l i ch  e n t f e r n t e n  Pu n k t e s  b e t r a c h t e t  we r d e n  kann,  in 
w e l c h e m s e i n e  Or d i nat e n  s i ch d u r c h s c h n e i  den.  Dies 
folgt auch aus der Gleichung der Polare eines Punktes: (Artikel 
101.)

Wenn wir darin den Punkt (x y )  als den unendlich entfernten 
Punkt der geraden Linie my =  n x  voraussetzen, so ist
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und x =  ∞  die Gleichung der Polare wird somit

d. i. die Gleichung eines zu
my = nx

conjugirten Durchmessers. (Artikel 94.)

405. Wir können ganz in der nämlichen Weise aus dem Satze 
eine Reihe specieller Sätze herleiten, nach w e l c h e m  die  b e i 
den T a n g e n t e n  von e i nem Punkt  an e i nen Ke g e l s c h n i t t ,  
e i n e h e l i e h i g e  durch ihn g e z o g e n e  Gerade  und die  ge
rade L i n i e , wel c he  ihren Pοl  mit dem g e g e b e n e n  P u n k t e 
v e r b i n d e t ,  ein h a r m o n i s c h e s  B ü s c h e l  bi lden.  (Art. 106.)

Ist eine der durch den Punkt gezogenen Geraden ein Durch
messer des Kegelschnitts, so ist die andere parallel dem conju
girten Durchmesser, und da die Polare "eines Punktes dem Durch
messer parallel ist, welcher zu dem durch den Punkt gehenden 
conjugirt ist, so erkennen wir, dass der zwischen jenen Tangen
ten gelegene Abschnitt einer Parallelen zur Polare des Punktes 
von dem nach dem Punkte gehenden Durchmesser halbirt wird. 
Denken wir den Punkt als mit dem Centrum des Kegelschnitts 
zusammenfallend, so sind die beiden Tangenten die Asymptoten 
desselben; d. i. d ie A s y m p t o t e n  e i n e s  K e g e l s c h n i t t s  
bi l den mit e i ne m b e l i e b i g e n  Paar  c onj ug i r t  er D u r c h 
m e s s e r  d e s s e l b e n  ein h a r mo n i s c h e s  Bü s c h e l ;  und der  
Ab s c h n i t t  e i n e r  T a n g e n t e ,  w e l c h e r  z w i s c h e n  den  
As y mp t o t e n  e nt ha l t e n  ist ,  wird durch die Curve  h a l 
birt.  (Artikel 198.)

406. D ie a n h a r m o n i s c h e  E i g e n s c h a f t  der P u n k t e  
e i n e s  K e g e l s c h n i t t s  ( Art i ke l  283, 296) g i e b t  zu e i ne r  
viel  g r o s s e m  Maη nigfa 11 igkciL he s o n d e r e r  Sä tz e Ve r - 
an l a s s ung .  Denn die vier Punkte der Curve können vollkom
men beliebig gewählt werden, und man kann einen oder zwei 
von ihnen in unendlicher Entfernung voraussetzen; der fünfte 
Punkt 0 , welcher als der Scheitel des Büschels betrachtet 
wird, kann auch entweder in-unendlicher Entfernung oder mit 
einem der ersten vier Punkte zusammenfallend gedacht werden, 
in dem letzteren Falle ist einer der Strahlen des Büschels die 
Tangente des Kegelschnitts in diesem Punkte. Endlich kann das
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anharmonische oder Doppelschnittverhältniss des Büschels durch 
das der vier von seinen Strahlen in einer beliebigen geraden Trans
versale bestimmten Punkte gemessen und dadurch, dass man diese 
Transversale zu einem der Strahlen des Büschels parallel legt, auf 
ein einfaches Verhältniss reducirt werden.

Die folgenden Beispiele werden insbesondere in der Absicht 
gegeben, dem Leser Gelegenheit zur Uebung in der Herleitung 
der aus diesem Satze fliessenden Folgerungen zu gewähren. Wir 
geben deshalb nur die Punkte, durch welche das Büschel gelegt 
ist, die Transversal-Linie, auf der sein Doppelschnittverhältniss ge
messen wird, und den resultirenden Satz an, und überlassen es dem 
Leser, die Art in welcher derselbe aus dem allgemeinen Satze 
hervorgeht, seihst genauer zu untersuchen.

Wir bezeichnen durch die Abkürzung (O. ABCD ) das Dop
pelschnittverhältniss des aus den vier Geraden OA, OB,  OC, OB 
gebildeten Büschels und durch [AB CD) das der vier eine gerad
linige Reihe bildenden Punkte A,  B , C, D.

beide Doppelschnittverhältnisse werden 
in der geraden iLinie CB gemessen; wir 
bezeichnen die Schnittpunkte der in den 
Punkten A und B an den Kegelschnitt ge
legten Tangentetn mit der Linie CB durch 
T, T und den Schnittpunkt der Sehne AB 
mit CD durch Darnach sind die Dop- 
pelschuittsverhäünisse:

oder

d. i. wenn eine Sehne CB zw ei Tan
genten in T, T und ihre Berüh
rung s s e h n e iη K  schneidet ,  so ist

*) Bei der Bildung der Doppelschnittverhältnisse muss man besonders 
darauf achten, die Punkte der Reihen in der Ordnung zu nehmen, in der 
sie sielt entsprechen; darum steht links K  als der zweite, rechts als der er
ste Punkt, denn er entspricht im ersten Büschel dem zweiten Strahl AB,  
und im zweiten dem ersten Strahl B A.
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Aufg. 2. Wenn T und Τ'  zusammenfallen, so wird

und

oder

d. i. jede durch den Durchschni t t spunkt  zwei er  Tangenten  
ge z oge ne  Sehne wird von der Curve und der Berührungs -  
sehne jener Tangenten harmonisch gelhei l t .

Aufg. 3. Wenn T' unendlich entfernt gedacht, also die Sekante 
CD parallel zu P T '  gezogen wird, so ist

Aufg . 4. Ist einer der Punkte, welche die Basis des Büschels bil- 
den, in unendlicher Entfernung, und wird das constante Doppelschnitt- 
verhällniss ( O .A B C ∞ ) i n der Transversale Coo gemessen, so reducirt
s i c h  d a s s e l b e  a u f  d a s  e i n f a c h e  V e r h ä l t n i s s   u n d  w i r  s c h l i e s s e n  d a r a u s

den folgenden Satz: Wenn zwei  feste P u n k t e t ,  B einer Hy
perbel  oder Parabel  mit einem veränderl i chen Punkt  0 
derselben Curve verbunden werden und die Verbi ndungs 
l inien eine fes te  Paral l e l e  zu einer Asymptote (hei der 
Hyperbel) oder einem Durchmesser  (hei der Parabel) in Punkten  
a und b schneiden,  so ist  das Verhäl tni ss  aC:Cb  oder das 
Verhäl tni ss  der von diesen bis zur Curve gemessenen Ab
schni t te  constant .

Aufg. 5. Wenn man dasselbe Doppelschnittverhältniss auf einer 
andern Parallellinie misst, so erfährt man, dass die geraden Verbi n
dungsl ini en von drei  festen Punkten einer Parabel  oder 
Hyperbel  mit e inem veränderl i chen Punkte derselben  
durch eine feste Paral l e l e  zu e iner Asymptote  oder einem 
Durchmesser  in Punkten a, b, c so geschni t t en  werden,  
dass ab:ac  constant  ist.

Auf'g. 6. Setzen wir in der Aufgabe 4 voraus, dass die geraden 
Linien, welche die Punkte A, B mit einem vierten 0  verbinden, den 
Strahl Coo in den Punkten ab'  schneiden, so ist nolhwendig

wird nun auch noch der Punkt C in unendlicher Entfernung gedacht, so 
dass die Linie C∞  eine Asymptote wird, so wird das Verhältniss
der Einheit gleich und wir erhalten den Satz: Wenn in einer Hy
perbel  zwei  f este  Punkte mit e inem veränderl i chen Punkt  
verbunden werden,  so best immen die Verbindungs l ini en  
in j eder As ymp to te einen Abschni t t  von unveränderl i cher  
Länge. (Artikel 202, Aufgabe 1.)
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W ir messen die entsprechenden 
Doppelschnittverhältnisse in der Linie 
C∞  und bezeichnen die Schnittpunkte 
der Tangenten der Curve in A und B 
mit dieser Linie durch a und b, so
wie den Schnittpunkt derselben mit 
der entsprechenden Berührungssehne 
durch K : alsdann ist

Oder: W e n n  e i n e  P a r a l l e l e  zu e i n e r  A s y m p t o t e  e i n e r  Hy
p e r b e l  o d e r  zum D u r c h m e s s e r  e i n e r  P a r a b e l  z we i  T a n g e n 
t en  un d  i h r e  B e r ü h r u n g s s e h n e  s c h n e i d e t ,  so i s t  der  A b 
s c h n i t t  z w i s c h e n  Cur ve  und  Be r ü h r u n g s s e h n e  das  g e o m e 
t r i s c h e  Mi t t e l  z w i s c h e n  den A b s c h n i t t e n  von d e r  Cur ve  
zu den  T a n g e n t e n .  Und umgekehrt: W e n n  eine g e r a d e  L i n i e  
ab von g l e i c h b l e i h e n d e r  R i c h t u n g  di e  S e i t e n  e i n e s  D r e i 
e c ks  in den  P u n k t e n  a, b , K  d u r c h s c h n e i d e t , un d  in i h r e i n  
P u n k t  C so b e s t i m m t w i r d ,  das s  s t e t s

s o  i s t  d e r  O r t  d e s  P u n k t e s  C e i n e  P a r a b e l ,  w e n n  Cb d e r  
Hal bi rungs l i ni e  der Basis des Dre iecks  paral lel  ist (Artikel 
212); in jedem andern Fal l e aber eine Hyperbel , für wel che 
ab  die R i c h t u n g  e i ne r  Asympt ot e  bes t immt .

Aufg. 8. Unter der Voraussetzung, dass zwei Punkte unendlich ent
fernt sind, hat man z. B.

Hier sind die geraden Linien ∞ ∞ , ∞' ∞' 
die beiden Asymptoten, während die Ge
rade oo ∞  ganz in unendlicher Entfer
nung ist. Messen wir das Doppelschnitt- 
verhältniss auf dem Durchmesser OA und 
setzen fest, dass die den Asymptoten pa
rallelen geraden Linien denselben in a, a 
schneiden, so erhalten wir

d. i. P a r a l l e l e n  zu den  A s y m p t o t e n ,  die  d u r c h  e i n e n  b e l i e 
b i g e n  P u n k t  d e r  H y p e r b e l  g e z o g e n  w e r d e n ,  b e s t i m m e n  
in e i n e m Ha l b d u r c h m e s s e r  vom C e n t r u m  aus  g e m e s s e n e  
S e g m e n t e ,  w e l c h e  d i e s e n  s e l b s t  z u r  m i t t l e r e n  g e o m e t r i 
s c hen  P r o p o r t i o n a l e  ha b e n .

Wenn daher umgekehrt durch einen festen Punkt 0 eine gerade Li
nie gezogen w ird , welche zwei festen vom Punkt B ausgehenden Gera
den in Punkten a, a begegnet, und wenn man in ihr einen Punkt A so
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wählt, dass OA das geometrische Mittel zwischen Oa und Oa ist, so 
ist der Ort dieses Punktes eine Hyperbel, welche den Punkt 0 zum Cen- 
trum hat und deren Asymptoten den Linien Ba  und Ba  parallel laufen.

Unter der Voraussetzung, dass die Segmente in den Asymptoten ge
messen seien und dass 0 das Centrum bezeichne, erhalten wir

oder: Das R e c h t e c k ,  w e l c h e s  von den d u r c h  e i n e n  P u n k t  de r  
Cur ve  g e z o g e n e n  P a r a l l e l e n  zu d e n  A s y m p t o t e n  g e b i l d e t  
w i r d ,  i s t  c ο n s l a n t.

407. Wir untersuchen hiernach einige besondere Fälle von dem 
Satze, in welchem die a n h a r m o n i s c h e E i g e n s c h a f t  der T a n - 
g e n l e n  e i n e s  K e g e l s c h n i t t s  ausgesprochen ist. (Art. 297.)

Aafg. 1. Diese Eigenschaft nimmt eine besonders einfache Form 
für die Parabel dadurch an, dass diese Curve stets eine ganz in unendli
cher Entfernung gelegene Tangente besitzt. (Art. 278.) ln Folge dessen

schneiden drei feste Tangenten ei
ner Parabel eine beliebige vierte in 
Punkten A, B, C so, dass das Ver- 
hältniss A B : A C  unveränderlich 
ist.

Wenn wir die veränderliche Tan
gente der Reihe nach mit jeder der 
gegebenen Tangenten zusammenfal
len lassen, so erhalten wir den Salz

Aufg. 2. Wir nehmen an , dass zwei von den vier festen Tangen
ten einer Ellipse oder Hyperbel mit einander parallel sind und lassen die 
veränderliche Tangente nach einander mit jeder dieser parallelen Tangen

ten zusammenfallen. Im ersten Falle ist 
das Verhältniss (Fig. 120)

und im zweiten

demnach ist das Rechteck Ab. Db conslant.
Man kann auch aus der anharmonischen Eigenschaft der Punkte eines 

Kegelschnitts ableiten, dass die Verbindungslinien der Punkte A, D mit ir
gend einem Punkte 0 der Curve die parallelen Tangenten in Punkten b, b 
schneiden, für welche das Rechteck Ab .Db'  gleichfalls constant ist
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408. Wenn in einer geraden Linie das System der Punkte 
A , B ,  C , D , E  und in derselben oder in einer andern geraden Li
nie das zweite System Ä,  B', C', D', E', gegeben ist, dessen Punkte 
als denen des ersten, einer einem, entsprechend angesehen wer
den, so h e i s s e n  b e i d e  S y s t e m e  pr o j e c t i v i s c h ,  so bald  
das D o p p e l s c h n i t t v e r h ä l t n i s s  von i rgend vier P u n k 
ten des er s t en  S y s t e m s  dem g l e i c h g e b i l d e t e n  D o p p e l -  
s c h n i t t v e r h ä l t n i s s  der e n t s p r e c h e n d e n  v i er  Punkt e  
des  z w e i t e n  g l e i c h  ist.

Indem wir z. B. die Punkte A, B , C . . .  . mit einem belie
bigen Punkte P  verbinden und das so gebildete Büschel durch 
irgend eine Transversale schneiden, erhalten wir auf dieser ein 
System von Punkten a , b , c . . . welches dem gegebenen projecti- 
visch ist. In der Figur ist die Transversale durch den Punkt A 
gezogen, so dass A und a 
zusammenfallen. (Fig. 121.)
Es ist immer möglich, ein 
projectivisches System zu ei
nem gegebenen so zu con- 
struiren, dass drei beliebige 
Punkte A ', B ', C' den drei 
Punkten A, B, C des gege-
benen Systems entsprechen; zu diesem Zwecke legen wir durch A 
eine beliebige gerade Linie, welche mit AB  einen Winkel bildet, 
tragen auf ihr vom Punkte Aa  aus die Längen 

ab =  A B ’, ac =  A C
ab und ziehen die Verbindungslinien b B , c C ; sie bestimmen ei
nen Punkt P ,  durch dessen Verbindung mit den Punkten D, E 
u. s. w. wir die entsprechenden Punkte d, e u. s. w. erhalten. 
Wenn wir sodann endlich C D =  cd,  D E' =  de u. s. w. ma
chen, so erhalten wir ein dem System A B C D E  projectivisches 
System Ä  B' C' D' E ‘.

409. Wenn zw ei p r o j e c l i v i s c h e  S y s t e me  in d e r s e l 
be n  g e r a d e n  L i n i e  l i e g e n ,  so bat im A l l g e m e i n e n  ein 
Punkt  ni cht  den näml ichen zwei ten Punkt  zu seinem 
e n t s p r e c h e n d e n ,  wenn man ihn als  dem ers t e  n u n d 
wenn man ihn als  dem zwei t en S y s t e m an g e h ö r i g  b e 
t r ac ht e t .  Construirt man z. B. in der vorigen Figur zu dem 
Punkte Ä , indem man ihn als dem ersten System angehörig he-

www.rcin.org.pl



4 8 0

trachtet, den correspondirenden Punkt, wie vorhin, so fällt der
selbe im Allgemeinen nicht mit A zusammen.

E n t s p r e c h e n  aber  die P u n k t e  A, A' e i n a n d e r  w i r k 
l i ch in der Art g e g e n s e i t i g ,  dass  es für di es  E n t s p r e 
c he n  g l e i c h g ü l t i g  i s t ,  oh man den P u n k t  A al s  dem 
e r s t e n  oder  dem z w e i t e n  S y s t e m an g e h ö r i g  b e t r a c h 
t e t ,  dann e n t s p r e c h e n  a l l e  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e  
e i n a n d e r  auf  die n ä m l i c h e  We i s e  und man sagt  von 
den be i de n  P u n k t e r e i h e n ,  dass  s i e  ein S y s t e m in I n 
vo l ut i on  bi lden.

Unter der Voraussetzung z. B. das die Punkte A B B ' Ä  des 
ersten Systems den Punkten A’ B'bA  des zweiten entsprechen, 
müssen die Punkte b und B zusammenfallen. Denn wir haben

oder 

d. i.
Die gerade Strecke A B  wird also in b und in B in demselben 
Verhältniss geschnitten, und demnach müssen b und B zusammen
fallen.

410. Zwei  P u n k t e p a a r e  AÄ ,  BB'  b e s t i m m e n  e in in-  
v o l u t o r i s c h e s  Sys t em.  (Fig. 122.)

Es ist in der That nur ein 
specieller Fall des Artikel 408, 
ein zu dem System A Ä BB'CB .. .  
projectivisches System so zu be
stimmen, dass die Punkte A, Ä , B 
den Punkten A', A, B' entspre
chen; wir ziehen durch A eine 
beliebige gerade Linie, tragen 

auf ihr von A (a) aus d a  =  Ä  A, a b ’ =  AB'  ah, ziehen A’a, Bb' 
bis zu ihrem Durchschnittspunkte P, und indem wir dann den Punkt 
P  mit B\ C, B . . .  . verbinden, bestimmen wir die entsprechen
den Punkte des zweiten Systems.

Wir bezeichnen die P u n k tet, Al als e i n a n d e r  conjugi rt .
41 I. Aus der Identität ihrer Doppelschnitlverhältnisse lassen 

sich die verschiedenen R e l a t i o n e n  der S e g m e n t e  z wi s c h e n  
drei  i n v o l u t o r i s c h e n  P u n k t e - P a a r e n  leicht ableiten; wir 
empfehlen diese Ableitung dem Leser.
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Aus [ABCA') =  (ÄB'C'A) folgt

oder
Die Entwicklung dieser Relationen bietet im Allgemeinen keine 

Schwierigkeit dar, und wir verweilen deshalb nur noch bei dem 
besondern Falle, wo für einen der Punkte der conjugirte Punkt 
in unendlicher Entfernung liegt. Einen solchen Punkt erhalten 
wir, indem wir Po  parallel A B  ziehen, bis es ab'  in o schnei
det und alsdann A'0  =  a o  abtragen. Der conjugirte Punkt von 
0 liegt in unendlicher Entfernung und 0 selbst heisst das C e n 
trinn des involutorischen Systems.

In diesem Falle nimmt die Relation der Segmente eine be
sonders einfache Form an; denn es ist

oder

liegt nun 0' in unendlicher Entfernung, so geht dies in

oder
über, d. h. das P r o d u c t  d er E nt f ernu n gen i rgend z we i e r  
c o n j u g i r t e n  Punkt e  vom Cent  rum der I n v o l u t i o n  ist  
con stant.

Offenbar erlaubt die in diesem Artikel gegebene Construction, 
das Ce nt r um zu f i nden,  we n n  zwe i  Paare  c o n j u g i r t e r  
P u n k t e  e i n e s  i n v o l u t o r i s c h e n  S y s t e ms  g e g e b e n  sind.

412. Man kann die Erklärung involutoriscber Systeme ganz 
auf die eben bewiesene Eigenschaft derselben gründen und sie als 
Punktereiben definiren, für welche

ist; denn es ist leicht aus dieser Relation abzuleiten, dass das 
Doppelschnittverhältniss von irgend vier Punkten des Systems dem 
ihrer vier conjugirten Punkte gleich ist. Das Doppelschnittver
hältniss von vier (Punkten, deren Entfernungen vom Centrum
r, r ,  r", r"  sind, ist durch
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ausgedrückt, und diese Function bleibt augenscheinlich ungeändert, 
wenn man an Stelle der Abstände r, r ihren reciproken Werth 
setzt, oder

413. Ein Pun k t ,  w e l c h e r  mit  s e i n e m  c o n j u g i r t e n  
z u s a mme n  f ä l l t ,  i st  ein Br e nnpunkt  des  i n v o l u t o r i s c h e n  
S y s t e m s  genannt worden.

Es giebt offenbar zwei solche Punkte, welche vom Centrum 
gleich weit entfernt sind, und ihr Abstand von demselben OF ist 
durch die Gleichung 

O F 2 =  O A . O Ä
bestimmt.

Wenn A und Ä  beide auf derselben Seite des Centrums lie
gen, so ist OA. OÄ =  c2 =  OF2 und d ie  B r e n n p u n k t e  s ind  
r e e l l ;  wenn aber A und Ä  auf verschiedenen Seiten des Cen
trums liegen, so ist OF2 = — c2 und d ie B r e n n p u n k t e  s ind  
i magi när .

Zwei  c o n j u g i r t e  P u n k t e  e i n e r  I nv o l u t i o n  b i l d e n  
mit  den B r e n n p u n k t e n  d e r s e l b e n  v i er  P u n k t e  e i ner  
h a r m o n i s c h e n  The i l ung;  denn die Relation

giebt

oder

d. i. d ie E n t f e r n u n g  der B r e n n p u n k t e  wird du r c h  die  
c o n j u g i r t e n  Punkt e  A und Ä  i n n e r l i c h  und a us s e r  l ieb 
in d e m s e l b e n  V e r h ä l t n i s s  gethei l t .

Zusatz. Wenn ein Brennpunkt unendlich entfernt ist, so hal- 
birt der andre Brennpunkt die Entfernung zwischen je zwei con
jugirten Punkten und d ie  E n t f e r n u n g  AB z w i s c h e n  i rgend  
zwei  P u n k t e n  ist  der  E n t f e r n u n g  AB'  z w i s c h e n  den 
c o n j u g i r t e n  P u n k t e n  gl e i ch.  Alsdann liegt auch das Cen
trum unendlich entfernt.
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414. Aus drei gegebenen Punkte-Paaren des Systems können 
wir die Brennpunkte bestimmen, entweder, indem wir zuerst das 
Centrum bestimmen, wie in Art. 411, oder direct, wie folgt: Weil 
ein Brennpunkt sich selbst conjugirt ist, so haben wir

oder

Wenn man den Brennpunkt als einen Theilpunkt der Strecke 
AÄ  betrachtet, so ist hierdurch das entsprechende Theilungsver- 
hältniss bestimmt und der Punkt kann construirt werden.

Es ist von Wichtigkeit, zu bemerken, dass die' Relationen 
zwischen den v<on sechs involutorischen Punkten gebildeten Seg
menten von der im Art. 393 bezeichneten Klasse sind, nämlich 
von der Klasse derjenigen, welche sich unmittelbar auf die Sinus 
der Winkel übertragen, die an einem beliebig gewählten Punkt 
durch die nach dien einzelnen Punkten des involutorischen Systems 
gehenden Strahlern gebildet werden.

In Folge dessen wi rd e in S t r a h l e n b ü s c h e l  von b e l i e 
big em Sehe i t e  1, d e s s e n  Bas i s  e i ne  i n v o l u t o r i s c h e  P u n k 
t e r e i h e  ist ,  v on j e d e r  T r a n s v e r s a l e  in P u n k t e n  g e 
s c h n i t t e n ,  w e l c h e  ein Sy s t e m in I n v o l u t i o n  b i l den.

Und das l’ e c i pr oke  S y s t e m  von s e c h s  P u n k t e n  in 
I n v o l u t i o n  ist ein i n v o l u t o r i s c h e s  B ü s c h e l .

415. Die wichtigste Anwendung dieser Principien in der Theo
rie der Kegelschnitte ist die folgende. (Fig. 123.)

Wenn em Viereck ab cd  in 
einen Kegelschnitt eingeschrieben 
ist und eine beliebige Transver
sale den Kegelschnitt in A, Ä ,  
die Seiten ab, cd in B , B und die 
Seiten ad, bc in C, C' schneidet, 
so sind die Punkte AA’BB'CCf in Involution; denn nach der an- 
harmonischen Eigenschaft der Punkte eines Kegelschnitts ist
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und indem man die Doppelschnittverhältnisse dieser Strahlenbüschel 
auf der Transversale AÄ  misst,

(.ACBA') =  (AB' C'Ä) =  (A'C B'A).
Da ein System von Punkten in Involution durch zwei Paare von 

conjugirten Punkten Bß', CG' bestimmt ist, so gehören die Punkte 
EE ', in welchen ein beliebiger anderer durch die vier Punkte a,b,c,d 
gehende Kegelschnitt die Transversale schneidet, demselben involu- 
torischen System an; d. h. das Sy s t e m von K e g e l s c h n i t t e n , 
w e l c h e  d e ms e l b e n  V i e r e c k  u m s c h r i e b e n  s i n d , b e s t i m m t  
in e i n e r  b e l i e b i g e n  T r a n s v e r s a l e  ein Sys t e m von P u n k 
ten in Invol ut i on.

Und wenn ein S y s t e m von K e g e l s c h n i t t e n  d e m s e l 
ben Vi e r e c k  e i n g e s c h r i e b e n  i s t ,  so bi l den di e  Paare  
der T a n g e n t e n ,  w e l c h e  von e i nem b e l i e b i g e n  Pu n k t e  
aus  an d i e s e l b e n  g e z o g e n  we r d e n  k ö n n e n ,  die c o n j u 
g i r t e n  S t r a h l e n p a a r e  e i n e s  i n v o l u t o r i s c h e n  Büs c he l s .

416. Da die Diagonalen ac , bd auch als einer der Kegel
schnitte erscheinen, welche durch die gedachten vier Punkte ge
hen, so ergiebt sich als ein specieller Fall des vorigen Satzes, dass  
das S y s t e m d e r  S c h n i t t p u n k t e  BB', CC', DD', w e l c h e  die  
vi er  Se i t e n  und di e  be i den D i a g o n a l e n  e i n e s  V i e r e c k s  
in e i n e r  b e l i e b i g e n  T r a n s v e r s a l e  b e s t i m m e n ,  in I n v o 
l ut i on ist.

Diese Eigenschaft gestattet uns, au s z we i  g e g e b e n e n  
P u n k t e - P a a r e n  BB', DD' e in i n v o l u t o r i s c h e s  System zu 
b e s t i m m e n ,  d. h. zu einem gegebenen Punkt 6' desselben den 
conjugirten Punkt C' zu construiren. Wir wählen zu dem Ende 
einen beliebigen Punkt a und ziehen die geraden Linien a B , uD, 
nC\ construiren wir nun ein Dreieck bcd, dessen Ecken in diesen 
geraden Linien liegen, während zwei seiner Seiten durch die Punkte 
B , D' gehen, so bestimmt die dritte Seite den gesuchten zu C con
jugirten Punkt C'. Man kann den Punkt a als unendlich entfernt 
voraussetzen oder die geraden Linien aß'aD, aC parallel machen.

Wenn der Punkt C in unendlicher Entfernung vorausgesetzt 
wird, so liefert die nämliche Construction das Centrum. Die ein
fachste Construction für diesen Fall ist aber diese: Man ziehe 
durch die Punkte B, D ein Paar von Parallel-Linien Bb, De und 
durch die Punkte B’, D ein anderes Paar Parallelen D b̂  B c ; die 
gerade Linie bc bestimmt das Centrum des Systems.
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Aufg. 1. Wenn drei  Kege l s chni t t e  dems e l ben Viereck 
umschrieben sind,  so wird jede Tangente,  we l che  zwe i en  
unter ihnen ge me i ns c haf t l i c h  ist ,  durch den dri t ten har 
moni sch g e th e i l t.

Denn die Berührungspunkte einer solchen Tangente sind die Brenn
punkte des involutorischen Systems, welches in ihr durch die Kegel 
schnitte bestimmt wird.

Aufg. 2. Wenn w i r  durch den Durchschni t t spunkt  der 
gemei nschaf t l i chen Sehnen zwe i er  Kege l schni t t e  eine  
Tangen te z u einem d e r s e l b e n l e g e n ,  so wird diesel bedurch  
den andern harmoni sch gethe il t .

Denn in diesem Falle decken sich in jenem Durchschnittspunkt der 
gemeinschaftlichen Sehnen ebenso wie im Berührungspunkt der bezeich- 
neten Tangente zwei conjugirte Paare, und der Satz spricht nur die har
monische Theilung der Brennpunkts-Distanz durch ein Paar conjugirte 
Punkte aus.

Aufg. 3. Wenn zwei  Kege l s chni t t e  eine doppel te  B e 
ruhrunghaben , ode r we nn e i n e  Be r ü h r u n g  d e r  d r i t t e n  Ord-  
nung zwi s c he n  ihnen besteht ,  so wird je de Tangent e  des  
einen i n  denPunkten,  wo s i e d e n  andern Ke g e l s c hn i t t  und 
die Be r ühr ungs s e hne  schneidet ,  harmoni sch gethei l t .

Die Berührungsseime ist durch das Zusammenfallen der gemeinschaft
lichen Sehnen entstanden und bestimmt somit in der schneidenden Gera
den einen Brennpunkt.

Aufg. 4. Einen Kege l schni t t  zu beschre i ben,  we l cher  
durch vier Punkte a, b, c, d geht  und eine gegebene  gerade  
L i n i e b eru hrt.

Der Berührungspunkt muss einer der Brennpunkte des involutori
schen Systems B,B ,C,C sein, welches durch die Paare der Gegenseiten 
und der Diagonalen jenes Vierecks in der gegebenen geraden Linie be
stimmt wird; nach Artikel 413 bestimmen sich dieselben. Das Problem 
gestattet demnach zwei Auflösungen.

Aufg. 5. Wenn eine Paral l e l e  zu einer As y mpt o t e  die 
G u r v e in C und ein ihr umschr i ebenes  Viereck in d e η P u n k - 
t en a , b , c , d s chne i de t ,  so ist

Ca. Cc =  Cb .Cd·, 
denn C ist das Centrum des Systems.

Aufg. 6. Die Aufgaben des Art i ke l  406 a 1 s F ä 11 e d e r In
volut ion z u 1 Ösen.

Wir bemerken, dass in der ersten Aufgabe K , in der zweiten T ein 
Brennpunkt, in der dritten T das Cenlrum ist‘, u. s. w.
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Aufg. 7. Die auf einer bel i ebigen geraden Linie z w i 
schen der Hyperbel  und ihren Asymptoten ge l e ge ne n  Ab- 
schni t te  sind gl eich.

Denn in diesem Falle ist einer der Brennpunkte des Systems in un
endlicher Entfernung.

417. Wir schliessen daran in dem Folgenden einige Beispiele 
von Aufgaben, welche mit Hilfe der anharmonischen Eigenschaften 
besonders leicht gelöst werden können.

Aufg. 1. Die Methode der Generat i on de rKege l s chni t t e  
vonMac-Laurin zu bewei sen;  (Artikel 302, Aufgabe 4) d. i. den Ort 
der Spitze V  eines Dreiecks zu finden, dessen Seiten durch die festen Punkte

und somit 
oder

A, B, C gehen und dessen Basisecken 
sich in den festen geraden Linien Oa, 
Ob bewegen. (Fig. 124.)

Wir lassen vier Lagen des verän
derlichen Dreiecks 
abV, ab'V', a" b" V", a'"b'” V" 

verzeichnet sein und erkennen zu
nächst wegen der Identität der Bü
schel (C.a a'a'a") und (C. b b'b' b " ), 
dass

Deshalb liegen die Punkte A, B, V, V', V ", V'" in demselben Kegel
schnitt. Wenn die ersten drei Dreiecke fest sind , so ist der Ort der Ecke 
V"' der durch die Punkte A, B , V, V , V  gehende Kegelschnitt.

Aufg 2. M. Chasles  hat darauf  aufmerksam gemacht ,  
dass derse l be  Bewei s  noch au wendbar ist ,  wenn die Sei te  
a  b s tatt  durch e inen festen Punkt C zu gehen,  einen fes t en  
Kege l schni t t  berühre,  für wel chen die geraden Linien Oa 
und Ob Tangenten sind. Alsdann schneiden vier Lagen der Basis des 
Dreiecks die Geraden Oa, Ob sodass

(a a'a'a"') =  [bb'b"b"').
(Artikel 297·)

Der Best des Beweises bleibt wie vorher.

Aufg. 3. Die Methode der General i οn d e r  Kegel schni t te  
von Newt on zu bewe i s en .

Diese Methode besteht in Folgendem: Zwei Winkel von constan- 
ter Grösse drehen sich um ihre festen Scheitelpunkte P , Q, der Durch-
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schnitt von zweien ihrer Schenkel durchläuft eine gerade Linie A Ä ; 
alsdann ist der Ort des Durchschnittspunktes V ihrer andern Schen
kel ein Kegelschnitt, welcher durch die 
beiden Punkte P und Q hindurchgeht.
(Fig. 125.)

Wir setzen, wie es die Figur zeigt, vier 
Lagen dieser Winkel voraus, und haben 
alsdann

weil die Winkel der beiden Strahlenbüschel dieselben sind; in Folge des
sen ist

(P. V V' V" V"') =  (Q . V  V' V" Ϋ") 
und demnach der Ort von V wie vorher ein Kegelschnitt, welcher durch 
die Punkte P, Q, V, V', V" hindurchgeht.

Aufg. 4. M. C h a s l e s  h a t a u c h  d i e s e  Me t h o d e  da  d u r c h  er-  
w e i t e r t ,  d a s s  e r  d e n  P u n k t  A a n s t a t t  in e i n e r  g e r a d e n  Li n i e  
in e i nem d u r c h  d i e  P u n k t e  P  und  Q g e h e n d e n  K e g e l s c h n i t t  
b e w e g t  d e n k t ;  denn auch dann ist immer

Aufg. 5. D er B e w e i s  b l e i b t  d e r s e l b e ,  we n n  a n s t a t t  de r 
Unv e r ä n d e r  l i c h k e i t  d e r  W i n k e l  A P V, A Q V fes  t g e s e t z t  
wäre ,  dass  d i e s e l b e n  in f e s t e n  g e r a d e n  Li ni e n  c ο n s t ante  
A b s c h n i t t e  b e s t i m m e n ,  denn auch dann gälte die Gleichheit der Dop- 
pelschnittvorhädtnisse

(P . A Ä Ä ' Ä " )  =  (P. VV'  V" V"'), 
weil beide Buschel in einer festen geraden Linie Abschnitte von derselben 
Länge bestimmen.

Wenn dm Basis eines Dreiecks und der von den Seiten desselben in 
einer festen geraden Linie bestimmte Abschnitt gegeben sind, so ist der 
Ort der Spitze ein Kegelschnitt.

Aufg. 6. Endlich kann auch die Erzeugungsweise der Aufgabe 1 
noch dadurch verallgemeinert werden, das s  w i r  di e  E n d p u n k t e  d e r  
g e r a d e n  L i n i e  ab a l s  in e i n e m  d u r c h  die  P u n k t e  AB  g e h e n 
den K e g e l s c h n i t t  b e w e g t  v o r a u s s e t z e n ;  denn wenn wir vier 
Lagen des Dreiecks betrachten, so ist nach Artikel 297

es ist aber

und

also

und der Best des Beweises verläuft wie vorher.
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Aufg. 7. Die Basis e ines  Dreiecks geht  durch den Punkt  
C, den Du rchschni t t spunk t der g e me inschaf t l ichen Tan
genten zwei er  Kege l s chni t t e ,  der eine Endpunkt  der Basis 
a b l i egt  in dem einen,  der andere im andern Kege l schni t t ,  
während d i e  Sei ten durch die f e s t enPunkt e  A, B gehen , von 
denen der eine dem ersten,  der andere dem zwei t en Ke g e l 
schni t t  angehört .  Der Ort der Spi t ze  des Dreiecks  ist ein 
durch die Punkt e  A und B gehender  Kegel schni t t .

Zum Beweise wird genau dasselbe Verfahren eingeschlagen, wie 
vorher und derselbe stützt sich allein auf den letzten Satz des Art, 298.

Wir können dabei anmerken, dass eben dieser Satz einen einfachen 
geometrischen Beweis erlaubt; denn vorausgesetzt, dass die Punkte des 
Büschels (O.ABC D ) denen des Büschels (o . a b c d ) entsprechen, so 
schneiden sich die Strahlen Ο A, oa in einem Punkte r von einer der ge
meinschaftlichen Sehnen der Kegelschnitte, ebenso die Strahlen O B , ob 
in dem Punkte r derselben Sehne u. s. w .; demnach wird das Doppel- 
schnittverhältniss beider Büschel durch das der vier Punkte r, r , r ", r"  
gemessen.

Aufg. 8. In d e r  A u f g a b e  6 d a r f  v o r a u s g e s e t z t  w e r d e n ,  
das s  d i e  Ba s i s ,  s t a t t  d u r c h  e i ne n  f e s t e n  P u n k t  zu g e h e n ,  
s t e t s  T a n g e n t e  e i ne s  K e g e l s c h n i t t s  s e i ,  d e r  m i t  dem g e g e 
b e n e n  K e g e l s c h n i t t  e i ne  d o p p e l t e  B e r ü h r u n g  hat .

Aufg. 9. W e n n  e i n  P o l y g o n ,  d e s s e n  S e i t e n  b i s  a u f  e i n e  
d u r c h  f e s t e  P u n k t e  g e h e n ,  e i n e m  K e g e l s c h n i t t  e i n g e 
s c h r i e b e n  i s t ,  so u m h ü l l t  d i e se  l e t z t e r e  S e i t e  e i n e n  K e 
g e l s c h n i t t ,  d e r  mi t  dem g e g e b e n e n  e i ne  d o p p e l t e  B e r ü h 
r u n g  hat .

Denn wenn durch a, b, c u. s. w. die Ecken des Polygons und 
durch beigefügte Indices die auf einander folgenden Lagen derselben be
zeichnet werden, so gilt für vier solche Lagen die Gleichheit der Doppel
schnittverhältnisse

u. s. w.
Die Aufgabe ist dadurch auf die des Artikel 301 reducirt: Man soll 

zu drei Paaren von Punkten eines Kegelschnittes a, a,  a ' , d, d ' ,  d" ein 
viertes Paar a", d"  so bestimmen, dass

Aufg. 10. Man sol l  in e i n e n  K e g e l s c h n i t t  e i n P o l y g o n  
e i n s c h r e i b e n ,  d e s s e n  S e i t e n  a l l e  d u r c h  f e s t e  P u n k t e  gehen.

Wenn wir einen Punkt a auf dem Kegelschnitt willkürlich als die 
erste Ecke des Polygons wählen und dasselbe verzeichnen, so fä ll t  im 
Allgemeinen der Punkt z, in welchem seine letzte Seite den Kegelschnitt 
schneidet, nicht mit dem Punkte a zusammen. Vier derartige Versuche
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zur Verzeichnung des Polygons liefern die Punktepaare a z, d z ,  d'z", 
d" z ” und die Gleichheit der Doppelschnitlverhältnisse

(a d d ’d") =  (zz z"z").
Wenn der letzte dieser Versuche gelungen wäre, so fielen d" und z"  in 
einen Punkt zusammen und die Aufgabe reducirt sich somit auf diese 
andere: Zu drei Punktepaaren a d a  , z z  z" in einem Kegelschnitt einen 
Punkt K  so zu bestimmen, dass

(Ka d  a") =  (K z z  z").
Diese Aufgabe erhält aber ihre Auflösung durch folgende Betrach

tungen: Wenn az", dz,  d'z  die Ecken eines eingeschriebenen Sechsecks 
sind (wir setzen voraus in der hier gegebenen Ordnung, so dass a, z, 
d , z , d', z" die gegenüberliegenden Ecken sind), so kann jeder der Punkte, 
in welchen die gerade Verbindungslinie der Durchschnittspunkte der Ge
genseiten dieses Sechsecks den Kegelschnitt schneidet, als einer der ge
suchten Punkte K  betrachtet werden. Der Blick auf die Figur 126, in 
welcher die Ecken a, z", d, z, a", z respective durch A, B, C, D, E, F bezeich
net sind, und für welche daher die Pascal’sche Linie 
durch LMN repräsentirt ist, zeigt dass die Punkt
reihe K P N L  (P is t der Durchschnittspunkt der 
Pascal’schen Linie m it der Diagonale AD) ebenso
wohl das Doppelschnittverhältuiss des Büschels 
(D .K A C E ) als auch das des andern Büschels 
(A . K D F  B) misst, dass somit

(KACFZ) =  (E DFB)  ist,
wie es die Aufgabe fordert. Diese Construction 
des eingeschriebemen Polygons verdankt man 
M. P o n c e l e t  (T rau te  des P r o p r .  Proj .  p. 3 5 1 ). Der hier gegebene 
Beweis zeigt zugleich, dass die Poncelet’sche Construction auch die Auf
gabe auflöst: Man s o l l  in e i n e n  K e g e l s c h n i t t  e i n Vi e r e c k  e i n 
s c h r e i b e n ,  d e s s e n  S e i t e n  s ä m m t l i c h  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  
b e r ü h r e n , d e r  mi t  dem g e g e b e n e n  e i n e  d o p p e l t e  B e r ü h -  
r u n g  ha t ;  u n d  d a s s  e n d l i c h  a l l e  die von  den  ei nz  e i n e n  S e i 
t e n  b e r ü h r t e n  K e g e l s c h n i t t e  v e r s c h i e d e n  s e i n  k ö n n e n .

Aus der letzten Aufgabe ist bekannt, dass K  für einen Kegelschnitt, 
welcher mit dem gegebenen eine doppelte Berührung hat, einer der Be
rührungspunkte ist, sobald die geraden Linien a z , d z ,  d'  z" Tangenten 
desselben sind; demnach ist im Vorigen zugleich die Auflösung der Auf
gabe enthalten: E i n e n K e g e l s c h n i t t  z u b e s c h r e i b e n ,  w e 'le h e r  
d r e i  g e g e b e n e  g e r a d e L i n i e n  b e r ü h r t  u n d  ü b e r d i e s  mi t  e i 
nem g e g e b e n e n  K e g e l s c h n i t t  e i ne  d o p p e l t e  B e r ü h r u n g  hat .

Aufg. 11. Die a 11 h a r m o n i s c h e E i g e n s c h a f t  v o n  f i inf  P u n k 
te n e i n  es K e g e l s c h n i t t s  b i e t e t  e i n e n  e i n f a c h e n B e  w e i s  d a r  
f ü r  den  Sa t z  v o n i P a s c a l ’s c h e n  S e c h s e c k .
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In der Figur der vorigen Aufgabe ist
(E .C D F B ) =  (Ä.C DFB ).

Wir messen diese gleichen Doppelschnittverhältnisse respective in den ge
raden Linie BC  und CD und erhalten

bilden wir dann mit diesen beiden Punktreihen von dem Punkte L als 
Scheitel zwei Strahlenbüschel, so haben dieselben drei gemeinschaftliche 
Strahlen CL, DE,  A B  und müssen somit wegen der Gleichheit ihrer 
Doppelschnittverhältnisse auch den vierten Strahl gemeinschaftlich haben, 
d. h. NL, L M  bilden eine gerade Linie.

Aufg. 12. Ganz ebenso erg i ebt  sich aus der anharmo-  
nischen Ei genschaf t vοn fünf  Tangenten eines Kege l schnit t s 
der Bewei s  des Satzes  v o n  Brianchon.

Wir bezeichnen die Berührungspunkte der sechs Tangenten des 
Brianchon’schen Satzes durch A , B , C, D , E , F  (Fig. 127) und die

Durchschnittspunkte der aufeinanderfol
genden unter ihnen oder die Ecken des 
umschriebenen Sechsecks durch a, b, c, 
d, c, f; alsdann sind ad,  b e , c f  die Ver
bindungslinien der Gegenecken, und man 
hat zu beweisen, dass die beiden letz
teren der ersteren in demselben Punkte 0 
begegnen.

Dazu betrachten wir die Tangenten in 
A und E als von den vier andern geschnit- 
te n, so dass

ist; indem wir alsdann die Punkte der ersten Reihe mit c und die der 
zweiten mit b verbinden, erhalten wir

schneiden wir endlich diese beiden Strahlenbüschel durch die Transver
sale ad,  und bezeichnen den Punkt, in welchem der Strahl be des zwei
ten Büschels ihr begegnet, durch 0 , den Punkt, in welchem der Strahl 
cf  des ersten sic trifft, durch 0', so ist

(a c" d 0') =  (a c" d 0 ); 
d. h. 0 fällt mit 0' zusammen.

Unter den speciellen Fällen dieses Satzes bemerken wir einen be
kannten Satz über die Parabel, nämlich, dass die Höhenperpendi 
kel  eines der Parabel  umschriebenen Dreiecks sich in der 
Directr ix schneiden.  (Artikel 229, Aufgabe 2.) Bezeichnen wir durch 
t1, t2, t3 die drei Tangenten der Parabel, welche das Dreieck bilden, und 
durch t1 , t2 , t'3 die drei dazu rechtwinkligen Tangenten derselben, welche
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bekanntlich die ersteren in der Directrix durchschneiden (Artikel 223), so 
ist durch fünf dieser Tangenten und die unendlich entfernte gerade Linie 
ein Sechseck tt t2 t3 f 3 ∞  t1 gebildet, in welchem die Gegenecken durch 
V 2> t 3 ∞  t2t3< ∞  t1 und t3f 3, tl f , bezeichnet werden können. Die drei 
Gegen-Diagonalen, die sich in einem Punkte schneiden müssen, sind so
nach die Senkrechte vom Durchschnittspunkte der Tangenten t1 und t2 auf 
die Tangente t3, die Senkrechte vom Durchschnittspunkt von t2 und i3 auf 
t1 und die Directrix, nämlich die Verbindungslinie der Durchschnittspunkte 
zweier Paare von aufeinander rechtwinkligen Tangenten.

Aufg. 13. Aus dem P a s c a l ’schenSatze  erhält  man l e i cht  
die von Mac-Laurin g e g e be ne  Methode zur Erzeugung der 
Kegel schni t te .  Denn wenn wir die fünf Punkte A, B, C,D,E als ge
geben und den Punkt F  als veränderlich voraussetzen, so ist F  die Spitze 
eines Dreiecks F M N  (Fig. 126), dessen Seiten durch die festen Punkte L, 
A, E  gehen, und dessen Basisecken sich in den festen geraden Linien 
CD , CB bewegen. Wir erkennen daraus, dass wir aus fünf Punkten eines 
Kegelschnitts so viele andre Punkte desselben bestimmen können als wir 
wünschen.

Durch dieselbe Construction lässt sich aus fünf Punkten eines Ke
gelschnitts^, B, C, D, E der Punkt F  bestimmen, in welchem eine beliebige 
durch einen jener Punkte gezogene Gerade AN  den Kegelschnitt ferner 
schneidet. Und wenn man diese gerade Linie nach einander zu den Seh
nen B C, BD  des Kegelschnitts parallel sein lässt, so ergeben sich durch 
die Bestimmung ihrer ferneren Schnittpunkte mit dem Kegelschnitt zwei 
Paare paralleler Sehnen, und man erhält daraus nach der Bemerkung des 
Artikels 94 sein Centrum.

Aufg. 14. Vier  Punkte A, D, F, B eines Kege l schni t t s  
und zwei  f este  geradeLi ni en durch einen derselben DC, DE  
sind gegeben;  man sol l  die Enveloppe der geraden Linie  
CE f inden,  we l c h e  die zwe i t en Durch Schnitts punkte d i e 
ser Geraden mit dem Ke ge l s c hn i t t  verbindet .

Die Ecken des Dreiecks C , E, M bewegen sich in festen geraden 
Linien DC, D E ,  N L ,  und zwei seiner Seiten gehen durch die festen 
Punkte B, F; in Folge dessen und durch Anwendung der Methode der 
reciproken Polaren auf die Mac-Laurin’sche Erzeugungsweise der Kegel
schnitte erkennt man, dass die dritte Seite einen Kegelschnitt umhüllt, 
welcher jede der geraden Linien DC,  D E berührt.

Aufg. 15. Vier Punkte A, B, D, F e i n e s K e g e l s c h n i t t s  sind 
gegeben;  durch zwei  derselben werden feste  gerade Li 
nien A F , C D  g e zogen und die Punkte C, F  best immt,  in 
welchen di ese l ben dem Kege l schni t t  f erner begegnen.  Die 
gerade Verbindungs l ini e  di eser Punkte gebt  s tets  durch 
den nämlichen festen Punkt.
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Denn von dem Dreieck C F M gehen zwei Seiten durch die festen 
Punkte B , E , während seine Ecken sich in den festen geraden Linien AF, 
C D , N L  bewegen, welche sich in einem Punkte schneiden; somit geht 
(nach Art. 384) die dritte Seile CF durch einen festen Punkt.

Wir werden in dem der Methode der Projectionen gewidmeten Ab
schnitt die letzten beiden Sätze als aus andern wohlbekannten Sätzen her
vorgehend erkennen.

Aufg. 16. In e i n e n  K e g e l s c h n i t t  e i n  D r e i e c k  e i n z u 
s c h r e i b e n ,  d e s s e n  S e i t e n  d u r c h  g e g e b e n e  P u n k t e  g e h e n .  
(Fig. 128.)

Dies ist zwar nur ein specieller Fall der Aufgabe 10, aber wir beab- 
Fig. 128. sichtigen an dieser Stelle

einen geometrischen Be
weis der im Artikel 302, 
(Aufg. 3) gegebenen Con- 
struction zu liefern.

Wenn wir das Viereck 
betrachten, von welchem 
die Punkte E , L, N  Ecken 
und die Punkte D , F  die 
Durchschnitts-Punkte der 
Gegenseiten sind, so bilden 
nach den harmonischen Ei
genschaften des Vierecks 
die Linien ML, M E , MN,  
M D  ein harmonisches Bü
schel , und die gerade Li
nie B  1 wird demnach in 
den Punkten harmonisch 
getheilt, in welchen diese 
vier Geraden ihr begegnen. 
Da aber der Punkt B  der 
Pol von M D  ist, so is t  B1 
auch in den Punkten har
monisch gelheilt, welche 

sie mit dem Kegelschnitt und mit der geraden Linie MB gemein h a t; daraus 
ergiebt sich, dass die geraden Linien B l  und MN  sich im Kegelschnitt 
durchschneiden müssen oder dass die Punkte 1 ,2 ,  B in derselben gera
den Linie liegen. Ebenso zeigt man, dass die gerade Linie 1, 3 durch A 
und dass die gerade Linie 3, 2 durch C geht.

Aufg. 17. Die Gesetze der Doppelschnittverhältnisse von Punkten 
und Tangenten eines Kegelschnitts liefern einen sehr einfachen Beweis des 
Satzes, d a s s  di e  Ec k e n  z w e i e r  d e m s e l b e n  K e g e l s c h n i t t  u m 
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s c h r i e b e n e r  Dr e i e c ke  ABC,  B E F  in e i n e m u n d  d e ms e l  
b en K e g e l s c h n i t t  l i e g e n .  (Fig. 129.)

Denn nach der Unveränderlichkeit des 
Doppelschnittverhältnisses von vier Tangen
ten bestimmen die geraden Linien AB, AC, 
I)E, DF in den andern B C und E F  Punk
tereihen B, C,K, L und G, Η, E, F von glei
chem Doppelschnittverhältniss, d. i. man hat

In Folge dessen ist auch

oder

und somit die Doppelschnittverhältnisse
(.D . B C E F ) und {A.BCEF)  

einander gleich, womit der Satz bewiesen ist.

418. In der 4. Aufg. des Art. 331 ist bewiesen worden, dass 
das Doppelschnittverhältniss von vier Punkten einer geraden Linie 
dem Doppelschnittveirhältniss ihrer in Bezug auf einen Kegelschnitt 
genommenen Polarem gleich ist. Ein specieller Fall dieses Satzes 
ist es, dass  das D o p p e l s c h n i t t s v e r h ä l t n i s s  von v i er  b e 
l i e b i g e n  D u r c h m e s s e r n  dem ihrer  c o n j u g i r t e n  g l e i c h  
ist.  ΛΝii* können denselben auch direct durch die Bemerkung 
beweisen, dass das Doppelschnittsverhältniss von vier beliebigen 
von einem Punkt in der Curve ausgehenden Sehnen mit dem der 
Supplementär-Sehnen übereinstimmt. (Art. 180.)"

Man sol l  den Ort der Centra für al le die dem  
n ä ml i c h e n  V i e r e c k  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l s c h n i t t e  f i n 
den.  Wenn man die Durchmesser eines solchen Kegelschnitts ge
zogen denkt, welche die Seiten des Vierecks halbiren, so ist ihr 
Doppelschnittverhältniss dem ihrer vier conjugirten Durchmesser 
gleich, und da das Letztere bekannt ist, weil diese conjugirten 
Durchmesser den vier Seiten des Vierecks parallel sind, so is t  der  
g e s u c h t e  Ort ein Ke g e l s c h n i t t ,  w e l c h e r  durch die Mi t 
t e l p u n k t e  di eser  Se i t en geht .  Wenn man sodann die spe- 
ciellen Fälle betrachtet, in denen der Kegelschnitt in zwei gerade
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Linien degenerirt, so erkennt man den Durchschnittspunkt der 
Diagonalen und die Durchschnittspunkte der Gegenseiten als Punkte 
des fraglichen Ortes; sie liegen deshalb in einem durch die Mittel
punkte der Seiten und Diagonalen gehenden Kegelschnitt.

Wenn das gegebene Viereck einen einspringenden Winkel 
besitzt, so erkennt man zunächst, dass der umschriebene Kegel
schnitt eine Hyperbel sein muss, da ein solches Viereck nicht in 
eine geschlossene Figur von der Gestalt der Ellipse oder Parabel 
eingeschrieben worden. Man schliesst sodann, dass der Ort der 
Centra in diesem Falle eine Ellipse ist, weil das Centrum einer 
Hyperbel nie unendlich entfernt sein kann.

Ist das Viereck ohne entspringenden Winkel, so können den
selben im Allgemeinen zwei Parabeln umschrieben werden, weil 
nach Artikel 278 die Bestimmung derselben ein specieller Fall der 
Aufg. 4. des Art. 446 ist. Der Ort der Centra ist in diesem Falle 
eine Hyperbel, deren Asymptoten den Durchmessern dieser beiden 
Parabeln parallel sind. Der Ort der Centra ist endlich eine Pa
rabel, wenn einer der gegebenen Punkte in unendlicher Entfer
nung ist, d. h. wenn gefordert wird, d en  Ort der Centra der-  
j e n i g e n K e g e l s c h n i t t e z u  f i nde n ,  w e l c h e  dur c h  drei  g e - 
g e b e n e P u n k t e  gehen  und e ine  g e g e b e n e  g e r a d e  Li ni e  
zur As y mp t o t e  haben.

Durch dieselben Betrachtungen kann man beweisen, dass  der  
Ort des  Po l s  e i n e r  g e g e b e n e n  g e r a d e n  Li n i e  i η B e z u g 
auf  al l e  Ke g e l s c h n i t t e  des  S y s t e m s  ein Ke g e l s c h n i t t  ist.

419. Wir haben im Vorigen an dem Beispiel des Pascarschen 
und Brianchon’schen Satzes bereits erläutert, wie solche Sätze, 
welche in der Beziehung der Reciprocität zu einander stehen, in 
ganz analoger Weise aus der anharmonischen Eigenschaft der 
Punkte und der Tangenten der Kegelschnitte abgeleitet werden 
können, und wir empfehlen hier dem Leser, die sämmtlichen re- 
ciproken Sätze der in den vorigen Artikeln enthaltenen zu bilden 
und sie mit Hilfe der anharmonischen Eigenschaft der Tangenten 
eines Kegelschnitts zu beweisen. Wir fügen dafür ein weiteres 
Beispiel hinzu.

Ei ne  T r a n s v e r s a l e ,  w e l c h e  s i ch um e i nen fes t en  
Pu n k t  P  d r e h t ,  s c h n e i d e t  zwei  f e s t e  g e r a d e  Li ni en  
OA, OB in Punkt e n  A, B und man t r ä g t  von di esen die
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g e g e b e n e n  Lä n g e n  AC, BD in d e n s e l b e n  ab; w e l c h e s  
ist  die Enve l oppe  der  g e r a d e n  Linie  CD'l

Vier beliebige Lagen der Transversale liefern die Gleichheit 
der Boppelschnittverbältnisse

(.A Ä  Ä ’ A"') =  (B B B" B ");
man hat aber '

(AA'A"a '") — (CCfC"(f") und (BB'B"B"') =  (.DD'D’ D 
somit schneiden die vier geraden Linien CD, C D', C"D", C" D"  die 
festen Geraden OA, OB so , dass

(CC'C"C'") =  (DD'D"D'") ist,
und i h r e  E n v e l o p p e  ist  da he r  ein K e g e l s c h n i t t ,  w e l 
c her  OA und OB berührt .

420. Wenn in dieser Weise die Enveloppe einer beweglichen 
geraden Linie als ein Kegelschnitt erkannt ist, so ist es nützlich, 
anzumerken, ob jene bewegliche Gerade in einer ihrer Lagen ganz 
in unendlicher Entfernung sein kann; denn sobald dies der Fall 
ist, muss die Enveloppe derselben eine Parabel sein. (Art. 278.)

So kann in dem Beispiele des vorigen Artikels die gerade Li
nie CD in keiner ihrer Lagen in unendlicher Entfernung sein, 
ohne dass es zugleich die drehende Transversale in der entspre
chenden Lage wäre; dies erfordert aber, dass der Punkt P  un
endlich entfernt sei. Wenn also in jener Aufgabe die Transver
sale anstatt durch einen festen Punkt zu gehen, einer festen ge
raden Linie parallel ist, so wird die Enveloppe zu einer Parabel.

Ganz in analoger Weise kann oft die geometrische Natur des 
von einem beweglichen Punkte durchlaufenen Ortes durch die Be
trachtung besonderer Lagen dieses Punktes erkannt werden, wie 
es das Beispiel des Artikels 418 sehr deutlich zeigt.

421. Wenn drei Punkte in einer geraden Linie a, b,c und drei 
Punkte in einer andern geraden Linie A,B,C als ihnen entsprechend 
gegeben sind , und die Punkte d in der ersten und D in der zwei
ten geraden Linie so bestimmt werden, dass stets

(ab cd) =  {AB CD)
ist, so folgt aus den vorhergehenden Artikeln, dass die Enveloppe 
von dD ein Kegelschnitt ist, und dass die geraden Linien pd, PD, 
welche die Punkte dD mit zwei festen Punkten respective verbin
den, sich in einem Kegelschnitt durchschneiden, welcher durch
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diese Punkte gellt. *) Wir wollen die allgemeinste Relation zwi
schen den Abmessungen der Punkte d und D untersuchen, für 
welche dies noch der Fall ist. Wenn wir die Entfernungen der 
Punkte a,b,c,d  von einem festen Punkte o in derselben Linie durch 
r, r ,  r", r"  und die Entfernungen der Punkte A, B,C,D von dem fe- 
slen Punkte 0 ihrer geraden Verbindungslinie durch R, R', R", R " 
bezeichnen, so ist

Denken wir nun die Punkte abc, ABC als fest und nur d, I) 
als veränderlich, so sind r,', r", r", R', R", R'" constante Grössen 
und die aufgestellte Relation, welche die Gleichheit der Doppel- 
schnittverhältnisse ausdrückt, gehl in die Form 

k R r  -}- IR +  mr  -f- n =  o 
über. (Vergl. Art. 301,)

Sie ist in Bezug auf jede der beiden Veränderlichen r und R 
vom ersten Grade und hat die allgemeinste Form, welche mit die
ser Bedingung vereinigt werden kann; sie enthält drei unabhän
gige Constanten und ist de mna c h  die a l l g c m e i n s t e R e l a t i o n ,  
w e l c h e  z w i s c h e n  od  und OD s tat t  f inden mus s ,  dami t  
die gerade  L i n i e  dB  e i nen K e g e l s c h n i t t  u mh ü l l e ,  w e l 
cher  di e  f e s t e n  Geraden od, OD berührt .

Wenn man durch r, R statt der Segmente, welche die ver
änderlichen Punkte d, D mit den festen Anfangspunkten o, 0 be
stimmen, die Sinus der Winkel bezeichnet, welche zwei beweg

*) Wir sahen im Artikel 273, dass die Enveloppe von d D  auch dann 
für {ab cd)  = 2  ( A  B  C  D) ein Kegelschnitt ist, wenn die Punkte a,  b,  c ,  d,  
A , B ,  C , D  demselben Kegelschnitt angehören, und dass der Durchschnitt 
der geraden Linien P D , p d  einen Kegelschnitt beschreibt, wenn p,  P  in je
nem Kegelschnitt liegen.

Wenn wir ferner fanden, dass für zwei Kegelschnitte, welche eine dop
pelte Berührung mit einander haben, vier beliebige Tangenten des einen den 
andern so schneiden, dass

( a b c d ) ^ ( A B C D )
ist, so ist doch die Umkehrung dieses Ergebnisses, dass die Enveloppe von 
d B  ein Kegelschnitt sei, sobald die Gleichheit der Doppelschnittverhältnisse 
stattfindet, nur dann richtig, wenn die Punkte A , B , C ,  a, b, c  so gewählt sind, 
dass die geraden Linien A a ,  B b ,  C c  einen und denselben Kegelschnitt be
rühren, welcher mit beiden gegebenen Kegelschnitten eine doppelte Berüh 
rung hat.
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liche Strahlen mit zwei festen geraden Linien respective bilden, 
so drückt dieselbe Gleichung d ie  al l ge me i n s t e  Re l a t i on  aus ,  
w e l c h e  von d i e s e n  V e r ä n d e r l i c h e n  er f ül l t  sein muss ,  
dami t  der D u r c h s c h n i t t s p u n k t  der be i de n  b e w e g l i 
c h e n  S t r a h l e n  e i nen K e g e l s c h n i t t  b e s c h r e i b e ,  w e l c h e r  
d u r c h  die  S c h e i t e l p u n k t e  be i de r  Büs c he l  h i n d u r c h 
geht .*)

422. Die Gleichung
A x2 + 2 B x  C =  o 

oder in homogener Form
Ax2 +  2 B x y  +  C y2 =  o

repräsentirt zwei Punkte einer geraden Linie, sobald man durch

ihre Wurzelwerthe x =  a, x  =  a (oder — =  a, — =  α ) die Ab-
y y

stände derselben von einem festen Anfangspunkte in ihr ausdrückt. 
Man sieht leicht genug,  dass  j e de  Gl e i c hung ,  sei  sie nun  
v o l l s t ä n d i g  mi t  e i ner  oder h o m o g e n  mit zwe i  V e r ä n 
d e r l i c h e n ,  in d i e s e r  We i s e  e ine mit i h r e m Grade ü b e r 
e i n s t i mme n d e  Anzahl  von P u n k t e n  in gerader  Linie  
r e p r ä s e n t i r t ,  umd dass  ein S t r a h l e n b ü s c h e l  dadurch  
dar g e s t e l l t  w i r d ,  we nn  d i e s e l be n  Wur z e l n  die  R i c h -  
t u n g s c o e f f i c i e n  ten von g e r a d e n  Linien b e d e u t e n ,  
welche durch de n  A n f a n g s p u n k t  d e r  C o o r d i n a t e n  g e z o -  
gen sind.  Wir betrachten nur die einfachsten Fälle der gerad
linigen Punktereihen .

*) M. C h a s le s  hat diese Relation in abweichender Form gegeben: Wenn 
zwei beliebige Punkte e und E  gegeben sind, so umhüllt d D einen Kegel
schnitt, sobald

Diese Relation kommt auf die frühere Form zurück, wenn man die Ab
stände eo und E U  durch a, A  bezeichnet, denn sie wird dann

H. S t e i n e r  hat zwei Punktereihen oder Strahlenbüschel, welche durch 
Bewegung zweier Punkte oder Strahlen erzeugt werden, für welche stets 
diese Relationen gelten, als p ro  j e c t i v i s c h e  E l e m e n ta r - G e b i ld e  be
zeichnet. Vergl. das Werk: S y s t e m a t i s c h e  E n tw i c k e l u n g  d e r  A b 
h ä n g i g k e i t  g e o m e t r i s c h e r  Gestal t en  u . s. w. von J a c. S te in e r .  1832.

Salmon, Anal. Geom. der Kegelschnitte. 3 2
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Wir erkennen zuerst, dass die durch 
Ax2 -(- 2 B x  -f- C =  o

dargestellten beiden Punkte zusammenfallen, wenn 
AC — B- =  o

ist, und bemerken, dass  die Gr ö s s e  {AC— B2) die Di s c r i -  
mi n a n t e  der g e g e b e n e n  G l e i c h u n g  ist.

Betrachten wir alsdann zwei derartige Punktepaare in der
selben geraden Linie, wie sie die Gleichungen

A x 2 +  2B x  - f  C —  o und Ä x 2 +  2 B'x -f- C' =  o 
darstellen und bezeichnen die Wurzeln der ersten Gleichung durch 
«, a' und die der zweiten durch ß, ß', so ist das Doppelschnitt- 
verhältniss der durch jene vier Punkte bestimmten Reihe

Die Einführung der Werthe der Wurzeln und eine leichte 
Entwicklung führt zu dem Ergebniss

d. h. der Quotient der beiden auf der linken Seite der Gleichung 
stehenden Coefiicientenverbindungen muss einen bestimmten aus 
dem vorgeschriebenen Doppelschnillverhältniss einfach hervorgehen
den Werth haben, wenn die Reibe der vier Punkte jenes Doppel- 
schnittverhaltniss selbst besitzen soll. In den im Nenner auftre
tenden Functionen der Coefficienten erkennen wir die Di s cr i mi -  
nant en der g e g e b e n e n  Gl e i c h u n g e n ;  der Zahler ist eine 
I nvar i ant e  dieser letzteren, denn man kann leicht nachweisen, 
dass  d i e s e  Func t i on  durch e i ne  l i neare  T r a n s f o r ma t i o n  
der  u r s p r ü n g l i c h e n  Gl e i c h u n g e n  nur mit  e inem F a c 
tor be haf t e t  wird,  der mit  dem Quadrat  der S u b s t i t u 
t i o n s - D e t e r m i n a n t e  i d e n t i s c h  ist.  In der Tliat, subsli- 
tuiren wir in

für x  und y  die Werthe

so dass dieselben in

übergehen, wenn wir durch A, B, C die folgenden Coefficienten-
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Verbindungen der ersten Gleichung und durch Ä,  B', C' ihre ent
sprechenden aus der zweiten Gleichung bezeichnen:

so findet man leicht bestätigt, dass die Identität

besteht.

Indem wir zu jenem Ausdruck für das Verhältniss  zu- 
 

rückkehren, finden wir, dass dem Werthe m =  — 1 die Be
dingung

2 BB'  — AC' — Ä C =  o
entspricht.

Die vi er  Pu n k t e  b i l de n  al so ein h a r m o n i s c h e s  S y 
s t e m,  wenn die  eben be t racht  et e i n  Vari ante  ih rer Glei  - 
c h u n g e n  den We r t h  Nul l  bes i t z t .  Unter der Voraussetzung 
homogener Gleichungen mit zwei Veränderlichen x  und y und mit 
dem Gebrauch der Symbole S, und S2 für dieselben lässt sich diese 
Invariante und die Bedingung der harmonischen Theilung schrei
ben wie folgt :

oder unter Anwendung einer bekannten Symbolik

Alles dies aber lehrt uns, dass  die R e l a t i o n e n  d e s  Dop-  
p e l s c h n i t t v e r h ä l t n i s s e s  und der h a r m o n i s c h e n  The i  - 
l ung durch l i n e a r e  T r a n s f o r m a t i o n  n i c h t  g e s t ö r t  w e r 
den,  wie es geometrisch evident ist.

423. W ir e r ke nne n  l e i c h t ,  dass  es mit  den R e l a t i o 
ne n  der I nvo l ut i on  ganz e b e n s o  ist. Drei  P u n k l e p a a r e  
s i nd in I n v o l u t i o n ,  wenn die s i e  r e p r ä s e n t i r e n d e n  
Gl e i chungen von der Form

s ind;  denn, unter der Voraussetzung, dass die durch die ersten
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beiden Gleichungen bestimmten Punktepaare die Punkte als Brenn
punkte des Systems ergeben, welche die Gleichung

a x 2 +  2b x  +  c ~  o
darstellt, so müssen nach dem Vorigen die Relationen

aC -\- cA — 2 Z? —  o , aC' cA' — 2 b B' — o 
bestehen, weil die Brennpunkte mit jedem der beiden bezeiclme- 
ten Punktepaare ein harmonisches System bilden müssen. Da aber 
aus diesen beiden Bedingungen die neue Identität

a{C +  IC) +  c{A +  IA) — 2 b(B +  l B )  =  o 
hervorgeht, welche anzeigt, dass auch das dritte System von Punk
ten mit den Brennpunkten eine harmonische Theilung bestimmt, 
so sind die drei durch jene Gleichungen repräsentirten Punkte
paare in Involution.

Wenn man durch die Bedingungsgleichungen

und durch die Gleichung der Brennpunkte

die Grössen a, b, c eliminirt, so erhält man zur Bestimmung der 
Brennpunkte des involutorischen Svstems die Gleichung

oder

Waren die Gleichungen in homogener Form gegeben und 
durch die Symbole Sit S2 bezeichnet'wie folgt:
Ax2 +  2 B xy Cxj2 o — Sl , A x 2 -j- 2 B xy  -f- C y 2 =  o =  S2,
so kann diese die Brennpunkte bestimmende Gleichung in der Form

oder

geschrieben werden.

Wir wissen nach dem Früheren, dass  s ie e ine Covari -  
ante  der g e g e b e n e n  be i d e n  Gl e i c h u n g e n  ist.

www.rcin.org.pl



501

Das Centrum des  i n v o l u t or i s c h e n  Sy s t e ms  wird  
gefunden,  wenn man die Gleichung

we l c h e  ein Paar  c o n j u g i r t e r  P u n k t e  dar s t e l l t , so b e - 
st imm t , dass  e ine  ihrer  Wu r z e l n  u n e n d l i c h  gros s  wi rd;  
wir wissen (Art. 86), dass dies der Fall ist, wenn der Coefficient 
von x2 gleich Null wird, d. h. das Centrum der Involution ist 
durch die Gleichung

bestimmt; denn jene Bedingung liefert

424. Wir fügen dem Vorigen eine a n d re Au s d r u c k s  we i se  
der i r t v o l u t o r i s c h e n  R e l a t i o n  hei, welche bemerkenswerlh 
erscheint.

Wir setzen drei Punktepaare A, Ar, B, Bt, C, C{ voraus, so dass 
die Bedingung der Involution in der Gleichheit der Doppelschnitt
verhältnisse

besteht, d. i.

oder

Sind dann jene Punktepaare durch ihre Abstände a,a„ß,  βι,γ,  γ, 
von einem gemeinschaftlichen Anfangspunkte gegeben, so wird diese 
Bedingung in die Form

übergeführt und ist identisch mit der Determinante

Wenn wir endlich jene Punktepaare respective durch die Glei
chungen
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repräsentiren, so gelten die Identitäten

und die Bedingung der Involution nimmt die Form

an.
425. Wir haben im Artikel 421 gezeigt, dass  di e  a l l g e 

me i n s t e  Re l a t i o n  des ers t en Grades  z w i s c h e n  den v e r 
ä n d e r l i c h e n  E n t f e r n u n g e n  R und r z w e i e r  in g e r a d e n  
Li ni e n  b e w e g l i c h e n  Pun k t e  von den e n t s p r e c h e n d e n  
f e s t e n  Pu n k t e n  0,  o,  näml i c h

k R r + l R  +  mr  +  n =  o ,
eben die Bedi ngung  ist,  unter welchen die b e w e g l i 
chen Punkte Reihen von g l e i chem Do ppe l s chni t t v er -  
häl t nis s b e s c h r e i b e n .

Wir können jetzt hinzufügen, dass für die Voraussetzung, dass 
beide Punktereihen in derselben geraden Linie liegen, und die fe
sten Anfangspunkte 0 und o zusammenfallen, d ie B e d i n g u n g

g e n ü g t ,  dami t  d i e s e l b e  Gl e i c h u n g  die i n v o l u t o r i s c h e  
B e z i e h u n g  b e i de r  R e i h e n  a u s d r ü c k e ;  es erhellt dies ein
fach aus der Bemerkung, dass in der Gleichung 

k R r  +  l [R r) 7i — o
die Grössen R und r in ganz gleicher Weise auftreten, so dass 
ihre Vertauschung die Gleichung nicht stört, welches augenschein
lich mit der in Artikel 409 als fundamental bezeichneten Eigen
schaft involutorischer Systeme zusammenfällt.

Die allgemeine Gestalt dieser Relationen erlaubt uns, auf die 
Existenz von Punktereihe oder Strahlenbüscheln von gleichem Dop- 
pelschnittverhältniss oder in Involution in einer ebenso einfachen 
als allgemeinen Weise zu schliessen, die wir folgendermassen be
zeichnen können.

Wenn in e i n e r  Auf g a be  von r e i n  a l g e b r a i s c h e r
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N a t u r ,  (d. h. in we l c h e  k e i n e r l e i  T r a n s c e n d e n t e n  b e 
s t i m m e n d  e i ng e he n ,  g e r a d l i n i g e  P u n k t e r e i h e n  ode r  
p u n k t u e l l e  S t r a h l e n b ü s c h e l  in s οl cher  We i s e  e n t s p r e 
chend a u f t r e t e n ,  dass  j e d e m E l e m e n t e  der einen R e i h e  
ein und nur ein E l e m e n t  der a n d e r n  Re i h e  e n t s p r i c h t  
und u m g e k e h r t ,  so f i nde t  d i e s  E n t s p r e c h e n  nach g l e i 
c h e n  D o p p e l s c h n i t t v e r h ä l t n i s s e n  statt.

Und: Wenn in e i ne r  A u f g a b e  von rein a l g e b r a i 
sc he r  Natur  z we i  g e r a d l i n i g e  P u n k t e r e i h e n  oder  
S t r a h l e n b ü s c h e l  in der Art e n t s p r e c h e n d  a u f t r e t e n ,  
dass  j e d e m  El e me n t  der e r s t e n  R e i h e  nur  ein E l e 
ment  der z we i t e n  e n t s p r i c h t ,  aber  j edem El e me n t  der  
z w e i t e n  Re i he  zw ei  E l e me n t e  der ers t en in völ l i g  g l e i 
cher  We i s e  c o r r e s p o n d i r e n ,  so s ind d i e s e  Paare  von 
El e n i e nt e n  in I n v o l u t i o n  und e n t s p r e c h e n  den E l e 
ment en  der e r s t e n  R e i h e  nach g l e i c h e m  D o p p e l 
s c h n i t t s v e r h ä l t n i s  s.

Dabei bezeichnen wir als das Doppelschnittsverhältniss von 
vier involutorischen Segmenten das Doppelselmittverhältniss der 
vier Punkte, welche einem beliebigen festen Punkte ihrer Gera
den in Bezug auf site conjugirt harmonisch sind, ein Doppelschnitt- 
verhältniss, welches nach dem ersten der eben ausgesprochenen 
Sätze unveränderlich sein muss. Man kann demnach das Doppel- 
schnitlverhältiiiss der vier Mittelpunkte der Segmente statt dessen 
nehmen.

Die Form dieser Sätze verleiht ihnen eine ungemeine Trag
weite und macht sie sehr brauchbar. Wir wollen die Art ihrer 
Verwendung in einigen Beispielen andeuten, die theilweis wenig
stens neue Ergebnisse liefern. Unmittelbar ergiebt sich aus dem 
ersten Satze die UnVeränderlichkeit der Doppelschniltverhältnisse, 
welche wir in den Artikeln 296, 297 als das Doppelschnittverhält- 
niss von vier Punkten und als das von vier Tangenten eines Ke
gelschnitts bezeichnet haben.

Andrerseits lehrt der zweite Satz die E x i s t e n z  von I n v o l u 
t i onen in folgenden einfachen Fällen erkennen: 1) Man denke einen 
Kegelschnitt, eine feste Tangente desselben und eine beliebige feste 
Gerade in seiner Ebene; die von jedem Punkte dieser letzteren an 
den Kegelschnitt gezogenen Tangenten bestimmen in der bezeich
n ten  festen Tangente desselben Segmente, welche in Involution
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sind und der Reihe der Funkle jener Geraden nach gleichem Dop- 
pelschnittverhältniss entsprechen.

2) Wenn man von einem festen Punkte aus nach einem ge
gebenen Kegelschnitt Transversalen zieht und die Schnittpunkte 
derselben mit einem beliebigen P.unkte des Kegelschnitts durch 
gerade Linien verbindet, so bilden die Paare dieser Verbin
dungslinien ein involutorisches System und entsprechen dem Bü
schel jener Transversalen nach gleichem Doppelschnittverhältniss. 
Wollte man dabei den Scheitel des zweiten Büschels nicht auf dem 
Kegelschnitte wählen, so entspräche jedem Strahlenpaare dessel
ben ausser der hier bezeichneten ersten Transversale noch eine 
zweite und das gegenseitige Entsprechen wäre nicht dem allgemei
nen Satze gemäss.

Für das System der durch dieselben vier Punkte gehenden 
Kegelschnitte erkennt man ebenso leicbt die Richtigkeit folgender 
Schlüsse: Jede durch einen dieser Punkte gehende Transversale 
schneidet die Kegelschnitte des Systems in einer Punktereihe und 
die auf verschiedenen Transversalen so bestimmten Punktereihen 
entsprechen sich nach gleichem Doppelschnittverhältniss.

Die Polaren eines beliebigen Punktes in der Ebene der Figur 
in Bezug auf alle Kegelschnitte des Systems bilden ein Strahlen
büschel, und die zu verschiedenen Punkten der Ebene so gehören
den Büschel der Polaren entsprechen sich nach gleichem Doppel
schnittverhältniss; denn jedes beliebige Paar von Transversalen 
muss durch das System dieser Polaren in Punktereihen geschnitten 
werden, die sich nach gleichem Doppelschnittverhältniss entspre
chen, welches nur dann für alle Transversalen zugleich möglich 
ist, wenn die Polaren ein Strahlenbüschel bilden.

Man kann von dem durch diesen Salz eröffneten Gesichts
punkte aus von einem B ü s c h e l  von K e g e l s c h n i t t e n  spre
chen, w e l c h e s  e i nem andern B ü s c h e l  von K e g e l s c h n i t 
t en ,  S t r a h l e n b ü s c h e l  oder  e i ner  g e r a d l i n i g e n  P u n k 
t e r e i h e  nach g l e i c h e m D o p p e l s c h n i t t v e r h ä l t n i s s  ent -  
s p r i c h t.

Wenn man das System dieser demselben Viereck umschrie
benen Kegelschnitte durch zwei Transversalen schneidet, deren 
erste durch eine Ecke des Vierecks hindurchgeht, während die 
zweite völlig willkürlich gezogen ist, so bestimmen jene Kegel
schnitte auf der ersten eine Punktereihe, auf der zweiten eine
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Reihe von Funktepaaren; es entspricht jedem Punkte der ersten 
gleichmässig ein Paar von Punkten in der zweiten und jedem 
Punkte der zweiten nur ein Punkt in der ersten; demnach bilden 
jene Punktepaare eine Involution und entsprechen den Punkten 
der bezeichneten Reihe nach gleichem Doppelschnittverhältniss. 
In Folge dessen erzeugt man einen Kegelsdmitt durch Umhüllung, 
indem man jeden Punkt dieser Reihe mit den Endpunkten des im 
involutorischen System ihm entsprechenden Segments durch gerade 
Linien verbindet. Ebenso bestimmen die dem nämlichen Viereck 
eingeschriebenen Kegelschnitte mit jedem Punkte ihrer Ebene ein 
involutorisches Tangentenbüschel.

Dagegen bestimmen alle Kegelschnitte, die demselben Viereck 
umschrieben sind, involutorische Tangentenbüschel nur mit den
jenigen Punkten, welche in den Diagonalen des eingeschriebenen 
Vierecks liegen, und die demselben Viereck eingeschriebenen Ke
gelschnitte bestimmen involutorische Punktereihen nur auf den 
Transversalen, welche durch die Durchschnittspunkte der Diago
nalen jenes Vierecks gehen.

D ie H y p e r b e l ,  w e l c h e  in Art. 227 Aufg. 13 als zur  
The i  1 ung e i n e s  Wi nke l s  in drei  g l e i c h e  T h e i l e  f ü h r e n d  
b e z e i c h n e t  w u r d e ,  ergiebl sich leicht nach demselben Prin- 
cip. Wenn vom Scheitel des Winkels C aus ein Kreis beschrieben 
ist, der auf den Schenkeln des Winkels die Punkte A, B bestimmt, 
so kann man auf demselben von A und B aus Tbeilungen Am, 
Am', Am", Am ' . . . . ,  Bn, Bri, Bn", Bn" auflragen, jene von A 
gegen B,  diese von B gegen A, und so dass die entsprechenden 
Längen Am, Bn·, Am, Bn' u. s. w. stets im Verhältniss 1 :2 ste
hen. (Fig. 130.) Denkt man die Theilpunkte m mit C, die Theil-

punkte n mit B durch gerade Linien 
verbunden, so entstehen zwei Strah
lenbüschel von gleichem Doppel- 
schnitlverhältniss; vom Durchschnitt 
ihrer entsprechenden Strahlen »wird 
eine durch B und C gehende Hyper
bel beschrieben, welche in ihren drei 
übrigen Schnittpunkten mit dem Krei
se die Theilpunkte des Bogens A B 
nach der Forderung der Aufgabe be
stimmt.

Fig. 130.
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Diese Construction ist vielfachen Modificationen fähig durch 
die Freiheit, die man in der Wahl der Centra der beiden erzeu
genden Strahlenbüschel hat; wir überlassen die Discussion der
selben dem Leser.

Die angeführten Beispiele mögen hinreichen, um die Hand
habung der ausgesprochenen Sätze zu erläutern.

426. Wir schliessen dem Vorigen einige Aufgaben an, in wel
chen die vorhergegangenen analytischen Ergebnisse verschiedent
lich benutzt werden.

Wenn man in einer geraden Linie vier Punkte hat,  
und zu den dr e i  Gruppen von P u n k t e - P a a r e n ,  w e l c h e  
aus ihnen gebi ldet  werden können,  die jenigen drei  
P u n k t e - P a a r e  b e s t i m m t ,  von denen j e d e s  mi t  z w e i e n  
d e r  g e g e b e n e n  Paare  h a r m o n i s c h  i s t ,  so b i l d e n  je zwe i  
Paar e  d i e s e r l e t z t e r e n  i m m e r  e i n  h a r m o n i s c h e s  Sys tem.

Denn bezeichnen wir die vier gegebenen Punkte durch A, B; 
C, D, ferner durch E, F die beiden Punkte, welche den Paaren A, B; 
C, D, durch G und II die, welche den Paaren A, C; B, D und 
durch /  und K  die, welche den Paaren A, D; B, C gleichzeitig 
harmonisch sind, bezeichnen wir ferner durch die entsprechen
den kleinen Buchstaben die Entfernungen dieser Punkte von einem 
festen Anfangspunkte in ihrer Graden, also

u. s. w. und betrachten w ir nun die zwei Paare E, F ; G, II. Die Be
dingungen der Aufgabe fliessen leicht genug aus dem Werthe des 
harmonischen Verhältnisses von vier Punkten, z. B.

welches giebt

ebenso ergeben sich den Bedingungen der Aulgabe gemäss

Die Elimination von a zwischen den zwei ersten und von d 
zwischen den zwei letzten Gleichungen liefert die Resultate
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Die Subtraction dieser Gleichungen giebt nach der Division
mit 2 (b — c)

d. h. die vier Punkte e, f, g, h bilden ein harmonisches System. 
Für die andern Paare ergiebt sich der Beweis ganz ebenso. Man 
bat in dieser Reihe von Punkten sechs involutorische Systeme, 
wie z. B. A, B, C, B, G, Η; A, B, C, B, I, K  u. s. w.

427. We l c h e s  ist  der Ort d e r j e n i g e n  P u n k t e ,  d e 
ren V e r b i n d u n g s l i n i e n  mi t  s e c hs  f e s t en  P u n k t e n  in 
e i n e r  Eb e n e  ein i n v o l u t o r i s c h e s  B ü s c h e l  bi l den?

Wir haben zur Beantwortung dieser Frage nur die Bedingung 
auszudrücken, unter welcher die geraden Verbindungslinien die
ser durch ihre Coordinaten x lt y { ; x2, y 2; . . . . .  x 6, y 6 gegebenen 
Punkte mit dem Punkt x, y  von irgend einer Transversale in einer 
involutorischen Punktereihe geschnitten werden. Wir wählen z. B. 
als solche Transversale die Abscissenachse und bezeichnen die Ab
stande der Schnittpunkte der einzelnen Strahlen des Büschels vom 
Anfangspunkt der Coordinaten respedive durch alt a2, . . .  a6. Dann 
wird nach dem Vorigen die Involution durch die Relation
( « 1  ----- « 4) (« 3  —  « 6) ( ö 5 —  Ct2) +  ( « 2 -----  « 3 ) (« 4  —  « ό ) (« 6  —  ö j )  =  0

ausgedrückt, imd wir haben die in ihr auftrelenden Abschnitte 
durch die Coor dinaten der Punkte zu ersetzen. Die gerade Linie, 
welche den Punkt x u y , mit x, y  und 0 verbindet, ist dur.cli

repräsentirt, und somit

ebenso

u. s. w.
Daraus folgt
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geschrieben werden kann.
Durch Bildung und Substitution der entsprechenden Werthe 

geht die obige Bedingungsgleichung der Involution in die fol
gende über:

Man sieht, der  f r a g l i c h e  Ort ist  e ine d u r c h  die g e 
g e b e n e n  s e c hs  P u n k t e  g e h e n d e  Curve dr i t t er  Ordnung.

428. We n n  wir die S e i t e n  BC, CA, AB e i ne s  Dr e i e c k s  
durch die Gl e i c h u n g e n

α =  ο , ß =  ο, γ =  o 
r e p r ä s e n t i r e n  und de mna c h  in

α — ß =  o , ß — γ =  ο, γ — a =  ο 
die Gl e i c h u n g e n  der  g e r a d e n  V e r b i n d u n g s l i n i e n  e i n e s  
Pu n k t e s  B s e i n e r  E b e n e  mit  den E c k p u n k t e n  C, A, B 
d e s s e l b e n  a u s d r ü c k e n ,  wenn wir f e r n e r  die  D u r c h 
s c h n i t t s p u n k t e  d i e s e r  ge r ade n  Li ni e  mi t  den e n t s p r e 
chen den D r e i e c k s s e i t e n  a, b, c b e s t i mme n  und e i ne  b e 
l i e b i g e  gerade  Linie

la +  mß  +  ηγ  =  o
z i e h e n ,  w e l c h e  den Se i t e n  des  Dr e i e c k s  BC,  CA, AB in 
den P unkt e n  a,, bu c, b e g e g n e t ,  so l äs s t  s i ch i m m e r  eine  
zwe i t e  ge r a de  Linie

l ,a +  m,ß +  η, γ =  o
so b e s t i mme n ,  dass i hre  D u r c h s c h n i t t s p u n k t e  a2, b2, c2 
mit  den S e i t e n  des  D r e i e c k s  mi t  j e ne r  und den P u n k 
ten ce, ß , γ e i ne  I nvo l u t i on  b e s t i m m e n ,  für w e l c h e  die 
E c k p u n k t e  d e s D r e i e c k s  A, B , C die B r e n n p u n k t e  sind.

Wir beweisen dies und bestimmen zugleich die gerade Linie, 
deren Existenz der Satz behauptet, indem wir den Punkt D als 
Scheitel von Strahlenbüscheln betrachten, welche durch die be- 
zeichneten Punkte bestimmt werden, und für diese unter Berück
sichtigung der Eigenschaft der Dreiecks-Ecken als Brennpunkte
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die Bedingungen der Involution aufstellen. Eines dieser Büschel 
hat die Strahlen Da,, Da2, Da, DB, DC, die beiden letzteren als 
Brennslrahlen, und dieselben sind durch die Gleichungen

η[γ —  a) — m (« — ß) =  ο, η, (γ — a) — m, (a — ß) =  o,
(y — «) — (a — ß) =  ο, γ — a =  o, a — ß =  o 

dargestellt.
Demnach ist das Doppelschnittverhältniss der Strahlen DB, DC,

, . n
Da, Da, durch —

m

und das der Strahlen DC, DB, Da, Da2 durch
m,

«i .
dargestellt , und es findet der ausgesprochene involutorische Zusam
menhang statt, wenn man hat:

m  m , =  η n ,
Auf den beiden andern Dreiecksseiten ergeben sich durch 

die ganz analogen Betrachtungen die entsprechenden Bedingungen 
7in, =  11, und //, =  m m , , 

und der geraden Linie
lu +  tnß - η γ  =  o

entspricht somit nach den Forderungen der Aufgabe die gerade 
Linie, welche durch die Gleichung

“τ + β- + ' ^ = 0  
l m γ  1

repräsentirt wird.

429. Man kann diesen Satz und seinen Beweis durch sehr 
einfache Betfachlungen, welche wieder mit den von uns viel ge
brauchten Mitteln sehr leicht auf ihren analytischen Ausdruck zu 
bringen sind, auf den Satz von D e s a r g u e s  über die Involution 
bei dem einem Viereck umschriebenen Kegelschnitt (Art. 415.) zu
rückführen.

Wir behalten die vorigen Bezeichnungen bei und denken durch 
die Punkte a,b ,  c den Kegelschnitt S gelegt, welcher dem Dreieck 
ABC eingeschrieben ist. Für die Existenz und Bestimmung die
ses Kegelschnitts können wir zwar auf Art. 353 verweisen, wollen 
aber bemerken, dass man dieselbe auch wie folgt durch einige 
einfache Schlüsse an elementare Sätze anknüpfen kann: Sind 
a, 1), c die in den Bichlungen der Dreiecksseiten an a, b, c un
endlich nahen Punkte, so liegen die Eckpunkte der beiden Drei-
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ecke ABC, abc paarweise auf drei in einem Punkte B zusammen
laufenden geraden Linien; in Folge dessen schneiden sich ihre ent
sprechenden Seiten AB oder cc und ab, AC oder bb' und ca und 
BC oder aa und bc in Punkten einer geraden Linie (Art. 60), 
und das Sechseck aa'bb'cc ist somit einem Kegelschnitt einge
schrieben.

Wenn man nun durch die Ecken des Dreiecks ABC einen Ke
gelschnitt St beschreibt, so besitzt derselbe mit dem betrachteten 
Kegelschnitt S drei Systeme gemeinschaftlicher Sehnen — Gegen
seitenpaare und Diagonalen des beiden zugleich eingeschriebenen 
Vierecks — von denen immer eines reell ist. Jedes dieser Sy
steme genügt dem Satze, welchen wir an die Spitze der Betrach
tung stellten; denn ein solches System bildet mit den beiden Kegel
schnitten S und S, ein System von Kegelschnitten , welchß demselben 
Viereck umschrieben sind. Jede Transversale, folglich auch z. B. 
jede Seite des Dreiecks ABC schneidet dasselbe demnach in sechs 
involutorischen Punkten, und da in a, b, c je ein Paar von conju- 
girten Punkten zusammenfallen, so sind diese die Brennpunkte 
der drei Involutionen.

Da der Kegelschnitt 5 , , als nur dem Dreieck ABC umschrie
ben, unbestimmt ist, so hat die Aufgabe der Construction solcher 
Geraden unendlich viele Auflösungen; eine der beiden geraden Li
nien kann willkürlich festgesetzt werden, dann ist der Kegelschnitt 
5, durch die Ecken des Dreiecks und die beiden Punkte bestimmt, 
welche jene gerade Linie mit dem Kegelschnitt S gemein hat.

Gäbe man den Punkt, in welchem die beiden zu construi- 
renden Geraden sich schneiden, so bestimmt sich die Aufgabe 
durch die Bemerkung, dass dieser Punkt eine der Ecken des sich 
seihst conjugirten Dreiecks sein muss, welches beide Kegelschnitte 
besitzen, und dass er demnach in Bezug auf beide Kegelschnitte 
dieselbe Polare hat.

430. Man sol l  die B e d i n g u n g  e n t w i c k e l n ,  unt e r  
we l c h e r  die g erade  Linie

* la +  mß  -f- ηγ  =  o
von den K ege  1 s c h n i 1 1 en S, =  o, S2 =  o in vier h a r m o n i 
s c he n  P u n k t e n  g e s c h n i t t e n  wi rd und die Enve l oppe  
di es er  Geraden angeben.
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Wir bestimmen die der geraden Linie 
la -f- rnß -f- ηγ =  o

und dem Kegelschnitt S, =  o gemeinschaftli^ien Punkte, indem 
wir zwischen beiden Gleichungen y eliminiren; daraus entspringt 
eine in a und ß homogene Gleichung Γ, — o und es ist demnach

Die gesuchte Bedingung kann demgemäss in der Komi

geschrieben werden, und wenn man diese symbolische Gleichung 
entwickelt, indem man die Kegelschnittsgleichungen St —  o, S2 =  o 
in der allgemeinen Form

gegeben voraussetzt, so findet man

Sonach sind die Grössen l, m, n durch eine Relation des 
zweiten Grades mit einander verbunden, und die ge r ade  Li ni e  
la -f mß  +  ηγ  =  o umhül l t  d e mn a c h  unt e r  der  g e f o r 
derten B ed i n g u n g  e i n e n  Kegel schni t t .  Die Gleichung des
selben wird gefunden, indem man die reciproke Polare des Ke
gelschnitts Φ —  o bildet, welcher in der 2. Aufg. des Art. dOO 
betrachtet wurde; sie ist
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431. We l c h e s  i st  der Ort d e r j e n i g e n  P u n k t e ,  für  
die das  Bü s c h e l  der von i hnen an die K e g e l s c h n i t t e
S1 =  o, S2 =  o g e l egt en  Ta n g e n t e n  ein h a r m o n i s c h e s  
B ü s c h e l  ist?

Die Gleichung der geraden Linie, welche einen festen Punkt 
a, ß, y mit dem Punkte x ,  y , z verbindet, ist bekanntlich 

x(ßz  — y y )  +  y (y x  — az)  +  z (ay' — ß x )  =  o.
Wir haben früher (Art. 365) die Bedingung aufgestellt, unter 

welcher die gerade Linie lx  +  my +  nz =  o den Kegelschnitt 
S, —  o berührt und brauchen jetzt nur in dieselbe an Stelle der 
Grössen l, m, n die Binome ßz — yy ,  yx  — a z , ay —  ßx  zu 
setzen, um die Gleichung des Tangentenpaares zu erhalten, wel
ches vom Punkt a, ß, y an den Kegelschnitt S, =  o geht. (Vergl. 
auch Art. 400, Aufg. 6.) In Art. 365 ist jene Gleichung durch 
das Symbol Θ bezeichnet worden; wir wollen durch Θ' und Θ 
das, was dieser Ausdruck für die beiden Kegelschnitte S, =  o,
S2 =  o resp. wird, und durch Θ, und Θ2 das bezeichnen, was aus 
derselben durch die vorerwähnte Substitution und respective mit 
den Coefficienten der Kegelschnittsgleichungen S1 =  o, S2 =  o 
wird.

Alsdann hat man die Gleichungen

und demgemäss

Mit Hilfe der im Art. 400 eingeführten Abkürzungen 21, 2t', 2Γ, 
23 u. s. w. für die Grössen αία — b2, a 'a —  b’t, aa —  b"2 b'b' —  ab 
u. s. \v., und von 211f 21/, i' ” 23( u. s. \v. für die entsprechenden Coef- 
ficientenverbindungen der Gleichung des zweiten Kegelschnittes er
halten wir endlich für die G1 e i c h u n g  des  Ortes  der Punkt e ,  
an w e l c h e n  die T a n g e n t e n  der K e g e l s c h n i t t e  S, =  o, 

=  o h a r m o n i s c h e  Büs che  1 b i l d e n ,

oder
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Wir geben dieselbe Untersuchung in einer einfacheren 
Form, indem wir voraussetzen, dass beide Kegelschnitte auf das 
gemeinschaftliche sich selbst conjugirte Dreieck bezogen seien; 
alsdann erscheinen bekanntlich ihre Gleichungen in der canoni- 
schen Form

die Grössen b , b , b  , B, B , B und die aus ihnen abgeleiteten 
B , B ', B ", B1, B 1, B1," verschwinden, während U, U , 31",3(,, 31/, 31," 
sich auf die einfachen Formen a d ", d a ,  ad,  ÄÄ',  Ä'A, A Ä  redu- 
ciren. Man kann die in der vorigen Entwicklung dadurch eintre
tenden Vereinfachungen leicht übersehen.

Nach Art. 107 kann aber die Gleichung der von einem Punkte 
x ,  y ,  z an einen jener Kegelschnitte gezogenen Tangenten durch

ausgedrückt werden; dem andern Kegelschnitt entspricht die ganz 
ebenso gebildete Gleichung

Setzt man in diesen Gleichungen z =  o ,  so bildet man die 
Gleichungen der zwei Punktepaare, welche jene Tangenten in der 
durch z  =  o ausgedrückten Seile des Fundamental-Dreiecks bestim
men, und bat die Bedingung aufzustellen, unter welcher diese vier 
Punkte ein harmonisches System hilden, endlich aber in dersel
ben x , y ' z  als veränderliche Grössen zu betrachten. Jene Glei
chungen sind

für die geforderte Bedingung erhält man daher:

Man erkennt die Uebereinstimmung dieser Gleichung mit der 
Form, welche wir der Gleichung F — o in der Aufg. 4 des Art. 
400 gegeben haben. Je n e r  K e g e l s c h n i t t  F ~ o ,  w e l c h e r  
dur c h  die acht  B e r ü h r u n g s p u n k t e  der g e m e i n s c h a f t 
l i c h e n  T a n g e n t e n  be i der  K e g e l s c h n i t t e  g e h t ,  und von  
des s en i n t e r e s s a n t e n  B e z i e h u n g e n  zu den g e g e b e n e n  
Ke g e l s c h n i t t e n  wir s c hon  m e h r f a c h  g e s p r o c h e n  h a 
ben,  i st  a l so  auch der  Ort d e r j e n i g e n  Punkt e ,  für
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welche die Tangent en  an die gegebenen Kege l s chni t t e  
ein harmοni sc he s Bu s che l  bi lden.

Man kann durch ähnliche Betrachtungen finden, dass die 
Gleichung F2 =  k S t S 2
den Ort d e r j e n i g e n  Punkt e  darstellt, w e l c h e n  T a n g e n 
t e n b ü s c h e l  von g e g e b e n e m  u n v e r ä n d e r l i c h e n  D o p p e l -  
s c h n i t t v e r h ä l t n i s s  e n t s p r e c h e n ;  dieser Ort ist somit eine 
Curve vierten Grades.

Wir können hier nur andeuten, dass für ein System dreier 
Kegelschnitte sich analoge Fragen über involutorische Punkterei
hen und Strahlenbüschel stellen lassen, nämlich: W e l c h e s  ist  
die B e d i n g u n g ,  unt er  der e i ne  g e r a d e  Li ni e  dre i  g e 
g e b e n e  K e g e l s c h n i t t e  in P u n k t e n  e i n e s  i n v o l u t o r i 
s c he  n S y s t e m s  s c h n e i d e t ,  und w e l c h e s  i st  die  Enve -  
l oppe  der so be s t i mmt e n  Geraden? Und: W e l c h e s  ist  
der Ort  d e r j e n i g e n  Punkt e ,  für die die  dre i  Paare  der  
an j ene  K e g e l s c h n i t t e  g e l e g t e n  Ta ng e nt e n  ein i n v o l u -  
t o r i s c h e s  Bü s c h e l  bi lden?

Auch für diese Fragen liefert die Algebra der linearen Trans
formationen die allgemeinen und einfachen Antworten, aber sie 
führen in dieser wie in der Geometrie über den zweiten Grad 
hinaus, indem sie e i ne  C urve' dr i t t er  Kl asse  und e i n e  
Curve dr i t t er  Ordnung  liefern, und es muss hier somit hei 
dieser Andeutung bewenden. Wir bemerken nur, dass die Frage 
nach der Enveloppe der involutorisch geschnittenen Geraden e i ne  
Contra Vari ante  der g e g e b e n e n  K e g e l s c h n i t t e  als Antwort 
bringt, und dass beide Untersuchungen für die Theorie der Curven 
dritter Ordnung und Klasse von grosser Wichtigkeit sind.

III. Die Methode der Projectionen*) und die geome
trischen Verwandtschaften des ersten Grades**).

432. Wir haben schon mehrmals Gelegenheit gehabt, die 
Vortheile anzudeuten, welche oftmals durch die Deduction der

*) Diese Methode ist M. Poncelet’s Erfindung. Sielte dessen: T r a t t e  
des  P r o p r i e t e s  p r o j e c t i v e s  1822; ein Werk, dessen Studium wir durch 
den liier gegebenen Abriss zu befördern wünschen.

**) Die Theorie der geometrischen Verwandtschaften in ihrer Allgemein
heit ist die Schöpfung des Herrn M öbius ;  siehe dessen ba ryeen  i r i s c h c  n
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speciellen Satze erlangt werden, die in einem allgemeineren Theo
rem enthalten sind; in dem Folgenden beabsichtigen wir aber eine 
Methode in aller Kürze darzulegen, w elche uns den andern viel 
wichtigeren Dienst leistet, uns erkennen zu lassen, welcher allge
meine Satz einem gegebenen speciellen entspricht und jenen aus 
diesem abzuleilen.

Man kann zweifeln, oh die Methode der Projectionen in einem 
Abriss der analytischen Planimetrie Aufnahme finden dürfe, weil 
sie einige Kenntnisse aus der Geometrie dreier Dimensionen vor
aussetzt; es ist die Idee der geometrischen Verwandtschaften, 
welche diesen Zweifel endgültig zu beseitigen vermag; zunächst 
halten wiiwhre Darlegung an diesem Orte deshalb für unverfäng
lich, weil nur einige der einfachsten Sätze aus der Geome
trie des Raums zu ihrer Begründung erforderlich sind, und die 
Anwendungen der Methode seihst keinerlei weitere Entwicklungen 
stereomelrischer Art bedingen.

Diese Begründung aber kann Niemandem eine Schwierigkeit 
darbieten, der die Elemente der räumlichen Geometrie auch nur 
his zur Theorie der dreiseitigen Ecke oder der sphärischen Tri
gonometrie sich zu eigen gemacht hat.

433. Wenn alle Punkte einer Figur mit irgend einem festen 
Punkte im Baume (0) durch gerade Linien verbunden werden, 
so bestimmen diese Linien einen Ke g e l ,  als dessen Sp i t z e  der 
Punkt 0 bezeichnet wird; die Durchschnittslinie dieses Kegels mit 
einer beliebigen Ebene bildet eine Figur, die man die P r o j e -  
c t i on  der gegebenen Figur auf die Ebene nennt. Die Ebene, 
durch welche der Kegel so geschnitten wird, heisst die P r o 
t ec t  i ons e be ne .  Man bezeichnet den Kegel dann auch als den 
p r o j i c i r e n d e n  Kegel  und seine Spitze als das Cent rum der  
Pr o j e c t i o n .  Jedem P u n k t e  in der e inen F i g u r  e n t 
s p r i c h t  ein Punkt  in der andern.  Denn wenn ein beliebi
ger Punkt A mit der Spitze 0 durch eine gerade Linie verbunden 
wird, so ist der Punkt a,  in welchem diese die Projeclionsebene 
durchschneidet, die Projection des gegebenen Punktes A auf diese 
Ebene.

C a le u l  1828. Für die analytische Ausbildung derselben nennen wir das 
Werk von M. M agnus : S a m m l u n g  von A u f g a b e n  u n d  L e h r s ä t z e n
u. s. w. 1833.

33 *
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E i n e  g e r a d e L i n i e  wird i mme r  al s  g e r a d e  Li ni e  
proj i c i r t .  Denn indem man alle Punkte der geraden Linie mit 
dem Centrum der Projection durch gerade Linien verbindet, er
halt man eine Ebene, welche durch ihren Durchschnitt mit der 
Projectionsebene die Projection der gegebenen Geraden bestimmt.

Diese Ebene wird als die p r o j i c i r e n d e  E b e n e  der gera
den Linie bezeichnet. Wenn irgend eine Anzahl von Punkten in 
der einen Figur in gerader Linie liegen, so liegen auch die ent
sprechenden Punkte der andern Figur in einer geraden Linie; 
wenn eine Anzahl gerader Linien in der einen Figur durch den
selben Punkt hindurchgehen, so schneiden sich auch die entspre
chenden geraden Linien der andern in einem Punkte, nämlich dem 
entsprechenden Punkte jenes ersteren.

431. Jede  e be ne  Curve  wird in e ine  a n d e r e  Cnrve  
d e s s e l b e n  Grades  proj i c i rt .

Denn wenn die gegebene Curve durch eine gerade Linie in 
einer Anzahl von Punkten A, B, C, D . . . geschnitten wird, so wird 
ihre Projection durch die Projection der geraden Linie in den 
entsprechenden Punkten a, b, c, d . ,  . geschnitten, deren Anzahl 
mit derjenigen der ersteren übereinstimmen muss. Aber der Grad 
einer Curve wird durch die Zahl von Punkten geometrisch be
stimmt, welche sie mit einer geraden Linie gemein haben kann.

Wir brauchen nur anzudeuten, dass  auch die Kl as s e  
einer  Curve  du r c h  P r o j e c t i o n  n i cht  g e ä n d e r t  we r de n  
kann.

Wenn unter den Punkten, welche die Curve mit einer gera
den Linie, oder unter den Tangenten, welche sie mit einem Punkte 
gemein hat, neben reellen auch imaginäre sind, so bleibt die Zahl 
der reellen und imaginären Punkte und Tangenten durch Proje
ction ungeändert.

Wenn zwei Curven sich durchschneiden, so schneiden sich 
ihre Projectionen in derselben Anzahl von Punkten, und die Zahl 
der gemeinschaftlichen Tangenten zweier Curven bleibt in der 
Projection derselben gleichfalls ungeändert. Reellen Durchschnitts- 
punkten und gemeinsamen Tangenten entsprechen reelle, imaginä
ren aber imaginäre.

Jede  T a n g e n t e  der  e i n e n  Curve  wird in e ine  T a n 
gent e  der  ande r n  Curve proj i c i r t .  Denn jede gerade Li
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nie zwischen den Punkten A, B der einen Curve wird als eine ge
rade Linie ab projicirt, welche die entsprechenden Punkte ihrer 
Projection mit einander verbindet. Wenn aber die Punkte A, B 
in einen einzigen Punkt zusammenfallen, so fallen auch a, b zu
sammen und die gerade Linie ab ist eine Tangente der Projection 
der Curve.

Wenn zwei Curven einander in einer Anzahl von Punkten 
berühren, so berühren ihre Projectionen einander in ebenso viel, 
nämlich in den entsprechenden Punkten.

435. Wenn e ine  du r c h  das Centrum der P r o j e c t i o n  
par a l l e l  zur P r o j e c t i o n s e b e n e  g e l e g t e  Ebene  di e  
E b e n e  des Or i g i na l  s ys t e i ns  in e i ne r  g e r a d e n  Linie  AB 
d u r c h n e i d e t ,  so p r o j i c i r t  s i ch j e de s  B ü s c h e l  g e r a d 
l i n i g e r  S t r a h l e n  im Or i g i n a l s y s t e m,  w e l c h e s  s e i ne n  
S c h e i t e l  in d i e s e r  g e r a d e n  Linie  AB hat ,  in ein S y 
s t em von P a r a l l e l l i ni en in d er P r o j e c t i o n s e b ene. Penn 
eine gerade Linie, welche vom Centrum der Projection nach einem 
beliebigen Punkte jener Geraden AB gezogen wird, begegnel der 
Projectionsebene erst in unendlicher Entfernung, und insofern je
ner Punkt Durchschnittspunkt von zwei oder mehreren geraden 
Linien ist, müssen sich diese als solche gerade Linien projiciren, 
deren gemeinschaftlicher Punkt in unendlicher Entfernung liegt.

Umgekehrt wi rd j e d e s  Sys tem von para 11 c l en g e r a 
den Li n i e n  i 1¾ der Or i g i na l  e b e n e  in ein s o l c he s  B ü 
sche l  ge r ade r  Li ni en  p r o j i c i r t ,  w e l c h e s  s e i n e n  S c h e i 
tel  in e i n e m  P u n k t e  der  ge r ade n  Li n i e  DF hat ,  in der  
e i ne  d ur c h  dms Cent  rum der P r o j e c t i o n  p ar a l l e l  zur  
O r i g i n a l e b e n e  g e l e g t e  Eb e n e  die P r o j e c t i o n s e b e n e  
s c h n e i d e t .

So führt uns die Methode der Projectionen ganz naturgemäss 
zu dem Schlüsse, dass ein beliebiges System von Parallellinien 
als ein durch einen unendlich entfernten Punkt gehendes Büschel 
betrachtet werden kann, denn die Projectionen solcher geraden 
Linien auf eine beliebige Ebene gehen durch einen und denselben 
endlich entfernten Punkt; sie lehrt uns ebenso, dass  al l e  u n 
e ndl i ch  e n t f e r n t e n  Pu n k t e  in e i n e r  E b e n e  als in e i n e r  
g e r a d e n  Li ni e  g e l e g e n  a n g e s e h e n  we r de n  kö nne n ,  denn 
wir haben gezeigt, dass die Projectionen aller der Punkte, in
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welchen Parallellinien sich schneiden, in der geraden Linie DF  
in der Projectionsebene liegen; wir hätten das Nämliche auch aus 
dem Umstande schliessen können, dass jede gerade Linie nur 
einen Punkt in unendlicher Entfernung haben kann — wir schlies
sen uns dem, üblichen Sprachgebrauch genau an, indem wir den
selben als ihre R i c h t u n g  bezeichnen — und dass somit die un
endlich entfernten Punkte einer Ebene nur eine Linie ersten Gra
des, d. h. eine gerade Linie bilden können.

Wir bemerken endlich, dass  die Dur c h  S c h n i t t l i n i e  
der P r o j e c t i o n s e b e n e  mi t  der Ebe ne  der F i g u r  z u 
g l e i c h  der Ort der D u r c h s c h n i t t s  p unkt e  der g e r a d e n  
Li n i e n  de r  F i g u r  mi t  ihren r e s p e c t i v e n  P r o j e c t io-  
nen ist.

436. We nn  i r g e n d  e i ne  E i g e n s c h a f t ,  di e  s i ch n i cht  
auf  die Grösse  von g e r a d l i n i g e n  S t r e c k e n  oder  von  
Wi n k e l n ,  s o n d e r n  nur auf  die Lage g e r a d e r  L i n i e n  al s 
durch g e w i s s e  Punkt e  g e h e n d  oder  g e w i s s e  Curven  
b e r ü h r e n d ,  oder  auf  die La g e  von P u n k t e n  u. s. w. b e 
z i e h t ,  für e i ne  g e g e b e n e  Curve  wahr i s t ,  so'  b l e i b t  
di ese  E i g e n s c h a f t  für al le die Curven g ü l t i g ,  in w e l 
che  die g e g e b e n e  pro j i c i r t  w e r d e n  kann.  Wir erkennen 
sofort als einen Satz dieser Art den folgenden: Wenn durch ei
nen beliebigen festen Punkt in der Ebene eines Kreises eine 
Sehne gezogen wird, so schneiden sich die in den Endpunkten 
derselben an ihn gelegten Tangenten in einer festen geraden Linie.

Da wir nun beweisen werden, dass jede Curve des zweiten 
Grades in einen Kreis projicirt werden kann, so zeigt die Methode 
der Projeclionen unmittelbar, dass  die  E i g e n s c h a f t e n  de r  
P o l e  und Pol aren  ni cht  nur für den Kre i s ,  s o n d e r n  
auc h  für al l e  K e g e l s c h n i t t e  wahr  sind.

Auch die Sätze von Pa s c a l  und Rrianclron sind Eigenschaf
ten derselben Art, und es ist daher hinreichend, sie für den Fall 
des Kreises zu beweisen, um zu wissen, dass sie für alle Kegel
schnitte wahr sind.

437. Eigenschaften dieser Art, welche, wenn sie für irgend 
eine Figur wahr sind, auch für die Projection derselben gelten.
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heissen p r o j e c t i v i s c h e  E i g e n s c h a f t e n .  Zu diesen Eigen
schaften gehören ausser der Klasse derjenigen, welche im vori
gen Artikel bezeichnet worden sind, auch einige solche, welche 
sich auf die Grösse geradliniger Strecken und Winkel beziehen; 
wir wissen z. B. dass das Doppelschnittverhältniss von vier Punk
ten in einer geraden Linie {ABCD), da es durch das Doppel
schnittverhältniss des Büschels (0 . ABCD) am Centrum der Pro- 
jection gemessen wird, mit dem der vier Punkte [abcd) überein
stimmen muss, in welchen dies Büschel.durch eine beliebige Trans
versale geschnitten wird. D o p p e l s c h n i t t v e r h  ä l t n i s s e  w e r 
den durch P r o j e c t i o n  n i c ht  geändert .

Oder, wenn zwischen den durch eine beliebige Anzahl von 
Punkten in einer geraden Linie bestimmten geradlinigen Strecken 
eine Gleichung von der Form
A B .  CD. E F  +  k. A C . B E . D F  +  l. AD . C E . B F + ___ =  o
besteht, in welcher jedes Glied die nämlichen Punkte nur in ver
schiedener Ordnung enthält, so ist diese Belation projectivisch. 
Denn nach Art. 354 kann man für AB

Ο A . Ο B sin A Ο B
Ö~P ’

und für die übrigen Strecken entsprechende Ausdrücke substitui- 
ren, und die Gleichung enthält nach dieser Substitution in allen 
Gliedern das Product OA. OB. OC. OD. OE. OF im Zähler und die 
Grösse OP3 im Nenner; durch Division mit diesen Factoren wird 
sie daher auf eine Relation zwischen den Sinus der am Punkte 
0  gebildeten Winkel zurückgeführt und ist demnach projectivisch.

Auch ist leicht zu erkennen, dass  die Punkt e  A, B, C,D,E,F  
ni cht  i n  e i ne r  g e r ade n  L i n i e  zu l i e g e n  b r a u c h e n ,  um 
di e s e  P r o j e c t  i vität zu be g r ünde n;  wenn die Senkrechte OP 
nicht für alle die in der Relation auftretenden Segmente die näm
liche ist, so ist nur nöthig, dass dieselben so geordnet sind, dass 
in jedem Gliede der Gleichung im Nenner das nämliche Product 
solcher zugehörigen Perpendikel OP. OP'. OP". .  . auftrilt. Als ein 
Beispiel dieser Art erwähnen wir den Salz: Wenn g e r a d e  L i 
nien,  we l c h e  von den Ecken  e i n e s  D r e i e c k s  A B C  nach 
d e m s e l b e n  P u n k t e  s e i ne r  E b e n e  g e z o g e n  we r d e n ,  die  
Ge g e n s e i t e n  d e s s e l b e n  in den P u n k t e n  a , b , c  d u r c h 
s c h n e i d e  n,  so i s t  Ab. Bc. Ca — Ac. Ba. Cb.
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Weil diese Relation von der eben besprochenen Art ist, so 
reicht es bin, sie für irgend eine Projection des Dreiecks ABC zu 
beweisen; machen wir für dieselbe die Voraussetzung, dass der 
Punkt C in unendlicher Entfernung projicirt sei, so werden die 
geraden Linien AC, BC, Cc einander parallel und die Relation wird 

A b . Bc  =  A c . B a,
deren Wahrheit ohne Weiteres ersichtlich ist.

438. Of f enbar  r e i c h t  es zum B e we i s e  s o l c h e r  pr o -  
j e c t i v i s c h e n  E i g e n s c h a f t e n  von F i g u r e n  h i n ,  für di e  
e i n f a c h s t e  d e r j e n i g e n  F i g u r e n  den B e w e i s  zu l i e f e r n ,  
in w e l c h e  die g e g e b e n e  p r o j i c i r t  w e r d e n  kann;  z. R. 
was oft vorkommt, für eine solche, in welcher eine gewisse ge
rade Linie der Figur in unendlicher Entfernung erscheint.

Wenn z. B. gefordert wäre, d ie  h a r m o n i s c h e n  E i g e n 
s c h a f t e n  e i nes  v o l l s t ä n d i g e n  V i e r e c k s  AB CB zu u n t e r 
s u c h e n ,  dessen Gegenseitenpaare sich in E und F und dessen 
Diagonalen sich in G durchschneiden, so verbinden wir alle Punkte 
dieser Figur mit dem zum Centrum der Projection gewähllen Punkte 0 
im Raume durch gerade Linien und schneiden die Verbindungslinien 
durch eine zur Ebene OE F  parallele Ebene, so dass E F  in un
endlicher Entfernung projicirt erscheint; die Projection abcd  des 
Vierecks ist dann ein Parallelogramm, weil die Durchschnittspunkte 
seiner Gegenseitenpaare in unendlicher Entfernung liegen. Jedes  
Vi ereck  kann d e mnac h  in ein Par a l l e l o g  ra m m pr o j i c i r t  
AVer den.  Da nun die Diagonalen eines Parallelogramms sich ge
genseitig halbiren, so bestimmen die Endpunkte, der Mittelpunkt 
und der unendlich entfernte Punkt einer jeden, als in welchem sie 
der geraden Linie e f  begegnet, eine harmonische Theilung, und 
man schliesst aus der projectivischen Natur dieser Relation, dass 
in jedem Viereck eine Diagonale (AC) durch die andre (in G) und 
durch die gerade Verbindungslinie der Durchschnittspunkte der 
Gegenseiten (E, F) harmonisch gelheilt wird.

Oder: We nn  zwei  D r e i e c k e  ABC,  ÄB'C' so g e l e g e n  
s ind,  dass  die D u r c h s c h n i t t s p u n k t e  der e n t s p r e c h e n 
den S e i t e n  AB, a 'B'; BC, B'C’; CA, CA' in e i ner  geraden  
Li ni e  l i e g e n ,  so s c h n e i d e n  s i ch die ge r ade n  V e r b i n 
dung  s 1 i n i e n der e n t s p r e c h e n d e n  E c k e n  A Ä , BB ,  CCf in 
einem Punkte.
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Der Srtz bedarf keines Beweises mehr, wenn man, wie es 
seine projectivische Natur erlaubt, die Figur, auf welche er sich 
bezieht, so projicirt, dass die gerade Linie, in welcher die ent
sprechenden Seilen beider Dreiecke sich schneiden, in unendli
cher Entfernung erscheint; denn er geht alsdann in den einfachen 
Ausdruck der Aehnlichkeit und ähnlichen Lage beider Dreiecke 
über: Wenn in zwei Dreiecken abc, a'b'c die Seiten des einen 
den Seiten des andern parallel sind, so schneiden sich die gera
den Verbindungslinien der entsprechenden Ecken in einem Punkte; 
welcher einfach aus der Bemerkung hervorgeht, dass die geraden 
Linien ad  und bb' beide die Linie cc in dem nämlichen Vcrhält- 
niss schneiden.

439. Ehe wir die Methode der Projectionen in Beispielen auf 
Curven des zweiten Grades anzuwenden gedenken, wollen wir, spe- 
cieller als es in der Feststellung ihrer Grundsätze geschehen konnte, 
die Natur der von einer  be l i ebigen Ebene in einem 
Ke ge l  ü b e r  c i r c u l a r e r  Bas i s  g e b i l d e t e n  S c h n i t t c u r v e  
u n t e r s u c  h e n.

Wir haben bis jetzt nur gezeigt, dass die Projection eines 
Kreises eine Curve zweiten Grades sein müsse, und beabsichtigen 
nun zuerst, darzulegen, dass derselbe Kreis in einen Kegelschnitt 
von jeder der drei Hauptarten dieser Curven projicirt werden kann.

Dazu beweisen wir zuerst, dass  j e de  Curve  auf  e i ner  
zu i hr e r  e i g n e n  E b e n e  p a r a l l e l e n  E b e n e  als e i ne  ä h n 
l i che  Curve  p r o j i e i r t e r s c h e i n  t. Denn wenn wir in der 
Ebene der einen Curve einen Punkt A und in der Ebene der an
dern Curve den entsprechenden Punkt a annehmen und von ihnen 
nach einem beliebigen Paar anderer entsprechender Punkte B , b 
Radien vectoren ziehen, so folgt aus den ähnlichen Dreiecken OAB 
und Oab die Verhältnissgleichheit OA: Oaz= AB  : ab, und weil 
j e de r  Radius vector der einen Curve zu dem entsprechenden Ra
dius vector der andern in dem nämlichen conslanten Verhältniss 
OA : Oa steht und die entsprechenden Winkel übereinstimmen, so 
sind die beiden Curven ähnlich. (Art. 236.) Jeder über einer cir
cularen Basis stehende Kegel wird durch eine Ebene, welche sei
ner Basis parallel ist, in einem Kreise geschnitten. Wenn wir 
die entsprechenden Punkte A, a als die Mittelpunkte der beiden 
Curven denken, so beweist das Vorhergehende die gegenwärtige 
Behauptung.
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440. J eder  e b e n e  S c h n i t t  e i nes  Ke g e l s  über  k r e i s 
f ö r m i g e r  Bas i s  ist  e i ne  Curve des  z we i t e n  Grades.

Ein Kegel dieser Art oder ein Kegel des zweiten Grades heisst 
g e r a d e ,  wenn die gerade Verbindungslinie seiner Spitze mit dem 
Centrum des Kreises, welcher ihm zur Basis dient, auf der Ebene 
dieses Kreises senkrecht ist; diese Linie seihst heisst alsdann die 
A c h s e  des Kegels. Wenn dieselbe auf der Ebene der Basis nicht 
senkrecht steht, so wird der Kegel als s c h i e f  bezeichnet.

Obgleich die Untersuchung der Schnitte des schiefen Kegels 
mit derjenigen der Schnitte des geraden Kegels vollkommen über
einstimmt, so wollen wir sie doch getrennt führen, um die Schwie
rigkeiten, welche in der richtigen Auffassung räumlicher Figuren 
liegen können, durch die vorherige Betrachtung der einfacheren 
Figur zu vermindern, welche dem Falle des geraden Kegels ent
spricht.

Man lege eine Ebene OAB (Fig. 
131) durch die Achse OC des Kegels 
senkrecht zur Sclmittebene und be
trachte sie als die Ebene der Zeich
nung; die Schnittehene M S s N  steht 
dann ebensowohl wie die Basisebene 
ASB senkrecht zur Ebene der Zeich
nung, und es ist ebenso mit der ge
raden Linie BS,  in der sich beide 
letzt bezeichnete Ebenen schneiden.

Wir setzen alsdann zuerst vor
aus, dass die gerade Linie MN,  in 

welcher die Schnittehene die Ebene OAB schneidet, den beiden Sei
ten OA und OB auf derselben Seite des Scheitels begegnet, wie die 
Figur es angieht. Durch irgend einen Punkt s der Sclmittcurve le
gen wir eine zur Basis parallele Ebene und erhalten dadurch 
nach Euklid III. 35 für das Quadrat der Ordinate des Kreises 

R S 2 =  AB  . R B ,
und ebenso r s2 = .  ar .  rb.

Wenn man aber die ähnlichen Dreiecke ARM und arM, BRN 
und brN betrachtet, so folgt

AR  . RB  : MR . R N  =  a r  . r b ' .  Mr  . rN,
und damit
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Die Schnittcurve MSsN besitzt demnach die Eigenschaft, dass 
das Quadrat einer beliebigen Ordinate rs zu dem Rechteck aus 
den von ihr in der Linie MN bestimmten Abschnitten in dem 
constanten Verhältniss RS2: MR. RN  steht. Nach Art. 109 ist der 
betrachtete Kegelschnitt eine E l l i p s e ,  für welche MN die Haupt
achse ist und deren kleine Achse sich aus der Bemerkung be
stimmt, dass ihr Quadrat zu MN2 in dem gegebenen Verhältniss 
RS2 : MR. RN  stehen muss.

Wir nehmen zweitens an (Fig. 132),  eine der Seiten OA
werde von der geraden Linie M N  erst 
in der Verlängerung geschnitten. Der 
vorige Beweis bleibt völlig unverändert, 
nur in dem Endergebniss desselben 
tritt die Veränderung ein, dass nun das 
constante Verhältniss zwischen dem 
Quadrat der Ordinate r s und dem 
Rechteck M r . r N  aus' den Abschnitten 
stattfindet, welche ein äusserer Theil- 
punkt in der Strecke MN bestimmt. Die 
Schnittcurve ist in diesem Falle, wie 
leicht zu· erkennen ist, eine H y p e r 
bel ,  welche aus den beiden Aeslen NsS 
und Ms'S' besteht.

Wenn endlich drittens (Fig. 133) die gerade Linie MN zu 
einer der Seiten parallel ist, so ist, we
gen A R =■- a r und R B : r b R N : r N, 
das mit dlem Rechteck a r . r b  gleiche 
Quadrat der Ordinate rs zu der Ahscisse 
r N in dem constanten Verhältniss 

R S 2 : R N  oder AR.  R R :  RN.
Demnach ist die Schnittcurve in die

sem Falle eine P arabe 1 *).

*) In der Geometrie der Alten betrachtete man bis auf Apo l l on i u s  (250 
v. Chr.) die Kegelschnitte nur am geraden Kegel und nur unter der Voraus
setzung, dass die Schnittebene zu einer Kegelseite (der einen Seite des Ach-
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441. Wir lassen hiernach den B e w e i s f  ü r d i e S c h n i l t e d e s  
s ch i e f en  Ke g e l s  mit  k r e i s f ö r m i g e r  Bas i s  folgen (Fig. 134).

Die Ebene der Zeichnung sei durch die 
Spitze des Kegels 0 und den Mittelpunkt 6' 
des Basiskreises senkrecht zur Ebene des
selben gelegt; QS sei die gerade Durch
schnittslinie der Schnittebene mit der 
Ebene des Kreises AQSB-, L K  der die 
Sehne QS  halbirende Durchmesser und 
3I N  die gerade Linie, welche die durch 
ihn und die Kegelspitze gelegte Ebene mit 
der Schnittebene gemein hat. Mit diesen 
Voraussetzungen entwickelt sich der Be
weis ganz wie vorher: Das Quadrat der 

Ordinate RS ist dem Rechteck LR. R K  gleich, und wenn wir wie 
•vorher eine zur Basis parallele Ebene einführen, so ist das Qua
drat der ihr angehörigen Ordinate rs gleich dem entsprechenden 
Rechteck I r . r k ;  wir beweisen sodann aus den ähnlichen Drei
ecken A RM,  k r 31 und L R N ,  I r N  in der Ebene OL K  ebenso 
wie in dem Falle des geraden Kegels, dass das Verhältniss der 
Quadrate R S ' - . r s 2 mit dem Verhältniss der Rechtecke identisch 
sei, welche aus den durch den Fusspunkt der Ordinate bestimm
ten Abschnitten von 3IN gebildet werden; und dass demnach die 
Sclmiltcurve ein Kegelschnitt ist, für welchen MN der die Sehne QS 
halbirende Durchmesser ist, nämlich speciell eine Ellipse, wenn 
31N die geraden Linien OL und OK  auf derselben Seite der Ke
gelspitze schneidet, eine Hyperbel, wenn diese Schnittpunkte auf 
verschiedenen Seiten der Spitze liegen, und eine Parabel, wenn 
einer derselben unendlich entfernt ist.

sendreiecks) senkrecht sei, d. i. dass M N  senkrecht auf OB.  Darnach wur- 
dendie Kegelschnitte eingetheilt in S c hn i t t e  des  r e c h t w i n k l i g e n ,  s p i t z -  
un d  s t u m p f w i n k l i g e n  Kege l s  und nach E u t o c h i u s ,  dem Commenta- 
tor des Apollinius wurde die Sclmiltcurve Parabel, Ellipse oder Hyperbel ge
nannt, je nachdem und weil der Winkel des Kegels gleich, kleiner oder 
grösser als ein rechter Winkel war. Schon Ar c h i me d e s  kannte die Na
men Parabel und Ellipse. Ap o l l o n i u s  war es aber, welcher zuerst bewies, 
da s s  al l e  d r e i  K e g e l s c h n i t t e  aus  dem n ä m l i c h e n  Kegel  g e 
s c h n i t t e n  we r d e n  k ö n n e n  und der, ebenso wie P a p p u s  ihnen die Na
men Parabel, Ellipse, Hyperbel aus dem im Artikel 196 angegebenen Grunde 
beilegte.
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Die in dem Beweise gemachte Voraussetzung, dass die kreis
förmige Basis reelle Punkte mit der Schnittcurve gemein habe, 
ist in jedem Falle statthaft, weil jeder der Kreise, welche die der 
Basis parallelen Ebenen in der Kegelfläche bestimmen, als Basis 
betrachtet werden kann.

442. Wenn man die drei Kegelschnitte, Hyperbel, Parabel 
und Ellipse, als solche Curven zweiten Grades unterscheidet, welche 
respective zwei reelle, oder zwei zusammenfallende, oder endlich 
zwei imaginäre Punkte in unendlicher Entfernung haben, so un
terscheidet und erkennt man sie am Kegel leicht durch die Be
merkung aus der Lage der Schnittebene, dass eine durch die Spitze 
des Kegels zur Schnittebene parallel gelegte Ebene im ersten Falle 
den Kegel in zwei reellen und verschiedenen Seiten, im letzten nur 
in der Spitze oder in zwei imaginären Seiten schneidet, während 
sie im zweiten Falle zwei zusammenfallende Seiten mit ihm ge
mein hat, oder ihn berührt. Wenn man sich durch den Mittel
punkt der Curve zu eben diesen Ivegelseiten Parallelen gezogen 
denkt, so repräsentiren diese die reellen, imaginären oder im Un
endlichen zusammenfallenden Asymptoten der Curve.

Durch die Bemerkung, dass  die Ta n g e n t e n  des  Ke g e l -  
S c h n i t t e s  die P r o j e c t i o n e n  der T a n g e n t e n  s e i n e r  kre i s 
f ö r m i g e n  Bas i s  s ind oder die Durchschnittslinien der Tangen
tialebenen des Kegels mit der Schnittebene, übertragen sich diese 
Betrachtungen auf die Tangenten und harmoniren mit dem Theil 
der Kegelschnitts-Theorie, welcher diese Curven als Enveloppen 
oder als Curven zweiter Klasse betrachtet.

Für die Parabel erhält man z. B. auch auf diesem Wege, 
nämlich aus der Anwendung dieser Gesichtspunkte auf die Schei
teltangenten der Curve das Ergebniss, dass jede Parabel eine ganz 
in unendlicher Entfernung gelegene Tangente besitzt.

Es ist erwähnenswerth, dass  auch die B r e n n p u n k t e  
und D i r e c t r i c e n  s i ch s e h r  e i n f a c h  an die Be t r a c h t u n g  
des  g e r a d e n  Ke g e l s  a n k n ü p f e n  lassen.  Es lassen sich in 
jeden geraden Kegel zwei Kugeln so einschreiben, dass sie zu
gleich die Schnittebene berühren; die Berührungspunkte sind die 
Brennpunkte und jedem entspricht als Directrix der Schnittcurve 
die gerade Linie, in welcher die Ebene des Berührungskreises
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der zugehörigen Kugel die Schnittebene durchschneidet. (Fig. 135.)
Wenn man einen beliebigen Punkte der Schnitt- 
curve mit der Spitze des Kegels durch eine 
gerade Linie verbindet und die Durchschnitts
punkte derselben mit den Ebenen der Be- 
rührungskreise durch P, d bezeichnet, so hat 
man die Relationen

P P  =  PF, P d  PF',

und demnach
P F  +  PF'  =  Dd,

und es lässt sich sofort erkennen, dass diese constante Länge mit 
der grossen Achse AB der Schnittcurve übereinstimmt. Der Punkt 
R, in welchem die geraden Linien FF' und AB bei genügender 
Verlängerung sich schneiden, ist ein Punkt der Directrix, oder der 
Polare des Brennpunktes, weil nach den Eigenschaften des Krei
ses die vier Punkte N, F, M, R eine harmonische Theilung bilden.

Dieser Satz ist der Uebertragung auf den schiefen Kreiske
gel und auf andere Oberflächen des zweiten Grades fähig.

Man kann leicht beweisen, dass der Parameter der Schnitt
curve constant ist, solange ihre Ebene den nämlichen Abstand von 
der Kegelspitze besitzt.

443. We n n  QS  die D u r c h s c h n i t t s l i n i e  der E b e n e  
e i ne s  b e l i e b i g e n  K e g e l s c h n i t t s  mi t  der  E b e n e  e i nes  
k r e i s f ö r m i g e n  S c h n i t t s  b e z e i c h n e t ,  so. i st  das R e c h t 
eck PR. RF  der  durch s i e  in dem ihr con jugirtei l  D u r c h 
m e s s e r  des  Kr e i s e s  b e s t i mmt e n  S e g m e n t e  zu dem 
R e c h t e c k  cjR. Rk der S e g m e n t e  des ihr c o n j u g i r t e n  
D u r c h m e s s e r s  des  K e g e l s c h n i t t s  in dem n ä ml i c h e n

V e r h ä l t n i s s ,  wie das Quadrat  
des  zu QS  p a r a l l e l e n  D u r c h 
m e s s e r s  des  l e t z t e r e n  zu dem 
Quadrat  d i e s e s  conj ug i r t e n  
D u r c h m e s s e r s  gk.  (Fig. 136.)

Dies ist in dem Falle, wo QS 
den Kreis in reellen Punkten durch
schneidet, bereits bewiesen worden, 
weil r /  =  dr. r f  ist.
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In dem Falle, in welchem die gerade Linie Q S die Cnrve nicht 
schneidet, bemerken wir zunächt, dass die in dem Kreise wie in 
dem anderen Kegelschnitt zu QS conjugirten Durchmesser in 
demselben Punkte R mit QS Zusammentreffen müssen, weil nach 
Art. 439 der Durchmesser df, welcher die zu qs parallelen Seh
nen irgend eines kreisförmigen Schnittes halbirt, in einen Durch
messer projicirt wird, welcher die gleichgerichteten Sehnen eines 
parallelen Schnittes halbirt; die Mittelpunkte aller zu qs paralle
len Sehnen liegen demnach in der Ebene Odf ,  und demgemäss 
muss der zu QS conjugirte Durchmesser der Schnittcurve gqks 
die Linie gk sein, in welcher die Ebene derselben von der Ebene 
O d f  geschnitten wird; also durchschneiden sich die Graden D F  
und gk in dem Punkte R,  in welchem die Ebene Odf die Linie 
QS trifft.

Es ist somit bewiesen, dass die geraden Linien gk,df ,DF  in 
einer und derselben durch die Spitze des Kegels gehenden Ebene 
liegen, oder dass die Punkte D, d Projectionen des Punktes g sind, 
d. i. in derselben durch die Spitze gehenden geraden Linie lie
gen. Dann liefern ähnliche Dreiecke wie in Art. 440 die Relation 

d r . r f :  D R .R F  =  gr . rk  : g R  . Rk;  
und da die Rechtecke dr. r f  und gr. rk zu einander in dem Ver
hältnisse der Quadrate der parallelen Halbdurchmesser stehen, so 
sind die Rechtecke D R . RF und gR. Rk in demselben Verhältniss.

444. Wenn man durch die Spitze des Kegels parallel zur 
Ebene der kreisförmigen Rasis eine Ebene legt, welche die Schnitt
ebene in de>r geraden Linie TL durchschneidet, so folgt als ein 
specieller Fall des Vorigen, dass g L .L k - .O L 2 in dem Verhältniss 
der Quadrate der parallelen Durchmesser des Schnittes sind.

Wir seliliessen daraus, dass es eine unbestimmte Aufgabe ist, 
zu e i ne m g e g e b e n e n  K e g e l s c h n i t t  und #e i ne r  g e r a d e n  
Linie TL in s e i n e r  E b e n e  die S p i t z e  0  e i n e s  Kege l s ,  
der den er s t er  en zur Lei t  c n r v e  hat ,  so zu b e s t i mme n ,  
dass der von e i n e r  zu OTL  p a r a l l e l e n  E b e n e  in ihm 
b e s t i mmt e  S c h n i t t  ein Krei s  sei.  Denn wenn wir den zu 
der geraden Linie TL conjugirten Durchmesser der Schnittcurve 
ziehen, so ist die Entfernung des Punktes L von der Spitze des 
Kegels durch das Vorhergehende bestimmt, und OL muss in der 
zu TL normalen Ebene liegen, weil sie dem Durchmesser eines
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zu TL  normalen Kreises parallel ist; d ie Sp i t z e  0  kann d e m 
nach in j edem Pun k t e  e i nes  g e w i s s e n  Kr e i s e s  in e i ne r  
zu TL  s e n k r e c h t e n  E b e n e  g e n o m m e n  werden.

Ein K e g e l s c h n i t t  kann i m m e r  in der Art in e i ne n  
Krei s  p r o j i c i r t  w e r d e n ,  dass  e i ne  in s e i ne r  Ebene  b e 
l i e b i g  g e w ä h l t e  ge r ade  Li n i e  T L , w e l c h e  ihn ni cht  
s c h ne i d e t ,  in u n e n d l i c h e r  E n t f e r n u n g  pr o j i c i r t  wird.  
Man hat dazu die Spitze 0 des projicirenden Kegels nur so zu 
wählen, dass die Ebene OTL  zu den Ebenen der kreisförmigen 
Schnitte parallel ist; jede der zu O TL  parallelen Ebenen erfüllt 
dann als Projectionsebene die vorgeschriebenen Bedingungen.

445. We n n  ein K e g e l s c h n i t t  und ein P u n k t i n  se i n er 
E b e n e  g e g e b e n  i s t ,  so kann man den e r s t e r e n  in e i nen  
Krei s  p r o j i c i r e n ,  f ür  w e l c h e n  die  P r o j e c t i o n  d i e s e s  
P u n k t e s  das Cent rum ist;  denn wir haben ihn nur so zu 
projiciren, dass die Projection der Polare jenes Punktes in unend
licher Entfernung erscheint.

Zwei  b e l i e b i g e  Ke g e l s c h n i t t e  können so proj i c i r t  
w e r d e n ,  dass  b e i de  s i ch als Kr e i s e  d a r s t e l l e n ;  denn 
wenn wir den einen derselben so in einen Kreis projiciren, dass 
eine seiner Durchschnittssehnen mit dem andern in unendlicher 
Entfernung projicirt wird, so muss die Projection des zweiten Ke
gelschnitts auch ein Kreis werden, weil sie mit dem ersten durch 
dieselben unendlich entfernten Punkte gehen muss.

Zwei  K e g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e  e i ne  d o p p e l t e  B e r ü h 
r ung  mi t  e i na nde r  habe n ,  k ö n n e n  in c o n c e n t r i s c b e  
Kr e i se  pr o j i c i r t  w erden.  Dazu projicirt man den einen der
selben so in einen Kreis, dass die Berührungssehne mit dem an
dern in unendliche Entfernung fällt. (Art. 2S2 .)

Genau gesprochen, sind alle diese Projectionen nur darstell
bar, wenn die in unendlicher Entfernung projicirte gerade Linie 
keine reellen Punkte mit dem Kegelschnitt gemein hat; aber man 
erkennt in allen Anwendungen der Methode die daraus scheinbar 
entspringende Beschränkung als überflüssig. Ei ne  pr o j e c l i v i -  
s c h e  E i g e n s c h a f t ,  w e l c h e  für i r g e n d  e i ne  Lage  der  
F i g u r  b e w i e s e n  i s t ,  kann z w a r f ü r e i ne  andre  Lage  
d e r s e l b e n ,  in w e l c h e r  g e w i s s e  in ihr a u f t r e t e n d e  L i 
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nien i ma g i n ä r  w e r d e n ,  o hne  Sinn s c h e i n e n ,  aber  nie  
f a l sch werden.  Obgleich also z. B. die Methode der Pro- 
jection in concentrische Kreise direct nur zum Beweis von Ei
genschaften solcher Kegelschnitte führt, die mit einander eine 
doppelte Berührung in einer imaginären Berührungssehne haben, 
so hallen wir es doch für überflüssig, einen unabhängigen Beweis 
derselben für den Fall zu suchen, in welchem die Berührungs
sehne reell ist.

446. Wir geben nun einige Beispiele zu der Art und Weise, 
durch welche E i g e n s c h a f t e n  der K e g e l s c h n i t t e  aus  d e 
nen des  Kr e i s e s  ode r  aus andern s p e c i e l l ern E i g e n 
schaf t en  der  K e g e l s c h n i t t e  abgeleitet werden.

Äufg. 1. J e d e  d u r c h  e i n e n  f e s t e n  P u n k t  g e z o g e n e  g e -  
r a d e L i n i e w i r d  von  e i n e m K e g e l s c h n i t t  und  von s e i n e r i n 
B e z u g  a u f  d i e s e n  g e n o m m e n e n  P o l a r e  h a r m o n i s c h  g e 
t h e i l t .

Es reicht hin, zu bemerken, dass diese Eigenschaft ebenso wie ihre 
Reciproke projectivische Eigenschaften sind, und dass sie für den Kreis 
Gültigkeit haben; in Folge dessen sind sie nothwendig für alle Kegel
schnitte wahr. Alle Eigenschaften der Kreise, die von der Theorie der 
Pole und Polare abhängen, gelten für Kegelschnitte überhaupt.

Aufg. 2. Die a n h a r m o n i s c h e n  E i g e n s c h a f t e n  d e r  P u n k t e  
u n d  T a n g e n t e n  e i n e s  K e g e l s c h n i t t s  s i nd  p r o j e c t i  v i s c h e r  
N a t u r ;  sie gelten für alle Kegelschnitte, wenn sie für den Kreis bewie
sen sind. Alle Eigenschaften des Kreises, welche aus ihnen hervorgehen, 
sind gleichmässig für alle Kegelschnitte wahr.

Die Sätze von Pasca l  und B r i a n c h o n  brauchen nur für den Kreis 
bewiesen zu werden, um allgemein gültig zu sein; die Pascal’schc Linie 
wird in unendlicher Entfernung, der Brianchon’sche Punkt als Mittelpunkt 
des Kreises projicirt, in welchen man den gegebenen Kegelschnitt über
führt. Beide Sätze nehmen eine so elementare Gestalt an, dass sie des 
Beweises kaum noch bedürfen: We n n  in e i n e m dem K r e i s e  e i n 
g e s c h r i e b e n e n  S e c h s e c k  z we i  P a a r e  g e g e n ü b e r l i e g e n d e r  
S e i t e n  p a r a l l e l  s i n d ,  so s i nd  es a uc h  die d r i t t e n .  W e n n  in 
e i n e m ,  e i n e m  K r e i s e  u m s c h r i e b e n e n  S e c h s e c k ,  z w e i  P a a r e  
von Ge g e n  e c k e n  in j e  e i n e m D u r c h m e s s e r  l i e g e n ,  so i s t  
d i e s  auc h  f ü r  d a s  d r i t t e  P a a r  d e r  Fal l .

Aufg. 3. Der  S a t z  von C a r n o t ,  das s  f ür  di e  P u n k t e ,  in 
w e l c h e n  e i n  K e g e l s c h n i t t  d i e S e i t e n  e i n e s D r e i e c k s  s c h n e i 
de t ,  di e l te l  a t ion
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gi l t ,  i st  e i n e p r o j e c l i v i s c h e  Ei gens chaf t  und braucht nur für 
den Fall des Kreises bewiesen zu werden, in welchem er deshalb evident 
ist, weil 

u. s. w.
Der Satz gilt ebenso und wird in derselben Art bewiesen für ein be

liebiges Polygon.

Aufg. 4. A us d ie se m  C a rn o t ’s c h e n  S a t z e  k ö n n e n  d i e  E i 
g e n s c h a f t e n  d e s  Ar t i k e l  108 l e i c h t  a b g e l e i t e t  w e r d e n ;  denn 
wenn wir den Punkt C in unendlicher Entfernung voraussetzen, so ist

unter der Voraussetzung, dass die gerade Linie Ab zu Ba  parallel ist.

Aufg. 5. In zwei concenIrischen 
Kreisen wird jede Sehne des einen, 
welche den andern berührt, im Be
rührungspunkte balbirt.

In zwei Kegelschnitten, welche 
eine doppelte Berührung mit einan
der haben, wird jede Sehne des ei
nen, welche den andern berührt, im 
Berührungspunkt und im Durch- 
schnillspunkt mit der Beriihrungs- 
sehnc harmonisch getheilt. (Aufg. 3, 
Art. 416.)

Die unendlich entfernte gerade Linie des ersten Falles wird als Be
rührungssehne der Kegelschnitte des zweiten Falles projicirt. (Aufgabe 4, 
Artikel 239 ist ein speciellor Fall dieses Salzes.)

Aufg. 6. Wenn drei concenlrische 
Kreise gegeben sind, so wird jede 
Tangente des einen von den beiden 
andern in Punkten geschnitten, de
ren unharmonisches Verhällniss con- 
stant ist.

Wenn drei Kegelschnitte einander 
in den nämlichen beiden Punkten be
rühren, so wird jede Tangente des 
einen von den andern beiden in vier 
Punkten geschnitten, deren anhar
monisches Verhfiltniss constant ist.

Der erste Satz ist wegen der Unveränderlichkeit der vier Segmente 
evident; der zweite kann als eine Erweiterung der anharmonischen Eigen
schaft der Tangenten eines Kegelschnitts betrachtet werden.

In derselben Weise können die Sätze des Artikel 301 in Bezug auf 
anharmonischc Verhältnisse in Kegelschnitten, welche sich doppelt be
rühren, unmittelbar bewiesen werden, indem man die Kegelschnitte als 
concenlrische Kreise projicirt.

Aufg. 7. We n n  ein Dr e i e c k  e i n e m K e g e l s c h n i t t  e i n 
g e s c h r i e b e n  i s t  und  z we i  s e i n e r  S e i t e n  d u r c h  f e s t e  P u n k t e  
g e h e n ,  so sol l  man di e E n ve 1 ο ppc  d er  d ri 11en S e i t e  b e s t i m 
men (Artikel 302, Aufgabe 2).
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Wenn wir die gerade Verbindungslinie der festen Punkte in unend
licher Entfernung und zugleich den Kegelschnitt in einen Kreis projiciren, 
so verwandelt sich die Aufgabe in diese: Ein Dreieck ist einem Kreise 
eingeschrieben und zwei seiner Seiten sind festen geraden Linien parallel; 
man soll die Enveloppe der dritten Seile bestimmen.

Diese Enveloppe ist ein concenlrischcr Kreis, weil der Winkel an 
der Spitze des Dreiecks gegeben ist, und die Enveloppe ist demnach im 
allgemeinen Fall ein Kegelschnitt, welcher mit dem gegebenen eine dop
pelte Berührung in den beiden Punkten hat, welche in der geraden Ver
bindungslinie der gegebenen Punkte liegen.

Aufg. S. Die p r o j e c l i  vi sehen Ei genschaf ten des in 
einen Kege l s chni t t  e i n g e s c hr i e be ne n  Vierecks zu unt e r 
such e n.

Nach den gegebenen allgemeinen Entwickelungen kann der Kegel
schnitt in einen Kreis und zugleich das Viereck in ein Parallelogramm 
projicirt werden. Für ein in einen Kreis eingeschriebenes Parallelogramm 
ist der Durchschnittspunkl der Diagonalen im Centrum des Kreises; dem
nach ist der Durchschnittspunkt der Diagonalen des in einen Kegelschnitt 
eingeschriebenen Vierecks der Pol der geraden Linie, welche die Durch
schnittspunkte der Gegenseiten desselben verbindet.

Für das dem Kreis eingeschriebene Parallelogramm liefern die in 
seinen Eckpunkten an den Kreis gelegten Tangenten ein Viereck, dessen 
Diagonalen sich auch im Mittelpunkte des Kreises schneiden, indem sie 
zugleich die von den Diagonalen des eingeschriebenen Vierecks gebildeten 
Winkel halbiren; in Folge dessen gehen die Diagonalen des in einen 
Kegelschnitt eingeschriebenen und des entsprechenden umschriebenen 
Vierecks durch denselben Punkt und bilden ein harmonisches Büschel.

Aufg. 9. Wenn vier Punkte eines 
Kegelschnitts gegeben sind, so ist 
der Ort seines Centrums ein Kegel
schnitt, welcher durch die Mittel
punkte der Seiten des gegebenen 
Vierecks hindurchgeht.

Aufg. 10. Der Ort der Punkte, 
in welchen alle parallelen Sehnen 
eines Kreises ili einem gegebenen 
Verhältniss gelheilt werden, ist eine 
Ellipse, welche mit dem Kreise eine 
doppelte Berührung besitzt (Arti
kel 163.).

Wenn vier Punkte eines Kegel
schnitts gegeben sind, so ist der 
Ort des Pols einer festen geraden 
Linie ein Kegelschnitt, welcher zu 
den Endpunkten jeder Seile und dem 
Schnittpunkt der gegebenen geraden 
Linie mit derselben in ihr den vier
ten harmonischen Punkt bestimmt.

Wenn man durch einen festen 
Punkt 0 eine beliebige gerade Linie 
zieht, welche mit einem festen Ke
gelschnitt die Punktc A , B gemein 
hat, und in ihr einen Punkt P  so 
wählt, dass das Boppelschniltver- 
hältniss der vier Punkte Ο, A, /?, P  
unveränderlich ist, so ist der Ort des 
Punktes Pein Kegelschnitt, welcher 
mildem gegebenen eine doppelte Be
rührung hat.

34*
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4-17. Mit Hi l fe  der im Art.  305 g e g e b e n e n  a l l g e m e i 
nen Def i n i t i on  der B r e n n p u n k t e  könne n  E i g e n s c h a f t e n  
d e r s e l b e n  p r o j e c l i v i s c h  auf  fhren a l l g e m e i n e n  A u s 
druck g e b r a c h t  werden.

Aufg. 1. Wenn ein Kreis zwei ge- Wenn ein Kegelschnitt durch zwei 
gebene Kreise stets berührt, so ist feste Punkte gehl und'zwei festeKe-
der Ort seines Centrums eine Hyper
bel, welche die Cenlra der gegebe
nen Kreise zu Brennpunkten hat.

gelschnitte stets berührt, welche 
auch durch diese Punkte gehen, .so 
ist der Ort des Pols der geraden Ver
bindungslinie dieser Punkte ein Ke
gelschnitt, welcher dem Viereck ein
geschrieben ist, das von den geraden 
Verbindungslinien der gegebenen 

/  Punkte mit den in Bezug auf die
beiden gegebenen Kegelschnitte ge
nommenen Polen ihrer Verbindungs
linie gebildet wird.

Dies Beispiel ist besonderer Aufmerksamkeit deshalb werth, weil es 
gleichzeitig die folgenden verschiedenen Principicn zur Anwendung bringt: 
Dass alle Kreise durch zwei feste Punkte in unendlicher Entfernung gehen; 
dass das Centrum der Pol ihrer Verbindungslinie ist; dass ein Brenn
punkt als der Durchschnitt der von ihnen ausgehenden Tangenten der 
Curve betrachtet werden muss; und dass wir zur Ausdehnung unserer 
Schlüsse von imaginären auf reelle Punkte berechtigt sind.

Aufg. 2. Wenn von einem Ke
gelschnitt der Brennpunkt und zwei 
Punkte der Peripherie gegeben sind, 
so liegt der Durchschnitt der in 
diesen Punkten an ihn gezogenen 
Tangenten in einer festen geraden 
Linie.

Aufg. 3. Wenn ein Brennpunkt 
und zwei Tangenten eines Kegel
schnitts gegeben sind , so ist der Ort 
seines anderen Brennpunktes eine 
gerade Linie.

Wenn zwei Tangenten und zwei 
Punkte eines Kegelschnitts gegeben 
sind, so liegt der Durchschnittspunkt 
der in diesen Punkten an ihn zu 
ziehenden Tangenten in einer festen 
geraden Linie.

Wenn vier Tangenten mjd je ein 
fester Punkt in zweien derselben ge
geben sind, so ist der Ort des Durch- 
sclmittspunkles der von diesen an 
den Kegelschnitt zu legenden Tan
genten eine gerade Linie.

Denn die zwei unendlich entfernten Punkte eines Kreises liegen 
jeder in einer der vom ersten Brennpunkt ausgehenden Tangenten, 
und die von ihnen ausgehenden beiden andern Tangenten des Kegel
schnitts schneiden sich im andern Brennpunkte.

Aufg. 4. Wenn für eine Parabel Wenn vier feste Tangenten eines 
drei Tangenten gegeben sind, so ist Kegelschnitts und zwei feste Punkte
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der Ort des Brennpunkts derselben in einer derselben gegeben sind, so 
der ihrem Dreieck umschriebene ist der Ort des Durchschnittspunktes 
Kreis. der Tangenten, welche von diesen

letztem an den Kegelschnitt ferner 
gelegt werden können, ein Kegel
schnitt, welcher-durch die zwei fe
sten Punkte geht und dem von den 
übrigen drei festen Tangenten gcbil- 

• deten Dreieck umschrieben ist.
Denn die Parabel hat eine ihrer Tangenten ganz in unendlicher Ent

fernung und die beiden Punkte, welche allen Kreisen gemeinschaftlich 
sind, liegen in dieser Tangente.

Aufg. 5. Der Ort des Centrums 
für einen Kreis, welcher durch einen 
festen Punkt geht und eine feste ge
rade Linie berührt, ist eine Parabel, 
welche den festen Punkt zum Brenn
punkt hat.

Wenn eine Tangente und drei 
Punkte eines Kegelschnitts gegeben 
sind, so ist der Ort des Durchschnitls- 
punktes der Tangenten in irgend 
zweien dieser Punkte ein Kegel
schnitt, welcher dem von ihnen ge
bildeten Dreieck eingeschrieben ist.

viufg. 6. Wenn vier Tangenten 
eines Kegelschnitts gegeben sind, so 
ist der Ort seines Centrums die ge
rade Linie , welche die Mittelpunkte 
der Diagonalen des Vierecks verbin
det.

Wenn vier Tangenten eines Kegel
schnitts gegeben sind, so ist der Ort 
des Pols einer geraden Linie die ge
rade Verbindungslinie der Punkte, 
welche mit* den Schnittpunkten der 
crstcren in den Diagonalen diese 
selbst harmonisch theilen.

Aus unserer Definition der Brennpunkte ergiebt sich, dass der ge
meinschaftliche Brennpunkt zweier Kegelschnitte als der Durchschnitts
punkt gemeinschaftlicher Tangenten derselben angesehen werden muss 
und demnach die im Artikel 288 entwickelten Eigenschaften eines solchen 
besitzt.

Wenn zwei Kegelschnitte einen Brennpunkt und die zugehörige Di- 
rectrix gemeinschaftlich haben, so müssen sie als solche Kegelschnitte be
trachtet werden, die eine doppelte Berührung mit einander haben und 
können daher als concenlrischc Kreise projicirt werden.

448. Wir richten hiernach unsre Aufmerksamkeit auf pro-  
j e c t i v i s c h e  Re l a t i o n e n ,  w e l c h e  die  Gr ö s s e  von W i n 
ke l n  b e t r e f f e n .

Winkel, welche in der gegebenen Figur constant.sind, sind 
es in einer Projection derselben im Allgemeinen nicht, und es 
bedarf daher einer besondern Untersuchung der Gesetze, nach wel
chen derartige Eigenschaften projectivisch zu generalisiren sind.
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Um nicht auf besondre Falle eingeschränkt zu sein, wie z. B. auf 
die Relationen von Winkeln am Brennpunkte, welche allerdings 
sehr leicht aus den Relationen entsprechender Winkeln am Kreise 
hergeleitet werden können, gehen wir im Folgenden eine a l l g e 
m e i n e  T h e o r i e  der P r o j e c t i o n e n  von Wi nke l n .

Wir beginnen mit dem Fall des r e c h t e n  Winkel s .
Wenn x  =  o, y =  o die Gleichungen zweier zu einander 

rechtwinkligen geraden Linien darstellen, so sind die Richtungen 
der unendlich entfernten Punkte jedes Kreises durch die Gleichung

oder durch

bestimmt: Diese vier geraden Linien bilden demnach nach Art. 55 
ein harmonisches Büschel. Wir ziehen daraus den folgenden 
Schluss: Wenn vi er  Punkt e  A, B, C, D  e i ne  g e r a d e  Li n i e  
h a r m o n i s c h  t he i l en und dur c h  ein e r e e l l e  ode r  i m a g i - 
n ä r e  P r o j e c t i o n  so p r o j i c i r t  w e r d e n ,  dass  die P u n k t e t  
und C, die wi r  als  r e e l l  oder  al s  i ma g i n ä r  de n k e n  d ü r 
fen,  mit  den zwei  i ma g i n ä r e n  u n e n d l i c h  e n t f e r n t e n  
P u n k t e n  e i nes  Kr e i s e s  z u s a mme n  f a l l en ,  so p r o j i c i r e n  
s i c h  g l e i c h z e i t i g  b e l i e b i g e  dur c h  die Punkt e  B  und D 
g e h e n d e  gerade  Li ni en als  die  S c h e n k e l  e i nes  r e c h t e n  
W i n k e l s .  Und umgekehrt: Wenn zwei  g e r a d e  L i n i e n  zu 
einander rechtwi nkl i g  s ind,  so werden sie als gerade  
Li ni en p r o j i e i r t ,  w e l c h e  die  V e r b i n d u n g s l i n i e  der  
b e i d e n  f e s t e n  P u n k t e  h a r mo n i s c h  t h e i l e n ,  di e  al s  die 
P r o j e c t i o n e n  der i m a g i n ä r e n  u n e n d l i c h  e n t f e r n t e n  
Pun k t e  e i ne s  Kre i s e s  e r s c h e i n e n .

Aufg. 1. D i e  T a n g e n t e  e i n e s  K r e i 

s e s  i s t  r e c h t w i n k l i g  z u m  R a d i u s  d e s  

B e r ü h r u n g s p u n k t e s .

Jede Seime eines Kegelschnitts 
wird durch eine Tangente desselben 
und durch die gerade Verbindungs
linie ihres Berührungspunktes mit 
dem I'ul der gegebenen Seime har
monisch getlreilt (Art. 104.).

D e n n  s o b a l d  w i r  d i e  S e h n e  d e s  K e g e l s c h n i t t s  a l s  i n  d i e  u n e n d l i c h  

e n t f e r n t e  g e r a d e  L i n i e  i n  d e r  E b e n e  e i n e s  K r e i s e s  p r o j i e i r t  v o r a u s s e l z e n ,  

s o  e r s c h e i n e n  d i e  P u n k t e ,  i n  w e l c h e n  d i e s e l b e  d e n  K e g e l s c h n i t t  s c h n e i d e t ,  

a l s  d i e  u n e n d l i c h  e n t f e r n t e n  i m a g i n ä r e n  P u n k t e  d e s  K r e i s e s ;  g l e i c h z e i t i g  

w i r d  d e r  P o l  d e r  S e h n e  i m  C e n t r u m  d e s  K r e i s e s  p r o j i e i r t .
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Aufg. 2. Jode durch den Brenn- Jede gerade Linie durch einen 
punkt eines Kegelschnitts gehende festen Punkt bildet mit den beiden 
gerade Linie ist rechtwinklig zu der von ihm ausgehenden Tangenten ei
geraden Verbindungslinie ihres Pols nes Kegelschnitts und der Verhin- 
mit dem Brennpunkte. (Artikel 194.) dungslinie desselben mit ihrem eige

nen Pol in Bezug auf diesen ein har
monisches Büschel. (Art. 106.)

Dass der erste dieser Sätze ein spccicller Fall des zweiten ist, er
hellt aus der Bemerkung, dass die vom Brennpunkt ausgehenden Tangen
ten des Kegelschnitts die geraden Verbindungslinien des Brennpunktes 
mit den imaginären unendlich entfernten Punkten im Kreise sind.

Aufg. 3. Nach der Aufgabe 6 des vorigen Artikels können w7ir den 
Ort des Pols e iner geraden Linie in Bezug auf ein Sys tem 
confocal er  Ke ge l s c hn i t t e  bestimmen; denn die Brennpunkte be
stimmen , heisst ein dem Kegelschnitt umschriebenes Viereck angeben, 
welches die gerade Verbindungslinie der Brennpunkte zu einer Diagonale 
bat. ln Folge dessen ist der vierte harmonische Punkt zu demjenigen, 
wo die gegebene gerade Linie die zwischen den Brennpunkten enthaltene 
gerade Strecke schneidet, ein Punkt des gesuchten Ortes. Die andere Dia
gonale ist die unendlich entfernte gerade Linie und ihre Endpunkte sind 
die imaginären unendlich entfernten Kreispunkte; demnach ist der ge
suchte Ort zur gegebenen geraden Linie rechtwinklig und somit vollkom
men bestimmt.

Aufg. 4. Zwei confocale Kegel- Wenn zwei Kegelschnitte demsel- 
schnitte schneiden einander unter heu Viereck eingeschrieben sind, so 
rechten Winkeln. theilen die beiden in jedem ihrer

Durchschnittspunkte zu ziehenden 
Tangenten derselben jede Diagonale 
des umschriebenen Vierecks harmo
nisch.

Wir bemerken, dass der letztere Satz ein Fall von dem reciproken 
Satze zur Aufgabe 1 , des Artikel 416 ist.

Aufg. 5. Der Ort des Durch- Wenn man von zwei Punkten B, 
schniltspunkts solcher Tangenten- D , welche eine gegebene gerade 
paare eines Central· Kegelschnitts, Strecke AC harmonisch theilen, Tan- 
wclchc sich rechtwinklig durch- genten an einen Kegelschnitt con- 
schneiden, ist ein Kreis. struirt, so ist der Ort ihres Durch-

* . schnittspunktcs ein durch die Punkte
A, C gehender Kegelschnitt.

Nach dem Satze des Artikel 106 kann der gegenwärtige auch ausge
sprochen werden, wie folgt: D e r O r t e i n e s P u n k t e s  0.  für w e l 
ch c n d i e gerade Linie,  welche i h n m i t d e m P ο 1 d e r f e s t en  
g’eraden Linie AO verbindet ,  durch den festen Punkt  C 
geht ,  ist  ein durch die Punkte A und C gehender Kegel -
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schni tt .  Alsdann ist seine Richtigkeit direct daraus ersichtlich, dass 
wir das Doppelschnittverhältniss des von vier beliebigen Lagen der ge
raden Linie CO gebildeten Büschels als mit dem des Büschels überein
stimmend erkennen, welches die vier entsprechenden Lagen von A 0 
bilden.

Aufg. 6. Der Ort des Durchschnitts
punktes der Tangenten einer Para
bel, die einander rechtwinklig durch- 
schneiden, ist die Directrix.

Aufg. 7. Wenn durch einen be
liebigen Punkt eines Kegelschnitts 
zwei gerade Linien rechtwinklig zu 
einander gezogen werden, so geht 
die Sehne, welche ihre Endpunkte 
in der Curve verbindet, stets durch 
einen festen Punkt. (Artikel 182, 
Aufgabe 2.)

Unter der Voraussetzung, dass in 
dem vorhergehenden allgemeinen 
Satze die gerade Linie AC den ge
gebenen Kegelschnitt berührt, wird 
der Ort des Punktes 0 die gerade 
Linie, welche die Berührungspunkte 
der von A und C ausgehenden Tan
genten des Kegelschnitts verbindet.

Wenn durch einen beliebigen 
Punkt eines Kegelschnitts ein har
monisches Büschel gelegt wird, in 
welchem zwei Strahlen unveränder
lich sind, so geht die die Endpunkte 
der jedesmaligen beiden andern 
Strahlen verbindende Sehne stets 
durch einen festen Punkt.

Dasselbe Ergehniss lautet, in andern Worten ausgedrückt, wie folgt: 
Wenn zwei  Punkte n, c eines Kege l s chni t t s  und ein har
moni sches  Verhalt niss (ab cd)  gegeben sind,  so geht  die 
gerade Linie b d s t e t s  durch einen festen Pu n k t , nämlich  
durch den Durchschni t t spunkt  der Tangenten d e s K e ge l -  
Schni t t s  in a und c.

Und in dieser Form wird die Wahrheit des Satzes direct erkannt, 
wenn man bemerkt, dass die Tangente des Kegelschnitts im Punkte a 
die gerade Linie b d in dem vierten harmonischen Punkte zu dem 
Punkt K  schneiden muss, welchen ac mit ihr gemein hat, weil 
(a . a b c d ) ein harmonisches Büschel ist; und dass das Nämliche von 
der Tangente in c gilt, dass somit diese Tangenten b d in demselben 
Punkte schneiden müssen.

Als ein specieller Fall dieses Satzes erscheint der folgende: Wenn 
durch einen f es t en  Punkt e i nes  Kegel schni t t s  zwe i  g e 
rade L i n i e n so g e z o g e n  werden,  dass sie mit  e iner  festen 
geraden Linie g l e i che  Winkel  bi lden,  so geht  die Sehne,  
xv eiche ihre Endpunkte verbindet ,  durch einen festen 
Punk t.

449. E in Sys t em g e r a d e r  L i n i e n ,  w e l c h e  p a a r we i s e  
d u r c h  e i n e n  f es t en  Punkt  so g e z o g e n  s i n d ,  dass  die
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Ge r a d e n  d e s s e l b e n  P a a r e s  mit e i ner  f es ten Li ni e  
g l e i c h e  Wi n k e l  b i l d e n ,  s c h n e i d e t  die  u n e n d l i c h  e n t 
f e r n t e  g e r a d e  L i n i e  in e i ne m Sys t e m in v o l u t o r i s c h e r  
P u n k t e ,  w e l c h e m  die b e i de n  i ma g i n ä r e n  unendl i ch  
e n t f e r n t e n  Kr e i s  p u n k t e  al s  ein Paar c o n j u g i r t e r  
P u n k t e  an g e h ö r e n .

Denn sie schneiden j e de  gerade Linie in einem System involu- 
torischer Punkte, welches die Punkte zu Brennpunkten hat, in wel
chen die gerade Linie von der gemeinschaftlichen inneren und äus- 
sern Halbirungslinie der von den Paaren der geraden Linien gebil
deten Winkel geschnitten ward. Die erwähnten imaginären Punkte 
der unendlich entfernten geraden Linie gehören zu dem System, 
weil die von ihnen begrenzte Strecke durch diese Winkelhalbi- 
rungslinien auch harmonisch getheit wird.

Die von einem beliebigen Punkt 
zu einem System confocaler Kegel
schnitte gezogenen Tangenten ma
chen mit zwei festen geraden Linien 
gleiche Winkel. (Artikel 191.)

Die von einem beliebigen Punkte 
zu einem System von demselben Vier
eck eingeschriebenen Kegelschnitten 
gezogenen Tangenten schneiden jede 
Diagonale des Vierecks in einem Sy
stem involutorischer Punkte, wel
chem die Endpunkte der Diagonale 
als ein Paar conjugirtc Punkte an
gehören. (Art. 415.)

450. Zwei  von e i ne m f e s t en  Punkt e  a u s g e h e n d e  
g e r a d e  L i n i e n ,  we l c h e  mit  e i n a n d e r  e i ne n  c on s t a n t e n  
Wi n k e l  b i l d e n ,  s c h n e i d e n  die g e r a d e  V e r b i n d u n g s 
l i n i e  d e r  zwei  u n e n d l i c h  e n t f e r n t e n  i m a g i n ä r e n  
P u n k t e  e i n e s  Kr e i s e s  i mmer  so,  dass  das D o p pe l -  
sch n i t t v e r h ä l t n i s s  der vier Purikte c ons t ant  ist.

Denn, wenn x  — o, y  =  o zwei gerade Linien darstellen, 
welche den Winkel & mit einander bilden, so sind die Richtun
gen der unendlich entfernten imaginären Kreispunkte durch die 
Gleichung

bestimmt; und indem man diese Gleichung in Factoren zerlegt, 
findet man, dass das l)oppelschnitt\£rhältniss der vier Linien con- 
stant ist, so lange θ unverändert bleibt.

Aufg. 1. 1) e r i n d e m s e 1 h e m S e g in e n t e i n e s K r e i s e s e n t 
hal t ene  Wi nke l  ist  constant .
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Dieser Salz ist, wie der gegenwärtige Artikel lehrt, die von der an
harmonischen Eigenschaft von vier Punkten eines Kreises angenommene 
Form für den Fall, wo zwei dieser Punkte in unendlicher Entfernung sind.

Aufg. 2. Die Enveloppe dcrjeni- Wenn die von dem Punkte 0  ge
gen Sehnen eines Kegelschnitts, wcl- zogenen Tangenten mit dem Kegel
che einen constanten Winkel am schnitt die Punkte T, T  gemein ha- 
Brennpunkt spannen, ist ein Kegel- hen, und zwei Punkte A und B in dem- 
sclmilt, welcher mit dem gegebenen seihen so gewählt werden, dass das 
Brennpunkt und Direclrix gemein hat. Doppelschnittverhältniss [Ο. ATBT')

constant ist, so ist die Enveloppe 
der Sehne AB  ein Kegelschnitt, wel
cher den gegebenen in den Punkten 
T, Τ' berührt.

Aufg. 3. Der €rt des Durch- Wenn in der Aufg. 6 /les Art. 448 
schniltspunktes derjenigen Tangen- die Punkte B , I) so gewählt werden, 
ten einer Parabel, die einander unter dass das Doppelschnittverhältniss 
gegebenem Winkel schneiden, ist [ABCD) constant ist, so ist d6r Ort 
eine Hyperbel, die mit der Parabel des Punktes 0 ein Kegelschnitt, wei
den Brennpunkt und die Directrix eher den gegebenen in denselben 
gemein hat. Punkten mit den von A und C aus

gezogenen Tangenten berührt.

Aufg. 4. Wenn durch den Brenn- Wenn eine veränderliche Tangente 
punkt eines Kegelschnitts eine Linie eines Kegelschnitts zwei feste Tan- 
gezogen wird, welche mit irgend geilten in T, T und eine feste gc- 
einer Tangente desselben einen ge- rade Linie in M schneidet, und ein 
gebenen Winkel einschliesst, so ist Punkt P  in ihr so bestimmt wird, 
der Ort des Punktes , in welchem sie dass das Doppelschnittverhältniss 
dieselbe schneidet, ein Kreis. [PTMT' )  constant ist, so ist der

Ort des Punktes P  ein Kegelschnitt, 
welcher durch die Punkte geht, in 
denen die festen Tangenten die feste 
gerade Linie schneiden.

Ein specieller Fall dieses Salzes ist der folgende: Der Ort des 
Punktes ,  in wel chem der von zwei  festen Tangenten eines  
Ke ge l s c hni t t s  in einer veränderl i chen Tangente  d e s s e l 
ben best immte Abschni t t  in einem g e g e be ne n  Verhä 11niss  
gelb ei l t  wird,  i st  e i ne Jiy p er be i , deren As ympt ot en  den 
fes ten Tangenten paral l e l  sind.

Aufg. 5. Wenn von einem festen WcnndasDoppelschniltvcrhällniss 
Punkt 0 die gerade Linie gezogen eines Büschels, von welchem drei 
wird, welche einen gegebenen Kreis Strahlen durch feste Punkte gehen, 
im Punkte P  schneidet, und an sie gegeben ist, und der Scheitel des- 
der constante Winkel TPO angetra- seihen sich auf einem durch zwei 
gen wird, so ist die Enveloppe des dieser Punkte gehenden gegebenen
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neuen Schenkels TPc in Kegelschnitt, Kegelschnitt bewegt, so umhüllt der 
welcher den Punkt 0  zum Brenn- vierte Strahl desselben einen Kegel
punkt hat. schnitt, welcher die geraden Verbin

dungslinien dieser zwei Punkte mit 
dem dritten festen Punkt berührt.

Als ein speciellcr Fall dieses Satzes ergiebt sich der folgende: Wenn  
zwei  f es te  Punkt e  A und i? e ines  Kege l schni t t s  mit einem 
veränder l i chen Punkt e  P  desselben durch gerade Linien 
verbunden werden,  und der von den Verbi ndungs l i ni en  
in einer fes ten Geraden best immte Abschni t t  in dem 
P u n k t e M in einem g e g e b e n e n  Verhädtifiss g e t h e i l l w i r d ,  
so ist  die Envel oppe  der geraden Linie  PM  ein K e g e l 
schni t t ,  we l c he r  die durch A und ^ g e z o g e n e n  Paral l e l en  
zu der fes ten geraden Linie berührt.

Aufg. 6. Wenn man an die um Wenn das Doppelschnittverhältniss 
den festen Punkt 0  sich drehende eines Büschels, von Reichem drei 
gerade Linie OP in ihrem Durch- Strahlen durch feste Punkte gehen, 
schnittspunkt P  mit einer festen ge- gegeben ist, und sein Scheitel sich 
raden Linie den · constanlen Winkel längs einer festen geraden Linie he- 
TPO  anträgt, so ist die Enveloppe wegt, so ist die Enveloppe des vier- 
seines neuen Schenkels P T  eine ten Strahls ein Kegelschnitt, welcher 
Parabel, welche den Punkt 0 zum ‘die drei Seiten des von den gegebe- 
Brennpunkt hat. nen Punkten gebildeten Dreiecks be

rührt. *)*) Die Methode der Projectionen kann auch zur A b le itu n g  der E ig e n s ch a fte n  ebener C urven aus E ig e n s ch a fte n  an d erer n ich t eb e ner C urven  angewendet werden, z. B. von Curven auf einer Kugeloberfläche. So können die Eigenschaften, der am Brennpunkte eines Kegelschnitts gespannten Winkel aus den Eigenschaften von Kreisen auf einer Kugelober- fläehe abgeleitet werden, indem man sich auf das folgende Princip stützt: Der Ort derSpitzen aller der geraden Kegel, aus welchen eine gegebene Ellipse geschnitten werden kann, ist eine Hyperbel, welche die Brennpunkte der Ellipse zu Scheiteln und ihre Scheitel zu Brennpunkten hat und deren Ebene auf der Ebene der Ellipse rechtwinklig steht. Dasselbe wird sehr leicht im Anschluss an Art. 442 bewiesen, und man erkennt zugleich, dass analoge Sätze für die Parabel und Hyperbel existiren.Die Anwendung des Princips geschieht dann z. B. in folgender Weise: Man weiss, dass für einen festen Punkt P  in der Kugeloberfläche und einen beliebigen festen Kreis auf der Kugel die Relationtan  ̂ A P .  tan  ̂ B P —  const.besteht, wenn A  und P  die Durchschnittspunkte dieses Kreises mit einem durch den Punkt P  gehenden grössten Kreise der Kugel bezeichnen.Nehmen wir nun einen Kegel, dessen Basis der erstere Kreis und dessen Spitze das Zentrum der Kugel ist, und denken ihn durch eine beliebige Ebene geschnitten; so erhalten wir den Satz: W enn man durch .einen
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451. Wir schliessen dem Vorigen, welches wir für ausrei
chend zur Erläuterung des Gebrauchs halten, den man von der 
Methode der Centralprojection in geometrischen Untersuchungen 
machen kann, einen kurzen Abri ss  von den e n t s p r e c h e n d e n  
Ge s e t z e n  der Me t h o d e  der O r t h o g o n a l p r o j e c t i o n  an.

Die Orthogonalprojection einer gegebenen Figur wird von den 
Fusspunkten aller der Perpendikel gebildet, welche man von den 
Punkten derselben auf eine beliebige feste Ebene fallen kann; 
sie ist daher der gerade Schnitt eines C y l i n d e r s ,  welcher die 
gegebene Figur zur Leitlinie hat.

Ge r a d l i n i g e  S t r e c k e n  von g l e i c h e r  Ri c ht ung  sind  
zu i hren O r t h o g o n a l p r o j e c t i o n e n  auf  e ine b e l i e b i g e  
Ebene  in c on s t a n t e m Verhäl t n i s s .

Denn dieses Verhältniss wird durch den Cosinus des Winkels 
ausgedrückt, welchen die gerade Linie mit ihrer Projection ein- 
sehliesst und wegen des Parallelismus der bezeichneten Geraden 
und des daraus folgenden Parallelismus ihrer Projectionen ist dieser 
Winkel stets von derselben Grösse.

Al le g e r a d l i n i g e n  S t r e c k e n ,  deren Ri c ht ung  mit  
de r j e n i g e n  der geraden Du r c h s c h n i t t s l i n i e  zwi s c he n  
der Ebe ne  der F i g u r  und der P r o j e c t i o n s e b e u e  über-  
e i n s l i mmt ,  s ind i hren Or t h o g o n a l p r o j e c t i o n e n  gleich.

Da die Durchschniltslinie beider Ebenen seihst durch die Pro
jection nicht geändert w ird, so kann auch keine ihr parallele 
gerade Linie geändert werden.

Der F l ä c h e n i n h a l t  e i ne r  b e l i e b i g e n  F i g u r  in e i ner  
g e g e b e n e n  E b e n e  stel l t  zu dem F l ä c h e n i n h a l t  ihrer  
O r t h o g o n a l p r o j e c t i o n i n e i n e r a n d e  r n g e g e b e n e η E b e n e 
in e i nem co ns tan l en Verhäl tni s s .

P u n k t  p in de r  Ebene  e ines  K eg e l s c h n i t t s  e i ne  g e r a d e  Linie  
z ieh t ,  wel che den l e t z t e r e n  in den  P u n k t e n  a, b s c h ne id e t ,  so 
i s t  das  P r o d u c t  de r  T an g en t e n  von den H ä l f t en  der  W in ke l ,  
wel che  ap,  bp  an der  S p i t z e  des Kege ls  s p a n n e n ,  cons t an t .  Da 
nun diese Eigenschaft für die Spitze jedes geraden Kegels gelten muss, aus 
welchem der gedachte Kegelschnitt geschnitten werden kann, und da der 
Brennpunkt des letzteren ein Punkt in dem Ofte dieser Spitzen ist, so er
hält man für den Brennpunkt die Relation
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Setzen wir die Ordinaten der Figur und ihrer Projection 
rechtwinklig zur Durchschnittslinie ihrer Ebenen voraus, so setzen 
sich beide Flächen aus Parallelstreifen von gleicher Breite zusam
men, deren Höhen in dem constanten Verhältnisse vom Cosinus 
des Winkels beider Ebenen zur Einheit stehen; demgemäss sind 
die Flächen beider Figuren in demselben Verhältniss. (Vergl. Ar
tikel 255.)

Jede  El l i ps e  kann o r t h o g o n a l  in e i nen Kreis  pr o -  
j i c i r t  AVer den.

Wir wählen die Projectionsebene so, dass ihre Durchschnitts
linie mit der Ebene der gegebenen Ellipse der kleinen Achse dieser 
letzteren parallel ist und zugleich so, dass der Cosinus des von 
beiden Ebenen eingeschlossenen Winkels dem Verhältniss b\a der 
kleinen Achse zur grossen gleich ist; alsdann bleiben alle zur 
kleinen Achse parallelen Sehnen der Ellipse unverändert in der 
Projection, während alle der grossen Achse parallelen Sehnen in 
dem Verhältniss b:a verkürzt werden; in Folge dessen wird die 
Projection ein Kreis vom Radius b. (Artikel 163.)

452. Um ein B e i s p i e l  von dem Nu t z e n  di e ser  Pr i n-  
c i p i e n  zu geben, wollen wir dieselben zur Untersuchung des Aus-, 
drucks anwenden, welchen wir im Artikel 233 (Aufgabe (j) für 
den Radius des Kreises gegeben haben, der einem in einen Kegel
schnitt eingeschriebenen Dreieck umschrieben ist.

Nach der Elementar-Geometrie gilt die Relation

R __
4 A

wenn R diesen Halbmesser, A den Flächeninhalt des Dreiecks, 
α, ß,  γ die Seitenlangen desselben bezeichnen.

Projiciren wir dann die Ellipse in einen Kreis vom Halbmesser 
l>, so gilt, weil dieser Kreis als der umschriebene Kreis des pro- 
jicirten Dreiecks erscheint, die Relation

Wenn wir nun die den Seiten des Dreiecks parallelen Halbdurch
messer der Ellipse durch b', b", b " bezeichnen, so gelten nach 
dem Satze, dass parallele Linien in constantem Verhältniss zu ihren 
Projectionen stehen, die Proportionen
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Es ist ferner Ä  der Inhalt des Kreises vom Halbmesser b, also 
=  π b7, und A der Inhalt der Ellipse von den Halbachsen a und b, 
also =  π ab; demnach

Alles dies siebt die Relation

d i.

453. Nach diesen Anwendungen, welche Art und Brauchbar
keit der Methode der Projectionen hinreichend erläutern, wollen 
wir in möglichster Kürze die a n a l y t i s c h e n  Ge s i c h t s p u n k t e  
entwickeln, unter welchen dieselbe betrachtet werden kann. Wir 
befreien dieselbe dadurch zugleich von der bei der Methode der 
Projectionen seihst unumgänglichen Vermittelung durch Vorstel
lungen aus der Geometrie des Baumes, deren Fremdartigkeit nur 
über dem hohen Grade ihrer Einfachheit und Klarheit übersehen 
werden kann, und erheben sie zu einem höheren Grade der All
gemeinheit.

Die Charakteristik zweier ebenen Systeme, welche als Origi
nalsystem und als Projection desselben erscheinen können , ist he- 
reiis völlig streng durch die einzige Bedingung gegeben, dass  
j e d e m  Punkt e  des  e i nen S y s t e m s  ein und nur ein Punkt  
des  andern u n d j e d e r  g e r ade n  Li n i e  des  e i nen S y s t e ms  
e i ne  ge r a de  Li n i e  des  andern  e n t s p r e c h e n  muss.  Die 
übrigen Eigenschaften, welche die Beziehung der beiden Systeme 
auf einander in den vorhergehenden Entwicklungen vervollständi
gen, als da sind: Das Convergiren der geraden Verbindungslinien 
entsprechender Punkte in einem Punkte, dem Centrum der Pro
jection, und das Durchschneiden entsprechender gerader Linien in 
einer Geraden, der Durchschnittslinie der Projectionsebene mit 
der Ebene der Originalfigur, gehören nicht sowohl der Natur der 
beiden Systeme selbst als vielmehr derjenigen gegenseitigen Lage 
derselben an, welche die Entstehung durch Centralprojection vor
aussetzt. Indem wir von derselben absehen, können wir beide
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Systeme, wie es uns gefällt, als in verschiedenen Ebenen oder in 
derselben Ebene liegend betrachten. Wir bezeichnen sie wegen 
des Zusammenhangs, in welchem sie Punkt für Punkt mit einan
der stehen, als g e o m e t r i s c h  v e r w a n d t  und wegen der spe- 
ciellen im Vorigen bezeichneten Natur dieses Zusammenhangs als 
c o l l i n e a r  v e r w a n d t  oder in der Verwand t schaf t  d e r C o l -  
l i n e a t i o n  stehend.

Darnach ziehen wir die gegenseitige Lage der beiden Systeme 
nur noch zu dem Zwecke in betracht, um zu zeigen, dass auch 
zwei collinear verwandte Systeme in derselben Ebene immer in 
eine solche Lage gegen einander gebracht werden können, dass 
die geraden Verbindungslinien entsprechender Punkte in einem 
Punkte zusammenlaufen und die entsprechenden geraden Linien 
sich in Punkten einer Geraden durchschneiden; wir werden diese 
Lage als die p e r s p e c t i v i s c h e  bezeichnen.

Es ist augenscheinlich, dass in der Beziehung einer Curve 
oder eines beliebigen ebenen Systems zu ihrer reciproken Polare 
oder zu dem polar-reciproken System auch eine derartige geo
metrische Verwandtschaft ausgesprochen ist; die charakteristische 
Eigenlhümlichkeit derselben besteht darin, dass  j e de m Pun k t e  
des  e i nen S y s t e ms  e i ne  und nur eine g e r a d e  Linie  
des a n d e r η und j e de r  g e r a d e n  Linie  des  e inen ein und 
nur ein Punkt  des andern e nt s pr i c ht ,  ln der Beziehung 
beider Systeme auf den nämlichen Kegelschnitt, als in Bezug auf 
welchen ein Punkt des einen und die entsprechende gerade Linie 
des andern als Pol und Polare zusammengehören, erkennen wir 
den Ausdruck einer besondern gegenseitigen Lage beider in der
selben Ebene gedachten Systeme. Wir behalten für die entspre
chenden Elemente des ersten Grades in solchem System die Be
nennungen P ol und Po l a r e  bei und bezeichnen die so deflnirte 
geometrische Verwandtschaft als die der Rec i proc i t ä t .

454. Die allgemeine Idee der Verwandtschaft zweier geome
trischen Systeme gewinnt analytische Gestalt, indem man aus den 
Gleichungen, welche die geometrischen Gebilde des ersten Systems 
repräsentiren, durch die Substitution von bestimmten Eunctionen 
£, η, ζ für die Veränderlichen x ,  y ,  z derselben aus jenen die 
Gleichungen der entsprechenden Gebilde des verwandten Systems 
hervorgehen lässt. Die Art dieser Functionen £, η, ξ von x , y , z
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bestimmt die specielle Art der Verwandtschaft, in welcher beide 
Systeme stehen. Die Verwandtschaft ist vom ersten Grade, so 
lange diese Functionen in Bezug auf x,  y , z vom ersten Grade 
sind. Wenn wir uns Tür die analytische Ausdrucksweise beider 
Systeme gleichzeitig des trimetrischen Punkt - Coordinaten-Syslems 
oder ebenso gleichzeitig des trimetrischen Linear-Coordinaten-Sy- 
stems bedienen, so dass den geraden Linien oder Punkten 

x = o ,  y  =  o z  =  o 
die geraden Linien oder Punkte
h,= ax-\-by-\ -cz=o,  17 =  0'x-\-b'y-\-cz =  o, ξ =  a"x-\-b"y+ c z  =  0 

entsprechen, so haben wir den a n a l y t i s c h e n  Aus druck der  
Col l i ne a t i on  gefunden. Wenn wir dagegen den analytischen 
Ausdruck des ersten Systems in trimetrischen Punkt -Coordinaten 
x , y , z gegeben denken und die durch die nämliche Substitution 
erhaltene Gleichung des andern Systems nach den Gesetzen der 
trimetrischen Linear-Coordinaten inlerpreliren, so entspricht jedem 
Punkte des einen Systems eine gerade Linie des andern und der 
geraden Verbindungslinie zweier Punkte des einen Systems der 
Durchschnittspunkt der entsprechenden geraden Linien des andern; 
wir haben damit den a n a l y t i s c h e n  Au s d r u c k  der R e c i -  
pr o c i t ä t  gegeben. Man siebt daraus, dass  diese  g e o m e t r i 
s c h e n  V e r w a n d t s c h a f t e n  des  er s t en  Grades  dem e n t 
s p r e c h e n ,  was  man a l l g e me i n  e i ne  l i n e a r e  S u b s t i t u 
t ion nennt ,  und dass zwei verschiedene Verwandtschaften aus 
derselben Substitution nach dem in den beiden trimetrischen Coor- 
dinaten-Svstemen niedergeleglen Princip der Dualität hervorgehen. 
W ir haben f r ühe r  g e s e h e n ,  dass  e i n e r  b e s t i mmt e n  
s p e c i e l l e n  Art  der l i n e a r e n  S u b s t i t u t i o n  die T r a n s f o r 
mat ion der Co o r d i n a t e n  e n t s p r a c h ;  und wir erkennen 
leicht, dass das u r s p r ü n g l i c h e  und das t r a n s f o r m i r l c  
Sy s t e m auch als geometrisch verwandt betrachtet werden können; 
sie  s t e he n  in der e i n f a c h s t e n  g e o m e t r i s c h e n  V e r 
wandt s c haf t  des e r s t en  Gr ade s ,  in der der Congruenz.  
Auch die Beziehung zweier Figuren, welche wir als Ae hnl i c h -  
kei t  bezeichnen, ist unter diesem Gesichtspunkt natürlich mit ent
halten.

Ob die beiden Systeme in derselben Ebene liegen oder nicht, 
ist gleichgültig, so lange es sich nur um die Abhängigkeit der 
Gestalt des einen von der des andern handelt. Wir sehen zunächst
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von einer Bestimmung darüber ab. Für die Betrachtung ihrer 
g e m e i n s c h a f t l i c h e n  E l e m e n t e  setzen wir sie jedoch nachher 
als in derselben Ebene gelegen voraus.

455. Dem a l l g e m e i n e n  a n a l y t i s c h e n  Au s d r u c k  der  
1) ei den V e r w a n d t s c h a f t e n  des  e r s t e n  Gr ade s  g e h ö r e n  
acht  u n a b h ä n g i g e  C o n s l a n t e  an; denn jede der Substitu
tionen führt neun solche Constanten in die Gleichungen der Systeme 
ein; unter diesen kann aber eine als die Einheit gedacht werden, 
oder man kann bemerken, dass die Division einer Gleichung durch 
eine Constante die von ihr dargestellte Curve nicht ändert. Di ese  
acht  Co n s t a n t e n  k ö n n e n  d ur c h  vi er  P a a r e  z u s a m m e n 
g e h ö r i g e r  E l e m e n t e  b ei der S y s t e me ,  welche von einander 
unabhängig sind, be s t i mmt  werden; demgemäss ist eine Col- 
lineation durch vier Punkte des einen Systems, von denen keine 
drei in einer geraden Linie liegen , und die vier entsprechenden 
Punkte des andern und eine Reciprocität durch viel' Punkte des 
einen — unter derselben Beschränkung — und die entsprechen
den vier geraden Linien des andern Systems bestimmt; oder zwe i  
S y s t e me  in der V e r w a n d t s c h a f t  des  e r s t e n  Gr ade s  sind 
v o l l k o m m e n  b e s t i m m t ,  wenn das e i ne  und vier E l e 
me n t e  des  ä n d e r n  g e g e b e n  s ind,  w e l c h e  bes t i mmt en  
vi er  El em ent e n  des  ers t en e n t s p r e c h e n .  Die allgemeine Ei- 
genthümlichkeil der linearen Substitutionen, dass sie den Grad der 
Gleichung nicht ändern, in welcher sie vollzogen werden, drückt 
für die Verwandschaft der Collineation aus, dass jede Curve des 
einen Systems mit der entsprechenden Curve des andern von dem
selben Grade ist, oder dass entsprechende Curven beider Systeme 
die nämliche Anzahl Punkte mit einer geraden Linie gemein ha
ben; und für die Verwandtschaft der Reciprocität, dass der Grad 
jeder Curve des einen Systems mit der Klasse der entsprechenden 
Curve des andern übereinstimmt, d. i. dass die Curve des einen 
Systems mit einer geraden Linie ebenso viel gemeinschaftliche 
Punkte als die entsprechende Curve des andern mit einem Punkte 
gemeinschaftliche Tangenten besitzt.

Die metrischen Verhältnisse aller der Systeme, welche in einer 
Verwandtschaft des ersten Grades zu einander stehen, werden 
durch diesGesetz regiert: D ie D o p p e l s c h n i t t v e r h ä l t n  i sse  g e 
r a d l i n i g e r  P u n k t e r e i h e n  und S t r a h l e n b ü s c h e l ,  w e l c h e
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s i c l i  in be i d e n  v e r wa n d t e n  S y s t e me n  e n t s p r e c h e n ,  
s ind e i n a n d e r  g l e i c h  Denn das Dnppelschnittverhältniss des 
Büschels oder der Reihe, welche durch die vier Gleichungen 
L — a Μ —  o , L — b Μ —  o , L — e 4/ =  o , L — d M =  o 
repräsentirt ist, wird durch

a — b a — c
b — d c — d

ausgedrückt. Wenn man aber durch λ und μ die Ausdrücke be
zeichnet, in welche L und M durch die Einführung von £, ?/, ζ 
an Stelle von x, y, z übergehen, so sind die entsprechenden Ele
mente des zweiten Systems durch die Gleichungen

λ — a μ ~  ο, λ — b μ =  ο, λ — c μ =  ο, λ — d μ =  ο 
repräsentirt, und ihr Doppelschnittverhältmss ist das nämliche, wie 
vorhin, gleichviel, oh sie, wie hei der Collineation, wieder ein Bü
schel oder eine Reihe oder, wie hei der Reciprocität, eine Reihe 
oder ein Büschel bezeichnen.

456. Wir wollen hiernach zuerst die Verwa n d t s c h a f t  der  
Co l l i n e a t i o n  einer näheren Untersuchung unterwerfen und setzen 
dabei voraus, dass beide Systeme in derselben Ebene enthalten sind.

.Jede gerade Linie dieser Ebene kann als jedem der beiden 
verwandten Systeme angehörig betrachtet werden; in jedem Falle 
entspricht ihr eine gerade Linie des andern Systems und diese 
beiden geraden Linien sind im Allgemeinen von einander verschie
den; so entspicht der Geraden 'ξ =  o des zweiten Systems die ge
rade Linie x =  o des ersten: wenn aber die gerade Linie ξ — ο 
als dem ersten System angehörig betrachtet wird, so muss sie un
ter der allgemeinen Form

a x  by cz =  o
erscheinen, und es entspricht ihr im zweiten System die gerade Linie 

α'ξ +  b η +  c£ =  o,
welche im Allgemeinen von der Linie x  =  o verschieden sein 
wird.

Man kann die g e r a d e  Linie  des  z w e i t e n  S y s t e m s ,  
w e l c h e  e i n e r  g e g e b e n e n  Ge r a d e n  des  er s t e n  e n t 
s p r i c h t ,  und u m g e k e h r t ,  l e i c h t  durch e i ne  g e o m e t r i 
s che  Co n s t r u c t i o n  b e s t i m m e n ,  welche hier entwickelt wer
den mag.
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Vorausgesetzt, dass die gerade Linie des ersten Systems durch 
den Punkt x^=:o ,y =  o geht, oder in der Form Ax -f- By =  o 
ausgedrückt ist, so wird die entsprechende gerade Linie, als durch 
den Punkt £ =  ο, η =  o gehend, in der Form Α'ξ -(- Βη =  o aus- 
gedrückt sein. Für den Ort des Durchschnitlspunktes solcher ent
sprechenden Geraden gilt die Relation

cc   ξ_ _  Λ

y v B ’
und derselbe ist demnach ein Kegelschnitt von der Gleichung

x y  —  l y ,
welchem somit die Punkte angehören, in denen die geraden Li
nien x =  ο, η =  o von den geraden Linien 'ξ =  o, y  =  o ge
schnitten werden. Dieser Kegelschnitt ist als bekannt anzusehen. 
Alsdann wird die gerade Linie, welche im zweiten System einer 
durch den Punkt x —  o, y =  o gehenden im ersten entspricht, 
gefunden, indem man den Punkt £ =  ο, η =  q mit demjenigen 
Punkte verbindet, welchen jene Gerade mit dem hezeichneten Ke
gelschnitt gemein hat. Ausser demselben existiren noch zwei ana
loge Kegelschnitte, welche durch die Gleichungen 

y^ =  y z  und ζ'ξ—  ξχ
repräsentirt werden. und welche in gleicher Weise zur Con- 
struction der durch die Punkte y =  o, z =  o und η — ο, ξ =  o, 
und die Punkte z ~  ο, x  — o und ξ =  ο, 'ξ =  o gehenden ent
sprechenden geraden Linien dienen. Alle diese Constructionen 
sind bestimmt, weil der Punkt, von welchem die ursprüngliche 
gerade Linie ausgeht, ebenso wie der, durch welchen die ent
sprechende des andern Systems gehen muss, auf dem zugehörigen 
Kegelschnitt seihst liegen und· daher nur e i nen neuen Durch
schnittspunkt mit demselben bestimmen.

Durch dieselben bestimmt sich aber leicht zu jedem Punkte 
des einen Systems der entsprechende des andern; denn wenn man 
den ersteren mit zweien der Ecken des Fundamental-Dreiecks durch 
gerade Linien verbindet und nach dem Vorigen die entsprechen
den geraden Linien des zweiten Systems eonslruirt, so erhält man 
im Durchschnittspunkte derselben den entsprechenden Punkt des 
gegebenen.

Die Forderung, die gerade Linie des zweiten Systems zu con- 
struiren, welche einer gegebenen des ersten entspricht, reducirt 
sich auf die Construction der entsprechenden Punkte zu zwei ge-

35 * *
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gebenen, und man kann dieselben zur Vereinfachung des Verfah
rens in einer der Fundamental - Linien x  =  o , y  =  ο , z  =  o 
wählen.

\

457. Di e s e  drei  K e g e l s c h n i t t e

—  5 4 8  —

haben  drei  g e m e i n s c h a f t l i c h e  Punkte;  denn aus je zweien 
dieser Gleichungen geht die jedesmalige dritte hervor und es exi- 
stiren drei Durchschnittspunkte, nämlich die Punkte

x =  ο , ξ =  o; y  =  ο, η =  o; z =  ο, ζ= o , 
welche nur je zweien derselben gemeinschaftlich sind; in Folge 
dessen müssen nothwendig die drei übrigen allen drei Kegel
schnitten zugleich angehören.

Nach der vorigen Construclion entspricht der geraden Linie, 
welche einen dieser Punkte mit x =  o, y ~  o verbindet, die andre, 
welche ihn mit 'ξ =  ο , 7 ] ~ ο ,  und der Geraden, die ihn mit 
x = o ,  z =  o verbindet, die, welche von ihm nach ’ξ =  ο, ζ =  o 
gezogen wird; s o m i t  fa l l en d i e s e  drei  P u n k t e  mit  ihren  
e n t s p r e c h e n d e n  z u s a mme n  oder  s i nd für be i de  c ο Il i 
n e a r e  S y s t e me  d i e s e l b e n .  Das nämliche gilt von den gera
den Verbindungslinien dieser Punkte.

458, Wenn a =  o, b =  o, c =  o drei  g e r a d e  Li n i e n  des  
e i ne n  S y s t e m s u n d  a =  ο, ß == ο, γ =  o d i e e n t s p r e c h e u - 
den g e r a d e n  Li n i e n  des andern S y s t e m s  s i n d ,  so e n t 
s p r i c h t  e i ner  b e l i e b i g e n  g e r a d e n  Linie  

Aa +  Bb +  Cc =  o
di e  ge r a de  Li ni e

Aa +  Bß +  Cy =  o.
Denn sei

so haben nothwendig die Gleichungen, welche cc, y, z in Gliedern 
von a, b, c, und ξ, η, ξ in Gliedern von u, ß, γ ausdrücken, diesel
ben Coefiicienten. Wenn daher die Gleichung einer beliebigen 
Curve aus einer Function von x, y, z in eine Function von «, b, c 
transformirt wird, so erhält die Gleichung der entsprechenden 
Curve die nämlichen Coefiicienten, wenn man sie gleichzeitig aus 
einer Function von ξ, η, ζ in eine solche von «, ß, γ transformirt.
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Wenn demnach endlich die drei geraden Linien a =  o, ß =  o, 
γ = ο  die im vorigen Artikel bezeichneten sind., welche in beiden 
Systemen sich seihst entsprechen, so erhalt man als die Gleichung 
der Curve des zweiten Systems, welche der durch 

φ(α, ß, γ) =  o 
repräsenlirten entspricht,

cp(lct, mß, ηγ) =  o.

459. D ie Met hode  der P r o j e c t i o n e n  i s t ,  wi e  wir  
b e r e i t s  b e m e r k t  habe n ,  ein s p e c i e l l e r  Fal l  d i e s e r  
c o l l i n e a r e n  T r a n s f o r m a t i o n ;  er ist durch eine Beziehung 
der gegenseitigen Lage beider Systeme ausgezeichnet, welche wir 
hier kurz wiederholen: Die geraden Verbindungslinien entsprechen
der Punkte beider Systeme gehen durch einen festen Punkt, die 
Spitze des projicirenden Kegels, und je zwei entsprechende gerade 
Linien begegnen sich in einer festen geraden Linie, derjenigen, 
in welcher die Ebenen beider Systeme sich schneiden.

Wenn eine dieser Ebenen durch Drehung um diese letztere 
gerade Linie zum Zusammenfallen mit der andern gebracht wird, 
so behalten auch am Ende dieser Bewegung beide Systeme die 
Eigenschaft, dass die geraden Verbindungslinien entsprechender 
Punkte durch einen festen Punkt gehen; denn wenn wir die durch 
drei Paare entsprechender Punkte gebildeten Dreiecke betrachten, 
so müssen die correspondirenden Ecken in drei von dem näm
lichen Punkte ausgehenden geraden Linien liegen, weil die corre
spondirenden Seiten sich in Punkten einer geraden Linie durch- 
sclmeiden.

Wir wollen diesen Punkt das Centrum und die gerade Li
nie die Achse  der C o l l i n e a t i o n  nennen und die beiden Sy
steme selbst als c e n t r a l - c o l l i n e a r  b e z e i c h n e n .  Es ist leicht, 
die a l l g e m e i n e n  G l e i c h u n g e n  e i n e s  s o l c h e n  S y s t e m s  
zu bilden; sei

a x  -j- by  -f- cz  =  o,
die Gleichung der Collineationsachse, so müssen die Gleichungen 
der geraden Linien £ = '  ο, η — ο, ξ =■ o , welche denen x  —  o, 
y =  o, z o, entsprechen, von der Form

sein.
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Das System dieser Gleichungen enthält nur fünf unabhängige 
Constante, drei weniger als in dem allgemeinen Fall der Colli- 
neation.

Indem man nacheinander je zwei dieser Gleichungen von ein
ander subtrahirt, erhält man in der Relation

(a — a) x  =  (b — b')y =  (c — c ) z  
die G l e i c h u n g e n ,  w e l c h e  das Co l l i n e a t i o n s  - Centruin  
be s t i mme n.

460. In folgender Art erhalten wir endlich die e i n f a c h 
sten G l e i c h u n g e n  der p e r s p e c t i v i s c h e n  T r a n s f o r m a 
t ion:  Jede durch das Collineations-Centrum gehende gerade Linie 
entspricht sich selbst, weil irgend zwei Punkte in ihr zweien an
dern Punkten in derselben Geraden entsprechen. Wenn somit das 
Centrum der Collineation als der Punkt x  =  o, y  =  o betrachtet 
wird, so bleiben die beiden geraden Linien x  =  o, y =  o bei der 
Transformation ungeändert, ebenso jede andre durch diesen Punkt 
gehende gerade Linie Ä x  +  B y  =  o;
jeder andern geraden Linie

A x  -f- By  +  Cz — o 
entspricht die gerade Linie

A x  -f- B y  -f- Οζ =  o.
Beide durchschneiden sich in der geraden Linie

z — ξ =  o,
welche die C o l l i n e a t i o n s - A c h s e  darstellt.

461. W e n n  u m g e k e h r t  zwe i  in der Verwa n dt scha  ft 
der Co l l i n e a t i o n  s t e h e n d e  S y s t e me  in d e r s e l b e n  Ebene  
eine s o l c h e  g e g e n s e i t i g e  La g e  hab e n ,  dass die e n t 
s p r e c h e n d e n  g e r a d e n  L i n i e n  be i de r  S y s t e m e  sich in 
e i n e r  f e s t e n  g e r a d l i n i g e n  Ac h s e  s c h n e i d e n ,  so kann  
s t e t s  das e ine  als  die p e r s p e c t  i r i s c h e  P r o j e c l i o n  des  
andern b e t r a c ht e t  werden. Denn wenn drei Paare entsprechender 
geraden Linien als die Seilen zweier entsprechenden Dreiecke ABC, 
abc betrachtet werden, welche sich in den Punkten L, Μ, N  der 
Achse schneiden, so müssen bei jeder Drehung der Ebene des 
einen Systems um diese Achse Au, Bb sich durchschneiden, weil 
sie in der nämlichen durch die geraden Linien AB und ab be
stimmten Ebene liegen; das nämliche gilt von Bb und Cc, und von 
Cc und Aa. Auch nach der Theorie der Transversalen gelangt 
man zu dem Schlüsse, dass die geraden Linien Bb und Cc die
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Linie Λα in demselben Punkte schneiden müssen, weil sie die in 
ihr bestimmte Strecke in demselben Verhältniss tlieilen.

462. In dieser besonderen Lage besitzen die collinear - ver
wandten Systeme eine fernere Eigenschaft, welche für ihre Con- 
struction von besonderem Vortheil ist. Man erkennt dieselbe, in
dem inan in dem einen System ein System von”parallelen Linien, 
betrachtet, wie ein solches allgemein durch Gleichungen von der 
Form

Λ'ξ - f  Βη  - f  Οξ =  ο
und (Λ -f· k sin α)'ξ -f- (Z> +  k sin ß) η +  [C -f- Je sin =  o 
ausgedrückt wird, und die Gleichungen der entsprechenden gera
den Linien im andern System entwickelt. Die Subtraction ihrer 
Gleichungen liefert als Ausdruck des Orts ihres Durchschnittspunk
tes eine lineare Gleichung, in welcher A, B , C und k , die die 
Richtung des Systems von Parallelen und den Ahstand der zwei 
betrachteten Elemente desselben bestimmenden Constanten nicht 
mehr auftreten. . Diese Gleichung repräsentirt somit eine feste ge
rade Linie des Systems, in welcher die Scheitel aller der Strah
lenbüschel liegen, welche den möglichen verschiedenen Parallelen- 
Gruppen des andern Systems correspondiren; man kann sagen, 
eine gerade Linie, in welcher jeder Punkt einem bestimmten un
endlich entfernten Punkte des andern Systems entspricht, nämlich 
demjenigen, wie leicht zu erkennen ist, welcher der vom Golli- 
neations-Centrum nach jenem selbst gezogenen geraden Linie an
gehört. Wir erhalten auf analytischem Wege das Ergehniss wie
der, welches wir im Art. 435 aussprachen, dass die unendlich 
entfernten Punkte einer Ebene als in einer geraden Linie liegend 
angesehen werden müssen. E i n e  s o l c h e  ger ad e Li n i e , we 1 - 
che der u n e n d l i c h  e n t f e r n t e n  g e r a d e n  L i n i e  des a n 
dern S y s t e m s  e n t s p r i c h t ,  ist  in j e de m der b e i d e n  e b e 
nen S y s t e m e  v o r h a i i d e n ,  und man b e z e i c h n e t  sie als 
di e  G e g e n a c h s e  oder  den Ho r i z o nt  i hr e s  Sys t ems .  Die 
Form ihrer Gleichung zeigt, dass  s i e  de r  Coli  in eat i on sacl i se  
p a r a l l e l  ist.  Sie sind jene beiden geraden Linien in der Me
thode der l'rojectionen (Art. 435), welche aus dem Durchschnitt 
der ProjeCtionsebene und der Originalebene mit den beiden Ebenen 
hervorgehen, die man durch das Centrum der Projection parallel 
zur Ebene des Originalsystems und zur Projectionsebene legen kann.
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463. Die Eigenschaften dieser geraden Linien führen im Ver
ein mit denen (Tes Centrums und der Collineations-Achse zu der 
e i n f a c h s t e n C . o n s t r u c t i o n  c e n t r a l - c o I l i n e a r e r S y s t e m e .  
Zu einem Punkte a des einen Systems bestimmt sich der entspre
chende Punkt a des andern mit Hilfe der Gegenachse dieses 
letzteren, der Collineations-Achse-und des Collineations-Centrums, 
wie folgt: Man verbindet den Punkt a mit dem Centrum C durch 
eine gerade Linie, zieht durch a eine beliebige andre gerade Li
nie bis zur Collineations-Achse in g, und durch das Centrum eine 
zu ihr parallele Gerade bis zur Gegen-Achse in h ; der Durchschnitts- 
punkt der geraden Linien gh und Ca ist der gesuchte entspre
chende Punkt a.

Wie diese Construction einerseits aus den vorher entwickel
ten analytischen Ergebnissen liervorgeht, so stimmt sie andrer
seits vollständig mit derjenigen überein, durch welche in der dar
stellenden Geometrie die Perspective eines ebenen Systems be
stimmt wird. *)

464. Auf den ersten Blick konnte es scheinen, als wenn die 
allgemeine Methode der collinearen Transformation, auf Grund 
des Ueberschusses von drei Constanten, welche ihre allgemeinen 
Gleichungen vor denen der projeetiviscben Transformation vor
aushaben, ein wirksameres und kräftigeres Untersuchungsmittel 
sein müsse als diese letztere; als wenn ihr Gebrauch zur Ablei
tung von noch allgemeineren Sätzen aus bereits bekannten führen 
müsse, als die Methode der Projection.

Das Vorhergehende bat diesen Ueberschuss von unabhängigen 
Constanten bereits als einen nicht sowohl dem formalen Zusam
menhang beider Systeme als vielmehr dem ihrer gegenseitigen

*) Wir bemerken liier, dass die im Artikel 298 entwickelte Art des ge
genseitigen Entsprechens zweier Kegelschnitte eine Central - Collineation ist, 
bei welcher der Durchschnittspunkt der gemeinschaftlichen Tangenten (der 
inneren oder äusseren) das Centrum und die gemeinschaftliche Sehne beider 
Kegelschnitte die Collineations-Achse ist. Die Gegen-Achsen gehen durch 
diejenigen Punkte, in welchen die Berührungssehne des umschriebenen Win
kels in der einen Curve durch eine vom Centrum ausgehende Parallele zur 
Berührungssehne desselben Winkels in der andern Curve geschnitten wird. 
Die Collineatiousachse ist für Kegelschnitte das, was die Chordale für Kreise 
ist. Man gelangt durch lineare Constructionen vom Centrum zur Achse der 
Collineation und umgekehrt.
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Lage zukommenden angezeigt. Wir fügen jetzt den geometrischen 
und den analytischen Beweis davon hinzu, dass  in der That  d i e s e  
s c h e i n b a r  g r ö s s e r e  A l l g e m e i n h e i t  nur in der U n a b h ä n 
g i g k e i t  der g e g e n s e i t i g e n  Lage b e i d e r  Sys tem e h e s t e h t .

Durch eine Drehung um einen gegebenen Winkel und durch 
Parallelverschiebung in einer bestimmten Richtung und um eine 
bestimmte Länge kann jedes System, welches einem gegebenen 
im Allgemeinen collinear-verwandt ist, mit diesem in die central- 
collineare Lage gebracht werden, welche projectivischer Transfor
mation entspricht. Der Bestimmung jenes Winkels und dieser 
Richtung und Länge entsprechen eben jene drei überschüssigen 
Constanten.

465. Wir beweisen dies zuerst geometrisch.
Wenn ein ebenes System in einer bestimmten Richtung pa

rallel mit sich selbst, also ohne jede Drehung, bewegt wird, so 
bleiben alle unendlich entfernten Punkte desselben unverändert, 
weil die am Ende der Bewegung von allen geraden Linien des 
Systems eingenommenen Lagen denen parallel sind, welche sie 
vor Beginn derselben besassen.

Wenn dasselbe System um irgend einen festen Punkt gedreht 
wird, so verbleibt wenigstens jeder unendlich entfernte Punkt dessel
ben in unendlicher Entfernung, obgleich er seinen Ort in der un
endlich entfernten geraden Linie verändert; denn ein System von 
Parallellinien bleibt auch nach Beendigung der Drehung noch ein 
solches. Während aber im Allgemeinen die Punkte dieser unend
lich entfernten geraden Linie ihren Ort in derselben verändern, 
bleiben die beiden ihr angehörigen imaginären Kreispunkte allein 
unverändert, weil jeder Kreis des Systems auch nach der Drehung 
ein Kreis bleibt.

Wenn daher gefordert wird, von zwei eollinearen Figuren 
die eine so zu bewegen, dass sie in die projectivische oder 
cenlral-collineare Lage zur andern kommt, so muss, weil keine 
Bewegung die Lage der unendlich entfernten imaginären Kreis- 
punkle ω, ω ändern kann, das Cenlrum der Collineation nolh- 
wendig der Punkt sein, in welchem die Verbindungslinien derselben 
mit den ihnen entsprechenden Punkten ο, o der andern Figur sich 
schneiden; wir bezeichnen diesen Durchschnittspunkt der geraden Li
nien ωο, coV mit A, und denjenigen, welcher in der ersten Figur ihm ent-
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spricht, durch l; bringen wir dann l zum Zusammenfallen mit X 
und drehen die erste Figur so um l, dass zwei correspondirende 
lhmkte m und μ mit / in eine gerade Linie fallen, so kommen 
dadurch beide Figuren in die central-collineare perspectivische 
Lage, d. h. jedes andre Paar correspondirender Punkte n, v liegt 

, auch'mit l in einer geraden Linie. Dies geht einfach aus der 
Nothwendigkeit hervor, dass die Doppelschnittverhältnisse der bei
den Strahlenbüschel

( l . ωω'μν) und ( l . oo'mn),

welche drei correspondirende gemeinschaftliche Strahlenpaare ha
ben, einander gleich sein müssen. N

466. Der Wichtigkeit dieses Satzes wegen beweisen wir ihn 
im Anschluss an die vorige geometrische Entwicklung auch analy
tisch. Dazu ist nur nöthig, den analytischen Ausdruck des Punk
tes l zu entwickeln, welcher zum Centrum der Collineation zu 
nehmen ist.

Die gerade Linie οω verbindet die Punkte

und

und ihre Gleichung ist demnach

oder

Die Gleichung der geraden Linie οω unterscheidet sich von 
ihr lediglich durch das Vorzeichen des mit j / —J multiplicirten 
Theils.

Der verlangte Punkt ist demnach der Durchschnittspunkt der 
beiden geraden Linien, welche durch die getrennte Vergleichung 
des reellen und imaginären Theils dieser Gleichung* mit Null re- 
präsentirt werden. Er ist also stets ein reeller und bestimmter 
Punkt.
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467. Auf die b e s o n d e r e n  F ä l l e  der c o l l i n e a r e n  V e r 
wand tsc b aft ebener Systeme näher einzugeben, erscheint uns un- 
nöthig; wir überlassen die specielle Entwicklung dem Leser und er
wähnen nur die Namen und charakteristischen Merkmale derjenigen 
unter ihnen, welche nicht, wie A e h n l i c h k e i t  und Co n g r u e n z ,  
der Elementar-Geometrie angehören. Es ist die Af f i n i t ä t ,  derje
nige specielle Fall der Collineation, für welchen der unendlich ent
fernten geraden Linie des einen Systems die unendlich entfernte 
gerade Linie des andern Systems entspricht, Jur welche das Col- 
lineations-Centrum in unendlicher Entfernung liegt und in Folge 
dessen die Gleichheit der Doppelschnittverhältnisse entsprechender 
Punktereihen auf entsprechenden geraden Linien in Gleichheit 
der einfachen Schnittverhältnisse übergeht; für welchen endlich 
entsprechende Flächen beider Figuren in constantem Verhällniss 
stehen, — und die F l ä c h e n g l e i c h h e i t ,  derjenige specielle Fall 
der vorigen, für welchen dies constante Verhällniss der entspre
chenden Flächen der Einheit gleich ist.

Und w ir fügen hinzu, dass diese Verwandtschaften alle der 
Methode der Projectionen angeboren, welche nur eine besondere 
Lage der verwandten Systeme voraussetzt. Affinität und Flächen- 
gleicldieit entsprechen der Orthogonalprojection ebenso wie Colli
neation und Aehülichkeit der Centralprojeclion; die Congruenz ge
hört endlich als der speciellste Fall beiden Projectionsmethoden 
an. Wir bezeichnen die Entwicklung dieser Verhältnisse als einen 
fruchtbaren Uebungsstoff.

468. In möglichst analoger Weise untersuchen w ir mm im Fol
genden d ie  Verw a n d t s c j i a f t d e r  R e c i p r o c i t ä t .  Wir wollen 
dabei das trimetrische Punkt-Coordinaten-Syslem allein anwenden 
und von der doppelten Interpretation der Gleichungen, wie wir 
sie im Art. 454 andeuteten, abstrahiren. Dann wird die Gleichung 
derjenigen geraden Linie, welche dem gegebenen Punkte x' ,xj ,z  
entspricht, in der Form

( « , χ  - f  bt xj +  Cj z ) x  +  [a%x  -f- b^xj - f  ct z) xj 
+  (a3 x  - f  baxj +  Cj z ) z  — o

gefunden; denn die von den Fundamental-Punkten auf diese gerade 
Linie gefällten Perpendikel sind den senkrechten Abständen des 
entsprechenden Punktes von drei festen geraden Linien proportional.
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Diese Gleichung enthält acht unabhängige Constanle, wie wir 
schon früher von der allgemeinen Gleichung der Reciprocität er
wähnt haben.

Wenn beide Systeme in derselben Ebene liegen, wie wir vor
aussetzen, so entspricht doch im Allgemeinen jedem Punkte die
ser Ebene eine andere gerade Linie, je nachdem man ihn als dem 
ersten oder zweiten System angehörig betrachtet; wir brauchen 
nur den Punkt x, y, z der vorigen Entwicklung als fest und den 
Punkt x , y', z als veränderlich zu betrachten, um durch eine blosse 
veränderte Ordnung der vorigen Gleichung und den Wechsel der 
Indices der Veränderlichen die Form

zu erhalten, als die Gleichung der geraden Linie des ersten Sy
stems, welche einem Punkte des zweiten entspricht.

Im Fal l e  der  r e c i p r o k e n  P o l a r e n  in B e z u g  auf  e i 
nen K e g e l s c h n i t t  e n t s p r i c h t  e i ne m b e l i e b i g e n  Punkte  
die nä ml i c h e  g e r a d e  Linie ,  ob man ihn als zum er s t e n  
oder  z w e i t e n  Sys t em g e h ö r i g  be t r ac ht e t .  In der Thal 
werden die beiden vorigen Gleichungen äquivalent, wenn

ist; a l s da nn  e nt h a l t e n  s ie nur  n o c h  f ü n f  u n a b h ä n g i g e  
Cons l ant e  und dr üc ke n  die B e z i e h u n g  von Pol  und P o 
l aren in Bezug  auf  e i nen K e g e l s c h n i t t  aus.

460. Um eine g e o m e t r i s c h e  Gonstruct  ion zu entwickeln, 
we l c he  von e i nem g e g e b e n e n  P u n k t e  zur e n t s p r e c h e n 
den ge r a de n  Li ni e  führt  und u mg e k e h r t ,  untersuchen wir 
zuerst den Ort der Punkte, welche in ihren Polaren liegen. Die Glei
chung desselben ist offenbar

und soll durch U =  o abkürzend bezeichnet und als P o l - K e g e l 
s c hni t t  benannt werden. Dieser Kegelschnitt wird ebensowohl 
erhalten, wenn wir den Punkt als zum ersten, als wenn wir ihn 
als zum zweiten System gehörig betrachten. Wir suchen dem
nächst die Enveloppe derjenigen geraden Linien, welche durch 
ihre Pole hindurchgehen; wenn x ,  y , z ein Punkt in dem eben 
betrachteten Kegelschnitt ist, so ist die Enveloppe der geraden 
Linie
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durch die Gleichung

ausgedrückt.
Die fragliche Enveloppe ist also ein Kegelschnitt, welcher der

selbe bleibt, ob man die fragliche gerade Linie als dem ersten 
oder dem zweiten System angehörig betrachtet; wir nennen ihn 
den P o l a r - K e g e l s c h n i t t .

Vermittelst dieser beiden Hilfskegelsclmitte construiren wir 
leicht d ie  Po l a r e  e i n e s  b e l i e b i g e n  P unkt e s  im P o l -  
K e g e l s c h n i t t  und den Pol  e i ner  b e l i e b i g e n  Tangent e  
des  P o l a r - K e g e l s c h n i t t s .

Jene wird erhalten, indem man die durch den Punkt gehen
den Tangenten des Polar-Kegelschnitts verzeichnet; die eine ist die 
Polare des Punktes, wenn man ihn als dem ersten System ange
hörig betrachtet, die andre die ihm entsprechende Polare, inso
fern er als zum zweiten System gehörig angesehen wird.

Dieser wird gefunden, indem man die, beiden Punkte bezeich
net, welche die gegebene Tangente mit dem Pol-Kegelsclmitt ge
mein hat; denn einer von ihnen ist der Pol derselben, insofern 
sie dem ersten, der andere ihr Pol, insofern sie dem zweiten Sy
stem angehört. Beide Construclionen folgen unmittelbar aus dem 
aufgestellten Begriff des einen und andern Ililfskegelschnittes.

470. Al sdann wird die Po l ar e  e i nes  be l i ebi gen P u n k 
t e s  0  wie  folgt  g e f u n d e n :  Wir ziehen durch ihn die beiden Tan
genten OTu OT2 des Polar-Kegelschnitts und bestimmen deren Schnitt
punkte Au A2 und Blt B2 mit dem Pol-Kegelschnitt. Die geraden 
Linien Ax B t und A2 B2 sind die beiden dem Punkte 0 entspre
chenden Geraden und zwar entspricht ihm A, Bx im ersten Sy
stem, wenn Ax der Punkt ist, welcher der Tangente OTi im er
sten System entspricht, und Bx der Punkt, welcher in gleicher 
Weise tler Tangente OT2 entspricht.

Um den Pol einer gegebenen geraden Linie zu finden, welche 
den Pol-Kegelschnitt in den Punkten A, B schneidet, ziehen wir von 
diesen die Tangenten A l\ ,  AP2 und BQ{, BQ2 an den Polar-Kegel- 
schnitt; wenn dann APX, BQX die geraden Linien des ersten Sy-
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stems sind, -welche den Punkten A, B als Polaren entsprechen, so 
bezeichnet ihr Durchschnittspunkt denjenigen Punkt des ersten 
Systems, welcher der Pol der gegebenen geraden Linie ist; in der
selben Art bestimmt der Durchschnittspunkt der geraden Linien 
AP2 und BQ2 den Pol von A B  im zweiten System.

F ür d ie V o r a u s s e t z u n g e n
— bt, b3 =  c2, Cj — ü3

w e r d e n  die be iden-  b e t r a c h t e t e n  H i l f s k e g e l s c h n i l t e  
i d e n t i s c h  und d i e s e  C on s tr u cti  on en r e d u c i r e n  s i ch  
auf  die ,  w e l c h e  in der  T h e o r i e  der r e c i p r o k e n  P ο 1 a - 
ren a n g e g e b e n  sind.  Man hat diesen Kegelschnitt als die 
D i r e c t r i x  der R e c i p r o c i t ä t  bezeichnet. Die Polare eines in 
ihm liegenden Punktes ist die Tangente für diesen Punkt; die 
Polare eines beliebigen andern Punktes ist die gerade Verbin
dungslinie der Punkte, in welchen die von ihm ausgehenden Tan
genten den bezeichneten Kegelschnitt berühren, und ist somit die 
nämliche gerade Linie, ob man den Punkt als zum ersten oder 
zweiten System gehörig betrachtet. Das Analoge gilt für den Pol 
einer beliebigen geraden Linie.

471. Aus diesen Ergebnissen ergiebt sich rein geometrisch, 
dass  der P o l - K e g e l s c h n i t t  und der P o l a r - K e g e l s c h n i t t  
e i ne  d o p p e l t e  B e r ü h r u n g  mit  e i n a n d e r  haben.  Denn 
für jeden Durchschnittspunkt dieser Kegelschnitte fallen beide Po
laren mit der entsprechenden Tangente des Polar-Kegelschnitts 
zusammen; in Folge dessen müssen beide Pole dieser geraden 
Linie, d. i. die Punkte,.welche sie mit dem Pol-Kegelschnitt ge
mein hat, zusammenfallen und man erkennt daraus, dass die Tan
gente des Polar-Kegelschnitts in einem seiner Durchschnittspunkte 
mit dem Pol-Kegelschnitt auch diesen letzteren berühren muss. 
Dasselbe Ergebniss erhält man auch analytisch; denn wenn man 
an Stelle von u, v, w ihre Werthe in die allgemeine Gleichung des 
Polar-Kegelschnitts im letzten Artikel einsetzt, so kann man die
selbe in der Form schreiben

3 — a3b, -f- «2Cj — o, c2) - j -  y(b2cl —  bt c2 -f- b3a2 — b2a3)
+  z{c3a2 — c2ci3 +  cl b3~ c 3bi)]z 

-f 4tf[a i ( r 2b3 —  c3b2) +  a2 (b, c3 — b3cx) -f u3(b2c, — ^c,)] =  o, 
aus welcher augenscheinlich ist, dass er mit dem Kegelschnitt 
U —  o eine doppelte Berührung hat.
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472. Andrerseits lehren: diese Betrachtungen, dass  es dre i  
P u n k t e  g i e h t ,  d e r e n  Po l ar e n  d i e s e l b e n  s i nd,  ob man 
si e al s  dem e i n e n  oder  dein andern Sys tem a n g e h ö r i g  
be t r ac ht e t .  Solche Punkte sind die Berührungspunkte des Pol- 
Kegelschnitts mit dem Polar-Kegelschnitt, denn die gemeinschaft
lichen Tangenten sind ihre Polaren, gleichviel zu welchem Sy

stem man 'sie rechnet. Und zu ihnen kommt als ein dritter der
artiger Punkt der Durchschnittspunkt dieser gemeinschaftlichen 
Tangenten,' denn seine Polare ist in jedem Falle die Berührungs
sehne beider Kegelschnitte. Von diesen Punkten liegen die ersten 
beiden zugleich in ihren respectiven Polaren, der dritte nicht. 
Man kann sich auch analytisch von der Existenz und der Anzahl 
solcher Punkte überzeugen; denn angenommen, dass die Gleichun
gen der Polaren in den beiden Systemen durch

u x  -f- v y  -f- w z  =  o, i i xx  -j- v , y  -|- WyZ =  o 

repräsentirt sind, so genügen den Relationen
ll V w

U, VX Wy ’

welche ihre Identität erfordert, aus denselben Gründen, wie im 
Art. 457,  drei Punkte, welches die vorher bezeichneten sind.

473. Es is t  w ü n s c h e n w e r t l i  zu z e i g e n ,  dass die  
e n t w i c k e l t e n  C o n s t r u c t i o n e n  ke i ne  Zwe i d e u t i g k e i t  
e n t h a l t e n ,  dur c h  w e l c h e  z w e i f e l h a f t  b l e i b e n  mü s s t e ,  
w e l c h e r  der z we i  P o l e  e i ner  g e g e b e n e n  geraden  L i 
nie dem e r s t e n  und w e l c h e r  dem zw;eiten System a n g e 
höre.  Folgende Bemerkungen sind dazu geeignet. Zwei Kegel
schnitte, welche eine doppelte Berührung besitzen, können stets 
als zwei ähnliche concentrische Kegelschnitte puojicirl werden; es 
vereinfacht die Untersuchung, wenn wir sie als solche betrachten. 
Sind alsdann A, B die beiden Pole einer beliebigen Tangente des 
Polar-Kegelschnitts und Alf By, die einer andern eben solchen Tan
gente; alsdann gehört Ax zum ersten System, weil A mit Ax und 
B mit By zusammenfällt, wenn man AB durch stetige Fortbewe
gung längs des Polar-Kegelschnitts mit Ay By zur Deckung bringt. 
Die Unterscheidung zwischen den Punkten kann mit Hilfe dieses 
Satzes leicht gemacht werden; die geraden Linien Ax B und ABt 
sind in dem Falle concentrischer und ähnlicher Kegelschnitte pa
rallel und durchsclmeiden sich in dem allgemeinen Falle, wie es 
die Methode der Projeclionen zeigt, in der Berührungssehne der
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Kegelschnitte. Und wenn wir demnach umgekehrt von zwei Punk
ten des Pol-Kegelschnilts Tangenten an den Polar-Kegelschnitt 
legen, so muss.die Bezeichnung derselben als o«,, oa2, pb{, pb2 so 
geschehen, dass die Verbindungslinie des Durchschnittspunktes 
von oav und pb2 mit dem von oa2 und joft, durch den Pol der Be
rührungssehne der beiden Kegelschnitte geht.

474. W ir s ind d u r c h  das V o r h e r g e h e n d e  an m e h 
reren S t e l l e n  s c h o n  zu dem S c h l ü s s e  a n g e r e g t ,  dass  
das Mehr von drei  Co ns tan teil in dem Fal l e  der  a l l g e 
me i ne n  V e r w a n d t s c h a f t  der Be. c iproci tät  g e g e n  den 
Fal l ,  we l c h e r  der T h e o r i e  der r e c i pr o ke n  Po l ar e n  zu 
Grunde  l i egt ,  nur e i ner  L a g e n v e r s c h i e d e n h e i t  b e i d e r  
S y s t e me  in d i e s e m  u n d j e n e m  F a l l e  e n t s p r e c h e n  möge.  
Das Folgende dient zur genauen Begründung desselben. In der 
That ist die allgemeine Polare ux +  vy +  wz o nur eine Pro- 
jection der reciproken Polare in Bezug auf einen Kegelschnitt

Χξ +  νη +  ζξ =  O,
und die Anwendung der allgemeinen Theorie der Reciprocität führt 
eben deshalb zu keinerlei Ergebnissen, die nicht auch durch die 
Theorie der reciproken Polaren im Verein mit der Methode der 
Projectionen erhalten werden könnten.

Wenn man· verlangt, zwei Figuren, welche in der Verwandt
schaft der Reciprocität stehen, in eine solche gegenseitige Lago 
zu bringen, dass die Polare jedes Punktes ihrer Ebene dieselbe 
bleibt, ob man ihn dem ersten oder zweiten System beizählen 
möge, so muss der erste Schritt sein, den Pol der unendlich ent
fernten geraden Linie in jedem System zu bestimmen, weil diese 
Gerade durch keine Lagenveränderung der Figur berührt wird. 
Man bringt dann beide Systeme in die gegenseitige Lage, »lass 
diese Pole der unendlich entfernten geraden Linie in beiden sich 
decken; man sieht leicht, dass dieselben die Mittelpunkte des Pol- 
und des Polar-Kegelschnittes sind, und dass diese beiden Kegel
schnitte dadurch ähnlich und concentrisch werden.

475. Wenn man hiernach das eine der beiden reciproken Systeme 
um das gemeinschaftliche Centrum 0 dreht, so kann es dadurch zu 
dem andern in eine solche Lage gebracht werden, dass die Polare 
eines beliebigen unendlich entfernten Punktes A in Bezug auf beide 
Systeme dieselbe gerade Linie OB wird. Wäre dies vollzogen, so
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würde die Polare OD jedes andern unendlich entfernten Punktes 
C für beide Systeme die nämliche sein; denn das Doppelschnilt- 
verhältniss der vier Punkte des ersten Systems ABCD ist dem des 
entsprechenden Strahlenbüschels des zweiten Systems, nämlich 
OB, OA, OD, O.Y, gleich, und da drei Strahlen dieses Büschels den 
Punkten B, A, D zugehören, so muss der vierte Strahl OX mit 
OC zusammenfallen, d. i. die Polare des Punktes D ist die näm
liche, oh man sie als dem ersten oder zweiten System angehörig 
betrachtet, und ebenso die Polare des Punktes C.

Da nun die unendlich entfernten imaginären Kreispunkte hei 
jeder Drehung der Figur unverändert bleiben, so haben wir nur 
die Polaren eines dieser Punkte, die im Allgemeinen nicht durch 
denselben Punkt gehen werden, durch die Drehung des einen Sy
stems um das Centrum zum Zusammenfallen zu bringen; dann 
fallen nach dem, was so eben bewiesen worden ist, die Polaren 
aller Punkte zusammen.

476. Man kann l e i c h t  e i nen Au s dr uc k  zur B e s t i m 
mu n g  des W i n k e l s  e r h a l t e n ,  um w e l c h e n  das Sys t em  
zu d i e s em Zweck zu d r e h e n  ist. Denn die allgemeinen 
Gleichungen der beiden Polaren eines beliebigen Punktes unter 
der Voraussetzung der concentrischen Lage und bei der Wahl des 
Centrums zum Anfangspunkt der Coordinaten sind

In Folge dessen sind die Polaren des unendlich entfernten 
Punktes, für welchen y  == x  ] / — 1 ist, durch

repräsentirt. Der Winkel, um welchen eine dieser geraden Linien 
gedreht werden muss, um mit der andern zusammenzufallen, ist 
die Differenz der Winkel, welche die Quotienten

zu ihren trigonometrischen Tangenten haben. Dieser Winkel 
findet sich aber durch den Ausdruck

bestimmt.
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Und wir gelangen durch eine Betrachtung anderer und mehr 
elementarer Art zu demselben Ergehniss. Wenn im Allgemeinen 
die dem Punkte x ,  y  des ersten Systems entsprechende gerade 
Linie des zweiten Systems durch

dargestellt wird, so verändert sieh diese Gleichung durch die Dre
hung des Systems um den Winkel θ in

Aber durch dieselbe Drehung des Achsensystems ändert sich 
die Gleichung der dem Punkt x ,  y' entsprechenden geraden Linie 
in die Form

Und diese ist mit der vorigen nur dann identisch, wenn 
bi cos# -j- b2 sin & =  «2cos & — a, sin #· 

ist, d. i. wenn, wie vorher,

ist.

477. Nachdem wir den allgemeinen Charakter der Methoden 
hinreichend erläutert haben, welche den Gegenstand dieses Kapitels 
bilden, wollen wir noch von mehreren unter den Principien, welche 
in ihnen hervortreten, einige Anwendungen machen, welche beson
ders geeignet scheinen, namentlich die generalisircnde Kraft dersel
ben und zugleich die enge Verbindung unter allen Betrachtungen 
der vorhergehenden Abschnitte und mit der algebraischen .Methode 
der homogenen Gleichungen recht anschaulich zu machen.

Wir nehmen dazu unsern Ausgangspunkt von einem Satze 
über vier No r ma l e n  e i ne s  K e g e l s c h n i t t e s ,  w e l c h e  s i ch  
in d e m s e l b e n  Punkt e  s c hne i de n .  Sind a , b , c , i l  die Fuss- 
punkte solcher Normalen, und nimmt man den Pol 0 der zwischen 
zweien («, b) derselben gezogenen Sehne des Kegelschnittes in Be
zug auf diesen letzteren, so bestimmt sich durch ihn die die bei
den andern Punkte c, d enthaltende gerade Linie auf folgende 
Weise: Man fällt von dem hezeichneten Pol auf die Achsen des 
Kegelschnitts Perpendikel und trägt die Abschnitte, welche sie in
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diesen mit dem Centrum bestimmen, von demselben aus narb der 
entgegengesetzten Seite auf: die gerade Verbindungslinie der so 
erhaltenen Punkte gebt auch durch die Punkte c, d.

Wir schliessen an denselben zunächst einige allgemeine Be- 
merkimgen über die Normalen der Curven überhaupt. Wenn a 
und ß die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Tangente, x  
und y  die ihres Berührungspunktes sind, so ist ihre Gleichung 

(a — x ) dy  — (ß — y) dx  — o, 
und die der zugehörigen Normale

(a — x) d x  -f- (ß — y) dy =  o,
oder für die durch die Gleichung S = o  repräsentirte Curve zwei-

_ , . . dS d S ' .
ten Grades (« — x) — =  —- (ß — y).dy  dx.

Betrachten wir a , ß als constant, x,  y als veränderlich, so 
stellt diese Gleichung eine Curve zweiten Grades dar, auf welcher 
die Fusspunkte der Normalen eines Kegelschnitts zu suchen sind, 
die von einem gewissen Punkte a, ß ausgeben; sie sind die 
Durchschnittspunkte dieser Curve mit dem gegebenen Kegel
schnitt, und es geben daher durch jeden Punkt in der Ebene 
eines Kegelschnitts vier Normalen desselben. Jedoch sind von 
diesen nur zwtei reell, wenn der fragliche Punkt ausserhalb 
der Evolute der Curve liegt. Vier reelle Normalen giebt es 
nur für die imnerhalb der Evolute liegenden Punkte. Zu dem
selben Schlüsse kann man auch gelangen, wenn man die von 
einem unendlich entfernten Punkte ausgehenden Normalen unter
sucht; da sie eine gegebene Richtung haben, so sind ihrer 
zunächst ebenso viel als es Tangenten von der auf dieser 
senkrechten Richtung giebt; indem man aber bedenkt, dass 
eine Normale der Curve, die einem unendlich entfernten Punkte 
derselben entspricht, selbst ganz in unendlicher Entfernung lie
gen muss, so ergiebt sich, dass zu jenen zwei Normalen der vo
rigen Betrachtung die beiden den unendlich entfernten Punkten 
der Curve entsprechenden Normalen der Curve hinzuzufügen sind, 
so dass wir ebenfalls die Zahl vier als die der sämmtlichen Nor
malen erhalten. Wenn die unendlich entfernte gerade Linie die 
Curve selbst tangirt, so vermindert sich die Zahl der von einem 
ihrer Punkte ausgehenden Tangenten und damit die Zahl der Nor
malen um eine; in Folge dessen können nur drei Normalen einer 
Parabel von demselben ausgehen.

36 *

www.rcin.org.pl



564

Wenn die unendlich entfernten imaginären Kreispunkte der 
Curve angehören, so vermindert sich die Zahl der Normalen um 
zwei, denn die Normalen dieser Punkte fallen mit den Tangenten 
derselben zusammen und gehen also nicht durch irgend einen an
dern unendlich entfernten Punkt. Man erkennt dies aus den 
Gleichungen dieser beiden zu einander rechtwinkligen Linien, welche

I

die Formen y =  ix  und y =  — . x

haben und daher identisch sind.
Man wird leicht sehen, wie die Construction des vorigen 

Salzes den hier ausgesprochenen Ergebnissen genügt, wie sie ins
besondere für die Parabel den Fusspunkt der dritten Normale zu 
zwei gegebenen leicht genug bestimmt.

478. Es sind aber zwei verschiedene Partien dieses Satzes, 
welche der allgemeineren Gestaltung fähig sind: Einerseits der 
Begriff der Normale eines Kegelschnitts, andrerseits die Constru
ction der geraden Linie cd mit Hilfe der Achsen desselben. Be
trachten wir zuerst die letztere, so lässt sich die gerade Linie 
cd als die Polare oder Harmonikale des Pols von ab in Bezug auf 
das Dreieck bezeichnen, welches von den Achsen des Kegelschnitts 
mit der unendlich entfernten geraden Linie gebildet wird. Die

Harmonikale eines Punktes 
0  in Bezug auf ein Drei
eck A B C  ist diejenige ge
rade Linie LMN (Fig. 137), 
welche in denSeilen des Drei
ecks BC, CA, A B die con- 
jugirt harmonischen Punkte 
L, Μ, N  zu den Punkten 
B, E, F bestimmt, die von 

den geraden Verbindungslinien des Punktes 0  mit den Ecken des 
Dreiecks in ihnen bezeichnet werden. Sobald man eine der Seiten 
des Dreiecks in unendlicher Entfernung und den gegenüberliegen
den Winkel desselben als einen rechten voraussetzt, gebt diese all
gemeine Construction in diejenige über, welche im vorhergehenden 
Satze vom Pol der Sehne ab zu der geraden Linie cd führte.

Die allgemeine Beziehung, in welcher das von den Achsen 
und der unendlich entfernten geraden Linie gebildete Dreieck zu 
dem gegebenen Kegelschnitt siebt, ist aber die, dass es in Bezug
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auf ihn ein sich selbst conjugirtes Dreieck ist. Wenn man an 
Stelle desselben ein beliebiges anderes sich selbst conjugirtes 
Dreieck wählt, und in Bezug auf dasselbe die Polare oder Iiar- 
monikale des Punktes 0  nach der allgemeinen Construction be
stimmt, so hat man damit die allgemeine Gestalt des Zusammen
hangs, welcher die Linie cd mit dem Pol der Sehne ab verbindet.

Andrerseits ist der Begriff der Normale einer Curve einer 
wesentlichen Erweiterung fähig. Die Normale und die Tangente 
der Curve sind rechtwinklig zu einander in demjenigen Punkte 
derselben, welchem sie entsprechen, und bestimmen in Folge des
sen in der unendlich entfernten geraden Linie zwei Punkte, welche 
mit den beiden imaginären Kreispunkten in ihr ein harmonisches 
System bilden. Bei einer projectivischen Transformation ver
schwindet die Rechtwinkligkeit, und die allgemeine Relation der 
harmonischen Theilung tritt an ihre Stelle; Tangente und Normale 
projiciren sich als gerade Linien, welche in Bezug auf die gera
den Verbindungslinien ihres Durchschnittspunktes mit den Proje- 
etionen der beiden unendlich entfernten imaginären Kreispunkte 
harmonisch conjjugirt sind. Dass die erste zugleich Tangente der 
projicirten Curve bleibt, ist selbstverständlich. Wir wollen die 
nach dieser allgemeinen Auffassung erhaltene gerade Linie die 
Quasi-Normale nennen. Wenn man zunächst diesen erweiter
ten Begriff mit dem Vorhergehenden verbindet, so erkennt man 
leicht, dass die Projectionen der unendlich entfernten imaginären 
Kreispunkte einer Seite des sich selbst conjugirten Dreiecks ange
boren und dass sie mit den Endpunkten dieser Seite ein harmoni
sches System bilden müssen. Damit geht der Satz, welchen wir 
betrachten, in den folgenden über: Man hat zwei  P u n k t e  a, b 
in e i nem K e g e l s c h n i t t  und in e i ne r  der S e i t e n  e i nes  in 
B e z u g  auf  ihn s i ch s e l b s t  c o n j u g i r t e n  D r e i e c k s  ein 
Paar  fes t e  P u n k t e  J, J , we l c he  mi t  den En d p u n k t e n  
d e r s e l b e n  ein h a r m o n i s c h e s  Sy s t e m bi lden.  Ve r b i nde t  
man al sdann jeden der be i den  Punkt e  a, b mit  d i e s en  f e 
s ten P unkt e n  und b e s t i mmt  die v i er t e  H a r mo n i k a l e  zu 
dem von d i e s e n  V e r b i n d u n g s l i n i e n  mi t  der z u g e h ö r i 
gen Ta n g e n t e  g e b i 1 e t e η B ü s c h e 1 und d e n  S c h n i t t 
punkt  0'  der s o  e r ha l t e ne n  be i de n  g e r a d e n  Lini en;  
b e s t i mmt  man end l i c h  zu dem D u r c h s c h n i t t s p u n k t  0 
der T a n g e n t e n  in a und b die H a r m o n i k a l e  L MN  in
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B e z u g  auf  das s i c h  s e l b s t  c o n j u g i r t e Dre i eck ,  s o  
s c h n e i d e t  d i e s e  l e t z t e r e  den K e g e l s c h n i t t  in z we i  
P u n k t e n  c und d,  für w e l c h e  die v i e r t e n  h a r m o n i s c h e n  
S t r a h l e n  zu den von ih ren T a n g e n t e n  mit  i hren g e r a 
den V e r b i n d u n g s l i n i e n  mi t  j e ne n  f es t en Pu n k t e n  J, J' 
g e b i l d e t e n  S y s t e m e n  g l e i c h f a l l s  in dem Punkte  0'  Zu
s amment re f f en .  

Aber auch dies ist noch nicht die allgemeinste Form des 
Satzes, denn die imaginären unendlich entfernten Kreispunkte re- 
präsentiren einen Ort zweiter Klasse (Art. 320), und man kann da
her an ihre Stelle einen Kegelschnitt setzen; alsdann sind die 
Tangente und die Quasi-Normale des gegebenen Kegelschnitts in 
Bezug auf diesen letzteren harmonisch conjugirt; ist die Tangente 
bekannt, so erhält man die Quasi-Normale als die Verbindungs
linie des Berührungspunktes mit dem in Bezug auf diesen Kegel
schnitt genommenen Pol der Tangente. Man erkennt jedoch leicht, 
dass nur ein solcher Kegelschnitt zur Vertretung dieser imaginä
ren Kreispunkte geeignet ist, welcher mit dem gegebenen das in 
der vorigen Erweiterung betrachtete sich selbst conjugirle Dreieck 
gemeinschaftlich hat. (Vergl. Art. 370.)

479. Damit nimmt dann unser Satz die allgemeinste Gestalt 
an, deren er fähig scheint, ohne dass man den Begriff der Tan
gente aufgiebt, und lautet wie folgt: Wenn man für zwei  
P u n k t e  a, b e ines  K e g e l s c h n i t t s  die Ta ng e nt e n  und i h 
ren Dur c hs c hn i t t s punk t  0, und die be i de n  ge r ade n  L i 
n i e n ,  w e l c h e  d i e s en  T a n g e n t e n  in Be z ug  auf  e i n e n  
g e g e b e n e n  z w e i t e n  K e g e l s c h n i t t  h a r m o n i s c h  c o n j u 
g i r t  s i nd,  und i h r e n  D u r c h s c h n i t t s p u n k t  0' b e s t i m m t ,  
we n n  man  s odann di e  H a r m o n i k a l e  des  P u n k t e s  0  in 
B e z u g  auf  das  s i ch  s e i hs t  c o n j u g i r t e  Dr e i e c k  con-  
s t r u i r t , w e l c h e s  b e i d e n  K e g e l s c h n i t t e n  g e m e i n s c h a f t 
l i ch i s t , so ge he n  für d i e b e i d e n  D u r c h  s c h n i t t s p u n k t e  
c, d d i e s e r  l e t z t e r e n  g e r a d e n  L i n i e  mit  dem ers t en  
g e g e b e n e n  K e g e l s c h n i t t e  d i e j e n i g e n  Geraden ,  w e l c h e  
den e n t s p r e c h e n d e n  T a n g e n t e n  in Bezug auf  d i e s e n  
z we i t e n  Ke ge l s c hn i t t  h a r mo ni s c h  c o nj ug i r t  s ind,  durch  
den n ä m l i c h e n  Punkt  0'.

ln dieser Gestalt wollen wir den Satz in möglichster Kürze 
analytisch beweisen und uns dabei der Vortheile bedienen, welche
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(len Gebrauch der homogenen Gleichungen überhaupt und insbe
sondere der der kanonischen Form darhietet.

Ist das beiden Kegelschnitten gemeinschaftliche sich seihst con- 
jugirte Dreieck zum Fundamental-Dreieck genommen, so dass seine 
Seiten durch die Gleichungen x  =  o, y =  ο, z =  o repräsentirt 
werden, so sind die Gleichungen der beiden Kegelschnitte in der 
Form x? y2 z2 =  o, a x 2 -(- by2 -f- cz2 =  o 
zu nehmen; die letztere bezeichne den gegebenen Kegelschnitt, 
welchem die Punkte a, b, c, d des Satzes angehören. Indem man 
bemerkt, dass zwei gerade Linien

A x  -f- B y  +  Cz =  o, Ä x  -f- B'y -f- Cz  =  o 
in Bezug auf den ersten Kegelschnitt harmonisch conjugirt sind, 
wenn die Relation

erfüllt ist, erhält man als die Gleichung der Quasi-Normale des 
gegebenen Kegelschnitts im Punkte x, y, z leicht

* i  ΐ/ i  * i

Ebenso entsprechen den Normalen der Punkte x 2, y2, z2 und
#3, y 3, z3 die Gleichungen

und die Bedingung, unter welcher diese drei Normalen sich in 
einem Punkte schneiden, ist

Da aber diese drei Punkte auch dem gegebenen Kegelschnitt 
angehören und ihre Coordinaten somit seiner Gleichung genügen 
müssen, so ist auch
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Daraus folgt die Relation

weil

ist; der zweite Theil dieser Gleichung wird nach dem Vorigen 
gleich Null, und im ersten Theil derselben kann die Determinante 
nicht Null werden, weil die drei Punkte x^yvz u x2y 2z2, x 3y 3z3 auf 
einem Kegelschnitt liegen; in Folge dessen muss der erste Factor 
der linken Seite den Werth Null haben, wie wir angaben.

Nun hat die gerade Linie ab oder (xly l z l, x2y 2z2) die Glei
chung

und die Coordinalen ihres Pols in Bezug auf den Kegelschnitt

sind durch

bestimmt, wofür man

setzen kann, weil nach den Gleichungen

die Relation

bestehen muss.
Die Ilarmonikale dieses Pols 0  in Bezug auf das Dreieck 

x =  0, y — 0, z =  0 hat daher die Gleichung
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Wenn man in diese letztere an Stelle von x, y, z, die Werthe 
x3, y3, z3 setzt, so geht sie in die oben gegebene Gleichung 

x , y 2z3 +  ccty}zz + x 2y3z x +  cct y l z3 +  x 3y {z2 +  x 3y 2z x =  o 
über; wir schliessen daraus, dass sie den Punkt c enthält, und 
beweisen durch Wiederholung derselben Betrachtung, dass ihr auch 
der Punkt d angehört, für welchen die Quasi-Normale noch durch 
denselben Punkt geht.

Eine einfache Betrachtung der Figur des Satzes lehrt, dass die 
vier Punkte a, b, c, d als Ecken eines dem gegebenen Kegelschnitt 
eingeschriebenen Vierecks betrachtet werden können, indess die 
vier entsprechenden Tangenten ein demselben Kegelschnitt um
schriebenes Vierseit bilden, und dass die sechs Seiten des erste- 
ren die Harmonikalen der sechs Ecken des andern in Bezug auf 
dasjenige Dreieck sind, welches zugleich für den gegebenen und 
denjenigen andern Kegelschnitt sich seihst conjugirt ist, in Bezug auf 
welchen die in einem und demselben Punkte zusammentreffenden 
Quasi-Normalen der vier Punkte a, b, c, d genommen sind.

480. Ein ähnliches Beispiel bietet die Reihe der folgenden 
Sätze dar: We n n  man durch den S c h e i t e l  S e ines  r e c h 
ten Wi nke l s  e i n e n  Krei s  b e s c h r e i b t  und dre i  T a n g e n 
ten so an d e ns e l be n  z i e h t ,  dass  die in j e d e r  T a n g e n t e  
z w i s c h e n  i hnem B e r ü h r u n g s p u n k t  und den S c h e n k e l n  
des r e ch t en W ink e ls  e n t h a l t e n e n  S e g m e n t e  (Aa, Aa u.s.w.) 
von g l e i cher  Länge  
s i nd,  s o  bi l den die 
d reiße r ü h ru n g s p u n k- 
te ein g l e i c h s e i t i g e s  
Drei eck ABC. (Fig.'138.)

Wir bezeichnen die Ge
sichtspunkte der Verallge
meinerung in diesem ele
mentaren Satze wie folgt:
Die drei Tangenten des 
Kreises bilden ein gleich
seitiges Dreieck, für wel
ches der Kreis nicht nur 
der eingeschriebene, son
dern auch der durch die 
Mittelpunkte der Seiten gehende ist; diese Mittelpunkte der Seiten sind
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den unendlich entfernten Punkten derselben in Bezug auf die Ecken 
des Dreiecks conjugirt harmonisch, und die unendlich entfernte 
gerade Linie ist die Harmonikale desjenigen Punktes, in welchem 
die von den Seitenmittelpunkten nach den Gegenecken des Dreiecks 
gezogenen Geraden sich schneiden, in Bezug auf das Dreieck. Jener 
Kreis ist ein Kegelschnitt, der durch zwei feste Punkte in dieser 
unendlich entfernten Geraden geht, die mit den in den Schenkeln 
des rechten Winkels gelegenen ein harmonisches System bilden; 
die unendlich entfernte Gerade ist die Polare jenes nämlichen 
Punktes in Bezug auf diesen Kreis.

Denken wir nun statt dieses dem gleichseitigen Dreieck ein
geschriebenen Kreises einen Kegelschnitt, welcher einem beliebi
gen Dreieck ABC eingeschrieben ist, so begegnen sich die Ver
bindungslinien seiner Berührungspunkte D, E, F in den Seiten 
des Dreiecks mit den Gegenecken desselben in einem Punkte 0, 
und die Harmonikale dieses Punktes in Bezug auf das Dreieck 
ist auch die Polare desselben in Bezug auf den Kegelschnitt. Sie 
hat mit dem Kegelschnitt zwei reelle oder imaginäre Punkte ge
mein, und die beiden geraden Linien, w elche an Stelle der Schen
kel des rechten Winkels in jenem Satze treten, bestimmen notb- 
wendig mit diesen in ihr ein harmonisches System. Wenn in 
jenem Satze die Schenkel des rechten Winkels in den Dreiecks- 
sciten Punkte bestimmen, welche mit diesen denselben Mittelpunkt 
haben, nämlich den Berührungspunkt des eingeschriebenen Krei
ses, so bilden jetzt die Durchschnitlspunkte der entsprechenden 
geraden Linie mit den Drerecksseiten und die entsprechenden 'Ecken 
je ein involutorisches System, für welches der Berührungspunkt 
des eingeschriebenen Kegelschnitts ein Doppelpunkt ist. (Vergl. die 
Entwicklungen der Art. 428, 429.) Und so endigt die Reihe der 
Schlüsse in dieser allgemeinen Form in dem Satze, dass  der  
D u r c h s c h n i t t s p u n k t  z we i e r  s o l c h e n  g e r a d e n  Li ni en  
j e n e m  e i n g e s c h r i e b e n e n  Ke g e l s c h n i t t e  angehör t .

Auch in dieser allgemeinen Figur- bilden die Durchschnitts
punkte dieser Geraden mit einer der Dreiecksseiten ein harmoni
sches System mit den Punkten derselben, in welchen sie den Ke
gelschnitt berührt, und die Polare des Punktes 0 schneidet; und 
auch hier liegen, wie in der Figur des elementaren Satzes, der 
Schnittpunkt jener Geraden auf dem eingeschriebenen Kegel
schnitt und die Punkte, in welchen dieselben je eine Dreiecks
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seite schneiden, in einem Kegelschnitt, welcher den entsprechen
den Berührungspunkt des erstem zum Pol der geraden Linie hat, 
die wir als die Polare von 0 bezeichnet haben, und welcher über
dies durch dieselben zwei Punkte geht, in denen diese den ein
geschriebenen Kegelschnitt schneidet.

Endlich aber können die beiden geraden Linien, die Schen
kel des iechten Winkels, als ein Ort zweiten Grades angesehen 
und durch einen Kegelschnitt ersetzt werden; in der That liegen 
die drei Punktepaare in den Seiten des Dreiecks ABC,  welche mit 
den Ecken desselben Involutionen bestimmen, denen der Berüh
rungspunkt des eingeschriebenen Kegelschnitts als ein Doppelpunkt 
angehört, in einem Kegelschnitt; derselbe geht auch durch die 
beiden Punkte, welche die Polare von 0 mit dem eingeschrie
benen Kegelschnitt gemein hat. In Bezug auf diesen und den 
eingeschriebenen Kegelschnitt nimmt dann der bezeiclmetc Satz 
diese einfache Gestalt an: Für j ede  ge r a de  Li ni e ,  w e l c h e  
mit  d i e s e n  b e i d e n  K e g e l s c h n i t t e n  e i n e  h a r m o n i s c h e  
The i  1 ung  b e s t i mmt ,  l iegt der  in B e z u g  auf  den letzt-  
b e z e i c h n e t e n  K e g e l s c h n i t t  g e n o m m e n e  Pol  in dem 
ein ge sch rieh cnen Kege l s c hni t t .

Nach dem "Vorigen sind die Principien dieser Verallgemeine
rung fest begrümdet, und es bedarf daher für die daraus gezo
genen Schlüsse lkaum eines ferneren Beweises, wenn auch ein sol
cher ohne Schwierigkeit zu geben wäre.
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Z u s ä t z e .

I. Die trim etrischen Coordinaten-Systeme und der 
barycentrisch e Calcul.

Die beiden trimetrischen Coordinaten-Systeme, welche in den Ar
tikeln 61— 67 und 70, 71 (Kapitel IV) entwickelt und in den darnach 
folgenden Abschnitten des Textes vielfach gebrauch) worden sind, auf 
welche auch die Entwickelungen der letzten Kapitel sich besonders direct 
anwenden, und die durch die ihnen eigene Homogeneität der Formen in 
den Mittelpunkt der wissenschaftlichen Betrachtung führen, sind einer sta
tischen Begründung fällig, und das zweite derselben, welches wir als das 
System der Dreipunkt-Coordinaten bezeichnet haben, und welches auch 
das der Tangential-Coordinaten genannt werden kann, ist auf diesem 
Wege jn seinem Werke „der barycentr i sche  Calcul“ Leipzig, 1827, 
von Herrn Professor Möbius begründet worden.

Diese Begründung verlässt allerdings durch Einführung statischer 
Principien die reine Geometrie, aber sie steht ihr durch die ungemein 
einfache Natur derselben nabe genug; wenn ihr jedoch in dem Folgenden 
hier eine Stelle gewidmet wird, so geschieht dies nicht deshalb, son
dern namentlich wegen ihrer historischen Bedeutung. Um dieselbe kurz 
auszudrücken, darf man wohl sagen, dass sic eine Epoche in der analy
tischen Geometrie bezeichnet. Als sie zuerst erschien, führte sie zwei 
neue bedeutende Gedanken auf einmal in die Wissenschaft ein, und lie
ferte zu beiden ein auserlesen vollendetes Beispiel.

Jede analytische Geometrie beschäftigt sich mit den in einem gewis
sen Co ordi na ten-Feld vorkommenden Formen; sie ist darnach ana
lytische Planimetrie, oder analytische Sphärik u. s. w ., oder allgemein 
analytische Geometrie des Raumes. Innerhalb dieses Fehles setzt sie jede 
geometrische Form aus gleichartigen Elementen zusammen, indem sic 
dieselben durch ein mathematisches Gesetz zu einer stetigen Reihe ver
bindet; sie ist in Folge dessen analytische Geometrie des Punktes, oder 
der geraden Linie, sie kann auch in dem Sinne analytische Planimetrie 
des Kreises sein, dass sie jede ehenflächige Form als durch eine stetige 
Reihung von Kreisen erzeugt ansieht; die Gleichung der Form drückt 
dann das Gesetz dieser Reihe aus; sie kann endlich auch eine analytische 
Sphärik des Punktes oder eine des Hauptkreises sein, und sic hat im 
Raume die Wahl, den Punkt, die gerade Linie oder die Ebene als Ele
ment zu betrachten. Sie bestimmt endlich dies Element innerhalb ihres 
Feldes durch eine gewisse durch Coordinaten vermittelte Beziehung

www.rcin.org.pl



573

zu gegebenen festen El ementen;  darnach ;kann es so viele Coordi- 
natensysteme des Punktes, der geraden Linie, des Kreises u. s. w. geben, 
als es Methoden giebt, einen Punkt, eine gerade Linie, einen Kreis durch 
Beziehung auf feste Elemente im Coordinaten-Feld zu bestimmen.

Seit Descar tes bis auf die Erscheinung des barycenlrischen Calculs 
batte man das Coordinatensystem des Punktes mit zwei Coordiuaten-Acbsen 
und parallel zu denselben vom Punkte aus bis zu ihnen gemessenen ge
radlinigen Coordinaten und das sogenannte Polar-Coordinaten-System 
für die analytische Planimetrie allein benutzt; mit ihm wurden zur Durch
brechung dieser Schranken zwei grosse Schritte auf einmal gethan: An 
S t e 11 e d e s Punktes  trat als Element  die gerade Linie,  und 
die Coordinaten-ßestimmung brachte den völlig neuen Gedanken, statt  
zweier Coordiuaten-Acbsen drei  Fundament a l - Punkt e  zu 
benutzen.

Der letztere Gedanke der Aenderung der Coordinaten-Bestimmung, 
der Gedanke von der unbegrenzten Mannigfaltigkeit derselben, ist zugleich 
mit dem Namen PlückeF ehrenvoll verknüpft, der ihn im Jahre 1828 
im V. Bande des Crelle’scben Journals aussprach und durch ein neues Co
ordinatensystem exemplificirte, und durch welchen derselbe in dem S y 
stem der anal yt i schen Geometrie 1835 eine sehr allgemeine Form 
und Ausbildung erhielt.

Der erste gelhört Herrn Möbius allein, und man weiss, wie er den
selben auch auf dlas bis jetzt allein neben dem ebenen bearbeitete sphä
rische Feld überliragen hat, in seiner Abhandlung „l i eber di e  Grund
formen derLi i n i ender  III. Ordnung“ und schon früher „Ueber  
eine neue Be bandl ungs wei s e  der analyt i schen Sphärik  
1846.“

Der geometrische Kern der Methode des Herrn Möbius kann wie 
folgt ausgesprochen werden: Wenn man von drei Fundamental-Punk
ten aus bis zu einer beliebigen geraden Linie Parallelen zieht, so haben 
diese für dieselbe Gerade constante von ihrer Richtung völlig unabhängige 
Verhältnisse; zwei gegebene Verhältnisse zwischen ihnen bestimmen eine 
gerade Linie uml sind die Coordinaten derselben; jede Gleichung zwi
schen diesen als Veränderliche betrachteten Coordinaten repräsentirt eine 
Reibe von geraden Linien, deren Coordinaten dem durch sie ausgedrücklen 
Gesetz genügen, d. h. sic repräsentirt einen durch dieselben umhüllten 
Ort; dieser ist in dem speciellen Falle, wo die gedachte Gleichung vom 
ersten Grade ist, ein Punkt.

So is l d as System des barycenl r i s chen  Calcul s  mit dem 
der Dreipunkt -Coordinaten in dem vor l i egenden Werke  
ident i sch,  und deshalb und dieser seiner historischen Bedeutung wegen 
mag man hier nicht ungern die statische Begründung kurz angegeben linden; 
man wird sie mit Vergnügen durch die statische Begründung des Drei- 
linien-Coordinaten-Systeins ergänzt sehen. Ich gebe die Letztere zuerst.*)*) Das Folgende ist Auszug aus einem Briefe des Herrn Prof. Möbi us  an den Herausgeber.
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„Ist a eine gerade Linie von unbestimmter Länge, alter bestimmter 
Lage und Richtung, und l irgend eine positive oder negative Zahl, so soll 
unter la eine Kraft verstanden werden, deren Intensität, nach Festsetzung 
einer gewissen Intensität als Einheit, =  / ist, und welche in der Gera
den a wirkend, entweder die bestimmte Richtung von a oder, die entge
gengesetzte hat, je nachdem l positiv oder negativ ist. Redeuten Aehn- 
liclies die Ausdrücke mß,  ηγ,  u. s. w. rp, so soll die Gleichung 

la mß — r ρ
anzeigen, dass die Kraft rp die Resultante der Kräfte la .und mß  ist, 
und damit zugleich, dass die Geraden a und ß in einer Ebene liegen, 
indem sonst e i ne  Resultante nicht Statt haben könnte. Nächstdem liegt 
auch ρ in derselben Ebene, und es verhalten sich, wie aus der Statik be
kannt ist: l :m:r  — sin ß ρ: sin pa:sin aß.

Sind a, ß,  γ drei ein Dreieck bildende Gerade, so ist 
la -j- mß +  ηγ

der Ausdruck einer in der Ebene des Dreiecks wi rkenden  
Kraft; und umgekehrt lässt sich leicht zeigen, dass jede Kraft in der 
Ebene des Dreiecks αβγ  einen Ausdruck von der Form 

la -f- mß  +  η γ
hat; oder kürzer und rein geometrisch: la -f- mß  -f- ιιγ ist der Aus
druck einer Geraden in der Ebene des Dreiecks α β γ , und umgekehrt.

Sind ρ und e zwei Gerade der Ebene, so ist ρ -f xg der Ausdruck 
einer durch den Punkt ρθ, d. i. durch den Durchschnitt von 6 mit ρ ge
henden Geraden derselben Ebene, und zwar jeder beliebigen durch ρο 
gehenden Geraden dieser Ebene, wenn es freisteht, dem x  jeden belie
bigen Werth zu gehen. Man kann daher den Ausdruck ρ -j- x a  mit der 
Variahein x  auch als den Ausdruck des Punktes ρο betrachten.

Der gegenseitige Durchschnitt der zwei Geraden
la -f- mß  -f- ηγ  und lLa -f- m{ß -f- ηγγ 

wird hiernach sein
(/ -)- l{ x) a -f- [in -f- zn, x) /3 -f- (zz -}- nl x) γ.

Der Ausdruck Ixa  +  m y ß  +  η ζγ
mit den drei Variahein x, y, z gehört gleichfalls einem Punkte der Ebene 
a, ß, γ an, wenn zwischen x, y , z  eine Gleichung von der Form

f x  +  g y  +  hz =  o
besteht.

Denn setzen wir der Einfachheit willen, die Gleichung sei 
x  +  y +  z =  o, 

so wird der Ausdruck nach Elimination von z 
Ixa  -j- m y ß  — n[x -f- ==y [ mß  — ηγ) — χ(ηγ  — la) =  

dem Durchschnitlspunkle der Geraden in ß — ηγ  und ηγ  — la.
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Neimen wir diesen Punkt 0 ,  die Punkte βγ ,  ya,  aß  respective 
A, B, C, so gellt die Gerade m ß — ny  durch 0,  aber auch durch ßy  
oder A; mß  — ny ist also der Ausdruck der Geraden 0 A. Und auf 
gleiche Weise werden durch ny  — la und la — mß die Geraden OB 
0 C ausgedrückt.

Sei Ο A . B C =  I), und Ο B . CA  =  E. Weil von Ο A und BC die 
Ausdrücke mß  — ny  und a sind, so ist von D der Ausdruck

und ebenso, weil OB Ξ  ny  — la,  und CA =  ß,  so ist

Nun wird durch (δ) jede durch D gehende Gerade und durch (ε) jede 
durch E  gehende ausgedrückt; für die durch B und E  zugleich gehende 
Gerade müssen daher die Ausdrücke (d) und (ε) identisch sein, also

also
folglich

Sei noch B Ε . A B =  N , so wird N — la- \ -mß  — ny ny, 
oder wenn man die Variabele u — n =  z setzt,

Ebenso hat man, wenn

gesetzt wird,

Für die GeradeLM müssen sich x:m:n =■ l:y:n verhalten, also

und
ebenso findet man
die Geraden LM und NL  sind folglich identisch, oder L, Μ , N liegen 
in einer Geraden la +  mß  +  ny,
weil die Ausdrücke dieser Punkte dadurch, dass man x  =  l, y =  in, 
z =  n setzt, in la  -j- m ß -f- n y übergehen.

Rein geometrisch könnte man die Grundformel

also erklären: la bedeutet eine Linie, welche die durch a bestimmte Lage 
und Richtung und eine durch die Zahl l bestimmte Länge «iml. Werde 
diese Linie durch AB  dargestellt, wo A und B ihre beiden Endpunkte 
bezeichnen; ebenso in ß durch CB und rQ durch RS.  Stall voriger 
Formel könnte daher geschrieben werden

wobei die conditio sine (μια non ist, dass alle drei Linien in einer Ebene 
liegen.
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Letztere Formel hätte man aber als abgekürzten Ausdruck von 
GAB +  OCD =  OBS

zu betrachten, worin 0 einen beliebigen Punkt der Ebene, 0 AB  die 
Fläche des Dreiecks, dessen Spitzen Ο, A, B sind, bezeichnet, u. s. w. 
Die Fläche 0 AB  wäre positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem die 
Aufeinanderfolge der Ecken Ο, A, B im Umfange für ein im Innern 
der Fläche stehendes Auge von links nach rechts oder von rechts nach 
links geschieht.

Die Gleichung Ο A B -(- OCD =  OBS  
kann nicht anders bestehen, als wenn AB,  CD, B S  sich in einem Punkte 
schneiden, und wenn sich ein Parallelogramm F C H I  construiren lässt, 
von welchem FC,  FI ,  F H  respeclive gleich und gleich gerichtet mit 
AB,  CD, B S  sind. “

Hiernach stehe die s la li sche Begründung des Systems def* 
dre i punkt i gen Linien-Go ordina len mit Benutzung der Artikel 
des harycentrischen Calculs.

Wenn man durch zwei Punktet und B Parallel-Linien AA' und 
B B' gezogen hat, und wenn durch u und b zwei Zahlen von gegebenem 
Verhältniss bezeichnet werden, deren Summe nicht Null ist, so können 
jene Parallelen durch eine dritte Gerade Ä  B' so geschnitten werden, 
dass a . A Ä  -f- b . B B' =  o
ist. Dazu hat man A B in F so zu theilen, dass 

AF: F B =  b : a
ist, und die Gerade Ä B' nur durch F zu ziehen; jede durch F gehende 
Gerade, welche die Parallelen schneidet, und keine andere, hat die gefor
derte Eigenschaft.

Für jede nicht durch F gehende Gerade Ä  B", die von einer durch 
F gehenden Parallelen zu AA", BB"  in F" getroffen wird, hat man

a.AA" +  b.BB" =  (« - f  b) FF",  statt =  o.
Die Lage des Punktes F in der Geraden AB  hängt nur ah von dem 

Verhältniss der Zahlen a und b, keineswegs von dem Winkel, welchen 
die gewählten Parallelen mit AB  bilden; er ist, statisch gesprochen, der 
Angriffspunkt der Mittelkraft paralleler Kräfte, welche in A und B an
greifen und deren Intensitäten sich wie a:b verhalten. Man kann ihn als 
den Schwerpunkt  der Punkte A und B mit den respect iven  
Coef f i c i enten a und b bezeichnen.

Wemr durch drei gegebene Punkte A, B , C in beliebiger Richtung 
Parallelen AA' , B B' , CCf gezogen werden und u, b, c drei Zahlen be
zeichnen, welche in gegebenen Verhältnissen zu einander stehen, und 
deren Summe nicht Null ist, so kann man jene Parallelen stets durch eine 
Ebene so in den Punkten Ä , B' , C schneiden, dass

a . AA'  -f- b . B B '  -f- c. CC' =  o 
ist.
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Man verbinde beliebige zwei der gegebenen Punkte z. B. A, B durch 
eine Gerade, und theile diese in F so, dass BF: FA =  a:b ist, ziehe 
sodann FC  und nehme darin den Punkt 0 so an, dass

ist. Dann hat jede durch den Punkt 0 gelegte Ebene und keine andere 
die verlangte Eigenschaft. Für jede nicht durch 0  gehende Ebene, welche 
die durch A , B, C, 0 gezogenen Parallelen in Ä ' , B ' , C' , 0" schnei
det, ist

anstatt =  o.
Die Lage des Punktes 0  hängt nur ah von der Lage der Punkte A, 

B , C  und den Verhältnissen ihrer Coefficienten a, b , c ;  denkt man in 
A,  B,  C parallele Kräfte von beliebiger Richtung mit Intensitäten wir
kend, welche den Zahlen a, b, c proportional sind, so ist 0  der An
griffspunkt der Mittelkraft, und wenn jene Kräfte als Schwerkräfte ge
dacht werden, der Schwerpunkt  des Systems der Punkte A,‘B, C 
mit den r e s p e c t iven Coef f i ci enten a, b , c.

Ganz allgemein: Ist eine be l i eb i ge  Anzahl  von Punkten  
A, B, C, . . . N  mit r e s p e ctiven Coef f i c i enten a, b, c . . . n 
gegeben,  deren Summe ni c ht =  o ist,  s o k a n n s t e t s e  i n  Punkt  
S und nur einer — der Schwerpunkt  — von der Beschaf 
fenhei t  gefunden werden,  dass,  w e nn man durch die g e g e 
benen Punkte und den Punkt S nach einer bel i ebigen Rieh-  
tung Paral l e l en zieht  und diese mit einer wi l l kür l i c h  g e 
legten Ebene s chne i de t ,  we l c he s  r e s p e c t i v e i n Ä , B\ ( f . .. N\ 
S' geschehe,  immer

und f o l g l i c h ,  wenn die Ebene durch S s e l bs t  gehl ,

i s t .

Wenn die Summe der den Punkten zugehörigen Coefficienten gleich 
Null ist, so kann das System keinen construirbarcn Schwerpunkt haben; 
man erkennt, dass er in unendlicher Entfernung liegt, indem man bedenkt, 
dass ein Punkt des Systems mit dem Schwerpunkt aller übrigen zusam
men ihn bestimmen muss, und dass folglich die Bedingung

erfüllt sein muss, und somit jede zu A 1 parallele Ebene durch den Irag- 
lichcn Punkt gehen wird.

Eine Formel wie

kann man in der abgekürzten Form

schreiben, wenn man unter A , B, C . . .  N, S nicht nur die Punkte, 
sondern zugleich die ihnen entsprechenden Abschnitte auf den Parallelen
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verstellt; und wenn man die Gleichheit der Coefficientensummen auf bei
den Seilen, die sieh aus der Natur des Schwerpunkts ergiebt, als selbst
verständlich hei Seite lässt, aber die dann sich ergehende Gleichheit statt 
durch =  durch =  andeutet,

aA +  b B . +  cC +  . . .  +  n N  =  S.
Man sieht leicht, dass nur die Voraussetzung, die Schnitlebene gehe 

durch den Punkt S seihst, d. h. SSl =  o nöthig ist, um in 
aA  +  bB  +  cC =  o,

wobei jede Rücksicht auf die Coefficienten-Summe wegfällt, die Gleichung 
als Ausdruck des Schwerpunktes S  für drei gegebene Punkte A, B, C 
zu erhalten, welche wir in dem trimetrischen Linien - Coordinaten - Sy
stem gebraucht haben. Dass die Bedeutung der Coefficienten, mit der
jenigen der Coefficienten in diesem System völlig übereinstimmt, zeigt 
die im Vorigen angegebene Construction des Schwerpunktes der in A, 
B, C wirkenden Schwerkräfte a, b, c.

Damit stimmen auch alle weiteren Consequenzen des harycentrischen 
Calculs überein.

Wenn speciell aA  +  bB ξε C' ist, so liegt C mit A und B in der
selben geraden Linie und es besteht die Proportion

Wenn aA  - f -  bB  -J- cC =  B ist und A , B, C nicht in einer Ge
raden liegen, so liegt D mit A, B , C in einer Ebene und die Dreiecks
flächen

sind respective den Coefficienten a, b, c proportional.
Darnach gestaltet sich dann die Bestimmung eines Punktes in einer 

Ebene folgendermassen : In Bezug auf  das  von den dre i  F u n d a 
ment  a I - P u n k t e n g e b i l d e t e  Fu n d a me n l a l - Dr e i e c k  ABC e n t 
s p r i c h t  be s t i mmt e n  zwei  in a : b : c  l i e g e n d e n  V e r hä l t  n i s s e n 
ein h e s l i m in l e r P u n k t  P ,  u n d

ist der Ausdruck dieses  Punktes;  und umgekehrt  ent spre 
chen jede m Punkte in d e r E b e n c des F u n d a m e n t a 1 - D r e i e c k s 
ganz b e s l i m m l e Verb ä 11 n i s sc a : b u n d a : c.

Es ist leicht, aus diesen Begriffen auch den Ausdruck einer geraden 
Linie herzuleiten; denn für zwei Punkte Ό und E, deren Ausdrücke in 
Bezug auf das Fundamenlal-Dreieck A B C  durch

repräsenlirt sind, wird durch

jeder Punkt in ihrer geraden Verbindungslinie ausgedrückt, wenn x  alle 
möglichen Werthe annimmt; eben dieser Ausdruck kann deshalb als Aus-

www.rcin.org.pl



579 t

druck der geraden Linie D E  selbst bezeichnet werden. Mit der Sub
stitution

kann man jenem Ausdrucke die Formen
D 4- x E il D -f- y c E =  [n -(- dy) A -f- (b +  b' y) B [c -f- c y) C 

geben.
Der letztere Ausdruck repräsenlirt eine beliebige Gerade in der Ebene 

des Fundamental - Dreiecks.
Die Durchschnittspunkte derselben mit den Seiten des Fundamenlal- 

Dreiecks lassen sieb leicht bestimmen, wenn man bedenkt, dass für einen 
solchen Punkt immer einer der Coefiicicnlen der Gleichung mit Null iden
tisch werden muss,-nämlich der Coefficient derjenigen Ecke, durch welche 
die betreffende Seite nicht gebt; so ist für den Durchschnitt der Geraden 
mit A B, BC, CA respective

c -f- c y  =  o , also y  =  — % , oder a -f- d y  =  o , also y =  —

oder b -f- b' y =  o, also y  — ψ ,

so dass die Ausdrücke der Schnittpunkte die Formt n
(b c — b'c) C — (« c — de) A,
[cd — c'a) A — (bd — da) B,
[ad - ab) B — (cb' — c'b) C

annehmen.

Der unendlich entfernte Punkt der Geraden zeigt das Theilungsver- 
hältniss — 1 und wird somit durch 1) — E  ausgedrückt, d. i. durch

aA +  bli  +  c C  _  d_A +  b'B - f  c C  
a -j- b -j- c d  -j- b' -j- c

Es ist in diesem wie in dem andern Coordinalensystcm sehr leicht, 
eine Guord in a t en- Trans f ormat i on  vorzunebmen; der Uebergang 
von dem Fundamental - Dreieck AB C  zu dem neuen A B  C wird ein
fach dadurch vollzogen , dass man aus den Ausdrücken der Punkte A , B , C 
die der Punkte A, B,C ablcilet und sic in die Ausdrücke der betrachteten 
geometrischen Formen an Stelle der Ausdrücke dieser Punkte subsliluirt.

Die Uebertragung derselben Grundgedanken auf die anal yt i sche  
Spliärik geschieht endlich nach folgenden Grundzügen: Sind A. B,  C 
drei Punkte auf der Kugelfiäche, welche nicht in einem Hauptkreise lie
gen, so wird in Bezug auf sie jeder vierte Punkt der Fläche durch eine 
Gleichung aA +  b B -)- cC =  p P

_ausgedrückt. Sie bedeutet, dass drei auf den Kugclmiltelpunkl 0 wir
kende Kräfte, deren Richtungen OA, OB,  OC und deren Intensitäten a, 
b , e  sind, zu ihrer Resultanten eine Kraft haben, deren Richtung OP 
und deren Intensität =  p ist.

3 7  *
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Ebenso wie die Coefficientcn in der Cartesischen Gleichung einer 
geraden Linie als die Coordinalcn dieser lelzlcrn bezeichnet werden kön
nen, so kann man auch hier die Coel'ficicnten a, b, c aus dein Ausdruck 
des Punktes als die Coordinalcn desselben ansehen.

IT. Ueber das Pascal’sehe Sechseck. (Art. 291.)

II. S teiner war es, der zuerst die Aufmerksamkeit der Geometer 
auf die vollständige Figur lenkte, welche erhallen wird, wenn man sechs 
Punkte eines Kegelschnitts auf jede mögliche Art mit einander verbindet 
und für jedes der entstehenden Sechsecke die Pascal’sche Linie construirt. 
(Gergonne’s Annalcs t. XVIII. p. 319. 1827-) Pie von ihm gegebenen Sätze 
wurden von II. PI Ücker berichtigt und ergänzt (Crelle’s Journal Bd. V. 
p. 268. 1829), und das interessante System hat später noch durch 11. Hesse  
(Crelle’s Journal Bd.XXIV und XLI), Mr. Caylcy (Crelle’s Journal Bd.XLI) 
und Mr. Kirkmann (Cambridge and Dublin Math. Journ. Vol. V. 1830) 
neue Untersuchungen erfahren, welche zu bisher unbekannten Sätzen ge
führt haben.

Wir beabsichtigen hier einen kurzen Abriss der wichtigsten unter 
diesen Sätzen zu geben und die Methode ihrer Entwicklung darzulegen. 
Sie gehen grossen Thcils aus den einfachsten Grundsätzen der Combina- 
lions-Lehre und aus der Anwendung der folgenden elementaren Sätze und 
ihrer reciproken hervor: Wenn zwei Dreiecke so gelegen sind, dass die 
Verbindungslinien entsprechender Ecken sich in einem Punkte schneiden, 
so liegen die Durchschnittspunkte ihrer entsprechenden Seiten in einer ge
raden Linie. Indem wir jenen Durchschnitlspunkt der geraden Verbin
dungslinien entsprechender Ecken den Cenlral-Punkt und diese gerade 
Linie der Durehschnittspunkle entsprechender Seiten die Achse nennen, 
sprechen wir den zweiten Satz aus, wie folgt: Wenn die Purchschnills- 
punkle der Gegenseiten von drei Dreiecken für jedes Paar derselben die 
nämlichen drei Punkte einer geraden Linie sind, so liegen die drei Ccn- 
Iral-Punkte derselben in einer geraden Linie.

Wir bezeichnen die sechs Punkte des Kegelschnitts durch a, b, c, 
(l, e , f  und nennen sic die Punkte P. Sie können durch fünfzehn gerade 
Linien ab,  ac,  ad  u. s. w. vereinigt werden, welche wir als die Linien 
6' bezeichnen wollen. Jede derselben wird von den vierzehn anderen ge
schnitten und zwar durch vier von ihnen in jedem der beiden Eckpunkte 
des Sechsecks, welche sie verbindet, demnach durch die sechs übrigen in 
Punkten, welche von diesen, den Punkten P,  verschieden sind. Wir kön
nen sie als Punkte ab,  cd; ac,  bd u. s. w. bezeichnen, sie sollen aber 
kurz die Punkte p heissen. Es giebt fünfundvierzig solcher Punkte, denn 
in jeder der fünfzehn Linien C sind ihrer sechs enthalten und durch jeden 
von ihnen gehen zwei der Linien C.

Wenn wir die Ecken des Sechsecks in der Ordnung a b e d e f  neh
men, so sagt der Satz von Pascal, dass die drei Punkte p,  welche wir
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näher durch (ab , de),  (c d , / ’«), (b c , c f ) bezeichnen, in einer geraden 
Linie liegen; wir wollen dieselbe als die Pascal’schc Linie a b e d e f  oder
als die Linie
bezeichnen, und bemerken, dass die letztere Ausdrucksweise den Vorzug 
verdient, weil sie die Punkte deutlicher anzeigt, durch welche die Pascal’
schc Linie gebt.

Durch jeden Punkt p  können vier Pascal’schc Linien gezogen wer
den; der Punkt {ab, de) liegt z. B. in den vier Linien abedef, abfdec, 
a b c e d f ,  a b f e d c  oder in

Wir finden daraus die Gesannntzahl der Pascal’schen Linien, indem 
wir die Zahl der Punkte p mit 4 multiplicircn und durch 3 dividiren, 
weil jede derselben drei Punkte p enthält. Demnach ist die Zahl der 
Pascal’schen Linien =  60, was wir auch durch die Bemerkung erkannt 
haben würden, dass die sechs Buchstaben a, b, c, d, e, f  120 Permuta
tionen gestalten, von denen je zwei mit genau umgekehrter Reihenfolge 
der Elemente wie a b e d e f  und f e d e b a  nur ein Sechseck repräsentiren.

Betrachten wir nun die Dreiecke, deren Seilen sind

so liegen dieDurchschnitlspunkte der entsprechenden Seilen von 1 und 2 
in derselben Pascal’schcn Linie

und die Verbindungslinien entsprechender Lcken schneiden einander da
her in einem Punkte; diese Verbindungslinien sind aber die drei Pascal’
schen Linien

Darin ist der erste Satz des II. Steiner enthalten: Die Pas c a l ’- 
•scheu Linien von drei Sechsecken,  welche ,  paarwei se  g e 
nommen,  drei  ni cht  auf ein anderfolgende Sei ten ge me i n
schaf t l i ch haben,  schnei den sich in e inem Punkte.  Wir 
nennen ihn den Punkt g und bezeichnen ihn durch

Diese Bezeichnung lehrt, dass in jeder der Pascal’schen Linien nur 
ein Punkt g liegt; denn wenn die Pascal’sche Linie
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gegeben ist, so erhält man den entsprechenden Punkt g,  indem man un
ter jede ihrer verlicalen Reihen noch die beiden Buchstaben setzt, welche 
sie bisher nicht enthält. Da nun in jedem Punkte g drei Pascal’sche Li
nien Zusammentreffen, so ist die Zahl dieser Punkte 20. Wenn man 
von den vorher bezeichnelen Dreiecken die Paare 2, 3 und 1, 3 in dersel
ben Weise betrachtet, so sind die Verbindungslinien der entsprechenden 
Ecken in allen Fällen dieselben, und nach dem reciprokcn Satz des im An
fang dieser Note ausgesprochenen zweiten Hilfssatzes müssen daher die 
drei Achsen derselben sich in einem Punkte schneiden. Allein derselbe 
ist einer der Punkte g, nämlich der Punkt

und diese Betrachtung führt uns daher zu keinem neuen Ergehniss. 

Betrachten wir sodann die Dreiecke

Die Durchschnittspunkte der entsprechenden Seiten von 1 und i  sind 
drei in derselben Pascal’sclien Linie liegende Punkte, und die Verbindungs
linien der entsprechenden Ecken schneiden sich daher in einem Punkte. 
Diese Geraden sind aber die drei PascaFschen Linien

Wir bezeichnen den Punkt, in welchem sie sich schneiden, als den 
Punkt h, und drücken ihn durch

aus. Man sieht aus dieser Bezeichnung, dass die Punkte h sich von den 
Punkten g wesentlich dadurch unterscheiden, dass nur eine der Vertieal- 
reihen die sechs Buchstaben abcclcf ohne Unterdrückung und Wiederho
lung enthält. Man erkennt leicht, dass in jeder PascaFschen Linie drei 
Punkte Λ liegen, nämlich in der Linie

die drei Punkte
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Wir haben die vollständigen Vcrlicalrcihen in diesen Symbolen durch 
einen übcrgeselzlen wagrechten Strich bezeichnet. Dies gieht den Salz 
von Mr. lv i r k m a η n : Die P a s c a l ’schcn  L i n i e n  d u r c h s c h n e  i d e n 
s i ch zu d r e i e n  n i c h t  n u r  in den z w a n z i g  Si e  in e r ’s e h e n  
P u n k t e n  g,  s o n d e r n  auch  in s e c h z i g  a n d e r n  P u n k t e n  h.

Der im Art. 292 gegebene Beweis des Steiner’schcn Salzes lässt sich 
auch auf diesen Satz anwenden.

Betrachten wir ebenso die Dreiecke 1 und 5, so sind die Verbin
dungslinien der entsprechenden Ecken dieselben wie für I und 4 und die 
entsprechenden Seiten durchschneiden sich daher in einer geraden Linie, 
welche offenbar eine Pascal’sche Linie ist.

Ebenso liegen die Durchschnittspunkte der entsprechenden Seiten 
der Dreiecke 4 und 5 in einer geraden Linie; es sind die drei Punkte h

Ueberdies muss die Achse der Dreiecke 4 und 5 durch depselben 
Punkt gehen, in welchem die Achsen der Dreiecke I, 4 und 1, 5 sich 
schneiden, nämlich durch den Punkt g

Man sieht, dieser Punkt g ist derjenige, welchen man durch die 
Vereinigung der vollständigen Verticalreihen der drei Punkte h erhält, 
welchen er entspricht. Wir erhalten so den von Mr. Ca y l e y  und S a l 
ut on gefundenen Salz: Es e x i s t i r e n  in dem b e t r a c h t e t e n  
S y s t e m z w a n z i g  g e r a d e  L i n i e n  x,  d e r e n  j e d e  d u r c h  d r e i  
P u n k t e  £ u n d  e i n e η P unk  t h h i n d u r c h g e h  t.

Nehmen wir ferner drei Pascal’sche Linien, welche sicli in einem 
Punkte h schneiden, z. B.

so können wir, indem wir in jeder von ihnen einen Punkt p  nehmen, ein 
Dreieck bilden, dessen Ecken sind.

und welches daher die Linien

zu Seiten hat.
Ferner können wir in jeder dieser Seiten einen Punkt k nehmen, in

dem wir unter jede der obigen Pascal’sclien Linien af. cd . be setzen, und 
so ein Dreieck bilden, dessen Seiten sind
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Die Purchschnittspunkte der entsprechenden Seiten dieser Dreiecke, 
welche daher in einer geraden Linie liegen müssen, sind die drei Punkte g

von welchem die Symmetrie der Bezeichnung lehrt, dass er in derselben 
geraden Linie liegen muss. Es sind diese vier Punkte alle die Punkte g, 
in welche die Reihe bc. cd. af  eingehen kann.

Man kann aber fünfzehn verschiedene Producte von der Form 
bc. cd . a f  aus den Buchstaben a, b, c, d, e, f  bilden und erhält somit den 
Satz des H. S te in e r : Die  Pu n k te  g l i egen zu vieren in fu nfzehn 
geraden Linien J. Durch jeden Punkt  g gehen ausser  den 
drei Pascal ' schen Linien noch überdies  drei d e r  G e r a d e n  J. 
Das Bisherige scheint genügend, um die zur Untersuchung dieses Systems 
geeignete Methode zu bezeichnen, und zur ferneren Beschäftigung mit dem
selben, als welche leicht zu mannichfachen neuen Sätzen führen würde, 
anzuleiten.

Wir führen deshalb nur noch eine Beihc anderer Sätze, welche von 
den genannten Forschern, insbesondere von Mr. Kirkmann,  gefunden 
worden sind, historisch an.

Die zwanzi g  geraden Linien x  gehen zu vieren durch 
fünfzehn Punkte  g. Die vier geraden Linien x,  deren Punkte g in 
der vorhergehenden Bezeichnung eine gemeinschaftliche Verticalreihe ha
ben, gehen durch denselben Punkt.

Es ex isLiren s echz i g  gerade Linien / ,  dtv’en jede  
durch einen 1'unkt p  und zwei  Punkte h geht.  Diese g e 
raden Linien gehen zu dreien durch sechz i g  Punkt e  j ,  
von denen je drei in einer Linie .τ l i egen.

Mr. Kirkmann hat den Durchschnitt der Pascal’schen Linien für je 
zwei solche Sechsecke, welche wie die beiden abedef und abefed vier ge
meinschaftliche Seilen haben, ohne dass ein Paar gegenüberliegende Sei
ten für beide dieselben wären, als einen Punkt tn, und für solche zwei 
Sechsecke, welche drei gemeinschaftliche Seiten haben, von denen ein 
Paar anslossende Seiten sind, wie z. B. abedef und abccfd, alseinen 
Punkt r bezeichnet. In Bezug auf diese Punkte gelten dann die Sätze: 
Die neunzig Punkte m l iegen zu dre i en in s echz i g  g e r a 
den Linie η M.

Es giebt  sechz i g  gerade Linien R,  deren j ede  sechs  
Punkte r und überdies  einen der sechs  Punkte P  enthält;  
di ese l ben gehen zu dreien durch zwanzi g  Punkte q.

Wir stellen zu denselben einen vierten Punkt g
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Es exi st i ren neunz i g  gerade Linien K,  deren jede  
zwei  Punkte h und einen Punkt  p  enthält .

Wir fügen dem einen Satz von H. Hesse hinzu, welcher sich auf 
die geraden Linien J des Steiner’schen Satzes und die Punkte g bezieht.

Man denke drei  der geraden Linien J und den Punkt  
g, in wel chem sie s i ch schnei den,  und he ze i chne  durch 
d i e  andern drei Punkte g, w e l 
che auf jeder derselben noch ferner l iegen.  Betrachtet  
man die Punkte g1  g^gs; gf,  gf, g3'; gi,",g2'', g3" als Eckpunkte  
von drei Dreiecken,  so g e b en die Dur c hs c hni t t s p u n k t e  
der homologen Se i t en jedes  Paares di eser  Dreiecke drei  
Punkte  g, we l che  ders e l ben Geraden J angehören;  die 
drei  so erhal tenen geraden Linien J  tref fen in d e ms e l 
ben Punkte g zusammen,  we l c he r  mit dem gegebenen  
Punkte g dem Kege l schni t t  conjugirt  ist. Die Gesammt-  
f igur enthäl t  fünfzehn gerade Linien,  nämlich die drei  
gegebenen Geraden J, die neun Drei ecksse i t en und die 
drei  daraus a bge l e i t e t en  Geraden J; und zwanzig Punkte  
g, nämlich zehn g egebene  und zehn abge l e i t e t e ;  diese  
z wa n z i g  Punkte lassen sich in zehn Paare so verthe i l en,  
dass die Punkte jedes  Paares  in Bezug auf den gegebenen  
Kege l schni t t  conjugirt  sind.

Mit einigen weiteren Sätzen wollen wir endlich noch eine andere 
Richtung andeuten, in welcher das System des Pascal’schen Satzes von 
Interesse ist. Die P a s c a l ’schen Linien dreier Sechsecke wie 

a b e d e f ,  ab i lc fe ,  a b e f d e ,
wel che  die Sei ten ab, cd, cf  gemein haben,  die e inander  
nicht henach 1>art sind,  bi lden mit diesen ein neues  S e c h s 
eck,  w e l c h e s  einem Kegel schni t t  e i ngeschr i eben ist.  Die 
Pascal’schen Linien dieser Sechsecke werden nach unserer Bezeichnung 
durch

ausgedrückt. Nennen wir sie die Linien I, 2, 3, so bilden die Geraden I, 
ab, 2, cf, 3, cd das Sechseck, von welchem der Satz spricht; in demsel
ben ist der Hurchschnitlspunkt der Seiten 1 und c f  der nämliche, wie 
der von c f  mit bc, der Durchschnitt von 2 und cd derselbe, wie der von 
cd mit ac, und der von 3 mit ab derselbe mit dem von ab und df. Diese 
drei letztem Punkte sind aber die Punkte der Pascal’schen Linie für das 
Sechseck abedfe, und der Satz ist bewiesen. Der betrachtete Kegelschnitt 
ist von dem gegebenen verschieden, alter er besitzt mit ihm die letzter
wähnte Pascal’schc Linie gemeinschaftlich.

Wenn ein Sechseck einem Kege l s chni t t  e i n g e s c h r i e 
ben ist,  so sind die sechs Durchschni l t spunkt e  d e r j e n i 
gen Sei len desse lben,  die weder  auf e i nanderf o l gend noch  
entgegengese tz t  l i egen,  die Eckpunkte eines  Sechsecks ,  
wel ches  einem andern Kege l schni t t  umschrieben ist.
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Wenn von zwei  Sechsecken das eine einem K e g e l- 
s c hn i l t  S e i n g e s c h r i e b e n  und das andre demselben Ke
gel schni t t ,  so umschrieben ist , dass die Berührungspunkte  
s e i ner  Sei ten mit  den Eckpunkten des ers t eren zus am
menfal l en,  wenn man in dem ers teren die Sei ten,  w e i 
che weder au feinander folgen noch e n t g e g e n g e s e t z t  sind,  
bis zum Durchschni t t  ver l ängert ,  und im zwei t en die 
Ecken,  von denen das Gleiche gi l t ,  durch gerade Linien 
ve r b i nd e t ,  so e r hä l t  man e i n e r s e i t s  di e  Ec kpunkt e  e i n e s  
Sechsecks ,  we l ches  e inem neuen Kegel schni t t  um
schrieben ist,  und andrerse i t s  die Sei ten eines S e c h s 
ecks,  we l ches  einem zwei t en  neuen K e g e l s c h n i t t ^  e i n 
geschr i eben ist;  der Br i anchon’sche Punkt  jenes  und die 
Pas ca l ’sche Gerade di eses  Sechsecks  sind Pol  und P o 
lare bezügl i ch des gegebenen Kege l schni t t s  S,  und beide  
Sechsecke  sind in Bezug auf d i e s en  näml ichen Ke g e l 
schni t t  p o Ta r - reci  p r o k.

/
III. Ueber die allgemeine Aufgabe, 

einen Kegelschnitt nach gegebenen Bedingungen 
zu beschreiben.

Wir sahen, dass fünf Bedingungen einen Kegelschnitt bestimmen, 
und können daher im Allgemeinen einen Kegelschnitt beschreiben, wenn 
m Punkte und n Tangenten desselben gegeben sind, und m -j- n =  5 ist. 
Es wird kaum nöthig sein, dabei auf diejenigen speciellen Fälle besonders 
aufmerksam zu machen, in denen eins dieser Bestimmungs-Elemente oder 
mehrere derselben in unendlicher Entfernung sind; wir machen nur 
einzelne darauf bezügliche Bemerkungen. Wenn eine Paral l e l e  zu 
einer Asymptote  gegeben ist, so ist dies einer Bedingung äquivalent, 
denn mit ihr ist ein Punkt der Curve, nämlich der unendlich entfernte Punkt 
der Geraden, gegeben. Die in Art. 417, Aufg. 13 gegebene Gonslruction eines 
Kegelschnitts aus fünf Punkten überträgt sich ohne weiteres auf diesen 
Fall, indem man den Punkt E als unendlich entfernt und die geraden Li
nien DE, ME daher als parallel einer gegebenen geraden Linie betrachtet.

Eine Asymptote  der Curve ist zwei Bedingungen äquivalent, weil 
mit ihr eine Tangente und der zugehörige Berührungspunkt gegeben ist. 
Die Bestimmung, dass die Curve eine Parabel  sein soll, ist einer Be
dingung äquivalent, weil die unendlich entfernte gerade Linie in diesem 
Falle als eine Tangente gegeben ist; dagegen wiegt die Bezeichnung der 
Curve als Kre i s zwei Bedingungen auf, denn es sind zwei bestimmte 
Punkte in unendlicher Entfernung, durch welche die Curve gehen muss. 
Ein Brennpunkt  der Curve ist zwei Bedingungen äquivalent, denn er
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bestimmt zwei Tangenten derCurve. Dass ein Brennpunkt mit drei andern 
Bedingungen zusammen einen Kegelschnitt bestimme, erhellt auch daraus, 
dass die reeiprokeConstruclion, wenn man jenen Brennpunkt als Pol nimmt, 
einen Kreis zu bestimmen verlangt, für welchen drei Bedingungen gege
ben sind; wenn man von der durch die Elementar-Geometrie erhaltenen 
Auflösung dieser Aufgabe die rcciprokc Figur bildet, so hat man die Auf
lösung der betrachteten Frage. Auch die Angabe des Pols e iner g e 
raden Linie in Bezug auf den gesuchten Kegelschnitt ist zwei Bedin
gungen äquivalent, denn drei weitere Bedingungen würden die Curve 
bestimmen. Ist nämlich P  (in Fig. 43) der Pol von R R '  und T ein 
Punkt der Curve, so ist T , der vierte harmonische Punkt zu den Punk
ten P, T, R, auch ein Punkt der Curve; oder wenn OT eine Tangente ist, 
so muss auch OT', die vierte Ilarmonikale zu OP, O R , OT eine Tan
gente sein. Wenn also ausser einer geraden Linie und ihrem Pol drei 
Punkte oder drei Tangenten der Curve gegeben sind, so können drei 
weitere Punkte oder Tangenten gefunden werden, und die Curve ist be
stimmt. Die Bestimmung des Centrums,  als des Pols der unendlich 
entfernten geraden Linie, ist zwei Bedingungen äquivalent.

Die Angabe eines Punktes  in der Polare eines g e g e b e 
nen Punktes  ist einer Bedingung äquivalent; z.B. bedeutet die Bezeich
nung der Curve als gleichseitige Hyperbel, dass jeder der unendlich ent- * 
fernlen imaginären Kreispunkte in der Polare des andern in Bezug auf 
die Curve liegt.

Wenn diese Bemerkungen namentlich der Zurückführung besonderer 
Fälle auf die allgemeinen Bestimmungen gellen, so sollen nun die letzte
ren selbst, nämlich die Bestimmung des Kegelschnitts aus fünf Punkten, 
oder aus fünf Tangenten, aus vier Punkten und einer Tangente, oder aus 
vier Tangenten und einem Punkte, und aus drei Punkten und zwei Tan
genten, oder drei Tangenten und zwei Punkten kurz betrachtet werden.

Fünf  Punkte.  Wir haben bereits in der Aufgabe des Art. 417 
gezeigt, wie man aus fünf gegebenen Punkten beliebig viele andre Punkte 
der Curve durch lineare Constfuclion finden kann. Man kann auch die 
Polare eines beliebigen Punktes oder den Pol einer beliebigen geraden Li
nie in Bezug auf den Kegelschnitt bestimmen, weil die im Art. 106 in der 
Aufg. 2. mitgetheille Construction nach dem Vorigen leicht ausgeführl 
werden kann; man siebt, dass dies zur Bestimmung des Cenlrums führt.

Fünf  Tangenten.  Man benutzt entweder die reciproken Con- 
slructionen der vorher angegebenen, oder man reducirt die Aufgabe auf 
die vorige, indem man, wie in Art.‘289 angedeutet ward, die Berührungs
punkte, der Tangenten bestimmt.

Man kann auch die Gattung der Curven leicht bestimmen; denn die 
von den fünf Punkten a, b, c, d, e bestimmten Strahlenbüschel (a. ede) und 
(b.cde) sind von gleichem Doppelschnittsverhältniss, und wenn man sie 
als an dem nämlichen Scheitel verzeichnet denkt, so bestimmen die Dop
pelstrahlen derselben, d. h. diejenigen Strahlen, welche sich selbst corre- 
spondiren, die Bichlungen der unendlich entfernten Punkte des Kegel-
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sclmilLs; sind sic reell und verschieden, so ist der Kegelschnitt eine Hy
perbel, deren Asymptoten ihnen parallel sind; fallen sie zusammen, so 
ist der Kegelschnitt eine Parabel, und wenn sie imaginär sind, eine Ellipse. 
Man siebt leicht, wie dadurch und durch das Centrum auch die Achsen 
sich ergeben.

Man kann auch diese Construclionen auf die involutorischen Eigen
schaften der ein- und umgeschriebenen Vierecke zurückführen; wir deu
ten dies für den Fall von fünf Tangenten an: Vier der gegebenen Tangen
ten bilden ein umschriebenes Viereck; wenn man in der fünften Tangente 
einen Punkt beliebig wählt, so ist die von ihm ausgehende zweite Tan
gente des Kegelschnitts als der sechste Strahl einer Involution bestimmt, 
welche von den vier Verbindungslinien jenes Punktes mit den Ecken des 
bezeichnetcn Vierecks und der fünften Tangente selbst gebildet wird.

Vier Punkte und eine Tangente.  Wir haben eine Methode 
zur Auflösung dieser Aufgabe bereits im Art. 416 bezeichnet und erin
nern, dass der Berührungspunkt der gegebenen Tangente, dessen Bestim
mung die Aufgabe lösen würde, Brennpunkt einer Involution ist, welche 
von den Gegenseitenpaaren des gegebenen Vierecks in ihr bestimmt wird. 
Die Aufgabe bat zwei Auflösungen, eine Construction durch lineare Ope
rationen allein ist nicht zu erwarten.

Man kann Carnol ’s Satz über den Durchschnitt eines Kegelschnitts 
mit einem Dreieck ABC benutzen, nach welchem für die von den Paaren 
der Durchschnittspunkte seiner Seilen und den Ecken bestimmten Seg
mente die Relation

J e .  A e . Ba. B a .  Cb. Cb'. =  Ab. Ab'. Bc. B c .  Ca. Ca 
besteht; sind a, a , b, b' die gegebenen Punkte, und ist AB die gegebene 
Tangente, so fallen cc zusammen und die bezeichnete Relation bestimmt 
den Werth Ac2: Bc2, da alle andern Segmente bekannt sind.

Man kann endlich bemerken, dass durch die vier gegebenen Punkte 
des Kegelschnitts auch die Bestimmung dreier Punkte und ihrer Polaren 
schon mit erfolgt ist, nämlich nach Art. R97, der Durchschnittspunktc der 
Diagonalen und Gegenseiten des von jenen gebildeten Vierecks, welche in 
Bezug auf alle diesem Viereck umschriebene Kegelschnitte das gemein
schaftliche sich selbst conjugirte Dreieck bilden. Man erhält dadurch aus 
der einen gegebenen Tangente drei andre Tangenten unmittelbar und hat 
sodann vier Punkte und vier Tangenten.

Vier Tangenten und ein Punkt.  Die reciprokcn Constru- 
clionen von denen der vorigen Aufgabe führen zum Ziel; insbesondere 
bemerken wir, dass vier Tangenten auch drei Punkte bestimmen, deren 
Polaren in Bezug auf die Curve bekannt sind. (Art. 106·)

Drei Punkte und zwei  Tangenten.  Wir ziehen aus Art. 416 
den Schluss, dass die beiden Punkte, in welchen eine beliebige gerade 
Linie einen Kegelschnitt, und die beiden, in denen sie zwei seiner Tangen
ten schneidet, einem involutorischen System angehören, für welches der 
Punkt, in dem sie die Berührungssehne der beiden Tangenten schneidet,
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oiner der Brennpunkte ist. Wenn daher die Verbindungslinie von zweien 
unter den festen Punkten a, b die beiden gegebenen Tangenten in A, B 
schneidet, so gebt die Berührungssehne dieser Tangenten durch den einen 
oder andern der festen Punkte F, F \  welche die Brennpunkte des Sy
stems (a, b, A, B) bezeichnen. (Vgl. Art. 287.) Das Analoge gilt von der an
dern geraden Linie a, c; die Brennpunkte G, G' des involutorischen Sy
stems, welches durch a, c und durch die Durchschnittspunkte Ä , B  der 
geraden Linie ac mit jenen gegebenen Tangenten bestimmt ist, gehören 
der Berührungssehne derselben nothwendig an; demnach ist dieselbe 
eine der vier geraden Linien FG, F G, F G , FG', und die Aufgabe besitzt 
im Allgemeinen vier Auflösungen.

Wenn eine der gegebenen Tangenten unendlich entfernt gedacht 
wird, so dass der Kegelschnitt eine Parabel ist, so ist die Berührungs
sehne ein Durchmesser der Curvc und die vier Auflösungen liefern die 
Lage der Achsen der vier Parabeln, welche der Aufgabe entsprechen.

Zwei  Punkte und drei Tangenten.  Es kann einerseits die 
Bemerkung zum Ziele führen, dass das von den Berührungssehnen der 
drei Tangenten gebildete Dreieck seine Ecken ebensowohl je eine in einer 
der gegebenen Tangenten haben muss, als seine Seiten jede durch einen 
festen Punkt gehen müssen, welcher in der geraden Verbindungslinie der 
beiden gegebenen Punkte liegt; denn dadurch kann dies Dreieck construirt 
werden.

Andrerseits kann man den Durchschniltspunkt der beiden Tangen
ten des Kegelschnitts in den gegebenen Punkten und damit diese Tangen
ten seihst durch die reciproke Construction der vorhergehenden be
stimmen.

Wenn von einem Kegelschnitt zwei Punkte oder zwei Tangenten 
gegeben sind, so ist dies ein specieller Fall von der Bestimmung, dass 
derselbe mit einem gegebenen Kegelschnitt eine doppelte Berührung habe. 
Die Auflösung der Aufgabe: Einen Kegelschnitt zu beschreiben, für wel
chen drei Punkte oder drei Tangenten gegeben sind und welcher mit 
einem gegebenen Kegelschnitt eine doppelte Berührung hat, — ist bereits 
im Art. 417 Aufg. 10 gegeben worden. Ebenso enthält der Art. 309 be
reits die Construction eines Kegelschnitts, welcher mit zwei gegebenen 
Kegelschnitten eine doppelte Berührung hat, und überdies durch einen 
gegebenen Punkt geht, oder eine gegebene gerade Linie berührt.

Für die Bestimmung eines Kegelschnitts, welcher mit einem gege
benen Kegelschnitt eine doppelte und mit drei andern festen Kegelschnit
ten je eine einfache Berührung hat, verweisen wir auf Art. 386.

Endlich hat die Aufgabe: Einen Kegelschnitt durch vier gegebene 
Punkte zu legen, der zugleich einen gegebenen Kegelschnitt berührt, —  
eine besonders ausführliche Behandlung gefunden, welche dem vielseiti
gen Interesse, das sie darbietet, einigermassen gerecht worden sein mag. 
Die Bestimmung der Berührungspunkte auf dem festen Kegelschnitt führte 
auf einen Ort dritten Grades; sechs Auflösungen genügen im Allgemeinen 
der Aufgabe. Wir bestimmten die vier Punkte als die Durchschnittspunkte
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zweier festen Kegelschnitte, so dass die Aufgabe die Bestimmung eines 
Kegelschnitts fordert, der mit zwei andern dieselben Diirchscliniltspunkte 
bat und einen dritten festen Kegelschnitt berührt. Wir sahen insbesondre, 
dass dieser Ort sich für drei Kreise auf einen Kreis — den Ortliogonal- 
kreis — und die unendlich entfernte gerade Linie, überhaupt für Kegel
schnitte, welche durch dieselben zwei festen Punkte gehen, auf die sie 
verbindende Sehne und einen Kegelschnitt reducirt.

Wir fügen dazu die Bemerkung, dass der Ort des dritten Grades 
auch dann in eine gerade Linie und einen Kegelschnitt degenerirt, wenn 
der eine der beiden festen dem gegebenen Viereck umschriebenen Kegel
schnitte auf eine gerade Linie reducirt ist, d. h. wenn seine Gleichung 
als ein vollkommenes Quadrat erscheint. Man kann also einen Kegelschnitt 
construiren, der einen gegebenen Kegelschnitt in zwei bestimmten Punk
ten und überdies einen andern Kegelschnitt berührt.

Wenn von den gegebenen Elementen einige imaginär sind, so erfah
ren die Constructions-Methoden Abänderungen, welche indcss nicht we
sentlich sind. Vier imaginäre Punkte werden durch zwei Kegelschnitte 
oder durch einen Kegelschnitt und durch zwei gerade Linien — welche 
den andern vertreten — bestimmt, und wenn z. B. die Gegenseiten des 
Vierecks involutorische Punktepaare lieferten, so thun die beiden Kegel
schnitte jetzt dasselbe.

Wir haben hier überall nur Punkte oder Tangenten als gegebene 
Elemente vorausgesetzt, weil sie die wahrhaft ursprünglichen Elemente 
der Curven überhaupt sind; die einleitenden Bemerkungen dieser Note 
haben gezeigt, wie die Angabe der Brennpunkte, des Centrums, der Asymp
toten, die Festsetzung eines Pols und seiner Polare etc. darauf zurückge- 
führt werden können. Man kann unter die Bestimmungsstücke eines Ke
gelschnitts endlich Normalen desselben aufnehmen und nach der Zahl 
und Art der sich ergebenden Auflösungen fragen. Die Art, xvie wir in 
den Schlussartikeln des Textes den Begritr der Normale gencralisirt ha
ben, zeigt, ebenso wie andere naheliegende Betrachtungen, das mindere 
Gewicht, welches eine Normale als Bestimmungs-Element erhalten muss; 
eine grössere Zahl der Auflösungen ist die naturgemässe Folge davon. 
Wir geben eine einfache Anschauung von dem Falle der Bestimmung 
durch vier Punkte und eine Normale.

Die Normale bestimmt die Richtung oder den unendlich entfernten 
Punkt der zugehörigen Tangenten.

Wir denken daher das Büschel der durch die vier festen Punkte ge
llenden Kegelschnitte und das ihrer von willkürlich gewählten Punkten 
ausgehenden Tangenten ; jede dieser Tangenten berührt zwei Kegelschnitte 
des bezcichnetcn Systems, weil der Bestimmung eines Kegelschnitts durch 
vier'Punkte und eine Tangente zwei Auflösungen entsprechen; einer der 
Kegelschnitte des Systems gehl zudem durch den gewählten fünften Punkt 
selbst und es muss somit der geometrische Ort der Berührungspunkte jenes 
Tangentenbüschels mit dem System der durch die vier Punkte gehenden 
Kegelschnitte eine Curve 3. Ordnung sein, der der Scheitel des Tangenten-
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büscheis angehört, und welche nach dem Früheren construirt werden kann. 
Lässt man diesen Scheitel unendlich entfernt sein, so übertragen sich die 
vorigen Betrachtungen auf ein Büschel paralleler Tangenten, und wenn 
man seine Richtung zu der der gegebenen Normale senkrecht sein lässt, 
so giebt die entsprechende Curve dritter Ordnung in der gegebenen Nor
male die ihr zugehörigen Fusspunkte an, und jeder derselben bestimmt 
mit den vier gegebenen festen Punkten einen der Kegelschnitte, welche 
man sucht; sonach entsprechen der Aufgabe drei Auflösungen. Ebenso 
viele entsprechen der Aufgabe, einen Kegelschnitt durch vier Tangenten 
und eine Normale zu bestimmen und man erhält sie durch ähnliche Be
trachtungen. Jtie Bestimmung eines Kegelschnitts durch drei Punkte, 
eine Tangente und eine Normale liefert (ebenso wie die durch drei Tan
genten, einen Tunkt und eine Normale) sechs Auflösungen, und die Be
stimmung durch drei Punkte und zwei Normalen liefert deren neun. Für 
jene betrachtet man das Büschel von geraden Linien, welches zu der ge
gebenen Normale senkrecht ist und erhält auf jedem Strahl desselben vier 
Berührungspunkte, weil durch drei Punkte und zwei Tangenten vier ver
schiedene Kegelschnitte bestimmt sind; ausserdem gehen aber durch den 
Scheitel des Büschels und die drei gegebenen Punkte zwei Kegelschnitte, 
welche die gegebene Tangente berühren, so dass also jedem Strahl des 
Büschels sechs verschiedene Kegelschnitte entsprechen, und der Ort der 
Berührungspunkte zwischen diesen Strahlen und dem System der Kegel
schnitte eine Curve sechster Ordnung ist, welche in dem unendlich ent
fernten Scheitel des Büschels einen Doppelpunkt hat. Die sechs Schnitt
punkte dieses Ortes mit der gegebenen Normale liefern die sechs Auflö
sungen. Für den zweiten Fall betrachten wir das Büschel von Parallelen, 
welches zu einer der Normalen senkrecht ist; jedem Strahl desselben ent
sprechen sechs ihn bezeichnende Kegelschnitte, welche durch die drei 
gegebenen Punkte gehen, und denen die andere Normale angehört, und 
man kann ausserdem durch die drei Punkte und den Scheitel des Büschels 
drei Kegelschnitte legen, welchen diese zweite Normale angehört; in Folge 
dessen ist der {geometrische Ort der Berührungspunkte der Kegelschnitte, 
welche durch die drei Punkte, die zweite Normale und je einen Strahl des 
zur ersten Normale senkrechten Büschels als Tangente bestimmt sind, mit 
diesem Tangentenbüschel eine Curve vom neunten Grade, welche im unendlich entfernten Scheitel des Büschels einen dreifachen Punkt hat.

Analoge Betrachtungen zeigen, dass die Bestimmung durch zwei 
Punkte, zwei Tangenten und eine Normale acht, die. durch zwei Punkte, 
eine Tangente und zwei Normalen, und die durch einen Punkt, zwei Tan
genten und zwei Normalen vierzehn, die durch zwei Punkte oder zwei 
Tangenten und drei Normalen dreiundzwanzig Auflösungen gieht. End
lich entsprechen der Bestimmung durch eine Tangente, einen Punkt und 
drei Normalen achlundzwanzig, der Bestimmung durch einen Punkt oder 
eine Tangente und vier Normalen einundfünfzig und der Bestimmung durch 
fünf Normalen hundertundzwei Auflösungen. (Man vergleiche eine Note 
von 11. Steiner in Crelle’sJourn. Bd.LV. 377, und die darauf bezügliche 
von Μ. E. de Jonquieres  in Liouville’s Journal 1839. p. 49.)
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IV. Ueber das System der demselben Vierseit ein
geschriebenen Kegelschnitte.

Das System der durch vier feste gerade Linien berührten Kegel
schnitte bildet einen interessanten Cyclus, dessen Ueberblick man sich, 
wie folgt, verschaffen kann:

Seien a, b, c, d die vier festen geraden Linien, und bezeichnen wir 
durch (ab), (bc), (cd), (da), (ac), (bd) die sechs Durchschnittspunte dersel
ben, so können die drei Diagonalen des entstehenden vollständigen Vier- 
seits durch (ab) (cd), (bc) (ad), (ac)(bd) bezeichnet werden. In allem ent
stehen durch diese Linien elf Flächenräume in der Ebene der Figur, de
ren keiner einen andern überdeckt; von diesen sind acht unendlich, wäh
rend die übrigen drei durch ein Viereck und zwei Dreiecke gegeben sind. 
Nur durch fünf von diesen Flächenstücken erstrecken .sich die Kegel
schnitte des Systems, in den übrigen sechs Flächen sind keine dem System 
ungehörigen Punkte enthalten; diese sechs Flächenstücke sind die beiden 
Dreiecke (bc) (cd) (db), (ab)(bc)(ca), die Flächen der an den Ecken (bd) und 
(ac) ihnen entsprechenden Scheitelaussenwinkel, und die beiden gleich
falls unendlichen an den Seiten d und a anliegenden und respectivc durch 
die Nachbarseiten a und c, b und d seitlich begrenzten Flächenstücke. 
Wenn man das Vierseit als durch den Durchschnitt zweier Winkel ent
standen denkt, so enthält jeder derselben drei dieser Flächenstücke, de
ren zwei, das Dreieck und die einfache Winkelfläche auf der einen Seile 
der geschlossenen vierseitigen Figur liegen, während die dritte die andre 
Seite derselben bildet.

Für die Ausbre i t ung der Kege l schni t t e  des Sys t ems  
bleiben demgemäss  fünf Flächen stücke übrig,  nämlich das 
geschlossene Vierseit, von den Ecken (ab) (bc) (cd) (da), die Fläche des 
Scheitel winkeis an (da), die zwei Flächen, welche an den Seiten a und d

durch I, III, V, (ac) (bd) durch TU, IV, V und (bc) (da) durch I, II, V; 
jede Ecke des Vierecks gehört zu zweien derselben.

desselben anslossen und seitlich 
durch die andern b, c begrenzt 
sind, endlich die von vier Seiten 
a, b, c, d begrenzte unendliche 
Fläche; wir bezeichnen diese fünf 
Flächen als I, II, III, IV, V. Die 
Figur zeigt sic deutlich und unter
scheidet die sechs vorher erwähn
ten Flächenstücke einfach von ih
nen durch Schraffur. (Fig. 139·) 

Man sieht leicht, jede der drei 
Diagonalen des Vierseits geht durch 
drei der fünf dem System angchö- 
rigen Flächen, nämlich (ab), (cd)
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D e m n a c h  k ö n n e n  a l l e  K e g e l s c h n i t t e  d e s  S y s t e m s  i n  d r e i  G r u p p e n  

g e o r d n e t  w e r d e n ,  n ä m l i c h  s o l c h e ,  w e l c h e  a l l e i n  i m  R a u m e  I,  s o l c h e ,  

w e l c h e  i n  d e n  R ä u m e n  II  u n d  IV, u n d  s o l c h e ,  w e l c h e  i n  d e n  R ä u m e n  

III u n d  V l i e g e n .  W i r  b e t r a c h t e n  s i e  n a c h  e i n a n d e r .

1) D i e  K e g e l s c h n i t t e  i m  R a u m e  I. E s  s i n d  E i l  i p s e n .  D i e  

e r s t e  d e r s e l b e n  i s t  d i e  b e g r e n z t e  g e r a d e  L i n i e  (ab) (cd), a l s  e i n e  E l l i p s e  

v o n  u n e n d l i c h  k u r z e r  N e b e n a c h s e  b e t r a c h t e t ;  i n  d e r  d a m i t  b e g i n n e n d e n  

R e i h e  d e r  E l l i p s e n  b e m e r k e n  w i r  e i n e  D r e h u n g  d e r  H a u p t a c h s e  a u s  d e r  

L a g e  (ab) (cd) g e g e n  d i e  L a g e  (bc) (da) h i n  u n d  e i n  d a m i t  v e r b u n d e n e s  

a n f ä n g l i c h e s  W a c h s e n ,  s p ä t e r  w i e d e r  A h n e l n n e n  d e r  k l e i n e n  A c h s e ;  i n  

d e r  b e g r e n z t e n  g e r a d e n  L i n i e  (bc) (da) e n d i g t  d i e  R e i h e  d e r  E l l i p s e n  m i t  

d e r j e n i g e n ,  f ü r  w e l c h e  w i e d e r  d i e  L ä n g e  d e r  k l e i n e n  A c h s e  N u l l  i s t .

2)  D i e  K e g e l s c h n i t t e  i n  d e n  R ä u m e n  II  u n d  IV. E s  s i n d  

H y p e r b e l n .  A l s  e r s t e  H y p e r h e l  e r s c h e i n t  d i e  u n e n d l i c h e  S t r e c k e  

(bc) 3 0  (da), w e l c h e  d i e  l e t z t e  E l l i p s e  d e r  v o r i g e n  G r u p p e  z u r  v o l l e n  

u n b e g r e n z t e n  G e r a d e n  e r g ä n z t .  A n  s i e  s c h l i e s s e n  s i c h  H y p e r b e l n  a n , f ü r  

d e r e n  j e d e  e i n  Z w e i g  i n  d e r  F l ä c h e  II, d e r  a n d e r e  i n  d e r  F l ä c h e  I V l i e g t ,  

j e n e r  (da) (ab) u n d  (da) (cd), d i e s e r  (bc) (ca) u n d  (cb) (bd) b e r ü h r e n d .  D i e  

R e r ü h r u n g s p u n k t e  d e s  i n  II  l i e g e n d e n  Z w e i g e s  m i t  d e n  d u r c h  (da) g e 

h e n d e n  S e i t e n  e n t f e r n e n  s i c h  v o n  (da) m e h r  u n d  m e h r ,  u n d  e s  s c h r e i t e t  

d a b e i  d e r  a u f  (ad) (de) g e l e g e n e  s c h n e l l e r  f o r t  a l s  d e r  a n d e r e , s o  d a s s  e r  

i n  u n e n d l i c h e r  E n t f e r n u n g  a n k o m m t ,  w ä h r e n d  d e r  R e r ü h r u n g s p u n k t  m i t  

d e r  S e i t e  (da) (ab) n o c h  e n d l i c h  a n g e b h a r  i s t .  D i e s e r  L a g e  e n t s p r i c h t  e i n e  

H y p e r h e l ,  w e l c h e  d i e  L i n i e  (ad) (de) o d e r  d z u r  A s y m p t o t e  h a t .  D e r  u n 

e n d l i c h  e n t f e r n t e  P u n k t  d e r s e l b e n  l i e g t  e b e n s o w o h l  i m  R a u m e  II, a l s  i m  

R a u m e  IV, u n d  w i r d  h i e r  v o n  d e m  a n d e r e n  Z w e i g e  d e r s e l b e n  H y p e r b e l  

b e r ü h r t ,  w e l c h e r  a u c h  d i e  S e i t e n  b u n d  c b e r ü h r t .

A u f  d i e s e  f o l g t  e i n e  R e i h e  v o n  H y p e r b e l n , f ü r  w e l c h e  a l l e  d e r  d e m  

R a u m e  II e n t s p r e c h e n d e  Z w e i g  n u r  d i e  S e i t e  a b e r ü h r t , w ä h r e n d  d e r  

a n d e r e  i m  R a u m e  I V  d i e  ü b r i g e n  d r e i  S e i t e n  b, c, d b e r ü h r t .  A l s  G r e n z 

f a l l  e n t s p r i c h t  d i e s e r  R e i h e  d i e  H y p e r b e l ,  f ü r  w e l c h e  d e r  R e r ü h r u n g s p u n k t  

m i t  a u n e n d l i c h  e n t f e r n t ,  f ü r  w e l c h e  a l s o  a e i n e  A s y m p t o t e  i s t .

D a r a n  s c h l i e s s t  s i c h  e i n e  R e i h e  v o n  H y p e r b e l n ,  f ü r  d e r e n  j e d e  d e r  

i m  R a u m e  II  l i e g e n d e  Z w e i g  k e i n e  d e r  b e i d e n  S e i t e n  b e r ü h r t ,  w e i l  a l l e  

v i e r  S e i t e n  v o n  d e m  i m  R a u m e  I V  l i e g e n d e n  Z w e i g e  b e r ü h r t  w e r d e n ;  

j e n e r  e r s t e r e  Z w e i g  r ü c k t  w e i t e r  u n d  w e i t e r  v o m  P u n k t e  (ad) w e g  u n d  

v e r s c h w i n d e t  i n  u n e n d l i c h e r  E n t f e r n u n g  f ü r  d e n  G r e n z f a l l  d i e s e r  R e i h e ,  

e i n e  P a r a b e l ,  w e l c h e ,  d i e  v i e r  S e i t e n  a, b, c, d b e r ü h r e n d ,  i n  i h r e r  e n d 

l i c h e n  E r s t r e c k u n g  g a n z  d e r  R e g i o n  I V  a n g e h ö r t .

D i e s e  P a r a b e l  f ü h r t  z u  d e n  K e g e l s c h n i t t e n  d i e s e r  R e g i o n  ü b e r ,  w e l c h e  

E l l i p s e n  s i n d  , d i e  d i e  v i e r  S e i t e n  a, b, c, d b e r ü h r e n ;  d i e  R e i h e  d e r s e l 

b e n  e n d i g t ,  n a c h  e i n e m  ä h n l i c h e n  E n t w i c k l u n g s g ä n g e ,  w i e  e r  h e i  d e n  

E l l i p s e n  d e s  R a u m e s  I  s t a t t f i n d e t ,  m i t  d e r  a l s  e i n e  E l l i p s e  v o n  u n e n d 

l i c h  k l e i n e r  N e b e n a c h s e  z u  b e t r a c h t e n d e n  b e g r e n z t e n  g e r a d e n  S t r e c k e  

(ac) (bd).
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3) Die Kege l s chni t t e  in den Räumen III und V. Sie sind 
Hyperhein,  deren einer Zweig im Raume III , der andere im Raume V 
enthalten ist. Als die erste derselben erscheint die unendliche Strecke 
(ac) og (bei), welche die, die letzte Ellipse der Gruppe 2) repräsentirende 
begrenzte Strecke (ac) (bd) zur unendlichen Geraden ergänzt.

An dieselbe scldiesst sich eine Reihe von Hyperbeln an, deren jede 
einen Zweig in dem Raume III  hat, welcher die Linien a und c, und 
einen Zweig in dem Räume V, welcher die Linien b und d berührt. Ihnen 
entspricht als Grenze diejenige Hyperbel, welche die Seile c zur Asym
ptote hat.

Daran scldiesst sich dann eine Reihe von Hyperbeln, für deren jede 
der im Raume / 7 / liegende Zweig nur die Seite a berührt, während die 
drei andern Seilen b, c, d sämmtlich von dem dem Raume V angehören
den Zweige berührt werden. Die Grenze dieser Reihe bildet diejenige 
Hyperbel, welche die Seite b zur Asymptote hat.

Diese führt zu einer Reihe von Hyperbeln über, für deren jede der 
im Raume 7 7 /liegende Zweig die Seiten a und b berührt, während für 
den im Raume V liegenden die beiden andern Seiten c und d Tangenten 
sind. Die letzte Hyperbel dieser Reihe ist die unbegrenzte Strecke 
(ab) oo (cd). Man sieht, sie ergänzt die erste Ellipse des ganzen Systems 
zur unbegrenzten Geraden (ab) (cd) und scldiesst den Cyclus ah, so dass 
man, an jeder beliebigen Stelle beginnend, ihn ganz durchlaufen kann.

Wenn man z w e i G e g e n e c k e n desVi erecks  (ab) (bc) (cd) (da) 
zusammen fal l en läss t ,  z. R. (ab), (cd), i n d e s s die beiden ü b r i - 
gen unverändert  bl e i ben,  so bi lden die benachbarten Se i 
ten (bc) (cd), (bc) (ab) und (ca) (ab), (ca) (cd) zwei  Paare zusammen-  
fal len der Tangenten für a 11 e Kege l schni t t e  des Sys t ems;  
ihre Durchschnittspunkte (bc) und (ac) sind die gemeinschaftlichen Be
rührungspunkte B und A aller dem System angehörigen Kegelschnitte 
mit den Seiten BC und AC, den Doppelseiten des umschriebenen Vierseils.

Die gerade Linie A B , die Berührungssehne der gemeinschaftlichen 
Tangenten aller Kegelschnitte des Systems, kann als die Achse dessel
ben und der ihr in Bezug auf alle diese Kegelschnitte als Pol entspre
chende Punkt 6' als der Pol des Systems bezeichnet werden.

Die Formenwandlung der diesem System angehörigen Kegelschnitte 
kann wie folgt überblickt werden: Wir betrachten als den ersten Kegel
schnitt des Systems die begrenzte Strecke der Achse zwischen den Be
rührungspunkten der gemeinschaftlichen Tangenten; sie ist eine Ellipse 
von unendlich kleiner Nebenachse. Sie ist die erste einer Reihe von E l
l i psen,  welche sich mit drehenderund dabei wachsender Hauptachse 
gegen die Grenzlage der in A, B von den Linien CA, CB berührten Pa
rabel bewegen. An diese schliessen sich Hyperbeln,  deren beide 
Zweige in demselben Winkelraum ACB, welchem die Ellipsen angehör
ten, und seinem Scheitelwinkelraum liegen; mit abnehmender Hauptachse 
nähern sich diese stetig und unbegrenzt dem Paar der geraden Li 
nien CA, CB. Sie gehen endlich durch diese hindurch in Hyperbeln
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über, welche die Flächen der Nebenwinkel der bisher betrachteten bedecken 
und bei fortgesetzter Drehung der Hauptachse endlich in der un b e 
grenzten St recke  A oo C endigen, welche als eine Hyperbel von 
unendlich kleiner Nebenachse anzusehen ist. Man sieht, wie diese die 
erste Ellipse des Systems zur unbegrenzten geraden Linie AC ergänzt 
und den Cyklus schliesst. (Vergl. zwei Noten von M. Caylcy im III.Bde. 
des Quarterly Journ.)

Man erkennt wohl, wie dieser Cyklus in Allein sich als die Grenze 
des vorbetrachtelen erweist; wie er sich von ihm wesentlich nur un
terscheidet durch das Ausfallen der dort unter l) betrachteten Reihe von 
Ellipsen, als der zwischen den Hyperbeln der Gruppe 3) und der Gruppe 
2) inneliegenden Reihe, so dass diese beiden in eine nur durch das Paar 
der geraden Linien gethoilte Gruppe zusammenfliessen.

Aber dies System ist  zugl e i ch der Grenz fall des an
dern Sys tems  derjenigen Kege l schni t t e ,  welche d e m
selben Viereck abcd umschrieben sind; derselbe wird durch 
das Zusammenfallen zweier Paare benachbarter Ecken oder eines Paa
res Gegenseiten aus dem allgemeinen erhalten. Auch diesen Zusammen
hang findet man in der Vergleichung des oben geschilderten Systems 
mit dem bezeichneten mehrseitig betrachteten (vergleiche z. B. die Para
graphen 252 — 257 des barycentr i schen Calculs und den Aufsatz 
von A. Jacobi  im 23. Bande von Crelle’s Journal) System deutlich ge
zeichnet. Man weiss, dass für das letztere die beiden Fälle unterschie
den werden müssen, in welchen einer der vier Punkte innerhalb des von 
den drei übrigen gebildeten Dreiecks liegt, und in welchem jeder dersel
ben ausserhalb des Dreiecks der drei übrigen fällt; weiss, dass in jenem 
Falle nur Hyperbeln dem System angeboren, indess in diesem neben Hy
perbeln auch Ellipsen und unter den Uebcrgangsformen zwei Parabeln 
mit auftreten. Man sieht, dass der Grenzfall des Systems der sich doppelt 
berührenden Kegelschnitte, ebenso wie er in der Lage der vier Punkte 
den Uebergang bildet, auch in dem Vorkommen von nur einer aber stets 
einer Parabel diese Grenzstellung bezeichnet.

Wir haben in dem Vorigen überall reel le Bes t i mmungs - El e -  
mente vorausgesetzt, und es bleibt demnach zu erinnern übrig, dass 
dieselben ganz oder theilweise auch imaginär sein können. Die vier 
geraden Linien des ersten Systems können als gemeinschaftliche Tangen
ten zweier Kegelschnitte gegeben und demnach alle vier, oder es können 
doch zwei von ihnen imaginär sein. Desgleichen die vier Punkte des letzten 
Systems. Man weiss, dass den aus jener Voraussetzung hervorgehenden 
Systemen die Systeme der confocalen Kegelschnitte und den aus dieser 
letztem entspringenden die der Kreise mit gemeinschaftlicher Radical- 
Achse beispielsweise entsprechen.

In dem Grenzfall der sich doppelt berührenden Kegelschnitte können 
die gemeinschaftlichen Tangenten und demgemäss ihre Berührungspunkte 
imaginär sein, während der Pol und die Achse reell bleiben müssen. Das 
System concentrischer Kreise bildet einen sehr speciellen Fall davon. Die

3 8 *
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Bestimmung des allgemeinen Falles kann man vollzogen setzen durch einen 
Kegelschnitt, eine gerade Linie, die keine reellen Punkte mit ihm gemein 
hat und den in Bezug auf jenen Kegelschnitt genommenen Pol derselben; 
dieser Kegelschnitt gehört seihst dem System an , welches durch diesen 
Pol und jene geradlinige Achse bestimmt ist.

Mit einer unendlich wenig vom Pol abweichenden Ellipse beginnt 
das System; seine Kegelschnitte nähern sich, durch Ellipsen fortschrei
tend, unbegrenzt einer Parabel und gehen durch diese hindurch zu Hy
perbeln über, deren letzte unendlich wenig von der Achse abweicht. Jene 
Ellipsen und die Parabel liegen sämmtlich auf der nämlichen Seite der 
Achse, diese Hyperbeln haben zu beiden Seiten derselben je einen Zweig. 
Jene unendlich schmale Ellipse hat in der Achse eine von imaginären Punk
ten begrenzte Strecke bestimmt, welche die letzte einer Reihe von ima
ginären Hyperbeln als eine unbegrenzte Strecke zur unendlichen Geraden 
ergänzt. Durch diese imaginäre Reihe, welche mit dem Paare der imagi
nären gemeinschaftlichen Tangenten endigt oder beginnt, wird der Kreis
lauf der Formen hier beschlossen.

V. Ueber die Bestimmung“ der Asymptoten eines 
Kegelschnitts aus seiner allgemeinen Gleichung.

Wir setzen die allgemeine Gleichung in der Form

voraus und repräsentiren sie durch

dagegen mag
die Gleichung der Asymptoten darstellen, die wir suchen.

Die A s y m p t o t e n  des  g e g e b e n e n  K e g e l s c h n i t t s  k ö n n e n  
a l s  ein z w e i t e r  K e g e l s c h n i t t  b e t r a c h t e t  w e r d e n ,  d e r  mi t  
j e n e  m in d e r  u n e n d l i c h  e n t f e r n t e n  g e r a d e n L i n i e e i n e d o p -  
pe l  t e  B e r ü h r u n g  h a t ;  daher muss ihre Gleichung unter der allge
meinen Form

mit enthalten sein.
U n t e r  a l l en  in d i e s e r  F o r m  e n t h a l t e n e n  Cu r v e n  i s t  

s i e  dad u r ch a u s g e z e i ch n e t , das s  i h r  G e n t r u m  in i h r  se 1 b s L 
l i e g t .

Nun ist das Centrum einer Curve

durch die Gleichungen
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b e s t i m m t , u n d  m a n  e r h ä l t  d a h e r  z u  s e i n e r  B e s t i m m u n g  d i e  d r e i  G l e i 

c h u n g e n

o d e r  d u r c h  E n t w i c k l u n g

D a r a u s  e r g i e b t  s i c h  z u r  B e s t i m m u n g  v o n  lc d i e  B e d i n g u n g

I n d e m  m a n  d i e s e  D e t e r m i n a n t e  i n  i h r e  P a r t i a l - D e t e r m i n a n t e n  z e r l e g t ,  r e -  

d u c i r t  s i e  s i c l i  a u f  e i n e  B e s l i m m u n g s g l e i c h u n g  e r s t e n  G r a d e s

D a m i t  i s t  d i e  G l e i c h u n g  d e r  A s y m p t o t e n  b e s t i m m t .

F ü r  b ==. b =  b" =  o , d .  h .  f ü r  d e n  a u f  e i n  s i c h  s e l b s t  c o n j u g i r  

t e s  D r e i e c k  b e z o g e n e n  K e g e l s c h n i t t ,  h a t  m a n

u n d  d a m i t  d i e  G l e i c h u n g  d e r  A s y m p t o t e n :

F ü r  e i n e n  d e m  F u n d a m e n t a l - D r e i e c k  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l s c h n i t t

o d e r

h a t  m a n  d a g e g e n

u n d  d a m i t

a l s  d i e  G l e i c h u n g  d e r  A s y m p t o t e n .

M a n  b e m e r k t  e n d l i c h ,  d a s s  d i e  a l l g e m e i n e  G l e i c h u n g  d e r  A s y m p t o 

t e n  f ü r  d i e  W e r t h e

z u  e i n e r  i d e n t i s c h e n  G l e i c h u n g  w i r d ,  u n d  f i n d e t  l e i c h t ,  d a s s  a l s d a n n  a u c h  

d i e  d r e i r e i h i g e  D e t e r m i n a n t e  i m  Z ä h l e r  d e s  a l l g e m e i n e n  W e r t h e s  v o n  k 
g l e i c h  N u l l  w i r d ;  d a s  V e r s c h w i n d e n  d i e s e r  D e t e r m i n a n t e ,  a l s  w e l c h e  

m i t  d e r  D i s c r i m i n a n t e  d e r  a l l g e m e i n e n  G l e i c h u n g  i d e n t i s c h  i s t ,  z e i g t  a n ,  

d a s s  d i e s  f ü r  d e n  i n  z w e i  g e r a d e  L i n i e n  d e f o r m i r t e n  K e g e l s c h n i t t  d e r  

F a l l  s e i .  I n  d e r  T l i a t  k a n n  j e d e s  P a a r  m i t  d e n s e l b e n  p a r a l l e l e r  L i n i e n  a l s  

d a s  A s y m p t o t e n - P a a r  e i n e s  s o l c h e n  K e g e l s c h n i t t s  a n g e s e h e n  w e r d e n .
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VI. Zur geometrischen Bedeutung der Discriminante.

Im Art. 295 ist gezeigt worden, dass alle die durch eine Gleichung 
von der Form μ*Σ — 2 μ R -j- M =  o
dargestellten geraden Linien einen Kegelschnitt

L M = R 2
berühren, und im Art. 324 wurde hinzugefügt, dass die durch die näm
liche erste Gleichung repräsentirten Punkte dem durch die zweite dar
gestellten Kegelschnitt angehören, wenn man statt des Systems der drei
seitigen Punkt-Coordinaten das der dreieckigen Lmien-Coordinaten vor
aussetzt; gleichzeitig ward bemerkt, dass die Gleichung

L M — R2
die Bedingung ausdrückt, unter welcher die Gleichung 

μ~ L — 2 μ R -f- Μ =  o
gleiche Wurzeln hat, und man sieht darnach in Erinnerung an Art. 360, 
361, dass für al le die durch eine  Gleichung mit veränder
l i chem Parameter darges tei l  ten geraden Linien oder  
Punkte die mit Null  vergl i chene  Di scrim in ante ihrer  
Gleichung respect ive  die Enveloppc oder den Ort rep ra
se n ti rt.

Es soll in dem Folgenden spcciell zu dieser Verbindung des Pro
blems der Enveloppen mit dem System der dreiseitigen oder der Cartesi- 
schen Punkt-Coordinaten durch die Discriminante ein anregender Beitrag 
geliefert werden.

Wenn y —  f[x)
die Gleichung einer Curvc ist, so wird bekanntlich durch

die Gleichung ihrer Normale im Punkte x, y  repräsentirt. Die Einführung 
des aus der ersten Gleichung hervorgehenden Werthes von ^  in die
zweite und der Ersatz der einen Veränderlichen x  durch die andere y  
oder umgekehrt liefert eine Gleichung, welche durch die Unbestimmt- 
heil der darin noch enthaltenen Veränderlichen alle Normalen der Curve 
y  =  f{x) repräsentirt, und von der man durch die Vergleichung ihrer 
Discriminante mit Null zur Gleichung der Enveloppc jener Nor
malen,  d. i. der Evol ut e  der Curve übergeht.

Für die Parabel

ist z. B. 
also
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und geordnet

die Gleichung der Normalen.
Wenn man ihre Discriminante bildet und sie mit Null vergleicht, so 

erhält man die Gleichung ihrer Evolute.
Dazu vergleichen wir sie mit der entsprechenden homogenen Form

und setzen die Werthe

in die Discriminante jener Form

ein; daraus ergiebt sich

oder

als G l e i c h u n g  d e r  P a r a h e  1 - E v ο 1 u te . 
Für die E l l i p s e  ist

und die Gleichung der Normale

Um die durch die Substitution

eintretende Irrationalität zu umgehen, setzen wir wie im Art. 231

darnach aber 

so dass

wird. (Art. 308.) 

Dies giebt

und durch Vergleichung mit der entsprechenden homogenen Form
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u n d  d e r e n  D i s c r i m i n a n t e  w e g e n

d i e  G l e i c h u n g

a l s  G l e i c h u n g ·  d e r  E v o l u t e .  S i e  r e d u c i r t  s i c h  n a c h  e i n a n d e r  a u f

und
Wir erinnern hiernach unter andern Enveloppen an diejenigen, 

welche durch die Normalen erzeugt wurden, die man in den Punkten einer 
festen geraden oder krummen Linie auf den von einem festen Punkte aus 
nach ihnen gezogenen Radien vectoren errichten kann; wir haben im 
Artikel 222 die Parahel  und in dem Artikel 192 die El l ipse und Hy
perbel  als Enveloppen dieser Art erkannt, welche respectivc der gera
den Linie und dem Kreise entsprechen.

Es ist leicht, diese Resultate analog dem Vorhergehenden an den 
Rcgrilf der Discriminante anzuschliessen.

Wenn Y  —  y  =  m [X — x)
die Gleichung der geraden Linie repräsentirt, deren Enveloppe wir su
c h e n ,  s o  i s t

d i e  G l e i c h u n g  d e r  d u r c h  d e n  A n f a n g s p u n k t  d e r  C o o r d i n a t e n  z u  i h r  g e l e g 

t e n  N o r m a l e n ,  u n d  z u r  R e s t i m m u n g  d e s  F u s s p u n k t e s  d e r  l e t z t e r e n  i n  

i h r  e r g i e b t  s i c h  a u s

W e n n  d i e s e r  P u n k t  d i e  d u r c h

rcpräsenlirtc Linie durchläuft, so gilt die allgemeine Relation

u n d  d i e  m i t  N u l l  v e r g l i c h e n e  D i s c r i m i n a n t e  d e r s e l b e n  l i e f e r t  d i e  G l e i 

c h u n g  d e r  E n v e l o p p e  d e r  b e t r a c h t e t e n  G e r a d e n .

S o  z .  R .  f ü r

oder
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Die Discriminante der entsprechenden homogenen Form

ist B2 — AC, und liefert für

die Gleichung einer Parabel als die der gesuchten Enveloppe.
In ganz analoger Weise lässt sich die Entwickelung für den Kreis 

vollziehen, und es sind dabei die Substitutionen des Art. 129 von we
sentlichem Vortheil.

Derselben Richtung von Anwendungen der Discriminante gehört 
endlich auch der Bewreis des Satzes an, da s s  d e r  g e o m e t r i s c h e  
Or t  d e r  P r o j e c t i o n  des  C e n t r u m s  e i n e r  H y p e r b e l  o d e r  
E l l i p s e  a u f  i h r e  T a n g e n t e n  d u r c h  die G l e i c h u n g

d a r g e s t e l l t  wi r d .
Denn man bewährt ihn, indem man die Enveloppe der Normalen 

sucht, die auf den vom Anfangspunkt der Coordinaten ausgehenden 
Radien vectoren der Curvc in den Punkten derselben errichtet werden. 

Mit der allgemeinen Relation

verglichen, liefert nämlich die vorige Gleichung als die Gleichung der 
Normalen die folgende:

oder (
und nach m geordnet,

Dieselbe fällt unter die allgemeine Form

und ihre Discriminante ist nach dem Werthe

und
zu bestimmen und liefert die Gleichung

oder

E b e n s o  w i r d  f ü r

oder
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und durch die Discriminante wie oben

die Cubische Parabel als die Fusspunkten-Curve.

Eine andere Richtung des Gebrauchs der Discriminante erläutern wir 
nach dem schon früher Gesagten noch durch das folgende Beispiel.

In den Art. 362 — 366 haben wir die we s e nt l i c hs t e n  
permanenten Relat ionen zweier  Kegel schni t t e

zu e i nande r  auf  di e  Di s c r i mi n a nt e  von

zurückgeführt ,  welche wir in der Form

schrieben.
Wir bezeichneten ihre Coefficienten als Invarianten und erinnern, 

dass Δ  und Δ1 speciell die Discriminanten der Formen S und S1 aus
drückten.

Die Bedeutung der Grössen Θ und Θ, kann aus dieser ihrer Natur 
als Invarianten leicht erkannt werden. Denn das ersterc Symbol vertritt 
den aus den Cocfficienten der Kegelschnitts-Gleichungen gebildeten Aus
druck

Unter der Voraussetzung aber, dass die beiden Kegelschnitts- 
gleicbungen in den Formen

gegeben wären, dass also

ist, wird dieser Ausdruck mit Null identisch, und man hat also

Jene Form setzt aber voraus, dass das Fundamenlal-Dreieck dem 
ersten Kegelschnitt conjugirt und dem zweiten eingeschrieben ist; 
& ==. o ist f o l g l i ch  die a l l gemei ne  Bedi ngung,  unter  
w e l c h e r  der  z w e i t e  K e g e l s c h n i t t  e i ne m s i c h  s e l b s t  
conjugi rten Dreieck des ers t en ums chr i eben ist.

Ebenso erkennt man in

die Bedingung,  unter we l cher  der z w e i l c Kegel schni t t  
einem sich selbst  conjugi rten Dreieck des ersten e i n g e 
schr i eben ist.
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D e n k t  m a n  n u n  e i n e  E l l i p s e  u n d  e i n e n  K r e i s ,  r e p r ä s e n t i r t  d u r c h  d i e  

G l e i c h u n g e n

so gewinnen diese Bedingungen besonders einfache Gestalt, und wenig
stens die erste ist einer überraschenden Interpretation fähig.

Die Discriminante von

oder von

ist

und man hat also hier für

den Ausdruck 

oder

Darin erkennt man augenblicklich den Salz: Die Länge der 
Tangente ,  we l che  man vom Centrum einer El l ipse an den 
umschri ebenen Kreis e ines  in Bezug auf s i e s ich selbst  
c onj ug i r t en  Dreiecks  ziehen kann,  ist der Länge der 
Sehne des e l l i p t i s c h e n  Quadranten gleich.

Dieser Salz ward als eine Aufgabe im Juniheft 1860 von Terquem’s 
Annalen von M. Faure ausgesprochen. Man sieht, er bezeichnet auch 
eine der allgemeinen unveränderlichen Relationen zweier Kegelschnitte, 
welche in den Invarianten der Discriminante enthalten sind und aus ihnen 
entwickelt werden können.

Als Folgen dieser Entwickelung ergeben sich noch die nachstehenden 
beiden Sätze:

Für a* —  — ö2, d. i. für die g l e i c h s e i t i g e  Hyperbel  an 
Stelle der Ellipse, geht der Ausdruck von Θ. oder

in

über, d. h. man hat

o d e r  d e r  M i t t e l p u n k t  d e s  K r e i s e s ,  d e r  e i n e m  i n  B e z u g  a u f  

d i e  g l e i c h s e i t i g e  H y p e r b e l  s i c h  s e l b s t  c o n j u g i r t e n  D r e i 

e c k  e i n g e s c h r i e b e n  i s t ,  l i e g t  i n  d e r  C u r v e .
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D u r c h  d i e s e l b e  S u b s t i t u t i o n  w i r d

zu

und also
d. h. d e r  K r e i s ,  w e l c h e r  e i n e m Tn Be z u g  a u f  e i n e  g l e i c h 
s e i t i g e  H y p e r b e l  s i c h  s e l b s t  c o n j u g i r l e n  D r e i e c k  u m 
s c h r i e b e n  ist ,  g e h l  d u r c h  den  M i t t e l p u n k t  d e r s e l b e n .  

Vergleiche die Aufgabe 2) im Art. 230.
F i i r  d i e  P a r a b e l ,  d e r e n  G l e i c h u n g  w i r  i n  d e r  F o r m  

i f  4m(.r -f- m)
v o r a u s s e l z e n  m ö g e n ,  n i m m t  d i e  b e t r a c h t e t e  D i s c r i m i n a n t e  d i e  f o l g e n d e  G e 

s t a l t  a n :

M a n  h a t  s o n a c h  

u n d  s o m i t  f ü r

d  i .  d a s  C e n t r u m  d e s  K r e i s e s ,  w e l c h e r  e i n e m  i n  B e z u g  a u f  

e i n e  P a r a b e l  s i c h  s e l b s t  c o n j u g i r t e n  D r e i e c k  u m s c h r i e 

b e n  i s t ,  l i e g t  i n  d e r  D i r  e c  t r  i x  d e r s e l b e n .

U n d  e b e n s o

o d e r  l u r

e i n  E r g e b n i s s ,  w e l c h e s  s i c h  g l e i c h f a l l s  l e i c h t  i n  F o r m  e i n e s  S a t z e s  a u s 

s p r e c h e n  l ä s s t .

F ü r  d e n  K r e i s  e n d l i c h  f i n d e n  w i r  d u r c h  E n t w i c k e l u n g  d e r  D i s c r i m i -  

m i n a n t e  v o n

d i e  E r g e b n i s s e  

u n d

d .  i .  f ü r  d e n  u m s c h r i e b e n e n  K r e i s  d e s  s i c h  s e i h s t  c o n j u g i r t e n  D r e i e c k s

u n d  f ü r  d e n  e i n g e s c h r i e b e n e n  K r e i s

g l e i c h f a l l s  d e r  D e u t u n g  l e i c h t  f ä h i g e  E r g e b n i s s e .

E n d l i c h  k n ü p f e n  w i r  d i e s e  E n t w i c k e l u n g e n  a n  d i e  e r s t e  B e t r a c h t u n g  
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d e r e n  a u f  d e n  N o r m a l e n  d e r  E l l i p s e  g e m e s s e n e r  A b s t a n d  v o n  d i e s e r  l e t z t e 

r e n  u n v e r ä n d e r l i c h  u n d  =  r i s t .
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Quellen - Nachweis.

t. 131· Der Satz der Aufgabe 7) ist dem Cambridge Math. Journal (Bd. I. 
p. 169) entlehnt.

136. Die hier mitgetheilte Methode rührt von Hart her.
137. Die Entwickelung der Bedingungen, unter welchen die allgemeine

homogene Gleichung zweiten Grades in Dreipunkt-Coordi- 
naten einen Kreis repräsentirt, gab Ferrers  im II. Bde. des 
Quarterly Journal, p.267.

159. Die hier mitgetheilte Methode des Beweises für die Unveränder-
lichkeit von — :—5----- , etc. ward von Boole im Cambridgesin 1 ω
and Dublin Math. Journal (Bd. III, p. 106) milgelheilt.

194. Die in den Aufgaben 3 — 7 enthaltenen Sätze wurden von 
W. D. Sadleir dem Verfasser mitgetheilt.

•228. Der in der 4. Aufgabe dieses Art. gegebene Ausdruck der Tan
gente eines Kegelschnitts ist zuerst von D a v i e s im Philosoph. 
Magas. 1842, p. 192 mitgetheilt worden; der ebenda in der
5. Aufg. benutzte Ausdruck für die zwei Punkte eines Kegel
schnitts verbindende Sehne rührt von Frost  her. (Cambridge 
and Dublin Math. Journ. Bd. I, p. 68.) Man findet Anwendun
gen desselben auch in einer Abhandlung von Hi t lorf  in Crel- 
le’s Journ. (Bd. XXXVIII, p. 89.) In demselben Artikel giebt 
endlich die Aufgabe 6) einen Satz von Mac-Cul lagh mit dem 
geometrischen Beweis desselben.

229· Der Satz der Aufgabe 2) ist von Ste i ner  (Gergonne’s Annales 
Bd. XIX, p. 59) und der der Aufg. 3) von Gregory (Cambr. 
and Dublin Math. Journ. Bd. II, p. 16) gegeben worden.

230. Der Satz der Aufg. l) wurde von Brianchon und Po nee-
let in Gergonne’s Annales Bd. XI, p. 205 gegeben; ebenda 
der in der Aufgabe 2) enthaltene, p. 210.

231. Die Methode dieses Artikels, die hier als ein vorbereitender spe-
cieller Fall der allgemeinen Methoden des XIV. Kapitels ge
geben ist, ward schon früher von O’Brien im IV. Bd. des 
Cambridge and Dublin Math. Journ., p. 99 empfohlen.

233. Für die in der 6. Aufgabe gegebenen Ausdrücke des Halbmes
sers des einem Dreieck im Kegelschnitt umschriebenen Krei
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ses vergleiche man die Abhandlung von M a c - C u l l a g h  in 
den Dublin Exam. Papers 1836, u. Crelle’s Journ. Bd. XL, p. 31.

Art. 235. Vergleiche eine Abhandlung von T u r n e r  im Cambridge and 
Dublin Matth. Journal Bd. I. p. 122.

„ 243. Für die Sätze in den Aufgaben 1 ) und 3) vergleiche man die 
Arbeiten von S t e i n e r  (Crelle’s Journ. Bd.XXXII, p.300, und 
von J o ach  im s t h al (Crelle’s Journ. Bd. XXXVI, p. 95).

„ 262. 263. Die Sätze dieser Artikel rühren von Gr a ves  (siehe seine 
Uebcrsetzung der Abhandlung von Cb a s l e s  : Mcmoir on Co- 
nes and Spherical Conics , p. 77) und Mac - C u l l a g h  her 
(Dublin. Exam. Papers, 1841, p. 41, 1842, p. 68, 83).

„ 264. Der hier mitgelheille Beweis ist einer Abhandlung von H a r t  im
IV. Bd. des Cambridge and Dublin Math. Journ. p. 193 ent
nommen.

„ 267. Das am Schlüsse des Artikels gegebene Beispiel ist von H a r t  
(Ouarterly Journ. Bd. II. p. 143).

„ 301. Der Satz des Artikels ist von T o w n s e n d  auf rein geomeln 
schein Wege gefunden worden.

,, 308. Die Aufg. 6) ist I le a rn ’s,,Researches on ConicSections“ entlehnt.
„ 317. Die Entwickelung dieses Artikels ward nach F c r re  rs  (Quarlerly 

Journ. Bd. II, p. 120) gegeben.
,, 332. Die Gleichung des einem Dreieck umschriebenen Kegelschnitts 

ward wohl zuerst von B o b i l l i e r  in Gergonne’s Annal. XVIII, 
p. 320 discutirt. Die Methode zur Bestimmung des Ortes der 
Centra von Kegelschnitten, welche gewissen Bedingungen 
unterworfen sind, ist entlehnt aus I le a r n ’s „Researches on 
Conic Sections.“

,, 341. Für den hier mitgelheilten Beweis vergleiche man C r e m o n a ’s 
Note im XVI. Bd. von Terquem’s „Nouvelles Annales“ p. 79.

„ 349- Der hier gegebene Beweis ist von J o a c h i m s t h a l  in Crelle’s 
Journ. Bd. XL, p. 30 entwickelt worden.

„ 350. Für die hier gegebenen Entwickelungen vergleiche man Cay-  
l e y ’s Abhandlung, Quarterlv Journ. Bd. II, p. 44.

„ 358. Die beiden hier entwickelten besonderen Formen von der Glei
chung des Orthogonal-Kreises rühren von Br io sc hi und 
F au  re  her. (Nouv. Annales, Bd.XV, p.463; Bd.XVIII,p. 241.) 
Uebrigens steht die Theorie des Orthogonal-Kreises durch 
ihre allgemeine Anwendung auf drei Kegelschnitte und als 
Untersuchung des Ortes der Punkte, deren drei Polaren in 
Bezug auf dieselben in einem Punkte Zusammentreffen, in 
engem Zusammenhang mit den von Hesse in der Abhand
lung „Ueber die Wendepunkte der Curvcn dritter Ordnung“ 
(Crellc’s Journ. Bd. XXXVJfl) gegebenen Entwickelungen.

,, 362. Die Schlussgleichung dieses Artikels findet sich wohl zuerst in 
dem Werke von La me: Examen des differentes methodes em- 
ployees pour resoudre des problemes de Geometrie. Paris 1818.
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Ar t. 364. Der Salz über den durch die Mittelpunkte der Seiten eines Drei
ecks gehenden Kreis ward zuerst von M. T er q u e m  im 
I. ßde. seiner Nouv. Annales de Math. p. 196 gegeben, aber 
neuerdings durch H a r t  und S a l m 011 wiedergefunden und 
durch sie und W. 11. H a m i l t o n  ifi eigentbümlicher Art 
bewiesen. Siehe Quarterly Journal of pure and applied Ma- 
them. Bd. IV, p. 152— 154.

375. Man vergleiche eine Darstellung dieser Resultate durch Ca y l e y  
in dem Jahrgang 1857 des Philos. Magasin, und die Abhand
lung von Br io sc hi in den Annali di Math, von B. Tortolini 
1857. In der angeführten Abhandlung hat Ca y l e y  wie früher 
schon J a c o b i  diese Frage der Theorie der elliptischen 
Functionen angeschlossen und ihre Lösung in Determinan- 
ten-Form gegeben.

,,, 386- C a y l e y  bat im XXXIX. Bde. von Crelle’s Journ. die Aufgabe des 
Ajtollonius für Kegelschnitte gelöst.

396. Die Auflösung der Appollonischen Aufgabe ist Gergonne’s An
nalen entnommen.417. Die Bemerkung, dass der Salz von den Höben-Perpendikeln des 
einer Parabel umschriebenen Dreiecks ein specieller Fall des 
Satzes von Brianchon ist, stammt von Mo o r e  und ward mir 
durch den Verfasser dieses Werkes mitgetheilt.

428. Die Entwickelungen dieses Artikels beziehen sich auf einen Satz 
von Ca y l e y ;  siehe Nouv. Annales Bd. XVI, p. 126.

,, 433 etc. Der Herausgeber hat im Osterprogramm der Gewerbschule 
zu Chemnitz (1860) in einer Abhandlung: „Die Centralproje- 
clion als geometrische Wissenschaft“ die darstellend geome
trische Methode in entsprechender Weise begründet und ent
wickelt.

,, 453 etc. Man vergleiche mit dieser Behandlung der geometrischen 
Verwandtschaften die von PI Ücker  im §. 3 des „System 
der analytischen Geometrie“ gegebene.

477—79. Diese Entwickelungen beziehen sich auf einen Satz von J o a 
c h i m s t h a l  (Crelle’s Journ. Bd.XXVI undXXXVIII) und seine 
Erweiterung durch Cayley.  (Crelle’s Journ. Bd. LVI, p. 182.)

480 Die hier gegebene Salz ist die Erweiterung eines Satzes von P o l 
l ock  im III. Bd. des (Juarlerly Journ. Vergleiche Noten von 
Ca y l e y  und F e r r e r s  ebendaselbst.

www.rcin.org.pl



Druckfehler-Verzeichniss.

www.rcin.org.pl



609

www.rcin.org.pl



6 1 0

www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl








	Die Titelseite
	Vorrede.
	Inhaltsverzeichniss.
	I. Kapitel. Der Punkt.
	II. Kapitel. Die gerade Linie.
	III. Kapitel. Aufgaben über die gerade Linie.
	IV. Kapitel. Anwendung einer abgekürzten Bezeichnung für die Gleichung der geraden Linie.
	V. Kapitel. Gleichungen von höheren Graden, welche gerade Linien darstellen.
	VI. Kapitel. Ableitungder Haupteigenschaften aller Curven zweiten Grades aus der allgemeinen Gleichung.
	VII. Kapitel. Der Kreis.
	VIII. Kapitel. Lehrsätze und Aufgaben vom Kreis; Anwendung einer abgekürzten Bezeichnung auf seine Gleichung.
	IX. Kapitel. Eigenschaften eines Systems von zwei oder mehreren Kreisen.
	X. Kapitel. Die allgemeine Gleichung des zweiten Grades als Central - Gleichung: Ellipse und Hyperbel.
	XI. Kapitel. Die Parabel.
	XII. Kapitel. Vermischte Aufgaben und Lehrsätze über die Kegelschnitte.
	XIII. Kapitel. Die Methode des Unendlich-Kleinen, die Quadratur und Rectification der Kegelschnitte.
	XIV. Kapitel. Methoden der abgekürzten Bezeichnung. Die trimetrischen Coordinaten - Systeme und das Princip der Dualität.
	XV. Kapitel. Die allgemeine homogene Gleichung des zweiten Grades mit drei Veränderlichen und die Algebra der linearen Transformationen.
	XVI. Kapitel. Geometrische Methoden.
	I. Die Methode der reciproken Polaren.
	II. Die harmonischen und anharmonischen Eigenschaften der Kegelschnitte.
	III. Die Methode der Projectionen*) und die geometrischen Verwandtschaften des ersten Grades.
	Zusätze.



