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Einleitung.

φ §. ι.
v∣∙αum ift ein eιnfaφer begriff. ©er 9iaunt ift uπ*, 

eπbliφ, ftetig unb tpcilbar.
®er 9iaum ift n∏enbliφ, Weil bie ‰nabme, er fei begränjt, im 

SBiberfpruφ mit fidj> felbft fielet; cS fanπ πamliφ außerhalb einer irgenb* 
wo angenommenen (Sränje beβ 9taιιmδ niφtβ ¾nbereβ gebaφt werben, 
als 9ianm ober 9iaum ΦorauSfe⅛eπbe3.

§• 2.
3eber ©peil beß Oiaiimß peißt ein geometrifφer 

Körber, fφleφtpin ein Körper. ©ie ®ränjen ber Körper 
Reißen ftlaφen, bie ©rängen ber glaφen 8inien, bieΘran≈≈ 
3en ber hinten fünfte.

Körper, ^lδφen, Linien unb fünfte tonnen inbep aιιφ 
für fiφ beftepeιtb gebaφt werben. <So fanit inan fiφ 3. 33. 
eine ^laφe oorftellen, opne 3ugleiφ einen Körper 311 beuten, 
ben fie begran3t.

Körper finb tpeilbar, unb jeber ©peil eineß Äörperß ift 
felbft ein Ä'örper. ©ariit liegt, baß körper inß Unenbliφe 
tpeilbar finb. ©affelbe gilt von ^laφen unb Linien.

Unb ba jeber ©peil eineß Äörperß felbft ein Körper ift, 
jeber ©peil einer Orlaφe eine ftlaφe, jeber ©peil einer 8inie eine 
Sinie, fo bürfeit körper nur auß körpern 3ufantmengefe⅛t be=≈ 
traφtet iυerben, ^lδφen auß ⅝laφen, Linien auß hinten; unb 
nientalß tönnen Körper perborgepen burφ 3ιιfanunenfe⅛uιtg von 
⅝laφen, ober Linien burφ 3ufanιnιeιιfefcung ooit fünften.

Θeometri∣φe Äörper, glaφeπ, Sinien unb fünfte finb für fiφ be* 
ftel>enb in ber 2δirKiφteit niφt barfteUbar, fonbern nur (Segenftänbe ber 
⅛BorfteKung. Sn ber 2BirKiφfeit haben wir pb⅛ftfφe Körper, unb in 
ihren 53egranjuπgeπ glδφen. Sehr fφmale glfiφen unb ifepr biiiuie 
Äörper gelten in ben 2luwenbungen als Linien, fepr Keine g∣aφeιι unb 
fepr Keine Äörper als fünfte.

§. 3.
(Sine Vinie ift entineber gerabe ober trunun, eilte ⅝(δφe 

eben ober trumm. ©ieß finb einfaφe 33egriffe. (Sine ebene 
^lδφe wirb fφleφtpin eine (Sbene genannt.

www.rcin.org.pl



4 (St nleit nn g. §. 4-6.

3eber bon ben fceiben Gegriffen gerabe unb frumm iß tn bem an» 
beten fcegrünbet. ©aber fann man feinen biefer ^Begriffe einzeln haben 
ober ertlären motten. SBenn alles in ber Sßelt gerabe märe, fo mürben 
mir niφtδ vom Krummen miffen, aber auφ niφtδ bom ©eraben; beim 
baβ ©erabe mürbe al8banιι ohne ben baju nötigen Θegenfa⅛ πiφt als 
etmaδ 23efonbereδ bemerft werben. 3nbem eβ Θerabeδ giebt unb Srnm≈= 
meδ, tritt 3ebeδ al« etroaδ 53efonbereδ f>erbor im Θegenfa⅛ μιm ¾nbereπ. 
Θletφe 33eroanbιιiβ bat eδ 3. $ö. mit ben ^Begriffen bnntel unb bett, naß 
unb trodeπ, 9iuβe unb ^Bewegung, ©titte unb Θeranfφ.

¾ls Kennjeiφen einer (Ebene fann man angeben, baß 
bie gerabe 53erbinbungSlinie jeher jioei fünfte berfelben ganj 
in fie fällt; ober baß eine gerabe ßinie, tυe(φe jtoet fünfte 
mit ber (Ebene gemeinfφaftliφ pat, biefelbe mit allen ipren 
fünften berührt.

hierauf berupt baS befannte SBerfapren, iυe!φeS Xeφnifer 
anmenben, um ju prüfen, ob eine ⅝laφe eine (Ebene fei. ®ie 
bringen namliφ bie gerablinige Kante eines SinealS in ber* 
fφtebenen ¾iφtungen gegen bie ^laφe, unb fepen ju, ob bie 
Kante jebeSmal bie ^ldφe bollftänbig berüprt. <So lange bies 
niφt gefφiept, ift bie ⅝laφe feilte (Ebene.

§• 4.
Körper, ^laφen unb Linien peißen Dtaumgrößem
Sin φunft ift feine ©roße, ioeil er ioeber ber S5ermep* 

rung noφ ber S5erminberung fäpig ift. ©effen ιιngeaφtet 
pflegt man, ber Kürje toegen, unter 9ftaumgroβen im ¾llge* 
meinen auφ fünfte ju berftepen.

§. 5.
©ie Siffenfφaft bon ben ‰umgroβen peißt ©eometrie.
©ie ©efefce, toelφe bie ©eometrie für geometrifφe Körper 

aufftellt, gelten opne Weiteres für pppfifφe Körper.
Obgleiφ bie ©eometrie fiφ jubörberft mit ©egenftänben befφaf^ 

tigt, melφe bloß ber SJorftettung angeboren, fo bat fie boφ baδ größte 
pra!tifφe 3ntereffe, unb ift lebigliφ aιιδ bem Jprattifd)eπ SSebürfniß her» 
borgegangen, ©ie abftrabirt bon ber SJtaterie, meil fte bon Saφen pan<≈ 
beit, n>elφe bon ber 2)taterie niφt ab⅞aπgeπ.

§• 6.
©ie (Geometrie toirb abgetpeilt in niebere ober Sie* 

ment ar* (Geometrie unb in pöpere ©eometrie. ©ie nie* 
bere ©eometrie umfaßt bie geraben 8inien, bie Sbeneit, bie 
Körper, toelφe bιιrφ Sbenen begrünet finb, unb eine frumme 
£inie (bie Kreislinie), bie von ipr abpängigen ⅝laφen, unb 
bie Körper, tυelφe biefe ⅝laφen ju ©rängen pabeit. ©ie 
pöpere ©eometrie umfaßt bie übrigen frummen Linien, frum* 
men ⅝laφen unb frummen Körper.

Üußerbem tpeilt man bie ©eometrie in ebene ©eome* 
trie unb f0rperliφe ©eometrie. ©ie ebene ©eometrie be* 
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§. 7-12. Erstes Kap. Von den geraden Linien. 5

fφaftigt fiφ mit StangröBen, welφc in einer (S6ene gebaφt 
werben fönneit; bie fbrperliφe (Geometrie mit folφen, welφe 
niφt in einer (Sbcne gebaφt werben ober fiφ beuten taffen.

©ie naφfolgenben Kapitel enthalten bie ebene (Slemen- 
tar-(Geometrie. Stile gle⅛eitig oortommenben Sinien nnb 
fünfte finb batyer in einer (Sbene 31t benfen, wenn bieg anφ 
niφt augbriictliφ verlangt fein feilte.

§. 7.
fünfte beutet man auf bem ^βapier n. f. w. burφ £upf= 

φen an, Sinien burφ Striφc. 5Dfian bejeiφnet φιtnfte burφ 
⅛uφftaben. <*ρier werben ba3u bie beg großen lateinifφen 
3llp⅛abetg gebrauφt.

Bur S⅛iφnung ber (Sleiφpeit, ber Summen u. f. w. 
bon 9taumgr⅛n bebient man fiφ ber in ber B^enlepre 
iibliφen 3eiφen.

Erstes Kapitel.
von den geraden Linien.

§. 8.
(Sine gerade Linie fann begränjt gebaφt werben, b. q. 

ton einem fünfte big ju einem anbern reiφenb, ober man 
fann fie beuten einerfeitg begränjt nnb fiφ anbererfeitg ing 
Unenbliφe erftretfenb, ober fie fann o^ne alle SSegränjung 
gebaφt werben, itnb im testen $all fagt man fφleφt⅛in, bie 
Sinie fei uπenbliφ.

§.9.
X)urφ einen nnb benfelbeιt ςβunft finb nnenbliφ biete 

gerabe Sinien benfbar, jebe in einer anberen Sage.
§. 10.

Sille geraben Sinien, bon benen jebe burφ biefelben ^wei 
fünfte gept, fallen in eine einzige jufammen, fo ba£ alle bie- 
felbe Vage paben.

§. 11.
©ie Sage einer geraben Sinie beftimmt fiφ bafyer burφ 

3tυei fünfte, burφ welφc fie gefyt.
Hub man bejeiφnet eine gerabe Sinie babιtrφ, baß man 

jwei φrer fünfte bejeiφnet, woju man gern φre (Snbpuntte 
wälflt, wenn fie begräbt ift.

§. 12.
(helfen jwei Sinien über eittanber weg, fo fagt man bon 

ifyuen, fie fφneiben fiφ, nnb nennt ben 5βuntt, wclφeπ fie 
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6 (SrfteS 3tα!pitel. §. 13-16.

bα, mo fie über einanber meggepen, gemeιnfφαftlιφ pαben, 
tpren ⅛urφfφnittsρuntt. ‰t ^meien begründen gera
ten 8iπien, melφe in einer (5bene fiφ befinben, unb niφt 
über einanber meggcpen, boφ über einanber meggepen mür* 
ben, meint man fie verlängerte, fagt inan ebenfalls, bafj fie 
fiφ fφneiben. <Solφe Sinieit peifjen auφ convergireube 
ober bivcrgirenbe Sinien; unb man fagt, fie convergiren 
auf ber Seite, mo fie 3ufamme1ιgepen, unb bibergiren auf ber, 
wo fie aus einanber laufen. Oft in ber golge von fiφ fφnei- 
benbeit geraben Sinien im 2lllgemeinen bic fRebe, fo finb auφ 
convergirenbe Sinien 51t verftepen.

3wei gerabc Sinien, melφe in einer (Sbeπe fiφ befinben, 
unb fo liegen, baß fie fiφ niφt fφπeiben, uoφ in einanber 
fallen, felbft wenn fie unenbliφ gebaφt werben, peifjen 
ςβarallel=≈Sinien.

Stellt man fiφ 3tυei unenbliφe gerate Linien in einer 
(Sbene vor, fo finb überhaupt brei gälte mogliφ, entmeber 
bie Sinieit fallen in einanber ober fie fφneiben fiφ ober fie 
finb parallel.

®aS 3eiφeιι beS ^arallelfeinS ift: 

unb um anjubeuten, baf? jmei Sinien AB unb CD parallel 
finb, fφreibt man:

§. 13. ©runbfaß.
Sφneiben fiφ jwei gerabe Sinien, fo giebt es feine britte, 

welφe parallel ift mit einer jeben bon ipnen.
(Sin Θruιιbfa⅛ ift ein ©ap, tcffen SSaprpeit ans beit ^Begriffen 

ofyπe »eitere Vermittelung einleιιφtet, ober fann ober muß jugegeben 
»erben.

§. 14. Seprfa⅛.
Sφneibet eine gerabe Sinie bie eine bon jmei paral(e=≈ 

leit Sinien, fo fφneibet fie aιιφ bie anbere.
Semeis. ©ernt fφnitte fie bie anbere niφt, fo wäre 

biefe anbere Sinie parallel mit einer jeben bon ben beiben fiφ 
fφneibenben Sinien.

§. 15. Seprfap.
Oft eine gerabe Sinie parallel mit ber einen bon jwei 

parallelen Simen, fo ift fie es auφ mit ber anberen.
Semeis, ©eint fφnittc fie bie anbere, fo müßte fie 

naφ bem vorigen φaragrapp auφ bie erftere fφπeiben.
§. 16. Seprfap.

Sinb jwei gerabe Siuieu parallel, mit einer britten ge
raten Sinie, fo finb fie es unter fiφ.
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§. 17-19. Von ben geraten Suiten. 7

^Beweis. ©enn ba bie erfte von φnen parallel ift mit 
ber britten, unb auφ bic gtυeite, fo ift bie gtυeite parallel 
mit ber einen von 3n>ei parallelen Sinien, namliφ mit ber 
britten, alfo auφ mit ber anberen, WelφeS bie erfte ift.

(Sin 2ehrfa⅛ wirb burß einen 33etυeiδ bargethaπ. 5Bei Set∣rfa⅛en 
tnuß man bie Veräußerungen von ben Vehauf>tungen uuterfßeiben. ©er 
Vetveiδ ift bie Vermittelung, vermöge beren baδ Butreffen ber Vehaup» 
tung in golge ber Veräußerung, b. h∙ bie SSahrpeit beS Sa⅛e8 er* 
pellet. Sin 5Seweiβ beißt birect, menn gerabeju aus ber Veräußerung 
bie Vehanptung abgeleitet wirb; inbirect, wenn man jeigt, e§ fei un* 
möglich, baß bie Vepauptung nicht in Erfüllung gebe. $n einem in* 
birecten VeweiS ift erforberlidh, baß man alle $älle beadjte, weldje ein* 
treten fönuen, unb barlege, alle bie führen auf VJiberfprüctye, welche nißt 
mit ber Vepauptung 3ufamn1enfaUen.

©ämmtliße Veräußerungen eines 2eprfaheδ miiffen jum Veroeife 
fiß alö notproenbig ergeben, fouft läge UeherfliiffigeS in ber Voran®' 
feruπg, tvaδ ju vermeßen ift.

§. 17.
3wei gerate Sinien AB nnb AC (gig. 1), welφe von 

bemfelben *5βnnft A aus⅛epen, peipen, wenn bloß bie Sage ber 
Sinien 3n einanber beaφtet wirb, ein Vßintel.

3ebe ber Sinien, ivclφe einen Vßintel bilben, peißt ein 
Sφenfel biefeö V3infelS, nnb ber fßuntt, von bem beibe aitS* 
gepen, bie <Spi⅛e ober ber Sφeitelpuntt.

©ie über B unb C pinaιtS ttnenbliφ gebaφten Sφentel 
tpeilen bie ©bene, itt welφer ber 2Bintel fiφ befinbet, in jtvei 
©peile; jeber biefer SSpeite peißt eine SB int eiebene, ©ie 
Sφentel werben jebeSmal enttveber als bic ^Begründungen ber 
einen, ober als bie ^Begründungen ber anberen 2Sinfelebene 
angefepen, unb infofern auf hoppelte Üßeife als Vßintel be- 
traφtet.

tpäufig wirb ein2Sintel erflärt ats bie Steigung ober bie 9lbtveiβuug 
jmeier fiß fßneibenben Sinien. ©iefe Srtlärung 3ielt weniger auf ben 
SSinfel als auf baδ Wtaaß beffelben, tvovon erft fpäter, 311 Anfänge beδ 
bre⅛eh∏ten itapitelδ, bie Siebe ift.

§. 18.
Vßinfel, welφe fiφ betten tonnen, nennt man gleiφ.

§. 19.
Siegen jwei Vßintel fo neben einanber, baß bie Sφeitel=≈ 

puntte fiφ betten unb ein Sφent'el beS einen in einem Sφen* 
tel beS anberen liegt, fo peißt ber Sßiutel, welφen bie anbe
ren Sφenfel bilben, bie Summe jener beiben Sßinfel. ©abei 
ift ber SBinfel gemeint, in beffen Sintelebene fiφ bie in ein* 
anber liegenben Sφentel befinben.

©in Sßinfel peißt größer als ein anberer, wenn es einen 
britten Sßinfel giebt, fo, baß bie Summe beS anberen unb 
beS britten SSJintelS ber erfte 2Bintel ift.
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8 ßrfleö Äa^ttel. §. 20-24.

Φie Segriffe: Differenz zweier 2Binfel, bas nfaφe eines 
5δinfelS, her nie Sbeil eines SδinfelS ergeben fiφ nun oon felbft. 

§. 20.
(Sin Sföinfel, beffen Sφenfel eine gerate Sinie bitten, fyeiftt 

ein geftrecfter 2Binfel.
3eber 2Binfel, welφer größer ift als ein geftrecfter 2Bin<≈ 

fei, beißt ein erhabener, jeher, welφer Heiner ift, ein b0b* 
ter Sinfel.

§. 21. 8ebtfa⅛.
Sille geftredten 2δinfel fint einanter gleiφ.
Seweis. ©ernt gerate Linien tecfen fiφ.

§. 22.
SU an bezeichnet einen Sßinfel bnrφ trei Suφftaben, ton 

welφen einer an tie Spi⅛e, mtb an einen anteren ⅛unft 
eines jeben Sφcnfels einer gefegt Wirt, ©iefe trei Suφ≈≈ 
ftaben fpriφt unt fφreibt man jeteSmal fo, baß ter an ter 
Sp⅛e ftebente in tie 2Drcitte fommt. Seim Sφreiben fe⅛t 
man ihnen noφ taS 5δinfe⅛eiφen:

Z.
vor , wenn fie auφ etwas 2lntereS als einen Sßinfel bejeiφ-∙ 
nen fönnten.

Silben ztoei Linien AB unt AC, gig. 1, feinen geftrecb 
ten 5Binfet, fo bejeiφnet ΔBAC fowobl bett b<φfen∕ ten 
erhabenen Sßiitfel, welφer oon ten Linien gebiltet wirt. Um 
tiefe gweiteutigfeit zu bermeiten, ift man iibereingetommen, 
jeteSmal ten bl>bfen Sßinfel zu terfteben, nut es austriicf* 
liφ z« fagen, wenn ter erhabene gemeint ift.

(Sinfaφer bezeichnet man einen SBinfel taturφ, baß man 
einen Suφftab teS Heinen grieφifφen 2lφbabets in feine 
SHnfelebene nahe ter Spφe fe⅛t. Sei tiefer Sezeiφnιιng 
fintet feine Bweibentigfeit Statt.

v §. 23. δebrfa⅛.
(Sieben z*t>ei Sßinfel a uttb ß, jeher z∏ einem triften γ 

abbirt, gleiφe Summen, fo fittb tie SBinfel a nut ß ein- 
anber gleiφ.

SeweiS. (SS fei $ig. 2 ter 5δiufel BAD gleiφ bem 
Söittfel FEH. Öegt mau tiefe gleiφeu SÖinfel auf einanter, 
fo werben, weil ter SBinfel BAC einerlei mit bem SBittfel FEG 
ift, auφ tie Sφcufel AC unt EG fiφ tecfen. Φatιtt tecfen 
fiφ aber tie SÖiufel « unt ß.

§. 24. 3ufa⅛.
Unt ift ein 2δinfel a-∖-γ gleiφ einem SBittfel ß+°> 

habet ter 5δinfel γ gleich bem feudel δ, fo ift auφ ter 
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§. 25-28. 93on ben geraten 2inien. 9

SÖinfel a bem V3infel ß gleiφ; ift aber γ größer als δ, fo 
ift a Heiner als ß; u, bgl. m.

§• 25.
3toei Sßinfel, welφe einen <Sφeufel gemeinfφaftliφ ⅛a* 

ben, unb beren niφt gemeiιιfφaftliφe Sφenfel eine gerabe 
Sinic bilben, peißen 9⅛ebenwintel.

@inb ‰benwinfel gleiφ, fo peißt jeber bon ipnen ein 
reφter Sßintel, finb fie ungleiφ, fo peißt her größere ein 
ft um pf er, ber Heinere ein fpi⅛er Vhiifel.

3 eher <Sφentel eines reφten ≡intelS peißt in Vejiepnng 
anf ben anberen <Sφenfel eine Normale.

sDian fagt, eine 8inie ftepe normal auf einer anberen 
Vinie, wenn fie reφte Sßinfel mit ipr bilbet. Vilbet eine 
Sinie feine reφten VHnf'el mit einer anberen δiιιie, bic fie 
fφπeibet, fo fagt man, fie ftepe fφief auf ipr.

VHrb burφ einen φunft A, melφer in einer geraben 
Vinie CD fiφ befinbet, eine 8inie AB gebaφt, welφe normal 
fiept auf ber Sinie CD, fo fagt man: es werbe auf ber 8inie 
CD in bem 5βnπtt A eine Normale erriφtet. Sßirb burφ 
einen φιιntt Λ, welφer niφt in einer geraben Sinie CD, 
noφ in beren Verlängerung fiφ befinbet, eine 8inie AB ge
baut, welφe normal fiept auf ber Sinie CD, ober auf bereit 
Verlängerung, fo fagt man, es werbe von beut ζβιtnft A eine 
Normale auf bie Öiitie CD gefällt.

(Siu reφter SSintel wirb burφ
R

bejeiφιιet.
§. 26. 8eprfafc.

s<>llle reφten VUntel finb einander gleiφ.
Veto eis. ©ernt fie finb bic ^äfften ben geftrerften 

3Biιtfeln, unb biefe finb gleiφ.
§. 27.

(Sin ftumpfer VJinfel ift größer als ein reφter VMnlel, 
ein fpitjer Heiner, beim ber ftitmpfe ift ber (Srllärung gemäß 
größer als bie ^älfte beS geftrecften VMnlelS, unb ber fpi⅛e 
Heiner.

§• 28.
$wei VJinfel, welφc ben <Sφeitclpιιnft gemeinfφaftliφ 

paben, unb fo liegen, baß bie Sφenfel beS einen als bie 
Verlängerungen ber Sφente( beS anberen erfφeiueιι, peißen 
<Sφeitelιvintel ober Vertifalwintel.
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10 <SrfieS Äcipitel. §. 29-31.

§. 29. Beljrfα⅛.
Sφeitetminfel finb einanber gleiφ.
33 e weis. ©enn jeher her Sφeitelminfel « unb ß fttg. 3 

ergänzt bett SBinfel γ 31t einem geftrecften SB intet, ititb baraus 
folgt naφ §. 23 ihre (SMeiφtyeit.

§. 30.
Sinb gtυei in einer ©bene liegenbe Linien AB unb CD, 

$ig. 4, von einer britten EF burφfφnitten, fo bilben fie mit 
biefer aφt bofyle SBinfel «, ß, γ, <3, t, y, 2, μ. ©ic SBin=≈ 
fei a, ß, λ, μ motten mir außerhalb liegenbe SBittfel 
nennen, bie übrigen γ, δ, s, y innerhalb liegenbe.

©in außerhalb liegenber SBinfel nnb ein innerhalb lie≈ 
genber, bereit SBinfelebenen auf berfelben Seite ber burφ≈≈ 
fφneibenben 8iuie fiφ befinben, nnb melφe niφt 9,iebenminfel 
finb, Reißen ©egenminfel. Solφe finb a nnb e, ß nnb y, 
γ unb 2, δ nnb ju.

■ $mei außerhalb liegenbe SBinfel, beren SBinfetebenen niφt 
auf berfelben Seite ber burφfφneibeιιben Sinie liegen, unb bie 
niφt 9flebenminfel finb, Reißen äußere SBeφfet mitt fei. 
Solφe finb « unb μ, ß unb 2.

rβmei innerhalb liegenbe SBinfel, bereu SBinfelebeneu niφt 
auf einer Seite ber burφfφnetbenben Öinie fiφ befinben, unb 
bie niφt ¾ebenminfel finb, Reißen innere SBeφfelmiιιtel. 
Solφe finb γ unb φ, δ unb «.

Bmei außerhalb liegenbe SSinfel, metφc auf berfelben Seite 
ber burφfφneibenben Sinie liegen, Reißen äußere SB intet. 
Solφe finb a unb l, ß unb ia.

$mei innerhalb liegenbe SBinfel, melφc aitf berfelben 
Seite ber burφfφneibeπben Sinie liegen, Reißen innere SBin≈≈ 
fei. So(φe finb γ unb δ unb y.

§. 31. Sefyrfä£e.
1) Sinb bie SBinfel eineö $aarS ber ©egenminfel ein≈= 

aitber gleiφ, fo finb bie eines jeben fkars einanber gleiφ.
53emeiS. ©S fei $ig. 4 etma « gleiφ e. ©ann ift, 

meil ct-∖-ß gleiφ ift, naφ §.24, ß gleiφ y; unb meit 
a÷∕ gleiφ *÷2 ift, / gleich 2,∙ enbliφ, ba δ gleiφ a, unb 
μ g(eiφ « ift, auφ δ gleiφ μ.

2) Sinb bie SBinfcl eines ^aarS ber äußeren ober ber 
inneren SBeφfetminfel einanber gleiφ, fo finb bie eines jeben 
lιβaarS ber äußeren unb ber inneren SBeφfelminfel einanber 
gleiφ.

53emeiS. ©S fei $ig. 4 etwa / gteiφ y. ©amt ift, 
ba ∕ + d gleiφ « + <■/?■ ift, aιιφ δ gleiφ unb, ba y+« 
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§. 32. 33. 9Son ben βerαben Vinieκ. 11

g(eiφ φ÷μ ift, αuφ α gleiφ p; enbliφ, bα ß gleiφ γ ift, 
unb λ gleiφ φ, αuφ ß gleiφ λ.

3) Oft bie Summe eines φααrS bei* äußeren ober ber 
inneren S)iπtel gleiφ einem geftrectten Söinfel, fo ift bie 
Summe eines jeben l>βaarS ber äußeren itnb ber inneren Sßin- 
fel gleiφ einem geftrectten SB intet.

Semeis. (SS fei $ig. 4 etma « + z gleiφ einem ge- 
ftrecften SSintel. ©ann ift, ba a÷∕S÷λ4-μ gleiφ jmeien 
geftrectten Sinteln ift, β+μ gleiφ einem geftrectten Sintel; 
ba ferner a4-γ+e + λ jmei geftrecfte SBintel beträgt, y-H 
gleiφ einem; enbliφ maφt, ba δ gleiφ a, unb φ gleiφ λ 
ift, auφ δ+φ einen geftrectten Sδinfel aus.

§. 32. Ve^rfä^c.
1) Sittb bie ©egenmintel glciφ, fo finb auφ bie äußeren 

unb bie inneren 5Beφfelminfel g(eiφ, unb bie Summe ber 
äußeren Sßintel fomopl, als bie ber inneren, ift gleiφ einem 
geftrectten SBinfel.

Semeis. (§S fei $ig. 4 etma a gleiφ «. ©attn ift, 
meit « gleiφ μ ift, auφ a gteiφ ia,∙ unb ba f÷λ einen ge-* 
ftrecften 5Binfe( auSmaφt, aιtφ a÷λ gleiφ einem geftrectten 
⅛iιιtel. Stus §.31.2) folgt nun, baß bie Sßinfel eines je= 
bett ^ßaarS ber äußeren unb ber inneren 20eφfelminfel ein- 
anber gleiφ finb, unb aus §.31.3), baß bie Summe eines 
jeben SaarS ber äußeren unb ber inneren SBintel gteiφ ift 
einem geftrectten SJinfel.

2) Sittb bie 2δeφfelminfel gleiφ, fo finb auφ bie @e- 
genmintel gteiφ, uttb bie Summe eines jeben ⅛aarS ber 
äußeren unb ber inneren 2δinfel ift gleiφ einem geftrectten 
Sßintel.

Semeis. ÖS fei $ig. 4. etma a gleiφ μ. ©ann ift, 
meit μ gleiφ « ift, auφ a gleiφ t; unb es folgt aus 1), 
baß bie Summe eines jeben sφaarS ber äußeren unb ber in
neren SHntel gleiφ ift einem geftrectten SBintel.

3) Oft bie Summe ber äußeren ober ber inneren S?in- 
fei gleiφ einem geftrectten 2δitιfel, fo finb bie ®egenminfel 
gleiφ unb auφ bie 2Beφfelmintel.

Semeis. öS fei $ig. 4 etma «-H gleiφ einem ge- 
ftrecften S>infel. ©amt ift, ba auφ *÷λ gleiφ einem ge- 
ftrecften 2δinfel ift, ber SJinfel a gleiφ bcm Sßintel f, unb 
bie Θleiφljeit ber Seφfelminfel folgt naφ 1).

§. 33. 2e⅛rfa⅛.
Sittb bie Φegenminfel glciφ, fo finb bie burφfφnittenen 

Linien «parallel.
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12 (SrfieS Äαpitel. §. 34. 35.

33 e weis. (5s fei gig. 4 etwa a gleiφ e; harnt ift μ 
gleiφ a, unb <1 gleiφ e. 2Jιaπ beute ben reφts von ber 
Sinie EF liegeuben ©peil bei gigur abgefonbert, in bie Sage 
$ig. 5 gebraφt, unb bann fo auf ben lintS bett ber Sinie 
EF befinbliφen ©peil gelegt, baß QN in NQ fornrnt. ©abei 
fällt, weil μ gletφ a ift, bie Sinie ND in QA, unb weil δ 
gleiφ e ift, bie Sinie QB in NC. 3δollte man mm amιep≈ 
men, bie Sinien AB unb CD fφnitten fiφ auf ber einen Seite 
ber fie burφfφneibenben Sinie EF, fo müßten fie fiφ aιtφ 
auf ber anbern Seite fφneiben, welφeS bem 33egriff ber ge
raten Sinie juwiber ift. ©ie burφfφnittenen Sinien finb baper 
parallel.

3Iuf biefen Sa⅛ ift bas betannte 33erfapren gegrünbet, auf 
bem Reißbrett bermittelft ber SReiβfφiene parallele Sinien ju 
jeiφnenj auφ baS 3eiφnen paralleler Sinien bermittelft eines 
berfφiebbaren ©reiecfs.

§. 34. Seprfap.
Sinb bie 30eφfelwiπtel gleiφ, ober ift bie Summe ber 

äußeren ober ber inneren Sßinfel gleiφ einem geftrecften Ein
tel, fo finb bie burφfφnitteneu Sinien parallel.

33eweis, ©enn alSbann finb bie ©egenwintel gleiφ.
§. 35. Seprfa⅛.

33ei parallelen Sinien finb bie ®egenwinfel gteiφ.
33eweis. öS feien fttg. 6 bie Sintert AB unb CD paral

lel. Söoltte man annepmeit, bie Sßinfel a unb ß wären niφt 
gleiφ, fo würbe burφ ben ^ιιnft N eine Sinie GH fiφ beuten 
(affen, fo, baß ber 3δintel ENH gleiφ wäre bem 3Bintel ß, 
unb biefe Sinie GH würbe, wegen ber Ungleiφpeit ber Sßin- 
fei a unb ENH (= βy), niφt mit ber Sinie AB jufammen- 
fallen tonnen, ‰φ §. 33. wäre aber GH parallel mit CD, 
fo baß CD parallel fein müßte mit jeber ber beiben fiφ fφnei- 
benben Sinien AB unb GH, welφeS niφt mogliφ ift. ©es* 
palb fömten bie ©egenwinfel niφt ungleiφ fein.

Unterfφeiben fiφ JWet ©äße nur infofern, als bie 53orauSfe⅛ιutg 
int einen bie ^Behauptung beS anberen ift, unb bie ^Behauptung be⅛ 
einen bie 5>oranSfe⅛nπg im anberen, fo peiföt jeber btefer <Sd⅛e ber 
uπιgefef>rte beS anberen; 3. 53. §. 33 unb §. 35. 53ott folφen ⅜a⅛ett 
muß jeber betviefen werben, bentt es fomtnt r»or, baß ber eine gilt, ber 
ιιmgeteprte niφt, ober nur mit (Sinfdjränfuiig. 2)er allgemeine 3ufant' 
men(>ang liegt in golgenbem: wenn unter 53ebiιιgungeπ A anbere 23e* 
bingungen B eintreten, fo ift eS möglich, baß unter anberen 23ebiπgnn* 
gen A' biefelben 53ebingιιngeιt B eintreten; unb bann barf offenbar unter 
ben 23ebingungen B nicht gerabe auf A juriictgef(¾loffen treiben, g⅛ben 
auβfc⅝lieβlicb nur unter bett 53ebingungen A bie B Statt, fo ift timge* 
feprt »cn B auf A 311 fließen; ober läßt fiep ans A auf B (fließen, 
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§. 36-42. 2Son ben gerαben Stuten. 13

jugleιφ unιgetebrt aus B auf A, fo geböten A unb B au8fφhemtφ jn» 
jammen, finben ftet8 gleichzeitig Statt.

§. 36.
33ei parallelen 8inien finb baper auφ bie 2βeφfelminfel 

gleidS, unb bie Summe ber äußeren unb bie ber inneren 
Sinfel ift gleiφ einem geftretften 2βinfel.

§. 37. 8eprfa⅛.
Stepen jmei Linien normal auf einer britten Sinie, fo 

finb fie parallel.
23emeig. ©ernt ipre Φegenminfel finb gleiφ. 

§. 38. Scprfap.
Sinb gtυei Linien parallel, unb ift bie eine normal auf 

einer britten 8inie, fo ift eg auφ bie anbere.
23emeig. ©enn bei parallelen Linien finb bie ©egen- 

mintel gleiφ.
§. 39. 8eprfa⅛.

2llle Normalen, melφe rott bemfelben φuntt auf eine 
Öiitie pin gefällt merben, fallen in einanber.

25em ei g. ©ernt fielen 5mei niφt in einanber, fo müß* 
ten fie parallel fein πaφ §.37, melφeg fiφ miberfpriφt.

§. 40. Veprfap.
2llle Normalen, melφe man in bemfelben φuπft auf 

einer geraben Sinie erriφtet, fallen in einanber.
23 em eig. ©ernt reφte 2Binfel betfen fiφ. 

§. 41. Seprfap.
28irb auf jebem Sφenfel etneg niφt geftrecften 2ßinfelg 

in einem beliebigen φuntt eine Normale erriφtet, fo fφnei≈= 
bett fiφ bie Normalen.

23 em eig. Sollte man annepmen, bie Normalen mä= 
reu parallel, fo mürbe ber eine <Sφentet beg niφt geftrerften 
2SMnfelg (beliebig melφer), ba er bie auf ipnι ftepenbe ‰r≈ 
male fφncibet, auφ bie mit biefer parallele Normale beg 
anbcren Sφentelg fφneiben muffen, unb $mar unter einem 
reφten 2Binfel, meil bei parallelen Sinieit bie <Begenmiιιfel 
gleiφ finb. ©amt mären aber beibe Sφentel beg niφt ge= 
ftredten Sintelg auf ber Normale beg anberen Sφentelg 
normal, unb müßten naφ §.39 in einanber fallen, melφeg 
gegen bie 23oraugfe⅛ung ift

§. 42. 8eprfa⅛.
Sφneibcn fiφ $mei Linien opne auf einanber normal 

ju fiepen, unb mirb in iprem Φurφfφnittgpunft eine ‰r≈ 
male auf ber einen erriφtet, fo fällt fie in bie 2Bintelebene 
beg ftumpfen 2Binfelg.
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14 (SrfteS 5tαtoitet. §. 43-45,

iBeweig. ©ernt fiele fie in bie SBinfelebene beδ fp⅛en 
Sßinfelg, fo müßte ber fpi⅛e Sßinfel größer αlg eiπ∣reφter 
fein, unb fiele fie in bie anbere Sinie, fo fönnte fie niφt 
normal fiepen auf ber erfteren.

§. 43. Seprfa⅛.
Sille Sinien, welφe burφ benfeiben ^βunft gepen, parallel 

mit einer geraben Sinie, fallen in einanber.
53eweig. ©enn fφnitten fie fiφ, fo müßte biefe Sinie 

parallel fein mit mepreren fiφ fφneibenben Sinien, welφeg 
niφt mogliφ ift.

§. 44. Seprfa⅛.
Sinb bie Sφenfel eineg Sßittfelg einzeln parallel mit 

ben Sφenfeln eineg ^weiten Sßiitfelg, fo finb bie Sßinfel ent= 
Weber einanber glciφ, ober ipre Summe maφt einen ge=≈ 
ftrecf'ten Sßinfel aug.

53eweig. (Sg fei, $ig. 7, ber Sφeιιfel AB parallel mit 
bem Sφenfel DE, ber Sφenfcl BC parallel mit bem Sφen≠ 
fei EF; bann ift jeher ber SBtnfcl a unb ß, alg Θegenwinfel, 
bem Sδinfel γ gleiφ, folgliφ a gleiφ ß. Sinb aber, $ig. 8, 
bie Sφenfel AB unb DE parallel, auφ bie Sφenfel BC 
unb EF, fo finb bie 2δinfel ß unb γ gleicp, alg ©egeuwinfel, 
unb bie Sßiufel a unb γ maφen, alg innere SBinfel, μtfam≈ 
mengenommen einen geftrecften Sδiιιfel aug; begpalb beträgt 
bie Summe ber Söiitfel a unb ß einen geftrecften Sßinfel.

9)lan wirb nun iiberbliden, baß bie SBinfel gleiφ finb, 
wenn beibe Sφenfel beg einen SÖiitfelg gleiφe 9hφtung pa≈ 
ben mit beiten beg anberen, ober beibe bie entgegengefe⅛te 97icp- 
hing bon benen beg anberen; unb bafj bie Söiufel fiφ jit einem 
geftrecften 233infel ergänzen, wenn ipre einen Sφenfel gleiφ, 
unb ipre anberen entgcgengefe⅛t gerietet finb.

§. 45. Seprfa⅛.
Stepen $ig. 9 ?wei fiφ fφneibenbe Sinien EF unb GH 

beμepliφ normal auf jweien anberen fiφ fφneibenbeu Sinien 
AB unb CD, fo finb bie Sδinfel, welφc bie einen bilbeit, gleiφ 
benen, welφe bie anberen bilben.

33eweig. Φurφ ben Φurφfφnittgpunft N ber einen 
bon ben fiφ fφneibenben Sinien lege man KL parallel EF unb 
SV parallel GH. 3eber boit ben Söinfcln DNB unb SNK wirb 
burφ ben Sßiitfel KND ju einem reφten ergänzt, ©egpatb 
ift DNB gleiφ SNK. ‰φ bem hörigen ^aragrapp ift SNK 
gleiφ GQE. Sllfo ift DNB gleiφ GQE, unb baraug erpellet 
bag ®efefc.
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§. 46. 47. Von ben geraten hinten. 15

Stepen baper bie Sφenfel eines Siitfels normal auf 
ben Sφenfeln eines anberen Sinfels, fo finb entmeber bie 
Sinfel gleiφ, ober fie ergänzen fiep gu einem geftreeften Sinfel.

§. 46. Seprfäpe.
1) ©ie φalbirungSlinien jmeier 97ebe∏minfel ftepeit auf 

einanber normal.
Semeis, ©ernt ift gig. 10 a±β=2R, fo ift -⅛a÷⅛∕5=R.
2) ξ>albirt EF gig. 10 ben Sinfel a unb fiept GH im 

Sφeitelpuuft N normal auf EF, fo palbirt GH ben Sinfel ß.
Semeis. 9flaφ 1) fiept bie φa∏>irungslinie bon ß in 

N normal auf EF. ©espalb fällt GH mit ipr jufammen.
§. 47.

Hebungen unb iβraftifφeS.
1) Samt fagt man, baß jmei gerabe Siuieit fiφ fφneiben, 

baß fie conbergiren, bibergireit, parallel finb? Sie mirb 
bejeiφnet, baß ^mei Sinien AB unb CD parallel finb?

2) SaS ift ein Sinfel? SaS finb bie Sφenfel, bie Sp⅛e, 
bie Siitfelebeite eines Sinfels? Sann peißen Sinfel gleicp? 
SaS ift bie Summe, bie ©ifferenj jmeier Sinfel ? Saun 
peißt ein Sinfel geftredt, erpaben, popl? SaS finb ‰≈ 
benmintel? SaS ift ein reφter, ein ftumpfer, ein fpißer 
Sinfel? Sie mirb ein Sinfel be3eiφm^

3) SaS ift eine Normale? SaS peißt es, eine Normale er- 
riφten, eilte Normale fällen? Samt fagt man, eine Sinie 
ftepe auf einer anberit fφief?

4) SaS finb Sφeitelminfel, unb me!φcS ®efep gilt für fie?
5) SaS finb außerpalb liegenbe Sinfel, initerpalb liegenbe, 

(Segenminfel, äußere unb innere Seφfelminfel, äußere itub 
innere Stufet? 3n melφer Slbpängigfeit fiepen biefe Sin= 
fei bon einanber? Sie müffeit biefe Sinfel befφaffen 
fein, bamit bie burφfφιιittencn Sinien parallel feien; unb 
umgefeprt, mie finb bei parallelen Sinieit jene Sinfel be- 
fφaffen ?

Zweites Kapitel.
Von den Dreiecken.

§. 48.
(Sine bon n geraten Linien begründe (Sbene peißt eilt 

neef, jebe ber begränjenbeit Siitien peißt eine Seite, jeber 
^βuπft, in melφem jmei Seiten jufammenftoßen, eine (Sdf e, 
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16 Breites Ä'a^ttel. §. 49-52.

unb bie Summe ber Seiten bet Umfang beS nedS. (Sine 
non mef>r als vier Linien begränjte (Sbene belβt auΦ e*n 
Sieled.

©ie 5lnza⅛l ber (Sden eines neds ift ber Anzahl ber 
Seiten gleich-

©er bohle Sßinfel, welφer fiφ bilbet, wenn man eine 
Seite eines ©reiedS verlängert, wirb ein äußerer 5δinfel 
bes ©reied’S genannt. Beber von ben beiben Sßinfeln beS 
©reiedS, welφe niφt ¾ebenwinfel ju bem äußeren Sßinlel 
finb, beißt ein gegenüberliegenber 2δinfel biefes äußeren 
S3infels.

§. 49. 8ebrfa⅛.
Beter äußere 5δinfel eines ©reiedS ift gleich ber Summe 

feiner beiben gegenüberliegenben Sßinfel.
Sein eis. <5s werbe, $ig. 11, bie Sinie CD parallel 

mit AB gebaφt. ©er SBintel DCE ift alSbann gleiφ bem 
SBinfel ß, benn tiefe SÖinfel finb ©egenwinfel ju ben paraC 
leien Sinieit AB unt CD, fobalb man AC als burφfφneb 
beute 8inie betraφtetj unb ber 2δiufel BCD ift bem Sßintel 
γ gleiφ, benn tiefe feinfel finb innere 5δeφfelwinlel zu ben 
parallelen Linien AB nut CD , wenn man BC als burφfφnei≈ 
benbe-Sinie anfiebt. ©aber ift a gleiφ β-∖-γ-

§. 50.
Unb weil ber äußere 2δinfel eines ©reiedS gleich ift 

ber Summe feiner gegenüberftebenben 26 intet, fo ift er grß= 
ßer als jeher einzelne berfeiben.

§. 51. Seprfap.
©ie Summe ber brei SBinlel eines jeben ©reiedS ift 

gleich einem geftredten Sßinfel.
SeweiS. ©a ein äußerer Söinfel gleiφ ber Summe 

feiner beiben gegenüberftebenben ift, fo wirb bie Summe aller 
5δinfet eines ©reiedS erhalten in ber Summe eines äußeren 
26infelS unb feines UebenwintclS, unb tiefe ift ein geftrcdter 
Bintel.

§.52.
©ie Summe zweier 5δinfel eines ©reiedS ift halber flei≈ 

ner als ein geftredter SBinfel. ©arauS folgt weiter, baß ein 
©reied nie mehr als einen reφten ober ftumpfen 5δinfel pw 
ben tann, alfo immer zwei fp⅛e 50intel enthält.

ξ)at ein ©reied einen reφten 5δinfel, fo ⅛eiβt es ein 
reφtWinfligeS ©reied, pat eδ einen ftumpfen SÖinlel, fo 
beißt es ftumpfwinflig, pat eδ bitter fρ⅛c SBinfel, fo ⅛ei⅛t 
es ein fpipwinfligeS ©reied.
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§. 53-55. SJott bett ©reieefett. 17

©ie ©eite eines reφtwinfligen ©reiecfs, we(φe bem rech
ten VJintel gegenüberftept, peißt bie ξ)ppotenufe, jebe ber 
beiben anberen ©eiten eine ftatpete.

§. 53.
1) ©inb jWei Linien ton einer britten burφfφnitten, 

unb ift bie Summe eines VaarS ber inneren Sδintel Heiner 
als jwei redete Sδiιtfel, fo fφneiben fiep bie burφfφnitteneπ 
Linien, unb $war auf ber ©eite ber burφfφneibenben 8inie, 
auf welφer jenes l*βaar ber inneren SBinfel liegt.

Vetoeis. ks fei, ⅝ig. 4, d÷φ<2R. Sollte man 
annepmen, bie Linien AB unb CD wären parallel, fo pätte 
man nacp §.36. d + φ = 2R, welφeS gegen bie Voraus* 
fe⅛ung ift; baper fcpneiben fiep bie Linien. Söollte man an* 
nepmen, es fφnitten fiep bic ©peile QA uttb NC, fo pätte man 
nacp bem vorigen φaragraρp ∕+δ<2R. ‰S /+<?+«+φ 
= 4R, unb d÷φ<2R, folgt aber ∕÷e>2R. ©aper 
fcpneiben fiep bie ©peile QB unb ND.

2) ©inb jwei Linien von einer britten burφfφnitten, unb 
ift bei einem φaar ber (Segenwinfel ber außerpalb liegenbe 
größer als ber imterpalb liegenbe, fo fcpneiben fiep bie bιιrφ* 
fφnittenen Sinien.

VeweiS. kS fei, $ig. 4, β>φ. kS ift d+ß = 2R 
unb ba β>φ, fo folgt <J÷φ <2R, unb es erpellet ber @ap 
aus 1). U. m. bgl.

§. 54.
©tept eine 8inie fepief auf einer anberen, unb wirb von 

irgenb einem ißunft ber fepief ftepenben Sinie eine Normale 
auf bie anbere Sinie gebaept, fo fällt biefe Normale in bie 
Sintelebene beS fp⅛en Voinfels.

Veweis. ©ernt wollte man annepmen, fie fiele in bie 
VHntelebeue beS ftumpfen Sßintels, fo würbe auf ber ©eite, 
wo bie fepiefftepenbe 8inie unb bie Normale fiep fφneibeπ, 
ein ©reieef entftepen, welcpeS einen ftumpfen unb einen reepten 
VJinfel entpielte. ©aS ftreitet aber gegen §.52. Unb wollte 
man annepmen, bie Normale fiele in bie fepiefftepenbe 8iιιie, 
fo tönnte fie niept normal fiepen auf ber anberen.

§. 55.
Otaumgrößen, welφe fiep niept von einanber unterfepeiben, 

nennt man congruent.
kongruente neefe lönnen immer bergeftalt auf einanber 

gelegt werben, baß fie fiφ beefen, unb umgefeprt, neefe, welφe 
fiφ fo auf einanber legen laffen, baß fie fiφ beeten, finb con* 
gruent.
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18 ^weites Kapitel. §.56.57.

©aS 3eiφen ber Songruen¾ ift

©iitb jwei nede congruent, fo finb bie ©eiten unb SBin* 
fei beS einen einzeln gtciφ ben ©eiten unb Söinfelit beS an* 
bereit. Unb umgefe⅜rt, gιυei nede finb congruent, wenn bie 
Seiten unb bie Sßintcl beS einen eiitgeln gleiφ finb ben ©eiten 
unb ben Sß infein beS anbereit, itnb bie Sage ber ©eiten unb 
3Bintel ju eiitanber in beibeit Figuren biefelbe ift.

3)amit man auf bie δoπgrueιr5 oon gigureπ fφliefjen bürfe, ift 
niφt ju n>iffen erforberliφ, baß alte ©eiten unb SSinfel übereinftimmen; 
eS reiφt eine geringere ¾π5aljl aus. S)ie oerfφiebenen gätte, in tυelφeπ 
gemiffe Seiten mtb SSinfel bie Songruenj bebingen, bilben bie 60ngrueπ3≈ 
fäpe. Sie »erben »on ben 3)reie⅛en, ber 2Biφtigteit halber, »ottftänbig 
aufgefiiprt.

§. 56. Seprfa⅛.
©reiede finb congrnent, wenn jwei ©eiten beS einen ein* 

jelit gleiφ finb zweien ©eiten beS anberen, unb wenn bie SBin* 
fei gleiφ finb, welφe boit biefeit ©eiten gebilbet werben.

beweis. (Es fei $ig. 12 bie ©eite AB gleiφ ber ©eite 
DE, bie ©eite AC gleiφ ber ©eite DF, unb ber Sßinfel a 
gteiφ bem 2Bintel ß. — iDian bettle baS ©reied ABC fo auf 
baS anbere DEF gelegt, baß bie ©eite AC in bie ipr gleiφe 
DF fommt, alSbann werben, weil bie Sßinfel a unb ß gleiφ 
finb, auφ bie gleiφen Seiten AB unb DE in eiitanber fallen, 
unb bie ©reiede fiφ bedeit.

§. 57. Seprfa⅛.
©reiede finb congruent, wenn fie eine ©eite gleiφ pabeit 

unb jwei SBintel, welφe in bem einen ©reied liegen, wie in 
bem anberen.

beweis. 1) (Es fei gig. 12 bie ©eite AC gleiφ ber 
Seite DF, ber Sßinfel a gleiφ bem Sßiitfel ß, unb ber 2Öin* 
fet γ gleiφ bem Sßinfel d. •— 9Jian beute baS ©reied ABC 
fo auf baS ©reied DEF gelegt, baß bie ©eite AC in bie 
ipr gleiφe DF fommt; bat>ei wirb, weil a gleiφ ß ift, 
bie ©eite AB ber 9fiiφtnng itadj in DE fallen, unb weil γ 
gleiφ d ift, bie ©eite CB in FE; bann bedeit fiφ aber bie 
©reiede.

2) (ES fei AC gleid; DF, ber 2Biιιfel a gleiφ bem SBiit* 
tel /?, unb ber Sßinfel ε gleiφ bem SBiitfel φ. — ©a bie 
Summe ber brei Sßinfel jebeS ©reieds gleiφ einem geftredten 
Sßintel ift, folgt, baß ber 2δinfel γ gteiφ bem Sßiitfel d ift, 
unb bie ©reiede finb congruent wie borper.

‰berS tonnen bie SBinfel aber ιιiφt liegen, als entweber 
beibe an ber in beibeit ©reieden gleiφett ©eite, ober ber eine 
baran, unb ber anbere ipr gegenüber.
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§. 58. Seprfα⅛.
©inb jwei ©eiten eineß ©reietfß einanber gleiφ, fo finb 

bie 2Binfel gleiφ, welφe biefen ©eiten gegeniiberftepen.
23 eine iß. (Sß fei ftig. 13 bie ©eite AB gleiφ ber ©eite 

BC. 2ßirb baß ©reieet ABC noφ einmal gebaφt, aber in 
ber Sage $ig. 14, fo Werben anφ in biefer Sage bie beiben 
©reietfe fiφ beeten naφ §. 56: beim eß ift AB ⅛ig. 13 gleiφ 
CB gig. 14, CB gig. 13 gleiφ AB {yig. 14, unb ber 20iπfel 
ABC gig. 13 gleiφ benι 20infel CBA §ig. 14. ©amt beeten 
fiφ aber bie 29infel a unb ß.

§. 59. Seprfa⅛.
©inb jwci 20infel eineß ©reieetß einanber gleiφ, fo finb 

bie ©eiten gleiφ, welφe biefen Sinfeln gegeniiberftepen.
23 e weiß. (Sß fei gig. 13 ber 2Bintel a gleiφ bem 

20intel ß. ■— 2ßirb baß ©reieef ABC noφ einmal gebaφt in 
ber Sage $ig. 14, fo werben naφ §. 57 auφ in biefer Sage 
bie ©reieefe fiφ beeten, fo baß AB gleiφ BC ift.

§. 60. Seprfap.
©inb bie brei ©eiten eineß ©reieetß einanber gleiφ, fo 

finb bie brei 2δinfel einanber gleiφ.
23 e weiß. ©enn ift $ig. 12 bie ©eite AB gleiφ ber 

©eite BC, fo ift ber 2Binfel a gleiφ bem SßSinfel /; unb ift 
jugleiφ AB gleiφ AC, fo ift auφ ε gleiφ 7; bann finb aber 
bie brei £ßinfel einanber gleiφ.

§. 61. Seprfap.
©inb bie brei 20intet eineß ©reieefß einanber gleiφ, fo 

finb bie brei ©eiten einanber gleiφ.
33etυeiβ. ©enn ift $ig. 12 ber 2δinfel a gleiφ bem 

2δintel γ, fo ift bie ©eite AB gleicp ber ©eite BC; unb ift 
3ugleiφ a gleich «, fo ift auφ AC gleiφ BC, unb bamt finb 
bie brei Seiten einanber glciφ.

§. 62.
(Sin ©reieef peißt gleiφfφenflig, wenn 3luei ©eiten 

beff eiben einanber gletφ finb, gleiφfeitig, wenn alle brei 
©eiten einanber gleiφ finb, ungleiφfcitig, wenn feine 
©eite einer anberen gleiφ ift. ©inb alle 20infel eineß ©reieefß 
einanber gleich, fo peißt eß gleicpwintlig; ift fein 2δinfel 
einem anbern gleiφ, fo peißt eß ιtngleiφwintlig.

(Sin gleicpfeitigeß ©reieef ift gleiφwinflig, unb umge- 
feprt, ein gleiφwinfligeβ ©reieef gleiφfeitig.

§. 63.
Siegen congruente ©reieef e fo auf einanber, baß fie fiφ 

beeten, fo liegen fiφ beefenben ©eiten fiφ beefenbe 2δinfei 
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gegenüber, unb umgefeprt, fiep becfenben 2δinfeln fiep beefenbe 
Seiten. Sinb baper Sig. 12 bie beiben ©reieefe ABC unb 
DEF congruent, unb weiß man, baß ber 2δinfel γ glcicp ift 
bem 2Binfel /9, fo finb bie beiben Seiten AB unb EF ein* 
anber gteiep; weiß man bagegen, baß bie Seite BC gleicp ber 
Seite DF ift, fo finb bie ⅛infel a unb φ einanber gteiep. 
Ueberpaupt ftepen in congruenten ©reieefen gleichen Einteln 
gteiepe Seiten gegenüber, unb umgefeprt, gleiepen Seiten gleicpe 
Sßinfel, welcpeS, wegen ber oorangegangenen φaragrappen, 
auep bann noep ber Sali ift, wenn bie ©reiecfe gleicpfcpentlig 
finb, ober gleiepfeitig.

§. 64. 8eprfa⅛.
Sinb jwei Seiten eines ©reieef s ungteiep, fo finb bie 

ipnen gegenüberftepenben Sßinfel ungleich, unb jwar fiept ber 
größeren Seite ber größere 2Bintel gegenüber.

23 em eis. (5S fei $ig. 15 bie Seite AB größer als bie 
Seite AC. — 2luf ber Seite AB werbe ein Stiief AN ge
nommen, gleicp ber Seite AC. ©er 2δintel ANC ift bann, 
als äußerer Sßintel bes ©reieefs CNB, größer als fein gegen* 
überliegenber 2Kinfel /9. ©as ©reieef CAN ift gleicpfcpentlig, 
beSpalb ift ber 2δinfel ACN gleich bem 2Kintel ANC, alfo 
auep ber 2SHnfel ACN größer als /9. Unb ba enblicp a größer 
ift als ber 2Bintel ACN, fo ift a um fo mepr größer als /9.

§. 65. Seprfap.
Sinb jwei 22δintel eines ©reieefS ungleich, fo finb bie 

Seiten ungleich, welcpe biefen 20iπteln gegenüberftepen, unb 
jwar fiept bem größeren 2δintel bie größere Seite gegenüber.

23eweis. @S fei gig. 15 ber 2δintel a größer als ber 
2βiufel ß. Sollte man annepmen, bie Seiten AB uttb AC 
wären einanber gleiep, fo müßten bie ipnen gegenüberftepenben 
20infel a unb /9 gleicp fein; unb wollte man annepmen, bie 
Seite AC wäre größer als bie Seite AB, fo müßte nacp bem 
vorigen φaragrapp ber Sßintel /9 größer fein als a: beibeS 
Wiberfpriept ber 23orauSfe⅛ung, baß a größer als ß ift, beS* 
palb tann nur bie Seite AB größer fein als bie Seite AC.

§. 66.
©aS ungleicpfeitige ©reieef ift baper ungteicpwintlig, unb 

bas ungleicpwinflige ©reieef ungleicpfeitig.
Sm ungleicpfeitigen ©reieef fiept ber größten Seite ber 

größte Sßinfel gegenüber, unb umgefeprt, bem größten 2Bintel 
bie größte Seite. Sm recptwinfligen ©reieef ift bie φppote* 
nufe bie größte Seite, unb im ftumpfwinfligen ©reieef ift bie 
Seite bie größefte, welcpe bem ftumpfen 2^infel gegenüber* 
ftept.
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3ln ber größten Seite eines ungleiφfeitigen ©reietfs lie- 
gen jebeSmαl fρ⅛e Sinfel. ©ie Sinfel, welφe an ber brit* 
ten Seite eines gleiφfφenfligen ©reietfs liegen, finb fpi⅛. 
Sille Sinfel eines gleiφfeitigen ©reiecfs finb fpi⅛.

§. 67. Seprfa⅛.
Serben bon einem φιtnft A, gig. 16, außerhalb einer 

geraben Sinie BC, mehrere gerabe Sinien AD, AE, AF, AG 
naφ ber Sinie BC gezogen, bon welφen bie eine AD normal 
fiept anf BC, fo ift biefe Normale bon allen jenen Sinien bie 
fürjefte, unb jebe bon ben übrigen Sinien ift größer als jebe 
bon benen, Welφe jtυifφen ipr nnb ber Normale fiφ be- 
fiitben.

33eweiS. ©ie Normale ift bie fürjefte Sinie, weil jebe 
ber übrigen Sinien φppotenufe eines reφtwinfligen ©reietfs 
ift, welφes bie Normale jur einen Äatpete pat. — ©ie Sin* 
Tel AEG, AFG finb als äußere Sinfel größer als ber reφte 
Sinfel ADE, bie ©reiecfe AEF, AEG, AFG alfo ftumpf* 
winflig, itnb beSpalb ift AF größer als AE, AG größer als 
AE, unb jugleiφ AG größer als AF.

§. 68. Seprfa⅛.
3ft $tg. 16 AD normal auf BC, unb ift AF größer als 

AE, fo ift auφ DF größer als DE.
33eweis. Sollte mau annepmeit, eS fei DF gleiφ DE, 

fo müßten bie ©reiecfe ADE unb ADF coitgritent fein, alfo 
AE unb AF einanber gleiφj wollte mau annepmen, es fei 
DE größer als DF, fo müßte naφ bcnt borigen *βaragrapp 
AE größer fein als AF; beibeS Wäre gegen bie 33orauSfe⅛ung, 
beSpalb fann nur DF größer fein als DE.

§. 69.
©ie fürjefte Sinie, Welφe bon einem 5βurtft naφ einer 

geraben Sinie pin gejogen werben fann, peißt bie (Sntfer* 
nttng, ober ber normale Slbftanb beS fünftes bon ber 
geraben Sinie.

§. 70. Seprfap.
©ie (Summe jweier Seiten eines ©reiecfs ift größer als 

bie britte Seite.
33eWeis. (5s fei $ig. 17 BN gleiφ BA gcmaφt. ©atttt 

ift ber Sinfel BNA gleiφ' bem Sinfel BAN, ber Sinfel NAC 
alfo größer als ANC, unb beßpalb in bem ©reiecf ANC bie 
Seite NC größer als AC, b. p. AB-f-BC größer als AC.

©ie ©ifferenj jweier Seiten eines ©reiecfs ift baper 
Heiner als bie britte Seite.
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§. 71. 9efyrfa⅛.
©reiecfe finb congruent, meint bie brei Seiten beS einen 

einzeln gleiφ finb beit brei Seiten beS anbereit.
53cmeiö. ©S braιιφt mir gegeigt $u werben, baß folφe 

©reiecfe einen SBtnfel gleiφ fyaben, benn alSbann folgt φre 
©ougritenj aus §.56.

©S fei gig. 12 bie Seite DE gleiφ ber Seite AB, EF 
gleiφ BC, ιtnb DF gleiφ AC. Sinb nun bie ©reiecfe uu= 
gleiφfeitig, fo lege man fie mit φren größten Seiten, an 
roelφen fρ⅛e Sßinfel fiφ befinben, neben einanber, mic gig. 18 
eS barfteüt. ©ie ©reiecfe BCE unb BAE finb gleiφfφen≡gj 
beSfyalb ift ber Söinfel CBE gleiφ beut SBintel CEB, unb 
ber Sßintel ABE gleiφ bem Sßinfel AEB; bann aber ber 
SBiitfel ABC gleiφ bem Sßiitfel DEF. — Sinb bie ©reiecfe 
ABC unb DEF gleiφfφenflig, fo lege man fie mit beu brit=≈ 
ten Seiten neben einanber, finb fie gleiφfeitig mit irgenb 
jwei Seiten, unb es folgt Wie juerft, baß bie ©reiecfe bie 
Söinfel gleiφ Ijaben, melφe beit an eiuanberliegenben Seiten 
gegenüberftefjen.

§. 72. 8efyrfa⅛.
©reiecfe finb congruent, wenn jmei Seiten beS einen 

einzeln gleiφ finb zweien Seiten beS anbereu, meint bie SBiιι= 
fei gleiφ finb, welφe beit einen biefer Seiten gegenüberliegen, 
unb menn bie Summe ber SÖintel, melφe beit anbereit gegen* 
überfielen, metjr ober weniger beträgt als einen geftrecften 
SBinfel.

^Beweis. ©S fei φg. 12 AB gleiφ DE, BC gleiφ EF, 
a gleiφ ß, unb /+<3 fei inetyr ober weniger als ein geftrecf* 
ter SBiitfel. — SJiait lege baS ©reiecf ABC fo auf baS 
©reiecf DEF, baß bie Seite AB in bie φr gleiφe DE fornnit; 
bann muß, weil a gleiφ ß ift, bie Seite AC ber 9¾iφtung 
naφ in DF fallen; es bleibt aber vorläufig unbeftimmt, ob 
ber ^ßuntt C in beit Quillt F fällt, ober vor F, ober über 
F hinaus. SBollte man aitueljmeit, ber $itnft C fiele vor F, 
etwa Wie $ig. 19 es barftellt, fo würbe, ba BC gleiφ EF 
ift, ber Sßinfel ECF gleiφ bem SBiiifel δ fein, unb bie 
Summe ber SBiitfel γ unb δ einen geftrecften SBintel betragen; 
bieS ftreitet gegen bie S3orauSfe⅛ung, unb beS⅛alb tarnt ber 
3Juntt C niφt vor F fallen. Sollte man annetymen, ber 
φuιιft C fiele über F ⅛iπauS, mic in ftig. 20, fo müßte, 
weil EF gleiφ BC ift, ber SBinfel EFC gleiφ γ feilt, unb 
bann maφte bie Summe ber 2δinfel δ nitb γ einen geftrccf* 
teil SBinfel aus. ©er ψunft C tarnt ba⅛er auφ ιιiφt über 
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F piuaus fallen, Φemιtaφ liegt C in F, unb bie ©reieefe 
beeten fiφ.

§. 73. 3ufa⅛e.
1) ©reieefe finb congruent, wenn jwei Seiten beS einen 

einzeln gleiφ finb zweien Seiten beS anbereit, unb wenn bie 
2δinfel gleiφ finb, welφe ben größeren biefer Seiten gegen- 
überliegen.

©ie Sßintel, welφe ben Heineren biefer Seiten gegen* 
überliegen, finb fρi⅛e SHntel, ipre Summe ift alfo Heiner 
als ber geftrecfte SBinfel, unb ber Sa⅛ folgt aus bem höri
gen φaragrapp. Sollte man namliφ annepmen, einer hon 
ben Sßinteln, welφe bett Heineren Seiten gegenüberftepen, fei 
eilt reφter ober ein ftitmpfer Söütfel, fo müßte ber SBintel, 
welφer ber größeren Seite gegenüberfte^t, größer fein als 
ein reφter, ober als jener ftumpfe SÖintel, welφeS ιιiφt fein 
Tarnt, weil jebeS ©reieef jwei fp⅛e SJinfel pat.

2) 9‰φtWinHige ©reieefe finb congruent, weint fie bie 
gφpotenufe unb eilte Äatpcte gleiφ paben.

©eint ba reφte Siufel eiuanber gleiφ finb, ttnb bie 
^ppotenufe bie größte Seite im reφtwintligen ©reieef ift, fo 
paben folφe ©reieefe jwet Seiten bejicbliφ gleiφ, unb beit 
⅛inlel, welφer ber größeren hott biefen Seiten gegenüberftebt.

§.74. 8c⅛rfa⅛.
(Sept hott einer Öcfe eines ©reieefs eilte 8iιιic naφ ber 

gegenüberftepenben Seite, unb finbeit jwei hon ben folgenben 
hier Sebiiiguugen Statt, fo fiitben aιιφ bie beibeit anberen 
Statt:

1) (Slciφpeit ber Seiten, welφe ben burφ jene Linien ge
teilten Sintel bilbeit,

2) (Sleiφpeit ber Stüde, in wclφe bie britte Seite getpeilt 
wirb,

3) (Sleiφpeit ber Sßintel, in Welφe ber getpeilte 3Sinfct 
getpeilt ift,

4) (Slciφpeit ber Sßiufcl, bie jene Siuic mit ber britten 
Seite bilbet.

Seweis. Sei $ig.21 finb bie Sebinguitgeit:
1) AB = AC
2) BN = NC
3) a = ß
4) γ = δ

öS fällt in bie Singen, baß alle hier Sebiitgungeit Statt 
finben, fobalb bie beiten ©reieefe ABN unb ACN congruent 
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finb. Um alfo ben Sα⅛ ju er weifen, wirb man nur nßtpig 
paben, aus je dreien ber 53ebingungen bie ©ongruend ber 
©reietfe abguleiten.

Sinb nun bie 23ebinguιtgen unter 1) unb 2) gegeben, fo 
paben bie ©reiecfe, ba bie Sinie AN in beiben liegt, bie brei 
leiten bejieplicp gleicp, unb es folgt ipre ©ongruenj aus bent 
britten ©ongruend * Sa⅛.

ginben bie S8ebingungen unter 1) unb 3) Statt, fo pa
ben bie ©reiecfe, ba AN in beiben liegt, jiυei Seiten beμep≈= 
licp gleicp unb ben von biefen gebilbcten Sßinfel; fie fittb alfo 
congruent nacp bem erften Sat von ber ©ongruend ber 
©reiecfe.

ginben bie 23ebinguιtgen 1) unb 4) Statt, fo finb bie 
5Binfel / unb J recpte 2δintel, bie ©reiecfe alfo recptwinflig, 
unb paben bie φppotenufe nnb eine Äatpete βteiφ. 3pre 
©ongruend folgt baper aus §. 73 2).

Sinb bie 33ebingungen 2) unb 3) vorauSgefe⅛t, fo paben 
bie ©reiecfe 3ivci Seiten bejieplicp gleicp unb bie Vδinfel, welcpe 
ben einen biefer Seiten gegenüberliegen; unb weil bie Sßinfel 
ABC unb ACB, als SÖinfcl beS ©retecfs ABC, jufammen* 
genommen Heiner finb als ein geftrecfter 3Binfel, fo ift nocp 
bie Summe ber 2Binfel, welcpe ben anberen Seiten gegenüber^ 
liegen, Heiner als ein geftrecfter Vöinfel; unb eS folgt bie 
©ongruend ber ©reiecfe nacp bem vierten ©ongruend *Sa⅛.

ftinben bie 53ebingungen 2) unb 4) Statt, fo paben bie 
©reiecfe giυei Seiten begtepliφ gleicp unb beit von ipiten ge≈ 
bilbeten 2Binfel, unb fie finb congruent nacp bem erften ©oit* 
grueud*Sa⅛.

⅛inbcn enblicp bie iöebingungen 3) unb 4) Statt, fo 
paben bie ©reiecfe eine Seite gleicp unb d^ei Vßinfel, Welcpe 
in bem einen ©reiecf Hegen, wie in bem anberen, unb fie finb 
congruent nacp bem 3toeiten ©ongruend* Sa⅛.

§. 75. Seprfap.
Sßirb auf ber Wiitte ber britten Seite eines gleicpfcpenf* 

ligen ©reiecf S eine Normale erricptet, fo gept fie burcp bic 
gegenüberftepenbe ©cfc.

23eweiS. ©S fei $ig. 21 bie Seite AB gleicp ber Seite 
AC, unb N bie 9Jiitte ber britten Seite BC. tUian bcnfe 
bie Sinte AN; fie ftept nacp bem vorigen ^aragrapp normal 
auf BC, bemt cS fiubeit bic beiben SBebiitgungen unter 1) unb 
2) Statt, ©a aber alle Sinien, welcpe in bem ∙βuιlft N auf 
ber Seite BC normal fiepen, dufantmenf allen, fo muß eine in 
N auf BC errichtete Normale mit NA dufammenfallen, alfo 
burcp A gepen.
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§. 76. Seprfap.
Sittb jWei Seiten giυeicr ©reieefe einzeln einanber gteiφ, 

bie von ipnen gebilbeten Sinfel aber ttngleiφ, fo finb bie brit* 
ten Seiten ungleiφ, nnb 3war entpält baS ©reieef bie größere, 
welφeS ben größeren Sinfel pat.

@S fei gig. 12 bie Seite AB gleiφ ber Seite DE, bie 
Seite BC gleiφ EF, ber Sinfel φ aber größer als «. Segt 
man bie ©reieefe fo auf einanber, baß bie gleichen Seiten 
AB unb DE fiφ beeten, fo muß eine ber Sagen gig. 22,23,24 
eintreten. 33ei gig. 22 erfiept fiφ fogleiφ, baß DF größer 
als AC ift. 23ei ber Sage gig. 23 ift ber Sinfel ρ größer 
als a; σ gleiφ 2, weil baS ©reieef CBF gleiφfφenflig ift; 
folgliφ ρ größer als λ, unb um fo mehr ρ größer als μ∖ 
baraitS folgt aber, baß bie Seite DF größer ift als bie Seite 
AC. 33ei ber Sage gig. 24 ift ρ als äußerer Sinfel größer 
als σ, alfo auφ größer als 2, welφer Sinfel gleiφ σ ift, ba 
BC gleiφ EF; unb weil 2 als äußerer Sinfel größer ift als 
μ, fo ift um fo mepr ρ größer als μ, woraus wieber folgt, 
baß DF größer ift als AC.

§. 77. Seprfap.
ξ)aben jWei ©reieefe jwei Seiten begieptiφ glciφ, bie 

britten Seiten aber ungfeiφ, fo finb bie Sinfel ungleiφ, 
welφe biefen britten Seiten gegenüberftepen, unb jwar befin- 
bet fiφ in bem ©reieef ber größere Sinfel, iυelφeS bie grö
ßere Seite pat.

23eweiS. ©ernt wollte mau annepmen, bie Sinfel 
mären gleiφ, fo müßten bie ©reieefe nacp bem erfteit Son- 
gruenj≈≈Sap congruent fein, welφeS niφt mogliφ ift; unb 
wollte man annepmen, baS ©reieef, tυelφes bie Heinere britte 
Seite pat, pätte ben größeren Sinfel, fo müßte πaφ bem 
vorigen ißaragrapp gerabe biefe ffeinere Seite bie größere 
fein, tvelφes fiφ wiberfpriφt; baper fann nur bas ©reieef 
ben größeren Sinfel cntpalten, WelφeS bie größere britte 
«Seite pat.

§. 78. Seprfap.
fabelt jtvei reφttvinflige ©reieefe bie φppotenufen gleiφ, 

bie einen Äatpeteit aber ιtngleiφ, fo finb auφ bie anberen 
Äatpeten ungleiφ, unb jwar befinbet fiep in bem ©reieef von 
biefen anberen Äatpcten bie ffeinere, welφcS von ben erfteren 
Äatpeten bie größere pat; auφ finb bie fpipen Sinfel uit» 
gleich, welφe an biefen ungleichen Äatpeten liegen, unb jwar 
liegt an ber größeren Äatpetc ber Heinere Sinfel.

23 e weis. (Sg mögen gtg. 25 bie bei B unb F reφt≈ 
WinHigen ©reieefe mit ipren gleiφen .'pppotenufen neben ein»
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26 3⅛eiteδ SJapttel. §. 79-81.

anbei* gelegt, unb eg mag bie $atpete DF größer fein alg bie 
5tatβete AB. — ©er SSinfel ABF ift größer alg ber Sßin- 
fei DFB, unb weil bie Sßinfel bei B unb F alg reφte Sßiitfel 
einanber gleiφ finb, fo ift ber Sßinfel CBF Heiner, alg ber 
20infel EFB, woraug fiφ ergiebt, bafs bie Äatpete EF Hei* 
ner ift alg BC. Segt man, um noφ bie Ungleiφpeit ber 
fpi⅛en Sßiitfel ju erweifen, bie ©reiecfe mit ipren reφten 
2δinfeln attf einanber, fo baß bie Ä'atpeteit BC unb EF in 
einanber fallen, fo müffcu fie bie Sage $ig. 26 annepnten, 
weil BC größer alg EF, unb DF größer alg AB ift; unb eg 
folgt fogleiφ, baß d alg äußerer Sinfel größer ift alg γ, unb 
a größer alg ß.

§. 79. Seprfa⅛.
ξ)aben jwei rcφtwinflige ©reiecfe bie φppotenufen gleiφ, 

bie einen fp⅛en SBintel aber uιtgleiφ, fo finb bie anberen 
fρ⅛en 2δinfel uπgleiφj auφ finb eg bie Äatpeten, welφe an 
biefeιt fpi⅛en Sinfeltt liegen, uitb jwar liegt bie größere an 
bem Heineren 2Binfel.

53eweig. ©aß bie anberen fpiijeit SÖinfel uιιgleiφ finb, 
erfiept fiφ fogleiφ. Sollte man annepmen, bie an ben nn* 
gleiφen Sßinfelit liegenbeit Äatpeten Wären gleiφ, fo müßten 
bie ©reiecfe congruent fein naφ §. 73 2), Welφeg niφt mög* 
liφ ift; unb wollte man annepmeit, an bem größeren Sßittfel 
läge bie größere ^atpete, fo fließe man attf eilten 2δiberfpruφ 
gegen ben hörigen ^aragrapp; eg muß baper alteg fo fein, wie 
eg im Seprfa⅛ auggefproφen würbe.

§. 80. Seprfa⅛.
.*ρaben gwei reφtwinflige ©reiecfe bie eilten Äatpeten 

gleiφ, bie an iptteit liegenben fρ⅛en 2δiιιtel aber ungleiφ, 
fo finb auφ bie φppotenufen unb bie anberen Ü'atpeten un* 
gleiφ, unb jwar finbet fiφ itt bem ©reieef bie größere ξjp* 
potenufe unb bie größere aitbere Äatpete, welφeg ben größeren 
Sßittfel pat.

‰n überfiept bieg fepr leiφt, fobalb man bie ©reiecfe 
fo attf einanber gelegt benft, baß bie reφten 29iπfel unb bie 
gleiφeιt 5latpeten fiφ becfeit.

§. 81. Seprfap.
ξ>aben jwei reφtwinftige ©reiecfe bie eilten Äatpeten 

gleiφ, bie φppotenufen aber ιtngleiφ, fo finb bie anberen 
Sfatpeten ungleiφ, unb auφ bie an ben gleiφen Äatpeteit 
liegenben fpi⅛en Sßinfel, unb ^war pat bag ©reieef bie grö= 
ßere anbere Äatpete unb ben größeren Sßircfel, in welφem bie 
größere φppoteπufe fiφ finbet.
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27§. 82-84. Bon ben j∑>reie<feπ.

«Beweis. ©ernt wollte man annepmen, bte anberen 
Ä'atpcten wären gleidj>, fo müßten bie ©reiecfe nacp bem erften 
(5ongruenj≈Safc congruent fein. ©aS übrige folgt inbireft aus 
bem vorigen «ßaragrappen.

§. 82.
Hebungen unb «ßraftifcpe.S.

1) SaS ift ein ©reiecf, ein 33ierecf, u. f. w., ein 33ielecf? 
SaS finb bie Seiten, bie (Scfen eines necfs, was ift fein 
Umfang? Sarum ift bie ‰japl ber Scfeit eines necfs 
ber Slngapl feiner Seiten gleicp? SaS ift ein äußerer 
Sinfel eines ©reiecfs, ein gegeitüberliegenbcr Sinfel ju 
einem äußeren Sinfel?

2) Selcpes @efep gilt für ben äußeren Sinfel eines ©reiecfs ? 
welcpeS für bie Summe aller Sinfel eines ©reiecfs? Äann 
ein ©reiecf jwei reepte Sinfel entpalten, ober einen reepten 
unb einen ftumpfen Sinfel? SaS ift ein recptWinfligeS, ein 
ftumpfwinfligeS, ein fpi⅛wiπf(igeS ©reiecf? SaS ift eine 
ξ)ppotenufe, eine Ä’atpete?

3) Sann peißen Öiaumgrößen congruent? Sie viele Säpe über 
bie (5ongruenj ber ©reiecfe finb vorgefommen, unb wie lau* 
ten fie?

4) Selcpe (S5efe⅛e finben jwifepen ben Seiten unb ben ipnett 
gegenüberftepenben Sinfeln eines ©reiecfs Statt? Sann 
peißt ein ©reiecf gleicpfcpenflig, gleicpfeitig?

Drittes Kapitel.

Von den Vierecken.

§. 83.
Jede gerabc Sinie von einer (Scfe eines necfs nacp einer 

anberen, bie beiben benaepbarten auSgefcploffen, peißt eine 
©iagonale.

§. 84. Seprfap.
©ie Summe aller Sinfel eines n eefs ift gleicp (n—2) • 2R.
33eweis. SDian benfe aus einem ber (Scfpunfte alle 

©iagonalen gezogen. Sic jerlegeu baS neefinn—2 ©reiecfe, 
unb bie Summe aller Sinfel biefer ©reiecfe ift gleicp ber 
Summe ber Sinfel beS necfs; bie Summe aller Sinfel ber 
©reiecfe ift aber (n—2)∙2R. — Ober man benfe aus einem 
3>unft innerpalb beS necfs Sinien nacp allen (5cfeu gejogen; 
baburep entftept über jeber Seite ein ©reiecf, unb bie Summe 
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28 Dritte« Äapttel. §. 85. 86.

aller Sδinfet biefer n ©reietfe ift n-2R; wirb piero on bie 
Summe ber Sßinfel um jenen l5βmtft∕ welφe gleiφ 2∙2R ift, 
fubtrapirt, fo erpält man bie Summe aller 29intel beß netfß 
gteiφ (n — 2)∙2R.

©ie eben geführten 23eWeife paben feine allgemeine (⅛iC 
tigfeit, weil niφt jebeß netf burcp ©iagonalen, welcpe von 
einer (Stfe, ober burcp 8inieιt, welche von einem innerhalb beß 
netfß angenommenen $untt außgepen, fiep in ©reietfe 3erle≈≈ 
gen läßt. Um ben Sap allgemein 31t erweifen, (teile man 
fiep ein petf vor, unb laffe eß in ein (p + l)etf iibergepen 
baburφ, baß man über ber einen Seite ein ©reietf beult; 
pat man baß ©reietf außerhalb beß petfß gebaept, fo fällt in 
bie Slugen, baß bie Summe ber Sßinfel beß (pψl)etfβ um 
einen geftreeften 5Binfel größer ift, alß bie Summe ber 2δi∏' 
fei beß petfß; pat man eß innerhalb beß petfß gebaept, fo 
erfiept man baß 9⅛liφe leiept, wenn man über bie neu 
entftanbene <S(fe pinauß eine ber Seiten, welcpe biefe (Stfe 
bilben, etwaß verlängert, ©ie Summe ber 2Binfel eineß 
(p-j-l)etfß ift alfo gan3 allgemein um einen geftreeften Sßinfel 
größer alß bie Summe ber Sßinfel beß petfß. Unb weil bie 
Summe ber Sßinfel cineß ©reieefß gleiφ einem geftreeften SSin≡ 
fei ober 3Weien reφten 2δinfeln ift, fo ift bie Summe ber 
2δinfel eineß jeben 23ieretfβ gleiφ 3wei geftreeften ober vier 
reφten 2Binfeln, bie Summe aller 2Binfel eine# ^üufetfß 
gleiφ brei geftreeften ober feφβ reφten, bie ber 2δinfel eineß 
Seφβetfβ gleiφ vier geftreeften ober aφt reφten u. f. f., bie 
Summe ber Sßinfel eineß netfß gleiφ (n—2)∙2R.

§. 85. Seprfap.
25ieretfe finb congruent, wenn brei Seiten beß einen ein- 

3eln gleiφ finb breien Seiten beß anberen, unb wenn bie Stu
fet be3iepliφ gleicp ftttb, Welφe von biefen Seiten gebilbet 
werben, (worin liegt, baß bie Seiten in bem einen 93ieretf 
eben fo auf einanber folgen müffen wie in bem anberen).

23eweiβ. (Sß fei $ig. 27 bie Seite AD gleich ber Seite 
EH, AB gleiφ EF, BC gleiφ FG, ber Sinfel a gleiφ bem 
Sinfel γ, unb ß gleiφ ö. — Segt man bie 23ierecfe fo auf 
einanber, baß bie gleiφen Seiten AD unb EH fiep betfeit, fo 
müffen, ba bie Siufel a unb γ einanber gleich finb, bie gleU 
φen Seiten AB unb EF 3ufammenfallen, unb Weil bie Sin- 
fei ß unb einanber glciφ finb, auφ bie gleiφen Seiten 
BC unb FG; bann bctfeit fiφ aber bie 23ieretfe felbft.

§. 86.
(Sben fo läßt fiep erweifen, baß netfe congruent finb, 

wenn fie n—1 ©eiten unb bie von ipnen gebilbeten Sinfel 
be3tepliφ gleiφ paben.
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§. 87-90. 5Soπ ben 2Jiererfett. 29

§• 87.
kht Viered, in welφem je jwei gegenüberftepenbe Seiten 

parallel finb, wirb ein Parallelogramm genannt, ein Viered, 
in welφem jwei Seiten parallel finb, unb 3wei niφt, peißt 
ein ©rapej, ein Viered, welφeS feine parallelen Seiten pat, 
ein ©rapejoib.

§. 88. 8eprfa⅞.
©ie gegenüberftepenben Seiten eines Parallelogramms 

finb einanber gleiφ, unb auφ bie gegenüberftepenben VJinJel.
VeweiS. $n bem Parallelogramm ABCD gig. 28 fei 

bie ©iagonale BD gezogen, ©ie ©reiede ABD unb BCD 
finb congruent, beim fie paben bie Seite BD gleiφ, ferner 
bie V3intel a unb ß als Sδeφfelwinfel ju ben parallelen 
Linien BC unb AD, unb bie ©öinfel γ unb d als 30eφfel= 
WinJet 311 ben parallelen Linien AB unb CD. $n congruenten 
©reieden fiepen be3iepliφ gleiφen SÖinfeln gleiφe Seiten 
gegenüber, unb barauS folgt, weil a gleiφ ß ift, baß CD 
gleiφ AB, unb, weil γ gleid; d ift, baß AD gleiφ BC ift. 
©a ferner in congruenten ©reieden be3iepliφ gleiφen Seiten 
gleiφe WinJet gegenüberftepcn, fo ift ber ©ßinfel BAD gleiφ 
bem SBinJel BCD, unb weil a gleiφ ß ift, unb γ gleiφ ö, 
auφ ber SßinJel ABC gleiφ beut SßinJel ADC. kinfaφer 
folgt bie <⅛5leiφpeit ber gegenüberftepenben SßinJel, 3. V. ber 
bei A unb C, barauS, baß jeber einen ber anberen, 3. V. ben 
bei D, m einem geftredten ergänzt.

§. 89.
kS verbient bemertt ju werben, baß eine ©iagonale ein 

Parallelogramm in 3wei congruente ©reiede tpeilt.
2luφ folgt leiφt aus bem vorigen Paragrappen, baß bie 

Stüde, welφe 3wei parallele Linien von beliebig vielen anberen 
parallelen ⅛inien abfφneiben, einanber gleiφ finb.

§. 90. 8eprfa⅛.
Sinb bie gegenüberftepenben Seiten eines VieredS einan* 

ber gleiφ, fo ift eS ein Parallelogramm.
VeweiS. kS mögen ftig. 28 bie Seiten AB unb CD 

einanber gleiφ fein, auφ bie Seiten BC unb AD. — ©ie 
beibeit ©reiede ABD unb BCD paben bie brei Seiten be3iep* 
liφ gleiφ, unb finb baper congruent. ©a AB gleiφ CD ift, 
fo ift ber ©Öiitfel ß gleiφ bem VJinJel a, unb weil biefe VJinJel 
innere VJeφfelwinJel finb 31t ben Linien AD unb BC, fo finb 
biefe Linien parallel; ferner finb, weil BC gleiφ AD ift, bie 
VoinJel d unb γ einanber gleiφ, unb ba fie innere 2Beφfel= 
WinJet finb 311 ben Linien AB unb CD, fo finb aιtφ biefe Si* 
nien parallel; bann ift aber ABCD ein Parallelogramm.
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30 drittes Jtαbitet §. 91-95.

§. 91. 8eprfα⅛.
Siitb zwei Seiten eines 55icredS parallel unb gleich, fo 

ift es ein Parallelogramm.
55et»eis. öS mögen Big. 28 bie Seiten BC unb AD 

parallel fein unb gleiφ. — ©ie beiben ©reieefe ADB unb 
DBC finb congruent, weil fie bie Seite BD gleiφ paben, 
ferner bie Seiten AD unb BC, unb bie Siitfel a unb ß, 
als Seφfelwintel zu ben parallelen Linien BC unb AD. 
©a nun BC gleiφ AD ift, fo ift auφ d = γ, unb baper 
DC parallel mit AB. ©ie anberen gegenüberftebenben Seiten 
beS S5ierecfS finb naφ ber 53orauSfepung parallel, alfo ift baS 
2>iered ein Parallelogramm.

§. 92. 2eprfa⅛.
Sinb jwei Seiten eines 23ieredS parallel, unb zwei gegeιτ= 

überftepenbe Sinfel gleiφ, fo ift baS Sßiered ein parallele* 
grarnnt.

23eweiS. ÖS fei Big« 28 bie Seite BC parallel mit ber 
Seite AD, unb ber Sintel ABC gleiφ bem feintet ADC. — 
©ie Sintel a unb ß finb als innere Seφfelwintel zu bett 
parallelen Sinien BC unb AD einanber gleich, unb ba ber 
Sintel ABC gleiφ bem Sinfel ADC ift, fo finb auφ γ unb 
d gleiφ, unb bann ift BA parallel mit DC.

§. 93. ßeprfap.
Sinb bie gegenüberftebenben Sintel eines 53ieredS einan* 

ber gleiφ, fo ift eS ein Parallelogramm.
23eweis. öS feien Big« 29 bie Sinfel a unb ß ein* 

anber gleiφ, auφ bie Sinfel γ unb d. ©amt ift a+y 
gleiφ ∕5÷d, alfo jebe biefer Summen gleiφ ber £)älfte von 
ber Summe aller feintet beS 33ierecfS, welche £>älfte ein ge* 
ftredter Siutel ift. ©ie Seiten AD unb BC finb beSpalb 
parallel. 4 Unb ba γ gleiφ ö ift, fo maφt auφ a + d einen 
geftredten Sintel aitS, unb es finb noφ AB unb DC parallel.

§, 94.
Sinb zwei zufammenftoßenbe Seiten eines Parallelo* 

grammS einanber gleiφ, fo finb alle Seiten beffelben einan* 
ber gleich; unb ift ein Sintel eines Parallelogramms ein 
reφter feintet, fo ift jeher feiner Sinfel ein reφter Sin* 
tel. ©aS erftere folgt barauS, baß bie gegenüberftebenben 
Seiten eines Parallelogramms gleiφ finb, baS anbere baraus, 
baß wenn von zweien parallelen Simen bie eine normal ift 
auf einer britteu, auφ bie anbere auf biefer britten nor* 
mal ftept.

§. 95.
öin Parallelogramm, in welφem alle Seiten einanber 
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§. 96-100. $on ben 53ieredeπ. 31

gleicp finb, petßt eine utaute ober em ycpombus. Stnb 
alle 20infel eines Parallelogramms recpte SBintel, fo peißt es 
ein 9taptcd, finb alle Seiten eiitanber gleicp ttnb alle SöinTet 
recpte, fo wirb es ein Qu abrat genannt. $ebes anbere 
Parallelogramm peißt aucp ein 9ipomboib.

§. 96. 8eprfa⅛.
Parallelogramme finb congruent, wenn jwei jufamnteit* 

ftoßenbe Seiten beS einen gleicp finb ^wei jufammeitfioßeuben 
Seiten beS anberen, unb wenn bie 2δinfel gleicp finb, welcpe 
bon biefeit Seiten gebilbet werben.

23eweis, ©ernt finb bie 23ierede $ig. 27 Parallelo* 
gramme, unb finb bie Seiten AD unb EH gleicp, ferner bie 
Seiten AB unb EF, aucp bie 2δiιtfel a unb γ, fo finb bie 
Seiten BC unb FG ebenfalls gleicp, unb bie 233intel ß unb <J; 
bann pabeit aber bie 23ierede brei Seiten bejieplicp gleicp 
uitb bie boit ipuen gebilbeten 2Binfel, unb finb congruent 
itacp §. 85.

§. 97.
⅛)7e<ptede finb bemnacp congruent, fobalb fie jwei ju* 

fammenftoßenbe Seiten gleicp pabeit, bauten, weint fie eine 
Seite unb einen Eintel, unb Quabrate, fobalb fie eine Seite 
gleicp paben.

§. 98. Seprfap.
$ebe ber ©iagonaleit eines Parallelogramms tpeilt bie 

anbere ©iagonale in jwei gleicpe ©peile.
23 e weis. (Es fei ABCD ⅛ig.30 ein Parallelogramm.— 

©ie ©reiede BCN unb ADN finb congruent, Weil fie bie 
Seiten BC unb AD gleicp paben, aud; bie 2ßiidel a unb ß, 
fo wie γ uitb ö, als 2βecpfelwinfel ber parallelen hinten BC 
uitb AD. 2luS ber (Eongruenj ber ©reiede unb ber ©leicppeit 
ber erwäpnten 2Binfcl folgt, baß CN gleicp AN ift, unb BN 
gteid; DN.

§. 99. 8eprfa⅛.
©peilt jebe ©iagonale eines 23ieredS bie anbere in jwei 

gleicpe ©peile, fo ift baS 23iered ein Parallelogramm.
23eweis. (Es fei $ig. 30 AN gleid; NC, unb BN gleicp 

ND. —■ ©ie ©reiede AND uitb BNC finb congruent, weil 
fie jwci Seiten uitb ben boit ipiteit gebilbeten 2Binfel gleicp 
paben. ©aper ift BC gleid; AD, itttb a gleicp ß, alfo aucp 
BC parallel mit AD. Uitb finb 3wei Seiten eines 23ieredS 
parallel unb gleiφ, fo ift es ein Parallelogramm.

§. 100. Seprf afc.
3n jebem 9tpombuS ftepen bie ©iagonaleit normal auf 

einanber.
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32 2)ritteδ Kapitel. §. 101-106.

23eWeiS. (iS fei $ig. 30 ABCD eilt 9ftpombuS. — 
©ie beiben ©reieefe BCN unb DCN paben bie brei Seiten 
bejiepliφ gbetφz finb baper congruent. ©amt finb aber bie 
2δinfel BNC uitb DNC gleicp, folglicp bie ©iagonalen normal 
auf einanber.

§. 101. 8eprfa⅛.
Stepen bie ©iagonalen eines Parallelogramms auf ein* 

anber normal, fo ift es ein 2ipombιtS.
23eweis. Oft gig. 30 ABCD ein Parallelogramm, unb 

fiepen bie ©iagonalen normal auf einanber, fo finb bie reφt* 
winfligeit ©reieefe BNC unb DNC congruent, unb bann ift 
BC gleicp CD, alfo ABCD ein 9tpombιtS.

§. 102. 2 eprf a⅛.
©ie ©iagonalen eines ‰ptecfs finb einanber gleiφ.
23eweis, ©enn ift $ig. 30 ABCD ein 9teφtecf, fo ift 

baS reφtwiιιflige ©reieef ABC congruent bem reφtwinfligeπ 
©reieef ABD, folgliφ AC gleiφ BD.

§. 103. Seprfa∣.
Sinb bie ©iagonalen eines Parallelogramms einanber 

gleiφ, fo ift baS Parallelogramm ein 9teφtetf.
23eweiS. (5s fei $ig. 30 ABCD ein Parallelogramm, 

unb AC gleiφ BD. — ©ie ©reieefe ABC unb ABD finb 
congruent, weil fie bie brei Seiten gleiφ paben. 9luS ber 
(5ongruenj ber ©reieefe folgt bie (⅛leiφpeit ber 2δinfel ABC 
unb BAD. Sinb aber biefe 2δinfel gleicp, fo ift jeber ein 
reφter Sßinfel, unb bas Parallelogramm ein 9fJeφtecf.

§. 104.
©ie ©iagonalen eines ©uabrats ftepen normal auf ein* 

anber unb finb gleiφj unb umgefeprt ein Parallelogramm 
ift ein ©uabrat, wenn bie ©iagonalen beffelben auf einanber 
normal ftepen unb gleiφ finb.

2luS §. 100 unb 102, unb aus §. 101 unb 103.
§. 105. Seprfap.

Sinb jwei Linien parallel, fo finb alle punfte ber einen 
£inie gleiφ weit öott ber anbereit entfernt.

23eweis, ©enn φenft man aus beliebigen Punften ber 
einen 8inie Normalen auf bie anbere gefällt, fo finb alle biefe 
Normalen mit einanber parallel naφ §. 37 unb alle einanber 
gleiφ naφ §. 89.

§. 106. 8eprfa⅛.
Sinb $ig. 31 bie beiben Sinieit AC unb BD parallel 

unb gleiφ, unb wirb burφ jeben ber punfte C unb D eine 
8inie gebaept parallel mit ber Sinie ÄB, fo fallen biefe Siniett 
in einanber.

www.rcin.org.pl
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Semeis. Böge man bie Sinie CD, fo mürbe fie paral* 
lei merben mit AB. ©ie 8inie, melcpe burcp ben Punft C 
gept uüb parallel ift mit AB, muß naφ §.43 mit CD jn* 
fammenfallen, eben fo bie Sinie, meldpe burcp ben Punft D 
gepenb parallel ift mit AB; baper fallen bie burcp C unb D 
gebauten Linien felbft jufammen.

§. 107.
Hebungen unb praftifφes.

1) SaS ift eine ©iagoitale? Sie viele ©iagonalen pat ein 
ned?

2) Sie groß ift bie Summe aller Sinfel eines neds? Sirb 
jebe Seite eines neds über einen iprer önbpunfte pinauS 
verlängert, fo, baß nicpt an einer öde $met Serlängerungen 
erfcpeinett, unb fallen alle Serlängerungen außerhalb beS 
neds, fo ift bie Summe ber äußeren Sinfel, melcpe babei 
pervorgepen 2.2B. Sarum? SelcpeS (Sefep fiubet für 
biefe äußeren 2Biπfet Statt, wenn Serlängerungen inner* 
palb beS neds fallen?

3) 3^fφneibet man cougruente nede auf gleicpe Seife, fo 
merben bie ©peile beS einen congruent ben ©peilen beS 
anbern. Unb nede finb congruent, fobalb fie aus con* 
gruenten Figuren auf gleiche Seife jufammengefept morben. 
Sie läßt fiep baS geigen?

4) Sie tpeilt man bie Sierede ein (§. 87) ? Sie mieberum 
bie Parallelogramme?

5) SelcpeS finb bie (Scfepe, meldje für bie Seiten unb Sin* 
fei ber Parallelogramme gelten? Sann ift ein Siercd ein 
Parallelogramm? (vier Säpe). — Oft ein Siered ein 
Parallelogramm, merni es burcp eine feiner ©iagonalen in 
jmei cougruente ©reiede jcrlcgt mirb?

6) Samt finb Sierede congruent? mann Parallelogramme, 
¾ecptede, bauten, ©uabrate?

7) Sas ift vott ben ©iagonalen ju bemerfcit beim paralle* 
logramm, bei bem 9ftpombnS, bem SRccpted, bem ©uabrat? 
Unb mie lauten bie umgefeprten Säpe?

8) Senn n puntte gegeben finb, vott melcpeit nicpt brei in 
geraber Öinie liegen, mie viele Linien fönnen burcp bie puntte 
gebaept merben?
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34 §. 108-111.

Viertes Kapitel.
Von der Gleichheit.

§. 108.
Flächen nennt man gleiφ, fobalb fie gleiφe ©röße pa* 

ben, wenn auφ ipre ©eftalt noφ fo verfφieben ift. ©on* 
gruente nede finb baper jebeSmal gleiφ, aber gleiφe nede 
finb niφt jebeSmal congruent.

§. 109.
©er normale 2lbftanb einer ©de eines ©reieds rott ber 

gegenüberftepenben Seite, ober bereu Verlängerung, peißt bie 
ξ)0pe beS ©reieds für biefe Seite, welφe bann ©runb* 
linie genannt wirb.

Vei einem Parallelogramm peißt ber normale Slbftanb 
jweier parallelen Seiten bie ξ)0pe, unb bann jebe biefer 
Seiten eine ©runblinie.

Vei einem ©rapej peißt ber normale Slbftanb ber beibeit 
parallelen Seiten bie ⅛ope.

§. HO.
Serben ©reiede, welφe gleiφe ξ)ofye paben, mit ipreit 

©ritnblinieit an eine gerabe Sinie gelegt, fo liegen bie biefen 
©runblinieit gegenüberftepenben ©den in einer geraben Sinie, 
welφe parallel mit jener Sinie ift. Unb legt man Paralle* 
logramme, welφe gleiφe φitye paben, mit ipreit ©runblinten 
an eine gerabe 8inie, fo fallen bie biefen ©runblinieit gegen* 
überftepenben Seiten in eine gerabe 8inie, welφe parallel ift 
mit jener Siitie. ©ieS folgt aus §. 106. Unb umgel'eprt, 
liegen ©reiede, ober Parallelogramme, ober ©reiede unb 
Parallelogramme in ber erwäpnten Seife jwifφen parallelen 
δinieu, fo paben fie gleiφe ξ)open.

§. 111. Beprfap.
Parallelogramme, welφe gleiφe ©runblinien unb gteiφe 

popelt paben, finb einanber gleiφ.
33eWeis, ©ie Parallelogramme $ig. 32 ABDC unb 

EFHG mögen bie ©runblinieit AB unb EF gleiφ paben unb 
bie ju ipnen gepörigeit £>öpett. — 9Jtaιt bettle bie Paralte* 
logramme mit ipreit ©runblinien an bie gerabe 8iιtie MN 
gelegt, ©ie ben ©runblinien gegeniiberftepenben Seiten fal* 
len babei in eine gerabe 8inie CH, welφe mit MN parallel 
ift. ©ie Vierede ACGE nnb BDHF finb congruent, benn 
fie paben bie Seiten AC unb BD gleiφ, ferner bie Seiten 
AE unb BF (jebe biefer Seiten ift 3nfanιmengefept aus bem 
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§. 112-115. Von ber ©leißpeit. 35

Stücf BE unb einer ber gleichen ©runblinien) unb bie Seiten 
EG unb FH, aucp bie von biefen Seiten gebilbeten 3Binfel a 
unb ß, γ unb ∂. 3ebeS biefer Sßierecfe erfcpeint 3ufαmmeπ≈ 
gefegt aus bem 23iere<f BDGE unb einem ber Parallelo
gramme; beSpalb finb bie Parallelogramme einanber gleicp.

§. 112. Seprfap.
ξ)aben ein ©reiecf unb ein Parallelogramm gleicpe ®runb- 

linien unb gleicpe ^öpeit, fo ift bas ©reiecf bie ⅛alfte beS 
Parallelogramms.

33 e weis. ©S mögen gig. 33 bie (Sruublinien AB unb 
EF einanber gleicp fein unb bie w ipnen gehörige« Ipöpen. — 
©äs ©reiecf EFG werbe burcp bie Sinien EH unb GH (bie 
erftere parallel mit FG, bie anbere parallel mit FE) ju bem 
Parallelogramm EFGH ergänzt, ©ie Parallelogramme ABCD 
unb EFGH paben gleicpe ©runblinien unb gleiφe ξ)0pen, finb 
baper einanber gleicp. ©ie ©iagonale EG tpeilt baS parat* 
lelogramm EFGH in jwei congruente ©reiecfe, beSpalb ift baS 
©reiecf EFG bie £>älfte von biefem Parallelogramm, alfo aucp 
bie §älfte vom anberen ABCD.

§. 113. Seprfa⅛.
©reiecfe, welcpe gleicpe (Srunbliuien unb gleicpe φ0pext 

paben, finb einanber gleicp.
33eweis. ©ernt jebeS ift bie £älfte von einem parat* 

tetogramme, baS mit ipnen gleicpe ©runblinie unb gleicpe 
©öpe pat.

§. 114. Seprfa⅛.
3iept matt burcp einen beliebigen punft einer ©iagonale 

eines Parallelogramms 3wei Sinien, bie eine parallel mit ber 
einen Seite, bie anbere parallel mit einer an jene flößen* 
ben, fo tpeilen biefe Sinien baS Parallelogramm in vier 
Parallelogramme, unb von ben lepteren finb bie beiben ein* 
anber gleicp, welcpe nicpt von ber ©iagonale buröpfcpnitten 
werben.

33eweis. ©S fei ftig. 34 bie Sinie EF parallel mit ber 
Seite AB, unb bie Sinie HG parallel mit ber Seite AD. — 
©ann ift EF aucp parallel mit DC, unb HG parallel mit BC. 
©araus folgt, baß bie 33ierecfe AHNE, HBFN, NFCG unb 
ENGD Parallelogramme finb. Unb ba bie ©reiecfe ABC 
unb ACD einanber gleicp finb, aucp bie ©reiecfe AHN unb 
ANE, eben fo bie ©reiecfe NFC unb NCG, fo finb bie Parat* 
lelogramme HBFN unb ENGD einanber gleicp.

§. 115.
33itbet eine Sinie AB gig. 35 mit einer Sinie CD irgenb 

einen 2Bintel, unb ift bie Sinie BN normal auf CD, fo foll 
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36 Viertes Äapitel. §. 116-118.

baS Stüef AN bie ^ßrojection ber Sinie AB auf ber 
Sinie CD genannt werben.

§. 116.
Oft fernerhin gefagt, ein 9Reφteef fei gebilbet aus zweien 

Sinien MN unb PO, fo ift bannt gemeint, baS 9ieφteef ent» 
palte biefe Sinien als jufammenftoßenbe Seiten. ©ieS 97eφteef 
foll bejeiφnet werben burφ MN.PQ. ©as Duabrat, beffen 
einzelne Seiten gleiφ einer Sinie AB finb, werben wir vor» 
läufig bejeiφnen burφ AB'L

§. 117. Seprfap.
23ilben jwei Sinien einen ⅛ipen ober einen ftumpfen 

Sintel, fo finb bie beiben 97eφte<fe einanber gleiφ, rott benen 
baS eine gebilbet ift aus ber einen Sinie itnb ber 5βrojection 
ber anberen auf ipr, baS zweite, aus ber anberen Sinie unb 
ber ^ßrojection ber erften auf ipr.

23eweiS. @S mögen, gig. 36 unb gig. 37, AB unb 
AC bie beiben Sinien fein; fie bilben in ber erften gigur einen 
fpipen, in ber anberen einen ftumpfen Sinfel. (Ss fei CD 
normal auf AB, unb BE normal auf AC; bann ift AD bie 
φrojectioιt bon AC auf AB, unb AE bie φrojection bon AB 
auf AC. (Ss fei ferner AH normal auf AB, unb AH gleiφ 
AB, fo ift AHLD baS 9‰eφtetf, welφeS gebilbet ift aitS AB 
unb ber φrojection bon AC auf AB; enbliφ fei noφ AG 
normal auf AC, unb babei AG gleiφ AC, unb eS ift AGFE 
baS 9fteφtetf, welφeS gebilbet ift aus AC unb ber ⅛rojection 
bon AB auf AC. — Um ju jeigen, baß bie beiben 9fJeφtetfe 
einanber gleiφ finb, beute man bie Sinien CH unb BG. ©ie 
©reieefe CAH unb BAG finb congrnent; beim es finb bie 
Sinfel CAH unb BAG gleiφ, ba jeber aitS bemfelben fpipen 
Sinfel unb einem reφteιι ^ufammengefept ift, auφ finb bie 
Seiten gleiφ, welφe biefe Sinfel bilben, weil AH gleiφ AB 
unb AG gleiφ AC gemaφt würbe. 9limmt man für baS 
©reieef AHC unb für bas SReφteef AHLD bie Seite AH als 
©ruitblinie, fo paben beibe gleiφe ®runblinien unb gleiφe 
£)öpen; baper ift baS ©reieef AHC bie ^älfte von bent ⅞Reφt≡ 
e⅛ AHLD. (Sbeit fo paben bas ©reieef BAG unb baS 9ieφteef 
AGFE gleiφe ©runblinten unb gleiφe £>öpeit, fobalb man für 
beibe bie Seite AG als ©runblinie nimmt; baper ift baS 
©reieef BAG bie £>älfte beS 9ieφteefs AGFE. ©ie ©reieefe 
finb aber congrueitt; alfo finb bie Hälften ber 97eφteefe gleiφ, 
unb bie 9ieφteefe felbft.

§. 118. Seprfap.
Sirb über jeber ber Seiten eines reφtwin!ligen ©reieefs 

ein üuabrat gebaφt, fo ift baS Ditabrat über ber ^ppotenufe

www.rcin.org.pl



§. 119.120. Bon ber Oteiφpeit. 37

fo groß, wie bie beiben ©uabrate über ben Äatpeten jufam* 
mengenommen.

33 e weis. (5S fei $ig. 38 BN normal auf AC. 2Ran 
betrachte jebeS ber Duabrate über ben Äatpeten als ein 
‰ptecf, WelcpeS gebilbet ift aus ber Äatpete unb ber φro* 
jection ber φppotenufe auf ipr (es ift biefe «ßrojection ber 
Äatpete gleicp), unb es folgt aus bem vorigen ^aragrapp, 
baß baS ©uabrat BCLH gleicp bem 9tecptecf CDNM ift, unb 
baS Duabrat ABGF gleicp bem 9tecptecf AENM. ©ariit liegt 
ber Sap.

©iefer Sap peißt ber «ßptpagoräifcpe Seprfap.
§. 119. Seprfap.

©aS ©uabrat ber Seite eines ©reiecfs, bie einem fpipen 
Sinfel gegenüberftept, ift gleicp ber Summe ber ©uabrate 
ber beibeit anberen Seiten, verminbert um baS hoppelte 9iecpt* 
ecf, welcpeS gebilbet ift aus ber einen biefer Seiten unb ber 
φrojection ber anberen auf ipr.

33 eine iS. ©aS ©reiecf ABC $ig. 39 pabe bei B einen 
fpipen Sinfel, bie Sinie AM fei normal auf BC, bie Sinie 
CN normal auf AB, unb BQ normal auf AC. (5S ift ju 
teigen, baß

ober
3luS §. 117 folgt, baß bie mit einerlei römifcpen Biffern 

bejeicpneten 9tfecptecfe einanber gleicp finb. ©ie Summe ber 
beiben ©uabrate über AB unb BC ift um bie beiben mit III 
bejeicpneten 9tecptecfe großer, als baS ©uabrat über AC. 
golglicp muß man um AC/i ju erpalten, von ABc14-BCu bie 
beiben mit III bejeicpneten 9ffecptecfe fubtrapiren, ober, ba beibe 
einanber gleicp finb, baS eine jweimal. ©aS fRecptecf BHPM 
ift aber einerlei mit BC-BM, unb baS s<Recptecf BGVN mit 
BA-BN, weil B1I gleicp BC, unb BG gleicp BA ift.

33ei $ig. 40 läßt fiep baffelbe erlernten, wenn man bie 
‰pte<fc, welcpe mit benen in $ig. 39 einerlei 33ucpftabeιt 
paben, noep burep biefelbcn römifcpen Bifferit bejeiepnet unb 
barauf aeptet, baß ACfi = AESQ —CDSQ ift. (5nblicp 
überzeugt man fiep leiept, baß ber Sap noep gilt, wenn 
Z.ACB = R ift.

§. 120. Seprfap.
©as ©uabrat ber Seite eines ©reiecfs, bie einem ftitm* 

pfen Sinfel gegenüberftept, ift gleicp ber Summe ber ©ua* 
brate ber beibeit anberen Seiten, vermeprt um bas hoppelte 
fRecptecf, welcpeS gebilbet ift aus ber einen biefer Seiten unb 
ber «ßrojection ber anberen auf ipr.

www.rcin.org.pl



38 3Sierteδ Kapitel. §. 121-123.

23 em ei S. öS fei in bem ©reiecf ABC $ig. 41 bet 
2δinfel ABC ftumpf; eS fei AM normal auf CM, CN nor=≈ 
mal auf AN, unb BQ normal auf AC. (Ss ift ju geigen, baß 

AC<ι = ABfi + BC<ι+2BC∙BM 
ober = AB'i 4 BC,ι 4-2BA∙ BN fei.

OebeS ber 9^eφtede CQSD unb CMPL, fei mit I be- 
geiφnet, jebeö ber 9⅛eφtecfe AQSE unb ANVF mit II, febeS 
ber 9‰φtecfe BMPH unb BNVG mit III. 2IuS §. 117 folgt, 
baß bie mit einerlei romifφen 3ifferπ bejeidjmeten 9‰φtecfe 
einanber gleiφ finb. ©ie Summe ber beiben ©uabrate über 
ben Seiten AB unb BC ift um bie beiben mit III begeiφne≈ 
ten 9‰φtecfe Heiner als baS Duabrat über ber Seite AC. 
z^olgliφ muß man, um ACfi μt erhalten, zu ABfi+BC<ι bie 
beiben mit III bezeichneten 9teφtecfe abbiren, ober, ba beibe 
einanber gleiφ finb, baS eine zweimal.

§. 121. 8 ehr f a⅛.
Oft bas Duabrat einer Seite eines ©reiecfs gleiφ ber 

Summe ber ©uabrate ber beiben anberen Seiten, fo ift ber 
ihr gegenüberftehenbe 2δinfel ein reφter äßintel.

53 em eis. ©enn mollte man annehmen, biefer SBinfel 
märe fp⅛, fo müßte baS ©uabrat feuer Seite gleich fein ber 
Summe ber Duabrate ber beiben anberen Seiten verminbert 
um baS hoppelte 9fteφteci, baS gebilbet ift aus ber einen bie≈= 
fer Seiten unb ber ^rofection ber anberen auf ihr; unb mollte 
man annehmen, ber Sintel märe ftumpf, fo müßte bas Dua≈ 
brat feuer Seite gleich fein ber Summe ber ©uabrate ber 
beiben anberen Seiten, vermehrt um bas hoppelte ‰φtecf, 
melφes gebilbet ift aus ber einen biefer Seiten unb ber ⅛ro≈= 
fection ber anberen auf ihr. llnb ba beibeS ber 23orauS= 
fe⅛ung miberfpriφt, fo faitn ber φr gegenüberftehenbe 2δintel 
nur ein reφter fein.

§. 122. 8ehrfa⅛.
Oft baS ©uabrat einer Seite eines ©reiecfs Heiner als 

bie Summe ber Duabrate ber beiben anberen Seiten, fo fteht 
fener Seite ein fp⅛er äöintel gegenüber.

©er 23emeis mirb inbirect geführt, mie ber im vorigen 
Paragraph.

§. 123. 8ehrfa⅛.
Oft baS ©uabrat einer Seite eines ©reiecfs größer als 

bie Summe ber Duabrate ber beiben anbern Seiten, fo fteht 
fener Seite ein ftumpfer Sßinfel gegenüber.

SSirb inbirect bemiefen.
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§. 124.125. 33on ber ©teidpeit. 39

§. 124. 8e^rf α⅛.
©ie (Summe ber Duαbrαte jmeier ©eiten eines ©reiecfs 

ift gleicp bem hoppelten Qu αbrαte ber ‰binbungSlinie bes 
⅛ftittelpunlts ber britten ©eite mit ber gegenüberftepenben (Scfe, 
vermeprt um baS palbe Quabrat ber britten ©eite.

23em eis. (SS fei $ig. 42 N bie SQHtte von AC. Sir 
paben ju geigen, baß

AB<ι + BCfi = 2BNfi + ⅛AC<ι ift.
©ie Sinie BN fiept entmeber normal auf AC ober fcpief. 

©tept fie normal, fo ift itacp bem pptpagoräifcpen Seprfap 
ABu = BNfi+AN,ι 

unb BC* = BNi-j-NCi
folglicp ABa + BCi = 2BNfi + ANfi + NCtτ.
3ft aber bie ©eite eines QnabratS bie ^älfte von ber ©eite 
eines anberen QnabratS, fo ift bas erfte Quabrat ber vierte 
©peil vom anberen Quabrat, melcpeS man fogleicp überfiept, 
menn man vier congruente Qitabrate fo jufammenfept, mie 
$ig. 43 cS geigt, hieraus folgt, baß

AN<i+NC<i = ⅛AC<ι 
unb baper ift AB<ι-∣-BCfi = 2BNt + ∣ACfi.

©tept bie 8inie BN fcpief auf AC, fo benfe man bie 
Normale BQ, unb es ift nacp §.119

ABu = BNn + AN<J-2AN∙NQ 
unb nacp §. 120 BCa = BN<ι⅛ Nd÷2NC∙NQ 
morauS, meil bie ‰ptecfe AN-NQ unb NC-NQ congruent 
finb, folgt

ABfi + Bd = 2BNcι + ∣ACfi.

§. 125.
Hebungen unb PraftifcpeS.

1) Sann nennt man $läcpen gteiφ ?
2) SaS ift bie §öpe eines ©reietfS, bie ©runblinie? Sie 

viele ξ)open unb Θrunblinien pat ein ©reiecf ? Sas ift 
bie §öpe, tvaS finb bie Θrunblinien eines Parallelogramms? 
Sas ift bie £)öpe eines ©rapejes?

3) Sann finb Parallelogramme gleicp, mann ©reiecfe? Senn 
ein ©reiecf itnb ein Parallelogramm gleicpe Θrunblinien unb 
φopen paben, mie finb fie befcpaffen?

4) ξ>aben gleicpe Parallelogramme ober gleicpe ©reiecfe notp≈= 
mcnbig gleiφe Θrunblinien unb gleicpe Spöpen?

5) Sie finb Parallelogramme ober ©reiecfe befcpaffen, menn 
fie gleicpe ©runblinien paben, aber uitgleicpe ©öpen, ober 
menn fie gleicpe ξ)open paben, aber uitgleicpe ©runbliniett?
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40 fünfte« Kapitel. §. 126.127.

6) Sδenn gleiφe Parallelogramme ober gleiφe ©reietfe gleiφe 
©ruitbliitien ⅞αben, wie finb bie ξ>iφen BefφαffenP Ober 
wie bie (Srnnblinien, wenn ißre ξfiφeιt gleiφ finb?

7) 2δem ift bαSDuαbrαt ber ^φpotenufe gleiφp Sßem ift 
baS dnabrat ber Seite eine<3 ©reiecfs gleiφ, bie einem fp⅛en 
Sinfel gegeuüberfte^t? S25em ift baS Duabrat ber Seite 
eines ©reietfs gleiφ, bie einem ftitmpfen 2δinfel gegenüber* 
ftefyt? (Gelten biefe Säße umgefeljrt? Sie briitft fiφ bie 
Summe ber Duabrate jweier Seiten eines ©rciecfS aus?

8) ©ie Summe ber ©uabrate ber vier Seiten eines Paral
lelogramms ift gleiφ ber Summe ber Duabrate ber ©ia* 
gonalen. — Unb bie Summe ber Duabrate ber vier Seiten 
eines 33ierecfs ift gleiφ ber Summe ber Duabrate ber ©ia* 
gonalen vermehrt um baS bierfaφe ©uabrat ber Serbin* 
bungslittie ber Bitten beiber ©iagonalen. Sie laffen fiφ 
biefe Sa⅛e erweifett, unb inwiefern ift ber erfte Sa⅛ eine 
golge beS lebten?

Fünftes Kapitel.
Von der Proportionalität der Linien und von der Aehnlichkeit.

§. 126.
3ft eine gerabe Vinie AB baS nfaφe einer geraben Vinte 

CD, unter n eine gange 3alφ berftanben, fo fagt man, bie 
Viιιie AB fann bιtrφ bie Vinie CD gemeffen werben, unb 
nennt bie Vinte CD eilten aliquoten 3φeil ber Vittie AB.

Äanit eine gerabe Vinie AB bιtrφ eine gerabe Vittie CD 
gemeffen werben, fo faππ fie aιtφ bιtrφ jebeit aliquoten 5φeil 
ber Vittie CD gemeffen werben. geber aliquote Sφeil ber Vi* 
nie CD ift alfo eilt aliquoter 2φeil ber Viitie AB.

§. 127.
(Ss i∣t niφt uottywenbig, baß jebe von jwei beliebigen gc- 

rabett Vinieit AB unb CD gemeffen werben fann bιtrφ eine 
britte beliebige gerabe Vinie EF. Unb ba bie Viitie EF jebe 
Vinie repräfentirt, fo ift es mogliφ, baß es gar feilte Viitie giebt, 
burφ welφe jebe ber Viitieit AB unb CD fiφ meffeit ließe.

®iebt es eine Vinie, bιtrφ welφe eine jebe non zweien 
Vinien AB uitb CD fiφ meffen läßt, fo fagt man, bie Vinien 
AB unb CD finb commeitfurabel; giebt es feine Vinie, 
burφ welφe eilte jebe ber Vinieit AB unb CD gemeffen wer
ben fann, fo fagt mau, bie Viitiett AB unb CD finb incom- 
meitf urabel.
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§. 128-131. ^on ber ^Proportionalität ber Linien ic. 41

@inb 3tυet Linien commenfurabel, fo ift immer bie eine 
bιtrφ bie anbere, ober bιtrφ einen aliquoten Xljeit ber an* 
bereu meßbar. @inb bagegen gtυei Öiitien incommenfurabel, 
fo fanit feine, bιtrφ bie anbere, ober burφ einen aliquoten 
2φeil ber anberen gemeffen Werben.

§. 128.
®inb giυei Linien AB unb CD comincnfurabel, fann aber 

bie eine, etwa AB, niφt burφ bie anbere gemeffen werben, 
fonbern bleibt, ιιaφbent CD fo oft eö angelt, auf AB getra* 
gen ift, jule⅛t von AB ein <Stiicf übrig, welφeβ Heiner ift 
al£ CD, fo giebt es immer einen aliquoten ⅛il von CD, 
burφ welφen bieö <≡tii<f meßbar ift, unb eβ läßt fiφ bann 
burφ eine gebroφene BcΦl aitSbrütfen, wie AB aιtδ CD er* 
halten werben fann.

Unb umgefetyrt, brücft eine gebroφene 3a⅛I «uö, wie eine 
2inie AB au§ einer 8inie CD erhalten werben fann, fo finb 
bie beibeit Linien AB itnb CD commenfnrabel.

§. 129.
®inb 3wei Linien incommenfurabel, fo fann niφt oer* 

mittelft einer ganzen ober gebroφenen Baljl bie eine burφ bie 
anbere auSgebriicft werben; beim bie eine läßt fiφ niφt anβ 
ber anberen ober einem aliquoten Sφeil ber anberen jufam* 
menfe⅛en.

Unb itmgefeprt, ift eine 8inie AB gteiφ n-CD, uitb ift 
n eine irrationale B<lh^ f0 f⅛b bie Sinien AB unb CD in* 
commenfnrabel; beim wären fie commenfurabel, fo müßte n 
eine gan3e ober eine gebroφene 3<Φb fein.

§. 130.
@inb AB unb CD 3wei Linien, unb ift AB gleiφ n-CD, 

wobei n irgenb eine gange, gebroφene ober irrationale Baljl 
fein mag, fo nennt man bie 8inie CD bie (Einheit, bie 
Balφ n baö 901 aaß ber ßinte AB für biefe (Einheit, unb beit 
‰δbru(f n-CD bie 9lbmeffιtng ber ßinie AB.

3∏ ber 2Imvenbung nennt man gewδpnliφ CD baδ 9)taaβ, unb 
fotυo⅛l bie Baljl n, als ben 2lιιδbrιuf n.CD bie 2lbmeffιtng.

Unb man fann je⅛t fageit, commenfitrable Sinieit finb 
folφe, wclφe eine gemeiιιfφaftliφe (Einheit fyabeit, fo baß φre 
90laaβe für biefe (Sin^eit gange ober gebroφene Balten finb, 
incommenfurable 8inien bagegeπ folφe, welφe feilte gemein* 
fφaftliφe (Einheit haben, fo baß φre SDTaaße für biefe (Einheit 
ganje ober gebroφene BflWu wären.

. t §. 131.
©inb jwei Linien einanber gleiφ, fo finb für jebe (Ein* 

heit φre 90Zaaβe einanber gleiφ, unb umgefehrt, finb für ir* 
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42 fünftes Kapitel. §. 132-134.

genb eine (Sinpeit bie 2Raafje zweier 8inien einanber gleiφ, 
fo finb bie Sintert felbft einanber gleiφ. Sinb gιυei Vinien 
ungleiφ, fo finb iljre 2‰afje ungleiφ, unb umgefeprt.

§. 132.
23ei einfaφen 9τeφnung*n mit ben ≡aaβen von Siniert 

füprt man niφt 23uφftaben beS tleinen lateinifφen 2llppabets 
jur 23eseiφnung berfeiben ein, fonbern brauφt bie ⅛ejeiφ= 
nung ber Sinieπ 3ιtr S3e^eiφnung iprer 9‰afje. £>at man 
3. 23. bie Wfiaaj5e ⅛eier Linien AB unb CD mit einanber ju 
multipliciren, fo begeiφnet man baö probuct burφ AB-CD.

2δerben mit ben SUiaafjen von SRaumgrößen algebraifφe 
Operationen auögefüprt, fo pflegt man ber ^ürje wegen 
fagen, bie Operationen werben mit ben 9ftaumgroβen felbft 
ausgefüprt. 3iυe* Linien mit einanber multipliciren peißt 
bemnaφ, ipre 2)iaafje mit einanber multipliciren.

§. 133.
Oaδ 23erpaltnijj ber Wfιaajje jWeier Sinien ift für jebe 

(Sinpeit baffelbe. 23erpalten fiφ 3. 23. für irgenb eine (⅛in≈ 
peit bie SDfιaaf⅛e gtreier Linien wie n:q, fo verpalten fiφ für 
jebe (Sinpeit bie 9Jiaajje ber Sinien Wie n:q.

23erpalten fiφ bie 9ftaafe zweier 8inien AB unb CD 
Wie bie Baplen n unb q, fo fagt man fφleφtpin, bie Sinien 
verpalten fiφ Wie biefe Baplen, unb brüdt ba$ aus burφ 
bie Proportion AB:CD = n:q.
23erpalten fiφ gwei anbere Öinien EF unb GH ebenfalls wie 
bie ⅛aplen n unb q, fo fagt man, bie Sinien AB unb CD 
verpalten fiφ Wie bie 8iuien EF unb GH, unb fφreibt

AB: CD = EF:GH.
Unb werben pier ftatt ber Linien ipre 2λ'aaβe gebaφt, fo pat 
man eine riφtige 3aplen≈ Proportion.

Sie 3<jhle∏ nq in bem SSer^ättniffe n:q tönnen immer als 
gaitje ober irrationale betrachtet werben; beim ift bie eine ober jebe 
toon ihnen ein 53ruφ, fo läßt fiφ burdj 2JhιItiVlitation jenes Verhalt* 
niffeβ im ©ivibenb unb ©ibifor ber 9flenπer jebe« folφert SBrπches be≈≈ 
fettigen.

§. 134. Seprfa⅛.
Sinb jwei gerabe ßtnien von meprereu parallelen Linien 

burφfφnitten unb finb bie Stüde gleiφ, welφe je 3wei be=≈ 
naφbarte parallelen von ber einen jener Suiiett abfφneiben, 
fo finb auφ bie Stüde gleiφ, welcpe fie von ber anberen 
abfφneiben.

23ewei[s. (Ss mögen $ig. 44 bie Stüde ber Sinie EH 
einanber" gleiφ fein. — Um ju geigen, baf? bie beiben belie=≈ 
bigen Stüde AB unb CD ber Sinie AD einanber gleiφ finb, 
giepe man BV parallel mit HE, unb DQ parallel mit HE. 

www.rcin.org.pl



§. 135. 53oπ ber ^Proportionalität ber Sintert rc. 43

©ie Sßierede BVEF unb DQGH finb Parallelogramme; be$* 
fya∏j finb bie gegcnüberftepenben ©eiten berfelben einanber 
gleiφ, unb ba EF gleiφ GH ift, fo folgt, bafj VB gleiφ QD 
fei. ©ie ©reiede ABV unb CDQ finb congruent; benn fie 
paben bie ©eiten VB unb QD gleicp, bie SÖintel ABV unb 
CDQ al⅛ G5egentυinfet ber parallelen Linien VB unb QD (AD 
als burφfφneibeube ßinie genommen), unb bie Sßintel VAB 
unb QCD als ©egenwinfel ber parallelen Sinien VA unb QC. 
2tuδ ber ßongruenj bicfer ©reiede folgt bie Φleiφpeit ber 
Stüde AB unb CD. ⅛benfo fattn gezeigt werben, bafj je- 
beS anbere ©tüd ber Sinie AD gleiφ ift bem ©tüd CD.

§. 135. Seprfa⅛.
©inb gtvei gerabe Sinien von mehreren parallelen Li

nien burφfφnitten, fo vergalten fiφ 3tυei Beliebige Stüde 
ber einen jener beiben Linien wie bie Beiben Stüde ber am 
bereu, welφe mit ben ©tüden ber erfteren burφ bief eiben 
parallelen Linien abgefφnitten werben.

33eweiS. @S mag gegeigt werben, bap $ig. 45 fiφ 
verpält

AB:CD = EF:GH.
1) ©ie Beiben Stüde AB nnb CD feien commenfurabel. — 

Wιan beule ipre gemeinfφaftliφe (Sinpeit auf ipnen abgetra* 
gen, nnb burφ jeben ©peilpunft eine Sinie parallel mit AE. 
(Sntpält baS ©tüd AB n (Sinpeiten, baS ©tüd CD q (Sinpei- 
ten, fo tpeilen bie burφ bie ©peilpunfte gepenben parallelen 
8inien naφ bem vorigen paragrapp baS ©tüd EF in n, unb 
baS ©tüd GH in q ©peile, welφe alle unter fiφ gleiφ finb. 
Unb ba AB:CD = n:q, auφ EF:GH = n:q, fo verpält fiφ

AB:CD = EF:GH.
2) @S feien bie ©tüde AB unb CD incommenfnrabel. — 

Qn biefem ⅛aU läfet fid; bartpnn, bafj niφt, bie ⅛Kaa^e ber 
Cinien verftepenb,

AB EF
CD < GH

fein lann, nnb bann verpält fid;
AB:CD = EF:GH.

$?an nepme vorläufig an, cs fei 
AB EF 
CD > GH ’

33ei biefer Slnnapme ift ein ©tüd GM bentbar, Heiner als 
GH, nnb fo, bap

AB _ EF
CD “ GM *
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44 fünftes Kapitel. §.136.

9‰n (teile fiφ eine 3apl ∏ vor, fo groß, baß -j- EF Heiner 

al« HM ift, trage ba« ©tuet ~ EF von G au« naφ H pin 
ab, bi« ein ©peilpnnft P grυifφen H unb M fällt, treibe« 
gefφepen muß, ba ~ EF Heiner al« HM ift, unb gie^e bie 
ßinie PQ parallel mit EA. ©ie Linien EF unb GP paheit 
bie gemeinfφaftliφe (Siupeit ~ EF; baper ift naφ bem erften 
2Sf}eil be« 93ett>eife«:

AB _ EF
CQ “ GP

©ie obere Θleiφung Werbe bιtrφ biefe bioibirt, ba« liefert 
CQ _ GP 
CD “ GM‘

©ie le⅛te Θleiφung ift unrichtig, benu ber erfte Ouotient ift 
eφt, ber anbere uneφt. ©ie le⅛te Φleiφung ift au« einer 
33erbinbung ber beiben vorftepenbeit Θleiφnngen pervorgegan- 
gen, von welφen bie erftere auf einer bloßen Slnnapme be
ruht, bie anbere gegrünbet ift; baper ift bie erfte ©leidjung 
falfφ unb bie 9lnnapme, welφe fie geliefert hat; b. p. e« 
fann niφt

AB EF 
CD > GH 

fein. (Sben fo geigt man, baß nicht
AB EF 
CD GH

ift; itnb bann tritt bie 23epauptung ein.
§. 136. 8eprfa½.

93erpält fiφ 3⅛∙ 45
AB:BD = EF:FH

unb fiub bie Linien AE unb BF parallel, fo ift auφ bie 
Sinie DH parallel mit ihnen.

93 em ei«. 9Jian nehme au, eine von D au« parallel 
mit AE gebaφte Sinie treffe bie Sinie EF in einem punH N; 
bann verhält fiφ naφ bem vorigen Paragraph

AB:BD = EF:FN.
Siu« biefer Proportion unb ber voraιtδgefe⅛ten folgt, baß FN 
gleiφ FH ift. ©er PunH N fällt baper mit bem puntte H, 
bie Öinie DN mit ber Siuie DH jufammen, unb ba DN mit 
AE parallel ift, fo ift e« auφ DH.
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§. 137-140. 2S°n ber Proportionalität her Siπieπ :c. 45

. §. 137. Mrfafc.
Sinb $ig. 46 bie Linien BD unb CE parallel, fo ver≈≈ 

pätt fiφ 1) AB:BC = AD:DE
2) AC:AB = AE:AD
3) AC:BC = AE:DE.

ißetneiö. 9)ιan bente burφ A eine 8inie, parallel mit 
bett parallelen δinien BD unb CE, unb es folgen bie pro* 
Portionen aus §. 135.

2lnmerfιtng. ©itrd; baS ‰taufφen ber inneren ©lie* 
ber biefer Proportionen erpält man bie gleiφt>ebeutenben

1) AB:AD = BC:DE
2) AC:AE = AB:AD
3) AC:AE = BC:DE.

3)? an tput mopl, bie Proportionen in beibeit ©eftalten bem 
Θebaφtnifj einjuprägen. Sie fommen fepr oft in 2lnmenbung. 

§..138. 8eprfa⅛.
23erpMt ftφ in §ig. 46

AB:BC = AD:DE 
ober AC:AB = AE:AD
ober AC:BC = AE:DE
fo finb bie ßinieit BD unb CE parallel.

23 em e iS. Wrian beute burφ A eine 9inie, parallel mit 
ber einen non bett Linien BD unb CE, unb es folgt aus 
§. 136. bap BD unb CF parallel finb.

§. 139. ßeprfap.
3ft gig. 46 BD parallel mit CE, fo finbet bie Propor* 

tiou Statt:
AE:AD = CE:BD

unb bie gleiφbebeιιtenbe 
AC:AB = CE:BD.

23em eis. ©eint mirb DN parallel AC gebaφt, fo pat 
man naφ §. 137

AE:AD = CE:CN 
unb ba BDNC eilt Parallelogramm ift, fo ift CN gleiφ BD.

21 nm er tu it g. ©aS 23ertaufφeιι ber inneren ©lieber 
liefert pier

AE:CE = AD:BD 
AC:CE = AB:BD. 
§. 140. 3ufa⅛.

Sßenn eine ber Proportionen beS vorigen Paragrappett 
Statt finbet, fo finb niφt notpmenbig bie Linien BD unb CE 
parallel. @s tonnen namliφ von bem punft C aus jmei 
Linien CE unb CO gebaφt merben, melφe einanber gleich 
finb unb niφt jufammenfallen.
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46 fünftes Kapitel. §. 141-145.

§. 141. 8e⅛rfα⅛.
Sinb f⅜. 46 bie δtπien BD unb CE parallel, unb ver- 

^ätt fiφ AC:AB = CE:BD
fo liegen bie brei fünfte A, D, E in gerαber δinie.

S3eweiS. Φurφ bie pimfte A unb D iυerbe eine ge- 
rαbe 8inie gebαφt. ©er punlt, in welφem fie bie Sinie CE 
fφneibet, fei burφ V bejeiφuet. 9f2αφ §. 139 verhält fiφ 

AC:AB = CV:BD.
‰S biefer Proportion unb aus ber, iυetφe vorauSgefept wor
ben, folgt, baß CE gleiφ CV ift. ©eSpalb liegt ber Punlt 
E in bem fünfte V, alfo mit A unb D in geraber 8inie.

§. 142.
©ie Säpe in ben Paragraphen 137 bis 141 gelten auφ 

bei 3⅛∙ 47, welφes befonberS ju beaφten ift.
§. 143. 9ehrfafc.

©heilt bie Sinie BN ftig. 48 ben 2Binlel ABC in jwei 
gleiφe ⅛fy∖kf fo verhält fiφ

AN:NC = AB:BC.
23 e weis. SDlan beule BC verlängert, unb bie Ver

längerung BQ gleiφ ber Seite BA gemaφt. ©ie 2Binlet 
a unb ß finb einanber gleich, unb ba ber 2δinlel ABC als 
äußerer V3inlel gleich tt+β ift ober gleiφ 2a, fo muß feine 
§älfte γ gteiφ a fein. SluS ber (Gleichheit biefer SBinlel 
folgt, baß bie Linien BN unb QA parallel finb. @S verhält 
fiφ baher

AN:NC = QB:BC
ober, ba QB unb AB einanber gleiφ finb,

AN:NC = AB:BC.
§. 144. 8ehrfa⅛.

3ft δ⅛. 48 ber Punlt N fo gewählt, baß bie Proportion 
<≡tatt finbet:

AN:NC = AB:BC
fo theilt bie £inie BN ben 2Binlel ABC in jWei gleiφe ©he^e’ 

23eweiS. 9)tan maφe BQ gteiφ BA; bann verhält fiφ, 
wegen ber vorauSgefe⅛ten Proportion,

AN:NC = QB:BC 
bie Linien AQ unb BN finb beSpalb parallel; folgliφ ift γ 
gleιφ a, unb δ gleiφ ß, unb ba a gleiφ ß ift, fo ift anφ 
γ gleιφ J.

, §. 145.
oφeι necfe nennt man 0hnliφ, wenn bie Seiten bes 

einen fiφ einanber verhalten wie bie Seiten beS anberen, 
wenn bie 2Binlel beS einen gleiφ finb ben 2Binleln bes an-
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§. 146. S5on ber φroVortioπαHtat her 2iπien 2c. 47

bereit, unb trenn bie (Seiten nnb Sßinfel in bent einen eben 
fo jn einanber liegen wie int anberen.

So würben bie beiben ^ünfetfe $ig. 49 dpnliφ fein, 
wenn bie fortlaufenbe Proportion Statt fänbe:

AB:BC:CD:DE:AE = FG:GH:HL:LM :FM
nnb wenn a = ß, γ = S, t ≈ φ, ρ = σ, unb μ = λ wäre, 

äßenn bie fortlaufenbe Proportion
AB:BC:CD:DE:.... = FG: GH:HL :LM: ••••

Statt finbet, fo finb bie Duotienten 
AB BC CD DE
FG GH HL LM

einanber gleiφ, ttnb umgefeljrt, wenn biefe Duotienten einan* 
ber gleiφ finb, fo finbet bie fortlanfenbe Proportion Statt. 
3it ber fortlaufenben Proportion liegen namliφ bie Pro* 
Portionen

AB:BC = FG:GH
AB:CD = FG:HL
AB:DE = FG:LM u. f. W.

nnb rertaufφt man bei ipneit bie inneren ©lieber, fo ergiebt 
fiφ bie ©leicppeit feuer Duotienten, unb umgefeprt, eS folgen 
auδ ber Θleiφpeit ber Duotienten biefe Proportionen, welφe 
bann wieber bie fortlaufenbe Proportion liefern.

Oft nun
AB_BC _CD_ _ p
FG — GH HL ~ ~~ q

fo nennen wir bie 3aWt P ≡b q bie 2>erpaltιιif⅛aplen 
ber Seiten, bas ‰pdltniβ p:q ba§ Seitenoerpältniff 
ber apnliφen Figuren; unb irgeitb eine Seite AB ber einen 
⅛igur unb bie FG ber anberen, welφe fiφ vergalten wie p:q, 
nennt man gleiφliegenbe Seiten.

©aS 3eiφen ber 3(e'pnliφleit ift:
cv

2)ie Srllärimg toon ber ¾epπliφreit ift junä^fl unflattbaft, Weil fte 
jmei Söebingiingen anfftettt, unb eö möglich märe, baß bie eine bie anbere 
auβ[φl0ffe. Sie mirb inbeß im fotgenben Paragraph unb in §. 155 ge
rechtfertigt.

§. 146. 8eprfa⅛.
Durφfφneibet eine gerabe ßiitie eilt ©reietf, parallel mit 

einer Seite beffelbeit, fo ift baδ burφ fie abgefφιtittene ©reiect 
bem ιtrfpritngliφen ©reiecf dpnliφ.

^Beweis, Sö fei $ig. 46 BD parallel mit CE, bann
verpält fiφ AB:BD = AC:CE

unb AB: AD = AC:AE
alfo AB:BD:AD = AC:CE:AE 
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48 fünftes Äapitet. §. 147-150.

unb ba bie ©reietfe ABD unb ACE aιtφ alle 5Sinfel gleiφ 
paben, fo fiπb fie dpnliφ.

§. 147. 8eprfa⅛.
3tvei ©reietfe finb apnliφ, trenn jtrei ©eiten beS einen 

fitff verpalten trie gtrei ©eiten be§ anberen, 'nnb trenn bie 
äßinfel gleiφ finb, tvelφe biefe Seiten Silben.

33etreiδ. ßs fei $ig. 50 AB:BC = DE:EF, nnb a 
gleiφ ß. — ‰ lege bie ©reietfe fo aufeinanber, baß bie 
gleiφen 3SStnfel fiφ betfen. Sßegen ber roraιtSgefe⅛ten Pro
portion tverben bie hinten DF unb AC parallel, ©arauö folgt 
bie ¾epnliφfeit ber ©reietfe naφ bem vorigen Paragrapp.

§. 148. 8eprfa⅛.
©reietfe finb apnliφ, trenn fie jtrei 2δinfel bejiepliφ 

gleiφ pabett.
23etreiS. G⅛ feien ßüg. 50 bie ^Mittel a unb ß ein* 

anber gleiφ, auφ bie SBintel γ unb d. — SD?an lege bie 
©reietfe fo auf einanber, bafc bie gleichen Sßinfel a nnb ß 
fiφ betfen. ©a γ gleiφ S ift, tverben bie Linien DF unb 
AC parallel; unb barauβ erpellet bie 9lepnliφfeit ber ©reietfe 
naφ §. 146.

§. 149. Seprfafc.
©reietfe finb δpnliφ, trenn bie brei ©eiten beS einen 

fiφ verpalten trie bie brei ©eiten beS anbereu.
betreib. verpalte fiφ $ig. 50

AB:AC:BC = DE:DF:EF
tDian nepnte baS ©tüif AN gleiφ ber ©eite DE, unb AQ 
gleiφ DF. 97aφ ber 93orauSfe⅛ung verpeilt fiφ

AB:AC = DE:DF
alfo auφ AB:AC = AN:AQ
beSpalt> ift bie Sinie NQ parallel mit ber Sinie BC, unb ba* 
per bab ©reietf ANQ bem ©reietf ABC ftpnliφ. (5$ ver* 
pält fiφ auφ

AN:NQ = AB:BC
unb, ivegeit ber 53orauSfe⅛ung,

DE:EF = AB:BC
tveil aber AN glciφ DE ift, fo folgt aus beiben Proportio
nen, ba£ bie ßinie NQ gleiφ ber Sinie EF fei. ©ie beiben 
©reietfe DEF unb ANQ paben alfo bie brei ©eiten begtep= 
liφ gleiφ, unb finb cougruent; unb ba bie ©reietfe ANQ unb 
ABC apnliφ finb, fo finb eb auφ bie ©reietfe DEF unb ABC.

§. 150. 8eprfa⅛.
©reietfe finb apnliφ, trenn jtrei ©eiten beS einen fiφ 

verpalten trie jtvei ©eiten beb anberen, trenn bie Sßinfel 
gleiφ finb, tvelφe ben einen biefer ©eiten gegenüberliegen, 
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§. 151-153. btt Proportionalität her Sinieπ ic. 49

nnb wenn bie Summe bet 233infet, welφe beit anberen gegen* 
über liegen, mehr ober weniger beträgt, als einen geftredten 
Sßinfel.

23 e weis, ßs mag ⅝ig. 50 fiφ oerpalten:
AC:AB = DF:DE 

eS fei a gleiφ /?, unb ∕÷∂ größer ober Heiner als ein ge* 
ftredter SÖinfel.

9)ιaιt nepnte AN gleid; ber Seite DE, unb AQ gleiφ 
ber Seite DF. Sßegeit ber oorauSgefe⅛ten Proportion ift 
bie Siitie NQ parallel mit BC, baper baS ©reied ANQ äpn* 
liφ bem ©reied ABC. ©er Sßinfel ANQ ift gleiφ bem 2Biιt* 
fei a, unb ber 2δinfel AQN gleiφ γ. ©ie ©reiede ANQ 
unb DEF pabeιt bemnaφ jwei Seiten begtepliφ gleiφ, bie 
2Btnfel ANQ unb ß, welφe ben einen biefer Seiten gegen* 
überliegen, unb bie Summe ber 2Biιιfel AQN unb <5, bie 
ben anbereit gegenüberliegen, ift größer ober Heiner als ein 
geftredter 2δinfel. hieraus folgt bie (5oιtgrueιtj ber ©reiede 
AQN unb DEF; unb ba baS eine AQN bem ©reied ABC 
apnliφ ift, fo ift aιιφ baS anbere DEF ipnt apnliφ.

§. 151. ,8ufa⅛.
©reiede finb apnliφ, wenn jwei Seiten beS einen fiep 

vergalten wie grυei Seiten beS anberen, unb wenn fie bie 
SBinfel gleiφ pabeit, welφe ben größeren biefer Seiten ge= 
genüberftepen.

§. 152.
Sinb bie beibeit ©reiede ABC unb DEF $ig. 50 äpn* 

liφ, unb legt mau fie fo auf cinanber, baß bie gleiφen Söiit* 
fei a unb ß fiφ bedeit, fo werben bie beibett Seiten DF 
unb AC parallel, (oorauSgefe⅛t namliφ, baß bie Seite DE 
in bie Seite AB gebraφt werbe, wenn fiφ AB:BC = DE:EF 
verpält). ©arauS erfiept mau leiφt, baß wenn jwei ©reiede 
apnliφ finb, jwei Seiten beS eilten fiφ jebeSmal verpalten wie 
bie beibeit Seiten beS anberen, welφe mit ben erfteren gleiφeιt 
2δiιtfelιt gegenüber fiepen; überpaupt, baß iιt apnliφen ©rei* 
edeιt gleiφliegenben Seiten gleicpe Sinfel gegenüberftepen, unb 
gleiφen Sffiiitfeln gleiφtiegcnbe Seiten.

§. 153. 8eprfa⅛.
23et apnliφeιt ©reiedeit oerpalten fiφ gleiφliegettbe ®runb* 

littien wie bie jugepörigen §öpen.
beweis. (Ss feien $ig. 51 bie ©reiede ABC unb DEF 

apnliφ∕ unb es oerpalte fiφ'
AC:DF = AB:DE.

©S fei ferner BN normal auf AC unb EQ normal auf DF. — 
©ie ©reiede ABN uttb DEQ finb apnliφ, beim fie paben bie 

SBoIfP» Φfomrtrir. 1. ¢¢. 7h Stuft. 4
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50 fünftes Äavitel. §. 154-156∙

SB3iπfet a unb ß Qteiφ, unb jebeS enthält einen reφten Sßin= 
fei (§. 148); baljer bereit fiφ

AB:DE=BN:EQ.
‰S beiben Proportionen folgt

AC:DF =BN:EQ.
£>öpen, welφe ju gleiφliegenben Seiten apnliφer ©rei= 

ede gehören, mögen gleiφliegenbe ξjopen genannt werben, 
©ann Xäfjt fiφ bei Sa⅛ allgemeiner bapin auSfpreφenι 
<55leiφliegenbe ξ)open dpnltφer ©reiede vergalten fiφ wie 
gleiφliegenbe Seiten. 5Dftan pat namliφ

BN:EQ = AC:DF = AB:DE = BC:EF.
§. 154. 8e⅛rfa⅛.

$ebe Äatpete ift mittleres Proportioιtalglieb ju iprer 
Projection auf ber ξφpotenufe unb ber φppotenufe felbft; 
unb bie Normale von ber Sp⅛e bes reφten Sßinfels eines 
reφtwinfligen ©reieds auf bie ξφpotenufe gefällt, ift mittleres 
Proportionalglieb ju ben Stüden ber ⅛ppotenufe, in welφe 
fie biefelbe tpeilt.

beweis. (Ss fei gig. 52 bas ©reied ABC bei B reφt≈ 
winflig, unb BN normal auf AC. ©as ©reied ABN ift bem 
©reied ABC apnliφ, benn jebeS pat einen reφten Sßinfel unb 
ben Sßintet a; baper berpält fiφ

AN: AB = AB.AC.
ferner finb bie ©reiede NBC unb ABC aljntiφj beSpalb ber* 
pält fiφ

NC:BC = BC:AC.
(Snbtiφ finb bie ©reiede ABN unb NBC dpnliφ, benn jebeS 
ift reφtwintlig, unb bie Sßinlel a unb ß finb gleiφ, weil 
jeher ben ≡iιdel γ $u einem reφten ergänzt; man l?at ba* 
per nod;

AN:NB =NB:NC.
§. 155. Seprfa⅛.

3ft gig. 49 B,C'≠BC, C'D'≠CD, D'E'≠DE, fo finb 
bie nede AB'C'D,E, unb ABCDE apnliφ.

33eweiS. ©enn es ift
AB':AB = AC':AC = ADr:AD ==.... 

batyer B'C': BC = C'D': CD = D'E':DE = • • •. 
unb aufjerbem paben bie nede alle Sßinfel gleiφ,

§. 156. 8eprfa⅛.
Sinb jwei nede apnliφ, unb jiept man aus gleiφliegen* 

beit ©den alle ©iagonalen, fo finb bie ©reiede, welφe bei 
bem einen ned entfielen, einzeln äpnlid; beit ©reieden, bie bei 
bem anberen Verborgenen.
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51§, 157-159. $on ber Proportionalität bet hinten jc.

33en>eiS. ßS feien gig. 49 bie necfe ABCDE unb 
FGHLM dpnliφ. ©en ©eiten AB, BC, CD, • • • mögen bie 
©eiten FG, GH, HL, ∙∙∙ entsprechen; bie liefen A unb F 
finb bann gleiφliegenbe. —

(SS oerpält fiφ
AB:BC = FG:GH

unb bie SB3infeI γ unb <5 finb gleiφ, barauS folgt bw 2Iepn<≈ 
liφfeit ber dreietfe ABC unb FGH naφ §. 147. — 2δegen 
bet 3lepnliφfeit biefer dreietfe berpält fiφ

AC:FH = BC:GH
unb Weil auφ CD:HL = BC:GH 
fo pat man AC:FH = CD:HL.
ferner finb wegen ber ¾epnliφfeit jener dreietfe bie SBinfel 
BCA unb GHF gletφ, unb ba f gleiφ φ ift, fo ift ber Sßin* 
fei ACD gleiφ bem Sßinfel FHL. ‰β ber Φleiφpeit biefer 
Sßinfel unb aus ber lebten Proportion folgt bie ¾epuliφfeit 
ber dreietfe ACD unb FHL. — (Sben fo famt man geigen, 
baß bie ιιdφften dreietfe dbnliφ finb, unb bann wieber bie 
ndφften u. f. w.

§. 157.
daper berpalten fiφ bei apnliφen netfen gleiφliegenbe 

diagonalen wie gleiφliegenbe ©eiten.
§. 158. 8eprfa⅛.

die Umfänge 0pnliφer netfe »erhalten fiφ wie gleiφlie≈= 
genbe ©eiten, ober wie gleiφliegenbe diagonalen.

33eweiß. <$S feien bie netfe §ig. 49 dpnliφ, bie ©eiten 
AB, BC, CD, ∙ ∙ ∙ gleiφliegenb ben ©eiten FG, GH, HL, • • • 
alfo bie Duotienten

AB BC CD DE
FG GH HL LM 4t, lυ,

einanber gleiφj bann oerpält fiφ naφ einem bekannten aritp' 
wetifφen Θefe⅛
AB + BC+CD÷DE+ ∙√FG + GH+HL+LM+∙∙ =AB:FG 
≡b es ift AB:FG = AC:FH.

§. 159.
1) durφ einen Punft A fei eilte uπenbliφe gerabe Sinie 

gelegt, unb auf ipr ein Punft B beliebig angenommen. Stuf 
berfelben Sinie läßt fiφ jebeSmal noφ ein Punft B' neunten, 
fo baß fiφ oerpält

AB:AB' = n:q.
ift aber bie 8tnie burφ ben punft A in $wei ©peile ge≈ 

tpeilt, unb man fann ben Punft B' entweber auf bem ©peil 
4. * 
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52 fünftes Äapttel. §. 160.

nehmen, tυetφer B entpält, ober auf bem, ber B niφt ent
hält. ©ie fünfte B unb B' peißen entfpreφenbe fünfte 
in 33ejug auf ben ψuntt A unb ba$ SSerpältniß n:q; ber 
φunft A peißt 91epnliφfei13punft, Spmmetr alpunft, 
⅛rojectionδpuntt, baδ SSerpältniß n:q peiße ©runb* '-,i 
oerpättniß. ®en l>βuntt A nennt man befonberδ äuße* 
ren 2lepnliφfeitδpunft, unb bie fünfte B unb B' äußere 
entfpreφenbe fünfte, jeben ben äußeren entfpreφenben φunft 
beβ anberen, wenn bie fünfte auf bemfelben ⅛peil ber ge* 
raben 8inie (auf einerlei Seite oon A) liegen; bagegcn nennt 
man A ben inneren 9lepnliφfeitSpuntt, unb bie fünfte B 
unb B' innere entfpreφenbe fünfte, jeben ben inneren ent* 
fpreφenben ^βunft beS anberen, wenn bie fünfte B unb B' 
niφt auf bemfelben Speil ber geraben Sinie (ju entgegenge* 
fe⅛ten Seiten von A) liegen.

3u einem φuntte B beftept nur ein äußerer unb ein in* 
nerer entfpreφenber ^unft B' in 93ejug auf benfelben Slepn* 
liφteitδpunft A unb baffelbe ©runboerpältniß.

2) Φurφ einen ^untt A $ig. 53 ober ⅛ig. 54 benfe man 
beliebig biete unenbliφe gerabe Sinien, nepme auf ipnen φunfte 
B, C, D, E, F, G beliebig an, unb faffe biefe φuntte alδ 
eine ©ruppe, ein Spftem non fünften auf.

3u jebem φunfte B, C, D • • • biefer ©ruppe benfe man 
ben äußeren entfpreφenben l⅛βnnft $ig. 53, ober ben inneren 
gig. 54, für baffelbe ©runboerpäftniß n:q unb benfelben 
äußeren ober inneren 2lepnliφfeitSpunft A. Φaburφ ent* 
ftept eine jweite ©ruppe, ein ^weites Spftem non fünften 
B,, C,, D,, •••. SBeibe ©ruppen peißen entfpreφenbe 
©ruppen, entfpreφenbe Spfteme für ben 9lepnliφfeitδ* 
punft A unb baS ©runboerpältniß n:q, unb gwar äußere 
entfpreφenbe ©ruppen, ober innere, je naφbem je groei ent* 
fpreφenbe fünfte berfelben äußere entfpreφenbe φunfte finb, 
ober innere.

3ebe gerabe Viuie, tnelφe bnrφ einen 9tepnliφfeit3punft 
gept, mag 9lepnliφfeitsftrapl, ^rojectionδ ftrapl, 
fφleφtpin Strapl genannt Werben.

§. 160.
1) Sinb B unb C jwei fünfte eines Spftemö, welφe 

niφt auf bemfelben Strapl liegen, gig. 53 ober ⅝ig. 54, B, 
unb C' bie jenen entfpreφenben fünfte beδ entfpreφenbeu 
SpftemS, fo finb bie Linien BC unb B'C' parallel.

‰φ §. 138 unb §. 142.
53efinben fiφ jwei fünfte C unb D, ober B unb F, 

eines Spftemö auf bemfelben Strapl, fo liegen bie entfpre* 
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§. 160. Son bet Proportionalität ber Linien 2c. 53

φenben fünfte C' unb D', ober B' unb F' auf bem namliφen 
©trapl, unb bie Stnien CD unb C'D', ober BF unb B'F' fal* 
len mit jenem ©trapl, alfo felt>ft jufammen.

2) ©aS ©runbberpältniß jweier ©pfteme fei n:q. SD?au 
benfe irgenb jwei fünfte beS erften ©pftemS burφ eine ge= 
rabe Sinie berbunben, bie entfpreφenben fünfte beS jweiten 
©pftems gleichfalls burφ eine gerabc 8inie oerbitnben, unb 
eδ berpalten fiφ biefe Stuten Wie baS ©runbberpältniß n:q.

Siegen bie jwei fünfte beS erften ©pftemS auf oerfφie* 
benen ©traplen, wie etwa B unb C gig. 53 über $ig. 54, fo 
finb naφ 1) bie Sinien BC unb B'C' parallel, unb man pat 
noφ §. 139 über §. 142

BC:B'C' = n:q.
23eftnben fiφ bie jwei φuntte beS erften ©pftcmS auf bem- 
felben ©trapl unb auf einer ©eite bom 2lepnliφteitSpuntt, 
wie etwa C unb D, fo pat man

AC.∙AC, = n:q 
AD: AD' = n:q 

alfo AD — AC: AD'— AC' = n: q
b.p. CD:C'D'=n:q.
Itnb liegen bie fünfte, wie B unb F, ju berfφiebenen ©eiten 
beS ¾epnliφteitSpιtnlteS, fo pat man

AB: AB' = n:q 
AF: AF' == n:q 

alfo AB+AF:AB'4-AF'= n:q 
b. p. BF:B'F' = n:q.

3) Segt man bιtrφ jwei bem (Srunboerpältniß n:q äu= 
βerltφ ober innerliφ entfpreφcnbe fünfte B unb B' irgenb 
jwet parallele Sinien BX unb B'X', itttb nimmt auf ber einen 
BX einen φun!t X beliebig, fo liegt ber $un!t X', welφer 
jenem X naφ bemfelbcn ©runboerpältniß ⅛tepliφ auβerliφ 
ober innerliφ entfpriφt, auf ber anberen Sinie B'X'.

©ernt jieljt man bett ©trapl AX unb bejeiφnet X' feinen 
Φurφfφnittsρnnft mit ber Sinie B'X', fo berpält fiφ 

AX:AX' = AB: AB' = n:q.
4) Segt man bttrφ jwei bem ®runbberpältniß n:q ent- 

fpreφenbe *puntte B unb B' gwet parallele Sinten BX unb 
B'X', bie fiφ berpalten wie n:q, unb bie naφ gleiφer 9ftiφ- 
tung μt beuten finb, wenn B unb B' fiφ naφ außen ent- 
fpreφen, unb naφ eutgegengefe⅛ten 9tiφtungcn, wenn B unb 
B' fiφ naφ innen entfpreφen, fo finb bie fünfte X unb X' 
bejiepltφ äußere ober innere entfpreφenbe φuntte naφ bem 
©runbberpättniß n: q.

‰φ §.141 unb §.142.
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54 fünftes Kapitel. §. 161. 162.

5) Siegen brei fünfte B, C, D eines ©pftems in geraber 
Sinte, fo liegen bie entfpreφenben fünfte B', C', D' beS ent≈≈ 
fpreφeπben SpftemS gleichfalls in geraber Sinie.

‰φ 1) ift bie Sinie B'C' parallel mit ber Sinie BCD, 
unb bie 2inie B'D' auφ parallel mit ber Sinie BCD. ($S 
fallen alfo naφ §. 43 bie Sinien B'C' unb B'D' jufammen unb 
bann befinben fiφ B', C', D' in geraber Sinie. — Unb liegen 
bie fünfte B, C, D in einem unb bemfelben Strahl, fo be= 
finben fiφ bie fünfte B', C', D' in bem πamliφen Strahl, 
alfo in geraber Sinie.

§. 161.
Senn jeber $unlt einer geraben ober frnmmen Sinie 1 

als ja einem Spftem gehörig angefe⅛en wirb, unb jeber ^ßuntt 
biefer Sinie feinen entfpreφenben ⅛unft auf einer gweiten Si= 
nie 1' hat (wobei 3ugleiφ jeber *βunft ber gweiten Sinie feinen 
entfpreφeπben φunlt auf ber erften Sinie finbet), fo nennt man 
folφe Sinien entfpreφenbe Sinien.

§. 162.
1) (Siner geraben Sinie eines Spftcms entfpriφt eine 

gerabe ßinie im anbereu Spftem. <⅛et)t bie eine ber Sinien 
bιtrφ ben 3lehnliφfeitSpunft, fo geht auφ bie anbere bιtrφ 
ben 2lehnliφteitSpunft, unb bie Sinicn fallen jufammen; geht 
bie eine niφt burφ ben s2(ehnliφfeitSpuntt, fo geht auφ bie 
anbere niφt burφ ben 2lehnliφfeitSpunft, unb bie Sinien finb 
parallel.

¾aφ §.160 5) unb 1).
2) Brneien parallelen Sinieu beS einen SpftemS entfpre- 

φen gwei parallele Sinien beS anberen SpftemS, wie leiφt jn 
jeigen ift.

3) Bleien geraben ßinien eines SpftemS, welφe fiφ unter 
einem Sintel a fφneiben, entfpreφen gwei gerabe Sinien beS 
anberen SpftemS, bie fiφ unter gleiφem Sintel a fφneibeπ, 
unb bie Φurφfφnittspnntte ber Sinien finb entfpreφenbe fünfte 
ber Spftemc.

©ie Sinien beS einen SpftemS feien BC nnb DF, bie 
entfpreφenben beS anberen B'C' unb D'F'. ©a BC unb B'C' 
parallel finb, eben fo DF unb D'F', fo finb naφ §.44 bie 
Sintel gleiφ, welφe non ben Sinien gebilbet werben. — ©er 
ΦurφfφnittSpunlt non BC unb DF fei N. ©a N in BC 
liegt, fo befinbet fiφ fein entfpreφenber ^βuntt N' in B'C', 
ba ferner N jugleiφ in DF liegt, fo befinbet fiφ N' gugleiφ 
in D'F', folgliφ ift N' ben Sinien B'C' unb D'F' gemein, alfo 
ihr ΦurφfφnittSpunft.
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§. 162. 35on ber ^Proportionalität ber 2iπien :c. 55

beliebig vielen Sinien eines ©pftemS, iυelφe fiφ in 
einem φnntt unter beliebigen 20inteln fφneiben, entfpreφen 
eben fo viele Linien im anberen ©pftem, tυelφe fiφ in bem 
cntfpreφenben fßunlt unter benfelben 5Binteln fφneiben.

Bleien ©traplen, als Sinien eines ©pftemS betraφtet, 
entfpreφen biefeiben ©traplen als Sinie beS anberen ©pftemS, 
unb ber 3lehnliφteitspunft, als ΦιιrφfφnittSpuntt, entfpriφt 
fiφ felbft.

4) Btυei fiφ entfpreφenbe n ecfe finb eφnliφ.
©enn ipre SBintel finb naφ 3) bejiefιliφ gleiφ, unb φre 

©eiten fiepen naφ §. 160 2) in einerlei SSerpältniß.
5) 2le⅛ttliφe n ecfe tonnen in folφe Sage gebraφt Werben, 

baß fie fiφ aιtβerliφ entfpreφen, auφ in folφe, baß fie fiφ 
innerliφ entfpreφen,

2)lan beule jtvei aljnliφe Figuren DEFG • • • • itnb 
D'E'F'G' • • • •; ipr Seitenverhältnis fei p:q. ©ie Figuren 
laffen fiφ immer fo legen, baß jivet gleiφlicgenbe ©eiten DE 
unb D'E' $ig. 53 parallel finb unb bie folgenben EF unb 
E'F' gleiφ geriφtet. 3‰n benfe bie Sinien DD' unb EE', 
ipr ΦurφfφnittSpunft fei A. (5s verhält fiφ alsbann

AD: AD' = DE:D'E' = p:q
unb AE:AE' = p:q.
Es finb bemnaφ bie fünfte D unb D', E unb E' entfpre≈≈ 
φenbe fünfte in 33egug auf A als änderen StepnliφleitSputtlt 
unb baS (^runbverhältniß p = q∙ — <5$ finb bie Sßinfel DEF 
unb D'E'F' gleiφ, auφ bie SBinfel DEA unb D'E'A, folgliφ 
auφ bie Sßinfel FEA unb F'E'A, unb beSpalb ift EF parallel 
mit E'F'; jugleiφ verpält fiφ EF:E'F' = p:q. ©aper finb 
naφ §. 160 4) bie fünfte F unb F' äußere entfprcφenbe 
fünfte ju A als 5lehnliφfeitspunft unb jum ©runbrerpältniß 
p:q. Unb eben fo folgt weiter, baß alle Ecfpuntte ber äpn= 
liφen Figuren entfpreφenbe fßunlte biefer ©pfteme finb. ©ie 
Figuren liegen alfo bergefialt, baß fie einen äußeren 9Xehnliφ= 
teitspunft höben. — 9fiaφ $ig. 54 faitn man fiφ in gleiφer 
Sßeife überzeugen, baß fiφ 0hnliφen Figuren auφ ein innerer 
2lehnliφfeitspunft geben läßt.

©ie Entfernung ber beiben parallelen Sinien DE unb 
D'E' ift gleiφgiltig. ©aper laffen fiφ 0pnliφe Figuren ver- 
fφiebentliφ f0 legen, baß fie einen äußeren 5lehnliφteitSpuntt 
haben, ober einen inneren, ©as ©rnubverpältniß dpuliφer 
⅛iguren als entfpreφenber ©hfteme ift iprem ©eitenverhälb 
niß gleiφ. t

2lehnliφe Figuren nennt man 0pnliφ liegenb, trenn 
fie fiφ entfpreφen.
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56 fünftes Kapitel. §. 163. 164.

6) φαt man jwei 0h∏liφe giguren, unb betraφtet beite* 
bige (Scfpunfte ber einen als (Scfpunlte einer ^igur, bie ana* 
logen (Stfpitnfte ber anberen als Scfpunlte einer gtυeiten $igur, 
fo finb bie fo erhaltenen gtυei Figuren ahnliφ, unb ha^en 
einerlei Seitenverhältnis mit ben urfpriingliφen Figuren.

^olgt leiφt barauS, bah ähnliche Figuren als entfρreφenbe 
fiφ beulen laffen.

hiervon ift §. 156 ein befonberer $all.
§. 163.

1) 2δenn $ig. 62 ober $ig. 63 jwei parallele Sintert BD 
unb B'D' von 3weie1t fiφ fφιteibenben BB' unb DD' gefφnitten 
werben, fo laitn mau ben ΦnrφfφnittSpunlt A ber festeren 
immer als 9lehnliφleitSpunft betrachten, itnb bte ΦurφfφnittS* 
pimlte B unb B', D unb D' ber fiφ fφneibeπben Sinien mit 
ben parallelen als fiφ entfpreφenbe Punlte naφ einerlei 
©runbberhältnih.

©ernt wenn man bιtrφ A eine Sinie beult parallel mit 
ben parallelen Sinien, fo folgt naφ §. 135 fowohl für $ig. 62 
als für $ig. 63.

AB: AB' = AD: AD'.
2) ‰φ §. 139 ober §. 142, ober auφ naφ §. 160 2) 

hat man
AB: AB' = BD:B'D'.

(5s finb bemιιaφ bie Quotienten
AB AD BD
AB' AD' B'D'

eittanber gleiφ, unb jeher briicft baS ©runbverhältnifi ber bei* 
ben Spfteme aus.

§. 164.
Hebungen ttttb φraltifφeS.

1) 2δantt fagt matt, eine Sinie fei ein aliquoter SΓhθit einer 
anberen Sirtie? 9δanιι he⅜u Sinieit commenfurabel, warnt 
incommenfurabel? ‰S heifft es, jwei Linien AB unb CD 
verhalten fiφ Wie 3wei Bahlen P unb q, ober 3wet Siniett 
AB unb CD verhalten fiφ wie jwei Sinien EF unb GH?

2) 2ßenn in einem ©reiecf eine Sinie gebaφt wirb, parallel 
mit ber einen ©eite bes ©reiecfS, welφe Proportionen 
fittben Statt? Unb wenn eilte biefer Proportionen Statt 
finbet, ift jebeSmal bie Sinie, welφe burφ bie ©he^' 
pitulte geht, parallel mit ber niφt geteilten Seite beS 
©reiecfS?

3) Sδenn eine Sittie einen 2Binlel eines ©reiecfS
welφe Proportion finbet Statt? ®ilt ber Sa⅛ umgelehrt?
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§. 164. 93on ber φroporttoπαlttαf ber Einten ic. 57

4) Sag Reifst eg, nette feien α⅞nliφP Sie btete ©äpe von 
ber 9lepιιliφteit ber ©reietfe finb borgefommen, unb wie 
lauten fie? 2öie υer^atten fiφ gleiφliegenbe ©runblinien 
apnliφer ©reiecfe?

5) Seltpe Proportionen treten ein, wenn bei einem reφt≈≈ 
winfligen ©reietf eine Sinie gebaφt wirb, welφe bnrφ 
bie ©piße beg reφten Sinfelg gept, unb normal fiept auf 
ber ^ppotenufe?

6) Sie berpalten fiφ bie Umfänge 0pnliφer nette?
7) Saun nennt man gtυei puntte entfpreφenbe puntte, unb 

mag berftept man unter bem äußeren ober bem inneren 
9lepnliφfeitgpunft, itnb unter einem S>lepnliφfeitgftrapl ? 
Sag finb entfpreφenbe ©pfteme? Selφe ®efeße gelten 
für entfpreφenbe ©pfteme?

8) Sag finb entfpreφenbe 8inien, entfpreφenbe 8⅛itten, unb 
welφe (55efe⅛e gelten für fie?

9) ©inb entfpreφenbe Figuren 0pnliφ, unb a⅛nliφe Figuren 
ftetg entfp^enb?

10) 3⅛ei ©reietfe ABC unb A'B'C' gig. 55 finb apnliφ, 
wenn bie ©eiten beg einen bon benen beg anberen unter 
einerlei Sinfel « gefφnitten werben.

Sie läßt fiφ bag geigen?
11) ©aper finb auφ ©reietfe 0pnliφ, wenn bie Seiten beg 

einen auf ben ©eiten beg anberen normal fiepen.
12) ßg fei $ig. 46 BD parallel mit CE; eg fei AB gleiφ 

6 guß, BC gleiφ 3 gitß, AD gleiφ 7 §uß, wie biele $uße 
mißt DE?

3⅛ ftuß.
(Sg berpält fiφ nämlibp

AB:BC = AD:DE
ober, wenn man bie ≡taaβe ber 8inien fe⅛t, unb bag 2Dιaaβ 
bon DE mit x Iw3eiφnet

6:3 = 7:x
unb pieraug ift x = 3|.
13) Scrnt aber AB 29 guß 3 $oll ©itobecimalmaaß pat, 

BC 15 guß 11 Boll, unb CE 72 guß, Wie groß ift BD?
47 ^uβ 7 30ll θ⅜ Sinien beinape.

berpält fiφ ιuimliφ
AC:AB = CE:BD.

14) fei ^ig. 48 ber Sinfel ABC beg ©reietfg ABC burφ 
bie Sinie BN in χwei gleiφe Xpeile getpeilt, eg fei AB 
gleiφ 100 ftιιβ, AN gleiφ 30 guß, NC gleiφ 50 0=uβ, wie 
groß ift BC?

166⅜ $uß-
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58 SeφδteS 5tα⅝jitei. §. 165. 166.

15) ©ie ©reiede ABC unb DEF gig. 51 feien dljnliφ, bie 
Sßintel bei A unb D feien gleiφ, eben fo bie SBintel bei 
C unb F; e$ fei AB gletφ 20 guß, BC gleiφ 12 ⅛uβ, 
DE gleiφ 15 ⅛uβ, lυie groß ift EF?

θ guß.
16) SBenn wieber bie ©reiede ABC itnb DEF $ig. 51 äpn* 

Iiφ, bie ©eiten AC nnb DF gleiφliegenb, BN unb EQ bie 
ξ)o⅛en finb, AC gleiφ 1000 §uß, DF gleiφ 900 guß unb 
EQ gleiφ 850 guß ift, wie groß ift BN?

944⅜ ⅛nβ.
17) ©ie parallelen ©eiten eines ©rapejeS feien 26 $uß unb 

13 guß, bie ξ)iφe fei 9 ftuß, wie groß ift bie Normale, 
welφe vom ΦurφfφnittSpunft ber niφt parallelen ©eiten 
auf bie bem ΦιιrφfφnittSpuntt juπaφft liegenbe ber paral≈ 
leien ©eiten gefällt werben fanu?

9 ftuß.
18) ©aS ©reied ABC gig. 52 fei rcφtwinflig bei B, BN 

ftepe normal auf ber ξφpotenufe, AN fei 3 $uß, NC 12 
guß, wie groß ift BN, AB, BC?

BN ift 6 g-uß, AB 6,708 • • • • ftuß, BC 13,416 • • • • ftuß. 
(5s verhält fiφ nämlid)

AN:NB = NB:NC
AN:AB = AB:AC 
NC:BC = BC:AC.

19) £ßenn aber AC 20 guß mäße, unb AB 8, wie groß 
Wäre AN?

3⅜ Μ.

Sechstes Kapitel.
Von der Proportionalität der geradlinigten Figuren, und von deren 

Inhaltsbestimmung.

§. 165.
Bezeichnen A und B jwei gläd;ett, unb ift A gleiφ n-B, 

Wobei n irgenb eine $apl fein mag, fo peißt bie ftldφe B 
bie (Sinpeit unb bie 3al)l n baS SDiaaß ber $läd;c A für 
biefe (5inpeit, auφ nennt man B baS SDlaaß unb n bie 
2lbmeffung.

§. 166.
(⅛5teiφe Wφen paben für jebe <δiιφeit gleiφe DJiaaßc; 

unb umgeteprt, ⅛laφen finb gleiφ, wenn φre SDiaaße für 
irgenb eine (Sin⅛eit gleiφ finb.
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§. 167-169. 2‰n fcer Proport∙ b∙ gerαbtiπ. g⅛ιtren tc. 59

§. 167.
©ie 9Jiaaβe von ^taφen bejeiφnet man bei einfachen 

‰φnungen mit ipnen burφ bie 53ejeiφnung ber ⅝laφen 
felbft, eben fo, wie man fiφ μιr 53ejeiφnung ber 2)iaafje von 
Linien ber 5⅛eiφnung ber Linien felbft bebient.

§. 168.
53erpalten fiφ für irgenb eine (Sinpeit bie Wtfaaße jweier 

⅝∙(aφen A unb B wie bie Ballen p nnb q, fo verpatten fiφ 
für jebe (Sinpcit bie SDtaafje ber ⅝laφen wie p:q, nnb man 
fagt, bie ⅝laφen vergalten fiφ wie biefe Baplen, unb fe⅛t bie 
Proportion

A:B = p:q.
23erpalteu fiφ jwei anbere ⅝laφen C unb D auφ wie 

p:q, fo fagt man, bie ⅝laφen A unb B verpatten fiφ wie 
bie ⅛tδφen C unb D, unb brütft baδ auδ burφ bie pro- 
Portion

A:B = C:D.
Sßerpalten fiφ enbliφ jwei Linien EF unb GH wie bie 

Baplen p unb q, wäprenb jwei ⅝laφen A unb B fiφ eben 
fo vergalten, fo fagt man, eö vergalten fiep bie ⅝laφen A 
unb B wie bie Linien EF unb GH, unb fφreibt:

A:B = EF:GH.
Unb man pat auφ pier riφtige Ba^en ' Proportionen, 

wenn man ftatt ber ^taφen unb ftatt ber Linien ipre SKaaße 
gefe⅛t bentt.

§. 169. δeprfa⅛.
9teφte(fe, wetφe eine ©eite gleiφ paben, verpatten fiφ 

wie bie ungleiφen ©eiten.
53eweis. mag $ig. 56 bie ©eite AD beδ ‰φtecfS 

ABCD gleiφ fein ber ©eite EH beδ ς<Reφtetfδ EFGH. Cö ift 
μt geigen, baß

ABCD:EFGH = AB:EF.
1) feien bie ©eiten AB unb EF commenfurabel. 91ian 

beute ipre gemeinfφaftliφe (Sinpeit auf ipnen abgetragen, unb 
in jebem ©peitpunft eine Normale erriφtet. (Sntpält bie 
©eite AB n (Sinpeiten, bie ©eite EF q Sinpeiten, fo wirb 
burφ bie Normalen ba⅛ 9ieφtecf ABCD in n, baS ‰φtect 
EFGH in q 9^eφtecfe jertegt, wetφe fammtliφ congruent finb. 
@3 verpätt fiφ baper

ABCD:EFGH = n:q 
linb AB:EF = n:q
folgliφ ABCD:EFGH = AB:EF.

2) ©inb bie ©eiten AB unb EF incommenfurabet, fo 
läßt fiφ geigen, bafc, bie ≡aafce verfiepenb, ABCD:EFGH 
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60 @eφδteδ Äapitel. §. 170. 171.

niφt größer ober Heiner fein fann al« AB:EF. 5D?an neunte 
borläufig an, e« fei

ABCD AB 
EFGH>EF'

£)ann aiebt e« immer ein ©tiid EM, Heiner al« EF, fo baß 
ABCD AB
EFGH “ EM’

$?an bente eine Batyl n, fo groß, baß “AB Heiner ift al« 

MF, ba« <Stii(f ~~^AB bon E au« auf EF abgetragen, bi« 
ein X⅛ei⅛uπtt P jwifφen M unb F fällt, unb bie Normale 
PS, fo hat man, weil bie Sinien AB unb EP commenfurabel 
finb, naφ 1)

ABCD _ AB 
EPSH “ EP 

SOtan bibibire biefe (½5leiφung burφ bie obere, ba« liefert
EFGH_EM 
EPSH ~ EP’ 

£)ie lefcte Θleiφung ift niφt mogliφ, weil ber erfte 23ruφ 
uneφt ift, ber anbere eφtj bafyer fann ABCD:EFGH niφt 
größer fein al« AB:EF. (Sben fo geigt man, baß ABCD: 
EFGH niφt Heiner ift, al« AB:EF. Unb bann berhält fiφ 
auφ in biefem ^aß:

ABCD:EFGH = AB:EF.
§. 170. 8elμfa⅛.

Parallelogramme, welφe gleiφe ©rnnbliitien haben, ber≈ 
galten fiφ wie bie ξ)ohen.

23ewei«. Wian ftelle fiφ über ber ®runbliuie eine« 
jeben Parallelogramm« ein 9fteφted bor, Welφeδ mit ihm 
biefelbe ξ)olje hat. ©ie 9teφte<fe finb bejie⅛liφ beu Paral
lelogrammen gleiφj unb fie bemalten fiφ naφ bem bo- 
rigen Paragraphen wie bie φ0⅛en ber Parallelogramme, 
inbem biefe ^0⅛eιι bie ungleiφen, bie ©runblinien ber Pa≈ 
rallelcgramme aber bie gleiφen ©eiten ber ‰φte<fe ab
geben. T>al)er oer⅞alten fiφ bie Parallelogramme wie φre 
⅛0hen.

§. 171. 8ehrfa⅛.
Parallelogramme bon gleiφen $öhen bemalten fiφ wie 

bie (Srunblinien.
23 ewei«. 5D?an bente über ber ©runblinie eine« jeben 

Parallelogramm« ein 9teφtetf, welφeδ mit φm gleiφe ⅛)0^e 
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§. 172-174, 2Jott ber φroport. b. gerαblitt. gtgurett ic. 61

⅛αt. ©ie ‰φtecfe finb ben Parallelogrammen bejieh∏φ 
gleich; unb fie verhalten fiφ naφ §. 169, tυeil fie wegen 
ber (⅛leiφheit ber ©öhen eine Seite gleiφ halθen, Wie bie 
(⅛runblinien ber Parallelogramme, welφe ihre nngleiφen 
Seiten finb. ©aber verhalten fiφ anφ bie Parallelogramme 
wie φre Θrunblinien.

§. 172. Sehrfa⅛.
©reiecfe, welφe gleiφe ©runblinien h^en, verhalten fiφ 

wie ihre φo⅛en.
beweis. Parallelogramme, welφe mit ben ©reiecfen 

begiehliφ gleiφe ©rnnblinien nnb ξ)0⅛en hflben, verhalten 
fiφ naφ §. 170 wie bie Roheit; unb ba bie ©reiecfe bie 
Hälften von folφen Parallelogrammen finb, fo verhalten fiφ 
auφ bie ©reiecfe wie ihre ξ)i>hen. 20enn namliφ

a:b = n:q
fo verhält fiφ auφ

§. 173. 8eprfa⅛.
©reiecfe, welφc gleiφe ξ)open paben, vergalten fiφ Wie 

ipre ©ruublinien.
beweis. ©enn Parallelogramme, welφe mit ben ©reu 

ecfen beμepliφ gleiφc Orunblinten unb ξ)iJpen paben, »er* 
palten fiφ wie bie ©runblinien, mithin »erhalten fiφ auφ 
bie ©reiecfe, als bie Hälften folφer Parallelogramme, wie 
bie (Srunblinien.

§. 174. Seprfa⅛.
Parallelogramme verpalten fiφ wie bie Probucte aus 

©runblinie in £)öpe.
beweis. (SS fei $ig. 57 g baS 9Jιaaβ ber ©runblinie, 

h bas SJiaafj ber ξ)βpe beS Parallelogramms ABCD, unb g' 
baS ‰afc ber ©runblinie, h' baS 9‰aβ ber £öpe beS 
Parallelogramms EFGH. @s ifl ju geigen, bafs fiφ verpält 

ABCD: EFGH = gh:g'h'.
9Jian ftelle fiφ ein Parallelogramm 0 vor, welφeS mit 

beut Parallelogramm ABCD gleiφe Φrιtnblinie, unb mit bem 
Parallelogramm EFGH gleiφe ξ)0pe pat, fo verpält fiφ 

ABCD:Q = h:h' 
Uttb Q:EFGH = g:g'
beibe Proportionen multiplicire man mit einanber, baS liefert 

ABCD: EFGH = giκg'h'.

www.rcin.org.pl



62 Secpste8 Kapitel. §. 175-178,

§. 175. 8eprfα⅛.
©reiede berpalten fid; n>ie bie Probucte aus ©runbliitie 

in £öpe.
5δetυeiβ. ©ernt Parallelogramme, welcpe mit beit ©rei* 

eden gleiφe ©runblinien unb gleicpe ξ⅛pen paben, berpalten 
fiep wie biefe Probucte, mitpin aucp bie ©reiede, als bie 
^älften folφer Parallelogramme.

§. 176. 8eprfa⅛.
Parallelogramme, welcpe einen SBinfel gleiφ Mafien, ber* 

palten fiep wie bie Probucte ber ©eiten, bon Wel⅛en er ge= 
bilbet Wirb.

beweis. $wei Parallelogramme, ABCD unb AFGH 
mögen bie 2δinfel bei A gtciφ paben, unb ftig. 58 fo auf 
einanber gelegt worben fein, baß bie gleiepen SBinfel fiep 
bedett. ©attn pat man naep §.171

ABCD:ABNH = b:d 
ABNH:AFGH= a:c 

unb multiplicirt man beibe Proportionen mit einanber, fo 
entftept

ABCD: AFGH = ab: cd.
§. 177. 8eprfa⅛.

©reiede, bie einen 2δin!el gleiep paben, berpalten fidp 
Wie bie Probucte ber ©eiten, welepe ben SEÖinfel bilben.

beweis. SJian beule bie ©reiede jit Parallelogrammen 
ergänzt. ©iefe paben alsbann ben Eintel gleich, unb ber* 
palten fid; wie bie Probucte ber ©eiten, bon benen er ge* 
hübet ift; unb bie ©reiede berpalten fiep eben fo, beitit fie 
finb bie Hälften ber Parallelogramme.

§. 178. 8eprfa⅛.
3ft 3⅛. 57 bie ©umnte ber SBintet a unb ß gleiep einem 

geftredten Sßinfel, fo berpalten fidj> bie Parallelogramme, wie 
bie Probucte ber ©eiten, welφe biefe 2Sinfel bilben, b. p. es 
berpält fiep

ABCD:EFGH = ABAD:EFEH.
©ernt ba ber 2δinfel γ ben Sßinfel a ju einem geftreef* 

ten ergänzt, fo finb bie 5Binfel ß unb γ einanber gleich, unb 
e$ berpalten fiep bie Parallelogramme wie ABBC:EFEH, 
welcpeS, ba BC gletφ AD ift, einerlei ift mit

ABAD:EFEH.
Unb ergänzt ein SBinfel eines ©retedS einen 2δintel 

eines anberen ©reieds 311 einem geftredten Sinfel, fo ber
palten fiep baper aud; bie ©reiede, wie bie Probucte ber ©ei* 
ten, bon weldjen jene Sßintel gebilbet Werben.
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§. 179. 180. 53on ber φroport. b. gerαblttt. Figuren jc. 63

§. 179. 8eprfα⅛.
¾elφliφe ©reiede berpalten fid; iυie bie Quabrate gleiφ≠ 

liegenber Seiten, ober wie bie ©uabrate gleiφliegenber ξ)open.
53etreiδ. (Sδ feien gig. 51 bie ©reiecfc cφnliφ, bie 

Sinfel α unb ß einαnber gleiφ. ©ann berfyält ftdß:

2luδ
W
©iefen Sertlj fubftituire man in ber elften Proportion, baδ 
liefert:

A P TW
ΔABC: ΔDEF = τ'1- • AC: DE • DFDF

tυelφeδ, trenn man reφt8 DE pebt unb beibe Θlieber mit DF 
multiplicirt, übergept in

ΔABC = ΔDEF = AC2:DF2.
Serben bie Linien BN unb EQ als bie ξ)iφen ber ©reD 

ecfe angenommen, fo berpält fiφ
AC:DF = BN:EQ

alfo AC2:DF2= BN2:EQ2
unb man bat beδpalb nodj

§. 180.
2le⅛nliφe nede bereiten fiφ wie bie ©uabrate g(etφ- 

liegenber Seiten, ober wie bie üuabrate gleiφtiegenber ©ia= 
gonalen.

33eweiS. ©S feien bie nede $ig. 49 δpnliφ, bie Sei
ten AB, BC, CD, ∙ ∙ ∙ entfpreφenb ben Seiten FG, GH, HL, •.. 
©ie bon ben ©den A unb F aus gezogenen ©iagonalen jer≈ 
legen bie nede in ©reiede, welφe be^ielφiφ δtynliφ finb. ©s 
bcrpält fiφ baber

ΔABCιΔFGH = AB2zFG2
ΔACD∙.ΔFHL = CD2.HL2 = AB2:FG2 
ΔADEιΔFLM = DE2:LM2= AB2.∙FG2 

u. f. w.
barauS folgt:

∆ABC+ΔACD+ΔADE+∙∙∙∙rΔFGH+ΔFHL
+ ΔFLM + ∙∙∙∙ = AB2:FG2.

©ie nede bereiten fiφ bemnaφ wie bie ©uabrate gleiφlie≈ 
genber Seiten; unb, weil fiφ gleiφliegenbe ©iagonalen wie 
gleiφliegenbe Seiten ber patten, aud; wie bie üuabrate gleiφ- 
liegenber ©iagonalen.
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64 <Seφδteδ Kapitel. §. 181.

©er lj>ier geführte 23eweig gilt niφt allgemein, weil niφt 
jebeö necf bιιrφ Linien, welφe von einer (Scfc auSge⅛en, fiφ 
in ©reieefe ^erlegen läßt. ©en beweis allgemein ju führen, 
benfe man ein peel ABCD• ••• unb ein φm ahnliφeS A'B'C'D'∙∙∙∙, 
bie Seiten AB, BC, CD, •••• feien gletφliegenb ben Seiten; 
A'B', B'C', C'D', • • • •. lieber jwei gleiφliegenbe Seiten, etwa 
BC unb B'C' beule man jwei afyπliφe ©reieefe BCQ unb 
B'C'Q', bie entweber beibe innerhalb ber peefe liegen, ober 
beibe außerhalb, ©ie peefe gehen baburφ in (p4-l)eefe über, 
wetφe wie leiφt μι geigen ift, afynliφ finb. (Ss werbe ange- 
nominell, bie peefe verhalten fiφ wie bie ©uabrate gleich* 
liegenber Seiten, alfo

ABCD∙∙∙< A'B'C'I)'∙∙∙∙ = BC2ιB'C'2 
ift BCQιB,C'Qr = BC2:B'C'2.

©aljer auφ
ABCD∙∙∙∙: + BCQ: A'B'C'D'∙∙∙∙ + B'C'Q' = BC2:B'C'2 

ober ABQC1) : A'B'Q'C'D'∙∙∙∙ =BC2.B'C'2.
33er⅛alten fiφ bemnaφ bie al)nliφen pecfe wie bie ©uabrate 
gleiφliegenber Seiten, fo verhalten ftφ auφ bie alμιliφen 
(p4-l)ed⅛ wie bie ©uabrate gleiφliegenber Seiten, 2iun Oer
balten fiφ ab∏liφe ©reieefe wie bie ©uabrate gletφliegenber 
Seiten, folgliφ auφ bie ahnliφeιt 23iereefe, welφe mau auö 
ihnen er⅛alten tann, bann weiter bie ähnlichen ⅛mιfeefe, in 
welφe man fie tann übergehen laffen n. f. f. u. f. f.

§. 181. 2ebrfa⅛.
Sinb M, P, Q brei d^ntiφe neefe, unb geben brei gteiφ=≈ 

liegenbe Seiten non ihnen, ju einem ©reieef jufammenge- 
fe⅛t, ein reφtwinfligeδ ©reieef, fo ift baö neef, beffen Seite 
^⅛otenufe geworben, gleiφ ber Summe ber beibeit anbereit 
n eefc.

93 e Weis. fei $ig. 52 ABC baS erhaltene rcφtwiιιf- 
lige ©reieef, AC fei ξ>^⅝>otenufe unb Seite von bent n ecf M, 
BC fei Seite von P, unb AB Seite von Q. — ©a ahnliφe 
neefe fiφ wie bie ^weiten ^otetηcn ber 9)ιaafie gleiφliegeuber 
Seiten verhalten, unb ©uabrate ahnliφe Figuren finb, fo 
hat mau 

hieraus folgt 

ferner ⅛at man

9llfo verhält fiφ

unb baher ift

www.rcin.org.pl



§. 182-185, ®on ber φroport. b. gerαblin. gigitren ic. 65

§. 182.
©er vorige Sα⅛ gift αuφ umgefehrt. 3ft παmliφ ba« 

ned M gleid; her Summe her beiben t⅛m ähnlichen nede P 
unb Q, fo geben tret gleiφ>liegeube Seiten AC, BC unb AB 
ein reφtioinfligeS ©reied, in tvelφem AC ξφpotenufe tvirb, 
tvenn AC ju M gehört.

©ernt gehört BC jn P, alfo AB 311 Q, fo hat man
P:Q = BC2:AB2 = BCtCABlι 

hieran« P + Q:Q = Bd + ABi; ABi 
ober M:Q = BCti-f- ABf<: AB'i.
ferner hat man

M:Q = AC^ABfi 
baher ift

ACs = BC<ι+ABfi
alfo ba« ©reied ABC reφtmintlig, unb AC feine ^φPotetlufe∙ 

§. 183.
311« Einheit für ⅝laφen gebrauφt man in ber ‰tυen= 

bung allgemein ba«jenige ©uabrat, beffen Seite bie feftgefefcte 
Längeneinheit ift. Unb bie 3fthC iυetφe beftimmt, tvie viel 
folφer ©uabrate ein ned enthält, he*t5t ber 3npalt be« 
ned« für jene« ©uabrat al« Einheit. ©ber mit auberen 
Porten, ift A ein ned, B ba« ©uabrat, beffen Seite bie 
Längeneinheit ift, unb ift A = q∙B, fo ift bie 3ahl q ber 
3∏halt be« ned« A für bie Einheit B. $ft eine beftimmte 
Einheit gegeben, fo hängt man fie bem 3ιφalt an, fagt j. 53. 
ber Inhalt einer ⅝ignr fei 6 ©uabratruthen.

§. 184. Lelμ'fa⅛.
©er Inhalt eine« Parallelogramm« ift ba« fßrobuct au« 

ber ©runblinie in bie £>öhe.
33emei«. @« fei $ig. 57 ABCD ein Parallelogramm, 

bie $ahl g, ba« 9Diaaβ feiner (Srunblinie, bie gabt h ba« 
SD7aafs feiner ξ)ohe, unb MQSP ba« ©uabrat, tvelφeδ bie Län= 
genehφeit jur Seite hat, fo baß bie 3ahl @tn« ba« Wiaaß 
feiner ©runblinie ift unb jugleid? ba« sMiaaβ feiner «pöhe.

97aφ §.174 hat mau
ABCD: MQSP = ghil-l 

unb h*erau« folgt ABCD = gh-MQSP.
§. 185.

3ft bemnaφ bie 3alj>t a ba« SDtaaß ber Seite eine« ©ua- 
brat«, fo ift a2 ber Inhalt beffeiben, unb finb bie 3ahlen b 
unb c bie SD7aaβe ber jufammenftoßenben Seiten eine« 9¾eφt≈s 
ed«, fo ift bc fein Inhalt.

2Bβlff,⅛ ©eometrie. l.i⅛. 7te¾ufl. 5
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66 Seφδteβ Kapitel. §. 186- 188.

§.186. 8eprfαfc.
©er 3∏pαlt eines ©reieds ift bie Hälfte beS ProbuctS 

aus ©runblinie in £öpe.
53 e tue iS. ©enn ein ©reied ift bie ξ>alfte eines Pa

rallelogramms, melφeS mit ipm gleiφe Θrunblinie unb gleiφe 
ξ)bpe pat.

§. 187. 8eprfafc.
©inb bie 3aplen a nnb b i^e 2ft<W ber parallelen ©ei

ten eines £rapejeS, unb ift bie $apl h baS 9Jiaafs feiner ξ)bpe, 
fo ift ber 3npalt beS ©rapejeS gleidj>

53etveis. 9Jian bente §ig. 59 bie ©iagonale CE. ©er 
fihOnpalt beS ©reiedS CDE ift gteid> unb ber Onpalt beS 

©reieds CEF gleiφ folgliφ ber 3npalt beS ©rapejeS gteiφ

§. 188.
Um ben Onpalt eines neds ju erhalten, gertegt man es 

burφ ©iagonalen in ©reiede, ober burφ anbere Linien in 
©rapeje, Parallelogramme, beftimmt bann ttaφ ben vorftepen* 
ben 8eprf⅜en bereit Onpalte, unb bie ©umme biefer Onpalte 
liefert ben Onpalt beS neds.

©er Onpalt einer von trummen Linien begründen βbeπe 
tvirb näperungstvetfe gefunben, tvenn man ftatt ber trummen 
Sinien gebroφene Linien beult, tvelφe naφ bem 9lιιgeumaafj 
mδgliφft genau ein ned von einerlei (⅛kope mit ber von ben 
fritmmen Linien begränjten (Sbene liefern, unb bann ben 3n= 
palt beS neds bereφnet. SDlan erpält ben Onpalt ber trumm- 
linigten B⅛ur um fo genauer, je Heiner man bie ©eiten beS 
neds annimmt.

Um ben 3npa(t einer (Shene gig. 60, tvelφe von jtvei 
parallelen Linien, au^erbem aber von trummen Linien begränjt 
ift, näperungstveife anjugeben, tarnt man ben normalen 5lb- 
ftanb AB ber parallelen Linien conftruiren, iptt in irgettb 
eine ‰japl gleiφer 5Γpeite tpeileit, burφ jeben ©peilpuntt 
eine Normale conftruiren, unb bie ©peile, in tvelφe bie ßbene 
burφ biefe Normalen gertegt tvirb, als Xrapege bereφnen. Oft 
EF gleiφ a, bie folgenbe 8inie gleiφ b u. f. f., ber normale 
¾bftanb je gtx>eier folφer Linien gleiφ h, fo ergiebt fiφ für 
ben Onpalt ber <Sbene
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§. 189.190. bet Proport. b. gerαbltπ. gtgnren :c. 67

nαljerungsweife, unb um fo genauer, je Heiner h ift.
(Sben fo finbet man beit 3nl)alt einer <St>ene wie $ig. 61, 

Wenn man bie äufjerfteu 2lbfφnitte als SDreiecfe bereφnet, 
nä^erungSWeife gleiφ

h- [a 4- b —|— c —|- - - - - ∣-q].
§. 189.

<351eiφe ⅝laφen fyabeit für jebc (5iιφeit gleiφe Bn^atte; 
unb umgefeljrt, ftlaφen finb gleiφ, wenn für irgenb eine ßin= 
φeit φre 3ιφalte gleiφ finb. Unb ift bie Summe niedrerer 
⅛laφen gleiφ ber Summe mehrerer anberer ^laφeu, fo ift 
bie Summe ber 3u⅛altc ber erftercn gleiφ ber Summe ber 
3nl;alte ber anbereit.

hierin liegt ein allgemeines ^rinjib, naφ Welφem fiφ 
algebraifφe Θleiφungcn Biiben laffen. . 3ft j. 23. bie ßafyl a 
bas ‰afj ber ξφpotenufe, unb finb bie ⅛alφen b unb c bie 
9)ιaaβe ber Stat∣eten eines reφtwinfligen ©reieds, fo finbet 
xwifφen bicfett Bafylett bie algebraifφe (⅛leiφuπg Statt:

a2 = b2 + c2 
ober ift bie 3^1 a baS SDcaajj ber Seite eines ©reieifS, bie 
einem fp⅛en 20intel gegenüberfteljt, finb bie 3°^en b unb c 
bie SRaajje ber beibeit anberen Seiten, ift eubliφ n baS 2)ιaafj 
von ber φrojection ber Seite, bereu 2Dιaafj a ift, auf ber, 
bereu SDiaafe b ift, fo l'at man jwifφeu biefen 3aWl bie 
algebraifφc Gleichung:

§. 190. 
Hebungen unb PraftifφeS.

1) 3SaS Reifst eS, jwei∙^laφcn A unb B verhalten fiφ Wie 
jwei 3<φlen p unb q? ober jwei B!aφen A unb B verhalten 
fiφ Wie jwei anbere {ylaφen C unb D; ober jwei {∏aφen 
A unb B verhalten fiφ wie jwet δinien EF unb GH?

2) 2ßie verhalten fiφ Parallelogramme von gleiφen ®runb* 
liniert, ober Parallelogramme von gleiφen £wfyen? 3Gie 
verhalten fiφ Parallelogramme überhaupt? ⅛ie verhalten 
fiφι ©reietfe, wenn fie gleiφe (Srunblinten höben, ober 
gleiφe Roheit, unb wie verhalten fiφ Φreiecfe überhaupt? 
Sßie verhalten fiφ Parallelogramme, welφe einen 3δintel 
gleiφ höben, ober ⅛reietfe, welφe einen 3δinfel gleiφ hö= 
ben? 2Bie verhalten fiφ ⅛hnltφe netfe?
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68 <Seφδteδ ^α⅞>itel. §. 190.

3) SßaS verfielet man unter beut Inhalt einer $igur? SBie 
wirb ber Inhalt eines Parallelogramms gefüllten, eines 
©uabrats, eines ©reiecfs, eines ©rapejeS?

4) ©en 3n⅛alt eines Parallelogramms ju beftiiitnieii, wenn 
bie ©runblinie 68 unb bie ξ)ol)e 25 $uß ©ecintalmaaß 
mißt. ©ber meint bie ©runblinie 59,5 unb bie §öl?e 
6,78 $uß ©ecintalmaaß fyat. Ober wenn bie ©runblinie 
8,7 guß unb bie £)ölje 9,56 $oll ©ecintalmaaß ift. ©ber 
ben 3npalt in ©uobecimalmaaß aitjugebeit, wenn bie 
©ruitblinie 9° 8' bie ξ)o⅛e 5'7" ©ecintalmaaß ift. Ober 
ihn in ©ecintalmaaß anjugeben, wenn bie ®runblinie 
68,751° unb bie £)öfye 5,89' ©uobecimalmaaß wäre.

1700□'. 403□'41□". 8□'31□" 72□'". 5Q°84Q' 
55Q''. 33Q° 74□' 52Q".

5) Söie grofj ift bie ©runblinie eines ©reiecks, wenn feine 
ξ)i>fye 28 unb fein 3nljalt 20 ift?
“ 1,428 •

6) 2ßie groß ift bie ξ)bhe eines ©rapcjeS, wenn feine paral* 
leien Seiten 32 unb 18 futb, unb 300 fein 3nl)alt ift?

12.
7) ©er Inhalt eines ©rapejeS fei 140, bie eilte ber parat* 

leleit Seiten fei 16, bie ξ}δfye 10, wie grofs ift bie an* 
bere ber parallelen Seiten?

12.
8) ©ie Katheten eines rechtwinkligen ©reiecks finb 3,57 unb 

8,29, wie groß ift bie ©ppotenufe?
9,02

9) ©ie ξ)hpotenufe eines rechtwinkligen ©reiecks fei 15,7, 
bie eine Kathete 5,38, wie groß ift ber Supalt beS 
©reiecks?

39,67 ∙.∙..
10) ©ie normalen ¾bftdnbe ber parallelen Seiten eines ©ra* 

pe^eS von beut ©urchfchnittspunkt ber nicht parallelen 
feien 6 unb 18, bie kleinere ber parallelen Seiten fei 11, 
wie groß ift ber Inhalt beS ©rapejeS?

264.
11) (Sine Seite eines n ecfs fei 8,5, wie groß muß bie gleich* 

liegenbe Seite eines necfs genommen werben, baS jenem 
ähnlich unb I non ihm fein foll?

6,94 ..∙∙.
12) 3wei gleiφliegenbe Seiten zweier ähnlichen necke finb 3 

unb 4, wie groß muß bie gleiφliegenbe Seite eines n ecfs 
genommen werben, bas jenen necken ähnlich unb gleich 
ihrer Summe, ober gleich ihrer ©ifferenj, ober beffen Um* 
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§. 191. 93oπ ber φroport. b. gerαbliπ. g⅛uren :c. 69

fang gleiφ ber Summe, ober ©iffereng ber Umfänge 
jener fein foll?

5. 2,645 ... 7. 1.
13) ©er 3∏palt eines ©nabrats fei 37 Ouabratfufj, toie 

grofj ift bie Seite bes ©uabrats?
6,082 .... ftufe.

14) ©ie ©iagonate eines ©uabratS fei 12 $ufj, mie grofj ift 
ber 3npalt bes CluabratS?

72 ©uabratfufj.
15) ©ie brei Seiten eines ©reietfs feien 12 $ufj, 10 gufj, 

8 §ufj; mie grofj ift bie ^rojection ber Seite, melφe 
iθ $ufj pat, auf ber, ioclφe 8 gufj mifjt?

11
16) ©ie brei Seiten eines ©reietfs feien 6, 8 unb 10 ⅝ιιjj, 

toie grofj ift bie 8inie, melφe bie SDiitte ber Seite, bie 
8 gufj mifjt, mit ber gegeniiberftepenben <5tfe berbinbet?

7,211 .... frφ.
17) B^ei Seiten eines ©reietfs feien 6 unb 10 gufj, bie 

8inie, ⅛>elφe bie WJitte ber brüten Seite mit ber gegen* 
überftepenben ßtfe berbinbet, meffe 7 $ujj, wie grofj ift 
bie brüte Seite?

8,717∙..∙
18) ©ie £öpe eines gleiφfeitigen ©reietfs fei 306'8∣" ©ito* 

becimalmaafj, wie grofj ift bie Seite nnb ber $npalt?
40l'3∣". 7Q045□' 12□".

19) ©ie parallelen Seiten eines ©rapejeS feien 56 unb 80 
⅛Rutpen, bie eine ber niφt parallelen Seiten meffe 34 ‰ 
tpen, bie anbere ber uiept parallelen Seiten fiepe normal 
auf ben parallelen; mie grofj ift ber 3npalt bes Sra* 
pejeS?

1637,65Q0.

Siebentes Kapitel.

Von der harmonischen Proportion und von ben Transversalen.

§. 191. Lehrsatz.
Verden zwei parallele Linien von breien Linien gefφnit* 

ten, melφe fiφ in einem φnntt fφneiben, fo berpalten fiφ 
jwei Stiitfe ber einen bon ben parallelen Linien toie bie beiben 
Stütfe ber anberen, ioelφe mit jenen burφ biefelben fiφ fφnei* 
beπben Sinien abgefφnitten finb.
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23 e weis. @S feien gig. 62 ober $ig. 63 BD unb B'D' 
bie beiten parallelen Siitien, AB, AC, AD bie brei fiφ in 
einem Punft A fφneibenbeπ. 2laφ §. 137 unb §. 142 1tft 
alsbann

AB _ AC _ AD 
AB' ~ AC' ~ AD' ’

Die Pitnfte B unb B', C unb C', D unb D' finb bemιtaφ 
gig. 62 äußere, gig. 63 innere entfpreφenbe fünfte für A als 
¾e⅝nliφteitspun!t, unb es folgt ttaφ §. 160 2)

BC _ CD _ BD 
B'C' ~ C'D' - B'D'

(jeher biefer Duotienten ift ttamliφ beut ®ritnbber!jältniß 
AB : AB' gleiφ) ober

BC : CD = B'C': C'D' 
BC : BD = B'C': B'D' 
CD: BD = C'D': B'D' 

unb baS ift ber Sa|.
§. 192. 8el)rfa⅛.

Sinb ftig. 62 ober $ig. θθ bie Linien BD unb B'D' pa≈≈ 
rallel, finbet eine ber Proportionen

1) BC : CD = B'C': C'D'
2) BC: BD = B'C': B'D'
3) CD : BD — C'D': B'D'

Statt, unb fφneiben fiφ jwei ber brei Linien BB', CC', DD', 
fo ge⅛t bie britte burφ bereit DurφfφnittSpunft.

23eweis. 2IuS jeber ber brei Proportionen laffen fiφ 
bie beiben anberen ableiten. So folgt j. 23. aus 1)

BC : BC ψ CD = B'C': B'C' ⅛ C'D' 
ober BC : BD = B'C': B'D'.

Dies ift bie giυeite Proportion, ¾e¾nliφ folgt 3) aus 1) 
u. f. f. (Ss finben alfo bie brei Proportionen glεiφjeitig 
Statt, unb es ift gleiφgiltig, welφe von φncn voraιtSgefe⅛t 
ift. — Sφneiben fiφ etwa bie hinten BB' unb DD', fo be- 
traφte man A als ¾etynliφfeitSpuntt, unb eS briitft BD: B'D' 
bas ©runbver^ältniß aus (§. 163). Diefem ift wegen ber 
^weiten Proportion BC: B'C' gleiφ, unb eS folgt aus §. 160 4), 
baß C unb C' entfpreφenbe Puufte finb, alfo bie Sinie CC' 
bιtrφ A gel)t. Unb afmliφ folgt ber Sa⅛ wenn BB' unb CC', 
ober CC' unb DD' als bie beiben fiφ fφneibenben Linien voraus- 
gefe⅛t werben.

§.193. 8elμfa⅛.
Sφneiben fiφ bie brei hinten BB', CC', DD' $ig. 62 

ober $ig. 63 in einem puuft, unb finbet eilte ber Proportionen
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1) BC : CD = B'C': C'D'
2) BC : BD = B'C': B'D'
3) CD:BD = C'D': B'D' 

Statt, fo finfe feie hinten BD unb B'D' parallel.
beweis. $ft eine Per brei Proportionen vorauSgefept, 

fo finfeen, tvie im vorigen Paragraphen naφgewiefen, auφ bie 
beiben anberen Statt. 2δare niφt BD parallel mit B'D', fo 
müßte von B an« eine anbere Sinie BQ befielen, parallel mit 
B'D' nnb bann hätte man naφ §. 191

BN:NQ = B'C': C'D' 
wegen ber 23orauSfe⅛ung BC : CD = B'C': C'D' 
alfo BN: NQ = BC : CD
nnb eö müßten naφ §. 138 CC' nnb DD' parallel fein, welφeS 
ber SBoranSfe⅛ung wiberfpriφt.

§. 194.
2J?an bente eine unenbliφe gerabe Sinie, außerhalb ber* 

felben einen Puntt A, nnb bιtrφ A eine ^weits unenbliφe 
gerabe 8inie, Welφe bie erfte in einem Puntt X fφneibet. 
2Jian beule bie jweite Sinie um ben Punft A gebreht bis fie 
mit ber erften parallel wirb. ©er ΦιιrφfφnittSpuntt X läuft 
babei auf ber erften Sinie bis ins Unenbliφe. ©öirb bie 
©rehung in berfelben 9viφtung weiter fortgefe⅛t, fo fommt 
ber anbere ©heil feer ^weiten 8inie jum Φurφfφnitt, unfe feer 
ΦurφfφnittSpuntt burφl0uft feie erfte Sinie vollftänbig. 33ei 
fortgefe⅛ter ©repitug ber ^weiten Shiie in einerlei 9ιiφtung 
burφl0uft ber ΦurφfφnittSpunlt bie erfte Sinie ftets in einerlei 
9tiφtung.

3wei parallele δinien laffen fiφ l)iernaφ als jwei fiφ 
fφneibenbe betraφten, bereu Φurφfφnittspunlt in bie Unenfe* 
liφteit gerücft ift.

§. 195.
(Sine unenbliφe gerabe ßinie wirb bιtrφ einen beliebig 

auf ipr angenommenen Puntt in jwei 5Γheite geteilt, bereu 
jeber einerfeits burφ tiefen Puntt begränjt, anbererfeits un* 
enbliφ ift, nnb bie beiben ⅛eile finb einanber gleiφ. Unb 
nimmt man auf einer unenbliφen geraben Sinie jwei Puntte 
an, in beliebiger enbliφer (Sntfernung von einanber, fo theilt 
jeher ber Puntte bie 8inie in jwei gleiφe ©heile, nnb jeher 
ber ©heile, in welφe bie 8inie burφ beit einen Puntt geteilt 
ift, ift gleiφ jebem ber ©heile, in welφe ber anbere Puntt bie 
ßinie jerlegt.

§. 196.
1) ¾uf einer unenbliφen geraben Öinie gig. 64 feien 

$wei puntte A unb B beliebig angenommen. 3tr*ifΦen feen

www.rcin.org.pl
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fünften A unb B lä^t fiφ auf. teer geraten Sinie immer ein 
Puntt X beuten, fo baß fiφ berpält

AX:BX = n:q
wäprenb n unb q beliebige reelle Ballen borftellen; unb es ift 
einleιtφtenb, baß nur ein folφer Puntt X jwifφen A unb B 
beftept. (SS fei M bie SDiitte beS ©tücfes AB. Oft baS Ver=≈ 
pältniß n:q gleiφ 1:1, fo liegt X in M; ift n:q größer als 
1, fo liegt X auf bem ©peil MB, unb rücft in B felbft, fo- 
halb n:q gleiφ n:o wirb; ift n:q Heiner als 1, fo befinbet 
fiφ X auf bem Xpeil AM unb rücft in A, Wenn n:q gleiφ 
Wirb o:q.

Σ)aS Verftäubniß ju erleiφtern tarnt man bon bett fünf
ten A unb B aus, ju entgegengefe⅛ten ©eiten ber Siuie AB, 
gwei parallele hinten AC" unb BC beuten, bie fiφ berpalten 
Wie n:q, unb bie öinie CC". ©iefe liefert in iprem Φurφ* 
fφnittspuntte mit AB ben Puntt X, bernt es berpält fiφ 
AC" : BC = AX:BX. Oft nun AC" = BC, fo ift AX = 
BX u. f. W.

2) (Ss beftept aber febeSmal noφ ein ^weiter Punft Y, 
entweber auf ber über B, ober auf ber über A pinauS liegen® 
ben Verlängerung ber Sinie AB, fo baß fiφ berpält

AY:BY = n:q.
3ft n:q gleiφ 1:1, fo liegt Y in unenbliφer (Sntfernung, ift 
n:q größer als 1, fo befinbet fiφ Y auf ber über B pinauS 
liegenben Verlängerung unb rücft in B, wenn n:q gleiφ n:o 
wirb; ift n:q Heiner als 1, fo liegt Y auf ber Verlängerung 
über A pinauS, unb rücft in A, wenn n : q gleiφ wirb o: q. 
(Ss beftept jebesmal nur ein folφer puntt Y, mit Slttsnapme 
beS ⅛alleS, in welφem Y in ber Unenbliφteit liegt, unb bann 
fowopl in ber einen, als in ber anberen 9ftiφtung fiφ annep- 
men läßt. _

‰φ pier fann man fiφ bie <Saφe berfinnliφen, inbem 
man bon ben fünften A unb B aus, auf einerlei ©eite bon 
AB, jwei parallele Linien AC' unb BC beult, bie fiφ berpalten 
wie n:q, unb bie ßiitie C'C, bie in iprem ΦurφfφnittSpnntt 
mit AB ben Punft Y barbietet.

3) Verhält ftφ AX: BX = n : q
unb jugleiφ AY : BY = n : q
fo bat man bie Proportion

AX : BX = AY : BY.
(Sine folφe Proportion peißt parmonifφ, bie hier Punfte 
A, B, X, Y peißen parmoπifφe punfte, bie puntte A unb 
B jugeorbnete Puntte, eben fo bie Punfte X unb Y. — 
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ΦαS Vertaufcpen her inneren ©lieber liefert bie Proportion
XA : YA = XB : YB

unb biefe Proportion ift gleichfalls parmonifcp.
4) 5Dtan ftelle fiep vor, ber Punft X bewege fiep von M 

aus bis B, nnb weiter bis ins Unenblicpe, wäprenb beftänbig 
bie parmonifepe Proportion

AX:BX = AY: BY
erfüllt wirb: fo tommt inbeffen Y auf ber über B pinauS lie≈≈ 
genbeit Verlängerung aus ber Unenbliφfeit per, erreicht ben 
Punft B gleichzeitig mit X, nnb geht weiter bis M; nnb läfjt 
man Y fiφ fortbewegen nacp A, nnb über A pinauS ins Um 
enblicpe, fo tommt X auf ber über A pinauS liegenben Ver
längerung aus ber Unenblicpfeit per, erreicht gleichzeitig mit Y 
ben Punft A, unb gept weiter bis Μ. — ®er Punft M tpeilt 
bie unenblicpe gerabe Siuie in zwei Hälften, ©ie Puntte X 
unb Y befinben fiep beibe immer gleichzeitig auf ber einen ober 
auf ber anberen von biefen Hälften, unb es liegt immer, wie 
fepon oben erwäpnt, ber eine zwifepen A unb B, ber anbere 
niept zwifφen A unb B.

5) 3u jeben beliebigen brei Pitnften A, B, X faitn ftets 
ber vierte parmonifepe punft gebaept werben, unb biefer ift 
bitrep jene brei vollfommen beftimmt. Siegt ber eine von ben 
brei puntten, etwa X, in ber 9)iitte zwifφen ben beiben an
beren A unb B, fo befinbet fiep ber vierte jenem zugeorbnete 
parmonifepe punft in unenblicper Entfernung, unb umgefeprt, 
liegt einer von ben parmonifepen Puntten in ber Unenblicpfeit, 
fo befinbet fiep ber ipm zngeorbnete in ber 5Dιitte zwifepen ben 
beiben übrigen.

§. 197.
SDJan beute eine unenblicpe gerabe 8inie, unb auf berfelben 

vier parmonifepe puntte A, B, X, Y. Slujjerpalb ber geraben 
Sinie nepme man einen Punft Q beliebig an, itnb lege bitrep 
ipn unb bitrep jene parmonifepen Puntte vier unenblicpe gerabe 
Siitien QA, QB, QX, QY. ©olcpe vier Sinien nennt man 
parmonifepe Sinien, parmonifepe ©trapleit, unb bie 
burep zngeorbnete Puntte A unb B, ober X unb Y, gepenben 
jugeorbnete ßinien ober ©traplen.

Vefinbet fiep X in ber SDtitte von AB, fo liegt ber vierte 
parmonifepe punft Y in ber Unenblicpfeit, nnb ber ©trapl QY 
gept parallel mit AB, unb umgefeprt, legt man ben @trapl QY 
parallel mit AB, fo gept ber zngeorbnete QX burep bie SDcitte 
von AB.
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§.198. 8ebrfa⅛.
Φurφ feier barmonifφe ©trabten wirb jebe gerabe Sinie, 

welφe niφt burφ ihren Φurφfφnittgpuntt gebt, b^monifφ 
geteilt.

53 e w e i g. 5Bir unterfφeiben gtυei gälte. ©ie 8inie ift ent* 
Weber mit einem ber ^armoπifφen ©trabtet parallel ober niφt.

1) (5g »erhalte fiφ gig. 65
AX: BX = AY : BY.

©ie 8inien QA, QB, QX, QY finb algbann barmonifφe ©trab* 
len. S'V' fei eine Beliebige Sinie parallel mit einem ber l)ar≈≈ 
monifφen ©trabtet, etwa QA. Um 31t beweifen, ba§ S'V' 
barmonifφ geteilt fei, ift naφ §. 196 5) barjuφun, bafj 
B'S' gteiφ B'V' ift. Φurφ ben φnnft B, in welφem ber 
©trabt QB, ber jenem ©trabt QA jugeorbnet ift, bie t'inie 
AB fφneibet, lege man SV parallel QA, nnb eg »erhält fiφ 
naφ §. 137

AY:BY = AQ:BV 
nnb naφ §. 142 AX: BX = AQ : BS 
alfo, ba bie lintg ftebenben ©uotienten gleiφ finb

AQ : BV = AQ : BS 
φierang folgt BV = BS
nnb bann ift naφ §. 191 anφ B'V’ = B'S'.

2) Sir änbern unfere 23oraugfe⅛ung, nnb nehmen an, 
bie feier burφ ben fßitnlt Q geljenben Linien gig. 65 feien feier 
barmonifφe ©trabten, bie Vinie AB aber fei eine beliebige 
9inie, welφe fammtliφe ©trabten fφneibet nnb niφt bιtrφ 
ihren Φurφfφnittgpuntt gebt. Φιtrφ irgenb einen ber feier 
Φurφfφnittgpunfte A, B, X, Y, etwa B, legen Wir eine Sinie 
VS parallel mit bem ©trabl QA, ber bnrφ ben ^nnft A gebt, 
welφer jenem B jugeorbnet ift. Unter 1) ift bereitg bewiefen, 
bafj barmonifφe ©trabten eine 9inie, welφe parallel mit einem 
bon ihnen ift, barmonifφ tbeiten, begbalb ift hier BV gleiφ BS. 
¾un »erhält fiφ

AY : BY — AQ : BV 
nnb AX:BX = AQ:BS
folgliφ, ba BV gleiφ BS ift,

AX : BX = AY : BY.
©amit ift ber ©a£ erwiefen.

§. 199. 9ebrfa⅛e.
1) ©teben jwei jugeorbnete barmonifφe ©trabten auf 

einanber reφtwinflig, fo b<M⅛en fie bie Sintel, welφe bie 
beiben anberen jugeorbneten ©trabten bilben.

23eweig. ©ie ©trabten QA, QB, QX, QY gig. 65 
feien b<wttonifφ, unb bie beiben jugeorbneten QA nnb QB 
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§. 200. 53on ber pαrmonif(pen ^Proportion :c. 75

mögen auf einanber reφtiointlig fiepen. ©atm folt QA ben 
2Bintel V'QX, QB ben Sßintel XQY palbiren. — 9)lan benfe 
VS parallel QA. 9flaφ §. 38 fiept VS normal auf QB; unb 
eδ ift, naφ bem »origen ^βaragrapp, BS gleiφ BV; beSpatb 
finb naφ §.74 bie Sßintel SQB unb VQB einanber gleiφ. 
©ie Φleiφpeit ber Sittfel V'QA unb XQA folgt jept naφ 
§. 46 2).

2) palbirt ber eine bon hier parmontfφen ©traplen ben 
2BinfeI, toelφen feine beiben benaφbarten Straplen Silben, 
fo fiept er normal auf bem tpm jugeorbneten ©trapl, unb bie-≈ 
fer palbirt alfo ben Sßtnfel, ber bon ben ipm benaφbarten 
©traplen gebilbet wirb.

beweis. (Ss werbe angenommen, QB palbire ben 
2Bintel XQY. VS fei parallel mit bem @trapl QA, iυelφer 
jenem QB jugeorbnet ift. ©amt ift BS gleiφ BV, unb ba 
Z.SQB = Z_VQB, fo folgt naφ §. 74, bajj QB normal fiept 
auf VS, alfo auφ normal auf ber bamit parallelen QA.

3) <Sφneiben fiφ hier Simen QA, QB, QX, QY in einem 
lpuntt, fiepen jmei bon ipnen, QA unb QB, auf einanber 
reφtiointlig, unb palbirt bie eilte bon biefen, QB, ben 20iιιfel 
XQY, toelφer bon ben beiben anberen gebilbet wirb, fo finb 
bie hier hinten parmonifφe ©traplen.

beweis. Φurφ einen beliebigen $unft B ber Sittie QB 
beute man eine Sinie SV parallel mit QA. SV ftept bann 
normal auf QB, unb ba auφ bie Sßintel SQB unb VQB gleiφ 
finb, fo folgt naφ §. 74, bap SB glciφ ift BV, itnb barauS 
erpellet ber ®ap (§. 197).

4) 3rgenb gwei fiφ fφnetbenbe Stuten QX unb QY unb 
bie ξ>albirungSlinien QA unb QB tprer SSinfel finb parmo≡ 
nifφe ©traplen.

53 eine iS. ©ie φalbirungSlinien ber SBinfet fiepen naφ 
§. 46 auf einanber normal, biφer erpellet baS <⅛5efe⅛ aus 3). 

§.200. 8eprfa∣.
2δcnn man $ig. 66 bei einem ©reietf ABC ben einen 

Eintel bιιrφ bie Stute AX, unb feinen 9flebenn.nιιtel bιιrφ bie 
Siitie AY palbirt, fo berpält fiφ

BY : CY = BX: CX = AB : AC.
beweis. 91aφ 4) beS vorigen ^aragrappen finb bie 

vier burφ A gepenbeit Sinicn parmoιιifφe ©traplen, beSpalb 
berpält fiφ

BX : CX = BY : CY
unb naφ §. 143 berpält fiφ

BX : CX = AB : AC.
©arauS erpellet ber Θap.
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©ie Proportion BY:CY = AB:AC täfst ftφ auφ ertoei= 
feit, tnbem πιaπ AQ gletφ AC nimmt, CQ gie⅛t, unb 0bnliφ 
fφtiefst mie in §. 143.

§.201. Seprfa⅛.
33erbatt fiφ $ig. 67 ober $ig. 68

AX:BX = AY:BY 
unb AX'rB'X'= AY':B'Y'
fo fφneiben fiφ bie brei 8inien XX', BB' unb YY' enttoeber in 
einem Punft, ober fie finb parallel.

93etoei«. $mei bet gebauten hinten, etwa XX' unb BB' 
fφneiben fiφ entmeber, ober fie finb parallel. (S« merbe juerft 
angenommen, XX' unb BB' fφneiben fiφ in 0. ςDcan beule 
bie Sinie QA, eine jmeite bιtrφ bie beiben Punfte Q unb Y, 
unb bejeiφne ben Φurφfφnittδpnnft ber leptern δinie mit AB' 
bιtrφ Z. Siegen ber erfteren ber borauδgefe⅛ten Proportionen 
finb bie burφ Q gepeuben vier δinien parmonifφe ©traplen. 
Sie tpeilen alfo AB' parmonifφ, unb e« ift Z ber vierte par- 
monifφe Puntt ju ben breieit A, B', X'. fällt bemnaφ 
Z mit Y' jufammen, unb bie Sinie YY' mit ber QY; folgliφ 
gept YY' burφ ben Punft Q. — ©inb gtt>ei ber Linien, etwa 
XX' unb BB' parallel, fo fann bie britte YY' niφt eine ber 
erfteren fφπeibcn,* bemt fφnitte fie bie eine BB', fo müßte, 
naφ bem eben (ErWiefeiten, auφ bie anbere XX' bnrφ ben 
Φurφfφnittδpuιιft geben, unb bann fφnitten fiφ bie beiben 
erfteren, welφeδ fiφ wiberfpriφt.

(Eben fo läßt fiφ geigen, baß aιtφ bie Linien XY', X'Y 
unb BB' fiφ in einem Punft fφneiben.

§. 202.
(Ein vollftänbige« Sßierecf entftept, wenn man bie <Sei= 

ten eine« SStered« ιιnenbliφ benft. $eber punft, in welφem 
jwei ©eiten eine« vollftänbigen SSiered« fiφ fφneiben, peißt ein 
(Edpunft, eine (Scfe be« Sßiered«, jebe gerabe 8tnie, Welφe burφ 
,^υei (Eden eine« vollftänbigen Sßiered« gebt, opite mit einer 
©eite jufammen ju fallen, eine ©iagonale. (Ein vollftänbigc« 
23iered ⅛ig. 69 bat feφδ (Edpitnfte A, B, C, D, E, F unb 
brei ©iagonalen, AC, BD, EF. ©inb ftig. 70 jWci ©eiten 
eine« vollftänbigen SSieretf« AD unb BC parallel, fo fällt ipr 
Φurφfφnittδpunft F in unenbliφe (Entfernung, unb bie bιtrφ 
ben ⅛>urφfφnittδpuuft E ber niφt parallelen ©eiten AB unb 
CD gepenbe ©iagonale ift ben parallelen ©eiten parallel, 
©inb je jwei gegeniiberftepenbe ©eiten eine« vollftänbigen 
Sßiereef« parallel, fo liegen gtυei (Edpitnfte in ber Unenbliφfeit, 
unb bamit auφ bie burφ fie gepenbe ©iagonale. (Ein voll≈ 
ftänbige« Sßiered ift ein ßinienfpftem, feine gldφe.
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§, 203, 204, bet bαι,πιoπifφen Proportion :c. 77

§.203. Sehrfα⅛.
ßebe diagonale eines vollftänbigen 33ierecfS ift harmoιιifφ 

geteilt, unb jinar finb bie beiben (Stfpunfte, melφe auf ihr 
fiφ finben, jiυei zusammengehörige harmoιιifφe Puntte, unb 
bie beiben fünfte, in ivelφeιι fie von ben auberen diagonalen 
gefφιιitten wirb, bie jtvei übrigen jufanimengetyörigen ⅛arιno' 
nifφen φuntte.

33 eme iS. 5Dfan beule $ig. 69 zu ben brei Linien AB, 
AX, AD bie (in ber ^igur niφt angegebene) vierte harmonifφe 
8iuie AV. @ie liefert, naφ §. 198, auf ber 8inie BD zu ben 
brei fünften B, D, X ben vierten ⅛armonifφen Puntt X*. 
9‰n beule ferner zu ben brei Linien CB, CX, CD bie (niφt 
gezeichnete) vierte ^arnιeιιifφe 8inie CS: unb fie liefert, naφ 
§. 198, auf ber Sinie BD zu ben brei φuntten B, D, X gleich
falls beit vierten harnιoιιif⅞en 5βunft X'. die Siiiien AV unb 
CS fφneiben fiφ bemnaφ, unb ihr durφfφnittspuπtt X' liegt 
auf ber Sinie BD. — die ßinie AV liefert, ιιaφ §. 198, auf 
ber Siιιie EF auφ ju ben brei fünften E, F unb Y ben 
vierten haruιonifφeπ Puutt Y'; unb bie Sinie CS liefert 
gleiφfalls zu beit fünften E, F unb Y ben vierten harιnoni≈ 
fφen ^uιιtt Y'. die Linien AV unb CS fφneiben fiφ bem≈= 
naφ in einem Punft Y', tvelφer fiφ auf ber Siitie EF be≈ 
finbet. — der durφfφnittspuntt ber Linien AV unb CS liegt 
alfo auf ber 8inie BD unb zugleiφ auf ber 8inie EF, unb ift 
folgliφ ihr durφfφnittspunft Z. 3n biefem Puntt Z wirb 
alfo ber vierte harmonifφe' Puntt X' zu beiten B, D, X, unb 
zugleiφ ber vierte h^uιonifφe Y' zu ben fünften E, F unb 
Y bargeboten. — daf⅛ auφ bie britte diagonale AC h<∏> 
monifφ geteilt fei, folgt in gleiφer 3δeife, iubem man zu ben 
Linien BA, BX, BC bie vierte ⅛armonifφe 8iιιie beult, unb 
bie zu ben breien DA, DX, DC.

derfelbe 33eiυeiS pafit für $ig. 70.
der ©afj gilt enbliφ auφ für baS Parallelogramm, benn 

bie eine diagonale liegt in ber Unenbliφfeit, unb bie auberen 
beiben finb palbirt.

§. 204.
3ebe δinie, tυelφe beliebige anbere 8inieιι fφneibet, ⅛eifit 

eine dransverfale.
33efinbeιι fiφ auf einer beliebigen ßinie Puntte A, B, C, D 

u. f. tv., unb wirb bie Sinie von einer dransverfale in bem 
Pnnft X gefφnitten, fo nennt mau bie Stiicfe AX, BX, CX, 
DX u. f. f. bie 3Ibfφnitte biefer %raιιSverfale.

SBirb für ein dreiecf eine gerabe Siitie als dranSver^ 
fale gebaφt, fo fφneibet fie entiveber zivei ©eiten unb bie 
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78 Siebentes Kapitel. §. 205-207,

Verlängerung bet britten, ober fie fφneibet bie Verlängerungen 
aller brei ©eiten. ©ies erhellet, wenn ntan $ig. 71 fo ber 
erften gigur bie 2τanSverfale XY einmal um ben φunft X, 
unb einmal um ben φuntt Y gebreljt beult.

§. 205. 8e⅛rfa⅛.
2Berben $ig. 71 brei fiφ fφncibenbe gerabe Linien AB, 

AC, BC von einer £ransverfale XY gefφnitten, fo bilberi fiφ 
feφs 3Ibfφnitte, unb baS ⅛robuct AX.BZ.CY folφer brei 
3lbfφnitte, welφe niφt eilten ©nbpuntt gemeinfφaftliφ tyaben, 
ift gleiφ bem BX. CZ. AY ber brei übrigen.

33 e weis. 3luS einem ber ΦιιrφfφnittSpun!te ber brei 
Linien, etwa A, jiefye man AQ parallel jur £ranSverfale; 
bann ift

AX : BX = QZ : BZ 
CY:AY = CZ : QZ 

unb bie φrobucte ber äußeren unb ber inneren ©lieber liefern 
AX∙CY∙BZ = BX «AY.CZ.

§.206. ^8eprfa⅛.
33efinben fiφ $ig. 71 bie ⅛untte X, Y, Z in folφer 

Stellung baß
AX∙BZ∙CY = BX.CZ∙ AY 

fo liegen bie fünfte X, Y, Z in geraber 8inie.
33 e weis. 9Jian benf'e burφ X unb Y eine gerabe δinie, 

unb begeiφπe ben fßunft, in welφcm BC rott biefcr ßinie 
gefφnitten wirb, unb von bem es vorläufig unbeftimmt ift, 
ob er mit Z jufammenfallen werbe, bιtrφ Z'. 3'U i>er erften 
3igur befinbet fiφ rL' auf BC felbft, in ber ^weiten auf 
ber Verlängerung von BC (§. 204). 9fiaφ bem vorigen 
@ap ift

AX∙BZ'∙CY = BX∙CZ'∙AY.
£)ie vorauSgefe⅛te Θleiφuιtg bivibire man bιtrφ biefe; baS 
liefert

BZ: BZ' = CZ:CZ'
barauS folgt

BZdhCZ:CZ = BZ'±CZ0CZ'
b. p. BC: CZ = BC: CZr.

©eStyalb ift CZ gleiφ CZ', alfo liegt Z in Z', b. fy. mit X 
unb Y in geraber Sinie.

§.207. Seprfap.
3nnerhalb ober außerhalb beS ©reietfs ABC $ig. 72 

ober ⅞ig. 73 fei ber ^3unft N beliebig genommen, unb burφ 
ihn unb bie ©den beS ΦreiedS feien bie Sransverfalen AY, 
BZ, CX gelegt; bann ift baS Vrobuct AX∙BY∙CZ breier niφt 
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§. 208.209. b« hMt∏omf(⅛etι Proportion tc. 79

jufαmmenftoβenben 3lbfφnitte gleiφ bem ^robuct BX∙CY∙AZ 
bei* übrigen.

33 e weis. ftür baS ©reied ABY betraφte man CN als 
©ranSnerfale, nnb es ift nad; §. 205

AX∙BC∙YN = BX∙YC∙AN.
$ür baS ©reied AYC werbe BN als XranSoerfale betrachtet, 
unb es ift

AN∙BY∙CZ = YN∙BC∙AZ.
©aS 5βrobuct beiber (Gleichungen aber liefert

AX∙BY∙CZ = BXCYAZ.
§. 208. 8eprfa⅛.

Siegen $ig. 72 ober $ig. 73 bie fünfte X, Y, Z ber
geftalt, bafj

AX∙BY∙CZ = BXCYAZ 
fo fφneiben fid; bie Linien AY, BZ unb CX in einem unb 
bemfelben 5βuηfte.

33eweiS. ©er ©urd;fd;nittspunft ber beiben Linien BZ 
unb CX fei N. ©urd? A unb N beute man eine gerabe Sinie, 
unb ber ΦurφfφnittSpunft berfeiben mit BC werbe burφ Y' 
bezeichnet. ©ann ift ιιaφ bem Porigen Saß:

AXBY'CZ = BXCY'AZ.
©ie borauSgefeßte (Gleiφung werbe bιιrφ biefe binibirt; es 
entfielt

BY:BY' = CY:CY'.
©arauS folgt

BY±CY:CY = BY'zLCY': CY' 
ober BC:CY = BC:CY'.

(Ss ift bemnaφ CY' = CY, alfo befinbet fiφ Y' iit Y, es fällt 
bie Sinie AY mit ber AN jufammen, unb barauS erhellet bas 
(Gefeß.

§. 209. 8el)rfa⅛.
¾uS einem beliebig innerhalb ober außerhalb eines ©reieds 

ABC ⅝ig. 74 ober $ig. 75 angenommenen φunft N feien Nor
malen NX, NY, NZ auf bie «Seiten beS ©reieds gefällt ober 
auf bereu 3Serläiigermtgen. 3llSbann ift

AX2÷BY,+ CZ2 = BX,÷CY2+AZ2.
33eweig, Nian beide bie Linien NA, NB, NC, unb brütfe 

bereu ©uabrate hoppelt aus; baS liefert bie (Gleitungen: 
AX2÷NX2 = AZ2÷NZ2 
BY2÷NY2 = BX2-J-NX* 
CZ2÷NZ2 = CY2÷NY2 

unb bie «Summe biefer (Gleiφungen giebt baS (Gefeß.
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80 Siebente« Kapitel. §. 210-212.

§. 210. Sef>rfa⅛.
Siegen gig. 74 ober $ig. 75 bie fünfte X, Y, Z berge* 

ftalt, ba⅛
AXa+BY2÷CZ2 = BX2+CY2÷AZ2 

fo fφneiben fiφ bie in X, Y, L bejie⅛liφ auf AB, BC, AC 
erriφteten Normalen in bemfelbeit $untt.

33etυei8. ©ie beiben in X unb Y auf AB unb BC er* 
riφteten Normalen mögen fiφ in Nfφneiben, unb man fälle 
von N eine Normale auf AC, tvelφe biefe Sinie in Z' treffen 
mag. 9fiaφ bem vorigen ^aragraρ⅛ ift bann 

AX2+BY2+CZ'2 = BX2+CY2÷AZ'2.
©iefe (SJleiφung tverbe von ber vorauSgefe⅛ten fubtraf>irt. ®S 
entfielt

CZ2— CZ'2 = AZ2—AZ'2
ober CZ2 —AZ2 = CZ'2—AZ'2

ober (CZ⅛AZ)(CZ-AZ) = (CZ'÷AZ')(CZ'-AZ')
ober ba CZ±AZ = CZ'÷AZ' = AC ift

CZ=tAZ = CZ'±AZ' 
fyierju tverbe CZd=AZ = CZ'=LAZ'
abbirt, unb eS folgt CZ = CZ'.
©eSfyatb fällt Z' in Z, bie Normale in Z alfo jufantmen mit 
ber in Z', unb baraus erteilet ber Sa⅛.

§. 211.
©ie Sinien von beit (Scfen eines ©reietfS naφ ben Mitten 

ber gegenüberfteljenben ©eiten ⅛eifjen bie Mittellinien beS 
©reiecfs.

§. 212. Se^rfä^e.
1) @S fei §ig. 72 ober ftig. 73 BZ bie Mittellinie jur 

©eite AC beS ©reietfs ABC. $n BZ fei ber φun!tN belie* 
big angenommen. Φurφ N lege mau bie Siitieit CX unb AY, 
unb beitfe bie Sinie XY; biefe tvirb parallel ju AC.

23etveiS. (Ss ift naφ §. 207
AX∙BY∙CZ = BX-CY-AZ 

unb es ift AZ gleiφ CZ, ba Z bie Mitte ift von AC, 
alfo l;at man AX∙BY = BX-CY

ober AX:BX = CY:BY
unb barauS erhellet baS ®efe|.

2) 3ie⅛t man $ig. 72 ober $ig. 73 bei einem ©reietf 
ABC eine Sinie XY parallel jur einen ©eite AC, bann bie 
©ransverfalen AY uitb CX, unb burφ bereu ΦurφfφnittSpunlt 
N bie Sinie BN, fo ift bieS bie Mittellinie jur Seite AC.

33etveiS. @S ift BX:AX = BY:CY 
alfo AX-BY = BX-CY
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§. 213-215. 5?cn ber ⅛απtwnifφen ^roVoriton ιc∙ 81

ferner ift AX∙BY∙CZ = BXCYAZ
fvlgliφ ift CZ = AZ, alfo Z bie SOiitte von AC.

§. 213. 8etyrfαfc.
®ie brei 9JJittellinten eilte# ©reied# fφneiben fiφ in 

einem Punft.
Semei#. T>enn finb $ig. 72 X, Y, Z bie Bitten bei 

©eiten, fo ift
AX = BX 
BY = CY 
CZ = AZ 

mithin AX∙BYCZ = BXCYAZ.
unb e# folgt ba# (⅛5efe⅛ an# §. 208.

§. 214. tfeprfäfce.
1) ©inb ⅝ig. 72 AY, BZ, CX bie Mittellinien be# ©reied# 

ABC, fo finb bie ©reied'e ABN, BCN, ACN cinanber gleiφ. 
3ebe# ift alfo ber britte 2φeil be# ©reied# ABC.

Semei#. ©ie ©reiede ABY unb ACY finb gleiφ, meil 
fie gleiφe ®runblinieit ⅛aben unb einerlei £ml)e; eben fo bie 
©reiede NBY unb NCY; baljcr ift

ABY—NBY = ACY —NCY
b. ⅛. ANB = ANC.

3it gteiφer S)eife folgt, bafe ANB gleiφ BNC ift.
2) 3θbe 3Kittellinie ift burφ jebe ber beiben übrigen fo 

geteilt, bafc baδ naφ ber (Sde liegeube ©tiid fid; μι bem 
anbereit mie 2:1 verhält, ©a# naφ ber ©eite liegeube ©tuet 
ift bemnaφ ber britte 2φeil ber ganjcit £inie.

Semei#. Wfian beule bie Siitie XY. ©ie mirb πaφ 
§. 212 parallel mit AC. Uitb man pat

AN:YN = AC:XY = BC:BY = 2:1.
§. 215. Seprfäpe.

1) ©ie brei Linien, melφe bie Sßintel eine# ©reied# 
pall>iren, fφneiben fiφ in einem Puuft.

Semei#. (5# feien $ig. 72 AY, BZ, CX bie Linien, 
melφe bie SJinfel be# ©reied# ABC palbiren, ‰φ §. 200 
verpält fiφ

AX:BX = AC:BC 
BY:CY = AB:AC 
CZ:AZ = BC:AB.

©a# Probnct biefer Proportionen liefert 
AX-BYCZ:BX-CYAZ = 1:1 

ober AX∙BY∙CZ = BXCYAZ 
unb barau# erpellet ba# Φefep.

JißplfP« ahomftrir. 1.1$. 7UWuft. ß
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82 «Siebentes Kapitel. §. 216. 217.

2) ©ie brei 8iιιieιt, iυeldje jwei äufjere 3Biιιfel eilte« 
©reiecf« ⅛albiren unb beit inneren 3δinfel, bet niφt 9⅛eben* 
winfel ju einem jener ift, fφneiben fiφ iit einem Punft.

33ewei«. ©ie Linien AY unb CX gig. 73 mögen be« 
©reiecf« ABC äufjere 2δiιιfel bei A unb C tyalbiren, bie Sinie 
BZ patbire beit inneren Söinfet bei B. (S« verhält ftφ uaφ 
§. 200

AX:BX = AC:BC 
BY:CY = AB:AC 
CZ:AZ = BC:AB.

©a« probuct ber Proportionen liefert 
AXBYCZ = BXCYAZ 

unb barau« erteilet ba« Φefe⅛.
§. 216. 8etyrfa⅛e.

1) ©er punft, in welφem bie brei ,£)albiruiig«linien ber 
SßSinfel eine« ©reiecf« fiφ fφneiben, ift bon beit brei ©eiten 
gleiφ Weit entfernt.

33 em ei«, ©ie Linien AY unb BZ gig. 72 mögen bie 
30infel BAC unb ABC be« ©reiecf« ABC Ijalbiren. -Dian 
benfe bon φrent Φurφfφnittδpunft N Normalen auf bie ©ei* 
ten gefällt, unb bie punfte, in welφen bie ©eiten AB, BC, AC 
bon beit Normalen getroffen werben, feien be^iepliφ burφ X', 
Y', Z' Bejeiφιtet. ©ie ©reiecfe ANX' unb ANZ' fiitb coit* 
gruent, benn fie haben AN gcmeiufφaftliφ, fiitb reφtwinflig, 
itttb e« ift Z.NAX' = ΔNAZ', weil AN ben SBiufel BAC 
palbirt. ©arau« folgt, bap NX' gleiφ NZ' ift. (Eben fo fiitb 
bie ©reiecfe BNX' unb BNY' congruent; unb be«fyalb ift NX' 
gleiφ NY', ©arin liegt ber ©a£.

2) ©er Punft, in Welφem bie brei Linien fiφ fφneibeιι, 
welφe jwei äufjere Sßinfel eine« ©reiecf« palbiren, unb beit 
inneren Söinfel, ber niφt OlebenwinM ju einem jener ift, liegt 
bon ben ©eiten be« ©reiecf« (ober bereit Verlängerungen) 
gleiφ weit entfernt.

Vewei« att $ig. 73 Wie ber ju 1).
§. 217. 8elμ∙fa⅛.

©ie brei Linien, welφe auf beit ©e’teit eilte« ©reiecf« 
in bereit 9Jlitten normal fte⅛en, fφneiben fiφ in einem punft,

Vewei«. ©inb ffig. 74 X, Y, Z bie SDlitteit ber ©ei* 
ten be« ©reiecf« ABC, fo ift

AX2 = BX2 
BY2 = CY2 
CZ2 = AZ2 

folgliφ AX2+BY2÷CZ2 = BX2 + CY2 + AZ2 
unb e« erhellet ber ©ah au« §. 210.
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§. 218—221» ‰n ber bαππonifφeπ ψrcψortion κ. 83

§. 218. 8e⅛rfα⅛.
Φer φunlt, in toelφent bie Normalen fiφ fφneiben, bie auf 
beit (Seiten eines ©reieds in bereu Bitten erriφtet finb, liegt 
von beit brei ©den gleiφ weit entfernt.

23 etoeis. (Ss fei ⅛ig. 74 X bie 9Jiitte von AB, unb XN 
normal auf AB, Y bie 9)iitte von BC, unb YN normal auf 
BC. ‰n beule bie Linien NA, NB, NC. ©a AX gleiφ BX 
ift, unb bie 30infel bei X reφte finb, fo erhellet aus §. 74 
bafj NA gleid) NB ift. Sben fo ift NB gleiφ NC.

§. 219. 8ehrfa⅛.
©ie breiξ)iφen eines ©reieds fφtιeiben fiφ itt einem ^unft.
33 em eis. (£s feien $ig. 7θ AY, BZ, CX bie ⅛iφen 

beS ©reieds ABC. ^nbem matt bie Du abrate ber Seiten 
jtveifaφ auSbriidt, erhält ntatt

AX2÷CX2 = CY2ψAY2 
BY2÷AY2 = AZ2ψBZ2 
CZ2÷BZ2 = BX2÷CX2 

©ie Summe biefer Φleiφuιtgeιι ift
AX2+BY4+CZ2 = BX2+CY2 + AZ2

unb eS erhellet baS (⅛kfe⅛ ans §. 210. 
§. 220. 8e⅛rfa⅛.

©er Quillt N, in ivelφenι bie ⅛fιittelliιιien eines ©reieds 
fiφ fφneiben, ber ⅛ιιnft Q, in iυelφem bie φiφen fiφ fφnei= 
bett, unb ber ΦurφfφnittSpιndt Q' ber Linien, bie auf bett 
©eiten in bereit SOcitten normal flehen, liegen in geraber 8U 
nie, unb es verhalt fid; NQ:NQ' = 2:1.

SßemeiS. (£S feien gig. 77 AA', BB', CC' bie 9Jιittel≈ 
linien beS beliebigen ©reieds ABC. (5s verhält fid;

NA:NA' = NB:NB' = NC:NC' = 2:1.
©eSfyalb fiitb bie ©reiedc ABC unb A'B'C' entfpreφenbc ⅝i=≈ 
gureit für N als inneren 21e⅛nliφfeitspmdt unb baS Θrunb= 
Verhältnis 2:1. ©iv ξ)0⅛en bcs ©reieds ABC unb bie beS 
©reieds A'B'C' finb alfo entfpreφenbe Siniett, unb φrc Φurφ- 
fφnittsρunfte Q unb Q' etttfpreφenbe fünfte. ©eSltalb be* 
finbett fid; 0 unb Q' mit N in geraber Sittie, unb es ver= 
⅛alt fid) NQ:NQ' = 2:1. ©ie Roheit beS ©reieds A'B'C' 
fiitb aber, ba bie Seiten beiber ©reiede als eιιtfpreφenbe Öt= 
niett parallel gehen, ungleich bie Linien, lυelφe attf bett Seiten 
beS ©reieds ABC in bereit Bitten normal flehen, <5s er≈ 
hellet alfo baS (^efe⅛.

§. 221. 8ehrfa⅞.
1) Sφneiben fid> fammtliφe Siitien, lυelφe auf bett Set≈= 

ten eines neds in bereit Bitten normal flehen, itt einem ςβunlt, 
fo ift berfelbe von allen (5den gleid) weit entfernt.

6*
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84 9Itf>teδ $αVt1el. §. 222. 223.

23 e weis. 9)ι'αιι jie⅛e von biefent fünfte Linien nach 
alten Seien beS netfs. Φaburφ entfielt über jeher ©eite ein 
gleiφfφenfligeS ©reietf. $ebe von beit gezogenen hinten ift 
beShalb gleiφ her benachbarten, worin liegt, baß alle einanber 
gleiφ finb.

2) 3ft ein Quillt von allen Seien eines netfs gleiφ weit 
entfernt, fo gehen burd; φn bie fammtliφen Siitien, welφe 
anf ben ©eiten in φren Dritten normal flehen.

23eweis. 9JZan siehe von bem fünfte naφ jeber Stfe 
eine Sinie, fo entfielt über jeber ©eite ein gleiφfφeufligeS 
©reietf. ©iefe ©reietfc haben jenen φnnft alb (Scfpnnft, Wei* 
φer ben britten ©eiten gegeniiberftelφ, gemeinfφaftliφ, nnb 
bnrφ benfeiben gehen bie erwähnten Normalen naφ §. 75.

3) Ss fantt nur ein $unft ©tatt finben, welφer von 
allen Seien eines netfs gleiφ weit entfernt ift.

23 e weis. ©ernt wollte man annehmen, es fänben mel^ 
rere folφer fünfte ©tatt, fo müßten bιιrφ jcben von ihnen 
bie fammtliφen 8inien ge⅛en, welφe anf ben ©eiten in i⅛reιι 
Bitten normal flehen, nnb bas ift bem 23egriff ber geraben 
£inie μtwiber.

§. 222.
Sin φnnft, ber von allen Selen eines netfs gleich weit 

entfernt ift, heißt ber Mittelpnntt beffelben.
ßebeS ©reietf h«t einen Wttetynnft, aber niφt jebeS 

netf; beim es ift ιιiφt noφwenbig, baß bie 8tnien, welφe auf 
ben ©eiten eines netfs in bereu 9JHtten normal flehen, fämmt= 
litf> burφ einen nnb benfelben φunft gehen.

Uchtes Kapitel.
Von Kreise.

§. 223.
Eine Ebene, welche so begränjt ift, baß alle fünfte ber 

23egranμιng von einem innerhalb ber Sbene liegeuben spunft 
gleich *veit entfernt finb, he⅛t ein Kreis. ©ie 23egranjung 
ift eine in fid; jitrütffehrenbe frumine Siuie. @ie wirb bie 
Kreislinie ober bie φerivherie beS KreifeS genannt. ©er 
innerhalb eines KreifeS befinbliφe φnnft, von wclφem alle 
Ranfte ber φerφhe∏e gleich ^eit entfernt liegen, he⅛t ber 
9)? i 11 e I b u n 11 beS KreifeS.
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Otebe gerate 8inie vom Wtittelpnnft eines Streifes bis ju 
irgenb einem fünfte feiner ^βeri∣φerte tyeifit ein 9tabiuS eher 
ein Spalbmeffer tiefes Streifes.

§. 224.
Sille 9tabien eines Streifes finb, ber Erflärung gemäß, 

einanber gleiφ.
§. 225.

Oft bie Entfernung eines fünftes von bem 2Dtittetyunft 
eines Streifes Heiner als beffen 9tabiιtS, fo liegt ber ⅛nntt 
in bem Streife; ift bie Entfernung beS fünftes vom Mittel* 
∣mnft gleiφ bem9ftabinS, fo befinbet er fiφ in ber 5f3eripf;erie; 
ift fie größer als ber 9iabiuS, fo befinbet er fiφ außerhalb 
bes Streifes, nnb ιιmgefeli>rt.

§. 226.
SBirb innerhalb einer überall begründen Ebene ein Quillt 

angenommen, unb burφ iljn eine ιtneιtbliφe gerate Sinie ge>- 
baφt, fo fφneibet fie bie 23egranμmg ber Ebene wenigftenS 
in ⅛ei fünften. ©ieS liegt in bem begriff ber geraten Viuie 
unb in bem begriff ber überall begründen Ebene.

®el)t baller eine unenbliφe gerate 8inie bnrφ einen φuntt, 
welφer innerhalb eines Streifes fiφ befinbet, fo fφneibet fie 
bie ⅛eri∣φerie beS Streifes wenigftenS in jwei fünften.

§. 227. 8elμfa⅛e.
1) 3;ebe gerate ßinte, bereu normaler 5(bftanb vom Wfiit* 

telpunft eines Streifes geringer ift als ber 9tabiuS, fφneibet 
bie ^βeri∣φerie biefeS Streifes in jwei fünften.

beweis. Es fei $ig. 78 ber normale Slbftanb MC ber 
Sinie AB vorn 2)tittelpuntt M beS Streifes Heiner als ber 
9tabiuS. ©er )βιtnft C befinbet fiφ innerhalb beS Streifes; 
unb ba bie ßinie AB burφ tiefen φunft gelφ, fo fφueibet 
fie bie 5βerψfyerie beS Streifes wenigftenS in $wei fünften, 
<≡ie fφneibet bie φerifφerie aber in ιιiφt mefyr als jwei 
fünften; beim wenn A nnb B jwei Φurφfφmtts∣mnfte ber 
8inie AB mit ber φerifφerie beS Streifes fiitb, fo ift eine be= 
liebige Sinie MD ober ME naφ §. 67 allemal Heiner ober 
größer als ber 9tabiuS MB (ober MA), alfo ift jeher anbere 
φunft ber Öinie AB entweber näljer am 9)ιittelpunH ober 
weiter von φm entfernt, als bie φerifφcrie, liegt halber ent* 
Weber innerhalb ober außerhalb bes Streifes, nut niφt in 
beffen sPerifφerie.

2) Eine gerate ßiiiie, bereit normaler Slbftanb vorn 9)lit≈= 
telpunft eines Streifes größer ift als ber 9tabiιιS, fyat mit ber 
φerip^erie tiefes Streifes feinen φnnft gemeinfφaftliφ.
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50etoei3. 3ft gig. 78 bie ‰rmαle MF größer als bet 
‰biuS, fo ift eine anbere Ohne MG um fo meljr größer als 
ber 9tabiuS. ©aljer fiub alle fünfte ber Sinie FG meiter 
bom SJlittelpunft entfernt, als bie φeri∣φerie, fo baß jene mit 
biefer feinen ^unft gemeiιιfφaftliφ tyat.

3) (Sine gerabe 8inie, bereu normaler 2lbftanb bom 9Jiit≡ 
tetyunft eines Greifes gleiφ bem 9ftabiuS ift, fyat mit ber 
<βerijφerie biefeS Streifes nur einen ißunft gemeinfφaftliφ, unb 
bieS ift ber φmιft, in melφern bie Normale vom 50⅛ittelpunft 
beS Streifes bie 8inie trifft.

Semeis, ©ernt ift $ig. 78 bie 8inie MH normal auf
HN unb babei gleiφ bem 9tabiuS, fo liegt ber ^ßunft H in
ber φeri}φerie, aber fein anberer ⅛unft N ber Sinie HN,
meil jebe anbere 8inie MN größer ift als ber 9fiabiιιS MH.

4) Spat eine gerabe 8inie mit ber φerifφerie eines Strei=≈ 
feS jmei fünfte gemeinfφaftliφ, fo ift φr normaler ¾bftanb 
bom 9Jlittelpunft Heiner als ber 9tabiuS.

Semeis, ©eitn märe er gleiφ bem Fabius ober grö
ßer als berfelbe, fo müßte bie ßinie mir einen φιtnft mit ber 
ςβeri∣φerie gemein fyaben ober feinen.

5) §at eine gerabe 8inie feinen ißunft mit ber ςβeri- 
fφerie eines Streifes gemein, fo ift φr normaler Hbftanb vorn 
W⅛ittetyunft biefeS Greifes größer als ber 9ftabiuS.

Semeis, ©enn märe er φm gleiφ ober fleiner, fo 
müßte bie Sinie einen φunft ober jmei fünfte mit ber φeri- 
pljerie beS Streifes gemein tyaben.

6) ξ)dt eine gerabe Sinie mit ber φeri}φerie eines Grei
fes einen einzigen φunft gcmeinfφaft(iφ, fo ift φr normaler 
¾bftanb bom ∙Vιittc⅛ιιnft biefeS Streifes gleiφ bem 97abinS.

Semeis, ©ernt märe er fleiner ober größer, fo müßte 
bie Stnie jmei fünfte ober gar feinen φιιnft mit ber ^eri≈ 
∣φerie gemein ljaben.

§. 228.
$ebe gerabe ßinie, melφe mit ber φeri∣φerie eines Strei* 

feS jmei fünfte gemeinfφaftliφ Ijat, fyeißt eine (Secante beS 
Streifes, unb baS @tiicf bon φr, melφeS innerhalb beS Strei
fes liegt, eine @ef»ne. $ebe <SeIjne, mclφe bιtrφ ben 9)Ht- 
tetyunft gefyt, mirb ein Φnrφmeffer genannt.

3ebe gerabe Sinie, melφe mit ber φeri∣φerie eines Streifes 
nur einen ^ιιnft gemeinfφaftliφ l;at, fyeißt eine Tangente beS 
Streifes für biefen *βunft, unb ber ⅛mιft, melφen bie ßinie 
mit ber sβeri}φerie gemein Ijat, ber SerüljrungSpunft.
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53on einer ,eecαntc unb von einer <≡e⅛ne fagt man, fie 
fφneibe, von einer ©angente, fie berühre ben Ä'reiS ober 
beffen φer⅛herie,

§. 229.
3eber Φurφmeffer ift bas ©opßelte von bem 9iabiuS 

feines Greifes.
5llle ⅛)urφmeffer eines Greifes finb einanber gleiφ.

§. 230. 8e⅛rfa⅛e.
1) 3cbe gerabe ßinie AB gig. 78, bie fφief fleht auf 

einem 9iabiuS MA in bem fünfte, melφen er mit ber ißeri- 
ßßerie beS ΛreifeS gemeinfφaftliφ hat, ift eine ©ecante.

53eiveiS. ©ernt ißr normaler 5l6ftanb vom 9Jlittelβιmt't 
beS Greifes ift Heiner als ber 9ιabiιtS.

2) 3ebe gerabe Sinie, bie auf einem 9tabiuS normal fleht 
in bem ißiinft, tvelφen er mit ber ^erißljerie gemein fyat, ift 
eine ©angente beS ÄreifeS für biefen ißimft.

53eiveis. ©ernt ißr normaler ¾bftanb vom ≡ittelpuntt 
ift bem 9⅛abiuS gleiφ.

3) ©ie 9⅛abien, ivelφe naφ ben ΦurφfφnittSβunlten 
einer ⅛ecante geben, flehen fφief auf berfelben.

$3eiveis. ©ernt ftänbe einer auf φr normal, fo müßte 
bie ©ecante ©angente fein.

4) 3ieht t≡H ttaφ bem 53eriφrungspunft einer ©angente 
einen 9iabiuS, fo fleht er normal auf ber ©angente.

53eivciS. ©ernt ftänbe bie ©angente fφief auf bem 
IRabiuS, fo müßte fie bie sβeri}φerie beS Greifes fφneibeπ.

5) (Sine Sinie, iυelφe auf einer ©angentc in ihrem 53c* 
rührungSßunfte normal fleht, gel)t bιtrφ ben 59ιitte⅛uπtt beS 
Greifes.

53eiveis. ©er 9iabiuS 31t bem 33erii^rungSpuπtt fleht 
normal auf ber ©angente; unb ba alle Linien in einanber 
fallen, tvelφe auf ber ©angente in bem ‰iφrιtngSβunft nor
mal fteljen, fo fällt bie gebaφte Normale in ben 9iabiuS, unb 
geht mit i⅝m bιtrφ beit Wfι'ittelpunft.

6) gällt man vom 9Jiittetyιmlt eine Normale auf eine 
©angente beS Greifes, fo trifft fie ben 53eriφrmtgSpunIt.

53 cm eis. ©er 9iabiuS 311 bem 53eriφrιtngSfmnltc fleht 
normal auf ber ©angente; unb ba alle Linien in einanber 
fallen, tvelφe vom Wlittelßunlt aus auf bie ©angente bin 
normal gebaφt iverben, fo fällt bie ermähnte Normale in ben 
9tabiuS 311 bem 53eriihrungSβnntte, trifft ihn alfo mit ihm.

7) 5llle ©angenteu für benfelben ⅛ιuιlt eines Greifes fal
len in einanber.
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33etυei⅛. ®enn fie fielen normal auf bemfelben Fa
bius in bemfelben φnιrft.

8) (Sine gerabe 8inie, welφe eine Tangente in bem Se- 
riφrnngSpιιnfte fφneibet, fφneibet ben Kreis.

SeweiS. ©enn berührte fie φn, fo miifte fie mit ber 
Xangente jitfantmenfallen.

§. 231.
ßeber Sßintel, welφer bon gwei 9tabien eines KreifeS ge- 

bilbet ift, beffen Sρ⅛e alfo im Wιittel∣>unft liegt, fyeifjt ein 
ςIRittel∣>unttSWinfel∫ feber SJinfel, welφer von jweiSefy* 
nen gebilbet wirb, nnb beffen Sρ⅛e in ber ^erip⅞erie liegt, 
ein 0eripl)eriewintel.

3ebeS Stiitf ber Kreislinie ⅛eift ein Sogen.
3eber von ben Sφcilen, in bie eine <Sefme einen Kreis 

jerlegt, Reifst ein Kreis ab fφnittj jeher bon ben 2φeilen, in 
bie jWei 9tabien einen Kreis jerlegen, ein KreiSanSfφnitt.

©in KreiSauSfφnitt Ijeifjt ein Dnabrant, wenn bie φn 
begränjenben 9tabien einen reφten Sintel bilben, ein <Seρ 
tant, wenn ber 2δintel, Welφen fie bilben, gleiφ ⅞R ift.

Sian fagt, eine Seltne, ein Sogen, ein 2)ιittetyuπftS=≈ 
wintel, ein Kreisabfφnitt nnb ein KreiSanSfφnitt gehören ju 
einanber, wenn bie Seltne unb ber Sogen φre (Snbpun!te ge≈ 
meinfφaftliφ ljaben, nnb bie Sφenfel beS 2)ιittelbnnttSWinteIS 
burφ biefe ⅛n⅛untte gelfen.

§. 232. 8elfrfa⅛.
Sinb jwei Wiittelfjunftswhifel eines KreifeS einanber 

gleiφ, fo finb bie baju gehörigen Seinen einanber gleiφ, bie 
bajn gehörigen Sogen, KreiSanSfφnitte nnb KreiSabfφnitte 
congrnent.

SeweiS. ®ie (⅛leiφfycit ber Seinen folgt ans ber @on- 
grnenj ber S)reiecfe, welφe (Statt finbet, weil fie jwei Sei
ten nnb ben von φnen gebilbeten Sßintel gleiφ liaben. — 
Öegt man bie K'reiSanSfφnitte fo aufeinanber, baf bie gleiφen 
⅛intel fiφ betten, fo muffen fiφ auφ bie Sogen betten, weil 
beibe überall gleiφ weit bon ben fiφ betfenbeit Sφeite⅛nnt- 
ten ber S3intel entfernt finb. — (⅛S betten fiφ alfo bie So≈≈ 
gen nnb bie KreiSaιιSfφnitte, nnb weil babei bie Seinen in 
einanber fallen, fo betten fiφ anφ bie KreiSabfφnitte.

§. 233. Oefyrfafc.
Sinb jwei 91iitteφunftSWinfel eines KreifeS ungleiφ, fo 

finb bie baju gehörigen Seinen, Sogen, KreiSanSfφnitte nnb 
Kreisabfφnitte nngleiφ.

SeweiS. ©ie Uπgleiφfyeit ber Seinen folgt ans §. 76. 
£ie Ungleiφfyeit ber Sogen, KreiSauSfφnitte nnb KreiSab=> 
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fφnitte fällt in bie Slugen, fcbalb man fie auf einanber legt, 
fo bafj bie einen 9ftabien fiφ betfen.

§. 234. Seφrfa⅛.
<¾5teid>c Seinen, Sogen, StreiSauSfφnitte, StreiSabfφnitte 

beffelben Streifes ljaben gleiφe SDlittelpunftsminlel.
iß em eis. ©enn mären biefe ungleiφ, fo müßten aιtφ 

bie Seinen, 33ogen u. f. m. ungleiφ fein.
§. 235. 9el)rfa⅛.

Ungleiche @ef»nen, Sogen, StreiSauSfφnitte, StreiSabfφnitte 
beffelben ÄreifeS ⅛aben ungleiche Wftittelpunftsmintel.

Semeis, ©ernt mären biefe gleiφ, fo mären es auφ 
bie «Seinen, Sogen u. f. m.

§. 236.
3eber Φurφmeffer tl)eilt fomoljl ben .StreiS, als beffen 

ςperipb)cric in jmei congruente 2φeile.
©ernt bie 2φeile beS Streifes finb StreiSauSfφιιitte, unb 

bte 2φeile ber ^βerifφerie Sogen, melφe gleiφen 9)littelpunftS- 
minteln jitgefyöreit.

§. 237.
$eber von ben 2φei(en eines Greifes, in melφe er burφ 

einen Φurφmeffer jerlegt ift, fyeifct ein ξ)albfreiS.
§. 238. Mrfa⅛.

1) §ällt man von bem Wüttetyunft eines Streifes eine 
Normale auf eine ©einte, fo trifft fie bereit 9DHtte, unb tfyeilt 
ben jur <Se⅛ιιe gehörigen Wüttetyunftsminfel, fo mte ben So
gen ber <Selμte in jmei gleiφe Sφeile.

Semeis. SS fei $ig. 79 M ber Wüttefyunft beS Strei
fes, unb bie 8inie MC normal auf ber <SeIjue AB. — ©ie 
Linien MA unb MB finb einanber gleiφ, als 9tabieu, unb bie 
Sßintel a unb ß, als reφte SBinfel, bafyer ift naφ §.74 AC 
gleiφ CB, unb / gleiφ d, unb beS⅛alb ncφ ber Sogen AH 
gleiφ bem Sogen BH.

2) ©ie 8inie, melφe ben 59iittel∣mnttsmiuf'el einer <Selμιe 
ljalbirt, ftefyt normal auf berfelben.

Semeis, ©ernt ift $ig. 79 γ gleiφ d, fo ift, ba AM 
gleiφ BM, naφ §. 74 a gleiφ ∕⅛.

3) . Serbinbet man ben Wüttelpunft eines Streifes mit ber 
sDtitte einer ©efyne bιtrφ eine gerabe Siitie, fo fteljt biefe 9inie 
normal auf ber ©eljne.

Semeis. @s fei AC gleiφ CB, unb ba MA gteiφ MB, 
fo ift, naφ §. 74, a gleiφ ß.

4) ©ie 8i∏ie, melφe burφ beit SJtittetyuutt eines Strei
fes unb bιιrφ bie 2Kitte eines SogenS gefyf, ift normal auf 
beffen ©ebne.
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iBeiυeiS. ©enn fie tpeilt ben Mittelpunftsminfel ber 
©epne in jmei gleiφe £pei(e.

5) ©ie 8iπte, melφe bιtrφ feie Mitte einer ©epne unb 
burφ bie Mitte ipreS 33ogenS getjt, ift normal auf ber ©epne.

35em eis. ©ie 8iuie, melφe burφ ben Mittelpunkt beb 
ÄreifeS unb burφ bie Mitte ber ©epne gept, ftept normal 
auf ber le⅛teru, unb palbirt ben 23ogen ber ©epne; unb bie 
im ©ap ermäpnte ßinie fällt mit jener jufammen.

6) (5rriφtet mau in ber Mitte einer ©epne eine ‰r- 
male, fo gept fie bnrφ ben Mittelpunkt.

33emeiS. ©ernt baS ©reietf AMB ift gleiφfφeuflig, 
unb erriφtet man in ber 9Jiitte ber britten ©eite AB eine 
Normale, fo gept fie burφ bie gegenüber ftepeube (Scfe M, 
uaφ §. 75.

7) ©aper gepen alle Normalen, bie in ber 9Jιitte von 
©epiteit eines <≡reifes erriφtet finb, bιιrφ benfelben fßunkt, 
namliφ bιtrφ ben S0f2itteIpunft.

8) Sφneiben fiφ jmei ©epnen in ipren Mitten, fo finb 
fie ©impmeffer.

33 em eis. ©enn alsbann fφneiben fiφ bie Linien, melφe 
auf ipnen in ipren Mitten normal fiepen, in biefen Mitten, 
bie beSpalb im Mittelpunkt beS Greifes liegen.

9) $mei ©epnen, bie niφt ©uwpmeffer finb, fφneiben 
fiφ niemals in ipren Mitten.

33emeiS. ©enn fonft mären fie Φurφmeffer.
§. 239. Seprfäpe.

1) ©inb gmei ©epnen eines Ä’reifeS einanber gleiφ, jo 
finb fie gleiφ meit vorn Mittelpunkt entfernt.

33emeiS. ßs feien §ig. 79 bie beibeit ©epnen AB 
unb EF einanber gleiφ. — Man beuke bie Normalen MC 
unb MG. ©ic treffen bie Mitten ber ©epnen. ©a bie ©ep- 
neu gleiφ finb, fo finb cS auφ ipre ^äfften CB unb GE; 
ferner ift MB gleiφ ME; bie reφtmint'ligen ©reieefe MCB 
unb MGE pabeit baper bie ξφpotenufe unb eine Äatpete 
gleiφ, unb finb congrnent. ©eSpalb ift MC gleiφ MG; 
b. p., bie normalen 3lbftänbc ber ©epnen vom Mittelpunkt 
finb gleiφ.

2) ©inb jmei ©epnen eines ÄreifeS gleiφ meit vom Mit
telpunkt entfernt, fo finb fie einanber gleiφ.

23 em eis. (Ss fei $ig. 79 bie Normale MC gteiep ber 
Normale MG. ©a anφ MB gleiφ ME ift, folgt bie (5otυ- 
gruenj ber beiben reφtminfligen ©reieefe MCB unb MGE. 
3Begen ber (Sougruenj biefer ©reieefe ift CB gleiφ GE, unb 
beSpalb AB gleiφ EF.
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§. 240. 8efyrfα⅛e.
1) ©inb jwei ©ebnen eines ÄreifeS ungleiφ, fo finb fie 

ungleich weit vom W,iittelpunft entfernt, nnb jwar fielet bie 
größere bem 2)ιitteφnntt näher als bie Heinere.

^Beweis. (Sö fei β⅛. 79 bie ©ebne EF größer als bie 
©ebne AB. — SQian benfe bie Normalen MC nnb MG. ©ie 
treffen bie Bitten ber ©ebnen. ‰n ift GE (bie §ä(fte ber 
©ebne EF) größer als CB (bie Hälfte ber ©ebne AB); bie 
reφtwinfligen ©reieefe MCB nnb MGE fyafcen bafyer bie ξφi 
potenufen MB nnb ME g(eiφ, bie einen Katheten aber un≈≈ 
gleiφ, nnb baranS folgt naφ §. 78, baß MG Heiner ift als 
MC, b. b- bie größere ©ebne fleht bem 5DfιitteφnnH näher, als 
bie Heinere.

2) ©inb jwei ©ebnen eines ÄreifeS nngleiφ weit vom 
2)iittetynnft entfernt, fo finb fie felbft nngleiφ, nnb jwar ift 
bie bem 9Jιitteφunft näher ftefyenbe größer, als bie von φm 
entferntere.

^Beweis. öS fei $ig. 79 bie Normale MG Heiner als 
bie Normale MC. — ©ie reφtwinfligen ©reieefe MCB itnb 
MGE fyaben bie ξφpotemtfen gleiφ, bie einen Katheten aber 
ungleiφ, alfo ift, naφ §. 78 GE größer als CB, ba⅞er anφ 
bie ©ebne EF größer als AB.

3) ©er Φnrφmeffer ift größer als jebe anbere ©ebne 
beffelben Greifes.

^Beweis, ©a bie ©nmnie jweier ©eiten eines ©reieefs 
größer ift als bie britte ©eite, fo ift irgenb eine ©ebne EF 
⅛ig. 79 Heiner als bie Beibeit 97abien ME nnb MF jufammeit- 
genommen. ©er Φnrφmcffer ift aber glciφ jweien 9⅛abien.

4) 3ft $ig. 80 HL Φnrφmeffer, nnb BC normal anf 
bemfelbcn, fo ift von allen ©ebnen, bie bnrφ ben ψnπft A 
geben, BC bie Hcinfte, nnb jebe ber übrigen ift größer, als 
jebe von bencn, welφe. jwifφen φr nnb ber fleinfteit fiφ be= 
finbeit.

^Beweis. Um gn jeigen, baß BC bie Hcinfte ©ebne fei, 
conftrnire man bιιrφ A eine anbere ©ebne DE, nnb bereit 
normalen ¾bftanb vom SDlittelpunft, MN. MA ift bann als 
ξφpotennfe größer als MN, folgliφ BC Heiner als DE; nnb 
ba DE. jebe ©ebne repräfeiitirt, welφe bnrφ A gebt, fo ift 
BC Heiner als jebe anbere bnrφ A gelegte ©ebne. Um ben 
anberett ©heil beS ©aijeS μt erweifen, benfe man noφ bie 
©ebne FG, unb fälle vom WUttetynnft M anf fie bie ‰r≠ 
male MP. ©ie ©reieefe AMP nnb AMN finb reφtwinHig nnb 
haben bie φbpotenufe AM gcmeinfφaftliφj nehmen wir alfo 
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beπ SBinfet MAP Heiner an, als beit SJinfel MAN, fo ift naφ 
§. 79 MP Heiner als MN, folgliφ FG größer als DE.

Sluφ ift AG größer als AE, bentt AP ift größer als AN, 
nnb PG größer als NE.

§. 241.
5D?an fagt, ein üDiittelpitiiftSwinfel, ober ein ^βeri^erie= 

winfel ftefyt auf bem Sogen, we(φen feine Sφenfel abfφnei- 
ben, nnb ber in feiner Söintelebene fiφ befinbet.

§. 242.
©teilen ein φeri}φeriewintel nnb ein 2)?ittel|.mnHsminfel 

auf bemfelbett Sogen, fo ift ber ^ertpljeriewintel bie Hälfte 
beS SOitttetyunHswinfels.

SeweiS. (Sö ift $ig. 81 baS ©reiect MBC gleiφfφen∏ 
lig, alfo ber 5Binfel MCB gleiφ bem ^erφl)eriewintel ß. — 
©er ≡ittelpunHSWintel a ift als äußerer SSiufel beS ©reietfs 
MCB gleiφ ber (Summe ber gegenu6erliegenben 533intel, ba- 
fjer ift a gleiφ 2ß.

Sei §ig. 82 ift naφ bem eben erwiefenen $all
Z_QMC = 2∙QBC 

unb ΔQMA = 2∙QBA
alfo, wenn man fubtraljirt,

Z.QMC—Z.QMA = 2[Z,QBC-Z.QBA] 
b. fy. a = 2ß.

Sei gig. 83 ift ttaφ bem erften galt
Z.QMC = 2Z.QBC 

unb ΔQMA = 2∙ΔQBA
beibeS abbirt liefert

ΔQMC÷ΔQMA = 2∣ΔOBCrΔQBA∣ 
b. fy. « = 2ß.
Slnbere als biefe $älle fömten niφt eintreten. _

©er <Sa⅛ gilt auφ bann, wenn ber sDHttclpιιιιItSWiιttel 
geftreeft ober ergaben fein follte, welφeS in berfelben SÖeifc 
gegeigt Wirb.

§. 243. 8e⅛rfa⅛e.
1) Sille *βerifφeriewintel, welφe auf gleichen Sogen eines 

ftreifeS fteljeit, finb einanber gleiφ.
SeweiS. ©ernt jeher ift bie ξ)alftc beS 9JiittclpιιnftS- 

winfels, welφer mit φm auf gleiφem Sogen fielet.
2) ^eri∣φeriewinfel eines Greifes, welφe auf ιmgleiφen 

Sogen fielen, finb mtgleiφ.
SeweiS. ©er Heinere Sogen läßt fiφ als 5©f>eil beS 

größeren beuten; ba⅛er ift eilt 5φeil von bem ^ertfφerie* 
Wintel auf bem größeren Sogen gleiφ bem φeri∣φeriewintel 
auf bem Heineren Sogen.
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3) ©iitb Peri}φeriewiιιfel eine? Greife? g(eiφ, fo fiub 
bie ÄBogeit gletφ, auf beiten fie fielen.

53ewei?. ©eint wären bie 53ogeιι ungleiφ, fo mii⅛≈ 
ten e? aιιφ bie peripberiewinfel fein.

§. 244. gefyrfäfce.
1) 3eber perip⅝eriewiιιtel, welφer auf einem ßalbfreife 

ftetjt, ift ein reφter ⅛3infel.
53em ei?. ©enn ber 9Wittelpunft?winfel, ioelφer mit 

φm auf gteiφenι 53ogeιt fte⅛t, ift gleiφ 2R.
2) Oft ein Perip⅛eriewiιιtel ein reφter Söinfet, fo ftebt 

er auf einem φa⅛freife.
⅛eh>eiδ. ©er fßeripberiewintel auf einem ξ)albfreife 

ift ein reφter 5δiιιtel, uub gleiφe φeriρberiewintel fielen auf 
gleiφen 53ogeιι.

3) (?? fei §ig. 81 AB Φurφmeffer, BC ©ebne: eine 
in C auf BC erriφtete Normale gel)t bιιrφ A.

iß eh) ei?. 9D?an beute CA, uub ber 50infel BCA ift 
ein reφter naφ 1). ©ie in C crriφtete Normale fällt naφ 
§. 40 mit CA jufammen, gelι>t alfo burφ A.

§. 245. 8 e p r f ä ⅛ e.
1) 3ebe ©ebne, welφc boit einem δnbpunft eine? Φιιrφ-- 

rneffer? au?gel;t, ift mittlere Proportionale ju φrer Projection 
auf beut Sιιrφnteffer uub beut Φιιrφnιeffer felbft.

2) Uub fällt man au? irgenb einem pinifte ber Peri* 
Pberie eilte Normale auf einen Φιιrφmeffer, fo ift bie ¾or≈ 
male mittlere Proportionale jit ben ©tiitfeu be? Φurφmef* 
fer?, in Welφe fie φιι tpeilt.

53eh)ei?. Oft ιnimliφ $ig. 86 EF ein Φurφmeffer, 
ET ©ebne uub TN normal aitf beut Φnrφmeffer, fo ift ba? 
©reiect ETF bei T reφtwinllig, itnb e? folgt beibe? au? §. 154.

§. 246. 9et∏∙fab.
©er Söinfel, Welφen eine ©angente mit einer ©ebne 

Cilbet, bie von bem 53erübruitg?pitnft au?gebt, ift gleiφ je« 
bem peripberiewinfel, ber auf bem 53ogeιι fte⅛t, welφer in 
ber Sßiitfelebene be? erften 5ßinlel? liegt.

53ewei?, ©ie ©ebne gcpc bιιrφ ben WUttelpunlt. J&er 
5δinfel, ivelφen fie al?banit mit ber ©angeitte bilbet, ift ein 

‘ reφter 5Bintel, uub jcber Peripberiewinfel, welφer auf bem 
53ogen ftefyt, ber in ber (Sbeite biefe? 5Bintel? liegt, ftept 
auf einem ^albfreife, ift alfo aιtφ eilt reφtcr 5ßinM.

©ie ©ebne gelte niφt bιιrφ ben W?ittelpiinft uub bilbe 
mit ber ©angente einen fp⅛en 59iιtfel $ig. 84. — 5llle 
Peripberiewinfel, welφe auf gleiφenι 53ogeιι ftebeιι, fiιιb ein* 
anber gleiφ. ©er ©ab wirb benιnaφ erwiefen, wenn mau 
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jeigt λ bα3 irgenb eilt ^eripperieminfel f melφer auf beπt So* 
gen ftept, bei in bei SBiiiMebeite von a liegt, gleiφ a ift. 
9Jian jiepe beit Φιtrφmeffer AD itnb bie ©eptte BD. ©er 
5Binfel ABD ift ein reφter SMnfel; beSpalb maφen bie 2δiιυ 
fei BAD uttb ß jufantmengenommen eilten recpteit 20infel 
aus. ©ie SJinfel BAD uub a betragen aber aιιφ einen 
reφten 2δinfel. ©eSpalb ift a gleiφ ß.

Silbet enbliφ fyig. 85 bie ©epite BA mit ber ©angente 
AC einen ftumpfeu Sßinfel «, fo gietje matt bett Φurφmeffer 
AD uttb bie <Sepne DE, uub es finb bie SÖinfel CAD uub 
AED eittaitber gleiφ, als reφte SJinfel, ttnb bie ^eriρperie^ 
miitfel BAD itnb BED, meil fie auf einem Sogen fiepen; 
folgliφ ift aιιφ pier ß glciφ a.

§. 247. Seprfape.
1) $ft eine ©angente parallel mit einer ©eptte, fo ift 

ipr SerüpruitgSpunft bie 9)Htte von bern Sogen ber ©eptte.
Semeis, ©er 9tabiuS, melφer ιtaφ beut SerüprungS* 

puiift gept, ift normal auf ber ©angente, beSpalb auφ ιtor≈ 
mal auf ber mit ipr parallelen ©epite, uub ber @afe folgt 
aus §. 238 1).

2) (Sitte ©angente ift parallel mit einer <Sepιte, fobalb ipr 
SerüprungSpunft bie 9Jiitte von bettt Sogen ber Sepite ift.

Semeis, ©ettit foivopl bie ©angente als bie Θepιte ift 
normal auf beut 9tabiuS, ber ιtaφ beut SeriipriiiigSpiintt gept.

3) @inb jmei ©angenten parallel, fo ift bie 8inie, mclφe 
ipre SerüprungSpuiifte verlnnbet, eilt Φurφmeffer.

SemciS. ©eint bie Normale, melφe auf ber einen in 
ipretn SernpritngSpiinlt erriφtet mirb, gept bιιrφ bett 9)tit= 
telpunft uttb ftept normal auf ber anbereit, trifft baper bereu 
SerüprimgSpunft.

4) <Siιιb jmci ©epneit parallel, fo gept bie 8tιιie, melφe 
ipre Bitten verbinbet, bιιrφ bett 9)iittelpιιnft bes Greife«.

Semeis, ©ettit erriφtet matt attf ber SDiitte ber einen 
(Sepite eilte Normale, fo gcpt biefe burφ bett ⅛ittelpιιnft, 
ftept normal auf ber anbereit, uttb trifft alfo bereit 9)iitte.

5) ©inb jmei ©epitett parallel, fo finb bie Sogen gleiφ, 
melφe jmifφcn ipitett fiφ befinbeit.

Semeis. (Ss feien $ig. 79 bie <Sepnen EF uttb DL 
parallel, ≡an jiepe bie Sinie EL. ©ie 2βiιιlel DLE uttb 
LEF finb gleiφ, als innere S>eφfelmintel gu bett parallelen 
(Sepnen. ©ie Siitfel finb ^eripperieminfel; itnb ιtaφ §. 243 
finb bie Sogen gleiφ, auf betten gleiφe fßeripperiemintel eines 
ÄreifeS fiepen, ©aper ift ber Sogen DE gleiφ bettt Sogen LF.
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6) 3iυei ©ebnen finb parallel, meun bie Sogen gleiφ 
finb, tυelφe jiυifφen ib∏en fiφ befinben.

Semeis. (Ss fei $ig. 79 bet Sogen DE gleiφ bem 
Sogen LF. ©ie ^3erip⅛erietυiπtet DLE unb LEF, lυelφe auf 
ben gleiφen Sogen DE nnb LF fiepen, finb gleiφ, naφ §. 243, 
nnb ba fie als innere SJeφfelminfel gu ben ©ebnen DL unb 
EF erfφeinen, fo finb biefe parallel.

§. 248. 8eprfa⅛e.
1) Sφneiben fiφ jmei ©ebnen, fo ift baS ^ßrobuct aus 

ben ©tiiden bet einen gleiφ beιn φrobuct aus ben ©tiiden 
ber auberen.

Sein eis. <§S feien fyig. 86 AB nnb CD bie ©ebnen, 
©ie ©reiede NAC unb NDB finb dpntiφ, benn es finb bie
S) intet CAB unb CDB gleiφ als φerφφerieininfel auf bem- 
fetten Sogen, eben fo bie Sßintel ACD nnb ABD. ©aber 
rerpätt fid)

NA: NC = ND:NB
unb baS liefert

NA-NB = NC-ND.
2) 2)ian beute burφ ben φuntt N alle mogliφen ©et;* 

neu, unb es fei TQ bie fleinfte. ©ie fleinfte ©ebne fiept 
naφ §. 240 4) normal auf bem burφ N gepenbeπ Φurφmef- 
fer, ift alfo bιtrdj> N paltirt, unb baljer ift NT-NQ = NT2. 
Unmittelbar naφ 1) l;at man nun

NA-NB = NC-ND = NE-NF = NG-NH = •••• = NT2
3) (SS fei $ig. 87 NT ©angente beS KreifeS, NB eine 

beliebige ©ecante; unb eS ift
NA-NB = NT2.

Sein eis. ©ie ©reiede NTA unb NTB finb aφιliφ, 
beim fie ⅛aben ben Sintel bei N gcmeinfφaftliφ, unb bie 

intet NTA unb TBN finb gleiφ nad; §. 246. ©aber oer- 
hält fid;

NA: NT = NT:NB
unb bas liefert

NA-NB = NT2.
4) 9)ιan beute $ig. 87 bιtrφ N alle mogliφen ©ecanteu 

nnb man bat fofort nad; 3)
NA-NB = NC-ND = ---- = NT2.

5) ©ie «Stüde NA unb NB $ig. 86 nnb 8⅛. 87 finb 
bie ¾bfφιιitte, melφe mau erhalt, inbcm man von N einmal 
bis jur Kreislinie gebt, unb von N micbernm bis jur Kreis
linie. ftig. 86 finb bie ¾bfφιιitte NA unb NB ber einjelnen 
©ebnen ungleiφ, nnb nur bie ¾bfφnitte NQ unb NT ber 
fleinften ©ebne finb gleiφ. ftig. 87 finb bie ¾lbfφnitte NA 
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unb NB bet einzelnen Secαιιteιι ebenfall« uttgleiφι unb bret>t 
man eine Secante NB um ben 5βιuιft N bi« fie jur Tan
gente NT geworben, fo finb ifyre Φnrφfφnittδpun!te A unb 
B einanber näher geriidt unb jule⅛t in T jufammengefalleit: 
eine Tangente NT fanit baher angefefjeit werben al« eine Se≈= 
cante, bereu 9lbfφnitte einanber gleiφ finb, nämlid; NT unb 
NT. ‰d∕ biefeιt 33etraφtungen taffen fiφ bie (55efe⅛e biefe« 
Paragraphen al« ein Θefe⅛ auffaffen unb anδfpreφeιι, iiänv 
ließ: Sßenit man burφ einen beliebigen pnnft alle «Sehnen 
ober Secanten für einen Strei« beult, fo finb bie probucte 
einanber gteiφ, bie einzeln au« beit ¾bfφnitten je einer Sinie 
gebi(bet finb, alfo gleiφ bem Duabrat eine« ¾bfcβnitt⅛ ber 
Siitie, bereu ¾bfφnitte gteieße ®röf;e h«ten.

Φer Sßerth NT2 hθif3t fowohl bei ⅛ig. 86, al« bei <⅜∙ 87 
bie P0ten3 be« puidte« N.

§. 249. Öehrfäpe.
1) Sφneiben fiφ jwet Tangenten eines Streife«,^ finb 

bie Stüde von ihnen gleiφ, welφe jwifφen ihrem T>urφ- 
fφιιitt⅛punft unb ben 5öerührung«punfteit liegen; unb bie gerabe 
Sinie, welφe burdi> ben Tιιrφfφnitt⅛pnnft unb ben Mittel- 
pnnft be« Greife« geht, theilt ben SSJinfel, wetφen bie Tan= 
genten bilben, in jwei gleiφe Theile.

iöewei«. S« feien $ig. 88 bie Öinieit BA unb BC 
Tangenten, unb A unb C ihre Söerührung«puntte. ©ie reφt- 
winfligen ©reiede MAB unb MCB haben bie ξφpotenufe ge- 
meinfφaftliφ, unb bie Statisten MA unb MC gleiφj fie finb 
baher coitgruent, itnb baratt« folgt, ba£ BA gleid; BC, unb 
a gleid; /5 ift.

2) Theilt eine 8≡e ben Sßiitfet, welφen gn>ei fiφ fφnei≡ 
benbe Tangenten eines Streife« bilben, in jwei gleiφe Theile, 
fo geht fie bιιrφ ben S)iittelpunft.

23ewei«. T)ie Siitie MB $ig. 88 gehe bitreß ben SOftit- 
telpuntt unb ben T)urφfφιιittδpιtιιft ber Tangenten. —• Sie 
theilt uaφ bem vorigen Sap ben Sinfe(, welφen bie Tan
genten bilben, in jwei gleiφe Tßeite. ¾lle Siitien, welφe einen 
Eintel in jwei gleiφe Tßeite theilen, fallen aber in einanber; 
baher muf? jebe ßinie, welφe beit Sßiitlel ABC in jwei gleiφe 
Tßeite theilt, in bie Sinie BM fallen, unb mit ihr burφ ben 
Wflittelpunlt gehen.

§. 250.
Siegen fanιnιtliφe ßdeit eines ned« in ber Peripherie 

eine« Streife«, fo fagt man, ba« ned liegt in biefent Streife, 
ober ber Strei« liegt um ba« ned; unb finb famnιtliφe Sei- 
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te∏ eiιιeδ netfs Tangenten für einen Aireis, fo fagt man, bas 
netf liegt um tiefen AtreiS, ober bei Aireis liegt in bem ne<f.

§. 251. 2efyrfa⅛.
3ebeS ©reied liegt in einem Greife; unb ber 5D,ιittelpunft 

biefeS AtreifeS ift ber $unft, in welφem bie Siuien fiφ fφnei≈ 
ben, bie auf ben Bitten ber Seiten beS ©reietfs normal fielen.

53 e weis. ©iefer 5βunlt ift naφ §. 218 von allen (Scfeit 
beS ©reietfs gleiφ weit entfernt; bafyer muf; ber AtreiS, wel≈ 
φer φn jum SDiittelpunft, unb feine Entfernung von einer (Srfe 
jum SRabiuS fyat, alle (5efen beS ©reiecfs in feine φerip^>erie 
aufne⅛men.

§. 252.
©er AtreiS, toelφer um bas reφtwinflige ©reiecf liegt, 

⅛at bie ξφpotenufe jum Φurφmefferj unb ber AtreiS, welφer 
bie l⅛otenufe jum Turφmeffer ⅞at, nimmt bie brttte Grefe 
beS reφtwinfligen ©reiecfs in feine ^eri^erie auf.

§. 253. Se⅞rfa⅛.
©reied liegt um einen AtreiS; unb ber sUiittelpuntt 

biefeS Greifes ift ber ^ßuntt, in bem bie Sinien fiφ fφneiben, 
welφe bie 2Binfel beS ©reieds tyalbiren.

53 e weis. ‰φ §. 216 finb bie Normalen, von biefem 
Quillt auf bie Seiten bes ©reieds gefällt, einanber gleiφj 
bafyer werben für ben Atreis, welφer φn jum äJiittetyunft, unb 
eine ber Normalen jum 97abiuS fyat, bie brei Seiten beS 
©reieds Tangenten.

§. 254.
5Segen §.216 giebt es brei Atreife, von benen jeber bie 

eine Seite eines ©reieds unb bie 53erlängerimgen ber beiben 
anberen berührt.

§. 255. 8e⅛rfa⅛.
Siegt ein ned in einem Aireife, unb finb feine Seiten 

einanber gleiφ, fo finb feine 5Binfel einanber gleiφ.
SB em eis. (⅛leiφe Seinen eines AtreifeS fyaben gleiφe 

ψHttetyunttSivinM, bafyer auφ gleiφe 53ogen. ξ)ierauS erfie⅛t 
fiφ, baf; alle SBintel beS n cds auf gleiφen 53ogen fielen, unb 
baraus folgt, bafj alle einanber gleiφ finb.

§. 256.
®inb alle Seiten eines neds einanber gleiφ, auφ alle 

Sßinfel, fo beißt baS ned ein reguläres ned.
3eber 5δinfel eines regulären neds ift gleiφ 

^-Tr∙2R.
n

£>aS reguläre ©reied ift baS gteiφfeitige, unb baS regn- 
läre 23ieretf ift bas ©uabrat.

ÄöoIfP« ©epmttrie. 1. I⅛. 7te SXufl. 7
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§. 257. Selμ∙fα⅛.
©ie Sinieu, melφe bie SÖiufel eines regulären necf« Ijat- 

biren, fφneiben fiφ in einem Quillt, unb tiefer ^3unft ift ton 
allen (Seien be« necf« gleiφ wett entfernt, alfo 9Jtittetyunft 
eine« ÄreifeS, ter nm ba« necf liegt.

53 em ei«. (S« fei $ig. 93 ABCDE ein 2φeil ton ber 
53egränjung eine« regulären necf«, bie δiuie DM tljeile ben 
5Binfel CDE in jmei gleiφe Steile, bie Sinie CM ben 5Bintel 
BCD, ©a bie geteilten Sßintet einanber gleiφ fiub, fo finb 
e« auφ bie 5δinfel a itnb al« φre ^älften; barau« folgt, 
baß junäc^ft bie 8inie DM gleiφ ift ber δinie CM. ß« 
merbe bie 8inie BM gebaφt. ©ie ©reiecfe MCB unb MDC 
finb congruent, benn fie ljaben bie ©eiten MC unb MD gleiφ, 
auφ bie ©eiten CB unb DC, unb bie 5δinfel γ unb a. ©a- 
fyer ift BM gleiφ CM, <J gleiφ /?. Unb ba bie 5Btnfel ABC 
unb BCD gleiφ finb, unb ß bie ^älfte ton BCD ift, fo ift 
∂ bie ^älfte ton ABC, unb bie Vinie BM tfyeilt ben SBintel
ABC in gtυei gleiφe 5φeile. 23on ber £inie AM tonnte eben
fo gegeigt merben, baß fie gleiφ BM ift, unb baß fie ben
SCßintel bei A Ijalbirt u. f. f. IS« fiub bafyer alle Linien, ton
ben @(fen naφ benι φuntt M tyiit, einanber gleiφ, unb jebe 
fyalbirt ben 5δinfel, ton beffen ©pi£e fie au«getyt. 5lUe Sv 
nien, bie einen 2Binfel ljalbiren, fallen in einanber. ©aran« 
folgt ber ©afc.

§. 258. Setyrfa⅛.
©ie Sinien, melφe auf ben Weilten ber ©eiten eine« re

gulären necf« normal fielen, ge^eπ bιιrφ ben 9Jiitteφnnlt be« 
Streife«, ber um ba« necf liegt, uub fiub einanber gleiφ.

53 em ei«, ©ie ©eiten finb ©eignen biefe« Streife«, be«= 
fyalb gelten bie Normalen, melφe auf ityren Bitten fielen, 
burφ ben 9)iittelpuιιft, uub ba ferner bie ©eiten gleiφ finb, 
fo finb φre (Entfernungen bonι ⅛iittetyunft, b. jene ¾or* 
malen, einanber gleiφ.

§. 259.
$ebe« reguläre necf liegt baller um einen Strei«, unb 

biefer ljat einerlei Wtittelpuuft mit bem Streife, in melφem 
e« liegt.

§. 260.
‰ bemerfe:
1) baß alle bie ©reiecfe congruent finb, in melφe ein 

reguläre« necf burφ bie Sinien gerlegt mirb, bie von feinen 
<Scfen naφ bem SOiittelpunft be« Streife« ge⅛eιι, in melφem 
ba« necf liegt, uitb baß
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2) her Sßinfel eines folφen ©reiecfs, melφer am Mittel« 
4

punft liegt, gleiφ — R ift, mähren b jeher her beiben anberen' 

8[eiφ ift 2⊂2r,

§. 261. 8φf4
©ie Seite beS regulären SeφSecfS ift gleiφ bem 9iabiuS 

beS Greifes, melφer um baffelbe liegt.
53 em eis. 5Dιaπ beute Linien tmm 9JHttetyunfte uaφ ben 

ßnbpunften einer Seite. 3eber 2Binfel beS ©reiecfs, melφeS 
baburφ entfielt, ift gleiφ ⅜ R (naφ bem »origen Paragraph), 
baS ©reieef alfo ein gleiφfeitigeS, bafyer bie Seite beS SeφS- 
eefs gleiφ bem 9tabiuS.

§. 262. 8efyrfa⅛.
Siegen ein reguläres giinfeef unb ein reguläres Befnietf 

in bemfelben Greife, fo ift baS ©reieef, tυelφeS bie Seite beS 
⅛iinfedS, bie Seite beS ⅛eh∏e(fs, unb ben ‰biuS beS Srei« 
feS ju Seiten Ijat, reφtmintlig, unb bie Seite beS ^iinferfs 
ift feine ξφpotenufe.

53etυeiS. öS fei §ig. 94 AB bie Seite beS regulären 
^ünfeefs, M ber 2)iittelpunft beS fireifes. ©ie 8inie MC hal« 
bire ben 5δinfel AMB; AC unb BC finb bann Seiten beS 
regulären 3ehnecfS. ferner fei MQ normal auf AC.

3n bem ©reieef ADC ift AQ gleiφ QC, unb bie 5Binfel 
bei Q finb reφte 5δinfel, baljer ift AD gleiφ DC, unb ber 
SÖinfel a gleiφ bem 5Binfel ß. Unb ba a gteiφ γ ift, fo ift 
auφ ß gteiφ γ.

©ie ©reieefe ADC unb ACB finb 0hnliφ, benn fie pa« 
ben bie 5Sinfel ß unb γ gleiφ, unb ben 5Bintel a gemein« 
fφaftliφj eS »erhält fiφ alfo

AD:AC = AC:AB 
unb barauS folgt AD-AB = AC*.

©ie Söinfel <5 unb φ finb einanber gleiφ; benn ∂ ift 
uaφ §. 260 gleiφ ⅜R, unb φ ift ⅜R, meil ber 5Bintel AMB 
uuφ §. 260 gleiφ ⅜R ift, MC ben 5Biιιtel AMB balbirt, unb 
MQ ben 5Sinte( AMC.

Reiter finb nun bie ©reieefe MDB uub MAB äζ>nliφ, 
benn fie haben bie 5Bintel φ unb ∂ gleiφ, unb ben Sßinfel 
ε gemeinfφaftliφj es verhält fiφ baher

DB: MB = MB: AB 
morauS felgt DB-AB = MB2.

£)ierju abbire man
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100 *2(φteβ Äapitet. §. 263. 264.

baS liefert (AD÷DB)AB = AC2÷MB2
ober AB' = AC2÷MB2
unb baranS erteilet bet ©afc naφ §. 121, mit 9tiidfiφt auf 
§. 185.

§. 263. 8eprfa⅛.
Sei bem ©reiecf ABC gig. 95 fei ber SSiiitel BAC burφ 

bie Viuie AX, fein 92ebenminlel burφ AY in jmei gleiφe Xfyeite 
getfyeitt, bann ift

AX2 = ABAC-BXCX 
AY2 = BYCY—ABAC.

Semeis. Wian benfe beit^reiS, melφer umbaS©reie(f 
liegt, verlängere AX bis jnm Φιιrφfφnitt D mit bem Greife 
unb gietj>e CD. ©ie ©reiecfe ABX unb ACD finb dpnliφ, 
beim πaφ ber SorauSfetjung ift Z.BAX gleiφ Z.CAX, unb 
bie Sßinfel bei B unb D finb gleiφ, als ¾eripperieminfel auf 
bemfelben Sogen. ©eSpalb verpält fiφ

AB:AX = AX÷DXιAC 
baS liefert AX2-f-AX DX = AB AC 
ober, weil naφ §.248 AX∙DX = BX-CX

AX2 + BX∙CX = ABAC 
unb barauS erhellet bie erfte <<⅛5leiφuπg.

9)ιaιι verlängere anbererfeits AY bis jum Φurφfφnitt E 
unb giefye CE. ©amt finb bie ©reiecfe ABY nnb ACE äpn* 
liφ. (Ss ift ndmliφ, ba AY beit äußeren 2Binfel palbirt, 
Z.CAY gleiφ Z.EAB, alfo Z_ BAY gleiφ ΔEAC, unb eS 
finb bie 3Binfel bei B unb E gleiφ, als ißeripperieminfel auf 
bemfelben Sogen. ©eSpalb t;at man

AB:AY = EY—AY:AC
alfo ABAC = AY-EY—AY2
unb fyierauS, iitbem man naφ §. 248 BY • CY ftatt AY -EY 
fefet

AY2 = BYCY—AB-AC <
melφeS bie gtυeite Φleiφung ift.

©ie erfte Θleiφung wirb gemiφnliφ bargeftellt unter ber 
$orm

AX2÷BXCX = ABAC.
§. 264. 8eprfa⅛.

©er 3fnpalt eines ©reietfs ift gleiφ bem φrobuct feiner 
brei ©eiten, bivibirt bnrφ ben hoppelten Φurφmeffer beS 
ft’reifeS, melφer um baS ©reied liegt.

Semeis, ©ie 9)iaaβe ber brei ©eiten beS ©reiedS 
EFG $ig. 96 feien a, b, c. Wlan jiepe ben Φurφmeffer 
GH, beffeιι Wfiaaβ d fein mag, unb bie ©epue FH. — ©aS
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§. 265. 266? 33onx Greife. 101

©rciecf GFH ift reφtminllig bei F, fein 3nljαlt bαber gleiφ 
—©ie ©reiecfe EFG uitb GFH fyaben bie 2Binfel ß 
unb α gleiφ, als ζβeri}φerieminfd, mdφe auf einem Sogen 
fielen, oerljalten fiφ alfo mie bie φrobucte ber Seiten, melφe 
biefe SJintel bilben. (δS bejeiφne x ben 3∏ljalt beS ©reietfs 
EFG, bann ift 

unb bαrαuδ folgt

§. 265. 8el)τfa⅛.
Sei jebem Sieretf, melφeS in einem Äreife liegt, er

gänzen fiφ bie gegenüberftefyenben 2δinfel git einem geftretften 
≡ntel.

Semeis. SDian giefye $ig. 97 bie SRabieit MA unb MC, 
fo ift / = 2«

<5 = 2ß
alfo ∕÷∂ = 2(a⅛∕5,)
ober 2∙2R = 2(a + ∕9)
mithin 2R = a 4- ß

unb bann aιιφ bie Summe ber SZiitf'el BAD unb BCD gleiφ 
einem geftrecften SJintel tιaφ §. 84.

§. 266. 8efyrfa⅛.
Sei jebem Siererf, melφeS in einem Greife liegt, ift bas 

Srobuct ber ^Diagonalen gleiφ ber Summe ber l⅛βrobιιcte aus 
ben gegenüberfteljenben Seiten.

Semeis. (δS fei $ig. 98 ber SJinfel EFN gteiφ beni 
5δintel HFG gemaφt. ©amt finb bie ©reieefe EFN unb HFG 
al)nliφ, meil fie bie eben genannten S>intel gleiφ fyabeit unb 
bie Söinfel « unb ß; eS verhält fiφ bafyer

EN:b = d:q
morauS folgt ENq = bd.
ferner finb bie ©reieefe NFG uitb EFH dφtliφ, meil fie bic 
2δinfel γ unb ∂ glciφ fyaben unb bic Sßintel φ unb μ, (von 
biefen ift namltφ jeber jufammengefe⅛t aus bem SMufel NFH 
uitb einem ber gleichen S3intel HFG unb EFN); alfo verhält fiφ 

NG : c = a : q
unb baraus folgt NG-q = ac.
hierzu abbire man EN • q = bd
baS liefert (ENτψNG)q = acψbd
ober pq = ac + bd.
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102 ¾φtes itet. §. 267-269.

3∏ gleiφer 2Beife ergiebt fiφ bαS (½)efe⅛ für bie ^αlle, 
bafc bie Sinie FN in bie diagonale FH, ober in bie 5Binfet≈= 
ebene beS SßtntelS HFG gerätfy.

Φiefer Sa⅛ fyeipt ber φtolemaifφe 8eljrfa⅛.
§.267. δefyrfa⅛.

©ie ©iagonalen eines 23ierecfs, melφes in einem Greife 
liegt, oerfyalten fiφ mie bie Summen ber ^ßrobucte aus ben 
Seiten, melφe an φren (Snbpuntten jufammenftojen.

23 e weis. (Ss bejeiφne x ben X>urφmeffer bes Greifes 
ftig. 98. Φaπn brii<ft fiφ ber ßnfyalt beS ©rcietfs EFG aus 
burφ-⅛, ber 3ntyalt bes ©reiecfs EGH burφ ^⅛∙,alfo 

ber 3ιφalt bes 23iere<fS EFGH burφ (ad÷bt⅜ ∣er∣ter φ 

ber 3nfyalt beS ©reiecfs EFH gleiφ ber bes ©rciecfS

FGH gleiφ bafyer ber 3ntyalt bes Sßierecfs auφ gleiφ
(ab-)-cd)q.

2x
(ad⅛bc)p = (ab⅛cd)q 

unb bαrαus folgt
p:q = ab+cd: ad-f-bc. 

§. 268. δelμ∙fα⅛.
33ei jebem 23ierecf, iυelφeS nm einen $reis liegt, finb bie 

Summen ber gegeniiberftefyenben Seiten gleiφ.
beweis. Φenn finb $ig. 99 E, F, G, H bie 23eπ"φ=≈ 

rungSpunfte, fo ift

alfo

ober
§. 269. 8elμfa⅛.

Sinb bie Summen ber gegenüberfteljenben Seiten eines 
93ierecfs einanber gleiφ, fo liegt bas 25ierecf um einen $reis.

^Beweis. (SS feien β⅛. 99 bie Summen ber gegen* 
iiberfteljenben Seiten bes Sßierecfs einanber gteiφ. Sollte 
man anneljmen, ber Kreis, welφer bie Seiten AB, BC nnb 
CD berührt, werbe von AD niφt berührt, fo tonnte von A 
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§. 270. iδcnι Greife. 103

<ntS eine Tangente AN an beit JtreiS gelegt treiben, unb bann 
hätte ntan

AB÷CDrpDN = BC÷AN 
ober AB 4- CD = BC÷AN±DN.
9fiaφ bei 23orauSfe⅛ung ift

AB 4- CD = BC4-AD 
baljer müßte ANzLDN = AD 
fein, tυelφeδ niφt mi>gliφ ift.

§. 270. 8efyrfa⅛e.
1) 23ei jebem in einem Greife liegenben <≡eφ3e<f befinben 

fiφ bie brei TurφfφnittSfntnfte bei gegenüberftetyenben «Seiten 
in geraber Sinie. ©egennberftefyenbe «Seiten finb bie erfte unb 
vierte, streite unb fünfte, britte unb feφfte «Seite, irgenb eine 
als erfte genommen.

23etυeiS. iDian faffe ftig. 100 brei niφt jiifammenftoßenbe 
Seiten, etma bie erfte, britte unb fünfte ins 2tuge, unb für 
baS Treiccf PQR, melφes biefe Silben, betraφte man bie übri- 
gen brei Seiten beS <SeφSe<fS als Transversalen. Tann ift 
naφ §. 205

BP-CQ-YR = BR-CP-YQ 
XP-DQ-ER = XR-DP-EQ 
AP∙ZQ∙FR = AR-ZP-FQ.

ferner t;at man naφ §. 248
BP-AP = CP-DP 
DQ-CQ = EQ-FQ 
ER-FR — BR- AR.

2Benn man nun bie erften brei Θleiφungen mit einanber mul- 
tφlicirt unb bie le⅛tern brei (Sleiφungen beaφtet, fo entfielt 

XP-ZQ-YR = XR-ZP-YQ.
Tie fünfte X, Y, Z befinben fiφ auf bcn Seiten beS Treicrfs 
PQR, folgliφ naφ §.206 in geraber Sinie, unb^baS ift ber 
Sa⅛.

2) Wian beule in einem Greife ein beliebiges günferf. 
Ter Sdpuntt, in melφem bie erfte nnb bie fünfte Seite ju= 
fammenftoßcn, fei A. Ter TnrφfφnittSpuntt jmifφen ber 
erften unb vierten Seite, ber jmifφen ber jtveiten unb fünften 
Seite, unb ber φuntt, in melφem bie britte Seite unb bie 
Tangente in A fiφ fφneiben, liegen in geraber 8inie.

23 em eis. 9Han taffe ftig. 100 baS SeφSecf ABCDEF 
in ein ^ünfetf übergeben baburφ, baß bie Seite AF fiφ um 
ben φuntt F brebt bis A in F fällt, mäfyrenb BA bie nö« 
φige Trel)ung nm B maφt. 2Siφrenb bie Seite AF fiφ 
verkleinert, änberit bie fünfte Z unb X iQre £age, bleiben 
aber ftetS in geraber Siitie mit Y. $m le⅛ten 2lugenblicf,
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104 2lφteδ ÄaVitel. §.271-273.

iυo AF oerfφtυinbet, toirb AZ jur Tangente in A (ober F) 
unb fo erhellet baS <S5efe⅛ aus 1).

3) Sßenn man in ber ^ßeripfyeiie eines Greifes brei fünfte 
A, B, C beliebig toäfylt, für fie Tangenten benft, unb bie 
©ecanten AB, AC, BC, fo befinben fiφ bie brei Φurφfφnitts* 
fünfte jmifφen ben Tangenten unb ben φnen gegenüberftefyen* 
ben ©ecanten in geraber 8inie.

53 e tue iS. ftolgt aus 1), trenn man brei niφt jufammen* 
ftofjenbe ©eiten bes ⅛eφSccfS oerfφminben, in Tangenten über* 
gelten läßt. SEßill man baS (⅛5efe⅛ gerabeju eriveifen, fo 
betraφte man für baS ©reietf, melφeS bie Tangenten bilben, 
bie brei ©ecanten als XranSberfalen unb verfahre a^nliφ 
toie in 1).

‰Ijnliφ taffen fiφ meljr <^efe⅛e aus 1) ableiten.
§. 271. Sel)rfa⅛.

£)er 3nfyalt eines jeben necfs, tυelφes um einen Streis 
liegt, ift gleiφ bem falben ^ßrobuct aus ber ©umme ber ©ei* 
ten in ben 9iabiuS biefeS Streifes.

53 em eiS. 3Kan beute 8inien von bem SJättetynntt beS 
Streifes naφ allen Seien beS necfs. ©ieS mirb baburφ in 
Φreiecfe jerlegt, melφe fammtliφ ben 9tabiuS beS Streifes jur 
ξ)iφe Ijaben, fobalb man bie ©eiten beS n eefs als ©runblinien 
annimmt. 3ft bafyer r ber 9tabiuS beS Streifes, unb finb 
a, b, c, d •••• bie ©eiten beS necfs, fo brüeft fiφ ber 3∏⅛alt 
beS necfs aus burφ

ar br er dr
' 'j I I I

unb bies ift gleiφ
(a + b + c + d∏- - - - - )r

2
§. 272.

©inb bafyer a, b, c bie ©eiten eines ΦreiecfS, unb ift r 
ber 9tαbiuS beS Streifes, um melφen baS ©reieef liegt, fo ift 
ber -3∏Ijatt beS ©reieefs gleiφ

Li

Unb ift a bie ©eite eines regulären n ecfS, r ber 9tabiuS 
beS Streifes, um toelφen baS neef liegt, fo ift ber 3nl>alt beS 
necfs gleιφ —g—•

§. 273'.
Siegen brei fünfte niφt in einer geraben Sinie, fo ift 

megen §. 251 ein Streis benfbar, in beffen fβeri∣φerie fie fiφ 
befinben. 53ier ober mel)r fßunfte liegen aber niφt immer 
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§. 274. 275. 53oιn Greife. 105

in her ^eripfyerie eine« KreifeS; benn e« ift nicf>t nothmenbig, 
baß eine Kreislinie, melφe burφ brei von ben fünften gebt, 
noφ einen gegebenen ^untt in fiφ aufnimmt.

§. 274. 8efyrfa⅛.
<≡inb §ig. 102 bie 233iπfet a unb ß einanber gleiφ, fo 

liegen bie fünfte A, B, C, D in ber 5βeripfyerie eine« Greife«.
Semei«. Sollte man annebmen, bie Kreislinie, melφe 

burφ bie fünfte A, B unb D gebt, fφnitte bie Siπie AC niφt 
in bem Quillt C, fonbern in F, fo müßten bie Sßintel <5 unb a 
einanber gleiφ fein, al« φeript)erielυiufet auf bemfelben Sogen, 
©aitn märe aber δ gleiφ ß, melφes ιιiφt m0gliφ ift, meil ∂ 
al« äußerer SBinfel größer ift al« ß. Sollte man annebnten, 
jene Kreislinie fφnitte bie 8inie AC in G, fo müßte e gleiφ 
a, alfo auφ gleiφ ß fein, ma« ιυieber niφt mogliφ ift, ba ß 
größer ift al« «. ©ie δinie AC fanιt baber nur in C von 
jener Kreislinie gefφnitten werben.

§. 275. 8ehrfa⅛.
1) 3ft W 103 ber S3infel ß gleiφ, bem SBintel a, fo 

nimmt bie Kreislinie, für tυelφe AC in Ä Xangente ift, unb 
bie ben ςβιιntt B enthält, auφ ben Quillt D in fiφ auf.

Semei«, ©ie Kreislinie mirb von ber Vinie AD ge≈≈ 
fφnitten, meil biefe bie Tangente in bem Seriφrungspunft 
fφneibet. Sollte man nun annebmen, bie Kreislinie fφnitte 
bie Sinie AD ιιiφt in D, fonbern etwa in E, fo müßte γ 
gleiφ a, alfo anφ gleiφ ß fein, mähreub boφ γ al« äußerer 
Sδintel größer al« ß ift; unb mollte man annebmen, fie fφnitte 
bie Sinie AD in F, fo müßte <5 gleiφ a fein, unb baber auφ 
gleiφ ß, mäbrenb ß größer ift al« <5. ©ie Kreislinie Tann 
baber bie Sinie AD nur in bem Quillt D treffen.

2) Sft 3⅛∙ 103 ber SBintel a gleiφ bem Sßinfel ß, fo 
nimmt bie Kreislinie, melφe von AC in A berührt mirb, unb 
bie bιιrφ D geht, ben *βuιι!t B in fiφ auf.

Semeis, ©ie Kreislinie unb bie Öinie AB fφneiben 
fiφ, meil AB bie Tangente in bem SerübrungSpunft fφneibet. 
SBollte man annebmen, bie KreiSliuie unb bie Viuie AB fφnit≈ 
ten fiφ niφt in B, fonbern etma in G, fo müßte ber Sßinfel 
ADG gleiφ a, alfo auφ gleiφ ß fein, melφeS niφt mogliφ ift.

3) ®inb gig. 84 bie SMnfel a unb γ einanber gteiφ, fo 
ift bie Vinie AC in bem ςβιtnft A Tangente für ben Kreis, 
beffen φer⅛berie bie fünfte A, B, E enthält.

Semeis. (g$ ∣cj ad Φurφmeffer. ©ie SHntel ß unb 
γ finb gleiφ als ^erivhericmintel, melφe auf einem Sogen 
flehen; γ ift gleiφ a5 beS⅛atb ift auφ ß gleiφ a. ©er SMn≡
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106 2(φteS Äaßitel. §. 276-278.

tel ß ergänzt ben 5δintel BAD ju einem reφten Sintel, unb 
ba ß gleiφ a ift, ergänzt auφ a ben 5Bintel BAD ju einem 
reφten 553intel; bann ift aber AC normal auf bem Sιιrφ- ,
meffer AD, unb in bem ^βunft A Tangente für ben Ärei£, 
beffen Sßerip^erte bie fünfte A, B, E enthält.

§. 276. 8e⅛rfa⅛.
Oft z⅜∙ lθ4

NANB = NCND
fo liegen bie feier φuntte A, B, C, D in ber ^eripfyerie eine« 
.Streife«.

53 em ei«. 5Vian benfe bιtrφ bie brei fünfte A, B, C 
einen Ärei«. ©ie Sinie CN mirb bon ber Ärei«linie noφ in 
einem φuntte Q gefφnitten, meil CN burφ ben φuntt N gefyt, 
melφer innerhalb be« Streife« liegt. 5Il«bamt ift

NANB = NCNQ
naφ ber 53orau«fe£ung

NANB = NCND
be«^alb ND gleiφ NQ; ber $untt D liegt alfo in bem l*βunft 
Q unb mit biefem in ber Strei«linie, melφe burφ A, B, C gefyt.

§. 277. δe⅛rfa⅛.
Oft ftig. 105

NANB = NCND ∣
fo liegen bie feier fünfte A, B, C, D in ber 5βeripl)erie eine« 
Greife«.

53emei«. ©ie Strei«linie, melφe bie brei fünfte B, A, C 
enthält, fφneibet bießinieNC; beim märe bie« niφt ber galt, fo 
tonnte NC nur Tangente in bem ^untt C fein, unb bann märe

NA-NB = NC2
alfo NC2 = NCND
melφe⅛ niφt mogliφ ift, meil NC Heiner ift al« ND. stimmt 
man nuu an, bie Vinie NC merbe bon ber Strei«linie außer 
in bem Sßunft C, noφ in bem ^untt Q gefφnitten, fo ift

NANB = NC-NQ
alfo megeit ber 33orau⅛fe⅛ung

ND = NQ
folg(iφ befinbet fiφ D in Q unb mit 0 tn jener Strei«linie.

§. 278. 8efyrfä£e.
1) Oft 0⅛∙ 87

NT2 = NA NB
fo nimmt bie Strei«linie, melφe bon NT in T berührt mirb, >
unb bie bιtrφ ben φunft A geljt, anφ ben $unft B in fiφ auf.

53 em ei«. Φie ©reiede ANT unb BNT finb 0ljnliφ, 
beim fie fyaben ben 5BinfelANT gemeinfφaftliφ unb naφ ber 
53orau⅛fe⅛ιmg berfyält fiφ

1
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§. 279-282. SBorn Greife. 107

NA: NT = NT: NB.
©eSljalb finb bie 2Bintel ATN unb ABT gleiφ unb eS folgt 
ber Sα⅛ aus §. 275 1)

2) Oft W 87
NT2 = NA NB

fo nimmt bte Kreislinie, welφe ton NT in T beriφrt wirb, 
unb bie burφ ben ^untt B gelφ, beit Quillt A in fiφ auf.

23etoeiS. (5s finb wie in 1) bie SBinfel ATN unb ABT 
gleiφ itnb bas (Sefe⅛ folgt aus §. 275 2).

3) 3ft 3⅛. 87
NT2 = NA-NB 

fo ift bie Sinie NT in beut φunft T Tangente für bie KreiS= 
littie, welφe burφ bie fünfte A, B, T gefyt.

23eweis. (5s finb wie jubor bie Eintel ATN unb ABT 
gleiφ itnb ber Sa⅛ folgt aus §. 275 3).

§. 279. Mrfa⅛.
3ft bie Summe ber gegenüberfte^enben 29iιιtel eines 

23ierecfS gleiφ einem geftredten 2δtnfel, fo liegt baS 23iere<f 
in einem Kreife.

23eweis. (5s fei $ig. 106 bie Summe ber 2Binfel a 
unb ß gleiφ einem geftredten 29iιιfel. 2BolIte matt antteljmen, 
bie Kreislinie, welφe burφ bie fünfte D, A, B gefyt, fφnitte 
bie Sinie DC niφt in C, fonbern etwa itt E ober in F, fo 
müßte γ ober 8 bett 2Bintel a ju einem geftredten ergänzen, 
alfo gleiφ ß fein; uitb baS ift niφt mijgliφ, ba ber eine grö
ßer, ber attbere Heiner ift als ß.

§. 280. 8etjrfa⅛.
Kreife, welφe gleiφe 9labien fyaben, finb congruent.
23 e weis. 9egt man bie Kreife fo auf eiitanber, bafs bie 

^ittetpunfte fiφ beden, fo beden fiφ aιιφ bie ^erifφerieen, 
Weil fie überall gleiφ weit non ben SOiittelpuntten entfernt finb.

§. 281. 2efyrfa⅛.
Φeden fiφ jwei Kreife, fo liegen tξ>re '20ftittelpunfte itt 

eiitanber unb i⅛re 9ftabien finb gleiφ.
23eweis. Wian beute für bie Kreife einen gemeiιιfφaft* 

liφeιt Φurφmeffer, uitb ein folφer ift jebe Seltne, bie bιtrφ 
φre beiben Wttetyuntte gefyt. ®er 9JHtteφnntt eines jeben 
ber Kreife liegt iit ber SDHtte beS ΦurφnιefferS, unb ber ü?a-- 
bius eines jeben ift beffeit Hälfte.

§. 282. 8etyrfa⅛.
Φ(eiφe Sebneii, welφe ungleiφeιt Kreifen angeboren, tya* 

ben ungleiφe 9)iitteφιtιιttswiιιfel, uitb jwar Ijat bie Sefyne beit 
großem, welφe bem Heinern Kreife jιιge⅞ort.
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Seiveib. fei gig. 107 AB gleiφ CD, her 9tαbiubNC 
größer αlb her 9ftαbiub MA, MF normal auf AB, unb NG 
normal auf CD. — ©ie reφtiυinfligen X)reiecfe MAH unb NCL 
haben bie Staketen AH nnb CL gleiφ, bie ^i>f>oteuufen aber 
ungleiφ, unb bafyer ift naφ §.81 ber SBinfel AMH größer 
alb ber S3intel CNL, folgliφ ber SMutel AMB größer alb ber 
Eintel CND.

§. 283.
©ie gerabe 8inie von ber SDiitte cincb Sogenb bib jur 

2)ιitte feiner «Sehne, tvirb bie Spöhe beb Sogenb genannt.
§. 284. ‰hrfa⅜.

(Gleiche Sehnen, ivelφe ungleiφen Streifen angehören, haben 
Sogen tooit ungleichen £öhen, unb jtoar hat ber Sogen bie 
größere ξ)0he, iυelφer bem Heineren Streife angehört.

Setoeib. ©ernt eb ift gig. 107 ber SBintet FMB größer 
alb ber SMnfel GND (naφ §.282), alfo ber Sßinfel MFB 
Heiner alb ber SHntel NGD unb bebhalb ιιaφ §. 80 bie Sta=≈ 
thete FH größer alb bie Stakete GL.

§. 285. 2ehrfa⅛.
Sehnen, tvelφe ungleiφen Streifen angehören, unb bereu 

2DfHtteφunftbiυinfel gleiφ finb, verhalten fiφ tvie bie Fabien 
ber Streife.

Semeib. ftolgt aub ber 5(ehn(iφteit ber ©reiecfe.
§. 286. 8ehrfa⅛.

$roei necfe finb congruent, wenn fie n —1 Seiten bejiehi 
liφ gleiφ unb in berfelben ft-olge haben, jebeb in einem φalb≈ 
treife liegt, unb beffen Φurφmeffer feine nte Seite ift.

Seweib. Wtan beute von ben SDiittelpuntten Linien naφ 
ben (Scfen gezogen. ©ie φalbfreife finb congruent, beun wä* 
reit fie ungleiφ, fo mürbe wegen §. 282 bie Summe ber 3)iit- 
telpunttbwiutel in bem einen größer ober Meiner fein, alb bie 
Summe ber SiitteφunHbwinfel in bem auberen, währenb jebe 
gleiφ bem geftrectten Sßintel ift. Sinb aber bie ©albtreife 
congruent, fo finb bie 2Dlittetpunttbwinfel ber bejieh∏φ glei= 
φen Seiten einander gleiφ, baljer bie ©reiecfe über ihnen 
congruent unb bcbljalb bie S3rntel an ihnen bejieh∏φ gleiφ. 
©araub erfieht fiφ, ba⅛ bie necfe noφ alle S3infel gleiφ ha
ben, unb bann finb fie congruent.

§. 287. 8ehrfa⅛.
3wei necfe finb congruent, wenn fie alle Seiten bejiehs 

liφ gleiφ unb in berfelben golge haben, unb jebeb in einem 
Streife liegt.

Seweib. ‰ beute von ben SOtittelpuntten Linien naφ 
ben (5cfeιι gezogen, ©ie Streife finb congruent, beim wären 
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fie ungleiφ, fo müßte wegen §. 282 bie Summe ber Mittel* 
punttswinfel in bem einen größer ober Heiner fein, als bie 
Summe ber 9)ιittelbuιιttsminfel in bem anberen, wiφrenb jebe 
gleiφ gtveien geftretften Sßinfeln ift. Sinb bie Greife congruent, 
fo finb bie Sogen ber bejielφiφ gleichen Seiten gleiφ. ©arauS 
folgt, baß bie nette noφ alle SBintel gleiφ ⅛abeu, (fie fte⅛en 
auf gleiφen Sogen), unb bann finb fie congruent.

§. 288.
Greife, bereu ≡ittetyunfte in einanber liegen, Reißen 

concentrifφe Streife; Streife, bereu 9Dfiittetyuιιtte uiφt in 
einanber liegen, ejcentrifφe Greife.

©ie gerabe Sinie, welφe jwifφen ben 9)littelpuntten jweier 
ejxentrifφen Streife, auφ bie unenbliφe, welφe burφ fie ge* 
baφt werben fann, ^eißt bereu Zentrale.

§. 289.
(Soncentrifφe Streife, welφe uιιgleiφe 9tabien haben, beeten 

fiφ niφt. ©ie Peripherie beS einen ift weiter bom Büttel- 
punft entfernt, als bie beS anberen unb jwar überall gletφ 
viel weiter.

©er ebene 9taum, welφer jwifφen ben fßeripfyerieen jweier 
concentrifφen Streife von ungleiφen 9tabien liegt, fyeißt ein 
9tiιιg. ©ie ©ifferenj ber 9tabien ⅛eiβt bie SreitebeS 9tingeS. 

§. 290.
Siegt ein fßuntt ber Segränjung einer überall begründen 

(Sbene A innerhalb einer überall begründen (Shene B, ein jwei* 
ter punft ber Segränjung ber erfteren (Shene A aber aιιβer≈ 
halb ber anberen (Shene B, fo fφneiben fiφ bie Segränjungen 
ber beiben Ebenen wenigftenS in jwei fünften.

§. 291. 8ehrf⅛⅛e.
1) ßft bie Zentrale zweier Streife Heiner als bie Summe 

φrer ξ>albmeffer, unb größer als bie ©ifferenj berfelben, fo 
fφneiben fiφ bie Peripherieeit ber beiben Streife in jwei Punf- 
ten; biefe fünfte befiiiben fiφ niφt auf einer Seite ber (Sem 
träte, i⅛re gerabe SerbinbungSlinie fteljt normal auf ber (Sen== 
träte, unb beibe finb gleiφ weit von ber Neutrale entfernt.

Seweis. (Ss mögen $tg. 108 MunbN bie äRittelpuntte 
ber beibeit Streife fein, MN φre Zentrale. BC fei Φurφmeffer 
beS Streifes jum 50iittelpunft N; bann finb NB unb NC 9ta≈ 
bien, ©er ‰bius beS anberen Streifes fei burφ r bejeiφuet.

9laφ ber SorauSfe∣ung ift
MN<r÷BN

alfo MN—BN<r 
ober MB <. r
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beSljαlb befiιιbet fiφ ber Sßuntt B ber Sβeri∣φerie beS reφts 
liegenben Streifes innerhalb beS tinfö liegenben Streifes. $er* 
ner ift naφ ber VorauSfe∣ung

MN>r—NC
alfo MN⅛NC>r

ober MC^>r
unb ba⅛er liegt ber φunft C ber Sβerφl}erie beS reφtS lie
genbeit Streifes außerhalb beS linfs -liegenben. 9iaφ bem bo- 
rigen Sβaragra}φ fφneiben fiφ alfo bie Sβerφf>erieen ber 
beiben Streife wenigftenS in gtυei fünften. Von biefen Φurφ- 
fφnittspunften (es ift noφ niφt entfφieben wie viele ejiftiren) 
fann feiner in ber Zentrale ober in bereu Verlängerung bor≈ 
fommen, weil im erffeit $all bie Zentrale gleiφ ber Summe 
ber Ipalbmeffer fein müßte, im anberen gleiφ ber ©ifferen^. 
ßS tonnen auφ niφt jwei Φurφfφnittspunfte auf einer Seite 
ber Zentrale liegen; beim menn D unb G ΦurφfφnittSpunfte 
mären, fo müßten bie hinten MD unb MG als fRabien eines 
Streifes einanber gleiφ fein, jugleiφ bie Simen ND unb NG; 
ift aber MD gleiφ MG, fo ift ber SBinfel MGD gleiφ bem 
Sßinfet MDG, alfo ber Eintel NGD größer als ber Eintel 
NDG, folgliφ ND größer als NG, tvelφeS fiφ wiberfpriφt. 
©a nun Weber in ber Zentrale felbft noφ in bereu Verlän
gerung ein ΦurφfφnittSpuntt mogliφ ift, unb auf jeher Seite 
ber Zentrale nur einer fiφ finben fann, fo giebt es niφt 
mel?r als ^wei ΦurφfφnittSpuπfte, unb fie liegen ιιiφt auf 
berfelben Seite ber Zentrale. — @S mögen G unb H bie 
ΦurφfφnittS∣mntte fein, ©ie ©reiecfe MHN unb MGN finb 
congruent, weil fie bie brei Seiten gleiφ fyaben. ‰S ber 
(∑ongruenj ber ©reiecte folgt bie G5leiφζ>eit ber Sßinfel a 
unb ß. SluS ber (⅛leiφ⅛eit biefer VJintel unb ber Φleiφlfeit 
ber Seiten MG unb MH folgt, baß γ gleiφ 3 ift, unb HQ 
gleiφ GQ, fo baß bie Sinie GH normal auf ber Zentrale fielet, 
unb bie beiben fünfte G unb H gleiφ weit von ber Zentrale 
entfernt finb.

2) ⅛ft bie Zentrale jweier Streife größer als bie Summe 
φrer ⅛albmeffer, fo ⅛aben bie Jßeripfyerieen feinen Sßuntt ge≈ 
meinfφaftliφ, unb jeber .Streis liegt außerhalb beS anberen.

Vern eis. (SS fei MN $ig. 108 bie (Zentrale.- — ^Sollte 
man annefymen, bie φeri∣φerieen gälten einen Sßunl't gemeiιι≈ 
fφaftliφ, fo würbe, wenn ber fßunft innerhalb ber Zentrale 
läge, etwa in B, bie Summe ber φalbmeffer MB unb NB 
gleiφ ber Zentrale fein, wenn er aber in ber Verlängerung 
ber Zentrale, etwa in C, ober außerhalb berfelben läge, etwa 
in H, fo müßte bie Zentrale Heiner fein, als bie Summe ber 
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Spαlbmeffer; benn im erfteren gatt märe fφon ber ‰biuS MC, 
unb im anberen mären bie ‰bien MH unb NH, als jmei Sei* 
len eines ©reied'S, größer als bie Zentrale. Φie Peripherieen 
ber Greife haben bafyer leinen Punft gemeinfφaftliφ.

(5s fei nnn NB ‰biuS beS reφtS liegenben «Streifes, r 
sJtabinS beS linfs liegenben. — 2luS ber VorauSfe⅛ung 

MN> r⅛BN
folgt MN— NB > r 

ober MB > r.
■Safyer liegt ber Punft B ber “»Peripherie beS reφts liegenben 
.QreifeSz unb ber Äreis felbft, außerhalb beS linfs befinbliφen 
.S reifes.

3) Sft bie Zentrale jmeier Greife Heiner als bie X)iffe* 
renj φrer ξ>albmeffer, fo haben bie Peripherieen feinen Punft 
gemeinfφaftliφ, itnb ber eine ÄreiS liegt ganj innerhalb beS 
anberen.

53 em eis. SÖottte man annehmen, bie peripherieen hät
ten in ber Zentrale einen Punft gemeinfφaftliφ, fo müßte bie 
Zentrale gleiφ ber Summe ber ξ>albmeffer fein; ba aber bie 
Zentrale Heiner ift als bie ©ifferenj ber ξ>albmeffer, unb biefe 
Heiner als ber größere ξ>albmeffer, fo ift bie Zentrale gemiß 
Heiner als bereit Summe. Sollte man annehmen, bie Peri* 
Pherieen hätten in ber Verlängerung ber Zentrale einen Punft 
gemeinfφaftliφ, fo müßte bie ©ifferenj ber 9tabien gleich ber 
(Zentrale fein. ^Sollte man enbliφ amtehmeit, fie hätten außer
halb ber Zentrale einen punft gemeinfφaftliφ, etma beit punft 
H, fo märe

MN ÷ NH > MH 
alfo MN > MH —NH

b. h- bie Zentrale größer als bie √Differeng ber ^albmeffer. 
®ie peripherieen h<ι^e∏ bemnaφ feinen Punft gemeinfφaftliφ. 
— «Ss fei nun NC ‰btuS beS eilten «Streifes, r 9iabiuS beS 
anberen. 5luS ber VoraiiSfepung

MN < r—NC
folgt MN⅛NC≤r

alfo befinbet fiφ ber Punft C ber Peripherie beS erften Grei
fes innerhalb beS anberen. ©aitn liegt aber jeher pmtft fei* 
iter Peripherie unb ber Ä'reiS felbft innerhalb beS anberen.

4) ⅛ft bie Zentrale jmeier Streife gleiφ ber Summe ihrer 
<palbmeffer, fo haben bie Peripherieen einen einzigen Punft 
gemeinfφaftliφ, per in ber Zentrale fiφ befinbet, unb jeber 
^treis liegt außerhalb beS anberen.

Vern eis. $ft MN bie Neutrale, unb NB ber 9tabiιιS 
beS eilten «Streifes, fo ift MB ber 9iabiuS beS anberett. — 
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©ie φeri}φerieeιι ⅛αben bett Quillt B ber (Zentrale gemeinfφaft* 
liφ. Sie fönnen aber feinen jmeiten ^ßunft in ber Zentrale 
ober in bereit Verlängerung gemeiιιfφaftliφ fabelt, meil fonft 
gtυei sJtabien eines ÄreifeS ungleiφ fein müßten; aιtφ feinen 
außerhalb ber Zentrale, weil fonft bie Zentrale Heiner märe 
als bie Summe ber 9tabien. ⅛ft nun NC ‰biuS beS reφts 
liegcnben Greifes, r ‰biιιS beS anberen, fo ift, ba fφon MN 
größer als r ift,

MN÷NC>r.
©eSfyalb liegt ber φunft C ber ^erifφerie beS reφtS befinb≈ 
liφett Greifes außerhalb beS anberen ÄreifeS, unb auφ ber 
ÄreiS felbft.

5) 3ft bie Zentrale jmeier Greife gleiφ ber ©ifferenj 
ifyrer ⅜>albmeffer, fo fyabett bie φerifφerieen einen φunft ge= 
meinfφaftliφ in ber Verlängerung ber Zentrale, unb ber eine 
Äreis liegt gattj innerhalb beS anberen.

Vern eis. Oft MN bie Zentrale unb MC ber 9iabiuS beS 
einen Greifes, fo ift NC ber beS anberen. ©ie φerifφerieen 
fyaben ben φunft C gemeinfφaftliφ, ber in ber Verlängerung 
ber Zentrale fiφ befinbet. Sie fönnen aber feinen jmeiten 
^ßunft in ber Verlängerung ber Zentrale gemeinfφaftliφ ⅛a≈ 
beit, meil fonft jmei 9ftabien eines jebeit ber Greife ungleiφ 
fein müßten; auφ feinen in ber Zentrale, weil fonft bie (Seit* 
trale gleiφ ber Summe ber ξ)albmeffer märe, melφes ιtiφt 
mogliφ ift, meil fie als bereit ©ifferenj fleiner ift als ber 
größere; enbliφ aιιφ feinen außerhalb ber Zentrale, etma in H, 
bentt alsbann märe

MN+NH> MH 
alfo MN > MH—NH

b. bie (Zentrale größer als bie ©ifferenj ber 9iabieιι. Oft 
nun NB 91abiuS beS einen Greifes, r 9tabiuS beS anberen, 
fo folgt aus

MN = r—NB 
MN<r÷NB 

MN—NB < r 
b. I). MB < r.

©ajier befinbet ftφ ber φunft B ber ^Peripherie beS erfteren 
Greifes innerhalb beS anberen, alfo auφ ber ftreis felbft inner* 
fyalb bes anberen.

6) Sφneiben fiφ bie ^βeriρl>erieeιt jmeier Greife, fo ift 
φre Zentrale fleiner als bie Summe ifyrer ξ)albmeffer, unb 
⅛ugleiφ größer als bereit ©ifferett^.

Vern eis. ©ernt märe bie Zentrale größer als bie Summe 
ber ξ)albmeffer, ober fleiner als bie ©ifferettj berfelbett, ober 
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ioäre fie flleiφ her Summe ober her ©ifferen$ her ξ)alb* 
meffer, fo hätten fc>ie ^eripherieen bei Greife gar feinen ober 
nur einen φunft gemeinfφaftliφ.

7) ξ)aben bie φeripherieen gtυeier Greife feinen ^ßunft 
gemeinfφaftliφ, unb liegt jeber Ärei« außerhalb be« anberen, 
fo ift bie Zentrale größer al« bie Summe ber ^albmeffer.

$olgt inbirect.
8) ξ)aben bie *βeripherieen gtυeier Greife feinen ^ßunft 

gemeinfφaftliφ, unb liegt ber eine ^treiδ innerhalb be« anberen, 
fo ift bie Zentrale Keiner als bie ©ifferenj ber φalbmeffer.

golgt inbirect.
9) ξjaben bie **βeri∣φerieen gtυeier Greife nur einen l⅛βunft 

gemeinfφaftliφ, unb liegt jeber Ä'rei« außerhalb be« anberen, 
fo ift bie Zentrale gleiφ ber Summe ber ξ>albmeffer.

3nbirect.
10) ξ>aben bie φerip^erieen gtυeier Greife nur einen 

$unft gemeinfφaftliφ, unb befinbet fiφ ber eine $rei« in≡ 
nerpalb be« anberen, fo ift bie Zentrale gleiφ ber ©ifferenj 
ber ξ>albmeffer.

3nbirect.
11) φaben bie φeri∣φerieen freier Greife einen $unft ge- 

meinfφaftliφ, ber niφt in ber Zentrale liegt, fo fφneiben 
fiφ bie sβeri∣⅛erieen.

Veto ei«. ©ernt bie Zentrale ift ffeiner al« bie Summe 
ber 9iabien, unb jugleiφ größer al« bereit ©ifferenj.

§. 292.
fabelt bie ^βeripherieen jtoeier Greife nur einen $untt ge* 

meinfφaftliφ, fo fagt man, bie Greife berühren fiφ, unb 
nennt biefen $unft beιι Verührung«punft ber Greife.

sDian fagt jtoei Greife berühren fiφ bon außen, toenn 
jeber außerhalb be« anbern liegt, unb gtυei Greife berühren 
fiφ bon innen, wenn ber eine fiφ innerhalb be« anberen 
befinbet.

§. 293. 8eprfa⅛.
Verüpren fiφ jtoei Greife, unb erriφtet man auf ber 

Zentrale ober bereu Verlängerung, in bem Veriφrungδpunft 
eine Normale, fo ift biefe Sangeute für einen jeben ber bet* 
ben Greife.

Veto ei«, ©enn fie fteht normal auf einem 9tabiu« 
eine« jeben ber Greife.

§. 294. Öehrfafc.
φaben gwei Greife in bemfeiben ψunft eine gemein* 

fφaftliφe Sangente, fo berühren fiφ bie Greife in biefem 
SHMp Φtvmetrft. 1. 7te Jlufl. 8
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φunft, liegen fie aber auf einer (Seite her ©angente unb 
fynben fie gleiφe 9iabien, fo fallen fie in einanber.

93eπ>eig. ©ernt bie Zentrale ift bann gleiφ bei (Summe 
ober gleiφ ber ©ifferenj bei ^albmeffer; uitb befinbeu fiφ 
bie ftreife auf einer (Seite ber ©angente, unb ljaben fie gleiφe 
<-palbmeffer, fo liegen bie SOiittelbunfte in einanber unb bie 
Greife beeten fiφ.

295. Vefyrfa⅛.
fabelt bie ^er⅛⅛erieen freier Äreife brei φuntte ge≈ 

meinfφaftliφ, fo fallen fie in einanber.
Seine iS. <Siπb A, B, C biefe brei φunfte, fo liegt 

ber 2ftittetyuntt eines jeben ber Greife in ber Normale, ioelφe 
in ber 5Oiitte bon ber <Sefme AB fiφ beuten läfjt, gugteiφ 
in ber Normale auf ber Dritte ber (Sefme BC. ©er ¾fιit- 
telpunft eines jeben ber Greife ift baller ber ΦurφfφnittS* 
∣>unft M biefer Normalen, unb weil MA 9JabiuS eines jeben 
ift, fo betten fiφ bie Greife.

§. 296. ⅛e⅛rfa⅛.
^)aben jwei Greife in bemfelben ^uutt A eine gemein* 

fφaftliφe ©angentc, unb fyaben φre ⅛rifφerieen aufjerbem 
einen *βuntt B gemeinfφaftliφ, fo betten fiφ bie Greife.

SeweiS. ©er SDfiittelpuntt eines jeben ber Greife liegt 
in ber 9iuie, welφe in bem Quillt A auf ber ©angente nor* 
mal fielet, jugleiφ in ber 8inie, iυelφe auf ber Sefme, AB 
in bereu SQZitte normal fielet. ©er SRittetyunft eines jeben 
ÄreifeS ift alfo ber ΦurφfφnittSpuntt M biefer Normalen, unb 
ba MA ⅛albmeffer eines jeben ift, fo betten fiφ bie Greife.

§. 297.
(Sin ftreis ift bιtrφ brei fünfte feiner ^erφ⅛erie be= 

ftimmt; auφ bιtrφ eine 8inie, iυelφe in einem gegebenen fünfte 
©angente für φu ift, unb noφ einen φnnft feiner φerijφerie.

§. 298. t
3ft ein SBinfel a baS nfaφe eines S3inte(S ß, fo wirb 

ß bie ⅛iιφeit unb n baS 9J7aafj beS SÖintelS a für biefe 
(Sin^eit genannt.

Unb ift ein Sogen B eines «reifes bas nfaφe irgenb 
einer öinie C, fo tyeifjt C bie Ghφeit, unb n baS 2D7aafj beS 
SoaenS B für biefe (Sinljeit

(SS berfteljt fiφ nun bon felbft, was es ⅛eιfjt, jwei SMufel 
ober xtvei Sogen bereiten fiφ tυie glυei gegebene Balten :c.

SBinfel fowofyl als Sogen tönnen commenfurabel ober 
incommenfurabel fein.
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§. 299. 2e⅛rfαfc.
3ivei S3ogen eines Greife« vergalten fiφ wie φre 9Λit* 

telpunftstvinfel.
jßeiveiS. 1) ®inb bie Sßinfel commenfurabel, fo fällt 

her <Sa⅛ leiφt in bie ‰gen.
2) ©inb bie 2δintel incommenfurabel, fo läßt fiφ jeigen, 

bafj ftig. 109 niφt
AB a
^CD'55^J

fein fann, unb bann tyat man auφ in biefem galt
AB:CD = a:ß.

Sollte man namliφ anne⅛men, es märe
AB _a
CI) ^c ß

fo fömtte
AB _ γ
CD “ /?

fein. Wtan beute nun—CD Heiner als FB, unb von A 
aus naφ B aufgetragen, bis ein 2φeityunft jivifφen F unb 
B in Q fällt, bann ift naφ 1/

AQ _ J 
CD “ ß '

®ie vorige <S5leiφung bivibire man burφ biefe, bas liefert
AB _ z 
AQ δ 

tvelφes niφt ιnogtiφ ift. <Sben fo fattn ertviefen tverben, 
baß auφ niφt

AB a
CD >~ß

fein tarnt.
§. 300. 3ιtfa⅛.

3eber 33ogen verhält ftφ jur ^ertpßerie beS Streifes,
bem er angefyört, mie fein 50fHtte⅛unftSivintel ju 2∙2R.

§. 301. ^ef>rfa⅛.
3tvei StreiSauSfφnitte eines Greifes vergalten fiφ tvie 

i⅛re 2)Httetyunttsmintel.
33etυeis toirb geführt mie ber in §.299.

§. 302.
©aßet verhält fiφ ein Streisausfφnitt ju bem Streife, 

ivelφem er angeßßrt, mie fein $iittetyunttStt>in!el ju 2∙2R.
8*
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§. 303. 8ehrfα⅛.
©ie peripherieen jweier Streife verhalten fiφ tυie i⅛re 

SRabien.
SBerυeiδ. ($s fei g⅛. 110 bie Peripherie beS Streifes, 

beffen φalbmeffer a ift, gleich P, bie beS anberen gleich Q.
Sollte man annehmen, es wäre

P . a
0 b

fo müßte es eine Baljl Q' größer als Q geben, fo baß
P _ a 

Q' ~ b '
Um ben Streis, beffen Peripherie Q ift, läßt fiφ ein necf 
benfen von bem Umfang 0'; nm ben anbern Streis benfe 
man ein necf, baS jenem ähnlich ift, unb fe⅛e feinen Umfang 
gleich P'. ©ie Umfänge biefer ähnlichen necfe verhalten fiφ 
wie gleiφliegenbe ©eiten, nnb, wenn DE unb HL als folφe 
angenommen werben, wie DE $n HL. ©ie ©reietfe DME 
unb HNL finb ähnlich; bie 2Bπιtel ber necfe bei D unb H, 
unb bei E unb L finb nämlidp gleidj>, unb bie Linien MD, 
ME, NH, NL Ijalbiren biefe Sßinfel, woraus erhellet, baß 
bie ©reiecfe jwei ≡infel gleich haben, ©aber verhält fiφ

DE:HL = a.b x
alfo ift auch

unb ba

ift, fo müßte P gleιφ P' fein, währenb boφ P' größer ift als P. 
p

®ben fo fanit gezeigt werben, baß y niφt Heiner fein
A

fann als y, unb bann muß fiφ verhalten

2>ie Umfange jtoeier regulären nede toerf>altext fiφ wie bie Sei
ten, unb biefe wie bie 9tabieπ ber Greife in tυelφen bie nede liegen. 
5Dlaπ benfe bie nede von meßr unb mehr Seiten; fie geßen jule⅛t in 
bie Greife über, alfo »erhalten fiφ aud> bie Umfänge ber Greife wie 
ihre ‰bietι. ¾eβnliφ roirb man auf bie Säfce in §. 306 unb 309 
geführt.

§. 304. 8efyrfa⅛.
3ivei Sogen ungleicher Greife, meldj>e gleiφe Mittel* 

punttsminfel haben, verhalten fiφ wie ihre ^eriph'erieen, ober 
Wie ihre fRabien.
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SBeWeiS. $eber sßogeit »erhält fiφ git feiner Ä'reiS= 
linie, rote fein 9JHttelρunftSWinfel ju 2-2R; ba⅛er berhalten 
fiφ bie Sßogen wie ihre φerib⅛erieen, unb biefe berhalten fiφ 
wie bie SRabien.

§. 305. 8ehrfa⅛.
£wei SBogen ungleicher Greife, welφe ungleiche Mittel* 

∣mnftswinfel l^at>en, berhalten fiφ wie bie Sßrobucte aus ben 
SRabien in bie äftittetyunftSwintel.

SBeweis, ©er eine SBogen fei b, fein SXabiuS r, fein 
SDlittelbunftSWinfel a, ber anbere SBogen fei b', fein SRabiuS r,, 
fein 9JHttelpunttSWinfel a'. 9Jian beute einen SBogen x, bef
fen ‰biιtS r unb beffen 9JlittelpunftSWintel a' ift; bann ber- 
⅛alt fiφ b:x = a∖a'

x:b'= r : r, 
uitb wenn man bie Θleiφungen mit einanber multiplicirt, ent
fielet b:b'= ra:r'a'.

§. 306. 8ehrfa⅛.
©ie 3ζnljatte zweier Greife berhalten fiφ ibie bie ©ua- 

brate ihrer 9tabien.
SBeweis. @S fei ^ig. 110 P ber Inhalt beS Greifes, 

beffen ξ>al6meffer a ift, unb Q ber ∙3∏⅛alt beS anberen, bef≈ 
fen φalbmeffer b ift.

90fian nehme borläufig an, eS wäre
P £ 
0 > b2‘

©ann ift eine $aht Q' größer als Q benfbar, fo baf;
L _ £
Q' ~ b2

9)ian benfe um ben Äreis, beffen Inhalt Q ift, ein necf bon 
bem Inhalte Q', ferner nm ben anberen ÄreiS ein necf, 
toelφes jenem ähnlich ift unb beffen 3nhalt P' fein mag. ©ie 
necfe berhalten fiφ wie bie ©uabrate gleiφliegenber ©eiten; 
etwa

P' _ DE2
0' “ HL2'

berhält fiφ DE:HL = a:b
bähet* £ — £

Q' ^^ b2 
unb ba auφ £ —

0' b2
fo mii∣te P gteiφ P' fein, welφes niφt mogliφ ift. ©eShölb 
fann niφt größer fein als p-
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(5ben fo läfjt fiφ nαφweifen, bαβ niφt
P a2 
Q" <P 

fein fαπn. Unb bann verhält fiφ
P:Q = a*:b*. 

§. 307. 8efyrfa⅛.
3tυei JheiSaιtSfφnitte, beren W7itte(ρunftswinfel gleiφ 

finb, bie aber ungleiφen Greifen angehören, verhalten fiφ wie 
bie ©uabrate ber 97abien.

53 e weis. 3eber 5t'reiSauSfφnitt Verhält fiφ ju feinem 
Greife wie fein SRittelpunttStointel ju 2-2R; baper verhalten 
fiφ bie ltreiSaιtSfφnitte wie bie Greife, unb biefe vergalten 
fiφ wie bie ©uabrate ber 9iabien.

§. 308. δeljrfa⅛.
$wei ^reiSauSfφnitte, welφe uπgleiφen Greifen ange

boren unb beren 9DfiittelpunttSWintel ungleiφ finb, verhalten 
fiφ wie bie probncte aus ben 5D7ittelpunttSWinfeln in bie 
©uabrate ber fRabien.

53 e weis ift bem in §. 305 0pnliφ.
§. 309. 8ehrfa⅛.

©er 3nbalt eines Äreifes ift gleiφ bem halben Probuct 
aus feiner Peripherie in ben fRabiuS.

53eweiS. (Ss fei $ig. 111 F ber ^itpalt beS ÄreifeS, 
beffen 91abiuS r unb beffen Peripherie p ift.

sJRan nehme vorläufig an, es wäre

Φαnπ ift eine 3αpl p', größer al« p, bentöar, fo baß

2Ran benfe um ben ft'reiö ein necf Don bem Umfang p'; ber 
3ntyalt beffelben ift gleiφ baf>er !ann ber 3n^alt be« 

Greife«, ber Heiner ift alb ber beö netfö, niφt —, überhaupt 

niφt größer al« fein.
Sollte man anne⅛men, e« märe

fo tonnte ber Inhalt F' eines größeren Äreifes fein, ©ie-
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(er toerbe mit bem erften concentrifφ, unb um ben erften 
irgenb ein ned gebαφt, beffen ©eiten aber niφt bie ⅛eri= 
fφerie be« greifen Streife« f⅛neiben. 3Raιι fe⅛e ben Umfang 
be« ned« gleiφ v, ben 3∣φalt beffe(6en gleiφ Q; bann ift

bie« bιtrφ

biribirt liefert
trelφe⅛ niφt mbgliφ ift, weil ber erfte 23ruφ eφt, ber anbere 
uneφt ift.

©aper tarnt mtr
F - Pr
f~t^

fein.
§. 310. 8eprfa⅛.

©er 3npalt eine« Strei«ait«fd?nitt« ift ba« palbc Probuct 
au« feinem Sogen in feinen Otabiit«.

Semei«. Sejeiφnet x feinen -3∏fyalt, r feilten Dtabiu«, 
b feinen Segen, p feine Mrei«tinie, fo ift ber 3npalt feine« 
Streife« gleiφ ttnb e« rerpält fiφ

morau« folgt

§. 311. 8eprfa⅛.
S∑8irb in einem Greife ein reguläre« ned unb ein regu

läre« 2ned gebaφt, aιtφ um biefen Ärei« ein reguläre« ned 
unb ein reguläre« 2ned, fe⅛t man ben 3n⅛alt be« regulären 
ned« im Streife gteιφ v, ben be« 2ned« im Streife gleiφ q, 
ben be« ned« um ben Strei« g(eidj> V, unb beit be« 2ned« um 
ben .Strei« gleiφ 0, fo finben folgenbe Proportionen Statt: 

V: q = q:v 
V:Q = v + q:2v.

Semei«. IS« fei 3⅛∙ 112 AB bie Seite be« regulä
ren ned« im Streife. ©ie Sinie ME palbire ben Sßhtfel AMB; 
bann ift AE bie Seite be« regulären 2ncd« im Streife. CD 
fei ©angente in E, unb ift bann Seite be« regulären ned« 
nut beit Strei«. ©ie Linien MF unb MG enbliφ mögen bie 
⅛intel AME unb BME palbireit, bann ift FG bie Seite be« 
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120 2lφteS Äapitel. §. 311. 312.

regulären 2nerfδ um ben $rei«, meil uamliφ ber Sßinfel FMG 
bte Hälfte be« SSinlel« AMB aeivorben.

‰n ift

unb
atfo oerpält fiφ

ferner ift
ober

baper berpält fiφ 

fo baß
@3 tfi ferner 
folgliφ verhält fiep

ober
9flun verpält fid) 

alfo

Unb baper verhält fiφ
V:q = v + q:2v.

§. 312.
Siu« ben Proportionen be« vorigen Paragraphen folgt

‰cf) biefen Formeln fönnen bie 3npalte q unb Q' be« re* 
gulären 2necf« in einem Greife unb be« regulären 2netf« um 
benfelben ftrei« beftimmt werben, fobalb bie Inhalte v nnb V 
be« regulären ned« in biefem Greife unb be« regulären netf« 
um ihn Mannt finb.

SJBir wollen beifpiel«weife einen Äret« beulen, beffen 
ξ)albmeffer r ift, ben 3n⅛alt be« regulären Sßierecf« bereφ≈= 
neu, welche« in biefem Greife liegt, unb ben 3nhalt be« re' 
gulären Sßierecf« um biefen Ärei«, bann burφ bie verfielen- 
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bett gormeln bett 3nl)αlt beS 2(φtetfs finbett, ba£ in bie- 
fern Greife liegt, unb bett beS ¾φteds, bas um φn liegt, 
u. f. f.

©er 3∏⅞αlt beS regulären SBieretfS im Greife ift 2r2. 
©ernt bejeiφnen mir bie ©eite mit x, fo ift ber 3nl>alt x2, 
unb beulen mir oom 9Jlittelpunlt Sinien naφ ben Snbpunlten 
einer ©eite gejogett, fo erhalten mir ein reφtmintliges ©reietf, 
melφeS x jur ^φpotenufe ljat, mäfyrenb jebe ftaφete g(eiφ r 
ift. ^olgliφ ift x2 = 2r2.

©er 3∏fyalt beS regulären SßierecfS um ben Äreis ift, 
mie fiφ gleiφ überfielt, 4r2.

Sßir fe⅛en biefe 2Bertl)e in ber erften formet ftatt v 
unb V; baburφ erhalten mir ben ^yn^att_beS regulären ¾φt= 
etfs, melφeS in bem Greife liegt, gleiφ y⅛r4 = 2,82843∙..∙r2j 
unb fe⅛en mir fie in bie jmeite Formel, fo ergiebt fiφ ber 
3nljalt beS regulären ¾φte⅛S um ben ÄreiS gleiφ

2 ∙ 4r2 ∙ 2r2 
2r⅛2,82W-^¾31371-∙r8

©ubftituiren mir bie eben gefttnbenen Spalte ber 5lφtetfe in 
jenen Formeln, fo liefern fie bie ber <Seφjel)netfe it. f. f.

§. 313.
Sßermittelft ber $nfyalte ber regulären netfe, melφe in 

einem Greife liegen, unb berer, bie um ben Äreis liegen, fann 
ber 3n⅛alt beS Greifes felbft beftimmt merben. Sßeittt man 
tt0mliφ bie ©ubftitution beS vorigen Paragraphen fortfe⅛t, 
fo finbet fiφ, baß ber 3npalt beS regulären 1024edS, mel* 
φes in bent Greife liegt, beffen φalbmeffer r ift, gleiφ 
3,14157∙∙∙∙r2 ift, unb ber beS regulären 1024ecfS, bas um 
φn liegt, gleiφ 3,14160-∙∙∙r2. ©er Qιφalt beS ÄreifeS ift 
größer als ber beS regulären 1024ecfS in φm, jugleiφ llei=≈ 
ner als ber beS regulären 1024ectS, melφes ttm φn liegt; 
baljer ift mit einer ©enauigleit bon brei ©ecimalftellen ber 
3n⅞alt bes Greifes felbft gleiφ 3,141 ∙∙∙∙r2.

§- 314.
Φurφ aιιaφtifφc Unterfuφuιιgen läßt fiφ auf leiφterem 

SÖege finben, baß ber 3npalt eines Greifes, melφer r jum 
9fiabiuS l?at, gleiφ ift

3,14159265358979323846 ∙∙∙∙r2.
§. 315.

©ie 3a⅛l, mit ber r2 multiplicirt merben muß, um ben 
3ιφalt beS Sreifes ju erhalten, beffen ξ>albmeffer r ift, b> 
jeiφπet man burφ π
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«Statt her $afyl n tarnt man fidj> näfyerung«fteife eine« 
her 53riiφe bebienen:

Sie werben burφ Λ,ettenbriiφe gefunben.
§. 316.

X>ie ißeripfyerie eine« Greife«, beffen ξ)albtneffer r ift, 
ift gleiφ 2πr.

Φenn bejeiφnen Wir bie ^ßeri^erie bnrφ p, fo ift 

unb hieran« folgt p = 2πr.
§. 317.

3ft alfo ber Otabiu« eine« Greife« r, fein Durφmeffer d, 
fein 3n⅛alt f, feine ςβerifφerie p, fo ift

1) f=πr2
2) p = 2πr
3) f==lπd2
4) p = πd.

§. 318.
33egeicξ>net a ben 3n⅛alt eine« 5treiδau⅛fφnittδ, b ba« 

Φiaafj be« Sogen« jum 9)tittelpuntt«ttnntel «, unb ift r ber 
9tabiu« be« Greife«, fo ift

1) a = ⅛πp

2) b = ⅛∙^r∙
∑)enn e« berfyält fiφ 

a:%r2 = a :4R
UUb b:2rcr == a: 4R 

unb barau« ergeben fiφ bie obigen Formeln.
§. 319.

S« werbe gig. 89 ober $ig. 90 ein Ärei« gebaφt unb 
ein ljβunft X. T)ιtrφ ben $unft unb ben Wfiittetyunft M be« 
ft’reife«yiege mau eine gerabe 9inie. 3⅛re Φurφfφnitt⅛bunfte 
mit ber φeri∣φerie be« Greife« feien A unb B. $u ben 
brei fünften A, B unb X benfe man ben inerten barmonO 
fφen ^ßuntt Y. ®ie beiben jugeorbneten fünfte X unb Y 
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⅛eifjen bann φ ote bes ÄreifeS, auφ kυirb jeher oon biefen 
⅞unlten ber φol bes anberen genannt.

2ßenn man burφ ben einen ^ßol X ober Y eine gerabe 
Sinie bentt, normal auf AB, fo fyeifjt folφe 8inie bie ,⅞J5olare 
beS anberen ^ßunlteS Y ober X, unb biefer anbere ^unlt ber 
5ßol jener polare.

@inb bafyer ein ^unlt Y unb eine Sinie CD gig. 89 
ober gig. 90 als $ol unb polare borauSgefe⅛t, fo befinbet 
fiφ ber $ol X non Y in CD, uub bie fünfte X, Y unbjber 
äftittelpunlt M bes Greifes Befinben fiφ in einer geraben Cinie, 
unb biefe fteljt normal auf CD.

33efinbet fiφ ber eine φol im SRittelpunlt bes Streif es, 
fo liegt ber anbere in ber Unenbliφleit; befinbet fiφ ber eine 
in ber ^erφ⅛eriez fo fällt ber anbere mit φm jufammen 
(§. 196), unb feine φolare ift Tangente bes Äreifeö für ben 
φol als 33eriφrungSpunlt. Unb umgeleljrt, jebe Tangente ift 
polare φreS 23eriφruttgSfmnlteS.

§. 320. 8el)rfa⅛e.'
1) Sφneiben fiφ ßig. 89 jmei Sangenten CY unb DY, 

beult man bie gerabe 8iτtie, melφe burφ φren Φurφfφnitts- 
punlt Y unb ben 2∏itteφunlt M beS ÄreifeS geljt, ferner bie 
gerabe ßinie burφ bie SBerüfyrungSpunfte C unb D ber San* 
genten, fo finb ber ΦurφfφnittSpunlt X biefer Linien unb 
ber S)urφfφnittsρunlt Y ber Sangenten ^3ole beS Streifes, 
unb bie burφ bie ‰uljrungSpunlte gefyenbe ßinie CD ift.bte 
polare beS fünftes Y, in toelφem bie Sangenten fiφ fφneiben.

35 eine iS. ‰φ §.249 ift CY gleiφ DY, uub ber SS3in= 
fei CYD burφ bie Siπie YM I>al6irt; bafyer ftefyt naφ §. 74 
CD normal auf YM. Wfian beule bie ßinien CA unb CB. 
©er 3βinfel ACB ift ein reφter als ^erψ⅛erieminlel auf bem 
<t>albfreife. <SS ift Z_BCX gleiφ Z.CAX, weil jeber biefer 
50inlel ben 3δinlel ACX ju einem reφten ergänzt, unb Z.BCY 
gleiφ Z.CAX naφ §. 246. (Ss ift bemnaφ Z-BCX gleiφ 
Z-BCY, unb ba gugteiφ CB normal ftefyt auf CA, fo finb 
CA, CB, CX, CY ⅞armonifφe (Strahlen [§. 199 3)], alfo 
A, B, X, Y tyarmonifφe φunlte, unb X unb Y 5βole beS 
Greifes; unb enbliφ ift CD, als normal fte⅛enb auf MY, bie 
polare bes «ßunlteS Y.

2) <Sφneiben fiφ $ig. 89 eine Sangente CY unb eine 
burφ ben ⅛fiittelfmnlt geljenbe Secante MY, unb toirb burφ 
ben 35erül)rungspunlt C eine 8inie CD gebaφt, normal auf 
ber ©ecante MY, fo f⅛b ber S)urφfφnittSpunlt X jtυifφen 
ber ßinie CD unb ber @ecante MY, unb ber S)urφfφnitts* 
punlt Y JWifφen ber Sangente CY unb ber ©ecante MY 
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5βole beb ftreifeb, unb bie Sinie CD ift bie polare beb $unt* 
teb Y, in we(φem bie ©angente bie ©ecante trifft.

Seweib. ‰φ 1) gefyt bie polare beb ^βunfteb Y burφ 
C unb fteljt normal auf MY, baljer fällt fie mit ber Sinie CD 
beb gegenwärtigen Sa⅛eb jufammen, unb baraub erhellet er 
felbft.

§. 321.
1) @inb ftig. 89 X unb Y $olc beb Äreifeb jum 3Kit* 

telpuntt M unb 9ftabiub r, fo ift
MXMY = r2.

SOlan beute ben 9tabiιtb MC, unb eb verhält fiφ
MX: MC = MC:MY 

unb baraub folgt ber <Sa⅛.
2) Umgetefyrt, befinben fiφ auf einer geraben Sinie MY, 

welφe burφ ben 2ftittel∣ntnft beb Äreifeb gefyt, jwei fünfte 
X unb Y, unb ift MX MY = r2, fo finb bie φuntte X unb 
Y ^ßole beb Äreifeb.

Wlan beute XC normal auf MY, unb ben 9fabiιtb MC, 
gleiφ r. ©ie ©reietfe XMC unb MCY finb 0fyιιliφ, beim fie 
fyaben ben 3Bintel XMC gemeinfφaftliφ, unb uaφ ber Sor* 
aubfe⅛ung ift

MX: MC = MC:MY.
©er Sßintel MXC ift ein reφter, alfo auφ MCY. ©ann ift 
CY ©angente, unb bie fünfte X unb Y finb *iβole.

3) @inb X unb Y φole eineb Äreifeb, X' unb Y' $ole 
beffelben Äreifeb, fo liegen bie oier fünfte X, Y, X', Y', in 
ber ^eriφerie eineb 5treifeb.

(Sb ift
MX∙MY = MX'∙MY',

beim jebeb ift r2 naφ 1) unb eb folgt ber <$af? aub §. 277. 
§. 322. 2elμfa⅛.

2Birb $ig. 89 ober gig. 90 ein φuιιtt Y unb beffen 
polare CD gebaφt, unb burφ beit φuιιft Y eine @ecante EF 
gelegt, fo wirb bie ©ecante burφ ben $reib, bie polare unb 
ben ^βuuft Y ⅛armonifφ geteilt, unb jwar finb bie Φιιrφ* 
fφnittbpuntte mit bem Greife jwei jugeorbnete φuntte, ber 
Φurφfφnittbpunft mit ber polare unb jener liβιmtt Y bie 
beiben anberen.

53eweib. Φurφ Y unb ben SDiittelpuutt M beb Ärei* 
feb lege man eine gerabe Sinie; bann finb A, B, X, Y l;ar* 
monifφe fünfte, FA, FB, FX, FY tyarmonifφe Strahlen, 
©ie Strahlen FA unb FB fielen auf einanber normal, unb 
beb⅛alb ift ber Sßinfel EFB gleiφ bem Sßintel GFB, folg* 
liφ ber Sogen EB gleiφ bem Sogen GB, unb weiter (wie 
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teiφt erhellet, wenn man bie ©eljne EG beult) ber äßintet 
EXB gleiφ bem Sßinfel GXB. ©a nun gugteiφ XY unb XD 
auf einanber normal flehen, fo finb XE, XF, XY, XH Ijar* 
moπifφe Strahlen, alfo E, F, Y, H fyarmonifφe fünfte, itnb 
bas ift ber ©afc.

§. 323. 8eljrfa⅛e.
1) 8egt man burφ einen beliebigen ^βunft Y $ig. 91 

ober $ig. 92 jwei ©ecanten für einen Λreis, betrachtet bereu 
ΦurφfφnittSpuntte A, B, C, D mit bem Ä’reife als vier (≥⅛ 
puntte eines vollftänbigen SSiererfS ABCDEF, unb jene @e= 
canten als jwei ©iagonaleu beffelbeu, fo ift bie britte ©ia- 
gonale EF bie polare jenes fünftes Y.

beweis. 9flaφ §. 203 finb bie ©iagonaleu YC unb 
YA ⅛armonifφ geteilt, bergeftalt, baß N ber vierte t)armo- 
nifφe φunft ift μt A, B unb Y, unb 0 ber vierte ju C, D 
unb Y. ©ie φolare bes fünftes Y liefert naφ §. 322 bie- 
felben vierten parmonifφen fünfte N unb Q; fie hat alfo 
mit ber ©iagonale EF bie beibeit fünfte N unb 0 gemein, 
itnb fällt mit φr jufammen.

2) 8egt man ⅛ig. 91 ober ftig. 92 burφ einen ^βunft 
Y beliebig viele <Secanten, fo befinben fiφ bie ΦurφfφnittS- 
punfte ber ©raitsverfalen AD unb BC, AH unb BG, CH unb 
DG u. f. tt>., AC unb BD, CG unb DH, AG unb BH u. f. f. 
in geraber 8inie, namliφ auf ber polare ju bem $unft Y.

Unmittelbar naφ 1).
§. 324. 8eljrfa⅛e.

1) SBerben $ig. 89 ober ⅛ig. 90 ju ben fammtliφen 
fünften einer beliebigen geraben Vinte XX' bie polaren ge* 
baφt, fo fφneiben fiφ biefe in einem φuntt, unb jtvar in 
bem ^ol Y jener Sinie XX'.

⅛etveis. @S ift nur nötljig, jit jeigen, baß bie polare 
irgenb eines fünftes X' ber Öinie XX' burφ ben ⅛ol Y 
berfelben geht. — ©er ^ßol ju X' fei Y'. ©ie φunlte X, Y, 
X', Y', liegen πaφ §. 321 3) in ber ^Peripherie eines Greifes. 
YXX' ift ein reφter SBinfel, beSljatb X'Y Φurφmeffer biefeS 
Greifes; unb ba bie polare ju X' in Y' normal fleht auf 
X'Y', fo geht fie naφ §. 244 burφ Y.

2) Umgetefyrt, bie ^ßole von Linien, tvelφe fiφ in einem 
φunft fφneiben, befinben fiφ in beffeu polare.

SBetveig. ©er Quillt fei Y. 3)lan benfe burφ φn 
irgenb eine gerabe Sinie QY, φr ^ol fei Z. ©er φunft Y 
befinbet fiφ in ber Sinie QY, beShalb geht ιtaφ 1) feine 
polare burφ Z, b. p, ber spol Z ber Sinie QY befinbet fiφ 
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auf her polare bes Limites Y. ßben fo liegen bie $ole 
aller burφ ben ^unlt Y gebaφten Linien auf beffen polare.

§. 325. 8ehrfa⅛e.
1) 53ei jebem SeφSecf, melφeS um einen Äreis liegt, 

fφneiben fiφ bie brei diagonalen, toelφe gegeniiberftetyenbe 
©efyunlte oerbinben, in einem ^uπlt.

53 em ei S 3)ian beule $ig. 101 bas SeφSccf im Greife, 
beffen ßcfen bie 53eriφrungS∣>unlte bon ben «Seiten bes um 
ben ÄreiS liegenbeit SeφSecfS finb. @S ift A'B' polare bes 
φunlteS B, E'D' polare ju E. da⅛er ift ber durφfφnitts- 
punlt X ber Linien A'B' unb E'D' naφ §. 324 *ßol ju BE. 
(Sben fo ift bet durφfφnittspunlt Y jtoifφen B'C' unb F'E' 
φol ju CF, unb ber durφfφnittspunlt Z jtoifφen C'D' unb 
A'F' 5ßol ju AD. ‰φ §. 270 liegen bie fünfte X, Y, Z 
in geraber öitiie, folgliφ fφneiben fiφ naφ §. 324 ihre polaren 
BE, CF, AD in einem φιtnlt.

2) SDian beule ein dreietf unb einen ber Greife, toelφe 
bie brei Seiten berühren; bie brei geraben 8inien, ioelφe burφ 
bie @(fen unb bie gegeniiberfteljenben 23eriφrung3punlte gehen, 
fφneiben fiφ in einem $uuft.

53etoeiS. das dreiecf fei ABC, bie 53erubrungS^unlte 
auf ben Seiten AB, BC, AC feien bejiel}liφ X, Y, Z. 3)tan 
betraφte AXBYCZ als ein SeφSecf, bei toelφem bie Sinlel 
X, Y, Z einzeln gleiφ einem geftrecfteιι 5Binlel finb ober 
gleiφ 97ull, unb baS (55efe⅛ erhellet aus 1). 5luφ ergiebt fiφ 
bas G5efe⅛ leiφt aus §. 208, inbem man §. 249 beaφtet.

3n af>nliφer äßeife taffen fiφ mehr Φefe⅛e aus 1) ent
nehmen.

§. 326.
1) Stuf einer geraben Sinie $ig. 113 feien jmei fünfte 

A unb B beliebig gem<φlt, M fei bie 20iitte ,,mifφen ihnen, 
ferner fei ein φunft X tt>illtiφrliφ auf ber Vinie angenom
men. (SS ift alSbann

AX8—BX* = ≡2ABMX
je naφbem AX größer ober Heiner ift als BX, ober in ber 
untergelegteιι $igur X reφts ober linls bon M fiφ befinbet.

(⅛S liege X jmifφen M unb B. dann ift
AX = AM⅛MX 
BX = BM-MX 

alfo AX-f-BX = AB
AX—BX = 2MX

unb AX8-BX8 = 2ABMX.
3n gleiφer Sßeife ergiebt fiφ baS G5efe⅛, wenn X reφts 
über B hinaus fiφ befinbet, ober jmifφen A unb M, ober 
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linfS über A ⅛inαuS, inbem man jebeSmal AX burφ AM 
unb MX, unb BX burφ BM unb MX auSbrücft.

2) Das ^robuct ±2AB∙MX, atfo auφ bie Differenz 
AX2—BX* nimmt alte 2Berφe jtυifφen 0 unb + ∞, unb 
zmifφen 0 unb — ∞an, mä^renb ber $untt X non M aus 
bie unenbliφe Vinie naφ ber einen, unb naφ ber anberen 
9Uφtung burφlauft.

Die Differenz AX2—BX2 barf man halber jebem poft= 
tiven ober negativen reellen Sßertlj gleiφ fe⅛en.

3) 33efinbet fiφ auf unferer Vinie AB noφ ein 5βunft 
Y, unb ift AX2—BX2 = AY2—BY2, fo liegen bie fünfte X 
unb Y in einanber.

©inb bie Differenzen gleiφ, fo fiub beibe bofitto, ober 
beibe negativ; junaφft alfo liegen beibe fünfte X unb Y auf 
einerlei ©eite von Μ. ‰S ber Φleictφeit ber φrobucte 
2AB∙MX unb 2AB-MY folgt- MX = MY, alfo fallen bie 
fünfte zufammeit.

Sßirb bemnaφ AX2—BX2 einem beliebigen ⅛>ofitiverι ober 
negativen reellen 2δertfy c gleiφgefe⅛t, fo ift baburφ bie 
Vage beS fünftes X vollfommeu beftimmt. Derfelbe befinbet 
fiφ mit B ober mit A auf einerlei ©eite von M je naφbem 
c ⅛>ofitiv ift ober negativ. Unb fe⅛en mir

2AB∙MXgAB2
= AB

fo folgt mx≤≡^^2~,
(Ss liegt alfo X in A ober B, ober außerhalb biefer fünfte, 
ober jivifφen benfelben, je naφbem c in abfoluter ⅛infiφt 
gleiφ AB2 ift, ober größer ober Heiner als AB2.

4) ‰f ber Vinie AB ftelje VX normal, unb eS fei V 
ein beliebiger Φunft ber Vinie VX. Dann ift immer

AV2—BV2 = AX2—BX2
Denn es ift AV2 = AX2÷VX2

BV2 = BX2 + VX2 
folgliφ AV2—BV2 = AX2—BX2.

, 5) §at man auf einer geraben Vtuie brei fünfte A, B 
unb X, befinbet fiφ außerhalb biefer geraben Vinie ein φunft 
S, unb ift

AS2—BS2 = AX2—BX2
fo liegt ber φιmft S in ber Vinie XV, melφe auf AB in X 
normal ftebt.

2Dlan beule burφ S eine Normale SY auf AB, unb es 
ift nach 4)
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atfo megen ber 23orauβfe⅛uιtg
AX2- BX2 = AY2-BY2

9laφ 3) befinbet fiφ Y in X, bie ‰rmaleιι XV unb YS 
fallen alfo jufammen, unb baranS erhellet ber <Sa⅛.

6) 5llle φunfte S alfo, für iυelφe AS2—BS2 gleiφ 
einem gegebenen 2Berφe PQ2 ift, befinben fiφ auf einer ge* 
raben Vinie, unb biefe fte⅛t normal auf AB in bem φunlt 
X, für tt>elφeιι AX2-BX2 gleiφ ift PQ2.

§. 327.
9Jian beule 3t0ei f reife, φre 97abien feien r unb r,, 

φre 9)Httelpunfte M unb M,. 3φre (Zentrale ift bann alfo 
MM,. 2)?an beule bie gerabe ßinie, bereit fünfte S bie @i* 
genfφaft ⅛aben, bafc

MS2—M,S2 = r2—r/.
©iefe gerabe Sinie ⅞eiβt bie S⅛orbale ber beiben Greife, 
auφ bie 8inie ber gleiφen ^otenjeit.

§. 328.
1) ξ>at bie (tφorbale jiυeier Greife M unb M,, bereit 

9iabien r unb r, finb, mit ber ^erip⅛erie beS eilten Äreifeö, 
etιυa M*), einen ^uult Q gemein, fo ge⅞t bie ^eri}φerie beö 
anberen ⅛reife⅛ burφ benfelben Quillt Q.

©ernt bann ift MQ2—M,Q2 = r2—r(2, uitb ba MQ = r 
ift, fo muß M,Q = r, fein, unb bann ift 0 ein φuιιlt ber 
Äreiöliitie M,.

2) ξ)aben bie ^erip^>erieen jtveier Greife M unb M„ 
bereit ‰bien r unb r, finb, einen Quillt Q gemein, fo gefyt 
φre (S⅛orbale burφ benfelben $nnlt Q.

©ernt alβbann ift MQ2—M,Q2 einerlei mit r2—r,2, folg* 
liφ Q ein Quillt ber (tφorbale.

3) <Sφneiben fiφ jtvei Greife, fo geljt φre Cφorbale bιιrφ 
iQre beiben ΦurφfφnittSpunlte, ift alfo ©ecante beiber Greife.

97aφ 2).
4) 33eriφren fiφ jtoei Greife, fo getyt φre C≡φorbale burφ 

beit 23erül)rmtg$bunlt, uub ift gemeinfφaftliφe Xangente.
9⅛aφ 2), unb toeil fie normal μιr Zentrale fteljt.
ξ)abeιt gtυei Greife feilten ψunft gemein, fo ⅛at φre 

Cφorbale mit feinem 0011 φιιen eilten ^ßunft gemein, uub fie 
liegt 3tυifφen beit Greifen, menit ιιiφt ber eine ber Greife 
innerhalb beδ anberen fiφ befinbet.

©ernt Ijätte bie Cφorbale mit bem einen einen $untt 
gemein, fo müßte naφ 1) auφ ber anbere burφ benfelben 
φunft ge⅛en, unb es fyätten beibe Greife biefen Quillt gemein,

!) Soll hier unb ferner be⅛en∕ ber Streik beffeπ 2Jlittetyuπ!t M ift. 
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gegen bie $orau$fe£ung. Siegt her eine Streik niφt innerhalb 
beö anberen, fo nιu⅞ bie (⅛φorbale jwifφen beiben fiφ befinben, 
Weil alSbann r2—r2<MM>,2 ift.

§. 329.
1) SBenn man ftig. 114 ans einem beliebigen ^unft Q 

bei (Sfyorbale jweier Streife, bei niφt innerhalb ber Streife liegt, 
an jeben ber Streife eine Sangente legt, fo finb biefe Sangen* 
ten QA unb QB einanber gleiφ.

ift 
αtfo 
b. t 
αlfo

2) 2Senn man burφ einen φunft V ber S⅛orbale, wel* 
φer innerhalb ber Streife fiφ befinbet, für jeben ber Streife 
bie ileinfte Seime legt, fo finb biefe fleinften ©ebnen CC' unb
DD' einαnber gleiφ.

ift
atfc
b. i.
alfo

3) @mb g-ig. 114 jtt>ei fiφ fφneibenbe Tangenten AQ 
unb BO χtx>eier Greife einauber aleicb, fo befinbet fiφ ißr
S)urφfφnittSbunft Q mtf ber <Sl}orbabe biefer Streife.

⅛S ift alSbann
MQ2—r2 = M,Q*-r2 

ober MQ2—M,Q2 = r*—r2
alfo Q ein sßunft ber (⅛borbale.

4) ©inb bie bιtrφ einen ^untt V geljenben fleinften Se⅛* 
nen CC' unb DD' jweier Streife einanber gleiφ, fo ift V ein 
^βuntt φrer Sborbale;

(Ss ift alsbann
r2-MV2 = r2-MjV, 

ober MV* —M^V2 = r2-r2
folgliφ V ein φuntt ber Sljorbale.

5) 3ebe gemeinfφaftliφe Sangente jweier Streife wirb 
burφ bereu Qφorbale ⅛albirtj unb umgetetyrt, bie 2)iitte jeber 
gemeinfφaftliφen Sangente zweier Streife befinbet fiφ auf bereu 
βφorbale.

2iaφ 1).

MÖpIfF* ©epnutrie. 7te ¾lu^. 9
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§. 330.
1) Bwei Greife pαbeιι für jeben φuuft iprer (Sporbale 

gleiφe ⅛otenjen.
©ernt es finb bie Tangenten, ober lleinften ©epnen, gleiφ. 

(Vergl. §. 248).
2) 8egt man burφ einen Quillt Q ber (Sporbale gtυeter 

Greife eine ©ecante AA' für ben einen ÄreiS, unb eine BB' 
für ben anberen Äreis, fo befinben ftφ bie fünfte A, A', B, B', 
in welφen fie bie Greife fφneibetι, in ber ^eripperie eines 
Greifes.

©ernt es ift QA∙QA' = QB∙QB', unb ber Safe folgt 
aus §. 277 ober §. 276.

§. 331.
3u brei beliebigen Greifen A, B, C beftepen brei (≥⅛or- 

baten, eine ju A unb B, eine ju A unb C, eine gu B unb C.

§.332. Seprfap.
©ie brei (Sporbalen breier Greife A, B, C, fφneiben fidj> 

entweber in einem φunft, ober fie finb parallel, ober fie fallen 
in einanber.

33 eine iS. ©ie Fabien ber Greife A, B, C feien bejiep- 
tiφ r, r„ r„. — ©ie 9JΠttelpuntte ber brei Greife befinben 
fidj> entweber in geraber Vinie ober niφt. — 3uerft tt>erbe 
oorauSgefe⅛t, bie SDiittelpunfte befinben fiφ niφt in geraber 
Öinie. ©ie Zentralen bilbeit bann ein ©reiecf ABC, auf beffen 
©eiten, ober bereu Verlängerungen bie (Sporbalen normal fte=≈ 
pen. (Ss feien X, Y, Z bie fünfte, in welφen bie ©reiecfs- 
feiten AB, BC, AC, ober ipre Verlängerungen bejtepliφ bon 
ben (Sporbalen ber ⅛reifζ A unb B, B unb C, A unb C ge
troffen werben, ©amt ift

AX2-BX2 = r2-r2 
BY2—CY2 = r2--r2 
CZ2—AZ2 = r2—r2 

alfo AX2÷BY24-CZ2 = BX2ψCY2+AZ2
unb beSpalb fφιteibeιι fiφ bie brei Sporbalen in einem Quillt. — 
BweitenS werbe oorauSgefe⅛t, bie brei 9)iittelpunfte befinben 
fiφ in einer geraben £inie. $ebe ber Sporbalen fiept bann 
normal auf berfelben. 3Birb nun angenommen, jwei ber Spor- 
baten, etwa bie ber Greife A unb B, unb A unb C fallen in 
einanber, unb bejeiφnet X ben φunlt, in welφem fie bie 
gerabe 8inie ABC treffen, fo ift
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AX2-BX2 = r2-r2
AX2-CX2 = r2—r’

atfo BX2-CX2 = r2-r2
beS⅛alb ift X jugleiφ ein $mtft her brüten (Sljorbale, unb 
bie brei βφorbaleιι liegen, ba fie fcimmtliφ auf ber geraben 
Sinie ABC normal fielen, in einanber; mirb aber angenom* 
men grυei ber (Sliorbaleit feien parallel, fo ift bie britte pa= 
rallel mit einer jeben bon φnen, beim fiele fie mit einer 
⅞ufanunen, fo fielen naφ bem eben <Srtυiefenen alle brei ju* 
fammen, ©arin liegt ber <Sa⅛.

§. 333.
<≡φιιeiben fiφ bie (Sfyorbalen breier Streife, fo f>e⅛t φr 

ΦurφfφnittSfmntt ber (Styorbalpunft ber Greife, auφ ber 
φunft ber gleiφen ^ßotenjen.

§. 334.
1) <Sφneiben fiφ gtυei Greife, unb fielen bie ‰bien, 

χυelφe naφ bem einen Φurφfφnittsρunft getyen, normal auf 
einanber, fo fielen anφ bie, ioe(φe ιtaφ bem anberen gefeit, 
auf einanber normal.

©enn es finb $ig. 115 bie ©reietfe MPM, unb MQM, 
congruent, ift alfo MPM, ein reφter Sßinfel, fo ift auφ MQM, 
ein folφer.

2) <≡φιιeiben fiφ 3tυei Streife, unb fte⅛en bie naφ ben 
ΦurφfφnittSf.mιιften ge⅞enben 9tabieιι normal auf einanber, 
fo ift jeher von biefen ‰bieπ beS einen Streifes Tangente beS 
anberen Streifes; es fielen alfo auφ bie Tangenten an ben 
ΦurφfφnittSpunften normal auf einanber.

3) 50lan fagt jroei Streife fφneiben fiφ reφtminflig, 
wenn bie 9labien naφ ben ⅛>urφfφnittspuntten reφte Sßinfel 
bilben, ober, tt>aS baffelbe ift, meint bie Tangenten an beit 
Φurφfφιιittsρunften auf einanber normal fielen.

4) 3ft ⅛ig. 115 M,P Xangeute beS Streifes M, unb beult 
man ben ⅛reis, beffen 5Dtitteφιmft M, unb beffen 9iabiιιS M,P 
ift, fo fφneiben beibe Streife fiφ reφtmin∏ig.

5) äßenn man $ig. 114 aus einem ^uιιft Q ber (S⅛or* 
bale jweier Streife M unb M, eine Tangente QA an einen ber 
Streife legt, unb mit biefer Xangente als 9tabiuS einen Streis 
befφreibt, beffen 9)ιitte⅛uιιft Q ift, fo fφneibet biefer Streis 
bie beiben erften reφtιυinf'lig.

6) Unb tä£t fiφ aus bem (Sφorbaφιιnft breier Streife 
eine Tangente an einen ber Streife legen, unb befφreibt man 
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mit tiefer ©angente vom ßfyorbalpunft aus einen Streis, fo 
fφneibet tiefer tie trei elfteren Streife reφtwinllig, unb ⅛ei⅞t 
i⅛r ©rtl)ogoualfreis.

§. 335.
1) $u einem Streife M feien X unb Y ¾3ote, eben fo X' 

unb Y'. ©er Strcib, n>elφer burφ bie spole X, Y, X', Y' gebt, 
unb ber urfpriiugliφe Streis fφneiben fid; reφtwiuf(ig.

©er eine Φur⅛fφuittSpιtnft beiber Streife fei Q. ©ann 
ift naφ §. 321 MQ2 = MX∙MY, folgliφ ber 9tabiuS MQ beS 
.Streifes M ©angente bes anbereu Streifes, unb beSl]atb fφnei=≈ 
ben bie Streife fiφ reφtn>inllig.

2) £>at man einen Streis M, beffen OiabiuS r fei, unb 
3∏>ei Sßole beffelben X unb Y, ge⅛t burφ X unb Y bie Sβeris 
pl^erie eines Streifes V, unb legt man bιtrφ ben 2)tittelpunft 
M eine gerabe δinie, tvelφe ben Streis V in ben fünften C 
unb D fφneibet, fo finb C unb D φole beS Streifes Μ.

©ernt es ift
MC MD = MX∙MY = r2.

3) Sφneiben fiφ $ig. 115 jivei Streife reφtminllig, unb 
legt man bιιrφ ben SQlittelpunlt M beb einen Streifes eine 
gerabe 8inie, iυelφe ben anbereu fφueibet, fo finb bie ©urd>- 
fφnittspunfte X unb Y φole beS erfteren Streifes.

©enn es ift MP ©angente unb 
MXMY = MP2 = r2.

§. 336.
1) 9)ian beule ftig. 116 jtoei Streife, φre 9Jlittelpunlte 

feien M unb M', if>re 9ftabien r unb r'. ‰f ber Neutrale 
beule man bie φunlte X unb Y fo, baß fiφ verhält 

MX:M'X = MY:M'Y = r:r'.
©ie ¾Junlte M, M', X, Y liegen alsbann fyarmonifφ. 33e- 
traφtet man mut X als äußeren ‰bnliφleitspιιnlt, fo finb 
bie φunlte M unb M' äußerlich entfpreφeube fünfte naφ bem 
Θrunbtoer⅛altuiβ r:r'; unb gieht man in einem ber Streife, 
ettt>a M, einen beliebigen 9iabiuS MB, in bem anberen parallel 
bamit unb gleid; geriφtet beit 9tabiuS M'B', fo finb auφ B 
unb B' auβerliφ entfpreφcnbe φunfte nad; bemfelben ®runb- 
ver⅛altniβ [§. 160]. Unb betrachtet man Y als inneren 2le⅛n≈ 
(iφfeitspunlt, fo entfpreφeu fid) M unb M' innerltφ naφ bem 
©runbüerbältniß r:r', unb, ioenn man ben 9tabiuS MB beliebig 
beult, ben M'B" parallel bamit unb entgegengefept geriφtet, 
aud> bie Sßunlte B unb B".

3tvei gatη beliebige Streife finb bafyer jebeSmal entfpre- 
φenbe Figuren, unb jwar foivobl äußerlich als innerliφ.
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2) ‰iipren fiφ jtυei Streife von außen, fo ift her 53e=≈ 
rüpritngSpuntt ipr innerer, berüpren fie fiφ von innen, fo ift 
her SBerüpntngSpunft ipr äußerer 9(epnliφteitSpuntt.

3) Wiatt (teile ftφ jmei Streife vor. ßn bem einen beute 
matt einen ‰bius beliebig, iit beut anberen einen 9tabius 
parallel mit jenem, ©ie gerabe Stnie, melφe bιιrφ bie in 
ben ^eripperieen liegenben Snbpitnfte folφer parallelen 9ftabien 
gept, fφneibet bie Zentrale beiber Streife jebeSmal in bem einen, 
ober in bem anberen von jmei bestimmten fünften, je naφbem 
bie 9iabien in gleicher ober in entgegengefepter 9tiφtung ge- 
baφt mürben.

©ettn jebe folφe Sinie ift äußerer ober innerer ¾epιυ 
liφteitsftrapl, trifft alfo bett äußeren ober inneren ¾epnliφ- 
feitspunft.

4) 3ft A ¾epnliφfeitspnntt jmeier .Streife M unb M', unb 
berührt ein ¾epnliφfeitsftrapl AT ben einen Atreiö M, fo be
rührt er aιtφ ben anberen M’, ift alfo gemeinfφaftliφe Tan
gente beiber Streife.

©enn ber bem 9iabiu3 MT entfpreφenbe 9tabiuS M'T' 
muß, als parallel mit MT, normal fiepen auf AT.

5) Unb nmgefeprt, bie gemeinfφaftliφen Tangenten jmeier 
Streife gepen bιtrφ ben einen ober ben anberen 9lepnliφ<= 
feitspunft.

©enn bie 9iabien tiacp ben 33erupruugSpunften finb 
parallel.

6) ©ie äitßerlicp ober innerliφ eutfprecpenbe gigitr eines 
Streifes M für irgenb einen Sßnnft X als ‰pnliφfeitspιtnft 
unb ein beliebiges ©runbberpältniß p:q ift ein streis.

Wiatt jiepe gig. 116 XM, uttb nepme barauf M' fo, bafc 
fiφ oerpält XM:XM' = p:q. SD?an giepe jmei ©traplen XB 
unb XC unb nepme barauf bie fünfte B' unb C' fo, baß fiφ 
berpält

XB:XB' = XC:XC' = p:q 
unb es eutfprecpen bei ber Sage iit ber ⅝igur bie Sßuitfte 
M', B', C' äitßerlicp betten M, B, C. (£s berpält fiφ alSbantt 

MB : M'B' = MC: M'C'
unb ba MB = MC ift, fo ift aιtφ M'B' = M'C'. ©a C (eben 
Sßunft ber ψeripperie M borftellt, fo erpellet, baß bie bem 
Greife M 0nβerliφ entfpreφeπbe ftigitr für X als 5lepnliφfeitS- 
pitnft unb bas ®runbberpältniß p:q ein STreiS M' ift. <5ben 
fo folgt baS (⅛5efe⅛, meint matt X als inneren 5lepnliφfeitS=≈ 
pitnft bennfct.
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§.337. 2eprfa⅛.
1) Sffiemt matt $ig. 117 ober gig. 118 burφ ben auffe≈ 

ren ober bιιrφ ben inneren ‰pnliφteitspuntt S jiveier Greife 
einen 5lepnliφfeitβftrapl legt, nnb bie 9tabien naφ ben vier 
Φurφfφnittφριιntten B, C, B', C' jiept, fo finb biefe 9ftabien 
ju jioeien parallel, nantliφ MB nnb M'B', nnb MC nnb M'C', 
anbererfeits ju jtveien niφt parallel, naιnliφ MB nnb M'C', 
nnb MC nnb M'B'.

©aff bie einen parallel finb, erpellet barauδ, baff M nnb 
M', B nnb B', C nnb C' entfpreφenbe fünfte finb, baff bie 
anberen fiφ fφneiben ans §.14.

2) 3lυei fünfte B nnb C', ober C nnb B', in einem 
9lepnliφteitgftrapl, tvelφe niφtparallelen ‰bien μιgepbren, 
peiffeit potenjpaltenbe fünfte.

3) 5Dlan verlängere bie 97abien MB nnb M'C' big jum 
X)urφfφnitt E. ©ab ©reied BEC' ivirb gleiφfφenflig; benn 
eg ift BE≠B'M', alfo BEC'∞B'M'C'. (Sin Äreig, ber E jum 
Wfcittelρuntt nnb EB jum 97abiug pat, berüprt baper bie gege≈ 
benen Greife. (Sben fo, tvenit man bie 9fiabien MC nnb M'B' 
big jum Φurφfφnitt F verlängert. $n §ig. 117, tvo S äu= 
fferer 21epnliφteit3p>nnft ift, iverben beibe gegebenen Greife von 
bem brüten E ober F in gleiφer SSeife berüprt, n0mliφ beibe 
von innen ober beibe von auffen; in ftig. 118 bagegen, ivo S 
ben inneren sXepnliφfeitgpunft vorftellt, finb bie gegebenen Äreife 
von bem brüten E ober F in ungleiφer 5Beife Berüprt, ber 
eine von auffeit, ber aitbere von innen.

4) Umgeteprt, iverben jioei Greife M nnb M' von einem 
brüten E berüprt, fo gept bie ßinie, ivelφe bie ‰iiprungδ≈≈ 
punfte verbinbet, burφ einen ber 2Iepnliφteitδpunfte, nnb jsvar 
burφ ben äufferen ober burφ ben inneren, je naφbem bie 33e≈ 
rüprnng in g(eiφer ober ungleiφer Söeife Statt finbet.

©enn albbann ift EB = EC', alfo Z-EBC' = Z_EC'B, 
uitb, wenn man ben ‰biug MC giept, Z.MCB = MBC = 
M'C'B, folgliφ finb bie 9flabieu MC nnb M'C' parallel, nnb ber 
Satj erpellet ans bem vorigen fßaragrapp.

5) SDlan beule in jtvei potenjpaltenben fünften B nnb 
C' ©angenten für bie Greife M nnb M'; ber Φurφfφnittg- 
pitnft G ber ©angenten befinbet fiφ auf ber (Sporbale ber 
Greife.

©enn bie ©angenten finb gleiφ, Weil fie μtgleiφ ben 
Itreig E berüpren.

6) Umgeteprt, legt man von einem φunlt G ber (Spor- 
bale bie ©angenten GB nnb GC' an bie Greife, fo befinben 
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fiφ bie ‰iifyrung^unfte B unb C' in geratet Vinte mit einem 
ter ¾e^nliφfeitgbunfte.

≡an erriφte tie Normalen BE unt C'E. Φag Φreietf 
BEC' mitt gleiφfφenflig. @in Äreig jum SRittelpunft E unt 
9iabiug EB berührt alfo tie Streife M nnt M,, unt eg erhellet 
ter <Sa⅛ aut 4).

7) Statn man turφ einen ‰tjnliφfeitgbunft zweier Streife 
irgent eine gerate Vinie legt, fo fint tie Pole ter Vtttie für 
tiefe Streife entfpreφenbe punfte, befinben fiφ alfo in geratet 
Vtnie mit jenem 9Ie⅛ntiφfeitgpunft.

SDian teufe tie Vtnie SC. £)ie Tangenten BQ unt B'Q', 
mit CQ unt C'Q' fint eutfbreφente 8inien, folgliφ fint φre 
Φurφfφπittgpπnfte Q unt Q' entftreφente Punfte, nut μt* 
gleiφ fint fie tie Pole ter Sinie SC. Unt teuft man tie 
Sinie SQ, fällt auf fie tie Normalen MQ unt M'Q', fo fint 
Q unt Q' entfpreφente Punfte, unt tann weiter, wie leiφt 
erhellet, auφ iljre Pole N unt N'.

8) ©ie Tangenten an ten vier fünften B, C, B', C', 
bitten ein Parallelogramm; tie eine diagonale teffelben GH 
ift tie (Stjorbale ter Sfreife, tie anbere QQ' ge⅛t turφ ten 
2Xe^ntiφteit⅛pmιtt S.

®ie Tangenten QB unt Q'B' fint parallel, weil tie ju= 
gehörigen 9iabien et fint, eben fo tie anteren, alfo ift 
QHQ'G ein Parallelogramm. Tag Uebrige erφellet an« 5) 
unb 7).

9) (Sg fei STT' gemeiufφaftliφe Tangente ter Greife, 
(wenn aber S innerhalb ter Streife fiφ befintet, fo feien ST 
unb ST' tie falben fleinften @e(men), nut eg ift

SB ∙SC' = SC-SB' = ST-ST'.
<Sg fint B unb B' entfpreφenbe punfte, eben fo C unb C', 

unb T nut T', begpalb ift
SB: SB' = SC: SC' = ST: ST'.

Tarattg folgt 1) SB • SC'= SC SB'
2) SB -ST' = ST-SB', 

ferner ift ιtaφ §. 248
3) ST2 = SB-SC.

Tag Probuct aug 2) unb 3) liefert
4) ST-ST' = SC-SB' 

unb aug 1) unb 4) eιφellet ter <Sa⅛.
Tag Probuct SB-SC' ift bemnaφ für alle potettφalten* 

bett punfte von bemfelben Statt). T>enft man j. 53. einen 
zweiten ©tratet SV, fo ift

SB-SC' = SC-SB' = SP-SV' = SV-SP' = ST-ST'
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10) 3tt*et potenjßaltenbe ςβunfte eines <StrαβlS unb gtυei 
potenjβαltenbe fünfte eines ,,weiten ©traßls liegen in ber 
ripßerie eines ÄreifeS; j. 53. B, C', P, V' ober B, C', V, P', 
ober C, B', P, V' ober C, B', V, P'.

¾aφ 9) nnb §. 276 ober 277.

§. 338.
1) βs werbe gig. 119 ein Sireis M gebacßt nnb eine gerabe 

8inie A'B', nnb burd; ben 9JiitteIβunft M beS Streifes eine 
gerabe Sinie SO normal auf A'B'. 9egt man burcß S eine 
beliebige <Secante SA, fo ift

SA-SA' = SO-SV 
nnb legt man burφ 0 eine beliebige <Secante OB, fo ift 

OB OB' — QS-QV.
©ie ©reiede SQA nnb SA'V finb äßnlid), Weil fie ben 

Sßinfel bei S gemeinfφaftliφ ßaben nnb reφtwintlig finb; ba
ßer berßält ficß

SA: SO = SV: SA' 
folgliφ ift SA∙SA'≈-- SO-SV
©ben fo erßellet bie anbere 53eβauβtung ans ber ¾Iet>ntiφfeit 
ber ©reiede OBS nnb OVB'.

©er <Sa⅛ bleibt giftig, wenn bie Sinie A'B' ben ÄreiS M 
fcßneibet ober berührt. 3m leßten $alle geßt baS dröhnet 
SO-SV in SO2 über.

2) $ür alle non S auSgeßenben ©ecanten finb alfo bie 
^robucte SA∙SA', SC-SC' u. f. w. von gleicßem Sßertß; eben 
fo für alle ©ecanten, welcße bnrcß 0 gelegt finb.

3) 53ier fünfte Wie 0» V, A, A' ober A, A', C, C' ober 
V, S, B, B' ober B, B', D, D' liegen in ber ⅛eriρβerie eines 
Streifes.

‰cβ §. 276 ober 277.
4) ⅛an erricßte in A' bie Normale A'K auf A'B', nnb 

jieße burcß M nnb A bie Sinie MA bis K, fo ift KA gleiφ 
KA', nnb ein Äreis, ber K μtm SD7ittelpuntt unb KA jum 
‰bius ßat, berüßrt baßer ben Sirois M in A oon außen nnb 
bie 8inie A'B' in A'. Unb erricßtet man B'L normal auf A'B', 
unb gießt MB bis L, fo ift LB = LB', unb ein ÄreiS, beffen 
9Jiittelpuπft L unb beffen 9tabiuS LB ift, berüßrt ben ÄreiS 
M in B von innen, unb bie ßinie A'B' in B'.

©enn bie ©reiede AA'K unb ASM finb aßnlicß, eben fo 
bie ©retede BLB' unb BMO-

5) Umgefeßrt, berüßrt ein Sfreis ben SireiS M in A von 
außen unb bie 9inie A'B' in A', fo geßt bie 8inie AA' burφ S;
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unb berührt ein $rei« ben Ärei« M in B oon innen unb bie 
9inie A'B' in B', fo getjt bie Sinie BB' burφ Q.

fei X beι, Sιιrφfφnittδpuntt jfrifφen AA' unb VM. 
Sie Sreiecfe AKA' unb AMX ftnb αhnliφ, freit fie bie 2δin=≈ 
fei bei A al« Sφeitelminfel, bie Bei K unb M at⅛ 2δeφfel= 
frintel gleiφ höben. AKA' ift gletφfφenllig, alfo anφ AMX, 
folgliφ ift MX = MA = MS. βben fo im anberen ⅛alle.

2lnmert. SDte Keinen ¾6tυeiφurtgeπ, rυelφe eintreten, wenn A'B' ben 
Kreis M fdimeibet ober berührt, wirb man leiφt anffteUen tonnen. 
Sie gerabe £inie A'B' läßt fiφ als Kreislinie μι einem ιιπenbliφ 
großen ¾abinS betrachten, nnb bann tritt bie Analogie biejer ©äße 
mit benen beS toorigen φaragra≠)en f)erteor.

§. 339.
1) 9)ιan ftelle fiφ gfrei Greife toor, M unb M' $ig. 120 

ober $ig. 121, ber Olabiu« beb erften fei r, bie Peripherie be« 
Greife« M' gepe ιιiφt burφ ben SDfιittelpunft be« Atreifeö M, 
unb e« fφneibe ber Äreiö M' ben Srei« M niφt reφtfrin!tig. 
Pßenn man feben piinft ber Peripherie be« Streife« M' al« pol 
be« Streife« M betraφtet, fo liegen bie zugehörigen ,>βote in ber 
Peripherie eine« Streife« M", ber 2DUttelpuntt M ift äußerer 
ober innerer 3lehnliφteitbpunft ber Streife M' unb M", unb bie 
(Shorbalen ber brei Greife falten in einanber.

Surφ M benfe man bie Secante AB unb gig. 120 bie 
Sangente, gig. 121 bie hölbe tleinfte Sehne MT für ben 
Strei« M', unb e« feien A', B', T' bezieh∏φ bie pole ber 
Puntte A, B, T. ¾aφ §. 335 ift

MT-MT' = MA MA' = MB∙MB' = rt.
ferner ift MT2 = MA-MB 
nnb e« folgt burφ Sioifion

MT:MT' = MB: MA' = MA: MB'.
Sie puntte T unb T', A unb B', B unb A' finb bemnaφ 
entfpreφenbe puntte für M al« 9tehnliφteitβpnntt unb ba« 
©runboerhältniß MT:MT', unb eben fo für jebe anbere Se≈ 
cante MC bie Puntte C nnb D', D unb C'. Unb ba bie puntte 
T, A, C, D, B be« einen Spftem« in ber Peripherie eine« 
Greife« liegen, fo befinben fiφ auφ bie be« entfpreφenben <Sp* 
ftem« in ber Peripherie eine« Greife«.

Sie puntte M, M', M" liegen, ba M ¾ehnliφfeit⅛punlt 
ber Streife M' unb M" ift, in geraber 8inie, itnb bie brei 
(Shorbalen .ber Greife, al« normal ftehenb auf biefer 8inie, 
müffelt entfreber parallel fein ober in einanber fallen. 5Dian 
beule einen Stra⅛l MBB', unb in ben poteιιzhaltenben punf≈ 
ten B unb B' Sangenten für bie Streife M' unb M". Sie 
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Tangenten mögen fiφ in V fφneibenj naφ §. 337 5) ift BV 
gleiφ B'V. ©a B unb B' φote für ben «reis M finb, fo 
fφneibet ber «reis, beffen 5DZittetpunft V nnb beffen 9labiuS 
VB ift, ben «reis M reφtwinflig in G. ift alfo VG ©am 
gente für ben «reis Μ. 9lnn finb bie brei ©angenten VB, 
VB', VG einanber gleiφ, beshalb ift V ein Punft in feber ber 
brei Verbalen, bie alfo jufammenfallen.

2) ©ie «reife M' nnb M" nennt man confugirte «'reife 
bes «reifes M, ber «reis M heiffe ber PotenjireiS ber «reife 
M' nnb M".

3) (⅛5efjt gig. 122 bie Peripherie beS «reifes M' burφ 
ben SDriittelpuntt beS «reifes M, nnb betrachtet man bie Puntte 
ber Peripherie M' als Pole beS «reifes M, fo befinben fiφ 
bie zugehörigen pole in einer geraben 8inie, nantliφ in ber 
Shorbale beiber «reife.

5D?ait beute bie Zentrale MM', es fei Q' ber Pol beS 
fünftes Q, Q'A' ftebe normal auf MM', unb MA fei eine 
burφ M gelegte beliebige ©ccante beS «reifes M'. ¾aφ 
§. 338 1) ift

MA ∙MA' = MQ-MQ'
MQ-MQ' ift gleiφ r\ alfo ift MA∙MA' gleiφ r2, unb beshalb 
A' ber Pol beS fünftes A, unb ba MA jebe <Secante bor= 
ftellt, fo eιφellet, baff bie Pole aller fünfte ber Peripherie 
in ber Normale Q'A' liegen. — 9laφ §. 338 finb A unb A' 
bie 53eriφrungSpuntte eines «reifes K, melφer ben «reis M' 
unb bie gerabe Sinie Q'A' berührt, $ür ben «reis M' bente 
man in A bie ©äugen te, unb fie fφneibe Q'A' in V. VA ift 
jugleiφ ©angente für ben «reis K, beshalb ift VA gleiφ 
VA'. (Sin aus V mit VA befφriebener «reis geht burφ A' 
unb fφneibe ben «reis M in G. A itnb A' finb Pole beS 
«reifes M, beShalb fφneibet ber «reis V ben «reis M reφt- 
rointlig, unb es ift VG ©angente für ben «reis Μ. ©ie 
(⅛leiφheit ber ©angenten VA nnb VG bebingt, baff Q'A' (Shot* 
bale ift ber «reife M unb M'.

4) <Sφneibet ber «reis M' ben «reis M reφtħ)intlig, fo 
fällt ber confugirte «reis M" mit bem «reife M' 3ufammen. 
[‰gl. §. 335 3)].

§. 340.
⅛fian (teile fiφ jmei «reife M nnb M' vor, unb alle 

mogliφen löerühritngsfreife, von tvelφeιt jeber bett «reis M 
nnb gugteiφ ben «reis M' berührt, ©iefe SerührungSfreife 
wollen wir in jtvei «laffen theilen, unb jur erften «taffe 

www.rcin.org.pl



§. 341. ‰tιι Streife. 139

alle bie Streife reφnen, tυelφe bie Greife M mtb M' betbe oon 
außen, ober beibe bon innen berühren, jur jioeiten Stlaffe ba= 
gegen biejenigen jäfylen, melφe ben einen ber Streife M uitb 
M' bon außen berühren, ben anberen bon innen. $ebe Älaffe 
ioerbe ioieberum in jioei. (Gruppen gefonbert; bie eine ®ruppe 
ber erften Stlaffe umfaffe bie Streife, toelφe bon außen berii⅛≈≈ 
reu, bie anbere bie, melφe bon innen berühren; bie eine 
Gruppe ber jioeiten Stlaffe beftepe au« ben Streifen, me(φe ben 
einen ber Streife M unb M' bon außen, ben anberen bon innen 
berühren, bie anbere au« benen, melφe umgefebrt ben an* 
bereit bon außen berühren, ben erfteren bon innen. £)ie 
beiben ©ritppeit jeber Stlaffe nennen mir bertoanbte ®rup* 
beit, ©ie bermanhteit Gruppen geben in einaitber über burφ 
gemeinfφaftliφe Tangenten ober Φurφfφnitt⅛punfte ber Streife 
M unb MC

§. 341.
1) Sterben jmei Streife M' unb M" bon jmeieit Streifen 

B' unb B" berührt, unb gehören bie Streife B' unb B” ber 
erften Stlaffe an, fo gebt bie (S4jυrbale biefer Streife burφ 
ben äußeren 2lebttliφteitδpuntt A ber Streife M' unb M", ge* 
hören bie Streife B' unb B" ber jmeiten Sttaffe an, fo gebt 
ihre Sl)orbate burφ ben inneren 5lebιιliφfcit⅛ρunft ber Streife 
M' unb M".

(S« mögen $ig. 123 bie Streife B' unb B" ber erften 
Stlaffe angeboren (gleiφbiet ob einerlei (Gruppe ober niφt) 
unb C, C', D, D' feien bie 23erübrung«puntte. ¾aφ §. 337 4) 
geben bie Linien C'C itnb D'D bιtrφ beit äußeren ‰bnliφ* 
leit«punlt A ber Streife M' uitb M", unb uaφ 10) beffelbeit 
Paragraphen befinben fiφ bie φuntte C, C', D, D' in ber 
Peripherie eilte« Streife«. SDian heute biefeit Strei« V. T>ie 
Linien C'C uitb D'D fiitb jmei von ben brei Sborbaleit ber 
.Streife V, B', B", unb ba fie fiφ in A fφneiben, fo gebt aιtφ 
bie britte C*borbale, b. i. bie ber Streife B' unb B" burφ beit 
5lebnliφleit⅛punft A. £)a« ift ber eine 2φeil he« @ape«; 
0bntiφ folgt ber anbere.

2) Sßenit man bιιrφ ben ¾ebnliφfeitβpuπtt ber Streife M' 
unb M", burφ melφen bie ßbot’bale ber Streife B' unb B" gebt, 
eine Tangente an eilten ber le⅛tern Streife legt, unb mit biefer 
Xangente al« 97abiu« einen Strei« befφreibt, ber jenen ‰bn≈ 
liφfeit⅛puntt jum 9D7ittelpunft b^t, fo finb bie .Streife M' unb 
M" conjugirte Streife biefe« Streife«.

SJian beule gig. 123 fantmtliφe ⅛eriφruιιgbtreife ber er* 
fielt Stlaffe. ®ie @borbalen je jmeier von ihnen geben burφ 
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ben äußeren 9lepnliφteitSpunft A. AT fei ©angente an einem 
bei Greife, B'. (Sin mit AT befφriebener Äreig A wirb aöe 
Äreife ber erften Älaffe reφtmintlig fφneiben, beSljatb finb 
C, C', eben fo D, D' n. f. tυ. 5βole beb Äreifeb A, folgliφ M' 
nnb M" conjugirte Greife beb 5treifeb A. (Sben fo ergiebt fiφ 
ber <Sa⅛ im anberen $all.

§. 342.
©ie Greife M' nnb M" finb 93eriφrungSfreife ber Greife 

B' nnb B", nnb fie gehören alb folφe (Gruppen an, bie fiφ 
beftimmen naφ ben ©ruppeu, anb melφen B' nnb B" genom≈ 
men finb. 9flaφ einer geftftellung biefeb 53er⅛a(tniffeb mirb 
man im (⅛anjen folgenbeb ®efe£ erlernten:

2ßenn irgenb jmei Greife gebaφt werben nnb φre fämmb 
liφen gemeinfφaftliφen ‰iφrnngbfreife, fo enthält bie (Sφor= 
bale ber erfteren Greife bie fammtliφen äußeren ¾eljnliφleitβ- 
punl'te je jmeier 23eriφπutgblreife, bie einer (Sruppe angeboren, 
nnb bie fammtliφen inneren 9leljnliφfeitbpunfte je ^freier 33e» 
riφrungbfreife anb bertoanbten ©ruppen; ber äußere ‰ljn=≈ 
liφleitSpunlt ber erften Greife ift gemeinfφaftliφer (5φorbaO 
punft ber ⅛erii⅛rungblreife anb ber erften Älaffe, ber innere 
2leljnliφteitδpmιtt ift gemeinfφaftliφer (⅛orbalpunft ber 3wei* 
ten Älaffe bon 23eriφrnngbfreifenj bie 23eriφrungδlreife ber 
erften Älaffe paben einen gemeinfφaftliφen Drtljogonaltreib, 
beffen 3Γιittelpunlt ber_ äußere 9lepnliφfeiWpuntt ber jiterft ge* 
baφten Greife ift, bie Greife ber ^weiten klaffe paben ebenfalls 
einen ∙gemeinfφaftliφen ©rtpogonallreis, nnb fein SDfMttelpnnTt 
ift ber innere ⅛nliφleitspunlt ber gnerft gebaφten Greife; 
enbliφ finb bie erften beiben Greife conjugirte Greife 31t jebem 
ber ermähnten ©rtpogonallreife.

§. 343.
©rei Greife M', M", M'" paben brei äußere 3lepnliφteit⅛* 

punfte nnb brei innere, ©ie brei äußeren 5lepnliφleitSpunlte 
liegen in geraber 8inie, nnb ferner liegt jeber äußere 9lepnliφ∙^ 
feitspnnlt mit ben beiben inneren 9lepnliφfeitSpnnften in gera= 
ber 8inie, tυelφe niφt μt ipm gepören.

(SS feien $ig. 124 M', M", M'" bie sJ)littelpunfte ber 
Greife, ipre ςJiabien feien r', r", r''', bie äußeren ‰pnliφ!eitS≈≈ 
puntte feien A', A", A'", bie inneren F, I", I'". ⅛,lan beule 
bιtrφ bie beiben fünfte A' nnb A" eine gerabe Öinie gelegt, 
unb bon ben 9)littelpunlten aus brei parallele Linien M'Q', 
M"Q", M"'Q"' gezogen, melφe bie Viitie A'A" in fünften 
£>', Q", Q", fφneiben. ©ann berpält fiφ
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folgliφ
wegen tiefer Proportion gefyt bie 8inie Q"Q'", b. fy. A'A" 
burφ ben Punft A"'; alfo liegen bie Pnnfte A', A", A'" in 
geraber ßinie. (*ben fo folgt, bafä fiφ A', I", I'" in geraber 
Vinie befinben n. f. W.

Φie 8inien A'A"A"', A'I"I"', A"I'I"', A"'I'I" nennt man 
©pmmetrallinien, 3Ief>nliφfeitblinien ber brei Greife.

344.
Uebungen unb PraftifφeS.

1) SaS ift ein ÄreiS, bie Peripherie eines Greifes, ber SDlit' 
telpunft, ber 9fabiuS? SaS ift eine Secante, eine Sepne, 
ein Xurφmeffer, eine Xangente, ber ‰iφrungSpunft einer 
Xangente? Sann ift eine δinie Secaiite, ober Xangente?

2) SaS ift ein WttelpunftSWinfel, ein peripperiewinfel? 
SaS ift ein ^reiSabfφnitt, ein HreiSauSfφnitt, ein Duabrant, 
ein Septant? Sann finb Sepneit eines Greifes gleiφ, wann 
ungleiφ7 Sann finb 33ogen eines ÄreifeS gleiφ, wann um 
gteidj»? Sann finb ^reiSauSfφnitte ober 5lreiSabfφnitte 
cottgrnent?

3) Senn ein 9JiittelpunftSwintel unb eilt peripperiewinfel 
auf gleiφen iöogen fiepen, wie finb fie befφaffenP Samt 
finb peripperiewinfel gleiφ, wann ungleich? (Gelten biefe 
Säpe umgefeprt? Samt ift ein Peripperiewinfel ein rechter 
Sinfel?

4) Selφe Proportion tritt ein, Wenn eine 8inie auf einem 
Xurφmeffer normal fiept? welφe jwifφen einer Sehne, 
iprer Projection auf einem Xnrφmeffer, ber von bent einen 
(Snbpunft ber Seltne aitSge^t, unb bem X}urφmeffer ?

5) Senn eine Xangente von einer Sepne im 33eriiprungSpunft 
gefφnitten Wirb, WelφeS ®efep finbet für bie Sittfel Statt, 
welφe bie Sepne mit ber Xangente bilbet?

6) Selφes (⅛5efe⅛ finbet Statt, wenn jwei Sepnen fiφ fφιιei≈ 
ben, welφeS wenn jwei Secaιιten fiφ fφneibeu, wenn eine 
Xangente unb eine Secante fiφ fφneiben, wenn jwei Xam 
genten fiφ fφneibenP Waffen fiφ biefe @efepe als ein ®e- 
fe⅛ jufammenfaffen?

7) Samt fagt man, ein necf liege in einem Greife, ein necf 
liege um einen Äreis? Selφe Figuren liegen in einem 
Greife, welφe unt einen Äreis? Siegt ein necf, welφes 
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unt ober in einem Greife liegt, jebeSmαt jugleiφ in ober 
um einen Streis? So ift ber ⅛Htteφunft beS Streifes, in 
welφem ein ©reied liegt; wie finbet man ben äKittelpuntt 
beS Streifes, um welφen es liegt? Sie wirb ber Mittel* 
^unft beS Streifes gefunben, in welφem eilt reguläres necf 
liegt, wie ber Wttetyunft beS Streifes um ben es liegt? 
Sem ift bie ©eite beS regulären <≡eφSedS gleiφ ? SelφeS 
Θefe⅛ finbet «Statt jWifφen ber «Seite beS regulären §ünf* 
eds, ber beS regulären $efyneds, unb bem 9tabiuS beS Strei≈ 
feS in welφem beibe Figuren liegen?

8) Sie brüdt fiφ baS ^robuct jweier Seiten eine# ©reieds 
aus? Sie brüdt fiφ ber 3n⅛alt eines ©reieds aus burφ 
bie brei Seiten unb ben 9ftabiuS beS Greifes, in tυelφem 
eS liegt? SßSie brüdt fiφ ber 3nljalt aus burφ bie brei Sei
ten unb ben 9tabiuS beS Streifes, um ben es liegt? Sie 
brüdt fiφ ber Snljalt eines jeben nedS aus, welφeS um 
einen Streis liegt?

9) Selφe Θefe⅛e gelten bei einem 23iered, welφeS in einem 
Streife liegt? SaS ift bei einem 23iered ju merten, toelφeS 
um einen Streis liegt? Selφe toon biefen (Sefe⅛en finb um* 
gefe⅞rt werben? SelφeS (55efe⅛ gilt üom SeφSed im Greife, 
00m SeφSed um einen Streis?

10) Sann liegen vier fünfte in ber iβeri∣φerie eines Streifes?
11) Sann fyeifjen Streife concentrifφ, ejxentrifφ7 SaS ift 

eine Zentrale? SaS Reifst es, jwei Streife berühren fitj>? 
Sie muß bie Zentrale befφaffen fein, bamit jwei Streife fiφ 
fφneiben, ober fid; berühren aufjer einanber liegenb, ober 
fiφ berühren, ber eine innerhalb beS anberen liegenb? Sie 
mufj bie Zentrale befφaffen fein, bamit bie φeri∣φerieen 
zweier Streife einen φunft gemeinfφaftliφ ⅛aben unb ber 
eine außerhalb beS anberen liege, ober ber eine innerhalb 
beS anberen?

12) Sobnrφ beftimmt fiφ ein Streis?
13) Sie vergalten fid; jwei 33ogen eines Streifes? Sie jwei 

StreiSauSfφn^tte? Sie verhält fiφ ein ‰gen jur fβerφ⅛erie 
feines Streifes; wie ein StreiSauSfφuitt jn feinem Streife?

14) Sie vergalten fid; bie φeriρ⅛erieen jweier Streife; wie 
bie ^n^alte?

15) Sie vergalten fiφ jwei 53ogen, ober jwei StreiSauSfφnitte 
jweier ungleiφen Streife, wenn bie WtittetyunftSWinM gleiφ 
finb; wie, wenn bie SDιitteφunttSwinfel ιtngleiφ finb?

16) Sie brüdt fiφ ber 3n^alt eines Streifes burφ feine 
l>βerifφerie unb feinen OiabiuS aitS? Sie brüdt fiφ ber 
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3n⅛αlt eines ^reiSαuSfφmtteS aus burφ beit Sogen unb 
ben DlabiuS?

17) SßSenn r ber 9iabiuS eines Greifes ift, wie brütft fiφ bie 
φerφl)erie ans, wie ber Inhalt? S3elφe 3alφ be3eiφnet n? 
Sßenn r ber 9fiabiuS eines ⅛reifeS ift, a ein SDfJitteIpunttS= 
winf’el, wem ift ber Sogen jn biefem SDiittetyunftSwinfel 
gleiφ, wie grofj ift ber ÄreiSauSfdjnitt? Sδelφe Sriiφe 
briitfen π anna⅛ernb ans?

18) 2ßenn man über ben ©eiten eines reφtwinfligen ©retecfS 
Greife befφreibt, fo ift ber Äreis, beffen Φurφmeffer bie 
ξφfx>tenufe ift, gleiφ ber ©itmme ber beiben anberen Greife.

19) 3ft ein ÄreiS gleiφ ber ©nmme 3weier anberer Äreife, 
fo wirb baS ©reietf, welφeS bie Φurφmeffer zu ©eiten 
hat, reφtwiπflig, nnb ber !∑)urφmeffer beS erfteren ftreifeS 
feine φ⅛potenufe.

20) SÖaS finb φole eines ÄreifeS, polaren? S⅛lφe (⅛5efe⅛e 
gelten für bie jßole, polaren? $u toelφen (^efe⅛en führen 
bie ¾e⅛nliφfeits∣mntte ber Greife?

21) (Sine Sehne meffe 9 $ufj; fie werbe nm 3 $ufj verleim 
gert, unb von bem Snbpunft werbe eine ©angente an ben 
⅛reis gelegt; wie gro^ wirb bie ©angente?

6 M-
22) ©er 9fabiuS eines ^'reifes fei 8 $u$, bie eines Ro

gens 5 M> iυie grof) ift bie Sehne biefe3 Segens?
14,8323 •••• Μ.

23) ©er 9iαbiuS eines Greifes fei r, bie £>ötye eineö Segens 
h, wie groß ift bie Sehne beS SogeuS?

2√(2r—h)h.
24) (Sine Sehne tneffe 12 M, bie £öhe beS zugehörigen 

SogenS 3 M, tυie groß ift ber ‰biιtS beS Greifes?
7⅜ M∙

25) Sine Sehne fei a, bie ξ>itye beS zugehörigen Segens b, 
tvie grofz ift ber ‰biιtS beS ÄreifeS?

a2-f-4b*
8b

26) ©er ÜiabiuS eines Äreifes fei 12 M, eine Sehne 8 M, 
wie grofj ift bie £>öhe beS zur fehlte gehörenben Segens?

0,6862 .... ober 23,3137 ∙∙∙∙ ^u^.
27) ©er ‰biuS eines ÄreifeS fei r, eine Sehne a, wie groß 

ift bie ^)öhe beS SogettS, Welcher zur Sehne gehört?
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28) ©er 9ftαbiuS eines ÄreifeS ift 8 guß; in beut Greife be≈≈ 
fi∏beπ fiφ jwei parallele <Sepnen, bie eine mißt 12 $uß, 
bie anbere 10 guß, wie weit finb bie ©epnen von einanber 
entfernt?

0,9534 •••• $uß, ober 11,5365 guß.
29) ©er 9fiabiuS eines ÄreifeS ift r, jwei parallele @epnen 

(int a unb b, n>ie groß ift bie (Entfernung ber ©epnen?

30) ©er ‰biuS eines Greifes fei 5'; wie groß muß ber ‰= 
biuS eines Greifes genommen werben, beffen ^eripperie 
3⅛ mal fo groß als bie jenes ÄreifeS fein foll? unb Wie 
groß muß ber SRabitiS fein, wenn ber 3npalt 3| mal fo 
groß als ber jenes Greifes werben foll?

17√. 9,354'
31) (Es ift ein ÄreiS gegeben, beffen 9tabiuS r ift; Wie groß 

muß man ben 9tabiuS eines Greifes nepmen, beffen φerippe=
rie von ber ^eripperie jenes ÄreifeS werben foll? ober 

wie groß ben ‰biuS, wenn ber 3npalt ~ vom 3npalt bes 
erfteren werben foll?

32) ©er ‰biιtS eines ffreifeS fei 8', ber eines attbern 5,6', 
wie groß muß ber 9tabiuS eines ffreifeS fein, ber gleicp ift 
ber Summe ober ber ©ifferettj jener ff reife; unb wie groß 
muß ber 9tabiuS eines Streifes fein, beffen ⅛eripperie gleicp 
ift ber Summe ober ber ©ifferettj ber ^eripperieen jener 
ff reife?

9,76'.∙∙. 5,71'•••• 13,6'.... 2,4'.
33) ©er 9tabiuS eines Streifes fei a, ber eines anberett b, 

Wie groß ift ber SRabiuS eines ffreifeS, welcper gleicp ber 
Summe ober gleicp ber ©ifferettj jener Streife ift? 2δie 
groß ift ber 9tabiuS eines Streifes, beffett φeripperie gleicp 
ber Summe ober ber ©ifferem ber l⅛Beripperieetι jener 
ffreife ift?

√a*±b2. a±b.
34) 3ft r ber 9tabiuS, d ber ©urcpmeffer, p bie ^eripperie 

uttb k ber 3npalt eines ff reifes, fo finben bie Φleicpungen 
Statt:
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‰S φnen folgt

Φurφ bie brei elften Formeln fiπbet ιπαπ ben Φurφ≈ 
meffer, bie *βerifφerie nnb ben 3n⅞alt eines Äreifes, tvenn 
fein 9iabiuS gegeben ift.

Φurφ bie Formeln 4) 5) 6) ben 9ftabiuS, bie φerip⅛erie 
unb ben 3∏⅛alt, wenn man ben Φurφ meffer tennt.

Φurφ bie Formeln 7) 8) 9) erhält man ben SRabiuS, 
ben Φurφmeffer unb ben 3n⅞alt, wenn bie sPerip⅛erie 
betanut ift.

X)urφ bie Formeln 10) 11) 12) ben 9iabiuS, ben Φurφ≡ 
meffer unb bie l>βerifφerie, wenn ber 3nljalt gegeben ift.

35) ©er 9iabiuS eines Streifes fei 5,2, tυie groß ift ber 
Φurφmeffer, bie φerifφerie, ber 3nfyalt?

10,4. 32,672∙∙∙∙ 84,94∙∙∙∙
36) ©er Φurφmeffer eines Greifes fei 10, wie groß ift ber 

9fiabiuS, bie l>βeri∣φerie, ber 3⅛φaltP
5. 31,4159∙∙∙∙ 78,539-.∙

37) öS fei bie ^eripl^erie eines Streifes 100, wie groß ift 
ber ‰bius, ber 3nbalt?
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38) ©er 3∏I)cιlt eine« Greife« fei 50, wie gro⅞ ift feer ‰ 
biu«, bie ^eriptyerie?

3,98-25,06∙∙∙∙
39) 23ejeiφnet r ben Dtabiu«, a ben 9)?ittelpuntt«wiufel, b 

ben zugehörigen Sogen, q ben 3∏f>att be« zugehörigen 
Ärei«au«fchnitt«, fo finben bie (⅛Heiφuπgeπ (Statt:

^lu« ihnen folgt

Die Formeln 1) unb 2) liefern beit Regelt unb ben 
^reiδαuδfφnitt, wenn ber9fαbiιιδ unb ber SOiittelpunftS* 
wintel gegeben finb.

Die Formeln 3) unb 4) liefern beιι βreiβauδfφnitt nnb 
ben 9JtittetyuuftβWintel, wenn ber Oiabiuö unb ber No
geil gegeben finb.
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©ie Formeln 5) unb 6) liefern ben 23ogen unb ben 2Ditt- 
tetyunftswintel, wenn ber BlabiuS unb ber Är eis aus* 
fφnitt gegeben finb.

©ie Formeln 7) unb 8) liefern ben 9iαbiuS unb ben 
^reiSαuSfφnitt, wenn ber 23 o gen unb ber 9DiittelpunftS* 
winfei gegeben finb.

©ie Formeln 9) unb 10) ben 9iαbiuS unb ben 23ogen, 
wenn ber ^reiSauSfφnitt unb ber 9Jiittetpunftö =≈ 
wintel gegeben finb.

©ie -Formeln 11) unb 12) ben BiabiuS unb ben 2D7ittet= 
punttswinfel, wenn ber 23 o gen unb ber Slreisausfφnitt 
gegeben finb.

40) ©er BiabiuS eines Greifes fei 1, ber 3)iittelpunftswinfel 
√δR, wie groß ift ber 23ogen unb ber 3n⅛alt beS Äreiö= 
auSfφnittSP

0,01745 •••• 0,00872 ••••
41) ©er BiabiuS eines JtreifeS fei 1, ber 23ogen ⅛π, Wie 

groß ift ber ^reiSauSfφnitt unb ber 9JiittelpunttSwinfel ?
0,52359∙∙∙∙ ⅜R.

42) ©er BiabiuS eines Greifes fei 2, ber ^reiSauSfφιιitt π∙2, 
wie groß ift ber 23ogen unb ber BJiittelpunftSWinfel ?

6,283∙.∙. 2R.
43) (Sin 23ogen fei τ⅛τr, ber SÄittetyunttSWinfel R, wie groß 

ift ber BiabiuS unb ber $reiSauSfd)nitt?
0,2. 0,0314.

44) (Sin ^reiSaιiSfφnitt fei 20, ber SDιitteφιιnftSwintel ⅜R, 
wie groß ift ber BiabiuS unb ber 23ogen?

6,18∙∙∙. 6,47∙..∙
45) (Sin 23ogen fei 5, ber ^,reiSauSfφιιitt 5, wie groß ift ber 

BiabiuS unb ber Wiittetyiinftswinfel?
2. 1,59∙∙∙∙R.

46) ©er 9)iittelpιιιιftSWinfel fei ⅜R, ber BiabiuS r, wie rer* 
t?ätt fiφ ber 23ogen jur ©efyne?

2Öie n:3.
47) 2ßie groß ift ber 3n⅛alt eines Billiges, wenn bie ξ)alb* 

meffer feiner concentrifφen Greife 60 unb 40 finb?
6283,1853∙...

48) Sßie groß ift ber 3n,βalt eines BiingeS, wenn a unb b 
bie ξ>albnιeffer feiner concentrifφen Greife finb?

π(a÷b)(a—b).
10*
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49) 2δiegrofj ift bie 33reite eine« SRittge« (b. ⅛. feie ©iffe* 
renj feiner ‰bien), wenn her beβ SFHnge« a unb
ber größere 9tabiu« b ift?

50) ©er 3n⅛αlt eine« Otiiige« fei q, ber größere 9ftαbiuS a, 
tote grofe ift ber Heinere Ötabiu«?

51) ©er 3nf>αlt eine« Otinge« fei q, ber Heinere Otabiu« fei 
c, wie gro⅛ ift ber größere 9tabiu«?

∕c'+⅛
52) (Sitte gerαbe Stnie, welφe itäfyerung«Weife gleiφ ber φe- 

riptyerie eine« Äreife« ift, wirb erhalten, wenn man ba« 
Φreifaφe be« ©urcfymeffer« um bett fünften 3φeil von ber 
<SeIjne be« Duabranten vermehrt.

3ft ber 9tabiit« be« ftreife« g(eiφ r, fo ift bie ^erφ⅛erie 
be« Greife« gleiφ 6,2831853 ∙∙∙∙r
bie in ber angegebenen 2Beife conftruirte 8inie aber gleiφ 

6,2828427∙∙∙∙r.
©ie ©ifferenj beträgt ba⅛er nur

0,000342 ∙∙∙∙r.

Neuntes Kapitel. 

Constructionen.

§. 345.
Construiren fyeißt hier, Linien, Figuren u. f. w. jeiφnen, 

fo, bafi fie gegebenen 33ebingungen entfpreφen. 2Bir unter≈ 
fφeiben bei folφem (Sonftruiren bie t⅛eoretifφe (Sonftruction, 
b. Ij. bie ‰gabe, ober bie Ermittelung be« SSerfafyren«, 
unb v bie praftifφe (Sonftruction, b. Ij. ba« 3eiφtten felbft. 
©ie t^>eoretifφe (Sonftruction ift bebingt burφ bie SBer⅛euge, 
bereit man fiφ beim 3eiφnen bebienett barf. 2Bir fe⅛eιι 
hier oorau«, bafj matt fiφ, abgefefyett von bett gewöhnlichen 
3eiφen ≈ Wtaterialieit, be« Sineal« bebiette unb be« 3irlel«.
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SDr2e^>r ober ioeniger Hilfsmittel geftαtten ober erpeifφcn ein 
anbereS Serfapren.

§. 346. Stuf gäbe.
®S ift ßig. 125 ein ©reied EHL gegeben, man feil ein 

gWeiteS ©reied jeiφuen, iυelφeS tiefem congruent ift.
Sluflßfung. SRan maφe AB gteiφ EH, fφlage non 

B aus mit her 3irMbffnnng HL einen Sogen, von A aus 
einen Sogen mit her 3irMoffnung EL, unb jiepe von bem 
fünfte D, in melφem tiefe Sogen fiφ fφneiben, gerate Li
nien naφ B unb naφ A. ©aS ©reied ABD ift bem ©reied 
EHL congruent, weil es bie brei ©eiten mit ipm gleiφ pat.

§. 347. Aufgabe.
@S ift $ig. 125 eine £inie AB gegeben, in ifyr ein ^unft 

A, man foll bιιrφ A eine Sinie jeiφnen, melφe mit AB ei* 
neu gegebenen SMnfel a bilbet.

Sluflöfung. 9)lan nepme auf ben <≡φenteln heg £Öin* 
felS « bie φuntte H unb L beliebig, unb jeiφne über AB 
ein ©reied, tnelφeS bem ©reied EHL congruent ift.

Sim einfaφften füprt man biefe ßonftruction aus, intern 
man mit einer beliebigen girf'elöffnuiig bie <Sφentel beS 2Bin= 
tels a von E aut fφπeibet, etwa in G unb F, mit berfelben 
©effnung von A aus einen Sogen CQ feplägt, tiefen Sogen 
ton Q aus mit her ©effnung FG fφneibet, unb burφ ben 
ΦurφfφnittSpunft C unb burφ A eine 8inie geiφnet.

§. 348. Aufgabe.
@S ift gig. 126 eine Sinie AB gegeben, auperpalb her* 

feiten ein ^unft C, man foll bitrd; C eine Sinie jeiφnen, 
Welφe parallel ift mit AB.

Sluflöfung. SluS bem beliebigen ςf3uιdt B her 8inie 
AB fφlage man mit ter girlelöffnung Bθ ^en Sogen CA, 
mit berfelben ^irfelöffnung non C aus ben Sogen BD, uιaφe 
BD gleiφ AC, unb jiepe CD, fo ift CD parallel mit AB. 
©enn wirb bie 8inie BC gebaφt, fo ift Z-ABC = BCD. 
Sergi, vorig. §.

©her man fφlage $ig. 127 non bem beliebigen sPunft 
N aus mit NC als Fabius einen Sogen, melφer bie Sinie 
AB fφneibet, maφe ED gleiφ GC, unb giefje CD, fo ift CD 
parallel mit AB.

§. 349. Siufgäbe.
Sinen gegebenen Sßinfel a fyig. 128 in gwei gleiφe 

Steile ju tpeilen.
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¾uflofung. 2Dfαn fφueibe mit einer beliebigen 3irfel* 
öffnnng von A aus feie <Sφenfel beS 2BintelS, etwa in B 
unb C, mit berfelben ober einer anberen beliebigen Öffnung 
fφlαge man von B nnb C aus gwei Sogen, welφe fiφ in D 
ober in D' fφneibeπ, nnb ⅛eiφue eine gerabe 8inie burφ A 
unb D, ober A unb D'; biefe ljalbirt ben SßJinfet a. ‰S 
ber (Songruenj ber ©reietfe ABD unb ACD, ober ABD' unb 
ACD', folgt bie 9tiφtigfeit ber (Sonftruction.

§. 350. Aufgabe.
(Sine gegebene Sinie AB $ig. 129 in jwei gleiφe 2φeile 

$u feilen.
Sluflöfitng. SD?it einer beliebigen ^irlelöffnung fφlage 

man von ben (Subpuntten A uub B auö gtυei Sogen, welφe 
fiφ fφneiben, etwa in C, unb fyalbire ben Sßintel ACB; bie 
φalbirungSlinie biefeS äßinfels φeilt bie 9inie AB in jWei 
gleiφe Stylte, tιaφ §. 74. Um aber ben SBinfel ju Ijalbiren, 
pat man nur ni>t⅛ig, mit einer beliebigen girfelöffnung oon 
A unb B gwei Sogen ju fφlagen, welφe fiφ fφneiben, etwa 
in G, unb bann burφ G unb C eine ßinie ju conftruiren.

§. 351. Aufgabe.
(Ss ift ftig. 130 eine gerabe Sinie AB gegeben, in φr 

ein φufttt C, mau foll in bem ζβuιιft C eine Normale auf 
AB erriφten.

Sluflöfung. 907an φeile ben geftretften WinJet ACB 
in jwei gleiφe 3φeile.

Sollte in bem Snbpuntte B ber 9inie AB eine Normale 
erriφtet werben, nnb tonnte man bie Sinie über B fyinauS 
∏iφt verlängern, fo conftruire man in einem anberen $untt 
ber Sinie AB eine Normale, unb burφ B eine 9inie, welφe 
parallel ift mit ber Normale. Ober man neunte beliebig in 
ber Sinie AB einen φnntt C an, fφlage von B unb C aus 
mit einer beliebigen 3irteloffnuπg jwei Sogen, welφe fiφ 
fφneiben, etwa in D, jief>e CD, maφe DE gleiφ CD, unb 
tyty EB, fo ift EB normal auf AB; benn ber φunft B liegt 
in ber φerife^erie beS ÄreifeS, welφer CE jum Ourφmeffer 
fiat, alfo ftefyt ber 2δiπfel CBE auf einem ^)albtreife unb 
ift ein reφter 20intel.

§. 352.4 Aufgabe.
(5s ift $ig. 129 eine gerabe Sittie AB gegeben unb aufeer≈ 

Ijatb berfelben ein ^unft C, man foll von C aus eine ‰r≠ 
male auf bie Oinie fällen.

¾nfl0fιtng. OJiit einer beliebigen Birfelöffnung fφneibe 
man von C aus bie Oinie AB in jwei fünften, etwa in D 
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ιιnb E, unb pαtbire beu 2Bintel DCE. ©ie 5pαlbiruιtgblinie 
ift normal auf AB πaφ §. 74.

(Sollte man von einem φunft E gig. 130, ber gegen bab 
(Snbe einer 8inie AB liegt, eine Normale auf bie Siriie fällen, 
unb fönnte AB über B piitaub ntφt verlängert werben, fo 
conftruire man irgenb eine Sinie normal auf AB, unb jiepe 
burφ E eine 8inie, lυelφe mit ber Normale parallel ift. 
Ober man jiepe irgenb eine Sinie EC, iυelφe AB fφπeibet, 
tpetle fie in ⅛n>ei gleiφe £pei(e, unb wenn D bie Wriitte von 
CE ift, fo fφneibe man von D ait$ mit ber 3irfelbffnung DE 
(ober DC) bie Sinie AB, n>elφeb in B gefφepen mag. EB 
ift bann normal auf AB.

§. 353. Aufgabe.
ßb fiitb brei gerabe Siniett MN, PQ, TV gegeben, man 

foll bie vierte ^roportionallinie μt ipueit conftruiren, b. p. 
man foll eine 8inie XY conftruiren, fo bap fiφ verpält 

MN:PQ = TV :XY.
?Iuflöfung. 9Jιau jeiφne einen beliebigen poplen Sötn* 

fei a $ig. 131, maφe AB gleiφ MN, BC gleiφ PQ, AD 
gleiφ TV, jiepe BD, unb CE parallel mit BD, fo ift DE bie 
verlangte 8inie XY; ober man nepme AB gleiφ MN, AC
gleiφ PQ, AD gleiφ TV, jiepe BD, unb bamit parallel CE,
fo ift AE bie gefuφte 8tnie XY; ober mau maφc AB gleiφ 
MN, AD gleiφ PQ, AC gleiφ TV, jiepe BD, unb CE pa≈
rallel mit BD, fo ift AE bie geforberte ßinie. II. f, tv.

§. 354. Aufgabe.
£u jweien gegebenen Linien MN unb PQ bie mittlere 

<βroportioπallinie ju jeiφnen.
Sluflöfuug. ?(uf einer geraben 2inie gig. 132 nepme 

man AB gleiφ MN, BC gleiφ PQ, befφreibc über AC einen 
ξ)albfreib, unb erriφte in B bie Normale AD. Sie ift bie 
verlangte δinie, benu eb verpält fiφ

AB:BD = BD:BC
b. p. ' MN:BD=BD:PQ.

Ober man nepme gig. 133 AC gleiφ PQ, AB gleiφ MN, 
befφreibe über ber größeren Sinie AC einen ^albfret⅛, unb 
conftruire bie <Sepne, bereu ^rojection bie Heinere Öinie AB 
ift. 2)iaφt mau BD normal auf AC, fo ift AD biefe Sepne 
unb bie verlangte Sinie, benu cb verpält fiφ

AB: AD = AD.AC
b. i. MN:AD=AD:PQ. 

§. 355. Aufgaben.
1) (Sine gegebene gerabe Sinie PQ, ftig. 134 in n gleiφe 

£peile ju tpeilen.
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Sluflöfung. 2ftan giepe «on bem einen Subpuntt P 
eine 8inie PD, melφe mit PQ einen beliebigen poplen Söinfel 
bilbet, auf bie Sinie PD trage man «on P au« nmal ein be-≈ 
liebige« ©tuet PC5 giel)e «on bem le⅛ten ©peilpunft, toelφer 
D fein mag, eine 8inie naφ bem anberen (Snbpunft Q, mtb 
au« jebem ber übrigen ©peilpunfte eine £inie parallel mit 
DQ; biefe parallelen tpeilen naφ §. 134 bie 8inie PQ in 
n gleiφe ©peile.

2) Sine gegebene gerabe ßinie PQ in n ©peile gu tpeilen, 
bie fiφ «erpalten wie gegebene gange 3alφen a, b, c, d∙∙∙∙

Sluflöfung. Von bem einen Snbpunft P au«, gig. 134, 
giepe man eine Sinie PD, melφe mit PQ einen beliebigen 
popleit Sßinfel bilbet, auf PD trage mau bon P au« (aψb 
+ c + d-∣- - - - ) mal ein beliebige« Stiid PC, bon bem lebten
©peiipuuft D giepe man eine 8inie uaφ Q, unb bom aten, 
(a + b)ten, (a-f-b + c)ten u. f. m. ©peilpunft eine Sinie 
rallel mit DQ; bie parallelen Linien tpeilen PQ in ber ber- 
langten Sßeife. ©ie« fällt in bie Singen, menn mau au« 
allen ©peilpunften Linien parallel mit DQ benft.

§. 356. Stuf gäbe.
3u breien in geraber Sinie befinbliφen φuntten bem hier« 

ten parmonifφen punft gu conftruiren.
Sluflöfung. Sinb ⅝ig. 64 bie Punfte A, B unb Y 

gegeben, unb füllen A unb B al« gugeorbnete Punfte gelten, 
fo giepe man gleiφgeriφtet, aber fonft beliebig, bon A unb B 
an« bie Parallelen AC' unb BC, fφneibe fie mittelft einer 
beliebigen burφ Y gelegten 8inie YC, «erlängere bie eine AC' 
über A pinau«, maφe bie Verlängerung AC" gleiφ AC', 
unb giepe CC", unb e« ift ber Φurφfφnittδpunft X gmifφen 
CC" unb AB ber «erlangte Punft. — Sinb A, B unb X 
gegeben, unb A unb B al« gugeorbnete punfte, fo giepe man 
entgegengefe⅛t geriφtet, fonft beliebig, bie Parallelen AC" 
unb BC, fφneibe fie mittelft einer burφ X gelegten 8inie 
XC, berlängere AC", maφe AC' gleiφ AC", unb giepe C'C; 
bie le⅛te Sinie fφneibet AB in bem «erlangten Punft Y.

§. 357. Slufgabe.
Sin ©reied gu geiφnen, gu melφem gioei (Seiten unb 

ber Sßinfel gegeben finb, melφen fie bilben.
Sluflöfung. 9J7an maφe bie Sφenfel be« VMnfel« 

gleiφ ben gegebenen Seiten, unb giepe bie britte Seite.
§. 358. Slufgabe.

Sin ©reied gu geiφιten, gu melφem eilte Seite unb gtoei 
Sδinfel gegeben finb.
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Sluflöfung. ©ollen bte beiben SZBtnfel an bet gege= 
beiten Seite liegen, fo trage man fie baran, nnb verlängere 
bie anberen Sφenfel bis fie fiφ fφneiben.

Soll ber eine 2Bintel a an ber Seite AB liegen, ber 
anbere ß φr gegenüber, fo trage man $ig. 135 an AB ben 
SBinfel a, neunte C in AC beliebig, maφe ben SBintel ACD 
gleiφ ß, nnb conftruire BE parallel mit CD. ABE ift baö 
verlangte ©reiecf.

©ie Summe ber SBinfel a nnb ß muß Heiner fein, als 
ein geftrecfter Sintel.

§. 359. Aufgabe.
(Sin ©reiect ju jeiφnen, ju toelφem bie brei Seiten 

gegeben finb.
Slnflöfung. 2lu« ben (Snbpunften ber einen Seite be≈≈ 

fφreibe man mit ben anberen Seiten al« 9tabien Sogen, 
nnb jiepe naφ beren Φurφfφnitt⅛puπtt Linien von ben @nb= 
punfteit ber erfteu Seite.

©ie brei Seiten muffen bergeftalt gegeben fein, baß bie 
Summe je freier größer ift al« bie britte, weil fonft bie 
Sogen fiφ niφt fφneiben.

§. 360. Aufgabe.
(Sin ©reiecf ju 5eiφ11en, μι iυelφem jtvei Seiten gege= 

ben finb unb ber S3infel, ivelφer ber größeren von biefen 
Seiten gegenüberliegt.

¾uflofung. ‰ bie Heinere Seite AB $ig. 136 trage 
man ben gegebenen SGSinfel a, befφreibe von B au« mit ber 
größeren Seite al« fRabiu« einen Sogen, ber in C ben Sφem 
fei AC fφneiben mag nnb jiepe BC, fo ift ABC ba« ver* 
langte ©reiecf.

Oft ber gegebene 2Binfel ein reφter, fo befφreibe man 
lieber über ber größeren Seite einen ^albtrei«, trage von 
ißrem einen (Snbpuntt bie Heinere Seite al« Sepne ein, itnb 
3iepe bie britte Seite be« ©reiecf«.

§. 361.
Sollte ein ©reiecf gejeiφnet werben, 311 tvelφem jivei 

Seiten gegeben finb unb ber 5Binfel, tvelφer ber Heineren 
gegenüberliegt, fo trage man Oig. 137 an bie größere Seite 
AB ben Sßinfel a, befφreibe mit ber Heineren al« fRabiu« 
von B au« einen Sogen, n>elφer in ben beiben fünften C 
unb C' ben Sφentel AC fφneiben tarnt, unb jebe« ber ©reiecfe 
ABC unb ABC' pat bie gegebenen Seiten, unb ben gegebe
nen 3Sinfel ber Heineren Seite gegenüberliegend.
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§. 362.
Sinb nede, welφe biefetben hinten unb 2Biπfel, in ber≈ 

felben Sage gu einaitber, enthalten, congruent, fo fagt man, 
jene Sinien unb SÖirtfel, in jener Sage ju einanber, beftimmen 
baS ned, unb nennt fie beftimmenbe Stüde beffelben.

Sölten alfo gegebene Stuten unb 2δinM, in einer gege
benen Sage ju einanber, beftimmenbe Stüde eines neds fein, 
fo ntufj fiφ

1) überhaupt aus ipnen ein ned conflruiren laffen, unb
2) muffen alle nede congruent fein, welφe jene Stüde 

in ber gegebenen Sage μι einanber enthalten.
Φiefelben Sinien unb 3Binfel tonnen in einer Sage be≈ 

ftimmenbe Stüde eines neds fein, in einer anbereit niφt.
33eftimmenbe Stüde eines ©reiedS fittb j. 33. jwei Sei

ten unb ber von ipiten gcbilbcte Siiitel; eine Seite unb jwei 
SBinfel, berett Sage gegen jene Seite gegeben, unb bereit 
Summe Heiner als 2R ift; bie brei Seiten, wenn bie Summe 
je jweier gröfjer ift als bie britte; gtx>ei Seiten unb ein £öin* 
fei, welφer ber größeren Seite gegenüberliegt.

£)ie Sage jweier fünfte μt einanber beftimmt fiφ burφ 
bie gerabe Sinie, welφe bie fünfte verbinbet. ⅛>ie Sage 
eines britten fünftes gegen bie beiben erften faitit beftimmt 
werben burφ bie gerabe Sinie, welφe oon bem britten φuntte 
ιtaφ einem ber erften φunfte gept, unb burφ ben 3Binfel, 
welφen biefe Sinie mit ber erften Sinie bilbet; ober burφ 
bie beiben Sinien, welφe von bem britten fünfte πaφ ben 
beiben erften fünften gepeit; ober burφ bie 3Binfel, welφe 
biefe Sinien mit ber erften Sinie bilbeit, u. f. w., überhaupt 
burφ ^wei Stüde. Um bie Sage eines vierten fünftes 
gegen bie brei erwähnten fünfte ju beftimmen, finb eben fo 
jwei Stüde erforberliφ; u. f. W. ©ie Sage von n fünften 
$u einanber, welφe in einer (Sbene liegen, ju beftimmen, be- 
barf es bemnaφ l÷(n — 2)2, b. i. 2n—3 Stüde. — Unb 
beSpalb müffelt auφ, um ein ned μt beftimmen, von beim 
felben 2n—3 Stüde, nämlid; Sinien (Seiten, ©iagonalen) 
unb SBiitfel, welφe biefe Sinien bilbeit, gegeben werben.

sJtiφt burφ jebe 2n — 3 Stüde ift ein ned beftimmt. 
3∏t ¾llgemeiπen beurtpeilt man leiφt wäpreub ber (Sonftrnc- 
tion felbft, ob mit gegebenen Stiiden

1) ein ned überhaupt conftruirt werben fönite’, unb Weldje 
33ebingungen bie Stüde erfüllen miiffen, bamit bie 
Sonftrnction mogliφ fei,

2) ob bie gegebenen Stüde beftimmenbe feien, b. p. ob 
alle nede congruent fein werben, bie fie enthalten.
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Sαffen fiφ toerfdj>ieberte necfe jeiφnen, von benen jebeg 
gegebene Stüde in berfeiben Sage ju einanber enthält, fo 
tarnt bieg baran liegen <. bafs bie feftgefe⅛te Sage ber Stüde 
mehrere nede juläßt, auφ baran, baß 311 wenig Stüde ge= 
geben finb. Saßt fiφ gar teilt ned 3eiφ11en, Welφeg gegebene 
Stüde in einer feftgefe⅛ten Sage jn einanber ⅛at, fo tarnt 
bieg baran liegen, baß aus φnen überhaupt fein necf gebilbet 
werben fann, auφ baran, baß bie Aitjapl ber gegebenen 
Stüde 311 groß ift. Saffen fiφ berfφiebene nede aug gege≈ 
benen Stüden conftrniren, fo fagt man, bag necf fei unbe* 
ftimmt, ift bie Anzahl ber gegebenen Stüde ju groß, fo 
fagt man, bag necf fei überbeftimmt.

(Sin ©reied ift 3. 53. unbeftimmt, wenn 3wei Seiten 
unb ber ber Heineren gegennberfte⅛enbe 2Binfet, ober wenn 
bloß 3wei Seiten gegeben finb; eg ift bagegen überbeftimmt, 
wenn brei Seiten unb ein Söintel gegeben finb, unb ber 2Bin=≈ 
fei niφt bon felbft in bem ©reied fiφ finbet, welφeg man 
aug ben Seiten jeiφnen fann.

Cb ein necf bnrφ gegebene Stüde unbeftimmt ober über* 
beftimmt fei, erfennt man im Allgemeinen leiφt bei ber Son* 
ftruction felbft.

§. 363. Aufgabe.
(Sin 53iered 31t jeiφnen, 31t welφem bie hier Seiten nnb 

ein Sßinfel gegeben finb.
Anflöfuitg. TDian nehme $ig. 138 AB ttitb AC auf 

ben Sφenfeln beg gegebenen Aßintelg a gleiφ ben Seiten, 
Welφe biefen 5Bintel bilbett follen, befφreibe mit ber Seite, 
welφe an AC flößen foll, bon C aug einen 53ogen, nnb mit 
ber bierten Seite bon B aug. Sφneiben fiφ biefe 53ogen 
zweimal, in D nnb D', unb liegt ber eine Φurφfφnittgpunft 
D innerhalb beg ©reiedg ABC, fo enthält jebeg ber S3ierede 
ABCD unb ABCD' bie gegebenen Stüde, unb bie Aufgabe 
ift unbeftimmt. Sφneiben fiφ bie 53ogeιt 3weimal, in E 
ttnb E', unb liegt ber eine Φurφfφnittgpιιnft innerhalb ber 
SßSinfelebene ACP, ober innerhalb ber iföintelebeite ABQ, wie 
E, fo erhält man nur ein 33iere<f BACE', unb bie Aufgabe 
ift beftimmt. ©er Φurφfφnittgpunft E ift 11iφt brauchbar, 
weil bie Sinien AB unb CE fiφ fφnciben, alfo mit AC unb 
BE fein 53iered im gewohnliφen Sinn abgeben, berühren 
fiφ bie 53ogen, etwa in N, fo erhält man fein 5Mered, eg 
fei benn, baß man, im $all N fiφ in ber 5δiπfelebene von 
a befinbet, bag ©reied ABC alg ein 53iered anfehen wollte, 
beffen vierte (Scfe N ift, unb bag an biefer einen geftredten

www.rcin.org.pl



156 Neuntes Äapitel. 364.

Sßinfel fyαt. φαben bie Vogcit feinen ^unft gemeiπfφαftliφ, 
fo erhält man fein Viered.

§. 364. Aufgabe.
(Sin Viered ju conftruiren, ju rvelφent brei ©eiten unb 

jiυei 2δinfel gegeben fittb.
¾uflofung. ©ie ‰fgabe bietet verfφiebene $älle bar.
©ie VMnfel fallen von ben gegebenen ©eiten gebilbet 

»erben. — 9ftan fe⅛e biefe unter ben gegebenen Sinfeln ju- 
fammen, unb φe⅛e bie vierte ©eite.

2) ©ie Sßinfel follen an ber einen von ben gegebenen 
©eiten liegen, melφe mit ber niφt gegebenen ©eite 3ufanv 
menftoßen. ■— 50lan lege $ig. 139 an biefe gegebene ©eite 
BC bie gegebenen SÖinfel a unb ß, neunte BA gleiφ ber 
jtveiten gegebenen ©eite, unb befφreibe von A aus mit ber 
britten einen Vogen. ©cf>neibet biefer Vogen ben ©dientet 
CD in ben fünften D unb D', unb liegen beibe fünfte auf 
bem ©Rentei beS V¼nfelS a, fo ift jebeS ber Vierede AB CD 
unb ABCD' bas verlangte, unb bie Aufgabe ift unbeftimmt; 
liegt aber ber eine von biefen fünften auf bem ©d;enfel, 
ber anbere auf ber Verlängerung CQ beffelben, fo erhält 
man nur ein Viered, unb bie Aufgabe ift beftimmt. Ve= 
rüßrt ber Vogen ben ©cfyenfel bes SßinfelS a, fo ergiebt 
fiφ ein beftimmteS Viered; erreicht er ben ©dientet nicf>t, 
fo läßt fid) fein Viered bilben. 11. f. io.

3) ©ie V3infel fallen fiφ an ber niφt gegebenen ©eite 
befinben. — 2D2an lege an eine beliebige Sinie BE bie beb 
ben äßinfel « unb /9, $ig. 140, neunte BA gleiφ ber einen 
gegebenen ©eite, EF gleiφ ber 3iυeiten, ⅛iefye FD parallel EB, 
unb fφlage mit ber britten ©eite von A ans einen Vogen; 
fφneibet biefer bie Sinie FD in ben fünften D unb D', fo 
gielje man DC unb D'C' parallel mit EF, unb jebes ber 
Vierede ABCD unb ABC'D' ift baS verlangte, »ernt namliφ 
bie fünfte D mtb D' innerhalb ber Sßinfelebene von a fal
len; fällt aber D' außerhalb berfelben, fo giebt eS nur baS 
Viered AB CD. 11. f. io.

SDlan tfyut »oljl barait, fyier mtb .überall in ber golge 
fammt(iφe f^älle aufjufuφen, ivelφe in Ve^ielμtng auf Ve- 
ftimmtljeit, Unbeftimmφeit unb Wgliφfeit ©tatt finben.

4) ©oll enbliφ einer ber Sßinfel von jetten gegebenen 
©eiten gebilbet fein, ber anbere ifynt gegenüberliegen, fo ueljme 
matt $ig. 141 auf ben ©djenfeln beS erfteren SBinfelS a AB 
mtb AD gleiφ ben ©eiten, bie φn bilben follen, ⅛ief)e BD, 
unb conftruire aus BD, ber britten gegebenen ©eite unb bent 
anberen VSinfel ß bas ©reied BCD.
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§. 365. Aufgabe.
Sin 23ierecf 3u conftrniren, 311 melφem 3meι ©eiten unb 

fc>rei Sßinfel gegeben finb.
21 uflöfuiig. ©ollen bie beiben gegebenen ©eiten 3u- 

fammenftofjen, fo fe⅛e man fie unter bem gehörigen ⅛infel 
an einanber (eg ift auφ ber vierte Sßintel befannt), trage 
an bie niφt 3ufammenft0βenbeιι Snben bie Söintel, rvelφe an 
ihnen liegen feilen, nnb verlängere bie jule⅛t erhaltenen Linien 
biδ 3u ihrem Φurφfφnitte.

©ollen bie beiben gegebenen ©eiten einanber gegenüber
liegen, fo trage man $ig. 142 an bie eine AB bie 2Binfel a 
unb ß, an ben beliebigen puntt E ben britten 2Bintel /, 
maφe EF gleiφ ber jmeiten gegebenen ©eite, 3iehe FD paral≈ 
(et mit EB, nnb DC parallel mit FE, fo ift ABCD bag ver
langte 23ieretf.

§. 366. Aufgabe.
Sitten Äreig 31t conftrniren, beffen Peripherie burφ brei 

gegebene Punfte ge⅛t, rvelφe niφt in einer geraben Sinie liegen.
2luflofung. W,lan 3iel)e von bem einen biefer Punfte 

naφ jebem ber beiben anberen eine gerabe 8inie, unb er- 
riφte in ber 9Jιitte einer jeben biefer Linien eine Normale, 
©er Φurφfφnittgpunlt beiber Normalen ift ber 20littelpunlt, 
unb fein 2lbftaιιb von einem ber gegebenen Punfte ber Ba
bing beg verlangten Äreifeg.

367. Aufgabe.
Sitten Äreig 311 conftrniren, ιυelφer eine gerabe Sinie in 

einem gegebenen Punfte A berührt, nnb beffen Peripherie einen 
anberen gegebenen Punft B in fiφ aufnimmt.

9luflofnng. 911 an erriφte auf ber gegebenen Sinie in 
A eine Normale, 3iel)e bie £ütie AB, unb erriφte in bereu 
Wιitte auφ) e*ne Normale. ©er Φurφfφnittgpunlt beiber 
Normalen ift ber' SDiittelpunft, unb fein 2lbftanb von A ober 
von B ber 9tabiug beg verlangten Äreifeg.

§. 368. Aufgabe.
©en 2Rittelpnntt eineg gegebenen Äreifeg 311 beftimmen.
2luflöfung. Wian 3iel)e eine ©ebne, unb erriφte in 

bereu 9DfHtte eine Normale; ber ©he^ berfelben, tυclφer in≈ 
nerhalb beg 5treifeg liegt, ift ein Φurφmeffer, unb feine 9)iitte 
ber 9Jiittelpnnft.

©ber man 3iehe 3tvei niφt parallele ©ebnen, unb erriφte 
auf ber 9)ιitte einer jeben eine Normale, ©er ⅛>urφfφnittg= 
punlt biefer Normalen ift ber 9)iittelpuιιft.
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§. 369. Aufgabe.
3∏ her ^eripl1>erie eines Streifes ift ein l>βunft gegeben, 

man fall für tiefen $nnft eine Tangente beS Streifes con
ftruiren.

¾uflofung. 2)ιaιt gie^>e naφ bem gegebenen ^ßunft 
ben 9tabiuS, unb erriφte auf biefem in jenem ^unft eine 
Normale. Sie ift bie Tangente.

Sollte man aber gig. 143 in bem ⅞βuntt A eine Tan
gente conftruiren, nnb tonnte man 31t bem 9)tittelρuntt beS 
Streifes niφt gelangen, fo jie⅛e man eine Se⅛ne AB, jeiφne 
über berfelben einen φerip⅛eriemintel a,.unb maφe ben 20in≈ 
fei BAC gleiφ a, fo ift AC bie verlangte Tangente, über 
man ttefyme AD gleiφ AB, 3ie^>e bie Seltne BD, unb AC 
(parallel mit φr.

§. 370. Aufgabe.
<Ss ift ein Streis gegeben unb aufjerfyalb beffelben ein 

ißuntt A, man füll bon biefem l>βuntt aus eine Tangente für 
ben Streis conftruiren.

5luflijfung. 9)?au verbinbe gig. 144 ben l⅛βunft A 
mit bem Wtittelpunft M beS gegebenen Streifes, befφreibe über 
AM als Turφmeffer einen Streis, unb jie⅛e bon A aus bie 
Linien AB unb AB1 naφ ben Turφfφnittspuntten ber 
riptjerieen. Tiefe Linien finb Tangenten. Tenn beult man 
bie 9ftabien MB unb MB', fo finb bie Töinfet MBA unb MB'A 
reφte TöinfeL

Staun man 311 bem 9)iittelpunft beS Streifes niφt gelan
gen, fo giefj>e man gig. 145 von A aus eine Secaiite AD, 
befφreibe über AD einen φalbtreis, erriφte bie Normale CE, 
befφreibe von A aus mit AE als 9tabiuS einen 33ogeu, iveC 
φer ben Streis in ben fünften B nnb B' fφneibet, unb fließe 
bie Sinien AB unb AB'. $ebe biefer δinien ift eine Tan
gente für ben gegebenen Streis. Tenn tvirb bie 8inie AE ge≈ 
baφt, fo verhält fiφ

AC:AE = AE:AD 
unb ba AB fotvolφ als AB' gteiφ AE ift, fo verhält fiφ auφ 

AC:AB = AB:AD
unb AC :AB'= AB': AD 

unb barauS folgt naφ §. 278, bafj AB unb AB' Tangen* 
ten finb.

§. 371. Aufgabe.
©S ift ein Streis gegeben unb eine gerabe ßiitie, man foll 

eine Tangente für ben Streis conftruiren, ivelφe mit biefer 
Sinie parallel ift.
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¾ιιfl0fung. 9)Zαn falte von bem 9JHttetpunft beS 
feS eine Normale auf bie gegebene 8inie, unb in ben fünf
ten, in tυelφen biefe ‰rmale bie ^eriρperie bes ÄreifeS 
fφneibet, conftruire man Sangenten für ben Ä’reiS. Sie 
werben ber gegebenen 8inie parallel.

Samt man z bem 2Rittelpuntt bes SreifeS niφt gelan= 
gen, fo 3ielje man eine Sepne parallel mit ber gegebenen 
Vinie, erriφte auf ber 9)iitte ber Sepne eine Normale unb 
conftruire in bem fünfte, in welφem bie Normale bie $e< 
ripperie fφneibet, eine Saugente.

§. 372. Aufgabe.
(Es ift ein 5treiβ gegeben unb eine gerabe ßinte, man 

foll für ben Sreis eine Sangente conftrniren, tvelφe mit bei
gegebenen Stute einen gegebenen Eintel bilbet.

¾ufliJfung. SDlan jiepe burφ einen beliebigen ^uιιft 
ber gegebenen Sinie eine jrveite Sinte, tυelφe mit ipr ben 
gegebenen Söinfel bilbet, unb conftruire naφ bem vorigen 
⅛aragrapp für ben Sreis eine Sangente, tvelφe mit bei
zeiten Stute parallel ift.

§. 373. Aufgabe.
(Einen Sreis jn conftrniren, tvelφer brei gegebene fiφ 

fφnetbenbe Stttiett beriiprt.
¾uflofung. 9)ian palbire z^i ber 20infel, tvelφe bie 

Linien bilbeit, bie aber niφt an bemfeiben SmrφfφnittSpunfte 
fiφ befinben; ber ^unft, in tυelφem bie φalbirungSlimen fiφ 
fφneiben, ift SOcittelpunft, unb fein normaler 5lbftanb von 
einer ber gegebenen 8inien sJtabiuS eines ber vier Greife, 
tvelφe ber Aufgabe entfpreφen.

§. 374.
Unb follte ein SreiS couftrnirt werben, ber Ze* paral- 

leie Sinien unb noφ eine britte Sittie berüprt, iυelφe bie pa* 
rallelen 8inien fφneibet, fo palbire man ein ^ßaar innere 
ober äußere 2öittfel;. ber S)urφfφnittβpunft ber tpalbirungS' 
linien ift ber 2JJittelpuntt eines ber zei pto mogliφen Greife. 

§. 375. Aufgabe.
<Ss ift ein reguläres netf gegeben, man foll beit Sreis 

conftrniren, iυelφer um baffelbe liegt, unb ben, tvelφer in 
ipm liegt.

3luflofung. Wait erriφte auf ber Witte jwcier niφt 
parallelen Seiten Normalen, ober man palbire ze* Sötnfel, 
bie niφt gegenüberliegen, ivernt n eine gerabe Bapl ift; ber 
φ'untt, in ιυelφenι bie Normalen, ober bie ^)albirnngSlinien 
fiφ fφneiben, ift ber Wittelpunlt eines jebeit ber Greife, bie 
(Entfernung biefes fünftes von einer (Scfe ift ber 97abiuS beS 
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ÄreifeS, n>elφer um bαS necf liegt, unb her normale ¾bftanb 
beS puufteS von einer ©eite ber sJiabiuS beS anberen Greifes.

§. 376. Aufgabe.
(5« ift ein Äreis gegeben, man foll ein reguläres <SeφSecf, 

©reiecf, .ßtvölfetf, 53ierunb^iυaιηige(t u., ein reguläres 23ieretf, 
¾φtect, Seφjei>ne⅛, u. conftruiren, tvelφeS in biefem Greife liegt.

¾uflofuug. ©ie ©eite beS regulären ©edj>SetfS ift ber 
9ftabiuS. ©ie ßtfpuntte beS regulären ©reiecfs finb ber erfte, 
britte unb fünfte ßcfpunft beS regulären SeφSe<fS, irgenb 
einen als ben erften angenommen, ©er W7ittelpunttSivinfel 
beS regulären BtvblfedS ift bie £älfte vom 9Jiitte⅛unttSivinfel 
beS regulären SeφSedS u. f. f.

©ie (Sdpuntte beS regulären 33ierecfS fiιιb bie φuntte, 
in benen jivei auf einanber normal ftepenbe Φnrφmeffer bie 
Peripherie treffen, ©er SDZittelpunftsminfel beS regulären 
¾φtetfs ift bie Hälfte vom 90Mttetpunttsn>infeI beS regulären 
Φieretfs u. f. n>.

§. 377.
1) 3ft S⅛∙ 146 baS ©reiecf ABC bei A reφtminflig, 

ift bie ft¼φete ÄC bie £>älfte von ber Statpete AB, unb CD 
gleiφ AC, fo verhält fiφ

AB:BD = BD:AB—BD.
9Dιan beute mit CA als Fabius einen ⅛⅞reis conftruirt, 

beffen 9Jtittelpuntt C ift. ©ie Cinie AB tvirb ©angente für 
biefen Äreis, unb es verhält fiφ naφ §. 248

BE:AB = AB:BD
beSpalb

AB:BE —AB = BD:AB — BD
ober ba DE gleiφ AB ift

AB:BD = BD:AB —BD.
2) $ft eine öinie AB gegeben, unb foll man eine ßinie 

x conftruiren, fo baß fiφ verhält
AB :x = x: AB—x

fo tvirb man baper gig. 146 ein reφtminf(igeS ©reiecf con
ftruiren, beffen eine Äatpete AB, beffen anbere AC aber bie 
£)älfte von AB ift, unb von ber ξφpotenufe bie anbere $a= 
tpete AC abfφneiben. 3n bem ©tütf BD ber ξφpotenufe 
erhält man bie verlangte Vinie x.

3) £ßirb eine Sinie x conftruirt, fo bap fiφ verhält
AB:x = x:AB — x

fo fagt man, bie Sinie AB tverbe naφ bem äußeren unb 
mittleren 23erpältnifi, ober in ftetiger Proportion 
getpeilt. ≡an nennt biefe Sonftruction aιιφ ben golbenen 
©djnitt.
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4) Sinb $ig. 147 fc>te Seiten AB nnb AC beß ©reiecfß 
ABC eitιαπber gleicp, unb oerpält fiep

AB:BC = BC:AB — BC
fo ift ber SßSinfel a baß ©oppelte beß SBmfetß ß.

9J?an nepme AD gleicp BC, fo ift CD gleicp AC—BC 
ober gleicp AB—BC, unb eß oerpält fiep

AB:BC == BC:CD.
©ie ©reieefe ABC unb BCD, toelcpe ben SÖintel a gleicp paben, 
finb baper äpnlicp. ©arauß folgt, baß ber SBinfel CBD 
gleicp ß, unb baß BD gleicp BC ift, alfo auep gleicp AD. 
©eßpalb ift ber SBinfel DBA gleicp ß, mitpin a gleicp 2ß.

©ie Summe aller SBinfel biefeß ©reiecfß läßt fiep, ba 
a gleicp 2ß ift, burep 5/5 außbrücfen. Unb auß

5ß = 2R 
ergiebt fiep

ß = 
alfo a = ⅜R.

5) Sft ftig. 147
a = 2ß

fo oerpält fiep 
AB:BC = BC:AB—BC.

©ie £inie BD tpeile ben 2Bintel ABC in jtoei gleicpe ©peile, 
©er äßinfel ABD ift bann gleicp ß, unb ber 20intel BDC 
gleicp 2ß, b. p. gleicp a. ©eßpalb ift

AD = BD = BC
alfo CD = AC — AD

= AC — BC 
= AB — BC.

Unb weil ber SÖinlel ABC palbirt ift, oerpält fiep 
AB:BC = AD:CD

ober AB: BC = BC : AB — BC.
§. 378. Aufgabe.

Qu einem gegebenen Greife ein reguläreß 3epnecf, ⅛fecf, 
B^önjigecf, 23iergigecf u. f. to. ju conftruiren.

5lnflbfung. 5Dιan beule nacp ben ßnbpuntten einer Seite 
beß regulären 3ePnecfß ‰bien gezogen, ©aburep entftept ein 
©reieef. ‰cp §. 260 ift ber £ßinfel beffeiben, toelcper am 
WUttelpuntt liegt, ⅜R, jeber ber beiben anberen Sßinfel ⅜R. 
2δegen beß vorigen Paragrappen finbet alfo, toenn r ben ‰ 
biuß, z bie ©eite beß Bepnecfß in biefem Greife bejeiepnet, bie 
Proportion Statt

r:z = z:r—z.
Um baper bie Seite beß regulären 3ePne(fβ $u erpaltcn, 

nepme man $ig. 148 bie beiben 9tabien MA unb MF nor= 
©»Ifp« ©eometrie. 1. I⅛>. 7te «lufl. H 
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mal auf einaitber, maφe MD gleiφ bem ⅛alben ‰biuS, unb 
DB gleiφ DM, fo ift AB bie Seite beS regulären 3eWc⅝∕ 
welφe⅛ in biefem Greife liegt.

Um bie Seite beS regulären ^ünferfs ju erhalten, maφe 
man DC gleiφ DA, fo ift auφ MC bie Seite beS regulären 
3efyne<fs, alfo (wegen *βaragrap⅞ 262) AC bie Seite beS regu
lären ^ünfetfS in biefem Greife.

©er 2JlittelpunftSwinfel beS regulären 3toanjige(fS ift bie 
Hälfte vom Wiitteφuπtt⅛3wiιιtel beS regulären 3efyιte(fS u. f. to.

§.379. Aufgabe.
3n einem Greife ein reguläres gunfjeljnecf, ©reifjiged 

u. f. w. ju conftruiren.
21 u f l ö f u n g. ©er 9)iittelpunftswiufel beS regulären gunf* 

jefynecfs ift gleich √⅛R. ©ies ift bie ©ifferenj jwifφen bem 
SDlittelpunftSWinfel beS regulären SeφSetfS glei⅝ |R, unb bem 
beS regulären 3e⅛necfs gleiφ ⅜R. 3ft batyer gig. 148 PO bie 
Seite beS regulären ScφSe⅛S, unb PV bie Seite beS regulären 
3etyned⅛, fo ift VQ bie Seite beS regulären ftunfjefynedS.

©er WUttelpunftStoinfel beS regulären ©reifjigecfs ift bie 
£)älfte vom 2DUttelpunttSWinfel beS regulären gmifjefynetfs u.f. w.

§. 380.
§ür bie meiften ber lμer niφt erwähnten regulären 23ieR 

etfe fyat man bis je⅛t feine (Sonftruction gefunben; für manφe 
⅛at man fie entbecft, boφ ift fie ju weitläufig um angewenbet 
ju werben.

Soll man in einem gegebenen Greife ein I;ier niφt er* 
wäfynteS reguläres 23iele(f jeiφmeπ, fo mufj man bie Seite 
beffelben verfuφsweife beftimmen.

§. 381. Aufgabe.
(Ss ift eine gerabe Sinie gegeben, matt foll ein reguläres 

necf conftruiren, welφeS biefe Sinie jur Seite l;at.
2tuflofung. Ss fei ftig. 147 BC bie gegebene Seite. 

2)?an maφe jeben ber Sßinfel ABC unb ACB gleiφ -—- R; 
alSbann ift A ber 2D7ittelpunft, unb AB unb AC finb 9fabien 
beS Greifes, in welφem baS verlangte necf liegt. $ener Sßin* 
fei fann erhalten werben, inbem man juitädjjft in einem belie* 
bigen Greife ein reguläres netf f>erftellt.

§. 382. Aufgabe.
Um einen gegebenen ^reis ein reguläres netf ju jeiφnen 
2luflofung. ®S fei $ig. 149 M ber 3Kitte⅛unft beS 

gegebenen ÄreifeS. ≡an conftruire juerft bie Seite CD beS 
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regulären nedb, tvelφeb in beut gegebenen Greife liegt, giefje 
MQ normal auf CD, unb conftruire für ben puntt 0 bie Tan
gente AB. Sie ift bie ©eite beb verlangten regulären nedb. 
Um eb vollftänbig ju erhalten, befφreibe man mit MB alb 9ia≈ 
biub einen Äreib, ber mit bem gegebenen concentrifφ ift, unb 
trage in ipm AB herum.

§. 383. Aufgabe.
Sin gegebeneb ©reied ABC in ein gleiφfφenfligeb ⅞u 

vertvanbeln, b. h- eilt gleiφfφentligeb ©reied ju conftruireu, 
n>elφeb bem gegebenen gleich ift.

Sluflöfung. 3J?an siehe $ig. 150 CD parallel mit AB, 
erriφte in ber 9Jiitte N von AB bie Normale ND, unb siehe 
AD unb BD. ©ab ©reied ADB ift bab verlangte, tvegen ber 
Paragraphen 74 unb 113.

§. 384. Aufgabe.
Sin ©reied ABC in ein anbereb ju vermanbeln, bab einen 

gegebenen SBinfet hat.
¾uftofung. ‰ siehe ftig. 150 CD parallel mit AB, 

maφe ben 2Sinfel BAD gleiφ bem gegebenen Sßinlel, unb bab 
©reied BAD ift bab verlangte.

§. 385. Aufgabe.
Sin ©reied ABC in ein anbereb ju vertvanbeln, bab eine 

gegebene ©eite hat.
Oflöfuitg. 9)ian siehe $ig. 150 CD parallel mit AB, 

maφe burφ einen 3irtelfφlag AD gleiφ ber gegebenen ©eite, 
unb ABD ift beb verlangte ©reied.

Srreiφt man mit bem 3∏delfφlage bie ßinie CD $ig. 150 
niφt, ober märe bie 53ebingung gegeben, baß ber 2Binfel CAB 
fiφ uiφt änbern barf, fo nehme man ⅛ig. 151 AD gleiφ ber 
gegebenen ©eite, jiepe BD, CE parallel mit DB, unb ADE ift 
bab verlangte ©reied. — ©ie ©reiede ADE unb ABC finb 
einanber gleich, fte ^ab ©reied ABD gemeinfφaftlidj> pa≈ 
ben, unb bie ©reiede BDE unb BDC gleich fi«b.

Unb feilte man $ig. 151 bem ©reied ADE ftatt AD bie 
größere ©eite AC geben, opne ben Sδinfel DAE 31t änbern, fo 
Siepe man CE, DB parallel mit CE, uub ABC ift bab vem 
laugte ©reied.

§.386. Aufgabe.
Sin gegebeneb ©reied ABC in ein anbereb ju vertvam 

beln, tvelφeb eine gegebene ^ope pat.
¾ufl0fuιtg. 5)1 an 3eiφne $ig. 152 BN normal auf AB, 

unb gleiφ ber gegebenen ξ)ope, siehe ND parallel mit AB, 
11 *
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verlängere AC big D, unb gebe bem ©reiecf ABC ftatt AC 
bie ©eite AD, opπe ben 2δinfel bei A ju änberii.

Sollte bag ©reiecf ADE bie Heinere £öpe AQ erhalten, 
fo sielj>e man QC parallel mit AE, unb gebe bem ©reiecf ADE 
ftatt AD bie ©eite AC, opne ben SßJinfel bei A ju änbern.

§.387. Aufgabe.
Sin Parallelogramm AB CD in ein anbereg 311 vertrau* 

beln, tvelφeg einen gegebenen 2δinfel pat.
¾uflbfung. 2)lan maφe 8⅛∙ 153 ben üßinfel ABF 

gleidj> bem gegebenen, jiepe AE parallel mit BF, unb ABFE 
ift bag verlangte Parallelogramm.

§. 388. Aufgabe.
Sin Parallelogramm AB CD in ein anbereg ju vertrau* 

beln, melφeg eine gegebene ©eite pat.
¾uflβfung. 3)lan ntaφe $ig. 153 burφ einen ⅛vrttl* 

fφlag AE gleiφ ber gegebenen ©eite, giepe BF parallel mit 
AE, unb ABFE ift bag verlangte Parallelogramm.

3ft in biefer SÖJeife bie Sonftruction niφt augfüprbar, ober 
füllte man bie Sßiufel beg Parallelogrammg ABCD beibepalten, 
fo maφe mau gig. 154 BE gleiφ ber gegebenen ©eite, √epe EQ 
parallel mit BD, giepe QB, enbliφ NF parallel mit BE, unb 
eg ift BEFG bag verlangte Parallelogramm (naφ §. 114).

§.389. Aufgabe.
Sin Parallelogramm AB CD in ein anbereg ju vertvan* 

beln, tvelφeg eine gegebene ξ)βpe pat.
¾uflβfung. S0rιan nepme ftig. 154 DV normal auf DB 

unb gleiφ ber gegebenen £>öpe, 3iepe VQ parallel mit DB, bann 
QB, unb NF parallel mit AB. BEFG ift bag verlangte pa* 
rallelogramm.

§. 390.
©ie Aufgaben in ben beiben vorftepenben Paragrappen 

finb auφ vermittel)! beg Umftanbeg ju löfen, baß $ig. 154 
bie Parallelogramme NGDC unb NFEA einanber gleiφ finb.

§.391. Aufgabe.
Sin gegebeneg ©reiecf in ein Parallelogramm ju ver* 

ivanbeln.
¾nflofung. Silan conftruire ein Parallelogramm, tvel* 

cpeg mit bem ©reietf gleiφe ©runblinie pat, unb beffen £>öpe 
bie Hälfte ber beg ©reietfg ift; ober ein Parallelogramm, mel* 
φeg mit bem ©reiecf gleiφe £öpe pat, unb beffen G5rιtnblinie 
palb fo groß ift, tvie bie Srunbltnie beg ©reiecfg, $ebeg ber 
Parallelogramme ift bem ©reietf gleiφ.
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§. 392. Aufgabe.
βin gegebenes Parallelogramm in ein ©reiecf ju fc>er≈ 

tvanbeln.
Sluflöfitng. Wian jeiφne ein ©reiecf, ivelφeS mit bem 

Parallelogramm gleiφe (⅛runblinie fiat, nnb beffen ξ)bf>e bop* 
pelt fo groß ift, als bie beS Parallelogramms; ober ein 
Φreiecf, ivelφeS mit bem Parallelogramm gleiφe lpof∣e fyat, 
nnb beffen Φrunblinie baS 35op^elte ift non ber beS parallelo= 
grammS.

§. 393. Slufgobe.
(Sin gegebenes necf in ein (n—l)ecf ju oermanbeln.
Slitflöfung. (Ss fei $ig. 155 ABCDE •••• bas gegebene 

necf. 5Dιan jiefye eine diagonale BD, tvelφe von bem necf ein 
Φreiecf abfφneibet, tμer BCD, gie^e CC' parallel BD, verlän
gere ED bis C', nnb gietje BC', fo ift, weil bie ©reiecfe BDC 
nnb BDC, einanber gleiφ finb, ABC'E ∙∙∙∙ gleiφ ABCDE • •••, 
nnb ljat eine (Scfe weniger, weil bie (Sdfe D verloren gegangen ift.

$n berfelben 233eife fann man Von ABC'E •••• eine (S⅛e 
fortfφaffen n. f. f., bis ein ©reiecf bleibt.

Soll man ein reguläres necf in ein ©reiecf vertvanbeln, 
fo jeiφne man ein ©reiecf, n>elφeS ben Umfang beS necfs jur 
®runblinie, nnb ben 9iabiuS bes im necf liegenben Greifes jur 
φiφe fiat. @S ift baS verlangte.

§. 394. Aufgabe.
(Ss ift ein necf gegeben, man foll ein jtveiteS jeiφnen, 

ivelφeS φm 0fmliφ ift nnb eine gegebene Vinie jur einen 
Seite fyat.

5luflofung. Ss fei ⅝∙ig. 156 ABCD bas gegebene 
necf, A'B' bie gegebene Seite. -Dian maφe ben 2δinfel «' 
gleiφ bem ⅛infel a, ben Sßinfel β, gleiφ bem 3Binfel ∣3, γ' 
gleiφ γ, δ' gleiφ δ u. f. f., unb baS necf A'B'C'D' •••• ift baS 
verlangte.

§. 395. Aufgabe.
(Sin Duabrat jιι jeiφuen, ivelφeS gleiφ ift ber Summe 

jtveier gegebenen Duabrate.
Sluflöfung. 3Kλ∏ jeiφne ein reφttvinfligeS Drciecf, 

baS bie Seiten ber gegebenen Duabrate ju Äatßeten Ijat. Φie 
^φpotenufe ift bie Seite beS verlangten QitabratS.

§. 396. 2(ufgabe.
(SS finb jtoei Duabrate gegeben, man foll ein brittes 

jeiφnen, baS gleiφ iprer ©ifferenj ift.
?luflöfung. Jüan jeiφne ein reφtlvinfliges Φreie<f, 

baS bie Seite bes größeren von ben gegebenen Ditabraten jur 
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ξ⅛φpotenufe, unb bie ©eite bes αnberen jur einen ftatpete pat. 
©ie jtveite Ä'atpete ift ©eite beS verlangten ©uabratS.

§. 397. Aufgabe.
(Sin ©uabrat ju jeiφπen, ivelφes gleiφ bem nten Xf>eit 

eines gegebenen ©uabrats ift.
¾ufl0fιtng. 9)Zan conftrnire ju ber ©eite AB bes ge≈ 

gebenen OuabratS unb bem nten ©peil berfelben bie mittlere 
proportionale, ©ie ift bie ©eite beS verlangten DuabratS. 
©enn ift x biefe mittlere Proportionale, fo folgt aus

— AB :x = x: AB n
baß x2 = — AB2n

ift.
©ie ©eite beSjen⅛en OtiabratS, ιvelφeS palb fo groß 

Wie ein gegebenes ift, erpält man in ber palben ©iagonale, 
unb bie ©eite bes Duabrats, baS gleicp bem vierten ©peil 
eines gegebenen DuabratS ift, in ber £älfte von ber ©eite 
beS gegebenen üuabrats.

Unb füll man ein Duabrat jeiφnen gleiφ — eines gege≈ 
benen ©uabrats, fo conftrnire man bie mittlere proportionale 
ju ber ©eite bes gegebenen üuabrats unb berfelben.

§. 398. Aufgabe.
ßs finb jtvei äpnlicpe netfe gegeben, man foll ein britteS 

ipnen äpnlicpeS jeiφnen, bas gleiφ iprer Summe ift.
¾ufl0fung. 5‰n conftrnire ein reφttvinfligeS ©reiecf, 

baS jtvei gleiφliegenbe ©eiten ber gegebenen netfe ju Äatpeten 
pat. ©ie ^)ppotenufe biefeS ©reietfs ift ©eite bes verlangten 
netfs, unb pat man eine folφe, fo fann eS naφ §. 394 con* 
ftruirt werben.

§. 399. Aufgabe.
ßS finb jwei apnliφe netfe gegeben, man foll ein britteS 

ipnen apnliφeS jeiφnen, baS gleiφ iprer ©ifferenj ift.
Sluflöfung. Wlan conftrnire ein reφtwinfligeS ©reietf, 

baS eine ©eite beS größeren gegebenen netfs jur φbpoteπufe 
pat, unb bie gleiφliegenbe ©eite beS anberen jur einen ^a=≈ 
tpete. ©ie jWeite ⅛atpete ift ©eite beS verlangten netfs.

§. 400. Aufgabe.
ßin netf ju jeiφnen, ivelφeS einem gegebenen necf apnliφ 

unb gleiφ — beffelben ift.
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2(uflofung. ©ie mittlere ζβroportionαllinie jur einen 
Seite be« gegebenen netf« unb berfelben ift bie gleiφliegenbe 
Seite be« gefugten netf«.

§. 401. Aufgabe.
finb jtvei Streife gegeben, man foll einen britten jeiφ≈ 

nen, ber gleiφ ilyrer Summe ift.
Üluflöfung. 9Jiaιt conftruire ein reφttviullige⅛ ©reietf, 

ba« bie 9iabienber gegebenen streife ju ⅛at⅛eten l?at. ®te 
φtypotenufe ift ber Diabiu« be« verlangten Streifet, foenn finb 
a unb b bie ‰bien ber gegebenen Streife nnb ift c ber fo 
conftrιιirte 9fiabiu⅛, fo ift

c2 = a2ψb2
alfo auφ πc2 = πa2 + πb2,

§. 402. Aufgabe.
finb jtvei Streife gegeben, man foll einen britten jeiφ=∙ 

nen, ber gleiφ φrer l∑)iffereπj ift.
¾uflofung. 3ftan conftruire ein reφttvinlligeδ ©reiecf, 

ba« ben 9iabiu« be« größeren gegebenen Streife« jur ^φpotenufe 
unb ben be« anberen jur einen Statfyete Ijat ©ie anbere fta* 
ttyete ift ber 9iabiu« be« verlangten Streife«.

§. 403. Aufgabe.
(Sitten Strei« ju jeiφnen, ber gleiφ eine« gegebenen 

Streife« ift.
¾uflbfung. ®ie mittlere *βroportionallinie jιtbem‰ 

bin« be« gegebenen Streife« unb ju ~ biefe« Oiabiit« ift ber 
9iabiu« be« verlangten Streife«.

§. 404. Aufgabe.
3n einer geraben Stute ben φunft ju beftimmen, tvelφer 

von jtvei gegebenen fünften gleiφ tveit entfernt ift.
¾uflbfung. SJian jtefye von bem einen biefer ςβuntte 

bi« ju bem anberen eine gerabe ßinie, unb erriφte in beren 
SDlitte eine Normale. T)er ¾Jιιπft, in tvelφcm bie formale 
bie gegebene δiιιie fφneibet, ift von beit beiben gegebenen liβunf* 
ten gleiφ tveit entfernt.

§. 405.
©ie ‰fl0fuιtgen ber vorfte⅛enben Aufgaben finb fo ein* 

faφ, bafj fie fiφ, bei genauerer Stenntnifc ber Se^rfa⅛e, leiφt 
ergeben., 3e⅛t mögen Aufgaben folgen, beren ¾ufl0fung vieb 
leiφt niφt fo halb in bie Singen fällt, ftann man bie Stuf* 
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löfung einer gegebenen ‰fgabe nidj>t ohne meitereg entberfen, 
fo neunte man an, fie fei gelöft, unb fuφe Linien ober 5Binfel, 
bereit ßonftrnction jur Sluflöfung führt.

§. 406. Aufgabe.
ßg ift 8⅛∙ 157 ein Sßintel CAD gegeben, in feiner 2δinfel=≈ 

ebene ein ^ßunft B, man foll bιtrφ B eine Sinie CD jeiφnen, 
fo baß BC gleiφ BD merbe.

5luf löfung. £ßäre bie Aufgabe gelöft unb BN parallel 
CA gezogen, fo mürbe NA gleiφ ND fein; unb umgefefyrt, ift 
BN parallel CA, unb NA g(eiφ ND, fo ift auφ DB gleiφ BC.

SOian jiepe bafyer BN parallel CA, maφe ND gleiφ AN, 
unb giehe DB, unb eg ift bieg bie verlangte 8inie.

V>atte fi⅛ vergalten follen
DB:BC = p:q

fo mürbe man ND gleiφ p • — AN haben nehmen müffen.
Q

§. 407.
ßg verbient beaφtet ju merben, baß bie ‰flofung einer 

‰fgabe nur bann riφtig ift, menn bie Schlüffe, melφe bei 
ber Verleitung gemaφt mürben, in ber umgeteprten $olge ihre 
©iltigfeit niφt verlieren.

§. 408. Aufgabe.
T>rei gegebene gerabe Vinien fo an einen φunlt A gig. 158 

ju tragen, baß ihre anberen ßnbpuntte B, C, D in eine gerabe 
Cinie fallen, unb baß BC gleiφ CD merbe.

Stuf löfung. SBäre bie Aufgabe gelöft, unb ^ätte man 
CE gleiφ AC gcmaφt, fo märe bag S)reietf CDE bem Φreied 
CBA congruent (benn eg ift CD gleiφ CB, CE gleiφ CA, unb 
2βintel DCE gleiφ BCA), unb DE gleiφ AB. 5ßon bem 
X)reierf ADE pat man bie brei Seiten.

‰ nef>me baher AE hoppelt fo groß alg bie mittlere 
AC ber brei gegebenen Sinien, conftruire mit ben beiben am 
bereu über AE bag Φreieds ADE, giehe DC, maφe CB gleiφ 
DC, unb giepe AB, fo ift bie Aufgabe gelöft.

T)iefe Aufgabe ift niφt verfφieben von ber: ein ©reietf 
ju conftruiren, ju melφem jmei Seiten unb bie SWittellinie 
ber britten gegeben finb.

§. 409. Aufgabe.
ßg finb ftig. 159 gmei convergirenbe Cinien AB unb CD 

gegeben, man foll aug bem φuntt Q eine ßiuie QN gieren, 
me(φe mit ben gegebenen Öiitien gleiφe SCßintet bilbet.
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Sluflöfung. 2Bαre bie 3lufgαbe gelöft, E Beliebig genom≈ 
men, unb EF parallel AB gezogen, fo mären bie 2Sinfel EFQ 
unb EQF etnanber gleiφ.

2Jian neunte baper E beliebig, maφe EF parallel AB unb 
gleiφ EQ, unb gie^e QF bis N, fo ift bie Aufgabe gelöft.

§. 410. Aufgabe.
@S finb $ig. 159 jmei convergirenbe Linien AB unb CD 

gegeben, man fall eine 8inie conftruiren, bie ben SBinfel in jmei 
gleiφe 2φeile tl}eilt, melφeπ bie convergirenben Linien bilben 
mürben, menn man fie bis ju φrem Φιιrφfcf>nitt0puπft ver≈ 
längerte.

Siu flö fang. SKan conftruire naφ bem vorigen l*βara=≈ 
gra∣φ burφ einen beliebigen φuutt 0 eine £inie QN, melφe 
gleiφe SBintel mit ben gegebenen Siuien bilbet, unb erriφte in 
φrer 3D?itte eine Normale. ©iefe ift bie verlangte 8inie.

§. 411. Aufgabe.
(5 s finb gmei convergirenbe Sinien AB unb CD gig. 160 

gegeben unb ein φunlt E; man foll burφ E eine Sinie con- 
ftruiren, melφe burφ ben. ΦurφfφnittSpunlt ber Linien AB 
unb CD geljt, fobalb alle bis $n φm verlängert merben.

Sluflöfung. 9)Jan gie^e burφ E eine Sinie AC, melφe 
bie beiben gegebenen Linien fφneibet, mit AC parallel bie 
Vinie BD. Söäre in BD ber ^ßuntt F fo beftimmt, bafj

AE:EC = BF:FD
fo mürbe megen §. 192 EF bie verlangte Sinie fein.

Um ben φunft F ju erhalten, gie^e man BC, EG parallel 
mit AB, unb GF parallel mit CD, unb eS verhält fiφ

AE:EC = BG:GC 
unb BF:FD = BG:GC
folgliφ AE:EC = BF: FD.

®inb bie convergirenben Linien AB itnb EF gegeben, unb 
foll man burφ C eine Sinie conftruiren, melφe burφ beren 
Φurφfφnittspuιιtt gept, fo giel>e man CA, DB parallel mit 
CA, ferner BC, EG parallel mit AB, bann GF, unb CD pa
rallel mit GF; CD ift bie geforberte Sinie.

§. 412. Aufgabe.
@S finb gig. 161 eine gerabe öinte CD unb jmei φunfte 

A unb B gegeben, man foll in ber Sinie ben ^unlt N beftim* 
men, melφer fo liegt, bafc menn man AN unb BN gie⅛t, bie 
20infel a unb ß einanber gleiφ merben.

Sluflöfnng. Mßäre bie Aufgabe gelöft, unb pätte man 
AN verlängert, fo mürbe γ gleiφ a, alfo auφ gleiφ ß gemor≈ 
ben fein, nnb ivenn BF normal auf CD ftänbe, EF gleiφ BE.
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SDlαn conftruire bαper BE normal auf CD, maφe EF 
gleiφ BE, unb jiepe FA. Ser Surφfφnittepuntt N ift her 
verlangte ^ßuntt.

§. 413. 3ιtfa⅛.
3iept man naφ irgenb einem anberen φuutte 0 ber Sinie 

CD von A eine gerabe 8inie, unb von B, fo ift bie Summe 
ber beiben Sinien AQ unb BQ größer, als bie ber Siniett AN 
unb BN. Senn ziept man QF, fo ift

AQ + QF > AF 
baper auφ AQ + QB > AN + NB.
(5ö ift namtiφ QB gleiφ QF, unb NB gleiφ NF.

Siefer Umftanb getoinnt wegen befannter pppfifalifφer 
®efe£e befoitbereö 3utereffe.

§. 414. Aufgabe.
Cte ift ein Streiö unb ein ^unft A gegeben, man foll 

burφ ben ^ßunft eine Sepne conftruiren, iυelφe eine gegebene 
Sänge pat.

Slitflöfung. 3rgenbmo in bem Streife conftruire man 
eine Sepne bon ber gegebenen Sänge, fälle bom SRittelpuntt 
auf fie eine Normale, befφreibe mit ber Normale als 9tabiuβ 
einen Strete, ber mit bem erften concentrifφ ift, unb conftruire 
für ben zweiten Strete eine Sangente, ivelφe burφ A gept. 
Sie giebt bie berlangte Sepne.

§. 415. Aufgabe.
finb gtt>ei Streife gegeben, man foll bie geraben Sinien 

conftruiren, ioelφe gleichzeitig beibe Streife berühren.
(Srfte Sluflöfung. (Sö berühre $ig. 162 AB beibe 

Streife; man gie⅛e NE parallel BA, unb eß ift ME gleiφ ber 
Stfferenz ber beiben 9tabien, unb baß Sretecf MEN bei E 
reφttvinflig.

Wtan befφreibe baper über ber Zentrale MN einen Spalb- 
trete, maφe bie Sepne ME gleiφ ber ©ifferenj beiber 9tabien, 
Ziepe NE, nepme NB normal auf NE, verlängere ME biß A 
unb ziepe AB. Sieß ift eine ber verlangten Sangenten.

Unb nimmt mau MF gleiφ ber Summe ber sJtabien, unb 
ND normal auf NF, fo ift auφ CD Sangente für beibe Streife.

‰pnliφ finbet man noφ ztvei Sangenten.
¾nbere ¾ufl0fung. SÖian conftruire vermittelft pa=≈ 

ralleler ‰bien bie 9lepnliφfeitβpunfte ber Streife, unb lege 
von jebem auß bie Sangenten an einen ber Streife; fie berüh
ren jugleiφ ben anberen.
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§. 416. Aufgabe.
Ss ift ein StreiS gegeben unb eine gerate t'inie, man foll 

einen ^weiten StreiS conftruiren, welφer ben gegebenen StreiS 
berührt, unb auφ bie gerate Sinie in einem gegebenen $unft.

ßrfte Sluflöfung. Gtä fei gig. 163 her StreiS, beffen 
20fiittelpuπft C ift, her gegebene, unb N fei her liβunft, in Wei* 
φem bie Sinie AB berührt Werben fall.

©er 9ftittetyuntt beS verlangten Streifes befinbet fiφ in 
her 8inie, welφe in N auf AB normal ftefyt. SBäre F tiefer 
Wlittelpunlt, fo müßte FG gleidj> FN fein, unb, wenn man 
ND gleiφ bem 9ftabiuS beS gegebenen Streifes nimmt, FC 
gleiφ FD.

2Dfian erriφte baljer in N eine Normale auf AB, nefyme 
ND gleiφ bem 9tabiuS beS gegebenen Greifes, jielje CD, unb 
erriφte in ber SDrtitte E von CD eine Normale. ©er l⅛βuntt 
F, in welφem tiefe Normale bie guerft conftruirte fφneibet, 
ift ber 5DUttelpuntt beS verlangten Streifes.

Unb nimmt man ND' gleiφ bem 9ftabiuS beS gegebenen 
Streifes, unb erriφtet in ber 2Qiitte E' von CD' eine Normale, 
fo ift ber ^untt F', in welφem biefe Normale bie in N fte≈= 
⅛eube fφneibet, Wtittelbunft eines ^Weiten Streifes, welφer bie* 
felben 23ebingungen erfüllt.

¾nbere 3luflbfung. @S fei $ig. 119 M ber gegebene 
StreiS, VC' bie gegebene 8inie, A' ber φunft, in welφem bie* 
felbe berührt werben foll.

2Dflan lege burφ ben SDUtteXpunft M beS Streifes bie 
Sinte SV normal auf VC', jielje SA', A'K normal auf VC', 
unb MA bis K, fo ift K 9Λittelpuntt, KA 9tabiuS eines Strei* 
fes, welφer ben ⅛orberungen ent⅛riφt. Unb gie^t man 
A'Q, YM bis K', fo ift K' 2Dtitte⅛unft, K'Y 9tabiuS eines 
^weiten. (‰gl. §. 338.)

§. 417. Aufgabe.
@S ftnb $ig. 164, 3Wei fünfte A unb B unb eine gerate 

Sinie EF gegeben; man foll einen Streis conftruiren, beffen 
φeri∣φerie bιtrφ jene fünfte gel)t, unb ber bie gerate 8iπie 
berührt.

<2rfte ¾luflofung. ©ie gerate 8inie AB wirb ge= 
meinfφaftliφe βφorbale aller Streife, welφe burφ bie fünfte 
A unb B geljen. ©ie ©angenten, welφe aus einem beliebt* 
gen ψunlte ber (5φorbale an folφe Greife gelegt Werben, 
finb einanber gleiφ. 9)lan conftruire baljer burφ bie fünfte 
A unb B irgenb einen StreiS M, verlängere AB bis jum 
Φurφfφnitt C mit EF, lege von C aus eine ©angente CD 
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an ben flreig M, neunte CE = CF = CD, πnb conftruire ei* 
neu ü'reig burφ bie fünfte A, B, E, unb einen gweiten burφ 
bie 5βιmfte A, B, F. $eber von biefen Greifen entfpriφt ber 
Aufgabe.

Slnbere Sluflöfung. W?an benfe bie Sinie AB big 31t 
ihrem Tmrφfφnittgpuntte C mit ber Sinie EF. 2ßäre F ber 
23erührung$puntt, fo hätte man nach §. 248

CF* = AC-BC.
£)ag @tü<f CF ift alfo mittlere φroportionale ju AC unb BC, 
unb wirb erhalten, inbem man über AC einen ξ¼lbtreig be* 
fφreibt, BD normal auf AC nimmt, unb CD gielj>t. Unb maφt 
man CF = CE = CD, fo finb E unb F bie SBeritIj>rung⅛puπfte, 
Wie vorher.

§. 418. Aufgabe.
(5g finb, $ig. 165, gwei fünfte A unb B unb ein Äreig 

M gegeben; man foll einen ^reig conftruiren, tvelφer burφ 
bie beiben φuntte gebt unb beit gegebenen Äreig berührt.

¾uflofung. ⅛>urφ bie fünfte A unb B lege man ir* 
genb einen Ä’reig V, wel⅛er bett gegebenen Äreig fφneibet in 
fünften C, D. ©ie Sinie CD ift (5horbale ber Greife M unb V, 
bie Sinie AB (Shorbale beg Äreifeg V unb beg ?u conftruiren* 
ben ^1retfeg, ber Φurφfφnittgpunft P biefer Linien alfo (Shor* 
balpunft ber brei Greife. (Sine von P an ben Äreig M gelegte 
Tangente PE ober PF ift bie (5horbale beg Ä'reifeg M unb beg 
gefügten Äreifeg. £egt man baher burdj> A, B unb E einen 
5ireig, unb einen gweiteιt burφ A, B unb F, fo genügt jeber 
von biefen Greifen ber Aufgabe.

§. 419. Aufgabe.
(5g finb, gig. 166, gwei gerabe Sinien EF unb GH gege* 

ben unb ein φuntt A; man foll einen Äreig conftruiren, beffen 
ςJKittelpuntt auf ber Sinie GH liegt, ber burφ ben ^unft A 
ge^t unb bie ßinie EF berührt.

Sluflöfung. SDian conftruire AB normal auf GH unb 
HB gleiφ AH. (Stu Äreig, beffen 9DfHttelpunft in GH fiφ be* 
finbet unb ber burφ A geht, nimmt B in feine Peripherie auf, 
unb umgefehrt, ber 3)Httelpunft eineg Streifeg, ber burdf bie 
Puntte A unb B geht, liegt in GH. (5g tommt alfo barauf 
an, einen ≡reig ju conftruiren, ber bitrcp bie fünfte A unb B 
geht unb ber bie Sinie EF berührt, eine Aufgabe, bie in §.417 
gelöft ift. ‰ erhält gwei Greife, bie ben ftorberungen ent* 
fpreφeπ.

§. 420. Aufgabe.
(5g finb, $ig. 166, ein $reig (ber burφ bie gerabe Vinie 

EF repräfentirt tverbe), eine gerabe Sittie GH unb ein puntt 
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A gegeben; man foll einen ßreiS conftruiren, beffen 9)iittelpunft 
in her Sinie GH liegt, beffen Peripherie bnrφ A geht, unb 
her ben gegebenen Streik EF berührt

¾ufl0fung. Es toerbe AB normal auf GH unb HB 
gteiφ HA conftruirt. (Sin Äreis, welφer burφ bie fünfte 
A unb B geht unb ben gegebenen ÄreiS EF berührt, ift bei 
verlangte, £)ie Aufgabe tommt auf §. 418 gurixd, unb es er= 
geben fiφ jwei Greife, bie ben Oorberungen entfpreφen.

§. 421. Aufgabe.
Es finb, g-ig. 167, jwei gerabe Öinien EF unb GH ge* 

geben unb ein ÄreiS M, beffen 9tabiuS r ift; man foll einen 
$reis conftruiren, beffen 5Diittelpunft in ber 8inie GH liegt 
unb ber ben ÄreiS M unb bie ßinie EF berührt.

¾uflbfung. ßn ber Entfernung r von EF gte⅛e man 
eine gerabe Sinie AB parallel mit EF. ‰φ §. 419 conftruire 
man bie beiben Äreife, bereu 3)tittelpunfte in GH liegen, unb 
welφe burφ ben 5Dfiittelpuntt M gehen unb bie Sinie AB be≈ 
rühren. Oft H SRittelpunft eineö biefer Äreife, fo verfüge 
man ben 97abiuS biefeS Greifes um r, unb befφreibe von H 
aus mit bem vertürjten 9iabiιιS einen ÄreiS: biefer berührt 
bann offenbar ben ÄreiS M unb bie 9iuie EF. ®o erhält 
man junaφft gtυei Äreife, wie fie verlangt würben, unb biefe 
berühren ben ÄreiS M von außen. — 9)ian jiehe weiter in 
ber Entfernung r von EF bie Sinie A'B' parallel mit EF, 
conftruire naφ §. 419 bie Äreife, bereu 9Dfiittelρuntte in GH 
liegen, bie burφ ben 9DfHttelpunft M gehen unb A'B' berühren, 
unb befφreibe Äreife, welφe mit ben eben erhaltenen concen* 
trifφ, bereu ‰bien aber um r größer finb. Es ergeben fiφ 
Wieberum jwei Äreife, welφe ber Aufgabe genügen, unb fie 
berühren ben Streik M von innen. ®ie Aufgabe geftattet alfo 
vier ‰flδf ungen.

§.422. Aufgabe.
Es finb jwei Äreife gegeben unb eine gerabe Öinie; man 

foll einen ÄreiS conftruiren, beffen 9)iittelpuntt auf ber geraben 
ßinie liegt, unb ber bie beiben gegebenen Äreife berührt.

Sluflöfung. E$ feien, Oig. 168, bie Äreife M unb M' 
mit ben ‰bieπ r unb r' bie gegebenen, bie gerabe Sinie fei 
GH. W7an verminbere ben 9iabiuS r beS ÄreifeS M um 
ben 97abiuS beS anberen ÄreifeS, unb befφreibe mit bem 
vertürjten 97abius einen ÄreiS, ber mit jenem Äreife M con« 
centrifφ ift- ‰Φ §. 420 conftruire man bie beiben Äreife, 
bereu 9Jiittelpuntte auf GH liegen, bie burφ ben 9)iittelρunft 
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M' gehen unb ben ffreiS μιm ‰biuS r—r' berühren. ©er 
eine tiefer ffreife berührt ben le⅛teren ffreiS von außen, feer 
anbere von innen, ©en 9iabiuS bes elfteren biefer ffreife 
verminbere man um r', ben 9iabiuS bes anberen verlängere 
man um r', unb befφreibe mit ben neuen SRabien ffreife, bie 
mit ben vorigen concentrifφ finb. Wfian erhält baburφ gπ>ei 
ffreife, bie ber ‰fgabe entfpreφenj ber eine berührt bie gege* 
benen ffreife von außen, ber anbere berührt beibe von innen. — 
Leiter verlängere mau ben 91abiuS r um r', befφreibe mit 
r + r' einen ffreiS, ber mit bem ffreife M concentrifφ ift, unb 
benu⅛e ben ffreiδ jum 9iabiuS r4-r', tvie ben jum 91abiuS 
r — r'. ©aburcfy ergeben fiφ noφ jtvei ff reife, tvelφe ber 
Aufgabe genügen.

§. 423. Aufgabe.
öS finb brei gerabe Sinien AB, A'B' unb PQ gegeben; 

man foll einen ffreiS conftruiren, beffen 9Rittetyunft auf ber 
Sinie PQ fiφ befinbet unb ber bie beiben anberen geraben 2i' 
nien berührt.

¾nflofung. ©er Wiittetyunft beS verlangten ffreifes 
liegt auφ in ber ßinie, ivelφe ben 3SinfeI fyalbirt, ber von ben 
Sinien AB unb A'B' gebilbet tvirb. 9Ran conftruire bafyer bie 
ξ)albirungSlinien ber Sßintel, tvelφe von AB unb A'B' gebil* 
bet werben: jeher von ben ΦnrφfφnittSpunlteu P unb Q bie* 
fer ^albirungSlinien mit ber 8inie PQ ift 3Rittelpunft eines 
ffreifes, tvelφer ber- Aufgabe genügt.

§. 424. Aufgabe.
öS finb gtvei gerabe Linien gegeben unb ein ißunft; man 

foll einen ff reis conftruiren, ber burφ ben ^unft ge⅛t unb 
ber bie beiben geraben Linien berührt.

^uflöfung. ©er 9Dfιittelpunft beS ffreifeS befinbet fiφ 
in ber 8inie, tvelφe ben Sßintel Ijalbirt, ben bie gegebenen 
Linien bilben, unb in beffen Sßinfelebene ber ißunft liegt. 
(Sin ffreiS, beffen 9Rittelpunlt in ber gebaφten ξ>albirungS* 
linie fiφ befinbet, unb ber eine ber gegebenen Linien berührt, 
berührt auφ bie jtveite; bie Aufgabe fommt baljer auf 
§. 419 jurütf.

§. 425. Aufgabe.
öS finb atvei gerabe ßinien gegeben unb ein ffreiS; man 

foll einen ffreiS conftruiren, ber ben gegebenen ffreiS unb bie 
beiben geraben Linien berührt.

¾uflbfung. ©ie Aufgabe führt (0⅛nliφ ber vorigen) 
auf §. 421 jurüct.
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§. 426. Aufgabe.
ISS finb $ig. 169 jwei Greife M unb M' gegeben unb 

ein $untt A, man feil einen SBreiS B conftruiren, tvelφer bte 
Streife M unb M, berührt unb beffen ^eripfyerie burφ ben 
φunft A gefyt.

¾uflofung. berühre ber Äreiö B bte gegebenen 
Streife von außen in ben fünften P unb Q, unb es geljt bie 
δinie PQ bιιrφ ben äußeren ¾eb>nliφfeit^untt S ber gegebenen 
Streife. SKan jiefye AS unb ben beliebigen ‰pnliφfeitSftrapl 
ES. ©antt ift naφ §. 248 unb §. 337

SV-SA = SQ-SP = SF-SE 
unb beS⅛alb befinben fiφ bie fünfte A, E, F, V in ber φeri- 
pperie eines Greifes. hieraus erhellet folgenbe (Sonftruction.

QJiatt conftruire ben äußeren ¾efmliφfeitspιtnft S ber 
Streife M unb M', lege burφ φn bie beliebige <≡ecante SE, 
burφ bie brei fünfte A, E unb F ben SBreiS K, jie⅞e AS, 
unb conftruire naφ §. 418 ben St reis, tvelφer burφ A unb V 
gept unb einen ber Greife M unb M' berührt, (tvoju ber SBreiS K 
benu⅛t tverben tarnt) unb biefer SBreiS berührt jugleiφ ben an- 
beren. ≡an erhält jtoei folφer Streife, unb vermittelft beS 
inneren ¾e⅛nliφteitS∣)unfteS noφ jiυei, fo baß überhaupt hier 
Streife ber Aufgabe entjpreφen.

§. 427. Aufgabe.
finb fttg. 170 ein $rei«M, eine gerate Sinie VG unb 

ein φuntt A gegeben, man feil einen Strei« conftruiren, beffen 
⅛eripfyerie burφ ben φιxnft A geljt, unb ber ben gegebenen 
Streis M unb bie gerabe öinie VG berührt.

¾uflofung. @« [teile B ben verlangten StreiS vor, 
C unb C' feien bie ‰iφrιιngφιn‰. W?an lege burφ M 
bie Sinie SQ normal auf VG, beute SC unb giel)e SA, fo ift 
naφ §. 338

unb naφ §. 248
' folgliφ

unb bes^alb befinden fiφ bie fünfte V, Q, A, X in ber 
^eripfyerie eine« Greife«. @« erhellet baller folgenbe (Som 
ftruction:

Bn lege burφ V, Q unb A einen Ärei« K; berfelbe 
liefert in feinem jmeiten Φurφfφnitt mit SA ben 5βunΓt X. 
Φurφ A unb X lege mau einen StretS, ber VG berührt, unb 
biefer ift ber verlangte B. ©er ‰ii¼ungβpunft C, fi∏bet 
fiφ naφ §.417 vermittelet ber von G au« au K gelegten
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©angente GH. 3)tan erhält ⅛tυei folger ftreife unb vermittelft 
ber 8inie AQ nodj> jtoei, alfo tm ®anjen fcier ftreife, tvelφe 
ber Aufgabe entfpre⅜en.

§.428. Aufgabe.
öS ift, W 171, ein ftreis M gegeben, eine gerabe Öinie 

PQ unb ein ftreis K; man foll einen ftreis conftruiren, tveU 
d>er ben ftreis K berührt, unb ber mit bem ftreife M bie 
Vinie PO jur Slforbale fyat.

¾ufl0fung. Wian conftruire bie (∑⅛orbale CD ber bei≡ 
ben gegebenen ftreife. ©er ©urcfyfdjmittspunft P ber ßfyorba* 
le« PQ unb CD ift ber (∑fyorba⅛unft ber beiben gegebenen 
unb beS gefügten ftreifeS. ©urd; P gelft alfo auφ bie δfyor≈ 
bale beS Äreifeg K unb beS ju conftruirenben, unb biefe 
(Sfyorbale ift gemeiufφaftliφe ©angente ber lebten ftreife. 
W?an lege bafyer von P aus bie ©aitgenten PT unb PT' an 
ben ftreis K, unb es finb T unb T' 53erii⅛rungSpunfte beS 
ftreifeS K unb jtυeier leiφt ju conftruirenben ftreife, bie beibe 
ber Aufgabe entfpreφen.

§.429. Aufgabe.
(*S finb brei ft reife gegeben; man foll einen ftreis con≈ 

ftruiren, ber bie gegebenen brei ftreife berührt.
¾uflofnng. <Ss finb ad;t verfφiebene ftreife mbgliφ, 

tvelφe ber Aufgabe entbrechen. ©eitn es finb erftenS jtvei 
ftreife möglich, von iυel⅛en ber eine bie gegebenen von außen, 
ber anbere fie Von innen berührt, ferner fann es jtvei ftreife 
geben, von tvelφen ber eine jtvei ber gegebenen ftreife von 
außen, ben brüten von innen berührt, ber anbere umgefe⅛rt 
jene jtvei von innen unb ben brüten von außen. Unb ba jeher 
von ben gegebenen ftreifen als biefer britte auftreten fantt, fo 
giebt es möglicher iveife noφ jiveimal jtvei ‰ii⅛rungSfreife ber 
festeren ©attung.

SBir ivenben uns juerft jur Sonftruction ber beiben 23 e* 
riifyrungsfreife, von n>elφen ber eine bie brei gegebenen ftreife 
fammtliφ von außen, ber anbere fie fämmtlid; von innen be≈ 
riiljrt. 5luS §. 342 erhellet, baß bie äußere ©bmmetrallinie 
ber brei gegebenen ftreife bie (Sfyorbale ber beiben iβeriil}rungS≈ 
freife ift, unb baß ber Orthogonaltreis ber gegebenen ftreife 
mit beiben 23eriihrungStreifen bie S⅛orbale gemeinfφaftlicb hat. 
©aber folgenbe (Sonftruction: ®ian conftruire

1) bie äußere <S^πtmetratlinie ber brei gegebenen ftreife,
2) ben ©rtl;ogonalfreis ber gegebenen ftreife,
3) naφ §. 428 bie beiben ftreife, tve(φe mit bem Ortho- 

gonaltreis bie <≡t^mmetrabe jur C⅛orbale haben unb einen 
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ber t>rei gegebenen Streife berühren; bie Streife berühren bann 
auφ bie beiben anberen unb finb bie »erlangten.

2Bir tvenben nn$ weiter jur ßonftruction ber beiben 93e≈ 
rührungStreife, von tvelφen ber eine gtυei »en ben gegebenen 
Streifen, A unb B, von außen, ben britten, C, von innen be≈ 
rührt, ber anbere bagegen bie beiben Streife A unb B von innen 
berührt, unb ben britten C non aufjen. ylaφ §. 342 befinben 
fiφ bie inneren ©pmmctralpunfte ber Streife A unb C, unb 
B unb C auf ber ⅛rbale ber in ‰be fteljenben 23eriφruhgβ* 
treife, unb ber Crt⅛ogonalfreiδ ber gegebenen Streife hat mit 
ben Seriφrung3freifeιι bie ⅛rbale gemeinfφaftliφ. ©ie 
ßonftruction biefer ⅛eriφrungSfreife erfolgt bemnaφ wie bie 
ber juvor betrachteten, nur ba⅞ bie innere ©pmmetrallinie ber 
gegebenen Streife, melφe bie inneren ©pmmetralpuntte ber 
Greife A unb C unb B unb C enthält, an bie ©teile ber auβe≈ 
ren ©pmmetrallinie tritt.

©ie beiben noφ übrigen ςpaare von 23eruhrungSfreifen 
ergeben fiφ in berfeiben Üöeife vermittelft ber beiben übrigen 
inneren ©pmmetrallinieit.

©ie Sluflöfung ber Aufgabe läßt fiφ nun überhaupt foL 
genbermafjen auδfpreφeιυ 5Dian conftruire

1) bie vier ©pmmetrallinien ber gegebenen Streife,
2) ben ©rthogonalfreis ber gegebenen Streife,
3) bie vier ⅛aare von Streifen, von tvelφen jebes mit bem 

©rthogonalfrei« eine ber vier ©pmmetraleu jur (∑⅛orba(e hat, 
unb einen ber gegebenen Streife berührt.

3weite Sluflbfung. ©ie aφt mcgliφen ‰fihrungβ= 
treife h«^n fiφ in vier ^aare gefonbert, von tυelφen jebeä 
burφ eine ber vier ©pmmetralen ber gegebenen Streife er= 
halten mürbe. Wian ftelle fiφ irgenb ein ^βaar biefer 
rührungöfreifc vor. ©ie fünfte, in melφen irgenb einer ber 
brei gegebenen Streife, etwa ber Streik C, $ig. 171 a, von ben 
beiben iöerührungstreifen K unb K' berührt wirb, feien P 
unb Q. ©ie ginte PQ geht, naφ §. 337 unb §. 342, burφ 
ben ©horbalpunft S ber brei gegebenen Streife. Wtan beule 
bie gemeinfφaftliφen ©angenten in ben fünften P unb Q; fie 
fφneiben fiφ in einem fünfte V, ber in ber (Sh>orbale VL ber 
23erührung$treife liegt (unb bie eine ber ©hmmetralen ber 
gegebenen brei Streife ift). (5$ folgt bieö, weit PV, QV, LV 
bie (*herbaten ber Streife C, K, K' finb. 9lιtn ift aber PQ 
polare be£ l⅛βunfteδ V für ben Streik C. Unb ba bie pola
ren alter fünfte ber Siuie LV burφ ben ^>ol N biefer Stnie 
gehen, fo geht auφ PQ burφ biefen φol N. ξ)iernaφ hat 
man jmet fünfte ber Sinte PQ, nämlich ben ßhorbalpuntt S 

2δdff,β ffieomctrie. 1.J&. 7te‰fl. 12 
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ber brei gegebenen Streife unb ben ^ßot N ber Stymmetrale LV. 
©ie Sinie PQ beftimmt aber bie 33erülfrung$punfte P unb Q 
auf bem Streife C. 3lus bem ©efagten ent⅛ringt folgenbe 
(Souftruction: Wtan conftruire

1) bie vier Stymmetralen ber brei gegebenen Streife,
2) ben lSφorbaφιιnft ber gegebenen Streife,
3) für jebe Stymmetrale bie t⅜>ole in ben brei Streifen,
4) lege man burφ ben (⅛torbatyunft unb burφ feben 

φol eine Sinie. ©iefe Sinien fφueiben bie gegebenen Streife 
in ben fünften, in melφen fie von ben gefuφten Streifen be=≈ 
riφrt merbem 2Dian erhält jmölf $ole, alfo gtvotf Linien, bie 
burφ ben βφorbalpunft unb bie ⅛ole ge⅛eu, unb vier unb 
jmanjig 33erü^rungSpunfte. Sßie bie ‰,ufyruιιg8buιtfte Su≈ 
fammen gehören, ift naφ ben Stymmetralen ju beurteilen. 
SSermittelft ber brei ^βole jeher einzelnen Stymmetrale ergeben 
fiφ namliφ feφS 33eru⅛rungS∣mnfte, unb biefe entfpreφen 
bem Sßaar ber 39erüfyrung$freife, melφeS biefer Stymmetrale 
jugeljört (bergleiφe erfte ¾ufl0fung). ©ie feφs 33erül)rungS' 
{mutte, j. 33. bie man vermittelft ber äußeren Stymmetrale 
erhält, geboren bem φaar ber Streife, bcffen einer bie gege≈ 
benen Streife fammtliφ von außen, beffen anberer fie von innen 
berührt.

9liφt für jebe brei ganj beliebig angenommenen .Streife 
befielen bie aφt 33eriφruιιgStreife, mie mir fie eben befpro* 
φen ljaben; bie 3lnja⅛l ber 33criφrιmgStreife unb bie 3lrt 
ber 33eriφrιtng ⅛angt von ber Sage ber gegebenen Streife 
ab. — $iir brei Streife, bereit 2)ιittel∣mιιfte ιιiφt in gera* 
ber Sinie liegen, von melφen feiner innerhalb eines ber 
beiben anberen fiφ befinbet, noφ einer mit einem ber anbe= 
reu einen Sßuntt gemein Ifat, befielen bie aφt 33erufyrungS* 
freife, mie fie oben aufgefüfyrt mürben. giebt Sagen, bie 
gar feinen 33erüf»rungSfreis geftatten (j. 33. menn ber Streis 
B im Streife A, unb C außerhalb A ober innerhalb B liegt), 
anbere, in melφen 33eriφrungSfreife einer 33eriφrιtngsmeife 
fehlen, u. f. m.

§.430. 5(ufgabe.
(Sin ©reieef 3u conftruiren, 311 melφem gegeben finb eine 

(Seite, bie «Summe ber beiben anberen Seiten unb ein 
3δinfel.

3luflbfung. 1) ©er 30infel foll an ber gegebenen Seite 
liegen. (S§ fei ⅛ig. 172 ABC bas ©reieef, AB bie gegebene 
Seite, a ber gegebene 3Binfel.
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Verlängert man AC, unb maφt bie Verlängerung CD 
gleiφ ber ©eite BC, fo ift AD bie gegebene «Summe ber ©ei- 
ten AC unb BC, unb bag ©reiecf BCD ift gleiφfφenflig.

Sin bie gegebene ©eite AB trage man bafyer ben gegebenen 
VJinfel a, maφe AD gleiφ ber gegebenen ©umme ber anbe=≈ 
ren beiben ©eiten, 3ie^e BD, erriφte in ber 2DHtte N von BD 
bie Normale NC, unb 3iel}e BC, unb eg ift ABC bag ver= 
langte ©reiecf.

2) ©er SBinfel a foll ber gegebenen Seite gegenüber liegen. 
(Sg fei $ig. 173 ABC bag ©reierf.

Verlängert man AC unb maφt bie Verlängerung gleiφ
BC, fo ift AD bie gegebene ©umme ber anberen beiben Sei≈ 
ten, bag ©reiecf BCD gleiφfφeπflig, unb ber VJinfel CDB 
gleiφ ~

Sin bie gegebene ©umme AD trage man bafyer ben Sin= 
fei —, fφneibe von A mit ber gegebenen ©eite ben Sφenfel Δ
BD, welφeg in B gefφel)en mag, erriφte in ber SD2itte N 
von DB bie Normale NC, unb ABC ift bag verlangte 
©reied.

2Jtan faitn mit AB ιιoφ einmal in B' fφneiben, unb er= 
riφtet man in ber 2Dlitte N' von B'D bie ¾ormale N'C', fo 
genügt bag ©reiecf AB'C' ebenfaUg ben Vebingungen.

©ie beiben ©reiede ABC unb AB'C' finb congruent, 
beim fie Ijaben bie ©eiten AB unb AB' gleiφ, jebeg fyat ben 
SBintel a, unb bie Söinfel δ unb e finb einanber gleiφj eg 
ift ιmmliφ γ alg äußerer Sßinfel beg ©reiedg ABD gleiφ 

alfo unb auφ ber Sßinfel <5 ift gleiφ

§. 431. Slitfgabe.
(Sin ©reied 311 3eiφnen, 311 ivelφem eilte ©eite, bie ©iffe- 

ren3 ber beiben anberen Seiten unb eilt SBinfel gegeben finb.
Sluflöfung. 1) Soll ber 33infel ber flcinereit von ben 

niφt gegebenen Seiten gegenüberliegen, fo trage man §ig. 174 
an bie gegebene Seite AB beit gegebenen Sδinfel a, nelμne 
BD gleiφ ber ©ifferenj ber anberen Seiten, 3ielj>e AD, erriφte 
in ber SDlitte N von ÄD bie Normale NC, uitb ABC ift bag 
verlangte ©reiecf.

2) Soll ber Sßiitfel ber größeren von ben πiφt gege
benen Seiten gegenüberftefyen, fo trage man §ig. 175 ben 

12*
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gegeßenen V3intel « an bte gegeßene ©eite AB, maφe AD 
gleiφ her ©iffereng ter anberen (Seiten, jie⅛e BD, erriφte in 
bei 5Dlitte N von BD bie Normale NC, unb e« ift ABC ba« 
verlangte ©reiecf.

3) foll ber Sßinfel ber gegebenen Seite gegenüber 
liegen. — (S« fei §ig. 176 ABC ba« verlangte ©reieä, BD 
bie gegebene ©ifferenj; von betn beliebigen fünfte E in CD 
benfe man bie Sinie EF parallel mit CA gezogen, bann ift ber 
2δinfel DEF gleiφ a, unb EF gleiφ ED.

9Jian neunte ba⅛er auf einer beliebigen Sinie ein beliebige« 
Stüct ED, maφe ben Sßinfel DEF gleiφ a, DB gleiφ ber 
gegebenen ©ifferenj, EF gleiφ ED, jieße DF, fφneibe mit ber 
gegebenen Seite BA von B au« bie Öiuie DF, unb gielje AC 
parallel EF, fo ift ABC ba« verlangte ©reiecf.

§. 432. Aufgabe.
(Sin ©reiecf ju ^eiφπeπ, ju tvelφem eine Seite, bie ©iffe= 

ren⅛ ber an it>r liegenbeit VJinfel unb bie Summe ber anbereu 
Seiten gegeben finb.

¾uflofung. (S« fei gig. 177 ABC ba« verlangte ©reiecf, 
AB bie gegebene Seite, a bie gegebene ©ifferenj ber an φr 
liegenben Söinfel. — 2D⅛an verlängere BC unb maφe bie Ver
längerung CD gleiφ ber Seite AC, fo ift BD bie gegebene 
Summe ber beiben Seiten BC unb AC, ba« ©reiecf ACD ift 
gleiφfφenflig, ber 20infel ACD gleiφ 2x-f-a, mit⅞in φ+χ÷^ XU 
gleiφ R, folgliφ, trenn man AG normal auf AB conftruirt, 
ber 2Bintel GAD gleiφ y •

9Jcan erriφte baller auf ber gegebenen Seite AB bie ‰r= 
male AG, maφe ben VJiitfel GAD g(eiφ fφneibe von B XU
au« mit ber gegebenen Summe ber anbereu Seiten ben Sφen≈ 
tel AD in D, erriφte in ber 2)iitte N von AD bie Normale 
NC, unb ABC ift ba« verlangte ©reiecf.

§. 433. Aufgabe.
(Sin ©reiecf jn 3eiφnen, ,μt tvelφem eine Seite, bie ©iffe* 

renj ber an φr liegenben SÖinfel, unb bie ©ifferenj ber an≈ 
bereu beiben Seiten gegeben finb.

¾ufl0fnng. (S« fei gig. 178 ABC ba« verlangte 
©reiect, AB bie gegebene Seite, a bie ©ifferenj ber an φr 
liegenben SBinfel, BD bie ©ifferenj ber anberen beiben Seb 
ten. — ©a« ©reiecf CAD ift gleiφfφenflig, batyer ber 2Binfel 
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CDA gteiφ bem ©intel CAD. ©er erftere biefer ©intel ift 
x4-DÄB, ber αnbere x⅛a—DAB. ‰S

x÷DAB = x + a—DAB 
folgt DAB = ⅜a.

Start trage baper art bie gegebene ©eite AB bett ©intet 
BAD gleiφ ⅛a, fφneibe bett Sφentel AD von B ans mit ber 
gegebenen ©ifferenj BD, erriφte in ber Siitte N von AD bie 
Normale NC, unb baS ©reieef ABC ift baS verlangte.

©ie Öinie AD tann mit BD noφ einmal in D' gefφnitten 
werben, unb erriφtet matt in ber Slitte N' von AD' bie Sor=≈ 
male N'C', fo ift auφ ABC' ein Φreiecf, wie man es jeiφ=≈ 
nen feilte.

©ie beiben ©reieefe ABC ttnb ABC' finb congrnent.
§. 434. Aufgabe.

(Sin ©reieef ju jeiφnen, Wenn gegeben finb: eine ©eite, 
bie bajn gehörige £>öpe, unb ber biefer ©eite gegenüberliegenbe 
©intel.

Sluflöfung. Stuf ber gegebenen ©eite AB gig. 179 con= 
ftruire man BD normal, unb gleiφ ber gegebenen ¾)iφe, jiepe 
DC parallel BA, maφe ben ©intet BAE gleiφ bem gegebenen 
©intet, conftruire einen Ä’reis, für trelφen AE ©angente unb 
AB ©epne ift, unb wenn biefer in C unb in C' bie ßinie DC 
fφneibet, fo ift jebeS ber beiben ©reieefe ABC unb ABC' baS 
verlangte. S3eibe ©reieefe finb congrnent.

§. 435. Aufgabe.
(Sin ©reieef ju conftruiren, trenn baju gegeben finb: ein 

©intel, bie ©öpe, tυelφe ju ber φm gegenüberliegenben ©eite 
gepört, ttnb eine ber anberen £öpen.

Sluflöfttng. @S fei gig. 180 ober 181 ABC ber ge= 
gebene ©intel. — Stan conftruire BD normal auf BC unb 
gleiφ ber <pope auf. biefem Sφentel, jiepe DA parallel mit 
BC, befφrcibe über AB einen Äreis, trage bie anbere gegebene 
$öpe BN als Sepne ein, ttnb jiepe AN bis C, fo ift ABC baS 
verlangte ©reieef.

§. 436. Aufgabe.
(Sin ©reieef ju conftruiren, trenn baju gegeben finb: bie 

(Summe jtveier ©eiten, unb bie φbpen, trelφc jit biefen ©ei= 
ten gehören.

Sluflöfung. (SS fei $ig. 182 ABC baS ©reieef, AB 
unb AC feien bie ©eiten, bereit Summe gegeben ift, CF unb 
BE bie ju biefen ©eiten gehörigen §öpen.

@3 fei BG gleiφ AC gemaφt, GN parallel BE, unb BH 
parallel AN gezogen, bann ift AG gleiφ ber gegebenen 
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Summe her Seiten AB unb AC, bas ©reiecf BGH congruent 
bem X)rete(f ACF, alfo GH gleiφ ber gegebenen φiφe CF, 
ferner HN gleiφ ber ⅛iφe BE, mithin GN gleiφ ber Summe 
ber gegebenen ⅛iφen.

SKan conftruire batyer bas reφttvinllige ©retetf AGN, 
ju toelφem man bie ξφpotenufe AG, gleiφ ber gegebenen 
Summe ber Seiten, unb bie eine Stattete GN gleiφ ber 
Summe ber gegebenen φ0fyen fyat, erriφte in H bie Stormale 
HB, unb neunte AC gleiφ BG, fo ift ABC baö verlangte 
X)reiecf.

§.437. Aufgabe.
(Sin ©reied ju jeiφnen, ju melφem bie Summe aller 

Seiten unb jivei Sßinfel gegeben finb.
Sluflöfung. (SS feien $ig. 183 ÄBC bas ©reietf, a 

unb ß bie beiben gegebenen SBinfel. — SSirb AD gleiφ AB, 
unb CE g(eiφ CB angenommen, fo ift DE bie gegebene Summe 
aller Seiten, ber 2δinfel EDB gleiφ , unb ber SBintel DEB 

gleiφ
SDian conftruire ba⅛er bas ©reietf DEB, ju iυe(φem man 

bie Seite DE unb bie beiben baran Iiegenben Söinfel fyat, 
erriφte in ber SDHtte M von DB bie Normale MA, in ber 
iVcitte N von BE bie Normale NC, unb ABC ift baS »er* 
langte ©reiecf.

§. 438. Aufgabe.
(Sin ©reierf ju jeiφnen, ju iυelφem bie Summe aller 

Seiten, ein Sßinfel, unb bie φo^e auf einem feiner Sφenfel 
gegeben finb.

Sluflöfung. (Ss fei DE ftig. 184 bie Summe ber 
Seiten, DG normal auf DE unb gleiφ ber gegebenen tpiφe, 
GC parallel mit DE, ber SBintel EDC gleiφ ber tpälfte beS 
gegebenen SBintelS a, NA fei in ber SDlitte non DC normal, 
MB in ber 5Dtitte non CE; bann ift ABC bas »erlangte 
Φreied.

§. 439. Aufgabe.
(Sin Φreie<f $u jeiφnen, wenn bie Summe aller Seiten, 

ein 505tnfel unb bie ⅛iφe, ioelφe ju ber φm gegeniiberfte⅛en* 
ben Seite gehört, gegeben finb.

Stuftöfung. (Ss fei $ig. 185 ABC baS ©reietf, a ber 
gegebene SBinfel, EG bie φiφe jur Seite AB.

Stimmt man BE gleiφ BC, AD gleiφ ACan, fo ift 
DE bie gegebene Summe aller Seiten, ©enft man ferner 
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ben Äreis, tυelφer um baß ©reietf EDC liegt, unb ift M ber 
Wßittelpuntt beffelben, fo finb bie Sintel MDC ιmb MCD ein≈ 
anber gleiφ, unb ba auφ bie Sßinfel ADC ltitb ACD gleich 
finb, fo ift ber 5Bintel MDA gleiφ bem 2Bintel MCA, eben 
fo ber SBinfel MEB gleiφ bem SBinfel MCB. ©ie Summe 
ber beiben Sßinfel MDA unb MEB ift bcφer gleiφ a, unb 
Weil MD gleiφ ME ift, fo finb beibe 2BiπfeI gleich, folgliφ 
ift jeber — ■

W,ιan conftruire baljer EG normal auf ber gegebenen 
Summe aller Seiten DE, unb gleiφ ber gegebenen £)öfye, 
⅛ielj>e GC parallel mit ED, maφe jeben ber VMntel DEM unb 
EDM gleiφ ber £>älfte beß gegebenen SBinfelö a, befφreibe 
mit MD ben Vogen DE, μebe naφ feinem Φurφfφnittβpuntt 
C mit GC bie Seinen DC unb EC, erriφte in bereu ⅛titte 
bie Normalen NA unb QB, unb ABC ift baß verlangte 
Φreiecf. Φurφ C' fattn man ein jmeiteß, biefem congruenteß 
T)reie(f befommen.

§. 440. Aufgabe.
(Sin Sßierecf ju conftruiren, ju tυelφem gegeben finb: jtvei 

Seiten, ber von φnen gebilbete SSinfel, unb bie beiben Sßinfel, 
iυelφe von ber diagonale1, bie burφ bie Sp⅛e beß erften 
SBinfelß gef>t, mit ben anberen Seiten gebilbet merben.

5luflofung. (Sß fei §ig. 186 ABCD baß Vierecf, AB 
unb AD mögen bie gegebenen Seiten, a, ß, γ bie gegebenen 
2δintel fein.

2ßirb ber Äreiß gebaφt, tυelφer burφ bie fünfte B, C, D 
gebt, ferner bie Sefme ED unb bie Tangente FD, fo ift ber 
2δinfel BDE gleiφ /9, unb ber 5Bintel EDF gleiφ γ.

¾)ian conftruire batyer baß ©rciecf ABD, ju melφem man 
bie beibeit Seiten AB unb AD unb ben SDßintel « ⅛at, maφe 
ben Eintel BDE gleiφ /S, ben Sßinfel EDF gleiφ γ, conftruire 
ben Äreiß, für tvelφen DF Tangente ift, unb beffen ^eripbθs 
rie burφ B gebt, jie⅛e burφ ben X)urφfφnittβ⅛unft E unb 
burφ A bie Sinie AE biß C, unb ABCD ift baß verlangte 
Vierecf.

$e naφbem ber V3intel ß Deiner ober größer ift alß ber 
SBintel BDA, fällt ber φuntt E auf CA ober auf bie Ver
längerung von CA über A biitauß. 3ft ber Sδintel ß gleiφ 
bem Söintel BDA, fo liegt baß Vierect in einem Greife, unb 
bie Aufgabe ift unbeftimmt.

©iefe Aufgabe beißt bie *>βotfyeπotfφe Aufgabe. Sie 
ift in ber prattifφen (Geometrie von 3Biφtigteit.
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184 Neuntes §. 441-443.

§. 441. Aufgaben.
1) (5g ift $ig. 187 eilt ξ>albf'reig gegeben, man fotl in 

bemfetben ein ©uabrat conftruiren.
Sluflöfung. (5g fei ABCD bag ©uabrat. SDian benfe 

irgenbtoo FG normal anf bem Φurφmeffer, unb burφ ben 
SDi'ittelpuntt M bie Sinie MC. ©ann verpalt fiφ

MB:BC = MF:FG.
(5g ift BC baß ©oppelte von MB, mitpitt FG bag ©oppelte 
von MF.

9Jι'an conftrnire baper eine Normale FG, hoppelt fo groß 
alg MF, unb jiepe MG; ber Quillt C, in toelφem bie ißeripperie 
unb bie Sinie MG fiφ fφιteiben, ift eine (5tfe beg ©uabratg.

2) (5g ift $ig. 188 ein ©reietf ABC gegeben, man foll in 
bemfetben ein ©uabrat conftruiren.

Sluflöfung. SKan nepme E beliebig auf AC, erriφte 
ED normal, conftrnire DF parallel AC unb gleiφ DE, unb 
giepe AF. ©er Φurφfφnitt F' 3n>ifφe1t AF unb BC ift ein 
(5<fpunft beg verlangten Duabratg, wie erpellet, wenn man A 
alg 9Iepιιliφfeitbpιmtt betraφtet.

§. 442. Aufgabe.
9Jian foll bei einem <≡pieltifφ ben ©reppunft beftimmen.
Sluflöfung. ©er ©reppunft Q $ig. 189 ift bergeftalt 

ju beftimmen, baß bag 9teφte<f ABCD, n>elφeg ein palbeg 
©uabrat ift, um Q gebrept, in bie Sage A'B'C'D' geratpe, bei 
iυelφer AD' gl'eiφ ift DC'. ©amit AB in bie Sage A'B' 
fomme, muß Q gleiφtveit entfernt fiepen von AB unb Von A'B', 
alfo in ber ^albirungglinie beg 2δiπfelg AEF, b. p. in ber 
©iagonale DE beg ©uabratg AEFD fiφ befinben. Unb ba≈ 
mit AD in bie Sage A'D' geratpe, muß Q gleiφtυeit von AD 
unb A'D' liegen, alfo in ber Sinie, ioelφe ben Sßintel bei D' 
palbirt; unb biefe ge.pt von D' naφ ber 9Dfιitte N von EF. 
Q ift baper Φurφfφnittgpunft ber ©iagonalen beg ©uabratg 
über EN, unb eg ift EQ ber vierte ©peil von ED.

§. 443. Aufgabe.
(5g ift ftig. 91 ein Äreig gegeben, aufjerpalb beffelben ein 

^ßuntt Y, man foll von Y aug bie ©angenten an ben Äreig 
legen, fiep baju aber lebigliφ beg Sinealg bebienen.

Sluflöfung. ‰ jiepe brei beliebige Secauten YB, YD, 
YH, bie Sinien AD, BC, AH, BG, ferner EK, fo ift bieg ^βo≈ 
lare ju Y; unb man barf nur bie Φurφfφmttgpuntte ^ivifφen 
bem Greife unb ber polare mit Y verbinben, um bie ©angen* 
ten 311 erpalten.
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§. 444. 445. Sonftrιιctioπen. 185

Sill man für einen in einer Kreislinie gegebenen l>βunft 
eine Dangente conftruiren, bloß burφ 3eiφnen geraber 8inien, 
fo ift ein ‰fa⅛ren aus §. 270 2) ju entnehmen.

§. 444.
3n bem Dreiecf ABC ⅝ig. 190 fei DE parallel AB. 

9Jian jiefye BD, bann EA ιtnb CF', ferner EF unb CG', EG 
unb CH', u. f. iυ., unb es finb BF, BG, BH u. f. tt>. bejiepliφ 
⅜, ⅜, ⅛ u. f. tt). von AB.

BF ift ⅛AB naφ §. 212. 3in bem bollftänbigen 23iere<f 
CEG'F' ift bie Diagonale BF parmonifφ geteilt; beSpalb ver
hält fiφ

AF : GF = AB: GB = 2AF : GB
unb es folgt

GB = 2GF
alfo BG = ∣BF = ⅛AB.
2ßeiter ift in bem bollftänbigen S3ierecf CEH'G' bie Diagonale 
BG parmonifφ geteilt; bespalb berpält fiφ

FG:HG = FB.-HB = 3FG : HB

U. f. tb.

Zehntes Kapitel.

Berechnungen.

§. 445. Aufgabe.
Die Zahlen a, b, c finb als bie SDlaa^e ber brei ©eiten 

eines DreiecfS gegeben, man foll feinen 3npalt berechnen.
5luflbfung. @S fei $ig. 191 bie Sinic x normal auf 

ber ©eite a. Der 3∏fyalt bes Dreietfs ift alSbamt
ax
~2~

unb eS tommt barauf an, x ju ermitteln, gür x bietet fiφ 
bie (9leiφung bar

X* = b2—y2
3e naφbem ber c gegenüberftepenbe Sintel a fp⅛ ift ober 
ftumpf, fyat man naφ §. 119 ober §. 120

c2 = a2+b2=f=2ay
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t)ierauβ folgt

©iefer ‰gbrucf für y behält ®iltigteit, auφ trenn her 2Biπ=≈ 
fei a ein reφter ift; beim algbann oerfφminbet y, unb eg ift 
a2÷b2 = ct. 9‰n fubftituire ibn oben, unb eg entließt

©en eben erhaltenen ‰gbrutf für bie ξ)iφe x fe⅛e man in 
baburφ ergiebt fiφ für beit 3ιφalt beg ©reiecfg

©em ¾abicanben läfst fiφ eine für bie 53ereφnung be
quemere ®eftalt geben, ßg ift namliφ

©al)er brii(ft fiφ ber 3nhalt beg ©reiecfg auφ aug burφ 

3∏ biefem 9lugbrua erfφemen bte 53uφ∣taben a, b, c in glei* 
φer Sßeife; unb ber 3n⅛att beg ©reiecfg hängt non ben Sei
ten in gleicher 2Beife ab.

Slugbrücfe, in iυelφen bie 53uφftaben in gteiφer Sßeife 
bortommen, nennt man fhmmetrifφ. S⅛mmetrifφe 2lug≈> 
brücfe änbern fiφ ιιiφt, menn man bie S3uφftaben in ihnen 
beliebig mit einanber oertaufφt.

©ie Formeln I. unb II. finb bem (^ebaφtn⅛ ehψφragen. 
Sie fommen oft jur ‰menbung.

§. 446. Aufgabe.
©ie Bafyl a fei bag SDcaafä ber britten Seite eineg gleiφ≈= 

fφentligen ©reiecfg, bag ‰a⅞ einer jeben ber beiben glei- 
φen Seiten fei bie $ahl b, man foll ben 3nljalt beg ©reiecfg 
beftimmen.

¾uflofung. ¾aφ ber Formel II. im hörigen sβara- 
grafφen ift ber 3nljalt gleiφ
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§.447. Aufgabe.
©te 3al)l a fei bas 9)ιaafi einer jeben non bett ©eiten 

eine« gleiφfeitigen ©reiecfS, man foll ben 3nfyalt beS ©reietfs 
beftimmen.

Stuftofung. 9Dfian fe⅛e in ber Formel II. in §. 445 a 
ftatt b nnb ftatt c; babιtrφ ergiebt fiφ ber 3nfyalt beS ©reu 
ecfS gleiφ j

∣yz3a∙a∙a∙a = ^-√3

§. 448. Stuf gäbe.
©ie ©eite eines gteiφfeitigen ©reiecfs ju finbeit, beffen 

3nfyalt q ift.
Stuftöfung. SDian ⅛at naφ §. 447 für bie ©eite x bie 

(⅛leiφung

q = ⅛3 _
SluS φr felgt x = ∣∕^∣∙ = — 3]∕3q√3∙

§. 449. Stuf gäbe.
©aS 2)7aafj ber gleiφen ©eiten eines gleiφfφenfligen 

©reietfs ju bereφnen, beffen Snfyalt q nnb beffen britte ©eite 
a ift.

Stuflöfung. ⅛ baS ≡acφ x jeher ber gteiφen ©ei
ten tjat man naφ §. 446 bie Θteiφung.

-∣√(2x + a)(2x-a) = q

Stus berfelben folgt
x = J-yl6ql+a∖

§. 450. Stuf gäbe.
©ie britte ©eite eines gteiφfφenlligen ©reietfs ju bereφ≈ 

neu, wenn jebe ber gteiφen ©eiten b, nnb ber 3^αlt q ift.
Stuftöfung. 3Jian ⅛at für bie britte ©eite x bie 

(⅛teiφung
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9luS φr folgt
4b2x2—x4 = lθq* 

x4—4bix24-16q2 == 0 
x = }∕z2b2±}∕4b4—16q2

= y,2[b'÷)∕(b5+2q)(b8-2q)]
SS gelten beibe ⅛oηeiφen. ©eitn es giebt jtoei gleiφ* 

fφenflige ©reietfe, beren 3nf>αlt q ift, unb bie b als sJJiaaβ 
jeber ber gleichen Seiten tyaben, baS eine mit einer größeren 
britten Seite unb geringeren baju gehörigen §öfye als bas 
anbere, unb beibe liefern biefelbe ©leicfmng für iljre britte 
Seite.

©er ‰Sbrtt(f für x wirb imaginär, fobalb 2q>b2. 
©er größte ÜÖertlj beS 3∏⅛altS q ift balj>er ⅛b2j b. fy. ber 
größte 3∏⅞alt, Welφeπ baS ©reietf betommen tann, ift bie 
£älfte beS DuabratS über b. 3ft q = ∙⅜b2, fo uerfφtυinbet 
bie innere Sßurjel unb es wirb

x = y2Γ2 = ybτ÷b^2 
woraus erhellet, baß alsbann bie gleichen Sφentel einen reg
ten 2δinfel einfφlieβen.

§. 451. Aufgabe.
3tt*ei Seiten eines ©reietfS finb a unb b, ber 3∏⅛alt 

ift q, bie britte Seite ju bereφπeπ.
2luflofung. (Ss bejeiφne x bie britte Seite, ©ann 

ift naφ §. 445 I. _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
q == ∣j∕4a2b2 — (a2ψb2 — x2)2 

hieraus folgt
16q2 = 4a2b2—(a2⅛-b2—x2)2 

a2ψb2—x2 = ±2]∕a2b2—4q2
x = ]∕a2+b2=p2∣∕(ab+ 2q)(ab — 2q).

(Ss gelten beibe 5βorjeiφen.
©er ‰Sbrmf für x wirb imaginär, Wenn 2q>ab ift; 

besfyalb barf q fy0φftenS gleiφ ⅛ab gegeben Werben, unb als* 
bann ift _ _ _ _

x = }za*4~b2
b. I). bas ©reieef ift reφtwiutlig unb feine Äatljeten finb a 
unb b.

§.452. Aufgabe.
©ie Batylen a, b, c feien als bie 50iaaβe ber .ħofyen eines 

©reieefs gegeben, matt foll bie Seiten unb ben 3n^σ^t ⅛effel<≈ 
beit berechnen.
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§. 453. 53erecbnιι∏βert. 189

Sluflöfung. (5S ift 3⅛. 192
1) ax = by

beim jebes ift bei hoppelte 3∏hαlt, eben fo
2) ax = cz______________________________________________

unb 3) ax = ⅛∣∕(χ+y + z)(χ+y-z)(χ-y+z)(-x+ytf-z)

‰S 1) folgt
ax

y = V

aus 2)
_ ax

c
biefe äßertpe fubftituire man in 3); baburφ entfielt

1,∕∕ 1 ax ΓaxV . ax axγ ax axy ax ax\ 
ax=⅜y (x+ jr + -cΛ*+ τ - -X* - f + τX-x+ r + -) 

unb hieraus folgt
2ab2cz

]∕(ab-f-ac+bc)(ab + ac—bc)(ab—ac-f-bc)(—ab-f-ac+bc)

Ss ift niφt fφwer einjufeljen, baf? y erhalten wirb, wenn 
man in bem für x gefunbenen SluSbrutf überall a unb b ver
tatet, unb z, wenn man a mit c verweφfelt. Φaburφ er* 
hält man fogleiφ

2a2bc2

∕(ab+ac4~bc) (ab + ac—bc) (ab—ac∏-bc)(- ab-f-ac+bc) 

2a2btc2
z = — ________ ■■ ■■ .................... .. =

]∕(ab-∣-ac+bc) (ab-f-ac—bc) (ab—ac-f-bc) (—ab-f-ac-f-bc)

Um ben 3ιφαlt beS ©reietfs zu erhalten, multiplicire 
man eine ber gefunbenen ©eiten mit ber zugehörigen £)öhe, unb 
bivibire baS ^βrobuct burφ 2. ©er 3ιφalt ergiebt fiφ gleiφ 

a2b2c2
l∕(ab 4-^ψ^bc) (ab + ac—bc)(ab—ac-f-bc) (— a b + ac+bc)

§. 453. Siufgäbe.
©ie Mααβe zweier ©eiten eines ©reietfs feien bie 3ah* 

len a unb b, baS Maaf; ber Mittellinie zur britten ©eite 
fei c, man foll bie britte ©eite unb ben 3nfyalt beS ©reietfs 
berechnen.

Sluflöfung. Man hat für bie britte ©eite x bie 
(Sleiφung
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190 3ebnteδ §. 454.

unb αuδ φr folg,t _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
x = y,2(a*-∣-b2—∙2c2)

©eit 3ιφαlt beS ©reieds ju befiimmen verlängere ntan 
§ig. 193 bie Mittellinie EG, unb maφe GH gleiφ EG. ©a$ 
©reied GFH ift bem ©reied GDE cougruent. ©aS ©reied 
EFH ift besφalb gleiφ bem ©reiecf DEF, unb ber 3⅛φalt beβ 
©reiedS EFH, alfo auφ ber beβ ©reiede DEF, brüdt fiφ au$ 
bιιrφ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

| )∕(a+b+2c) (a4-b—2c)(a-b⅛2c)(—a+bψ2c) 

©affelbe tarnt man burφ bie formet §. 445 I. erhalten, 
trenn man ftatt c beit 2BertIj von x fubftituirt, unb rebucirt.

§. 454. Aufgabe.
©ie brei Mittellinien eines ©reiedö finb gleiφ a, b unb c 

gegeben, matt foll bie ©eiten unb bett ⅛φalt beβ ©reieds 
bereφιten.

5luflbfuug. Matt fyat bei $ig. 194 für bie ©eiten x, 
y, z bie (⅛leiφιtngeπ: 

ober

Man abbire biefe brei ©leidmitgen, ba⅛ liefert 

53on ber (55leiφung 7) fubtrafyire man bie Φleiφung 4); ba≈ 
burφ entfielt

ξ)ierauδ ergiebt fiφ, trenn man y ftatt z fe⅛t unb b mit 
c vertaufφt 

unb trenn man x ftatt z fe⅛t unb a mit c vertaufφt
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§. 455. 456. 53ereφπnngen. 191

©ie 2Bertpe holt y unb x ergeben ficb αuφ, tvenn man 
bie ©leidjmng 6), unb bann bie 5), oon 7) fubtrapirt

@« ift noφ ber 3npalt be« ©reietf« DFG ju beftimmen. — 
©a« ©reiecf DFG ift ba« ©reifadjje be« ©reietf« DNG. Sßon 
biefem bat man bie beibeit ©eiten DN unb GN unb bie 3)littel=≈ 
(inie NQ ber britten ©eite. 9laφ bem hörigen Paragraph Φ 
ber 3npalt be« ©reiecf« DNG gleiφ
⅛V Gjc4^⅜b4~2∙⅜a) (⅜c+⅜b-2∙∣a)(⅜c-∣bψ2∙⅜a) (-∣c4-⅛b-f-2∙⅛a) 

= 1 ∙ ⅜)∕ (a + b + c) (a + b —• c) (a — b -f- c) (—a —j— b c) 
alfo ber 3npalt be« ©reiecf« DFG

⅛∕ (a +1) + c) (a 4- b — c) (a — b 4- c) (— a 4- b 4- c)
©affelbe ‰fultat ergiebt fiφ bermittelft ber formet I. 

in Paragraph 445.
§. 455. Aufgabe.

©ie hier ©eiten eine« ©rapeje« feien a, b, c, d, man 
fett ben 3npalt be« ©rapeje« berechnen.

¾ufl0fung. @« fei bie 8inie x normal auf ber ©eite a 
3ig. 195. ©er 3n⅛alt be« ©rapeje« ift al«bann gleich 

a4-b
—∙x

3)lan beute HN parallel GE, fo ift HN = c, NL = a—b, 
x jugleiφ £>öpe für ba« ©reiecf NHL. ‰φ §. 445 ift

3* - = ⅛]∕(a-b 4- c4-d) (a-b4-c-d) (a-b-c4-d) (-a4-b4-c4-d) 
Δ

fyierau« folgt
X = ∕(a-b4-c4-d) (a-b4-c-d) (a-b-c4-d)(-a4-b4-c4-d)

©iefen Sδertp fubftituirt man oben, unb e« entftept für ben 
3npalt be« ©rapeje«

i ∙ ^iiy(a-b4-c4-d)(a-b4-c-d)(a-b-c4-d)(-a4-b4-c4-d)  
a—-t)

tvofür noφ gefegt tverben tarnt
⅛, ⅛f^ VT(a-b)f (c-d)] [(a-b)-(c-d)] [(cfd)t(a-b)J [(c∙j∙d)-(a-b)]

§.456. Aufgabe.
©ie 9Jιaape ber hier ©eiten eine« 23ieredδ, iυeldj>eδ in 

einem Äreife liegt, fiitb bie 3a⅛len a, b, c, d, mau foll ben 
3npalt be« Sßiered«, feilte ©iagonaleit unb ben Otabiu« be« 
Äreife« beftimmen.

¾uflöfintg. W?an berlängere $ig. 196 bie ©eiten FG 
unb EH bi« μι iprern ©urtpfcpnitt K. ©ie ©reiede EFK 
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192 3e⅜πteβ Kapitel. §. 45β.

uπb GHK fτπt> αpnliφ, beim eß ift α gleiφ ¢, Weil ∣eber bie* 
fer äöinfel ben SÖMnfet ß jn einem geftredten ergänzt, unb 
Z.K ift gemeinfφaftliφ. (5ß verhält fiφ baper

ΔEFKz ΔGHK = b2: d2
EFK— GHK:GHK = b2-d2: d2 

ober EFGH : GHK = b2—d2:d2 
unb tyierauß folgt, bcφ ber ∙3rφatt beß 23ieretfβ gleiφ ift 

b2 — d2—~ΔGHK d
©er 3∏fyalt beß ©reiectß GHK ift aber gleiφ 

∣)∕(d+x+y)(d+x-y)(d-x÷y)(-d÷x÷y) 
= ⅛V(d + x + y)(d + x-y)[d-(x-y)](-d÷x + y) 

$ur 33eftimmung bon x uttb y ⅛at man bie Proportionen 
x: d — c + y : b 
y: d = a x : b

‰β ipnen folgt
bx — dy = cd
by — dx = ad

‰ abbire bie le⅛tereπ (Sleiφιιngen, unb eß entfielt
b(x÷ y)- d(x÷y) = (a⅛c)d

χ+y = bXäd
ferner fubtrapire man bie streite biefer (Sleiφungen bon ber 
über φr fte⅛enben, baß liefert

b(x—y) +d(x—y) = (c—a)d
c —a 

x-y = b+dd 
©ie Sßertpe für x + y unb x—y fe⅛e man in ben ‰βbrmf 
für ben 3npalt beß ©reiecfß GHK; er gept über in 

unb fubftituirt man biefen Slußbrmf für baß ©reietf GHK in 
bem oben ftepenben ‰βbrmf für ben 3npalt beß SSieretfß, fo 
erhält man ben Inhalt beffelben gleich

äßir paben bet ber Verleitung biefer formet angenom
men, baß grυei gegenüberftepenbe «Seiten beß SSierecfß berläm 
gert fiφ fφneibeπj eß fragt fiφ bafyer, ob bie Formel ben
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3npαlt liefert, trenn feie gegenüberfteljenben ©eiten parallel 
finb. $n tiefem $all mären bie gegenüberftepenben Sintel 
gleiφ, unb ba fie fiφ jit einem geftrecftcn 2Binfel ergänzen, fo 
müßte jeher ein rcd>ter Sßinlel, ba$ 33ieretf felbft alfo ein 
9te⅛ted fein, ©amt märe fein 3npalt gleid> ab, unb meiter 
c gleid; a, unb d gleiφ b. Unb fe⅛t man in ber gefunbenen 
Formel a ftatt c, unb b ftatt d, fo gept fie über in

©ie ift bαt>er αιtφ für tiefen {yαtt giftig.
ftür bie ©iagonaten z unb t beö S8iered53 fiat inan bie 

(Steigungen

SDfian mutttylicire beibe mit einanber, baδ liefert
, _ (ac-∣-bd) (ad-j-bc) 

ab 4-cd
bibibirt man bie erfte burφ bie 3tυeite, fo ergiebt fiφ 

alfo ift 

unb

(Sine ®leidjung für ben 9iαbiuδ r bcß Streifes ergiebt fiep, 
menn matt ben 3ιφalt bcδ 3HereefS mit ξ)ilfe ton r auöbrüeft, 
unb beit r entpaltenben 9luδbrud für ben 3ιφalt bem fepon 
gefunbenen gleid; fe⅛t.

©er 3∏palt beö ©reiedö EFG ift gleid; ber beβ 

©reiedö EGH gleid; ∙^-, folgtiφ ber be$ 2>iererfδ gleiep 
(ad⅛bc)z
—- - - - - ⅛Φ pat man für r bie Φleiepnng
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194 3et>nteδ §, 457,458,

‰S it)r folgt
_ (ad⅛bc)z

^∣∕ (a ÷b÷c—d) (a-f-b—c⅛d) (a—b-|- c+d) (—a-J-b-f-c+d) 
gür z fe£e_ man bcπ okπ gefunbenen ¾Bertfy, unb es entfielet

§. 457. Aufgabe.
®ie biet ©eiten eines 25icrc(fS, melφes in einem Greife 

unb 31ιgleiφ nm einen $reis liegt, feien a, b, c, d, man foll 
ben ⅛n⅛alt beS S3ieretfs berechnen, ben Fabius beS ÜreifcS, 
in tt>elφem baS 33iere<f liegt, unb ben 9iabiuS beb ÄreifcS, 
um iυelφen eS liegt.

¾uflbfung. ©a baS 93ierecf in einem Greife liegt, ift 
fein ffnfyalt gleiφ_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

’)/ (a+b-H—d) (a-f-b—c⅛d) (a—b-H-f-d) (—a+b+c÷d) 
SßSeit es um einen Sreis liegt, ift

aψc = b-f-d 
unter a unb c bie SQlαα^e jtoeier gegeiüiberfteljenben ©eiten 
gebaφt. Unb fe⅛t man in ber gormel für ben ⅛φalt überall 
b-f-d ftatt a⅛c unb aψc ftαtt b÷d, fo gel;t fie über in 

{]∕2b∙2a∙2d∙2c = ^abcd
gür ben 9lαbiuS beS Greifes, in tυelφem baS 23ierc(f liegt, 

ergiebt fiφ uaφ bem vorigen φaragra∣φ
1 /(ab 4-cd) (acψbc) (ad⅛-bc)
4 I abcd

gür ben 9iαbiuS x beS Greifes, um tvelφen baS 23iere<f 
liegt, tyat man, meil (a + b.+ c + d)x tem gn^a(t ⅛ie 

(Sleiφung 

¾uS t⅛r folgt
ober ba

§, 458, Aufgabe.
©aS SD7aaf bes 9labiιtS eines Greifes fei bie 3alj>l r, 

man foll bie ©eiten unb bie 3∏Ijatte ber conftruirbaren i'c3ll' 
lären ne<fe berechnen, toelφe in ober um biefeit Mrcis liegen.
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9luflofung. 1) (S$ fei gig. 197 AB bie ©eite beS regu≈ 
lären ©reiects, melφeδ in bem ftreife liegt. 9‰n benfe vom
2)iitte[punft  M bie Linien MA unb MB; bet 2Binfel AMB ift 
gleiφ ⅛R. 9Jlan verlängere AM bis C; ber Sßinfcl BMC ift 
gleiφ |R, baS ©reiecf MBC baper glcicpmintlig unb bebpalb 
BC gleicp r. Unb weil ber Söinfel ABC ein rccpter ift, fo pat 
man für bie ©eite x beö regulären ©reiehts bie Φleicpιιng 

x2÷r2 = (2r)2

‰s ipr folgt x = r/3.
2.) Ss bejeiepne y bie ©eite bcö regulären SSierecfS, mcl≈= 

cpeS in bem Streife liegt. — 2Drtaπ beute naφ ben βnbpuπtten 
berfelben bie Fabien gezogen. entftept ein recptmiufligcS 
©reieht, in melhpem y bie ξ)ppotenufe, unb jebe Statpete gleitp 
r ift, ‰ pat baper

y2 = r2 + r2 = 2r2
y = r/2.

3) (SS bejeiepue z baS 9Jfιaaβ ber ©eite beö regulären 
3epnehfS, melcpeS in bem Streife liegt. Dlacp §. 377 finbet bie 
Proportion Statt

r:z = z:r— z
9luδ ipr folgt

z2-}-rz = r2

■ - - w⅛>
©ie 2δurjel barf nur pofitiv genommen Werben, meil fonft z 
negativ ausfallen mürbe, ‰ pat baper_ _ _ _

4) (£ö fei t baS SDtaafs ber ©eite beS regulären ftüiifccfs 
in bcmfelbeu Streife. 9laφ §. 262 pat man bie ®leidpung 

folgliφ ift
ober, wenn mau ben Neuner lieber rational fiept,

13*
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196 3cfyntes Kapitel. §. 458.

5) £>ätte man eilte Formel, burφ mclφe ftφ bie Seite 
beS regulären 2neds in einem Greife angeben ließe, fofealb bie 
Seite beS regulären neds in bem Äreife betannt märe, fo 
mürbe man bιιrφ bie Seite bes 3eh∏edS bie bes gmanjigeds 
berechnen foulten, bnrφ bie Seite beS 3maιηigedS bie beS 
SßterjtgedS u. f. m., eben fo bιιrφ bie Seite bes S5iereds bie 
bes 9lφtedS, burφ bie Seite bes ¾φtcdS bie bes SeφjehnedS 
u. f. m. u. f. m.

(Ss fei $ig. 198 p bie Seite beS regulären nedS; ber 
99ιittelpιtnftsmiιdel AMB fei burφ MC in jmei gleiφe 2φeile 
geteilt, ©ie ßinte q ift bann bie Seite beS regulären 2nedS; 
MC ift normal auf AB, mtb D bie SJiitte non AB. ©er 3ιυ 
halt beS ©reieds MCB briidt fiφ aitö burφ

rp *
~4

ber 3nl)alt beffelben ©reieds ift ferner glciφ 
At∕(2r+q)(2r-q) 

man tyat batyer bie Θleiφung
pr = q]∕4r2—q2 

Sßirb aus berfelben q entmidelt, fo erhält man eine formet, 
melφe bie Seite beS 2nedS. liefert, memt bie beS neds be= 
fannt ift.

‰S ber GHeiφung folgt 
q4—4r2q2 = —p2r2

q = ∕2r2±}∕4r4—p2r2
©ie Seite q beS regulären 2ncdS im Greife ift beim ScφSed 
bem 9ftabiuS gleiφ, bei beit mcitcren 2ncdeιι Heiner als ber 
‰biuS, melφeS ans §. 7G folgt. @S ift alfo q<r, unb 
ba ]∕2r2>r ift, fo erhellet, baß bie innere Sßitrjel negativ 
genommen merben muß.

9Jian hat bemnaφ 
q = )∕r(2r-]∕4r2-p2)

2)ιan fe⅛e hier flott p baS 2D?aaß ber Seite bes regitlä* 
reu ©reieds, n0mliφ r/3, fo ift q baS 5Qiaaβ ber Seite beS 
regulären SeφSedS∫ biefc ift baher gleiφ

]∕r(2r—]∕4r2—3r2) 
= ∣∕r(2r-r) = r 

melφeS fφon aus §. 261 betanut ift.
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Sc⅛t man ftαtt p bie Seite bes regulären Scφserfs, fo 
ift q bie bcS ^toölfects; biefc ift alfo gleiφ

]∕r(2r—)∕4r2—r2 
= r/2 —√3

u. f. tv.
6) Ss feien $ig. 199 bie Seinen m unb n gegeben, 

itnb BD fei ⅛)urφmeffer. ftür bie Sefyne χ, melφe jur ⅛)iffc≈ 
renj ber 9)ιitteφunttsmiιιfcl ber Schneit m unb n gehört, 
fyat man bie (SMeiφιιιtg

2rx+∏z = my 
iüä^renb y = ∣∕4r2-n2
unb z = ]∕4r2—m2
ift, fo bafj folgt _ _ _ _ _ _ _ _

m J4r2— n2— n ∣ z4r2- m2
X ~ 2r

Sefct man l)icr ftatt m bie Seite beS SeφSetfs, ftatt n 
bie bcS getytterfs, fo erhält man bie Seite bcS guitfjefynctfs. 
Φιιrφ fie tarnt mau bermittelft ber formet in 5) bie Seite 
bes ©reijjigetfs it. f. m. finben.

7) £)er 3ιφalt eines regulären ncrfs briicft fiφ aus 
bιtrφ bas ljalbe φrobuct bcS Umfangs in beit normalen W 
ftanb einer ber Seiten vorn 5Diittelpuπft bes Greifes, in tυcl=≈ 
φem baS nett liegt.. 3fi a bie Seite bcS netfs, r ber 9labiuS 
bes ÄrcifeS, in n>elφem es liegt-, fo ift ber normale 3lbftaub 
bes 2JiittetyιιnttS rott einer Seite gleiφ 

folgliφ ber 3∏⅛αtt fccδ ncrfδ flteiφ
ψ∣z(2r + a)(2r^)

8) «Sollte matt bic Seite x eines regulären nerfs bcreφ≈ 
nen, mclφcs nm einen ÄreiS liegt, be[fen ‰biιtS r ift, fo be
regne inan jnerft bic Seite a beS regulären netfs, bas in bic- 
(cm Streife liegt. 5lιtS ber Proportion δ'⅛∙ 200
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198 3e⅛nteδ Kapitel. §. 459. 460.

erhält matt bann
2ar

]∕(2r4-a)(2r—a)

©er 3nljαlt beftimmt fiφ naφ §. 272.
(Später werben wir auf einfacherem Sßege bic Seite unb 

ben 3n⅞alt eincö jeben regulären necfs berechnen tönnen, wenn 
ber 9tabiuS beS ÄreifeS, in ober um welφen es liegt, gege≈ 
ben ift.

§. 459. Aufgabe.
©ie ÜJlaafje ber brei Seiten eines ©reiecfs finb a, b, c, 

es foll ber 9tabiuS bcS Greifes bereφnet Werben, in Welφem 
bas ©reieef liegt.

Sluflöfung. W7an bejeiφne ben 9tabiuS mit x. ©er 
3∏balt beS ©reiecfs brüeft fiφ aus bιtrφ ©aber bat 
man für χ bie (Sleiφung

= 4 Tz(a÷ b-f-c)(a+b—c)(a—bψc)(—a4-b-∣-c)

alfo

§.460. Siu f gäbe.
©ie brei Seiten eines ©reiecfs finb a, b, c, es füll ber 

9lαbiιtS eines jeben ber Greife bereφnet werben, welφe bie 
Seiten beS ©reiecfs berühren.

Sluflöfung. SDftan bejeiφne ben 9tabiuS bcs Greifes, 
welφer in beut ©reieef liegt, mit y. ©er 3nljalt beS ©reiecfs 
brüeft fiφ aus burφ .(a÷b÷c^. ttttb man pflt (^(eiφuπg 

9luS il)r folgt

@S fei $ig. 201 y' ber 9tabiuS beS Greifes, welφer bie 
Seite c itnb bie Verlängerungen ber beiben anberen Seiten 
bcriφrt, M ber 5Dfiittelpunft biefeS ÄreifeS. ©er 3∏balt beS 
©reiecfs DMF ift gleiφ ber beS ©reiecfs DME gleiφ ~- 

unb ber beS ©reiecfs EMF gleiφ ©er Inhalt beS ©ret=
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e<fS DEF ift bα^er 

unb man I;at für y' bic (Meiφung 

aub toelφer folgt

Φιιrφ Vertt,'eφSlung ber Vuφftabcn finbet fiφ ber ‰ 
biuS y" beS Greifes, n>elφer bie Seite b unb bie Verlänge
rungen ber bcibeit anberen Seiten berührt, gleiφ 

i ∣∕(a~∣~β4~cj(a-i-b—c)(—a4~b-j-c) 
"I a — bψc

unb bαβ ber 9ftabiuS y'" beS Greifes, lυelφer bie Seite a unb 
bie Verlängerungen von ben Seiten b unb c berührt, fiφ 
auSbrücft burφ

§. 461. Aufgabe.
SJiulttylicirt man bie SlitSbrütfe für bic 9ιabicn biefer 

vier Äreife mit einanber, fo entfielt
√κ (a4-b4-c)(a4-b-c)(a-b4-c)(-a4-b4-c) 

unb nimmt man hieraus bie μocitc Sßurjel, fo erhält man
4j∕(a 4- b 4~ c) (a 4- b — c) (a — b 4~ c) (— a 4- b 4- c) 

ivelφcs ber 3ιφαlt beb ©reietfs ift. ©icfer brüeft fiφ bcm≈ 
naφ ans bnrφ _ _ _ _ _

§. 462. Stuf gäbe.
©ie Bahlen a unb b feien bie 9Jtaaβe gtυeier Seiten 

eines ©reieefb, c fei bas 9Jiaaβ ber 8inie, ivclφc ben VSiιι=≈ 
fei in jiυei gleiφe Sφeilc tfyeilt, beit jene Seiten bilbcit; es 
foll bic britte Seite mtb ber 3ιφalt beS ©reietfS berechnet 
werben.

Sluflöfung. ®ie Stiitfe ber britten Seite $ig. 202 mö= 
gen x unb y bejciφneιt. SDian bat bie Θlciφungent
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200 3e⅛nte0 Λα⅜5itel. §. 462.

‰n multiplicire beibe Θleiφungen mit einander; bas liefert 
χ=y⅛(θb--)

unb bitoibire bie erfte Φleiφιιng burφ bie gYυeite, fo er- 
giebt fiφ _ _ _ _

y = ∕ιHab~c2)
Φie britte Seite DF ift bafyer gleiφ 

atfo entftebt für bie britte Seite

Ober man fe⅛e an 

2lub ber streiten Θleiφung folgt
a

x = Γ7Tv a *∙j^^ b

©iefen 2Bertlj> fubftituire man in ber erften; eb entfielt 
a(a-f-b—a)v2 = (a+b)2(ab—c2)

nnb bαrαub ergiebt fiφ für bie britte Seite v ber oben ge* 
funbene 2BertIj.

Um ben ßttljalt beö ©reiecfe jn finben, verlängere man 
EF über E Ijinaue, nnb maφe bie Verlängerung gleiφ a. 
©ie ©reiecfe DEF unb DEN ⅛aben, wenn man FE unb EN 
alβ ©runblinien betrachtet, glciφe ξ)b⅛enj beefyalb ver>- 
tyält fiφ

ΔDEFzΔDEN = b:a 
unb Ijieraub ift ΔDEF = -^-ΔDEN

©er 3∏fyalt beb gleiφfφenfligen ©reiecfe DEN ift gleiφ
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(5δ ift z parallel mit c, baljer pat man bie Proportion
c:z = b:a + b

‰g i⅞r folgt z = -^-(a⅛b)
©en Sßertl; für z fnbftitnire man, unb cS ergiebt fiφ ber 
3nljalt bcö ©rciedö DEN gleiφ

⅛ (a ÷ b) ]∕[2a÷ ^b^(a ÷b) ] [2a — y (a ÷ b)j

= 1 p (a + b) Vl2ab + (a + b)c][2ab-(a + b)c]
⅝olgliφ ift ber 3npαlt bes ©reiedö DEF gleiφ

[2ab4-(aψb)c] [2ab—∙(a + b)cj
©er Sluöbrud für ben 3ιφαlt beδ ©reiede DEF ergiebt 

fiφ auφ, trenn man in ber Formel §. 445 I. ftatt c ben für 
DF gefunbenen Sßertlj fe⅛t, nnb bann rebncirt.

§. 463. Aufgabe.
©er 3nfyalt eine« reφttrintligen ©reieds fei a, bie 

potenufe b, man foll bie Äatpeten bcreφnen.
Slnflöfung. ©ie ^at⅛eten mögen burφ x unb y be- 

jeiφnet merben. SD?an ljat bie Φleiφungen
xy = 2a (jebe§ ift ber hoppelte 3ιφalt) 

χ2+y2 = b2
‰ mnltiplicire bie erfte Φleiφung mit 2, abbire fie jur 
jtoeiteu, unb fubtrafyire fie bann auφ von φr, baS liefert 

χ + y = )b2÷4a 
x—y = ∣zb2—4a

¾eibe Θleiφungen abbire man, unb fubtrapire bann bie leptc 
von ber rorljergepenben, baburφ entftept

^ι∕bs-4-4aH- Vb2— 4a 
x ~2 2ZZZ 

pb2ψ4a— yb2—4a 
y =

§. 464. Aufgabe.
©ie (Summe ber Beibeit ftatpeten eines rcφttvin!ligen 

©reiedö fei a, bie ξ)iφc auf ber ^φpoteιmfe fei b; eh feilen 
bie Seiten uitb ber ⅛φalt beö ©reiedö berechnet toerbcn.

Sluflöfung. 2J2aιι bejeiφne bie Λβφeten burφ x unb y} 
bie ξφpotenufe fei z. 2Ran ⅛at bie Θleiφungenz
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1) x÷y = a
2) xy = bz
3) x2+y2 = z2

©ie zweite (Sleiφιtng werbe mit 2 multivlicirt unb bann
jur britten abbirt, baburφ entfielt

(x÷y)* = z2+2bz
91aφ ber erften (Sleiφιtng ift

(x+y)2 = a2
©iefe (⅛teiφung werbe von ber vorigen fubtralμrt, ba£ liefert 

z2 + 2bz — a2 = 0 _ _ _ _
unb baraitS folgt z = —b∑t∣∕a2+b2
©ie Sßurjel barf nur pofitiv genommen werben, weil bie ξφ≈= 
potenufe z niφt negativ fein tarnt.

Um x nnb y ju beftimmen, potenjire man bie erfte ®lei« 
φung mit 2, multiplicire bie jweite mit 4, uitb fubtrafyire 
barauf bie jweite von ber erften. (£$ entfielt

(x — y)2 = a2 — 4bz
ober, wenn man für z ben 2δertfy fe⅛t, nnb aus ber Θleiφιmg 
bie gweite Sßurjel nimmt

x — y = ]∕a2 + 4b(b — Va2 + b2)
©ie befjte (Sleiφnng abbire man jur Φleiφnng 1), unb fub- 
tra⅛ire fie von φr, unb es ergiebt fiφ

a -f- ]∕a2√-4b (b—)∕a2+"b2jx - -

a— ∕a2 + 4b (b— ]za2-4-b2)
y — 2

§. 465. Aufgabe.
©er 3nl)alt eines reφtwintligen ©reieefö fei a, ber Um« 

fang b, man foll bie feiten bereφnem
Sluflöfung. ©ie Äatl;eten feicit bιtrφ x unb y bcjeiφ- 

uct, bie ξφpotenufe burφ z. 9Jιan l;at bie Φleiφuugeιι
1) x+y + z = b
2) xy = 2a (jebcö ift ber bobpcltc 3n⅛alt)
3) χ2+y2 = z2

9)iau multiplicire bie jweite Φleiφnng mit 2, unb abbire 
fie jur britten, baö liefert

4) (x÷y)2 = 4a + z2
9)iaιt fetje in ber erften (^leiφuπg z auf bie rcφte «Seite, unb 
potenjire bie Φleiφung mit 2. IS« cιιtftelφ

5) (x + y)2 = b2—2bz⅛-z2
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©iefe ©leidjung fubtrα⅛irt man von 4), babιtrdj ergiebt fiφ 
0 = 4a —b2⅛-2bz

, f. o b2— 4amtb l)terαus z = ———

Um x mtb y 311 erhalten fe⅛e man in 1) z redjtSχlμn≈ 
über itnb fubftituire bafür ben gefunbenen SBertlj; baburdj 
entfteljt

1 4aψb'
6> X+y = ~2b~

©ie letzte ©leidtuug potenjirc man mit 2 nnb fubtratyirc bon t⅞r 
4xy = 8a

nnb man erhält

*→=m--
V(4a-∣-b2)2—32ab2

ober 7) x-y = u-τ-⅛- - - - - - - - -
©ie (⅛5leiφungen 6) itnb 7) abbire man, nnb ιtadφer fub= 
trafyire man audj 7) bon 6), baburdj ergiebt fid) 

unb 

ober

§.466. Aufgabe.
©er 3ιφalt eines ©reietfs fei a, ber Umfang b, eine 

§ßl?e h, inan feil bie ©eiten beftimmen.
Sluflöfnng. 53ejeiφnet man bie ©eiten mit x, y, z 

nnb toirb bie gegebene φbl)e auf bet ©eite x angenommen, fo 
I;at man bie (⅛leiφungen

≡S ber er∣ten Φleiφuιtg folgt 
y = b — x—z 

aus ber jtveiten
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9ftαn mult⅛licire bte britte ®leidjmng mit 4, quαbrire fie bann, 
unb fc⅛e barauf für y ben 2Bertfy, für ben ⅛attor x + y + z 
aber b; baö liefert

16a2 = b(b—2z)(2x + 2z— b)(b — 2x)

ober, menn man für x ben ≡ertl) -∣- fe⅛t,

ober 16a2h2 = b(b—2z)(4aψ2hz—bh)(bh — 4a)
©icfe Φleiφmtg bioibire man burφ b(bh—4a), mtb löfe reφtb 
bie klammern auf; baburφ ergiebt fiφ

16a2h2
b(bh la) ~ 4f,b÷2bhz—b2h—8az—4hz2-f-2bhz 

uub l)ierαub folgt

$ür y tann fiφ ιιiφtb anbercö ergeben, weil cö mit z 
in gleiφen 23eμel)ungen ftefyt. ©afyer gelten beibe 23orjeiφen 
ber SBurjel. ßäfjt man für z baö eine gelten, fo liefert bab 
aubere y. ©ab ©reied ift beδbalb gleiφfφentlig, fobalb

§. 467. Aufgabe.
(Sitte «Seite ciiteb ©reietfs fei a, bie φiφeιt auf beit atu 

bereit Seiten feien b unb c; man foll bie anberen Seiten unb 
bett -3nfyalt bereφιten.
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5lnfl0fung. ©ie jur ξ)iφe b gehörige ©eite fei mit x, 
bie britte ©eite mit y bejeiφnet. (BS ift

1) bx = cy.
©ie ©reiche DHE unb FGE $ig. 2Ö3 finb <φnliφ, tveil fie 
ben Sßtnfel Bei E geιneinfφαftliφ fyabeit unb fcbeδ reφttυinflig 
ift. ©eöljalb nerfyält fiφ

EH:EG = b:c
$e naφbem ber 2δintel DEF fp⅛ ift ober ftumpf fyat man 

FH±HE = x
I)Gd=GE = y _ _ _ _ _

alfo ±HE = x — FH = x—)za2— b2
±GE = y—DG = y —

©iefe SÖertlje fubftitnire mau oben, unb e§ entfielt 
x—}za2— b2:y—∕a2~c2 = b:c_ _ _ _  _ _ _ _

ober 2) by—cχ = b}za2—c2—c∣za2—b2
bx¾ttβ 1) folgt 3) y = —c

©ie$ in 2) fubftituirt, liefert

alfo ift 
©en Sertfy von x fubftitnire man in 3) unb c§ entfielt

©er 3ιφαlt brii(ft fiφ auö bιtrφ

§. 468. Aufgabe.
ift eine ©eite eines ©reietfö gleiφ a, bie ju φr ge

hörige φiφe gleiφ b, unb ιιoφ eine Spofye gleiφ c gegeben, 
inan foll bie anbcrcn ©eiten bereφnen.

¾ιtflofung. (Ss fei x bie ju c gehörige ©eite, y bie 
anbere. ¾lιιδ ber G5leiφιιng

folöt
©ie ^rojection FG von ber ©eite EF auf ber ©eite DF 
ftig 204 briicft fiφ aus burφ
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©aljcr ift

§. 469. Aufgabe.
53ott einem ©retctf ift eine ©eite gegeben gleiφ a, bie 

.,niφe barauf gleiφ b nnb bie Summe bet beiben anberen 
©eiten glciφ c, man feil biefe ©eiten einzeln bereφnen.

Slnflöfujng. 93ejeiφnet man bie niφt gegebenen ©eiten 
burφ χ nnb y, fo ⅛at man bie Θleiφnngenz

1) x+y = C _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
2) 2ab = -∣∕(a + x+y)(a + x-y)(a-x4-y)(-a-f-x+y) 

9Jιαn quabrire bie jmeite Φleiφnng, nnb fe⅛e c ftatt χ÷y7 
baS liefert

fyierans folgt 

mirb biefe (Sleiφnng jn 1) abbirt, bann anφ bon 1) fnbtrafyirt, 
fo erqiebt fiφ

§. 479. Aufgabe.
©ie eine ©eite eines ©reietfs fei a, bie £)ölje auf einer 

ber anberen ©eiten b, mtb bie Summe ber anberen ©eiten c, 
man foll bie anberen ©eiten einzeln nnb ben βιφalt bcreφιten.
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Sluflöfitng. ©ie Seite, iυelφe jur §öpe b gepört, fei 
mit x bejeiφnet, bie anberc ift bann c — x, nnb man pat bie 
(Sleiφung _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

x = ]∕a2 — b2+yz(c-x)2—b2 
SDιan fe⅛e bie erfte Suηel auf bie linte Seite, nnb qitabrire, 
baS liefert

x2—2χ]∕a2--b2ψa2-b2 = c2-2cx-}-x2—b2
x = (c÷a)(c-a)

. 2[θ=F⅛ + ^)(a-bj]
©er 3npαlt ift

(c+a)(c — a)b 
4[c=p-∣∕(a+b)(a-b)J

§.471. Aufgabe.
9Son einem ©rapej finb gegeben ber 3∏palt a, bie ξ)βpe 

b, bie beiben niφt parallelen Seiten c nnb d; man foll bie 
parallelen Seiten berechnen.

Sluflöfung. Sinb §ig. 205 bie Linien EL nnb FM 
normal auf GH, fo ift

GL = )zc2-b2 
MH = ]∕d2-b2 

unb man pat für x bie ©leicpimg 
x4-x-}-]∕c2 — b2 + ]∕d2- b2^ 

woraus folgt _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
2a—b []∕(c+b) (c—b) ÷]∕(d + b)(d—b)jx _ ._______________________

2δelφe 53orj⅛eiφen ben ≡uηeln ju geben finb, pängt von 
ben befonberen fällen ab.

§. 472. Aufgabe.
@S fei $ig. 206 bie Normale CD glciφ b gegeben, baS 

Stiid DN gleiφ a, ber 9tabiuS bcS ÄreifcS g(eiφ r; man foll 
baö SOlaaß x ber Normale NM berechnen, fo, baß ein Ärcis, 
rt>elφer M ^∏m SDriittelpunft, nnb MN jum 9tabiuS pat, ber 
alfo bie Sinie ND in N berührt, anφ ben gegebenen ÄreiS 
beruprt.

5lufl0fung. ‰ jiepe MC. @S muß MQ glciφ x 
fein. 9Jian beute CE normal auf NM. Φabnrφ entftept 
ein rcφtmintliges ©rcied MCE, beffen φppotcnιιfc gleiφ 
x + r, mäprenb bie Äatpete ME gleiφ x —b, bie anbere 
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208 3ef>nteδ St,α^itet. §. 473.

gleiφ a ift. 9)Jαn bat baber bic ^leiφιtng 
(x÷r)2 = (x—∙b)*-j-a2 

¾lιιS il;r folgt
x2-∣-2rx + r2 = xl—2bx + b2+a2 

2(b-J-r)x = a2ψb,—r2
x = a2+(b÷r)(h-r)

2(bψr) 1
giebt einen feiten 5treiS, iυelφer bie gegebene Vinte 

in N itnb beit gegebenen Streik in Q' von innen berührt, 
güt ben 9tabinS y biefeö ^weiten Äreife^ bat ntan bie 
Θleiφung

(y —r)2 = (y —b)2-f-a2

Voraus folgt

§. 473. Aufgabe.
(Sδ fei Big- 207 baö @tü(f AE ber nte ⅛tyι( von AC, 

CD ber nte Xbe^ 0on EG» bei* nte Stbeil von AB; ber 
3nbalt beS ©reietfs ABC fei q; man foll ben 3n⅛alt beδ 
©reieefs GHI berechnen.

Slitflöfitng. 9Jtan Aiefee EV varallel CB, unb eδ ift 

alfo
mitbin aιtφ
hieraus folgt

Bür beit 3nbalt beδ ©reieefö CDI, unb für ben beδ 
©reietf« BFH ntufi fiφ berfelbe 3luδbrmf ergeben. ¾uιι ift
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§. 474. Aufgabe.
ift eine gerablinigte ftigur gegeben, unb eine 3a⅞l p 

al« φr Önfyalt, man foll bie Sinfyeit beftimmen, naφ welφer 
bie ©eiten bei $igur gemeffen worben.

¾uflofung. ≡an neunte eine beliebige 8inie AB al« 
(5iιφeit, unb bereφne πaφ i⅛r ben 3n⅛alt bei ⅝igur, Welφer 
fiφ gleiφ q ergeben mag. 53ejeiφnet man nun bie gefuφte 
(5iιφeit mit XY, fo ift ber 3ιφalt p ∙XY∖ unbz jug(eiφ 
q∙AB2.

p∙XY2 = q∙AB2 
f⅜t XY = AB]∕-3- 

§. 475. Aufgabe.
fei ^'ig. 208 AB bie ©eite be$ Φreietfδ, an trelφer 

bie beiben fp⅛en Sßintel liegen; baS 9)ιaaβ biefer ©eite fei g, 
baδ ⅛aa^ ⅛w £>ölfe h; man foll bie hinten x nnb y bereφ- 
nen, fo bafj ba$ ⅛Reφtecf MNQP gleiφ bont Φreietf fei.

¾uflofung. 5Dian ⅛at für x unb y bie Θleiφungenz
< x n ghυ x>' = τr∙v
2) x:h — y = g:h

Φie erfte 6Heiφung bibibire man burφ bie 3tυeite, baö liefert 
t , n h*y _hy =

unb baraιιβ folgt _ _ _ _ _ _ _ _ _

> - Wl⅛4 
>- ⅛*l''<-∙⅛]

‰φ ber erften (Sleiφung ift
_L.Ö
m 2x = - - - - - -

y 
ober, trenn man für y beit eben gefunbenen ‰δbrmf fefct 
unb ben Neuner rational nιaφt,

X = f[1=F1∕1-2Λ]

©teilt man fiφ bie ©eite y in ber ftigur febr flein bor, 
fo ift baβ ¾eφte(f MNQP felbft fe⅞r flein; läfct man bann 

SBplfT« ffieometrtf. 1. Iφ. 7te ¾ufl. |
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bie Seite y mαφfeιι, fo nimmt juιιaφft bag 9ieφtetf ju; 
wenn aber y fo grofs Wirb, baß eg fiφ ber h nähert, 
fo fyat bag sJieφtetf mieber abgenommen, unb fcφrt fort ab= 
junelfmen, m<φrenb y maφft. hieraus läfct fid; erlernten, bafj 
eö tιoφ ein jmeiteg f>iφereg 9fteφtetf M,N,O,P, giebt, melφeg
— beg Sreiedg ift. ftür bie Seiten x, unb y, beg jmeiten 
9fieφtedg fiat man bie Θleiφungen

n gh 
™ = m’T 

x/h — y, = g:h
Siefe (⅛Heiφuιιgen unterfφeiben fiφ von betten für bag 

erfte ‰φted nur baburφ, baß fie x, unb y, enthalten, mo 
in jetten x unb y vortommt. Sie liefern bemnaφ für x, unb 
y, biefelbett SBertlje, melφe mir bereitg für x unb y erhalten 
⅛aben, unb bie oberen 53orjeiφen in φιten gemäßen bag tyb<≈ 
bere, bie unteren bag ttiebrigere ¾eφte⅛.

Sie Sßurjet in bett 2Berφen für x uttb y mirb inta* 
ginär, fobalb größer ift alg ⅛. Sag 8¾eφtetf fatttt ba⅛er
fyoφfteng bie Hälfte vorn Sreietf augmaφen, unb itt biefem 
⅛a∏ ift y bie Hälfte ber £>öfye beg Sreiedg, x bie Hälfte ber 
©runblinie.

Sie Aufgabe in §.472 geftattet jwei Sltiflöfungen, unb jebe roirb 
bπrφ eine befonbere Θletφung erfien ®rabeä erlangt. Sie Aufgabe 
beδ gegenwärtigen ^aragraßben geftattet jwei 2Xufli5fιιngeπ, welφe burφ 
eine unb biefelbe (SIeiφuπg jweiteit ®rabeö ftφ ergeben. 3n §. 458 3) 
wirb bie ©eite beδ regulären 3ebnecfδ in einem greife jttm Siabiitö r, 
für welφe nur ein Söertb befielt, uermittelft einer Θlctφuπg jweiten ®ra> 
beβ gefunbeπ. Siefe 33ei∣biele jeigeit, baß ber @rab ber Θleiφung, ju 
welφer eine ¾ufgabe fiiξ>rt, unb bie Shqatyl ber 2lufti>fungeπ, welφe fie 
juläßt, πiφt in einer feften 53ejiel∣ung ftefyen. Sie ¾njal}l ber ¾uflbfun≈≈ 
gen muß bafyer auö ber ‰tur ber Slnfgabe beurtbeilt werben.

§. 476. 
Uebungen unb *βraftifφeg.

1) 2ßie brüdt ftφ ber 3ntyalt eitteg Sreiedg aug, meint a, 
b, c bie 3)2aaβe feiner bret Seiten finb? (3mei Formeln).

2) 2Bie brütft fiφ ber 3ιφalt eitteg gleiφfφenfligen Sreiedg 
aug, menit jebe ber beibett gleiφen Setten a, unb b bie britte 
Seite ift? $ßie brüdt fid; ber 3ιφa(t eitteg gleiφfeitigeιι 
Sreiedg attg, meint jebe Seite a ift?

3) 2Benn a, b, c, d bie vier Seiten eitteg 53ieredg fittb, mel=≈ 
dteg in einem Streife liegt, mie brütft fid; ber 3∏⅛αlt aug?
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4) ©ie fc>rei ©eiten eines ©reiecfs feien a, b, c, mie briicft 
fiφ bie ξ)tyc ans, tυelφe jur ©eite c gehört?
©ie ift g(eiφ ^-]∕(a+b+c) (a+b—c) (a—b-f-c) (—a÷b+c) 

Δ c
5) ©er 3nfyαlt eines ©reiecfs, beffen ©eiten a, b, c finb, 
briicft ficb aus burcb

53ejeiφnet man

fo ift

unb ber 3nfyalt beS ©reiecfs tarnt auSgebriicft tverben burdb 
] zs(s —a) (s—b) (s — c)

©iefe formet ift für numerifφc 9fieφιιungen in manφen 
fällen bequemer als bie erftere.

6) ©en 3∏tyalt eines ©reiecfs ju beredeten, beffen ©eiten 4, 
6 unb 12 finb.

7) ©en 3∏lfalt eines ©reiecfs anjugeben, beffen ©eiten 25,3, 
22,86 unb 20 finb.

217,42 ....
8) 2ßie grofj finb bie Jpötyen biefes ©reiecfs?

17,18 •••• 19,02 •••• 21,74 ....
θ) 3ebe ©eite eines ©reiecfs fei 5, wie grofj ift fein $nfyalt? 

10,82.
10) Sßie grofe ift jebe ©eite eines gleichzeitigen ©reiecfs ju 

neunten, bamit fein 3;npalt 100 werbe?
15,13 ....

11) ©ie parallelen ©eiten eines ©rapejes finb 7 unb 5, bie 
niφt parallelen 3 unb 4, wie groß ift ber 3n⅛aft^

17,4287
12) ©ie brei §öpett eines ©reiecfs finb 8, 10, 12, man feil 

bie ©eiten unb ben 3ιtpalt beS ©reiecfs beredeten.
15,047 .... 12,037 .... 10,031 .∙∙∙ 60,188--.

13) ©ie brei Mittellinien eines ©reiecfs finb 9, 10, 5,6; 
man feil bie ©eiten unb ben 3ttlfalt finbett.

12,26..∙. 11,16 -.. 18,4-. 33,3464 •-
-------------- 14*
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212 Elftes Kapitel. §. 477-479.

Elftes Kapitel.
Einige Bestimmungen von gröszten und kleinsten Werthen.

§. 477.
Die Bestimmung der größten ober fleinften ABertfye maφt 

einen befonbereιι 3it*eig ber SD?att;eniatif auS: bie Sefyre vom 
(Größten unb .Qteinften. Sie erforbert im Allgemeinen bie 
Äenntniß ber höheren 3lnalhfiS. 3ntoeilen läßt fiφ inbeß ein 
größter ober fleinfter 2Bertfy ganj einfach 6eftinιmen, wie wir 
es ju (Snbe von §. 475 unb früher gefe⅛en ⅛aben. £>ier fol= 
gen noφ einige Säfce, welche bergleiφen 33eftimmnngen ent» 
halten.

§. 478. δefyrfa⅛.
33on alten 9teφtetfen, welφe benfelbeit Umfang 3 Ijaben, 

ift baS Duabrat baS größte.
beweis. 3tt>ei jufammenftoßenbe Seiten eines folgen 

9ieφtecfS betragen —. 9lehmen wir fie ungleich an, fo fann
A

bie eine auSgebrücft werben bnrφ -4-x, bie anbere burφ 

y — x. ©er 3nhalt beS 9ieφte<fS ift bann gleiφ

(τ + x)(τ~x) 

= (⅛)-χ' 

(Sv wirb alfo am größten, wenn x = 0 ift. ©ann ift aber 
jebe Seite ~ unb baS 9teφtccf ein Duabrat.

§. 479. δefyrfa⅛.
$on allen ©reiecfen, welφe bie eine Seite gleich a ha» 

ben, wäljreub bie Summe ber beiben anberen Seiten b ift, 
ift baSjenige bas größte, in welφem biefe Seiten einanber 
gleiφ finb. .

t beweis, ¾e(mιeιι Wir bie beiben Seiten, bereu Summe 
b ift, ungleich an, fo fann bie eine anSgebriicft werben burφ 
— 4-x, bie anbere burφ ~—x, unb ber 3nljalt beS ©rei» 
ecfs ift bann gleich
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uub biefer ¾usbrucf ift am größten, trenn x gleiφ 0, jebe ber 
anbereit ©eiten alfo — ift.

§. 480. 8elμfa⅛.
23 on alten ©reietfeit, wclφe jwei ©eiten t>egiefylicf> gleiφ 

fyaben, ift baSjenige baS größte, bei welφem biefe ©eiten einen 
reφten 2Binfel bilben.

lBett>eiβ. Gs fei $ig. 209 baS ©reictf ABC bei A reφt* 
winflig, baS ©reieef AB'C bei A ftnmpfwinHig, unb es fei 
AB, gleiφ AB. Tie £)öfye B'N ift als ⅛aφete beS reφtwinf= 
ligeit ©reieefs NB'A Heiner als bie ,fφβotenufe B'A, alfo auφ 
Heiner als BA, fotgliφ ift 4AC.AB größer als ⅛AC.B'N, 
b. I). ber 3ιφalt bcS reφtwinHigeπ ©reietfs ift größer als ber 
beS ftumbfwinHigcn. Gben fo folgt, baß er anφ größer ift als 
ber beS fpi⅛win∏igen ©reietfs AB"C.

§. 481.
23on allen Parallelogrammen, we(φe jwei μtfanιmen≈ 

ftoßenbe ©eiten bejiefyliφ gleiφ ljaben, ift ba⅞er bas 9ieφterf 
bas größte.

§. 482. 2eljrfa⅛.
©aS größte ton allen neefen, wclφe n— 1 ©eiten bc5iel^ 

liφ gleiφ, bie nte aber nngleiφ haben, liegt in einem Streife, 
nnb feine nte ©eite ift Φnrφmeffer beffelben.

23 e weis. Gs ftelle $ig. 210 ABCDEF baS größte netf 
oor, welφeS aus ben gegebenen ©eiten AB, BC, .... EF ge≈≈ 
bilbet werben Tann. — ©er 253inlel ADF muß ein rcφter fein, 
©enn wäre er lein reφter, fo Würbe ein noφ größeres nett 
erhalten werben, wenn man bie ^igur ABCD fo berfφβbe, baß 
ber SBiutel ADF ein reφter würbe, nnb bann AF göge. Oft 
baljer nufer neef baS größte, fo ift jeher ber 20infel ABF, 
ACF n. f. w. ein reφter. ©amt liegt aber baS nerf in einem 
Streife, unb bie Sinie AF ift Φurφmeffer.

§. 483. 8efyrfa⅛.
Siegt $ig. 210 baS neef ABCDEF in einem Streife, unb 

ift AF beffen Φurφmeffer, fo ift bieS neef baS größte, welφeS 
ans ben gegebenen ©eiten AB, BC, .... EF unb einer beliebig 
ju wäfylettben AF gebilbet werben faitn.
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214 (gifte« Stαpitel. §. 484-487.

iöeweiö. ©aS größte necf, Wctφc0 bte n — 1 Seiten 
AB, BC, •••• EF enthält, liegt iit einem Streife, unb bie nte 
Seite ift beffen X)ιιrφmeffer. 9taφ §.286 ift baS größte necf 
congruent mit unferem, fo baß baS unfrige baS größte ift.

§. 484. 8efyrfa⅛.
Öaben jwei neefe alle Seiten beμefyliφ gleiφ, unb liegt 

baS eine in einem Streife, fo ift cS größer als baS anbere.
23 e weis. (5s mögen $ig. 211 bie beiben neefe ABCDE 

nnb A'B'C'D'E' alle Seiten bejie^liφ gleiφ haben. Um jn jei≈ 
gen, baß baS im Streife liegenbe ABCDE größer ift als baS 
anbere, gie^e man von einer (5cfe, etwa D, ben Φurφmeffer DM, 
φet>e AM nnb BM, nnb conftruire über ber mit AB gleiφen 
Seite A'B' ein ©reieef A'B'M' congrnent bem Φreiecf ABM. 
X)aS necf DCBM ift bann von allen neefen, welφe bie Seiten 
DC, CB, BM tyaben, bas größte, alfo größer als D'C'B'M', wenn 
bieS niφt mit jenem congruent, alfo felbft baS größte ift, was 
niφt fein foll. (Sben fo ift DE AM größer als D'E'A'M'. $olg- 
liφ ift AMBCDE größer als A'M'B'C'D'E', nnb ba ABM con≈s 
gruent A'B'M', auφ ABCDE größer als A'B'C'D'E'.

§. 485. 8el)rfa⅛.
®aS größte necf, welφeS ans n gegebenen Seiten gebilbet 

werben fann, liegt in einem Streife.
beweis, ©enn läge es niφt in einem Streife, fo würbe 

bas in einem Streife liegenbe noφ größer fein.
§. 486. Sel)rfa⅛.

Siegt ein necf in einem Streife, fo ift es bas größte, weD 
φeS ans feinen Seiten gebilbet werben fann.

23 e weis. X)aS größte necf, welφeS ans ben n Seiten 
gebilbet werben fann, liegt in einem Streife, nnb ift naφ §. 287 
congruent mit bem necf unfereS Sa⅛eS.

§. 487. Sefyrfa⅛.
T)aS größte von allen neefen, welφe gleiφ viel Seiten 

unb benfelben Umfang ljaben, ift baS reguläre.
beweis. (Ss muß jun0φft in einem Streife liegen, unb 

es müffen alte Seiten einanber gleiφ fein, ©ernt Wollte man 
annelμneιt, es wären $ig. 212 ^wei ^ιtfammenftoβenbe Seiten 
AB unb BC ungleiφ, fo würbe, wenn man AB' gleiφ B'C 
unb AB'+B'C gleiφ AB+BC bäd;te, baS necf AB'CD∙∙∙ glei- 
φen Umfang unb g(eiφ viel Seiten mit ABCD ... fyabeit, unb 
größer fein als baS festere. @s müffen bemnaφ je jwei ju=≈ 
fammenftoßenbe Seiten g(eiφ fein, unb bann finb alle Seiten 
einanber gleiφ.
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§.488. δefyrfα⅛.
©in Λivci⅛ ift größer al« ein nerf, beffen Umfang gleiφ 

feiner φeri∣φerie ift.
23 e Wei«. ©« muß gezeigt werben, baß ber Äreiö grö

ßer ift als ba« größte netf, alfo ba« reguläre, roeld;eö mit 
φm gleichen Umfang ⅛at. S« fei bic φeri∣φerie be« Ä'rei* 
fe« p, fein ^nljalt q, fein 9tabiu« r; ber Umfang be« netf« 
ift bann auφ p, fein 3ιφalt fei q', ber 9tabiuδ be« barin 
liegenben ftreife« fei r'. 2)ian bente noφ nm bett gegebenen 
$rei« ein reguläre« netf, unb fe⅛e beffen Umfang gleiφ p", 
ben 3ιφalt gleiφ q". ©« ift bann 

πnb baljer verhält fiφ
q : q' = r: r' 
q”:q = p":p *

©ie Umfänge jtoeier regulären nerfe vergalten fiφ tote bie 9ta= 
bien bcr Greife, nm tvelφe fie liegen; ba⅛er fyat man

p": p = r : r' 
folgliφ verhält fiφ

q":q — q: q'
ltnb ba q" größer ift als q, fo muß q größer alb q', b. fy. 
ber Ärcis größer als baS größte nc⅛ fein, iυelφcS mit φm 
gleiφen Umfang tyat.

§. 489. Sefyrfafc.
Silben gig. 213 bie beiben hinten AD nnb BD gleiφe 

Sßintel mit bcr Sangente EF in bcm SeriφrmιgSpunft D, fo 
ift φre Summe Keiner als bie Summe freier Sinien, welφe 
∏aφ irgenb einem anberen φunft D' ber ∙βcripfyerie beS Λrei≈ 
feS von A nnb B gebaφt werben.

23 e tue iS. ©enn es ift naφ §. 413
AD + BD < AE + BE 

nnb ba BD'÷D'E>BE
fo ift um fo meljr

AD + BD < AD'⅛BD'.
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Zwölftes Kapitel.

Construction algebraischer Ausdrücke.

§. 490.
3ft ein atgebraifd)er AuSbrud als baS 9‰afj einer um 

befannten ßiitie gegeben, wäprenb jeher 33uφftab, ir>ebd)er in 
iljm vortommt, baS Wfiaafj einer gegebenen 8inie υorftellt, fo 
fiepen im Allgemeinen jwei 28ege auf, fiφ bie nnbetannte 8inie 
ja verfφaffen. Sie fann erfteuS babitrd? erhalten werben, bafs 
man bie gegebenen Linien naφ irgenb einer ßinpeit mifjt, bie 
SDlaafje ftatt ber fie bejciφneιtben 93uφftaben in jenen alge- 
braifφen AuSbrud fe⅛t, ipn numerifφ berechnet, nnb enblicp 
auf irgenb einer gcraben Öinie bie (Siupeit, bereu man fid; be* 
biente, fo viel 9Dfial abträgt, wie bie gefunbeπe nιιmerifφe Baljl 
beftimmt. BweitenS fann bie Sinie oft baburdj erpalten wem 
ben, ba|j man fie in ber SBeife beS neunten Kapitels vermit- 
telft ber gegebenen Sinieit conftruirt, fo bafj ber algebraifφe 
AuSbrud jpr -Oiaay fein ntitfj.

@S fei j. 53. ∕a2+b2 bas 2Dtaafj einer ünbefannten δinie, 
es feien jwei Linien gegeben, bereit Sftaafje bie 53uφftaben a 
nnb b repräfentiren, nnb man finbe bei bem SLKeffeit biefer 
Linien mit irgeitb einer (Sinpeit, bafs bie eilte 3, bie anbere 
4 (Sinpeiteit enthalte, fo wirb für biefe (5iιιpeit baS SDrιaafa ber 
nnbefannten Siitte /94-16 = 5 fein, nnb biefelbe erpalten wer=≈ 
beit, wenn man anf irgenb einer geraben 8inie 5 folφer (Sin- 
peiten abträgt, ®S fällt aber in bie Augen, bafj bie ιtnbe= 
fannte tfinie bie φppotenufe beS reφtwinfligen ©reieds ift, 
welφeS bie gegebenen Linien jn Statpeten pat.

Um auf bem festeren SEöegc bie Linien gu erpalten, bereit 
5X)iaafs ein gegebener algebraifφer AttSbrud ift, brauφt man 
11iφt bie numerifφen Baplen ju ermitteln, tυelφe für irgenb' 
eine (Sinpeit bie 2D⅛aafje ber gegebenen 8inien finb, weil man 
bttrd? fie felbft bie nnbetannte 9inie bilbet, bent algebraifφen 
AnSbrud gemäfj.

3ft ein allgemeiner algebraifφer AuSbrud gegeben, be- 
jeiφnen bie 53uφftaben, bie er entpält, bie 9Jiaafe von Linien, 
welφe gegeben finb, itnb conftruirt man burd; biefe gegebenen 
Sinieit eilte Siitie, beren 9Kaafi jener algebraifφe AuSbrud ift, 
fo pflegt man 311 fagen, ber a(gebraifφe AuSbrud werbe 
conftruirt.
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§. 491.
©ie algebraifφen ‰Sbriicfe, feeren Φonftruction fiφ un≈ 

mittelbar ergiebt, finfe folgenbe:

©ie (Sonftritction ber betten erften ‰Sbriicfe bebαrf fei® 
ner (Srörterung.

©ic Sinie, beten 5‰αf⅛ her britte ‰Sbrιιcf ift, wirb 
erhalten in ber vierten Proportionallinie ju ben brei Linien 
c, a unb b. ©ernt ift eine 8inie χ conftruirt, fo bα⅛ fiφ 
berpält

©ie Sinie, beten 50caafj )ab ift, erpält man in ber mitt
leren Proportionale ju ben hinten a nnb b. ©enn ift eine 
δinie x fo conftruirt, bafe fiep verhält

a : x = x: b
fo ift x = ) ab

©ie 8inie, bereu SOiaaf; ) a2-f-b2 ift, wirb erpalten in ber 
£>ppotenufe eines reφtminfligen ©reiecfS, melcpeS ju ftatpeten 
bie Sinien a itnb b pat. ©ernt bejeiepnet x bie φppotenufe, 
fo ift

x2 = a2⅛b2
alfo χ = ya2ψb2

©ie £inie, bereu Wfiaafj ja2—b2 ift, wirb erpalten in ber 
anberen ^atpete bcs recptminfligen ©reiecfS, melcpeS bie Sinie a 
jur φppotemtfe, itnb bie Sinie b jur einen Sl'atpete pat, ©enn 
bejei⅝net x bie anbere ftatpete, fo ift
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§. 492.
‰fcer bcn oben angeführten feφs ‰Sbru(fen giebt es 

ιιoφ anbere, bereit ßonftrudion fiφ in gewiffeit Oälleit naφ 
bent einen ober bem anberen Se^rfa⅛e ber erfteren Kapitel 
ausführen läfst. Gti ift inbeß niφt nothwenbig, biefelbcn 
⅛eranjnjie^en, ba bie (Eonftrnctionen, welφe bιιrφ fie bewirft 
werben tonnten, fiφ bιιrφ bie angeführten ‰Sbrit⅛e vermit= 
tetn laffen.

§. 493.
ζ>at ein algebraifφer ‰Sbrucf, ber conftrnirt werben foll, 

niφt fφon bie ®eftalt eines ber SluSbriitfe in §. 491, fo fefye 
man ju, mit welφem er bie meifte 5lehnliφteit hat, unb fιtφe 
ihn, ohne feinen Serth ju änbern, fo umjuformen, bafi er 
beffen (⅛5eftalt annimmt.

CfS laffen fiφ hid'^u niφt wohl allgemeine Siegeln auf* 
ftellen, auφ finb niφt alle SluSbrücfe conftrnirbar. Grillige 
Söeifpiete mögen jeigeit, wie folφe Umformungen gefφehen.

1) ‰n foll ab conftruiren. a b
Oft bie Einheit gegeben, fo fe⅛e man — ftatt ab, nnb 

bie vierte Proportionale μt 1, a unb b ift bie verlangte Viitie. 
Oft bie Einheit niφt gegeben, fo täfjt fiφ ab niφt conftruiren. 
UebrigenS fällt in bie Singen, bafi mau bie 3λ'aa⅛e a unb b 
niφt als numerifφe Bahlen jit ermitteln brauφt.

2)iαn  conftrπire jιιcrft fe⅛e bie gefunbene Vinie 
η n Al) C fl

gleiφ n, unb conftruire bann γ-. 3lel∕n(iφ läfct fiφ 
conftruiren, überhaupt jeber Quotient, beffen .ßäljler ein ζβro≈= 
bnct ift, itnb bcffen Neuner aιιφ ein ⅛robnct ift, welφeS aber 
einen θaftor weniger fyat als ber 3^⅛^er∙

3) )znab 311 conftruiren, wenn n eine nntnerifφe 
rationale 3a^>l Φ∙

‰n fe⅛e bafiir }zna∙b.
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ςD‰n conftruire μterft -j, fe⅛e bie gefunbene Stnie gleiφ 

n, unb conftruire bann ]∕∏c.
∕aF5) 1/-, wenn n eine numerifφe rationale $afyl ift.

50,ian fe⅛e bafür a, •
6) }za2 + ab.

5Dlαn fefec bafür ∣z(a + b)a.
7) ]a2 + bc.

Jjc » ♦≡αn conftruire —, nnb bejeiφnet q bie gefunbene SU 3
nie, fo ift bc gleiφ qa, bαfyer aιtφ ∣za2+bc g(eiφ }za, + qa, 
wofür man fe⅛en tarnt yz(a÷q)a.

Ober man conftruire yzbcj ift p bie gefunbene Sinie, fo 
ift bc gleiφ p2, nnb bann auφ )∕a2 + bc gleiφ yza2 + p2∙

8) }ab±pq.
≡αn conftruire , unb 6ejeiφnet n bie gefunbene Sinie, 3

fo ift na gleiφ pq, αlfo αuφ }∕abd≡pq gleiφ ]zab=Lna, Wofür 
man fe⅛en Tann }z(b±n)a.

9) ∣za2Tb2~÷ 2cd^.
2Jiαn conftruire ∣za*+b2, unb begeiφnet p bie gefnnbene 

Sinie, fo ift p2 gleiφ a2+b2; conftruire ferner }z2c∙d, unb 
ift g bie fyier gefunbene Sinie, fo ift q2 gleiφ 2cd, uitb bann 
ift yza,+ b2d=2cd gleiφ ∣zp2±q2.
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unb tiefer ‰bbruct giebt Einleitung ju her (Sonftruction 
§. 378.

§. 494.
£)ie donftruction αlgebrαtfφer E(uδbriicfe läßt fiφ benιφen, 

bie (Sonftruction von Linien 311 finbeit, bereit 2Λaafje uiφt ge
geben finb, bie aber aιtδgefproφene 33ebingungen erfüllen feilen. 
‰ kann namliφ jn einer unbekannten 8inie baburφ gelangen, 
baß man 3unaφft bie 2)7aaβe ber gegebenen Linien bιtrφ be* 
liebige 33nφftaben be3eiφιιet, bat 2Dftaafj her unbekannten Siitie 
berechnet, unb bann bett gefunbenen algebraifφen Slu^bruck 
conftruirt. $n folφem 01alle Pflegt man 311 fagen, bie Gon* 
ftruction fei burφ 9⅛eφmtng gefitnben.

§. 495. Aufgabe.
(Sin Duabrat jit conftrniren, melφeδ einem gegebenen 

9ieφtecf' gleiφ ift.
Sluflöfung. ⅛Bejeiφnet man jmei an einauber ftoßenbe 

Seiten be§ gegebenen 9teφted⅛ mit a unb b, bie Seite be§ 
311 conftruirenben Dnabrats mit x, fo muß

x* = ab 
fein, hieraus folgt x = ]/ab 
©ie Seite bc£ verlangten DuabratS mirb alfo erhalten in ber 
mittleren Proportionallinie ju ben Seiten a unb b.

§. 496.
Sollte man ein gegebene^ Parallelogramm in ein Duabrat 

oermanbeln, fo bejeiφιιe man bie eine Seite mit a, bie baju 
gehörige £mpe mit b, unb verfielt man unter x bie Seite beβ 
Ouabrat⅛, fo pat man

x2 = ab 
x = ∣∕ab

Sollte ein ©reieck in ein Oitabrat rermanbelt merben, 
fo mürbe, meint a bie eine Seite, b bie £mpe ju berfelben, 
unb x bie Seite be£ Du abrat δ bejeiφnet, 

fein, alfo
unb bie Seite be# £luabrat# erpaltcit merben in ber mittleren 
Proportionallinie 311 ber einen Seite be# ©reietf# unb ber pal* 
ben baju gehörigen ξ)ope, ober in ber mittleren Proportional* 
linie 31t ber Hälfte ber einen Seite unb bereu ξ)ope.
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Sollte man enbliφ ein necf in ein Duabrat oertuanbeln, 
fo toerwanble man juerft baδ nc<f in ein ©reiecf, unb bann 
ba« ©reiecf in ein ©uabrat.

§. 497. Aufgabe.
(§« ift §ig. 214 ein ©reiecf ABC gegeben, man foll bie 

eine Seite BC mit einer gegebenen Sinie MP parallel legen, 
opne bafs ber Qnpalt be« ©rcietfö, ober ber Sßßinfel, iυe(φen 
bie anberen ©eiten bilben, fiφ änbert.

Sluflöfuug. 5Dιan jiepe BQ parallel mit MP, fo Wirb 
bie Aufgabe auφ gelöft, inbem man BC parallel mit BQ legt.

‰n neunte an, B'C' fei parallel BQ, ba« ©reiecf AB'C' 
gleiφ bem ©reiecf ABC, unb bejeiφne bie gegebenen Linien 
AB, AC, AQ mit d, g, n, bie unbefannten AC' unb AB' mit 
x unb y. ©ie ©reiecfe AB'C' unb ABC paben ben Sßintel 
bei A gleiφ, verpalten ftφ alfo Wie bie ςβrobucte ber Seiten, 
u>elφe ipn bilben, unb ba bie ©reiecfe gleiφ fiub, fo fiub e« 
auφ biefe ^ßrobucte, man pat benmaφ

1) xy = Hg 
ba ferner BQ unb BC parallel fiub, ift 

Φαβ φrobuct beiber ©leicfmngen liefert
x2 = gn_

αlfo x = lzgn
unb biüibirt man bic erfte (^leiφιnιg bιn,φ bie jtυeite, fo 
entfielt

@3 ift nur nötpig, eine ber Linien x unb y μt conftrui≈ 
ren. ©er 5lu«brucf für x ift ber einfaφere. Um x ju er* 
palten, befφreibe man über g einen ^albfrei«, unb erriφte bie 
Normale QF, bann ift AF bie Siniex; nimmt man noφ AC' 
gleiφ AF, unb jiept C'B' parallel mit QB, fo ift ber ^orbe- 
rung genügt.

©iefelbe Sluflöfung gilt für $ig. 215.
©ie Aufgabe tommt öfter jur ‰tυenbung.
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§. 498. Aufgabe.
(Sin gegebenes ©reied ABC fo jit verWaubeln, baß eS 

einem auberen gegebenen ©reied DEF aljnliφ werbe.
9Iufl0fung. 3uerft verwanble man baS ©reied ABC 

in baS A'B'C', welφeS einen SBintel a beS ©reieds DEF pat, 
maφe bann $ig. 216 ben 2δiπtel A'B'Q gleiφ bem Sßintel 
DEF, unb lege naφ bem vorigen φaragra∣φ bie ©eite B'C' 
parallel mit B'Q. ,

©elfte man ein gegebenes ned in ein ©reied verivanbeln, 
welφeS einem gegebenen ©reied cφnliφ ift, fo verwanble man 
juerft baS ned in ein ©reied, unb bann bieS fo, baß es bem 
gegebenen ©reied a⅛uliφ werbe.

§. 499. Aufgabe.
(Sin gegebenes ιιngleiφfeitigeS ©reied in ein gleiφfeitigeS 

ju verwanbeln.
Sluflöfung. an jeiφne irgenb ein gleiφfeiliges ©reied 

unb verwanbele πaφ bem vorigen φaragrapf> baS gegebene 
©reied fo, baß es jenem aljnliφ werbe. — (SS fei j. iS. baS 
©reied ABC ⅛ig. 217 gegeben. 2D?an conftruire über AC 
baS gleiφfeitige ©reied ACD, unb jielje BE parallel mit AC. 
Sßirb bie Sinie AE gebaφt, fo erhält man ein ©reied ACE, 
welφeS bem gegebenen ©reied gleiφ ift, unb mit bem gleiφ* 
fettigen ©reied ACD ben SÖintel bei C gemeiιιfφaftliφ Ijat. 
3n bem ©reied ACE muß bafyer uoφ bie ©eite AE parallel 
mit AD gelegt werben itad; §. 497. 3u bem jielje
man EF parallel AD, maφe CH gleid; ber mittleren φro= 
portionaltiιιie jwifφen CA unb CF, unb jielje HI parallel FE, 
unb HCl ift baS gleiφfeitige ©reied, welφeS gleid; ift bem 
©reied ABC.

2lιιbere 5lufl0fung. 23ejeiφιιet x bie ©eite beS ju 
bilbenben gleiφfeitigen ©reieds, y bie ©öbe, fo bat mau jww fφen χ unb y bie ⅛(eiφung

ober
ober

3ft g bie eine ©eite unb h bie baju gehörige £öbe beS ge
gebenen ©reieds, fo ift

2) xy ■= gh
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50?an quabrire biefe Θleiφιιng, baS liefert 
χ2y2 = g2h2 

unb aus ber (Sleiφmtg 1) folgt

Φαδ ^robuct beiber (Sleiφmtgen ift 

mιb memι man bie erftere burφ bie anbere biribirt, entftefyt
y4 = -ig2h8

4_______

©aljer ift χ = ]z⅛h4

unb y = izig2h4
©tatt beβ ‰8brικfeS für x fann man fe⅛eπ

ober

ober

Um ben le⅛ten ‰Sbrucf jn conftrniren, nmfj man juerft bie 
' (T

mittlere Proportionallinie ju g unb -ξ- bilben. S3egeiφπct 
ö

mau biefe mit p, fo läßt fiφ yz2hp fe⅛eιt ftatt ∣ 2h ∣∕g∙-∣-∙ 

@S wirb alfo x erhalten in ber mittleren proportionale ju 
2h unb p, ober jn h unb 2p.

Statt beS ¾uSbrιιcfS für y fann gefegt werben 
∕∕tg*h2 

ιz≠-(f),

©ie (Sonftruction biefeS ¾uSbrmfS ift ciufaφer als bie beS 
¾usbrιufs für x. Um fie auSjufüpren, befφreibe mau μιnaφft 
B’ig. 218 über g ein gleiφfeitiges ©reiect AI)C, unb fälle bie 
ξ)iφe DL; bann ift
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224 Zwölftes ΛtαVitet. §. 500.

bαljer fαnn ftαtt ∣Aι j g2-(-∣-) gefe⅛t tυerfc>eπ

]∕h÷DL
50iαn jeiφne BF parallel mit AC unb bis in bie Verlängerung 
von LD, bann ift FL gleiφ h; befφreibe über FL einen ξ>alb* 
freis, nnb erriφte bie Normale DE, alSbann ift LE gleiφ 
∣zh∙ DL, alfo LE bie φiφe beS verlangten gleiφfeitigen ©rei* 
edS; maφt man noφ LB' gleiφ LE, jiept B'A' parallel mit 
DA, nnb B'C' parallel mit DC, fo ift A'B'C' baS gleiφfeitige 
©reied, n>elφeS bem ©reied ABC gleiφ ift.

Soll man ein necf in ein gleiφfeitigeS ©reied verivan= 
beltt,’ fo verivanble man baS ned jnerft in irgenb ein ©reied, 
nnb bieS bann in ein gleiφfeitigeS.

§. 500. Aufgabe.
(Sin gegebenes ©reied in ein ©rapej p vertvanbeln, von 

ivelφem bie eine ber parallelen ©eiten unb bie beiben baran 
liegenben SBinlel gegeben finb.

Sluflöfung. 9‰n verivanble 3ιterf⅛ baS ©reied fo, bafj 
es bie gegebene ©eite beS ©rapejeS unb baran einen ber ge- 
gebenen Sδinfel belommt. Unb ift $ig. 219 ABC baS erhal
tene ©reied, AC bie piιιeingebraφte ©eite beS ©rapejeS, a ber 
pineingebraφte Söiitfel, fo maφe man ben 2Binfel ACD gleid; 
bem qnberen gegebenen Sßinfel ß, verlängere BA nnb DC bis 
jum Φurφfφnitt 0, unb lege in bem ©reied QBC bie ©eite 
BC parallel mit AC.

Ülnbere Üluflöfuitg. 9Jian vertvanble baS gegebene 
©reied in baS ABC §ig. 220, ιvelφeS bie ©eite AC beS 
©rapejeS, baran ben einen gegebenen VSinfel a pat, unb 
maφe ben 2Binfel ACD gleiφ bem anberen gegebenen SBiit- 
fei ß. SDian nehme ait, ANEC fei baS verlangte ©rapej, 
unb bejeiφne AC mit g, bie bajit gehörige $öpe beS ©reieds 
mit h, NE mit x, unb bie £öpe beS ©rapejeS mit y, fo 
hat man

1) (χ+g)y == gh.
Um eine 3iυette G)leiφιιng ju erhalten, jiepe man BD pa
rallel mit AC, nnb CL parallel mit AB; bann finb bie
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©reieefe CLD nnb CSE apnliφ, nnb eS verpält fiφ 
LD:SE = h:y

ober, wenn man BD mit p bejeiφnet,
2) p —g:x—g = h:y

ξ)ieranδ folgt 

bicß in 1) gefegt liefert

2(uß bet (SMeiφung 1) folgt 

ober für x ben 2δertlj gefe⅛t

©er ‰βbru<f für x, nαmliφ ]zpg, ift leiφter ju con≈≈ 
ftruiren. Um bie Sonftruction außjufüljren, befφreibe man, 
ba BD gleiφ p, unb BL g(eiφ g ift, über BD einen 5palb- 
treiß, unb crriφte bie Normale LF, bann ift BF bie Seite x 
beß ©rapejeß; unb maφt man BM glciφ BF, jieljt ME parallel 
mit BA, unb EN parallel mit CA, fo ift ANEC baß ©rapej, 
melφeβ 31t conftruireit mar.

§. 501. Aufgabe.
@ß ift gig. 221 ein Sßinfel ABC gegeben unb außerhalb 

beffelben ein ^ßuntt.D, mau foll burφ I) eine 8inie DC cou- 
ftruiren, bie von bcr SShifelebeue ein ©reiecf ABC abfφneibet, 
melφeβ gleiφ einem gegebenen nett ift.

9luflβfung. 9Jian betraφte ABC alß baß verlangte 
©reiecf. $iel)t man DE parallel AB, fo finb bie ©reieefe 
DEC unb ABC apnliφ, Verhalten fiφ alfo ivie bie ©itabrate 
gleiφliegenber Seiten. 2Dιan bejeiφne bie Normale DF mit h, 
baß Stüef BE mit m, baß Stiicf BC mit x, unb ben 3ιφalt 
beß neefß, bem baß ©reieef ABC gleiφ fein foll, mit q; bann 
verhält fiφ
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*pierαilS folgt hx2 = 2mq⅛2qx

(SS ift aber q niφt baS 9‰afj einer Sinte, fonbern ber Snpalt 
bes gegebenen neds. 9Jian verwanble beM}aIb baS ned in ein 
9fiecpted, gebe biefem bie ßinie h jur einen ©eite, unb bejeiφne 
bie baranftofwnbe ©eite mit p, bann ift

q = ph

alfo ⅛ = p
unb man !ann fepen χ = pzhyz(p+2m)p
®ie Sßurjel barf nur pofitiv genommen werben, weil fie grö* 
fser ift als p, unb χ nicpt negativ fein fann.

Um x ju conftrniren macpe man EG gleiφ m, BJ gleicp 
p, betreibe über GJ einen φalbtreis, unb erriete bie ‰r* 
male BL; bann ift JL gleid) )∕(p + 2m)p. stimmt man alfo 
JC gleicp JL, fo ift BC gleiφ

P4-∕(p4-2m)p
unb wirb eublicp DC gejogen, fo ift bieS bie ßinie, welcpe von 
ber Sßinfelebene beS SÖinfelS ABC ein ©reied abfφπeibet, 
wie es geforbert war.

§. 502. Aufgabe.
(5s ift §ig. 222 ein SBiufel ABC gegeben unb innerhalb 

beffelben ein φunftD, man foll burd) D eine Sinie AC con* 
ftruiren, bie von ber Sßintelebene ein ©reied ABC abfcpneibet, 
WelcpeS gleid? einem gegebenen ned ift.

¾uflofung. Biept man DE parallel mit AB, fo ift 
baS ©reied DEC bem ju conftruirenben ABC äpnlkp, unb ba* 
per verpält fiep

DEC:ABC = EC’:BC’
ober, wenn man bie Normale DF mit h, baS ©tüd EB mit 
m, BC mit x, unb ben 3npalt beS gegebenen neds, bem baS 
©reied ABC gleicp fein foll, mit q bejeicpnet
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ξ)ieraιtS folgt

‰toaιιbelt man baS gegebene ned in ein 9fteφtetf, baS h ju 
einer ©eite ⅛at, unb ⅛eidmet bie aitbere Seite burd; p,
fo wirb q == ph, unb = p, alfo

x = p±j(p-2rn)p
‰βer ber £iuie AC ift burφ beit Quillt D ιιod> eine 

Jlveite A,C, benfbar, ivelφe von ber SSintelebene ein ©reied 
A,BC, von bent gegebenen 3npalt abfφueibet, unb wegen ber 
¾efyn⅛eit ber ©reiede DEC, unb A,BC, l;at ntan bie ©leidjmng

DEC,: Λ,BC, = EC’: BC’
, (x,—m)h , λ, 2

ober ■ ⅝ ' ~ : q = (x'—m) :x?Δ

©iefe ®lei$ung ift von ber oben fte^enben für x nur baburφ 
verfφieben, baß fie x< enthält. ©afyer ift aud>

x, = p±]∕(p-2m)p
Söei x wirb alfo bie Sßurjel pofitiv ju nehmen fein, bei x, 
negativ. Um bie (Sonftruction auSjufüpren, neunte ntan EG 
gleiφ m, BJ gleiφ p, befφreibe über BJ einen ξ)albfreiS, unb 
erriete bie Normale GL; bann ift JL gleiφ

∣∕(p-2m)p
9ftaφt man JC uitb JC, gleid; JL, fo ift

BC = p÷}∕(p — 2m)p 
unb BC, = p — y(p — 2m)p 

unb wirb CD bis A unb C,D bis A, gezogen, fo ift jebe ber 
Linien CA unb C,A, bie verlangte.

$n beut 3IuSbrud p±j∕(p-∙2m)ρ wirb bie Sßurjel ima≈≈ 
ginair, fobalb p Keiner ift als 2m, unb er ift bann ιιiφt utepr 
baS Wiaaß ber Linien x, x,, weit bie 9)ιaaβe berfelbeu nur 
abfolute Balten fein tönuen. ©er tleinfte 2Bertl), ivelφen p 
annepmen barf, ift 2m; für biefen gept bie Surret in 9tull 
über, unb x foivopl als x, wirb gleid; 2m. @s muß baper 
bas ned, bem baS abjufepneibenbe ©reied gteid; gemadj>t werben
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fo∏z fo groß gegeben feiπz bαfe p niφt Heiner als 2m ausfällt. 
Unb baS Heinfte ©reietf, baß von bem gegebenen Sßintel ver≈ 
mittelft einer burφ ben φunft D gepenben 8inie abgefφnitten 
Werben Tann, wirb erhalten, wenn man χ gleiφ 2m nimmt.

Um bieS noφ φntl)etifφ jit beweifen, mellen wir annep≈= 
men, eS fei gig. 223 BC gleiφ 2m, unb jeigen, baf? bie belie- 
bige £inic FG ein ©reiecf FBG abfφneibet, WelφeS größer ift, 
als baS ®reiecf ABC. @S ift nδmliφ CD gleiφ DA (weil CE 
gleiφ EB, unb DE parallel AB ift), unb wirb CQ parallel BA 
gezogen, fo paben bie ©reiecfe CQD unb ADF eine Seite unb 
jmei 2Biπfel bejiepliφ gleiφ, welφe in bem einen ©reietf lie
gen wie im anbereu, finb alfo congruent, unb barauS erpellet, 
baß bas ©reiecf FBG um baS Φreie<f CQG größer ift als ABC.
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Dreizehntes Kapitel.

Einleitung zur Trigonometrie.

§. 503.
Sin SBinfet ift beftimmt, fobatb er als baS nfaφe eines an* 
bereit Eintels gegeben ift, welφer als (Sin⅛eit feftgefe⅛t würbe.

©er reφte 2δin!el ift natürliche (Sin⅛eit, man th)eilt ihn 
in 90 gleidje '⅛fyxk, welche ®rabe genannt werben; einen 
®rab tpeilt man in 60 gleiφe ©heile, welφe 9)1 inu ten heißen, 
eine 9Jlinute in 60 glei⅛e ⅛fyx⅛f bie man ©ecunben nennt, 
eine ©ecunbe enblich in 60 gleiche ©heile, unb jeher ron bie* 
feit ©heilen heißt eine ©ertie. a (⅛rabe, b Minuten, c <Se* 
cunbeit, d ©ertien bezeichnet man bιιrdj a0b'c"d"'. 3m '^* 
gemeinen rermeibet man bett (Gebrauch ber ©ertien, nnb beftimmt 
©heile ber ©ecunbe in ©ecimalbrücheit ber Secnnbe. 3n beit 
Slnwenbttngen bebient man fiep thatfächlich beS ®rabeS als 
Einheit, nnb brücft jebeit Sδinlel bιιr⅛ ®rabe n. f. w. ans, 
auch wenn er größer als ein reφter ift.

(Sin 5Bintel beftimmt fiφ auch baburφ, baß man angiebt, 
ber jwifφen feinen Sφenteln befinbliφe Sogen eines Greifes, 
beffeιt 9iabiιιS ganz beliebig ift, nnb beffeit SDcittelpnnft im

. <Sφeitelpunft beS Eintels liegt, fei oon ber Peripherie; 
ober baß man bie Sänge biefeS SogenS angiebt, unb baS 9D?aaß 
beS 9fiabinS.

©ie Sefitmmung von 2δinfeln burφ bie Sänge beS So* 
geitS wirb am einfaφften, wenn man beit 9iabinS gleiφ 1 fefet; 
unb man ift allgemein barin übereingetommen, ben 9iabiuS 
gleich 1 anjuitehmen, fobalb man SJintel bitrch bie Sänge beS 
SogenS beftimmt.

3ft ein Sßiutel baS nfaφe beS jur Θiιφeit gewählten 
2δinfelS, ober ift n baS 2Raaβ beS jwifφen feinen <≡φenfeln 
liegenben Sogens, beffen φalbmeffer gleich 1 ift, fo heißt bie 
Bapl n baS 9)1 aaß bes SöittfelS. Unb ift fernerhin boit einem

www.rcin.org.pl



232 2)reijefynteS Äapttel. §. 504-506.

20intel a bie 9?ebe, fo foß « bie 3αljl repräfentiren, welφe 
bαb i‰αβ beb äßinfelö ift.

§. 504.
Siegen gtυei Siniett AB unb AC in einαnber, unb tυirb 

bie eine, etwa AC, um ben φuntt A gebreljt, bib fie Wieber 
mit AB jufammenfäßt, fo tyat fie wäljrenb bet ©retyung eße 
möglichen Eintel mit ber anberen Siitie gebilbet.

Söirb ein $reib gebaφt, beffen W?ittelpunft A, unb beffen 
ξ>albmeffer wiβtul)rliφ, am bequemften gleiφ 1 ift, fo tarnt 
jebe beliebige ©reljung ber Sinie AC beftimmt (genteffen) Wer- 
ben burφ bie Sänge beb 33ogeιιb, Welφen fie bttrφlief, unb 
bab ιtoφ bann, wenn fie bie φerijφerie melgmalb burφlaιtfen 
fein foßte.

©er begriff beb Sßiittelb werbe baljin erweitert, baß Wir 
jebeιt 2Bintel alb bιιrφ ©retyting eπtftanben betraφten, unb alb 
fein SDcaaß bie Sänge beb 23ogenb für ben ξ>albmeffer 1 fe⅛eιt 
Woßeit, welφen bie gebrefyte Sinie bιtrφlaufen ift.

(Statt beb 93ogenb tarnt man fiφ ber entf⅛reφenben ¾n≈= 
jatyl ®rabe alb 2)ιaaβ bebietten.

$tt bem erweiterten ^Begriff giebt eb Sßintel, bereu $?aaß 
größer ift alb 2π, ober bie größer finb alb 4R ober 360°.

3ft a<2π, fo ift ein 2δintel, beffen 2D?aaß a ift, von 
einem anberen, beffen 9Jtaaβ n∙2τr⅛a ift, unter n eilte ganje 
3a⅛l verftanben, in ber Sirtliφteit niφt berfφieben, wo⅞l 
aber ber (Sπtfte⅛ung naφ.

3un0φft werben wir unb beb ©rabmaaßeb bebietteit, bab 
33ogenmaaβ wirb in fpäteren 2φeilen ber maφematifφen 
3Biffenfφaften gebrauφt.

§. 505.
©er Söintel BAC gig. 224 fei fp⅛j anb beliebigen φunf=≈ 

leit C, C', C" ber <Sφeιιtel feien Normalen auf ben anberen 
Sφeιιtel gefällt; bwibirt man jebe Normale bιtrφ bie ξφpo≈s 
tenufe beb reφtwintligen ©reietfb, welφeb fie abfφneibet, fo 
finb bie Quotienten

BC B'C' B"C"
AC Ää AC"

einattber gleiφ.
©ernt bie ©reietfe ABC, AB'C', AB"C" finb 0lfnliφ, weil 

fie ben Sßintel bei Λ genιeiιιfφaftliφ fyabeit unb reφtwinflig finb.
§. 506.

©er Quotient, welφer erhalten Wirb, wenn man aub be≈≈ 
liebigen φuntten ber <Sφentel eineb fp⅛en 2δintelb a Normalen 
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auf ben anberen <Sφeιιfel fällt, unb jebe Normale bivibirt 
bnrφ bie ξφpotenufe bcS reφtmiιιtligen T)reietfs, tt>elφeS fic 
abfφneibet, ⅛etβt ber «Sinns biefeS fpi⅛en SintelS «, unb 
wirb burφ

Sin a 
be⅛eiφnet.

Um ben <SinιtS eine« fρ⅛en 2δinfelS 311 erhalten, Ijat 
mau uur nötfyig, ans irgenb einem φunt't beS einen <Sφen=≈ 
fetö eine Normale auf ben anberen 311 fällen, unb biefe 3u 
bivibiren bιtrφ bie gφpotemιfe beb reφtminfligen TreietfS, 
ivelφeS fie abfφneibet.

Tie ^φpotenιtfe ift größer als jebe $atljete; beSfyalb er- 
giebt fiφ für ben (Sinus eines fpi⅛en Eintels ein eφter 23ruφ.

§. 507.
@inb 3tυci fb⅛e Tδintet ungleiφ, fo finb iξ>re <Simιffe 

ιιngleiφ, unb ber beb größeren TöiiitelS ift ber größere.
@S fei B'ig. 224 ber SSinfel BAD größer als ber Ein

tel BAC; eS fei AD glciφ AG, DE normal auf AB, unb CB 
normal auf AB. 97aφ §.79 ift DE größer als CB. Ta* 
fyer auφ

DE CB 
AD>ÄC

b. li. Sin BAD > Sin BAC
§. 508.

Tie ©inuffe 3tveier berfφiebenen ft⅜en 2δiufel finb ba- 
Ijer niemals einanber gleiφ. ⅛eber fpi⅛e SÖinfel l?at beSljalb 
feinen alleinigen <SiuuS, unb umgete⅛rt, 311 jebem als <SinuS 
gegebenen eφten 53ruφ gehört ein beftimmter fpi⅛er Tßinfel, 
fo baß ber Söinfel ben ®innS, unb ber ®inuS ben Sßiufct 
beftinunt.

§. 509.
SGßären bie <Sinuffe aller fp⅛en S3infel bereφnet unb ta* 

bcl(arifφ 3ufammengetragen, fo ließe fiφ eine folφc Tabelle 
bcmι⅛eu, um burφ Sinien bie SDlaaße von Tßinlelit, unb mit* 
gefeiert, mit äpilfe von Tßinfeln Linien 31t finben.

@0 fönnte man 3. Q3. bie fp⅛en SBtnfel bes rcφttvint* 
tigert Treiccfs ABC gig. 224 beftimmen, wenn bie ξφpotenufe 
ΛC gleiφ p gegeben Wäre unb bie ^aφetc BC gleiφ q; um 
ιι0mliφ ben ⅛ttel BAC 311 erhalten, bürfte mau in ber Ta
belle mir ben 20infel auffuφen, beffen «Sinus — ift. Unb 
wäre bie φiφotemιfe AC gleiφ p gegeben unb ber 29infel BAC,
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fo fönnte man bie ^aφete BC Bereφιιenj beim be3eiφnet x 
biefe Äatljete, fo ⅞at man bie O(etφuπg

Sin BAC = - 
P folglich p Sin BAC = x 

man würbe alfo x er⅞atteπ, wenn man ben ©inuS bes Sin- 
feie BAC au$ jener ©abeile entnähme unb mit p multiplicirte.

§. 510.
(Ss fei ftig. 224 BAC ein fp⅛er Sßnitel; aus beliebigen 

fünften C, C', C" ber <Sφentel feien bie Normalen CB, C'B', 
C"B" auf ben anberen <Sφenfel gefällt; wirb von jebem ber 
entftanbenen reφtwinHigen ©reietfe bie Äatljete, an weiter 
ber äßinfel BAC liegt, burφ bie ξφpotenufe bivibirt, fo finb 
bie Duotienten

AB AB' AB"
AC AC' AC" 

einanber gleiφ.
©ernt bie entftanbenen redj>twinfligen ©reietfe finb 0fynliφ. 

§. 511.
©er Quotient, welφer erhalten Wirb, wenn man aus be=≈ 

liebigen fünften ber <Sφenfcl eines fp⅛en 2δintels a Normalen 
auf ben anberen <Sφentel fällt, unb bei jebem entftanbenen 
reφtwinfligen ©reietf bie .Q’atfyete, an welφer ber fp⅛e SBim 
fei a liegt, burφ bie ξφpotenιιfe biribirt, ⅛eifst ber (Sofia US 
biefeS SßinfelS a, unb wirb be^eiφnet bιtrφ

Cos a
©er (Sofinus eines SßinfelS wirb erhalten, wenn man aitS 

irgenb einem fünfte bes einen <SφenfelS eine Normale auf 
ben anberen fällt, unb bie Äat^ete beS entftanbenen reφtwinb 
ligen ©reietfs, an welφer ber fpi⅛e ^ßinfel liegt, burφ bie 
ξφpotenufe bivibirt.

©er (Sofinus eines fp⅛en Sßintels ift ein eφter 23ruφ, 
Weil bie ξφpotenufe größer ift als bie Äatljete.

§. 512.
Sinb jwei fpi⅜e Slßinfel ιtngleiφ, fo finb ifyre (Sofinuffe 

ungleiφ, unb ber größere Sßinfel tyat ben Heineren (Sofinus.
©enn ift §ig. 224 ber 2δinfel BAD größer als ber 

2Bintel BAC, ift ferner AC gleiφ AD, DE normal auf AB, 
unb CB normal auf AB, fo ift naφ §. 79 AE Heiner als 
AB, folgliφ
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§. 513.
@3 giebt fc>cφer nicht jwei ft*i⅛e Sin!el, welche einerlei 

(Σofinu3 hätten. 3eber fpi⅛e Sinfel ⅛at beöhölb feinen be- 
fonberen ßofinu«, unb umgefehrt, ju jebem al« Sofinu« ge≈ 
gebenen echten Bruφ gehört ein befonberer Sinfel. 5Dιit an- 
beren Sorten, e« ift bnrφ ben Siitfel fein Sofiitu«, nnb burφ 
ben (Sofinu« ber baju gehörige fp⅛e Sinfel beftimmt.

§. 514.
Unb Wären bie ßofinuffe aller fρ⅛en Sintel berechnet, 

nnb jufammengetragen, fo fönnten fie wie bie <Sinuffe benu⅛t 
werben, um burφ Linien Sinfel, unb burφ £nlfe von Sinteln 
Linien nt beftimmen.

§. 515.
9Iu« ben Duotienten Sinn« unb ßofiitu« laffen fiφ an- 

bere bilben, welφe ähnlich wie jene bienen.
Die Duotienten Sinu« unb Sofinu«, unb bie au« ihnen 

gebilbeten fpäter ju erflärenben ljeifjen, auch bei jeber (*rwei>- 
ternng ber Begriffe, trigonometrifφe Muttttionen, unb 
bie Lehre bon ihnen unb von ihrer Benu⅛ung tjeifct Trigo* 
nometrie.

Die Trigonometrie t^eilt man in analtytifφe Trigono≈ 
metrie, ebene Trigonometrie unb fbhärifche ober tör^er* 
liφe Trigonometrie. W?an berfte⅛t unter ber analtytifφen 
Trigonometrie bie Lehre bon ben trigonometrifφen Munitionen, 
unter ber ebenen Trigonometrie bie 2Inwenbung biefer Munf≈ 
tionen auf Berechnungen, wenn alle Linien in einer <⅛bene lie* 
gen, unb unter förderlicher ober fphärifcher Trigonometrie bie 
¾nwenbung biefer Munitionen auf Berechnungen, wobei nicht 
alle Linien in einer (5bene fiφ befinden.

Tabellen, welche bie berechneten trigonometrifφen Munt* 
tionen ober bereu Logarithmen enthalten, nennt man trigono- 
metrifφe Tafeln.

Vierzehntes Kapitel.
Von den trigonometrischen Funktionen.

§. 516. 
fei Mig- 225 CD normal auf AB; bann ift ~ ber AC

AD©inu«, unb ber Sofinu« be« fpi⅛en Sintel« a, wo auφ 
ber φunft C in bem Scheutet AC angenommen feilt mag.
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SBäre bet φuntt C in bet (Entfernung 1 von A αnge≈ 
nommen, b. h∙, mahlte man AC als (Einheit, fo mürbe ber 

CD(Sinus von a gleiφ — = CD fein, unb ber (EofinuS von a 
ADgleiφ — = AD, mobei aber unter CD bie 3ahl verftanben 

merben müßte, melφe baS 9)iaaβ von CD ift, für AC als (Sin- 
heit; eben fo unter AD bie $ahl, bie baS 9)ιaaβ ift von AD, 
für AC als (Einheit.

W?an beule einen Äreis, beffen SJjittelpuntt A ift, unb ber 
bie (Sinφeit μtm φalbmeffer fyat, unb taffe alle fpi⅛en 5δinfel 
entfielen burφ ©rehmtg bes SφeπtetS AC. (Es ergeben fiφ 
bie Sinuffe aller fρ⅛en 20inlel in ben EDiaaßett ber Normalen, 
bie von bem φuntt, in melφent ber eine Sφentel (ettva ber 
fiφ brehenbe) bie Peripherie fφneibet, auf beit auberen Sφen=≈ 
fei gefällt finb, unb bie (Eofitiuffe in ben Stütfen bes auberen 
SφenfelS, melφe jmifφen bem Sφeitelpuιtlt unb bem Sinus 
liegen.

§. 517.
Sßir erweitern je⅛t ben begriff beS Sinus baljin, baß mir 

unter SimtS irgenb eines äßinfels verfielen baS 9Jlaaβ ber 
Normale, bie von bem Punft, in melφern ber bemegte Sφenfel 
bie Peripherie bes Greifes fφneibet, ber 1 jum φalbmeffer unb 
ben Sφeitelpuntt jum ⅛telpuntt hat, auf ben auberen Sφen≈ 
fei ober beffen Verlängerung gefällt ift.

(Eben fo fei ber Vegriff bes (EofinuS bahnt ermcitert, baß 
mir unter bem (EofinuS irgenb eines Sßinfels verfielen baS 
SRaaß von bem Stücf bes feftftehettben SφetιfelS, mclφcs jmi- 
fφen bem Sφeitelpunft unb bem Sinus liegt.

So märe, menn $ig. 225 ber ξ)albmeffer bes ÄreifcS gleiφ 
ber (Einheit ift, baS 3Jιaaβ von C'D' ber SimtS- beS SÖBinfelS 
BAC', bas 9)iaaβ von C"D" ber Sinus beS erhabenen 2δinfels 
BAC", bas SDflaaβ von C'"D'" ber SimtS bes erhabenen SEδin≈≈ 
leis BAC'"; ferner baS 9Dfιaaβ von AD' ber (EofinuS bes 2δiπ- 
fels BAC', eben fo AD" ber (EofinuS von BAC", mtb AD'" 
ber (EofinuS von BAC'". ©abei ift ber SimtS, mie ber (Eo* 
finttS, ιιiφt größer als (Eins.

§. 518.
2)tan maφt leiφt bie Vemerfung, baß menn « ein fp⅛er 

VJinfel ift, bie 8inicn einattber gleiφ finb, bereit 5Qιaaβc mir- 
unter

Sina, Sin (2R— a), Sin (2R-f∙ «), Sin (4R — a) 
verftehen, unb außerbem ift
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Sin /? = Sin(n∙4Rψ^) 
was αuφ ß für eilt S⅛intel feilt mag, unter n aber eilte gatt je 
$afyl verftanben.

(Sbeit fo fiitb bie Siuieii eiitanber gleiφ, bereu SDcaafje wir 
un§ unter

Cosa, Cos (2R— a), Cos(2R-{-a), Cos (4R—•«) 
vorftellen, unb für jebeit Sßinfel ß ift

Cos ß = Cos (n • 4R + /?) 
unter n eine ganje 3afyl gebaφt.

©urd; bie Erweiterung finb feine neuen BafileiiWerthe für 
bie Sinuffe uitb Eofinuffe von 5Binfelιt, welφe größer ein 
reφter Sßinfel finb, ⅛erborgegangen. Es fiat jeher SSittfel, bei
größer als ein reφter ift, feinen Sinus unb feinen EofinuS 
gemeinfφaftliφ mit einem Sßittfel, welφer einen reφten niφt 
überfteigt.

§. 519.
Sßähreitb bie fp⅛en Sßiitfel unb ihre Sinuffe, ober iljre 

(Sofinitffe, fid; gegenseitig beftimmteu, tritt je⅛t eilte Unbeftimmt=≈ 
Ijeit eilt, iitfoferit ιιiφt mehr jeber Üßiufel feilten alleinigen 
Sinus unb EofiituS, beitfelben int ©egentljeil mit aitberen 
2Sinfe(u gemeinfφaftliφ fiat, fo baß berfφiebene 2Biιιfel gleiφe 
Sinuffe unb Eofiituffe fyaben, unb ju bemfelbeit Sinus ober 
EofinuS verfφiebeιιe 2Binfcl gehören.

©iefe Unbeftimmt⅛eit wirb jum Stl;eil gehoben burφ einen 
Umftanb, wetφer fiφ int folgenbeit Paragraphen erörtert finbet, 
unb ift anbereit 5Γ⅛eilS itotljwenbig, Wie man iit ber $olge er- 
tennen wirb.

§. 520.
Es fei $ig. 226 YX eilte gerabe Sinie. ©ie beibeit Stücfe 

B'A unb AB erfφeinen juuaφft als jwei gleiφgiltig neben ein- 
anbei befinbliφe Sinieit, uitb φre SDlaaße finb abfolιιte Bahlen. 
2limmt mau ait, bie Shtie AB fei entftanbeit, iitbern ber Punft 
B fiφ von A aus in ber 9iiφtιnιg AX bewegte, unb bie Sinie 
AB', iitbeiii ber Pitiift B' fid; bewegte von A in ber 9iiφtιmg 
AY, fo finb bie beibeit Sinien niφt mehr gleiφgiltig, fottbern 
haben eine 53ejiehuιιg ju eiitanber, itämlid; bie ber Entftehung 
ober ber Sage in entgegeugefe⅛ter 9ftiφtung. Es entfielt bie 
grage, ob unb wie bicfe Söejiehititg fiφ an beit 9)Zaaβen ber 
Sinieit ertennbar nιaφt.

Soll man von A aus auf YX eine Siitie tragen, bereu 
9Jιaaβ p—q ift, fo famt mau, weint p —q = r ift, von A 
aus, etwa naφ X hin r Einheiten auftragen, unb babιιrφ bie 
Sinie AB erhalten, ©iefelbe Siιιie crgiebt fiφ, weint man 
juerft von A aus uad; X hin P Einheiten aufträgt, wobei 
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man bis C tommen mag, unb bann wieber von C aus naφ 
A pin q ßinpeiten. Unb feilte man in berfelben SSSeife eine 
Sinie auftragen, bereit 9ftaajj p—q ift, wäprenb aber q um 
r größer ift als p, alfo p — q = —r, fo föiinte man niφt 
anberS als juerft p βiιιpeiten von A aus πaφ X pin tragen, 
uitb bann q (Sinpeiten bon C aus naφ ber 9Uφtmιg CA, wo* 
bei man jit einem Quillt B' gelangen mürbe, iυelφer um r 
(Sintyeiten über A pinauS naφ Y pin fiφ befinbet. ©aS 2Jιaaβ 
ber Sinie AB erfφeint pierbei als bie $apl +r, bas ber Sinie 
AB' als bie £apl —r∙

©ie ^ntftepung ben Linien in eutgegeitgefepter SRiφtmιg, 
ober bie entgegengefe⅛te Sage bon Sinien läßt benιtιaφ ipre 
‰aβe, mit 23ejiepung barauf, ju pofitiven unb negatiben Bap* 
len werben, ©pne jene 33ejiepung fiitb bie 9Jiaaβe bon Sinien 
jebeSmal abfolut.

©erfelbe Θegeufa⅛ tritt ein, wenn man in einer <Sbetιe 
eine gerabe Sinie beult, unb auf ben verfφiebenen ©eiten bie* 
fer Sinie Normalen errietet, ©ernt jebe ber Normalen, über 
bie erfte Sinie piitaitS verlängert, erfφeint in jwei Xpeile ge* 
tpeilt, bereit Sage entgegengefept ift.

§. 521.
©ie ©innffe, Welφe im erften ititb int ^weiten ©uabran* 

ten gig. 225 fiep befinbeit, paben biefelbe Sage in 23ejug auf 
ben ©urdjmteffer BB', unb bie, welφe im britten unb vierten 
©uabranten liegen, pabeit unter fiφ auφ biefelbe Sage, ßs 
ift aber bie Sage ber ©inuffe int erften unb ^weiten ©uabran* 
ten ber Sage ber ©inuffe im britten unb vierten ©uabranten 
entgegengefe⅛t

©aper finb bie ©inuffe im britten unb vierten ©uabranten 
negativ, wäprenb wir bie im erften unb ^weiten ©uabranten, welφe 
junaφft als abfolute 3aplen erfφeineιt, pofitiv neptnen ntüffeii.

⅛)ierburφ befeitigt fiφ, fo viel es nötpig ift, bie oben 
erwäpnte Unbeftimmtpeit. ©ernt ift eilt cφter 23ruφ ÷ 
als ©inuS gegeben, fo tarnt ber baju gepörige Sßiitfel mir ein 
fpi⅛er a, ober ber ftumpfe 2R—a feilt, ober einer ber SSiitfel
4R⅛-a, 6R—a u. f. w.; ift aber- - - - als ©inuS gegeben,
fo fault ber jugepörige 2Binfel nur 2R-J-a fein, ober 4R—a, 
ober 6R4-a u. f. w.

§. 522.
3ft ferner gefagt, ein Söinfel liege im nten ©uabranten, 

fo foll barunter verftanben werben, fein bewegliφer Sφenfel 
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liege in tiefem Quαbrαnten. ‰φ tverbeit tvir fagen, eine 
Munition Hege im nten Quαbrαnten, fobalb ber baju gehörige 
Sßinfel im nten Quabranten fiφ befinbet.

§. 523.
£)ie (∑ofinuffe ber 2δinfel, tvelφe im erften itnb vierten 

Quabranten liegen, paben einerlei Vage (von A naφ B), eben 
fo bie, tvelφe im jtveiten unb britten Quabranten fiφ befinben 
(von A naφ B'); nnb e§ ift bie Vage ber festeren entgegen* 
gefe⅛t ber Vage ber erftereπ, baper finb bie Sofinuffe im erften 
unb vierten Quabranten pofitiv, bie im jtveiten unb britten 
negativ.

§. 524.
_ 1, 1 Sina c Cosa x u,©te Quotienten τi- - - - unb ~- - - - - - nennt man bie Zan*Cos a Sin a

gente unb bie Sotangente be$ Sinlelö a, unb bejeiφnet 
fie burφ

Tga unb Cotg a

‰βerbem pflegt man ben Quotienten g bie Θecante, 

ben Quotienten bie ßofecante, bie Qifferenj 1—Cosa 

ben ©inu«verfu$, bie ©ifferenj 1 — Sina ben (Σofinu3* 
verfuS beö £ßintel$ a ju nennen, unb burφ

See a, Cosec a, Sinv a, Cosinva 
ju bejeiφιιen.

§. 525.
<Sinb a unb ß fρi⅛e SBintel, unb ift a größer als ß, 

fo ift Sin a >> Sin ß
Cos a < Cos ß

alfo Tga>Tg∕5
Cotg a < Cotg ß 
See a > See ß 

Cosec a <C Cosec ß 
Sinv a >» Sinv ß 

Cosinv a < Cosinv ß
3eber fp⅛e 2Binfet pat feine befonbere /Tangente, So* 

tangente, ©ecante u. f. tv., fo baß ber fρi⅛e Sßintel feine 
Tangente u. f. tv., unb umgeteprt bie /Tangente u. f. tv. ipren 
fpifcen Stßintel beftimmt. ®ie 2βinfel, tvelφe größer als 
ein reφter finb, paben biefe Munitionen in abfoluter ξ)in- 
fiφt gemeinfφaftliφ mit ben Einteln, tvelφe einen reφten 
niφt iiberfteigen. Qarauö entfte⅛t auφ fyier eine Unbeftimmt* 
⅛eit, bie fiφ inbeß bei ben Munitionen Tg, Cotg, See unb 

www.rcin.org.pl
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Cosec burφ bie pofitiven unb negativen SßSertfye lφnlangliφ 
befeitigt.

©ie Munitionen Tangente, (Sotangente u. f. tv. taffen fiφ 
alμtliφ mie Sinus unb (SofinuS benupen, um Linien unb 2Binlel 
gegenfettig 311 beftimmen. ©ie M≡ltionen Secante, (Sofecante, 
Sinusverfus unb (∑ofinusverfns finb jiemliφ überflüffig. 2Jiit 
(Sinus, Softmts, ©angente unb (5otangente reiφt mau in ben 
¾nn>enbungen bequem auS; ber Munitionen SinuSverfuS unb 
ßofinuSverfuS tverben mir uns uiφt bebienen.

§. 526.
©ie Siuuffe im erften unb jmeiten ©uabranten finb po≈≈ 

fitiv, bie im brüten unb vierten negativ, bie (Sofinuffe im 
erften unb vierten Duabranten finb pofitiv, bie int jtveiten 
unb britten negativ, ©aper folgt aus ben (Srfläruugeit in 
§. 524, bafj bie Tangenten im erften unb britten Quabranten 
pofitiv, bie int freiten ttnb vierten negativ finb, eben fo bie 
(Sotangenten. ©ie Secanten ⅞aben mit ben (Sofinuffen, bie 
(Sofecanten mit ben Sinuffen einerlei S3or^eiφenj ttttb bie 
Sinusverfus fomopl als bie SofinuSverfuS finb immer pofitiv, 
beitn eS ift 1 — Cosa unb 1—Sina ftetS pofitiv, ba Cosa 
niφt >1, unb Sina uiφt >1.

2)ιan ⅛at benιnaφ

Munition ©uabrant
I II III IV

Sin 4- + — —■

Cos 4^ — — 4"

Tg + — + —

Cotg 4" — + —

See + — — +

Cosec 4- 4" — —

Sinv + + + +

Cosinv + + 4~ +

§. 527.
@S fei Mig. 227 ber ξ)albmeffer beS ÄreifeS gleiφ 1. ©ie 

Normale CD ift bann ber Sinus, bas Stiiü AD ber (Sofintts 
beS 2BinlelS BAC. <5s fei ferner BE normal auf AB. ©amt 
finbet bie Proportion Statt:

CD: AD = BE:AB
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ober Sin BAC: Cos BAC = BE : 1
du Sin BAC tooran« folgt BE = ~—s-rτr∙Cos BAC

©a« SD7ααi3 her 8inie BE ift bα⅛er feie Sangente be« SÖinfel« 
BAC. (Sben fo ift, wenn B'F normal auf AB' fiept, ba« 
202aafj von B'F in abfoluter ξ)infiφt bie Sangente be« 3δin= 
fei« BAF, B'G bie be« erpabeneit SBiπfctδ BAG; unb in BH 
l;at man bie Sangente be« erhabenen 3öinfel« BAH.

Sßirb bie entgegengefe⅛te Sage bermtffiφtigt, fo erfφeinen 
bei biefer (Sonftrnction bie Saitgenten im erften unb jtoeiten 
Cluabrantcn pofüib, bie im britten unb feierten uegatife, toäp= 
renb bie Sangenten im erften unb britten Duabranten pofitib 
finb, itnb bie im ^weiten unb feierten negatio.

9fiimnιt man bie Sangenten be« jioeiten unb britten Qua® 
brauten niφt auf ber Normale, tt>elφe in bem φunft B' fiept, 
fonbern auf ber, toelφe in B erriφtet ift, ^u toelφem (Silbe bie 
beloegliφen <Sφeιιfel ber 3δiufel über bett <Sφeitelpuntt piiian« 
feerlängert werben muffen, fo erpält man bie Sangeiiteu biefer 
üuabranten auφ in ⅛iepιιng auf bie ‰3eiφeιt riφtig. @o 
ift 3. 33. BF' bie riφtig liegenbe Sangente be« Sßintel« BAF, 
unb BG' bie be« erhabenen 3öinfel« BAG.

Sßill man baper eine Siuie conftruireit, bereit 9)ιaap bie 
Sangente irgenb eine« Sßintel« ift, fo erriφte man auf bem 
feftftepciiben <Sφenfel, in feinem Surφfφuitt8punft mit ber 
Peripperie, eine Normale, unb berlängere ben ben>egliφeιt 
Sφenfel bi« jum Surφfφnitt mit biefer Normale, ©a« Stütf 
berfelben, toelφe8 gwif⅛cn beιι Φurφfφnittδpunften liegt, ift 
bie Sangente be« Sßinfel«, borau8gefe⅛t, bafs man bie San® 
genten be« erften Ouabranten ⅜>ofitiυ nimmt.

9)ian pat ferner bie Proportion
AC : AD = AE : AB 

ober 1: Cos BAC = AE: 1

wwa"β W AE = C0sμΛ<"

©a« 2)laafj bon AE ift baper bie Secante be« SBinfel« BAC. 
(Sben fo finb AF', AG', AH bie ©ecauteit bon bem Sßinfel 
BAF, unb bon ben erhabenen 3δinfeln BAG unb BAH, unb 
e« fällt in bie 3lιιgen, baß bie negatiben @ecanteu in ber 
SSerlängerung ber bewegliφen <Sφentel fiφ befinben.

geriter ift BD gteiφ 1—Cos BAC, alfo Sinv BAC, u. f. m.
©ie für Saugente n. f. f. conftruirten Siuieti paben in 

manφeιι gälten ber ‰tυenbung ipren ¾nfcen.
SBslff’« QJfometrle. l.lφ. 7k2luf!. IG
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242 ^ierjeljπteδ Äapitet §. 528-530.

(Ss Iαffen fiφ αnφ Sinieιt conftruiren, bereit W7αα⅞e bie 
(Sotangenten u. f. tv. fiitb.

§. 528.
SSJenπ ber bemegtiφe Sφenfel iit bent feftfte^enben fiφ 

Befiπbet, fo ift 91ull bαS 9)iααfi beS SöinfelS, tυelφen bie 
Sφenfel bilben.

§. 529.
Söfft man einen fρi⅛en 2δinfel abne⅞men, fo tvirb naφ 

§.507 ber Sinns forttvcφrenb Heiner, itnb naφ §.512 ber 
(SofinuS größer. Müllt enbliφ ber betvegliφe Sφenfel in ben 
feftftelfenben, fo verfφminbet ber Sinns, nnb ber SofinuS tvirb 
jtt ßinS.

Söfft man einen fp⅛en 2δinfel maφfen, fo tvaφft ber Si=≈ 
nuS, aber ber ßofimtS nimmt ab, bis bei 90° ber Sinns jn 
(Sins tvirb, nnb ber (SofiitnS verfφtvinbet.

©a ber Sinus von 00 gleiφ 0, von 90° aber 1 ift, unb 
ber (SofinuS von 00 gleiφ 1, von 90° gleiφ 0, fo ift bie ©an* 
gente von 00 gleiφ 0, von 900 gleiφ ⅛ gleiφ <x>, bie ßotan* 
gente von 00 gleiφ ⅜ glciφ ∞, von 900 gleiφ 0, bie Secante 
von 00 gleiφ 1, von 900 gleiφ ⅛ gleiφ ∞ n. f. m.

3u beit 2δerφen ber Munitionen im erfteit Duabranten 
finb burφ bie (Sriveiterung beS Begriffs feuer Munitionen für 
Sinns noφ 0 unb 1, für (SofinuS 1 unb 0, für ©angente 
noφ 0 unb ∞ u. f. tv. ^iιηugetreten. 3« ben übrigen ©ua* 
brauten mieber^oleit fiφ in abfoluter φinfiφt biefelben S0erφe.

©er Sinus burφlauft im erfteit ©uabraitteit alle 20erφe 
von 0 bis 1, ber 6ofiιtnS alle S28erφe von 1 bis 0, bie ©an* 
gente alle 28erφe von 0 bis ∞, bie Secante alle 2δert⅛e von 
1 bis oo, u. f. tv. Ueberljaupt aber burφl0uft ber Sinus alle 
SSJerφe jtvifφen +1 unb —1, eben fo ber (SofiititS, bie ©an* 
gente alle S⅛3erφe jivifφen —∞ bis ÷∞ u. f. f.

§. 530.
(SS ift, unter n eine gante 3al)l verftanben:

1) Sin 0 = 0
2) Sin R = 1
3) Sin 2R = 0
4) Sin 3R = —1
5) Sin 4R = —0 = 0
6) Sin (4n⅛l)R = 1
7) Sin(4n÷2)R = 0
8) Sin(4n + 3)R = — 1
9) Sin 4nR = —0 = 0

10) CosO = 1

11) CosR = 0
12) Cos2R = —1
13) Cos 3R = —0 = 0
14) Cos 4R = 1
15) Cos (4n+l)R = 0
16) Cos (4∏4-2)R = —1
17) Cos(4n-∣-3)R = -0 = 0
18) Cos 4nR = 1
19) TgO = 0
20) TgR = ⅛ = ∞
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21) Tg2R = — 0 = 0
22) Tg 3R = -⅛ = ∞
23) Tg 4R = — 0 = 0
24) Tg(2n÷l)R = ∞
25) Tg(2n÷2)R = -O =
26) Colg 0 = ∞
27) CotgR = 0

28) Cotg 2R = — ∞
29) Colg3R = 0
30) Cotg 4R = — ∞
31) Cotg(2∏+1)R = 0

0 32) Cotg(2∏4-2)R =—<□©
33) See 0=1
34) See R = ∞ it. f. m.

ivelφeS fiφ teiφt ergiebt, wenn man beit vorigen φaragra∣φ, 
bie (Srlläruitg ber Munitionen unb ilμ,e pofitiven unb negati
ven 20crφe beaφtet.

§. 531.
Munitionen, ιυclφe ιιiφt im erften Duabranten liegen, 

finb in abfoluter ξ)infiφt ben Munitionen im erften Ouabran≡ 
ten gleiφ. ©aljer läßt fiφ jebe Munition, iυelφe niφt im 
erften Duabranten liegt, tvicbergebeit burφ eine Munition im 
erften Qnabranten. $11 bem (Silbe beftimme inan juvörberft 
benSßintel im erften Duabrantcn, beffen Munition in abfoluter 
ξ)infiφt gleiφ ber gegebenen ιιiφt int erften Dιιabra∏ten bc= 
finbliφen ift, unb gebe feiner Munition baö ‰4eiφen, melφcδ 
ber gegebenen Munition julommt. ©er Sßinlel im erften Suiιa= 
branten giebt fiφ leiφt au§ ber M⅛ur ju erlcnnen.

3ft « ein fpt⅛eυ 2Kinfe(, fo tff, unter n eine gα∏scι3αfyl 
toerftanbeit,

16*
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(SS ift nαmliφ Sin (2R—α), wie fiφ aus bet g⅛ιιr er
ficht, in abfoluter ⅛infiφt gleiφ Sin a, nnb beibe finb pofitiv. 
ferner iftSin(2R+a) in abfoluter ξ)iufiφt gteiφ Sina, aber 
ber erftere ift negativ, baper Sin(2R4-a) = — Sina u. f. f. 
©ie Formel 15) ergiebt fiφ burφ ©ivifion von 1) burφ 8) u.f.f.

SBermittelft biefer Formeln Icifjt fiφ ber Sinus, ber ßo- 
fitiuS, bie Sangente, bie ßotangente n. f. tv. eines Sßinfels, 
ber in irgenb einem ©uabranten liegt, nnb ber ιιiφt pR ift 
(beffen Munitionen ber vorige l>βaragra⅛ beftimmt) anSbrüden 
bnrφ ben Sinus, ben (SofinuS, bie Sangente, bie (5otaιt' 
gente eines Sßinfels im erften ©nabranten. ©abei muß bas 
¾)caaβ beS HßinfelS auf bie gornt p∙2R∑ta, unter a einen 
fρi⅛en Xßinfel verftanben, gebraφt werben, welφeS leiφt ge- 
fφepen fann.

21m fyänfigften lommeit bie Formeln 1), 8), 15), 22) in 
‰Wenbung. 9fιaφ φneπ ift, wenn jwei SBiufel fiφ jn einem 
geftredten ergänzen, ber Sinus beS einen gleiφ bem ©iuitS beS 
anberen, ber (SofinuS beS einen gleiφ bem (5ntgegengefe⅛ten 
vom ßofinnS beS anberen, bie Sangente nnb ßotaugeitte beS 
einen gleiφ bem (5ntgegengefe⅛ten ber Sangente nnb (Sotan≈= 
gente beS anberen. ©ie übrigen Formeln braιtφt man niφt 
bem G5ebaφtniβ einjuprägen.

3wei 2δiufel, bie fiφ 31t einem geftredten SÖinfel ergänz 
jen, nennt man Snpp lern ent sw inte l.

§. 532.
9Jlaφt bie Summe jweier fρ⅛en SBintel einen reφten 

Sßinfel aus, fo ift ber Sinus beS einen gleiφ bem (SofinuS 
beS anberen, bie Sangente bcs einen gleiφ ber (Sotangente 
beS anberen, bie Secante beS einen gleiφ ber (Sofecante beS 
anberen, ber Siuusverfus beS einen gleiφ bem ßofinuSbcrfuS 
beS anberen.

©enn ift Mig. 224 CB normal auf AB, alfo a÷∕5 = R, 
fo ift
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uub bαrαιιδ folgt

äßinfel, bereu «Summe eiueu reφteu Sßiutel mtSmαφt, 
nennt mau (∑om∣4erneut Steintet.

§. 533.
3ft a eiu tyi⅛er Sßiutel, fo ift

SDJuu bejeiφ∏e beu (Somplemeutsnuufel 31t «, welφer fpi⅛ 
feiu mitfj, mit ß, bauu ift uaφ §. 531 
ober
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μ. f. iυ.
2lιtφ biefe Formeln bienen, um gunttionen irgenb eines 

Duαbrαιιten auf ⅛unftionen bes erften üuabranten ju rebuciren. 
SDian brauφt fie ιιiφt bent Θebaφtnφ einjuprägeit.

§. 534.
3ft a ein gaitj beliebiger SBinfet, fo ift

©ernt

unb 
alfo 
ferner ift

unb 
batyer auφ

= —Sin (4n + 2)R =
= —Si∏(4n-f-3)R =
= —Sin 4nR — 

Cos (R÷a) = — Sin a

gür a als fp⅛en Sßinfel fiub bie Formeln bereits im 
vorigen ^βaragra)φ erliefen.

3ft « = pR, unter p eine ganje $afyl oerftanbcn, fo ift, 
ba p eine ber formen 4n⅛-l, 4nψ2, 4n-j-3, 4n b>abeιt mufj, 
entmeber

unb babei entmebcr

atfo febeSmal 
ferner ift

unb habet

bager aιtφ
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Oft enbliφ α irgenb ein αnbercr 2δinfel, fo fαnn ftαtt α 
gcfe⅛t merben pR÷∕, unter γ einen fp⅛eιt äßinfel verftanben, 
uitb p muß eine her ⅛ormen 4n-f-l, 4n⅛2, 4n⅛-3, 4n haben, 
©aber ift enttveber 

Sin(R÷a) =
ober =
ober =
ober =

unb habet
Oos« = 

ober =
ober =
ober =

beShalb immer 
unb eben fo folgt, bαβ aιιφ in tiefem $all 

C0s(R4-a) = —Sina ift.
5(nbere gälte als bie erwähnten löniten uiφt eintreten.

§. 535.
2Sir hüben gig. 225 ben <Sφenfel, bttrφ beffen Sewegttng 

alle 9Bintel gebilbet werben, fiφ in her 9tiφtuπg BCC' bewe≈ 
gen laffen. Silben Wir einen 5⅛infel, beffen Sogenmaafs p—q 
fein feil, baburφ, baß wir ben beweglichen <Sφenfel juerft in 
her 9ftiφtung BC führen, bis er ben Sogen p bιιrφtanfeπ ift, 
unb bann in her entgegcπgefc⅛ten 9iiφtnng, bis er ben Sogen q 
gemaφt hat, fo tomnien wir, wenn q>p, unb p —q = —r 
ift, in ber 9iiφtιtng BC'" nm ben Sogen r über B hinaus, unb 
bas 9)taafj bes 20ttιfelS, Welφcr burφ Drehung in ber 9fiiφ= 
tung BC'" gebilbet wirb, erfφeinf als negative $ahl.

©ie 9Jiaaβe ber SMntel werben alfo ju pofitiven unb 
negativen Bahlen, fobalb wir bie S3in!el bιιrφ Drehungen in 
entgcgeιιgcfe⅛ten 9tiφtιιngen hervorgehett laffen.

Unb ift eine negative £ahl als Siaaß eines SJinfelS ge≡ 
geben, fo werben wir benfelben bitten, intern wir ben beweg* 
liφcn <≡φentel gunaφft in ben vierten Quabranten rüden, 
unb bemgemäf? bie pofitiven unb negativen Berthe feiner gitnU 
tionen beurteilen.

§. 53G.
Oft a eilt beliebiger SUttlcl, fo ift

www.rcin.org.pl



248 23terjefynteS Äapitet. §. 537-540,

£)ie 6eibeπ erften Formeln ergeben fiφ bei bet 53etrαφ< 
hing ber M⅛nr, bie übrigen folgen aus ben erften.

©ie Mvrmelit bienen, Munitionen negativer Sßinlel burφ 
Munitionen pofitiver Sinlel auSjubrütfen.

Sir werben bie Munitionen negativer Sinlel μtnaφft niφt 
weiter beaφteπ. Oft bafyer von einem beliebigen Sintel a bie 
97cbe, fo ift unter a eine pofitive 3alφ ju verfielen.

§. 537.
23eim ^otenjircn trigonometrifφer Munitionen Ijängt man 

φιten ben ⅛poucιιten unmittelbar an, ofyne fie in Älammerit 
ju fφliepen. 2Dfιan fφreibt j. 53. Sin φm ftatt (Sin <jp),n.

§. 538. 8e⅞rfa⅛.
öS ift, unter a einen beliebigen Siitfel verftauben,

Sin a2 4- Cos a2 = 1
53eiveiS. 1) Oft « = 0, fo ift Sin a = 0, aber 

Cos a — 1
batyer Sin a2-∣- Cos a2 = 04-1 = 1.
2) Oft a — P’R? unter p eine ganje 3al)l gebaφt, fo 

ift enttveber Sin a = ∑tl unb babei Cos a = d=0, ober eS 
ift Sin« = ±0 unb babei Cosa = ±1, baljer

Sina24~Cosa2 = 14-0 = 1
ober Sin c<24-C0s «2 = O-j-1 = 1
3) Oft a irgenb ein anberer Sinlel, fo bilbeii Sin a, 

Cos « unb ber 97abiuS beS Greifes ein reφtiυinlligeδ T)reietf, 
iιι tυelφem ber 9iabiιιS als ξφpotennfe erfφeint, unb bes⅛alb 
ift, bie Munitionen mögen pofitiv ober negativ fein,

Sin a2-f- Cos a2 = 1.

{^ιιr jeben Eintet α ift
©ernt es ift

§. 540.
3mifφe1ι ben Munitionen Sin a, Cosa, Tga, Cotga,

See «, Cosec «, Sinv a, Cosinvα fiιιbcιι bie (S(eidηιιιαen Statt:
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9luS ihnen läßt fiφ, wenn eine ber angeführten gnnftionen 
gegeben ift, jebe her übrigen entwickln. ©abei werben burφ 
eine Munition alle übrigen auSgebriirft.

9?ünmt man ben Sinus als gegeben an, fo folgt aus 1) 
Cos a = yzl — Sin a2

unb bann ans ben übrigen ®(eidjmngen, inbem man biefen 
2δertb für Cosa fnbftitnirt:

Sföäre ber ßofiiuts gegeben, fo hätte man aus 1) 

unb bann aus 2)

Oft eine ber anberen ftunftionen gegeben, fo fuφe man 
juπaφft ben Sinus unb ben SofinuS, weil fiφ alle übrigen 
Ounftionen burφ Sinus unb (SofimiS auSbriitfen.

Sollten SB. bιtrφ Tg a bie übrigen Oniiftionen ermittelt 
werben, fo hätte man 

unb barauS

ferner
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^iir Colgα fyat man naφ §.539 ∙Jσa

©ie Secante ift gleiφ = + Tg “2 u. f. tr.
SSenn bie Sotangente gegeben ift, felgt <φnliφ

u. f. f.
©er 3ιφalt bicfeS φaragray^en lomiut in ‰trenbnιιg, 

trenn aus einer (Slciφung, rυelφe rerfφiebene trigonometrifφc 
Munitionen beffelben SöinlelS enthält, eine jener Munitionen ju 
entmideln ift 2)ιan briieft namtiφ bnrφ bie ju enttritfelnbe 
Munition bie übrigen Munitionen aus, unb löft bie Φleiφιtng 
naφ ber erfteren auf.

§. 541.
‰φ §. 540 Iä£t fiφ, tt>enn her numerifφe SÖertl; einer 

Munition eines Sßinfels betannt ift, her numerifφe SBcrtlj jeher 
anberen Munition beffelben 5δintelS beftimmen. So ift 3. 33. 
her Sinns von 30° = 4, namliφ gleiφ her Hälfte her Seltne 
ju 60°, tυelφe gleiφ bein 9tabiuS ift, unb man finbet nun ben 
(SofinuS hon 30° gleiφ /1—4 = 4/3, bie Tangente hon 30° 
gleiφ — = 4/3, bie ßotangente gleiφ /3 u. f. m. Tie Tan
gente hon 45° ift, trie aus ber gigur leiφt exφcllet, gleiφ 1; 
ba⅛er ber Sinus hon 450 gleiφ ~ = 4/2, ber (5ofinπS eben* y 2
falls gleiφ 4√2, bie Sotangenfe gleiφ 1 u. f. m.

©ie eben gefunbenen 3al∕emυerttje merfe matt, ioeil fie 
3Binfel betreffen, bie in ber 3lmoenbung fyäufig benu⅛t mer- 
beπ. ©urdj §. 532 folgt noφ Sin 60° = 4/3, Cos600 = 4,

§. 542.
©ie numerifφen 3Berφe ber trigonometrifφen Munltio= 

nett Sinus, EofinnS, ©angente ttttb Eotaugente fittb bereφ=≈ 
net. 5Dfιatt finbet fie, ober φre 0ogariφmcn, itt bett trigo- 
nometrifφen ©afeltt, bereit Einriφtuιιg unb E5ebraιιφ aus 
φrer Einleitung ju entnehmen ift. ©ie S3ereφnung ber Muni* 
tionen ift niφt mit ξ)ilfe ber 8inien, fonbern burφ 9fteφen

www.rcin.org.pl
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gefφehen. S)iefe 9fteφen werben in ber ,βαfylenleijre enttoicfelt, 
in welφer ben trigonometrifφen Munitionen überhaupt eine 
anbere allgemeinere Sebeιιtn∏β 51t ⅛it wirb.

§. 543. Vehrfa⅛e.
<5inb cc unb ß jwei beliebige Sßinlel, fo ift

1) Sin («+/?) = Sin a Cos/5 4-Cosa Sin/?
2) Cos(aφ∕f) = Cosa Cos/?—Sina Sin//
3) Sin (a—/>') = Sin a Cos/?—CosaSini5
4) Cos(a—ß) = Cosa Cos/?4- Sin a Sinß

S em ei $. I. 2Benn ber eine ton ben Sinleln « unb ß 
beliebig, ber anbere ‰ll ober ein rcφter ≡inlel ift, erfie⅛t 
fiφ bie 9ιiφtigleit ber Magnetit vermittelft ber Paragraphen 
530 unb 536. (5$ fei 3. 53. a gleiφ 9iιtll itnb ß beliebig, fo ift 

Sin (a 4- ß) = Sin ß
Sin a Cos ß = O-Cos/5 = 0
Cosa Sin ß == 1 - Sin ß = Sin ß 

alfo Sin (a 4- ß) = Sin a Cos ß 4- Cos a Sin ß
ober Sin (a—ß) = Sin (—ß) = —Sin ß

Sin a Cos/? = O-Cos// = 0
Cosa Sin ß = 1 • Sin ß — Sin ß 

folglich Sin (a — /5) == Sina Cosß—Cos a Sin ß. 
5leh∏liφ in bett übrigen Mallett, welφe lμcr eintreten tonnen.

II. (5δ fei a fowolφ alö ß ein fpitjer SJintel.
a) (5δ fei Miß- 228 M 2mittelpunlt beδ Greifes unb ber 

Φιtrφmcffcr fei glciφ (5itιS. ®ie Söinfel ABC, ADC, BDE 
finb reφte. ©egljalb unb weit ber Φurφmeffcr <5inö ift, hat 
matt BC = Sin a, AB = Cosa, CD = Sin ß, AD = Cos ß, 
BD = SinBED — Sin(a4-∕5). [©entt BED unb BAD ftehen 
auf bemfelben Sogen]. ‰φ §. 266 ift aber

AC-BD b. h« 1 • Sin (a 4-/5) = Sin a Cos ^4- Cos a Sin ß.
£ritt bie Vage Miß- 229 ein, fo ift BAD 4-BED = 2R 

nach §.265, uttb SinBED = Sin (a4-∕J) naφ §.531.
b) Sei benfelbett Sorausfefeitngen hat man an Miß- 230

Cos a Cos ß = Sin a Sin l54-AD-BC
ober, ba AD = 1 ift,

BC = Cos a Cos ß—Sin a Sin ß
Btt ift BC = Cos BCE, unb BCE ift <χ-]-βf beim ACM 

ift gleiφ a, weil MC = MA, unb ACB ift gleiφ ß, weil biefe 
5Bintel auf glciφem Sogen ftehen, 9)ian hat baljer

Cos (a 4-(5) = Cosa Cos ß — Sin a Sin ß.
Mn ber Vage Miß- 231 ift

Sina Sin// = Cosa Cos/? 4-AD-BC 
ober —BC ==■ Cosa Cos/?—Sina Sinß.
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252 33teraefyHteβ ^α∣>itet. §. 543.

(Sb ift BC = CosEBC. (Sb ift MBA = a, metl MB = MA, 
unb ABC + /? = 2R, b. ⅞. a + EBC + ß = 2R, folgliφ 
Cos(a + ∕2) = — CosEBC = —BC, bal)er (jät man mieberiim 

Cos (a + /$) — Cos a Cos ß — Sin a Sin ß.
c) gig. 232 ift unter gleiφen SBoraubfe⅛ungeπ

Sina Cos ß = Cos a Sin ß+ Al)• BC 
ober, ba AD = 1 ift

BC = Sin a Cos ß—Cos a Sin ß 
unb BC ift Sin BEC, mäfyrenb BEC = BAC = a — ß ift.

d) gig. 233 ift, M alb Wtittelpunft, ιnιb beιι Φιιrφ- 
meffer gleiφ (Siιιb gebaφt

1∙BD = Cos a Cos ß + Sin a Sin ß 
unb eb ift BD = Cos EBD = Cos (a — ß), benn MBA ift gleiφ 
a, ba MB gleiφ MA, unb DBA ift gleiφ ß.

III. Ilm bie allgemeine ©iltigfeit junaφft ber beibett er- 
fteii Formeln barjutfyun, ermeifen mir folgenben befonbern Sa⅛: 
3ft für irgenb jmei 2δinfel x unb y

Sin (x+y) = Sin x Cosy + Cosx Sin y
Cos (x + y) = Cosx Cosy —Sin x Siny 

fo ift auφ
Sin f(R4-x)+yl = Sin (R+x) Cos y+Cos (R+x) Sin y
Cos f(R+x) + y = Cos(R+x) Cos y—Sin (R-[ix) Sin y

(Sb ift namliφ ιtaφ §. 534
Sin(R4-χ4-y) = Cos (x + y)

mofür mir fe⅛cn mollcit
Cos x Cos y— Sin x Sin y 

ferner Cos(R + x+y) = —Sin (x + y)
unb bafür mag gefc⅛t merben

— Sinx Cosy — Cos x Sin y
Sßegeit beffelbeπ ^Paragraphen ift

Cos x = Sin (R + x)
—Sin x = Cos(R+x)

alfo, menn mau fubftituirt,
Sin (R+x + y) = Sin (R+x)Cosy + Cos(R-f-x) Siny
Cos(R + x+y) = Cos(R + x) Cosy—Sin (R + x) Siny 

©ieb ift riφtig, fo lange bie ⅛ormelπ für Sin (x + y) unb 
Cos (x + y) gelten, ©ariit liegt, bafj, menn bie Formeln 
gelten für Sin (x + y) unb Cos (x + y), fie auφ gelten für 
Sin[(R + χ) + y] unb Cos [(R + x) + y].

IV. φurφ I. unb II. ift ermiefeu, baf? bie gorntelii für 
Sin(a+∕5) unb Cos(a+∕9) gelten, menn a unb ß irgenb 
jmei 2Binfel im erfteu Quabranteπ borftellen, Oo eingefφloffeιt. 
©ann gelten naφ III. auφ bie Formeln für Sin [(R+«) + ß] 
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itnb Cos [(R⅛-α)4-∕9], (tυoBci R-j-a 900 unb jeben 5Binfel 
be« freiten üuabranteii repräfentirt). ©e«palb gelten fie naφ 
111. auφ für Sin f(2R4-a)4-/?] unb Cos [(2R ÷a)4- /?], bann 
für Sin [(3Rψa)4-/?J unb Cos [(3R÷a)4-ß] u. f. m. für 
Sin [(nR⅛∙a)-}-/?] unb Cos [(nR4-a)4-/?]; b. ⅛. bie erften ^or≡ 
mein gelten, trenn ber eine Sßintel in irgeitb einem Duabram 
ten, ber anbere im erften liegt. ©eiten bie Formeln, trenn a 
ganj beliebig ift unb ß im erften Ouabranten fiφ befinbet, 
fo gelten fie triebernm ιιaφ III. für Sin [a4-(R4-/?)i unb 
Cos |a 4- (R4- ß)] u, f. f. u. f. f. für Sin [a 4- (nR ψ ß)] unb 
Cos [a 4- (nR 4- /?)], b. fy. für ganj beliebige Sinfel.

Um bie Formeln 3) unb 4) nufere« Safce« allgemein $u 
betreifen, fe⅛eιι trir in

Sin (a + ß) — Sin a Cos ß 4- Cosa Sin ß 
Cos(a + ß) = Cosa Cos ß — Sin a Sin ß 

γ—ß ftatt a; baburφ entfielt
1) Sin γ = Sin (y — ß) Cos ß 4- Cos(∕— ß) Sin ß
2) Cos/ = Cos{γ-β) Cos ß—Sin (/—ß) Sin ß 

unb enttricfeln pierait« Sin (/— ß) unb Cos (/— ß).
SBir mnltipliciren bie (Sleiφuttg 1) mit Cos ß, bie an=≈ 

bere mit Sin ß, ba« liefert
Cos/? Sin/ = Sin (/—ß) Cos βi-∖- Cos (/—ß) Sin /?Cos ß
Sin ß Cos/ = Cos (γ-β) Cos ß Sin ß— Sin (/—ß) Sinβt 

unb trenn trir fubtrapiren
Sin / Cosß—Cos/Sinß — Sin(∕—/?)[Cos/?2 + Sin β'i] ober 

ba naφ §.538 Cos ∕5l4-Sin ß1 = 1 ift
3) Sin (/—ß) = Sin / Cos ß— Cos/Sin ß

2Öir multipliciren ferner bie Θleiφuug 1) mit Sin ß, bie ©(ei* 
φιtug 2) mit Cos/?, fr entfielt

Sin / Sin ß = Sin (/—/?) Sin ß Cos/? 4- Cos(∕ — /?) Sin βt 
Cos/Cos/? = Cos(∕∙—/?)Cos/?2—Sin(∕—β)S∖nβCosβ 

Söeibeö abbirt, liefert
Sin∕ Sinjtf4-C0s∕ Cos/? = Cos(∕ — /?)[Cos/?24- Sin/?2] ober

4) Cos (/—/?) = Cos/ Cos ß4- Sin/ Sin/?
Unb fe⅛eιι trir in 3) unb 4) ftatt /, ba« jeher Sinfel fein 
fantt, lieber a, fo pabeit mir allgemein giltig bie beiben lebten 
Formeln be« Sa⅛eb.

S3ermittelft ber Formeln biefe« Paragraphen irirb ber 
Sinu« unb ber (Sofimt« einer Summe ober einer ©ifferenj 
jtreier SSinfel au«gebrücft burφ ben Sinn« itnb ben ßofinu« 
ber einzelnen ≡infel.
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§. 544.
©ie Formeln

I) Sin α2+ Cos a2 — 1
II) Sin (a + ∕⅛) = Sin a Cos ß-\- Cosa Sin ß

III) Cos(a + ∕2) = Cosa Cos/?—Sin a Sin ß
IV) Sin (a— ß') — Sin a Cos ß—Cosa Sin/?
V) Cos(a — /?) = Cosa Cos /? + Sin a Sin ß

finbeu bei 33ereφnungen, Welche vermittelft trigonometrifφer 
Munitionen angeftellt werben, vielfache 5lnwenbung.

‰S ihnen taffen fiφ anbere ableiten, entweber baburφ, 
bafj man ben Sßinfeln befoubere ^Berthe beilegt, ober ba≈ 
burφ, bav man bie Formeln oerbinbet, ober, inbem beibcS 
gefφielφ. £)ie Weitung ber nothwenbigften Formeln mag 
l/ier folgen:

a) 9)? an fe⅛e in ber jweiteit Formel a ftatt ß, unb fie 
gelφ über in

Sin 2a ≈ 2SinaCosa

ober wenn man — ftatt a fe⅛tzu
Sina = 2 Sin — Cos

ZU Zu

Φiefe Formeln bienen, ben Sinus irgcnb eines SßinfelS 
burφ ben Sinus unb ben ßofiuuS beS h<dlwn SBiπfetS anS≈= 
gubrücfen.

b) Üöirb in III) a ftatt ß gefe⅛t, fo enlftel/t
1) Cos 2a = Cos a2— Sin a2

ober wenn man — ftatt a fe⅛t
2 2

Cosa = Cos^-—Sin^- 
Zu zu

ξ')iernaφ läßt fiφ ber ßofimiS irgcnb eines SBinfelS bιtrφ ben 
SinuS unb ben (SofinuS beS halben SBinfelS auSbrücfen. äßill 
man Cos2a blojj burφ Sina wiebergeben, fo fe⅛e man ιιaφ
I) 1 — Sina2 ftatt Cosa2, unb es entfteht

2) Cos2a = 1 — Sina2—Sina2 = 1 — 2 Sina2 
Unb will mau Cos 2a lebigliφ burφ Cosa auSbrüden, fo 
fφreibe man Wegen I) 1 — Cosa2 ftatt Sin a2. Φaburφ 
entfteht

3) Cos2a = Cosa2—(1 — Cosa2) = 2Cosa*—1
5luS Cos 2a = 1 — 2 Sina2

folgt 1—Cos 2a = 2 Sina2

www.rcin.org.pl



§. 544. 5?on beit trigottotttetrif⅛en ^unttionen. 255

uub -~- ftαtt a gefe⅛t

5lu§
fo⅛t
unb y ftαtt a gefφriebcn

©te Formeln 4) unb 5) finben fiφ αuφ feljr einfαφ, 
inbem man

unb
abbirt unb fubtrafyirt.

ferner folgt, iυei( naφ

c) ©aö 9lbbireu ber Formeln II) unb IV) liefert 

ba$ <Sιιbtrabiren bet Formel IV) von ber 5Vormel II) 

©te (Summe ber Formeln III) unb V) ift 

bie ©ifferenj ber formet V) unb III)

sDlan fe⅛e 

unb cö folgt

www.rcin.org.pl



§. 544.Φierje⅞nteδ Äa^itet.256

©iefe 20ert⅛e fnbftitιιire man, unb es entfielt

‰φ biefen Formeln (äßt fiφ ftatt ber (Summe ober ftatt 
ber ©ifferenj jtveier <Sinuffe ober (Sofiuuffe ein φrobuct fe⅛en. 
(Sie finb von befonberer 2βiφtigfeit.

©ivibirt man bie Formel 5) burd) 7), fo folgt 

unb bie ©ivifton von 7) in 6) liefert

SBirb 9) burφ 10) bivibirt, fo entfielet

©aß φrobuct ber beiben Formeln 5) unb 6) giebt 

ober, tveil naφ a) Sina = 2 SinCosift,
12) Sin/*—Sin <5* = Sin (∕+<5) Sin (/—δ)

©ie 9Jiultiplication ber Formeln 7) unb 8) liefert eben fo
13) Cos<P—Cos/2 = Sin (∕-∣-<5) Sin (/— <5)

d) 9Jιan bivibire bie jtveite Formel burφ bie britte, baS 
liefert
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ober 3αfyler unb 9lenner burφ Cosa Cos/5 bibibirt uitb überall
Tg 1*tatt 8e^t 

©ivibtrf man bie vierte Formel burφ bie fünfte, fo ergiebt 
ficb eben fo 

2ßirb bie brüte Formel bnrφ bie 5rυeite bivibirt, fo entfielt 

unb baraιω, wenn man 3alμer nnb Vcenner biircp bin« bin p 
bivibirt

SSermittelft biefer Formeln brrnft man bie Xangente unb 
bie (Sotangente einer Summe ober einer Φifferenj jweier SÖin- 
fei burφ bie Tangenten unb bie (∑otaιιgenten ber einzelnen 
Söinfel au$.

<Se⅛t man iit 1) unb in 3) a ftatt ß, fo folgt

ßur befferen Ueberfiφt mögen bie bibber entwirfelten 
Formeln unb einige leidet auö i⅛nen ab3uleitcnbe 3uf0mmeιu 
getragen werben:
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‰mmern, toelφe fernerhin angegeben finb, bejie⅛en fiφ 
auf btefe Formeln.

§. 546.
£)te ¾ebuctionen, tυelφe bie Formeln in §. 531 unb 

§. 533 bewirten, (affen fiφ leiφt vermitte(ft bet gemein 3), 
4), 5), 6) auδfiφreπ.
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(5δ fei L 23. Sin(3R4-α3 aeaeben. (S⅛ ift

©ber eö fei gegeben 

2ßäre gegeben

3∏gleiφ erhellet, baß bie auf bem gegenwärtigen 2Bege 
gewonnenen 9fefultate für jebeit beliebigen äöintel a gelten.

$n gleicher SßSeife ergiebt fiφ, baff für jeben Sßinfel a

ift, alfo auφ
§. 547.

aijo
Sina+Sin^+Sin7 = 2[Sin⅛(a-}-∕S)Cos⅛(a—∕2)4-Sin4∕Cosi∕] 
‰φ ber 25orau^fe⅛ung ift 4 (a÷+ = R, f0X9(iφ

Si∏i(a÷∕⅛) = Cos ⅛γ, uilb Sin ∣∕ = Cos⅜(a÷^) 
©iefe 2δert⅛e fubftituire man, unb eö entfielt 
SinaψSin^+ Sin∕ = 2C0s4∕[C0s4(a— ^)÷Cos∣(a⅛∕5)] 

= 4Cos⅛a C0s4itf Cos-⅛∕ (17)
ßben fo ergiebt fiφ bie zweite Formel.

§. 548.
2luδ ber (9leiφung

a Sin xψb Cos x = c
läfjt fiφ Sin x entwitfeln, wenn /1— Sinx2 ftatt Cosx ge
fegt wirb; ober Cosx, wenn man Sinx burφ ]/l— Cosx2 
erfe⅛t. 3∏ι erfien 3all entfielt_ _ _ _ _

a Sin x + b/1 —Sin x2 = c
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ιmb hierauf folgt

Slehnliφ im anberen $all.
$ür bie 53ereφnιmg mit Logarithmen ift bcr gefunbene 

Slubbruct imbequem, .ft’ommt eb πiφt bαrαuf an, gerabe Sin x 
ober Cosχ ju entwicfelit, fo tarnt man folgenben SBeg ein- 
fφlagenι 90fian biribire bie Θleiφung bιtrφ a ober bnrφ b, 
etwa bιtrφ a, imb eb entftebt 

©ie Tangenten burφlaufen alte Scrt⅛e von —<χ> bib + ∞ι 
beötjalü giebt eb einen 20infel γ, beffen ©angente — ift, uitb 
ber in ben trigonometrifφen ©afeln tarnt gefunben werben. 
SJIait fe⅛e Tgφ ftatt —, imb eb entfielt 

ober, mit Cos φ multiplicirt,

Φιtrφ ben 2δertfy für Sin (c∕>÷χ) finbet mau rermittelft ber 
©afelit ben Sßintel y>÷x, imb bann x, wenn mau φ fubtrtφirt. 

§. 549.
(Sb fei ein 2δinfel x bιιrφ eine von ben feφb gimftioiien 

Sin, Cos, Tg, Cotg, See, Cosec gegeben. <Sφliefen wir bie 
S33intel attb, welφc 360° überfteigen, fo bleibt ber 2Bintel x 
infofern nubeftimnit, alb er in einem ober in einem anberen 
©uabrauten liegen tarnt, beim jebe bcr angeführten gunftionen 
ift in jwei ©uabranteit pofitiv ≡b in jwei ©uabrauten negativ.

©eit Eintel 31t beftimmen finb jwei ftunttionen erforber- 
liφ, welφe uiφt in jwei Duabranteu baffelbe 93orjeiφeιt ge≈ 
meinftbaftliφ führen. Bwei beftimmeube ⅛unttionen finb
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Es feien j. 53. Sin unb Cos gegeben. ©inb beibe Muni* 
tionen pofitit>z fo liegt her SBinlel im erften Duabranteit, finb 
beibe negativ, iin britten. 3ft ber ©inuS pofitiv, ber Eofi* 
mtS negativ, fo befinbet fiφ ber S33inlel im ^weiten Duabrau* 
ten; ift ber ©inuS negativ, ber EofinuS pofitiv, fo liegt ber 
2δiulel im vierten.

^äufig finb fonftige Umftänbe belannt, welφe ^ur 53eftim=≈ 
mung eines 5BinlclS beitragen. 23oφigliφ ju beaφten ift ber 
Mall, baf⅛ ber SEßiulel χ niφt ISO0 erreichen lann, rt>ie 3. 53. 
trenn er einem ©reiecf angeliört. $n biefem gall reiφt jebe 
Munition jur 53eftimmung beS SBinlelS ans, wclφe in ben 
beiben erften Duabranten verfφiebene S3orjeiφen führt, alfo 
jebe ber Munitionen

Cos, Tg, Cotg, See.
Sin ober Cosec allein beftimmt ben 5δinfel niφt, aber burφ
Sin ober Cosec ift ber 50inlel feftgeftellt, weil < 90°, Δ Δ Δ
fo lange χ<18Oo.

Sinv ober Cosinv, als ftets pofitiv, läfct ben Cuabranten 
unentfφieben. 5lιtφ lann eine biefer Munitionen in 53erbinbuug 
mit einer ber feφs oben angeführten niφt jur 53eftimmuug beS 
2BinlelS bienen, weil bann immer beibe Munitionen in jwei 
Suuabranten baffelbe 3eiφen (+) gemeinfφaftliφ führen. Sinv 
ober Cosinv ift nur brauφbar, wenn fonftige Umftänbe ben 
Duabranten feftftelleu.

5luS ben trigonometrifφen tafeln taffen fiφ bie Muni* 
tionen Sin, Cos, Tg, Cotg eines jeben Sßinlels entnehmen, 
unb umgelehrt, vermittel^ ber tafeln lann jeber 5Biιιlel er* 
halten werben, für welφen beftimmenbe Munitionen ermit* 
telt finb.

§. 550.
Hebungen unb ^raltifφcS.

1) 5ßie wirb ein 5δiπlel beftimmt? 5öie wirb ein 5δinlel 
betraφtet bei ber Erweiterung beS 53egriffS?

2) 5ßaS verfielet mau unter bem Sinus unb unter bem Eo* 
fimiS eines ⅛⅛en Sßinlels? deshalb ift burφ ben SiituS 
ober bnrφ ben EofinuS ein fp⅛er 5δinlel beftimmt? 5ßie 
finb bie 53egriffe beS ©inuS unb beS EofinuS erweitert 
worben? ©inb bei ber Erweiterung in abfoluter ξ)infiφt 
neue 3ahlemverthe für ©inuS unb EofinuS hervorgegangen? 
3ft bei bem erweiterten 53egriff beS ©inuS unb beS EofinuS 
burφ ben Sinus ober burφ ben EofinuS ein 5δinlel be* 
ftimmt? 5Belφe 53orjeiφen l)at ber Sinus, welφe ber 
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(£ofinu$? Sie viele Sinlel gehören 31t einem gegebenen 
Sinus, ober ju einem gegebenen (SofinuS?

3) SαS verftehen mir unter ber Tangente, ber ßotangente, 
ber Secante, ber Sofecante, bem <SinuSverfuS unb bem 
(SofinuSverfuS eines Sinlels? Sie mirb bie ⅛angente ccn- 
ftruirt, mie bie Secante, ber ©iiutsoerfus? Selφe SSor=≈ 
geiφen haben Tangente, Uotaugente, ©ecante, ßofecante, 
iSinuSverfuS, (SofinuSverfuS ?

4) Selφe Sertl)e burφlaιιft ber Sinus, ber φofiπuS, bie 
Tangente, u. f. m.?

5) Senn jmei Sinlel 3ufammengen0mmen einen geftrecften 
Sinlel auSmaφen, mie finb bie ©inuffe ber Sinlel befφaffen, 
mie bie Sofinuffe, bie ⅛angenten u. f. m.?

6) Senn bie Summe jmeier Sinlel einen reφten Sinlel be
trägt, bιιrφ melφe Munitionen beS anbereit Sinlels brücft 
fiφ ber Sinus, ber (SofinuS, bie Tangente tt. f. m. beS einen 
Sinlels aus?

7) Sie entfielt ein Sinlel, beffen Wfιaafj eine negative $atyl 
ift? Sie laffen fiφ bie Munitionen negativer Sinlel burφ 
Munitionen pofitiver Sinlel anSbrüden?

8) Selφe (Gleiφungen finben 3mifφen ben aφt Munitionen 
eines Sinlels Statt? Senn eine Munition eines Sinlels 
gegeben ift, mie läfjt fiφ jebe ber übrigen finben?

9) SaS ift Sin(a-∣-∕S) unb maS ift Sina + Sin/?? SaS ift
Sin (a—/9) unb maS ift Sina—Sin/?? SaS ift Cos(a-]-∕9) 
unb maS ift Cos a +Cos/9? SaS ift Cos (a— /9) unb maS 
ift Cos a— Cos /9? SaS ift Cos a2+Sin a* unb maS ift 
Cosa2—Sina2? SaS ift Sin 2a, unb melφe s2(uSbriide 
hat man für Cos 2a? SaS ift 1 + Cos a unb maS ift 
1 — Cosa? SaS ift Tg(a-f-∕9), Tg (a—ß), Colg (a÷∕9), 
Cotg(a—ß), Tg2a, Cotg2a? SaS ift 2 Sin a^-- Cos “■ ?

2Bαδ ift 2Sin ^-i^Sin unt> tυαδ ift 2 Sin ** j^Sin^-^?
Δ Δ Δ Δ

u. f. w.
10) ⅛ie lαffeπ fiφ feie nad)ftet)eιιbeπ Formeln Verleiten?
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Funfzehntes Kapitel.
Trigonometrische Berechnung der Dreiecke.

§. 551. Aufgabe.
Die Hypotenuse eines rechtwinkligen ©reietfs fei a, einer 

t>er f≠⅛en Üöintct fei a, man feil bie Äatljeten nnb ben 3n= 
fyalt beS ©reietfs berechnen.

?luflöfnng. ©ie bem Sßintet « gcgenitberliegenbe Äa- 
tfyete fei x, bie anbere y. ©amt ift

— = Sin aa

— — Cos aa
fotgliφ 1) x = a Sin a

2) y = aCosa 
©er 3nfyα(t beS ©reietfs ift bas Ijalbe ^3robnct ans ben ^a≈ 
treten, bemnaφ gleiφ

a2Sin a Cos a
2

©ie ‰fultate unter 1) unb 2) fommett oft jur s2lmυen- 
bnng. ¾aφ ifynen ift jebe S?'att?etc gteiφ bem ^robnct ans bcr 
ξ)typotenufe in ben @innS beS SßinfelS, tυelφer ber Äatfyete 
gegenüberftefyt, ober in ben (SofinuS beS an ber Sfat⅛ete tiegen
beit fp⅛eπ SßintelS.

§.552. Aufgabe.
(Sine itatfyete eines reφttvin∏igen ©rciecfS fei a, ber an 

ifyr liegenbe fp⅛e SSinfet a, eS folt bie anbere JTatfyete, bie 
φtypotenufe nnb ber 3∏fyalt berechnet toerben.

Slnflöfititg. (Ss bejeiφne x bie anbere Äatljete, y bie 
©btootennfe. ©aitn ift
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9‰ιι bivibire bie erfte <Bleiφuιιg bιtrφ bie jlveite, baS liefert

1) ” = Tg«
alfo 2) x = aTga

3lιιβ ber streiten Φleiφιιng folgt
3) y = ——— = aSeca ' j Cos a

©er 3ζιφαlt be$ ©reiecfs ift baö l;albe ^βrobuct aus ben 
^αtf}cteπ, αlfo gleiφ

a2 Tg a
2

SSäre ftatt beS an ber Äatljete a liegenben fp⅛btt Sßiiv 
leis « ber iljr gegenübertiegeubc Sßinfel ß gegeben, fo trürbe, 
weil Tga gleiφ Cotg ß unb Cosa gleiφ Sin/? ift, (§. 532) 

fein, unb ber 3nljαlt gleiφ
a® Cotg ß

2
©ie 9tefultαte unter 1), 2), 3) fommen oft jur s2l∏' 

wenbung.
§. 553.

1) SBenn in einem Greife, beffen ∑)urφmeffer d ift, eine 
beliebige Seltne a gebαφt wirb, unb irgenb eilt ^eri∣φerie* 
WinJet a ber ©eljite, fo ift

a = d Sin a
Oft 0⅛∙ 234 bie <Setyue ιιiφt X)ιtrφmeffer, fo gehört ,μt 

φr eilt fpi⅛er ^eriptjeriewintel, wie BGE, unb ein ftumpfer, 
BCE, unb cö ift BGE÷BCE = 2R, alfo Sin BGE = SinBCE. 
≡αιt beute ben Φurφmeffer BF ttttb bie Seljite EF, itub es 
ift BEF ein reφter Sßiitfel, beSl)αlb nαφ §. 551

a = d Sin BFE 
mithin αuφ a == d Sin BGE = d Sin BCE.

Oft bie ©efytte Φurφmeffer, fo ift jeber φrer φeri∣φerie* 
Winfel ein reφter, alfo dSin a = d Sin 90° = d.l = d.

2) Sinh ba⅛er Oig. 235 a, b, c, bie brei ©eiten eines 
φreiecfs, «, ß, γ bie i⅞nen beφefyliφ gegenüberfte^eubeii SBiιt<≈
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fei, unb bejetφπet d ben Φurφmeffer bes ÄrcifeS, we(φer um 
bas ©reiecf liegt, fo ift

a = dSina, b = dSin/J, c = d Sin y.
§. 554.

(Ss feien $ig. 236 a, b, c bie brei «Seiten trgenb eines 
©reietfs, α, ß, γ bie φnen beφepliφ gegenüberftepenben Söinfel. 
SS ift

1) a Sin ß = b Sin α
2) a Cos ß + b Cos a = c

9Jιαn pat
Sina Sinß — Sinß Sina 

©er Φurφmeffer bes Ä'reifeS, tt>elφer um bas ©reied liegt, 
fei d unb es folgt

d Sin a Sin ß = d Sin ß Sina 
ober wegen beS vorigen Paragraphen

a Sin ß = b Sin a 
Leiter ift

Sina Cosß+ Cosa Sinß = Sin(a-f-∕S) — Sin y 
alfo dSina Cos∕jl + dSin/?Cosa = dSin^ 
ober a Cos/?+b Cosa = c

©iefe Verleitungen gelten, Wie auφ bie Sßintel a unb ß 
befφaffen fein mögen. 5luφ vermittelft §. 551 ergeben fiφ 
bie Φleiφungen einfaφ, wenn man attS bcm ΦurφfφnittSpuntt 
ber Seiten a unb b eilte Normale auf bie Seite c fällt; man 
muß bann aber, je naφbem einer ber Sßinfel ait c, etwa ß, 
ein fpi⅛er, ein reφter ober ein ftumpfer SSinfel ift, brei ^älle 
befcnberS betraφten.

9lιtS ber erften (⅛leiφung folgt bie Proportion 
a : b = Sina : Sin ß

b. h∙ jwei Seiten eines ©reiecfS verhalten fiφ, Wie bie Si* 
nuffe ber Sßinfel, welφe ihnen gegeiiübcrftepen.

ferner ift a : c = Sin a : Sin y 
bapcr folgt a : b : c = Sin a : Sin ß: Sin y
b. ⅛. bie brei Seiten eines ©reiecfS verhalten fiφ, wie bie 
Sinuffe ber ihnen gegenüberftepenben SBinfel.

§. 555.
Sinb a, b, c bie Seiten eines ©reiecfS, a, ß, y bie ihnen 

beιiebliφ gegenüberftebenben 2Binfet, fo ift
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ober, was bαffe∏>e fαgt
1) (a + b) Sin = c Cos

2) (a—b)Cos-^- = c Sin
¾αφ bem vorigen ^αrαgrα∣φ verhält fiφ

a:b:c == Sina : Sin/?: Sin/
©arauS folgt a4-b:c = Sin a⅛Sin j⅛: Sin γ

— 2Sin ft^j~ffcos- .2Sin~Cos^
2 2 2 2 

φier fyebt fiφ Sin gegen Cos⅜-, baj + y÷⅜ = 90° 

unb man I;at bie gormel 1). geruer folgt
a—b:c = Sina — Sin/?: Sin/

= 2Cost*φ--Sin -^:2Sin -^-Cos-^-
2 2 2 2

= Sin^:Cosf
unb baS ift bie gönnet 2).

©ie gormeln 1) unb 2) wollen wir bie (9auBfφen 
<35teiφιtngen neunen. Sie taffen fiφ borφeiφaft anwenben.

§. 556. Aufgabe.
rgwei Seiten eines ©reietfs feien a unb b, ber von ifynen 

gebilbete Eintet fei /, man foll bie britte Seite, bie anberen 
50infel unb ben 3nfyalt beS ©reiecfs berechnen.

¾uflofung. ⅛S ift gig. 237
x Sin y = a Sin /

x Cos y 4~a Cos / = b.
Um χ ju entwitfeln, muffen Sin y unb Cosy elimi.nirt wen 
ben. 3lt bem (5nbe f⅛e man in ber ^weiten G)leiφung 
a Cos / reφts hinüber, unb quabrire bann beibe Φleiφιιngen. 
Φaburφ entfielt

x2Sin y2 = a2 Sin ∕2
x2Cosy2 = b2—2ab Cos ∕ + a2 Cos ∕2

unb wenn man abbirt
(Siny24-Cosy2)x2 = (Sin∕2+Cos∕2)a2 + b2—2abCos∕ 

ober weil Sin2 + Cos2 = 1 ift
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©er ¾ιtSbrmf für x ift jur ‰eφnung mit 8ogαritl)men 
niφt bequem. (Sine beffcre (⅛5eftalt nimmt er au, wenn man 
(a4-b),—2ab ftatt a24-b2 fe⅛t, unb rebucirt. (5$ entfte⅞t 

x® = (aψb)*—2ab — 2abCosy
= (aψb)2—2ab(l+Cos∕)

2) x® = (a÷b)*-4abCos-^-2 (11)

©ber man fe⅛e (a—b)24-2ab ftαtt a2-f-b2, unb es entfielt

©er 2Binfel y Yυirb aus beit oberen Θ(eiφungen erhalten, 
wenn man in ber jweiten a Cos γ auf bie reφte ©eite fe⅛t, 
unb bann bie erfte burcb bie anbere bivibirt. (SS entftebt 

©er britte 2Siιιf'el finbet fid), fobalb y ermittelt ift, in ber 
©ifferenj 2R—γ- y.

©er SluSbrud für Tgy ift jur 53ereφnung mit Soga- 
ritljmen niφt wotylgeeignet. ©esljalb noφ folgenbe 53eftim≈ 
mimg ber SSinfel y unb z. ßs berfyält fiφ 

ba⅛er
ober

ober ba 

hieraus folgt 

23ermittetft ber ©afeln finbet man je⅛t 

unb es ift 

folgliφ
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©ie ξjiφe beS ©reiecfs, ιυetφe jit b gehört, brütft fidj 
αuδ burd; aSin γ∙, bet 3ιφalt beS ©reieds ift bafyer

6)
©ie ‰fultαte unter 1), 4), 6) finb ju werten.
9lnbere Sluflöfuug. ‰φ ben Θαιφfφen ^teiφun- 

gen ift

SQian quabrire biefe ®leidj>ungen unb abbire fie, unb eb ent= 
fteljt unter Slnwenbung ber formet §. 545 1) 

ein ‰Sbrιttf, welcher bequemer jur numerifφen ‰eφnung 
ift, als ber unter 1). ferner bioibire man bie untere G5(ei= 
φung burφ bie obere, bas liefert 

unb ba$ ift ber ‰bbrιuf unter 5). ¾ιιb ber Φleiφuπg 7) 
ergiebt fiφ bie (SMeiφung 2), wenn man Si∏4∕2burφ 1—Cos∣∕, 
erfe⅛t, bie ^teiφung 3) inbem man Cos burφ Sin auSbriicft, 
unb bie 1) wenn man bie Mammern löft unb §. 545 1) an≈= 
tnenbet. entfielt

Sefyr einfaφ ergiebt fiφ x mit ξ)ilfe ber ^ßrojection von 
einer ber gegebenen Seiten auf ber anberen. 3ft namliφ v 
bie ^rejectiou bon a auf b, fo ift naφ §. 119 unb §. 120 

x1 = a*4-bl=p2bv
toäljrenb ±v fiφ immer burφ —a Cos y aitbbrücft, ba= 
fyer atfo

§. 557.
(£s feien a, b, c bie Seiten eines ©reiecfS, γ fei ber 

Sßintel, weldjer ber Seite c gegcnüberfteljt, unb h bie ξ)blje 
jur Seite c; bann ift
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,s

©ie Φteiφungen 1) uub 2) finb Umformungen her @lei= 
φιtngen 2) unb 3) im vorigen Paragraf eit; fie ergeben fiφ, 
wenn man c ftatt χ fe⅛t nnb bte lebten ©lieber reφtδ ent* 
ivi(felt. ‰φ 6) im vorigen Paragraf ift

©iefen 2δertl) fe⅛e mau in 1) unb 2) für ab, unb e$ ent* 
fielen bie Θleiφungen 3) unb 4).

§. 558. Aufgabe.
SSon einem ©reiecf feien gegeben eine ©eite unb jivei 

SßSittfef, man fotl bie anberen ©eiten, ben brüten 2ßinM unb 
beit 3ntyalt berechnen.

¾ufl0fnng. ©er britte Sßintel ivirb erhalten, wenn 
man von 2R bie Summe ber beiben gegebenen Sßiufel fitb- 
trafyirt. 9Jlan bejeiφne bie gegebene ©eite mit a, bie au ifyr 
liegenben Sßintel mit ß unb /, beit it?r gegenüberltegeitben 
üßiutel mit a, bie ©eite, tυe⅛e ß gegenüberftefyt, mit x, bie 
britte ©eite mit y. ©attn verhält 'fiφ

beSfyalb ift 
ferner

unb baraιιδ ift
©er 3∏I)alt brürft fiφ naφ §. 556 6) auö burφ 

ober, für x ben SÖertfy gefe⅛t, bιιrφ
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§. 559. 5lnfgαbe.
©ie brei ©eiten eines ©reiecfs feien a, b, c, man feil 

bie 2Binfel nnb bett 3∏ljalt berechnen.
51 uf lö fnn g. ©er 333infet, rυelφer c gegenüberliegt, fei x, 

nnb man ljat naφ 1) in §. 557
r, x 1-∣∕(a + t> + c)(a+ b—-c)
c°sτ = V------ ⅛-------

ober naφ 2)_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
Sin Λ = . |/(a-b + e)(-a + b_+c)

2 2 r ab
©ie SGßttrjeln finb pofitib ju nehmen, weil ⅜x Heiner ift 
als 90°.

©urd? 33ertaufφnng ber 23uφftaben ergeben fiφ bie an- 
beren 2δinfel.

©er 3ntyalt beS ©reiecfs ift 

ober, Wenn matt bie oberen S83ertb>e fubftitnirt, gleiφ 
l)∕(a + b⅛ c)(a + b — c)(a — b⅛c)(— a + bψc) 

welches bereits §. 445 gefunben wnrbe.

§. 560.
3n>ei ©eiten eines ©reietfs feien a unb b,'ber SöinTel, 

iυelφer a gegeniibcrliegt, fei «, man foll bie britte ©eite, bie 
anberen SBintel nnb ben 3nfyalt berechnen.

§Iuflöfung. ®ie britte ©eite merbe mit x, ber b ge< 
geniiberfteljenbe ^ßinfel mit y, ber x gegenüberfte^enbe mit z 
bejeidjmet. Φann ift

aSin y = b Sin a
x == b Cos a + a Cosy 

a Sin z = x Sin a
¾uS ber erften GHeiφuπg folgt

n o. b Sin a1) Sm y = --------a
baber ift
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9D7αn fe⅛e tiefen SBert⅞ ftatt Cosy in ter ^weiten ®leid;mig. 
©ad liefert 

©ie SSurjel muß fwfitiv ober negativ genommen werten, je 
nacktem Cosy pofitiv oter negativ ift. Oft a größer alt b, 
fo ift y Heiner alt R, mit Cosy pofitiv, alfo aud; tic SÖnr- 
jel. Oft a Heiner alt b, fo f'ann y foWoljl fp⅛ alt ftumpf 
fein, ter (⅛ofinut alfo pofitiv oter negativ, nut tarnt gelten 
für tie Sßurjcl beite Sβoηeidj>cιι.

‰t ter triften ®leid;mig ergiebt fid;

oter 
©er O∏⅛Λlt triidt fid; aut turd;

Wetdjet gleid; ift

§. 561.
Hebungen nut φraftifφet.

1) Sßenit tie tptyßotcmife einet red;twinHigen ©reiedt a, 
einer ter fpi⅛en Sßiulel a ift, wie trüden fid; tie Aiatl;e= 
ten tet ©reicdt aud, mit lvem ift ter Oιφ<dt gleid;?

2) Syenit eine yΓafi)ete einet red;tivbilligen ©rciedt a ift, 
ter taran licgcnte fpi⅛e SBiidel a, wie triidt fid) tie 
antere $atl;ete ant, wie tie £)t;potennfe, wie ter On^lt? 
Hut Wie trüden fid; tie (Seiten ant, wenn niφt ter an 
ter Äatl;ctc a liegente ^Bildet a, fentern ter il;r gegen® 
Überliegente äßiidel ß gegeben ift?

3) 2BeId;e ®leid;uugcii finten jwifφen ten trei Seiten einet 
©reiedt mit ten Omiftionen ter Sßinfel Statt?

4) Sßenn jwei Seiten einet ©reiedt a mit b fint, ter 
äßintel, weld;en fie bitten, a ift, wie triidt fid; tie tritte 
Seite ant, wie ter On⅛a^^ Sßeldje Φleiφung fintet 
außertem Statt?

5) SBenn eine Seite einet ©reiedt a ift, mit tie taran lie≡ 
genten SSJinfelZ? mit γ fint, wie trüdt fid; ter Onbalt aut?
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6) Mßill man baδ G5efe⅛ §. 556 4) ans ber ftigur abfeiten, 
fo fdjfage man $ig. 238 mit ber ffeineren Seite b einen 
SpalbtreiS, jiepe bie Sctync GE, nnb CH parallel mit GE. 
StlSbann ift CF = a÷b, CG = a—b, Z_ FEG = R, 
Z_FHC = R, Z.FCH = Z_ FGE = ⅛ΔFDE = ≡⅛,

XU

ΔECH = Z-FCH-y = ⅛I-y = nnb eβ

verhält fid;

ober

7) 3roei Seiten eines ©reieds feien 305,9 nnb 216, ber 
Sintel, wcld/cn fic bifben, fei 63° 10', man foll baS Φrcied 
beredeten.

3nnadη^t beftimme man bie SÖinfet x nnb y, von benen 
ber erftere bcr Seite 305,9 gegennberftefyen mag. ©a$n 
fyat man

9tun ift

affo

nnb ba

ßebt bat man für bie britte Seite z
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(Sδ ift aber

©er 3nfyalt ift 
unb man fyat

alfo ift her 3n⅛att gleiφ 29479,9.
8) Sßon einem ©reied fcieit gegeben eine Seite gleiφ 658,5 

nnb bie barait liegenben Sßinfet gleid; 120° 15' nnb 26° 10' 
man feit bas ©reied berechnen.

©er britte ≡nfel ift 18Oo-146025' = 33035'.
Gs bejeiφne x bie Seite, welche bem ftumpfen 2δinfet 

flegenüberftebt; man tjat

Gs ift

δ-iir bie britte Seite y bat man

atfo

unb eß ift
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©er 3∏⅞αlt ift

nnb eδ ift

mithin her 3ιφalt 149311.

9) ©ie ©eiten ciiieö ©reiecfS feien 65, 56, 28, matt füll bie 
Sinfel berechnen.

(*g bejeiφne χ ben 3Binfeb, lvelφer ber ©eite 65 gegen- 
iiberftefyt, bann ift

unb e⅛ ift

gür ben Sinfel y, welcher ber ©eite 28 gegeniiberfte⅛t, 
fyat man
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Unb eδ ift

©er bιittc 2δinfcl crgiebt ftφ nun in 180u—x—y 
= 590l'56".

10) ,βivei ©eiten eines ©reiects feien 259,3 nnb 95,81, bet 
2δinfcl, welcher ber größeren gegennberfte⅛t, fei 137015', 
man folt bas ©reiccf berechnen.

©er Sßinfcl, iυe(φcr ber Heineren von beit gegebenen 
©eiten gegeniiberftetjt, fei y. ßs verhält fiel;

bafyer ift

nnb man fyat

©er brittc 2Binfcl ift 18Oo-137015'-∙y = 28013'28". 
3’ür bie britte ©eite x bat matt

baranS x ==
unb es ift

Logx = 2,2568540 
beβ⅛alb x = 180,65

www.rcin.org.pl



278 gunf3ebπteδ Sαp. S∏0∙ 93cκ⅛∙ ⅛- ©reiede. §. 5θl.

©er <Vnfaιlt bcS ©reiecfs ift

nnb mir fyaben

fotgliφ ift ber 3ιφαlt glciφ 5874,58.
11) ©ie ξφpotenιιfe eines reφttυinfligen ©rcieefs fei 59,87, 

einer ber fp⅛en ©intet 37° 18', man feil baS ©reieef 
berechnen.

©er anberc fρ⅛e ©intet ift 520 42', bie ßatljeten finb 
36,28—. 47,62 — , ber $nl)att ift 863,93 —

12) Sine Λtatfyete eines reφttt>inftigen ©reieefs fei 274,243, 
ber an it;r liegenbe fp⅛e ©intet 43° 18'20", man foll baS 
©reieef bereφnen.

©er anbere fpi⅜e ©infel ift 46° 41'40", bie anbere $a* 
tljete 258,483, bie ξφpotennfe 376,859.

13) ©ic ξφpotenufe eines rcφtwinftigen ©reierfS fei 376,8, 
bic eine ftattycte 324,36 man foll baS ©reieef bereφnen.

©ic anbere 5iaφete ift 191,75, ber fp⅛e ©infel, n>etφer 
an ber gegebenen ⅛atfyete liegt, 30°35'25".

14) ©ic Statuten eines rcφtιυinfligen ©reiccfs feien 159,3, 
378,95, man foll baS ©reieef bcreφnen.

©ic φtypotenπfe ift 411,07, ber ber Heineren 5taφcte 
anliegenbe ⅛⅛e ©infel 670ll'58".

15) 3roei «Seiten eines ©reiecfs feien 678 nnb 429, ber 
©infel, ioelφen fie bilben, fei 53° 18', man foll baS ©reieef 
bereφncn.

©ic brittc Seite ift 544,12, bie anbereit ©infel finb 
87029'31" nnb 39° 12'29".

16) (Sine Seite eines ©reieefs fei 35,79, bic baran liegen* 
ben ©infel feien 31037'46", 1O8°1O'1O", man foll bie 
anberen Seiten finben.

Sie finb 29,078, 52,683.
17) ©ie brei Seiten eines ©reiecfs feien 360, 378, 400, 

man foll bie ©intet finben.
Sie finb 5502'18", 59022'26", 65’35'16"

18) 3mei Seiten eines ©reieefs finb 568,91, *507,32, ber 
©intet, tυelφer ber größeren biefer Seiten gegeniiberftefyt,
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§.562.563. <Seφ0je^∏teβ v<tαp. Tv⅛. 23eveφ. b. ¾'iel. :c. 279

ift 63015'12", man foll bie britte Seite nnb bic Eintel 
finben.

die britte Seite ift 572,431, bet SBinfcl, iυelφer 507,32 
gegenüberftet}t, 520 46' 51".

19) 3iυci Seiten eines dreietfs finb 363, 489,87, bcr 5Bin- 
fei, tt>clφcr ber Heineren Seite gegenüberftefyt, ift 38° 12', 
man feit ben SBintel finben, welφcr ber größeren gegen* 
überfielt.

(Sr ift entmeber 56°34'6" ober 123° 25'54".

Sechszehntes Kapitel.
Trigonometrische Berechnung der Vierecke und Vielecke.

§. 562. Aufgabe.
Zwei zusammenstotzende Seiten eines Parallelogramms 

feien a nnb b, bcr Eintel, mclφen fie bilben, ift a, man foll 
bie diagonalen nnb ben 3ιφalt bereφnen.

¾ιιflofnng. die diagonale, iυclφc bem SBintel a 
gegeiiiiberliegt, ift naφ §.556 gleiφ

∣za2⅛b'i—2abCosa
bic anberc diagonale ans einem ber dreieefe, in lυclφe fie 
baS Parallelogramm jerlcgt, glciφ

βza24-b2— 2ab Cos(2R— a)
= ]za2+ b2-f-2ab Cosa

die $ßpe bcS Parallelogramms, Welφe auf b ftetyt, ift aSina, 
besfyaib fein 3ιφalt

abSina.

§. 563.
die vier Seiten eines SßieretfS, iυclφcS in einem Streife 

liegt, feien a, b, c, d, man foll bie Sföinfel nnb beit 3ιφalt 
berechnen.

¾nflofnng. der SCßinfel, iυelφcn bie Seiten a nnb 
b ci1ιfφlief3en, fei x, bann bilben c nnb <1 ben SBintel 2R—x. 
das dnabrat ber diagonale, mclφc biefen Sßinteln gegen* 
nberftept, briieft fiφ naφ §.556 2) ans bnrφ

(a-∣-b)2—4abCos⅛x2
nnb nαφ 3) beffelben Paragraphen bnrφ

(c—d)24-4cdSin(R — ∙⅛x)2
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280 <Seφ3jeljπte8 §. 5G4.

£)cdjer ift

Ober man brücfe baS Dnabrat bcr diagonale naφ jenen 
Formeln aus burφ 

unb burφ
nnb eS entftebt

©beit fo finben fiφ bic anberen SBintel.
©er 3ιφalt beS Sßierecfs briieft fiφ ans burφ 

ober, wenn man bie 2Berφe für Sin — nnb Cos — fnbfli- 
tuirt bnrφ

Sinb a, b, c, <1 bie Seiten eines 23ierecfS $ig. 239, a, 
ß, γ bic SBinlel beffelben, welφe von d nnb a, a nnb b, 
b nnb c gebilbet werben, fo ift
1) a Sin a-J-b Sin (a+/? — 2R)-f-c Sin (a⅛-β-∖-γ— 4R) = 0
2) aCosa + bCos(« + /5—2R)ψcCos(a-f-β+γ—4R) = d

2)ιan fälle bie Normalen FL, GM, FN, nnb man ljat 

b(φer 
ferner ift 
alfo
ober 
folgliφ ift

ferner bat man
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§. 565. 2τigo∏om. 33ereφnung b. 5>iexecfe π. Φietecfe. 281

fo⅛Hφ
a Cos a + b Cos (α 4- β — 2R) -f- c Cos (a 4- ß 4- γ — 4R)

= EL-f-FN+MH = d
©ie (Gleichungen gelten für jebe$ beliebige 23icrecf, nnb 

fie mcrben bei jebem einzelnen naφgcmiefen vermittelft ‰r= 
malen, bie man conftrnirt, mie eδ fyier gefφe⅛en ift.

ift
Sin (« + /5—2R) = —Sin («4-/5) 
Cos(a4^∕5—2R) = —Cos(a4^∕5) 

nnb, meint mir ben vierten 2Binfel δ bcö 23icrecfδ cinfiifyren, 
Sin (a + /?+y—4R) = Sin (—J) = —Sin <5 
Cos(aH-β÷∕—4R) = Cos(—δ) — Cos<5 

©iefe Ukrtfye fnbftitnirc man oben, nnb cö cntftetyt
3) aSina — bSin(a⅛^) — cSin δ = 0
4) aCosa—b Cos (a 4-/5) 4-c Cos <5 = d

$n ber le⅛ten gorm merbcn mir unβ bcr (⅛leiφnngcn be≈ 
bienen.

§. 565. Aufgabe.
35on einem Sßierecfe finb brci ©eiten nnb jmei Eintel 

gegeben, man feil bie vierte ©eite, bie anberen SBinfct nnb 
ben 3n⅛alt berechnen.

¾nfl0fnng. £>ie Slufgabc bietet verfφiebene gälte bar 
naφ bcr Sage bcr gegebenen Üöinfel jn ben gegebenen ©eiten.

I. £)ie gegebenen 2δintel mcrben von ben gegebenen 
©eiten gebilbet gig. 240.

9taφ bent vorigen φaragrab⅞ ljat man bie G5leiφnngen 
bSin ß—cSin (/> + /)—xSin y = 0 
bCos,5—cCos(∕J4-∕)+xCosy = a 

ober
xSiny = bSin/5 — cSin(∕54^y) 
xCosy = a—b Cos /54-c Cos (/54-/) 

9Jlαιι qnabrire beibe G)teiφnngen nnb abbire; ba$ liefert 
x2 = a24^b*4~θ2—2 ab Cos ß 4- 2ac Cos (/54-/)

—2bc[Cos∕5Cos(∕54-∕)4-Sin∕5Sin(∕5÷∕)] 
ober
1) χ2 = a24-b24~c2 — 2abCos∕54-2acCos(∕54-∕)— 2bcCos∕ 
nnb Φivifion gemährt
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282 ® e φ $ j e l> n t c δ fι α p i t e l. §. 565.

©er 3∏fyαlt be$ 53iered⅛ ift
4 [axSin y + bcSin γ] 

ober, für xSiny beπ cbcren 333crtfy gefegt,
3) 4 [≡b Sin ß— acSin (β-∖-γ) ⅛ bcSin y]

II. ©ie gegebenen SGßinfel befinben fiφ an ber einen 
bon beit gegebenen ©eiten, tυclφe mit ber unbekannten ©eite 
Sufammenftoßen, gig. 241.

T0,ι'an tyat bic Φletφungen 
aSin a — bSin (a-↑-β)— cSin y = 0 
aCosa∙—bCos(α + ∕⅛)+cCosy = x 

‰S ber erfteu ©leidjung folgt

baljer ift 

©iefen 2δertfy fubftituire man in ber jiveiteu ®leitf;ting, uub 
es entfielet
2) x = a Cos a—b Cos(a-J-/?) =t]zc2— [a Sin a—b Sin (α+∕50]2 
©er 3in⅛alt ift

4[abSin∕J-f-cxSiny]
ober bie Serttje aus 1) uub 2) fubftitnirt
|[abSin β-!r [aSina — b Sin (a + $] (a Cosα — b Cos(a + βy) 

=t}c2— [a Sina—b Sin + |
III. ©ie gegebenen 2δinkel liegen ⅛ig. 242 an ber um 

bekannten ©eite.
9Jιan bat bic Θlciφιmgcn

aSin a — bSin (a-∣-y)— cSin 3 = 0
aCosa—bCos(a⅛y) + cCos<J = x

2luS ber erfteu GJleicbnng folgt 

batjer ift 

©iefeit 2Bertlj fnbftituire inan iit ber jiveiten ©leidjung unb 
c« entftebt 

9)tan ljat ferner bie ©leidjung
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§. 566. Srigononi. Φereφnmιg her sßiererfe u. 25ielede. 283

hierin fubftituire inan für x beit SSertty, unb fie liefert 

©er 3∏tyalt be$ 33ieretf⅛ ift naφ I. 3) gleiφ
⅜ fax Sin a—acSin (« + ^)÷cxSin 5]

= ⅛[(a Sin a-j-c Sind) x —acSin (a-]-<))] 
ober, trenn man für x beit SBertty fe⅛t

= 4[a2SinaCosa+c2Sin <5Cos<J
d=(aSina-[-c Sin <J)}∕b2—(aSin a — cSin∂)2]

IV. ©ie befαnπtcn SÖinfel liegen gig. 243 cinanber ge
genüber.

ift x2⅛a2—2axCosa = b2+c2—2bcCos∕
unb baraιιδ_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

1) x = aCosa=t]∕b2 +c2—2bcCosy—a2Sina2 
ferner ift

cSinz—bSin(∕-¼z) — aSina = 0
unb barauö felgt

(c—b Cos∕)Sinz—aSina = bSin/ Cosz
(c — b Cosy)2Sinz2— 2aSina(c — bCos∕)Sinz4*a2Sina2

= b2Siny2-b2Sin∕2Sinz2 
(b2 + c2—2bcCos∕)Sinz2—2a Sinα(c — bCos^)Sinz

= b2Sin∕2—a2Sina2 
sinz = P+7Ξ⅛^l*(,j-bc<,s^sinα 

±]∕a2(c-b Cos∕)2Sinα2ψ (b2Siny2- a,Sina*)(b2+c*-2bcCos∕)] 
ober _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ a(c-bCos∕) SinazLb Sin∕}∕b24-c2-2bcCos∕-a2Sina2 
ιnz b24*c*—2bcCos∕

©er 3nljalt ift
4[axSina + bcSiny]

Werin für x ber 2Bertfy ju fc⅛eπ.

§. 566. Aufgabe.
33en einem SSicrcif finb jwei Seiten gegeben itnb brei 

Sßintel; man feil bie beibeit anberen Seiten unb ben 3nl>alt 
beregnen.
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284 Scφδjel)∏teδ Äa^itel. §. 567.

¾nflbfnng. I. ©ie gegebenen (Seiten ftofsen 51tfαιn= 
nteπ, $ig. 244. ©er vierte ©intet ift bcfαnnt. ‰n tyat 
bie ⅛(eiφnngen

a Sina — b Sin (a 4^∕^) —xSin δ = 0
b Sin y — a Sin (ß 4* 7) — y Sin δ = 0 

nnb atiö itjnen
_  aSina—bSin(a-{-^)

X Sin δ
_ bSiny —aSin(/?4-y)

' Sind '
©er 3ιφatt ift

∣[aySina+bxSiny]
_ abSinaSin/-a2SinaSin(/?+^)4-abSinaSin;'-b2Sin/Sin(a+/9) 

2 Sin ö
ober, ivciut man Sin(∕5⅛z) bnrrf; —Sin(a4-d) nnb Sin(a4-β) 
bnrφ —Sin(∕4-d) erfe⅛t, gteiφ

a2Sin a Sin («4- d)-|- 2ab Sina Sin y-j- b2SinySin (/4-d)
3) 2 sin∂ "

II. ©ie gegebenen Seiten ftcfyen $ig. 245 fiφ gegenüber. 
(Seift aSina— xSin(aψ∕5) — cSind = 0 

cSin/ — y Sin(7-∣-d)—a Sin ß = 0 
aSina — cSind

X — Sin (a 4- ß)
_ cSiny—aSin/5 _ aSin/S—cSiny
- Sin(∕+d) Sin(αψ∕9)

©er 3ιφalt ift
| [ay Sin α -f- cxSin 7] 

a2 Sina Sin ß—c2 Sin / Sin d
- 2Sin(a4-∕J)

Oft a 4- ß =180°, fo finb x nnb y parallel, nnb bae 
Sßiererf ift nnbeftimmt. ©ann ift

aSina = cSin d 
a Sin ß — cSin y

Sin (a÷∕⅛) = 0
nnb bie ‰ebriicfe für x, y nnb beit Ontyatt erhalten bie 
Ocrm g.

§. 567. Aufgabe.
53on einem 33ierecf finb bie vier Seiten gegeben nnb 

ein ©intet, man feit bie übrigen ©intet nnb beit Ontjalt 
berechnen.
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§. 567. 2τigonont. SBereφmtπ<j b. ⅛Bierede unb 3Sietecfe. 285

^uflöfttng. (⅜ feien a, b, c, d bie ©eiten, ber ge
gebene ≡infel α werbe gebitbet bon a nnb d. ©et 2Binfel, 
welφen a nnb b bilben, fei bnrφ x, ber, welφen b nnb c 
bilben, bnrφ y bejeiφnet.

©ie beit 22δintetn α nnb y gegenüberfte^enbe ©tagottale 
fei h. ‰φ §. 556 ift

h2 = a24~d2—2adCosα
= (a-}~d)2—4adCos∣α2
= (a — d)2-{-4ad Sin⅛ α2

‰φ §.565 I. 1) fyat man bie Θ(eiφιtng
c2 = b2-∣-a2 + d2—2adCosa+2bd Cos(a-f-x)— 2abCosx

¾uβ φr folgt
__ß

aCosx — dCos(α-J-x) = ------ --------- 

nnb, wenn mir ber 4iiiηe wegen beit ¾nδbrmf reφt8 bnrφ 
q bejeiφnen

(a — d Cos α) Cosx-∣-d Sina Sin x = q
d2 Sina2— d2Sina2Cosx2

— q2—2q(a— d Cosa) Cos x + (a— d Cosa)2Cosx2 
h2Cosx2—2q(a — dCosa)Cosx = d2Sina2—q2 
_ q(a—dCosa)zh∣∕q2(a-dCosa)2+(d2Sina2—q2)h2 

LOS X — ----------------------------- jp;

©er 9labicanb ift
d2h2Sina2-f-q2(a2—2adCosa+d2Cosa2-a2—d2ψ2adCosa) 

ober d2Sina2(h2—q2)
Φemnaφ ift _ _ _ _ _

p _ q,(a — d Cosa)∑t d Sin a }∕h2—q2 
CO S X — r-⅛n

ßö ift aber
b2—c2 + ∣ι2

q = ------ 2b------
„ ∕Lt Xzl X ∣(b÷h)2-c2][c2-(b —h)2latfo (h+q)(h-q) =

_ (bφh+c) (b⅛-h—c)(c+b-h) (c—b+h) 
- 4b2 ———

[(b + c)*-b8][lιi-(b—c)*]
4b2
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286 @eφ6jebnte8 Äapitel. §. 568.

uttb man tyat nunmehr
1) Cosx

_ (b2- c2⅛h2) (a - d Cos a) =t d Sin « ∕[(b + c)2- h2] [h2-(b-c)2J 
2bh2

$iir 33eftimmung bes SßinfetS y bient jebe ber ®lei* 
dmngen

(b⅛c)2—4bcCosjy2 = h2
(b — c)2+4bcSin ⅛y2 = h2

5(ιιb ber erftcn folgt

aus ber anberen

3)
©er ßnfyalt bcS 33ierecfS briicft fidj> auö burφ 

4[adSina + bcSiny]
= 4[adSina-∣-2bcSin4yCos4y]

4) = ⅛ p«d Sin a⅛ ⅛ 1∕[(b + c)2 -h2] [h2-(b —c)2)] 
«Statt h2 ift in 1) bis 4) einer ber oberen SBertfye ju fetten.

§. 568.
Oft EFHKL gig. 246 ein beliebiges Oünfetf, fo ift

1) aSin a 4-b Sin(a÷ß—2R)-f-cSin(a + ∕^+z — 4R)
+ dSin(a⅛-^÷z4-^ — GR) = 0

2) aCosa⅛-b Cos(a⅛∕2— 2R)-f- cCos(aψ∕5 + z— 4R)
+ d Cos (a-j-∕jH-Z-H—g^) = &

9)ian fälle bie Normalen FM, HN, KS, FP, KQ, unb über* 
jeugc fiφ jιιnaφft, baf

Z.HFP = a+^-2R 
Z.HKQ = 4R—(a4√+r) 
Z_ KLE = 6R — (a + ∕⅛ + 7÷d) 

©amt ift aber aSina-∣-bSin(a4-∕5—2R) = HN
cSin(« + ^+z—4R) + d Sin (a + ∕S÷/ + <5—GR) = —HN 
unb barin liegt bie erfte 6Heiφuιιg.

ferner ift 
aCos«4-bCos(a4-/S—2R) + cCos(a-f-^4-z—4R) = ES 

d Cos d* — GR) = —LS
morauS bie jmeite Formel fiφ crgiebt.
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287§. 569. 570. ^vigonom. 33ereφnung b. 33ierecfe u. 93ietecfe.

(Sδift Sin 0+z5-2R) = —Sin («+/?}
Sin 0+/5+/—4R) = Si∏O⅛÷z)
Sin 0+/^+/+^—6R) = Sin (—*) = —Sin* 
Cos(α+∕5-2R) z = — CosO+$
Cos(α+∕5+∕—4R) = CosO÷∕>,÷∕)
Cos O+∕5+∕+<5—6R) = Cos(—*) = Cos* 

©iefe Sßerttje fubftitnire man oben, itnb e$ entftetjt
3) aSin a—b Sin(α÷∕S) + cSinO+^+z) — (1 Sin t = 0
4) aÖos«— bCosO÷⅛ + cCos0+/5+/) + dCos* = g

§. 569. Aufgabe.
53oιι einem günfed §ig. 247 finb vier Seiten a, b, c, d 

unb bie von itjnen gebilbeten ≡infel /5, γ, δ gegeben, man 
fotl bie fünfte Seite, bie übrigen SÖinfel itnb ben 3ιφalt be= 
rechnen.

2lnftofnng. ‰φ bem vorigen φaι,agra∣φ t;at man 
bie (Stciφmιgen

b Sin /5 — c Sin(∕J+∕) + d Sin (∕5+∕ + <5)- x Sin y = 0 
bCos/?— c Cos 0+7) + d Cos(∕5 + y + <5) + xCosy = a 

ober
x Siny = b Sin /9—c Sin 0+∕) + d Sin(∕5+∕+<J) 
xCosy = a — b Cos/5+c Cos O + 7) — d Cos(∕9 + ∕ + <5)

3)ιαιι  qnabrirc unb abbire biefe Φleiφungen, bae liefert
1) χ2 = a2+b2+c*+d2—2abCos∕5+2acCos(∕5+z) 

— 2ad Cos(∕5+∕+<)) — 2bcCos∕ + 2bd Cos(∕+<5)— 2cdCos J 
©ie ©ivifion gcmäfyrt

ς _ bSin/5—cSinO+7) + dSinO+7+J) 
a—b Cos∕5+cCos(∕⅛ + 7) — dC0sO + 7 + φ) 

3)iαπ beute bie ©iagonale NQ unb ber 3∣φa(t bce fyiinferfe 
briieft fiφ aus, unter ‰iυenbπng von §. 565 I. 3), bnrφ

4 fax Siny+bcSin 7 — bd Sin (7+ <?) + cd Sin <)’] 
ober, wenn man für xSiny ben oberen 2βerφ fe⅛t, bιtrφ

4 [ab Sin ß— acSin (ß + 7) + ad Sin O4-∕ + <5) + bcSin/ 
— bd Sin (/ + <5) 4~ cd Sin (51

§. 570.
Φteiφungen itnb 9tefultαtc, cφnliφ beneii in §.568 unb 

§.569 taffen fiφ für baö Seφ3cd, Siebenect u. f. f. für bae 
ned Verleiten.

$n 3<φteπfatfen flirrt man bie 33ereφιtιιng von neden 
oft babιιrφ auö, bafj man fic in ©rciede jerlcgt, unb biefe 
vermittelt ber gegebenen Stüde itnb ber nad) nnb naφ ge- 
fnnbenen bereφιιet.
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288 Scφsjcljntes Stαbitel∙ §. 571. 572.

§. 571. Aufgabe.
©ie Seite unb ben 3n⅞alt eines regulären neds anju= 

geben, unb ben 9tabiιιS bcS Greifes, um weldjeιι es liegt, 
wenn r ber ^albmeffer bcS Streifes ift, in bem baS ∏ed fiφ 
befinbet.

Stu flöfuug. ©er jur Seite x bcS regulären neds ge≈ 
Ijörenbe SOiittelpunftSwinfel ift — • ©cnft man bom Mittel' 
pnuft auf x eine Normale gefällt, fo felgt

x c. 2R
2 =rs",T

X = 2rSin-n
©er 3ιφalt eines ber ©reiede, in Welφe baS ned burd; 

4R
Fabien jerlegt Wirb, bie naφ feilten ßdeit gelten, ift ⅛r2Sin-, 
bafyer ber 3lφalt beS neds gleid;

⅛n∙r2Sin — n
©er 9tabiuS r, bes Streifes, um welφen baS ned liegt, ift 

p 2Rr Cos-----n
§. 572. Aufgabe.

©ie Seite nnb ben 3n⅛alt eines regulären neds ju be
regnen, nnb ben 9tabiuS bes Streifes, in welφem es fiφ 
befinbet, wenn r, ber ςJtabiuS beS Streifes ift, um Welφeit 
baS ned liegt.

¾nfliJfιtιιg. 9)taιι beule bom Wttelpmitt itad; beit 
ßnbbnnlteu einer Seite x gerabe Linien gezogen, unb fälle 
eine Normale bom 9Jiittelpuuft auf biefe Seite, ©amt ift

x r τ 2R
2 =r-'≡,n-

«Ifo x = 2r,Tg^

©er 3∏⅛alt bcS entftanbenen ©reieds ift ⅛r,χ, mithin 
ber beS neds

Λ)er ⅛Rαt>ιu3 r be$ Jlreιfeδ, in weldjeni baö ne<f ließt, ift
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§. 573. Aufgabe.
©ie ©eite eine« regulären netf« fei a, man füll ben 

9tabiu« be« Streife« berechnen, in iυelφem ba« netf liegt, 
ben Otabiu« be« Streife«, um welφen e« liegt, unb ben $n= 
f>alt be« netf«.

Slnflöfung. S« bejeiφιιe x ben 9?abiu« be« erfteren 
Streife«, y ben be« anbereu. 9laφ §.571 tyat man für x 
bie Φleiφung 

unb barau«

91aφ §. 572 ift 

alfo

©er 3∏⅞α(t beδ necfs briicft fiφ aus burφ 

ober für y beit Sertfy gefe⅛t, bιιrφ

§. 574. Aufgabe.
©er Sζnl)alt eine« regulären netf« fei q, man füll ben 

9tabiu« be« Streife« fiitben, in tυelφem ba« netf liegt, ben 
Üiabiu« be« Streife«, um melφen c« liegt, unb bie ©eite 
be« netf«.

Sluflöfitng. ©er Qtabiu« be« erfteren Streife« fei x, 
ber be« anberen y. (5« ift naφ §. 571 

be«fyalb

tOiHfT« ©fontetric. 7te ¾ufl. 19
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‰φ §. 572 fyat man

alfo 

93ejeidmet z Vie ©eite be« necf«, fo ift 

barau«
ober, für y ben 90ert⅛ gefefct,

§. 575.
£üe ©eiten uιιb bie 3∏ljαlte ber regulären nedie, welche 

in einem gegebenen Streife, ober um i⅞n gebaφt werben töU' 
neu, baten beftimmte Sertlje. ©e«I?alb giebt eδ ιtiφt ttot⅛* 
wenbig in einem gegebenen Greife ein reguläre« necf, beffen 
©eite ober beffen 3nbalt eine beliebig feftgefe⅛te 3abl Φ∙ 
©o ift j. 93. in einem gegebenen Greife fein reguläre« necf 
benfbar, beffen ©eite größer ift, al« bie be« regulären ©edj>«= 
ed« uub jugleiφ Heiner, al« bie be« regulären ftünfed«. 
Unb ba, wenn von regulären necfeit bie Diebe ift, unter n 
eine ganje $abt oerftauben werben muß, fiφ aber für n 
beliebige 3aWιι ergeben föitnen, wenn e« au« G5leiφuugen 
entwickelt wirb, fo finb im ¾Hgemeinen folφe Aufgaben über 
reguläre nede nidj>t aufjulöfen, in benen n al« unbekannt 
erfφeint.

©ollte aber bie 3a^ x beftimmt werben, fo baß ba« 
reguläre xed in bem Greife, beffen ^albmeffer r ift, bie ©eite 
a babe, fo fyätte mau ιιaφ §. 571 für x bie (⅛leiφung 

unb barau«
hierin müßte man ftatt x naφ unb uaφ bie 3afylen 

3, 4, 5 •••• fnbftituiren, unb jufe^en, ob für eine biefer 3<Φ' 
O jR 3

len Sin- - - - = — wirb. 3ft ba« niφt ber $all, fo giebt e«x 2r
feine Sluflöfung.
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Siebzehntes Kapitel.
Vermifchte Aufgaben zu trigononιetrischen Berechnungen.

§. 576. Aufgabe.
Von einem Dreieck find eine Höhe gleich h und zwei 

Eintet a unb ß gegeben, man fott bie Seiten nnb ben 3n≈ 
halt beö ©reiecfs berechnen.

$Iitflöfung. ©er britte SBintet ift 2R—a—ß, nnb 
mag bnrφ γ bejeiφnet merben. ©ie ju h gehörige Seite fei 
x, bie anberen feien y unb z; ben Seiten x, y, z mögen be* 
jie⅛liφ bie 3Bintel a, ß, γ gegemtberftef)en. (Sδ ift bann

©er 3ιφalt ift gleiφ

§. 577. 5Iuf1'gabe.
Sßott einem ©reietf finb .^tυei ξtfφen a unb b unb ein 

SßMnfet a gegeben, man fotl bie Seiten, bie anberen Sßintet 
unb ben berechnen.

¾ufl0fung. I- mag ber 3⅛inM « beiben £)öfyeit 
gegenüberliegen, ©ie Seiten, wc(φe ju a unb b gehören, 
feien x unb y, bie britte Seite fei z. ©amt ift
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®er 3∏⅞αlt ift

S8e^eiφπet v ben 2Binfel, welcher x gegeniiberftelft, w 
ben y gegenüberliegenbeit, fo ift

Sin v = — Sinvv == —z z
ober für z ben ÜÖertß gefegt

II. liegt α einer ©eite gegenüber, jιt Welφer eine 
ber gegebenen φ0⅛eιt, etwa a, gehört. Φie ©eiten, 
welφe ju a unb b gehören, feien x unb y, bie britte z. 
Φαnn ift

©ie 2Bertlfe von y unb z aus ben lebten Gleichungen 
fnbftituire man in ber erften; es entfielt 

ßS ift ferner

www.rcin.org.pl



§. 578. 5Sermifdjte l2Iιtfqαbeπ jιι trigonont. 2kredjιtιιπgen. 293

ober, wenn man für χ beπ SEδerth fe⅛t 
ab __ _ _ _ _ _ _ _ _

y ~ (?’—b8)Siuα lac°S"≡±√b2-a2Sinα*]

©er 3ιφαlt finbet fiφ leiφt burφ x ober y.
$ur 23eftimmung beS 2δintels v, welφer y gegenüber' 

fteht, fyat man
Sinv = — z 

ober, ba z = —⅛— ift,
Sina ' 

aSinaSin v = —-----
b

©ie ?Iuf(öfungen für x unb y finb unbrauchbar, wenn 
b = a. $n biefem galt ift x = y, unb trenn man in ber 
W7itte von z eine Normale erriφtet, fo ergiebt fiφ

_ z _ b _ b _ a 
2Cosa 2SinaCosa ~ Sin2a Sin2a 

a2Jur ben Inhalt folgt hierauf - •2 bin 2a

§. 578. Aufgabe.
(SS finb bie Roheit eines ©reiecfs gleich a, b, c gege- 

ben, man foll bie ς4Liintcl beS ©reiecfs berechnen.
Sluflöfung. ©ie Sßinfel, burφ bereu <≡φeite⅛unfte 

bie ξ)bhen a, b, c gehen, mögen bιtrφ x, y, z bezeichnet fein, 
©ie φrobufte, welφe hervorgehen, wenn man jebe ©eite eines 
©reiecfs mit ber p ihr gehörenben £>öhe multiplicirt, finb 
gleich, benn jebes ift ber hoppelte 3ιφalt beS ©reiecfs. 
©araitS folgt, bap giυei £öhen eines ©reiecfs fiφ umgefehrt 
verhalten, wie bie ©eiten, ju beneit fie gehören, alfo auφ 
umgefehrt, wie bie ©iniiffc ber Sßinfel, welφe biefen ©ei
ten gegenüberftehen. ipierauS folgt weiter, ba⅛ bie ^robnfte 
gleiφ finb, welφc man erhält, wenn man jebe ipöhe mit bem 
©imtS beS 2δinfelS mult⅛licirt, von beffcn Sφeiteφιmft fie 
auSgeht. 2Dfcart h^t bemnaφ

1) aSinx = bSiny
2) aSinx = cSinz = cSin(xψy)

ober 3) aSinx = c SinxCosy-f-cCosxSiny
2S>irb biefc Θleiφung mit b multiplicirt, unb ftatt b Sin y 
naφ ber erften Θleiφung a Sin x gefe⅛t, fo entftcht 

abSinx = bcSinxCosy+acSinxCosx
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ab = bcCosy + acCosx
ober 4) ab — acCosx = bcCosy
‰ quαbrire biefe (Bleicbung, multiplicire bie Φleiφuug 1) 
mit c, quabrire fie ebenfalls, unb abbire bie quabrirten ®lei= 
bbungen; bas liefert 

alfo

Um 311 rebuciren, abbire man 31t beiben Seiten 1. GS entfielt 

ferner folgt, wenn man bie ®leidj>ung 5) bon 1 = 1 fubtrafyirt

§. 579. Aufgabe.
‰ι einem S)rcie<f ift eine «Seite gleiφ c gegeben, feie 

φiφe barauf gteidj> h unb ber 2Binfel γ, ωelφer c gegen* 
überftefyt, man fo∏ bie anberen Seiten berechnen.

Stnftöfung. ®ie nnbefannten Seiten feien x nnb y. 
¾aφ §.557 3) itnb 4) fyat man bie Θleiφuπgen 

ober 

unb .bie ¾bbition unb Subtraction biefer Φleiφιtngen ge- 
teuren x unb y.
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§. 580. ¾u fgabe. _
(Sine Seite eines Sreiecfö fei a, bie Summe ber anberen 

Seiten b, ber bon biefen gebilbete Sßhikel a, man foll bie 
anberen Seiten berechnen unb bie niφt gegebenen Sinket.

Slnflöfung. Sie eine ber unbekannten Seiten fei x, 
bie anbere ift bann b—x, bie φnen gegeniiberfte⅛enben Sin
ket feien y unb z. 9kaφ ®auß Φleiφungen ⅛at man

1) b Sin y = aCos ?-~-Z-

2) (2x—b)Cos-^- = a Sin γ---
2 Δ

‰S 1) folgt
3) Cos-L- = τS.n-

iooburφ fiφ bie SSintet y unb z beftimmen. ?IuS 3) folgt 
Sin ■ Z = — la2— b2Sin 4a2

2 a
Sieg in 2) gefe⅛t liefert fofort

x = 4 [bzt —

§. 581. Aufgabe.
33on einem Sreiect finb gegeben eine Seite gleiφ c, bie 

φiφe barauf gleiφ h, bie Summe ber anberen Seiten gleiφ 
a, man foll bie anberen Seiten unb bie Sinket bes Sreiecfs 
bereφnen.

9luflbfung. Sie eine ber unbekannten Seiten fei x, 
bann ift bie anbere a—x; ber Sinket, tυelφer c gegenüber 
fteljt, fei y. S)ιan fyat naφ §.557 3) unb 4)

a2—c2 = 2chCotg4y
c2—(a—2x)2 = 2chTg⅛y

?luS ber erften (⅛leiφung folgt 

αιt⅛ ber jtoeiten
a — 2x = ∣∕c2 — 2chTg4Y

unb, wenn man für Tg4y ben Sertty aus 1) fe⅛t
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§. 582. Aufgabe.
23oιt einem ©reiecf finb gegeben feie Summe jtveier Seb 

ten a, bei von φnen gebilbete äßinfel γ unb bie (jiφe h, 
ιυelφe jur britten Seite gehört, man feit bie ©eiten beS 
SDreietf⅛ bereφnen.

?hiflöfnng. (Sine ber Seiten, beren Summe a ift, 
fei x, bann ift bie anbere a—x, bie britte Seite fei y. 5Ü?an 
⅛αt ιtaφ §.557 3)

a2-y2 = 2hyCotg^∕
Φarauβ ift

1) y = —hCotg⅛∕÷]za2+ h2Cotg∣y2
Φen 3n⅛alt jtoeimal auSbrittfenb erhält man bie Φleiφung 

hy = (a — x)xSin∕
unb auö ihr 

über für y ben SBertfy gefegt
2) x = ∣±y'⅛+s⅛^(hCo∣g∣∙--∣∕a,+ h≈Co⅛^

§. 583. Aufgabe.
23on einem T>reiecf feien gegeben bie eine Seite gleiφ a, 

ber φr gegeniiberftcljenbc Eintel a, unb bie ©iffercitj ber 
anberen Seiten gleiφ d, man fett biefe Seiten berechnen unb 
bie £ßinfel an ber Seite a.

Stuflöfttng. ©ie beit Seiten dψχ unb x gegenüber* 
fte⅛enben Söintel feien y unb z. 9laφ ®anfj Φleiφιιngeπ ift

2) folgt

.lpieraιt⅛

unb je⅛t aιtδ 1)
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§. 584. Aufgabe.
33on einem ©reiect fei gegeben eine «Seite c, bie £>öfye 

barauf h, bie ©ifferenj bei anbereit ©eiten d, man foll biefe 
anberen Seiten unb bie Sßinfel be$ X)reie(f⅛ berechnen.

Sluflöfitng. £)ie ffeinere ber unbefannten Seiten fei 
x, bie anbere ift bann d-f-x, ber Sßintel, welφer c gegen* 
überfielt, fei y. @3 ift naφ §. 557 3) nnb 4) 

(dψ2x)2—c2 = 2chCotg∣y 
c2— d2 = 2chTg∣y

¾uβ ber jtveiten Θleiφnng folgt 

αnb her erften

nnb, wenn man für Cotg⅛y fc>eιι 2Bertfy nadj 1) fe⅛t,

§. 585. Aufgabe.
25on einem ©reiccf finb gegeben bie ©ifferenj 3tυeier 

©eiten gleiφ d, ber bon φneιι gebilbete Sßinfel gleiφ γ, 
nnb bie ^öl;e, melφe jur brüten ©eite gehört, gteiφ h> man 
feil bie ©eiten beb ©reiecfb berechnen.

¾ιtflöfnitg. Die ffeinere ber ©eiten, bereu ©ifferenj 
d ift, fei x, bie größere ift bann d-j-x, bie britte fei y. 
¾Ibbann ift naφ §. 557 4) 

nnb baraiib

ferner ift 

alfo

ober
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§. 586. Aufgabe.
5⅛n einem ©reiecfe finb gegeben eine ©eite gleiφ b, bie 

©ifferen^ bet bαrαn liegenben SSinfel gleiφ a, bie Summe 
ber anberen ©eiten gleiφ a, man foß biefe ©eiten nnb bic 
5BiπTe( be$ ©reiedfö finben.

Shiflßfung. ©ie eine von ben ©eiten, bereu ©umme 
a ift, fei x, bie anbere ift bann a—x, ber SBinfel, iυelφeu 
biefe ©eiten feitben, fei z. 97aφ (Sauβ (Steiφungen ⅛at man

+, wenn x bie größere, —, wenn x bie Heinere ber ©eiten 
borftellt, bereu ©umme a ift.

1) folgt fofort 

beS^alb ift
bie« in 2) bivibirt liefert

§. 587. Aufgabe. .
Sßon einem ©reiecf ift eine ©eite gleiφ a gegeben, bie 

©ifferenj ber an iljr liegenben Sßintel gleiφ a, nnb bic 
©ifferenj ber anberen ©eiten gleiφ d, eS follen bie Sßintel 
nnb bie anberen ©eiten be⅛ ©reicch bereφnet werben.

2lιtflbfung. ©ie Heinere ber ©eiten, bereit ©ifferenj 
d ift, fei x, bie anbere ift bann d∏-x, ber äßintet, tvelφen 
biefe ©eiten bilben, fei z. 3iaφ (Saιι⅛ (Sleiφuιtgen ift

9Ui« 2) folgt

www.rcin.org.pl



§. 588. 589. 25ermtfφte Aufgaben ju trigoπont. 95eredjnungen. 299

©aljer ift
©ie« in 1) fubftituirt liefert

§. 588. Aufgabe.
©ie (Summe aller Seiten eine« ©reietf« fei a, ⅛iυei 

SBinfel feien a unb ß, man feil bie Seiten unb ben ⅛nfyalt 
be« ©reietf« berechnen.

üluflöfung. ©er britte Üßinfel, iυetφer fiφ in 2R 
—« — ß ergiebt, werbe mit γ bejeiφnet, bie Seiten mögen 
x, y, z fein, ©iefen Seiten bejiefyl⅛ gegenüber nel/me man 
bie Sßintel a, ß, γ an. 5l(«bann ift

x : y : z = Sin a : Sin ß: Sin γ
x÷y÷z : x = Sina4-Sin/94-SinSina 

alfo, ba x4-y-f-z = »
aSina

X ~ Sin a 4- Sin ß4- Sin γ
ober, inbem man §. 545 7) unb §. 547 1) antvenbet

_ a Sin 4 «
x ~ 2Cos4∕^Cos4y

(Sbqi fo ergiebt fiφ
_ a Sin 4/9 _ aSin∣∕

2Cos4«Cos4/ Z 2 Cos4αCos4∕9
©er 3nfyalt be« ©reietf« ift

§. 589. Aufgabe.
Sßon einem 53ieretf fiπb ⅛ivei jufammenftopenbc Seiten 

a unb b gegeben, ber Söinfel a, lυelφen fie bilben, unb bie 
Eintel ß unb γ, welche bie ©iagouale, bie burφ bie Sp⅛e 
oon a gefyt, mit beit anberen Seiten macfyt; man foll ba« 
33ierccf berechnen.

^luflöfung. ‰ bejeiφne gig. 248 ben einen uu≈≈ 
betannten Xßiitfel be« SMeretf« mit x, ber anbere ift bann
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4R—a—β—γ—x, Wofür gefe⅛t werben mag φ-x. 
oerbält ficb

©aS φrobuct biefer Θleiφnngen ift

unb barattg folgt

©urd; ben Eintel x fyat man ben Sßiitfel φ—x, unb 
bag 23iered tarnt bermittelft ber ©reietfe bercφnet werben, 
in welφe bie ©iagonale eg tt>eilt. ©ieg ift bie ‰fl0fιmg 
ber φot⅛enotfφen Aufgabe burd; ¾eφnnng.

Siegt bag 2Siere<f in einem Greife, fo ift φ=2R, alfo 
Sinφ = 0, Colgφ = -∞, unb eg entfielt Cotgx = ∞-∞, 
welφeg unbeftimmt ift. 23ergl. §. 440.

§. 590. Aufgabe.
33on einem 23iere<f $ig. 249 finb gegeben bie ©eiten BE 

gleiφ a unb bie Sδintet a, ß, γ, ö, man foll bie ©eite CD, 
gleid; x, berechnen.

¾nflbfung. berfyält fiφ
CE : a = Sin(α⅛-∕9) : Sin(αψ^ + y)
DE : a = Sin/5: Sin (ß -f- γ ψ J)

⅛ierαuδ folgt

9hm ift

nnb wenn man bie ¾βertl)e fnbftituirt
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§. 591. Aufgabe.
55on einem 33ierecf gig. 249 finb gegeben bie <≡eite CD 

gleich a, unb bie SSßinfel a, ß, y, ö, man feil bie Seite BE, 
gleiφ x, berechnen.

¾uflofιιng. 9Dian hat ivie im vorigen Paragraph, 
ba a unb x verlaufφt finb, junaφft 

unb barauS

§. 592. Aufgabe.
23on einem 33ieretf $ig. 249 finb gegeben bie ©eite BC, 

gleiφ a, nnb bie 2Binfel α, ß, γ, δ, man folt bie ©eite DE, 
gteiφ x finben, nnb bie ©eite CD.

¾nflbfnng. vergäbt fiφ
a : BE = Sin^ : Sin(a + ∕J+y)
BE :x = Sin(∕J + y + d) : Sin/?

ober, beibe Proportionen mit einanber multiplicirt, 

moranö folgt 
Leiter ift 

uub aus CE, x unb δ beftimmt fiφ CD.

§. 593. Aufgabe.
S)on einem 93ierecf BCDE gig. 250 finb bie diagonale 

BD gleiφ a unb bie an liegenbeit äßinfel a, ß, γ, δ 
gegeben, man foll bie anbere diagonale CE, g(eiφ x, be* 
rechnen.

Sluflöfung. 2Dlan h°t
1) a : BC = Sin (a-⅛^y) : Sin y
2) a : BE = Sin (/?+<$): Sin <5
3) x = ] BC2÷BE2-2BC-BE Cos(«+/?)

?luS ber erften Φleiφung euttvicile mau BC, aus ber jtveiten 
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BE, unb fuSftituire fc>ie 2Bertl>e in bet britten, ba« liefert

§.594. Aufgabe.
Poit einem 33iere<f BCDE gig. 250 finb gegeben bie 

diagonale CE gleiφ a unb bie 3Sinfel a, ß, γ, δ, n>elφe 
an ber anberen diagonale BD liegen, man foll bie diagonale 
BD, gleiφ x, berechnen.

Slitflöfttng. diefe Aufgabe unterfφeibet fiφ von ber 
vorigen nur baburφ, baß a unb χ vertaufφt fiιιb, be«^alb ift

§. 595. Aufgabe.
$on einem Pierecf finb bie diagonalen a unb b unb 

ber äßinfel, ioelφen fie Silben, gleiφ a gegeben, man foll ben 
3nfyalt be« 2Sierecf3 beftimmen.

3luflβfuιtg. durφ bie (Scfen be« SSierecfö benfe man 
Linien parallel mit ben diagonalen, diefe Linien Silben ein 
Parallelogramm, beffeit jufammenftoßenbe ©eiten gleiφ beit 
diagonalen, alfo gleiφ a unb b finb, unb bie beit Sßinfel a 
ober ben ©upplement«ivinf'el ju a Silben, das Parallelo
gramm ift noφ einmal fo groß, al« ba« 23iererf, unb ba 
ber -3∏t}alt be« Parallelogramm« ab Sina ift, fo ift ber be« 
Pieretf« gleiφ

§. 596. Aufgabe.
33011 einem Pieretf $ig. 251 finb bie ©eiten a, b, c, d, 

gegeben, unb ber 2δiιιtel a, tt>elφen bie diagonalen bilben, 
man foll ben 3ιφalt be« 33ierecf« beftimmen.

Sluflöfung. 5Dfian be^eiφne bie ©tihfe, in ive(φe bie 
diagonalen fiφ tfyeilen, mit χ, y, z, v. @« ift

SSon ber ©umme ber <⅛5(eiφungeu 2) unb 4) fubtrapire 
man bie ©umme ber (⅛leiφιιιιgeιι 1) unb 3); ba« liefert
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baper ift

Senn man biefe Φleiφnιιg mit —multiplicirt, fo entftefyt 
liiifö bie Summe von beπ 3ιtpalten ber vier ©reiecte, in 
welφe bie ©iagoitaleit ba§ S3iere<f ^erlegen. ©ie Summe 
jener 3npalte maφt ben 3ιφalt beö ΦieretfS aus, uiib bafyer 
ift berfelbe gteiφ

∣(b2-j-d2- a2—c2)Tga
©ie Aufgabe ift unbeftimmt, wenn a = R.

§. 597. Aufgabe.
ßs finb gig. 252 gegeben a, b, a, ß, γ, man foll x 

beftimmen.
¾uflbfung. verhält fiφ

a : GD = Sin a : SinC
GD : b⅛∙x == SinF : Sin (/?+/) 

b : GE = Sin/ : SinF
GE : a + x = SinC : Sin (a÷^)

©aS φrobuct biefer Proportionen ift
ab : (a+x)(b-f-x) = SinaSin/: Sin(α÷∕J)Sin(/? + /) 

niib bαrαuδ folgt

§. 598. Aufgabe.
©eu eines JbreiSabfφnitteS ju beftimmen, wenn

ber 9tabiuδ r uiib ber 9JiitteipιιιιttSWinfel a ift.
¾uflbfung. ©er ^π^att wirb, im galt a Reiner als 

2R ift, gefuitben, wenn man von bem ‰eiSau8fφnift baS 
©reiect fubtrapirt; ift a gleiφ 2R, fo ift ber SheiSabfφnitt 
gleiφ bem 5l'reiSaιtSfφnitte, ift a größer als 2R, fo ergiebt 
fiφ ber 3∏palt, weint man juni ⅛eiSauSfφnitt baS ©reierf 
abbirt. ©er 3ιφalt beS 5lreiSabfφnittS briicft fiφ bemιιaφ 
jebeSmal aus burφ

2

www.rcin.org.pl



304 <Siebjef)∏te8 Äa^itel. §. 599.
toelφeS einerlei ift mit

⅛(π∙⅛-sinκ)

§. 599. Aufgabe.
©er 9tabiιιS beS Streifen, in melφem ein ©reiecf liegt, 

fei a, ber 9tabiuS beS ÄreifeS, um ben baS ©reiecf liegt, 
fei b, man foll bie Zentrale biefer Greife bereφnen.

Sluflöfung. SS fei $ig. 253 MN bie Zentrale. ©er 
erhabene Sintel CME ift als 9)iittelbunf'tSibinfel baS ©op* 
pelte bon bem φer⅛riett>intel γ. SBirb MQ normal auf 
CE gebaφt, fo ift ba⅛er Z,VMC = ^, beS⅛a!b ΔQCM = y-R, 
unb ber Sßinfel NCM ift gleiφ 

≡an ⅛at je⅛t 

folgliφ

Sßirb χ2 aus bem ©reietf NEM auSgebrüdt, fo finbet fiφ 
eben fo 

9)?an fubtratjire biefe Φleiφmtg bon ber hörigen, baS liefert
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§. 600, Vermifφte Aufgaben jtt trigonom. Vereitlungen. 305

beider

§. 600. Aufgabe.
SSon einem ©reieef ift gegeben bie ©nmme zweier ©ei= 

ten gleich a, bie britte ©eite b unb baS SBer^ältnip ber Sin≈= 
fei an ber britten ©eite gleiφ 2:3, man foll bie SBinfel beS 
©reiecfs berechnen unb bie ©eiten, bereit ©urnnte a ift.

Sluflöfung. ©ie Sßinfel an ber britten ©eite feien 
3x unb 2x, bie φnen bezieh∏φ gegenüberffehenben ©eiten 
a—y unb y; ber britte Sßinfel z brüeft fid; aus burdj 2R—5x, 
alfo ift ⅜z = R—|x, unb beS⅛alb ⅛at man, inbem man bie 
Θau⅛fφen ©leidjmngen anfe⅛t

¾uS 1) folgt 

ober

SluS ber zweiten Θleiφung entfpringt
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306 <Siebje⅛πte8 Äap. S3erιn. ‰fg. J. tr⅛. 33ereφn. §.600.

hiervon fubtrcφiτe man bie Θleidjmng 3) itnb e$ entfielt

atfo
ober ben SS3ertb) von Cosx fubftituirt
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Achtzehntes Kapitel.

Theilungen durch Construction.

§. 601. Lehrsatz.
Sind Fig. 254 die Linien BB' und GC' parallel, fo finb bie 
beiben ©reiecfe ABC' unb AB'C einanber gleiφ.

23 eine iS. Φie T>reiecte BB'C unb BB'C' paben, wenn 
man BB' als (⅛rnnbliuie nimmt, biefelbe ©runblinie unb 
gleiφe £)öfye, finb baper einanber gleiφ. ©aS Φreietf ABC' 
erfφeint jufammengefe⅛t aus ben ©reiecfen ABB' unb BB'C', 
unb baS ©reieif AB'C aus ben ©reierfen ABB' unb BB'C; 
baraιtS erfiept fiep, bap baS ©reiecf ABC' gleicp ift bem 
Φreieef AB'C.

§. 602. Seprfap.
@inb $ig. 255 bie brei 8iπien AA', BB', CC' parallel, 

fo finb bie beiben ©reieefe ABC' unb A'B'C einanber gleiep.
53eineiS. @S finb bie ©reiecfe CC'A ιtnb CC'A' eiπ=≈ 

anber gleicp, eben fo bie ©reiecfe CC'B unb CC'B'; baper ift 
Δ CC'A —Δ CC'B = Δ CC'A' —Δ CC'B'

b. p. ΔABC' = Δ A'B'C
2lucp finb bie ©reietfe AB'C unb A'BC' gleicp.

§. 603. 8eprfa⅛.
@inb $ig. 256 ober 8⅛. 257 bie beiben Linien BB' unb 

CC' parallel mit ber Sinie DA, fo finb bie Φreiecfe ABC 
unb AB'C' einanber gleiφ.

23 eine iS. (iS finb $ig. 256 bie SΓ)reie<fc ADC unb 
ADC' einanber gleicp, aitcp bie ©reictfe ADB unb ADB'; 
baper ift

ΔADC-ΔADB = ΔADC'-ΔADB'
b. p. ΔABC = ΔAB'C'

23ei $ig. 257 finb bie ©reiecfe ADC unb ADC', unb 
ADB unb ADB' einanber gleicp, bespalb

ΔADC⅛ΔADB = ΔADC'⅛ΔADB'
b. p. ΔABC = ΔAB'C'
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310 2lφtμfynteβ Kapitel. §. 604-608.

Unb fällt $ig. 258 bie.Sinie BB' mit bet Sinie DA ju- 
famnten, fo ift baS ©reiecf ADC gleich bem ©reiecf ADC'.

§. 604. Se^rfa⅛.
<Sinb $ig. 259 ober $ig. 260 bie Simen AB' unb DB 

parallel, auφ bie Siιιien AC' unb DC, fo finb bie leiben 
©reiecfe ABC unb DB'C' einanber gleiφ.

23 eine iS. 33ei ftig. 259 fyaben biefe ©reiecfe baS 
©reiecf BDC gemeinfφaftliφ, iväfyrenb baS ©reiecf DCA 
gleiφ bem ©reiecf DCC' unb baS ©reiecf DBA gleiφ bem 
©reiecf DBB' ift.

Unb lei $ig. 260 ift:
ABC = ADBC' —BDA—AC'C 

unb DB'C' = ADBC'—BDB'—AC'D
ioäfyrenb BDA gleiφ BDB', unb AC'C gleiφ AC'D ift.

$ällt ftig. 261 bie Sinie AB' mit DB jufammen, fo folgt 
naφ §. 601 bie Φleiφ⅛eit ber ©reiecfe ABC unb DBC'.

§. 605. 2lufgabe.
ßS ift $ig. 254 baS ©reiecf ABC' gegeben unb ber 

^ßnnft C, man füll von C aus eine Sinie CB' jieljen, fo baß 
baS ©reiecf AB'C gleiφ merbe bem ©reiecf ABC'.

2lu flöfung. 9Jian jiefye CC', bamit parallel BB'. 
AB'C ift bas verlangte ©reiecf naφ §. 601.

§. 606. 2lufgabe.
ÖS ift $ig. 255 baS ©reiecf ABC' gegeben unb ber 

ςβnιιft C', man foll von C aus bie Sinien CA' unb CB' jieljen, 
fo baß bas ©reiecf A'B'C gleiφ bem ©reiecf ABC' merbe.

21 nflöfung. 9Jlan jiefye CC', bamit parallel BB' unb 
AA'. A'B'C ift bas verlangte ©reiecf ivegen §.602.

§. 607. Aufgabe.
ÖS ift $ig. 256 bas ©reiecf ABC gegeben unb bie Sinie 

DC', man foll bie Siuien AB' unb AC' conftritiren, fo baß 
baS ©reiecf AB'C' gleiφ fei bem ©reiecf ABC.

21 uflöfung. SRan gie^e AD, bamit parallel BB' unb 
CC'. AB'C' ift baS verlangte ©reiecf naφ §. 603.

§. 608. 2lnfgabe.
öS ift $ig. 259 ober gig. 260 baS ©reiecf ABC itnb 

ber 5βunft D gegeben, man foll von D aus bie Sinien DB 
unb DC' ^iel)eu, fo baß baS ©reiecf DB'C' gleiφ werbe bem 
©reiecf ABC.

21 it flöfung. SDtan jielje DB, bamit parallel AB', bann 
DC, unb parallel bamit AC'. ©aS ©reiecf DB'C' ift baS 
verlangte ivegen §. 604.
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§. 609-612. SE&eilungen bur⅛ Soπftructioπ. 311

§. 609.
SBirb ⅝ig. 256 baß ©reiccf AB'C' conftruirt gleich bem 

©reiecf ABC, ober $tg. 259 ober 260 baß ©reiecf DB'C' 
gleich bem ©reiecf ABC, fo wollen wir im erfteren ftall fa= 
gen, baß ©reiecf ABC werbe von ber Sinie DC auf bie Öinie 
DC', im anberen, baß ©reiecf werbe von bem Punft A auf 
ben Punft D übertragen.

©ie Sa⅛e unb (Sonftructionen in ben Paragraphen 601 
biß 608 begrünben bie ‰wanblιtngen, welche bei ber ¾uf- 
löfung ber folgenben Aufgaben vorfommen.

§. 610. Aufgabe.
(Sin ©reiecf bιtrφ Linien, bie von einer (Scfe beß ©reiecfß 

außgehen, in n Speile ju t⅛eiten, wetφe fiφ wie gegebene 
3afylen verhalten.

21 uf löfung. 2D?an theile bie ber (Scfe gegeniiberftehenbe 
Seite beß ©reiecfß in n ⅛tyite, welφe baß gegebene Φer- 
hältnifi haben, u∏b jiel)e von ber (Scfe naφ jebem SΓheilpιtπft 
eine gerabe Sinie.

©aß ©reiecf wirb baburφ in n ©reiecfe jerlegt, welφe 
gleiche £>öhe halθeιι, fiep alfo verhalten wie ihre ©runblinien, 
unb biefe flehen in bem gegebenen ‰haltniβ.

§. 611. Aufgabe.
(Sin ©retetf ABC burφ δinien, welche von einem in 

einer Seite AC gegebenen Punft D außgehen, in n ©heile 
theilen, bie ein gegebeneß SSerhältniß hflben.

2luf löfung. 20flan theile ftig. 262 juerft bie Seite 
AC, in welφer ber punft D fiφ befinbet, in n Sheile ≡Φ 
bem gegebenen ‰haltnifj.

2) $iehe man von D nach ber gegeniiberfteheiiben (Scfe 
bie Sinie DB, unb von ben Sheilpimften M, P, Q, •••• parallel 
mit DB bie Sinien MM,, PP', QQ', •••,

3) bie Linien DM', DP', DQ'∙∙∙, unb bie Xljeilung ift 
gefφehen.

©ernt werben bie 8inien BM, BP, BQ ∙∙∙ gebaφt, fo 
entfielen bie ©reiecfe ABM, MBP, PBQ u. f. w., welφe baß 
gegebene ‰haltιιiβ h^ben, unb bie erhaltenen Shc^e finb 
biefen ©reichen gleich. (Sß ift nämlich DQ'C gleich BQC 
nach §• 601 / DQ'P' gleich BPQ naφ §. 602 u. f. w. (Subliφ 
ift DP'BM' gleiφ BMP, weil DBP' gleich DBP ift unb DBM' 
gleich DBM.

§. 612.
Soll baß ©reiecf ABC von D auß in n gleiche Speile 

geteilt werben, fo theile man AC in n gleiche Sheile, jiepe 
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312 2Iφtjc^nteδ Äa£ttel. §. 613. 614.

von ben äufjerften ©peilpunften M unb Q bie Sinien MM' 
unb QQ' parallel mit DB, trage CQ' fo oft auf CB, als es 
angept, AM' fo oft auf AB, als es angept, unb jiepe von 
D naφ ben ©peilpunften in CB unb in CA gerabe Sinien.

©ernt ift CQ'D gleich -^∙ ABC, fo ift, wenn man Q'P' 

gleiφ CQ' gemaφt pat, aιtφ Q'P'D gleiφ ~ ABC, unb 

baS 23ierecf DP'BM' muß ebenfalls ABC fein, fobalb je« 

ber ber übrigen ©peile ABC ift.

§. 613.
Siegt ber *βunft D in einem ber ©peilpuntte M, P, Q, 

fo iftJ)B ©peilungSlinie, unb alle ©peile werben ©reiecfe.
Soll man baper in ber Seite AC einen ^ιιπtt äuge« 

ben, von Welφem aus baS ©reiect ABC in n ©reietfe gerlegt 
werben tarnt, bie ein gegebenes Sßerpältnifj pabcn, fo tpeile 
mau bie Seite AC in n ©peile naφ bem gegebenen Serpält« 
nif?, unb jeher ©peilpuntt ift ein folφer ^βunft.

§. 614. Aufgabe.
<5in ©reictf ABC in n ©peile ju tpeilen, Welφe ein ge« 

gebeneS SßerpältuiB paben, burφ Siuien, welφe von einem 
innerpalb beS ©reiecfs gegebenen ^3unft D auSgepcit.

9lufl0fung. 9Jtan tpeile giterft eine ber Seiten, etwa 
AC ftig. 263 in n ©peile naφ bem gegebenen 93erpältni|;

2) giepe man burφ D unb bie ber getpeilten Seite ge« 
geniiberliegenbe <Scfe B, bie Sinie BE, von ben ©peilpunften 
M, P unb R, parallel mit AB, bie Sinien MM', PP' unb RR', 
von beit ©peilpunften Q unb S bagegen, parallel mit CB, 
bie Sinien QQ' unb SS';

3) giepe man bie Sinie DA, parallel bamit bic Sittien 
M'M", P'P" uitb R'R", ferner CD unb bamit parallel bie 
Sinien Q'Q", S'S";

4) giepe man DM", DP", DR", DQ", DS".
Φιtrφ biefe Siuiett unb burφ DB ift baS ©reietf in ber 

verlangten SÖeife getpeilt.
Serben bie Sinieit BM, BP, BR, BQ, BS gebaφt, fo 

entftepen bie ©reietfe ABM, MBP, PBR u. f. W., welφe bas 
gegebene Sßerpältiiifj paben, unb eS läßt fiφ naφweifeιt, baf; 
bie erpaltenen ©peile biefen ©reierfen gleiφ finb.
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§. 615. Rettungen burφ Sonβructioπ. 313

@S ift nämlich BDM" gleiφ ABM. X)eππ, wenn man 
noφ AM' benft, fo ift ABM gleiφ ABM'; ABM' unb BDM" 
haben aber BM'M" gemeinfφaftliφ, unb M'M"A ift gleich 
M'M"D.

ferner ift M"DP"A gleiφ MBP. Um bieS ju beweifen,
geigt man, baß ABDP" gleich ABP ift, bann muß M"DP"A
gleich MBP fein, weil BDM" gleich ift ABM. @S ift aber,
trenn man AP' bentt, ABP gleiφ ABP', unb ABDP" unb
ABP' höben ABD gemeinfφaftliφ, währenb ADP" gteiφ 
ADP' ift.

Um gu geigen, baß P"DR" gteiφ PBR ift, beweift man, 
baß ABDR" gleich ift ABR; weil nämlich ABDP" gleich ABP 
ifi, fo muß bann P"DR" gleiφ PBR fein. 2Birb AR' ge* 
baφt, fo ift ABR gleich ABR'; ABDR" unb ABR' haben aber 
ABD gemeinfφΛftΠφ, unb ADR" ift gteiφ ADR' u. f. w.

§. 615.
©oll bas ©reiecf ABC gig. 264 bon D aus in n gleiche 

Xheite Seφeitt werben, fo treibe man eine ©eite, etwa AC 
in n gleiφe S∑φeile, giehe bιtrφ D bie Sinie BE, bon ben 
äußerften SΓheil⅛unften M unb S bie Linien MM' parallel mit 
AB, unb SS' parallel mit CB, ferner M'M" parallel mit DA, 
ititb S'S" parallel mit DC, trage baS ©tiicf BS" fo oft es 
angept auf BC, unb BM" auf BA, unb jiepe enbliφ nach 
ben ⅛het⅛ttnften tu AB unb BC von D aus gerabe Sinien. 
3ebeS bon ben erhaltenen ©reiecfen BDS", S"DT, BDM", 
M"DP U. f. W. ift — ABC.

Um bie 5LhettungSlinien Slt befommen, welche bon D nach 
ber ©eite AC begehen, bcrlängere man eine ber anbe= 
reu ©eiten, etwa BA, unb trage bon bem lebten ⅛peilpιιnft P 
aus baS ©tuet BM" zweimal auf, tυoburφ man bie fünfte 
Q unb R erhalten mag. ©ic ^reiecfe PDQ unb QDR finb 
richtige ^hetle. Wnt ftc in baS ©reiecf ABC jn bringen, über* 
trage mau bie ®reiecfe ADQ unb QDR bon ber Sinie AR auf 
bie ©eite AC. ©ieS gefφieht, inbem man QQ' unb RR' 
parallel mit AD, unb DQ' unb DR' gieht. PDQA fowohl, 
als Q'DR' ift bann ABC. SSenn mau baller baS ©tiicf 
Q'R' von R' ans nach C hüt aufträgt, fo oft es angeht, fo 
erhält man bie übrigen fünfte in ber ©eite AC, na⅝ bcneit 
bon D aus ^hetlungSlinien jn giehen finb.
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314 2Iφtjefyπteδ Sαpitet. §. 616-618.

§. 616. 2lttfgäbe.
ift ein ©reied ABC gegeben unb αuβerpαlb beffelben 

ein φnntt D, man feil baS ©reied in n ©peile tpeilen, bie 
ein gegebenes Verpältniß paben, bιιrd> Linien, roelφe ton bem 
φnnft D auSgepen.

Sluflöfung. W?ait tpeite iμterft baS ©reied ton einer 
(Sde aus in n proportionale ©peile, ABM, MBP u. f. io. gig. 265. 
©ann conftruire man naφ §. 501 burd) ben φuntt D eine 
Sirtie M'M", ioelφe ton ber VJintelebene beS SßinfelS bei A 
ein ©reied AM'M" abfφneibet, gleiφ bent ©reied ABM, 
ferner burφ D eine δinie P'P", bie ton berfelben Söinfelebene 
ein ©reied abfφneibet, ioelφeS gleiφ ift bem ©reied ABP 
u. f. f. fangen bie ©peilungSlinien an bie Verlängerung ton 
AC jit treffen, fo fφueibe man ton ber Sßintelebene beS 
SδintelS bei B termittelft einer burφ D gepenben 8inie R'R" 
ein ©reied R'BR" ab, baS gleiφ bem ©reied RBC ift u. f. io.

§. 617. Slitfgabe.
(Sin ©reied ABC $ig. 266 bιιrφ Sinien, ioelφe mit ber 

einen Seite BC parallel finb, in n ©peile jtt tpeilen, bie ein 
gegebenes Verpältniß paben.

Sluflöfung. Stellt man fiφ tor, baS ©reied ABC 
fei ton einem ber (Snbpuntte ber Sinie BC, etioa ton B aus, 
in n proportionale ©peile ABM, MBQ •••• getpeilt, fo ioürbe 
man nur nötpig paben, in ben ©reiedeit ABM, ABQ, ABP∙∙∙ 
bie Seiten BM, BQ, BP naφ §. 497 mit BC parallel 51t 
legen.

SDlan tpeile baper eine ber anbereu Seiten, etioa AC in 
n ©peile naφ bem gegebenen Verpältniß, befφreibe über AC 
einen SpalbfreiS, erriφte in bem ©peilpunft M bie Normale 
MM', maφe AM" gleid; AM' unb jiepe M"M'" parallel mit 
BC, fo ift M"M'" eine ©peilungSliitie; ferner erriφte man 
in bem ^weiten ©peilpuidt 0 bie Normale QQ', maepe AQ" 
gleiφ AQ' ιtnb jiepe Q"Q'" parallel mit BC, fo ift Q"Q'" 
bie jtoeite ©peilungSlinie u. f. io.

§. 618. Aufgabe.
(Sin ©reied ABC gig. 267 burφ Öinieit, loelφe mit ei- 

ner gegebenen 9inie DE parallel finb, in n ©peile ju tpeilen, 
bie ein gegebenes Verpältniß paben.

Üuflöf itng. SÖäre baS ©reied ABC ton B aus in 
n ©peile ABM, MBP, • ••• getpeilt nad; bem gegebenen Ver- 
pältiiiß, fo toürbe man nur nötpig paben, in ben ©reiedeit 
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ABM, ABP, CBS, CBQ∙∙∙∙bie ©eiten BM, BP, BS, BQ 
nαφ §. 497 parallel mit DE ju legen.

Wfian t⅛eile baper AC naφ hem gegebenen 33erhaltniβ 
in n STfyeile, gielje BF parallel DE, befφreibe über AF einen 
ξ)albfreis, erriφte in bem Sφeilpιιntt M bie Normale MM', 
maφe AM" gleidj AM' nnb μe⅛e M"M'" parallel mit BF, 

„ fo ift M"M'" eine 2φeilιιngSliniej eben fo verfährt man bei 
jebem ber übrigen 5Γljeilpuntte in AF. ©amt befφreibe man 
auφ über FC einen ξ>albfreis, erriφte in bem ⅛peilpnntt S 
bie Normale SS', maφe CS" gleiφ CS' nnb jielje S"S'" 
parallel mit BF n. f. f.

§. 619.
©ie 5Γpeilnng eines S5ierecfs ober 23ieletfS gefφiept fyaupC 

faφliφ, inbem man es in ein ©reietf vermanbelt, baffelbe 
von einer (Sefe aus t⅛eitt, mtb bann bie erhaltenen SΓ⅛eite, 
ivelφe ©reiede finb, burφ Uebertragen in baS 53iered ober 
53ieled nnb in bie vorgefφriebene Vage bringt, rnenn fie niφt 
fφon ganj nnb beit gegebenen 53ebingιtngen gemäß in bem 
33ierecf ober 33ieled fiφ befinben feilten.

§. 620. Aufgabe.
(Sin 23iereef ABCD in n 2φeile 31t ttjeilen, melφe ein 

gegebenes ‰hdltnijs ⅞aben, bttrcl; Vinien, bie von einer Grefe, 
etιυa B, ausgehen.

Sluflöfung. Wian verivaiiblc $ig. 268 juerft baS 
SBieretf in ein ©reietf, beffen eine (£tfe B ift. $it bem (Snbe 
gietye man BD, parallel mit BD bie Vinie CE, nnb wenn 
man nod; BE beult, fo ift ABE baS bent 33icrccf gleiφe 
©reietf;

2) tfyeile man bie ber Cftfe B gcgenüberlicgenbc ©eite AE 
beS ©reieefs naφ bent gegebenen ‰pdltnifi in n Speile;

3) jic^e man naφ beit iit AD liegenben 2φeilpιιnften 
M, P von B aus Vinien, nnb bie ©reietfe ABM, MBP finb 
verlangte XQeile beS 33ierecfö.

4) Böge man von B naφ beit übrigen 2φeilpunften Q, 
S gerabe Sinien, fo mürben bie ©reietfe PBQ, QBS jmar 
verlangte ^peile fein, aber niφt gauj innerhalb bes ißieretfs 
fiφ befinben. 2Son bent ©reietf PBQ liegt baS ©reietf PBD 
innerhalb beS SHeretfS; um DBQ hiιm⅛briπgen, übertrage 
man cS von AE auf BC, ivelφeS gefφieht, inbem man 
QQ' parallel DB jiept, nnb bann BQ', hierauf übertrage 
man baS folgenbe ©reietf QBS von AE auf BC, melφeS
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auögefüprt tvirb, inbem man SS' parallel DB unb bann BS' 
jiept u. f. io.

Φaffelbe gilt für $ig. 269.

§. 621. Stuf gäbe.
(Sin 33iere<f AB CD in n Xpcile ju tpeilen, beren 23er- 

pältnifj beftimmt ift, fo, bap alle ⅛ilungβtinien von einem 
in einer Seite gegebenen φunft E auögepen.

9luflβfung. 5Dfian vertvanble juerft baß 23iere<f in 
ein ©reiecf, bergeftalt, baf; bie Seite beö 23ierecfö, in iυel≡ 
cper ber *βunft E gegeben ift, in eine Seite beö ©reiecfö 
fällt, ober felbft Seite beö ©reiecfö tvirb. Um bieö auSju* 
fiipren, jiepe man $ig« 270 BD unb bamit parallel CF; ABF 
ift bann bas ©reiecf.

2) tpeile man bie Seite AF beö ©reiecfs, in ivelcper ber 
φuntt E liegt, nacp bem gegebenen S3erpaltnφ in n £peile.

3) giepe man von E nacp ber gegenüberftepeuben (Scfe 
be$ ©reieefs bie Sinie EB, unb mit biefer parallel aus je* 
bem £peilpunft eine Viitie, tvoburep man bie Sinien MM', PP', 
QQ', VV', SS' erpält.

4) giepe man nacp ben fünften M', P', OS ivelcpe in 
ben Seiten beö 23ieretfö liegen, von E aus Simen, ©ieS finb 
verlangte £peilung$linien. ©ernt es ift AEM' gleicp ABM 
nacp §. 601, M'BP'E gleicp MBP, weil EBM' gleicp EBM unb 
EBP' gleicp EBP, unb P'EO' ift gleicp PBO nacp §. 602.

5) Serben bie Sinien EV', ES' gebaept, fo finb bie 
Φreiecfe 0'EV', V'ES' verlangte Xpeile bcS ißiercefs, weil 
fic wegen §. 602 gleicp OBV, VBS finb. X)a fie jum 5Speit 
außerhalb beS SSierecfS liegen, fo muffen fie burep lieber≈ 
tragen von BC auf CD in baS 23ierecf gebracht »erben. 
®aS gefepiept, inbem man EC, parallel bamit V'V" unb S'S", 
unb bann EV" unb ES" jiept.

§. 622. Aufgabe.
(Sin 53ierecf ABCD burep Sinien, »elcpe von einem in* 

nerpalb beS 23iere<fS gegebenen fßunft E auSgepen, in n Xpeile 
ju tpeilen, bereu Sßerpältnip gegeben ift.

Sluflöfung. OJian ver⅛auble juerft baS 23ierecf in 
ein S)reiecf. $u bem (Silbe jiepe man $ig. 271 BD, parallel 
bamit CF; ABF ift bann bem 2Sicrecf gleiφ.

2) tpeile man eine Seite AF beö ΦreiecfS in n tpeile 
nacp bem gegebenen 2>erpaltnip, »obitrcp fiep bie Xpeilpuulte 
M, P, 0∙∙∙∙ergeben mögen;
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Teilungen burφ (Sonftruction. 317§. 623.

3) bringe man bie ©reietfe ABM, MBP, PBQ∙∙∙∙in 
baS Vieretf, her Vebingung gemäß, baß alle £peilungSlinien 
bott E auSgepen.

ιgiept man BE, EM, BM' parallel mit EM, unb EM', 
fo ift EBAM' gleiφ bem 5Γpeil ABM, benn beibe paben ABM' 
gemeinfφaftliφ, unb BM'E ift gleiφ BM'M.

$iept man EP, parallel bamit BP' unb bann EP', fo 
ift M'EP' gleiφ MBP naφ §. 604.

$iept man EQ, parallel bamit BQ', unb söge man noφ 
EQ', fo mürbe megeu §. 604 P'EQ' gleiφ PBQ fein. Von 
P'EQ' liegt P'ED im 23ierecf. Um DEQ' piiteinjubringen, 
übertrage mau DEQ' bott AQ' naφ DC, melφeS gefφiept, 
inbem mau Q'Q" parallel DE jiept. Von EDQ" liegt mie* 
ber nur EDC im 93ierccf, unb um noφ ECQ" pineinjubrin* 
gen, übertrage man es bon DQ" ttaφ CB, mobιtrφ man 
enbliφ EQ'" erpält.

⅛nbere iuflöfuug. sDiaιι bermanble $ig. 272 baS 
23ierecf ABCD in baS Φreietf ABF, tpeile baS ©reiect bon 
E aus ιιaφ bem gegebenen Verpältniß in n Xpeile unb 
bringe bie ⅛peile, melφe niφt fφon bie gepörige Sage er* 
palten, in biefelbe.

£ätte man bie £peiluttgSlinien EB, EM, EP, EQ, ES, ET, 
EV erpalten, fo müßten bie Siniett ES, ET, EV attberS ge* 
legt merben. Um ES riφtig ju legen, pat man baS ©reiect 
EDS boιι AF naφ DC gu übertragen, mobιtrφ man ES' 
erpält. Um EV naφ ber berlangten 2S5eife ju legen, jiepe 
man VV' parallel mit EB, unb EV', moburφ EVB naφ BC 
übertragen ift. Sιιbliφ übertrage man EBT bon BF ιtaφ 
BC, unb ECT' bon BC auf CD, moburφ ET" fiφ ergiebt.

§. 623. Aufgabe.
<Siιι Vieretf ABCD burφ Sinien, mclφe bon einem au* 

ßerpalb beffelbeu liegenben fünfte E auSgepen, in n ©peile 
ju tpeilen, bie ein gegebenes Verpältniß pabett.

^luflöfung. 5Dian bermanble juerft baS 23ierecf in ein 
©reietf unb tpeile baffelbe. ©ie erpaltenen ©peile mögen 
burφ q, q', q", q'" ∙ ∙ ∙ ∙ bejeiφnct feilt. Φurφ bett ^unft E 
$ig. 273 lege matt eine Sinie, melφe bott bem Sintel ADC 
ein ©reiccf gleiφ q abfφιιeibet, bann eine zweite, bie bon 
bemfelben ©öittfel ein ©reiccf gleiφ q + q' abfφιιeibet tt. f. f. 
<Sφnitte bie jept folgenbe ©peilitttgSlinie bie Verlängerung 
bon DC, fo berlängere man AD unb BC bis F, unb fφneibe 
bott bem V3infel F eilt ©rciecf ab gleiφ DFC + q+q'+q", 
bann eins gleiφ DFC+q + q'+q"+q'" tt. f. m.; unb fangen 
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bie SφetlungSlinien an bie Verlängerung von DA ju treffen, 
fo fφneibe man bon bem V3inte( ABC ein X)reie<f gleiφ qx 
ab u. f. w.

§. 624. Siufgäbe.
(Sin Viered ABCD burφ Sinien, welφe mit einer ©eite 

AB beffelben parallel finb, in n STpeite ju tpeilen, bereu Ver≈ 
pättnip beftimmt ift.

Sluflöfuitg. 90taιt berwanble baS Viereif ABCD ftig.273 
in ba? ©reietf DCG, unb tpeite beffen ©eite DG naφ bem 
gegebenen Verhältnis in n SLpeite.

£)ann lege man in bem ©reied DCM bie ©eite CM 
parallel mit AB, eben fo in bem ©reied DCP bie ©eite CP 
parallel mit AB u. f. f.

Sφneiben bie parallel mit AB gelegten Siitien bie Ver
längerung von DC, fo lege mau in ben ©reieden FCP, FCQ.... 
bie ©eiten CP, CO parallel mit AB.

§. 625. Aufgabe.
(Sin Viered ABCD burφ Sinien, welφe mit einer ge* 

gebenen Sinie HK parallel finb, in n Steile ju teilen, bie 
ein gegebene? Verhältnis ⅞aben $ig. 273.

Sluflöfung. W7an verfahre wie bei ber »origen Stuf* 
gäbe, nur bafj man bie Sinien CM, CP, CQ... parallel mit 
HK legt.

§. 626.
9laφ ben pier ausgefiiprten Teilungen Wirb man ba? 

Verfahren entnehmen fönnen, welφc3 bei ber 2l>eilung bon 
günfeden unb bon Vielehen anjuwenben ift.

3m Allgemeinen wirb man ba? ned in ein ©reied ber- 
wanbeln, biefe? teilen, unb bie Xl)eile, welφe niφt fφon 
bie gehörige Sage fyaben, burφ Uebertragen in biefelbe brin
gen, wenn bie Xpeilung bon einer (5rfe, bon einem $untt 
in einer ©eite, o^er bon einem ^unft innerhalb gefφefyeιι 
foll; unb wenn fie bon einem φuπit außerhalb ober parallel 
mit einer gegebenen Sinie auδjufiφrcn ift, wirb man bie φa≈ 
ragrafφen 497 unb 501 benu⅛eπ, um bie ⅛ilnug⅛linien 
fiφ ju -berfφaffen.
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Neunzehtes Kapitel.
Theilungen durch Rechnung.

§. 627. Afgabe.
(Siir ©reietf DEF burφ Linien, n>eTd?e von t>er (⅛r<fe D 

ausgehen, in n £fyeile jιt tfyei(eπ, bie fiφ bemalten wie
t: V : t" : • • • •

Sluflöfung. 3ft a bas 2ftaaf} her Seite EF, welφe 
ber (5tfe D gegeiiüberfteht, fo trage man $ig. 274 auf EF 
StüiJe EG, GH, HL, •■•• ab, gleiφ -∣τμ∙ ,,^ ___ t,

t + r+*r+....t'' t + v+V+....l"> ••••> b<,butl⅛ t'ef,im≈ 
men fiφ bie fünfte in EF, naφ benen bon D aus ⅛is 
lungSlinien ju gieren finb. 33ei biefem 23erfahren Wirb ein 
⅝e⅛ler, ber bei ber 23eftimmung eines Sφeilpuntteδ etwa be* 
gangen wirb, auf alte übrigen 5Γ^eilpunfte übertragen. ©aS 
ju bermeiben trage man lieber bie Stütfe EG, EH, EL, •••• 
∞t St<*⅛ t+t,+ (,,+-t + ∣,+at,+- (‘ + »9. 

t + v+ar + .... (ι+ι,+ι,')∙∙∙
Ober mαu tljeile ben Inhalt f beS ©reiecfs in ber ber= 

langten Söeife, unb wenn q, q', q", • • • • bie erhaltenen X⅛eile 
finb, fo hat man bie Θleiφungen

bEGSina = 2q 
bEHSina = 2(q+q') 
bELSina = 2(q-j-q' + q") u. f. f.

aus welφen folgt

EG = b^1’ EH=b^ (’+“')> el=F⅛5⅛+*∣'+^
§. 628. 21 uf gäbe.

(Ein ©reietf DEF gig. 275 burφ Linien, Welφe bon einem 
in einer Seite EF gegebenen 5βunft G ausgehen, in n ©he^e 
ju theilen, bie fiφ berhalten wie t: t': t" • • • •

Slttflöfnng. ©ie Seiten bes ©reieifs mögen a, b, c 
fein, ber φunft G fei beftimmt burφ GF gleiφ p; bie Summe 
t+t'4-l"H---- bejeiφne s. SRaιt betraφte GH, GK, GL
als ©he^utigSlinien, bann ift
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320 92eunjeljπteδ Vitef. §. 629.

FH:HK = t:V
FH : KL = t: t" u. f. f.

unb baber
FH = —t, HK = — V, KL = — t" u. f. f.ps ps ps
Ober man fe⅛e

pFH : ab = t: s 
pFK : ab = t÷t': s 
pFL : ab = t-j-l'+1": s u. f. f. 

mib entwidele bαrαuδ
FH = —t, FK = — (t⅛t') u. f. f. ps ps

Ober man tfyeite ben 3nfyatt f beS ©veiecfS, unb wenn 
bie 34)ei(c q, q', q" finb, fo fyat man

pFHSina == 2q 
pFKSina = 2(q + q') 
pFLSina = 2(q+q'÷q") u. f-f- 

unb barauS
FH = -A_q, FK = -A-(q+q') u. f. f. 

pSina pSιnax
©ben fo beftimmen fidj> bie £tjeilpuntte auf ED.

§. 629. Stuf gäbe.
(Sin ©reietf DEF gig. 276 burφ Linien, Welφe von 

einem innerhalb beffelben gegebenen ^ßunft G ausgeben, in n 
S⅛ei(e ju treiben, bie fiφ verhalten wie t: t': t": • • • •

Sluflöfung. ©er φuuft G fei beftimntt bιtrφ bie 
•Normale a' unb ba§ ©tücf a". 5D?an bereφπe ben 3ιφalt f 
beö ©reieds, unb tfyeite ihn in n ⅛ile naφ bem gegebenen 
‰⅛altniθ. ©ie ⅛ile mögen q, q', q", • • • • fein, ‰φ EF 
jie⅞e man eine beliebige 9inie als 2φeilung⅛linie, etwa GE. 
Bur 53eftimmung ber anberen 2φeilungSlittien GH, GK, • • • •, 
welφe naφ EF gehen, bat man

EHa' = 2q
2

barauS EH = ^7q u. f. f.
Äommt man mit ben ©hc^ullSg^nw” auf bie ‰lam 

gerung von EF, fo muffen bie 2φeilungSlinien naφ FD bin 
beftimmt werben, fo ba⅛ man junaφft baö b⅛au8 gefallene 
©reietf GFV unb bann bie folgenben ©beile erhält, ©ie 
naφ FD gebenben ^I;eititngelinien beftimmen fiφ eben fo 
wie bie ju CF gehörenben, wenn bie Normale b' befannt 
ift. ©iefe briicft fiφ auö burd; a"Sin^—a'Cos/. $ennt
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§. 630-632. 3⅛eilungen burd> 9teφnuπg. 321

man bie ξ)b⅛e h auf a unb bie ^rojection p von b auf &, 
fo täfjt fiφ ftatt Sin∕ fe⅛eπ unb -- ftatt Cos∕, Woburφ 
entfielt

h, _ a"h—-a'p 
b

©ie gljeilpunfte auf ED finbet man Wie bie auf DF.
§. 630.

©oll ein ©reied geteilt werben burφ Linien, bie von 
einem ^uιιft aubgeljen, welcher aufeerfyalb beb ©reiecfb gege
ben ift, fo berechne man ben 3∏balt beb ©reietfb, t^>eite i⅛π 
unb bringe §. 501 in ‰wenbung, bemalte aber q in bem 
‰bbrmf für x bei unb beredjne benfelben numerifφ.

§. 631. ¾nfgαbe.
Sin ©reiecf DEF $ig. 277 bitrcp 8inien, ⅛>elφe mit einer 

©eite EF parallel fiιιb, in n ⅛ile μt tfyeilen, bie fiφ fcer- 
galten wie t: V: l": • • • •

5Inflofung. Sine her anberen ©eiten, etwa DF, fei 
a, bie ©untrne t+t'⅛t"J- - - - - bejeiφne s. ©inb GG', HH',
LL’, .... XljeilungSlinien, fo tyat man

DG2:a* = t:s
DH2: a2 = t-j-V: s
DL2: a2 = t÷t' + l" :s n. f. f.

Φe⅛bαlb ift 

u. f. f. ©ber man bereφne ben 3n⅛alt beb ©reiectb, tfyeile 
iljn, unb wenn q, q', q", •'••• bie ⅛ile finb, fo ⅛at man 

unb baraub

§. 632. Aufgabe.
. Sin ©reiecf DEF gig. 278 bnrφ Linien, welφe mit ei

ner gegebenen £inie parallel finb, in n X⅛eile ju tfyeilen, bie 
fi⅛ wie t: t': l": • • • • perbalten.
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322 9fieunjebnteö Äapttel. §. 632.

¾uft0fuπg. 9Jiαπ jiepe DQ parallel mit ber gegebenen
Sinie unb beftimme QF glei⅛ m. ©ie Seite EF fei a, bie
Summe l÷l' + t"4- - - -  fei s. Sinb GG', HH', LL' 2φei*
lungblinien, fo verhält fi⅛

FGG':DEF = l:s
FHH': DEF = t+1': s u. f. f.

W?an bat aber
DEF:DQF = a: m

be^olb DEF = DQF
unb bieö fubftituirt

FGG': — DQF = t: sm

FHH':~DQF = t+l':s u. f. f.

ober mit — multiplicirt

FGG,: DQF = —t: sm

FHH':DQF = —(t + l'):s u. f. f.in v z
91un finb bie ©reierfe FGG', FHH' u. f. f. aljnliφ beut ©reietf 
DQF, alfo folgt

unb baraιιβ _ _ _ _ _ _ _ _ _
FG = ]∕^t, FH = l∕^(t+l') u. f. f.

T?an bann auφ ben 3ιφalt f be$ ©reietfs tfyeilen, unb 
pat bann, meint bie Xpeile q, q', q", • • • • finb, bie Θleiφιιngen 

alfo
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§. 633. Aufgabe.
Sin Gieret! AB CD burφ Stuten, rυetφe von einer Scfe 

E ausgehen, in n Sfyei(e tu tlteilen, bie fiφ bereiten iυie 
t: V : l" :

Sluflöfung. SDlatt berechne bett 3nhalt f beδ SßieretfS 
itnb tfyeile ihn naφ betn gegebenen SSerhältniß. ©ie 5Γ⅛eile 
mögen q, q', q", • • • • fein. Um bie 2⅛eilungSlinien μt er
halten, melφe ⅛ig. 279 naφ FG gehen, beftimme man bie 
Normale EV gleiφ a, nnb hat alsbann

FK-a = 2q u. f. f.
be^alb FK = — ∙q tt. f. f.

a
ober man benu⅛e bie Seite b nnb bett SÖittfel a, nnb hat 

b∙FKSin a = 2q u. f. f.
barauö FK = , 2— • q u. f. f.

bSina
Sbenfo beftimmen fiep bie S⅛eityuntte auf HG.

§. 634.
3ft ein S3iere(f μt teilen burcp Sinien, toelφe bott einem 

l*βunft ausgehen, ber in einer Seite gegeben ift, fo verfahre 
matt Wie .bei ber hörigen Aufgabe. Soll ein 23ielecf geteilt 
werben burcp Sittien, welcpe bott einem ⅜htuft auβgepen, ber 
innerhalb beffelben liegt, fo gefcpiept bie £peilung Wie in 
§. 629.

§. 635. Aufgabe.
Sin 23ierecf ju t^eilen burcp Sinien, welcpe bott einem 

φunft auδgepen, ber außerhalb beδ 33ierecfS gegeben ift.
Slnflöfuiig. Sinb feilte Seiten be$ 23ierecfS parallel, 

ober hat es jtoei parallele Seiten, ber ^unft aber eine folcpe 
Sage, baß feine ber ^he^ullS^^nien beibc parallele Seiten 
fφneibet, fo berecpne matt bett 3npalt bes 53ierccfS, tpeile 
ihn, itnb bringe §.501 in Slnwenbuttg, wie eö §.623 ge- 
f⅝epeιt ift, nur behalte matt q iιt bem ¾uSbrucf für x, unb 
berecpne benfelbett nttmertfcp.

£at aber $ig. 280 ba£ 33ierc<f parallele Seiten unb ber 
*βunft H eine folcpe Sage, baß SpeilungSlittien beibe parat 
leie Seiten fcpneibett, fo berecpne man bett 3npalt beö 23ier= 
ecfs, tpeile iptt, unb fcpneibe junäcpft bott bem SBittfel EFG 
naφ §. 501. ⅛peilc ab, bis bie 3φeilιtttgSliιιieιt bie S3erlan≈≈ 
geruttg bott FG treffen. 3ft HP bie le⅛te 2φeilnιιgδliιιie 
tιaφ FG, f0 ^ePe wan HG, itnb ermittele bett 3ttpalt RPGS, 
um ju finben, Welφen 3∏ha^ P ^,as S>ierecf SGKT erhalten 
muß, bamit es baö borgenannte 31t bem £peil θrg⅛, ber 

21*

www.rcin.org.pl



324 5Reunje⅛nteδ Kapitel. §. 636.

bιtrφ bie hinten HP unb HK afyιtfφneiben tft. ≡an fälle bie 
Normale HV unb ermittle bereit Stiitfe a unb b. 3ιιr 23eftim* 
mutig ber £peilungelinie HK bienen bann bie ©leicpmtgen 

‰δ bet ^Weiten folgt
3) x + y : x = a⅛2b : a⅛∙b 

unb bioibirt man 1) bnrφ 3), fo entfielt
2 (a + b)

X ~ a(a⅛2b)P
Sßäre q ber naφfte £fyeil, fo fyätte man 

unb baraus 
ober, wenn man lieber GM ermittelte, auδ dpnliφen (⅛leiφungen

§. 636. Aufgabe.
(Sin 33ierecf ju tpeilen burcfy ßiiticn, melφe mit einer 

Seite beffelben parallel fiitb.
¾ufl0fung. 9J?att bereφne beit 3npalt f beö 23ierecf3 

unb t⅛eite ipn. ©ie £peile mögen q, q', q", • • • • fein. Sol≈≈ 
len $ig. 281 bie 5Γpeilung⅛linien parallel mit ber Seite a 
gepen, fo beftimme man bie Normale h unb bie mit a pa≈ 
rallele 8inie b. gür bie 2φeilungβlittie HH' ift atöbann 

unb, mentt von E eine Sinie parallel mit FG gebaut tvirb, 

bieδ in 1) fubftituirt giebt
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©ie 2Buηel ift negativ jn ttepmen.
Um x' 311 finben, barf man nur in bem für χ gefun* 

beiten ‰βbrmf q + q' ftatt q fe(wn. 3ule⅛t fa∏∏ ttod> baδ 
©reted EFL 31t tpeilett fein.

©ie ©beilungglinie HH' täfst fid; aud; bitrd; DH, gteidj> z, 
beftimmen. 97aφ §. 566 I. 3) pat man für z bie ®leid;ttng 

weil aber HH' parallel mit DG, fo ift
Sin(a-J~∂) = Sin2R = 0 

Sin/5 = Sin^
Sin (∕5-J-<5) = Sin[4R—(a÷y)] = —Sin(aψy) (4) 

Sin d = Sina
©iefe Pöertpe, oben gefe⅛t, liefern

(Sollte baβ ©rapej DEFG gig. 282 geteilt werben bitrd? 
ßinien, bie parallel fittb mit einer ber ni⅜t parallelen Seiten, 
ettoa mit DE, fo jiepe man buvd? bie Bitten M ttnb 0 ber 
nid}t parallelen Seiten bie Sittte MQ ζjie ift gleicf> -⅛~)> 

tpeile fie naφ beut gegebenen Sßerpältnifi ιtιtb conftruire burφ 
bie ©peilpunlte Linien parallel mit DE. ©ie bRid?tigfeit beδ 
Perfaprenö erhellet, wenn man F'G' parallel mit DE beult, 
woburd) ein Parallelogramm DE F'G' pervorgept, baδ g(eiφ 
beut ©rapej ift, unb ba$ in ber verlangten Sδeife geteilt 
erfφeint.

§. 637. Aufgabe.
CSiit Piered DEFG gig. 283 bttrd; Linien, welche mit 

einer gegebenen ßinie parallel finb, in n ©peile 31t tpeilen, 
bie fiφ wie gegebene Ballen verhalten.

5luflbfung. SOlan beredete beit 3ιφalt beö Pieredβ, 
unb tpeile bettfelben in bie verlangten ©peile q, q' q", • • • •,
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§. 638. 639.9leιιnjeb∏teS Kapitel.326

jiepe FH parallel her gegebenen Sinie, fφneibe von bem 
©reiecf GFH parallel mit FH <≡tii(fc ab gleiφ q, q+q'∙∙∙∙, 
bann von bem SSieretf HFED parallel mit FH juerft baS 
«Stücf, tvelφeδ ben testen «Streifen be& ©reietfö ju einem 
verlangten S⅛eit ergänzt, tvemt er niφt felbft ein folφer 
tväre, nnb baranf bie übrigen 2φeile.

§. 638. Aufgabe.
(⅝ finb gig. 283 bie ©eite a nnb bie bαrαn liegenben 

Sinfel a nnb γ gegeben, man fotl bnrφ eine .8inie KK', 
iυelφe mit ber Sinie DG ben Sßinfct ß bilbet, ein 33ierecf 
DKK'E abfφneiben, beffen 3nfyalt q ift.

Sluflöfung. ‰φ §. 566 I. 3) ift

barau3 folgt

(⅝ ift aber

fo bafi entftebt

§. 639. Aufgabe.
(⅜ finb ftig. 284 bie 8inie DE gleiφ a, baS ©tiicf EF 

gleiφ b nnb bie 5Sinfel a ititb γ gegeben, man fott ben 2Bin- 
fei x finben, fo baf? bas 23ieretf DEFG ben 3∏fyalt q erhalte.

Sluflöfung. SOian bat nach §.566 I. 3)
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unb es ift y = 4R—a—γ—x, Wofür gefe⅛t werben mag 
φ—x. Subftitiiirt man bieS ftatt y in ber oberen (^leiφιιng, 
fo entftept 
a2SinaSin(a+φ-x)+2abSinftSinx4-b2SinxSinφ=2qSin(φ-x) 
a2Sina Sin(α⅛φ) Cosx—a2SinαCos(α+φ)Sinx÷2ab Sina Sinx

4-b2Sin φSinx == 2qSin cp Cosx—2q Cosφ Sinx 
a2Sina Sin(aψ^))Colgx- a2SinaCos(a-f-φ) + 2ab Sinaψb2 Sinφ 

= 2qSinφCotgx — 2qCosφ
_ a2SinaCos (a+φ) — 2abSina — b2Sinφ—2qCosφ 

0,"x- a2SinaSin(aψφ) — 2qSinφ

§. 640. Aufgabe.
(5S finb g*ig. 284 bie Seite DE gleiφ a, baS Stile! EF 

gleiφ b unb bie Sßinfel a unb γ gegeben, matt fall baS 
Stütf DG gleiφ z beftimmeu, fo baß baS 23iereet DEFG ben 
3∏palt q pabe.

2lnflbfιtng. ‰φ §. 565 I. 3) pat man 
azSin a —bz Sin (a-l∙ √)4-ab Sin γ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 2- - - - - - - - - - - ≡q

nnb baraus folgt
_ 2q—abSin/ 

' ~ aSinu — bSin(α⅛∕)
§. 641.

©ie bret vorftepenben ^βαrαgrαppeιt finben bei ©peilungen 
‰Wenbung, ber erftere, wenn bie ©peilnngSlinieit parallel mit 
einer gegebenen ßinie fein, bie anberen, wenn fie von φnnften 
auSgepen feilen, welφe in Seiten fiφ befinben.

(⅛S fei 3. 23. ein neef ABCDE ⅛ig. 285 uaφ einem vor* 
gefφrtebeπen 23erpältniß 311 tpeilen burφ 8inien, welφe mit 
ber ßinie PQ parallel finb. — SDiau bercφne ben 3npalt bes 
neefg unb tpeile ipn πaφ bem gegebenen 23erpδltniβ. ©ie 
©peile bes ⅛npalteS mögen fiφ gleiφ t, V, l", •••• ergeben.
3)ian  μepe aus jeber von ben CSifen B, E, C eine 8iιιie paral∙≈ 
lei mit PQ, nnb bereφue bie ^π^abtc ber Figuren ABF, 
BGEF, GCIIE u. f. W. 3c naφbcm ber 3npalt Volt ABF 
größer ober Heiner ift als t, muß bie erfte ©peilyngSlinie 
lintS ober reφts von BF fallen. $ft ABF größer als t, fo 
fφneibe man ein ©reietf AMN ab von bem ßmpalt t. $ft t 
größer als ABF nab Keiner als ABGE, fo fφneibc mau ein 
23iere(f BM'N'F ab von bem 3iιφalt l—ABF n. f. f., welφcS 
naφ ben vorftepenben Säpeu fiφ auSfitpren läßt.

9'caφ bem, was bisper vorgetommen ift, bürfte man im 
Staube fein, bie ©peiluug von 23iele<fen auSjufiipren.
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§. 642. Aufgabe.
©a« Vierecf BCDE ftig. 286 ift burφ bie 8iπie HK in 

Stvei X^eite geteilt, man feil bie Sinie FG jiefyen, fo baß 
jebeö von ben Vieretfeit EFNH unb HNGB einen aeaebenen 
3nfyalt befomme.

Sluflöfung. SQJan verlängere bie Sinie HK bis $u ben 
Φurφfφnitten mit ben Verlängerungen ber ©eiten DE unb BC. 
©ie ßinie LM itnb bie ©reteef'e ELH unb KCM erfφeineιt als 
gegeben. LM fei gleiφ a. 5Qιan ermittle ben 3n⅞alt p, tυel= 
φen baß ©reietf LNF, unb ben 3ιφalt q, ben GNM Ijabeit 
muß, bamit jebem ber Vierecfe EFNH unb HNGB ber be≈ 
ftimmte 3n⅞alt werbe. Sllßbamt tyat man für LN, gteiφ x, 
itnb für ben Sßinfel y, tυobnrφ fiφ GL volltommen beftimmt, 
bie (Sleiφιtngen

9lnß ifynen folgt

SDlan bioibire 3) burφ 2p, 4) bιtrφ 2q unb fnbtro⅞ire bann
3) von 4), baß liefert 

unb fyieraitß ergiebt fiφ
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5lut 3) finbet man 
χ2 

c°lgy = 2p“Cotga 
tooriιt noφ für x ter V3ertlj ju fe⅛en ift.

3ft p == q, fo ift her ⅛utbrmf für χ unbrauφbar. 9(l$- 
fcann geξ>t aber 5) über in

nnb baraut ift

©tnb bie ©eiten BC nnb DE parallel, fo fittb ß nnb a 
einanber gleich, nnb ber erftere ¾utbrncf für χ geht über in 
—— (p±∣∕j7q), ber anbere in -⅛-∙

©dpneiben bie Verlängerungen rott ED nnb BC beibe bie 
eine Verlängerung bon HK, etwa $ig. 287 bie über K hinaus- 
liegenbe, fo ermittle man tote bor⅛er ben 3n⅛alt bon LNF 
gleiφ p, bett bon MNG gleich q, nnb et finben bie Gleichun
gen ©tatt 

aut betten bie Unbetannten fidj ähnlich toie oben enttoicfeln 
la ff eit.

3ft $ig. 288 bie ©eite ED parallel mit ber Jßittie HK, 
fo berlängere man ED nnb HK bis junt Φιιrφfφnitt mit ber 
Verlängerung bon BC. W befannt laffeit fid) betrachten bas 
©tücf MV gleich a, ber VJinfel a, bie ©reiecfe CKM, CDV. 
207an beftintme ben 3nhalt P bet ©reiecfs VFG, fo baf? 
EFGB bie ©iiutme ber gegebenen 3ιιl)a(te bon EFNH nnb 
HNGB gιιm 3ιφalte habe, 1111b ben 3ntyalt q bet ©reieefö 
MNG, fo baß für HNGB ber beftimmte 3nljalt bleibt, ©te 
Sinie FG beftimmt fiφ bιιrφ bie ©tiiefe x nnb y. ber- 
hält fiφ aber 

toorant folgt
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gerner ift xySin/5 = 2q
y = -⅛- = 2q(√p-∕q) = _2_(_ 
y xSin/5 a∣∕qSi∏∕⅛ aSin/2^ 1 '

Sinb enbliφ gig. 289 bie betten Seiten ED ttub BC mit 
HK parallel, unb bezeichnet p bett ß'npalt, Welφen HNFE, 
q beit, welchen BGNH befommctt (oll, fo bat man

2luS 3) folgt 

nitb fnbftituirt matt pter bie 3Sertpe von ax unb bz aitS 1) 
unb 2), fo entfielt

Woraus folgt

‰φ 1) ift noφ

Φnrφ χ unb y beftimmt fiφ aber FG.

§. 643.
UebnngSaufgaben 311 ben Steilungen.

1) 3∏ e*tter ©eite eines ©reieds ift ein Puntt gegeben, man 
fall bermittelft einer Siitie, ivelφe burφ biefen Punlt gelφ, 
ba$ S)reied in gtt>ei gleiφe Steile teilen, ober in jmei 
Steile, tυelφe fid; berl)alten mie p: q.

2) innerhalb eines S)reiedS ift ein φunft gegeben, man fall 
baS ©reied bermittelft einer 8inie, tυelφe bιιrφ biefen Punft 
gel)t, in 3i0ei glciφe Steile teilen, ober in jtoei Steile, 
n>elφe fiφ bertalten wie p: q.

2δirb burφ §. 502 aιtSgefiφrt.
3) $n einer ©eite, ober innerhalb eines SrapejeS, ober eines 

Parallelogramms, ober eines SrapesoibS ift eilt lpιudt ge≈ 
geben, man fotl baffelbe in jtoet glciφe Steile teilen, Ober
in jinei Stelle, tt>elφe fiφ bertalten toic p:q, bermittelft 
einer 8inie, ioelφe bnrφ feiten Punlt ge^t.
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4) (Sin ©reiccf ABC gig. 290 in brei gleiφe ©peile jn tpei- 
(en, fo bafj ber eine SΓf>eil FGH ein bem ©reietf ABC 
αpnliφeβ ©reiect unb jeher bet anberen Steile ein ©ra* 
pe$ werbe.

9Jiαn I;at
ΔABC : ΔFGH = BC2:GH2 = 3 : 1

αlfo GH=∣BC~
Oft CD gleiφ -⅛BC unb DE normal auf BC, fo ift 
CE — ] BC∙5^-∙ SERan maφe CM gleiφ CE unb jiepe 

MN parallel mit CA. Sßirb bon irgenb einem φιmtt G 
ber Sinie MN bie 8iπie GH parallel mit BC unb GF pa≈≈ 
rallel mit BA gezogen, fo ift immer FGH apnliφ mit ABC 
unb babei ⅛ bon ABC. Stimmt matt ater G in ber SDHtte 
bon MN, fo werben bie iδebinguιtgen ber Slufgabe erfüllt, 
weil bann NGFA gleiφ GMCH unb NGB gleiφ GBM, 
alfo BGFA gleiφ BGHC, mitpin jebeö ein ©rittet von 
ABC wirb.

5) ©aß ©reietf ABC gig. 291 burφ bie mit AC parallele
Sittie DE unb bιtrφ bie auf AC normale ßinie FG in brei 
gleiφe Steile jtt tpeilen. _ _ _ _ _ _

Wlait ttepine BE gleiφ ∣∕bC∙^ tttib jiepe DE paraD 

lei mit AC, fo ift BDE eitt ©rittet bon ABC. SDian jiepe 
ferner bιtrφ bie SJiitte P bott AD parallel mit AC bie 
Sinie PQ, palbire biefe unb conftruire bιtrφ bie SDiitte M 
bie Normale FG. FG tpeilt baß ©rapej in χwei gleiφe 
©peile, welφeβ fiφtbar wirb, wenn inan QV parallel 
mit AD jiept.

6) 9)i an feil g-ig. 292 bett Piinft D beftimmen, fo bafe bie 
©reietfe ABD, BCD unb ACD eiitattber gleiφ werben.

W?an tpeile eine Seite, etwa AC, in brei gleiφe ©peile, 
jiepe bon bem ©peilpuitft M bie 9inie MD parallel mit 
AB, bon N bie Sinie ND parallel mit CB; D ift ber 
φunlt.

7) 2δie wirb matt berfaprctt, wenn in bett brei borftepeuben 
' Aufgaben fiφ bie ©peile wie in : n : p berpalten fallen?
8) ©aß Parallelogramm AB CD gig. 293 burφ 8inien, welφe 

bon bett Punlteit E, F, G außgepctt, in vier ©peile jtt 
tpeilen, bereit ‰pciltnip gegeben ift.

Φι'an tpeile AD in hier ©peile, bie baß gegebene S3er≈≈ 
pältnifj paben. $on ben ©peilpunlten M, N, Q jiepe matt
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MM', NN', QQ' parallel mit AB. ©_ie Parallelogramme, 
in metφe ABCD bιtrφ biefe 8iπien ^erlegt Wirb, paben 
ba⅛ oorgefcpriebene Sßerpältnifi. $iept mau je⅛t burd; bie 
9Jιitte H von MM' bie 8inie EE', fo ift bieö eine richtige 
Xpeilungβlinie: beitn ba bie ©reiede E'HM' unb EHM gleiφ 
finb, fo ift AEE'B gleicp AMM'B. (Sbeit fo erpält man 
FF' unb GG'. ©a aber GG' bie ©peilungölinie FF' fcpnei=≈ 
bet, fo jiepe man GF', parallel bamit G'G", unb bann 
GG", moburdp GF'G" gleicp GF'G' mirb, alfo GG" brauφ= 
bare ©peiluugölinie.

Sie mürbe man berfapren muffen, menn ABCD ein 
©rapejoib märe?
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Anhang.

1.
Die Mitten X, Y, Z bet diagonalen eine« vollftänbigen 
9Siered⅛ ßig. 294 befinben fiep in gerαber 8iπie.

^δeiveiδ, 9)ιαn jiepe burcp X bie 9inie PQ parallel 
mit CD, unb eö ift P bie 9JHtte von AE, Q bie 9)iitte von
AD. S‰n giepe ferner PZ, fo ift, ba P unb Z bie Wiitten 
von AE unb EF finb, PZ parallel mit AF, unb R bie SOiitte 
von DE. deöpalb gept QR bnrep Y unb ift parallel mit
AE. die «Seite BF, mit ivelcper feine von biefen Linien 
parallel ift, betraepte man als XranSVerfale für baS dreieef 
ADE auö beit brei übrigen ©eiten, unb es ift

AB∙CE∙DF = BE∙CD∙AF
ober, maS baffelbe fagt

2QY∙2PX∙2RZ = 2RY-2QX∙2PZ
b. p. PX∙QY∙RZ = QX∙RY∙PZ
unb beSpalb befinben fiep X, Y, Z in geraber 8inie.

2.
33ei jebein vollftänbigen 23iereef ABCDEF gig. 295 fin≈ 

ben bie ©leiepungen ©tatt
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33eiυet⅛. $ebe «Seite beS noUftänbigen S5ieretfS be
traute man als ©ranSöerfale beS ©reietfs aus ben brei 
übrigen Seiten, ©as getna⅛rt bie Gleiφιtugen

1) AD∙CE∙BF = DF∙AE∙BC
2) AC∙BE∙DF = CEBDAF
3) BC ∙DE AF = CF-BE AD
4) BD∙AE∙CF = DE AC BF

unb bie ^βrobιtcte ans ben Gleiφungen 1) nnb 2), 1) unb 4),
1) nnb 3) liefern bie Gleiφnngen I, II, III.

3.
Sirb $ig. 296 ein oollftäubigeS Sßieretf ABCDEF bitrtf; 

eine ©ranSöerfale gefφnitten, fo finben folgenbe Gleiφιmgeιt 
(Statt

I. AX∙BZ∙CY∙DT = BXCZDYAT
II. AX∙EY∙CZ∙FT = EX∙CY∙FZ∙AT

III. BX∙EY∙DT∙FZ = EXBZFTDY
bie man jur befferen Ueberfiφt ber 9ieiβe naφ auf bie ein
fachen 33iere<fe ABCD, AECF unb BEDF beziehen möge, 
unb bann leiφt in Sorten auSfpreφen lantt.

33erυeis. ‰S ben ©reietfeu ABC unb ACD ift
AX∙BZ∙CV = BXCZAV
AVCYDT = CVDYAT

©aS ^βrobuct beiber Gleiφungen liefert bie Gleiφung I.
?IuS ben ©reietfen AEC itnb AFC bat man

AXEYCV = EX CY AV
AVCZFT = CVFZAT

unb baS ^robuct biefer Gleiφungen gemährt bie Gleiφιιng II. 
¾uS ben ©reietfen BEF unb DEF entspringt

BX∙EQ∙FZ = EXFQBZ
FQ∙EY∙DT = E0∙DY∙FT

unb baS ^robuct liefert III.3 « f U
Gebt gig. 297 bie ©ranSVerfale burφ bie Gtfe E, fo fallen 

bie φunfte X unb Y mit E jufammen, unb bie Gleiφung I.
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ge⅛t über in
AE∙BZ∙CE∙DT = BE∙CZ∙DE∙AT

wofür wir fe⅛en
AE-CE _ AT-CZ 
BE DE “ BZDT

©ie Θleiφuugen II. unb III. aber fallen aus.

4.
Sßenn man gig. 298 aus ben (5φnmlten E unb F auf 

einer ©iagonale EF eines bollftänbigen 53iereds ABCDEF 
©ranSberfalen EXY unb FZU jiefyt, unb bιtrφ ifyre Φιιrφ≈= 
fφuittspunlte X, Y, Z, U mit ben ©eiten bie geraben Linien 
XU, ZY, XZ, UY legt, fo befinben fiφ bereu QurφfφnittS' 
punfte auf ben anberen ©iagonalen.

53 em eis. (Ss ift naφ bem oorftc⅛enben 3ufa⅛
EA•EC AY•CX 
EB∙ED ~ BX•DY 

ιs FA∙FC AUCZ
1UW FB • FD ” BU • DZ
9laφ 2 finb bie beiben Quotienten jur Sinlen eiuauber gleiφ, 
folgliφ finb bie reφts gleiφ, unb bas liefert

1) AU∙BX∙ CZ∙DY = BU∙CX∙DZ∙AY
5luS bem ©rciecf BDC ift

2) BX∙CZ∙DQ = CX∙DZ∙BQ
9)ian  bioibire 1) burφ 2); cs entfielt

AU∙DY∙BQ = BUAYDQ
unb bcSljalb befinben ftφ U, Y, Q in geraber 8iuie.

5luS bem ©reiecf ABC ift
3) AU∙BX∙CP = BUCXAP

1) burφ 3) bibibirt liefert
CZ∙DY∙AP = DZAYCP

unb beS⅞alb befinben fiφ Z, Y, P in geraber Sinie.
©arin liegt bcr ©aß.
©er ©ab bleibt giltig, wenn einer ber fünfte E unb F 

in bie Unenbliφteit riicft, ober Wenn beibe in bie Unenb≡ 
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liφfeit rüden. ©amt werben bie von fo(dj>ent ^βunft aus* 
gebenben brei 8inien parallel. — ©eSpalb befinbet fiφ j. 53. 
⅛ig. 34 bei ΦurcφfφπittS∣3iιπft ber Linien EG unb HF auf 
ber ©iagonale AC, unb eben fo fφneiben fiφ HE, FG unb 
BD in einem $unft.

5.

5Senn ⅝ig. 298 brei 8inien, Welφe von einem φunft E 
auSgel)en, gefφnitten werben bιtrφ brei Linien, welφe von 
einem φunft F Ijerfomnten, fo gefφiept baS in nenn φunt* 
ten, burφ welφe fiφ aφtjeljn neue Linien legen taffen, unb 
biefe verfallen in feφsmal brei Linien, welφe fiφ fφneiben in 
einem φunft.

‰φ ber vorigen Kummer.
Erweiterungen, inbem man .einen ober mehrere ber fünfte 

E, F, A, B • • • • in bie Unenbliφteit rütft.

6.
Sßon einem φunft N $ig. 299 geben brei 8inien aus. 

5luf jeber berfelben finb jwei φuntte A, A', B, B', C, C', 
beliebig genommen, itnb burφ gerabe Linien verbmtben. 
©ie Seiten ber ©reiecfspaare ABC unb A'B'C', AB'C unb 
A'BC', ABC' unb A'B'C, A'BC unb AB'C' fφneiben fiφ ber* 
geftalt, baß bie brei ΦurφfφnittSpunfte analoger Seitenpaare 
in geraber Öinie liegen.

53 e weis. 5luS ben ©reiecfett NAB, NBC, NAC pat 
matt, bie Linien A'B', B'C', A'C' als ©rauSverfalen ttebmenb

NA'BB'AX = AA'NB'BX
CC'NB'BY = NC'BB'CY
AA'NC'CZ = NA'CC'AZ

©aS φrobuct ber Θleiφungen ift
AX∙BY∙CZ = BXCYAZ

unb beδ^alt> befinben fiφ X, Y, Z in geraber ßinie.
‰s ben ©reichen NAB', NCB' unb NAC bat matt

AA'B'TNB = NA'ATB'B
B'BNC'CU = NBCC'B'U
NA'CC'AZ == AA'NC'CZ 
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dαS ^robuct biefer Φleiφungen getrtφrt
B'TCUAZ = ATB'UCZ

deshalb liegen T, U, Z in geraber Sinie.
9luS ben dreieden NAC,, NBC' unb NAB pat man

NC∙AA'∙C'V == C'CNA'AV 
C'C∙NB'∙BU = NC∙BB'∙C'U 
BB'∙NA'∙AX = NB'∙AA'∙BX 

alfo
AX∙BU∙C'V = BX∙C'U∙AV

unb beSpalb befinben fiφ X, V, U in geraber Sinie.
s2(epnliφ für bic fünfte T, V, Y.
das ®efe£ bleibt gütig, trenn N in bie llneubliφfeit 

rüdt, b. ⅛, bie Linien AA', BB', CG' parallel finb.

7.
Serben jtrei convergirenbe Linien AQ, A'Q $ig. 300 

von beliebig rieten Linien gefφnitten, tvelφe ron einem 
φunft N auSgepen, unb jiept man bie Xransrerfalen AB', 
A'B, BC', B'C u. f. tr., AC', A'C, BD', B'D u. f. tr., AD', 
A'D u. f. tr. u. f. tr., fr befinbett fiφ bereu durφfφnittS≈ 
punfte X, Y u. f. tr. in geraber Binie mit bem fßuuft Q.

53 etrei^. 3∏ bem vollftänbigen 53iercd QBXB' ift bie 
diagonale AA' burφ bie diagonalen B'B unb QX parmo≈= 
nifφ getpeilt; beSpalb ift QX vierter lιarmotιifφcr Strapl 
ju QA', QA unb QN. $n bem 53iered QCYC' ift bie dia* 
gonale BB' parmcnifφ getpeilt; beSpalb QY vierter parmo= 
nifφer @trapl ju benfelbeu ©traplen QA', QA, QN. U. f. tr. 
die Sinieu QX, QY, QZ u. f. tr. fallen bemnaφ jufamnieu, 
unb barin liegt ber ⅛a⅛.

S'eber ber φuπtte Q unb N fann in bie Uπcπbliφfeit 
rüden, unb bas (⅛efe⅛ behält ©iltigfeit.

8.
$n einem Greife $ig. 301 fei ein 23iered ABCD be- 

fφrieben. durφ bie (Seien lege man dangenten. <Sie bit
ten ein ttm ben flreiS liegcnbeS SSiered EFGH. die inne
ren diagonalen beiber 33ierecfe fφnciben fiφ in bemfelbeit 
^βunft N, fie finb bie polaren ber (Sdeit X, Y, Z, T, biefe 
befinben fiφ beSpalb in geraber Sinie, unb if>re £age ift 
⅞armouifφ.

«DplfF« Φrpmthif. l.£S>. 7te ¾ufl. 22
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33etoeiS. öS ift NY polare ju X, NX polare ju Y 
(§.323). E tft $ol ju DA, G φol ju CB, alfo EC po
lare su X. öS fallen beSljalb NY unb EG jufammeit, eben 
fo NX unb FH. die diagonalen beiber 33ierecfe fφneiben 
fiφ bemnaφ in bemfelben φunft N. 3lun ift Z ^ol gtt AC, 
T $ol su BD. die polaren ber fünfte X, Y, Z, T fφnei* 
ben fiφ in bemfelben $nntt, alfo befinben fiφ bie fünfte 
in geraber Sinie. EG, HF, ZT finb bie diagonalen beS 
um ben Äreis liegenben 23iere<fs, beSfyalb X, Y, Z, T ⅛ar* 
monifφe fünfte.

Segt man bιιrφ bie öden X unb Y bes 93ierecfS AB CD 
Saugenten au ben Streis, fo bitbeit fie ein Sßierecf beffen in* 
nere diagonalen gleiφfalls bιtrφ ben φuntt N ge⅛en. — 
die fünfte P, Q, R, S finb bie ‰ufyrungSpuιιfte biefer 
Sangenten. das SSieretf PQRS unb bas ans nuferen San* 
geilten fielen in benfelbcn SBejte^ungen ju einanber, wie bie 
Sßierecfe ABCD unb EFGH. daraus erteilet bie 23eljaup* 
tung. ferner erhellet, baß ber fünfte unb feφste öcfpunft 
beS 93ierecfs PQRS fiφ auf ber polare XY beS fünftes N 
befinben. — öben fo, trenn man bie 23ierecfe in 33etraφt 
giet>t, tυelφe bie Saiigentenpaare au ben önbfmnfteu ber 
diagonalen AC unb BD bilben mit ben Sangeuteupaaren 
aus X ober ans Y.

9.

ßu gweien Streifen M unb M' gig. 302 feien Q itub S 
bie 9lebnliφfeitSbitnfte unb es fei über QS ein Streis gefφla* 
gen. ⅛irb aus irgenb einem Quillt P ber ^eri∣φerie bie* 
feS Streifes ein Sangentenpaar an ben Streis M unb ein 
Streites an ben Strcis M' gelegt, fo ift ber SBintel, iυelφen 
bie Sangenten beS einen $aareS bilben, glciφ bem SBiufel, 
ben bie beS anberen SßaareS bilben. 5luS jebem φuntte ber 
sβeri∣φerie beS Streifes über QS werben alfo bie Streife M 
unb M' unter gleiφeιι 3Biιιfeln gefehlt.

33 e tue iS. öS genügt, ju geigen, bafj ber 2δiιιfel MPA 
gleiφ ift bem SÖinfel M'PB. die 9iabicn ber Streife M unb 
M' feien r unb r'. die hinten PM, PQ, PM' unb PS finb 
⅞armonifφe ©tragen, unb PQ unb PS fielen auf einanber 
reφtwinf(ig, besf>alb ift ber 3Binfel MPM' burφ PQ ljalbirt. 
öS verhält fiφ bemnaφ

PM:PM' = MQ:M'Q = r:r' = MA:M'B 
sugleiφ finb MAP unb M'BP reφte 3Binfel, folglich bie drei* 
eefe MAP unb M,BP φliφ, unb bcStyalb Z.APM = Z.BPM'.
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10.
(S⅛ fei gig. 303 bie <Sepne AB beö Duαbrαnten in brei 

gleiφe ©peile geteilt, unb burφ bie ©peilpunfte N itnb 0 
feien bie ‰bien ME nnb MF gelegt, 3iept man EF, πor=≈ 
mal baranf EH nnb FG, enbliφ HG, fo ift EFGH ein 
©uabrat.

iöeioeib. MC palbire ben SBinfel AMB. fgunaφft er≈≈ 
pellet, bafs EFGH ein 9ieφtecf, nnb MD gleiφ DH ift. 
oerpält fiφ

EH : MD = PH : DP ≡ NA : VN = 2 :1 
folgliφ ift

EH = 2MD = 2DH = GH
alfo baδ 33ierecf ein Dnabrat.

11.
©er Φurφmeffer AB be« Greife« ^ig. 304 fei in n 

gleiφe ©peile getpeilt. 9Jιit AB feien anb A nnb B 23ogen 
gefφlagen, Welφe fiφ in N nnb Q fφneiben. 2luδ N nnb 
Q feien burφ ben 2ten, 4ten, Gten u. f. w. ©peilpunft 8i=≈ 
nien gelegt: biefe tpeilen bie φeripperie beö Greifes genau 
ober näperungSioeife in n gletφe ©peile.

SSir mellen ben äJiittelpunftbtoinfel x bcr erften <≡eite AC 
beftimmem ©er 9tabin⅛ beb Greifes fei 1. oerpält fiφ

QM : CD = ME : DE = ME : MD —ME

g« ift ME = MA —AE = 1— - = n n
unb biefer ¾u8bru<f werbe bιtrφ q be^eiφnet. ©ie obere 
Proportion gept über in

√3 : Sinx = q : Cosx—q
unb hieraus folgt

q2— q2Cosx2 = 3Cosx2—6qCosx⅛-3q2 
(3÷q2)Cosx2—6qCosx4-2qt == 0 

ober burφ 2q2Cosx2 bioibirt
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ober, iitbem man für q beit SÖSertß fe⅛t,
Cosx = - - - - - - ⅛→-. .

3n—yn2+16n-32
Se⅛t man hierin 3, 4, 6 ftatt n, fo erhält man, genau 

jutreffeιιb, ben 2RitteIpunftSWintel beS regulären ©reietfS, 
VieretfS, SeφSecfS; werben anbere Batylen ftatt n gefe⅛t, 
fo ergiebt fiφ für x nur näherungSWeife ber 9JiittetyunttS* 
WinJet beS neif’S; bie 5lbweiφungen fiitb beim giiitfetf, Sie- 
bene(f, u. f. io. gering, unb nehmen ju, Währenb n junimmt, 
©ie ©eite beS günfetfS erhält man ein (Geringes ju fleiit, 
bie beS SiebenetfS unb alle folgenben jit groß. 9)lan f'ann 
fiφ begnügen, bie erfte ©eite AC vermittelft eines ber fünfte 
N ober Q ju conftruiren unb AC im Greife l;eritmirageit; 
es finbet inbef? eine SluSgleiφung ©tatt, Wenn man verfährt, 
Wie oben ift angegeben worben.

12.
©ie ©eite beS regulären ©iebenetfs im Greife $um 

^>albmeffer 1 ift gleiφ 0,86776 ••••, ber Sinus von 60° ift 
0,86602 •••■, alfo mit einer ©iffercnj von 0,0017∙∙∙ gleiφ 
ber ©eite beS ©iebenects. ©ie £>öhe beS gleiφfeitigen 
©reietfs jur ls>eite r giebt bcnιnaφ näher ungSWeife bie ©eite 
beS regelmäßigen Sicbencd⅛ im Greife beffen 9τabiιιS r ift, 
mit ber ©iffereitj 0,0017∙∙∙∙r.

13.
lieber einer gegebenen Siitie AB werbe ein gleiφfeitigcS 

©reietf ACB befφrieben, unb cs ift C 9Hitte⅛unft, ACB 
Wttelpunftswinfel beS regulären SeφSedS aitS ber ©eite AB. 
3Dian coitftruire CD normal auf AB, verlängere CD über C 
hinaus, uitb nehme bie Verlängerung CE g(eiφ CA. ©amt 
ift E Stiittetpunlt beS regulären Bwölfed'S aus AB. 2φeilt 
man CE in feφs gleiφe ©l^eile, fo fiitb bie 2φeilpuntte itä- 
IjerungSweife bie 9)litte⅛uutte beS regulären ©iebeitccfs, ¾φC 
etfs, 9fleunetfS u. f. w. aus AB. 9Jiaιt verlängere CE über 
E hinaus unb neunte bie Verlängerung EF gleiφ EA. 
©amt ift F 9JiittelpuιιΓt beS regulären VierunbjWan^igetfS 
über AB. Unb wirb EF in jwölf gleiφe ©heile geteilt, 
fo fiitb bie 2φeitpuntte iiäherungsweife bie 2Dfiittetymιfte beS 
regelmäßigen ©reijehnerfS, Vierjeh∏etfS it. f. W. über AB. 
U. f. w.
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14.
©er Umfang eines Greifes ift tt(φeruπgStbeife gteiφ 

bem Umfang bcS reφtibinfligen ©reietfs, beffen eine .ftaφete 
⅜ bom ⅛mrφmeffer, nnb beffen anbere baS ©of>|>elte ber er= 
ften, alfo -∣ bem Φπrφmeffer ift.

©er Umfang bcS ©reiecfs ift nm 0,000096 ∙∙∙∙r größer 
atS ber beS ftreifeS, unter r ben 97abinS berftanben.

Zur Trigonometrie.
I.

3ft a + fi±r = 180° fo ift
1) Sin aCos/?4-Cosa Sin/? = Sin/
2) Sin a4-Sin: Sin∕ = Cos⅛(a—/?):Sin4/
3) Sina —Sin/?: Sin∕ = Sin∣(a—ß): Cos∣∕
4) (Sin a-j-Sin/?4-Sin/) (Sin «4-Sin/?—Sin/)

= 4SinaSin/?Cos|/2
5) (Sina — SinßψSin/)(— Sina-j-Sinß + Sin/)

= 4 Sina Sin/? Sin 4 ∕2
6) Sina24-Sin/?2—Sin/2 = 2SinaSin/?Cos/

23 eine iS. ©ie Φleiφung 1) liegt barin, baß 
Sin(a4~/?) = Sin/.

2) (£S ift Sina4-Sin/? = 2Sin-⅛(a + ∕⅞)Cos⅛(a — ß) 
= 2Cos⅛∕Cos4(a—ß) nnb Sin/ ift glciφ 2Si∏4^Cos∣∕. 
2Ie1jnliφ ergiebt fiφ 3)

4) ift baS φrcbuct ber Φleiφιtngen 1) nnb 2) in §. 547.
5) 97aφ §. 547 2) ift

Sina — Sin/?4-Sin∕ = 4Sin aSin ⅛∕Cos |/?
— Sin a 4-Sin/?4-Sin∕ = 4Sin⅛∕7Sin ⅛∕Cos½a 

nnb baS φrobnct bicfer Φlciφιιngeπ giebt nnfere Φleiφnng 5).
6) ?hiS 4) felgt

(Sin a 4- Sin β)i—Sin/2 = 4SinaSin^Cos⅜∕2
Sina24- Sin/?2—Sin/2 = 4SinaSin/?Cos|/2—2Sina Sin/?

= 2SinaSin/?(2Cos4/’—1)
= 2SinaSin/?Cos/.
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II.

(5« feien a, b, c bie ©eiten eineβ T)reiedSz a, ß, γ 
bie ifynen bejietyli⅛ gegeuiiberfte^enben SSinfel, d fei bet Φπrφ=- 
meffer beS Greife«, welcher um ba$ ©reied liegt, giir ben 
3∏⅛αlt beS ©reietfö ergeben fiφ folgeube 9luöbrü(fe

Φer 3nbalt beS ©reictfs ift nach §.264 gleid>

2d
unb nαφ §. 553 ift a = dSina, b = dSin/?, c = dSin/. 
2δenn man biefe SBerttje fubftitnirt entfielt ber erfte ‰δbrutf; 
ber. streite gebt berbor, trenn man blo⅛ für c benSßertb fe⅛t. 
©er britte 2lu«bru(f entspringt aus bcm erften, inbem man 
ibn mit Sin« multiplicirt unb biribirt, unb a2 fe⅛t ftatt 
d2Sina2. ©a« ^robuct ber Formeln 4) unb 5) in ber rcran- 
gebenben Kummer ift
(SinaSin/?-f-Sin/) (Sina-}-Sin/?— Sin/) (Sina— Sin/?-}-Sin/) 

(— Sina-J-Sin/?-}-Sin/) = 4Sina2Sin/?2Sin/2.
©iefe (Wiφung trerbe mit τ⅛d4 multi^Iicirt, ttnb c« entftebt 

τ⅛ (a + b 4~ c) (a -|- b — c) (a—b -}- c) (— a -}- b -}- c)
= }d4Sinα2Sinβ2Sin∕2.

©er ‰δbrmf reφtδ ift ιιaφ 1) ba« Duabrat reut Inhalt be« 
©reietf«, alfo ift ber 3nbalt gleiφ bem ‰δbruct unter 4).

III.

©inb a, b, c bie ©eiten eine« Φreierfδ, a, ß, γ bie 
ifynen beμefyliφ gegeniiberftefyenben 2δintetz unb ift h bie⅞b⅛e 
auf ber ©eite c, fo ift
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©er ©nrcfymeffer beδ ≡reife3, in melφem ba$ ©reietf 
liegt, fei d. ©ie (⅛leiφιιng 1) folgt bαrαuδ, bαfe a = dSina, 
1) = dSin/S ift. ©ie Θleiφnng 2) entfielt, menn man bie 
(S‰iφung 1) in I. mit d multiplicirt. ©ic Θleiφιtngen 3) 
unb 4) ge⅛en* fyeroor, wenn man in ben Θleiφungen I. 2) 
nnb 3) bic 53cιφaltniffe μιr hinten im 3<φler uni^ Kenner 
mit d mnltiplicirt. ©ie Φlciφnng 5) ergiebt fiφ bnrφ ©t- 
vifion ber Φleiφιtng 3) in bie Θ(eiφπng 4). ©ie (⅛5(ei= 
φnngen 6), 7), 8) entfielen, inbem man bie Θleiφnngen 
I. 6), 4), 5) mult⅛licirt mit d2. (£b ift 

nnb bie Φteiφungen 9) nnb 10) Serben erhalten, wenn man 
in ben Φleiφnngen 7) nnb 8) ab burφ biefen 20ertfy er* 
fe⅛t. @3 ift

Sin/ = Sin ∕9Cosa + Cos∕S Sina
= Sin/JCosa + ySin«2 — ShΓ∕J2Sina2

ober, mit d multiplicirt
c = bCosa±∣∕a*-b*sina2

nnb ba$ ift bie Formel 11).

IV.
©inb nnn gegeben jmei ©eiten a nnb b eines ©reierfe 

nnb ber Sßintel /, melφen fie bilben, fo ergeben fiφ bie 
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felj)tenben Stnlel vermittelft ber G5leiφung 5) bet vorigen 
‰mmer, bie britte ©eite c wirb burφ jebe bei Φleiφuπgeιt 
6), 7), 8) bargeboten, ξ)at man bie brci ©eiten eines £>rei= 
e⅛, fo erlangt man bie 'Sδinfel bιιrφ bie Φleiφuιιg 7) ober 
8). U. f. w. Slnwcnbungen ber Φleiφungen 3), 4), 9), 10) 
bietet baS fiefyeljnte Kapitel.

‰S ben Φleiφungen 9) nnb 10) ergeben fiφ für ben 
3f∏⅛alt beS ©reictfs bie SluSbrihfe

4 (a-|-b + c) (a + b — c)Tg∣y
⅛(a-b⅛c)(-a÷b + c)Cotg⅜∕

bereit Probuct ben 2luSbrucf II. 4) gewährt. ©erfelbe ‰S- 
brιuf wirb burφ baS probuct ber Θleiφungcπ 7), 8) ge= 
Wonnen.

(Sβ fo∏te hier ber <Sφlufi eintreten. Einigen 9riαιιm, 
her auf bcm IBogen bleibt, 311 nu⅛en, möge eine iδetraφtuπg 
pia⅛ nehmen, welφe fiφ auf bie @äfce in ben Paragraphen 
205 bis 208 bezieht, unb ifyren 3ιιfanιmen⅛aug aufbectt.

SRan beule ein Φreiecf ABC, bie (Seiten beffelben un= 
enbliφ. ¾nf ber 8iπie AB werbe ein φunf't X beliebig an≡ 
genommen, auf BC ein Puiift Y, auf AC ein Punft Z. fer
ner werbe μι ben Puntten A, B unb X ber vierte harmo≈ 
ιιifφe Punft X' gebaφt, 311 B, C unb Y ber vierte parmo= 
nifφe Y', ju A, C, Z ber vierte hnwtonifφe Z'. 5Dfian hat 
alsbanit bie (⅛leiφungen

1) AX:BX = AX':BX'
2) BY:CY = BY':CY'
3) CZ:AZ = CZ':AZ'

unb ihr Probuct liefert
AXBYCZ:BXCYAZ = AX'∙BY'∙CZ∖BX'∙CY'∙ AZ'

Sßirb vorauSgefe⅛t, eö fei

fo ift auφ
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‰S 1) folgt
AX:AX' = BX:BX'

tjierburφ bivibire man bte (Sleiφung 4), unb es entfielt
6) AX'∙BY∙CZ = BX'∙CY∙AZ

Vermittelft 2) mtb 3) folgt in gleiφer 33Seife
7) AXBY'CZ = BX∙CY'∙AZ
8) AX∙BY∙CZ' = BX∙CY ∙ AZ'

U∏b 0fyιιliφ crgiebt fiφ an« 5)
9) AX∙BY'∙CZ' = BX∙CY'∙AZ'

10) AX'∙BY∙CZ' = BX'∙CY∙AZ'
11) AX'∙BY'∙CZ ≈BX'∙CY'∙AZ

©e£en mir atfo bie (Steiφung 4) voraus, fo treten bie 
(Sleiφungen 5) bis 11) ein.

ßu Vejitg auf bie Sage ber φιιntte X, Y, Z finb naφ* 
fteljenbe gälte ju mιterfφeiben.

a) bie fünfte X, Y, Z befinben fiφ auf beit ©eiten 
beS ©reietfs felbft, unb bann liegen bie jugeorbneten fünfte 
X', Y', Z' auf beit Verlängerungen.

/?) es befinben fiφ jmei ber fünfte etwa X unb Y auf 
ben ©eiten, ber britte Z auf ber Verlängerung, unb bann 
X', Y' auf ben Verlängerungen, Z' auf ber ©eite.

y) eS liegt ein φιιnlt X auf ber ©eite, bie beibeit Y 
unb Z befinben fiφ auf ben Verlängerungen, unb bann liegt 
X' auf ber Verlängerung, unb es befinben fiφ Y' unb Z' auf 
ben ©eiten.

d) eS befinben fiφ bie brei fünfte X, Y, Z auf beit Ver
längerungen, alfo bie jugeorbneten X', Y', Z' auf beit ©eiten.

3lιtS jeber Ecfe beS ΦreietfS beute ntan bie Ijarmoπifφen 
©trauten naφ beit l)armonifφen mitten auf ber iljr gegen* 
überfte^enben ©eite. 3n>ei ©traljleu aus jeber Ecfe fallen 
mit ©reiecfsfeitcit jufammen, unb es entfielen feφS neue 
Sinieιt, ιι0mtiφ AY, AY', BZ, BZ', CX unb CX'.

lX)ie Strahlen naφ ben fünften X, Y, Z tönnen mir 
in ben gälten a) unb y) fiφ in einem ^βuιιtt fφneiben, unb 
bie fünfte fetbft tönnen nur iit bett gälten unb 4) in 
geraber Siitie fiφ befinben.

9taφ biefeit Erörterungen unb ιιaφ beit iβaragra}φen 
206 mtb 208 geben fiφ folgenbe (Scfc⅛e jit ertcinicit:

©φneiben fiφ bie ©trauten naφ ben ^ßuntten X, Y, Z 
in einem Quillt, fo liegen bie jugeorbneten ^ιιιιtte X', Y', Z' 
iit geraber Sinie; es befinben fi⅝ ferner je jmei ber ^untte 
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X, Y, Z unb ber gιtgeorbπete beb dritten in geraber £inie, 
unb bie ©trabten naφ je einem ber fünfte X, Y, Z unb 
naφ ben jugeorbneten bet beibeit übrigen fφιιeiben fiφ in 
einem ^uuft.

33efitιbeπ fiφ bie fünfte X, Y, Z in geraber Sinie, fo 
fφ∏eiben fiφ bie ©trableu uaφ ben jugeorbneten fünften 
X,, Y', U in einem φmιttj e« fφueiben fiφ ferner bie ©trab® 
len ju je jmeictt ber fünfte X, Y, Z nnb bem jugeorbneten 
be« britten in einem φιιnft, unb jeher ber fünfte X, Y, Z 
liegt mit beu jugeorbneten fünften ber beiben übrigen in 
geraber ßinie.

©ie ©trabten CX, AY, BZ mögen fiφ in einem φun!t 
fφιιeibeπ, unb er fei burφ N bejeiφιtet. ©amt fφneiben fiφ 
bie ©trabten CX, AY', BZ', bie ©trabten CX', AY, BZ' unb 
bie CX', AY', BZ gleichfalls in einem *βunft, unb bie fünfte 
feien bejie⅛(iφ R, P, Q. ©ie fünfte N unb P befinben fiφ 
auf bemfelben ©trabt AY, alfo in geraber ßinie mit A, eben 
fo N unb Q in geraber £inie mit B, N unb R in geraber 
Sinie mit C; ferner liegen Q unb R mit A in geraber 8inie, 
R unb P mit B, P unb Q mit C. ©ie ©trabten ber fünfte 
X', Y', Z' bilben alfo ein ©reiecf PQR, auf beffen ©eiten bie 
fünfte A, B, C fiφ oorfinben, unb bie ©trabten CX, AY, 
BZ geben burφ bie (Scfett beb ©reiecf« PQR unb fφneiben 
fiφ in einem φunlt N; auf ben ©eiten be« ©reiecf« erfφei= 
nen alfo b<∏≡onifφe φnnfte, unb bie jugeorbneten ju A, B, 
C finb Y', Z', X'.

SBenn bie ©trabten CX, AY, BZ bie 2δiπfel be« ©reiecf« 
ABC bntbiren, fo finb biefelbeit ©trabten bie ξ)oben be« 
©reiecf« PQR. Unb memi man in einem ©reiecf bie gufj* 
punfte ber φδben burφ gerabe Sinien verbinbet, fo gebt ein 
©reiecf beroor, in melφem jene ^0be*l nl« ^albirnng«linien 
ber Sδinfel aixftreten.
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Fig.1-47. TAF. I.
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Fig. 48-94. TAF. II.
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732. TAF. III.
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Fig. 133-185. TAF. IV.
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Fig. 186-233. TAF. V.
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Fig. 234-277. TAF. VI.
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Fig. 278-304. TAF. VII.
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