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CZCIONKAMI DRUKARNI NARODOWEJ W KRAKOWIE



PRZEDMOWA.

Petny tytut niniejszego podrecznika jest nastepujacy:
Geometrja rézniczkowa: Teorja krzywych rzeczywistych
i regularnych w R2 i R3. Stad zrozumiale, ze podrecznik
wyklucza krzywe zespolone, ze zajmuje sie krzywemi
przedstawionemi rzeczywistym parametrem i ze nie za-
ktada, iz krzywe sg analityczne. Zatozenie analitycznosci
krzywych jest bowiem dopiero wtedy koniecznem, gdy
zmienna niezalezna przyjmuje wartosci zespolone; tym-
czasem przypadek ten z gory wykluczytem, bo nawet
funkcje, w ponizszych rozumowaniach zachodzace, sg stale
rzeczywiste (poza jednym wyjatkiem w IV 86 .

Niniejszy podrecznik, obejmujacy — jak z powyzszego
widoczne — pewne dziaty klasycznej geometrji réznicz-
kowej krzywych, powstat z wykladéw, ktére od kilku lat
wygtaszam w Uniwersytecie Jagiellornskim. Pierwsze z tego
zakresu wyklady zostaty opublikowane w r. 1924, jako
skrypt litografowany, wydany przez Kétko mat.-fizyczne
U. U.J.,, a zredagowany przez p. Dr. St. Gotgba. Bytato —
jak sie zdaje — pierwsza proba S$cistego i poprawnego
ujecia podstawowych rozwazan geometrji rézniczkowej
krzywych, rozwazan, zwykle podawanych, bez nalezytych
zatozen na co po raz pierwszy zwrocit uwage geometréw
E. Study w r. 1909.

Niniejszy podrecznik odbiega od owego skryptu pod
kilku wzgledami. Kiedy bowiem skrypt postugiwat sig
wytgcznie metoda analityczna, to w niniejszym podrecz-
niku dowodze twierdzen metodg wektorjalng lub cyne-
matyczng (rzadko czysto analityczng); nadto od samego
poczatku (t.j. od Ilg° rozdziatu) przy, t. zw. rozwazaniach



granicznych uzywam rozwiniecia Peany.l Réwniez i co
do zakresu tresci niniejszy podrecznik nie pokrywa sie
z cytowanym skryptem.

Ze wzgledow praktycznych tres¢ podrecznika zostata
rozbita na dwie czesci: kiedy cze$¢ pierwsza zawiera pod-
stawy teoretyczne i kilka przykfadéw, to czes¢ druga po-
daje znaczng ilo$¢ réznorodnych zagadnied geometrycz-
nych, jako zastosowanie ogodlnych metod: analitycznej,
wektorjalnej i cynematycznej.

Poniewaz szczeg6towy uklad tresci jest widoczny ze
spisu rzeczy, wiec ograniczam sie do zaznaczenia, ze
W rozdziale pierwszym (wstepnym) streszczam zasady
teorji wektorow, zostawiajac na uboczu petny jej wykiad,
odpowiadajacy dzisiejszym wymaganiom; podobnie nie
wyktadam cynematyki mimo, iz niejedno pojecie i twier-
dzenie z teorji ruchu jest niezbedne.

W rozdziatach 1l i 1l przedstawiam klasyczng teorje
krzywych przestrzeni euklidesowej R3; odstepuje temsa-
mem od powszechnego zwyczaju rozpoczynania wykadu
od teorji krzywych ptaskich, o ktérych mowie przygodnie
i kilkakrotnie, ale zawsze tak, by sie nie powtarzaé
i czytelnika nie nuzy¢. O ile to byto dopuszczalne, pisze
niektore wywody w stylu ,telegraficznym"!

* * *

Korekta nalezy do obowigzkéw bardzo przykrych
i dos¢ mozolnych; ilos¢ przeoczonych btedéw staje sie
tylko wtedy drobng, gdy autor w pracy korektorskiej
nie polega tylko na sobie samym. Ot6z mito mi, jak naj-
serdecznej, podziekowa¢ P. Dr. Fr. Leji, Profesorowi Po-
litechniki Warszawskiej za rewizje gotowych arkuszy;
wyniki tej rewizji wyzyskatem w Spisie btedéw, na ktéry
zwracam uwage czytelnika. Przy drugiej korekcie kazdego

1 O rozwinigciu Pear]Y dowiedziatem sie od nieodza-
towanej pamieci prof. J. S esz¥ﬁskiego. Zob. A. Hoborski:
Wyzsza Matematyka. Cz. 11 (1923), str. 589.
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arkusza byt mi wielce pomocnym p. Dr. St. Golgb, Docent
U. J., ktéremu za to na tem miejscu gorgce wyrazam
podziekowanie. P. M. Ktosowiczowi, Studentowi hutnictwa
A. G. serdecznie dziekuje za pieknie i starannie wyko-
nane rysunki.

Z dwdch tomikow podrecznika pierwszy wydaje Kotko
mat.-fizyczne U. U. J., ktéremu dziekuje, jako wydawcy;
drugi tomik wychodzi moim naktadem.

Wyrazy podziekowania za staranny druk i uwzgled-
nienie moich zyczeA natury typograficznej nalezg sie
z mej strony Drukarni Narodowej (za druk Czesci 1)
i Drukarni Uniwersytetu Jagiellonskiego (za druk Czesci ll).
Klisze do rysunkéw wykonata bardzo starannie krakowska
firma: Fotochemia.

* * *

Przestrzegatem stale zasady: non multa sed multum.
Zasada ta jednak nie wyklucza podania licznych zasto-
sowan podstawowych poje¢ i twierdzen; zastosowania
bedg bowiem stuzyty do pogtebienia zrozumienia owych
pojec i twierdzen, a ich wielos¢ ma ozywi¢ wykiad i uczy-
nic go mniej ,,suchym®.

Przy wyborze materjatu postugiwatem sie wielu pod-
recznikami autor6w zagranicznych; oto spis dziet, z kt6
rych Kkorzystatem:

1) Enzyklopadie der mat Wissenschaften: a) H.Mangoldt.
Anwendung der Differential-und Integralrechnung auf
Kurven u. Flachen. Bd. 11l 3, Heft 1; b} G. Scheffers.
Besondere transzendente Kurven. Il 3, Heft 2/3.

2) L. Bianchi: Lezioni di geometria differenziale. Vol. I.

3) W. Blaschke: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie.
Bd. I. (1921).

4) E. Cesaro: Vorlesungen iiber natiirliche Geometrie.
(1901).

) G. Darboux: Leeons sur la théorie gendrale des sur-

faces. Premiere partie 1887.
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6 ? D)emartres: Cours de geometrie infinitésimale
1913).

7) L. P. Eisenhart: A treatise on the differential geo-
metry of curves and surfaces.

8) G. Scheffers: Einftihnrung in die Theorie der Kurven
in der Ebene und im Raume. (1921).

9) C. F. Weatherburn-. Differential geometry of three
dimensions. Vol. I.

* * *

Niniejszy podrecznik przeznaczony jest w pierwszym
rzedzie dla Studentow Uniwersyteckich; nie wymaga
wielkiego przygotowania, bo tylko znajomosci podstaw
geometrji analitycznej i analizy.!

Podrecznik speini swe zadanie, jezeli cho¢ troche
zwiekszy zainteresowanie dla Geometrji rdzniczkowe;.

A. Hoborski.
Niskotyzy—Medynia—Pawelcze
18. VII. 1932 — 30. IX. 1933.

I Znak 1 30 lub 1V 45 itd. oznacza wzor 30-ty z rozdz. |
lub wzdr 75-ty z rozdz. IV. Znak (20) lub (87) oznacza
wz0r20-ty lub 87-ty rozdziatu; w ktorym sie cytat znajduje.
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Rozdziat |

Wstep.

8 1. Przedmiot badan. Zatozenia o krzywej.
Trojwymiarowg przestrzeri euklidesowg Rs odnie-
Smy do ukiadu trzech osi ortogonalnych Y, 2).
Zatézmy dalej, ze dane sg trzy funkcje x (t), y (t), z ()
rzeczywiste, jednowartosciowe jednej zmiennej rze-
czywistej t (t. zw. parametru). *O funkcjach tych
przyjmiemy w przysztosci jedno z nastepujacych
zatozen:

(Z,0) funkcje x (1), y (), z(t) sa ciaglte w przedziale
zamknietym [a,&], gdzie

(Z,n) funkcje x(1),y(t),z(t) posiadajg ciggte po-
chodne rzedu n-go w [a, &] czyli w [a, & na-
lezg do klasy CW; przytem n =1, 2, 3,... jest
liczbg naturalnag, ktérej wielko$¢ bedzie za-
lezata od rozwazan.

Zbhiér punktow X,y ,z przestrzeni RA o whasnosci:
@ = y=y®, z=1z(1) (@a”t-""b)

nazywamy rzeczywistg krzywa, ktorg dla krotkosci
oznaczymy przez C. Oprécz powyzszych zatozen
wprowadzimy jeszcze dwa dalsze, ktére wyklucza,
by punkt uwaza¢ za szczegélny przypadek krzy-
wej; zatozenia te podamy w rozdz. Il i Ill.

Z ogotu zatozen wywnioskujemy t. zw. wia-
snosci krzywych C. Ot6z wihasnosci krzywej C mozna
na ogét podzielic na dwa zasadnicze zbiory:

A. Hoborski: Teorja Krzywych. 1. 1



2 I §1

(@) zbioér wiasnosci, zaleznych od potozenia
krzywej wzgledem rozwazanego uktadu odniesienia
(np. krzywa przechodzi lub nie przechodzi przez
poczatek uktadu, przecina lub nie przecina osi a?,
jest styczna lub nie jest styczng do osi @, jest styczng
lub nie jest styczng do ptaszczyzny y) itd.);

(& zbior wiasnosci, niezaleznych od potozenia
krzywej wzgledem rozwazanego ukitadu, a wiec
takze niezaleznych od rozwazanego ukiadu od-
niesienia.

Otéz geometrja rozniczkowa krzywych zajmuje
sie zbiorem (6) wiasnosci krzywych, ktére uzyskuje
przy uzyciu analizy matematycznej. Wyprowadzi-
my stad wniosek zasadniczego znaczenia po pew-
nem przygotowaniu w 8§ 2. Obecnie jeszcze omoé-
wimy okreslenie krzywej C. Jej réwnania (1) nazy-
wajg sie parametrycznemi réwnaniami. Krzywa moze
by¢ bowiem okre$lona i w inny sposob, a mianowicie
moze by¢ dana jako przeciecie dwdch powierzchni,
wskutek czego dla przekroju krzywej sa spetnione
dwa réwnania F— =) = 0, G(X,y,z) = 0. Kazde
z tych réwnan z osobna (przy dos¢ prostych zato-
zeniach) daje powierzchnig; w szczegblnym przy-
padku powierzchnie te moga by¢ walcami: y =
wzgl. z— g(x), o tworzacych réwnolegtych do osi z,
wzgl. y. Ostatnia posta¢ réwnan krzywej jest typu (1),
do$¢ bowiem potozy¢é x=t, aby otrzymaé¢ réwna-
nie x =t, y=1(t"), z=g{t) whasnie ksztaktu (1).
Inny szczegolny przypadek otrzymamy, gdy uda
sie (co nie zawsze jest mozliwe) krzywa przed-
stawi¢, jako przekrdj walca F(gc,y) = 0 [o tworza-
cych réwnolegtych do osi z i o kierownicy na pta-
szczyznie xy\ i plaszczyzny £=0; krzywa taka
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jest ptaskg. Zamiast F(X,y) — 0 mozemy niekiedy
przyja¢ réwnanie walca w postaci rozwigzanej:
y =f(x)-, wtedy krzywa ptaska ma rdéwnania
y=f(x), z=0, co znbw przez przyjecie X=—t
przyjmuje posta¢: x=t, y=1f(t), z=0Q, oczywi-
Scie ksztaktu (1).

Woreszcie zauwazmy, ze niekiedy wygodniej jest
oznacza¢ wspoOtrzedne punktu przez xx, X2, X3, za-
miast przez X,y,z; przy takich oznaczeniach réw-
nania (1) przyjma postac

(1 bis)
w zatozeniach (Z,0), {Z,n) nalezy wtedy x (O,
2/(0, zastgpi¢ przez Xi(t) («=1, 2, 3).

8 2. Ruch euiklidesowy. Przestrzen 173 odnie-
$my do dwoch ukiadéw prostokatnych osi; wspoét-
rzedne dowolnego punktu M wzgledem pierwszego
uktadu oznaczmy przez Xi, wzgledem drugiego ukta-
du przez z? («=7?1, 2, 3). Wiadomo, ze jest

@)

gdzie ciij(i=1, 2, 3; /=1, 2, 3, 4) sa liczbami sta-
temi t. zn. niezaleznemi od Xi ani od rrt*, a zalez-
nemi jedynie od wzajemnego potozenia obu uktadéw
odniesienia. Wiadomo, ze te wspoétczynniki spet-
niaja zwigzki

przyczem oznacza liczbe 1, gdy k—j, a liczbe 0,
gdy k



4 1 §2

Ponadto wiadomo, ze kwadrat wyznacznika
~11 N2 M3
(4) ®21 ®22 23

a3l ~32 a33

rowna sie jednosci. Jezeli zalozymy, ze oba ukiady
sg prawoskretne, to z dwdch mozliwosci J = * 1
zachodzi réwnosé:

®)

Owoz stale bedziemy zaktadali, ze zachodzi (5).

Zwigzki (2) bedziemy w dalszym ciggu rozpa-
trywac¢ w inny sposob. Kiedy powyzej a?, X* uwa-
zaliSmy za wspOtrzedne jednego punktu M wzgle-
dem dwoch uktadéw odniesienia, to obecnie zato-
zymy, ze w przyjeto tylko jeden tréjortogonalny
uktad odniesienia i wobec tego a?-, a%t* uwazaé na-
lezy za wspétrzedne dwoéch punktow M i M*,
Rownan (2) nie bedziemy wiec obecnie uwazali
za réwnania okreslajgce zmiane uktadu odniesienia,
ale za wzory przeksztatcenial punktu M(xj) na
punkt Jf*(a?i*). Wzory (2) rozbijemy na dwie czesci:

3
(6) a?/=Sana?ft, (7) at*=a?/-f-ald (z=1, 2, 3).
fe=i

Tw. Eulera. Przeksztatcenia (6), jezeli sg spet-
nione (3) i (5), okreslajg t. zw. obrét naokoto osi,
przechodzacej przez poczatek ukiadu odniesienia,
albo spoczynek wszystkich punktéw E3.

Aby to wykaza¢, znajdzmy punkty £i, ktoére
mimo przeksztatcenia (2) nie zmieniajg potozenia

1 Nie rozchodzi sie w tym § oto, czy aik sg liczbami
(,»Skok euklidesowy"), czy funkejami ciggtemi n. p. czasu.
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1 §2 5

czyli pozostaja nieruchome; sg to punkty 0 wia-
snosci

(8) czyli

©)

Z ukfadu (9) widoczne, ze poczatek uktadu
(& = 0) jest punktem nieruchomym. Rozwazmy wy-
znacznik:

W =

Z tatwoscig czytelnik wykaze, ze jest W = 0,
gdy poprzéd wykaze, ze ze zwigzkow (3) i (5) wy-
nikajag zwiazki:

(10)

innemi stowy: kazdy element wyznacznika (4) jest
réowny nalezagcemu do niego w J minorowi alge-
braicznemu

Skoro jest W =0, wiec ukiad (9) ma tez roz-
wigzanie rézne od zerowego. Aby wszystkie roz-
wigzania wyznaczy¢, odréznimy trzy wypadki. Po-

_ 1 Wzory (10) udowadnia sie nastepujgco: Pierwszy
wiersz w A mnozymy przez a®, drugi przez asl, trzeci
przez o3l i iloczyny sumujemy w pierwszym wierszu; na
mocy (5) otrzymuje sie po jednej stronie «u, a po dru-
giej ‘na_mocy "(3) otrzymuje si¢ wyznacznik, ktory fatwo
obliczy¢ itd.
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niewaz W =0, wiec W, uwazane jako macierz,
jest rzedu nizszego, niz 3, a wiec albo rzedu Ogo,
albo rzedu lgo, albo rzedu 2go. Gdy macierz W jest
rzedu Ogo, to jest

i wtedy widocznie wzory (6) dajg =a, czyli
wszystkie punkty przestrzeni 2?3 sg nieruchome,
zgodnie z twierdzeniem. Niech teraz W bedzie rzedu
190; wtedy wszystkie wyznaczniki rzedu 2go w W sg
zerem, co na mocy (3j i (10) z tatwoscig daje znow
zwigzki (11) czylifnie moze by¢ rzedu lgo. Wreszcie
zatézmy, ze macierz W jest rzedu 2go, wtedy istnieje
wyznacznik rzedu 2go rézny od zera; biorgc odpowied-
nie dwa z réwnan (9), bedziemy mogli je rozwigza¢
na dwie z niewiadomych iwyrazi¢ je linjowo przez
trzecig, ktora jest temsamem dowolng; a wiec wszyst-
kie punkty nieruchome lezg na prostej, ktéra oznacz-
my przez p', prosta ta przechodzi przez poczatek ukita-
du, wobec czego réwnanie prostej p w postaci para-
metrycznej (jako symetrycznej) mozna przyjaé tak:
(12) = «=1, 2, 3),

gdzie t oznacza parametr zmienny wzdiuz prostej
p, a nie wszystkie Ai sg zerami. Stad i z (8) otrzy-
mujemy, ze wspoétczynniki A, spetniajg zwigzki

(13)

Zwigzki te mnozymy przez a# i sumujemy co
do (z); korzystajac z (3”, otrzymujemy:

(14



1 §2 7

Wykazerny teraz, ze przeksztatcenia (6) sa obro-
tem punktu na okoto osi p. W tym celu naj-
pierw bez szkody dla ogdlnosci przez tatwag zmianeg
parametru t mozemy doprowadzi¢ do tego, ze jest

(15)

Nastepnie wprowadzimy ukitad X2, X3 troj-
ortogonalny i prawoskretny tak, iz za 0§ A3 przyj-
miemy o0$ p o dostawach At, A2, A3, spetniajgcych

(15), nadto poczatek obu uktadéw ma by¢ wspdiny.
Dostawy osi wyznacza tabelka

Przeto jest

wobec czego z (6) otrzymujemy

gdzie przez oznaczylismy

Na mocy (13) i (16) mamy dla



8 1§82

Wykazemy teraz, ze jest X3 —-"s czyli ruch
(6) nie zmienia trzeciej wspo6trzednej X3 punktu,
a wiec punkt pozostaje w tej samej plaszczyznie
prostopadtej do trzeciej (ate nowej) osi ukiadu od-
niesienia. W tym celu mnozymy (18) przez Ak=A,3
i sumujemy co do (i), skad z powodu tréjortogo-
nalnosci uktadu Xi i z powodu (14) otrzymujemy:

a wiec jest rzeczywiscie
(21)
Stad i na mocy (20) wzory (18) redukujg sie
do ukiadu
(22)

Pomnézmy (22) przez Ay (gdzie 7—1 lub 2)
i zesumujmy co do i od 1 do 3; otrzymamy

gdzie potozylismy:
(23)
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Otrzymalismy wiec
(24)

Wykazemy, ze (24) okresla obrot na okoto osi
J3, a wiec na okoto osip. W tym celu podniesmy!
do kwadratu (18); korzystajac z (3J i (16) i su-
mujgc wzgledem i, otrzymamy:

Jest wiec

co wobec (21) daje
(25)

Wstawiajac tu po lewej wzory (24) [znéw mno-
z3c przez siebie, zamiast podnoszac do kwadratu!],
otrzymujemy:

réownos¢ ta jest identycznoscig co do X2, wiec
otrzymujemy stad:

1 Zamiast (18) podnies¢ do kwadratu mnozymy je
przez siebie, zmieniajac (pozorny) wskaznik sumacyjny.



10 I §2
(26i, 2 3)

Na mocy (26l2) istniejg liczby a, 3 takie, ze
jest
(27)
a wtedy (263) daje: sin (a-j- 3) = 0, a wiec istnieje
liczba cala n taka, ze jest a-f-3 —nn

Wobec tego (27) przyjmujg postac:
(28)
gdyz jest cosrat = (—I)w dla n catkowitych. Aby
wiec wyznaczy¢, czy n jest liczba parzysta, czy
tez nieparzystg [gdyz— jak wida¢ z (28) — tylko
0 to chodzi], obliczmy iloczyn dwéch wyznacznikéw

(mnozac je wierszami), z ktérych kazdy = 1; ko-
rzystajac z (19) i (20), mamy:

a wiec jest

(29)
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Znow pomnozymy dwa wyznaczniki, z ktérych
kazdy = 1, a mianowicie obliczymy iloczyn wy-
znacznikéw, mnozac je kolumnami:

Ot6z przy obliczaniu iloczynu korzystamy z (23)
oraz (16); ponadto (14) i (19) dajag

a wiec:

Otrzymalismy wiec, ze

czyli na mocy (28):

co natychmiast daje, ze n jest liczbg parzysta,
wobec czego (28) przechodzg we wzory:

a to wykazuje, ze (24) jest obrotem naokoto osi
(czyli p) o kat \a.
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Uwaga. Nietrudno wykaza¢, ze jest:

Wspétczynniki te wyrazajg sie przez cztery wiel-
kosci Alf A2, A3 i a, ale istnieje zwigzek (15),
wiec dowolnych jest tylko 3.

Udowodnilismy powyzej, ze (6) okresla obrot,
ktory zalezy — jak wida¢ — od 9 wspotczynni-
kow 1, 2, 3); ale te zalezg od trzech do-
wolnych wielkosci, zresztg wykazuje sie to zwykle,
postugujac sie t. zw. katami Eulera, ktérych jest
trzy i ktére sg zupeitnie dowolne.

Przeksztatcenia (7) noszg nazwe przeniesien
rébwnolegtych czyli translacyj. Wspotczynniki fl4
(i=1, 2, 3) sg zupetnie dowolne.

Kazde przeksztatcenie (2) sklada sie wiec
z obrotu naokoto osi, przechodzgcej przez pocza-
tek ukiadu i z translacji, a zalezy w catosci od
12 wspétczynnikéw, z ktérych nie wszystkie sg
dowolne. Obrét zalezy bowiem od trzech nieza-
leznych statych, a translacja od 3 dalszych, wiec
przeksztatcenie (2) zalezy od 6 statych dowolnych.

Wezmy wiec zbior (Z) wszystkich przeksztat-
cen (2) t. zn. wszelkich mozliwych wartosci na ot
(«=1, 2, 3; J— 1,2 3~4), spetniajacych (3j) i (5).
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Zbiér ten ma nastepujacg wihasnosé: punkt (Xi)
przeksztal¢my na punkt x* wzorami (2), przy-
czem sg spetnione (3t) i (5); nastepnie punkt
przeksztatémy na punkt #»#* przy pomocy prze-
ksztatcen:

31)

przyczem jest
(32)

wspotczynniki &4 (i =1, 2, 3) sg dowolnemi sta-
temi. Z (2) i (31) otrzymamy przeksztatcenie, ktore
wprost punkt X{ przeksztatca w Xi**, a mianowicie:

(33)

gdzie potozyliSmy

Twierdzimy, ze przeksztalcenie (33) nalezy tez
do zbioru Z. W tym celu trzeba wykazaé, ze

jest:
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Otoz jest:

nadto tatwo stwierdzi¢, ze jest przy mnozeniu
wierszami:

skad juz wynika (352) na mocy (5) i (322).

Wobec tej wihasnosci zbiér Z nazywamy grupa
przeksztatcen i doktadniej: grupa ruchéw euklide-
sowych. Nietrudno wykaze czytelnik, ze same
obroty t. j. przeksztalcenia (6) tworzg grupe (obro-
téw), ktora jest podgrupg grupy ruchéw euklide-
sowych. Podobnie translacje (7) tworzg tez pod-
grupe ruchdéw euklidesowych.

Na zakonczenie powyzszych rozwazan wyka-
zemy pewna wihasnos¢ ruchow euklidesowych,
z ktérej skorzystamy w rozdz. Il i IV.

W punkcie M niech beda dane trzy osie

t2, t3) tréjortogonalne, tworzace zatem trdjra-
mie (/); niech o tj (;=1, 2, 3) ma dostawy
kierunkowe pjj, i niech (T) tworzy ukfad
prawy osi, gdy  jest pierwszg osig, /2 druga, a3
trzecig, a wiec niech bedzie:

(36)
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W punkcie M'(re/) bierzemy trojramie T'
o osiach //, t2, /3', tworzacych znow ukiad prawy
i potrdjnie ortogonalny; niech
oznaczajg dostawy kierunkowe osi
i niech bedzie:

@7

Wykazemy, ze istnieje jednoznacznie okreslony
ruch euklidesowy,l ktéry przenosi T' tak, iz na-
kryje sie z T, przyczem tj nakryje sie z tj.

Zauwazmy najpierw, ze szukany ruch euklide-
sowy ma przenies¢ M' w M, a, wiec ma byc:

(38)

Te trzy réwnania zawierajg 12 niewiadomych
«n . ..«34, ktOre jeszcze majg spetnia¢ (3) i (5);
potrzebne wiec bedg dalsze rGwnania, ktére otrzy-
mamy z warunkéw twierdzenia. Aby o0$ tj' na-
kryta sie z osig tj, widocznie potrzeba jeszcze i wy-
starcza (poniewaz juz punkt M' przeszedt w Af), by
punkt Pj' o wspétrzednych (@?/ + |3j/) (i—1, 2,3)—
(lezacy na i/) przeszedt w punkt Pj 6 wspotrzed-
nych («=1, 2, 3); ma wiec by¢:

K
co wobec (38) (przez odjecie) daje:

(39)

1 Wiasciwie ,,skok euklidesowy”, bo ak sg liczbami.
(Nazwe ,,skok™ zawdziecza autor p. Wazewskiemu).
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Wykazemy, ze (38) i (39) wyznaczajg jednoznacz-
nie ... «34 i nadto tak, ze spetniajg (3) i [5).
Poniewaz T' jest ramieniem tréjortogonalnem,

3
wiec S z tego zwigzku zaraz sko-
/=i
rzystamy; pomnozmy bowiem (39) przez py/ i ze-
sumujmy co do otrzymamy:

WyznaczyliSmy wiec 9 wspétczynnikéw:
<40)

pozostate wspétczynniki ald, n24, a34 wyznaczymy
juz z tatwoscig i jednoznacznie z (38). Mamy wiec
jeszcze tylko wykazac, ze wspotczynniki (40) spet-
niajg (3J i (5), [bo (32) jest konsekwencjal wzo-
réow (3i)]. Otéz jest

a wiec (3X) sa spetnione. Nadto tatwo na mocy (40)
widaé, ze wyznacznik

1 Zwiazki (3X)i (5) nie sg od siebie niezalezne w przy-
padku rzeczywistych  wspdtczynnikow au ... u3d Zob.
A. Hoborski: ‘Remargue relative aux tranformations line-
aires orthogonales. Rocznik Pol. low. Mat Toni | (1922).
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Temsamem twierdzenie udowodnione.l

§ 3. Charakterystyka teorji krzywych. Niech
bedzie dana krzywa C o réwnaniach (1); wszystkie
punkty tej krzywej poddajmy okreslonemu ruchowi
euklidesowemu, wskutek czego krzywa C przej-
dzie w krzywg C* o rownaniach

3
Xi* = x*(t) — S1 (o+ad (=12 3).
—

Poniewaz w nieskoniczenie wiele sposobow
mozna obra¢ wspotczynniki an.. . a34, wiec tez krzy-
wych C* bedzie nieskonczenie wiele.

Jak w § 1 podali$my, bedziemy sie zajmowali
wiasnosciami krzywej C, ktore sg niezaleznemi od
jej potozenia w R3 czyli wilasnosciami, ktére sg
niezmiennikami grupy ruchow euklidesowych. Szu-
ka¢ wiec bedziemy wiasnosci krzywej C, niezmien-
niczych dla grupy ruchow euklidesowych.

Na tern jednak nie wyczerpuje sie ogdlna cha-
rakterystyka teorji krzywych. Zauwazmy bowiem,
ze w rownaniach (1) krzywej C zachodzi para-
metr t, ktéry mozemy zastgpi¢ przez inny. Po-
t6zmy bowiem
(41) <=cp(f)

i zatézmy, ze
(Z', 0) funkcja cp(®) jest ciaglta w przedziale [a', b'],
gdzie a'<b' i ze jest a (f) 6, gdy jest

_ 1 Teorje ciag’fych grup przeksztatcen znajdzie czytel-
nik w ksiazce: A.” Hoborski: Teorja ciagtych i skorczo-
r&yc{lJ %ruE( przeksztatcen Liego. Naktadem Kotka Matem.

rakdw 1930. Kurs litografowany.
A. Hoborski: Teoria krzywych"l. 2
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(Z', n) funkcja < (t) nalezy do klasy W prze-
dziale [«',b'], przyczem n oznacza liczbe na-
turalng; nadto jest (tH™b, gdy jest

bl

Wtedy, kiadac:
\<=x (t y=y(KP(O), z=1z(T (O)

otrzymamy albo wszystkie punkty krzywej C albo
pewien jej [zaleze¢ to bedzie od tego, czy
funkcja ¢ (f) przyjmuje w przedziale [</, &] wszyst-
kie wartosci z przedziatu [a, &), czy tez tak nie
jest]. Réwnania (42) réznig sie od réwnan (1), funk-
cje x (cp(f),... sa na ogét rézne od funkcyj X (b),...;
tasama wiec krzywa moze by¢ przedstawiona réz-
nemi tréjkami réwnan, zaleznemi od wyboru para-
metru. Oczywiécie chodzi¢ nam bedzie o wihasnosci
krzywej, niezalezne od wyboru parametru, przy
pomocy ktérego krzywa jest przedstawiona.

A wiec bedziemy sie zajmowali whasnosciami
krzywej C, ktore sg niezmiennicze wzgledem prze-
ksztatcern grupy ruchéw euklidesowych (t. zn. szcze-
golnej postaci przeksztatcen wspétrzednych x, vy, 2)
oraz wzgledem przeksztatcen parametru (wihasnosci
samych przeksztalcen parametru podamy ponizej
w Il § 2).

Wiasnosci krzywej beda przewaznie polegaty
na tem, ze przy zalozeniach, o ktorych bedzie mowa
w rozdz. 11illl, z kazdym punktem krzywej zwigze-
my pewne punkty, proste, osie, wektory i ptaszczyzny,
(t. zw. elementy krzywej) oraz funkcje, ktére wyréz-
nimy niezmienniczo z nieskoriczonych zbioréw punk-
tow prostych, osi, wektoréw, ptaszczyzn i funkcyj.
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Nie mozemy na tern miejscu blizej tej sprawy wyja-
$ni¢, zrozumie jg bowiem czytelnik dopiero w toku
czytania, podanych w ksigzce rozumowan.!
Uwaga. Niech A, B oznaczajg dwa dowolne
punkty w J?3; na mocy przeksztatcenia (2) punkty
przejdg w A*, B*. Nietrudno stwierdzi¢, ze jest
AB = A*B* czyli odlegtos¢ dwoch punktoéw jest
niezmiennikiem grupy ruchdw euklidesowych. Po-
dobnie mozna wyszukaé¢ niezmienniki 3, 4, 5, ...
punktéw. Niektorymi z nich zajmiemy sie szcze-
goélnie, przyczem nadamy im posta¢ wektorjalna.
§ 4. Wekforjalne réwnanie krzywej. W J?3,
odniesionej do potréjnie ortogonalnego uktadu x, vy, z
0 poczatku O, niech bedzie dana krzywa C o row-
naniu (1); parametr t wyznacza t. zw. punkt bie-
zacy M na C. Punkt ten dany jest przez swoje
wspotrzedne x(t), y(b), ale moze byc¢ takze
wyznaczony przez wektor OM, ktérego? kierunek
i dlugos¢ zalezag od M, a wiec od t. Jezeli wektoi'
0 poczatku w O, wyznaczajacy potozenie punktu
w B3 oznaczymy przez r, to krzywg C zamiast
réwnaniami (1) mozemy okresli¢ jedneni réwnaniem
wektorjalnem:
(43) r=r(/) @Szt b, a<9),
gdzie wiec r=OM. Skiadowe wektora r (t) w kie-
runku osi X, y, z czyli rzuty wektora tego na osie
sg wektorami, mierzacemi sie liczbami x(t), y(t), z(t).
W tem rozumieniu wzér (43) zastepuje wzory (1).

1 Powyzej podana charakterystyka odpowiada genjal-
nej idei F. Kleina, przedstawionej po raz pierwszy er 0
pracy, znanej pod nazwg Erlanger Programm z r. 1872
przedrukowanej w Math. Annalen t. 43 ‘1893), )

2 Wektory bedziemy stale oznaczali ttustym drukiem.

2%
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Nietrudno stad wywnioskowaé, ze metoda wekto-
rjalna pozwala rachunki uprosci¢, o czerh przeko-
namy sie ponizej.

Gdy miary skladowych x(t), y(t), z(t), jako
funkcje parametru t spetniajg zatozenia (Z,0) lub
(Z,n) z § 1, to méwi¢ bedziemy, ze wektor r(7)
spetnia (Z, 0) lub (Z, ri).

§ 5. Algebraiczne dziatania na wektorach.
Algebra wektoréw okresla kilka dziatan na wekto-
rach, ktore pokrétce ponizej podajemy. Wygodnem
jest rozwaza¢ wektor zerowy, ktéry oznaczymy
znakiem 0. Poniewaz wektor wedtug teorji elemen-
tarnej jest para uporzadkowang punktéw, wiec 0
bedzie parg punktéw identycznych, a wiec AA lub
00,... [Zwykle objasnia sie definicje wektora ze-
rowego niescisle powiedzeniem, ze punkt uwazamy
za wektor zerowy.] Dla uproszczenia dowodow
wprowadzamy ukiad tréjortogonalny  (i=1,2, 3).
Miary skifadowych wektora u oznaczymy przez
ui, u2, dla wektora v przez "1, v2, V3 itd. Zrazu
wykonywac bedziemy dziatania na wektorach, ma-
jacych wspoélny poczatek.

1) Sumg dwoch wektoréw u, V nazywamy wek-
tor okreslony geometrycznie w sposob nastepujacy:
niech bedzie u=AB, v = AC, niech /S oznacza
Srodek odcinka (wihasciwego lub niewlasciwego)
BC; obierzmy punkt D tak, by odcinek AD miat
$rodek w punkcie S; ot6z wektor Al) nazwiemy
suma wektoréw u, v i oznaczymy symbolem u-j- v.
Arytmetycznie okres$la sie sume wektoréw u, v jako
wektor, Kktérego sktadowe majg miary
(i=l, 2, 3). Nietrudno czytelnik wykaze, ze obie
definicje sa réwnowazne. Mozna takze sume u-|-v
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okresli¢ w sposdb nastepujacy: wektor v przenosi
sie rownolegle (translacjg!), by jego punkt poczat-
kowy padt na B, przez co otrzymuje sie wektor
BD i linje tamang ABD, ktorg ,,zamykamy“ wek-
torem AD i wiasnie ten wektor jest suma u -j- V.
Ostatnie okres$lenie obejmuje przypadek, kiedy u, v
nie majg wspolnego punktu poczatkowego, oraz
pozwala okresli¢ sume trzech i wiecej wektorow.
W przypadku, gdy mamy dwa wektory o wspllnym
poczatku i lezace na réznych prostych, sume wek-
toréw wyznacza sie konstrukcjg rownolegtoboku.
Suma dwdch wektoréw ma w’fasnosc przemien-
nosci t. zn.:

ud-v=v-—+u
oraz wiasnos¢ tacznosci t. zn.:
ud-v)-j-W=U+ (v4-w).

2) By okresli¢ réznice u — v, oznaczymy przez
—vVv wektor o miarach sktadowych —vlIf —v2, —v3,
Oto6z przez u— v rozumie¢ bedziemy wektor:

u—V=u4- (—v);
wektor ten spetnia réwnanie v 4~x = u.

3) Przez iloczyn skalara a i wektora u, ktory
to iloczyn oznaczymy przez «u, rozumiemy wek-
tor, ktorego skiadowe maja miary aux, au2, au3.
Stad wynika twierdzenie: jezeli e: (z=1, 2, 3) ozna-
cza wektor jednostkowy (t. zn. diugosci 1), lezacy
na osi X; (trojortogonalnego) uktadu odniesienia
i zgodnie skierowanyl z osig Xi, to jest:

1 Wektor et ma poczatek w punkcie o wsBo’rrzednych
(0, 0, 0), a koniec w punkcie (1, 0, 0); podobnie e? jest
Wek(t(())rieng))o poczatku w punkme (0,0, 0), akoncu w punk-
cie ,0) it
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3
(43bis) u=VUjel=__e2-|-w3eg = S ut-et
1=1

Wz6r ten nosi nazwe ,rozkitadu wektora u na trzy
sktadowe.l Kazdy wektor mozemy roztozy¢ na trzy
sktadowe w Kkierunkach osi Mozna udowodnié
ogolniejsze twierdzenie, o ktérem bedzie mowa
w przykifadzie b (str. 31).

4) Dla wyjasnienia pojecia iloczynu wektorjal-
nego dwéch wektoréw u, v przypomnimy czytel-
nikowi t. zw. prawa S$rube, ktéra ma te wiasnosc,
ze zakrecana w prawo, postepuje naprzéd, a za-
krecana w lewo, sie cofa. Przy pomocy prawej
Sruby okreslimy wektor w zwany iloczynem wek-
torjalnym (albo zewnetrznym) dwoéch wektoréw
U, v o wspollnym poczatku, niezerowych i lezgcych
na dwoch roznych prostych. Oznaczmy przez o
kat, zawarty miedzy tymi wektorami, o wiasnosci
0° < < 180°. Wektor w ma leze¢ na prostej, ktdra
jest prostopadta do ptaszczyzny it, przesunietej przez
U, v i przechodzi przez wspdlny poczatek wekto-
row u, v. Kierunek wektora w o wspolnym po-
czatku z u, v ma by¢ Kierunkiem postepu prawej
Sruby, ktéra zakreca wektor u na v po kacie cp.
Dtugos¢ wektora w ma rownac sie polu rownolegto-
boku zbudowanego na u i v. Definicje powyzszg obja-
$nia 2 rys. 1 na koncu Kksigzki. Jezeli u, v ozna-
czajg dtugosci wektoréw u, v, to pole zacieniowane

1 Skfadowa w Kierunku osi Xi jest wektorem Ui et,
liczba ut mierzy te sktadowg na osi Xxi; bardzo czesto
(bez obawy o nieporozumienie) liczbe ut zowig sktadowa

wektora wzdtuz Xi. ]
a V_\éektor u w pisSmie (nie w druku!) oznacza sie sym-

bélem u.
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na rysunku wynosi uv sincp. Wektor w oznaczymy
znakiem

(44) w=uAwv.
Widocznem jest tez:
(45) VAU =—(UAV) = (—U)Av = UA(—V),

wobec czego nie bedzie nieporozumienia, gdy (45)
przepiszemy w postaci:

(45 bis) VAU= — UAV.

lloczyn wektorjalny nie ma wiec whasnosci korn-
mutatywnej (przemiennosci). Zarazem z powyzszego
widoczne, ze przy podanych zatozeniach co do u, v
jest ich iloczyn wektorjalny niezerowym wektorem.
Dotaczmyt eraz definicje, obejmujacg pozostate przy-
padki co do u i v, mianowicie jest:

UuAv=0,

gdy u=20 lub v=20 lub gdy kat miedzy u i v
réwna sie zeru lub 180°. W szczegolnosci dla kaz-
dego wektora a jest aAa=0.

Tw. Jezeli ui, V{ sg miarami skladowych dla
u, v w ukladzie prawoskretnym i tréjortogonalnym
osi odniesienia, to w tymze uktadzie w, okreslone
wzorem (44), ma miary skladowych wt, w2, w3,
dane przez zwigzki

(46) fujl =u2vd U3V u1vs>
w3 = ulv2---u2 V1.

Podamy plan i szkic dowodu. A) Wykazuje sie naj-
pierw, ze (46) sa stuszne przy specjalnym uktadzie
odniesienia. B) Nastepnie wykazuje sie tw. pomoc-
nicze: jezeli wzory (46) sg stuszne przy jakims$
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prawoskretnym, trojortogonalnym uktadzie odnie-
sienia, to one sg stuszne przy kazdym prawoskret-
nym tréjortogonalnym uktadzie odniesienia.

Ad A). Wzory (46) sg widocznie stuszne, gdy
u=20 lub v=20 lub gdy kat miedzy u i v jest
0° lub 180°; w ostatnim bowiem przypadku uw- sg
proporcjonalne do Vi. Pozostaje nam wiec przypadek,
ktéremu odpowiada rysunek powyzej wspomniany.
Wtedy poczatek ukiadu odniesienia przyjmiemy
w wspollnym poczatku wektoréw u, v; za 0§ Xr
obieramy prostag wektora u i tak, by bylo wx=>0;
tedy ux=u, u2—u3=0. 0$ x2 obieramy w pla-
szczyznie wektoréw u, v, prostopadle do xx ale
tak skierowang, ze v2>0, wiec v2=vsincp, v3=0.
0O$ x3 obieramy prostopadle do xx, x2 i tak, by osie
w porzadku xIf x2, x3 daty uktad prawoskretny. Te-
raz juz z tatwoscig stwierdzamy, ze zwiazki (46)
sg stuszne.

Ad B). Oprocz ukiadu odniesienia Xi, dla kto6-
rego przyjmujemy stuszno$¢ zwigzkéw (46), wezmy
inny uklad prawoskretny, tréjortogonalny x,*; wia-
domo, ze miedzy wspo6trzednemi Xi i X{* tego sa-
mego punktu zachodzg zwiagzki (2), nadto sg stu-
szne wzory (3) i (5).

Tw. pomocn. Jezeli wektor u ma w ukfadzie
Xi miary skfadowych ux, u2, u3, to w ukfadzie
ma miary sktadowych ux*, w2*, u3* takie, ze jest

3
47) ui* =k2_aik uk (2=1, 2, 3).
=1

Wystarcza napisa¢ wzory (2) dla punktu po-
czatkowego (%) i koncowego (xi-j- uj) wektora u
i potem wzory te odpowiednio odjgé, by otrzymac
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(47). Wzory (47) wykazujg — co widoczne a priori—
ze translacja ukiadu nie daje zmiany skladowych,
a tylko obrét ukiadu. Bioragc teraz dwa uklady

powyzej podane, mamy oprocz (47) takze:

Korzystajac ze wzoréw (10), otrzymujemy:

Podobnie wykaze sie reszte wzorow (46).
Zauwazmy jeszcze, ze prawe strony zwiazkow
(46) sa to wyznaczniki stopnia 2¢0 macierzy:

szczegot ten utatwia zapamietanie wzoréw (46).
lloczyn wektorjalny ma wiasnos$¢ rozdzielnosci
z suma i roznicg t. zn. jest

(48)

Drugi z tych wzoréw wynika z pierwszego przy
pomocy (45 bis), a dowodd pierwszego wynika przy
pomocy (46) — wykazuje sie bowiem, ze obie strony
sg wektorami o tych samych sktadowych. Ale i na-
odwrét z (48) mozna otrzymac (46); rzeczywiscie
na mocy (43 bis) i (48) jest:
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Ale jest
(49)
wiec
(50)

a to jest rbwnowazne z (46).

5) loczyn skalarny (czyli wewnetrzny) dwoch
wektoréw u, v (bedacy skalarem, a nie wektorem),
okresla sie w sposob nastepujacy: niech u, v ozna-
czajg diugosci tych wektoréw i niech ¢ oznacza
kat miedzy tymi wektorami — zaktadamy bowiem
na razie, ze zaden z wektor6w u, v nie jest zero-
wym. Wiadomo, ze wprawdzie nie jest jedno-
znacznie okreslone, ale cos< jest jednoznacznie
okreslone. Otéz przez iloczyn skalarny, ktéry ozna-
czymy znakiem u)(v, rozumiemy skalar (a wiec
liczbe):

G

W przypadku, kiedy u=0 lub v=0, przyj-
miemy:

Wobec tego z tatwoscia widac, ze, jezeli jest
uXv =020, to jestalbo u=0 albo v =0 albo gdy
Uuz0:zv4=0, to ul_v.

lloczyn skalarny ma wiasno$¢ konimutatywna
t. zn.:

(52)
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o wiasnosci tgcznosci (assocjatywnej) oczywiscie
nie moze by¢ mowy. Z powyzszego widoczne, ze
u>Xu = u2 czyli jest kwadratem dtugosci wektora u.

Tw. C. Jezeli Ui, v, oznaczaja miary sktadowych
dla u, v w tréjortogonalnym uktadzie odniesienia

to jest ,
(53) uXv=SUiVi

1=1

Podamy tu tylko plan dowodu: C") najpierw wy-
kazuje sie, ze istnieje tréjortogonalny uktad odniesie-
nia, w ktéorym (53) jest widocznie stuszne, nastep-
nie udowadnia sie:3

Tw. D. Suma tS_ut-Vi jest niezmiennikiem przy
=i

przeksztatceniach uktadu potréjnie ortogonalnego
na dowolny potréjnie ortogonalny uktad

Dowod przeprowadzi czytelnik z tatwoscia na
mocy (47). Zwr6émy jeszcze uwage ha to, ze
w tw. D nie muszg by¢ oba ukiady prawos ret-
nymi. Zauwazmy dalej, ze z C' i D wynika stu-
szno$¢ wzoru (53). Poniewaz wzory (2), (3) i (5)
mozemy uwaza¢ za wzory na ruch euklidesowy,
wiec dowdd tw. D jest po tatwych zmianach zara-
zem dowodem na:

Tw. Jezeli wektory u, v o sklkadowych u,, Vi
przejdg przez ruch euklidesowy w wektory u*, v*
0 skitadowych ux»* to jest

(53 bis) SuiVi = Sui*Vi*
Z I
czyli:

Tw. E. Jezeli ui, Vi sa miarami sktadowych wek-
torow u, v m ukladzie potrdjnie ortogonalnym, to
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3
) jest niezmiennikiem dwoch wektoréw dla

»=1

grupy ruchoéw euklidesowych.

Tw. E nie zaklada, ze wektory u i v sg rozne;
przyjmujac wiec, ze wektory te sg identyczne,
otrzymujemy jako szczegélny przypadek:

Tw. F. Jezeli Ui sg miarami sk+adowych3wek—

tora u w uktadzie potrgjnie ortogonalnym, to s (wij2

i=
jest niezmiennikiem jednego wektora dla grupy
ruchéw euklidesowych, (odpowiadajgcym odlegto-
§ci 2 punktéw, ktéra jest — jak wiadomo — nie-
zmiennikiem).

Oba tw. majg proste znaczenie geometryczne,
ktére pozwala zgéry tw. przewidzieé¢, tak bowiem
katy, jak i diugosci sa niezmiennikami grupy ru-
choéw euklidesowych. Z tw. E i F bedziemy korzy-
stali w rozdz. Il

lloczyn skalarny ma wiasno$¢ dystrybutywng
(rozdzielnosci) w stosunku do dodawania (a wiec
i odejmowawia) t. zn.:

(54) (U4~V)Xw=—uXw + v XWw-
Udowadnia sie (54) na mocy (53). Ale i z (54)
mozna wywnioskowa¢ (53); jest bowiem
3 3
liXV= _(SI Uie) X Ff ek) _'AkUin (e, X «*),
i= i— i,

ale jest

eiX"=1 «iXe*=0 (3 £==12,3; i4=8)
czyli
(55) elXe*=sh (¢ £=1,2,3), 8ft= II (1) IZA:|:‘,
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wskutek czego jest uX v = f =7S u<
i, fc 7=1
c. b. d u

Dziatania na wektorach, ktérych okreslenia po-
wyzej podaliSmy, oraz wnioski stagd wynikajace,
ktére podamy w § 6, nalezg do t. zw. algebry wek-
toréw, w § 7 przejdziemy do t. zw. analizy wektorow
(t.]. do zastosowania rachunku rézniczkowego i cat-
kowego do teorji wektoréw). Obecnie podamy kilka
przyktadow.

a) Niech wektor niezerowy a ma poczatek
w punkcie Xt (z=lI, 2, 3), wyznaczonym przez
wektor r (t. zn. skiadowe wektora r w Kierunku
osi uktadu majg miary X2, x3). Twierdzimy, ze
prosta, na ktorej lezy a, ma réwnanie:

(56) R=r-j-04,

przyczem R oznacza wektor, (wychodzacy z po-
czatku uktadu i) wyznaczajacy biezacy punkt pro-
stej; o jest parametrem zmiennym wzdtuz prostej.
Z fatwoscig czytelnik stwierdzi stuszno$¢ tego twier-
dzenia.

b) Niech z punktu M wychodzg dwa wektory
u,v takie, ze u/\v jest niezerowym wektorem,
a wiec macierz miar sktadowych:

\
V2 Vv,

jest rzedu 2g0. Napiszemy rdéwnanie wektorjalne
ptaszczyzny  przez na ktérej lezg u, v. Jezeli
punkt M i dowolny (biezacy) punkt P tej ptaszczyzny
sa wyznaczone przez wektory R i r, wychodzace
z poczatku uktadu odniesienia, to wektor R — r lezy
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na tej plaszczyznie, nadto wektor uAv z okre-
Slenia jest prostopadly do plaszczyzny n, a wiec
prostopadty do wektora R—r, wobec czego jest:

(57) (R—r)X(uAv) =0;

jest to szukane réwnanie plaszczyzny n. Rowna-
niu temu mozna nada¢ inng t. zw. wyznacznikowg
postaé. W tym celu rozwazmy wyznacznik

(58)

Jezeli «i, &i, Ci uwaza¢ bedziemy za miary skia-
dowych wektoréw a, b, ¢ w kierunku osi Xi uktadu
trojortogonalnego i prawoskretnego, to w mozemy
uwaza¢ za wyznacznik zalezny od trzech wek-
toréw.

W Rozdz. Ill, § 3 wykazemy, ze wyznacznik
ten jest niezmiennikiem grupy ruchéw euklideso-
wych (a wiec takze nie zalezy od wyboru tréjor-
togonalnego i prawoskretnego uktadu odniesienia
w jR3), wobec tego wolno wyznacznik w ozna-
czy¢ znakiem

bez blizszego oznaczenia ukladu, w ktérym wy-
znaczono a,, &i, ({ Rozwinmy w wedtug pierw-
Szego wiersza, a otrzymamy:

w = al (b2c3—h3c2)-}-a2 (b3c1—Hhh c3)-1-a3 (blc2—bh2cl),
co na mocy (50) i (52) da sie przepisa¢ w po-

staci:
(59) w = aX(>=>A«x)-
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Stad wynika, ze réwnanie (57) przyjmie postac¢
wyznacznikowa;:
(60) IR—r, u, v| =0;

warunek ten wyraza, ze trzy wektory R—r, u, v
sg wspotptaszczyznowe (komplanarne).

Uwaga. Wyznacznik w pozwala wypowiedzie¢
nastepujace tw.: jezeli a, b, ¢ oznaczajg trzy wek-
ktory, dla ktérych jest ja, b, c| 4= O, to kazdy wek-
tor u daje sie przedstawi¢jednoznacznie jako suma:

u=ka-|-p.b-|-ve,

gdzie X, p., v oznaczajg skalary. przedstawienie to
nazywamy rozkitadem wektora u w kierunku wek-
torow a, b, c. Szczegélny przypadek tego tw. po-
znaliSmy powyzej; a, b, ¢ byly to wektory el5 e2, e3
(zob. str. 22 .

c) Pliickerowskie wspOtrzedne prostej. Z row-
nania (56) prostej otrzymujemy.

(61) RAa = rAa,

bo jest aAa = 0. A wiec RAa jest statym wek-
torem wzdtuz prostej; oznaczmy:

(62) b =rA»,

wektor b jest dla rozwazanej prostej jednoznacznie
okreslony (nie zalezy od wyboru punktu wyznaczo-
nego przez r na prostej). Liczby al5 a2, a3 (t. zn. miary
sktadowych wektora a), br, b2, b3 (miary sktadowych
wektora b) noszg nazwe wspoétrzednych Pliickerow-
skich prostej (56), a wektory a, b nazwiemy wek-
torami Pliickera dla rozwazanej prostej. Jest tych
wspotrzednych szes¢, kiedy prosta w przestrzeni
zalezy od 4 stalych. Jeden zwigzek miedzy wspot-

¢?)
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rzednemi Pltickera otrzymujemy bezposrednio z (62),
a mianowicie:

(63)

Drugi zwigzek otrzymujemy z nastepujacej
uwagi: te samg prostg wyznaczajg r i a, oraz
r i Xa, gdzie X jest dowolng liczbg = 0; obierzmy
tak X, aby wektor ax = Xa spetniat warunek
ai><ai=I1 czyli by ax byt jednostkowym! wek-
torem; wtedy na X otrzymamy warunek:

czyli

| zamiast pisa¢ ax piszemy a czyli z géry zakla-
damy, ze jest
(64)
Na 6 Pliickerowskich wspoétrzednych prostej (56)
mamy wiec dwa zwiazki kwadratowe (63) i (64).
(Zob. § 6, 1).
d) Wzory (2) na ruch euklidesowy przepiszemy
w postaci wektorjalnej. Niech wektor a; (?=1, 2, 3)
ma skltadowe o miarach Oa, a'™, niech wektor
a4 ma skladowe o miarach aX4, fl24> #345 niech wek-
tory r, r* majg skladowe o miarach a%’, X2, oc3;
XZ ) wtedy, wprowadzajgc, jak powyzej,
wektory et (z=1, 2, 3), mozemy (2) przepisac
W postaci:

(65)

Ze wzoru tego skorzystamy pézniej.

1 Jest bowiem ax X ax kwadratem dtugosci wek-
tora aP
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Wzory (3) i (5) przechodzg teraz we wzory:
(65 bis)

Uwaga. W?zdr (65) mozna zastgpi¢ innym, ale
»-mniej wektorjalnym®".

Oznaczmy przez bi wektor, ktérego sktadowe
majg miary: 0=1, 2, 3); wtedy wzory
(2) przejda na wzér

(65 ter)
przytem jest
(65 quat)

e) Zatozmy, ze cialo sztywne obraca sie na-
okoto osi, przechodzacej przez poczatek ukiadu
a%i, a?2, x3 (trojortogonalnego i prawego). Niech
Pi-, Pi-, Pz oznaczajg miary skfadowych wektora w
predkosci katowej, o ktérym zatozymy, ze nie jest
zerowym; liczby pi («=1, 2, 3) sg proporcjonalne
do dostaw kierunkowych osi obrotu (na ktorej
lezy w). Wedlug cynematyki dowolny punkt X{
(z=1,2, 3) ciala ma predkos¢ linjowa v, spetnia-
jaca zwiazek:

(66)

przyczem r ma skiadowe o miarach Tg, *3*
Zwykle zamiast a?2, x3 uzywa sie oznaczeh

X, Y, Z, zamiast pi oznaczen p, q, r; miary skfado-

wych wektora v oznacza sie wtedy przez vx, vy, vz

wobec tego (66) daje

(67)

A. Hoborski: Teorja krzywych -I.
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Rozwazmy szczegOlny przypadek obrotu, a mia-
nowicie obr6t naokoto osi wtedy p=q—0
(bo w lezy na osi <) i wzory (67) daja:

VX ry, vy—rx, ve—0.

Np. punkt (1, 0, 0), lezacy na osi X, ma wek-
tor v predkosci linjowej, ktérego skiladowe majg
miary (0, r, 0), (co jest zresztg geometrycznie zro-
zumiate). Punkt (0, 1, 0), lezacy na osi y, ma
wektor predkosci linjowej o skiadowych z mia-
rami (—r, 0, 0), co réwniez jest intuicyjnie wi-
docznem.

/) Niech u, v oznaczajg dwa dane wektory,
p, q dwa dane skalary; znajdzmy wszystkie wek-
tory x przestrzeni K3, spetniajgce ukiad dwoch
réwnan:

(68) XX« =p; XXV=aq.

Analitycznie biorac, jest to ukiad 2 réwnan linjo-
wych na 3 niewiadome xIt x2, x3 t. j. na miary
sktadowych wektora x. Przeprowadzimy dyskusje
wektorjalnie. Odréznimy dwa przypadki: albo jest
uAv = 0 albo jest UAV 4= 0.

W pierwszym przypadku albo jest u=20 i
v =20 albo co najmniej jeden z wektoréw u, v
nie jest zerowym. Gdy u— v—20, to (68) daje
P=(=0 i wtedy kazdy wektor x spetnia (68)
a ze dowolny wektor mozna roztozy¢ na sktadowe
wediug wzoru:

x=2? Ci
i=I
(gdzie e, okreSlono na str. 21), wiec xt, x2, X3
mozna dowolnie obra¢ czyli rozwigzania ukadu
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(68) zawierajg trzy dowolne parametry X)- Gdy
p4=0 lub g4=0, to (68) nie majg rozwigzania.
Gdy u=F0 lub v4=0, to mozemy przyjaé, ze
wiasnie u 4= 0- A Ze jest uAv = 0, wiec istnieje
skalar X taki, ze jest v=Xu i wtedy (68) daje
a wiec g = Xp. Réwnania
(68) sa od siebie zalezne i réwnowazne jednemu:
xXu=j°; ktadac xX= mamy
co daje jeden zwiagzek linjowy na 3 liczby A wiec
wektor x zalezy od 2 dowolnych z trzech £». Gdy za$
jestv=2Xu, q4= Xp, to (68) nie ma rozwigzania.
Niech wreszcie uAvVv =4 0, to”u 4= 0, v 4= 0; wek-
tor X mozna wyrazi¢ przez u, v, u/\v, bo wyznacz-
nik lu, V, uUAVI= (UAV) X (UAV) 4= 0, gdyz jest
kwadratem dtugosci wektora uAv. Jest wiec
(69)

gdzie a, b, g sg szukanymi skalarami, na ktére mamy
2 warunki:

(70)

bo(UAV) XII-0,(uAV)Xv =0. Z (70) jednoznacz-
nie okresli sie a, b, bo na mocy (77) jest (UAV)X
Ska-
lar o jest dowolnym, a wiec (69) daje zbidr rozwig-
zan zaleznych od jednej statej 0. Mamy tedy: warunek
UAV 4= jest koniecznym i wystarczajgcym, by (68)
mialy rozwigzania zalezne tylko od jednego para-
metru.
g) Z punktu O niech wychodzg dwa dane wek-
tory a i b, przyczem zaktadamy, ze jest a 4= 0. Wy-
szukajmy wszystkie wektory r, wychodzace z O

3
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i spetniajace réwnanie wektorjalne (w uktadzie Kar-
tezjusza jest to uktad 3 réwnan):

(70 bis) aAr=nh.

Rozwazymy co do b dwa przypadki: albo jest
b=0albojestb 0. Gdy jestb= 0, to (70 bis) re-
dukuje sie do réwnania aAr=0, wiec jest r=<5a,
gdzie o jest dowolng liczbg; konce wektorow r leza
tedy na prostej wiasnie o rOwnaniu r=o0a; jest to
prosta przez O, na ktorej lezy dany wektor a.

Gdy jest b X 0, to jest albo bJ_a albo tak nie jest.
Gdy b nie jest prostopadie do a, to widoczne z okre-
$lenia iloczynu wektorjalnego, ze réwnanie (70 bis)
nie posiada rozwigzania.

Gdy jest bXa, to réwnanie (70 bis) ma rozwia-
zanie, jak wykazemy. Zatézmy chwilowo, ze réwna-
nie to ma rozwigzanie szczegoélne r, czyli aATo=b;
stad i z (70 bis) otrzymujemy aA (r—r0) =0, co daje
r—r)=o0a, gdzie o oznacza dowolna liczbe; a wiec
jest r=r0-~cra; rdwnanie to daje ogét rozwigzan, za-
leznych od dowolnego parametru <5; kornce wektoréw
r lezg na prostej wkasnie o réwnaniu r =r0-|-cra,
przyczem o jest parametrem zmiennym wzdtuz pro-
stej; prosta ta przechodzi przez punkt koncowy wek-
tora rl i jest | do wektora a.

Trzeba jeszcze wykazaé istnienie szczeg6lnego
rozwigzania r0; jako takie wezmiemy wektor prosto-
padty do a i b, innemi stowy pot6zmy

r0=p..(bAa),

gdzie p. oznacza liczbe, ktérg mamy wyznaczy¢. Ot6z
na mocy wzoru (73) z § 6 mamy:

aAr.=p[aA (hAa)] =P|b(aX ») —a(aXb)}
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ale bj_a, wiec a/ b =0, wobec tego (70 bis) daje
ejib(aXa) = b,
skad wynika, ze by¢ winno:
1

a wiec ogét rozwigzan réwnania (70 bis) zawarty jest
we Wzorze.

(70 ter)

§ 6. Wiasnosci iloczynéw skalarnych i wek-
torjalnych. Kilka wiasnosci obu poznanych iloczy-
néw poznaliSmy poprzednio. Obecnie zestawiamy
dalsze wiasnosci, z ktérych bardzo czesto bedziemy
korzystali. Dowody tych wikasnosci polegajg w prze-
waznej czesci na tern, ze sie wykazuje na mocy (50)
lub (53), iz obie strony rownosci, wyrazajacej oma-
wiang wiasnos$¢, przedstawiajg tesame wektory lub
skalary.

1) Jest:

(71) (aAb)Ae = b(aXc)-a(bXc).
Z tej wiasnosci skorzystamy, by (zob. § 5, przy-
ktad c) réwnanie prostej (56) wyrazi¢ przy pomocy

Pliickerowskich wspétrzednych prostej Otdz na mocy
(62) (64) i (71) mamy:

skad wynika
r=a(rXa—bAa=a((rXa +aAb

i wprowadzajac to w (56), otrzymujemy roéwnanie
prostej:
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przyczem oznacza (nowy) parametr zmienny
wzdtuz prostej. ROwnanie (72) jest wyrazone przy
pomocy wektoréw Pliickerowskich. W tréjortogonal-
nym i prawoskretnym ukladzie Kartezjusza otrzy-
muje sie stad:

(72 bis)

Sg to znane z geometrji analitycznej parametryczne
rOownania prostej, postugujace sie wspétrzednemi Plii-
ckera al? a%, a$, bA, ktére spetniajg dwa zwigzki:

2) Jest
(73)
wynikato z (71) i (45 bis): aA(b Ac) — (e Ab) Aa itd.
Wzory (71) i (73) wykazuja, ze iloczyn wekto-
rjalny nie posiada wiasnosci tgcznosci.
3) Wzory (58) i (46) daja:

(74)

Dla zastosowania rozwazmy iloczyn a Ab; niech
d oznacza, jak wyzej, wektor jednostkowy, lezacy na
osi iz nig zgodnie skierowany; miarg sktadowej
iloczynu (a Ab) w kierunku osi  bedzie (a Ab)X ®»,
co na mocy (74) przyjmie postac | a, b, e( |. Mamy wiec

t=I
co zastepuje wzor (50).
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4) Jest
(75)

Wz6r ten wynika przez wyliczenie obu stron,
ktore sg skalarami, albo przy pomocy (71) i (74); jest
bowiem:

(aAb)X («Ad)=| d,aAb, e | =dX((aAb) A«l =
= dX[b(aX«)-a(=»Xe)l.

a to daje wprost (75). Z dowodu tego uzyskalismy

nowy wzor:

(76)

Rozwazmy szczegolny przypadek wzoru (75), gdy
¢ = a, d = b; wtedy (75) daje znang z algebry iden-
tycznos$¢ Lagrange’a:

(77)
Lewa strona daje kwadrat dtugosci wektora

5) Na mocy (73) i (71) jest:

(77 a)

Z powyzszych wiasnosci czesto bedziemy korzystali.

§ 7. Z analizy wektoréw. Okreslimy teraz wek-
tory, ktoére otrzymuje sie z danego wektora lub ska-
lara przez rézniczkowanie. W § 5 i 6 rozpatrywa-
liSmy jeden, dwa lub trzy wektory i skalary, a wiec
skonczong ilos¢ wektoréw i skalaréw (liczebnych),
obecnie bedziemy mieli do czynienia z nieskonczo-
nym zbiorem skalaréw i wektoréw przez to, ze ska-
lary i wektory beda funkcjami wspétrzednych lub
parametrow (pomocniczych).

a) Wezmy pod uwage krzywg C o rownaniu (43).
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Spostrzegamy, ze punkt biezgcy M krzywej jest okre-
$lony przez wektor OM = r (t), przyczem O oznacza
poczatek uktadu odniesienia; poniewaz t zmienia sie
od a do b, wiec temsamem uzyskaliSmy (naog6t nie-
skonczony) zbior wektoréw i nadto o tej szczegolnej
wilasnosci, ze wszystkie wektory tego zbioru maja
wspoélny poczatek.

Pochodng tych wektoréw i jej geometrycznem
znaczeniem bedziemy sie zajmowali pdZniej (Rozdz. Il
§ 2). Obecnie zajmiemy sie zbiorem wektoréw, ktére
nie muszg mie¢ wspolnego poczatku.

Niech bedzie dany wzdiluz C wektor u:

(78) u=u(0 (a™t™b).

Wartos¢ t z przedziatu [a, 6] wyznacza punkt M
na C, ktory przyjmiemy za poczatek wektora u(/);
punkt koricowy tego wektora bedzie wyznaczony
przez wektor r (O HF u(0- Temsamem otrzymalismy
wzdtuz C t. zw. pole wektorjalne (dokfadniej: jed-
noparametrowa rodzine wektoréw); sktadowe wek-
tora (78) niech majg miary (0 (i=1, 2, 3); o nich
zatozymy, ze, jako funkcje parametru t, nalezg do
klasy Cl w [a, 6]. Z wektora (78) utworzymy nowy
wektor, ktéry nazwiemy geometryczng pochodng
wektora u (/) i oznaczymy znakiem:

(78 bis)

sktadowe tego wektora majg mie¢ miary! réwne po-
chodnym:
d Ui (t)
dt

1 Oczywiscie prz%_ zatozeniu, ze osie uktadu odniesie-
nia sg nieruchome (kierunek osi nie zalezy od t).

(*=1,2,3).
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Wektor (78bis) mozna tez okresli¢ na drodze geo-
metrycznej. Oprocz wektora u (0 wezmy wektor

u gdzie 0 (ale takie, ze takze t-h"b);
wektor ten ma poczatek w punkcie krzy-
wej ~5 przenieSmy go réwnolegle tak, by jego po-
czatek padt w po przeniesieniu otrzymamy

wektor, ktoéry znéw oznaczymy przez u(£-+-7j);
utwérzmy réznice u(t h) —u (/) i wektor (— jak

sie méwi —- ,li razy krotszy"):
7 4- 77 —
(80) u(z 4 73] u(o

Gdy h -»0, to wektor (80)' na mocy zatozenia
dazy do wektora okres$lonej diugosci i kierunku lub
do wektora zerowego; ten graniczny wektor — jak
sie otrzymuje z rozwazania sktadowych — jest wia-
$nie wektorem (78 bis). Oznaczmy przez u dtugosc
wektora (78); jest oczywiscie

u= S u(0;

jezeli wektor (78) nie jest zerowym, to z istnienia
pochodnej (78 bis) wyniknie istnienie pochodnej:

Jezeli w szczegOlnosci u = Const, to lewa strona
=0, a wiec nawias prawej strony jest zerem, co
wykazuje tw.: jezeli wektor (78) ma stalg diugosc
niezerowq i jezeli istnieje wektor (78 bis), to wektor
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(78 bis) jest albo zerowym albo prostopadtym do wek-
tora (78). Twierdzenie to wykazemy jeszcze nieco
pézniej na drodze wektorjalnej. Najbardziej intere-
sujagcym jest przypadek szczegélny, kiedy wektor
(78) jest stale jednostkowym czyli u=1; ten przy-
padek bedzie czesto ponizej zachodzit.

Wykazemy, ze wektor (78 bis) nie zalezy od wy-
boru (potréjnie ortogonalnego) uktadu odniesienia.
Rzeczywiscie oprocz uktadu Xi wezmy ukiad
ktéry z uktadem Xi zwiazany jest zwigzkami (2), (3)
i (5). Wektor u ma skladowe o miarach Ui w ukia-
dzie Xi i skladowe o miarach Wj* w ukladzie
przyczem te miary tgczg zwigzki (47); utwlrzmy
wektor (78 bis) w ukiadzie Xi i w ukladzie Xi*;
w uktadzie Xi wektor (78 bis) ma skladowe o mia-
rach (79), w uktadzie x<* sktadowe o miarach

ponadto wektor (78 bis) ma na mocy (47) w ukia-
dzie x* sktadowe o miarach

i oduk
vi= Friksr («=1, 3 9,
k== ai

a stad i z (47) wynika, ze jest
dw?

A wiec wektor (78 bis) ma skladowe w ukiadzie x?
niezaleznie od tego, czy te sktadowe obliczymy dla
uktadu Xt* wprost na mocy definicji wektora (78 bis),
czy tez obliczymy skladowe wektora (78 bis) naj-
pierw dla uktadu a?, a potem te sktadowe rzutujemy
na osie X?.
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Uwaga. Dla pochodnych geometrycznych sg waz-
ne klasyczne prawa rézniczkowania t. zn. mozna
wykazaé, ze gdy skalar a(t) i wektory u(f), v (f)
sg rozniczkowalne, to jest:

¢Z(au) _da ( ~du
" a~dt'

A (UXy) =%

Dowodzi sie tych wzoréw przez niezalezne wylicze-
nie obu stron i t. d.

b) Niech bedzie dana funkcja X2, #3), ktéra
w pewnej dziedzinie D nalezy do klasy Cl. W kaz-
dym punkcie wewnetrznym dziedziny D okreslimy
wektor, ktérego sktadowe majg mie¢ miary

af (*=1,2,3);

wektor ten zowiemy gradientem skalara f i ozna-
czaé! go bedziemy grad /; mamy wiec w mysl do-
tychczasowych oznaczen (zob. str. 21).

(81) grad/»

Wektor ten okresla w D pole wektorjalne.
Wykazemy, ze wektor (81) nie zalezg od wyboru
uktadu odniesienia. W tym celu oprécz ukiadu Xi

| Niektorzy autorzy oznaczajg go znakiem \V/ (czy-
taj. nabla f).
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wezmy uktad ret*, zwigzany z uktadem xx zwigzkami
(2), (3) i (5). Nietrudno sie przekonaé, ze z (2) otrzy-
muje sie
3
(82) = Z akr ("* — «m) 0=1, 2, 3),
fe=i

wskutek tego skalar / przeksztalci sie w sposob
nastepujacy:

prawg strone oznaczymy przez X2*, a73*); ona
jest wewnatrz D widocznie rdzniczkowalna, nadto
grad 7" ma w nowym uktadzie sktadowe o miarach:

dF
0=1,2, 3).

Ale na mocy (83) jest:
d# __ y d/

wzory te sg postaci (47), co wykazuje, ze wektor
grad/ nie zalezy od wyboru uktadu odniesienia.

c) Zatézmy, ze w dziedzinie D okreslony jest
wektor u(a?j, x2, x3), ktérego sktadowe majg miary
«»(™ %2 a%3), nalezace do G’'l wewnagtrz D. Przy po-
mocy tego wektora utworzymy dla wnetrza D ska-
lar, zwany divergencjg (rozbieznoscia) wektora u,
przez zwigzek:

(83 bis) divu=4"\"
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Naszkicujemy dowdd na to, ze div u nie zalezy
od wyboru tréjortogonalnego uktadu odniesienia.
Powotujac sie na wzory (3), (47) i (82), otrzymujemy:

Rozwazmy szczegélny przypadek, kiedy dany
jest skalar f(xv, x2, .r3), ktéry wewnagtrz D nalezy
do C2 i kiedy jest u= grad/; Wtedy

(84) div(grad/) = J2A
gdzie przez J2 f oznaczyliSmy t. zw. laplasjan funk-
cji Tt zn.:

(85)

d) Z wektora u, nalezacegol wewnatrz dzie-
dziny D do klasy CI, wytworzymy nowy wektor,
zwany rotorem (lub? curl’em) wektora u i ktory
tez oznaczymy przez:

(86) rotu lub cudu,
bedzie to wektor, ktérego sktadowe majg miary:

(87)

tatwo wykazaé, ze rotu nie zalezy od wyboru
prawoskretnego tréjortogonalnego uktadu odniesie-

t. zn. miary skladowych ux, u2, ua naleza do CL
wymawia sie: kerl.
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nia. Podamy tylko szkic dowodu, opierajacego sie
0 wzory (47) i (82); jest bowiem:

do czego stosujemy (10) kolejno dla par wartosci
i—3, k=2), k=1, &=3), («=2, &=1).
Rozwazmy szczegélny przypadek, kiedy skalar
t(x1, x2, x3) nalezy wewnatrz D do C? i kiedy za-
razem u— grad/, wtedy jest

podobnie czytelnik stwierdzi, ze i dalsze dwie miary
sktadowych (87) znikajg identycznie wewnatrz D.
Wobec tego:

(88)

Ale i odwrotnie: jezeli u nalezy wewnatrz dziedzi-
ny (D) do klasy C2 i jezeli wewnatrz (D) jest
(89)

to istnieje skalar X2, .z3), ktéry wewnatrz (D)
nalezy do Cl i zarazem taki, ze jest wewnatrz (V):
(90) u = grad f.

Z (89) wynika bowiem, ze wewngtrz D jest:

(911.2,3)
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Z (91x) otrzymujemy:

gdzie ¢ jest na razie dowolng funkcja, ktdra wew-
natrz D nalezy do C1; nadto punkt#;0 zostat obrany
wewnatrz D. Stagd na mocy (912) wynika, ze jest:

a to na mocy (913) daje

i to daje oczywiscie, ze wewnatrz D jest

wiec:
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przyczem  nalezy wewngtrz D do Cl, a wiec ist-
nieje funkcja x(”3), ktéra wewnatrz D nalezy do
C2 i taka, ze jest

Przeto J}est

Wykonywujac rézniczkowanie po prawej, otrzy-
mujemy na mocy (911,2) natychmiast, ze jest

*»

gdzie ¢ oznacza stala. Kladac

tatwo stwierdzimy, ze zachodzi (90).

8 8. Pojecie wektora w R3. Obecnie podamy
0g0Ing (i abstrakcyjna) definicje wektoraw Rz (t. zw.
wektora swobodnego, przez co rozumiemy wektor
o dowolnym poczatku). ZauwazyliSmy w § 2, ze
wzory (2), (3) i (5) mozna dwojako pojmowac. Otéz
uwazaé¢ je bedziemy za przeksztatcenia tréjorto-
gonalnego prawego ukiadu na takiz ukiad. | te
przeksztatcenia tworzg grupe, czego tu dowodzi¢
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nie bedziemy, bo rachunek bedzie identyczny z ra-
chunkiem str. 13 i 14.

Wezmy teraz pod uwage ukiad Xi prawy i po-
trojnie ortogonalny w jR3 i trzy liczby ux, u2, u3. Od
uktadu Xi przejdzmy do ukitadu xp zapomocg prze-
ksztatcen (2), (3) i (5). Temu ukladowi przydzielmy
liczby u* (i=l, 2, 3) przy pomocy wzoréw (47).
Twierdzimy, ze w ten sposéb kazdemu prawemu i po-
trojnie ortogonalnemu uktadowi w R3 przydzielili-
Smy jednoznacznie uporzadkowana tréjke liczb u,
(=1, 2, 3). By to wykaza¢, przejdziemy od uktadu
xj* do prawego i potrdjnie ortogonalnego ukiadu
Xt** przy pomocy wzoréw (31) i (32). Wtedy liczby
Mi* przejdg w Ii(3:zby:

(92)  u?* = 2l kM (i=1,2 3)

fe=i
Ale od uktadu Xi mozemy bezposrednio przejsé
do uktadu a?** przy pomocy wzoréw (33), (34) i (35);
wskutek tego Ui przejdg na liczby
3

Ui — Ckuk (i—1, 2 3).

Mamy wykazaé, ze jest
u/= Ui** 0=1, 2, 3).
Rzeczywiscie (34), (47) i ja:
Y /3(3), (\ ) 1 (92) dajg .
Mi —  bik | , Ukj Uj I--Mly Uj—  C{j Uj,
fe=l  V/=I "k
0=1,2, 3),
a to bylo do udowodnienia.
Ot6z uporzadkowang tréjke liczbuj O=1, 2, 3)
nazywamy wektorem; liczby Ui miarami jego skia-
dowych w uktadzie xi, przyczem te miary w kazdym

A. Hoborski: Teorja krzywych 1. 4
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uktadzie majg okreSlone wartosci tak, jak powyzej
podano. Ze wzoréw (47) wynika, ze jest

\ YU2=\S

co wykazuje, ze lewa strona tej réwnosci jest nie-
zmiennikiem przy przeksztatceniach uktadu; nie-
zmiennik ten nosi nazwe dlugosci wektora u i jest
rowny: R

Uwaga. Uwazajagc wzory (2) za wzory zmiany
uktadu odniesienia (a wiec punktowi x.i przydziela-
jace nowe wspotrzedne), rozpatrywalismy wzory
(47) jako przedstawiajace w nowym ukiadzie od-
niesienia wektor, dany przez liczby (w;) w ukladzie
Xi. Ale mozna wzory (2) rozwazac, jako przeksztal-
cenie punktu  na punkt a?;*, wtedy wzory (47) uwa-
zamy, jako wzory, ktore z wektora (W wyprowadzajg
nowy wektor (u(*), powstaly z pierwszego przez
ruch (ckok) euklidesowy (2).

8 9. Predko$¢ ruchu. Rozwazmy dwa uktady
osi prawe i trojortogonalne: nieruchomy ukiad (staty)

oraz ruchomy («=1,2,3). Dowolny punkt P
niech ma wspétrzedne Xi, xf; miedzy niemi istniejg
zwigzki (2), (3) i (5), nadto wspdtczynniki fla
(i=1,2,3,1=1, 2, 3, 4) niech beda funkcjami czasu
t, o funkcjach tych zatozymy, ze nalezg do klasy
Cl (na razie) w przedziale czasu [</, 6], gdzie a<O.
Punkt P wobec ukiadu ruchomego moze miec t. zw.
wiasny ruch t. zn. jego wspoétrzedne Xi nie musza
by¢ state, bedag na ogoét funkcjami czasu, o ktérych
zatozymy, ze nalezg tez do Cl w [a, 6j. Wobec tych
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zatozen wspotrzedne x* majg na mocy (2) réwniez
ciggle pierwsze pochodne w [a, d]. | jest:

(93)

Sa to miary rzutéw wektora predkosci punktu
P na osie uktadu nieruchomego. Postugu-
jac sie tabelka:

(94)

W znany sposéb obliczmy miary i\, r2, v3 rzutow
wektora predkosci punktu P na osie ruchomego
ukladu; otéz jest na mocy (93)

(95) (
Potézmy dla skrécenia:

(96)

Stad i na mocy (3) otrzymujemy:

97)
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Kladac w (95) kolejno j — 1, 2, 3 i korzystajac
ze wzoréw (3), (96) i (97), uzyskujemy wzory:

(98) V2 — + ?3*1 —Pixz + $2;

€Zczly .

Iy
=N +PIN— —+ S3,

gdzie potozyliSmy

Wzory (98) dajg miary sktadowych wektora pred-
kosci punktu P w Kkierunkach osi uktadu ruchomego.
Jak wida¢ — predkos$¢ ta jest suma geometryczng
dwdch predkosci: jednej t.zw. wilasnej (o miarach
sktadowych): (d%i: df)i drugiej t. zw. predkoSci uno-
szenia, zaleznej wiec od ruchu uktadu; ta ostatnia
jest znébw suma geometryczng dwéch predkosci: jed-
nej zaleznej od translacji uktadu (miarami rzutéw tej
predkosci na osie ruchomego ukiadu sg £3)
i drugiej zaleznej od obrotowego ruchu uktadu ru-
chomego naokoto osi obrotu (przechodzacej przez
poczatek ukiadu ruchomego). Predkos$¢ linjowa ru-
chu obrotowego ma skfadowe o miarach: A2"3—"3/2,
N3N1—Pix3»> Pix2—P2xii —jak wiadomo z § 5 —
wektor ten jest rowny wAr, gdzie w jest wekto-
rem predkosci katowej obrotu (o miarach skiado-
wych Pi, p2, P3 w kierunku osi a?%), a r = OP.

O$ (chwilowa) obrotu ma te wilasnos¢, ze jej
punkty majg predkos¢ (linjowa) ruchu obrotowego
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rowng zeru, a wiec dla punktow osi obrotu ma by¢
WAr = O; jezeli zatlozymy, ze jest w 4= 0, to stad
dla osi obrotu otrzymamy réwnanie:

(100) .

gdzie o jest parametrem zmiennym wzdtuz osi obrotu;
(100) jest wiec rownaniem chwilowej osi (?) obrotu.

Wzory (98) mozna uzyska¢ przy pomocy me-
tody wektorjalnej. O i O* oznaczajg poczatek uktadu
ruchomego i nieruchomego; niech P oznacza do-
wolny punkt w P3. Niech r = OP, r*=0O"P; wiec
r*y==r-|- 0*0 = r-|- a4, niech e, e&* oznaczajg jed-
nostkowy wektor na osi -, wzgL jednostkowy wektor
na osi rr*. Wektor r rozt6zmy na skladowe wzdtuz
osi ruchomego ukiadu; bedzie tedy r.= ’\IXiei,

a przy rozktadzie wzdtuz osi nieruchomego uktadu

podobnie otrzymuje sie a4 = jest wiec

(Wektory e** sg niezalezne od czasu). Wykazemy
teraz, ze jest

Mozna to wykaza¢ z powotaniem sie na (3), bo
=etX ale mozna to réwniez wykaza¢ bez-

posrednio. Jest bowiem e, = " (et X e**) e**> stad
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(101)

Z powyzszego mamy

Wzér ten okresla wektor predkosci punktu P;
wektor ten rzutujemy teraz na o0$ (ruchomego
uktadu); miara tego rzutu bedzie nastepujaca:

gdzie potozylismy
(102)
Wz6r (101) rézniczkowany daje: Pij  Pji—0, wiec

Nadto wida¢ na mocy (96), ze jest
(103)
temsamem uzyskaliSmy wzory (98).



I § 10 55

8 10. Ruch $rubowy. Zajmiemy sie obecnie sa-
mym ruchem unoszenia; w tym celu zatézmy, ze
punkt Xi niema ruchu wiasnego, wobec czego wzory
(98) redukujg sie do wzorow:

(104) Iri=="+"13—P A "=Ili-\-PA—PA
=8 +Pi —p2Ni;

sg to miary skladowych predkosci v unoszenia
w kierunku osi uktadu ruchomego, a wiec:

(105) VvV = u-|-WAr,

przyczem u oznacza staty (t. zn. niezalezny od a?)
wektor predkosci translacji. W kazdym punkcie P(a?,)
wyznacza (105) wektor v; (105) wyznacza wiec
w P3 pole wektorjalne, bedgce sumg dwdch pdél:
pola jednorodnego t. zn. utworzonego przez staty
wektor (predkosci translacji) u i pola niejednorod-
nego (pochodzacego od obrotu naokoto chwilowej
osi (Z) (100) obrotu). Naogét wektor u ma kierunek
rozny od kierunku wektora w. Wykazemy, ze pole
wektora v mozna uwaza¢ za sume dwoch innych
pol: pola jednorodnego u' i pola niejednorodnego
W'Ar' (pochodzacego od obrotu naokoto innej osi
chwilowej (Z') z predkoscig katowa w', nadto r'
oznacza wektor od punktu na (Z) do P); przytem
u' ma mie¢ kierunek osi (Z), na ktorej lezy w. Ruch
wiec z predkoscig v mozna uwaza¢ za wypadkowy
z obrotu naokoto (Z) i translacji w kierunku (Z) —
ruch jest tedy ruchem Srubowym o osi (Z'). Jezeli
to wykazemy, to pole wektoréw predkosci v mozna
uwaza¢ za pole predkosci pewnego ruchu $rubo-
wego. To wystowimy teraz w postaci twierdzenia.
Zauwazmy jeszcze, ze u' jako wektor wspotkierun-
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kowy z w' mozna przedstawi¢ w postaci u*=Xw",
gdzie X oznacza skalar liczbowy.

Tw.l Jezeli w kazdym punkcie P(iCj) przestrzeni
P3 dany jest wektor u wedtug (105), przyczem wek-
tory u i w sg state, a wektor w jest rézny od 0,
nadto r oznacza wektor, ktérego punktem poczat-
kowym jest punkt osi | (na niej lezy w), a punktem
koncowym jest punkt P, to istnieje jednoznacznie

okreslona 0$ (Z'), réwnolegta do | i liczba X (nie-
zalezna od punktu P) tak, iz jest:
(106) UWAr = WA + Xw,

przyczem r' oznacza wektor o poczatku w M' na
I'' a kohcu w P.

Dowdd. Najpierw wykazemy, ze w (105) po-
czatek wektora r moze by¢ dowolnie przyjety na
(2); rzeczywiscie wezmy punkt M na |, wyznaczony
przez wektor r*; poniewaz M lezy na osi (Z), ktorej
rownanie podaje wz6r (100), wiec istnieje stata o*
taka, ze r*=o0*w i mamy: OP=OM-|-MP,
a stad WAr=wAOP=wAOM MP)=
=w A (0*vv-|-MP) =w AMP, bo wAw = (|
i temsamem przygotowawcza cze$¢ wykazana. To
samo odnosi sie do (106); dla wektora r' mozna
obra¢ dowolnie punkt poczatkowy na (/).

Wykazmy z kolei jednoznacznos¢ przedstawienia
(106) t. zn.: jezeli dla pewnych dwoch osi |i I' jest:

(207) WATr + Xw =w"Ar'" -j- X'w',
to (Z) jest identyczne z (2), w =w, X'=X.
1 Autor niniejszego podrecznika zaprolektowa’f prosty

model, ktéry pozw a znalez¢ o$ (I twierdzenia, gdy
dane (2), u i
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Pomnézmy (107) skalarnie przez w; otrzymamy
po tatwej przerébce:

(aw— Xew") Xw=|w, W', rz|

To zachodzi dla kazdego punktu P; ale lewa
strona nie zalezy od potozenia punktu P, wiec
i prawa od P nie zalezy, zatem prawa ma statg war-
tos¢ dla wszelkich punktéw P\ jednak widoczne,
ze, gdy P lezy na (Z), to r' =0 i prawa strona
jest zerem; wiec jest w calej przestrzeni:

(108) | w, wg, r'| =0.

Twierdzimy, ze stad wynika, iz jest WAw'=0.
Zat6zmy bowiem, ze jest wAW™4= 0; ale (108) daje
(109) (WAW")Xr' = 0;
zaraz natrafimy na sprzecznos$¢, bioragc punkt P
tak, by kierunek M'P, (M' lezy na I') byt prosto-
padty do w i wz; dla takich P istniejg wiec liczby o
takie, ze r' = o (WAwz), a wtedy (109) daje ¢?=0
dla kazdego P w podanym Kierunku. Jest wiec
wWAw: = 0, co wobec zatozenia w 4= 0 wykazuje
istnienie liczby p. takiej, ze w'=]iw czyli<V //!
lub V schodzi sie z I. Wobec tego (107) przyjmie
postac:

(110) WATr-j-XW = pWwWAr" + Xipw,
a mnozac to skalarnie przez w, otrzymamy:
(X—Xz ) (wXw)—0, skad widaé, ze jest X—Xzp,

w 4= O; a wtedy (110) daje

(111) w A (r—pr)=0.
Jezeliby byto V//Z to moznaby obra¢ P tak, iz
(111) nie jest spetnione, bo dos¢ obra¢ P na Z.
A wiec Z' schodzi sie z (2).

Obecnie wykazemy, ze rownosci (106) mozna
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uczyni¢ zado$¢. W tym celu przetnijrny | plaszczy-
zng Jt _|_Z; niech M bedzie punktem przeciecia. Wek-
tor u rozt6zmy na dwie skladowe: u' réwnolegle
do (2), u" w plaszczyznie it; znajdzmy na n punkt
Po taki, ze u" -j- wAr» — 0, [bedzie to punkt prze-
ciecia (f) z n]. Mnozac te réwnos¢ wektorjalnie przez
w, otrzymamy na mocy (71):_u" Aw-p To (WXw)—

I
wobec tego jest

(112)

i taki punkt Po istnieje i tylko jeden. Przez ten
punkt Po prowadzmy nadto przyjmujemy
Xw =u’, a stad X (w X w) —Il X w, a t° pozwala
wyznaczy¢ X. Wykazmy, ze w ten sposéb jest (106)
spetnione. Rzeczywiscie mamy:

(H3)

Ale na mocy (73) jest

(114)

Ale u"J_w, wiec w>Xm" =0, zatem (114) redu-
kuje sie do

i wtedy (113) przechodzi na zwigzek:

c. b.d. u
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Uwaga. Gdy u" =0, to dany ruch jest juz Sru-
bowym i wtedy (Z) schodzi sie z (Z); zagadnienie
staje sie wtedy banalnem. —

Ze wzoru (106) otrzymamy X, mnozac skalar-
nie (106) przez w; uzyskujemy widocznie

> >Xwwv
(115) WX IV

[Przy tej wartosci na X daje Xw skiadowa wek-
tora u w kierunku | tak, iz u— Xw daje sktadowa
wektora u w kierunku prostopadtym do Z] Roéw-
nanie osi (Z) otrzymamy, kiadac r = ow w (106),
wskutek czego WAIr'=0, a wiec:

(116) u WwWAr=Xw,

gdzie X ma warto$¢ (115). Roéwnanie to umiemy
rozwigza¢ (zob. § 5, wzor 70 ter), a mianowicie jest:
117 —<-- (WAuU) 4- b w;

(117) Wi ( ) 4

jest to réwnanie chwilowej osi obrotu $rubowego
ruchu unoszenia. OtrzymaliSmy wiec ostatecznie
(118) v = Xwi4~wWAr'.

Jest to przedstawienie pola wektora v w postaci
wektora predkosci ruchu $Srubowego.

Ruch ten moze sie redukowac¢ do ,.czystego*!
obrotu t. zn. bez translacji, gdy X =0 czyli na
mocy (115), gdy:

(118 bis) u>Xw==0,

co daje, ze wektor u (o miarach skladowych <4)
jest zerowym wektorem lub niezerowym i wtedy
prostopadtym do osi obrotu.
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Uwaga. metoda t. j. analityczna, ktorej
sie uzywa przy wyktadzie zagadnienia o ruchu $ru-
bowym, opiera sie na nastepujacej uwadze. Zaldz-
my, ze juz ruch $rubowy zostat znaleziony; kazdy
wiec punkt ma dwie predkosci, predkos$¢ transla-
cji u' w kierunku osi V obrotu i predkos¢, pocho-
dzacg z obrotu naokoto Z', a wiec prostopadig do u’;
te dwie predkosci maja wypadkowa, bedaca prze-
katnig pewnego prostokata, ktérego jeden bok — u’,
tedy wektor wypadkowej predkosci ma diugosé
wiekszg od dlugosci wektora u' naogdt, gdyz wia-
$nie dla punktéow osi I' jest predkos¢, pochodzaca
z obrotu, réwng zeru, wobec czego punkty osi
obrotu V scharakteryzowane sg tem, ze diugos¢ wek-
tora wypadkowej predkosci (a wiec tez kwadrat
tej dtugosci) jest minimum. Ta wiasnie uwaga po-
zwala znalez¢ i o$ Z' i translacje. Ot6z kwadrat diu-
gosci wektora v wynosi wedlug (104):

0$ Z' obrotu to punkty (0?7) o wiasnosci:

co sie wyrazi w ten sposOb, ze macierz
(119)

jest rzedu Igo, a wiec jest
(120)
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sg to réwnania osi I', jezeli jest:

prosta Il ma widocznie dostawy kierunkowe pro-
porcjonalne do Pi. Oznaczmy przez %i° wspotrzedne
dowolnie obranego punktu M' na I', to z ostatnich
wzoréw otrzymamy:

£1=  —.02X3° +.03r2% $2 = XPi—P3Xl +P1X3°,

A>3==~"P3  PiXi® + Pi X1

i wskutek tego jest
(122) v1=Kj91+p2(a?3—r30)— p3("2—"2°), *+ o,
co odpowiada wzorowi (118). Czysty obrét (bez

translacji rownolegtej do osi obrotu) bedzie, gdy
X =0 czyli gdy

3
(123) Sp<ht =1

i=
Czytelnik z tatwoscig pozna na powyzszem dwie
wielkie zalety metody wektorjalnej: zwieztos¢ i przej-
rzystos¢ geometryczna.

§ 11. Nieruchome elementy. Powr6émy do
petnych wzoréw (98) i zat6zmy, ze punkt P(™)
jest nieruchomy. Poniewaz ukiad ruchomy zmienia
swe potozenie, wiec wspoétrzedne  punktu P zmie-
niajg sie; predkos$¢ ruchu dla P jest oczywiscie ze-
rem; wiecty=0 (/—1, 2, 3); ale i naodwrét, gdy
Vi=0 (j— 1, 2, 3), to predko$¢ punktu P jest ze-
rem i przeto punkt P jest nieruchomym. Widoczne
stad, ze na mocy wzoréw (98), wykazalismy tw.:
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przy poprzednio podanych zatozeniach o ruchu
uktadu ruchomego warunek konieczny i wystar-
czajacy, by punkt P byt nieruchomym, polega
na réwnosciach:

+Pi«3—P37~2 + $1 =0,
(124) H-~3~1—"ir34-S2 =0,
4- 83 =o.

Jezeli ruch ukfadu jest znanym t. j. jezeli dane
sg (Pi, $») (z=1, 2, 3), jako funkcje czasu, to (124)
daje uktad réwnan rézniczkowych linjowych rzedu
Igo. W przypadkach regularnosci ukiad catek tych
rownan zaleze¢ bedzie od 3 statych np. od wartosci
rr/', a%2° x.j' wspotrzednych w chwili t— 0. Z warun-
kéw (124) bedziemy nieraz korzystali w postaci
specjalnej, zwanej warunkami Cesaro.

Niech z kolei bedzie dany wektor w, ktdorego
sktadowe w kierunku osi Xi ruchomego uktadu maja
miary Wi, nalezgce do klasy Cl, jako funkcje czasu
w przedziale [a, 6] (a < b). Jest wiec

3

(125) w=£ wie,.
2=1
Stad:
dw wyldwi
(126) dl \ dt

Wektor, przedstawiony przez drugg sume strony
prawej, roztozymy na skladowe w Kkierunku osi Xi
uktadu ruchomego. Mozemy napisac
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Wspétczynniki tej sumy wyrazimy przez pij okre-
$lone wzorem (102). W tym celu pomnézmy ska
larnie nastepujgce wektory, roztozone w kierunku
osi Xi* uktadu nieruchomego przez siebie:

bedzie:

(128)

Wobec tego (127) daje:
(229) |

Wzér (126) daje tedy:

(130)

Zastosujmy tu wzory (103), oraz réwnosci pu—-o0;
nietrudno zauwazy¢, ze (130) przyjmie postac:
(131) |

przyczem w* oznacza wektor predkosci katowej
obrotu ruchu unoszenia.
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Zatozmy teraz, ze wektor w ma statg dtugosé
i staty Kierunek w przestrzeni RA t. j. w stosunku
do nieruchomego uktadu, tedy lewa strona w (130)
jest wektorem zerowym, wskutek czego otrzy-
mujemy:

dw. . S
dl Plu'i—PiWi=0.

Sg to réwnania rézniczkowe, linjowe i jednorodne
na miary wt sktadowych wzdtuz osi uktadu rucho-
mego dla wektora w o statym kierunku i statej diu-
gosci. Statos¢ diugosci wektora w wynika zresztg
z (133) bezposrednio, bo mnozac (133) odpowiednio
przez Wj, w2, w3 i sumujgc, otrzymujemy:

czyli =0, co daje
£ wd = Const.

Wzory (133) otrzymuje sie zwykle na innej dro-
dze. Wektor w, jako swobodny, przenosimy do po-
czatku uktadu ruchomego, jako punktu poczatko-
wego, punkt koricowy wektora ma wtedy wspoét-
rzedne Xi — Wi w ukiadzie ruchomym. Wedtug (98)
predkos¢ Vi poczatku wektora (a wigc punktu Xi — Ot
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«=1, 2, 3) jest Vi=Si; predkos¢ punktu konco-
wego wektora = i—1, 2, 3) ma skladowe

Otéz wektor w nie zmieni kierunku ani dtugosci,
gdy skladowe predkosci obu koncow wektora sg
sobie odpowiednio réwne, a stad otrzymuje sie na-
tychmiast (133).

Wzory (133) pozwolg nam wykazac¢ tv.: jezeli
zachowamy poprzednie zatozenia o ruchu, jezeli
wektor predkosci katowej w* ma miary sktadowych
Pi, 2, w Kierunku osi ruchomego uktadu, nale-
zace do Cl w [a, 6] ijezeli o$ chwilowa Srubowego
ruchu unoszenia ma staty kierunek wzgledem ru-
chomego uktadu odniesienia, to zachowuje tez staty
kierunek wzgledem uktadu nieruchomego (czyli
w przestrzeni R3).

Dowdd. 0§ chwilowa $rubowego ruchu uno-
szenia jest rownolegta do osi chwilowej obrotu,
a wiec do wektora w*, ktorego sktadowe maja miary
Pi, Pi w uktadzie ruchomym, wskutek czego 0$
obrotu ma dostawy:

Pi

k

a wiec rowne miarom skiadowych jednostkowego
*

wektora Y w uktadzie ruchomym.
\ w* X

A. Hoborski: Teorja krzywychVL, 5
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Z zalozenia te dostawy sg state, a wiec, kladac

Pi

(134) | 0=1, 2, 3),

\ &

mamy w, = Const. Wezmy wektor w o miarach skia-
dowych (134) w ukiadzie ruchomym i obliczmy dla
niego pochodng geometryczna wedtug wzoru (131).
Poniewaz jest Wi = Const, nadto:

wiec W*Aw = 0, przeto jest:

wektor w jest wiec statym ww/i3, c. b. d. u.

Zwykle podawany dowdd tego twierdzenia ma po-
sta¢ nastepujacg (dos¢ instruktywna). Przyjmujemy
uktad ruchomy tak, iz 0§ chwilowa schodzi sie z osia
a?3, wiec dostawy osi obrotu sg (0, 0, 1) wzgledem
uktadu ruchomego, przeto state. O$ obrotu ma wiec
rownanie ol = 0, #2— 0 (x3 dowolne), ale ona ma
réwnanie (120), wiec Pi=Pz =0, 5i = $2— 0, a ze
w* =y 0 z zalozenia, wiec p3 4= 0. Wzory (98) przyj-
ma wiec postac:

(136)

Wezmy wektor jednostkowy AB, stale réwno-
legty do osi obrotu, a wiec do osi {d, przyczem
punkt A ma by¢é nieruchomym w R3. Wykazemy,
ze i B jest nieruchome w R3. Rzeczywiscie, niech A
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ma wspotrzedne z2, x3), to B ma wspoétrzedne
(a?, a72, x3 -f- 1)- Punkt A ma skladowe predkosci
(136) i te z zalozenia sg zerem, bo A jest punktem
nieruchomym, a wiec

(137

Dla punktu B predko$¢ ma wedtug (136) te same
sktadowe i va, a wiec rowne zeru wedtug (137),
sktadowa trzecia v3 wynosi:

jest wiec tez réwna zeru. Czyli punkt B jest tez
nieruchomym, co dowodzi, ze 0§ obrotu ma staty
kierunek w "3-

Rozdziat Il.

Elementy pierwszego rzedu.

§ 1. Punkty wielokrotne krzywej C, Rozwaz-
my krzywg C z | § 1 (a wiec rzeczywista i przed-
stawiong przy pomocy rzeczywistego parametru),
spetniajagcg (Z, 1) w [a, &, nadto taka, ze:

{1

Zatozenie (Z*, 1): macierz

lub macierz | jest rzedu
Igo w [a &].
Postugujac sie wektorjalnem réwnaniem krzywej:
O]

[
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mozemy {Z*, 1) wyrazi¢ w sposéb nastepujacy:
wektor:

® |

Wykazemy pewne wiasnosci krzywej C, z ktérych
pbézniej skorzystamy.

Niech bedzie t0 liczbg o wiasnosci
liczbe t0 nazywamy ,,punktem* pojedynczym (jed-
nokrotnym) krzywej C w [«,&], jezeli réwnania

“4)
nie posiadajg w [0, 6] rozwigzania na t r6znego od t0.
W przeciwnym razie punkt t0 nazywamy wielokrot-
nym w [a, 6], a nawet nieskonczenie wielokrotnym,
w t61, H gdy réwnania (4) majg nieskonczenie wiele
roznych rozwigzan w [a, 6].

Tw. 1. Jezeli C spetnia (Z, 1) z {Z*, 1) w [a, 0]
i jezeli b, to mozna znalez¢ taki przedziat
[a', b7, ze punkt Mo (Q jest pojedynczym w [a', &T;
przytem ma by¢:

()

(6)

)
Dowdd. Zatézmy, ze jesta<t)<b i ze tw. nie
jest stuszne; wtedy istnieje Scisle monofoniczny ciag
o0 granicy t0 i taki, ze jest (4) spetnionedlat= .
Kiadac ot (0 = (/) —Xi (t0), mamy ¢p; (fv) = 0,
skad na mocy tw. Rollego wynika,
ze istniejg trzy ciagi liczb 7/, //°, takie, ze:
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co w granicy daje:
<p/(Q=0 (z = 1,2,3) czyli =0 (*=1,2,3),

a to jest sprzeczne z (*, 1). Podobnym jest do-
wod, gdy a=1t0 lub b =10

Tw. 1 mozna nada¢ nastepujacg postac:

Tw. 2. Jezeli krzywa C spetnia (2T, 1) z {Z*, 1)
w [«,&], to dla kazdego punktu 3/0 (/0) krzywej C
mozna znalez¢ luk, zawierajacy Mo i taki, ze sie
daje jedno-jednoznacznie odwzorowa¢ na odcinek
prostej, a wiec jest tukiem Jordana.

Zarazem z powyzszego dowcfdu widoczne, ze
przy zatozeniach (Z, 1) i (Z*, 1) nie moze zaden
punkt krzywej C by¢ nieskoriczenie wielokrotnym.

§ 2. Styczna do krzywej C. Zatézmy, ze C
spetnia (Z, 1) i (Z* 1) i wezmy na niej punkt
X,(6>); na mocy tw. 1 z § 1 istnieje przedziat [a', &1
na t taki, ze a' <b' a' ~.t0™.b’ i taki, ze gdy
a t =10, to punkty J/o, -3f(0 sa rbézne
od siebie i przeto wyznaczajg prostg t zw. sieczna.
Nadamy jej kierunek nastepujacy: gdy t=d0-\-h<J0
czyli h < 0, to sieczna ma mie¢ kierunek od  do
X;, gdy zaS§ h >0 (czyli £>£0), to sieczna ma
mie¢ kierunek od do gdy wiec h <0, to
sieczna ma kierunek zgodny z kierunkiem wektora
MMO, gdy za$ h > 0, to zgodny z kierunkiem wek-
tora MUM. Zamiast tych wektoréw wyznaczymy
wektory jednostkowe (t. zn. o dlugosci = 1) i zgod-
nie skierowane z tamtymi, koizys¢ stad bedzie na-
stepujaca: miary skladowych tegoz wektora jed-
nostkowego w kierunku osi uktadu odniesienia bedg
identyczne z dostawami kierunkowemi sieczmej skie-
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rowanej. Aby uzyska¢ wektor jednostkowy, trzeba
wektor MMo (h < 0) lub MoM (h = 0) podzieli¢
przez jego dtugo$¢. W tym celu, oznaczmy przez
r0, r wektory wyznaczajace punkty MO0,M w mysl
wzoru | 43; wtedy jest MMO=r(0—r, MOM =r—r0,
dtugosé tych wektoréw jest rowna V(r—r0) X (r—r<)-
Wobec tego jednostkowy wektor bedzie

(81,2)

wyrazenia te przeksztatcimy, dzielgc licznik i mia-
nownik tych wyrazeh przez h\ ale w (8X), ponie-
waz h < 0, dzielimy mianownik przez h ——\/ h2,
bo —\h\; w (82), poniewaz h = 0, dzielimy
przez i =\ Tak (8X), jak i (82) w ten sposob
przeksztatcone dajg ten sam wynik na jednostko-
wy wektor wspoétkierunkowy z sieczng skierowang:

9) —_— » gdkie m — r—r

Rzuty wektora (9) na osie ukiadu majg miary
rowne dostawom Kkierunkowym siecznej skierowa-
nej (jak powyzej). Z zatozen (Z, 1) i (Z* 1) wy-
nika, ze wektor (9) ma granice, gdy h->0 i gra-
nicg jego jest wektor:

(10) -7=-"-, gdzie
vPoXPo

wektor pl jest geometryczng pochodng wektora r
w punkcie /0; wektor (10) jest zndéw jednostko-
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wym. Wezmy prosta przez Mo, na ktérej lezy wek-
tor (10) i skierujmy ja jak wektor (10); te o$ na-
zywamy styczng do C w Mo, skierowang w Kkie-
runku wzrostu parametru t (ostatnia cze$¢ nazwy
bedzie ponizej (Il § 5) wyjasniona). To, co uzyska-
liSmy obecnie w punkcie t0, mozemy uzyska¢ w do-
wolnym punkcie t przedziatu [a, &], a wiec utwo-
rzy¢ wektor (10), ktéry dla dowolnego punktu M
krzywej C oznaczymy przez | bez obawy o dwu-
znaczno$¢; jest wiec:

e

Miary skladowych tego wektora w kierunku osi

jezeli przez ax, oc2, a3 oznaczymy dostawy kierun-
kowe stycznej, skierowanej w Kkierunku wzrostu
parametru t, to jest a, = A; dostawy te oznaczac
bedziemy takze przez a, 3, y, wtedy:

(13) a=al=fl p=z«2=1/2, y=a3=1/3,

gdy osie uktadu sa oc vy, z; wtedy jest rOwniez:
V) PXP =S (—)\

przyczem >9 oznacza poniekad ,,znak sumowy*“,
gdyz oznacza, ze X zastgpi¢ nalezy przez y, potem
przez z tak, iz jest:
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Z okreslenia dostaw wynika, ze jest
3

(16) a24-p24 y2==1) 2'«i2=l,
1=1

czyli

a7 Xt =I-

Wektor t nazwiemy jednostkowym wektorem
stycznym; jego poczatek lezy w punkcie styczno-
§ci z krzywg C t.j. w punkcie Al (t). Uzyska-
liSmy wiec tw.: jezeli C spetnia (X, 1) i {Z*, 1),
to w kazdym punkcie Al istnieje jednostkowy wek-
tor styczny do C, lezacy na stycznej do C w punk-
cie Al i zgodnie skierowany ze styczng. Ze wzoréw
(12) i (13) otrzymujemy:

(18) dxi =0i\p x P dt G =lI, 2, 3),

co wykazuje, ze jest proporcjonalne do o0g, a wiec
punkt (Ci -f- dXj) lezy na stycznej do krzywej; liczby
dXi sg miarami sktadowych wektora dr, ktory lezy
na stycznej; mamy bowiem z (11):

(29) rZr = tvpXP dt,

co zastepuje trzy wzory (18).

W powyzszy sposéb z pomiedzy nieskornczenie
wielu osi przez Al0 uzyskalismy jedng — wyrdzniong
t.j. styczna; podobnie z pomiedzy nieskonczenie wielu
wektoréw jednostkowych o poczatku w Al zdota-
liSmy jeden wyréznic¢ t. j. wektor t0 (t. zn. wektor
t w Al0). Wykazemy, ze wyrdznienie to jest nie-
zmiennicze wobec grupy ruchdéw euklidesowych.
W tym celu krzywg C poddajmy dowolnemu rucho-
wi euklidesowemu; otrzymamy krzywg C* z krzy-
wej C; punkt Afl przejdzie w Al,* na C*; bedzie
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on nalezat do wartosci t0 na parametr (gdyz para-
metru teraz nie przeksztalcamy!). Réwnanie krzy-
wej C* bedzie dane przez rOdwnanie | 65, gdzie
r=r (/) jest rownaniem krzywej C. Wektor t0, na-
lezacy do Mo, przez ruch przejdzie w wektor 'to*,
okreslony wzorami analogicznemi do wzorow | 47;
napiszemy je w postaci wektorjalnej:

3
(20) ,tox=22"(al Xto) ef.

i=I

Wykazeiny najpierw, ze zatozenia {Z, 1) i (Z*, 1)

sg spetnione dla C*. Ze (Z, 1) jest spetnione dla
0*, to widoczne z postaci linjowej przeksztatcenia
| 65 o wspodtczynnikach, niezaleznych od parame-
tru t. Nadto z | 65 wynika:

(21)

Aby wykaza¢, ze C* spetnia tez (Z*, 1) obli-
czymy kwadrat diugosci wektora (21). W tym celu
zauwazmy, ze jest

(e<X«*) =

(22)

Ale wektory a, (z=1, 2, 3) sg takie (str. 31),
ze mozna napisac:
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wiec stad

a stad i z (22) wynika, ze
(23)

a poniewaz prawa strona, jako kwadrat dtugosci
wektora dr.dt jest z zatozenia 4= 0, wiec tw. udo-
wodnione. Wobec tego stosujgc powyzsze tw. o jed-
nostkowym wektorze stycznym do C* w Mo*, ma-
my na mocy (11), (21) i (23):

gdzie potozylismy
(25)

i korzystaliSmy z tego, ze (23) wyraza, iz p* X P* —
= PXP- Wzory (20) i (24) dajg natychmiast, ze
(26) "t = t0*.
A wiec jednostkowy wektor styczny w J/o do C*
mozna uwaza¢ za wektor powstaly z wektora t0
przez ten ruch euklidesowy, ktéry z C dat C*.
WyrézniliSmy wiec w spos6éb niezmienniczy
wzgledem grupy ruchéw euklidesowych jednostko-
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wy wektor styczny i styczng skierowang dla kaz-
dego punktu krzywej, spetniajacej (Z, 1) i (Z*, 1).
Podajmy wreszcie réwnanie stycznej do krzy-

wej w punkcie w postaci wektorjalnej bedzie
ono brzmiato w nastepujacy sposéb:
27) R =r-j-crt,

gdzie R oznacza wektor, wyznaczajacy biezacy
punkt na stycznej, o0 oznacza parametr zmienny
wzdtuz stycznej; z (27) wynika posta¢ analityczna
rOwnania stycznej:

Xi=Xi-\-aali (i=1 2173
IubP=*+0a’T=y+0f3

Posta¢ (27) tatwo otrzymac; niech bowiem P
oznacza punkt biezacy na stycznej, to wektor MP,
lezac na stycznej wyrazi sie przez t t. zn. istnie¢
bedzie skalar o taki, ze MP = ot; jezeli O ozna-
cza punkt poczatkowy wektoréw, wyznaczajgcych
potozenie punktéw w P3, to R = OP=OM-|~ MP,
co daje (27).

8§ 3. Luk! krzywej C. W | § 3 wskazaliSmy
na to, ze mozna w dos¢ dowolny sposéb zmieniaé
parametr t. Obecnie chodzi¢ nam bedzie o to, by
jeden z parametréw wyrézni€ i oczywiscie w spo-
s6b niezmienniczy.

O krzywej C zatézmy, ze spetlnia w [«, 0] za-
tozenia (Z, 1) i (Z*, 1), wskutek tego jest p Xp=0,
gdzie p okreslono, jak w (11), nadto ten iloczyn

1 Przyjmujemy, ze czytelnik zapoznat sie z elemen-

tarnemi zagadnieniami o tuku krzywej. Zob. A. Hoborski:
Wyzsza Matematyka. Cz. | (1928).
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skalarny jest funkcjg ciagta w [a, 2 Biorgc a™.t0 b
i dowolnie obierajac statg s0, okresimy funkcje s
parametru t przez réwnosc:

(29) <

Funkcje s, widocznie nalezacg do Cl w [a, 6],
przyczem jest

nazwiemy tukiem krzywej C, liczonym u) kierunku
wzrostu parametru i z wartoscia poczatkowa s
w punkcie Mo (t0); gdy nie bedzie obawy o nieporo-
zumienie, nazywac ja bedziemy krotko tukiem. Ponie-
waz pochodna tuku wzgledem t na mocy (30) jest
dodatniag w [ff, S], wiec s jest funkcjg rosngca w [n, &]
i mianowicie rosnie od wartosci sa do sh, gdzie jest

Wobec tego mozna zwigzek (29) odwréci¢, a wiec
t uwaza¢ za funkcje tuku s:

(32) t=Ar(s),

przyczem > (5) nalezy do Cl w przedziale [$a, $&]
nadto jest
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(33)

i jest a<< (s5)<<b, gdy sa<<s<sh Stad wynika,
ze rownanie wektorjalne | 43 krzywej C mozemy
przepisa¢ pod postacia:

(34) r=r (4r(s)) = F(s).

WyrézniliSmy temsamem jeden z parametrow dla
krzywej C; wykazemy, ze to wyrdznienie jest nie-
zmiennicze wzgledem grupy ruchéw euklidesowych.
Przyjmujgc oznaczenia poprzedniego paragrafu, mo-
zemy wedlug powyzszego okresli¢ dla C* tuk, li-
czony w kierunku wzrostu parametru t z wartoscig
poczatkowg s0 w punkcie Mn*; bedzie nim funkcja

t

to

co na mocy (23) i (29) daje:
s*—vo | <pXP dt=s,

a wiec punktowi M* (/) przypisa¢ trzeba wartos$¢ s*
rowng wartosci s, ktérg przypisaliSmy poprzednio
punktowi M (/), przyczem wiasnie punkt M(t) prze-
szedt w punkt M*(t) przez rozwazany ruch. Tem-
samem wykazaliSmy niezmienniczo$¢ tuku ! wzgle-
dem grupy ruchéw euklidesowych.?

1 kuk t jest t. zw. niezmiennikiem catkowym grupy
ruchow euklidesowych dla krzywej.
2 Inny paramefr niezmienniczy zdefinjowat Frdchet,
zob. Journal Liouville’a, 1925, str. 281- 297.
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Uwaga. Z okreslenia tuku s wynika, ze
skad otrzymujemy

jezeli wprowadzimy wektor dr o skfadowych z mia-
rami dzi, wzgl. dz, dy, dz. WykazalisSmy, ze dla
C* jest

czyli ruch euklidesowy nie zmienia kwadratowej for-
my roézniczkowej Sdz2=dz=dy=dz2. Oczy-
wiscie powstaje zagadnienie znalezienia wszystkich
przeksztatcen punktéow przestrzeni

dla ktorych jest

dla ktorych wiec forma S dz? jest niezmiennikiem.
Ze wzgledu na znaczenie kwadratu ds? nazwano
takie przeksztatcenia przeksztatceniami kongruencji
(przystawania). Jezeli zatozymy, ze funkcje <, \
nalezg do klasy C2, to wykazuje sig, ze sg linjo-
wemi funkcjami zmiennych z,y, z i ze jest:

przyczem zachodzg zwigzki | 3; a wiec otrzymu-
jemy, biorgc Zi (i =1, 2, 3) zamiast z, y, z, wzory
| 2 z ta jednak rdznicg, ze wyznacznik | 4:

Uwidocznimy teraz korzys¢, jaka wynika z wpro-
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wadzenia luku, jako parametru. Ot6z mamy na
mocy (11) i (33)

dr dr dt p

ds dt ds \pXp

co dla uktadu osi ortogonalnych #i, wzgl. Y, Z
daje:

(35)

(36)

a stad
dxvVv

37) .

Jezeli krzywa C spetnia (Z, 1) i (Z*, 1), to po-
siada okreslony tuk s, taki, iz sg spetnione wzory (37).

Zbadajmy jeszcze, czy tuk krzywej zalezy od
parametru, przy pomocy ktérego krzywa jest przed-
stawiona. W tym celu, nawigzujagc do | § 3, prze-
ksztatémy parametr t na t*'

(38) t = v(t*\

Poniewaz wymagac bedziemy, by krzywa C spet-
niata odnosnie do t* zatozenia analogiczne do [Z, 1)
i (Z*, 1), wiec przeksztatcenie (38) bedzie musiato
spetnia¢ pewne warunki, a mianowicie: 1) funkcja
9 (<¢) ma naleze¢ do klasy C! w przedziale [a*, 6*%;
2) gdy to ma by¢ a p(t*¥) ;
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3) pochodna ma w [a*, ¢*] spetnia¢ nieréwnos¢:
(39) =t= °-

A poniewaz ta pochodna jest ciggtg, wiec w [n*, &*]
jest statego znaku; potézmy:

(40) sgn

Woprowadzmy nowy wektor:

, dr dr dg> dog>
(41 p =

jezeli w = (w0*). Mamy wiec
(42) s*=es[(%*—e%) (e= + I).

Jezeli wiec 5 jest tukiem krzywej c, to zbior
wszystkich funkcyj, ktére sg tukami krzywej c, sktada
sie z funkcyj ksztaltu e5-j-Const, gdzie e = + 1,
a stata jest dowolna. Ze kazda z tych funkcyj jest
tukiem, to widoczne stad, ze mozemy przyja¢ naste-
pujace przeksztatcenie parametru: f=ef* (e = 4;l),
gdyz ono spelh a powyzej podane warunki; wtedy
otrzymamy (42), co temsamem twierdzenie wyka-
zuje. Widzimy tedy, ze wprawdzie tuk nie jest nie-
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zmiennym przy zmianach parametru, ale zmienia
sie w sposéb okreslony i prosty.
Zauwazmy dalei, ze na mocy (37) jest

Stad zarazem wynika, ze jednostkowy wektor
styczny i styczna moga zmieniaé kierunek przy
zmianie parametru; mamy bowiem

(43 bis)

Wykazemy odwrotne tw.: jezeli krzywa przed-
stawiona jest parametrycznie przy pomocy para-
metru o: r =r (o) ijezelir (0) spelnia {Z, 1) i (Z*, 1)
w przedziale [ox, 0] (t. zn. miary skltadowych wek-
tora r (¢>), jako funkcje parametru ¢ spetniajg (Z, 1)
i (Z*, 1) w przedziale [ox, 02]) ijezeli w [ox, <%] jest

(44)

to o jest tukiem krzywej. Na mocy zatozenia istnieje
luk s i jest s=X(°), przyczem funkcja \ (0) ma
pochodng w [c”, 02] dodatnig. Z (373) i (44) wy-
nika, ze jest

a stagd wynika: ds = -fdois= + o -|-s0, c. b.d.u.
8 4. Plaszczyzna normalna. Oprécz stycznej,
jednostkowego wektora stycznego i luku, wprowa-

A. Hoborski: Teorja krzywych, | fi
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dzimy jeszcze jeden element rzedu lgo (t. zn. za-
lezny od pochodnych rzedu pierwszego), a miano-
wicie ptaszczyzne normalna.

Ptaszczyzng normalng krzywej C, spetniajgcej
(Z, 1) i (Z*, 1) w punkcie M nazywamy ptaszczyzne
przez M i prostopadta do stycznej w M do C. Znaj-
dziemy jej rownanie. Niech P oznacza dowolny
punkt tej ptaszczyzny, niech OP — R wyznacza po-
tozenie punktu P; niech OM = r wyznacza punkt
M krzywej C; wtedy wektor MP = R—r lezy na
ptaszczyznie, a wiec (0 ile jest 4= 0) jest prostopa-
dtym do wektora t, stycznego w M do C, a wiec jest:
(45)
punkt 3/widocznie spetnia to réwnanie, ktére przeto
jest réwnaniem plaszczyzny normalnej. W ukiadzie
Kartezjusza przyjmie to réwnanie postac:

(46)
a ze jest

(47)

wiec (46) przep sa¢ mozna w postaci:
(48)

Nietrudno zauwazy¢, ze plaszczyzna normalna
zostata okre$lona niezmienniczo wzgledem grupy
ruchéw euklidesowych. Niech bowiem krzywa C
przejdzie w krzywa C* przez ruch, M w M*; wek-
tor t — jak juz wiemy z § 2 — przejdzie w wek-
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tor t*, styczny do C* w iW* plaszczyzna jt nor-
malna do C w prostopadta do t, przejdzie w pta-
szczyne k*, prostopadig do t* i przechodzi¢ bedzie
przez M*, bo ruchy euklidesowe zachowujg katy;
przeto n* jest ptaszczyzng normalng do C* w JZ*,
a 0 to wiasnie chodzito. WyrdzniliSmy wiec w spo-
s6b niezmienniczy wzgledem grupy ruchéw eukli-
desowych ptaszczyzne, przechodzacg przez punkt
krzywej.

§ 5. Potozenie punktéw krzywej  wzgle-
dem stycznej i ptaszczyzny normalnej. «) Jak
wiemy z Il § 1 zaden punkt krzywej C, spetnia-
jacej (Z, 1) i (Z*, 1) w [a, b] nie moze by¢ nie-
skonczenie wielokrotnym. Jezeli wiec a t0 b,
to rownanie [a wiasciwie uktad 3 réwnan!]:

(49) r(0=rl (r0 =r (<))

ma skoriczong ilo$¢ rozwigzan na t w przedziale
[«, &]; niech == t0 bedzie rozwigzaniem dla (49),
a wiec r (0) =r0, ale takiem, ze miedzy t0 i O nie
ma rozwigzania réwnania (49). Okresimy funkcje
(bedacg skalarem): F(t) = (r (0 — r0) X (r (0 — r»)}
bedzie to kwadrat dtugosci cieciwy, tagczacej punkty
krzywej 2f0(/0), M(0. Mamy #(to))=0O, nadto

Gi) — 0. Poniewaz F(t) nalezy do Cl w [a, &),
wiec na mocy tw. Rolle’go istnieje liczba za-
warta miedzy t0 i O taka, ze jest:

Y=(rwW-)Xr(y=0

Zwigzek ten ma prosta interpretacje. Jezeli -V2, Pi
oznaczajg punkt M(t2) i styczng w do C, to

6*
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(50) wyraza, ze istnieje na C punkt taki, iz jest
Mo M3\ _p2. Te wilasnos$¢ wyrazimy jeszcze w inny
sposéb: rozwazmy ptaszczyzne ir2 normalng do C
w _ZIf2; jej rObwnanie ma postac-

(51)

i kladac R =r0, przekonywamy sie na mocy (50),
ze (51) jest spetnione, a wiec punkt Mo lezy na
ptaszczyznie normalnej punktu Jf2.

&) W punkcie Mo wezmy styczng p0 do C; pl
ma roéwnanie:

(52)

Zatozmy, ze krzywa C ma punkt rézny
od Mo {to), wspélny z p0 i wyciagnijmy stad wnio-
ski. Zalozenie nasze wyraza, ze roéwnanie (uktad
3 réwnan!):

(53)
ma rozwigzanie na skalar o. Wprowadzamy dalsze
zalozenie, ze krzywa C spetnia (Z, 2) w [a, &], wo-

bec tego mozemy uzy¢ rozwiniecia Peany (az do
wyrazow rzedu 2¢0), a wiec (53) przyjinie postac¢

czyli
(54)
przyczem wektor a ma wilasnos$¢ nastepujaca: a -*0,
gdy Warunek (54) wyraza prosty zwigzek

miedzy trzema wektorami r</, r0", a. Mnozac (54)
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wektorjalnie przez r(', (poniewaz jest ro'’Aro — 0)
otrzymujemy

(55)
bo z zatozenia jest /3 A t0. Zwigzek (55) pozwoli

nam udowodni¢ twierdzenie, z ktérego skorzystamy
w rozdz. Ill. W tym celu wprowadzimy zatozenie:

(Z*, 2) macierz czyli

jest iv [a, & rzedu 2J0 czyli wektorjalnie:
2)

Zauwazmy, ze gdy krzywa C spelnia (Z*, 2), to
takze spetnia (Z*, 1) czyli (Z*, 1) wynika z (Z*, 2).
Tw. Jezeli krzywa C spetnia (Z, 2) i (Z* 2)
w [a, jezeli ciljjtosj.b i p0 oznacza styczng do
( w punkcie Mo (10), to istnieje liczba A =0 taka,
ze zaden punkt M(t) krzywej o wlasnosci:
HN—A<3-C o+ A, t4=10 nie lezy na p0.

Dla dowodu niewprost zat6zmy, ze mimo przyje-
tych zatozen liczba A o podanej wiasnosci nie istnieje
dlatego, ze w dowolnej bliskosci punktu t0 istnieje
punkt krzywej, lezacy na p0, czyli istnieje nieskonh-
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czony ciag liczb  w [a, 6], ré6znych od t0 i takich,
ze t~™to, gdy v -> 00, nadto takich, ze kazdy punkt

lezy na p0; na mocy powyzszego istnieje
wektor a (/) o whasnosci a {tt) -> 0, gdy v -» 00 i (zob.
(55)): r,,'Alr."" +a(QJ =0,

co w granicy daje ro’Ai'0" =0, a to jest sprzeczne
z zalozeniem (Zf*, 2). Temsainem tw. udowodnione.

c) Nasuwa sie pytanie, czy prosta p0 (powyzej
rozwazana) [niekoniecznie 0§] moze by¢ styczng do
C jeszcze w innym punkcie t krzywej C. Ot6z wy-
kazemy tw.: jezeli krzywa C spetnia {Z, 2) i (Z*, 2)
w [a, b], to na zadnej prostej nie moze leze¢ nie-
skonczenie wiele punktéw stycznosci tej prostej
z krzywa C.

Tw. to wyniknie z ogdlniejszego tw.. jezeli krzy-
wa C spehlnia {Z 2) i [Z2* 2) w [a, 2] to na zad-
nej prostej nie lezy nieskonczony zbiér punktéw
M (t) krzywej C.

Dla dowodu nie wprost zatézmy, ze istnieje pro-
sta p o réwnaniu R = a-f-ob (gdzie b == 0) taka,
ze krzywa C ma z p nieskoniczenie wiele punktéw
wspélnych; punkty te na mocy zatozenia o C two-
rzg ograniczony zbi6r punktéw, ktory przeto musi
mie¢ przynajmniej jeden punkt skupienia; ten punkt
skupienia z powodu ciggtosci r (I) nalezy do Ci ozna-
czy¢ go przeto mozemy przez MO(t0); ze zbioru
punktéw wspélnych krzywej i prostej 719 mozna wy-
bra¢ scisle monofoniczny ciag liczb /7 o wiasnosci

gdy v->00. Punkty J/7(/v) i punkt Mo (lIj)
lezg na prostej p, a wiec istniejg liczby ©7, of
takie, ze jest:

r(f7y=a-(- b, 0 a-- b
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stad wynika, ze jest
r{)—r)= (tli— g0) b,

a rozwiniecie Peany az do wyrazéw rzedu 2¢0 daje
po podzieleniu przez 4— w0 4= 0:
K —

to " R
) [ro" +ej =

(55 bis)

przyczem c7->0, gdy v-*co. Poniewaz lewa strona
w (55 bis) ma granice, gdy v-*x>0, to jg takze po-
siada prawa strona, a ze b 4= 0, wiec istnieje liczba
0 taka, ze jest w granicy dla v->co:r{/ —1o'b,
a to wstawione w (55 bis) i po podzieleniu przez
t, —to daje:

¥ "0
poniewaz lewa strona ma granice (= r<>") dla v-*co,
wiec prawa strona ma granice; a poniewaz jest
b 4= 0, wiec istnieje liczba mo taka, ze jest (w gra-
nicy dla v->co): r0""—mob. Wobec tego jest

ArZ =whAwlb =0,

a to jest sprzeczne z zatozeniem (Z*, 2).

Wobec tych twierdzenn na kazdej stycznej moze
leze¢ tylko skonczona ilos¢ punktéw stycznosci
z krzywa. Styczng, ktdra ma z krzywa wiecej niz
jeden punkt stycznosci, nazwijmyl styczng (A).
Nasuwa sie zagadnienie, czy zbiér stycznych (?)

1 Nie nazywamy jej wielokrotna, gdyz termin ten co
innego znaczy.
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moze by¢ nieskonczonym. Zagadnienie to zostato
rozwiagzanel dla krzywych, spetniajagcych {Z, 2)
i (Z*, 2) w [a, &

Odnosnie do stycznych zrobimy jeszcze uwage
nastepujaca: wiemy, ze dla krzywej, spetniajgcej
(Z, 2) i (Z*, 2) nie moze nieskonczenie wiele stycz-
nych schodzi¢ sie z jedng prosta; mozna jednak
udowodni¢ dalsze tw.: jezeli krzywa, spetnia {Z, 2)
i (Z*, 2) w[a, &], to nie posiada nieskonczenie wielu
stycznych do siebie réwnolegtych.

Dowdd (niewprost) szkicujemy. Zatézmy, ze ist-
nieje ciag t.,-*-to o wiasnosci r*(zv) =pv r0', stad
r'(Z J3—r0'= (p.v—1) ro',a wiec (Zv—2o) [r0""-+-av]=
= (pv—Ir</, skad juz tatwo wykazaé, ze by¢
musi To'ATo" =0 wbrew (Z*, 2).

d) Zbadajmy teraz, czy krzywa ma procz M,, (Z,)
punkty wspolne z plaszczyzng normalng n0 do C,
a nalezacg do Mo. OdpowiedzZ na to pytanie daje na-
stepujgce tw.: jezeli krzywa C spetnia (Z, 1) i (Z*, 1)
m [a, &), to dla kazdej liczby 10 0 whasnosci a”.10".b
istnieje liczba 51=0 taka, ze zaden punkt M (2)
o whasnosci a 7 b, t0— Z
nie lezy na ptaszczyznie  normalnejdo C w M,, (t0).

Dla dowodu niewprost zatézmy, ze istnieje ciag
In Scisle monotoniczny i taki, ze jest Z, > Ip, gdy
n-*oo0 i ze punkty M (tn) lezg na 70, a wiec r (Z,)
spetniaja rownaniept.Jt0; réwnanie (R—r0) >Xr</=0
bedzie przeto spetnione dla R = r (Zn) czyli bedzie:

(r @) —r0) X r0* =0.

1 Zob. S. Gotgh: Uber ausgezeichnete Tangenten
%r)ler%%gularen Kurve. Math. Zeitschrift t. 30 (1929) str.
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Stosujac tu rozwiniecie Peany az do wyra-
z6w rzedu Ig0, otrzymujemy po podzieleniu przez

przyczem an->0, gdy n-*00; przechodzac do gra-
nicy dla n-+o00, otrzymujemy stad:
co orzeka, ze wektor r0' ma diugo$¢ zerowa, a to
jest sprzeczne z zalozeniem |

Tw. Przy zatozeniach i oznaczeniach poprzed-
niego tw. i dodatkowern zatozeniu a<itO<ib mozna
liczbe 01> 0 poprzedniego tw. tak skrepowad, ze
punkty M (t) o wlasnosci
lezg po przeciwnej stronie ptaszczyzny x0, niz punkty
M (/) o wiasnosci

Rzeczywiscie, wstawiajac rozwiniecie Peany
r() =r04- (/—f0) [re—--a] za R w lewa strone
réownania (R—r0)>Xr</ = 0 ptaszcz. n0, otrzymamy:

Znak tego wyrazenia przy dostatecznie matem
z powodu a->0 (gdy #-+i0) zalezy od znaku czyn-
nika (t—10). Temsamem tw. udowodnione.

Uwaga 1. W przypadkach, kiedy ti=a lub
tl—b, a pominietych w ostatniem twierdzeniu, od-
powiedni tuk krzywej lezy caly po jednej stronie
ptaszczyzny ir0, co tatwo wynika z poprzedniego
wywodu.

Uwaga 2. Odwzorujmy tuk krzywej od Af(Z0—
do AZ(t0  6j) na styczna w spos6b nastepujacy:
réwnanie stycznej przyjmijmy w postaci R=r04-Jr0',
a réwnanie krzywej: R—r0 (t0-|]-0) i te punkty
stycznej i krzywej uwazajmy za sobie odpowiadajgce,
ktére na stycznej i krzywej odpowiadajg tej samej
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wartosci na o; punkty stycznej i krzywej, sobie od-
powiadajgce, a dos¢ bliskie Mo, lezg po tej samej
stronie pt Jt0, nadto, gdy o wzrasta, to punkt na
stycznej porusza sie w Kierunku, przyjetego w Il § 2,
skierowania stycznej i tern sie tidmaczy nazwa:
styczna skierowana w kierunku wzrostu parame-
tru I

c) Tw. Jezeli krzywa r=r (Z) spetnia {Z, 3)
i (Z*, 2) w [a, 6] ijezeli istnieje ptaszczyzna n, na
ktérej lezy nieskonczenie wiele punktéw krzywej,
to istnieje w [a, b] liczba to taka, iz wyznacznik:

(56)

Dowdd. Na mocy zatozenia twierdzenia mozna
wybra¢ cigg S$cisle monotoniczny tn (majacy wiec
granice tn ->to, gdy n  00) i taki, ze punkty (1)
lezg na Jt. Niech n ma réwnanie
gdzie ul 4 0- Mamy wiec
a stad przez trzykrotne stosowanie tw. Rolle’go
otrzymujemy kolejno:

co dla n->o0 daje:
(571,2,3)

Na mocy (Z*, 2) jest r0'Ar0z 4 0? wiec z (571,2)
wynika, ze istnieje liczba [i0 taka, iz jest u,,—
= P-0 (r/ Ar0"), przyczem jest p0 4 0, bo jest ul 4 0,
(zob. | 85/); wstawiajac w (573) znaleziong war-
tos¢ na Uo i uwzgledniajac nieréwnos¢ pl 4 0, otrzy-
mujemy natychmiast (56). Wynik ten bedzie miat
prosta interpretacje w rozdz. Ill, mianowicie (56)
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wyraza, ze w punkcie t0 krzywa ma torsje (czyli
krzywizne druga) réwng zeru.

Uioaga. Z dowodu widoczne, ze mozna otrzy-
mac¢ takze zwigzek:

co w mysl wywoddw Rozdz. Il znaczy, ze pla-
szczyzna Jt jest plaszczyzng Scisle stycznag krzywej
W Mo (to).

f) Pozostaje nam do wykazania, ze zalozenie
(Zf*, 2) jest niezmiennicze wzgledem grupy ruchéw
euklidesowych. W tym celu krzywag C o réwnaniu
r = r(2), Spetniajacy (Z, 2) i (z*, 2) poddajmy ru-
chowi euklidesowemu, wskutek tego otrzymamy
krzywa C* o réwnaniu (zob. wzo6r | 65):

Stad przez rézniczkowanie otrzymujemy:

Ale ex Ae? =—e2 Adl =11 e*Aei =0 itd., wiec

co na mocy wzoru | 75 przepiszemy w postaci:

poniewaz wektory aj, a2, a3 tworzg prawoskretny
i tréjortogonalny uktad wektorow jednostkowych,
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wiec jest a2Aa3=al it. d. i zatem jest:
(58)

Zatozmy chwilowo, ze lewa strona ostatniej row-
nosci jest zerowym wektorem; z powodu niezalez-
nosci linjowej wektoréw ei wynika stad, ze jest

(591,2,3)

Poniewaz z zatozenia jest r' Ar" 0, wiec (zob.
| § 5f) réwnosci (591,2) wykazuja, ze istnieje ska-
lar X taki, iz jest

a to wraz z (593) daje X (a3><a3) =0 czyli a3Xa3=0,

co jest sprzeczne z okreSleniem wektora a3, jako

jednostkowego. Temsamem wykazalismy, ze jest
c. b.d u

§ 6. Krzywe dane nie parametrycznie. Jak
wiadomo z | § 1, krzywa moze by¢ dana przez dwa
rownania F(x,y,z) =0, G(x,y,z) =0. O funk-
cjach Fi G zatozymy, ze nalezg do klasy C' w pew-
nym tréjwymiarowym obszarze D i ze w D macierz

(60)

jest rzedu 290 czyli ze w D wektor grad F A
grad G 4= 0 (zob. | § 7). Roézniczkujac réwnania
-A =0, G=0, otrzymujemy
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';\; dx Tyé|7/4-TZdZ == Q CZ%“

(grad F) Xa=0; (grad G) Xa =0,
dzie rﬁ)rzez a oznaczyliSmy wektor o miarach skia-
owych dx, dy, dz. (61) na mocy | § 5/ otrzy-
mujemy a =X (grad F /\ grad G)> czynnik X wy-
znaczymy stad, ze — jak widoczne — jest aXa =
= dx2-\- ¢Z22-j- dz2 —ds2, a wiec
ds?2 = X2 (grad FAgrad G) X (grad FA grad G),

co krotko przepiszemy pod postacig ds2 = X2. A,
skad wynika, ze jest ,

(e—== 1).

Wobec tego na wektor jednostkowy styczny t
otrzymamy:

(62) t="-=-~=gradFAgrad(7 (e==l).

czynnik e wskazuje na to, ze mozemy dowolnie
obra¢ kierunek obiegu na krzywej, ktéra jest dana,
jako przeciecie dwoch powierzchni.

Ze wzoru (62) juz tatwo wynika réwnanie pta-
szczyzny normalnej. Rozwazmy jeszcze przypadek
elementarny, mianowicie przypadek krzywej pfla-
skiej, danej przez réwnania F (x, y) =0, z— 0. Gdy
funkcja F nalezy do klasy Cl w pewnej ptaskiej
dziedzinie D, to w D ma wektor grad F sktadowe
o miarach (F/, F/, 0); w tym przypadku jest G=z,
wiec grad G ma sktadowe o miarach (0, 0, 1) wsku-
tek tego wektor t ma na mocy (62) skladowe
0 miarach
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eF/ —eF/ n
FtHF/72 JVF/1+ F;2

Gdy F(z, y) =y—f(v), a wiec krzywa na pla-
szczyznie (z, y) jest dana w postaci ,,rozwigzanej“
na y, bo w postaci y— f(z), to dla t otrzymamy
sktadowe o miarach:

Jezeli dotgczymy warunek, by styczna byia ,,skie-
rowana w kierunku wzrostu odcietej z*, to nalezy
przyja¢ e = -{-I.

8§ 7. Wyro6znienie ukiadu ruchomego. Na-
wigzujemy do |1 8§ 9. Krzywa C dana jest w ukla-
dzie nieruchomym x*i przez réwnania:

(65) Xi—z% () (i— 1,2, 3),

przyczem majg byc¢ spetnione (Z, 1) i (Z*, 1) w [a, A];
wobec tego krzywa posiada tuk; przyjmiemy, ze
tuk s postuzyt nam do przedstawienia krzywej w (65).
Zatozmy, ze poczatek ukitadu ruchomego z< poru-
sza sie po C, przeto we wzorach | § 9 potozy¢ na-
lezy: a4 = z*, (s) (« =1, 2, 3). Ponadto przyjmiemy,
ze ruch poczatku po C odbywa sie ze stalg pred-
koscig (statg co do wielkosci, ale niekoniecznie kie-
runku), a wiec jest ds: dl —c, gdzie ¢ oznacza stala;
stad otrzymujemy s =ct  cx, gdzie oznacza tez
stalg. W czasie od t do t-|-1 poczatek O ukiadu
ruchomego przebedzie widocznie tuk ¢ (Z - 1) -|-ci—
— (ct-1-cx) =c; otéz jednostke czasu tak dobie-
rzemy, by ten tuk przebyty wynosit 1; wtedy be-
dzie t—1 i otrzymamy:
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(66)

[Przez te umowe ,,pozbywamy" sie niejako czasu
(t.j. pojecia nie geometrycznego), zastepujac czas
lukiem (a wiec pojeciem geometrycznein).]

Do tego dotgczmy jeszcze warunek, by o0$ ru-
choma xr byla w O zgodna ze styczna, skierowang
w kierunku wzrostu parametru s (tuku i czasu);
stad wynika, ze

0%
(6J ar=5  0=12,3),
bo oznacza dostawe kata, ktory o0$ tworzy
Z 0sig 0$ x1 jest styczng, nadto dx*\ds daje

dostawy kierunkowe stycznej (ii § 3 wzory 36).
Poniewaz jest a4 =.r*l(s), wiec stad i z (67) wy-
nika, ze jest:

dan _ dXi*
68 g5 T ds” @ (=123

Wobec tego wzér | 99 daje:

69) ~=2~ =2flyM=5! (7=123),
t=i as =i

a wiec jest

(70) sl=1, $2=$=0,

co byto intuicyjnie widoczne. Poczatek O porusza
sie bowiem na mocy (66) z predkoscig 1, a wektor
predkosci — jak wiadomo — lezy na stycznej do
toru punktu O t. j. na stycznej do C, a wiec na
osi x1; rzuty tego wektora predkosci na osie uktadu
ruchomego muszg wiec by¢ (1, 0, 0), jak podali-
smy w (70).
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Majac w dang krzywa C, mogliSmy wyréz-
ni¢ potozenie uktadu ruchomego przez wyznaczenie
toru dla poczatku uktadu i wyrdznienie potozenia
osi Xr; osie x2 i a2 nie zostaly jeszcze wyrdznione
(uczynimy to w rozdz. Ill); ale dotychczasowe wy-
roznienie uktadu ruchomego zezwala na uproszcze-
nie wzorow | 98; na ich miejsce otrzymujemy teraz
wzory:

=~ds +lh —Pa —+U

(71) dxg , dxbh .

(ds = dt).

Zarazem widoczne, ze ptaszczyzna normalna do
krzywej ma rownanie xr =20.

Rozdziat Il

Elementy drugiego i trzeciego rzedu.

§ 1. Plan dalszych rozwazan. Dla krzywej C
(przy spetnieniu pewnych warunkéw) wyréznili-
Smy przez kazdy jej punkt Mo os$po, mianowicie
styczna i ptaszczyzne r0 normalng. Kazdg o$ lub
prostg przez Mo prostopadta do7?p>, a wiec lezacy
na T0, nazwijmy osig lub prostg normalng do C w Mo.
Proste te tworzg pek o srodku i podstawie Jt0.
Tych prostych jest nieskohczenie wiele, zadna z nich
dotad nie zostata wyrézniona niezmienniczo. Za-
t6zmy, ze w spos6b, ktéry poznamy w dalszym
ciggu, udato sie nam wyréznié niezmienniczo jedng
normalng, to oczywiscie prosta do niej i do p0 pro-
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stopadta bytaby tez wyrdzniona niezmienniczo —
innemi stowy: nie jedna, ale dwie osie (lub proste)
normalne pozwoli éw sposéb odrazu wyréznic nie-
zmienniczo; oznaczmy je przez p0' i p0"'. W catosci
mielibySmy w Mo trzy osie (lub proste): p0, p0', Po",
z ktorych kazde dwie sg do siebie prostopadte, a wiec
mielibySmy w Mo trjramie ortogonalne. Réwno-
cze$nie mie¢ bedziemy wyrdznione trzy ptaszczyzny
przez Mo- jedna, przechodzaca przez p0' i p0™, pro-
stopadta do Po, to znana nam ptaszczyzna normal-
na k0, druga przez p0 i p0" — oznaczmy ja przez nof,
a trzecia n0" przez pO\.p0*; ptaszczyzny ni, it0*, k0"
tworzy¢ bedg w Mo tréjscian ortogonalny.!

Do podobnego wyniku mozna dojs¢ droga po-
niekad odwrotng. Rozwazmy pek wszystkich pta-
szczyzn o osi po, kazdg ptaszczyzne tego peku nazy-
wamy plaszczyzng styczng do C w Mo. Zadna z nich
nie jest na mocy rozwazan Rozdz. Il wyrdzniong
(kazda jest prostopadtg do ?0). Zatézmy, ze w spo-
s6b, ktéry ponizej podamy, uda nam sie wyrdznié
niezmienniczo jedna z ptaszczyzn stycznych do C
w Mo — oznaczymy ja przez k(' — oczywiscie row-
noczesnie wyréznimy jeszcze jedng ptaszczyzne k0",
prostopadig do it i Jt</. Ponadto obie te ptaszczyzny
V/, Ko", przecinajac sie z 0, pozwalajg wyrdznié
dwie normalne p0°, p0". Wynik mamy analogiczny
do poprzedniego. A wiec oprécz osi p0 bedzie-
my mieli dwie proste Po', Po". Jak wyrézni¢ na
nich kierunek? Oczywiscie wystarcza na jednej
z nich np. na p0" wyrézni¢ kierunek, bo kierunek

1 Zob. 3/3. 2. na konca ksigzki; niektore szczegoty
'ysunku bedg dla czytelnika jeszcze niezrozumiate.

A. Hoborski: Teorja krzywych'1. 7
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trzeciej bedzie jednoznacznie okre$lony, gdy np. za-
zadamy, by osie p0, Po” i Po' (w porzadku poda-
nym) tworzyly prawy uklad osi. Ale jak wyréznié
kierunek na p0’’2 Otéz bedzie to mozliwe, gdy zdo-
famy na po" wyrézni¢ niezmienniczo punkt —
oznaczmy go przez Ko — rézny od Mo, mozemy
bowiem wtedy prostej p0” nadaé¢ kierunek od Mo
do Ko. W powyzszych stowach przedstawilismy plan
najblizszych rozwazan i zagadnien wyszukania pta-
szczyzn wyrdznionych n0', J0", oraz osi p0*, p9”.
§ 2. Krzywe ptaskie. Zajmiemy sie przypad-
kiem, w ktorym jedna cze$¢ zagadnien podanych
w 8§ 1 rozwiazuje sie bez trudnosci. Zatozmy, ze
dana krzywa C spehnia (Z, 1) i (Z*, 1) w [a, b]; wo-
bec tego C posiada tuk s, ktéry przyjmiemy, jako
parametr. Jest wiec r —r (S) réwnaniem krzywe;j.
Nadto zatozymy, ze krzywa C jest ptaska, t. zn., ze
wszystkie jej punkty lezg na jednej ptaszczyznie n

0 réwnaniu gdzie ul=0, a a0 jest
skalarem. Stad wynika, ze jest identycznie
(1) r (s) > uo = «o-

Wykazemy, ze wlasnos¢ krzywej, ze jest ptaska,
jest niezmienniczg wzgledem grupy ruchoéw eukli-
desowych. Poddajmy bowiem krzywg C ruchowi
euklidesowemu, wskutek czego otrzymamy krzywa
C* o réwnaniu | 65. Mnozac to réwnanie skalar-
nie przez e* otrzymujemy:

r* — a4) Xe.k =X (a,- X r) » («<>X «') =
i
=s X x< r) — Hfc ><r
i

Ta réwnos¢ pozwoli nam roztozy¢ wektor r na skia-
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dowe w kierunku ortogonalnego tréjramienia jed-
nostkowych wektoréw al (i=1, 2, 3):

skad wyliczymy miary bk tych skladowych; mno-
zac skalarnie przez aj, mamy na mocy | 65 bis:

stad i z (2) otrzymujemy:

3
@)

co wraz z (1) daje:

czyli

(4)
gdzie potozylismy:

()

Otéz (4) bedzie ksztattu (1) (a0 jest skalarem, u0* wek-

torem, oba niezalezne od C), gdy tylko wykazemy,

ze jest ii0*  0- Zalézmy wiec — dla dowodu nie-

wprost — ze jest u0* = 0, tedy (5X) wskutek nie-

zaleznosci e* daje aA >Xu» —0 (°=1,2,3).
Pierwsze dwa z tych réwnan dajg ul=p. (axA32)

[zob. | § 5/], gdzie p. # 0, a trzecie z nich daje

czyli
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ale to jest sprzeczne z | 65 bis. Jest zatem ul* 4= 0,
a wiec krzywa C* lezy na ptaszczyznie o rOwnaniu
R X uo* = al*, a ta ptaszczyzna widocznie powstata
z it przez wyzej podany ruch. Temsamem tw. wy-
kazalismy.

Z rownania (1) przez rézniczkowanie co do s
otrzymujemy na mocy wzoru Il 35: t><uo:=:0, co
wykazuje, ze styczne do C lezg na n, a wiec n jest
w kazdym punkcie krzywej C ptaszczyzng styczng,
jest to zatem plaszczyzna styczna wyrdzniona nie-
zmienniczo wzgledem grupy ruchdéw euklidesowych.
W dowolnym wiec punkcie Mo krzywej C, mamy
juz dwie ptaszczyzny: normalng it0 i plaszczyzne
styczng n0"=jt, wobec tego umiemy wyroznic¢ je-
szcze jedng ptaszczyzne n0" przez Mo, mianowicie
prostopadtg do Jt0 i Jt. Te trzy ptaszczyzny, two-
rzace w Mo tréjscian ortogonalny, przecinaja sie
w trzech prostych: p0 (styczna, a wiec 0$) i dwie
proste p0', Po" (jeszcze nieskierowane). Znajdziemy
rownania ptaszczyznn0, n0',n0" i prostychp0,p0"p<> 1|
Przyjmiemy dla prostoty, ze parametrem krzywej
jest t, niekoniecznie bedacy tukiem. Wobec tego
styczna w Mo ma roéwnanie:

(6)
Stad ptaszczyzna normalna ma réwnanie:
<7)
Réwnanie ptaszczyzny n0' = Jt podamy nie w po-

staci R X u«— a*»> ale nieco przeksztatconej. Punkt
2110 lezy na niej, wiec rO><Uo— a¢i przeto jest:

8)
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i to przyjmiemy, jako roéwnanie plaszczyzny J0';
do n0' prostopadlg jest prosta p0', a wiec dostawy
kierunkowe prostej p0' sg proporcjonalne do miar
sktadowych wektora ua. Przeto réwnanie prostej
p0" | x0" jest postaci

9) R=r0+ U0l

Z (6) i (9) otrzymujemy roéwnanie prostej p0", pro-
stopadtej do p0i Po', a wiec
(10) R =r0 4-02 (r0* Au0).

Wreszcie réwnanie ptaszczyzny n0", prostopadiej
do p0", otrzymamy stgd w postaci:

(12) (R —r¢,)X(i'o,Auo) — 0.

Do zagadnien o krzywych ptaskich powrécimy
kilkakrotnie (w Il 8 13 i w IV 8 3 «). Obecnie stre-
szczamy powyzej otrzymany wynik: zatozenia (Z, 1)
i (Z*, 1) w przypadku krzywej ptaskiej pozwolity
w kazdym punkcie krzywej wyréznic¢ (niezmienniczo
wzgledem grupy ruchéw euklidesowych) jedna o$
(stycznag) i dwie proste, oraz trzy plaszczyzny.

8§ 3. Plaszczyzna $ciéle styczna. Jezeli o krzy-
wej nie zatozymy, ze jest ptaska, to dla wyrdznie-
nia dwoch prostych normalnych i dwéch ptaszczyzn,
prostopadtych do ptaszczyzny normalnej, musimy
wyzyskaé wynik, otrzymany w Rozdz. Il przy ew.
zwezeniu ogélnosci krzywej, a wiec przy przyjeciu
bardziej krepujacych zatozen, niz to byto w Rozdz. II.
Jakie majg by¢ te ,bardziej krepujgce* zatozenia,
wskazujg rozwazania |l §50).

O krzywej C przyjmiemy wiec, ze spetnia (Z, 2)
i (Z*, 2) w [a, 6], wobec czego spetnione sg zatoze-
nia (Z, 1) i (Z*, 1) w [«, »]; krzywa C bedzie zatem
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posiadata w kazdym punkcie Mo (to), gdzie

okreslong styczna /)0, ktérej kierunek wyznacza jed-
nostkowy wektor styczny t0 lub niejednostkowy
naogot, ale z t0 wspoétkierunkowy wektor r0', gdzie
r' jest okreslone wzorem (6). Wskutek zatozen (Z, 2)
i (Z*, 2) istnie¢ bedzie na mocy tw. z § I 5& (str. 85)
liczba >0 taka, iz zaden punkt M(t) o wilasnosci
a t b t0—80 10 60, t 4= t0, nie lezy na
po, stad za$ wynika, ze punkt M(t) i o$ p0 okres$laja
ptaszczyzne, ktOrg oznaczymy przez n. By znales¢
jej wektorjalne réwnanie, oznaczmy przez R wek-
tor, okreslajacy biezacy punkt na Jt, przez r0 wektor
okreslajacy punkt J/o; wektory: r/ (lezacy na stycz-
nej) i r—r©o = Mo M sg na mocy cytowanego twier-
dzenia rozne od siebie, gdy jest t0—

t 0+ t 10, one wyznaczajg ptaszczyzne,
na ktorej leze¢ bedzie tez trzeci wektor R— r0;
a wiec trzy wektory: R—r0, r/, r—r0 sg wsp6t-
ptaszczyznowe, skad wynika, ze wyznacznik:

(12) IR —To, Tg, r—ro| =0;
nie trudno zauwazyc¢, ze (12) jest wiasnie szuka-

nem roéwnaniem plaszczyzny ir. Korzystajac z roz-
winiecia Peany (az do wyrazéw rzedu 2go):

(12 bis) r—r0 + (00— 10) ro' + [r0" + a],

mozemy (12) przepisa¢ w postaci: R—r<, ro
(t—1to) To -f- (t—t0)2+ 12 (r0" -~ a) | = 0; ale mno-
zac drugi wiersz wyznacznika przez (t—to) i odej-
mujac od trzeciego wiersza, otrzymamy réwnanie,
ktéremu z powodu t—10 4= 0 mozemy nada¢ postac:

(13) | R-—-To, T0, r," 4- al = 0,
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gdzie — jak wiadomo z teorji rozwiniecia Peany —
jest a 10, gdy t->t0. Ze réwnanie (13) jest réwna-
niem plaszczyzny, wynika stad, iz na mocy (Z*, 2)
wektor r'o Ar0" sz 0, a wiec takze roA(ro"-j-a) 4=0,
gdy /—to jest dos$¢ bliskie zera. Oprocz ptaszczy-
zny n wezmy plaszczyzne ito' o réwnaniu:
(14)
wykazemy, ze ptaszczyzna ta jest granicznem po-
tozeniem pt. ir, gdy t  t0. Poniewaz obie ptaszczyzny
przechodzg przez po, wiec dos¢ wykazac, ze sinus
kata 9, miedzy niemi zawartego, dazy do zera, gdy
ale kat 9 miedzy temi ptaszczyznami réwna
sie katowi miedzy wektorami

z ktorych pierwszy jest prostopadty do n0', drugi
do n. Poniewaz oba te wektory sg nie zerowe,
wiec sin9 jest proporcjonalne do iloczynu wekto-
rjalnego tych wektoréw, a iloczyn ten obliczymy
przy pomocy wzoru | 77 a:

(15)

gdyz |r/, >", r/ |— 0. lloczyn (15) widocznie dazy
do 0, gdy t-+t0, a wiec tez sin9 >0 i temsamem
tw. udowodnione.

W powyzszy sposOb zdotaliSmy wyréznié pta-
szczyzne styczng (14), ktérej réwnanie w ukiadzie
Kartezjusza ma postac:

(16)
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Plaszczyzna ta nazywa sie plaszczyznag Scisle
styczng krzywej C w AJ0. Jak wida¢ z réwnania,
ptaszczyzna ta przechodzi przez punkt Mo, gdyz
wartosci R = r0 czyli X=0c0, Y =yo, Z = z0 spel-
niaja (14), wzgl. (16). Plaszczyzna ta przechodzi
przez stycznag p0, bo (14) wzgl. (16) jest spetnione,
gdy potozymy R =10 -|- g r/ wzgl. X = z0-\- g o',
Y = y0-\- gij0’, Z=2z0-\- gz0' przy dowolnem g.

Plaszczyzna Scisle styczna, jak widoczne z (14)
czy (16) zalezy od pochodnych rzedu Igo i 2go, jest
wiec elementem krzywej rzedu 2go.

Wykazemy, ze plaszczyzna $cisle styczna jest
niezalezng od potozenia krzywej w przestrzeni H3,
znaczy to, ze, jezeli przez ruch euklidesowy C przej-
dzie w C** Mo w XI0*, ptaszczyzna Scisle styczna JTo'
do Cw przejdzie w ptaszczyzne to ta
ostatnia jest plaszczyzng Scisle styczng do C* w
oczywiscie zaktadamy, ze 6 spetnia (Z, 2) i (Z*, 2),
wtedy — jak wiemy ze str. 91 — krzywa C* spetnia
tez (Z,2) i (Z*, 2).

Krzywa C o réwnaniu r = r (/) przejdzie przez
ruch w krzywg C* o réwnaniu | 65, punkt Mo dany
przez wektor r0 przejdzie w punkt Mo* na C*, okre-
Slony przez To*. Utworzmy réwnanie plaszczyzny
Scisle stycznej do C* w Mo*. Ot6z na mocy | 65
i 1158 jest dla dowolnego punktu R* tej ptaszczyzny:

a7

Ale ei"Ck — ik, a wedlug | 65bis jest takze
Hilak = "ik, wiec
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(17 bis)’

Ze ostatnia cze$¢ rownosci jest stusznag, wynika
W spos6b nastepujacy: wektory a, tworzg ukiad
trzech niezaleznych (bo tréjortogonalnych) wekto-
row, wiec wektory R—ro, r/Ar/' mozna rozito-
zy¢ na skiadowe w kierunku wektrow a;; otrzy-
mamy wiasnie

Ze wzoru (17) otrzymujemy: jezeli punkt okre-
Slony przez R lezy na plaszczyznie $cisle stycznej
do C w Mo czyli gdy na mocy (14) zachodzi

(R—r0o)X(r</ A ro,/)=0, to jest dla konca wekt. R*,
powstate«rn ni'7P7 riinki '/ knfpri w12 '

czyli punkt, dany przez R*, lezy na plaszczyznie
$cisle stycznej do C* w M,*, a o to wiasnie cho-
dzito. Wz6r (17) mozna przepisaC w postaci

(18)

Rownos$¢ ta jest szczegdlnym przypadkiem ogdlnej
rownosci: jezeli wektory u, v, w przejda przez ruch
euklidesowy w wektory u=, v*, w=, to jest:

(19)
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Dowdd tego twierdzenia jest zupetnie podobny
do dowodu réwnosci (17) i dlatego go pomijamy.
Mozemy (19) tak wystowi¢: wyznacznik trzech wek-
toréw jest niezmiennikiem grupy ruchow euklideso-
wych. Temsamem poznaliSmy trzeci ,,algebraiczny
niezmiennik grupy ruchow euklidesowych; poprzed-
nio poznaliSmy niezmiennik jednego wektora (byt
nim kwadrat dtugosci wektora) i niezmiennik dwéch
wektoréw (byt nim iloczyn skalarny tych wektoréw).

Zaiazem znalezliSmy niezmiennik trzech wek-
toréw przy zmianie ukiadu trdjortogonalnego pra-
woskretnego na inny ukiad tréjortogonalny i pra-
woskretny. Aby wiec warto$¢ wyznacznika trzech
wektoréw obliczy¢, wystarczy obra¢ jaki$ jeden
uktad potrdjnie ortogonalny prawoskretny i obliczy¢
miary sktadowych owych danych trzech wektoréw
w tym ukiadzie.

Zatézmy teraz, ze krzywa O jest ptaska (Il § 2)
i ze lezy na plaszczyznie n. Z okreslenia ptaszczy-
zny Scisle stycznej wynika, ze jest nig w kazdym
punkcie ptaszczyzna Jt. A wiec: jezeli krzywa C,
spetniajgca (Z, 2) i (Z*, 2) jest plaskg i lezy cala
na ptaszczyznie n, to rt jest ptaszczyzng Scisle stycz-
ng do C w kazdym jej punkcie.

Udowodnimy to jeszcze w inny sposob. ROw-
nanie ptaszczyzny n napiszemy w postaci (R—r0)>X
X u« =0, gdzie iio 4= Il jest wektorem statym; skoro
cata krzywa lezy na n, wiec jest (r— ro)><u« =20,
skad przez rézniczkowanie otrzymujemy r'’>Xu*=0,
r><u" =0, zachodzi w catym [a, 6], a wiec
w Mo, tedy jest r0'><wuo—=0, r0" X =0} stad
na mocy (Z*, 2) il 8§ 5/ wynika, ze istnieje liczba
P 0 taka, ze jest u0 = p (r/ A Vo"), a to wykazuje,
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ze n jest plaszczyzng Scisle styczng do C w kazdym
jej punkcie Mo.

84 Troéjscian i frojramie, zwiazane z krzywa.
W mys$l planu, podanego w Il § 1, wyréznimy je-
szcze jedng ptaszczyzne n0" przez to, ze jest styczng
i prostopadig do ptaszczyzny Scisle stycznej, a przez
to bedzie réwniez prostopadta do ptaszczyzny nor-
malnej

Aby podac rownanie ptaszczyzny t0", zauwazmy,
ze rownanie (14) plaszczyzny przepisane pod
postacig (R — r0) X G*/ A r0") — 0, wykazuje, iz
wektor u«=r/Ar// jest prostopadtym do ir/; je-
zeli ten wektor wychodzi¢ bedzie z Af0, to ir0" bedzie
przechodzi¢ przez uo i przez wektor r/, lezacy na
stycznej do C w Mo, wobec tego rdéwnanie pta-
szczyzny n0" bedzie miato posta¢ wyznacznika:

(20) |IR—1I<, r/, r/Ar/1|==0.

Plaszczyzny n0 [111 7], Jt/ [l 14] i x0" [l 20]
tworzg trgjscian ortogonalny w Mo i zwigzany
z krzywa. Plaszczyzna n0" nazywa sie ptaszczyzng
prostujaca krzywej C w Mo (zob. rys. 2). Ona jest
niezmiennicza wzgledem grupy ruchdéw euklideso-
wych, gdyz ruchy euklidesowe zachowujg Kkaty;
wiadomo bowiem, ze no i n0’ sg niezmiennicze, a n0"
tworzy z niemi katy proste, ktOre pozostajg pro-
stemi przy ruchu, wiec ~0" przejdzie w ptaszczyzne

prostopadta do Jio* i Jt,*', a wiec przejdzie w pta-
szczyzne prostujaca krzywej C* w AZ0*.

Sciany (ptaszczyzny) przecinajg sie wzdtuz jed-
nej osi p0 (styczna) i dwdch prostych p/, po''. Row-
nanie stycznej podaje Il 6 (str. 100). Prostg po'
prostopadtg do wiec prostg przeciecia $cian
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n0 i xd, podaje na mocy (20) réwnanie
R=r0-J-0Oj[r/A (r/Ar/),

co wskutek | 73 przyjmie postac

(21) R =io4-ox [r/ (r/ Xr0")—r0" (r/ X *N]}

prosta ta zowie si¢ prosta normalng gtéwna krzy-
wej C w Mo. Druga normalng wyrézniong jest pro-
sta por, prostopadta do Jt/, ktéra wskutek (14) ma
réwnanie:

(22) R=r04-02(r/ Ax/"),

jest to prosta przeciecia ptaszczyzn n0 i n0""; prosta
ta zowie sie prostg binormalng krzywej C w Mo.

WyzyskaliSmy elementy pierwszego rzedu, ja-
kiemi sg styczne, do utworzenia elementu 2¢0 rzedu,
jakim jest plaszczyzna SciSle styczna; w ten spo-
séb wyréznilisSmy w kazdym punkcie M krzywej
dwie plaszczyzny styczne i dwie proste normalne;
tym normalnym nie nadaliSmy dotad kierunku; jak
wiemy z 8§ 1, wystarcza wyrdzni¢ na jednej z nich
kierunek; w tym celu na tej jednej wyrdznimy punkt
rozny od t. zw. spodka normalnego t. j. punktu Mo.
By méc taki drugi punkt wyrézni¢, wyzyskamy
w nastepnym paragrafie ptaszczyzny normalne, ktére
sg réwniez elementami pierwszego rzedu.

8 5. Prosta biegunowa. O krzywej 6* zakia-
damy w dalszym ciagu, ze spetnia (X 2) i (Z*, 2)
w [a, 6]; wskutek tego rowniez jest w [a, 6] spet-
nione (X 1) i (2f* 1); w kazdym tedy punkcie Mo (t0),
gdzie a to b, ma C plaszczyzne normalng nl
o réwnaniu (R —r0) X r<— 0O; plaszczyzny te —
zalezne od to — tworza (jak mowimy zwykle)
jednoparametrowg rodzine ptaszczyzn normalnych.
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Wskutek zatozen (ZT,2) i (Z*, 2) o krzywej C, bedzie
miata ta rodzina pewng wiasnosc, ktérg wnet, znaj-
dziemy i ktora pozwoli nam na prostej p0" t.j. na
prostej normalnej gtéwnej wyr6zni¢ punkt rézny
od Mo. Mianowicie plan najblizszego rozumowania
bedzie nastepujacy: ptaszczyzna normalna n w punk-
cie M (0, dos¢ bliskim punktowi Mo, ale réznym
od Mo — jak wykazemy — przetnie ptaszczyzne nl
wzdtuz prostej, ktéra oznaczymy przez Z; wiasnosé
ta bedzie wiasnie wynikaé z (Z, 2) i (Z*, 2), po-
nadto okaze sig, ze prosta | ma potozenie graniczne
lo, gdy t-+t0; ta prosta 0 — zwana prosta biegu-
nowg krzywej C, nalezaca do lezy oczywiscie
na ale nie przechodzi przez Mo i jest
przecinaj™" w punkcie — oznaczmy go przez Ko —
ré6znym od Mo. Ten punkt Ko bedzie wtasnie owym
szukanym punktem na p0", ktéry nam pozwoli wy-
rézni¢ na Po" Kierunek.

Przystgpimy obecnie do szczeg6towego przed-
stawienia dopieroco podanych konstrukcyj geome-
trycznych. Otéz plaszczyzna (normalna w Mo)
i ptaszczyzna n (normalna w M(t)) majg rownania:

23) (R—ro)Xr/ =0 (R—r)Xr'=0.

Mamy wykaza¢, gdy t ™0 i dos¢ bliskie to, to
rownania (23) majg rozwigzania na R, wyznacza-
jace punkty prostej (wiasnie prostej I).

Wstawiajgc w (232) rozwiniecia Peany az do
wyrazow 1g0 rzedu: r = < -f- (t —10) [r</ 4- a1,
r = 10" -f- (t—10) rro- 4- b1, (gdzie a -» 0, b-> 0, gdy

-*t0), otrzymamy
(R—r>Xr =[R —ro— («<-=10) (r/74-a)]1x<
X I1X 4- @T— M (X' 4~ b)d =
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Uwzgledniajac (23J i nierdwnosc | X to, otrzymuje-
my, ze uktad (23) jest rownowazny uktadowi rownan:

(24)

gdzie
£2v t-=lo. Ukfad (24) iest tvnu | 68. Poniewaz

wiec, gdy / dos¢ bliskie t0, to réwnania (24) majag

rozwigzanie. Jak wiadomo z dyskusji uktadu | 68,

trzeba najpierw znalezé jedno szczegélne rozwia-

zanie ukfadu (24). Otéz nasuwa sie rozwigzanie

szczeg6lne postaci:

(25)

przyczem p., V sg nha razie nieznanymi skalara-

mi (funkcjami parametru /). By wyznaczy¢

wstawiamy (25) najpierw w (24x); otrzymamy:
ale

wiec:

wobec czego (25) przyjmie postac

(26)

gdzie potozylismy By wyznaczy¢
X, wstawiamy (26) w (242) i otrzymujemy warunek:
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@7)

z ktérego wyznaczymy X, bo — jak zaraz wyka-
zemy — wspotczynnik przy X jest roznym od zera.
Ot6z na mocy wzoru | 75 jest ten wspotczynnik
rowny

co, jako kwadrat dtugosci wektora niezerowego, nie
jest zerem; a wiec (z powodu ciggtosci) istnieje
liczba Sj = 0 taka, ze powyzszy wspotczynnik przy X
jest 4=0, gdy 0<1ll—10| < Wzér (27) pozwoli
nam wyznaczy¢ X. Znajac szczegélne rozwigzanie
uktadu (24) znajdziemy ogoélne rozwigzanie uktadu
rownan jednorodnych:

(28)
co ma rozwigzan nieskonczenie wiele, a wszystkie
sg postaci: o [r/ A(r/:-|- b)), gdzie o oznacza do-

wolng liczbe. Wobec tego wszystkie rozwigzania
uktadu (24) sg postaci:

(29)

przyczein X oznacza wielko$¢, spetniajaca (27), a o
oznacza dowolng liczbe; wektor r0' /A(r0" -j- b) jest
4= 0, gdy | jest dos¢ bliskie 10, stad wynika, ze (29)
jest réwnaniem prostej, wikasnie prostej . Przecho-
dzac do granicy (I-*n10), otrzymujemy prostg 10
0 réwnaniu

(30)
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gdzie X0 = Ilimk spetnia zwigzek
(31)

Ze prosta 10 jest granicznem potozeniem prostej ?,
wynika z nastepujacej uwagi: uwazamy te punkty
na |il0 za odpowiadajgce, ktére w (29) i (30) na-
leza do tego samego o; dla tych punktow réznica
prawych stron (29) i (30) widocznie dazy do 0, gdy
t->in, a to whasnie wykazuje, ze 0 jest granicz-
nem! potozeniem prostej . Prosta 10 — zwana bie-
gunowg krzywej C dla punktu Mo — nie przecho-
dzi przez Mo. Rzeczywiscie zat6zmy dla dowodu
niewprost, ze 10 przechodzi przez Mo, a wiec w (30)
potézmy R = r0; wtedy otrzymamy:

czyli na mocy wzoru | 73:
(32)
co nalezy uwaza¢ za warunek na o.

Mnozac to skalarnie przez r/', otrzymujemy:
(33)
bo wspodtczynnik przy < jest zerem, gdyz

. (Zob. 1 74). Ale (33) pro-

wadzi do sprzecznosci; 41 0, wiec (33) daje:

co by¢ nie moze, gdyz zatozenie (Z*, 2) orzeka, ze
wektor vo'/\vo" Tw. temsamem udowodnione.

| Dawniejsze podreczniki geometrji rdzniczkowej wy-
razaty powyzszy fakt w ten sposob, ze uwazaty 10 za
prosta przecigcia ptaszczyzny normalnej  z ptaszczyzng
normalng ,,nieskonczenie_ bliskg".
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Z réwnan (22) i (30) wynika, ze proste: binor-
malna i biegunowa sg do siebie réwnolegte, a wiec
prosta biegunowa jest prostopadta do ptaszczyzny
Scisle stycznej i zarazem lezy na n0O, zatem trafia
ptaszczyzne Scisle styczng w punkcie — oznaczmy
go przez Ko — lezagcym na p0" t. j. na prostej nor-
malnej gtéwnej. Wektor MoK0 lezy na. p0". Znajdzmy
wektor R, wyznaczajacy Ko. Ot6z punkt Ko lezy
na prostej (30) i na ptaszczyznie Scisle stycznej (14),
a wiec dla Ko znajdziemy o z rownosci:

34
czyli

Ale

, wiec (34) daje
a ze klamra zawiera — jak wiemy — kwadrat diu-
gosci wektora roznego od wektora zerowego, wiec
jest 4 =0. Punkt Ko wyznaczony jest wiec przez
wektor

(35)
stad otrzvinuiemv. ze
(36)
Przejdzmy do ortogonalnego uktadu Kartezjusza

Yy, z. Wzory (35) dajg wsp6trzedne X, Y. Z
punktu Ko:

(37)

A. Hoborski: Teoria krzywych 1. g
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przyczem K, wyznaczy¢ nalezy z réwnosci:
(38)

Uwaga. Ptaszczyzny normalne wzdtuz C two-
rzg — jak powyzej podano — jednoparametrowa ro-
dzine ptaszczyzn. Og6lng teorje takich rodzin pozna
czytelnik w Rozdz. IV § 5.

8 6. Normalna gtéwna, jako 0S. Na prostej
normalnej gtéwnej p0" lezy wektor Mo Ko, ktéry
wyzyskamy dla nadania kierunku prostej p0". W tym
celu okreslimy wektor jednostkowy N0, wspétkierun-
kowy z MOKO0. Aby ten wektor okresli¢, obliczmy
dtugos¢ MOKO wektora MOKO0. Otéz jest kwadrat
diugosci tego wektora na mocy (36):

skad — poniewaz wedtug (31) jest Xo=>0 — otrzy-
mujemy :

(39)

Dla skrécenia wprowadzamy nastepujgce ozna-
czenia na iloczyny skalarne:

(40)
Wektor jednostkowy ib, wspoétkierunkowy z Al0 Ko,

otrzymamy, ,,dzielact wektor MOKO0 przez jego dtu-
go$¢ Mo Ko, a wiec na mocy (36) i (39) bedzie:
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(41)

Jezeli teraz prostej normalnej gtéwnej p0" na-
damy kierunek wektora n<, to otrzymamy o$, zwana
osig normalng gtéwng albo krétko normalng gtéwna
krzywej C w Mo; dostawy tej osi oznaczamy przez
cb*, Po*, Y®*, jak wiadomo, beda one réwne miarom
sktadowych wektora n0 w kierunku osi cc,y, z.
A wiec bedzie: ¥

(42)

Wektorjalne rownanie normalnej gtéwnej jest
oczywiscie:
(43)
a w ortogonalnym uktadzie Kartezjusza:
(44)

przyczem o0 oznacza parametr zmienny wzdtuz nor-
malnej gtéwnej.

Wykazemy, ze normalna gtéwna okreslona jest
niezmienniczo wzgledem grupy ruchoéw euklideso-
wych. Dla dowodu wystarcza wykazac¢, ze wektor
Mo Ko jest niezmienniczo okreslony wzgledem grupy
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ruchéw euklidesowych. Krzywa C przez ruch eu-
klidesowy przejdzie w krzywg C* o rownaniu:

; wzor ten okresla przeksztat-

cenie punktéw krzywej. Wzér 147 okresla prze-
ksztalcenie wektora u w wektor u* przez ruch eu-
klidesowy; w postaci wektorjalnej daje sie to prze-
ksztatcenie uja¢ w sposéb nastepujacy:

(45)

Z tego wynika, ze wektor Mo Ko przeksztatci sie
na mocy (36) w wektor

(46)

Ale z rownania krzywej (‘* otrzymuje sie

(47)

co wykazuje, ze wektory r/, r0" przeksztalcajg sie
w mysl (45) w r0*', r0*". Stad i z tw. E i F ze str. 27
i 28 wynika, ze jest

(48)

wobec tego jest Xo* = X., nadto (46), (47) i (48) daja:
(49)
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a wiec przez ruch wektor Mo Ko przechodzi w wek-
tor Mo* Ko*, utworzony dla C* tak, jak utworzylismy

Ko dla C. A to wiasnie bylo do udowodnienia.
Zarazem wykazalismy ze wektor jednostkowy nor-
malny gtéwny n0 jest okreslony niezmienniczo
wzgledem grupy ruchéw euklidesowych.

Wykazemy, ze wektor n0 nie zalezy od wyboru
(dopuszczalnych) parametréw, przy pomocy ktérych
krzywa jest przedstawiong. Niech ti t* bedg dwoma
parametrami (zob. Il § 3), przyczem t = ¢ (£*), nadto
N = cp(Zo*); funkcja ¢ niech nalez’y do C2 w prze-
dziale [a*, 6*], a ¢ (i*) =4 0 w [a*, &*]. Jest wiec
r (/) —r* (/*) dla punktow krzywej. Skad wynika
przez rézniczkowanie (przyczem symbole same sie
ttbmacza): ro*' —ro' (>0, r0*" — r0" cp0'2 -j- r/ <</, co
daje, ze r0*' Ar?" = (r/Ar/") cp/3, a wiec zatozenia
(Z, 2) i (Z*, 2) sa spetnione w [«*, b*\ dla parame-
tru t*. Nadto

co wiasnie byto do udowodnienia.

Zajmijiny sie wreszcie diugoscig wektora MOKO;
dtugo$¢ te oznaczymy przez p0; poniewaz Mo Ko
nie zalezy od potozenia krzywej w R3, wiec w szcze-
goélnosci dtugosé tego wektora jest niezmiennikiem
rézniczkowym grupy ruchow euklidesowych. Z fa-
twoscig czytelnik stwierdzi, ze p0 nie zalezy tez od
przedstawienia parametrycznego, jezeli sie ograni-
czymy do dopuszczalnych przeksztatcen parame-
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tru, dopieroco oméwionych.l Zanotujmy, ze wedtug
(39) jest:

liczba zowie sie promieniem (pierwszej) krzy-
wizny krzywej C w Mo, punkt Ko zowie sie sSrodkiem
(pierwszej) krzywizny krzywej C w Mo, a:

(51)

zowie sie (pierwsza) krzywizng krzywej C w Mo.
Widocznie jest 0 i nie zalezy od potozenia krzy-
wej w J?3 ani od przedstawienia parametrycznego
(w powyzszem znaczeniu). Krzywizna k0 i wektor
n0 zalezg od pierwszych i drugich pochodnych, sg
wiec elementami 2R0 rzedu, zwigzanemi z krzywa,
spetniajaca (Z, 2) i (Z*, 2).

§ 7. Binormalna (jako 08). W punkcie Mo
krzywej C, spetniajgcej (Z, 2) i (Z*, 2), uzyskali-
Smy dwie osie: styczng i normalng gtdwng, albo
(méwigc wektorjalnie) skonstruowalismy dwa jed-
nostkowe wektory: styczny t0 i normalny gtéwny
Jak wiadomo z Il § 1, mozemy stad bezposrednio
okresli¢ trzecig o$, wzgl. trzeci jednostkowy wektor.
Poniewaz wyznaczenie osi prowadzi do wyznacze-
nia jej dostaw kierunkowych, a te sg miarami skia-
wych jednostkowego wektora, lezacego na osii z nig

1 Przeksztalcenie parametru t na inny '\Farametr t*
ma wiec spetnia nastepujace warunki. Niech bedzie
t=7?(t*), to 9 ma naleze¢c do klasy C* w ga*, 0*), nadto
pochodna C W [ar, &4 (E*)<;fe, gdy

Mniej krepujacemi byty warunki na dopuszczalne prze-
ksztatcenia w Il § 3.
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wspotkierunkowego, wiec ostatecznie chodzi o utwo-
rzenie trzeciego jednostkowego wektora w Mo. Ten
trzeci wektor ma spetnia¢ nastepujace warunki: 1) ma
by¢ jednostkowym, 2) ma by¢ prostopadtym do t0
i N0 (a wiec ma by¢ takze normalnym jak n0) i 3) wre-
szcie ma by¢ tak skierowanym, zeby wektory w po-
rzadku: to, n0 i trzeci tworzyly uktad prawoskretny
wektoréw. Szukany wektor nosi nazwe jednostko-
wego wektora binormalnego do C w Mo i oznaczy-
my go przez b0; on jest jednoznacznie okreslony.

Powyzszy warunek (2) daje nam bezposrednio:
bo = p.(toAno), iloczyn wektorjalny toAno jest bo-
wiem z okre$lenia prostopadty 'do t0 i n0; wspolt-
czynnik p co do swej bezwzglednej wartosci ma by¢
tak dobrany, zeby b0 czynito zado$¢ warunkowi (1),
0 znaku zas$ liczby p decydowaé bedzie warunek (3).
Aby wektor b0 byt jednostkowy, to potrzeba i wy-
starcza, by bylo boXk>=1, c0 na mocy wzoru
I 75 daje

(52)
ale jest
(53)°

bo U, n0 sg jednostkowe i do siebie prostopadie.
A wiec (52) daje p2=1, skad wynika

Ktéry ze znakéw ma zachodzi¢ decyduje trzeci wa-
runek, ktéry wyraza sie wyznacznikiem:

(54)

Ot6z namocy | 74 mamy:

Jest wiec
(55)
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co zreszta bylo do przewidzenia. Ze w ten sposéb
okresliliSmy bo niezmienniczo wzgledem grupy ru-
chéw euklidesowych, wynika z uwagi nastepujacej:
w Il 8§ 2 illl § 6 wykazaliSmy niezmienniczo$¢ wek-
toréw t0, n0, ponadto wiadomo, ze kat jest nie-
zmiennikiem grupy ruchoéw euklidesowych, nadto
z Il § 3 wiadomo, ze wyznacznik trzech wektorow,
w szczeg6lnosci wyznacznik 110, n0, b0| jest nie-
zmiennikiem grupy ruchow euklidesowych.

Na mocy Il 11 i lll 40, 41, oraz | 73 otrzymujemy:

(56)

Wzory (55) i (56) napiszemy w ukifadzie orto-
gonalnym X, y, z-, 0Oznaczajgc przez a**, p**, y**
dostawy kierunkowe binormalnej, uzyskujemy:

(57)

(58)

We wzorach 57, 58 opusciliSmy znak o u dotu.
Réwnaniu plaszczyzny Scisle stycznej (111 14) mo-
zemy obecnie nada¢ Dosta¢

(59)
Uwaga 1. Wektory jednostkowe: styczny t, nor-



www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



I 8§ 8 121

malny gtéwny n i binormalny b, nalezace do do-
wolnego punktu M krzywej C, spetniajg zwigzki;

Uwaga 2. Plaszczyzna Scisle styczna jr/ i prosta
biegunowa 10 dla punktu Mo krzywej C zostaly okre-
$lone przez rozwazania graniczne i niezaleznie od
siebie. Mozna postgpi¢ inaczej, a mianowicie: okre-
§li¢ 10 przez podane wyzej rozwazania graniczne,
a nastepnie n¢ zdefiniowac, jako ptaszczyzne przez
Mo i prostopadtg do t0. Jak z poprzednich rozwa-
zan wynika, to okreslenie ptaszczyzny scisle stycz-
nej jest réwnowazne poprzedniemu z Il § 3.

§ 8. Luk jako parametr. Wzory powyzej po-
dane upraszczajg sie, gdy tuk 5 krzywej jest para-
metrem, przy pomocy ktorego krzywa C zostata
przedstawiona, a wiec r = r (s). Wykazemy, ze jezeli
krzywa C, przedstawiona przy pomocy parametiu t,
spetnia (Z, 2) i (Z*, 2) w[fl, 6], to spelnia (Z, 2)
i (Z*, 2) w [sft, s6] (lub [£&, «%]) przy przedstawieniu
zapomocg tuku s. Rzeczywiscie jest:

wiec istnieje druga pochodna

przeto istniejg i jest:
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a wiec jest ten iloczyn == 0. Zatozenie wiec, ze C,
przedstawione przy pomocy #tuku, spetnia (Z, 2)
i (Z*, 2) w [s0, Sj] (lub [s&, sal), nie narzuca na C no-
wych wiezéw. Zwykle krzywa jest przedstawiona
przy pomocy parametrut, ktory nie jest fukiem. Przed-
stawienie przy pomocy tuku jest na ogét niewyko-
nalne: wymaga bowiem wykonania kwadratur dla
znalezienia tuku, a potem rugowania parametru t,
(odwrocenia funkcji s = cp(Z)); obie czynnosci nie
sg na ogdt ,,praktycznie" wykonalne.

Wiadomo, ze dla krzywej C, o ktoérej zatozymy,
ze spetnia (Z, 2) i (Z*, 1), istnieje tuk s i ze za-
chodzi zwigzek Il 373, z ktérego przez rézniczko-
wanie wynika zwigzek

dr x/ dar
(64) ds~ds~<—

Tw. Jezeli dla pochodnych r*, r* zachodzg
zwiazki:
(64 bis) r 0, v 40, rrXr"=0,

to jest r Ar" 4= 0. Tw. to odnosi sie juzto do jed-
nego punktu krzywej, juzto do przedziatu; parametr,
wzgledem ktérego oblicza sie pochodne, jest do-
wolny; w szczegdélnosci, gdy zachodzg zatozenia
(Z, 2) i (Z*% 1), (o istnieje tuk i jest
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i zachodzi (64). Dla dowodu niewprost zatézmy, ze
r' Ar''=0, tedy istnieje skalar X =f= 0 taki, ze r''=Kkr",
wiec 0 =r'Xr" =k (r'Xr), ale X0, wiec
r' Xr —0 wbrew zatozeniu. Tw. zatem udowod-
nione.

Wobec tego o krzywej C zatozymy, ze w [sX, s2]
spetnia (Z, 2), oraz zwigzki

(65)

Stad juz wynika (64) i (Z*, 2) w [sx, s2]. Wobec
tego (41), (50), (51), (56) i (64) daja

(66)

a ze zachodzi takze Il 35, wiec wektor t ma po-
chodng pierwszg wzgledem luku w [sx, s2] i jest

dt
ds N
Wz6r ten jest t. zw. pierwszym wzorem Freneta—
dalsze dwa poznamy ponizej. Napiszeiny jeszcze (66)
i (67) w ortogonalnym ukitadzie Kartezjusza, dota-

czajagc wzory na dostawy Kkierunkowe stycznej, ale
z kazdej trojki wzoréw podajemy pierwszy, dalsze

(67)
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dwa otrzymuje sie przez przestawienie cykliczne
liter a%, y, z. Jest wiec

(68)

(69)

W ostatnim wzorze a?',..., X",... 0znaczajg pochodne
wzgledem parametru t.

8 9. Linje proste w R3. W § 6 wykazalismy,
ze krzywa, spetniajagca {Z, 2) i (Z*, 2) posiada w kaz-
dym punkcie dodatnig krzywizne pierwsza, ktéra
jest niezmiennikiem rézniczkowym grupy ruchéw
euklidesowych i dopuszczalnych przeksztatcen pa-
rametru.

Obecnie zajmiemy sie krzywemi w 7?3, ktore spet-
niaja (Z,2) i (Z*, 1) w [a, 6]i sg zarazem takiemi, ze

czyli macierz

jest w [a, o] state rzedu Igo.
(Rzedu 0go by¢ nie moze wobec (Z*, 1)); jest wiec
w [a, 0]



www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



1 s9 125

Dla scatkowania réwnania (70x), pomn6ézmy wek-
tor r' przez wektor r* Ai,v. Na mocy | 73 i Ill 70
mamy:
(72)

Dla scatkowania tego rdwnania, wprowadzmy
tuk s, ktory istnieje, [bo szukamy krzywych, spel-
niajgcych (Z*, 1)]; jest

przeto (72) po uproszczeniu daje:

gdzie a oznacza staty (co do kierunku i wielkosci,
ale swobodny t. zn. o dowolnym poczatku) wektor;
mamy tedy t = a, co daje a)(a = 1; ponadto cat-
kujagc, otrzymujemy
(73)
gdzie b jest wektorem statym, a ze a == 0, s zmienne
wiec (73) jest réwnaniem prostej. Udowodnilismy
zatem tw.: jezeli krzywa spetlnia (Z, 2) i (Z*, 1)
w [a, 6] i jezeli macierz (702) jest stale rzedu Is°,
to krzywa jest prostg przestrzeni

Z (73) wynika, ze jest

(74)

Zreszta (74) wynika bezposrednio na mocy tw.
z § 8; skoro bowiem jest
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wiec stad i z (70) wynika (74), ktére scatkowane
daje (73), poczem fatwo wynika, ze a><a=1-

Stad i z (66) wynika, ze prosta nie posiada ani
normalnej gtdéwnej ani binormalnej, ponadto jest
k=0 (promieh p nie istnieje), jezeli k okreslimy
wzorem (663).

8§ 10. Pierwsza krzywizna krzywej. Pierwsza
krzywizna k (zob. Il 69) jest zerem dla prostej,
wobec tego intuicyjnie mozna krzywizne k uwazaé
za ,,miare odstepstwa krzywej od prostej”. Wyka-
zemy tez, ze krzywizna pierwsza dla krzywej pla-
skiej jest jej krzywizng w znaczeniu elementarnem.!
W najprostszym przypadku krzywa ptaska jest dana
przez réwnanie y— (@) (i z—0); zatozymy, ze
f(X) ma 293 pochodng ciagla w X0 i
wtedy krzywizna w znaczeniu elementarnem istnieje

i jest réwna: t_ |r(’\)|

Krzywg te przedstawimy teraz parametrycznie,
kladgc x =t, wtedy y =f(t'), ponadto jest z = 0.
Macierz pierwszych i drugich pochodnych dla x0 =to

0, 0

jest rzedu 2go. A wiec na mocy Ill 50 i 51 jest krzy-
wizna pierwsza: k0 = k0*. Ten sam wynik otrzy-
mamy, gdy przyjmiemy, ze krzywa ptaska jest dana
parametrycznie; gdy wiec x=x(t), y=y((t)f 2=0
i macierz

1 Zob. A. Hoborski: Wyzsza Matematyka (1928). Cz. 1.
Str. 369 i nast.
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(75)

jest rzedu 2go, co daje, ze:
(76)
to otrzymamy:

(77

Udowodnimy tw.: jezeli krzywa C spetnia (Z, 2)
i (Z*, 2) w [a, &), to rzut krzywej C na ptaszczyzne
Scisle styczng punktu Mo (to) ma (jako krzywa pta-
ska) krzywizne w punkcie Mo (t0) réwng pierwszej
krzywiznie krzywej C w Mo (to).

Ptaszczyzna Scisle styczna jt/ do C w Mo (t0) ma
rownanie (59). Prosta, rzutujgca punkt r krzywej C
na n0' ma wiec réwnanie U =r + o bo i przebija xo'
w punkcie o o wiasnosci (r -j- obo— r0) X bo —0,
co daje 0 = (r0—r)Xbo, bo jest boXbo=1- Rzut
P punktu M na no' okreéla sie z rownosci R =r—

Stad otrzymujemy wektor
(78)

wektor ten lezy na n0', na ktorej lezg styczna (to)
i normalna gtéwna (nj; na no' przyjmiemy ukiad
Kartezjusza x, y, biorac Mo za poczatek uktadu, o$ x
wzdtuz to, o$ y wzdtuz n0; wspotrzedne x, y punktu
P (rzutu) sa widocznie:

(79)

bo bo X —boX no—0- Zbadajmy macierz (75)
w punkcie Mo (t0). Otéz poniewaz krzywizna pierwsza
nie zalezy od parametru, mozemy przyjac¢, ze krzy-
wa C jest przedstawiona przez swdj tuk s, ktory
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nie bedzie tukiem dla rzutu, ale parametrem. Zba-
dajmy teraz macierz (75) w Mo (S0) dla rzutu. Ot6z
mamy:

(80)

Aby obliczy¢ drugie pochodne, postuzymy sie
pierwszym wzorem Freneta (67). Jest wiec:

(81)
Wzory (80) i (81) dla s—s0 dadza

bo 10X10 =1, noXn¢ =1, toXn« Nadto

wiec wzoér (77) daje na krzywizne rzutu w Mo (s0)
warto$¢ k0 i temsamem tw. udowodnione.

Uwaga. Przejscie do wspotrzednych x, y nie byto
konieczne; mozna bylo operowaé wektorem MOP
na ptaszczyznie Tto'

Poznamy teraz interpretacje geometryczng pro-
mienia Krzywizny po krzywej. C dla Mo.

Jezeli k)r/;/vywaycpspe}n){gv(%, 2) i (Z*, 2) w [a, b]
i jezeli as™os™b, to wedtug Il § 5b) istnieje liczba
60 > 0, taka, ze zaden punkt M (/) krzywej C nie
lezy na stycznej p0 do C w M>, gdy jest a X t X b,
0 < 11— 10\<Z60o; a wiec wtedy M (/) i p0 okreslajg
ptaszczyzne n (ktérej granicznem potozeniem jest
ptaszczyzna no' Scisle styczna do C w Mo); istnieje za-
tem koto Q, przechodzace przez M(V), MO(10) i styczne
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do Po. Aby znalez¢ réwnanie kota Q (ktérego gra-
niczne potozenie dla t-+40 za chwile okreslimy),
uwazamy Q za koto wielkie odpowiednio dobranej
kuli S. Kula S ma nastepujace wiasnosci: a) jej sro-
dek (wyznaczony przez wektor RJ lezy na Jt; b) S
przechodzi przez J/o(%); c) S przechodzi przez Af(f);
d) Po jest styczng do S. Okaze sie, ze przy naszych
zatozeniach co do C i t wiasnosci a— d okreslajg
kule S jednoznacznie. Jezeli przez p oznaczymy
promien kuli S, to kula 2 widocznie zalezy od wsp6t-
rzednych Srodka kuli (trzy liczby: miary sktado-
wych wektora Rx) i od p, razem od czterech wiel-
kosci, na ktére mamy tez cztery warunki a, b, ¢, d.

Ad a. Réwnanie ptaszczyzny n znalezliSmy w 111 83
i daje je wzér Il 13; stad wynika, ze warunek (a)
daje zwiagzek:

(82i,2)

Ad b ic. Réwnanie wektorjalne kuli jest naste-
pujagce (R— RJ X (R— Rj) = p2. Stad warunki
b) i ¢) daja:

(83)

Otrzymamy uktad réwnowazny uktadom (83), jezeli
oprécz (83x) wezmieiny rOéwnanie, bedace wynikiem
odejmowania obu réwnan (83); otéz otrzymamy
przez odjecie:

(84)

Nie trudno zauwazy¢, ze to réwnanie wyraza, iz
srodek kuli  lezy na plaszczyznie symetralnej od-
cinka MoM.

A. Hoborski: Teoria Krzywychv |. 9
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Ad d. Skoro p0 ma by¢ styczng do kuli S, to

wektor r0', lezacy na p0, ma by¢ prostopadtym do
»wektora-promienia*: Rx—r0, a wiec
(85)
Otrzymalismy tedy na Rx i p réwnania: (822), (83J,
(84) i (85). Wykazemy, ze pozwolg nam okreslié
jednoznacznie Rx i p. Ot6z na mocy | 8§ 5F otrzy-
mujemy z (822) i (85), ze (zob. wzoér | 73):

przyczem uwzgledniliSmy oznaczenia wzoréw Il1 40.
Mamy do wyznaczenia dwa niewiadome skalary
0 i p i na nie dwa réwnania (dotad nieuwzgled-
nione): (83" i (84). Naprzod przeksztatcimy (84),
rozwijajgc r—r0, r X r—r" X r° wedtug rozwinie-
cia Peany az do wyrazéw stopnia drugiego; ot6z
postugujac sie wzorem Il 12 bis i wzorem:

otrzymujemy (84) w postaci:

co na mocy (85) i po uproszczeniu przez (t—10)2==0
daje

87)

Wstawiajac Rj z (86) w (87), otrzymujemy na o
warunek:

(88) Ol fh— 411224 d — Ai 4 "»
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gdzie c-*0, \ 0, gdy | >t0, bo a->0,b-*0. Okre-
Sliwszy z (88) skalar o (co uczyni¢ moznal), wy-
znaczymy juz tatwo p z réwnania (83J:

(89)

bo p>0, gdyz jest promieniem kuli. Przechodzac
obecnie do granicy, otrzymujemy:

gdzie MOKO0 i p0 majg to samo znaczenie, co w Ill 36
i 111 50. Poniewaz Jt ma ptaszczyzne S$cisle styczng

jako graniczne potozenie, wiec koto Q ma iako
granice, koto Qn, lezace na x0' o $rodku w Ko i pro-
mieniu p0l = M>JTO; kolo to zowie sie kotem Kkrzy-
wiznowem krzywej C w punkcie Mo (t0). Zarazem
uzyskaliSmy widoczne twierdzenie: jezeli krzywa C
spetnia (Zf, 2) i (Z*, 2) w [«, &], to w kazdym punk-
cie M krzywej C istnieje koto krzywiznowe, kto-
rego Srodek lezy na normalnej gtéwnej punktu M,
ponadto prosta biegunowa punktu M przecina pta-
szczyzne Scisle styczna punktu M w Srodku Kkrzy-
wizny (czyli srodku kota krzywiznowego) punktu M.

Podamy jeszcze inng interpretacje pierwszej krzy-
wizny dla krzywej C. Z punktu Mo (s0) poprowadzmy
dwa wektory styczne jednostkowe: t0 (nalezacy do
Mo (sjj) i t (nalezacy do M (s)). Jest wiec 1X10=008 <p,
gdzie ¢ oznacza kat miedzy tymi wektorami; stad
na mocy | 77

o*
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Przyjmujac tuk s jako parametr, rozwiniemy
t A to wedlug Peany do wyrazéw lgo stopnia, postu-
gujac sie przytem pierwszym wzorem Freneta (111 67)
tAto=1[to+ (s—s0)("no4-a)] Atl =
= (s— Sp) [— &ph0 -j- a A to],

gdzie a~>0, gdy nadto korzystaliSmy ze
zwigzku t0 Ano=bp. A wiec
(91) sin¢g | — |s— Sp|VM4-c,
gdzie c->0, gdy t->to. Stad wynika, ze:
. sin ¢
(91 bis) s— <0

gdy t-+t0. Temsamem uzyskaliSmy wynik analo-
giczny do wyniku znanego z elementarnej teorji
krzywizny krzywych ptaskich o rownaniu y =

8 11. Wzory Freneta. Powyzej (lll 67, str. 123)
poznaliSmy pierwszy wzoér Freneta (w postaci wek-
torjalnej) i zarazem stad wynikajaca pierwszg grupe
(1 69) wzoréw Freneta (dla ortogonalnego uktadu
Kartezjusza). Wzor ten jeszcze raz wyprowadzimy,
przez co wyjasni sie jego rola i to niezaleznie od
aparatu geometrycznych rozwazan.

Zaktadamy, ze krzywa C spetnia (A, 2) i (**, 2)
w [a, &]; wtedy istnieje dla niej tuk s i w kazdym
punkcie wektor jednostkowy t, styczny do C. Jest
wiec t>Xt = 1; na mocy (X 2) wektor ten ma po-
chodng ciagltg wzgledem tuku i jest

(92) X =0,

a ze na mocy (Z*, 2) jest dt;ds 5= 0, wiec z (92)
wynika, ze wektor ten jest prostopadtym do t; nie
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jest jednak naogo6t jednostkowym; oznaczajgc wiec
przez k jego dtugos¢ (&=>0), okreslamy wektor jed-
nostkowy i wspoétkierunkowy z wektorem (¢Ztr¢Zs);

1dt

k~ds
skad sie natychmiast otrzymuje pierwszy wzor Fre-
neta Il 67. Widoczne wiec znaczenie pierwszego
wzoru Freneta: jezeli calg uwage skupimy na wek-
torach, zwigzanych z punktem krzywej, a pominie-
my takie utwory, jak proste osie i ptaszczyzny, to po
okresleniu wektora stycznego do krzywej (rozdz. 1)
wz6r (93) w takiej geometrji stuzy do okreSlenia
wektora n i pierwszej krzywizny +. Wspotczynnik
Ic (>0) ma wiec by¢ takim, zeby bylo nXn=1

czyli 1dt 1dt
k ds™ kds
t=JdN\/dt
(94) \ ds”™ds
Mnozac (93) skalarnie przez n, otrzymujemy:
(95) FTr=f><""e

Majac wektory jednostkowe t, n (od siebie nie-
zalezne, bo do siebie prostopadite), okreslamy z kolei
trzeci wektor jednostkowy t. zw. binormalny, kfadac
b=tAu W ten sposéb w kazdym punkcie M (s)
krzywej istniejg trzy wektory t, n, b, od siebie nie-
zalezne; wskutek tego kazdy wektor u, wychodzacy
z M (s) wyrazi sie linjowo i jednorodnie przez t, n, b
t. zn. otrzyma sie
(96) u = .At-|-Bn-|- Cb,
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gdzie A, B, C sg miarami rzutow (sktadowych) wek-
tora u na kierunki wektoréw t, n, b. Mamy bowiem
na mocy Ili 60:

Podobnie jest B = u><m B = (A Sg
to skalary).

Zauwazmy, ze wektor t otrzymuje sie przez
rozniczkowanie wektora r (s), okreslajacego punkty
krzywej, wobec tego n zalezy od drugiej pochodnej,
podobnie sie rzecz ma z wektorem b i niezmienni-
kiem rézniczkowym k. Aby wiec obliczy¢ pochodng
(6Znzé/s); jesteSmy zmuszeni przyjaé, ze krzywa
spetnia (Z, 3) w [a, &. Przyjmujac to, mozemy obli-
czy¢ pochodng geometryczng (dn -.ds); ale pochodna
geometryczna wektora jest znéw wektorem, ktéry
oczywiscie nalezy do punktu M (s), wiec wyrazi sie
przez wektory t, n, b, nalezace do M(s). Mozemy
wiec w mysl wzoru (96) napisac:

(97)
przyczem jest (jak wyzej)
(98)

Otéz jest t>Xn =0, skad wynika na mocy (95):

przeto jest A— —k. Podobnie mamy n>n=:=|>
skad przez rézniczkowanie wynika:

czyli
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przeto jest B—0 czyli wyrazu ($n) w (97) ,,niema".
Prawa strona wzoru (97) zawiera wiec 2 wyrazy,
zamiast C napiszemy —  mamy!l wiec

gdzie jest wedtug (98):
(100) E=—b><X"~

Wspotczynnik & nosi nazwe drugiej krzywizny
krzywej albo skrecenia (czyli torsji); pochodzenie
nazwy wyjasni nastepny paragraf.

Wzér (99) zowie sie drugim wzorem Freneta,
ktéory w ortogonalnym uktadzie Kartezjusza daje
druga grupe wzoréw Freneta (c, jak widoczne
ze (100), jest skalarem):

(101)

Drugi wzor Freneta okresla skrecenie £ (gdyz wek

1 Gdybysmy potozyli

(I00bis) £=DbX
to mieliby$my

. dn .
(99 bis) = —At+ (b,
oraz:
{182 bis) - _en

EI;fgie_ktiiorzzy autorzy przyjmujg wzory 99bis i 102 bis, inni
[ .
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tor b jest juz nam znany). Podamy teraz trzeci
wzor Freneta. Ot6z b = tAn, wiec stad i z lit 67,
111 99 mamy:

r/b
ds

czyli
(102)

Jest to t.zw. trzeci wzérFreneta w postaci wektorjalnej.
W ortogonalnym ukladzie Kartezjusza otrzyma-
my stad trzecig grupe wzoréw Freneta:

(103)

Do wzoréw Freneta dotgczymy wzor, wzgl. grupe:
¢zZr_ dx_ dy  dz_
ds "ds a ds " ds

ktére nie maja osobnej nazwy, ale do wzoréw Fre-
neta nalezg i pojeciowo i ksztattem — dlatego (104)
nazwiemy Olym wzorem Freneta, wzgl. Ot4 grupa
wzoréw Freneta.

W zwigzku z powyzszem wypowiadamy naste-
pujace tw.: jezeli krzywa C spetnia {Z, 3) i {Z*, 2)
w [si, $2! ijezeli s jest lukiem krzywej, a r(s) wek-
torem wyznaczajacym biezacy punkt krzywej, to
istniejg w [sx, s2l dwa niezmiennikirézniczkowe kiO
grupy ruchéw euklidesowych i przeksztatcenn dopu-
szczalnych parametru i nadto k nalezy do Cl w [sl5 s2],
&>0 w [si> s2l; zarazem istniejg trzy wektory t, n, b
o whasnosciach 11160, 111104, 11167, 11199 i 111102.
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Analogiczne twierdzenie wypowie czytelnik, po-
stugujac sie wspotrzednemi Kartezjuszax, y, z punktu
biezacego krzywej.

Dotaczmy jeszcze uwage: przy zatozeniach (Z, 1)
i (Z*, 1) w [sl5 s2] otrzymuje sie Ofl wzor (Ot grupe
wzoréw) Freneta:, przy zatozeniach (Z, 2) i (Z*, 2)
w tsi, $2] otrzymuje sie dalej pierwszy wzér (pierwszg
grupe wzoréw) Freneta; wreszcie przy zatozeniach
(Z, 3) i (Z*, 2) otrzymuje sie nadto drugi i trzeci
wzor (drugg i trzecig grupe wzoréw) Freneta.

Dowdd, ze skrecenie £ jest niezmiennikiem réz-
niczkowym grupy ruchéw euklidesowych i prze-
ksztatceh parametru, znajdzie czytelnik ponizej (8 12).

§ 12. Druga krzywizna.'O krzywej C zato-
zymy, ze spetnia (Z, 3) i (Z*, 2) w [sl5 s2], wobec
tego krzywizna pierwsza k, bedaca elementem 2go
rzedu, ma pochodng ciagtg wzgledem tuku; oblicz-
my pierwsze trzy pochodne wektora r(s), wyzna-
czajgcego biezacy punktu krzywej C. Jest:

dr d2r dt
ds ' ds2 ds n’'

d3r dk TT* i

Obliczmy wyznacznik trzech wektoréw:

dr d2r d*r
ds' ds? ' ds?d

Mnozgc pierwszy wiersz przez k2 i dodajgc do trze-
ciego wiersza, usuniemy t z trzeciego wiersza; po-
dobnie mnozac przez odpowiedni czynnik drugi
wiersz i dodajac iloczyn do trzeciego wiersza, usu-
niemy z trzeciego wiersza n tak, iz otrzymamy
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dr d2r d3r/
" 1 = —
(106) /o g gy —  ACIHMDI=—keE,
bo 11, n, b| = -|-1. Ze (106) otrzymamy wiec:
dr d2r d3r
(107) ds’ ds?’ da3

skad widoczne, ze C jest elementem 3!0 rzedu, bo
zalezy od pochodnych trzeciego rzedu.

Aby wykaza¢, ze £ jest niezmiennikiem réznicz-
kowym grupy ruchéw euklidesowych, do$¢ wyka-
zaé, ze wyznacznik, po prawej stronie wzoru 107 za-
chodzacy, jest niezmiennikiem rézniczkowym grupy
ruchéw euklidesowych, bo jest nim — jak wiemy —
krzywizna pierwsza +. Ot6z krzywa C przechodzi
przez ruch euklidesowy w krzywg C* o réwnaniu:

3
(108) r*(s) = a4 -|- 2? (a, X r(«)) e,
1=1

skad otrzymujemy

(i=1,2, 3),

dkr
co wykazuje, ze wektor przez ruch euklide-

. CZfer*
sowy przejdzie w wektor , a stad na mocy

tw. ze str. 105 (wzor Il 19) wynika, ze

dr d2r d3r dr* d2r* d3r*
(110)  Tg'ds2'd& ds * ds? ' ds3

co byto do udowodnienia.
Jak wiadomo z Il § 3, tuk krzywej nie jest jedno-
znacznie okreslony; jezeli s oznacza jeden tuk krzy-
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wej, to wszystkie luki krzywej obejmuje wzér
s* —es so,gdzie e— =+ 1, a s0 jest dowolng stala.
Wykazemy, ze Z od wyboru tuku nie zalezy. Rze-
czywiscie mamy:

dr dr d2r d2r 2 d2r

ds* ds E' ds* ds? ~ds2'
d3r _ d3r
ds*3 ds3

i wobec tego jest:
dr d2r d3r
ds*' ds*2’ ds*3
Ponadto
— N2 2r
VdsE’\cfSZ-—-\ éjs*z c?s*Z'

skad juz widoczne, ze £ nie zalezy od wyboru tuku.

Zatozmy, ze krzywa C jest przedstawiona przy
pomocy parametru t i spetnia (Z, 3) i (Z*, 2) w prze-
dziale [«, b] nat; stad wynika, ze spetnia tez (Z*, 1)
w [a, b], a wiec istnieje tuk s, ktory wobec (Z, 3)
nalezy do klasy C3 w [a, &) Jest wiec

stad na mocy znanych wilasnosci wyznacznikéw jest

dr d2r d3r
(115) ds' ds2' ds3
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Na mocy Il 50 i 51 jest:
(116) *2_ (rzXr) ("X - (rzXril)?
(r'’Xr+3*
Ze wzoréw 107, 115 i 116 wynika,

(117) C=—(r-Xr-)(r»Xr)_(r'Xr7211

gdyz jest na mocy (114J i Il 65
(118) rxXr'=~*X +s'2=s's,

wobec czego przez s'6 obustronnie sie skraca od-
nosna réwnos$é. Jezeli 1?3 odniesiemy do ortogonal-
nego ukiadu Kartezjusza, to (117) daje:

Uzyskalismy twierdzenie: dla kazdego przedstawie-
nia parametrycznego, dla ktérego krzywa C spetnia
(Z, 3) i (Z*, 2), wyraza sie jej skrecenie wzorem
(117), wzgl. (119).

Wykazemy teraz, ze skrecenie & jest niezmienne
przy dopuszczalnych przeksztatceniach parametru.
Oczywiscie wpierw okres$limyl pojecie dopuszczal-
nych przeksztatcen parametru. Zatézmy, ze krzywa
C jest przedstawiona przy pomocy parametru /, ktéry
pozostaje w [a, 6] i ze spetnia (Z, 3) i {Z*, 2) gdy
jest W miejsce | wprowadzimy parametr

I Poprzednio (Il §3, Il § 6) rozwazaliSmy tez ,dopu-
szczalne przeksztalcenia™ parametru; oczywiscie okresle-
nia sa dostosowane do wymagan, stawianych przez za-
gadnienia, ktdremi sie zajmujemy.
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¥ przy pomocy przeksztatcenia: t—cp (f*); niech ¢
nalezy do C3, gdy a* t* Db* nadto niech bedzie
a ¢p(Z*) -C K gdy jest a* b*; wreszcie niech
bedzie pochodna

(120)

Wiasnie przeksztatcenia | na /*, spetniajace powyzsze
warunki, nazwiemy obecnie dopuszczalnemi. Z po-
wodu (120) i ciggtosci pochodnej funkcja 'p jest Scisle
monofoniczng w [a*, b*], wobec czego jest odwracalng

i niech bedzie = przyczem t ma pozosta-
wacé w przedziale [%, gdzie jest

funkcja naleze¢ bedzie d6 C3 w [«!, Wopro-
wadzajac I* za i, otrzymamy

i jest

Stad mamy (zob. 111 § 6):

(122)

Poniewaz wedtug zatozenia zachodzi (/?*, 2) t. zn.
rAr"* 0 w &J, przeto takze w [an bx], wiec
z (122) wynika:

(123)

Innemi stowy: krzywa C spetnia (Z, 3) i (Z*, 2)
w [u*, 6*|, gdy ja przedstawimy przy pomocy Z*
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wobec czego otrzymamy wzo6r, na S* (skrecenie
krzywej, przedstawionej przez /*), zastepujac w (117)
r przez r*, a | przez /*, poczem przy uwzglednie-
niu (121) z tatwoscig wynika, ze S* = £, co znaczy,
ze C jest rzeczywiscie niezmiennikiem rézniczko-
wym dopuszczalnych przeksztatcen parametru.

Podamy teraz interpretacje geometryczng skre-
cenia Z. W tym celu rozwazmy najpierw Krzywa
ptaska, spetniajaca (Z, 3) i (Z*, 2) w [a, &]; jak wia-
domo z lii § 3, ptaszczyzng Scisle styczng w kazdym
punkcie krzywej ptaskiej jest jedna i tasama pfta-
szczyzna Jt, na ktérej lezy krzywa, wskutek czego
osie binormalne wzdluz krzywej tworzg zbidr pro-
stych do siebie rownolegtych. Ten fakt nasuwa roz-
wazania nastepujace. Niech C bedzie krzywa nie-
ptaska i niech r =r(s) bedzie jej rownaniem, przy-
czem s jest tukiem krzywej; niech C spetnia (Z, 3)
i (Z*, 2) w [sl5s2l na Niech so nalezy do [sx,
utwoérzmy kat ¢p miedzy wektorem binormalnyin b0
w Mo (s0) a wektorem b w M (s). Oczywiscie jest
coscp = b X b0, stad na mocy | 77 jest

Rozwinmy wedlug Peany az do wyrazéw 1go
rzedu wektor b, korzystajgc dla pochodnej ze wzoru
Il 102: b = bo+(s —s0) Kolio + a], gdzie a-*0,
gdy s”-SoJ So, n0 oznaczajg skrecenie, wzg. wektor
normalny gtéwny w Mo. Stad wynika

(124) daje wiec:
(125)
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gdzie c->0, gdy s-*s0; wobec tego jest:
(126)

ta wihasnosc¢ torsji £ jest tez powodem, ze — mdwiac
intuicyjnie — uwazamy skrecenie za ,,miare odchy-
lenia krzywej od krzywej ptaskiej”, dla ktérej oczy-
wiscie jest £=0, gdyz jest sinkp 0 dla krzywej
ptaskiej.

Uwaga. Wiadomo z rozdz. I, ze iloczyn skalarny
2 wektorow jest niezmiennikiem grupy ruchéw eu-
klidesowych. Otéz — jak widzieliSmy — wektorami
wyréznionymi dla krzywej C o réwnaniu r —r(s),
spetniajacej (Z, 3) i (Z*, 2), s pochodne geome-

Przy ich pomocy tworzymy iloczyny skalarne

lloczyn (cc) jest = 1, gdy s jest lukiem; wskutek
tego (3) jest=0O dla kazdej krzywej C; oba wiec
iloczyny (a) i ([3) maja liczebne wartosci, wspélne
dla wszystkich krzywych C. Dopiero iloczyn (y),
widocznie = k2 jest niezmiennikiem interesujgcym.
Dalszy niezmiennik otrzymamy, biorac pod uwage
iloczyny skalarne:

Zauwazmy jednak, ze, poniewaz (3) —0, wiec przez
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rézniczkowanie wzgledem s otrzvmuiemv z (8):

Podobnie z (y) otrzymujemy:

A wiec iloczyn (8) nie daje nic nowego, a iloczyn (e)
wyraza sie przez krzywizne pierwsza i jej pochodna.

Przejdzmy teraz do niezmiennika 3 wektoréw;
jest nim wyznacznik trzech wektoréw, a wiec wy-
padnie utworzy¢ wyznacznik:

Nietrudno zauwazy¢, ze jest

Poniewaz wiemy, ze iloczyny skalarne 2 wekto-
row i wyznacznik trzech wektorow sg niezmienni-
kami grupy ruchow euklidesowych, wiec powyzsze
rozwazania mozna uwaza¢ za dowdd, ze krzywizny
A i £ sg niezmiennikami grupy ruchow euklideso-
wych. Do tych rozwazan powrécimy jeszcze wlV 8 7.

8§ 13. Jeszcze o krzywych ptaskich. Niech
krzywa C lezy na ptaszczyznie n i niech speinia
(Z,2) i (2%, 2) w [a ¢]. Dla uproszczenia wzoréw
przyjmijmy szczeg6lny ortogonalny i prawoskretny
uktad Kartezjusza: osie a?, y w jt, a 0$ z prostopadle
do Jt. W kazdym punkcie krzywej C istniejg wek-
tory t*, n*, h* i krzywizna pierwsza /<*Z>0 (dotad
oznaczane przez t, n, b i 7). Wektory t*, n* lezg
w ar, jak osie y. Te dwa ukitady mozna skoor-
dynowa¢ w pewien szczeg6lny sposob: w kaz-
dym punkcie krzywej przyjmiemy jednostkowe wek-
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tory t, n, b, a mianowicie ma by¢ tzzt* wektor n
ma by¢ tak obrany, by ukfad t, n byt w n (a wiec
przez ruch w %) naktadalny na osie X, y, tedy jest
albo n = n* albo N = — n* czyli jest n = en* (gdzie
e== 1); stad wynika, ze, gdy b jest rownolegte
do osi z i zgodnie z nig skierowane, to ukfad wekto-
réow t, n, b jest prawoskretny. Na prostej wektora n
punktu lezy $rodek krzywizny K; wektor MK
ma na n* miare dodatnig (1:7c*), na n ma miarg
(1:ef*) czyli (1:&), gdy potozymy &==£&*. Nie-
trudno zauwazy¢, ze wzory Freneta (O-ty i 1-szy)
pozostajg bez zmiany; mamy bowiem:

A dt_d

&3
(127) dé=t"‘=t, II'—=k*n* = Ek-&n=kn.

ds ds

Wektory t, n,lezagc w plaszczyznie Xx,y, majg
miary skiadowych wekierunku osi X, y,z nastepu-
jace: (a, 3, 0) i (a*, 3*, 0), wektor b zas ma miary
sktadowych (0, 0, 1). Z prawoskretnosci i ortogonal-
nosci wektoréw otrzymuje sie:

nadto prostopadtos¢ wektorow t i n daje t)x(n=0
czyli

(129) aa*43p* = 0.

Poniewaz jest tXt=a2 ¥ 2= 1, wiec (128)
i (129) mozemy rozwigza¢ na a*, 3*; otrzymamy
z tatwoscia:

(130) a* —=—3; a* = 3.

A. Hoborski: Teoria Kuzywyeh/ |. 10
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Stad widoczne, ze dla krzywej ptaskiej jest normalna
gtébwna elementem pierwszego rzedu, istnieje wiec
na mocy (Z, 2) pochodna ¢Zn: ds i wiasnie na mocy
(130) i (127a) otrzymujemy:

czyli jest
(131)

Jest to drugi wzor Freneta, ktéry uzyskalismy przy
zatozeniach (Z, 2) i {Z*, 2) w [«, &. Wzér (131)
fatwo uzyskac na drodze wektorjalnej. Skoro bowiem
n lezy stale w Jt, wiec tez pochodna ¢Zn:ds bedzie
wektorem na ~, na ktérej wektory wyrazg sie przez
tin, a wiec:

-‘n —At-|- #n,

Cs

skad otrzymuje

Ale daja:

temsamem otrzymalismy (131). Wreszcie zauwazmy,
ze b jest statym wektorem wzdluz C (t. zn. ma
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staty kierunek i statg wielko$¢), wobec tego jest:
(132)

co jest trzecim wzorem Freneta dla krzywych pta-
skich. Jezeli teraz zatlozymy, ze krzywa ptaska spetnia
", 3) i (Z* 2)w [a, 6], to wzory (102) i (132) daja:
(133)

Tw. to mozna uzyska¢ bezposrednio; niech bo-
wiem krzywa r = r(t) lezy na ptaszczyznie n o réw-
naniu R>uo— a¢, gdzie R wyznacza biezacy punkt
ptaszczyzny, u0 0 jest statym wektorem, a0 jest
statg. Skoro krzywa lezy na w, to- jest r(O X u0=auo,
a stad przez rézniczkowanie otrzymuje sie:

(134)

Na mocy (Z*, 2) wynika wedtug | § 5/, ze na mocy
(1341,2) jest u0=c>(r'Ar"), gdzie o == 0 (bo uo4=0);
wreszcie (134J daje (rr Ar") XT" —0, czyli
j a stad wynika (133).

Udowodnimy odwrotne tw.: jezeli krzywa Cspet-
nia {Z, 3) i (Z*, 2) w [a 6] i zwiazek (133), to C
jest krzywa ptaska. Rzeczywiscie z (133) wynika na
mocy (102), ze zachodzi (132), a to scatkowane daje,
ze b jest statym wektorem jednostkowym (a wiec
4= 0), ktéry oznaczymy przez h0. Jest wiec b = b0,
a wiec:

co przez catlkowanie daje r X — c», gdzie c0 ozna-
cza statg; a wiec krzywa lezy na plaszczyznie
R X bo=1¢0 czyli jest ptaska.

10*
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Zauwazmy jeszcze, ze kiedy krzywizna pierw-
sza & z okreélenia swego dla krzywych nieptaskich
byta dodatnia, to skrecenie £ moze by¢ dodatnie,
ujemne lub zerem.

Zbadajmy, jakie wynikng wnioski dla krzywej,
dla ktérej w punkcie Mo jest =0 lub Co<0. Po-
niewaz £ nie zalezy od parametru, wiec przyjmie-
my tuk s jako parametr, przyczem tuk dobierzemy
w ten sposéb, by w Mo bylo s =0O; poniewaz Z nie
zalezy od potozenia krzywej w /Z3, wiec poddamy
krzywg ruchowi euklidesowemu tak, by punkt Mo
przeszedt w poczatek ukiadu, wektory t0, n0, b0
punktu Mo padty odpowiednio na osie vy, z i byly
zgodnie z osiami skierowane. Ze taki ruch (skok)
istnieje i jest jednoznacznie okre$lony, wykazalismy
w | § 2 (str. 15). Wobec tego wektory t0, n0, b0 majag
sktadowe w kierunku osi y, z 0 miarach, uwi-
docznionych w nastepujacej tabelce

0 n0 ho
1 0 TT
y 01 ©OJ
z 0 0 i
Rozwinmy wektor r ($) wedlug Peany az do wy-

razow 3go stopnia; postugujac sie wzorami IIl 105,
otrzymujemy (jest r0 = 0):

(136) «

gdzie dk'.ds0 oznacza warto$¢ pochodnej dlc:ds
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dla s—0 i ¢c-*O, gdy $~>0. Stad i z tabelki (135)
otrzymujemy:

(137)

przyczem q, c2, ¢3 oznaczajg miary sktadowych wek-
tora ¢ w kierunku osi X, Yy, z, nadto potozylismy:

(138).

Poniewaz Zo> 0, &0 4= 0, wiec istnieje 8>0 takie,
ze 1~ c/ jest dodatnie, (W -J- c27) jest tez dodatnie,
tego samego znaku co (—&<f<), gdy
Krzywa (137) bedzie miata wiec ksztatt nie
wiele rézny od ksztattu krzywej:

(13.4)

Dla tej krzywej tatwo wyznaczy¢ kolejno jej rzuty
na ptaszczyzny xy (pt. Scisle styczng w M), yz
(pt. normalng) i xz (pt. prostujagca). Rzuty te po-
dajg rys. 3, 4 i 5u, & na koncu ksiazki. Rys. 3 daje
krzywa;:

(140)

gdy s przechodzi od wartosci ujemnych przez zero
do wartosci dodatnich, to X ma podobng zmiane
znaku i wartosci, ale y jest stale dodatnie, zresztg
rzut ten jest parabola.
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Wyobrazmy sobie obserwatora, ktory stoi na pta-
szczyznie xy, kierunek od stép do gidbw ma byé
zgodny z kierunkiem osi z i niech patrzy w Kkie-
runku osi y na krzywa (niech stopy spoczywaja na
ujemnej poét osi y i dos¢ daleko od poczatku uktadu);
obserwator ten zobaczy krzywa w postaci jej rzutu
na ptaszczyzne xz (rys. 5a, 6):

s3
(140) = V=0, z—-----—~kOC0.

Gdy Co=> 0, zobaczy obserwator krzywa rys. 5 a,
gdy za$ e0<C(), krzywa rys. 5b; strzatki na rys.
oznaczajg kierunek poruszajgcego sie po krzywej
punktu, gdy s wzrasta od wartosci ujemnych przez
zero do wartosci dodatnich. Krzywa C, ktorej rzut
na pt. xz (prostujacg) przedstawia rys. 5a, zowie
sie lewoskretng w otoczeniu punktu Mo (Co> 0);
krzywa C, ktérej rzut na pt. xz (prostujaca) przed-
stawia rys. 5 S, zowie si¢ prawoskretng w otoczeniu
punktu Mo (Co < 0). Gdy wiec Co >0, to krzywa jest
w otoczeniu punktu Mo lewoskretng, gdy zas CO<M,
to jest prawoskretna.

§ 14. Ostateczne wyroéznienie uktadu ru-
chomego. Nawigzujemy do Il § 7 i zachowujemy
oznaczenia tam przyjete. Z pomiedzy ukiadow ru-
chomych xx, x2, X3 wyréozniliSmy w stosunku do
krzywej C ten, ktérego poczatek porusza sie po krzy-
wej C z predkoscia 1 i ktérego 0$ xx schodzi sie
ze styczng skierowang krzywej w poczatku uktadu.
Osie x3, X3 nie zostaty w Il § 7 wyrdznione, uczy-
nimy to obecnie, mozemy bowiem nada¢ im poto-
zenie wyrolznione. Zakladajgc, ze C spetnia (Z, 3)
i (Z* 2) w [a, b], przyjmiemy normalng gtéwng za
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0§ "2' a binormalng za 0$ a3 w punkcie krzywej,
w ktérym znajduje sie poczatek uktadu ruchomego.
Wobec tego dostawy kierunkowe osi uktadu rucho-
mego wzgledem osi nieruchomych beda nastepujace:

(142)

Istnie¢ wiec beda pochodne ciggte rzedu Ig0 dla
funkcyj wzgledem tuku.

Wobec tego wzory | 96 na mocy wzoréw Fre-
neta (111 § 11) daja

jezeli odpowiednio okreslimy znak sumowy £. Pod-
kresimy wynik: jezeli tréjramie ruchome wzdiuz C
ma styczng, normalng gtéwna i binormalng krzy-
wej C (w danym porzadku!) za osie  a%2, to skia-
dowa predkosci katowej ruchu tréjramienia p2=ft.
Z tego skorzystamy w IV § 3d. Wzorom (143) mozna
tez nada¢ posta¢ wektorjalna:

(144) P1=Db2XN"=1Tt=tX3J'I'SB=nX"-

Na mocy (143) wzory Il 71 daja:
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0 A
ds kx4« 1,

docn ["d | dXA
ds

Wzory | 120 daja roéwnanie chwilowej osi $rubo-
wego ruchu unoszenia:

1 — kx2 =—"kk, kxx-{- Cx3=0,

(146)  _ go=kk, A

albo w postaci rozwiagzanej:

(147)  xr—=—Gnx2 = ~K~

co wskazuje na to, ze o$ ta lezy w plaszczyznie
rownolegtej do plaszczyzny prostujacej. Z prosta,
rownolegltg do niej, a lezagcg w plaszczyznie pro-
stujacej, zwang linjg prostujgca, zapozna sie czy-
telnik w rozdz. IV. Zauwazmy, ze ruch Srubowy
unoszenia bedzie sie wzdtuz C t. zn. dla kazdego
punktu krzywej C redukowat do czystego obrotu
(t. j. bez translacji w kierunku osi ruchu srubowego),
gdy (zob. | 106) bedzie k = co zachodzi¢ bedzie,
gdy jest ¢ 0 czyli gdy krzywa jest ptaska, co zre-
sztg intuicyjnie jest zrozumiate.

Punkt xx, x2, x3, ktérego predkosci podaje (145)
opisuje w A krzywg Cl5 ktorej tuk sx obliczymy.
Ot6z wektor predkosci punktu X{ ma dtugos¢ réwna

ale dhlugos¢ wektora predkosci réwna sie

\dsl: dt\ =\dsl: ds\, gdzie wiasnie oznacza tuk
toru opisanego przez punkt ruchomy X{. Przyjmu-
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jac, ze Sj rosnie ze wzrostem luku s, otrzymamy:

(148)

Rozwazmy z kolei nieruchome elementy. Punkt
nieruchomy w R3 bedzie miat ruch pozorny wo-
bec uktadu ruchomego. Kiadac w (145) skiadowe
=0 (i—1, 2, 3), otrzymujemy warunki na punkt
nieruchomy:

dxr

ds
(149) ¢ a3

ds

sg to t. zw. rownanial Cesaro dla nieruchomego
punktu w H3

Warunki na stato$¢ wektora (co do dtugosci
i kierunku) wyprowadziliSmy w ogdélnym przypadku
w | § 11. Rachunek ten powtérzymy teraz z ta-
twoscig wskutek wyréznienia uktadu ruchomego.
Wzory | (125), (126) i teraz napisa¢ nalezy. Wzor |
(125) podaje rozktad wektora w w kierunku osi
uktadu ruchomego; ale ex—t, e2=:n, e3 =Dh, wiec
na mocy Il § 11 mamy:

dc%
ds

co zresztg jest zgodne z | 129, 103 i Il 143. Wobec
tego otrzymamy:

Ci+ Ce3), -—

I Warunki te odpowiadajg t. zw. rézniczkowym wa-
runkom identycznosci w uogoélnionej geometrji natural-
nej. Zob. Kowalewski: Allgemeine nattirliche Geometrie
und Liesche Transformationsgruppen (1931).
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(151)

Stad wynika, ze wektor niezmienny co do dtugosci
i kierunku spetnia warunki:

Sg to réwnania | 133 przy uwzglednieniu Il 143.
Stad juz tatwo poda¢ warunki, by prosta lub pta-
szczyzna byty nieruchome. Wedtug | 72 réwnaniu
prostej mozna nada¢ postac:

(153)

gdzie a jest jednostkowym wektorem, lezgcym na
prostej, nadto a, h dajg Pliickerowskie wspétrzedne
prostej, tedy bl —x2°a3— x3°a2, h2=x3°al—xl°a3,
b3 = x1°a2— x£ax, przyczem X? oznacza punkt na
prostej dowolnie obrany. Otéz (149) i (152) dadza
warunki nieruchomosci punktuj i wektora a; po
tatwym rachunku otrzymuje sie:

(154)

Wreszcie podajmy warunki, by ptaszczyzna byta
nieruchoma. Réwnanie ptaszczyzny napiszemy w po-
staci >t<XiWi=p, gdzie w oznacza staty wektor
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niezerowy, nadto skalar p == | przyczem Xi°

daje punkt na ptaszczyznie, dowolnie obrany. Pla-
szczyzna bedzie nieruchoma (a wiec bedzie miata
ruch pozorny wzgledem uktadu nieruchomego), gdy
wektor w bedzie nieruchomym czyli gdy beda spet-
nione wzory (152), ponadto Xi° ma by¢ punktem
nieruchomym; wobec tego otrzymamy:

Uwaga. Dla elementéw nieruchomych istnieja
ciggte pochodne we wzorach (149), (152), (154),
(155), gdyz krzywa spetnia warunki (Z, 3) i (Z*, 2)
w [8i, $2I" Jezeli bowiem punkt nieruchomy ma
wspoétrzedne X{ wzgledem uk¥adu ruchomego, a X?
wzgledem uktadu nieruchomego, to jest:

3
(156) #< = X aki (xk* — akj) =1, 2, 3),
fe=l

przyczem al4, a24, ul4 sa to wspdtrzedne poczatku
uktadu ruchomego, a wiec punktu krzywej w ukia-
dzie nieruchomym, aki (i,k= 1,2, 3) daje tabelka
(142) ; "i4 majg ciggte pochodne rzedu 3g0, a pozostate

maja pochodne ciggte rzedu lgo (wedtug wzo-
réow Freneta), X{* sg stale, wiec Xi majg pochodne
rzedu Ig0 ciagte. Podobny dowdéd przeprowadzi czy-
telnik dla w, b i p.

W?zory obecnego paragrafu (zwtaszcza wzory 145)
pozwalaja rozwigza¢ zagadnienie nastepujgce: dana
krzywa C, spetniajaca (/> 3) i {Z*, 2) w [s4, s2]
na tuk s; znalez¢ wihasnosci (geometryczne) ruchu
tréjramienia (t, n, b), ruchomego wzdtuz C. Oczy-
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wiscie wzory obecnego paragrafu wraz z wzorami
Freneta pozwalajg niekiedy rozwigza¢ zagadnienie
odwrotne, bardziej interesujgce: z pewnych (geome-
trycznych) wiasnosci ruchu tréjramienia wyznaczy¢
krzywa C. Zagadnieniami takiemi zajmowac sie be-
dziemy w rozdz. IV.

Uwaga. Wsp6trzedne Xi punktu P wzgledem ru-
chomego ukladu zaleza od potozenia poczatku M
uktadu na C i od orjentacji tréjramienia t, n, b,
a wiec zalezg od tego, co czesto w geometrycznych
rozwazaniach zowie sie ,.elementem™ krzywej rze-
du 2go (punkt wraz z tréjramieniem), nalezacem do
punktu M. Mozna wiec uwaza¢ Xi za wspOtrzedne
punktu P wzgledem pewnego ,elementu” krzywej
(elementu rzedu 290, przyczem podkreslamy, ze ter-
min dopieroco zostat uzyty w innem znaczeniu, niz
W niniejszej ksigzce). Nietrudno zauwazyc¢, ze jest

rrl==MPXt, *2= MPXn, #3= MPXI>.

Jezeli wiec krzywg C i punkt P poddamy temu sa-
memu ruchowi euklidesowemu, to sie xly x2, x3 nie
zmienig. Widzimy zatem, ze Xi sg trzema niezmien-
nikami punktu P i elementu rzedu 290, wybranego
na krzywej C.

§ 15. Dwa ruchome uktady. Ze wzgledu na
cigg dalszy (IV 8§ 3d) oprécz dotychczasowego trdj-
ramienia T (xIt x2, x3), ktérego poczatek  posuwa
sie po krzywej U, wezmiemy zigczone z niein troj-
ramie 'T (rys. 6 a, b) o poczatku 'M, lezagcym na x2\
nadto niech nowa 0$ 'x2 lezy na dawnej X2, moze
by¢ zgodnie z x2 skierowana (rys. 6 a) lub nie-
zgodnie (rys. 6 8). Niech o0$ rxx tworzy z osig xx kat

m = (an™J, liczony w Kkierunku obrotéw na pia-
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szczyznie #3) [a wiec od x3 ku x! po kacie pro-
stym]. Ten kat co moze by¢ zaleznym od potozenia
punktu M na C, a wiec moze by¢ funkcja tuku s
krzywej C, oczywiscie z ciagta pochodng wzgledem s.
tatwo stwierdzi czytelnik réwnosci, bedace prostym
whioskiem z pierwszej:

(157)

gdzie e =-j- 1, gdy .r2i sg zgodnie skierowane,
a e=—1, gdy o2 i ".r2 sa niezgodnie skierowane.
Otrzymamyl:

gdzie u oznacza miare wektora MIM na x2 czyli 2
M'M = ue2.

Poniewaz wspo6trzedne punktu P wzgledem ukia-
du nieruchomego sg wiec wsta-

wiajac tu (158) otrzymamy:
gdzie jest:
(159)

| Zamiast © mozna wprowadzi¢ kat )
2 Wektor el jest jednostkowym, lezagcym na osi
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Zatézmy, ze u zalezy od AT jako funkcja tuku s
krzywej C ma ciggta pochodnag w [sx, s2. Wpro-
wadzmy wielkosci 'pi (i—I, 2, 3), obliczone ana-
logicznie do | 96, oraz analogicznie do 1 99.
Z Yatwoscig stwierdzamy, ze jest na mocy (159) i | 3:

(160)

We wzorach tych, ktére wyprowadziliSmy w przy-
padku ogélnym, potdézmy px = p2—0, p3=fc,
A4—1, M =7"3=0, a otrzymamy:

(161)

lezeli np. co — Const lub u—Const, to wzory te
w dalszym ciggu sie upraszczajg, zresztg zob. 1V § 3 d.
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Rozdziat V.
Dalsze zagadnienia.

§ 1. Rozwazania graniczne. W 11 §2, Ill § 3,
§ 5 8 10 § 12 podalismy kilka przyktadéw t. zw.
rozwazan granicznych, obecnie podamy dalsze:

a) Plaszczyzna styczna. Na krzywej C, speknia-
jacej w [a, 0] obierzmy punkt
i przezen plaszczyzne styczna (t. zn. ptaszczyzne
przez styczna punktu a wiec o réwnaniu:

gdzie u oznacza wektor , taki, ze jest

Obliczmy odlegtos¢ 5 punktu M (i) krzywej C od
Jest, jak wiadomo z geometrji analitycznej:

Rozwijajac r wedtug Peany az do wyrazow 3g0
stopnia, otrzymujemy na mocy (2)

gdzie a >0, gdy Widocznie nalezy odrézni¢
dwa przypadki: albo jest albo jest

W pierwszym przypadku jest nieskonczenie matg
rzedu 2go wzgledem W drugim za$ przy-
padku mamy:
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6 =
©) (t 10 3 uxU
a wiec 8 jest nieskoniczenie matg rzedu conajmniej 3go.

Aby taka ptaszczyzne x znalezé, trzeba zna-
lez¢ u z réwnan (2) i (6). W mysl 18 5F od-
réznimy dwa przypadki: albo te réwnania sg od
siebie zalezne albo niezalezne. Pierwszy przypadek
zachodzi, gdy r//\to" =0, wtedy (Z*, 2) nie jest
spetnione, punkt Mo zowie sie osobliwym (krzywej
lub jej przedstawienia parametrycznego). [Przypa-
dek ten zachodzi, gdy albo (5) jest identycznie co
do u spetnione, a wiec V0" =0, albo gdy (5) jest
nastepstwem réwnania (2)].

Drugi przypadek t. j. przypadek niezaleznosci réw-
nan (2) i (5) zachodzi, gdy jest r/ A r0" 5= 0, co
jest zgodne z (Z*, 2); stosujac | § 5F otrzymujemy
u=o (r/ A r/)> gdzie skalar o 5= 0, bo ma by¢ u ={= 0-

Przy tej wartosci na u ptaszczyzna n jest pta-
szczyzng SciSle styczng. Temsamem znalezlismy
pewng wiasnos¢ plaszczyzny Scisle stycznej, ktorg
czytelnik z tatwoscig wystowi.

b) Plaszczyzne Scisle styczng mozna okresli¢ ina-
czej, niz w 111 § 3. Najpierw udowodnimy tw. po-
mocnicze: przy zatozeniach (Z, 2) i (Z*, 2) v? [a, ],
istnieje dla kazdego t0 z [a, liczba A>0 taka,
ze zadne trzy rézne punkty A t2, t3 z przedziatow
[a, 6], [to—d0, 10-j-50] nie leza na jednej prostej.

Dla dowodu niewprost zatozymy istnienie nie-
skonczonego ciagu tréjek liczb e, e, e, ktdie to
trojki dla kazdego v==lI, 2, ... dajg trzy punkty
M* (t)), (tE), M.' (t.j) krzywej, lezace na jednej
prostej Zv, zaleznej od v. Mozemy zatozy¢, ze jest
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< e < e’ nadtO ma by¢ e to, gdy v- >00.
Niech: R =rT -|- o (r7T— r7) bedzie rbwnaniem pro-
stej przez M'[ ; z zalozenia istnie¢ bedzie liczba
taka, ze jest:
()
skad wynika, ze
@)
Woprowadzmy wektor:
9)
Stad i z (8) wynika, ze jest
(10)

Obliczmy jeszcze pochodne:
(L)
Oznaczmy przez u7, u7, ul miary skladowych

wektora u' w Kierunku osi Y, na mocy (10)
mamy:

skad na mocy tw. Rolle'lgo wynika, ze istniejg
liczby 7, o7 o wiasnosci

(12)

Z (12) wynika jeszcze, ze istnieje liczba 27 o wia-
snosci

A. Hoborski: Teorja krzywych'I. 11
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przyczem druga pochodng u™" nalezy obliczy¢ z (11);
jest wiec

pierwszy wiersz przeksztalcamy na mocy rozwi-
niecia Peany az do wyrazow lIgo rzedu, poczem

wyznacznik upraszczamy przez e———otrzy-
mujemy:

(14)

Gdy wiec WO-
bec czego (14) daje

(15)

gdyz takze Podobng drogg otrzymamy:
(16)

(15) i (16) dajg wiec wbrew

Temsamem tw. udowodnione.

Obecnie podamy okreslenie ptaszczyzny Scisle
stycznej do C w Mo, odmienne, niz w 1l1 § 3, mia-
nowicie definjujemy ja jako plaszczyzne, ktora jest
graniczng ptaszczyzny n, przechodzacej przez wspo-
mniane punkty JA, J/2 3/3 krzywej, gdy Mi= Mo

Wobec tw. pomocniczego ptaszczyzna n bedzie
okre$lona, gdy JA sg dos$¢ bliskie Mo. Roéwnanie
ptaszczyzny n bedzie miato postaé:

(17
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tw. pomocnicze bowiem orzeka, ze jest (r2—rjA

A(r3—r2) == 0. Wezmy okreslony (zresztg dowolny)

punkt ptaszczyzny 7, wyznaczony przez R, spel-

niajgcy wiec (17) i utworzmy skalar:

(18)

Widoczne, ze jest F (fj —0, F(t2) =0, a na mocy

(17) takze A(Q =0O. Mozemy znbw przyjac, ze jest
Na mocy tw. Rolle’go istnie¢ beda liczby

o wiasnosciach:

Ale jest:

Dla kazdego wiec punktu ptaszczyzny Jt, wyzna-
czonego przez R, istnieje liczba p taka, ze jest
(19)

Rozwijajac wedlug Peany r2 az do wyrazéw
rzedu 17 i skracajgc przez t2—tx == 0, otrzymu-
jemy zamiast (19):

(20)

przyczem a >0, p*”, gdy t*-"o i t3-+lo. Obok

(20) wezmy ptaszczyzne n0 o réwnaniu:

(21)

(jest to plaszczyzna Scisle styczna wedtug Il 83);

wykazemy, ze jest granicznem potozeniem ptaszczy-

zny Jt. Jezeli przez e» oznaczymy wektor jednost-

kowy, lezacy na osi i z nig zgodnie skierowany, to
i jest miarg sktadowej wektora r/Ar/

u_
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wzdtuz osi Xi. Poniewaz jest r/A xo" 4= 0, wiec ist-
nieje wskaznik (co najmniej jeden) i, dla ktérego jest
(22)

pozostate dwie poza i t liczb 1, 2, 3 oznaczmy
przez j, l. Z powodu ciggtosci i (22) istnieje 8 =0
takie, ze jest:

(23)

gdy Pi—fol <8, \t3— 10| <<6. Wobec (22) i (23)
mozna (20) rozwigza¢ na Xi, a (21) na X*; bedzie:

(24)

przyczem — jak tatwo widzie¢ — jest
v >V0, gdy to, t3->to. Ot6z wezmy na n punkt P
0 wspoétrzednych X, X, X, a na n0 punkt P*

0 wspoétrzednych X* — %i* — a X* ma byc¢
takie, jakie wypada z (242). Nie zmieniajagc X, X»
otrzymamy; X~>X*, gdy t"-"to, Ale i od-

wrotnie nietrudno czytelnik wykaze, ze kazdy punkt
ptaszczyzny n0 jest granicznem potozeniem odpo-
wiedniego punktu na n. Temsamem tw. udowodnione.

Przy okresleniu ptaszczyzny Scisle stycznej, po-
danem w 111 § 3, obecne rozwazania orzekajg pewna
wiasnos¢ plaszczyzny Scisle styczne;j.

c) Wyznaczmy rzad odlegtosci punktu krzywej
od stycznej. Niech krzywa C spetnia (Z, 2) i (Z*, 2)
w [sj, s2] na tuk s. Styczna p0 w Mo (s0) ma row-
nanie R = ro-f- 0t0; by znalez¢ odlegto$¢ 8 punktu
M (s) na C od stycznej w przeprowadzmy pta-
szczyzne przez M, prostopadig do p0; jej rowna-
nie bedzie (R—r) X —0; punkt P przeciecia
prostej Po i ptaszczyzny n oznaczymy, gdy znaj-
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dziemy < z réwnosci (ro-j-oto— r)><X—0; otéz
otrzymuje sie o= (r—r0) X to. Odlegtos¢ S jest
dtugosciag wektora
wiec na mocy | 7'

Wynik ten mozna byto wprost napisa¢, bo MP=
= MMO. sin ¢p, gdzie ¢p oznacza kat miedzy po i wek-
torem MMo. Rozwijajac r wedtug Peany az do wy-
razéw rzedu 2go mamy na mocy Il 67 i 104:

(25)

wskutek czego jest:

przyczem c->0, gdy s~>s0. Stad wynika, ze:
(26)

a wiec 0 jest nieskoriczenie matg rzedu 2go wzgle-
dem (s— So).

d) Kula Scisle styczna. Wezmy pod uwage zbior
(Z) kul, przechodzacych przez punkt Mo(so) krzy-
wej C, [spetniajacej (Z, 4) i (Z*, 2) w [sx, s2l na
tuk s] i stycznych do C w Mo, [co znaczy, ze kule
beda styczne do stycznej p0 krzywej C w Mo], Stad
wynika, ze srodki kul zbioru Z leza na ptaszczy-
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znie n0 normalnej do C w Mo. Postugujac sie me
toda wektorjalng, spostrzegamy, ze Srodek kuli ze
zbioru Z wyznaczony bedzie przez wektor:

@7

Liczby u0, v0 wyznaczajg potozenie srodka kuli na no.
Obierajac dowolnie u0, v0, otrzymamy wszystkie kule
zbioru Z. Jezeli R wyznacza biezacy punkt kuli, to
rownanie kuli bedzie:

(28)

przyczem p0 jest promieniem kuli. Obliczmy odle-
gtos¢ 6 punktu J/(s) krzywej C od kuli (28). Jezeli
srodek rozwazanej kuli oznaczymy przez Ao, to jest

ale dtugosci MAO, MOAO dajg sie tatwo wyrazié, jest
bowiem MAJ = a0—r, MOAJ) = a0— r0, wiec

stad tatwo obliczymy 5; w tym celu okre$lmy funkcje:
(29)
Poniewaz /7?(s0)=0, wiec

(30)

Dla rozwiniecia F (s) obliczjny, postugujac sie

wzorami Freneta, pochodng
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Jezeli obierzemy odtad $rodek kuli Ao na prostej
biegunowej punktu Mo czyli:

@31

to jest tez druga pochodna funkcji F w s0 réwna
zeru. Obliczmy wiec dalszg pochodna:

Zatozmy, ze jest 4= 0, wtedy mozna obra¢ vO\
(32)

tak, iz takze trzecia pochodna w s0 bedzie zerem.
Rozwiniecie Peany funkcji F (s) przy wartosciach
(31) i (32) rozpocznie sie zatem od wyrazu 490 rzedu.
Jest wiec wtedy:

(33)
gdzie
(34)

Kule, dla ktérej w0, vo, p0 wyznaczajg (31), (32)
1 (34), nazywa sie kulg scisle styczng do C w Mo.
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Liczbe p0 zowie sie promieniem krzywizny kulistej
(sferycznej) krzywej Cw Mo, (1: pj zowie sie krzy-
wizng kulistg krzywej C w srodek Ao kuli Sci-
Sle stycznej zowie sie srodkiem krzywizny kulistej
krzywej C w Mo (lub nalezacy do Mo). Wzér (33)
wykazuje, ze 5 jest nieskonczenie malg rzedu co-
najmniej 4> wzgledem (s— sj).

Dodajmy, ze, jezeli Cspetnia (Z, 4), (Z*, 2) i nie-
réwnos¢ £=$=0 w [a, b], to C posiada w kazdym
punkcie kule Scisle styczna.l

Do zagadnienia tego powrdcimy ponizej (IV § 3 b).
Zapiszmy jeszcze, ze kula $cisle styczna ma $rodek,
wyznaczony przez wektor:

(35 al=r+ n—— ho

8§ 2. Przykiady, a) Damy przyklad na to, ze
dopuszczalna zmiana parametru moze zmniegjszy¢
rozwazany tuk na krzywej (zob. | § 3). W tym celu
wezmy pod uwage odcinek osi a?

(36) X=\[1—1t2, y=2z=0;

na t wolno nadawa¢ wartosci, spetniajace zwigzek
— 2 <=32 i wtedy punkt X, y, z opisuje odcinek (36)
dwukrotnie; gdy chodzi o ciggtos¢ pochodnych, to
trzeba zatozyé, ze—2 <3 <2; wprowadzmy no-
wy parametr t* przez podstawienie t=cos t*. Na t*
wolno nadawac¢ wartosci z otwartego przedziatu (0, ?t);
przez to punkt o wspoOtrzednych x — 4 — cos 2£* ,
y —z =0 przebiega otwarty odcinek na osi X, sie-

I Znaczenie nazwy elementow ,,Scisle stycznych” (pta-

szczyzna, kula) nie moze by¢ wyjasnione na tern miejscu,
bo ono wymaga wyktadu teorji stycznosci.
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gajacy od x =\3 do x=2. Odcinek ("B, 2) jest
czescig odcinka [0, 2], czy tez (0, 2).

b) Zwyczajna linja Srubowa jest to krzywa, kt6-
rej rbwnania przy odpowiednim wyborze ortogo-
nalnego uktadu Kartezjusza, oraz zmiennej t mozna
przyja¢ pod postacig
(37) @? =acos/, 2 = «sin/, z—ct,

gdzie a, ¢ oznaczajg state, przyczem a=0, c 4= 0;
stata a zowie sie parametrem linji Srubowej, |2nc|
zowie sie krokiem linji Srubowej (zmieniajac bo-
wiem t od 0 do 2~, widzimy, ze z zmienia sie 0 2~C).
Na t wolno przyja¢ dowolny przedziat [ao, b0], Z (37)
mamy

(38) X2 y2-=mal

a wiec punkty linji (37) lezg na walcu kotowym
(obrotowym) (38). Krzywa (37) powstaje, gdy na
walcu kotowym (38) nawiniemy kat ostry ¢ w ten
sposob, ze jedno ramie kata nawija sie wzdtuz ko-
towego przekroju walca z ptaszczyznag (xy); wierz-
chotek kata ma pas¢ na punkt (a, 0, 0); wtedy drugie
ramie kgta nawija sie na walcu wzdtuz linji (37).
Miedzy a, c, ¢p istnieje prosty zwigzek: ¢ = =+ atgcp.
Obliczmy pochodne:

X' ——asint, y' =acos/, z' =c,
X" =—acost, y' =—«sint, z" =0;
X" —asin/, y™ acos/, 2" =0.

Krzywa (37) spetnia (Z, n), gdzie n oznacza do-
wolng liczbe naturalng, spetnia tez (Z*, 2), bo jest

—asin/, acos/
—acos/, —asin/
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Krzywa ma okreslony tuk:

a2 cdt=t\]c2 c2 0,

gdzie s0' oznacza statg. Dostawy stycznej bedg wiec
nastepujace

. dx_—asintdt__ asint
(39) ds dtja2-]~c2 ~az-\-c?
r acost | c
P \jad 4“ c2 a2 «c

Styczna ta tworzy wiec z osig z staly kat, a wiec
jest tez nachylona pod statym katem do ptaszczyzny
(X, y) — jak to zreszta wynika z nawijania kata na
walec (38). Obliczmy dostawy normalnej gtownej
wedtug 11 42

(40) a* —=— cost, 3*=:—sinz, y* =0.

A wiec normalna gtéwna jest stale prostopadta do
osi z czyli réwnolegta do plaszczyzny (x, y). Row-
nania normalnej gtéwnej w punkcie t sg nastepujace:
(41) x=(a——o0)cos y=(a—0)sint, z=ct,
przyczem t jest state, a g zmienia si¢ wzdtuz nor-
malnej. Kladac g = a otrzymujemy x—0, y =0,
z =ct czyli punkt osiz; a wiec normalna gtéwna
trafia o$ z. Dostawy binormalnej sa:
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A wiec binormalne tworzg staty kat z osig z. Styczna
linji Srubowej, jak i binormalna sg styczne do walca
(38). Obliczmy teraz obie krzywizny linji $rubowej:
pierwsza wedtug (11l 694), druga wedtug Il 119:

(43)

Widzimy wiec, ze znak statej ¢ decyduje o znaku
liczby C, a wiec o statej lewo lub prawoskretnosci
linji $rubowej. Obie krzywizny linji srubowej sag
stale (i obie rézne od zera); stosunek obu krzy-
wizn (£: k) jest przeto staly (co zresztg na razie
jest wynikiem banalnym). Z (34) wynika, ze krzy-
wizna sferyczna linji Srubowej rowna sie jej pierw-
szej krzywiznie.

Udowodnimy (czeSciowo odwrotne) twierdzenie:
jezeli krzywa C spetnia {Z, 3) i {Z*, 2) w [a, 9]
i jezeli ma statg pierwsza krzywizne (= 0) i drugg
krzywizne stalg i == 0, t° Jes" zwyczajng linjg $ru-
bowa. Dla dowodu wezmy 2gi wzor Freneta

(44)
poniewaz z zatozenia & i £ sg state, wiec istnie¢

bedzie pochodna prawej strony, a wiec takze i le-
wej strony; na mocy lgo i 3g0 wzoru Freneta jest:

czyli
(45) ~-~M-m2n=0 Mm=\k c2>0);

jest to réwnanie rozniczkowe o statym wspoiczyn-



172 IV § 2

niku m>0. Ot6z wiadomo,! ze istniejg dwa state
wektory A, B [state t. zn. o statym Kierunku i statej
dtugosci, ale swobodne t. zn. o dowolnym (na razie)
poczatku] takie, ze jest

(46)

0golng catkg réwnania (45). Ale jest

a to daje:

(47)

identycznie co do s. Udowodnimy tiv. pomocnicze:
jezeli przy statych k, |i, v zachodzi identycznos¢;
(48)
iv przedziale (<pl? <2) na <p, gdzie cpi<cp2, t° jest
, Rzeczywiscie, zastepujgc prawa stro-

ne przez coscp-|-sin2 otrzymujemy identycznos¢
(X— 1) cos2¢ -f- 2psin ¢ cos < -f- (vV— 1) sin2¢cp=0,
skad juz tatwo wynika X =1, p. =0, v = 1. Wobec
tego tw. pomocniczego (47) daje:
(49)

Znalaziszy n, calkujemy pierwsze réwnanie Fre-
neta:

(50)

by znalez¢ t. Istnieje tedy staty wektor C taki, ze jest:
(51)

1 Zob. A. Hoborski: Wyzsza Matematyka. Cz Il, str. 745.
Jezeli czytelnikowi powyzsze rozumowanie wektorjalne
sprawia trudnos$¢, niech czytelnik przejdzie do dostaw
«

p*’ y*.



www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



IV § 2 173

Poniewaz jest t)~t = 1, wigc otrzymujemy:

co na mocy (49) redukuje sie do identycznosci:

(52)

Ale tatwo udowodni¢ tiv. pomocnicze: jezeli przy
statych \ p., v zachodzi identycznos¢

iv przedziale (<pl? cp2), gdzie g>i<<p2>t°® Jest
Stad (52) daje warunki na C:

(53)

Stad na podstawie | § 5/"otrzymujemy:
przyczem na 0 mamy na podstawie | 77, poniewaz

warunek:

Warunki (53) zastepuje jeden:
(54)
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Zadecydujemy, czy e = -f- 1, czy tez e =— 1. Ot6z
majac tin, okres$limy b, przy pomocy wzoru 1 71:

Stad trzeci wzér Freneta daje:

a to daje e =—=—1. Wobec tego mamy:
(55)

przyczem state wektory A, B spetniajg (49). Aby
wreszcie wyznaczy¢ krzywa, catkujemy Oty wzoér
Freneta:

(56)

gdzie r0 oznacza staty wektor. Wezmy teraz pod
uwage krzywa, ktéra otrzymamy z (56) przez szcze-
golny wybor wektoréw A, B, r0. Ot6z miary skia-
dowych w Kierunku osi x,y,z podaje tabelka:
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X Yy z
M 0 0 O
A -1, 0 O
B 0,-1, 0

Widoczne, ze (49) jest wtedy spetnione i dla po-
wyzszych wektoréw A, B, r0 otrzymamy réwnanie
krzywej.

(58)

Jest to krzywa (37), dla ktorej
B9 a——, ¢ I=ms, m=\lJ2-\-€2.

Jest to wiec zwyczajna linja Srubowa i, jak wyka-
zujg wzory (43), o krzywiznach i Z

Mozna tatwo wykazaé¢, iz odpowiedni wybor
uktadu wspoétrzednych daje z (56) réwnania (58).
Dos¢ bowiem obra¢ nastepujacy uktad osi (x,y, z):
poczatek uktadu w punkcie, wyznaczonym przez ro,
wskutek tego bedzie <> =0, 0§ X obierzmy réwno-
legle do A i nadajmy jej kierunek przeciwny, niz A;
wskutek tego miary skladowych wektora A beda
(—1, 0, 0); o$ y obierzmy réwnolegle do B i prze-
ciwnie skierujmy, niz B, wreszcie 0§ z obierzmy
prostopadle do osi x iy i tak, by osie X, y, z two-
rzyty uktad prawoskretny.

Nadto zauwazmy, ze (56) i (58) daja:

r=r3— XX— BK-HAAB) Z,

co na mocy | 65 ter wykazuje, iz krzywa (56) po-
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wstaje z (58) przez ruch euklidesowy; dos¢ bowiem
przyja¢ bi = —A, b2 =— B, by otrzymaé tez
165 quat. Wykazalismy wiec tw. w zupetnosci,! oraz
udowodnilismy, ze dwie ,zwyczajne Imje Srubowe,
majace tesama pierwsza i tesama druga krzywizne,
sg na siebie nakfadalne.

Udowodnimy z kolei tw.: miejsce geometryczne
srodkéw pierwszej krzywizny zwyczajnej linji $ru-
bowej jest réwniez zwyczajna linjg Srubowg o tym-
samym kroku, ale o innym parametrze.

Rzeczywiscie réwnaniem tego miejsca geom. jest
réwnanie:

ri=r+ "\n,

co w ukladzie Kartezjusza daje na mocy wzoréw
37, 40 i 43:

Xz, =--mme- cos t — — cos (Z-4--),,
a a

)
yi=——sin t= Ssin (Z-j-n), = ¢ (Z-f-01).

Znajdzmy miejsce geometryczne punktow prze-
ciecia stycznych do krzywej (37) z ptaszczyzna X, y.
Ot6z styczng okres$lajg réwnania:

X —a (cos Z— 6sin 2),

y = «(sin’ -j- 0 cos Z), z=c(t-\-c>),
przyczem o oznacza parametr zmienny wzdtuz stycz-
nej. Dla punktéw plaszczyzny X,y jest z=O0 czyli
0 = — i, wskutek czego otrzymujemy:

(61bis) x=a (cosZ-j-Zsin Z), y=a(sinl—Zcosz), z=0.

I Prawdopodobnie dowod, w powyzszy sposob przed-
stawiony, nie by} dotad ogtoszony.
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Jest to krzywa, ktoérg poznamy w IV § 3 a, jako
rozwijajaca kota, bedacego tu kierownica walca (38).
Na zakonczenie zauwazmy, ze krzywa (37) prze-
cina tworzgce walca (38) pod statym katem (ostrym).
¢) Zajmijmy sie krzywa:
(62) x—aeptcost, y=aeptsinz, z = epi,
przyczem a, p oznaczajg state == 0. Niech czytelnik
poréwna (62) z (37) i stwierdzi pewng modyfikacje,
ktorej nastepstwa bedg interesujgce. Z (62) otrzy-
mujemy:
(63) x2-\-y2 — a2z,
co jest rownaniem stozka kotowego, ktérego $rodek
(wierzchotek) lezy w poczatku uktadu i ktérego osig
jest 0§ z. A wiec krzywa (62) lezy na stozku (63).
Poprowadzmy teraz przez kazdy punkt krzywej (62)
prostg prostopadtg do ptaszczyzny (X, y); proste te
utworzg walec, ktérego sg tworzacemi; kierownica
tego walca jest krzywa, bedaca rzutem krzywej (62)
na ptaszczyzne (X, y). By scharakteryzowac ten rzut,
wprowadzmy na pt. (X, y), ukiad biegunowy (p, cp),
bedzie wiec:
(64) pcoscp=aeptcost, psincp = aeptsint.
Biorgc punkty krzywej (64), dla ktérych jest cos t=£0,
mamy z (64) przez dzielenie tgcp =tgl, co pozwala
nam przyja¢ ¢ =t. Gdy cos| =0, to otrzymujemy
pcoscp =0, psinc =0, a wiec cosep =0, co jest
zgodne ze zwigzkiem cp=/. Wobec tego (64) daje:
(65) p—aept = ae*"?;
rownanie to okresla spiralng logarytmiczna.l A wiec
krzywa (62) lezy na walcu, ktérej kierownicg jest

| Zob. ponizej przykiad, pod e).
A. Hoborski: Teorja krzywych . 12



178 IV § 2

spiralna logarytmiczna ptaszczyzny (#, //); tworzgce

walca sg réwnolegte do osi z. Wskutek tego krzywa

(62) jest przecieciem tego walca ze stozkiem (6.3).
Obliczmy pochodne pierwsze dla (62):

(66)

Stad wynika suma

(67)

a wiec spetnione jest zatozenie (Z*, 1); krzywa (62)
ma wiec okres$long stycznag, ktérej dostawe Kkie-
runkowa wzgl. osi z obliczymy:

dostawa ta jest stata, a wiec styczne do (62) tworza
staty kat z osig (2).
Obliczmy drugie pochodne i sumy:
(88)
stad i z (67) otrzymujemy
(89)

a wiec krzywa (62) spetnia (Z*, 2), ma zatem okre-
$lone krzywizny Tt i Szczegbétowy rachunek daje
wedtug 111 69 i Il 119:

(70)
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Stad widoczne, ze i wprawdzie &, Z zmie-
niaja sie od punktu do punktu krzywej, ale w ten
sposéb, ze jest

(1)

co dla zwyczajnej linji Srubowej réwniez zachodzi.
Wykazmy jeszcze, ze krzywa (62) przecina podsta-
tym katem tworzace stozka (63). (Zob. IV § 8, zag. 23).
Jezeliu, w oznaczajg dostawy tworzgcej stozka
(63), to jest
(72)
nadto réwnania tworzacej sa:
(73)
Wyrachujemy w, f, w. Tworzaca lezy na stozku,
wiec (63) daje u2-j-v2 = a2w?, stad i z (7$) otrzy-
mujemy:

a wiec istniejel kgt X taki, ze jest

Réwnania (73) tworzacej bedg wiec nastepujace

(74

Wzdtuz tworzacej jest o zmienne, X za$ state.

| Zob. A. Hoborski: Wyzsza Matematyka. Cz. 1. (1928),
str. 424,

12*
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Twierdzimy, ze zbiér tworzacych (74), dla kto-
rych jest e =—1, miesci sie w zbiorze tworza-
cych, dla ktérych jest e = -+-1. Rzeczywiscie, gdy

, to kiadziemy
a otrzymamy

co jest tworzaca (74), dla ktorej jest e =-j-1. Przyj-
miemy wiec e= 1 w (74) i temsamem otrzy-
mamy wszystkie tworzace stozka (63). Znajdzmy
tworzaca, ktora przechodzi przez punkt t krzywej
(62) i zarazem wyszukajmy punkt o na tej tworzace;j.
Znaczy to, ze mamy na o i k rozwigza¢ réwnania:

co nam dajes —ept 1 a2, cosX =cosi, sinX =
= sin t; wobec czego mozemy przyjg¢ k=t Obliczmy
teraz dostawe kata cp, pod jakim tworzgca przecina
krzywa; bedzie:

| ta wlasno$¢ wskazuje droge, na ktérej wyznaczy-
lismy krzywa (62) dla przykiadu.

Krzywa (62) ma kilka wikasnosci wspdlnych ze
zwyczajng linjg Srubowag; 1) istnieje staty kierunek
(mianowicie kierunek osi z), z ktérym styczna two-
rzy staty kat; 2) druga krzywizna jest 4=0; 3) sto-
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sunek obu krzywizn jest staty. Oczywiscie powstaje
zagadnienie zaleznosci wzajemnej tych wiasnosci—
zagadnieniem tern zajmiemy sie w nastepnym pa-
ragrafie. Krzywa (62) zowie sie linja Srubowg wal-
cowo-stozkowa.

d) Damy teraz przyktad krzywej, ktora spetnia
(Z, 3) i (Z* 1), a nie spehlia (Z*, 2) w pewnym
punkcie. Niech bedzie dana krzywa, jako przeciecie
dwoch walcow:

(75) Wl y= AV V4

Kladgc x =1, otrzymamy dla tej krzywej

stad: ;r'=1,/=22, X"'=0,y"=2t,

Stad widoczne, ze (Z, 3) i (Z*, 1) sg speinione,
a (Z*, 2) nie jest spetnione dla t =0, a jest spet-
nione dla t 4= 0. Wezmy w szczegOlnosci punkt Mly
nalezacy do wartosci t— 1; punkt ten jest regu-
larnym. Potézmy jednak x=1 -j-t*3 wtedy (75) dajg

)3 2= 3 d + 7”4

dla /*—0 otrzymamy punkt ale ani (Z*, 1) ani
tern mniej (Z*, 2) nie bedg spetnione dla 7 =0.
Punt i* — 0 nazwiemy wiec osobliwym, ale tylko dla
uzytego przedstawienia parametrycznego, gdyz jest
punktem regularnym krzywej przy parametrze t. Nie
trudno tez stwierdzi¢, ze przeksztatcenie Z=1 —-7%3
jest w naszym przypadku wedlug poprzednio po-
danej terminologji ,,niedopuszczalnem™ przeksztat-
ceniem parametru, t\ na- .
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Walec W! ma na plaszczyznie y kierownice
O£C3, ktérej punkt x =0Q jest punktem prze-
giecia; zatozenie (Z/* 2) nie jest spetnione dla #=0,
jak wida¢ z powyzszego, jednak (Z* 1) jest spet-
nione, 0§ X jest styczng w punkcie przegiecia.

e) Rozwazmy krzywa plaska, ktéra przecina pod
statym katem pek prostych. Jezeli $rodek peku lezy
w nieskonczonosci, to proste peku sa do siebie réw-
nolegte, a wtedy krzywa, ktdra te proste przecina
pod statym katem ao (0o wiasnosci al =|- mx, gdzie
m catkowite) jest linjg prostg. Jezeli Srodek peku
jest w skonhczonosci, przyjmiemy go za poczatek
uktadu (X, y). Niech wiec szukana krzywa przecina
prosta peku w punkcie (x, y), roznym od poczatku
uktadu, pod statym katem uo; poniewaz dostawy
prostej peku, skierowanej od poczatku ukiadu do

punktu X, y sg —— v
yx2-\-y2 \]%2-}-y"

dx d
nej do krzywej sg x Y ma byc:

» a dostawy stycz-

X dx . y dy .
...................... J—-—-——=rcos 0-0 czyli

xdx -f- ydy — cosao - >jx2-\-y2 \jdx2-\-dy2.
[Pierwsze z tych réwnan przepiszemy w postaci

wektorjalnej
(76) r><t = Vr><Xrcosa»
co mozna byto z goéry napisa¢. Powr6cimy do tego
réwnania w 1V § 3«.]
Dla scatkowania drugiego z réwnan wprowa-
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dzamy ukiad biegunowy: .r = pcoscp, ? = psincp,

wtedy po tatwej przerdbce otrzymamy:

(76 bis) dp.sinac=Ecosao.pdcp (e==l).
ZatozyliSmy powyzej, ze jest sinal 0. Jezeli

jest cos al = 0 (np. ao jest katem prostym), to (76 bis)

daje ¢Zp =0 czyli p = const, a wiec szukana krzy-

wa jest kotem. Zatézmy, ze cos ul =t 0, wtedy

(76 bis) daje:

(77) p = ae6?,

gdzie a oznacza statg catkowania (=1=0), 6=e ctgao=j=0-
Krzywa (77) jest wtedy t. zw. spiralna logarytmiczna.
o ktorej juz byta mowa w ustepie c) (str. 177).

f) Rozwazmy krzywa 1"

gdzie ¢ oznacza statg dodatnig. tatwym rachunkiem
przekona sie czytelnik, ze pierwsza krzywizna tej
krzywej jest —c, a wiec jest stalg. O krzywych tej
wiasnosci bedzie mowa w IV § 3e.
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