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LECONS NOUVELLES

SUR LES

APPLICATIONS GEOMETRIQUES

DU CALCUL DIFFERENTIEL

PREMIERE PARTIE

PROPRIETES DESCRIPTIVES
DES LIGNES COURBES

CHAPITRE PREMIER
TANGENTE. — PLAN OSCULATEUR
§ 1. — Préliminaires
Une ligne (plane ou gauche) est le lieu des points de I'espace dont

les coordonnées (X, y, z) sont des fonctions bien déterminées d’une
méme variable indépendante I:

Soit M le point de la courbe I, correspondant a la valeur :

Nous admettrons que X, y, z sont développables en série, suivant
les puissances croissantes de (t—t0), dans le voisinage du point M :

sauf pour quelques valeurs exceptionnelles de t0. Toutes les courbes, que
I'on rencontre dans la géométrie proprement dite, satisfont a cette

condition.
APPLICATIONS GEOMETRIQUES. 1
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1° Supposons, en particulier, que le développement se réduise a :

Faisons un changement de variable indépendante et posons :.

les équations précédentes deviennent

et définissent, comme on sait, une ligne droite D. Nous aurons trés sou-
vent & utiliser la signification géométrique des coefficients; aussi je la
rappelle brievement :

X0, y0, z0 sont les coordonnées d’un point P de la droite D ; b, c,
sont les coordonnées d'un point (d) pris sur la paralléle a la droite D
menée par l'origine. Ces nombres a, b, ¢ sont dits les coefficients de
direction de la droite D.

Choisissons surD, comme direction positive, la direction de O vers (d),
et soit M le point de D correspondant a la valeur u de la variable indé-
pendante, on a en grandeur et en signe :

En particulier, si:
on a:

et:

Dans ce cas, Od est dit le segment directeur de la droite D ; a,b,c sont
appelés les cosinusdirecteurs de D ou bien encore ses parameétres direc-
teurs.

Une droite étant définie géométriquement, il est clair que ses coeffi-
cients de direction ne sont déterminés qu’a un facteur constant pres.
Pour obtenir un systéeme de coefficients de direction, on prendra les
coordonnées d'un point situé sur la paralléle & D, passant par I'origine.

Supposons, par exemple, la droite D définie par deux points
Ml (x1, y1, z1) et M2 (X2, y2, z2), alors un systéme de coefficients de
direction est évidemment donné par les formules :
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Tous les systéemes de coefficients de direction sont donnés par la
formule :

2° Enfin, considérons encore le cas ou les équations de I' se réduisent
a.

c'est-a-dire :

dans ce cas, la courbe ' est une parabole, pourvu toutefois que les
déterminants partiels du tableau :

ne soient pas tous nuis. Si tous ces déterminants sont nuis, les équa-
tions (') définissent une droite. Je laisse au lecteur le soin de démontrer
cette proposition fort simple.

§ 2. — Etant données les équations d'une courbe T, reconnaitre si elle est
plane ou gauche

Soient :

les équations données. Supposons d’abord la courbe I plane, alors il

existe quatre nombres A, B, C, D, tels que I'on ait identiquement (quel
que soit t] :

en outre, A, B, C ne sont pas nuis tous trois. De I'identité (1) on tire
en différentiant :
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et par suite :

Nous allons démontrer que celte condition nécessaire est aussi suf-
fisante. En effet, supposons que la condition (2) soit remplie et en
outre que l'un des mineurs de x™', y"', z"" soit différent de zéro, soit
par exemple :

Alors il existe des fonctions A et u de t satisfaisant a:

en vertu de la condition (2), ces fonctions A et u satisfont aussi a :

Différentions les équations (4) et (5), nous obtenons :

et par suite, en vertu de I’hypothése (3),

les fonctions A, u se réduisent donc a des constantes:

La premiere des équations (4) montre alors que les fonctions X,y, z,
satisfont identiquement a:

v désignant une nouvelle constante. La courbe I' est donc plane.
Supposons maintenant que les trois mineurs de x™, y'™, z'" soient
nuis :

alors on voit immédiatement que la ligne I' est droite.
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Ainsi, dans tous les cas, la condition nécessaire et suffisante pour que
la courbe T soit plane est exprimée par la relation (2).

§ 3. — Tangente

La tangente au point M est la position limite de la sécante MM’
guand M'tend vers M.

Soient t et t' les valeurs de la variable indépendante, qui corres-
pondent aux points M (x, y, z) et M'(X", ¥, z'). Nous pouvons prendre
comme coefficients de direction de la sécante MM' les nombres :

et aussi:

Les limites de ces rapports sont respectivement :

Ces trois coefficients déterminent complétement la tangente, pourvu
gu’ils ne soient pas nuis tous trois.

Supposons que ces trois nombres soient nuis et soient X, Y, Z les
coordonnées d’'un point situé dans le voisinage du point M :

Il peut arriver qu’il existe une fonction 0 de T, réguliére au point M,

et telle que I'on ait identiguement (A, Bi, Ci désignant des constantes):

et telle, en outre, que Al, B1, Clne soient pas nuis tous trois; alors, en
vertu de ce qui précede, les quantités Al, B1, C! représentent les coeffi-
cients de direction de la tangente en M. Dans ce cas, le point M est dit
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un point ordinaire. Tout point non ordinaire de la courbe sera dit
un point singulier.
Exemples. — L’origine est un point ordinaire des courbes

mais un point singulier de la courbe:

11 est, en effet, aisé de voir que le changement de variables indiqué:

est impossible pour les équations (3) ; au contraire, si dans les équa-
tions (2) on pose:

on tombe sur les équations :

qui mettenten évidence la proposition annoncée. On voit que la branche
de courbe (2) fait partie de la courbe (1).

Remarque 1. —Revenons aux équations (1) dela courbe dans le voisi-
nage du point M et supposons que :

On peut, dans tous les cas, obtenir la tangente de la maniére sui-
vante. Prenons comme coefficients de direction de la sécante :

on a:

On peut donc prendre comme coefficients de direction de la tangente
en M les nombres a2, b2, c2 qui, par hypothése, ne sont pas tous nuis.



TANGENTE. ---- PLAN OSCULATEUR 7

Remarque Il. — Supposons la courbe (T) :

définie par ses équations cartésiennes, c’est-a-dire par les équations

obtenues en éliminant t entre les équations (). Dans ce cas, on obtient
les coefficients de direction dx, dy, dz de la tangente en M, en appli-
quant la regle de différentiation des fonctions implicites.

Exemple. — Considérons le cercle :

Les différentielles de X%, y, z, prises par rapport a la variable t, qui
fixe la position du pointM (X%, y, z) sur le cercle, satisfont a:

Au point M, les trois expressions :

ne sont pas nulles (si elles I'étaient, le cercle se réduiraita un point de
la sphére); donc on peut les prendre pour coefficients de direction de la
tangente. Celle-ci a pour équations :

§ 4. — Plan osculateur

Soit M un point quelconque de la courbe :

et soit MT la tangente en ce point. On appelle plan osculateur en M la
position limite du plan passant par MT et par un second point M' de la
courbe, quand le point M' tend vers le point M. Pour trouver cette
limite, formons I'équation du plan MTM,. Désignons par X', y', z' les
dérivées de X, y, z, prises par rapporta t et par x1, yl, z1les coordon-
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nées du point M'. Le plan TMM' est alors représenté par :

avec .

Mais :

et yl et zl ont des expressions analogues; donc le systeme (2) peut
prendre la forme :

Ou encore .

Donc le plan TMM' a une limite bien déterminée, définie par ;

[T (R T}

pourvu toutefois que les expressions y'z"'—z'y", z'x"—x'z", X'y"—y'x
ne soient pas toutes nulles. L’équation du plan osculateur est donc:

Remarquons que les trois binbmes y*' z"-z'y", z'x"— x'z" , Xy"—y'x"
ne peuvent étre nuis en tout point M de la ligne I, sans quoi celle-ci
se réduirait a une ligne droite.

Remarque. — Les équations (3) mettent en évidence la propriété sui-
vante du plan osculateur :

« Le plan osculateur en M peut étre considéré comme la position
« limite du plan, passant par MT et paralléle ala tangente en M', quand
« le point M'tend vers le point M. »
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§ 5. — Position du plan osculateur par rapport a la courbe

Prenons pour origine un point ordinaire O de la courbe I', pour axe
des x la tangente au point O, et pour plan des xy le plan osculateur au
point O. Les équations de I ont la forme :

Comme I'origine est un point ordinaire, nous pouvons supposer que
al, bl, cl ne sont pas nuis tous trois. Dailleurs, I'axe des x est tangent
a la courbe; donc :

Exprimons que le plan osculateur a I'origine:

se confond avec le plan des xy, nous obtenons :

et comme, par hypothese :

la condition précédente devient:

Les équations de I deviennent alors :

Si ¢ est un nombre positif suffisamment petit et si .

chacun des seconds membres a le signe du premier terme. — Suppo-
sons
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Alors pour :
— =s<=t<==0, 0<l<eg

on a respectivement :
Z <0, z > 0.

On voit donc que le plan osculateur traverse la courbe a l'origine.

Cette conclusion subsiste si ¢3 est nul, pourvu que le premier coeffi-
cient de z, ne s’annulant pas, soit d’ordre impair.

Remarque. — Si la courbe I' se réduit a une courbe plane, le plan
osculateur en un point quelconque se confond avec le plan de la courbe.



CHAPITRE I

ENVELOPPE D'UNE FAMILLE DE COURBES
A UN PARAMETRE

§ 1. — Enveloppe d'une famille de droites a unparamétre

Supposons que, dans les équations générales d'une droite :

on remplace les coefficients X, y, z, a, b, ¢, par des fonctions données
d’un parametre (s) :

On dit que les droites D, qui correspondent aux diverses valeurs
de s, constituent une famille de droites a un paramétre (s). La surface,
engendrée par la droite variable D, est appelée une surface réglée. La
courbe I' définie par les équations :

est dite une directrice de la surface; le point M de la génératrice D,
situé sur la directrice, est dit le pied de la génératrice (fig. 1).

Ceci posé, il peut arriver que les droites D aient une enveloppe, c’est-
a-dire soient tangentes a une méme courbe I".. Dans ce cas, on dit que
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la surface réglée est développable. Cherchons a quelle condition doivent
étre assujetties les fonctions données q, b, ¢, X, y, z pour que cette cir-

constance se présente.
A chaque droite D, de parametre s, faisons correspondre un point M!

situé sur D, la loi de correspondance étant définie par :

Nous sommes amenés a résoudre cette question :

Peut-on déterminer la fonction ¢ de maniere que la tangente en M
a la courbe ', lieu du point M1, coincide avec M1D ?

Les équations de I'l sont :

La tangente en M! a donc comme coefficients de direction :

Drailleurs les coefficients de direction de D sont a, b, c; donc ¢ est
déterminée par :

Pour que la détermination de ¢ soit possible, il faut et il suffit que
les deux équations (1) se réduisent a une, c’est-a-dire que:

Si cette condition est remplie, les droites D ont une enveloppe et
cette enveloppe I'l est définie par les équations ('), ou ¢ est donnée
par les équations (1) :

RemaRque. — On définit souvent une famille de droites D par les
équations :

ou b, p, qsont des fonctions déterminées d’'un parameétre (s)
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La trace M (p, q) de la droite D (fig. 2) sur le plan des xy décrit une
courber; on prend cette courbe pour directrice de la surface réglée
engendrée par D.

Ceci posé, cherchons a quelle condition les droites D ont une enve-
loppe. On pourrait appliquer le résultat précédent, mais il est plus
simple de refaire la théorie.

A chaque droite D faisons correspondre un point déterminé Ml situé
sur D, la loi de correspondance étant définie par:

ou z! désigne la cote de M1. Le lieu du point M! est la courbe I,
représentée par :

Nous sommes amenés a résoudre la question suivante :

Peut-on déterminer la fonction ¢ de maniére que la tangente en M! a
la courbe I'l se confonde avec M1D?

Les équations qui déterminent ¢ sont :

c'est-a-dire :

Pour que les droites D aient une enveloppe, il faut donc et il suffit
que l'on ait identiquement :
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Si cette condition est remplie, I'enveloppe est définie par les équa-
tions (I'1), ou ¢ est déterminée par I'une des équations (1).

§ 2. — Enveloppe d'une famille de courbes a un paramétre

Soient :

les équations d’une courbe . Supposons que les coefficients soient des
fonctions déterminées d’un paramétre (s), de sorte que:

On dit que les courbes I, qui correspondent aux diverses valeurs de
(s), forment une famille de courbes & un paramétre (s). Cherchons si les
courbes I' ont une enveloppe, c’est-a-dire sont toutes tangentes a une
méme courbe E. Pour résoudre cette question, il suffit de généraliser la
méthode suivie précédemment. A chaque courbe I', de parametre s, fai-
sons correspondre un point déterminé défini par :

ou :

Soit E la courbe lieu des points M!; cette courbe est définie par les
équations (1), ou t est supposée remplacée par F (s). Ceci posé,
peut-on déterminer la fonction F (s) de maniére que la tangente & la
courbe E au point M! soit précisément la tangente a la courbe '?

En écrivant que les coefficients de direction des deux tangentes sont
proportionnels, on trouve:

ou bien .
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Pour que les courbes I aient une enveloppe, il faut et il suffit que ces
deux équations déterminent pour t la méme fonction de s.

Remarque. — Supposons que la famille de courbes a un parametre
soit définie par les équations :

A chaque courbe I de paramétre a, faisons correspondre un point P,
situé sur lacourbe ; de sorte que, la courbe étant donnée, le point P soit
bien déterminé. Les coordonnées de ce point P sont donc des fonctions
déterminées de (a):

Remarquons que, par suite de la définition du point P, ces expres-
sions satisfont, quel que soit a, aux équations (1).

Soit E la courbe lieu du point P, courbe définie par les équations (2).
Cherchons a quelle condition les tangentes en P a la courbe E et ala
courbe I se confondent. A cet effet, concevons qu’on ait exprimé les
coordonnées d’un point quelconque de I' en fonction d’'une méme
variable t; les différentielles dx, dy, dz, prises par rapport a cette
variable, satisfont a:

Pour que les deux tangentes en question se confondent, il faut et
il suffit que:

c'est-a-dire :

Or, en vertu de la définition des fonctions ¢, ), X, on a :



16 CHAPITRE 11

Donc, pour que les courbes I' aient une enveloppe, il faut et il suffit
gu’il existe trois fonctions X, y, z de a satisfaisant identiquement a :

Supposons cette condition remplie, et soient :

les trois fonctions, I'enveloppe est définie par ces équations.

Cas ou les courbes de la famille sont planes. — Une famille de courbes

planes & un parameétre a toujours une enveloppe. En effet, on peut
mettre les équations de la famille sous la forme

Oou encore:

Les conditions précédentes sont alors évidemment vérifiées. Dans le
premier cas, lI'enveloppe est définie par les équations (4), ou t et s
sont liées par :

Dans le deuxiéme cas, I'enveloppe est définie par:



DEUXIEME PARTIE

PROPRIETES DESCRIPTIVES
DES SURFACES COURBES

CHAPITRE PREMIER

PLAN TANGENT. — ENVELOPPE D’UNE FAMILLE
DE SURFACES A UN OU DEUX PARAMETRES

§ 1. — Préliminaires

Nous considérerons dans la suite une surface S comme le lieu des
points dont les coordonnées cartésiennes X, VY, sont des fonctions
données de deux variables indépendantes u etv:

Nous supposerons que, dans le voisinage d’un systéme (u0, v0), les
fonctions f, g, h sont développables en série suivant les puissances
croissantes de (u — u0), (v — v0) (sauf pour quelques valeurs excep-
tionnelles de Q)

A chaque systéeme de valeurs (u, v) correspond un point déterminé
M (X, y, z) ; ces nombres (u, v) sont dits les coordonnées superficielles
du point M. Il est clair, d’ailleurs, que le point M peut admettre plu-

(1) Bien entendu les fonctions f, g, h ne satisfont pas simultanément aux trois
identités

sans quoi X, Yy, z, seraient fonctions d’une seule variable indépendante, et les
équations (1) définiraient une courbe et non une surface.

APPLICATIONS GEOMETRIQUES. 2
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sieurs systemes de coordonnées et méme une infinité. Cette circonstance
se présente par exemple si :

Dans ce cas, la surface est une sphére, de rayon égal a l'unité, ayant
pour centre l'origine.
Une courbe C, tracée sur la surface, peut étre considérée comme le

lieu des points M (u, v), définis par:

ou bien :

En particulier, considérons les lignes de la surface, obtenues en sup-
posant:

dans les équations (1), ces lignes sont appelées des lignes coordonnées ;
elles forment une famille @ un parametre (v), Une seconde famille de
lignes coordonnées est obtenue en supposant dans les équations (1) :

Nous désignerons par U une ligne quelconque de la premiere famille,
par V une ligne quelconque de la seconde.
Par chaque point M (u0,v0) de la surface passe une ligne U :

et une ligne V .

Exemple |. — Equations d'un cdne. — Prenons pour origine O le
sommet du cone et pour directrice une courbe ('), tracée sur la
sphére de rayon égal a I'unité, ayant pour centre le point O.

Soient ;

les équations de la directrice (I') et soit m un point de cette courbe.
Nous prendrons pour direction positive de la génératrice Om la direc-
tion de O vers m.
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Les coordonnées (X, y, z) d’'un point M dela génératrice Om sont
données par :

ou u désigne la valeur algébrique du segment OM. Les équations (2)
sont les équations cherchées.

Exemple Il. — Equations d'un tore. — Prenons pour axe des z I’axe
de révolution et pour origine la projection sur cet axe du centre C du

cercle générateur. Supposons l'origine des arcs du cercle générateur
au point A le plus éloigné de I'axe ; enfin soient (fig. 3) :

La position d’un point M du tore est complétement déterminée si on
se donne la valeur algébrique Rv de I'arc AM et :

On trouve alors immédiatement pour les équations du tore :

Remarques sur les coordonnées polaires. — Dans les applications
de l'analyse a la géométrie, on utilise souvent les trois coordonnées
polaires d’un point. Je crois devoir rappeler la définition de ces quanti-
tés. Soit m la projection d’un point quelconque M (X, y, z) de I'espace
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sur le plan des xy. Désignons par p! et § les coordonnées polaires du
point m dans le plan des xy (la définition des coordonnées polaires en

géomeétrie plane est supposée connue). Soit Qx! la demi-droite définie
par (fig. 4) :

Tracons la demi-droite Oy! perpendiculaire a Oxl et telle que :

Enfin, supposons I'orientation du plan zOal définie par ()y., et soient
(Op) les coordonnées polaires du point M dans le plan zOx, quand
on prend O pouur plle et Oz pour axe polaire. Les coordonnées
polaires du point M sont par définition (¢, 0, p). Calculons X, y, z
en fonction , 0, p. Le théoréme des projections donne :

Le méme théoréme donne encore :

donc :

Quand le point M se déplace, ses coordonnées polaires peuvent varier
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Les équations .

définissent une courbe gauche I'; mais il est aisé de voir que la courbe
I peut étre représentée par plusieurs systemes tels que (5). Ainsi, par
exemple, les équations:

ou a et R sont constants, définissent un méridien de la sphére ayant
pour centre O et pour rayon R. Mais les équations

ou k désigne un entier quelconque, définissent le méme méridien.
Dans les deux cas, il suffit, pour obtenir tous les points du méridien,
de faire varier t de O a 2m.
On pourrait dans la définition des coordonnées polaires d'un point
limiter les intervalles dans lesquels peuvent varier p, 0 et ¢ et prendre
pour coordonnées polaires du point M le systéme unique, défini par:

Cette définition présente des inconvénients dans la pratique. Par
exemple, on ne pourrait, en I'adoptant, représenter le méridien consi-
déré par un systeme d’équations de la forme (3). On serait obligé de
représenter séparément chaque demi-méridien ; car, pour le premier :

et:

pour le second.
§ 2. — Plan tangent

Considérons sur la surface S un point M de coordonnées superfi-
cielles (u, v) et cherchons le plan tangent en ce point.
Soient

les équations d’un arc de courbe AB passant par ce point et tracé sur
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la surface ; supposons que le point M corresponde a la valeur t de la
variable indépendante (fig. 5).

On a vu que l'on peut prendre pour coefficients de direction de la
tangente MT a I'arc AB les différentielles dx, dy, dz, prises par rapport
a l; ces quantités sont données par

de la on tire:

en posant :

Supposons qu’au point M ces trois quantités ne soient pas nulles ;
comme elles ne dépendent que du point M et nullement de I'arc AB, on
voit que :

Le lieu des tangentes de la surface, menées par le point M, est le
plan défini par I'équation :

que I'on peut aussi écrire sous forme de déterminant :

Ce plan est, par définition, le plan tangent au point M.
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L’équation (2) est celle du plan qui contient les deux tangentes aux
lignes coordonnées passant par M. Cette propriété permet, dans la
pratique, de retrouver rapidement I'équation du plan tangent.

Cas particuliers. — Supposons la surface définie par

on peut appliquer le résultat précédent: il suffit de supposer un instant
la surface définie par:

on trouve que I'équation du plan tangent au point M (X, y, z) est:

ou :

Supposons, enfin, la surface définie par:

on voit aisément que le plan tangent au point (X,y,z) est défini par :

$ 3. — Enveloppe d'une famille de surfaces & un parametre

Considérons les surfaces a un parametre (a)

A chaque surface S de parametre (a) faisons correspondre une courbe
déterminée I située sur la surface et définie par

Le lieu de la courbe I', quand a varie, est une surface E. Peut-on dis-
poser de la fonction de maniére que la surface S soit tangente a E en
chaque point de I ?
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Les coordonnées d'un point quelconque de E peuvent aisément étre
exprimées au moyen de deux variables indépendantes a et t; il suffit, en
effet, de remplacer dans (1) v par sa valeur (2).

Les lignes coordonnées de la surface E, obtenues en supposant

sont les courbes T.

Considérons la courbe I' correspondant & une valeur a du paramétre.
Le plan tangent a la surface E en un point quelconque M de I est défini
par la tangente MT & la courbe I et par la tangente MT" a la deuxiéme
ligne coordonnée passant par le point M.

Pour que la surface S soit tangente en M a la surface E, il faut et il
suffit que la droite MT" soit tangente a S. Les coefficients de direction
de MT" sont :

La condition précédente peut donc étre formulée ainsi :

c’est-a-dire en simplifiant :

On voit donc que le probléme est possible et que la fonction v cher-
chée est définie par I'équation (3).

La courbe I, correspondant a une surface S, est appelée la caracté-
ristique de cette surface. La surface E est appelée la surface enveloppe
de la surface variable S.

Remarque |. — Supposons la famille de surfaces définie par :
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c'est-a-dire par les trois équations :

I’équation (3) devient alors:

La caractéristique d’'une surface S de paramétre (a) est alors définie par:

La surface enveloppe E est le lieu de ces courbes I'. On obtient son
équation cartésienne en éliminant (a) entre les deux équations (I'). Mais
ce calcul n’est pas avantageux ; en général, il est préférable de résoudre
les équations (') par rapport a X, V.

La surface E est alors définie par :

Il. — Les équations:

de la caractéristique mettent en évidence une propriété géométrique
importante de cette courbe.

Considérons la surface Su  z = F (X, y, a),
et la surface voisine Sa+h z=F (X Yy, a+ h)
ces deux surfaces se coupent suivant une courbe I'" qui a pour limite I,
lorsque h tend vers zéro.

I11. — Les caractéristiques I ont une enveloppe. En effet, pour que la
famille de courbes

aient une enveloppe, il faut et il suffit que les quatre équations ;
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soient, quel que soit (a), résolubles par rapport a x, y, z. Cette condition
est évidemment réalisée si G =

L’enveloppe des caractéristiques est définie par les trois équations:

IV. — Si la famille de surfaces est définie par :

il est clair que la caractéristique d’'une surface de paramétre (a) est
définie par :

L’enveloppe des caractéristiques est alors représentée par :

Nous verrons dans le chapitre suivant des applications de cette théo-
rie générale.

§ 4. — Enveloppe d'une famille de surfaces & deux paramétres

Considérons les surfaces & deux paramétres a, b, définies par :

A chaque surface Sab de parametres (a, b) faiso-ns correspondre un
point déterminé Mab, situé sur la surface :

Le lieu de ces points Mab, quand a et b varient, est une surface E.
Peut-on déterminer la correspondance, c’est-a-dire les fonctions ¢ et y,
de maniére que la surface Sob soit tangente a la surface E au point Mah ?

Les coordonnées X, y, z d’'un point quelconque de la surface E
peuvent aisément étre exprimées au moyen de deux variables indépen-
dantes a et b; il suffit de porter les valeurs (2) dans les équations (1).

Pour trouver les fonctionspet | satisfaisant a la question, exprimons
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que le plan tangent a Sab au point Mab contient les tangentes aux
lignes coordonnées de E, qui passent par le point Mab.

Les coeflicients de direction de ces deux tangentes sont respective-
ment :

Les équations cherchées sont donc :

Ces équations déterminent, en général, plusieurs valeurs pour les fonc-
tions ¢ et Y. Les points Mab, correspondant a une surface Sab, sont
appelés les points caractéristiques. La surface E, lieu de ces points
caractéristiques, est dite I'enveloppe des surfaces Sab.

Il peut arriver, dans des cas exceptionnels, que le lieu des points Mab
ne soit pas une surface, mais une courbe C; dans ce cas, la surface Sab
est tangente a la courbe C au point Mab.

En effet, le calcul précédent exprime que le plan tangent a la sur-
face Sab au point Mai, contient la tangente a la courbe C menée par ce
point.

Remaiique |. — Supposons la famille des surfaces définie par :

En appliquant le résultat précédent, on voit que les points caracté-
ristiques sont définis par:

L’équation cartésienne de I’enveloppe E peut étre obtenue en élimi-
nant a et b entre ces équations. Mais il est, en général, beaucoup plus
avantageux de définir la surface E au moyen des trois équations :
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obtenues en résolvant par rapport a X, y, z les équations précédentes.
Si la famille est définie par:

on voit immédiatement par ce qui précéde que les points caractéris-
tiques sont donnés par :

Il. — Les points caractéristiques d’une surface Sab de la famille :

sont les points communs aux deux courbes :

La premiére est la courbe caractéristique de Sab quand (a) varie
seule; la deuxieme est la courbe caractéristique de Sab quand b varie

seule.
Appliquons cette théorie a un exemple particulier.

§ 5. — Enveloppe de sphéres

Soit :

I’équation d'une sphére S, dépendant des deux paramétres u et v, de
sorte que :

Soit Z la surface définie par (2) ; on voit qu'a chaque point M (u, v) de
la surface X correspond une sphére déterminée S. Cherchons les points
caractéristiques de cette sphére.

D’aprés ce qui précede, ces points sont définis par I'équation (1) et -
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les deux suivantes :

Donc les points cherchés sont & I'intersection de la sphére S et de la
droite D définie par les équations (4) et (5). Cette droite D est perpen-
diculaire au plan tangent I'l, mené par le point M a la surface X.

La sphére S a donc deux points caractéristiques P! etP2, symétriques
par rapport au plan Tl.

Proposons-nous de déterminer la fonction 0 (u, v) de maniére que ces
deux points P! et P2 soient confondus.

N cet effet, exprimons que les coordonnées (X, Y, Z) d’un quelconque
des deux points P1, P? satisfaisant & I’équation du plan II :

La fonction 0 (u, v) est déterminée par I'’équation obtenue en élimi-
nant X, Y, Z entre les équations (1), (4), (5), (6). Pour effectuer celle
élimination simplement, il suffit d'élever au carré le déterminant (6), ce
qui donne :

ou bien :

Telle est I'’équation qui détermine 0; c’est une équation aux dérivées
partielles du premier ordre. Supposons que l’'on ait choisi pour 0 une
solution de cette équation, alors P! et P2 sont confondus en un méme
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point P. Joignons chaque point M de X au point correspondant P.
L’ensemble des droites MP constitue une famille de droites & deux para-
meétres (u, v), ou, comme on dit, une congruence de droites. Cette con-
gruence a ceci de particulier que toutes les droites qui la composent
sont normales & une méme surface E (enveloppe de la sphéere S).

Les courbes de X, dont chaque tangente appartient a la congruence,
jouent un réle important dans la théorie des surfaces; nous verrons
qu’en un point quelconque de I'une d’elles le plan osculateur est nor-
mal a la surface X. Cette propriété caractérise ce qu’on appelle les
lignes géodésiques de la surface . N'ayant actuellement en vue que les
propriétés descriptives des surfaces, nous réserverons pour plus tard
I'étude de cette question.



CHAPITRE 11

PREMIERES NOTIONS SUR LES SYSTEMES DE DROITES
SURFACES GAUCHES. — SURFACES DEVELOPPABLES
CONGRUENCES. — COMPLEXES.

§ 1. — Surfaces gauches. — Plan tangent

Soient

les équations d'une droite D, et supposons que les coefficients
X, Y, Z, &, b, ¢, soient des fonctions données d’une variable v :

Le lieu de la droite D, quand v varie, est ce qu'on appelle une surface
réglée ; les diverses positions de la droite D sont les génératrices de

celte surface. — La courbe I' représentée par les équations (2) est dite
une directrice de la surface. — Le point M d’une génératrice située sur
la directrice est dit le pied de la génératrice (fig. 6). — Enfin, le céne
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engendré par la paralléle Od a la génératrice MD est appelé le cone
directeur de la surface. Ce cbne a pour sommet le point O et pour
directrice la courbe définie par les équations (3).

Il peut arriver que les génératrices soient toutes tangentes a une
courbe E ; dans ce cas, la surface est dite développable ; pour qu’il en
soit ainsi, il faut et il suffit (V. premiére partie, chap. II, § 1) que I'on
ait:

Les lettres accentuées désignent des dérivées, prises par rapport a v.
Une surface réglée non développable est dite une surface gauche.
Cherchons I'équation du plan tangent en un point quelconque A(u,v)

d’une surface gauche, définie par les équations (1). En appliquant une

équation établie au chapitre précédent, on trouve :

ou bien:

ou encore

en posant:

Remarquons que le plan :

représente le plan tangent au pied M de la génératrice D, sur laquelle
le point A a été pris. Le plan :
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représente le plan passant par D et parallele au plan Odt tangent au
cbne directeur suivant la génératrice Od correspondant a D.
Les deux plans P et Q sont distincts ; en effet, s’ils étaient con-

fondus, le plan Q contiendrait la tangente a la directrice, menée par M,
et on aurait :

la surface serait donc développable, ce qui est contraire a I’hypothése.
Ceci posé, on voit que le plan tangent, défini par (4), varie quand u
varie, c’est-a-dire quand le point A se déplace sur la génératrice D.
On peut méme démontrer que :
« Tout plan R passant par D est un plan tangent de la surface. »
En effet, I'’équation du plan R est de la forme :

Donc ce plan est tangentau point de lagénératrice D, défini par I'équa-
tion :

Remarquons que, si le plan R est parallele au plan OV/, son point de
contact est rejeté a I'infini.

Nous étudierons d’une maniére plus précise la variation du plan
tangent considéré, quand nous nous occuperons des propriétés mé-
triques des surfaces réglées.

Remarque. — Les considérations qui précedent mettent en évidence
ce résultat.

Théoreme. — Les plans tangents aux divers points d’une généra-
trice d’une surface développable sont confondus. — Réciproquement, si
les plans tangents en tous les points d’une génératrice arbitraire d’une
surface réglée sont confondus, la surface est développable.

§ 2. — Surfaces développables

Nous avons déja vu qu’une surface développable est, par définition,
la surface engendrée par les tangentes d'une courbe gauche. — Cette
courbe est, pour des raisons que nous verrons a l'instant, appelée
I'aréte de rebroussement de la surface.

Théoreme. — La caractéristique du plan osculateur en un point M

d’une courbe gauche est la tangente en ce point.
APPLICATIONS GEOMETRIQUES. 3
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En effet, soient:

les équations d’une courbe gauche I'. L’équation du plan osculateur en
un point M de cette courbe est:

Pour trouver la caractéristique de ce plan, il suffit d’appliquer la
théorie des enveloppes et la régle de différentiation des déterminants.
On trouve alors qu’elle est définie par I'équation (1) et la suivante:

L’équation (2) représente un plan passant par la tangente MT a la
courbe I'. Donc l'intersection des plans (1) et (2) est cette tangente. Ce
qu’il fallait démontrer.

La démonstration précédente serait en défaut si les plans (1) et (2)
étaient confondus.

Cette circonstance ne peut se présenter. En effet, si le plan (2) était
confondu avec le plan (1), il serait paralléle a la droite de coefficients de
direction {x", y", z"}, et, par suite, on aurait en chaque point M de T :

et la courbe I serait plane, ce qui est contraire a I’hypothése.

Corollaire 1. — Une surface développable est I'enveloppe des plans
osculateurs de son aréte de rebroussement.
Corollaire 11. — Le plan tangent en un point quelconque P, pris sur

la génératrice MT, est le plan osculateur en M a I'aréte de rebrousse-
ment.

Remarque. — Nous conviendrons de dire qu’un cne est une surface
développable, dont I'aréte de rebroussement est un point. Un cylindre
étant la limite d’'un cdne sera aussi considéré comme une surface déve-
loppable. — La dénomination de développables, attribuée aux surfaces
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que nous venons d’énumeérer, sera completement justifiée quand nous
étudierons leurs propriétés métriques. — Nous verrons, en effet, qu’on
peut représenter toutes ces surfaces sur un plan avec conservation des
angles et des arcs ; cette propriété est déja connue pour les cdnes et
cylindres.

Nous allons maintenant établir une propriété descriptive commune a
toutes les développables; propriété que I'on prend souvent comme défi-
nition de ces surfaces.

Théoreme. — L’enveloppe d’un plan P, dépendant d’un seul para-
metre variable, est une surface développable.

Considérons d’abord le cas particulier ou le plan P reste parallele a
une droite. En prenant cette droite pour axe des z, on peut mettre
I'équation du plan P sous la forme :

N\, B, C étant des fonctions d'un paramétre t. L’enveloppe est évidem-
ment un cylindre ayant ses génératrices paralléles a Oz. — Le théo-
réme est donc démontré dans ce cas.

Considérons maintenant le cas général, et soit :

I'équation du plan variable P. Les coefficients A, B, C, D, sont des
fonctions de t satisfaisant a la condition :

En effet, si cette inégalité n’avait pas lieu, la normale au plan P res-
terait parallele a un plan (V. premiére partie, chap. i, § 2), et, par
suite, le plan P resterait parallele a une droite, ce qui est contraire
a I’hypothése.

Ceci posé, la caractéristique du plan P est définie par les deux équa-
tions :

En vertu de la théorie des enveloppes elle reste tangente a la courbe T,
bien déterminée par les trois équations (2) et (3):
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La proposition est donc établie dans tous les cas.
Enfin, démontrons encore le théoreme suivant, qui justifie la déno-
mination d’aréte de rebroussement, attribuée a I’enveloppe des généra-

trices d’'une développable.

Théoreme. — La section d’une développable quelconque par un plan,
passant par un point M de I'aréte de rebroussement, présente, en géené-
ral, un point de rebroussement au point M.

Prenons pour origine le point M, pour axe des z la tangente en M a
I'aréte de rebroussement F, pour plan des xy le plan sécant et pour
axe des a?la tangente a la section.

Soient :

les équations de I' dans le voisinage de I'origine; les coefficients de
direction de la tangente a l'origine sont (al, 6j, 1) ; donc, en vertu de

I’hypothése

et les équations de I se réduisent a:

La section est le lieu décrit par la trace (sur le plan sécant) de la
tangente :

Cette section a donc des équations de la forme :

Supposons A2 Z 0; on voit immédiatement, en formant W que le

coefficient angulaire de la tangente a l'origine est Y& donc, en vertu
N3

de I'hypothese, on a :
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En définitive, la section est définie par:

Supposons encore B3 # o, de sorte que:

et soient par exemple:

Alors pour des valeurs de z inférieures, en valeur absolue, a un cer-

tain nombre positif €, chacun des seconds membres de (1) a le signe du
premier terme ,fig. 7) :

La courbe présente donc un point de rebroussement au point M.
Cette circonstance peut ne pas se présenter si l'une des quantités
A, et B3 est nulle.

83. — Congruences

On appelle congruence rectiligne, ou simplement congruence, un
ensemble de droites dépendant de deux parameétres variables. Ainsi les
équations :

ou a? y, z, a, b, ¢, sont des fonctions de deux parameétres u et v, défi-
nissent une congruence. Les droites D de la congruence qui passent par
un point donné (aq, y, zi) forment un ensemble d'indétermination
nulle ; les paramétres (u, v) de I'une de ces droites sont donnés, en effet,
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par les deux équations :

N chaque point M (p, g) du plan des an/, faisons correspondre une
droite déterminée :

0 (p, 7) et Y (p, 7) sont des fonctions bien déterminées de p, Q.
L’ensemble de ces droites constitue une congruence. 1l est clair que la
congruence la plus générale est la réunion de plusieurs congruences de
cette nature. — Il nous suffit donc d’étudier les congruences définies
parles équations (1).

Points et plans focaux. — Surface focale. — A chaque droite D de
la congruence (1) faisons correspondre un plan déterminé Tl passant
par cette droite ; soit :

I’équation de ce plan (,)- Le plan M dépendant de deux paramétres
variables admet un point caractéristique M( (V. théorie des enve-
loppes), défini par les trois équations (2), (3) et (4):

Je dis qu'on peut définir la correspondance de maniére que Mrf soit
sur D. En effet, si on exprime que les valeurs de X, y, z, définies par
(2), (3), (4), satisfont a 1, on trouve:

(*) La quantité A est précisément le coefficient angulaire de la trace du plan Il
sur le plan des xy.
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et, par suite :

Il suffit donc de prendre pour A une racine de :

Les plans [l et []2 (réels ou imaginaires), qui correspondent aux deux
racines Al et A2, seront appelés les plans focaux correspondant a la
droite D.

Les points caractéristiques F! et F2 de ces plans sont dits les points
focaux de la droite D.

Soient S( et S? les lieux respectifs de ces points, quand p et g varient ;
en général, S! et S?2 sont de véritables surfaces; leur ensemble constitue
la surface focale de la congruence. D’aprés la théorie des enveloppes,
les plans focaux sont respectivement tangents a S! et S2 aux points
Fi et F2. Les droites D sont donc tangentes aux surfaces S! et S2.

Supposons maintenant que S, par exemple, se réduise a une courbe
et que S2 soit une surface.

Dans ce cas, le plan focal [ estencore (I, chap. i, §4) le plan tangent
a Sl passant par la droite D. Les droites D sont tangentes a la sur-
face S2, mais sécantes a la courbe Sl

On examinera de méme le cas ou S! et S2 sont des courbes.

Remarquons que la définition adoptée pour les points et les plans
focaux est absolument indépendante de la nature particuliére de la sur-
face focale.

Développables de la congruence. — Proposons-nous de grouper les
droites de la congruence de maniére a former une développable. On
peut poser le probléme ainsi ;

Quelle doit étre la courbe décrite par le point M (p, q) pour que la
droite correspondante engendre une développable?

L’équation du probléme est :

c'est-a-dire
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L’équation (6) montre que :

Il'y a donc deux familles de courbes:

satisfaisant & la question.

Par un point M du plan des xy passe une courbe de chaque famille.
Les tangentes en M sont précisément les traces des plans focaux (1).

Considérons la courbe de la premiére famille passant par M, courbe
que nous représenterons par (M). Lorsque M décrit la courbe (1), la
droite correspondante D engendre une développable X,. Le plan tan-
gent suivant MD, devant contenir la tangente MT a la courbe (AL), est
précisément le plan focal []! [fig. 8).

Cherchons l'aréte de rebroussement de 1. Le z du point de cette
aréte situé sur D est donné par .

ou, en tenant compte de (5):

z2 désigne ici le z du point F2.
Ainsi la développable }! a pour aréte de rebroussement la courbe
de S2, décrite par F2, lorsque le point M décrit la courbe (AL).

(’) Voir la note de la page 38.
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84. — Complexes

On appelle complexe un systéeme de droites dépendant de trois para-
métres variables.
Ainsi les équations :

définissent un complexe, si a, d, p, q sont des fonctions de trois para-
metres, ou, ce qui revient au méme, si «, b,p, g, sont liées par une rela-
tion et une seule :

Cette équation est dite I'équation du complexe.

Par chaque point M de l'espace passe une infinité de droites du
complexe; ces droites déterminent un céne, qui est le céne du complexe
relatif au point M.

Si ce cone se réduit a un plan, quel que soit le point M, le complexe
est dit linéaire; cherchons, dans ce cas, la forme de I'équation (2).

Toutes les droites du complexe, qui passent par le point (p, q) du
plan des xy, sont situées dans un méme plan; la relation (2) doit donc
étre du premier degré en (a) et (&). Les droites du complexe, paralléles
a une direction (a, 8), c'est-a-dire qui passent par un point a I'infini,
doivent aussi étre dans un méme plan; leurs traces sur le plan des xy
doivent, par suite, étre en ligne droite. Donc la relation (2) doit aussi étre
du premier degré en (p, <?), c’est-a-dire étre de la forme :

les grandes lettres désignant des constantes. — Ces constantes ne sont
pas toutes arbitraires; en effet, les coefficients de direction (a, 9, 1)
d’une droite D du complexe, passant par M (a?, y, z), sont liés par :

Le cbne du complexe, relatif a M, étant un plan, cette relation doit
&tre du premier degré en a et d, et cela quel que soit z, donc:
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En résumé :
« Pour que le complexe défini par I'équation (2) soit linéaire, il faut
« et il suffit que cette équation ait la forme :

« A, B, C, P, Q, R désignant des constantes. »
On peut donner a cette équation une forme plus élégante, en utilisant
les coordonnées de Plicker.

Coordonnées de Plicker. — Les équations d’'une droite quelconque
D peuvent étre mises sous la forme :

avec la condition :

Réciproquement, si a, 6, ¢, p, g, r, sont des nombres quelconques
satisfaisant a (4), les équations (3) définissent une droite bien déter-
minée D; ces six nombres peuvent étre appelés les coordonnées pliické-
riennes de la droite D.

On peut mettre les équations de D sous la forme :

en posant :

Un complexe linéaire, engendré par D, a une équation de laforme:

c’est-a-dire, en employant les coordonnées de Plicker :

Plan polaire d'un point. — Le plan Il qui contient toutes les droites
du complexe passant par M (a?, y, <sj est dit le plan polaire de ce point.
Cherchons son équation.

Les coefficients de direction a, &, ¢, d’'une droite quelconque du com-



PREMIERES NOTIONS SUR LES SYSTEMES DE DROITES 43

plexe passant parM sont liés par:

L’équation du plan polaire de M s'obtient en remplacant a, b, c,
respectivement par X —a? Y —y, Z — z, ce qui donne :

ou bien :

Ou encore

Siona:

les plans polaires des divers points de I'espace passent par une droite
fixe L, ayant pour équations :

Le complexe est formé par les droites qui rencontrent L ; on dit que
ce complexe est singulier.
Supposons :

L’équation (6) montre alors qu’un plan quelconque I peut étre con-
sidéré comme le plan polaire d’un de ses points.

La symétrie des équations (5) et (6) met en évidence la propriété
suivante :

« Le plan polaire d'un point quelconque (X, Y, Z) du plan I'l passe
« par le p6le M (a?, y, z] de ce plan; par suite, les droites du complexe
« situées dans I concourent au point M. »

Réduction de I'équation d'un complexe linéaire. — Le lieu du poéle
d'un plan paralléle a un plan fixe Q :
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est évidemment la droite D définie par :

Cette droite D est appelée (Plicker) le diamétre conjugué des plans
paralléles a Q.

Comme nous n'aurons pas a développer la théorie des complexes
linéaires, j’indique dés maintenant une propriété mélriqgue importante
de ces complexes.

Si la droite D est perpendiculaire au plan Q, on dit qu'elle est un
axe du complexe.Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que I'on ait:

Le complexe n’a donc qu'un seul axe, défini par ;

Supposons qu’on prenne cet axe pour axe des z\ on voit aisément
que I'équation du complexe se réduit a la forme simple :

L’équation du plan polaire d’'un point M (a?, %, z) est alors :

Probleme. — Etant donnée la courbe :

trouver la condition nécessaire et suffisante pour que les tangentes
appartiennent a un complexe linéaire donné.

Nous pouvons supposer qu’on ait choisi pour Ck I'axe du complexe,
I'équation de ce complexe est alors :

11 faut donc et il suffit qu’en chaque point M de la courbe (MNon ait:

<2, J, c désignant les coefficients de direction de la tangente.
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Cette condition peut se mettre sous la forme :

Remarque. — Le plan polaire de M est:

D’autre part, la condition (1) donne :

et aussi :

Donc I'équation du plan polaire peut se mettre sous la forme

Ce plan polaire coincide donc avec le plan osculateur en M.

4a
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TROISIEME PARTIE

PROPRIETES METRIQUES DES LIGNES COURBES

CHAPITRE PREMIER
FORMULES FONDAMENTALES

§ 1. — Longueur des courbes

Soient:

les équations d’une courbe gauche I, et soient A et B deux points de la
courbe correspondant aux valeurs:

de la variable indépendante. Nous supposons que, t croissant de a a {,
le point M (x, y, z) décrit I'arc AB en allant toujours dans le méme
sens.

Ceci posé, la longueur de I'arc AB est donnée par la formule ;

ol V, y', z désignent les dérivées de X, y, z par rapport a t.

Je ne veux pas, dans un cours élémentaire, m'étendre sur la défini-
tion de la longueur d’'un arc de courbe, aussi je ne démontrerai pas la
formule (2). Le lecteur pourra étudier la démonstration dans le Traité
d'Analyse de M. Picard (p. 3 et 12). Admettant la formule (2), nous
allons voir comment elle conduit immédiatement a celle qui donne la
valeur algébrique d’un arc de I'.

Prenons pour origine des arcs un point O de I, correspondant a la
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valeur i0 dei, et soit h un nombre positif; supposons que, t croissant
de i0 — h at0 -{- % le point M (a? vy, z} décrive un arc MIM2 en marchant
toujours dans le méme sens (fig. 9). Ce sens sera pris pour le sens
positif de I'arc MIM2. Pour abréger le langage, nous dirons quelquefois
gue nous prenons pour sens positif de la courbe, dans le voisinage de
I'origine des arcs, le sens des t croissants.

M étant un point quelconque de I'arc MtM2, soit s la valeur algébrique
de I'arc OM, c’est-a-dire le nombre qui mesure la longueur de I'arc OM,
W

précédé du signe si la direction OM coincide avec la direction posi-
tive de la courbe, du signe — dans le cas contraire.
Ceci posé, si M est compris entre O et M2, on a, par ce qui précede :

au contraire, siM est compris entre les points O et MI, on a:

et:

Donc, dans les deux cas:

Nous appellerons (s) I'abscisse curviligne du point M.
Remarquons, d’ailleurs, que :
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La formule (I) va nous permettre de démontrer la proposition sui-
vante, qui est fondamentale.

Théoreme. — Si l'origine O des arcs d’une courbe n’est pas un point
singulier, les coordonées a?, vy, s,, d’un point quelconque M de la courbe,
situé dans le voisinage du point O. sont développables suivant les puis-
sances croissantes de I'abscisse curviligne s de ce point.

Puisque Il'origine n'est pas un point singulier (premiére partie,
chap. wer, § 3), nous pouvons chaisir la variable indépendante i, qui fixe
la position d'un point quelconque M de la courbe I, de maniére que
les dérivées a?, y',  ne soient pas toutes nulles pour t = i0. Ceci posé,
considérons I'éguation :

Cette équation est Vvérifiée pour :

en outre, la fonction :

ne s’annule pas pour t = t0

Donc, nous pouvons appliquer le théoréme des fonctions implicites
(V. Cours d,Analyse) et dire:
Il existe une fonction:

et une seule: 1° prenant pour s 0 la valeur t = tO; 2° développable
en série ordonnée suivant les puissances croissantes de s, pour des
valeurs de 5 suffisamment petites en valeur absolue ; 3° satisfaisant a
I’équation (3).

Effectuons maintenant dans les équations (1) de la courbe le change-
ment de variable défini par (4); nous obtenons alors les expressions :
de a?, vy, z en fonction de I'arc 5 correspondant a ce point. Ces expres-
sions sont, en vertu d'un théoréme connu, développables suivant les
puissances croissantes de s, du moins dans le voisinage de l'origine
des arcs.

Remarquons qu’il est trés aisé de calculer les coefficients de ¢ (s). En
APPLICATIONS GEOMETRIQUES. 4
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effet, I’équation (3) donne parla différentiation:

Comme @' (N) est différent de zéro, ces équations font connaitre les
dérivés de ¢ (s) pour s = o et, par suite, aussi :

Remarque. — Soit rla valeur absolue de la corde OM :

Or, quel que soits,

En particulier, cette relation a lieu pour s = o; donc:

et, par suite:

Donc:

lorsque I'arc OM tend vers zéro.

§ 2. — Cosinus directeurs de la tangente; dela normale principale
et de la binovmale

1° Tangente. — Soient :
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les équations de la courbe gauche I, lorsqu’on prend pour variable
indépendante la valeur algébrique s de I'arc correspondant au point M

Y, z). On choisit comme direction positive de la tangente au point M
celle qui correspond aux arcs s croissants. Précisons cette définition.

Soit M' un point de la courbe (fig. 10), dont I'abscisse curviligne (s") soit
supérieure a s

La direction de la tangente en M est par définition la limite de la

direction MM', quand s'tend vers s.

Les cosinus directeurs de MM’ sont respectivement :

ou r désigne la longueur de la corde MM', Le rapport positif

pour limite I'unité, quand s, tend vers s ; donc les cosinus directeurs de
la tangente MT sont donnés par les formules :

c'est-a-dire :

Remarque. — Considérons sur latangente MT un segment MA ayant
pour valeur algébrique ds.
Les relations:
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expriment que dx, dy, dz sont les projections du segment ds sur les
axes de coordonnées.

2° Normale principale. —La normale principale en un point M de la
courbe T estla normale MN, située dans le plan oscillateur en ce point.
Le choix de sa direction positive résulte des considérations suivantes:

Par I'origine O des coordonnées (. 11), menons une demi-droite
paralléle a la direction positive de la tangente en M et prenons sur celte
droite une longueur Om égale a l'unité. Lorsque le point M décrit la
courbe F, le point m décrit une courbe sphérique, qu'on appelle Yindica-
trice sphérique de la courbe TI'. Cette courbe jouit de la propriété
suivante :

Théoréeme. — La tangente en m & l'indicatrice sphérique est paral-
lele a la normale principale au point correspondant M de la courbe T.

En effet, le plan mOm"' est paralléle a la fois aux droites MT, MT ;
il a donc pour limite, quand m tend vers m, un plan Omi, paralléle au
plan M oscillateur en M ala courbe F. Donc la droite ml est paralléle
au plan 11, comme elle est, d’ailleurs, orthogonale a MT ; la proposi-
tion est démontrée.

Ceci posé, choisissons sur I'indicatrice sphérique une direction posi-
tive quelconque (7), et soit ¢ la valeur algébrique de I'arc correspondant
au point m. On prend pour direction positive de la normale principale
la direction MN , paralléle a la direction positive de la tangente mt. Il
résulte dela que les cosinus directeurs de MN sont :

() Il'y a avantage & ne pas préciser dans le cas général le choix de cette
direction positive ; voir a ce sujet le cas ou la courbe I est plane (§ 9).
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ou, en tenant compte des formules, qui donnent a, 8, y:

3° Binormale. — La binormale en M est la perpendiculaire menée
parle point M au plan TMNL La direction positive de la binormale est
la direction MNa, telle que le triede (MT, MN1, MN2) ait la disposition
directe ifig. 12).

Soient (x2,82,y2) “es cosinus directeurs de MN2? ; on a:

En outre, chaque élément est égal au mineur qui lui correspond
(pris avec son signe).
Donc:

En résumé

§ 3. — Notion de dérivée géométrique d'un segment

Considérons un segment variable (OM), dont l'origine O est fixe et
dont I'extrémité M se déplace d'aprés une loi déterminée. En d’autres
termes, supposons que les projections X, Y, Z du segment (OM) sur
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trois axes rectangulaires Occ, 07/, 0", soient des fonctions données d'une
méme variable u

Soit OM' la position du segment pour u = u';

Le segment (MM’), qui a pour projections:

est appelé l'accroissement géométrique du segment (OM), quand la
variable indépendante passe de la valeur u a la valeur u' Ce segment
tend vers zéro, quand w'tend vers w, mais sa ligne d’action a pour limite
la tangente en M a la courbe lieu des points M.

Ceci posé, considérons MP' {fig. 13), qui a pour projections sur les axes:

Ce segment a une limite bien déterminée, a savoir un segment (MP)
dirigé suivant la tangente MT, et ayant pour projections:

Ce segment (MP) est ditla dérivée géométrique du segment OM, prise
par rapport & u.— Soit ¢ I'abscisse curviligne du point M. D’aprés ce que
I'on avu (§ 2), VX, <2V, tZZ sont les projections sur les trois axes d’un
segment, ayant pour ligne d’action MT et pour valeur algébrique de ;
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donc le segment quia pour projection Z m, n, a pour valeur algébrique :

Relation entre les dérivées géométriques de trois segments rectangu-
laires. — Considérons un triédre trirectangle, ayant pour sommet un
point fixe O et admettant un mouvement déterminé. Les cosinus direc-
teurs des arétes sont alors des fonctions déterminées d’'une méme
variable u :

Considérons les segments directeurs OM, OM , OM2 des trois arétes;
entre les dérivés géométriques MP, MtP! et M2P2 de ces trois seg-
ments existe une relation simple, que nous allons établir (fig. 14).

A ceteffet désignons les projections des trois segments MP, MIP1,
M2P2, sur les trois arétes du triedre, comme I'indique le tableau suivant :

Des relations :
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on déduit :

c’est-a-dire :

On démontre de méme que:

Le tableau (T) est donc un tableau symétrique gauche.

§ 4. — Courbure en un point d'une courbe gauche
Valeur absolue et signe

Soient:

les équations de la courbe gauche I, lorsqu’'on prend pour variable
indépendante I'abscisse curviligne (%) du point M (a?, vy, z).

Soient ; 1° M et M' deux points de la courbe I' [fig. 15);
20 Om, Om’, les segments directeurs des tangentes MT, M'T";

30 e I'angle de ces deux directions.
On appelle courbure moyenne de I’'arc MM' le rapport :

courbure moyenne.
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La limite de ce rapport, quand M'tend vers M, est ce qu’'on appelle
la valeur absolue de la courbure au point M. Remarquons que :

Donc la courbure en M est égale en valeur absolue a la limite du
rapport :

On voit donc que la courbure au point M est égale en valeur absolue
a la dérivée géométrique mp du segment Ox»T, prise par rapportas. 1l
est naturel d’appeler valeur algébrique de la courbure au point M la
valeur algébrique du segment mp. On peut donc dire :

« La courbure en M est représentée par la dérivée géométrique du
« segment directeur de la tangente en M, cette dérivée étant prise par
« rapportas. »

D’apreés (8 2) la ligne d’action du segment (mp) est parallele a la nor-

male principale en M; en outre, savaleur algébrique ]E est donnée (83) par:

0 désignant I'abscisse curviligne du point m. Les projections sur les
axes du segment mp sont :

Donc on a aussi :

Remabques. — 1° Si on choisit pour direction positive de I'indicatrice
sphérique le sens dans lequel se déplace le point m, quand le point M
se déplace dans le sens positif de I, I'expression de la courbure est
positive.

2° Les formules qui donnent les cosinus directeurs de la normale
principale en M peuvent maintenant prendre la forme :
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3° Enfin, si la variable indépendante qui fixe la position du point M
sur la courbe I' est une variable quelconque i, il faudra remarquer
que :

et par suite :

85.— Torsion en un point d'une courbe gauche. — Valeur absolue et signe

Soient O»i, Onl, On2, les segments directeurs de la tangente, de la
normale principale et de la binormale au point M de la courbe I (fig. 16).

Soient ON', On'4, On"2 les segments correspondants pour le point M'.
Enfin, soit n I'angle des directions On2 Bt On'2. On appelle torsion
moyenne de I'arc MM' le rapport:

torsion moyenne.

La limite de ce rapport, lorsque M'tend vers M, est par définition la
valeur absolue de la torsion au point M. Comme précédemment, cette
limite est la méme que celle du rapport :

Donc la torsion au point M est égale en valeur absolue a la dérivée
géométrique du segment On2, prise par rapport a s. La valeur algé-
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brique de cette dérivée est par définition la valeur algébrique L de la
torsion au point M.

Ainsi:

« La torsion au point M est représentée par la dérivée géométrique
« du segment directeur de la binormale en M, cette dérivée étant prise
« par rapportas. »

Remarquons que le point ni a pour lieu géométrique, quand s varie,
la courbe polaire de I'indicatrice; donc, en vertu d’un théoréme élémen-
taire, la tangente au point n2 est paralléle a la tangente en m a I'indica-
trice. Nous supposerons la direction des arcs de la courbe polaire
choisie de maniére que ces deux tangentes aient la méme direction
positive.

Ceci posé, si y désigne I'abscisse curviligne de n2:

et:

Par suite :

ou bien .

ou encore, en tenant compte des expressions de a2, 2, y2 :

D’autre part:

Donc .
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Remarque. — La torsion en chaque point (I'une courbe plane est évi-
demment nulle; nous allons montrer que la réciproque est vraie. En
effet, de:

on déduit que le rayon On2 reste fixe quand m décrit I'indicatrice;
donc cette derniére est un grand cercle, dont le plan est perpendicu-
laire a On2. Par suite, les tangentes de I' sont toutes paralléles a un
méme plan, et la courbe ' est plane. Ce résultat est aussi une consé-
quence de la formule (1) et d’'une proposition déja démontrée (V. I,
cliap. i, § 2).

§ 6. — Cercle oscillateur

Soient Al et M" deux points de la courbe I et MT la tangente en M.
Construisons le cercle (C') tangent en M a la droite MT et passant
par M'. Lorsque le point M, tend vers M, ce cercle a une limite
déterminée, qu’on appelle le cercle osculaleur en M.

Pour trouver cette limite, marquons sur la normale principale en M

le point I situé a égale distance de M et M* {fi(j. 17). Le cercle C' peut
étre considéré comme l'intersection de la sphére ayant pour centre T et
pour rayon TM, avec le plan TMM,. Ce plan a une limite déterminée, qui
est le plan osculateur en M. Nous allons voir que la sphére a également
une limite bien déterminée.

Désignons par p la valeur algébrique du segment MT. Soient:

les coordonnées de M et M'. — On a:
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dou :

Or, le développement en séries donne :

et deux formules analogues pour Y —y et Z — z. D'ou :

D’autre part :

ou !

Donc :

Les formules (1) et (2) donnent ;

Le point I'a donc une limite bien déterminée, a savoir le point I, dont
les coordonnées (a, &, ¢) sont définies par :

Ce point est appelé le centre de courbure au point M.

On voit donc que le cercle C' a une position limite C bien détermi-
née. Le cercle C est situé dans le plan oscillateur en M, a pour centre
le point | et pour rayon IM. Ce cercle est aussi appelé le cercle de cour-
bure au point M.
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§ 7. — Formules de Serret

Ces formules ont pour but de faire connaitre les dérivés des neuf
cosinus a, B, v, al, BL, yi, a2, B2, y2, en fonction de ces cosinus et de R
et T. On peut les obtenir trés rapidement par le procédé suivant:

Soient MT, MN1, MNZ2, les droites que nous avons si souvent consi-
dérées, et qui constituent ce que lI'on peut appeler le triedre de Serret,

relatif au point M (/%</. 18). Soient (O>n), (Onl), (On2), les segments
directeurs de ces trois droites, et(mp), (nlp4), (>2p2), leurs dérivées géo-
métriques. On a vu que mp représente la courbure au point M, que
n2p.i représente la torsion, et que la ligne d'application de ces segments
est parallele a Oni. L’application du théoreme relatif aux dérivées de
trois segments rectangulaires (§ 3) montre que les projections des trois
segments mp, nlpl et n2p2 sur les arétes du triedre (Om, Onl, On2) sont
indiquées par le tableau suivant:



FORMULES FONDAMENTALES 63

En projetant ces trois segments sur les axes fixes, on obtient (§ 3) :

Telles sont les formules de Serret.
_ . d’a Lo
Remarque. — Il est aisé de voir que est une forme linéaire

de o, x1, as, ayant pour coefficients des fonctions de R et T et de leurs
dérivées. Pour I'établir, il suffit de faire voir que, si la proposition est
vraie pour I'indice w, elle I'est, aussi pour I'indice (n 4" 1)- Soit :

alors :

ou :

La proposition est donc démontrée.
On trouve de meme :

§ 8. — Développement des coordonnées oc, y, z d'un point M
suivant les puissances croissantes de I'abscisse curviligne (s) de ce point

Prenons pour axes de coordonnées les arétes du triédre de Serret,
relatif a I'origine des arcs de la courbe I', et supposons connues les
expressions de la courbure et de la torsion en un point quelconque M
en fonction de I'abscisse curviligne (s) de ce point:
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Nous allons voir que I'on peut calculer les coefficients des développe-
ments, déja rencontrés :

En effet, il résulte des relations:

et de la proposition que nous venons d'établir que :

avec .

En faisant dans ces formules :

et successivement .

on obtiendra les expressions de Yo ZN

On remarquera qu’a l'origine :

et que tous les autres cosinus B, y, a, yi, a2, 2, sont nuis.
Calculons les premiers coefiicients des développements. Les formules
(1) donnent :
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les formules (4) donnent ensuite :

de la, on déduit immédiatement :

Remarque. — Si on a égard a ces formules et a I'indétermination de
la direction des axes, on voit que : « la courbe I et sa symétrique
« sont les seules, pour lesquelles R et T ont les expressions données.»

§ 9. — Cas ou la ligne donnée T est plane

Les formules et notions qui précédent se simplifient particulierement,
quand la courbe I est plane. Nous allons les passer en revue.

Soient : M un point de la courbe; s, son abscisse curviligne ; x ety
APPLICATIONS GEOMETRIQUES. 5
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ses coordonnées rectangulaires, et enfin (fig. 19) :

Les cosinus directeurs (a, fi) de la tangente MT sont ;

Les plans osculateurs de la courbe se confondent avec le plan xoy.

L'indicatrice de la courbe I', c’est-a-dire le lieu de I'extrémité m du
segment directeur de la tangente MT, se confond avec le cercle trigo-
nométrique ayant O pour centre. Le choix du sens positif de ce cercle
est indépendant de la courbe I ; on voit donc qu'il y a avantage, dans
la théorie générale (§ 2, n° 2), & ne pas faire dépendre du sens de la
courbe F celui de I'indicatrice sphérique.

La direction positive MN de la normale (principale) en M est celle
de la tangente en m; elle est donc définie par :

Les cosinus directeurs (a, ft) de MN sont donc:

La courbure au point M est représentée parle segment mp, dérivée
géométrique du segment Om par rapport a s. Cette courbure a donc
pour valeur algébrique :

Remargquons que :

la formule (3) donne donc :

Supposons x et y évaluées, non en fonction de s, mais en fonction
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d’une variable indépendante quelconque i; alors la formule (4) prend
la forme :

ou les lettres accentuées désignent des dérivées prises par rapport a t.
La formule (5) est, comme on voit, beaucoup plus simple que la for-
mule correspondante dans la théorie des courbes gauches.
Le centre du cercle oscillateur, ou centre de courbure en M, est en un
point 1 de la normale, tel que (V. § 6) :

Ses coordonnées (aq, yl) sont donc :

On vérifie aisément au moyen de ces formules que le point | est le
point de contact de MN avec son enveloppe.

Si on différencie les expressions (1) et (2), on obtient immédiatement
les formules :

que I'on peut aussi déduire des formules de Serret, en supposant la
torsion nulle. Nous avons vu, en effet (§ 5), qu’en chaque point d'une
courbe plane la torsion est nulle, et réciproquement.

Enfin, si I'on rapporte la courbe aux axes MT et MN, on trouve (§ 8) :

Ces formules montrent que le centre de courbure | est du meme coté
que la courbe par rapport a la tangente MT, du moins dans le voisi-
nage du point M.

Remarque. — Revenons aux anciens axes Oz et Oy et supposons les
coordonnées x et y de M évaluées en fonction d’une variable quel-
conque t. Prenons pour sens positif de la tangente en M le sens des
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croissants ; alors dans la formule (5) :

et le signe de R est celui de: (xy" — y'x'}
Donc, si:

la courbe est concave au point M vers la normale positive; elle est con-
vexe dans le cas contraire.
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APPLICATIONS DES FORMULES FONDAMENTALES
FORMULES RELATIVES A LA VARIATION D’'UN SEGMENT

§ 1. — Probleme |I. — Déterminer les courbes gauches pour les-
quelles la courbure est constante, ainsi que la torsion.
Soient :

les équations d’une courbe I, pour laquelle :

Prenons pour inconnues auxiliaires les cosinus du triedre de Serret
relatif & un point quelconque M de la courbe. — Les cosinus o, al, aa
(nous conservons ici les notations du chapitre précédent) sont liés par
les relations :

De la on déduit, en éliminant a et «2 -

Donc a, est une intégrale de I'’équation :
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Il en est de méme de B, et yl. — Donc :

Comme on a identiquement :

on doit avoir:

Les cosinus a, B, y, sont par suite donnés par :

ou les constantes C, C', C" sont assujetties a satisfaire aux relations :

Les cosinus du triedre de Serret sont déterminés. Les équations (1)
fournissent immédiatement v, puisque :

En désignant par a, b, c, a', b, ¢', a", b" c", les neuf cosinus d’un
triedre fixe :
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avec:

Les équations (2) de la courbe ' montrent que, par un déplacement
convenable de cette courbe, on peut la faire coincider avec I'hélice
définie par les équations (3).

Ainsi ;. « Une courbe pour lagquelle la courbure est constante ainsi
que la torsion est une hélice tracée sur un cylindre de révolution. »

Si on pose

on voit que les équations (3) prennent la forme :

Remarque. — Si R et T ne sont pas constants, mais si :

la courbe I est encore une hélice, mais cette hélice n’est plus tracée
sur un cylindre de révolution. Cette proposition, due a M. Bertrand,
est une conséquence immédiate des formules de Serret ; je laisse au
lecteur le soin de' le vérifier. Nous serons plus loin conduits tout natu-
rellement a ce théoréme.

Probleme Il. — Déterminer les courbes planes pour lesquelles la

courbure en chaque point M est une fonction donnée de I'abscisse cur-
viligne s de ce point :

Soit " une courbe satisfaisant a la question (34%. 20). Prenons pour
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axe des x la tangente a l'origine (0) des arcs de la courbe I, pour axe
des y la normale en ce point. Cherchons d’abord angle ¢ :

On a vu que :

donc, par suite du choix particulier des axes :

Ceci posé, les coordonnées x et y du point M sont déterminées en
fonction de s par les formules :

d’ou l'on tire:

On voit que la forme de la courbe est compléetement déterminée.
Cette proposition est, d'ailleurs, un cas particulier d’un théoréme établi
plus haut (chap. ter, § 8).

§ 2. — Formules relatives & la variation d'un segment (ler groupe)

Soient : u la valeur algébrique d'un segment MM4, ayant pour ligne
d’application la droite D (/7sr. 21);

a, 6, c, les projections sur les axes du segment directeur Od de la
droite D ;

X, Y, 2 les coordonnées du point M.

Nous supposons que ces sept quantités sont fonctions d'une méme
variable indépendante (i) ; le mouvement des points (M, M4, d) est alors
complétement déterminé. Désignons les trajectoires de ces points res-
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pectivement par S, S( et}, et les directions positives des tangentes en

M,M1,d, par MT, MI1T< et de. Enfin, posons :

Ceci posé, les coordonnées aq, yi, zi, da point M sont définies par :

De la on déduit en différentiant

L’interprétation de ces formules conduit a des propriétés infinitési-
males curieuses du mouvement considéré. En effet, résolvons les équa-
tions (1) par rapporté du et u .
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Soient s, sl et ¢ les abscisses curvilignes respectives des points M,
Ml et d. Les formules (2) donnent :

ou bien:

Ces deux formules jouent, comme on le verra, un réle important dans
beaucoup de questions relatives au déplacement d'un systéeme de deux
points. La premiere est, d’ailleurs, bien connue.

Enfin, I'élimination de u et du entre les équations (1) conduit a la
relation :

Comme les relations (1) et (11), la relation (1) exprime une propriété
indépendante des axes de coordonnées.

Pour le faire voir, désignons par :

A u, v, les projections, sur les axes de Serret relatifs au point M, du
segment directeur Od;

N\, B, C, les projections, sur les axes de Serret relatifs au point M,du
segment (de') dérivée géométrique du segment Od par rapport as.
Alors :
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et par suite :

Cette formule montre que | est indépendant du choix des axes 0a?,
Ch/, Oz.

De méme, soient :

AL pi, vl les projections sur les axes de Serret, relatifs au point M ,
du segment Od ;

Al, B ,Cl, les projections sur les axes de Serret, relatifs au point All
de la dérivée géométrique dei du segment Od, prise par rapport a sl.

On trouve :

Les formules I, II, Ill, quand on introduit les quantités A, u, v,
Al Bl C, )l,... deviennent :

La deuxieme formule résulte de ce fait que :

Remarque 1. — Evaluons A, B, C, au moyen de A, g, v. Si on diffé-
rentieles formules (4), qui donnent les expressions de a, b,c, en fonction
de A [x v, et sion tient compte des formules de Serret, on trouve les
formules suivantes, dont nous ferons un grand usage :
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Remarque Il. — L’expression différentielle LZs- a une signification
géométrique simple que je ne fais qu’indiquer. Soit M'D’' la position de
la droite MD (/7sc 22!, correspondant & un accroissement, ds de I'abscisse
curviligne s du point M. Soit M'P' un segment équipollent au segment

directeur dela droite D*. Si on prend ds pour infiniment petit principal,
le moment du segment MP" par rapport a la droite D a pour terme
principal kZs2. N'ayant pas a utiliser cette proposition, je laisse au
lecteur le soin de la démontrer. On utilisera a cet effet la formule (3).
La signification de Ildsi2 estanalogue.

§ 3. — Formules relatives a la variation d'un segment (2¢ groupe)

Soient Il et 11! les valeurs algébriques respectives des segments de et
dei ; les deux expressions de tZ0 :

montrent que:

D'ailleurs :

On peut dire que les expressions 1Vs? et IV-s sont invariantes, quand
on passe du mouvement du point M a celui de M4, — On peut trouver
un invariant différentiel nouveau par les considérations suivantes.

Posons :
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il est aisé de voir que le déterminant

est égal a chacune des expressions donc :

Nous allons montrer que ces quantités A et Al ne dépendent pas du
choix des axes de coordonnées rectangulaires (Ar, Oy, 0-s,.

Calculons A au moyen de A, u, v. A cet effet, remarquons que les for-
mules '4) du paragraphe précédent et les suivantes :

montrent que :

En résumé, nous avons obtenu les deux groupes de formules :

Remarquons que la formule (H) peut aussi prendre la forme :

Toutes ces formules nous paraissent fondamentales.
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Remarques. — 1° Examinons dans quel cas I'un des invariants HcZs,
IVs2, AcZs3 est nul. Si

il est clair que la droite D reste paralléle a une direction fixe (car
Vo = o).
Si:

la droite D reste paralléle a un plan (V. 1, chap. ter, § 2).
Enfin, I’'expression de | (chap. n, § 2) montre que, si :

la droite D engendre une surface développable. Il est évident, d'ailleurs,
que les réciproques de ces propositions sont exactes.

2° Si, dans toutes ses positions, la droite Dest constamment tangente
a la trajectoire S du point M (#7- 23), on a évidemment :

Mais il faut observer que la réciproque n’est pas vraie.

Si A est nul, la droite D n’engendre pas forcément une surface déve-
loppable. Nous verrons plus tard (surfaces réglées) la signification géo-
métrique de larelation :

§ 4. — Expression particuliére du déterminant A

Multiplions le déterminant A par le suivant :
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Nous trouvons, en tenant compte des identités :

c’est-a-dire, en revenant a la notation :

D'autre part, les formules qui donnent A’ B', C' (paragraphe précédent)
montrent que :

Par suite :

Cette expression simplifiée de A peut étre utile.
Remarques. — 1. Si on a :

c’est-a-dire si la surface est développable, la formule précédente se simplifie
et donne :

Il. Supposons maintenant:

les génératrices sont alors les tangentes de la directrice donnée. La transfor-

mation précédente n’est plus permise ; mais la simplication de A ne présente
aucune difficulté.

On a en effet :

donc :

85. — Cas particulier ou le segment MM! se déplace dans le méme plan

Soit Od le segment directeur de la ligne d’application du segment
(%4f. 24) ; le lieu du point est précisément le cercle trigonométrique,
et ¢ est I'abscisse curviligne du point (rf) sur ce cercle.
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Posons

en désignant, comme plus haut, par D, T, T<, les directions de la ligne

d’application du segment et des tangentes MT, MIT1. Soit (/) la direc-
tion de la tangente au point (</); posons aussi pour un instant :

En vertu des formules (I) et (I1), on a:

mais dans tous les cas :

les formules précédentes deviennent :

Les formules IlI, 1V, V, se réduisent ici aux formules évidentes :



QUATRIEME PARTIE

PROPRIETES METRIQUES DES SURFACES REGLEES

CHAPITRE |
SURFACES GAUCIIXS

§ 1. — Préliminaires

Nous désignerons dans la suite par :

I" la directrice d’une surface réglée quelconque S (fig. 23) ;

MD, la génératrice passant par un point quelconque M de la direc-
trice ;

CM, le segment directeur de MD ;

A U, v, les projections du segment Od sur les axes de Serret MT,
MNZ, MN2, relatifs au point M ;

s, I'abscisse curviligne du point M.

La surface S est complétement déterminée, si on donne la courbe T
ainsi que les expressions de A, u, v en fonction de (s) :

Nous dirons que les équations (1) sont les équations intrinseques de

la surface S.
APPLICATIONS GEOMETRIQUES. 6
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Les coordonnées superficielles d’un point P de la surface situé sur
la génératrice MD sont :

1° L'abscisse curviligne (s) du pied M de la génératrice ;

2° La valeur algébrique (u) du segment MP.

Le cbne engendré par Oc? est dit (comme on sait déja) le céne direc-
teur de la surface S.

Nous désignerons par Oc (Bur. 26) la direction de la tangente a la
trajectoire du point d et par Ofla direction de la perpendiculaire au
plan dOe. Cette direction ®/ est supposée choisie de maniére que le
triedre (Oc?, Oe, P/ ait la direction directe.

Enfin., les notations employées dans Métude de la variation d'un segment
sont toutes conservées ici.

§ 2. — Point central. Ligne de striction

Nous avons vu (lle partie) qu'un plan Tl quelconque, passant par MD,
est tangent a la surface S en un point et un seul. Parmi les plans 11, il
y en a deux (pii ont évidemment une situation bien particuliére relati-
vement au cdne directeur, ce sont: le plan []t, perpendiculaire au plan
<70e, ou paralléle au plan #fe/ et le plan IL, paralléle au plan cZOc. Le
second a son point de contact rejeté a l'infini (lle partie); le premier a
son point de contact en un point de D qu'on appelle le point central de
la génératrice D.

Ainsi, pour construire le point central de D, il suffit :

1° De construire le plan normal au cbne directeur suivant la généra-
trice paralléle a D ;

2° De mener par la droite D un plan Il parallele a ce plan normal.

Le point de contact de []l avec la surface S est le point central
cherché.
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Le lieu des points centraux est appelé la ligne de striction de la sur-
face S.

Cherchons I’équation de cette ligne (en coordonnées superficielles). A
cet effet, soit M! un point de D ; supposons que les coordonnées u et s
de ce point soient liées par

Lorsque M décrit la courbe T, le point M( décrit une courbe T,.
Appliquons la formule fondamentale (llle partie, chap. n, § 2) :

ou bien :

au mouvement du segment MMI. Pour que le point M! soit le point
central de D, il faut et il suffit que la droite Oe soit perpendiculaire a
la tangente M1T! de la courbe I'L, c’est-a-dire que :

Alors :

Ainsi I'équation de la ligne de striction est :

Pour que la directrice soit ligne de striction, il faut et il suffit que
A — o

83. — Théoreme de Chasles relatif aux plans tangents de S

Nous nous proposons d’étudier comment varie le plan tangent au
point M, quand le point M décrit la droite D. Par ()d(fig. 27) menons un
plan paralléle au plan tangentTMD et soit Og la trace de ce plan sur le
plan eOf. Cherchons I'équation de ce plan en prenant respectivement
pour axes des X, Y, z, les droites Od, Oe, OF (évidemment indépendantes
de la position du point M sur la droite D). A cet effet, formons le
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tableau des cosinus directeurs des droites Od, Oe, OFf par rapport aux

axes de Serret relatifs au point M.

Donc les cosinus directeurs de MT relativement aux axes Od, Oe, Of,
sont :

et I'équation du plan dOg est :

Cette équation a un sens, car :
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Nous supposons, en effet, que la surface est gauche et non développable
(8 3, chap. ii, Ille partie).
Si désigne I'angle de Oy avec la trace Oy, on a donc .

D’autre part, soientMt un point quelconque et I'l une courbequelconque
de S passant par ML ; on a en vertu de formules démontrées (Ille partie,
cliap. m, §3):

Donc :

K étant une quantité indépendante de la position de M sur D. Enfin,
si P est le point central de D, on a vu que :

Donc :

et, par suite, on trouve la formule suivante, due a Chasles :

Cette formule montre que, si p varie de — o a -f- o , le plan tangent
tourne toujours dans le méme sens et vient se confondre successivement
avec tous les plans passant par la droite D. Nous retrouvons que pour
p infini le plan tangent est paralléle au plan des ay, et que pour p = 0
le plan tangent est parall