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PRÉFACE
L’ouvrage que je publie aujourd’hui se compose de deux parties distinctes.Le texte constitue seulement une nouvelle rédaction d’un Mémoire présenté en 1869 (^) à l’Académie des Sdences, Mémoire dont l’impression a été retardée par bien des cir­constances sur lesquelles il est inutile d’insister.Les Notes contiennent l’examen détaillé de quelques ques­tions qui s’étaient présentées dans mes recherches primitives, et que je n’avais pu traiter avec le développement qu’elles me paraissaient mériter.Le but principal de l’ensemble de ce travail est l’étude d’une classe remarquable de surfaces du quatrième ordre, que je propose d’appeler cyclides, et qui admettent une conique double spéciale, le cercle de l’infini. Ces surfaces peuvent se décomposer en un plan, le plan de l’infini, et en une surface du troisième ordre, qui contient le cercle de l’infini. Elles donnent donc, par une transformation bomo- graphique, la surface la plus générale du quatrième ordre (*)

(*) Voir l’extrait du Mémoire, Comptes Rendus, t. LXVIII, p, 431 f, séance 
du 7 juin 1869.
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X PRÉFACE.à conique double, et la surface générale du troisième ordre. J’ai dû joindre à leur élude, pour la rendre à la fois plus nette et plus complète, celle des courbes qui jouent le même rôle <∣ιι'elles dans la géométrie à deux dimensions. Ces courbes, que j’appelle eydi(∣ues, sont soit les courbes planes du quatrième ordre ayant pour points doubles les deux points à l’infini sur le cercle, soit les courbes sphéri­ques qui résultent de l’intersection do la sphère avec une surface du second degré. Quelques propriétés relatives aux imaginaires se présentaient naturellement dans l’étude que j’avais entreprise; il m’a paru qu'il y aurait avantage à les développer avec la généralité quelles comportent. Ces explications justifieront, je l'espère, la composition et le plan de mon travail.La première Partie est consacrée à l’étude de la transfor­mation par rayons vecteurs réciproques, des foyers et des locales. Depuis 1869, bien des recherches importantes ont été ou mieux connues ou publiées sur les différentes méthodes de transformation. J’ai cru devoir conserver néanmoins les développements que j’avais présentés sur ce sujet, parce qu’ils sont élémentaires, et aussi parce qu’ils se rapportent à la plus intéressante de toutes les transformationi? considé­rées jusqu’à présent. J’ai ajouté à cette Partie, au moment de l’impression, Γindication d’un moyen nouveau et très simple de former l’équation différentielle des surfaces appli­cables sur une surface donnée. Les théories relatives aux imaginaires expliquent nettement, ce qui n’avait pas été fait jusqu’ici, les solutions singulières de l’équation aux dérivées partielles à laquelle on est conduit.La deuxième Partie contient une élude détaillée des cyclides planes et sphériques. J y examine les propriétés générales, la classification des diflerentes espèces de cycli- (]ues, et les propriétés métriques focales, qui sont la
www.rcin.org.pl



PRÉTACE. XIgénéralisation des propositions connues de la théorie des coniques.Parmi les cycliques, quelques-unes ont la plus grande analogie avec l’ellipse de Cassini ; leur théorie est liée par les rapports les plus étroits aux beaux théorèmes de Poncelet sur les polygones inscrits et circonscrits· aux coniques, et, d’autre part, avec quelques propositions générales relatives aux imaginaires en géométrie. La troisième Partie est donc consacrée à une étude des imaginaires; mais, après avoir démontré les propositions indispensables, je reviens prompte­ment à l’objet spécial de mon travail, pour étendre à toute une classe de courbes planes et sphériques deux des pro­priétés fondamentales du cercle. On me permettra de signaler aussi un moyen nouveau de démontrer les propriétés métri­ques focales des coniques, en les déduisant direcleτuent de l’une des propositions générales que M. Chasles a prises pour bases de la· théorie de ces courbes, dans son l>eaυ 
Traiié des Sections coniques. Les Notes contiennent des développements nombreux et étendus se rapportant à cette Partie. Elle a d’ailleurs été modifiée en un point pendani l’impression. J’ai beaucoup simplifié la démonstration que j’avais donnée d’abord des théorèmes de Poncelet.Les deux dernières Parues sont consacrées à l’élude analytique et géométrique des surfaces cyclides, abrégée et rendue plus facile par les développements qui précèdent Ce qui concerne la génération des cyclides, leur classification et la cyclide à quatre points doubles, qui a été depuis 1869 le sujet des recherches de quelques géomètres, n’a reçu aucune addition dans le texte- J’ai un peu changé la forme de la dernière Partie, consacrée à l’étude géométrique des cyclides et du système triple orthogonal qu’on peut former avec ces surfaces, en ajoutant quelques développements relatifs à une des plus belles conceptions de M. Cayley. Ce
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Xil PRÉFACE.geometre a eu le mérite de donner, le premier, sous une forme nette, grâce aux beaux travaux et aux études anté­rieures de Mobius et surtout de M. Chasles, les principes qui assujettissent, si je puis m’exprimer ainsi, la géométrie des relations métriques dans le plan et sur la sphère à celle du rapport anharmonique, appelée quelquefois aussi géométrie projective. Pour ne pas être accusé de me livrer à des spéculations théoriques sans aucune portée pratique, j’ai montré dans les Notes comment les principes de M. Cayley pouvaient conduire à des théorèmes intéressants, et en particulier à une méthode de tranformation des surfaces avec conservation des lignes de courbure qui a été déjà donnée par M. Bonnet. Je généralise d’une manière assez étendue cette méthode de transformation.Les Notes contiennent des développements relatifs à la géométrie de M. Cayley, à la transformation par rayons vecteurs réciproques, et à un système de coordonnées qui s’applique à la fois aux points, aux plans et aux sphères. M. Lie, professeur à l’Université de*  Christiania, a, le pre­mier, considéré la sphère comme un élément de l’espace, et il a su établir les relations les plus intéressantes entre la géométrie des sphères et celle des lignes droites. Ne voulant développer ici que mes recherches personnelles, je me suis borné, dans les dernières Notes de cet ouvrage, à l’étude des cyclides, de leurs normales, de leurs sphères tangentes, et des couι⅛es remarquables qu’on peut tracer et déterminer sur ces surfaces.La deuxième et la quatrième Partie sont précédées d’une courte Notice historique. Quelques remarques et rectifica­tions portant sur des travaux dont j’ai eu ∞nnaissance après avoir terminé sont placées à la fin des Notes.Je serais heureux de voir ce travail, dont je sens autant que personne les imperfections, accueilli avec bienveillance
www.rcin.org.pl



PRÉFACE. X∏∙par les géomètres. Puisse-t-il amener quelques-uns d’entre eux à des études qui forment un intermédiaire et un lien naturel entre la théorie des quadriques et celle des surfaces de degré supérieur, empruntant aussi au rang quelles occupent une importance et un intérêt qu’on ne saurait méconnaître.
12 juin 1872.
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SUR UNE CLASSE REMARQUABLEDE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES
ET SURLA THÉORIE DES IMAGINAIRES

PREMIÈRE PARTIE.
De la transformation par rayons vecteurs réciproques, 

des foyers et des focales.

4.

De la transformation par rayons vecteurs réciproques dans le plan.On sait que les formules de la transformation par rayons vecteurs réciproques, prises dans le cas le plus simple, sont les suivantes, 
où , X , Y désignent les coordonnées ordinaires de deux points correspondants. On peut les écrire de la manière sui­vante.
(Det, sous cette forme, on reconnaît immédiatement qu’à un point, pris dans l’une des figures, ne correspond qu’un point de l’autre.La transformation précédente offre le cas le plus simple, et

1 

www.rcin.org.pl



2 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEauquel peuvent se ramenertous les autres, des transformalions 
du second ordre. On définit ainsi les transformations dans les­quelles à un point répond un seul point, et à une droite une. conique. Désignons par I et J les points à l’infini sur le cercle, et par 0 le pôle de transformation; à une droite correspond, en général, un cercle passant par le pôle, c’est-à-dire une conique passant par les trois points 0,1, J. Mais il y a trois séries de droites auxquelles correspondent d’autres droites : 1® les droites passant par le pôle 0; 2® les droites passant par le point I, auxquelles correspondent des droites passant par le point J; 3“ les droites passant par le point J, auxquelles cor­respondent des droites passant par le point l.D’après cela, à un cercle de rayon nul, formé de deux droites passant, l’une par le point I, l’autre par le point J, correspondra aussi un cercle de rayon nul. Toutes ces remarques sont, d’ailleurs, des conséquences immédiates des formules de transformation (1).Désignons par n l’ordre d’une courbe à équation réelle, et qui passera le même nombre de fois par les points imaginaires conjugués I et J. Soient i le nombre des branches de courbe se croisant en un des points I ou J, o le degré de multiplicité du pôle (o sera nul, si la courbe ne passe pas au pôle). Dési­gnons par n'.o∖i' les nombres analogues pour la courbe transformée. Ces nombres vérifient les formules suivantes, qui s’appliquent à toutes les transformations du second ordre.

Ainsi, à une conique quelconque correspond une courbe du quatrième ordre ayant trois points doubles, le pôle et les deux points l et J; mais si la conique passe au pôle, la transformée est une courbe du troisième ordre ayant un point double au pôle, et passant une seule fois par les points I et J. Si elle est un cercle, la transformée est un cercle, ou une ligne droite, si ce cercle passe au pôle.
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DE COURBES RT DE SURFACES >LCEBRJβUES. 3

2.

Des foyers.On sait qu'on nomme foyers d’une courbe plane les points pour lesquels deux des tangentes menées à la courbe ont -h i et —i pour coeflicients angulaires, c’est-à-dire passent par les deux points I et J. En d’autres termes, si des points l et J on mène deux faisceaux de tangentes à la courbe, les pointe d’intersection des droites de ces deux faisceaux sont les foyers de la courbe. Si celle-ci est de la wî'®·"*  classe, et qu’elle passe i fois par chacun des points I et J, on ne pourra lui mener de chacun de ces points que m—tangentes. 11 y aura donc en tout (ni—2i)*  foyers; mais m — seulement de ces foyers seront réels ; car sur chacune des tangentes à la courbe menées d’un point l, il y a un foyer réel, et un seul, qui est à l’inter­section de. cette droite et de la droite imaginaire conjuguée.Par exemple, les courbes du second degré ont quatre foyers,, et deux seulement sont réels. 11 est bien entendu d’ailleurs, que, dans les formules précédentes, les points 1 et J sont des points multiples ordinaires pour la courbe considérée. Nous allons donner un exemple.Considérons les courbes du 4*̂  ordre qui admettent pour points doubles les deux points I et J. Ces courbes sont de la 8® classe, et de chacun de ces points on pourra leur mener 4· tangentes, qui se couperont en 16 points. Ces courbes auront donc 16 foyers, dont 4 seulement sont réels. Ces 4 foyers réels détermineront d’ailleurs tous les autres.Au oontraire, les ovales de Descartes ont, d'après une remarque faite par M. Cayley, les deux points I et J pour points de rebroussement. De chacun de ces points, on ne pourra leur mener que trois tangentes. Ces courbes auront donc seulement 9 foyers, dont 3 seront réels.Quand la courbe passe par les deux points I et J, les tan-
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4 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEgentes à la courbe menées en ces deux points forment deux faisceaux de i droites, qui sont des asymptotes de la courbe. M. Laguerre a proposé d’appeler foyers singuliers les points d’intersection des droites de ces deux faisceaux. Il y. a donc ? foyers singuliers; i seulement sont réels et peuvent être considérés comme des cercles de rayon nul, à centre réel, doublement tangents à la courbe aux deux points I et J.Le cercle, par exemple, a un foyer singulier à son centre; les courbes du quatrième ordre, ayant pour points doubles les deux points I et J, ont deux foyers singuliers réels, etc.Les foyers ordinaires jouissent d’une propriété très impor­tante. Si on transforme une courbe par rayons vecteurs réci­proques, les transformées des foyers sont les foyers de la courbe transformée. Cela est évident, si l’on considère les foyers comme des cercles de rayon nul. Cependant, si l’on place le pôle en un des foyers, ce foyer disparaît, et est remplacé par un rebroussement (deux branches tangentes en I et J).La proposition précédente ne s’applique d’ailleurs qu’aux foyers ordinaires; les foyers singuliers d’une courbe ne devien­nent pas les foyers singuliers de la transformée.
3.

De la transformation par rayons vecteurs réciproques dans l’espace.Voici comment on peut définir géométriquement cette transformation, qui est comprise comme cas particulier dans 
Vinvolution quadrique de M. Hirst.Considérons une surface du second degré, et le cône du second degré circonscrit à cette surface suivant une coni­que (C) et ayant son sommet en 0. Menons, par le point O, une droite quelconque qui coupe la surface aux deux points M , M', et prenons sur cette droite deux points A , A', divisant harmoniquement le segment MM\ Nous aurons une transfor-
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. gmation dans laquelle à un point a correspondra un seul point 
a', et réciproquenaent. D’ailleurs, cette transformation sera, d’après une heureuse expression de M. Transon, une transfor- 
malion involutive, c’est-à-dire qu’au point a considéré, soit dans la première, soit dans la seconde figure, correspondra toujours le même point a'.Si l’on suppose maintenant que la surface du second degré

soit une sphère, que 0 soit le centre de cette sphère, on obtiendra la transformation par rayons vecteurs réciproques. En effet, si par le centre d’une sphère on mène un diamètre MM', deux points a, a', conjugués par rapport au segment MM', sont tels que
R étant le rayon de la sphère. On peut donc supposer que la surface du second degré considérée plus haut devienne une sphère, que 0 soit le centre; alors la courbe de contact (G) du cône de sommet 0 circonscrit à la sphère sera le cercle imagi­naire à l’infini, et l’on aura la transformation par rayons vecteurs réciproques.Étudions d’abord la correspondance entre les points :1® Au pôle 0 correspondent tous les points du plan de con­tact, c’est-à-dire du plan de l’infini.2» Les seuls points qui se correspondent à eux-mêmes sont situés sur la surface du second degré, c’est-à-dire sur la sphère.3“ A tout point a situé sur le cône circonscrit (c’est-à-dire sphère de rayon nul ayant son centre au pôle) correspond un point a' situé sur le cercle de l’infini (G).
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{) SV K UNE CLASSE REMARQUABLEMais au point a' correspondent tous les points do la droite 0α'. Car les points d’intersection de la surface et de la droite Oa' sont confondus en a', et par conséquent le conjugué har­monique de a' est indéterminé sur la droite On'.On voit donc qu’il existe des points pour lesquels le point homologue est indéterminé : le pôle, auquel correspondent tous les points d’un plan, le plan de l’infini; et les points du cercle de l’infini (C), auxquels peuvent correspondre tous les points d’une droite, celle qui les joint au pôle.Nous allons étudier maintenant les transformées de quel­ques figures simples, et nous commencerons par la ligne droite.Considérons d’abord une droite mnpq , rencontrant la sphère fondamentale en tn, n, et son cône asymptote en p, q. A. cette droite correspondra une courbe plane, une conique située dans le plan de la droite et du pôle. Les points m et n se cor­respondent à eux-mômes. Les points p, q ont leurs homolo­gues p∖q' sur le cercle de l’infini. Enfin, le point à l’infini sur la droite a pour homologue le pôle 0. On voit donc qu’à la droite correspond la conique passant par les cinq points 
0 ,m,n,p' ,q'. Cette conique est un cercle, puisqu’elle coupe aux deux points p',q' le cercle de l’infini. Examinons dans quels cas elle se décompose.4® SI la droite proposée passe par le pôle, elle se correspond à elle-même.2® Si la droite coupe le cercle de l’infini en un point a, à ce point correspondront tous ceux de la droite Oa. Le cercle correspondant à une droite se décomposera ; 1° en la droite Oa; 2® en une autre droite qu’on détermine de la manière suivante ; la première coupe la sphère fondamentale en un point m, qui se correspond à lui-même, et le cône asymptote en un point 6 qui a pour homologue le point b' situé à l’infini sur le cercle.{C) et sur la droite 06. Ainsi à la droite mba correspond une droite mb' rencontrant aussi le cercle (C).On voit donc qu’à une droite coupant le cercle de l’infini
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 7correspond une antre droite coupant le cercle de Γinfini en un autre point.Tels sont, comme on s’en assurera aisément, les seuls cas dans lestjuels à une droite corresponde une autre droite.Les lignes que nous venons de trouver jouent d’ailleurs un rôle des plus importants dans la géométrie métrique; nous aurons à les employer fréquemment et à les considérer soit comme les génératrices rectilignes imaginaires des sphères, soit comme jouissant de cette propriété que la distance de deux quelconques de leurs points situés à distance finie est nulle. Nous allons établir ces propositions.Une sphère contenant toujours le cercle (G), on voit que toutes les génératrices rectilignes des sphères seront assujetties à rencontrer ce cercle. D’autre part, étant donnée une droite Δ rencontrant le cercle (G), il est clair qu’on pourra construire une infinité de sphères contenant cette droite, et dont les centres seront dans le plan tangent mené par la droite Δ. cercle (G).En particulier, toute droite rencontrant le cercle (G) pourra être placée sur une sphère de rayon nul (cône ayant (G) pour base), ayant son centre en un quelconque de ses points, et par conséquent tous les points situés à distance finie sur cette droite seront à une distance nulle de l’un d’eux.Après avoir examiné les droites, considérons une eourbe quelconque, et supposons qu’elle rencontre le plan de l’infini en P points non situés sur le cercle (G), et en i points sur ce cercle. Son ordre n, c’est-à-dire le nombre de points dans lesquels elle est rencontrée par un plan sera doncp÷i. Supposons, en outre, qu’elle coupe le cône asymptote de la sphère en r points, et que le nombre de ses branches passant au pôle soit égal à q. Désignons par des lettres accentuées les mêmes nombres pour la transformée. On aura
Nous écartons, bien entendu, les particularités.
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8 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEAppliquons les principes précédents à la courbe d’intersec­tion d’une sphère et d’une surface du second ordre. L’ordre de cette courbe est 4; elle coupe le plan de l’infini en quatre points situés sur le cercle (G), le cône circonscrit (OC) en quatre points. On a donc généralement
P = Q , i = ^i, r=ï , n = i ; z = 0 ,et, par suite,

La transformée sera donc une courbe sphérique analogue, et nous verrons que cette nouvelle courbe se trouve aussi sur une infinité de surfaces du second degré.Si, au contraire, on prend pour pôle un point de la courbe, la transformée est une cubique plane, passant par les deux points à l’infini sur le cercle, ou cubique circulaire. Nous reviendrons d’ailleurs sur ces questions.Les formules relatives aux surfaces se trouvent aussi sans difficulté. On pourra consulter un article de M. Moutard sur la transformation par rayons vecteurs réciproques. {Nouvelles 
Annales de Mathématiques, 1864.)

4.

De» focales des courbes et des surfaces.Nous avons vu que,‘ dans la transformation par rayons vec­teurs réciproques, les droites qui rencontrent le cercle de l’infini se transforment en des droites rencontrant le même cercle. Ainsi les surfaces réglées formées de ces droites se transforment en surfaces réglées.On peut compléter ce résultat, et démontrer que les surfaces 
développables formées de ces droites se transforment en surfaces 
développables. Car de telles surfaces développables peuvent être considérées comme les enveloppes des sphères de rayon nul (ou cônes ayant (G) pour base), ayant leurs centres sur 

www.rcin.org.pl



DE COURBES El DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 9l’arète de rebroussement, de la développable. Or ces sphères de rayon nul se transforment en sphères de rayon nul : ce qui démontre la proposition.Les développables remarquables que nous venons de consi­dérer se présentent dans un grand nombre de questions. Nous les appellerons développables focales, et nous allons d’abord nous en servir pour donner la définition des focales d’une surface.On ne connaissait les foyers que dans les courbes du second degré, quand Plücker donna de ces points une définition qui s’étend à toutes les courbes. On généralise de même, et sans difficulté, la notion de focale due à M. Chasles pour les surfaces du second degré, en donnant des focales la définition suivante, que nous avons proposée dans une Note insérée en 1864 aux 
Comptes rendus de ΓAcadémie des Sciences.Circonscrivons à une surface quelconque et au cercle (C) une surface développable. Cette surface aura des lignes doubles ()ui suffiront à la déterminer, et qu’on appellera les focales de 
la surface. Par chaque tangente de la focale on peut mener deux plans tangents communs à la surface et au cercle de l’infini.Nous appellerons foyer d’une surface tout point de la focale. Il est clair que le foyer peut aussi être défini le centre d’une sphère nulle doublement tangente à la surface.Il est inutile d’indiquer que la définition précédente con­corde avec celles qui ont été adoptées pour les surfaces du second degré.

5.

Propriétés des développables focales.

Étudions d’abord les propriétés principales des développa­bles singulières qui nous ont permis de déûnir les focales.Leurs plans tangents sont circonscrits au cercle de f infini que
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10 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEnous appellerons aussi le cercle (G). Ce cercle (G) d’ailleurs intervient, comme on sait, dans la définition des angles et de la perpendicularité. Si un plan coupe le plan de Γinfini suivant une droite Δ , toute perpendiculaire à ce plan vient rencontrer le plan de l’infini au pôle de A par rapport au cercle (G). Il suit de là qu’un plan devient parallèle à sa perpendiculaire dès qu’il passe par une tangente au cercle (G).On voit donc que les normales à nos surfaces développables focales coïncideront avec les génératrices rectilignes de ces surfaces.D’ailleurs, l’arête de rebroussement de la surface étant telle que sa tangente va toujours rencontrer le cercle de l’infini, en ’ tout point de cette courbe on aura
et, par conséquent, un arc quelconque de celle arêle de rebrous^ 
semenl sera nul.En partant de cette propriété de l’arête de rebroussement, on peut indiquer la forme caractéristique que prend sur les développables focales la formule qui donne la distance de deux points infiniment voisins. Gar soient a;, y , z les coor- ' données, fondions d’un paramètre u, d’un point de rebrous­sement, on aura
et d’ailleurs tout point de la développable focale est défini par les valeurs suivantes des coordonnées ;
G2)d’où l’on déduit
ou
'3)
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 11On voit que, si l’on change de variable, on a la ferme plus générale
(4)Cette forme est d’ailleurs caractéristique des développables étudiées; car elle entraîne cette propriété, qu’en chaque point de la surface il y aura une seule direction pour laquelle dS sera nul ; en d’autres termes, le plan tangent sera constamment circonscrit au cercle de l’infini.

ToiUes les lignes tracées sur la surface seront des lignes de 
courbure; car les normales à la surface en tous leurs points, engendrant la surface elle-même, formeront toujours une surface développable.Il suit de là que, si l’on circonscrit à une surface quelconque une développable focale, la courbe de contact des deux sur­faces sera une ligne de courbure commune aux deux surfaces; d’où le théorème suivant :

Sur toute surface, on peut determinet' en termes finis une 
ligne de courbure imaginaire, et cette ligne est la courbe de 
contact de la surface avec la développable focale circonscrite (*).11 est facile de s’assurer que cette ligne de courbure est distincte de l’enveloppe des lignes de courbure (quand les lignes de courbure ont une enveloppe). Elle donne donc une 
solution particulière de l’équation différentielle des lignes de courbure.Considérons, par exemple, la surface du second degré dont l’équation est
(5)Exprimons que le plan tangent est parallèle aux plans asymptotes de la sphère; nous trouvons
(6)

(*)  Voir la communication aux Comptes rendus, 1864, et un travail de 
l'auteur dans les Annales de l’Écolc Normale, même anucc.
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42 SUR UNE CLASSE REMARQUABLECette équation représente un cône, qui coupera la surface suivant une ligne imaginaire, laquelle sera ligne de courbure. En effet, prenons l’intersection de la surface précédente (5) avec une autre surface homofocale
L’intersection des deux surfaces se trouve sur le cône 
et lorsque À se rapproche de //, on a la ligne de courbure indiquée plus haut, qui est, comme on voit, l’intersection de la surface avec la surface homofocale infiniment voisine.La considération du cercle de l’infini permet encore de trouver une classe importante de lignes géodésiques. Suppo­sons que, sur une surface donnée, on sache intégrer l’équation
On obtiendra sur cette surface deux séries de lignes de lon­gueur nulle. Je dis qu’on doit les considérer comme des lignes géodésiques, correspondantes au cas où la force vive est nulle. En effet, le plan osculateur de ces lignes est parallèle à deux tangentes infiniment voisines, c’est-à-dire à deux géné- trices infiniment voisines du cône asymptote de la sphère. Donc, si l’on mène dans le plan tangent à une surface en M la droite J allant rencontrer le cercle de l’infini, le plan mené par cette droite tangentiellement au cercle de l’infini sera le plan osculateur de la ligne de longueur nulle passant en M et tangente à la droite J. Ce plan osculateur, étant nor­mal à la droite J, sera donc normal au plan tangent. Les lignes de longueur nulle considérées possèdent donc la propriété caractéristique des lignes géodésiques.Le calcul conduit au même résultat. Soit, sur une surface,

(7)l’expression de la distance de deux points infiniment voisins.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 43On a, pour trouver les lignes géodésiques, à intégrer l’équation
(8)Cette équation s’intégre, quel que soit À, quand c est nul, et elle conduit aux lignes

Revenons aux surfaces développables, et imaginons une courbe quelconque tracée sur ces surfaces. Cette courbe aura pour normales les génératrices de la surface. Donc
L’arête de rebroussement de la développable est une déve­

loppée commune à toutes les courbes tracées sur celle surface.Si l’on prend, en particulier, une section plane quelconque, il résulte de la proposition précédente que sa développée sera la projection, sur le plan de la section, de l’arête de rebrous­sement de la surface, et, par conséquent, les sections de la 
développable par des plans parallèles se projetteront sur Γun de 
ces plans suivant des courbes parallèles.De même, si l’on coupe la développable par une sphère, la 
développée sphérique de la courbe de section sera la projection 
conique de Varête de rebroussement, le centre de projection étant le centre de la sphère. Cela résulte de ce que la surface polaire (ou lieu des développées) d’une courbe sphérique est un cône.Il résulte de là que les sections par des sphères concentriques 
se projettent coniquement sur une de ces sphères suivant des 
courbes sphériques parallèles (*).

(*) Voir des cas particuliers de ces propositions énoncés par M. Moutard 
('Nouvelles AvnaiesJ, par M, Laguerre (Bulletin de la Société Philomathique}, 
et par l’auteur dans le travail cité de 1864 (Annales de l’École Normale supé­
rieure}.

Ces remarques vont nous permettre de donner quelques propriétés et en quelque sorte la représentation de la surface développable circonscrite à deux surfaces du second degré. Cette développable a pour ligne double une conique. Son arête

www.rcin.org.pl



14 SVR ΙΛΕ CLASSE ηΚΜΑΗΟ’ ΑΠΙ.Ε*ip rebiOUSseme∩t se projette suivant la développée de cette coni(jυc, et, pour avoir un point de cette arête, il faudrait élever en chaque centre de courbure une perpendiculaire <⅛ale au rayon de courbure multiplié par ÷1×—1. La déve­loppée étant du 6® ordre, Farèté de rebroussement est du 12 . Quant à l’équation de la surface, elle est en quelque sorte identique à celle des courbes parallèles à Γellipse. Si R désigne la distance comptée sur chaque normale de l’une de ces courbes à l'ellipse, il faut remplacer R par zV—1.L'arète de rebroussement de la développable focale circon­scrite à une surface fait évidemment partie du lieu des centres de courbure de la surface. Il résulte de là que toutes les surfaces des centres de courbure d’une série de surfaces homo- focales contiennent une même courbe, de longueur nulle, ligne géodésique singulière pour chacune d’elles.
6.

Applications des propositions precedentes à des problèmes connus.Avant de continuer cette étude, nous allons indiquer l’em­ploi qu’on peut faire des remarques précédentes soit pour expliquer quelques résultats obtenus par le calcul, soit pour simplifier la solution de certaines questions.Proposons-nous d’abord le problème traité par Euler : Résoudre l’équation
c’est-à-dire trouver des expressions de en fonctiond’un paramètre Θ, débarrassées de tout signe d’intégration, et satisfaisant à l’équation précédente.En changeant dans l’équation précédente s en z∣×—1, elle deviendra 
et nous serons ainsi ramenés à la question suivante ; Γrouycr 
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBIUQL’ES. i’"'

(ian3 Vespace les équations en termes finis des courbes de longueur 
nulle.La solution de ce problème est une conséquence immédiate de ce qui précède.On prendra un plan
(9)où les coefficients a , β , 7,5 seront des fonctions d’un seul paramètre, satisfaisant à l’unique équation
(10)L’arête de rebroussement de la développable, enveloppe de ce plan, sera la courbe cherchée.On peut résoudre d’une infinité de manières l’équation (Ί0), par exemple, en posant 
l’équation (9) deviendra, dans ce cas, en y remplaçant iz par s
(11)Il ne reste plus qu’à prendre les deux dérivées successives par rapport à Q, 
qui donneront
(12)

G est la solution connue.Mais on peut encore obtenir d’autres formes en résolvant d’une autre manière l’équation (10), par exemple, en posant

P étant le paramètre variable, etc.
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IG SUR ÜNE CLASSE REMARQUABLELa môme méthode s’étend, par analogie, à l’équation plus comuliüuée
intégrée par M. J.-A. Serret (Journalde Liouville, t. Xtli, p. 355). Si l’on considère la fonction
(13)ou 
et ou a , β, / , O , ε sont des fonctions d’un seul paramètre, en joignant à l’équation (13) les trois premières dérivées, on aura ainsi quatre équations qui donneront x ,y ,ζ ,s en fonc­tion d’un seul paramètre, et qui contiendront deux fonctions arbitraires d’une seule variable. Par exemple, on pourra prendre ;
et l’on trouvera des formules plus compliquées que celles d’Euler, ayant cependant avec elles une analogie indiquée par la similitude des méthodes. Mais il convient de réserver les développements que j’aurais à présenter sur ces questions et sur d’autres analogues pour un travail spécial.Dans un autre Mémoire inséré au Journal de Liouville (t. XIII, p. 361), M. Serret a aussi été conduit à des surfaces réglées formées avec les droites rencontrant le cercle de l’infini, et dont la courbure est constante. Ce fait s’explique naturellement. La sphère est, comme on sait, une surface réglée à génératrices imaginaires. Les surfaces trouvées par M. Serret sont précisé­ment toutes les surfaces réglées applicables sur la sphère.Le problème est donc, à notre point de vue, une application particulière de cette question, qu’on sait maintenant résoudre généralement ; trouver toutes les surfaces réglées, applicables sur une surface réglée donnée.Enfin, considérons dans l’espace une courbe gauche quel­conque (K), et menons par chaque tangente à la courbe les 
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DE COURBES ET DK SURFACES ALGÉBRIQUES. 17plans tangents au cercle (G). On formera ainsi deux développa­bles, dont les deux arêtes de rebroussement seront des lignes de longueur nulle, développées de la courbe (K). Or un calcul des plus simples montre que la recherche des développées se ramène à une équation de Riccati, et comme on connaît deux solutions particulières de cette équation, d’après ce qui précède, nous voyons que le problème sera ramené aux quadratures (‘).Nous emprunterons un dernier exemple à la théorie des surfaces applicables. On sait que le problème principal de cette théorie consiste dans la détermination de l’équation différentielle des surfaces applicables sur une surface donnée. En d’autres termes, étant donnée l’équation différentielle
(14)on demande de déterminer l’une quelconque des coordonnées 
x, y, z en fonction de u et de v. La méthode suivante, pour former l’équation différentielle du problème, qui nous parait plus précise et plus générale que les méthodes connues, expli­que en outre un fait singulier qui a été signalé par Bour. L’équation (14) peut s’écrire 
ou
(15)

Si donc on suppose z connu et exprimé en ri et en v, l’ex­pression contenue dans le second membre de l’équation précédente sera le d’une surface développable. Nous
(’) Cette remarque m’a été communiquée par M. 0. Bonnet, à qui l'on 

doit une méthode simple pour la recherche des développées. (Voir Behtran», 
Calcul différentiel, g G23.)
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18 SUR UNE CLASSE REMARQUABIFu’avons donc qu’à écrire {'équation connue qui exprime que la surface d∕*∩nie  par la iorniule

est développable, c’est-à-dire a sa courbure nulle, et nous for­merons ainsi l’équation nécessaire et suffisante à laquelle doit satisfaire z. Cette équation sera du second ordre.Bour a remarqué un fait qui, dans sa méthode, restait inex­pliqué ; c’est que cette équation ditlérentielle du second ordre admet comme iniéyrale parlicvlicre l’équation aux différen­tielles partielles du premier ordre à laquelle se ramène le problème des ligues géodésiques. La méthode suivie explique ce résultat; car, pour trouver les lignes géodésiques, on a à ramener l’expression
à la forme
et, par suite,
devant être égal à Hdβ∖ « devra satisfaire à la même équation •diflerentielle que z, l'expression qui donne la mesure de la conrbuKÎ devenant nulle quand l’élément √√ devient un carré parfait, lldβ*  serait même l’élément d’une développable focale de la nature de celles qui ont été considérées plus haut.

7

Des focales singulières des surfaces.Quand une surface algébrique contient, le cercle de l'infini, il est avantageux de joindre aux focales ordinaires les focales nommées singulières par M. Laguerre. Ces focale.s sont les
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UE M>CRRES ET DE SlKFλt Es Ai.cAttRIQVES. 19lignes doubles de la développable circonscrite à la surface suivant le cercle (C). La considération de ces focales permet d énoncer avec précision les théorèmes suivants relatifs aux cônes circonscrits.Soit un cône circonscrit à une surface. Pour avoir ses focales, il faut lui mener des plans tangents circonscrits au cercle Les lignes d’intersection de ces plans seront les fovales du cône, ('es plans sont évidemment les plans tangents aux deux développables foc√des, ordinaire et singulière, de la surface menés par le sommet du cône. On voit donc que les 
locales de tous les cônes circonscrits sont les droites d'intersection 
des plans tangents aux dente développables focales de la surface 
mènes par te sommet du· cône.Les droites focales déduites de la focale singulière de b surface peuvent être appelées focales singulières du cône. On voit que le cône circonscrit est tangent en un certain nombre ’ 
de points au cei'cle (C), et les plans taiigoits au cône en ces points sont ceux qui se coupent suivant les focales singulière».Entitι,la définition des focales étant langenlieile (c’est-à-dii'e n’employant que les plans tangents), les focales d’une courbe quelconque se déterminent comme celles des surfaces ; ce sont 
les lignes doubles de la développable circonscrite à la courbe et 
au cercle (G). Cette développable aura pour lignes doubles la courbe proposée et d’autres courbes qui seront les focales de la première.On voit que les différentes lignes doubles d’une développable focale sont les focales les unes des autres.

8.

Des propriétés focales des systèmes orthogonaux.Les développables focales jouent un rôle important dans la Ihéorie des systèmes orthogonaux. J’ai indiqué, dans les travaux antérieurs déjà cites, quelques propriétés focales des systèmes orthogonaux que je me propose d étendre et de préciser ici.
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20 SUR UNE CLASSE REMARQUABLESoient d’abord deux systèmes orthogonaux représentés par une équation unique 
du second degré en λ. L’enveloppe commune de ces deux systèmes est une surface évidemment imaginaire, mais qui est dans tous les cas une développable focale.En effet, deux plans orthogonaux coupent le plan de l’infini suivant deux droites conjuguées par rapport au cercle (G). Pour que ces deux plans coïncident, il faut donc que leur trace commune sur le plan de l’infini soit tangente au cer­cle (G). L’enveloppe, ayant tous ses plans tangents au cercle de l’infini, sera donc une développable focale.G’est ce qu’on peut vérifier pour les systèmes orthogonaux doubles, compris dans une seule équation. Un de ces sys­tèmes, par exemple, peut être défini de la manière suivante. Gonsidérons toutes les surfaces telles que la somme ou la différence des normales menées de leurs points à deux surfaces fixes (S) , (S') soit constante. Ges surfaces forment un système double orthogonal, et les normales en un point M de l’espace aux deux surfaces du système qui y passent sont les bissec­trices de l’angle formé par les normales M/n, M/n' aux deux surfaces fixes (S), (S'). Pour que ces deux bissectrices, qui sont conjuguées harmoniques par rapport aux deux normales Mm, M»i' et au cercle (G), coïncident, il suffit que l’une des deux normales Mm , Mm' aille rencontrer le cercle de l’infini. Donc l’enveloppe des surfaces du système double contient les deux développables focales circonscrites aux deux surfaces fixes.Un de ces systèmes, formé des surfaces dont l’équation est
a été découvert et étudié par M. J.-A. Serret. Les surfaces dont il se compose sont telles que la somme ou la différence des distances d’un de leurs points à deux droites fixes soit constante. Leur enveloppe se compose des deux systèmes de deux plans
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIÛUES. 21passant par les deux droites fixes et tangents au cercle (G). Ces plans sont tangents à chacune des surfaces en tous les points d’une section conique.Considérons maintenant trois systèmes orthogonaux et supposons que les deux premiers seulement soient représentés par une seule équation; alors, l’enveloppe du système unique, formé par les surfaces des deux premiers systèmes, sera une développable focale. Je dis que celle de↑)elopγahle sera coupée 
suivant des droites par les surfaces du 3" système.En effet, soit M un point de l’enveloppe développable. En ce point passent deux surfaces du système double, tan­gentes à la développable, et ayant pour normale la généra­trice rectiligne de cette développable. Par suite, la troisième surface normale aux deux premières coupera leur enveloppe développable suivant une courbe tangente en chaque point à la génératrice rectiligne. Cette courbe ne peut donc se compo­ser que d’un certain nombre de génératrices rectilignes, et exceptionnellement de'l’arête de rebroussement. Donc,

Quand on a trois systèmes de surfaces orthogonales^ et que les 
deux premiers sont compris dans une seule équation, les surfaces 
des deuxpremiers systèmes sont, au moins en partie, homofocales; 
leur enveloppe est une developpable coupée suivant des droites par 
les surfaces du troisième système. Ces droites sont évidemment, 
sur chaque surface du troisième système, des enveloppes des lignes 
de courbure de cette surface.Ces théorèmes s’appliquent a fortiori au cas où les trois systèmes orthogonaux sont compris dans une seule équation, comme il arrive pour les surfaces du second degré, et pour les surfaces du quatrième degré que nous étudierons plus loin. Alors toutes les surfaces sont homofocales. Chacune d’elles touche l’enveloppe commune suivant une courbe (qui est une ligne de courbure, intersection avec la surface infiniment voisine), et la coupe suivant plusieurs droites. Les points d’intersection de ces droites sont des ombilics, puisque l’indi­catrice de la surface en ces points est un cercle.
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22 SUR UNE CLASSE REMARQUABLECes propositions sont naturellement sujettes à beaucoup d’exceptions, comme toutes celles qui sont fondées sur la théorie des enveloppes et de la continuité. Aussi ne faut-il pas leur donner une valeur absolue, et, si nous les avons exposées, c’est que le procédé de démonstration, qui les donne nous a paru susceptible d’être employé dans les cas où elles sont en défaut, et conduit alors, pour chaque cas particulier, à des remarques rigoureuses et précises. Nous les vérifierons pour un système orthogonal remarquable dans la suite de ce tra­vail. On peut dès à présent reconnaître qu’elles sont exactes pour les surfaces du second degré.La développable focale circonscrite aux quadriques homo­focales est du 8® ordre. Elle est coupée par chaque plan principal suivant une conique, qui est une courbe double, et suivant 4 droites, qui sont les enveloppes de toutes les sec­tions principales des surfaces homofocales.Elle touche chaque quadrique suivant une courbe du 4*  ordre, intersection de cette surface, et de la surface homo­focale infiniment voisine, elle coupe la quadrique suivant 8 droites se croisant aux 12 ombilics, et ces droites sont l’enveloppe de toutes les lignes de courbure de la quadrique. Ces difiérents résultats ont été établis par MM. Chasles, Cayley, Cremona dans la géométrie projective.
9.

Des systèmes orthogonaux, et des lignes de courbure sur une surface
* quelconque.

Quelques-unes des propriétés focales des systèmes orthogo­naux dans le plan, découvertes par M. Kummer, s’étendent aussi aux systèmes orthogonaux tracés sur des surfaces con­tinues.
www.rcin.org.pl



DE COURBES ET DF. SURFACES ALGÉBRIQUES. 23Par exemple, si Ton a sur une surface deux systèmes dé lignes orthogonales représentées par une seule équation, ces lignes admettent pour enveloppe une ligne géodésique.
Un des exemples les plus remarquables est fourni par les lignes de courbure et l’on peut démontrer le théorème suivant :

Quand les lignes de courbure ont une enveloppe, celte enve­
loppe se compose nécessairement de plusieurs lignes droites 
allant rencontrer le cercle de Vinfini, à moins qu'elle ne soit la 
ligne do courbure singulièt'e, lieu dos points où le plan lan^nl à 
la surface est tangent au cercle de Vinfini.On sait, en effet, que, pour construire en chaque point M les directions des lignes de courbure, il faut mener les droites conjuguées à la fois par rapport au couple de tangentes prin­cipales et par rapport au cercle de l’infini ou aux deux droites qui joignent le point M aux deux points du cercle de l’infini situés dans le plan tangent. Les deux directions des lig∣ιes de. courbure ne viennent donc se confondre que si une des tangentes principales au point M v-a rencontrer le cercle (C). I3onc, si les lignes de courbure ont une enveloppe, cette enve­loppe sera à la fois une ligne asymptotique, et une ligne géodésique H faudra donc que son plan osculatewrsoit à la fois tangent et normal A la surface. Cela ne peut arriver que de deux manières différentes :1° Si le plan osculateur e.st indéterminé, alors l’enveloppe est une ligne droite;2® Si le plan tangent est aussi normal à la surface, et, dans ce second cas, il faudra «jue Γeuveloppe coïncide avec la courbe de contact de la développable focale circonscrite à la surface. Cette courbe de contact devra être une ligne 
ds' ~ 0.Il ne faut pas oublier, dans l'application de ce théorème, 
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24 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEque généralement il n’y a pas d’enveloppe pour le système des 2 lignes de courbure
10.

Des foyers des courbes sphériques et de la transformation par rayons 
vecteurs réciproques des focales.Les focales des courbes sphériques se définissent comme celles de toutes les autres courbes. Mais on peut aussi définir directement les foyers d’une courbe située sur la sphère sans sortir de cette surface, et par la considération de ses généra­trices rectilignes.Étant donnée une courbe sphérique (G), menons les généra­trices rectilignes des deux systèmes qui lui sont tangentes. Ces génératrices formeront évidemment deux faisceaux dont les points d’intersection seront les foyers de la courbe. Ces points pourront, en effet, être considérés comme des cercles de rayon nul doublement tangents à la courbe, et ils seront à l’intersection de la focale complète, et de la sphère qui contient la courbe (G). Ils resteront les foyers, quand on effectuera une transformation par rayons vecteurs récipro­ques.Plus généralemènt, les développables focales se transfor­ment, nous l’avons vu, en développables focales, et par suite les transformées des focales seront les focales de la nouvelle surface. Ce théorème s’applique évidemment aux courbes et aux surfaces.

P) Voir à ce sujet deux notes de l’auteur dans les Comptes rendus de 
1870 sur les solutions singulières des équations différentielles, et des, obser­
vations de M. Catalan, publiées dans le même Recueil. Depuis la publication 
de ces Notes, M. Moutard a bien voulu me rappeler que, dans une conversa­
tion particulière, il m’avait indiqué, ce dont je n’avais nul souvenir, que les 
lignes de courbure n’ont pas en général d’enveloppe. C’est, comme on voit, 
un cas particulier important de la proposition générale que j’ai signalée.

•
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 25Soit donné, par exemple, un cercle (H). Les plans tangents à ce cercle et au cercle de l’infini enveloppent deux cônes, qui sont les sphères de rayon nul, passant par le cercle. Soient 0,0' les centres de ces sphères, qui tiennent lieu de la focale du cercle. Le système formé du cercle et des deux points 0,0' sur son axe demeurera invariable par toute transfor­mation par rayons vecteurs réciproques. Les focales d’un cône contenant le cercle et ayant un point M pour sommet seront les droites MO , MO', etc. (^).Nous terminerons ici cette étude sur les focales, que le lecteur aura peut-être trouvée trop longue. Il nous a semblé que, les imaginaires ayant été nettement introduites en géomé­trie, il convenait d’en faire une analyse détaillée dans toutes les questions où on les rencontre.Nous espérons que les exemples déjà donnés, et ceux que nous développerons dans la troisième partie de ce travail, montreront qu’il y a avantage à préciser et à développer les notions admises implicitement par un très grand nombre de géomètres.
(’) Ce système, qui a été considéré par MM. Chasles, Cayley, Laguerre, etc , 

donne lieu à plusieurs propriétés. J’en ai signalé quelques-unes dans un 
Mémoire inséré aux Annales de ΓÉcole Normale pour 1870, t. I, 2® série.
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^6 SUR UNE CLASSE REMARQU ABLE

DEUXIÈME PxVRTIE.
Étude d'une cle,sse remarquable de courbes du 4® ordre.

Introduction. — Défluition des courbes à étudier.

Les courbes dont noos allons essayer de faire une théorie sont les courbes du ordre qui résultent de l’intersection d’une sphère et d’une surface quelconque du second degré, et les courbes planes qui se déduisent de celles-ci au moyen de la transformation par rayons vecteurs recipro(iues.Ces courbes sont très importantes; on les rencontre dans un grand nombre de questions. Peut-être n'avait-on pas étudié d’une manière complète leurs propriétés métriques et focales, quand j’ai donné, dans les Comptes Rendus et dans les Nou­
velles Annales de 4864, quelques théorèmes généraux qui s’appliquent à toutes ces courbes, et qui les rapprochent, par leurs propriétés focales, des courbes du second degré.Le plus important de (?es théorèmes consiste dans la déter­mination de leurs focales, et dans les propriétés mcbiques de (ics focales, qui constituent une généralisation du beau théo- rènie de M. Dupin sur les coniques focales ou excentriques Depuis 1864, elles ont été étudiées par un grand nombre de géomètres, MM. de la Gourneric, Laguerre, Moutard, idc. On pourra consulter pour l’historique de la question un Mémoire de M. de la Gournerie, inséré en 1869 dans le Journal de 
ÎAûuville. Elles ont fait aussi l’objet des recherches de plusieurs geometres anglais, au nombre desquels je citerai MM. Casey,
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DE CυCRKES ET UK SÜBFACES ALG^UmQUES. 27Cayley, Crofton, Sylvester. Auparavant, elles avaient été étu­diées par MM. Van Rees, Quetelet, Chasles, Dandelin, etc., sous le nom de spiriques. Quelques-unes d’entre elles ont même été considérées par les anciens géomètres. On voit que l’historique des recherches relatives à ces courbes est une tâche ardue et délicate. Je me contenterai de citer les travaux dont je me serai inspiré ou que je connaîtrai. S’il y a lieu, une note placée à la fin du Mémoire contiendra une liste des Mé­moires et des travaux se rapportant à ces courbes, que j’appel­lerai cycliques dans la suite de ce travail. 11 y aura donc les cycliques planes et les cycliques sphériques. Les premières étant les transformées des secondes, c’est des courbes sphériques que je m’occuperai d'abord et d’une manière plus complète.Il ne sera peut-être pas inutile, pour donner une idée de l’intérêt qui s’attache à ces courbes, d’en signaler plusieurs d’une espèce particulière. Les cycliques planes comprennent la cubique circulaire, la focale à nœud, les ovales de Descaries, la cissoïde, la lemniscate, Γellipse de Cassi ni, les podaires ou 
réciproques de coniques, les sections planes du lore ou spiriques, le lieu des sommets des angles constants circonscrits à une conique, etc.Les cycliques sphériques comprennent les coniques sphériques, la fenêlre de Viviani, les courbes employées par M. William Roberts pour la représentation des fonctions elliptiques; les sections sphériques du tore, de la cyclide de M. Dupin, de toutes les surfaces du 4« ordre ayant le cercle de l’infini pour ligne double, et en particulier des podaires ou transformées par rayons vecteurs réciproques des surfaces du second ordre.

12.

Étude des cycliques sphériques.On sait que, par l’intersection d’une sphère et d’une surface du second degré, on peut toujours faire passer quatre cônes réels ou imaginaires, distincts ou confondus.
www.rcin.org.pl



28 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEDans le cas que nous avons à examiner, deux de ces cônes au moins sont toujours réels. On pourra donc substituer à la surface du second degré un cône réel.En effet, les sommets des quatre cônes, passant par l’inter­section des deux surfaces, forment un tétraèdre conjugué, commun à la surface et à la sphère. Si l’un des sommets est imaginaire, il y aura un autre sommet imaginaire, conjugué du premier, et la droite passant par ces deux sommets sera réelle. On peut donc toujours placer les quatre sommets sur deux droites réelles, qui sont polaires l’une de l’autre dans la sphère.Une de ces deux droites ne rencontre donc pas la sphère; prenons sur cette droite les deux points qui divisent harmoni­quement les deux segments qu’elle intercepte dans la sphère et dans la quadrique. L’un des deux segments, celui qui est intercepté dans la sphère, étant imaginaire, les deux points seront toujours réels, et seront les sommets de deux cônes réels (quand la courbe sera réelle) passant par la courbe. Ces deux sommets seront évidèmment extérieurs à la sphère.Donc, par la courbe d’intersection de la sphère el de la surface 
passent quatre cônes. Deux de ces cônes au moins sont réels quand 
la courbe est réelle, et ont leurs sommets extérieurs à la sphère.Mais il est nécessaire d’examiner cette question d’une manière plus complète, afin d’avoir une idée plus précise des formes qu’affectent les cycliques dans tous les cas possibles.On sait que les quatre cônes passant par l’intersection de deux surfaces quelconques du second degré se déterminent par la résolution d’une équation du 4’ degré. Dans les Nour- 
velles Annales de Mathématiques, 1868-69, M. Painvin a repris l’étude de cette équation, et il a examiné d’une manière dé­taillée les différentes formes de la courbe d’intersection, le nombre de cônes réels, la réalité de la courbe dans les diffé­rents cas. On peut ajouter aux résultats obtenus par ce géo­mètre les suivants, que nous donnerons ici sans démonstration. Nous nous bornerons au cas où l’équation du 4® degré a ses racines distinctes.
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DE COURBES RT DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 29Si cette équation a ses quatre racines réelles, deux des quatre cônes au moins sont réels (voir le Mémoire cité). Il ne peut donc se présenter que les deux cas suivants ;1® Les quatre cônes sont réels, et alors la courbe est réelle. Nous ajoutons qu’eZZe se compose de deux branches. C’est le cas d'arrachement.2" Deux cônes seulement sont réels. La courbe est entière­ment imaginaire.Si deux racines seulement sont réelles, alors les deux cônes ayant leurs sommets réels sont réels ; les deux autres sont ima­ginaires. Nous ajoutons que, dans ce cas, la courbe se compose 
d'une seule branche. Il y a pénétration dés deux surfaces.Enfin, si les 4 racines sont imaginaires, d’après M. Painvin, la courbe est toujours réelle; mais on peut remarquer de plus qu’elle se compose de deux branches distinctes.En résumé, nous voyons que le tétraèdre conjugué commun a toujours deux arêtes réelles. Quand deux seulement de ses sommets sont réels, il y a pénétration. Quand les quatre sommets sont imaginaires, on a une courbe réelle à deux branches distinctes. Enfin, quand les quatre sommets sont réels, la courbe se compose de deux branches réelles dis­tinctes, ou est entièrement imaginaire.Ainsi, dans les deux cas où les quatre cônes sont tous réels ou tous imaginaires, la courbe se compose de deux branches distinctes. On peut cependant effectuer une distinc­tion géométrique très importante entre ces deux cas. Quand les quatre cônes sont imaginaires, la courbe réelle d'intersec­tion se compose de deux branches coupées chacune en un 
nombre impair (1 ou 3) de points par un plan quelconque. Au • contraire, quand les cônes sont réels, chacune des branches 
est coupée par un plan en un nombre pair (0, 2, 4) de points.On voit que la courbe d’intersection, dans le cas où les 4 cônes sont imaginaires, possède les propriétés de la cubique gauche, complétée au moyen d’une de ses sécantes (elle se réduit, en effet, à l’ensemble de ces deux lignes quand les
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30 SUB UNE CLASSE REMARüÜAHI.Kdeux racines qui étaient imaginaires deviennent égales). Dans ce cas d'ailleurs tonies les sniïaces passant par la courbe sont des hyperboloïdes, tout plan, et en particulier le plan de l’in- flni, Coupe la courbe au moins en deux points, au plus en quatre points.Kevenons au cas particulier que nous avons à examiner et .où l’une des surfaces est une sphère, deux cônes -seront tou­jours réels; on ne peut do∏c"faire que les hypothèses suivanti's :1**  Les quatre cônes sont réels, la courbe sera réelle, et composée de deux branches coupées chacune par un plan en un nombre pair de points;Les sommets des quatre cônes sont réels et deux des cônes seulement réels, la courbe sera imaginaire;3" Le tétraèdre conjugué a deux sommets réels et deux imaginaires, la courbe se composera d’une seule branche.
13.

Do la ^üâération des cycliques (*).Nous désignerons par (0), (D,), (D,), (P,) les quatre cônes contenant la courbe, par « , a,, . u.., leurs sommets respectifs..Si l'on mène tous les plans tangents au cône (b) par exemple, ces plans tangents coupent la sphère suivant des cercles dont l’enveloppe est la courbe que nous étudions. Tous ces cercles coupent évidemment à angle droit un cercle fixe de la sphère, le cercle de contact du cône circonscrit à la sphère et ayant le point a pour sommet. Donc, la cyclique peut être considérée comme l’enveloppe de cercles sphériques orthogonaux à un cer­cle üxe, et, pour déterminer ce système de cercles, il sulfira de
{’) On pourra consulter, syr cette question, différentes communications 

importantes de MM. Moutard, Laguerre, Mannheim, dans le ftulletin de la 
Sacietë Philomathique, dans le Journal de Liouυiile, et les travaux de l’auteur 
dans les. ,VouυeZ∕c.'i Annales de 1864 et dans les Annales de l’Évule Normale 
supérieure, t. II, 111 et IV.
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l‘K fOl’RBRS ET ΠF. SCRFACES M.GÊRRIOUES. 31trouver le lieu de leurs pôles ou centres sphériques. Or ces pôles sphériques sont à Γintersection de la sphère et des per­pendiculaires abaissées du centre de la*  sphère sur les plans tangents. Ils sont donc à l’intersection de la sphère, et du cône supplémentaire du cône (D) mené par le centre O de la sphère. Le lieu des pôles de ces cercles est donc une conique sphérique (K). Nous désignerons do même par (K,), (K.,), (K,), les 3 autres coniques correspondant aux cônes (h.). (Dj, (Dj). Donc :
Une cyclique peul êlre coyisidfh-ée, de 4 manières diβcrentes, 

comme Γenveloppe de cercles orthogonau r à un cercle sphérique 
et ayant leurs pôles sur une conique spherique.Les cycliques ont une propriété très importante. Elles ilemeurent, sous certaines conditions, invariables par une transformation par rayons vecteurs réciproques. Si l’on prend, en effet, pour pôle de la transformation le somniet de l'un des quatre cônes, a par exemple, et pour module de la transfor­mation la tangente menée de ce point à la sphère, le cône et la sphère ne .<cront pas changés, et par conséquent leur courbe d’intersection demeurera aussi invariable. I√es cycliques sont donc sur la sphère des courbes planes analogues aux courbes nommées onallagmatiques par M. Moutard, et qui ont la pro­priété de sc transformer en elles-mêmes quand on emploie ime transformation par rayons vecteurs réciproques ∣ionvena- blement choisie.Si Ton transforme par rayons vecteurs réciproques, en pre­nant un pôle et un module quelconques, la cyclique <e trans­forme en une autre cyclique. En effet, la sphère se transforme en une sphère, la surface du secorid degré sc transforme en une surface du 4*  ordre, ayant le cercle de l’infini pour ligne double. Or on sait que les sections sphériques d’une telle surface peuvent toujours être placées sur un cône du second degré.Cependant, si le pôle est placé sur la sphère qui contient la cyclique, celle-ci se transforme, si le pôle n’est pas sur la

www.rcin.org.pl



32 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEcyclique, en une courbe plane du 4*̂  ordre, ayant pour points doubles les deux points à l’infini sur le cercle. En effet, soit a le pôle choisi. Les deux génératrices de la sphère passant en a coupent la courbe en quatre points m , n, zw,, n,, qui sont rejetés à l’infini sur les cercles du plan; et d’ailleurs, tout cercle du plan, étant la perspective d’un cercle de la sphère, coupera la courbe plane en quatre points seulement.SI on prenait le pôle a sur la courbe, la projection stéréo- graphique de la C)'Olique serait une cubique circulaire, c’est-à- dire une courbe du 3® degré passant par les deux points à l’infini sur le cercle.Réciproquement, toute courbe plane des deux espèces indi­quées est coupée en 4 points seulement par un cercle, et par conséquent est la réciproque d’une cyclique sphérique, intersection de la sphère et d’un cône du second degré.
14.

Classification des cycliques.

La classification des courbes précédentes dérive naturelle­ment de leur mode de génération.4“ Le cône peut être doublement tangent à la sphère; alors la cyclique se compose de deux cercles.2® Le cône peut être simplement tangent ; alors le point de contact a est un point double de la cyclique. On sait que dans ce cas un des cônes passant par la courbe compte pour deux, et a son sommet au point a. Prenons ce point pour pôle, et faisons la projection stéréographique de la courbe. Nous obtiendrons évidemment une conique plane. Donc la cyclique 
à point double est tme transformée par rayons vecteurs récipro· 
gués de conique plane.3“ On peut encore établir des divisions d’après la nature des points d’intersection de la courbe ou du cône avec le cercle de l’infini.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 33Si le cône est doublement tangent au cercle de l’infini, il sera de révolution; la conique (K) sera un cercle, les autres coniques (K,), (K,) , (K,) seront des cercles, que nous recon­naîtrons être concentriques au premier. La cyclique sera donc l’enveloppe d’un petit cercle orthogonal à un cercle fixe, et dont le pôle décrit un autre petit cercle. Elle sera doublement tangente au cercle de l’infini. Nous l’appellerons dans ce cas une cartésienne; elle se rattache en effet par les analogies les plus étroites aux ovales de Descartes.4θ Enfin la cyclique la plus générale est l’intersection d’un cône quelconque et de la sphère. On pourra distinguer dans cette classe comme dans les précédentes les courbes par les- qüelles passent un, deux, ou trois cylindres.Dans le plan, les divisions se font de la même manière. Ün a :4” Les réciproques ou podaires de coniques ;2® Les ovales de Descartes, qui ont deux points de rebrousse­ment à l’infini ;3® La cyclique du 3*  degré ou cubique circulaire;4*  La cyclique générale.D’autres divisions se présenteront naturellement dans la suite.
IS.Propriétés générales des cycliques.Puisque les cycliques sphériques sont l’intersection d’une sphère et d’un cône du second degré, leurs propriétés pourront se déduire de celles des surfaces du second degré.Par exemple, considérons deux points w , n de la cyclique. On peut toujours par la cyclique faire passer une surface du second degré qui ait la droite mn pour génératrice rectiligne. Tout plan passant par mn sera tangent à cette surface et la coupera suivant une autre génératrice, sur laquelle seront deux points m', n' de la courbe. D’ailleurs, les quatre points m ,n ,

3 
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34 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEîrt\n', étant dans un plan, se trouveront sur un petit cercle de la sphère. D’autre part, le plan, passant par m'n' et par le centre de la sphère sera tangent à la surface du second degré, et enveloppera un cône circonscrit à la surface. Donc,
Sif par deux points quelconques de la cyclique, on fait passer 

un petit cercle^ ce petit cercle coupera la cyclique en deux autres 
points, et l’arc de grand cercle qui joint ces deux points enve­
loppera sur la sphère une conique sphérique.11 est aisé de voir que cette conique sphérique sera tangente en quatre points à la cyclique proposée. En faisant varier les points w, w, on aura une suite simplement infinie de coniques sphériques inscrites dans la courbe.On démontrerait de même que si, par les deux points m', n', définis plus haut, on fait passer un petit cercle coupant à angle droit un cercle fixe, ce cercle variable enveloppera une cyclide.Prenons, sur l’une des surfaces réglées contenant la courbe, quatre génératrices formant un quadrilatère gauche. Ces quatre génératrices coupent la cyclique en 8 pointe qui sont 4 à 4 en des plans et par conséquent sur de petits cercles. Nous obtenons donc la proposition suivante :

Si on coupe une cyclique par un cercle quelconque, quepar deux 
des quatre points d'intersection on fasse passer un cercle, et par 
les deux autres un autre cercle, les deux nouveaux cercles iront 
couper la cyclique en quatre points nouveaux situés sur un cercle.Cette propriété très générale s’étend naturellement aux cyclides planes, qu’on peut déduire de leurs analogues sur la sphère, en augmentant indéfiniment le rayon de cette sphère. Les théorèmes précédents pourraient être beaucoup étendus. Nous allons passer à une autre question.

<6.Des relations entre les differents modes de génération d’une cyclique.Nous avons vu qu’une cyclique peut être considérée de quatre manières différentes comme l’enveloppe de petits cercles ayant 
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 35leurs centres sphériques sur une conique: (K)., et coupant à angle droit un cerclé (A). Nous désignerons par (K),(K,), (K,), (K,) les quatre coniques auxquelles nous donnerons, à l’exemple de M. de la Gournerie, le nom de coniques déférentes, et par (A), (A,), (A,), (A3) les cercles correspondants que nous appellerons cercles directeurs.Les coniques (K,) sont à l’intersection de la sphère et des quatre cônes qui ont leurs sommets au centre de la sphère, et qui sont supplémentaires des quatre cônes (D), (D,), (D,), (D3) passant par la cyclique. Ces quatre cônes (D,), coupant le cercle de l’infini au même point, sont homocycliques; les 
qualt'e coniques (K,) sont donc homofocales.Les quatre cercles (A,) étant dans les faces d’un tétraèdre conjugué· àt la sphère seront orthogonaux deux à deux.Mais pour mieux approfondir les relations de ces différents modes de génération, nous allons résoudre le problème suivant :Un mode de génération étant connu, c’est-à-dire une conique déférente et le ceiξele directeur correspondant étant donnés, trouver les trois autres modes de génération.A cet effet, soient donnés la conique (K), le cercle· directeur (A), et prenons un des cercles mobiles, ayant son centre en 
m, et orthogonal au cercle (A).

L’axe radical de ce cercle et du cercle infiniment voisin ira passer au point O, centre du cercle (A). La position-limite de cet axe, perpendiculaire à la ligne des centres, sera donc l’arc 
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36 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEde gf-aiid cercle Üpp‘ mené par le point 0 perpendieulairenîent à Tare tangent en ni. Les deux points de contact du cercle avec son enveloppe seront p , p' ·

deux points de contact viennent se confondre quand Tare tangent en m devient tangent au cercle (A). La cyclique coupera donc le cercle directeur (A) aux quatre points de contact a , a,, a,, il, des arcs tangents communs au cercle et à la conique, et elle coupera ce cercle directeur à angle droit.Il résulte de là que si, des points b, b' comme pôles, on décrit deux cercles passant le premier en a, a^, le second en a,, fl,, ces deux cercles seront doublement tangents à la cyclique et appartiendront évidemment à un même mode de génération. Les deux arcs «a, , a, a, iront donc se couper au pôle du nouveau cercle directeur en 0'. Ce cercle directeur est donc déterminé, puisqu’on connaît son pôle, et qu’il est orthogonal au cercle (à). Appelons-le (A,) , et remarquons que son centre O' a même polaire dans le cercle et dans la oonique.La conique {K,) correspondante doit être homofocale à la conique (K), et passer par les points b, b'. Elle est donc aussi déterminée. On connaît même ses tangentes en à, b', qui sont les bissectrices des angles b, b' du quadrilatère.On voit que nous rencontrons ici, sans avoir à le démontrer, un des plus beaux théorèmes de M. Chasles sur les coniques sphériques :
Si l’on tnène les quatre arcs de grand cercle tangents à une 

conique sphérique el à un petit cercle, les sommets opposés du
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DE GOURDES ET DE SURFACES ALGÉÜRÎÜUES. 37

quadrilatère formé par ces arcs ianyents sont sur une conique, 
homofocale à la proposée.Comme on a six sommets qu’on peut grouper deux à deux de trois manières différentes, nous obtiendrons bien les trois nouveaux modes de génération. Nous apercevons de plus une relation de réciprocité remarquable entre les quatre cercles (A,·) et les coniques correspondantes. Étant donnée une quelconque des quatre coniques, les trois autres s’en déduisent toujours par les mêmes constructions géométriques.Remarquons qu’étant donnés une des coniques (K.) et le cercle (A,), les centres des trois autres cercles sont les som-> mets du triangle conjugué commun au cercle et a la conique.Au point de vue de la réalité des différents éléments, il y a deux cas à distinguer, quand la courbe est réelle.Quand deux cônes réels seulement passeront par cette courbe, les deux modes de génération correspoqdants seront formés d’une conique et d’un cercle réel. Cette conique et ce cercle se couperont en deux points réels et auront deux tan­gentes réelles; tes deux autres modes de génération seront entièrement imaginaires, les coniques et le.s centres des cercles correspondants étant imaginaires. C’est le cas de la cyclique à yne seule branche.Au contraire, si les quatre cônes passant par la courbe sont réels, les quatre modes de génération seront réels. Une des coniques (A.) sera coupée en quatre points réels par le cer­cle (K.); les trois autres coniques n’auront aucun point commun avec le cercle qui leur associé. Ces conclusions résultent d’un examen ne présentant aucune difficulté.

17.

Des différents modes de génération pour ks diverses especes de cycliques.

L’examen des cas particuliers de la construction précédente conduit naturellement aux diverses espèces de cycliques.
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38 SUR 'UNE CLASSE REMARyLABLESupposons d’abord que le cercle (A) se réduise à un point. Alors les petits cercles, ayant leur centre sur la conique (K), passeront par le point fixe A, et leurs points de contact avec l’enveloppe s’obtiendront en prenant les symétriques du point A, par rapport à toutes les tangentes de la conique (K).Donc, si l’on double les arcs vecteurs menés du point double d’une podaire de conique à un point quelconque de cette podaire, on obtient une cyclique ayant même point dou­ble que la podaire.La podaire elle-même est-elle une cyclique? On peut s’assurer que c’est une courbe généralement plus compliquée.Les autres modes de génération de notre cyclique se déter­mineront de la manière suivante. Les trois points ayant même polaire dans le cercle de rayon nul A et dans la conique,

sont le point A et deux points 0' , 0", situés sur l’arc polaire de A . Des six sommets du quadrilatère, quatre se confondent en A. Les modes de génération sont déterminés de la manière suivante :1® Une des .coniques passant en A et homofocales à (K), ayant pour normale AO' ,et le cercle décrit de 0' comme pôle avec AO' pour rayon;2’ L’autre conique passant en A, ayant pour normale AO", et le cercle décrit de O" comme pôle et tangent en A à la conique ;
www.rcin.org.pl



DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIOUES ' 393® et 4® Le premier mode de génération comptant pour deux.On obtient ainsi une cyclique à point double, réciproque de conique plane, ou podaire de cône, toutes les fois que le cercle directeur se réduit à un point ou devient tangent à la ∞nique déférente correspondante.
18.Des cartésiennes.Dans ce cas, le cône (D) étant de révolution, chaque conique (K) est un cercle, et tous ces cercles ont pour pôle le point où Taxe de révolution mené par le centre de la sphère perce la sphère. C’est ce qu’on va reconnaître par l’application de la construction générale.Construisons le quadrilatère circonscrit au petit cercle (K) Pt au cercle (A). La conique (K,), homofocale à (K) et passant

par 6', è·, n’est autre chose que le cercle de centre G passant par ces 2 {points. Le cercle directeur (A) correspondant aura son centre sur la ligne OC, au point d’intersection de a a,*  et de a" a'.De même, la conique (K,) sera le cercle de centre G passant par è’, è”, et le cercle (A,) correspondant aura son centre au point d’intersection de a a’, a’a” sur OC. Mais la conique (K,), passant par b et h", se réduit à l’arc de grand cercle 06"0C. Le cercle directeur (Aj) correspondant se réduit à ce même arc de grand cercle. Il y a donc un mode de génération qui
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40 SUR UME CLASSE REMARQUABLEdevient illusoire. Il se présente ici une indétermination, que nous lèverons en parlant des courbes cΓintersection d’un cylindre et de la sphère. Toute cartésienne, en effet, a un plan de symétrie, qui passe par l’axe du cône et le centre de la sphère. Elle se trouve donc sur un cylindre parabolique, ayant son axe perpendiculaire à ce plan de symétrie.Cette indétermination se présente dans le cas général, toutes les fois que deux sommets opposés du quadrilatère par lesquels doit passer une courbe homofocale à la proposée se trouvent sur l’axe focal. On voit bien d’ailleurs que, toutes les fois que la cyclique sera sur un cylindre, les plans tangents au cylindre couperont la sphère suivant des petits cercles ayant leurs pôles sur un grand cercle, celui auquel ils doivent être orthogonaux. La génération indiquée ne peut donc ici nous servir.
19.Des prophètes focales des cycliques.

Nous avons vu, dans la Première Partie de c,e travail, que le foyer d’une oourbe sphérique peut être cbnsidcré comme un cercle de rayon nul, doublement tangent à la courbe. Comme nous avons trouve les quatre séries de cercles double­ment tangents à la cyclique, il suffira d’examiner ceux de ces cercles dont le rayon devient nul.Considérons l’un quelconque des cônes (D') par lesquels passe la cyclique. Tous les plans tangents à l’un de ces cônes coupent la sphère, nous l’avons vu, suivant des cercles double­ment tangents à la cyclique. Donc les plans tangents au cône et à la sphère couperont la sphère suivant des cercles de rayon nul, doublement tangents à la courbe; ce seront les foyers. Ces, foyers seront à la fois sur le cercle directeur (A,) et sur la conique déférente (K,). Cela résulte aussi de la génération de la courbe au moyen des éléments (A,), (K,).On a quatre foyers sur chaque cercie directeur, en tout 
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DE COURBES ET DE SURFACES AL(ιi⅛RIQUES. 4i16 foyers. U est clair que ces foyers sont les 16 points d’inter­section de deux faisceaux formés avec quatre génératrices de système différent.En effet, si l’on considère les p génératrices d'un même système de la sphère, tangentes à la courbe, il y en aura p imaginaires conjuguées, de l’autre système, tangentes aussi à la courbe. Ces droites donneront par leur intersection p*  points, qui seront des foyers. Ici p = 4. Cela indique d’ailleurs une nouvelle relation entre les quatre coniques (K.) et les quatre cercles (A<). Les quatre points d’intersection des coniques et des cercles correspondants sont situés sur quatre droites de deux manières différentes.Il est clair, d’après ce qui précède, que quatre foyers seule­ment pourront être réels. Mais, lθ dans le cas où la cyclique aura une seule branche, deux des foyers réels seront sur un cercle (A,), les deux autres sur un autre cercle (A,); 2° dans le cas où la cyclique aura deux branches, les quatre foyers réels seront sur un môme cercle. Cette distinction, qui résulte de l’art. 12, devait être faite ici.Les foyers jouissent de plusieurs propriétés remarquables, qu’on déduit du théorème de Poncelet. Voici le principe très simple qui conduit à ces relations.Soit une sphère, et menons-lui un plan tangent en A. Pour tout point M de cette sphère, le carré de la distance au point A sera proportionnel à la distance du même point M au plan tangent en A. On aura, en appelant p cette distance au plan tangent,
(17)Plus généralement, si l'on prend un plan (P) et une sphère (S') passant par le cercle de la première sphère situé dans le plan (P), il y aura, pour tout point M de la première sphère, un rapport constant entre le carré i‘ de la tangente menée de M à (S') et la distance p du même point M au plan (P). On aura
(18)
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42 SUR UNE CLASSE REMARQUABLECes remarques, extrêmement simples, suffisent pour la démonstration des théorèmes que nous avons en vue.Considérons d’abord trois plans tangents communs au cône (D) et à la sphère. Ces plans toucheront la sphère en trois foyers situés sur un même cercle directeur (A), et en appelant P, P\ P*  les premiers membres des équations de ces trois plans, on aura, pour l’équation du cône,
(19)Pour tous les points de la courbe d’intersection, et d’après la formule (17), on pourra remplacer kP, KP', 1×P" parr,r*,r*,  ces dernières quantités représentant les distances d’un point de la cyclique aux trois foyers. On aura donc
(20)

Il existe donc une relation linéaire et homogène entre les dis­
tances d’un point de la courbe à trois foyers situés sur un même 
cercle directeur.Soient P, P\ deux des plans tangents communs au cône (D) et à la sphère, et Q le plan de contact dans le cône. L’équation du cône sera

D’ailleurs, les trois plans P, P', Q coupent la sphère suivant trois cercles orthogonaux au cercle directeur (A), et si, par ces trois cercles, on fait passer trois sphères ∩xes, mais quel­conques, en appelant t, f, T les tangentes menées à ces trois sphères d’un point de la courbe, on aura, d’après l’équation (20),
Les sphères t ,t' sont doublement tangentes à la courbe, et leurs quatre points de contact sont sur la sphère T.En général, si une surface quelconque passant par la courbe est définie par une équation de la forme 

on pourra, par tous les points de la cyclique, remplacer 
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 43P,P∖P", ... par des quantités proportionnelles aux carrés P, l'\ ... des tangentes à des sphères fixes menées par l’in­tersection de la sphère et des plans P, P',... L’équation sera 
a,α∖α",... étant des constantes dont la détermination n’off’re aucune difficulté.Par exemple, prenons trois plans tangents quelconques au cône (D) contenant la cyclique. L’équation du cône sera 
et, par suite, on aura pour la courbe une équation de la forme
(21)entre les tangentes t ,t' ,i'' à trois sphères d’une même série doublement tangentes à la courbe.Donc il y a une relation linéaire et homogène entre les lon­
gueurs des tangentes menées d’un point de la courbe à trois 
sphères doublement tangentes à la cycliqiie et appartenant à la 
même série.Cherchons celles des sphères doublement tangentes qui se réduisent à des points. Leur ensemble constituera une focale de la cyclique proposée.Les centres de toutes ces sphères sont évidemment sur les perpendiculaires abaissées du centre de la sphère (S) conte­nant la cyclique sur les plans tangents du cône (D), c’est-à- dire ces centres sont sur le cône (E) supplémentaire de (D), ayant son sommet au centre O de la sphère (S) contenant la cyclique. D’ailleurs, le centre radical commun de toutes les sphères doublement tangentes est le sommet O' du cône (D) ; elles sont orthogonales à la sphère (S') décrite de ce point O' comme centre et coupant la sphère (S) à angle droit. Pour qu’elles se réduisent à des points, il faut que leurs centres soient sur la sphère (S'), et par conséquent sur la courbe de
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44 SUR UNE CLASSE BEMAR⅛UABLErencontre de cette sphère (S') et du cône (E). Nous avons donc une focale de la cyclique, et cette focale est elle-même une cyclique. D’ailleurs la relation entre les deux courbes est évi­demment réciproque; les sphères qui les contiennent sont orthogonales, et les cônes ayant leurs sommets au centre de chaque sphère, supplémentaires. Il y a donc réciprocité entre les deux courbes. Chacune d'elles est la focale de Γautre, ce qui justifie la proposition générale énoncée dans la Première Partie de ce travail. Aux quatre modes de génération ou quatre cônes (D,·) correspondront quatre focales situées sur des sphères ayant leurs centres aux sommets des cônes et orthogonales entre elles. Nous avons ainsi un système de cinq cycliques focales les unes des autres et situées sur cinq sphères orthogonales.Ainsi, étant donnée une cyclique sphérique, cette cyclique a 
quatre focales, qui sont des courbes de même espèce, situées sur 
quatre sphères orthogonales entre elles et à la sph'ere contenant 
la cyclique, ayant leurs centres aux sommets des quatre cônes 
contenant la cycliq↑ιe et coupant la sphère qui contient cette 
courbe suivant les quatre cercles directeurs.Dans le cas où la cyclique primitive se composera de deux branches, les sommets des quatre cônes seront réels. Un seul sera intérieur à la sphère contenant la cyclique, et par consé­quent trois des quatre sphères contenant les focales seront réelles. Quant aux focales elles-mêmes, une seulement sera réelle.Au contraire, dans le cas où la cyclique se compose d’une seule branche, il n’y a que deux sphères réelles orthogonales à la proposée; ces deux sphères contiennent chacune une focale réelle de la proposée.En résumé, on n’a que deux systèmes ; l’un pour lequel quatre sphères et deux focales sont réelles, l’autre pour lequel trois sphè'^s sont réelles et contiennent chacune une focale.Les cinq focales, réelles ou imaginaires que nous venons de rencontrer, sont les lignes doubles d’une développable focale que nous étudierons dans la suite de ce travail.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 4SSi nous nous reportons à l’équation (21/. et que nous pre­nions sur une (C) des cinq focales trois points quelconques, ces trois points pouvant être considérés comme des sphères de rayon nui tangentes à tonte autre des cinq cycliques (C'), il y aura entre les distances d’un point quelconque de (G') aux trois points choisis sur (C) une relation de la forme
(22Les coeflβcients a, a', a" changent, d'ailleurs, et avec la cyclique (G') et aussi quand on change les trois foyers fixes pris sur (C). Ainsi,

Étant donnée Γune quelconque (G) des cinq focales, trois 
points quelconques pris sur cette focale seront des foyers des 
autres courbes et posséderont les propriétés métriques exprimées 
par l'équation (22); c'est-à-dire qu'il y aura entre les distances 
d un point variable de l'une quelconque des quatre autres 
courbes (G') aux trois points choisis sur (C) une relation linéaire 
et homogène de la forme

Le théorème précédent correspond évidemment dans la théorie des cycliques à celui de M. Dupin sur les coniques focales.La relation métrique que nous venons de rencontrer est d’une forme moins simple que celle qui se rapporte aux foyers d’une courbe du second degré. Cependant, elle se prête à la généralisation d’un théorème relatif aux coniques planes ou sphériques.On sait qu’étant donnés deux points A , B sur une conique de foyers F, F', réciproquement A et B peuvent être pris comme foyers d’une conique passant par F et F'. On peut étendre ce théorème aux cycliques planes et sphériques.
Étant donnés trois points A , B , G sur une cyclique de foyers F , F', F", on peut prendre ces trois points A , B , Cpour foyers 

d'une cyclique qui contiendra les trois points F, F', F",Appelons, en effet, 11«, R⅛, R^ les distances des ixiints
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46 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEA , B , G au. foyer F, et désignons par les mêmes lettres accen­tuées les distances aux foyers F',F". Puisque les trois points A , B , G sont sur une cyclique de foyers F , F', F", on aura trois relations de la forme : 
et par conséquent l’équation de condition
(23)

exprimera que les trois points A , B , G sont sur une cyclique de foyers F , F', F". A cause de la symétrie de eette équation, il est clair qu’elle exprime aussi que F , F', F" sont sur une cyclique de foyers A , B , G, ce qui démontre la proposition énoncée plus haut.Mais on peut compléter cette démonstration d’une manière remarquable, et donner une proposition plus étendue que la précédente ;
Étarit donnés gualre points A , B , G , D , intersections d’une 

cyclique qrielconqzie de foyers F , F', F", F’ et d’un cercle, il y 
aura une seconde cyclique ayant pour foi ers les points A , B, G, D, 
et passant par F ,F', F", F". On suppose, bien entendu, que ces quatre points sont les foyers situés sur un même cercle de la première cyclique.Pour démontrer cette nouvelle proposition, il nous suffira évidemment, en nous rappelant la précédente, de prouver que la cyclique de foyers A , B , G passe par F*,  et admet pour quatrième foyer le point D. Or, les trois points A , B , G étant sur la cyclique de foyers F , F', F’, on aura
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÈRRIüUES. 47et cette équation exprime que la cyclique de foyers A , B , C , passant par F , F', contient aussi le foyer F*.D’ailleurs, le quatrième foyer D de cette cyclique satisfait également à l’équation
qui exprime qu’il est sur la cyclique de foyers F , F',F", et passant parles points A et B. Cette cyclique étant la proposée, la proposition est démontrée; le quatrième foyer D sera à l’intersection de cette courbe et du cercle contenant les trois points A, B , G (’).Un cas particulier de la proposition précédente, relatif aux ovales de Descartes, a été énoncé par M. Sylvester, j’ignore dans quel Recueil.

20.
Des cycliques situées sur des cylindres.Nous avons vu que, pour les courbes d’intersection d’un cylindre et de la sphère, les éléments d’un des modes de géné­ration deviennent indéterminés. En effet, les plans tangents au cylindre coupent la sphère suivant des petits cercles dont le pôle est sur le grand cercle perpendiculaire aux arêtes du cylindre. La conique sphérique correspondante se réduit donc

P) L’équation

prise en elle-même, conviendrait à une surface remarquable, comprise 
comme cas particulier dans d’autres que nous étudierons plus tard. Celte 
surface a, comme les cycliques, un quatrième foyer, et elle donne lieu à la 
proposition suivante, analogue au théorème indiqué dans le texte ;

Étant donnée une surface définie par l’équation

un cercle quelconque la coupe en quatre points qui peuvent être pris pour les 
foyers d’une surface de même définition, passant par les quatre foyers de la 
première.
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48 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEau même cercie, et il faut déterminer d’une manière directe les rayons des petits cercles enveloppant la cyclique.A cet effet, on peut inodifler légèrement la définition que nous a vons donnée de la cyclique, et définir les cercles par les pôles de leurs plans. Considérons, par exemple, les plans tangents au cône (D); les pôles de ces plans tangents décriront une conique, et cette conique (H) pourra servir à déterminer la série des cercles doublement tangents, La cyclique sera la ligne de contact de la développable circonscrite à la sphère et à la conique (U). Elle sera aussi l’enveloppe des petits cercles situés dans les plans polaires des points de (H).Dans le cas d’une courbe située sur un cylindre, cette nou­velle génération, toujours équivalente au fond à celles que nous avons données, ne devient plus illusoire. Si par le centre de la sphère on mène une section droite du cylindre, le plan de cette section droite contiendra la conique (H), polaire réciproque du cylindre et définissant la série des cercles dou­blement tangents à la cyclique, contenus dans les plans tan­gents du cylindre.Il y a aussi une des focales situées dans le plan de la section droite du cylindre, et pour laquelle notre construction devient illusoire. On opérera de la manière suivante ;Soient (E) la section droite du cylindre, (C) le grand cercle,
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 49section de la sphère par le plan de la section droite. Soit wK la trace d’un plan tangent au cylindre. Pour obtenir les sphères de rayon nul passant par l’intersection de ce plan et de la sphère, il faudra évidemment abaisser du centre 0 une per­pendiculaire Qpp' sur et prendre l’intersection de cette perpendiculaire avec le cercle orthogonal au cercle (G) et décrit du point m comme centre. Le lieu des points p , ρ' sera donc une cyclique plane, définie par un mode de génération semblable à celui que nous avons adopté, et admettant la base du cylindre (E) pour conique déférente et le grand cercle (G) pour cercle directeur.Les coniques sphériques font partie de la classe que nous étudions, et l’on voit qu’elles auront, en réalité, trois focales planes situées dans les trois plans principaux. Ges focales cou­peront la sphère aux foyers de la conique sphérique.Une seule d’entre elles, d’ailleurs, sera réelle. On sait qu’une conique sphérique se projette sur les trois plans principaux : 1° suivant une ellipse intérieure à la sphère, 2® suivant une hyperbole, 3® suivant une ellipse coupant la sphère en quatre points. Gette dernière courbe seule donnera lieu à une focale réelle, qui coupera la sphère aux quatre foyers réels de la conique sphérique.Avant de passer à l’étude de certaines propriétés des coni­ques sphériques, nous ferons remarquer quelques équations simples des courbes générales situées sur un cylindre, qu’on pourrait appeler sphéro-cylindriques.Si le cylindre sur lequel se trouve la courbe est hyperbo­lique, il satisfait à l’équation
PQ = K,d’où résulte, pour la courbe, féouation

(24)Si les plans asymptotes ne rencontrent pas la sphère, on peut écrire
(2δ) 

4
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δΟ SUR UNE CLASSE REMARQUABLESi le cylindre est elliptique, on aura, et d’une infinité de manières,
t ÷ i'≈'-C .

21.

Des coniques sphériques.Dans le cas des coniques sphériques, les propriétés focales que nous avons indiquées prennent une forme que nous allons développer, par suite de l’importance toute particulière de ces courbes.A cet eifet, reprenons la relation 
qui lie les tangentes menées d’un point de toute cyclique à trois sphères doublement tangentes d’une même série.Chacune de ces sphères peut être supposée, pour plus de simplicité, orthogonale à la sphère primitive, et alors, si l’on mène d’un point M un arc de cercle T tangent au petit cercle suivant lequel elle coupe la sphère primitive, on aura

On obtient donc la relation
(26)qui relie les longueurs des trois arcs tangents menés de tout point M de la cyclique à trois petits cercles doublement tan­gents d’une même série.Soit maintenant une conique sphérique, et prenons quatre petits cercles doublement tangents à cette conique et deux à deux symétriques par rapport au centre; on aura, en désignant par T , T', T", T’, les longueurs des quatre arcs tangents,
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 51D’ailleurs, si T et T' correspondent à des cercles symétriques, 011 aura de même
Les relations précédentes prennent donc la forme 

d’où l’on déduit
On peut évidemment disposer du rapport - de manière que cette relation prenne la forme
(27)Ainsi, une conique sphérique peut être considérée d’une infiivité 
de manières comme le lieu des points lels que la somme ou la 
différence des arcs de grand cercle menés de ces points langcn- 
tiellement à deux petits cercles fixes soit constante.Les coniques sphériques sont les seules courbes qui jouissent de cette propriété; car elle suppose qu’on peut mener à la cyclique quatre cercles doublement tangents, symétriques deux à deux par rapport au centre de la sphère. La cyclique sera donc sur un cylindre concentrique à la sphère; ce sera une conique sphérique.Nous avons vu que toute conique sphérique se trouve sur un cylindre hyperbolique. Nous serons ainsi conduit à déduire, de l’équation PQ — consl.
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8¾ SUR UNE CLASSE REMARQUABLEde ce cylindre, l’équation(48) sinj9sinp' = Kentre les arcs de grand cercle abaissés d’un point de la conique sur deux arcs de grand cercle fixes. Ces deux arcs de grand cercle sont les ares cycliques de la conique sphérique. En adoptant la méthode de l’article 19, on pourra d’ailleurs indiquer un très grand nombre de formes d’équations remarquables des coniques sphériques.
22.

Des cycliques planes.

Les propriétés des cycliques planes sont comprises comme cas particulier dans celles des cycliques sphériques. On peut indiquer deux moyens principaux pour déduire leurs propriétés de celles que nous venons de trouver.D’abord, on peut supposer que le rayon de la sphère conte­nant la cyclique croisse indéfiniment; le mode de génération que nous avons adopté, les propriétés métriques et focales subsisteront sans modification.Mais on peut aussi transformer la courbe par rayons vecteurs réciproques, et en faire la projection stéréographiqueen mettant le pôle en un point quelconque de la sphère qui la contient. Nous allons obtenir ainsi toutes les propriétés des cycliques planes.Dappelons qu’une cyclique Sphérique est à l’intersection d’une sphère et d’une surface du second degré. En transfor­mant cette définition par la méthode des polaires réciproques, on voit qu’une cyclique est aussi la courbe de contact avec la sphère de la .développable circonscrite à la sphère et à une autre surface du second degré. Cette développable a quatre coniques doubles, lieux des pôles des cercles doublement
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DE COURBES ET DE SURFACES ÀLGÉBRIOUES. S3tangents à la cyclique. Appelons ces coniques (H) , (H,), (HJ , (Hj). Elles sont inscrites dans une développable, que nous appellerons et qui touche la sphère, suivant la cyclique.Si l’on fait la projection stéréographique en se plaçant en un point a de la sphère, la cyclique se projettera suivant une cyclique plane, et, d’après un théorème bien connu relatif aux projections stéréographiques, les quatre séries de cercles dou­blement tangents se projetteront suivant des cercles dont les les centres seront sur les coniques (H'), (H'J , (H'J , (11'J , perspectives des coniques (H), ... , (H,) de l’espace. Par le point a passent deux génératrices de la sphère, et par chacune de ces génératrices on peut mener deux plans tangents de la développable A contenant les quatre coniques. Ces deux couples de plans tangents se projetteront évidemment suivant quatre tangentes communes aux coniques (I1') ,(H'J , (H'J, (H'g), passant par les deux points sur le cercle de l’infini. Ces quatre coniques seront donc homofocales. On retrouve, on le voit, la génération signalée d’abord par MM. Moutard et Laguerre, et que nous avons employée pour les cycliques sphériques.Quant aux cercles du'ecteurs dans le plan, ils seront les perspectives des cercles directeurs de la sphère, et par consé­quent leurs centres seront les perspectives des sommets des quatre cônes (D,·) contenant la cyclique.On voit que si le point de vue est pris sur la cyclique, la projection stéréographique sera du 3® degré et les sommets des quatre cônes seront projetés sur la courbe plane elle- même.()uant aux coniques déférentes (H',), elles deviennent dans ce cas, et dans ce cas seulement, des paraboles, puisqu’elles sont alors tangentes à la droite de l’infini.Revenons aux cycliques planes du 4« ordre. Si l’on considère toutes les surfaces du second degré passant par la cyclique sphérique, les perspectives de leurs contours apparents sont
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54 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEdes coniques quadrupleinent tangentes à la cyclique, et pour lesquelles subsiste le théorème donné, article 45, pour les cycliques sphériques.
23.

Des cartésiennes.

Nous avons vu que ces courbes très intéressantes, qui sont à l’intersection d’une surface de révolution et de la sphère, peuvent toujours être placées sur un cône de révolution. D’ailleurs, toutes les surfaces du second degré qui les contien­nent seront aussi de révolution. L’une d’elles seulement est un cylindre parabolique, qui peut être considéré comme un cas limite des surfaces de révolution.Examinons donc les cartésiennes, en les considérant comme intersections de la sphère et d’un cylindre parabolique. La section droite du cylindre, passant par le centre, contiendra une des focales (art. 20), et cette focale, ayant pour conique déférente une parabole, sera du 3® degré. Ainsi :
Les cartésiennes se distinguent des autres cycliques par la 

propriété (L admettre pour focale îine cubique circulaire.Inversement, une cubique circulaire admet pour focales des cartésiennes.Les propriétés métriques des cartésiennes sont plus simples que les propriétés générales que nous avons signalées.Comme elles sont sur un cylindre parabolique, leur équation peut être ramenée, et d’une infinité de manières, à la forme
(29)En second lieu, elles sont sur une infinité de surfaces de révolution, et ces surfaces de révolution ont leurs foyers sur
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 55la cubique circulaire, à l’intersection de cette cubique et d’une parallèle à l’asymptote réelle. L’équation de la courbe, rapportée à ces deux foyers, prendra la forme
Au moyen de la relation précédente, on peut toujours réduire l’équation focale de la courbe, de telle manière qu’elle ne contienne que deux foyers quelconques, pris sur la cubi­que, et soit de la forme

(30)Ainsi, étant donnée une cartésienne, si Γon prend deux foyers 
quelconques sur la focale cubique, il y a une relation linéaire (30) 
entre les distances d'un point de la cartésienne à ces deux 
foyers.On a a “ β quand les deux foyers sont sur une parallèle à l’asymptote réelle de la focale cubique.On pourrait ajouter beaucoup aux propriétés des cartésiennes. Nous pourrons y revenir.

24.

De la transformation par rayons vecteurs réciproques dans les cycliques, 
et des transformations de ces courbes les unes dans les autres.

Supposons d’abord qu’on prenne le pôle en un des foyers de la cyclique. Désignons par r la distance à ce foyer, et par 
r',r" les distances à deux autres foyers situés sur le même cercle directeur que le premier. L’équation de la cyclique.
se transformera en une équation de la forme
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36 SUR UΛE CLASSE REMARQUABLEEn d’autres termes, la cyclique transformée qui est une courbe plane sera formée des ovales de Descaries. Ainsi,
Toute cyclique se transforme, dans les ovales de Descartes, 

quand on place le pôle de transformation en un des foyers situés 
sur la sphère contenant la cyclique.Plaçons maintenant le pôle de transformation, non plus on un des foyers situés sur la sphère, mais en un point quelcon­que de l’une des focales. Alors cette focale deviendra une 
cubique circulaire, et par conséquent la courbe elle-même se transformera en une cartésienne. C’est ce qu’on peut voir aussi de la manière suivante ;Le pôle a étant un foyer, le cône ayant pour sommet ce point et pour base le cercle de l’infini sera doublement tan­gent à la cyclique, et par conséquent la transformée par rayons vecteurs réciproques, d’après les principes de la Première Partie, sera doublement tangente au cercle de l’infini. Ce sera donc une cartésienne.Si l’on prend le pôle de transformation sur l’une des quatre sphères contenant les focales, une de ces focales deviendra plane, et par conséquent la courbe sera sur un cylindre. Si le point est à l’intersection de deux des sphères contenant les focales, la courbe sera sur deux cylindres, et aura deux plans de symétrie. Enfin, si le pôle est en un des points d’inter­section de trois des sphères contenant les focales, la transfor­mée sera une conique sphérique.Ainsi, toute cyclique peut être considérée comme la transformée 
par rayons vecteurs réciproques d'une conique sphérique.11 résulte de là une première construction simple de la tangente.La tangente à une conique sphérique est la bissectrice de l’angle des arcs de grand cercle joignant le point de contact aux foyers. Ces arcs de grand cercle passent par deux foyers. Donc

Si par un point de la cyclique on fait passer deux cercles 
passant chacun par deux des quatre foyers situés sur un cercle
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 57

directeur, la tangente est la bissectrice de l’angle de ces deux 
cercles.Il importe de remarquer toutefois que, pour les cycliques se composant d’une seule branche, deux seulement des sphères contenant les focales sont réelles. La transformation en une conique sphérique ne peut donc être faite qu’avec un pôle imaginaire. Ainsi, une cyclique ne peut réellement être trans- foTrnée en une conique sphérique que si elle a deux branches, ce qui entraîne quatre foyers réels sur un même cercle direc­teur, trois sphères réelles contenant les focales, et se coupant en deux points qui doivent être choisis comme pôles de la transformation. Par exemple, les ovales de Descartes à trois foyers réels sont seuls les transformées d’une*  conique sphé­rique réelle.La propriété que nous venons de signaler n’en est pas moins importante, puisqu’elle permet d’étendre aux cycliques bien des propriétés des coniques sphériques. Citons seulement celle-ci :

Les cycliques homo focales se coupent à angle droit.On a donc un système orthogonal formé de cycliques honio- focales. Nous reviendrons sur ce système orthogonal, ainsi que sur d’autres systèmes formés de cycliques. Mais nous devons indiquer une dernière transformation par rayons vec­teurs réciproques, s’appliquant à toutes les cycliques.Il suffira de prendre le pôle aux points d’intersection de la sphère contenant la cyclique, et de deux autres sphères réelles contenant deux focales. La courbe se transformera en une cyclique plane ayant deux axes de symétrie. Ainsi, toutes les 
cycliques peuvent dériver par une transformation réelle des 
cycliques planes à deux axes de symétrie.Si l’on prenait le pôle à l’intersection de la sphère contenant la courbe et d’une autre sphère contenant une focale, on aurait.une cyclique ayant un seul axe de symétrie. C’est à cette classe qu’appartiennent généralement les sections du tore, ou spiriques.
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58 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE

25,

Du système orthogonal formé par les cycliques homofocales.

Étant donnée une sphère et une développable Δ de 4*  classe circonscrite à cette sphère, on pourra inscrire dans la développable une suite de surfaces qui couperont la sphère suivant des cycliques. Les foyers de ces cycliques, étant à Γintersection des coniques doubles de la développable Δ et de la sphère, demeureront les mômes. Elles seront donc homofocales. Nous allons démontrer que ces cycliques se coupent à angle droit.On sait en effet qu’étant donné un système de surfaces du second degré inscrites dans une même développable, on pourra faire passer trois de ces surfaces par chaque point de l’espace, et que les tangentes aux trois courbes d’intersection seront conjuguées dans chacune de ces surfaces. Il suit de là que par chaque point de la sphère on pourra faire passer deux surfaces inscrites dans la développable A ; ces surfaces cou­peront la sphère suivant deux cycliques, et les tangentes à ces cycliques seront conjuguées dans la sphère, c’est-à-dire ortho­gonales. Ainsi,
Par chaque point de la sphère on peut faire passeι∙ deux cycli­

ques de foyers donnés, et ces deux cycliques se coupent à angle 
droit.Le système des cycliques homofocales comprend quatre courbes infiniment aplaties.Pour obtenir ce système de cycliques, il suffira évidem­ment de prendre tous les cônes, ayant même sommet et tangents à quatre plans tangents, de la sphère. Il y a deux systèmes de cycliques homofocales : ceux dont les quatre foyers réels sont sur un même cercle, et ceux dont les
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 59foyers réels sont disposés par couples sur deux cercles ortho­gonaux.On voit qu’il n’est pas plus général de prendre des surfaces du second degré quelconques au lieu de cônes. Ce fait met en évidence une proposition très générale, qu’on peut énoncer ainsi ;
Si Γon a une série de surfaces inscrites dans une même déve­

loppable circonscrite à une surface (A), elles couperont la sur­
face (A) suivant des courbes par lesquelles on pourra faire passer 
d’autres surfaces du second degré inscrites dans une nouvelle 
développable circonscrite à la surface (A).La démonstration analytique de cette proposition ne présente aucune difficulté. Considérons des surfaces inscrites dans une développable. Leur équation sera de la forme
(31)Soit
(32)l’équation de la surface (A) inscrite dans la même développable, et que l’on obtient en faisant
Si l’on retranche de l’équation (31) l’équation (32) multipliée par λ — À, on trouve
(33)

équation qui représente des surfaces passant par les courbes situées sur la surface (A), et inscrites, elles aussi, dans une développable.Nous ne développerons pas la théorie analytique des cycli­ques; elle est comprise dans celle que nous donnerons pour les surfaces du 4*  ordre, qui sont, dans l’espace, les analogues des cycliques planes.
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-26.
Des cycliques analogues à l’ellipse de Cassini.

Le système orthogonal formé de cycliques homofocales n’est pas le seul qu’on puisse former avec ces courbes. Π existe un autre système orthogonal, formé de cycliques analogues à l’ellipse de Cassini. Certaines de ces courbes ont été étudiées par Van Rees dans un beau Mémoire sur les focales. M. La- guerre les a considérées sous le nom de cassiniennes^ et en a donné plusieurs belles propriétés. Dans la Troiaième Partie de ce travail, nous rattacherons l’étude de ces courbes à celle d’autres courbes plus générales, et nous déduirons leurs pro­priétés de quelques théorèmes généraux relatifs à l’emploi des imaginaires en géométrie.
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DE COURBES RT DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 64
TROISIÈME PARTIE.

Etude de certaines propriétés des imaginaires en géomé­
trie, et d’une classe générale de courbes algébriques, 
comprenant comme cas particulier la courbe de Gassinl.

27.

Des points associés dans le plan.Soient, dans un plan, des points rapportés à des coordonnées rectangulaires. La distance d’un point (λ∙ , ÿ) à un point fixe du plan s’exprime par la formule 
qu’on peut écrire
On voit donc que le carré de la distance se décompose en deux facteurs, et Von est ainsi conduit à un système de coordonnées 
symétriques fréquemment employé.Substituons aux quantités £c, y les coordonnées w , t, défi­nies par les formules
(38)Si l’on pose, de même, 
on obtient
(36)Cela posé, soient deux points P,Q; par ces deux points menons des droites aux points à l’infini sur le cercle; ces droites se rencontrent en deux nouveaux points P',Q'. Nous dirons que ces nouveaux points sont associés aux premiers.
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θ2 SUR UNE CLASSE REMARQUABLERéciproquement, P,Q sont associés à P',Q∖ Si les points P , Q sont réels, les points P', 0' sont imaginaires conjugués, et inversement. On peut dire que deux couples de points asso­ciés sont deux couples de sommets opposés d’un quadrilatère, dont les deux autres sommets opposés sont les deux points I et J à l’infini sur le cercle.Soient
Les coordonnées des points associés seront, par exemple,

Considérons un point quelconque M du plan. On aura les formules suivantes
On déduit d’abord de ces formules (37)Donc le produit des distances d’un point quelconque du plan à 

deux points fixes est égal au produit des distances du même point 
aux deux points associés.On peut déduire de nouvelles relations de la signification géométrique des facteurs u — a ,r — β. Softi») l’angle que fait MP avec l’axe des x·. on a 
et par suite(38)d’où(39)L angle PMQ, sous lequel on voit le segment PQ, est évi-
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES.demment égal à la diflerence des angles ω , ω', que font les droites MP , MQ avec l’axe des a;. On a donc 
et, en extrayant la racine carrée,
(40)De même.

Donc le rapport distances d’un point M du plan à deux 
points est égal à e^, V désignant l’angle sous lequel on voit du 
même point le segment formé par les points associés.Cette proposition est importante (^); elle permet, quand deux points sont imaginaires conjugués, do remplacer les éléments imaginaires relatifs à ces deux points par des fonctions d’élé­ments réels, correspondants aux points associés.Nous allons donner deux applications. Prenons d’abord deux points fixes A , B sur un cercle. On sait que l’angle sous lequel on voit d’un point du cercle le segment AB est constant. Donc le rapport des distances du même point aux deux points A', B', associés à A et à B, est aussi constant. Si les points A et B

(*)  Cette proposition se déduit, comme on voit, très simplement de 
l’équation 

et cette dernière équation exprime que l’angle de deux droites? MA ,MB 
multiplié par 2ï, est le logarithme du rapport anharmonique des quatre 
droites M A , M B , M i, M J. Ce fait remarquable, contenu implicitement dans 
une formule du Traité de Géométrie supérieure de M. Chasles, a été pour la 
première fois énoncé d’une manière explicite par M. Laguerre [Nouvelles 
Annales de Mathématiques 1853, p. 57), et appliqué par ce géomètre à une 
question importante, la transformation des relations contenant des angles 
dans Γhomographiθ. On pourra consulter à ce sujet le II apport sur hs progrès 
de la Géométrie, de M. Chasles, p. 313.
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64 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEdeviennent imaginaires, A', B' deviennent réels, et on retrouve une propriété connue du cercle. Mais nous allons traiter un exemple moins simple.On sait la difficulté qu’ont rencontrée les auteurs de Traités de sections coniques dans l’étude des propriétés focales des courbes du second degré. JI est difficile, quand on prend pour point de départ les beaux théorèmes généraux relatifs aux sections coniques, de rattacher à ces propositions générales, d’une manière directe, la démonstration des propriétés métri­ques focales. Les remarques précédentes permettent, il nous semble, de lever simplement cette difficulté.Nous nous appuierons seulement sur un des deux théorèmes généraux que M. Chasles a pris pour base de sa Théorie des 
sections coniques. Le rapport anharmonique des quatre points où une tangente mobile rencontre quatre tangentes fixes est constant.Prenons deux tangentes quelconques se coupant en A, et deux autres tangentes imaginaires passant par les deux points

à l’infini sur le cercle, et se coupant en un point réel F, qui, d’après la définition générale, sera un foyer. Soit une tangente mobile MM'PP'. Elle coupe les deux tangentes imaginaires en deux points imaginaires P , P' représentés pour plus de clarté sur la üg-ure, et ayant pour associés le foyer F et son symétrique f 
par rapport à la tangente. Écrivons que le rapport anharmonique des quatre points M , M', P, P' est constant; nous aurons
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DE COL’RBES ET DE SURFACES ALGEBRIQUES, 65Or, d’après la' formule (40), les deux rapports qui figurent dans le premier membre peuvent s’exprimer en fonction des angles relatifs aux points associés. On a 
et, par suite,
La différence des angles qui figurent dans le premier membre de cette formule est évidemment égale au double de l’angle sous lequel on voit du foyer le segment MM'.Donc la portion de tangente comprise entre deux tangentes βxes 
est vue de chaque foyer sous un angle constant.Supposons maintenant que les deux tangentes fixes soient menées du second foyer. Les points associés à M , M' seront le foyer F' et son symétrique f par rapport à la tangente. L’angle MFM' s’exprimera, par la formule (40), en fonction du rapport des distances du foyer F aux deux points F', f. F/·'Donc le rapport , et par suite Vf restera constant. Ainsi, 
le symétrique d’un foyer par rapport à la tangente décrit un cercle 
ayant pour centre Γautre foyer.Ces deux propositions peuvent évidemment constituer une base pour la théorie des foyers. On en déduit immédiatement les propriétés métriques focales.Les points associes donnent lieu encore à des propriétés nombreuses. Par exemple, les droites qui joignent un point M du 
plan à deux points P , Q ont mêmes bissectrices que les droites joi­
gnant le point M aux deux points associés P', Q'. La différence 
est constante, quel que soit le point M, et par conséquent égale à PQ‘. On a
Mais 11 nous parait mutile de multiplier les énoncés.
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28.

D’une classe générale de courbes.On peut aussi déduire des principes précédents des propo­sitions beaucouj) plus générales, s’appliquant à une classe nombreuse de cnurbes de tous les degrés. Voici la détinition de ces courbes, auxquelles nous allons étendre une des pro­priétés les plus importantes du cercle.Soit une courbe telle que /r produit des distances de fun 
quelconque de ses points à une série de pdles fixes soit dans un 
rapport constant auec le produit des distances du niême point à une 
autre série de pôles fixes.Son équation sera ou
Cette équation peut aussi s’écrire
Elte est donc de la forme
^41)θ’* ψ , Tl , 1 désignent des polynômes imaginaires, conju­gués deux à deux. Il est évident que, réciproquement, toute équation de la forme (41) représente une courbe jouissant de la propriété énoncée, et, pour avoir les deux séries de pôles contenus dans celte définition, il su∏ira de décomposer en facteurs les polynômes φ-., Ψ .Or l’équation 01) peut s’écrire
(42)
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DE €θυIlBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQLES. 67

OU

La forme nouvelle de l’équation est identique à la première (41); mais les racines des polynômes ont changé. La définition.de la courbe reste donc la même, mais avec d’attires pôles.Donc, «i une courbe est telle (jue les produits des distances.de 
Γun de ses points à deux séries de pôles fixes soient dans un rapport 
constant, cette propriété subsistera quand on remplacera les pôles 
fixes par une infinité de nouveaux systèmes de points convenable­
ment choisis.Les deux nouvelles séries de pôles ne bcront réelles, comme le montre l’équation précédente, que si λ et λ' sont imaginaires conjugués. Alors les pôles de la première série seront donnés par les équations 
et ceux de la seconde par

Il y a plusieurs remarques à faire sur ces nouveaux pôles. D’abord les équations (48), (44) sont du même degré. Donc, alors même que les pôles primitifs ne seraient pas en même nombre dans les deux séries, les nouveaux pôles seront en nombre égal dans chaque série.En second lieu, si l’un des pôles était multiple, le polynôme- 
γ («) avait un facteur multiple; mais, dans les nouveaux sys­tèmes, il n'en est plus ainsi, et les pôles multiples sont rem­placés généralement par des pôles simples, en nombre égal au degré de multiplicité.Enfin, on peut disposer de λ et de λ' de manière que l’un des 
pôles soit en un point donné quelconque, et les autres seront alors déterminés. Si nous exprimons, en effet, que les équations (43) 
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68 SUR UNE CLASSE REMAROUABLEsont vérifiées par des valeurs données de u et de v, ces équa­tions feront connaître λ et À'.Quand on aura choisi arbitrairement le premier pôle A,, voici comment on trouvera tous les autres. Par Ai on mènera des droites aux deux points I, J ; ces droites coupent la courbe en deux groupes de n points, et on reliera d’une manière quelconque les points du premier groupe à ceux du second par n droites. Les n pôles de l’une des séries seront les symé­triques de A, par rapport à ces n droites; et, en opérant comme précédemment sur l’un de ces n pôles, on trouvera de même A, et les n—1 pôles qui avec Ai forment la série associée à la précédente. «La courbe la plus simple de la classe actuelle est le cercle, pour les points duquel le rapport des distances à deux pôles fixes est constant. La proposition énoncée plus-haut est donc la généralisation d’une des propriétés fondamentales du cercle.Mais il nous paraît digne d’intérêt qu'on puisse étendre à toutes nos courbes les propriétés relatives à l’angle inscrit dans le cercle, et de la manière suivante ;Donnons, dans la formule (42), à λ et à des valeurs ima­ginaires, e'* ’, e*·,  dont le module soit fuiiité. Cette équation prendra la forme (4Ô)Les deux termes des deux fractions sont imaginaires conju­gués. Donc, si nous les décomposons en facteurs, l’équation précédente deviendra
où (a , β), (α', β'), ..., (a , /Q , ... sont imaginaires conjugués. Soient A, le point réel défini par les coordonnées a,, β,∙ ; B.· le point réel défini par a. , . Désignons par ω,. l’angle que faitavec l’axe des x le rayon qui va du point M {u , v) au point A,-;
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES, 69par ω', le même angle pour le point B<. On a, d’après une for­mule déjà rappelée (39),
L’équation (45) prend donc la forme

constante,
ou

(46)Sous cette forme, elle exprime que la somme des angles sous lesquels on voit d’un point de la courbe les segments recti­lignes AB , A,Bj , ... , A, B,, ... est constante.Donc, quand une courbe est telle que les produits des distances 
de Γun quelconque de ses points à deux séries de pôles fixes soient 
dans un rapport constant, on peut encore la considérer, et d’une 
infinité de manières, comme le lieu des points tels que la somme (ou 
la différence) des angles sous lesquels on voit d’un point de la 
courbe des segments fixes soit constante.On obtient ainsi la généralisation complète de la propriété de l’angle inscrit dans le cercle. Il y a quelques remarques à présenter sur les segments.D’abord leurs extrémités sont sur la courbe; cela est évident d’après l’équation, et résulte aussi du théorème. Car, lorsque le point décrivant la courbe sera en un des points A par exemple, l’angle sous lequel on verra du point le segment AB sera indéterminé, et on pourra lui donner, en particulier, la valeur qui satisfait à l’équation (46).On se rend compte d’ailleurs du résultat qui précède au moyen d’une proposition déjà énoncée. On sait, en effet, que l’angle V, sous lequel on voit un segment d’un point M, s’exprime en fonction des distances r , r' aux points associés du segment, par la formule

On voit donc qu.'analytiquement les deux définitions données
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70 srn t'∖E CLASSE REMAROCΛΓ4.rdans les énoncés précédents sont identiques. Mais Γunβ n'est employée que lorsque les éléments qui figurent dans Vautre deviennent Imaginaires conjugués.Les courbes précédente.s ont des foyers, que nous allons déterminer. A cet effet, reprenons leur équation, qu’on peut écrire
Les pôles de la première série correspondants à cette forme de l’équation, sont déterminés par les racines de l’équation
(47)Disposons de λ de telle manière que cette équation ait une racine double, ce qui exige que l’on ait 
ou
Alors, toutes les droites données par les valeurs de o, racines de Véquation 
seront tangentes à la courbe; car leurs intersections avec la courbe sont définies par l’équation (47), qui a une racine double. Les points réels situés sur ces droites seront donc les foyers. Nous ferons l’application de celte remarque eu étudiant quelques courbes particulières.Pour ce.s systèmes de pôles particuliers, l’équation des courbes prendrait la forme
Jl y a U7i pôle double dans la première séi'ie. Ceux de la seconde 
sont des foyers.Enfin, il ne sera pas inutile de remarquer que les courbes étudiées dans cet article appartiennent à la classe de celles dont la définition ne change pas quand on les transforme par 
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I>E COÜHBES ET VE SURFACES ALGÉBRIQUES. 71rayons vecteurs réciproques. Si le pôle est dans le plan, cela est évident; car toute transformation par rayons vecteurs réciproques se ramène, comme on sait, dans le système de coordonnées symétriques, à eflectuer une substitution de la forme (48) et une telle substitution ne change en aucune façon la forme des équations de nos courbes. Mais on peut donner aussi la démonstration suivante qui s’applique au cas où le pôle de transformation est en dehors du plan, et où nos courbes planes deviennent des courbes sphériques.Étant donnés le pôle 0 et deux points A , M, dont les trans­formés sont tf , tn, on aura
Cette formule nous montre que la distance d’un point varia­ble M à un point fixe A se reproduit multipliée par une con­stante et divisée par la distance du point m au-pôle.Donc toute équation homogène entre les distances, èt en particulier l’équation 
où le nombre des facteurs est le même dans chaque membre, conservera la même forme après une transformation. Cepen­dant, si le pôle de la transformation était placé en un des pôles de la courbe, A par exemple, le facteur R correspondant dispa­raîtrait, quel que fût son degré de multiplicité. Par exemple l'équation 
représente une transformée par. rayons vecteurs réciproques d’ellipse de Gassini, puisqu’on pourra faire disparaître le fac­teur Γ*.
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SUR UNE CLASSE REMARQLABLE

29.

Du système orthogonal formé avec les courbes précédentes.

.Soient les deux systèmes de courbes représentés par les équations
(49)

(50)Lorsqu on tait variera , p, les équations précédentes repré­sentent deux systèmes de courbes isothermes et orthogonales. Nour rappellerons d’abord en quelques mots la démonstration de ce théorème.Les formules précédentes, si l’on prend les logarithmes des deux membres, rentrent dans le type
D’après cela, si l’on considère la courbe de chaque système passant par un point donné du plan, les tangentes à ces deux courbes seront données par des valeurs de égales et de si­gnes contraires. Or on a, en appelant V l’angle que fait la tangente avec l’axe des x.

En appelant V. , V\ les angles pour nos deux courbes, on aura donc 
ce qui démontre la proposition.Ainsi, deux systèmes de courbes représentés par les deux équations du type
(51)
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 73OU, ce qui revient au même, (52) sont des systèmes orthogonaux ; ce sont les systèmes iso­thermes, si souvent étudiés par les géomètres.L’interprétation géométrique des équations (49) et (50) nous conduit alors au théorème suivant ;
Si Γon considère les courbes telles que les produits des distances 

d’un quelconque de leurs points à deux séries de points fixes soient 
dans un rapport constant, elles seront toutes coupées a angle droit 
par des courbes qu’on pourra définir de la même manière.Les pôles qui servent à la définition des courbes orthogo­nales sont obtenus de la manière suivante. Soient 
les droites passant par les premiers pôles des premières cour­bes et les points I et J ; soient de même 
les droites passant par les seconds pôles des mêmes courbes et les points I et J. Les pôles des courbes orthogonales seront déterminés par les intersections des droites
Mais, les nouveaux pôles étant imaginaires, la définition du second système orthogonal doit être énoncée de la manière suivante :

Les courbes du second système sont telles que la somme des angles 
sous lesquels on voit les segments formés en associant deux à deux 
les pôles des deux séries du premier système orthogonal soit 
constante.C’est la forme sous laquelle on donne ordinairement les propriétés du second système orthogonal.
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74 SUR UNE CLASSE HEMAIM}UABLE

30.

Des courbes lieux des points d’où l’on voit plusieurs segments sous des 
angles dont la somme est nulle.L’équation

(»3)

f,, f↑ 1^1 désignent des polynômes imaginaires conjugués, dont les premiers termes ont funité pour coefficient, est coin- . prise comme cas particulier dans l’équation (45). Elle repré­sente des courbes, de degré impair, qui se distinguent des courbes générales, en ce que la somme des angles sous lesquels on voit d’un point de la courbe plusieurs segments est égale à un multiple de π. L’équation peut en effet s’écrire
ou

La même propriété subsiste avec d’autres segments; car on peut écrire l’équation précédente sous la forme 
absolument semblable à la forme (5.3); mais les segments servant à la définition de la courbe sont changés, et demeurent réels, si z et z' le sont. Donc,

Quand une courbe-est le lieu des points tels qu’on voit de ces 
points plusieurs segments sous des angles dont la somme est un 
multiple de elle conserve la même propriété avec une infinité 
d’autres segments^ ayant t&us leurs extrémités sur la courbe.Les courbes précédentes comprennent comme cas particu­lier celles qui sont définies par un© équation de la forme
(54)
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGEBRIQUES, 75OÙ les quantités R,· désignent des distances à des pôles fixes, situés .sur une droite. Si nous prenons cette droite pour axe des x, l’équation précédente pourra s’écrire 
ou, en inultipliant par u — v , 
ou enfin
Mais nous n’insistons pas sur ce cas particulier, que nous aurons à considérer plus loin à un autre point de vue (voir art. 37).

31.
Des rapports entre la théorie générale des cycliques et celle des fonctions 

elliptiques.

L’étude détaillée de ces rapports nous entraînerait trop loin. Cependant nous allons indiquer rapidement comment la théo­rie générale des cycliques peut être rattachée aux fonctions elliptiques.Soit l’équation différentielle
(50)où f (n), f^ (d) désignent des ροϊγηοπιβε· imaginaires conjugués du 4® degré. En général, cette équation ne peut s’intégrer 

du
en termes finis. Mais, si la différentielle 77::-:7 se déduit de 

dé- -τ=≡∑7Ξpar U ne substitution linéaire de la forme K(4-ξ*)(l- kV} '
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76 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE

(57)

dvla différentielle — —_ se déduira de même depar la substitution
(58)imaginaire conjuguée de la précédente, et l’équation différen­tielle (56) sera intégrable algébriquement. L’étude de cette intégrale nous avertit que la courbe qu’elle représente est une cyclique plane quelconque. Elle est en effet de la forme
D’ailleurs, l’équation différentielle (56) met en évidence les propriétés focales de la courbe.En effet, soient
La droite
coupera la courbe en un point pour lequel est nul, d’après l’équation différentielle. Cette droite est donc tangente à la courbe. Il en est de même des droites
La cyclique aura donc les 16 foyers définis par les équations

Nous allons démontrer que ces foyers peuvent être placés 4 à 4 sur des cercles.Les polynômes f (u), f, (u) provenant d’un même polynôme par une substitution linéaire, leurs racines auront les mêmes rapports anharmonioues. Supposons par exemple que O(α,,On aura
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 77Soient A,, A,, A,, A, les quatre foyers déterminés par les coordonnées (a, , è,) , {a, , b^) , (a^, b^} {a^, b^}. On a, d après des formules que nous avons fréquemment employées,
et de même pour les rapports figurant dans le second membre de réquation, ce qui nous conduit, en substituant, à la formule
Cette égalité exprime que le quadrilatère formé par les quatre points est inscriptible, et, par conséquent, que les quatre loyers sont sur un cercle.Comme chaque valeur du rapport anharmoniquc'répond à quatre dispositions différentes des éléments, on trouvera quatre cercles sur lesquels les 16 foyers seront rangés 4 à 4.Enfin Γéquation (56) conduit à une construction simple de la tangente aux cycliques, analogue à celle que l’on connaît pour les courbes du second degré. Car soient V , ω,, ω,, o∖ , les angles que font avec l’axe des x la tangente au point M et les droites MA., MA,, MA,, MA⅛, qui joignent ce point aux quatre foyers; l’équation différentielle
conduit, en posant
à la relation
(69)et cette relation donne pour l’angle V deux valeurs, différentes de par conséquent, lesjangentes aux deux courbes passant en un point du plan sont perpendiculaires. Ainsi, réquation (56) 
est intégrée par le système des cycliques planes, homofocales et 
orthogonales.
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7H Sun UNE CLASSK REMARQUABLEPour construire simplement la formule (59), il suffira de connaître la constante K, et, pour cela, de placer d’abord le point M sur le cercle focal. Mais nous n’insistons pas sur ce point de détail. Remarquons aussi que Tes formules de sub­stitution (.57),(58), interprétées géométriquement, donnent la transformation par rayons vecteurs réciproques dans le plan. Nous retrouvons donc cette proposition : Toute cycligue plane 
e^t la transformée par rayons vecteurs réciproques d’une cyclique d 
deux axes de symétrie.Ces dernières cycliques ont été étudiées par M. Siebeck dans deux Mémoires importants (t. LVΠ et LIX du Journal de Bor- 
chardt). Les ovales de Descartes ont été considérées au même point de vue par l’auteur dans les Annales de T École Normale, Signalons aussi des articles de M. Laguerre dans le Bulletin de 
la Société Philomathique (‘).

32.

De l*eilipsβ  de Cassini.

On sait que l’équation de cette courbe, rapportée à scs axes de symétrie, est
C’est donc une cyclique; c’est aussi ce qui résulte de l’équation focale 
et cette dernière équation va nous permettre d’énoncer les propriétés caractéristiques de l’ellipse de Gassini.Proposons-nous d’abord le problème suivant, résolu d’une manière générale par M. de la Gournerie (*)  ; Étant donnée

(’) Sur les applications de la Géométrie au Calcul Intégral. BuUelin de la 
Société Philontathique, 18G7, p. 81.

P) Journal de Liouville, t. XIV, 2« série. Mémoire sur les lignes spiriques.
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DE GOURDES ET DE SURFACES ALGÉRRiQUES. 7Ôune cyclique plane, définie par la conique déférente (R) et par le cercle directeur (A), déterminer les foyers singuliers de cette cyclique.Noîis avons vu que les foyers singuliers sont les points réels, situés sur les asymptotes de la cyclique. Nous savons aussi qu’étant donné un des cercles orthogonaux au cercle (A) et ayant son centre en m sur la conique (K), pour avoir les points de la courbe, il faut abaisser du centre O de (A) une perpen­diculaire sur la tangente en m. Les points d’intersection de cette perpendiculaire et du cercle appartiennent à la cyclique. L’un de ces points s’éloignera à l’infini dans le cas seulement où la tangente en M à la conique ira passer par un des points à Γinfιni sur le cercle, I par exemple. Alors la tangente à la cyclique sera la tangente au cercle, c’est-à-dire la tangente menée à la conique par le point I. On voit donc que les asymptotes de la cyclique seront les tangentes menées à la conique des deux points I et J; eτι d'autres termes, les foyers 
singuliers de la cyclique seront les foyers ordinaires de la conique 
déférente.Cela posé, soit une ellipse de Cassini. Les points qu’on appelle d’ordinaire foyers de cette courbe, et qui donnent lieu lieu à l’équation

rr' --_r k,tseront à la fois des foyers ordinaires et des foyers singuliers. L’ellipse de Cassini s’obtiendra donc en prenant une conique déférente (K) à centre unique quelconque, et un cercle direc­teur concentrique à cette conique. D’ailleurs, comme les foyers de la conique (K) doivent aussi être foyers de la courbe, il faudra que le cercle (A) passe par les points de contact des tangentes menées à la conique de ses deux foyers. Cela nous conduit au mode suivant de génération :On obtient la courbe de Cassini, en prenant une conique déférente quelconque (qui doit être une hyperbole, si la courbe est réelle), et. pour corde directeur le lieu des points

www.rcin.org.pl



80 SI!R CXE CLASSE REMARQUABLEd’où l’on peut mener à la conique des tangentes rectangu­laires.Si l’hyperbole a son axe réel plus grand que l’axe imaginaire, la courbe est formée des deux ovales. Dans ce cas, les quatre foyers sont sur l’axe réel.Si l’hyperbole a son axe imaginaire plus grand que l'axe réel, on obtient la courbe formée d’une seule branche. Deux des foyers réels sont sur l’axe imaginaire.Enfin, si l’hyperbole est équilatère, c’est la lemniscate que l’on obtient.Pour avoir les quatre foyers de la courbe, il suffira de mener des droites aux points 1 et J par les quatre points d’intersection de la conique déférente et du cercle.Ce serait ici le lieu de montrer comment les propriétés des cycliques permettent de généraliser un théorème relatif à la lemniscate, et de donner un mode parfait de représentation des intégrales elliptiques par un arc de courbe. Mais ces pro­priétés peuvent, sans inconvénient, être détachées du travail actuel.L’ellipse de Cassini fait partie des courbes que nous avons étudiées au n® 27. Son équation peut, en effet, s’écrire(60)d’où l’on déduit
et, par suite,
équation de la forme
et les nouveaux pôles seront déterminés par les équations
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DE COURUES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 81Considérons un cas particulier,
l’équation deviendra
Cette équation peut s’écrire(Cl)
P désigne la distance au centre de la courbe; R , ÎV sont évidemment les distances aux deux autres foyers déterminés par les formules

Donc, le produit des distances aux deux seconds foyers est pro­
portionnel au carré de la distance au centre.11 résulte de là que la transformée par rayons vecteurs réci­proques d’une ellipse de Cassini est encore une ellipse de Cassini, si l’on met le pôle au centre. Seulement, pour la courbe formée d’une seule ovale, les deux foyers donnant lieu à la propriété focale rr'= k passeront par la transformation sur l’axe perpendiculaire.Nous allons maintenant développer la propriété des segments capables, en écrivant l’équation (GO) sous la forme
(62)

D’après les propositions générales données plus haut, cette équation exprime que, si l’on considère les deux segments dont les extrémités sont données par les formules
pour la première extrémité, et

6
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82 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEpour la seconde, la somme des angles sous lesquels on voit ces deux segments est constante. Donc,
Si l’on inscrit dans Γellipse de Cassini un parallélogramme de 

même centrej la somme algébrique des angles sous lesquels on voit 
les côtés opposés d’un point de la courbe est constante.Ces remarques servent d’application aux théorèmes géné­raux énoncés plus s haut.L’ellipse de Cassini m’est pas d’ailleurs la cyclique la plus générale ayant une équation de la forme
Il semble même que cette équation, contenant 9 constantes, serait propre à représenter les cycliques planes les plus géné­rales. Mais, comme on a démontré que cette équation peut conserver la même forme avec une infinité de systèmes de pôles, et que même l’un d’eux peut être choisi arbitrairement, on voit qu’elle ne contient, en réalité, que 7 constantes, et ne peut représenter toute cyclique. Nous verrons plus loin com­ment on peut rattacher tout cela aux théorèmes de Poncelet.Les cycliques définies par f équation
(63)iforment, lorsque K varie, un système de cycliques, coupées à anurie droit par les courbes satisfaisant à l’équation
Ces nouvelles courbes sont encore des cycliques. On a donc ,un ^stème double orthogonal, formé exclusivement de cycliques.Ce système comprend, comme cas particulier, celui des ellipses de Cassini et des hyperboles équilatères, qui a été étudié suiiout par Lamé. Il snlTit que deux des pôles, B , B', servant à la sjéiiuition du premier système, soient rejetés à l’infini. Toutes les cycliques du système général sont d’ailleurs
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UK COURBES ET f»K SURFACES ALGÉBRIQUES. 83des transformées par rayons vecteurs réciproques de l’ellipse de Cassini.
33.

Des points associés à la surface de la sphère.

Les propriétés des points associés dans le plan ont leurs analogues dans la géométrie sphérique.Si nous transformons une figure plane par rayons vecteurs réciproques, au plan correspond une sphère; aux droites du pian passant par le point I correspondent les génératrices d’un même système de la sphère. De même, aux droites passant par le point J correspondent les génératrices rectilignes du second système. On voit donc que toute génératrice de la sphère a un point réel, et que les génératrices d’un système sont imagi­naires conjuguées de celles de l’autre. Donc, à un quadrilatèr'e du plan, ayant pour sommets opposés les deux points I et J, correspond sur la sphère un quadrilatère rectiligne formé de deux génératrices de chaque système. Il résulte de là la cons­truction des points P', Q', associés aux points P, Q.Par les points P , () on mènera les deux génératrices rec­tilignes de la sphère, qui passent en ces points. Ces deux génératrices se coupent en deux points P', Q' qu’on dira associés aux premiers. Il est clair que la droite P'Q' est la polaire de PQ, et, par conséquent, si l’un des couples, PO 1 P'Q' est réel, l’autre sera nécessairement imaginaire.Il est vrai que, dans le plan, nous faisions une distinction entre les points P',Q'. Si les points P et Q ont pour coor­données
nous avons pris
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84 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE(Voir art. 26). Mais ici la même distinction peut évidemment être faite; car aux droites passant par le point I dans le plan correspondront, sur la sphère, les génératrices d’un système, que nous appelerons (I); et de même, aux droites passant par J dans le plan, les droites du second système, que nous distinguerons par la lettre (.1), et qui sont imaginaires conju­guées des premières. Examinons maintenant les propriétés des points associés.Le rapport des distances d’un point M aux quatrepoints P,Q,P',Q', étant égal à l’unité dans le plan, sera constant à la surface de la sphère, et l’on aura(65)Donc il y a sur la sphère un rapport constant entre le produit des 
distances d'un point quelconque M à deux points fixes, P, Q, ei Ze 
produit des distances du même point aux deux points associés P∖Q'.On peut transformer de même les relations relatives aux angles, et nous signalerons d’abord celle-ci. Si l’on joint le point M soit aux deux points P , 0, soit aux deux points P', 0', les deux couples de grands cercles ainsi obtenus auront mêmes bissectrices. On pourra substituer, sans que la propriété cesse d’exister, aux grands cercles des petits cercles assujettis à couper à angle droit un cercle fixe quelconque de la sphère.Nous avons vu que, dans le plan, on a
Sur la sphère les droites MP,MQ, ... se transforment en petits cercles passant par le pôle. Si nous appelons ce pôle M', la relation précédente, transformée sans aucune difficulté par la méthode des rayons vecteurs réciproques, nous conduit au résultat suivant :Soient deux petits cercles de la sphère passant, Γun par
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DR COURBES ET DE SURFACES ALGEBRIQUES. 85M , M', P', l’autre par M , M', Q', et désignons leur angle parP'MO'; on aura
(66)M , M' étant d’ailleurs des points quelconques de la sphère, et P , Q les points associés à P', Q'. Cette relation est fondamen­tale, et nous allons en déduire plusieurs conséquences.1° Les points M , M' étant quelconques, on peut faire sur leur position différentes hypothèses particulières, et supposer, par exemple, qu’ils soient diamétralement opposés sur la sphère. Alors les cercles considérés plus haut sont les grands cercles passant par M et les points fixes P', Q'. D’ailleurs, les distances M'P , M'Q deviennent égales aux distances MP,, MQ^ du point M aux points P,, Q, , diamétralement opposés à P et à Q, et la formule (66) devient
(67)

Ainsi l’angle des deux arcs de grand cercle, menés du point M aux extrémités du segment P'Q', s’exprime en fonction des distances de ce point M aux deux points fixes P, Q associés à P', Q', et aux deux points P,, Q, diamétralement opposés à P et à Q. Cette formule est analogue à l’équation (40) relative au plan; elle ne constitue pas cependant, comme nous allons le voir, la véritable généralisation de cette formule.2® Supposons que dans la formule (66) le point M', qui est quelconque, ait été placé sur l’arc de grand cercle P'Q'; alors on aura
puisque les points P et Q sont placés symétriquement par rapport à l’arc P'Q', et la formule (66) deviendra
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86 SUR UNE CLASSE RKMARijl ALLECela posé, je dis que l’angle P'MQ' ou T MT, des deux petits

cercles s’exprime en fonction des angles du triangle sphérique MP'Q' par la formule
(68)En effet, menons les arcs tangents en M , M', P\ D’après les propriétés du cercle, les angles suivants seront égaux,
et par conséquent on aura
En appliquant la môme relation au second petit cercle, on aura
En retranchant de cette équation la précédente, on trouve
équation équivalente à la formule (68), qu’il s’agissait de démontrer.Ainsi l’angle des deux petits cercles s’exprime par la formule
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bE COURBES ET OE SURFACES ALGÉBRIQUES. 87M , P', Q' étant les angles du triangle sphérique MP'Q∖L’expression précédente est susceptible d’une interprétation géométrique simple. A cet effet, considérons, en. même temps que P', Q', les points diamétralement opposés P∖,0',. g
L’expression précédente est égale à , S étant l’aire du triangle 
sphérique MP'ιQ∖ , et l’on a
(69i

Ainsi, le rapport des distances d’un point quelconque M de la S
sphère à deux points P , Q <∕e cette surface est égal à e *,  S dési­
gnant l’aire du triangle sphérique formé par le point M et les 
points P\ , Q',, diamétralement opposés aux points P', associés 
àP et à Q .Nous ne devons pas dissimuler que la formule et la démon­stration précédentes présentent quelques difficultés quant aux· signes. Ces difficultés, sur lesquelles nous reviendrons dans une autre occasion, et qu’on lèvera dans chaque cas particulier, tiennent à la convention faite par les auteui"s de Trigonométrie de détruire la continuité, et de ne considérer que les triangles dont les côtés sont inférieurs à -. La règle à suivre est la suivante. On prendra le même signe pour toutes les aires cor­respondantes à un sens de rotation déterminé autour dqs cotés du triangle, et des signes opposés quand les sens de rotation seront différents.La formule (69)? peut être employée sur la sphère de la même manière que l’équation (40) relative au, plan. Elle donne, MP comme cette dernière, une transformation du rapport de deux distances seulement, tandis que la formule (67), qu’on pourrait d’ailleurs déduire de la précédente, contient quatre distances M P, MQ, MT. M'Q.Ainsi, quand les deux points P , Q devieanent imaginaires conjugués, le rapport des dislanees du p<aint .M à ces deux
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88 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEpoints s’exprimera en fonction de l’aire d’un triangle sphérique réel.Sous ce point de vue, c’est le théorème de Lexell, relatif aux triangles sphériques d’aire constante, qui constitue, sur la sphère, la propriété analogue à celle des angles inscrits dans les cercles du plan. Car on sait, d’après ce théorème, qu’étant donnés deux points quelconques P , Q d’un petit cercle, le triangle sphérique formé par les points diamétralement oppo­sés P,, Qi, et par un point M du cercle, conservera une aire constante, quand le point M décrira le petit cercle.On retrouverait exactement, comme à l’article 26, les pro­priétés focales des coniques sphériques.
34.

Des courbes sphériques analogues aux courbes planes déjà considérées.

Nous sommes maintenant en mesure d’étendre à la sphère les propriétés signalées à l’article 7, et qui conviennent à une classe étendue de courbes planes.Prenons sur la sphère deux séries de pôles fixes.
et appelons R,, r, les distances d’un point M aux pôles A,, B, des deux séries. Les courbes sphériques que nous allons considérer sont définies par l’équation
(70)Ces courbes donnent lieü à des propositions plus nombreuses que les courbes planes correspondantes.D’abord, si l’on effectue leur projection stéréographique sur un plan, la forme de l’équation précédente (70) ne change pas. On voit donc que ces courbes sphériques sont les transformées par rayons vecteurs réciproques des courbes planes déjà étu­
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÎBRIQüES, 89diées, et, par conséquent, en tenant compte de la propriété énoncée (art. 27), nous obtiendrons le théorème suivant ;
Quand une courbe sphérique est telle qu’il y ait un rapport 

constant entre les produits de ses distances à deux séries de pôles 
fixes pris sur la sphère^ elle jouit des mêmes propriétés avec une 
infinité d’autres séries de pôles fixesj situés aussi sur la sphère^ et 
l’un des nouveaux pôles peut même être choisi arbitrairement.Supposons que Ton se donne un des pôles A,, et que l’on demande de trouver les pôles qui lui sont associés. On mènera le plan tangent en A,, contenant deux génératrices de la sphère qui couperont la courbe en deux groupes de n points imaginaires.
On joindra les points du premier groupe à ceux du second, et l’on aura ainsi n arcs de grand cercle. Les pôles B, de l’une des séries seront les symétriques de A, par rapport à ces n arcs de grand cercle. En opérant la construction précédente sur un de ces pôles B,, on retrouvera A, et les (n — 1) pôles A,·, qui doivent lui être adjoints dans la première série.Les arcs de grand cercle joignant les points du premier groupe a’, peuvent d’ailleurs être pris d’une manière quelcon­que; mais il est clair qu’ils ne seront réels que si l’on joint chaque point imaginaire a, à son conjugué a\. La construction que nous donnons ici est d’ailleurs une conséquence immédiate de ce fait évident que deux pôles appartenant à deux séries différentes, considérés comme des cercles de rayon nul, sc coupent en deux points de la courbe.Bevenons au cas général, et considérons, en même temps que la courbe sphérique, la courbe plane qui en est la projec­tion stéréographique. Nous avons vu, formule (45), qu’on pouvait choisir pour la courbe plane une infinité de pôles, tels que les pôles de la 2*  série soient imaginaires conjugués de ceux de la première. La transformation par rayons vecteurs réciproques conserve cette relation. On pourra donc trouver 
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90 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEsur la sphère deux séries de pôles imaginaires de la courbe, tels que les pôles de l’une des séries soient conjugués de ceux de l’autre. Appelons R.·, r, les distances d’un point M de la courbe à deux pôles imaginaires conjugués A, , B,, et S. Taire du triangle sphérique formé par le point M et les deux points fixes réels A',·, B',·, diamétralement opposés aux points associés à A,, B,. On aura
et comme l’équation de la courbe peut s’écrire
on voit que Ton aura

Ainsi, quand une courbe sphérique est telle qu’il y ait un rapport 
constant entre les produits des distances d’un de ses points à une 
première série de n pôles et le produit des distances du même point 
à une deuxième série de n pôles, situés comme les premiers sur la 
sphère, elle possède, et d'une infinité de manières, la propriété que la 
somme des aires des n trianyles sphériques, formés avec un de ses 
points comme sommet et n segments fixes comme bases, soit constante.Les extrémités de ces n segments décrivent d’ailleurs la courbe sphérique diamétralement opposée à la proposée.L’énoncé précédent peut même être complété, et Ton peut dire que toute courbe qui jouit de Tune ou de l’autre des propriétés indiquées dans le théorème fait partie de la classe de courbes que nous étudions, et conserve par conséquent ces mômes propriétés avec une infinité d’autres systèmes soit de pôles, soit de segments fixes.Quelques cas particuliers dans lesquels les deux séries de pôles ont une disposition particulière méritent d’être signalés.

www.rcin.org.pl



DE COURBES ET DE SÜRF4CES ALUEBRIQUES. 91

35.

Des courbes sphériques pour lesquelles les pôles de chaque" série sont deux 
à deux diamétralement opposés. Propriétés correspondantes des cônes 
algébriques, ayant ces courbes pour base.

Si les pôles de chacune des deux séries <∣ui servent à définir la courbe sont deux à deux diamétralement opposés, la courbe définie par ces deux séries de n pôles sera évidemment symé­trique par rapport au centre de la sphère. Nous allons voir que, parmi les nouveaux systèmes de pôles qu’on peut substi­tuer aux premiers, il y en a une infinité qui sont, comme les premiers, deux à deux diamétralement opposés dans chaque série.En effet, quand on fait la projection stéréographique de la sphère, deux points diamétralement opposés se projettent sui­vant deux points divisant harmoniquement les diamètres d’un cercle fixe du plan. Le carré k du rayon de ce cercle est négatif; le cercle n’a de réel que son centre. Prenons ce centre pour origine des coordonnées; l’équation de la courbe plane, projection de la courbe sphérique, sera
Les pôles de la première série seront définis par les équations
(71)où A désigne une quantité réelle, des quantités ima­ginaires conjuguées. De même, les pôles de la 2® série seront donnés par le système semblable
(72)

Gela posé, d’après les hypothèses faites, les pôles de chaque
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92 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEsérie peuvent être groupés deux à deux, de telle manière que les points de chaque couple (m , r), («,, ι∖) divisent harmoni­quement un diamètre du cercle ayant son centre à l’origine, et pour rayon K k. On passera donc d’un de ces points à l’autre par les formules
et par suite les polynômes ψ , devront satisfaire auxéquations
(73'i

Si, dans la deuxième de ces équations, on change m en - , et et qu’on la multiplie avec la première, elle donne
On aurait de même
d’où résulte

Cela posé, formons les nouveaux pôles. L’équation de la courbe [voir art. 27, équation (43)] prend la forme
(74)où les polynômes sont définis par les formules
(75)

À et étant deux facteurs imaginaires conjugués. En égalant ces polynômes à zéro, on aura les nouveaux pôles de la courbe. Pour que ces points aient les mêmes dispositions que les pre-
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 93miers, il suftlra que les nouveaux polynômes Φ , Ψ satisfa.ssent à des équations de la même forme que les formules (73). Or on a
On aura donc
et les équations semblables, en prenant
(76)Ces deux équations se réduisent évidemment à une seule, la première. Il suffira donc que les indéterminées λ , λ' satisfas­sent à cette équation, pour que les nouveaux pôles aient la môme disposition que les anciens.Si l’on pose

on aura, en vertu de l’équation (76),
p. demeurera quelconque. Ainsi, on trouve un nombre infini de systèmes de pôles, satisfaisant aux conditions posées. Ces pôles, satisfaisant aux équations
sont, en vertu de l’équation (76), sur la courbe
(77)courbe qui n’est pas indécompusable, et qui comprend le
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hï srn v∖∙R classe remai'.qüablecc' cie nc:=:k. La courbe précôdenle fait partie de celles qui coupent la première à angle droit. Mais nous nous contentons d’indiquer ces résultats.il est donc démontre que, si une courbe sphérique est définie par deux séries de pôles, telles que les pôles de chaque série soient deux à deux diamétralemeut opposés, la même propriété subsiste avec une infinité d’autres pôles, assujettis à décrire une courbe, d’un ordre inférieur de deux unités, et orthogonale à la proposée. Cette disposition particulière donne lieu à un théorème nouveau.En effet, le produit des distances d’un point M de la sphère à deux points diamétralement opposés a , a' est évidemment propoitionnel au carré de la distance du point M à la droite a a’. La courbe sphérique est donc telle qu’il y a un rapport constant entre les produits des distances de l’un de ses points à deux séries de diamètres de la sphère; et comme cette défi­nition convient aussi au cône ayant le centre de la sphère pour sommet et la courbe pour base, nous avons, sans qu’il soit nécessaire d'insister davantage, le théorème suivant :
Quand un cône est tel qu’il y ait un rapport constant entre les 

produits des distances de l’un de ses points à deux séries distinctes 
de droites passant à son sommet, il conserve la même dé/înition arec 
une iudnité d’antres séries de droites passant également par son 
sommet, décrivant un cône algébrique orthogonal au premier et d’un 
degré inférieur d’une unité.Le cas le plus simple de celte proposition a été étudié par M. Chasles.‘Le cône du second degré, tel qu’il y ait un rapport constant entre les distances d’un de ses points à deux droites fixes, conserve la même définition avec une infinité d’autres systèmes des deux droites, situées dans le plan des premières.La propriété relative à la somme des aires des triangles sphériques prend ici une forme particulière. En effet, quand les pôles de chaque série deviennent imaginaires, les points associés sont diamétralement opposés. En associant les trian­gles sphériques dont les sommets sont diamétralement opposés,
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DÉ COURBES RT DE SΓftFACiS ALGKRRIQUES. 95on voit que, dans ce cas, la somme algébrique de leurs aires est égale à la somme des angles à la base, et l’on peut énoncer cette proposition ;
Quand une courbe sphérique est telle qu'il y ait un rapport 

constant entre les produits des distances de ses points à deux séries 
de n diamètres, on peut former d’une infinité de manières n seg­
ments ayant leurs extrémités sur la courbe^ et tels que la somme des 
angles à la base des triangles sphériques formés avec ces segments 
comme bases j et ayant tous pour sommet un même point variable de 
la courbe J soit constante.On pourrait évidemment ajouter un grand nombre de pro­positions aux précédentes. Mais peut-être le lecteur trouvera-t-il que nous avons déjà été trop long.

36.
Des courbes lieux des points desquels on voit plusieurs segments de grand 

cercle sous des angles dont la somme est nulle.

Ces courbes forment une nouvelle classe particulière des courbes sphériques que nous étudions. En effet, l’angle de deux arcs de grand cercle MA , MB, joignant le point M aux deux points A et B , est évidemment égal à la somme des aires des triangles sphériques MAB , MA'B'; A', B' étant les points diamétralement opposés à A , B . Les courbes que nous allons étudier sont, par conséquent, telles que la somme des aires des triangles sphériques formés avec un point de la courbe et segments fixes, deux à deux diamétralement opposés, soit constante. Elles sont donc comprises dans la définition générale donnée au n° 33, et elles correspondent à une dis­position particulière des pôles, qu’on peut caractériser en disant que ceux-ci sont en nombre pair dans chaque série, et que les pôles de l’une des séries sont diamétralement opposés à ceux de l’autre.Ces courlîes nouvelles ont donc toutes les propriétés appar-
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96 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEtenant aux courbes générales, et signalées au ηθ 33; on peut les engendrer au moyen de deux séries de pôles, un des pôles étant placé en un point quelcontjue de la sphère, etc. Mais la question qu’il importe d’examiner est la suivante : Peut-on conserver leur définition particulière et trouver, de plus d’une manière, n segments tels que la somme des angles sous lesquels on voit ces n segments conserve une valeur constante pour chaque point de la courbe?Il est clair que cette question revient à la suivante : Peut-on trouver de nouveaux systèmes de pôles tels que les pôles de chaque série soient diamétralement opposés à ceux de l’autre?A cet effet, reprenons les équations du numéro précédent, qui s’appliquent à la courbe plane, projection stéréogra- phique,
et la nouvelle équation

En raisonnant comme à l’article précédent, on verra que les fonctions φ , ψ satisfont ici aux équations identiques
f78)

On déduit de là, en s’appuyant sur les équations déjà données pour Φ , Ψ,
Pour que le second membre se réduise à Ψ, (u) à un facteur constant près, il faut et il suffit que l’on ait(79)Cette relation n’est pas satisfaite en général. Par suite, dans la définition posée au commencement de cet article, on ne 
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 97pourra pas, eu général, substituer aux segments fixes des segments donnant lieu aux mêmes propriétés. Mais il n’en seraplus ainsiInterprétons d’abord cette condition. Elle signifie, en tenant compte des identités (79), que l’équation de la courbe est vérifiée par la valeur
c’est-à-dire que la courbe contient le cercle
Ce cercle étant la projection stéréographique du cercle de l’infini sur la sphère, il résulte de là que, lorsque la condi­tion (79) sera satisfaite, la courbe sphérique se décomposera et contiendra le cercle de l’infini; par suite, la somme des angles des triangles sphériques sera nulle. Donc,

Si Γon considère sur la sphère la courbe telle que la somme des 
angles, formés autour d’un quelconque de ses points M, des trian­
gles sphériques ayant tous ce point pour sommet, et pour bases 
respectivement n segments fixes, soit constante, on ne pourra 
substituer à ces segments fixes éPautres segments donnant lieu aux 
mêmes propriétés que dans le cas où la somme constante des angles 
sera nulle ou égale à un multiple de π.Par exemple, le lieu des foyers des coniques sphériques inscrites dans un quadrilatère formé de quatre grands cercles est tel que la différence des angles sous lesquels on voit deux côtés opposés du quadrilatère sphérique est nulle. Cette courbe conservera les mêmes propriétés avec d’autres quadrilatères, c’est-à-dire sera le lieu des foyers des coniques sphériques inscrites dans toute une série de quadrilatères.

1
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98 Sun UNE CLASSE REMARQUABLE

37.
Des systèmes orthogonaux formés à la surface de la sphère avec les 

courbes precedentes.

Il est clair que les .propriétés démontrées au nθ 25 pour les systèmes orthogonaux de.courbes planes s’étendent aux courbes sphériques, et nous pouvons énoncer les théorèmes suivants ;Quand des courbes sphériques sont telles que les produits de leurs distances à deux séries de pôles fixes
conservent un rapport constant pour chaque courbe, elles sont coupées à angle droit par les courbes lieux des points M, pour lesquels les triangles sphériques MA'.·B',· ont des aires dont la somme demeure constante pour chaque courbe, les points A\, B',· étant diamétralement opposés aux points A,, B..Quand des courbes sphériques sont telles que les produits de leurs distances à deux séries de diamètres fixes
conservent un rapport constant pour chaque courbe, elles sont coupées à angle droit par les courbes sphériques lieux -des points M pour lesquels les angles formés par les arcs de grand cercle M∆<,MEi conservent une somme qui demeure constante pour chaque courbe.:Enfin on peut citer le théorème suivant, énoncé par M. Mi­chael Roberts (*)  :

{*)  Jottrnal de Liouville, t. X, l·*  série,.p. 251. « Note sur deux systèmes gé­
néraux de trajectoires orthogonales. » Le syslèrue consid0ι∙⅛ par M. .Roberts 
revient évidemment à celui que nous donnons dans je texte.

www.rcin.org.pl



DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 99Quand des courbes sphériques sont telles qu’il y ait un rapport constant pour chacune d’elles entre le produit des distances d’un de leurs points à n pôles A,, A,,..., A„ et le produit des distances aux n pôles diamétralement opposés A\, A',,... , A„, elles sont coupées à angle droit par les courbes telles que la somme des angles MA,A^, MAjAj,... soit cons­tante.On peut signaler, par exemple, le cas particulier suivant du 2' système général ;Tous les cônes tels qu’il y ait un rapport constant entre les distances de leurs points à deux diamètres fixes A , E coupent la sphère suivant une suite de coniques sphériques circonscrites à un quadrilatère rectiligne imaginaire de la sphère. Ces coniques sont coupées à angle droit par les courbes lieux des points M, pour lesquels les grands cercles M A et M E font un angle constant.La courbe que nous rencontrons ici, et qui est le lieu des sommets des angles constants dont les côtés passent par deux points fixes de la sphère, appartient, comme on voit, à la classe des cycliques. C’est une courbe du 4® ordre, bicylindri- que, transformée par rayons vecteurs réciproques d’une ellipse de Cassini.
38.

Démonstrations nouvelles des théorèmes d.e Poncelet, relatifs aux polygones 
inscrits et circonscrits aux coniques, déduites des principes précédents.

Les propositions qui précèdent nous conduisent d’une manière directe à une démonstration des théorèmes de Poncelet, qui paraît se distinguer de toutes les démonstrations connues, et que, pour ce motif, nous allons développer ici.Soient un cône du second degré (H), et un angle polyèdre ins­crit de môme sommet, formé d’une suite de plans P,, P,,..., P„.
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100 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEOn reconnaît sans difficulté que tous les points du cône sa­tisferont à une équation de la forme
(80). Il suffit de remarquer que cette équation est connue pour l’angle trièdre, qu’on la démontrera pour un angle tétraèdre en le décomposant en deux trièdres, en écrivant les équations relatives à ces deux trièdres, et éliminant par addition la face commune, etc.Cela posé, supposons que les plans P,, P,, , P„, qui secoupent au sommet A du cône (H), soient tous tangents à une sphère (S) ; il est clair que l’angle polyèdre inscrit dans le cône sera en même temps circonscrit au cône (H,) de som­met A, circonscrit lui-même à la sphère (S). Pour établir le théorème de Poncelet, il suffira de prouver que, s’il existe un tel angle polyèdre, inscrit à (H), circonscrit à (H,), il y en a une infinité d’autres satisfaisant aux mêmes conditions.A cet effet, cherchons l’équation de la courbe de section du cône (H) et de la sphère (S). D’après les principes développés dans la Deuxième Partie, il faudra remplacer dans l’équa­tion (80) les quantités P,, qui représentent les distances à un plan tangent, par R/, R, désignant la distance d’un point de la courbe au point de contact du plan tangent P,. L’équation
(81)conviendra donc à tous les points de la courbe; elle ne sera pas l’équation de la courbe, et, de même que l’équation (80) représente, en même temps que le cône (H), un cône de degré 
n—2, l’équation (81) représentera, en même temps que l’intersection de la sphère et de (H), une courbe de degré 2(n— 2). Quoi qu’il en soit, l’équation (81) convient à tous les points de la courbe, et les pôles A,, A,,..., A„ sont tous sur le petit cercle, intersection de la sphère et du plan polaire du sommet A du cône.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 101Réciproquement, si nous pouvons trouver une équation semblable à l’équation (81), les nouveaux pôles étant sur le même petit cercle, en remplaçant les nouvelles quantités R/ par , nous aurons une équation analogue à (80), qui devra représenter un cône identique au premier, puisqu’il a même sommet et· même base sphérique. On pourra donc trouver une infinité d’équations de la forme (80), satisfaites pour tous les points du cône (H), c’est-à-dire une infinité d’angles polyèdres inscrits à (H) et circonscrits à (H,). Nous sommes donc ramenés à la démonstration de la proposition suivante :Quand une courbe sphérique est définie par l’équation (81), où les quantités R< désignent des distances rectilignes à des pôles fixes situés sur un petit cercle, son équation conserve la même forme avec d’autres systèmes de pôles fixes situés sur le même petit cercle.Comme l’équation (81) ne change pas de forme après une transformation par rayons vecteurs réciproques, on peut faire la projection stéréographique, en prenant le point de vue en un point quelconque du petit cercle qui contient les pôles, et nous n’aurons plus qu’à démontrer le théorème suivant :Si une courbe plane est définie par l’équation (81), où les quantités R, désignent des distances à des pôles fixes situés en ligne droite, elle conserve la même définition avec une infinité d’autres systèmes de pôles fixes situés sur la même ligne droite que les premiers.Or, celte dernière proposition peut se démontrer comme il suit :Prenons la ligne des pôles pour axe des x; on aura
où Λi désigne une quantité réelle, abscisse du pôle de rang/, et, par suite, l’équation (81) prendra la forme
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102 SLK UNE CLASSE REMAKOUABLEOU, en multipliant par u—v,

(82)Dans cette équation, f(tt) est de degré inférieur à φ(ti), et le polynôme <j> («) a ses racines réelles. Mais toutes ces pro­priétés pourront être conservées, si l’on écrit cette équation sous la forme
(83)En décomposant les deux membres en fractions simples, on reviendra à une équation de même forme que l’équation (81), mais avec de nouveaux pôles ; c. q. f. d.Il ne sera pas inutile de développer une autre démonstration des théorèmes de Poncelet, bien que cette démonstration ne s’applique qu’aux polygones de degré pair, parce qu’elle nous mettra sur la voie de propositions un peu plus générales que les théorèmes connus.Si un angle polyèdre d’un nombre pair de faces est inscrit dans un cône (H) et circonscrit au cône (11,), tous les points du cône (H) satisferont à une équation de la forme 
où les plans P,, Q, sont tangents à la sphère, et par suite la cyclique, section de la sphère par le cône (H,), satisfera à l’énuation
(84)D’une manière plus précise, cette équation représentera à la fois la cyclique située sur (H,) et une courbe d’ordre 2» — 4.On a vu d’ailleurs que, lorsqu’une courbe satisfait à une telle, équation, elle conserve la même définition avec une infinité d’autres systèmes de pôles. Prenons un autre de ces 
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 103systèmes, formé de pôles réels. La nouvelle équation de notre courbe composée sera
(85)et, si l’on remplace les quantités , r'< par P\, Q\·, qui désignent les distances d’un point quelconque aux plans tan­gents de la sphère en R\, r',, l’équation
(86)représentera une surface d’ordre n, qui coupera la sphère suivant la courbe complète représentée par les équations (84) ou (85). Je dis que cette surface d’ordre n se décompose dans tous les cas en une surface du second ordre contenant la cyclique située sur (H,) et en une autre surface d’ordre .n—2 (‘).En effet, le plan P∖ coupe la surface suivant n droites, situées dans les plans Q'., et qui contiennent chacune deux points de la courbe sphérique; comme d’ailleurs ce plan P', est tangent à la sphère, il coupe la courbe complète (84) en 2w points imaginaires, dont quatre appartiennent à la cyclique. Appelons ces points
les points a,, a,, a\ , a\ appartenant à la cyclique, les 2 (n — 2) autres au reste de la courbe. Les droites réelles joignant les points du premier groupe à ceux du second sont évidemment a,a\ , α,α∖ , etc., car les quatre points de la cyclique sont imaginaires conjugués deux à deux. D’ailleurs œs n droites réelles sont évidemment les n droites de la surface (80), situées

(‘) Cette surface d’ordre » —2 se décompose eu n.ulile eu sm⅛faces du 
«econd degré, si n est pair; en surfaces du second dvgré et en, ou plan, 
si n est impair. Mais cette proposition, qui est une conséquence très simple 
du théorème principal, ne joue aucun rôle dans la démonstraiÊon que nous 
donnons ici.

www.rcin.org.pl



104 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEdans le plan P\. Nous allons déduire de cette remarque la dé­monstration de la proposition que nous avons en vue.Puisque chacun des plans P'., contient deux droites s’appuyant sur la cyclique, toutes ces droites, en nombre 2m, appartiennent évidemment à Γune des surfaces du second degré contenant la cyclique. Cette surface du second degré, coupant la surface (86) à la fois suivant 2n droites et suivant la cyclique, devra faire partie tout entière de cette surface d’ordre n. La proposition est donc démontrée.D’ailleurs, étant donnée une quelconque des surfaces du second degré passant par la cyclique, cette surface est obtenue avec une infinité de systèmes de pôles; car il suffit de mener par une des génératrices de la surface deux plans tangents à la sphère. Les points de contact de ces plans tangents sont deux pôles appartenant à un même système et à deux séries différentes. On pourra donc énoncer le théorème suivant :Etant donné un cône, si on peut lui inscrire un angle polyèdre de n faces circonscrit à la sphère, on pourra de même mener à la sphère une infinité de systèmes de n plans tan­gents, se coupant, dans un ordre déterminé, suivant les génératrices d’une surface du second degré passant par l’in­tersection de la sphère et du cône. La surface du second degré est une quelconque de celles qui contiennent la cyclique, et pour chacune d’elles, il y a une infinité de systèmes de n plans.Transformons par la méthode des polaires réciproques.
Si l’on peut circonscrire à une conique (C) un polygone inscrit 

dans une quadrique (A), non seulement on pourra construire une 
infinité de polygones ayant les mêmes propriétés, mais de plus, dans 
la courbe d’intersection de la surface (A) et de toute autre quadri­
que (A') inscrite dans la développable [ÂG| , on pourra inscrire unc 
infinité de polygones formés des génératrices rectilignes de (A).Le théorème paraîtra plus simple, si nous en faisons encore une transformation par l’homographie.

Si dans une ligne de courbure d’un ellipsoïde on peut inscrire
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DE COURBES ET DE SUBEACES ALGÉBRIQUES. 105
ttw polygone de n côtés, formé avec les génératrices rectilignes de 
l’hyperboloïde homofocal contenant cette ligne de courbure^ on 
pourra inscrire une infinité de polygones semblables, formés avec 
^es génératrices des hyperboloïdes homofocaux, non seulement dans 
la même ligne de courbure, mais encore dans toutes les autres lignes 
de courbure (*).Pour les sections principales, ces polygones seront circon­scrits à la focale et inscrits dans la section principale. Il en passera un par chaque point de toute ligne de courbure.Les théorèmes que nous venons d’énoncer comprennent deux parties distinctes.1“ Si l’on peut inscrire dans la courbe d’intersection de deux surfaces (A), (A') un polygone formé des génératrices recti­lignes de (A'), on pourra en inscrire une infinité d’autres formés de la même manière. Cette première proposition, comme M. Moutard en a fait le premier la remarque en 1864 (Nouvelles 
Annales de Mathématiques}, est au fond le théorème de Pon­celet ; elle s'en déduit par une simple perspective.2“ La même propriété subsiste, quand on substitue à (A') toute surface (A") inscrite dans la développable | A A'j. Cette proposition paraît nouvelle. Sa vérification analytique est extrêmement simple, et elle complète notre démonstration géométrique, qui ne s’appliquerait qu’aux polygones de degré pair.

39.

Transformation des propositions precedentes par la méthode des figures 
snpplémentaires.

Les théorèmes donnés dans cette partie pour les courbes sphériques se transforment immédiatement par la méthode
(’) Ces polygones constituent des routes de lumière; leurs côtés adja­

cents viennent couper l'ellipsoïde sous des angles égaux,
Z
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406 Sl'K UNE CLASSE ue.marolabledes figures supplémentaires, et nous pouvons énoncer les propositions suivantes.Si une courbe sphérique est telle que la somme des péri­mètres des n triangles sphériques interceptés par son arc tangent dans n angles fixes soit constante, elle conserve la même définition avec une infinité d’autres systèmes de n angles.Si une courbe sphérique est telle que la somme des lon­gueurs interceptées par son arc tangent sur n arcs de cercles fixes, à partir d’une origine fixe sur chaque arc, soit constante, elle conserve la même propriété avec une infinité d’autres sys­tèmes d’arcs.Si une courbe sphérique est telle que n angles interceptent sur son arc tangent des segments dont la somme algébrique soit nulle, elle conserve la même propriété, qυand,on substitue aux premiers une infinité de nouveaux angles fixes convena­blement choisis.Ces propositions, sur lesquelles nous n’insisterons pas, s’éten­dent évidemment aux courbes planes. Elles peuvent être considérées comme la généralisation de ce théorème ; un cercle peut être considéré d’une infinité de manières comme l’enveloppe d’un arc de grand cercle interceptant dans un angle fixe un triangle sphérique de périmètre constant.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 107

QUATRIÈME PARTIE.
Etude analytique des surfaces cyclides.

40.

Introduction.

Dans cette partie nous étudions les surfaces du 4® ordre qui ont le cercle de l’infini pour ligne double et les surfaces du 3® ordre qui contiennent ce cercle. Ces dernières surfaces se déduisent des précédentes au moyen d’une transformation par rayons vecteurs réciproques, et d’ailleurs, en leur adjoi­gnant le plan de l’infini, on forme une surface du 4® ordre ayant le cercle de l’infini pour ligne double. Nous désignerons toutes ces surfaces sous la dénomination de cyclides, parce qu’elles contiennent dix séries de sections circulaires, et aussi parce qu’elles comprennent comme cas particulier la surface à lignes de courbure circulaires nommée cyclide par M. Dupin. Nous réserverons par suite à cette dernière surface le nom de cyclide de Dupin ou cyclide à lignes de courbure circu­laires.Ces surfaces ont été d’abord étudiées en 1864 par M. Mou­tard qui les a rencontrées en cherchant les surfaces anallagma- 
liques, c’est-à-dire qui demeurent invariables quand on les soumet à une transformation par rayons vecteurs réciproques convenablement choisie. Les cyclides sont donc les anallagma- tiques les plus générales du 3® et du 4·· ordre. M. Moutard a même montré qu’elles possédaient cette propriété par rapport à cinq pôles différents; il a en outre étudié les cinq séries de sphères doublement tangentes, les sections circulaires formant
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108 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEdix séries distinctes, et reconnu l’existence de cinq focales, lieux des sphères de rayon nul doublement tangentes à la surface (^).Les surfaces cyclides comprennent, comme cas particuliers» plusieurs surfaces remarquables ; le tore, la cyclide de Dupin, les podaires de quadrique, les transformées par rayons vec­teurs réciproques de quadriques, les surfaces de révolution engendrées par la rotation de Γellipse de Cassini, des ovales de Descartes, etc., autour de leur axe de symétrie. On les rencontre dans un grand nombre de problèmes. L’intérêt qu’elles présentent a été accru par la découverte, publiée à peu près simultanément par M. Moutard et par l’auteur, des lignes de courbure de ces surfaces. Les cyclides peuvent, en effet, faire partie d’un système triple orthogonal, tout à fait analogue à celui des quadriques homofocales.Dans un travail présenté en 1866 comme thèse à la Faculté des Sciences de Paris et inséré dans les Annales scientifiques 
de rÉcole Normale (même année), j’ai étudié ces cyclides ortho­gonales et le système des coordonnées curvilignes auxquelles elles donnent lieu. D’un autre côté, M. Laguerre, dans une série de notes présentées à la Société Philomathique, a ajouté plusieurs propriétés à celles qu’avait données M. Moutard, et fait connaître, le plus souvent sans démonstration, des propo­sitions élégantes, se rapportant soit aux sections circulaires, soit aux dispositions relatives des focales et des sphères prin­cipales des cyclides.Il est juste de rappeler ici, bien que cet historique soit loin d’être complet, que les cyclides du 3® et du 4*  ordre ne sont que des transformées par l’homographie de la surface du 4® ordre à conique double, que M. Kummer a étudiée le pre­mier en 1863 (®), et dont il a reconnu les principales propriétés.

{*)  Voir Nouvelles Annales de Mathématiques, 1864. — Bulletin de la Société 
Philomathique et Comptes rendus de ΓAcadémie, même année.

(*)  Kummer : Ueber die Flâchen vierten Grades, auf welchen Schaaren von 
Kegelschnillen liegen. (Journal de Borchardt, t. LXIV, p. 66, année 1863.) 
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. <09Depuis, différents géomètres, et en particulier M. Clebsch, ont consacré des Mémoires importants et développés à l’étude de cette surface du 4® ordre. Je citerai en particulier le Mémoire de M. Clebsch publié en 1868 (^). Dans ce travail se trouvent déterminées d’une manière complète les droites et les courbes les plus simples qu’on peut placer sur la surface.Il est vrai qu’on peut, par une transformation homogra- phique, déduire les propriétés des cyclides de celles de la surface du 4’ υrdre à conique double. Cependant l’étude directe des cyclides me paraît conserver de l’intérêt. Le choix parti­culier de la ligne double imprime un caractère remarquable de simplicité à l’étude de ces surfaces, et permet de découvrir des théorèmes dont l’énoncé serait ∙trop compliqué ou peu intéressant quand la conique double est quelconque. Dans tous les cas, on pourra aussi étendre par l’homographie aux sur­faces du 4· ordre à conique double et à la surface générale du 3° ordre les propositions trouvées dans la théorie des cyclides.Nous commencerons par étudier les propriétés les plus élé­mentaires, et, en particulier, les sections circulaires, les focales, les cinq modes de génération des cyclides du 4® ordre.
41.

Propriétés générales des cyclides.

Soit la surface du 4*  ordre représentée par l’équation
(1)où u^ désigne un polynôme homogène du premier degré, et w, un polynôme quelconque du second degré. Cette équation

0) Clebsch : üeber die Flaclieii vierler Ordnung, welche eine üoppelcurve 
zweiLen Grades besiizen [Journal de Horchardl, t. LXIX, p. 355, année liCS). 
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HO SUR UNE CLASSE REMARQUABLEcontient 13 constantes. Du reste, elle représente la cyclide la plus générale du 4® ordre. On peut la mettre aussi sous la forme
(2)où U, désigne encore un polynôme quelconque du second degré.Puisque les cyclides ont le cercle de l’infini pour ligne double, toute sphère les coupera suivant une courbe du 4® ordre, située sur une surface du second degré, c’est-à-dire suivant une cyclique. C’est d’ailleurs ce qui résulte de l’équa­tion même de la surface. Car, si nous cherchons l’intersection de la cyclide avec la sphère dont l’équation est 
l’équation (1) de la cyclide pourra être remplacée par la suivante, 
qui représente une quadrique dont l’intersection avec la sphère sera la courbe cherchée.L’équation de la surface met encore en évidence une série remarquable de quadriques inscrites dans la cyclide. Écrivons, en effet, l’équation (2) sous la forme
Les surfaces (V) représentées par l’équation
(3)où λ est une arbitraire quelconque, seront toutes tangentes à la cyclide en tous les points d’une courbe située sur la sphère
Le centre de cette sphère demeure fixe, quand λ prend toutes les valeurs possibles.Les quadriques (V), inscrites dans la cyclide, possèdent
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»

DE COURBES ET DE SURFACES ALCÉBRIQUES.plusieurs propriétés remarquables. D’abord, quand on con­naîtra l’une d’elles (Y), l’équation de la surface prendra la forme 
où S = 0 représente une sphère de centre fixe.En second lieu, elles sont homocycliques, c’est-à-dire, elles coupent toutes le cercle de fintini aux mêmes points. Ces quatre points, communs à toutes les quadriques, sont ceux où les deux nappes de la cyclide, se croisant au cercle de l’infini, sont tangentes l’une à l’autre.L’une des quadriques (V), correspondante à la valeur λ —∞, se réduit à un plan double, le plan de l’infini.Toute quadrique inscrite à une des surfaces (V) coupe la cyclide suivant une courbe du 8' ordre, qui se décompose en deux cycliques. En effet, l’équation de la cyclide est
Toute quadrique inscrite à Y a pour équation

On peut, en combinant cette équation avec celle de la cyclide, la remplacer par 
équation qui représente deux sphères.Réciproquement, toute quadrique coupant la cyclide suivant une courbe sphérique du 4® ordre sera tangente à l’une des quadriques (Y). Car soit 
l’équation déjà donnée de la cyclide. Si on la coupe par la sphère dont l’équation est 
on trouve la quadrique
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H⅞ SUR UNE CLASSE REMARQUABLEqui est inscrite à (üj. Or (L\) est une quelconque des quadri- ques que nous avons appelées (V).Π résulte des remarques précédentes quelques conséquences intéressantes.En général, si Ton cherche l’intersection d’une droite J avec la cyclide, on a une équation du 4® degré, ne présentant aucune propriété particulière, et dont la résolution complète exige la résolution préalable d’une équation cubique. Si la droite q, au contraire, est tangente à une des quadriques V, l’équation du 4® degré qui détermine ses intersections avec la cyclide se résout par de simples extractions de racines carrées; car par la droite J on peut faire passer une quadrique inscrite dans (V). Cette quadrique coupera la cyclide suivant deux cour­bes sphériques, et il n’y aura plus qu’à chercher l’intersection de 3 avec les sphères contenant ces deux courbes.Il suit de là que, étant donnée une droite J, l’équation du 4® degré qui détermine ses points d’intersection avec la cyclide se résoudra complètement au moyen de l’équation cubique qui détermine les trois quadriques (V) tangentes à la droite J. Chaque racine de cette équation cubique donnera une décom­position de deux facteurs quadratiques de l’équation du 4® degré.Le théorème de géométrie suivant explique et met en lumière le fait analytique que nous venons de constater.
Si par deux points fixes a , a' d'une cyclide on fait passer une 

sét'ie de cercles coupant la cyclide en deux nouveaux points 
variables m , m', les droites mm' enveloppent une quadrique (V) 
inscrite dans la cyclide et tangente à la droite a a'. Celle qua- 
drique demeure la même si aux deux points a, a' on substitue 
les points a", a^, où la droite a a' coupe de nouveau la cyclide.Ce théorème (dont la démonstration est une conséquence de l’art. 15) montre bien qu’à chaque décomposition des quatre points a , il', a", a" en deux groupes de deux correspond une des quadriques (V) tangentes à la droite aa'a"a". D’ailleurs, si l’on connaît une de ces quadriques (V), il suffira de lui mener 
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 113une tangente rencontrant la droite a a'a"a*.  Cette tangente coupera la cyclide en quatre points b , b'; b", b”, déterminés par couples. Les points a a' seront sur un cercle passant par 
b , b\ et les points a'^ a'' sur un cercle passant par b\ b', Ces propriétés entraînent la décomposition en deux facteurs de l’équation du 4· degré qui détermine les points a , o', a", a“.On peut généraliser le théorème précédent de la manière suivante ;<Sî par deux points a , de la cyclide on fait passer une 
sphère quelconque, la coupant suivant une cyclique, les sécantes 
doubles de cette cyclique qui rencontrent la droite a a' envelopperd 
une des quadriques (V) tangente à a a'.

42»
Des sphères doublement Ungentes aux cyclides.

On sait que, lorsque deux surfaces sont tangentes en un point, leur courbe d’intersection a pour point multiple, géné­ralement pour point double, le point de contact. Il suit de là que toute sphère doublement tangente à la cyclide, la coupera suivant une cyclique à deux points doubles, c’est-à-dire suivant deux cercles. Réciproquement, toute sphère passant par un cercle de la surface, la coupera suivant un autre cercle, et par suite sera doublement tangente à la cyclide. La recherche des sections circulaires est donc comprise comme cas particu­lier dans celle des sphères doublement tangentes à la surface.Nous prendrons pour point de départ l’équation (2), déjà donnée.
et nous observerons qu’en changeant la direction des axes coordonnés de manière que les nouveaux axes soient parallèles aux axes de symétrie de la quadrique (ü,), on peut faire dispa­raître les rectangles dans le polynôme ü,. Puis, en déplaçant 8 
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114 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEles axes parallèlement à eux-mêmes, on pourra supprimer le polynôme Vj, et ramener l’équation de la cyclide à la forme simple 
(4)Coupons la surface par la sphère (T) dont l’équation est 
a , β , y, seront les coordonnées du centre de la sphère et la courbe d’intersection pourra être représentée par les équations
(K)

Si l’on demande que la sphère (T) coupe la cyclide suivant deux cercles, il faudra exprimer que, par Γintersection des deux quadriques (5), on peut faire passer un système de deux plans. A cet effet, multiplions la seconde équation par λ, retranchons-en la première, et exprimons que l’équation ainsi obtenue représente deux plans.Par un calcul qui ne présente aucune difficulté particulière, nous obtenons les trois équations de condition suivantes, (6)
(7)
(8)La première de ces équations, dont nous avons désigné, poür abréger, le premier membre par L, ne contient que l’in­connue λ, et elle détermine cinq valeurs pour cette inconnue. Il suit de là que les sphères doublement tangentes à la surface se partagent en cinq séries distinctes.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 115Quand À est connu, la deuxième équation devient une rela­tion entre a , β , y. C’est donc, si l’on y regarde a , β , y comme variables, l’équation du lieu des centres des sphères double­ment tangentes. Nous voyons que les sphères de chaque série ont leurs centres sur une quadrique, et la forme de l’équa­tion (7) nous montre que les cinq quadriques correspondantes aux cinq valeurs de à sont homofocales.Enfin l’équation (8) fait connaitre J*,  c’est-à-dire le rayon de chacune des sphères doublement tangentes, quand le centre est déjà connu.L’équation 
représente donc toute sphère doublement tangente à la cyclide, pourvu que λ soit une racine de l’équation (6), et que a , β , y satisfassent à l’équation (7). Comme l’équation (9) contient a , β , y au premier degré, on voit que toutes les sphères dou­blement tangentes d’une même série auront même centre radical. Les coordonnées de ce centre sont
(10)et sa puissance commune par rapport à toutes les sphères a pour expression
L' désignant la dérivée de L par rapport à λ.La sphère décrite du centre radical comme centre avec 1^—L' pour rayon coupe donc à angles droits toutes les sphères doublement tangentes à la cyclide faisant partie de la série considérée. L’équation de cette sphère est
(11)Remarquons, de plus, que le rayon —L' ne sera nul que
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116 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEsi 7 est une racine multiple de l’équation (6). Dans ce cas particulier, toutes les sphères doublement tangentes à la cyclide faisant partie de la série considérée passeront par un point fixe, le centre radical déterminé par les équations (10).L’équation (6) a, en général, cinq racines distinctes. Trois d’entre elles au moins sont réelles, et, si l’on suppose A , A', A*  rangés par ordre de grandeur croissante, on reconnaîtra, par les substitutions, que, dans les trois intervalles formés par A, A', A’, 4- ∞, il y a au moins une et quelquefois trois racines de l’équation. Il ne peut donc se présenter que deux cas géné­raux distincts. L’équation en λ aura toutes ses racines réelles, ou bien elle aura deux racines imaginaires.Il résulte de ce qui précède la proposition suivante :
Une cyclide du 4^ ordre peut, en général, être considérée de 

cinq manières différentes comme l’enveloppe d’une série de 
sphères qui coupent à angles droits une sphère fixe, et dont les 
centres décrivent une quadrique fixe.Chacun de ces cinq modes de génération est défini par une sphère (S), que nous appellerons, avec M. de la Gournerie, 
sphère directrice, et par une quadrique. (A), que nous appelle­rons surface déférente.La cyclide est donc l’enveloppe des sphères ayant leur centre sur (A) et coupant (S) à angle droit. Ges sphères sont double­ment tangentes à la cyclide, et la coupent suivant deux cercles réels ou imaginaires, se croisant aux deux points de contact de la sphère.Réciproquement, l’enveloppe des sphères ayant leur centre sur une quadrique et coupant à angles droits une sphère fixe, est une cyclide. Cela résulte d’un calcul direct que nous omettons, et aussi de ceux qui précèdent. Car nous ne trou­vons aucune relation particulière entre la quadrique (A) et la sphère (S), qui définissent chaque mode de génération des cyclides.Les sphères doublement tangentes d’une même série demeurent invariables si on les transforme par rayons vecteurs 
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 417réciproques, en prenant pour pôle de transformation le centre, et pour module le rayon de la sphère directrice, qui est ainsi le lieu des points se correspondant à eux-mêmes. Puisque les sphères doublement tangentes demeurent invariables, il en sera de même de leur enveloppe, la cyclide. Celle-ci est donc 
anallagma tique suivant la définition de M. Moutard. Elle l’est d’ailleurs de cinq manières différentes, correspondantes aux cinq séries de sphères doublement tangentes.Sans entrer dès à présent dans l’examen détaillé des relations entre les cinq modes de génération, il sera bon de rappeler que les cinq quadriques déférentes (A,) sont homofocales, et de remarquer que les cinq sphères directrices (S<) sont ortho­gonales.Cette proposition se vérifie sans difficulté sur les équations précédentes, ainsi que la suivante : Étant donné un des modes de génération, défini par (S.), (A,·), les centres des quatre autres sphères sont les sommets du tétraèdre conjugué à (S<) et à (A<).

43.Des plans tangents doubles et des focales des oyelides.
Les plans tangents doubles peuvent être obtenus comme limites des sphères doublement tangentes. Les sphères d’une même série, étant assujetties à demeurer orthogonales à la sphère directrice (S), se transformeront, quand leur centre sera à l’infini, en des plans passant par le centre de (S). D’ailleurs, ces plans seront perpendiculaires aux directions asymptotiques de la déférente (A). Les plans tangents doubles enveloppent donc un cône du second degré, ayant son sommet au centre de la sphère directrice (S), et supplémentaire du cône asymptote de la quadrique (A).On a donc cinq séries de plans tangents doubles, tangents à 

cinq cônes du second degré, ayant pour sommets les centres des 
sphères directrices. Ces cônes, étant supplémentaires des cônes 
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∏8 SCR UNE CLASSE REMARQUABLEasymptotes des cinq quadriques homofocales, sont homo- ey cliques.On peut d’ailleurs obtenir leurs équations, en les consîdé- · rant comme des quadriques inscrites dans la cyclide. En eflét, l’équation
(42)

analogue à l’équation (3), représente toute quadrique (V) inscrite dans la cyclide. Cette quadrique sera un cône, si l'on a
C’est l’équation déjà obtenue pour À.On a donc cinq cônes inscrits, c’est-à-dire dont les plans tangents seront plans tangents doubles de la cyclide, et la couperont, par conséquent, suivant deux cercles. L’éi{uation de la cyclide sera
(13)

Nous voyons, sur l’équation (12), que le cône ne sera réel que si λ est compris entre A et A", c’est-à-dire si la surface déférente correspondante est un des deux hyperboloïdes. Comme le premier membre de l’équation (12) est négatif, d’après l’équation (13), pour tous les points de la cyclide, cette surface sera tout entière à l’intérieur, ou tout entière à l’extérieur du cône doublement tangent. Si λ est compris entre 
A et A', la déférente est un hyperboloïde à deux nappes; la cyclide est à l’intérieur du cône. Si λ est compris entre A' et A", la déférente est un hyperboloïde à une nappe; la cyclide est à l’extérieur de son cône doublement tangent. Dans ce dernier cas, de tout point de la cyclide, on peut mener des plans tangents réels au cône. Les sections circulaires conte­nues dans ces plans seront réelles. 11 n’en sera pas de même dans les cas précédents. Donc
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. <19
Les sections circulaires appartenant à un mode de génération 

ne sont réelles que si la déférante est un hyperboloide réglée et 
alors elles le sont toujours, pourvu que la cyclide soit réelle.Cette proposition sera confirmée par l’étude géométrique des cyclides.Voici quelques autres conséquences.D’abord, par chaque point de la cyclide, on peut faire passer 10 plans tangents doubles, qui sont tangents aux 5 cônes du second degré. Il passe donc 10 cercles réels ou imaginaires par chaque point de la surface. Ainsi, les 10 séries de coni­ques, qui se trouvent sur toute surface du second ordre à conique double, sont ici formées exclusivement avec des cercles. De plus, comme nous avons vu qu’il y a une ou trois racines de l’équation en λ entre A' et A*,  c’est-à-dire que parmi les déférentes il y aura un ou trois hyperboloïdes réglés, il s’ensuit que la cyclide aura une série double ou trois séries doubles de sections circulaires réelles. Nous reviendrons sur ce point.La détermination des focales est aussi une conséquence des résultats obtenus. Celles des sphères doublement tangentes à la cyclide qui se réduisent à des points ont nécessairement leur centre à l’intersection de la surface déférente et de la sphère directrice qui lui correspond. Donc

Les focales de la cyclide sont les cinq courbes cycliques, inter­
sections de chacune des sphères directrices (S,·) avec la quadrique 
déférente (A.) qui Uû correspond.Ces cinq courbes sont évidemment celles qui ont été exa­minées dans la Deuxième Partie de ce travail; elles constituent les lignes doubles de la développable circonscrite à la cyclide et au cercle de l’infini. Elles sont focales les unes des autres. Si l’on se donne l’une d’elles, les autres se détermineront comme il a été indiqué dans la Deuxième Partie.Si l’on se donne une focale d’une cyclide inconnue, quoique les autres focales puissent être déterminées, la cyclide ne le sera pas. La sphère qui contient la focale est bien la sphère 

www.rcin.org.pl



120 SUR UNE CLASSE REMARQUARLBdirectrice d’un mode de génération; mais on pourra lui asso­cier comme déférente une quelconque des quadriques qui contiennent la focale. L’équation des cyclides qui admettent pour focales cinq courbes données, focales les unes des autres, contiendra donc nécessairement, et d’une manière rationnelle, un paramètre variable λ.Un mode de transformation que nous allons étudier nous montrera d’ailleurs, sans qu’il soit nécessaire d’avoir recours aux principes énoncés dans la Première et la Deuxième Partie, que les cinq focales sont les lignes doubles de la développable circonscrite à la cyclide et au cercle de l’infini.
44.

Généralités sur les surfaces anillagniAtiqueε.Nous allons, avant de continuer cette étude, indiquer quelques propriétés générales des surfaces anallagmatiques, que nous appliquerons ensuite aux cyclides.La définition générale de ces surfaces est la suivante : Elles sont les surfaces enveloppes d’une sphère variable, qui demeure orthogonale à une sphère fixe (S) (la sphèr‘e directrice}, et dont le centre décrit une surface quelconque (B), que nous appelle­rons la déférente.Soit M un point de la déférente et (P) le plan tangent en ce point. La sphère ayant son centre au point M et orthogonale à (S) touchera son enveloppe en deux points m,m', placés symét. iquement par rapport au plan (P). Je dis que la droite 
mm' va passer au centre 0 de (S).En effet, toutes les sphères doublement tangentes, qui ont leurs centres en des points de la déférente voisins de M, pourront être considérées comme ayant leurs centres dans le plan tangent (P), et se coupant aux deux points cherchés 
m,m'. Toutes ces sphères coupant à angle droit la sphère directrice (S), leur axe radical mm' passera donc p9r le point 0. D’où la règle suivante :
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES, i⅛4Les points de contact w , m' de chaque sphère de centre M doublement tangente avec Γanallagmatiquc, sont sur la per­pendiculaire abaissée du centre 0 de la sphère directrice sur le pian tangent à la déférente au point M. On a d’ailleurs
R étant le rayon de la sphère directrice.On peut encore définir autrement les points m , m'. Toutes les sphères orthogonales à (S) et ayant leurs centres dans le plan (P) couperont à angle droit toutes les sphères passant par l’intersection de (S) et de (P). En particulier, elles contien­dront les deux sphères *de  rayon nul passant par l’intersection de (S) et de (P). Les centres de ces deux sphères sont donc les points rw , m'.Donc Γanallagmatique peut être considérée comme le lieu des centres des sphères de rayon nul passant par l’inter­section de la sphère directrice et des plans tangents à la déférente.De la remarque précédente, qui a déjà été faite par M. La- guerre, il résulte que les points zw , m' ne seront réels que si le plan (P) tangent en M ne rencontre pas la sphère directrice. Par conséquent, si l’on circonscrit à la déférente (B) et à la sphère (S) une développable, la courbe de contact de cette développable et de la déférente découpera celle-ci en régions, pour chacune desquelles le plan tangent coupera toujours ou ne coupera jamais la sphère directrice. Celles des régions de (B) pour lesquelles le plan tangent ne coupe pas la sphère (S) donnent seules des points réels de Γanallagmatique ; elles don­nent lieu à une nappe de même connexion que la région d’où elle dérive. Toutefois, pour que cette proposition soit exacte, il faut considérer la région de (B) d’où dérive la nappe de l’anallagmatique comme formée de deux feuillets distincts se réunissant l’un à l’autre sur le contour de cette région. Nous ferons une application de cette remarque dans l’étude de la forme des cyclides.
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' 122 SUR l'NE CLASSE REMARQUABLEUne conséquence importante et nouvelle résulte encore de la construction précédente. C’est que les points de contact 
m ,m' ne dépendit que du plan tangent et nullement du point 
de contact de ce plan. Il suit de là que l’étude des anallagma- tiques équivaut à la théorie d’un mode de transformation dans lequel à un plan variable on fait correspondre les deux sphères de rayon nul passant par l’intersection de ce plan et d’une sphère directrice fixe. Ainsi, à un plan de la première figure correspondent deux points de la seconde; mais à un point de celle-ci ne correspond qu’un seul plan dans la première.Comme les géomètres sont plus habitués aux transforma­tions dans lesquelles les points corrqgpondent aux points, on pourra substituer à la figure formée par les plans sa polaire réciproque par rapport à la sphère, et alors on obtiendra une transformation qu’on peut définir ainsi qu’il suit ;Etant donné un point u, à ce point on fait correspondre les deux points m , m', centres des sphères de rayon nul passant par l’intersection de (S) et du plan polaire de p. [par rapport à (S) J.On voit que m et m' ne seront réels que si le point p est à l’intérieur de la sphère (S). Les points m,m',p seront en ligne droite avec le centre 0 de (S), et l’on aura

Si la sphère (S)^ut en ayant son centre 0 réel, a son rayon de la forme —1 , les points m , m' seront, au contraire, toujours réels, et ils seront de part et d’autre du point O sur la droite Op. On aura
Dans ce mode de transformation, à une surface (B'), lieu du point P, correspond une surface anallagmatique (Σ), dont la sphère directrice est (S), et dont la déférente est la polaire (B) de (B') par rapport à (S). Le degré de (Σ) sera généralement 
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGèBRIQUES. J23double de celui de (B'), à moins que (B'} ne passe au centre de la sphère directrice. Nous allons, du reste, donner les for­mules qui définissent la transformation.Prenons pour origine des coordonnées le centre O de la sphère directrice. Soit R le rayon de cette sphère, et désignons par X , y, Z les coordonnées du point m. Celles du point m' seront, par conséquent,
Le plan polaire du point p- doit être le lieu des points à égale distance de w et de m'. En écrivant cette propriété, on a pour réquation de ce plan

Si donc on appelle x', y', z' les coordonnées du point p, les formules qui définissent la transformation sont
(14)

Ces formules avaient été indiquées dans un travail de fauteur 
{Annales de l'École Normale, 1864). En posant
(14')on en déduit
(14’)On voit que, si le point p- {x', y', z^} décrit un plan, les points m , m' décriront une sphère, nécessairement orthogo­nale à la sphère directrice ; cela résulte de l’identité
(16)
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424 SUR UNE CLASSE REMARQUABLELa sphère correspondante à un plan (P) sera donc déter­minée par la double condition d’ètre orthogonale à (S) et de passer par l’intersection de (S) et de (P). Elle se réduira à un plan quand le plan (P) passera au centre de (S), à un point- sphère quand le plan (P) sera tangent à (S).L’identité (45) équivaut à une formule qui permet de trans­former les équations des courbes et des surfaces. Soient en effet P la distance du point ∕χ au plan (P),T la tangente menée de m à la sphère (T) correspondante au plan (P),a l’angle sous lequel le plan (P) coupe (S).L’identité (15) pourra s’écrire
(16)

et il résulte de cette formule la règle suivante :Si une surface (B*)  est déûnie par une équation homogène entre les distances P , P', P*, ... d’un de ses points à plusieurs plans fixes, pour avoir l’équation de l’anallagraatique (Σ) cor­respondante, il suffit de remplacer P , P', P*,  ... par les carrés des tangentes à des sphères orthogonales à la sphère directrice, correspondantes aux plans fixes, ces carrés étant multipliés par des ∞nstantes, que la formule (16) apprend à déterminer.Deux cas particuliers doivent être signalés ; 1® si le plan (P) est tangent à la sphère en un point o, P doit être remplacé par le carré de la distance au point a ; 2° si (P) passe par le centre de (S), il se correspond à lui-même, et l’on ne doit pas modifier le facteur P, ou plutôt on doit le multiplier par 2R.
45.

D’un mode de tnnsforraation déduit de la. théorie des anallagmati⅝u∙s.

Les formules précédentes (15) et (16) nous montrent qu’en désignant par première figure le lieu des points et deuxième 
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGEBRIQUES. 126
βgure le lieu des points m , tn', à un point m de la deuxième figure correspond un seul point p. de la première ; mais que, au contraire, à un point u correspondent deux points m , vu’. Il y a un cas particulier remarquable : c’est celui où le point p- coïncide avec le centre 0 de la sphère directrice. A ce point 0 correspondent tous les points à l’infini. C’est ce qui résulte et de la construction et des formules. Car si, dans les équa­tions (14), x' 4- y' ÷ 2*  devient infini, x\ y\ z' deviennent nuis.Ainsi, à un point p coïncidant avec 0 correspondent deux points m , m', Γun au point 0, l’autre quelconque à l’infini.A un point p^ situé sur le cône asymptote de la sphère directrice, correspondent deux points, l’un à l’infini sur le cercle et sur la droite Qp, l’autre au milieu de Op, etc.A une courbe de degré n de la première figuré correspond, dans la seconde, une courbe de degré double 2n, coupant le cercle de l’infini en 2n points. Cependant, si a branches de la courbe passent en 0, le degré de la courbe correspondante diminue de a, ainsi que le nombre de points communs avec le cercle de l’infini.A une surface de la première figure d’ordre n , ayant en 0 un point multiple d’ordre p, correspond une anallagmatique d’ordre .Mais le fait essentiel est le suivant :Si une courbe est tangente en a à la sphère (S), la courbe anallagmatique correspondante a un point double en a.Si une surface est tangente en a à la sphère (S), la surface anallagmatique correspondante a un point conique en a.Si une surface est tangente à (S) en tous les points d’une ligne (L), celle-ci est ligne double de l’anallagmatique corres­pondante.Faisons quelques applications.A une droite ί correspond un cercle, situé dans le plan de 0 et de J, coupant (S) à angles droits, et passant par l’intersection de (S) et de . Si J devient tangente à (S) en a, le cercle a
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l⅛6 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEson rayon nùl, et se décompose en deux droites se coupant en a, situées dans le plan (0 , i), et allant rencontrer le cercle de l’infini.A un plan correspond une sphère, qui se réduit, quand le plan devient tangent à (S), au point de contact de ce plan.A une conique correspond une courbe sphérique du 4® ordre, allant rencontrer le cercle de Γinfini en quatre points, c’est-à- dire une cyclique. Cette cyclique acquiert deux points doubles, c’est-à-dire se décompose en deux cercles, si la conique cor­respondante est doublement tangente à (S).A une quadrique correspond une cyclide du 3® ou du 4*  ordre, suivant que la quadrique passe ou ne passe pas au point 0 ; etc.Soient une surface (B') et l’anallagmatique correspon­dante (Σ). Les focales de (Σ) se déterminent de la manière suivante : Circonscrivons à (B') et à (S) une développable (Δ), et soit (F) la courbe de contact de cette développable (Δ) θt de (S). Les plans de (Δ) ont pour correspondants les points- sphères ayant leurs centres sur (F). Donc la surface (Δ') cor­respondante à (Δ) sera l’enveloppe.d’une suite de sphères de rayon nul, et par conséquent sera une développable focale. Ses génératrices correspondront par couples à celles de (Δ) ; elle aura une courbe double de plus que (Δ) Hθ courbe (F).Appliquons les remarques précédentes à l’étude des cyclides. La cyclide sera l’anallagmatique correspondante à une sur­face (A') du second degré, et ayant pour déférente la polaire réciproque (A) de (A') par rapport à (S). A la développable Γ(A')(Sy] correspond la développable focale circonscrite à la cyclide. On voit que cette développable aura cinq lignes dou­bles : 1® la courbe de contact sur (S) de | (A') (S) | ; 2® les quatre courbes cycliques correspondantes aux ({uatre lignes de striction de la même développable. Les plans de ces quatre lignes étant conjugués, les sphères correspondantes, qui sont orthogonales à (S) seront orthogonales entre elles. Au système de quadriques inscrites dans la développable corres­pondront les cyclides homofocales ; etc.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 127L’équation de toute surface pouvant être mise sous la forme
/"désignant une fonction homogène, f anallagmatique corres­pondante aura pour équation 
d’où il suit que toute équation homogène par rapport aux 
quatre quantités S , S', S", S”, puissances d'un point par rapport 
à quatre sphères, représente une surface anallagmatique par 
rapport à la sphère radicale ou orthogonale de ces quatre 
sphères.Par exemple, l’équation d’une cyclide peut se mettre, et d’une infinité de manières, sous les formes 
correspondantes à des formes connues de l’équation d’une quadrique.

A des cercles de la seconde figure correspondent dans la première soit des droites, soit des coniques doublement tan­gentes à (S). Il suit de là qu’une anallagmatique (Σ) ne pourra être engendrée par un cercle que si la surface (B') correspon­dante est réglée ou est engendrée par des coniques doublement tangentes à (S).Par exemple, si (B') est une quadrique, 1® ses droites don­neront une série double de sections circulaires de la cyclide; 2® elle peut aussi être engendrée de quatre manières différentes par des coniques doublement tangentes à (S), et les plans de ces coniques enveloppent l’un des quatre cônes passant par l’intersection de (B') et de (S). A ces quatre séries de coniques correspondront quatre nouvelles séries doubles de sections circulaires de la cyclide. On aura donc les cinq séries doubles de sections circulaires de la cyclide.

www.rcin.org.pl



12b SUR UNE CLASSE REMARQUARLE

46.

De la forme générale des cyclides, du nombre de leurs focales 
et de leurs sections circulaires réelles.Nous pouvons maintenant nous faire une idée assez nette des différentes formes des cyclides. Il suffit de discuter les équations (6), (7), (8), qui déterminent les différents modes de génération de la surface.D’abord, nous avons vu que l’équation (6) en λ a au moins trois racines réelles. Dans chacun des intervalles des quantités A , A', A", ÷ ∞, il y a une ou trois racines réelles (art. 40).A toute racine comprise entre A et A' correspond une défé­rente, qui est un hyperboloïde à deux nappes;A toute racine comprise entre A' et A", un hyperboloïde à une nappe ;A toute racine supérieure à A", un ellipsoïde réel;

A toute racine inférieure à A, un ellipsoïde imaginaire.Il y a donc, parmi les surfaces déférentes, trois quadriques réelles au moins ; un ellipsoïde réel, un hyperboloïde à une nappe, un hyperboloïde à deux nappes. Je dis, de plus, qu’à la racine unique comprise dans chacun des intervalles de A, A', A", ÷ 00 , ou à la plus petite et à la plus grande des racines, s’il y en a trois dans cet intervalle, correspond tou­jours une sphère directrice de centre et de rayon réels.En effet, nous avons vu (art. 40) que le rayon de la sphère directrice est V— L', L' désignant la dérivée de L. Lorsque λ varie dans un des intervalles considérés, la fonction L est d’abord positive. La dérivée L' sera donc négative pour toutes les racines d’ordre impair contenues dans cet intervalle. Donc, s’il y a trois racines, la plus petite et la plus grande donneront un rayon réel. Au contraire, pour la racine moyenne, le carré du rayon sera négatif.Nous pouvons donc conclure que, dans tous les cas, trois
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DE COURBES ET DR SURFACES ALGÉBRIQUES. 129des cinq modes de génération de la cyclide seront formés avec des quadriques et des sphères réelles.Si réquation en λ a ses cinq racines réelles, les deux der­niers modes de génération seront formés avec deux surfaces qui pourront être deux ellipsoïdes imaginaires, mais qui seront toujours de même espèce. Des deux sphères correspondantes qui ont leurs centres réels, Γune sera réelle; mais, pour l’au­tre, le carré du rayon sera négatif.Les résultats obtenus ici sont d’accord avec ceux de l’ar­ticle 19, où nous avons examiné le nombre des focales réelles des courbes cycliques.Si l’équation en λ a deux racines imaginaires, trois seule­ment des sphères contenant les focales sont réelles. Nous avons vu que, dans ce cas, les trois focales correspondantes sont réelles et se composent d’un seul trait.Si l’équation en λ a ses cinq racines réelles, quatre des sphères sont réelles; mais deux seulement des focales sont réelles, et se composent chacune de deux traits distincts (*).

(*) Les cinq focales ne sauraient être toutes imaginaires, pnis([ue, les 
équations de l’une d’elles au moins étant réelles, les foyers de cette courbe 
seront réels. Or Γun de ces foyers est un point d’une autre focale, qui, 
ayant un point réel, est réelle.

9

Dans le cas où l’équation en λ a ses cinq racines réelles, il y a un mode de génération qui caractérise la cyclide ; c’est celui qui correspond à la sphère de centre réel, mais de rayon ima­ginaire. Cela posé, nous pouvons reconnaître la forme générale de la cyclide.1° L’équation en λ a deux racines imaginaires. Soit un des trois modes de génération formé avec l’ellipsoïde réel (A) et la sphère réelle (S). La développable j(S)(A) ( est réelle, et se compose d’une seule nappe (de même que la focale se compose d’un seul trait). La courbe de contact de cette développable avec l’ellipsoïde (A) partage cette quadrique en deux régions : l’une d’elles donne tous les points réels de la cyclide (art. 42),
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130 SUR l-'<J∙' CLASSE REMAKOüABLEGomme cette région est à connexion simple, on voit que la cyclide sera ici une surface toujours réelle, formée d'une seule 
nappe à connexion simple. Elle aura une seule série double de sections circulaires réelles, puisque une seule des trois défé­rentes est réglée.2θ L’équation en À a toutes se» racines réelles. La surface déférente (A), correspondante à la sphère de ι*ayon  —1, est un ellipsoïde imaginaire. La cyclide est imaginaire.3® L’ellipsoïde déférent du même mode de génération est réel. Alors toute droite passant par le centre 0 de (S) coupe la cyclide en quatre points toujours réels, correspondants aux deux plans tangents de l’ellipsoïde perpendiculaires à cette droite. La cyclide se compose de deux nappes enveloppant le point 0, 
et à Γintérieur Γune de Γautre. Elles sont à connexion simple.Trois des surfaces déférentes sont des ellipsoïdes réels, il y a une seule série de sections circulaires réelles.4® L’équation en λ ayant toujours ses racines réelles, la surface déférente du même mode de génération est un hyper- boloïde à deux nappes.Alors le cône doublement tangent à la cyclide ayant le point 0 pour sommet est réel, la cyclide est à l’intérieur de ce cAue (art. 43). Elle se compose donc de deux nappes opposées 
situées à Vintérieur de chacune des deux nappes du cône et à 
connexion simple. Trois des déférentes sont des hyperboloïdes à deux nappes, il n’y a encore qu’une seule série double de sections circulaires réelles.5® La déférente du même mode de génération est un hyper- boloïde à une nappe. Le cône doublement tangent à la cyclide est toujours réel, mais la surface est à l’extérieur de ce cône. Elle se compose d'une seule nappe à connexion triple, sem­
blable à un tore ordinaire. Il suffit de concevoir que les deux séries de sections circulaires, confondues dans le tore, se dédoublent, par exemple qu’on fasse varier d’une quantité suffisamnaent petite les coefficients des coordonnées dans réquation d’un tore rapportée à des axes quelconques.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALCÉBRIQUES.Dans ce cas trois des déférentes étant des hyperboloïdes réglés, il y a six séries de sections circulaires réelles disposées à peu près comme celles d’un tore, après qu’on aurait dédou­blé par une déformation les sections méridiennes et les sections parallèles qui représentent deux séries confondues.On voit qu’il existe quatre espèces distinctes de cyclides réelles du 4*  ordre. Les cyclidés du 3*  ordre se déduisant des précédentes au moyen d’une transformation par rayons vec­teurs réciproques auront seulement trois formes distinctes.
47.

Du système des cyclides homofoeales.

Si l’on transforme par rayons vecteurs réciproques une cyclide, on obtient une nouvelle cyclide dont les focales sont les transformées des focales de la précédente. En particulier, si l’on prend le pôle de transformation au point de rencontre de trois des sphères directrices (il y a un ou quatre de ces points qui sont réels), trois des focales deviendront planes, les trois sphères directrices se changeront en trois plans rectangulaires, et les sphères doublement tangentes de la cyclique, qui étaient orthogonales à ces sphères directrices, auront leurs centres dans les plans correspondants. La nouvelle cyclide aura trois plans de symétrie. On peut donc affirmer que le système le plus général de cyclides homofocalcs est le transformé par la méthode des rayons vecteurs réciproques de celui des cyclides homofocales à trois plans de symétrie.Ces dernières cyclides homofocales ont été étudiées d’une manière détaillée par l’auteur dans un travail présenté comme thèse en 1866 à la Faculté des Sciences de Paris, et qui a été inséré dans les Annales de rÉcole Normale (même année).Aussi allons-nous examiner de préférence ici le système le plus général de cyclides homofocales, et donner des équations
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132 SUR UNE CLASSE REMARQUARLEsymétriques représentant les cyclides les plus générales du 3® et du 4® ordre.A cet effet, étant donnée une sphère (S), définie par l’équa­tion 
nous allons chercher l’équation des quadriques inscrites dans une développable circonscrite à cette sphère; puis, en sou­mettant ces quadriques à la transformation indiquée (art. 44), nous obtiendrons l’équation générale des cyclides hoinofocales.Soient
(17)les équations des quatre faces du tétraèdre conjugué commun à toutes les quadriques et à la sphère (S), et supposons que les coefficients aient été choisis de telle manière que l’on ait identiquement
(18)

On aura, entre les coefficients a., 6., c,, , les relations quiconviennent à toute substitution linéaire orthogonale, et en particulier celles-ci.
(19)

(20)L’équation
Ç21)représentera des quadriques inscrites dans une développable Δ» et d’ailleurs cette développable sera circonscrite à la sphère (S) ; car il suffit, pour obtenir l’équation de cette sphère, de faire λ = α dans l’équation précédente. D’ailleurs, cette équation peut encore s’écrire
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 133OU, en tenant compte de l’identité (18), (22)
Telle est la forme qu’on peut donner à l’équation des qua­driques considérées, et il est bon de remarquer que celte équation n’est qu’en apparence du 4® degré en λ. Après qu’on aura chassé les dénominateurs, le coefficient de λ*  sera nul identiquement, en vertu de l’équation (18).Cela posé, soumettons nos quadriques au mode de transfor­mation défini par les formules (14) (art. 44), et nous obtien­drons les cyclides homofocales. Voyons ce que devient l’équa­tion (22). On a (23)

Le plan P,=0 se transforme donc en une sphère (S.), ortho­gonale à la proposée. Appelons R, le rayon de cette sphère. On aura 
ou, en vertu des formules (19);
Donc, si nous appelons S, la puissance d’un point par rapport à la sphère (S,·), on aura (24)

Enfin, si l’on tient compte de l’équation (14), on pourra translormer le premier terme de l’équation (22), et l’on aura
S désignant la puissance du point {x , y , z) par rapport à la
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134 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEsphère (S). En réunissant tous ces résultats, l’équation (22) se transformera dans la suivante,
Cette équation représente les cyclides homofocales, et, d’après une remarque déjà faite, elle n’est qu’en apparence du 4« degré, üe plus, il suit des formules Î2O) et (2â) que les quatre splu'^ res (Si), qui sont orthogonales à (S), sont aussi orthogonales entre elles. Donc, si, pour plus de symétrie, au lieu de S nous mettons S, dans la formule précédente, nous pouvons énoncer les propositions suivantes ;L’éflMo/îon

(25)

où les cinq quantités S, sont les puissances (Γun point par rapport 
à cinq sphères orthogonales, représente un quelconque des sys­
tèmes de cyclides homofocales ayant les cinq sphères (S.) pour 
sphères directrices.Le coeflicient de λ*  étant nul dans l’équation précédente, après qu’on aura chassé les dénominateurs, il y a entre les 
cinq paissances S. d’un point quelconque, par rapport aux cinq 
sphères orthogonales, la relation identique

(26)

Nous allons étudier successivement les cinq sphères ortho­gonales et les cyclides homofocales; mais auparavant nous ferons remarquer que, si l’une des cinq sphères se réduisait à §un plan, il suffirait de remplacer'la quantité ~ correspondante par le double de la distance au plan qui remplace la sphère. Cela résulte de la formule (23).
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 133

48.

Du système de cinq sphères orthogonales.

Soient
les équations de cinq sphères orthogonales. On aura, entre les coefficients les relations comprises dans le typesuivant ;
(28)qui expriment Forthogonalité de» sphères. Les rayons R, de ces sphères sont donnés par les formules
(29)et l’on aura les identités
(30)

La théorie des sphères orthogonales est. d’ailleurs comprise dans l’identité fondamentale déjà obtenue
On déduit de cette identité les relations suivantes entre les coeffieients a,, β., y,, J.,
(31)
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136 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEet les suivantes
(32)Ces relations nous seront très utiles. On peut d’ailleurs déduire de l’identité (26),
plusieurs propriétés des sphères orthogonales. Par exemple, l’équation 
peut s’écrire, en vertu de cette identité, 
et la forme nouvelle de l’équation nous montre que la sphère S, coupe les quatre autres suivant quatre cercles dont les plans forment un tétraèdre conjugué par rapport à S,, ce qui est une des plus importantes propriétés des sphères orthogonales.De même, l'équation 
qui se décompose en deux facteurs, représente deux points- sphères, ayant pour centres les points d’intersection des trois autres sphères, etc.Rappelons qu’il y a deux systèmes remarquables de sphères orthogonales, Γurι pour lequel deux sphères ont leurs centres et leurs rayons imaginaires conjugués, l’autre pour lequel les cinq centres sont réels, l’une des sphères ayant le carré de son rayon négatif.Enfin, de l’identité fondamentale on déduit encore que, dès que l’on connaîtra un système de sphères orthogonales, on aura tous les autres en soumettant à une substitution linéairec.orthogonale les cinq quantités .
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I)E COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 137Or on peut prendre pour ces quantités 
où R’ peut être de l’une des deux formes 
et, en soumettant ces cinq quantités à la substitution indiquée, on aura l’équation la plus générale d’un système de cinq sphères orthogonales.

49.

Des cyclides homofocales.

Nous allons maintenant démontrer que le système des cyclides homofocales, dont l’équation a déjà été donnée, est un système triple orthogonal, c’est-à-dire que, par chaque point de l’espace, il passe trois cyclides du système, se cou­pant à angle droit. Pour cela, nous nous proposerons d’abord la question suivante ;Etant données deux équations homogènes par rapport aux cinq quantités S,,
exprimer qu’elles représentent deux surfaces orthogonales. Appelons (a , b) l’expression
On aura évidemment 
équation où il faut donner à i et à 7 toutes les valeurs I, 2, 3,
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138 SUR USE CLASSE RKMA>M}UABLE4, 5. Mais, d’après les identités (30), l’équation précédente pourra être écrite ainsi,
(33)

Comme les deux premiers termes du second membre sont nuis, en vertu de Γéquation homogène des deux surfaces, oo voit que la relation d’orthogonalité prend la forme simple
ou

Cette relation est exactement semblable à celle qu’on obtient avec les coordonnées ordinaires; il y a seulement deux varia­bles de plus.L’équation précédente sera évidemment vérifiée, si l’on prend deux cyclides appartenant au système défini par l’équation
(34)

Deux cyclides homofocales se coupent donc à angle droit en tous 
les points de leur courbe d’intersection.Il reste à démontrer qu’il en passe toujours trois qui sont réelles, par un point quelconque de l’espace.Supposons d’abord que,, des cinq sphères (Sj), une seule ail son rayon imaginaire. Les cinq quantités ⅛ seront réelles; mais, parmi les cinq quantités K, une, R, par exemple, sera de la forme q- Kl×—1. Alors l’équation du système sera
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 139Quand on y considère λ comme l’inconnue, elle donne trois racines réelles, l’une entre a^ et , les deux autres entre a, et O,, ctj et .'Ajoutons que les cyélides correspondantes à ces trois racines sont réelles, et toujours des trois formes distinctes signalées à 
l’art. 46 pour le cas où Γéquation a ses cinq racines réelles.On verrait, de même, si deux des sphères orthogonales étaient imaginaires conjuguées, qu’il passe toujours trois cyclides réelles par un point quelconque de l’espace.Nous avons reconnu (art. 45) que toute équation homo­gène 
représente une surface anallagmatique par rapport à la sphère orthogonale aux quatre sphères (S»), (S.), (S,), (SQ. Comme de l’équation (34) on peut éliminer, au moyen de l’identité (26) qui relie les cinq quantités S/, une quelconque de ces quan­tités, on reconnaît immédiatement que la cyclide sera anallag­matique par rapport aux cinq sphères (SJ. La même conclusion s’appliquerait à toute équation homogène 
qui représente, quelle que soit la forme de la fonction une 
surface anallagmatique par rapport aux cinq sphères (S,).Revenons aux cyclides. Quand on fait, dans l’équation (34), λ = tf,, la surface se réduit à une sphère double (S,), ou plutôt à la portion de cette sphère, limitée par la focale. Quand À s’approche de a^, par exemple, l’intersection de la cyclide et de la sphère (S,·) s’approche de la courbe limite
(35)

On aurait de même les cinq autres focales.
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140 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE

50.

Dn système de coordonnées curvilignes formé avec les cyclides homofocales 
et orthogonales.Il résulte, des remarques précédentes et du théorème de M. Dupin, que les lignes de courbure d’une cyclide quelconque sont algébriques et se trouvent à l’intersection de cette surface avec les cyclides homofocales. On saura donc déterminer les lignes de courbure des cyclides les plus générales.Parmi les cyclides du système orthogonal (34), il y en a trois qui sont seulement du 3® degré. En effet, dans l’équa­tion (34), le coefficient de {x" + ÿ’ τ z’)’ est

11 sera nul pour les trois valeurs de λ satisfaisant à l’équation
On saura donc déterminer les lignes de courbure des cyclides du 3® ordre.Le système des cyclides homofocales donne naissance à un système de coordonnées curvilignes, analogue à celui des coor­données elliptiques, dont Lamé, Jacobi, Liouville ont fait un si heureux emploi. On sait que Lamé a démontré le premier que le système des coordonnées elliptiques est le seul qui se compose de trois séries de systèmes isothermes. Le système que nous allons étudier ne possède donc pas cette propriété ; mais il se rappro­che par toutes les autres du système des coordonnées elliptiques.Appelons p , p, , les paramètres des trois cyclides homo­focales passant en un point de l’espace. Ces paramètres seront des racines de l’équation
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DE COURBES KT DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 141Si, après avoir chassé les dénominateurs, on appelle M le coefficient de À’ dans l’équation précédente, on aura l’identité
(36)

Posons, pour abréger,
(37)Si nous décomposons le second membre en fractions ration­nelles, et que nous égalions les coefficients des termes sem­blables dans les deux membres, nous obtiendrons
(38)

Posons encore,
(39)

et l’équation (38) pourra s’écrire
(40)

Ces équations donnent bien les quantités S, , ou plutôt leurs rapports; mais il faut en déduire les coordonnées ordinaires ar, y , z en fonction de p , p^ , /9,.A cet effet, nous remarquerons que les formules (31), (32) conduisent aux suivantes,
(41)

qui donneront a?, y , z , quand les rapports des quantités S< seront connus.
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142 SUR UNE CLASSE REMARQCABLKOn en déduit ici

(42)

La dernière de ces équations fera connaître , et les autres détermineront ensuite îc , ?/, j en fonction de p , pi, .Notons aussi la formule
(43)

qui donne le carré de la distance à l’origine des coordonnées, et qu’on déduit de la dernière des équations (41).Après avoir trouvé les expressions des quantités S. et des coordonnées ordinaires rr , //, z en fonction de p , .o, , p», nous allons donner la formule relative à la distance de deux points infiniment voisins.Cette formule, calculée par les procédés connus, est la suivante,
(44)

On voit qu’elle ne diffère de l’équation analogue relative aux coordonnées elliptiques que par le degré de la fonction /(À) et
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ΟΚ COURTES ET DR SURFACES ALCÉRRIQUES. 143par la présence du facteur M, dont nous avons déjà donné la valeur. Les formules principales étant établies, nous pouvons passer aux applications.
SI.

Applications aai cyclides homofocales.Les surfaces composant le système s’obtiennent en donnant à l’un des paramètres une valeur constante. Les cinq valeurs remarquables P = fl, donneront les cinq sphères orthogonales. Pour ,0 = fl,, Sjétant nul, d’après les formules (40), on obtiendra tous les points de la sphère (S,·).Donnons à /s,, par exemple, une valeur constante a, nous obtiendrons une cyclide quelconque, et la formule (44) deviendra
(45)La forme même de cette expression de ds*  nous apprend que 
les cyclides peuvent être divisées en carrés infiniment petits par 
leurs lignes de courbure. En d’autres termes, les lignes de cour­bure forment un système de lignes isothermes orthogonales (*).Il suit encore de la forme de l’équation précédente qu’on saura déterminer les lignes de longueur nulle tracées sur la cyclide. Leur équation est
(46)

{’) M. ô. Bonnet a proposé d’appeler tous les systèrres de lignes jouissant 
de cette propriété des systèmes isométriques. Il me parait préférable de leur 
conserver le nom de lignes isothermes. J’ai démontré, dans le cours que 
j’ai eu l’honneur de faire en 1866 comme suppléant de xM. Bertrand au 
Collège de France, que, si l’on étudie la distribution de la chaleur en tons 
les points d’une surface inliniment mince, supposée partout de même 
épaisseur, les systèmes de lignes précédents sont eflΓeclivement des systèmes 
isothermes.
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J44 Sl!∏ UNE CLASSE REMARQUABLELa développable focale, enveloppe du système, est le lieu des points de Γespace pour lesquels deux des trois paramètres P , P, , P, deviennent égaux. Faisons, par exemple,
Pi—Pi·La formule (44) nous donnera, pour tous les points de la développable focale,

(47)La forme de ds*  est bien celle qui a été indiquée dans la 
Première Partie (art. 5).Cette développable coupe chaque cyclide du système suivant 46 droites et la touche suivant une ligne de courbure excep­tionnelle. En effet, considérons la cyclide p^ = a. Elle aura avec la développable enveloppe deux séries distinctes de points communs : 4° ceux qu’on obtiendra en faisant ρ=p^ ; 2” ceux qui correspondent à la valeur de ρ (ou de p,)

Ces derniers points sont évidemment sur la courbe limite, ligne de courbure singulière, intersection de la cyclide avec la surface infiniment voisine du système. Quant aux premiers points, je dis qu’ils sont sur 46 droites.En effet faisons ρ == p,, p, = a dans les formules qui don­nent 11, ; on aura
Les cinq quantités H< deviendront, par conséquent, des fonc­tions linéaires de o, et, par suite, on obtiendra, pour les coordonnées ordinaires a?, y , 2, des valeurs de la forme

Lorsque P variera dans ces formules, elles donneront tous les points d’une ligne droite. Il y aura 46 droites correspou- 
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 148

dnntes aux différenles combinaisons des signes des radicaux H, . Ces 16 droites sont évidemment les enveloppes des lignes de courbure.Cependant, si a était égale à une des quantités n,, la cyclide se réduirait à la sphère (S.) ; un des radicaux H, serait nul, et on ne trouverait plus que 8 droites. Ces 8 droites sont les enveloppes des courbes cycliques homofocales suivant lesquelles la sphère (S.) est coupée par les surfaces du système.La développable focale coupe donc la sphère (S.) ; 1® suivant le cercle de l’infini, qui est une ligne octuple de la développa­ble ; 2® suivant 8 droites ; 3“ suivant la focale située sur (S,), qui est une des courbes doubles de la développable.Enfin, l’arête de rebroussement de la développable focale est le lieu des points de l’espace pour lesquels les trois para­mètres P, Pt t P, prennent une même valeur p. On aura donc, pour tous les points de celte courbe, 
et si entre les cinq équations que comprend cette formule, on élimine 
on trouvera trois équations de la forme
(48)

et convenant à tous les points de l’arête de rebroussement. Nous voyons d’ailleurs, d’après la formule qui donne ds’, que l’arc élémentaire de cette courbe est nul, ce qui est conforme aux résultats de la Première Partie (art. 5).On pourrait déduire des calculs précédents les équations de la développée sphérique d’une cyclique. En effet, on a vu (art. 5) que le cône ayant pour sommet le centre d’une 
10
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a
146 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEsphère (S) et pour base la C'κιrhe de rebroussement (R) d’une développable focale (F) coupe la sphère (S) suivant la déve­loppée sphérique de l’intersection de (F) et de (S). En appliquant ce résultat à chacune des sphères directrices, on aura les développées sphériques des cinq focales.Bien que les calculs soient des plus simples, nous nous dispenserons de les développer.

52.

Application des formules relatives aux cyclides à la surface générale 
du 3’ ordre, et à la surface du 4*  ordre à conique double.

Les formules (42), où x,y , z représentent les coordonnées ordinaires d’un point, peuvent être rendues plus symétriques par l’introduction des coordonnées homogènes. Posons 
elles deviendront

Si l’on donne à p, une valeur quelconque, on obtient des formules du type suivant,
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(49)

qui donnent les coordonnées homogènes d’un point de la cyclide en fonction de deux paramètres o , û, . Les coefficients A., B,·, C,, D< ne sont pas quelconques, et sont liés par de nombreuses relations. Mais, si l’on eflèctiie sur la cyclide la transformation homographique la plus générale, les formules précédentes conserveront leur forme, et il n’y aura plus aucune relation à établir entre les constantes qui y figurent. Donc
Les formules (49) determinent en fonction de deux paramètres 

les coordonnées homogènes d'un point quelconque d’une surface 
genëi'ale du 3^ ordre ou dune surface du 4^ ordre à conique 
double.Bien que l’homographie introduise 16 constantes, et que les formules primitives en contiennent plus de 4, il peut paraître douteux que les formules (49) ne conviennent pas à une surface plus générale que la suiface du 4” ordre à conique double. La démonstration directe suivante lève toutes les difficultés.Désignons parX, le radical K— p) (a,—pf}. Les cinq radi­caux ainsi obtenus satisfont évidemment à deux équations de la forme

(50)
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jX8 SLH une classe hf.marouaki.eCela posé, introduisons une inconnue auxiliaire À, de la fûriue
De cette dernière équation et des formules (49) on déduira, pour les <μιa∩tiles Xj, des expressions de la forme

(M)où P, désigne une fonction linéaire de X , Y , Z , T, et une constante. En portant ces valeurs dans les identités (50), on obtiendra deux équations de la forme
ib2)où w,, V., w. , υ, sont des fonctions homogènes du second et du premier degré en X , Y , Z , T. il reste à éliminer À entre ces deux équations, ce qui conduit évidemment à l’équation d’une surface du 4® ordre à conique double (’).Revenons aux formules (49). A cause des doubles signes des radicaux, à chaque système de valeurs de p, correspondent 16 points de la .surface dans le cas de la cyclide. Ces 16 points forment un polyèdre anallagmatique par rapport aux cinq sphères directrices.Pour faire dis paraître l’ambiguité provenant de ces doubles signes, on peut adopter le moyen suivant.Introduisons, au lieu de p .ρ,, les variables définies par les équations
P et P, seront des fonctions ultraelliptiques de u , m, , et l’on reconnaît dans chacun des radicaux qui figurent dans les formules (49) les fonctions Ai de M. Weierstrass. Ces fonc-

(’i Un mode semblable de démonstration, appliqué nu cas où les formules 
contiennent n radicaux au lieu de 5, montrerait que .la surface correspon­
dante i‘.'t, en général, de l’ordre 2"-*.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALCÉRRIOUES, 140lions sont aniforines et remplacent les sin am , cos «w , ^am de la théorie des fonctions elliptiques. Nous allons d’abord montrer l’analogie des formules précédentes avec celles qui ont été trouvées pour les courbes du 3® ordre par M. Aronhold, et qui ont permis à M. Clebsch d’établir un lien entre la théorie des fonctions elliptiques et celle des courbes du 3® ordre.En effet, il résulte de tout ce qui précède que, si dans les formules (49) on donne à une valeur annulant un des radi­caux, a, par exemple, les formules qu’on obtient conviennent à la transformée homographique d’une cyclique, c’est-à-dire soit à une courbe plane générale du 4® degré à deux points doubles ou du 3® degré, soit à l’intersection de deux quadri- ques. Or ces formules sont de la forme

(b.3)'

On peut évidemment, par une substitution de la forme 
rendre rationnels trois des radicaux, et ramener les for­mules (53) à la forme
(54)
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lt<O si;R Ü«E CLASSE REMARQUABLEOÙ Δ ù^iiigne un polynôme du 4*  degré en λ, et qui a été employée par MM. Arυπħold et ClebschLes formules (53) et (54) Sont évidemment équivalentes; mais, sous leur première forme, ces équations ont une analo­gie manifeste avec celles que nous avons données pour les cyclides, et que nous avons étendues, notamment à toute surface du 3“ ordre. On doit donc penser qu’il y a entre la Ihéorie des fonctions ultraelliptiques et celle des surfaces du 3® ordre un lien tout à fait semblable à celui qui existe entre les courbes du 3® degré et les fonctions elliptiques. Dans un autre travail, Fauteur se propose de développer quelques résultats qu’il a obtenus dans l’étude de ces relations.Enfin nous remarquerons aussi que les formules (49) met­tent en évidence 10 droites de la surface. Si l’on y fait p~Pi, les radicaux deviennent des carrés parfaits, et les coordonnées deviennent des fonctions linéaires de c, qui peuvent prendre 16 formes différentes, par suite des doubles signes des radicaux. Nous démontrerons d’ailleurs que les cyclides du 4® ordre n’ont pas plus de 16 droites.
’ Clebsch: üeber cinen Salz von Steiner und einige Punkte dei· Theorie 

der Curvea tlriller Ordnung. Jυurnal de Botchardl, t. LXllI, p 94.
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CINQUIÈME PARTIES
Étude géométrique des cyclides

53.
Des focales singulières et des sections circulaires.Nous nous proposons d’étudier ici, en tenant compte pour plus de rapidité de quelques résultats déjà établis, les pro­priétés géométriques des cyclides. Nous démontrerons les propositions dues à MM. Moutard, Laguerre, de la Gournerie, et nous ajouterons quelques propriétés qui nous paraissent nouvelles.Nous avons vu que la cyclide peut être considérée comme Tenveloppe des sphères, ayant leur centre sur une quadri­que (A) et coupant à angle droit une sphère (S). Pour avoir les points de contact de l’une des sphères variables, de centre .M, avec la cyclide, il faut (art. 42) abaisser du centre de (S) une perpendiculaire sur le plan tangent en M à (A). Cette droite coupe la sphère, de centre M, en deux points m ,m', qui sont les deux points de la cyclide correspondants au point M . Les droites tn M , vn' M sont donc les normales de la cyclide en m , m'.Cette définition des cyclides donne immédiatement leurs focales ordinaires, mais elle fait connaître aussi, comme l’ont montré MM. Laguerre et de la Gournerie, les focales singulières de la cyclide.Soit en effet m un point de la cyclide situé sur le cercle de l’infini, et soit M le point de la déférente (A) auquel il corres-

www.rcin.org.pl



152 SUR UNE CLASSE REMARül’ABLEpond. Le plan tangent à (A) en M doit être perpendiculaire à Ow ; il contiendra donc la tangente en m au cercle de l’infini.D’ailleurs, ce plan, tangent en M à la déférente, sera aussi tangent en m à la cyclide, puisqu’il est perpendiculaire à la droite Mm , qui doit être normale en m à la cyclide. On a donc le résultat suivant :IjCs plans tangents à la cyclide en tous les points du cercle de l’infini sont aussi tangents à la déférente. En d’autres termes, les focales singulières de la cyclide sont les focales 
ordinaires de la déférente. Cela explique pourquoi, dans les cinq modes de génération, les cinq déférentes ont les mêmes focales. La proposition précédente s’étend d’ailleurs à toutes les anallagmatiques.On peut rendre compte aussi d’une manière très simple, comme l’a fait M. Moutard, de l’existence des sections circu­laires. En effet, toutes les sphères orthogonales à (S) et ayant leurs centres sur une même génératrice rectiligne de (A) contiendront toutes un même cercle, appartenant à la cyclide. Ce cercle est dans un plan mené par le pôle 0 perpendiculai­rement à la génératrice rectiligne, et, comme il y a une deuxième génératrice perpendiculaire à ce plan, il coupera la cyclide suivant deux cercles. L’enveloppe de tous les plans tangents doubles d'une même série est un cône supplémentaire du cône asymptote de la surface (A).

Des relations entre les cinq modes de génération des cyclides.Proposons-nous le problème suivant ; Étant donné un des modes de génération, c’est-à-dire une surface (A) et la sphère (S) correspondante, déterminer les autres surfaces déférentes et les sphères directrices qui leur sont associées.Nous remarquerons d’abord que, si l’on construit la déve­loppable | (A)(S)] , la courbe de contact de cette développable et de la sphère appartient évidemment à la cyclide, et celle-ci
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 153coupe normalement la sphère en tous les points de cette courbe. La développable précédente a pour lignes de striction quatre coniques (K,) ,.(KJ, (K,), (KJ, qui sont dans les faces du tétraèdre conjugué commun à (A) et à (S).Soit (K,·) l’une de ces coniques, et a un de ses points. Deux génératrices de la développable viennent passer en a, savoir, αi,αZ', tangentes en t et t' à la sphère (S). La sphère de centre a et de rayon at — at' sera donc normale en i, f à la sphère (S), et tangente à la cyclide en ces deux points.Il suit de là que toutes les sphères décrites des différents points de (K,·) comme centres et-orthogonales à (S) seront des sphères doublement tangentes à la cyclide, et, comme elles forment une suite continue, elles feront partie d’une des séræs inconnues de sphères doublement tangentes. Donc, il y aura quatre surfaces (A,) homofocales à (A) et contenant chacune une des coniques de striction (K,) de la développable j (A) (S) [ . 
Ces quatre surfaces sont les déférentes cherchées.Il reste à déterminer la sphère directrice correspondante à chaque surface. Or, les sphères, ayant leur centre sur la conique (KJ, et coupant (S) à angle droit, coupent aussi à angle droit la sphère (SJ, décrite du pôle de ce plan comme centre et orthogonale à (S).Cette sphère est la seule qui soit en même temps orthogo­nale à (S) et aux sphères ayant leur centre sur (KJ. C’est donc la sphère directrice. Ainsi

Les quatre sphères directrices (SJ ont pour centres les sommets 
dxi tétraèdre conjugué aux deux surfaces (A), (S). La sphère cor­
respondante à la comque (KJ a son centre au pôle du plan de (KJ.On peut encore déterminer les sphères de la manière suivante :Soit (AJ la surface passant par (KJ, et (SJ la sphère corres­pondante. Le plan radical de (S) et de (SJ est le plan de la conique (KJ. On voit que ce plan coupe (AJ suivant une conique (Kj, telle que les trois surfaces

(KJ., (A) , (S*
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154 SUR. UNE CLASSE REMARQUABLEsoient inscrites dans une même dévcdoppabie. De même, eu égard à la symétrie des deux modes de génération, il cou­pera (A) suivant une conique (H), telle que les trois surfacesWλ(A<),(S,)soient inscrites dans uno même développable.Il suif de là qu'il y aura une sphère inscrite dans la déve­loppable [ (H) (.⅜.) I , et cette sphère sera (S,·), qu'il s'agissait de déterminer.Ces belles relations sont dues à M. Laguerre (’), qui les a données sans démonstration.
ll*M&>>

Classification des cyclides.

La classification des cyclides s’effectue sans difficulté, d’après la nature des focales ordinaires et singulières.1° Si la surface déférente est une sphère, on a la surface de révolution engendrée par les ovales de Deseartes tournant autour de leur axe focal. Le cercle de l’infini est cercle de rebroussement,2® Si la surface déférente est dépourvue de centre, une des focales singulières est rejetée à l'infini. Nous verrons que, dans ce cas, la cyclide*est  du 3*  degré.3' Si la déférente est de révolution, la focale ordinaire est doublement tangente au cercle de l’infini. Nous l’avons appelée cartésienne; nous conserverons le meme nom à la cyclide.40 Si la déférente est tangente à la sphère directrice, ou si cette sphère se réduit a un point (nous verrons que ces deux cas se confondent), la focale ordinaire a un .point double, qui
(1I Sur quelques propriétés- des surfaces anallagmatiques Bulletin de la 

iiuciété Philomalhi(fue, 1868.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 155est un point conique de la cyclique. Celle-ci est une podaire ou réciproque de cette quadrique.5® Si la déférente est doublement tangente à la sphère, la cyclide est, en général, la réciproque d’un cône et a deux points doubles.6” Si le cône du second degré est de révolution, la cyclide réciproque a généralement quatre points doubles. C’est la cyclide à lignes de courbure circulaires de M. Dupin.Telles sont les divisions principales. Les trois premières sont établies d’après la nature des focales singulières, les dernières d’après celle des focales ordinaires. Nous allons rapidement passer en revue ces différentes classes.Quand la déférente (A) est une sphère, la cyclide est de révolution; elle est engendrée par les ovales de Descartes tournant autour de leur axe focal. Tout plan la coupe suivant des ovales de Descartes, toute sphère suivant une carté­sienne.Les sphères inscrites dans la surface couperont toute sphère sécante suivant des cercles doublement tangents à la section (^).
56.

De la cyclide du 3® degré.Si la surface du second degré est dépourvue de centre, les résultats que nous avons établis subissent quelques modifica­tions, que nous allons étudier. D’abord, la cyclide est seule­ment du 3® degré.En effet, prenons une des deux séries de plans parallèles coupant la déférente suivant une seule droite. chacune de ces droites correspond un cercle situé dans un plan perpendi-
l‘) On pourra consulter un article de l'auteur {Nouwlles Annales de 

Mathémaliques, 1864), où se trouvent quelques théorèmes relatifs à celte 
surface.
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1∙^6 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEcuÎaire à la droite, et les plans de tous ces cercles se coupent suivant une droite d , perpendiculaire à la série de plans parallèles coupant la déférente suivant une seule génératrice. La droite d , contenant une infinité de points de la cyclide, fera partie de la surface. La cyclide passe donc par le pôle, et contient deux droites o,d', perpendiculaires aux plans direc­teurs de la déférente. Le plan de ces deux droites coupe la cyclide suivant une troisième droite rejetée à Γinfini, et tous les plans passant par l'une ou l’autre des droites i , J' cou­pent la surface suivant un cercle. La cyclide est donc du 3® degré, et nous pouvons énoncer, sans insister davantage, les propositions suivantes ;
(Ju∙and la cyclide esl du 3*  degré, elle contient une droite dans 

Îe plan de l’infini, on mène les cinq plans tangents triples qui 
passent par cette droite; les points de contact de ces plans tangents 
sont les cinq pôles de la surface. Eu chacun de ces pôles se croi­
sent deux droites de la surface, en tout dO droites, par lesquelles 
passent tous les plans coupant la cyclide suivant des cercles.La cyclide contiendra en outre une série de sections coni­ques situées dans des plans parallèles, qui contiennent la droite à l’infini sur la surface.On sait que toute surface du 3® degré a 27 droites. Nous trouvons les 16 qui nous manquent, et qui appartiennent à toute cyclide, même du 4® ordre.

57.

Des podaires ou réciproques de quadriques.

Considérons maintenant le cas où la déférente (A) esl tan­gente à la sphère (S). Le tétraèdre conjugué commun a deux sommets réunis au point de contact des deux surfaces. Les deux sphères directrices correspondantes se réduisent à un point; leur centre commun est le point de contact de (A) et de (S). Ainsi, une des sphères directrices se réduit à un point 0,
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DE COURBES ET DE SÜRFACRS ALGÎÎBRIQUES. 487Soit (A,) la déférente associée à ce point-sphère. La cyclide sera l’enveloppe des sphères ayant leur centre sur (A,) et passant par le point 0. Elle sera donc le lieu des symétriques du point 0 par rapport aux plans tangents de (A,). Le lieu ainsi formé est évidemment homothétique à la podaire de (A,) par rapport au point 0. Donc
La cyclide est une podaire de quadrique.On sait d’ailleurs que les podaires de quadriques sont aussi les transformées par rayons vecteurs réciproques d’autres quadriques.Appliquons notre règle générale pour obtenir les différents modes de génération. ____Les quatre lignes doubles de la développable.| (A^) (S)] devien­nent ici : 1® la courbe de contact du cône circonscrit à (A,) et de sommet 0 ; 2’ les trois couples de focales de ce cône. Les cinq modes de génération seront formés :1®, 2’ Avec (A,) et le point-sphère 0, ce mode comptant pour 2 ;3®, 4*,  5’ Avec chacune des trois surfaces homofocales à (A,) passant par 0 ; les sphères directrices seront tangentes en 0 à la déférente qui leur est associée, et auront leur centre dans le plan polaire de 0 par rapport à (A,).Analytiquement le cas actuel correspond à une racine double de l’équation en > de l’article 43.Si la quadrique (A) se réduit à une conique infiniment aplatie, située dans un plan (P), alors les sphères ayant leurs centres sur cette conique passeront par deux points fixes symétriques par rapport au plan de la conique, et seront tan­gentes à la cyclide en tous les points d’un cercle. L’hypothèse que nous examinons est évidemment la seule dans laquelle les sphères soient inscrites à la cyclide suivant un cercle. Car le lieu des centres d’une telle suite de sphères doit être une courbe, et par conséquent une conique. Et d’ailleurs, si elles coupent à angle droit une sphère quelconque (S), elles coupent aussi à angle droit toutes les sphères passant par l’intersection
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L>8 Sun UNR CI.A>SE ΠEMAn(JUABLEde ^S) et du plan des centres, c’est-à-dire qu'elles contiennent toujours deux points réels ou imaginaires. Ces deux points sont des points coniques de la cyclide. En transformant la cyclide par rayons vecteurs réciproques et mettant le pôle en un de ces deux points, on aura une quadrique à point double, c’est-à-dire un cône général du second degré. Donc
Les cyclides à dcu£ points doiibles sont les réciproques des 

cônes du second degré.Remarquons toutefois que la transformation par laquelle on déduit le cône de la cyclide n’est pas nécessairement réelle.Soit (A) la conique déféienfe, O le point commun à toutes les sphères, et O, le symétrique de O par rapport au plan de (A). Les trois nouvelles déférentes seront les surfaces ayant (A) pour focale, et passant en O , 0,. Les sphères direc­trices seront tangentes en 0,0, à la déférente qui leur est associée, et auront leur centre dans le plan de (A); elles cou­peront par conséquent leur déférente .suivant deux cercles. Ainsi les focales de la cyclide seront les six cercles ayant leurs centres dans le plan de (A) et appartenant aux trois surfaces bomofocales qui passent en 0,0,. Ce Lut donne lieu à la reinarque snivante.La cyclide étant la réciproque d’un cône, les focales de la cyclide sont les transformées des 6 droites focales du cône. Ce sont par conséquent des cercles; mais, comme les focales du cône sont situées trois à trois dans ijuatre plans tangents au cercle de Γiniiui, nous voyons que les six cercles focaux de la cyclide sont trois à trois sur quatre sphères de rayon nul. En rapprochant ce résultat du précédent, nous obtenons la proposition qui suit :Les six cercles de trois quadriques bomofocales qui passent par un point commun et qui ont leur.s centres dan.s le même plan principal sont situés trois à trois sur quatre sphères de rayon nul. Ces quatre sphères sont des points de la focale située dans le plan principal considéré.
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DE COÎÎRBES ET DE Sl'REACfiS ALGÉBRIQt'ES. io9Il est à remarquer que les tangentes à la cyclide en un des points coniques 0,0, forment un cône supplémentaire du cône de même sommet, ayant la conique déférente (A) pour base. Ce dernier cône est donc supplémentaire du cône réci­proque de la cyclide à deux points doubles
58.

De la cyclide de M. Dupin, ou cyclide à quatre points coniques.

Parmi les réciproques de cônes du second degré se trouvent le tore et la cyclide de M. Dupin, qui sont les réciproques des cônes de révolution du second degré. Ceci nous conduit à préciser les conditions dans lesquelles on obtiendra la cyclide de M. Dupin.Supposons qu’on prenne une conique déférente quelcon­que (A), mais que la sphère directrice (S) soit tangente en
(*) Dans la classe que nous étudions, et qui est caractérisée par cette 

propriété, que la déférente et la sphère directrice soient doublement tan­
gentes, il existe une espèce remarquable de cyclides que, dans cette élude 
générale, nous laissons de côté. Ce sont les cyclides de révolution qui peu­
vent être considérées comme ayant pour déférente une surface de révolution, 
et pour sphère directrice une quelconque des sphères coupant suivant deux 
cercles parallèles celte surface de révolution. La directrice et la déferente 
sont bien doublement tangentes, mais en deux points sur le cercle de 
Γmflni. Quand les cyclides à deux points doubles considérée.^ dans le texte 
ont ces deux points double.s imaginaires, le cercle lieu des points à distance 
nulle des deux points doubles est réel, et en mettant le pôle de transfor­
mation en un point quelconque de ce cercle, la cyclide se transforme en 
une cyclide de révolution.

Toutes les cyclides réciproques de cônes ou de cyclides de révolution 
sont définies par une équation de la forme

« ( -t- a' t' -I- a* /* = 0 ,
entre les tangentes menées à trois quelconques des sphères inscrites. 
Quatre de ces sphères se réduisent à des points réels ou im.aginaires, qui 
sont sur le cercle déjà considéré, lion des points à distance nulle des deux 
points double.^.
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4βO SUR UNE classe REMAROL’ABLEdeux points a , a' à la conique (A). Les deux points-sphères O , O, de l’article précédent étant doublement tangents en a , «' à (À), seront des points de la focale (A,) de (A); le cône de • sommet O et de base (A) sera de révolution, et par suite, d'après les résultats de l’article précédent, la cyclide sera une réciproque de cône de révolution.Donc, la cyclide de M. Dupin est Γenveloppe des sphères dont 
les centres décrivent une conique quelconque (A) et qui passent 
par un point de la focale (A,) de celle conique, ou, plus généia- 
lement, qui sont orthogonales à une sphère quelconque doublement 
tangente à (A).Cette cyclide a évidemment quatre points doubles 0,0,, a , a', dont deux au moins sont imaginaires, mais qui peuvent l’être tous : 0,0, et a , a' sont alors deux à deux imaginaires conjugués. Le cône de sommet 0 et de base (A) étant de révolution, la cyclide sera la réciproque d’un cône de révolu­tion; mais la transformation ne pourra pas toujours se faire d’une manière réelle. Voyous ce que deviennent ici les cinq modes de génération de toute cyclide. On a1·, 2° Conique déférente (A), sphère directrice réduite à un point 0 ou O,, ou toute sphère tangente en a, a' à (A). Ce mode compte pour deux ;3", 4® (A,) Conique focale de (A) déférente, sphère directrice réduite à un point a ou a', ou toute sphère tangente en 0,0, à (A,). Ce mode compte aussi pour deux;5° Déférente, la quadrique ayant (A) et (A,) pour focale, et passant en 0,0,, a , a', qui sont des ombilics de cette surface; sphère directrice, la sphère tangente en 0,0,, a , a' à cette qnadrique et la coupant suivant les 4droites Oo, 0α', O,a , 0,α'.Ainsi, la cyclide de M. Dupin, ou cyclide à quatre points doubles, admet deux séries de sphères inscrites dont les cen­tres décrivent deux coniques focales l'une de Vautre; elle a quatre points doubles, situés par couples sur ces deux focales O , O èt a , a' et contient les quatre droites de longueur nulle qui joignent 0,0, à fl ,α'.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 161De plus, elle admet une série de sphères doublement tan­gentes, dont les centres décrivent une quadrique quelconque,· et qui sont orthogonales à une sphère fixe. Cette sphère est tangente à la quadrique en deux de ses ombilics, et par consé­quent la coupe suivant quatre droites qui forment un quadri­latère dont les sommets sont les quatre points doubles de la cyclide.Nous avons vu que la cyclide est la réciproque d’un cône, et cette propriété rend, pour ainsi dire, évidentes toutes les propositions relatives à cette surfac-e. Mais on peut aussi, comme l’a fait M. Mannheim (‘), considérer la cyclide comme la trans­formée d’un tore. Nous savons qu’un au moins des couples 0,0, et fl , a' de points coniques de la cyclide est imaginaire. Si a et a' par exemple sont imaginaires, le cercle lieu des points à distance nulle de a , a' sera réel. En prenant le pôle en un point de ce cercle, la transformée de la cyclide sera un tore, car les cercles qui passaient en a , a' auront après la transformation leurs plans parallèles. Donc,Pour transformer la cyclide en un tore, il faut placer le pôle de transformation sur un des deux cercles lieux des points à distance nulle soit de 0 et de 0,, soit de a et de a'. Ces deux cercles peuvent être réels tops les deux (quand les quatre points doubles sont imaginaires). 11 y en aura toujours au moins un qui sera réel.Ainsi, on peut toujours déduire la cyclide du tore par une transformation réelle.Nous n’étudierons pas la cyclide d’une manière plus détaillée, et nous indiquerons seulement la proposition suivante ;
Il y a une cyclide à Irais plans de symétrie^Étant donné un cône de révolution, transformons-le par rayons vecteurs réciproques, et prenons le pôle 0 de transfor­mation dans le plan principal perpendiculaire à l’axe. La(’) Mam5heim : Application de la iransfomuLion par rayons vecteurs réci­

proques à l’étude de Ια surface enveloppa d’une sphère tangente à trois 
surfaces données. (/Vuureites Annales de A/alhéniali'gues, 1860, p. 67.)

11
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162 Sllh UNE CLASSE llEMΛRODAfiLEcyclide réciproque aura Irois plans de symétrie ; 1“ le plan principal contenant le pôle 0; 2° le plan passant par ce pôle et par Taxe de révolution; 3θ le plan réciproque de la sphère concentrique au cône et passant en 0.L’équation de cette cyclide serait de la forme
Nous venons d’énumérer dans cet article et dans le précé­dent les surfaces dans lesquelles on peut inscrire des sphères. On peut être surpris de ne pas voir figurer parmi ces surfaces les réciproques des surfaces de révolution. Cela tient à un fait général :
Toute surface réciproque d’ttne surface de révolution est aussi 

une réciproque de cône.En effet, toutes les sphères inscrites dans une’surface de révolution ont leurs centres en ligne droite, et coupent à angles droits tous les plans passant par l’axe. On voit doneque les sphères réciproques couperont à angles droits toutes les sphères passant par uri cercle; en particulier, elles contien­dront les deux sphères de rayon nul passant par ce cercle. Ainsi, la surface réciproque sera l’enveloppe d’une suite de sphères passant par deux points fixes (imaginaires), et, en plaçant le pôle de transformation en un de ces points tixes, elle se transformera en un cône (’).
Dis cyclides ayant pour déférentes les surfaces inscrites dans la sphere.Enfin, si la déférente était un cône, la cyclide se réduirait à la sphère ayant pour centre le sommet du cône, et'orthogonale à la sphère directrice; ou plutôt, elle se réduirait à une portion de cette sphère. ' ' · (*)

(*) l.es réciproques de surfaces de révolution du second degré présen­
tent une propriété remarquable; clle.s ont trois points doubles dont deux 
sont imaginaires.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 163Si la déférente est une surface de révolution inscrite dans la sphère, la ligne de contact de cette quadrique est une ligne double de la cyclide, qui se décompose par conséquent en deux sphères se coupant suivant cette ligne double, réciproques l’une de l’autre par rapport à la sphère directrice. Ces sphères auront pour centres les deux foyers de la surface de révo­lution.L’étude de cè cas simple nous sera très utile dans la suite; mais nous pouvons dès à présent reconnaître que les remar­ques précédentes sont d’une grande importance dans la théorie des surfaces inscrites à une même quadrique, théorie qui a été l’objet de beaux travaux de plusieurs géomètres, et notam­ment de MM. Cayley et Casey.On voit, en effet, qu’à une série de surfaces inscrites à une quadrique (qu’on peut supposer être la sphère (S)) correspon­dent des anallagmatiques formées de deux sphères réciproques l’une de l’autre par rapport à la sphère (S).
La théorie des surfaces inscrites dans une quadrique est ainsi 

ramenée à celle d'un système de sphères, c est-à-dire de quadriques 
co7ilenanl une courbe fixe.Nous allons donner quelques exemples.Supposons que l’on propose de construire une surface inscrite à (S) et tangente à quatre plans. Les deux sphères correspon­dantes à cette surface devront passer chacune par 4 des 8 points correspondants aux 4 plans, ce qui donnera 8 solutions. Chaque groupe de deux sphères étant connu, on en déduira la défé­rente qui aur^ pour foyers les centres des deux sphères, et qui contiendra leur cercle d’intersection. Elle sera ainsi complète­ment déterminée.Étant données quatre sphères, on sait que, si par les inter­sections de ces sphères prises deux à deux, on fait passer d’autres sphères, orthogonales à une sphère fixe (S), ces six sphères se coupent en deux points. Donc,Étant données quatre surfaces inscrites à une quadrique, les 12 sommets des cônes circonscrits à deux de ces surfaces
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164 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEsont 6 à 6 dans 8 plans. C’est la généralisation d’un théorème connu pour les sections coniques.Enfin, le problème suivant :« Construire une quadrique inscrite à (S) et tangente à quatre autres quadriques inscrites à (S), > se ramène à celui-ci :Construire une sphère tangente à quatre sphères données.On pourrait multiplier les exemples; mais nous préférons faire remarquer que le mode de transformation indiqué ici supplée à une lacune que présente la géométrie de l’espace par rapport à la géométrie plane.En effet, dans le plan, on peut raisonner de la manière suivante :Soient les sections planes d’une sphère ; si on les projette d’un point de la sphère sur le plan, elles deviennent des cer­cles; si on les projette d’un point extérieur à la sphère, elles se transforment en des coniques doublement tangentes à un cercle. On voit donc, dans le plan, que la théorie des courbes inscrites à une conique et celle des courbes passant par deux, points sont identiques l’une à l’autre, et constituent, s’il est permis de le dire, une seule théorie vue sous deux aspects différents, celle des sections planes d’une quadrique.Comme on n’a pas d’espace à quatre dimensions, les méthodes de projection ne s’étendent pas à la géométrie de l’espace; mais les remarques et les méthodes qui précèdent ont l’avan­tage de suppléer, d’une manière claire, à celles qui nous font ici défaut.
60.

Des sections planes et sphériques des cyclides.Cherchons d'abord les droites qui sont placées sur la cyclide, et qui rencontrent le cercle de l’infini. Soit J l’une de ces droites. Elle sera nécessairement tangente à chacun des cinq cônes doublement tangents à la cyclide, et l'on pourra
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 165par conséquent mener un plan tangent à ce cône par la droite $.Ce plan tangent, qui doit couper la surface suivant deux cercles, devra contenir une droite 5' qui, associée à i, puisse former un cercle de rayon nul. Nous aurons donc toutes les droites de la cyclide, en examinant, dans une quelconque des cinq séries doubles de cercles, quels sont ceux de ces cercles qui se décomposent en deux droites.Les centres de ces cercles doivent évidemment appartenir à la fois à la cyclide et à sa focale. Chaque cyclide est coupée en 8 points par une de ses focales, et par ces 8 points passent 16 droites qui appartiennent à la cyclide.Ces 16 droites forment 8 cercles de rayon nul, dérivés des génératrices de la déférente qui sont tangentes à la sphère directrice.Dans un Mémoire déjà cité, M. Clebsch a étudié les disposi­tions relatives de ces 16 droites; mais nous voyons ici que cette étude se ramène à celle d’un problème connu. Si, en effet, on transforme la cyclide par rayons vecteurs réciproques, en mettant le pôle de transformation sur la surface, elle se transforme en une cyclide du 3· degré. Les droites qui rencon­trent le cercle de l’infini se transforment en de nouvelles droites rencontrant le même cercle. Donc
La disposition des droites dune cyclide est la même que 

celles des droites d’une surface du 3*  degré qui rencontrent une 
conique de cette surface (*).

(*) Depuis la présentation de ce Mémoire à ΓAcadémie en 1869, M. Gel- 
ber, de Zurich, naturellement «ans connaître notre travail, a développé la 
même méthode dans un Mémoire inséré au Journal de Borchardl, t. LXX, 
p. 249.

Quant aux 11 autres droites de la cyclide cubique, trans­formée de la cyclide générale, nous les avons déjà étudiées. L’une est à l’infini dans le plan tangent à la première cyclide au pôle. Les 10 autres sont les réciproques des 10 cercles qui passent au pôle.
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1C)β SUR UNE CLASSE REMARQUABLEConsidérons maintenant les sections par des plans et des sphères (∣nelconques. Une remarque générale nous servira de guide dans Vétude de cette question.Supposons que, étant donnée une sphère directrice, on prenne pour surface déférente une développable quelconque. Aux plans- tangents de celte développable correspondent les points d⅛ne courbe anallagmatique {Γ). A toute ligne tracée sur la (développable correspondra une surface enveloppe de sphères contenant cette courbe, et chacune des sphères sera, en général, tangente à la courbe en deux points a, a', réci­proques l’un de l’autre par rapport à la sphère directrice. Λ toute ligne double de la développable correspor.dra au con­traire une surface enveloppe de sphères contenant la courbe (Γ,), et telle que chaque sphère soit tangente à la courbe en quatre points a , a' ,b , b', réciproques par couples par rapport à la sphère directrice.Cela posé, soient (Σ), (Σ') deux anallagmatiques par rapport à la même sphère directrice, et soient (B), (B') leurs défé­rentes. 11 est clair que, à tout point commun à (Σ) , (Σ'), correspondra un plan tangent commun à (B), (B'), et par conséquent les points de la courbe d’intersection des deux anallagmatiques seront dérivés des plans tangents de la déve- ioppablc'circonscriteà (P) et à (B').On pourra appliquer à cette (îéveloppable toutes les remarques que nous venons de faire.Si l’une des deux surfaces n’est pas anallagmatique, on pourra lui .adjoindre sa réciproque par rapport à (S), et ces deux surfaces constitueront ainsi un système anallagma- tique (Σ>.Soit, par exemple, une cyclide définie par la déférente (A), cl cherchons .son intersection avec une sphère (S'), orthogo­nale à (S), de centre G. La sphère (S') est l’anallagmatique dérivée du point G; car tous les plans passant par G donnent des points de (S*).  La développable circonscrite aux deux déférentes est donc le cône de sommet G circonscrit à la qua­drique (A). Donc
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DE COURBES ET DE SURVAGKS ALGÉBRIQUES. 167
AuT- coniques de la déférente correspondent sur la cyclide les 

sections par des sphères orthogonales à (S), et ayant leur centre 
au pôle du plan des coniques par rapport à la déféi'ente.Étudions maintenant l'intersection de deux cyclides ayant même sphère directrice (S), et ayant pour déférentes deux quadriques quelconques (A), (A').Les points communs aux deux cyclides seront dérivés des plans de la développable [(A) (A^j, et aux coniques doubles de cette développable correspondront quatre cyclides à deux points doubles, contenant Γintersection des cyclides données. Nous allons étudier des cas particuliers importants.Supposons qu’on demande de déterminer l’intersection d’une cyclide et d’une sphère (ü), de centre G quelconque. Adjoi­gnons à cette sphère la réciproque (U') par rapport à (S) et de centre C', et les deux sphères constitueront un système anallagmatique, qui admettra pour déférente une surface de révolution (B), ayant pour foyers les centres C , G' des deux sphères, et inscrite à la sphère directrice (art. 59) en tous les points où celle-ci est rencontrée par (U) ou par (l·').Si (A) est la déférente de la cyclide, la développable I (A) (B) 1, considérée comme surface déférente, nous donnera les points d’intersection de (ü) et de la cyclide. Les quatre coniques doubles de cette développable donneront quatre cyclides enveloppes de sphères, contenant la courbe; et les sphères inscrites dans ces quatre cyclides couperont la sphère sécante suivant quatre séries de cercles doublement tangents à la section cherchée.On aura donc les éléments nécessaires pour déterminer cette cyclide, et l’on voit que les quatre cônes ayant pour sommet le point G et pour bases les ∙^jιatre lignes doubles sont les lieux des centres des sphères de chaque série doublement tangentes à la courbe de section. Ges cônes sont homofocaux. Quant aux sphères contenant les focales de la section, elles coupent la sphère (S) suivant les mêmes cercles que les plans des lignes doubles correspondantes de la développable
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168 SIP. UNE CLASSE REMΛHOL'ABI E(A) (B) I . Comme elles sont aussi orthogonales à (U), elles peuvent être considérées comme déterminées.Comme application de ces constructions, cherchons la con­dition pour que la sphère sécante coupe suivant une courbe située sur un cylindre. Il faudra que l’une des focales soit plane, c’est-à-dire que le plan de l’une des lignes doubles de la développable (À) (B) passe au point C . Car, dans ce cas, le cône qui avait pour base la ligne double contenue dans ce plan, et qui contenait les centres des sphères tangentes doubles d’une série, se réduira à un plan. Ainsi il passera par le point C, 1, 2, 3 des faces du tétraèdre conjugué à (A) et à (B), suivant que la courbe sera sur l, 2 ou 3 cylindres. Cherchons d’abord la condition pour qu’un seul cylindre contienne la courbe.Soit (P) le plan passant par C et ayant même pôle par rapport à (B) et à (A). Comme C est le foyer de (B), ce pôle devra être sur une perpendiculaire élevée à (P) en C. Or, il n’y a que trois plans passant par le point G et ayant leurs pôles par rapport à (A) sur une droite perpendiculaire. Ce sont les trois plans de symétrie du cône de sommet C, circonscrit à (A). Ces plans une fois connus, le reste de la construction ne présente aucune difficulté.Une application plus intéressante consiste dans la détermi­nation des coniques sphériques qui se trouvent sur la cyclide. Alors le point G, foyer de la surface (B) et centre de la sphère sécante, devra avoir même plan polaire par rapport à (B) et à (A). Son plan polaire par rapport à (A) devra donc être per­pendiculaire à l’axe focal OG de la surface de révolution (B) (0 est le centre de la sphère directrice). Ainsi,Le lieu des centres des sphères coupant la cyclide suivant une conique sphérique est une courbe telle que le plan polaire d’un de ses points C par rapport à (A) soit perpendiculaire à la droite OC.Cette courbe se rencontre dans la théorie des normales à une quadrique. C’est une cubique gauche passant par le point 0, par le centre de (A), ayant pour directions asympto-
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ne COURBES et de sureacès algébriques. 169tiques les axes de (A), passant par les pieds des normales menées de O à (A), etc.Nous obtenons donc le Ihéorènie suivant :Si des centres des cinq sphères directrices on abaisse des normales sur les déférentes correspondantes, on obtient 30 points qui avec les 5 centres des sphères directrices sont sur une cubique gauche ayant pour directions as¾'Tnptotiques les axes de symétrie des déférentes, et passant par leur centre. Cette cubique gauche est le lieu des centres des sphères cou­pant la surface suivant des coniques sphériques.A chaque point C de la cubique correspond une seule sphère (ü), qu’on déterminera ainsi. Soit (P) le plan polaire de C, perpendiculaire à OC. La surface de révolution inscrite à (S), ayant C pour foyer, (P) pour plan directeur correspon­dant, sera la déférente de (U); (U) passera donc par le cercle de contact de cette surface, et, comme elle a son centre en C , elle est déterminée.Parmi les sphères coupant suivant des coniques sphériques, il y en a plusieurs qui sont remarquables.Les cinq sphères concentriques aux sphères directrices, mais ayant pour rayons ceux de ces sphères multipliées par K— 1.2° Celles qui ont leurs centres aux pieds des normales abaissées des centres des sphères directrices sur les déférentes correspondantes. Ces sphères coupent la cyclide suivant deux 
de leurs grands cercles. La droite d’intersection des plans de ces cercles est donc une normale double de la cyclide.

Il y a donc cinq groupes de six normales doubles de la 
cyclide.il est utile de savoir déterminer les points à l’infini de toute section sphérique de la cyclide. On peut construire ces points de la manière suivante ;Soit (L) une sphère sécante de centre CLLes points «à l’infini de la section sont ceux du cercle de J’infini pour lesquels la sphère et la cyclide seront tangentes.
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170 SUR UNE CLASSE REMARQUABLELes plans tangents en ces points devront passer par le centre de la sphère et être tangents à la développable circonscrite à la cyclide sur le cercle de l’infini, c’est-à-dire à la développable focale (art. 53) circonscrite aux cinq déférentes.Donc les points à Γin∩ni de la section sphérique sont les points de contact avec le cercle de l’infini des quatre plans déterminant par leurs intersections les focales du cône de sommet C circonscrit à (A). Ces points de contact sont évidemment sur les plans perpendiculaires aux focales do ce cône.On voit que les points à l’infini de la cyclique ne dépendent que du centre, et non du rayon de la sphère sécante.Pour qu’ils viennent se réunir par groupes de deux, c’est-à- dire pour que la cyclique devienne une cartésienne, il faut et il 
suffit que la sphère sécante ait son centre sur une des focales des 
déférentes.Si le centre de la sphère s’éloigne à l’infini sur la focale, elle se transforme en un plan perpendiculaire à fasymptote de la focale, et ce plan coupe suivant des ovales de Descartes.

Il y a donc six séries de sections parallèles donnant des ovales 
de Descartes. Deux de ces séries seulement sont réelles.On peut encore établir ce résultat de la manière suivante :Les deux nappes de la cyclide qui se croisent au cercle de l’infini sont tangentes fune à l’autre en quatre points, qui sont les points de contact avec le cercle de l’infini des quatre génératrices suivant lesquelles la développable circonscrite aux déférentes (A,) est coupée par le plan de f infini. Donc tous les plans passant par deux de ces quatre points couperont la cyclide suivant une courbe ayant deux rebroussements à l’infini; ce sera donc une cartésienne plane.Les directions de ces sections cartésiennes sont aussi celles des sections circulaires des quadriques (V) de l’article 41 inscrites dans la cyclide.Dans le cas où la cyclide aurait pour déférente une surface de révolution, c’est-à-dire serait une cartésienne (art. 55), les

www.rcin.org.pl



DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES, 171deux séries d’ovales de Descartes réelles viendraient se con­fondre en une seule. Les cyclides cartésiennes correspondent donc aux surfaces de révolution de la théorie des quadriques.Toute cyclide peut d’ailleurs être transformée en cartésienne par la méthode des rayons vecteurs réciproques. Il suffira (art. 24) de placer le pôle en un point quelconque de l’une des cinq focales.En terminant, nous nous proposerons une question en quelque sorte réciproque des piécédentes : Étant donnée une cyclique, peut-on la placer sur une cyclide d’une espèce don­née, par exemple sur un tore?Soit (D) le cône de sommet a coupant la sphère (S) de centre 0 suivant la cyclique donnée. Les sphères doublement tangentes d’une môme série seront toutes orthogonales à une sphère (S*)  de centre a, orthogonale à (S), et elles auront leurs centres sur un cône (E) de sommet 0, supplémentaire du cône (D) (art. 19). Pour que la cyclique soit sur un tore, il faudra que les spheres doublement tangentes de même rayon aient leurs centres sur un ou plusieurs cercles. Or toutes celles de ces sphères qui ont le même rayon auront leurs centres à l’intersection du cône (E) et d’une sphère (S") con­centrique à (S'), c’est-à-dire sur une cyclique.. Ces sphères enveloppent en général une surface du 8® ordre; mais cette surface se décompose en deux tores, si la cyclique des cen­tres se décompose en deux cercles. Il faudra donc qu'une sphère (S"), concentrique à (S'), coupe le cône (E) suivant deux cercles, et, pour cela, la première condition est que le centre a de (S") soit dans un plan principal de (E), ou, comme (E) et (D) sont supplémentaires, qu’un plan de symé­trie de (D) passe au centre .0 de (S). Il faut donc que la cyclique, intersection de (S) et de (D), ait un plan-de symé­trie. Cette condition, qui était évidente a priori, est d’ailleurs suffisante.Soient, en effet, Oa , Oa' les génératrices du cône (E) situées dans le plan principal ; et soit Op le diamètre conjugué
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Î72 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEà Γunc des deux séries de sections circulaires de ce cône, qui sont perpendiculaires au plan principal. Si du point a on

abaisse la perpendiculaire aγ sur la direction de la section circulaire, elle rencontre le diamètre 0β en un point y, et il est clair que la section circulaire de diamètre αα', dont le plan passe en y, sera sur une sphère de centre a, coupant le cône suivant deux cercles a a’, A ces deux cercles correspondent deux tores, qui contiennent la cyclique, et dont les axes sont les droites «y , a », focales du cône (D). Aux deux autres cônes passant par la courbe correspondent quatre nouveaux tores. Donc,
Quand une cyclique a un plan de symétrie, elle peut être 

placée sur six tores, dont les axes sont les focales situées dans le 
plan de symétrie des trois cônes passant par la courbe.On voit par la construction précédente que, st la cyclique 
est une cartésienne, il n^y a pas de tore contenant la courbe. Les droites aγ ,0y sont parallèles, et les tores se réduisent aux trois cônes contenant la cyclique. Cette remarque sépare les cartésiennes des autres cycliques à plans de symétrie.La question précédente a été traitée pour les cycliques pla­nes par M. de la Gournerie dans son Mémoire, déjà cité, sur les lignes spiriques.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 473La détermination des cyclides à quatre points doubles conte­nant une cyclique ne présenterait aucune difficulté. Les points doubles de ces cyclides décrivent les focales; les coniques déférentes sont sur un des cônes contenant les focales, et leurs plans enveloppent un autre cône contenant la même focale, etc.
61.

Du système orthogonal formé par les cyclides homofocalea, et des propriétés 
d’une méthode de transformation déjà définie.

Nous avons vu (art. 44) comment le mode de génération des surfaces anallagmatiques, proposé par M. Moutard, revient à un procédé de transformation des figures, dans lequel à un point p. de la pi'emière figure correspondent, dans la deuxième figure, deux points w, m', par la construction suivante.Soit (P) le plan polaire de μ par rapport à la sphère (S). Les points m , m' sont les centres des sphères de rayon nul passant par l’intersection de (P) et de (S).Quand le point μ décrit une surface (A), le plan (P) enve­loppe une surface (A'), et les deux points m , m' décrivent une surface anallagmatique ayant (A') pour déférente, (S) pour sphère directrice.Le plan P est tangent en un point M à (A'), et comme Mm, Mm' sont Içs normales en m,m' à Γanallagmatique, nous concluons que
Les plans tangents en m ,m' à tanallagmatique et le plan 

tangent en μ à (A) vont se couper suivant une même droite située 
dans le plan (P), et qui est la polaire du point M par rapport au 
cercle, intersection de (S) et de (P).De cette importante proposition, qui donne la construction d,es plans tangents et qui s’applique évidemment aux tangentes à deux courbes correspondantes, nous allons déduire un prin­cipe énéral, tout à .fait analogue à celui de la conservation 
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174 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEdes angles dans la transformation par rayons vecteurs récipro­ques. A cet effet, nous rappellerons quelques définitions.Plusieurs géomètres, et en premier lieu M. Cayley, en vue de généraliser les déterminations métriques de la géométrie, ont substitué au cercle de l’infini, dans la définition des angles, une quadrique quelconque (Q). Étant donnés deux plans (P), iP'), si par leur intersection on mène deux plans tangents (T) , (Τ') ù la quadrique (Q), on peut appeler angle des deux plans la fonction V définie par l’équation
R désignant le rapport anharmoniquc des quatre plans (P) ,(P'), (T) ,(T'). Si les deux plans (P) , (P') sont conjugués dans la quadrique, l’angle λ' est droit, le rapport anharmonique R étant égal à — 1.De même, on appelle angle de deux droites une fonction V définie par l’équation
R' étant le rapport anharmonique des deux droites et des tangentes menées dans leur plan et de leur point de rencontre à la quadrique (Q). 11 est clair que, si les deux droites sont conjuguées dans la quadrique, leur angle ainsi défini est droit.Les définitions précédentes concordent avec les définitions habituelles, quand la quadrique (Q) devient le cercle de l’infini. Pour distinguer les angles tels que nous venons de les définir, nous les appellerons angles par rapport è la qua­drique (0).Cela posé, la transformation que nous étudions possède une propriété fondamentale : elle conserve les angles, c’est-à-dire que les angles de la première figure, mesurés par rapport à la sphère (S), sont égaux aux angles ordinaires de la seconde.Soient, en effet, ui, uf les tangentes à deux courbes pas­
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 17î>sant en y et allant rencontrer en deux points i, f le plan polaire (P) de Les tangentes en m aux deux courbes anallag- matiques correspondantes iront rencontrer les premières tan­gentes aux deux points Î, I'. D’ailieurs la droite coupe la sphère en deux points a et il est clair que les deux faisceaux de quatre droites 
ont le même rapport anharmonique R.Mais les deux droites vn , i^a' sont des tangentes à la sphère, puisque « est le pôle du plan (P) contenant a , a'. L’angle V [dans la sphère (S)] des droites p-t, p4' est donc égal à

De même, puisque m est le centre d'une sphère de rayon nul passant par l’intersection de (S) et de (P) et, par consé­quent, par a , a' ; ma , ma' sont des droites allant rencontrer le cercle de Γinfini, et par suite l’angle ordinaire des droites 
mt. ml' est aussi égal à

La proposition est donc démontrée pour l'angle de deux courbes; elle subsiste d’ailleurs pour l’angle de deux surfaces, ou pour l’angle d’une surface et d’une courbe.Les conséquences les plus importantes de ce principe de la conservation des angles se rapportent au cas où les angles sont droits, et, en nous souvenant que les directions à angle droit dans la sphère sont celles qui sont conjuguées dans cette su'rfhce, nous pouvons énoncer les propositions suivantes :Si les tangentes à deux courbes de la première figure en leurs points communs sont conjuguées dans la sphère, les courbes anallagmatiques correspondantes se coupent à angle droit.Si deux surfaces de la première figure se coupent en des
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176 SUR UNE CLASSE BEMARÜUABLEpoints pour lesquels les plans tangents sont conjugués dans la sphère (S), les surfaces anallagniatiques correspondantes se coupent à angle droit.Si l’on a, dans la première figure, un système triple formé de surfaces telles que,en tous.les points communs à deux sur­faces, les plans tangents soient conjugués dans la sphère, le système triple d’anallagmatiques correspondant sera formé de surfaces orthogonales.Plus généralement,Toutes les fois qu’on aura un système triple de surfaces telles que, en tous les points communs à deux d’entre elles, les plans tangents soient conjugués dans une quadrique fixe (0), on pourra déduire de ce système un système triple orthogonal.Il suffira, en effet, de transformer par l’homographie le système entier de manière que (0) devienne une sphère, et d’appliquer alors la proposition précédente. On peut encore, en tenant compte des définitions qui précèdent énoncer ainsi le théorème :De tout système triple orthogonal par rapport à une qua- drique, on peut déduire un système triple orthogonal ordinaire, et réciproquement.L’existence du système triple orthogonal formé par les cyclides homofocales est une conséquence directe des propo­sitions précédentes.Soient, en effet, une suite de quadriques inscrites dans une même développable circonscrite à la sphère (S). Nous avons vu (art. 47) que les cyclides correspondantes sont homofo­cales; et d’ailleurs, comme il passe trois quadriques réelles du système par tout point intérieur à la sphère (S), il passera trois cyclides homofocales, toujours réelles, par tout point réel de l’espace. Gomme les plans tangents à deux quadriques en un point commun à ces deux surfaces sont conjugués dans la sphère, les cyclides correspondantes se couperont à angle droit.
f
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UE COURBES ET I»E SURFACES ALCfiBRIQUES. 477

62.

Oenérilisation des notions do normales, de focales et de lignes de courbure.

Étant donnée une surface quelconque, joignons chacun de ses points au pôle du plan tangent à la surface, par rapport à une quadrique fixe que nous pouvons supposer être la sphère (S). On aura ainsi, pour chaque point de la surface considérée, une droite que nous appellerons la normale [par rapport à (S) j de la surface.Une ligne de courbure sera le lieu des points pour lesquels les normales ainsi définies forment une surface développable.De même, on appellera focale [par rapport à (S)] de la surface les lignes doubles de la développable circonscrite à (S) et à la focale.En adoptant ces définitions, qui constituent une extension naturelle de celles qui sont en usage, nous allons voir que notre méthode de transformation, qui conserve les angles, conserve aussi les lignes de courbure et les focales, c’est-à- dire qu’elle transforme les lignes de courbure et les focales, telles que nous venons de les définir, en lignes de courbure et en focales ordinaires de l’anallagmatique. Commençons par les focales.Nous avons vu (art. 43) que, si Ton circonscrit à une sur­face (B) et à la sphère une développable (A), à (A) corres­pond dans la deuxième figure une développable (A'), circons­crite à l’anallagmatique (Σ) correspondante de (B), et au cercle de l’infini. Les lignes doubles de ces. développables sont aussi correspondantes, et comme elles sont, par définition et res­pectivement, les focales de (B) [par rapport à (S)] et les focales ordinaires de l’anallagmatique, on voit que les focales se conservent dans notre transformation. II importe cependant de faire une exception : la courbe de contact de (A) et de (S), 12
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17fe SUR UNE CLASSE REMARQUABLEqui n’est pas courbe double de (Δ), est courbe double de (Δ'), et par conséquent focale de (Σ).Considérons maintenant les lignes de courbure de (B) [par rapport à (S) J. En tous les points d’une telle ligne (Γ), les normales forment une développable (R). cette courbe (Γ) correspond sur (Σ) une ligne (Γ'), et la développable (R) a pour homologue une surface enveloppe de sphères (R'), dont tous les cercles sont normaux à (Σ) en tous les points de (Γ'), d’après le principe de la conservation des angles. Puisque (F) coupe à angle droit tous les cercles de (R'), cette surface admettra (F) comme ligne de courbure, et puisque (Σ) et (R') se coupent à angle droit, (F) sera aussi ligne de courbure de (Σ), ce qu’il fallait démontrer.Puisque les lignes de courbure se correspondent et que les angles se conservent dans notre transformation, on pourra étendre l’important théorème de M. Dupin sur les systèmes orthogonaux aux lignes de courbure généralisées, et donner la proposition suivante :Un système triple orthogonal par rapport à une quadrique est formé de surfaces se coupant suivant leurs lignes de cour­bure (par rapport à cette quadrique).Ce théorème suffit à la détermination des lignes de courbure d’une quadrique (A.) par rapport à une quadrique (Q). Ce seront les lignes suivant lesquelles (A) sera coupée par les quadriques inscrites dans la développable j (A) (Q) j. Mais on en déduit surtout cette nouvelle définition des lignes de cour­bure généralisées :Les lignes de courbure de toute surface par rapport à (Q) sont les lignes passant en un point de la surface, et dont les deux tangentes sont conjuguées à la fois dans l’indicatrice de la surface et dans la quadrique (Q).On pourrait ajouter à ces exemples l’extension du théorème de Joachimsthal, d’après lequel, si deux surfaces ont une ligne de courbure commune, elles se coupent sous un angle constant. Nous réservons pour le moment toutes ces consé-
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DE COURBES ET DE SURFACES ALCÉBRIÛUES, 179quences, ainsi que l’extension très intéressante de la notion de ligne géodésique, et nous allons terminer par quelques applications à la théorie des cyclides.On sait, par exemple, que, étant données deux quadriques (Q), (Qj, homofocales par rapport à (S) [c’est-à-dire inscrites dans une développable circonscrite à (S}], les droites tangentes à ces deux quadriques se groupent de deux manières diffé­rentes, en surfaces développables se coupant à angle droit dans (S) [c’est-à-dire telles que les plans tangents aux deux développables contenant une même droite soient conjugués dans (S)].Les droites se transformant en cercles orthogonaux à (S), nous pouvons énoncer le théorème suivant ;Tous les cercles tangents à deux cyclides homofocales et orthogonaux à une des sphères directrices des cyclides peuvent se grouper de deux manières différentes sur deux séries de surfaces enveloppes de sphères. Ces surfaces se coupent à angle droit et par conséquent tous les cercles sont normaux à un troisième système de surfaces.Les surfaces enveloppes de sphères sont tangentes à Tune des cyclides et ont leur arête de rebroussement sur l’autre, en sorte que les sphères enveloppées sont normales à l’une des cyclides et tangentes à l’autre.Nous donnerons encore l’exemple suivant ;Tous les cônes de même sommet circonscrits à des surfaces homofocales [par rapport à (S)] sont homofocaux. DoncDeux points quelconques réciproques par rapport à (S) peuvent être pris pour sommets d’une série de cyclides à deux points doubles (réciproques de cône), circonscrites à toutes les cyclides homofocales.Ces cyclides sont homofocales et orthogonales. Leurs focales sont les six cercles orthogonaux à (S) et appartenant aux trois cyclides du système orthogonal passant aux sommets consi­dérés, ces six cercles sont trois à trois sur quatre sphères de rayon nul.
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<80 SUR UNE CLASSE REMARQUABLESi les deux sommets sont pris sur une des focales [non située sur (S)], ces cyclides deviennent des cyclides à quatre points doubles.C'est la généralisation du théorème important sur les cônes de révolution circonscrits aux quadriques hornofocales.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 181

NOTES ET ADDITIONS

Note I.De- l'équation différentielle des surfaces applicables sur une surface donnée.Nous avons indiqué à l’article 6 une méthode nouvelle pour obtenir l’équation différentielle des surfaces applicables sur une surface donnée. On peut former cette équation dans le cas général, en employant les paramètres différentiels analo­gues à ceux de Lamé, et dont la théorie a été développée surtout par M. Beltrami.Soit
(1)l'expression de la distance de deux points infiniment voisins, et introduisons les notations suivantes,

Ces fonctions seront des invariants.La détermination des lignes géodésiques dépendra de l’inté­gration de l’équation
A ,φ = C0nst ;
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i 82 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEcelle des lignes isothermes, de Vcquatioii
Λ, φ ≈ 0 .L’équation différentielle des surfaces applicables s’exprime au moyen de ces invariants. En appelant x la coordonnée rectangulaire d’un point de la surface, on trouvera pour x l’équation différentielle du second ordre 

k désignant la courbure de la surface.La méthode que nous avons indiquée dans le texte est susceptible d’applications nombreuses. Pour le moment, nous nous contenterons de montrer comment elle conduit à l’équa­tion différentielle qui détermine le rayon vecteur mené à un point fixe d’un point quelconque de la surface.Bapportons la surface à des coordonnées polaires ordinaires 
r , ΰ , φ. On devra avoir 
et par suite

Le premier membre est le ds^ d’une sphère de rayon égal à l’unité. Π suffira donc d’exprimer que la surface pour laquelle la formule 
donne la distance de deux points infiniment voisins a une courbure constante et égale à l’unité, et l’on aura ainsi l’équa­tion différentielle à laquelle satisfait r. Cette équation est du second ordre.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 183

⅝ute 11.

Sur une démonstration analytique des théorèmes de Poncelet, et sur un 
nouveau système de coordonnées dans le plan.La démonstration des théorèmes de Poncelet donnée à l’article 38 m’a paru mériter d’être développée, parce qu’elle conduit, sans l’emploi des fonctions elliptiques et au moyen d’une transformation analytique des plus simples, à la propo­sition fondamentale de Poncelet : Quand un polygone est à la 

fois inscrit à une conique et circonscrit à une autre coniqueil 
existe ↑me infinité de polygones jouissant des mêmes propriétés. Depuis, en examinant la méthode employée, j’ai reconnu qu’elle pouvait être présentée d’une manière plus simple et plus directe, et qu’elle conduisait à des théorèmes ayant la plus grande analogie avec ceux de Poncelet et devant être considérés comme des généralisations des propositions de l’illustre géomètre. Quelques-uns des théorèmes contenus dans cette Note ont été déjà énoncés dans un travail sur les 
systèmes linéaires de coniques et de surfaces du second ordre, inséré au tome l du Bulletin des Sciences mathématiques et 
astronomiques. M. Ern. Weyr, dans un article inséré au Journal 
de Borchardt, avait aussi rencontré, en étudiant les involutions sur les coniques, des propositions générales relatives à des courbes de degré supérieur, qui sont, au fond, équivalentes à l’un des théorèmes métriques de notre troisième partie, et que nous démontrons d’une manière directe dans la Note actuelle.

I.Considérons une section conique (K), tracée dans le plan, et supposons qu’on obtienne toutes les tangentes à cette conique, en faisant varier le paramètre m dans l’équation
(1)
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i84 SUB UNE CLASSE REMARQUABLEOÙ α , β , / désignent des coordonnées trilinéaires ou, si Ton veut, des fonctions linéaires des coordonnées ordinaires du point. L’équation de la conique (K) sera en conséquence 
(2)Si la tangente à cette conique doit passer par un point (α', β', z'), m sera déterminé par l’équation

Désignons par c , les racines de cette équation, on aura
(3)et nous pourrons regarder le point (α',β',∕') comme déter­miné par les deux quantités p ,ρ,, qui seront alors des coor­données, d’une nature spéciale, du point. Quand p , ρ^ seront connus, les formules (3) détermineront a', β', y'. On voit que, dans le nouveau système de coordonnées, un point est defini par l’intersection de deux tangentes à la conique (K), et quoique les formules (3) nous permettent de passer très sim­plement des coordonnées ρ , ρ^ aux coordonnées ordinaires, nous allons voir que l’emploi des nouvelles coordonnées variables peut être utile dans un grand nombre de questions.Dans le nouveau système, l’équation de la conique (K) de base prend la forme

(4)son premier membre devient un carré parfait. Cette propriété permet de décomposer les équations de certaines courbes.Par exemple, toute conique doublement tangente à la courbe de base (K) a une équation de la forme
Dans le nouveau système, cette équation deviendra
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES Î85β , ft , G , d désignant quatre constantes; ou, en extrayant la racine carrée, 
équation de la forme

Ainsi, une équation de cette forme représente une conique doublement tangente à la conique (K), et cette conique se réduit à une droite, si B==C.
II.

Cela posé, soit une courbe déterminée par une équation algébrique en p , p,,
(8)et proposons-nous de déterminer le degré de cette courbe. Il y a deux cas à distinguer, suivant que l’équation est ou n’est pas symétrique par rapport à p et à p,.Supposons d’abord qu’elle ne soit pas symétrique, et qu'elle soit du degré m en p et m, en p,. Pour trouver l’ordre du lieu qu’elle représente, nous allons chercher le nombre de points de ce lieu situés sur une tangente quelconque à la conique (K). Or, une telle tangente est déflnie par l’une ou l’autre des équations

A l’hypothèse P = a correspondent w, valeurs de p,, et par suite w», points; à la valeur p, = α correspondent de même m points. On a donc en tout m 4- m^ points de la courbe sur la tangente, et par suite la courbe est du degré wi-i- m^.Si, au contraire, l’équation de la courbe est symétrique, elle est nécessairement du même degré îzi en ρ et en p^, Les deux hypothèses p = a , p, = a donnent les mêmes points; la courbe est seulement du degré m.
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186 SUR USE CLASSE REMARQUABLEJ’omets un cas intermédiaire, où le premier membre Je l’équation (5) serait décomposable en facteurs, les uns symé­triques, les autres non symétriques en ρ ,ρ,, et que nous n’aurons pas à considérer.Réciproquement toute courbe de degré m est représentée par l’équation la plus générale, symétrique en ρ , ρ^, et du degré w par rapport à chacune des variables. C’est ce qui résulte des formules (3), et aussi d’un calcul relatif au nom­bre des coefficients arbitraires. Car on reconnaît que l’équa­tion symétrique la plus générale du degré m en p contientarbitraires.Nous pouvons, à l’aide de ces seules remarques, démontrer plusieurs théorèmes généraux sur les polygones inscrits et circonscrits.
ni.

Soit d’abord une courbe d’ordre n, passant par l’inter­section de deux faisceaux de n droites A,, A,, ...» A. ; B,, B,, ..., B„. Son équation générale sera de la forme
Î6)Supposons maintenant que les droites iV*  , B. soient toutes tangentes à la conique (K) : on pourra poser
σ)et, en adoptant les notations suivantes.
(B)l’équation de la courbe prendra la forme
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 487

OU

(9)Dans cette équation, les variables sont séparées, et, en rai­sonnant comme à l’article 27, on reconnaîtra qu’on peut la mettre sous la forme
(10)où l’on a

La nouvelle équation (40) contient une arbitraire nouvelle, à laquelle on peut donner toutes les valeurs possibles. On peut donc énoncer le théorème suivant ;
Si une courbe d'ordre n passe par les n' points d’intersection de 

deux faisceaux de n tangentes à la conique (K), elle contient une 
infinité d’autres systèmes de n' points formant les intersections de 
deux faisceaux de n tangentes à la conique (K).Par exemple, si une conique contient les quatre sommets d’un quadrilatère circonscrit à une autre conique, elle contient aussi les sommets d’une infinité d’autres quadrilatères cir­conscrits. Mais nous n’insistons pas sur ces cas particuliers, et nous allons démontrer un deuxième théorème général.

IV.
Considérons les courbes d’ordre n passant par tous les points d’intersection de » +1 tangentes A , A,, ... , A, à la coni­que (K). L’équation de ces courbes peut s’écrire

(11)où a , <11,... a*  désignent n constantes arbitraires.
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188 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEMais, les droites A, étant des tangentes à la conique (K), on aura 
et réquation (H) pourra s’écrire
(12)ou, en multipliant par
(13)équation qui est de la forme
(14)

f étant un polygone de degré inférieur à celui de ω (p).Réciproquement, toute équation de la forme précédente pourra être ramenée à la forme (12), et elle représentera une courbe d’ordre w, contenant tous les sommets du polygone circonscrit à la conique (K), et dont ies côtés sont définis par réquation
Mais l’équation (14) peut être écrite 

et, cette nouvelle équation étant de même forme que la précé­dente, la courbe sera circonscrite au polygone dont l’équation est
On peut donc énoncer la proposition suivante ;

Quand une cmirbe (fordre n contient tous ies sommets d’un 
polygone de n-h 1 côtés, tous tangents à une conique, elle est cir­
conscrite de la même manière à une infinité d'autres polygones 
de » + 1 côtés, formés avec d’autres tangentes à la même conique.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 189Par exemple, quand une courbe du 4® ordre contient tous les sommets d’un pentagone, comme un pentagone est tou­jours circonscrit à une conique, elle contient aussi tous les sommets d’une infinité d’autres pentagones, tous circonscrits à une même conique. D’où il suit, comme l’a fait remarquer M. Lüroth (Math^matische Annalen, t. I), qu'étant donnée une courbe du 4® ordre, on ne peut en général lui inscrire un pentagone dont elle cfîntienne tous les sommets.La proposition précédente peut être complétée, et nous allons démontrer qu'étant donnés deux polygones, Γun de m, 
Γun den côtés (»=<» ou < m}, circonscrits à une même conique, 

m{m-{) n [n — i) >
on peut toujours par leurs —---- --------H —— sommets faire

passer au moins une courbe de degré m — 1, qui sera circonscrite 
de la même manière à une ίηβηϋέ d’autres polygones de m côtés 
circonscrits à la conique.En effet, soient 
les équations de degrés w , n, qui définissent les côtés de ces deux polygones, et soit ψ {ρ} un polynôme quelconque de degré m—n. L’équation
(16)définira une courbe satisfaisant aux conditions indiquées, dont l’équation se ramènera à la forme (14), et contiendra m—n paramètres arbitraires. La proposition est donc démontrée.Par exemple, étant donnés deux triangles quelconques circonscrits à une conique, on peut, par leurs 6 sommets, faire passer une conique qui contiendra les sommets d’une infinité d’autres triangles circonscrits à la même conique que les deux premiers.Étant donnés un triangle et un quadrilatère circonscrits à une conique, on peut par leurs 9 sommets faire passer une infinité de courbes du S® ordre, circonscrites à une infinité d'autres quadrilatères circonscrits à la même conique, etc.
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490 SUR UNE Cf.iSSE RKMAH(jUABLE

V.IjCS théorèmes de Poncelet sont, dans toute leur généralité, une eoiiséquence directe des propositions précédentes. Car supposons qu’une conique (C) contienne les n ÷ 1 sommets d’iin polygone de n⅛ 1 côtés, circonscrit à la conique (K), et formé des droites A,A, Alors on pourra disposerdes constantes contenues dans Téouation
(17)de telle manière que la courbe représentée par cette équation ait n points nouveaux sur la conique (G); et, comme elle contient aussi les n ÷ 1 sommets du polygone situés sur la conique (C), cette courbe du degré n aura en tout 2n pi points communs avec la conique (G), et par conséquent la contiendra tout entière. Ainsi, avec des valeurs convenables des constantes a, , l’équation (17) représente une courbe for­mée de la conique (G) et d’une autre courbe (G') de degré 
n—2. Gette courbe composée (GG') contient d’ailleurs, d’après ce qui précède, les sommets d’une suite continue de polygones tous circonscrits à la conique (K). Par conséquent, la coni­que (G) sera circonscrite à chacun de ces polygones; elle contiendra sur chaque côté deux sommets de ce polygone. Les théorèmes de Poncelet se trouvent ainsi démontrés.Quant à la courbe (G'), on démontrera de la manière sui­vante qu’elle se compose de coniques (et d’une droite dans le cas des polygones d’un nombre pair de côtés).L’équation particulière de la conioue (G) étant de la forme
(18)une tangente ρ = a la coupera en deux points, déterminés par les valeurs p',p" de f>. Ges deux valeurs sont les coordonnées d’un autre sommet du polygone, et comme il y a entre ces
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. lôldeux racines une relation de même forme que l’équation (18), le nouveau sommet décrira aussi une conique.En continuant ce raisonnement de proche en proche, on verra que tous les sommets décrivent des coniques, et que la courbe (G') se décompose en coniques. La théorie des équa­tions déduirait, au reste, ce résultat très simplement du fhit que l’équation (14), dans le cas qui nous occupe, admet un facteur de la forme (18).
VI.

Avant de continuer ces recherches, je reviens sur un point de l’article précédent, qui est susceptible d’être présenté avec une plus grande simplicité. On peut démontrer d’une manière directe et élémentaire le théorème suivant ;
Étant donné un polygone formé den'r 1 droites A , A, ,... , A„, 

et inscrit dans une section conique (G), pour tout point de la 
conique, il ÿ aura entre les polynômes A , A, , ... , A„, qui, égalés 
à zéro, représentent les côtés désignés par les mêmes lettres, une 
relation de la forme

(<9)D’abord, le théorème est connu pour un triangle. On sait que l’équation de la conique (G), circonscrite à ce triangle, est de la forme
Considérons maintenant un quadrilatère A A, A, A3, et soit B une diagonale de ce quadrilatère. La Monique (C), étant cir­conscrite à la fois aux deux triangles A A, B , B A, A, sera représentée par deux équations de la forme :
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192 SUR UNE CLASSE REMARQUARI.Ëet, en ajoutant, on voit que féquation 
conviendra à tous les points de la conique (C).En passant au pentagone, à Γhexagone, etc., et en raison­nant de la même manière, on établirait pour un polygone d’un nombre quelconque de côtés, n ÷ 1, l’équation citée plus haut.
C’est la proposition que nous avions établie d’une manière moins élémentaire dans l’article précédent.

Vil.

On voit avec quelle simplicité le système de coordonnées employé met en évidence les théorèmes de Poncelet, et même des propositions plus étendues. Nous devons maintenant exposer d’autres remarques, qui nous conduiront è des théorèmes analogues, relatifs surtout aux courbes de degré supérieur.Un des caractères distirrctifs du système actuel de coordon­nées consiste en ce que les deux variables au moyen desquelles nous déterminons la position d’un point ne sont pas, en quelque sorte, séparées l’une de l’autre. On ne peut pas les distinguer, comme dans d’autres systèmes de coordonnées ; elles sont plus que symétriques, liées, conjuguées l’une à l’autre. D’après cela, l’équation
(20)où λ désigne un paramètre variable, fera connaître pour cha­que valeur de λ un certain nombre n de valeurs de p. Ces n valeurs de ρ déterminent n tangentes à la conique (K). La
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGEBRIQUES, 193courbe décrite par les points d’intersection de ces tangentes, quand on fait varier λ, aura pour équation le résultat de l’élimination de λ entre les deux équations
(21)Mais on peut retenir 1 équation (20), qui détermine aussi bien les propriétés de la courbe. On voit qu’à chaque valeur de Λ correspondra un polygone de n côtés, qui se déplacera en demeurant circonscrit à la conique, ses sommets décrivant la courbe considérée. Cherchons l’ordre de cette courbe.Supposons que l’équation (20) soit du degré w en λ, et du degré n en P. A une valeur o de f correspondront m valeurs λ,, λ,, ... , λm de λ ; à chacune de ces valeurs correspondront 
n — 4 nouvelles valeurs dep, c’est-à-dire que la droite p = a coupera la courbe en «» (n—4) points. Ce dernier nombre est donc l’ordre de la courbe correspondante à l’équation (20).Si m est égal à 4, l’équation est de la forme 
et, en éliminant λ entre les deux équations (24), on trouve
Ce sont les équations considérées en premier lieu. Nous allons examiner d’autres hypothèses.

VIII.
Si n == 2, l’équation (20)'est de la forme

(22)où A , B , C sont des fonctions de λ.A chaque valeur de λ correspondent deux valeurs de p , et un seul point par conséquent de la courbe (U), par les formules
(23)

13
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19⅞ su η UNE CLASSE REMARQUABLELa courbe (ü) est donc unicursale; mais la forme précédente d’équation offre l'avantage de conduire presque sans effort à un théorème signalé rapidement par Jacobi dans une lettre à M. Hermite, et qui se rapporte à l’introduction des fonctions ultra-elliptiques dans cette théorie.C’est un théorème bien connu d’analyse, que, si dans l’équa­tion (22), contenant une des deux variables p au second degré, et l’autre λ au degré w, on donne à p une valeur quelconque, à cette valeur de p correspondent λ» valeurs, λ,, À,, ..., À,« de λ, telles que la somme des intégrales
[où , B,, G< désignent ce que deviennent A , B , C, quand on substitue λ. à la place de λ, et où ∏ (λ) est un polynôme d’un degré inférieur à m — 1 j, étendue à toutes les raci­nes, soit constante, quelle que soit la valeur donnée à la variable p.En appliquant ce théorème à la question de géométrie que nous avons à étudier, nous voyons que,

Γon coupe la courbe unicursale (ü) d'ordre n par tes tangentes 
à une conique quelconque la somme des intégrales ultra- 
elliptiques (24), corrrsj3ondαnies aux n points d'intersection de ta 
tangente et de la courbe (U), demeure constante quand la tangente 
se déplace.Si les fonctions À , B, G sont du second degré, la courbe (G) sera une conique. La somme des deux intégrales elliptiques, correspondantes aux points où elle est rencontrée par une tangente à la conique (K), demeurera constante. C’est le point de départ de Jacobi dans son Mémoire sur les cercles. Nous ne poursuivrons pas .ce mode de démonstration.

IX.Supposon.s maintenant que l’équation <20) soit du second
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. litôdegré en λ, et d’un degré quelconque n en ρ. On pourra l’écrire sous la forme
(25)où A , B , G désignent des polynômes du degré n en p. Cette équation convient, d’après les remarques faites plus haut, à une courbe (V) de degré 2 (w — I), et l’on reconnaîtra que, dans le cas général, cette courbe a points dou­bles à l’intersection des trois courbes, d’ordre n—4 ,

[Dans ces équations A, , B,, G, désignent ce que deviennent 
A ,B , C, quand on y substitue p, à ρ .] La courbe (V) est d’ailleurs circonscrite à une suite de polygones de n côtés, dont elle contient tous les sommets, et qui sont circonscrits à la conique (K). Les côtés de ces polygones sont déterminés par les n valeurs de ρ qu’on déduit de l’équation (27) pour chaque valeur de λ. D’ailleurs, ces valeurs de ρ satisfont, d'après le théorème de Jacobi rappelé plus haut, aux n—1 équations
(26)

où l’on prend pour σ (p) successivement 1 ,p , p’, ... , p"-’. Ces dernières équations (26), si on les différentie, ne sont autres que les équations abéliennes considérées si souvent par Jacobi et par M. Liouville. D’ailleurs les valeurs de ρ, racines de l’équation
B' — AG = 0 ,déterminent 2n tangentes à la conique (K), qui sont aussi tangentes à la courbe (V), chacune en n—4 points.Nous sommes donc conduits à cette conclusion que, dans notre système de coordonnées, les équations différentielles ultra- 

elliptiques (26) sont intégrées par des courbes de Γordre 2 (n— 1 ),
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196 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE

tangentes d 2» tangentes fixes de la conique (K), ri à chacune 
en n — 1 points.Par exemple, pour λ = 2 , les équations (26) se réduisent à une seule,
(27)C’est l’équation d’Euler, relative aux fonctions elliptiques. On voit qu’elle est intégrée par toutes les coniques inscrites dans un quadrilatère circonscrit à (K). L’équation de ce quadrila­tère est
(28)Pour Λ = 3, on a la première classe des tonctions ultra- elliptiques. Les équations (26) sont au nombre de deux; les courbes intégrant les deux équations différentielles sont des courbes du 4*  ordre, à 1 point double, admettant pour tan­gentes doubles les 6 côtés fixes d’un hexagone circonscrit à la conique (K), etc.On obtient d’ailleurs sans difficulté, dans tous les cas, l’équation des courbes (V), c’est-à-dire la relation entre 
P , Pu convenant à tous les points de ces courbes. 11 suffira d’exprimer que les deux équations en λ , 
ont une racine commune, ce qui donne

Cette forme met en évidence le facteur à supprimer (f—P,)*»  qui, égalé à zéro, donne la conique de base (K). La suivante, 
conduit à un théorème intéressant.La courbe d’ordre n, définie par l’équation 
passe par les 2rP points de contact des 2a tangentes multi-
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 497pies avec la courbe (V) et avec la conique (K). Par exemple, pour n — 'i, on a la conique qui contient les 8 points de contact des coniques (K) et (V) avec leur quadrilatère circon­scrit commun.
X.

Examinons d’une manière un peu plus détaillée les courbes du 4“ ordre à 1 point double (V^), que nous venons de ren­contrer pour w = 3, et qui ont fait l’objet des recherches récentes de MM. Brioschi et Cremona.Nous voyons qu’elles sont circonscrites à une suite continue de triangles, dont les côtés sont tangents à la conique (K). Car, l’équation
(29)étant ici du 3® ordre en p, à chaque valeur de λ correspondent trois valeurs de o, et par conséquent trois tangentes à la conique (K). Ces tangentes forment un triangle dont les sommets décrivent la courbe (VJ. Mais on doit se demander si ce mode de génération donne la courbe la plus générale du 4® ordre à 1 point double, et la réponse est affirmative.Considérons d’abord une courbe générale du 4® ordre. On sait, depuis les belles recherches de Hesse, de Steiner, etc., que cette courbe peut être engendrée, et de plusieurs manières, comme enveloppe d’une suite de sections coniques, représen­tées par une équation de la forme
(30)où m est un paramètre variable, et H , D , E des polynômes du second degré par rapport aux coordonnées ordinaires. Ces coniques sont telles qu’il en passe deux par un point quelcon­que du plan. Chacune est tangente à la courbe enveloppe du 4® ordre en 4 points a,, a,, a,, , variables avec m,.Mais il est clair que toutes les coniques représentées par
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198 SUR USE CLASSE REMARQUABLEl’équation (30) font partie du réseau déterminé par trois d’entre elles, et par conséquent que les cordes de ces coniques a, a,, «J«3,enveloppent la courbe, en général du 6® ordre et de la 3® classe, qu’on appelle la cayleyenne du réseau. Ainsi toutes les tangentes à la cayleyenne coupent la courbe du 4® ordre en quatre points, qui se déterminent par groupes de deux. Cette remarque établit une correspondance digne d’étude entre une courbe de .3® classe, la cayleyenne, et la courbe du 4“ ordre.Dans le cas où la courbe du 4® ordre a un ou plusieurs points doubles, il y a toujours un système au moins de coni­ques inscrites dans la courbe et contenant toutes un seul des points doubles, que nous appellerons a. Ces coniques déter­minent un réseau, et, comme elles passent par un point fixe, la cayleyenne se réduit à une conique (R). Alors chaque conique est tangente à l’enveloppe en trois points seulement ût,, a,, «3, et les droites qui joignent ces trois points enve­loppent la conique (K). C’est le mode de génération qu’il s’agissait de retrouver.Nous pouvons d’ailleurs exprimer les coordonnées ordinaires d’un point de la courbe (VJ en fonction d’une arbitraire, de la manière suivante.Donnons-nous une des racines p~w de l’équation (29). En résolvant celte équation par rapport à λ, λ sera exprimé par une fonction de u, contenant la racine carrée d’un poly­nôme du 6*  degré en u. Mais, si l’on considère λ comme connu, l’équation du 3® ordre en p aura trois racines w , p , p,. Supprimant la racine Μ,ρρ, θtp-i-p, seront donnés en fonc­tion rationnelle de w et de λ, ou, si l’on veut, en fonction de u et d’un radical carré du 6® degré en u. Or, une fois connus c P,, p ÷ p,, on a, par les formules (3), les coordonnées ordinaires d’un point de la courbe
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 199

XLLe système de coordonnées examiné ici se prête d’une manière très simple à la résolution de toutes les questions concernant les polygones circonscrits aux coniques. En voici un nouvel exemple.Supposons qu’on se propose, étant données deux cour­bes (W), (W,), de trouver le lieu décrit par le troisième som­met d’un triangle circonscrit à la conique (K), et dont deux sommets décrivent les courbes (W), (W,).Soient 
les équations des deux courbes, et considérons le triangle circonscrit ABC dans une de ses positions. Les coordonnées des trois sommets seront, par exemple.
Alors, si le point A décrit la courbe (W), on devra avoir
De même, si B décrit (VV,),

Pour avoir le lieu décrit par le ^qifiième sommet, il faudra donc éliminer p, entre les 4≡x équations
(31)ou entre les deux suivantes,
(3Γ)Ce second système est identique au premier, si les équations sont symétriques. Dans tous les cas, la question est, on le voit, ramenée à une simple élimination.
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200 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEPar exemple, supposons que (W), (W,) soient des droites ou des coniques doublement tangentes à (K). On aura à éliminer f-, entre deux équations 
ce qui conduit évidemment à une relation de même forme entre p et p,.Nous obtenons, par suite, le théorème bien connu suivant :

Si un triangle est circonscrit à une conique (K), et que deux de 
ses sommets décrivent des droites ou des coniques doublement tan­
gentes à la proposée^ le troisième décrira aussi une conique double­
ment tangente à la proposée (K).Supposons maintenant que les deux courbes (W), (W,) soient deux coniques, inscrites dans un même quadrilatère circonscrit à (K). Nous avons trouvé l’équation de ces coni­ques (27). En intégrant cette équation, on voit qu’ici le sys­tème (31) sera de la forme

En éliminant p,, nous trouvons l’équation 
qui représente une conique inscrite dans le même quadrilatère que les trois premières. C’est le théorème de Poncelet sous sa forme la plus complète, et la méthode suivie s’étend, on le voit, à d’autres questions.Au moyen des remarques précédentes, nous pouvons aussi interpréter toute substitution faite sur l’une des variables. Soit 
1 équation d une ceurbe (V). Si l’on substitue à p, la varia­ble p,, liée à la première par l’équation 
le résultat de la substitution définit une courbe nouvelle (V'), 
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 201et il est clair que (V') est le lieu décrit par le troisième sommet d’un triangle circonscrit à (R), et dont deux sommets décri­raient les courbes (V), (U) ; ou plutôt, c’est, d’après ce qui précède, une des deux courbes dont se compose le lieu complet.On verra ainsi que toute courbe du 4® ordre à deux points doubles peut être considérée, et d’une infinité de manières, comme le lieu décrit par le troisième sommet d’un triangle circonscrit à une conique (K), dont un sommet décrit une conique quelconque, et l’autre une conique doublement tan­gente à (K). J’indique seulement ce mode de génération, dont la démonstration exige quelques développements, qui sont donnés à la fin de cette note.
XII.

Nous avons vu comment l’équation différentielle d’Euler
(32)

admet pour intégrales générales les coniques inscrites dans le quadrilatère circonscrit à (R) et défini par l’équation
(33)Si ce quadrilatère a pour deux de ses sommets opposés les points circulaires de l’infini, les coniques intégrales seront homofocales à (K).On doit à M. Chasles deux beaux théorèmes, qu’on n’a pas encore essayé de démontrer par la considération des fonctions elliptiques. L’un de ces théorèmes peut s’énoncer ainsi :Étant données deux coniques homofocales (G), (K), si de deux points a, λ' de l’une (C) on mène des tangentes à l’autre, on forme un quadrilatère, dont les autres couples de sommets opposés ft , ά', c , c' sont aussi sur des coniques homofocales 
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202 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEaux proposées. Gette importante proposition se démontre sans difficulté de la manière suivante.Soit la conique (K) et le quadrilatère défini par l'équa­tion (33). Toutes les coniques inscrites dans ce quadrilatère seront représentées par l’équation
(34)en sorte que, pour deux points (p , p,) (ρ', p'j, situés sur une conique, on aura
(38)ce qu’on peut écrire

Cette dernière équation exprime le théorème qu’il s’agissait de démontrer. Elle signifie que la conique qui passe par le point (p , p') et qui est inscrite dans le même quadrilatère que les premières, passe aussi par le point (c, , p/). Or ces deux points sont deux sommets opposés du quadrilatère formé par les quatre tangentes p , p' , p,, p', ; ce qui démontre la propo­sition indiquée.On peut aussi faire intervenir le théorème d’Abel de la manière suivante.En vertu de l’équation (35), on devra avoir l’identité 
et la symétrie de cette identité prouve immédiatement le théorème. Mais nous allon⅛ déduire de l’identité (36) la démonstration d’un autre théorème de M. Chasles.Posons
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 203L’identité (36) pourra s’écrire 
et cette identité, toute semblable à la précédente, exprime que, dans le quadrilatère 
on peut inscrire une conique passant par deux sommets oppo­sés (a, fc), (il', b') par exemple, du quadrilatère primitif 
d’où le théorème suivant :Étant données deux coniques (G), (K), si de deux points de (G) on mène des tangentes à la conique (K), elles forment un quadrilatère dans lequel on peut inscrire une conique passant par deux quelconques des sommets opposés du qua­drilatère (G) (K) .En transformant par l’homographie, on a le théorème de M. Chasles ;

Étant données deux coniques h&mofocales, si de deux points de 
l une on mène des tangentes à Γautre, on forme un quadrilatère 
circonscriptible à usa cercle.On sait que cette proposition comprend comme cas parti­culier les propriétés métriques focales.Les théorèmes 4e géométrie que nous venons de démontrer s’étendent aux courbes plus générales que nous avons exami­nées, et qui correspondent aux équations abéliennes. On pourra consulter à ce sujet l’article présenté à la Société Philomathique (séances du 25 mai et du 8 juin 1872).

XIILLe système de coordonnées précédent trouve une application intéressante dans l’étude de quelques courbes, et, en parti­culier, de celles du quatrième ordre à deux points doubles.
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204 SUR UNE CLASSE REMARQUABLESupposons qu’on ait à examiner une équation non symé­trique en P , Pj . Une telle équation pourra toujours se mettre sous la forme
(38)où f et σ sont des fonctions symétriques. Elles s’expriment donc en fonction rationnelle des coordonnées ordinaires, tandis que P —Pi est la racine carrée du premier membre de l’équation de la conique (K). En élevant au carré pour rendre l’équation rationnelle, nous aurons l’équation

(39)

ou

(40)La courbe qu’elle représente est tangente à la conique (K) en tous les points où elle la rencontre. Elle a des points doubles à l’intersection des courbes P et Q.Par exemple, si l’équation (39) est du second degré en p et en p,, mais non symétrique, elle représentera une courbe du 4® ordre ayant deux points doubles à l’intersection de la conique P==0 et de la droite Q = 0, et cette courbe du 4® ordre sera tangente en quatre points à la coni­que (K).Réciproquement, toute courbe du quatrième ordre à deux points doubles peut être représentée, et d’une inûnité de manières, par une équation de la forme (38). Car il y a une série de coniques inscrites dans la courbe, et ne passant par aucun des points doubles; soit (K) l’une quelconque de ces coniques. L’équation de la courbe du 4® ordre pourra se mettre sous la forme (40) et par suite sous la forme équiva­lente (38). Ainsi, il suffit de prendre pour conique de base de notre système une quelconque des coniques tangentes à la courbe en quatre points.Nous rencontrons ici un fait intéressant dans la théorie des courbes du 4® ordre à deux points doubles, et ce fait 
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 206se rattache aux différents modes de génération qu’on a proposés pour les décrire. On sait (en supposant que les deux points doubles soient les points à l’infini sur le cercle) qu’elles sont anallagmatiques par rapport à quatre pôles différents. Par suite, pour toute droite passant par chacun de ces pôles, 
Γéquation du ordre gui détermine les points d’intersection de la 
droite et de la courbe se résout par des extractions de racines 
carrées.C’est là un fait analytique remarquable en lui-même. Les recherches précédentes lui donnent une réelle extension; car elles démontrent que la même propriété appartient aussi aux droites tangentes à l’une quelconque des coniques inscrites dans la courbe du 4® ordre.Soit, en effet, 
l’équation de la courbe, du second degré, mais non symétrique enp,o,.Une tangente quelconque à la conique (K) sera définie par l’une des équations

En prenant successivement p = a , p, = a, on aura à résoudre deux équations du second degré, qui donneront chacune deux des quatre points d’intersection de la droite et de la courbe.Ainsi, étant donnée une courbe du 4*  ordre à deux points doubles et une conique inscrite (K), toutes les tangentes à cette conique couperont la courbe en quatre points, se déter­minant par des extractions de racines carrées. Quand la conique (K) se réduit à deux droites, ses tangentes viennent passer par le point de rencontre de ces droites, et l’on obtient le mode de génération dû à MM. Salmon et Moutard.11 suit de là que, étant donnée une droite quelconque dans le plan de la courbe, l’équation du 3® degré qui détermine les trois coniques ÎK), inscrites dans la courbe et tangentes à la droite, est la résolvante de l’équation du 4® degré, faisant 
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206 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEconnaître les points d’inlerscciion de la droite et de la courbe. (Voir l’article 41 pour des remarques analogues relatives aux cyclides.)Enfin, on peut déduire des remarques qui précèdent un mode de génération des courbes étudiées ici.Si Ton fait correspondre anharmoniquernent les cercles passant par deux points a , a' aux tangentes d’une conique (K), les intersections des cercles avec les tangentes correspondantes décrivent en général une courbe du 5® ordre. Mais, si la droite aa' est tangente à la conique (K), et, en outre, si la droite αα", considérée comme tangente, correspond au cercle de rayon infini passant par a, a', la courbe du 5® ordre se décompose dans la droite aa' et en une cyclique circonscrite à la conique (K).En terminant ce qui se rapporte aux courbes du 4® ordre, nous allons démontrer le mode de génération de ces courbes indiqué à l'article 12 de cette Note. Soit
^41)l’équation de la courbe proposée. Cetle équation n’est pas symétrique, mais on peut la déduire d'une équation symé­trique
i42)par une substitution de la forme
(43)Cette substitution analytique, d’après les remarques faites plus haut, nous montre que la courbe est décrite par le som­met libre d’un triangle circonscrit à la conique (K), dont l’un des sommets décrit une conique quelconque (42), et l’autre une conique (43), inscrite à (K). Ainsi,La courbe du 8® ordre décrite par le troisième sommet d’un triangle circonscrit à une conique (K), dont l’un des sommets décrit une conique quelconque (C), l’autre une conique (C') doublement tangente à (K), se compose de deux courbes du
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DE COURBES KT DE SURFACES ALCÏRHlQUES. 2074® ordre à deux points doubles. Réciproquement, toute courbe du 4® ordre à deux points doubles peut être engendrée comme nous venons de Γindiquer.Notons encore une conséquence de l'équation (41). Si Ton donne à p une valeur quelconque, on trouve pour p, deux valeurs, entre lesquelles il y a une relation symétrique du second degré. Donc,Étant donnée une courbe du 4® ordre a deux points doubles et une conique (K), inscrite dans la courbe, si des points où une tangente à (K) coupe la courbe on mène de nouvelles tan­gentes à la conique, ces tangentes forment un quadrilatère dont deux sommets opposés décrivent des coniques.
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⅛08 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE

Xote lit.

Sur la démoaalration directe des théorèmes de géométrie sphérique exposée 
dans la troisième partie.

Dans la Troisième Partie (art. 33 à 38), nous avons donné quelques propositions de géométrie sphérique, que nous avons déduites des théorèmes analogues déjà démontrés pour les courbes planes (art. 27 à 32). Il ne sera pas inutile de montrer comment remploi du système de coordonnées étudié dans la Note précédente peut conduire à une démonstration directe des propositions relatives à la géométrie de la sphère, données dans la Troisième Partie. Mais auparavant nous allons exposer quelques remarques relatives à la perspective plane des figures tracées sur la sphère.
I.Étant donnée une sphère (S) de centre O, projetons ses différents points sur un plan P, par des droites contenant le centre O. Alors à tout point m de la sphère correspondra un seul point M du plan. Mais ce point M aura pour homologues sur la sphère les deux points diamétralement opposés w , w', situés à l’intersection de la sphère (S) et du diamètre 0 M. On a donc un mode de représentation de la sphère sur un plan qui a été étudié surtout par M. Chasles, et, en dernier lieu, par M. Clebsch. Les points à l’infini de la sphère se pro­jettent suivant ceux d’un cercle (K), intersection du plan de perspective (P) et du cône asymptote de la sphère. Les grands cercles de la sphère se projettent suivant des droites, et les petits cercles suivant des coniques doublement tangentes au cercle (K).
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 209Les génératrices rectilignes de la sphère se projettent sui­vant les tangentes an cercle (K), et chacune de ces tangentes est la perspective de deux génératrices rectilignes de la sphère (S), qui sont diamétralement opposées et de systèmes différente.D’après cela*  si Von emploie, pour déterminer les points à la surface de la sphère, le système de coordonnées formé des deux séries de génératrices rectilignes, de telle manière que la première des coordonnées demeure constante pour tous les points d’une génératrice rectiligne de l’un des systèmes, et la seconde pour tous les points d’une génératrice de l’autre système ; à ce système de détermination des figures sphériques correspondra, dans le plan qui est la perspective de la sphère,, le système de coordonnées qui a été étudié dans la Note pré­cédente, et dans lequel on détermine un point par l’intersec­tion de deux tangentes à la conique (K). Nous allons tout d’abord examiner la liaison entre les deux systèmes de coor­données.Soit un point du plan (P), ayant pour coordonnées p , p,, dédnies dans la Note précédente. La tangente T au cercle (K), déterminée par la coordonnée p, est la perspective de deux génératrices du premier et du second système de la sphère t,Γ. De même la tangente?,, correspondante à p,, est la projection de deux génératrices rectilignes i, Donc le point M du plan intersection de T, T, est la projection de deux points m , m' de la sphère.w , intersection de t, m’..........................de f, t,.Ainsi, notre système de coordonnées symétriques p ,p,, qui détermine sans ambiguité un point du plan, ne conserverait pas cette propriété sur la sphère. Pour faire disparaître cette difllculté, nous conviendions qu’en déterminant le point M par les coordonnées p , p,, la tangente définie par la première coordonnée p sera toujours la projection d’une génératrice rectiligne du premier système de la sphère;, et au contraire, à U
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210 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEla tangente correspondante à o, on fera correspondre une génératrice rectiligne du second système. Alors à un système (f , ?)), définissant un seul point M du plan, correspondra aussi un seul point m de la sphère. Mais au système (p,, p), défi­nissant le même point M du plan, correspondra le point m' de la sphère, diamétralement opposé au point M.Étant donnés deux points A , B de la sphère, définis par les coordonnées P, P, ; p', p\ , les points associés A', B' aunont pour coordonnées ρ, ρ', ; p', p,, et les points diamétralement opposés à ces derniers, p', , p ; p,, p'.
II.Examinons maintenant les propriétés métriques relatives à ces systèmes de coordonnées. Nous allons rappeler les défi­nitions importantes déjà données d’après M. Cayley (art. Cl).Étant donnés deux points dans le plan et la conique (K), appelons distance des deux points M , M' la fonction J définie par l’équation

R étant le rapport anharmonique des points M , M' et de ceux où la droite MM' coupe la conique (K).De même, étant données deux droites, appelons angle de ces deux droites la fonction V, définie par l’équation
R' désignant le rapport anharmonique formé avec les deux droites et les deux tangentes menées de leur point de rencontre à la conique (K).Ces définitions subsistent quand on soumet la figure entière à une transformation homographique; car on sait que l’homo­graphie ne change pas les rapports anharmoniques. Si l’on soumet, au contraire, la figure à une transformation par
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DR COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 211polaires réciproques, les angles se changent en distances, les distances en angles.Ces définitions étant admises, on reconnaît sans peine que deux points w , n de la sphère se projettent suivant deux points M , N du plan, tels que l’arc mn de la sphère soit égal à la distance MN, prise par rapport au cercle (K) et telle que nous venons de la définir. De même, deux grands cercles de la sphère se projettent suivant deux droites faisant le même angle que les deux grands cercles, pourvu qu’on mesure l’angle des droites par rapport au cercle (K).Ainsi la géométrie de la sphère est identique à cette géométrie plane, dans laquelle on prend le cercle (K) pour 
conique absolue, suivant la définition de M. Cayley.Il résulte de là que, dans la suite, nous pourrons considérer à volonté soit les figures planes, soit les figures sphériques comme rapportées à notre système de coordonnées, et nous obtiendrons en même temps les propriétés métriques des figures planes dans la géométrie de M. Cayley, et celles des figures sphériques avec les notions ordinaire» d’angles et de distances. 111.Proposons-nous d’abord de déterminer la distance de deux points M , M' par rapport à une conique (K). Soit, comme dans la Note précédente.
(I)l’équation de la conique, et a , β ,y , a', β', y' les coordonnées de M et de M\ Tout point de la droite MM' aura pour coor­données a + λα', β + λ β', y-t- λ y', et, en exprimant que ce point satisfait à l’équation (4), on aura

Cette équation détermine les deux valeurs de λ correspon­dantes aux deux points d’intersection de la droite MM' et do
(2)
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2i2 SDft UNE CLASSE RBNARQCABLEb conique (K), et, d’après les principes connus, le rapport anharmonique de M , M' et de ces deux points sera égal au rapport des racines de Féquation précédente.En annebnt r ce rapport, on a 
(3)On déduira de là la valeur de r, puis la distance d des deux points, par la formule
(4.fin raisonnant de la même manière, on trouvera que l’an­gle V des deux droites définies par les équations 
est donné par la formule
(5)
où

(6)Voyons maintenant ce que deviennent ces formules dens notre système de coordonnées. Il suffit évidemment» pour avoir la distance des deux points définis par les coordonnées P , Pt. a, «i, de substituer aux coordonnées oïdinaires leurs expressions en fonction de p , p,, a , a,, ce qui se fait sans difficulté. On trouve ainsi, presque sans calcul,
(7)

(8)

(0)A la 8urfece de la sphère, d sera l’arc joignant les deux
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 213
ÿpoints; 2 sin^ la corde, c’ést-à-dire la distance rectiligne des deux points. On voit que les seconds membres de ces formules et leurs inverses sont les six rapports anharmoniques qu’on peut former avec les quantités p, p,, a, a,.Examinons maintenant un auti*©  problème, et proposons- nous, étant données deux droites, se coupant en un point (p , f J et passant Γane par le point (a , a,), l’autre par le point (β , β,), de trouver l'angle qu’elles forment entre elles. Appliquons les formules (5) et (6). Pour la première de ces droites, on a 

et pour la seconde on a des valeurs semblables ne m' ,n∖p'. En substituant ces valeurs dans la formule (6), on trouve
(10)où 
et, par suite,
On a donc
(H)Le double signe correspond aux deux sens dans lesquels on peut considérer l’angle des droites, ou celui des grands cercles de la sphère se projetant suivant les droites.Nous avons obtenu l’expression do la distance de deux points et de l’angle de deux droites dans notre système de coordonnées. Au moyen de ces expressions, convenant aussi aux figures sphériques, on démontrera sans difficulté Les pro*
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214 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEpositions de la Troifiême Partie. Nous nous contenterons d’éia- blir réquation fondamentale (69) de l’article 33.Soit un triangle sphérique ABC, dont les sommets ont pour coordonnées « , «i ; β , β, ; Z , Zi- D’après la formule (11), les angles A , B . G de ce triangle seront donnés par les formules 

d’où il suit, en multipliant membre à membre, et en appelant S l’aire du triangle ABC,
Or, soient M, M' deux points de la sphère, de coordon­nées Z,, β pour M, et , Z pour M'; et soient J , i' les arcs AM , AM', D’après les formules (7), on aura

(12)

et par suite

Les pointe B', G', associés à B , C , ont pour coordonnées β,ΖιίΖ,βι» points M , M' sont donc diamétralement opposés à B', G', et nous retrouvoîns la formule de l’arti­cle 33.Il est à remarquer qu’en' extrayant la racine quatrième des deux membres de l’équation (12), nous avons choisi une racine
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 218particulière du second. Ce choix se justifie ; il suffît de suppo­ser que le troisième sommet G du triangle vienne se placer sur l’arc AB. Les deux membres deviennent alors égaux à Funité.
IV.

On peut encore appliquer les remarques précédentes à l’in­terprétation dé certaines équations considérées soit dans le plan, soit sur la sphère.Nous avons vu, dans la Note précédente, que l’équation
(13)peut représenter, dans certains cas, des coniques inscrites dans un même quadrilatère circonscrit à la conique (K). La même équation représentera alors sur la sphère des coniques homofocales.Supposons que., dans l’équation (43), f(p) et γ (p) soient de degré 2n. Alors les coniques pianes seront circonscrites à un polygone formé de 2n tangentes à (K), et se partageront tous les sommets de ce polygone. Les coniques sphériques seront circonscrites à un polygone formé de 2» génératrices rectili­gnes. Si l’on désigne, par exemple, ces génératrices par les nombres 4,2,3,..., 2m, la première conique contiendra les sommets (4 2) , (2 3), ... ; la seconde ,(43), (2 4), (3 5) , ... ; la troisième, (4 4), (2 5),.... Or l’équation (43) peut s’écrire 
et, si l’on tient compte de la formule (44), on voit que l’équation précédent© exprime la propriété suivante.Formons les n segments dont les extrémités sont les points (a,, a\) et (à<, è\). La somme des angles sous lesquels on
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216 SUR υκe classe remarquablevoit ces segments d'un point de la courbe est égale à un multiple de x.Noue avons donc le théorème suivant :Soit une conique (C), circonscrite à une série de polygones d’un nombre pair de sommets, circonscrits à une conique (K). Soient A,,,.., An, n sommets, pris de deux en deux, de Γun de ces polygones; B,,..., B«, n sommets, choisis de la même manière, d’un autre de ces polygones. La somme des angles [par rapport à (K)] sous lesquels on voit d’un point de la courbe les segments A,B,..., A»B», est égale à un multiple de lî.On peut généraliser ce théorème en prenant tous les som­mets, et alors il s’applique aux polygones d’un nombre impair de côtés. Mais il est surtout utile sous la forme précédente.Si nous nous proposons d’appliquer cette proposition aux coniques sphériques, nous voyons tout d’abord que, si une conique sphérique est circonscrite à un polygone formé de 2» génératrices rectilignes de la sphère, n sommets au plus de ce polygone peuvent être réels. En joignant ces sommets réels aux sommets correspondants de tout autre polygone inscrit, on formera des segments qui seront vus de tout point de la conique sphérique sous des angles dont la somme sera un multiple de «. Le lieu complet des points tels que la somme de ces angles soit un multiple de x se composera de cette conique et d’autres coniques homofocales.Enfin, une application de ce même théorème peut être faite à la théorie de certaines surfaces du second degré, qu’on définit de la manière suivante.Soit une quadrique (Q), coupant le cercle de l'infini suivant une conique (C), et supposons, co qui n’a pas lieu en général, que la conique (C) soit circonscrite à une série de polygones d’un nombre pair 2»ide côtés, circonscrits au cercle de l’in­fini, que nous appellerons ici (K). Soient deux polygones inscrits à (C) et circonecrite à (K), et formons avec leurs sommets les n segments A, B,,A. ft,, définis précedem-
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os COURBBS ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. ⅛17ment. Les extrémités de ces segments sont sur la conique (C), et par chacune de ces extrémités A/,B, on peut faire passer une génératrice rectiligne de (Q), d’un système donné. Appelons ces génératrices «<, β., etc. Alors la génératrice d’un système opposé, passant par un point M de (C), rencontrera toutes les droites fixes a,, β,, et les plans passant par celte génératrice et par les droites ‰, β< auront pour traces sur le plan de l’infini les droites MA,, MB,. Donc l’angle des plans (M , a,), (M , β,) est le mênie que celui des droites MA,, MB,, mesuré par rapport au cercle de l’infini. En appliquant donc le théorème déjà donné, nous avons la proposition suivante :
QwJTid une quadrique est circonscrite à un polygone de 

sommets circonscrit au cercle de Γinfini, on peut, et d'une infinité 
de manières, choisir sur cette quadrique deux groupes de n géné­
ratrices d'un même système, tels que les plans passant par un point 
de la surface et les génératrices du premier groupe forment avec 
les plans passant par le même point et les génératrices du second 
groupe des angles dont la somme soit égale à un multiple de n.Par exemple, les hyperboloïdes étudiés par M. Chasles 
(Journal de Liouυille, Γ® série, t. I, p. 324), lieux des points tels que le rapport de leurs distances à deux droites fixes soit constant, sont circonscrits à une série de quadrilatères circon­scrits eux-mêmes au cercle de l’infini. Ils ont un axe de symétrie perpendiculaire aux deux droites fixes, et, si l’on prend deux de leurs génératrices quelconques d’un même système, l’angle sous lequel on verra ces droites d’un point variable de la surface est égal à celui sous lequel on voit leurs symétriques par rapport à l’axe de symétrie, qui est perpendi­culaire aux deux droites fixes.
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318 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE

Note IV.

Sur quelques surf&oes remarquablee du second degré et sur les cyclides 
correspondantes.

I.Les résultats obtenus dans la Troisième Partie sont fondés sur une propriété importante de la fonction qui exprime le carré de la distance de deux points, en géométrie plane. Cette fonction, quand les deux points sont dans un plan, se décompose en un produit de deux facteurs linéaires. Une telle décomposition ne peut plus se faire quand les deux points que l’on considère sont situés d’une manière quelconque dans l’espace. Mais nous allons voir qu’elle subsiste quand on considère les distances des points de l’espace à des droites.Soient, en effet,
(<)les équations d’une ligne droite. En appliquant les méthodes de la géométrie aftalytiqu∣e, on trouvera la formule suivante, qui donne la distance i d’un point (a;, y , 2) à la droite.

Cela posé, supposons qu’on ait choisi, pour déterminer la droite, les deux plans qu’on peut menei par. la droite uangen- tiellement au cercle de l’infini. Ces plans sont distmcts^ tant
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 219que ta droite ne rencontre pas le cercle de l’infini. Supposons que ce soient les plans (P), (P'). On aura alors
(3) A*  + B*÷ G’= A'*  + B'*  + C'*  = 0 ,et la formule (2) deviendra
(4)On voit que le carré de la distance d’un point à une droite fixe se décompose en deux facteurs linéaires par rapport aux coordonnées du point. Ces facteurs sont évidemment imagi­naires.Réciproquement, étant donnés deux plans quelconques · (P), (P'), tangents au cercle de l’infini, le produit PP' des premiers membres de leurs équations représente, d’après la formule (4), une quantité proportionnelle au carré de la distance à leur droite d’intersection.Soient J , deux droites définies, l’une par les plans P , P', l’autre par les plans Q , 0', ces quatre plans étant tangents au cercle de l’infini. Les plans P,0;P',Q' déterminent deux droites qui forment un couple associé au premier. Demême, les combinaisons P , Q' ; Q , P', déterminent deux nou­velles droites formant un nouveau couple. Ces sixdroites forment les trois couples d’arêtes opposées d’un tétraèdre circonscrit au cercle de l’infini, et ces droites asso­ciées donnent lieu à plusieurs propriétés.Par exemple, on a, en désignant par la distance d’un point de l’espace à la droite correspondante, 
k, A, étant des constantes que la formule (4) apprend à déterminer.Donc
(S)et nous sommes conduits au théorème suivant :Étant données deux droites quel∞nques de l’espace, si par
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SUR UNE CLASSE REMARQUABLEces droites on mène les plans tangents au cercle de l’infini, on forme un tétraèdre tel que les produits des distances d’un point aux trois couples d’arêtes opposés conservent des rapports constants quand le point se déplace dans l’espace.Étudions ces plans tangents au cercle de l’infini. Voici comment on peut former leur équation la plus générale. Soient (P), (P') deux plans rectangulaires quelconques, et désignons par p , p' les distances d’un point de l’espace à ces plans. On aura des équations de la forme
oùet de même,
D’ailleurs

Cela posé, l’équation d’un plan (P) tangent au cercle de l’infini est(6)où > est une constante réelle. Celle du plan conjugué P' estσ)Appelons maintenant J la distance du point {x ,y à la droite (p ^p’} ou (P, P'), et ω l’angle que fait avec le plan (p) le plan passant par ce point et par la droite. On a
et par suite(8) d’où(9)formules dont la première seule n’avait pas été établie plue haut.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 221Si, pour un second point {x^, yi, Xt) les fonctions P , P*  prennent les valeurs P,, P',, et ί , ω les valeurs ω,, on a 
et par suite,
(10)ω__ __ est l’angle sous lequel se coupent les deux plans pas­sant par la droite (P , P') et par les deux points considérés, t’équation précédente exprime un théorème connu.Associons à la droite (P . P') une seconde droite (Q , 0'), définie de la même manière. On aura ici 
et par suite

Les droites (P , 0) » (PS Q') forment un couple associé aux deux premières. Nous avons dans le second membre, à un facteur constant près, le rapport des carrés des distances du point (æ , y , x).à ces droites.Donc si l’on a deux droites d, i', et un couple de droites associées , i’, le rapport des distances d’un point quelconque de l’espace aux deux droites i, æ est une fonction **'*  de la quantité ω.4- ω'. Ces angles ω, ω' sont ceux que font les plans passant par le point variable et les droites d", respectivement avec des plans fixes passant par ces deux droites.Si ⅛ et i' deviennent imaginaires conjuguées, un des couples associés sera formé de droites réelles, et l’on pourra remplacer le rapport des distances à deux droites imaginaires par une fonction imaginaire des éléments géométriques réels ω , ω'.D’après cela, étant donnée une surface telle que le produit des distances d’un de ses points à n droites d,,..., soit
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222 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEproportionnel au produit des distances du même point à n autres droites J', ,... ,on pourra dire qu’analytiquement cette définition revient à la suivante :On a 2n droites e, , e, , ... , si» (associées aux couples 
f d'i). Pour chacune, on mesure l’angle que fait le plan déterminé par elle et par un point quelconque M de la surface avec un plan fixe parallèle à la droite. La somme de ces angles, comptés dans un sens déterminé, est constante.Mais, comme les droites servant à l’une au moins des deux définitions sont imaginaires, le lien établi n’a qu’une valeur purement analytique, et il peut simplement servir à faire reconnaître l’analogie de deux lieux géométriques dont les définitions pourraient paraître très différentes au premier abord.La remarque précédente aurait cependant une plus grande importance si la surface définie par l’équation

conservait la même définition avec une infinité d’autres sys­tème des 2w droites. Lorsque ces droites deviendraient ima­ginaires conjuguées, il faudrait leur substituer les droites associées réelles e,, et adopter la seconde définition. Nous sommes donc conduits à nous proposer la question suivante, analogue à celle que nous avons résolue pour le plan (art. 27) :Une surface peut-elle être représentée, et d’une infinité de manières, par une équation de la forme
Soitchaque plan 

devra couper la surface suivant 2n droites.Si une infinité d’équations de la forme précédente convien­nent à la surface, celle-ci sera donc réglée, et même, à ce
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 223qu’il semble, admettra un double système de génératrices rectilignes. Ce fait ne peut se présenter que si le lieu se décompose en surfaces du second degré. Nous allons voir que cette hypothèse peut se réaliser.
II.Soit une quadrique (Q), et une conique (C) située d’une manière quelconque. Supposons qu’il existe une série de poly­gones plans d’un nombre pair 2w de côtés, circonscrits à (C) et inscrits ‘ à (Q), et considérons l’un quelconque de ces polygones.Soient p, ,p,, ... ,p,;p\ , p',, ... ,p\ les deux groupes for­més en prenant de deux en deux les côtés de ce polygone. L’équation de la section de (0) par le plan de (C) pourra être, comme on sait, représentée par une équation de la ibrme

ou p. ,p < designent les distances aux côtés correspondants du polygone. L’équation précédente convient en même temps à d’autres coniques, qu’on peut définir de la manière suivante : Supposons que la section de (Q) contienne les sommets
Les sommets 
seront sur une autre conique, les sommets 
sur une troisième conique, et ainsi de suite. La dernière de ces coniques se réduit à une droite, si n est impair.Toutes ces coniques sont inscrites dans un même quadri­latère, circonscrit à (Q) et à (Q), et par chacune d’elles on peut faire passer une quadrique inscrite dans la développable ί7Ο5Ί·
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224 SDR UNE CLASSE REMARQUABLESoient (Q'), (Q*) ,les quadriques ainsi définies; la der­nière sera un plan, si n est impair.Cela posé, menons par chacun des côtés /j<, p\ des plans tangents à la quadrique (Q), se coupant conséoutiveineDt suivant des génératrices rectilignes de (Q) passant aux points 
P,P'ι ,P'.P. »····Soient P,, P\ les plans ainsi obtenus. L’équation
(12)représente une surface ayant avec la quadrique ÿn droites communes, celles qui passent par les 2» sommets. De plus, on peut disposer de λ. de telle manière que, si Von coupe par le plan de (G), l’équation (12) se réduise à l’équation (11), et par conséquent le lieu représenté par cette équation aura, avec la quadrique (Q), 2n droites et une conique communes. Il devra donc contenir la quadrique (Q). Pour la môme raison, il contiendra les quadriques (Q'), (Q"),..., inscrites dans la développable j (C) (Q) et déjà définies.Nous avons donc le théorème suivant, équivalent à celui de l’article 38 :

Le lieu représenté par Péguation

(13)

peut se décomposer en quadriques, toutes inscrites dans une même 
développable, et alors P ensemble de ces quadriques peut, (Tune 
infinité de manières, être représenté par une équation de la forme 
précédente. Tous les plans P<, P\ demeurent tangents à toutes les 
quadriques.Si n est impair, l’une de ces quadriques se réduit à un plan.Nous allons faire deux applications intéressantes de ce théorème. __________V Supposons que dans la développable | (C) (Q) ] on puisse inscrire une sphère; les plans P, ,P\ , dans toutes les équa­tions de la forme précédente, demeureront tangents à la sphère. L’anallagmatique dérivée du lieu représenté par 
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DF COURBES ET DE SURFACES ^LCÉBRIQUES. 22ħ>l’équation (13) aura donc, d’après les résultats de l’article 44, une infinité d’équations de la forme
D'ailleurs, elle se décompose en cyclides homofocales, corres­pondantes aux différentes quadriques faisant partie du lieu représenté par l’équation (13). Nous avons donc la proposition suivante, déjà énoncée, pour le cas particulier de quatre pôles, par M. Moutard ;

Uéquation
(14)

peut convenir à toux les points d’une cyclide. îl suffit qu’on puisse 
inscrire dans la focale un polygone formé de 2 m génératrices de la 
déférente, et alors l’équation (14) représentera, en même temps que 
ta cyclide, d’autres cyclides homofocales.L’une de ces cyclides se réduit à l’une des sphères princi­pales, si n est impair.2° Supposons qu’on puisse circonscrire au cercle de l’infini un polygone de 4w côtés, inscrit dans iQ) · Alors l’équation de la quadrique (0) pourra s’écrire
(15)et P., P\ sont des plans tangents au cercle de l'infini. Cette équation exprime donc qu’il y a un rapport constant entre les produits des distances d’un point de la surface à deux séries de n droites.
d’une part, et les droites 
pour le second groupe. Donc,

Si une quadrique est circonscrite à un polygone de 4 n somm-ets 
circonscrit au cercle ∣e l’infini, on peut choisir, et d’une infinité de 
manières, deux séries de n droites, telles que, pour tout point de la 
quadrique, il y ait un rapport constant entre les produits des is
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226 SCR UNE CLASSE REMARQUABLE

distances aux deux séries de droites. Le lieu complet des points 
jouissant de cette propriété se compose de plusieurs quadriques 
homofocales.C’est la généralisation des théorèmes de M. Chasles sur l’hyperboloïde, lieu des points dont les distances à deux droites ont un rapport constant. Cet hyperboloïde est la plus simple des surfaces considérées ici, et les théorèmes généraux de cette Note et de la précédente conduiraient à plusieurs propriétés nouvelles de cette surface. Mais nous terminerons ici, sans insister davantage, notre étude des diverses formes et des applications des théorèmes relatifs aux polygones inscrits et circonscrits.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 227

!⅜β<c Y.

Sur les lignes gëodésiques et les lignes de courbure dans la géométrie 
de M. Cayley.

f.Dans les articles 61 et 62 du texte et dans la Note llï, nous avons essayé de donner une idée des rapports que M. Cayley a établis entre la géométrie des relations métriques et celle du rapport anharmonique. Les théories de l’illustre géomètre anglais ont été résumées dans l’ouvrage de M. Fiedler sur 
les formes binaires. Dans ces derniers temps, elles ont été développées dans un Mémoire important de M. Klein {Mathetnor 
tische Annalen,t. IV).Une fois définies les notions d’angles et de distances, les autres définitions de la géométrie métrique ordinaire subsis­tent, et peuvent être introduites sans aucune difficulté. C’est ainsi que, dans l’article 62, nous avons généralisé les notions de focales et de lignes de courbure. Nous allons nous occuper maintenant des lignes géodésiques.Étant donnée une figure dans l’espace, prenons pour surface 
absolue la sphère représentée par l’éauation
(1)Alors la distance de deux points déterminés par les coordon­nées {x , y ,2}, {x', y',z') sera donnée par la formule
(2)
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228 SUR CNE CLASSE HEMAHOL'ABLLtout à fait analogue à la formule (3) <le la λote |ll. On aura aussi
Pour deux points intérieurs «à la sphère, le second membre de cette équation est négatif; la distance o de deux points sera donc une quantité imaginaire de la forme A i.Si le point {x', y', 2') est voisin du point (a?, ÿ , 2), on fera

et la formule i3}. en y remplaçant sin’o par 3’ ou dσ∖ donnera
(4)Telle est l’expression de la distance dσ de deux points infi- ninient voisins.Nous allons maintenant chercher les lignes géodésiques d'une surface définie par l’équation
(5)Je dis que ces lignes géodésiques sont caractérisées par cette propriété, que leur plan osculateur est normal au plan tangent (c’est-à-dire passe par le pôle de ce plani. On voit que cette proposition est la généralisation de lu propriété fondamentale des lignes géodésiques ordinaires.A cet effet, prenons, pour plus de symétrie, une variable indépendante quelconque i, et soient x',y',z' les dérivées de X , y , 2 par rapport à i.Nous, avons
(6)

(7)et l’intégrale à rendre minimum est
(8)
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 229les variables x ,y , z étant liées par l'équation de la surface. D’après les principes du calcul des variations, les équations différentielles de la ligue géodésique sont
(«)et les deux équations analogues en y et z.Il reste à vérifier que le plan osculateur de la ligne définie par ces équations est conjugué du plan tangent par rapport à la sphère. Or, pour que deux plans ayant pour équations
soient conjugués ou normaux (par rapport à la sphère), il faut (jue l’on ait

Appliquons cette relation au plan osculateur et au plan tan­gent; il faudra qu’en appelant a:*',  y'', z'" les dérivées secondes de X , y , Z, on ait
(10.)

Or les formules (9), développées, nous donnent dçs expres­sions de la forme
(II)

et l’éipiation à vérifier prend alors la forme
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SUR UNE CLASSE REMARQUABLEου, en substituant les valeurs de
(12;et l’on reconnaîtra, en substituant les valeurs de A , B , C, que cette dernière équation se vérifie identiquement.Notre théorème est donc démontré ; Les lignes géodésiques 
ont leur plan osculateur normal au plan tangent.Il résulte de ce théorème que la ligne la plus courte entre deux points de l’espace est, dans la géométrie de M. Cayley, la ligne droite qui joint ces deux points. Car la ligne la plus courte réunissant deux points de l’espace sera géodésique sur toutes les surfaces qui la contiendront, et par conséquent devra avoir son plan osculateur indéterminé. Ainsi,

Dans la géométrie de M. Cayley. les lignes droites sont les lignes 
les plus courtes entre deux points.On suppose toutefois qu’en allant d’un point à l’autre on ne rencontre pas la sphère; car alors il y aurait discontinuité, la distance devenant infinie. Ainsi, les deux points doivent être à l’intérieur ou à l’extérieur de la sphère.il suit du théorème précédent qu’on saura déterminer les lignes géodésiques sur toute surface du second degré (Q). Car soit (S) la sphère absolue; la surface développable ayant son arête de rebroussement sur (Q) et tangente à une qua- drique quelconque (Q') inscrite dans la développable | (S) (Q) j aura précisément pour arête de rebroussement une ligne géodésique de (Q). Il y a, entre ces lignes et les lignes ordinaires, une relation qui est bien exprimée par le théorème suivant :

Cne ligne géodésique ordinaire d’une quadrique (Q) est aussi 
ligne géodésique en prenant pour absolu toute quadrique homofo- 
cale à (Q).De nouvelles conséquences peuvent être déduites, si l’on emploie la méthode de transformation définie à l’article 44 du texte. Nous avons vu que cette transformation conserve les 
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DR COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 234angles, les focales, les lignes de courbure (art. 62). Si Ton se sert des formules 14 de l’article 44, et que Ton appelle X , Y , Z les coordonnées du point correspondant au point {x , y , z), on trouvera
(13)Ainsi, l’arc dσ défini précédemment se ramène, dans la figure anallagmatique correspondante, en négligeant un facteur constant, et en posant
à

Donc, du théorème relatif aux lignes les plus courtes indiqué plus haut, et des notions acquises (art. 44 et 62) sur la trans­formation considérée, nous concluons les propositions sui­vantes :Les lignes rendant minimum entre deux points de l’espace l’intégrale
(14)sont des cercles orthogonaux à la sphère définie par l’équation
(lî>)Les lignes tracées sur une surface et rendant minimum la même intégrale sont celles pour lesquelles il y a une sphère passant par trois points -consécutifs, normale à la surface et à la sphère fixe (15).On peut déterminer ces lignes pour les cyclides. Elles correspondent aux lignes géodésiques de la surface du second degré homologue de la cyclide. Leur propriété géométrique est la suivante : La sphère passant par trois points consécutifs et normale à la surface est tangente à une cyclide homofocale à la proposée.
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232 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE

II.Les lignes de courbure dans la géométrie de M. Cayley peuvent être définies (art. 65) de la manière suivante. Ce sont les courbes telles que les normales à la surface en tous leurs points forment une surface développable. On sait que les normales sont les droites joignant le point de contact du plan tangent au pôle de ce plan. Mais ici le principe de dualité exige que nous introduisions une autre droite, que nous appellerons seconde normale^ et qui sera l’intersection du plan tangent avec le plan polaire du point de contact. La première et la seconde normale sont des droites polaires Γune de l’autre. Quand on prend la polaire réciproque de la surface par rapport à la sphère, la première normale se transforme en la seconde, et réciproquement.Puisque l’on a introduit une seconde normale, on peut se demander quel sera le lieu des points de la surface pour lesquels les secondes normales forment une surface déve- · loppable. On aurait ainsi des lignes de seconde courbure, mais ces lignes coïncident avec les lignes déjà définies; car, si les premières normales forment une surface développable, il en est de même des secondes normales, qui sont leurs droites polaires, et réciproquement.Ainsi, sur toute surface, il y a un double système de lignes dont les tangentes sont conjuguées dans l’indicatrice et dans la sphère, et qui sont telles que, pour chacune de ces lignes, soit les premières, soit les secondes normales forment une surface développable.Il suit de cette réciprocité entre les deux séries de normales, et de la remarque, faite plus haut, que ces normales se chan­gent l’une dans l’autre, que, si l’on remplace une surface (F) par sa polaire réciproque (F,), prise par rapport à la sphère absolue, les lignes de courbure se correspondent. Ainsi,
Une transformation par la méthode des polaires réciproques
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 233

(la surface directrice étant la sphère absolue) conserve les lignes de 
courbure.Si maintenant on prend les deux surfaces (F), (F,) pour déférentes de deux anallagmatiques (Σ), (Σ,), nous voyons qu’il y aura correspondance entre ces deux surfaces, de telle manière qu’à une ligne de courbure (ordinaire) de l’une corresponde une ligne de courbure (ordinaire) do Γaυtre. Nous avons donc une transformation de surfaces avec conser­vation des lignes de courbure. Voici comment on peut définir cette transformation.Si d’un point ni de (F), comme centre, on décrit une sphère orthogonale à la sphère directrice (S), et la coupant suivant un cercle situé dans le plan (P), ce plan (P) sera le plan polaire de m et touchera en w, la polaire récipiOque (F,) de (F). D’ailleurs, en considérant (F,) comme déférente, au plan (P; correspondent deux points de Γanallagmatique (Σ,), qui seront les sphères de rayon nul passant par l’intersection de (S) et de (P). En réunissant tous ces résultats, nous avons la piopo.sition suivante .

Etant donnée une surface (Σ), on lui m⅜e des sphères tangentes, 
orthogonales à une sphère fixe (S). he lieu des sphères de rayon 
nul, passant par 1‘intersection de ces sphères tangentes et de (S), 
est une surface (∑j, dont les lignes de courbure sont les trans­
formées des lignes de courbure de (1). La relation entre (Σ) et (Σ,) 
est réciproque. Elles admettent pour surfaces déférentes deux 
surfaces polaires réciproques Γune de Lautre par rapport à (S).Il est à remarquer que (Σ) n’est pas nécessairement anallag- matique par rapport à (S).La transformation précédente équivaut, quand la sphère (S) est réelle et qu’on la change par une inversion en un plan, à une transformation déjà donnée par M. 0. Bonnet (*),  et qu’on peut définir ainsi ;

{’) 0. Bonnet ; Note sur un genre particulier Je surfaces réciproques. 
Comples rendus, l. XLII, p. 485-487.
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234 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEOn mène à une surface les sphères tangentes ayant leurs centres dans un plan donné (P). Le lieu des sphères de rayon nul passant par Γintersection de ces sphères et du pian (P) est la surface correspondante à la première.Cette dernière transformation fait correspondre à au point réel de l’une des surfaces un point imaginaire ce l’autre. La transformation sphérique n’a pas nécessairement cet incon­vénient ; il suffit que le rayon R de la sphère soit de la forme K/~1 pour qu’à un point réel de l’une des surfaces corres­ponde un point réel de l’autre. Dans la Note IX nous généra­liserons d’ailleurs ce mode de transformation.Nous indiquons ici l’ensemble des théorèmes sur les lignes de courbure que nous avons démontrés ou qui résultent immédiatement des remarques précédentes.Les lignes de courbure forment deux systèmes de lignes orthogonales, et conjuguées par rapport à l’indicatrice de chaque point.Les normales en tous les points d’une ligne de courbure forment une développable, dont l’arête de rebroussement est ligne géodésique de la surface des centres de courbure.Si l’on a un système triple orthogonal, deux surfaces de système différent se coupent suivant une ligne de courbure commune.Si deux surfaces se coupent sous un angle constant, leur ligne d’intersection ne peut être ligne de courbure d’une surface sans l’être en même temps de l’autre.Dans une étude plus complète de la géométrie cayleyenne, il faudrait considérer, en même temps que les lignes géodé- siques, leurs polaires réciproques, qn’on peut définir ainsi ;Étant donnés deux plans tangents à une surface, en suivant l'une de ces lignes, qui va d’un point de contact à l’autre, le plan tangent effectue la moindre rotation possible. Dans la géométrie ordinaire, ces lignes, qu’on pourrait appeler de 
moindre rotation, sont celles pour lesquelles la normale à la surface demeure parallèle à un plan fixe. Dans la géométrie
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 235cayleyenne, leur détermination exige l’intégration d’une équa­tion du second ordre. Je me contenterai de donner le théorème suivant :Étant données deux quadriques (Q), (Q'), toute ligne tracée sur (0) et dont les tangentes sont aussi tangentes à (Q'), est géodésique par rapport à toute quadrique inscrite dans la développable ! (Q) (Q') , et ligne de moindre rotation par rapport à toute quadrique passant par l’intersection de (0) et de (0').Nous avons vu que, étant donnée une cyclide, on sait en trouver les lignes de courbure, qui sont algébriques, et les lignes de longueur nulle, qui sont transcendantes. Plus généralement, étant donnée une surface du 4® ordre à conique double (B), on saura résoudre les deux mêmes problèmes, trouver les lignes de courbure et les lignes de longueur nulle, en prenant pour absolu une quelconque des quadriques (S) qui lui sont inscrites. Car supposons que (S) soit une sphère, ce qu’on peut toujours réaliser par une transformation homo- graphique, et considérons (B) comme déférente, (S) comme sphère directrice. L’anallagmatique correspondante se com­posera de deux cyclides, et les lignes de courbure et de longueur nulle de (B) par rapport à (S) correspondront point par point aux lignes de meme définition de l’une des deux cyclides. Ces deux cyclides sont transformées par rayons vecteurs réciproques l'une de l’autre.
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236 SL» UΛE CLASSE REMARQUABLE

ΓWo<e lï.

Sur la transformation par rayons vecteurs réciproques et la théorie des 
potes secondaires des cyclides.Dans ses études sur la théorie des cyclides, M. Moutard a considéré, en même temps que les points nommés par lui 

pôles principaux et qui sont les centres des cinq sphères directrices, d’autres points qu’il a appelés pôles secondaires, et qui possèdent la propriété suivante. Si l’on transforme la cyclide par rayons vecteurs réciproques, le pôle de transfor­mation étant en un de ces points, et le module étant conve­nablement choisi, on obtient une surface symétrique de la première par rapport à un plan.Si nous n’avons pas donné place à cette théorie des pôles secondaires dans notre travail, c’est qu’elle nous paraît exprimer des propriétés, non de.? cyclides, mais de la méthode de transformation par rayons vecteurs réciproques. C’est ce que nous allons montrer.Les auteurs qui ont écrit sur la transformation par rayons vecteurs réciproques ont dû sentir le besoin d’un nom plus court pour désigner cette transformation. Nous l'appellerons, à l'exemple des géomètres anglais, incersion.Lue inversion est définie par la sphère, lieu des points <∣ιιi se correspondent à eux-mêmes. Le centre de cette sphère sera 
pôle; le rayon, \e module de l’inversion. Voici comment on peut définir, étant donnée la sphère d’inversion (S), les couples de points correspondants A , A'.Si l’on considère l’un de ces points, A par exemple, comme le centre d’une sphère de rayon nul (A), par l’intersection de (A) et de (S) passera une deuxième sphère de rayon nul (A'), dont le centre sera le point A'.
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I>K COURUES ET h£ SbREACES Al.CÉBRIOl’ES. 237Aiiisi, deux points coi respondants sont les centres des deux sphères de rayon nul passant par un même cercle de la sphère d’inversion. Ce cercle est imaginaire quand les points sont réels.Quand le point A décrit une surface (Σ), le point A' décrit une surface (Σ'). Le système (Σ , Σ') est anallagrnatique par rapport à la sphère d’inversion, et la déférente est l’enveloppe des plans perpendiculaires sur le milieu de A A'.Si la sphère d’inversion se réduit à un plan (P), alors à un point A correspond le point symétrique A' par rapport à (P). Les points A , A' sont, comme dans le cas général, les centres de deux sphères de rayon nul passant par un même cercle du plan d’inversion.Nous avons donc deux espèces principales d’inversions ; 
['inversion ρlaτιe, qui transforme une figure en sa symétrique par rapport au plan d’inversion, et ['inversion sphérique.Il suit, de la définition que nous venons de donner, que, si deux figures (F),(F') sont les inverses l'une de l’autre par rapport à la sphère d’inversion (S), on peut soumettre le système à une inversion. Les figures (F), (F') se transforme­ront en (F,) ,(F',), la sphère (S) en (S,), et les deux figures (F,), (F',) seront inverses ou réciproques par rapport à (S,). Si la sphère (S) se transformai en un plan, les deux figures (F.), (F',) seraient symétriques par rapport à ce plan.Nous allons nous servir de ces remarques pour résoudre la question suivante :

Une figure étant soumise successivement à deux inversions I, I', trouver tous les couples d'inversion produisant le même 
effet que les deux précédentes.Nous commencerons par supposer que les deux inversions 1,1' soient planes, et définies par les plans P, P'. Alors, si une figure (F) est soumise à ces transformations, il faudra prendre sa symétrique par rapport au plan P, puis la .symé­trique de la figure obtenue par rapport au plan P'. Ces deux * 
opérations équivalent à une rotation autour de la droite PP', 
rotation d'un angle double de celui des plans P . P'.

www.rcin.org.pl



238 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEAinsi, une rotation est l’équivalent de deux inversion» planes, et par conséquent tout déplacement d’une figure dans l’espace équivaut à quatre inversions planes.Nous voyons que l’effet de nos deux inversions !, Γ ne sera pas changé si aux deux plans P , P' on substitue deux autres plans Q , Q', se coupant suivant la même droite que les premiers, et faisant le même angle dans le même sens.Si les deux inversions 1 , Γ sont sphériques, en les soumettant à une même inve>'8ion convenablement choisie, on peut les transformer en inversions planes, et, en leur appli­quant la proposition précédente, on est conduit au théorème suivant ;
Étant données deux inversions définies par les sphères (S), (S'), 

on peut toujours les remplacer par deux nouvelles inversions. Les 
deux sphères (S.) , (S',), gui définissent ces inversions, passent 
par Γintersection des deux premières, et font le même angle, compté 
dans le même sens, gue les deux premières.Les nouvelles inversions ainsi définies sont évidemment les seules qui puissent remplacer les premières.Parmi ces couples d’inversions, définies par les sphères (S,),(S',), il en est deux qui sont particulièrement remar­quables :La sphère (SJ peut se réduire au plan radical de (S), (SJ. Alors la première des deux inversions sera plane. DoncDeux inversions quelconques opérées sur une figure (F) équivalent à une inversion sur la figure symétrique de (F) par rapport à un plan convenablement choisi.2® La sphère (S\) peut se réduire au plan radical de (S) et (SJ. Alors la seconde des inversions sera plane. DoncDeux inversions quelconques, transformant une figure (F) en (F,), peuvent toujours être remplacées par une inversion sphérique qui transforme (F) en la figure (F'J symétrique de (F,) par rapport à un plan, et par l’inversion plane qui transforme (FJ) en (FJ.Ce dernier résultat a été indiqué par M. Mannheim {Journal 
de Liouville, t. XV, 2® série).
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIOUFS. 239Kovenoιt8 aux couples d’inversions sphériques qui peuvent remplacer les deux premières (S), (S'}. Leurs pôles décrivent une droite fixe, la ligne des centres de (S) et de (S'); ils y déterminent deux divisions bomographiques, dont les points doubles sont les points limites, centres des sphères de rayon nul passant par l’intersection de (S) et de (S'), et dont deux points correspondants sont les centres de (S) et de (S'). Il n’y aura donc aucune difficulté dans la construction de tous ces couples d’inversion.Examinons maintenant ce que devient une figure après un nombre quelconque d’inversions 1, , I, ,... , I„.Appelons P les inversions planes et S les inversions sphé­riques. Les inversions l,, I, peuvent se remplacer par une inversion plane P,, suivie d’une inversion sphérique S,, ce uu’on neut exprimer par la formule
On aura de même
Donc
(1)On démontrerait de même que
(2)En d’autres termes, une série d’inversions planes et sphéri­ques peut toujours être remplacée soit par une suite d’inver­sions planes et une inversion sphérique, soit par une inversion sphérique suivie de plusieurs inversions planes.J’ajoute qu’on peut toujours supposer que le nombre des inversions planes soit pair. En effet, s’il est impair, consi­dérons par exemple la suite 
au lieu de S„, définie par la sphère (S∏), de centre 0 et de 

www.rcin.org.pl



24C SLK UNE CLASSE RKSfAltQL'ABLErayon H, ρι*enons  i’inversion définie par la sphère (S'„) de centre O, mais de rayon H l×—1. inversions S,,S'„, opérées sur une même figure, donnent deux figures symétri­ques par rapport au centre O. Or, on déduit une de ces figures de sa symétrique par trois inversions planes, définies par trois plans rectangulaires 0,0', se coupant en 0. On aura donc
(3)et comme on ajoute trois inversions planes à un nombre impair de ces inversions, le nombre total sera pair.Or, deux inversions planes équivalent à une rotation, un nombre pair d’inversions équivaut à un déplacement. Donc

Un nombre quelconque d'inversions peut toujours être remplacé 
soit par un déplacement et une seule inversion, soit par une inversion 
suivie d’un déplacement.Deux inversions ne sont pas, en général, échangeables; pour qu’elles possèdent cette propriété, il faut et il suffît que leurs sphères soient orthogonales.Soient deux sphères orthogonales (S), (S') définissant les deux inversions. Leur pian radical (P) et la sphèiO (S,), décrite sur leur cercle d’intersection comme grand cercle, se coupent à angle droit. (P) et (S,) définissent donc deux inversions pouvant remplacer les deux premières.En particulier, si une figure est anallagmatique par rapport aux deux premières inversions, on voit que l’inversion définie par la sphère (S,) la changera eu une surface qui sera la symétrique de la première par rapport au plan radical des sphères (S), (S*) .Cette proposition entraîne évidemment les propriétés des 
pèles secondaires. J’ajoute que, si, au lieu de l’inversion définie par (S,), on prend celle qui est définie par la sphère concen­trique et orthogonale, elle donnera une surface symétrique de la première par rapport à la ligne des centres des deux sphères primitives (S), (S’).Une cyclide qui a cinq pôles principaux a évidemment des
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DE counιtκs κτ iiE surfaces algébriques. ⅛41pôles secondaires, qui sont les pieds des hauteurs des cinq tétraèdres qu’on peut former avec quatre des cinq points.IjGS cinq inversions définies par cinq sphères deux à deux orthogonales se détruisent ; leur effet est nul sur une figure quelconque.Supposons, en effet, que trois des cinq sphères se réduisent à des plans rectangulaires Q,, Q,, Q,. Les deux autres S, , S', auront pour centres le point de rencontre de ces plans, et les carrés de leurs rayons seront égaux et de signes contraires. Or, d’après la formule (.3), on a 
ou
On passera de ce cas particulier au cas général par une inver­sion quelconque effectuée sur l’ensemble de la figure (Ί­

Ο On pourrait, en suivant les .'nëtliotle.s indiquées ici, étendre aux inver­
sions les propositions relatives à lu syniétrio. Par exemple, si deux inversions 
effectuées sur une ligure algébrique la laissent invariable, les sphères 
définissant ces deux inversions font un angle commensurable.

18
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242 SUR UNE CLASSE i(RMλltQ(!AIII.E

lVo<e VII.

Sur les différentes transformations par lesquelles on peut déduire du tore 
la cyclide de M. Dupin.

Nous avons vu (art. 58) que la cyclide de M. Dupin a quatre points coniques disposés par couples αα', bb', et tels que les points de chaque couple soient à une distance nulle de ceux du second. Les points d’un même couple sont ceux par lesquels passent les sphères inscrites d’une même série. Ils sont réels, ou imaginaires conjugués. Il est clair que les deux couples 
a a', b b' ne peuvent être réels tous les deux.Pour que la cyclide soit transformée en un tore par une inversion, il est nécessaire que les sphères d’une même série soient transformées en sphères ayant leurs centres en ligne droite, et il suffit, pour obtenir ce résultat, que l’inversion employée rejette à l’infini deux points doubles conjugués, par exemple a, a'. Le pôle de l’inversion doit donc être sur le cercle lieu des points à une distance nulle de a et de a'. Ainsi,

Le lieu des pôles des inversions transformant la cyclide en tore 
se compose de deux cercles, intersections des points sphères a , a' 
et b, b'.L’un au moins des deux couples a a' , b b' étant formé de points imaginaires conjugués, l’un au moins des cercles sera réel. Les deux le seront, quand les quatre points doubles seront imaginaires. Ces deux cercles passent d’ailleurs l’un par a a', l’autre par b b'. Ils sont dans les plans des deux coniques focales, lieux des centres des sphères inscrites, et tangents en b b', a a' respectivement à ces focales.On peut obtenir les résultats précédents d’une manière plus
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f)E COUKIIES ET f)E SUttFACRS ALGÉBRIQUES. 243élémentaire, en remarquant que la cyclide peut être considérée comme l’enveloppe d’une sphère tangente à trois sphères fixes. Si l’on peut transformer par une inversion ces trois sphères fixes soit en sphères ayant leurs centres en ligne droite, soit en sphères égales, la cyclide se changera en un tore. Nous allons retrouver ainsi les inversions indiquées par M. Mannheim dans sou étude sur la cyclide, et nous exami­nerons dans quel cas elles sont réelles.Étant données trois sphères (S) , (S'), (S"), les pôles des inversions qui les transforment en sphères ayant leurs cen­tres en ligne droite sont sur le cercle orthogonal des trois sphères. Ce cercle sera imaginaire, si les trois sphères se coupent en deux points.Cherchons maintenant les pôles des inversions qui transfor­ment les sphères en trois sphères égales.Considérons les deux premières que nous appellerons (S) et (S'}. Si des centres de similitude comme centres on décrit ' des sphères passant par l’intersection des deux premières, ces sphères bissectent les angles formés par les deux sphères données. Il sutlit de se rappeler, pour reconnaître ce fait, que toute droite passant par un centre de similitude de (S) et de (S') coupe ces deux sphères sous des angles égaux.Les deux sphères bissectrices que nous venons de trouver conservent évidemment leur propriété quand on soumet la ligure à une inversion, et l’une d’elles ne deviendra un plan que si les deux sphères (S), (S') sont changées en sphères égales. Donc
Le lieu des pôles des inversions transformant deux sphères en 

sphères égales se compose de deux sphères passant par Γintersection 
des deux premières, bissectant leur angle, et ayant pour centres 
leurs centres de similitude.En appelant S , S' les puissances d’un point par rapport aux sphères données, les deux sphères bissectrices ont pour équations
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244 SUfl UNE CLASSE ftRMΛKQUABI.Kh et R' étant les deux rayons. Si ces rayons ont un signe, comme cela arrive dans les problèmes de contact, et en parti­culier dans celui qui nous occupe, le lieu se compose d’une seule de ces sphères.Considérons maintenant trois sphères (S), (S') , (S*) . Ces sphères, prises deux è deux, donneront lieu à trois sphères bissectrices, ayant leurs centres sur Taxe de similitude des trois sphères données·, et passant par les cercles d’intersection de ces sphères. Ces tr∙>is sphères bi'ιs<'ctrices couperont donc à angles droits le cercle orthogonal des trois premières (SI, (S'), (S''), et elles se couperont suivant un cercle, inter­section des deux sphères de rayon nul dont les centres sont situés à la fois sur le cercle orthogonal et sur Taxe de similitude.Donc !e lieu des pôles des inversions transformant trois sphères 
dont les rayons sont affectés de signes en trois sphères de rayons 
('qauT et de mêmes signes est un cercle, intersection de deux points- 
sphères situés à la fois sur l’axe de similitude cl sur le cercle 
orthogonal des trois proposéesOn voit que ce cercle sera réel, toutes les fois que le cercle orthogonal sera imaginaire ou ne coupera pas Taxe de simi­litude.Nous avons par conséquent deux inversions transformant la cyclide en tore, celle qui remplace les sphères proposées par trois sphères ayant leurs centres en ligne droite, et celle qui les transforme en sphères égales. De ces deux inversions, une au nιυins sera toujours réelle; car, si le cercle orthogonal devient imaginaire, la première ne pourra être employée, mais la seconde sera certainement réelle. La cyclide est donc, dans tous les cas, la transformée du tore par une inversion réelle.Bans une étude plus complète que celle-ci sur la cyclide, il serait utile de remarquer une relation de réciprocité à laquelle elle donne lieu.En général, la polaire réciproque d'une cyclide est une surface du quatrième ordre, ayant une conique double,
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liR coυaBEs et de surfaces alcêoriqubs· 245• quatre points coniques; en un mot, c*est  la transformée bomographiquo d’une cyclide à quatre points doubles. Mais on 
peut choisir la guudri^ue de telle manière gw la cyclide ait pour 
poluirereciprogue une cyclide. En effet, considérons la sphère (S), passant par les quatre points coniques a , σ' , 6, i>' de la cyclide, et qui coupe la déférente (A) cocτespondante suivant les quatre droites ab, ab', a'b, a'b'. Les plans tangents doubles de la cyclide passeront par le centre de (S), et envelopperont uu cône (ü) supplémentaire du cône asymptote de (A). Or, il existe comme on sait, quatre séries de quadriques homotlié- liqucs. ayant pour centre commun le sommet du cône (D), et transformant ce cône dans le cercle de l’iufini. La polaire réciproque de la cyclide par rapport ù une d< ces quadriques sera évidemment encore une cyclide.pans cette transformation par polaires réciproques, aux quatre points coniques correspoudeut les quatre plans tangents singuliers, aux cercles d’une des surfaces, les cônes de révo­lution circonscrits suivant les cercles de la polaire récipro­que, etc. Les quadriques qui servent de base à la transfopnjalion ne sont reelles que si la cyclide a deux points doubles réels, propriété que nous venons de signaler nous ρaι*aιt  iiéan- moins présenter quelque intérêt, parce qu’elle met en évidence les relations de dualité auxquelles donne lieu la cyclide de 
M. Dupin.
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246 st;R IXE classe remarquable

!Xote VIII.

û« la transformation par rayons vecteurs réciproques des surfaces 
anallagmatiques.1.Lue surface anallagmatique (Σ) peut être définie comme Γ('nveloppe d’une suite de sphères qui demeurent orthogonales à une sphère fixe (S), que nous avons appelée sphère directrice.Si l’on soumet la surface à une inversion, les sphères dou­blement tangentes à Γanallagmatiqυe (Σ) se changent en de nouvelles sphères orthogonales à la sphère (S') inverse de (S). L’inverse de Γanallagmatique (Σ) sera donc une anallagma­tique (Σ'), ayant pour sphère directrice la sphère (S') inverse de (S). Il y a ici un problème à étudier. Quelle relation y a-t-il entre les deux déférentes (B), (B') des anallagmatiques (Σ), (Σ')? Nous allons montrer que ces deux déférentes sont homologiques.A cet eflét, soit 0, le pôle et (S,) la sphère de l’inversion à laquelle on soumet (Σ). Deux sphères de centres p, q, et angentes à (Σ), se transformeront par l’inversion en deux sphères tangentes à (Σ'), de centres p', q'. Les droites 

pp∖qq' iront évidemment passer par le pôle O,. Donc les deux déférentes (B), (B') se correspondent point par point, de telle manière que les droites joignant les points correspondants 
pp∖qq' i^illent concourir au pôle 0,. Je dis maintenant que les droites p q ^p'q' se coupent en un point situé dans un plan fixe (P), le plan radical commun de (S), (S') et (S,).En effet, par l’intersection des deux sphères tangentes à (Σ) et de centres p , q, faisons passer une sphère orthogonale à (S,). Cette sphère sera aussi orthogonale à (S); elle aura donc son centre dans le plan radical (P) de (S), (S') et (S,).
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DE COURBES ET DE SURFACtS ALGÉBRIQUES. 247Comme elle est orthogonale à (S,), l’inversion la transformera en elle-même, et elle contiendra par conséquent le cercle d’intersection des deux sphères de centres p',q'. tangentes à (Σ'). Son centre sera donc aussi sur la droite p'g’, et sera l’intersection de pq et p'q'. Comme ce centre est dans le plan radical (P) de (S) et de (S,), la proposition est démontrée.Ainsi les deux déférentes se correspondent de manière que les droites pp' joignant deux points correspondants aillent passer par un point fixe O,, et de telle manière que les droites pq d’une figure aillent couper les droites correspon­dantes p'q' de l’autre en des points situés dans un plan fixe (P). Les déférentes sont donc homologiques; (P) et (0,) sont le plan et le centre d’homologie. Donc,
Si Γon soumet une anallagmatique (Σ) à une inversion définie 

par la sphère (S,) de centre 0,, elle se change en une anallagmati­
que (Σ). Les sphères directrices des deux (inallagmatiques sont 
inverses Γune de l’autre par rapport à (S,) . Les déférentes sont 
homologiques, 0. étant le centre d’homologie^ et te plan d’homologie 
éiuiit le plan radical commun à (Sj et aux deux sphères directrices 
de (Σ) et (ΣJ (').Ce beau théorème est dû à M. de la Gournerie, qui fa énoncé pour les anallagmatiqües planes dans le Mémoire déjà cité. Il devient illusoire dans le cas suivant :Si l'on soumet (Σ)∙ à une inversion transformant sa sphère directrice en un plan (P), l’anallagmatique se change en une surface (Σ'), symétrique par rapport au plan (P). Les sphères doublement tangentes se changent en sphères ayant leur centre dans le plan (P), mais dont le rayon n’est plus défini.

(‘) On peut ajouter que les deux sphères direclrices sont aussi homolo- 
giques avec le même centre et le môme plan d’homologie. Il résulte de 
cette remarque, par exemple, que les polaires réciproques des déférentes 
par rapport aux sphères direclrices sont aussi homologiques. De plus, 
puisque les deux sphères directrices sont correspondantes, on connaîtra, 
en même temps que le centre et le plan d'homologie, le rapport ou module 
d'homologie.
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248 SUR UΛE CLASSE KEMAHQUABLENous allons donner des règles simples relatives à ce cas particulier. II.Arrivons à l’examen du cas singulier dans lequel l’inversion change Γanallagιnatique (Σ) en une surface (Σ') ayant un plan de symétrie. Les sphères tangentes à Γaoallagmatique (Σ) se changent en sphères ayant leur centre dans le plan de symé­trie, et dont le rayon ne peut plus être déterminé. Les remarques suivantes vont nous permettre de déterminer ces rayons.Soit, pour [dus de simplicité, une cyclide (K) ayant pour déférente la quadrique (B), et pour directrice la sphère (S). Soit (B,) la polaire réciproque de (B) par rapport à (S). La cyclide (K,) ayant (B,) pour déférente correspondra point par point à (K), et ies lignes de courbure des deux surfaces seront <X)rrespondantes (Note V). Bemarquons d’ailleurs que chacune d’élle.s aura pour focale la section de l’autre par la sphère directrice. Cette relation se conserve si l’on transforme par inversion; et, si les deux cyclides sont changées en cyclides à plans de symétrie, la focale de chacune d’elles sera la section principale de l’autre.Nous avons donc le théorème suivant ;
Étant donnée une cyclide (K) à plan de symétrie, les sphères 

doublement tangentes ayant leur centre· dans le plan de symétrie 
peuvent être dé finies par la propriété suivante : Les sphères de 
rayon nul passant par leur intersection avec le plan de symétrie 
décrivent une cyclide (K,), ayant pour focale ta section principale, 
et pour section principale la focale de la première. Les lignes de 
courbure des deux cyclides (K), (K,) sont des lignes correspon­
dantes.
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I⅜'ote IX.

Des surfaces qui demeurent invariables quand on les transforme par 
polaires réciproques, et des méthodes do transformation des surfaces 
avec coüservation des lignes de courbure

i.Une grande partie de ce travail a été consacrée à l’examen des propriétés des surfaces qui demeurent invariables par une inversion convenablement choisie.La méthode que nous avons suivie peut servir de guide dans rétude d'une question plus générale qu’on peut énoncer ainsi ;
Trouver les surfaces qiii demeurent invariables quand on les 

soumet à une transformation d’une nature déterminée.Λ cct effet, on cherchera les surfaces les plus simples satis­faisant à la condition précédente, et contenant au moins trois paramètres; les surfaces les plus générales répomiant à la question pourront être engendrées comme envedoppes des précédentes.C’est ainsi que, si l’on veut trouver toutes les su'faccs qu’une inversion laisse invariables, on remarque que les sphères orthogonales à la sphère d’inversion satisfont à cette condition, et les surfaces anallagmatiqucs générales sont les enveloppes d’une série simple ou double de ces sphères.Nous allons ici traiter une question de ce genre, et examiner comment on peut engendrer toutes les surfaces qui coïncident avec leur polaire réciproque par rapport à une quadrique (S). Nous pouvons supposer, sans restrcindjc la généralité, que celte quadrique soit une sphère, et nous allons d’abord examiner s’il existe des quadriques qui soient leurs propres polaires réciproques.Soient (Q) l’une de ces quadriques, et (0') sa polaire réci-

www.rcin.org.pl



250 SUB UNE EUSSE REMARQUABLEproque. On sait que (0') contient la courbe de contact avec (S) de la développable | (Q) (Sj] . Cette courbe de contact doit donc appartenir aussi à (0), et par suite (Q) doit être une surface de révolution inscrite dans la sphère.Cette condition est nécessaire, mais elle n’est pas suffisante. Car soit
(1)l’équation d’une surface de révolution inscrite dans (S). La surface polaire réciproque sera bien inscrite suivant la même courbe; elle aura pour équation
(^)

où

(3)niais elle ne coïncidera pas avec la première. Il faut, pour qu’il en soit ainsi, que l’on ait
(4)Si l’on se reporte à l’équation (1), on voit que {x', y', z’) est le pôle du plan de contact ou d’inscription; nous l’appellerons, avec .M. Cayley, centre d’inscription. D’un autre côté la for­mule (2) de la Note V nous montre que, dans la géométrie de 
M. Cayley, la distance O d’un point quelconque (x ,y ,2) de la surface au centre (a;', y',z') est constante, et donnée par fa formule
(S)Nous appellerons Θ le rayon d’inscription, et nous voyons que les surfaces inscrites précédentes jouent dans la géomé­trie de M. Cayley le même rôle que la sphère dans la géométrie ordinaire. On reconnaîtra sans difficulté que le plan tangent 
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UE COURUES Εΐ DF. SURFACES ALGÉBIUQUES. 251en tout point de la surface est normal au rayon qui passe au point de contact.Les surfaces précédentes ont même des propriétés plus étendues que la sphère, qui les rapprochent des petits cercles dans la géométrie sphérique. Elles sont l’enveloppe du plan qui fait avec le plan d’inscription un angle constant Û, défini par la formule (fi)On peut appeler cet angle, angle d’inscription; il est com­plémentaire de Θ.Avec ces définitions, le résultat que nous avons trouvé peut s’énoncer ainsi :
Les seules quadriques coincidanl avec leur polaire réciproque 

sont celles qui sont inscrites^ et dont le rayon ou Γangle d’inscrip-
I .tion est égal a .Cela posé, soit une surface (2), qui coïncide avec sa polaire réciproque. A tout point m correspondra un plan polaire tangent en m' à la surface, et le plan polaire de m' sera tan­gent en m. D’après cela, si l’on construit une quadrique inscrite de la définition précédente, tangente à (Σ) en m, cette quadrique sera aussi tangente en m' à (Σ). Donc

Toute surface identique à sa polaire réciproque est Tenveloppe 
d’une série de quadriques inscrites dans (S) avec un rayon égal 
à et dont le centre d’inscription décrit soit une ligne, soit une 
surface.Si, au lieu de supposer que le rayon d’inscription soit égal à ξ , nous admettons qu’il a une valeur constante, mais quelconque, nous obtenons des surfaces remarquables, enve­loppes de toutes ces quadriques inscrites de rayon constant. Elles sont tout à fait analogues aux surfaces parallèles dans la géométrie ordinaire, et donnent lieu aux propriétés sui­vantes.
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252 SUH UNE Cl, A SSE KEMARQUABLESort (H) une surface quelconque, et supposons que, de ses différents points comme centres, on décrive des quadriques inscrites dans la sphère (S) et de môme rayon θ. Ces quadri­ques enveloppent une surface (H,), que Ton construira comme il suit. Soit M un point de cette surface; il peut être considéré comme l’intersection de trois quadriqfues infiniment voisines, de centres infiniment voisins m,m',m". Ces trois centres étant à la même distance du point M , le plan mm'm", tangent en ni à (U), à la limite sera normal à la droite Mm. On aura donc la construction suivante.Sur chaque normale à (H) en un point P, on portera, dans les deux sens, une longueur constante égale à Θ , ce qui don­nera les deux points P, , P,, qui seront des points de la surface parallèle (il,). Les deux plans tangents à cette surface en , P,. seront normaux à la droite PP,P,; ils iront se couper, par conséquent, suivant la polaire de cette droite, ou seconde noriiiale de (11) en P, située dans le plan tangent à (il), t'e plus, ils ferunt des angles égaux et con⅛ti,mts avec æ plan tang+mt à (H) en P.Ce sont exactement les propriétés des courtes parallèles sur la sphère. Dans la géométrie cayleyenne comme dans la géouiétric ordinaire, les normales d’une surface sont normales aux surfaces parallèles, et par conséquent les lignes de cour­bure se correspondent point par point sur les deux surfaces parallèles.La polaire réciproque (H*)  de (ü) peut être considérée comme parallèle a (Π) ; car un point est à une distance constante égale à «u quadrant dû tous les points de son plan polaire, et par conséquent la polaire réciproque d’une surface donnée i-cra la surface parallèle mehée à la distance d’un quadrant.On voit que la surl'ace parallèle menée à la distance dfc sc composera de deux nappes coûjugdées, qui seront à une distance d’un quadrant l’une de Γautre, par conséquent seront polaii'ps réciproques l’une de l’autre. La droite qui
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DK COUKBRS RT ÜE SURFACES ALGKI<R∣OUES. 2⅛3joindra deux points correspondants sur les deux nappes sera normale comnitinc aux deux nappes.Plus généralement, deux surfaces parallèles se succédant à - une distance d’un quadrant seront polaires réciproques l’une de l’autre. 11.Nous allons maintenant montrer comment les propositions précédentes conduisent, dans la géométrie ordinaire, à une méthode de transformation des surfaces avec conservation des lignes de courbure ordinaires, plus générale que celle qui a été développée dans la Note V.Rappelons d’abord que, si l'on prend pour déférente une quadrique (V) inscrite dans la sphère, l’anallagmatique cor­respondante se compose (art, 59) de deux sphères passant par la ligne de contact de la quadrique (V), et ayant pour centres les deux foyers de cette quadrique. Ces deux sphères coupent sous un même angle φ la sphère directrice (S), et si θ est le rayon d’inscription de la quadrique, on trouve sans difficulté
(7)demeure donc constant pour toutes les quadriques inscrites de même rayon.Cela posé, considérons une surface (B) et les surfaces parallèles par rapport à (S), (B,), (B,),.... Les lignes de cour­bure se correspondant sur ces différentes surfaces, si on les prend comme déférentes, les anallagmatiques (Σ) , (∑,) , (Σ,), ..., ainsi obtenues, se correspondront point par point avec conservation des lignes de courbure ordinaires. Voyons comment on peut définir cette correspondance.La surface (B<) parallèle à (B) est l’enveloppe d’une suite de quadriques (V.) inscrites, de rayon constant, ayant leur centre d’inscription sur (B), et dont les plans d’inscription enveloppent par conséquent la polaire réciproque (B') de (B).
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254 SUR une classe hemλkquarlei√a surface (Σ,) ayant (B.) pour déférente sera donc l'enveloppe des couples de sphères correspondantes aux quadriques (V,) de rayon constant. D’après la remarque précédente, ces sphères coupent la sphère directrice (S) sous un angle constant. Donc,Étant donnée une surface quelconque (B'), on lui mène des plans tangents, et par leurs intersections avec une sphère fixe (S) on fait passer des sphères coupant (S) sous un angle arbitraire, mais constant a. Soit la surface enveloppe de ces sphères. Deux surfaces obtenues en attribuant àl’angle constant les valeurs a , β , se correspondent point par point avec conservation des lignes de courbure.Les points correspondants sur les dilférentes surfaces sont à l’intersection d’un cercle orthogonal à (S), et les coupant toutes à angle droit.Cette transformation comprend comme cas particulier celle qui a été donnée dans la NoteV.Si l’on prend, en effet, ’ on obtient l’anallagmatique ayant pour déférente la polaire réciproque (B) de (B'). Si l’on fait a — oo , on obtient les points sphères passant par l’intersection de (S) et des plans tangents à (B'), c’est-à-dire l’anallagmatique ayant (B') pour déférente. On a donc les deux anallagmatiques ayant pour déférentes deux surfaces (B), (B'), polaires réciproques par rapport à (S). C’est la transformation de la Note Y.En réunissant les résultats qui précèdent, on peut donc énoncer le théorème suivant :
Étant donnée une surface (Σ), on lui adjoint une sphère fxe (S), 

et Γon construit toutes les sphères tangentes à la surface et cou­
pant (S) sous un angle constant a. Par l’intersection de chacune 
de ces sphères et de (S), on fait passer de nouvelles sphères cou­
pant (S) sous un angle β. Ces nouvelles sphères enveloppent une 
surface (Σ,), correspondante point par point à (Σ), avec conserva­
tion des lignes de courbure.

Les points correspondants sur les deux surfaces sont sur des
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cercles normaux à la fois aux deux surfaces et à la sphère (S)Nous rencontrons ici des surfaces enveloppes de sphères variables, coupant une sphère fixe (S) sous un angle’constant. On ramène leur élude à celle des anâllagmatiqües ordinaires par la remarque suivante. Soit 0 le centre de la sphère (S), et C le centre d’une sphère variable (U), coupant (S) sous un
/\angle constant a. Cet angle a est égal à CMO, et l’on voit que la sphère (U') de rayon CP coupe la sphère (S') de rayon OPà angles droits. Or OP— OM sin a est évidemment constant ; la sphère (S') est donc invariable. Quant à la sphère (L∙'), elle a même centre que (ü); mais son [ rayon diffère de celui de (U) d’une quantité constante PM = OM cos a.I Les sphères (U) et (C') enveloppe­ront, par conséquent, des surfaces parallèles. Donc

La surface enveloppe des sphères coupant sous un angle constant 
une sphère (S) est parallèle à une surface enveloppe de sphères 
concentriques aux premières^ et coupant à angle droit une sphère 
fixe (S') concentrique à (S).

(*)  ÜP théorème peut être généralisé de la manière suivante.
Considérons une surface (Σ) enveloppe d’une série de sphères variables (U), 

coupant sous des angles quelconques la sphère (S). A chacune des sphè­
res (U) coupant (S) sous l’angle <?, on fait correspondre une sphère (U,), 
passant par l’intersection de (S) et de (U), et coupant (S) sous un angle φ, 
déterminé par l’équation

Alors les nouvelles sphères (U,) enveloppent une surface (∑ ), qui corres­
pond point par point à (Σ) avec conservation des ligues de courbure. 
Quand φ reste constant, il en est de même de <?, , et l’on retrouve le théo­
rème donné dans le texte.
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J⅜o(e X.

Sur un nouveau système de coordonnées et son application à la théoiie 
des cyclides.I.Dans la Quatrième Partie de ce travail, nous avons été conduit à un nouveau système de détermination des points de l’espace, dont l’étude paraît présenter de grands avantages dans la théorie des cyclides. Les cinq quantités S, définies dans l’article 49, et qui sont les puissances d’un point par rapport à cinq sphères orthogonales, peuvent être considérées comme des coordonnées d’une nature particulière; mais elles sont en nombre plus que suffisant, et l’on peut les étudier sous deux points de vue essentiellement distincts.D’abord, les coordonnées S.. étant au nombre de cinq, ne .sont pas indépendantes les unes des autres, et il doit y avoir entre elles deux relations. On trouve, en effet, qu’elles satis­font aux équations 

qui se déduisent immédiatement des formules de l’artich) 48. On voit donc, comme cela doit être, que trois seulement des coordonnées S. peuvent être choisies arbitrairement; le.s deux autres seront alors déterminées par les équations précé­dentes.’ Mais on peut aussi déterminer un point, non plus par les cinq coordonnées , mais simplement par les rapports mutuels de ces cinq quantités. Soient Âr, , ⅛, , ... , A, des nombres
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bκ COUnBES ET DE SCnPACES M.GÉDftlQL'ES. 257proportionnels à S, , S,,... , Sj. On aura, pour déterminer le point, les équations 
ou 
s étant une arbitraire inconnue. Les quantités A;, devront satisfaire à l’unique relation 
e.t, quand on connaîtra les nombres A; , c sera déterminé par l’équation

Nous adopterons cette seconde manière de déterminer les points, et nous aurons un système de cinq coordonnées homo­gènes, liées par une seule relation, du second degré par rapport aux coordonnées. Nous allons, du reste, pour donner à notre système de coordonnées toute la généralité qu’il comporte, rattacher le mode de détermination des points dans ce système à celui des sphères et des plans. Nous commençons en rappelant quelques propositions déjà établies.Soient cinq sphères (S,), deux à deux, orthogonales, et définies par les équations
(.0Le rayon R, de chacune d’elles est donné par la formule
(2)et, en exprimant qu’elles sont orthogonales, nous obtenons les équations de condition
(3)Nous avons vu (art. 48) qu’on a entre les cinq quantités S, la relation identique
(4)

17
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258 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEoui conduit aux équations données dans l’article cité,
(δ)

jQela posé, Γ6quaiion de toute sphère (S) peut évidemment se mettre sous la forme
(6)car cette équation contient cinq paramètres variables, les quantités les rapports mutuels de ces cinq quantités peu­vent donc servir à déterminer une sphère; ce sont, en quelque sorte, les coordonnées d’une sph<>re, et il importe de recher­cher d’abord leur signification géométrique.

A cet effet, nous supposerons que Ton remplace dans l’équation (6) les quantités S, par leurs expressions x ,z. On aura une identité de la forme
L’éijuation de la sphère (S) en coordonnées ordinaires sera donc et Ton aura

(7)

Gr^ce aux identités (5), on peut résoudre ces dernières équaUons par rapport à m,, et l’on trouve ainsi
(8)Soient 0 le centre de (S) et R son rayon.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 259Appelons p. la puissance du centre C.· (a, , β,∙ , y,) de (S.) par rapport à (S) ; l’équation (8) pourra s’écrire
(«)L’expression entre parenthèses est un invariant remarquable de (S) et de (S,), le carré de la distance des centres moins la somme des carrés des rayons. Il s’annule quand les deux sphères sont orthogonales. Nous l’appellerons puissance commune des deux sphères.Donc les cinq coordonnées m,, qui déterminent dans notre système une sphère variable (S), sont proportionnelles aux puissances communes de (S) et de chacune des sphères (S,·), divisées par le rayon R,· de la .sphère (S,).On voit que la coordonnée ne s’annule que dans le cas où la 
sphère (S) est orthogonale à la sphère (S.).Par exemple, l’équation 
représente toute sphère orthogonale à (SJ et à (SJ.Cherchons le rayon R de la sphère (S) en fonction des coordonnées w, . On a, d’après les identités (7),
(10)Le premier membre de cette équation est égal à R*K';  on a donc
(«)

Dans le cas où la sphère variable se réduit à un point M, les cinq quantités m, deviennent les puissances divisées par R< du point M par rapport aux cinq sphères orthogonales. En appelant S. ces puissances, on obtient
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260 SUR UNE CLASSE REMAKOUABLEet, comme R est nul dans ce cas, on a
(12)

ou

c’est-à-dire l’identité qui a été notre point de départ, ce qui sert de vérification à nos calculs.D’autre part, la sphère se réduit à un plan (P), si l’on a
(13)Les plans de l’espace sont donc déterminés par cinq quan­tités , et ces coordonnées satisfont à l’équation linéaire (13).Dans ce cas, la formule (8) devient 
et, comme l’équation du plan (P) est 
on voit que les cinq coordonnées sont proportionnelles aux distances divisées par R, des centres des cinq sphères (SJ au plan (P).(1 suit de là que le système actuel de coordonnées, quand il est employé à la détermination des plans, est un système de 
coordonnées tanyentielles surabondantes. Si, au moyen de l’iden­tité (13), on élimine une des quantités par exemple,d’une équation, il restera une relation homogène entre m,,J ¾ , 3 fiui sera l’équation tangentielle de la surfaceenveloppe de tous les plans, rapportée au tétraèdre des centres des sphères (S,), (S,), (SJ , (SJ.En résumé, notre système de coordonnées embrasse à la fois les points, les plans et les sphères. Les cinq quantités déterminent en général une sphère. Pour qu’elles conviennent à un plan, il faut qu’elles satisfassent à une équation linéaire (13);
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I)E COUKBES ET DE SURFACES ALCÉDniQL'ES. 261pour qu'elles déterminent un point, il faut qu’elles satisfassent à l’équation quadratique (12).Si elles satisfont à la fois aux équations (12) et (13), elles déterminent un plan tangent au cercle de l’infini.Enfin, toutes les fois que l’une des coordonnées w. est nulle, la sphère où le plan deviennent orthogonaux à (S,), ou, si la sphère se réduit à un point, ce point se trouve sur (S.),Nous signalerons encore une propriété importante des quantités ίζι,. Si l’on place la masse zn, au centre C, de chacune des sphères (S,), d’après les formules (7), le centre de gravité des cinq masses sera le centre de la sphère (S). Cette propriété ne suffît pas évidemment à faire connaître les cinq quantités, mais elle constitue une relation importante, et dont nous aurons à faire usage. ILÉtant données deux sphères (S) et (S') par leurs équations
(14)

(15)on peut combiner ces équations de manière à obtenir la suivante 
et, en appliquant alors la formule (10), on aura

En égalant les coefficients de λ dans les deux membres, on obtient la relation
(16)
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262 SUR UNE CLASSE REMARQUABLESi nous désignons par τ, y » , æ', i/', z' les coordonnéesdes centres de (S) et do (S'), et par R et R' leurs rayons, l’équation (16) pourra s’écrire
(17)

Le premier membre de cette formule est la puissance commune de (S) et de (S'), qui se trouve ainsi exprimée en fonction des w,, .La condition pour que les deux sphères soient orthogonales est donc
(18)La formule (17) prend une forme élégante, si l’on suppose que les deux sphères (S), (S^ soient réduites <à des points. Alors on a
et l’on peut écrire cette formule
(19)

Telle est l’expression de la distance de deux points. S’ils deviennent infiniment voisins, on a
(20)

Cherchons ce que peut représenter le second membre de la formule (19), quand on a, non des points, mais de véritables sphères (S) , (S').
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 263ün a alors

D’ailleurs, puisque les coordonnées sont hoiiM^ènes, on peut toujours supposer que 
et par suite on aura 

et, en ajoutant cette équation membre à membre à (17),

On aurait de même

Mais ces deux formules supposent essentiellement que
La condition de contact de deux sphères peut donc s’écrire, dans notre système et avec l’hypothèse précédente.

(23)
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2G4 SI η FIXE CLASSE REMARQUABLESi les (leux sphères devenaient infiniment voisines, on aurait
(24)

mais cette formule supposeesseiitielleinentque, iors(∣uew, varie, ∑w√ demeure constante.D’après l’équation (24), la condition de contact de deux sphères infiniment voisines sera donc
(2b)l.es formules données ici peuvent être écrites d’une autre manière, qui met en évidence leur interprétation géométrique. Par exemple les équations (21; et (22), relatives à deux sphères et établies dans l’hypothèse que
deviennent, en appelant γ l’angle de ces sphères,
(26)

et par suite, en appelant V l’angle de deux sphères infiniment voisines, la formule (24) nous donne
(27)

en supposant que ∑m*  demeure constante.Les formules précédentes, ne contenant que des angles, s’appliquent au cas où les sphères se changent en des plans.Une des propriéti's les plus importantes du système pré-
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DE COCRPES El DE SUH1∙ΛCES ALGÉBIllQL'ES. 265cèdent de coordonnées, c’est qu’il est en quelque sorte indilTérent à la transformation par rayons vecteurs réciproques ou inversion.C’est-à-dire que, si l’on soumet le système entier à une inversion, les cinq sphères ($,) se changent en cinq nouvelles sphères (S',), et toute sphère, point on plan (ü), se change en une sphère (U'), qui a; par rapport aux (S'.), les mêmes coor­données que (U) par rapport aux (S,·). En d’autres termes, on 
étudie J dans notre système de coordonnées et dans la même équation, 
en même temps qu’une figure^ toutes ses transformées par la méthode 
des rayons vecteurs réciproques.Pour démontrer cette importante proposition, il suffit de remarquer que, grâce aux formules de l’inversion, les cinq quantités *̂sc  changent, à un facteur près, dans les quantités

S' ·analogues ~ , relatives aux sphères (S',) inverses des (S,).
Xt iOn a

et par suite l’équation
de toute sphère (ü) se change dans l’équation
de la sphère ((J') correspondante. Cette nouvelle sphère a donc, par rapport aux (S',), les mêmes coordonnées que la pre­mière (U) par rapport aux S, . C’est ce qu’il fallait établir.Toutefois, il peut arriver que l’une des sphères (S<) soit

S,·changée en un plan. Alors il faudra remplacer par 2</<, rf, désignant la distance à ce plan.Ainsi, les véritables coordonnées d’un point sont propor-
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Stionnυlks aux quantités—’ ou 2rf,, si la sphère de base devient un plan, et tout point sera déterminé par les cinq coordonnées homogènes
liées par l’équatiott
et invariables pour toute inversion plane ou sphérique.

ni.Le système actuel de eoordonnée.s présente une propriété tout à fait singulière, et sur laquelle il importe que nous insistions.D’abord, tous les points du plan de l’infini qui sont hors du cercle de l’infini ont les mêmes coordonnées, savoir
En effet, d’après la formule (9), les coordonnées d’un point quelconque 0 sont égales à
Si le point O s’éloigne indéfiniment sans avoir pour limite un point du cercle de l’infini, OGî devient infini, et l’on trouve
Au contraire, si le point 0 s’éloigne à l’infini eu s’approchant d’un point du cercle de l’infini, 0C< est indétermin ', et l’on a, à la limite,

où le rapport peut prendre toutes les valeurs possibles. Les
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DE COUHBKS ET DE SUMFACES ALCÉBHIQGES. 267points du cercle de l’infini ont donc une infinité de systèmes de coordonnées.Les remarques suivantes expliquent ces propriétés si singu­lières de notre système de coordonnées.Si l’on soumet les points de l’espace à une inversion, tous les points à l’infini en dehors du cercle de l’infini viennent se confondre au pôle A de l’inversion. Ils ont donc tous, d après une remarque déjà faite, les mêmes coordonnées que ce pôle, après l’inversion.Au contraire, à un point M sur le cercle de l’infini corres­pondent, après l’inversion, tous les points M' situés sur la droite AM. Le point M doit donc être défini par tous les systèmes de coordonnées qui, après l’inversion, déterminent les différents points M', en nombre infini sur la droite AM.
IV.Faisons l'application des résultats précédents à quelques problèmes simples.Soient deux sphères (S), (S'), définies par les équations

L’équation de toute sphère passant par leur intersection sera
(28)L’une de ces sphères se réduira à un plan, le plan radical des deux premières. Elle correspond à la valeur de λ déterminée par l’équation
(29)Deux des sphères se réduisent à des points. Les valeurs de λ auxquelles elles correspondent sont déterminées par l’équation
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2hS SLB UNE CLASSE BEMARQUARLE

OU

( 30 )On sait que, lorsque cette équation a des racines égales, les deux sphères (S), (S') sont tangentes; la condition de contact est donc
(.:51)

Si l’on fait 2iw√ = ∑zz√,*-,  cette équation se décompose dans les deux conditions (∙22) déjà trouvées.Si l'équation en λ est identique, les deux sphères se rédui­sent à des points, et ces points sont sur une droite allant rencontrer le cercle de Γinfιni.On sait que, étant données des sphères passant par un même cercle, quatre de ces sphères donnent lieu à un rapport enharmonique, comme quatre plans, et ce rapport anharmo- nique est égal à celui des centres de ces sphères, situés en ligne droite. 11 est clair que le rapport anharmonique de quatre sphères, déduites de l’équation (28) en donnant à λ quatre valeurs distinctes, sera le môme que celui de ces valeurs de λ. V.Examinons maintenant une surface quelconque représentée par l’équation homogène
32;que, pour abréger, nous écrirons

L’équation
(33)ou les Xi désignent les coordonnées d’un point M de la surface, et X\ les coordonnées c urantes, représente, quand on y fait
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DE COURBES RT DE SUBFACES ALGÉBRIQUES. 269varier λ, une suite de sphères tangentes en M à la surface. Si l’on dispose de λ de telle manière que
alors l’équation (33) représente un plan; c’est le plan tangent à la surface au point M.Toute sphère
(34)

normale à la surface au point M, devra aussi être normale à toutes les sphères tangentes (33). On devra dont avoir, quel que soit λ,
c’est-à-dire

Si Ton a, en outre,
l’équation (34) représentera un plan normal. Tous les plans normaux passent donc par la droite
(35)

tour que le point (τ.) soit un point singulier de la surface, il faut que l’on ait, pour une valeur convenable de λ.
(36)

(’) Celte notation abrégée indique qu’il faut égaler.à zéro tous les déter­
minants formés avec les quatre lignes qu’on obtient en donnant à i quatre 
valeurs quelconque?, prises dans la suite 1,2,3,4,5.
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à?70 SUR UNE CLASSE REMAHQUABLKPour que deux surfaces, représentées par les équations homogènes
soient orthogonales, il faut et il suffit que l*on  ait, pour leurs points communs,
(37)Cette équation a déjà été donnée dans le texte (art. 49). Enfin, étant donnée une sphère par l’équation
toute sphère concentrique aura pour équation
(38)Par exemple, si Ton demande l’équation générale des sphères ayant pour centre un point {X(), cette équation sera
<39)Ces dernières propositions se démontrent sans difficulté au moyen des formules générales déjà données.L’équation de la sphère réduite au plan de l’infini est
(40)

Dans les calculs précédents, nous avons pris pour base de notre système cinq sphères deux à deux orthogonales, mais on peut aussi prendre cinq sphères quelconques, non orthogonales à une même sphère.Soient en effet (S,) les cinq sphères orthogonales, ci a;, les coordonnées définies plus haut d’un point quelconque.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 274Effectuons la substitution linéaire ·
(41)on tirera de ces équations
(42)Les équationsreprésentent donc cinq sphères quelconques, que nous appelle­rons (S',), et qui ne sont pas orthogonales à une même sphère, puisqu’il n’y a entre les y, aucune relation linéaire identique.La signi∩cation géométrique des nouvelles variables y,· est donc la suivante. Elles sont proportionnelles aux puissances du point par rapport aux sphères (S,·) multipliées par des facteurs constants.De l'identité
on déduira par la substitution une relation
(43)quadratique et homogène, et contenant en général les rectan­gles des variables y.. Donc

Il existe, entre les puissances (Tun point par rapport à cinq 
sphères non orthogonales à une même sphère, une relation quadra­
tique et homogène, qui contient en général les rectangles des variables.Nous n’étudierons pas d’une manière détaillée le nouveau système de coordonnées auquel nous sommes conduit ici. Les formules qui se rapportent à ce système se déduiront sans peine des précédentes, si l’on applique les notions relatives aux invariants et covariants des formes quadratiques homogènes. Nous nous bornerons à indiquer la condition pour que deux sphères soient orthogonales.Soient
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SUR UNE CLASSE REMARQUABLEles équations des deux sphères et désignons par ÿjy,) la forme adjointe de φ(y,). La condition d’orthogonalité pourra s’écrire
4_ fff .ËÎL 4- ... — 0 .

dm, ∂m^Ou déduit notamment de cette dernière équation la propo­sition suivante :
Pour que les cinq sphères qui composent la base du système 

soient devise à deux orthogonales, il faut et il suffit que la relation 
identique (48) ne contienne pas les rectangles des variables (’).

(’) On pourra consulter sur cette relation uu Mémoire de fauteur, inséré 
dans les Annales de Γ École Normale supérieure, î· série, t. 1, n° 6.
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UE COCHHES ET UE SURFACES AI.f.ÉBRlQLES. 273

IVete lil.'

Application du système de coordonnées considéré dans la Note précédente 
à la théorie des cyclides.ï.Nous avons vu (art. 41) que féquation d’une cyclide peut se mettre sous la l'orme 

où , y , JS, i désignent les coordonnées homogèiies ordinaires d’un point, et «, , w, des polynômes du premier et du second degré. Si nous introduisons les cinq quantités (S<), définies par les équations suivantes, 
l’équation de la cyclide se transformera en une équation homogène et du second degré par rapport à ces cinq quan­tités (S<), D’ailleurs, celles-ci sont liées, d’après la Note précédente, par une équation identique, qui est ici

Cela posé, désignons, pour abréger, par
(«)l’équation homogène de la cyclide. D’après des principes bien 
connus, les deux fonctions f (S<), φ (S,) pourront être rame­nées par une substitution linéaire à ne contenir que les carrés des variables.L’identité (1) prendra la forme
(3)

U
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SUR UNE CLASSE REMARQUABLEet'les équations 
représenteront, par conséquent, des sphères orthogonales. L’équation de la cyclide deviendra
(4)Nous retrouvons le résultat établi (art. 47).îl est vrai-que, étant données 'deux formes quadratiques^ on ne peut pas toujours les ramener à des sommes de carrés ; mais ces cas d’exception peuvent se déduire du cas général par la méthode des limites.Examinons, par exemple, le premier de ces cas, qui com­prend tous les autres, et qui correspond à l’hypothèse où les snhèrea 
se rapprochent indéfiniment, et viennent se confondre. Alors les équations (3) et (4) prennent les formes

Au moyen delà première de ces formules, qui est une identité, on peut éliminer æ, x\ de la seconde. L’équation de la cyclide sera donc de la forme
(8)Mais la sphère (a\), étant orthogonale à la sphère infiniment voisine (a;,), devra se réduire à un point, et comme elle est aussi orthogonale à (8,),(8,)^(8,), le point auquel elle se réduit sera à l’intersection de ces trois dernières sphères. L’équation (5) représente donc une cyclide, qu’on pourra transformer par ùne inversion en une quadrique. Il suffira de mettre le pôle de l’inversion au point

= 0 .
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h⅛ C0l.∙RRES ET ItE SUHEACfiS ALGÉBRIQUES 275

li.Soit donc(6) l’équation d’une cyclide générale.D'après la formule (33) de la Note précédente, les coordon­nées Wi d’une sphère tangente au point auront pour expression
—- (Ά«· ^t~ a)Xf ,où Λ a une valeur fixe, mais quelconque. Ces coordonnées devront, par conséquent, satisfaire aux deux relations

(8)En éliminant λ entre ces deux équations, on aurait la relation qui doit avoir lieu entre les quantités w., pour que la sphère qu’elles déterminent soit tangente à la cyclide. On obtiendra évidemment cette relation, en exprimant que la première des é(juations (8) a une racine double. Celte équation étant biqua- dratique, son discriminant sera du douzième ordre par rapport aux quantités wiγ. Soit
(9)l’équation qu’on obtient en l’égalant à zéro. Elle est homogène et du douzième ordre par rapport aux quantités m, ; on en déduit les conséquences suivantes.Si l’on cherche combien on peut faire passer, par l'inter­section de deux sphères données, de sphères tangentes à la cyclide, il faudra remplacer wq par m, + λ m',, et l’on aura pour λ une équation du douzième ordre.
(10)

Doue par un cercle on peut mener douze sphères langentei à ta 
cyclide.
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i7β SUR UNE CLASSE RBMARQUARLRSi ce cercle devient une ligne droite, les sphères qui le contiennent sont des plans. Donc la cyclide est de la douzième 
classe.Enfin, si les deux sphères données w,, m', sont concentri­ques, les sphere⅛ (Wf + λ m',) ont le même centre que les premières. Donc, dans une série de sphères concentriques, il 
y en a douze qui sont tangentes à la cyclide. En d’autres termes, d'un point on peut mener douze normales à la cyclide.Toutes ces propositions, si différentes en apparence, sont ici des conséquences d’un principe unique.Ajoutons que l’équation (9), en y regardant les w, comme les coordonnées d’un plan, est Véquation tangentielle de la surface. Cette équation est de la forme

m.Proposons-nous de rechercher, quand la sphère (»i<) est quelconque» quelle est la signification géométrique des racines de l’équation
Nous obtiendrons ainsi le résultat suivant. La sphère (ιη^) 

coupe la cyclide suivant une courbe située sur quatre cônes du 
second degré. La détermination de ces quatre cônes s’effectue par la 
résolution de Γéquation précédente.Soit, en effet,
«1)l’équation de la sphère sécante, écrite en coordonnées ordi­naires. Pour tous les points de la cyclide situés sur cette S,.sphère, on pourra remplacer .τ, = -*  par la fonction du premier' S< —S
degré —, et, si l’on effectue cette substitution à la 
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRtOL’ES. 277fois dans l’équatioa de la c5"cΓιde et dans la relation identique entre les quantités x,, on aura les deux équations
(12)

qui repr-ésentent la première une quadrique, la seconde la sphère sécante (S). On a aussi l’identité
(13)en remplaçant ï, par a< dans l’équation de la sphère (S). Cherchons les cônes passant par l’intersection des deux quadriques (12), Pour cela, il faudra exprimer que l’équation 
représenta uq odno, en tenant compte de la relation iden­tique (4â). On obtient ainsi, sans difficulté particulière, l’équation
(14)

et les eoordonnées du sommet du cône ont pour valeur
La proposition que nous avions en vue est donc démontrée, et l’on voit bien pourquoi une racine double de l’équation (14) correspond à une sphère tangente. Si deux cônes viennent se confendre, la courbe d’intersection de la sphère et de la cyclide aura un point double à leur sommet commun, qui sera le point de contact de la sphère avec la cyclide.La méthode que nous venons de suivre fournit sans difficulté les sections circulaires des cyclides. Cherchons, en effet, les sphères doublement tangentes; il faudra que l’un des quatre cônes déterminés par l’équation (14) se réduise à deux plans. 
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278 sili UNE CLASSE REMARQUABLEet pour cela il est indispensable que Pune des coordonnées du sommet, a^^, par exemple» devienne indéterminée. Soit
comme 7. — — A, doit être racine double, on aura, en expri­mant ce fait,
(15)

Si, au lieu de a,, on prenait a, , a,, ..., on aurait bien les cinq séries de sphères doublement tangentes. Interprétons les équations (15).Le première de ces équations indique que les sphères de la série sont toutes orthogonales à la sphère (S,).D’ailleurs, si l’on appelle S, la puissance du centre de l’une des sphères par rapport à la sphèi'e (S,), on a d’après la for­mule (9) de la Note précédente, 
et par suite

En substituant ces valeurs dans la deuxième des équa­tions (15), on obtient
(16)

Cette équation du lieu des centres est bien du second degré, et elle représente une surface conjuguée par rapport au tétraèdre formé des centres des sphères (S,),... , (S j.On retrouve donc la génération des cyclides due à M. Mou­tard. Nous n’insisterons pas sur les démonstrations très simples qu’on pourrait donner ici des relations entre le? quadriques, à l’aide du système de coordonnées que nous avons employé.
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DK COURBES ET DE SUKEACES ALCÉBKlyUES. 271)

IV.Nous avons vu. que la condition de contact d’une sphère et de la cyclide s’obtient en égalant à zéro le discriminant de l’équation 
du 4" ordre en λ. Ge discriminant est de la forme 
où I et J sont des fonctions, du 4" et du 6® degré respective­ment, des quantités w, . On peut se demander quelle est la⅛ signification géométrique des équations

Pour répondre à celte question, nous rappellerons le théo­rème suivant, dû à M. Cremona (*).Si par deux points d’une cyclique (et en général d’une biquadratique gauche) on mène des plans tangents à la cyclique, ou, si elle est plane, des cercles tangents, le rapport anharmonique des quatre plans ou des quatre cercles ainsi obtenus est constant.Cette valeur constante est précisément le rapport anharmo­nique des racines de l’équation précédente du 4® degré.Quand 1 = 0,cette valeur est égale à une racine cubique imaginaire de Puiiité; les différents rapports anharmoniques qu’on peut former avec les quatre racines sont égaux. Nous dirons avec M. Crernona que la courbe est équihannonique.

(‘) Ghemona : Mémoire do géométrie pure, sur les surfaces du 3· ordre. 
Journal de Borchardt, l. LXVIII, p. 119.
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280 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEAinsi, les sphères dont les coordonnées satisfont à l’équation
(17) 1=:0coupent la surface suivant des cyclides équiharmoniques.Les quatre cercles ou plans sont, au contraire, en rapport harmonique, si les coordonnées de la sphère satisfont à l’équation
(18) J =:0.Les équations (17) et (18) étant des ordres 4 et 6, les plans qui satisfont à ces équations enveloppent des surfaces de la 
4® et de la 6® classe respectivement. Nous avons donc les théorèmes suivants :

L’enveloppe des plans coupant une cyclide suivant des courbes 
équiharmoniques est une surface de la 4^ classe.

L’enveloppe des plans coupant suivant des courbes harmoniques 
est de la 6^ classe.Ces propositions, qui s’appliquent à toutes les surfaces du 
4® ordre à conique double, sont l’extension des théorèmes de 
M. Cremona relatifs aux surfaces du 3® ordre (*).Plus généralement l’équation
(19) P—KJ’-=Oconvient à toutes les sphères coupant la cyclide suivant des courbes de même rapport anharmonique. Celles de ces sphères qui se réduiront à des plans envelopperont une surface de la 12® classe.

V.Étant donnée la cyclide
(q Jnümal de Korchordt, t. ITXVLH, p. OS.

www.rcin.org.pl



DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 281nous avons vu que l’équation générale des sphères tangentes à la cvclide au point (a;,) est la suivante,
Si l’on donne à z les six valeurs 

on obtient successivement une sphère réduite au point de contact Çr,) et les cinq sphères doublement tangentes à la surface ayant un de leurs points de contact en (a·,). Les rapports anharmoniques de ces cinq sphères ou, ce qui est la même chose, de leurs centres disposés sur la normale au point (Xi) seront les mêmes que ceux des six nombres précé­dents, c’est-à-dire seront constants. Donc
Une normale quelconque à la cyclide rencontre les cinq défé­

rentes en cinq points^ qui sont les centres de sphères doublement 
tangentes à la cyclide et ayant un de leurs points de contact au 
pied de la normale. Ces cinq points et le pied de la normale déter­
minent sur cette droite une division homographique à nne division 
fixe; en d’autres termes, le rapport anharmonique de quatre 
quelconques de ces cinq points demeure constant (*).La proposition précédente est la généralisation d’un théorème important, relatif aux normales des quadriques qui sont divisées, comme on sait, par les plans principaux dé la surface et par leur pied en segments conservant des rapports invariables. Nous allons compléter cette analogie en cher­chant, dans le cas des cyclides, le lieu des points qui forment sur chaque normale, avec trois quelconques des six précédents, un rapport anharmonique constant. Cela revient à chercher le lieu des centres des sphères tangentes, correspondantes a une même valeur dez. Nous dirons que toutes ces sphères

Voir ua Mémoire de l'auleur, .lwM*∕βs  de l'Ecule Normale supérieure, 
t. I, 2*  série.
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232 SUB UNE CLASSE REMARQUABLEsont des sphères tangentes Je rapport anharnionique. Elles se représenteront dans les iNotes suivantes.Leurs coordonnées 
satisfont évideinnient aux deux équations
(20)□I 1 on désigné les coordonnées de leur centre par rc<, on aura, en vertu de la formule (39) de la Note précédente, 
et il faudra, pour obtenir le lieu des centres, éliminer K entre les deux équalions
(21)Posons

(22)

les équations (22) pourront être remplacées par le système suivant
(23)et, en éliminant K, on aura
(24)
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÊBRiOUES. 283

OU encore

Cette équation est du 4® ordre par rapport aux quantités ; mais, comme elle ne dépend en réalité que des différences
la surface qu’elle représente sera en général du 4® ordre. Elle aura d’ailleurs, d’après l’équation (24), une conique double, représentée par les équations
et enfin, d’après l’identité
elle se réduira, pour À — —A, , à une quadrique double. En effet f*  — φψ deviendra nul, et l’équation (25) prendra la forme
Cette quadritjue est une des déférentes de la cyclide.Nous retrouverons la surface précédente dans la discussion du problème des normales.

VI.Nous venons de considérer des sphères tangentes, et de définir ce que nous appelons les sphères de même rapport anharmonique. Nous sommes ainsi amenés à étudier tous les plans tangents de même rapport anharmonique, c’est-à-dire correspondants à une même valeur de z.Soient nii les coordonnées de ces plans tangents; elles
www.rcin.org.pl



284 SUR une classe remahqlablesatisferont aux deux équations
(26)où λ reste constant; et comme, dans le système actuel de coordonnées appliqué au plan, les w< sont simplement des coordonnées tangentielles ordinaires (Note X), nous voyons que

Les plans tangents de même rapport anharmonigue enveloppent une 
développable de 4^ classe; circonscrite aux deux quadriquesNous allons compléter ce théorème en prouvant que les points de contact de ces plans tangents, correspondants à une même valeur de À, sont sur une courbe sphérique de la cyclide; que, si Ton fait varier λ, les différentes courbes ainsi obtenues sont sur des sphères concentriques; et, enfin, que ces sections sphériques sont les seules suivant lesquelles une quadrique puisse être inscrite à la cyclide.Soit, en effet.
l’équation d’une sphère tangente, de rapport anharmonique λ. Pour qu’elle se réduise à un plan, il faut que l’on ait
(27)c’est-à-dire que le point de contact soit sur la sphère repré­sentée par l’équation précédente. Ainsi, le lieu des points de contact des plans correspondants à une même valeur de λ est bien une courbe sphérique.Si, dans l’équation (27), on fait varier λ, on obtient une série de sphères concentriques. Il reste à démontrer que les sections de là cyclide par ces sphères sont les seules courbes suivant lesquelles une quadrique puisse être inscrite à la cyclide.’

Soit, en effet,
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ΙίΕ COURBES ET OE SURFACES AI.CEBRJQUES.une sphère sécante queleonque. et posons
Pour tous les points d’intersection de (S) et de la cyclide, on peut remplacer la fonction du second degré Xf par la suivante, 

qui est du premier degré par rapport aux coordonnées ordi­naires, et réquation
(28;représente, quand on y fait varier À, toutes les quadriques passant par l’intersection de la cyclide et de (S). Développons cette équation; nous aurons 
ou
(29)Comme la cyclide a pour équation 
on voit que la quadrique (28) coupe la cyclide suivant deux courbes distinctes, situées sur les sphères
(30)Pour que la quadrique soit inscrite à la cyclide, fl faut que ces deux sphères se confondent, c’est-à-dire que l’on ait
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286 SUR UNE CLASSE HEMΛlbjL ABI.KOn obtient alors 
et l’équation (29) se réduit à la suivante.
G3t)qui montre que la quadrique est inscrite à la cyclide proposée.L’hypothèse B ~ 0, qui met les raisonnements en defaut, correspond aux cyclides du 3“ ordre, qui n’admettent pas de quadriques inscrites.Ainsi Iss plans tangents de même rapport anharmonigue forme­
ront une suite de develoj)pables de 4^ classe, circonscrites à la cyclide 
suie an t des courbes spMriques du 4^' ordre. Les tangentes doubles 
de ces développables seront les seules droites par lesquelles on 
pourra mener à la cyclide deu.r plans tangents distincts, de même 
rapport an harmonique.
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>⅜oβe XII.

Sur le problème des normales aux cyclides.

1.Supposons que l’on se propose de mener d’un point des normales a une surface algébrique. Le problème, de quelque manière qu’on le traite, se ramène en définitive à la résolution d’une équation algébrique, contenant une seule inconnue n. Le degré de cette équation donne le nombre des normales qu’on peut mener d'un point à une surface algébrique. Mais la discussion du problème est plus ou moins simple, suivant l’arbitraire qu’on a choisie.Supposons qu’on se propose de chercher les points de l’espace pour lesquels deux normales menées à la surface se confondent. Si l’on exprime que l’équation en n a une racine double, on obtiendra un lieu géométrique, plus général que celui que f on demande, et qui est la surface des centres de courbure.Choisissons pour inconnue, par exemple, le carré de la distance du point d’où l’on mène des normales, au pied de chaque normale. 11 est clair que, si l’on prend un point A sur le lieu des centres des sphères doublement tangentes à la surface, il y aura une sphère ayant son centre en A et tan­gente en deux points» a , a' à la surface. Les droites At/ , An' seront deux normales menées du point A, et correspondantes à une même valeur de n. L’équation en « aura donc une racine double, sans que les deux normales menées du point A et correspondantes à cette racine double soient confondues.Il en sera de même si l’on prend toute autre inconnue, l’abscisse, par exemple, du pied de la normale; car, si ie
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288 SUR UNE CLASSE UEMARQUABLEpoint A se trouve »ur la surface, lieu des points d’où l’on peut mener deux normales dont les pieds aient même abscisse, il est clair qu’on aura pour l’abscisse une racine double à laquelle correspondront deux normales différentes.On voit donc que, de quelque manière qu’on aborde le problème, il sera bien difficile de ne pas avoir à examiner et à rejeter des solutions étrangères, dépendant uniquement du choix de l’inconnue et variant avec elle. On peut ajouter que la même normale peut correspondre à deux valeurs distinctes de l’inconnue. C’est ce qui explique les grandes difficultés qu’offre l’étude du problème des normales. Ces difficultés ont été surmontées d’une manière complète dans le beau Mémoire de M. Glebscb relatif aux surfaces quadriques.Le problème des normales aux cyclides est beaucoup plus compliqué que le problème analogue relatif aux surfaces du second ordre. 11 est d’ailleurs d’une moindre importance; aussi mecontènterai-jed’en indiquer la solution, sans examiner tous les cas particuliers.On a déjà vu (art. 60) que la cyclide a trente normales dou­bles, qui sont les normales abaissées des centres des cinq sphères directrices sur les déférentes correspondantes.On a vu aussi, dans la Note précédente, que d’un point on peut mener douze normales à la cyclide. Voici comment on peut former l’équation dont dépendent ces douze normales.Soit fl) la condition de contact déjà trouvée entre une sphère et la cyclide. Si les coordonnées du centre sont îCî, on aura
(t)et, en portant ces valeurs dans l’équation (1), l’équation en -

Γ

fera connaître les différentes sphères ayant pour centre le 
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 289point (â?,), et tangentes à la cyclide, c’est-à-dire les normales menées du point (a;,). Mais il est préférable de suivre la méthode suivante.Nous avons vu, dans la Note précédente, que la condition de contact s’obtient en éliminant λ entre deux équations
(3)

(4)

Cela posé, soient deux sphères données (w.) , (w'.∙), et cherchons combien on peut faire passer par leur intersection de sphères tangentes à la cyclide. Il suffira ensuite de supposer concentriques les deux sphères données pour obtenir la solu­tion de notre problème particulier.Toute sphère passant par l’intersection des deux proposées a pour coordonnées m. + Λm', , et l’on aura, pour déterminer A’ et λ, les deux équations
(b)

(6)Posons
7)

les équations (5) et (6) seront équivalentes aux suivantes.
(8)

(9)

la
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290 SUR UNE CLASSE REMAROt’ABLELa première de ces équations est du 4® degré en λ , la seconde est la dérivée de la première par rapport à λ.Notre première méthode pour la recherche des normales revient à l’élimination de λ entre ces deux équations, élimi­nation qui se fait en exprimant que l’équation (8) en λ a une racine double; mais nous aurons avantage à éliminer k au lieu de λ. On est ainsi conduit à l’équation finale
(10)qui est du douzième ordre en λ , et qui peut être mise, comme on sait, sous la forme équivalente
(11)Il y a quelques remarques à présenter sur cette équation. On a d’abord identiquement
(12)

et, si l’on introduit le polynôme du troisième degré suivant 
l’identité (12) peut s'écrire
(13)et l’on déduit de là, en prenant les dérivées des deux membres.

On peut donc donner a 1 équation (11) en a la forme nouvelle
(14)Nous avons ainsi deux formes distinctes et également importantes de notre équation en λ. On voit que cette équa­tion est du 8® ordre par rapport aux quantités m,·, m,, et il est clair que, si on la développait, elle ne dépendrait que des binômes m*»»' —Wjw'. . Elle est donc à la fois homogène et
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 291du 4® ordre, soit par rapport aux z»,, soit par rapport aux w',·. Nous allons chercher dans quel cas elle peut avoir une racine double.Son discriminant, que nous appellerons Δ et qui est du 22® ordre par rapport aux coefficients, devra donc être du 88® ordre, soit par rapport aux w,, soit par rapport aux Nous allons chercher les facteurs de ce discriminant, et déter­miner leurs degrés de multiplicité.Si Ton désigne, pour abréger, par 
le premier membre de l’équation (8), notre équation en λ est le résultat de l’élimination de k entre les deux suivantes

Considérons les deux valeurs et k^ de ⅛, tirées de la seconde équation, comme des fonctions de λ déterminées par 
cette équation^ et portons-les dans la première. Le résultat de l’élimination de k prend ainsi la forme
(Ib)Pour qu’il y ait une racine double de l’équation en λ, il faut que la dérivée du premier membre de l’équation (15) par rapport îi λ soit nulle, ce qui donne
(16)Mais un des deux facteurs du premier membre de l’équa­tion (15) est nul. On a, par exemple,
L’équation (16) se réduit alors à 
et, en tenant compte de l’équation
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292 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEqui définit comme fonction de λ, il reste
(17)On est ainsi conduit aux trois hypothèses suivantes : 
c’est-à-dire, les deux équations (8) et (9) en k doivent avoir deux racines communes ou la seconde une racine double 
k^ = k^. Celte seconde supposition doit être rejetée, car elle rendrait infinie la dérivée ~ , et l’examen de la première nous conduit au résultat suivant :Le discriminant cherché Δ contient un premier facteur, qui est le résultat de l’élimination de λ entre les trois équations
(18)

Désignons par M ce premier facteur. Pour l’obtenir, multi­plions chacune des équations (18) successivement par 1 , λ, λ’ ; nous obtiendrons ainsi 9 équations du 8θ ordre au plus en λ. En éliminant λ par la méthode dialytiquc, nous aurons une résultante M du 18^ ordre soit par rapport aux m,·, soit par rapport aux m',, et du 3G"≈ ordre par rapport à ces deux séries de variables prises simultanément. Cette résultante M figure dans le discriminant cherché a , élevée ; u carré. (Nous indiquons plus loin la méthode générale au moyen de laquelle nous avons déterminé les puissances auxquelles doivent être élevés les différents facteurs de Δ.)L’équation (17) sera aussi vérifiée dans fhypothèse suivante : 
c’est-à-dire si l’équation (8) en k a une racine double. Cela 
donne
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 293OU, d’après les notations (13),
L’équation (14) se réduit alors à

Le discriminant A doit donc contenir comme facteur le discriminant de σF, ce qu’il est d’ailleurs facile de reconnaître d’après la forme de Γ0quatiorr∙(14).Or, le discriminant de σF se compose de trois parties ; le discriminant de n, qui est une constante; celui de F, que nous appellerons Σ, et la résultante élevée au carré de σ et de F.F étant une fonction du 3® degré en λ, son discriminant Σ sera du 8® ordre par rapport aux m,·.Quant à la résultante de σ et de F, elle se compose des cinq facteurs Q,, qu’on obtient en portant dans F les racines de n ,λ=—A<. On a
3® Enfin, le discriminant de l’équation en λ contient un dernier facteur, correspondant à l’hypothèse suivante, déduite de l’équation (17),

dit La dernière deces équations peut être remplacée, en tirantde l’équation 
par

Donc, notre dernier facteur correspond au cas où l’équa­
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294 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEtion (8) en Λ a une racine triple, c’est-à-dire où la sphère correspondante a un contact stationnaire avec la surface. En appelant G ce dernier facteur, te discriminant cherché sera
18)Il nous reste à déterminer le degré de G et aussi à indiquer comment on détermine l’exposant de chacun des facteurs du discriminant Δ. Commençons par G.Exprimons que l’équation 

a une racine triple. Comme elle est du 4® degré en λ, on aura les conditions cherchées en égalant à zéro les deux invariants f , J , ce qui donne 
équations du 4® et du 6® degré respectivement par rapport aux .Gela posé, pour avoir G, on remplacera dans ces équations 
m,i par iw, -∣-λ∙m∖, On obtiendra deux équations en Λ, Γune du 4®, l’autre du 6® degré, entre lesquelles il faudra éliminer k. Les coefficients étant homogènes par rapport aux m, , w',, et des degrés 4 et 6, G sera de l’ordre 
par rapport à ces mêmes quantités. Il sera donc seulement de l’ordre 24 par rapport à chacune des séries de variables, par rapport aux w< par exemple; car, de même que Δ et tous les facteurs de Δ, G par la nature même de la question dépend uniquement des binômes wi, /»', — wi, wf,.En réunissant tous les résultats trouvés, on voit bien que le discriminant (18) est, comme cela doit être, du 88® ordre par rapport aux w<. Nous allons maintenant indiquer comment nous avons déterminé les degrés de multiplicité de scs diile- rcnts facteurs.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 295A cet effet, nous exposerons d’abord une méthode générale qui permet de traiter, dans bien des cas, des questions de la nature de celle que nous avons à examiner ici.Étant donnée l’équation 
on sait que le discriminant de cette équation est, à un facteur numérique près, égal à
(19}les Xi désignant les racines de l’équation proposée. D’après cela, toutes les fois qu’un certain nombre de coefficients 
(deux au moins) s’annuleront, l’équation aura une racine nulle multiple, et le discriminant s’annulera.Supposons, par exemple, que 
contiennent en facteur des puissances 
d’une quantité a. Le discriminant devra contenir une certaine puissance de a, que l’on déterminera comme il suit.Lorsque a devient infiniment petit, plusieurs racines de l’équation sont aussi infiniment petites, et l’on sait, d’après la règle du parallélogramme de Newton^ les développer en séries ordonnées suivant les puissances de «. Quant aux autres racines, elles demeurent finies et, en général, inégales. En substituant dans le discriminant (19) les expressions des racines infiniment petites, expressions qu’il suffît en général de limiter à leurs premiers termes, on verra quelle est la puissance de a qui se trouve en facteur.Faisons d’abord une application de cette règle à la démons­tration d’un théorème de Joachimsthal sur le discriminant. Supposons que l’on ait
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29∏ SUR UNE CLASSE REMARQUABLEAlors, pour α = 0, deux racines deviennent nulle$, et, pour a très petit, ces racines sont fournies par l’équation 
qui donne
Donc le discriminant contient a’ en facteur. Or, si on l’écrit sous la forme
N étant formé des termes qui ne contiennent pas a„, N devra être divisible par a’, et par conséquent contenir en fac­teur. Donc le discriminant est de la forme (*)
(20)Dans le cas où l’équation proposée aurait une racine mul­tiple x^ différente de zéro, on serait ramené au cas précédent par la substitution rr = τ, -t- x'.Faisons l’application de la méthode précédente à l’étude de la question proposée. Le degré des facteurs Q, résulte immé­diatement du théorème de Joachimsthal. Cherchons le degré du facteur M , qui est la résultante des trois équations

Si, pour une valeur de λ, que nous pouvons supposer égale à zéro, on a
P) Si l’on suppose.que les termes 

soient en « des degrés 

on arrive à cette proposition plus générale :
Si l’on considère, dans une équation, les p derniers termes comme étant des 

ordres p ,p— l ,p— 2 ,.,,, et les autres de l'ordre 0 , tous les termes du dis­
criminant sont au moins de l’ordre p !p— 1).
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 297en vertu de l’identité 
on aura
Bo, Ce, % , Ψο désignant les termes constants des fonctions correspondantes. Bo, G<, auront donc un facteur commun, que j’appelle a, et qui sera un facteur simple de la résultante. L’équation (10) en λ étant 
on voit que son terme constant contiendra a*  en facteur, et le coefficient précédent a. Donc le discriminant sera seulement divisible par a*  ; et comme a est un facteur simple de M, le discriminant, qui contient a au carré, doit aussi contenir le carré de la résultante M en facteur.Nous allons faire l’application des résultats analytiques qui précèdent à deux problèmes de géométrie.

II.Le problème des normales menées d’un point à la cyclide est compris comme cas particulier dans celui que nous venons d’examiner. Il suffit de supposer que les deux sphères wi,, ιαι\ soient concentriques. Alors toutes les sphères in, ÷ km't auront même centre que les deux premières, et la recherche de celles qui sont tangentes à la cyclide revient à la détermination des normales menées de leur centre commun à la surface. On peut encore procéder comme il suit.Soient a;, les coordonnées du point M d’où l’on veut mener des normales, et prenons
(21)Alors les sphères w, 4- km\ auront pour centre le point M Les fonctions f, φ , ψ auront ici pour expressions
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298 SUR CNE CLASSE REMARQUABLE

(22)

et Φ (À), (λ) seront du 3**  degré seulement. L’équation (40),
(23)demeurera du 42® degré. Si l’on y considère λ comme fixe et les Xi comme variables, elle représente la surface du 4® ordre à conique double, étudiée dans la Note précédente, lieu des centres des sphères de même rapport anharmonique, tangentes à la cyclide.La conique double de cette surface est définie par les équations
(23)

Nous allons maintenant indiquer la signification géométrique des différents facteurs du discriminant.Les Qi, égalés à zéro, représentent les cinq surfaces défé­rentes de la cyclide.En effet, pour chaque point M d’une déférente, on peut mener deux normales correspondantes à une même valeur de λ, et dont les pieds sont les points de contact de la sphère de centre M doublement tangente à la surface. L’équation en λ a donc une racine double.
Σ', égalé à zéro, représente l’enveloppe des quadriques homofocales aux cinq déférentes. Pour tout point M de(∑), deux normales à la cyclide viennent se confondre avec la génératrice rectiligne de (Σ) passant en M, et qui, considérée comme normale, a son pied sur le centre de l’infini.G, égalé à zéro, représente la surface des centres de cour-
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 299bure. D’après les remarques que nous avons faites, G est du 24® ordre par rapport aux binômes 
qui sont des fonctions du premier degré des coordonnées ordinaires du point. Donc

La surface des centres de courbure est du ordre.Enlin, le facteur M, qui est la résultante des équations
(2i)

se décompose ici de la manière suivante.Les fonctions γ et sont du 3® degré. Si donc on a 
les trois premiers membres des équations (24) se réduisent au 4® degré, et l’équation (23) en λ s’abaissera du 42® au 8® degré. Elle aura quatre racines infinies. Donc le facteur 
doit figurer dans le discriminant, et, en appliquant la méthode générale déjà indiquée, on trouve qu’il y est à la puissance sixième. On a donc ici 
et N — 0 représente le lieu des coniques doubles de toutes les surfaces représentées par l’équation (23), quand on y fait varier λ.Nous connaissons maintenant les différents lieux que doit occuper le point M pour que l’équation en λ, qui détermine les normales menées de ce point, acquière une racine double.Nos équations générales s’appliquent aussi à la discussion
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3θ0 SUB UNE CLASSE REMARQUABLEdes pians tangents menés par une droite à la surface, et dans ce cas nos différents facteurs du discriminant (18) reçoivent de nouvelles interprétations géométriques.Supposons ici que les w,, soient les coordonnées de deux plans; alors les m, !-A*m',  seront les coordonnées d’un plan passant par l’intersection des deux premiers, et les calculs que nous avons faits donnent la solution du problème sui­vant : Mener à la cyclide un pian tangent par une droite donnée (w,·, /»',·). Voyons dans quels cas l’équation en λ aura ici une racine double.G = 0 exprime que la droite est tangente à la développable formée par les plans ayant un contact stationnaire avec la cyclide. Cette développable est donc de la 24® classe.Qi — 0 exprime que la droite est tangente du cône enve­loppe des plans tangents doubles passant par le centre de la sphère (S.).Σ = 0 est la condition de contact d’une droite et de la cyclide.L’interprétation de l’équation
est un peu moins simple.Quand une droite satisfera à cette équation, on pourra mener par elle deux plans tangents de même rapport anharmonique à lu cyclide; elle sera donc une tangente double de l’une des développables définies à la fin de la Note précédente, qui sont les enveloppes des plans tangents de la cyclide, ayant même rapport anharmonique (*).

P) Il ne sera pas inutile de lever ici une objection qu’on pourrait adresser 
à notre méthode. Quand la droite rencontre une des seize droites δ de la 
cyclide, le plan mené par les deux droites est un plan tangent double, d’une 
espèce particulière, et il doit être compté pour deux. Mais comme ce plan 
tangent double n’a pas ’e même rapport anharmonique pour ses deux points 
de contact, il sera donné par deux racines différentes de notre équation en λ. 
Voilà pourquoi nous ne le trouvons pas en exprimant que l'équation en a 
deux racines égales.
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DE COURBES ET DE SüKFACES ALGÉBRIQUES. 301On voit par ces exemples que le problème général d’élimi­nation résolu au commencement de cette Note conduit à un grand nombre de conséquences géométriques. 11 donne la surface des centres ou la développée de la cyclide, la condition de contact d’une droite et de la surface, la développable formée par les plans tangents stationnaires, etc. Les méthodes que nous avons suivies nous paraissent d’ailleurs applicables à toute équation 
qui serait d’un degré quelconque en k , au lieu d’être du second degré, comme dans l’exemple que nous avons traité, ou du premier degré, comme dans le problème des normales aux quadriques. lll.Proposons-nous maintenant de rechercher le nombre des normales à la cyclide contenues dans un plan quelconque. 11 est clair que cette question est comprise dans la suivante ;

En combien de points une sphère est-elle normale à la cyclide? Soit une sphère (m,>). Les conditions pour qu’elle soit nor­male au point (a?,) sont les suivantes iNote XI),
(2S)Ces deux équations représentent iin cercle qui coupe la cyclide aux points cherchés. Donc toute sphère est normale en 
quatre points. Si elle se réduit à un plan, celui-ci sera normal en quatre points, et par conséquent contiendra quatre nor­males de la cyclide. La géométrie conduit au môme résultat.Nous allons, en terminant, déterminer la classe de la surface des centres de courbure. A cet effet, étant donnée la sphère (w,), cherchons la condition pour qu’elle soit normale en deux points consécutifs. S’il en est ainsi, il est clair qu’elle coupera la cyclide tangentiellement à une ligne de courbure.Pour que la condition précédente soit remplie, il faudra que
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302 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEle cercle défini par les équations (25) soit tangent à la cyclide, et par conséquent qu'une sphère 
passant par ce cercle soit tangonte à la cyclide en un point {x,) du cercle. On devra donc avoir, en identifiant Péquatioii précédente à celle d'une sphère tangente au point (a?,),

Exprimons que le point (a;,) se trouve à la fois sur le cercle et sur la cyclide; nous obtiendrons les équations suivantes,
(26)

La première détermine β. Éliminer λ entre les deux autres, c’est exprimer que la seconde a une racine double. Or, cette seconde équation n’est que du 3® degré en λ, en vertu de la première. On sera donc conduit, en égalant son discriminant à zéro, à une relation
(27'! Φ(w,∙)-0,du 4® ordre par rapport aux coefficients de cette équation, c’est-à-dire, en remplaçant β par sa valeur, du 16· ordre par rapport aux w,.Les plans satisfaisant à l’équation précédente sont évidem­ment les plans normaux principaux de la cyclide, et ils enve­loppent la surface des centres. Celle-ci est donc de la seizième 
classe.Cherchons, par exemple, les plans tangents à la surface des centres et passant par un des pôles principaux, le centre de (S,) par exemple. Pour ces plans on aura

m, = Q ;

www.rcin.org.pl



DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 303a seconde des équations (26) devient
Si l’on prend λ — — A,, on est conduit à un cône de la quatrième classe à compter deux fois.Si l’on choisit le second facteur, 

on a à exprimer que l’équation précédente, du second degré en λ, a une racine double, et Ton trouve ainsi un cône de la huitième classe. Les propriétés et la génération de ces deux cônes peuvent être trouvées par la géométrie.
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304 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE

!⅜ote XIII.

Sur les cyclides homofocales et orthogonales et sur leur surface des centres 
de courbure.i.Nous avons vu dans le texte (art. 47) que l’équation 

(<)où 
représente, quand on fait varier a, un système de cyclides orthogonales. On peut démontrer d’une manière simple que ces cyclides sont homofocales, et indiquer quelques propriétés de la développable qui leur sert d’enveloppe.Soit, en effet, une sphère
(2)La condition pour qu’elle soit tangente à la cyclide est que l’équation en p-,

(3)

1ait une racine double. En posant p = γZ∑~g,, l’équation précé­dente prend la forme
(4)et l’on a à exprimer qne cette équation a une racine double.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 305$i la sphère est de rayon nul,.l’équation précédente devient (*)  
(Îi)Le discriminant de cette équation est évidemment indépen­dant de a. Donc toutes les sphères de rayon nul ou tous les plans 
tanyi'iils au cercle de Γinfini, qui sont tangents à une cyclide, sont 
aussi tangents à toutes les cyclides orthogonales ; c. q. f. d.En exprimant que l’équation (5) a une racine double, on trouvera une équation du 8*  ordre par rapport aux quan­tités m,. Donc, si l’on considère les comme les coordonnées d’un point sphère placé sur la développable focale, on voit que cette surface est du 16® ordre, ce qui est d’accord avec un résultat de l’article 51, relatif à son intersection avec une sphère. Au contraire, si l’on considère les w, comme les coor­données d’un plan, qui sera alors un plan tangent de la développable, l’équation étant du 8*  ordre, la développable sera de la huitième classe.Nous savons d’ailleurs que cette surface a cinq lignes doubles du 4· ordre et une ligne octuple, le cercle de l’infini.

II.Les cyclides orthogonales donnent lieu à un système de coordonnées curvilignes analogue à celui des coordonnées elliptiques, et dont nous avons exposé quelques propriétés (art. 51).On peut présenter ce système avec une plus grande géné­ralité, et obtenir des résultats nouveaux, en raisonnant de la manière suivante.Étant donnée une sphère (/»,), l’équation (4) aura, en général, quatre racines distinctes ?, , p,, ·
f) L’hypothèse λ==κ que nous négligeons conduirait aux points de la 

surface considérés comme sphères de rayon nul.
20
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306 SUR UNE CLASSE REMAROUABLEOn ppiit prendre ces quatre racines pour déterminer la sphère, et alors on aura l’identité
(6)en posant
M est d’ailleurs un coefficient dont il est inutile de connaître la valeur, et qui multiplie λ*  après qu’on a chassé les dénomi­nateurs dans le premier membre de l’équation (6).Faisons, dans cette identité, successivement λ = a et λ ≈ «i ; nous aurons
(O

(8)On obtient ainsi les coordonnées ⅜ de la sphère en fonction des racines p , p,, p,, p, ·On voit, à cause des doubles signes qu’on peut donner à Wt, qu’il y a seize sphères correspondantes à un système de valeurs de p, pi, p,,, p». Ces seize sphères forment uh système anallag- matique par rapport aux cinq sphères (Si).Une fois connues les coordonnées m,, on aura le centre et le rayon de la sphère par les formules (7) et (H) de la Note X.Si X , Y , Z , T sont les coordonnées cartésiennes homogènes du centre, et R le rayon, ces formules nous donnent
(9)

Cela posé, si la sphère considérée devient tangente à la
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 307cyclide, nous savons que deux racines de l’équation (4) devien­nent égales. On aura donc, par exemple, 
et par suite les formules (8) deviendront
(10)

Lorsque, laissant p, p, constants, on fait varier u, on a une suite de sphères, toutes tangentes au même point do la cyclide, celui qu’on obtient en faisant car, pour cettevaleur de a, le rayon devient nul, et la sphère tangente se réduit à son point de contact. On trouve ainsi, pour les coor­données d’un point de la cyclide,
(11)Ce sont les formules du texte (art. 50). p et p, sont donc les coordonnées curvilignes du point de contact de la sphère tangente à la cyclide, telles qu’elles ont été définies à l’article cité.Si dans les formules (10) on donne à u une valeur con­stante Λ, on obtient, en faisant varier p , p,, toutes les sphères tangentes à la cyclide et de même rapport anharmonique. Les centres de ces sphères décrivent alors la surface du 4® ordre considérée dans la Note XI.Si, au lieu de donner à m une valeur constante, on lui donne la valeur p ou p,, trois racines de l’équation (4) deviennent égales, et la sphère est osculatrice à la cyclide. Ainsi, les équations
(12)

(13)
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308 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEdéterminent toutes les sphères osculatrices, quand on donne à s et à p, toutes les valeurs possibles. Les centres de ces sphères décrivent la développée de la cyclide, et l’on aura par conséquent les expressions en p et des coordonnées des points de cette surface, en substituant dans les formules (9) les valeurs de m, tirées de l’équation (12).Si les quatre valeurs p, p, , c,, o, sont deux à deux égales, si l’on a, par exemple,
Pi — p i p» — Pi ■>les formules deviendront

(14)

Mais on sait que, si l’équation en λ relative à deux quadriques a deux racines doubles, ces surfaces se coupent, en général, suivant une droite et une cubique gauche, qui rencontre la droite en deux points distincts. On voit donc que, dans l’hypo­thèse que nous examinons, la sphère coupera la cyclide suivant une droite et une cubκ]ue gauche.A cause des différentes combinaisons de signes des radicaux dans les formules (14), on voit qu’il y a seize séries de sphères. Ces seize séries correspondent évidemment aux seize droites de la cyclide. On peut d’ailleurs trouver les équations de ces droites.L’une des sphères aura pour équation
(15)elle contiendra donc tous les points satisfaisant aux équations
(IG)
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGEBRIQUES. 309et ces équations représentent, par conséquent, la ligne droite commune à toutes les sphères.Les quantités w< étant, dans les formules (14), des fonctions linéaires de pp, et de p 4- p,, les centres des sphères de chaque série décriront un plan. Ce résultat est évident par la géomé­trie. Car soit â une droite de la cyclide, qui rencontre le cercle de l’infini. Toute sphère contenant cette droite aura son centre dans le plan tangent au cercle de l’infini mené par cette droite.Enfin, si les quatre racines p deviennent égales, on a
(17)

Les sphères correspondantes ont un contact plus intime avec la surface que les sphères osculatrices ordinaires; elles cou­pent la cyclide suivant une de ses droites J et suivant une cubique gauche tangente à la droite. Les centres de ces sphères décrivent des coniques (Q), situées dans les seize plans des centres déjà définis, et ces coniques sont évidemment sur la surface des centres de courbure ou développée de la cyclide.Les seize coniques (Q) correspondent évidemment aux diffé­rentes combinaisons de signes dans les formules (17); elles ont donc en commun les points correspondants aux valeurs a,, a,, a,, , a, de P, qui annulent une des quantités m,.Parmi les sphères précédentes, quarante, correspondantes aux valeurs
f ,coupent la cyclide suivant deux droites et suivant un cercle passant au point de rencontre de ces droites, point qui est un ombilic de la cyclide. La cyclide a donc quarante ombilics et les seize coniques (Q) sont tangentes les unes aux autres aux ombilics. Chaque conique est tangente à cinq autres, et la tangente commune à deux d’entre elles est la normale à la cyclide en un ombilic.
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SIO SUR UNE CLASSE REMARQUABLEPour tous les points de ces coniques, trois normales à la surface viennent se confondre en une seule, la tangente à la conique au point considéré. Pour les points de contact de deux coniques, quatre normales viennent confondre leurs pieds à Γombilic correspondant.Les propriétés que nous rencontrons ici sont analogues à celles que M. Clebsch a découvertes pour la surface des cen­tres de courbure des quadriques. On peut compléter l’analogie en remarquant que le plan des coniques (0) est tangent à la développée en tous les points -le ces coniques.En effet, si dans l’équation (40) on permute p et a . on aura une sphère tangente à la cyclide (s) et normale à la cyclide (a), qu’elle coupe tangentiellemmt à une ligne de courbure. Ainsi les équations
(18)conviennent à toute sphère normale à la cyclide proposée, et la coupant tangentiellement à une direction principale.On aura donc le plan normal principal, si l'on dispose de u de telle manière que les formules (18) conviennent ù un plan, ce qui donne.
Î19)ou
(20)En tirant de cette équation la valeur de n et la portant dans (18), on aurait les expressions des coordonnées d’un plan tangent à la développée en fonction des paramètres p , a,.Les seize coniques (Q) correspondent à l’hypothèse
et-slors' l’équation (20) donnera pour m une valeur constante. Quant aux équations (18), elles fournissent pour w, des nom- 
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DE COURBES ET DE SURFACES ALCÉBBIQUES. 311brcs fixes, et nous montrent ainsi que le plan tangent demeure le même en tous les points des coniques (Q) >Un raisonnement par analogie nous conduirait même à affirmer que ces plans ônt, comme dans le cas des quadriques, un contact du deuxieme ordre avec la développée.Du reste, la développée a d’autres lignes multiples, une ligne double et cinq lignes de rebroussement, qui sont les lieux des centres des sphères osculatrices en tous les points des sec­tions de la cyclide par les cinq sphères directrices. Mais nous laisserons au lecteur le soin d examiner plus complètement ces différentes questio’ns.
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312 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE

!*otfc  XIV.

Sur quelques propriétés de géométrie infinitésimales relatives anx cyclides.

On peut utiliser les formules données dans les Notes précé­dentes, et donner pour differentes surfaces, se rattachant d’une manière directe aux cyclides, l’expression de la distance de deux points infiniment voisins.Soient
(1)réquation de la cyclide, et
(2)celle d’une sphère. L’équation 
a quatre racines, au moyen desquelles nous déterminerons les w,, et en posant
(3)

'4)

on aura, comme dans la Note pr⅛ddente,
(δ)

et l’on démontrera par les procédés connus l’énuation
(β)
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 313En nous reportant à la formule (24) de la Note X, nous voyons que, si x , y , 2 désignent les coordonnées cartésiennes du centre de la sphère (2) et R le rayon de cette sphère, on obtient ici
(7)On a d’ailleurs, d’après la formule (11) de la même Note,
(8:et l’on déduit de ces équations les conséquences suivantes. D’abord, si l’on fait
la sphère devient tangente à la cyclide, et la formule (7) se réduit à la suivante,
(9)

C’est l’expression du ds' dans un système orthogonal, formé des surfaces parallèles à la cyclide et des développables qui les coupent à angle droit. La variable u sera donnée en fonc­tion de R par l’équation (8), qui est du premier degré en w, puisqu’on a ici
(10)Si l’on suppose R constant, on aura ds’ pour la surface parallèle à la cyclide.
(H)«Si l’on suppose que R croît indéfiniment, tendra vers une valeur finie dσ∖ et la formule
(12)
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314 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEOÙ υ est.la limite de w, définie par l’équation 
donnera la τepresentalion sphériqûe de la cyclide. On voit que, U étant une fonction de ρ et de p,, les lignes qui composent 
cette représentation ne sont pas isothermes.Enfin, si l’on fait 
trois valeurs de p devenant égales^ la sphere sera osculatrice, et l’on aura
(13)

c’est-à'dire le carré de la distance de deux points infiniment voisins sur la surface des centres de courbure de la cyclide. Cette expression met en évidence le système des lignes géodé­siques qui correspondent sur la développée aux lignes de courbure de la proposée.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 31o

Note 1Ψ.

De différents systèmes de lignes définies par des propriétés différentielles 
et qu’on peut déterminer sur toutes les cyclides.

Nous avons, dans le cours de cette étude, appris à déter­miner plusieurs systèmes de lignes tracées sur les cyclides. On connaît :1® Leurs lignes de courbure, qui sont algébriques;2® Leurs lignes de longueur nulle (art. 51). Elles sont défi­nies par cette propriété que leurs tangentes vont rencontrer le cercle de l’infini. Il résulte de là que l’on saura déterminer sur toute surface du troisième ordre les lignes dont les tan­gentes vont rencontrer une conique fixe quelconque de Cette surface. En effet, on peut toujours transformer par l’homo­graphie une surface cubique en cyclide, une conique déter­minée de cette surface devenant le cercle de l’infini, et alors les lignes dont les tangentes allaient rencontrer cette conique se transforment dans les lignes de longueur nulle de la cyclide.3® On connaît aussi les lignes de courbure de la cyclide, quand on prend pour absolu^ suivant la définition de M. Cayley (art. 62 et Note V), non plus le cercle de l’infini, mais une. ∣∣uadrique quelconque inscrite dans la cyclidcj ou, si la cyclide est du troisième ordre, une coniqùe quelconque de cette surface. Ces lignes sont algébriques.4“ On connaît encore, dans les mêmes hypothèses, les lignes de longueur nulle (Note V), c’est-à-dire celles dont les tangentes demeurent aussi tangentes à une quadrinue fixe inscrite dans la cyclide.Nous nous proposons d’intégrer dans cette Note les équations différentielles de différents autres systèmes de lignes.
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316 SUR UNE CLASSE REMARQUABLESoit un point M d’une surface; la sphère normale en ce point à la surface et orthogonale à deux sphères fixes est évidemment déterminée par ces conditions. Elle coupe le plan tangent suivant une droite qu’on peut considérer comme la tangente à une courbe tracée sur la surface. On aura ainsi un système decourbes définies par cette propriété, qu’il y a une sphère qui leur est tangente en chaque point, qui est normale en ce point à la surface, et en outre orthogonale à deux sphères fixes.La détermination de ces lignes peut se l’aire sur toute cyclide, au moins si l’on prend pour les sphères fixes deux des sphères directrices.Soit
(1)l’équation d’une cyclide; supposons que les sphères tangentes à la courbe doivent être orthogonales à (S^) et (S,). Leur équation sera

Pour que la sphère représentée par cette équation soit nor­male au point (ayj de la cyclide, il faut (Note XI) que l’on ait
Comme la sphère est tangente à la courbe cherchée, on doit avoir
Éliminons «i,, w,, entre ces équations ; nous trouvons l’équation différentielle

ou, en intégrant(2)

(3)Telle est l’équation des lignes cherchées.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 317Quand la cyclide se réduit à une quadrique, deux des cinq sphères (S<) sont rejetées à l’infini; les trois autres deviennent les plans principaux. Les courbes précédentes se transforment en deux espèces de courbes sur les quadriques : 1“ les lignes de plus grande pente, un des plans principaux étant horizontal; 2® les lignes telles que la normale à ces lignes, située dans le plan tangent à la surface, aille rencontrer un axe de cette surface.Considérons maintenant les courbes telles qu’il y ait une sphère passant par trois de leurs points consécutifs, ou, ce qui est la même chose, par leur cercle osculateur, normale à la surface et orthogonale à une sphère fixe (S). Ces lignes, comme nous l’allons montrer, ont des propriétés analogues à celles des lignes géodésiques.En effet, étant donnée la sphère (S), considérons une sur­face (β'), et soumettons-la au mode de transformation défini par les formules (14) de l’article 44. Alors à (B') correspondra une anallagmatique (Σ) ayant pour sphère directrice (S), et pour déférente la polaire réciproque (D) de (B') par rapport à (S). Cela posé, considérons sur (B') les lignes géodésiques, en prenant pour absolu la sphère (S) (Note V).Ces lignes géodésiques (^) sont définies par une double propriété. Elles rendent minimum Parc
(4)mesuré par rapport à (S), et de plus leur plan osculateur est normal au plan tangent de la surface. A ces lignes corres­pondront sur (Σ) des lignes (jf,), rendant minimum l’intégrale
(5)où S désigne la puissance par rapport à la sphère (S), efqui est la transformée de p∕σ. De plus, au plan osculateur des lignes {g} correspond la sphère passait par trois points consé­cutifs des lignes (O,) et orthogonale à (S). La propriété du
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318 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEpian osculateur des lignes (g) entraîne donc la suivante pour les lignes (ÿ,) ;
Les lignes définies sur toute surface par la condition qu'une 

sphâre passant par leur cercle oscillateur et normale à la surface 
soit en même temps orthogonale à une sphère fixe {3} possèdent la 

.propriété de rendre minimum l’intégrale 
où ds désigne la différentielle de Γarc et S ∕α puissance par rapport 
à la sphere (S) .On peut faire ici une remarque qui nous sera utile. Les lignes qui rendent minimum, entre deux points ({uelconques de l’espace, l’intégrale précédente sont les cercles orthogo­naux à (S). En effet, les lignes qui dans la figure (B) rendent mimmumj'Λσ sont des lignes droites (Note V), et par consé­quent elles ont pour transformées dans la figure (Σ) des cercles orthogonaux à (S>, qui rendent minimum l’intégrale transformée de i dσ.

c-Comme les cyclides sont les transformées des quadriques, et qu’on sait déterminer les lignes géodésiques de toute qua­drique (B), en prenant pour absolu une quadrique quelconque (S), on voit qu’on saura déterminer sur toute cyclide les lignes dont il est ici question. Si la cyclide devient l’inverse d’une quadrique, ces lignes sont les inverses des lignes géo­désiques de la quadrique. Ainsi, quand la cyclide dégénère en quadrique, ces lignes deviennent des géodésiques.On peut aussi déterminer sur les cyclides les lignes pour lesquelles la sphère osculatrice est tangente en chaque point à la surface (*).
(’) Voir une Note de fauteur. Comptes rendus, t. LXXilî, p. 732.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALCEBRIQUES. 3i∂Soit
(6)

l’équation d’une cyclide. Celle d’une sphère tangente au point {xt) sera
(7)

et l’on sait que, si λ reste constant, toutes les sphères tangentes correspondantes ont le même rapport anharraonique. Leurs centres sont sur une surface du quatrième ordre à conique double, qui a été étudiée dans la Note XI.Exprimons que la sphère (7) contient quatre points consé­cutifs d’une courbe passant au point (ic,) ; nous aurons évi­demment les équations
(8)

(9)

(10)

La première de ces équations est identiquement vérifiée; car on a
(H)

(12)

en vertu de l’équation de la surface et de l’identité qui relie les quantités a;,.Pour former l’équation différentielle cherchée, il faudrait donc éliminer λ entre les équations (10) et (9) Au lieu de faire cette élimination, considérons λ comme une variable
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.{⅛0 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEnouvelle, et différentions (9). En tenant compte de l’équa­tion (10), il restera
(13)Le second terme de cette équation est nul en vertu des relations (il), (12) et de leurs différentielles; il reste donc 
(Le facteur que nous négligeons est compris dans cette solution générale.)En résumé, il reste à intégrer l’équation, du premier ordre seulement, contenant l’arbitraire K,
(14)les Xi satisfaisant aux équations

En passant aux coordonnées curvilignes des articles 50 et 51, l’équation (14) se transforme aisément dans la suivante,
(Ib)où les variables sont séparées.Les sphères osculatrices de toutes les courbes correspon­dantes à la môme valeur K de λ sont de même rapport anhar­monique. Gela résulte de la signification de λ.Pour λ = , elles deviennent les sphères doublement (an­gentes, orthogonales à (S,). Nos courbes se réduisent alors aux cercles de la cyclide situés sur ces sphères. Il était évident d priori que les cercles devaient être obtenus comme solutions du problème, puisque leur sphère osculatrice en chaque point est indéterminée, et peut être prise tangente à la surface.L’équation (15) ne s’intégre d’ailleurs algébriquement que
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 3Î1si K ~ ; alors elle se réduit à l’équation d’Euler, et donneune des cinq séries de sections circulaires.Les trajectoires orthogonales des courbes représentées par l’équation (15) ont pour équation différentielle
(16)On suit intégrer cette équation, et en particulier trouver les trajectoires orthogonales des sections circulaires des cyclides. On pourrait même déterminer les trajectoires coupant sous un angle fixe quelconque.Comme cas limite, quand la cyclide se réduira à une sphère, on saura déterminer les trajectoires orthogonales des cercles d’une même série doublement tangents à une courbe cyclique.Sur les quadriques, la méthode précédente donnera les tra­jectoires des génératrices rectilignes et des sections circulaires. Ces dernières lignes ont été déterminées par M. Catalan {Journal 
de Lioumlle, t. XII, p. 488).Les méthodes données par M. Liouville et par Jacobi, pour déterminer les lignes géodésiques des quadriques et intégrer les équations abéliennes, ne s’appliquent plus ici; mais elles nous conduisent à des résultats, qui paraissent dignes d’être notés. Voici les principes algébriques employés par les deux géomètres que nous venons de citer.Soit la formule différentielle
(47)où f (m) est une fonction quelconque de la seule variable u, et où

Si l’on se propose de rendre minimum l’intégrale
(48)en considérant les variables p,, f,, p, comme des fonctions de

21
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322 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEl'une d’entre elles, ees fonctions satisferont aux équations différentielles
ri9)

où les variables sont séparées; a et β sont deux constantes arbitraires.Si l’on a à rendre minimum l’intégrale(20) où(21) 
en considérant p, comme une fonction de p, on devra avoir
(22)

ün emploie d ordinaire ces résultats, en supposant que, dans le premier, d soit infini, ce qui fait disparaître le facteur Φ (d) de de , et dans le second K infini, ce qui fait disparaître (P-K) (P,-R).Ces principes ne peuvent évidemment s’appliquer à la déter­mination des lignes géodésiques des cyclides. L’expression de d«\ donnée (art. 50), 

contient un facteur M dont on ne peut faire abstraction. Mais,
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DE f.OI RBES ET DE SüftFACES ALGÉBRIQUES. 323en tenant compte de la formule (36) de l’article 50, on voit que l’expression 

est de la forme assignée à do* , do,*.On saura donc trouver le minimum de l’intégrale
(23)

dans les conditions qui ont été indiquées précédemment, et de là résultent les deux théorèmes suivants :
On sait déterminer les lignes de Γespace rendant minimnm 

l'intégrale

(24;

od U une fonction algébrique entière, du degré au plus, qui 
égalée à zéro donnerait l’équation d’une cyclide.fin d’autres termes, on sait trouver les routes de la lumière 
dans un milieu pour lequel la vitesse de la lumière en chaque point 
serait donnée par Γéquation ν' = U, où U défini com,me précé­
demment,U peut se réduire à une fonction quelconque du second degré, ou au carré de la puissance par rapport à une sphère, auquel cas l’intégrale (24) se réduit à celle-ci.
que nous avons considérée déjà dans cette Note. Alors les routes de la lumière sont des cercles orthogonaux à la sphère (S), etc.En appliquant le deuxième principe algébrique, nous aurons le théorème suivant :
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324 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE

On sait déterminer sur toute cyclide les lignes rendant minimum 
l’intégrale 
où U , égalé à zéro, fournirait l’équation d’une cyclide quelconque, 
homofocale à la première.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 32δ

!⅜ote XVI.

De quelques analogies entre la théorie des cyclides et celle des surfaces 
du second ordre.Les formes d’équations que nous avons obtenues pour les cyclides ramènent la théorie de ces surfaces à celle des fono lions quadratiques et homogènes, et les rapprochent ainsi des surfaces du second degré. Aussi peut-on généraliser et étendre aux cyclides plusieurs des propositions connues de la théorie des surfaces du second degré. Nous allons donner ici deux exemples de pareilles généralisations.

I.On peut d’abord constituer pour les cyclides une théorie analogue à celle des points correspondants d’Ivory sur deux ellipsoïdes homofocaux. Soient, en effet.
(1)

(2)les équations de deux cyclides bomofocales, Désignons par Xf les coordonnées d’un point M sur la pre­mière cyclide. Les quantités yi, définies par les équations
(3)sont évidemment les coordonnées d’un point M*;  car elles satisfont à l’identité
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326 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEet ce point M' est sur la cyclide (β), car on a
Nous dirons que les points M et M' sont correspondants sur les deux 3yclides (a) et (β). Deux points correspondants sont à l’intersection des deux cyclides avec une des trajectoires orthogonales de toutes les cyclides homofocales à (a) et à (β).Gela posé, soient (A , A') , (B , B') deux couples de points correspondants. Soient Xi, j∕<, x'f, y' ,· les coordonnées respec­tives des points A k', E , B', On aura 

et par suite ou
(4)

Or, d’après la formule (17) de la Note X, on a
Donc, en tenant compte de la formule (4) et en divisant les équations précédentes membre à membre, on aura une équa­tion de la forme
(5)

où /"(A), f(δ) désignent des fonctions ne dépendant que des coordonnées des points A et B, Nous aurons de même, en designant par (C, C') un troisième couple de points corres­pondants.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 3Î7et par suite
(6) AB' . BC' . CB' = BA' . CB' . BC' .Telle est la relation qui unit les distances mutuelles de trois couples de points correspondants.On trouvera dans un travail antérieur de l’auteur (*)  les conséquences de cette formule qui conduit aux propriétés métriques focales des cyclides.

(*) Sur les Ihéorèmes d'Ivory relatifs aux surfaces homofocales, p. 44. — 
(Mém. de la Soc. des Sc. phys. et nat., t. "VlII, p. 240.)

(’) Plus généralement, toute cyclique ayant ces quatre points pour foyers 
louche en quatre pointe une des cyclides homofocales à la proposée.

II.On a vu (art. 49) que quatre points situés sur un cercle quelconque d’une cyclique sont les foyers d’une nouvelle cyclide qui contient les foyers de la première (^). On peut étendre ces propriétés à l’espace, et démontrer les deux théo­rèmes suivants :Théorème I. La courbe d’intersection d’une cychde et d’une 
sphère quelconque peut être prise pour la focale d’une nouvelle 
cyclid4i passant par une quelconque des focales de la première.Plus généralement, si deux cyclides sont inscrites l’une à 
l’autre suivant une courbe sphérique, les focales de l’une d’elles 
sont sur une surface homofocale à l’autre^ et toute surface homo- 
focale à la première est inscrite suivant une courbe sphérique à une 
cyclide homofocale à l’autre.Théorème II. Si deux cyclides sont tangentes en quatre points 
et se coupent suivant deux courbes sphériques toute cyclide homo­
focale à la première coupera suivant deux courbes sphériques 
distinctes une cyclide homofocale à la seconde. Les focales de 
chaque surface seront tangentes en quatre points à une des cyclides 
homofocales à l’autre.Ce dernier théorème est une conséquence du premier.
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328 SUR UNE CLASSE REMARQUABLECar soient (C), (G') deux cyclides se coupant suivant des courbes sphériques Soit (D; une cyclide auxiliaire,ayant (g} pour focale. D’après le théorème I, il y aura deux cyclides (G,), (G',), homofocales l’une à (G), l’autre à (G'), qui seront inscrites dans (D). Ces deux cyclides, inscrites à une troisième, se couperont par conséquent suivant deux courbes sphériques.Tout se réduit donc à la démonstration du théorème I.Soient
(<)l’équation d’une cyclide (G), et
(2)celle d’une sphère (S). L’équation
(3)représente une cyclide inscrite à la première en tous les points de la courbe (C , S). Cherchons les focales de cette cyclide.

A cet effet, nous prendrons d’abord une sphère quelcon­que (S'),
(4)et nous chercherons la condition pour qu’elle soit doublemeni tangente à la ,cyclide inscrite (G'). En employant un artifice dont nous avons déjà fait plusieurs fois usage, nous pouvons, de l’équation (4), tirer x' + y^-i-z*  en fonction linéaire de 
X ,y ^z, eï porter cette expression dans les Xf. Alors ces coor­données se changeront en des fonctions linéaires a, de a?, y , 2, et les deux équations
(b)

(6)représenteront, la première la sphère sécante (S'), la seconde une quadrique passant par la courbe [ (C'), (S') ]. L’équation 
(7)
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RE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 329représentera donc toutes les quadriques passant par cette courbe, et, si l'on veut que la sphère (S') soit doublement tangente à la cyclide (G'), il faudra que, pour une valeur convenable de λ, l’équation (7) représente un système de deux plans.Or les a.· sont liées par l’équation identique
(8)qu’on obtient en remplaçant Xi par a, dans l’équation (4). Cherchons d’abord la condition pour que l’équation (7) repré­sente un cône, c’est-à-dire une quadrique à point double.Si la quadrique (7) a des points doubles, les coordonnées de ces points satisferont évidemment aux équations 
qu’on obtient en exprimant que les premiers membres de (7) et de (8) ont leurs dérivées par rapport aux a, proportionnelles. Posons, pour abréger,
(9)on aura(10)

, . niiet par suite, en multipliant ces équations par et les
3 j O U tβ Π t.

Si cette équation détermine le rapport -, les équations (9) détermineront les rapports des quantités a, , et par conséquent la quadrique pourra bien avoir un seul point double, mais non se réduire à un système de deux plans, qui doit avoir une ligne de points doubles. Il faut donc que l’on ait
(H)

(12)
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330 .SUR UNE CLASSE REMARQUABLEEn exprimant, de plus, que les quantités a, satisfont à réquation de la surface, on aura
(13)Telles sont les équations auxquelles doivent satisfaire les coordonnées des sphères doublement tangentes. La pre­mière (11) fera connaître cinq valeurs de λ. A ces cinq valeurs correspondront les cinq séries de sphères doublement tan­gentes.Si ces sphères se réduisent à des points, alors on doit remplacer w, par les coordonnées Xi de ces points, et l’on obtient le résultat suivant :L’équation (11) fait connaître cinq valeurs de λ, et les suivantes
(14)

(16)

représentent, quand on y substitue les cinq valeurs de λ, les cinq focales de la cyclide (G').Or la seconde des équations peut être écrite ainsi.
ou 
elle représente donc une cyclide horaofocale à la proposée (G). Ainsi les focales d’une cyclide (G') inscrite à (G) sont sur des surfaces homofocales à (G).G’est la première partie du théorème qu’il s’agit de démon­trer. Avant d’achever la démonstration, nous allons indiquer une proposition qui résulte des calculs précédents.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 331Les sphères doublement tangentes à (G') sont définies par les équations (11), (12), (13). On peut, au lieu de supposer qu’elles se réduisent à des points, les assujettir à d’autres conditions, chercher, par exemple, celles qui sont simplement tangentes à la proposée (C), et qui enveloppent par conséquent une surface à lignes de courbure circulaires. Désignons par æ, les coordonnées du point de contact de l’une de ces sphères avec la cyclide(C); on aura
(16)

et aussi
(17)d’après la formule (7) de la Note XI.En substituant ces valeurs de w, dans l’équation (13), celle-ci se réduit à

Le premier facteur donne les sphères tangentes à la fois à (C) et à (G') aux points de contact de ces deux cyclides. Écartons ces sphères ; il restera 
d’ou resuite la proposition suivante :Théorème III. Étant données deux cyclides (G), (G')^ inscrites 
l'une à l’autre suivant une courbe sphériyue, les focales de (G') sont 
sur cinq cyclides (G,), homofocales à (G), et, en outre, les sphères 
doublement tangentes à (G') d’une même série et simplement tan­
gentes à (G) touchent cette dernièi'e cyclide suivant une ligne de 
courbure située à l’intersection de (G) et de l’une des surfaces (G<).Cette dernière surface (C<) est celle qui contient la focale de (G') associée aux sphères doublement tangentes considérées.Achevons maintenant la démonstration du théorème L En changeant les notations dans les calculs qui précèdent, nous obtenons le résultat suivant :
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332 st K UNE CLASSE ΠKMAKQUABLELes cyclides ayant pour focale la courbe définie par les équations
(18)

(19)ont pour équation générale
(20;

Geite équation nous montre tμιe la cyclide (G,), représentée par 1 équation précédente et correspondante à la valeur λ, est inscrite à la cyclide (G), représentée par l’équation
Si maintenant on donne à λ la valeur λ', on aura une nou­velle cyclide (G',), homofocale à (G,), inscrite dans une nouvelle cyclide (G') 
homofocale à (G). Notre premier théorème est donc complète­ment démontré (*).

(’) Si, dans l’équation (20), on fait 

on obtient

Cette équation peut s’écrire

Elle représente donc des quadriques, et ces quadriques sont homofocales.
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 333Le théorème ï conduit à un grand nombre de conséquences. On peut signaler les suivantes.Toutes les cyclides à deux points doubles (réciproques de cônes), inscrites à une cyclide générale (C), ont leurs cercles focaux sur des cyclides homofocales à la proposée (C).Si une cyclide à deux points doubles (P) a pour focales deux cercles d’une cyclide (G), situés sur une même sphère, toutes les cyclides à deux points doubles, homofocales à (D) et ayant par conséquent les mêmes points doubles, seront inscrites aux cyclides homofocales à (G) (’).Deux cercles d’une cyclide faisant partie du système le plus général de surfaces homofocales ne viennent se confondre que si la cyclide s’aplatit et vient se réduire à une des cinq sphères directrices. DoncToutes les cyclides à quatre points doubles inscrites à une cyclide générale ou passant par une cyclique ont leurs cercles
Or, si l’on compare ⅞ux équations (16) de la Note XI, on voit que, pour les 
cinq valeurs λ = A,∙, les surfaces représentées par l’équation précédente 
deviennent les déférentes de la cyclide

Ce.s cinq déférentes sont donc homofocales.
On obtient leurs trois focales, qui sont les focales singulières de la cyclide, 

en donnant à λ les trois valeurs qui satisfont à la condition

Alors la quadrique s’aplatit indéfiniment, et Ton trouve pour les équations 
de la focale

On voit aussi que les surfaces homofocales aux déférentes sont inscrites 
dans les cyclides homofocales à la proposée. Ce fait sera expliqué et géné­
ralisé.

(*)  Dans un travail antérieur déjà cité. Sur Us théorèmes d’/vory, etc., j’ai 
déjà donné ce théorème; mais par une inadvertance que je ne puis m’ex­
pliquer, j'ai écrit cyclide à quatre points doubles dans l’énoncé, au lieu de 
cyclide à deux points doubles.

www.rcin.org.pl



334 SUR UNE CLASSE REMARQUABLEfocaux sur une des sphères contenant les focales, Ces cercles sont doublement tangents à la focale, et feurs points de contact sont des points doubles de la cyclide.Voici des conséquences d’un autre ordre.Les quadriques inscrites dans une cyclide ont leurs focales sur une cyclide homofocale à la proposée. Or les seules cyclides contenant des coniques sont les cyclides du troisième ordre. Donc
Les focales de tontes les quadriques inscrites dans une cyclide 

ou dans les cyclides homofocales engendrent les trois cyclides du 
troisième ordre homofocales aux proposées.En particulier, les focales de toutes les quadriques passant par 
une cyclide sphérique (U) engendrent les trois cyclides du troisième 
degré ayant (ü) pour focale.On a ainsi, en transformant par l’homographie, un mode de génération des surfaces du troisième ordre, qu on peut énoncer comme il suit ;

Étant données deux quadriques (Q), (R) et une conique (H) SMZ· (Q), les lignes doubles des développables circonscrites à (H) et 
aux différentes quadriques passant par l’intersection de fQ) et 
de (R) décrivent chacune une surface du troisième ordre contenant 
la conique (H).Si une quadrique contient la focale d’une cyclide, les qua­driques homofocales seront inscrites aux cyclides homofocales. Plus généralement,

Soit (Q) une quadrique inscrite à une cyclide (C); les quadri- 
ques homofocales d (Q) seront inscrites aux cyclides homofocales 
à (C).Ges exemples suffisent à démontrer la portée des théorèmes qui précèdent.
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DR COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. 33b

REMARQUES ET RECTIFICATIONS.

Dans l’article 12 du texte se trouve indiquée une classification 
des différentes formes que peut affecter la courbe d’intersection de 
deux quadriques. Les résultats que je donne sur cette question 
ne sont pas nouveaux comme je le pensais, et se trouvent dans le 
Mémoire de f/éoynétrie pure sur les surfaces du troisième ordre de 
M. Cremona.

Le théorème donné a l’article 19, et d’après lequel les quatre 
points dïntersection d’une cyclique et d’un cercle peuvent être 
pris pour foyers d’une nouvelle cyclique passant par quatre foyers 
de la première, a déjà été donné par MM. Clifford et Crofton. Voir 
le Mémoire de M. Crofton, On varions Properties, etc.>, dans la 
liste qui suit. Nous étendons, du reste, ce théorème à la fois pour 
les courbes et pour les surfaces dans la Note XVI. Ajoutons qu’il est 
implicitement compris dans celui que nous avons donné (avril et 
août 1864) relativement aux propriétés métriques des focales des 
cycliques.

La propriété des coniques sphériques, énoncée et démontrée à 
l’article 21, se trouve indiquée d’une manière incidente et sans 
démonstration dans un Mémoire de M. W. Roberts (Journal de 
Liouville, t. X, page 313 : Mémoire sur quelques propriétés géomé­
triques,relatives aux intégrales elliptiques}.

Des deux constructions données pour la tangente aux cycliques 
(art. 24 et 31), la première a été indiquée, au moins pour les 
cycliques planes, par M. Clifford (voir le Mémoire de M. Crofton 
cité plus haut). Quant à la seconde, que j’avais donnée depuis long­
temps pour les ovales de Descartes [^Annales de VÉcole Normale, 
1867), elle me paraît nouvelle. Je saisis cette occasion pour en 
indiquer up énoncé plus précis.

Étant donnés quatre points A , B , C , D , sur un cercle, les tan­
gentes aux deux cyclides passant en M et ayant A , B , C , D pour 
foyers se déterminent de la manière suivante :

Construisons l’une des deux bissectrices de l’angle des droites
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336 SUE UNE CLASSE REMAF.yJABi E

AB , CD, et appelons a , /S , γ , u , V les angles que font avec cette 
droite les lignes MA , MB , MG , MD et la tangente en M. On aura

Il est à remarquer que, si deux des foyers A et B deviennent 
imaginaires, on peut les remplacer sans inconvénient dans la 
construction par les foyers réels A', B', qui leur sont associés.

Dans les Comptes Rendus du 25 juin 1872, M. Ribaucour a donné 
un théorème intéressant sur les cyclides :

(.es plans normaux à une cyclide en tous les points d’une ligne 
de courbure sont tangents à une quadrique homofocale aux défé­
rentes de la cyclide.

Ce théorème de M. Ribaucour est un cas particulier de celui 
que nous avons donné (Note XVI, Théorème III).

Ën supposant, dans notre théorème, que la cyclide inscrite se 
réduise à une quadrique, l’une des séries de sphères doublement 
tangentes se réduira aux plans tangents, et l’on obtient ainsi la 
proposition suivante ;

/Soient deux cyclides orthoyonules (a), , se coupant suivant une
ligne de courbure. Les plans normaux à («) en tous les points de cette 
ligne de courbure enveloppent une guadrigue homofocale à la déférente 
de (a), et inscrite dans (jS) suivant une courbe sphérique.

Cette proposition complète un peu l’élégant théorème de 
M. Ribaucour.
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tica, t. II, 2” série, p. 303; 1869.
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Caylby. — Sur la construction graphique de la courbe d’ombre 
et de pénombre pendant la durée d’une éclipse de Soleil. 
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