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PREFACE

L’ouvrage que je publie aujourd’hui se compose de deux
parties distinctes.

Le texte constitue seulement une nouvelle rédaction d'un
Mémoire présenté en 1869 (') a I'Académie des Sciences,
Mémoire dont I'impression a été retardée par bien des cir-
conslances sur lesquelles il est inutile d’insister.

Les Notes contiennent I'examen détaillé de quelques ques-
tions qui s'étaient présentées dans mes recherches primilives,
et que je n’avais pu traiter avec le développement qu'elles
me paraissaient mériter.

Le but principal de ''ensemble de ce travail est I'étude
d’une classe remarquable de surfaces du quatriéme ordre,
que je propose d’appeler cyclides, et qui admetlent une
conique double spéciale, le cercle de I'infini. Ces surfaces
peuvent se décomposer en un plan, le plan de I'infini, et en
une surface du troisisme ordre, qui contient le cercle de
Vinfini. Elles donnent donc, par une transformation homo-
graphique, la surface la plus générale du quatriéme ordre

() Voit I'extrait du Mémoire, Comptes Rendus, t. LXVIi], p, 4311, séance
du 7 juin 1869.
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X PREPACE.

a conique double, et la surface générale du troisiéme ordre.
J'ai dd joindre a leur élude, pour la rendre a la fois plus
nette et plus completle, celle des courbes qui jouent le
méme réle qu'elles dans la géométrie & deux dimensions.
Ces courbes, que jappelle cycliques, sont soit les courbes
planes du quatriéme ordre ayant pour poinls doubles les
deux points a I'infini sur le cercle, soit les courbes sphéri-
ques qui résullent de l'intersection de la sphére avec une
surface du second degré. Quelques propriétés relatives aux
imaginaires se présentaient naturellement dans I'étude que
J'avais entreprise; il m’a paru qu'il y aurait avantage a les
développer avec la généralité qu'elles comportent. Ces
explications justilieront, je I'espére, la composition et le plan
de mon travail.

La premiére Partie est consacrée a I'étude de la transfor-
mation par rayons vecleurs réciproques, des foyers el des
focales. Depuis 1869, bien des recherches importantes ont
été ou mieux connuesou publiées sur les différentes méthodes
de transformation. J'ai cru devoir conserver néanmoins les
développements que- j'avais présentés sur ce sujet, parce
qu'ils sont élémentaires, et aussi parce qu'ils se rapportent
a la plus intéressante e toutes les transformations considé-
rées jusqu'a présent. J'ai ajouté a cette Partie, au moment
de I'impression, l'indication d’'un moyen nouveau et trés
simple de former I'équation différentielle des surfaces appli-
cables sur une surface donnée. Les théories relalives aux
imaginaires expliquent netlement, ce qui n’avait pas été fait
Jusqu’ici, les solutions singulieres de I'équalion aux dérivées
partielles a laquelle on est conduit.

La deuxiéme Partie contient une étude détaillée des
cyclides planes et sphériques. Jy examine les propriétés
générales, la classification des différentes espeéces de cycli-
ques, et les propriétés métriques focales, qui sont la

www.rcin.org.pl
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généralisation des propositions connues de la théorie des
coniques.

Parmi les cycliques, quelques-unes ont la plus grande
analogie avec l'ellipse de Cassini; leur théorie est liée par
les rapports les plus étroits aux beaux théoremes de Poncelet
sur les polygones inscrits et circonscrits: aux coniques, et,
d’autre part, avec quelques propositions générales relalives
aux imaginaires en géométrie. La troisieme Partic est donc
consacrée a une étude des imaginaires; mais, apres avoir
démontré les propositions indispensables, je reviens promple-
ment a U'objet spécial de mon travail, pour étendre a toute
une classe de courbes planes et sphériques deux des pro-
priétés fondamentales du cercle. On me permeltra de signaler
aussi un moyen nouveau de démontrer les propriétés métri-
ques focales des coniques, en les déduisant directeruent de
'une des propositions générales que M. Chasles a prises
pour bases de la théorie de ces courbes, dans son heau
Traité des Seclions comques. Les Notes contiennent des
développements nombreux el étendus se rapportant a cette
Partie. Elle a d’ailleurs élé modifiée en un point pendani
I'impression. J'ai beaucoup simplifié la démonstration que
Javais donnée d’abord des théorémes de Poncelet.

Les deux derniéres Parties sont consacrées a l'étude
analytique et géométrique des surfaces cyclides, abrégée et
rendue plus facile par les développements qui précedent
Ce qui concerne la génération des cyclides, leur classification
et la cyclide a quatre points doubles, qui a été depuis 1869
le sujet des recherches de quelques géométres, n'a regu
aucune addition dans le texte. J'ai un peu changé la forme
de la derniére Partie, consacrée a I'étude géomeétrique des
cyclides et du systeme triple orthogonal qu’on peul former
avec ces surfaces, en ajoutant quelques développements
relatifs 2 une des plus belles conceptions de M. Cayley. Ce

www.rcin.org.pl



X PREFACE.

géometre a eu le mérite de donner, le premier, sous une
forme nette, grace aux beaux travaux et aux études anté-
rieures de Mobius el surtout de M. Chasles, les principes qui
assujettissent, si je puis m’exprimer ainsi, la géométrie des
relations métriques dans le plan et sur la sphére a celle du
rapport anharmonique, appelée quelquefois aussi géométrie
projective. Pour ne pas étre accusé de me livrer a des
spéculations théoriques sans aucune portée pratique, j'ai
montré dans les Noles comment les principes de M. Cayley
pouvaient conduire a des théorémes intéressants, et en
particulier a une méthode de tranformation des surfaces avec
conservation des lignes de courbure qui a été déja donnée
par M. Bonnel. Je généralise d’'une maniére assez étendue
cette méthode de transformation.

Les Notes contiennent des développements relatifs a la
géomélrie de M. Cayley, a la transformation par rayons
vecteurs réciproques, et & un sysiéme de coordonnées qui
s'applique a la fuis aux points, aux plans et aux sphéres.
M. Lie, professeur a I'Université de Christiania, a, le pre-
mier, considéré la sphére comme un élément de I'espace, et
il a su établir les relations les plus intéressantes entre la
géométrie des spheéres et celle des lignes droites. Ne voulant
développer ici que mes recherches personnelles, je me suis
borné, dans les derniéres Notes de cet ouvrage, a I'élude
des cyclides, de leurs normales, de leurs sphéres tangentes,
et des courbes remarquables qu'on peut tracer et déterminer
sur ces surfaces.

La deuxiéme et la quatriéme Partie sont précédées d’une
courte Notice historique. Quelques remarques et rectifica-
tions portant sur des travaux dont j’ai eu connaissance aprés
avoir terminé sont placées 2 la fin des Notes.

Je serais heureux de voir ce travail, dont je sens autant
que personne les imperfections, accueilli avec bienveillance

www.rcin.org.pl



PREFACE. Xin
par les géometres. Puisse-t-il amener quelques-uns d’entre
eux a des études qui forment un intermédiaire et un lien
naturel entre la théorie des quadriques et celle des surfaces
de degré supérieur, empruntant aussi au rang qu’elles
occupent une importance et un intérél qu'on ne saurait
méconnaitre.

12 juin 1872,
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SUR UNE CLASSE REMARQUABLE "“Uizawetr

DE COURBES ET DE SURFACES ALGEBRIQUES

ET SUR

LA THEORIE DES IMAGINAIRES

PREMIERE PARTIE.

De la transformation par rayons vecteurs réciproques,
des foyers et des focales.

5
De la transformation par rayons vecteurs réciproques dans le plan.

On sait que les formules de la transforination par rayons
vecteurs réciproques, prises dans le cas le plus simple, sont
les suivantes,

2 2
2t ko ’ Y — Ky .
»+y i o Tl
ou z,y,X,Y désignent les coordonnées ordinaires de deux
points correspondants. On peul les écrire de la maniére sui-
vante,
i K

’ —Yi=

) X +Yi= : - :
T—yi T4yl

/

 J

et, sous cette forme, on reconnait immédiatement qu'a un
point, pris dans I'une des figures, ne correspond qu’un point
de I'autre.
La transformation précédente offre le cas le plus simple, et
1
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2 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE

auquel peuvent se ramener-tous les autres, des transformalions
du second ordre. On définit ainsi les transformations dans les-
quelles & un point répond un seul point, et & une droite nne,
coniique. Désignons par T et J les points a I'infini sur le cercle,
et par O le pole de transformation; & une droite correspond,
en général, un cercle passant par le pole, c’est-d-dire une
conique passant par les trois points 0,1 ,J. Mais il y a trois
séries de droites auxquelles correspondent d’autres droites :
1° les droites passant par le péle O; 2° les droites passant par
le point I, auxquelles correspondent des droites passant par le
point J; 3° les droites passant par le point J, auxquelles cor-
respondent des droites passant par le point I.

D’apres cela, @ un cercle de rayon nul, formé de deux droites
passant, I'une par le point I, 'autre par le point J, correspondra
aussi un cercle de rayon nul. Toutes ces remarques sont,
d’ailleurs, des conséquences immédiates des formules de
transformation (1).

Désignons par n I'ordre d'une courbe a équation réelle, et
qui passera le méme nombre de fois par les points imaginaires
conjugués I et J. Soient ¢ le nombre des branches de courbe
se croisant en un des points I ou J, o le degré de multiplicité
du pole (o sera nul, si la courbe ne passe pas au pble). Dési-
gnons par n’, o', ¢’ les nombres analogucs pour la courbe
transformeée. Ces nombres vérifient les formules suivantes,
qui s’appliquent a toutes les transformations du second ordre,

' =n—i—o,
o =n—2i,
n=n—2—o0.

Ainsi, a une conique quelconque correspond une courbe du
quatriéme ordre ayant trois points doubles, le pole et les deux
points [ et J; mais si la conique passe au pdle, la transformée
est une courbe du troisitme ordre ayant un point double au
pole, et passant une seule fois par les points I et J. Si elle est
un cercle, la transformée est un cercle. ou une ligne droite.
si ce cercle passe au pole.

www.rcin.org.pl



DE COURBRS ET DE SURFACES ALGEBRIQUES. o

2.

Des foyers.

On sait quon nomme foyers d’une courbe plane les points
pour lesquels deux des tangentes menées & la courbe ont
-+ 1 et —1 pour coeflicients angulaires, ¢’est-d-dire passent par
les deux points I et J. En d’autres termes, si des points I et J
on méne deux faisceaux de tangentes a la courbe, les points
d’intersection des droites de ces deux faisceaux sont les foyers
de la courbe. Si celle-ci est de la m*™ classe, et qu’elle passe ¢
fois par chacun des points I et J, on ne pourra lui mener de
chacun de ces points que m— 21 tangentes. Il y aura donc en
tout (m—21)" foyers; mais m—21¢ seulement de ces foyers
seront réels; car sur chacune des tangentes a la courbe menées
d’un point I, il y a un foyer réel, et un seul, qui est a I'inter-
section de_cette droite et de la droite imaginaire conjuguée.

Par exemple, les courbes du second degré ont quatre foyers,
et deux seulement sont réels. 1l est bien entendu dailleurs
que, dans les formules précédentes, les points I et J sont des
points multiples ordinaires pour la courbe considérée. Nous
allons donner un exemple.

Considérons les courbes du /4¢ ordre qui admettent pour
points doubles les deux poinis I et J. Ces courbes sont de a
8¢ classe, et de chacun de ces points on pourra leur mener 4
tangentes, qui se couperont en 16 points. Ces courbes auront
donc 16 foyers, dont 4 seulement sont réels. Ces 4 foyers réels
détermineront d’ailleurs tous les autres.

Au oontraire, les ovales de Descartes ont, d’aprés une
remarque faite par M. Cayley, les deux points I et J pour points
de rebroussement. De chacun de ces points, on ne pourra leur
mener que trois tangentes. Ces courbes auront donce seulement
9 foyers, dont 3 seront réels.

Quand la courbe passe par les deux poinks I et J, les lan-,
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A SUR UNE CLASSE REMARQUABLE

gentes 3 la courbe mences en ces deux points forment deux
faisceaux de ¢ droites, qui sont des asymptotes de la courbe.
M. Laguerre a proposé d’appeler foyers singuliers les points
d’intersection des droites de ces deux faisceaux. Il y.a donc
1* foyers singuliers; 7 seulement sont réels et peuvent étre
considérés comme des cercles de rayon nul, & centre réel,
doublement tangents & la courbe aux deux points I et J.

Le cercle, par exemple, a un foyer singulier & son centre;
les courbes du quatriéme ordre, ayant pour points doubles les
deux points I et J, ont deux foyers singuliers réels, etc.

Les foyers ordinaires jouissent d’une propriété trés impor-
tante. Si on transforme une courbe par rayons vecteurs réci-
proques, les transformées des foyers sont les foyers de la
courbe transformée. Cela est évident, si I'on considére les
foyers comme des cercles de rayon nul. Gependant, si I'on
place le pole en un des foyers, ce foyer disparait, et est
remplacé par un rebroussement (deux branches tangentes
en I et J).

La proposition précédente ne s’applique d’ailleurs qu’aux
foyers ordinaires; les foyers singuliers d’une courbe ne devien-
nent pas les foyers singuliers de la transformée.

3.

Do la transformation par rayons vecteurs réciproques dans 1’espace.

Voici comment on peut définir géoméiriquement cette
transformation, qui est comprise comme cas particulier dans
I'involution quadrique de M. Hirst.

Considérons une surface du second degré, et le cone du
second degré circonscrit & cette surface suivant une coni-
que (C) et ayant son sommet en O. Menons, par le point O,
une droite quelconque qui coupe la surface aux deux points
M, M’, et prenons sur cette droite deux points A , A", divisant
harmoniquement le segment MM’. Nous aurons une transfor-
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DE COURBES ET DE SURFACES ALGEBRIQUES. 5

mation dans laquelle & un point a eorrespondra un seul point
a', et réciproquement. D’ailleurs, cette transformation sera,
d’aprés une heureuse expression de M. Transon, une transfor-
malion involulive, c'est-d-dire qu’au point a considéré, soit
dans la premiére, soit dans la seconde figure, correspondra
toujours le méme point a’.

Si I'on suppose maintenant que la surface du second degré

soit une sphére, que O soit le centre de cette sphére, on
obtiendra la transformation par rayons vecteurs réciproques:
En effet, si par le centre d'une sphére on méne un diamétre
MM’, deux points a , a’, conjugués par rapport au segment
MM’, sont tels que

Q. Dal =15

R étant le rayon de la sphére. On peut donc supposer que la
surface du second degré considérée plus haut devienne une
sphére, que O soit le centre; alors la courbe de eontact (C) du
cone de sommet O circonscrit & la sphére sera le eercle imagi-
naire & linfini, et 'on aura la transformation par rayons
vecteurs réciproques.

Etudions d’abord la correspondance entre les points :

1° Au péle O correspondent tous les points du plan de con-
tact, c’est-a-dire du plan de l'infini.

20 Les seuls points qui se correspondent & eux-mémes sont
situés sur la surface du second degré, c’est-a-dire sur la sphére,

3° A tout point a situé sur le cone circonserit (¢'est-a-dire
sphére de rayon nul ayant son centre au péle) correspond un
point a’ situé sur le cercle de I'infini (C).
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Mais av point @’ correspondent fous les points de la droite
Oa’. Car les points d’intersection de la surface et de la droite
Oa' sont confondus en a’, ¢t par eonséquent le conjugué har-
monique de a’ est indéterminé sur la droite Oa’.

- On voit donc qu'il existe des points pour lesquels le point
homologue est indéterminé : le pdle, auguel correspondent
tous les points d’un plan, le plan de l'infini; et les points du
cercle de l'infini (C), auxquels peuvent correspondre tous les
points d'une droite, celle qui les joint au pole.

Nous allons étudier maintenant les transformées de quel-
ques figures simples, et nous commencerons par la ligne
droite.

Considérons d’abord une droite mnpq , rencontrant la sphere
fondamentale en m, n, et son cone asymptote en p, q. A
cette droite correspondra une courbe plane, une conique située
dans le plan de la droite et du pdle. Les points m et n se cor-
respondent & eux-mémes. Les points p, ¢ ont leurs homolo-
gues p’, ¢' sur le cercle de I'infini. Enfin, le point & I'infini sur
la droite a pour homologue le pile 0. On voit done qu’a la
droite correspond la conique passant par les cinq points
0,m,n,p',q . Celte conique est un cercle, puisqu’elle coupe
aux deux points p’, ¢’ le cercle de I'infini. Examinons dans
quels cas elle se décompose.

4° Si la droite proposce passe par le pole, elle se correspond
a elle-méme.

9° Si la droite coupe le cercle de 'infini en un point a, a ce
point correspondront tous ceux de la droite Oa. Le cercle
correspondant 3 une droite se décomposera : 1° en la droite
Oa; 2°en une autre droite qu'on délermine de la maniére
suivante : la premiére coupe ie sphére fondamentale en un
point m , qui se correspond a lui-méme, et le cone asymptote
en un point & qui a pour homologue le point b’ situé a U'infini
sur le eercle (C) et sur la droite 0b. Ainsi a la droite mba
correspond une droite mb’ rencontrant aussi le cercle (C).

On voil done qua une droite coupant le cercle de I'infini
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correspond une autre droite coupant le cercle de Uinfini en un
autre point.

Tels sont, comme on s’en assurera aisément, les seuls cas
dans lesquels a une droite corresponde une autre droite.

Les lignes que nous venons de trouver jouent d'ailleurs un
role des plus importants dans la géométrie métrique; nous
aurons i les employer fréquemment et & les considérer soit
comme les génératrices rectilignes imaginaires des sphéres,
soit comme jouissant de cette propriété que la distance de
deux quelconques de leurs points situés & distance finie est
nulle. Nous allons établir ces propositions.

Une sphére contenant toujours le cercle (C), on voit que
toutes les génératrices rectilignes des sphéres seront assujetties
a rencontrer ce cercle. D'autre part, étant donnée une droite A
rencontrant le cercle (G), il est clair qu’on pourra construire
une infinité de sphéres contenant cette droite, et dont les
centres seront dans le plan tangent mené par la droite A au
cercle (C).

En particulier, toute droite rencontrant le cercle (C) pourra
étre placée sur une sphére de rayon nul (cone ayant (C) pour
base), ayant son centre en un quelconque de ses points, et par
conséquent tous les points situés A distance finie sur cefte
droite seront & une distance nulle de 'un d’eux.

Aprés avoir examiné les droites, considérons une eourbe
quelconque, et supposons qu’elle rencontre le plan de l'infini
en p paints non situés sur le cercle (C), et en ¢ points sur ce
cercle. Son ordre n, c'est-a-dire le nombre de points dans
lesquels elle est rencontrée par un plan sera donc p + i.
Supposous, en outre, qu’elle coupe le edne asymptote de la
sphére en r points, et que le nombre de ses branches passant
au pole soit égal a ¢. Désignons par des lettres accentuées les
mémes nombres pour la transformée. On aura

¢ =p, pP=¢q, V=, I=r,
v=nt+rq—q, pt+i=n, p+i=w.
Nuus écartons, bien entendu, les particularités.
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Appliquons les principes précédents a la courbe d’intersec-
tion d’une sphere et d'une surface du second ordre. L'ordre de
cette courbe est %; elle coupe le plan de l'infini en quatre
points situés sur le cercle (C), le cone circonscrit (0C) en
quatre points. On a donc généralement

i R e R e S e R
et, par suite,
Pl Vbl ral, ¥ 2 e

La transformée sera donc une courbe sphérique analogue,
et nous verrons que cette nouvelle courbe se trouve aussi sur
une infinité de surfaces du second degré.

Si, au contraire, on prend pour pdle un point de la courbe,
la transformée est une cubique plane, passant par les deux
points & Uinfini sur le cercle, ou cubique circulaire. Nous
reviendrons d’ailleurs sur ces questions.

Les formules relatives aux surfaces se trouvenl aussi sans
difficulté. On pourra consulter un article de M. Moutard sur la
transformation par rayons vecteurs réciproques. (Nouvelles
Annales de Mathématiques, 1864.)

4.

Des focales des courbes et des surfaces.

Nous avons vu que, dans la transformation par rayons vec-
teurs réciproques, les droites qui rencontrent le cercle de
P'infini se transforment en des droites rencontrant le méme
cercle. Ainsi les surfaces réglées formées de ces droites se
transforment en surfaces réglées.

On peut compléter ce résultat, et démontrer que les surfaces
développables formées de ces droiles se lransforment en surfaces
développables. Car de telles surfaces développables peuvent
étre considérées comme les enveloppes des sphéres de rayon
nul (ou coénes ayant (C) pour base), avant leurs centres sur
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I'aréte de rebroussement de la développable. Or ces spheéres de
ravon nul se transforment en sphéres de rayon nul : ce qui
démontre la proposition,

Les développables remarquables que nous venons de consi-
dérer se présentent dans un grand nombre de questions. Nous
les appellerons développubles focales, et nous allons d’abord
nous en servir pour donner la définition des focales d’une
surface.

On ne connaissait les foyers que dans les courbes du second
degré, quand Pliicker donna de ces points une définition qui
s'étend a toutes les courbes. On généralise de méme, et sans
difficulté, la notion de focale due & M. Chasles pour les surfaces
du second degré, en donnant des focales la définition suivante,
que nous avons proposée dans une Note insérée en 1864 aux
Comples rendus de U Académie des Sciences.

Circonscrivons & une surface quelconque et au cercle (C)
une surface développable. Cette surface aura des lignes doubles
qui suffiront a la déterminer, et qu'on appellera les focales de
la surface. Par chaque tangente de la focale on peut mener
deux plans tangents communs a la surface el au cercle de
Pinfini.

Nous appellerons foyer d'une surface tout point de la focale.
Il est clair que le foyer peut aussi étre défini le centre d’une
sphére nulle doublement tangente a la surface.

Il est inutile d’indiquer que la définition précédente con-
corde avec celles qui ont été adoptées pour les surfaces du
second degré.

5.

Propriétés des développables focales.
Ktudions d’abord les propriétés principales des développa-

bles singuliéres qui nous ont permis de définir les focales.
Leurs plans tangents sont circonserits au cercle de I'infini que
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nous appellerons aussi le cercle (C). Ce cercle (C) d’ailleurs
intervient, comme on sait, dans la définition des angles et de
la perpendicularité. Si un plan coupe le plan de 'infini suivant
une droite A , toute perpendiculaire & ce plan vient rencontrer
le plan de l'infini au péle de A par rapport au cercle (C). Il
suit de Ia qu’un plan devient paralléle a sa perpendiculaire dés
qu’il passe par une tangente au cercle (C).

On voit donc que les normales a nos surfaces développables
focales coincideront avec les génératrices rectilignes de ces
surfaces. :

Dailleurs, I'aréte de rebroussement de la surface étant telle
que sa tangente va toujours rencontrer le cercle de 'infini, en
tout point de cette courbe on aura

a8 =0
el, par conséquent, un arc quelconque de cetie aréle de rebrous-
sement sera nul.

En partant de cetie propriété de 'aréte de rebroussement,
on peut indiquer la forme caractéristique que prend sur les
développables focales la formule qui donne la distance de
deux points infiniment voisins. Car soient @,y ,z les coor-
donnces, fonctions d’un paramétre w, d'un point de rebrous-
sement, on aura

dx\* (dy\* (dz'__ ;
(&)< &) (@)=
et d’ailleurs tout point de la développable focale est défini par

les valeurs suivantes des coordonnées :

dx dy dz
9 —7r j ARG _— Yy e e Lo 2 s Jmen d
(2) X“J+).du ¥ e Adu L= 4)du

d’ou 'on déduit
dwl ? diy 2 dlz 2
i 31 dgs sl g 4 el 2
dX* + dY* + dZ= ) [(du’) S (du’) &k (du’) ]du )

ou
8) aS?= g (u)du’ .
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On voit que, si lon change de variable, on a la forme plus
générale

(%) A8 = (ad«+ bdp)*.

Cette forme est d’zilleurs caractéristique des développables
étudiées; car elle entraine cette propriété, qu’en chaque point
de la surface il y aura une seule direction pour laquelle d S
sera nul; en d’autres termes, le plan tangent sera constamment
circonserit au cercle de I'infini.

Toutes les lignes trucées sur la surface seront des lignes de
courbure; car les normales 4 la surface en tous leurs points,
engendrant la surface elle-méme, formeront toujours une surface
développable.

11 suit de Ia que, si 'on circonscrit & une surface quelconque
une développable focale, la courbe de contact des deux sur-
faces sera une ligne de courbure commune aux deux surfaces;
d’ou le théoreme suivant :

Sur loule surface, on peut déterminer en lermes finis une
ligne de courbure imaginatre, et celle ligne est la courbe de
contact de la surface avec la développable focale circonscrite (*).

1l est facile de s’assurer que cette ligne dc courbure est
distinete de l'enveloppe des lignes de courbure (quand les
lignes de courbure ont une enveloppe). Elle donne donc une
solution particuliére de I'équation différentielle des lignes de
courbure.

Considérons, par exemple, la surface du second degré dont
I’équation est

e Y oy

(8) a——l+b-)+c—-)\ml:0'

Exprimons que le plan tangent est parallele aux plans
asymptotes de la spheére; nous trouvons

z° y? 22 geeit
(6) (a—l}’+(b—1)’+(c—k)""0 i

() Voir la communication aux Comples rendus, 1864, et un travail de
l'auteur dans les Annales de I’Lcole Normale, ménic atuce.
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12 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE

Cette équation représente un céne, qui coupera la surface
suivant une ligne imaginaire, laquelle sera ligne de courbure.
En effet, prenons l'intersection de la surface précédente (5)
avec une autre surface homofocale

w’ yi z!

RIS | e e

L'intersection des deux surfaces se trouve sur le cone

T 3 yi z? it
@=N@—v) " G-nb—2r) c—Nle—r)

0,

et lorsque 2 se rapproche de ', on a la ligne de courbure
indiquée plus haut, qui est, comme on voit, I'intersection de
la surface avec la surface homofocale infiniment voisine.

La considération du cercle de l'infini permet encore de
trouver une classe importante de lignes géodésiques. Suppo-
sons que, sur une surface donnée, on sache intégrer I'équation

ds’= 10 .

On obtiendra sur celte surface deux séries de lignes de lon-
gueur nulle. Je dis qu'on doit les considérer comme des lignes
géodésiques, correspondantes au cas ou la force vive est
nulle. En effet, le plan osculateur de ces lignes est paralléle a
deux tangentes infiniment voisines, ¢'est-a-dire a deux géné-
trices infiniment voisines du cdne asymptote de la sphére.
Donc, si 'on méne dans le plan tangent a une surface en M
la droite o allant rencontrer le cercle de I'infini, le plan
mené par cette droite tangentiellement au cercle de l'infini
sera le plan osculateur de la ligne de longueur nulle passant
en M et tangente a la droite 9. Ce plan osculateur, étant nor-
mal a la droite ¢, sera donc normal au plan tangent. Les lignes
de longueur nulle considérées possédent donc la propriété
caractéristique des lignes géodésiques.

Le calcul conduit au méme résultat. Soit, sur une surface,

(N ds*=(dx*+ dy*)

expression de la distance de deux points infiniment voisins.
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On a, pour trouver les lignes géodésiques, & intégrer I'équation

® (%) + (Go) =20

Cette équation s’intégre, quel que soit 2, quand ¢ est nul, et
elle conduit aux lignes

do*+dy'=0.

Revenons aux surfaces développables, et imaginons une
courbe quelconque tracée sur ces surfaces. Cette courbe aura
pour normales les génératrices de la surface. Done

Laréte de rebroussement de la développable est une déve-
loppée commune & loutes les courbes lracées sur celle surface.

Si I'on prend, en particulier, une section plane quelconque,
il résulte de la proposition précédente que sa développée sera
la projection, sur le plan de la section, de T'aréte de rebrous-
sement de la surface, et, par conséquent, les seclions de lu
développable par des plans paralléles se projetleront sur U'un de
ces plans suivant des courbes paralléles.

De méme, si 'on coupe la développable par une sphére, la
développée sphérique de la courbe de section sera la projection
conique de U'aréle de rebroussement, le centre de projection étant
le centre de la sphére. Cela résulte de ce que la surface polaire
(ou lieu des développées) d’une courbe sphérique est un coue.

Il résulte de 1a que les sections par des sphéres concenlriques
se projellent coniquement sur une de ces sphéres suivani des
courbes sphériques paralléles ().

Ces remarques vont nous permettre de donner quelques
propriétés et en quelque sorte la représentation de la surface
développable circonscrite a deux surfaces du second degré.
Cette développable a pour ligne double une conique. Son aréte

(*) Voir des cas particuliers de ces propositions énoncés par M. Moutard
(Nouvelles Annales), par M. Laguerre (Bulletin de la Société Philomathique),
et par Vauteur dans le travail cité de 1364 (Annales de I'Ecole Normale supé-
rieure).
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de rebroussement se projette suivant la développée de cette
conique, et, pour avoir un point de cette aréte, il faudrait
¢lever en chaque centre de courbure une perpendiculaire
¢gale au rayon de courbure multiplié par &=V /—1. La déve-
loppée étant du 6¢ ordre, I'arélé de rebroussement est du 12 .
Quant a I'équation de la surface, elle est en quelque sorte
identique a celle des courbes paralleles a lellipse. Si R
désigne la distance comptée sur chaque normale de I'une de
ces courbes A I'ellipse, il faut remplacer R par zV/—1.

L'aréte de rebroussement de la développable focale circon-
serite & une surface fait évidemment partie du lieu des centres
de courbure de la surface. Il résulte de 1a que toutes les
surfaces des centres de courbure d’une série de surfaces homo-
focales contiennent une méme courbe, de longueur nulle,
ligne géodésique singuliére pour chacune d’elles.

6.

Applications des propositions précédentes & des problémes conuus.

Avant de continuer cette étude, nous allons indiquer I'em-
-ploi qu'on peut faire des remarques précédentes soit pour
expliquer quelques résultats obtenus par le calcul, soit pour
simplifier la solution de certaines questions.

Proposons-nous d’abord le probléme traité par Euler :
Résoudre I'équation

da’ + dy* = ds*,
c'est-a-dire trouver des expressions de x,y,s en fonction
d'un paramétre 6, débarrassées de tout signe d’intégration,
et satisfaisant a 'équation précédente.

En changeant dans Péquation précédente s en 2V —1, elle
deviendra

dr* +dy*+dz*=0,

et nous serons ainsi ramenés a la question suivante : Trouver
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dans Uespuce les équations en lermes finis des courbes de longueur
nulle.

La solution de ce probleme est une conséquence immédiate
de ce qui précede.

On prendra un plan
9) «r +pY +iyz+93=0,
ou les coefficients « , 3,7, 0 seront des fonctions d'un seul
paramétre, satisfaisant a I'unique équation

(10) ot 4 pl=1".
L’aréte de rebroussement de la développable, enveloppe de ce
plan, sera la courbe cherchée.

On peut résoudre d'une infinité de maniéres I'équation (10),
par exemple, en posant

=, « ==1089’, p=sin6;
I'équation (9) deviendra, dans ce cas, en y remplagant iz
par s
an 2Cc0sh - ysin 0 + s+ f(6)=0.

Il ne reste plus qu'a prendre les deux dérivées successives par
rapport a 4,
—xsing + ycosb + f (6)=0,
— xc0sd —ysino + [ (0)=0,
gni donneront
(1= 10—,
z=1{ (6)sin6 + " (6)cos 0 ,
y=—/[(6)cos6 + [ (6)sin6 .
C’est la solution connue.
Mais on peut encore obtenir d’autres formes en résolvant
d’une autre maniére Péquation (10), par exemple, en posant

(12)

iy a—p : gi-3l b_P y
=a—=bhu=9 FTo=a0—0

“I

PHind FPOTUL. ey’ SN 4
T~ le—a)c—0) 3=70),

p ¢tant le paramétre variable, ete.

¢
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La méme méthode s’étend, par analogie, a I'équation plus
compliquée
dx* +dy* 4- dz*=ds*,

intégrée par M. J.-A. Serret (Journalde Liouwville, t. X111, p. 355).

Si I'on considére la fonction
(13) al +- BY + 92 -+ 38 + ¢,
ou

@+ g — =0,

et ol &, B,7,0,¢ sont des fonctions d'un seul paramétre,
en joignant & I'équation (13) les trois premiéres dérivées, on
aura ainsi quatre équations qui donneront z,y ,2,s en fonc-
tion d’un seul parametre, et qui contiendront deux fonctions
arbitraires d'une seule variable. Par exemple, on pourra
prendre :

d=4, «=cos8, p=sindcosy, y=singsing,
e=f(6) . s=F(),
et 'on trouvera des formules plus compliquées que celles
d’Euler, ayant cependant avec elles une analogie indiquée par
la similitude des méthodes. Mais il convienl de réserver les
développements que j’aurais a présenter sur ces questions et
sur d’autres analogues pour un travail spécial.

Dans un autre Mémoire inséré au Journal de Liouville (t. XIII,
p. 361), M. Serret a aussi été conduit & des surfaces réglées
formées avec les droites rencontrant le cercle de I’infini, et dont
la courbure est constante. Ce fait s’explique naturellement. La
sphere est, comme on sait, une surface réglée a généralrices
imaginaires. Les surfaces trouvées par M. Serret sont précisé-
ment toutes les surfaces réglées applicables sur la sphére.

Le probléme est done, & notre point de vue, une application
particuliére de cette question, qu'on sait maintenant résoudre
généralement : trouver toutes les surfaces réglées, applicables
sur une surface réglée donnée.

Enfin, considérons dans I'espace une courbe gauche quel-
conque (K), et menons par chaque tangente a la courbe les
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plans tangents au cercle (C). On formera ainsi deux développa-
bles, dont les deux arétes de rebroussement seront des lignes
de longueur nulle, développées de la courbe (K). Or un calcul
des plus simples montre que la recherche des développées se
ramene a une équation de Riceati, et comme on connait deux
solutions particuliéres de cette équation, d’aprés ce qui précéde,
nous voyons que le probléme sera ramené aux quadratures (*).

Nous emprunterons un dernier exemple a la théorie des
surfaces applicables. On sait que le probleme principal de
cette théorie consiste dans la détermination de I'équation
différentielle des surfaces applicables sur une surface donnée.
En d’autres termes, étant donnée I'équation différentielle

(14) da* + dy* + dz* = Adu*+ 2Bdudv + A'do* |

on demande de déterminer I'une quelconque des coordonuées
x, y,zen fonction de u et de v. La méthode suivante, pour
former I'équation différentielle du probléme, qui nous parait
plus précise et plus générale que les méthodes connues, expli-
que en outre un fait singulier qui a été signalé par Bour.
L’équation (14) peut s’écrire

dx* +dy* = Adu’ + 2Bdudv + A'dv* —dz2*,

daz\* dz 03
() Riseson PRER i 2 S i st
do* + dy _[A (du) ]du +2(B du()t‘) dudv

+ [A' 48 (%‘)’]dzﬂ :

Si donc on suppose z connu et exprimé en u ef en v, I'ex-
pression contenue dans le second membre de I'équation
précédente sera le ds* d’une surface développable. Nous

ou

(15)

(") Cette remarque m'a été communigquée par M. 0. Bonnet, & qui 'on
doit une méthode simple pour la recherche des développées. (Voir BerTrAND,
Calcul différentiel, § 623.)

2
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wavons donc qu’a écrire I'équation connue qui exprime que la
surface définie par la formule

i 2z\* dz Jz
18 = — Z 2 49 SR o
ds ’_A ({3") ]du + -(B 3 dy)"u dv

¥ [x - (3—3)]40

est développable, c’est-a-dire a sa courbure nulle, et nous for-
tnerons ainsi 'équation nécessaire et suftisante & laquelle doit
satisfaire z. Cette équation serva du second ordre.

Bour a remarqué un fait qui, dans sa méthode, restait inex-
pliqué : ¢’est quc cette équation diftérentielle du second ordre
admet comme iniégrale particulicre V'équation aux différen-
tielles partielles du premier ordre & laquelle se rameéne le
probleme des ligues géodésiques. La méthode suivie explique
ce résultat; car, pour trouver les lignes géodésiques, on a i
ramener I'expression

Adu® -+ 2Bdudy + Cdv*
a la forme
da®+ Hdp*,
et, par saite,
Adw + 2Bdudv + Cdv®—do?

devant étre égal & Hdf", « devra satisfaire & la méme équation
différentielle que z, Vexpression qui donne la mesure de la
convbure devenant nulle gquand I'élément ds* devient un carré
parfait. Hdp* serait méme I'élément d'une développable focale
de la natuve de celles qui ont été considérées plus haul.

7

Des forales singulires des surfaces.

Quand une surface algébrique contient le cercle de l'infini,
il est avantageux de joindre aux [ocales ordinaires les focales
nommées singuliéres par M. Laguerre. Ces focales sont les

www.rcin.org.pl



DE (.OURBES ET DE SURFA(Fs ALGEBRIQUES. 19

lignes doubles de la développable circonscrite 4 la surface
suivant le cercle (C). La considération de ces focales permet
d'eénoncer avee précision les théorémes suivants relatifs aux
cones circonscritx,

Soit un cdne circonscrit & une surface. Pour avoir ses
foeales, il faut lui mener des plans tangents circonserits au
cercle (G Les ligues d'intersection de ces plans seront les
focales du cone. Ces plans sont évidemment les plans tangents
aux deux développables focales, ordinaire et singulitre, de la
surface menés par le sommet du cone. On voit done que les
focales de tous les cones circonscrits sont les droites dinlersection
des plans tangenis aux deuz développables focales de la surfuce
mencs par le sommel du cone.

Les droites focales déduites de la focale singuliére de lo
surface peuvent étre appelées focales singuliéres du eone. On
voit que le cone circonscril est tangent en un certain nombre
de points au cercle (C), et les plans tangents au cone en ces
points sont ceux qui se coupent suivant les focales singuliéres.

Enfiu, la définition des focales étant tungentielle (¢’est-i-dire
wemployunl gue les plans tangents), les focales 'une courhe
queleconque se déterminent comme cclles des surfaces : ce sont
les lignes doubles de la développable civconscrite @ la courbe et
au cercle (C). Cetle développable aura pour lignes doubles la
courbe proposée el d’antres courbes qui seront les focales de
la premiere.

On voit que les différentes lignes doubles d’une développable
focale sont les focales les unes des autres.

8.
Des propriétés focales des systsmes orthogonaux.

Les développables focales jouent un réle important dans la
théorie des systémes orthogonaux. §ai indiqné, dans Jes travaux
antérieurs déja cites, quelques propriétés focales des systemes
orthogonaux que jo me propose d’étendre et de préciser ici.
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Scient d’abord deux systémes orthogonaux représentés par
une équation unique

f(w,y,Z,)):O,

du second degré en 1. L’enveloppe commune de ces deux
systémes est une surface évidemment imaginaire, mais qui est
dans tous les cas une développable focale.

En effet, deux plans orthogonaux coupent le plan de I'infini
suivant deux droites conjuguées par rapport au cercle (C).
Pour que ces deux plans coincident, il faut donc que leur
trace commune sur le plan de linfini soit tangente au cer-
cle (C). L’enveloppe, ayant tous ses plans tangents au cercle
de I'infini, sera donc une développable focale.

(’est ce qu’on peut vérifier pour les systémes orthogonaux
doubles, compris dans une seule équation. Un de ces sys-
temes, par exemple, peut étre défini de la maniére suivante.
Considérons toutes les surfaces telles que la somme ou la
différence des normales menées de leurs points a deux surfaces
fixes (S) , (') soit constante. Ces surfaces forment un systéme
double orthogonal, et les normales en un point M de I'espace
aux deux surfaces du systéme qui y passent sont les bissec-
trices de 'angle formé par les normales Mm , Mm’ aux deux
surfaces' fixes (S),(S'). Pour que ces deax bissectrices, qui
sont conjuguées harmoniques par rapport aux deux normales
Mm , Mm’ et au cercle (C), coincident, il suffit que I'une des
deux normales Mm , Mm’ aille rencontrer le cercle de I'infini.
Donc I'enveloppe des surfaces du systéme double contient les
deux développables focales circonscrites aux deux surfaces
fixes.

Un de ces systémes, formé des surfaces dont I'équation est

'/.’l/"-f—z‘ =y Vy’-l—z’:a’

a été découvert et étudié par M. J.-A. Serret. Les surfaces dont
il se compose sont telles que la somme ou la différence des
distances d'un de leurs points & deux droites fixes soit constante.
Leur enveloppe se compose des deux systémes de deux plans
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passant par les deux droites fixes et tangents au cercle (C).
Ces plans sont tangents & chacune des surfaces en tous les
points d’une section conique.

Considérons maintenant trois systémes orthogonaux et
supposons que les deux premiers seulement soient représentés
par une seule équation; alors, 'enveloppe du systéme unique,
formé par les surfaces des deux premiers systémes, sera une
développable focale. Je dis que cetle développable sera coupée
sutvant des droites par les surfaces du 3° systéme.

En effet, soit M un point de I'enveloppe développable. En
ce point passent deux surfaces du systéme double, tan-
gentes a la développable, et ayant pour normale la généra-
trice rectiligne de cette développable. Par suite, la troisiéme
surface normale aux deux premiéres coupera leur enveloppe
développable suivant une courbe tangente en chaque point a
la génératrice rectiligne. Cette courbe ne peut donc se compo-
ser que d'un certain nombre de génératrices rectilignes, et
exceptionnellement de’l’aréte de rebroussement. Donc,

Quand on a irois systémes de surfaces orthogonales, et que les
deux premiers sont compris dans une seule équation, les surfuces
des deux premiers systémes sont, au moins en partie, homofocales;
leur enveloppe est une developpable coupée suivant des droites par
les surfaces du troisiéme systéme. Ces droites sont évidemment,
sur chaque surface du troisiéme systéme, des enveloppes des lignes
de courbure de cette surface.

Ces théorémes s’appliquent @ fortiors au cas-ou les trois
systémes orthogonaux sont compris dans une seule équation,
comme il arrive pour les surfaces du second degré, et pour les
surfaces du quatrieme degré que nous étudierons plus loin.
Alors toutes les surfaces sont homofocales. Chacune d’elles
touche I'enveloppe commune suivant une courbe (qui est une
ligne de courbure, intersection avec la surface infiniment
voisine), et la coupe suivant plusieurs droites. Les points
d’intersection de ces droites sont des ombilics, puisque I'indi-
catrice de la surface en ces points est un cercle.
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Ces propositions sont naturellement sujettes a beaucoup
d’exceptions, comme foutes celles qui sont fondées sur la
théorie des enveloppes et de la continuité. Aussi ne faut-il pas
leur donner une valeur abselue, et, si nous les avons exposées,
c'est que le procédé de démonstration qui les donne nous a
paru susceptible d’étre employé dans les cas ou elles sont en
défaut, et conduit alors, pour chaque cas particulier, a des
remarques rigoureuses et précises. Nous les vérifierons pour
un systéme orthogonal remarquable dans la suite de ce tra-
vail. On peut dés a présent reconnaitre qu’elles sont exactes
pour les surfaces du second degré.

La développable focale circonscrite aux quadriques homo-
focales est du 8° ordre. Elle est eoupée par chaque plan
prineipal suivant une conique, qui est une courbe double, et
suivant 4 droites, qui sont les enveloppes de toutes les sec-
tions principales des surfaces homofocales.

Elle touche chaque quadrique suivant une courbe du
4® crdre, intersection de cette surface, et de la surface homo-
focale infiniment voisine, elle coupe la quadrique suivant
8 droites se croisant aux 12 ombilics, el ces droites soni
Penveloppe de toutes les lignes de courbure de la quadrique.
Ces différents résultats ont été établis par MM. Chasles,
Cayley, Cremona dans la géométrie projective.

9.

Des systemes orthogonaux, ot des lignes de courbure sur une surface
. quelconque.

Quelques-unes des propriétés focales des systemes orthogo-
naux dans le plan, découvertes par M. Kummer, s'¢tendent
aussi aux sysiémes orthogonaux tracés sur des surfaces con-
tinues.
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Par exemple, si I'on a sur une surface deux systémes de-
lignes orthogonales représentées par une seule équation, ces
lignes admettent pour enveloppe une ligne géodésique.

der =1

Un des exemples les plus remarquables est fourni par les
lignes . de courbure et I'on peut démontrer le théoréme
suivant :

Quand les lignes de courbure ont une enveloppe, ceite enve-
loppe se compose nécessairement de plusiewrs lignes draites
allant rencontrer le cercle de Uinfini, & moins qu'elle ne soit la
ligne do courbure singuliére, lieu des points ou le plan langent
la surface est tangent aw cercle de Uinfini.

On sait, en effet, que, pour construire en chaque peint M
les directions des lignes de courbure, il faut mener les droites
conjuguées d la fois par rapport au couple de tangentes prin-
cipales et par rapport au cercle de 'infini ou aux deux droites
qui joignent le point M aux deux points dix ecercle de I'infiui
situés. dans le plan tangeni. Les deux directions des lignes
de. courbure ne viennent done se confondre que si une des
tangentes principales au point M va rencontrer le cercle (C).
Pone, si les lignes de courbure ont une enveloppe, cette cnve-.
loppe sera a la fois une ligne asymptotique. et une ligne
géodésique ds*==0. 1l faudra donc que son plan osculateur
soit a la fois tangent et normal 4 la surface. Cela ne peut
arriver que de deux maniéres différentes :

fo Si le plan osculateur est indélerminé, alors I'enveloppe
est une ligne droite;

20 8i le plan tangent est aussi nornal & la surfaee, et,
dans ce second cas, il faudra que U'cuveloppe coincide avec
la courbe de contact de la développable focale cieconscrite
a la surface. Cette courbe de contact devra étre une ligne
4t ==,

It ne fiul pas oublier, dans Uapplication de ce théoréme,
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que généralement il n'y a pas d’enveloppe pour le systéme des
2 lignes de courbure (*).

10.

Des foyers des eourbes sphériques et de la transformation par rayons
vecteurs réciproques des focales.

Les focales des courbes sphériques se définissent comme
celles de toutes les autres courbes. Mais on peut aussi définir
directement les foyers d'une courbe située sur la sphére sans
sortir de cette surface, et par la considération de ses généra-
trices rectilignes.

Etant donnée une courbe sphérique (G), menons les généra-
trices rectilignes des deux systémes qui lui sont tangentes.
Ces génératrices formeront évidemment deux faisceaux dont
les points d’intersection seront les foyers de la courbe. Ces
points pourront, en effet, étre considérés comme des cercles
de rayon nul doublement tangents a la courbe, et ils seront
a lintersection de la focale compléte, et de la sphére qui
contient la courbe (G). Ils resteront les foyers, quand on
effectuera une transformation par rayons vecteurs récipro-
ques.

Plus généralement, les développables focales se transfor-
ment, nous I'avons vu, en développables focales, et par suite
les transformées des focales seront les focales de la nouvelle
surface. Ce théordme s’applique évidemment aux courbes et
aux surfaces.

(*) Voir & ce sujet deux notes de I'auteur dans les Comptes rendus de
1870 sur les solutions singuliéres des équations différentielles, et des obser-
vations de M. Catalan, publiées dans le méme Recueil. Depuis la publication
de ces Notes, M. Moutard a bien voulu me rappeler que, dans une conversa-
tion particuliére, il m'avait indiqué, ce dont je n'avais nul souvenir, que les
lignes de courbure n'ont pas en général d’enveloppe. C’est, comme on voit,
un cas particulier important de la proposition généralc que j'ai signalée.
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Soit donné, par exemple, un cercle (H). Les plans tangents a
ce cercle et au cercle de l'infini enveloppent deux cones, qui
sont les sphéres de rayon nul, passant par le cercle. Soient
0, 0’ les centres de ces sphéres, qui tiennent lieu de la focale
du cercle. Le systéme formé du cercle et des deux points
0,0’ sur son axe demeurera invariable par toute transfor-
mation par rayons vecteurs réeiproques. Les focales d’un cone
contenant le cercle et ayant un point M pour sommet seront
les droites MO , MO’, ete. (4).

Nous terminerons ici cette étude sur les focales, que le
lecteur aura peut-étre trouvée trop longue. Il nous a semblé
que, les imaginaires ayant ét¢ nettement introduites en géomé-
trie, il convenait d’en faire une analyse détaillée dans foutes
les questions ou on les rencontre.

Nous espérons que les exemples déja donnés, et ceux que
nous développerons dans la troisiéme partie de ce travail,
montreront qu’il y a avantage a préciser et a développer les
notions admises implicitement par un trés grand nombre de
géometres.

(") Ce systéme, qui a éLé considéré par MM. Chasles, Cayley, Laguerre, ete.,
donne lieu a plusieurs propriétés. J'en ai signalé quelques-unes dans un
Mémoire inséré aux Annales de I'Ecole Normale pour 1870, t. I, 2¢ série.
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DEUXIEME PARTIE.

Etude d'une classe remarquable de courbes du 4¢ ordre.

11.

Introduction. — Definition des courbes & studier.

Les courbes dont nous allons essayer de faire une théorie
sont les courbes du 4° ordre qui résultent de l'intersection
d’une sphére et d'une surface quelconque du second degré, et
les courbes planes qui se déduisent de celles-ei au moyen de
la transformation par rayons vecteurs réciproques.

Ces courbes sont trés importantes; on les renconire dans
un grand nombre de questions. Peul-étre n’avait-on pas étudié
d'une maniére eompléte leurs propriétés métriques et focales,
quand j'ai donné, dans les Coinptes Rendus et dans les Now-
velles Annales de 1864, quelques théordmes généraux qui
s’appliquent a toutes ces courbes, et qui les rapprochent, par
leurs propriétés focales, des courbes du second degré.

Le plus important de ces théorémes consiste dans la déter-
mination de leurs focales, el dans les proprictés mélriques de
ces focales, qui constituent une généralisation du bheau théo-
réme de M. Dupin suc les coniques focales ou excenlriques
Depuis 1864, elles ont été étudiées par un grand nombre de
géometres, MM. de la Gournerie, Laguerre, Moutard, ote. On
pourra consulter pour 'historigue de la question nn Mémoire
de M. de la Gournerie, inséré en 1869 dans le Jowrnal de
Lisuville. Elles ont fait aussi I'objet des recherches de plusieurs
geomelres anglais, au nombre desquels je citerai MM. Casey,
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Cayley, Crofton, Sylvester. Auparavant, elles avaient été étu-
diées par MM. Van Rees, Quetelet, Chasles, Dandelin, etc.,
sous le nom de spiriques. Quelques-unes d’entre elles ont
méme ¢été considérées par les anciens géometres. On voit que
Phistorique des recherches relatives & ces courbes est une
tache ardue et délicate. Je me contenterai de citer les travaux
dont je me serai inspiré ou que je connaitrai. S'il y a lieu, une
note placée a la fin du Mémoire contiendra une liste des Mé-
moires et des travaux se rapportant a ces courbes, que )'appel-
lerai cycliques dans la suite de ce travail. Il y aura donc les
cyeliques planes et les cycliques sphériques. Les premiéres étant
les transformées des secondes, c’est des courbes sphériques
que je m’occuperai d’abord et d’'une maniére plus complete.

Il ne sera peut-dtre pas inutile, pour donner une idée de
intérét qui s'attache a ces courbes, d’en signaler plusieurs
d’une espece particuliére. Les cycliques planes comprennent
la cubique circulaire, la focale d neud, les ovales de Descartes,
la cissoide, la lemniscate, Vellipse de Cassini, les podaires ou
réciprogues de coniques, les sections planes du tore ow spiriques,
le lieu des sommets des angles coustants circonscrits a une
conique, etc.

Les eycliques sphériques comprennent les coniques sphérigues,
la fenélre de Viviani, les courbes employées par M. Williamn
Roberts pour la représentation des fonctions elliptiques; les
sections sphériques du tore, de la cyclide de M. Dupin, de
toutes les surfaces du 4¢ ordre ayant le cercle de Uinfini pour
ligne double, et en particulier des podaires ou transformdes
par rayons vecteurs réciproques des surfaces du second ordre.

12.

Btude des cycliques sphériques.

On sait que, par U'intersection d’une sphérc et d'une surface
du second degré, on peut toujours faire passer quatre cones
réels ou imaginaires, distincts ou confondus.
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Dans le cas que nous avons 4 examiner, deux de ces cones
au moins sont toujours réels. On pourra donc substituer i la
surface du second degré un céne réel.

En effet, les sommets des quatre cones, passant par I'inter-
section des deux surfaces, forment un tétraédre conjugué,
commun & la surface et a la sphére. Si 'un des sommets est
imaginaire, il y aura un autre sommet imaginaire, conjugué
du premier, et la droite passant par ces deux sommets sera
réelle. On peut donc toujours placer les quatre sommets sur deux
droites réelles, qui sont polaires 'une de 'autre dans la sphére.

Une de ces deux droites ne rencontre donc pas la sphére;
prenons sur cette droite les deux poinis qui divisent harmoni-
quement les deux segments qu'elle intercepte dans la sphére
et dans la quadrique. L'un des deux segments, celui qui est
intercepté dans la sphére, étanl imaginaire, les deux points
seront toujours réels, et seront les sommets de deux cones
réels (quand la courbe sera réelle) passant par la courbe. Ces
deux sommets seront évidemment extérieurs i la sphére.

Done, par la courbe d’intersection de la sphére et de la surface
passent quatre cones. Deux de ces cones au moins sont réels quand
la courbe est réelle, et ont leurs sommels extérieurs a la sphére.

Mais il est nécessaire d’examiner cette question d’une
maniére plus compléte, afin d’avoir une idée plus préeise des
formes qu’affectent les cycliques dans tous les cas possibles.

On sait que les quatre cones passant par I'intersection de
deux surfaces quelconques du second degré se déterminent
par la résolution d’une équation du 4° degré. Dans les Nou-
velles Annales de Mathématiques, 1868-69, M. Painvin a repris
Iétude de cette équation, et il a examiné d’'une maniére dé-
taillée les différentes formes de la courbe d’intersection, le
nombre de cones réels, la réalité de la courbe dans les diffé-
rents cas. On peut ajouter aux résultats obtenus par ce géo-
métre les suivants, que nous donnerons ici sans démonstration.
Nous nous bornerons au cas ou I'équation du 4° degré a ses
racines distincles.
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Si cette équation a ses quatre racines réelles, deux des
quatre cdnes au moins sont réels (voir le Mémoire cité). Il ne
peut donc se présenter que les deux cas suivants :

1° Les quatre cones sont réels, et alors la courbe est réelle.
Nous ajoutons qu’elle se compose de deux branches. Cest le
cas d’arrachement.

2° Deux coOnes seulement sont réels. La courbe est enti¢re-
ment imaginaire.

Si deux racines seulement sont réelles, alors les deux cones
ayant leurs sommets réels sont réels ; les deux autres sont ima-
ginaires. Nous ajoutons que, dans ce cas, la courbe se compose
d’une seule branche. 11 y a pénélration dés deux surfaces.

Enfin, si les 4 racines sont imaginaires, d’aprés M. Painvin,
la courbe est toujours réelle; mais on peut remarquer de plus
qu’elle se compose de deux branches distinctes. : ;

En résumé, nous voyons que le tétraédre conjugué commun
a toujours deux arétes réelles. Quand deux seulement de ses
sommets sont réels, il y a pénétration. Quand les quatre
sommets sont imaginaires, on a une courbe réelle & deux
branches distinctes. Enfin, quand les quatre sommets sont
réels, la courbe se compose de deux branches réelles dis-
tinctes, ou est entiérement imaginaire.

Ainsi, dans les deux cas ou les quatre cOnes sont tous
réels ou tous imaginaires, la courbe se compose de deux
branches distinctes. On peut cependant effectuer une distine-
tion géométrique trés importante entre ces deux cas. Quand
les quatre cones sent imaginaires, la courbe réelle d’intersec-
tion se compose de deux branches coupées chacune en un
nombre impair (1 ou 3) de points par un plan quelconque. Au
contraire, quand les cdnes sont réels, chacune des branches
est coupée par un plan en un nombre pair (0, 2, 4) de poinis.

On voit que la courbe d’intersection, dans le cas ou les 4
cones sont imaginaires, posséde les propriétés de la cubique
gauche, complétée au moyen d'une de ses sécantes (elle se
réduit, en effet, & 'ensemble de ces deux lignes quand les
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deux racines qui étaient imaginaires deviennent égales). Daas
ce cas d'ailleurs toutes les surfaces passant par la courbe sont
des hyperboloides, tout plau, el en parcticulier le plan de I'in-
fini, coupe la courbe au momns en deux points, au plus en
guatre points.

Revenons au eas particulier que nous avons a examiner el
~ou 1'une des surfaces est une sphire, deux cénes serout tou-
jours réels; on ne peut doncfaire que les hypothises suivantes

17 Les quatre cones sont réels, la eourbe sera réelle, et
composée de denx branches coupées chacune par un plan en
un nombre pair de points;

2 Les sommets des quatre cémes sont réels et deux des
cones seulement réels, la courbe sera imaginaire;

3" Le tétraédre conjugué a deux sommels réels et deux
imaginaires, la courbe se composera d’une seule branche.

13.

Do 12 génération des cycliques (1),

Nous désignerons par (D), (D,), (D,), (D,) les quatre cones
contenant la courbe, para, e,, a,. a,leurs somiets respectifs.
Si 'on méne tous les plans tangents au cone (D) par exemple,
ces plans tangents coupent la sphére suivant des cercles dont
Penveloppe est la courbe que nous étudions. Tous ces cercles
coupeut ¢videmment a angle droit un cercle fixe de la sphére,
le cercle de conlact du céne circonscrit a la sphere et ayant le
point a pour sommel. Done, la cyclique pent &tre considérée
comme 'enveloppe de cercles sphériques orthogonaus a un cer-
cie fixe, et, pour déterminer ce systéme de cercles, il suffira de

(') On pourra consulter, sur ceite question, différentes commanications
importanies de MM. Moutard, Laguerre, Mannheim, dans le Bulletsn de la
Société Philomathique, dans le Journal de Liouville, et les travaux de l'auteur
dans les. Nouvelles Annales de 1864 et dans les Annales de PEcole Vormale
superieure, t. 1L, 1 et 1V,
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trouver le lieu de leurs pdles ou cenires sphériques. Or ces
poles sphériques sont & lintersection de la sphére et des per-
pendiculaires abaiss¢es du centre de la’ sphére sur les plans
tangents. lls sont donc & I'intersection de la sphére, et du
cone supplémentaire du coéne (D) mené par le centre O de la
sphére. Le lieu des pdles de ces cercles est donc une conique
sphérique (K). Nous désignerons de méme par (K,) . (K,), (K,),
les 3 autres coniques eorrespondant aux cones (D). (D,), (D,).
Done :

Une cyclique peul étre considivée, et de G manicres dijjérentes,
comme l'enveloppe dv cercles orthogonni v a un cercle sphérique
et ayant leurs poles sur une conique spherique.

Les cycliques ont une propriété trés importante. Elles
demeurent, sous certaines conditions, invariables par une
transforination par rayous vecteurs réciproques. Si I'on prend,
en effet, pour pdle de la transformation le sommet de I'un des
quatre cones, a par exemple, et pour module de la transfor-
mation la tangente menée de ce point a la sphéve, le cone et
la sphére ne scront pas changés, et par conséquent leur courbe
#’intersection demeurera aussi invariable. Les cycliques sont
done sur la sphére des courbes planes analogues aux courbes
nommeées anallagmatiques par M. Moutard, et qui ont la pro-
priété de se transformer en elles-mémes quand on emploie
utie transforination pai ravons vecteurs réciproques convena-
blement choisic.

Si 'on transforme par rayons vecteurs réciproques, en pre-
nant un pdle et un module quelconques, la eyelique sc trans-
forme en une autre cyclique. En effet, la sphére se transforme
en une sphére, la surface du secord degré se transforme en
une surface du 4¢ ordre, ayant le cercle de I'infini pour ligne
double. Or on sait qne les sections sphériques d'une telle
surface peuvent toujours étre placées sur un cone du second
degré. .

Cependant, si le pole est placé sur la sphére qui contient la
cyclique, celle-ci se transforme . si le pole n'est pas sur la
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cyclique, en une courbe plane du 4¢ ordre, ayant pour points
doubles les deux points a 'infini sur le cercle. En effet, soit «
le péle choisi. Les deux génératrices de la sphére passant en «
coupent la courbe en quatre points m,n,m, ,n,, qui sont
rejetés a l'infini sur les cercles du plan; et d’ailleurs, tout
cercle du plan, étant la perspective d’un cercle de la sphere,
coupera la courbe plane en quatre points seulement.

Sl on prenait le pdle a sur la courbe, la projection stéréo-
graphique de la cyclique serait une cubique circulaire, c’est-a-
dire une courbe du 3¢ degré passant par les deux points &
Pinfini sur le cercle.

Réciproquement, toute courbe plane des deux espéces indi-
quées est coupée en 4 points seulement par un cercle, et
par conséquent est la réciproque d'une cyclique sphérique,
intersection de la sphére et d'un cone du second degré.

14.

Classification des cycliques.

La classification des courbes précédentes dérive naturelle-
ment de leur mode de génération.

1° Le cone peut étre doublement tangent & la sphére; alors
la cyclique se compose de deux cercles.

2° Le cone peut étre simplement tangent; alors le point de
contaet a est un point double de la cyclique. On sait que dans
ce cas un des cOnes passant par la courbe compte pour deux,
et a son sommet au point a. Prenons ce point pour pdle, et
faisons la projection stéréographique de la courbe. Nous
obtiendrons évidemment une conique plane. Done la cyclique
@ point double est une transformée par rayons vecleurs récipro-
ques de conique plane.

3° On peut encore établir des divisions d’aprés la nature des
points d’intersection de la courbe ou du cone avec le cercle
de l'infini.
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Si le cone est doublement tangent au cercle de Uinfini, il
sera de révolution; la conique (K) sera un cercle, les autres
coniques (K,) , (K,) , (K,) seront des cercles, que nous recon-
naitrons étre concentriques au premier. La cyclique sera donc
I'enveloppe d'un petit cercle orthogonal a un cercle fixe, et
dont le pdle décrit un autre petit cercle. Elle sera doublement
tangente au cerole de I'infini. Nous I'appellerons dans ce cas
une carlésienne; elle se rattache en effet par les analogies les
plus étroites aux ovales de Descartes.

4° Enfin la cyclique la plus générale est l'intersection d’'un
cone quelconque et de la sphére. On pourra distinguer dans
cette classe comme dans les précédentes les courbes par les-
quelles passent un, deux, ou trois cylindres.

Dans le plan, les divisions se font de la méme maniére.
Ona:

1° Les réciprogques ou podaires de coniques ;

2° Les ovales de Descartes, qui ont deux poinis de rebrousse-
ment a l'infini;

3° La cyclique du 3¢ degré ou cubique circulaire;

4° La cyclique générale.

D’autres divisions se présenteront naturellement dans la
suite.

15.
Propriétés générales des cycliques.

Puisque les cycliques sphériques sont I'intersection d’une
sphére et d’un cone du second degré, leurs propriétés pourront
se déduire de celles des surfaces du second degré

Par exemple, considérons deux points m , n de la cyclique.
On peut toujours par la cyclique faire passer une surface du
second degré qui ait la droite mn pour génératrice rectiligne.
Tout plan passant par mn sera tangent & cette surface et la
coupera suivant une autre génératrice, sur laquells seront deux
points m’, n' de la courbe. D’ailleurs, les quatre points m , n ,

3

www.rcin.org.pl



34 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE

m',n’, étant dans un plan, se trouveront sur un petit cercle
de la sphere. D’autre part, le plan, passant par m'n’ et par le
centre de la sphére sera tangent a la surface du second degré,
et enveloppera un cone circonscrit a la surface. Donc,

St, par deux points quelconques de la cyclique, on fait passer
un petit cercle, ce pelit cercle coupera la cyclique en deux aulres
points, et Varc de grand cercle qui joint ces deux points enve-
loppera sur la sphére une conique sphérique.

11 est aisé de voir que cette conique sphérique sera tangente
en quatre points a la cyclique proposée. En faisant varier les
points m , %, on aura une suite simplement infinie de coniques
sphériques inscrites dans la courbe.

On démontrerait de méme que si, par les deux points m’, n’,
définis plus haut, on fait passer un petit cercle coupant & angle
droit un cercle fixe, ce cercle variable enveloppera une cyclide.

Prenons, sur I'une des surfaces réglées contenant la courbe,
quatre génératrices formant un quadrilatére gauche. Ces
quatre génératrices eoupent la cyclique en 8 points qui sont
4 A 4 en des plans ef par conséquent sur de petits cercles.
Nous obfenons done la proposition suivante :

St on coupe une cyclique par un cercle quelconque, que par deuz
des quatre poinls d’'intersection on fasse passer un cercle, et par
les deux autres un aulre cercle, les deux nouveaux cercles tront
couper la cyclique en qualre poinls nouveaud situés sur un cercle.

Cette propriété trés générale s’étend naturellement aux
cyclides planes, qu'on peut déduire de leurs analogues sur la
sphére, en augmentant indéfiniment le rayon de cette sphére.
Les théorémes précédents pourraient étre beaucoup étendus.
Nous allons passer & une autre question.

16.

Des rolations entre les différents modes de génération d’une oyclique.

Nous avons vu qu’une cyclique peut étre considérée de quatre
maniéres différentes. comme I'enveloppe de petits cercles ayant
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leurs centres sphériques sur une conique: (K), et coupant a
angle droit un cercle (A). Nous désignerons par (K), (K, ,
(K, , (K,) les quatre coniques auxquelles: nous donnerons, &
Iexemple de M. de la Gournerie, le nom de coniques déférentes,
et par (A), (A)), (A,), (A,) les cercles correspondants que nous
appellerons cercles directeurs.

Les coniques (K,) sont & P'intersection de la sphére et des
quatre cones qui ont leurs sommets au centre de la sphére, et
qui sont supplémentaires des quatre cones (D), (D,) , (D,) , (D,)
passant par la cyclique. Ces quatre cones (D;), coupant le
cercle de linfini au méme point, sont homaeycliques; les
qualre coniques (K;) sont donc homofocales..

Les quatre cercles (A;) étant dans les faces d'un tétraddre
conjugué: & la sphere seront orthogonaux deuz a deuz.

Mais pour mieux approfondir les relations de ces différents
modes de génération, nous allons résoudre le probléme suivant :

Un mode de génération étant connu, c’est-a-dire une conique
déférente et le cerele directeur correspondant étant donnés,
trouver les trois autres modes de génération.

A cet effet, soient donnés la conique (K), le cercle directeur
(A), et prenons un des cercles mobiles, ayant son centre en
m, et orthogonal au cercle (A).

L’axe radical de ce cercle et du cercle infiniment voisin ira
passer au point O, centre du cercle (A). La position-limite de
cet axe, perpendiculaire a la ligne des centres, sera donc I'arc
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de grand cercle Opp’ mené par le point O perpendiculairement
A lare tangent en m. Les deux points de contact du cercle
avec son enveloppe seront p, p'.

Ces deux points de contact viennent se confondre quand
'arc tangent en m devient tangent au cercle (A). La cyclique
coupera donc le cercle directeur (A) aux quatre points de
contact ¢, @, , a,, ¢, des arcs tangents communs au cercle et
a la conique, et elle coupera ce cercle directeur a angle droit.

Il résulte de 1d que si, des points b, b’ comme péles, on
décrit deux cercles passant le premier en a, a,, le second en
a,,a,, ces deux cercles seront doublement tangents a la
cyclique et appartiendront évidemment & un méme mode de
génération. Les deux ares aa,. o,a, iront donc se couper au
pdle du nouveau cercle directeur en Q. Ce cercle directeur
est donc déterminé, puisqu'on connait son pdle, et qu'il est
orthogonal au cercle (A). Appelons-le (A,), et remarquons que
son centre 0" a méme polaire dans le cercle et dans la conique.

La conique (K,) correspondante doit étre homofocale a Ia
conique (K), et passer par les points b, &'. Elle est donc aussi
déterminée. On connait méme ses tangentes en &, b', qui sont
les bissectrices des angles &b, b’ du quadrilatere.

On voit que nous rencontrons ici, sans avoir a le démontrer,
un des plus beaux théorémes de M. Chasles sur les coniques
sphériques :

St Uon meéne les quatre arcs de grand cercle tangents a une
conique sphérique el a un petit cercle, les sommets opposés du
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quadrilatére formé par ces orcs langenls sonl sur wne conique,
homofocale a la proposee.

Comme on a six sommets qu’on peut grouper deux a deux
de trois maniéres différentes, nous obtiendrens bien les trois
nouveaux modes de génération. Nous apercevons de plus une
relation de réciprocité remarquable entre les quatre cercles (A,)
et les coniques correspondantes. Etant dounée une quelconque
des quatre coniques, les trois autres s’en déduisent toujours
par les mémes constructions géoméiriques.

Remarquons qu’étant donnés une des coniques (K,) et le
cercle (A;), les centres des trois autres cercles sont les som-
mets du triangle conjugué commun au cercle et a la conique.

Au point de vue de la réalité des différents él8ments, il y a
deux cas a distinguer, quand la courbe est réelle.

Quand deux cones réels seulement passeront par cefte
courbe, les deux modes de génération correspondants seront
formés d'une conique et d’un cercle réel. Cette conique et ce
cercle se couperont en deux poinis réels et auront deux tan-
gentes réelles; les deux autres modes de géncération seront
entiérement imaginaires, les coniques et les centres des cercles
correspondants étant imaginaires. Cest le cas de la cyclique a
une seule branche.

Au contraire, si les quatre cones passant par la courbe sont
réels, les quatre modes de génération seront réels. Une des
coniques (A;) sera coupée en quatre poin{s réels par le cér-
cle (K.); les trois aulres coniques n'auront aucun point
commun avec le cercle qui leur associé. Ces conclusions
résultent d’un examen ne présentant aucune difliculté.

.

Des différents modes de génération pour les diverses espéces de eyeliques.

L’examen des cas particuliers de la construction précédente
conduit naturellement aux diverses espéces de cycliques.
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Supposons d’abord que le cercle (A) se réduise a un point.
Alors les petits cercles, ayant leur centre sur la conique (K),
passeront par le point fixe A, et leurs points de contact avec
I'enveloppe s’obtiendront en prenant les symétriques du point
A, par rapport a toutes les tangentes de la conique (K).

Done, si 'on double les arcs vecteurs menés du point
double d’une podaire de conique a un point quelconque de
cette podaire, on obtient une cyelique ayant méme point dou-
ble que la podaire.

La podaire elle-méme est-elle une eyclique? On peut s'assurer
que c'est une courbe généralement plus compliquée.

Les autres modes de génération de notre cyclique se déter-
mineront de la maniére suivante. Les trois points ayant méme
polaire dans le cercle de rayon nul A et dans la conique,

sont le point A et deux points 0’ , 0", situés sur 'arc polaire
de A . Des six sommets du quadrilatére, quatre se confondent
en A. Les modes de génération sont déterminés de la maniére
suivante :

1° Une des coniques passant en A et homofocales a (K),
ayant pour normale AO’ ,et le cercle décrit de O’ comme pdle
avec AQ’ pour rayon;

2° L’autre conique passant en A, ayant pour normale AQ”", et
le cercle décrit de 0" comme pole et tangent en A & la conique;
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30 et 4° Le premier mode de génération comptant pour deux.

On obtient ainsi une cyclique a point double, réciproque de
conique plane, ou podaire de cone, toutes les fois que le cercle
directeur se réduit 2 un point ou devient tangent & la conique
déférente correspondante.

18.

Des cartésionnes.

Dans ce cas, le cone (D) étant de révolution, chaque conique
(K) est un cercle, et tous ces cercles ont pour péle le point ou
I’axe de révolution mené par le centre de la sphére perce la
sphére. C’est ce qu'on va reconnaitre par I'application de la
construction générale.

Construisons le quadrilatére circonscrit au petit cercle (K)
et au cercle (A). La conique (K,), homofocale a (K) et passant

par b, b", n'est autre chose que le cercle de centre C passant
par ces 2 jpoints. Le cercle directeur (A) correspondant aura
son centre sur la ligne 0C, au point d'intersection de aa’ et
de a” a”.

De méme, la conique (K,) sera le cercle de centre C passant
par b, b, et le cercle (A,) correspondant aura son centre au
point d’intersection de aa”, a’a” sur OC. Mais la conique (K,),
passant par b et b”, se réduit & 'arc de grand cercle bb6"0C.
Le cercle directeur (A,) correspondant se réduit & ce méme
arc de grand cercle. Il y a donc un mode de génération qui
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devient illusoire. [l se présente ici une indétermination, que
nous léverons en pariant des courbes d’intersection d'un
cylindre et de la sphére. Toute cartésienne, en effet, a un plan
de symétrie, qui passe par I'axe du cOne et le centre de la
sphére. Elle se trouve donc sur un cylindre parabolique, ayant
son axe perpendiculaire i ce plan de symétrie.

Gette indétermination se présente dans le cas général, toutes
les fois que deux sommiets opposés du quadrilatére par lesquels
doit passer une courbe homofoeale a la proposée se trouvent
sur I'axe focal. (n voit bien dailleurs que, toutes les fois que
la cyclique sera sur un cylindre, les plans tangents au cylindre
couperont la sphére suivant des petits cercles ayant leurs poles
sur un grand cercle, celui auquel ils doivent étre orthogonaux.
La génération indiquée ne peut donc ici nous servir.

19.

Des propriétés focales des cycliques.

Nous avons vu, dans la Premiére Portie de ce travail, que
le foyer d’'une courbe sphérique peut étre considéré cornme
un cercle de rayon nul, doublement tangent & la courbe.
Gomme nous avens trouve les quatre séries de cercles double-
ment tangents & la cyclique, il suffira d’examiner ceux de ces
cercles dont le rayon devient nul.

Considérons I'un quelconque des cones (D') par lesquels
passe la cyclique. Tous les plans tangents & I'un de ces cOnes
coupent la sphére, nous I'avons vu, suivant des cercles double-
ment tangents a la cyclique. Donc les plans tangents au cone
et a la sphére couperont la sphére suivant des cercles de rayon
nul, doublement tangents & la courbe; ce seront les foyers.
Ces, foyers seront a la fois sur le cercle directeur (A,) et sur la
conique déférente (K,). Cela résulte aussi de la génération de
la courbe au moyen des éléments (A,), (K,).

On a quatre foyers sur chaque cercie directeur, en tout
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16 foyers. 1l est clair que ces foyers sont les 16 points d'inter-
section de deux faisceaux formés avec qualre géneratrices de
systéme différent.

En effet, si 'on considére les p génératrices d'un méme
systeme de la sphére, tangenles a la courbe, il y en aura p
imaginaires conjuguées, de 'autre systéme, tangentes aussi &
la courbe. Ces droites donneront par leur intersection p’ points,
qui seront des foyers. Ici p=4. Cela indique d’ailleurs uue
nouvelle relation entre les quatre coniques (K;) et les quatre
cercles (A;). Les quatre points d’intersection des coniques et
des ccreles correspondants sont situés sur quatre droites de
deux maniéres différentes.

Il est claie, d'aprés ce qui préceéde, que quatre foyers seule-
ment pourront étre réels. Mais, 1° dans le cas ou la cyclique
aura une seule branche, deux des foyers réels serout sar un
cercle (A,), les deux autres sur un autre cercle (A,); 2° dans
le cas ou la cyclique aura deux branches, les quatre foyers
réels seront sur un méme cercle. Cette distinclion, qui résulte
de art. 12, devait étre faite ici.

Les foyers jouissent de plusieurs propriétés remarquables,
qu'on déduit du théoréme de Poncelet. Voici le principe tris
simple qui conduif a ces relations.

Soit une sphere, et menons-lui un plan tangent en A. Pour
tout point M de cette sphére, le carré de la distance au point A
sera proportionnel a la distance du méme point M au plan
tangent en A. On aura, en appelant p cette distance au plan
tangent,

17) AM =r=2ap.

Plus généralement, si 'on prend un plan (P) et une sphére (S')
passant par le cercle de la premiére sphére situé dans le
plan (P), il y aura, pour tout point M de la premiére sphére,
un rapport constant entre le carré ¢* de la tangente menéc de
M a (§') et la distance p du méme point M au plan (P). On aura

(18) =2 pe

o ¥
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Ces remarques, extrémement simples, suffisent pour la
démonstration des théorémes que nous avons en vue.

Considérons d’abord trois plans tangents communs au
cone (D) et a la sphére. Ces plans toucheront la sphére en trois
foyers situés sur un méme cercle directeur (A), et en appelant
P, P’,P" les premiers membres des équations de ces trois
plans, on aura, pour I'équation du cone,

(19) WP+ uVP 4+4VP =0.

Pour tous les points de la courbe d’intersection, et d’aprés la
formule (17), on pourra remplacer V'P, V'P', VP” parr,+',r",
ces derniéres quantités représentant les distances d'un point
de la cyclique aux trois foyers. On aura donc

(20) AMpr er' =0.

Il existe donc une relation linéaire et homogéne entre les dis-
lances d'un point de la courbe a trois foyers situés sur un méme
cercle direcleur. '

Soient P, P’, deux des plans tangents communs au cone (D)
el a la sphere, et  le plan de contact dans le cone. L’équation
du cone sera

BPH=0%.

D’ailleurs, les trois plans P, P’, Q coupent la sphére suivant
trois cercles orthogonaux au cercle directeur (A), et si, par
ces trois cercles, on fait passer trois sphéres fixes, mais quel-
conques, en appelant ¢ , ¢, T les tangentes menées a ces trois
sphéres d'un point dela courbe, on aura, d’aprés I'équation (20),

Kbd =T
Les sphéres ¢, t" sont doublement tangentes & 1a courbe, et
leurs quatre points de contact sont sur la sphere T.

En général, si une surface quelcongue passant par la courbe
est définie par une équation de la forme

e 8 Rl e =

on pourra, par tous les points de la eyclique, remplacer

www.rcin.org.pl



DE COURBES ET DE SURFACES ALGEBRIQUES. 43

P,P’,P”, ... par des quantités proportionnelles aux carrés
t*, 1, ... des tangentes a des sphéres fixes menées par I'in-
tersection de la sphére et des plans P,P’,... L'équalion
sera

flat, a' v a' =y,

a,a,a",... étant des constantes dont la détermination
n’offre aucune difficulté.

Par exemple, prenons trois plans tangents quelconques au
cone (D) contenant la cyclique. L’équation du cone sera

aVP+bVP +cVP =0,

et, par suite, on aura pour la courbe une équation de la
forme

(21) A+ pt ot =0,

entre les tangentes ¢, ', ¢" & trois sphéres d'une méme série
doublement tangentes a la courbe.

Done il y a une relation linéaire el homogéne enlre les lon-
queurs des tangentes mences d'un point de la courbe a lrois
spheres doublement langentes & la cyclique et appartenant a lu
meéme série.

Cherchons celles des sphéres doublement tangentes qui se
réduisent i des points. Leur ensemble constituera une focale
de la cyclique proposée.

Les centres de toutes ces sphéres sont évidemment sur les
perpendiculaires abaissées du centre de la spheére (S) conte-
nant la cyclique sur les plans tangents du cone (D), c'est-d-
dire ces centres sont sur le cone (E) supplémentaire de (D),
ayant son sommet au centre O de la sphére (S) contenant la
cyclique. D'ailleurs, le centre radical commun de toutes les
sphéres doublement tangentes est le sommet 0" du cone (D);
clies sont orthogonales a la sphére (S') décrite de ce point 0’
comme centre et coupant la sphére (S) & angle droit. Pour
qu'elles se réduisent a des points, il faut que leurs centres
soient sur la sphére (S"), et par conséquent sur la courbe de
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rencontre de cette sphére (3') et du cone (E). Nous avons done
une focale de la cyclique, et ceite focale est elle-méme une
cyclique. D'ailleurs la relation entre les deux courbes est évi-
demment réciproque; les sphéres qui les contiennent sont
orthogonales, et les cones ayant leurs sommets au centre de
chaque sphere, supplémentaires. Il y a donc réciprocité entre
les deux courbes. Chacune delles est la focale de Pautre, ce qui
justifie la proposition générale énoncée dans la Premiére Partie de
ce travail. Aux quatre modes de génération ou quatre cones (D,)
correspondront quatre focales situées sur des sphéres ayant
leurs centres aux sommets des cones et orthogonales entre
elles. Nous avons ainsi un systéme de cinq cycliques focales
les unes des autres et situées sur cinq sphéres orthogonales.

Ainsi, étant donnée une cyclique sphérique, cetle cyclique a
qualre focales, qui sont des courbes de méme espéce, siluées sur
quatre sphéres orthogonales entre elles et & la sphére contenant
la cyclique, ayant leurs cenlres aux sommets des qualre cones
contenant lo cyclique el coupant la sphére qui contient cette
courbe sutvant les quatre cercles direcleurs.

Dans le cas ou la cyclique primitive se composera de deux
branches, les sommets des quatre cones seront réels. Un seul
sera intérieur & la sphére contenant la cyclique, et par conse-
quent trois des quatre sphéres contenant les focales seront
réelles. Quant aux focales elles-mémes, une seulement sera
réelle.

Au contrajre, dans le cas ou la cyclique se compose d’une
seule branche, il n'y a que deux sphéres réelles orthogonales
a la proposée; ces deux sphéres contiennent chacune une
focale réelle de la proposée.

En résumé, on n’a que deux systémes : 'un pour lequel
quatre sphéres et deux focales sont réelles, 'autre pour lequel
trois sphéres sont réelles et contiennent chacune une focale.

Les cing focales, réelles ou imaginaires que nous venons de
rencontrer, <ont les lignes doubles d’une développabie focale
que nous étudierons dans la suite de ce travail.
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Si nous nous reportons a I'équation (21,. et que nous pre-
nions sur une (C) des e¢inq focales trois points quelconques, ces
trois points pouvant étre considérés comme des spheres de
rayon nul tangentes a toute autre des cing cycliques (C'), il y
aura entre les distances d'un point quelconque de (G') aux
trois points choisis sur (€) une relation de la forme

(22 ar-talr - g e

Les coefficients @ ,a’, a” changent d’ailleurs, et avec la
cyelique (C') et aussi quand on change les trois foyers fixes
pris sur (C). Ainsi,

Etant donnée Uune quelconque (C) des cing focales, trois
poinls quelconques pris sur cette focale seront des foyers des
autres courbes el posséderonl les propriélés métriques exprimées
par Uéquation (22); c'est-a-dire qu'il y aura entre les distances
dun point variable de Uune quelconque des gquatre aulres
courbes (C') gua trois points choisis sur (C) une relation linéaire
el homogene de la forme

ar+ br' +e¢r' =0.

Le théoreme précédent correspond évidemment dans la
théorie des cycliques a celui de M. Dupin sur les coniques
focales.

La relation métrique que nous venons de rencontrer est
d’une forme moins simple que celle qui se rapporte aux foyers
d'une courbe du second degré. Cependant, elle se préte a la
généralisation d’'un théoréme relatif aux coniques planes ou
sphériques.

On sait qu'étant donnés deux points A , B sur une conique
de foyers ¥ ,F’, réciproquement A et B peuvent étre pris
comme foyers d’'une conique passant par F et F'. On peut
étendre ce théoréme aux cycliques planes et sphériques.

Elant donnés trois poinis A , B, C sur une cyclique de foyers
F,¥,F", on peut prendre ces trois poinis A, B , C pour foyers
d’'une cyclique qui contiendra les trois points ¥ , F', F".

Appelons, en effet, R,, R,, R, les distances des points
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A, B, Cau foyer F, et désignons par les mémes lettres accen-
tuées les distances aux foyers F',F”. Puisque les trois points
A, B, C sont sur une cyclique de foyers F ,F’, F’, on aura
trois relations de la forme :

AR;+ pR’ e+ R", =0,
YRy + R +R", =0,
AR, +pR . +R". =0,

et par conséquent I'équation de condition

R: B R,
(23) B Ry R% =0
RoRGIRE,

exprimera que les trois points A , B, C sont sur une cyclique
de foyers F ,F’',F". A cause de la symétrie de cette équation,
il est clair qu’elle exprime aussi que F,F’, F” sont sur une
cyclique de foyers A,B,C, ce qui démontre la proposition
énoncée plus haut.

Mais on peut compléter cette démonstration d’'une maniére
remarquable, et donner une proposition plus étendue que la
précédente :

Etant donnés qualre points A ,B,C,D, intersections d’une
cyclique quelconque de foyers ¥ ,F', F* F* el d'un cercle, il y
aura une seconde cyclique ayant pour for ers les points A ,B,C , D,
el passant par F ,¥', F", F*. On suppose, bien entendu, que
ces quatre points sont les foyers situés sur un méme cercle
de la premiere cyclique.

Pour démontrer cette nouvelle proposition, il nous suffira
évidemment, en nous rappelant la précédente, de prouver que
la cyclique de foyers A ,B,C passe par F*, et admet pour
quatrieme foyer le point D. Or, les trois points A , B, C étant
sur la cyclique de foyers F , F', F", on aura

Bu Rb Be
Rl R B

' R'd R'b R“r‘

=05
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et cette équation exprime que la cyclique de foyers A ,B,C,
passant par F , F’, contient aussi le foyer F".
Drailleurs, le quatridme foyer D de cette cyclique satisfait
également a I’équation
R. R, R
R'a Ry R'a|=0,
| R'a R B'4
qui exprime qu'il est sur la cyclique de foyers F, F', F", et
passant par les points A et B. Cette cyclique étant la proposée,
la proposition est démontrée; le quatriéme foyer D sera &
Iintersection de cette courbe et du cercle contenant les trois
points A, B, C ().
Un cas particulier de la proposition précédente, relatif aux
ovales de Descartes, a été énoncé par M. Sylvester, j’ignore
dans quel Recueil.

20.

Des cycliques situées sur des cylindres.

Nous avons vu que, pour les courbes d’intersection d’un
cylindre et de la sphére, les éléments d’un des modes de géné-
ration deviennent indéterminés. Iin effet, les plans tangents au
cylindre coupent la sphére suivant des petits cercles dont le
pole est sur le grand cercle perpendiculaire aux arétes du
cylindre. La conique sphérique correspondante se réduit donc

(') L'équation
aR + bR’ + cR* =0,
prise en elle-méme, conviendrait & une surface remarquable, comprise
comme cas particulier dans d'aulres que nous étudierons plus tard. Cette
surface a, comme les cycliques, un quatriéme foyer, et elle donne lieu 4 la
proposition suivante, analogue au théoréme indiqué dans le texte :
Etant donnée une surface définie par Véquation
aR + bR’ +cR"' =0,

un cercle quelconque la coupe en quatre points qui peuvent étre pris pour les
foyers d’une surface de méme définition, passant par les quatre foyers de la
premiére.
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au méme cercie, et il faut déterminer d’'une maniére directe
les rayons des petits cercles enveloppant la cyclique.

A cet effet, on peul modifier légérement la définition que
nous avons donuée de la cyclique, et définir les cercles par
les péles de leurs plans. Considérons, par exemple, les plans
tangents au cone (D); les pdles de ces plans tangents décriront
une conique, et cette conique (H) pourra servir a déterminer
la série des cercles doublement tangents. La cyclique sera la
ligne de contact de la développable circonscrite a la sphére et
a la conique (H). Elle sera aussi I'enveloppe des petits cercles
situés dans les plans polaires des points de (H).

Dans le cas d'une courbe située sur un cylindre, cette nou-
velle génération, toujours équivalente au fond a celles que
nous avons données, ne devient plus illusoire. Si par le centre
de la sphére on méne une section droite du eylindre, le plan
de cette section droite contiendra la conique (H), polaire
réciproque du cylindre et définissant la série des cercles dou-
blement tangents a la cyclique, contenus dans les plans tan-
gents du cylindre.

Il y a aussi une des focales situées dans le plan de la section
droite du cylindre, et pour laquelle notre constiuction devient
illusoire. On opérera de la maniére suivante :

Soient (E) la section droite du cylindre, (C) le grand cercle,




|
|

DE COURBES ET DE SURFACES ALGEBRIQUES. 49

section de la sphere par le plan de la section droite. Soit mK
la trace d’un plan tangent au cylindre. Pour obtenir les sphéres
de rayon nul passant par l'intersection de ce plan et de la
sphére, il faudra évidemment abaisser du centre O une per-
pendiculaire Opp’ sur mK, et prendre I'intersection de cette
perpendiculaire avec le cercle orthogonal au cercle (C) et
décrit du point m comme centre. Le lieu des peints p , p’ sera
donc une eyclique plane, définie par un mode de génération
semblable a celui que nous avons adopté, et admettant la
base du cylindre (E) pour conique déférente et le grand
cercle (C) pour cercle directeur. :

Les coniques sphériques font partie de la classe que nous
étudions, et 'on voit qu’elles auront, en réalité, trois focales
planes situées dans les trois plans principaux. Ces focales cou-
peront la sphére aux foyers de la conique sphérique.

Une seule d’entre elles, d’ailleurs, sera réelle. On sait qu’une
conique sphérique se projette sur les trois plans principaux :
1° suivant une ellipse intérieure 4 la sphére, 2° suivant une
hyperbole, 3° suivant une ellipse coupant la sphére en quatre
points. Cette derniére courbe seule donnera lieu & une focale
réelle, qui coupera la sphére aux quatre foyers réels de la
conique sphérique.

Avant de passer a I'étude de certaines propriétés des coni-
ques sphériques, nous ferons remarquer quelques équations
simples des courbes générales situées sur un cylindre, qu'on
pourrait appeler sphéro-cylindriques.

Si le cylindre sur lequel se trouve la courbe est hyperbo-
lique, il satisfait & I'équation

PQ =K,
dou résulte, pour la courbe, I'équation
(24) 1 =K,.

Si les plans asymptotes ne rencontrent pas la sphére, on peut
écrire
(25) rr =K, .
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Si le cylindre est elliptique, on aura, et d'une infinité de

manieres,
im0

21.

Des coniques sphérigues.

Dans le cas des coniques sphériques, les propriétés focales
que nous avons indiquées prennent une forme que nous allons
développer, par suite de I'importance toute particuliére de ces
courbes.

A cet effet, reprenons la relation

at+a't +a't' =0,
qui lie les tangentes menées d’'un point de toute cyclique a
trois sphéres doublement tangentes d’une méme série.

Chacune de ces sphires peut étre supposée, pour plus de
simplicité, orthogonale & la sphére primitive, et alors, si 'on
méne d'un point M un arc de cercle T tangent au petit cercle
suivant lequel elle coupe la sphére primitive, on aura

I= QSiH; .
On obtient donc la relation
T T g
% S A T o a0
(26) asin 5 -+ @ sin 5+ @ sin— 0,

qui relie les longueurs des trois arcs tangents menés de tout
point M de la cyclique & trois petits cercles doublement tan-
gents d’'une méme série.

Soit maintenant une conique sphérique, et prenons quatre
pelits cercles doublement tangents A cette conique et deux a
deux symétriques par rapport au centre; on aura, en désignant
par T,T’,T",T", les longueurs des quatre arcs tangents,

sin—:asin'-l-‘-i- bsin— »
2 2 2

sin r!‘—":a’sin—'!+b’sinz .
9 2 2
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Dailleurs, siT et T’ correspondent A des cercles symétriques,
Oll aura
T =n;
de méme
T"+T'=n=

Les relations précédentes prennent done la forme

sin ’ asin -+ bcos L4
g, o -— - 9.
2 2 2
cos . a sinT -+ b’ cos i >
0S— = a’'sin = —
2 2 2

d’ou 'on déduit

R T Gl s J T
Asin 5 PS5 = (a)+ a’ »)sin 3 4- (02 + b’ ) cos-2- .

On peut évidlemment disposer du rapport - de maniére que
cette relation prenne la forme

smrl;'—-*——” sin———-T+'s’
DT 2
d’ou
(27) Tk

Ainsi, une conique sphérique peut étre considérée d'une infinité
de maniéres comme le liew des poinis lels que la somme ou la
différence des arcs de grand cercte menés de ces points langen-
tiellement a deux pelits cercles fixes soil conslante.

Les coniques sphériques sont les seules courbes qui jouissent
de cette propriété; car elle suppose qu'on peut mener 2 la
cyclique quatre cercles doublement tangents, symétriques
deux & deux par rapport au centre de la sphére. La cyclique
sera donc sur un cylindre concentrique a la sphére; ce sera
une conique sphérique.

Nous avons vu que toute conique sphérique se trouve sur
un cylindre hyperbolique. Nous serons ainsi conduxt a déduire,
de I'équation

PQ = const.
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de ce cylindre, I'équation

(28) sinpsing’ =K

entre les ares de grand cercle abaissés d’un point de la conique
sur deux arcs de grand cercle fixes. Ces deux arcs de grand
cercle sont les ares cycliques de la conique sphérique. En
adoptant la méthode de I'article 19, on pourra dailleurs indiquer
un trés grand nombre de formes d'équations remarquables des
coniques sphériques.

22.

Des cycliques planes.

Les propriétés des cycliques planes sont comprises comme
cas particulier dans celles des cycliques sphériques. On peut
indiquer deux moyens principaux pour déduire leurs propriétés
de celles que nous venons de trouver.

D’abord, on peut supposer que le rayon de la sphére conte-
nant la eycliqgue croisse indéfiniment; le mode de génération
que nous avons adopté, les propriétés métriques et focales
subsisteront sans modification.

Mais on peut aussi transformer la courbe par rayons vecteurs
réciproques, et en faire la projection stéréographique en mettant
le pole en un point quelconque de la sphére qui la contient.
Nous allons obtenir ainsi toutes les propriétés des cycliques
planes.

happelons qu'une cyclique sphérique est & l'intersection
d'une sphére et d'une surface du second degré. En transfor-
mant cette définition par la méthode des polaires réciproques,
on voit qu'une cyclique est aussi la courbe de contact avec la
sphire de la développable circonscrite a la sphére et a une
autre surface du second degré. Cette développable a quatre
coniques doubles, lieux des poles des cercles doublement
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tangents & la cyclique. Appelons ces coniques (H) ,(H,),
(H,), (1) . Elles sont inscrites dans une développable, que
nous appellerons A, et qui touche la sphére, suivant la
cyclique. :

Si I'on fait la projection stéréographique en se plagant en
un point « de la sphére, la cyclique se projettera suivant une
cyclique plane, et, d’aprés un théoréme bien connu relatif ausx
projections stéréographiques, les quaire séries de cercles dou-
blement tangents se projetteront suivant des cercles dont les
les centres seront sur les coniques (H'), (H',),(H’,), '),
perspectives des coniques (H), ..., (H,) de I'espace. Par le
point a passent deux génératrices de la sphére, et par chacune
de ces génératrices on peut mener deux plans tangents de la
développable A contenant les quatre coniques. Ces deux
couples de plans tangents se projetteront évidemment suivant
quatre tangentes communes aux coniques (H’),(H',), (H',),
(H',) , passant par les deux points sur le cercle de linfini.
Ces quatre coniques seront donc homofocales. On retrouve, on
le voit, la génération signalée d’abord par MM. Moutard et
Laguerre, et que nous avons employée pour les cycliques
sphériques.

Quant aux cercles directeurs dans le plan, ils seront les
perspectives des cercles directeurs de la sphére, et par consé-
quent leurs centres seront les perspectives des sommets des
quatre cones (D;) contenant la cyclique.

On voit que si le point de vue est pris sur la cyclique, la
projection stéréographique sera du 3¢ degré et les sommets
des quatre cones seront projetés sur la courbe plane elle-
méme,

Quant aux coniques déférentes (H',), elles deviennent dans
ce cas, et dans ce cas seulement, des paraboles, puisqu’elles
sont alors tangentes a la droite de I'infini.

Revenons aux cycliques planes du 4 ordre. Si 'on considére
toutes les surfaces du second degré passant par la cyelique
sphérique, les perspeetives de leurs contours apparents sont
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des coniques quadruplement tangentes a la cyclique, et pour
lesquelles subsiste le théoréme donné, article 15, pour les
cycliques sphériques.

23.

Des cartésiennes.

Nous avons vu que ces courbes trés intéressantes, qui sont
a l'intersection d’une surface de révolution et de la sphére,
peuvent toujours étre placées sur un cdne de révolution.
D’ailleurs, toutes les surfaces du second degré qui les contien-
nent seront aussi de révolution. L'une d’elles seulement est
un cylindre parabolique, qui peut étre considéré comme un
cas limite des surfaces de révolution.

Examinons done les cartésiennes, en les considérant comme
intersections de la sphére et d’un cylindre parabolique. La
section droite du cylindre, passant par le centre, contiendra
une des focales (art. 20), et cette focale, ayant pour conique
déférente une parabole, sera du 3° degré. Ainsi :

Les cartésiennes se distinguent des aulres cycliques par la
propriété d’ admellre pour focale une cubique circulaire.

Inversement, une cubique circulaire admet pour focales des
cartésiennes.

Les propriétés métriques des cartésiennes sont plus simples
que les propriétés générales que nous avons signalées.

Comme elles sont sur un cylindre parabolique, leur
équation peut étre ramenée, et d’une infinité de maniéres, a
la forme

f ’

i
B e i in® —— MY e 4
(29 B =gt soRstisin 2._Ksm2

En second lieu, elles sont sur une infinité de surfaces de
révolution, et ces surfaces de révolution ont leurs fovers sur
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la cubique circulaire, & l'intersection de cette cubique et
d’une parallele & asymptote réelle. L'équation de la courbe,
rapportée a ces deux foyers, prendra la forme

plba sy i, (G

Au moyen de la relation précédente, on peut toujours
réduire I'équation focale de la courbe, de telle maniére qu’elle
ne contienne que deux foyers quelconques, pris sur la cubi-
que, et soit de la forme

(30) «R+pR =1.

Ainsi, étant donnée une cartésienne, si U'on prend deux foyers
quelconques sur la focale cubique, il y a une relalion linéaire (30)
entre les dislances d'un point de la cartésienne & ces deux
foyers.

On a « == § quand les deux foyers sont sur une paralicle a
I'asymptote réelle de la focale cubique.

On pourrait ajouter beaucoup aux propriétés des cartésiennes.
Nous pourrons y revenir.

24.

Do la transformation par rayons vecteurs réciproques dans les cycligues,
et des transformations de ces courbes les unes dans les aufres.

Supposons d’abord qu’on prenne le pole en un des foyers
de la eyclique. Désignons par r la distance a ce foyer, et par
r',r’ les distances a deux autres foyers situés sur le méme
cercle directeur que le premier. L’équation de la eyclique,

ar + br +c¢r' =20,
se transformera en une équation de la forme

aR+ bR =C.
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En d’autres termes, la eyelique transformée qui est une
courbe plane sera formée des ovales de Descaries. Ainsi,

Toute cyclique se transforme dans les ovales de Descartes,
quand on place le pole de transformation en un des foyers silués
sur la sphere conlenant la cyclique.

Placons maintenant le pole de transformation, non plus en
un des foyers situés sur la sphére, mais en un point quelcon-
que de l'une des focales. Alors cette focale deviendra une
cubique circulaire, et par conséquent Ia courbe elle-méme se
transformera en une cartésienne. C’est ce qu'on peut voir
aussi de la maniére suivante :

Le pole « étant un foyer, le cone ayant pour sommet ce
point et pour base le cercle de T'infini sera doublement tan-
gent a la cyclique, et par conséquent la transformée par rayons
vecteurs réciproques,d’apres les principes de la Premiére Parlie,
sera doublement tangente au cercle de l'infini. Ce sera donc
une cartésienne.

Si 'on prend le pole de transformation sur I'une des quatre
sphéres contenant les focales, une de ces focales deviendra
plane, et par conséquent la courbe sera sur un cylindre. Sile
point est a lintersection de deux des sphéres contenant les
focales, la courbe sera sur deux cylindres, et aura deux plans
de symétrie. Enfin, si le pdle est en un des points d’inter-
section de trois des sphéres contenant les focales, la transfor-
mée sera une conique sphérique.

Ainsi, loute cyclique peut élre considérée comme la transformée
par rayons vecteurs réciproques d’une conique sphérique.

Il résulte de la une premiére construction simple de la
tangente.

La tangente a une conique sphérique est la bissectrice de
I'angle des ares de grand cercle joignant le point de contact
aux foyers. Ces arcs de grand cercle passent par deux foyers.
Done

St par un point de la eyclique on fuil passer deux cercles
passant chacun par deux des quatre foyers silués sur un cercle
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directeur, lu tangente est la bissectrice de Uangle de ces deux
cercles.

Il importe de remarquer toutefois que, pour les cycliques se
composant d’une seule branche, deux seulement des sphéres
contenant les focales sont réelles. La transformation en une
conique sphérique ne peut donc étre faite qu’avec un pdle
imaginaire. Ainsi, une cyclique ne peut réellement étre trans-
formée en une conique sphérique que si elle a deux branches,
ce qui entraine quatre foyers réels sur un méme cercle direc-
teur, trois spheres réelles contenant les focales, et se coupant
en deux points qui doivent étre choisis comme péles de la
transformation. Par exemple, les ovales de Descartes a trois
foyers réels sont seuls les transformées d’un€ conique sphe-
rique réelle.

La propriété que nous venons de signaler n’en est pas
moins importante, puisqu’elle permet d’étendre aux cycliques
bien des propriétés des coniques sphériques. Citons seulement
celle-ci :

Les cycliques homofocales se coupent a angle droit.

On a donc un systéme orthogonal formé de cycliques homo-
focales. Nous reviendrons sur ce systéme orthogonal, ainsi
que sur d’autres systémes formés de cycliques. Mais nous
devons indiquer une derniére transformation par rayons vec-
teurs réciproques, s’appliquant a toutes les cycliques.

11 suffira de prendre le pole aux points d’intersection de la
sphere contenant la cyclique, et de deux autres sphéres réelles
contenant deux focales. La courbe se {ransformera en une
cyclique plane ayant deux axes de symétrie. Ainsi, toules les
cycliques peuveni dériver par une lransformation réelle des
cycliques planes a deuz axes de symélrie.

Si I'on prenait le pole a I'intersection de la sphére contenant
la courbe et d'une autre sphére contenant une focale, on
aurait . une cyclique ayant un seul axe de symétrie. C'est a

-cette classe qu’apparticnnenl généralement les sections du

tore, ou spiriques.
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25.

Du systéme orthogonal formé par les cycliques homofocales.

Etant donnée une sphére et une développable A de
4° classe circonscrite & cette sphére, on pourra inscrire dans
la développable une suite de surfaces qui couperont la sphére
suivant des cycliques. Les foyers de ces cycliques, étant a
I'intersection des coniques doubles de la développable A et
de la sphére, demeureront les mémes. Elles seront donc
homofocales. Nous allons démontrer que ces cycliques se
coupent & angle droit.

On sait en effet qu'étant donné un systéme de surfaces du
second degré inscrites dans une méme développable, on pourra
faire passer trois de ces surfaces par chaque point de 'espace,
et que les tangentes aux trois courbes d’intersection seront
conjuguées dans chacune de ces surfaces. II suit de la que
par chaque point de la sphére on pourra faire passer deux
surfaces inscrites dans la développable A ; ces surfaces cou-
peront la sphére suivant deux cycliques, et les tangentes i ces
eycliques seront conjuguées dans la sphére, c’est-a-dire ortho-
gonales. Ainsi,

Par chaque point de la sphére on peut faire passer deux cycli-
ques de foyers donnés, et ces deuwx cycliques se coupent & angle
droit.

Le systeme des cveliques homofocales comprend quatre
courbes infiniment aplaties.

Pour obtenir ce systéme de cycliques, il suffira évidem-
ment de prendre tous les cénes ayant méme sommet et
tangents & quatre plans tangents de la sphére. Il y a deux
systémes de cyeliques homofocales : ceux dont les quatre
foyers réels sont sur un méme cercle, et ceux dont les
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foyers réels sont disposés par couples sur deux cercles ortho-
gonaux.

On voit qu'il n'est pas plus général de prendre des surfaces
du second degré quelconques au lieu de cones. Ce fait met en
évidence une proposition trés générale, qu'on peut énoncer
ainsi :

Si Pon a une série de surfaces inscrites dans une méme déve-
loppable circonscrite & une surface (A), elles couperont la sur-
face (A) suivant des courbes par lesquelles on pourra faire passer
d’autres surfaces du second degré inscrites dans une nouvelle
développable circonscrite a la surface (A).

La démonstration analytique de cette proposition ne présente
aucune difficulté. Considérons des surfaces inscrites dans une
développable. Leur équation sera de la forme

O, b gl e

(34} X——a+).—a’+x——a” +)——a"=0'

Soit
(32) P+ PP P =10

Péquation de la surface (A) inscrite dans la méme développable,
et que'on obtient en faisant

=100,
Si I'on retranche de I'équation (31) I'équation (32) multipliée

par A—h, on trouve

Prla—h) Pr@—h) P(a'—k) P —h)_

) A —a r—a’ r—a’ r—a”

0,

équation qui représente des surfaces passant par les courbes
situées sur la surface (A), et inscrites, elles aussi, dans une
développable.

Nous ne développerons pas la théorie analytique des cycli-
ques; elle est comprise dans celle que nous donnerons
pour les surfaces du 4° ordre, qui sont, dans I'espace, les
analogues des cycliques planes.
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26.

Des oycliques analogues & Iellipse de Cassini,

Le systéme orthogonal formé de cycliques homofocales n’est
pas le seul qu'on puisse former avec ces courbes. Il existe un
autre systéme orthogonal, formé de cycliques analogues a
Pellipse de Cassini. Certaines de ces courbes ont ¢té étudiées
par Van Rees dans un beau Mémoire sur les focales. M. La-
guerre les a considérées sous le nom de cussiniennes, et en a
donné plusieurs belles proprictés. Dans la Troisieme Partie de
ce travail, nous rattacherons I'étude de ces courbes a celle
d’autres courbes plus générales, et nous déduirons leurs pro-
priétés de quelques théorémes généraux relatifs 2 'emploi des
imaginaires en géométrie.
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TROISIEME PARTIE.

Etude de certaines propriétés des imaginaires en géomé-
trie, et d’une classe générale de courbes algébriques,
comprenant comme cas particulier la courbe de Cassini.

27.

Des points associés dans le plan.

Soient, dans un plan, des points rapportés a des coordonnées
rectangulaires. La distance d’on point (x,y) & un point fixe
du plan s’exprime par la formule

= (@—a)+y—b,
qu’on peut écrire
N=(rx+yi—a—bi)(@—yi—a+ bi).
On voit donc que le carré de la distance se décompose en deux
facteurs, et 'on est ainsi conduit a un systéme de coordonnées
symétriques fréquemment employé.

Substituons aux quantités x , y les coordonnées u ,v , défi-
nies par les formules
(38) U= YL, O=EYi.

Si 'on pose, de méme,

e=a+bi, p=a-0bi,
on obtient
(36) P =(u—a) (v —B) .

Cela posé, soient deux points P, Q; par ces deux points
menons des droites aux points a I'infini sur le cercle; ces

droites se rencontrent en deux nouveaux points P’, Q’. Nous
dirons que ces nouveaux points sont associds aux premiers.
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Réciproquement, P, () sont associés & P, Q. Si les points
P, Q sont réels, les points P’, () sont imaginaires conjugués,
et inversement. On peut dire que deux couples de points asso-
ciés sont deux couples de sommets opposés d'un quadrilatére,
dont les deux autres sommets opposés sont les deux points
I et J & linfini sur le cercle.

Soient

u=a ,0=f les caordonnées du point P;
u=uq',v=0" celles du point (.
Les coordonnées des points associds seront, par exemple,
pour le point P, u=a ,v=§';
pour le point @', u—o',v=§.
Considérons un point quelconque M du plan. On aura les
formules suivantes
MP’:(u-—a)(v——ﬁ), MQ*=(u—2o)(v—p),
MP”:(u—a)(v——ﬁ’ , MO *=(u—do)@v—p) .
On déduit d’abord de ces formules
@37 MP.MQ=MP.M(Q.

Done le produit des distances d’un point quelcongue du plan a
deux points fives est égal au produit des distances du wéme point
aux deuxs points associés.

On peut déduire de nouvelles relations de la significalion
géométrique des facteurs u—a ,v—f3. Soit » langle que fait
MP avec I'axe des x; on a

Z—a=MP.cosw, y—b=MP.sinw,

et par suite

(38) t—a=MP e, o¢v—p=MP.c",
d’ou
(39) u—a:e”” -

v—8

L’angle PMQ, sous lequel on voit le segment PQ, est évi-
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demment égal A la différence des angles o, o', que font les
droites MP , M() avec l'axe des «. On a donc

a0 it oy B U—a (=) (F—P) (21_2_)’
A = vl T o)) AT

et, en extrayant la racine carrée,

N NP
L (bl
(40) e MO
De méine,
A(P{IEOZM 5
MQ

Donc le rapport des distances d’un point M du plan @ deux
points est égal & ¢™, V désignant Pangle sous lequel on voit du
méme point le seyment formé par les points associés.

Cette proposition est importante (*); elle permet, quand deux
points sont imaginaires conjugués, de remplacer les éléments
imaginaires relatifs & ces deux points par des fonctions d'élé-
ments réels, correspondants aux points associés. '

Nous allons donner deux applications. Prenons d’abord deux
points fixes A , B sur un cercle. On sait que I'angle sous lequel
on voit d’un point du cercle le segment AB est constant. Donc
le rapport des distances du méme point aux deux points A’, B',
associés a A et & B, est aussi constant. Si les points A et B

(!) Cette proposition se déduit, comme on voit, trés simplement de

I'équation
4—o u—ao
2V — 'v--ﬁ . t:-ﬁ—’ :

et cette derniére équation exprime que l’angle de deux droites MA , MB
multiplié par 27, est le logarithme du rapport anharmonique des quatre
droites MA ,MB, MI, MJ. Ce fait remarquable, contenu implicitement dans
une formule du 7raité de Géomélrie supéricure de M. Chasles, a été pour la
premiére fois énoncé d’une maniére explicite par M. Laguerre (Nouvelles
Annales de Mathématiques 1853, p. 57), et appliqué par ce géométre a une
question importante, Ja transformation des relations contenant des angles
dans I'homographie. On pourra consulter a ce sujet le Rapport sur I2s progrés
de la Géomélrie, de M. Chasles, p. 313.
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deviennent imaginaires, A’, B’ deviennent réels, et on retrouve
une propriété connue du cercle. Mais nous allons traiter un
exemple moins simple.

On sait la difficulté qu’ont rencontrée les auteurs de Traités
de sections coniques dans I'étude des propriétés focales des
courbes du second degré, Il est difficile, quand on prend pour
point de départ les beaux théorémes généraux relatifs aux
sections coniques, de rattacher a ces propositions générales,
d’une maniére directe, la démonstration des propriétés métri-
ques focales. Les remarques précédentes permettent, il nous
semble, de lever simplement cette difficulté.

Nous nous appuierons seulement sur un des deux théorémes
geénéraux que M. Chasles a pris pour base de sa Théorie des
sections coniques. Le rapport anharmonique des quatre points
ou une tangente mobile rencontre quatre tangentes fixes est
constant.

Prenons deux tangentes quelconques se eoupant en A, et
deux autres tangentes imaginaires passant par les deux points

A Iinfini sur le cercice, et se coupant en un point réel ¥, qui,
d’aprés la définition générale, sera un foyer. Soit une tangente
mobile MM'PP". Elle coupe les deux tangentes imaginaires en
deux points imaginaires P, P’ représentés pour plus de clarté
sur la figure, et ayant pour associés le foyer F et son symétrique [
par rapport i la tangente. Ecrivons que le rapport anharmonique
des quatre points M , M’, P, P’ est constant; nous aurons

MP M'P

NP W N
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Or, d’aprés la formule (40), les deux rapports qui figurent
dans le premier membre peuvent s’exprimer en fonction des
angles relatifs aux points associés. On a

b - -'(F/l\n L = ei(ét}) Y
MP g T
et, par suite,
gt
et FMf—FNp) — K

La différence des angles qui figurent dans le premier membre
de cette formule est évidemment égale au double de I'angle
sous lequel on voit du foyer le segment MM'.

Donc la portion de tangente comprise entre deux tangentes fixes
est vue de chaque foyer sous un angle constant.

Supposons maintenant que les deux tangentes fixes soient
menées du second foyer. Les points associés &4 M , M’ seront
le foyer F’ et son symétrique f* par rapport 4 la tangente.
L’angle MFM' s’exprimera, par la formule (40), en fonction
du rapport des distances du foyer F aux deux points F’, f’.

F . foe
Donc le rapport F—[ , el par suite Ff" restera constant. Ainsi,

le symétrique d’un foyer par rapport a la tangente décrit un cercle
ayant pour centre autre foyer.

Ces deux propositions peuvent évidemment constituer une
base pour la théorie des foyers. On en déduit immédiatement
les propriétés métriques focales.

Les points associés donnent lieu encore a des propriétés
nombreuses. Par exemple, les droites qui joignent un point M du
plan & deuz points P, () ont mémes bissectrices que les droites joi-
gnant le point M aux deux points associés P', (). La différence

MP?+ MQ*—MP*—MQ'

est constante, quel que soit le point M, et par conséquent
égale 4 P(*. On a

PQ'=—PQ?, (MP-+MQy—(MP' + MQ') = PQr .

Mais il nous parait inutile de multiplier les énoncés.
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28.

D’une classe générale de courbes.

On peut aussi déduire des principes précédents des propo-
sitions beaucoup plus générales, s’appliquant & une classe
nombreuse de courbes de tous les degrés. Yoici la définition
de ces courbes, auxquelles nous allons étendre une des pro-
priétés les plus importantes du cercle.

Soit une courbe telle que le produit des distances de lun
quelconque de ses points & une série de pdles fimes soit dans un
rapport constant avec le produst des distances du méme point @ une
autre série de pdles fixes.

Son équalion sera

Rt e KRR B
ou
(U—a)(0—PB) (u—a') (v —F).. e
m—a)(o—by(u—a)(®-1)...

Cette équation peut aussi s’écrire

(h-—aj(u—2a)... e k(v—b) (v—b)... ;
hiu—aj(u—a)... (v—p@—pF)...

kite est done de la forme

T ?(“)_'%(U)’
(41) ‘—F(T‘) == ;l—m

ot ¢ ,9,,0,d, , désignent des polyndmes imaginaires, conju-
gués deux & deux. Il est évideni que, réciproquement, toute
équatiou de la forme (41) représente une courbe jouissant de
la propriclé énoncée, et, pour avoir les deux séries de pdles
contenus dans cette définition, il suflira de décomposer en
facteurs les polyndmes g, ¥.

Or I'équation (41) peut s’écrire

(0 42 (W) _ Hil0) + e, (0) |

(42) Volw) +4 () V(o) .()
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ou

[?(u) i )"’(“)_‘ {,1 (v) + )".Li‘(v)]
= [$() + Vo] [4,(v) +19, (V)] .

La forme nouvelle de 'équation est identique 4 la premidre (41);

mais les racines des polynémes ont changé. La définition: de

la courbe reste donc la méime, mais avec d’autres poles.

Donc, si une courbe est telle que les produits des distances: de
Pun de ses points a deux séries de pdles fixes soient dans un rapport
constant, cette propriété subsistera quand on- remplacera les pdles
fixes par unc infinité de nouveaux systémes de points convenable-
ment choisis.

Les deux nouvelles séries de poles ne seront réelles, comme
le montre 'équation précédente, que si x et A’ sont imaginaires
conjugués. Alors les péles de la premiére série seront donnés
par les équations

(43) o) =pW)+1p@)=0, (0)=p )+ (0)=0,
et ceux de la seconde par
(%) v(@)=1y)+Vew)=0, ¥,(v)=9,(0)+ ke, (v)=0.

Il'y a plusieurs remarques a faire sur ces nouveaux pdles.
D’abord les équations (43), (44) sont du méme degré. Done,
alors méme que les poles primitifs ne seraient pas en méme
nombre dans les deux séries, les nouveaux poles seront cn
nombre égal dans chaque série.

En second lieu, si I'un des pdles était multiple, le polynéme.
¢ (u) avait un facteur multiple; mais, dans les nouveaux sys-
temes, il n’en est plus ainsi, et les poles multiples sont rem-
placés généralement par des pdles simples, en nombre égal au
degré de multiplicité.

Enfin, on peut disposer de 2 et de )’ de maniére que Pun des
poles soit en un point donné quelconque, et les autres seront alors
déterminés. Si nous exprimons, cn effet, que les équations (43)
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sont vérifiées par des valeurs données de u et de v, ces équa-
tions feront connaitre i et '.

Quand on aura choisi arbitrairement le premier podle A,
voici comment on trouvera tous les autres. Par A, on ménera
des droites aux deux points I, J; ces droites coupent la courbe
en deux groupes de n points, et on reliera d’'une maniére
quelconque les points du premier groupe a ceux du second
par n droites. Les n poles de I'une des séries seront les symé-
triques de A, par rapport & ces n droites; et, en opérant comme
précédemment sur I'un de ces n poles, on trouvera de méme A,
et les n—1 poles qui avec A, forment la série associée & la
précédente. -

La courbe la plus simple de la classe actuelle est le cercle,
pour les points duquel le rapport des distances & deux pdles
fixes est constant. La proposilion énoncée plus. haut est done
la généralisation d’une des propriétés fondamentales du
cercle.

Mais il nous parait digne d’intérdt qu'on puisse étendre a
toutes nos courbes les propriétés relatives A l'angle inscrit
dans le cercle, et de la maniére suivante :

Donnons, dans la formule (42), a A et & )’ des valeurs ima-
ginaires, ¢*, ¢, dont le module soit I'unité. Cetle équation
prendra la forme
)Yt e (w)

9. (V) + € Y, (v) 9. (v) + €'Y, (v)

Les deux termes des deux fractions sont imaginaires conju-
gués. Done, si nous les décomposons en facteurs, I'équation
précédente deviendra

(45)

U—a U—o U—a' _u—a u—a u—a'
v—B v—pF v—p ~ v—b v—0b v—b'

ve 9

ou (x,8),@,8),...,(a,b), ... sont imaginaires conjugués.

Soient A, le point réel défini par les coordonnées «, , & ; B;le
point réel défini par @, b;. Désignons par o, 'angle que fait
avec I'axe des @ le rayon qui va du point M (v , v) au point A;;
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par ', le méme angle pour le point B,. On a, d’aprés une for-
mule déja rappelée (39),
U—ea u—a

— o2 ®
v—p ’ v—0b

=ghts' aete,

L’équation (45) prend donc la forme

0+ o, 4w+ —o —a, —,—- = constante,
ou
(46) w—o' 4+ w,—a, +w,—a',+ - = constante.

Sous cette forme, elle exprime que la somme des angles sous
lesquels on voil d’un point de la courbe les segments recti-
lignes AB, A, B, , ..., A:B;, ... est constante.

Donc, quand une courbe est telle que les produits des distances
de Pun quelconque de ses points & deux séries de pdles fixes soient
dans un rapport constant, on peut encore la considérer, et d’une
infinité de maniéres, comme le liew des points tels que la somme (ou
la différence) des angles sous lesquels on voit d’un point de la
courbe des seqments fixes soit constante.

On obtient ainsi la généralisation compléte de la propriété
de I'angle inscrit dans le cercle. 11 y a quelques remarques a
présenter sur les segments.

D’abord leurs extrémités sont sur la courbe; cela est évident
d’apres I'équation, et résulie aussi du théoréme. Car, lorsque
le point décrivant la courbe sera en un des points A par
exemple, I'angle sous lequel on verra du point le segment AB
sera indéterminé, et on pourra lui donner, en particulier, la
valeur qui satisfait a I'équation (46).

On se rend compte d’ailleurs du résultat qui précede au
moyen d’une proposition déja énoncée. On sait, en effet, que
I'angle V, sous lequel on voit un segment d’un point M,
s’exprime en fonction des distances r , v’ aux points associés
du segment, par la formule

etV :;77 .

On voit donc qu’analytiquement les deux définitions données
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dans les énoncés précédents sont identiques. Mais 'une n'est
employée que lorsque les éléments qui figurent dans lautre
deviennent imaginaires conjugués. :
Les courbes précédentes ont des foyers, que nous allons

délerminer. A cet effet, reprenons leur équation, qu'on peut
écrire

p(w) + 2y (u) _ ¥ (0) + s (v)

P+ Vo) g(0) + MY, (0)
Les poles de la premiére série correspondants & cette forme
de I'équation, sont déterminés par les racines de 'équalion

(&7 plu) +ry{u)=0.

Disposons de ) de telle maniére que cette équation ait une
racine double, ce qui exige que l'on ait

o' (u) +2' (1) =0,
ou
p{w)d (u) —Y(u)o' (u) = 0.

Alors, toutes les droites données par les valeurs de v, racines
de 1'équation
i (v) +2g, (v) =0,

seront tangentes a la courbe; car leurs intersections avec la
courbe sont définies par P’équation (47), qui a une racine
double. Les points réels situés sur ces droites seront donc les
foyers. Nous ferons U'application de cette remarque en étudiant
quelques courbes particulidres.

Pour ces systemes de poles particuliers, I'équation des
courbes prendrait la forme

RIRERY o sliir it is

'y a un pdle double dans la premiére sérvie. Ceux de la seconde
sont des foyers.

Enfin, il ne sera pas inulile de remarquer que les courbes
etudiées dans cet article appartiennent 4 la classe de celles
dont la définition ne change pas quand on les transforme par
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rayons vecteurs réciprogues. Si le pole est dans le plan, cela
est évident; car loute transformalion par rayons vecteurs
réciproques se ramene, comme on sait, dans le systéme de
coordonnées symétriques, a etfectuer une substitution de la
forme

_av, +a _au,+a'

£ Pl Tl

et une telle substitution ne ehange en aucune fagon la forme
des équations de nos courbes. Mais on peut donner aussi la
démonstration suivante qui s'applique au cas ou le pole de
transformation est en dehors du plan, et ou nos courbes planes
deviennent des courbes sphériques.

Ktant donnés le pole O et deux points A , M, dont les trans-
formés sont a , m, on aura

AM _ am P
Y e Rl

Cette formule nous montre que la distance d’un point varia-
ble M & un point fixe A se reproduit multipliée par une con-
stante et divisée par la distance du point m au-pdle.

Donc toute équation homogeéne entre les distances, & en
particulier I'équation

BB e 2= kP sy

ou le nombre des facteurs est le méme dans chaque membre,
conservera la méme forme aprés une transformation. Cepen-
dant, si le pole de la transformation était placé en un des péles
de la courbe, A par exemple, le facteur R correspondant dispa-
raitrait, quel que fit son degré de mulliplicité. Par exemple
I'équation
RR =—='k.r

représente une transformée par. rayons vecteurs réciproques
d’ellipse de Cassini, puisqu’on pourra faire disparaitre le fac-
teur r*,
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29.

Du systems orthogonal formé avec les courbes pricédentes.

Soient les deux systemes de courbes représentés par les
équations

’ ‘P(u)_m M’
":9’ W )

: Al 58 I
(60) o e

Lorsqu’on fait varier « , 3, les équations précédentes repré-
sentent deux systémes de courbes isothermes et orthogonales.
Nour rappellerons d’abord en quelques mots la démonstration
de ce théoreme.

Les formules précédentes, si on prend les logarithmes des
deux membres, rentrent dans le type

*(w)+v¥()=0C, ou)—vy(@) =C,.
D’aprés cela, si I'on considére la courbe de echaque systéme
passant par un point donné du plan, les fangentes a ces deux
i
courbes seront données par des valeurs de il—z égales et de si-

gnes contraires. Or on a, en appelant V D'angle que fait la
tangente avec I'axe des x,

du 5 dx + idy P eg.'v

dv — dzx—idy
En appelant V. , V', les angles pour nos deux courbes, on aura
donc

el — Vi cgnls Nip s Nipie— s

| 2]

ce qui démontre la proposition.
Ainsi, deux systémes de courbes représentés par les deux
equations du type

(51) ST =, e =Y ()=,
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ou, ce qui revient au méme,

13

\*,’(v)—‘“’ 'bi(u)qfl(v):ﬁs

(52)

sont des systémes orthogonaux : ce sont les systémes iso-
thermes, si souvent étudiés par les géomeétres.

L'interprétation géométrique des équations (49) et (50) nous
conduit alors au théoréme suivant :

Si Pon considére les courbes telles que les produits des distances
d'un quelconque de leurs points & deux séries de points fixes soient
dans un rapport constant, elles seront toutes coupées d angle droit
par des courbes quw’on pourra définir de la méme maniére.

Les poles qui servent a la définition des courbes orthogo-
nales sont obtenus de la maniére suivante. Soient

AsA,s'-'s AL A,

les droites passant par les premiers poles des premiéres cour-
bes et les points I et J; soient de méme

W e o

les droites passant par les seconds poles des mémes courbes
et les points T et J. Les poles des courbes orthogonales seront
déterminés par les intersections des droites

gA’A,,'-'a et AI’A'ls""

o W N Y, ...

Mais, les nouveaux pdles étant imaginaires, la définition du
second systéme orthogonal doit éire énoncée de la maniére
suivante :

Les courbes du second systéme sont telles que la somme des angles
sous lesquels on voit les segments formés en associant deux @ deux
les pdles des deux séries dwu premier systéme orthogonal soit
constante.

C’est la forme sous laquelle on donne ordinairement les
propriétés du second systéme orthogonal.
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. 30.

Des courbes lisux des points d’oti 1'on voit plusieurs segments sous des
angles dont la somme est nulle,

L’équation
(53) 49 o
pu)  p.(v)
ottf,f,,o,o désignent des polyndmes imaginaires conjugués,
dont les premiers termes ont I'unité pour coefficient, est com-
prise comme cas particulier dans I'équation (45). Elle repré-
sente des courbes, de degré impair, qui se distinguent des
courbes générales, en ce que la somme. des angles sous
lesquels on voit d’un point de la courbe plusieurs segments
est égale & un multiple de =. L'équation peut en effet s’écrire
Ut R e Sl st T
0—B v—b  v—B Te—b' 7

- B
ou
¥ AN Nk,

LLa méme propriété subsiste avec d’autres segments; car on
peut écrire I'équation précédente sous la forme

00+ () g )+ N [0)

p() +ifw)  9(v)+2fi(®)
absolument semblable & la forme (53); mais les segments
servani & la définition de la courbe sont changés, et demeurent
réels, si 2 et 3’ le sont. Done,

Quand wne courbe.est le liew des points tels quw’on voit de ces
points plusieurs segments sous des argles dont la somme est un
multiple de =, elle conserve la méme propriété avec une infinité
d’autres seqgments, ayant tous leurs extrémités sur la courbe.

Les courbes précédentes comprennent comme cas particu-
lier celles qui sont définies par une équation de la forme

~ 2
(34) m=A.
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ofi tes quantités R, désignent des distances & des poles fixes,
situés sur une droitc. Si nous prenons cette droite pour axe
des x, Péquation précédente pourra s’écrire

D> — 3 =A,

/u—a)(v-a.)

ou, en multipliant par u-—uv,

(35) ¥ AR
dund Y — ¢ : et I
ou enfin
f) _[fle)
P8 ()

Mais nous n’insistons pas sur ce cas particulier, que nous
aurons a considérer plus loin a un aulre point de vue (voir

art. 37).

St

Des rapports entrs la théorie générale des vycliques et celle des fonctions
elliptiques.

L’étude défaillée de ces rapports nous entrainerait trop loin.
Cependant nous allons indiquer rapidement comment la théo-
rie générale des cycliques peut élre raltachée aux fonclions
elliptiques.

Soit Pequation différentielle

du  dp A
Viw Vi)
ou f(n), f, (v) désignent des polynomes' imaginaires conjugués
du /¢ degré. En général, cetle équation ne peut s’intégrer

(56)

du
en termes finis. Mais, si la différentielle e se déduit de

" /(W)
— par une substitution linéaire de {a forme

Via—g)y(— k”
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e _as+a
(57) el 737
: k dv a dn
la différentielle ——— se déduira de méme de ——————
Vf.(v) VA—a")(1—ks)

par la substitution

. e an +_u'. .
(58) i ﬁ’l 3 pl

imaginaire conjuguée de la précédente, et I'équation différen-
tielle (56) sera intégrable algébriquement. L’étude de cette
intégrale nous avertit que 1a courbe qu’elle représente est une
cyclique plane quelconque. Elle est en effet de la forme

Auv* 4+ Buv*+ Buo + Cuw'+ C,0* + Duv+Eu 4+ Ev+F=0.

D'ailleurs, I'équation différenticlle (56) met en évidence les
propriétés focales de la courbe.
En effet, soient
f(u) =A (“—ai) (u.—az) (“—aa) (u—aa) ’
f,(®)=B(@—b)®—b)@®—b)(v—b).
La droite :
U=a;

] d
coupera la courbe en un point pour lequel d—z est nul, d’aprés

I’équation différentielle. Cette droite est donc tangente a la
courbe. Il en est de méme des droites
Vb
La cyclique aura donc les 16 foyers définis par les équations
f =0, fi(v)=0.

Nous allons démontrer que ces foyers peuvent étre placés
4 a 4 sur des cercles.

Les polyndmes f (u) , f, (v) provenant d’'un méme polynéme
par une substitution linéaire, leurs racines auront les mémes
rapports anharmoniques. Supposons par exemple que O (a,,
a,,a,,8)=0(b,b,,0b,,b). On aura

a,—a, a,—a, b —b, b—b,
a,— a, ; a,—a, 5 bs—bs : bl’_bs
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Soient A, , A, ,A,,A, les quatre foyers déterminés par les
coordonndes (ax | bs) X (al ’ b;) ’ (a'z ’ ba) ’ (au ’ bf-> . On a ’ d“aprés
des formules que nous avons fréquemment employées,

a,—a, __ AA,
A, — 0, i AiAa

a,—a, _AA

7N
— pi-AAA. !
a,—a, A, Au

Wl
et.MA,A, A
et de méme pour les rapports figurant dans le second membre
de I'équation, ce qui nous conduit, en substituant, 4 la formule

7N 7N
2 (A AA,— AAA,) =2kn .

Cette égalité exprime que le quadrilatére formé par les quatre
points est inscriptible, et, par conséquent, que les quatre foyers
sont sur un cercle.

Comme chaque valeur du rapport anharmonique-répond a
quatre dispositions différentes des éléments, on trouvera quatre
cercles sur lesquels les 16 foyers seront rangés 4 & 4.

Enfin I'équation (56) conduit & une construction simple de
la tangente aux cycliques, analogue a celle que I'on connait
pour les courbes du second degré. Car soient Vs L s
les angles que font avec I'axe des « la tangente au point M et
les droites MA, , MA, , MA, , MA, , qui joignent ce point aux
quatre foyers ; I'équation différentielle

du\' A u—a, u—a, 4-0, uU—a,
(E)—ﬁ'v—-b, B S e

conduit, en posant

A_ i 4
a la relation
59) OV = 2K + o, + w, + 0y + o, =M.7,
et cette relation donne pour I'angle V deux valeurs, différentes
de g; par conséquent, les tangentes aux deux courbes passant

en un point du plan sont perpendiculaires. Ainsi, Péquation (56)
est intégrée par le systéme des cycliques planes, homofocales et
orthogonales.

www.rcin.org.pl



78 SUR UNE CLASSK REMARQUABLE

Pour construire simplement la formule (59), il suffira de
connaitre la constante K, et, pour cela, de placer d’abord le
point M sur le cercle focal. Mais nous n’insistons pas sur ce
point de détail. Remarquons aussi que les formules de sub-
stitution (57), (58), interprétées géométriquement, donnent la
transforination par rayons veeteurs réciproques dans le plan.
Nous retrouvons done cette proposition : Toute cyclique plane
est la transformée par rayons vecteurs réciproques d'une cyclique &
deux axes de symétrie,

Ces derni¢res cyeliques ont été étudiées par M. Siebeck dans
deux Mémoires importants (t. LVII et LIX du Journal de Bor-
chardt). Les ovales de Descartes ont été considérées au méme
point de vue par I'auteur dans les Annales de I’ Ecole Normale.
Signalons aussi des articles de M. Laguerre dans le Bulletin de
la Société Philomathique ().

32.

De 'ellipse de Cassini.

On sait que I'équation de cette courbe, rapportée 3 ses axes

de syméirie, est ;
(@ +y)? - at (e —y*) + b =0.
Cest donc une cyclique; c’est aussi ce qui résulte de équation
focale
rr=k,

el cette derniére équation va nous permetire d’énoncer les
propriétés caractéristiques de 'ellipse de Cassini.

Proposons-nous d'abord le probleme suivant, résolu d'une
maniére générale par M. de la Gournerie (2): Etant donnée

(*) Sur les applications de la Géométrie au Calcul Intégral. Bulletin de la
Société Philomathigue, 1867, p. 81.
(*) Jowrnal de Liouville, t. XIV, 2¢ série. Mémoire sur les lignes spiriques.
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une eyclique plane, définie par la conique déférente (K) et par
le cercle directeur (A), déterminer les foyers singuliers de
cette cyclique.

Nous avons vu que les foyers singuliers sont les points réels,
situés sur les asymptotes de la cyclique. Nous savons aussi
quétant donné un des cercles orthogonaux au cercle (A) et
ayant son centre en m sur la conique (K), pour avoir les points
de la courbe, il faut abaisser du centre O de (A) une perpen-
diculaire sur la tangente en m. Les points d’intersection de
cette perpendiculaire et du cercle appartiennent a la cyelique.
L un de ces points s'éloignera  I'infini dans le cas seulement
ot la tangeute en M 4 la conique ira passer par un des points
A I'infini sur le cercle. I par exemple. Alors la tangente & la
cyelique sera la tangente au cercle, c’est-a-dire la langenle
menée a la conique par le point I. On voit donc que les
asymptotes de la cyclique seront les tangentes menées a la
conique des deux points T et J; en d’autres termes, les foyers
singuliers de la cyclique seronl les foyers ordinaires de la conique
déférente.

Cela posé, soit une ellipse de Cassini. Les points qu'on
appelle d’ordinaire foyers de cette courbe, et qui donnent lieu
lieu a I'équation

nirl==igh

seront a la fois des foyers orainaires et des foyers singulisrs.
L'ellipse de Cassini s'obtiendra donc en prenant une conique
déférente (K) A centre unique quelconque; et un cercle direc-
teur concentrique a cette conique. D'ailleurs, comme les
foyers de la conique (K) doivent aussi étre foyers de la courbe,
il faudra que le cercle (A) passe par les points de contact des
tangentes menées a la conique de ses deux foyers. Lela nous
conduit au mode suivant de génération :

On obtient la courbe de Cassini, en prenant une conique
déférente quelconque (qui doit étre ume hyperbole, si la
courbe est réelle), et pour cercle directeur le lieu des points
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d’ou T'on peut mener a la conique des tangentes rectangu-
laires.

Si’hyperbole a son axe réel plus grand que I'axe inzaginaire,
la courbe est formée des deux ovales. Dans ce cas, les quatre
foyers sont sur I'axe réel.

Si I'hyperbole a son axe imaginaire plus grand que l'axe
réel, on obtient la courbe formée d’une seule branche. Deux
des foyers réels sont sur I'axe imaginaire.

Enfin, si hyperbole est équilatere, c’est la lemniscate que
'on obtient.

Pour avoir les quatre foyers de la courbe, il suffira de mener
des droites aux points I et J par les quatre points d’intersection
de la conique déférente et du cercle.

Ce serail ici le lieu de montrer comment les propriétés des
cycliques permettent de généraliser un théoréme rvelatif a la
lemniscate, et de donner un mode parfait de représentation
des intégrales elliptiues par un arc de courbe. Mais ces pro-
priétés peuvent, sans inconvénient, étre détachées du travail
actuel.

L’ellipse de Cassini fait partie des courbes que nous avons
étudiées au n° 27. Son équation peut, en effet, s’écrire

(60) (u*—c?) (V¥ —e*) = a*,
d’ou 'on déduit
u— c! el at
a? v—¢

et, par suite,

a ar
(u*—c'+3a’) (v' —c' +21"a?) =)V (u’—c‘ o 1_') (v'-— N —),
équation de la forme
RRe=hirr ;
et les nouveaux poles seront déterminés par les équations

TP s U ='—— >
w=c'—lia*, W
v'ZC,——.A'a*, 1)2— . a!.
= ——
\ A
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Considérons un cas particulier,

c.
A= =me s

a!

I'équation deviendra

C’s ai al
uv? = -(; (v’—c'+ ?) (u’—c’+?,) t

Cette équation peut s'écrire

?
(©1) S =RR,

p désigne la distance au centre de la courbe; R, R’ sont
évidemment les distances aux deux autres foyers déterminés
par les formules

Done, le produit des distances aux deux seconds foyers est pre-
portionnel au carré de la distance au centre.

1l résulte de la que la transformde par rayons vecteurs réci-
proques d'une ellipse de Cassini est encore une ellipse de
Cassini, si 'on met le pole au centre. Seulement, pour la
courbe formée d’une seule ovale, les deux foyers donnant lieu
a la propriété focale rr’ =k passeront par la transformation
sur I'axe perpendiculaire.

Nous ailons maintenant développer la propriété des segments
capables, en écrivant I'équation (60) sous la forme

(62) W gt &= *—c' gt
ut— ¢t + atef -t +ate

D’aprés les propositions générales dounées plus haut, cette
équation exprime que, si I'on considérc les deux segments
dont les extrémités sont données par les formules

w = ¢! __alca_l" v‘::c‘—a’r“",
pour la premiére extrémité, et

0; Tog,
w=c'—a'eX, o=c'—aer,
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pour la seconde, la somme des angles sous lesquels on voit
ces deux segments est constante. Donc,

Si Pon inscrit dans Uellipse de Cassing un parallélogramme de
méme centre, la somme algébrique des angles sous lesquels on votit
les cdtés opposés d’un point de la courbe est constante.

Ces remarques servent d’application aux théorémes géné-
raux énoncés plus: haut.

L'ellipse de Cassini:n’est pas d’ailleurs la cyclique la plus
générale ayant une équation de la forme

RR =K ..¢r' .

Il semble méme que cette équation, contenant 9 constantes,
serait propre 4 représenter les cycliques planes les plus géné-
rales. Mais, comme on a démontré que cette équation peut
conserver la méme forme avec une infinité de systémes de
poles, et que méme I'un d’eux peut étre choisi arbitrairement,
on voit qu’elle ne contient, en réalité, que 7 constantes, et ne
peut représenter toute cyclique. Nous verrons plus loin com-
ment on peut rattacher tout cela aux théoremes de Poncelet.
Les cycliques définies par I'équation ;

MA.MA
i MB. MB

forment, lorsque K varie, un systéme de eyeliques, coupces a
angle droit par les courbes satisfaisant & I'équation

AN AN
(6%) AMB + A'MB’ = const.

Ces mouvelles courbes sont encore des cycliques. On a done
un systéme double orthogonal, formé exclusivement de
cycliques.

Ce systéme comprend, comme cas particulier, celui des
ellipses de Cassini et des hyperboles équilatéres, qui a ¢été
étudié surout par Lamé. Il suflit que deux des poles, B, B,
servant 2 la définition du premier systéme, soient rejetés &
Pinfini. Toutes les cycliques du systéme général sont dailleurs
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des transformées par rayons vecteurs réciproques de ellipse
de Cassini.

33.

Des points associés a la surface de la sphers.

Les propriétés des points associés dans le plan ont leurs
analogues dans la géométrie sphérique.

Si nous transformons une figure plane par rayons vecteurs
réciproques, au plan correspond une spheére; aux droites du
plan passant par le point I correspondent les génératrices d’'un
méme systeme de la sphére. De méme, aux droites passant par
le point J correspondent les génératrices rectilignes du second
systeme. On voit donc que toute génératrice de la sphére a un
point réel, et que les génératrices d'un systéme sont imagi-
naires conjuguées de celles de I'autre. Done, & un quadrilatére
du plan, ayant pour sommets opposés les deux points I et J,
correspond sur la sphére un quadrilatere rectiligne formé de
deux génératrices de chaque systéme. Il résulte de 1a la cons-
truction des points P’, ', associés aux points P, Q.

Par les points P, () on méuera les deux génératrices rec-
tilignes de la sphere, qui passent en ces points. Ces deux
génératrices se coupent en deux points P’, Q' qu'on dira
associés aux premiers. Il est clair que la droite P'Q’ est
la polaire de PQ. et, par conséquent, si I'un des couples,
PQ , P Q) est réel, I'autre sera nécessairement imaginaire.

Il est vrai que, dans le plan, nous faisions une distinetion
entre les points P',Q'. Si les poinls I et ) ont pour coor-
données

p 3 w=a., 3 =il
==l v,
nous avons pris

a=a J,gu_—:n',
o=k
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(Voir art. 26). Mais ici la méme distinction peut évidemment
étre faite ; car aux droites passant par le point I dans le plan
correspondront, sur la sphére, les génératrices d'un systéme,
que nous appelerons (I); et de méme, aux droites passant
par J dans le plan, les droites du second systéme, que nous
distinguerons par la lettre (J), et qui sont imaginaires conju-
guées des premiéres. Examinons maintenant les propriétés des
points associés.

MP .MQ
MP'.M(Q
points P, Q,P’,Q’, étant égal a I'unité dans le plan, sera
constant a la surface de la sphére, et 'on aura

Le rapport des distances d’un point M aux quatre

- MP. MO« MP. MO
(65) Sor = £ Seget
Donc il y a sur la sphére un rapport constant entre le produit des
distances d’un point quelconque M & deux points fixes, P, Q, et le
produit des distances du méme point aux deux poinls associés
 ahd

On peut transformer de méme les relations relatives aux
angles, et nous signalerons d’abord celle-ci. Si I'on joint le
point M soit aux deux points P, (Q, soit aux deux points
P’, (), les deux couples de grands cercles ainsi obtenus auront
mémes bissectrices. On pourra substituer, sans que la propriété
cesse d’exister, aux grands cercles des petits cercles assujettis
a couper a angle droit un cercle fixe quelconque de la sphére.

Nous avons vu que, dans le plan, on a

MP
MQ

i
Sur la sphére les droites MP,MQ, ... se transforment en
petits cercles passant par le pole. Si nous appelons ce pole
M’, la relation précédente, transformée sans aucune difficulté
par la méthode des rayons vecteurs réciproques, nous conduit
au résultat suivant :

Soient deux petits cercles de la sphére passant, I'un par
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M, M, P, lautre par M, M, Q’, et désignons leur angle par

2N
P'M()’; on aura

: o WP W¥
(66) eﬁ.P MQ _—-_::M__Q__ L ﬁ )
M, M’ étant d’ailleurs des points quelconques de la sphére, et
P, Q les points associés & P’, '. Cette relation est fondamen-
tale, et nous allons en déduire plusieurs conséquences.

1° Les points M, M’ étant quelconques, on peut faire sur
leur position différentes hypothéses particuliéres, et supposer,
par exemple, qu'ils soient diaméiralement opposés sur la
sphere. Alors les cercles considérés plus haut sont les grands
cercles passant par M et les points fixes P’, '. D’ailleurs, les
distances M'P , M'Q deviennent égales aux distances MP, , MQ,
du point M aux points P,, Q, , diamétralement opposés a P et
a Q, et la formule (66) devient

arc M P
N oM NP 2

MY T i g LT

(67) e TR T e Ty
2

Ainsi 'angle des deux arcs de grand cercle, menés du point M
aux extrémités du segment P’'Q’, s’exprime en fonction des
distances de ce point M aux deux points fixes P, ( associés
a P, Q, et aux deux points P, , ), diamétralement opposés a
Pet a Q. Cette formule est analogue a 1'équation (40) relative
au plan; elle ne constitue pas cependant, comme nous allons
le voir, la véritable généralisation de cette formule.

20 Supposons que dans la formule (66) le point M, qui est
quelconque, ait été placé sur 'arc de grand cercle P'Q’; alors
on aura

M'P=MQ,
puisque les points P et Q sont placés symétriquement par
rapport & are P'Q)’, et la formule (66) deviendra

E e el"P'/'}’ s
MQ
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Cela posé, je dis que Pangle P’'MQ’ ou TMT, des deux petits

cercles s’exprime en fonction des angles du triangle sphérique
MP’Q’ par la formule

A
(68) 2PMQY =M—P'—Q'+ =.
En effet, menons les arcs tangents en M, M’, P’. D’apres les
propriétés du cercle, les angles suivants scront égaux,
EREM=TMP ., T\PIME =M DL o T MM TN M,
et par conséquent on aura
2TMM' =P'MN + PM'M -+ r—MP'M.

En appliquant la méme relation au second petit cercle, on
aura
2T, MM =Q'MM + QWM+ ~—MQM .

En retranchant de cette équation la précédente, on trouve
2T MT=QMP' —-MQNW + MP'M,

équation équivalente & la formule (68), qu’il s’agissait de
démontrer.
Ainsi I'angle des deux petits cercles s’exprime par la formule
M—P —Q +n=

Q

-
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M, P, ('’ étant les angles du triangle sphérique MP'Q}'.
L’expression précédente est susceptible d'une interprétation
géométrique simple. A cet effet, considérons, en méme temps
que P’, Q’, les points diamétralement opposés P', ,Q’,.

: oy ; 2l =5 :
Lexpression précédente est égale a 9 S étant Paire du triangle

sphérique MP',Q', , et 'on a

s
hl P i;

e ML
(69) MO G ve

Ainsi, le rapport des distances d’un point quelconque M de la
S

sphére a deux points P, Q de cette surface est égal a el , S dési-
gnant Caire dw triangle sphérique formé par le point M et les
points P, (', , diamétralement opposés aux points P’, Q', associés
aPetaQ.

Nous ne devons pas dissimuler que la formule et la démon-
stration précédentes présentent quelques difficultés quant aux:
signes. Ces difficultés, sur lesquelles nous reviendrons dans
une autre occasion, et qu’on lévera dans chaque cas particulier,
tiennent & la convention faite par les auteurs de Trigonométrie
de détruire la continuité, et de ne considérer que les triangles
dont les cOtés sont inférieurs & =. La roégle & suivre est la
suivante. On prendra le méme signe pour toutes les aires cor-
respondantes & un sens de rotation déterminé antour des edtés
du triangle, et des signes opposés quand les sens de rotation
seront différents.

La formule (69) peut étre employée sur la sphére de la
méme maniére que I'équation (40) relative au. pian. Elle donne,

: MP
comme cette derniére, une transformation du rapport MQ de

deux distances seulement, tandis que la formule (67). qu'on
pourrait d’ailleurs déduire de la pfécédentﬁ, contient quatre
distances MP ,MQ ,M'P . W Q..

Ainsi, quand les deux points P . Q devieanent imaginaires
conjugués, le rapport des distances du point M & ces deux
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points s’exprimera en fonction de I'aire d’un triangle sphérique
réel.

"Sous ce point de vue, c’est le théoréme de Lexell, relatif
aux triangles sphériques d’aire constante, qui constitue, sur la
sphére, la propriété analogue i celle des angles inscrits dans
les cercles du plan. Car on <ait, d’aprés ce théoréme, qu’étant
donnés deux points quelconques P, d’un petit cercle, le
triangle sphérique formé par les points diamétralement eppo-
sés P, , Q, , et par un point M du cercle, conservera une aire
constante, quand le point M décrira le petit cercle.

On retrouverait exactement, comme & l'article 26, les pro-
priétés focales des coniques sphériques.

34.

Des courbes sphériques analogues aux courbes planes déja considérées.

Nous sommes mairitenant en mesure d’étendre a la sphére
les propriétés signalées a I'article 7, et qui conviennent & une
classe étendue de courbes planes.

Prenons sur la sphére deux séries de poles fixes,

PR el
B,,B,,...,Ba,

et appelons R, , r; les distances d’un point M aux poles A, , B, des
deux séries. Les courbes sphériques que nous allons considérer
sont définies par I'égquation

(70) KB . Bi—=k Fr st

Ces courbes donnent lieu & des propositions plus nombreuses
que les courbes planes correspondantes.

D’abord, si I'on effectue leur projection stéréographique sur
un plan, la forme de I'équation précédente (70) ne change pas.
On voit donc que ces courbes sphériques sont les transformées
par rayons vecteurs réciproques des courbes planes déja étu-
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dides, et, par conséquent, en tenant compte de la propriété
énoncée (art. 27), nous obtiendrons le théoréme suivant :
Quand une courbe sphérique est telle qu’il y ait un rapport
constant enltre les produits de ses distances a deux séries de pdles
fixes pris sur la sphére, elle jowit des mémes propriétés avec une
infinité d’autres séries de poles fixes, situés aussi sur la sphére, et
Uun des nouveaus pdles peut méme étre choisi arbitrairement.
Supposons que I'on se donne un des poles A, , et que I'on
demande de trouver les poles qui lui sont associés. On meénera
le plan tangent en A,, contenant deux génératrices de la
sphére qui couperont la courbe en deux groupes de n points
imaginaires,
Oy g Oy g aue g Gny

' /
O3 ® gy s y®ye

On joindra les points du premier groupe a ceux du second,
et I'on aura ainzi n arcs de grand cercle. Les pédles B; de I'une
des séries seront les symétriques de A, par rapport a ces n arcs
de grand cercle. En opérant la construction précédente sur un
de ces poles B,, on retrouvera A, et les (n—1) poles A;, qui
doivent lui étre adjoints dans la premiére série,

Les arcs de grand cercle joignant les points du premier
groupe «'; peuvent d’ailleurs étre pris d’'une maniére quelcon-
que; mais il est clair qu'ils ne seront réels que si 'on joint
chaque point imaginaire «, & son conjugué a’,. La construction
que nous donnons ici est d’ailleurs une conséquence immédiate
de ce fait évident que deux poles appartenant a deux séries
différentes, considérés comme des cercles de rayon nul, se
coupent en deux points de la courbe.

Revenons au cas général, et considérons, en méme temps
que la courbe sphérique, la courbe plane qui en est la projec-
tion stéréographique. Nous avons vu, formule (45), qu’on
pouvait choisir pour la courbe plane une infinité de poles,
tels que les poles de la 2¢ série soient imaginaires conjugués
de ceux de la premiéere. La transformation par rayons vecteurs
réciproques conserve cetle relation. On pourra donc trouver
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sur la sphére deux séries de poles imaginaires de la courbe,
tels que les poles de I'une des séries soient conjugués de ceux
de I'autre. Appelons R, ,r, les distances d’un point M de la
courbe a deux poéles imaginaires conjugués A, , B, et S, l'aire
du triangle sphérique formé par le point M et les deux points
fixes réels A’y , B';, diainétralement opposés aux points associés
a A;,B;. On aura
Wi

iy

y ;

et comme I'équation de la courbe peut s’éerire

on voit que P'on aura
S, +8,+ ... + S, = const.

Ainsi, quand une courbe sphérique est telle qu’il y ait un rapport
constant entre les produils des distances d’un de ses points & une
premiére série de n pdles et le produit des distances du méme point
@ une deuxiéme série de n pdles, situés comme les premiers sur la
sphére, elle posséde, et d'une infinité de maniéres, la propriété que la
somme des aires des n triangles sphériques, formés avec un de ses
points comme sommnet et n segments fixes comme bases, soit constante.

Les extrémités de ces n segments décrivent d’ailleurs la
courbe sphérique diamétralement opposée a la proposée.

L’énoncé précédent peut méme Cétre complété, et 'on peut
dire que toute courbe qui jouit de I'une ou de I'autre des
propriétés indiquées dans le théoreme fait partie de la classe
de courbes que nous étudions, et conserve par conséquent ces
mémes propriétés avec une infinité d’autres systemes soit de
poles, soit de segments fixes.

Quelques cas particuliers dans lesquels les deux séries de
poles ont une disposition particuliere méritent d’étre signalés.
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35.

Dos courbes sphériques pour lesquelles les poles de chaque série sont deux
5 deux diamétralement opposés. Propriétés correspondantes des cones
algébriques, ayant ces courhes pour base.

Si les poles de chacune des deux séries (ui servent & définir
la courbe sont deux a deux diamétralement opposés, la courbe
définie par ces deux séries de n poles sera évidemment symeé-
trique par rapport au centre de la sphére. Nous allons voir
que, parmi les nouveaux systémes de poles quon peut substi-
tuer aux premiers, il y en a une infinité qui sont, comme les
premiers, deux & deux diamétralement opposés dans chaque
série.

En effet, quand on fait la projection stéréographique de la
spheére, deux points diamétralement opposés se projettent sui-
vant deux points divisant harmoniquement les diamétres d’un
cercle fixe du plan. Le carré k du rayon de ce cercle est
négatif; le cercle n’a de réel que son centre. Prenons ce centre
pour origine des coordonndes; I'équation de la courbe plane,
projection de la courbe sphérique, sera

¢ (We, (@) =4 W), ().
Les poles de la premiére série seront définis par les équations
1) \?(u):Au"'-f— cviaste  Agio=
; | 0 0) =Av™+ - + An=0,

ol A désigne une quantité réelle, A,, A’,, des quantités ima-
ginaires conjuguées. De méme, les poles de la 2° série seront
donnés par le systeme semblable

(¥ (u)=Bu"+ - 4By =0,
(72) )
l ‘;|(v):va """ + B —

Cela posé, d’aprés les hypotheses faites, les poles de chaque
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série peuvent étre groupés deux a deux, de telle maniére que
les points de chaque couple (u, v), (u, ,v,) divisent harmoni-
quement un diamétre du cercle ayant son centre & Iorigine,
et pour rayon V'k. On passera donc d'un de ces points &
'autre par les formules

e Sy
U,—Z’, ==

et par suite les polyndmes ¢, 9, , ¢, ¢, devront satisfaire aux
¢quations

/i m k ) Aﬂl i m k e A'"l b

S ey (;) e (), w %(,;> Fe K‘?(“) ’

' ky o Ba kYo B

Mmyf~ ) = — - ) = — ¢
( v 4‘ (v) B Yi (v) & u 4“(“) B : 4 (u) ¥

2, 54 sy ’ . k
Si, dans la deuxieme de ces équations, on change u en o et

(73)

et qu'on la multiplie avec la premiére, elle donne

ARty
gt i
On aurait de méme
BaBls
I/ gt B s
d’otu résulte
Rk’ Bl
e

Cela posé, formons les nouveaux péles. L'équation de la
courbe [voir art. 27, équation (43) ] prend la forme

(7%) ¢(u)e, (v) =Y W)Y, (v),
ou les polynémes ® , @, , ... sont définis par les formules
(e =9 () +2(u), & @)=9 )+ (@),
\}'(u) =9 (u) s )"? (W), ‘Yl(v) == ¢,(v) + 2 P1 (U) s

» et )" étant deux facteurs imaginaires conjugués. En égalant
ces polynémes & zéro, on aura les nouveaux poles de la courbe.
Pour que ces points aient les mémes dispositions que les pre-

(75)
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miers, il suffira que les nouveaux polyndmes @ , ¥ satisfassent
a des équations de la méme forme que les formules (73). Or

on a
k Awm »A B,
() =S n0+ 0 |-

On aura donc
k iRl
eme(f) =00,

et les équations semblables, en prenant

»h AR,
o \ iRt R ey
(78) B W

?

Ces deux équations se réduisent évidlemment & une seule, la
premiére. Il suffira donc que les indéterminées 4, 1" satisfas-
sent A cette équation, pour que les nouveaux pdles aient la
méme disposition que les anciens.

Si T'on pose

. »
Am=Ak?e¢®, An.=Akle'*,
m m
B = Hk%on . R e RRRees
.
PP Ll O WL

on aura, en vertu de I'équation (76),

b——a.
2

==

1 demeurera quelconque. Ainsi, on trouve un nombre infini
de systémes de poles, satisfaisant aux.conditions posées. Ces
ptles, satisfaisant aux équations

e(W)=9¢(u) +iy(w=0,

¢,(0) =9,(v) + V(1) =0,
sont, en vertu de 'équation (76), sur la courbe

il P4 (‘D) L AB., Y ('J) 2
L e(w)  BAnm $(n)

courbe qui n’est pas indécomposable, et qui comprend le
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cerele we==k. La courbe précédente fait partie de celles qui
coupent la premicére & angle droit. Mais nous nous contentons
d’indiquer ces résultats.

il est donc démontré que, si une courbe sphérique est
définie par deux series de poles, telles que les poles de chaque
série solent deux a deux diamétralemeul opposés, la méme
propriélé subsiste avec une infinité d’autres péles, assujeltis &
décrive une courbe, d'un ordre inféricur de deux unités, et
orthogonaie & la proposce. Celte disposition particulicre donne
lieu & un théoréme nouveau.

En effet. le produit des distances d'un point M de la sphére
a deux points diamétralement opposcs a, a’ est évidemment
propotticnnel au carré de la distance du point M & la droite
aa'. La courbe sphérique est done telle qu'il y a un rapport
constant entre les produits des distances de I'un de ses points
a deux séries de diametres de la sphére; et comme cetle défi-
nition convient aussi au cone ayant le centre de la sphere pour
sommet el la courbe pour base, nous avons, sans qu'il soif
nécessaire d'insisler davantage, e théoréme suivant :

Unand un cone est tel qi’il y ait un rapport comstant eiire les
produits des distances de Fun de ses points & deux séries distinctes
de droiles passant 4 son sommet, il conserve la méme définition avec
une wpfinité d’antres séries de droites passant également par son
sommel, décrivant un cdne algébrique orthogonal au premier et d’un
degré inféricur d’une unité.

Le cas le plus simple de celte proposition a été étudié par
M. Chasles.Le cone du second degré, tel qu'il y ait un rapport
constant entre les distances ¢'un de ses points & deux droites
fixes, conserve la méme ddfinition avec une infinité d’autres
systemes des deux droiles, situées dans le plan des premicres.

La propriété relative a la somme des aires des triangles
sphériques prend ici une forme particuliére. En effet, quand
les pdles de chaque série deviennent imaginaires, les points
associes sont diamétralement opposés. En associant les trian-
gles sphériques dont les sommels sont diamétralement opposés,
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on voit que, dans ce cas, la somme algébrique de leurs aires
est égale & la somme des angles & la base, et I'on peut énoncer
cette proposition :

Quand une courbe sphérique est telle qu'il y ait un rapport
constant entre les produits des distances de ses poinis a4 deux séries
de n diameires, on peut former d’une infinité de maniéres n seg-
ments ayant leurs extrémités sur la courbe, et tels que la sommie des
angles & la base des triangles sphériques formés avec ces segments
comme bases, et ayant tous pour sommet un méme poini variable de
la courbe, soit constante.

On pourrait évidemment ajouter un grand nombre de pro-
positions aux précédentes. Mais peut-ttre le lecteur trouvera-(-il
que nous avons déja été trop long.

36.

Des courbes lieux des points desquels on voit plusieurs segments de orand
corcle sous des angles dont la somme est nulle.

Ces courbes forment une nouvelle classe particuliére des
courbes sphériques que nous étudions. En cffet, 'angle de
deux arcs de grand cercle MA, MB, joignant le point M aux
deux points A et B, est évidemment égal & la somme des aires
des triangles sphériques MAB , MA'B’; A’, B’ étant les points
diamétralement opposés a A , B. Les courbes que nous allons
étudier sont, par conséquent, telles que la somme des aires
des triangles sphériques form¢s avee un point de la courbe
el 2n segments fixes, deux a deux diamétralement cpposés,
soit constante. Elles sont donc comprises dans la définition
générale donnée au n° 33, et elles correspondent & une dis-
position particuliere des poles, qu'on peut caractériser en
disant que ceux-ci sont en nombre pair dans chaque série, et
que les poles de I'une des séries sont diamétralement opposés
A ceux de Pautre. :

Ces courl:s nouvelles ont donc toutes les propriétés appar-
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lenani aux courbes géncrales, et signaldes au n° 33; on peut
les engendrer au moyen de deux séries de 2n pdles, un des
poles élant placé en un point quelconque de la sphere, ete.
Mais la question qu’il importe d’examiner est la suivante :
Peul-on conserver leur définition particuliére et trouver, de
plus d’une maniére, n segmeunts tels que la somme des angles
sous lesquels on voit ces n segments conserve une valeur
constante pour chaque point de la courbe?

Il est clair que cette question revient & la suivante : Peut-on
trouver de nouveaux systémes de poles tels que les poles de
chaque série soient diamétralement opposés & ceux de autre?

A cet effet, reprenons les équations du numéro précédent,
qui s’appliquent & la courbe plane, projection stéréogra-
phique,

HOIROESIORAC P
et la nouvelle équation
é(u)e, (V) =V (u) Y, (v).

En raisonnant comme a I'article précédent, on verra que les
fonctions ¢ , ¢ satisfont ici aux équations identiques
.7

i / L k Al
;\ ™o (;]) =3 v, (v), ume, (ﬁ) wln (u),
T g wi [ ENe . B
{L’ v <_) e A (U) s u ‘4’1 (&) - (1‘\ :

() A

(78)

\

On déduit de 14, en s’appuyant sur les équations déja données

L pour. @, Wy
k A

Pour que le second membre se réduise & ¥, (v) a un facteur
constant pres, il faut et il suffit que I'on ait

A
(79) =1

Cette relation n’est pas satisfaite en général. Par suite, dans
la définition poscée au commencement de cet article, on ne
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pourra pas, en général, substitner aux segments fixes des
segments donnant lieu aux mémes propriétés. Mais il n’en sera
plus ainsi si &':1.

BB, :

Interprétons d’abord cette condition. Elle signifie, en tenant
compte des identités (79), que I'équation de la courbe est
vérifiée par la valeur

k

V=T 202
v

c’est-a-dire que la courbe contient le cercle
U=~

Ce cercle étant la projection stéréographique du cercle de
Iinfini sur la sphére, il résulte de 1a que, lorsque la condi-
tion (79) scra satisfaite, la courbe sphérique se décomposera
et contiendra le cercle de l'infini; par suite, la somme des
angles des triangles sphériques sera nulle. Donc,

Si Pon considére sur la sphére la courbe telle que la somme des
angles, formés autour d’un quelcongue de ses points M , des trian~
gles sphériques ayant tous ce point pour sommet, et pour bases
respectivement n segments fives, soit constanle, on ne pourra
substituer a ces sgments fixres d’autres seyments donnant lieu aux
mémes propriétés que dans le cas on la somme constunte des angles
sera nulle ou égale a un multiple de =. _

Par exemple, le lieu des foyers des coniques sphériques
inscrites dans un quadrilatére formé de quatre grands cercles
est tel que la différence des angles sous lesquels on voit deux
cdtés opposés du quadrilatére sphérique est nulle. Cette courbe
conservera les mémes propriétés avec d’autres quadrilatéres,
c'est-a-dire sera le lieu des foyers des coniques sphériques
inscrites dans toute une série de quadrilatéres.
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37.

Des systémes orthogonaux formés a la surface de la sphére avec les
courbes precédentes.

Ii est elair que les propriétés démontrées au n° 25 pour les
systémes orthogonaux de courbes planes s’étendent aux courbes
sphériques, et nous pouvons énoncer les théorémes suivants -

Quand des courbes sphériques sont telles que les produits
de leurs distances & deux séries de poles fixes

Al shas it A
bt B o bl o B

conservent un rapport constant pour chaque courbe, elles sont
coupées a angle droit par les courbes lieux des points M, pour
lesquels les triangles sphériques MA',B’, ont des aires dont la
somme demeure constante pour chaque courbe, les points
A’;, B'; étaut diamétralement opposés aux points A, , B;.

Quand des courbes sphériques sont telles que les produits
de leurs distances & deux séries de diameétres fixes

AI,A,,...,A,.,
R

conservent un rapport constant pour chaque courbe, elles
sont coupées a angle droit par les courbes sphériques lieux
4les points M pour lesquels les angles formés par les arcs de
grand cercle MA,, ME, conservent une somme qui demeure
eonstante pour chaque courbe.

Enfin on peut citer le théoréme suivant, énoncé par M. Mi-
chael Roberts () :

() Journal de Liouville, t. X, fre série, p. 251. « Note sur deux systémes gé-
néraux de trajectoires orthogonales. » Le systéme considéré par M. Roberts
revient évidemment & celui yue nous donnons dans le texte.
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Quand des courbes sphériques sont telles qu’il y ait un
rapport constant pour chacune d’elles entre le produit des
distances d’un de leurs points a n péles A, ,A,, ..., A etle
produit des distances aux n podles diamétralement opposés
A" LA, ..., A, elles sont coupées & angle droit par les courbes
telles que la somme des angles MA, A, , MA, A, , ... soit cons-
tante.

On peut signaler, par exemple, le cas particulier suivant du
2¢ systéme général :

Tous les cones tels qu’il y ait un rapport constant entre
les distances de leurs points a deux diamélres fixes A , E
coupent la sphére suivant une suite de coniques sphériques
circonscrites & un quadrilaiére rectiligne imaginaire de la
sphére. Ces coniques sont coupées a angle droit par les courbes
lieux des points M, pour lesquels les grands cercles M A et
ME font un angle constant.

La courbe que nous rencontrons ici, et qui est le lieu des
sommets des angles constants dont les cotés passent par deux
points fixes de la sphere, appartient, comme on voit, & la
classe des cycliques. C'est une courbe du 4° ordre, bicylindri-
que, transformée par rayons vecteurs réciproques d’une
ellipse de Cassini.

38.

Démonstrations nouvelles des théorsmes de Poncelet, relatifs aux polygones
inserits et circonscrits aux coniques, déduites dos principes précédents.

Les propositions qui précédent nous conduisent d'une maniére
directe & une démonstration des théorémes de Poncelet, qui
parait se distinguer de toutes les démonstrations connues, et
que, pour ce motif, nous allons développer ici.

Soient un coéne du second degré (H), et un angle polyédre ins-

crit de méme sommet, formd d’une suite de plans P, P,,..., P,
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On reconnait sans difficulté que tous les points du cone sa-
tisferont & une équation de la forme

(80) %:+gf+"'+?ﬁ=0-

. Il suffit de remarquer que cetie équation est connue pour
Pangle triddre, qu'on la démontrera pour un angle tétraédre
en le décomposant en deux triddres, en écrivant les équations
relatives a ces deux friédres, et éliminant par addition la face
commune, etc.

Cela posé, supposons que les plans P, ,P,, ... ,P,, qui se
coupent au sommet A du cone (H), soient tous tangents a une
sphére (S); il est clair que I'angle polyedre inscrit dans le
céne sera en méme temps circonscrit au céne (H,) de som-
met A, circonscrit lui-méme a la spheére (S). Pour établir le
théoréme de Poncelet, il suffira de prouver que, s’il existe un
tel angle polyédre, inscrit a (H), circonscrit a (H,), il y en a
une infinité d’autres satisfaisant aux mémes conditions.

A cet effet, cherchons I'équation de la courbe de section du
cone (H) et de la sphére (S). D’apres les principes développés
dans la Deuxiéme Partie, il faudra remplacer dans I'équa-
tion (80) les quantités P,, qui représentent les distances a un
plan tangent, par R}, R; désignant la distance d’un point de
la courbe au point de contact du plan tangent P,. L’équation

81) %*‘%*"'*%:0

conviendra donc A tous les points de la courbe; elle ne sera
pas I'équation de la courbe, et, de méme que I'équation (80)
représente, en méme temps que le cone (H), un cone de degré
n—2, I'équation (81) représentera, en méme temps que
l'intersection de la sphere et de (H), une courbe de degré
2(n—2). Quoi qu’il en soit, I'équation (81) convient a tous
les points de la courbe, et les pdles A, , A, , ..., A, sont tous
sur le petit cercle, intersection de la sphére et du plan polaire
du sommet A du cone.
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Réciproquement, si nous pouvons trouver une équation
semblable a I'équation (81), les nouveaux poles étant sur le
méme petit cercle, en remplacant les nouvelles quantités R,
par P,, nous aurons une équation analogue a (80), qui devra
représenter un cdne identique au premier, puisqu'il a méme
sommet et méme base sphérique. On pourra donc trouver une
infinité d’équations de la forme (80), satisfaites pour tous les
points du cone (H), c’est-a-dire une infinité d’angles polyédres
inscrits a (H) et circonscrits & (H,). Nous sommes donc ramenés
a la démonstration de la proposition suivante :

Quand une courbe sphérique est définie par 1'équation (81),
ou les quantités R, désignent des distances rectilignes a des
poles fixes situés sur un petit cercle, son équation conserve la
méme forme avec d’autres systémes de poles fixes situés sur
le méme petit cercle.

Comme I’équation (81) ne change pas de forme aprés une
transformation par rayons vecteurs réciproques, on peut faire
la projection stéréographique, en prenant le point de vue en
un point quelconque du petit cercle qui contient les poles, et
nous n’aurons plus qu'a démontrer le théoréme suivant :

Si une courbe plane est définie par I'équation (81), ou les
quantités R, désignent des distances a des poles fixes situés en
ligne droite, elle conserve la méme définition avec une infinité
d’autres systémes de poles fixes situés sur la méme ligne
droite que les premiers.

Or, cette derniére proposition peut se démontrer comme il
suit :
Prenons la ligne des pdles pour axe des x; on aura

Ré=(u—a)(0—a),

ou a; désigne une quantité réelle, abscisse du péle de rang i,
et, par suite, I'’équation (81) prendra la forme

2(“—"u) RS gl
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ou, en multipliant par u—v,

X oo So

U— o; yoi O~y
fw) _rv)

82 7 7% Gt = W

s p(u) ()

Dans cette équation, f(u) est de degré inférieur a ¢ (u), et
le polyndme ¢ (u) a ses racines réelles. Mais toutes ces pro-
priétés pourront étre conservées, si I'on écrit ceite équation
sous la forme

e, e ou @
®3) YW AW 7 (0)+ 3 7)

En décomposant les deux membres en fractions simples, on
reviendra & une équation de méme forme que I'équation (81),
mais avec de nouveaux pdles ; c. q. f. d.

Il ne sera pas inutile de développer une autre démonstration
des théorémes de Poncelet, bien que cette démonstration ne
s'applique qu’aux polygones de degré pair, parce qu’elle nous
mettra sur la voic de propositions un peu plus générales que
les théoréemes connus.

Si un angle polyédre d’un nombre pair de faces est inscrit
dans un céne (H) et circonserit au cone (II,), tous les points
du cone (H) satisferont & une équation de la forme

PP,...P.=0Q.0, ... Qu,

ot les plans P, , Q; sont tangents & la sphére, et par suite la
eyclique, section de la sphére par le cone (H,), satisfera a
I'équation

(84) BB R ==K, o e

D’une maniére plus précise, cette équation représentera a la
fois la cyclique située sur (H,) et une courbe d’ordre 2n—4%.

On a vu dailleurs que, lorsqu’'une courbe satisfait & une
telle. équation, elle conserve la méme définition avec une
infinité d’autres systémes de poles. Prenons un autre de ces

www.rcin.org.pl



DE COUKBES ET DE SURFACES ALGEBRIQUES. 103

systémes, formé de poles réels. La nouvelle équation de notre
courbe composée sera

(85) R, ... Ra=K, 9y e,

et, si 'on remplace les quantités R',,r’; par P';, Q';, qui
désignent les distances d’un point quelconque aux plans tan-
gents de la sphére en R, 7', P'équation

(86) PP, ... Pa=h.Q0Q,... O

représentera une surface d’ordre n, qui coupera la sphére
suivant la courbe compléte représentée par les équations (84)
ou (85). Je dis que cette surface d’ordre n se décompose dans
tous les cas en une surface du second ordre contenant la
eyclique située sur (H,) et en une autre surface d’ordre
n—2(1).

En effet, le plan P’; coupe la surface suivant n droites,
situées dans les plans Q',, et qui contiennent chacune deux
points de la courbe sphérique; comme d’ailleurs ce plan P’; est
tangent & la sphére, il coupe la courbe compleéte (84) en 2n
points imaginaires, dont quatre appartiennent a la cyclique.
Appelons ces points

% 2 Uy s By 5 Bs R - AT
@y @y By s flay e s Blnas

les pointsa, ,2,,a’, , @', appartenant & la cyclique, les 2 (n —2)
autres au reste de la courbe. Les droites réelles joignant les
points du premier groupe a ceux du second sont ¢videmment
a,a’,, a,a’,, etc., car les quatre points de la cyclique sont
imaginaires conjugués deux a deux. Plailleurs ces n droites
réelles sont évidemment les # droites de la surfuce (80), situées

(1) Cette surface d'ordre m — 2 se décompose en realite en surfaces du
second degré, i n est pair; en surfaces du secund degré el em un plan,
sin est impair. Mais cetbe proposilion, qui est une couséquence lres simple
du théoréme principal, ne joue aucun role dans la démonstration que nous
donnons ieci.
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104 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE

dans le plan P’;. Nous allons déduire de cette remarque la dé-
monstration de la proposition que nous avons en vue.

Puisque chacun des plans P’,, ()'; contient deux droites
s’appuyant sur la cyclique, toutes ces droites, en nombre 2n,
appartiennent évidemment 4 I'une des surfaces du second
degré contenant la cyclique. Cette surface du second degré,
coupant la surface (86) & la fois suivant 2n droites et suivant
la cyclique, devra faire partie tout entiére de cette surface
d’ordre n. La proposition est donc démontrée.

D’ailleurs, étant donnée une quelconque des surfaces du
second degré passant par la cyclique, cette surface est obtenue
avec une infinité de systémes de poéles; car il suffit de mener
par une des génératrices de la surface deux plans tangents &
Ta sphére. Les points de contact de ces plans tangents sont
deux péles appartenant & un méme systéme et & deux séries
différentes. On pourra donc énoncer le théoréme suivant :

Etant domné un coue, si on peut lui inscrire un angle
polyedre de = faces circonscrit & la sphére, on pourra de méme
mener a la sphére une infinité de systémes de n plans tan-
gents, se coupant, dans un ordre déterminé, suivant les
génératrices d’une surface du second degré passant par lin-
tersection de la sphére et du cone. La surface du second degré
esl une quelconque de celles qui contiennent la cyclique, et
pour chacune d’elles, il y a une infinité de systemes de n
plans.

Transformons par la méthode des polaires réciproques.

Si Pon peut circonscrire a une conique (C) un polygone inscrit
dans une quadrique (A), non seulement on pourra construire une
infinité de polygones ayant les mémes propriétés, mais de plus, dans
la courbe d’intersection de la surface (A) et de toute autre quadri-
que (A') inscrite dans la développable @\ , 0N POUTTa INScrire une
infinsté de polygones formés des génératrices rectilignes de (A).

Le théoréeme paraitra plus simple, si nous en faisons encore
une transformation par ’homographie.

Si dans une ligne de courbure d’un ellipsoide on peut inscrire
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un polygone de n cdtés, formé avec les génératrices rectilignes de
Uhyperboloide homofocal contenant cette ligne de courbure, om
pourra inscrire une infinité de polygones semblables, formés avec
les génératrices des hyperboloides homofocaux, non seulement dans
la méme ligne de courbure, mais encore dans toutes les autres lignes
de courbure (*).

Pour les sections principales, ces polygones seront circon-
scrits a la focale et inscrits dans la section principale. Il en
passera un par chaque point de toute ligne de courbure.

Les théorémes que nous venons d’énoncer comprennent deux
parties distinctes.

1° Si I'on peut inscrire dans la courbe d’intersection de deux
surfaces (A), (A") un polygone formé des génératrices recti-
lignes de (A’), on pourra en inscrire une infinité d’autres
formés de la méme maniére. Cette premiére proposition, comme
M. Moutard en a fait le premier la remarque en 1864 (Nouvelles
Annales de Mathématiques), est au fond le théoréme de Pon-
celet; elle s’en déduit par une simple perspective.

2° La méme propriété subsiste, quand on substitue a (A’)
toute surface (A") inscrite dans la développable [ﬁ‘i . Cette
proposition parait nouvelle. Sa vérification analytique est
extrémement simple, et elle compléte notre démonstration
géométrique, qui ne s’ appliquerait qu’aux polygones de degré
pair.

39.

Transformation des propositions précédentes par la méthode des figures
supplémentaires. .

Les théorémes donnés dans cette partie pour les courbes
sphériques se transforment immédiatement par la méthode

‘() Ces polygones constituent des routes de lumiére; leurs cotés adja-
cents viennent couper I'ellipsoide sous des angles égaux,
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des figures supplémentaires, et nous pouvons énoncer les
propositions suivantes.

Si une courbe sphérique est telle que la somme des péri-
metres des n triangles sphériques interceptés par son arc
tangent dans n angles fixes soit constante, elle conserve la méme
deéfinition avee une infinité d’autres systémes de n angles.

Si une courbe sphérique est telle que la somme des lon-
gueurs interceptées par son arc tangent sur n arcs de cercles
fixes, & partir d'une origine fixe sur chaque arc, soit constante,
elle conserve la méne propriété avec une infinité d’autres sys-
temes d’ares.

Si une courbe sphérique est telle que n angles interceptent
sur son arc tangent des segments dunt la somme algébrique
soit nulle, elle conserve la méme propriété, quand on substitue
aux premiers une infinité de nouveaux angles fixes convena-
biement choisis.

Ces propositions, sur lesquelles nous n’insisterons pas, s'éten-
dent évidemment aux courbes planes. Elles- peuvent étre
considérées comme la généralisation de ce théoréme : un
cercle peut étre considéré d’une infinité de maniéres comme
Penveloppe d’'un arc de grand cercle inlerceptant d<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>