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LECONS

DE

TRIGONOMETRIE

LIVRE 1.

ETUDE DES FONCTIONS CIRCULAIRES.

CHAPITRE I

Définition des fonctions circulaires.

1. — Deux quantités qui varient simultanément, de maniere
que la variation de ¥une entraine la variation de l'autre, sont
dites fonctions 'une de l'autre. Ainsi la surface d'un cercle
croit avec le rayon, c’est une fonction du rayon ; I'espace que
parcourt un corps en tombant est une fonction du temps ; réci-
proquement, le temps est une fonction de I'espace parcouru. La
force élastique maximum de la vapeur d’eau pour une tempé-
rature donnée augmente avec la température ; ¢’est une fonc-
tion de la température.

On' consideére ordinairement 1'une des deux quantités comme
variant d’'une maniere arbitraire, on l'appelle variable indé-
pendante ; l'autre, dont la variation ;3st déterminée par celle
de la premiere, est la foncL10n ploprement:ﬁlte

Lorsque la relation qui existe entre les variables peut étre
i
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2 LIVRE I, CHAPITRE 1.

exprimée par une équation qui ne renferme que les signes des
opérations arithmétiques : addition, soustraction, multiplica-
tion, division, élévation & une puissance donnée, extraction
d'une racine de degré connu, la fonction est dite algébrique.
On n’a d’abord étudié que les fonctions de cette nature. Plus
tard on a introduit dans les mathématiques des fonctions telles
que la relation qui existe entre la fonction et la variable indé-
pendante n’est pas susceptible d’étre exprimée par les signes
d’opérations simples que nous venons de rappeler; on leur a
donné le nom de fonctions transcendantes. Le logarithme d'un
nombre est une fonction transcendante de ce nombre. Telles
sont aussi les fonctions circulaires, dontl'étude si importante
est I'objet de la trigonométrie.

ARCS POSITIFS, ARCS NEGATIFS.

@. — Soit un cercle (fig. 1) dont on prendra le rayon pour
unité de longueur; concevons qu’un mobile parte d'un point
fixe A, et se meuve sur la circonférence dans un sens ou dans
Tautre. .

Pour distinguer ces deux cas, nous regarderons l'arc décrit
comme positif, si le mobile se meut dans un sens déterminé,
par exemple dans le sens ABA’, comme négatif si le mobile
se meut dans le sens contraire. Désignons par la lettre z
Parc décrit par le mobile a partir du point A, et affecté du
signe -} dans le premier cas, du signe — dans le second cas.

Le mobile peut se mouvoir indéfini-
ment dans 'un ou l'autre sens ; il décrit
une premiere circonférence ABA’B’A,
z croit de 0 & 2= ; continuant son mou-
vement, il décrit la circonférence une
seconde, une troisieme fois..., et « croit

Fig. 1 de 27 & 4=, de 47 A br... Si le mobile
marche en sens inverse, il décrit une premiere circonférence
AB’A’BA, z varie de 0 & — 2= ; puis une seconde, une troi-
sieme..., et I'arc « varie de — 2 & — 4r~, de — 4w 4 —6r... De
la sorte 2 varie, d'une partde 0 & 4, d’autre partde 0 & —oo .
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SINUS.

8. — Considérons le mobile dans une position quelconque,
et du point qu’il occupe abaissons une perpendiculaire sur le
diametre A’A mené par le point de départ. 11 se présente deux
cas : le mobile se trouve, soit sur la demi-circonférence ABA’,
par exemple en M ou en M’, soit sur la demi-circonférence
AB’A’, par exemple en N ou en N’. Lalongueur de la perpen-
diculaire, affectée du signe -+ dans le premier cas, du signe —
dans le second cas, s’appelle le sinus de I’arc parcouru. Ainsi
le sinus de l'arc AM est 4+ MP; celui de I'arc AA’N’ est
— N’P’. On désigne le sinus par la notation sin, abréviation
de sinus. .

On remarque que la perpendiculaire MP, sinus de I'arc AM,
est la moitié de la corde MPN, qui sous-tend I’arc double MAN.

Quand le mobile marche de A en B, c’est-a-dire quand «

varie de 0 a —;— , le sinus croit de 0 & 1, et alors il atteint sa
valeur la plus grande, son maximum. Quand le mobile marche
de B en A’, c’est-a-dire quand x croit de -g- a =, le sinus
décroft de 1 & 0. Le mobile dépasse ensuite le point A’ et
marche de A’en B/, x croitde = & & ; lesinus, devenu négatif,

décroit de 0 & — 1, et alors il atteint sa valeur la plus petite,
son minimum. Quand le mobile marche de B’ en A, c'est-a-

dire quand z croit de %’i 4 2w, le sinus croitde — 1 4 0 et

revient & sa valeur initiale zéro. Le mobile a décrit la circon-
férence entiere ; il la décrit une seconde, une troisi¢tme fois...;
et le sinus reprend les mémes valeurs, quand le mobile repasse
par les mémes points de la circonférence. Donnons mainte-
nant & z des valeurs négatives ; si 'on fait croitre x de — 2=
20, oude — 47 &4 — 2, oude — 6 & — 4r..., le mobile dé-
crira la circonférence ABA’B’, et les mémes valeurs du sinus
se reproduiront encore.



4 “LIVRE I, CHAPITRE L. =~

On dit qu’une fonction est périodique, quand elle reprend la
méme valeur, lorsqu’on augmente la variable d'une quantité
déterminée o ; cette quantité s’appelle 'amplitude de la pé-
riode, ou simplement la période. Une fonction périodique est
complétement déterminée, lorsqu’on connait les valeurs qu'elle
prend pour les diverses valeurs de la variable dans intervalle
d’une période, par exemple de 0 & . Il résulte de ce qui pré-
céde que le sinus est une fonction périodique de U'arc; 'ampli-
tude de la période est 2. Sil'on augmente ou si 'on diminue
I'arc d’'un nombre quelconque de mrconferences, le sinus ne
change pas; on a donc la relation

sin Rkr + z) = sin @,

dans laquelle & désigne un nombre entier quelconque, positif
ou négatif.

La valeur du sinus reste comprise entre —1et41, et il
est & remarquer que, dans chaque période le sinus passe deux
fois par la méme valeur. Ainsi de 0 & — 2 , le sinus croit de-
0a-+1; de aw, il décroit de 414 0; dewa%—— le sinus
décroitde Nd —1; de —2”— a2 ilcroitde — 140. Ily a ex-
ception pour la valeur maximum -} {, et pour la valeur ‘mini-
mum — 1 ; le sinus ne passe qu'une fois par chacune d’elles.

TANGENTE.

4. — Par le point de départ A menons une tangente indéfi-
nie T'T (fig. 2) et considérons la portion de cette droite com-
prise entre le point A et le prolongement
du rayon mené du centre a la position du
mobile. Il se présente deux cas : le rayon
prolongé coupe la droite indéfinie, soit en
T du cdlé ABA’, ce qui arrive lorsque le
mobile est en M ou en N/, soit en T/ de
l'autre coté, ce qui arrive lorsque le mo-
bile est en M’ ou en N. Cette portion de

B T
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DEFINITION DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 5

droite, affectée du signe -} dans le premier cas, du signe —
dans le second cas, s'appelle la tangente de 'arc parcouru.
Ainsi la tangente de I'arc AM est 4 AT celle de 'arc AM’
est — AT’. On désigne la tangente par tang, abréviation du
mot tangente.

Quand z croit de 0 & -;i, la tangente croit & partir de 0, de

maniere & devenir plus grande que toute quantité donnée, ce
qu'on exprime en disant que la tangente varie de zéro a l'in-
fini; quand le mobile passe en B, la tangente saute brus-

quement de - w0 & — oo ; quand z croit ensuite de % an, la

tangente est négative et croit de — oo a 0. Supposons mainte-
nant que le mohile parcoure la seconde moitié A’B’A de la
circonférence, c’est-a-dire que « croisse de = & 2= ; on observe
que pour deux arcs terminés en deux points diamétralement
opposés, tels que M et N’, ou M’ et N, la tangente a la méme
valeur ; en général quand on ajoute & I'arc une demi-circonfé-
rence, la tangente reprend la méme valeur. La tangente est
donc une fonction périodique de Uarc et la période est =, ce
qu’on exprime par la relation
tang (kx + ) = tang «,

dans laquelle % désigne un nombre entier quelconque, positif
ou négatif,

La tangente prend toutes les valeurs possibles, positives ou
négatives, et dans chaque période elle ne passe qu'une fois par
™
Y
passe par toutes les valeurs positives de 0 & -}- 00 ; I'arc variant

de

la méme valeur. Ainsi l'arc variant de 0 2 , la tangente

i3 . .
5 am, la tangente passe par toutes les valeurs négatives

de — 2 & 0. Au deld commence une nouvelle période.
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8 LIVRE I, CHAPITRE I.

SECANTE.

5. — Sur la droite indéfinie qui va du centre & la position du
mobile, considérons la longueur comprise entre le centre et
la droite TT’ (fig. 2). Deux cas se présentent : cette longueur
-est placée, ou suivant la direction méme du rayon, ce qui
arrive lorsque le mobile est en M ou en N, ou suivant la direc-
tion opposeée, ce qui arrive lorsque le mobile est en M’ ouen N’.
Cette longueur OT ou OT’, affectée du signe - dans le premier
cas, du signe — dans le second cas, s'appelle la sécante de I'arc”
parcouru. Ainsi

séc AM= - OT, séc AM'=—O0T’, séc AN'=—OT,
séc AN =+ OT".

On désigne la sécante par la notation séc, abréviation du mot
sécante.

™
2
Quand le mobile passe en B, la sécante saute brusquement

Quand z croit de 0 & , la sécante croft de 4-14& - o0.

de 4+ © & — . Quand z croit de —;— a =, la sécante croit de
— o & —1; 2 variant de = & 3%,, la sécante décroit de — 1

4 — oo ; en B/, elle saute brusquement de — o0 & 4*00; & va-~

riant de 3—2" a 2r, la sécante décroit de - oo a - 1. Mémes

variations de 2r & 4w, de 4r & 6r, de — 27 4 0.... Ainsi la sé-
cante est une fonction périodique de Uarc et 2= est la période,
ce qu'on exprime par la formule

séc (km 4 x) = sée @.

Dans chaque période, la fonction prend deux séries'de va-
leurs allant, I'une de 4 1 & 4 o, l'autre de —1 &4 — . La
sécante prend donc toutes les valeurs, excepté celles qui sont
comprises entre — 1 et 4 1, et elle passe deux fois par chacune
d’elles.
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DEFINITION DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 7

FONCTIONS COMPLEMENTAIRES.

€. — On dit que deux arcs sont complémentaires, lorsque la
5 9 3 ,®
somme de ces deux arcs est ¢gale a un quart de circonférence,

cest-a-dire a —;—; le complément de 1'arc  est —;—-— . Quand

; G LE :
P’arc est plus petit que 5 son complément est positif; mais

quand arc est plus grand que — , son complément est néga-

2 L’
tif. Ainsi le complément de I'arc AM (fig. 3) est 4 BM; le com-
plément de 'arc AM’ est — BM'.

On appelle cosinus, colangente, cosécante d’'un arc,le sinus,
la tangente, ou la sécante de l'arc complémentaire.

Imaginons qu'un second mobile parte du point B et décrive
un arc que l'on regardera comme positif si le mobile se meut
dans le sens BAB’A’, comme négatif si
le mobile se meut en sens contraire ; on
voit que si deux mobiles, partis, I'un de
A, lautre de B, ont parcouru des arcs
complémenlaires, ils arriveront au méme
point de la circonférence. Il en résulte
que le cosinus d'un arc est égal & la per-
pendiculaire MQ abaissée de la position
du mobile sur la droite BB’, perpendiculaire affectée du signe
-} si le mobile est sur la demi-circonférence BAB’, du signe—
si le mobile est sur la demi-circonférence BA’B’; ou, ce qui
est la méme chose, le cosinus est égal & la distance OP ou OP’
du centre au pied du sinus, distance affectée du signe - si elle
est comptée sur OA, du signe — si elle est comptée sur OA’.

Ceci permet de suivre aisément sur Ja figure les variations

Fig. 3.

du cosinus : quand 2 croit de 0 & —_2— , le cosinus décroit de -1
a 0; o variant de % a w, le cosinus devient négatif et décroit

de 0 & — 1; quand  varie de = & —%ﬁ , le cosinus croit de — {

www.rcin.org. pI



8 LIVRE I, GHAPITRE 1.

4 0; enfin, quand 2 varie de % a 2w, le cosinus redevient po-

sitif et croit de 0 & -}- 1. Mémes variations de 2= a 4r, etc.
Ainsi le cosinus est une fonction périodique de I'arc, ayant
-2= pour période. Cette propriété résulte d’ailleurs immeédiate-

ment de la définition ; quand l'arc « varie de 27, I'arc —;— —x

varie aussi de 2=, et par conséquent cos & ou sin (—;-— )
_reprend la méme valeur. :
Menons au point B une tangente indéfinie S’'S au éercle? la
portion BS ou BS' de cette droite déterminée par le prolonge-
ment du rayon mobile, et affectée du signe -} ou du signe —
suivant qu’elle est comptée sur BS ou sur BS, est la cotan-

gente de l'arc z. Quand z vame de 0a — 2 la cotangente dé-
croit de 4 oo a 0; # dépassant —;— etvariantde % a =, la co-
tangente devient négative, et décroit de 0 o Quand on
ajoute = & un arc, on passe d’un point M au point diamétrale-
ment opposé M’ (fig. 4), et la cotangente reprend la méme va-
leur. Ainsi la cotangente est une fonction perlodlque de larc
et la période est =.

De méme, la cosécante est la longueur OS, affectée du signe
-+, quand elle est placée suivant la direction méme du rayon,
du signe — quand elle est placée en sens contraire. Quand z
varie de 0 &4 — 2 , la cosécante décroit de 4-c0 a--1; ¢‘vari'amf ‘
de —§— a m, la cosécante croit au contraire de 414 4o}
quand z dépasse.w, la cosécante saute bfuéqueme_nt de + oo %1
— oo elle croit ensuite de — oo & — 1, pour décroitre enfin
de — 14 — w; la fonction est périodique et la période est 2=,
corhme celle de la sécante.

FORMULES DIVERSES.

% — Sil'onaugmente ousil’on diminue un arc d’'une demi-

www.rcin.org.pl




DEFINITION DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 9

circonférence, on passe d’un point M au point diamétralement
6ppdsé M’ (fig. 4). Les deux fonctions tangente et cotangente,
T o P admettent la période =, ne changent
/T pas ; mais les quatre autres fonctions, si-
_ 5 % nus, cosinus, sécante et cosécante, dont
/ \ - la période est 2w, changent de signe en
P 0 conservant la méme valeur numérique.
Ainsi, dans la figure, le sinus du premier

_/ arc est 4 MP,- celui du second — M'P’;
B le cosinus du premier arc est 4 OP, celui
Fig. 4. du second — OP’; la sécante du premier

arc est 4 OT, celle du second — OT ; la cosécante du premier
arc est 4 OS, celle du second — OS. On a donc

sin (v 4 ) = — sin x,

cos (7 4 &) = — cos ,

séc (r 4 x) = — séc x,
coséc (x4 ) = — coséc .

8. — Quand on change le signe d’un arc, on passe d’un point
- M & un autre point M/, symétrique du
premier, par rapport au diametre- AA’

- M (fig. 5).On voit que deux arcs égaux etde
signes contraires ont méme cosinus OP,
X N3 et que les sécantes OT et OT’ sont aussi
R égales et de méme signe. Mais le sinus, la’
M tangente, la cotangente et la cosécante

™ changent de signe, tout en conservant la

méme valeur numeérique. On a donc

T

N[}

cos (— &) = cos s
séc (— &) = séc x,

sin (— &) = — sin x,
tang (— ) = — tang z,

cot (— o) = — cot x, .
€0séc (— &) = — COséC &.

www.rcin.org.pl



10 '~ LIVRE I, CHAPITRE I.

Lorsqu'une fonction ne change pas quand on change le
signe de la variable, on dit que la fonction est paire, par ana-
logie avec les polynémes entiers qui ne renferment que des
puissances paires de z. Si la fonction change de signe en con-
servant la méme valeur numérique, on dit qu’elle est im-
paire. Le cosinus et la sécante sont des fonctions paires ; le
sinus, la tangente, la cotangente et la cosécante sont des fone-
tions impaires.

9. — Des formules précédentes on déduit celles-ci :
i ™
sin (— -+ x) == c08.(— &) == cos.@,

-+ x)= sin (— o) = — sin z,

+ z) = tang (— z) = — tang =,

(5

tang( -} w) = cot (— &) = — cot x,
7+
“(3

€0séc (—2— -+ w) ='86C(— z) = séc x.
A Taide de ces formules, on exprime les fonctions circu-
laires d’un arc donné au moyen des fonctions circulaires d’un

; oL
arc compris entre 0 et 5

10. — On dit que deux ares sont supplémentaires, quand leur
somme est égale & une demi-circonférence, ou a =. Il est aisé de
voir que les extrémités de deux arcs supplémentaires sont si-
tuées sur une parallele MM’ au diameétre AA’ (fig. 6). En effet, les
deux arcs supplémentaires # et = — 2 ont pour compléments

%— z et — %-}—x; ces deux compléments sont des arcs

égaux et de signes contraires comptés a partir du point B ;
leurs extrémités M et M/ sont donc situées sur une perpendi-
culaire MM’ au diameétre BB’, et par Lonséquent sur une pa-
rallele & AA’. ‘
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DEFINITION DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 11

Les sinus MP et M’P’ des deux arcs sup-
e /T plémentaires AM et AM’ sont égaux et de

— méme signe, et de méme les cosécantes
OS et OS'. Les cosinus -+OP et — OP’ sont
i A égaux et de signes contraires ; et il en est
de méme des tangentes, des sécantes et des
cotangentes. On a donc :

|~
5 ; J
T sin (x — ) = sin z,
cos (m — &) = — Cos z,
Fig. 6. tang (r — 2) = — tang z,
cot (r — z) = — cot x,
séc (7 — &) = — séc z,

coséc (r — x) = coséc .
Au reste, ces formules peuvent étre déduites facilement de
celles qui ont été établies aux net 7 et 8. On a, en effet,
sin (x — ) = — sin (— &) = sin ,
cos (m — x) = — €0s (— &) = — cos .

FONCTIONS CIRCULAIRES INVERSES.

a28. — Nous avons considéré jusqu’ici les lignes trigonomé-
triques comme des fonctions de 'arc; & un arc donné corres-
pond une valeur de chacune des lignes trigonométriques, et
une seule. Inversement, on peut regarder l'arc comme fonc-
tion d une ligne trigonométrique ; mais & une méme valeur de
la ligne trigonométrique corresponaent

B /" une infinité d’arcs.
Considérons d’abord la fonction inverse
/‘ y= arc tang x. La tangente = est la va-
pe AL Y rable indépendante, l’arc correspondant
b / est la fonction. Donnons.a « une valeur
B ™ quelconque AT (fig. 7), et par le point T
Fig. 7. menons le diametre TMM’ ; tous les arcs

qui, partant du point A, aboutissent en M ou en M/, et ceux-la
seulement, admettent la tangente donnée ; si I'on appelle «
'un de ces arcs, tous les autres seront compris dans la formule
k<o (k étant un nombre entier quelconque positifou négatif).

www.rcin.org.pl



12 “...i .1 “LIVRE I, CHAPITRE 1.

Ainsi, a une valeur AT de la variablée « correspondent une
infinité de valeurs k= -} « de la fonction 7.
Par ce qui précede, la fonction

y = arc tang z
;1‘est pas suffisamment définie ; elle aura un sens précis, si
T'on donne la valeur ¥, de l'arc pour une valeur parliculiére z,
de la variable, et si, faisant ensuite varier z d'une maniére
continue & partir de &y on prend pour y larc qui varie
d’une maniére continue & partir de 7,. Par exemple, si I'on
suppose que l'atc ést nul en méme temps que la tangente, la

fonction y variera de 0 & 5 quand o variera de 0 & 4 oo, et

de 0 a—%, quand z variera de 0 & — oo.

12. — Considérons maintenant la fonction Y —arcsin z. A
la distance # menons une paralléle au diametre AA’, du coté
' du point B ou du point B/, suivant que z a

le signe - ou le signe — (fig. 8); si la va-
‘leur donnée & 2 est comprise entre — 1 et
A ——-a ‘41, cette paralléle coupera la circonfé-
/ rence en deux points M et M’; tous les arcs
\‘)N qui aboutisserit en M ou en M/, et ceux-la
L seulement, . admettent le sinus donné.
Fig. 8. Appelons « l'un de ces arcs, =— « sera
un autre de ces arcs ; si le premier aboutit en M, le second
aboutira en M’, et inversement ; tous les arcs qui ‘aboutissent
au méme point que le premier sont compris dans la formule
2kr~+-a; tous ceux qui aboutissent au méme point que le second
sont compris dans la formule 2kr+m—a, ou (%k-41)r—a..

Si I'on donnait &  la valeur - 1 ou la valeur — 1, les deux

points M et M’ se confondraient en B ou en B et les deux for-

B
M’ M

mules se réduiraient en une seule 2kr 4 —12'— ou 2km — % .

Afin de préciser le sens dé la fonction y = arc sin z, on peut,
comme précédemment, donner la valeur de la fonction qui
correspond a une valeur particuliére de la variable, et suppo-
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DEFINITION DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 13
ser que y varie ensuite d’une maniére continue avec 2. Par
exemple, si l'arc y s’annule en méme temps que le sinus z,

quand z variera de 0 & {, y variera de 0 & % , et quand  va-

rierade 0a— 1,y vanera de oa-—%-

Si, apres avoir falt croitre la variable z de 04 1, on la ‘fait
ensuite diminuer de 1.a 0, il y a incertitude dans la marche de

la fonction; la fonction y a augmenté d’abord de 0 8L 2 ; elle

peut ensuite, tout en restant continue, augmenter de —2— am,

. . . 7" 2
ou diminuer de T3 ao.

Appelons « et «, deux arcs qui ont le méme sinus; on aura
oy =2kw + «, ou ¢y = (2 4 1) — «; on en déduit «, — «
=Rk, ou «, + «a = (2k 4 1)=. Ainsi, pour que deux arcs
aient le méme sinus, il est nécessaire et il suffit que leur
différence soit égale a un multiple pair de =, ou leur somme &
un multiple impair de =.

13. — La fonction y = arc cos 2 présente des circonstances
analogues. Portons le cosinus donné A partir du centre O sur
OA ou sur OA’, suivant son signe, et par 'extrémité P élevons
une perpendiculaire sur le diameétre; cette perpendiculaire
coupera la circonférence en deux points M et N'; tous les arcs
qui aboutissent en M ou en N, et ceux-la seulement, admettent
le cosinus donné. Si I'on désigne par « 'un d’eux, tous ces arcs
seront compris dans la formule 2k = «. Pour que deux arcs
aient le- méme cosinus, il est nécessaire et il suffit que leur
somme ou leur différence soit un multiple de 2=.

Pour préciser le sens de la fonction, il faut, comme préce-
demment, donner la valeur de la fonction pour une valeur
particuliere de la variable, et supposer que la fonction varie
ensuite d'une maniére continue.

14. — Examinons enfin la fonction y=arc séc 2. Du centre '
O avec un rayon égal & la valeur absolue de @ décrivons une
circonférence, elle coupera la droite indéfinie T'T en deux
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14 LIVRE I, CHAPITRE I.

points T et T’ (fig. 9); menons les dia-
metres qui passent par ces deux points;
si la sécante donnée a le signe 4, on
prendra les arcs qui aboutissent en M ou
i en M’; sielle a le signe —, ceux qui abou-
tissent en N ou en N’. Dans tous les cas,
si 'on désigne par « I'un de ces arcs, ils
seront tous compris dans la formule
W A= a.

Fig. 9.

MESURE DES ANGLES.

15. — Btant donné un angle AOB (fig. 10), si du sommet
comme centre, avec un rayon arbitraire,

B on décrit une circonférence, on sait que

le rapport de l'arc AB au rayon OA est
constant pour un méme angle; on sait éga-
lement que ce rapport varie proportion-
nellement & ’angle; car, si le rayon est le
Fig. 10. méme, les angles sont proportionnels aux

arcs. On peut donc prendre ce rapport pour la mesure de
I'angle. Ceci revient 4 prendre pour unité d’angle I’angle au-
quel correspond un arc égal au rayon. Désignons par 7 et s
les nombres qui expriment la longueur du rayon OA et celle

de I'arc AB, la mesure de I’angle AOB sera o =% . Si 'on

mesure I’arc en prenant pour unité le rayon, la mesure de 'arc
sera celle de 'angle. Imaginons que l'angle croisse de zéro a
™

3 c’est--

un angle droit; la mesure de 'angle variera de 0 &

a-dire de 0 & 1,5707...

Les fonctions circulaires, telles que nous les avons définies,
sont les nombres qui mesurent les lignes trigonométriques,
quand on prend le rayon pour unité, en d'autres termes ce sont
les rapports de ces lignes au rayon. Un angle AOB étant
exprimé par le méme nombre que I'arc AB compris entre ses
cOtés, quand on adopte les unités que nous venons d'indiquer,
on emploiera indifféremment les locutions: sinus de l'angle-
AOB ou sinus de 'arc AB.
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DEFINITION DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 15

16. — Les instruments propres a4 la mesure des angles se
composent en général d’un limbe circulaire et de deux alidades
mobiles autour du centre. Comme on ne peut tracer qu'un
nombre limité de divisions sur le limbe, il est naturel de les
prendre équidistantes. Au lieu de désigner les arcs par leurs
longueurs mesurées au moyen du rayon pris pour unité, ainsi
que nous l'avons dit, on a trouvé plus commode de les expri-
mer en parties aliquotes de la circonférence. Pour cela on a
partagé la circonférence en 360 parties égales que ’on nomme
degrés, chaque degré a été subdivisé en 60 minutes, chaque
minute en 60 secondes; les arcs plus petits quune seconde
s’expriment par des fractions décimales de la seconde. Un arc
de 23 degrés 45 minutes 18 secondes et 75 centiémes de seconde
s'écrit 23°45'18”,75. i

Dans cette maniére de procéder, on peut concevoir que
I'unité d’angle est I’angle qui correspond & un degré de la cir-
conférence, et que cette unité a été subdivisée en 60 parties
égales, et chacune de ces parties en 60 parties égales ; les
angles s’expriment ainsi par des nombres complexes, comme
cela avait lieu pour toutes les espéces de grandeurs, dans les

_anciennes mesures. Il est facile de comparer les deux modes
de mesure; la demi-circonférence contenant 648000 secondes,

la longueur de I'arc d’une seconde est Parc quiaune

Tr .
648000 ’

longueur égale & I'unité contient donc 6—481?—0(1- secondes, c’est-

a-dire 206264,81 secondes, ou 57°17'44”,81.
Lors de la réforme du systéme des poids et mesures, on a
~voulu mettre la division de la circonférence en harmonie avec
le systéme décimal, et I'on a partagé le quadrant en 100 grades,
le grade en 100 minutes, la minute en 100 secondes. L'angle
de 37 grades, 85 minutes, 64 secondes s'écrit simplement
37°,8564. Quand un angle est exprimé dans 1'un des systémes,
il est facile d’avoir son expression dans l'autre systéme. Quoi-
que la nouvelle division de la circonférence offre de grands
avantages en abrégeant les calculs, 'ancienne est encore au-
Jourd’hui d’un usage général.
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CHAPITRE II

Des Projections.

17. — Soient dans un plan une droite ou axe fixe X’'X, et
différents points A, B, C,... (fig. 11). Si

; 16 de ces points on abaisse des perpendi-

b B’ culaires sur la droite X'X, les pieds

A’, B, C!, .. de ces perpendiculaires

xa B C X sont les projections des points A, B,C,...
i i sur l'axe X'X.

Cette définition s’étend au cas ol les points A, B, C,... sont
situés d'une maniere quelconque dans I’espace ; si de ces points
on mene des plans ou plus simplement des droites perpendicu-
laires sur l'axe X'X, les pieds A/, B/, (V,... de ces perpendi-
culaires seront les projections des points A, B, C,... sur laxe
XX,

La droite AB a pour prOJectlon la portion A’B’ de I'axe coni-
prise entre les prmechons de ‘ses extrémités.

48. — Considérons une ligne brisée ABCDE (fig. 12) allant
du point A au point E, la
droite AE, qui va du pointde
départ A au point d’arrivée E,
est ce qu'on appelle la résul-

" tante de la ligne brisée. .
Lorsqu'on projette sur un

: ¥ axe X’X les cotés d'une ligne
o brisée, il convient de donner

des signes aux projections des différents cOtés. Imaginons
qu'un mobile M parcoure la ligne brisée dans un sens con-
venu, par exemple en allant du point A au point E, et proje-
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DES PROJECTIONS. 17

tons ce mobile sur I'axe en M’. Le point M’, projection du point
M, se mouvra sur 'axe X’/X, pendant que le mobile M décrira
la ligne brisée.

Tant que le mobile M reste sur 1'un des c6tés de la ligne bri-
sée, il est évident que le mobile M’ marche sur I'axe dans le
méme sens; mais le sens du mouvement du point M’ peut
changer, quand le point M passe d'un c6té & un autre. On con-
vient d’affecter du signe -}1les longueurs décrites par le point
M’ dans un certain sens, par exemple dans le sens X’X, et du
signe — les longueurs parcourues en sens inverse. Ce sont
ces longuenrs, affectées chacune du signe convenable, qu'on
appelle projections des cdtés de la ligne brisée sur I'axe.

11 est bon de remarquer que le signe de chaque projection
dépend, premierement, du sens suivant lequel le mobile M par-
. court la ligne brisée, ce mobile pouvant aller de A en E, ou de
E en A ; secondement, du sens suivant lequel on est convenu
que doit marcher le mobile M’ sur I'axe, pour que la projection
soit positive ; cette direction sur l'axe est ce qu'on appelle la
direction des projections positives.

19. — Tuforime. La somme des projections des cotés d'une
ligne brisée sur un aze quelconque est égale & la projection de
sa résultante sur le méme axe.

Supposons, comme nous l'avons-dit, qu'un mobile M suive la
ligne brisée ABCDE, pour aller du point A au point E (fig. 1?),
et soit X’X la direction choisie sur I'axe comme direction des
projections positives.

Prenons sur I'axe vers la gauche un point K situé & une dis-
tance arbitraire k& du point A’, mais assez grande pour que le
mobile M’ reste toujours & sa droite, et proposons-nous d’évaluer
a chaque instant la distance du mobile M’ & ce point fixe K.
Au moment du départ, le mobile M’ est en A/, ala dis-
tance % du point K ; il parcourt ensuite sur I'axe diverses lon-
gueurs A’B/, B/C/, ¢/D’, D'E/, dans un sens ou dans l'autre.
Quand le point M’ parcourt une longueur de gauche a droite,
il s’éloigne du point K et sa distance au point K augmente d'une
quantité égale & cette longueur ; quand le point M’ se meut de

2
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18 : LIVRE I, CHAPITRE II.

droite & gauche, il se rapproche au contraire du point K, et sa
distance a ce point diminue d’'une quantité égale & la longueur
parcourue. Si donc on repiésente par a’, V', ¢/, d’ les projec-
tions des différents cotés de la ligne brisée, c’est-a-dire les lon-
gueurs décrites sur 'axe par le point M, affectées chacune du
signe -}- ou du signe —, suivant que la longueur est parcourue
de gauche a droite ou en sens contraire, la distance finale du
mobile au point K sera exprimée par la formule

' k+d -4V +d.

Imaginons maintenant que le mobile M aille du pdint A au
point E par le chemin rectiligne ou la résultante AE ; si l'on
désigne par !/ la projection de cette résultante, d’aprés le rai-
sonnement précédent, la distance finale du mobile M’ au point
K sera exprimée aussi par k- /. On aura donc

k+a 4V 4+ F+d=k+17;
si 'on retranche la quantité & de part et d’autre, il vient
o +0 4 +d =10

_20. — ReMARQUES. Si l’on considere différentes lignes brisées
allant d’un point & un autre, la somme des projections des co-
. tés de chacune de ces lignes est constante et égale a la projec-
tion de leur résultante commune. '

Lorsqu'un mobile décrit une ligne polygonale fermée, le
point d’arrivée coincide avec le point de départ, et la droite
qui joint ces deux points, ou la résultante, est nulle, ainsi que
sa projection sur l'axe. Il en résulte que la sqhzme. des projec-
tions des cotés d'une ligne polygonale fermée sur un axe quel-
conque est nulle.

Supposons, par exemple, que le
mobile, partant du point A, décrive
| la ligne fermée ABCDEA (fig. 13),
pour revenir au point A; on aura

E

-
o
S My

1

]
| !
A o B

. PFig. 13, A’B'—B/C'+C'D’ — D’E/ 4T A'=0,
c’est a-dire

[ f =
=
e

X’

@Yo d 4 e =0.

www.rcin.org.pl




DES PROJECTIONS. .

22. — Aprés avoir établi le théoreme général des projections,
nous expliquerons comment on parvient a exprimer chaque
projection avec son signe a l'aide des fonctions circulaires.

" Nous nous servirons & cet effet d'une propriété des triangles

rectangles, que nous démontrerons immédiatement : un coté

de Uangle droit d'un triangle rectangle est égal a Uhypoténuse
multipliée par le cosinus de U'angle compris.

Soit ABC un triangle dans lequel I'angle A est droit. Du

& point B comme centre, avec BC pourrayon,

\  décrivons un arc de cercle ; le rapport de la

i longueur BA aurayon BGC est le cosinus

i delangle B; on a donc

Fig. 14. _I}?;_é_ i

ou
BA = BC >< cos B.

Le mobile M va du point A au point E en suivant, soit la

9 " ligne brisée ABCDE (fig. 15),
3 soitlarésultante AE. Appelons
> S a,b,c,d les longueurs des cotés

de cette ligne brisée et dési-

I
1
1

por e 5, o il el gnons par «, 8, y, & les angles

i . .
hant & ue font avec ladirection X’X
L h ’
X YR B v  choisie sur I'axe comme direc-

Fig. 15. tion des projections positives,
les directions parcourues par le mobile M sur les cotés de la
ligne brisée, et par 1 l'angle que fait avec cette méme direc-
- tion X’X la résultante AE, dont la longueur est /.

Il est aisé de voir que, lorsque I'angle que fait avec la direc-

tion X’X la direction suivie par le mobile M sur un coté est
aigu, la projection de ce coté est positive, et que, lorsque I'angle
est obtus, la projection est négative. Ainsi, sur la figure, le
coté AB fait avec la direction X’X un angle aigu et sa projec-
tion est positive, le coté BC fait un angle obtus el sa projection
est négative,

Considérons d’abord le premier colé, menons par le point
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A une parallele AB a l'axe jusqu’a sa rencontre en B, avec le
plan perpendiculaire BB’; dans le triangle rectangle BAB,, on a

AB,="AB><cosea ='acosa}

lalongueur A’B’ étant égale & AB,, on en déduit A’B’ = @ cos «;
ainsi la projection -+ A’B’ du coté AB est exprimée par @ cos «.

Considérons maintenant le c6té BC, dont la projection est
— B/C/. Une paralléle & I'axe, prolongée en sens inverse de la
direction positive X’X, rencontre le plan perpendiculaire CC’
en C, ; dans le triangle rectangle BC,C, on a

BC,=BC><cos C;, ou BG,=b cos(m —p).
On en déduit
— B¢/ =—1bcos (r - p)=0bcosp.
Ainsi la projection du second cOté est exprimée avec son signe
par bcosp. Les projections des deux autres cOtés seront de
méme exprimées avec leurs signes par ¢ cosy, d cosd et celle
de la résultante par [/ cos 2.

Puisque la somme des projections des cOtés de la ligne brisée
est égale & la projection de la résultante, on aura

@ cosa b cosB—--ccosy-dcosd=1cos )

22. — Remareue. On n’a considéré jusqu'a présent que
des projections orthogonales, ¢’est-a-dire que l'on a projetées au
moyen de droites ou de plans perpendiculaires & l'axe; lors-
que les points A, B, G,... sont dans un méme plan avec l'axe,
on pourrait les projeter au moyen de droites paralléles & une
droite donnée; lorsque les points sont situés d'une maniére
quelconque dans D'espace, on pourrait les projeter au moyen
de plans paralleles & un plan donné. Sil'on adopte les mémes
conventions de signes, le théoréeme général s'étend évidem-
ment aux projections obliques, mais ’expression algébrique
que nous en avons donnée ne s’applique qu’aux projections or-
thogonales.
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4 Formules fondamentales.

RELATIONS ENTRE LES FONCTIONS CIRCULAIRES D'UN MEME ARC.

23. — Nous avons défini les six fonctions circulaires d'un
méme arc, savoir: le sinus, le cosinus, la tangente, la cotan-
gente, la sécante et la cosécante. Ces six quantités ne sont pas
indépendantes I’une de 'autre ; on peut prendre l'une d’elles &
volonté, par exemple le sinus. Au sinus donné correspondent
deux séries d’arcs aboutissant & deux points M et M’ situés sur
une parallele au diametre AA’ (n° 12);

£ .5 s/” ces arcs admettent deux cosinus
égaux et de signes contraires, et
aussi deux tangentes, deux sécantes

et deux cotangentes égales et de
-signes contraires, mais une seule
- o cosécante. Ainsi, quand on donne
‘ 3 la valeur du sinus, chacune des

cinq autres fonctions circulaires est
déterminée, ou du moins admet une ou deux valeurs déter-
minées; on en conclut qu’il existe cing relations distinctes
entre les six fonctions circulaires d'un méme arc. Nous allons
chercher ces cing relations.

Fig. 16.

24. — Les valeurs absolues du sinus et du cosinus d’un

méme arc z forment avec le rayon OM un triangle rectangle
MOP, dans lequel on a

MP' + OP' =OM';

le rayon étant pris pour unité et les signes - ou — disparais-
sant dans 1’élévation au carré, on a, dans tous les cas,

(1) sin? z Jcost o = 1.
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22 LIVRE I, CHAPITRE III.

Il est bon de remarquer que, quand I’arc varie de 0 & f—,

I'angle MOP du triangle est plus. petit que I’angle complémen-
taire MOB, et par conséquent le sinus est plus petit que le
™

? ’

: ™ y 1 3
le cosinus. Pour z R le sinus et le cosinus sont égaux, et,

s ’ . ™ _ .
cosinus; l'arc variant de s a le sinus est plus grand que

en vertu de la relation (1), on a

$in — = c0s — = :
hot ziaeob il o
®5. — Puisque l'extrémité de la sécante est placée sur la

droite indéfinie TT’, si 'on projette sur le diameétre A’A lalon-
gueur absolue de la sécante, en adoptant la direction A’A pour
celle des projections positives, on obtient le rayon OA. Il y a
deux cas & distinguer, suivant que la sécante est positive ou
négative. Considérons d’abord un arc ayant sa sécante -+ OT
positive et terminé par conséquent en un point M situé dans le
premier ou le quatrieme quadrant ; en projetant la longueur
OT sur A’A,ona
O Heoy AUPOA — |,

L’angle AOT ou AOM, qui entre dans cette formule, et qui,

dans ce cas, est compris entre 0 et —g— y & méme cosinus que
I'arc « ; car, 'arc « aboutissant au point M, on a 2=2kr==AM.
La formule précédente devient ainsi
§6C Bus LO8IT = 1>
Considérons maintenant un arc ayaunt sa sécante — OT’
négative et terminée par conséquent en un point M’ situé dans
le second ou le troisieme quadrant ; en projetant la longueur
OT’ sur 'axe A’A, on a :
OT & cosrNOR =00 ===ty
L’angle AOT’ étant supplémentaire de l'angle AOM’, on a
cos AOT" = — cos AOM’; I'angle AOM’, compris entre —;— et
=, ayant méme cosinus que l'arc 2, on a cos AOT = — cos z,
et par suite
—OT . cos =13
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mais, comme dans ce cas on a séc 2 = — OT, il vient
SEF WO ="

Cette relation subsiste donc dans tous les cas. On en déduit
la formule générale

S6 = 3
(2) & e w' COos &

26. — Si I'on projette la longueur absolue de la sécante, non
plus sur l'axe A’A, mais sur laxe perpendiculaire B’B, en
adoptant la direction B’B pour celle des projections positives,
on obtient la tangente avec le signe convenable. Il y a encore
deux cas a distinguer, suivant que la sécante est positive ou
négative. Considérons d’abord un arc ayant sa sécante -+ OT
positive et terminé en M ; en projetant sur 1'axe B’B, on a

OT . cos BOT = tang .

L’angle BOT ou BOM et I'arc —;— — @ ont méme ccsinus ; on

a donc

cos BOM = cos (—g— —— a:) ——531 07 31
et 'égalité précédente devient
séc o . sin ¢ — tang .

Considérons maintenant un arc ayant sa sécante — OT’
négative et terminé en M’; en projetant sur l'axe B’B, on a

OT' . cos: BOT' — tang x.
L’angle BOT’ étant supplémentaire de I'angle BOM’ qui a méme

5 ¢ % T
cosinus que l'arc — — 2, on a

2 i
cos BOT’ = — cos BOM’ = — cos (—g—— a;) = — sin 2,
et par suite
— OT’ . sin # = tang z.
Mais, comme dans ce cas on a séc 2 = — OTY, il vient

séc x . sin & = tang 2.
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24 LIVRE I, CHAPITRE III.

Cette relation subsiste donc dans tous les cas. On en déduit, en
remplacant séc « par sa valeur donnée par 'équation (2),

sin z
3 tang x — §
@) s GOS
27. — Des formules qui précedent on déduit les deux sui-

vantes. On a
’ ’ ﬂ
coséc o = sée (—2—— a:) 2

si dans la formule (2) on remplace « par i x, il vient

2

T 1 1
séc it )= —_— 5
2 ™ sin &
008 (5 — &

il en résulte

(4) COSEC & =— — 3
: sin &
On a aussi =
™
cot x = tang (—2— T w) 2
i1 . % ™ .
si dans la formule (3) on remplace de méme @ par e, il
vient
. ( ™ x
sm-(_Q— __coszT

pores (? s m): ™ =1 sin @)
cos (——@
[z~
d’ou il résulte que
(5) cotm=

Telles sont les cing relations qui existent entre les fonctions
circulaires d'un méme arc. En les combinant entre elles, on
en déduit d’autres qui rentrent dans les premiéres; nous ferons
remarquer les suivantes :

tangz ><cotx =1,

1 4 tang?® z = séc? @,
1 <4 cot® # = coséc? z,

1 1 i
séct @ g coséctz
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28. Au moyen des cing relations que nous venons d’établir
entre les six fonctions circulaires d’'un méme arc, on peut,
connaissant l'une d’elles, trouver les cing autres. Si, par
exemple, on donne le sinus, comme nous l'avons supposé pré-
cédemment, on déterminera le cosinus par la formule

cosz=-+ V1 —sin®z;
connaissant le cosinus, on obtiendra les autres sans difficulté.

Nous trouvons ici pour le cosinus deux valeurs ; il est facile
de voir d’ou elles proviennent : I'arc # n’entrant pas lui-méme
dans le calcul, mais son sinus, il est clair que la formule doit
s'appliquer indistinctement 4 tous les arcs qui admettent le
sinus donné ; or ces arcs, comme nous l'avons expliqué plus
haut (n° 23, voy. fig. 16), ont deux cosinus égaux et de signes
contraires. Sil’on considere I'un de ces arcs en particulier, on

verra quel est le signe du cosinus, et la détermination sera
complete. A

On sait que le coté de ’hexagone régulier instrit est ¢gal au

i ™

6
: 1A : : o

done¢ pour sinus 3 Le cosinus de cet arc étant positif, on a

008 — = 1 ——1—:@, tangi=L__.
6 4 p 6 V3

1
2
le cosinus de cet arc étant négatif, on a

5 Upgs \/_3— o !
cos—G—— I/i o il v ta11g—6—— \/53— i

29.—Onasouventbesoin del’expression dusinus etducosinus
d'un arc, connaissant la tangente. De la relation (3) on déduit

sinz '='tang z . cos'z;
en substituant dans la relation (1), on a

(1 4 tang? z) cos® = 1;
|
+yV1T+tang’z ' ¥

X el o
rayon; l'arc qu'il sous-tend est i l'arc moitié, ou —, a

. : gl
est aussi le sinus de I’arc supplémentaire ——g—;

Le nombre

d’on

Cos & —
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et par suite
tang @

+ V1T Ftang’a '

Les doubles valeurs s’expliquent comme précédemment. Les
formules, ne renfermant que la tangente de l'arc 2, convien-
nent a tous les arcs qui admettent la tangente donnée. Or on
sait (n° 11) qu’a une méme tangente correspondent deux séries
d’arcs aboutissant en deux poiuts diamétralement opposés ; a
- ces deux séries d’arcs correspondent deux sinus et aussi deux
cosinus, ¢gaux et de signes contraires. Si 'on considere 1'un de
ces arcs en particulier, on verra quel est le signe du cosinus,
et on mettra ce signe devant le radical ; on prendra le méme
signe dans la formule du sinus.

sin pa=

ADDITION DES ARCS.

30. — Le probleme estle suivant : connaissant les fonctions
circulaires de plusieurs arcs, trouver celles de leur somme.
Nous commencerons par chercher le cosinus de la somme de
deux arcs, dont on connait les sinus et les cosinus ; toutes les
-autres formules dépendent de celle-1a. ‘

Désignons par a et b les-deux arcs donnés. Prenons sur la
circonférence, a partir du point A (fig. 17) et dans le sens indi-
qué par le signe, un arc égal a a ; soit G
I'extrémité de cet arc; a partir du point G
et dans le sens convenable, prenons de
méme un arc égal & b; soit D l'extrémité
de ce second arc ; l'arc @ -+ b compté & par-
tir du point A aboutit ainsi au point D, et
I'on a a4 b= 2k~ 4 AOD. A partir du
point G, prenons dans le sens direct un arc
CE égal 4 un quadrant ; le diametre EE’ sera perpendiculaire &
CC’. Du point D abaissons une perpendiculaire DP sur le dia-
metre CC/; cette perpendiculaire, prise avec lesigne -} ou le si-
gne—,suivant que le pointD se trouvesur la demi-circonférence
CEC’, ou sur la demi-circonférence CE’C’, est sin b; la distance
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OP du centre au pied du sinus, prise avec le signe - ou le signe
—, suivant qu’elle est comptée sur OC ou sur OC/, est cos b.

Considérons la ligne brisée OPD et la résultante OD qui
joint les deux extrémités de la ligne brisée. La somme des pro-
jections des deux parties de la ligne brisée sur le diametre A’A
est égale & la projection de la ligne droite OD sur ce méme dia-
meétre. Nous prendrons la direction A’A comme celle des pro-
jections positives. On obtient la projection de la droite OD avec
son signe, en multipliant la longueur OD par le cosinus de’
I'angle AOD ; mais puisque l'arc @+ b, qui aboutit au point D,
est égal & 2kr = AOD, le cosinus de l'arc @ - b est le méme
que celui de 'angle AOD ; la projection de la droite OD a donc
pour expression OD >< cos (a - b) ou cos (2 4 1), le rayon
étant pris pour unité.

Cherchons maintenant les projections des deux parties de la
ligne brisée OPD. Considérons d’abord la premiére partie— OP:
Il y a deux cas a distinguer, suivant que la longueur OP est
comptée sur OC ou sur OC’. Dans le premier cas (fig. 17), la
projection de la longueur OP sur le diametre A’A est égale &
OP >< cos AOC ; l'arc @ étant égal & 2k= == AOC, le cosinus
de I'arc a est le méme que celui de 'angle AOC, et la projec-
tion de la longueur OP a pour expression OP >< cos a ; mais,
dans ce cas, on a cos b= -} OP; l'expression précédente de-
vient donc cos b cos a. Dans le second cas (fig. 18), la projec-
tion de la longueur OP sur le diametre
A’A est égale & OP >< cos AOC/; langle
AO( étant supplémentaire de AOC, on a
c0s AOC! = — cos AOC=—cos a, et la
projection de OP a pour expression
— OP>< cos a; mais, dans ce cas, cosb
est égal & — OP; l'expression précédente
devientdonc cos b cos @. Ainsi, dans tous les cas, la projec-
tion de la premiere partie OP de la ligne brisée est

Fig. 18.

cos b cos a.

Cherchons maintenant la projection de la seconde partie PD.
II'y a encore deux cas a distinguer, suivant que le point D est
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sur la demi-circonférence CEC’ ou sur la demi-circonférence
C’EC. Dans le premier cas (fig. 17), la direction PD a le méme
sens que le rayon OE, et la projection de la longueur PD est

PD >< cos AOE; l'arc a -+ % , lerminé au point E, est égal a
km = AOE; son cosinus est le méme que celui de I'angle AOE,
et la projection de PD a pour expression PD >< cos (a + 127-);
mais, dans ce cas, on a sin b = - PD, et ’expression précé-
dente devient sin b cos (a -{——g—) Dans le second cas (fig. 18),

la direction PD a le méme sens que le rayon OF/, et la projec-
tion de PD a pour expression PD >< cos AOE’; l'angle AOE/
étant supplémentaire de AOE, on a

cos AOE' = — cos AOE = — cos (a —+- %),
et la projection de PD a pour expression
— PD >< cos (a —I—%);
mais, dans ce cas, sin b est égal & — PD; 'expression précé-

™
dente devient donc sin b cos (a -{-?). Ainsi, dans tous les

cas, la projection de la seconde partie PD est
in b ™\
sin b cos (a -} ?’

Puisque la projection de la ligne droite OD est égale a la
somme des projections des deux parties de la ligne brisée OPD,
on a la relation

cos (a4 b) = cos b cos a -} sin b cos (a - 1;—)

™ . e
Mais on sait (n°9) que cos (a —l—;): —sin a; on obtient
ainsi la formule fondamentale

(6) cos (@ + b) = cos @ cos b — sin a sin b.
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31. — Cette formule est vraie, quelles que soient les valeurs
des arcs a et b, posilifs ou négatifs. Si I'on y remplace b par
— b, elle devient ;

cos (@ — b) = cos @ cos (— b) —sin @ sin (—b).

Mais on sait que cos (—b) = cos b, et que sin (—b) =—sin b
(n° 8) ; on obtient ainsi la formule

(7 cos (@ — b)=cos @ cos b+ sinasinb,

relative & la différence de deux arcs.

82. — Nous venons de trouver le cosinus de la somme ou de
la différence de deux arcs ; on en déduit facilement le sinus.
On a, en effet, :

siﬁ(a—}—b): cos U-;——a)—b]; A
si on applique la formule (7), en remplacant a par -%— a,
il vient

cos [(%——a)—b]: cos (—;——a) cos b-}-sin (—g——-a) sin 0

g ™ o ™ ' 7
mais cos (-?—a)= sin a, sin (2 —a) = cos a ; substituant,

on obtient la formule
(8) sin (@ -+ b) =sin a cos b -+ sin b cos’a,
qui donne le sinus de la somme de deux arcs.
Sil'on y remplace b par —b, on a
-sin (@ — b) =sin a cos (— b) + sin (— b) cos a,
ou

9) sin (@ — b) =sin @ cos b — sin b cos .

Les quatre formules précédentes donnent le sinus et le cosi-
nus de la somme ou de la différence de deux arcs, quand on
connait les sinus et les cosinus de ces deux arcs.
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33. — On peut déduire la tangente de la somme ou de la

différence de deux arcs, quand on connait les tangentes de ces
deux arcs. On a, en effet

a0 D

et si l'on remplace sin (@ - b) et cos (a -{— b) par leurs valeurs
tirées des formules (6) et (8),

sin @ cos b -+ sin b cos a
tang (a4 b) = - - g
&{as- o) COS @ €c0s b — sin @ sin b

Divisons maintenant les deux termes de la fraction par le pro-
duit cos a cos b, il vient

sin @ sin b
i +b); cos @ + cos b
8 W, | sin @ sind '
cos @ cos b
et, par suite,

({05 " * tang (o £ b) =N 0 T VIERE

| —tang @ tang b °
Si l'on remplace b par —b, et si l'on observe que

tang (—
cette formule devient

(11)

b) = — tang b,

__;y . tang a—tangd
g whlew 1 tang a tang b *

de deux arcs,

34. — Uné fois trouvées les formules relatives & 1'addition
il est facile de les étendre & un nombre d’arcs
quelconque.

Si dans les formules (6) et (8) on remplace b par b+c¢, ona
d’abord

cos (a - b -+ ¢) = cos a cos (b 4 ¢) — sin a sin (b ¢),

sin (@ 4 b +c¢) =sin a cos (b 4 ¢)+ cosa sin (b4 ¢) ;

si 'on remplace ensuite cos (b c¢) et sin (b - ¢) par leurs va-
leurs, il vient

cos (@4 b -+ ¢) = cos a cos b cos ¢ — cos @ sin b sin ¢

— ¢0s bsin ¢sin @ — sin ¢ sin @ sin b
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sin (@ 4 b+ ¢) =—sin a sin bsin ¢ sina cos b cos ¢
-} sin b cos ¢ cos @ -} sin ¢ cos @ ¢os b.
On développerait de la méme maniere cos (@ 4 b - c—-d) et
sin (@ + b+ ¢ 4+ d), en mettant ¢ 4 d & la place de c, et ainsi
de suite de proche en proche.

MULTIPLICATION DES ARCS.

35. — Etant données les fonctions circulaires d'un are, il
s’agit de trouver celles des arcs multiples. C’est un cas parti-
culier de I'addition, celui ot les arcs que I'on ajoute sont égaux
entre eux. #

Si dans les formules (6) et (8) on remplace b par @, on a

(12) cos 2@ = cos? ¢ — sin? a,

(13) sin 2@ = 2 sin @ cos a.

La formule (10) donne de la méme maniére

2 tang a

(14) tang 2a =T—_—E;l—g_27.

Si, dans les mémes formules, on fait b==2a, etsil'on rem-
place cos 2a et sin 2¢ par les valeurs que nous venons de
trouver, il vient

cos 3@ = cos® @ — 3 sin? @ cos @ = 4 cos® @ — 3 cos @,
sin 3@ = 3 sin a cos® @ — sin® @ = 3 sin @ — 4 sin® a.

On obtiendrait de méme cos 4a et sin 4@, en faisant b= 3a,
et remplacant cos 3a et sin 3a par leurs valeurs, et ainsi de
suite indéfiniment. Mais on peut calculer séparément les sinus
et les cosinus, en suivant une régle uniforme trés-simple.

86. — Considérons une série d'arcs en progression arithme-
tique; la raison étant b, trois termes consécutifs quelconques
pourront étre représentés par a — b, a, a -} b.

En ajoutant membre & membre les relations (6) et (7), (8)
et (9), on a

cos (a +b) +-cos (@ — b) = 2 cos a@ cos b,
sin (@ +b) 4+ sin (¢ — b) = 2sin @ cos b
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d’ot1 'on déduit

cos (@ + b) = 2 cos a cos b — cos (@ — b)
sin (@ 4 b) =2 sin @ cos b — sin (@ — b). °

On voit par la que l'on obtiendra le cosinus d'un terme quel-
conque a-b de la progression en multipliant le cosinus du
terme précédent a par 2 cos b, cest-a-dire par deuz fois le
cosinus de la raison, et retranchant du produit le cosinus du
terme antéprécédent a —Db.

I1 en est de méme pour les sinus: on obtiendra le sinusd un
terme quelconque de la progression, en multipliant le sinus du
terme précédent par deux fois le cosinus de la raison et 1e-
tranchant du produit le sinus du lerme antéprécédent.

Prenons en particulier la progression arithmétique

0, ay. 2, 30, % B HiasigE B5 @a b |

En appliquant la régle précédente au calcul des cosinus, nous
trouverons successivement

cos 2a = 2cos*a — 1,

cos 3o = 4 cos® @ — 3 cos @,

cos 44 — 8costa —8cos?a 41,
cos ba =

16 cos® @ — 20 cos® @ + 5 cos a,

. . . . . .

La méme régle donne pour les sinus, sil’on a soin de rem-
placer le facteur cos? @ par 1 — sin*a,

sin 2a = 2 sin a cos @,

sin 3¢ = 3 sin @ — 4 sin® a,

sin 4@ = (4 sin @ — 8 sin3 a) cos a,

sin ba = 5 sin @ — 20 sin® ¢ -} 16 sin®-q,

DIVISION DES ARCS.

37. — Clest la question inverse de la précédente: étant
donnée une fonction circulaire d'un arc, il s’agit de trouver
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celles d’'un arc qui est une partie aliquote du premier. Comme
cette question conduit en général & des équations d'nn degre
supérieur au secoud, nous nous bornerons pour le moment au
cas ou l'on divise I'arc en deux parties égales.

Supposons d’abord que 1'on donne cos a, et que l'on demande

le sinus et le cosinus de l'arc moitié 7 ‘Si dans la rela-

tion (1) on ’remplace'w par -%— et dans la relation (12) a par

a \ ¢
S ona les deux équations

sin’—%——l— cos’%: 1

2 @ in? —_
COs '§“'—-S ) = CO0s a,

qui, combinées par addition et soustraction, donnent

ey | —cosa a {+4cosa
il sl dolisl oSl SRINRE S
(15) sin _—I—l/ T K _l/ e

Il est facile d’expliquer pourquoi on trouve ainsi pour
e a :
sin ) et cos 3
les calculs 'arc @ n’entrant que par son cosinus, les formules
se rapportent & tous les arcs qui admettent le cosinus donné.
Soit OP (fig. 19) ce cosinus; dans les formules la lettre @
désigne indistinctement tous les arcs qui
admettent le cosinus OP, c'est-a-dire
tous les arcs qui aboutissent & 1'un des
A deux points M et M’, situés sur une méme
perpendiculaire au diametre AA’. Il faut
% prendre la moitié de tous ces arcs; prenons
Fig. 19. d’abord la moitié¢ AN de l'arc AM ; & l'arc
AM on ajoute une, deux,.... circonférences ; & la moitié¢ AN il
faut ajouter une premiére demi-circonférence, puis une se-
conde...., ce qui transporte le mobile d’abord en N, au point

diamétralement opposé, le raméne en N, le conduit de nouveau
3

deux valeurs égales et de signes contraires. Dans
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en N,, etc. Si de 'arc AM on retranche une; deux,.... circon-
férences, il faut retrancher de AN une, deux,.... demi-circon-
férences, ce qui fait passer successivement par 1es mémes points
N, et N, mais en tournant en sens inverse. Ainsi les moitiés de
tous les arcs qui aboutissent en M forment deux séries d’arcs
aboutissant, lesunsen N, les autres en N,. On prendra de méme
la moiti¢ — AN/de I'arc’— AM’, et, & partir du point N, on
portera un nombre quelconque de demi-circonférences en
tournant dans un sens ou dans l'autre, ce qui donne deux
nouvelles séries d’arcs aboutissant, les unsen N’, les autres
en N’,. D’apres la disposition des quatre points N, N,, N’, N/,
sur la circonférence, on voit que les arcs terminés en ces
points ont deux cosinus égaux et de signes contraires, et aussi
deux sinus égaux et de signes contraires.

Si I'on donnait non-seulement cos a, mais I'arc ¢ lui-méme,

2

: a L2 : RS L
et celui de cos 5 et alors il n’y aurait plus d’indétermination

dans les formules (15).

i a ¢ £ 15 0
d’apres la grandeur de 3 on verrait quel est le signe de sin —

~ 38. —Supposons maintenant que I’on donne sin a, et que 1’on
demande le sinus et le cosinus de I’arc moitié. Les relations (1)
et (13) donnent

6y w71l a a a
sin? — -} cos?— =1 2 8in—c¢c0s —=-sin a:
2 2 ¥ P 2 Y

d’ou, par addition et soustraction,

2 2 .
(sin —Z- -+ cos %) = 1-sina, (sin’ g——— cos %) —=|—sina,

sin —gi—l-cos %— =+ VlFsina, sin %—cos % ==\ 1—sina,

S sin—%:i;\li—{—sinai—;—\/l——sina,
(16) )
[ co %: 71,-\“-!-5111 %\H—sina.
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Comme les signes des deux radicaux sont indépendants I'un
de l'autre, ces formules ddnnent quatre valeurs égales deux
a deux et de signes contraires. Il en devait étre ainsi ; l'arc @
] n’entrant que par son sinus, les formules
™ ge rapportent & tous les arcs qui admettent
N le sinus donné; au sinus donné correspon-

e = dent deux séries d'arcs aboutissant en deux
™. L points M et M’ placés sur une paralléle au
N diametre AA’ (fig. 20) ; les moitiés des arcs
Fig. 20. terminés en M forment deux séries d’arcs

aboutissant & deux points diamétralement opposés N et N, ; les
moitiés des arcs terminés en M’ forment de méme deux séries
d’arcs aboutissant & deux points diamétralement opposés N’
et N’,. On a donc quatre sinus égaux deux a deux et de signes
contraires, et aussi quatre cosinus égaux deux a deux et de
signes contraires. ,

Si lon appelle « I'un des arcs terminés en M, = — « dési-
guera l'un des arcs terminés en M’; les moitiés de ces arcs

o T 3 ¥ . 3 s .
sont — et — — —, et 'on voit que le sinus de I'un est égal

2 2 7
au cosinus de l'autre. On en conclut que les quatre valeurs de

L0 a
sm? sont les mémes que les quatre valeurs de cos-§-,
ce que montrent d’ailleurs les formules.

Si l'on donne, non-seulement sin @, mais 'arc @ lui-méme,

il faudra choisir entre ces quatre valeurs. D’apres la grandeur

dat . ). f a
de I'arc @, on verra quels sont les signes de sin T o de cos —

et en outre laquelle de ces deux quantités est la plus grande
en valeur absolue, ce qui permettra de déterminer les signes
de leur somme et de leur différence ; on connaitra ainsi le signe
dont chaque radical doit étre affecté.

On sait, par exemple, que sin —Z— est égal & -—1?— et!’'on demande

- ™ ™
sin R eb cos T Les deux inconnues étant toutes deux posi-
tives et la premiere plus petite que la seconde, on a

WWV
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S 5 ™ e g
SlnT2—-+COS-ﬁ-—I/|+2 —1/27
1 T Trveid | 1 ddisi I
SIBW—COST—_ 2_— 5
et par suite xia
. sy g V6 — V2
i bl A 3 e
* V6 +y2
C08 —o = v .
39. — Supposons enfin que 'on donne tang a et que l'on

demande la tangente de l'arc moitié. Si dans la relation (14),
on remplace @ par %, et si I'on chasse le dénominateur, on

obtient 1'équation du second degré

(17) tang 2 -+ s tang 2 Jastrete

L’'arc o n’entrant dans l'équation que
par sa tangente, la lettre @ désigne indis-
tinctement tous les arcs qui admettent la
tangente donnée. Or, & une tangente
donnée correspondent deux “séries d’arcs
aboutissant en deux points M et M’ (fig. 21)
diamétralement opposés. Prenons la moitié
AN de larc AM. Si & I'arc AM on ajoute
une demi-circonférence, ce qui conduit
Y| au point M’, il faudra & l'arc moitié AN
8 ajouter un quadrant NN, ; si & 'arc AM’ on

Fig. 21. ajoute une nouvelle demi-circonférence , -
ce qui raméne au point M, il faudra & I'arc moitié AN, ajouter
un nouveau quadrant N,N, ; si I'on ajoute encore a 'arc lui-
méme une, deux,.... demi-circonférences, il faudra & l'arc
moitié ajouler un troisieme quadrant N,N,, puis un quatriéme
N,N, ce qui ramene au point N, et ainsi de suite. Les arcs
moitiés forment donc quatre séries d’arcs aboutissant aux
sommets d'un carré NN,N,N, inscrit dans le cercle. Les deux
séries d’arcs qui aboutissent aux deux points diamétralement
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opposés N et N, admettent méme tangente AS; les deux séries
d’arcs qui aboutissent aux deux points diamétralement opposés
N, et Ny admettent aussi méme tangente — AS/. L'inconnue de

: a
la question, c’est-a-dire tang—é— »adonc deux valeurs - AS et

— A8’ de signes contraires. Voila pourquoi on est arrivé a
une équation du second degré (17), qui a toujours ses racines
réelles. .

‘On remarque sur I’équation que le produit des deux racines
est égald — 1, ce qu'on peut voir aussi sur la figure. En effet
les diagonales NN,, N,N; du carré étant perpendiculaires
entre elles, le triangle SOS’ est rectangle, et1'on a

AS < AS' =07 =1,

et par suite le produit des racines est égal & — 1.

FORMULES SERVANT A LA TRANSFORMATION DES SOMMES
OU DES DIFFERENCES EN PRODUITS.

40. — En ajoutant ou retranchant membre &4 membre les
relations (8) et (9), et de méme les relations (6) et (7), on ob-
tient les relations

sin (@ + b) + sin (a — b) =2 sin @ cos b,

(18 sin (@ 4 b) — sin (@ — b) = 2 cos @ sin b,

: ) cos (@ -4 b) + cos (@ — b) = 2 cos a cos b,
cos (@ — b) — cos (a -+ b) = 2 sin a sin b.
" Sil'on pose ensuite a +b =p, a—b=q,

az__f";‘q b:rq

3 b .
d’ou ) .2— )

[ ) 3
ces relations deviennent

sin p -} sin ¢ = 2 sin

p+aq p—g
g C0s—5—,
sin p — sin ¢ = 2 sin dad cosp+q !
(19) * *
cos p - cos ¢ = 2 cos p—i—q cos p—2-q .
p+q4 p—g
B) sin ) .

C0S ¢ — C0s p = 2 sin
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Ces formules, qui transforment en produits les sommes et
les différences, sont d’'un emploi trés-fréquent dans les calculs
logarithmiques.

On a quelquefois besoin cependant de transformer en somme
ou en différence le produit de deux sinus ou de deux cosinus.
On se servira pour cela des deux derniéres des équations (18)
que l’on écrira ' :

cos (@ + b) + cos (@ — b)

cos @ €os b =
(20)
{ ; cos (@ — b) — cos (a
sin ¢ sin b = ( ) ( + b)
2
41. — Voici quelques autres transformations de sommes ou de diffé-

rences en produits.

z : o e
sina___ sinb _ sin (@ 2= b)

(1) tang @ == tang b=

cosa ~ cosb  cosacosbh ’
; 2 cos ﬁ_—b cos a_—-l_)
(2) séc a—+sécb— i 4 i E— coAgrhens — 2 2
~ cosa cosb cosa cos b cos a cos b :
2sin a_b sin —— a—|—b J
3)séc a—séc b= ) e : = o sl :
(O T cosa  cosb cosacosb COS @ €OS b %

(4) sin a+cos b=sin a--sin [;—r —b]:?sin % + a;gb_lsml}z - i’ii],

L : e O B SO \SeE i A Pel  al—b

(3)sin a—cosb:sma——sm[§ —bJ——?sm[Z. —_2—]3“][5 — _2_],
inag— STCRE ) ETN AR

6) 1—}-sm.a_1-{—cos[2 a |= 2cos I 2],

) 1 —sin a:i——cos[%-—a]:?sin![-: —_;_]_

a
g R 2 sin? ——
®) R s S : 2_=tangi
{+4cosa a 24
2 cos2 —
2
- — 2sin’(1——-a~)
1 —sina 4 % ™ a
— e i), S8 ——
©) Mi-}-sinw - 3 «_3) a"g(4 2)’
5 o8 (—4— 7
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-+ ™
b ; 2 sin (— :L:a)
sin @ cos a t=sina \/ 4
ot —Higt= = = =
(19 1= tgupm =i cos a cos a cos a

42. — On rencontre quelquefois I'expression
sin a - sin b + sin ¢,
dans laquelle la somme des trois angles a, b, cest égale & =. Ona d’abord

b+c b—o .

sin b 4 sin ¢ = 2 sin g Cis =
de la relation ¢+ b + ¢ = =, on déduit a == — (b + ¢), d’on
b+c¢ b+c¢

sin @ = sin (b 4 ¢) = 2 sin Ty IR e |

I’ expression proposée devient ainsi

2 sin b—2l—‘c(c b+ _|_ _c_),
et, si l’on transforme la parenthese
b+4c [
4 sin ) cos —2— €08 o *

e b+c¢ ™ a : . b+e a
.Pulsqu on a —2|_ e e et, par suite, sin - ;_ = o8-,
il vient enfin

: - : : a b ¢
(11) sin @ + sin b + sin ¢ = 4 cos - 008 - c0s - -

Un calcul analogue donne

12) sina - sin b — sin¢ =4 sin % sin g cos—;—

Proposons-nous encore de transformer 1'e xpression
a b ¢
cot — Cotim=—i-t+cot
TR B

dans laquelle la somme de trois angles a, b, ¢ est toujours supposée
égale d =, On a

b ¢ R a
s 5 cos—fz cos§ sin 3 cos—g—
cot—2—-+c0t—2zs.n b+ g F5TI6 s~n£ B ; _b.sinﬁ,”
1 '§‘ Sln'? Sln—2— 1 2 sin 2 2

cos= cos o cos £l—(sin 2 —|—sin9 sin c)“
cot%—l—cotg——{—cot;_—: -—Z-}- 2 £ = A B.eol ;

sin 'nésin—c sing'— inllsi'nﬁ
S | gtlig®iy
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si I’on observe que

in — = cos b+c——cos—b cos ——sinisin—
- S 2.5 & 2 2 2 Vil
la parenthése se réduit a cos % coq—g— , on en conclut
a b c a b c
5N ot Llis oot = mSpot el
(13) cot 3 -+ cot o) —+ cot 2 cot ) cot 5 et

VALEURS NUMERIQUES D'UN CERTAIN NOMBRE DE SINUS
ET DE COSINUS.

43. — Nous avons remarqué déja que le sinus d'un arc est
la moitié de la corde qui sous-tend l'arc double. En géométrie
élémentaire, on apprend & inscrire dans un cercle les poly-
gones réguliers de trois, quatre, cing et quinze cotés ; en divi-
sant les arcs en deux parties égales plusieurs fois successive-
ment, on en déduit les polygones réguliers dont le nombre des
cOtés est exprimé par l'une des formules

o088 S BT LB I8 3¢ §.
A chacun de ces polygones correspond un sinus, et par suite

un cosinus, que l'on sait déterminer.
Considérons d’abord le carré inscrit; le coté du carré étant
égalay/2, ona _
atars 2 B, ™ ﬁ
8in— == €08 — = ——.
4 4 2
A Taide des formules qui servent & la division par 2 (n® 37
et 38), on en déduira par des extractions de racines carrées,

3
sin —8- 9 COS —

T . 4 g (R
T6 ,C0s —— , etc., et, en général, sin ?.— 3

8’ 16’

co‘s% , n étant un nombre entier quelconque. En appliquant

les formules du ne 37, on aura en particulier

g g B « Veve
Mg SSm—— . S
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VoVarveE = VerVagve
o A , -

16 2 ;
Les formules établies pour la multiplication donneront en-
suite les sinus et les cosinus des arcs multiples des préceédents,

c’est-a-dire des arcs compris dans la formule —— o ,dans laquelle

m désigne aussi un nombre entier quelconque.

Le second pglygbne de la deuxiéme série est I'hexagone ré-
gulier, dont le cdté est égal au rayon. On en déduit, comme
nous 'avons déja dit (n°® 28),

{ ™ ™
& vl Ly i v
Le premier polygone de cette série est le triangle équilatéral

Vi
2

dont le coté est égal a v/ 3; on a dong °

i beolashgth A A
sm—3-—-——2—, COS‘g———Q—,

ces formules sont des conséquences des précédentes, puisque

T T , p e

les arcs T et gL sout complémentaires. La division par 2, et

ensuite la multiplication, donnent les sinus et les cosinus de
mm

tous les arcs compris dans la formule

44. — Le second polygone de la troisieme série est le déca-
gone régulier inscrit. Nous rappellerons d’abord comment on
obtient le coté de ce polygone. Soit ABCDEFGHIK (fig. 22)
un décagone régulier inscrit dans le cer-
cle; joignons AD, 'angle inscrit ABG a
pour mesure la moitié de I'arc AG com-
pris entre ses cotés, c'est-a-dire deux di-
visions de la circonférence ; I'angle AMB,
~ qui ason sommet M a I'intérieur du cer-

- cle, a pour mesure la moitié¢ de la somme
: des arcs AB et DG compris entre ses co-
tés, c’fes’t-a-dl.ire encore deux divisions de la circonférence ; ces
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deux angles étant égaux, le triangle ABM est isoscele, et les
deux cotés AB et AM sont égaux. Le triangle OMA est aussi
isoscele ; car l'angle inscrit DAF, ayant pour mesure la moitié
de Yarc DF, c'est-a-dire une division, est égal & I'angle au
centre AOB, qui a méme mesure; les deux cotés AM et OM,
opposés & ces angles égaux, sont égaux. Ainsi, le c6té AB du
décagone régulier est égal & AM et par suite 8 OM. Nous remar-
quons actuellement que la droite AD est bissectrice de I'angle
OAB; car les deux angles inscrits BAD, DAF, ayant pour me-
sure les moitiés des arcs égaux BD, DF, sont égaux; or, on sait
que la bissectrice AM de 'angle A d’un triangle OAB divise le
coté opposé OB en deux parties OM, MB proportionnelles aux
deux cotés adjacents OA, AB; on a donc les rapports égaux
OA _OM

-"AB~ MB'’
si I'on remplace le rayon OA par OB, et la longueur AB par
son égale OM, il vient

OB _ OM
OM ~_ MB’
d’on OM = OB >< MB.

Ceci nous apprend que le c¢6té AB du décagone régulier est
égal au plus grand segment OM du rayon partagé en moyenne
et extréme raison. 4

Sil’onappelle r le rayon, et 2 le segment OM, on a l'équation

w=r(r— ),
ou

(1) 22 4+ re —r? =0.

Cette équation du second degré a ses deux racines réelles et de
signes confraires ; la racine positive, que nous désignerons par
a', donne le c6té du décagone régulier convexe
wigh (V5 —1)
__.'_2'—__' .

Il existe un autre décagone régulier. Si l'on joint les
sommets du décagone régulier convexe de trois en trois, on
‘passera par tous les points de division avant de revenir au
point de départ, et I'on formera ainsi une figure réguliére
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ADGKCFIBEH (fig. 23) & laquelle on a donné le nom de déca-
gone étoilé. La droite AD (fig. 22) est le
¢Oté du décagone étoilé; I'angle BOD qui
a pour mesure 'arc BD, c'est-a-dire deux

~ divisions de la circonférence, étant égal
a l'angle OMD qui a méme mesure, le
triangle OMD est isoscele et le coté DM
est égal 2 OD; ainsi, le coté AD du dé-

Fig. 23. cagone ¢étoilé est égal au coté AM du dé-
cagone convexe, plus le rayon DM. Sidonc on appelle 2” le

coté du décagone étoilé, on a

ik pres LT,

On en déduit 2/ — 2” = — r; la somme des racines de I'équa-
tion (1) étant égale & — 7, il en résulte que la seconde racine
est égale & — 2. Ainsi, les cotés des deux décagones réguliers
sont les valeurs absolues des racines de 1'équation (1).

Il existe aussi deux pentagones réguliers, le pentagone con-
vexe, que l'on obtient en joignant de deux
en deux les sommets du décagone con-
vexe, et le pentagone étoilé, que 1'on ob-
tient en joignant de deux en deux les
sommets du pentagone convexe, ou de
quatre en quatre les sommets du déca-
gone convexe (fig. 24). Si 'on revient &
la figure 22, on voit que la droite DF est
le ¢Oté du pentagone convexe, BF celui du pentagone étoilé..
Dans les triangles rectangles ADF, ABF, on a

sy onsdioasdly) Sl a2 (00 =205)
DF =AF —AD =4r—[v 5 J— i 3

ﬁ’:ﬁ’_‘A—Bf=4rﬂ—[’" (\/3— 1)]'= w(mtg\/‘s‘);

on en déduit

DF:-%—\/lO-,-:? \/-5: H209

BF =5 \/ 10+ 25
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Sil’on prend le rayon pour unité, le cté du décagone con-
vexe donne
plgre B, #DSY | e
5111—1—6- 4 g COSW_T\/“)—I_?\/B,
le c6té du décagone étoilé donne pareillement

sm—?)f—» COSL:‘M, cos-gizsin—%=-:;V10—2 \/3_

10 5 7 10

Le pentagone convexe reproduit sin —;— et le pentagone étoilé

sin —?—;— ou cos 1—7;) En divisant par deux plusieurs fois de

suite et multipliant ensuite par i, on en déduira les sinus et
. : mm
les cosinus de tous les arcs compris dans la formule 5 o .

Au moyen de 'hexagone régulier et du décagone régulier,
on peut construire le pentédécagone régulier ; car on a
BE Vg 2r
: il ek |
pour avoir I'arc du pentédécagone, il suffit donc de retrancher
de l'arc de I'hexagone celui du décagone. 11 est facile de trou-
ver le sinus et le cosinus correspondant : on a, en effet,

™

sin sin (—. B oli—sineh ' €08 — $in —
T5-_ (6 10).—511’1—(—5—(}05'—16* 6 10 )

cos | = > ~ )= v —}—sm sin —
S—15 -—-COS(6 -1—0-)—-005 6 10 °
L] §iti ™
et, si 'on remplace sin —- 55 10" (,os— par leurs
valeurs,
: O} 51 TTT N B s
sin o = 1042vy5 ok et Tt
cos%:—és@\/lo—-Q\/F-l-—\/—qsll—.

A Taide de ce sinus et du cosinus, on pourra déterminer les
sinus et les cosinus de tous les arcs compris dans la formule
mm

3.5.9°




CHAPITRE 1V.

Tables des fonctlions circulaires.

45. — On reconnait aisément qu’une fonction circulaire de
x, par exemple sin @, et I'arc «# lui-méme ne peuvent étre liés
par une équation algébrique entiere s’appliquant a toutes les
valeurs de la variable 2. Car, si les quantités 2 et sin 2 satis-
faisaient & une équation algébrique entiere du degré m par
rapport & z, & chaque valeur de sin 2 correspondraient les m
racines de I'équation, et par conséquenl m valeurs de  ; mais
on sait qu'a chaque valeur de sin  correspondent une infinité
de valeurs de . On démontre aussi qu'une pareille relation est
impossible, méme pour les valeurs de la variable x comprises
entre certaines limites ; ainsi les fonctions circulaires sont des
fonctions transcendantes de I'arc, et il est impossible de calcu-
ler leurs valeurs pour des valeurs quelconques de la variable
par un nombre limité d’opérations élémentaires. Il est donc
nécessaire de construire des tables analogues a celles des loga-
rithmes, tables qui renferment les valeurs que prend la fonc-
tion pour des valeurs de la variable  convenablement choisies.
Lorsqu’on donnera & la variable une valeur qui ne se trouve
pas dans la table, on cons;ierera les deux valeurs consécutives
qui la comprennent et on interpolera comme pour les loga-
rithmes, c’est-d-dire que, dans l'intervalle, on supposera les
variations de la fonctlon proportlonnelles a celles de la va-
riable.

Dans la construction des tables, on regarde I'arc comme la
variable indépendante, et on lui donne une série de valeurs

en progression arithmétique depuis 0 & —;— . Il est inutile de

prolonger la table au deld; car, d’apres les formules des n* 7,
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8 et 9, on ramene facilement 'arc entre les limites 0 et % . Si

I'on construit simultanément une table de sinus et une table

. 2 . ™ . ’
de cosinus, on peut s’arréter & — ; car le sinus d'un arc plus
4

m . ’ ? ; :

grand que “u est égal au cosinus de 'arc complémentaire, qui
™
4
tangentes, sécantes et cosécantes.

est plus petit que . Il en est de méme des tangentes et co-

PRINCIPES SERVANT A LA CONSTRUCTION DES TABLES.

46. — Nous remarquons d’abord que de 0 a -—Z— , Varc est
plus grand que son sinus et plus petit que sa tangente.

Soit AM (fig. 25), un arc plus petit que % ; prenons l'arc
AM’ égal & AM, et par les points M et M’
menons les tangentes MT et M’'T. L’arc
MAM’ est plus grand que la corde MM’ et
plus petit que la ligne brisée envelop-
pante MTM’. 8il'on prend la moitié¢ de
ces trois longueurs, on voit que 'arc AM

Fig. 25. est plus grand que son sinus MP et plus
petit que sa tangente MT.

. 3 7r
En désignant par @ un arc quelconque moindre que 5 ,on

a donc
tang @ > a > sin a.

En divisant ces trois quantités par le nombre positif sin a, il
vient

1 a
oS @ sin a »1
on en déduit
sin @
cos a < - < 1.

Ainsi, le rapport du sinus a l'arc est compris entre 1'unité et le
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cosinus. Si l'arc est trés-petit, le cosinus différant trés-peu de

l'unité, le rapport différera lui-méme trés-peu de I'unité. Sup-

posons maintenant que l'arc @ diminue de plus en plus et tende
sin @

vers zéro; cos @ tendant vers 'unité, le rapport ,qui est

compris entre cos @ et l'unité, tendra lui-méme vers I'unité.
On en conclut que le rapport du sinus a Uarc a pour limite
Punité, quand Uarc diminue jusqu’a zéro.

sin @

.. 47, — Le rapport différant trés-peu de 1'nité, quand

I'arc a est trés-petit, on peut écrire
sin a
a

=1—s

‘

¢ désignant une fraction trés-petite. On en déduit

slot nigq sin @ = @ — ¢a.

Ainsi, la différence qui existe entre le sinus d'un arc trés-
petit et I’arc lui-méme est une fraction trés-petite de l'arc ; en
d’autres termes, quand on prend pour le sinus d'un arc tres-
petit 'arc lui-méme, on commet une erreur relative tres-petite.
Nous nous proposons d’évaluer cette erreur.

Si dans la relation

. a a a a

sin @ = 2 sin — cos — =2 tang — cos® —

nq 251112(:082 2a1g2005 5
; a . 127 Dl !
on remplace tang—?— par une quantité plus petite 5 on di-

minue le second membre et 'on a

.

; a a
BI-aP>s 2 == C0Rt =

P
ou
. (g
sinag > a (1 — sin? 3‘)’
8i, dans cette dernitre inégalité, on remplace 5111—72— par
une quantité plus grande —-, ce qui diminue encore le second

a
# ‘/‘:“ UN
{3

S.0rg/pl

WWW.
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membre, on a, & plus forte raison,

2
sina > a (1 — —%—),
ou .
a3

sina>a,—T;

on en déduit
3

; a
a—sma<—4—~.

Ainsi la différence du sinus & U'arc est moindre que le quart
du cube de Uarc, et 'on a les inégalités

a® §
a——l;—<slﬂa<a.

Quand on prend pour le sinus d’'un arc trés-petit I’arc lui-
3

A ’ . a y
méme, l'erreur absolue est moindre que ok et l'erreur rela-

A X a?
tive moindre que F &

48. — Le cosinus d’'un arc trés-petit différe trés-peu de
T'unité ; évaluons cette différence. Si dans la relation

a Aot G 10
cos @ = cos? 9 ——sm’;:i—?sm’?,

(2 a7 el Al
on remplace sin 5 par la quantité plus grande 5 on dimi-

nue le second membre et 'on a
. a?
cos o >1— it

: : N i
Ainsi cos @ est compris entre l'unité et 1 — 5 Quand on

prend l'unité pour valeur approchée du cosinus d'un arc trés-
! : a? :
petit, on commet une erreur moindre que . Mais quand on
2

a :
prend 1 D pour valeur approchée du cosinus, on commet

une erreur beaucoup plus petite.
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. ) a? 2
En effet, puisqu'on a sina > a L4iAs R on en déduit, en

(¢ s a a?
remplacant ¢ par 5 o Sin 5 > -

5 9 —35 i Sh dansla relation

LT
cosa=1 —2sm’—2-,

w5k ol 4l o 310 a?®
on met & la place de sin > la quantité plus petite WA
on augmente le second mémbre et U'on a
aG
A 5

En supprimant le dernier terme qui est négalif, on a, & plus
forte raison, '

.
cos a < 1 —-'—2—+—1‘6—

a? at
cos a < | —T—*—TG—.

On en déduit les inégalités

a? a? o?
1 —?<cos«a = 1 —_72_ +—1€,

o o . a?
ainsi, quand on prend la quantité trop petite 1 g pour
valeur approchée du cosinus, on commet une erreur moindre

at
que W .

CONSTRUCTION DES TABLES.

49. — Supposons qu'on veuille calculér les sinus et les cosi-
nus des arcs de 10 secondes en 10 secondes, de zéro a 90
degrés dans l'ancienne division. Il faut d’abord trouver la
valeur de sin 107 et celle de cos 10” avec une certaine approxi-
mation.

La différence du sinus de l'arc trés-petit de 10”7 a larc
lui-méme étant une quantité relativement trés-pe\tite, nous
prendrons la longueur de l'arc de 10” pour valeur approchée
de sin 10”; lerreur commise, comme nous l'avons dit, sera

M. DELAGRAVE.

www.rcin.org.pl



50 LIVRE I, CHAPITRE IV.

moindre que le quart du cube de I'arc. Evaluons d'abord cette
erreur.

La demi-circonférence contenant 64800 fois I'arc de 107, la
longueur de l'arc de 10”7 que nous désignerons par « est

T

e T il

En prenant pour = la valeur trop grande 3, 2 on a

« < 0,0000§;

et par suite
v 3 2
.—‘4— < 0, 00000 00000 0004.

L’erreur ne portant que sur la quatorzieme décimale, nous
aurons sin 107 avec treize décimales exactes. Sil’on divise par
64800 le nombre

=3, 14159 26535 89793 23846....
on trouve que le quotient est égal &
0, 00004 84813 681,

plus une fraction complémentaire moindre qu’'une demi-unité
du treizieme ordre décimal. Ponr avoir la valeur exacte de
sin 107, il faudrait en retrancher une fraction moindre qu'une
demi-unité du treizieme ordre décimal ; si I’on prend

0, 00004 84813 681

pour valeur approchée de sin 10”, on commeitra une erreur

égale a la différence de ces deux fractions, et par conséquent

moindre qu'une demi-unité du treizieme ordre décimal.
Calculons maintenant cos 10”. Nous prendrons pour valeur

approchée de cos 107 la quantité 1 — et I’erreur commise

ui
7%
4

¥ a " 4
sera moindre que 16 et par conséquent moindre que T

on aura donc cos 10” avec dix-huit chiffres décimaux exacts.
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En faisant le calcul on trouve

« = 0,00004 84813 68110 953
«? = 0,00000.00023 50443 053

——=0,00000 00011 75221 526

<

par défaut avec dix-huit décimales exactes ; on en déduit
ib :
1 —-“2— = 0,99999 99988 24778 474

par exces, avec une erreur moindre qu'une unité du dix-hui-
titme ordre décimal; pour avoir le cosinus de l'arc de 107, il
faudrait y ajouter une fraction moindre qu'une unité du dix-
huitiéme ordre décimal ; si 'on prend pour valeur approchée
de cos 10” le nombre précédent, 'erreur, qui est la différence
des deux erreurs, sera moindre qu'une unité du dix-huitiéme
ordre décimal. '

50. — Une fois que l'on connait le sinus et le cosinus du
premier terme de la progression arithmétique, la régle du n° 36
permet de calculer successivement les sinus et les cosinus de
tous les termes de la progression. En désignant par ¢ la quan-
tité connue 2 cos 10”, on a

sin 20” = ¢ sin 107, cos 20" =qcos 10" — 1,
sin 307 = ¢ sin 20”7 — sin 10”, cos 30” = q cos 20” — cos 107,
sin 40” = ¢ sin 30” — sin 20”, cos 40” = ¢ cos 30” — cos 20"

)

On peut abréger les calculs en remarquant que la quantité ¢
differe trés-peu du nombre 2, et posant g =2 — p ; les for-
mules deviennent

sin 20” — sin 10” = sin 10” — p sin 107,
sin 30” — sin 20” = (sin 20" — sin 10”) — p sin 20 ;
sin 40” — sin 30” = (sin 30” — sin 20”) — p sin 30”;
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. . . @
Comme on a pris approximativement cos 10" =1 — —-

~

,ona

p=2—2cos 10” =«*. Ainsi la lettre p désigne la quantité
trés-petite »* calculée précédemment, et 'on a

p» = 0,00000 00023 504.

On calculera d’abord le produit p sin 10” que l'on retranchera
de sin 107, ce qui donnera la différence sin 207 — sin 10”; en
ajoutant cette différence & sin 10”, on aura sin 20”. On multi-
pliera ensuite sin 20” par p, et on retranchera le produit de
sin 20”7 — sin 10”, ce qui donnera la différence suivante
sin 30” — sin 207 ; ajoutant cette différence a sin 20”, on aura
sin 30”7 ; et ainsi de suite de proche en proche. Les huit pre-
miers chiffres décimaux du nombre p étant des zéros, iln'y a
dans chaque multiplication que cing produits partiels & cal-
culer, ce qui abrége beaucoup les opérations ; en multipliant
par le nombre g on aurait quatorze produits partiels a effectuer.

58. — La construction des tables de sinus et de cosinus né-
cessite une longue suite de calculs approchés. On vérifiera les
calculs & I’aide des sinus et des cosinus que I'on sait trouver
directement. On peut employer dans ce but les sinus et les
cosinus des arcs de 9 en 9 degrés. i

Nous avons trouvé (n° 44)

VB4 V1042 V5
i

7 ; cos 18%=

Vb4 |
4

sin 18°=

V10—2 V5

: S4°=ain1 36%—=
cos sin 3 7

sin 54°=cos 36°=

Du sinus de l'arc de 18° on déduit sin 9° et cos 9° & l’aidé des
formules du n° 38. On a en effet

V34+vs
2

V5—y5

? P

sin 9° 4 cos 9° =

sin 9° — cos 9° = —
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d’o

sin9°=-i-(\/3+\/3-\/5—\/?)’
os 9 = (V3 V5 + V5 —V5)
Du sinus de L'arc 54° on déduit de la méme manire
-(V5+VE — V3—vE)
cos2l=—(\V5+VELV 3—y35)

On a d’ailleurs

8l 270 =

_‘,,_\l

—

sin 45° ==/c0B 4b%== g !

Nous formons ainsi le tableau suivant :
= (\/ HE—Vo—VE) cos 9= L (VB Vv,
S 50K LN cos18°=%\/10—|—2\/€,

i e

sin 270 = (Vo+V5—V3—VB),  cos 27 = +(VovaV3ya),
sin 360 = %(\/ 10—2vV5, cos 36° "/5;‘1 :

sin 45° -——Yg— 5 ¢GOS An'== \/2—?

52. — Comume la plupart des calculs se font par logarithmes,
on a construit des tables contenant, non pas les valeurs mémes
des fonctions circulaires, mais celles de leurs logarithmes. On
déduira ces nouvelles tables des précédentes a 1’aide de la table
ordinaire des logarithmes des nombres entiers ; mais on peut
aussi les calculer directement en employant des séries dont
nous parlerons plus tard.

Quand les tables des logarithmes des sinus et des cosinus
sont construites, celles des logarithmes des tangentes et des
cotangentes s'en déduisent par les relations
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sin @ cOs &
tang z = B Ccot £ =—;
cos & sin

d’olt
log tang # = log sin z — log cos z,
log cot z = log cos & — log sin x.
Il est inutile d'inscrire dans les tables les logarithmes des
sécantes et des cosécantes, puisqu'en vertu des relations

1

86C & = -
sin

p Co8éC T =

.

Cos ¥
on a

log séc = — log cos &, log coséc x = — log sin z.

Les tables les plus usitées en France sont les petites tables de
" Lalande a cinq décimales, et les grandes tables de Callet & sept
décimales. Nous parlerons d'abord des tables de Lalande, puis
nous ferons connaitre celles de Callet.

TABLES DE LALANDE.

53. — Les tables de Lalande contiennent les logarithmes des
sinus, cosinus, tangentes et cotangentes des arcs de minute en
minute de 0 a 45 degrés. Le nombre des degrés est marqué au
haut de la page et les minutes dans la petite colonne & droite ;
les logarithmes des sinus sont inscrits dans la colonne intitulée
sinus, ceux des tangentes dans la colonne intitulée tang., etc.
La lecture se fait de haut en bas.

La table se prolonge ensuite de 45 4 90 degrés en sens inverse.
Les sinus des arcs de 45° & 90° étant égaux aux cosinus des arcs
de 45° 4 0°, la colonne des cosinus devient celle des sinus et
réciproquement. Les cotangentes des arcs de 45° & 0° donnent
de méme les tangentes des arcs de 45° & 90° et les tangentes les
cotangentes. Pour prolonger la table de 45° & 90°, on a. marqué
les degrés au bas de la page et les minutes dans la petite co-
lonne a droite. La lecture se fait ici de bas en haut.

Les sinus et les cosinus étant plus petits que 'unité, leurs
logarithmes sont négatifs ; mais, comme on I'a vu en algébre
pour les logarithmes de nombres plus petits que 'unité, on ne
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se sert pas de logarithmes entiérement négatifs; on préfére
laisser positive la partie décimale du logarithme et rendre né-
gative seulement la partie entiére ou la caractéristique.

Pour éviter les caractéristiques négatives, on a, dans la plu-
part des tables trigonométriques, ajouté 10 unités & chaque
logarithme ; il convient dans la pratique de rétablir la vraie
caractéristique en retranchant ces 10 unités. Ainsi on écrira

log sin 2°30" = 2,63968
log sin 35°28’ =1,76360
log sin 64°53' = 1,95686

Les vrais logarithmes des sinus et des cosinus auront tous des

caractéristiques négatives; cette caractéristique est ¥, excepté
quand l'arc est compris entre 0° et 5° 44’ pour le sinus et entre
84° 16 et 90° pour le cosinus.

La tangente étant plus petite que l'unité de 0°a 45° et plus
grande que 'unité de 45°a 90°, la caractéristique de son loga-
rithme est négative dans le premier intervalle, positive dans
le second ; c¢’est le contraire pour les cotangentes. Pour éviter
les caractéristiques négatives, on a aussi ajouté 10 aux carac-
téristiques négatives ; on aura soin dans la pratique de retran-
cher ces dix unités pour rétablir la vraie caractéristique. Ainsi
on écrira ' ’

log tang 5°30 = 2,98358
log cot 23°15' = 0,36690
log tang 86°20" = 1,19326.

A coté de la colonne des sinus, dans une colonne intitulée D,
sont inscrites les différences tabulaires, ‘c’est-a-dire les diffé-
rences qui existent entre deux logarithmes consécutifs. De
méme, & coté de la colonne des cosinus est une petite colonne
renfermant les différences tabulaires. 11 faut remarquer que
les différences tabulaires relatives au sinus sont positives,
puisque le sinus va en augmentant, tandis que celles relatives
au cosinus sont négatives, puisque le cosinus va en diminuant.

Entre la colonne des tangentes et celle des cotangentes, se
trouvent les différences tabulaires qui sont les mémes pour les
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tangentes et les cotangentes, mais avec des signes contraires,
puisque la tangente et la cotangente d'un méme arc ont des
logarithmes égaux et de signes contraires.

Pour faire usage des tables des fonctions circulaires, il faut
savoir résoudre les deux questions suivantes : {° étant donné
un angle, trouver le logarithme d’une de ses lignes trigono-
métriques ; 2° réciproquement, étant donné le logarithme d’une
ligne trigonométrique, trouver l'angle correspondant.

Etant donné un angle, trouver le logarithme d'une de ses
lignes trigonométriques.

84. — Lorsque I'angle donné ne contient que des degrés et
des minutes, on trouve immeédiatement dans les tables les loga-
rithmes de ses lignes trigonométriques. Mais si’angle contient
des secondes et des fractions de seconde, il faudra effectuer
une interpolation. Quelques exemples feront bien comprendre
la maniére de procéder :

[° Trouver le logarithme de sin 25° 12/ 34”. On cherchera
dans les tables le logarithme de sinus 25° 12/. La différence
tabulaire est 27, c’est a-dire que si 'on augmentait l'angle
d’'une minute, il faudrait augmenter le logarithme du sinus
de 27 unités du cinquiéme ordre décimal. On admet que les
accroissements du logarithme sont sensiblement proportion-
nels aux accroissements de ’angle, quand il s’agit d’accroisse-
ments plus petits qu'une minute. On dira donc : & un accrois-
sement de 1 dans l'angle correspond un accroissement 27 dans
le logarithme ; & un accroissement de 1”7 dans l'angle corres-

: 27 : :
pond un accroissement T dans le logarithme ; & un accrois-

T34
sement de 34” correspond une augmentation —7>-<-3—*=

; 60
dans le logarithme. On disposera l'opération de la maniére
suivante :

15

log sin 25° 12 =1,62918
P 34" 15
log sin 25° 1% 34” = 1,62933
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2° Trouver le logarithme de cos 38°45/27”. On cherchera dans
les tables le logarvithme de cos 38°45'. La différence tabulaire
est 10, ¢’est-a-dire que sil'on augmentait 'angle d’'une minute,
il faudrait diminuer le logarithme du cosinus de 10 unités du"
cinquieme ordre. Admettant que la diminution du logarithme
du cosinus est sensiblement proportionnelle a I'accroissement
de 'angle, quand il s’agit d’accroissements plus petits qu'une
minute, on dira comme précédemment : & un accroissement

de 1” dans I'angle correspond une diminution o dans le lo-

60
garithme, & un accroissement de 27” correspond une diminu-
tion ﬂ)-?—ogl- = b dans le logarithme. On écrira
log cos 38%45 = 1,89203
P 27 —5

log cos 38°45/27” = 1,89198

3° Trouver le logarithme de tang 75°28/36”. On cherchera
dans les tables en allant de bas en haut le logarithme de
tang 75°28’; la différence tabulaire est 52; interpolant par par-
ties proportionnelles, on voit qu’a une augmentation de 36"

dans l'angle correspond une augmentatioxi 12%3_3_6_ =131
dans le logarithme. On écrira
log tang 75°28' = 0,58630
P* 36" 31

log tang 75°2836” = 0,58661

4 Trouver le logarithme de cot 81°45’20”. On cherchera
dans les tables log cot 81°45%; la différence tabulaire est 89 ; a
un accroissement de 20” dans 'angle correspond une diminu-

tion de g—g;—?g-: 30 dans le logarithme de la cotangente;
on écrira
log cot 81°45'  =1,16135
P 207" + — 30

log cot 81°45'20” = 1,16105
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55. — Nous avons interpolé par parties proportionnelles, ce
qui n’est pas rigoureusement-exact. Quand on cherche le loga-
rithme d’un sinus, on démontre que si I'angle est plus grand
que 1°30’ environ, I'erreur provenant de la proportion n’altére
pas les cing premiers chiffres décimaux ; on peut, dans ce cas,
considérer la proportion comme exacte. Mais si 'angle est plus
petit que 1°30”, 1'emploi de la proportion pourra altérer le cin-
quiéme chiffre décimal dune ou de plusieurs unités; de 1°a
1°30’, erreur ne dépasse pas une unité ; de 45’ a 1° elle ne dé-
passe pas 2 unités; de 36’ a 45, elle peut s’élever & 4 unités ;
pour les angles plus petits que 36/, elle devient beaucoup plus
forte.

Quand on cherche le logarithme d'un cosinus, la proportion
peut étre considérée comme exacte tant que l'angle est plus
petit que 88°30’ environ.

Quand on cherche le logarithme d'une tangente ou d’'une co-
tangente, la proportion ne donne pas d’erreur sensible tant
que l’angle est compris entre 1°30” et 88°30’.

Aussi quand on a de tres-petits angles, convient-il de faire
usage d'une table supplémentaire procédant de seconde en se-
conde ou de dix secondes en dix secondes.

Etant donné le logarithme d'une ligne rigonométrique,
trouver l'angle correspondant.

&6. — Si 'on donne le logarithme d'un sinus ou d'une tan-
gente, on cherchera dans la table le logarithme immédiate-
ment inférieur au logarithme donné. Mais si l'on donne le
logarithme d’un cosinus ou d’une cotangente, on cherchera le
logarithme immeédiatement supérieur ; puis on interpolera par
parties proportionnelles.

1° Soit log sin & = 1,87438.

Le logarithme de sin 48°29’ est celui qui, dans les tables des
sinus, approche le plus par défaut du logarithme donné ; ce

logarithme est 1,87434 ; il en differe de 4 unités du cinquieme
ordre décimal. La différence tabulaire est 12, c'est-a-dire que
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si I'on ajoutait 12 au logarithme, il faudrait ajouter une mi-
nute & l'angle ; les accroissements du logarithme et de I’angle
étant sensiblement proportionnels, on dira :a un accroisse-
ment 12 dans le logarithme, correspond un accroissement de

1’ ou de 6(” dans l'angle; & un accroissement 1 dans le loga-
o . 60” : y
rithme correspond un accroissement —-— dans l'angle; & un

12
accroissement 4 dans le logarithme correspond un accroisse-
g /
ment 601—;4= 20” dans l'angle. Ainsi I'angle cherché est
182020,

On dispose l'opération de la maniére suivante :

log sin # = 1,87438
log sin 4829 = 1,87434
P B, 1 ok

@ = 48°29'20".

2° Soit log cos # = T,90844.

Le logarithme de cos 35°54 est celui qui approche le plus
par excés du logarithme donné ; ce logarithme est 1,90851 : il
“en differe de 7,unités du cinquiéme ordre décimal. La diffé-
rence tabulaire est 9, 4 une diminution de 9 dans le logarithme

du cosinus correspond un accroissenient de 1 ou de 60” dans
> /I
l'arc ; & une diminution { correspond l'accroissement T ;4
007 ><T V¢
9

une diminution 7 correspond l'accroissement = 434

L’angle cherché est 35"5!"47” . On é&crira

log cos = 1,90814
log cos 35°54’ = 1,90861
B 47" —17

o = 35°5447".

5%. — Il importe de se rendre compte du degré d’approxi-

mation avec lequel on obtient I'angle, quand on le détermine
ainsi par le logarithme d’une de ses lignes trigonométriques,
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Supposons d’abord l'angle défini par le logarithme de son
sinus. Soit, par exemple, log sinz = 2,58613. Le logarithme

2,58419 du sinus de 2°12’ est celui qui en approche le plus par
défaut ; il en differe de 194. La différence tabulaire étant 328,
194 >< 60
A28 <asi
nant I'approximation. Soit en général log sin #=a; appelons z,
I’angle qu’on obtient par la méthode précédente, et A la diffé-
rence tabulaire dont on s’est servi; pour produire une varia-
tion d'une unité du cinquieme ordre décimal dans le loga-
rithme du sinus, il faut faire varier 'angle d’'une quantité
60//

il faut ajouter a I'angle = 35", 48. Voyons mainte-

; par conséquent, le méme mode d'interpolation don-

o=

nerait les valeurs approchées log sin (z, + «) = @ +T(1)§' et

‘ 1 ; !
log sin (z,—«)=a— Tos » mais on sait que l'erreur provenant
de l'interpolation "par parties proportionnelles est moindre
| ' :
que -3 On en conclut que la valeur exacte de log sin (z,4)

est plus grande que a, et que la valeur exacte de log sin (z,—«)

est plus petite que a. Les logarithmes des sinus des arcs z; —« -

et #; + « étavt, I'un inférieur, lautre supérieur i a, il est clair
que l'arc #, dont le sinus a pour logarithme @, est compris
entre £, — « et x, 4 «; si 'on prend la valeur approchée z,,

on commettra une erreur moindre que «, ¢’est-a-dire moindre
60” ; . Y
que ——. Dans l'exemple précédent, lerreur est moindre

/
328 °
puisse pas compter sur le chiffre des dixiémes de seconde,
comme lerreur est ici moindre que 2 dixiemes, il est bon de
conserver ce chiffre, et 'on écrira = 2°12/35" 5.

La différence tabulaire allant sans cesse en diminuant,
quand l'angle croit de 0° a 90°, il en résulte que l'erreur
absolue commise sur l'angle va en augmentant. Au-des-
sous de 12°, la différence tabulaire étant plus grande que

; e 2 O
que et par conséquent moindre que 0”,2. Quoiqu’on ne
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} 60//
60
1”. Mais au dela de 12° on n'a plus les secondes exactement.
Dans le voisinage de 22°, la différence tabulaire étant 30, la
/)

limite dt'a I'erreur est %?—0/— ou 2” ; dans le voisinage de 30°, elle
est de 3”7 daus le voisinage de 40°, de 4” ; dans le voisinage de
45°, de 5”7 ; vers 50°, elle est de 67 ; vers 55°, de 7”; vers 60°,
de 8”; jusque-la on a langle a moins de 10 secondes pres.
Mais au dela de 60° 'erreur croit rapidement : vers 70° elle est
de 127, vers 80° de 307, vers 85° elle peut s'élever & une mi-
nute. Dans le voisinage de 88°, on voit le méme logarithme se
rapporter a trois angles consécutifs ; comme on peut prendre
a volonté l'un des trois angles, ’erreur peut s’élever & 3 mi-
nutes. On conclut de 1a que les angles voisins de 90 degrés sont
tres-mal déterminés par leurs sinus. De méme les petits angles
sont mal déterminés par leurs cosinus. Mais les tangentes
n’offrent pas le méme inconvénient: si nous parcourons la
colonne des différences tabulaires relatives aux tangentes, nous
voyons qu’elles diminuent de 0° & 45° pour augmenter ensuite
de 45° & 90° ; I'erreur augmente donc jusqu'a 45° pour dimi-
nuer ensuite. Au dessous de 12°, I'erreur commise sur l'angle
est moindre qu'une seconde ; vers 27°la limite est de 2”, vers 45°
de 27,4 ; au deld de 45e elle diminue, repassant par les mémes
valeurs que précédemment, puisque la différence tabulaire
redevient la méme. C’est vers 45° que lerreur est la plus
grande, et sa limite est alors ?27,4. Ainsi, quand on délermine
un angle par sa tangente ow par sa cotangente au moyen des
tables de Lalande, l'erreur commise sur Uangle reste toujours
_inférieure a 3 secondes.

Il faudra donc dans la pratique, autant que l'on pourra,
déterminer les angles inconnus par leurs tangentes ou leurs
cotangentes, plutot que par leurs sinus ou leurs cosinus.

60, lerreur commise sur l'angle est moindre que

ou

8. — Ilest aisé de se rendre compte de la raison pour la-

quelle les angles voisins de —;— sont mal déterminés par leurs
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. . i ™ 3 o
sinus. Soit # un arc voisin de 5 h un accroissement trés-

petit donné & cet arc, on a

sin (z 4+ h)—sin 2 =2 sin% oS (a: -|——2h—) J

d’ou
sin (¢ 4 h) —sinz i (%) h
h ¥ h A (a: Ay _2—)
(4]
e
o (?) h
Le rapport du sinus de l'arc trés-petit e 4 larc

3 )
<
miTd A, " S e T
lui-méme différe trés-peu de l'unité ; si I'arc z est voisin de —,

le second facteur cos (a: + —g—) est trés-petit ; le premier membre
a donc une valeur trés-petite, et par conséquent la différence
sin (z 4 h) — sin z est trés-petite par rapport & 4. Ainsi, quand
I'arc est voisin de % , la variation du sinus est trés-petite par
rapport a celle de I’arc. Inversement, on a

h puiakB:llo 53 ob 44
sin (z 4 h) — sin z sin(%) tis (w—}—%—) ]

B ™
quand l'arc « est voisin de — , le second facteur

h
étant tres-grand, le rapport de la variation i de l'arc &°celle du
sinus est trés-grand, et, par conséquent, & une variation tres-
petite du sinus correspond une variation beaucoup plus grande
de l'arc.

TABLES DE CALLET.

59. — Les tables de Callet contiennent les logarithmes des
sinus et des cosinus, des tangentes et des cotangentes, de dix en
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dix secondes depuis 0° jusqu'a 45°. Les degrés sont marqués au
haut de la page; les minutes dans une petite colonne a gauche
et les dizaines de secondes a coté des minutes. La lecture se fait
en descendant.

Les tablesreviennent ensuite sur elles-mémes et se prolongent
ainsi de 45° & 90°, les sinus et les tangentes devenant les cosi-
nus et les cotangentes des arcs complémentaires et réciproque-
ment. De 45° & 90° les degrés sont marqués au bas de la page,
les minutes dans une petite colonne & droite et les dizaines de
secondes & cOté ; la lecture se fait ici en montant,.

Pour éviter les caractéristiques négatives, on a ajouté 10 aux
logarithmes des sinus et des cosinus, et aussi aux logarithmes
des tangentes de 0° a 45° ou des cotangentes de 45° & 90°. On
aura soin dans la pratique de rétablir les vrais caractéristiques
en retranchant 10 ; les logarithmes des cotangentes de 0° & 45°
ou des tangentes de 45° & 90°, ayant leurs caractéristiques po-
sitives, n'ont pas été altérés.

A coté de chaque colonne de logarithmes se trouvent les
différences tabulaires. ‘

L'usage des tables de Callet n'offre aucune difficulté. On
procédera comme avec les tables de Lalande, seulement le cal-
cul des parties proportionnelles sera beaucoup plus simple.

Etant donné un angle, trouwver le logarithme d’une de ses
lignes trigonoméiriques.

60. — On demande, par exemple, log sin 32° 28° 45”.6. On
cherchera dans la table log sin 32° 28 40”. La différence tabu-
laire est 331 ; admettant que les accroissements du logarithme
du sinus sont sensiblement proportionnels aux accroissements
de l'angle, quand il s’agit d’accroissements plus petits que dix
secondes, on dira : & un accroissement de 10” dans 'angle cor-
respond un accroissement 331 dans le logarithme ; & un ac-
croissement de 1” dans l'angle correspond un accroissement
33,1 dix fois plus petit dans le logarithme ; & un accroissement
de 5”,6 dans l'angle correspond un aceroissement

33,1 < 5,6 = 185
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dans le logarithme. On disposera l'opération de cette maniére ;

log sin 32° 28’ 407 = 1,7299520
P U8 . vl 18B
log sin 32° 28’ 45”,6 = 1,7299705

De méme, soit & trouver log cos 51° 47/ 18”,7. On cherchera
dans la table log cos 51° 47" 10” ; la différence tabulaire étant
267 pdur 10”7, un accroissement de 8”7 dans l’angle produit
une diminution égale & 26,7 ><8,7=232 dans le logarithme
du cosinus. On écrira donc

log cos 51° 47/ 107 = 1,7914091
pr 8”7 239
log cos 51° 47/ 18/,7 = 1,7913859

On procédera pour les tangentes comme pour les sinus, et
pour les cotangentes comme pour les cosinus.

La régle du calcul des parties proportionnelles est la sui-
vante : pour avoir la quantzte dont il faudra augmenter ou
diminuer le logarithme des tables, on divisera la différence ta-
bulaire par 10, et on la multipliera par le nombre des secondes
et des fractions de seconde.

61. — Nous avons supposé que les variations des logarithmes
des lignes trigonométriques sont sensiblement proportionnelles
aux variations de l'angle ; cette proportion n’étant pas rigou-
reusement exacte, l'interpolation par parties proportionnelles
produira dans le logarithme une certaine erreur.

On démontre que lerreur est moindre qu’une unité déci-

male du septieme ordre, pour tous les angles plus grands que
5° quand il s’agit d’un sinus, et par conséquent pour tous les
angles plus petits que 85°, quand il s’agit d'un cosinus, et de
méme pour tous les angles compris entre 5° et 85°, quand il
s’agit d'une tangente et d’une cotangente. Ainsi, entre ces li-
mites, on peut regarder la proportion comme exacte.

Mais, si l'on cherchait de cette maniére le logarithme du
sinus ou de la tangente d’un angle trés-petit, on pourrait com-
mettre sur le logarithme une erreur d'une ou de plusieurs
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unités du septitme ordre décimal. Pour éviter cet inconvé-
nient, les tables de Callet renferment les logarithmes des sinus
et des tangentes de seconde en seconde pour. les cinq premiers
degrés. L'interpolation par parties proportiorinelles, ne portant
alors que sur les fractions de seconde, ne causera pas d’erreur
sensible.

Etant donné le logaﬁthme d'une ligne trigonométrigue,
trouver Uangle correspondant.

62. — Soit, par exemple, logsin z = 1,1034756. On cher-
chera dans les tables des sinus le logarithme le plus approché
par défaut; c'est log sin 7°17'20" = 1,1033667, qui differe du
logarithme proposé de 1089. La différence tabulaire est 1645.
Les accroissements de l'angle étant sensiblement proportion-
nels 4 ceux du logarithme, on dira : & l'accroissement 1645 du

logarithme correspond l'accroissement 10” dans I'angle ; & 1'ac-
. . //
croissement 1 du logarithme correspond l'accroissement

1645
de l'angle ; & l'accroissement 1089 du logarithme correspond
/!
T'accroissement M =6",62. On écrira donc
1645
logsinz = 1,1034756
log 8in 7217207 1 v ="1.1033667
pour 67,62 1089

&= el 267,62

Soit encore log cos x = 1,6453478. On éerira

log cos x =I,G/153’178
log cos 63°46'207 = 1,6453641
pour 37,82 — 163

a = 63°46'23",82

On a cherché dans les tables le logarithme du cosinus le
plus approché par exces, puis on a interpolé par parties pro-
portionnelles comme précédemment.

La régle du calcul des parties proportionnelles est la sui-
vante : Pour avoir les secondes et les fraclions de seconde, on

5
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multiplie par 10 la différence qui existe entre le logarithme
donné et celut des tables, et on divise le résullat par la diffe-
rence tabulaire. i

On procede pour la tangente comme pour le sinus, pour la
cotangente comme pour le cosinus,

63. — Examinons maintenant 'approximation avec laquelle
on obtient les angles. Appelons A la différence tabulaire qui
correspond & une variation de 10” dans l'angle ; d’aprés le rai-

sonnement qui a été¢ fait précédemment, I'erreur commise sur
/7
I'angle cherché est moindre que

. Dans le premier exem-
ple, la différence tabulaire étant 1645, I'erreur commise sur

I'angle est moindre que ou que 07,01 ; on a donc 'angle

10//
1645
a4 moins d'un centieme de seconde.

Pour les sinus, les différences tabulaires allant en dimi-
nuant de 0° & 90°, l'erreur absolue commise sur l'angle aug-
mente avec la valeur de l'angle. Pour bien montrer cette
augmentation progressive de l'erreur, nous meltons en regard
I'angle et la limite de l'erreur correspondante :

5, 100, 200, 300, 40> , 43, 500 , 8o, 870, 880, 89°, 8940/
07,005, 07,01, 07,02, 07,03, 07,04, 07,05, 07,1, 075, 17, 27, 5", 10",

Jusqu'a 50° lerreur est moindre qu'un dixiéme de seconde,
mais ensuite elle devient trés-considérable. Ainsi les angles
voisins de 90° sont mal déterminés par leurs sinus, de méme
les angles trés-petits par leurs cosinus.

Les tangentes et les cotangentes ne présentent pas le méme
inconvénient. IL'erreur augmente jusqu'a 45°, ou elle est
moindre que 07,03, pour diminuer ensuite jusqu’a 99°. Ainsi,
(uand on détermine un angle par le logarithme de sa tangente
ou de sa cotangente, on peut compter que, dans tous les cas,
I'erreur commise sera moindre que 07,03. Le chiffre des
dixiemes de seconde sera exact; cependant il sera bon de con-
server le chiffre des centiémes, quoiqu’il puisse étre fautif de
quelques unités, '
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>~

.Si l'angle cherché est plus petit que 5°, on emploiera la
table supplémentaire relative aux petits angles et procédant de
seconde en seconde. Ici l'approximation sera plus grande et
pourra aller jusqu’aux milliemes de seconde.

Les cercles, dont on se sert pour les observations astrono-
miques et dans les opérations géodésiques qui exigent une
grande précision, donnent les angles & une seconde pres. 1l
faut, dans ce cas, pour ne pas augmenter ’erreur par le calcul,
se servir des tables de Callet. Mais dans les opérations topogra-
phiques ordinaires, oul les angles ne sont mesurés qu’a une
minute ou & une demi-minute pres, les tables de Lalande sont
suffisantes.

Ezercices.

10 Démontrer les formules

g 3 4
5~ =arc sin — —|— arc sin 5

™ 1 1

<[ =="arc tang - —+2are tang T

" =arc tang - - arc tang = —-arc tang 4
e s ) 0 .ol

2° Démontrer la formule
sin & - sin 3z 4 sin 5z
€08 & - cos 3z +- cos dx
3o Démontrer les formules
sin @ =sin (36° 4 @) — sin (30° — ) -} sin (72° + a) — sin (720 — x),
sin @ =sin (54° 4+ x) +sin (54° — x) — sin (18° |- &) —sin (18° — ).
4° Si les angles 0 et w satisfont & la relation
(14ecosg)(l —ecosu)=1— e,

0 14e %
tang 3 = V—mtang »24 .

5o Vérifier les identités suivantes :
sin @ + 2 sin 3a - sin 54 sin 3a
sin 3a -+ 2 sin 52 - sin 7a sin ba ’
cos? (@ — b) + cos2b — 2 cosa cos b cos (@ — b) =sinta,

tang 3z =

on a
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™
— tano® — —
Ao (4 ' a) 4 tang a (1 — tang? q)

(14 tangta)r™

= sin 2a,

=sin 4a,

1+ tang? (—2 -+ a)
4 sin a sin (-;r— — a) sin (—;— + a) = sin 3a,
3

sin @ = sin na -+ sin n — 1)a
cos a = cos na -+ cos 2n — 1)a

4 cos a cos (—Qf- - a)cos(—?——i— a) = cos 3a,

= tang na.

6° Résoudre les équations suivantes :

tang (-77:-— w)—i—cotang (—Z——-:L‘) =4; Réponse: = nni-—% .
sin 4 sin 22 +sin 3z =0; R: 2 =n=, ou w:?n,r__‘%'_ :
cos x-cos 2x+cos3x=0; R: 2x= (n+ %—)1&', ouy = Mrw i—z—;z- .

tanga;—}—tang(%—}—w):O; R: 2x=n1r+(—-1)”%-,

tang 2z-+-cotangx =8cos2x; R: 2= (n —'l—%)m', ou 4r =nr4(—1)" -1;-
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‘ LIVRE 1.

TRIGONOMETRIE RECTILIGNE.

CHAPTRE [

Propriétés des triangles.

B

Un triangle rectiligne est déterminé quand on connait trois
de ses six éléments, pourvu toutefois que, parmi les éléments
donnés, il y ait au moins un coté, et on apprend en géome-
trie élémentaire comment, avec une regle, un compas et un
rapporteur, on peut construire le triangle et par conséquent
déterminer les trois éléments inconnus: mais les constructions
graphiques sont loin d’offrir une précision coqvﬁable. A l'aide
des fonctions circulaires, on peut remplacer ces constructions
graphiques par des calculs numeériques qui donnent les quan-
tités cherchées avec une trés-grande approximation j c’est le
but de la trigonométrie rectiligne. Nous désignerons les angles
du triangle par les lettres A, B, C, et les cOlés opposés
par a, b, c.

TRIANGLES RECTANGLES.
Théoreme 1.

64. — Dans un triangle rectangle, un coté de Vangle droit
est égal a 'hypoténuse multipliée par le sinus de I'angle opposé.

Soit ABC (fig. 26) un triangle dans lequel I'angle A est

droit ; le coté opposé @ est I'hypoté-
\  nuse. Du point B comme centre, avec

= ‘ BG pour rayon, décrivez un arc de

cercle ; le rapport de la perpendiculaire

B 8 A~ CA aurayon BC est le sinus de Pangle
{Fig. 26. - Bj.onadonc
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% =SiniB :
(1) d’'ou = a sin B.
On a de méme par analogie
(?) | GamadinC,

Théoreme II. s
65. — Dans un triangle rectangle, un coté de Uangle droit est
égal a U'hypoténuse multiplide par le cosinus del'angle adjacent.
Nous avons déja démontré ce théoréme au n° 28. On peut le
déduire du précédent, en remarquant que dans un triangle
rectangle les deux angles aigus B et C sont complémentaires,
ce qui donne

sin C = cos B, sin B = cos C.

Théoréme III.

66. — Dans un triangle rectangle, un coté de U'angle droit
est égal a Uautre coté mulliplié par la tangente de l'angle op-
posé au premier colé.

Du point B comme centre avec BA
pour rayon (fig. 27), décrivons un arc de
cercle ; le rapport de la longueur AC au
rayon BA-est la tangente de I'angle B ;
on a donc

' Fig. 21.

b
—_ =t 2
3 ang B ;

(5) d'ou b =:c¢ tang B.

(6) On a de méme ¢ = b tang C.

CororraiRe. — Les deux angles aigus B et G étant complé-
mentaires, on a tang B = cot C, tang G=cot B, et les deux
relations (5) et (6) peuvent se mettre sous la forme,

bi== c.cot G;
¢= b.cot B;

Ainsi, dans un triangle rectangle, un coté de Uangle droit
est égal @ Uautre coté de Pangle droit multiplié par la cotan-
gente de Uangle adjacent aw premier coté.
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TRIANGLES QUELCONQUES.

Théoreme IV.

6%. — Dans un triangle quelconque, les cotés sont propor-
tionnels aux sinus des angles opposés.

g Soit le triangle ABC (fig. 28). Du som-

73 ﬁ . et G abaissons la perpendiculaire CP sur

le cOté opposé AB; cette perpendiculaire

a ¢ ®» s divise le triangle proposé en deux triangles

Fig. 28. rectangles ; dans chacun de ces triangles,

le coté CP de I'angle droit est égal & I’hypoténuse multipliée
par le sinus de 'angle opposé. On a done

CP=asin B> CP=bsinA;
et par conséquent
a sin B=>0sin A.
On en déduit
gno 1A s
sinA = sinB°’

Lorsque I'un des angles A ou B est obtus, la perpendiculaire
C.P tombe en dehors du triangle A BC. Supposons, par exemple,
I'angle A obtus, la perpendiculaire tombera en dehors & gauche
de CA (fig. 29). Dans le triangle rectangle CPB, on a, comme

¢ précédemment, CP= a sin B; dans le
i triangle rectangle CPA, T'angle aigu
'i\ CAP ayant méme sinus que l'angle
Y s 1 obtus supplémentaire CAB, qui est

Fig, 29. I'angle A du triangle proposé, on a en-

core CP =10 sin CAP =1 sin A, et par suite & sin B=0sinA.
On obtient ainsi, dans tous les cas, la relation
an 840 kb
sin A~ sin B’

On a de méme, par analogie,
b ¢
sinnB™  Bin'G=
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On a ainsi les trois rapports égaux

o b c
7 . R F= :
F ) sin A sin B sin G
Théoréme V.
68. — Dans un triangle, le carré d’'un cdté quelconque est

égal a la somme des carrés des deux autres cotés, moins deux
fois le produit de ces deuw cdtés multiplié par le cosinus de
l'angle compris. ‘

Considérons le coté @ opposé a 'angle A. Il y a deux cas a
distinguer : oul’angle A est aigu, ou il est obtus.

Lorsque l'angle A est aigu (fig. 28), on sait, d’apres un théo-
réme de géométrie élémentaire, que le carré du coté a opposé
a l'angle aigu est égal 4 la somme des carrés des deux autres
cOtés ¢ et b, moins deux fois le produit de I'un de ces cotés ¢
par la projection AP du second sur le premier, ce qui s'exprime
ainsi

a*=0?+ ¢ — 2c>< AP.
Dans le triangle rectangle CAP, on a
AP =1bcos A.
En remplacant AP par sa valeur, on obtient la relation
a®=15%- c® — 2bc cos A.

Supposons maintenant l'angle A obtus (fig. 29). On sait,
d’aprés un autre théoréme de géométrie élémentaire, que le
carré du coté @ opposé a I'angle obtus A est égal & la somme
des carrés des deux autres coOtés ¢ et b, plus deux fois le produit
de I'un de ces cOtés ¢ par ia projection AP du second sur le
premier, ce qui s’exprime ainsi

@ =02+ 2 e ><AP.
Dans le triangle rectangle CAP, on a AP =0b cos CAP. L’angle
aigu CAP et l’angle obtus CAB ou A étant supplémentaires,
leurs cosinus sont égaux et de signes contraires et l'on a
¢0os CAP = — cos A, et par suite AP =— b cos A. En rempla-
cant AP par sa valeur, on arrive a la méme relation

a*= 0%+ ¢* — 2c cos A.
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11 existe deux autres relations analogues & celle-ci ; ainsi on
a, dans tous les cas,

a* = b+ c* — 2bc cos A,
(8) b* = ¢+ a® — 2ca cos B,
: ¢t = a® -} b* — 2ab cos C.
Lorsque l'angle A est droit, son cosinus étant nul, 'une des
relations se réduit & la propriété connue des triangles rectan-
gles a2 =0 +¢%

REMARQUES.

69. — Puisqu’on peut construire un triangle avec trois élé-
ments pris arbitrairement, par exemple avec deux cotés et
I'angle compris, il nexiste que trois relations distinctes entre
les six éléments d™un triangle ; ces trois relations déterminent
les trois éléments inconnus en fonction des trois éléments
donnés.

Si sur chaque coté du triangle on projette la-ligne brisée
formée par les deux autres cOtés, on obtient immédiatement
les trois relations

a=2> cos G- ¢ cos B,

(1) b=c¢ cos A +a cos C,

] ¢ =a cos B} bcos A.

Toutes les autres relations qui ont lieu entre les éléments d’un
triangle peuvent se déduire de-ces trois relations fondamen-
tales par des transformations algébriques.
1> On demande une relation entre les deux cités a et b et

les deux angles opposés A et B. Kntre les équations (1) il
faut éliminer ¢ et G ; éliminons d’abord cos C entre les deux
premieres .

a@* —b* =c (a cos B— b cos A);
puis remplacons ¢ par sa valeur tirée de la troisitme, ce qui
donne

a* — 0? = a? cos* B — b? cos® A,
ou a® sin? B = b2 sin® A,

g sin B == b sin A.
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On retrouve ainsi le théoréeme 1V
Ay b AL,
s A~ i B Bm G ;)

Si, entre les équations (1), on élimine deux des cotés, par
exemple @ et b, on voit que le troisieme coté ¢ se mettra en
facteur commun, et, par conséquent, disparailra ; on arrivera
ainsi & une relation qui ne contiendra plus que les trois angles.

Pour faire I’élimination facilement, on se servira de la trans- {r
formation précédente; si l'on appelle & la valeur des rapports ‘
égaux, on a .4
& gu sllrdamgo 10 0o i
810 Alo s i) B | §EaB Govenn st
d’olt

GV SIIA J N =11 S0 o Sl T (G

et en substituant ces valeurs dans I'une des équations (1), par
exemple dans la premiere, on a
sin A = sin B _cos C +-sin G cos B =sin (B 4- C).
Cette équétion exige que l'on ait, ou A=B-+-C, ou A+B+4C=r.
La premiére hypotheése est inadmissible ; car A désigne I'un
quelconque des angles du triangle, le plus petit si I'on veut,
qui ne peut étre égal & la somme des deux autres. On a ainsi
A 4B+ C=mr, et I'on retrouve le théoreme connu : la somme
des trois angles d'un triangle est égale d deuw angles droits.
Les trois équations

a b c

) sinA _ sm B sinG’
A+B+4C=m,

déduites du systeme (1), forment un second systéme d'équa-
tions équivalent au premier; car on peut remonter de ce
second systéme au premier. On a, en effet,

- beosC  ccosB  bcosG4ccos B
sinA ~ sinBcosC ™ sinCcos B~ sin (B4 C)
__bcosCHccos B
B sin A :
d’onr

a =1"bcos C -+ ¢ cos B.
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2° On demande la relation qui existe entre les trois cotés
et angle A. Il faut éliminer B et C; si, apreés avoir multiplié
les deux membres des équations (1) respectivement par a, b, ¢,
on retranche de la premiére la somme des-deux autres, il vient
a® —b? — ¢t = — 2bc cos A : c’est le théoréme V.

S a® =10 4 ¢ — 2bc cos A,
b = ¢ 4 a* — 2ca cos B,
¢ =a* 4 b* — 2abcos G

()

Ce troisieme systéme d’équations est équivalent & chacun des
deux précédents; car en ajoutant les équations (3) deux a deux,
on retrouve les équations (1).

90. — Lorsque trois longueurs a, b, ¢, et trois angles A, B,
C, chacun plus petit que =, satisfont aux équations (3), ces
quantités sont les six éléments d'un triangle. En effet, la con-
dition nécessaire et suffisante pour qu’avec trois lignes on
puisse former un triangle, c’est que chacune d’elles soit plus

- petite que la somme des deux autres; or, les equauons (3); mises
sous la forme v
\ A
a® = (b + ¢)* — 4be cos’—g—,
montrent que l'onaa < b-- ¢, etc. Avec les trois longueurs
a, b, ¢, on peut donc former un triangle. Les angles de ce
triangle sont égaux aux angles donnés A, B, C; car, si on
appelle A,, B,, C, les angles du triangle, on a

a* =b* ' —2ccos A,

mais on a par hypothése a* =10% - ¢ — 2bc cos A ; on en
déduit A, = A, puisque les angles sont compris entre 0 et =.

Par la méme raison, les angles B, et C, sont égaux & Beta C.

On a vu que chacun des systemes d’équations (1) et (2) est
équivalent au systeme (3). D’aprés ce que nous venonsde dire,
on en conclut que si trois longueurs et trois angles moindres
que = vérifient 1'un de ces qystemes ce sont les éléments d'un
triangle.
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EXPRESSION DES ANGLES EN FONCTION DES COTES.

71. — On a souvent besoin de ’expression des angles d’un
triangle en fonction des c¢otés. De la relation

a*= 02+ ¢ — 2bc cos A ;
b!_l_c!__ai
e e

Mais cette formule n’est pas calculable par logarithmes. On
obtient une formule calculable par logarithmes en cherchant

on déduit
cos A =

A
I'angle 5 ona, en effet,

cos-é—:l/i_-F;OSA;

b c-—a’ b*--c*4-2bc—a? b4-c¢)>—a?
{308 AZSTY "‘ "'O'Q"bc _—_("'23,0 :

si I'on remarque que 1(; numérateur, différence de deux carrés,
peut étre remplacé par un produit, il vient

Gtetaybtona)
14 cosA= 06

o b+c+a) b+c——a)
I/ 4bc

On détermine de la méme manieére sin - par la relation

it vy I —cos A
511'1—2——- 2 g

Ly boat b Re  at(b—¢)*
PROPREEE- R bc 6. 8 08 Siko

si I'on remplace de méme la différence des carrés par un pro-
‘ P

duit, il vient
atb—2@to=t)

mais

d’on

car on a

1 —cos A= Obe
; ____ (@ +b—c) ’a—l—c—b)
4be
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On représente habituellement par 2p le périmétre a +-0 ¢
du triangle ; on a alors

bfc—a=2p—a), a-tc—b=2Ap—0h),
a+b_c=2(p—‘c)1

et les formules précédentes deviennent

() Cosg}_: pp —a)

®) sm = l/ (p—-b) —c)

On en déduit par la dlYlSlOD.

3 tang %- — -

AIRE D'UN TRIANGLE.

%2. — On peut exprimer l'aire d’un triangle en fonction,
soit de deux cotés et de I'angle compris, soit d'un cité et des
angles, soit des trois cotés.

1° Abaissons du sommet C (fig. 30) la perpendiculaire CP

sur la base; l'aire du triangle, que nous

a
z « désignonspar S, est égale & —IEE;—C—P- ; mais
CR=bsin.As
B ;

e I ¢
Fig. 30. done (4) 8= bc_s;nA_ .

L'aire d'un triangle est égale a la moitié du produit de deu.
cotés multiplié par le sinus de U'angle compris.

20 8i, dans l'expression (4), on remplace b par c;:lné} ,ilvient
() g *sinAsinB __ ¢?sin Asin B
— 28inC . T 2sin(A+B)

2° Pour avoir la surface en fonction des cotés, il suoffit
@’exprimer sin A en fonction des cotés. On a, en vertu des for-
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mules (1) et (2) du numéro précédent,

. sin Aetgin R cos = 2V PR LGP —Y) (PG
2 2 : be

Si I'on substitue cette valeur de sin A dans la formule (4), on a

(6) S=Vp(p—a)(p—b)(p—0).
%3. — Voici d’autres formules dont on se sert fréquemment
dans la résolution des triangles. Considérons les rapports égaux
sinA __ sinB __ sinC
oollst, . B o

En faisant la somme ou la différence des numérateurs et des
dénominateurs’des deux premiers rapports, on forme deux nou-
veaux rapports égaux & chacun des deux premiers rapports, et
par conséquent au troisieme ; on a donc

sin A+4sin B sinC

Gidebausis. 2 a0
sin A—sinB __ sinC
a—b ¢, .

si l'on transforme en produits la somme et la différence des
sinus, il vient

. A+B A—B e £
) 0 i Mg AR B g i
2 sin o) cos 2 a3 2 sin 5 cos 3

a-+0b I R ey c ¢

A+B . A—B A, i,

2 cos ) sin Sk b o ,.sm—2-00s 3
a—>b , Ay i c Y

La somme des angles du triangle étant égale a deux angles

droits, 'angle % _gi_ .. est complémentaire de & ,etl'ona
- AT AEE=E ¢
sin e €08 5=, 008 ==g— == il - ;

apreés la suppression des facteurs communs, les relations pré-
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cédentes deviennent

A—B
- o S~ &
sin -g g :
2
sin £
() 2 LR = b
cos o g
2

RAYONS DES CERCLES TANGENTS AUX TROIS COTES D'UN TRIANGLE.

74. On sait que 'on peut décrire quatre cercles tangents aux trois
cotés d’un triangle. L’un, situé a l'intérieur du triangle, est le cercle
: inscrit; les trois autres situés dans les
angies A, B, C, mais extérieurs au
triangle, sont dits ex-inscrits. Nous
appellerons r lerayondu cercle inserit,
T, Ty, 7, les rayons des cercles ex-
inscrits situés dans les angles A, B, C.

Si 'on joint le centre O (fig. 31) du
cercle inscrit aux trois sommets du
triangle, on décompose le triangle pro-
posé en trois triangles, ayant pour

Fig. 31. hauteur ccmmune le rayon 7, pour
bases les trois ¢otés ; on a donc

s @tbtor

Si P'on joint de méme aux trois sommets le cente O, du cercle de
rayon 7, on voit que le triangle proposé est ¢gal & la somme des deux
triangles 0,AB, 0 ,AC, moins le triangle O,BC; ces trois triangles
ayant pour hauteur commune 7, et pour bases les cotés, on a

b-+c—ar,
Se= 3 =(p —a)r,.

On a de méme
S=1p—="Dbr, S=(p-——c,|1'c.'
On obtient ainsi les relations .
) S=pr=@p—ar,=p—lir,={p—or,
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d’on I'on déduit I'expression des rayons en fonction des cotés,

" (p—a)(p—b)(p—c
j P Y
. zl/p(p—w(p—c)
3 a —a d
(10 _‘ -
L l/p(p—c)(p—a)
i VIOE | ¢ R pan L LS St o8
p—b .
r ’—l/!ﬂ’;”’(?';@_
Odive ey

Soient D, E, F les points ot le cercle inscrit touche les trois edtés du
triangle. Les deux segments AF et AE sont égaux et de méme les deux
segments BD et BF, CE et CD ; la somme des six segments étant égale
au périmetre 2p du triangle, la somme de trois segments inégaux est
égale au demi-périmetre p. Par exemple, la somme des trois segments
AE, CD, BD est égale a p; mais la somme des deux segments CD, BD
est egale au coté BC du triangle: on a donc

AF=AE=p—a;
BD—=BF = p — b,
CE=CD=p—c¢
Soient D, E,, F,, les points oi le cercle ex-inscrit 0, touche les cotés
du triangle;on a BF, =BD,, CE, =CD,, et par suite chacune des deux
longueurs égales AF , AE, est égale au demi-périmetre p. Onen conclut
BD,=p—c¢=CD, CD,=p—b=BD,
Les droites qui joignent aux sommets le centre du cercle inscrit
étant bissectrices des angles du triangle, on a les relations

on a de méme

A B C
(1) r=(p — a) tang = (p — b) tang —=(p ~ ¢} tang .
On a de méme :

. B (]
(12) raz-_ptangTz-._(p—c) cot-2—=(p-.b) COtT"
Dans le triangle BOC, I'angle BOC est le supplément de la somme des
B € - B G - § A
angles 5 et 7 la somme des angles - et? étant égale a —;- Gy

on en déduit
T A
o cumt W b
on a de méme 2
B b3
A=-1 s E P P
Co 3 + g AOB 7 -+ 7
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Le quadrilatere OBCOg éiant inscriptible, on voit que 'angle BO.C
™ A
0 regts

: C
angles AO;B, AO.C sont égaux respectivement aux angles —

est supplémentaire de BOC et par conséquent égal & les

o
G

RAYON DU CERCLE CIRCONSCRIT.

%5.  Considérons maintenant le cercle circonscrit au triangle;
appelons R son rayon ; les droites qui joignent
aux sommets le centre O du cercle forment,
avec les cotés, trois triangles isocéles; 'angle
BOC (fig. 32) est égal & 2A ou a 27 — 2A; sidu -
point O on abaisse une perpendiculaire OD sur
le coté BC, langle BOD est égal & A ou a
7 — Aj; dans le triangle rectangle BOD, on a

%: R sin A; d’ou I'on déduit

a b ¢
el sin A 8B siniG

et en multipliant par be¢ les deux termes du premier rapport,

abe abe

2R=bcsinA=281 f s Ui

On a ainsi

TR P A abe :
ANpp—a)p—10) (p— 0
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CHAPITRE I
= .hésolution des triangles.

RESOLUTION DES TRIANGLES REGTANGLES.

L’angle droit étant excepté, il reste dans le triangle cing
éléments & considérer : on peut donner & volonté, soit un coté
et un angle, soit deux cOtés Quand on donne un coté et un
angle, le coté peut étre I'hypoténuse ou un coté de 'angle
droit, ce qui fait deux cas. Quand on donne deux cotés, ces
cotés peuvent étre ou I'hypotén use et un coté de V'angle droit,
ou les deux c6tés de I'angle droit, ce qui fait deux autres cas.
On a en tout quatre casa considérer.

Premier cas.

%6. — On donne I'hypoténuse @ et un angle B. Le triangle
existe toujours.

On aura le second angl@ par la relatlon

(1) C=90°— B. ,
On calculera les deux c6tés de 'angle droit par les formules
(2) b=uasin B, c¢=uacosB.

Deuxzéme cas.

%%. — On donne un coté b de 'angle droit et un angle B Le
triangle existe toujours.

On aura d’abord le second angle par la relation
G, C=90°"—B.

On calculera 'autre coté de l'angle droit et I'hypoténuse par
les formules

) g="=cot'B] "0 =—,_b‘w ’
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Troisieme cas. _
8. — On donne I’hypoténuse a et le coté b de I'angle droit.
Pour que le triangle existe, il faut que I'hypoténuse @ soit plus
grande que b.
On déterminera l'autre coté de l'angle droit par la formule
c=Va*— 0.
Afin de rendre cette formule calculable par logarithmes, on

remplacera la différence des carrés par un produit, ce qui
donne

) p=VaTo -5,

Quant aux angles, on les obtiendra directement par la formule
; b
?) sin B=rcos C = =

%9. — Remarque. Nous avons déterminé les deux angles
aigus par un sinus ou un cosinus. Si l'angle C est petit, ou
I'angle B voisin de 90, cette détermination de I’angle n’offrira
pas une approximation snffisante, comme nous 1’avons expliqué
aux n° 57 et 63. Pour éviter cet inconvénient, il vaut mieux
déterminer les angles par leurs tangentes. On a, en vertu des
formules (15) du n°® 37,

G
5 G __2_ l—COa
ol cosC it T+cosC’

b
et, en remplacant cos C par sa valeur —

3 tan 5 = a—b
3) - l/a+b

Quatrieme cas.

-
80. — On donne les deux cotés de %dréitb et c. Le
triangle est toujours possible.
On déterminera d’abord les angles par la formule

(1) ' tangB:cotC:Z)
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Connaissant les angles, on calculera ensuite 'hypoténuse par
la'relation 't - o2

’ ’ i b
Bl dion w-sesunsiogy L IHFP IR ¢
84. — Remarque. On aurait pu déterminer directement
I’hypoténuse au moyen de la formule
(3) o a=y\b

Mais cette formule n’étant pas calculable par logarithmes, il
vaut mieux suivre 'ordre que nous avons indiqué, c’est-a-dire
calculer d’abord les angles pour en déduire ensuite 1'hypoté-
nuse. : '

Cependant on pourrait se proposer de rendre la formule pré-
cédente calculable par logarithmes. On y parvient & I'aide d’un
angle auxiliaire. Ecrivons, en effet,

s =5b l/ | —[—Z—: ;
et‘,' désignant par ¢ un angle auxiliaire, posons
| tang ¢ =% 3
nous aurons :

N A e sin®p - cos-"‘;
a=b \/1+COt"P’fbl/1+81nz l/ Sin’q;_-’

ou plus simplement

(5) = .b .

- sing

Cette derniére formule est calculable par logarithmes ; mais,
pour l'appliquer, il faut calculer préalablement I'angle .; or
cet angle auxiliaire » n'est autre chose que 'angle B du trian-
gle, de sorte que cette méthode ne differe pas du tout de la
méthode de®résolution compleéte qhe 10US avons exposée.

¢

BESOLM& DES TRIANGLES QUELCONQUES.

1l -y a quatre cas & considérer, suivant que I'on donne un
cOté et deux angles, deux cotés et 'angle compris, deux cotés et
I'angle opposé & I'un d’eux, ou les (rois cdtés,
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Premier cas. ‘

82. — On donne un c6té ¢ et les deux angle's'édjadehts Aet
B. Pour que le triangle existe, il faut que la somme des deux
angles donnés soit moindre que 180°.

On déterminera le troisitme angle par la formule

(1) C=180° — (A + B). '

On déduira les deux cotés inconnus des relations

Ty b ' U
.sinA ~ sinB "~ sin'G’
‘d’ou
$ __csinA ~, __‘osinB
) b 0 ey DD W

* Deuziéme cas.

88. — On donne deux c6tés a et b et 'angle compris C. Le
triangle est toujours possible. Nous supposerons ‘a’l> b. ‘
On calculera d’abord les deux autres angles A et B, et ensuite
le troisieme coté ¢. On connait déja la somme des angles AetB,
A+ B=180°—C(,
d’ou -
' AP Be B 3 ookGlpar
(1) g e 90° — i5 a.
Pour avoir leur différence, on cons1dere les deux rapports
égaux
sinA  sin B
b A WA
On sait que, si 'on fait la somme ou la différence des numéra-
teurs et des dénominateurs, on obtient deux rapports égaux &
chacun des rapports proposés et par conséquent égaux entre
eux, 1

sinA 4 sinB __ sinA—sinB
a-b i a—b A

d’'ou v A :
_iirlA-sillB'_ a—b
smA +sinB ~ a-+4b
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Si l'on transforme en produits la somme etla différence des
sinus, il vient

- sinA—sinB 28 A;B Ly A;—B s tang A;B
sinA4sinB — gl A;—B o A—2}-B Be tmg%{_&_’
et par suite :

tang ) = a—b
tang%—g ab’
d'ont
@ e A—B - (@ —1b) tang &«

2 a-+b

A l'aide de cette formule calculable par logarithmes, on ob-

tiendra la demi-différence Connaissant la demi-

‘somme et la demi différence, une addition et une soustraction
donneront immédiatement les angles A et B. Si nous dési-
gnons, en effet, par g la demi-différence donnée par la foi-
mule (2), nous aurons

A+B A—B

— 2 =, ) i ﬁ :

A=a+p B=a— ﬁ

Quand on a trouvé les angles du triangle, on obtient le troi-

sieme cOté par la relation

d’ott

sin A __ sinC | ;
a T c 9 -
d'onn
; a sin C
®) C=TEn A
On peut aussi déterminer ¢ a l'aide de la formule
P .
%) 6_‘(a_b)cos_2-_(a—-b)sina
B T B sin B :
.~

que l'on déduit de la relation (8) du ne 73. Cette derniere for-
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mule nex1ge que deux logarithmes nouveaux, tandis que la
précedente en ex1ge trois.

84. — Remarque. On pourrait se proposer de calculer di-
rectement le troisieme cdté ¢ du triangle sans calculer préala-
blement les angles. Ce troisidme coté est donné par la formule

¢ =V a*4b* — 2ab cosC.

Mais cette formule n’est pas calculable par logarithmes. On la
rend calculable en I'écrivant sous la forme

C e [ (g dlipann st ONE
i 2 2 2 Rie ook 2
c_l/(a -I—b)(cos 2+sm 2)—‘Zab\cos 3 sm 2),

P |/(ae F b — 2ab) cos? —S———l—(a.’ I Ep—

3
€= I/(a —b) cos2 + (@ 4 b)? sin? (23

(iF— (a——b)cos——- I/i 4 (a—l—b)"‘ tang2

On a multiplié a® 4 * par la quantité cos? % -+ sin? % qui

G .
2’

; : ; C
puis on a groupé les termes qui contiennent cos’—g— en fac-

; y G <
est égale 4 'unité, et on a remplacé cos C par cos? By sin®

: : L :
teur et ceux qui contiennent sin? — ; enfin, on a mis en fac-

2

? G 4
teur en avant du radical (@ — b) cos 5 Désignons par ¢ un

angle auxiliaire déterminé par la formule

(@ — b) cot—g—
(5) (T tangy = T T
nous aurons
G
(a —- b) cos 5
®) = sin ¢
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La formule est rendue calculable par logarithmes ; mais il
faudra calculer préalablement I'angle anxiliaire ¢ et cet angle

est précisément l'angle

donné par I'équation (2) : d'ail-

leurs la formule (6) est identique & la formule (4). On retombe
ainsi sur la méthode de résolution compléte, telle que nous
I'avons exposée.

Troisieme cas.

85. On donne deux cotés a et b et I'angle A opposé a I'un
2 d’eux. Nous rappellerons d’abord en
peu de mots la construction géomé-
trique. Sur un des cotés de 'angle A
_(fig. 33) on porte AC = b ; du point C
comme centre, avec @ pour rayon, on
décrit une circonférence ; les points ou
elle rencontre l'autre coté déterminent le sommet B; il y a
donc 0, 1 ou 2 solutions, suivant que la circonférence coupe le
coté en 0, 1 ou 2 points, & droite du point A. La discussion ést
résumée dans le tableau suivant :

. i ;
A B~k B
Fig. 33.

Lfa<b, 0 solution,
B0 %a>b, I sol., B< 90,
a>b, 1 sol., B <790,

a < h, 0 sol.
gi=1, J sol,, B=90".
a>h, 2 sol., B' < 90°, B” =180°— B',

(h-désigne la perpendiculaire CP abaissée du point G sur le
coté opposé). A l'inspection des données, on peut donc dire
d’avance combien la question admet de solutions, excepté
lorsqu’on a & la fois A << 90° et @ < b; dans ce cas il faut com-
parer @& h, mais h=>0sin A ; le calcul de l'angle B lévera
toute ambiguiteé.

Dans les cas non douteux, l'angle B est aigu et donné par la
formule

A<%°a<ms

b sin A
T

(1) "5 R B
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On a ensuite

@) : - C=180°— (A 4 B),
i a sin G
@) wi

Dans le cas douteux, on appliquera encore la formule (1).
Si l'on trouve pour log sin B un résultat positif, c¢’est-a-dire
pour sin B un nombre plus grand que l'unité, il y a évidem-
ment impossibilité ; si, au contraire, on trouve pour log sin B
un résultat négatif, c’est-a-dire pour sin B un nombre plus
petit que 'unité, cela indique que le coté a est plus grand que
bsin A ou que la perpendiculaire %, et.il y a deux solutions.
L’un des triangles admet l'angle aigu B/ donné par la table,
l'autre I’angle obtus supplémentaire B” = 180° — B’. Les deux
valeurs correspondantes de I'angle C sont
¢ =180°— A — B =B"—A,
C"=180°— A —B"=DB —A.

On a ensuite
, __ asinCf

a sin C”
B TISFON

sin A

On aurail pu se dispenser de toute discussion ; car, pour ré-
soudre le triangle, on se sert uniquement des formules (2) du
n° 69 ; et on sait que tout systeme d'éléments satisfaisant & ces
équations constitue un triangle.

Une vérification assez simple se présente dans le cas ou il y
a deux solutions : on calculera AP = b cos A, et on verra si

(Rl 9% g 8 "
ARe= G—L_L:G— ; on pourrait aussi calculer PB’ = @ sin - 2C

7, S
3 =

/e
)

<

et la valeur trouvée devrait étre égale a

86. — Remarque. On pourrait se propoéer de calculer direc-
tement le coté c. Ce coté est donné par 'équation du second
degré

a? = b 4 ¢* — 2bccos A,

c* — 2bc¢ cos A 4 62 — a? = 0.

ou

On en déduit
c=bcos A \Vbcos* A — b+ a?,
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et, plus simplement,
c=bcosA+Va—bsin’A.
Mais cette formule n’est pas calculable par logarithmes. Pour
la rendre calculable, on écvira

2 3in?
o=besaxal/1- L8
a?

et I'on posera
; b sin A
4 sin ¢ = ——
(4) 9. .
d’olt
b
c:bcosA_—ta,cossazal(-b—cosA icosao).

il A b S0 o i o) ; :
Si 'on remplace 5 parsa valeur Tk tirée de la relation
(4), i1 vient

i __asin (p £ A)
(5_) i sin A :

L’angle auxiliaire ¢, que I'on peut toujours supposer aigu, étant
le méme que ’angle B’, on retombe sur la méthode de résolu-
tion que nous avons exposée. Sans se préoccuper de la discus-
sion précédente, on peut dire que toute valeur positive de ¢
est admissible,

Quatrieme cas.

87. — On donne les trois cotés a, b, ¢. Pour que le triangle
existe, il est nécessaire et il suffit que le plus grand coté soit
plus petit que la somme des deux autres.

Nous avons trouvé (n° 71) l'expression des angles en fonc-
tion des coOtés. La détermination par les sinus ou les cosinus
pouvant ne pas offrir une approximation suffisante, nous em-
ploierons les tangentes de préférence et nous calculerons les
trois angles par les formules !

0%, (=2 @—o0
'ang? I/ plp—a)

p—c)p—a
e l/ =0
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tang—f_l/ p—(;—pc—-b) :

Le calcul des trois angles par les tangentes n’exige que la
recherche de quatre logarithmes, ceux de p, p--a, p—b, n—c;
tandis que le calcul par les sinus en exigerait six, ceux de
a, b, ¢,p —a,p—>b, p— ¢, et le calcul par les cosinus sept,
les six précédents, et en outre celui de p. Mais le. principal
avantage des formules qui déterminent les angles par leurs
tangentes consiste dans une plus grande approximation (n° 63).

Nous avons supposé le plus grand coté a plus petit que la
somme des deux autres, c’est-a-dire

a<b-+tc;
ajoutant @ de part et d’autre, il vient
i a < a-+b—+c=2p,
ou a < p.
On aura & plus forte raison b < p, ¢ < p, et les trois diffé-
rences p — a, p — b, p — ¢ seront positives.
Quand on aura ainsi calculé séparément chacun des trois

angles, on fera leur somme et l'on devra trouver 180°, ce qui
donne une vérification trés-simple.

RENDRE UNE FORMULE CALCULABLE PAR LOGARITHMES.

88. — Lorsqu'une formule n’est pas calculable par loga-
rithmes, on essaye de la transformer pour la rendre calcu-
lable ; 'c’est ainsi qu’au n° 40 nous avons transformé en pro-
duits des sommes et des différences de sinus ou de cosinus.
Quand on veut déterminer les angles d'un lriangle connaissant
les cotés, on obtient d’abord cos A par une formule non calcu-
lable par logarithtes (n° 71); par des transformations conve-
nables, nous en avons déduit les valeurs de sin 7A et de cos o
qui sont calculables par logarithmes. Mais ordinairement ce
genre de transformations n’est pas possible, et il faut avoir
recours a des angles auxiliaires comme nous l'avons fait aux
n* 81, 84, 86.
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Lorsqu’on a & calculer un binome de la forme z = M %= N,
les monémes M et N ne contenant plus le signe--nile signe —,
ce quil y a de plus simple a faire est de calculer séparément
M et N; mais si le bindme entre sous un signe d’opération,
comme dans les expressions

r=yYM=EN, z=Ilog (M*=N), sinz=M=+N,....

il sera’préférable de transformer la formule au moyen d'un
angle auxiliaire. ’

frz=yMF+N=VM I/_l o -11;—. On emploiera 'an-

gle auxiliaire ¢y donné par la formule

N
2 E
tang® ¢ = ‘
d’on i
VM
D= .
COS 9

On obtient I'inconnue z par deux opérations logarithmiques,
au lieu de trois qu’'exigerait le calcul direct, savoir : une pour
trouver la valeur de M, une pour trouver celle de N, et une
troisieme pour la racine carrée.

2°x=\/M—N=\/_1\7I_l/1 ———?I—.Onposera

sin? p =TN4_’ d'ott @ =1y M ><cosy.
Psine=M4+N=M (1 +—11:]—4—) On posera encore
N
dpvs oo bR Ot SN i e s
tang?y — M dou sing= o
fpsine =M —N =M (l — %) Si M est plus grand que
N, on posera
€os 9 = % , dou sing =M (1 — cos g) =2M sin*—;— .
Lorsqu’on a & calculer une expression trindme, le moyen: le
plus simple es: de calculer chaque terme séparément. Mais si

I’expression trinome entre sous un signe d'opération, il sera pré-
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férable de se servir d’angles auxiliaires. Soit = yYMFN—P; a

I'aide d’un premier angle auxiliaire y déterminé par la formule

- N
\" tang'?=ﬁ-,
ona 2 .4
M M
e ””—I/ Hars ek

Au moyen din second angle auxiliaire ¢ donné par la formule

P cos?
cos? N ———M—‘? 5
on a enfin :
M sin
p YMsing
Ccos ?

On arrive ainsi & la valeur de « par trois opérations au lieu de
quatre qu’exigerait le calcul direct. On opere de la méme ma-
niére, quel que soit le nombre des termes.

89. — On a souvent a résoudre 1'équation

(1) @ cosx —+ bsin r=c.
Si I'on remplacait sin « par sa valeur -= V1—cos?z , On arri~
verait & une équation du second degré en cos # ; mais la for-
mule qu'on en déduirait pour déterminer ’angle # au moyen
de son cosinus ne serait pas calculable par logarithmes; on

prétend transformer I'équation elle-méme.
Si l'on divise tous les termes par @, cette équation s’écrit

Dt c
S &+ —sine—=—
cos & - = y )
- et, sil’'on pose 5
) : tang ¢ = =3

elle devient ’
cos(z—g¢) €

cOS ¢ a’
dout
¢ co8
(3) cos(x—qo)—_-—(l—f v

: ) e e . T ™
On peut supposer 'angle auxiliaire y comprisentre — 5 e+ 9
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puisque, entre ces limites, la tangente prend toutes les valeurs
de — o A4 -4 . Pour que I'équation proposée admette une

¢ cos :
solution réelle, il faut que la valeur absolue de - soit

moindre que 1'unité. Si —2— est posilif, les tables donrwq( pour
x — ¢ un angle aigu «, et I'on aura
Tr—9= i) —I— ?/ﬁ‘n,
: T =yt a+ 2w, v
k désignant un nombre entier quelconque ; de sorte que l'équa-

d’ou

tion proposée aura une infinité de solutions réelles. Si - est

négatif, on cherchera dans les tables 'angle dont le cosinus

cos
est—%; on en prendra le supplément «, et la méme

formule donnera les valeurs de z.

90. — Nous examinerons encore quelques exemples de résolution
de triangles, lorsqu'on donne, mon pas (rois ¢éléments mémes du
triangle, mais trois combinaisons de ces éléments.

lo Résoudre un triangle reclangle, connaissant I'hypoténuse a el
la somme b - ¢ des deuw awlres cotés. — Des relations b = a sin B,
¢ =a sin G, on déduit

b-+-c=a (sin B+4-sin G)=2a sin B_;G cos BEC =24 sin 45°0cos B;L 5
d’olt . \
b+¢
cos B—-G. -2
2 T @sin4se

Gette formule donne la différence B — G et, comme on connait déja
la somme B--CG=90°, on en déduira les deux angles aigus du
triangle. On calculera ensuite les cotés. Pour que le triangle existe, il

faut que la valeur de cos

soit plus petite que I'unité, c’est-a-

dire que b + ¢ soit plus petit que a /2 ; on démontre aisément par
la géométrie que, dans ce cas, il y a une solution et une seule.

2o Résoudre un triangle rectangle, connaissant un angle aigu B
el la différence b— c des deuw cdtés de Pangle droit. — 11y a tou-
jours une solution et une seule. La relation
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B~ C
P

b — ¢ =a (sin B — sin C) = 2a cos 45° sin

donne I’hypoténuse
. b—c¢

%
cos 45° sin E’;—(‘

W=

3o Résoudre un (riangle, connaissant la base ¢, Vangle au som-
met C et la somme a Db des deux aulres cdlés. —.0On connait la
somme des angles A et B, A 4B = 180°— C; on déterminera leur
différence par la formule (n° 73) ;

bl (a0b) sin%

o Eny .
On calculera ensuite la différence des cotés par la formule
. A—B
¢ sin
a—b=
08 —
i

Pour que le triangle existe, il faut que le coté ¢ soit plus grand que
(@ 4 b) sin % On démontre aisément que, quand celte condition

est remplie, il y a une solution et une seule. .
4o Résoudre un triangle, connaissant les angles el le pertme!re 2p.
— Les angles déterminent la forme du triangle ; si I'on fait croitre
I'un des cotés de zéro a Iinfini, le périmétre passe par toutes les va-
leurs de zéro & l'infini ; ainsi il y a une solution et une seule. Les

relations

@i b ouv = a+b+c = 2p

sinA~ sin B~ sin G~ sin Afsin B-fsin C

4 cos A €08 Ecosg—
2 2 2

permettent de calculer par logarithmes chacun des trois cotés du
lriangle.

50 Résoudre un triangle, connaissant la base ¢, un angle adja~
cent A et la somme a b des deux autres cdtés. — Les relations

a1 57l ¢ atb—c peiod fple-e)
SmA_sinB_snC_ sin AtsinB—sin G

O G G
4 8in — sin — ¢o0s

2 2 Z
donnent :
i S 2p — ¢
4 cos -i (‘OS-E cos —C— i il a sin —B— oS — (‘
2 ;) 2 b 5 2

www.rcin.org.pl



96 LIVRE 1I, CHAPITRE II.

(p —c) cot %
tang b b

60 Résoudre un triangle, connaissant un c6té a, 'angle opposé A,
et la perpendiculaire h abaissee du sommet A sur le cdté a. — Celle -
perpendiculaire AD détermine sur le coté a deux segments, égaux
respectivement a h cot B et i cot G ; on en déduit I'équation

iy sim(B-+4+C)  hsin A
a-h(COtB+COtC)~h sin BsinC =~ sinBsin G ’
2h sin A ‘Zh sin A

~Cos®B—C) —cos(BFC) _ cos(B - C)+cosA
9
cos (B — () =;0h_sin A —cos A

Pour rendre cette formule calculable par logarithmes, on posera

tang ¢ = "h don cosB—C)= sms‘]‘z;— 7
Connaissant les angles, on déterminera les cotés par les formules
ST 0. SR
sin ¢’ g B

déduits des triangles rectangles ACD, ABD. Pour que le triangle

existe, il faut que Pon ait tang E3 ; et, quand cette condition

a
T <7
est-remplie, il y a un triangle et un seul.
7o Résoudre un triangle connaissant le cdté a, la hauteur corres-
pondante h, et la différence B — C des deux angles adjacents. —
L’équation

-%‘i sin A — cos A=cos (B — (),

que nous avons employée dans la question précédente, détermine
l’angle A. A T'aide de I'angle auxiliaire ¢, elle devient

sin (A — ¢) = cos (B — C) sin ¢.

L’angle ¢ étant compris entre 0 et ?, I'angle A —¢ est compris

entre — —;— et m. Lorsque la valeur de sin (A — ¢) est négative, en

appelant « l'angle des tables qui admet le méme sinus changé de
gigne, on devra prendre A — 9 = — «; d’ou A =9 —«; cette va-
leur est admissible sielle est positive. L'orsque la valeur de sin (A — ¢)
est positive, en appelant « 'angle des tables qui admel le méme sinus,
on devra prendre A — 9 =g OUA —p=rn= a; ol A=y}«
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ou A=m -+ ¢ — «; la premiére valeur de A est toujours admis-
sible : la seconde ne sera admissible que si elle est moindre que .
On déterminera ensuite les colés comme dans la question préce-
dente.
80 Résoudre un triangle, connaissant les trois hauleurs e, 3, y. —
On a ;

: ; a+c -bat+b—e
ok S0 @Ho+agbFe—a
Les produits ae, b3, ¢y élant égaux chacun au double de la surface,
et par conséquent égaux entre eux, les cotés a, b, ¢ sont proportion-

1 1 1
nels aux quantités o’ = s, g =—B- P =—7— . Si, dans la formule

précédente, on remplace a, b, ¢ par ces quantités proportionnelles, la
formule devient

e g /R e D,
2 Wi ey ([ —a)
Quand on a calculé les angles du triangle, on ‘obtient facilement les
cotés en résolvantdes triangles rectangles. Pour que le triangle existe,

il faut que chaque hauteur soit plus pelite que la somme des deux
autres.
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CHAPITRE

Applications.

(11

APPLICATIONS NUMERIQUES.

Premier exemple.

.

914. — Résoudre un triangle et calculer sa surface, connaissant un
coté @ = 853m 416 et les deux angles adjacents B = 72°13/45",8,

C = 61°28:30%,

On se servira des formules (n° 82)

asin B
oatisih A mil

¥

a = 853,416
B'="T213/45",8
C = 61°2830”

a sin G g
sinA g7
TABLEAU DU CALCUL.

B-HC=136°4715",8
A= 431774472

a?sin B sin G
2 sin A

log a = 2,9211608
log sin B = 1,9787674
log sin € =1,9553978
log sin A =1,8361738

Calcul de b.
log a=2,9311608
log sin B=1,9787674
—log sin A=0,1638262
log b=3,0737544
b=1185,098

Calcul de c.
log a=2,9311608
log sin C=1,9553978
—log sin A=0,1638262
log ¢=3,0503848
c=1123,013

Calcul de S.

2 log a="5,8623216
log sin B=1,9787674
log sin C=1,9553978

—log sin A=0 1638262
—log2  =1,6989700
log § =5,6592830

Deugieme exemple.

S=456334,2 m. carrés.

®2. — Résoudre un triangle et calculer sa surface, connaissant

decux cotés a = 3216m,927,

C = 48°15/2"42.

— 2854m 031

et langle compris
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On emploiera les formules démontrées au ne 83,

RACE R e g A—B  (a—-btang«
e =— =90 5 fangf=tang ——= Py waa
__ (@a—=b)sina L LACTE e

0T i b-—za‘bsmb.

'TABLEAU DU CALCUL.

a = 3246,927 s a -+ b= 6100,958

b = 2854,031 A a— b= 392,896

G p=— 48045,2, ,42 _(2‘_ = ?/1022/3'1// ,:Zt
w= 2P — 65371287,79

Calcul de A—B Calcul de e.

log (@ — b) = 2,5942776

log (a -- b) = 2,5942776 log sin « = 1,9594523
log tang « = 0,3438048 — log sin g = 0,8516586

-~ Tog (a + b) = F,2146019 log ¢ = 3,4053885

log tang § = 1,1526843 o i

Pe=1e R |
A = T73%2'507,06 Calcul de S.

= 87°3 1,52 - log a = 3,5114725
log b = 3,4554587
log sin G = 1,8761298
— log 2 =1,6989700

- log S = 6,5420310
S = 3483623 m. carrés.

Troisieme exemple.

93. — Résoudre un triangle, connaissant deux cotés a=853m 416,
b = 1185,098, et T'angle A = 43°17/44”,2 opposé au premier coté.

L’angle A étant aigu et le coté opposé @ plus pelit que le coté
adjacent b, on ne sait pas si le triangle existe ; un premier calcul est
nécessaire pour le décider (n°85). Si la question est possible, elle
admettra‘deux solutions.

www.rcin.org.pl



100 LIVRE II, CHAPITRE III.

Calcul de B.
ot pria-2 0 S‘; -
log b = 3,0737543 o B = 12134559
log sin A =1,8361738 B” = 180" — B/ = 107°46/147,41

= 7 =B —A = 64°28'30",21
o lOg g == 3,0688392 o= B/ sl A 280561 1//,39
log sin B = 1,9787673
Puisqu'on trouve pour log sin B une quantité négative, on en
. conclut Dexistence de deux (riangles. Les tables donnent l'angle
aigu B’; on admet'ra aussi I'angle obtus supplémentaire B”.

Calcul de c.
__asinG
eain A !
¢ ¢’
log @ —2,9311608 log @ = 2,9311608
log sin ¢/ = 1,9553980 log sin G = 1,6846636
— log sin A = 0,1638262 — log sin A = 0,1638262
log ¢’ = 3,0503850 log ¢” = 2,7796506
¢ =1123,014 ¢” =602,0750

Vérification. — Dans le triangle isocele B/CB”, on calculera la
base par la formule
B/B". =24 cos-Bs
log 2 = 0,3010300
log a = 2,9311608
log cos B/ ==T,4845957

log B’B” = 2,7167865
B’B” = 520,9386
¢/ — ¢” = 520,939.
Quatrieme exemple.
94. — Calculer les angles et la surface d'un triangle dont les trois
cOlés sont
a'=3246m,927;" “b —2851™ 83f, e’ = 25454246,

Le plus grand colé a étant plus petit que la somme des deux
autres, le triangle existe. On obtiendra les trois angles et la surface
par les formules (ne 87)
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tang — —
sl T rplp—a)

A (p—al(p—"
b1 471 I/ Pp—0)

A P=b@-0 mg l/m%m—r)
2

p(p—1"b)

S=Vplp—a)ip—0b)(p—¢.

TABLEAU DU CALCUL.

a = 3246,927
b = 2854,031
¢ = 2643,216

2p = 8644,204

p = 4322,102 log p
p — a = 1075,175
p — b = 1468,071
p — ¢ = 1778,856

—3,6356950
log (p—a)=3,0314792
log (p—b)=3,1667470
log (p—¢)=3,2501408

Calcul de A.

log (p — b) = 3,1607470
log (p — ¢) = 3,2501408

Calcul de B.

log (p — a) = 3,0314792
log (p — ¢) = 3,2501408

—logp = %,3643050 —log p = 4,3643050
— log (p — a) = 4,9685208 —log (p — b) = 4,8332530
1,7497136 1,4791780
log tang —;_=T,8748563 log tang _}23_ =1,7395890

‘; 36%317257 02 B oguer3r,71

A = 7342'507,0% B = 57"32/1",54

Calcul de C. Calcul de S.

log (p — a) = 3,0314792 log p = 3,6356950

log (p — b) = 3,1667470

. —logp =4,3643050

—log (p — ¢) = %, 7498592

1,3123904

log tang _(2‘_ = 1,6561952
o= 21223121

G =48"45" 27,42
Vérification :

log {p — a) = 3,0314792
log (p -- b) = 3,1667490
log (p — ¢) = 3,2501408

13,0840620
log S = 6,5120310
S = 3483623 m. carrés.

A = 73°%2/50”,04

B= 57032 7,54
G = 48%Y 27,42

A+B4C=180°
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100 LIVRE II, CHAPITRE IIIL.

Calcul de B.
sinp=2S0 A
log b = 3,0737543 o Bl= 721345",59
log sin A = 1,8361738 B7 =180 — B/ = 1074614741

C'=B" — A= 64°28'30",21

— log a = 3,0688392 C"=B —A= 28%6 17,39

log sin B = 1,9787673
Puisqu'on trouve pour log sin B une quantité négative, on en

. conclut Texistence de deux (riangles. Les tables donnent l'angle -

aigu B’; on admet'ra aussi I'angle obtus supplémentaire B”.

Calcul de c.
__asinG
s
¢ ' ¢’
log a = 2,9311608 log @ = 2,9311608
log sin (7 = 1,9353980 log sin (7 = 1,6846636
— log sin A = 0,1638262 — log sin A = 0,1638262
log ¢/ = 3,0503850 log ¢” = 2,7796506
¢e==1123,044 ¢’ =602,0750

Vérificalion. — Dans le triangle isocéle B’CB”, on calculera la
base par la formule
B/B?. =12a cos:B/s
log 2 = 0,3010300
log a = 2,9311608
log cos B/ ==1,4845957

log B/B” = 2,7167855
BB == 520,9386
¢ — ¢” = 520,939

Quutrieme exemple.

94. — Calculer les angles et la surface d’un triangle dont les trois
cOtés sont

a'=3246m927;" “b=285im 831, " ‘¢ = 2548 246.

Le plus grand colé a étant plus petit que la somme des deux
autres, le triangle existe. On obtiendra les trois angles et la surface
par les formules (ne 87)
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At (p—b)(p -c) (p:&")rp—c)
tang—z-— O ey tang : I/ e

i ACE (p-—a) (p.—) b’ i i )
taﬂc?—l/——p(p}_ RS i L gl A o

TABLEAU DU CALCUL.

a = 3216,927 p=4322,102 | logp  =3,6356950
b = 2854,031 p—a=1075,175 | log (p—a)=3,0314792
¢ = 2543,246 p— b =1468,071 | log (p—b)=3,1667470

p— ¢ = 1778,856 log (p—¢)=3,2501408

9p = 8644,204

Calcul de A.

log (p — b) = 3,1607470
log (p — ¢) = 3,2501408

— logp = %,3643050
— log (p — a) = 4,9685208
1,7497136

log tang i;_ —1,8748568

:'2‘— — 36%1725" 02

A = 73°42'507,0%

Calcul de B.

log (p — a) = 3,0314792
log (p — ¢) = 3,2501408

Calcul de C.

log (p — a) = 3,0314792
log (p — b) = 3,1667470

—1logp =4,3643050
—log (p — ¢) = 4,7498592
1,312390%

log tang — = 1,6561952

™o 3

N,

o= 21223121
(= 4845/ 27,42

Vérification : A=

—log p = 4,3643050
—log (p — b) = 4,8332530
1,4791780
log tang % ='1,7395890

»123. — 2846377

B = 57"321" 54

Calcul de S.

log p = 3,6356950

log {(p — a) = 3,0314792
log (p -- b) = 3,1667490
log (p — ¢) = 3,2501408

13,0840620
log 8 =6,5120310
S = 3483623 m. carrés.

73°42750” 04

B= 573 .54
L= 48%5" 242
A+ B4 C=180°
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102 LIVRE II, CHAPITRE III

OPERATIONS SUR LE TERRAIN.

Quand on opere sur le terrain, on imagine les points que
I'on considére joints par des droites idéales; on détermine avec
beaucoup de précision les angles que ces droites font entre elles,
a l'aide de divers instruments, tels que la boussole, le grapho-
metre, le cercle répétiteur, dont la description ne peut trouver
place ici. La mesure des longueurs est beaucoup plus pénible
que celle des angles, aussi on n’en mesure en général qu'un®
seule, et cela suffit toujours ; la droite & mesurer est indiquée
par des jalons intermédiaires, et on obtient sa mesure avec
la chaine d’arpenteur, ou mieux avec des regles divisées.
Voici quelques exemples.

Déterminer la distance d’un point accessible ¢ un 7oint
inaccessible.

95. — Soit A le point accessible et B le point inaccessible,
B dont on est séparé, par exemple, par
une riviere (fig. 34); a partir du
point A on jalonne sur la rive ou
Ion se trouve une droite AG, que
on mesure ainsi que les deux
angles BAC, ACB ; connaissaiit trois
Fig. 34. éléments du triangle ABC, on peut

obtenir le coté AB par le calcul. 7

Déterminer la distance de deux poinls inaccessibles.

96. — Sunposons maintenant les deux points A et B (fig. 35)
sur une méme rive du fleuve et
I'observateur sur lautre; on
. trace une base CD et ’'on-obtient,
- comme dans le cas précédent, les
longueurs CA et CB; on mesure
ensuite I'angle ACB. Connaissant
dans le triangle ABC deux cotés et

Fig. 35. I'angle compris, on pourra calcu-
ler le coté AB. Lorsque les points A, B, G, D sont dans un
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APPLICATIONS. 103
méme plan I'angle ACB est la différence des deux angles ACD,
BCD, déja mesurés.

Mesurer la hauteur d'une tour dont la base est accessible.

9%. — Supposons la base A située sur un terrain horizontal,
ou du moins sur un terrain ou

gt 'on puisse jalonner aisément une
"3 droite horizontale AC (fig. 36);

¥ e on mesure cette droite et on
place le cercle gradué en C en le

! s disposant dans le plan vertical
= G qui passe par le point A; le cercle

l 42 : \bc' donne l'angle formé par le rayon
54 L (l: visuel C'B et I'horizontale C’A’ ;

la connaissance de deux des élé-

ments du triangle rectangle A’BC’
permet de calculer A’B; cette droite, augmentée de la lon-
gueur du pied de I'instrument, est la hauteur de la tour.

Fig. 36.

Mesurer ta hautewr d'une monlagne au-dessus du niveau de
la plaine. '

88. — Dans la plaine on trace une droite arbitraire BCi
(fig. 37) que Yon mesure, ainsi que les angles ABC, ACB,
formés par la droite BC avec les rayons visuels menés des points
B et C ausommet A de la montagne ; puis au point B, par
exemple, on place le cercle dans le plan vertical mené par la
droite BA, et l'on détermine
I'inclinaison de cette droite sur
I'horizontale BD. (Dans le cas
particulier ou la ligne BC se
trouve avec le point A dans un
méme plan vertical, cet angle
est le supplément de ABC.) Les
trois premieres mesures don-
nent trois éléments du triangle

Fig. 3%, ABC, on peut donc calculer BA ;
on déterminera ensuite la hauteur AD par le triangle rec-
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104 : LIVRE 1I, CHAPITRE III.

tangle ABD ; en y ajoutant la longueur du pied de l'instru-
ment, on aura la hauteur de la montagne.

Ce procedé peut étre employé pour obtenir la hauteur du
faite d’'un édifice dont la base inaccessible se trouve de niveau
avec la plaine.

Trois points A, B, C, élant situés sur un terrain uni et rap-
portés sur une carte, déterminer le point P, d'ow les distances
CA et CB ont été vues sous des angles gu’on a mesurés,

99. — Soient « et 5 (fig. 38) les angles sous lesquels du point
P ont été vues les distances AC et BC.
11 est facile de déterminer la position
du point P sur la carte par une con-
struction graphique ; il suffit de dé-
crire sur la droite AC un segment
capable de I'angle «, sur la droite BC
un segment capable de I'angle g, et de prendre l'intersection
de ces deux cercles.

On déterminera avec plus.de précision la position du point P,
en calculant les deux angles CAP, CBP, que nous désignerons
par z et y. Nous représenterons d’ailleurs par a et b les lon-
gueurs connues AC, BC, et par y 'angle ACB. Dans les trian-
gles ACP, BCP, on a .

"G

asinz _ bsiny

CP =— =—
sin « sin -’
d’ott
sin sin y
bsim'e”™ asing ’

et, en combinant ces deux rapports égaux par addition et
soustraction,
sine+siny _ sinz—siny
bsinetasing  bsine—asing ’

ou
sinz—siny  bsina—asing .
sinz 4siny ~ bsina-fasing ’

si I'on remplace par des produits la somme et la différence
des sinus, il vient
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APPLICATIONS. 105
ibFE==
-2 bsina—asinp
x+vy = bsina-fasing’
2 :

tang

tang

On connaft la somme des deux angles z et y ; car dans le qua-
drilatere PACB, on a

o4y =360"— (x + +1),

T x-l—yzlson_a-l—i-!-v_
De l'équation précédente on déduit la différence
z—y -ty b sin « — @ sin B
t ===i
dioxe B et e bsina-asinp °

Il s’agit de rendre cette formule calculable par logarithmes.
Ecrivons-la sous la forme

a sin p
T — D b si
tang - Yy = tang + y B s.m z :
Z 2 o a sin §
b sin «
et posons ;
a sin B
tan o
2 bsin « ’

le second facteur devient

1 - tange
1 4 tang ¢
et 'on a la formule

= tang (45° — 9),

exkidnt i’ P i

(2)° - tang 3 y tang (45° — ¢).

2
11 est un cas ou les deux angles « et 3, sous lesquels du point
P on voit les deux distances AC et BC, ne déterminent pas la
position de ce point ; ¢’est lorsqu'on a « 4 g - y = 180°; dans
ce cas, le quadrilatere ACBP est inscriptible dans un cercle ;
les deux circonférences décrites sur AC et sur BC coincident,
et il y a indétermination. En appliquant les formules précé-
dentes, on trouverait
- "g Y =90,

sin « sin
— = y

b
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106 LIVRE 1I, CHAPITRE III.

et par suite,

T — 1
¢ =145 tang———;/z oo><0=—0-.
2 0
TRIANGULATION.
200. — Pour effectuer une opération géodésigue sur une

grande étendue de pays, on recouvre le pays d'un réseau de
triangles, on mesure avec des régles une base dans les condi-
tions les plus favorables, etavec un bon cercle les angles de
tous ces triangles. Puis, partant de la base, on détermine de
proche en proche par des calculs trigonométriques les cotés
de tous ces triangles.

X Nous citerons, comme exemple, la
triangulation qui a été exécutée dans le
xvii® siecle (1669 et 1670) par 'astronome
Picard, enire Malveisine et Amiens, sur
un espace d'environ 22 lieues. Cette
‘opération est restée ceélebre dans I'his-

« toire de la science : c’est la premiere
‘| opération précise qui ait été faite pour
‘arriver & la connaissance exacte de la
grandeur de la terre. Les résultats trou-
vés par Picard ont d’ailleurs servi a
Newton pour vérifier sa loi de l'attraction
universelle. La base a été mesurée entre
Villejuif et Juvisy, tout le long du grand
chemin depuis le milieu du moulin de
Villejuif jusqu'au pavillon de Juvisy ;
Picard placait simplement ses régles sur
le pavé du chemin qui est trés-uni; il a
trouvé 5662 toises 5 pieds, en allant, et
5663 toises 1 pied en revenant; il a
pris la moyenne 5663 toises pour lon-
gueur de sa base fondamentale.

« La distance que l'on s’est proposé

« de mesurer (nous citons les paroles
« de Picard) depuis Malvoisine jusqu'a Sourdon s’est trouvée

Fig. 39. ‘
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« partagée en trois parties : de Malvoisine & Mareuil, de Ma-
reuil & Clermont, de Clermont & Sourdon. Ces distances ont
élé déterminées au moyen de onze principaux triangles
« représentés par la fig. 39 ; les autres triangles ponctués ont
servi de vérification.

« Voici la liste des stations et des endroits précis auxquels
« on a pointé pour former les triangles :

)

A

« A. Milieu du moulin de Villejuif. — B. Plus proche coin du pa-
villon de Juvisy. — C. Pointe de clocher de Brie-Comte-Robert. —
D. Milieu de la tour de Montlhéry. — E. Haut du pavillon de Mal-
voisine. — F. Pi¢ce de bois dressée exprés au bout des ruines de
la tour de Montjay et grossie de paille. — G. Milieu du tertre de
Mareuil, ot I'on a été obligé de faire des feux pour le marquer. —
H. Le clocher de Saint-Christophe, proche Senlis. — I Clocher de
Saint-Samson de Compiégne.— K. Le moulin de Jonquié¢res, proche
« Compiégne.—L. Clocher de Coyvrel.—M. Un petit arbre sur la mon-
tagne de Boulogne, proche Montdidier. — N. Clocher de Sourdon. --
AB.Base mesurée entre Villejuif et Juvisy. — XY. Seconde base me-
surée a autre extrémilé du réseau et devant servir de vérification. »

<«

A(

R ARLE B

«

e

Nous proposons aux éléves comme exercice le calcul des triangles
successifs, dans.’ordre méme suivi par Picard.

« 10 Triangle ABC.

CAB =542 4! 3n¢
ABG =958 655"
AGB = 30° 48’ 30
AB = 5663 loises.
« Done d AC = 11012,83 et BG = 8954 toises.

W] Triangle ADC.

DAG = 77° 2550
ADG =55 0’ 107
ACD.= 47" 3% 0/
AC = 11012,83.
« Donc DG = 13121,5.et AD = 9922,33.
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i3

« Donc

« b

« Donc

« 6°

LIVRE II, CHAPITRE III.

Triangle DEC.
DEC —f4° B 30
DCE = 40° 3% 0"
CDE = 65° 167 30”

DG = 13121.5.

DE =8870,5 ct CE = 12389,5.

Triangle DCF

DOF =2 443047404
DEC = 335407 0%
FDC = .32° 32 20"
DG = 131215:
DF = 21658 toises.

Tr angle DFG.

DFG =205 20/

PEF = b 310

GDF =30° 20 40”
DF = 21658 toises

DG = 25643 et FG = 12963,5.

Triangle GDE.
GDE = 128° 9’ 30”

DG = 25643

DE = 8870,5.

.

« Donc GE = 31897. Telle est la distance de Malvoisine & Mareuil.

2

Par le calcul du méme (riangle, on trouvera les angles DGE=120 38" .
et DEG = 39 12/ 30” tels que d’ailleurs ils ont été trouvés par ob-
servation, ce qui sert de vérification. »

Avant d’aller plus loin, Picard s'est assuré de I'exactitude de cette
premiére distance par plusieurs autres vérifications. Il a calculé de
nouveau AD, au moyen des triangles AOB et AOD ; puis DE par le
triangle DOE, CE par ACE, DF par ACF et FAD, FG par GAF, GE
par GDC et GCE. La distance trouvée pour GE par cette seconde
séric de calculs est 31893,50 an lieu de 31897. Picard a pris la
moyenne 31895 toises.

70

Donc

Triangle QFG.
QFG = 36° 50’ 0
QGF = 101° 48’ 30"

GF = 12963,5
0G = 12523.
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8" Triangle QGI.
0GL:= 31 20¢ 50/
QIG = 43° 39’ 30”
] B =126 3
Done GI = 17562 toises, QL = 9570.

Par les triangles FGH et GHI, Picard avait trouvé, pour la dis-
tance GI de Mareuil & Clermont, une longueur plus petite de 5 toises ;
et il a préféré la premiére détermination a cause d’une incerlitude
dans le pointé du point H, milieu du gros pavillon ovale du chiteau
de Dammartin.

9 Triangle QIK.

QIK = 49° 20" 307
QIK = 53 6/ 407

OF'= 9510,
Done KI = 11683.
10° Triangle IKL.

LIK = 58° 31’ 50
IKL =58 31’ 0

IK = 11683.
Donc KL = 11188,33 et IL — 11186,67.
Ei2 Triangle KLM.

LEKM = 28° 52’ 30"
KLM =63 31%.:10"
KL = 11188,33.
Donc LM = 6036,33.

428 Triangle LMN.

LMN = 60° 38° 0
MNL = 29° 28’ 20”
LM = 6036,33.
Donc LN = 10691 toises,

13° . Triangle ILN.

ILN = 360° — (ILK 4 KLM + MLN) = 119° 32 4"
LN = 10691
IL = 11866,6
Done 3 IM = 18905 toises.

Telle est la distance IN de Clermont & Sourdon. Pour vérifier ces
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derniéres opérations, Picard mesura une seconde base XY de
3902 toises dans une grande plaine entre Coyvrel et la montagne de
Boulogne. De cette base, par les triangles XYL, XYM, MYL, dont les
angles ont été mesurés, on déduit ML = 6037 toises, au lieu de 6036,33
trouvées précédemment; ceci donme & proportion IN = 18907 et
GI = 17564 toises. La différence est trés-petite.

Picard prolongea ses opérations jusqu’a Amiens, au moyen de deux
triangles, et il rattacha a son réseau les tours de Notre-Dame de Paris
et 'Observatoire.

Réduction des angles aux centres des stations.

£01.—Dauns les grandes opérations géodésiques, les sommets
des triangles sont en général des points tres-élevés, comme des
fleches de clochers ou des mires aux sommets des montagnes.
Quand on veut mesurer les angles de ces triangles, il est rare-
ment possible de placer exactement le cercle au sommet de
T'angle que I'on veut mesurer ; dans ce cas, on le place 4 coté,
dans une position commode, mais aussi prées que possible. Ce
n'est donc pas l'angle méme du triangle que l'on a mesuré,
mais un angle qui en différe trés-peu, et il faut faire subir 2
cet angle une petite correction que I'on appelle réduction au
centre de station.
Soient ABC (fig. 40) I'un des triangles du réseau, C I'angle que
Pon veut mesurer, O le point out I'on a
4 placé le cercle dansle voisinage du point
C;l'angle mesuré est l'angle AOB; il
faut en déduire 1'angle ACB. Désignons
par « et B les deux angles trés-petits
OAC, OBC, et soit I le point d’intersec-
tion des deux droites CA et OB. Dans
les deux triangles CIB, OIA, les angles
en I opposés par le sommet étant égaux

Fig. 40. entre eux, la somme des autres angles
est laméme ; on a donc 2
G + ﬁ =0 "I_ %,y
d'ol
=04 g

www.rcin.org.pl



APPLICATIONS. 111

Ainsi, pour avoir I'angle cherché ACB, il faut & I'angle mesuré
AOB, ajouter la quantité « — B.

1l s’agit maintenant de déterminer les angles « et B. Dési-
gnons par a,b,c les longueurs des cotés du triangle ABC, et

par r la distance tres-petite OC. Dans les triangles AOC et BOC,
on a

sine __ sin AOG sing __ sin BOG .
o b ; i 0 :
d’ot
3 rsin AOCG ; 7 sin BOG
sm«:—-—b———-, smﬁ:—————a—-

On sait (n° 47) que le sinus d'un arc tres-petit ne differe de
I'arc que d'une quantité trés-petite par rapport a l'arc lui-
méme; on peut donc remplacer approximativement sin « et
sin @ par les arcs eux-mémes « et 8 ; on aura donc i

7 sin AOC r sin BOG
AT TRETDS 41 )M FTIOTAT GO
Les angles sont évalués, non par des longueurs d’avcs, mais
en degrés, minutes et secondes, et, quand il s’agit d’arcs trés-
petits, on prend pour unité la seconde. Un angle étant évalué
en secondes, il est facile de trouver l'arc correspondant, et
réciproquement. La demi-circonférence comprenant 643000
secondes, I'arc d'une seconde a une longueur égale & —-ﬁ_—,
648000
le rayon étant pris pour l'unité. Désignons par o cette lon-
gueur de l'arc d’une seconde. Soit  la longueur d'un arc
quelconque, z, le nombre des secondes contenues dans cet

arc, on aura évidlemment # =, o, ou inversement z, =-.
(8]

Mais dans lés calculs par logarithmes, on peut remplacer log o
par log sin @ ou log sin 17, puisque ces logarithmes ont

leurs sept premiéres décimales communes; on a de cetlte
maniere

&

roma

Ainsi, quand un angle est mesuré par la longueur de larc
compris entre ses cotés, pour U'évaluer en secondes, il suffit de

L= SRR e
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12 ‘LIVRE II, CHAPITRE III.

diviser la longuewr de I'arc par sin 1”. Réciproquement, quand
un angle est évalué en secondes, pour avoir la longueur de
Uarce, il suffit de multiplier le nombre des secondes par sin 1”..

Dans la question précédente, si I'on appelle «, et g, les an-
gles « et g évalués en secondes, nous aurons

r sin AOC __ rsin BOG

0= - sl -
- bsin 1”7 ° Bi= asin 1”

Ainsila correction.e, c'est-a-dire ce qu'il faut ajouter & l'angle
mesuré O pour avoir l'angle cherché C, est donnée par la
formule '

| __rsin AOC S sin BOG
() f="psin 17 asin1”

On mesure les angles AOC, BOC avec le cercle, et ilsuffit d’en
mesurer un, parce que leur différence est égale a I'angle AOB.

Outre ces angles, la formule (1) contient la distance OC que
I’on mesure aussi exactement que l'on peut et les cotés a et b
du triangle ABC. Mais nous ferons remarquer qu’il suffit,pour
effectuer la correction, de connaitre les valeurs approchées de
ces cOtés ; Lerreur qui en résulte dans la valeur de ¢ est tres-
petite par rapport a cette quantité elle-méme, et par consé-
quent négligeable. Or, le triangle ABC, que nous considérons,
fait partie d’un réseau ; le calcul des triangles antérieurs a
donné la longueur de l'un des cdiés de ce triangle; d’autre
part, deux angles au moins du triangle ont été mesurés en
placant le cercle & une petite distance des sommets ; si l'on
adopte provisoirement ces angles non corrigés et si 'on résout
le triangle, on en déduira des valeurs approchées des autres
cOtés, qui suffiront pour effectuer la correction des angles me-
sures, On recommencera ensuite la résolution exacte du
triangle avec les angles corrigés.

Supposons, par exemple, que le calcul des triangles anté-
rieurs ait donné la longueur @ du coté¢ BC, on a

b _sinB a sin B

RSNy S € dot b=———
a sinA '’ A"
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APPLICATIONS. 13

et, si 'on substitue dans la formule (1)

__ 7 sin A sin AOC o4 M sin BOC
" @ sin B sin/ a sin 1”7

On calculera la valeur de « en se servant des valeurs appro-
chées des angles du triangle. ;

La correction relative & I'angle B, c¢'est-a-dire la réduction
au centre de station, si le cercle n’a pas été placé au sommet B
exactement, se fera de la méme maniére.

102— Remarque. Lorsqu'un point est déterminé par l'in-
tersection de deux lignes droites, si ces lignes se coupent sous
un angle trés-petit ou voisin de 180 degrés, une variation trés-
petite dans la position de 1'une des droites produira une
grande erreur sur la position du point d'intersection. Il im-
porte donc d’éviter dans les triangulations les angles trop petits
ou trop voisins de 180 degrés. Supposons, par exemple, qu’il
s'agisse de mesurer la hauteur d'une tour, comme nous I'avons
expliqué au ne 97, et, pour préciser, considérons simplement
l'influence que peut avoir ’erreur commise dans la mesure de
l'angle A’C/B. Soit b la base A’Y, y I’angle A’C/B donné par
I'instrument, e ’erreur commise dans la mesure de cet angle ;
la hauteur calculée est b tangy ; la hauteur vraie h est
b tang (y-+e¢); lemeur commise est donc

b ltang (y - §) — tang 7] = h—8 t?n—g(i/) -: t)amg :

o 2h sin e

T sin (¢ Fsine
L’erreur ¢ restant la méme, on voit que l'erreur commise sur
la hauteur sera la plus petite possible quand 27-}-¢ sera voisin
de 90 degrés, et par conséquent I'angle 4 voisin de 45 degrés.
Telle est la valeur la plus favorable pour I'angle d’observation.

_ Ezercices.

1o Si I'on représente par 7 le rayon du cercle inscrit a un triangle,
parr,, r,, .. les rayons des trois cercles ex-inscrits (c’est-a-dire des

8
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L4 LIVRE II, CHAPITRE IIL

trois cercles extérieurs au triangle et tangents aux trois cotés), et par
R le rayon du cercle circonscrit, on a

b_\/”'a’o'c 1
1
! i

R =—4— (r, 4+ rb—l- v ).
Lorsque le triangle est rectangle, en désignant par a I'hypoténuse,
on a les relations plus simples
S=pp—a)y=@—0)(p—c=rr,=nr7,
r,——=r=nr,4+7r =a.
20 Si on désigne par A, B, C les angles d’un tr angle quelconque,
on a .

A B v, A G 28
cotT—}— cot—2~-|—cot 2--_.cot-——cot7cot & g
sinA—}—sinB—{;sil]C=T,
sin A sin B sinG_F,
L cusiale sg (B RS T et
sm2—2—+sm —2——|- sin T_1 T
- sm—sm-B— sin Couaald
: 2 gl F
cos—A—cos icmi—l-
2 2 arierd. v AR

30 Soient d, d,, d,, d, les distances du centre du cercle circonscrit
aux centres du cercle inscrit et des cercles ex-inscrits ; on a
d*=1R*— 2Rr, da=R242r,
d; = R*+ 2Rr,, di=R2+2Rr,
4° Soient g, 3»» . les segments des bisscctrces compris entre les
sommels el le centre du cercle inscrit, &,,¥,, &, les portions res-

lantes; on a

ca b )
SaZ%COS §A—q Sb:"’ cog"g‘: 8‘;:%003_";
g abe (_‘ e abe A B ,:__q‘bcv‘ o
SR e ey g STy (O
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d’ou i
5%8% _ b+de+a(@tb) . &1
, 32— “abe
50 Soient 0, O, O,,, 0, les centresdu cercle inscrit et des cercles ex-
inscrits, on a

00,= 2o, 00,=—lr, 00,=—00,
€08 - cos o cos —-
a b c
0,0, = N8 . 0,0, = —54, 0,0, = e,
sin -? sin T sin —2-

- —— — — 3
00,"+00," 4+ 00," 4 0,0, + 0,0," + 0,0, = 48R*.

60 Soient e, ¢,, ¢, les segments des hauteurs compris entre leur
point de rencontre et les trois sommets, ¢/,, ¢,, ¢/, les trois aulres seg-
ments ; on a '

e,—2Rcos A, ¢, =2R cosB, e =2RcosC,
a*b2c?
45?
a*te =01 ¢?=1c*+¢®=4R%.

70 Partager un arc en deux parties telles que la somme, ou le pro-
duit, oula somme des carrés des cordes soit maximum ou minimum.

8 Si I'on désigne par m el n les deux diagonales d’un quadrila-
tére, et par « l'angle de ces deux diagonales, la surface du quadri-
latére est représentée par la formule

/ — / — / —
e e, —e¢, =¢ée = cos A cos B cos C,

1 ;
=—mmn sin «.
2

90 Si I'on désigne par a, b, ¢, d les quatre cotés d'un quadrilatére
inscrit dans un eercle, et par 2p son périmétre, la surface est expri-
mée par la formule s

8=V (p—a)(p—b)(p—0) (p—d).
100 Calculer les diagonales d’un quadrilatére inscrit dans un cercle
et le rayon du cercle, en fonction des cotés du quadrilatére.
110 Par un point A pris arbitrairement dans ie plan d'un cercle on
. meéne diverses sécantes et 'on jointau centre O les points d’intersection

BetC de chacune d’elles, démontrer que le produittang A_g?_ tang Ag(‘

est constant, quelle que soit la sécante menée par le point A.
120 Le produit des perpendiculaires abaissées d’un point quelconque
d’une circonférence sur deux cotés opposés d’un quadrilatére inscrit
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16 LIVRE II, CHAPITRE III.

est égal au produit des perpendiculaires abaissées du méme point sur
les deux autres cotés

13° Le produit des perpendiculaires abaissées d’un point quel-
conque d’une circonférence sur deux tangentes i celte circonférence
est égal au carré de la perpendiculaire abalssée du méme point sur la
corde des contacts.

14° D’un point quelconque P on méne a un cercle quatre sécantes
qui le coupent respectivement en a et «’/, b.et b/, ¢ ete’, detd :
démontrer la relation

Eivd g Sebacd 2 i . da

sin TP sin o i sin 3 sin Da

sin . sin dbg- T sin o sin ot
2 2. Vs S )

150 D'un point quelconque P on méne & un cercle une tangente PD/
et une sécante PAB ; on trace ensuite le diamétre D’OD, et I'on joint
Pextrémité D' aux deux points A et B: démontrer que les deux
droites DA et DB interceptent sur le diamétre PO deux segments OG,
OH égaux entre eux.

160 Résoudre un Lriangle connaissant trois quelconques des rayons
désignés par r, r,, 7,7, R.

170 Résoudre un tnangle connaissant les trois médianes, ou les trois
bissectrices.

18 Résoudre un triangle connaissant un coté a, la perpendiculaire /u
abaissée sur ce coté du sommet A, et la somme b .

19¢ Résoudre un triangle connaissant les angles et le volume décrit
par le triangle dans sa rotation autour du coté a.

200 Lorsque les sinus des angles A, B, G d’un triangle sonl en
progression arithmétique, on a

tang — A tang —G—-— -
2 2 84
210 Lorsque les ¢ langentes des angles A, B, C d’un triangle sont
en progression arithmétique. les carrés des colés a, b, ¢ sont aussi en
progression arithmétique.
22 Lorsque les cotés a, b,¢ d’un triangle sont en progression
arithmétique, on a :
A—-C B G A 3
—_— —, acos® —-+4ccos?—=—0.
cos 5 =t R g o 3 -+ 3 3
230 Lorsque les cotangentes des moitiés des angles ABC d’un
triangle sont en progression arithmétique, on a

~

A G
20t —— cot — = 3.
co 3 cot o)
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TRIGONOMETRIE SPHERIQUE. iheg 88

CHAPITRE 1

Propriétés des triangles sphériques.

$03.— Soit O le sommet d’un angle triedre dont OA,0B,0C
sont les arétes; si du point O comme centre, avec un rayon
arbitraire, on décrit une sphere, I'angle triedre déterminera
sur la surface de la sphere un triangle sphérique. Les angles
A, B, Cde ce triangle sont précisément les angles diedres de
I'angle triedre; les cotés opposés, dont nous représentons les
longueurs par a, b, ¢, en prenant le rayon de la sphére pour
unité, mesurent les angles plans on les faces de l'angle triedre.
Chacun des six éléments du triangle sphérique est compris
centre 0 et =. On sait que chaque coté est plus petit que la
somme des deux autres, que le périmetre @ -+ b - ¢ est infe-
rieur a 2=, et que, réciproquement, ces conditions sont suffisantes
pour qu’avec trois cotés donnés on puisse former un triangle
sphérique. Quant & la somme des angles, elle varie de = a 3 7.

Un triangle sphérique est déterminé lorsqu’on connait trois
quelconques de ces six éléments ; il n’est pas nécessaire,
comme pour les triangles rectilignes, qu’il y ait un coté parmi
les éléments donnés. Comme les constructions ‘graphiques, a
l'aide desquelles on pourrait déterminer les éléments inconnus,
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118 LIVRE III, CHAPITRE I

sont plus compliquées que celles qui se rapportent aux triangles
rectilignes , l'incertitude sur l'approximation des résultats
seraient encore plus grande que pour ceux-ci. Il importe don®
de remplacer ces constructions par des calculs numériques :
c'est le but de la trigonométrie sphérique. Le probleme général
consiste, étant donnés trois éléments d'un triangle, & déter-
miner chacun des trois éléments inconnus. On résoudra ce
prébleme au moyen de relations entre les six éléments pris
quatre & quatre. Ces relations, au nombre de quinze, sont de
quatre especes dlfferentes 1° entre les trois cotés et un angle ;
2° entre deux cotés et les deux angles opposés ; 3°entre deux
cotés, l'angle compris, el 'angle opposé & I'un d'eux ; 4° entre
un coté et les trois angles.

RELATIONS ENTRE LES TROIS COTES ET UN ANGLE.

-

104. — Par le sommet O de I'angle triedre menons dans le
plan AOB (fig. 41), et ducoté de OB,
“une perpendiculaire OM 4 OA ; de
méme dans le plan AOC et du coté
de OC une perpendiculaire ON a
OA; le plan MON, renfermant
deux’ droites perpendiculaires &
OA, est perpendiculaire & cette
ardte, et l'angle MON mesure
Fig. 41. langle diedre OA ou l'angle A du
triangle sphérique. Sur la circonférence AB, en partant du
point A et marchant dans le sens AB, on parcourt 'arc AB=c;
du point B, abaissons la perpendiculaire BP sur OA ; l'arcca
pour sinus la longueur BP (toujours affectée du signe -,
puisque l'arc est moindre que =), et pour cosinus la longueur
OP affectée du signe -+ ou du signe —, suivant qu’elle est
comptée sur OA ou sur son prolongement. Sur la circonfé-
rence AC, en partant du point A et marchant dans le sens AC,
on parcourt de méme l'arc b ; abaissons la perpendiculaire CQ
sur OA,.on a sin b= CQ, cos b=+ 0Q. La projection de la
ligne droite OB sur la droite OC est égale a la somme des pro-
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PROPRIETES DES TRIANGLES SPHIRIQUES. 119

jections sur cette méme droite des deux cotés de la ligne
brisée OPB. La projection de OB est cos @. La direction OA fait
avec OG l'angle b; sile point P tombe sur OA, la projection
de OP est OP cos b, ou cos ¢ cos b, puisque
cos ¢ est, dans ce cas, égal & 4+ OP. Sile
point P tombe sur le prolongement OA’
de OA (fig. 4?), la projection de OP est
OP >< cos A’OC, ou — OP>< cos b, puisque
l'angle A’OC est supplémentaire de 6 ;
mais, dans ce cas, ona cosc=— 0P la
M projection adonc pour expression cos ¢ cos b,
comme dans le premier cas. La droite PB
étant parallele & OM et de méme sens,
sa projection est PB >< cos COM, ou
sin ¢ cos COM ; on a donc

€0s @ = ¢os ¢ cos b -+ sin ¢ cos COM.

Projetons maintenant sur la droite OM la ligne droite OC et
la ligne brisée OQC. La projection de OC est cos COM ; la
droite OQ faisant avec OM un angle droit, sa projection est nulle.
La droite QC, étant parallele a la droite ON qui fait avec OM
l’angle A, a pour projection QC>< cos A, ou sin b cos A; on a
donce

cos COM =sin b cos A.
Si l'on remplace cos COM par sa valeur dans la relation préce-
dente,.il vient

€0S @ = €08 ¢ ¢0s b + sin ¢ sin b cos A.

On obtient ainsi les relations de premiére espece, entre les
trois cotés et un angle,

cos @ = cos b cos ¢ -+ sin b sin ¢ cos A,
(1) €0s b = cos ¢ cosa -} sin ¢ sin @ cos B,
[ cos ¢ = cos @ cos b + sin @ sin b cosC.

Puisqu’on peut prendre arbitrairement trois des six éléments
d'un triangle sphérique, il n'existe que trois relations dis-
tinctes entre ces six éléments. Des trois relations précédentes,
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120 LIVRE III, CHAPITRE I.

que I'on nomme équations fondamentales, il sera done pos-
sible de déduire toutes les autres par des transformations algé-
briques.

RELATIONS ENTRE DEUX COTES ET LES DEUX ANGLES OPPOSES.

105. — On demande, par exemple, la relation qui existe
entre les cotés @ et b et les deux angles opposés A et B. Il faut,
entre les équations (1), éliminer ¢ et C; comme C n’entre pas
dans les deux premieres, il suffit d’éliminer ¢ entre ces deux
équations. Si on les ajoute et si on les retranche membre &
membre, elles donnent

(cos @ - cos b) (1 — cos ¢) = sinc (sin b cos A 4 sin @ cos B),
(cos @ — cos b) (1 —+ cos ¢) = sinc (sin b cos A — sin a cos B);
si 'on multiplie membre & membre ces deux derniéres, le pre-
mier membre contient le facteur 1 —cos?¢, le second le facteur
sin? ¢ ; si 'on supprime ces facteurs égaux, ¢ est éliminé, et
Tona

cos?a — cos? b = sin?b cos* A — sin? @ cos? B,
d’ou

sin® @ sin? B = sin?) sin? A,

et, puisque les sinus sont positifs,

sin @ sin B = sinb sin A,
ou
sina sinb -
sinA = sinB
On a donc les trois rapports égaux

9 sin @ sinb _ sinc
( ). sinA = sinB = sinC

Ainsi, dans un triangle sphérique, les sinus des cdtés sont
proportionnels aux sinus des angles opposés

" On obtient directement ces relations de la maniére suivante:
du point G, abaissons une perpendicnlaire CD sur le plan AOB
(fig. 43) = du pied D, menons dans ce plan les droites DP et DQ
perpendiculaires sur OA et OB, et joignons CP et GQ. Les
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droites CP et CQ, en vertu d'un théoréme connu, sont aussi
perpendiculaires sur OA et OB, et,
par conséquent, les angles.CPD et CQD
mesurent les angles A et B du triangle
sphérique. Mais les triangles rectan-
gles CDP, CDQ donnent :

CD =sin b sin A =sin a sin B;

sin a sin b
sin A sinB °

donc

RELATIONS ENTRE DEUX COTES, L’ANGLE COMPRIS, ET L'ANGLE
OPPOSE A L’UN D'EUX.

106.—On demande, par exemple, la relation qui existe entre
a, b, G, A. Tl faut éliminer ¢ et B. Si, dans la premiére des équa-
tions (1), on remplace cos ¢ par cos a cos b +sin @ sin b cos G,

et sin ¢ par sin gk o il vient
a-.— —, il vier
; P gin A’

: . . ’ S ! cos A
cos @ sin% b = sin @ sinb (cos b cos C + sinC T ),

et, si on divise par sin a sin b,
cot @ sin b = cos b cos G - sin G cot A.
Les formules de cette espece sont au nombre de six :

cot @ sin b = cos b cos C + sin G cot A,

cot a sin ¢ = cos ¢ cos B -+ sin B cot A,

3) cot b sin ¢ = cos ¢ cos A - sin A cot B,
cob b sin @ = cos a cos C +- sin C cot B,

cot ¢ sin @ = cos @ cos B -} sin B cot G,

\ cot ¢ sin b = cos b cos A -} sin A cot C.

RELATION ENTRE UN COTE ET LES TROIS ANGLES.

107. — Considérons le triangle polaire du triangle ABC et
désignons par a’, ', ¢’ ses cotés, par A’, B’, C/ ses angles. Les
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122 LIVRE 1II, CHAPITRE I.

cOtés de chacun des triangles étant supplémentaires des angles
de 'autre, on a ‘
o=n—=A V=nr—=B; ¢=r—C(,
Al=n —a, B=n—=b, (C=r—ec.
En appliquant au triangle polaire la relation fondamentale,
on a ;
cos a’ = cos 0’ cos ¢’ 4 sin ¥’ sinc’ cos A’;
si I'on remplace les ¢léments de ce triangle par leurs valeurs,
il vient
—cos A=cosB cos C —sin BsinC cosa;
ou

cos A = — cos B cos C + sin B sin C cos a.
On obtient ainsi les trois relations de quatriéme espece
cos A = — cos B cos C 4 sin B sin C cosa,
(4) ¢ cos B= — cos C cosA -} sinC sin A cosb,
( cos G = — cosA cos B 4 sin A sin B cosc.’
208. — On peut déduire ces relations des équations (1), par

une transformation algébrique. ) ;

On demande, par exemple, la relation qui existe entre les
angles et le coté a. 11 faut éliminer b et ¢. Si, dans la premiere
des équations (1), on remplace cos ¢ par

cos @ cos b -+ sina sinb cos C,
on a

cos @ sin* b = sina sinb cos b cos G 4 sin b sin ¢ cos A;
si on divise par sin b et si on remplace sin a, sin b, sin’ ¢ par
les quantités proportionnelles sin A, sin B, sin C, il vient
cosa sin B = cos b sin A cos C + sin C cos A.

On aurait de méme, en remplacant cos ¢ par sa valeur, dans
la seconde des équations (1),

cos b sin A = cos @ sin B cos C + sin G cos B.

L’élimination de b entre ces deux dernieres équations donne
Ja relation cherchée

c0s A= - cosB cosC + sin B sinC cosa.
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PROPRIETES DES TRIANGLES RECTANGLES.

109. — Soit A I'angle droit. Celles des relations précédentes
qui renferment 'angle A deviennent

cos @ = cosb cos ¢;
sin b = sin a sin B, sin¢ = sin @ sin C;
tang b = tang a cos G, tang ¢ = tang @ cos B,
tang b = sinc tang B, tang ¢ = sin 6 tang C ;
cosa@ = cot B cot C,
cos B = sin C cos b, cos G = sin B cosc.

On obtient toutes ces relations & l'aide d’une régle mné-
monique tres-simple. Sur les cotés de 'angle droit du triangle

rectangle (fig. 44), on écrit —;— -y, —g—— calaplacedebetc,

c ' et I'on considere les cing quantités

T ™
5, ,—§-—b, Cy.a,'B, e for-

2 @
> . mant une suite fermée; les relations
A T, - précédentes sont données par la
2 2 @ . B
reégle suivante : Le cosinus de ['une
Fig. 44.

quelconque des cing quantités est
égal auw produit des colangentes des deux adjacentes ou au
produil des sinus des deux opposées. D’apres cela, il est facile
d’avoir la relation entre trois quelconques des éléments d'un
triangle rectangle ; car, si l'on prend au hasard trois des cing
(uantités que nous venons de considérer, ou elles seront toutes
trois adjacentes, ou deux seront-adjacentes et la troisieme
isolée des deux autres; dans les deux cas la regle précédente
donnera entre elles une relation bindme.

1° On demande, par. exemple, une relalion entre les trois

£ 4 T
éléements b, C, a; puisque les quantités 5 —b, G, a sont
consécutives, on a

cos G = cot (%— —~ b) cot a,

ou
tang b — tang a cos C.
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20 On demande une relation entre les éléments b, C, B ;

comme %—-—- b et C sont adjacents et B isolé, on a

\

; sin G = cos b sin C.

cos B = sin (—1 —b
200 &4

i40. — Remarques. Les relations précédentes conduisent
a quelques propriétés des triangles rectangles qu’il est bon
d’'indiquer.

1° La formule cos @ = cos b cos ¢ montre que les trois cOtés
@, b, ¢ sont aigus, ou que deux sont obtus et I'autre aigu.

2° La formule tang b = sin ¢ tang B exige que b et B soient
simultanément aigus ou obtus, ¢'est-a-dire qu'un coté de I'angle
droit et 'angle opposé sont toujours de méme espece.

3° On peut construire un triangle rectangfe en prenant
arbitrairement, soit les deux cotés de 'angle droit, soit I'hypo-
ténuse et un angle, soit uh cdté de I'angle droit et angle adja-
cent ; il en résulte que trois éléments qui satisfont & I'une des
relations précédentes appartiennent a un triangle sphérique
rectangle, pourvu toutefois que b et B, ou c et C soient de
méme espece, si cette relation est.l'une de celles on entrent
ces éléments.

EXPRESSION DES ANGLES EN FONCTION DES COTES.

111. — Parmi les diverses relations établies entre les élé-
nents d’un triangle sphérique quelconque, les relations (2)
sont les seules qui se prétentau calcul par logarithmes ; on
transforme les autres de maniere & en obtenir de nouvelles
qui présentent le méme avantage.

La premiere des équations (1) donne
; i Ay e cosa — qo§b cos ¢

sin b sin ¢

(]

si, dans les formules

HAAGH ¢ t —cos A e R 1+ cos A
sin 5 = Y P, gy P
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on lemplace cos A par sa valeur, il vient

sm cosb cosc+sinb sinc—cosa cos 1b—c —Cosa
o 2 sin b sin¢ Jnds zelni " 2sinbsinc

a+c—>

. .oa-+b—
sin. 3 sin = c

sin b sin ¢

ol Aty cosa—cosb cosc+sinb sinc c0s a-cos(b—l—c)
2 , 2 sinb sinc 3 2sinbsinc
si

a-+b+c b+c—a
Y

sin

sinb sine

En posant @ + b 4 ¢ =

o A
SN — =

2

2p, ou en déduit

sin (p — b) sin (p — ¢)
sin b sin ¢ ;
sinp sin (p — a)
sinbsinec '

£

i
¥ e sin(p —b) sin (p —¢)
o sinp sin (p—a)

EXPRESSION DES COTES EN FONCTION DES ANGLES.

112.—Les équations (4), par des transformations analogues
aux préeédentes, donnent, si l'on pose 28 =A 4+ B4 C—r,

ot ol sin (B — 8) sin (G — S)
GG sin B sin G -

! ke & 5o sin S sin (A — S)
) oty dhg / sin B sin C
| Zpoedy /sin (B - 8) sin (C - 8)

<

o

»

sin S sin (A — 8) :

La quantité 28 s'appelle ezces sphérique du triangle.
Ces derniéres relations se déduisent aussi des relations (5)
a l'aide du triangle polaire.
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FORMULES DE DELAMBRE.

4138. — Ces formules sont

—————A+B cos L sin i i sin . Sy
" g 2 b S 2
S~ os—g- , cos o E sin—g :
S cos 2 c 2 5 5
A-}-B a+b A—B . o+b
cos—Q— e cos o5 c0S T__ sin 3
'nE e cos-‘—j- ; sin-C~ i sin .4 .
e 9 9 2
En effet, la relation
NofBosi sonl Kol Bde msiigspites
n —5— = sin—-cos -+ 008 —-sin —-

au moyen des formules (5), devient

A4 B sin (p—a)--sin (p—0) sin p sin (p—c)
by I/

sin ¢ sinasind
2 sin — cos : ot e cos &
B i 2 L@ if TR 2
sin = —— 08 —=— :
8 2 sin L cos A * cos -+
2 r 2

On démontrerait de la méme maniére chacune des trois
autres formules.

Voici un procédé mnémonique assez commode pour se
rappeler les formules de Delambre : si I’on met les angles dans
le premier membre, les cOtés dans le second : 1° le premier
membre contient deux lignes trigonométriques différentes, le
second membre deux lignes semblables ; 2° en ne considérant
que les numérateurs, & un sinus dans I'un des deux membres
correspond dans l'autre un signe —, & un cosinus le signe 4.

ANALOGIES DE NEPER.

144. — Si l'on divise membre & membre la premiére des
relations (7) par la troisitme, la seconde par la quatriéme,

www.rcin.org.pl



PROPRIETES DES TRIANGLES SPHERIQUES 12

~3

la quatridme par la troisieme, et enfin la seconde par la pre-
miere, on obtient les quatre formules

e = : e
tang A_iQ_B c0s - = tang 3 sin % 3 3
o cos il i o e
(8 2 e 2 2
: tang +b 508 i tan s sin -
o) Paprs 8 2
R A+B'’ c A+B
tang D) cos ) ‘- tang 9 3
EXPRESSIONS DIVERSES DE L’EXCES SPHERIQUE.
115, — La surface d'un triangle sphérique dépend de son

exces sphérique ; nous indiquerons diverses formules pour
obtenir cette quantité.
Cherchons d’abord l'expression de l'excés sphérique au
moyen de deux cotés et de l'angle compris. Si 'on multiplie
. 3 @ b
membre & membre les formules qui donnent cot? et cot—

pu2
en fonction des angles (n° 112), il vient

coPoadt b sin(C—35)  sinCcosS— sinS cos C
2 L sin S

= sin G col S — cos C,

d’ott 3
cot —;— cot 5 ~+- cos C
(9} < cot S= —
: sin G

Ii en résulte que l'angle C restant fixe, si l’on fait varier les

cOtés a et b sans altérer la surface, le produit cot—;i cot-%—
reste constant.

116. — Cherchons maintenant 'expression de I'exces sphe-
rique en fonction des cdtés. Si, dans les formules de Delambre

—h B
sin —+ 5 cos e cos -—A—%— cos—aiﬁ

<

C $ c
Cos - €08 o sin - o8 —-
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on remplace

A+ B 'n' C. |
& v T

2 L
il vient
G ; a—>b ks a—+b
cos(—é- — S) — cos T s sm( ey S) £0s8 5
v X cosi ’ sin — = cosi :
] ) D) )
La premieére de ces équations donne
cos C—S)—cosE cos a_b—cos-g-
%/ : 2 2
[ @ a—b et
cos (—2— — S)—|— COSi57 10085 —+ cos 3
el, par suite,
S C—S8 p—a &
tang 5 tang - o — tang d 3 tang P 3
La seconde donne de la méme maniere
tang -§-
2 ) —c
R tang —g- tang %-——_;
tang -

en multipliant ces deux équations membre & membre, on
obtient la relation :

(10) tang %= l// tang—g— tang p;a’ tang p';b tang 2 ’;C

CERCLE INSCRIT.

117.—Soient O le centre du cercle inscrit & un triangle sphé-
rique ABC, D, E, F les points de contact
(fig. 45). Appelons r l'arc de grand cercle
OF qui joint le centre & l'un des points de
contact, c'est-a-dire le rayon sphérique du
cercle inscrit. Les distances des sommets aux
»¢ points de contact étant égales deux a deux, la
somme des trois arcs BD, DC, AE est égale
au demi-périmetre du triangle ; on a donc
AE=AF=p—a, BD=BF =p— 4,
CE=CD=p—ec.

A

www.rcin.org.pl



PROPRIETES DES TRIANGLES SPHERIQUES. 129

Le triangle rectangle AOF donne
X
tang r = tang =5-sin (p —a).

iy A g i
Si 'on remplace tangT par sa valeur en fonction des cotés,

on a la formule

(11) tangr = l/ sin (p — @) sin (p — b) sin (p — ¢)

sin p!

CERCLE CIRCONSCRIT.

£ #8.—Soit O le centre du cercle circonscritau triangle ABC
(fig. 46); joignons le point O aux trois
sommets, et abaissons 'arc OD perpen-
diculaire sur BC. Les trois triangles -
AOB, BOC, COA sont isoceles; sil'on dé-
signe par « les deux angles égaux OBC,
OCB, par p les deux angles égaux OCA,
OAC, et par y les deux angles égaux
Fig. 46. OAB, OBA, ona

ﬁ_l_-y__—_,A, 7—|-a___'B, oc-l—f):.

on en déduit

b ] An $
¢=_E+_§_A=l?i_ (A—8).

Si l'on appelle R I'arc OB ou le rayon sphérique du cercle cir-
conscrit, le triangle rectangle OBD donne

s
cot B == cot%cos«:cot 5 sin (A — 8S);

a S0
en remplacant cot—g— par sa valeur en fonction des angles

(n° 112), on obtient la formule

(12) cot R = I/ sin (A — 8) sin (B — 8) sin (C — S)

sin S
119. — Remarque. Trois grands cercles partagent la sur-
face de la sphere en huit triangles qui sont deux a deux
e
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symétriques; les cercles inscrits ou circonscrits & deuxdriangles
symétriques sont égaux. Les formules précédentes se rappor-
tent au triangle dont les éléments sont a, b, ¢, A, B, C. On
démontre aisément que 1’on obtient les rayons des cercles ins-
crits a ces différents triangles par les relations

tang 7sin p
= tang r, sin (p —a)=lang r, sin (p —b)=tang 7, sin (p —c)

=V sin p sin (p — @) sin (p — b) sin (p — ¢),

et les rayons des cercles circonscrits par les relations

cot R sin S
= cot R, sin (A—8)=cot R, sin (B — 8) = cot R, sin (C—8)

=/ sin S sin (A — 8) sin (B — 8) sin (C — 8),

dans lesquelles r,, R, désignent le rayon du cercle inscrit et

le rayon du cercle circonscrit au triangle qui a pour sommets
B, C et le point A’ symétrique de- A.
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CHAPITRE II

Résolution des triangles sphériques.

]

120. — On peut prendre & volonté trois des six éléments
d’un triangle sphérique. Supposons que l'on donne les trois
cOtés a, b, ¢; on a vu en géométrie élémentaire que les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour l'existence d'un triangle
sphérique sont : 1° que le plus grand coté soit plus petit que la
somme des deux autres; 2° que la somme des trois cotés soit
moindre qu’une circonférence de grand cercle.

Nous rappellerons ici la démonstration de ce théoréme im-
portant. Surune circonférence de grand
cercle prenons un arc BC (fig. 47) égal
au plus grand c6té a, et soient BD = ¢
et GF =10 les deux autres céOtés; du
point B comme péle, avec une ouver-
ture de compas égale a la corde qui
sous-tend I'arc BD, décrivons un petit

E.D cercle DAE ; du point C comme pole,

Fig. 47. avec une ouverture de compas égale a

la corde CF, décrivons de méme un petit cercle FAG. Il est ais¢
de voir que ces deux petits cercles se coupent en un point A.
Considérons, en effet, la calotte sphérique limitée par le petit
cercle DAE et ayant pour pole le point B ; puisque 'arc BC est
plus petit que BD - CF, le point F est situé entre B et D,
el par conséquent & lintérieur de la calotte sphérique.
D’autre part, la sommsz des cOtés du triangle , savoir
EB - BC + CG, étant moindre que la circonférence du grand
cercle, le point G- est situé sur I'arc CB’E, et par conséquent
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alextérieur de la calotte. Ainsi la circonférence de petit cercle
FAG va d’un point intérieur F a un point extérieur G ; donc
elle coupe nécessairement en un certain point A la circonfé-
rence DAE qui limite cette calotte. En joignant les points B
et C au point A par des arcs de grand cercle, on obtiendra le
triangle sphérique demandé ABC. g

Les deux petits cercles se coupent en un second point, ce qui
donne un second triangle symétrique du premier. Mais, en
trigonométrie sphérique, on ne compte ces deux triangles
symétriques que comme une seule solution, puisque les
éléments sont les mémes et seront donnés par un méme
calcul.

1218. — Il est facile d'en déduire les conditions d’existence
du triangle sphérique quand on donne les trois angles. Quand
on donne les trois angles A, B, G d’un triangle, on donne les
trois cotés o/ == — A, b'=r— B, ¢/ == — G du triangle po-
laire ; pour que 'on puisse construire le triangle polaire, et par
suite le triangle proposé, il faut que la somme des trois cotés
de ce triangle polaire soit moindre que 2= et que le plus grand
coté a’ soit plus petit que la somme des deux autres, ce qui
donne les deux conditions

a,+b,+0l<2ﬂ', a/l<bl_|_ol;

si I'on remplace les colés @/, 0%, ¢’ par leurs valeurs, ces deux
conditions deviennent ‘

ALB Lo~ “Kdw-Big

Dailleurs elles sont suffisantes : car, lorsqu’elles sont rem-
plies, on peut construire le triangle polaire, et par suite le
triangle demandé. Ainsi, quand on donne les angles d'un
triangle sphérique, les conditions d’existence du triangle sont :
1° que la somme des angles soit plus grande que deux angles
droits; 2° que le plus petit angle augmenté de deux angles
droits soit plus grand que la somme des deux autres.
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. RESOLUTION DES TRIANGLES RECTANGLES.

La ‘résolution des triangles rectangles est comprise dans la
regle mnémonique indiquée au n° 109; mais il est bon d’exami-
ner séparément les différents cas qui sont au nombre de six.
'On peut donner: 1° les deux cdtés de Vangle droit; 2° un c6té
de l'angle droit et 'hypoténuse ; 3° un coté de l'angle droit et
l'angle adjacent; 4° un coté de l'angle droit et I’angle opposé ;
5° I'hypoténuse et un angle; 6° les deux angles.

122. — Premier cas. — Données: b, c.

Le triangle est toujours possible et les éléments inconnus

sont donnés sans ambiguité par les formules
tangb

tange
cos @ = cosb cose, tang B—=— , tangC=— & :
' sin ¢ sinb

11 peut arriver que ’hypoténuse a soit donnée avec peu de
précision par son cosinus. Dans ce cas, on calculera d’abord
I'angle B, puison déterminera @ par la formule

8 » P

eot:a =-cos B:cot ¢.

223. — Deuxiéme cas. — Données : a, b.
Soient ABA’, APA’ (fig. 48) deux grands cercles perpendicu-
laires entre eux, qui se coupent suivant le
“diametre AA’. Prenons AC=10>. Tous les
arcs menés du point G aux divers points
du grand cercle ABA’ sont compris entre b
et # —0b; le triangle ne sera donc possible
qu’autant que @ sera compris entre ces
mémes limites. Lorsque cette condition
~ est satisfaite, on décrit du point G comme
Fig. 48. pole, avec la corde de I'arc @ pour rayon,
un petit cercle qui coupera la circonférence ABA’ en deux
points B et B’; on joindra chacun d’eux au point C par un arc
de grand cercle, et I'on aura deux triangles symétriques. On

A
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calcule les éléments inconnus par les formules

(N sinB:,s_lﬂ,, oo g T

sin a cosb ’ T tanga

On prend B, qui est donné par son sinus, de méme espece
que b. ¥

Ces formules, déterminant les éléments par des sinus ou des
cosinus, pourraient ne pas donner une approximation suffi-
sante. Dans ce cas, on calculera les inconnues par leurs tan-
gentes ; on a en effet

i c__\/l—-cosc__\/cosb——cosa._\/mnua—l—btan a—b
€5 = Vitcosc VY cosbtcosa ) SR el

i G ___\/l —cosCG \/tanga — tangb __\/sin(a, —b)
g | 4-cosC ~ Y tanga - tangb —

sin (@ +b)
; Ml
fang { 45°— .3 :—{—_\/!__SI.D_B_ :_.__f_\/sfﬂa—m.n b i st
2 {-+sinB sina-}sinb atb’
tang 5

Dans cette derniére formule, on prendra le signe - ou le
signe —, suivant que le c6té donné b est aigu ou obtus, puisque
I'angle B est de méme espece que le coté b.

- 424. — Troisieme cas. — Données ; ¢, B.
Le triangle existe toujours. On obtient les inconnues, sans
ambiguité, par les formules

tang ¢

ang b=sin¢ tang B, cosC=sin Bcos¢, tanga——2—.
tang b g B, ) g e

Afin d’éviter 'inconvénient que présente la détermination
de l'angle C par un cosinus, on pourra, aprés avoir trouvé le
cOté b, calculer I'angle C par la formule
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125. — Quatrieme cas. — Données : b, B.
Supposons d’abord B aigu. Soient BDB’, BEB’ (fig. 49) deux
demi-grands cercles qui se coupent sui-
vant le diametre BB/, en faisant un angle,
égal & B. Il s’agit de mener un grand
cercle perpendiculaire 8 BDB/, et tel que
larc AC de ce cercle, compris dans le
fuseau BDB’E soit égal & b. Les divers
cercles perpendiculaires au grand cercle
Fig. 49. BDB’ passent par le pole P de ce cercle;
soit PED, celui qui est perpendiculaire & la fois 3 BDB’ et a
BEB’; ce cercle a son pole en B et I'arc DE, compris dans le
fuseau, mesure 'angle B; I'arc PE est plus petit que PC, il en
résulte CA < ED, ou CA < B. La condition de possibilité est
donc b < B; lorsqu’elle est satisfaite, on obtient le sommet G
en décrivant un petit cercle, du pole P, avec un rayon sphé-

1'iqlie égala -121 — b ; ce petit cercle coupera 'arc BEB’ en deux

points ; un grand cercle passant par‘l'un de ces points et le
pole P partagera le fuseau en deux triangles BACGC, B’AC,
qui satisferont tous deux & la question.

Supposons maintenant B obtus. Soient BD’B’/, BEB’ les demi-
grands cercles qui font entre eux I'angle donné. Parmi tous les
arcs perpendiculairesa BD/B’ et compris dans le fusean BD’B'E,
le plus petit est I'arc D’E qui mesure l'angle B; pour que le
triangle soit possible, il faut que l'on ait b > Bj; si cette condi-

tion est remplie, on obtient le sommet C en décrivant du
v

point P comme pole, avec un rayon sphérique égal & b — -g— 5
un petit cercle ; il y a deux solutions B’AC, B’A’C.

Lorsqu’on a reconnu que le triangle existe, on détermine les
inconnues par les formules
tang 0 3 __cosB sin b

sin G sing =

sin ¢ = =— :
cos b ? sin B

~ tangB’

Chaque élément, étant donné par son sinus, a deux valeurs;
on choisira ¢ a volonté, puis C de méme espéce que c; enfin a
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sera aigu ou obtus suivant que b et ¢ seront ou ne seront pas
de méme espece.

Il vaut mieux calculer les éléments cherchés par les for-
mules

s sin (B — b
lang (450 5 B l/ 11]. EB + b ]
tang (45" ey —_— I/tang tang 5 ; . 3

8 R—#
tang 5

a
tang (45" — ——) == —
. tang ———— + 6

Les doubles signes correspondent aux deux solutions.

126. — Cinquie¢me cas. — Données : a, B.
Le triangle existe toujours, et I'on a
cos @
cotB ’
On prendra b de méme espece que B.
On évitera I'inconvénient que présente la détermination du
cOté b par un sinus, en calculant ce coté par la formule

cotG= tang ¢ = tang @ cos B, sinb=sin a sin B.

tang b =sin ¢ tang B,

apres avoir trouvé c.
- a29.— Siziéme cas. — Données : B, C. (On suppose B> C.)
Pour que le triangle existe, il faut que l'on puisse construire
; e
le triangle polaire avec les cotés g B, =— C, suppléments
des angles A, B, C; cette construction sera possible, lorsque
chacun des c6tés sera plus petit que la somme des deux autres,
et quen méme temps la somme des trois cotés sera moindre
que 2=. Ainsi les conditions de possibilité sont

BLeL 2 BYOC 3L B FeS
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Lorsqu’elles sont remplies, on détermine les inconnues par les
formules

cos B cos G
cosa =cotBcotC, cosb=——, COSC=——"
sin G _ sin B

On emploiera de préférence les formules suivantes :

a / __ cos (B+4C)

cos (B—C) ’
B+C . B =G &
tang— I/tan ———2——4’)) ( 3 —{-45/,»
c B-I—C fes o PR D o
tang-?—_ tang ——?_——- 45 )tano( 3 -+ 45).

£28. — Remarques. Lorsqu’un élément inconnu est déter-
miné par un cosinus, une tangente ou une cotangente, ayant
une valeur négative, on cherche son supplément. Par exemple,
dans le premier cas (n° 112), sile coté b est obtus, I'angle B
sera aussi obtus, et 'on écrira

tang (= — b)

- § R o A sin ¢

Le calcul logarithmique s’applique a cette derniére formule.

La résolution de certains triangles obliquangles se raméene
immédiatement & celle d'un triangle rectangle.

{° Si le triangle donné a un coté égal a 90°, le triangle
polaire aura un angle droit ; on connait en outre deux autres
éléments de ce triangle ; on pourra donc le résoudre, et I'on
aura les éléments du triangle proposé en prenant les supplé-
ments de ceux du triangle polaire.

2° Si l'on donne a = b, ou A = B, le triangle est isocele ;
on le résout en le partageant en deux triangles rectangles.

3° Sil'on donne @ 4+ b =180°, ou A + B=180°, en prolon-
geant les cOtés a et ¢ jusqli’a leur rencotiitre en B’, on formera
un triangle isocele ACB’; on résoudra ce dernier et on con-
naitra les éléments du triangle proposé. .

WWW.I l“'l Nn.or
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RESOLUTION DES TRIANGLES QUELCONQUES. =

11 y a également six cas 4 examiner. On peut donner : 1° les
trois cotés; 2° les trois angles; 3° deux cotés et 'angle compris;
4° un coté et les deux angles adjacents; 5° deux cotés et l'angle
opposé a l'un d'eux; 6° deux angles et le coté opposé a l'un
d’eux. On pourrait d’ailleurs ramener trois de ces six cas aux
trois autres par la considération du (riangle polaire ; mais on
préfére calculer directement les éléments du triangle proposé.

129. — Premier cas. — Données : a, b, c.

Pour que le triangle existe, il est nécessaire que la somme
des cotés soit plus petite que 360° et que le plus grand coté soit
moindre que la somme des deux autres. Si ces conditions sont
remplies, il y a une solution unique et 'on détermine les
angles par les formules dun° [11. On prendra de préférence

. les formules qui donnent les angles par leurs tangentes,

Az 4 sin (p — b) sin (p — ¢)

tangT = / sin p sin (p — a) Y
B sin (p —¢) sin (p — a)

o A / sin p sin (p — b) z

B sin (p — a) sin (p — b)
BH8 g / sinp sin (p —¢) :

130. — Deuxiéme cas. — Données : A, B, C.

Le triangle existe lorsque la somme des angles est plus
grande que deux angles droils et que le plus petit angle aug-
menté de deux angles droits est plus grand que la somme des
deux autres. Ces conditions étant remplies, il y a une solution
unique, et I'on obtient les cotés par les formules n° 112,

A .. sin S sin (A — 8S)
it e sin (B — 9) sin (C — 8)
il i sin S sin (B — 8)

o e sin (C—8) sin (A—8)

: G sin S sin (C — 8)
Ty v sin (A—9) sin (B—8)
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188, — Troisieme cas. — Données: a, b, C. (On suppose
a>b.)
Le triangle est toujours possible. On déterminera A et B par
deux analogies de Néper (n° 114), '

ta 0A+B cos—(i tan s sina_

PRl ont 2 e S 2
C &L a+0b"’ C o —|—b g
cot—g— cos 2 cot — 5 sin —.—

qui donnent la demi-somme et la demi-différence des angles A
et B ; on calculera ensuite le c6té ¢ par une autre analogie

tan _____a—b in———A_B
ang — ol s )
tang% sin%—B—‘

; A+B d ke
L’angle —j_—,— , compris entre 0 et =, est déterminé par sa

2

. " 1 ; i
tangente sans ambiguité; il en estde méme de l'angle

(qui est compris entre 0 et % .

£32. — Remarques. — Souvent dans les applications on n'a
besoin que du c6té ¢ ; alors on le détermine par la formule

cos ¢ = cos @ ¢os b - sin @ sin b cos G,
ou
cos ¢ = cosb (cos a -+ sina tang b cos C),

que 'on rend calculable par logauthmes a laide d'un angle
auxiliaire. 81 I'on pose

tang ¢ = tang b cos G,
on a
cos b cos (@ — ¢)

COs ¢ = < %
COSs ¢

La méme méthode pourrait étrg employée pour le calcul
des angles A et B ; mais elle n'offre pas d’avantage sur la pre-

WWW.rcin.org.pl
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miere. En effet, les formules qui établissent des relations entre
chacun des éléments inconnus et les données sont

cot-a sin b = cos b cos G + sin G cot A,
cot b sin @ = cos @ cos G + sin C cot B,
ou
sin G cot A = cot @ (sin b — cos b tang a cos C),
sin C cot B =cot b (sin @ — cosa tang b cos C).

La seconde devient calculable par logarithmes, & l'aide de
I"angle auxiliaire ¢ considéré précédemment,
cot G sin (@ — ¢)

cobtiB = .
sin

De la premiere on déduit pareillement

cot G sin (b — )

ot A = :
= sin

en posant ;
tang ¥ = tang a cos C.

133. — L’emploi des angles auxiliaires ¢ et ¢ équivaut i la
décomposition du triangle en deux triangles rectangles.
= ' Soit AD (fig. 50) 'arc mené du point A
perpendiculairement & BC ; dans le triangle
ADC, on'a

tang CD = tang b cos C,

ce qui indique que I'angle auxiliaire ¢ est
égal & I'arc CD. On a ensuite

Fig. 50.

cos b
cos AD = ok tang AD =

Le triangle ADB donne

cosb cos (@ —
cos ¢ = cos AD cos (& — ¢) = oL A

COS ¢
in (@ — t C sin (@ —
ot B Sin(@—9) _ colCsin(a~g)
tang AD sin ¢

www.rcin.org.pl
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On obtiendrait de méme l'angle A par une perpendiculaire
menée du point B sur AC.

134. — Quatriéme cas. — Données: A, B, ¢. (On suppose
A > B)

Le triangle est toujours possible. On déterminera @ et & par
deux des analogies de Néper

a+b - A—B a—b . A—B
tang g L cos ——‘2 tang Sk e 4 S1I 2
S A+B’ c A
tang Eh cos g tang 5 sin 2 :

qui donnent la demi-somme et la demi-différence des cotés a
et b; puis on calculera G par une autre analogie

A—B sin _a__.—_i
2

tang

2
cob £ sin - b—
2 2

135. — Remarques. — Si I'on ne demandait que l'angle C,
on 'obtiendrait par la formule
c0s G =— cosA cos B 4 sin A sin B cos ¢, .
ou
cos G = cos B (— cos A - sin A tang B cos ¢).
Sil'on pose
: cot p = tang B cos ¢,
cette formule devient :
cos B sin (A — 9)
sin ¢

0086 =

Pour calculer par la méme méthode les cotés a et b, on se
servirait des formules
cota sin ¢ = cos ¢ cos B-}-sin B cot A,
cot b sin ¢ = cos ¢ cos A - sin A cot B.

qui lient chacun des éléments inconnus aux données. La se -
conde devient calculable par logarithmes au moyen de l'angle

AW T Lo
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auxiliaire ¢, et 'on a

coth = cot ¢ cos (A — ¢) i

oS ¢

Si 'on pose
cot y = tang A cos ¢,
on déduit de la premiére
cot ¢ cos (B — )
cos ¢
On peut interpréter, comme précédemment, cette seconde
méthode de résolution du triangle par une décomposition en
deux triangles rectangles. Soit, en effet, AD (fig. 50) 'arc per-
pendiculaire & BC; dans le triangle BAD on a
cot BAD = cos ¢ tang B,
I’angle auxiliaire ¢ est donc égal & BAD ; puis,
cos AlP== io—-E-, tang AD = i MG
. Sing cotc

Le triangle DAC donne ensuite

cota =

cos B sin (A — ¢)

c0os C = cos AD sin CAD = - 5
silias sin o
3 . cos(A —g¢) _ cotccos (A —g)
il i tang AD cos p :

On obtiendrait @, en menant du point B un arc perpendicu-
laire a AC.

136. — Cinquieme cas. — Données : a, b, A.
On détermine B par la formule
sin b sin A
sin @

Pour que le triangle soit possible, il faut d’abord que
I'on trouve pour log sin B une quantité négative ; si cette con-
dition est remplie, la formule donne pour B deux angles
supplémentaires. On sait que, dans un triangle sphérique, de
deux cdtés, le plus grand est opposé au plus grand angle ; il
faut donc que les deux différences o —0b et A-—B aient le
méme signe. Siaucune des valeurs de B, comparée & A, ne
satisfait a cette condition, il est évident qu'il n’existe pas de

Rin Bie=
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triangle admettant les éléments donnés. Si une seule des va-
leurs de B satisfait a la condition énoncée, on la conservera et
on rejettera I’autre. Siles deux valeurs de B satisfont a la con-
dition, on les conservera toutes les deux. Nous démontrerons
que toute valeur de B satisfaisant & la condition dont il s’agit
donne une solution de la question.

Quand on connait B, on calcule C par I'une des analogies de
Néper,

sin e e tang A;B

ok . =
0?— ’ .sina_b
2

Puisque la valear de B que l'on considére est telle que les
deux différences @ — b et A — B ont méme signe, cette formule

C i ,
donnera pour 5 un angle aigu et, par conséquent, pour C une

valeur convenable. :
On calcule de méme ¢ par I'analogie de Néper

A+ B a—b
P2

sin tang
2

tang%:

;

11 est aisé de reconnaitre que les éléments C et ¢ ainsi cal-
culés, joints aux éléments donnés @, b, A etal'angle B quel'on
considere, constituent bien un triangle. En effet, avec 'angle G
et les deux cotés @ et b qui le comprennent on peut toujours
former un triangle. Appelons ¢,, A, et B, les trois autres élé-
ments de ce triangle. Dans ce triangle on a

sin

S a-t+b { yrginre o)
o sin e tangi— !
co —2— = : o :
sipfeSiue
y:
on a d’ailleurs, en vertu du calcul méme de C,
a+4b A—38
S1n — tang
C B 2 o 9 :
o L gy . a—Db )
sin
2
www.rcin.org.pl
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donce
A, —B,=A —B.

Dans ce méme triangle on a, d’autre part,
sina@  ‘sin A,

T a3 g
On a d’ailleurs, en vertu du calcul méme de B,
sin @ sin A

sinb _ sinB
11 en résulte

sinA;  sinA
S B s SinB:
et par suite
sinA;—sinB, sinA—sinB
sin A, +sin B, ©— sin A-}sin B’
ou ; .
A, —B A—B
tang _4_2_4. & tang ——
ors A B <
fang 1= ‘ + tang ———jQ————
Les angles A; — B, et A — B étant égaux, on en conclut
tang w —_— tang _A%B__. .

., compris entre 0 et =, ayant

A ;

Les angles —* ;—B‘ Fug. —g o

méme tangente, sont égaux. On a ainsi A, = A, B, =B.
Dans le triangle on a encore

4+ a—1b

: 1
sin ———— tan
8 s

R b,
i S T
En comparant cette formule avec celle qui a servi & détermi-
ner ¢, on voit que ¢, = c.

Ainsi, immédiatement apres le (.alcul de B, on sait le
nombre des solutions. Lorsqu’il y a deux solutions, on calcule
successivement les deux valeurs de G et les deux valeurs de ¢
qui correspondent aux deux valeurs de B, et on obtient ainsi
les éléments des deux triangles.

tang-%‘-:
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Remarques. — On pourrait déterminer directement les élé-
ments ¢ et C par les formules

cosa = cos b cosc -+ sin b sin ¢ cos A,
cot @ sin b = cos b cos C -} sin G cot A.

Si 'on pose
tang ¢ — tang b cos A, coty = cos b tang A,
on a
cos (¢ —1) =—EOSCZS——C£—S—?; , cos (C— ) =cosy tangb cota.

Comme on peut construire un triangle en prenant 4 volonté
X deux coOtés et l'angle compris, chacune des

valeurs de ¢ ou de C donnée par ces formules

est admissible. Si I'on abaisse du point C

\ l'arc CD perpendiculaire sur AB, l'angle

&/ auxiliaire ¢ est égal 4 AD et l'angle ¢ a

L 5~ " langle ACD; il en résulte que les deux diffé-
Fig. 51. rences ¢ — ¢ et G — ¢ ont le méme signe ;

elles sont positives ou négatives, suivant que les angles A et B
sont ou ne sont pas de méme espece.

138%. — Sizieme cas. — Données : A, B, a.
On détermine b par la formule
sin @ sin B
Bitl Ar e

qui donne pour b deux valeurs supplémentaires. On conserve
seulement celles qui rendent les deux différences a—b et A—B
de méme signe, et on voit ainsi combien la question admet de
solutions. ;

On calcule ensuite ¢ et G par les analogies de Néper employées
dans le cas précédent.

sinb=

Remarques. — On déterminerait directement les inconnues
C, ¢ par les formules
cos A = — cos B cos C + sin B sin C cos a,

cot @ sin ¢ = cos ¢ cos B - sin B cot A.
Si 'on pose
cot a
coty =cosa tangB, coty —=——
¥ ol P~ "cos B’

10
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il vient
! A si . i
sin/C — ) =Lsco§§]?‘p_ , sin(c — ¢) = sin ¢ cot A tang B,

En abaissant I'arc CD perpendiculaire sur AB (fig. 51), on
voit que I'angle  est égal a 'arc BD et 'angle § & 'angle BCD.

Les valeurs absolues des différences ¢ — ¢, G — { repré-
sentent un cdté et l'angle opposé du triangle rectangle GBD ;
donc ces différences sont de méme espece.

Lorsqu’on prend ¢ — ¢ aigu, les deux cotés CA, CD du tri-
angle CAD doivent étre de méme espéce, et comme CD est de
méme espece que B, il en résulte que b et B sont & la fois aigus
ou obtus ; c’est le contraire qui a lieu lorsqu’on suppose ¢ — ¢
obtus.

238. — Lorsquon applique la méthode des angles auxi-
liaires, et qu'un angle est déterminé par un cosinus, une tan-
gente ou une cotangente ayant une valeur négative, on opere
comme il a été indiqué pour les triangles rectangles (n® 128),
c’est-a-dire que l'on calcule le supplément de I'angle con-
sidéré. :

EXPRESSION DES COTES EN METRES.

139. — Dans toutes les formules précédentes, les cotés a, b, ¢
n’entrent que par leurs lignes trigonométriques ; on peut donc
les appliquer toutes les fois que les cOtés sont évalués en degrés,
minutes et secondes, quelle que soit la grandeur du rayon de
la sphére par rapport & l'unité linéaire. Supposons que ce
rayon rapporté a une certaine unité, au metee, par exemple,
ait pour mesure R; lorsqu'on connaitra le nombre des
secondes @ contenues dans un coté, il sera facile de trouver le
nombre de metres @, correspondant. Si I'on désigne par o la
longueur de l'arc d’'une seconde dans un cercle dont le rayon
est pris pour unité, I'arc d'une seconde dans le grand cercle
de la sphére aura pour mesure Rw, on aura donc

a, = aRw.
Les sept premieres décimales de log sin w ou de log sin 1”

www.rcin.org.pl
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étant les mémes que celles de log w, on peut, dans les calculs
logarithmiques, remplacer cette formule par la suivante

oy —aRsin 17,

On en tire, inversement, quand la longueur a, est connue,

a
O =y o
R sin |

EXPRESSION DE LA SURFACE EN METRES CARRES.

240. — La surface de la spherederayon R a pour expression

4mR?; celle du triangle tri-rectangle, qui est la huitieme partie
Ry oo s :
de la sphére, a pour valeur —%——; si donc on désigne par T

I'aire d’un triangle dont I’excés sphérique est 2S, on aura
A

2 D
L’exceés sphérique 2S et l'angle droit D étant évalués en

P

secondes, le quotient QLD est égal au nombre » que nous
remplagons par sin 17 il en résulte
= 2R1S:8i0 17,

Dans les applications géodésiques, en considérant la terre
comme une sphére dont un grand cercle a pour circonférence
40000000 de metres, on aura la longueur Rw de l'arc d’une
seconde par la formule

20000000 10000

Bo it - 9

d’olt
ot 10000
! s g
T 28 ( 10000 )’.
Saisingd? N\ 1324
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- DES FORMULES DE LA TRIGONOMETRIE SPHERIQUE DEDUIRE CELLES DE LA
TRIGONOMETRIE RECTILIGNE.

141 — Imaginons un triangle sphérique tracé sur une sphére d’un
trés-grand rayon, et prenons pour unité de longueur une ligne quel-
conque ; soient ay, b4, ¢1, R les nombres qui représentent les cotés et
le rayon mesurés avec cette unité, on aura
C1
T .

SiI’on fait croitre R indéfiniment, tandis que les cotés a5, by, ¢, con-
servent des longueurs finies, le triangle sphérique a pour limite un
triangle rectiligne. Les arcs a, b, ¢ tendent vers zéro, et les produits
Rsina, Rsind, Rsine, versay, by, c,; onaen effet, R sin a

sin a sin a sin a

aq 1
O R e W

—Ra - =0 SEOT limTz l; donc lim (R sin a)
- . I SO a

= a, ; on trouverait de méme lim (R sin —2—)=—2‘ . Cela posé, les

relations d '

sina _ sinb  sine @ Rsina Rsind R sin ¢

sin A sinB ~ sinC ’ sinA% Eagin' B (T dRin G

quand R augmente indéfiniment, deviennent
a, by Cy

sinA ~ sinB ~ sinG -
‘La formule cos @ = cos b cos ¢ -+ sin b sin ¢ cos A, quand on y
.. a ag
remplace cos @ par 1 — 2 sin? 7 et de méme cos b et cos ¢, s'écrit

a b Jene b c 1
NG ks e QIT)S — [ [ D ain2 - - i il L 1
sin? g-=sin* 5 -} sin 3 — 2 sin o sin? 2 2 sin b sin ¢ cos A,
ou

.a\? o by LLUATGTASTE, S A B NG i e\E
(Bsm 2) (Rsm 2) —}—(Rsm 2) T \Rsm 2) ( sin 2)
—-%—(R sin b) (R sin ¢) cos A

Quand R augmente indéfiniment, elle se réduit &

2 b, \2 allia
(_‘L_*) :(_2’-) +(—”2‘—) — o biey cos A,

a2 = b2+ c¢s2 — 2b,¢, cos A.

ou
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CHAPITRE III

Applications.

Réduire un angle & Uhorizon.

442.— On connait I'angle AOB de deux droites OA, OB, ainsi que
I'angle que fait chacune d’elles avec la verticale
0Z, et ’on demande 'angle A’OB’ formé par les
projections des droites OA et OB sur un plan

) i

4B

74 horizontal (fig. 52).
e : Lesdroites OA, OB, OZ forment un tri¢dre dont
e s les trois faces sont connues. L’angle inconnu
4/”/_, . A’OB’ mesure langle diédre opposé¢ a la face
0 i ! ¥ | AOB; on 'obtient au moyen de I'une des for-
—+ mules qui correspondent au premier cas des
Fig. 52. triangles quelconques (ne 129).

Remarque. — Lorsqu’on se sert du théodolite, 'instrument donne
directement I'angle diédre OZ; on peut mesurer également chacun
des angles ZOA, ZOB ; on en déduirait par le calcul I'angle AOB, au
moyen des formules du troisiéme cas des triangles quelconques. Si
I’on ne demande que 'angle AOB, on devra employer la seconde mé-
thode (n° 132).

Trouver la distance de deux points A, B placés a la surface de la
terre, connaissant leurs longitudes et leurs latitudes.

143.—Soit P le pole boréal (fig. 53); joignons les points P, A, B par
. des arcs de grands cercles, el cherchons d’a-
A bord le coté AB en degrés, minuteset secondes.
Les longitudes étant comptées de 0 a 360°
P’angle P est égal & la différence entre les lon-
£ g gitudes [ et I des deux points, si cette diffé-
rence est inférieure a 1809, ou a I'excés de
3600 sur la différence, si elle surpasse 180°. Les
cotés PA, PB, évalués en degrés, sont 9001,
90° = 2, suivant que les latitudes 2 et )’ sont
Fig. 53. boréales ou australes.
Il faudra appliquer les formules du troisiéme cas, deuxiéme mé-
thode (ne 132). ;



150 LIVRE III, CHAPITRE II1I.

Connaissant le coté AB en degrés, on détermine sa longueur en
métres par la formule du n° 139.

On connait les longitudes et les latitudes de trois points A, B, G

plaeés a la surface de la terre et on demande Paire du triangle ABC.

144.—En formant comme précédemment les triangles PAB, PAC,

P PBC (fig. 54), dans chacun desquels on connait

A deux cotés et I'angle compris, les formules du
troisiéme cas, premiére méthode, donneront

__ PAB - PBA __ PAC+ PCA
i 2 ’ T '_'—‘_2 i
PBG - PCB
z = ———2——' .

» 2 «
Fig.54 Pour fixer les idées, supposons que le point C
soit compris dans le fuseau APB, la quantilé

x

T

est positive ou négative, suivant que le point C est extérieur ou inté-
rieur au triangle APB; d’ailleurs sa valeur absolue est égale a la
moitié¢ de I’excés sphérique du triangle ABC. Dés que l'on connait
I'excés sphérique, la formule du ne 140 donne la surface en métres
carrés.

Volume d’un paratlélipipéde en fonction de trois aréles coniigués
et des angles qu'elles font entre elles.

145. — Soient 0A, OB, OC trois arétes contigués d’un parallélipi-
péde ; appelons £, g, h leurs longueurs, A, B, G les angles diédres du
triédre qui a son sommet en O, a, b, ¢ les faces opposées, et V le vo-
lume demandé. Du point C abaissons la perpendiculaire CI sur la
face AOB, et joignons le point O au point 1. L’aire du parallélo-
gramme, dont les cotés sont et g, est

fg sin AOB = g sin ¢ ;
la perpendiculaire CI a pour expression
CI = h sin CGOI ;
mais, dans le triédre rectangle OCAI, on a
' sin COI = sin COA sin A =sin b sin A,

d’on
B i ; s G ; : s AA A
V=/{gh sin b sinc sin A=2/gh sin b sin ¢ sin o cos 7
ep el A 3 A
Si I'on remplace sin - cos—? par leurs valeurs en fonctions de

a, b,c, (ne 111), il vient
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V = 2fygh y sin p sin (p—a) sin (p—0) sin (p—c).

Le volume de tétraédre qui aurait pour arétes contigués 7,
le sixiéme du volume précédent.

¢, h est

APPLICATIONS NUMERIQUES.

846.—Premier exemple.—Données a=065°24"32",6, b—=15°23'08" 4,

¢ = 56°15'247 8.

On détermine les inconnues A, B, C, par les formules

AP sin (p—b) sin (p—c)
PR l/ sin p sin (p—a)

a— 65°24/32”,6 | p— a = 33°07 07,3
b= 75°23'08",4 | p — b = 23°08'24",5 | log sin (p—b) =
¢=96°15!247 8 bP.Tf 42°16'08”,1 | log sin (p—c¢) =
p = 98°31’327,9 | log sin p

2p=197°03/05",8 |

4 lang£= Y 80
2
log sin (p—a) = T,7574685
1,5943720
1,8277641
= 1,9951740

Calcul de A.

log sin (p—b) = 1,5943720
log sin (p—¢) = 1,8277641

— log sin p = 0,0048260

— log sin (p—a) = 0,2625315

1,6894936

log tang i; 1,8447468
o= AR

Galcul de C.

log sin (p—a) = 1.7374685
log sin (p—b) = 1,5943720

— log sin p =0,0048260
— log sin fp—c) = 0,1722359
: 1,5089024
log tang _“2_ = 17544512

G

- — 99936/08",65
2 |

Calcul de B

log sin (p—¢) = 1,8277641
log sin (p—a) = 1,7374685

— log sin p = 0,0048260
— log sin (p~b) = 0,4056280
% ;9876866

g tang—}% —T,9878433

—B?— = 44°11/563",52

A= 69°56/25" 84
B = 882347704
C= 59"12117",30

A4 B4 C= 217°32'307,18
d’ou 'excés sphérique
2 5 £=137°22307,18

.0org
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Calcul direct de 'excés sphérique.

tang %:l/tang%tang p-—2-a tang p;b tang p;c g

log tang £ = 0,0648613 log tang _f_ = T,2182404
log tang 2% = T,4732272 % — 99230754
-— " — 70 / /
log tang p;—b =1,3111734 Ry JroRgy .10

o La différence avec la pre-
log tang ”;c — 1,5872158 | miére valeur est 0”,02.

2,4364807
A4% .—Deuwieme exemple.—Calculer la distance de Paris & Moscou.
Données :

Paris, longitude 0° ., latitude 48°50’02”, complément 41°09/48”;
Moscou 35°17/30”, 95%5/13”, 414477

lang

Formules :

cos b cos (a-~9¢)
0T gos 3 A 105
b= 3441477, @ = 41°0946”, G = 35°17/30".

tang 9 = tang b cos G, cos c=

Calcul de ¢. Calcul de ¢.
log tang b = 1,8330090 log cosb = 1,9173087
log cos C = 1,9118081 log cos (a—g) = 1,9902366
e — log cos ¢ = 0,0584315
log tang ¢ = 1,7448171 e
¢ = 29°03/34”,61 log cos ¢ = 1,9659768
a — 9= 12°06'13",36 c = 224737 — 8058437

Calcul de ¢ en métres.

S i 80584,37 > -10000
; 324
log 80584,37 = 4,9062508
log 10000 =4
log 234 = 3,4894550
log ¢ = 6,3956995
¢ = 2487131 métres = 2487 kilom,

www.rcin.arg.pl
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Questions a résoudre.

1 — Etantdonné un triangle sphérique rectangle ayant les éléments
a, ¢, B, démontrer qu'un second triangle rectangle admet les éléments

TR 3 i g,
a——-?l——c, [4 ——:z'_av, B —--B.

2 — Si on applle {,, [, [, les médianes d’un triangle sphérique, on a

€08 b4-cos ¢ €08 ¢}-cos @ cos a-cos b
cosla=-*+—, coslb:-—;, cosl= o)
a b & c
cos8 — COSi= CoS —
2 2 2

3 — Sion appelled,, d,, d,, les bissectrices des angles d’un triangle
sphérique, on a
. ; A b i B e G
sin b sinccos & sincsinacos z sinasin b cos 3
P . e AL T L SIS A d = .
sin(b-+c¢) °’ WHES sin(c+a) ' g &6 sin (a 4-b)

4 — On donne un petit cercle sur la sphére et un point P surla sphére,
par le point P on méne un grand cercle quelconque coupant le petit

,ang da ==

cercle en A et B; démontrer que le produit tang —I—;—A—tang—l—;—% esl
constant.
5 — Si l'on appelle 2S I'excés sphérique d’un triangle, on a

& g 1 4cosa - cosb - cosec ,
2A :
sin S = = 7
2 cos — cos—b— C0S =
2 2 2
a b “C
| Pt v i - iRy
008 1o 1+cosa—+-cos b+-cosc il 2 608 2 i 598 P i
T b o a b ¢
4cos L e COR R e QO
S2cos2cos2 20032c0s2c0s2
a b (] a b c-
ANR AT et i RS AR i R B
1—cos 5 —C0s* cos? +2cos 5 C0S - €08 5
s S A

Dans ces formules, p désigne le demi-périmeétre et A la quantité

Vsin p sin (p—a) sin (p—b) sin (p—c).
6 — Quand le triangle est rectangle, on a
c

ol
tang S =tang 5 lang 9
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7 — Si on appelle «, 8, v les arcs qui joignent deux a deux les mi-
lieux des cotés d’'un triangle sphérique, on a

cos«  cosP cos7 1 +cos a- cosb 4 cos ¢
i i b
COS — cos — 4cos—— — C0S —
we 7 93 Phaels ke
8 — Si I'on prolonge I'are « jusqu’a sa rencontreen D avec le coté a
et que l'on porte & partir du point D sur l'arc « une longueur DE

2 , le triangle DEF

est rectangle en F, et 'arc EF est égal au demi-excés sphérique S.

9 — Soient A, B, C et A’, B/, (' les sommets de deux triangles po-
laires tracés sur une sphére-qui a son centre en O, et dont le rayon est
pris pour unité, 3, p, v les angles AOA’, BOB, COC', enfin v et V les
volumes des parallélipipédes qui auraient pour aréles contigués, le
premier OA, OB, OC et le second OA’, OB, OC’; on a

v = sin a@ cos ) = sin b cos p = SiD € €08 v,
V =gin A cos } = sin B cos p. = sin G co0s v,
v _sina _ sinb _ sinc
V— snA  snB sinG’

COS ) COS p. COS v=Sin @ sin b.sin ¢ sin A sin B sin (,

vV = €08 } COS p. COS v,
v? Ve : g De
e sin a sin b sin ¢, ——==sin A sin B sin C.
)

=cos S.

égale a «, sur le coté a une longueur DI égale & —

10 — Etant donnés le nombre et la grandeur des faces d’un angle
solide régulier, calculer son angle diédre, I'angle du cone inscrit et
celui du cone circonserit. Application aux polyédres réguliers.

11 — Lorsqu'un rayon lumineux traverse un prisme obliquement
a sa section principale, le rayon incident et le rayon émergent font le
méme angle avec cette section principale.

12 — Résoudre un triangle sphérique rectangle, connaissant I'hy-
poténuse et le rayon du cercle inscrit.

13 — Résoudre un triangle sphérique connaissant :

o La base, la hauteur et 'angle au sommet ;

2° La base, la hauteur et la somme ou la différence des deux autres
colés ;

3o La base, I'angle au sommet et la somme ou la différence des
deux autres cotés.

14 — Calculer les distances du pole du cercle inscrit dans un
triangle a ses trois sommets, et les distances du pole du cercle cir-
conscrit aux trois cotés.
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15 — Résoudre un triangle sphérique, connaissant la base, un des
angles adjacents, et la somme ou la différence des deux autres cOlés.

16 — Lorsque les éléments d'un triangle sphérique satisfont aux
relations
sinA _ sinB __ sinC._'_1
sin a gin'b  sinc

’

deux des cotés sonl respectivement égaux aux angles opposés, tandis
que le troisiéme coté est le supplément de I'angle opposé.

17 — Résoudre un triangle sphérique, connaissant les sommes ob- ;
tenues en ajoutant & chaque coté I'angle opposé.

18 — Sur la surface d'une sphére de rayon R, on trace un petit
cercle de rayon r, on divise la circonférence de ce petit cercle en trois
parties proportionnelles aux nombres 1, 2, 3, et 'on joint les points
de division A, B, G par des arcs de grand cercle.

Cela posé, on demande de calculer les cotés du triangle sphérique
ABC en métres, la surface en métres carrés, et les angles en degrés,
minutes, secondes.

_On prendra

‘R = 6366 198 métres,
r =R cos (48%0/13%).

(Composition pour le Concours d’admission a I'lcole Polytechnique
en 1856.) ~

19 — Les arcs de grand cercle menés d’un méme point aux som-
mets d'un triangle sphérique déterminent sur les cotés six segments;
démontrer que le produit des sinus de trois segments qui n’ont pas
d’extrémité commune est égal au produit des sinus des trois autres
segments. Réciproque.

20 — Un grand cercle quelconque détermine sur les cotés d’'un
triangle six segments ; démontrer que le produit des sinus de trois
segments qui n’ont pas d’extrémité¢ commune est égal et de signe con-
traire au produit des sinus des trois autres. Réciproque.

21 — Les arcs menés des sommets d’'un triangle au milieu des
cotés opposés se coupent au méme point.

Les arcs qui divisent les angles en deux parties égales se coupent
au méme point.

Les arcs menés des sommets perpendiculairement sur les cotés op-
posés se coupent au méme point.

Les arcs menés par les sommets de facon qu'ils partagent l'aire du
triangle en deux parties égales se coupent au méme point.
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22 — Etant donné un petit cercle dont le pole est G et un point P,
par le point P on méne un grand cercle quelconque rencontrant le

ACP BCP
9 tang 3

petit cercle en A et B, démontrer que le produittang
est constant.
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LIVRE IV

COMPLEMENT DE LA THEORIE DES FONCTIONS
CIRCULAIRES.

CHAPITRE 1

Multiplication et division.

FORMULE DE MOIVRE.

#48.—Afin de simplifier I'écriture, nous représenterons par la lettre i
le symbole / — 1 et par & - bi une quantité imaginaire quel-
conque, a et b étant deux quantités réelles, positives ou négatives.

Soit 7 un nombre positif, ¢ un angle; on peut toujours poser
== 1 C08: %0, == Silie.s
d’oit

T a s b
nEs \/a’—}-—lﬂ ; cos«:T, sin « pte v

De cetle maniére, la quantité imaginaire se met sous la forme
r(cos « - % sin ).

Lé nombre 7 s'appelle le module, 'angle « 'argument de la quan-
lité imaginaire. Le module est parfaitement déterminé ; mais l'argu-
ment a une infinité de valeurs ; comme cet argument est donné par
son sinus et son cosinus, c’est I'un quelconque des arcs qui aboutissent
en un méme point de la circonférence. Pour que deux quantités ima-
ginaires soient égales, il est nécessaire et il suffit que leurs modules

soient égaux et que leurs arguments soient égaux ou différent d’un
multiple de 2=.

Les quantités réelles sont comprises sous cette forme générale des
(uantités imaginaires; car
r(cos 0+ isin 0) = r,
r (cos ® - ¢ 8inw) = — r.
Ainsi une quantité réelle positive peut étre considérée comme une
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quantit¢ imaginaire dont l'argument est 0, une quantité négative-

comme une quantité imaginaire dont 'argument est =.

Lorsqu’on donne une quantité imaginaire a - bi, et que I'on veut
trouver son module et son argument, on calcule d’abord 'argument.
b

sin «

par la formule tang & = % , puis le module par la formule r =

a b =
sl = 4 On prendra pour « un arc compris entre 0 et =, ou
€OS « :

entre = et 2=, suivant que b est positif ou négatif.

249. — Si I'on fait le produit des expressions cosa --isina,

cos b —isinb, d’aprés les régles du calcul des quantités imaginaires,
on trouve -

(cos @ - % sin a) (cos b - % sin b)
= (cos @ cos b — sin a sin b) 4~ i (sin @ cos b 4~ cos a sin b),

ou

(cos @ - i sin a) (cos b + ¢ sin b) = cos (a- b) -} ¢ sin (a4 b).
Si 'on multiplie ces deux quantités égales par le facteur cos c}-isine,
on a de méme

(cos a +isin a) (cos b 4 sin b) (cos ¢ -} sin i sin ¢)
=cos(a+ b+ ¢)+isin (a4 b - ¢).

On a en général o

(1) (cos a—+i sin @) (cos b+ sin b) . . . (cos h-+i sin h)
= cos (a+b+ . . .-+h) + ¢ sin (a+b+ . . . +h).

Supposons maintenant que l'on effectue le produit sans faire au-

cune réduction, la partie réelle donnera cos (a-b-. . . 4h), le coef-

ficient de 4 donnera sin (a4-b+. .. +h), en fonction des sinus et des
cosinus desarcs @, b, . .., h. On a

(cos a + i sin a) (cos b + 4 sin b) (cos ¢+ isin¢c) ...
= cos a cos beosc...(l-4itang a) (144 tang b) (1 4 i@ tang c)...

Si I'on appelle S, la somme des tangentes, S, la somme des prodmls
de ces tangentes deux a deux, ete., il vient

(1+ztanga)(l—_|—t tang b) (1 44 tang c) .. .
:1-{-—S|i—sg—Ssi+S‘+Ssi——...
=0 =84+ Si—..)+7 ; —Ss+Ss —...).

On en déduit

@) cos(atb+4c+...)=cosacosbcosc...(l —Ss4Si—...);
@31 sin (a4b+4c+...)=cosacosbcosc.. . (Si—Ss+Ss+ .. ..
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En divisant membre & membre, on en conclut
S1—S3+Ss. . .
1—S5+5;. -

Si dans la formule (1) on suppose que les m arcs a, b, c,..., de~ -
viennent égaux entre eux, on obtient la formule

® tang (@ 4+b6F+c+. . )=

®) [(cos @ + i sin a)]"= cosm a 4 i sin m a,
connue sous le nom de formule de Moivre.
150. — Soient r et 7 les modules, = et &' les arguments de deux
quantités imaginaires, on a
r (cos « - i sin @) X 77 (cos&’ - i sin o)
= r1'[cos (z + &) i sin (« + &)].
Ainsi, le produit de plusieurs quantilés imaginaires est une nou-
velle quantité imaginaire qui a pour module le produty des modules,
et pour argument la somme des arguments.
On a aussi
7 (Cos o -+ 1 8in «)
 (cos«’ - i sin &

o _,rT [cos (@ — &) 41 §in (x — «')];

car, si 'on multiplie le second membre par le diviseur, on reproduit
le dividende. Ainsi, le quotient de deux quantités imaginaires a
pour module le quotient des modules et pour argument la différence
des arguments.

On a encore

[r(cos & - @ sin @)]™ = rm(cos m « -} isin m «).

Ainsi, la puissance m® d'une quantité imaginaire a pour module
la puissance m* du module et pour argument le produit de largu-
ment par m.

458. — Proposons-nous maintenant d’extraire la raison me d'une
(uantité imaginaire r (cos « - i sin «); il s'agitde trouver une quantité
imaginaire p{cos » - i sin »), qui, €élevée & la puissance m, repro-
duise la. quantité donnée ; on doit donc avoir

pm(cos M @ -4 sin m @) =1 (cos « -1 sin «).

Pour que ces deux quantités imaginaires soient égales, il est néces-
saire que leurs modules soient égaux, et que leurs arguments soient
¢gaux ou différent d'un multiple quelconque de 2 =. On aura donc

pm=r, mo=a- %Umr,

e e
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d’ont :
g Gonte + 2%k
= Lk o
et les diverses valeurs de la racine cherchée seront données pour la

formule

£l

r (cos + oo 4 i e +m2k" )

1
dans laquelle ™ est la racine arithmétique de r, et la lettre & désigne
un nombre entier quelconque. positif ou négatif.
11 est aisé de voir, ’aprés cette formule, que I'inconnue admet m
valeurs distinctes. En effet, si 'on donnea % les m valeurs consécutives
0,1,23..(m—1),

[

on obtient m valeurs qui ont méme module ™ et pour argument les
arcs ?
o @ 2 o 2 o 2
%‘, E"‘W; _’ﬂ;_i—?_?’l-l—, son) ‘E+(’n—1)W1

en progression arithmétique. Deux quelconques de ces arcs, ayant une
différence moindre que 27, ne peuvent avoir & la fois méme sinus et
méme cosinus ; ainsi les m quantités qui leur correspondent sont dis-
tinctes. Si’on donnait a & les valeurs m, m-1, m+-2,...,en négligeant
un multiple de 2=, on retrouverait les arguments déja obtenus, et les
mémes racines se reproduiraient dans le méme ordre. Si 'on donnait
a k les valeurs négatives —1, —2, —3,..., on retrouverait encore les
mémes racines, mais dans un ordre inverse. Ainsi, la racine m® d’une
quantité donnée admet m valeurs distinctes et n’en admet que m.

MULTIPLICATION DES ARCS.

152. — Nous avons indiqué dans le livre [ (ne 35) une régle pour
calculer de proche en proche les sinus et les cosinus des multiples
successifs d'un arc ¢. La formule de Moivre donne immédiatement
le sinus et le cosinus d’'un multiple quelconque. En développant la
formule du binome, on a, en effet

(cos a-+i sin a)"=cos™ a-}- @ icos™ 'asin a— i”%cos"“’a sinza
- ]
w icos™ ™ q sind @ ...
1uk3s
= [cos a3 m(T? W o™ sind T i ]
—H[ 1 cos™ 'asina— m-fl?%m—?-) cos™ *asinda+ ]
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Mais on sait que
(cos a ++isin @)" =cosm a 4isin ma;
on en conclut

m(n —1) a0

(6) cosma=cos™ @ — R 0 asin?at..
(7) sinm a:? cos™ ! asina— Lm;_i;(_z}z_—_?_)_ cos™ % a sinda ...

Kn divisant sin ma par cos ma, et divisant ensuite les deux termes
de la fraction par cos™ @, on en déduit

—7—?; tang @ — 2—‘%—%—("; £ tangs @ + .
(8)lang ma= ; .
m=t), - m(m—1)(m—2)(m—3) i
{rzotyrmer WA by Syoogy v BIER A

La formule (6) ne contenant que des puissances paires de sin a, si
’on remplace sin2 a par 1 —cos? a, on voit que cos ma sera exprimé
par un polynome entier du degré m en cos a, et que, de plus, ce po-
lynome ne contiendra que des puissances paires, si m est pair, et des
puissances impaires, si m est impair.

Quant & la formule (7), il faut distinguer deux cas. Lorsque m est
un nombre impair, la formule ne renferme que des puissances paires
de cos a; sil'on remplace cos2 @ par | — sin? @, on remarque que
sin ma seraexprimé par un polynome entier du degré m et ne renfer-
mant que des puissances impaires de sin @. Lorsque m est pair, la
formule ne renferme que des puissances impaires de cos a, on meltra
cosa en facteur; la quantité placée entre parenthéses sera un polynome
entier du degré m — 1 et ne renfermant que des puissances impaires
de sin a.

DIVISION DES ARCS.

(’est la question inverse de la précédente : Etant donndes les fone-
tions circulaires d'un arc, trouver celles d'un arc sous-multiple du
premier. Nous nous sommes déja occupés du cas le plus simple, celui
ou l'on divise I'arc en deux parties égales (ne 37). Nous traiterons
maintenant la question d’une maniére générale, et d’abord nous sup-
poserons que l'on divise I'arc en trois parties égales.

153. — Etant donné le cosinus d'un arc, trouver le cosinus du
tiers de cet arc. De la relation (6) on dedunt en faisant m = 3,

cos 3a =-cos*a — 3 cos a sin? zz-~!£cos3 a—3cosa;
11

ANWW. Fein Ore
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: a
en remplacant @ par 5,002

a a
cosa=4cos3T——3 cosT.

Si, pour simplifier, on représente par x I'inconnue cos -g— et par b

la quantité donnée cos a, on obtient I'équation du troisiéme degré.

3 b
9 LRECIS Y ARl
9) x z ® < 0

Ondémontreaisément que cette équation a sestrois racinesréelles. En
effet, au cosinus donné correspondent deux séries d’arcs terminés en
Meten M (fig.’55) ; prenons I'arc AN égal au tiers de I'arc AM. Puisque
I'arc AM peut étre augmenté ou diminué de une, deux, trois,..., cir-
conférences, il faut augmenter ou diminuer 'arc AN de un, deux,
trois, .. , arcs égaux au tiers de la circonfé-
rence, ce qui donne trois séries d’arcs aboutis-
‘sant aux sommets d’un triangle équilatéral in-
scrit NNiNa. Prenons de méme le tiers — AN/
de 'arc — AN, et, & partir du point N’, portons
a la suite les uns des autres des arcs égaux au
tiers de la circonférence, nous obtiendrons (rois
nouvelles séries d’arcs aboutissant aux sommets

Fig. 55. d’un second friangle équilatéral N’N/;N’s. 'Les
deux points N et N/ sont symétriques par rapport au diameétre AA’, et
il en est de méme des points Ny et N1, Ny et N’a. Il en résulte que
les arcs terminés aux sommets du second triangle ont mémes cosinus
que les arcs terminés aux sommets du premier triangle En général,
les arcs terminés aux sommets de ce triangle admettent trois cosinus
différents ; ainsi I’équation a ses trois racines réelles et différentes ;
ces trois racines sont comprises entre — 1'et - 1.

Pour que deux racines de I'équation soient égales, il est nécessaire et
il suffitque deux sommets du premier triangle soient symétriques par
rapport au diamétre AA’; mais alors P'autre sommet coincidera avec

lepoint A ou avec le point A/, ce qui indique que I'un des arcs -g_

est 0 ou = ; la valeur correspondante de larc a sera 0 ou 3=, et par
conséquent le cosinus donné sera ¢gal & 4 1 ou a — 1. L’équation
admet, dans le premier cas, la racine simple - 1 et la racine double

-t & ; dans le second cas, la racine simple —1 et la racine double- ‘—;

11 est facile de vérifier ces résultats sur I'équation.
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54 — Etant donné le sinus d’un are, trowver le sinus du tiers
de cet ere. De la relation (7) on déduit, en faisant m = 3, ¥

sin 3 a= 3 cos®a sin @ — sin® @ — 3 sin a — 4 sin® q,

a
et, en remplacant a par 5

: B sl
sma=3sm7- 4sm8—3—.

¥ \ 4 Sy S g
SiI'on représente par « 'inconnue sin 5 etpar b la quantité donnée

sin a, on obtient I'équation du troisiéme degré

3 b
(10) @ ——a+=0.

On démontre aisément que cette équation a ses trois racines réelles.
En effet, au sinus donné correspondent deux séries d’ares aboutissant
a deux points M et M’ (fig. 56) situés sur une parallé'eau diameétre AA’;
B* « désignant 'un d’eux, tous ces arcssont compris
daus les deux formules 2k + «, Rk -+ )7 — «.
N” ................ N Si lon prend le tiers des arcs terminés en M, on
A a trois séries d’arcs qui aboutissent aux sommets
d’un triangle équilatéral NNiNs, et qui sont re-

Ur @ :
D> présentés par la formule —— +-5-. Si l'on
N2 B’ N, 3 3
Fig. 56. prend le tiers des arcs terminés en M’, on a trois
nouvelles séries d’arcs qui aboutissent aux sommets du triangle équila-

2k--1)
téral N'N',N's, et qui sont représentés par la formule _(__c_—?’!i e —;— .

La somme d’un arc des premiéres séries et d’un arc des secondes sé-

(kAW
3

faisant & la relation %k -+ &’ = 3h -+ 1, dans laquelle & est un nombre
entier, cette somme deviendra (2h + 1)~ ; mais on sait (n° 12) que,
lorsque la somme de deux arcs est un multiple impair de =, ces arcs
ont méme sinus, et, par conséquent, leurs extrémités sont situées
sur une paralléle au diameétre AA’. Ainsi les deux triangles ont leurs
sommels situés respectivement sur des paralléles au diamétre AA’;
les arcs terminés aux sommets du second triangle ayant mémes sinus
que les arcs lerminés aux sommets du premier, on peut se borner &
considérer le premier triangle. En général, les arcs terminés aux
sommets de ce triangle admettent trois sinus différents, et 'équation
a ses trois racines réelles et différentes ; ces racines sont comprises
entre — 1 et 4 1. j

Pour que deux racines de Iéquation soient égales, il faut que

Ties est . Si T'on attribue a & et a &' des valeurs satis-
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deux sommets du triangle soient situés sur une paralléle au dia-
métre AA’, etalors Pautre sommet coincidera avec le point B ou le

point B/, ce qui indique que I'un des arcs % est—{——;— ou — —g— la

3 3n
valeur correspondante de I'arc a sera 721 o — 5, et par. con-

séquentle sinus donné sera égal & —1 oua—-1. L’équation admet, dans

: : ’ ; 1
le premier cas, la racine simple + 1 et la racine double — 7 dans
SRR 1
le second cas la racine simple — 1 et la racine double |- 5 -

. 155.— Etant donnée la tangente dun arc, trouver la tangente du
ticrs de cet arc. De la relation (8) on déduit
3 tang @ — tang’a

e o pragha 1

v a
ct, en remplacanta par 3

a a
3 tang - — tang3 +

3 3
tang a =

w| 8

1 — 3 tang?

a
3
donnée tang a, on obtient I'équation du troisiéme degreé

(11) 2% —3bx? — 3z 4+ b=0.

Cette équation a ses trois racines réelles. En effet, & la tangente
donnée correspondent les arcs compris dans la formule kx - «, ct
aboutissant & deux points diamétralement opposés. Sil'on prend le

Si I'on représente par z Iinconnue tang - et par b la quantité

b /4 L
tiers de ces arcs, on a d’abord I'arc 33 a larc « on ajoute = autant

de fois que l'on veut ; & I'arc —% il faudra donc ajouter % , c'est -

dire la sixiéme partie de la circonférence, plusieurs fois successive-
ment ; on obtiendra ainsi six séries d’arcs aboutissant aux sommets
d’un hexagone régulier. Les arcs qui aboutissent & deux sommets
diamétralement opposés ayant méme tangente, on a trois tangentes
différentes ; d’out 'on conclut que équation a ses trois racines réelles
et différentes. Il estimpossible que I'équation ait des racines égales,
puisque trois sommets consécutifs de I’hexagone sont situés sur une
méme demi-circonférence.
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L i ? a 1 z
£56. — Elant donmé cos a, irouvcr cosn—z. La relation (6),

1w 4 A 3 a
dans laquelle on remplace a par Pt donne, pour déterminer cos &=,

une équation du degré m de la forme

b Ag ™o he ™ok ATtk

Les arcs qui admettent le cosinus donné aboulissent a deux points
M et M’, symétriques par rapport au diumétre AA’; si I'on prend la
m¢ partic des arcs lerminés en M, on obtient m séries d’arcs aboutis-
sant aux sommets d’un polygone régulier de m colés; si I'on prend
la me des arcs terminés en M’, on obtient /n nouvelles séries d’arcs
aboutissant aux sommets d'un second polygone régulier symétrique
du premier par rapport au diamétre AA’. Les arcs lerminés aux som-
mets du second polygone ayant méme cosinus que les arcs terminés
aux sommels du premicr, on obtient ainsi m valeurs différentes pour

a : : : Gicas
cos — , el par conséquent I'équation a ses m racines réelles diffé-
m

rentes el comprises entre — 1 et - 1.

Pour que I’équation ait des racines égales, il est nécessaire et il suffit
que deux des sommels du premier polygone soient symétriqucs par
rapport au diameétre AA’, et alors tous les sommels, excepté ceux qui
coincident avec les points A ou A’, seront symétriques deux a deux
par rapport au diamétre AA’. Si m est impair, I'un des sommets

. o : : . a
coincidera avec I'un des points A et A’; I'une des valeurs de | arcW

sera 0 ou =; la valeur correspondante de @ sera elle-méme 0 ou mr,
et par conséquent le cosinus donné sera égal a 41 ou a — 1. L’équa-
tion admet la racine simple 41 ou — 1 ; les autres racines étant égales
. deux a deux, si 'on divise le premier membre de ’équation par x—1
ou par # -+ 1, on obtiendra un quotient carré parfait. Quand m est
pair, il y a deux cas a distinguer: lo Le polygone peut avoir deux
sommets sur le diamétre, 'un en A, l'autre en A’ ; l'une des valeurs de

a Lk s .
5 étant égale a zéro, la valeur correspondante de a est aussi égale a

z€ro, et le cosinus donné est ¢gal a 4 1; I'équation admet les racines
simples 4-1 et — 1 ; ses autres racines étant égales deux a deux, si
I'on divise le polynome par @® — 1, le quotient sera un carré parfait.
20 Si aucun des sommels du polygone n’est placé sur le diamétre AA’,
la distance du point A au point voigin sera la moiti¢ de I'un des arcs

sous-tendus par les cotés du polygone, et par conséquent égale a % 3

la valeur correspondante de @ sera «, et le cosinus donné sera égal
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a — 1. Dans ce cas, toutes les racines sont doubles et le polynome est
un carré.

15%.-—Etant donné sin a, trouver sin —; . Il faut distinguer deux

cas: quand m est un nombre impair, la formule (7) conduit & une
équation entiére du me¢ degré ne renfermant que des puissances im-
paires de x. Au sinus donné correspondent tous les arcs compris dans
les deux formules 2kr + «, K +1)x — ,, et aboutissant & deux
points M et M’ situés sur une paralléle au diamétre AA’. Si I'on prend
la me partie des arcs terminés en M, on a m séries d’arcs représen!¢s

par la formule —2% el aboutissant aux sommets d’un polygone

régulier de m cotés ; si ’on prend la me partie des ares terminés en
M’, on a m nouvelles séries d’arcs représentés par la formule
@ +1) r—e . ; ’
—————— etaboutissanl aux sommets d’un second polygone ré-
gulier de m cotés. La somme d’un arc des premicres séries et d’un arc
[2 (b )+ 1}

= i
des valeurs satisfaisant a la relation & - &' = mh + —m—;

des secondes séries est ; si 'on attribue a & et a &’

1

, dans

laguelle A esi un entier, cette somme devient (2h-+1)=, ce qui prouve
que les sommets correspondants sont situés sur une paralléle au dia-
métre AA’. Les deux polygones, étant symétriques par rapportau dia-
métre BB/, donnent les mémes sinus, et ’on voit que 'équation doit
avoir m racines réelles, qui sont en général différentes.

Pour que I'équation ait des racines égales, il faut que deux sommets
du premier polygone soient symétriques par rapport au diameétre BB,
et alors tous les sommets sont symétriques deux a deux, a 'exception
d’un sommet qui coincide avec le point B ou le point B’. L'unedes va-
‘ ™
i
% ou-—-m?—” ; dans le premier cas, le sinus donné sera égal & 4 |
oua — 1 suivant que le nombre impair m est de la forme 4m/ - |
ou de la forme 4m’— 1; dans le second cas, le sinus donné sera égal
a — 1 ou a -+ 1 dans les mémes circonstances. L’équation admeltant
la racine simple 4 1 ou — 1, le premier membre sera divisible par
x — 1 ou par = -1, et le quotient sera carré parfait.

Lorsque m estpair, on peut dans le second membre de la formule (7)
mettre sin g cos @ en facteur commun el exprimer la parenthése par
un polinome entier pair en sin @ du degré m — 2; on en déduit

leurs de - étant -} % ou ——-, la valeur correspondante de a est
m

b=taV1—a? (A" — A@™ ™ .. .);
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en élevant au carré, on obtient une équation entiére du degré 2m,
ne_contenant que des puissances paires de I'ineconnue. Les deux
polygones ne sont plus disposés symétriquement par rapport au dia-
métre BB/, En effet, pour que deux sommets fussent symétriques par
R(EA-E) A1)
3 m

des arcs correspondants fiit un multiple impair de =, ce qui est im-
possible, puisque le nombre impair 2(k ++ &’) 4+ 1 n’est pas divisible
par le nombre pair m. Ainsi les deux polygones donnent 2m valeurs

rapport au diamétre BB, il faudrait que la somme

big 3Bl ;
distincles pour sin —E; les valeurs qui correspondent aux sommets

opposés d'un méme polygone sont égales et de signes contraires.

Pour que I'équation ait des racines égales, il faut, ou que deux
somme!s de I'un et I'autre polygone coincident, ou que deux som-
mets d’'un méme polygone soient symétriques par rapport au dia-
metre BB/, Dans le premier cas, les deux polygones coincideront, et
'on aura pour des valeurs convenables de k& et &/,

W o QK+ 1) —«
n I m
d'oir w= Ak — k)® } =,

)

a= (K — kr+—;

le sinus donné sera égal & -1 ou a — 1. Lorsque le sinus donné esl
égal & 41 oud — 1, les deux points M et M’ se confondent en B ou
en B/, il est clair que les deux polygonesse confondent et que, chaque
racine devenant double, e polynome est le carré-d’un polynome en-
tier pair du degré m.

. Supposons maintenant que deux sommels du premier polygone
soient symétriques par rapport au diamétre BB, on aura

2 - @ e 2k’7:n+ «

fotog \), \’ -
= QRh + )r
d’ou

s (7h-|—1 — (k4 K)m;

I'arc « étant un mﬁ]tiple de =, le sinus donné sera égal a zéro. De
méme, si deux sommets du second polygone sont symétriques par
rapport au diamétre BB/, on aura

RE+1) 77—« QRF + 1)1 — «
m

+ = (2h + ),

m
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doir a= (k4 K + )= ——‘2—”—’*‘2&"—”—1;
Parc « étant un mulliple de =, le sinus donné est encore égal a zéro.

Lorsque le sinus donné est égal a zéro,on a @ = k=, d’ol % = %’

les valeurs de % aboutissentaux sommets d'un polygone régulier de

2m cotés, dont le premier sommet coincideavec le point A ; lenombre
des cotés étant un multiple de 4, un sommet coincide avec le point A’,
et deux autres avec les points B et B'; Péquation admet la racine
double zéro et les racines simples -1 et — 1; si I'on divise le pre-
mier membre par x2(z® — 1), le quotient sera le carré d’un polynome
enlier pair ; ce quotient est ie polynone placé entre parenthéses.

. ; a
458. — Elant donné tang a, trouver tang % Laformule (8) con-

duit & une équation du m* degré

A m(ml L m(m—1)m ) b
S N

A la tangente donnée correspondent les arcs k= -« ; si 'on prend la
kr 4+ a
m
Ces arcs sont terminés aux sommets d’un polygone régulier de 2m
cOtés ; mais, comme les sommets sont deux & deux diamétralement

me partie de ces arcs, on a les arcs compris dans la formule

- a kg
opposés,on n’a pour tang — que m valeurs distinctes.
m

159. — Remarque. On peut toujours ramener la division des arcs
a la division par des nombres premiers. Soit, par exemple, m = pgq,
a :
et propesons-nous de trouver cos ol connaissant cos a. Posons
a a [ el \a
1 = co8"—= )" m = coy——='== cog— ; l'inconnue auxiliaire’y isera
pq m
donnée par une équation du degré p,
-2
b= Ay — Ay’ ...
on obtiendra ensuite 'inconnue @ par une équation du degré ¢,
= B,z% — B,x7*
Y = Dy 2 +....

Ghacune des p valeurs de y donnera ¢ valeurs de z.
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£60. — ExemMpLE . L’équation qui détermine cos %— ,’ quand on

donne cos a, est
8 — 10231 — 2.+ Sz(l — 2?2 = b,
ou
(12) 162® — 202® 4 52 — b =0.
L’équation admet des racines égales, quand le cosinus donné est

égala +1oua —1;le prumer membre de I'équation devient, dans
le premier cas,

1623 — 202 4+ 52 — 1 = (z — 1) ({w’—i—?ac — 1)2;
dans le second cas ‘b
16t — 202% 4 S5z + 1 = (z + 1) (4a® — 2z |- 1)

Cetle derniere égalité est d’ailleurs une conséquence de la précédente;
on l'oktient par le changement de  en — x dans celle-ci.
Les racines de 'équation

13) ja? + 22 —1=0
sont les valeurs de cos ——51 et de cos —%- mais on a

cos A i sin — cos i o sin e

Bt 10’ Ry 10 ’
ainsi les valeurs absolues des racines de ’équation (13)sont les moitiés
des cotés des deux décagones réguliers; les longueurs de ces cotés sont

V5 1 :
2
Quand b = 0, I'équation (12) devient
(14) 162® — 20x® + 5x =0;
elle admet pour racines les valeurs de :
cos% 5 cos% Ve 208 %’ cos-%— 5 cos—lgoi,
ou
€08 —— C0S —. e (e 08 k. o cos e
{04 Pk 10’ 10, T
ou enfin
sm‘z—; 0, ‘—-~sin%-, '—sin%, sinl;-.

En doublant les deux racines positives, on a les cotés des deux pen-
S X e o
tagones réguliers, savoir : T \/ 10-=2 \/5.

WWW.TICIr \z‘k PJ
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a

164. — ExpupLE II. L’équation de laquelle on déduit cos 5

quand on donne cos a, est
(15) 3228 — 48x* + 18x2 — 1 — b=0.
Si b est égal a 1, elle devient
3248 — 48x* 4 1822 — 2 = (a2 — 1) (4o — 1)2;
et, si b est égal a — 1, J
28 — 48z |- 1822 — 2.7‘;2(4ac2 — 3

Le diviseur 6 étant égal a 2 >< 3, la résolution de I'équation (15) du
sixieme degré se raméne a la résolution d’'une équation du troisiéme
degré (n° 153)

] 4y — 3y —b=0;

puis d’'une équation du second degré
202 — 1 — y=0.
162. — ExeMpLE III. L’équation qui détermine sin% , quand

on donne sin a, est

S5x(1 — x2)? — 10231 — @?) 4 o = b,
ou ‘
(16) 162 — 2023 + 52 — b = 0.

Cette équation, étant la méme que celle de Pexemple I (ne 160),
conduit aux mémes conséquences.

Remarque. 11 est facile de voir que, lorsque m est un nombre de

la forme 4m’ —+-1, les équations qui déterminent cos—;'— au moyen

: L : ! .
de cosa, ou sin o au moyen de sin a, sont les mémes ; tandis que

si m est de la forme 4m’ — 1, on déduit I'une des équations de
I'autre en changeant le signe de b.

163. — ExemMpLE IV. L’équation qui détermine sin %, quand on

donne sin a, est

b==22 V1 — a2 [301 — 222 — 102Xl — =2 4 32,
ou
b= 2 V1—a? (162" — 16224 3).
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Si on éléve au carré, on oblient 'équation du douziéme degré
ha2(x? — 1) (162* — 1622 4 3)2 4 b2=0,
ou ' . : .
(17) 1024212 — 307221 4 34562° — 17922° + 4202 — 3622+ b2 =0.
‘T’équation admet des racines égales, quand le sinus donné b esl

égal @ =1 ou a 0. Dans le premier cas, le premier membre de 1'é-
quation est le carré d'un polynome pair du sixiéme degré

3226 — 48z 4 18z — 1.
Quand b = 0, 'équation devient
da2(z? — 1) (162 — 1622 4 3)2=0,

elle admet deux racines simples }- 1 et — 1, et cing racines doubles.
On raméne larésolution de I'équation (17) du douziéme degré a celle
d'une équation du troisiéme degré (n° 159)

dp—3y +b6=0,
puis d’'une équation bicarrée
dot — a2 4 y2 = 0.

@4, — Relation entre deux lignes irigonométriques de deux arcs
commensurables donnés a et b. Soit @ = ma, b —= ne, les nombres
entiers m el n.étant premiers entre eux ; on demande, par exemple, la
relation qui existe entre, cos @ et cos b ; d’aprés la formule (6) on a

08 mna = cos mb = cos™b — W cos™ * b sin® b+ ...,
€0S Mn& = COS Na = 0s"'a — m—"lgi cos" " a sin? @ 4 ....
On en déduit I’équation
(lé) cos" a m_n(Li;_“_ cos" *asinta + ...
—cos™ b -{—_’nﬁ?—;—l)— cos" *bsin®h —...=0,

qui est du degré n en cos a et du degré m en cos b.
SOMMATION DES SINUS OU DES COSINUS D’ARCS EN PROGRESSION ARITH-
METIQUE.

165. — On demande de déterminer les sommes

cos @+ cos (a 4 b) +- cos (a + 2b) . . . 4cos [a + (m — 1) b],
sin a 4-sin (@ + b) +sin (@ +2b) . . . +sin [a + (m — 1) ],

(ue nous désignerons par z et y.
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Représentons par ¢ la quantité imaginaire cos b -+ 4 sin b, on
aura ¢" = cos nb -4 sin nb (ne 149). Si Pon multiplie v par ¢ et que
I'on ajoute le produit & «, en remarquant que

cos (@ + nb) 4 i sin (@ + nb)
est égal & (cos a - i sin a) (cos nb--i sin nb), ou (cos a -+ sin a) ¢",
ona
xtyi=(osa+isina)(d4+q+¢g*... +q¢"")
Q. 1 —cos mb—isinmb
1—cosb—isinb
Si l'on remplace actuellement les quantités 1 — cos mb, sin mb,

—(cosa-}isina)

. =(cos a-}+i sina) 11_

1 —cos b, sind, respectlvement par 2 sin? -?b- 2 sin - 2b cos -”;—b ;
2 sin*-% , 2 sin % o8 ~g , il vient
. mb . mb mb
i sin —— sin 5 — i cosT
x4+ Yy = b—-(cosa+isina) 5
'sin 5 sin —2- — i cos 7
sin _mb COS —— —I— i sin e
2 S 2 2
(cos a 1 sin a) T
sin—2- €08 — -}-¢sin 5

et, en effectuant le produit et le quotient des facleurs imaginaires sui-
sin s

vant les régles du n° 150,
1
3] [cos (a-l— b) |

Egalant les termes réels et les mulliplicateurs de 4, on obtient les
sommes demandées :

x4 Y=

b) —l—isin( ot RE

tog b mb
i B m—1 BT s imasy
(19) S Tk ( a+ 5 b ), = 3 sin (aj' 5 b)-
sin 5 : sin 5

EXPRESSION DE SIN™a ET DE COS™a EN FONGTION DES SINUS ET DES
COSINUS DES MULTIPLES DE L’ANGLE a.

£66. — ('est la question inverse de celle résolue par la formule
de Moivre. Silon pose
u = cos a } ¢ sin a, = cosa — i8in a,
ona
u" 4+ "= 208 na, u"-—0"=2sinna, w'=I.
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Ln élevant ala puissance m les deux membres de I'égalité 2 cosa=u--v,
et développant d’aprés la loi du binome, on a

D ater ___m(rm.;l) u"? v’...—{—%uu’""—i— o";
si I'on groupe les termes également distants des extrémes, il vient
2™ cos™ a = (u™ 4 o™) + n: T (P ity N O

On en déduit, si m est pair,

™ costa=u" —|—

0) 9™ cos™ @ = cos ma -+ ﬂcos (m — 2a

m(m=—1). (

e

= m(m—1)
j o

- 2
cos(m—4)a...+ =

2
g, 9vp 2ol
t 2
et si m est impair,

Q1) 2" cos™ @ = cos ma +- ﬂl%— cos (m—2) a+ ..
m(m—1) ... m;}—3
-+ I cos a.

m—.
fioRe s 3

En élevant de méme & la puissance ‘m les deux membres de 1'éga-
lité 2i sin a =uw — v, on trouve

m{m—1)

4 £ m
2mzms1nma=um—Tu 71" ek S i S o

e

m

E Tuv’”’" sl
il faut prendre les signes supérieurs ou les signes inférieurs, suivant
que m est pair ou impair. En réunissant les termes ¢galement dis-
tants des extrémes, on a, dans le premier cas,

) 2" (= 1)® sin™ a = cos ma — % cos (m—2)a
& S5 mm(m—i)...(_”l+1)
el oomigya L (2R 2 g)-dos
5 B 1.2 m 2t
et, dans le second cas,
m—t
(23) gm—1(._1{) * sin” a=sin ma — -'l:-sin (m—2)a
mam—1)... (_’"_ﬁ)
m(m—1) . Ml D aetl 1
+ AT gin(m-4da...+(—1)7 T sin a.
$q 2o/ m;
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Résolution des équations du troisiéme degré.

EQUATION BINOME.

1467.—Soit I'équation binome z™ — A=0, dans laquelle A désigne
une quantité réelle ou imaginaire que l'on peut représenter par
- R(cos a4-isin «). Résoudre cette équation, c’est trouver les quantités
réelles ou imaginaires qui, mises a la place de «, satisfonta cette équa-
tion.
Cette question estla méme que celle dontnous nous sommes occupés
au ne 151, lorsque nous avons cherché les valeurs de la racine me d’une
quantité donnée A. Les valeurs de @ sont données par la formule

1
_m (@ +2%r) |, . . (& 2kn)
(1) r=R (cos S -+ i sin e _),
dans laquelle le nombre % recoit m valeurs entiéres consécutives.

Dans le cas particulier ot A =1, ona R=1, « = 0, et les racines
de I'équation =™ — 1 = 0 sont données par la formule
Wr . o U
= 4+ sm—m— 2

@ T = cos

La formule (1) peut étre mise sous la forme

1 9 A JANG TEIE
:t:Rﬁ(cos a2hw SR a2 )(COS 2k—Ek)w +-isin WUk—=kym )
m m m m. |

Le facteur

a4 2k )
m b

dans lequel Z%; est un nombre entier arbitraire, désigne I'une quel-
conque des racines de 'équation 2™ — A =0 ; le second facteur

s 2k — ky)w Fidh 2k — ky)r
m m

A

dans lequel % et par suite &k — ki est un nombre entier quelconque,
représente les diverses racines de I'équation ™ — 1 =0. Ainsi, on
obtient les m racines de I'équation ™ ~ A = 0 en multipliant Pune
quelconque d’entre elles par les m racines de 1'équation =™ — 1 = 0.
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Considérons, par exemple, I'équation binome #3 -~ 1 = 0. Si I'on
altribue & % les trois valeurs 0, 1, 2, la formule
iy == cos—%z + 1 sin&
3 3
donne les trois racines

-’L'o=1,_
N R
a:,_cos—3——]-zsm-§—_ ?—l—z 5
4 St e 7 ) VA \/?
ac,_cos—?)——l-zsmT—— - =5

On peut remarquer que la troisiéme racine x» est le carré dela se-
conde 1, si donc on pose
I L
] R 2 T T D
~ les trois racines de 'équation z* — 1 =0 seront représentées par 1,
Y j, % Puisque j® = 1, les puissances suivantes reproduisent les trois
mémes racines dans le méme ordre.

EQUATION DU TROISIEME DEGRE.

f168. — Comme on peut toujours faire disparaitre le second (erme
de I'équation, on supposera cette simplification opérée, et on prendra
I’équation du troisiéme degré sous la forme

M @ +pz+q =0,

L]

dans laquelle les lettres p et ¢ désignent des quantités réelles, posi -
tives ou négatives.

Si I'on pose
B 3 c=19y+ 2,
I'équation devient

®?) W+ 2 Cyz+p) + @+ 2+ 9=0.

L’inconnue « ayant été remplacée par la somme y--z, on peut établir
entre lesnouvelles inconnues telle relation que 1'on voudra. On posera
3yz +p =0,

ce qui réduit 'équation (2) a

y 42 +q=0.
De cette maniére, I’équation proposée 3 une seule inconnue x cst
remplacée par le systéme des deux équations :

(3) yz—————’f—, P =—q,
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a deux inconnues y et z. Si 'on éléve au cube les deux membres de
la premiére de ces équations,on arrive au systéme des deux équations

p 3
0 y’z’=—(7) . PrR=—q
Mais ce systéme n’est pas équivalent au ‘précédent ; il est évident
d’abord que les valeurs de y et de z qui vérifient le systéme (3)
vérifient le systéme (4). Considérons maintenant des valeurs de y et

3
de z satisfaisant & 'équation 7°z% = ——(%) ; il faut que le.produit
3 . 5
yz soit 'une des racines cubiques de —(—g-) ; on obtient ces trois

racines cubiques en multipliant P'une d’elles ——% par les trois

racines cubiques de 1'unité, savoir 1, 7, 72 ; ainsi yz sera égal & 'une

des quantités —_g—, — % g 13”_ 72. On en conclut que les valeurs
de y et de z qui vérifient le systéme (4) vérifient 'un des trois systémes
yz:—%, yaie sl
dapne P 3 SO0 .
e o O e s thnaiit
yz=—Ljt Y=

On voit d’ailleurs que toutes les valeurs de v et de z qui vérifient
I'un de ces derniers systémes vérifient le systéme (4). Parmi les solu-
tions du systéme (4), il faudra donc choisir celles qui conviennent au
systéme (3); pour qu’un couple de valeurs de y et z vérifiant le
systéme (4) satisfasse au systéme (3), il est nécessaire et il suffit que
le produit yz soit réel.

Les valeurs de y® et de z3 qui vérifient le systéme (4) sont les
racines de I'’équation du second degré

(5) ut 4 qu — (%)s: 0.
On en déduit

it e i ﬂ“ ~__ q p’
©) y2 +|/2 3 R ’/7 '3"

et, par suite

Y y=|7 q+l/ % .z_l/_._l/i

w
wﬁ
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d'out

) 2= l/——2+l/ 4 +|/ I/_*”‘

Chacun desradicaux cubiques a trois valeurs; sion les combinait deux
a deux de toutes les maniéres possibles, on trouverait pour 2 neuf
valeurs différentes. Mais, comme on I'a dit plus haut, ces combinai-
sons ne sont pas toutes admissibles. Désignons par @ et b deux va-
leurs particuliéres des radicaux cubiques; les trois valeurs du premier
radical sont a, aj, aj?; celles du second sont b, bj, bj2 On peut suppo-
ser les valeurs a et b choisies de facon que leur produit soit égal a
14

——g- ; car, si cela n’avait pas lieu, ce produit serait égal & — -3—7" ou

a— % j2, et alors, avec a, on prendrait la valeur particuliére bj* ou

bj du second radical. Les valeurs particuliéres @ et b satisfaisant a
- celte condition, on a trois combinaisons admissibles, savoir :
y=a’ y=aj1 y:ai’l
g=nbaiks b, - =]
On en déduit pour « les trois valeurs
(9) m0=a+b) .’131=0].+b].2, a:,:aji—{—bj.
On voit par la que I'on peut prendre pour y I'une quelconque des
valeurs du premier radical ; a cette valeur en correspond une du se-

cond, qui est égale & — %; les trois racines de I’équation proposée

seront donc représentées sans ambiguité par la formule

w]‘s

A

dans laquelle le radical cubique a trois valeurs. -
: % §

Lorsque la quantité (%) +(3£) est positive, les deux radicaux
cubiques ont chacun une valeur réelle; on prendra pour a et b ces
valeurs réelles; comme on connait d’ailleurs les quantités j et 72, on
voit que, dans ce cas, les trois racines de I'équation sont exprimées
algébriquement au moyen des coeflicients et sous la forme « - 8 i.

s QAR AL 2 ¢
Lorsque la quantité —27—) —|—(%> est négative, les valeurs des radi-
caux cubiques sont toules imaginaires, et 'on ne peul les transformer

algébriquement pour les mettre sous la forme « - $i; dans ce cas, -
12
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on ne doit pas regarder la formule (10) comme résolvant véritable-
ment l'équation, elle indique sculement que la résolution est rame-

née a celle d’'une équation binome.
169. — Occupons-nous maintenant du ealcul numérique des ra-
cines. Il y a trois cas & distinguer, suivant que la quantlté( ) (g)

est négative, positive ou nulie. Considérons d’abord le cas ou celle
quantité est négative ; équation du second degré (5) a ses racines

imaginaires ; posons
_q_ } ].)_ 3-—- — P}
)+ (5 ==

y:‘:-—-%-—}— hi, za‘_——_g- — ha.

d’ou

Si 'on appelle 7 le module et « I'argument de la quantité imaginaire

9 4 hi
2—}— i, o0

(1
cosa = — J in o« =2
\ " T i
Comme on peut supposer h positive, on prendra pour « un angle
compris entre 0 et 7. Les deux équations binomes deviennent ainsi
y8 = r(cos « -4 sin «),
z% =1 (cos « — 1 Sin ).
Les seconds membres de ces équations étant des quantités imaginaires
conjuguées, leurs racines sont conjuguées deux & deux ; elles sont
représentées par les formules

i (COS a+3? ™ + isin %),
‘ v’
g (cos ﬁ;ﬁ’i g g Bl +32k" ),

danslesquelles on donne a % et & £’ les trois valeurs 0, 1, 2.
Les valeurs de v et de z ayant pour arguments

« -+ 2Un _ @ —+ 2w
3 | 3 L
et Pargument du produit s’obtenant par I'addition, on a
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2k = W)= )

E /'
yz_r(cos v k’” -+ isin

Pour que ce produit soit réel, il faut faire & = Is; ce qui donne
a—+ 2w
el

En donnant & k les trois valeurs 0, 1, 2, on obtient pour « les trois
racines .

l
12) a:__y+z—-2r €os

3 3 wda It

13) aco__.‘r €OS - 3 5 ac1=2r3 coS —5— 3 5 m,_Qr cos STy T’

qui sont toutes trois réelles. Les trois arcs ? 5 27:;— . ; = j_ -
aboutissent aux sommets d’un triangle équilatéral; pour que deux co-
sinus fussent égaux, il faudrait que 'un des sommels fiit placé a I'ori-
gine des arcs ou au point diamétralement opposé et, par conséquent,
que cos « fat égal & == 1 ; la condition cos2 « = 1 donnerait h? =0,
ce qui est contraire a I'hypothése.

3
Ainsi, lorsque la quantité (-13)-) —|—(%)2 est négative, 'équation
X3 4 pxX + q = 0 admel trois racines réelles et inégales.
A Taide des tables de logarithmes, on calculera d’abord log r,

puis « par les formules

iy gf A LS T
r___( 3)2, OOf's e

et enfin successivement les trois racines x,, @, x,. On vérificra que
la somme de ces trois racines est nulle.

- 3 2
170.— Considéronsactuellement le cas ol la quantité (%—) -+ (%)
est positive;les deux radicaux cubiques admettent alors chacun une va-

leurréelle, et 'on peut prendre ces valeurs réelles pour a et b. Si, dans

—1+V3
les formules (9) on remplace j et j2 par leurs valeurs L ;ﬁ )
les expressions des racines deviennent

TR By S i A heberk il
. 2 . 2
y Sceslimi\S q\? o
Ainsi, lorsque lu quantité (§) -+ (7) est positive, l'équation ad-

mel une racine réelle et deux racines imaginaires.
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180 LIVRE IV, CHAPITRE II.

Il s’agit de rendre calculables par logarithmes les formules qui
donnent @ et b ; on y parvient & l'aide d’un angle auxiliaire, en les
écrivant ainsi :

a=|3/.g.(—1+\/1+—}1), b:-lyi;_(1+\/T+—H),

3

p
dans ces formules, H représente le quotient —3_? o
g

1l y a deux cas a distinguer, suivant le signe de p.
1o Soit p > 0 ; on posera tang? ¢ —= H,

e
I/q Bip et 9’ l/q 0052%’
L s o e, Sy Bip AL

20 Soit p < 0 ; on posera sin? ¢ = — H,

r 3 Y 0 E Y
d’out I/q sin? 2 b:_—l/qcos’i.

Dans la pratique, on peut abrézer un peu le calcul en déterminant
d’abord a, puis b par la formule b= — -Sa_ Quand on connait a
et b, on obtient aisément les racines.

3 1
2% 2.—5Si la quantité (%) + (i) est égale a zéro, les quantités a

et b sont égales entre elles, et 'équalion admet une racine simple

st —a= L
1%2. — Remarque. — Lorsque I'équation du troisiéme degré
(15) ' +prt+qg=0

a ses trois racines réelles, on arrive facilement & la résolution de cette
équationen lacomparanta cellequisertala trissectionde I'angle. Quand

; a
on donne cos a el que 'on cherche cos v 1 nous avons vu (ne 153)

que I'inconnue est déterminée par ’équation du troisiéme degré

; Gl SRR )
(lb)‘ Z'IS—T-T— i
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et que les racines de I'équation sont représentées par la formule

) a_—}—321£ %
dans laquelle on attribue a k trois valeurs entiéres consécutives. Mais
on ne peut pas identifier 'équation (16) avec I'équation (15), puisque
la premiére ne contient qu'une quantité arbitraire a, tandis que la
seconde contient deux paramétres arbitraires p et g. Pour rendre
I’identification possible, on multiplie les racines de I'équation (16) par

5 q ¥ . X
un nombre arbitraire r, ce que I'on fait en remplacant o’ par — ;
r

2

on obtient ainsi 1'équation

3 73 C0S @
B LY e s B UMB O, —
(17) 2 rubdia 7 0,
dont les trois racines sont données par la formule
(18) e T ~a—+3& /

On peut maintenant identifier les deux équations (15) et (17); il
suffit de poser 7

M eciniey 7% cos a ;
——Tr"=p, g & e %)
d’ou
oo s 4
19) g =2 e Co8 @'= 5

3 2
La quantité (%) -k (-g—) étant négative, le coeflicient p est négalif;
le nombre 7 est réel et on peut le supposer positif. On voit aussi que
‘la valeur de cos?® a est plus petite que 'unité; car on a

cosY'a ==

2 3
valeurs de r et de @ étant déterminées de celte maniére, la formule (18)
donne les trois racines de I'équation proposée (15). Il est bon de
remarquer que le calcul numérique est exactement le méme que celui
auquel nous avons été conduits par la premiére méthode.

3 2 3
ot de Vinégalité (%) +(%) <0 on déduit (l)’< (— ﬂ) . Les

www.rcin.org.pl



CHAPITRE 111

Propriétés des racines de I’égquation bincme.

1%3. — Nous avons vu (n° 167) que les m racines de I'équation
binome z™ — 1 = 0 sont représentées par la formule

2k U

2 = oS fogin
m i m

dans laquelle % recoit m valeurs entiéres consécutives, par exemple.
Ol B e =

Ges m racines ont 'unité pour module et pour arguments.les arcs en
progression arithmétique

i 2 2 2

0, "—& 2" 3=t e (=),

m m m m
Si I'on divise en m parties égales une circonférence dont le rayon est
pris pour unité, chacune des racines de I'équation hinome, que nous
désignerons par

Zo, &1, X3, By, o Ve s -Tm_“

dans l'ordre établi précédemment, correspond & un des points de divi-

sion de la circonférence. Les racines de I’équation binome 2™ —1=0
jouissent de propriétés importantes; nousindiquerons les plus simples.

Théoréme 1.

A74. — Les racines imaginaires de Péquation binome sont deux
a deux conjuguées et réciproques.

1o Les racines imaginaires, dont les arguments forment une somme
égale a 2w, sont conjuguées. Soient, en effet, les racines «, et

g 2 ; ;
dont les arguments sont a et (m — a) == ; si de ce dernier ar-
m m

gument on retranche 2=, ce qui ne change pas la valeur de I'expres-
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; pad 2w <
sion, on a deux arguments 6 et—a = égaux et de signes
contraires; les cosinus étant égaux, et les sinus égavx et de signes
contraires, les racines x, et @, sont conjuguées.

2 Deux racines conjuguées sont en méme temps réciproques, c'est-
a-dire que leur produit est égal a 'unité. On sait que I'on effectue le
produit de deux quantités imaginaires en multipliant les modules et
ajoutant les arguments ; le produit de deux racines conjuguées a donc

pour module 1 et pour argument 27 ou 0 ; ce produit est donc I'unité.
Ainsi z, z,_.=1.

Théoréme II.

1%5. — Le produit de deux racines de 'équation est une racine
de la méme équation.
Soient les deux racines

2aw R T
wa=cosT+zs1n &0,
20w 2bm

mbzcosT+zs1nT;
leur produit, d’aprés la formule de Moivre, est égal &

cos A hribE 1 sin 2a - b)r :
m m

‘¢est la racine qui correspond & la valeur a -+ b donnée a & ; donc
-‘Ira .’Db == ma+b. ‘
COROLLAIRE I. — Le quotient de deux racines de I'équation est une
‘racine de cetle équalion.
Car le quotient

iy 2a — b)r R ()
; —COST+ZSIH =

&

est la racine qui correspond a la valeur a — b donnée a k ; don:

€T

T =0
@

COROLLAIRE II. — Les puissances d'une racine de I'équation sont
aussi racines de I'équation.
Ainsi
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184 LIVRE 1V, CHAPITRE III.

Théoréme III.

896. — Sia est premier avec m, la racine X,, par ses puissances
successives, reproduit les m racines de l'équation binome.
Nous démontrerons d’abord que, si 'on divise par m les multiples
successifs
0a;; zadas7 2@5 180 bawrss M)

d’un nombre @ premier avec m, on obtient dans un certain ordre les

restes
| Pl TSl A LR e s

En effet, il est impossible que d eux multiples na et n’a (n et n’ étant
plus petits que m) donnent le méme reste; car leur différence (n—n’)a
serait divisible par m, etle nombre m, premier avec a, diviserait
Pautre facteur n — n’ qui est plus petit que m. On a donc pour restes
m nombres différents, tous plus pelits que-m ; ce sont les m premiers
nombres a partir de 0. Si 'on continuait la série des multiples, on re-
. trouverait les mémes Testes périodiquement dans le méme ordre.

Imaginons, comme précédemment, la circonférence divisée en m
parties égales, et supposons que 'on joigne ces points de division de a
en a ; les nombres de divisions parcourues sont les multiples succes-
sifs de a ; pour avoir les numéros des points auxquels on arrive, il
faut retrancher lescirconférences ou les multiples de m ; ces numéros
sont donc les restes que 'on obtient en divisant par m, les multiples
de a. En vertu de ce qui précéde, si a est premier avec m, On pas-
sera par tous les points avant de revenir au point de départ, et l'on
formera ainsi un polygone régulier de m cotés.

Considérons d’abord la racine

L3 S S
wye= cos—ﬂ—[ —+i sm_ﬁ.
Les m racines
X0, xre, X, T8y .00y Loy
sont égales respectivement aux termes de la progression géométrique
e A I TR AR e

Car, en élevant la racine 2, aux puissances successives, on obtient
précisément les arguments

¢ 9
0, _21, Sty i - AR (,;1—1)23.
m m m m
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Cette disposition des racines correspond au polygone régulier convexe
de m colés.
Considérons maintenant la racine

2am =l Qar
&, == €08 —— i sin
m .m

>

dans laquelle a est premier avec m. Les puissances successives

0 1 2
a? ‘,Ba’ L)

m—1 »

3
& wa, Shieiaey Lq

sont égales, d’aprés le théoréme précédent, &

Ty S e LS ey W g

On parcourt ainsi les divisions de a en a, et, par conséquent, on passe
par tous les sommets, ce quireproduit.les m racines de I'équation
binome, dans Pordre qui correspond au polygone étoilé que I'on
obtient en joignant les points de a en a.

Théoréme IV.

€7%. — Si a et m ont un plus grand commun diviseur d, la
racine X, par ses puissances successives, ne reproduilt que g

racines de U'équation.
En effet, soit m = dm’, a = da’ ; la racine x, peut s’écrire
/,

2ar v ek Qa0 20'm A
2z = c0S —— -} i sin = cos i sin -
[ m ot m m/ 13 m

sous cette forme, on voit qu’elle est aussi racine de l'équation
2™ — 1=0, et comme a’ est premier avec m’, par ses puissances,
elle reproduit les m’ racines de cette égnation, et n’en reproduit
aucune autre.

COROLLAIRE I. — On appelle racines primitives de I'équation binome
&™ — 1 =10 les racines qui par leurs puissances successives repro-
duisent toutes les autres. Des deux théorémes précédents il résulte
que léquation binome X™ — 1 = 0 a autan! de racines primitives
qu’il y a de nombres plus petits que m et premiers avec m.

COROLLAIRE II. — Toute racine non primitive de ['équation binome
X™ — 1 =0 est racine primitive d'une équation binome gayele
dun degré m’ sous-multiple de m.

COROLLAIRE III. — Les racines primitives de l'équation binome
X" — 1 =0 jouissent de cetle propriété caractéristique de n'élre
racine d’aucune équation binome d’un degré inférieur @ m.

COROLLAIRE IV. — Si m est un nombre premier, toutes les racines,
excepté la racine égale a l'unité, sont racines primitives.
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186 LIVRE 1V, CHAPITRE III.

Théoréme V.

158. — La somme des puissances semblables des racines de
Véquation binome X™ — 1 =0 est nulle, excepté lorsque Pindice de
la puissance est un multiple de m.

On a vu que les racines de I’équation binome sont données par la
série

a:‘:, w:, wj, wi, B w:""';
si on éléve chacune d’elles & la puissance n, on obtienl une progres-
sion géométrique

0 n n ; 3n (m—1,n
-’L", wi’ mi’ :El’ SN ml
_ = P e
dont la raison est m': et la somme des termes -—ﬁ Mais
m —
puisque x, est racine, on a :c ==l et ipan Slllte a; =1 ; donc la

somme est nulle.
Cependant, lorsque 7 est un multiple de m, chacun des termes de
la progression devient égal & 'unité, et la somme est m.

Théoreme VI.

179 — Les racines communes @ deux équauons binomes
— 1=0, x"— 1 =0 sont les racines de l'équation x*—1=0,
d désignant le plus grand commun diviseur des deux nombres m
et n.
Les racines de léquation ™ — 1 =10 sont représentées par la
formule - g
713 WS
& =cos — -} ¢ sin ——
m T m _
dans laquelle on donne a % les m valeurs0,1,2,...m — 1. Les
racines de V'équation " = 1 sont représentées par la formule

U %
ot pigh 208

dans laquelle on donne & &’ les n valeurs 0, 1, 2, ... n— 1.
On voit d’abord que,si m et n sont premiers entre eux, les deux
équations n’ont aucune racine commune autre que l'unité. En effet,

X — COS

I’

2k :
pour que deux arguments T fussent égaux, il faudrait
que l'on eut i_—_— ’; ou kn=~km; le nombre m, divisant le

produit kn et etant premier avec n, devrmt diviser k, ce qui est
impossible, puisque % est plus petit que m.
Supposons maintenantquemetnaientun plusgrand commundiviseur
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det soient m = dm’, n=dn’ ; on obtiendra les racines communes en
kl
a
ou kn'=k'm’; on conclut de la que % et &’ doivent étre de la forme
k=m't, k'=n't, et I'on pourra donner au nombre entier ¢ les valeurs
0,1,2,... d—1; mais alors les arguments égaux se réduisent a la forme

donnant a% et a &/ toutes les valeurs qui satisfonta a relation T

™ s thy . .
—22—; ainsi les deux équations ont d racines communes, et ce sont

les racines de I'équation ¢ — 1 = 0.

Théoréme VII.

180. — Si les deux nombres m et n sont premiers enire euw, on
oblient les mn racines de Uéquation X" — 1 =10 en multipliant
deuz d devs les m racines de Péquation X" — 1 = 0 par les u ra-
cines de U'équation x» — 1 = 0.

En effet, le produit de deux racines quelconques a pour argument

‘an e e Akn+Emx

mn

on voit déja que ce produit est racine de I'équation =™ — 1 = 0. Il
reste & démontrer que I’on obtient mn produits différents. Donnons &
ket a I’ d’autres valeurs k; et &'s, et examinonssi les deux arguments
2kn + Fm)= 2kn 4 ky/m)r
mn < mn
d’un multiple 247 de la circonférence. Pour cela il faudrait que I'on etit
n+km ki + ky/'m 4
mn mn TF 52
ou (F — k)n 4 (& — k)Ym = hmn
le nombre m, divisant le second membre et le second terme du pre-
mier membre, devrait diviser le premier terme ; et comme m est pre-
mier avec n, il diviserait & — ki, ce qui est impossible, puisque % ct %
sont plus pelits que m. Ainsi I'on obtient mn produits différents, et
ces produits sont les mmn racines de 'équation 2™ — 1 = 0.

peuvent étre égaux ou différer

Théoréme VIII.

484, — Lorsque les deuax nombres m el n sont premiers entre eu,
on obtient les racines primitives de I'équation x™— 1 =0 en mul-
tipliant deux & deux les racines primitives de I'équation X™ —1 =10
par les racines primitives de Uéquation X" — 1 = 0.
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Supposons k premier avec m, &’ premier avec n ; les deux nombres
k1~ E'm el mn seront aussi premiers entre cux. Car, si ces deux
nombres avaient un diviseur premier commun ¢, ce facteur premier
entrerait dans m ou dans n, par exemple dans m ; divisant la somme
kn +km etla seconde partie A'm, il devrait diviser la premiére
partie kn, ce qui est impossible puisque aucun des nombres % et n,
premiers javec m, ne contient le facteur ¢. Ainsi, dans ce cas, on a
une racine primitive de 'équation ™ — 1 = 0.

Si k n’est pas premier avec m, ou A’ avec m, kn -k’ m aura un
facteur commun avec mn, et ’on n’aura pas une racine primitive de

I'équation ™" - - 1 = 0.

182, — (COROLLAIRE I. — Les deux théorémes précédents ont une
grande importance, parce quils raménent la résolution de I'équation

binome wa®oler 1=0, dans laquelle a, b, ¢, ... sont des nombres
premiers différents, & la résolution des équations plus simples
xe% — 1 =0, wP — 1=0, 27/ — 1 =0.. .. Il suffira de déterminer

une racine primitive de chacune de ces derniéres équations ; le produit
sera une racire primitive de I’équation proposée, et I'on sail qu’une
racine primitive, par ses puissances, donne toutles les autres racines-

183, - COROLLAIREIII. —On sait queles racines non primitivesd'une
¢quation binome satisfont & une équation binome d’un degré sous-
multiple ; ainsi les racines non primitives de I'équation ze* — { =0
satisfont a Péquation ze*~! — 1=0; donc le nombre des racines pri-
mitives de I'équation 9% — 1= 0esta® — a*! =0a*"" (@ — 1). De
meéme les équations o —1 = 0,2¢7 — 1 =0, .. .. onl respective-
ment 687 (b — 1), ¢! (¢ — 1),. . .. racines primitives. 1l en ré-
sulte que I'équation a0l | —1 =0 acmet

aP Bt QA T it (e B) (OSS M) 4e 1) i

racines primitives.

Soit m = a®bP¢7. . . un nombre entier quelconque décomposé ¢n
facteurs premiers ; la formule

N=m0-%ﬂh~ﬂ@~%)“

indique combien il y a de nombres plus petits que m et premiers-

avec m. On retrouve ainsi, par le moyen des équations binomes, cette
formule que I'on démontre directement en arithmétique.
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LQUATION BINOME 189

POLYGONES REGULIERS.

284, — Nous avons vu (n° 176) que, si ’'on congoit la circonférence
divisée en m parties égales, et si 'on joint les points de division de n
en n, n étant premier avec m, on forme un polygone régulier de m
cotés. Lorsque n esl premier avec m, m—n est aussi premier avec m;
mais il est évident qu’en joignant les points de division de m — n en
m — n, on obtient le méme polygone régulier en ordre inverse. Le

nombre des polygones réguliers de m cotés est donc % ;

Il n’existe qu’'un seul triangle équilatéral, et un seul hexagone ré-
gulier. Mais il y a deux pentagones réguliers, le pentagone convexe
que I'on oblient en joignant les points de division de un en un ou de
quatre en quatre, et le pentagone étoilé que I'on obtient en joignant
les points de deux en deux ou de trois en trois. De méme, il existe
deux décagones réguliers, le décagone convexe et le décagone 6Loilé ;
on obtient le décagone étoilé en joignant les points de division de
trois en trois ou de sept en sept.

Il y a trois polygones réguliers de neuf cotés, puisque 9 = 32 et
N=9|§— S = 6. Ces trois polygones sont : 1° le polygone ordi-

naire que l'on obtient en joignant les
points de division de un en un ou de huit
en huit (il est figuré en trait plein); 2° un
polygone étoilé que l'on obtient en joi-
gnant les points de division de deux en
deux ou de sept en sept (il est pointillé);
3° un second polygone étoilé que l'on
obtient en joignant les points de division
de quatre en quatre ou de cing en cing
(il est ponctué).

La détermination des cotés des poly-
gones réguliers de m coOtés revienta la
résolution de I'équation binome ™ — 1 = 0. Si I'on désigne par un
la longueur du coté du polygone que I'on obtient en joignant les
points de division de n en n, n étant prémier avec m, on a

~mr
u, ——2sm—_—l/2—-2 os——-

est- précisément la partie réelle de la racine

i e
La quantité cos

primitive @, de 'équation binome; ainsi quand on connait les racines
primitives de Péquation binome, on en déduit facilement les colés
des polygones réguliers,
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190 LIVRE 1V, CHAPITRE III.
Mais on peut, en général, procéder d’une maniére plus simpie.

Lorsque m est impair, si n est pair et égal a 2n/, la quantité sin —5:—

. Wr
ou sin

est le coefficient de ¢ dans la racine primitive @, ; sin

: A : . (m—n)r
est impair, m — m étant pair, on prendra sin - ¢
11 est un certain nombre d’équations binomes que I'on peut résoudre
algébriquement ; la comparaison des racines ainsi trouvées avec la
formule trigonométrique établie précédemment donne les valeurs des
sinus et des cosinus de certains arcs ou les cotés de divers polygones
réguliers. En voici quelques exemples.

Triangle équilatéral et hexagone régulier.

185. — La détermination des cotés de ces deux polygones réguliers
dépend de I’équation binome x* = 1, que nous avons résolue algé-
briquement au n° 167. Nous avons trouvé les trois racines

iy sivas oh speigudtd o
2
D’autre part, cesracines, déduites de la formule trigonométrique, sont

2r TSR
19 cos—B—iz i ——-.

8
En comparant les deux expressions des racines, on obtient
P 1 wigr LT
008 —— =, — = —— .
S gy Sin— 3

Si l'on remarque que larc —7; est le supplément de %ﬂ— ou le

complément de %—, on en déduit

sin7T 221008 ﬂ——1—
B 40 8 1, kY

Il n’existe qu'un seul hexagone régulier inscrit (fig. 58) et un seul
triangleéquilatéral (fig.59).
i Ay Le coté de I'hexagone a 4,

Sl
2

cos 7T—cin7r
Bronid (0dn

- 3
pour valeur 2 sm_6— ou

® T'unité. Lecoté du triangle R

équilatéral est 2 sin — 5
Al Asg g 3 Ay
& c’est-a-dire V 3 .

Fig. 58. v Fig. 59
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Pentagone et décagone réguliers.

#86. — La détermination de ces deux po-
lygones dépend de la résolution de I'équation
binome x5 — 1 =0. :

En divisant par le facteur # — 1, on obtient
I’équation du quatriéme degré

Ag o+ ad 2 +x+1=0.
Fig. 60.

Si T'on divise tous les termes par z2 on la
met sous la forme ’

[ 1 1 Gl
(e +§) —|-(a:+$) b=
Posons 4
& +—$— F=Yy
d’ou, par I'élévation au carré,

1 1
B2t =y e @t o=y =2

I’équation se rameéne & une ¢qualion du second degré

2 ly—1=0.
On en déduit B i
: v L \/5—1
,y____l_ : \/-5—53/ i e
PR==) o L V5 +1
\ TITNL EmO

Chacune des valeurs de % est la somme de deux racines réciproques
ou conjuguées
. 2 4
y'=m,—i—a:,,=2005-—51 y”:a:g+ms=2003—51.

On obtient ensuite ces quatre racines au moyen de deux équations
du second degré

2 —yaet+1=0,

‘ zt—y'z+1=0;

la premiére donne

e \/54—1 +\/104-[;2\/‘5 .

3

Vi1 ViR V5 .
st 4 :
la seconde

2= VEH +\/10—4? g o, oA \/10—42\/5 .
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192 LIVRE 1V, CHAPITRE III. -

Telles sont les quatre *racines primitives de 1'équation proposée. On
en conclut

o _ Vbh—1 B VB
OpBLh Eotrpn 09 ommd — ot
Ot . NEBOR BB sl . NIOR 4 B.
I]-5——————-—|_- Sln—5f:————7‘:—‘-

Ces formules donnent les colés des pentagones et des décagones ré-
guliers. Le coté du pentagone convexe est

STl T 41:__\/10—2\/?
251n3_zsm.—5—___2_

celui du pentagone étoilé
o V10+2y5
= 5 )

Le coté du décagone convexe est

o V5-—1
251nl—()-__2csT_ 3 .

X celui du décagone éloilé

. 3 i ke \/5+1
2 sin T6__2cos—5-_ ZcosT R
Comme on a
Fig 61. 20 — | = (x5 — 1) (23 4 1),

la résolution de 1'équation z° — 1 =0 est ramenée a celle des
deux équations x5 —t =0, #34 1 = 0; mais les racines de 1'é-
quation x% -} =0 sont égales & celles de I'équation z*~-1=0
changées de signes. Ceci résulte d’ailleurs du théoréme VII; car, les
deux nombres 5 et 2 étant premiers entre eux, on obtient les dix ra-
cines de I'équation 10 — 1 =0 en multipliant deux & deux les cinq
racines de I'’équation 2® — 1= 0 par les deux racines -+ 1 et — 1 de
I'équation 2 — 1 = 0. L’équation 21 — 1 = 0 admet quatre racines
primitives ; on les obtiendra en multipliant les quatre racines primi-
tives de I'équation 25— 1==0 par la racine primitive — 1 de I’équation
2°—1=0. Les mémes remarques s’appliquent a I'équation 2°—1=0.

Pentédécagone régulier.

18%. — Il existe quatre pentédécagones réguliers, le pentédéca-
gone convexe et les trois pentédécagones étoilés que l'on obtient en
joignant les points de division de deux en deux, ou de quatre en
quatre, ou de sept en sept.
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La détermination des cotés de ces polygones dépend de la résolution
de 'équation binome x1s — 1= 0. L’exposant 15 étant le produit des
deux nombres 3 et 5 premiers entre eux, on obtiendra les 15 racines
de cette équation en multipliant chacune des 5 racines de I'équation
2% - 1=0 par chacune des trois racines de I'équation #3—1=0. On sait
aussi que si 'on multiplie deux a deux les quatre racines primitives
de I'équation 2* — 1 = 0 par les deux racines primitives de 'équation
23—1=0, on obtient les huit racines primitives de 1’équation
zt* — 1 =0, lesquelles donnent les qualre pentédécagones.

On trouve ainsi les huit racines primitives

cos 12 isin 3 = g [ 11V5+V 3(10-25) ] L (VB3 V 10-2v3),
c0 [;5 :*:zsm [1 \/a+\/3(10+2\/5)]+%(\/1—5 \/3+\/10+2\/ 10+23),
Cos%—izsm 15_8[1 Va— v/ 3(10—2v5) ]+ (VIB-v3+-V10—2v3),

1/

I
cos 1 isin 27 = L[ Valioave) J = (Va—vis+V 102v3).
On en déduit les colés des quatre pentédécagones réguliers
14/
Uy =2 sin — 1 ~ —9sin — (\/3 \/la+\/10—}—2\/5)
uy =2 sin fg =26in 1= = (\/3+\/E—\/ 10 -2\/5),
11 1 = =
. —= 28I —il—_ =i n—z] (\/15—.\/3—i—\/102+\/5),
et LR i e
Uy =2 sin -15«__25m (\/154—\/3—}—\/10—2\/5).

Si I'on voulail former une équation ayant pour racines les huit ra-
cines primitives de Péqualion 25— 1=0, on supprimerait d’abord les
cing racines de 'équation #*—1=0, en divisant #'*—1 par z’—1, ce
qui donne I'équation z1°+a5-1=0; on supprimerait ensuite les deux

racines imaginaires de 'équation 23—1=0, en divisant par z>4-z+1:
on obtient ainsi I'équation

a8 — o fas —zt fad—x 4 1=0.

Cette équation, ayant ses racines réciproques deux a deux, peut étre
ramenée au quatriéme degré. En dlvmnt tous les termes par z*, on
la met sous la forme

(m" +%\)—-(m’ +_£3_)-|-(w +%)— i 50,
13
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Si I'on pose easuite & -~ LA vy, Péquation qui détermine y est
€X

e e, o fe Snaki
On formera I'équation qui admet pour racines les cotés des quatre pen-
tédécagones en remplacant dans celle-ci y par 2 —u?; cette équation est

u® — Tus + 14u* — 8u? 4+ 1 =0.

"Théoréme IX.

188.— Les racines de Péquation binome X" —1=0,dans laquelle m
est un nombre premier, Sexpriment algébriquement par des for-
mules ne contenant que des radicaux dont l'indice est m—1.

En divisant ™ —1 par « 1, on a a résoudre I’équation
M - D4ttt t1=0,
dans laquelle p désigne le nombre m—1. Chacune des p racines ima-

ginaires de I'équation (1) est une racine primitive de I'équation pro-
posée ; i on appelle » 'une quelconque de ces racines, la suite

B R SR

)

donnera les p racines de I'équation (1).
Soit ¢ une racine primitive du nombre premier m, c’est-d-dire un
nombre tel que ses puissances successives

M= |

9y gz: g’y" 5 9 p)
divisées par m, donnent, dans un cerlain ordre, les résidus 1, 2, 3,...

m — 1; on sait d’ailleurs que g’""‘ donne le résidu 1; les racines de
I’équation (1) pourront également étre représentées par la suite
2 -1

®) r, 9, 9., 9,

Dans cet ordre, chaque racine est la méme fonction de la préeé-
dente ; on I'obtient en élevant cette derniére a la puissance ¢ ; ainsi,
1= (), 1% = (99 A= ("), . Appelons « I'une quelconque
des racines de l'‘équation binome #”—1=0, et considérons la quantité

Fst ey LI Y

Lorsqu’on remplace dans le polynome placé entre parenthéses r par'
17, et que l'on multiplie en méme temps par «, ce polynome ne
change pas; or, la multiplication du polynome par « revient &
multiplier /(r, «) par «” ou par I'unité; on a donc

[(r, @) = /(’J’ oz) :f(,,g%’ “) i :f(ryp—ia “) 5
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ainsi f(r «) ne change pas quand on remplace r par I'une quelconque
des racines de l’equauon ().

Aprés avoir développé /(r, «) on pourra retrancher des exposants
de « tous les multiples de p et des exposants de r tous les multiples
de p+1 ou de m qu’ils renferment; alors la valeur de /(r, «) prendra
cette forme

flrye) =a +axr +agr® . .. +ar?,

les coefficients a, ay, as . .. a, étant des polynomes entiers en «,

dont le degré ne dépasse pas p — 1. Si 'on remplace la racine r suc-
cessivement par les diverses racines de I'équation (1), et que l'on
prenne la moyenne arithmétique des résultats, on a’

aj—a,S, —+ asS: ... —{-apSp

f(?", &) = P y
en désignant par Sy, S.,... Sp les sommes des racines de 'équation (1)
¢levées aux puissances 1, 2, ... p; or, on sait exprimer algébrique-

ment ces sommes avec les coefficients des divers termes de I’équa-
tion (1), il en résulte

fir, @ = H,
H étant un polynome du degrésp — 1 en «, dont les cocfficients sont
complétement déterminés. On en déduit

r4 g4 + a? | 4+ ocpﬂl'r‘qp_1 = ‘{/ﬁ

En conservant la méme racine r de Péquation (1), et en supposant
ensuite que « désigne successivement les diverses racines ay, as,... «

»
de Péquation 2 — 1 = 0, on obtient la série d’cquations
q q

: 2 —1 P!

r—l—mrg—l—afr"’ R 1o ¥
] -1

7‘—|—a,rg+a:rg,.,+a:’9” r\l/

Il

g toxof pi =t O
r+ar ks Mg L g =i
Ajoutons ces équations membre & membre ; dans le premier membre,

les termes de chaque colonne verticale, a Pexception de la premiére,
-donnent zéro pour somme (n° 178) ; on a donce

H
(2) r=— \/H‘ + \/ s \/
P
2189, — La formule précédente, & cause des divers radicaux qu’elle
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195 LIVRE 1V, CHAPITRE III.

contient, admet plus’ de p valeurs distinctes ; mais il est facile de
rejeter les valeurs inutiles. Pour cela, il faut définir d’'une maniére
précise les racines de I'équation ¥ —1=0que nous avons repré-
sentées par ay, ag... %, Soit « l'une des racines primitives, les
diverses racines de cette équation sont comprises dans la suite

p i T
nous supposerons «, = =" ; il en résulte », = 1, et par suite

> 2 w ol i + 4
rbalfa® b =t (Ll

Cest-a-dire : o v
VH, =— 1.

Le produit

o ey R T 2 4 oP—11p—

[T+1n1'g+oc2"'rgq..-+a’p q""“p ‘I [r—f—a'l‘g—}—d’f‘ga-..—{—ap "I‘gp ]p -
ne change pas lorsqu’on y remplace la racine  par 7 ; car le premier
facteur se trouve divisé par «” et le second par «" ", c'est-a-dire que
le produit est divisé.par «” ou par Punité. On pourra donc calculer ce
produit, qui est un polynome du degré p — 1 en «, ainsi qu'il a été
expliqué pour f{r, v) ; désignons-le par G, il en résulte

= — G
3 r+ anr? AL a?nrg‘i i a«p—l)n,r.gp 1 :‘{/Hn\z _ﬁ"_ (Hl);-
: 1

Par cette transformation, I'expression de r ne contient plus que le

radical Vi et ses puissances ; dés lors elle n’a plus que p valeurs.

190. — COROLLAIRE. — Sim — 1 est une puissance de 2, ou si le
nombre premier m est de la forme 27 - 1, on sait calculer algébri-
quement, c’est-a-dire ramener a la forme a -+ bi, les valeurs des
radicaux d’indice m — 1 qui entrent dans I'expression de r ; dans ce
cas, on peut ramener les racines & la forme A - Bi, A et B étant des
quantités complétement déterminées qui ne renferment que des radi-
caux carrés. Aprés avoir choisi arbitrairement une ligne pour repré-
senter l'unité, on pourra, avec la régle et le compas, obtenir les
lignes qui ont pour mesure A et B, ce' qui reyient, comme on le sait,
a inscrire dans la circonférence un polygone régulier de m cotés.

Les nombres les plus simples satisfaisant a la condition précédente
sont

e s T e e i

Théoréme X.

2914, — Quel que soit le nombre m, 2 et 3 exceptés, m — 1 est un
nombre compesé ; st m—1 = p’q, la résolution de {'équation (1) peut
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fire ramenée a celle d’'une équation dw degré p’, dont les coefficients
dépendent des racines d'une équation du degré q.

Prenons les termes de la suite (R) de ¢ en ¢, de maniére & former
les ¢ suiltes

r 9 19% gl =l
: ’ B o .
A+q 1429 1+p—1iq
(R 1o, s sl et Dl :
q—1 2g—1 93(1—1 gp’q—l
i el ey e 4

dont chacune renferme p/ termes. Les suites (R’) jouissent des mémes
propriétés que la suite (R); on obtient un terme de chacune d’ellesen
éleyant le terme précédent a la puissance g%

Considérons ensuite I'équation

%) (-7 (y ) y—r?") ... by—r
=9+ Ay AT A, =0,

((ui a pour racines les termes de 'une de ces séries, de ia premiére par
exemple. A cause de l'indétermination de la racine représentée par r, les
coefficients A,, A,.., A_ont des valeurs multiples dont il est facile
d’évaluer le nombre. En effel, ces coefficiens conservent les mémes
valeurs lorsqu’on remplace la racine » par une racine appartenant a la
méme suite ; mais ils changent lorsque 'on remplace » par une ra-
cine appartenant & une suite distincte de la premiére ; les racines de
I’équation (4) sont les termes de la suite & laquelle appartient la ra-
cine mise & la place de r. Les coeflicients Ay, A,, . . . Ap, n’ont
donc chacun que ¢ valeurs. Appelons zy, %y, . .. 2, les valeurs de
I'un d’entre eux ; les coefficients de I'équation

() (58 = %) (5 — 2s)... (53— Z)) = 2041 397 a4z - a,=0

seront des fonctions symétriques des racines de I'équation (1), dont on
sait par conséquent déterminer les valeurs ; ainsi 'un quelconque des
coefficients de P’équation (4) dépend lui-méme d’une équation (5) du
degré q.

A chaque valeur de Uun des coefficients™As correspondent des valeurs
bien déterminées des autres coefficients As, As . . ., que 'on obtient
sans résoudre de nouvelles équations. Pour fixer les idées, supposons
que z1, Zs,. - - &, désignent les valears de Ay, et appelons ty, t5...1
les valeurs de 'un des coeflicients A, As... A ; chacune des quantités

L+t ..+1q:L,
t,z1—|—12z,+...+/¢~ sl

9 P'—MI)

“q

2 2 ]
l;z,—{-—lez,;—f—'...—{—lqz :Lg,

{4 Ziq—‘ + le qu_! + il e -{— t Zq_l =L
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est une fonction symétrique des racines de I'équation (1) dont on peut
trouver la valeur. Pour obtenir la valeur ¢, qui correspond & z;, mul-

tiplions les équations précédentes respectivement par 0Ogei, 0g-2 . . .
01, 1, et ajoutons; il vient

ql—I—OL _’—i— +Bq—iL

e AL ezf—?.+0q_

si I'on choisit les cocfficients arbitraires o,, 0
satisfaire aux relations

L o Lo S 4o, =0,

L ST S +e,,_,_0

gy -+ 0,_y. de maniére &

571 40, o ’+...+oq 1_0
Les relations précédentes” expriment que 6,, 0,, . . .8
coefficients de I'équation du degré g — 1

27 40,5974 g, =0
(ui a pour racines zs, z3 ... %z Or, on obtient le premier membre
de cette équation en divisant par z — z; le polynome

Bt gt a,.
Les coefficients successifs du quotient sont donnés par les formules
=21+ a,
Ay = 2} + a, 21 a,,

0s =2 + 0, 7, + as 21 + a5,

=1 Sont les

Ainsi la résolution de I'équation (1) dépend de la résolution des deux
équations (1) et (5), dont 'une du degré p’ est 'autre du degré q.

Comme les racines de I'équation (4), pour chaque systéme de va-
leurs de ses coefficients, jouissent des mémes propriélés que celles de
I'équation (1), si le nombre 3/ est un nombre composé égal & p”q’, on
pourra également ramener”sa résolution a celle de deux autres des
degrés p” et ¢’ et ainsi de suite.

Sile nombre p est une puissance de 2, on pourra diriger 'opération
de maniére que l'on n’ait jamais a résoudre que des équations du se-
cond degrg.

Polygone »égulier de 17 cotés.
192, — Il s’agit de résoudre I’équation binome

) 27 —1=0.
Si I'on divise par @ — 1, 1'équation est ramenée & celle-ci :
®) o Lot Lo L b2+ 1=0.
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Le nombre 3 est une racine primitive du nombre premier 17, et les
puissances successives de 3, divisées par 17, donnent pour restes les
seize premiers nombres dans 'ordre suivant :
d,3, 3, 3, 34,35 36 37, 3, 3¢, 5w, 34, 3% 31,3u, 3,
l, 3,—8,-7,—4, 5,—2,—6,—1,—3, 8, 7, 4,-—5, 2, 6.
La paissance 3t donne le reste 1, et les mémes restes se reproduisent
périodiquement. Appelons » une racine quelconque de I'équation (2),
ot disposons toutes les racines de celte équation dans Pordre suivaat:
: 13
(R) I A R R el
Partageons cette suite en deux aulres
2 gi a6 28 410 a12  add
(R) R 2l T i i N s N
33 5 39 {518 ol
73, 80, 30 3T a0 gt et gt
Considérons 1'équation
i AR
(3) (—1) ([&g—r*) (@ =1%) ... (@=3")
=.’L‘8—A1.’E7—|—A2$6—. ..+A8:0,
qui admet pour racines les quantités comprises dans I'une ou l'autre
des suites (R’); les coefficients de cette équation ont deux valeurs
distinctes. Appelons z, ct z, les deux valeurs du coefficient A, ; ces
deux valeurs seront les racines d’une équation du second degré
‘ (B8 — %) (8 — %) =2 — a5 + a,=0.

Le coefficient a, est égal a zy - zs, c’est-a-dire a la somme des
racines de I'équation (2), ou a — 1. Le coefficient ¢, est égal au pro-
duit z12s, c'est-a-dire & la somme des 64 produits que 'on obtient en
multipliant chacune des racines de la premiére suite (R’) par chacune
de celles de la seconde suite ; chacun de ces produits est une racine
de Péquation (1); Pexposant de r élant de la forme 3*™ 4 3*

o= 3¥"(1 4 3¥™ ™). e premier facteur 3*™ n'est pas divisible par
17 ; le second facteur 3*™ ™ L 1 west pas non plus divisible par

17; car ce sont les puissances gren qui donnent le résidu — 1;
aucun des exposants n’éltant un multiple de 17, aucun des produits
partiels ne donnera la racine 1; chacun des produits partiels sera
donc une racine de '’équation (2); a cause de la symétrie, la somme
des b4 produits partiels sera égale a 4 fois la somme des 16 racines
de I'équation (2) ; on aura ainsi a; = — 4, et I'équation en z sera

(4) 224+ z5—4=0.

On peut appliquer la méme méthode a I'équation (3). Divisons les
huit racines de celte équation en deux suites

% 34 38 3'2
(R//) S S T el

32 a6  gl0 gld
Do el RS
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et considérons I’équation
(5). (@ —r) (@ —r") (@— %) (@— ")
=z — B,2® 4+ B,2* — B,z 4+ B, = 0.
Pour chaque valeur de z, les coefficients de cette équation ont deux
valeurs distincles; appelons ¢ et ¢» les deux valeurs du coefficient By;
ces deux valeurs seront les racines de I'équation
(l—-h) (t— tg)=1,2—b1t—|—b2=0.
Le coefficient by est égal a & + 1,5, c’est-d-dire & la somme des racines
de Péquation (3), oua z. Ona
by = (r 4% 19 13" (9" 1 - 30 M),
by=(r 7t ™) (s 8 )
les seize produits partiels étant les racines de I’équation (2), on a
by = — 1, et I'équation en ¢ cst
(6) ?—zl—1=0,
Décomposons encore 1'équation (5); disposons les quatre racines de
cetle équation en deux groupes
r, 1%
7. 9

(RII/) q &
3, g

)
et considérons I'équation

(7) (x — 1) (@ — r¥®) = 2® = C,z + C2=0.
Pour chaque systéme de valeurs de z et de ¢, les coefficients de cette
équation ont deux valeurs distinctes; appelons w; et ws les deux
valeurs du coefficient Cy; ces deux valeurs seront données par I’équa-

tion
W — uy) W — us) = u® — U + c2 = 0.

Le coefficient ¢, est égal & uy +us, c’est-d-dire & la somme des racines
de I'équation (5), ou a t. Ona
G Uy 5= (" + "’33\) <7‘34 " 7’3‘2) =13+ = x> 40 mie 7'_52
on a, d’ailleurs,
i e o g TR
on en déduit _
et =2r+ 17+ ) L7
4+ ST s T
retranchons des deux membres la somme des racines de 'équation (?),
ou — 1, il viendra

ot 1= (r 417"+ P )=l 7 L ) =,
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: +11 . Ainsi, Péquation en w esl
®) — + ; +1 =10
Remarquons d’ailleurs que le coefficient Ca de 'équation (7) est égal a
r><r® oud r Xy~ cest-a-dire a I'unité ; I'équation (7) devient ainsi
9 2 —ux 4+ 1=0.
La résolution de I’équation (2) est ramenée de la sorte & la résolu-
tion des quatre équations successives du second degré
z2—|—z—4_0, 2 — 2zt —1=0,

Rpss e
tu+z_+1 0, @ ur +1=0.

d’olt Ton conclut ¢ = ——

Théoréeme de Cdtes.

193. — Les diviseurs du premier degré des polynomes

™ — R (cos « + i sin «)

et ™ — R (cos & — @ sin «)
sont représentés par les formules
m @ + : it B + AUerr )
x_R \COS—— 'LS]H——WT—,
g 2k
w_Rm(co a+ —isin ~—-“ +m ﬂ),

dans lesquelles % recoit les m valeurs

B e T TR | e
Le produit des diviseurs qui correspondent a la méme valeur de k&
donne le trinome réel du second degré

a --l— ir

1
2 — 2eR™ co —|—an

Le produit de tous les trinomes que I'on ohtlent en attribuant & & les
valeurs 0, 1, 2,..., m—1, produit que nous désignons par la notation

f=m—1 3 2%k
§ AR (m’—?ml{mc o —I—R"‘) :

est égal au produit des polynomes
[®™ — R {cos « + i sin &)] X [2™ -R(cosz— i sin «)],
c’est-a-dire a
«®™ — QR &™ cos « + R?;
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202 LIVRE IV, CHAPITRE III,

car on a formé ainsi le produit de tous les diviseurs du premier degré
qui composent chacun des deux polynomes proposés.
On a donc Pidentité

k=m—1
(1) I I na (w’ QR'"Q/‘COS a+ e +R"’>_a;2'” 2Ra™ cosa-+-R2.

Si 'on remplace R'” par r etﬁ par o, cette identité devient

: k=m-1 '
('2)'| I k—;, l::ci—zrwcos( o} %Z_r)_{_rz:]:mem_%.m 2 O

Cela posé, soit un polygone régulier de m cotés inscrit dans un cercle
de rayon r (fig. 62); & partir du sommet Ao
portons I'arc A,B égal a la valeur ahsolue
de ©, dans le sens AgAm—y si » est positif,
dans le sens Aq A, si » est négatif; surle
rayon OB portons, a partir du centre, une
longueur OM égale & «; et enfin, jeignons
le point M & tous les sommets du polygone.
Le triangle MOA, donne

— 2%k
MA:= x?—2r COS<w+ —;:i) -+ r2;
on a donc, en vertu de I'identité (2),
@ MA; . MA; . MA;.. . MA,,_, = a™ — 2™ 2™ cos m @ + 1"

GOROLLAIRE I. — Lorsque le rayon OM passe par le sommet Ao' du
polygone, ona o = 0 et I’égalité (3), dont le second membre devient
un carré, se réduit a

(4) MAo.MA; . MA, ... MA, , =3 (a™ — ™).

On prendra le signe - si le point M est en dehors du cercle, le
signe -— g'il est dans l'intérieur.

COROLLAIKE II. — Lorsque le rayon OM partage en deux parties
égales I'arc AoAn—, On a ® ;%, et 'égalité (3), dont le second
membre devient encore un carré, se réduit a

B Mk MR« - Mk s e
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CHAPITRE IV

Développement des fonctions circulaires en séries.

DERIVEES DES FONCTIONS CIRCULAIRES.
Dérivées du sinus.

194. — Soit la fonction
A yi=sin x.

On appelle dérivée d’'une fonction la limite du rapport de -I'accrois-
sement de la fonction a I'accroissement de la variable, quand ces deux
accroissements tendent vers zéro.

Lorsqu’'on donne a la variable a l'accroissement h, la fonction
éprouve l'accroissement

k = sin (# + h) — sin 2.

Si l'on prend le rapport des deux accroissements et que I'on trans-
forme la différence des sinus en un produit, on a

i h
ol e it
E  sin@-4h) —sinz 2 C"S(””[ 2)

h h e h

ou

Quand laccroissement h de la variable tend vers zéro, le rapport

1 lb
Sin ——

; / ) ;
7 du sinus a l'arc —2}- tend vers l'unité, tandis que le second

2
facteur se réduit a cos @ ; le rapport % tend donc vers une limite
égale & cos x, et 'on a
y’ = cos ®.
Aiunsi la dérivée du sinus est le cosinus.
Dérivée du cosinus.
195. — Soit la fonction
Y = €08 ®.
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204 ~ LIVRE 1V, CHAPITRE V.
On a de la méme maniére

—2sin h sin (x—l— }—l) in 2

k _cos(z4-h)—cosz 2 o i T e I_L\'

BT h o n i i by
5 _

et, en prenant la limite du rapport
y’ = — sin .
Ainsi la dérivée du cosinus est le sinus pris en signe coniraire.

Au moyen de ce qui précéde, on obtient aisément les dérivées
successives du sinus ou du cosinus :

TR =R y =cosw,
i — T Iy = —gin &,
y" — — gin @, y' = — cos x,
Tl — cos @, A= T
y/" = gin =, y

On voit que les dérivées se reproduisent périodiquement de quatre en
~ (quatre. : ; , -
Dérivées de la tangente et de la sécante.
496. — On obtient la dérivée de la fonction
y = tang x,

en prenant la dérivée du quotient - : , ce qui donne

y,=cosﬂm+sin2w= 1 :
€ost & cos? &
De méme la cotangente
coS @
Yy =cot r=——r,
: sin @
a pour dérivée
y’ = — ; r
sm?® &

La sécante pouvant se mettre sous la forme
1 1
= 880 == =={cos @)
Y e ( e

on obtiendra sa dérivée par la régle des puissances
; 5o BiR
cost o

De méme la cosécante

- 1 < A
= coséc & = =
y - isin @ e
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DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 20

ot

4 pour dérivée !
it seDSE

sinzg °

Dérivées des fonctions circulaires inverses.

1979. — Nous avons dit (n°11) comment on définit les fonctions
circulaires inverses ; on donne la valeur v, de la fonction qui corres-
pond & une valeur x, de la variable; quand 2 varie d’'une maniére
continue & partir de @, 1'un des arcs varie d’'une maniére continue &
partir de 7, ; cet arc variable est la fonction.

Soit la fonction inverse

9 =arc sin 2.
On en déduit
sinlyi=ia:
Si I'on appelle Az et Ay les varlatlons simultanées des varlables zety,

nousavons vu que le rapport ——y— tend vers une lumle égale a cos y ;

Ay

le rapport inverse —— tend donc vers une limite égale & el et
Ax
{'on a
y' = :
cosy

Puisque siny =, on a cos y === VT — &?; si I'on remplace cos y
par sa valeur, il vient 4

Vi—a? ;
Il faudra mettre devant le radical le signe de cos ¥ ; si I'arc se ter-
mine dans le premier ou dans le quatriéme quadrant, on prendra le
signe 4-; s'il se termine dans le second ou dans le troisiéme, on
prendra le signe —.

On obtient de la méme maniére la dérivée de la fonction inverse

4y == arc cos .

y ==

On a, en effet,
cos Yy = @,

Az
Nous avons vu que le rapport g tend vers une limite égale &

g 3 A
— sin i ; on en conclut que le rapport inverse -A—y— tend vers une li-
. x

mite égale & — ——1——— . On a donc
sin y
1 . ol

Yy =— =

SN A Vi—a' Z
On mettra devant le radical le signe de sin y.
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200 LIVRE IV, CHAPITRE IV.

Considérons enfin la fonction inverse
3 y = ar¢ tang x.

On a
tang y=— =z,

Az e k.
—— ayant pour limite le rapport inverse a pour
Le rapport Ay yant p sty Pp _ po

limite cos® y ; on a donc

Yl —CO8* Y/
Mais on sait que ;
cast il — : = ; -
1 Jtang?y 1422’
on en conclut
5 i 2o gl
el s

DEVELOPPEMENTS DES FONCTIONS SIN & ET COS &.

£98. — L emme. Si I'on désigne par « un nombre fixe que 'on peut
supposer aussi grand que 'on voudra, et par n un nombre entier va-
riable, la quantité

mﬂ

TR e
tend vers zéro, quand n augmente indéfiniment.
En effet, soit p le nombre entier égal &  ou immédiatement infé-

rieur a «, et supposons n plus grand que p, on a
5 :

_“’__(;’”__"’. w)x_i__ z z,
fodetoin: - V4 o8 g p+1 " p+2 " m’
d'on
" T T T x
1.2...n <(T?"'}5‘)X‘n"
Or, lorsque 7 croit indéfiniment, le facteur % tend vers zéro ; le fac-
teur( 77- -%- os; -:—) restant fixe, le produit de ce facteur par —%—

tend aussi vers zéro.

199. — Supposons que la variable 2 croisse a partir de zéro, et
considérons Pinégalité )
1 —cosa>0. 7
Le premier membre est la dérivée de la fonction z—sin z-4-C, dans la-
quelle C désigne une constante: choisissons cette constante de maniére
que la fonction primitive s’annule avec x, ce qui exige que l'on ait
C=0. La fonction z—sin @, ayantsa dérivée positive, va en croissant;
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. DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS GIRCULAIRES. 207
comme elle sannule pour = 0, elle prend des valeurs posifives de
plus en plus grandes. On adonc pour toutes les valeurs positives de z,

x—sin > 0.
Le premier membre de celte seconde inégalité est la dérivée de
G
b 1 2
fonction primitive devienne nulle pour = 0 ; cette fonction, ayant

sa dérivée positive, va en croissant; comme elle s’annule pour z =0,
elle prend des valeurs positives et 'on a encore

—-1—}— -{—cosa:>0

Si T'on répéte indéhmment cette méme opération, en déterminant a
chaque fois la constante arbitraire, de maniére que la fonction primi-
tive s'évanouisse avec la variable x, on obtient la suite des inégalités

1 —cosz >0,

-} cos ¢ ; prenons la constante égale & — 1, afin que la

{_—smm> 0,

§ Lo 0
- +1_.2—-|—cosac> %

o b .
1-|- o + sinz > 0,

.« Ao

9 P

&€ Tt

1—1.24— 234 —cosz >0,
On en déduit
cosini 4,
B4
cos & > —_W’
: x2? xt
PR T, Ml T I Y

Donc, si 'on considére la série indéfinie
iy ot a8
1 - - = 3
e macuss o 20 o | Lol or e e e B

la fonction cos « est comprise entre les sommes que I'on obtient en
prenant d’abord les n premiers termes, puis un terme de plus ; par
suile, la valeur exacte de cos x est égale & la somme des n premiers
termes, augmentée d’une fraction du terme suivant; on a ainsi
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208 LIVRE IV, CHAPITRE IV.

2 2 0 min—? 'y w!n

Mese=1 =Tzt 1232 "~ T2.@~ 1220

en désignant par 0 un cerlain hombre moindre que I'unité. Or, lors-
que n croit indéfiniment, la quantité

m!n

< {20020
tend vers zéro, d’aprés le lemme démontré ; par suite, la somme des
n premiers termes de la série
x2 x4
SF. s oy A 5 i
tend vers une limite égale & cos #; on a donc

: e SRl Th s
2 cos == 4 1.24—1'2.3'4

]

On déduit aussi de la suite des inégalités les deux formules

a’ x5 i ¥+

23 1345 Tz eemn T 12, )’

i b7kl

Ot R o Sy e

3) sine=x—

Les formules (1), (2), (3), ( ), ont été démontrées pour toutes les
valeurs positives de la variable 2 ; mais si I'on observe que cos = ne
change pas quand z change de signe en conservant la méme valeur
absolue; que, d’un autre coté, les seconds membres des formules (1)
et (2) restent aussi invariables par ce changement, on voit que les
formules (1) et (2) sont vraies quind = est négatif. On reconnait de la
méme maniére que les formules (3) et (4) conviennent aussi aux arcs
négatifs.

A Taide des formules (2) et (4 on calcule aisément le cosinus ou le
sinus d’un arc donné quelconque avec tel degré d’approximation qu’on
le désire. Lorsqu’on prend pour le sinus d’un arc.trés-petit « I'arc
lui-méme, on commet une erreur relative, trés-petite ; nous avons

démontré (n° 47) que I'erreur commise est moindre que 4 ; mais la
formule (3) nous montre que, quel que soit 'arc, erreur est moindre
i) : i
que — . Nous avons démontré aussi que, si I'on prend pour le
3 i x? ity 3 ot
cosinus la quantité 1 — = I'erreur commise est moindre que ST

b
a formule (1) montre que cetle erreur est moindre (ue -%-
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DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS CIRGULAIRES. 209

DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION ARC TANG Z.

200. — Afin de préciser le sens de la fonction arc tang @, nous
supposerons qu'elle s’évanouit avec et qu’elle varie ensuite d’une
maniére continue avec la variable.

; par la division, celte

; : 1

La fonction arc tang @ a pour dérivée o

dérivée se développe de la maniére suivante :
2n

1 e g i =5 2n -2 e WO €T

I_-Fa—c‘——i ARt /LI T i T

d’ou
1. (1 LR -Z'g—l‘ 4 —-.’Bs—‘l- Qﬂ’!) 2"
Tkt 1 1Fa
Le premier membre admet pour fonclion primitive
x s ab a1 AR

aPCta“g”—(T—T+T‘T+' HZ——J

En désignant cette fonction par == ¢ (x), on a
1 i =

=h oy oy — (1= 22 ot oo o) —
o () o (1-2? + -2t .. .oz 2™ T

2n
/ _ —

Drailleurs, la fonction ¢ (z)s’annule avec la variable .
Qn

TFor

ou plus simplement

La quantité ———— étant positive et inférieure a w’", on a les

inégalités
¢’ () > 0.
o (@) — 2> <0,

La fonction ¢ (%), ayant sa dérivée positive, croit avec o, comme elle
s'évanouil pour =0, elle prend des valeurs positives croissantes,
an-1
3 : n+H1"°
dérivée négative, décroil au contraire quand @ croit ; comme elle s'é-
vanouit aussi avec @, elle prend des valeurs négatives quand 2 croit

a partir de zéro. On a donc, pour toutes les valeurs positives de Z,

quand z croita partir de zéro. La fonction ¢ () — ayant sa

2n+1
9 (@) — WIT <0,
ou
L2
¢ (@) <T_H .

www.rcin.org.pl



210 LIVRE IV; CHAPITRE 1V.
2t

Ainsi la fonction ¢ () a une valeur positive inférieure a Yo"

Pon pourra écrire

G.’L’M+‘

?(w)zm,

en désignant par ¢ une quantité positive plus petite que I'unité. On
en déduit : ‘
z 3 8 wen—l ew!n-{-l
arctange =~ —— -+ —— — ... :
° i < B . Bpe=11 == 217
Supposons maintenant que la variable @ soit inférieure, ou au plus
égale & Punité ; si Ion fait augmenter n indéfiniment, le terme com-

2n-1
plémentaire m tend vers zéro; on en conclut quela’somme
n _
des n premiers termes de la série
x a8 i
TR

tend vers la limite arc tang @ ; on obtient ainsi le développement de
arc lang @« cn série converrrente

‘ @ s s

) arctamgav_T 3 —}—-_5-
pour toutes les valeurs de « inférieures ou égales a I'unité.

Cette série convient aussi aux valeurs négatives de « comprises
entre 0 et — 1, puisque les deux membres changent de signe avec @,
en conservant la méme valeur absolue. Ainsi la série (5) est conver-
gente et représente la fonction arc tang z, quand « varie de — 1 a
-+ 1 inclusivement.

Calcul du rapport de la circonférence av, diamétre.

2@1. — Nous avons oblenu le développement de la fonction
arc tang « en série convergente
¥ a3 s
b} arctang ¢ = — — —— L —— — .

pour toute valeur de = inférieure ou égale a 'unité. Gette série permet
de calculer la longuenr d’un arc dont on connait la tangente; il en
résulte plusieurs maniéres de déterminer le rapport de la circonfé-
rence au diamétre.

fo L’arc qui a pour tangente I'unité est la moiti¢ du quadrant ou -74: :
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En faisant « = 1 dans la série, on a donc
: ™ 1 1 1
(6) T_i—T—!__S__'?_'_"'

Mais cette série ne converge pas assez rapidement et il faudrait un
trop grand nombre de termes pour obtenir = avec quelque approxi-
mation. On a recours a d’autres procédés.

% L'arc — a pour langente —1—_- , en faisant x :—1_— dans la

6 V3

série, on a

@) %:V§O RS NPT +uf)

g B K LI P T e
3¢ En appelant @ Parc qui a pour tangente % ,ona la série

o 1 1
L i e L

(ui converge plus rapidement cfue la précédente, et qui donne une
™

portion a du demi-quadrant " Pour avoir la partie complémen- .

taire, posons b = % — a, d’olt
i iy
Sy
5

tang—Z— — tang a 1
tang b =

1+tang%tanga 1+%

Ainsi Parc b a pour tangente % , et se développe de la maniére sui-
vante

Lo 1 1
bT?—33fF&r

En ajoutant les deux arcs a et b, on a -Z- =a -+ b.

De cette maniére, I'arc % est donné par la somme de deux séries.

: Ay 1
4o Partons maintenant de Parc qui a pour tangente 3 et appe-
lons a cet arc

En doublant cet arc, on a

tang 2a =
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112 LIVRE 1V, CHAPITRE IV.

L’arc 2a est encore plus petit que 1—[: ; appelons b la différence E —2a,

d’'ot
o l—=tang2a 1
gig I Ftang2a 7.

I arc b qui a pour tangente —;- est donné par la série

7 SHR 5

On a donc -% =2a -+ b.
5 On obtient des séries trés-rapidement convergentes en partant de

I’arc a qui :
qui a pour tangente ¥ Yo

Si 'on double cet arc, on a tang 20 = e . En doublant encore une

12
fois, on a tang 4a = % . Cette derniére tangente étant un peu plus

grande que l’u[iité, Parc 4a est un peu plus grand que % ; appelons
™

1’ et calclilons la tangente de cet arc,

b la différence 4a —

tang 40 — 1 1
tang4a+ 1~ 239 °

tang b =

L’arc trés-petit b, dont la tangente est —2-‘15 , sera donné par la série

1 1 1
b= s Ty
et 'on aura
—Z-—: 4a — b,
1 16 16 16 4 4
b} T _l e S S Rl et W SGCTRE —
g M R e o gl 7 (239 s )

Ces deux séries convergent trés-rapidement, surtout la seconde. Aussi
cette derniére formule est-elle de beaucoup préférable a celles que
nous avons données précédemment.

Voici le calcul de = avec 15 décimales exactes, au moyen de la
formule précédente. 3
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Calcul de 16a.

g o 6
i i gy o7 362
16 1 Mty
B o = 0,00102 4
16— 0,00512 16— 0,00000 09102 22222 22
ST 1 O e :
b : 1D g s :
1 = 0,00020 8 s = 0,00000 00010 08246 15
16 _ e ”
= 0,00000 8182 g == 0,00000 00000 01233 61
16 _ : G $Wik
5= 0,00000 03276 8 = 0,00000 00000 00001 59
5176,= 0,00000 00131 072 3,20102 49112 31703 57 -
o == 0,00000 00005 24258 o = 001266 66666 66666 65
S0 = 0,00000 00000 20991 52 = 0,00002 92571 42857 14
16
40 = 0.00000 00000 0083886 -cc = 0,00000 00297 83050 90
6 ‘ 16 S
= 0,00000 00000 0003355 gz == 0,00000 00000 34952 53
16
: g = 0.00000 00000 00044 15
0,04269 59536 03611 38
160 = 3,15832 89575 98092 19
; Calcul de 4b.
S s o aagiaat ek
9 0,01673 64016 73610 16 == 0,01673 61016 73610 17
o , 4
2:193 = 0,00000 02929 79101 44 T35 = 0,00000 00000 01025 88
9395 — 0,00000 00000 05129 44 0,01673 64016 74666 05
i
i 7
ot = 0,00000 00976 66367 14

4b = 0,01673 63040 08298 91

Caleul de =.
16a = 3,15832;89575 98092 19
4b = 0,01673 63040 08298 91

n=3J,14159 26535 89793 28
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214 LIVRE IV. CHAPITRE IV.

11 faut prendre onze termes dans la premiére série, trois dans la se-
conde, en tout sept termes positifs et sept termes négatifs. On déduit
chacun des termes de 16 o du précédent en divisant celui-ci par 25,
clest-a-dire en multipliant par 4 et divisant par 100. On a calculé tous
les termes par défaut avec une erreur moindre qu'une unité du
17e ordre décimal ; 'erreur provenant des termes négligés dans chacune
des séries est inférieure au premier des termes omis ou a l'unité du
17¢ ordre ; d’ailleurs ces deux derniéres erreurs sont de sens con-

traires ; I'erreur totale est donc inférieure & huit unités du 17° ordre,
etl'ona, par défaut, a une demi-unité prés du seiziéme ordre décimal :

T =y 14159 26535 89793.

DEVELOPPEMENT DE LA FONGTION 6”.

20'2. Nous distinguerons deux cas, suivant que l’exposant est po-
sitif ou négatif.
10 Considérons d’abord le cas ol 'exposant est négatif. Soit x un
nombre réel et positif d’'une grandeur quelconque ; de I'inégalité
1—e">0
on déduit successivement '

;1+-”1”—+e'”>0.

@ i _,,' i
oo’ el o it i
&X x2 —r
—1+T”TE+123+” £ 8
il en résulle
n—1 n

it x2 o @ Snil sl &
8 bl AT e TR DRy I e
¢ étanl un nombre compris entre 0 et 1. Lorsque n croit indéfiniment,
¢ n

la quantité ¢ — 2 tend vers zro ; donc
{ aiiait

x2 23
s iy g

20 Considérons maintenant le cas ou I'exposant est positif. Suppo-
sons que la variable positive x ne dépasse pas a ; des inégalités

1 -0, ¢ —e>0,

=

@ e"”=11%+
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on déduit, en opérant comme précédemment,

o
ot

1+a—:—e’”<0, 1+£’--—e’”>0

142 -|-——v <9, 1—}— cce__g >0,

St Fn ) L B S g
itis +123 oSy +T+T§+1.2.3 ’

dou
n—i z"
G Sl i e e o
0, étant un nombre comprls entre 0 et 1. Il en résulte
(4) Foatip g A B et
1 1 17.2.3

_ On peut remplacer les formules (2) et (4) par une seule d’entre clles
en donnant & la variable  toutes les valeurs réelles de — oo a + .

SERIES IMAGINAIRES.

203. — Soit
(1) Wy —+ Ut - Uy + Us . .«
une série dont les termes sont imaginaires et ont respectivement pour
valeurs

-ao + boi, ay + b4i, Qg — bz’l: dw. o B

on dit que la série (1) est convergenle, lorsque chacune des séries
@) ay+a;+ay+. ..
(3) bo+by+b+ ...
est convergente ; en appelant A et B les sommes des séries (2) et (3),
A + Bi est la somme de la série (1). Quand 'une des séries (2) ou (3
‘est divergente, la série (1) est également divergente.

Considérons la série

*) Yo+ +rat 13+ ..
dont les termes sont les modules des termes de la série (1); les valeurs
absolues des termes des séries (2) et (3) sont moindres que les termes
correspondants de la série (4); donc, lorsque la série (4) est conver-
gente, chacune des séries (2) et (3) est aussi convergente. Ainsi, une
série imaginaire esi convergente lorsque la scrie réelle formée avec
les modules de ses termes est convergente.

‘Une série peut étre convergente sans que la condition précédente
soit remplie. Considérons, par exemple, la série

1 1 1 1

by e TrET
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216 LIVRE 1V, CHAPITRE IV.

dont les termes, alternativement positifs et négatifs, vont en décrois-
sant et tendent vers zéro; on sail que cette série est convergente, la

série
1 1 1 1
i e e e e -
totgFrtsteoo
formée avec les modules des termes de la précédente, est divergente.

204. — Nous avons démontré que 'on a, pour loutes les valeurs
réelles de la variable x,

a8 x5
©) e e b 5 FAR PO ¥ g
m! xrh
(6) csex=1 — 1.2+12.3.4 sy
2 a3
(7) e_1+1+12+——1.2‘3+....

On voit facilement que si, dans les séries (5), (6), (7), on donne a la
variable # une valeur imaginaire quelconque, les séries restent con-
vergentes. Soit, en effet, p le module de la variable z, les séries
formées avec les modu]es des termes des séries (9), (6), (7) sont

P ¢
+ 2 3 +‘1'.2'. 3?4?5‘"*"
4
frid iy +12”3 Foin
p? 3
S o +12+1 23+

La derniére est convergente et a pour somme ¢ ; chacune des séries

imaginaires est aussi convergente.
Puisque les séries (5), (6), (7) ne cessent pas d’étre convergentes,

lorsqu’on donne & « une valeur imaginaire quelconque, il est naturel
de prendre les valeurs de ces séries comme définitions des fonctions
sin @, cos, ¢”, quand la variable @ devient imaginaire. On définit
ensuite les autres fonctions circulaires par les formules

® tang @ = :;2: : 10)  sécax= c01 -,
S

9 cot g =082 11 cosée L= 1

©) N T (an ESE

démontrées dans le cas ou la variable est réelle.
Pour que l'on puisse se servir des fonctions que nous venons de

- définir et dont on fait un grand usage en analyse, il est nécessaire de
connaitre leurs principales propriétés. Nous considérerons d’abord la

fonction exponentielle e®.
m
205. — LEMME. L’exp_ression (l + %) , dans laquelle on donne

www.rcin.org.pl
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am des valeurs entieres et posilives qui croissent indéfiniment, a
pour limite ”.

Le nombre m étant entier et positif, on peut développer (1 + %)m

par la formule du binome, et 'on a

(1+ ) =147 (m;“.w b, o A .(m—n+l)gcl+__

ou 4
(1 — -;T)azz (1 — ;}) (1 = ~;'—2)ac-’
& X
a8 (1 +7n“) ek 6 e = e 123 5 i
Comparons ce déve]oppement ala série qui définit 7,

7l

Soient S, la somme des n premiers termes de la série (7), $',la somme
m
des n premiers termes du développement de (1 - %) , Rn etR/xles

m
quantités qu’il faut ajouter & S, et S’» pour obtenir ¢* et (l -+ -"%) x
on aura
L4+ 2 =8+ I
o T 2
g P
d’ou AT,

(1 +%)'" Bede - (85 ok £0) - By — R,

Les valeurs de R, et de R’» sont

n n41
i &
o Ladiricn A 1.2...(n+1)+'
(1 —%‘)(1 ——:T)(l wptieng )x
gy m
Rus= o A ) b A
Désignons per p le module de z; puisque la série
1 [ P
. i + iy g e
est convergente, on peut prendre n assez grand pour que la somme
n n+44
B ES _P__ u
(13) TG 87 1 Sy TR,

soit moindre qu’un nombre donné §. Les termes de la série (13) sont
les modules des termes correspondants de la série qui définit B.. ; on
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sait d’ailleurs que le module d’une somme est plus petit que la
somme des modules de ses termes ; il en résulte que le module de R
sera moindre que §. La quantit¢ R’» a un nombre limité de termes ;
le module de chacun d’eux est moindre que le terme correspondant
de la série (13); donc le module de R’ sera aussi moindre que 8.
Cela posé, laissant le nombre n fixe, on peut irouver un nombre p
tel que m étant plus grand que p, le module de la différence entre
les deux polynomes S’ et S, reste moindre que 8. Il résulte de la

que,lorsque m dépassera p, le module de ladifférence entre (1 -+ %)

et ¢, module inféricur 4 la somme des modules des trois quantilés
—Su Ra et — R’ sera plus petit que 33; on en conclut que,

lorsque m augmente mdehmment la quantité (1 - — ) tend vers

une limite, et que cette limite est ¢”.

206. — Nous avons supposé que @ reste constant, quand on fait
croitre m ; avant d’aller plus loin, il est nécessaire de généraliser le
théoréme et de supposer z variable en méme temps que m.

Si la variable « tend vers une limite @;, lorsque m augmente in-

. . m . .
définiment, I'expression (1 -+ % a pour limite ¢”'. Appelons p, le

module de ; et » un nombre fixe plus grand que p.- La quantit¢
™ est définie par la série '
B2

(1) R EI o B R

801t §”, la somme des n premlers lermes de cette série, R”, le reste.
Puisque la variable z tend vers la limite ;, quand m augmente in-
définiment, on peut trouver un nombre entier p tel que, quand m
dépasse p, la différence & — z; ait un module inférieur & un nombre

donné e plus petit que 7 — p, ; alors le module de « restera moindre
que r. La série -

b e
1 12 $AZ3

est convergente, et l'on peut prendre n assez grand pour que la
somme des termes 3

,rn ?‘”+t

e g 45 R (=) 80ak

pris & la suite des » premiers, soit moindre qlie §; les quantités R},
ct R'» auront alors des modules inférieurs a §. On peut supposer en
outre ¢ assez petit pour que le module de  — «; restant inférieur a e,
celui de la différence des polynomes S”, et S reste inférieur a §; par
consequent lorsque m-dépassera p, la différence entre les modules de
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(1 -+ _ﬂ‘)m et de ¢™ sera inférieure & 33. On en conclut que (1 —{—7%)
m

tend vers une limite égale & €™
207%. — Soient z et y deux quantités imaginaires quelconques, on a

d’ont 3
¢ . ¢! = lim (1 —{—%)m << lim (1 +%)
= lim [(1 i %)’" =< (1 i %)"‘]

. m
m+y+ﬂ)

m
b

m

m

= lim (1 -+
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