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PREFACE

Quoique les vérités mathématiques se déduisent, dans un
ordre rigoureux, dun petit nombre de principes réputés
évidents, on ne parvient point & les posséder pleinement
en commencant par ces principes, en en suivant pas a pas
les déductions, en allant toujours dans le méme sens du
connu a l'inconnu, sans jamais revenir en arriére sur un
chemin ot 'on n’a rien laissé d’obscur. Le sens et la
portée des principes échappent au débutant, qui saisit mal
la distinction entre ce qu'on lui demande d’accorder et
les conséquences purement logiques des hypothéses ou des
axiomes; parfois, la démonstration lui parait plus obscure
quet’énoncé; c’est en vain qu’il s’attarderait dans la région
des principes pour la mieux connaitre, il faut que son esprit
acquiére des habitudes qu’il n’a pas, qu’il aille en avant,
sans trop savoir ni ou il va, ni d’o il part; il prendra
confiance dans ce mode de raisonnement auquel il lui faut
plier son intelligence, il s’habituera aux symboles et i leurs
combinaisons. Revenant ensuite sur ses pas, il sera capable
de voir, du point de départ et d'un seul coup d’eil, le che-
min parcouru : quelques parties de la route resteront pour
lui dans 'ombre, quelques-unes méme seront peut-étre
entierement obscures; mais d’autres sont vivement éclai-
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A | PREFACE.

rées; il sait nettement comment on peut aller de cette
vérité a cette autre; il sait ot il doit porter son attention;
ses yeux mieux exercés arrivent a voir clair dans ces pas-
sages difficiles dont il n’aurait jamais pu se rendre maitre
s’il ne les avait franchis; il est maintenant capable d’aller
plus loin ou de suivre une autre direction; il entre en
possession de vérités nouvelles qui s’ajoutent aux vérités
anciennes et qui les éclairent; il s’étonne parfois des pers-
pectives inattendues qui s’ouvrent devant lui et lui laissent
voir, sous un aspect nouveau, des régions qu’il croyait
connaitre entiécrement; peu a peu les ombres disparaissent
et la beauté de la science, si une dans sa riche diversité,
lui apparait avec tout, son éclat.

Ce qui se passe dans l'esprit de celui qui étudie les
mathématiques n’est que I'image de ce qui s’est passé dans
la création et l'organisation de la science; dans ce long
travail, la rigueur déductive n’a pas été seule a jouer
un role. On peut raisonner fort bien et lort longtemps
sans avancer d'un pas, et la rigueur n’empéche pas un
raisonnement d’étre inutile. Méme en mathématiques,
c’est souvent par des chemins peu surs que l'on va
a la découverte. Avant de faire la grande route qui y
meéne, il faut connaitre la contrée ou l'on veut aller;
c’est cette connaissance méme qui permet de trouver
les voies les plus directes; c’est 'expérience seule qui
indique les points ou il faut porter Ieffort; ce sont les
difficultés, parfois imprévues, qui se dressent devant les
géometres qui les forcent a revenir au point de départ,
a chercher une roule nouvelle qui permette de tourner
Pobstacle. S’imagine-t-on, par exemple, les inventeurs du
calcul différentiel et intégral s’acharnant, avant d’aller plus
loin, sur les notions de dérivée et d’intégrale définie? Ne
valait-il pas mieux montrer la fécondité de ces notions,
dont I'importance justifie le soin qu’'on a mis a les éclaircir?

.
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PREFACE. VII

Cette révision méme, qu'on a faite de notre temps, I'aurait-
on entreprise sans les questions que 1'étude des fonctions et
particuliérement des séries trigonométriques a posées d’'une
maniére inévitable?

Pour en revenir a I'enseignement, il me semble que, dans
notre systéme d’instruction, la révision des principes de
Panalyse s’impose nécessairement comme transition entre
les matiéres que I'on traite dans les cours de Mathématiques
spéciales et celles que T'on étudie soit dans les Facultés,
soit dans les Ecoles d’enseignement supérieur. A la fin de
la classe de Mathématiques spéciales, les éléves sont maitres
d’un nombre de faits mathématiques déja considérable; ils
possédent les éléments de 'Algebre, de la Géométrie analy-
tique, et méme du Calcul différentiel et intégral. Un classe-
ment rigoureux de ces matériaux est indispensable. C’est
pour faciliter ce travail, en ce qui concerne I’Analyse, que
je me suis décidé a publier le présent livre, ot j’ai développé
quelques lecons faites d 'Ecole normale en 1883. Je I'ai fait
aussi élémentaire que j’ai pu, en m’efforgant de rapprocher
les choses des principes, mais en essayant toutefois d’étre
particuliécrement utile a ceux qui désirent pousser leurs
études mathématiques beaucoup plus loin que je ne pré-
tends les conduire.

Je wai eu qua me livrer & un travail d’arrangement et
de rédaction : les faits mathématiques qui constituent et
constitueront toujours les éléments de I’Analyse étaient
acquis pour la plupart au commencement de ce siécle; a
la vérité, bien des démonstrations laissaient a désirer;
mais, aprés les exemples de rigueur donnés par Gauss,
apres les travaux de Cauchy ('), d’Abel (%), de Lejeune-

() Cours d’analyse de UEcole 7'oyale polytechnique. Paris, 1821.
A ;
() Recherches sur la série 1 + — x4 Ti’—l———) a? 4 ... (Fuvres, 2¢ cd.

t. I, p. 219. — Sur les séries, t. 11, p. 197):
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VIII PREFACE.

Dirichlet (1), de Riemann (*), de M. O. Bonnet (%), de
M. Heine (*), aprés I’enseignement de M. Weierstrass,
divulgué et développé par ses disciples, aprés le mémoire
de M. Darboux sur les fonctions discontinues (%), les livres
de M. Dini (%) et de M. Lipschitz (7), il ne semble pas qu’il
reste quelque chose d’essentiel a élucider dans les sujets
auxquels je me suis borné.

On peut constituer entiérement ’Analyse avec la notion
de nombre entier et les notions relatives a l'addition des
nombres entiers; il est inutile de faire appel @ aucun autre
postulat, & aucune autre donnée de 'expérience ; la notion
de P'infini, dont il ne faut pas faire mystére en mathéma-
tiques, se réduit a ceci: aprés chaque nombre entier, il y
en a un autre. Cest a ce point de vue que j’ai essayé de me
placer. A la vérité, pour étre complet, il eut fallu reprendre
la théorie des fractions; une fraction, du point de vue que
jindique, ne peut pas étre regardée comme la réunion de
parties égales de I'unité; ces mots « parties de l'unité » n’ont
plus de sens; une fraction est un ensemble de deux nombres
entiers, rangés dans un ordre déterminé; sur cette nouvelle
espece de nombres, il y a lieu de reprendre les définitions
de I'égalité, de I'inégalité et des opérations arithmétiques.
Jaurais du aussi reprendre la théorie des nombres positifs
et négatifs, théorie que I'on ne dégage pas toujours de la

(Y) Sur la convergence des séries trigonométriques qui servent a représenter
une fonction arbitraire entre des limites données (Journal de Crelle, t. 1V,
p. 157).

(2) Sur la possibilité de représenter une fonction par une série lrigonome-
triqgue (Bulletin des sciences mathématiques et astronomigques, 1re série, t. V,
p-20).

(3) Mémoire sur la théorie générale des séries (Mémoires couronnés ..
publiés par I'Académie ... de Belgique, t. XXIII).

(*) Die Elemente der Functionenlehre (Journal de Crelle, t. LXXIV, p. 172).

(%) Annales scientifiques de UEcole normale supérieure, 2¢ série, t. IV, p. 57.

(6) Fundamenti per la teorica delle funzioni di Variabili reali. Pise, 1878.

(7) Lehrbuch der Analysis. Bonn, 1877.
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PREFACE. 1X

considération des grandeurs concrétes, et dans laquelle il
faut encore reprendre a nouveau les définitions élémentaires.
Mais tout cela est facile et les développements que jaurais
du donner sur ces sujets auraient allongé mon livre et aug-
menté, sans grande utilité, la fatigue du lecteur. J’ai done
supposé acquise la théorie des opérations rationnelles sur
les nombres entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs,
et j’ai débuté par Iintroduction des nombres irrationnels.
J7ai développé une indication donnée par M. Joseph Bertrand
dans son excellent Traité d’arithmétique et qui consiste a
définir un nombre irrationnel en disant quels sont tous les
nombres rationnels qui sont plus petits et tous ceux qui sont
plus grands que lui; c’est de cette facon que les nombres
irrationnels s’introduisent le plus naturellement quand on
traite de la mesure des grandeurs incommensurables avec
I'unité ; j’ai d’ailleurs cherché a dégager la notion de nombre
irrationnel de son origine géométrique. Jai appris par une
citation de M. G. Cantor (Grundlagen einer allgemeiner
Mannichfaltigkeitslehre, p. 21), que M. Dedekind avait
développé la méme idée dans un écrit intitulé Stetigkeit
und irrationale Zahlen (Brunswick, 1872); je n’ai pas eu
a ma disposition le travail de M. Dedekind, mais les déve-
loppements d’'une méme idée se ressemblent forcément,
et il y a lieu de supposer que ce qui est bon dans mon
exposition se retrouve dans celle du géométre allemand,
qui a d’ailleurs bien d’autres titres de gloire. D’autres points
de déparl ont été indiqués : M. Weierstrass, qui ne craint
pas de s’attarder sur ces matiéres dans un cours qui aboulit
a Pétude des fonctions abéliennes, considére, si mes ren-
seignements sont exacts, un nombre irrationnel comme
la somme d’'un nombre infini d’éléments rationnels, en’
précisant toutefois avec rigueur sous quelles conditions on
peut parler de pareilles sommes et les employer; M. Heine,
dans le mémoire déja cité Die Elemente der Funclionen-
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X PREFACE.
lehre, a proposé de dire qu'une suite infinie de nombres
rationnels

TR T R R

a une limite lorsque, a chaque nombre rationnel positif =
correspond un indice n tel que la différence w, .. , — u, soit,
pour toutes les valeurs du nombre entier positif p, inférieure
a = en valeur absolue. Cette définition admise, 'introduc-
tion des nombres irrationnels, comme limites de pareilles
suites, ne souffre aucune difficulté; c’est la marche qu’ont
suivie MM. Lipschitz, du Bois-Reymond, G. Cantor. Je trouve
cette définition plus arbitraire que celle que j’ai adoptée,
qui permet, dés qu'un nombre irrationnel est défini, de lui
donner sa place dans I’échelle des nombres; cependant,
comme on ne peut se dispenser de faire I'étude des suites
qui jouissent de la propriété précédente, j’ai fait cette étude
indépendamment de la théorie des opérations effectuées sur
les nombres irrationnels, en montrant comment elle per-
metlirait de constituer cette théorie. Le lecteur ne manquera
pas de remarquer que mon exposition pourrait étre abrégée
en ne reprenant pas deux fois, comme jai fait, les choses au
commencement.

Les notions de nombre irrationnel et de limite une fois
acquises, les éléments de la théorie des séries et des pro-
duits infinis ne présentent aucune difficulté; les deux facons
d’introduire ces notions y jouent un role essentiel; la
seconde n’est d’ailleurs autre chose que le point de départ
adopté par Cauchy, pour la théorie des séries, dans son
Cours d’Analyse de I'Ecole royale polytechnique, livre qu’on
peut encore admirer, depuis le temps ot Abel disait qu’il
devait étre lu par tout analyste qui aime la riguewr dans
les recherches mathématiques. La notion de produit infini
se relie étroitement a celle de série; les deux notions, a
elles deux, ne tiennent pas plus de place dans [Desprit
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quune seule; jai cru devoir les développer concur-
remment.

Avant de parler des séries et des produits infinis dont
les termes dépendent d’'une variable, jai donné quelques
théorémes généraux relatifs aux fonctions d’une variable;
je me suis efforcé de préciser les définitions, d’éclaircir les
notions de continuité, de limites supérieure et inférieure.
Jai fait grand usage, dans ce chapitre et ailleurs, du beau
mémoire de M. Darboux Sur les fonctions discontinues.
J’ai repris ensuite les définitions des fonctions a”, log z, a™;
a propos de la fonction «”, j’ai reproduit la démonstration
par laquelle Cauchy déduit la forme de cette fonction de
son théoréme d’addition.

Dans le chapitre suivant, je reprends la théorie des séries
et des produits infinis ; je me suis appesanti particuliérement
sur les séries ordonnées suivant les puissances entiéres et
positives d’'une variable; a la vérité, j’ai supposé, la comme
partout, la variable réelle : une variable imaginaire, c’est
au fond deux variables réelles, et je tenais & me limiter au
cas d'une seule variable; mais I'exposition est faite de
maniére a permettre la généralisation immédiatement et
sans aucun effort; il n’y a, le plus souvent, qu’a mettre le
mot module & la place des mots valeur absolue. Dans notre
enseignement, on déduit d’habitude de la formule de Taylor
les développements en série des fonctions trigonométriques,
et I'on tire leurs développements en produits infinis ou’ en
séries de fractions simples de propositions générales appar-
tenant a la théorie des fonctions d’une variable imaginaire;
‘il me parait bien regrettable de laisser ignorer aux étudiants
les procédés si simples, si naturels par lesquels Euler a
obtenu ces développements; ils deviennent tous rigoureux
par l'application d’'un méme raisonnement, de celui qui per-
met de déduire la continuité d’une série de 'uniformité de sa
convergence. Il va sans dire que j’ai du dégager la définition
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des fonctions circulaires de toute considération géométrique;
j’ai terminé ce chapitre en indiquant les propriétés les plus
simples de la fonction I' (x), de maniére a mettre le lecteur
sur la voie du beau théoréme de M. Weierstrass sur la
décomposition d’'une fonction transcendante entiére en fac-
teurs primaires.

J’aborde enfin les notions de dérivée et d’intégrale définie;
mon but n’était pas d’écrire un Traité de calcul différentiel
et intégral; j’ai glissé sur les procédés de calcul, en insistant
sur les théorémes généraux.

Paris, le 20 octobre 1885.
JurLes TANNERY.
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INTRODUCTION

A LA

THEORIE DES FONCTIONS

D’UNE VARIABLE

CHAPITRE PREMIER

DES NOMBRES IRRATIONNELS ET DES LIMITES

1. Les nombres rationnels sont les nombres entiers, y compris
zéro, et les fractions dont les deux termes sont entiers : un nombre
rationnel peut étre positif ou négatif. Supposant acquise la théorie
des opérations élémentaires, addition, soustraction, multiplication,
division, au sens de I'arithmétique ou de Ialgébre, sur les nombres
rationnels positifs “ou négatifs, je veux montrer comment on peut
parvenir a la notion d’une nouvelle classe de nombres, dits nombres
wrrationnels ou incommensurables, et étendre a ces nombres la
théorie des opérations élémentaires; je montrerai d’abord, sur un
exemple simple, comment s’introduit la notion de ces nombres.

2. On sait qu’il n’existe aucun nombre rationnel positif qui vérifie
I’équation
x* —3=0.

On observera tout d’abord que la considération de eette équation
permet de séparer tous les nombres rationnels positifs en deux classes :
la premiére classe contenant tous ceux dont le carré est plus petit
que 3, la seconde contenant tous ceux dont le carré est plus grand
que 3; tout nombre de la premiére classe est plus petit qu’un nombre
quelconque de la seconde classe; tout nombre de la seconde classe

TANNERY. — Théorie. 1
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2 THEORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

est plus grand qu’un nombre quelconque de la premiére classe : en
effet, de deux nombres rationnels positifs, c’est le plus grand qui
a le plus grand carré. Il importe de remarquer encore que dans la
premiére classe il n’existe aucun nombre qui soit plus grand que les
autres nombres de la méme classe, et que, dans la seconde classe,
il n’existe aucun nombre qui soit plus petit que les autres nombres
de la méme classe.

Supposons en effet qu’il y ait dans la premiére classe un nombre a
qui soit plus grand que tous les autres nombres de la méme classe;
puisque @ appartient a la premieére classe, a* est plus petit que 3;
puisque @ est le plus grand nombre de la premiére classe, tout
nombre rationnel a + h plus grand que a appartient a la seconde
classe; on a donc, en supposant positif le nombre rationnel h,

(@ + h)* > 3;
mais la différence
(@ + W) —a* =h (2a + h)

peut étre supposée plus petite qu'un nombre rationnel positif quel-
conque ¢; il suffit pour cela de supposer

3
0 —_ 1 1%
<h<2a+l, K

on peut, en particulier, choisir h de facon que &ette différence soit
moindre que le nombre positif 3 — a*; mais I'inégalité
(@ +h)?!—a*<3—a
entraine la suivante :
(@ + h)*<3. . °
La contradiction est manifeste. On montrera de méme que, dans la

seconde classey il ne peut y avoir de nombre plus petit que tous les
autres nombres de la méme classe.

3. (est cette possibilité de décomposer ainsi la totalité des nombres

rationnels en deux classes jouissant des propriétés sur lesquelles je
viens d’appeler I'attention, qui me servira de point de départ.
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CHAP. I. — DES NOMBRES IRRATIONNELS ET DES LIMITES. 3

Toutes les fois qu’on aura un moyen défini de séparer la totalité
des nombres rationnels positifs et négatifs en deux classes telles que
tout nombre de la premiére classe soit plus petit que tout nombre de
la seconde classe, telles en outre qu’il n’y ait pas dans la premiére
classe un nombre plus grand que les autres nombres de la méme
classe et, dans la seconde classe, un nombre plus petit que les autres
nombres de la méme classe, je dirai qu’on a défini un nombre
irrationnel ; la premiére classe sera dite classe inférieure relative au
nombre irrationnel; la seconde classe, classe supérieure.

Un nombre irrationnel pourra étre représenté par une lettre, cette
lettre ne signifiant rien autre chose qu’un mode défini de classification
des nombres rationnels, tel que celui qui vient d’étre décrit.

Un nombre irrationnel A est dit plus grand que tout nombre
(rationnel) de la classe inférieure relative a lui; tout nombre de cette
classe est dit plus petit que A; de méme A est dit plus petit que tout
nombre de la classe supérieure, etc.; on dit encore que A est compris
entre deux nombres rationnels quelconques appartenant I'un a la
classe inférieure, I'autre & la classe supérieure, et 'on emploie les
symboles <<, > & la place des mots plus petit, plus grand.

Pour définir un nombre irrationnel, il suffira évidemment d’avoir
un moyen de décomposer en deux classes, analogues & celles qui ont
été décrites plus haut, tous les nombres rationnels compris entre
deux nombres rationnels @, b; on complétera la classe inférieure en
y faisant entrer tous les nombres rationnels plus petits que le plus
petit des nombres a, b, etc.

Le paragraphe précédent contient, dans ce sens, la définition du
nombre irrationnel V'3, ou de'la racine carrée arithmétique de 3;
la premiére classe, ou classe inférieure, contient tous les nombres
rationnels négatifs, et tous les nombres rationnels positifs dont le
carré est inférieur a 3; la seconde classe contient tous les nombres
rationnels positifs dont le carré est supérieur a 3; mais il importe de
remarquer qu’il n’est pas permis de dire actuellement que le carré
de ce nombre irrationnel V'3 est égal a 3. Cette expression, ‘le carré
d’un nombre irrationnel, n’a encore aucun sens, et ce n’est qu'apres
un chemin assez long qu’on parviendra a Iui en donner un.

4. Je veux ®ncore faire observer, avant de reprendre la suile des
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4 THEORIE DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE.

définitions, qu’on peut décomposer la totalité des nombres rationnels
en deux classes telles que tout nombre de la premiére classe soit plus
petit que tout nombre de la seconde classe, mais qui ne jouissent pas
des autres propriétés imposées dans la définition d’un nombre irra-
tionnel; on peut, par exemple, mettre dans la premiére classe un
nombre rationnel quelconque a et tous les nombres rationnels plus
petits que lui et mettre dans la seconde classe tous les nombres
rationnels plus grands que «a; la premicre classe contient alors un
nombre a plus grand que tous les autres nombres de la méme classe ;
de méme on aurait pu mettre dans la seconde classe le nombre a et
tous les nombres rationnels qui sont plus grands que lui, et dans la
premiére classe tous les nombres rationnels inférieurs a a; ces modes
de décomposition des nombres rationnels en deux classes ne définissent
point de nombre irrationnel; toutefois il y a lieu de les considérer et
de dire qu’ils définissent, 'un et Iautre, le nombre rationnel a.

5. Deux nombres irrationnels A et B sont dits égaux (et I'on écrit
A = B), quand les deux modes de décomposition qui les définissent
sont identiques, en sorte que tout nombre (rationnel) appartenant &
I'une des deux classes, inférieure ou supérieure, relatives a I'un des
deux nombres A, B appartienne aussi a la classe de méme nom
relative a l'autre; au surplus, 'identité des classes inférieures entraine
I'identité des classes supérieures et réciproquement. Il résulte de
cette définition que, si deux nombres irrationnels sont égaux & un
troisieme nombre irrationnel, ils sont égaux entre eux.

Soient A, B deux nombres irrationnels non égaux. Les deux classes
inférieures relatives a ces deux nombres ne sont pas identiques; il
y a un nombre (rationnel) qui figure dans I'une d’elles, par exemple
dans la classe inférieure relative 4 B, et qui ne figure pas dans autre,
qui, par conséquent, figure dans la classe supérieure relative a A;
on dit alors que A est plus petit que B, ou que B est plus grand que A,
et 'on écrit :

’ AR, B

Ainsi, par définition, I'inégalité

=B

relative aux deux nombres irrationnels A, B implique Bexistence d’un
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CHAP. I. — DES NOMBIES IRRATIONNELS ET DES LIMITES. 5

nombre rationnel @, tel que l'on ait A <@, a <B: il convient
d’observer qu’un tel nombre existe, quels que soient les nombres A, B
vérifiant 'inégalité
A =B

Cela est évident si les deux nombres A, B sont rationnels; cela
résulte, dans le cas ou B seul est rationnel, de ce que, dans la classe
supérieure relative a A, classe dont fait partie le nombre rationnel B,
il y a des nombres rationnels plus petits que B; un raisonnement
pareil s’applique au cas ot A est rationnel et B irrationnel; on voit
aussi, inversement, que l'existence d’'un nombre rationnel a tel que
I'on ait

A=lg g’ =B

entraine, dans tous les cas, I'inégalité
As=B!

Des lors, on reconnait que A, B, C étant trois nombres quelconques,
rationnels ou non, les inégalités

A<= By B0
entrainent I'inégalité
A <G

les inégalités proposées entrainent en effet l'existence de nombres
rationnels a, b tels que I'on ait

7 < T s el S R S

or a est plus petit que b, puisque, si B est irrationnel, @ appartient
a la classe inférieure et b a la classe supérieure relatives a B; enfin «
est aussi plus petit que C, puisque, si C est irrationnel, b et par
conséquent a, qui est plus petit que b, appartiennent a la classe infé-
rieure relative 4 C; enfin les inégalités

1o =l s Rl A=y b
ot @ est rationnel, entrainent I'inégalité

A <UC.
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6 THEORIE DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE.

6. Sil'on consideére deux nombres inégaux quelconques A et B> A,
il y a une infinité de nombres rationnels « tels que I'on ait

A= a<B;

en effet, aprés avoir choisi un tel nombre, on voit qu'il existe un
second nombre rationnel a' tel que I'on ait

A<ad <a,
et par conséquent
Kah = a=B

Tout nombre rationnel a" compris entre @ et a' satisfait aussi aux
inégalités
gl B

tous ces nombres sont dits compris entre A et B.

Etant donnés deux nombres rationnels ou non A, B, si 'on peut
prouver qu’ils sont tous les deux compris entre deux snombres
rationnels dont la différence soit moindre que le nombre rationnel
positif ¢, et cela quel que soit ce nombre &, on peut affirmer que les
deux nombres A, B sont égaux. Si l'on avait en effet

A ~="B

il existerait deux nombres rationnels a, b tels que 'on eut

A <2 < bi=s By

et I'on voit que les deux nombres A, B ne pourraient étre compris
entre deux nombres rationnels @,, b,, dont la différence fiit moindre
que b — a, puisque les inégalités

a, <A<B<b,

entrainent les suivantes :

o, <A<a<b<B<b, b —a,>b—a.

7. Un nombre irrationnel est dit positif s’il est plus grand que
zéro, négatif dans le cas contraire. Etant donné un nombre irra-
tionnel A, on peut lui adjoindre un autre nombre irrationnel A’
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défini de la fagon suivante; un nombre rationnel @ appartiendra a la
classe inférieure ou a la classe supérieure relative au nombre A’
suivant que le nombre rationnel — @ appartient a la classe supérieure
ou a la classe inférieure relative au nombre A; il est clair que le
nombre A peut se déduire du’nombre A' comme le nombre A' a été
déduit du nombre A; I'un des deux nombres est positif, 'autre est
négatif : ils sont dits égaux et de signes contraires; la valeur absolue
des deux nombres est celui des deux qui est positif; on convient de
donner aux deux symboles A et + A la méme signification et de
représenter par — A le nombre égal et de signe contraire a A.

8. Soient A un nombre irrationnel et o un nombre rationnel positif,
on appelle valeur approchée par défaut du nombre A, a a pres, le
plus grand nombre de la forme no qui soit plus petit que A, n étant
un nombre entier positif, nul ou négatif; (n + 1) z est alors la valeur
approchée de A, par exces, a o pres.

A est compris entre na et (n + 1)a; comme le nombre « est aussi
petit qu’on le veut, on voit qu'un nombre irrationnel peut étre compris
entre des nombres rationnels dont la différence est aussi petite qu’on
le veut.

On voit de suite que — (1 + 1)a et — na sont les valeurs appro-
chées, par défaut et par exces, & « pres, du nombre — A; cette
remarque permet de borner I'étude qui va suivre au cas ou A est
positif; 2 est alors égal ou supérieur a zéro.

La facon dont la valeur approchée par défaut 2o du nombre irra-
tionnel positif A dépend de o est assez compliquée, ainsi elle ne croit
pas toujours quand o décroit : on reconnait sans peine, par exemple,
que la valeur approchée par défaut de la racine carrée arithmétique

de 3 a % preés est plus grande que la valeur approchée par défaut a 1%

prés; mais les valeurs approchées par défaut & « et & {§ prés sont
lies par une loi simple quand « est un multiple entier de {; soient
en effet na, m @ ces valeurs approchées, et soit o = pf3, p étant un
nombre entier posifif; les inégalités

noe<<A<m +1)a,
mB<A<@m+1)8,
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8 THEORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

dont les premiéres peuvent s’écrire
npfp<A<n+1)pp,

entrainent les inégalités suivantes :

npB<(m+ 1), mp<m+ 1)p3d,
d’ott l'on tire

m m + F
——ln<—;

¥ -

& e y B m
ces dernieres inégalités montrent que n est la partie entiére de —;

on en conclut :
M= np, " imi == na,
m4+1=m+1)p M+DE=0n+1)a;

Ainsi, la valeur approchée par défaut a  prés est au moins égale
a la valeur approchée par défaut & « pres; et la valeur approchée par
exces & [ pres est au plus égale a la valeur approchée par exces
a o pres.

Dans notre systeme de numération, il convient de considérer en
particulier la suite

AU ADLRSE i M
des valeurs approchées d’un nombre irrationnel A &

g dek 1

el Gy S )
10 100 107

pres par défaut; les nombres que 'on rencontre en s’avancant dans

cette suite ne vont jamais en décroissant, de plus si 'on suppose

P!
U i e F e
P et P' étant des nombres entiers, P sera la partie entiére du quotient
de P’ par 10, en sorte que, si les nombres wu,, w,, , sont écrits sous
forme de fractions décimales, la partie entiére et les p premiers chiffres
décimaux de la fraction u, 4, ne seront autre chose que la fraction u,
elle-méme.
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Au contraire, en s’avancant dans la suite

1 1
W=t =—=% %, 1 IRRER B m7 sney

10 100

4| :
des v : en i aley S e R SR 3
es valeurs approchees par exces a 1 100 i p? pres, les

nombres que I'on rencontre ne vont jamais en croissant.

9. Il convient de remarquer que, ¢ étant un nombre rationnel
plus petit que A, les termes de la suite précédemment définie,

ARy e LR M

finissent par dépasser a; soit en effet b un nombre rationnel plus
grand que a, et aussi inférieur & A; si b est égal & une fraction
décimale o3, e Sera il momng égal & b et la proposition est vérifiée;
s'il n’en est pas ainsi, en appliquant les régles de Parithmétique, on
peut trouver une fraction décimale moindre que b, qui differe de b
d’une quantité moindre que b — a et qui, par suite, soit a la fois
supérieure a a et inférieure & A ; on est donc ramené au premier cas;
en particulier, on voit que chaque terme de la suite w,, Uy, ..., Up, ...
est suivi de termes plus grands que lui.

1l suit de 1a qu’'un nombre irrationnel positif A est complétement
défini par la suite de ses valeurs approchées w,, u,, ..., w,, ...,
oo 1 s o o e
a1—0, e A prés; en effet, un nombre rationnel positif o

devra étre rangé dans la classe inférieure ou dans la classe supérieure

suivant qu’il y a, ou qu’il n’y a pas, dans cette suite, de nombre égal
ou supérieur a a.

10. En réfléchissant sur cette derniére conclusion, on voit s’ouvrir,
pour arriver a la théorie des opérations arithmétiques a effectuer sur
les nombres irrationnels, deux voies distinctes : d’une part, on peut
essayer de faire la théorie des suites qui, comme celle qu’on vient de
considérer, définissent un nombre irrationnel; je développerai plus
tard cette méthode qui, bien qu’indirecte, ne demande a I'esprit que
peu d’efforts; d’autre part, on peut se borner & considérer des modes
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10 THEORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

de décomposition en deux classes de la totalité des nombres rationnels;
c’est la marche que je suivrai d’abord.

11. Soient deux nombres quelconques A, B, rationnels ou non.
Soient a, a', b, b' des nombres rationnels satisfaisant aux inégalités

(1) e A DB
on aura :
) a+b<a + 0.

Soit maintenant » un nombre rationnel ; §’il n’y a pas deux nombres
rationnels a, b satisfaisant aux conditions (1), tels que l'on ait
ris=d-b
c’est que, quels que soient les nombres rationnels a, b satisfaisant a
ces conditions, 'on a :
3) r>a + b.
Si I'on avait en effet, pour deux tels nombres a, b,
r<<a-+ b,

on en conclurait :
r—a<b<B

et la somme des deux nombres rationnels @ << A, et »r —a <B
serait égale a ».

De méme, étant donné le nombre rationnel », s’il n’y a pas deux
nombres rationnels a' et b' satisfaisant aux conditions (1) et tels que
I'on ait

r=a + b,
c’est que l'on a, quels que soient les nombres rationnels o', b'
satisfaisant a ces conditions :

(%) r<<a + b.

Remarquons enfin qu’il ne peut y avoir qu'un seul nombre R
rationnel ou non pour lequel on ait, quels que soient les nombres
a, b, a', b' qui satisfont aux conditions (1) :

a+b<R=<ai+b.
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En effet, quel que soit le nombre rationnel positif ¢, il y a des
nombres rationnels @, b, @', b' qui satisfont aux inégalités (1) et aux
suivantes (§ 8) :

a' —a<—52~, b' ——b<%’
d’ott 'on tire :
(@) +b')—(a + b) <e.

Or deux nombres, rationnels ou non, dont on peut démontrer qu’ils
sont compris entre deux nombres rationnels dont la différence est
_ moindre que ¢, et cela quel que soit le nombre positif rationnel e,
sont égaux (§ 6).

Ceci posé, deux cas peuvent se présenter: ou bien il existe un
nombre rationnel » satisfaisant a la fois aux inégalités (3) et (4), c’est
a dire plus grand que la somme de deux nombres rationnels quel-
conques respectivement plus petits que A et B, et plus petit que la
somme de deux nombres rationnels quelconques respectivement plus
grands que A et B; ou bien il n’existe pas de tel nombre rationnel ».
Le premier cas se présente en particulier si les deux nombres A, B
sont rationnels et, alors, le nombre » n’est autre chose que A + B.
Toutes les fois que le nombre » existera, je conviendrai de dire qu’i.
est la somme des deux nombres A et B, et je le représenterai par
A -+ B. Maintenant, puisqu’un nombre rationnel » qui ne serait ni
la somme de deux nombres rationnels @, b respectivement plus petits
que A et B, ni la somme de deux nombres rationnels a', b' respecti-
vement plus grands que A, B, satisferait a la fois aux inégalités

p=tak b r=<sal bl

et cela quels que fussent les nombres rationnels a, b, a', b' qui
vérifient les conditions (1), on voit que, s’il n’existe pas de nombre 7,
c’est que tout nombre rationnel est, ou bien la somme de deux
nombres rationnels «, b plus petits respectivement que A, B, ou bien
la somme de deux nombres rationnels o', b' respectivement plus
grands que A, B. S’il en est ainsi, rangeons dans une premieére classe
tous les nombres rationnels qui sont la somme de deux nombres
rationnels respectivement plus petits que les nombres A, B, et dans
une seconde classe tous les nombres rationnels qui sont la somme
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12 THEORIE DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE.

de deux nombres rationnels respectivement plus grands que les
nombres A, B; chaque nombre de la premiére classe sera plus petit
que chaque nombre de la seconde classe, en vertu de Pinégalité (2);
dans la premiére classe il n’y a pas de nombre plus grand que tous
les autres, car si on a

= R, b=
il existe des nombres rationnels a,, b, tels que I'on ait
A Ty e i el L

et le nombre a, + b, > a + b, appartient comme @ + b a la
premiere classe; de méme il n’y a pas dans la seconde classe de
nombre plus petit que tous les autres.

On a donc (§ 3) défini un nombre irrationnel, je conviendrai de
dire que ce nombre est la somme des deux nombres A, B, et je le
représenterai encore par A + B.

Dans tous les cas le nombre A + B est défini comme étant plus
grand que la somme de deux nombres rationnels quelconques respec-
tivement plus petits que A, B et plus petit que la somme de deux
nombres rationnels quelconques respectivement plus grands que A, B;
enfin, il résulte du raisonnement méme que tout nombre rationnel
plus petit (fue A + B est la somme de deux nombres rationnels
respectivement plus petits que A, B et que fout nombre rationnel
plus grand que A + B est la somme de deux nombres rationnels
respectivement plus grands que A, B.

Puisque la somme de deux nombres rationnels ne change pas
lorsqu’on change lordre de ses termes, il résulte de la définition
précédente que I'on a :

) Vil e g o L

Soit C un troisieme nombre rationnel ou non, I'expression A + B
-+ C désigne un nombre qui, d’une part, est plus grand que tous les
nombres rationnels obtenus en ajoutant un nombre rationnel plus
petit que A + B et un nombre rationnel plus petit que C, ou encore
que tous les nombres obtenus en ajoutant trois nombres rationnels
respectivement plus petits que A, B, C, et qui, de 'autre, est plus petit
que tous les nomhres rationnels ohtenus en ajoutant trois nombres
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rationnels respectivement plus grands que A, B, C; on voit de suite
que le symbole A + (B + C) a le méme sens; on a done :

(IT) A+B+C=A+ B+ C).

Si I'on suppose B = 0, on voit que tous les nombres désignés plus
haut par b sont les nombres rationnels négatifs et que les nombres
désignés par b' sont les nombres rationnels positifs; or, en ajoutant
au nombre rationnel @ << A un nombre négatif, on obtient un nombre
plus petit que @ et par conséquent que A; en ajoutant au nombre
rationnel @' un nombre positif, on obtient un nombre rationnel plus
grand que a' et par conséquent que A; il résulte de 1a que A est la
somme de A et de zéro, en d’autres termes, on a :

(11T) A+0=A.

SilonaB=—A, etsi A est positif, les nombres rationnels b
plus petits que B ne sont autres que les nombres rationnels a' plus
grands que A changés de signe (§ 7), en sorte que I'on a, quels que
soient les nombres rationnels a et b satisfaisant aux conditions (1) :

a+b<0;

on aura de méme, pour les nombres rationnels a’, b' satisfaisant aux
conditions (1) :

a + b >0.
On en conclut que zéro est la somme des deux nombres A et B—= — A ;
en d’autres termes, on a :
Iv) A+(—A) ou A—A=0.

Les égalités (T), (IT), (III), (IV) expriment les propriétés fonda-
mentales de 'addition.

Si B est positif, il existe un nombre rationnel b < B, et deux
nombres rationnels @ et a' tels que 'on ait (§ 8),

oA <= 0" v al < ey

le nombre @ - b est plus grand que a' et par conséquent que A; il
est d’ailleurs plus petit que A + B, on a par conséquent :

A+B>a+b=>A;
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done, en ajoutant & un nombre un nombre positif, on obtient un
nombre plus grand que lui; de méme en ajoutant & un nombre un
nombre négatif, on obtient un nombre plus petit. Réciproquement,
si on augmente un nombre en lui ajoutant un autre nombre, c’est
que le nombre ajouté est positif; si on le diminue, c’est que le
nombre ajouté est négatif; si on ne le change pas, c’est que le
nombre ajouté est nul.

Etant donnés les nombres A et B, il y a un nombre qui ajouté a B
donne pour somme A, c’est le nombre A + ( — B), car on a, en
vertu des égalités (II), (III), (IV) :

A+(—B)+B=A+(—B+ B =A+0=A.

Si on a A= B, le nombre A + (— B) ou, plus briévement,
A — B qui, ajouté a B, reproduit A est nécessairement positif; si
I'on a A << B, le nombre A — B est nécessairement négatif.

Ainsi tout nombre A = B peut étre regardé comme la somme du
nombre B et d'un nombre positif, tout nombre A < B peut étre
regardé comme la somme du nombre B et d'un nombre négatif.

1l résulte de la que I'inégalité

A=>B
entraine I'inégalité
A+C=>=B+C

et réciproquement; en effet on peut écrire :
A=B AP,
P étant un nombre positif; on aura alors :
A+C=B+P+C=B+C +P=>B+ C.

En ajoutant un méme nombre & deux nombres différents, on
obtient deux nombres différents; de méme en ajoutant deux nombres
différents & un méme nombre, on obtient deux nombres différents.
Le nombre qui ajouté a B donne pour somme A est donc unique;
cest la différence entre A et B.

La théorie de la soustraction peut étre regardée comme étendue
aux nombres irrationnels.
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12. Les détails dans lesquels je suis entré me permettront d’aller
plus vite dans la théorie de la multiplication; je me contenterai de
nmarquer la suite des idées.

Soient A et B deux nombres positifs quelconques. Soient @, a', b, b'
des nombres rationnels positifs quelconques qui vérifient les inégalités

(1) RN =a . b <D=l
on aura :
) ab<a'd'.

Si un nombre rationnel » positif est tel qu’il n’y ait point deux
nombres rationnels positifs a, b satisfaisant aux inégalités (1) et a
I'égalité

r=="ab.
c’est que I'on a pour tous les nombres rationnels positifs @, b qui
vérifient les inégalités (1) :
(3) ” > ab.

Si un nombre rationnel positif » est tel qu’il n’y ait point deux

nombres rationnels a', b' vérifiant les inégalités (1) et ’égalité
gi="aq: 0L,

c’est que I'on a, pour tous les nombres rationnels ', b' qui vérifient

les inégalités (1) : :

4) (il 2 L

Il ne peut y avoir qu’un seul nombre rationnel ou non » qui vérifie
simultanément les inégalités (3) et (4); cela résulte de ce que, en
posant

a —a=¢ b —b=n,
on a :

a'b! —ab =an+ bz +enp<(a+ b+ 1)3,

en supposant les nombres rationnels e, o plus petits que le nombre
rationnel g, plus petit lui-méme que Punité; si 'on désigne par 2 un
nombre rationnel positif quelconque, il suffira de prendre

4 a
< —
a+b+41
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pour que I'on ait

a'b —ab<a,

et le raisonnement s’achévera comme dans la théorie de I'addition.

S’il existe un nombre rationnel » vérifiant a la fois les inégalités (3)
et (4) quels que soient les nombres rationnels positifs a, b, ', b' qui
satisfont aux conditions (1), il sera par définition le produit AB; s’il
n’existe pas de tel nombre », chaque nombre rationnel positif sera ou le
produit de deux nombres rationnels positifs plus petits respectivement
que les nombres A, B, ou le produit de deux nombres rationnels
positifs respectivement plus grands que A, B; on est ainsi amené a
décomposer la totalité des nombres rationnels positifs en deux classes,
dont la premiére comprend tous les nombres obtenus en multipliant
deux nombres rationnels positifs respectivement plus petits que A, B,
dont la seconde comprend tous les nombres obtenus en multipliant
deux nombres rationnels positifs respectivement plus grands que A, B;
chaque nombre de la premiére classe est plus petit que chaque nombre
de la seconde classe; il n’y a pas dans la premiére classe de nombre
plus grand que tous les autres; il n’y a pas dans la seconde classe de
nombre plus petit que tous les autres. On définit ainsi un nombre
irrationnel positif : ce nombre est par définition le produit AB.

Dans tous les cas le produit des deux nombres positifs A, B peut
étre défini comme un nombre plus grand que le produit de deux
nombres rationnels positifs quelconques respectivement plus petits
que A, B et plus petit que le produit de deux nombres rationnels
positifs quelconques respectivement plus grands que A, B.

Dans tous les cas aussi chaque nombre rationnel positif plus petit
que AB est le produit de deux nombres rationnels positifs respective-
ment plus petits que A, B; chaque nombre rationnel positif plus grand
que AB est le produit de deux nombres rationnels positifs plus gr anda
respectivement que A, B.

Le produit ABC de trois nombres positifs A, B, C est un  nombre
qui est plus grand que le produit de trois nombres rationnels positifs
quelconques respectivement plus petits que A, B, C, et plus petit
que le produit de trois nombres rationnels positifs quelconques
respectivement plus grands que A, B, C.

Dans un produit de deux, trois, ... facteurs positifs, on peut
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intervertir I'ordre des termes, remplacer deux ou plusieurs facteurs
par leur produit effectué.

Le produit de deux nombres positifs ou négatifs A, B est un nombre
dont la valeur absolue est le produit des valeurs absolues des nombres
A, B, qui est positif si.les deux nombres A, B sont de méme signe,
négatif dans le cas contraire.

Si les deux nombres A, B sont différents de zéro, leur produit n’est
pas nul.

Par définition, le produit d'un nombre quelconque par zéro est zéro.

Les théorémes sur la possibilité d’intervertir les facteurs d’'un
produit sont vrais, ainsi que les conséquences qu’on en tire, quels
que soient les facteurs, positifs, nuls ou négatifs.

Soient A, B, C trois nombres positifs quelconques; désignons par
a,a',b,b', ¢, ¢'des nombres rationnels positifs vérifiant les inégalités

@A ==gl i 0h B = b e =t

le nombre A (B + C) est compris entre a (b + ¢) et a' (b' + ¢');
la différence entre ces deux nombres peut d’ailleurs étre supposée
plus petite que tel nombre rationnel positif ¢ que I'on voudra; le
nombre AB + AC est compris entre ab + ac =a (b + c) et
a'b +a'c =a (b + c'), onadonc:

AB+ C)=AB + AC;

on voit en changeant les signes des deux membres que cette égalité
est encore vraie si A est négatif, B et C étant positifs, ou, si B et C
sont négatifs et A positif; elle subsiste aussi si A, B et C sont négatifs,
puisque les deux membres ne changent pas quand on change les
signes de A, B, C; supposons enfin qu'un seul des nombres B, C,
C par exemple, soit négatif; si B 4 C est positif, soit

B=K—G(,
les deux nombres K == B + C et — C étant positifs, on a :

AB=A (K — C) = AK — AGC,
d’ou
AKouA (B+ C)=AB + AC;
enfin en changeant les signes de B et de C dans cette égalité, on

TANNERY. — Théorie. 2
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parvient & montrer qu’elle subsiste lorsque B + C est négatif; le cas
ot I'un des nombres A, B, C est nul ne présente aucune difficulté;
Iégalité

AB+ C)=AB + AC
est vraie quels que soient les nombres A, B, C.

On est maintenant en mesure d’étendre aux nombres irrationnels
les diverses reégles de calcul relatives a la multiplication.

Les propositions qui concernent les inégalités s’étendent aussi sans
peine aux nombres irrationnels; on en conclut que, si 'on multiplie
un nombre différent de zéro par deux nombres différents, on obtient
deux produits différents; étant donnés deux nombres A et B dont le
second n’est pas nul, il ne peut y avoir qu'un seul nombre qui,
multiplié par B, donne A pour produit : la recherche de ce nombre
est I'objet de la division.

13. Soit A un hombre irrationnel positif. Il est clair que chaque
nombre rationnel positif peut étre regardé comme linverse d’un
nombre rationnel positif. Imaginons qu’on range dans une premiére
classe chaque nombre rationnel positif dont I'inverse est un nombre
plus grand que A et dans une seconde classe chaque nombre rationnel
positif dont I'inverse est plus petit que A ; on aura défini un mode de
décomposition en deux classes de I'ensemble des nombres rationnels
positifs, tels que chaque nombre de la premiére classe soit plus petit
que chaque nombre de la seconde classe, tel aussi qu’il n’y ait pas
dans la premiére classe de nombre plus grand que tous les autres,
ni dans la seconde classe de nombre plus petit que tous les autres.
On aura donc défini un nombre irrationnel positif; ce nombre est dit

A 1 : i
I'inverse de A, on le représente par le symbole il On voit de suite

que 1 est plus grand que le produit de chaque nombre rationnel
positif plus petit que A par chaque nombre rationnel positif plus

petit que - et que 1 est plus petit que le produit de chaque nombre
rationnel positif plus grand que A par chaque nombre rationnel positif

plus grand que 3 ona donc :

1
AXK_I'
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Si A est un nombre irrationnel négatif, on convient de représenter
1 ] 3
par -+ un nombre négatif dont la valeur absolue est I'inverse de la

valeur absolue de A ; on aura encore :

;TR

1
A
cette égalité subsiste quel que soit le nombre A, pourvu qu’il ne soit
pas nul.

Ceci posé, soient A et B deux nombres quelconques dont le second
toutefois n’est pas nul; il existe un nombre Q qui, multiplié par B,

: 1
donne pour produit A, ce nombre est A X g’ onaen effet :

1 1

Ce nombre d’ailleurs est unique, comme il a été dit dans le para-
graphe précédent, c’est le rapport de A a B; on le représente par le

symbole B Lorsque B = 0, ce symbole n’a pas de sens.

4. Soit A un nombre positif quelconque et m un nombre entier
positif. Il peut y avoir un nombre rationnel positif x tel que I'on ait :

(,1) ™ — A'
Ce nombre, s’il existe, est dit la racine m™° arithmétique de A,

on le représente par VA; il ne peut dailleurs exister que si A est
rationnel, puisque les puissances entiéres d'un nombre rationnel sont
des nombres rationnels; enfin, s’il existe, il est le seul nombre positif
dont la puissance m**™ soit égale & A, puisque les puissances m* de
deux nombres positifs différents sont deux nombres différents.

S’il n’existe pas de nombre rationnel positif qui vérifie 'équation (1),
on pourra ranger tous les nombres rationnels positifs en deux classes;
la premiére comprendra tous les nombres rationnels positifs dont
la m™® puissance est un nombre plus petit que A, la seconde com-
prendra tous les nombres rationnels positifs dont la m*™° puissance
est un nombre plus grand que A. Chaque nombre de la premiére
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20 THEORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

classe est plus petit que chaque nombre de la seconde classe; il n’y .
a pas dans la premiére classe de nombre @ qui soit plus grand que
tous les autres; s’il existait en effet un tel nombre a, on aurait, quels
que fussent le nombre positif rationnel h et le nombre rationnel
a =a+h,

a" <A< (a+ h)" <a™+ mha'™ ="' ().

Or, si Pon désigne par @™ + ¢ un nombre rationnel quelconque
compris entre a™ et A, il faudrait que I'on et
a® + e=<<a® - mha'®7Y  h=> —,Em—_l,
ma
cette derniére inégalité contredit la supposition faite que h peut étre
pris aussi petit qu’on le veut; on verra de méme qu’il n’y a pas dans
la seconde classe de nombre plus petit que tous les autres; le mode de
décomposition considéré définit donc un nombre irrationnel positif;
si X est ce nombre, je dis que I'on a :

e 3

en effet, si 'on désigne par a et @ + h deux nombres rationnels
positifs qui comprennent X, et par @' un nombre rationnel égal ou
supérieur & @ + h, les nombres a™ et (@ + h)™ < a™ + mha'® !
comprendront X™ et A; mais la différence entre les deux nombres
rationnels a™ + mha'™ ="' et a™ pouvant étre supposée plus. petite
que tel nombre rationnel positif que I'on voudra, il faut que les
nombres X™ et A soient égaux; X est d’ailleurs le seul nombre
positif dont la puissance m* ™ soit égale & A; c'est la racine m™*™
arithmétique de A ; on le représente par VA.

15. La méthode qui a servi a étendre aux nombres irrationnels
la notion des opérations arithmétiques peut étre généralisée, et cela

(1) L’idenlité
o™ &y = (g — @)@ sl 2w w2 gk i g,
monlre que I'on a
m(e—ylymr—! len—ym <m@—y)oam—},

en supposant 2 > y > 0.

www.rcin.org.pl  *



CHAP. I. — DES NOMBRES IRRATIONNELS ET DES LIMITES. 21

indépendamment méme de cette notion, en sorte que les considé-
rations que je vais développer briévement, auraient pu étre placées
immeédiatement aprés le paragraphe 9; elles ne supposent que les
notions relatives a I'égalité et a I'inégalité des nombres irrationnels.

On a souvent a considérer I'ensemble de tous les nombres qui
satisfont & une certaine condition; les éléments de cet ensemble, les
nombres qui satisfont a cette condition peuvent étre en nombre fini
ou infini; ils peuvent étre rationnels ou irrationnels; mais, pour
simplifier, je supposerai qu’ils soient tous inégaux.

Je dirai qu'un ensemble de nombres est défini, si 'on donne le
moyen de reconnaitre si tel nombre que l'on veut appartient ou
n’appartient pas a l'ensemble considéré : tels sont, par exemple,
I’ensemble des nombres entiers, 'ensemble des nombres rationnels
plus petits que 3, ou I'ensemble des nombres rationnels dont le carré
est plus petit que 3, I’ensemble considéré dans le paragraphe 9 des
fractions décimales u,, u,, ... qui approchent d’'un nombre irrationnel
donné; telle est encore une collection finie de nombres donnés
individuellement.

16. La considération d’un ensemble (E) bien défini de nombres,
rationnels ou non, dont aucun ne dépasse une certaine limite L,
conduit & la notion de limite supérieure relative a cet ensemble :
cette limite supérieure est un nombre, rationnel ou non, défini par
le mode suivant de décomposition en deux classes de la totalité des
nombres rationnels, chaque nombre de la premiére classe étant plus
petit que chaque nombre de la seconde classe :

On rangera dans la premiére classe chaque nombre rationnel
appartenant a I’ensemble (E), ou plus petit qu'un nombre appar-
tenant a cet ensemble; on rangera dans la seconde classe chaque
nombre rationnel plus grand que tous les nombres qui appartiennent
a 'ensemble (E) : le nombre M, défini par ce mode de décomposition,
est irrationnel s’il n’y a pas dans la premiére classe un nombre plus
grand que tous les autres nombres de cette classe, et §’il n’y a pas
dans la seconde classe de nombre plus petit que tous les autres
nombres de cette classe; & ce point de vue, le nombre V§, défini
antérieurement, est la limite supérieure de 'ensemble des nombres
rationnels positifs dont le carré est plus petit que 3; s’il y a dans'la
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22 THEORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

premiére classe un nombre plus grand que tous les autres, celui-la
est le nombre que définit le mode de décomposition considéré, c’est
la limite supérieure; de méme, s’il y a dans la seconde classe un
nombre plus petit que tous les autres nombres de cette classe, on
devra prendre ce nombre pour la limite supérieure. De méme, la
considération d’un ensemble défini (E'), tel que tous les nombres qui
en font partie soient supérieurs & un nombre I, conduit a la notion
de limite inférieure relative a cet ensemble; cette limite inférieure m
sera définie par le mode suivant de décomposition en deux classes de
la totalité des nombres rationnels : la premiére classe comprend
chaque nombre rationnel plus petit que tous les nombres de I'en-
semble (E'), la seconde classe compf‘end tous les nombres rationnels
qui font partie de I'ensemble (E') et tous ceux qui sont plus grands
que l'un des nombres de cet ensemble. A ce point de vue, le nombre
V'3 est la limite inférieure des nombres rationnels positifs dont le
carré est plus grand que 3. Tout nombre, rationnel ou non, peut étre
regardé comme la limite supérieure de lensemble des nombres
rationnels inférieurs et comme la limite inférieure des nombres
rationnels supérieurs a lui :

Le paragraphe 9 a été consacré a montrer qu'un nombre irrationnel
pouvait étre regardé comme la limite supérieure de ses valeurs

approchées a 110, 1%), -+ pres par défaut.

17. La limite supérieure M d’un ensemble (E) jouit des propriétés
suivantes : 10 dans Pensemble (E), il n’y a pas de nombres plus
grands que M : s'il y avait en effet un tel nombre M,, il existerait un
nombre rationnel @ plus petit que M, et plus grand que M; or tout
nombre rationnel plus petit quun nomhre M, qui fait partie de
I’ensemble est, par définition, plus petit que M; 20 ou bien M fait
partie de 'ensemble (E), ou bien, quel que soit le nombre M' plus
petit que M, il y a au moins un nombre de I'ensemble compris
entre M et M' : en effet, si @ est un nombre rationnel cornpris
entre M et M', il faut, puisqu’il est plus petit que M, qu’il fasse
partie de 'ensemble, ou qu’il y ait quelque nombre de I’ensemble qui
soit plus grand que lui, nombre qui peut d’ailleurs étre soit M, soit
un nombre plus petit que M et compris par conséquent entre M-et M',
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Ces deux propriétés caractérisent d’ailleurs le nombre M; elles ne
peuvent en effet appartenir & un nombre N plus grand que M,
puisqu’il n’y a aucun nombre de I'ensemble (E), qui soit supérieur
a M et par conséquent aucun nombre de cet ensemble qui soit compris
entre M et N> M; elles ne peuvent non plus appartenir & un nombre N
‘plus petit que M, puisqu’il y a certainement au moins un nombre de
I'ensemble (E) qui est ou égal a M, ou compris entre N << M et M,
qui est donc, dans tous les cas, plus grand que N.

De méme, si un ensemble (E') admet une limile inférieure m, on
voit qu’il n’y a pas de nombre appartenant a (E') qui soit plus petit
que m et que, ou bien m fait partie de 'ensemblé (E'), ou bien il y
a des nombres de cet ensemble compris entre m et n’importe quel
nombre m' plus grand que m ().

18. Pour arriver & la notion de la somme de deux nombres A, B,
on a considéré les ensembles (A), (B) des nombres rationnels respec-
tivement inférieurs a A, B, les ensembles (A'), (B') des nombres
rationnels supérieurs respectivement 4 A, B; I'ensemble (S) des
nombres différents obtenus en ajoutant un nombre de (A) et un
nombre de (B), 'ensemble (S') des nombres différents obtenus en
ajoutant un nombre de (A') et un nombre de (B'); les nombres A, B
sont les limites supérieures et inférieures des ensembles (A), (B),
(A"), (B"); on a prouvé que la limite supérieure de I'ensemble (S)
était égale & la limite inférieure de I'ensemble (S'), et c’est ce nombre
méme qui a été pris pour la définition de la somme A ~+ B. De méme
pour la multiplication.

La notion des opérations arithmétiques ayant été étendue aux
nombres irrationnels, .je puis ajouter les remarques suivantes qui
sont ou évidentes ou tres aisées a démontrer.

Si I'on désigne par (A) un ensemble admettant pour limite supé-
rieure le nombre A, la différence entre A et un nombre quelconque

(') C'est M. Weierstrass qui a introduit les mots limite supérieure, limite inférieure
(obere Grenze, untere Grenze) et qui a appelé l'attention sur ces importantes notions.
Celles-ci onl toutefois été retrouvées dans les ceuvres de Bolzano, géomeétre qui vivait |
au commencement de ce siécle, mais dont les écrits, plus riches en idées ingénieuses
qu’en faits mathématiques, n'ont pas attiré tout d’abord l'altention qu’ils méritent.

(Voir dans le tome XVIII des Mathematische Annalen, un article de M. Slolz intitulé :
B. Bolzano’s Bedeutung in der Geschiclte der Infinitesimalsrcchnung.)
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de (A) est posilive ou nulle; si I'on se donne un nombre positif
quelconque ¢, il y a dans P'ensemble (A) des nombres qui rendent
cette différence plus petite que «.

Si I'on désigne par (A), (B) deux ensembles admettant pour limites
supérieures les nombres A, B, I'ensemble des nombres différents que
I’on peut obtenir en ajoutant un nombre de (A) et un nombre de (B),
a pour limite supérieure le nombre A + B.

Si les deux ensembles (A), (B) ne comprennent que des nombres
positifs, I'ensemble des nombres différents que 'on peut obtenir
en multipliant un nombre de (A) par un nombre de (B), a pour
limite supérieure le produit AB des limites supérieures des deux
ensembles, etc...

19. Je vais maintenant me placer & un autre point de vue, qui a
été signalé paragraphe 10, et montrer comment on peut définir un
nombre irrationnel au moyen d’une suite infinie de nombres ration-
nels. Les propositions relatives aux suites spéciales que je vais consi-
dérer, propositions qui s’étendent & des suites analogues a termes
irrationnels, jouent dans I'analyse un role essentiel; la notion des
opérations arithmétiques étant maintenant étendue aux nombres
irrationnels, rien n’empécherait d’énoncer et d’établir ces proposi-
tions dans toute leur généralité; mais on n’y gagnerait pas beaucoup
sous le rapport de la briéveté; je ne supposerai donc acquises que les
notions relatives a la définition, a I'égalité et a 'inégalité des nombres
irrationnels, je ne considérerai d’abord que des suites a termes
rationnels, je montrerai comment elles permettent d’étendre aux
nombres irrationnels la notion des opérations arithmétiques. Les
paragraphes qui suivent ne supposent que les notions et définitions
exposées dans les neuf premiers paragraphes.

20. On dit qu’une suite infinie de nombres rationnels
(u) it Dy ) b

est donnée quand on donne le moyen de calculer un terme quelconque
u, connaissant son rang.

21. On dit qu’une suite infinie de nombres rationnels

(u) W s
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a pour limite un nombre rationnel U, si a chaque nombre positif
rationnel ¢ correspond un nombre entier positif n tel que la valeur
absolue de U — wu, soit plus petite que ¢ pour toutes les valeurs de
I'entier p égales ou supérieures a n; j’écrirai cette condition

| U —u, | <k

en convenant de représenter en général par | « | la valeur absolue du
nombre .

Au lieu de dire que la suite (u) a pour limite U, on écrit souvent :

o =1
7= 0.

En retournant en quelque sorte la définition qui précede, on arrive
a la conclusion suivante : Si la suite infinie de nombres rationnels (u)
n’a pas pour limite le nombre rationnel U, il existe un nombre
rationnel positif &' jouissant de la propriété que voici : quel que soit
Pentier positif 7, il y a un entier p plus grand que n, pour lequel on a :

|U—u, | =¢".

Nier en effet I'existence du nombre ¢', c’est dire que, si I'on se
donne un nombre rationnel positif quelconque e, tout nombre entier
positif n n’est pas suivi d’'un nombre entier p pour lequel on ait

|U—wu, | ==

.

C’est dire par conséquent qu'un certain entier -positif 7 n’est suivi
d’aucun entier p tel que P'inégalité précédente soit vérifiée; c’est dire
enfin que pour tout entier p > n, on a:

[ U—u, | <s,

ou encore que la suite (u) admet U pour limite.

22. On dit que la suite infinie de nombres rationnels

(u) Uy U5 ey My e

est convergente, si, & chaque nombre rationnel positif ¢, on peut faire
correspondre un nombre entier positif n tel que I'on ait

o —u | <e¢
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pour toutes les valeurs des entiers p, g égales ou supérieures a n (1).
Cette inégalité montre que l'on doit avoir, pour toutes les valeurs
entiéres de p égales ou supérieures a n,

Uy — & << Up << Uy + E;

on voit donc, puisque ¢ est arbitraire, que, si la suite est convergente,
& chaque nombre rationnel positif % doit correspondre un nombre
entier positif » tel que le terme u, et tous ceux qui le suivent soient
compris entre deux nombres rationnels dont la différence est moindre
que n; réciproquement, s’il en est ainsi, la suite est évidlemment
convergente. On voit encore que, si & chaque nombre rationnel
positif e correspond un entier positif 7, tel qué l'on ait pour tous les
entiers p > n,

|y —u, | < '

la suite sera convergente.
Si la suite infinie

(u) VIR e VIR

n’est pas convergente, il existe un nombre rationnel positif ¢' jouissant
de la propriété suivante : quel que soit P'entier positif n, il y a un
entier p = n pour lequel on a :

| w, —u, | =¢.

La démonstration est analogue & celle qui termine le paragraphe
précédent.

23. Tous les termes d'une suite convergente sont, en valeur absolue,
inférieurs a un certain nombre rationnel positif A.

En effet tous les termes, & partir d’'un certain rang n, finissent par
étre compris entre deux nombres rationnels; on peut prendre pour A
un nombre positif plus grand que le plus grand de ces deux nombres
et des n premiers termes, abstraction faite des signes.

(1) Cette notion est due a Cauchy qui I'a introduite a propos de la théorie des séries.
Cours @’ Analyse de UEcole royale Polytechnique, Paris, 1821, p. 125. Elle se trouve encore
dans les écrits de Bolzang. Voir le travail déja cité de M. Stolz.
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24. Une suite infinie de nombres rationnels
(w) (T R e

telle qu’aucun terme ne soit suivi d’un terme qui soit plus petit que
lui et dont tous les termes sont inférieurs & un nombre fixe A est
convergente.

Supposons en effet que cette suite ne soit pas convergente et soit &'
le nombre positif dont on démontre Pexistence pour chaque suite non
convergente (§ 22); on pourra déterminer une suite d’indices croissants
Ny 0y, Ny, -.., tels que on ait

!

| Uy, — Uy |

I unﬂ S unl l

b

! .
Eiakuss

Vv

d’ailleurs, les différences Uy — Upy Uy, — Ups .. sont toutes positives,
a cause de la nature de la suite; en additionnant donc entre elles
p inégalités consécutives telles que les précédentes, on trouvera :

!
Uy, — Uy hhely

ce qui montre qu’on pourrait prendre p assez grand pour que le
terme Uy, dépassit telle limite qu'on voudrait, et, en particulier, le
nombre A.

On pourrait dire plus brievement, en se reportant au paragraphe 17,
que les termes de la suite (u) doivent finir par étre compris entre
deux nombres quelconques comprenant entre eux la limite supérieure
de Pensemble formé par les nombres distincts qui entrent comme
termes dans cette suite.

On démontrera de méme qu’une suite (u), telle qu'aucun terme
ne soit suivi d’un terme plus grand que lui et dont tous les termes
sont supérieurs a un nombre fixe B, est convergente.

25. Par exemple, un nombre décimal indéfini, dans lequel les
chiffres se suivent dans un ordre déterminé quelconque, ne représente
rien jusqu’a présent, mais on peut affirmer que la suite infinie dont
on obtient le terme général u, en s’arrétant au 7™ chiffre décimal
est convergente, ainsi que la suite dont le n'*™° terme est u, -+ e
les termes de la premiére suite, en effet, ne vont jamais en décroissant,

E
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a mesure que I'indice augmente, et chaque terme reste inférieur a un
terme quelconque de la seconde suite; de méme, les termes de la
seconde suite ne vont jamais en croissant quand le rang augmente,
et restent supérieurs a un terme quelconque de la premiére suite.

28. Voici maintenant une propriété des suites convergentes, qui
va servir & monftrer comment ces suites définissent toujours un
nombre rationnel ou irrationnel.

Soit une suite convergente de nombres rationnels
(u) TR TIN VaERG

qui n’admette pas zéro pour limite (§ 21) : tous les termes de cette
suite finissent, aprés un certain rang n, par étre tous de méme signe
et plus grands en valeur absolue qu’un certain nombre rationnel
positif .

En effet, aprés un certain rang, tous les termes de cette suite
finissent par étre compris entre deux nembres rationnels dont la
différence peut étre supposée moindre que tel nombre positif ration-
nel  que 'on youdra (§ 22). Si ces deux nombres sont de méme
signe et qu’aucun ne soit nul, le théoréme est vérifié; si les deux
nombres rationnels ayant entre eux une différence moindre que 7,
qui comprennent les termes de la suite (u) dont le rang est égal ou
supérieur a entier n qui correspond a 0 (§ 22), sont de signes
contraires, ou si 'un d’eux est nul, la valeur absolue de chacun de
ces termes est moindre que 7; s'il en est ainsi quelque petit que
soit 7, la suite a zéro pour limite.

27. Soit
(u) TR Y SN ) P

une suite convergente de nombres rationnels; ou elle admet pour
limite un nombre rationnel U, et dans ce-cas je conviendrai de dire
qu'elle définit ce nombre U; ou il n’en est pas ainsi, et alors elle
définit un mode de décomposition en deux classes de la totalité des
nombres rationnels, classes telles que chaque nombre de la premiére
soit inférieur a chaque nombre de la seconde, telles en outre qu’il n’y
ait point, dans la premiére classe, de nombre plus grand que les
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autres nombres de la méme classe, ni, dans la seconde classe, de
nombre plus petit que les autres nombres de la méme classe.

Soit en effet, dans la seconde supposition, @ un nombre rationnel
quelconque, les termes de la suite

(u') Uy — @y Uy — Wy ey Uy — @y ..

qui est évidemment convergente et qui n’admet pas zéro pour limite,
puisque @ n’est pas limite de la suite (u), finissent aprés un certain
rang par étre tous positifs ou tous négatifs; dans le premier cas, on
rangera « dans la premiére classe, dans le second cas, on le rangera
dans la seconde classe : il est clair que tout nombre de la premiére
classe, défini comme on vient de le faire, est plus petit que tout
nombre de la seconde classe.

Il n’y a pas dans la premiére classe de nombre plus grand que tous
les autres; si @ est en effet un nombre de la premiére classe, les
termes de la suite (u') sont, aprés un certain rang n, tous positifs et
plus grands qu’un certain nombre positif rationnel e. Si b est un
nombre compris entre @ et @ + ¢, il est clair que, aprés le rang n,
les termes de la suite

w, — by u, — b, ..., u, — b, ...,

sont tous positifs et que b appartient aussi a la premiére classe. Le
méme mode de raisonnement s’appliquerait & la classe supérieure.
"On a donc affaire & un procédé de décomposition en deux classes de
la totalité des nombres rationnels qui définit un nombre irrationnel.
En résumé si la suite (w) n’a pas pour limite un nombre rationnel,
elle peut servir a définir un nombre irrationnel.

Si une suite convergente & termes rationnels
(u) e

ny *e

définit un nombre U, rationnel ou non, soit comme limite de cette
suite, soit d’apres la régle précédemment expliquée, le nombre U sera
certainement compris entre les deux nombres rationnels a, b, si ces
deux nombres comprennent entre eux tous les termes de la suite (w),
aprés un certain rang; cela est clair si le nombre U est irrationnel,
puisque alors le plus petit nombre @ est dans la classe inférieure
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relative au nombre U et le nombre b dans la classe supérieure. Si U
est la limite (rationnelle) de la suite (u), on ne peut avoir

b<U
car les inégalités
U, <b<U

supposent que la différence U — wu,, soit toujours, quel que soit n, plus
grande que U — b: on voit de la méme facon que U ne peut étre
inférieur & @; on a donc :

a=U=b.

Réciproquement il est clair que si, quels que soient les nombres
rationnels @, b qui comprennent le nombre rationnel ou non U, les
termes de la suite () finissent toujours, aprés un certain rang, par
tomber entre a et b, cette suite est convergente (§ 22) et définit un
nombre égal a U.

Toute suite convergente de nombres rationnels

(u) Ol oy M A

définit donc un nombre rationnel ou non Uj réciproquement, un
nombre quelconque U peut étre défini par une telle suite; si U est
rationnel, on peut prendre en particulier pour la suite (u) une suite
infinie dont tous les ¢léments soient égaux a U; si U est irrationnel,
on peut prendre pour (w) la suite des valeurs approchées par défaut
10’ Il(l)—o, il pres.

Observons encore que si la suite (u) n’a pas pour limite zéro, le
nombre U qu’elle définit est positit ou négatif, suivant que les termes
de cette suite, a partir du rang ou ils ont tous le méme signe, sont
positifs ou négatifs. Enfin la suite

(ou par exces) a

(u') — Uy Uy ery — Upy oes

est convergente et définit le nombre — U; car si aprés le rang n les
termes de la suite (u) tombent entre les nombres rationnels @, b, les
termes de la suite (u'), a partir du méme rang, tomberont enire
—bet — a.
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28. Voici maintenant quelques remarques sur lesquelles repose la
théorie des opérations & effectuer sur les nombres définis par des
suites ; plusieurs d’entre elles sont assez simples pour qu’on se soit
contenté de les énoncer.

Si Pon consideére a la fois plusieurs suites infinies (en nombre fini)
de nombres rationnels

(u) Woo Wy . i Wissenth
(/U) vl) 1‘1’ Y /“n’ Ty
(w) b | R

il-y a un nombre positif A auquel tous les termes de ces suites sont
inférieurs, en valeur absolue.

Etant donné un nombre positif rationnel ¢, il y a un nombre entier
positif n tel que, sous la condition que les entiers p et g soient au
moins égaux a 7, on puisse affirmer que les quantités | w, — u, |,

| v, — v, |, | w, — w, |, ... sont moindres que ¢. Le nombre n peut
en effet étre déterminé pour chacune des suites; on prendra le plus
grand des nombres trouvés.

Si les suites (u), (v), (w), ... ont pour limites les nombres ration-
nels U, V, W, ..., & chaque nombre positif ¢ correspond un entier
positif n tel que I'on ait a la fois :

lu,—Ujl<ge |v,—VI<e |w,— W | <g

pourvu que le nombre entier p soit supérieur a n.
Si les deux suites infinies de nombres rationnels

(u) X W eyl o
(v) Vyy Vgy veey Upy weey
sont convergentes, il en est de méme des deux suites

Uy + Vi3 Ug -+ Vgy cong Uy -+ Vyyaie

S i SRS VS SRR Y

Je me contente de faire la démonstration pour la seconde suite : an
nombre positif < faisons correspondre I'entier positif n de telle facon
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que, pour p = n, on ait :
|apl<e’ Iﬁp|<5,
en posant pour abréger

Uy — Uy = ay, Vp— YV = Bp;
on aura :

UV, — U0, = (U, + a,) (v, + B,) — w0, = 7,0, + B,u, + 2,8,

Or si 'on désigne par A un nombre rationnel supérieur a la valeur
absolue de tous les termes des suites (u), (v) et si 'on suppose que ¢
soit plus petit que 1, on aura :

| apvs + Bptt, + 2,8, | <e (2A + 1).

Par conséquent ¢' étant un nombre positif rationnel quelconque,
si 'on prend

E'

<
2A +1
et que 'on détermine n comme on vient de P'expliquer, on pourra
affirmer que, sous la condition p = n, on a :

| upv, — w0, | <€,

la convergence de la suite considérée est donc démontrée.
Si les deux suites (u), (v) ont pour limites respectives des nombres
rationnels U, V, les deux suites

Uy + Vyy Uy = Vgy eeey Uy + Vpy oen
VO TR e B PO

auront respectivement pour limites U + Vet UV.

Pour démontrer cette proposition, relativement & la seconde suite,
il suffira de remplacer dans la démonstration qui précede, u, et v,
par Uet V et de regarder A comme un nombre supérieur au plus
grand des deux nombres | U [ et | V |.

En appliquant plusieurs fois de suite les propositions précédentes,
qui s’appliquent d’ailleurs aux suites (évidemment convergentes) dont
tous les termes sont égaux, on arrive a la conséquence suivante :

Etant données plusieurs suites infinies convergentes de nombres
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rationnels

(u) U
(v) ARG R
(w) WS, oon, W

D N )

et un polynome F (u, v, w, ...), a coefficients rationnels, entier par
rapport aux quantités,u, v, w, ... la suite infinie (F) dont le ni*me
terme est le nombre rationnel F (u,, v,, w,, ...) est convergente.

Si les suites (u), (v), (w), ..., ont respectivement pour limites des
nombres rationnels U, V, W, ..., la suite (F) aura pour limite le
nombre rationnel F (U, V, W, ...).

29. Si les deux suites infinies convergentes de nombres rationnels

(u) e s e
(1)) ,'"l, /"‘i’ gEey vn) STy

définissent les deux nombres rationnels ou non U, V; suivant que

I’on aura :
=N = S Nt
la suite
(w) Um—W5 o Ui Yy avnyc My == Vet

aura pour limite zéro, définira un nombre positif, ou définira un
nombre négatif.

Supposons en effet U =V et soient @, b deux nombres rationnels
qui comprennent entre eux le nombre U; aprés un certain rang n les
termes des deux suites (u), (v) finiront par tomber entre a et b; a
partir de ce rang les termes de la suite (w) seront en valeur absolue
moindres que b — a; or on peut supposer ce dernier nombre moindre
que tel nombre positif rationnel ¢ que I'on voudra.

Supposons U << V; soient p, p', ¢, ¢' des nombres rationnels tels
que l'on ait,

p=U=p <g=<V <4

a partir d’un certain rang n, les termes de la suite (w) finiront par
tomber entre p et p', et ceux de la suite (v), entre g et ¢'; a
partir de ce rang, les termes de la suite (w) seront supérieurs

TANNERY, — Théorie. 3
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au nombre positif ¢ — p'. La démonstration est la méme lorsqu’on
plli="V,

Cette proposition est de celles qui entrainent leur réciproque; on
peut affirmer que si les suites (u), (v) sont convergentes, et définis-
sent les nombres U, V, on a, suivant que la suite convergente (w) a
pour limite zéro, définit un nombre positif, ou définit un nombre
négatif,

Ul iV iUt NS T etV

Au surplus le lecteur démontrera directement cette proposition sans
aucune peine.

30. Soient encore U, V deux nombres rationnels ou non, définis
par les suites convergentes, a éléments rationnels,

(u) Uypy WUgy ey Upy <2y

(/U) ’vl? ,U!’ gk, & vﬂ) "ty

la suite

(w) Wy 0y T el U UG

est aussi convergente; elle définit le nombre U + V si les deux
nombres U, V sont rationnels; on peut regarder le nombre W qu’elle
définit dans tous les cas comme étant, par définition, la somme U + V
des nombres U, V. Pour justifier cette définition, il faut prouver
qu'on arriverait au méme nombre W en partant de deux autres
suites convergentes & termes rationnels

(u'") TR TREUNE S RO

! ] ' '
(') PRI b W e

qui définiraient, elles aussi, les nombres U et V; il suffit pour cela
de prouver que la suite dont le terme général est

(U, + v,) — (up + v,),
a pour limite zéro; or cela résulte de ce que ce terme peut s’écrire
(w, — up) + (v, — v,

et de ce que les suites dont les n'*™* termes sont respectivement
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u, — u, et v, — v, ont pour limites zéro, puisque les suites (u) et
(u') définissent le méme nombre U, et que les suites (v) et (v')
définissent le méme nombre V.
La définition de I'addition donnée ici coincide avec celle qui a été
donnée au paragraphe 11; car si a, a', b, b' désignent des nombres
rationnels tels que I'on ait

ar=li< ‘b —N=b

les termes des suites (u), (v) finissent, aprés un certain rang n, par
tomber respectivement entre « et a', entre b et b'. A partir de ce
moment les termes de la suite (W) tombent entre @ + b et o' + b';

on a donc
a+b<U+V<d + Vb,
ete.

On établira sans peine, a I'aide de la nouvelle définition, les propo-
sitions qu’expriment les égalités

U4+ V=V4 1,

U4+ (V4+W)=U+V+ W,
U+ 0=1,

U—{—(—U).’:O.

Jajoute que les régles données pour reconnaitre si deux nombres
définis par deux suites convergentes dont les termes sont rationnels,
sont inégaux, et lequel des deux est le plus grand, montrent que la
somme de deux nombres est plus grande ou plus petite que le
premier d’entre eux, suivant que le second est positif ou négatif, et
que si 'on ajoute & un méme nombre deux nombres différents, on
obtient deux sommes différentes.

On en conclut que, étant donnés deux nombres U et V, il n’y a
quun seul nombre qui ajouté a V reproduise U; on Pobtient
d’ailleurs en ajoutant — V a U et l'on écrit le résultat U — V; on a
en effet, d’apres les principes relatifs a I'addition,

V+U—-V)=U—V+V=U+(—V+V)=TU.

Au surplus si les deux nombres U, V sont définis par les deux
suites
(u) Upy Usy ooy Uy ooy

(v) Ivl’ 'U’, 552 1“1!7 £y
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leur différence U — V sera définie par la suite
Ui Dy g — Vg iy oo Uy =W

Cette différence sera positive, nulle, ou négative suivant que I'on
aura U=V, U=V, U< V. Les propositions relatives aux égalités
ou inégalités, d’apres lesquelles on peut ajouter ou retrancher un
méme nombre aux deux membres, faire passer un terme d’un
membre dans Pautre, s’étendent, en vertu de ce qui précede, des
nombres rationnels aux nombres irrationnels.

31. Si U et V sont deux nombres définis par les deux suites
convergentes a termes rationnels

(u) s AR e A gt
(v) Vyy Vyy ooy Uny ooy

la suite convergente
(w) U MRV, G M B,

aura pour limite UV si U et V sont rationnels et, dans les autres cas,
définira un nombre W que I'on pourra regarder comme étant, par
définition, le produit UV des deux nombres U, V.

Cette définition, comme celle de P'addition, doit étre justifiée; on
le fera sans peine en employant le procédé indiqué au paragraphe 28.

Les théorémes relatifs aux produits de facteurs s’étendent immé-
diatement aux cas o ces facteurs sont irrationnels.

Le produit UV ne peut étre nul que si 'un des facteurs est nul,
puisque, si aucune des suites (w), (v) n’a pour limite zéro, leurs
termes sont tous, aprés un certain rang, supérieurs en valeur absolue
a un certain nombre positif; il en est donc de méme de la suite (w).
Si 'un des facteurs est nul, le produit est nul.

La régle des signes se généralise sans difficulté.

Si U, V, W sont trois nombres quelconques, on a :

U+V)W=UW + VW,

En multipliant un méme nombre non égal & zéro par deux nombres
différents, le sens de I'inégalité obéit a la méme loi, qu’il s’agisse de
nombres rationnels ou de nombres irrationnels.
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32. Soient U, V deux nombres définis par les deux suites conver-
gentes & termes rationnels

() o R AR
(v) i A Ve Al

Si V est nul sans que U le soit, il n’y a aucun nombre qui multi-
plié par V reproduise U; si V n’est pas nul, un tel nombre, s’il
existe, est unique; cela résulte des remarques finales du dernier
paragraphe; s’il était prouvé que la suite

(lU) g ey eey. 9 sy

est convergente, le nombre qu’elle définirait répondrait a la question.

Avant de prouver cette convergence, il convient de remarquer
qu’un certain nombre de termes de la suife (w) peuvent étre privés
de signification; ce sont ceux qui présenteraient un dénominateur
nul. Toutefois puisque la suite (v) n’a pas pour limite zéro, apres un
certain rang, on n’y rencontre plus de termes nuls; & partir de ce
méme rang, on ne rencontrera plus dans la suite (w) de ces termes
exceptionnels; quant a ceux que I'on pourrait rencontrer au com-
mencement, rien n’empéche de les supprimer ou de les remplacer
par tels nombres rationnels que T'on voudra: cest la suite ainsi
modifiée que je considérerai désormais.

Puisque la suite convergente (v) n’a pas pour limite zéro, a partir
d’un certain rang tous les termes sont, en valeur absolue, supérieurs
a un certain nombre rationnel positif w; soit d’'un autre coté e un
nombre rationnel positif quelconque; il y aura un entier positif n tel
que sous la condition p = n, on ait

[%l=>0, |nl<e 18]<s
en posant pour abréger,

Ay = Uy — Uy, Bp = 1‘1) — Uy

/g

Maintenant on a :

e u’_n el < zl,'l'" s ﬁ}:“n,
1

U, U, l‘p "n

et par conséquent, en désignant par A un nombre rationnel positif
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supérieur aux valeurs absolues des termes des suites (u), (v),

2A¢
< .

A, o sont des nombres fixes, ¢ est arbitraire; on voit donc que, quelque
pelit que soit le nombre rationnel positif ¢', il existe un indice n tel
que sous la condition p = n, on ait :

thy o

Up

u n
)]

n

La convergence de la suite (w) est donc démontrée. La suite (w)
définit donc un nombre W, rationnel ou non, tel que 'on ait

U=VW,

le nombre étant nécessairement unique, il n’est pas utile de démontrer
ici que, si les deux suites convergentes a termes rationnels

(u'") Bkt

’
S etie e R

(') My e AR
définissent aussi les nombres U, V, la suite

' '
un U

(w’) S _"', suiss
v, W Vp

'
1 b

définira encore le nombre W ; au surplus la démonstration ne présen-
terait aucune difficulté.

33. La définition des quatre opérations fondamentales de 'arithmé-
tique, les propriétés essentielles concernant ces opérations, les regles
élémentaires relatives a la transformation des égalités et des inégalités
sont maintenant étendues aux nombres irrationnels, et on est a
méme de donner tout d’un coup une extension considérable aux
notions qui ont ét¢ notre point de départ. Rien n’empéche en effet
de considérer des suites infinies

(u) URSWl ey

dont les termes sont des nombres rationnels ou irrationnels. La
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suite (u) sera donnée, si I'on donne le moyen de déterminer un
terme quelconque w,, connaissant son rang; on entend par la, si 'on
a affaire & un nombre irrationnel, que 'on donne le moyen d’effectuer
cette décomposition en deux classes de la totalité des nombres ration-
nels qui définit un nombre irrationnel, ou que I'on donne une suite
infinie convergente a termes rationnels

(r) s pE

qui définisse, au sens du paragraphe 27, le nombre u,.

On dira qu’une telle suite (u) est convergente si, ¢ étant un nombre
positif quelconque, il existe un indice n tel que, sous les conditions
PiI=n,q9'="n, on ait

u,—u, | <

définition légitime puisque I'opération w, — u, a un sens, ainsi que
Pinégalité méme; 'extension des propositions démontrées a propos
des suites a termes rationnels se fera d’elle-méme; il suffira de
supprimer cette épithete rationnel 1a ou elle n’a été mise que pour
avoir affaire a des opérations connues. On dira que la suite (v) a pour
limite un nombre rationnel ou irrationnel U si, quel que soit le
nombre positif ¢, il existe un nombre entier positif 7 tel que sous la
condition p = n, on ait :

|U—u,| <.

Si la suite (u) est convergente et n’a pas pour limite le nombre a,
la suite
Uy — Ay Uy — Oy vy Uy — @y ..y

jouira de la propriété que voici : & partir d’un certain rang n, tous
les termes sont de méme signe et supérieurs, en valeur absolue, a un
certain nombre positif w.

On en conclura qu’une suite convergente (u) admet une limite
rationnelle ou définit un nombre irrationnel; la décomposition de la
totalité des nombres rationnels en deux classes se fera comme il a été
expliqué au paragraphe 27; on mettra dans la premiere classe le
nombre rationnel « si les termes de la suite

Wy @5 iy — Gy iy Uy — @y ey
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sont aprés un certain rang tous positifs; on mettra ce nombre dans la
seconde classe, si les termes de cette suite finissent par devenir
négatifs.

R

34%. Il importe de remarquer maintenant qu’une suite convergente
admet pour limite le nombre qu’elle définit. Il n’y a lieu & démons-
tration que si ce nombre est irrationnel.

Soit donc

(u) A RS ) i

une suite convergente qui définisse un nombre irrationnel U ; soient
a, b deux nombres rationnels qui comprennent le nombre U; le
raisonnement du paragraphe 27 montre que tous les termes de la.
suite (w) finissent aprés un certain rang » par tomber entre a et b;
leur différence avec U est alors, en valeur absolue, moindre que
| b — @ |; mais ce dernier nombre, pouvant étre supposé aussi petit
quon le veut, il est bien prouvé que la suite (w) a U pour limite.
Réciproquement on apercoit de suite que toute suite qui admet une
limite est convergente.

En particulier, une suite infinie dont les termes vont en croissant
(ou plutot sans jamais décroitre) & mesure que leur rang augmente
et restent inférieurs & un nombre fixe A, est convergente, elle admet
donc une limite. On apercoit de suite que cette limite ne peut étre
inférieure & un terme de la suite quel qu’il soit. Une proposition
toute pareille concerne les suites dont les termes vont en décroissant
continuellement et restent cependant supérieurs a un nombre fixe.

35. Si, au lieu de recommencer toute la théorie des nombres
irrationnels, en prenant pour point de départ les suites convergentes,
on avait voulu utiliser les notions établies dans les paragraphes 11,
12, 13, relativement aux opérations arithmétiques, on aurait pu
énoncer beaucoup plus tot la proposition fondamentale du paragraphe
précédent. Toutefois, on n’y aurait guére gagné que de pouvoir
énoncer dans toute leur généralité les propositions contenues dans les
paragraphes 20-29, tandis qu’on a été obligé de se restreindre a la
considération des suites a termes rationnels. Une fois la notion des
opérations arithmétiques acquises, soit par un procédé, soit par un
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autre, la généralité de ces propositions et des démonstrations qu’on
en a ‘données sapercoit d’'un seul coup d’ceil. Je me contenterai
d’énoncer le théoreme suivant (§ 28).

36. Soient
RPIIE
O U
WL o 55 W 2y

des suites, en nombre fini, ayant respectivement pour limites les
nombres U, V, W, ..., et soit

;0w .Y
o(u, v, w, ...)
une fonction rationnelle dont le numérateur et le dénominateur sont
des polynomes entiers par rapport aux variables u, v, w, ...; si I'on
n’a pas
(I VCSW, 5y =10,
la suite infinie dont le n*™° terme est
f(u'm Vpy Wy )
? klt"7 ll‘ll) l(‘", "')
ete., dont on supprime toutefois, s’il y a lieu, les termes, en nombre
nécessairement fini, qui auraient un dénominateur nul, a pour limite :
LU N Wy )
T N7 T
OV, W )

et cela que les nombres u, v, w, ..., U, V, W, ... soient rationnels
ou non.

37. Le sens quil faut attribuer a ces mots : limite d'une suite
mfinie, a été suffisamment éclairei dans les paragraphes qui pré-
cédent; je terminerai ce chapitre en indiquant une autre acception
du mot limite, a laquelle conduit la considération des ensembles.

Soit (E) 'ensemble des nombres distincts, rationnels ou non, qui
satisfont a4 une condition donnée quelconque (§ 15), et supposons

www.rcin.org.pl



42 THEORIE DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE.

que (E) comprenne un nombre infini d’¢léments; on dira que le
nombre x est une valeur limite de I'ensemble (E) si, quelque petit
que soit le nombre positif ¢, il existe une infinité de nombres appar-
tenant & 'ensemble (E), compris entre @ — a« et @ + a. Par exemple
si la suite infinie

(w) R T i

admet pour limite le nombre x, et si cette suite admet une infinité
de termes distincts, ce nombre @ sera une valeur limite (évidemment
unique) de 'ensemble (E) dont les éléments sont les termes distinets
de la suite (u); il est & remarquer que, dans cette nouvelle notion,
Pordre des ¢léments n’intervient pas. Un nombre irrationnel peut
étre regardé comme une valeur limite de 'ensemble de ses valeurs
approchées & a pres, o étant un nombre rationnel positif tjuelconque;
si I'on considére I’ensemble des nombres rationnels compris entre
zéro et un, tout nombre compris entre zéro et un peut étre regardé
comme une valeur limite de cet ensemble. Cette notion conduit au
théoréme suivant, qui est di a M. Weiersirass.

38. Tout ensemble (E), dont les éléments, supposés distincts et en
nombre infini, sont, en valeur absolue, inférieurs a un nombre A,
admet au moins une valeur limite .

Tous les nombres de I'ensemble sont en effet compris entre — A
et + A; partageons en dix intervalles égaux lintervalle de — A
a + A; ces intervalles seront limités par les nombres

2A 4A
—A, — A ﬁ, — A ﬁ,.

e

il y a assurément un nombre infini de valeurs de I'ensemble "qui

tombent dans un intervalle partiel ; autrement, le nombre des éléments

de Pensemble serait fini; soit @, b, (¢, << b,) 'un de ces intervalles

ou tombent un nombre infini d’éléments, en décomposant de méme

Pintervalle de @, a b, en dix intervalles égaux, limités par les nombres
bu i

a,, [ S o —1-6——, il bl'

on trouvera encore un intervalle partiel limité par les nombres a,, b,
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(@, << b,), dans lequel tombera un nombre infini d’éléments; en
continuant toujours‘de la méme fagon, on formera deux suites infinies

(a) ai? ai’ b an’ b
(b) bl, bi, G | bn, gl

tels que I'on ait

b, —a, = —'IOT -
telles en outre que chaque terme de la premiére soit inférieur & chaque
terme de la seconde; ces deux suites sont convergentes et admettent
une méme limite x. Mais dans chaque intervalle limité par deux
termes correspondants quelconques a,, b,, il tombe une infinité de
nombres appartenant a I'ensemble (E); puisque, quel que soit le
nombre 2, les termes des suites (a) et (b) sont, aprés un certain rang,
tous compris entre @ — o et @ + a, il est bien prouvé que x est une
valeur limite de 'ensemble (E).

39. L’ensemble (E') des valeurs limites d’'un ensemble (E) est
lui-méme un ensemble bien défini, qui peut d’ailleurs étre composé
d’un nombre fini ou infini d’éléments; I'ensemble (E') est dit dérivé
de 'ensemble (E); on peut aussi considérer I'ensemble (E") dérivé de
I'ensemble (E'), etc. M. G. Cantor a fait une étude approfondie des
propriétés qui naissent de la considération des ensembles dérivés (1).

(1) Aeta Mathematica, . I1.
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CHAPITRE 11

DES SERIES ET DES PRODUITS INFINIS.

40. Soit
LA s L

une suile infinie quelconque; si elle est convergente et a pour limite
le nombre U, je conviendrai de dire que w, a pour limite U, ou tend
vers la limite U, lorsque n grandit indéfiniment, ou pour n infini et
d’écrire

lim u, = U.

n — oo.

Dans les mémes conditions, si U = 0, je conviendrai de dire que u,
est infiniment petit pour » infini.
Si & chaque nombre positif A correspond un entier p tel que I'on ait

u, > A
sous la condition
n=p,

je conviendrai de dire que u, grandit indéfiniment avec 1, ou lorsque n
grandit indéfiniment, et d’écrire u, = o, pour n = ®. Dans ce cas,
comme dans l'autre, il est inutile de spécifier que 7 grandit indéfi-
niment par des valeurs entieéres et positives; il faudrait le faire
toutefois, si 'on craignait quelque ambiguité.

41. Soit

WG L el

une suile infinie quelconque.
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La série
(S) Uy + Uy + e+ Uy + ey

est dite convergente si la suite infinie

(s) s el e
ol
8y = U,y ; S =Y, + Uy ..., S = Uy Uy e AU, edly

est elle-méme convergente, la limite S de cette suite, ou si 'on veut,
la limite, pour n infini, de la somme des n premiers termes de la
série (S) est dite alors la somme de la série (S).
Une série qui n’est pas convergente est divergente. Par exemple,
I'identité
l1—a

l+z24+x2 4+ .. 2t = —mm )
l—u

montre que la somme des n premiers termes de la série

l4+ax+ o+ ... + 2"+ .,

; 3 1
tend, lorsque n augmente indéfiniment vers g quand x est

compris entre — 1 et + 1; cette série est convergente quand la
valeur absolue de x est plus petite que un. La méme identité montre
que la valeur absolue de la somme des n premiers termes augmente
indéfiniment avec n quand on a | @ | > 1 : dans ces conditions la
série est divergente. On voit directement qu’il en est de méme
pour © = 1. Enfin, quand © — — 1, la somme des n premiers
termes est zéro ou un selon que n est pair ou impair; cette somme
ne peut avoir de limite pour n infini; la série est encore divergente.
Il convient de remarquer, en supposant la série (S) convergente,
que si I'on considére une suite infinie de nombres entiers positifs

al’ a” el an? b
telle que «,, grandisse indéfiniment avec n, la suite infinie

Sayy Sagy +vvy Sayy ceey

aura pour limite la somme S de la série (S).
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42. ]l serait naturel de dire, par analogie avec les séries, que le
produit infini
P) W Uil

est convergent, quand la suite infinie

(p) p”pi’ “‘7pn$ e 4
ou

e AR R VA OC R e T A T S
est convergente et d’appeler valeur du produit infini la limite de
cette suite; toutefois, pour le moment, je ne regarderai un tel produit
comme convergent que si cette limite est différente de zéro; ainsi le
produit infini

TR 1
FHREXEN G X=X .o,
pour lequel
; 1
b X Y

tend évidemment vers zéro quand n augmente indéfiniment, ne doit

pas étre regardé comme convergent; un produit infini convergent,

dans le sens restreint du mot, ne peut admettre aucun facteur nul.
L’identité

1—a” 1 —a®l—at s

12 1—2l—ao% ] !
=02+ 0% . (L2 )
montre que le produit infini

I+ (1 +a)(1+x).. 1+ x"..

est convergent et que sa valeur est quand la valeur absolue

11—
de @« est plus petite que un; le méme produit est divergent pour les
autres valeurs de .

43. 1l est clair que les deux séries

(S) Uy = Uy = oo Uy + Uppr ++ Upgon + ooy
(") Unp1+ Ungpot oo+ Upyp + ...
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CHAP. II. — DES SERIES ET DES PRODUITS INFINIS. 47

sont convergentes ou divergentes en méme temps; car si 'on conserve
les notations du paragraphe 41 pour la premiére série et que, pour
la seconde, on fasse

1 ' '
S|:un+h s,:un+l+un+21 s,:1‘|z+l+un+2+un+37---1

les deux suites

{J ' ’
Siy Sgy Sy eevy  Syy S5y S5y enny

étant telles que deux termes de méme rang different de s, sont
convergentes en méme temps; leurs limites, si I'une d’elles est
convergente, different aussi de s,; sila série (S) est convergente, lar
somme de la série (S'), également convergente, s’appelle le reste de
la série (S) bornée au terme 1.

De méme, si I'un des deux produits infinis

YL ST ¢y e iiig a s

Upp1Up42 - un+p svey

est convergent, il en est de méme de l'autre, et dans ce cas, la
valeur du premier produit infini est égale a celle du second multi-
pliée par u,, u,, ..., u,.

Cette remarque est utile lorsqu’on a a décider de la convergence
ou de la divergence d’une série ou d’'un produit infini dont les
premiers termes présentent quelque irrégularité.

44. En se reportant a ce qui a été dit pour les suites infinies qui
admettent une limite (§ 36), on apercoit de suite la vérité des propo-
sitions suivantes.

Si les séries

L R R
Bt b Uy o=
" sont convergentes et admettent pour sommes les nombres S et T,
les séries
auw, + au, + au, + ...,
(W + ) + (U + ) + o (U ) + ey
(u, —v,) + (U, —v,) + ... + U, —0,)4 ...,

sont aussi convergentes et admettent respectivement pour sommes

=
o,
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48 THEORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

aS, S + T, S—T: le lecteur frouvera sans peine des énoncés
analogues pour les produits infinis.

45. D’apres la définition des suites convergentes, pour qu’une
série
©) Wy + Uy + oo+ U, .

soit convergente, il faut et il suffit que, a chaque nombre positif ¢
corresponde un entier positif » tel que I'on ait, quel que soit I'entier
positif m,

[ Snam—8 | =1 Unar F VnsaF oo Uppm lised).

On voit en particulier que, si la série est convergente, u, 4+ 1 =8, 41
— s, doit décroitre indéfiniment quand 7 augmente indéfiniment :
cette condition ne suffit pas d’ailleurs a la convergence, comme on le
verra plus tard. De la proposition générale résulte immédiatement
celle-ci : Quand une série est convergente et a tous ses termes positifs,
elle reste convergente quand on modifie le signe de tel terme que
I’on veut ou que 'on remplace un ou plusieurs termes par des nombres
plus petits en valeur absolue; en effet, dans la série modifiée, la somme

| ps1+ Unas + oo + Unap |

est au plus égale a la somme analogue dans la série proposée.

De méme, quand une série a tous ses termes positifs et qu’elle est
convergente, il en est de méme de toute série qui s’en déduit par la
suppression d’un nombre fini ou infini de termes, de tous les termes
de rang pair par exemple. On retrouvera plus tard ces propositions
en suivant une autre voie.

46. Pour qu'un produit infini
P) ; TR0 AR T

soit convergent, il faut et il suffit que, & chaque nombre positif ¢
réponde un entier positif 7 tel que l'on ait, quel que soit 'entier

(1) Cauchy, Cours @' Analyse, etc., p. 125.
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positif m,
(1) |Prem—Dpul =] wtye.. 4 (L —%Upi1Untaec Ugrm)| <e
Puisque, si le produit infini (P) est convergent, la suite
Tl R P — PRSI KB 1 8 T ST R

a une limite différente de zéro, ces termes, a partir d’un certain rang ¢
sont supérieurs en valeur absolue & un certain nombre positif a; si
I'on désigne par  un nombre au plus égal au plus petit des nombres

&, lpl ly |pe '7 Ipi|7
on aura, quel que soit 7,

Fow, < Sm i =8
et par suite, I'inégalité (1) entraine la suivante :

e
l l—u,._Hu,..H e Upngm | el oy

B

et cela quel que soit m. \
Inversement si, a chaque nombre positif 4, répond un entier
positif n tel que I'on ait, quel que soit I'entier positif m,

I R T RPN PR R

on peut affirmer que le produit infini (P) est convergent; on aura
alors en effet, en conservant toujours les mémes notations,

Ipn+;rn—Pnl< | uiui'“ ’“ul")

et il suffit de supposer # choisi de fagon que I'on ait

ln | =e

pour retomber sur I'inégalité (1). _

En particulier, pour que le produit infini P soit convergent, il faut
que les quantités | 1 — w, 4, | tendent vers zéro.quand n augmente
indéfiniment; cette condition toutefois n’est pas suffisante.

On a I’babitude, qui sera suivie désormais, d’écrire un produit
infini sous la forme

A4+2)A+v) e (14 2,) ee0s
TANNERY. — Théorie. kY
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50 THEORIE DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE.

alors, si le produit infini est convergent, les quantités v, tendent vers
zéro quand n augmente indéfiniment.

47. Parmi les séries, il y a lieu de considérer particuliérement
celles qui restent convergentes lorsque ’on remplace tous leurs termes
par leurs valeurs absolues : ce sont celles-la seules, comme on le verra
plus tard, qui méritent le nom de sommes, en ce sens qu’elles jouissent
des propriétés essentielles des sommes d’'un nombre fini de termes :
on peut, en effet, changer 'ordre de leurs termes, remplacer plusieurs
termes par leur somme effectuée, sans modifier leur valeur. On congoit
donc qu’un intérét spécial s’attache a I'étude de la convergence des
séries & termes positifs; aussi donnera-t-on dans la suite diverses
régles pour reconnaitre cette convergence; mais il importe de faire
dés & présent la remarque suivante :

48. Si la série
(S) Wy, + Uy + Uy + oon Uy = oee

a tous ses termes positifs, la suite
(8) 18, 5000, 11 8y == Uy b My seny o B E A S My o e (R e

est telle que tous ses termes aillent constamment en croissant; elle
est donc convergente ou divergente suivant qu’il restent au-dessous
d’une limite fixe, ou qu’ils grandissent indéfiniment.

Dans le premier cas, si tous les termes de la suite (s) sont inférieurs
a un nombre positif A, la série (S) est convergente et a une somme
au plus égale a A; dans ce cas, la somme d’autant de nombres que
I'on voudra pris dans la suite w,, u,, ..., ,, ... est inférieure a A.
Dans le second cas au contraire, caractérisé par ce fait que, quel que
soit le nombre positif A, on peut prendre dans la méme suite assez
de termes pour que leur somme dépasse A, la série (S) est divergente.

Il résulte de 1a que si la série (S), a termes positifs, est convergente,
elle restera convergente quand on remplacera tels termes que l'on
voudra par des nombres positifs plus petits ou lorsqu’on supprimera
un nombre fini ou infini de termes (§ 45).

49. Le caractere fondamental des séries convergentes & termet
positifs permet de démontrer 'importante proposition que voici :

*
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CHAP. II. — DES SERIES ET DES PRODUITS INFINIS. 5%
La série

1 1 1 1

(1) siss P afrattgraa Tt

est convergente si a est positif, divergente si « est nul ou négatif (1).

Considérons en effet 'ensemble des termes de cette série qui corres-
pondent a ceux des nombres entiers qui admettent un méme nombre
de chiffres, p par exemple; il y a 107 —107—!' =19 X 102! tels
nombres; chacun d’eux est compris entre 107—1! et 10?; chacun des

termes gorrespondants de la série est donc compris entrem

1
et oe=vare’ et la somme de ces termes est comprise entre
§¢ 1081 A sl LR g
1020+® —Joi+ra & Jo@e-va+d — Jg@-na

Ceci posé, désignons par s, la somme des n premiers termes de la
série (1), on pourra prendre dans la série
9 9 9

(2) 9+‘1—0—1+E§+...+m+

seny

assez de termes pour que leur somme dépasse s, : or, si a est positif,
les termes de la série (2) sont les termes d’une progression géométrique

; : 5
décroissante dont la raison est 10% la somme d’autant de termes que
I'on veut est inférieure a
9.10%
102 — 1
On a done, quel que soit 7,
A 910%
I 0 )

La série (1) est donc convergente.

(1) On doit supposer ici « rationnel, mais cette restriction se lévera d’'elle-méme dés
que l'on aura défini le sens qu’il convient d’attribuer aux exposants irralionnels.
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De méme, quel que soit le nombre de termes que I'on prenne, dans
la série

9 9 9
Foe A

(3) 101+a+101+2u 1y 101 +p2 |
on peut prendre n assez grand pour que s, dépasse la somme de ces
termes : or, si a est nul ou négatif, les termes de cette suite sont

. 9
égaux ou supérieurs a 10° °° peut prendre assez de ces termes pour

que leur somme dépasse tel nombre que I'on voudra; dans ce cas la
série (1) est divergente; si o est positif, on voit que I'on pourra toujours
supposer n assez grand pour que I'on ait
9
P
. | S=10ire—10’

en sorte que, dans ce cas, la somme de la série (1) est comprise entre

9 e
10'+2—10 10s —1’°

on aurait pu faire le méme raisonnement en supposant que la base
de la numération fit un nombre entier positif quelconque @ ef 'on
aurait trouvé pour les deux nombres entre lesquels la somme de la
série doit étre comprise,

a—1 (a — 1) a*

a't*—aq P a*—1

50. Il importe de fixer lattention sur la propriété évidente des
séries convergentes a termes positifs que voici : Soient S la somme
d’une telle série, A et @ deux nombres dont le premier est supérieur
a S et le second inférieur; on peut prendre dans la série assez de
termes pour que leur somme dépasse a; la somme d’un nombre
quelconque de termes de la série est inférieure & A. Cette remarque
sert dans plusieurs démonstrations. -

51. On dit qu'une série est absolument convergente, lorsque la
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série obtenue en y remplagant chaque terme par sa valeur absolue
est convergente (1). Qu’une série absolument convergente, en ce sens,
soit convergente au sens qui a été donné & ce mot au début de ce
chapitre, c’est ce qui a été déja démontré (§ 45). Au surplus, on
va le prouver directement et démontrer en méme temps que la
somme d’'une série absolument convergente est la différence entre
les sommes de deux séries formées, I'une avec les termes positifs,
Pautre avec les valeurs absolues des termes négatifs de la série
proposée.

Soit (S) une série absolument convergente, contenant une infinité
de termes positifs et de termes négatifs; soient (S"), et (S") les deux
séries formées, I'une avec les termes positifs de (S) rangés dans
Pordre ou ils se présentent dans (S), 'autre avec les valeurs absolues
des termes négatifs de (S) rangés aussi dans I'ordre ot ils se présentent.
Soit £ la somme de la série formée avec les valeurs absolues des
termes de (S); soient enfin s, la somme des n premiers termes dé (S),
s, la somme des n' termes positifs compris parmi ces n termes et s,
la somme des valeurs absolues des n' termes négatifs contenus
dans s,. On a:

gt aigh s gle gl < 0 i8R e B

Quand n augmente, s, et s, ne diminuent jamais; quand » augmente
indéfiniment, ces mémes sommes s, et s;, toujours inférieures a
tendent vers des limites S', S" et, par suite, s, = s, — s, tend vers
la limite 8' — 8'; il est d’ailleurs bien aisé de voir que S', S" sont
les sommes des:séries (S'), (S"); d’abord ces séries sont convergentes,
puisque la somme d’autant de termes que I'on voudra, pris dans 'une
ou dans l'autre, ne peut dépasser X; puis, quand n augmente indé-
finiment, il en est de méme de n' et de n', sans quoi il n’y aurait

(') La nécessité de distinguer enfre les séries absolument convergentes et celles qui
ne le sont pas, est signalée dans le Cours @ Analyse de Cauchy, p. 147; celle distinction
joue un role essentiel dans le Mémoire de Lejeune Dirichlet Sur la convergence des séries
trigonométriques qui servent a représenter une fonction arbitraire entre des limites données
(Journal de Crelle, t. 1V, 1829, p. 157); elle a été mise en cempléte lumiére par Riemann
dans son Mémoire Ueber die Darsterbarkeit einer Function durch eine trigonometrische
Reihe, 1854 (B. Riemann's ges. magh. Werke, p. 221; Bulletin des Sciences mathématiques
et astronomiques, 1ve série, t. V, p. 29). Les remarques de Riemann a ce sujet seront
reproduites § 6).
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dans (S) qu'un nombre limité de termes positifs ou négatifs; donc,
lorsque n augmente indéfiniment, s, et s;, c’est & dire les sommes
des n’ premiers termes de la série (S') d’une part, des n' premiers
termes de la série (S") de l'autre, ne peuvent tendre vers d’autres
limites que les sommes respectives S', 8" de ces séries. C’est ce qu'il
fallait établir.

S’il n’y avait, dans la série absolument convergente donnée, qu’un
nombre limité de termes négatifs, par exemple, la somme de la série
serait encore S' — &', en conservant a S' sa signification et
en désignant par S’ la somme des valeurs absolues des termes
négatifs.

52. Dans une série absolument convergente, on peut, sans changer
la somme de la série, changer l'ordre des termes.

Avant de démontrer cette proposition, il convient d’en préciser la
signification : lorsqu’on a affaire & un certain nombre fini d’objets
rangés dans un ordre déterminé, il n’y a aucune difficulté a concevoir
les mémes objets, rangés dans un autre ordre. Mais cette notion n’est
pas aussi claire lorsqu’on a affaire & un nombre infini d’objets, ou de
nombres.

53. Ainsi quon I'a dit (§ 20), une suite infinie de nombres
(u) AR RS T i

est donnée quand on donne le moyen de calculer un terme quelconque
connaissant son rang : 3

Supposons d’abord qu’un méme nombre ne puisse figurer dans
cette suite qu’un nombre fini de fois et remarquons que tel
est toujours le cas des suites formées par les termes d’une
série convergente, puisque les termes ont pour limite zéro quand

leur rang augmente indéfiniment; on pourra dire que la suite
infinie ,

('”) Vyy Vgy eeey Vny eovy

est composée des mémes nombres que la suite (v), rangés dans un
autre ordre si tout nombre qui figure dans l'une des suites figure
)
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dans l'autre suite, et cela le méme nombre de fois. Cette notion suffit
pour les séries convergentes.

Toutefois, on peut se placer & un autre point de vue et supprimer
la restriction qui a été imposée a la suite (u).

Soient ¢ et j deux nombres entiers positifs quelconques : imaginons
une loi de correspondance entre ces deux nombres telle que lorsque
Pun des deux nombres est donné, autre le soit aussi; je suppose
que la loi de correspondance soit univoque, c’est a dire qu’a chaque
nombre entier positif ¢ corresponde un seul nombre entier positif j et
réciproquement; si j et j' correspondent & i et 7', 'une des deux
égalités

t=1, =7,

entraine l'autre : par exemple, on peut supposer que si ¢ désigne un
nombre pair, son correspondant j soit le nombre impair ¢ — 1, et
que si ¢ désigne un nombre impair, son correspondant j soit le
nombre pair 7 + 1.

On peut encore définir la correspondance de fagcon & se rapprocher
du premier point de vue: la suite des nombres entiers 1, 2, 3, ...,
n, ... rangés par ordre de grandeur constitue une suite infinie, a
éléments tous distincts. Dés lors on congoit sans peine une suite
infinie composée des mémes nombres entiers rangés dans un
autre ordre, chaque nombre entier positif devant figurer dans
cette suite & un rang unique et déterminé; si I'on considere deux
telles suites

1 Tl L

]17 ]57 v229 ]n? SREY

on pourra dire que deux termes 7,, j, de. méme rang sont deux
nombres correspondants et 'on aura ainsi réalisé une loi de corres-
pondance satisfaisant aux conditions imposées.

Ceci posé, on dira que deux suites infinies

Beslar: e iy

BEEY 0 Uy

.

sont composées des mémes fermes rangés dans un ordre différent,
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si P'on a u; = v; dés que les indices %, j se correspondent. On en dira
autant des deux séries

Uy + Uy + e A+ U+ ey

VU A+ Y

54. Si, maintenant, on suppose 'une de ces deux séries absolument
convergente, il est aisé de voir qu’il en est de méme de I'autre et que
les deux sommes sont égales.

Supposons d’abord que la premiére série soit convergente et ait
tous ses termes positifs : Soit A un nombre supérieur & sa somme S;
la somme d’autant de termes qu’on voudra, pris dans la premiere
série (et par conséquent aussi dans la seconde) est inférieure a A;
donc, la seconde série est convergente, et sa somme est au plus égale
a A; soit @ un nombre inférieur & S; on pourra prendre dans la
premiére série (et par conséquent dans la seconde) assez de termes
pour que leur somme dépasse a; donc la somme de la seconde série
est supérieure a a; la somme de la seconde série, supérieure a tout
nombre plus petit que S, inférieure & tout nombre plus grand que S
est nécessairement égale a S.

11 suffit maintenant de se rappeler qu’une série absolument conver-
gente est égale a la différence entre les sommes de deux séries a
termes positifs formées, I'une avec les termes positifs de la série
proposée, l'autre avec les valeurs absolues des termes négatifs, et
d’observer que, en vertu du précédent raisonnement, les sommes de
ces deux séries restent invariables quand on modifie 'ordre de leurs
termes pour étre bien assuré qu'on peut, sans changer la somme
d’une série absolument convergente, changer I'ordre de ses termes.

On verra plus loin qu’il n”’en est pas de méme pour les séries qui
ne sont pas absolument convergentes. Toutefois, méme pour celles-la,
il est clair que I'on peut changer I'ordre d’'un nombre fini de termes,
car alors, a partir d’'un certain rang, les sommes des 7 premiers
termes ne sont pas modifiées.

55. De méme, dans une série convergente quelconque, on peut

toujours remplacer un nombre fini de termes par leur somme effec-
tuée; ce théoréme, pour les séries absolument convergentes, est
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susceptible d’une grande extension; c'est la théorie des séries &
double entrée qui va nous la fournir, toutefois une digression est
nécessaire avant d’aborder ce sujet.

56. Concevons une table 4 double entrée comme la table de
multiplication :

4
8

5= =]~
BEE

mais qui, limitée en haut et & gauche, présente une extension
indéfinie & droite et en bas : elle comprend ainsi une infinité de files
horizontales et de files verticales; chaque file comprend une infinité
de cases. .

On peut évidemment désigner chaque case par deux nombres
entiers 4, j dont le premier indique le rang de la file verticale, qui
contient la case considérée, en comptant les files de gauche & droite,
dont le second indique le rang de la file horizontale qui contient la
case, en comptant les files de haut en bas. — On peut aussi numc-
roter les cases, comme on I'a fait dans la figure ci-dessus, au moyen
d’un seul nombre entier; la loi qui a été adoptée n’a pas besoin
d’explication ; on aurait pu en adopter une infinité d’autres.

Concevons maintenant qu’on fasse correspondre au nombre entier 7
qui sert & numéroter une case dans ce second systeme, le groupe (%, j)
de deux nombres entiers, qui désigne la méme case dans le premier
systéme; on aura réalisé un mode de correspondance univoque entre
chaque nombre entier positif 7 et chaque groupe de deux nombres
entiers positifs (¢, j); en sorte que a chaque nombre entier positif
corresponde un groupe de deux nombres entiers positifs, et un seul,
et que, si les groupes (7, j), (¢', j') répondent respectivement aux
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entiers n, n', 'égalité n — n' entraine les égalités ¢ = ¢', j = j' et
réciproquement.

Rien n’empéche méme de supposer qu’on ait effacé de la table un
nombre fini ou infini de cases, en suivant telle loi que 'on voudra,
pourvu qu’il en subsiste une infinité, ce qui revient & dire qu’on exclut
un nombre fini ou infini de groupes (3, j) ; on pourra toujours réaliser
de la méme fagon une correspondance univoque entre les entiers
1,2,3, ..., n, ... et les groupes (7, j) ou les symboles ¢, j doivent
prendre séparément toutes les valeurs entiéres positives 1, 2, 3, ...,
n, ..., excepté celles qui répondent & des combinaisons exclues. Par
exemple, on peut exclure toutes les combinaisons ou I'indice j surpasse
un nombre entier donné k, ce qui revient a supposer que la table est
composée de k files horizontales indéfinies. On fera alors correspondre
chacun des nombres 1, 2, 3, ... 4 chacune des combinaisons (i, j),
obtenues en donnant a 7 les valeurs 1, 2, 3, ..., n, ... et a j les
valeurs 1, 2, 3, ..., k. Dans ce cas, on -pourra, si I'on veut, faire
correspondre a chaque couple (¢, j) le nombre unique (i — 1) k + j.
Supposons, comme dernier exemple, que, aprés avoir numéroté toutes
les cases au moyen de deux nombres %, j, on efface toutes les cases
ou les nombres ¢, j ne sont pas premiers entre eux et que l'on

remplace le symbole (¢, j) par le symbole 5,7 puis que 'on numérote,

en suivant une loi quelconque, les cases restantes au moyen des
nombres 1, 2, 3, ...; on aura réalisé une correspondance univoque
entre chaque nombre entier positif et chaque nombre rationnel positif,
résultat d’apparence un peu paradoxale, qui a été signalé pour la
premiere fois par M. Cantor (1).

Plus généralement, on peut établir une correspondance univoque
entre chaque entier positif 7 et chaque groupe de p nombres entiers
positifs (¢, j, k&, ..., s), en sorte que, & chaque entier positif 7 corres-
ponde un groupe déterminé (%, j, k, ..., s) et réciproquement, et que,
si net n' correspondent respectivement aux groupes (¢, j, k, ..., §),
@, 4, K, ..., "), I'égalité n = n' entraine les égalités

£ G i s e ik o
Il bl fe RS S AT 1S < I e F

(") Acta Mathematica, t. 11, p. 306.
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et réciproquement. Cette correspondance peut étre établie, soit que

dans le symbole (3, j, &, ..., é) on doive donner séparément aux

lettres ¢, j, k, ..., s toutes les valeurs positives entieres 1, 2, 3, ...;

soit que I’on veuille exclure un nombre fini ou infini de combinaisons,

les combinaisons conservées devant toutefois étre en nombre ipfini.
Pour le montrer, il suffit de remarquer que I’équation

i+j+k+..+s=N,

ot N est un nombre entier positif donné et ot 'on regarde les lettres
i, J, k, ..., s comme les inconnues, n’admet qu’'un nombre fini de
solutions en nombres entiers positifs; rangeons sur une ligne hori-
zontale, dans un ordre déterminé quelconque, tous les groupes qui
répondent & ces diverses solutions, sauf, s’il y a lieu, ceux qui doivent
étre exclus; par exemple, on pourra convenir que le groupe (%, j,
k, ..., s) précedera le groupe (¢, j', k', ..., '), si 'on a ¢ > ¢'; dans
lecagsoli i =+, sil'onaj=>j'; dans lecasoi Fonai =17, j =j,
silonak >k, etc.

Donnons a N successivement les valeurs p, p +1, p + 2, ... :
pour N = p, on aura un seul groupe (1, 1, 1, ..., 1), que I'on mettra
le premier sur la ligne horizontale, on le fera suivre des groupes qui
répondent a I'hypothése N = p + 1, rangés comme on vient de
Iexpliquer, ou tout autrement, puis on placera les groupes qui
répondent & I’hypothése N = p + 2, ...; tous les groupes possibles

e s (T L ) =128 s e s 12 3 )

seront ainsi rangés sur une ligne horizontale (sauf ceux que 'on aura
voulu exclure), d’aprés une loi déterminée; il suffira maintenant de
faire correspondre chaque groupe & son rang n, pour avoir réalisé la
correspondance cherchée.

On voit tout ce qui reste d’arbitraire dans la fagon dont on a procédé
d’ailleurs, au lieu de I’équation

i+j+k+ ...+s=N,
on aurait pu considérer toute autre équation, telle que

ijk..s=N,
P+ +E+ .. +s8=N,
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qui n’admet qu'un nombre limité de solutions positives entitres
quand on donne pour le second membre N une valeur positive entiére,
et dans laquelle le premier membre prend une valeur positive entiere
quand on donne de telles valeurs aux inconnues 4, j, k, ..., s. Remar-
quons enfin que, de méme que 'on peut exclure certains groupes
(4, J, k, ..., s), on peut aussi exclure un nombre fini ou infini de la
suite 1, 2, 3, ..., pourvu qu’il en reste un nombre infini, et établir
une correspondance univoque entre chacun des nombres entiers n
non exclus et chacun des groupes (i, j, k, ..., s) non exclus.

57. Je rentre maintenant dans la théorie des séries.
Soit donnée une suite infinie

(1) TR it g T b el

on peut en faire une suite a double entrée,

vli’ vii’ oD, vln, il

v!i’ 1)“, b2 s Uin’ %29

2) Pt

)
Vags Vnay woo9 Unymy ooey

t e e s et s s

en établissant une correspondance univoque entre chaque entier
positif n et chaque couple d’entiers positifs (7, j), et en convenant de
prendre v;; = u, toutes les fois que n et (¢, j) se correspondent.
Inversement, si 'on considére I’ensemble des nombres v;;, ol % et j
doivent prendre séparément toutes les valeurs 1, 2, 3, ..., en excluant,
si on veut, certaines combinaisons, on dira que cet ensemble est
donné si 'on donne le moyen de calculer le nombre v,;, connaissant
les deux indices %, j. Un tel ensemble étant donné, on peut le trans-
former en une suite ordinaire

Wiyt W wstes Al

au moyen de la méme correspondance entre chaque entier positif n
et chaque couple (%, j) et de la supposition u, = v;;, lorsque n et (i, §)
se correspondent.

De méme la suite simple dont le terme général est u,, peut étre
transformée en une suite a triple entrée, dont le terme général
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est w;;;, en établissant une correspondance entre chaque entier
positif n et chaque groupe de trois nombres entiers positifs (¢, j, k),
et en convenant de supposer w;;; = u,, toutes les fois que n et (2, j, k)
se correspondent. On peut aussi effectuer la transformation inverse, etc.

Je suppose maintenant que u,, u,, ..., U,, ... soient les éléments
d’une série absolument convergente

3) Uy + Uy + oen Uy ey

n=owo

dont on représentera la somme par Eu,, =S5, et que I'on ait rangé
ne=1

ces nombres dans les cases d'un tableau & double entrée tel que le
tableau (2), je vais montrer que les séries

Vyy + Vyy + o+ Uy + oy

Vg + Vg 4 oon + Vg + ooy
() L e

sont absolument convergentes; que, si 'on représente leurs sommes
respectives par s, s,, ..., S,, ..., il en sera de méme de la série

(5) P 8y 4 8+ oo 8+ e

dont la somme est aussi S, en sorte que l'on aura ’égalité

Jj= j=o Jj=o

B8 :”imu,, =D vy X Vst DV
n o1 j j

j f=1 =1

-

ou, d’une facon plus condensée encore,
ne= o ie=0 jumop
bi o
@ S =35,
ne=1 t=l j=1
Réciproquement étant donné un tableau tel que (2), si on le
transforme en une suite simple (1), si les séries (4) sont absolument
convergentes, si, en désignant par ¢, g,, ..., 6,, ... les sommes des

séries qui s’en déduisent en remplacant chaque terme par sa valeur
absolue, la série

@) i o PN R S R s
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est convergente, la série u, + w, + ... + u, + ... sera absolument
convergente et I’égalité (6) subsistera. Ce théoréme et la démonstration
qui va en étre donnée, s’étendent sans peine aux séries a triple,
quadruple, ... entrée.

Remarquons enfin que, dans le cas ou quelques-unes des combi-
naisons (i, j) auraient di étre exclues, on n’aurait qu’a supprimer les
termes correspondants des séries (4).

Supposons d’abord que tous les nombres u et par conséquent tous
les nombres v soient positifs. Il est clair alors que les séries (4) sont
convergentes et que la somme de chacune d’elles ne peut dépasser la
somme S de la série uw, + u, + ...; désignons maintenant en général
par 8§ la somme des n premiers termes de la série

Vpy + Vpy + Vpu + ..
et considérons la somme
8P + 8P + ... + 8D,

Comme elle ne comprend qu'un nombre limité de termes de la
suite (1), elle est inférieure & S; laissant p fixe, faisons croitre indé-
finiment n, s{”, s, s@ tendront respectivement vers les sommes
Sy Sgy +++5 Sp des p premiéres séries (4); on a donc :

8+ 8+ ... k5 =8
et cela quel que soit p; cette inégalité montre que la série (5)
8 + 8y 4 oo + 8+ ..

est convergente et que la somme de cette série est au plus égale a S.
Soit maintenant @ un nombre quelconque inférieur a S; on peut
prendre dans la suite (1) assez de termes pour que leur somme soit
supérieure a a, cela revient a dire que I'on peut prendre assez de
termes dans les séries (4) pour que leur somme dépasse @, ou encore
que 'on peut prendre n et p assez grands, pour que l'on ait

) (
8 + 8 + ... + 8P >a,

mais le premier membre est évidemment inférieur & la somme de la
série (5); donc, @ fortiori, cette derniére somme est-elle supérieure

www.rcin.org.pl



CHAP. II. — DES SERIES ET DES PRODUITS INFINIS. 63

A @, ou & tout nombre plus petit que S, comme elle ne peut dépasser S,
elle est égale a S.

Réciproquement, si 'on se donne le tableau (2) composé d’éléments
tous positifs, si les séries (4) sont convergentes, et s’il en est de méme
de la série (5) formée avec leurs sommes, la série (3) dont les éléments
correspondent un & un aux éléments du tableau (1) sera convergente
et aura une somme égale a celle de la série (5). En effet, la conver-
gence de la série (3) est manifeste : la somme d’autant de termes que
I'on veut s’obtient en ajoutant un certain nombre de termes pris dans
les séries (4), or une somme ainsi formée ne peut dépasser la somme
de la série (5); deés lors on peut appliquer le théoréme direct et
I'égalité entre les sommes des séries (3) et (5) en résulte.

Supposons maintenant que la série (2), tout en étant absolument
convergente, contienne des termes positifs et des termes négatifs;
si Pon remplace tous les termes par leurs valeurs absolues, le
raisonnement précédent montre encore que les séries (4) sont abso-
lument convergentes et qu’il en est de méme de la série

(5) PG Sl R A I e

formée avec leurs sommes respectives, car les termes de cette série
sont inférieurs en valeur absolue aux termes correspondants de
la série

@) g, + q, +0; + ...

formée avec les sommes des séries déduites des séries (4) en rem-
placant chaque terme par sa valeur absolue.

Ceci posé, la somme S de la série (3) est égale a la différence entre
les sommes S' et S' de deux séries formées, 'une avec les termes
positifs, I'autre avec les valeurs absolues des termes négatifs de la
série (3); de méme, les sommes s, s,, S,, ... des séries (4) sont
respectivement égales aux différences s| — sy, 5] — s/, s/ — s!, ...
entre les sommes des séries 4 termes positifs que Pon déduit de la
méme facon des séries (4). D’ailleurs, si du tableau (2) on supprime*
tous les termes. négatifs, les éléments qui restent correspondront un
a un aux termes positifs de la série (3), c’est a dire aux éléments de
la série dont la somme est S'; en appliquant maintenant le théoréme
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qu'on vient de démontrer dans le cas des séries a termes positifs,
on voit que I'on a

§' =8y + 8y + Sy + ...y
on aura de méme

N Sy v U

8l =8, o8y .85 + ...
et par conséquent

— 8" = (s —8) + (s, — 8) + (55 — &) + ...

ou enfin
.=, b8 8y v

C’est ce qu’il fallait démontrer. Quant a la réciproque, énoncée plus
haut, elle résulte du théoréme direct, puisque, dans ’hypothése oli on
se place, la série (3), dont les éléments correspondent aux éléments
du tableau a double entrée (2), est absolument convergente, en vertu
de la convergence de la série a termes positifs (7).

Sous les conditions imposées dans I’énoncé de cette réciproque,
a savoir la convergence absolue des séries (4) et de la série (7); ou
sous la seule condition de la convergence absolue de la série (3), il
est permis de parler de la somme S des éléments du tableau (2),
somme que l'on désigne sous le nom de série a double entrée,
I’égalité (6) ou (6 bis) montre comment on peut calculer cette somme;
au surplus, il est clair que 'on aurait tout aussi bien pu écrire

i=ow J=o ie=w

i=w t=o
s=2v‘., +Ev,-,+ +2v,-,,+ :2 Zv‘.,.,
i=1 t=1 i=1 j=1im1
en effectuant d’abord les sommations des éléments contenus dans une

file verticale, etc. La somme S de la série & double entrée se repré-
sente encore souvent par le symbole

Z Vi,j (21]: 1,23, "')'
HwJ
On peut considérer de méme des séries a triple entrée; soit w;;;
un symbole a trois indices; le tableau a triple entrée formé par les
éléments w;;; doit étre regardé comme donné quand on donne le
moyen de calculer le terme w;;;, lorsqu’on connait les trois indices
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i, J, k; ensemble des éléments peut étre arrangé en une suite
simple u,, u,, u,, ..., comme il a été expliqué précédemment; si la
série u, + u, + u, = ... est absolument convergente et a pour
somme S, on aura

les sommations peuvent d’ailleurs étre effectuées dans un ordre
quelconque; au surplus, la facon détaillée dont on a traité le cas des
séries & double entrée permettra au lecteur de constituer sans peine
la théorie des séries & entrée multiple. Je me bornerai & donner
quelques applications relatives aux séries a double entrée.

58. Supposons que I'on ait

'U"j — a.- bj,
et que les deux séries
(@) ay + a, + a; + ...
(b) b, + b, + b, + ...,

soient absolument convergentes : désignons-en les sommes par A et B;
il est aisé de voir que I'on a

t=n J=m

N oy= a X b=AB;

0, is=l j=1

supposons d’abord que tous les nombres a, b soient positifs, les
séries (4), si I'on conserve les notations du paragraphe précédent,
sont évidemment convergentes et I'on a

j==
9= 2 Vps == @u0, + apb, + a,b, + ... = a,B,
i=1 -
par conséquent
-
8 + 8+ 8+ ... = a,B+ aB + aq,B ...,

ce qui montre que la série qui figure au premier membre est conver-

TANNERY. — Théorie. 5
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gente et a pour somme
(a, + a, + a, + ...) B=AB.

Si les deux séries (a), (b), supposées toujours absolument conver-
gentes, contiennent des termes positifs et des termes négatifs, on
voit de suite, en conservant toujours les notations du paragraphe
précédent, que les séries (4) et (7) sont absolument convergentes : il
suffit, pour le voir, de supposer qu’on remplace tous les nombres a, b
par leurs valeurs absolues: en sorte que, en employant le langage
qui a été expliqué plus haut, on peut dire que la série & double entrée

; 2 ab (,ji=1,2, ..,

i,J

est absolument convergente; dés lors les égalités

8, = a,B,
S, + Sy + 8 + ... = AB,

subsistent évidemment.

Si maintenant on transforme la série & double entrée en une série
simple, par le procédé qui a été expliqué précédemment, en rappro-
chant tous les termes dans lesquels la somme des indices est constante,
on en conclut que la série,

) a,b, + a,b, + a,b, + a,b, + a,b, + a,b, + ...

est absolument convergente et que sa somme est égale a AB.
Si, d’ailleurs, au lieu de la série (I), on considére la série (II), dont
le (n — 1)#*=¢ terme est

(11) iDL o iy W st e

on voit, d’aprés une remarque faite a la fin du paragraphe 41, que
cette série est convergente et a la méme somme que la série (I). On
a donc le théoréme suivant :

Si les deux séries

Ay + @y + .. + A, + ...,
by + b, + ... + b, + ...,

sont absolument convergentes, il en est de méme de la série dont les .
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termes successifs sont

ab, ab, + ab, a,b, + ab, + agb,, ..
@by g+ aby 3+ ... + A1 b,y ..

3

et la somme de cette derniere série est le produit des sommes des
deux séries proposées.

59. Voici une autre application, qui fournira la démonstration
d’une curieuse et importante identité numérique due a Euler (1) et
qui montrera la puissance de transformation du procédé qui consiste
4 changer une série simple en série a double entrée.

La suite des nombres entiers 2, 3, 4, ..., peut étre disposée dans
un tableau & double entrée, par le procédé suivant, que le lecteur
saisira sans peine, s’il veut bien se reporter a la régle que 'on donne
dans les traités d’arithmétique, pour la formation d’une table de
nombres premiers.

Supposons d’abord écrite la suite indéfinie
(1) 203,-44.5, 8, %5«

Imaginons qu’on place, sur une premiére ligne horizontale, tous les
nombres pairs 2, 4, 6, ..., que 'on barrera en méme temps de la
suite (1), puis que, pour placer sur la seconde ligne horizontale, on
prenne dans la suite (1), a partir du premier nombre non barré 3,
tous les nombres de trois en trois, sauf ceux qui ont été déja barrés,
en sorte que cette seconde ligne contienne tous les nombres impairs
divisibles par trois,
8,:9,:15, 8L, ...

que ces nombres soient barrés de la suite (1); que, pour placer sur la
troisieme ligne, 'on prenne dans la suite (1) & partir du premier
nombre non barré 5, tous les nombres de cinq en cinq, sauf ceux
qui ont déja été barrés, et que, en méme temps, on les barre dans la
suite (1), on aura ainsi pour la troisiéme ligne les nombres

5, 25, 35, 59, ...
etc.

(1) Introductio in analysin infinitorum, § 283; voyez aussi B, Riemann's Werke, p. 136:
Ueber die Anzahl der Primzahlen unter eine gegebene Grisse.
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Le premier élément de chaque ligne horizontale est un nombre
premier p; tous les éléments de cette ligne sont divisibles par ce
nombre premier p et, si on les divise par ce nombre, ‘on aura pour
quotients ceux des nombres de la suite 1, 2, 3, ... qui ne sont
divisibles par aucun des nombres premiers inférieurs a p; ainsi les
éléments de la premiére ligne divisée par 2 seront les nombres 1, 2,
3, ...; les éléments de la seconde ligne divisés par trois seront les
nombres impairs, ceux de la troisitme ligne divisés par 5 seront
les nombres premiers & 2 et a 3, etc... On peut dire encore que
les éléments de chaque ligne, divisés par le premier élément, sont les
nombres qui subsistent dans la suite1, 2, 3, ... lorsqu’on en a supprimé
tous les nombres contenus dans les lignes précédentes.

Ceci posé, soit » un nombre positif plus grand que un, affectons
tous les éléments de la suite 2, 3, 4, ..., etc., du tableau a double
entrée de 'exposant — #; soit enfin

S=£+ 1—I——1-+...
b i
Le second membre est, comme on sait, une série convergente et 'on
a défini, dans ce qui précede, un mode particulier de transformation

en série & double entrée de la série

S—1=l+—1-+-]:+...

i B0 i p AT
Faisons les sommes des séries partielles répondant & chaque ligne
horizontale du tableau, et désignons en général par s, la somme des
éléments de la ligne qui commence par le nombre premier p, et par
p' le nombre premier immédiatement inférieur a p; la loi d’apres
laquelle on a formé le tableau fournit immédiatement les égalités
suivantes :

' §
Sy = 3 (s — )

1
s,=57(s—-s,——s,),
®eer it et s acnerafecs st

1
=_r(s’_sn—'sl_""_sp')1

p

Sp
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d’ott 'on déduira sans peine

1 1 1 1
—_—— el e — — el =—=—=— 13
(=2)(-3)(-5) ~(-5)
lorsque p augmente indéfiniment, la somme s, + 85 + 85 + ... 3,

Sl 0 1
a pour limite la somme s —1 de la série or + 3 = o 4+ ..le
premier membre de la derniére égalité a donc pour limite I'unité;

par conséquent le produit infini

(=H0-0-9 (-3

ou figure, dans les dénominateurs, la suite des nombres premiers, a
pour valeur I'inverse de la somme de la série.
£ 1

ot
PrE ey

ot figure, dans les dénominateurs, la suite des nombres entiers.

60. Ce qui précede suffit pour que I'on comprenne le réle que les
séries absolument convergentes jouent dans I'analyse, & cause de la
facon dont on peut les manier et les transformer; il en est tout
autrement des séries qui sont convergentes sans I'étre absolument;
leur somme dépend alors essentiellement de I'ordre des termes.

Soit (S) en effet une telle série; soient s, la somme des p premiers
termes positifs, s, la somme des valeurs absolues des g premiers
termes négatifs; la série n’étant pas absolument convergente, on doit
supposer que s,, s, augmentent indéfiniment avec p et q; la série
étant convergente, on doit supposer que les termes ont pour limite
zéro quand leur rang augmente indéfiniment : dans ces conditions je
vais montrer que la limite de la différence s, — s, dépend essentielle-
ment de la fagon dont on fait croitre p et g, et quon peut faire
croitre ces deux nombres de fagon que la différence s, — s, ait pour
limite tel nombre a que I’on voudra.

www.rcin.org.pl



70 THEORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

En effet, & chaque nombre g correspond un nombre p, tel que
P'on ait
G
Sp > Sq +a = S—1
ou
= .

y O T Po Tk =B v g4

la différence

Bt ($p-1— sq) =8 — Sp-1y

est un terme de la série qui tend vers zéro lorsque ¢, et par consé-
quent p, augmente indéfiniment : il faut donc que, dans ces condi-
tions, les deux nombres s, — s,, 8, — s, aient @ pour limite.

On peut encore présenter les choses comme il suit : Ecrivons d’abord
les premiers termes positifs de (8), dans I'ordre ot ils se présentent,
et arrélons-nous dés que leur somme dépasse a; écrivons 4 la suite
les premiers termes négatifs de (S), sans changer leur ordre, et
arrétons-nous dés que la somme de tous les termes écrits est inférieure
a a; écrivons a la suite des termes positifs de (S), en commencant
par le premier de ceux qui ont été négligés, et arrétons-nous dés que
la somme de tous les termes écrits est supérieure a a; recourons
ensuite aux termes négatifs, etc... En continuant ainsi indéfiniment,
on formera une nouvelle série, composée des mémes termes que (S)
et dans laquelle la somme des n premiers termes est tantot plus
petite, tantot plus grande que @ ; on voit sans peine que cette somme
lorsque 7 augmente indéfiniment, a @ pour limite.

61. L’intérét qui s’attache aux séries a termes positifs, se retrouve
dans les produits infinis
(P) (L o) (1 1) oo (L + ) o

pour lesquels tous les nombres w,, ,, ..., ,, ... sont positifs. Il est
aisé, tout d’abord, d’avoir la condition de convergence d'un tel
produit; le produit

Po=04+w) A+ u)..Q1Q+u,)

des n premiers facteurs va évidemment en augmentant avec n; il
suffit, pour la convergence, qu’il n’augmente pas indéfiniment avec n;
or ce produit est évidemment supérieur a

A A e o %
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Il faut donc que la somme s, des n premiers termes de la série a
termes positifs

(S) Uy + Uy + oo U,

ne croisse pas indéfiniment quand » augmente indéfiniment, ce qui
revient a dire que la série (S) doit étre convergente. Réciproquement,
il est aisé de voir que, s'il en est ainsi, le produit (P) est convergent;
en effet si 'on se donne un nombre positif ¢ << 1, il existe un entier
positif n tel que, quel que soit 'entier positif », on ait

Un 41 i3 Up 42 SRR, Un 47 < €,
on a d’ailleurs

Prir = Da (1 + Uny1) 1+ Unta) oo (1 L un+r)5
mais il est clair que I'on a

(1 4+ Upgr) (1 + Waes) oo (1 A+ W)

4 1
<l+4+ed+eed+.. . +e< :
done Ypns

1
Patr << DPn '1—_:7

lors done que » augmente indéfiniment, p, ., reste au-dessous d’une
limite fixe et par suite le produit P est convergent.
On pourrait encore, d’'une facon plus directe, remarquer que l'on a

9

g1 Rk Sh
s R R g N W
S 4 e i
TY IS T LA e

ou K désigne un nombre quelconque supérieur a la somme de la
série (S): la série qui figure dans le second membre est toujours
convergente, comme on le verra bientot.

Les produits convergents a termes tous positifs tels que (P)
jouissent de la propriété suivante, analogue a celle qui a été signalée
§ 50, pour les ‘séries a termes positifs: si A et a désignent des
nombres supérieur et inférieur & la valeur du produit, d’une part le
produit d’un nombre quelconque de facteurs pris dans la suite

DR B S | O B R RS e e
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est toujours inférieur a A; d’autre part, on peut toujours prendre
dans cette suite assez de facteurs pour que leur produit dépasse a;
on déduit de la, par un raisonnement pareil & celui qui a été employé
pour les séries, que la valeur du produit (P) est indépendante de
Pordre des facteurs.

62. Considérons maintenant un produit infini de la forme
(P") T—u) (1 —u)...(1 —uw,) ..,

ou tous les nombres u,, u,, ..., u,, ... sont positifs. Je vais montrer
que la convergence de la série

(S) Uy + Uy + oo+ Uy + .

est encore la condition nécessaire et suffisante pour que le produit
infini (P") soit convergent.

Je supposerai, dans la démonstration, que les nombres u,, u,, ...,
U,, ... sont tous plus petits qu'un nombre a << 1; cette restriction
sera levée plus tard.

En désignant par p, le produit des n premiers facteurs de (P'),
on aura

1 u u u,
il | 3 i L n :
p;l ( +1—u1)( +1_ua) (1+1"—un)’

comme tous les nombres

ui . U, U,
1—u, 1 —y,

sont positifs; il faut et il suffit, pour que 1, tende vers une limite
p

n

quand 7 augmente indéfiniment, que la série & termes positifs
u u u

s e L+ -
) l—w, . 1—uwu, 1—u,

soit convergente; or les termes de cette série sont compris entre les
termes de méme rang des deux séries
»
U, i U, i
l—a l1l—a ' l1—a

Uy + Uy + e Uy ey

+ .y

.
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qui sont convergentes en méme temps (§ 44), et en méme temps que

la série S', puisque la somme d’autant de termes que I'on voudra

pris dans cette série est inférieure a la somme de la premiére série

supposée convergente et supérieure a la somme des termes corres-
1 2l

pondants de la seconde. Donc, pour que — tende vers une limite, ou
P

pour que p, tende vers une limite différente de zéro, quand n

augmente indéfiniment, il faut et il suffit que la série (S) soit

convergente : si cette série était divergente, p, aurait pour limite zéro.
La valeur du produit infini

u Uu, u
1 . 1 8 T I G
(+1—ul)(+1—us) (+1—un) :

supposé convergent, étant indépendante de 'ordre de ses facteurs,
il en est de méme pour le produit

(b WP ). (%)

63. Soit enfin un produit
Q) T+v)A+0)..(1+0,)..

pour lequel les nombres v,, v,, ..., v,, ... peuvent étre positifs ou
négatifs, mais sont tels que la série

AT S ) NG SRR S B

soit absolument convergente; je suppose de plus que tous ces nombres
soient, en valeurs absolues, plus petits qu'un nombre positif & <<1;

si 'on désigne par'uw,, u,, ..., %; ... ceux des nombres v,, v, ...,
U,y ... qui sont positifs, et par w., u!, uj ceux qui sont négatifs; les
deux produits .

(T +w) @+ uy) ... (L 4+ w) ...,
M 4+u)@+w)... (1 +u)..,

sont convergents et le second a une limite différente de zéro; un
raisonnement pareil a celui qui a été employé pour les séries montrera
que le produit des n premiers facteurs du produit infini Q, lorsque n
augmente in(iéﬁniment, a une limite égale au produit des valeurs des
deux produits infinis qui précedent (§ 50).
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Enfin, on peut s’affranchir de la restriction imposée aux termes de
la série
Vy 4 Vg A o Ve

d’étre, en valeur absolue, plus petits que un, pourvu que cette série
soit absolument convergente. A partir d’'un certain rang n, en effet,
les termes satisferont certainement a cette condition, on est donc
assuré que le produit, infini

(I + vag1) (1 + Vags) oo (1 4 Vuyy) oo

est convergent et a une limite différente de zéro; soit T cette limite;
le produit des m premiers facteurs du produit infini

(1 + ) (1 + v,) ... g ) s
lorsque m grandira indéfiniment, aura pour limite
T.1 + v,) (1 + vy) ... (1 + v,).

Cette limite sera différente de zéro, si aucun des facteurs 1 + v,,
1+ v, ..,1+ v, nest égal a zéro.

On peut maintenant énoncer les définitions et les propriétés qui
suivent :

Un produit infini

T+ w) @4+ w) ... (1 +u,) ...

ot les nombres u,, u,, ..., u,, ... peuvent étre positifs ou négatifs,
est dit absolument convergent si la série

B AUy e by

est absolument convergente.

Le produit des n premiers facteurs d’un produit absolument
convergent tend, lorsque n augmente indéfiniment, vers une limite;
cette limite est la valeur du produit; elle est indépendante de Pordre
des facteurs du produit infini; elle est nulle si 'un de ces facteurs est
nul, et seulement dans ce cas.

On voit que les produits absolument convergents sont maniables
au méme degré que les séries absolument convergentes.
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64. On peut transformer un produit infini simple absolument
convergent ’

5 A+ u) A+ u) .. I+ w) ...,

en un produit infini & double entrée, en établissant une loi de corres-
pondance entre chaque entier positif 7 et chaque couple (a, 3) de
deux entiers positifs et en posant
’l’aﬁ = u,,
quand 7 et («, B) se correspondent; les produits
Po=(1 + v21) (1 + vas) .o (L4 Vgy) <.
sont absolument convergents et il en est de méme du produit
Pepec, Bes

dont la valeur est égale a celle du produit (P). On écrit cette propo-
sition sous la forme

n=wo A= (3:-::
I (1+w)= IO I (1+ vap)
n=1 a=1 B=l

= I (I + vq, p), (g: 1,2, é, )

Le lecteur établira sans aucune peine toute cette théorie; il pourra
s’exercer a Pappliquer a la démonstration de Pidentité suivante, ou
q désigne un nombre plus petit que un en valeur absolue,

' 1
14+q)(1+¢*) (1 +4°)...(1+q") ... = §
( q)( q)( q) ( Q) (1*({)(1—(13)---(1—(12"-“)"-,

¢’est une conséquence facile d’une identité établie au paragraphe 42 (1).

65. En raison des propriétés des séries absolument convergentes,
il est treés utile de savoir décider si une série a termes positifs est, ou
n’est pas, convergente. Je vais donner, dans ce but, les régles les plus
simples et les plus usuelles.

Un premier procédé, celui dont dérivent d’ailleurs presque tous les

(') Celte identité signalée par Euler, daus I'Introductio in analysin infinitorum (§ 326),
intervient dans la théorie des fonctions elliptiques; voyez Jacobi: Fundamenta nova
theorie functionum ellipticarum (§ 36).
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autres, consiste & comparer la série proposée
V) ; DR VRS S R L
a une série connue

(U) Uy + Uy + oo U, + .

Je suppose les deux séries & termes positifs : si la série (U) est
convergente et que les termes de la série (V) ne dépassent pas les
termes correspondants de la série (U), il est clair que la série (V) est
convergente; de méme si la série (U) est divergente et que les termes
de la série (V) soient plus grands que les termes correspondants de
la série (U), il est clair que la série (V) est divergente.

Un moyen commode de faire la comparaison consiste & étudier, le

) it : :
rapport — de deux termes correspondants, si, a partir d’'une certaine
u

n

valeur de n, ce rapport reste compris entre deux nombres positifs
et b, différents de zéro; la série (V) sera convergente ou divergente
en méme temps que la série (U), puisque ses termes seront compris
entre les termes des deux séries

au, + au, + ... + au, + ...
bu, + bu, + ... + bu, + ...,

convergentes ou divergentes en méme temps que la série (U); on

. A . v i g \
voit de méme que si le rapport —~ reste inférieur & un nombre
u

n

positif b, et si la série (U) est convergente, la série (V) est aussi

5 v i 4 £
convergente; si le rapport — reste supérieur & un nombre positif a,
u

différent de zéro, et si la série (U) est divergente, la série (V) est aussi
divergente. Ce procédé s’applique particulierement lorsque le rap-

port 17" a une limite, pour n infini : si cette limite ! est différente de

zéro, et si 'on considére deux nombres a, b positifs et différents de
zéro tels que l'on ait @ << 1 << b, & partir d’une certaine valeur de 7,

le rapport 3‘ finira par tomber entre @ et b; si la limite est nulle,
n
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g2 SH ey
le rapport — finira par rester inférieur & n’importe quel nombre
uﬂ

positif b, etc.
Par exemple on a démontré (§ 49) que la série
1+ . e : o + . =
bl R el g S
était convergente pour p = 1; il en résulte que si f(x) désigne un
polyndme entier en = de degré p et qui n’admette pas de racine
positive entiere, la série :

it 1 1
—— e —— s
r) 1@ f(n)
p
est absolument convergente (1), puisque le rapport f—l'(l?T)a, pour n

infini, une limite finie. De méme la série

a, oy O
m +f—(—2)+ +f(n)
OWdyy gy «evy Oy - désignent des nombres positifs ou négatifs, mais
inférieurs en valeur absolue & un certain nombre positif K, est
absolument convergente.

De la divergence de la série
. ' 1

1
1+ 5+ 5+ o

4 gais

on conclura de méme la divergence de la série

1 1 1 1
a+b+a+2b+a+3b+"'+a+nb+"'

ot @ et b sont des nombres quelconques.

66. En comparant une série a termes positifs

V) vV, Vg oV, e

(') Les lermes finissent par devenir tous positifs, si le coefficient de 2" dans f(@) est
positif,
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a une série dont les termes sont en progression géométrique, on
arrive a deux régles d’un emploi trés fréquent.

. V41 ; ; ;
1° Si le rapport —— reste, a partir d’'une certaine valeur de n,
v

plus petit qu'un nombre positif &, plus petit que I'unité, la série (V)
est convergente; si ce rapport reste, & partir d’une certaine valeur
de n plus grand que un, la série (V) est divergente.

20 8i, a partir d’'une certaine valeur de n, 'expression V”t_}—,, reste
plus petite qu’un nombre £ plus petit que un, la série (V) est conver-
gente; si, a partir d’'une certaine valeur de n, I’expression V u, reste
plus grande que un, la série (V) est divergente.

Si, en effet, on a

Vi1 << kv,
Vs << B0 1 << K00,

Vppp—= KT

on voit que, a partir du terme v,41, les termes de la série proposée
deviennent plus petits que les termes de la série

o
kv, + E*v, + ... + k"'v, + ...

qui est convergente si k est << 1, et qui a une somme égale &

kv, -

1—k& N

'

On voit donc non seulement que la série (V) est. convergente,
mais que le reste de cette série, quand on s’arréte au terme v, (§ 43),
est inférieur a

kv,
Lk,

La conclusion est la méme si 'on a

L A
Vv, <k,
n+1

ey e k,
n+r
V 0esr <K
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ou
A e R = kAL e e e

si k est plus petit que un, on peut affirmer que la série (V) est
convergente, et que le reste de cette série, quand on s’arréte au

, i

: { s Wn41 ", — ’
La divergence de la série (V), lorsque — ou }/u, restent supé-
U

terme v,, est inférieur a

n

rieurs & un est manifeste, puisque, alors, les termes n’ont pas pour
limite zéro quand n augmente indéfiniment.
Ces regles s’appliquent en particulier lorsque I'une ou lautre des

Vn41

quantités ) 171)—,, ont une limite pour n infini; si cette limite I

.n Vn+1 . . B &
est plus petite que un, le rapport - Pexpression V u,,, finit par

rester au-dessous de tout nombre k compris entre l et un, et par

Vn+1

% b | . 7 i ot
conséquent la série est convergente. Si » ou Vv,; a une limite

)

n
supérieure a un, on peut affirmer la divergence de la série (V); si
cette limite est égale & un, il y a doute, excepté lorsque les expres-

Vn 41

sions

‘Il’—- z . ’
ou Vv, restent, aprés une certaine valeur de n, supé-

v,
rieures a un.
Si 'on considere, par exemple, les séries

@< w! xn
1 T A R SR T S\ o e
M Gl G RS B Sy s,
m m(m—1) , m(m—1)...(m—n-+1)
(2)1+Tac+ B W bl SR % W s

ou, pour la seconde, m est un nombre quelconque, le rapport du

8 2 : m—n-+1
(n + 1)1 terme au précédent sera — pour la premiére, ————
n : n

pour. la seconde; quel que soit w, -8 pour limite zéro quand n

augmente indéfiniment; le rapport de la valeur absolue d’'un terme
de la série (1) a la valeur absolue du terme précédent, a donc aussi
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pour limite zéro; done, la série (1) est absolument convergente,
quelle que soit la valeur de @. Lorsque 7 augmente indéfiniment, le
rapport des valeurs absolues de deux termes consécutifs de la série (2)
a pour limite | « | et par conséquent, lorsque x est compris entre — 1
et + 1, la série (2) est absolument convergente; lorsque la valeur
absolue de @ est supérieure a un, la série est divergente, puisque les
termes ne tendent pas vers zéro, sauf toutefois quand m est un
nombre entier ‘positif, car alors la série est limitée; lorsque I'on a
x = =t 1, la série est divergente si m + 1 est négatif ou nul, il y a
doute si m + 1 est positif.

On verra plus tard que pour x compris entre — 1 et + 1, la
série (2) représente (1 + a)™.

Soit

iy R RS

une suite de nombre tous différents de zéro, dont la valeur absolue
croisse indéfiniment avec n, la série

est absolument convergente quel que soit «; en effet, la racine n i

de la valeur absolue du n'*™¢ terme est

; lorsque n augmente

indéfiniment, elle a pour limite zéro. De méme la série

1 1 x )b Aty

T—W, T—Q Gy T— Gy ai!
est absolument convergente pour toutes les valeurs de x différentes
de a,, a,, ..., a,, ... (1). Si, en effet, on la compare & la série précé-
dente, on voit que le rapport des valeurs absolues des termes de
rang n est ;
x (x — a,)
|

dont la limite, pour » infini, est égale & un.

() Weierstrass. Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen, p. 26.
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Soit encore la série
gl tashigni el gt o L geiatne cp

ol @ est un nombre positif plus grand que un et = un nombre
quelconque (1), la racine n'*® du n*=¢ terme est

quantité qui, pour n infini, a pour limite zéro; cette série est donc
convergente.

B P Vn+1 7/
Des régles relatives aux rapports —— et v, 'une peut, dans un
(=] v ny ;|

n
cas particulier, étre d’une application plus commode que lautre,
mais il convient d’observer que si ces quantités ont des limites 7, I'
pour 7 infini, ces limites sont nécessairement égales; cela résulte de
I'application des deux régles a la série

0,2 + 0,20 + ...+ 0, X" + ..,
on a en effet

! Ygiqaitd ’ Va1
hm. .l-"——:llm- R £

Nne=wo v,,:l:" n=w

o= lo;

n

. T
lim Vv, 2" = l'z.

n==®
Si les nombres [ et I' étaient différents et si I'on supposait & compris

A : : .
entre 7 et 7’ I'une des régles prouverait la divergence de la série,

lautre sa convergence. On peut du reste prouver directement que

Vn41

I'existence d’une limite pour

égale pour p/, - ®.

implique P'existence d’une limite

n

67. Le cas ol dans la série & termes positifs

) Vy, + Vg + e + U,

(") Si z est irrationnel, on doit adopler la significalion qui sera donnée plus tard
pour les exposants irrationnels (§ 81). }
(2) Cauchy, Cours @ Analyse, etc., p. 53.

TANNERY, — T'héorie. 6
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Vn41

le rapport a, pour n infini, une limite égale a P'unité mérite un

n

examen particulier; on peut alors comparer la série (V) & une autre
série a termes positifs

(U) Wy, 4+ Wy + oo+ U,

ou la méme circonstance se produit, et dont le caractére est connu;
il peut étre commode de faire cette comparaison au moyen du théoréme
suivant.

Soit

Un4-1 Vn+1
M et Yy S g

et supposons que ¢, et 4, tendent vers zéro quand n augmente indé-
finiment, les deux séries (U) et (V) seront simultanément convergentes
ou divergentes, si la série dont le 7™ terme est 4, — ¢, est absolu-
ment convergente.

En effet les égalités (1) donnent

U1 =% (L—g) (L —¢) ... (1 —g),

Vogr =0 (1 = ) (L =9 ... (1 =),
d’out

Va1 Y 1+m:j> (1 +ﬂ;) (1 +u)
TR 1—1, 1—u 1—u,
fn — &n

L antité
a quanti s

ayant zéro pour limite finit, & partic d’une

certaine valeur de n, par devenir plus petite que un en valeur absolue;
rien n’empéche de supposer qu’il en est toujours ainsi, puisque, dans
I’étude de la convergence d’une série, on peut faire commencer cette
série au terme que l'on veut (§ 43). Dés lors, on voil que le second
membre a, pour 7 infini, une limite différente de zéro, si la série

N 54 Ny — & fin = En
(1 — m) (1 - m) i (1 — m) bt

est ahsolument convergente; c’est ce qui aura lieu si la série

("]‘. e al) + (ni_ sl) + M + (‘Gﬂ_ En) + e

o
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est elle-méme absolument convergente, puisque le rapport des deux
! % vl i e
termes du rang n, a savoit % ‘pour n infini, une limite égale
5 — Nn
a un.

/v’n-(-—l

Dans ces conditions le rapport ayant, pour n infini, une limite

Un 41
différente de zéro, les deux séries (U), (V) sont simultanément conver-
gentes ou divergentes.

Remarquons en passant la proposition qu'on vient de démontrer.
Si les deux suites infinies

€19 Eay vovy Sy sees My Mgy covy Mpy «ovy

ne présentent aucun terme égal & un; si l'on a

Mo — 0, iy, —0
Y= N == n

et si enfin la série dont le n**™ terme est | 4, — ¢, | est convergente,
le produit infini

Pem gy Lome . Lowg

B Rnjels v, Bi=—¥ns

est convergent et a une valeur autre que zéro.

Appliquons maintenant la régle pour comparer les deux séries
(V), (U) qui vient d’étre démontrée; en prenant pour la série (U)
la série

1
ol R W o

o L (1 + 1)" H
u, n

le second membre, comme on le verra plus tard (§ 102), peut se
mettre sous la forme

on aura

25 0(n)

R A 3

\n n?

6 (n) étant un nombre qui reste, en valeur absolue, quel que soit 7,
au-dessous d’un certain nombre positif fixe.

Vn

Si la série (V) est telle que le rapport ~— puisse se mettre sous la

Un
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forme

£ (an),

n n

]

a étant un nombre constant plus grand que un, » étant un nombre
constant, et 6, (n) une quantité qui, quel que soit n, reste, en valeur
absolue, au-dessous d’un certain nombre positif fixe; on pourra
prendre

Geerrabiing e 0 (08
e At W g et
0 (n 0, (n
S YC )

n n

or il suffit, pour voir que la série dont le n*" terme est 7, — ¢,, est
absolument convergente, de la comparer a la série dont le n**™° terme
1 : s
est 7 désignant par  un nombre plus grand qye un, mais plus
n
petit que deux et que a. Cette derniére série est convergente (§ 49);
les deux séries (U), (V) sont donc simultanément convergentes ou
divergentes et ce caractere ne dépend que du nombre ». On parvient
ainsi a la régle suivante :
Si dans une série a termes positifs

V) UV, 0, = oo By ensy
le rapport v:)“ peut se mettre sous la forme
»
s 0 (n)’
n n*

» étant un nombre constant, o un nombre constant plus grand que
un, et 6 (n) une quantité qui, en valeur absolue, reste plus petite
qu'un nombre positif fixe, la série (V) sera convergente si 'ona »>1,
divergente si 'on a » =1.

Remarquons que si I'on a » << 0, les termes de la série (V) vont
en croissant indéfiniment, que si 'on a » = 0, ils tendent, pour n
infini, vers une limite différente de zéro, que si I'on a » > 0, ils ont

" pour limite zéro. Cela résulte de ce que le terme v,4., peut s’écrire

(=E ) () )
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CHAP. II. — DES SERIES ET DES PRODUITS INFINIS. 85

de ce que le produit infini dont le n'®* facteur est

a une valeur différente de zéro, enfin de ce que le produit des n
premiers facteurs du produit infini

===

augmente indéfiniment avec n ou tend vers la limite zéro, pour n
infini, suivant que » est négatif ou positif.

Pl : Un
En particulier, si le rapport v_H peut se mettre sous la forme

n

d’une fraction rationnelle

ne + AnP—! 4+ An?—2 + ...
ne 4 @ NPt f a, NP2 4 ..

-

ou le degré p et les coefficients A,, A,, ..., @, a,, ..., sont indé-
pendants de n; on voit de suite, en effectuant la division du numérateur
par le dénominateur et en calculant deux termes au quotient, que
I'on peut prendre » = a, — A, et que la série proposée est convergente
sil'on a

A —a, +1<0,
divergente dans les autres cas.

Ce théoréme est di & Gauss (1).
Appliquons-le, comme Gauss 'a fait lui-méme, a la série dite

(") Disquisitiones generales circa seriem infinitam :

o. (a1 BB41) (41D (x4 2)B(B+1)(B+2)
1_}_17%_,0_!_0: 01‘-27(74—1) o7k 1-2-3?Y(Y+1)(Y+2) it

(C. F. Gauss, Werke, t. III, p. 138,)
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hypergéométrique :
1 1
af  af@+DBE+D ,
gl 1.2.vy(y+ 1

s+ akn—DE@E+ .. @+n—1)
4 1.2 .0 (Y +'1) e (Y +n—1) x* 4 ...

S

ol a, (3, y désignent des nombres qui ne sont pas des entiers négatifs ;
le rapport du (n + 92)ime terme au (n + 1) est

(@ + n) (B + n)
n 4+ 1)(y + n)ac

pour n infini, il a  pour limite; on en conclut que la série proposée
est absolument convergente lorsque l'on a | x| <<1; on désigne
habituellement la somme de cette série par le symbole

4 (<7., B, ) x).

Si 'on suppose maintenant 2z — 1, Papplication de la régle qu’on
vient de démontrer conduit aux résultats suivants :

Les coefficients augmentent indéfiniment en valeur absolue, avec
leur rang, silonaa + 3 —y —1=0.

Ils tendent vers une limite différente de zéro, si I'on a a + f
—yv—1=0.

Ils tendent vers la limite zéro, si 'on a & + § — v—1<0.

La série, pour « =1, est convergente si 'on a o + f —y <O,
et seulement dans ce cas. _

Je me bornerai & remarquer sur la série F (a, 8, v, ), pour 'étude
de laquelle je ne puis que renvoyer le lecteur a 'admirable Mémoire
de Gauss (1), qu'elle se réduit & un polynome entier en « quand I'un
des nombres a,  est entier et négatif, et qu’elle se réduit a la série
déja considérée

m m(m—1) o m(m—1)...(m—n-+1) "

A T ik J 8 122 n 4 it

(1) Celte série a é1é I'objet de travaux considérables, parmi Jesquels je citerai ceux
de M. Kummer (Journal de Crelle, t. XV, p. 39), de Riemann (Werke, p. 62), de M. Schwarz
(Journal de Crelle, t. LVI, p. 149), de M. Goursal (Annales de VEcole normale suyériewre,
2¢ série, t. X, supplément).
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quand on y suppose § =y, & = — m et quon y remplace x par — x.

68. Toutes les régles qu’on vient de donner pour reconnaitre la
convergence ou la divergence d’une série a termes positifs reposent
au fond sur la comparaison de la série proposée avec I'une ou 'autre
des deux séries

(L) 1+ 4+ o+ .o+ a2+ ..,
1 1 1
(2) m+2l—+jl+---+7—ll+a+...;

je signalerai encore la régle suivante, due & Cauchy (1), dont la
démonstration repose encore sur la considération de la série (2) :
Etant donnée la sérig a termes positifs

U) U, + Uy F oo A Uy
si l'on a, pour les valeurs de n supérieures & un nombhre positif p,

1 :
log —
u,

log n

k étant un nombre positif plus grand que un, la série (U) est
convergente.
En effet I'inégalité précédente entraine la suivante :

w, < —
T P

etc. On verra de méme que si Pon a, pour les valeurs de n supé-
rieures a p,
1
log —
n< )

log n

k' étant un nombre positif plus petit que un, la série (U) est divergente.
Tous ces exemples montrent de quelle utilité serait, pour des
recherches analogues, la connaissance d’autres types de séries auxquels

(1) Cours @ Analyse, elc., . 137.
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88 THEORIE DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE.

on pourrait comparer les séries a termes positifs dont on veut connaitre
le caractéere. Jindiquerai quelques résultats dus a Abel (1) et qui’
contiennent d’ailleurs comme cas trés particuliers les propositions
du paragraphe 49.

Soit

(U) Uy + Uy + oo + U, + ...
une série quelconque a termes positifs; la série

A u
(U") s e T S S
sl bi Sn
ou
T R M T R e R S e SR S il
L
est convergente ou divergente en méme temps que la série (U).

Si la série (U) est convergente, la série (U') P'est aussi, puisque ses
termes sont plus petits que les termes correspondants de la série (U)
respectivement divisés par u,.

Supposons maintenant la série (U) divergente. La divergence de la
série (U’) va résulter du caractéere général établi au paragraphe 45.

Considérons en effet la somme des p termes qui suivent le ni*me,
savoir

1'4/n+l u’n+2 un+p
s R T A L4

VIR :
Sa41 Sn4-2 Sn+4p

puisque I'on a

Sp41 << Spn4-2 Ay <Sn+p’

cette somme est plus grande que

Und-1.+ Ungz + oo = Unyp 1
2y -yl T R
Un 41 =t Wnt2 S e un+p

Sn +p

14

imaginons qu’on donne & 7 une valeur déterminée; la série
PR i T R TR i T RN e

est divergente, on peut prendre p assez grand pour que la somme de

{1) Sur les séries (Buvres, 2° éd., t, 11, p, 198),
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ses p premiers termes dépasse tel nombre que I'on voudra, et en
‘particulier le nombre u, + u, + ... + u,; dés lors la fraction qui
figure dans le second membre de 'égalité précédente sera supérieure

5 .

a5; il en sera ainsi de la somme des p termes de la série (U") qui

suivent le n'*™¢ terme; la série (U") est donc divergente.

Il convient de remarquer que les termes de la série (U') décroissent
bien plus rapidement que les termes de la série (U); la série (U')
diverge en quelque sorte moins rapidement que la série (U); de la
série (U') on peut déduire par le méme procédé une série (U") qui
diverge encore moins rapidement, etc.

Abel a montré en outre que, en supposant toujours la série (U)
divergente, la série

‘

u, U u,

2
—= 4 = 4L+ o ety
Y= 14+a 1+a
sl g Sz su

ol  est un nombre positif, est convergente.

Je remarquerai d’abord que si x et m désignent deux nombres
positifs, dont le premier est inférieur & un, on a I'inégalité, qui sera
établie plus tard (§ 102) :

L >14 mx
——— m L4
(1—x)m :
on aura donc
1 iy 1 1 au,
(Sn e un)z i 2 LAY b '% ps ;:;;a,
Sn 1 — ;

et par conséquent

u, 1 1
gl+a = s* el
n n—1 sn

on en déduit sans peine

u, u, u, 1 1(1 1)
“+ SE Rt <—+-|l=—=);

1+a 1+a T+a % T P
8t sk s o N e

le second membre, et par conséquent le premier, est inférieur a

e
a) ug’

-

\
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90 THEORIE DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE.

et cela, quel que soit n; la série proposée est donc convergente quand «

Ay R : 1\ 1 :
est positif, et sa somme est inférieure a (1 + —) — Quand o est
: o) u;
négatif, la méme série est divergente puisque ses termes sont respec-

tivement plus grands que les termes correspondants de la série
divergente (U').

Si on prend par exemple pour la série (U) la série évidemment
divergente

14+1+1+1+4..

on obtiendra, en appliquant les propositions précédentes, les résultats
du paragraphe 49.
Si I'on prend pour la série (U) la série divergente
| g E v

on en conclura que la série

¥ 1 1
] f e g e g e
Dl galy nsi+e 2

ot 'on suppose en général
1

<—1+1+1+ -+
Op — 2 3 ces ﬁ’

est convergente pour z positif, divergente pour « nul ou négatif; le
S."

lecteur verra (§ 104) que le rapport i a pour limite I'unité quand

ogn

n augmente indéfiniment; il en déduira que la série

1 1 1
o 2 (log 2)'+= %2 (log 3)t+= g (log n)'+= +

est convergente pour « positif, divergente pour a nul ou négatif.

Je me contenterai de citer le résultat plus général qui suit, en
renvoyant le lecteur, pour la démonstration et pour les conséquences,
a la note d’Abel déja signalée, au Mémoire de M. Joseph Bertrand
sur les régles de convergence des séries a termes positifs (Journal de
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Liouville, 1 série, t. VII, p. 35) ou au Traité de calcul différentiel
et intégral du méme auteur.

La série dont les termes successifs s’obtiennent en faisant n = 2,
3, 4, ... dans I’expression

1
n.log n.log* n.log® n ... log"—! n [log" n]'+*

est convergente si o est positif, divergente si o est nul ou négatif.

Dans cette expression log 7 désigne le logarithme népérien (§ 88)
du nombre 7, log® 7 est mis a la place de log log n, de méme log® n
est mis a la place de log log log n, efc.

69. Relativement aux séries qui sont convergentes sans l'étre
absolument, je me bornerai a établir quelques propositions dont la
premiére concerne les séries a termes alternativement positifs et
négatifs. f

Une série a termes alternativement positifs et négatifs est conver-
gente si la valeur absolue de chaque terme est plus petite que la
valeur absolue des termes précédents et si, en outre, les termes
décroissent indéfiniment en valeur absolue quand leur rang s’éloigne
indéfiniment.

Cette proposition repose sur le lemme que voici :

Sia,b, e, ..., J, k, Lsont des nombres positifs rangés par ordre
de grandeur décroissante, la quantité

a—b4+ec—..tjFpkxl

ou les signes vont en alternant, est positive : on peut en effet I'écrire
sous I'une ou I'autre des deux formes

(@a—0b) +(c—d)+ ... + (k—1),
(@—b)+ (c—d)+ ... + (j — k) + (1)

suivant que le nombre des quantités a, ...,  est pair ou impair.
Soit maintenant

(U) Uy — Uy + Uy oo+ (— 1) Uy — iy
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92 THEORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE.

la série proposée, ou tous les nombres u sont positifs et ot 'on suppose

A S R e B L
hod g —0;
Ne=®

.

Désignons par s, la somme des n premiers termes w, — uy + ... & u,.
Le lemme précédent donne immeédiatement les inégalités

S,, > 0, Sgp+1 — 82!,

S29 = Sap, S2g41 << Sgp41-

Les deux premiéres ont lieu quels que soient les nombres n, p, q;
les deux dernitres supposent ¢ = p : il suffit, pour vérifier ces iné-
galités, de former les différences s,,4, — s,,;, 82 — Sapy S2g41— Szp+1-
Les sommes & indices pairs

R T DR R

vont en croissant; elles restent inférieures & une somme quelconque
d’indice impair s;,41; elles tendent donc, lorsque leur indice augmente
indéfiniment, vers une limite A, pour laquelle on a, quels que soient
petg, 3

8y =< A =<8y
les sommes a indices impairs

S1y Sy Sy eeey Sap+1y

vont en décroissant et restent supérieures a une somme quelconque
d’indice pair s,,; elles tendent donc vers une limite B, pour laquelle
on a, quels que soient p et g,

Sap41=> B = 85,
On n’a pas encore fait intervenir la condition

lim w,, :
o
elle conduit & la conclusion A — B; en effet ces deux nombres sont
compris entre s, et s,,1, dont la différence u,,,, peut étre supposée
aussi petite qu’on le veut.
Ainsi la série (U) est convergente : sa somme est plus grande
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(qu’une somme quelconque s;, & indice pair, plus petite qu’une somme
quelconque $,,4, @ indice impair. En prenant pour la somme de la
série la somme des n premiers termes, on commet une erreur en
plus ou en moins, selon que le premier terme négligé est négatif ou
positif et qui est moindre en valeur absolue que ce premier terme
négligé, puisque la somme de la série est comprise entre la somme
des n premiers et celle des 7 + 1 premiers termes. :

On aurait pu aussi établir la convergence de la série U en appli-
quant le caractére général du paragraphe 44; la somme des m termes
qui suivent le n**™° est en effet

(— 1" (it = Unis + oo L Uy );

la quantité entre parenthéses est positive, en vertu du lemme, elle est
moindre que %, 4, puisqu’on peut I'écrire

Un41 — (un+g o Wiy .00 TR ’I_l,,,,,_m)

et que, dans cette derniére expression, la quantité entre parenthéses ;
est positive en vertu du méme lemme; la valeur absolue de la somme
des m termes est donc moindre que u,.., et cela quel que soit m;
comme on peut, quel que soit le nombre positif ¢, prendre n assez
grand pour que I'on ait

Up41 << €,
la convergence est démontrée. .
Par exemple la série
1 : ~+- Eonid S
R EA e i

est convergente sans I’étre absolument. C’est une de ces séries dont la
somme dépend de I'ordre dans lequel les termes sont écrits.

Voici un exemple de ce fait dont la raison a été donnée au para-
graphe 60. Si 'on pose

i 1

s2n+l-—1+§’+‘ 5—“ “ee +é—n:—?1’
T R 1
2n—§+4+f—; ...+2n’
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on établira sans peine I'identité
s;n-—-l i 5 sd’n == 5 (s!'n—-l 5l s;n ’

en faisant croitre n indéfiniment, on voit que le premier membre a
pour limite la moitié de la somme de la série proposée; c’est dire que
cette somme est double de la somme de la série suivante, dont la
convergence s’établit sans peine,

11 est clair qu’une série appartenant au type qu’on a défini dans ce
paragraphe peut étre absolument convergente, telle serait la série

D B e 1
S Tae fEsa T ERasT
que 'on obtient en faisant x — — 1 dans la série déja signalée
1 i o
1l 4=t

O B ¥ A

1l convient encore de remarquer que la régle précédente permet
d’affirmer la convergence de séries qui ne satisfont aux conditions
imposées qu’a partir d’'un certain terme: on a vu en effet (§ 45) que
les premiers termes d’une série n’avaient pas d’influence sur la
convergence ou la divergence d’une série.

Si par exemple on considére la série

! afB  a(a+1)B@ +1)
W (VR e
A% Beva 1) Ty T T L2y +])
(a+1..(a+n—DE@E+1..E+n-1)

il (__ l)n i_;___ + .y
l2..a.yF+1..+n—1)

obtenue en faisant x —— 1 dans la série hypergéométrique F («, 8, v, ),
on voit que le rapport d’un terme au précédent,

(@+mn) @ +n
B (y + n) :
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finit, pour n suffisamment grand, par étre négatif, donc les termes
finissent par étre alternativement positifs et négatifs; on sait qu’ils
tendent vers la limite zéro si I'on aa + 3 — vy —1 <0, et 'on
reconnait sans peine qu’a partir d’'un certain rang ils décroissent
constamment; on en conclut que sous cette condition la série est
convergente; elle n’est d’ailleurs absolument convergente que si 'on
aa+Bf—y=<0O.

70. D’autres propositions, d’'une nature un peu plus cachée, se
déduisent d’'un lemme da & Abel (1), et que j’énoncerai aprés avoir
fait la remarque presque évidente que voici :

Soit

Ax, + Az, + ... + A,

- une fonction linéaire des variables x,, «,, ..., x,, dans laquelle les
coefficients A, A,, ..., A, sont positifs ou nuls; si I'on considére deux
systémes de valeurs des variables x,, «,, ..., «, d'une part, x,, x/, ...,
x, de l'autre, tels que I'on ait

iz K= e
Ly =Xy Ly == Tyy «+ey Ln — Ty

on a

Ay + Ay + oo+ Ay = Ay, + Agr, .00+ Andy;

ny

en effet la différence entre les deux membres, a savoir
Al (‘1:'1 —xl) =i Ay (‘B'z — L) + ...+ A, (.1:,',—- (It,,),

est évidlemment positive ou nulle.

Voici maintenant en quoi consiste le lemme d’Abel : Soient v,, v,, ...,
v, n nombres positifs ou négatifs, @ un nombre au plus égal au plus
petit des nombres

8 =V, 8, ==V | sy ...y S =V + Vg + .o 0,

A un nombre au moins égal au plus grand de ces mémes nombres;
soient enfin ¢,, ¢,, ..., g, 7 nombres positifs rangés par ordre de

m m (m — 1) m (m—1) (m — 2)

1 ) A
() Recherches sur la série 1 + L o+ 13 o+ 183

(@uvres, 2¢ éd., p. 222.)

23 + ...
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grandeur décroissante, on aura
60 =g, + &V + ... + &V, =¢A;
en effet la quantité intermédiaire peut s’écrire
6,8, + & (S5— 8,) + oo + &, (S, — Sac)
= § (el i ei) + 8 (Ei S 53) e+ Sp (eﬂ—'l By E,,) + 8,845

les coefficients g, — €, €, — &5, .oy Ea1 — &y ..., €, €tant positifs,
on ne peut que diminuer le second membre de I'égalité précédente
en y remplacant s, s,, ..., s, par @; on ne peut que 'augmenter en
y remplacant les mémes quantités par A; or on trouve ainsi ¢, @ d’une
part, ¢, A de I'autre; la proposition est donc démontrée.

11 résulte de 1a que sion désigne par K un nombre égal ou supérieur
a la plus grande des valeurs absolues des nombres s, s,, ..., s,, on aura

— e K=¢ev, + &0, + ... + v, =¢K,
ou, si I'on veut
b b
L etiiteu, + .ok gy, = K-

71. Voici maintenant deux conséquences de ce lemme :
I. Soit

Q) V, 4+ Yy + e F+ U, A+ .

une série convergente, soit

une suite infinie de nombres positifs tels que chacun soit inférieur ou
égal & celui qui le précede, la série

(V,) el’vl + Eivi ke S snvn + prie

est convergente.
En effet, a cause de la convergence de la série (V), & chaque nombre
positif a correspond un entier positif n tel que les quantités

} Uaaicls RO EE TRl

l Vnt1 + Ungys 4= eee Vn4-p I, ceey
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soient toutes inférieures & o; a cause du lemme, les quantités

| &n 1 Vng-téhy | Ent1 Vs = €nais Dniparlyiooss

| €nt1 Va1 + €ngs Vnas + oo + Entp Vngp ‘1 ceey

seront toutes inférieures & o e,41, et par suite & a ¢, ; comme o est
arbitraire, la convergence de la série (V') est démontrée.

On voit, par exemple, en conservant aux ¢ la signification précé-
dente, que la série

& €, 3 En
—— 4 o= ...
T n T
est convergente.
II. Soit 2
V) Vy 4+ Uy + oo 4 U,y A oy

une série convergente ou divergente, mais dans laquelle la somme
des n premiers termes reste toujours, quel que soit n, inférieure en
valeur absoll* au nombre positif a, soit en outre

\
CIASHERY ORI A o

une suite infinie de nombres positifs tels que chacun d’eux soit égal
ou inférieur a celui qui le précede, tels en outre que l'on ait

lime, =0,
n=wo
la série
V" €V, + &V + .o + EV, + ...

est convergente.
On a en effet, quels que soient n et p,

I Vn41 = Vn42 G or 2 v?l+l’ i <2a’
et, en vertu du lemme,
| €nt1 Vngr + €2 Vngs + oo + Eaip Vnip | < 2€441 4;
or, a cause de la supposition
limey=20,

ne=wm

TANNERY. — Théorie. 7
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on peut supposer n assez grand pour que 2 ¢, a soit plus petit que
tel nombre positif que I'on voudra. La convergence de la série (V')
est donc démontrée. :

Le théoréme du paragraphe 69 n’est qu'un cas particulier de
celui-ci; il suffit pour s’en convaincre de remplacer les quantités e,
€y .-y par les quantités ae,, u,, ... et de prendre pour la série (V) la
série divergente

i i e B ol L B N

dans laquelle la somme des 7 premiers termes est zéro ou un.
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CHAPITRE III

PREMIERS PRINCIPES DE LA THEORIE DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE.

72. Considérons un ensemble (E) de nombres tous distinets et
regardons ces nombres comme des valeurs attribuées a une variable x;
si & chacun de ces nombres x on fait correspondre un nombre 3, on
dira que y est une fonction définie de @ pour chacun des nombres
appartenant & 'ensemble (E). Par exemple @ étant un nombre positif
donné, I'expression a”, ot & est un nombre entier positif, représente
le produit de x facteurs égaux a a; a” est en ce sens une fonction
définie pour I'ensemble des valeurs entiéres et positive