Achter Artikel.

Uber die transzendenten Aufgaben, insbesondere uiber die Quadratur
des Kreises

von Benedetto Calo in Neapel.

8 1. Algebraische und transzendente Aufgaben. In dem
vierten und dem fiinften Artikel sind vom Standpunkte der analytischen
Geometrie und der Algebra aus die Fragen studiert worden, die sich
auf die Maoglichkeit beziehen, die geometrischen Aufgaben elementar,
d. h. mit dem Lineal und dem Zirkel, zu l6sen.

Wenn eine Konstruktionsaufgabe vorliegt, so forme man sie vor
allem in der Weise um, dafl die Daten Punkte (z. B. in einer Ebene)
sind und auch die unbekannten Elemente Punkte sind, die zu den
gegebenen in vorgeschriebenen Beziehungen stehen.

Soll dann die vorgelegte Aufgabe elementar l&sbar sein, so ist
erforderlich und hinreichend, daf3

a) die vorgeschriebenen Beziehungen sich durch algebraische
Gleichungen ausdriicken lassen (d. h. dal die Aufgabe algebraisch ist),

b) die in Rede stehenden algebraischen Gleichungen durch rationale
Operationen und durch das Ausziehen von Quadratwurzeln sich lésen
lassen (wenn man von den Koordinaten der gegebenen Punkte ausgeht).

Die Untersuchungen uber die Moglichkeit, eine algebraische
Gleichung in der vorgenannten Weise (mit quadratischen Irrationali-
taten) zu l6sen, haben in dem finften, sechsten und siebenten Artikel
ihren Platz gefunden.

Wir wollen uns hier der ersten Gruppe von Untersuchungen zu-
wenden, die zum Ziele haben, Uber den algebraischen Charakter
oder im Gegensatz dazu Uber die Transzendenz einer gegebenen
Aufgabe zu entscheiden. Und wir wollen gleich bemerken, dafRl die
transzendenten Aufgaben insofern als etwas Ho6heres als die algebrai-
schen anzusehen sind, als ihre Ldsung nicht nur mit Geraden und
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Kreisen (Lineal und Zirkel) nicht zu erhalten ist, sondern auch nicht
bei Verwendung hoéherer algebraischer Kurven (wie der im siebenten
Artikel benutzten) oder mit Hilfe von Instrumenten, mit denen man
solche Kurven beschreiben kann.

Wir nehmen zum Ausgangspunkte unserer Betrachtungen die
klassische Aufgabe der Quadratur des Kreises.

Bringen wir zunéchst diese Aufgabe in eine analytische Form.

Wenn wir mit r den Radius eines Kreises, mit d seinen Durch-
messer, mit ¢ seinen Umfang und mit a seine Flache bezeichnen, so
haben wir:

¢c=nmnd = 2nr ()

a = mr2 = Yand? = Yarc, (2)

wo T das konstante Verhdltnis des Umfangs zum Durchmesser be-
zeichnet.

Aus der Formel (2) geht die bekannte Tatsache hervor, daf die
Flache des Kreises der Flache eines Dreiecks gleich ist, das den
Umfang des Kreises zur Basis und seinen Radius zur Hohe hat.
Wenn wir also imstande sind, ausgehend vom Radius, mit dem Lineal
und dem Zirkel eine Strecke zu konstruieren, die dem Umfange gleich
ist, d. h. wenn wir die Rektifikation des Kreises elementar ausfiihren
kénnen, so werden wir das genannte Dreieck konstruieren und dieses
dann, immer unter Benutzung von Lineal und Zirkel, leicht in ein
Quadrat von gleichem Inhalte verwandeln kénnen. Und umgekehrt,
wenn man mit Hilfe einer elementaren Konstruktion den Kreis in
ein Quadrat von gleichem Inhalte verwandeln kdnnte, so wiirde man
durch eine darauffolgende Verwandlung dieses Quadrats in ein Drei-
eck, das den Radius des Kreises zur Hohe hat, durch eine elementare
Konstruktion die Rektifikation des Kreises erhalten.

Die Aufgabe der Quadratur des Kreises ist also auf die der
Rektifikation des Kreisumfanges zuriickgefuhrt. Und wenn wir, der
Einfachheit wegen, das MaR des Durchmessers zur Einheit wahlen,
so kommt diese letzte Aufgabe auf die andere zuriick, eine Strecke
von der Lange m zu konstruieren (oder kurz m zu konstruieren),
wenn man von der Einheitsstrecke ausgeht.

Es ist klar, da man der Strecke selbst eine vorgeschriebene
Lage geben kann, so daf die Aufgabe damit in die Form gebracht
ist, in der wir jede Konstruktionsaufgabe betrachten wollten, in die
Form namlich, daB die Daten Punkte sind (der Mittelpunkt [0, Q]
und der Punkt des Kreises [0, 1] und die unbekannten Elemente
ihrerseits auch Punkte sind (z. B. der Puikt [0, m]).



§ 1. Algebraische und transzendente Aufgaben. 269

Aber wenn die Aufgabe in dieser Weise gestellt wird, so ist
nicht zu ersehen, ob sie von der Auflésung einer algebraischen
Gleichung abhangt oder nicht, da in der Tat dabei keine aufzul6sende
Gleichung, von der m eine Wurzel ist, zum Vorschein kommt.

Versuchen wir die Aufgabe, von der wir ausgegangen sind, zu
verallgemeinern, indem wir die Frage der Rektifikation irgend
eines Kreisbogens betrachten.

Von dem Bogen kénnen wir (abgesehen von dem Radius, der
wie vorhin als Einheit angenommen sei) die Sehne oder den Sinus
als gegeben betrachten, was fur unseren Zweck gleichwertig ist.

Die Aufgabe der Rektifikation des Bogens hangt dann von der
Auflésung der Gleichung

y = arc sin X
ab.

Und da dies eine transzendente, d. h. nicht algebraische, Gleichung
ist, so ist die Aufgabe im allgemeinen transzendent, und es
ist daher nicht moglich, eine bestimmte allgemeine alge-
braische und noch viel weniger eine elementare (d. h. mit dem
Lineal und dem Zirkel ausfihrbare) Konstruktion anzugeben,
durch die man, wenn die Sehne (oder der Sinus) des Bogens
gegeben ist, die Lange des Bogens erhalten kann.

Wenn z B. eine bestimmte elementare Konstruktion im all-
gemeinen moglich ware, so wiirde man einen bestimmten, aus rationalen
Operationen und Quadratwurzeln gebildeten Ausdruck von x finden,
der fur alle Werte von x ein y liefern wirde. Dann wirde y die
Wourzel einer algebraischen Gleichung sein, deren Koeffizienten rationale
Funktionen von x sein wirden (vgl. Art. V), d. h. y wirde eine alge-
braische Funktion von x sein. Nun kann eine transzendente Funktion
wie y = arc sin x (die, als Funktion eines komplexen Arguments,
unendlich viele Zweige hat) sicherlich nicht einer algebraischen
Funktion gleichwertig sein.

Aber wenn es unmoglich ist, in algebraischer und a fortiori in
elementarer Weise die allgemeine Loésung der Aufgabe der Rekti-
fikation des Kreises anzugeben, so folgt daraus nicht von vorn-
herein, daR man die Lésung nicht erhalten kdnnte, indem man ent-
weder flUr jede vorgeschriebene Sehne (oder jeden vorge-
schriebenen Sinus) eine besondere algebraische oder elementare
Konstruktion findet, die den Bogen liefert, oder indem man eine
solche Konstruktion fir besondere Bogen findet, z. B. dann, wenn
die Sehne (oder der Sinus) des zu rektifizierenden Bogens durch
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rationale Operationen und Quadratwurzeln aus dem Radius ausgedruckt
und daher selbst elementar konstruierbar ist; im besondere in dem
Falle, der der Rektifikation des ganzen Kreises entspricht. Und in
der Tat, wenn die Kurve y = arcsinx transzendent ist und daher
nicht ganz mit einer algebraischen Kurve zusammenfallen kann, wer
sagt uns, dal nicht die Koordinaten jedes ihrer Punkte einer be-
sonderen algebraischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten (die von
Punkt zu Punkt variiert) geniigen, oder daB diese Kurve wenigstens be-
sondere Punkte enthalt, deren Koordinaten einer solchen Gleichung
genugen, und im speziellen Punkte, die zu Koordinaten quadratische
irrationale Ausdriicke haben, denen gerade rektifizierbare Bogen ent-
sprechen wiurden?

Wer versichert uns, dal der Punkt [0, m] dieser Kurve sich
nicht unter den erwéhnten besonderen Punkten befindet?

Diese Frage tritt, wie man sieht, aus dem Bereiche der Funk-
tionenlehre heraus, um in das Gebiet der Arithmetik einzutreten.

Wenn wir den Schliissen, die aus der vorstehenden Erdrterung
hervorgehen, eine allgemeinere Form geben, so kdnnen wir sagen:

Die Untersuchung, um zu entscheiden, ob eine vorgeschriebene
Aufgabe algebraisch oder transzendent ist, stellt sich als verschieden
dar, je nachdem man eine Aufgabe betrachtet, deren Daten variabel
oder fest sind. In dem ersten Fall ist, wenn die Gleichungen, die
die Unbekannten mit den Daten verbinden, transzendent sind, die
Aufgabe transzendent und eine allgemeine algebraische, unabhéangig
von den Werten der Daten glltige Losung unmdéglich.

Wenn es sich um eine Aufgabe handelt, in der die Daten fest
sind, oder wenn (was dasselbe ist) die Daten zwar variieren kdnnen,
aber als in besonderer Weise festgelegt betrachtet werden, so muR
man sich fragen, ob die transzendenten Gleichungen, die die Unbe-
kannten mit den Daten verbinden, soweit sie zur Bestimmung der
Unbekannten dienen, nicht durch algebraische Gleichungen ersetzt
werden konnen.

Betrachtet man die Dinge von diesem letzten Gesichtspunkte aus,
so kann geradezu die Existenz der (arithmetich) transzendenten Auf-
gaben in Zweifel gezogen werden. Dieser Zweifel ist mit der Frage
verknupft;

Gibt es (transzendente) Zahlen, die keiner algebraischen
Gleichung mit rationalen Koeffizienten genltigen?

Erst dann, wenn wir diese Frage bejahend beantwortet haben
(im 8 3), werden wir uns derjenigen zuwenden, von der die Quadratur
des Kreises abhéangt:
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Mul? die Zahl 1 unter die transzendenten Zahlen gesetzt
werden?

Wir wollen sogleich sagen, daf auch die Antwort auf diese
zweite Frage bejahend ist (88 4, 5, 6); sie schlielt die Ara der frucht-
losen Versuche, auf elementare Weise die Quadratur des Kreises
zu suchen, ab, indem sie zeigt, dal die Aufgabe selbst weder
elementar, d. h. mit Geraden und Kreisen, nach durch das
Beschreiben hoherer algebraischei- Kurven ldsbar ist.

Im § 6 findet sich dann noch die Ausdehnung dieser Resultate
auf die allgemeine Aufgabe der Rektifikation des Bogens.

Wir haben ferner im § 7 eine kurze Beschreibung des Integraphen
von Abdank-Abakanowicz und der von ihm gelieferten graphischen
Loésung der Aufgabe der Rektifikation und Quadratur des Kreises ge-
geben, und im § 8 werden einige der gewohnlicheren elementaren
Konstruktionen zur ann&hernden L&ésung derselben Aufgabe angefihrt.
Der § 9 ist der Betrachtung einiger von Kreisbogen begrenzter und
elementar quadrierbarer Flachen gewidmet. Im §& 10 haben wir in
einem historischen Uberblick die Hauptuntersuchungen (iber die Auf-
gabe der Quadratur des Kreises kurz zusammengefalit, und mit dem
811 schlieBen wir diesen Artikel ab, indem wir den Beweis der Trans-
zendenz von e und 1 in der einfachsten und elementarsten Form,
auf die er durch neueste Untersuchungen gebracht worden ist, dar-
legen.

§ 2. Grundeigenschaften der algebraischen Zahlen. Wir
bezeichnen mit Kronecker als algebraische Zahl jede Zahl x, die
eine Wurzel einer algebraischen Gleichung von der Form

¢Oxn, + ¢cIxn-1+¢c2xn-2 + - +cn=20

mit rationalen Koeffizienten ist, einer Gleichung also, die durch Mul-
tiplikation mit einer geeigneten ganzen Zahl immer auf eine andere
mit ganzen Koeffizienten zurtckgefuhrt werden kann.

Wir bemerken sofort, dal bei dieser Definition die Wurzeln
solcher algebraischer Gleichungen, deren Koeffizienten algebraische
Zahlen sind, nicht ausgeschlossen sind, d. h. daf die gegebene
Definition der algebraischen Zahl so allgemein wie mdglich ist; dies
geht aus dem folgenden Satze hervor:

Jede Wurzel einer algebraischen Gleichung mit alge-
braischen Koeffizienten ist auch eine Wurzel einer alge-
braischen Gleichung mit ganzen Koeffizienten.

Und in der Tat, es sei die Zahl w eine Wurzel der Gleichung



212 VII. Artikel. Uber d. transzendenten Aufgaben, insb.iib.d. Quadratur d. Kreises.

®r axn-1+ Bxn-2 +- - -+y =0, 1)
wo &, B3, ... Yy algebraische Zahlen sind, d. h. Wurzeln von Glei-
chungen der folgenden Form:

xa+ Alxa-1+ A2xa-2+ .-+ Aa=0
xb + Blxb-1 + B2xb-2 +---+Bb=0 @
xc + Clxc-1 + C2xc-2 + - - - +Cc =0,

in denen die Koeffizienten samtlich rationale Zahlen sind.
Wir bezeichnen mit p das Produkt n-a-b:--¢ und mit wi,

w2, ..., wp alle Produkte der Form
n=012...n—1
a =01 2,.,a—1
wi'-aa B ye b'=0,1,2, - _b 1

¢ =01 2,..., ¢c—1,

die gerade in der Zahl p vorhanden sind.
Es ist dann leicht zu erkennen, daR die p Produkte wwl1wwZ22..
wwp sich in folgender Weise ausdriicken lassen:

wwi = kilwl + ki2w2 +- - - + Kipwp (i=1, 2,..., p)

wo die Zahlen krs samtlich rational sind.
Wir haben in der Tat

wu\ = wn'+1 aa- ph- - ye

Nun unterscheiden wir zwei Féalle:

1) Es sei n'<<n — 1; dann ist " + 1 <n, und daher ist wwi
einer der p GroBen wil, w2, ..., wp gleich.

2) Es sei n'=n — 1: dann ist n' + 1 = n, und daher wn+!l = wn;
aber, da w eine Wurzel der Gleichung (1) ist, so besteht die Identitat:

wn = — awn-1 — Bwn-2 — - —,
so daB also
wwi = —wn-1-a0+L-fBf -y
—wi—2- a0 -Bfb'+1---yc— - —w Bb" .. yc'+ 3)
ist. Betrachten wir nun das erste Glied auf der rechten Seite, ndmlich
wn-1 .ao'+1 -Bb. . yc'. 4)

Wir konnen wiederum zwei Falle unterscheiden:
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Entweder ist a'<a — 1, und dann ist a + 1 < a und daher
das Glied selbst gleich einer der p GroRen wil, w2, ..., wp

Oder es ist a'=a — 1, und dann a + 1 = a, und daher aa+! = oa
aber, da a eine Wurzel der ersten der Gleichungen (2) ist, so besteht
die Identitat

oa = — Aloa-! — A20a-2 — -+ — Aa
Setzt man diesen letzten Ausdruck in das Glied (4) an Stelle von oa+1
ein, so wird das Glied selbst eine homogene lineare Funktion von
einer Anzahl (ndmlich a) der p GroRen wl, w2,...,wp mit rationalen
Koeffizienten.

Da man nun dasselbe fir jedes Glied der rechten Seite von (3)
wiederholen kann, so wird auch tvici eine homogene lineare Funktion
der p GroRen wil,w2,...,wp mit rationalen Koeffizienten (die Null
eingeschlossen) sein.

Es werden also p Gleichungen von folgende!- Form bestehen:

wwl = k1wl + k12w2 + - - - + klpwp
ww2 = k21wl + k22w2 + - - - + k2pwp

wwp = kplwl + kp2w2 + - - - + kppwp
in denen die Koeffizienten krj samtlich rationale Zahlen sind. Nun
kénnen diese Gleichungen in folgender Weise geschrieben werden:
k11- w)wl + kl2w2 + - - - +klpwp= 0,
k2lwl + (k22-w)w2 + - - - + k2pwp = O’

kplwl + kp2w2 ++ .- -+ (Kpp-w) g O

Daraus folgt, da die GroRen w1, w2,..., wp nicht samtlich Null
sein kénnen, daB die Zahlww eine Wurzel der Gleichung

k1ll-w k12 klp
k21 k22-w k2p

kpl kp2 kpp-w

sein muB. und dies ist eine algebraische Gleichung vom Grade p
in w mit rationalen Koeffizienten, die, mit einer geeigneten ganzen
Zahl multipliziert, auf ganze Koeffizienten gebracht werden kann.
Also ist der ausgesprochene Satz bewiesen.

Ein anderer Satz, von dem wir hdufig Gebrauch machen werden,
ist folgender:

Enriques, Fragen der Eleinentargeometrie, II. 18
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Wenn a, B, ... A algebraische Zahlen sind, so ist auch
jede Zahl, die durch rationale Operationen aus ihnen ge-
bildet wird, eine algebraische Zahl.

Es ist nur zu zeigen, daB, wenn a und B algebraische Zahlen

sind, auch die Ausdricke o+ B, a—1@, a- B, algebraische

Zahlen sind.

Wir bemerken zunéchst, daR aus der Definition der algebraischen
Zahl unmittelbar folgt, daf, wenn a eine algebraische Zahl ist, auch
- a a+ 1, a— 1 algebraische Zahlen sind.

Wenden wir nun den im Vorstehenden bewiesenen Satz auf dit

lineare Gleichung
Bx +a =0,

in der a und R algebraische Koeffizienten sind, an, so ergibt sich,

daf und daher auch algebraisch ist: wenn aber B algebraisch
ist, so ist auch algebraisch und daher auch Nun
sind auch und algebraisch und daher auch:

Also ist der Satz bewiesen, der Ubrigens auch unabhadngig von dem
vorhergehenden Satze dargetan werden kann.l)

8 3. Beweis der Existenz transzendenter Zahlen. In
diesem Paragraphen werden wir uns mit der ersten der im § 1 auf-
gestellten Fragen beschaftigen, mit der Frage nadmlich, ob es Zahlen
gibt, die nicht Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit rationalen
Koeffizienten sind. Der erste, der die Existenz solcher sogenannter
transzendenter Zahlen bewiesen hat, ist Liouville. Der von
ihm gegebene Beweis, den wir in etwas modifizierter Form hier
wiedergeben werden, erschien zuerst ganz kurz in den Comptes
rendus vol. 18 (1844), pg. 883 und 910, und dann breiter im
Journal de Liouville vol. 16 (1851), pg. 133, unter folgendem
Titel: Sur des classes trés étendues de quantités dont la
valeur n’est ni algébrique ni méme réductible a des irra-
tionelles algebriques.

1) Die beiden bewiesenen Satze verdankt man Dedekind; vgl. das
XI. Supplement zu den VVorlesungen Uber Zahlentheorie von P. G. Lejeune
Dirichlet, 4 Aufl., Braunschweig 1894.
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Wir beginnen damit, eine numerische Eigentimlichkeit nach-
zuweisen, die jede reelle und positive algebraische Zahl darbietet,
wenn sie in einen Kettenbruch entwickelt wird. Es sei x0 irgend
eine irrationale algebraische Zahl, d. h. eine Wurzel einer Gleichung
von der Form:

f(x) = a0x" + alxn-l + a2xn-2 + - .- +a =0 )

mit ganzen Koeffizienten (vgl. § 2). Ohne der Allgemeinheit Ab-
bruch zu tun, konnen wir voraussetzen, dal die Wurzeln dieser
Gleichung sémtlich verschieden sind; und in der Tat, wenn sie
Wourzeln hétte, die einander gleich sind, so brauchten wir ihre linke
Seite nur durch den groBten Teiler, der ihr und ihrer Ableitung ge-
meinsam ist, zu dividieren, um zu erreichen, daB unsere Voraus-
setzung verwirklicht ist.

Wir setzen nun voraus, daR die Zahl x0 reell und positiv und
in folgender Weise in einen Kettenbruch entwickelt sei:

wo po, p1, p2,...,pk-1,..., positive ganze Zahlen bedeuten; und
es sei rk der Rest der Entwicklung, wenn man den Kettenbruch bei
dem Nenner pk-1 abbricht; es wird dann auch rk eine positive und
reelle algebraische Zahl sein (vgl. 8 2), und pk wird die groBte ganze

Zahl sein, die in enthalten ist.

Wenn wir im allgemeinen mit

den Naherungsbruch bezeichnen, den man erhdlt, wenn man die
Kettenbruchentwicklung bei dem Nenner pk-1 abbricht, so haben wir
nach dem bekannten Bildungsgesetze der Né&herungsbriiche

und wenn wir fir pk-1 in diesem Ausdrucke pk-1 + rk einsetzen, so
erhalten wir

Also haben wir
18*
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d. h.
@

Andererseits konnen wir, wenn x1, x2, . .., Xn-| die anderen n — 1
Wourzeln der Gleichung (1) sind, die nach Voraussetzung samtlich
untereinander und von x0 verschieden sind, schreiben:

f(x) = a0(x - x0)(x - x1) ... (X - xn-1).

Wenn wir in diesem Ausdrucke fir x den Wert einsetzen, so
erhalten wir:

Da aber die Zahlen a, ¢, ¢' sdmtlich ganze Zahlen sind, so kdénnen
wir schreiben:

wo C ebenfalls eine ganze Zahl ist.

Nun néhert sich, wenn k unbegrenzt wéchst, die GroRe der
Grenze also ist von einem gewissen Werte des k an immer
von x,1,x2,...,xn-lI verschieden und absolut genommen Kleiner als

eine gewisse endliche positive Grofe; daher ist von einem gewissen
Werte von k an die ganze Zahl C von Null verschieden und also
absolut genommen gréfer oder gleich 1, und andrerseits der Ausdruck

absolut genommen kleiner als eine gewisse endliche positive Zahl I
Daher ist, absolut genommen,

oder
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Und wenn wir nun die Gleichung (2) berlicksichtigen, so erhalten wir:

oder

und, da c% ck-1, und ri positive Gréflen sind:

und, da pk die grofte in enthaltene ganze Zahl ist, so erhalten wir

schlieRlich:
Pk < Ic'kn-2

Diese Ungleichheit stellt die arithmetische Eigentimlichkeit der
algebraischen Zeit far, die wir nachweisen wollten; sie l&Rt sich
so in Worte fassen:

Wenn man eine positive reelle Wurzel einer algebraischen
Gleichung vom Grade n(> 1) mit ganzen Koeffizienten und
ungleichen Wurzeln in einen Kettenbruch entwickelt, so ist
jeder Teilnenner dieses Kettenbruches nicht groRer als das
Produkt einer gewissen endlichen positiven konstanten
GroBe | mit der (n—2)ten Potenz des Nenners des vorher-
gehenden N&herungsbruches.

Wenn wir also imstande sein sollten, einen Kettenbruch von d.er
Form

mit positiven ganzen Teilnennern zu konstruieren, fir den die Be-
dingung (3) von einem gewissen Werte von k ab, was auch die Werte
der Konstanten | und der ganzen Zahl n sein mdgen, nicht erfillt
ist, so wird die durch diesen Kettenbruch dargestellte Zahl keine
Wourzel einer algebraischen Gleichung mit ganzen Koeffizienten und
ungleichen Wurzeln und daher auch keine Wurzel einer algebraischen
Gleichung mit rationalen Koeffizienten (vgl. § 2) sein; sie wird also
eine transzendente Zahl sein.

Nun kann man einen Kettenbruch von dieser Art tatsachlich
konstruieren; man braucht dazu z. B. nur jeden Teilnenner pk so zu
bilden, daB er mit dem vorhergehenden in der Beziehung steht:
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Pk= kel 2 3,.)

In der Tat wird dann, welche Werte auch n und | haben mdgen, die
wachsende Zahl Z, einmal groBer sein als n; aber mit wachsendem k
nimmt bekanntlich auch die Zahl ck unbegrenzt zu: also kdnnen wir
behaupten, daf von einem gewissen Werte von k ab

k=>n, ¢k > |

sein wird: infolge der ersten dieser Ungleichheiten wird
Pk > ck2 - ckn-2

sein, und infolge der zweiten werden wir a fortiori haben:
Pk> 1 ckn-2

Da man also, welche Werte auch I und n haben mdgen, einen Wert
von k finden kann von der Art, daB von jenem Werte ab die Un-
gleichheit (3) niemals erfullt ist, so wird die durch den so kon-
struierten Kettenbruch dargestellte Zahl eine transzendente Zahl sein.
Man bemerke, dal man zu demselben Schliisse gelangen wiirde,
wenn man
pk>ck k=1, 2 3, ..)

nahme; aus dieser Willkir geht die Madglichkeit hervor, unendlich
viele transzendente Zahlen zu konstruieren, und damit ist der Liou-
villesche Satz bewiesen.

Aus den Kklassischen Untersuchungen von G. Cantorl) tber die
Menge der algebraischen Zahlen geht ein neuer Beweis der Existenz
transzendenter Zahlen hervor, der viel einfacher und natirlicher ist
als der von Liouville gegebene.

Wir wollen hier den Cantorsehen Beweis wiedergeben, indem
wir uns an die einfache Darlegung dieses Beweises halten, die F. Klein
gegeben hat.2)

Man nennt eine Menge von unendlich vielen Elementen
(z. B. Zahlen) abzahlbar, wenn ihre Elemente den Zahlen der
naturlichen Reihe 1, 2, 3, ... umkehrbar eindeutig zugeordnet
werden konnen. Das heillt: eine Menge von Elementen heif3t ab-
zahlbar, wenn ihre Elemente sich nach irgend einem Gesetze in eine Auf-

1) Uber eine Eigenschaft des Inbegriffs aller reellen alge-
braischen Zahlen. J. f. Math. 77 (1873).

2) Vortrage uUber ausgewahlte Fragen der Elementargeometrie.
Ausgearbeitet von F. Tagert. Leipzig 1895
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einanderfolge bringen lassen, in der jedes von ihnen einen bestimmten
numerierten Platz inne hat.

Wir konnen nun beweisen, daB die Gesamtheit der reellen al-
gebraischen Zahlen eine abzahlbare Menge bildet, d. h. wir konnen
den Satz beweisen:

Die Gesamtheit der reellen algebraischen Zahlen und
die der positiven ganzen Zahlen kénnen in eine umkehrbar
eindeutige Beziehung zueinander gesetzt werden.

Man erhalt alle reellen algebraischen Zahlen, wenn man alle
reellen Wurzeln aller irreduziblen Gleichungen von der Form

adwn + alwn-1 +. . . +an=0

bestimmt, wobei man immer voraussetzen kann, dal3 die Koeffizienten
a0, al, ... an ganze rationale Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind
und a0 von Null verschieden und positiv ist.

Wir wollen nun als H6he einer algebraischen Zahl, also einer
Wourzel der vorstehenden Gleichung, die Summe

4 N: nh—-1)+a0O+ @ - . . + |Jan]

bezeichnen, wo unter ar der absolute Wert von av zu verstehen

ist. Dann ist einleuchtend, daR zu jedem Werte, den man N beilegt,

nur eine endliche Zahl algebraischer Zahlen gehdrt. Denn nach (4)

kann in der Tat n nicht groRer als N sein, und sind N und n ein-

mal festgelegt, so konnen die Zahlen a0, |al], |a2|, ..., lan| als
positive ganze Zahlen nur in einer endlichen Zahl von Arten bestimmt
werden, so dal zu einem Werte, den man N beilegt, nur eine end-

liche Zahl von Gleichungen gehort, und von diesen brauchen nur die
irreduziblen betrachtet zu werden; also gehort zu einem gegebenen

Werte von N nur eine endliche Zahl algebraischer Zahlen.

Die reellen algebraischen Zahlen werden daher in Gruppen nach
ihrer wachsenden Hohe geordnet werden koénnen, und die (in end-
licher Zahl vorhandenen) einer jeden Gruppe, die also dieselbe Hohe
haben, werden nach ihrer GroRe geordnet werden konnen; so werden
alle reellen algebraischen Zahlen in eine Aufeinanderfolge gebracht
werden konnen, in der jede einen bestimmten Platz hat; also bilden
die reellen algebraischen Zahlen eine abzahlbare Menge, w. z. b. w.

Rechnet man fiir die ersten Werte von N die zugehorigen al-
gebraischen Zahlen w (auf finf Stellen) aus, so erh&lt man folgenden
Anfang der Tabelle der algebraischen Zahlen:
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N I N v
1 0 -3
7 1 4 Tles0s
— 141421
+l — 0707 11
=% — 0618 03
— 033333
HE + 0,333 33
+ 0,618 03
8,707 11
+ 1414 21
+ 1,618 03
+3

Ist nun irgend eine abzahlbare Menge reeller Zahlen gegeben
und betrachtet man alle reellen Zahlen, die durch die Punkte eines
beliebig Kkleinen Stiickes der Abszissenachse dargestellt werden, so
kénnen wir beweisen, dall es unter diesen Zahlen unendlich viele gibt,
die der gegebenen abzahlbaren Menge nicht angehdren.

Zu dem Ende denken wir die Zahlen dieser abzahlbaren Menge
als Dezimalbriiche geschrieben, und wenn einer dieser Briiche in eine
unendliche Reihe von Neunen auslaufen sollte, so wollen wir dahin
Ubereinkommen, daB fir diesen unendlichen Dezimalbruch immer der
gleichwertige abbrechende Dezimalbruch gesetzt werden soll.

Nun kann man leicht eine reelle Zahl bilden, die der betrach-
teten Menge nicht angehdrt, wie eng man auch die Grenzen wahlen
mag, zwischen denen diese Zahl liegen soll. Denn wenn diese Grenzen
etwa dadurch bestimmt sind, daB von der Zahl die ersten finf Dezi-
malstellen gegeben sind, so braucht man nur als sechste Dezimale
eine Zahl zu nehmen, die von 9 und von der sechsten Dezimale der
ersten Zahl jener abzahlbaren Menge verschieden ist, dann als
siebente Dezimale eine Zahl, die von 9 und der siebenten Dezimale
der zweiten Zahl jener abzahlbaren Menge verschieden ist, usw. Die
so konstruierte Zahl kann offenbar jener abzahlbaren Menge nicht
angehéren, und da man zur Bestimmung jeder einzelnen Dezimale die
Wahl zwischen acht Zahlen hat, so ergibt sich, daf in jedem noch
so kleinen Intervalle der Abszissenachse sich unendlich viele (8)
Zahlen befinden, die jener abzahlbaren Menge nicht angehéren.

Nimmt man also als abzahlbare Menge die der reellen alge-
braischen Zahlen, so ist der Beweis gefiihrt, dal es in jedem noch
so kleinen reellen Bereiche unendlich viele transzendente Zahlen gibt.

8§ 4. Der Weierstral3sche Hilfssatz. Wir mussen nun die
andere im § 1 aufgeworfene Frage, von der, wie wir gesehen haben,
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die Mdglichkeit, die Aufgabe der Quadratur des Kreises auf elementare
Weise zu lésen, abhédngt, betrachten: es handelt sich also darum, ob
die Zahl m unter die algebraischen oder unter die transzendenten
Zahlen zu setzen ist. Diese Frage ist im Jahre 1882 von Linde-
mannl) entschieden worden, der, von den Untersuchungen ausgehend,
durch die im Jahre 1873 Herrnite?) die Transzendenz der Zahl e
(der Basis der natirlichen Logarithmen) dargetan hatte, den Beweis
flhrte, dal auch die Zahl m transzendent ist.

Der L indemannsche Beweis wurde dann von Weierstraf33)
erheblich vereinfacht und so weit verallgemeinert, dal ein allge-
meinerer schon von Lindemann ausgesprochener Satz damit bewiesen
wurde. Aus diesem allgemeinen Satze geht nicht nur die Transzen-
denz der Zahlen e und 1 hervor, sondern auch, wie WeierstralR
hervorgehoben hat, die Transzendenz jedes Kreisbogens, dessen Sehne
durch den Radius algebraisch ausgedriickt ist, so dal also die Frage,
ob die Rektifikation des Kreises oder irgend eines Kreisbogens eie-
mentar ausfilhrbar ist, damit gel6st ist.

Wir beginnen mit dem Beweise eines Hilfssatzes, von dem
Weierstrald ausgeht, um die Transzendenz von 1 und den allge-
meinen Lindemannsehen Satz zu beweisen.

Es seien f(z), h(z) zwei Polynome der Variablen z von den
Graden n + 1 und n:

1 f(z) = alzn+1'+ alzn +- - - + anz + an+1,
(1) h(z) =cnzn  en-lzn-1 + - - «h + ¢0;
das Polynom f(z) sei so gewahlt, daB die Gleichung f(z) =O nur

ungleiche Wurzeln hat; die Koeffizienten von h(z) dagegen mdgen
ganz willkarlich sein.

Wir bilden aus diesen beiden Polynomen die Funktion vom Grade
M=n-+m(n+ 1)
2 (m eine positive ganze Zahl)

und betrachten die Funktion
3) 02 =F@2) +F(@+F'F) +---+FW2),

wo die F(z), F'(z) usw. die Ableitungen vonF(z) bedeuten.
Die Funktion @(z) ist von demselben Grade wie F(z), d. h. vom

1) Uber die Ludolphsche Zzahl, Berl. Ber. 1882.

2; Sur la fonction exponentielle, Comptes rendus, vol. 77.

3) Zu Lindemanns Abhandlung ,,Uber die Ludolphsche Zahl“ Berl.
Ber. 1885.
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Grade p=n+m(n+1). Wenn wir die Gleichung (3) nach z
differentiieren und uns gegenwartig halten, dal F(u+1)>(z) = 0 ist, so
erhalten wir

(2 =F@+F'@ +F'@+ +F

und durch Subtraktion dieser Gleichung von der Gleichung (3) er-
gibt sich

0(2) —¢'(2) = F(»)
oder, wegen (2),

4)

Wir setzen nun voraus, dafl die Koeffizienten ci von h(z) nicht
samtlich Null sind, d. h. dal h(z) nicht identisch Null ist; daraus
folgt, dak auch @(z) nicht identisch Null sein kann. Und es kann
@(2) auch nicht f(z) als Faktor enthalten, denn sonst konnten wir

®(z) = O(2) - f(2)e
setzen, wo ©(z) ein durch f(z) nicht teilbares Polynom m z bezeichnet
und p<m + 1ist. Dies aber ist unmdglich, weil dann die Gleichung
(4) die Form

oder

annehmen wirde und dann das Glied p - ©(z2) - f'(z) durch teilbar
sein miRte; aber es wurde vorausgesetzt, dal ©(z) durch f(z) nicht
teilbar ist, und kann mit f(z) keinen Faktor gemeinsam haben,
da die Gleichung f(z) = 0 nach Voraussetzung nur ungleiche Wurzeln
hat. Also kann g T(2) nicht durch f'(z) teilbar sein, und daher

ist auch @(z) nicht durch f(z) teilbar.

Nun bemerken wir, daB, wenn wir die Ableitungen von F(z)
nach z bilden, die mte Ableitung die erste ist, die durch f(z) nicht
teilbar ist; sie wird als Summanden Glieder enthalten, die durch f(z)
teilbar sind, und als einziges Glied, das durch f(F) nicht teilbar ist, das
Glied h(z)f,(z)m. Dieses Glied ist eine ganze rationale Funktion von

z, a0, al ;an+#l, c0,cl,.. . cn

mit ganzen Koeffizienten, in den GroRen c linear und homogen und
in z vom Grade (m + 1) n. Ebenso werden in allen weiteren Ab-
leitungen von F(z) bis zur pten die durch f(z) nicht teilbaren Glieder
ganze rationale Funktionen von
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z,a0,al, ...,;-an+1,c0,cl,... cn
mit ganzen Koeffizienten, linear und homogen in den Gréfen ¢ und
nicht von hoéherem Grade als (m + 1) n in z sein. Wenn wir also
in dem durch (3) gegebenen Ausdrucke von @(z) alle Glieder, die
den Faktor f(z) enthalten, zusammenfassen, so kdnnen wir schreiben

©) 0(2) = K(2) f+ H(@
wo K(z2) ein Polynom in z und H(z) eine ganze rationale Funktion
von

z,a0,al,....,-an+1,c0,cl,.. . cn
mit ganzen Koeffizienten, linear und homogen in den Grofen ¢ und
vom Grade (m fi- 1) n in z ist; und es kann nicht identisch

Null sein, weil @¢) durch f(z} nicht teilbar ist.

Jetzt multiplizieren wir H(z) mit n0"l" und dividieren dann durch
f(z\ wobei wir die algebraische Division so weit als mdglich fort-
setzen; wir erhalten dann als Quotienten ein Polynom in z und als
Rest eine ganze rationale Funktion in

z,a0,al,....,;an+1,c0,cl,...,cn
mit ganzen Koeffizienten, die in den GrdRen ¢ linear und homogen
und in z nicht von héherem Grade als n ist. Daher kann man die
Relation (5) in der Form

©) aimng(z) = G(2) - T(2) + 9(2)
schreiben, wo G(z) em Polynom in z ist und g(z) die schon ge-
nannten Eigenschaften hat und Uberdies ebensowenig wie H(z) iden-
tisch Null sein kann.

Endlich, da g(z) in den GréRen c0, cl, .. ., cn linear und homogen

ist, so kénnen wir es als eine Summe von n + 1 Gliedern in folgen-
der Weise darstellen:

wo die n + 1 Funktionen gi(z) ganze rationale Funktionen von

z, a0,al,....,an+l mit ganzen Koeffizienten und in z von nicht
héherem Grade als n sind, und wir haben daher wegen (6)

(7)
Nun betrachten wir das unbestimmte Integral

_I-e—zF(z)dz.
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Wenn wir (n + I)-mal hintereinander die sogenannte partielle
Integration anwenden und uns erinnern, dafl F(u+)l(z) = 0 ist, so er-
halten wir

fe-zF(2)dz = - e-z{F(2) + F'(2) + - - +F()@)}

und wegen (3)
Je-zF(z2)dz= - e-z@(2).

Multiplizieren wir diese Gleichung mit aOmn, so erhalten wir unter
Beriicksichtigung der Formeln (2) und (7)

Es seien nun z" z" zwei Wurzeln der Gleichung f(z) = 0, die
nach Voraussetzung nur ungleiche Wurzeln hat. Integrieren wir in
der letzten Formel ladngs irgend eines in der z-Ebene gelegenen
Weges zwischen den Punkten z; z" und halten wir uns gegenwartig,
dai

f(z') =f(z") = 0
ist, so erhalten wir

Nun war

also ist die vorstehende Relation linear und homogen in den ci, und
da diese willkirlich sind, so zerféllt sie in die n + 1 Gleichungen

®)

Die Zahl m ist bis jetzt unbestimmt geblieben, und die Funktionen
gi(z) hangen, wenn dies auch nicht ausdriicklich gesagt worden ist,
auch von ihr ab.

Nun wollen wir zeigen, daf}, wenn m unbegrenzt wéchst, der
absolute Betrag der Integrale, die auf der rechten Seite der vorangehen-
den Gleichungen stehen, Null zur Grenze hat. In der Tat, es sei
langs des Integrationsweges, dessen L&nge wir mit | bezeichnen wollen,

der gréRte absolute Betrag von zie-z und M' der groRte absolute
Betrag von aOnf(z) Der absolute Betrag des Integrals bleibt dann
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immer Kkleiner als aber, wenn m unbegrenzt zunimmt, so

hat die GroRe zur Grenze Null, wahrend M und | konstant

bleiben. Daher hat auch der absolute Betrag des Integrals zur Grenze
Null, und dasselbe wird also mit den Ausdriicken auf der linken Seite
der Gleichungen (8) der Fall sein, auch dann, wenn man sie mit
ez'+z" multipliziert.

Wir kdénnen also sagen, dal mit unbegrenzt wachsendem m die
Ausdricke

ez' - gi(z") -ez" - gi(z") (i=0,1,2,...,n)
sich der Null n&hern.

Darum kann man voraussetzen, dafl die Zahl m so groR gewahlt
worden ist, dal die absoluten Betrdge aller vorstehenden Ausdriicke
kleiner sind als eine beliebig klein gewahlte positive Zahl 6.

Wenn wir jetzt mit z0,z1,...,zn alle Wurzeln der Gleichung
f(z) = 0 bezeichnen, die der Voraussetzung nach voneinander ver-
schieden sind, und annehmen, daB die Koeffizienten der Gleichung
selbst samtlich ganze Zahlen sind, so folgt, dal auch die n + 1 Funk-
tionen gi(z) ganze rationale Funktionen von z mit ganzen Koeffizienten
sind, und nach dem Vorhergehenden kann man fur m einen so grof3en
Wert wahlen, dal die absoluten Betrdge der Ausdriicke

i=0,1,2,...,n

k=0,1,2,...,n
samtlich kleiner als eine beliebig klein gewahlte positive Zahl g sind.
Wir wollen nun zeigen, daB die n + 1 Funktionen i00O)/71("), ..., (i)

aufller den schon nachgewiesenen Eigenschaften noch die folgende be-
sitzen: Die Determinante

90(z0)91(z0) - - - gn(z0)
r— g0(z1)g1(z1) - - - gn(z1)
g0(zn)gl(zn) - - - gn(zn)

ist von Null verschieden.
In der Tat, wenn sie gleich Null wére, so wirden die n + 1 Rela-
tionen
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fir Werte der GroBen c0, ¢1,.. Cn, die nicht samtlich Null sind, be-
stehen: daher mufRte die Funktion

deren Grad in z nicht groRer als n ist, fr n + 1 Werte von z Null
werden und also identisch Null sein, wahrend dies, wie wir oben ge-
zeigt haben, nicht der Fall ist.

Fassen wir zusammen, was wir in diesem Paragraphen bewiesen
haben, so kdnnen wir den Weierstral3schen Hilfssatz in folgender
Weise aussprechen:

Wenn f(z) eine ganze rationale Funktion von z vom
Grade n + 1| mit ganzen Koeffizienten und den samtlich von-
einander verschiedenen Wurzeln z0, 71, z2, ...,n ist, so gibt
es ein System wvon n + 1 ganzen rationalen Funktionen
von z

90(2)91(2).. - ., 9n(2)
von nicht hdherem Grade als n und mit ganzen Koeffizienten

von der Art, dal die Determinante der GréRen gi(z) von
Null verschieden ist und jede der Differenzen

i=0,1,2,...,n
k=0,1,2,...,n

einen absoluten Betrag hat von geringerer GroRe als eine
beliebig klein gewahlte positive Zahl o.

§ 5. Beweis des allgemeinen Lindeniannschen Satzes.
Gestltzt auf den Hilfssatz des vorangehenden Paragraphen hat Weier-
stral3 den allgemeinen Lindemannschen Satz bewiesen; wir werden
nun diesen Beweis im AnschluB an die bereits zitierte Originalab-
handlung wiedergeben.

Wir beginnen mit dem Beweise des folgenden Satzes, von dem
wir dann durch successive Erweiterung leicht zum Beweise des all-
gemeinen Lindeniannschen Satzes gelangen werden.

A) Wenn x1, X2,...,.x. die v voneinander verschiedenen
Waurzeln einer algebraischen Gleichung

@h) XV +clxv-1 + --- +cv =0

vom Grade v mit rationalen Koeffizienten und N1, N2,.. . Nv
v ganze Zahlen sind, von denen wenigstens eine von Null
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verschieden ist, so ist die Summe von Null ver-
schieden.
Wir setzen die Zahlen x1, x2, ..., xr in der Weise geordnet vor-

aus, dall der reelle Teil irgend einer von ihnen nicht grofRer als der
reelle Teil der vorhergehenden Zahlen ist; dabei kann sich ergeben,
daB in der Reihe der Zahlen x,z1, .x2,...Xxv eine Gruppe aufeinander-
folgender Zahlen mit gleichen reellen Teilen auftritt; dann wollen
wir die Zahlen dieser Gruppe in der Weise geordnet denken, daR3 die
Koeffizienten des imaginaren Teiles abnehmen.

Unter diesen Voraussetzungen werden die Differenzen xI — x2,
X1 — X3, ..., Xv-1 — xv, die man erhélt, wenn man von irgend einer
dieser Zahlen irgend eine der darauf folgenden subtrahiert, zum
reellen Teile entweder eine positive Zahl oder die Zahl Null haben,
und im letzten Falle wird der Koeffizient des imagindren Teiles

positiv sein.

Daraus folgt, daf3, wenn a, b....,l irgendwie aus den v Zahlen
1, 2,... v ausgewdhlte Zahlen und a, B,... A ebensoviele aus
1, 2, .... v ausgewdhlte Zahlen sind von der Art, dal

a ab B,---1 A
ist, aber nicht Gberall die Gleichheitszeichen bestehen, die GroRe

(xa+xb+. . .+xl) —(Xa+xB+. . .+xA)'= (Xa-xa) + (xb —xB) + - - - fxI- xA)
nicht Null sein kann; d. h. xa + xb+. . .+xl kann nicht xa + xf3 +. . .+xA
gleich sein.

Nun bezeichnen wir mit X' die Summe

und mit X", X", ... X[k die Summen, welche aus jener durch alle
moglichen Permutationen der Zahlen N1, N2, ..., Nv hervorgehen.
Alsdann ist k = v!, und irgend eine Summe X(s) laBt sich schreiben

wo Mg,M, . . ., Nv(s) eine der Z Permutationen der v Zahlen
1, N2, ..., Nv bezeichnet.
Nun konstruieren wir das Produkt

P=X X" XK
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Wenn wir beweisen, dafl dieses Produkt von Null verschieden ist, so

ist auch die Summe die ein Faktor davon ist, von

Null verschieden und damit der Satz A) bewiesen.
Wir konnen schreiben

oder kirzer

2
Unter allen Werten, die die Summe

xa+x + o

fur alle moglichen Wertsysteme der Indices annehmen kann, mégen
n + 1 voneinander verschieden sein, und diese wollen wir mit
z0,2..,zn bezeichnen. Wir kdnnen dann einfacher schreiben

©)

wo fir jeden Wert von p

4)

ist und die Summe sich Uber alle Wertsysteme von a,b, . . .l er-

streckt, fur die xa + xb + - + xl = zp ist.

Nun kann man leicht sehen, dal von den n% 1 GroBen Cy
wenigstens eine von Null verschieden ist. In der Tat, da in der
Gruppe der v Zahlen N1, N2,..., Nv wenigstens eine von Null ver-
schieden ist, so gibt es in jeder der k Permutationen

N, N2 Nv*

N1(k), N2(k), Nv(k)

dieser Gruppe eine erste von Null verschiedene Zahl; es sei dies Nd'
in der ersten Permutation, NB" in der zweiten Permutation, ...,NAK
in der/deu Permutation. Die von Null verschiedene GroRe Na"Np"...NAK)
ist aber nach Formel (2) ein Koeffizient von P und steht in dem Gliede

Ist nun
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irgend ein anderes Glied von P, dessen Koeffizient ebenfalls von
Null verschieden ist, so muf

a ab B,--1 A

sein (wo mindestens ein Ungleichlieitszeichen gilt), und daher kann
nach der im Anfang festgesetzten Ordnung der Zahlen x1, x2, .. .Xv
die Summe von xa -+ xb + + x| nicht gleich xa -+ xp +--- + X\ sein.
Mithin ist der Koeffizient No'Np' . .. Nk selbst eine der GrdRen C,
und es befindet sich also unter diesen wenigstens eine von Null ver-
schiedene Grole.

Nun kann man eine ganze rationale Funktion f(z) vom Grade
n + 1 und mit ganzen Koeffizienten konstruieren, die die n + 1 GroRen

zO z1, ..., zn zu Wurzeln hat.
Man betrachte namlich das Produkt aller GroRen
Z-(xa+xb+ - - +xl) (ab,..., 1=1, 2, ...,V

Es ist eine ganze rationale Funktion von z, deren Koeffizienten ganze
symmetrische Funktionen mit ganzen Koeffizienten der v Wurzeln
x1, X2, ..., xv der Gleichung (1) sind; daher sind diese Koeffizienten
rational durch die Koeffizienten dieser Gleichung ausdrickbar und
also rationale Zahlen. Das betrachtete Produkt ist also eine ganze
Funktion von z mit rationalen Koeffizienten; diese Funktion wird
ferner nur Null fur z = z0, zI,. . ., zn, wenn man daher diese Funktion
durch den gréRten Teiler dividiert, den sie mit ihrer ersten Ableitung
gemeinsam hat, so wird der Quotient eine ganze Funktion von z vom
Grade n + 1, und multipliziert man diese mit einer geeigneten ganzen
Zahl, so erhdlt man eine Funktion von

fiz) = alznt + alzn + - - + an+1,

die rational und ganz und vom Grade n + 1 ist, ganze Koeffizienten
hat und nur fur z =20, z1, ..., zn Null wird.

Und nun ist der Moment gegeben, den im vorstehenden Para-
graphen nachgewiesenen Hilfssatz anzuwenden. Wenn man namlich
von der Gleichung

a0zn+1 + alzn +---+an+1=0

mit n + 1 ungleichen Wurzeln z0, zl,...,zn ausgeht, so kann man
ein System von n + 1 ganzen rationalen Funktionen von z g0(z),
g1(2), . . ., gn(z) von nicht héherem Grade als n und mit ganzen Koeffi-
zienten konstruieren von der Beschaffenheit, da die Determinante der
Groflen gi(zy) von Null verschieden ist und jede der Differenzen

Enriques, Fragen der Elementargeometrie, II. 19
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i=0,1,2, ...,n
u=20,1,2, ...,Nn

einen absoluten Betrag hat, der kleiner ist als eine beliebig klein ge-
wahlte Zahl ¢, d. h. daB

i=0,1,2,...,n
(5) M=0,1,2,..,Nn
ist, wo alle GroRen eilt einen absoluten Betrag Kleiner als die Einheit
haben.

Nun wollen wir beide Seiten der Formel (3) mit
multiplizieren. Wir erhalten dann die n + 1 Gleichungen

Aber aus den Relationen (5) folgt

Daher ergibt sich

Nun wollen wir beweisen, dal die n + 1 Summer

(i=0,1,2,...n)

rationale Zahlen sind, von denen wenigstens eine von Null ver-
schieden ist.

Dazu ist nur zu beweisen, dafl die genannten Summen ganze
symmetrische Funktionen der Wurzeln x1, x2. . ., xv der Gleichung (1)
sind. Und in der Tat, wenn wir mit &1, &2,. .., & unabhangige Ver-
anderliche bezeichnen, so ist das Produkt

und daher auch die Summe

eine symmetrische Funktion von &1, &,. _ dasselbe ist also auch
mit der Summe
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der Fall, wo m irgend eine ganze Zahl ist. Setzt man dann & = x1,

& =x0,...,& =xv, so ergibt sich, daB alle Grélien ratio-

nale Zahlen sind und daher sind auch die Ausdriicke

(=0, 1, 2,...n)

rationale Zahlen. AufBerdem ist wenigstens eine von ihnen von Null
verschieden. Denn in der Tat, wenn

(i=0,1,2,.. . n)

ware, so mufite, da nicht alle C( Null sind, die Determinante der
Groen gi(zu) Null sein, was entsprechend der Konstruktion der Funk-
tionen gi(z) nicht der Fall ist.

Endlich koénnen wir alle rationalen Zahlen

(i=0,1,2,.. . n)

mit einer geeigneten ganzen Zahl M multiplizieren, so dal sie in
n + 1 ganze Zahlen

Q0 QL+ > Qn
Ubergehen, von denen wenigstens eine von Null verschieden ist. Nach

dem Hilfssatz des vorhergehenden Paragraphen kdénnen wir auerdem
die GroBRe o so Kklein gewahlt voraussetzen, dal jede der GroRen

(i=0,1,2...n)

einer GrofRe j» gleich wird, deren absoluter Betrag kleiner als die
Einheit ist. Die Relationen (6) nehmen dann die Form an:

(i=0,1,2,...,n)

und da von den ganzen Zahlen Qi wenigstens eine von Null ver-
schieden ist, wéhrend alle GroRen ni einen absoluten Betrag kleiner
als die Einheit haben, so ist wenigstens eine der GréRen

(i=0,1,2,.. . n)
19*
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von Null verschieden. Also ist das Produkt P und daher auch die

Summe die ein Faktor davon ist, von Null verschieden,

und daher ist der Satz A) bewiesen.

Aus diesem Satze wollen wir nun andere allgemeinere ableiten,
um schlieBlich zu dem Lindemannschen Satze zu gelangen.

B) Wenn x1,x2,...,xv die v voneinander verschiedenen
Wourzeln einer algebraischen Gleichung

XV+ clxv-1 + - +=cov=0

vom Grade v mit rationalen Koeffizienten und N1, N2,..., Ny,
v rationale Zahlen sind, von denen wenigstens eine von

Null verschieden ist, so ist die Summe von Null

verschieden.

In der Tat ist nur mit einer geeigneten ganzen Zahl

zu multiplizieren, um auf die Voraussetzungen des Satzes A) zuriick-
zukommen.
Setzt man in dem Satze B)

xXl=0,xXx=1,..,xvx=v—1,

so folgt im besondern der Hermitesche Satz, namlich:
Die Zahl e kann nicht Wurzel einer algebraischen
Gleichung
Nvevd + lHewv-2-+---+ NI, =0

mit rationalen Koeffizienten sein.

Nun kommen wir zum Beweise des Satzes

C) Wenn x1, X2, ..., xv, v unabhangige algebraische Zahlen,
d. h. nicht Wurzeln einer und derselben algebraischen Glei-
chung vom Grade v mit rationalen Koeffizienten, und aul3er-
dem voneinander verschieden sind, und wenn N1, N2, ..., Ny,
v rationale Zahlen sind, von denen wenigstens eine von Null

verschieden ist, so ist die Summe von Null ver-

schieden.

In der Tat, wir konnen voraussetzen, dal X1, X2, ..., XV
Wourzeln einer und derselben algebraischen Gleichung vom Grade s=v
mit rationalen Koeffizienten und ungleichen Wurzeln sind; diese
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Gleichung wird auBer den Wurzeln x1, x2, ..., xv noch die anderen
Waurzeln xv+1, xv+2,..., xs haben. Wenn dann N1, N2,..., Nv, Nv+1,..., Ns
s rationale Zahlen sind von der Beschaffenheit, daR wenigstens eine
der ersten v Zahlen von Null verschieden ist, die anderen Nv+1,
Nv+2,. . ., Ns. aber Null sind, dann wissen wir, daB nach dem Satze

B) die Summe von Null verschieden ist: aber da die letzten

s — v Glieder dieser Summe Null sind, so mufl auch die Summe

von Null verschieden sein, und damit ist der Satz C) be-

wiesen

Und nun ist es leicht, den allgemeinen Lindemannschen Satz
zu beweisen:

D) Wenn xi1, x2, ..., xv irgendwelche v voneinander ver-
schiedene algebraische Zahlen und N1, N2, ..., Nv algebraische
Zahlen sind, von denen wenigstens eine von Null verschieden

ist, so ist die Summe immer von Null verschieden.

In der Tat, es konnen N1, N2, ..., Nv immer als Wurzeln
einer algebraischen Gleichung vom Grade s v mit rationalen Koeffi-
zienten betrachtet werden. Es seien N1, N2,... Nv, Nv+1, .. . Ns
alle Wurzeln dieser Gleichung, und wir kénnen voraussetzen, dafl von
ihnen nicht mehr als v — 1 gleich Null sind. Nun bilden wir alle
Kombinationen der s Elemente N1, N2,..., Ns zu v Gliedern. Sie sind
in der Zahl

k=ss-1(5-2) - (s—v+1
vorhanden und lassen sich in folgender Weise bezeichnen:
N1 N2, ., NV’

N1"  N2" Nv"

NIRINIERD
Nach der Voraussetzung gibt es in jeder dieser Kombinationen

wenigstens eine von Null verschiedene Zahl.
Darauf bilden wir alle Summen
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eine davon ist die Summe

und wir wollen nun beweisen, dal sie nicht gleich Null sein kann.
Wir bilden das Produkt

das sich kurzer schreiben lafit:

Bezeichnen wir nun mit z0, z1,.. ., zn die verschiedenen Werte,
die die Summe xa + xb + - + xI fir alle Wertsysteme, die man
a, b,..., | beilegen kann, annimmt, so kdnnen wir schreiben
wenn

gesetzt ist, wo die Summe sich Uber alle diejenigen Wertsysteme von

a, b,..., | erstrecken soll, fur die xa+xb + .-+ xl = zy ist.
Die GroéRen Cy sind offenbar ganze symmetrische Funktionen in
den Grofen N1, N2, ..., Nt mit ganzen Koeffizienten und daher samt-

lich rationale Zahlen. Ferner ist wenigstens eine der Cy, von Null
verschieden, was man leicht beweist, wenn man wie in dem Beweise
des Satzes A) verféhrt.

Wenn nun z0, z1, ..., zn voneinander verschiedene algebraische
Zahlen und Co, C1, .. ., Cn rationale Zahlen sind, von denen wenigstens
eine von Null verschieden ist, so kann nach dem Satze C) die Summe

nicht Null sein. Also kann auch nicht P und daher auch

nicht die Summe die ein taktor davon ist, Aull sein. Und

damit ist der allgemeine Linde mannsehe Satz bewiesen.

8 6. Transzendenz der Zahlen e und .1, Unmodéglichkeit,
mit dem Lineal und dem Zirkel eine Kreislinie von ge-
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gebenem Radius oder einen Kreisbogen von gegebener Sehne
zu rektifizieren. Aus dem im vorhergehenden Paragraphen be-
wiesenen allgemeinen Satze D) lassen sich viele wichtige Sétze her-
leiten. von denen wir jetzt die bemerkenswertesten und im besondern
die Transzendenz der Zahlen e und A hervorheben wollen.

1. Man setze in dem Ausdrucke

v=2; Nl=1 N2=- X: =X x2=0;

er wird dann ex — X und kann niemals Null sein, wenn X eine von
Null verschiedene algebraische Zahl und X irgend eine algebraische
Zahl ist.  Also:

Die exponentielle GroRBe ex ist allemal eine transzen-
dente Zahl, wenn x eine von Null verschiedene algebraische
Zahl ist.

Als besonderer Fall ergibt sich fir x= 1. Die Zahl e ist eine
transzendente Zahl.

Der naturliche Logarithmus einer von 1 verschiedenen
algebraischen Zahl X ist immer eine transzendente Zahl.

Im besonderen ergibt sich, da eni = — 1 ist: Die Zahl 1t und
daher auch m selbst ist eine transzendente Zahl.

Es folgt daraus (vgl. § 1), daB, wenn man von einer als MaR-
einheit genommenen Strecke ausgeht, man nicht durch eine Konstruk-
tion, in der nur algebraische Kurven auftreten, eine Strecke von dem
MaRe m herstellen kann. Und da die Rektifikation und die Quadratur
eines Kreises, wenn man von dem Durchmesser als Einheitsstrecke
ausgeht, darauf zurick kommen, eine Strecke von der L&nge m zu
konstruieren (vgl. § 1), so folgt:

Es lassen sich die Rektifikation und die Quadratur eines
Kreises, dessen Durchmesser gegeben ist, durch geometrische
Konstruktionen, in denen nur algebraische Kurven auftreten,
nicht ausfuhren.

Und daraus folgt umsomehr:

Es lassen sich die Rektifikation und die Quadratur eines
Kreises, dessen Durchmesser gegeben ist, durch geometrische
Konstruktionen, in denen nur das Lineal und der Zirkel an-
gewandt werden, nicht ausfuhren.

2. Man setze in dem Ausdrucke
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Daraus folgt, dafl der Ausdruck

nicht Null sein kann, solange sowohl x wie X von Null verschiedene
algebraische Zahlen sind. Abei- wenn wir zur MaReinheit deu Radius

des Kreises wahlen, so stellt die zu dem Bogen von der

Lange x gehdrige Sehne dar. Also:

Ein Kreisbogen, dessen Sehne, wenn der Radius des
Kreises zur Mal3einheit genommen wird, eine algebraische
Zahl zum MaRe hat, wird durch eine transzendente Zahl
ausgedrickt, und dasselbe ist mit dem zu dem genannten
Bogen gehorigen Kreissektor der Fall.

Aus diesem Satze kdnnen wir schlieBen (vgl. § 1):

Wenn die Sehne eines Kreisbogens, dessen Radius zur
Einheit genommen wird, durch eine algebraische Zahl aus-
gedruckt wird, so kann man durch geometrische Konstruk-
tionen, in denen nur algebraische Kurven auftreten, weder
den Bogen rektifizieren, noch den dazu gehoérigen Sektor
quadrieren.

Und daraus folgt umsomehr (vgl. § 1):

Man kann durch Konstruktionen, bei denen nur das
Lineal und der Zirkel gebraucht werden, einen Kreisbogen
nicht rektifizieren und den dazu gehérigen Sektor nicht
quadrieren, wenn die zu dem Bogen gehoérige Sehne mit
Hilfe von rationalen Operationen und Quadratwurzeln durch
den Radius ausgedriickt und daher selbst elementar kon-
struierbar ist.

3. Umgekehrt ist fiur jeden Kreisbogen, der zu dem
Radius in einem algebraisch ausdrickbaren WVerhéltnisse
X steht, x =0 ausgenommen, X=sin x eine transzendente
Zahl.

Dies folgt aus dem Lindemannsehen Satze auf Grund der

Relation
21X = eix — e-ix
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Dasselbe kann man von allen trigonometrischen GroRen cos X,
tg X, usw. sagen.

§ 7. Graphische Ldsung der Aufgaben der Rektifikation
und Quadratur des Kreises mit Hilfe des Integraphen. Die
Frage, um deren Losung die Mathematiker sich so lange Zeit bemiht
haben, ob man namlich einen Kreis von gegebenem Radius nur durch
Konstruktionen von Geraden und Kreisen, d. h. nur mit Hilfe des
Lineals und des Zirkels rektifizieren oder quadrieren kann, ist also
durch die Ergebnisse des vorigen Paragraphen negativ entschieden
worden, und zwar in einem viel weiteren Sinne als sie gestellt war.

Bei der Unmdbglichkeit, den Kreis nur mit Hilfe von Geraden
und Kreisen zu rektifizieren, kann man versuchen, zu dieser Rektifi-
kation mit Hilfe von Kurven von hoherer Art zu gelangen, genau
wie man zur Losung der Aufgaben der Dreiteilung des Winkels und
der Verdoppelung des Wiirfels, da hierzu Gerade und Kreise ebenfalls
nicht genugten, zu Kegelschnitten und hoéheren algebraischen Kurven
seine Zuflucht nahm.

Zur Konstruktion von m z. B. wirde, wenn man von der zur
Maleinheit gewahlten Strecke ausgeht, nur nétig sein, dall man eine
Kurve ziehen kann, die, auf ein bestimmtes System von rechtwinkligen
cartesischen Koordinaten bezogen, einen Punkt héatte, von dem eine
Koordinate mit Hilfe von rationalen Operationen und Quadratwurzeln
durch m ausdriickbar ist, wahrend die andere elementar konstruierbar
ist, d. h. als ein Ausdruck sich darstellt, der nur rationale Zahlen
und quadratische Irrationalitaten enthalt (vgl. § 1).

Da nun die Zahl m selbst transzendent ist, so wirde die erste
Koordinate dieses Punktes auch transzendent sein, und daraus folgt,
dall eine Kurve von dieser Eigenschaft nur eine transzendente Kurve
sein kann.

Eine Kurve, die zu diesem Zwecke benutzt werden kodnnte, ist
die Linie

y = arcsin X,
und in der Tat wirden uns die Schnittpunkte dieser Kurve mit der
y-Achse in ihren Ordinaten 1 und alle seine Vielfachen liefern. Die
Beispiele von transzendenten Kurven, die, einmal in einem kontinuier-
lichen Zuge beschrieben, die graphische Ldsung der Aufgabe der
Rektifikation des Kreises liefern wirden, lieBen sich vermehren.

Wir wollen nun zeigen, wie einige von ihnen sich mit Hilfe der
sogenannten Integraphen wirklich in einem kontinuierlichen Zuge
beschreiben lassen.
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Bezeichnet man als Differentialkurve irgend eine Kurve

y=f(x)
so nennt man Integralkurve die Kurve, deren Gleichung

Y= F(x)
ist, wo

F(x) =Jf(x)dx

Ist also die Differentialkurve gegeben, so ist die Integralkurve
bis auf eine ParallelVerschiebung zur //-Achse definiert. So ist z B.
die Arcussinuslinie
u = arcsin X

die Integralkurve der Kurve

die algebraisch von der vierten Ordnung ist. Geht man andererseits
von dem Kreise vom Radius 1, dessen Mittelpunkt sich im Anfangs-
punkte der Koordinaten befindet,

xX2+yl=1

als Differentialkurve aus, so ist die Integralkurve

und die Ordinaten der Schnittpunkte dieser Kurve mit der //-Achse
werden uns also m und seine Vielfachen geben.

Ein Instrument, mit dem man in einem kontinuierlichen Zuge
die Integralkurve beschreiben kann, sobald die Differentialkurve ge-
zeichnet ist, wird also zur graphischen Konstruktion von m benutzt
werden konnen.

Ein solches Instrument, Integraph genannt, ist vor mehreren
Jahren von dem Russen Abdank-Abakanowicz wirklich erfunden
und spéter von Coradi in Zirich vervollkommnet worden. Wir
wollen hier kurz das Prinzip andeuten, auf dem es beruht, und die
wesentlichen Teile, aus denen der Apparat besteht, beschreiben; fir
eine genauere Beschreibung des Apparates und seinei* verschiedenen
Anwendungen sei auf das Werk des Erfinders selbst verwiesen, das
von E. Bitterli unter dem Titel: Die Integraphen, Leipzig 1889,
ins Deutsche bersetzt worden ist.
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Wir denken die beiden rechtwinkligen Achsen Ox, Oy und die
Differentialkurve C von der Gleichung

_ y=f(x)
gezeichnet.

Betrachten wir irgend einen Punkt P von den Koordinaten x, y
der Kurve C, so wollen wir das Dreieck zeichnen, das zu Eckpunkten
hat: den Punkt P, den FuBpunkt Q der zu P gehérigen Ordinate
und den Punkt S der Achse Ox, der von Q um ein Stick gleich
der MaReinheit entfernt ist. Die Tangente des Winkels ¢, den die
Hypotenuse des Dreiecks mit der Abszissenachse bildet, ist dann ge-
geben durch

Andererseits ist die Gleichung der Integralkurve J

v = [f(x)dx

Bezeichnen wir mit P den Punkt dieser Kurve, der dem Punkte P
der Differentialkurve entspricht (d. h. dieselbe Abszisse hat), so ist
die trigonometrische Tangente des Win-

kels, den die in dem Punkte P' an

die Integralkurve gezogene Tangente

mit der Abszissenachse bildet, gegeben

durch

Daraus folgt, daf fir jeden
Punkt der Differentialkurve die
Hypotenuse des betrachteten Drei-
ecks der Tangente der gesuchten
Integralkurve in dem entspre-
chenden Punkte parallel ist.
Und diese Bemerkung hat Abdank-
Abakanowicz auf die Konstruktion des
Integraphen geflihrt, den wir jetzt be-
schreiben wollen, indem wir die von Coradi angebrachten Verbesse-
rungen bericksichtigen.
In den beiden Figuren 131 und 132 ist der Apparat in einer
oberen Ansicht und einem vertikalen Schnitt schematisch dargestellt.
Drei horizontale und zueinander parallele Schienen L, L1, L2
sind durch zwei Querstangen T und T' so miteinander verbunden,
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dal sie einen festen rechteckigen Rahmen bilden; dieser ruht auf vier
Ré&dern R und kann dadurch auf dem Zeichenblatte eine Bewegung
parallel zur Abszissenachse erhalten. Die Schienen L und L! sind

auf ihrer oberen Seite mit einer Rinne versehen, und zwar konnen
in der Rinne von L die beiden Ré&der r und r! des Wagens A laufen
und in der Rinne von L! die beiden R&ader r2 und rs des Wagens 11
Der Wagen A wird durch
das Rad r4, das sich in
einer Rinne von L2 bewegen
kann, in seiner horizontalen
Lage erhalten und der Wagen
B durch das Rad r5 das
sich in einer Rinne einer
(in der Fig. 131 nicht sicht-
baren) Schiene L3, die pa-
rallel zu L! und unter dieser
Schiene angebracht ist, bewegen kann. An dem Wagen A ist eine
(in der Fig. 131 nicht sichtbare) vertikale Achse o angebracht, um
die sich ein Wagen mit zwei Ré&dern r6 und r7 drehen kann. Diese
beiden Ré&der r6 und r! koénnen sich in einer Rinne bewegen, die
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sich auf der unteren Seite des horizontalen Armes F befindet,
der sich um eine in dem Punkte D angebrachte vertikale Achse
drehen kann.

Nun denke man sich auf dem Zeichenblatte zwei zueinander
rechtwinklige Achsen, Ox normal und Oy/ parallel zu der Schiene LI
gezogen, dann wird einem mit dem Wagen A fest verbundenen Punkte
P eine Bewegung in der Richtung Ox und eine Bewegung in der
Richtung Oy erteilt werden kodnnen, und dieser Punkt wird daher
irgend eine Linie y = f(x) beschreiben konnen. Dann wird der Punkt,
in dem die Achse a die xy-Ebene treffen wirde, da er mit dem
Punkte P fest verbunden ist, dieselbe Kurve wie P beschreiben, und
die Strecke, die ihn mit der Projektion des Punktes 1) auf die
Xy-Ebene verbindet, wird wéhrend der Bewegung immer dieselbe
Strecke zur Projektion auf die Abszissenachse haben: diese Projektion,
die in dem Instrumente, das wir hier beschreiben, zwischen 10 und
20 cm genommen werden kann, stellt die lineare Einheit des Apparates
dar und ist die Basis des rechtwinkligen Dreiecks, von dem wir oben
gesprochen haben. Daher wird die variable Richtung der Hypotenuse
des genannten Dreiecks in jedem Augenblicke durch den um D dreh-
baren Arm F dargestellt.

Nun kommen wir zur Beschreibung derjenigen Teile des Apparates,
die dazu dienen, einen Zeichenstift K so zu fiihren, dal seine Be-
wegungsrichtung in jedem Augenblicke der variablen Richtung des
Armes F parallel ist, so daB K die Integralkurve der Kurve y = f(X)
beschreibt.

Der Arm F hat auch auf seiner oberen Seite eine Rinne, und
in dieser kénnen die R&der r8 und® eines horizontalen Wagens C
laufen, an dem eine horizontale Querstange M normal zur Ebene
der beiden R&der d. h. normal zum Arme F angebracht ist. An
den (zu der Rinne symmetrisch liegenden) Enden dieser Querstange
M befinden sich die vertikalen Achsen i und i'. Andererseits ist an
dem Wagen B eine vertikale Achse o angebracht, um die sich eine
Stange M' drehen kann, und mit dieser Stange sind (in gleicher Ent-
fernung von der Achse o) zwei Achsen i" und verbunden, deren
Entfernung ebenso groR ist wie die Entfernung der Achsen i und i'.
Die Achsen i und i", i' und i" sind durch gleich lange Stangen mit-
einander verbunden, so dal ein Gelenkparallelogramm entsteht. Mit
der Stange M' endlich ist ein scharfrandiges Rad R' in der Weise
verbunden, dal seine Achse parallel zu M' ist und sein Mittelpunkt
in der Verlangerung der Achse o liegt. Dieses Rad R' wird durch
das Gewicht der Stange M' an das Zeichenblatt angedriickt, so



302 VI Artikel. Uber d. transzendenten Aufgaben, insb. ib. d. Quadratur d. Kreises.

daB es sich nur in seiner eigenen Ebene, d. h. m der zu der
Stange M' normalen Richtung s und also parallel zu dem Arme F
bewegen kann.

Bewegt sich nun der Wagen A auf der Schiene L, so dreht sich
der Arm F um den Punkt D und der Wagen C rollt auf diesem
Arme, und da die Stange M' immer senkrecht zum Arme F bleibt,
so tut dies wegen des Gelenkparallelogramms auch die Stange AL'
und also auch die Achse von R' Nun ist mit M" noch ein Arm G
unten am Apparate verbunden, der mit einem Schreibstift oder einer
Reif’feder K endigt. Wenn dann der Punkt P die Differentialkurve
beschreibt, so beschreibt der Punkt K die Integralkurve, und die ein-
ander entsprechenden Punkte der beiden Kurven liegen auf derselben
Ordinate.

Zur Bestimmung von m kann man auch die Planimeter be-
nutzen, d. h. die Instrumente, die zur Bestimmung des Flacheninhalts
von krummlinig begrenzten ebenen Figuren dienen, also den Wert
des bestimmten Integrals einer graphisch dargestellten Funktion
liefern. Mit einem solchen Instrumente kann man in der Tat den
Flacheninhalt eines Kreises von gegebenem Radius bestimmen, woraus
sich dann m ergibt. Unter den Planimetern sei als das beste das so-
genannte Polarplanimeter von Amsler erwahnt.

§ 8. Geometrische Konstruktionen zur annéhernden
Rektifikation und Quadratur des Kreises. Wenn man nur das
Lineal und den Zirkel benutzen und keine transzendenten Instrumente,
wie z. B. die Integraphen, zu Hilfe nehmen will, so kann man eine
genaue Losung der Aufgabe, mit der wir uns hier beschaftigen, nicht
erhalten; es sind jedoch Konstruktionen vorgeschlagen worden und in
der Praxis auch im Gebrauch, mit deren Hilfe man allein mit Geraden
und Kreisen die Rektifikation und Quadratur des Kreises in annahern-
der Weise ausfiihren kann, d. h. indem man einen Fehler begeht, der
fur gewdhnliche Zwecke vernachléssigt werden darf.

Eine solche Konstruktion ist z. B. die von Spechtl), die mit
grolRer Annaherung die Rektifikation des Kreises ergibt,

Auf einer an den Kreis vom Radius r gezogenen Tangente
(Fig. 133) schneide man vom Berlhrungspunkte A aus die Strecke
AB gleich dem Durchmesser, vermehrt um ein Finftel des Radius, ab
und mache dann BC gleich zwei Finfteln des Radius; darauf ver-
binde man O mit B und mit C, trage auf dem durch A gehenden

1) J. f. Math. 3, pg. 83.
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Durchmesser eine Strecke AD gleich ab und ziehe durch D die
Parallele zu OC. Bezeichnet man dann den Punkt, in dem diese
Parallele die Tangente schneidet, mit E, so stellt AE mit groRer
Anndherung die Lange des Kreisumfanges dar.

In der Tat ist

also

Dies ergibt
AE =1r16,2831839 ...
und da
21 = 6,2831853 . . .

ist, so folgt, da® AE um weniger als zwei Millionstel des Radius
kleiner ist als der Kreisunifang.

Das Rechteck, das AE und die Halfte des Radius r zu Seiten
hat, oder das gleich groRe Quadrat ergibt entsprechend mit grol3er
Annéherung die Quadratur des Kreises.

Wenn es sich nur um die Quadratur des Kreises handelt, so
kann man folgende Konstruktion benutzen.l)

Auf dem Durchmesser AB des gegebenen Kreises (Fig- 134)
trage man die Strecke OD gleich drei Funfteln des Radius und nach
der anderen Seite die Strecke OF gleich drei Halften des Radius ab:
dann halbiere man den Radius OB in dem Punkte E und schlage
Uber DE und AF als Durchmesser Halbkreise auf entgegengesetzten
Seiten von AB. Errichtet man nun in O auf AE die Normale, die
die beiden Halbkreise in G und H schneiden mag, so stellt das

1) Vgl. die Geometria elementare von Sannia und d'Ovidio, wo noch
andere Konstruktionen fiir die anndhernde Rektifikation und Quadratur des
Kreises angegeben sind.
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Quadrat, das GH zur Seite hat, mit groBer Anndherung den Flachen-
inhalt des gegebenen Kreises dar.
Denn infolge der Konstruktion ist

OD=r , OE=r1 1%
OA =,

Aber OG ist mittlere Proportionale
zu OD und OE und OH mittlere Pro-
portionale zu OA und OF, also ist

und daher

und da
VT = 1,77245

ist, so ist GH um weniger als zwei Hunderttausendstel des Radius
groRer als die Seite des Quadrates, das dem gegebenen Kreise gleich ist.

8 9. Quadrierbare Lunulae. Der MiRerfolg bei den Ver-
suchen, allein mit Hilfe des Lineals und des Zirkels den ganzen Kreis
zu quadrieren, mufte, bevor er in dem Nachweise des transzenden-
ten Charakters der Zahlm seine natirliche Aufklarung fand, um so
bemerkenswerter erscheinen, als viele von Kreisbogen begrenzte ebene
Flachen seit dem Altertume der Gegenstand fruchtbarer Studien ge-
wesen sind. Einige von ihnen, die ,,Schustermesser”, sind reich an
merkwirdigen und eleganten, mit Hilfe der einfachsten geometrischen
Theorien nachweisbaren Eigenschaftenl), andere, die Lunulae des
Hippokrates, lassen sich auf einfachste Weise mit Hilfe des Lineals
und des Zirkels quadrieren.

Bekannt ist der Satz, daB die Summe der beiden Menisken (oder
Lunulae), die von den drei Halbkreisen, die zu Durchmessern die

1) Viele dieser Eigenschaften, von denen wir die Reihen von Kreisen her-
vorheben wollen, die sich in ein Schustermesser in der Weise einbeschreiben lassen,
dal jeder Kreis den folgenden berthrt, sind in den Pappi Alexandrini Collec-
tiones (ed. Fr. Hultsch, 1, pg. 219 ff., prop. 15—18) dargelegt und bewiesen
J. Steiner hat von diesen Satzen neue sehr einfache und elegante Beweise ge-
geben und einige von ihnen auch betrdchtlich erweitert. Vgl. auch J. S. Mackay,
The shoemaker’s knife (Edinburg M. Soc. Proc. 3 (1885), pg. 2—11), wo die be-
merkenswertesten und einfachsten Eigenschaften der Schustermesser zusammen-
gestellt und bewiesen sind.
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Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks haben, begrenzt sind und auf
derselben Seite der Hypotenuse liegen, gleich dem Dreiecke ist. Wenn
im besondern das rechtwinklige Dreieck gleichschenklig ist, so ist
jeder der beiden Menisken gleich dem gleichschenkligen Dreiecke, das
die Halfte des ersten ist, und also elementar quadrierbar, wenn seine
Sehne bekannt ist.

Diese von Hippokrates betrachtete mondférmige Flache stellt
eine erste Losung der Frage dar, ob man mit dem Lineal und
dem Zirkel elementar quadrierbare mondférmige Flachen
konstruieren kann. Vier andere, als ganz neu betrachtete Ldsungen
wurden im Jahre 1840 von Th. Clausenl) angegeben, der gleich-
zeitig die Meinung aussprach, dal aufler diesen funf Féllen andere
quadrierbare mondférmige Flachen wohl nicht existieren

Jingst ist E. Landau?) auf diese Frage zuriickgekommen. Er
hat in allgemeinster Weise die Gleichungen und die arithmetischen
Bedingungen der Aufgabe aufgestellt und bewiesen, dal3 diese in einer
gewissen unendlichen Reihe von Féllen nicht miteinander vertraglich
sind, aber diese Reihe umfallt keineswegs alle moglichen Falle, so
daBB nichts uns zu der Meinung berechtigt, daf die einzigen Ldsungen
der Aufgabe in den funf oben angegebenen bestehen.

Betrachten wir kurz den Landauschen Gedankengang.

Es seien AEB und AE'B
(Fig. 135) zwei Kreisbogen uber
derselben Sehne AB und auf
derselben Seite dieser Sehne; C
und C seien die Mittelpunkte
und r und r die Radien der
beiden Kreise, und 2¢ und 2¢'
die zu den Bogen gehorigen
Zentriwinkel. Nimmt man die
Sehne AB zur Einheit, so er-
hélt man zunéchst

rsing=rsing=1% (1)

und man kann daher, wenn die Sehne AB bekannt ist, den Meniskus
AEBE' mit Lineal und Zirkel konstruieren, wenn die trigonome-

1) Vier neue mondférmige Flachen, deren Inhalt quadrierbar ist. J. f. Math.
21 (1840), pg. 375.

2) Sitzungsberichte der Berl. Math. Ges., 10. Sitz, am 29. Okt. 1902 (Archiv
Math. Phys. (3) 4 (1903)).

Enriques, Fragen der Elementargeometrie, 1. 20
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irischen Linien der Winkel @ und ¢' (und daher wegen (1) auch
r und /) allein durch Quadratausdriicke ausdriickbar sind.
Andererseits ist der Meniskus AEBE' auf elementare Weise
guadrierbar, wenn die Differenz der beiden Sektoren ACBE und
AC'BE' durch eine algebraische Zahl, die nur quadratische Irrationa-
litditen enthélt, ausdrickbar ist. Wenn man daher mit a, b, ¢ Zahlen
bezeichnet, die nur quadratische Irrationalititen enthalten, und wenn
a und b gleich oder kleiner als 1 sind, so sind die Gleichungen der

Aufgabe
sing =a, sin@'=hb

oder wegen (1)
sing =a, sin@' =5
(2>

Setzt man nun so bemerkt Landau, daB, wenn p eine
algebraische Zahl bezeichnet, ¢ = 0 sein muB. In der Tat folgt aus (2)

oder
3

und wenn c¢ nicht Null wdre, so kdnnte auch nicht Null sein,
und dann wirde sich ergeben

also wirde @ eine von Null verschiedene algebraische Zahl sein, und
nach dem Lindemannschen Satze wirde dann sin ¢ transzendent
seinl) entgegen der ersten Gleichung von (2).

Beschréankt man die Allgemeinheit der Aufgabe und setzt p als
algebraisch und daher c¢ als Null voraus, so gibt die Gleichung (3):

Daher kann auch p (ebenso wie a und b) nur quadratische

Irrationalitaten enthalten, und wir haben vp -a=b, oder nach den
Gleichungen (2):

1) vgl. § 6, 3.
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Vp - sing = sinpo.

Somit kommt die Frage auf die Untersuchung zurick, fir welche
nur quadratische Irrationalitdten enthaltende Werte von p die Glei-
chung

Vp - sin @ = sinpe

durch Werte von sing@ und sinp@ erfillt ist, die allein durch quadra-
tische Irrationalitidten sich ausdriicken.

Die von Clausen angesehenen Félle, in denen das wirklich statt-
tindet, sind die folgenden:

1) p = 2. Die Gleichung (4) wird
V2 . sin@ = sin 2@,

@ = 45°.

2) p 3. Die Gleichung (4) wird

V3 . sin @ = sin3¢,
woraus folgt

3) Die Gleichung (4) wird

woraus folgt
4 cosig +cosp — 2 =0,

4) p =5 Die Gleichung (4) wird

V5 sin@ = sin5¢,
woraus folgt

16 sind@ — 20 sin2@ + 5 - = 0.

20*
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5) Die Gleichung (4) wird

woraus folgt

Von diesen flnf Fallen entspricht der erste den oben betrachteten
Lunulae des Hippokrates; die vier anderen wurden von Clausen fir
neu gehalten, wahrend Landau bemerkt, dal die Falle, die den
Werten p = 3 und entsprechen, schon dem Hippokrates be-
kannt waren.

Hinsichtlich anderer Ldsungen der Aufgabe beweist Landau,
indem er sich auf einen Satz von Eisenstein uber die Irreduzibilitét
gewisser algebraischen Gleichungen stitzt, den folgenden Satz, den
wir nur anfihren:

Wenn das Verhaltnis der beiden Zentriwinkel 2@, 2¢
eine Primzahl ist, die nicht zu den Gauflschen Primzahlen
2m+ 1 = 2% + 1 gehort, so ist der Meniskus nicht quadrierbar.

§ 10. Historische Skizze der Untersuchungen uber die
Quadratur des Kreises. In den Untersuchungen lber die Quadratur
des Kreises lassen sich drei Perioden unterscheiden 1):

Die erste erstreckt sich von den ersten Anfangen mathematischen
Denkens bis zur Entdeckung der Differential- und Integralrechnung,
d. h. bis zur Mitte des siebzehnten Jahrhunderts; das Ziel der Arbeiten
dieser Periode besteht in der ann&hernden numerischen Bestimmung
des Verhaltnisses von Umfang zu Radius mit Hilfe von geometrischen
Konstruktionen.

In der zweiten Periode, von der Entdeckung der Differential-
und Integralrechnung bis zur Mitte des achtzehnten Jahrhunderts,
treten an Stelle der geometrischen Methoden der Alten die neuen
analytischen Methoden; die Untersuchungen dieser Periode zeigen
einen wesentlich theoretischen Charakter, indem das Augenmerk darauf

1) Wir folgen hier dem sehr genauen Werke von Rudio, Archimedes,
Huygens, Lambert, Legendre; Leipzig 18112.
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gerichtet wird, die Zahl 1 durch analytische Ausdriicke, die eine un-
endliche Zahl von Operationen enthalten, darzustellen, ndmlich durch
Entwicklungen in Reihen, in unendliche Produkte, in Kettenbriche.

Die dritte Periode, von der Mitte des achtzehnten Jahrhunderts
bis auf unsere Tage, enthélt Untersuchungen kritischer Art, in denen
es sich nicht mehr darum handelt, die GréRe oder den analytischen
Ausdruck der Zahl m zu bestimmen, sondern die Natur dieser Zahl
zu ergrinden, ob sie rational oder irrational, algebraisch oder trans-
zendent ist.

Erste Periode. Die Aufgabe, ein Quadrat zu konstruieren, das
einer gegebenen Kreisflache gleich ist, wird das erste Mal in dem
dltesten mathematischen Dokumente, das man kennt, ausgesprochen,
ndmlich in dem Papyrus Rhind, der etwa 2000 Jahre v. Chr. von
dem &gyptischen Schreiber Ahmes verfallt worden ist und im britischen
Museum aufbewahrt wird. Dort wird ohne Beweis die folgende Regel
zur Losung der Aufgabe angegeben: Die Flache des Kreises ist gleich
der eines Quadrates, dessen Seite der um  verringerte Durchmesser
d des Kreises ist. Nach dieser Regel betrégt die Kreisflache

Avoraus sich auf Grund der Formel Ymd fir m der Wert

also ein Wert ergibt, der dem wahren Werte von 1t ziemlich nahe liegt.

Der erste Hinweis auf das Problem der Rektifikation des Kreises
findet sich in der Bibel, wo der Kreisperipherie die dreifache Lange
des Durchmessers beigelegt wird; hieraus ergibt sich fur m der Wert
3, also ein viel ungenauerer Wert als der von den Agyptern an-
gegebene.

Erst bei den Griechen beginnen wissenschaftliche Untersuchungen
Uber diesen Gegenstand und diese erreichen eine bedeutende Hohe in
dem Werke von Archimedes von Syrakus (287—212 v. Chr.). Von
den griechischen Mathematikern, die vor Archimedes sich mit der
Quadratur des Kreises beschaftigten, verdienen Hippokrates von
Chios (ungeféhr 450 v. Chr.) und Dinostratos (ungefahr 350 v. Chr.)
besondere Erwédhnung. Man verdankt dem Hippokrates den ersten
Beweis des Satzes, dal die Kreisflichen den Quadraten der Durch-
messer proportiomil sind, und das erste Beispiel einer wirklichen
Quadratur von krummlinig begrenzten Flachen, ndmlich der sogenannten
Lunulae des Hippokrates, von denen wir schon im § 9 gesprochen
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haben. Hippokrates hoffte auf Grund dieser Resultate mit Hilfe von
elementaren Konstruktionen zur Quadratur des Kreises zu gelangen,
aber seine Versuche muBten sich notwendig als fruchtlos erweisen.

Dinostratos zeigte, daB man zur Rektifikation und Quadratur
des Kreises eine schon von Hippias von Elea (um 450 v. Chr.)
konstruierte und fir die Dreiteilung des Winkels verwandte Kurve
benutzen koénnte. Es ist dies die im § 11 des VII. Artikels vor-
gefiihrte transzendente Kurve, die eben darum den Namen tetpayw-
viouon. oder Quadratrix fuhrt. Die an jener Stelle entwickelte Glei-
chung dieser Kurve lautet in rechtwinkligen Koordinaten

und daraus ergibt sich, daB der Punkt, in dem sie die Xx-Achse
schneidet, die Abszisse hat. Ist also diese Kurve gezeichnet und

der genannte Punkt konstruiert, so kann man allein mit Geraden und
Kreisen den Kreis rektifizieren; aber diese Kurve laRt sich nur punkt-
weise konstruieren und kann also nur eine anndhernde Ldsung der
Aufgabe ergeben.

Bei weitem wichtigere Resultate sind diejenigen, die man
Archimedes verdankt, der in seiner Schrift uOxAov uétgnoig die
Gleichwertigkeit der beiden Probleme der Quadratur und der Rekti-
fikation des Kreises nachwies und mit wissenschaftlicher Strenge die
bekannte Methode der einbeschriebenen und umbeschriebenen Polygone
auseinandersetzte. Er wandte diese Methode auf die anndhernde Rek-
tifikation des Kreises an: indem er von dem einbeschriebenen und dem
umbeschriebenen reguldren Sechseck ausging, berechnete er der Keihe
nach die Umfénge der Polygone, die man durch Verdoppelung der Seiten-
zahl erhdlt, und indem er dabei bis zum Polygon von 62/ = 96 Seiten
ging, fand er fur das Verhéltnis der Kreisperipherie zum Durchmesser
die Grenzen und von denen die zweite, die um weniger als

groBer ist als der wirkliche Wert, noch gegenwartig wegen ihrer
groRen Einfachheit in der Praxis oft gebraucht wird.

Das Problem, den Kreis mit beliebiger Genauigkeit ann&hernd
zu quadrieren, konnte als durch die Archimedische Methode voll-
standig geldst betrachtet werden, und diese Methode blieb trotz der
Lange der bei ihr zur Erreichung einer leidlich genauen Ld&sung
nétigen Rechnungen fast ohne irgend welche Anderung einen langen
Zeitraum hindurch im Gebrauch, namlich bis sie von Snellius und
Huygens zu demjenigen Grad von Vollkommenheit und Einfach-
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heit gebracht wurde, der sich mit elementaren Mitteln noch erreichen
lieR. Unter den vielen Mathematikern, die in diesem Zeitrdume sich
mit der anné&hernden Berechnung des Verhéltnisses des Kreisumfanges
zum Radius beschaftigten, ist derjenige, der einen Wert fand, der
dem wahren weit naher als die friher gefundenen kommt, der hollén-
dische Mathematiker Adrian Mez gewesen; er gab fur m den Wert

3,1415929 ... an, der sich von dem wahren erst von der sieben-

teil Dezimalen an unterscheidet und von besonderem Interesse darum
ist, weil er einen N&herungsbruch bei der Entwicklung von 1 in
einen Kettenbruch darstellt. Darauf gab der franz6sische Mathe-
matiker Francois Vieta (1540—1603), immer nach der Archimedi-
schen Methode, indem er in der Rechnung bis zum Polygone von
6 - 216 Seiten ging-, den Wert von m auf neun genaue Dezimalstellen
an; diese Anndherung wurde spater durch den Hollander Adrian
Romanus (gest. 1616) Ubertroffen, der bis zum Polygone von
230 Seiten kam und m auf funfzehn Dezimalstellen berechnete, und
endlich durch Ludolpli van Ceulen (1539—1610), der mit be-
wundernswirdiger Geduld und Ausdauer die Rechnung bis auf 35
genaue Dezimalen fortfihrte.

Weit Uber alle diese Untersuchungen erhoben sich durch ihre
Originalitat und ihren wissenschaftlichen Wert die klassischen Arbeiten
der beiden grofRen hollandischen Mathematiker und Phvsiker Snellius
(1580—1626) und Huygens (1629—1695). Besonders ging aus
Huygens' Abhandlung De circuli magnitudine inventa hervor, dal
man durch den Vergleich der Flachen und Umfange zweier regularer
Polygone, von denen das eine dem Kreise einbeschrieben, das andere
ihm umbeschrieben ist, zu zwei viel engeren Grenzen fiir das Ver-
haltnis 1 als durch das gewdohnliche Archimedische A erfahren gelangen
kann, und daher wurde die Berechnung von 1 sehr vereinfacht. So
erhielt z. B. Huygens bei Benutzung des reguldaren Sechzigecks einen
auf neun Dezimalstellen genauen Wert von 1, wéhrend nach der
Archimedischen Methode das Sechsundneunzigeck ndétig ist, um zwei
Dezimalen zu erhalten.

Zweite Periode. In die zweite Halfte des siebzehnten Jahr-
hunderts fallen die ersten Anfange der modernen Analysis, haupt-
sachlich auf Grund der Arbeiten von Newton, Leibniz und der Ge-
brider Bernoulli. Neue Anschauungen und neue Methoden treten an
Stelle der alten, und die groBen Entdeckungen, an denen sie reich
sind, &andern von Grund aus den Bau der mathematischen Wissen-
schaften. Im besondern verldat man in der Theorie der Kreismessung
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die geometrischen Methoden des Archimedes und des Huygens
und wendet sich Untersuchungen von einem durchaus verschiedenen
Charakter zu, die ndmlich zum Ziele haben, fur das Verhéltnis der
Peripherie zum Durchmesser analytische Darstellungen, die eine un-
endliche Zahl von Operationen enthalten, zu finden.

Entsprechend dieser neuen Forschungsrichtung gab Wallis
(1616—1703) fur m die folgende Entwicklung in ein unendliches
Produkt an:

und ferner lieferte er einen strengen Beweis fir die Entwicklung von
T in einen Kettenbruch:

die von Brouncker (1620—1684) ohne einen Beweis ausgesprochen
worden war.

Far die in dieser Zeit gefundenen Entwicklungen der Zahl m in
eine unendliche Reihe bildet den Ausgangspunkt die folgende Ent-
wicklung von arc tg X, zu der man leicht durch Anwendung der be-
kannten Mac Laurinschen Formel gelangen kann und die zuerst von
Gregory (1670) und dann unabhé&ngig davon von Leibniz gefunden
worden ist:

Setzt man in ihr #== 1, so erhélt man die sogenannte Leibniz-
sche Reihe:

Aber diese Reihe ist ebenso wie die obigen Entwicklungen in
ein unendliches Produkt und einen Kettenbruch von langsamer Kon-
vergenz.

Viele andere fiir die Berechnung von m geeignetere Entwicklungen
sind aus der Reihe abgeleitet worden, die sich aus arc tg x ergibt®
wenn man die Relation

und andere, die daraus folgen, beriicksichtigt. Von allen diesen
fihren wir diejenige an, die fir die Berechnung von 1 am geeignetsten
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ist, namlich die von dem englischen Mathematiker Mach in (1680 - 1752)
angegebene Reihe:

Mit Hilfe dieser und &hnlicher Reihen wurde 1 auf mehr als
hundert Dezimalstellen berechnet.

Wenn nun auch alle diese Arbeiten au und fir sich von grof3er
wissenschaftlicher Bedeutung sind, so enthillen sie doch nichts Uber
die Natur der Zahl 1T, und in der Periode, mit der wir uns beschaf-
tigen, wuBBte man auch noch nicht, ob diese Zahl rational oder irra-
tional ist; daher blieb auch die Frage, ob die Quadratur des Kreises
mit Hilfe von Geraden und Kreisen mdglich ist, ungeldst, ja sie war
nicht einmal in gentgend scharfer Form gestellt worden, um in ent-
scheidender Weise beantwortet werden zu konnen.

Der Schlissel fur die Lésung dieser Frage mufBte durch Unter-
suchungen von wesentlich verschiedenem Charakter geliefert werden,
deren Grundlagen von Euler in seinen Arbeiten (ber die trigono-
metrischen Funktionen und Uber die Exponentialfunktion et gelegt
wurden.

Der Englander Napier (1614) war der erste, der die Zahl e
und die Exponentialfunktion ex betrachtete, da er die Zahl e zur
Basis eines Systems von Logarithmen, der sogenannten natlrlichen
oder Napiersehen Logarithmen, gewahlt hatte.

Euler (1707—1783), der die Methoden der Infinitesimalrechnung
auf das Studium der Funktionen anwandte und die Variabilitat der
GroBen auf komplexe Werte ausdehnte, entdeckte die innige Beziehung,
die zwischen der Exponentialfunktion ec und den Kreisfunktionen
sin X, cos X, ... besteht. Indem er von den Entwicklungen der Aus-
dricke ex, sinx:;, cosx, in Potenzreihen:

die nach der Mac Laurinschen Formel fir reelle Werte der Variablen
X gelten, ausging und sich Uberzeugte, dal sie in der ganzen Ebene,
d. h. fir jeden, auch komplexen, Wert der Variablen konvergieren,
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nahm er sie als Definitionen der entsprechenden Funktionen und leitete
aus ihnen die ldentitat her:
gix = cos X + i sin x
die eben die Abhangigkeit zwischen der Exponentialfunktion und den
Kreisfunktionen darstellt. Wenn man in dieser Identitdt x = % setzt,
so erhadlt man die Relation
ein = — 1,

auf die spéter (vgl. § 6) der Beweis der Transzendenz der Zahl 1
und daher die Antwort auf die Frage nach der Quadratur des Kreises
gegriindet werden sollte.

Euler verdankt man auBerdem zahllose Entwicklungen der Zahlen
e und 1 in Reihen und Kettenbriiche, unter denen wir die folgende
hervorheben wollen:

sie sollte spater Lambert zu dem Beweise dienen, dafl die beiden
Zahlen e und T irrational sind.

Dritte Periode. Nachdem Euler die innige Beziehung, die
zwischen der Exponentialfunktion und den trigonometrischen Funk-
tionen, zwischen der Zahl e und der Zahl 1 besteht, entdeckt hatte,
erdffneten sich fir die Forschung neue Wege, um von der Natur
dieser Zahlen Rechenschaft zu erhalten, da diese trotz aller Studien,
denen die beiden Zahlen bisher unterworfen worden waren, ganz un-
bekannt geblieben war und man nun zu erkennen begann, daf8 in ihr
sich der Schlissel zu der Frage der Quadratur des Kreises befinden
misse. Die ersten Resultate von grundlegender Bedeutung in dieser
Reihe von Untersuchungen verdankt man H. Lambert (1728 - 1777),
der in seiner Abhandlung VVorlaufige Kenntnisse fur die, so die
Quadratur und Rektifikation des Zirkels suchen (1766) be-
wies, daB die beiden Zahlen e und m irrational sind. Indem er von

der oben zitierten Eulersehen Entwicklung von in einen Ketten-
bruch ausging, leitete er die beiden folgenden Kettenbriiche ab:
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und auf Grund dieser Entwicklungen bewies er, wenn auch nicht
ganz vollstdndig, die folgenden beiden Sétze:

1. Wenn x eine von Null verschiedene rationale Zahl
ist, so kann ex niemals eine rationale Zahl sein.

Far x = 1 ergibt sich als besonderer Fall die Irrationalitat der
Zahl e.

2. Wenn x eine von Null verschiedene rationale Zahl
ist, so kann tg x niemals eine rationale Zahl sein.

Fal- Ist und daher ergibt sich als besonderer

Fall die Irrationalitat der Zahl m.

Der Beweis dieser Satze wurde spater von A. M. Legendre
(1752 - 1833), der nach derselben Methode bewies, daR auch das
Quadrat von m eine irrationale Zahl ist, vollstdndig und véllig
streng gefiihrt.

Spaterhin (1840) bewies Liouville (1809 - 1882), daR die Zahl e
auch nicht Wurzel einer quadratischen Gleichung mit rationalen
Koeffizienten sein kann.

Bei diesen Resultaten stellten sich unmittelbar die Fragen ein:

Von welchen algebraischen Gleichungen mit rationalen Koeffi-
zienten konnen die Zahlen e und m Wurzeln sein?

Konnten wir uns nicht zuféllig Zahlen gegeniiber befinden, die
nicht Wurzeln irgend einer algebraischen Gleichung dieser Art sind?

Der in der letzten Frage enthaltene Zweifel wurde zundchst von
Legendre ausdricklich ausgesprochen und dann durch die Unter-
suchungen Liouvilles bestarkt, da diese zum ersten Male (1844) die
Existenz nicht-algebraischer Zahlen nachwiesen und die Einteilung
der Zahlen in algebraische und transzendente rechtfertigten (vgl. 8§ 1,
2, 3

)Auf Grund einer sorgfaltigen Untersuchung der Eigenschaften
der Exponentialfunktion gelang es im Jahre 1873 Hermite, wie wir
schon im § 4 gesagt haben, die Transzendenz der Zahl e zu beweisen,
und im Jahre 1882 bewies Lindemann, indem er sich auf die Her-
miteschen Untersuchungen stiitzte und die Relation ein = — 1, die
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Eulersehe Entdeckung, benutzte, dal auch m eine transzendente Zahl
ist, womit die Unmdglichkeit, den Kreis durch elementare Konstruk-
tionen zu quadrieren (vgl. § 1), bewiesen war. Von den Verein-
fachungen, die Weierstral3 dem Lindemannsehen Beweise zuteil
werden lieR, haben wir bereits im § 4 gesprochen, und in den §§ 4,
5, 6 haben wir den von Weierstral3 gegebenen Beweis des allge-
meinen Lindemannschen Satzes dargelegt, durch den {berdies die
allgemeinere Frage der Rektifikation irgend eines Kreisbogens erledigt
wird.

Durch neuere Untersuchungen wurde der Beweis der Transzen-
denz der Zahlen e und 1 noch erheblich vereinfacht: wir denken an
die nacheinander von Hilbert, Hurwitz und Gordan gegebenen
Beweise, die im 43. Bande der Mathematischen Annalen (1893) zu-
sammengestellt sind.

Hilbert macht die Annahme, dal die Zahl e die algebraische
Gleichung mit ganzen rationalen Koeffizienten

(1) a+aie+ale+ - -+anen=0

befriedige, multipliziert diese Gleichung mit dem bestimmten Integrale

(0 ganz und positiv)

und zerlegt dann die linke Seite in die beiden Teile

so daB, wenn man die Gleichung durch p! dividiert, sich ergeben
wirde:

2
Nun beweist Hilbert mit Hilfe der ldentitat

dal fir jeden Wert von @ die Zahl immer ganz und von Null

verschieden ist, wahrend man g so wahlen kann, da®  dem absoluten
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VVerte nach kleiner als 1 ist. Also ist die Gleichung (2) und daher auch
die Gleichung (1) unmdglich, und damit ist die Transzendenz der
Zahl e bewiesen.

Um von e zu n Uberzugehen, benutzt man die Eulersehe Rela-

tion eim = — 1. Nimmt man an, da ol = im Wurzel einer algebra-
ischen Gleichung mit ganzen Koeffizienten ist, die noch die anderen
Waurzeln o2, . . ., an hat, so mufte das Produkt

Null sein; dies ist aber, wie Hilbert beweist, indem er ein analoges
A erfahren wie bei der Zahl e anwendet, unmdglich.

Hurwitz zeigte, wie man bei dem Beweise der Transzendenz
von e die Betrachtung des Integrals

vermeiden kann.
Er geht von dem Mittelwertsatze aus:

Px) - 90) =X @'®x) (0<9<1
und wendet diese Formel auf die Funktion
e-XF(x) = {f(x) + f'(x) + - +f'(V)(x) }e-x
an, wo /'(rr) eine ganze rationale Funktion vten Grades von der Form

und n eine Primzahl ist. So findet er
F(X) — exF(0) = — x - e(1-9)x - F(Ox).
Und indem er in dieser Formel der Reihe nach
x=1 2, n
setzt, leitet er die Relationen ab
F(1)-e F() =¢1,
F(2) — e2F(0) = €2,

F(n) — enF(0) = ¢n,

wo €1, €2, ..., en GroRen sind, die bei wachsendem p sich der Null
néhern, wahrend F(), F(2), .. F(n) immer ganze und durch p teil-
bare Zahlen sind und F(O) eine nicht durch p teilbare ganze Zahl ist.
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Macht man nun die Annahme, dal e die algebraische Gleichung
mit ganzen Koeffizienten

CO+ Cle+ -+ Cnen ==

erfullt, so wirde mit Hilfe der vorstehenden Relationen folgen, dal
der Ausdruck

CoF(0) + CLF(l) + C2F(2) +. . . +CnF(n)

fur einen geeigneten Wert von p identisch Null wird, was aber
unmoglich ist, da er eine ganze, durch p nicht teilbare Zahl dar-
stellt.

Endlich gelang es Gordan, die Transzendenz von e und % zu
beweisen, indem er der Funktionentheorie nur die Reihenentwicklung
von ex und den Begriff der Ableitung einer ganzen rationalen Funktion
entnahm. Der Gordansche Beweis wurde dann in einfacherer und
durchsichtigerer Weise von H. Weber in seinem ,,Lehrbuch der Al-
gebra‘“l) auseinandergesetzt und spéater noch elementarer in der ,,En-
zyklopédie der Elementar-Mathematik“.2) Wir wollen damit schlieRen,
dall wir diesen Beweis wiedergeben, der nun so einfach geworden ist,
dal er sozusagen jedermann zugénglich ist.

8 11. Beweis der Transzendenz von e und 1 nach der
neuesten Darlegung von H, Weber. Wir gehen von der Reihen-
entwicklung vonex aus:

@)

die fur jeden, reellen oder komplexen, Wert von x gultig ist. Wir
bezeichnen mit n irgend eine positive ganze Zahl und multiplizieren
die vorstehende Gleichung mit n!. Dadurch erhalten wir

&)

wenn

3
gesetzt wird.

Nun bemerken wir, daf, wenn s eine positive ganze Zahl, die
nicht groRer als n ist, bezeichnet, die stt Ableitung von xn die wir

1) 2. Aufl., Braunschweig 1899, Bd. I, Abschn. 25.
2) H. Weber und J. Wellstein, Enzyklopadie der Elementar-Mathematik

Bd. I, Leipzig 1903, pg. 418—432.
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mit Dxn bezeichnen koénnen, gleich ist, wéhrend fiur s

grofer als n Dsxn = 0 ist.
Wenn wir daher in (2) fur n der Reihe nach die Werte n -1,
n—2 2, 1 setzen, so erhalten wir die folgenden Gleichungen:

(4)

Nun betrachten wir eine ganze rationale Funktion ntcu Grades
f(X) von der Beschaffenheit, da f(0) = 0 ist; sie kann folgendermafen
dargestellt werden:

? f(x) = ynxn + yn-1xn-1 + ... + y2x2 + yIx.

Wir bezeichnen mit f'(x), f''(x),. . . ,f(N)(X) ersten n Ableitungen
und setzen

(6) F(x) = ')+ ") +. . . +f(N)(X).

Dann ist offenbar

@) F(0) = ynnl+yn-1(n-1)! +. .. +y1ll

Wir multiplizieren nun die Gleichungen (4) der Reihe nach mit
yn, nl. 00  warw» addieren. Setzen wir
(8) Ul = ynuUJn #nlun-lt. . +y101
und bericksichtigen wir die Gleichungen (4), (b), (6), (7), so er-
halten wir
® F@O) ex=F(X) + UX).
Diese Gleichung bildet den Ausgangspunkt fir den Beweis der Trans-
zendenz von e und 1. Hinsichtlich der Funktion U(X) ist nur eine

gewisse obere Grenze ihres absoluten Wertes festzustellen.
Wir bezeichnen dazu mit r den absoluten Wert von x- dann er-
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halten wir aus (3) fur den absoluten Wert von Un die folgende Un-
gleichheit:

d. h

| Un] <<rner.
Beriicksichtigen wir nun den Ausdruck (8) von U(x) und bezeichnen
wir mit ¢cn, cn-1,. .., ¢2, ¢l die absoluten Werte von yn, yn-1, ... -, y2, y1

so erhalten wir
[UX)| <(nrrm +cn-1rn-L +. .. + clr) - ex

oder
(10) UMl < o(r) -er,
wenn @(r) den Ausdruck cnrn + cn-1rn-1 +. ..+ clr bezeichnet, d. h.
das, was aus f(x) wird, wenn man fir x, yn, yn-1...,yl ihre ab-
soluten Werte r, cn, cn-1, ..., cl einsetzt.

Transzendenz von e. Wir nehmen an, daB die Zahl e alge-
braisch, d. h. Wurzel einer algebraischen Gleichung mteu Grades mit
ganzen rationalen Koeffizienten:

(11) C0+Cle+C2e2+ ...+ m=0

ist, wo die Koeffizienten C0 und Cm immer als von Null verschieden
vorausgesetzt werden konnen.

Wir setzen dann in (9) fur x der Reihe nach 0, 1, 2, ...,w,
multiplizieren mit C0, C1, C2, ..., Cm und addieren; dadurch erhalten
wir auf Grund von (11)

(12

Nun wollen wir beweisen, daB, wenn wir die ganze Funktion /(j),
die bis auf die Bedingung f(0) = 0 ganz willkirlich ist, geeignet
wahlen, die Gleichung (12) unmdglich ist; daraus ergibt sich dann,
daB eine Gleichung wie (11) nicht existieren kann und also die Zahl e
transzendent ist.

Wir wéhlen eine Primzahl p groRer als m und nehmen fur f(x)
die ganze Funktion

(13)
die fir x =0 Null wird und vom Grade

n=(m+ 1p —1
ist.
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Die Unmdglichkeit der Gleichung (12) wird offenbar sein, wenn
wir bewiesen haben, dal bei geeigneter Wahl der Primzahl p:

1. die Summe eine von Null verschiedene ganze

Zahl und darum in ihrem absoluten Werte nicht kleiner als 1 ist,

2. die Summe in ihrem absoluten Werte Kkleiner

als 1 ist.
Wenn wir f(x) nach wachsenden Potenzen von x ordnen, so er-
halten wir

(14)

wo die Koeffizienten Al, Ap, Ap+l,--- ganze Zahlen sind. Es
ist Ap-1 = == (m!)p, also, da p eine Primzahl gréRer als m ist, durch
p nicht teilbar.

Bilden wir die ersten n Ableitungen von fix) und setzen wir
in ihnen x = 0, so erhalten wir

f0)=0 f() =0, f(p-2)(0) = 0,
f(p-1)(0) = Ap-1, f(p)(0) =p - Ap f(p+1)(0) =p(p+1) - Ap+l
f(n)(0) =p(p+1) - - - n- An
Daher ist nach (6)
F(@O) = Ap-1 + p + Ap (p + L)pp+) Aptl + -
Also ist F(0) eine durch p nicht teilbare ganze Zahl, und wenn wir
fur p eine so grofRe Primzahl wéhlen, daR die (von Null verschiedene)
Zahl Co durch p nicht teilbar ist, so ist auch C0-F(0) eine durch p

nicht teilbare ganze Zahl.
Ordnen wir nun f(X) nach wachsenden Potenzen von (X — V), wo

v eine der ganzen Zahlen 1, 2, ... m bedeutet, so erhalten wir

wo die Koeffizienten Bp, Bp+l, .- ganze Zahlen sind. Bilden wir

der Reihe nach die Ableitungen und setzen wir x = v, so erhalten wir
f(v) =0, f(v)=0 f(p-1)(v) =0,

f(p)(v) =p - Bp, f(p+1)(v) =p(p+1) - Bp+1
f(n)(v) =p:(p+1) - - - n Bn.
Daher ist nach (6)

Enriques, Fragen der Elementargeometrie, 1. 21
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F(v)=pBp+p(p+1)Bp+1+---
Also sind F(1), F(2), ... F(m) durch p teilbare ganze Zahlen.

Die Summe ist demnach eine durch p nicht

teilbare ganze Zahl und also in ihrem absoluten Werte
nicht kleiner als 1.

So ist der erste Teil des Beweises erbracht.

Wir gehen nun an den zweiten Teil. Wir bedienen uns dabei
der Ungleichheit (10). W.ir bezeichnen wiederum mit r den abso-
luten Wert von x und bemerken zunachst, daf der Ausdruck, den
man aus der Funktion f(x) erhalt, wenn man fir x und die Koeffi-
zienten ihre absoluten Werte setzt, ist:

Aber nach (10) ist
MO < o(r) -er.
Setzt man daher der Kirze wegen

v(v+ DV +2) - (v+m) =y
so ist

oder

Aber da die Reihe (1) fir jeden Wert von x konvergent ist, so

hat ihr allgemeines Glied bei unbegrenzt wachsendem n zur Grenze

Null. Daher kann man die Primzahl p so grof? wéhlen, daf3
und daher auch Jv)| beliebig Kklein ist. Darum kann man auch

die Summe in ihrem absoluten Werte beliebig Kklein

machen und im besondern kleiner als 1.

Also ist die Zahl e transzendent.

Transzendenz von T

Der Beweis der Transzendenz von A griindet sich ebenfalls auf
die beiden Relationen (9) und (10) und auf die Relation

(15) 1+ein: 0,
die die beiden Zahlen e und m miteinander verbindet.
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Nimmt man an, dal m eine algebraische Zahl ist, so ist auch im
eine algebraische Zahl und daher Wurzel einer algebraischen Gleichung

wx) =0
mit ganzen rationalen Koeffizienten.
Wenn v der Grad von { ist, so bezeichnen wir mit y1,y2,-- -,y

alle Wurzeln dieser Gleichung, unter denen sich also auch befindet.
Wir erhalten daher auf Grund von (15)

und, wenn wir die Multiplikation ausfihren:
(16)

Die Summen yi + yk sind Wurzeln einer zweiten alge-

braischen Gleichung

Ul =0,
da jede symmetrische Funktion von ihnen auch eine symmetrische
Funktion der yi. und daher eine rationale Zahl ist. Ebenso beweist

man, dafl die Summen yi+ yk +yl Wurzeln einer

dritten algebraischen Gleichung @2(x) =0 sind, usw.
Also st
A7) PO) - PIx) - $2(x) - -
eine ganze Funktion, die gleich Null wird, sobald x gleich einer der
Zahlen
(18) yi, yi+yk vyi+yk+yi ...
ist. Von diesen Zahlen kdénnen einige Null sein. Bezeichnen wir mit
(7—1 die Zahl derjenigen, die gleich Null sind, so ist C eine positive
ganze Zahl = 1. Setzen wir das Produkt (17) gleich Null und unter-
dricken wir den Faktor xc-1, so erhalten wir eine Gleichung
X(X) = 0, die wir immer auf ganze Koeffizienten gebracht denken
kénnen. lhre Wurzeln

X1, x2, ..., xm
sind diejenigen unter den Zahlen (18), die von Null verschieden sind,
und geniigen infolge von (16) der Gleichung

(19)
Es ist klar, daf x(0) von Null verschieden ist und dal x(x) folgen-
dermallen geschrieben werden kann:

x(it) = axm + alxm-1 + a2xn-2 +- - -+ am,
21*
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wo a, al, ..., am ganze rationale Zahlen sind und a und am als von
Null verschieden vorausgesetzt werden kdnnen und Uberdies a positiv.
Multiplizieren wir nun X(x) mit am-!1 und setzen wir

ax = z, am-1x(x) = 8(2). axl =z1, ax2=z2,..., axm = zm,

so sind z1, z2,...,zm die Wurzeln der Gleichung mit ganzen Koeffi-
zienten:
(20) 9@ = m blzm-1+ b2zm-2 +. . .+ bm = O

Nach diesen Vorbemerkungen wenden wir die fundamentale Glei-
chung (9) an.

Setzen wir in ihr der Reihe nach fir x die Zahlen x1, x2,..., xm,
summieren wir dann und fligen wir auf beiden Seiten C: F(0) hinzu,
so erhalten wir infolge von (19)

(21)

Nun wollen wir beweisen, daf, wenn wir die ganze Funktion f(x)
die, abgesehen von der Bedingung f(0) = O, ganz willkirlich ist, ge-
eignet wahlen, die Gleichung (21) unmdéglich ist; damit wird bewiesen
sein, daB T keine algebraische Zahl sein kann.

Wir bezeichnen mit p eine Primzahl und nehmen fir f(x) die
ganze Funktion

(22)

die fur x =0 Null wird und vom Grade

ist.
Die Unmédglichkeit der Gleichung (21) wird offenbar sein, wenn
wir bewiesen haben, dafl bei geeigneter Wahl der Primzahl p

1. die Summe eine ganze, von Null ver-

schiedene Zahl ist;

2. die Summe in ihrem absoluten Werte kleiner als

1 ist.
Ordnen wir nach wachsenden Potenzen von z, so erhalten wir

@@ = A0 + Alz + A222 + -
=A0 + Alax + A2a2x] + - - -,
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wo die Koeffizienten A0, Al, A2, . . ganze Zahlen sind; es ist
A0 = bmp und daher von Null verschieden.
Wir haben ferner

Bilden wir die Ableitungen und setzen wir x = 0, so erhalten wir:
f(0) =0, f(0) =0,.. . Fp-2)(0) =0;
f(p-1)(0) = Aoap- 1 = bmpap- 1f(p)(0) = p - Alap,
f(p+1)(0)=p(p+1)-A2ap+1,- - -
Wir wahlen die Primzahl p groBer als die grofte der Zahlen

a, bm, C. Dann ist f(p-1)(0) durch p nicht teilbar, wahrend alle an-
derenf (4)(0) entweder Null oder durch p teilbar sind; und es ist daher

eine ganze, durch p nicht teilbare Zahl, und also

auch C: F(0) eine ganze durch p nicht teilbare Zahl
Ordnen wir nun nach wachsenden Potenzen von z — zv, so er-
halten wir

wo Bl(zv), B2zv), -+ ganze Funktionen von zv mit ganzen Koeffi-
zienten sind.
Es folgt dann, wie vorher:
f(xv) — 0, f(xv) = 0O,..., f(p-1)(xv)= 0;
f(P)xv) =papBl(zv), f(ptl)=p(p+1)ap+1B2(zv), . . .,
und, wenn wir
Qzv) =B + (p+1) ap+1B2(zv),
setzen, so erhalten wir infolge von (6)

Fx) =p1 Q@)
und daher

Aber ist eine ganze symmetrische Funktion der m Wur-
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zeln der Gleichung (20) und daher eine ganze Zahl, und also ist die

Summe eine ganze, durch p teilbare Zahl.

Daraus folgt schlieBlich, daR eine ganze,

durch p nicht teilbare Zahl und also von Null verschie-
den ist.

Damit ist der erste Teil unseres Beweises erbracht.

Gehen wir nun zu dem zweiten Teile. Dazu machen wir Gebrauch
von der Ungleichheit (10).

Wir konnen schreiben:

und infolge von (22) erhalten wir

Wir bezeichnen mit r, r12..,rin die absoluten Werte von
X, X1, X2, ..., xm und erinnern uns, da a positiv ist. Dann ist klar,
daB die Koeffizienten von f(x) nicht grofer sind als die Koeffizienten
der Funktion

Wenn wir also
() = amt r(r + ri)(r + r2)--- (r + i)
setzen, so ist fir jede positive Zahl r

oder

Waéhlen wir also p geniigend groB, so kann @(r) und infolge
von (10) auch |U(xv) | beliebig klein gemacht werden und darum

kann auch die Summe m ihrem absoluten Werte beliebig

klein gemacht werden und im besonderen auch <1
Daher ist die Zahl n transzendent.
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bis zu ihnen zurlickgelegt hat, und es bleibt ihnen ihre innigere Be-
rihrung mit der Form, in der die praktischen Aufgaben gewohnlich
auftreten. Daher wollen wir von dem, was die alten Geometer uns
gelehrt haben, nichts beiseite legen und wenden uns an eine
breitere und hohere wissenschaftliche Ausbildung nur, um uns die
Verhdltnisse jener elementaren Geometrie klar zu machen, deren be-
wundernswerte Einzelheiten sehr wohl dem Glanze der modernen all-
gemeinen Begriffe entsprechen.

Berichtigungen.

S. 42, Z. 21 v. 0. statt anM lies Man

S. 98, Z. 16 v. u. statt ; lies :

S. 112, Z. 3 v. u. und S. 113, Z. 3 v. 0. statt lies

S. 113, Z. 11 v. o. statt lies

S. 117, Z. 15 v. o. statt lies

S. 120, Z. 1 v. u. statt Beziehung lies Beziehung

S. 140, Z. 3 v. 0. statt im § 9 lies in den 8§ 8 - 10

S. 181. Z. 5 v. u. statt mit der Abszisse lies von der Abszisse
S. 270, Z. 8 v. u. statt arithmetich lies arithmetisch

S. 308. Z. 14 v. o. statt algebraischen lies algebraischer

S. 319, Z 11 v. u statty <"-1)>------ -v1l liesv _x(n—21)!----- (-y1l!
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