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Einleitung und Vorrede.

In der allgemeinen Statik wird das Gleichgewicht der auf einen
oder mehrere Korper wirkenden Krifte durch geometrische und
analytische Betrachtungen untersucht. Die graphische Statik hat
dariiber hinaus den Zweck, diejenigen Krifte (Stutzwidersténde,
Spannungen usw.), welche gegebenen Kriften das Gleichgewicht
halten sollen, durch Zeichnung zu ermitteln. Die einfachen Regeln
hierfiir, die erlauben verwickelte Rechnungen durch iibersichtliche
und leicht kontrollierbare Konstruktionen zu ersetzen, entstanden
durch die technischen Anwendungen der Statik auf Bauwerke und
wurden deshalb auch zuerst in der technischen Literatur behandelt.
Erst Culmanns Werk ,,Die graphische Statik'‘ (Ziirich 1864—66)
erhob diese Lehre zu einer gewissen Selbstindigkeit. Seither ist
eine groBe Anzahl von Lehrbiichern der graphischen Statik er-
schienen, die man in der Enzyklopidie der mathematischen Wissen-
schaften Bd. IV, 1, S. 846 (Artikel von Henneberg) aufgefiihrt findet.
Hierzu kam vor kurzem das umfangreiche Lehrbuch von Henne-
berg ,Die graphische Statik der starren Systeme‘* (Leipzig 1911).

Wenn wir diesen zahlreichen Lehrbiichern ein neues folgen
lassen, so geschah das hauptsichlich deshalb, um der alten Cul-
mannschen Forderung, ,,die Korper, an welchen Krifte im Gleich-
gewichte sind, und die Liniengebilde, welche die Richtungen und
GroBe dieser Krifte darstellen, als geometrisch zusammengehorige
Gebilde aufzufassen* oder mit andern Worten die graphische
Statik durchaus geometrisch zu behandeln, in héherem Mafle ge-
recht zu werden, als dies nach unserer Ansicht bisher geschehen ist.
Wir glauben nicht, daB die Einfachheit und Strenge der Darstellung
durch ihren rein geometrischen Charakter gelitten hat.
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v Einleitung und Vorrede.

Die Eigenschaften des Seilpolygons, d.h. derjenigen Figur,
welche die ganze graphische Statik beherrscht, werden aus einem
Satze (8. 11) iiber zwei Vierecke mit entsprechend parallelen Seiten
und Diagonalen abgeleitet. Dieser Satz macht die Benutzung der
projektiven Geometrie, die Culmann fir unerldBlich hielt, tber-
flissig und ist zugleich die Grundlage der Lehre von den reziproken
Figuren der graphischen Statik, wie sie in der Fachwerkslehre eine
so groBe Rolle spielen. Die Fachwerkslehre selbst ist in zwei Para-
graphen behandelt, von denen der erste die einfacheren und prak-
tisch gebrauchlichen Félle darstellt, wihrend der zweite die all-
gemeine Theorie in demjenigen Umfange gibt, in welchem sie leich-
terem Verstandnisse zugénglich gemacht werden kann. Eben deshalb
konnte den Kriften im Raume nur der letzte Paragraph gewidmet
werden. Der Verfasser war aber hier in der glicklichen Lage, sich
der bisher nicht veroffentlichten Darstellungsmethode rdumlicher
Krifte in einer Zeichenebene, die R. v. Mises vor kurzem fand,
bedienen zu diirfen. In § 6, der von den Schwerpunkten sowie von
den statischen und Trigheitsmomenten der Profile handelt, hofft
der Verfasser sowohl den technischen als den geometrischen Inter-
essen gerecht worden zu sein, insofern zuletzt auch auf die statischen
Polarsysteme eingegangen wird.

Wenn das vorliegende Buch auch besonderen Nachdruck auf
die geometrische Seite der graphischen Statik legt, so ist es doch
entsprechend seiner Entstehung aus Vorlesungen, die der Verfasser
an den technischen Hochschulen zu Aachen und zu Karlsruhe von
1892 bis 1909 gehalten hat, durchaus fiir den Unterricht angehender
Techniker geeignet. Dies kommt schon dadurch zum Ausdruck,
daf den zahlreich eingestreuten technischen Beispielen bestimmte
Zahlenangaben zugrunde liegen, wie sie in langjihriger Ubungs-
praxis erprobt sind. Aber das Buch dient trotzdem nur zur Ein-
fithrung in die allgemeine Theorie und kann z. B. dem Bauingenieur
nicht das Studium solcher Werke ersetzen wie Miiller-Breslau,
,»»Die graphische Statik der Baukonstruktionen‘ (Berlin 1887—1901).
Ebenso wird der Mathematiker, der hier tiefer eindringen will, nicht
versdumen diirfen besonders in literarischer Hinsicht sich Rat in
dem oben angefithrten Lehrbuche von Henneberg zu holen. Wir
haben uns auf einige wenige Zitate beschrinkt, die spitere Er-
scheinungen betreffen.
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Ehnleitung und Vorrede. v

Obwohl die Figuren iiberall in den Text gesetzt werden konnten,
80 kann doch der Studierende nicht nachdriicklich genug darauf
hingewiesen werden, nicht nur iberhaupt, sondern besonders auch
bei den Beispielen alle Figuren noch einmal selbst zu entwerfen.
Hierbei empfiehlt es sich auch farbige Linien zu verwenden, be-
sonders wenn es sich um die Unterscheidung verschiedener Seil-
polygone handelt, deren zugehorige Seilstrahlen dann je in der-
selben Farbe zu zeichnen sind. Punkte, deren Abstinde wichtig
sind, z. B. Krifte bedeuten, oder die viel Linien enthalten, werden
gut mit Nullenkreisen umgeben.

SchlieBlich ist es mir eine angenehme Pflicht, meinem Mit-
arbeiter W. Vogt auch an dieser Stelle meinen wirmsten Dank
auszusprechen. Er hat nicht nur die meisten Figuren gezeichnet,
sondern mich auch iberall mit seinen Ratschligen unterstiitzt.

Ebenso danke ich der Verlagsbuchhandlung fir die Sorgfalt,
mit der sie den Druck und besonders die zahlreichen Figuren aus-
fithren lieB.

StraBburg, im Januar 1915.
F. Schur.
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§ 1.
Zusammensetzung und Zerlegung von Kréften.

1. Krifte mit gemeinsamem Angriffspunkte.

Wir stellen hier zunéchst diejenigen Grundsidtze der allgemeinen
Statik zusammen, die fiir die Einwirkung von Kriften auf einen
‘starren Korper gelten. Der erste Grundsatz fithrt uns zur geo-
metrischen Darstellung der Krifte:

I. Grundsatz. Greift eine Kraft an einem starren Korper
an, so kann ihr Angriffspunkt, ohne ihre Wirkung zu
:4ndern, in der Richtung der Kraft, ihrer Angriffslinie,
beliebig verschoben werden, wenn er nur mit dem starren
Korper in starrer Verbindung bleibt.

Hiernach kénnen wir die folgende Definition aufstellen:

1. Definition. Eine Kraft wird nach Lage, GroBe und
Sinn dargestellt durch ihre gerade Angriffslinie, eine
iin dieser liegende, der GroBe der Kraft proportionale
Strecke, und die Pfeilrichtung dieser Strecke, die auch
(«durch Bezeichnung ihres Anfangs- und Endpunktes ge-
igeben werden kann.

Natiirlich muf§ fiir diese Darstellung eine Festsetzung dariiber
:getroffen werden, welche Streckenlinge der Krafteinheit entsprechen
isoll, d. h. wie viele Millimeter die Schwerkraft eines Kilogramms oder
ceiner Tonne darstellen. Wir werden z. B. oft 1 em = 500 kg setzen.
‘Darnach kénnen wir ein fiir alle Male eine Kraft durch eine Strecke
«der Lage, GroBe und Pfeilrichtung nach gegeben denken, und wir
'wissen dabei, daf diese Strecke, ohne ihre Bedeutung zu dndern,
Ibeliebig in ihrer Geraden verschoben werden kann.

Nunmehr kénnen wir den zweiten Grundsatz folgendermafen
:aussprechen:

II. Grundsatz. (Satz vom Parallelogramm der Krifte.) Zweil
‘Kréiafte mit demselben Angriffspunkte konnen in ihrer
"Wirkung durch die den Angriffspunkt enthaltende Dia-
(gonale desjenigen Parallelogramms ersetzt werden, von
«dem zwei Seiten die gegebenen Kriafte darstellen.

Schur, Graphische Statik. 1

www.rcin.org.pl

4 ATEy | Py~

D e3p

PR gy
rd3h



2 Zusammensetzung und Zerlegung von Krifien.

Um diesem Grundsatze eine fiir die Anwendungen bequemere
Form zu geben, wollen wir bei dem Begriffe ,,Strecke oder Vektor
von der Lage im Raume absehen und nur GréBe und Pfeilrichtung
in Betracht ziehen. Eine solche Strecke oder Vektor ist also nicht
an eine bestimmte Gerade als Triiger gebunden, sondern kann parallel
mit sich selbst verschoben werden. FaBt man den Begriff Strecke
in dieser Weise, so kann man Strecken #hnlich wie Zahlen addieren,
wenn man die folgende Definition einfiihrt:

2. Definition. Unter der geometrischen Summe zweier
ihrer GroBe und Pfeilrichtung nach gegebenen Strecken
oder Vektoren versteht man eine der in GréBe und Pfeil-
richtung tiibereinstimmenden Strecken, die entstehen,
wenn man die eine Strecke mit ihrem Anfangspunkte an
den Endpunkt der anderen ihrer GroB8e und Pfeilrichtung
nach ansetzt und den Anfangspunkt der einen mit dem
Endpunkte der angesetzten verbindet.

—> —>

Sind z. B. 4,B;, und 4,B, irgendwelche Darstellungen der
beiden Strecken oder Vektoren, und macht man (Fig. 1) entweder
} 0C, = (gleich und gleich ge-
h G richtet mit) 4, B;und C,C= || 4,B,

¢ oder 0C,=] 4,B, und C,C =

—_—
|| 4By, so stellt OC die geome-
trische Summe der beiden Vek-

» 0 toren dar. Diese Summe ist na-

C: tiirlich unabhéngig von dem An-

» fangspunkte O, von dem aus die

. Ansetzung ausgeht, und ebenso

\53 von der Reihenfolge der Sum-

Fig. 1. manden. Sind die beiden Vek-

toren parallel, so stimmt unsere

Definition der geometrischen Summe ersichtlich mit der gewdhn-
lichen algebraischen Summe iiberein.

Hiernach kénnen wir dem zweiten Grundsatze die folgende

Fassung geben:

II. Grundsatz. Zwei Krifte mit gemeinsamem Angriffs-
punkte konnen in ihrer Wirkung durch eine einzige Kraft
mit demselben Angriffspunkte, ihre Resultante, ersetzt
werden, welche nach GroBe und Pfeilrichtung durch die
geometrische Summe der beiden die gegebenen Krifte
darstellenden Strecken dargestellt wird.
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Krifte mit gemeinsamem Angriffspunkte. 3

Diese Fassung hat zugleich den Vorteil, daB sie die beiden oben
auBer acht gelassenen Spezialfille umfaft, in denen die beiden Krifte
gleiche oder entgegengesetzte Pfeilrichtungen haben; die Resultante
ist dann gleich der algebraischen Summe der die beiden Krifte dar-
stellenden Strecken. Insbesondere ist hervorzuheben:

Zusatz 1. Zwei Krifte heben einander dann und nur
dann auf, wenn sie denselben Angriffspunkt haben und
gleich groB sowie entgegengesetzt gerichtet sind.

Eine unmittelbare Folge des zweiten Grundsatzes ist ferner
seine Umkehrung:

Zusatz 2. Eine gegebene Kraft ist von gleicher Wirkung
oder dquivalent mit je zwei Kraften, ihren Komponenten,
deren Angriffslinien sich auf ihrer Angriffslinie schneiden
und deren Strecken die Strecke der gegebenen Kraft zur
geometrischen Summe haben.

Nach der 2. Definition konnen wir nun auch die Summe von
mehr als zwei Strecken bilden, indem wir die zweite Strecke mit
ihrem Anfangspunkte an den Endpunkt der ersten ansetzen, dann
die dritte mit ihrem Anfangspunkte an den Endpunkt der zweiten usf.
und schlieBlich den Anfangspunkt der ruhenden ersten Strecke
mit dem Endpunkte der letzten angesetzten verbinden; diese SchluB-
strecke stellt dann die geo-
metrische Summe der ge-
gebenen Strecken oder Vek-
toren dar. Offenbar gilt nun
der Hilfssatz:

1. Hilfssatz. Eine Sum-
me von beliebig viel
Strecken ist unabhéngig
von der Reihenfolge der
Summanden.

Der Beweis fiir den ent-
sprechenden Satz der Algebra
beruht bekanntlich auf der
Giiltigkeit der beiden Formeln ¢ +b=>b 4+ a und (a 4+ b) 4 ¢ =
a + (b+ ¢), die das kommutative und das assoziative Gesetz der
Addition darstellen. Die Giiltigkeit dieser Gesetze fiir die geome-
trische Summation folgt unmittelbar aus der Definition, so daB der
geometrische Satz wie der algebraische bewiesen werden kann. Fig.2
erldutert dann die Giiltigkeit der folgenden Formeln fiir drei Sum-
manden:

1‘
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4 Zusammensetzung und Zerlegung von Kriften.

(a+b)+c=(b—|—a)-|—c=b+(a-|—c)=b+(c+la)=
b+c)+ta=(Cc+d+a=c+b+a)=c+ (a+b)=
(c+a)+b=(@+c)+b=a+(c+b =a+ (b+c).

Die 12 Ausdriicke bedeuten geometrisch die verschiedenartigen
Wege, auf denen man in den gegebenen Pfeilrichtungen um die
gegebenen Strecken fortschreitend vom Anfangspunkte 4 zum
Endpunkte S gelangen kann.

Darnach konnen wir auch beliebig viele Kréifte mit demselben
Anfangspunkte zu einer einzigen Kraft zusammensetzen, denn es
gilt der Satz:

Satz 1. Beliebig viel Krifte, deren Angriffslinien durch einen
Punkt laufen, kinnen wn threr Wirkung durch eine Kraft mit dem-
selben  Angriffspunkte, thre Resultante, ersetzt werden, welche durch
die geometrische Summe der die gegebenen Krdifte darstellenden Strecken
dargestellt 1st.

Der Satz gilt ndamlich zunédchst nach dem II. Grundsatze fiir
zwel Krifte, hieraus folgt er fiir drei, indem man die dritte Kraft
mit der Resultante der beiden ersten zusammensetzt usf. Die
Reihenfolge der Krifte ist hierbei wie bei der Summation der
Strecken beliebig.

2. Zusammensetzung von beliebigen Kriften einer Ebene,
das Seilpolygon.

Laufen die Angriffslinien der zusammenzusetzenden Kréfte
nicht durch denselben Punkt, so wollen wir uns kiinftig auf den
Fall beschrinken, dafl sie in derselben Ebene liegen. Diese Be-
schrinkung ist fir die meisten Félle der Praxis deshalb erlaubt,
weil gich die auf ein technisches Objekt wirkenden Kriifte gewdhn-
lich symmetrisch um eine Ebene gruppieren, die man als die Ebene
der Angriffslinien ihrer Resultanten betrachten kann. Wir kommen
bei den Anwendungen hierauf zuriick. Die Bestimmung der Resul-
tante von beliebig viel Kriften einer Ebene kann nun schrittweise
geschehen, indem man zuerst die ersten beiden Krifte zu einer
Resultante zusammensetzt, dann diese mit der dritten usf. Wir
konnen aber diese Konstruktion auf Grund des folgenden Satzes
in zwei Teile zerlegen:

Satz 2. Grofe und Pfeilrichtung der Resultante von Kriften
ewner Ebene dndern sich nicht, wenn diese je eine belwb@ge Parallel-
verschiebung erlevden.
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Zusammensetzung von beliebigen Kriften einer Ebene, das Seilpolygon. 5

Der Satz ergibt sich ndmlich fir zwei Krifte aus der zweiten
Form des II. Grundsatzes, und da man die Resultante von drei
Kriften durch Zusammensetzung der Resultante der ersten beiden
mit der dritten erhilt, so gilt er auch fiir drei Krifte usf. GroBe
und Pfeilrichtung von beliebig vielen Kréften einer Ebene kann
darnach unabhiingig von der Lage der Kréfte durch ein Summations-
polygon gefunden werden, dessen aufeinanderfolgende Seiten (Fig. 8)
K.K,, K\K,, K,K,, ..., K, K, in GroBe und Pfeilrichtung mit

Fig. 3.

den gegebenen Kriiften iibereinstimmen; die Verbindungsstrecke des
Anfangspunktes K, mit dem Endpunkte K, gibt dann nach GréBe
und Pfeilrichtung die Resultante an. Das Polygon K KK, ... K,

—_
heit Kraftepolygon, die Strecke Ky K, die SchluBlinie des Krafte-
polygons. Es empfiehlt sich meist, das Kriftesystem durch zwei
Figuren zu geben, von denen die eine die Angritfslinien a,, ay, ..., @,
der Krifte enthilt und die andere das Kriftepolygon, also deren
Grofen und Pfeilrichtungen.

Was nun den Ort oder die Angriffslinie der Resultante betrifft,
so wird man sie schrittweise folgendermaBen finden koénnen: durch
den Schnittpunkt der beiden ersten Angriffslinien a,, a, und parallel
zu KK, liuft die Resultante s, der beiden ersten Krifte, durch
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6 Zusammensetzung und Zerlegung von Kriften.

ihren Schnittpunkt mit der dritten Angriffslinie a; und parallel
zu KoK geht die Resultante der drei ersten Krifte usf., durch den
Schnittpunkt der Resultante der m—1 ersten Krifte mit der An-
griffslinie a, der letzten Kraft und parallel zur SchluBlinie KK,
des Kriftepolygons geht schlieBlich die Angriffslinie der Resultante
des ganzen Kriftesystems.

Diese Konstruktion der Resultante eines gegebenen Kriifte-
systems ist aber, sollen anders umstdndliche Hilfskonstruktionen
vermieden werden, praktisch nur brauchbar, wenn die Schnittpunkte
der Teilresultanten mit den
folgenden Angriffslinien vor-
handen und auf dem Blatte
erreichbar sind. So ist z. B.
die Zusammensetzung paral-
leler Krifte auf diesem Wege
unmoglich. Es ist darum
wichtig, ein einheitliches
Verfahren zu besitzen, das
in jedem Falle zum Ziele
tihrt.

Hierzu gelangen wir
durch eine kleine Abidnde-
rung des obigen Verfahrens.
Nach Zusatz1 auf 8.3 éndern
wir die Wirkung des gege-
benen Kriftesystems nicht,
wenn wir (Fig.4) inderselben
Angriffslinie s, = S,S;, wo
S, auf der Angriffslinie a,
der ersten Kraft beliebig
angenommen ist, zwel ent-
gegengesetzt gleiche Krifte
hinzufiigen, deren GroéBen
und Pfeilrichtungen durch

Fig. 4. K,P und PK, gegeben sein

mogen, wo durch die be-

liebige Annahme des Punktes P zugleich die Richtung von S,S;
bestimmt sein mag. Die zweite Zusatzkraft verbindet sich nun
mit der ersten Kraft zu einer Resultante von der Grofe und
Pfeilrichtung PK,, deren Angriffslinie s; den Punkt S; enthilt
und die Angriffslinie a, der zweiten Kraft in S, schneiden mag.
Diese Resultante verbindet sich daher mit der zweiten Kraft zu
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Zusammensetzung von beliebigen Kriften einer Hbene, das Seilpolygon. T

einer Resultante von der Grofe und Pfeilrichtung PK, und der
Angriffslinie s, durch S,. Schneidet diese also die dritte Angriffs-
linie ag in S;, so verbindet sie sich mit der dritten gegebenen Kraft
zu einer Resultante s, durch S; von der GréBe und Pfeilrichtung PKg.
So kann man fortfahren, bis man auf der letzten Angriffslinie a,
den Angriffspunkt S, der Resultante s, || PK, der zweiten Zusatz-
kraft und der gegebenen Kriifte erhilt. Der Schnittpunkt S der
Angriffslinie S,S; der ersten Zusatzkraft K,P und der Parallelen
s, =NS,8,,1 durch S, zu PK, ist demnach ein Punkt der Angriffs-
linie der Resultante KK, des gegebenen Kriftesystems. Der Wert
dieser Konstruktion liegt darin, da man die gemeinsame Angriffs-
linie der sich aufhebenden Zusatzkrifte und den Punkt P auf ihrer
Parallelen durch K, ganz beliebig annehmen kann. Man kann es
so erreichen, daf die Konstruktion dann zum Ziele fithrt, wenn die
gesuchte Resultante iiberhaupt in die Tafel fillt.

Das von den Geraden s,, $;, S, ...s, gebildete Polygon mit
den auf den Angriffslinien a,, a,, . . . a, liegenden Ecken S,, S,, ..., S,
nennt man nach seinem Erfinder das Polygon von Varignon (1725)
oder auch das zu dem Krdiftepolygon K K, ... K, in bezug auf den
Pol P gehorige Seilpolygon; die Geraden sy, Sy, ..., S, nennt man
Seilseiten, die Geraden PK,, PK,, ..., PK, Polstrahlen. Die
zweite Bezeichnung beruht auf der folgenden Betrachtung. Denken
wir uns in den Seitenpaaren s,, $;; Sy, Ss; Sg, S33 .+« .3 S,—1, S, die
Paare von Kriften angebracht, deren Griofen und Pieilrichtungen
dargestellt sind durch K,P, PK;; K,P, PKy; KyP, PKg;...;
K, P, PK,, so haben diese Paare offenbar je eine der ge-
gebenen Krifte zur Resultanten. Wir kénnen daher den Linien-
zug S¢S;S; ... 8,15, (nach Umkehrung der Pfeilrichtungen der
Kriifte) als ein Seil auffassen, das in den Punkten S, und S,,; be-
festigt ist und sich unter dem Einflusse der gegebenen n Krifte im
Gleichgewichte befindet. Denn die n gegebenen Krifte konnen durch
die » Paare von Kriiften ersetzt werden, und von diesen heben sich
die in den inneren Seiten gelegenen zu je zweien auf, weil sie gleich
und entgegengesetzt gerichtet sind; die beiden &duBeren Krifte
werden aber durch die beiden Aufhingepunkte aufgehoben. Die
Regel zur Konstruktion der Resultante eines Kriftesystems kénnen
wir in den folgenden Satz zusammenfassen:

Satz 8. Sind n Krifte einer Ebene nach Grife und Pfeilrichtung
zu eimem Krdftepolygon K K K, ... K, zusammengesetzt, hat man
einen Pol P beliebig angenommen und ein zugehdriges Seilpolygon
so komstruvert, daf3 seine Seiten sy, $,, ..., s, beziehungsweise zu den
Polstrahlen PK,, PK,, PK,, ..., PK, parallel sind, seine Ecken
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8 Zusammensetzung und Zerlegung von Krdiften.

Sy, Ss, ..., S, aber auf dem Angriffslinien der gegebenen Krifte
ay, Gy, . . ., a, liegen, so ist der Schmittpunkt S der ersten und letzten
Seite sy und s, ein Punlkt der Resultante des gegebemen Kriftesystems,
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Fig. 4a.

und deren Grofie und Pfeilrichtung st durch die Schluflinie K K,
des Kriftepolygons dargestellt.

Wir fiigen als Zusatz hinzu:

Zusatz. Das Kriftesystem st dquivalent mait einer Kraft Ky P
an der ersten, und einer Kraft PK, an der letzten Seite des Seilpolygons.

S
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// \\ p g
S S TeG-a- .
¥ o By gare /i
7/ » Ny 7
a’ . \\\
a e
\ * az B
\\
A,
Fig. 5.

Mittels eines Seilpolygons konnen wir auch die Resultante
paralleler Krifte konstruieren (Fig. 4a), und es ist klar, daB sie
diesen selbst parallel ist, weil alle Seiten des Kriftepolygons in
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Zusammensetzung von beliebigen Kriften einer Ebene, das Seilpolygon. 9

eine Gerade fallen. Bei zwei Kriften insbesondere liefert die Figur
des Seilpolygons (Fig. 5 u. 5a) die Ahnlichkeit der Dreiecke:
A8,86S~APK; K, und 4S,8S ~APK,K,; es bestehen daher
auch in Riicksicht auf die Vorzeichen der Strecken die Proportionen:

3,868 = PK,: K, K,, 8898 = PK.: KiK.,
8,86:8,8=K,K,: K\ K,,
die auch bei entgegengesetzt gerichteten parallelen Kriiften richtig

bleiben. Die letzte lehrt, dafl die Resultante den Abstand der beiden
Krifte im umgekehrten Verhéltnisse der beiden Krifte selbst teilt,

a
l a4, iR
! a2 //
Boma s s
l \\\\:7!’\ % i Q
s PRIl Wt e
5 !
\
Fig. 5a. Fig. 6.

und da die Giiltigkeit sich auch auf das Vorzeichen erstreckt, so
ist iiberdies klar, daB die Resultante zwischen den parallelen An-
griffslinien liegt, wenn die Krifte gleich gerichtet sind, auBerhalb
auf der Seite der groBeren, wenn sie entgegengesetzt gerichtet sind.
Wir erhalten so das Resultat:

Satz 4. Die Resultante zweier paralleler Krdifte ist thnen selbst
parallel und teilt den Abstand ihrer Angriffslinien wm umgekehrten
Verhiltnisse threr Grofien innen, wenn die Krdifte gleich, aufen, wenn
sie entgegengesetzt gerichtet sind.

Hieraus konnen wir sogleich einen Schluf ziehen iiber die Lage
der Resultante einer iiber eine gewisse Strecke gleichmdfig ver-
teilten konmtinuierlichen Last (Fig. 6), wie sie etwa durch das Ge-
wicht eines zylindrischen Stabes oder den gleichmiBigen Druck
des Windes auf eine schrige Fliche im Querschnitt dargestellt wird.
Man kann eine solche Last als Grenze der Resultante von beliebig
vielen kleinen und in gleichen Abstéinden folgenden Kraften auf-
fassen. Die Resultante der ersten und letzten dieser Krifte liegh
dann nach obigem Satze in der Mitte der Belastungsstrecke, ebenso
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10 Zusammensetzung und Zerlegung von Krdiften.

diejenige der zweiten und vorletzten usf. Demnach muB auch die
Gesamtresultante die Belastungsstrecke halbieren.

Satz 5. Die Resultante einer diber eine Strecke gleichmdfig und
kontinuierlich verteilten Last geht durch die Mitte der Belastungsstrecke.

3. Beziehungen zwischen zwei Seilpolygonen.

Die Figur des Seilpolygons ist fiir die graphische Statik so wichtig,
daB sie ein niiheres Studium erfordert. Insbesondere legt die Freiheit
in der Wahl des Poles und eines Punktes einer Seilseite die Frage

c D A
B
6
B, >D,
A’
Fig. 7. Fig. 8.

nach der Beziehung verschiedener Seilpolygone bei demselben Kriifte-
systeme nahe. Da gibt ein einfacher geometrischer Satz Aufklirung,
den man aus der Figur des Seilpolygons fiir zwei Krifte (Fig. 7)
herauslesen kann. Die beiden Angriffslinien mégen sich in 4 schneiden,
K K,K, sei das Kriftepolygon, und die erste und dritte Seite des
zu dem beliebigen Pole P gehorigen Seilpolygons mdégen sich in S
schneiden. Dann muB A4S die Angriffslinie der Resultante, also
parallel zu Ky K, sein. Die beiden Vierecke S;4S,S und KK, K,P
sind also einander so zugeordnet, daB je zwei entsprechende Seiten
einander parallel sind (S, 4, 4S,, S,S, S8, || K K,, K, K,, K, P, PK,
resp.), daB aber die Diagonale S,S, nicht der entsprechenden (K, K,),
sondern der anderen K;P parallel ist; dann ist auch die andere
Diagonale A4S der nicht entsprechenden K K, parallel, welche Ent-
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Bexiehungen xwischen zwei Seilpolygonen. 11

stehung die beiden Figuren auch haben mdgen. Denn wir kénnen
das Dreiseit SS;S,S den Voraussetzungen gemifB stets als das in
Beziehung auf den Pol P zu dem Kriftepolygon K K,K, mit den
Angriffslinien S;4 und S, 4 gehdrige Seilpolygon betrachten. Wir
konnen daher den geometrischen Satz aussprechen:

2. Hilfssatz. Haben zwei Vierecke die entsprechenden
Seiten parallel und ist zugleich eine Diagonale des einen
Vierecks einer der beiden Diagonalen des anderen par-
allel, so sind auch die iibrig bleibenden Diagonalen ein-
ander parallel.

In diesem Satze sind zwei Fille enthalten, der erste ist fast
selbstverstindlich, némlich wenn zwei entsprechende Diagonalen
parallel sind. Hier sind
wegen der Ahnlichkeit der o
beiden Teildreiecke die beiden i
Vierecke #hnlich und dhnlich AL
gelegen. Fir uns kommt ! \
hauptséchlich der zweite Fall ; i
in Betracht, in welchem jede ]
Diagonale der nicht ent-
sprechenden parallel ist; wir
wollen daher diesen Fall un-
abhéngig von der statischen
Entstehung, die auf dem
II. Grundsatze beruht, rein
geometrisch beweisen.

Wir schlieBen hierbei den
Fall aus, daB drei Kcken
eines Vierecks in gerader
Linie liegen, und folglich ein
Eckpunkt des anderen Vier-
ecks ins Unendliche fillt
(Fig.8). Hier wird der Satz
selbstverstindlich, falls die
fehlende Diagonale des zwei-
ten Vierecks den unendlich Fig. 9.
fernen Eckpunkt enthilt,
sonst versagt er; dieser besondere Fall kommt in den Anwendungen
nicht vor.

Sind 4 BCD und 4,B,C,D, die beiden Vierecke (Fig.9), und
ist AB, BC, CD, DA || 4,B,, B,C,, C;D,, DA, resp. sowie
AC|| ByD,, so ist zu beweisen, dal auch BD | 4,C, ist. Kon-
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12 Zusammensetzung und Zerlegung von Kriften.

struieren wir nun ein dem zweiten Vierecke #hnliches und dhnlich
gelegenes 4,B,C,D, so, daB B,C, mit BC zusammenfillt, so fallen
B4, und CD, auf die Geraden BA und CD, und esist aus 4D || 4,D,
und AC || BD, zu beweisen, daB auch BD | 4,C ist. Schneiden
sich nun 4B und CD in O, so besagen die Voraussetzungen, dafB
04:04,=0D:0D,und 04:0B =0C:0D, ist oder 04-0D, =
04,-0D=0B-0C, d. h. 0B:04,=0D:0C oder BD| 4,C,
wie zu beweisen war. Sind 4B und CD
einander parallel, so ergeben die Voraus-
setzungen, daB 44, = DD, und 4B = CD,
ist (Fig. 10), woraus folgt, daB auch B4y=DC
oder BD || 4,C ist.

Nunmehr mégen fiir ein gegebenes Krifte-

-A -

B system zwei zu verschiedenen Polen P und P’
gehorige Seilpolygone S,S;S;...S,,; und
Sy’ Sy’ Sy’ ... 8, ;1 gezeichnet vorliegen (Fig.11);
dann enthdlt unser Satz eine wichtige Be-
A ziehung zwischen den beiden Figuren. Be-

zeichnen wir namlich den Schnittpunkt der
Fig. 10. beiden gleichvielten Seiten S;S;,; und S;"S"; .,
der beiden Seilpolygone mit ¢),, so stehen
die beiden Vierecke PK, ;P'K, und S;0,_,S/Q; in der Be-
ziehung unseres Satzes; denn es ist PK, ;| S,_;S;=8S,0,_,,
K _ P || 848'=Q_8/, PK|58:,,=8,Q;, K,P|858,,=
Q,S;und K,_, K, || S;S;, folglich ist auch PP’ || Q,_,Q;. Dieser SchluB
bleibt richtig, wenn P und P’ mit K, , oder K, in gerader Linie liegen,
weil dann @,_, oder ), der unendlich ferne Punkt der Geraden P P’
ist. Die simtlichen Punkte @), liegen also auf einer Parallelen zu P P’,
und wir haben den Satz:

Satz 6. Die gleichvielten Seiten zweier zu demselben ebenen Krdfte-
systeme, aber zu verschiedenen Polen gehirigen Seilpolygone schneiden
sich wn Punkten einer Geraden, die zur Verbindungslinie der beiden
Pole parallel ist.

Derselbe geometrische Hilfssatz liefert auch den geometrischen
Beweis fir zwei fundamentale Eigenschaften des Seilpolygons, die
im statischen Sinne aus der eindeutigen Bestimmtheit der Resul-
tante ohne weiteres folgen. Weil PK, || SQ,, K, P || @,S’, P'K,, || S'Q,,,
K,P|@Q,S und PP | Q,Q,, so stehen auch die Vierecke PK,P'K,
und SQ,S'Q, in der Beziehung des Hilfssatzes, und es ist darum
auch KK, || SS’. Sollten P und P’ mit K, oder K, in einer Ge-
raden liegen, so braucht man nur einen dritten Pol P”" so zu wihlen,
daB weder fiir P und P” noch P’ und P’ dieser Fall eintritt; dann
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Bexiehungen zwischen xzwes Setlpolygonen. 13

ist sicher SS” || KK, || S'S”, also auch SS'| K,K,. Gehort das
Seilpolygon S8,8,...8,8 ebenfalls zum Pole P’, so folgt ebenso
daraus, daB sowohl SS’ als auch S8 zu K K, parallel ist, dasselbe

Fig. 11.

tiir S’S. Die Schnittpunkte der ersten und letzten Seite aller Seil-
polygone liegen demnach auf derselben Parallelen zur SchluBlinie
des Kriftepolygons.

ig\l‘
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14 Zusammensetzung und Zerlegung von Krdiften.

Wir kénnen ebenso die Unabhingigkeit der Resultante von
der Reihenfolge der Krifte des Systems beweisen; denn auch hier
gilt sowohl das kommutative wie das assoziative Gesetz. Das erste
folgt daraus, daB man die erste und letzte Seite eines Seilpolygons
von zwei Kriften auch als letzte und erste Seite fiir den Pol P’
betrachten kann, der Schnittpunkt der Parallelen durch K, und K,
zu S,S und S8, ist (Fig. 12). Denn die letzte Seite des zu P’ ge-
horigen Seilpolygons, dessen erste Seite SS, ist, mufl nach dem
Obigen durch S gehen, also mit SS; identisch sein. Fiihren wir daher

die Bezeichnungen (a,, SS,) =Sy, (a;, SS,) =S," ein, und ist
K,K,'K, das der vertauschten Reihenfolge der Kriifte zugehorige
Kriftepolygon, so ist S,'Sy || P'K, || P'K,’, und SS,'S," ist ein
Seilpolygon fiir den Pol P und die vertauschte Reihenfolge der
Krifte. Die erste und letzte Seite des urspriinglichen Seilpolygons
haben also dieselbe Bedeutung fiir denselben Pol und die vertauschte
Reihenfolge der beiden Krifte. Hieraus folgt nicht nur das kom-
mutative Gesetz fiir zwei Kriifte, sondern daB iiberhaupt je zwei
benachbarte Krifte eines Systems vertauscht werden kénnen, ohne
daB der Schnittpunkt der ersten und letzten Seite des Seilpolygons
sich @ndert. Folgt schon hieraus das Behauptete, so kann man aber
auch das assoziative Gesetz wie auf S. 8 benutzen. Dieses selbst
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Aufgaben ber das Seilpolygon. 15

ergibt sich daraus, daB die erste und letzte Seite eines Seilpolygons
von drei Kriften dieselbe Rolle beziiglich desselben Poles beibehalten
fiir die beiden Systeme von Kriften, die erstens aus der ersten und
der Resultante der beiden anderen, und zweitens aus der Resul-
tante der beiden ersten und der dritten bestehen.

Wir kénnen daher den folgenden Satz als rein geometrisch
bewiesen betrachten:

Satz 7. Die mit Hilfe eines Seilpolygons konstrurerte Resul-
tante eines ebemen Kriftesystems 1st unabhdngig sowohl von der Wahl
des Poles als von derjenigen eimer Ecke, als von der Reihenfolge der
Krifte des Systems.

4, Aufgaben iiber das Seilpolygon.

Die Mannigfaltigkeit der zu demselben Kriftesysteme gehorigen
Seilpolygone erlaubt ein solches gewissen Bedingungen entsprechend
zu konstruieren. Fir die Anwendungen sind zwei Aufgaben be-
sonders wichtig. Die erste lautet:

1. Aufgabe. Fiir ein gegebenes Kraftesystem ein Seil-
polygon zu konstruieren, dessen erste Seite s; gegeben
ist, und dessen letzte Seite durch einen gegebenen Punkt
B geht.

Mit der ersten Seilseite ist auch der erste Polstrahl gegeben,
der Pol des gesuchten Seilpolygons muB auf der Parallelen durch
K, zu s, liegen. Nehmen wir auf ihr (Fig. 13) einen Pol P’ beliebig
an und zeichnen das zugehorige Seilpolygon mit s, als erster Seil-
seite, ndmlich SS;S,'Sy" ... S. Dieses Seilpolygon wird zwar die
zweite Bedingung im allgemeinen nicht befriedigen, aber der Schnitt-
punkt S seiner ersten und letzten Seite muB auch ein Punkt der
letzten Seite des gesuchten Polygons sein, so daB SB diese Seite
sein muB. Die Parallele zu SB durch K, schneidet daher K,P’ in
dem Pole P des gesuchten Seilpolygons.

Diese Methode der Lésung versagt indessen, wenn S unzu-
ginglich wird oder etwa iiberhaupt ins Unendliche fillt. Wir geben
daher noch eine zweite, stets brauchbare Losung der Aufgabe. Wir
nehmen wieder den Pol P’ eines Hilfsseilpolygons auf dem ersten
Polstrahl willkiirlich an, zeichnen aber das Seilpolygon von der
letzten Seite beginnend so, daB diese durch den gegebenen Punkt B
geht. Dann wird die erste Seite zwar im allgemeinen nicht mit s,
zusammenfallen, aber doch dazu parallel sein. Der Ort der Schnitt-
punkte gleichvielter Seiten dieses und des gesuchten Seilpolygons wird
daher nach Satz6 auf S.12 die Parallele durch B zu s, sein. Durch
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16 Zusammensetzung und Zerlegung von Kriften.

den Schnittpunkt @, derselben mit der zweiten Seite des gezeichneten
Seilpolygons mufl also auch die zweite Seite des gesuchten Seil-
polygons gehen, diese ist demnach die Gerade S,@,, und die Parallele
zu ihr durch K, schneidet auf dem ersten Polstrahle den gesuchten
Pol P aus. Der Leser wird aber, wie in allen solchen Fiéllen, gut tun,

N
.
N
~

s
5 e 2y a;

So

G S
AR g g

Fig. 13.

die Probe zu machen, ob das gefundene Stiick wirklich den ge-
forderten Bedingungen geniigt.

Eine andere Aufgabe, die in der Theorie der Kettenbriicken, des
Dreigelenkbogens und des Gewdélbes eine Rolle spielt, lautet:

2. Aufgabe. Fiir ein gegebenes System von z. B. vier
Kriften ist ein Seilpolygon so zu konstruieren, daB die
erste, dritte und finfte Seilseite durch je einen ge-
gebenen Punkt 4, B, C laufen.

Zeichnen wir hier zuerst fiir einen beliebigen Pol P’ ein Seil-
polygon (Fig. 14), dessen dritte Seite B enthilt, so schneidet diese
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Aufgaben iiber das Seilpolygon. 17

nach dem Obigen dessen erste Seite in einem Punkte ¢ so, daB die
Parallele durch K, zu 4 ¢ auf K,P' den Pol a eines Seilpolygons
ausschneidet, dessen erste Seite durch A, und dessen dritte Seite
durch B lauft. Bezeichnen wir den Pol des gesuchten Seilpolygons
mit P, so muB nach Satz 6 auf S.12 aP || 4B sein. Schneiden
sich ebenso die dritte und fiinfte Seite des zuerst gezeichneten Seil-
polygons in 7 und die Parallele durch K, zu vC und K,P’ in y, so
muB auch yP | BC sein. Es ist folglich P der Schnittpunkt der

Fig. 14.

Parallelen durch @ und p zu 4B und BC. Man kann die Lésung
der Aufgabe auch so auffassen, daBl diese beiden Parallelen die Orte
der Pole von Seilpolygonen sind, deren erste Seite durch 4 und
deren dritte Seite durch B, bzw. deren dritte Seite durch B und
deren vierte Seite durch C laufen; von diesen Orten wurde je ein
Punkt a resp. y konstruiert.

Die Lage der Punkte 4, B, C ist fir die Losung der Aufgabe
ohne Belang, nur diirfen sie nicht auf einer Geraden liegen. Die
samtlichen Seilpolygone némlich, welche ihre erste Seite durch 4
und ihre dritte durch B senden, schicken nach Satz 6 von selbst
ihre letzte Seite durch einen festen Punkt der Geraden A B. Fillt
der Punkt C in diesen, so ist die Aufgabe unbestimmt; sonst hat
sie keine Lisung.

Schur, Graphische Statik. 2
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18 Zusammensetzung und Zerlegung von Kraften.

5. Der Fall des Gleichgewichts; das Kraftepaar.

Wir haben bisher stillschweigend vorausgesetzt, daf ein System
vonn Kriften einer Ebene stets eine Resultante besitze, wenn wir
auch von dieser Voraussetzung nirgends Gebrauch gemacht haben.
Eine solche Resultante wird aber sicher nicht vorhanden sein, wenn

Fig. 15.

das Kriftepolygon des Systems sich schlieBt oder K, mit K, zu-
gammenfillt. Hier sind nun zwel Fille zu unterscheiden, ob nim-
lich die letzte Seite des Seilpolygons mit der ersten zusammenféllt
oder ob sie ihr nur parallel ist (S,S, || PK,= PK, || S,S,.1)-

Im ersten Falle ist das Kriftesystem nach der Entstehung des
Seilpolygons (8. 6) auf zwei entgegengesetzt gleiche in derselben
Angriffslinie (S,S; oder S,S,,;) wirkende Krifte, K,P und PK,,
reduziert, die gegebenen Krifte heben sich daher auf; es muB sich
also jedes Seilpolygon schlieBen. Das 1aBt sich aus Satz 6 auch
leicht direkt beweisen. Behalten wir nidmlich die auf S. 13 ge-
brauchten, auf zwei verschiedene Seilpolygone beziiglichen Be-
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Der Fuall des Gleichgewichis; das Krdiftepaar. 19

zeichnungen bei, und fallt SyS; mit S,S,,; (Fig. 15) zusammeen,
so muB @, erstens auf S,S,,;, also auf S,S; liegen, und zweiteens
auf der Parallelen durch ¢, zu PP’, d. h. es muB ¢, fiir alle niccht
auf PK, liegenden Pole P’ mit ¢, zusammenfallen, folglich auich
S, 8,41 mit Sy'Sy’, da diese beiden Geraden einander parallel siind
und den Punkt @), gemein haben. Ist unsere Behauptung aber ifiir
die nicht auf PK, liegenden Pole P’ bewiesen, so folgt sie darsaus
auch fir jeden Punkt P” auf PK,, da P’ und P” nicht in eimer
Geraden mit K, liegen. Wir erhalten daher den Satz:

Satz 8. Schliefit sich das Krdftepolygon eines Systems von Kridftten
und zugleich ein Seilpolygon, so schliefft sich jedes zugehorige Seesl-
polygon, und die gegebenen Krdifte stehen miteinander 1m Gleichgewicsht,
und wmgekehrt ist ein ebenes Krdiftesystem nur damn vm Gleichgewicchi,
wenn das Krdftepolygon und ein Seilpolygon sich schliefen.

Die Umkehrung ist ja selbstversténdlich, da sonst die gegebemen
Krifte nicht auf zwei sich aufhebende Krifte zuriickgefiihrt werdien
konnten.

Im zweiten Falle hingegen, wo die erste und letzte Seite dles
Seilpolygons einander nur parallel sind und micht zusammenfalleon,
es folglich nach dem letzten Satze niemals tun werden, ist eiine
weitere Reduktion des gegebenen Kriftesystems als auf ein solelheg
Paar paralleler und entgegengesetzter gleicher Krifte, ein sogenanniteg
Kriftepaar, nicht moglich. Der Angriffspunkt der Resultante féilit
eben stets ins Unendliche, wihrend diese selbst nur die GréBe Niull
haben kann. Der willkiirlichen Annahme des Poles und einer Ecke
des Seilpolygons entsprechend kann das Kriftepaar aber auf die
mannigfaltigste Weise durch andere ihm #quivalente Paare erseftzt
werden, unsere Reduktion des Kriftesystems ist keine eindeutiige
mehr. Wir werden deshalb die Beziehung zwischen allen diessen
Paaren zu untersuchen haben. Wir fassen zu diesem Zwecke die
Figur des Seilpolygons (Fig. 16) ndher ins Auge, durch welche dlas
Kriftesystem auf die in den parallelen Angriffslinien S,S; wnd
S, 8,41 wirkenden Krifte K, P und P K, reduziert ist. Hierzu setzen
wir zuerst die ersten 4 Kriifte zu einer Resultante zusammen, deren
Angriffslinie 7, und deren GréBe und Pfeilrichtung durch Ko K,
dargestellt ist, und ebenso die letzten n—s Krifte zu einer Reswl-
tante, deren Angriffslinie 7, || r; und deren GroBe und Pfeilrichtung
durch K,K, dargestellt ist. Dann féllt die erste und letzte Seiite
des zu diesem Paar von Kriiften gehoérigen Seilpolygons mit demen
fir das gegebene Kriiftesystem zusammen, und die zweite Seiite
Ry R, ist die 141" Seite S,S;,;|| PK; jemes Seilpolygons. Macht

2*
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20 Zusammensetzung wund Zerleqgung von Kriften.

man daher den auch durch die Aufeinanderfolge der Endpunkte
bezeichneten Pfeilrichtungen nach R,L, und Ry,L,| und = K K,
sowie R,M;, und R,M,| und = K,P, so sind einerseits L,M,

Fig. 16.

und L,M, || K;P und andrerseits L,L, und M;M,|| R, R,, so daB
die vier Punkte L,, M,, L,, M, in einer Parallelen zu R, R, liegen.
Da nun R,M,, M, R, die Krifte des einen Paares sind und R,L,,
L, R, die des ihm #quivalenten, so sehen wir, dal diese Paare auch
dem Vorzeichen nach dasselbe Moment bestimmen, wenn wir dieses
folgendermaBen definieren.

8. Definition. Unter dem Momente eines Kriftepaares ver-
steht man den Flicheninhalt des durch seine Krifte
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Der Fall des Gleichgewichis; das Krdiftepaar. 21

bestimmten Parallelogramms, wenn dieser Fliacheninhalt
als positiv oder negativ angesehen wird, je nachdem
das Parallelogramm bei der im Sinne der Kriafte des
Paares vorgenommenen Umlaufung zur Rechten oder
zur Linken bleibt.

Die Momente der beiden Kriftepaare in unserer Figur sind
hiernach positiv und gleich. Dies Moment miissen auch alle die
Kriftepaare in der ersten und letzten Seite aller moglichen Seil-
polygone des gegebenen Kriftesystems ergeben. GeméB der 1. Auf-
gabe auf S. 15 konnen diese erste und letzte Seite offenbar irgend
zwel parallele Geraden s, und s, sein; denn durch Annahme des
dort mit B bezeichneten Punktes auf s, fallt die letzte Seite hier
von selbst mit s, zusammen. Mit dem Pole P sind dann die beiden
Krifte KoP und PK, auch ihrer GroBe und Pfeilrichtung nach
bestimmt. Dasselbe erkennen wir auch unabhingig von der Liosung
dieser Aufgabe. Sind b; und b, die Angriffslinien einer dem ge-
gebenen Kriftesysteme #dquivalenten Paares, K&, und &, K, GroBe
und Pfeilrichtung seiner Krifte und wird (sy, by) = &, (8,, by) = &,
gesetzt, so mub &, &, || P®, sein. Denn kehren wir die Pfeilrichtung
der in b; und b, wirkenden Krifte um, so miissen sie mit dem ge-
gebenen Kriftesysteme im Gleichgewichte stehen. Fiigen wir also
diesem die Krifte K ®; und & K, in b, und b; resp. als (n41)%
und (n-+2)'* Kraft hinzu, so muB nach dem letzten Satze auch das
zugehorige Seilpolygon sich schlieBen, d. h. die Parallele durch
&, zZu P&, muB b, in demselben Punkte schneiden wie die erste
Seite oder ©,&, || P®,. Wir haben somit auch bewiesen, daB zwei
Kriiftepaare nur dann #quivalent sein konnen, wenn sie dasselbe
Moment auch dem Vorzeichen nach bestimmen; denn dann mufB
das eine Kriftepaar mit dem durch Umkehrung des zweiten ent-
stehenden im Gleichgewichte sein. Wie beim Beweise des Satzes 7
auf S. 15 folgt nun auch, daB das Moment eines solchen Kréfte-
systems unabhingig von der Reihenfolge seiner Krifte ist. Wir er-
halten so den Satz:

Satz 9. Schlieft sich das Krdiftepolygon eines Kriftesystems, das
Seilpolygon hingegen nmicht, so ist das Kriftesystem einem Kriftepaare
dquivalent, von dem die beiden parallelen Angriffshinien beliebig an-
genommen werden komnen. Alle diese einem gegebenen Kriftesysteme
dquivalenten Kriftepaare besitzen auch dem Vorzeichen mach dasselbe
Moment, und es sind wmgekehrt zwev Krdftepaare dann und nur dann
dquivalent, wenn sie dasselbe Moment besitzen.

Wir bemerken noch, daB unsere Beweise, wo sie infolge des Ver-
schwindens benutzter Schnittpunkte unvollstindig erscheinen sollten,
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22 Zusammensetzung und Zerlegung von Krdiften.

durch Einschiebung geeigneter Kriftepaare oder Seilpolygone leicht
vervollsténdigt werden konnen.

Mehrere gegebene Kriftepaare setzen sich, wofern sie sich nicht
das Gleichgewicht halten, stets wieder zu einem Kriftepaare zu-
sammen, wie aus dem geschlossenen Kriftepolygone hervorgeht.
Um das resultierende Paar mittelst eines Seilpolygons zu konstruieren,
wird man im Kriftepolygone je zwei entgegengesetzt gleiche Kréfte
unmittelbar aufeinander folgen lassen, so daB Kj=K,=K,=...=K,,

N 4

Fig. 17.

ist (Fig. 17). Das Seilpolygon verwandelt zunichst jedes einzelne
Kriftepaar in ein anderes mit der Kraftgrofe K,P, dessen Angriffs-
linien beziehungsweise die erste und dritte, die dritte und fiinfte usw.
Seilseite sind; schlieBlich gibt es auch das resultierende Paar mit
derselben KraftgroBe in der ersten und letzten Seilseite wirkend.
Die Momente aller dieser Kriftepaare sind somit als Parallelogramme
mit gemeinsamer Seitenlinge und -richtung K,P dargestellt, und
da jedes sich mit einer Seite an eine Seite des vorhergehenden an-
schlieBt, das resultierende Parallelogramm aber von der ersten Seite
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des ersten und der zweiten Seite des letzten bestimmt wird, so fiigen
sie sich wie die Glieder einer algebraischen Summe zu dem resul-
tierenden Momente zusammen. Denn je nachdem die zweite Seite
jedes folgenden Parallelogramms in das AuBere oder Innere des
vorhergehenden fillt, hat es mit diesem das Vorzeichen gemein oder
nicht. In der Figur ist das Moment der gegebenen Kriftepaare
auch dem Umlaufungssinne nach dargestellt durch das Rechteck
S;TUV,VUWX, XW YZ resp., die ersten beiden sind also positiv,
das dritte negativ und das Moment des Resultantenpaares S;TYZ
entsteht durch Addition der ersten beiden Rechtecke und Subtraktion
des dritten. Wir erhalten daher das Resultat:

Satz 10. Das Moment des resultierenden Paares einer Reihe von
Kraftepaaren st gleich der algebraischen Summe der Momente der ein-
zelnen Paare.

6. Das Drehmoment.

Diesem Satze kommt eine besondere Bedeutung zu durch die
Beziehung des Momentes eines Kriftepaares zu dem in der Technik
besonders wichtigen Begriffe des Drehmoments einer Kraft in bezug
auf einen Punkt. Wir definieren:

4. Definition. Unter dem Drehmomente einer Kraft in
bezug auf einen Momentenpunkt versteht man das Mo-
ment des Kriftepaares, das aus der Kraft und der ihr
entgegengesetzt gleichen Kraft durch den Momenten-
punkt besteht.

Man kommt z. B. zur Einfithrung dieses Begriffes des Dreh-
moments, wenn man nach der Wirkungsweise
einer Kraft in einem nicht in ihrer Angriffs- {
linie enthaltenen Punkt 4 fragt (Fig.18), den
man sich etwa als festen Drehpunkt der starren
Scheibe denken kann. Man kann dann némlich
dem Systeme zwei in 4 angreifende Krifte hin-
zufiigen, von denen die eine der gegebenen 4 y~--=--------
gleich und gleich gerichtet, die andere ihr
gleich und entgegengesetzt ist. So ist die ge-
gebene Kraft ersetzbar durch die ihr gleiche und
gleich gerichtete durch 4 und ein Kriftepaar,
dessen Moment mit dem oben definierten Dreh-
moment der gegebenen Kraft in bezug auf 4 Fig. 18
iibereinstimmt. s

Das Drehmoment ist rechnerisch gleich dem Produkte der Kraft
in ihrem senkrechten Abstand vom Momentenpunkt. Es ist positiv
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oder negativ, je nachdem die Kraft um den Momentenpunkt als
Drehpunkt im Sinne des Uhrzeigers oder umgekehrt dreht. Das
Drehmoment verschwindet, wenn die Angriffslinie der Kraft den
Momentenpunkt enthélt, und es kann auch nur in diesem Falle ver-
schwinden, es sei denn, daB die Kraft selbst verschwindet.

Wollen wir das Drehungsmoment der Resultante mehrerer Krifte
in Beziehung auf denselben Momentenpunkt finden, so besteht das
zur Definition dienende Kriftepaar aus der Resultante der gegebenen
Krifte und der ihr entgegengesetzt gleichen Kraft durch den
Momentenpunkt. Dies Paar ist aber auch das Resultantenpaar
aller derjenigen Paare, die aus den gegebenen Kréften und den
ihnen entgegengesetzt gleichen dureh den Momentenpunkt bestehen.
Nach, dem letzten Satze ist daher das gesuchte Drehungsmoment
gleich der algebraischen Summe der Drehungsmomente der ein-
zelnen Komponenten. Dies bleibt auch fiir den Fall bestehen, daB
das System keine Resultante besitzt, wenn man nur unter Drehungs-
moment des Resultantenpaares sein Moment im Sinne der 3. Defi-
nition versteht. Das ergibt sich, fadlls das System nur aus zwei paral-
lelen und entgegengesetzt gleichen Kriften besteht, ohne weiteres
dadurch, daf man die Krifte in ihren Angriffslinien so verschiebt,
daB die Verbindungslinie des Anfangspunktes der einen mit dem
Endpunkte der anderen durch den Momentenpunkt geht; denn
dann erscheint das Momentenparallelogramm des Paares als alge-
braische Summe der die beiden Drehmomente darstellenden Parallelo-
gramme. Besteht das System aus mehr als zwei Kriften, so braucht
man es nur in zwei Teile zu zerlegen (s. S. 19), deren Resultanten,
die entgegengesetzt gleich sein werden, zu bestimmen und zu be-
denken, daB die Drehmomente dieser Hinzelresultanten gleich der
algebraischen Summe der Drehmomente ihrer Komponenten sind.
Sonach gilt der Satz:

Satz 11. Die algebravsche Summe der Drehmomente mehrerer
Krifte in bezug auf einen und denselben Momentenpunkt ist gleich
dem Drehmomente der Resultante dieser Krdfte, wenn eine solche vor-
handen 1st, und gleich dem Momente des resultierenden Krdiftepaares,
wenn das System sich auf ein Kriftepaar reduziert; diese Summe
heift deshalb das Drehmoment des Systems.

Dies Drehmoment wird also fiir jeden Momentenpunkt ver-
schwinden, wenn das System im Gleichgewichte ist, also die beiden
Angriffslinien des Resultantenpaares zusammenfallen. Im tbrigen
verschwindet das Drehmoment eines Kriftesystems fiir keinen Punkt,
wenn das System einem Kraftepaare mit nicht verschwindendem
Momente #quivalent ist, fiir alle Punkte der Resultante und nur

www.rcin.org.pl



Das Drehmoment. 25

fir diese, wenn eine Einzelresultante vorhanden ist. Die Bedin-
gungen des Gleichgewichts eines Systems konnen wir daher auch
in folgender Form aussprechen:

Satz 12. Schlieft sich das Kriftepolygon eines Systems von
Krdiften und 1st zugleich sein Drehmoment in bezug auf irgendeinen
Punkt gleveh Null, so stehen die Krifte im Gleichgewichte, und das
Drehmoment des Systems verschwindet fir jeden Momentenpunkt.

Zur Bestimmung des Dreh-
moments eines Kriftesystems in e
bezug auf einen beliebigen Punkt ?
liefert wieder die Verwendung l
des Seilpolygons ein besonders
einfaches und wichtiges Ver-
fahren. Ein solches Drehungs-
moment ist nach dem Obigen
gleichdem Momente eines Kriifte-
paares, das den gegebenen Krif-
ten und einer im Momenten-
punkte M angreifenden und mit
K, K, gleichen und gleich ge-
richteten Kraft dquivalent ist
(Fig.19). Betrachten wir daher
diese als die (n+1)%* Kraft des
neuen Systems, so ist S,S;, wo
S, auf der (n+1)%® Angriffslinie
a@,,; liegen mag, die eine An-
griffslinie des Paares, wihrend i
die zweite durch denjenigen e e
Punkt S,,; gehen wird, in
welchem die zu P K, parallele Seite des Seilpolygons die g, ,, schneidet.
Das gesuchte Moment ist also auch dem Vorzeichen nach gleich
dem Flicheninhalte eines Parallelogramms, von dem zwei anstoBende -
Seiten mit K, P und S,S, ., gleich und gleich gerichtet sind. Sehen
wir also von dem meist leicht zu bestimmenden Vorzeichen ab, so
gilt der Satz:

Satz 18. Das Drehmoment der Resultante mehrerer Krifte in bezug
auf einen Drehpunkt M 4st, vom Vorzeichen abgesehen, gleich dem
Produkte aus der Entfernung des Poles von der Schlupflinie des Krifte-
polygons in das Stick auf der Parallelen zur Resultierenden durch
den Momentenpunkt, das zwischen dem Schnittpunkte mit der ersten
und letzten Seite des Seilpolygons liegt.

A RE7A
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Denn nimmt man die mit §,S,,, parallele Seite als Grundlinie
des das Moment bestimmenden Parallelogramms, so ist seine Hohe
gleich dem Abstande d des Poles von der Schluflinie K K,, der
sogenannten Poldistanz.

Der Wert dieses Verfahrens liegt besonders darin, daB man
das gesuchte Moment durch geeignete Wahl der Poldistanz sogleich
als Rechteck mit einer gegebenen Basis erhilt, wodurch verschiedene
solche Momente erst untereinander vergleichbar werden.

7. Zerlegung von Kriften.

Ebenso wichtig wie die bisher fast ausschlieBlich behandelte
Zusammensetzung von Kriften ist fir die Anwendungen ihre Zer-
legung in Komponenten, die gegebene Bedingungen erfiillen sollen.
Aus dem II. Grundsatze folgt unmittelbar, daB eine gegebene Kraft
eindeutig in zwei Komponenten zerlegt werden kann, deren Angriffs-
linien a,, a, sich auf ihrer Angriffslinie @ schneiden. Man erhilt die
Komponenten als die Seiten desjenigen Parallelogramms, dessen
Diagonale die gegebene Kraft K K, ist, wihrend seine Seiten zu
a, und a, parallel sind. Darin ist zugleich eine Losung der folgenden
Fundamentalaufgabe enthalten:

8. Aufgabe. Eine Kraft K,K, mit der Angriffslinie a
in zwei Komponenten zu zerlegen, von denen die eine
eine gegebene Angriffslinie a, und die andere einen ge-
gebenen Angriffspunkt 4, besitzt.

Die zweite Angriffslinie ist ndmlich sofort bekannt als die Ver-
bindungsgerade des Punktes 4, mit dem Schnittpunkte (a,, a) = 4
(Fig. 20). Diese Methode der Losung versagt aber, wenn dieser
Schnittpunkt nicht auf dem Blatte liegt oder iiberhaupt ins Un-
endliche fillt, also a, || @ ist. Auch in diesem Falle fithrt das Seil-
polygon zum Ziele. Denken wir uns nimlich die beiden gesuchten
Komponenten in a; und a, schon gefunden, so miissen die erste und
letzte Seite eines fiir diese Komponenten gezeichneten Seilpolygons
sich in einem Punkte S der Resultierenden @ schneiden. Legen
wir daher durch 4, = S, eine Parallele zu PK,, die a in S schneiden
mag, und durch S eine Parallele zu PK,, die a, in S, schneide,
5o sind dies sicher erste und letzte Seite eines solchen Seilpolygons,
und S, S, muB die mittlere Seite sein. Die Parallelen durch K, zu a,
und durch P zu S, S, schneiden sich daher in einem solchen Punkte K,
daB K K, und K,K, die gesuchten Komponenten sind, von denen
die erste in @, und die zweite in der Parallelen a, zu K, K, durch 4
wirkt. DaB diese Gerade a, mit 4,4 zusammentillt, folgt wieder
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aus dem 2. Hilfssatze auf S. 11, weil die Vierecke PK,K, K, und
A,8,A48 in der Beziehung dieses Satzes stehen. Die Aufgabe hat
stets eine eindeutig bestimmte Losung, es miite denn 4, auf a,
liegen. In diesem Falle hat die Aufgabe keine bestimmte Losung,
falls 4, zugleich nach A fillt, sonst werden die Komponenten un-
endlich groB, weil dann S;S, mit @, zusammenfillt, also PK, und
K K, parallel werden.

A

Fig. 20.

Das zweite Verfahren ist besonders wichtig, wenn die Aufgabe
in der folgenden, praktisch hiéufigen Form auftritt:

4. Aufgabe. Ein gegebenes Kriftesystem nach zwei
Komponenten zu zerlegen, von denen die eine eine ge-
gebene Angriffslinie b, und die andere einen gegebenen
Angriffspunkt B, hat.

Man braucht namlich das zu dem Kriftesystem und zu einem
beliebigen Pole gehérige Seilpolygon nur so zu legen, daB seine letzte
Seite durch B, geht. Schneidet dann die erste Seite b, in B; (Fig. 21),
so trifft die Parallele durch P zu B, B,, der sogenannten Schiuflinie
des Seilpolygons, die Parallele durch K, zu b, in dem Punkte K,
der die beiden gesuchten Komponenten K K und KK, liefert. In
der Tat befindet sich das Kriftesystem, das aus den gegebenen
Kriften und den Umkehrungen der beiden gefundenen Komponenten
besteht, im Gleichgewicht, weil das Kriftepolygon und ein Seilpolygon
sich schlieBen. Hierbei ist es gleichgiiltig, ob das gegebene System
eine Einzelresultante besitzt oder nicht.

Schneidet b, etwa die Angriffslinie a, der ersten der gegebenen
Krifte, so kann unsere Aufgabe auch auf die 8. 15 geloste 1. Auf-
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gabe zuriickgefithrt werden, wenn man némlich b, als erste Seilseite
und B, als einen Punkt der letzten betrachtet. Denn ist der Pol P
dieses Seilpolygons gefunden, so sind K, P und PK, die gesuchten
Komponenten.

Fig. 21.

Auf dieselbe Aufgabe liBt sich nach Culmann die folgende
zuriickfithren :

5. Aufgabe. Eine gegebene Kraft a in drei Komponenten
zu zerlegen, deren Angriffslinien a,, a, a; gegeben sind.

Schneiden sich ndmlich @, und a, in einem Punkte ¢, a; und a
in R, so kann man zunichst die gegebene Kraft K K, deren Angriffs-
linien @ R und ay, indem man K, als Schnittpunkt der Parallelen
durch K, zu Q R und durch K; zu ay bestimmt (Fig. 22). Zerlegt
man ebenso K, K, durch die Parallelen durch K, zu a, und durch
K, zu a, in die Komponenten Ky K, und K,K,, so ist die Aufgabe
gelost. Ist der Punkt R unzuginglich, so kann man die zweiie
Tiosungsmethode der 3. Aufgabe benutzen, also die gegebeme Kraft

L 4
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zuerst nach zwei Komponenten zerlegen, von denen ¢ ein Angriffs-
punkt und ag eine Angriffslinie ist, und dann die erste Komponente
wieder nach den Angriffslinien @, und a, zerlegen. Ist zwar der
Punkt R vorhanden, hingegen ¢) unzuginglich, so kann man nach
einem der bekannten Verfahren die Verbindungslinie von E mit
dem unzuginglichen Schnittpunkte von @, und a, konstruieren,
wonach wieder die Zerlegung in zwei Schritten vorgenommen werden
kann. Wir wollen aber hierauf nicht eingehen, vielmehr sogleich
eine Luosung der Aufgabe geben, die keinen der Schnittpunkte der
vier gegebenen Angriffslinien benutzt, bemerken aber, daB sie nur
eine theoretische Bedeutung besitzt.

5y ST \

Fig. 22.

Nehmen wir auf a, a,, a,, a;s die Punkte &, S,, S,, S; resp.
sonst beliebig (Fig. 28), aber so an, daB S;, S,, S5 nicht in gerader
Linie liegen, bestimmen B als Schnittpunkt der Parallelen durch
K, und K3 zu &8, und ©5S; resp., ebenso ®; als Schnittpunkt der
Parallelen durch K, und P zu a, und S;S, resp. und endlich &, als
Schnittpunkt der Parallelen durch K3 und P zu az und S,S; resp.,
so gehort zu dem Kriftesystem mit den Angriffslinien a,, a, as,
dem Kriftepolygone &, K,K;®, und zu dem Pole P das Seilpolygon
S,8,88;S,. Halten wir nun S;, S,, S; fest, lassen aber € auf a
wandern, so beschreibt P eine zu S;S; parallele Gerade p. Denn
gehoren zur Lage S von & die Punkte P, K,, K,, so stehen die
Vierecke SS; &S, und PK B K, in der Beziehung des zweiten Hilfs-
satzes auf S.11, weil SS;, 8,8, ©8;, S;S8 und S& der Reihe nach
| PKy, Ko, BK;, KzP und K K, sind; demnach ist auch
SyS; || PP. Wihlen wir weiter auf a,, a,, a; die Punkte S;’, Sy, S’
so, daB S;'Sy || S;S; und Sy’ Sy’ || S,S; ist, und lassen wiederum den
Punkt &’ auf a wandern, so erhalten wir als Ort der entsprechend
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konstruierten Pole P’ eine zweite Gerade p’||Sy'Ss’. Ist dann P
der Schnittpunkt von p und p’, und werden dann K; und K, wie

Fig. 23,

eben konstruiert, so also, dab K K; und K,K;| a, und as sowie
PK, || S;8, || S{Sy und PK,|| S;S; || Sy’Ss’, so gehoren zu dem
Kriftesysteme mit dem Kriftepolygone K,K K;K, und den An-
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griffslinien @y, @, ag und zu dem Pole P die beiden Seilpolygone
S3S,8838, und S,'S;"S"S3'Sy’, so daB die zugehorige Resultante
durch S, und 8," gehen, also a, der SchluBlinie K;K, dieses Krifte-
polygons parallel sein muB. Folglich ist K\K,K,K3; das Polygon
der gesuchten Zerlegung.

Um diese Liosung unserer Aufgabe verstindlicher zu machen,
bemerken wir, daB bei beliebiger Annahme von & bzw. & auf a
die Gerade &, R, bzw. &, &, nicht parallel zu a, sein wird, dies ist
eben nur dann der Fall, wenn man denjenigen Punkt S bzw. S” wihlt,
welcher dem Pole P=(p, p’) entspricht. Man hat eben zuerst bei
beliebiger Annahme von & bzw. &' auf a die Punkte ‘ bzw. 'nach
Vorschrift zu konstruieren und dann P als Schnittpunkt der Par-
allelen durch P und B’ zu SlS s und S;'Sy zu finden. Unsere Auf-
gabe besitzt, wie wir sehen, eine und nur eine Losung, es miiBte
denn S;'Sy || S;S; sein. Dann wiren die beiden Dreiecke S;S,S5
und 81'82'83' dhnlich und #hnlich gelegen, so daB S;S;’, S,S," und
S3S;" oder a@,, a,, ag sich in einem Punkte schneiden oder parallel
sein missen. In diesem Falle werden p und p’ entweder zusammen-
fallen oder nur parallel sein. Das erstere wird offenbar dann und nar
dann eintreten, wenn auch a den gemeinsamen Punkt der Angriffs-
linien a,, a,, a; enthilt; denn dann muB fiir jede Annahme von
B="P aul p=p’ auch 5,8 || PK, || S, & und S;& || PK, || S5’ €&
sein. In diesem Sonderfalle besitzt daher unsere Aufgabe unend-
lich viele Liésungen, wihrend sie, wenn p nur || p’ ist, nur unendlich
groBe, also keine Lisungen besitzt. In der Tat muB die Resultante
drei endlicher Krifte, deren Angriffslinien denselben endlichen oder
unendlich fernen Punkt enthalten, ebenfalls durch diesen Punkt
laufen.

Unsere Methode 148t auch dann nicht im Stiche, wenn die zu
zerlegende Kraft als Resultante eines Kriiftesystems gegeben ist.
Die beiden Geraden p und p’ treten dann auf als Orte der Pole von
Seilpolygonen, deren erste Seite durch S; bzw. S;" und deren letzte
Seite durch S; und Sy" geht. Die Bestimmung je eines solchen Poles
geschieht nach MaBgabe der 1. Aufgabe auf S.15, indem man noch
die erste oder letzte Seilseite mach Bequemlichkeit willkiirlich an-
nimmt. Die zu zerlegende Kraft kann also auch ein Krafte-
paar sein.

Wir merken hier das folgende Resultat an:

Satz 14. Soll eine Kraft in drei Komponenten, deren Angriffs-
linien gegeben sind, zerlegt werden, so hat diese Aufgabe mnur eine unm-
eigentliche Liosung (mit unendlich groffen Komponenten), wenn diese
drev Angriffslinien durch denselben endlichen oder umendlich fernen
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Punkt laufen, ohne daf3 die gegebene Kraft es tut, sie hat evne Losung,
wenn die drev gegebenen Angriffslinien ein Dreieck bilden, und unend-
lich wviele, wenn alle vier gegebemen Angriffslinien durch denselben
endlichen oder unendlich fernen Punkt gehen.

Soll eine Kraft in vier Komponenten mit gegebenen Angriffs-
linien zerlegt werden, so zerlegt man sie zuerst nach zwei derselben
und nach irgend einer dritten, die durch den Schnittpunkt der beiden
anderen geht, und diese Komponente dann nach den beiden anderen.
Entsprechend verfihrt man bei fiinf und mehr Angriffslinien, indem
man die Aufgabe immer auf die vorhergehende zuriickfiihrt und
dadurch immer neue willkiirliche Elemente erhilt. Jedenfalls
handelt es sich bei mehr als drei Komponenten um
keine bestimmte Aufgabe mehr.
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§ 2.
Lagerung und Belastung ebener Scheiben.

8. Festes und bewegliches Auflagergelenk.

Wir haben bisher immer angenommen, daf der starre Korper,
dessen Gleichgewicht wir untersuchen, ganz frei beweglich sei. Das
ist aber ein Fall, der besonders in der Technik nie vorkommt. Dort
ist der Korper stets entweder um feste Punkte, sogenannte feste
Auflagergelenke, drehbar, oder er liegt auf Stiitzen auf, besitzt
sogenannte bewegliche Auflagergelenke, d.h. er ist um Ge-
lenke drehbar, die sich ihrerseits nur auf einer festen Bahn, der so-
geannten Stiitzlinie, bewegen konnen. Das Vorhandensein solcher
Auflagergelenke wird die Bedingungen des Gleichgewichts eines auf
die gelagerte Scheibe wirkenden Kriftesystems wesentlich beein-
flussen, und lediglich dieser EinfluB ist es, der fiir unsere Unter-
suchungen in Betracht kommt. Ein festes Auflagergelenk wird
offenbar jede Kraft autheben, deren Angriffslinie es enthdlt. Diese
Aufhebung konnen wir uns dadurch bewerkstelligt denken, dafl wir
zu dem gegebenen Kriftesysteme eine jemer Kraft entgegengesetzt
gleiche hinzufiigen, die sogenannte Auflagerreaktion. KEbenso lehrt
die Statik, daB ein bewegliches Auflagergelenk jede senkrecht
gegen die Stiitzlinie wirkende Kraft aufhebt, und auch dies kann
durch Einfiigung einer ihr entgegengesetzt gleichen Auflagerreaktion
erreicht werden. Diese Auflagerreaktionen konnen daher als gedachte
Kriifte aufgefaBt werden, die denselben Erfolg haben wie die Auf-
lager, nimlich den gegebenen Kriften, die ohne die Auaflager die
Scheibe in Bewegung setzen wiirden, das Gleichgewicht zu halten.

Wir kénnen daher die folgenden Definitionen aufstellen:

5. Definition. Ein festes Auflagergelenk ist dadurch
gekennzeichnet, daB es jede in ihm angreifende Kraft
authebt und eine dieser entgegengesetzt gleiche Auf-
lagerreaktion hervorruft, ein bewegliches Auflagergelenk
dadurch, daf es nur die in der Richtung der Auflager-
normale, d. h. der Senkrechten zur Stiitzlinie angreifen-

Schur, Graphische Statik, 3
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34 Lagerung und Belastung ebener Scheiben.

den und gegen die Stitzlinie gerichteten Krafte suf-
hebt und ihnen entgegengesetzt gleiche Auflagerreak-
tionen hervorruft.

Was die Bestimmung der Auflagerreaktionen betrifft, so be-
handeln wir zuerst einige mehr theoretisch, als praktisch wicktige
Fille. Ist nur ein festes Auflagergelenk vorhanden, so reichi es fiir
das Gleichgewicht der auf die Scheibe wirkenden Krifte offcabar
aus, dafl die Resultante durch dies Gelenk gehe. Dann ist die Auf-
lagerreaktion die dieser entgegengesetzt gleiche Kraft mit derselben
Angriffslinie, und nach deren Hinzufiigung zu den gegebenen Kriften
befindet sich die Scheibe im freien Gleichgewicht. Wir kénnen diese
Gleichgewichtsbedingung offenbar auch so ausdriicken, daf das
Drehungsmoment der gegebenen Krifte in Beziehung auf das Auf-
lagergelenk verschwinde. Denn in diesem Falle sind die Kiifte
entweder selbst im Gleichgewichte, oder ihre Resultante geht dirch
das Auflagergelenk. Diese Bedingung rechtfertigt den Namen
Drehungsmoment. Denn zwei Krifte koénnen einander in threr
Wirkung auf eine um ein festes Gelenk drehbare Scheibe erseizen,
wenn sie in Beziehung auf das Gelenk dasselbe Drehungsmonent
besitzen. Denn sie sind miteinander im Gleichgewichte, wenn ihre
beiden Drehungsmomente entgegengesetzt gleich sind, oder deren
algebraische Summe verschwindet (Satz 11 auf S.24). Hieauf
beruht das bekannte Archimedische Hebelgesetz. Wir fassen dies
in den Satz zusammen:

Satz 15. Damit eine mit einem festen Auflagergelenk verschene
Schebe sich unter der Einwirkung eines Krdiftesystems im Geich-
gewichte befinde, ist notwendig und hinreichend, daf das Drekmonent
des Kriftesystems in bezug auf den Gelenkpunkt verschwinde.

Besitzt die Scheibe ein bewegliches Auflagergelenk, so geniigh
obige Bedingung nicht. Die zur Tangente der Stiitzlinie parilele
Komponente der Resultante des Kriftesystems wiirde namlich ix der
Auflagerbedingung keinen Widerstand finden, sondern nur eine nor-
male und auch diese nur dann, wenn sie dem Lager entgegengesetzt
gerichtet ist. Ein bewegliches Auflagergelenk vermag eine Auflger-
reaktion nur in der Richtung der Auflagernormalen, und zwar vom
Lager weg, hervorzurufen. Wir kénnen dies so formulieren:

Satz 16. Damit eine mit einem beweglichen Auflagergelenke ver-
sehene Scheibe unter dem Einflusse eines Kriftesystems im Geich-
gewichte sei, muf erstens dessen Drehungsmoment in bezug auj den
Gelenkpunkt verschwinden und diberdies die Schluplinie des Krifte-
polygons die Pfeilrichtung der Auflagernormalen gegen die (tiitze
haben.
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Zweifach gelagerte Scheiben. 35

Hier ist aber zu bemerken, daB ein bewegliches Auflagergelenk
praktisch auch dadurch konstruiert werden konnte, daB der Gelenk-
punkt vermittelst einer Stange, die um einen festen Punkt drehbar
ist, mit einer festen Unterlage ver-
bunden wird (Fig.24). In diesem L _

Falle ist die vorgeschriebene Bahn ~ !

des Gelenks ein Kreis, die Auf-

lagernormale die Stabrichtung.

Hinreichende Druck- und Zug-

festigkeit des Stabes vorausgesetzt, Fig. 24.

kann die Resultante, wofern ihre

Angriffslinie nur in die Stablinie fillt, hier beide Pfeilrichtungen an-
nehmen. Je nachdem sie das Gelenk aus dem Stabe herauszuziehen
oder in ihn hineinzudriicken sucht, wird der Stab auf Zug oder auf
Druck beansprucht werden.

9. Zweifach gelagerte Scheiben.

Die bisher behandelten Fille haben ein mehr theoretisches
Interesse, in der Technik ist die Lagerung einer Scheibe so einzu-
richten, daB sie bei jeder praktisch mdglichen Belastung in Ruhe
bleibt. Dazu sind aber mindestens zwei Auflagergelenke erforderlich,
da die Resultante des Belastungssystems das eine Gelenk im all-
gemeinen nicht enthalten wird, Stellen wir hier weiter die Forderung,
daB die beiden Auflagerreaktionen nach den Regeln der reinen Statik
bestimmbar seien, so zeigt sich, dal die beiden Auflagergelenke nicht
zugleich fest sein diirfen.

Besitzt némlich eine Scheibe zwei feste Auflagergelenke, so
wird sie bei jeder Annahme der wirkenden Kriifte im Gleichgewichte
sein, da wir diese stets durch zwei Krifte ersetzen kénnen, die durch
je eins der beiden Gelenke gehen, wobei wir die Richtung der einen
Komponente noch beliebig annehmen kénnen; denn es handelt sich
dann nur um die Losung der 4. Aufgabe auf §.27, nédmlich das
Kriftesystem so in zwei Komponenten zu zerlegen, daf die eine
durch den einen Gelenkpunkt geht und die andere in einer beliebigen
Geraden durch den zweiten Gelenkpunkt angreift. Wie aber diese
beliebige Richtung zu wihlen ist, damit die beiden Komponenten
die wirklichen (nicht nur moglichen) Einwirkungen der Belastung
oder der duBeren Krifte auf die Gelenke bedeuten, kann aus der
Voraussetzung, daf der Korper absolut starr sei, nicht ermittelt
werden, es muB hier vielmehr eine Beriicksichtigung der elastischen -
Kriifte stattfinden, oder es handelt sich um eine sogenannte statisch

3*
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36 Lagerung und Belastung ebener Scheiben.

unbestimmte Aufgabe. Da wir solche Aufgaben ausschlieBen
wollen, aber gerade die Bestimmung der Auflagerreaktionen ganz
wesentlich ist, so kommt der Fall zweier fester Auflagergelenke fiir
uns nicht in Betracht.

Besitzt also eine Scheibe zwei Auflagergelenke, so muf min-
destens eines derselben 4 beweglich sein, wihrend wir dies von dem
anderen B noch dahingestellt sein lassen wollen. Um in diesem Falle
die Auflagerreaktionen zu bestimmen, zerlegen wir das gegebene
Kriiftesystem nach zwei Komponenten, von denen die eine die Auf-
lagernormale @ von 4 zur Angriffslinie hat, wihrend die andere durch
B geht. Diese Zerlegung geschieht nach der 4. Aufgabe auf S.27
mit Hilfe der SchluBlinie eines Seilpolygons, dessen letzte Seite durch
B geht. Damit nun Gleichgewicht stattfinde, muB8 nicht nur die
in 4 angreifende Komponente durch die Stiitze aufgehoben werden,
was ja der Fall sein wird, wenn sie nur die Scheibe nicht von
der Stiitze zu entfernen sucht, sondern es mull auch die in B an-
greifende Komponente durch das dort befindliche Gelenk auf-
gehoben werden. Ist daher B ein festes Auflagergelenk, so haben
wir bei jeder Annahme der #ufleren Kriifte, die der ersten Bedingung
geniigen, Gleichgewicht, und die beiden Auflagerreaktionen sind als
die den beiden Komponenten entgegengesetzt gleichen Krifte voll-
kommen bestimmt und halten die Scheibe im Vereine mit den ge-
gebenen Kriften im freien Gleichgewichte. Soll dagegen auch B
ein bewegliches Auflagergelenk sein, so miissen entweder seine Auf-
lagernormale b oder die einwirkenden Krifte noch besonderen Be-
dingungen geniigen, die zwar in jedem Falle leicht ermittelt werden
konnen, deren Einhaltung aber in den Anwendungen im allgemeinen
unbequem wiire. Man nimmt deshalb hier nur dann zwei bewegliche
Auflagergelenke an, wenn die beiden Auflagernormalen und die
duBeren Krifte einander parallel, namlich vertikale Lasten sind. Es
ist dies der Fall eines auf zwei Stiitzen aufliegenden Balkens, den
wir sofort austithrlicher behandeln werden. Wir wollen hier das fol-
gende Resultat hervorheben:

Satz 17. Besitzt eine Scheibe zwer Auflagergelenke, so ist vm all-
gemeinen eins derselben beweglich, wdhrend das andere nur dann als
beweglich angenommen wird, wenn die duperen Krifte und die beiden
Auflagernormalen einander parallel sind. Zerlegt man die duferen
Krifte in zwei Komponenten, von denen eine die eine Auflagernormale
und die andere das andere Auflagergelenk enthdlt, so sind die diesen
entgegengesetzien Krifte die Auflagerreaktionen, und es findet Gleich-
gewicht nur dann statt, wenn diese in jedem beweglichen Auflagergelenke
von den Stiitzen abgewendet sind.
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Zweifach gelagerte Scheiben. 37

Wenn wir nunmehr von einem Balken reden, so kommt fiir
uns nur sein Lingsschnitt in Betracht, weil wir annehmen koénnen,
daB der Balken sowohl wie die duBeren Krifte, die Lasten, symme-
trisch zu einer vertikalen Ebene verteilt sind, die wir als die Ebene
des Balkens ansehen. Wir werden daher, wenn es sich um einen

IR ; A g

Ei

x5 Fig. 25.

prismatischen Balken handelt, als solchen eine ebene Scheibe defi-
nieren, die zunichst als ein schmales horizontales Rechteck an-
genommen werde und zwei bewegliche Auflagergelenke mit horizon-
taler Stiitzlinie besitze (Fig.25). Die duBeren Krifte seien verti-
kale Lasten, von denen wir annehmen, daf sie in den Punkten
P,, P,, P, usw. der oberen Balkenlinie 4 B angreifen und durch die
Seiten Ky K,, K;K,, K,K; usw. des Kréftezuges in irgend einem
MaBstabe dargestellt sind. Diese Einzellasten, die im Gegensatz
zu den spiter zu behandelnden kontinuierlichen Lasten in einzelnen
Punkten angreifen, werden entweder, falls es sich um eine Briicke
handelt, von Raddriicken oder, falls wir etwa einen Dachbalken
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38 Lagerung und Belastung ebener Scheiben.

vor uns haben, von Pfosten oder Zwischentrigern herrithren. In
der Figur wurde bei einem LingenmaBstabe von 1:200 (2m =1 c¢m)
und einem KriftemaBstabe 1:100 (100 kg=1 mm) folgende An-
nahme gemacht: Linge des Balkens 12 m, Einzellasten 850 kg,
600 kg, 1900 kg, 2500 kg, deren Angriffspunkte den Balken in 8 m,
2m, 4m, 1 m, 2m teilen, Polabstand 5 m. Diese MaBe werden in
die Zeichnung am besten mit Hilfe kiduflicher PapiermaBstibe mit
Proportionalteilung eingetragen (Fig. 26).

1:100

> O o

()

L
1 1
20 1 2 3 4 5 6 7 8 o 10

Fig. 26.

Konstruieren wir nun fir irgend einen Pol das Seilpolygon
aS;8,8; ... 6, wo a und f auf den beiden Auflagernormalen liegen,
so teilt die Parallele PK durch P zur SchluBlinie af den Kriftezug
KoK, in die beiden Komponenten der Lasten nach den Auflager-
normalen, so da KK, und K,K die beiden Auflagerreaktionen in
A und B darstellen. DaB hier die Gleichgewichtsbedingungen er-
fallt sind, ergibt sich aus Satz 4 auf S.9; denn hiernach liegt die
Resultante der Lasten zwischen den beiden Auflagernormalen, so
daB die Auflagerreaktionen nach oben gerichtet sein miissen. Reicht
indessen der Balken iiber ein Auflager hinaus, so ist zu beachten,
daB eine der Komponenten der Lasten leicht von dem Lager fort
gerichtet sein kann, den Balken also von dem Lager abheben kann.

Theoretisch ist es gut mdoglich, eine Scheibe mit drei beweg-
lichen Auflagergelenken zu versehen. Die Auflagerreaktionen
sind dann leicht zu bestimmen, da wir nach der 5. Aufgabe auf S. 28
nur das einwirkende Kriftesystem nach den drei Auflagernormalen
zu zerlegen haben, wobei aber noch zu untersuchen ist, ob diese
Komponenten gegen die Lager gerichtet sind. Doch kommt dieser
Lagerung iiberhaupt keine praktische Bedeutung zu.

10. Belastung und Lagerung des vollwandigen Dachstuhltrigers.

Man darf sich in der Technik nicht auf vertikale Lasten be-
schrinken, bei Briicken und Dachkonstruktionen ist auch der Ein-
fluB des schief einfallenden Winddrucks zu beriicksichtigen, so daB
man hier nur eins von den beiden Auflagergelenken als beweglich
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Belastung und Lagerung des vollwandigen Dachstuhlirdgers. 39

annehmen wird. Das Dach eines Hauses pflegt auf einer Anzahl in
konstantem Abstande errichteter Tréger zu ruhen, die meist Stab-
konstruktionen sind. Fiir diese vorbereitende Aufgabe nehmen wir
an, da die Dachstuhltriger vollwandige Scheiben von Dreiecks-
form seien. Die Last des Daches verteilt sich auf die einzelnen Triger
in der Weise, dafl jeder innen befindliche Triger einen Dachstreifen
von der Breite des Dachbinderabstandes zu tragen hat (Fig. 27).
Als Belastung ist erstens stets die Eigenlast des Daches vorhanden,
iiberdies wollen wir auf der rechten Seite des Daches eine Schnee-
last gelegen denken, wiihrend auf die linke Seite der Wind driicken

moge. Alle diese Lasten haben wir uns kontinuierlich und tiiber die
belastete Fliche oder vielmehr Strecke gleichméBig verteilt zu denker,
so daB ihre Angriffspunkte jeweils die Spitze des Daches und die
Mittelpunkte der beiden Dachlinien sein werden (vgl. Satz5 auf S.10).
Die Eigenlast gibt man in Kilogrammen pro Quadratmeter der Dach-
fliche, die Schneelast pro Quadratmeter der Grundfliche. Der
Winddruck wird gemessen durch

die Anzahl w von kg, die er auf .
die senkrecht zu seiner Richtung
gestellte Flache von der Grofe
eines Quadratmeters ausiibt, eine
Zahl, die wir den FErfahrungen
gemdB bei mittlerer Windstiirke
als 160 annehmen werden.

Ist @ der Neigungswinkel der
Dachfliche, p der Winkel der
Windrichtung gegen die Horizon- Fig. 28.
tale, so ist ¢ =90°— (a4 p) der
Winkel der Windrichtung gegen die Dachnormale, und darum der
auf den Quadratmeter der Dachfliche ausgeiibte Winddruck w;=
wcos ¢ =wsin (@+f). Denkt man sich nidmlich den einen senk-
recht zur Windrichtung gestellten Quadratmeter (Fig.28) treffenden
Luftstrom durch eine Rohre abgegrenzt, so trifft derselbe Strom
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40 Lagerung und Belastung ebener Scheiben.

i Quadratmeter der Dachfliche, so daB w cos ¢ der auf einen

Quadratmeter der Dachfliche kommende Winddruck ist. Da er
aber schief auf die Dachfliche auftrifft, so ist er noch in eine Kom-
ponente w,;sin ¢ zu zerlegen, die parallel zur Dachlinie liuft und
darum nicht zur Wirkung kommt, und in eine Komponente w,=
w; €08 @ =w cos2 ¢ =wsin? (a+ f), die normal zur Dachfliche wirkt
und daher die tatsichliche Wirkung des Windes pro Quadratmeter
der Dachfliche angibt. Aus der Windstidrke im iblichen
MafBe ergibt sich also der Winddruck pro Quadratmeter
der Dachfliche durch zweimalige Multiplikation mit
sin (a4 ). Nehmen wir daher an, der Druck auf eine zur Wind-
richtung senkrechte Fliche sei durch eine gewisse Strecke dargestells,
so wird der wirkliche Winddruck durch zweimalige Projektion dieser
Strecke auf die Normale der wirklichen Dachfliche gefunden. Diese
Annahme iiber die Wirkungsweise des Windes sind natiirlich nur
angenahert erfillt.

Nunmehr wird die folgende Aufgabe verstindlich sein:

6. Aufgabe. Es sind die Auflagerreaktionen eines voll-
wandigen Dachstuhltrigers zu bestimmen, auf dessen
rechte Seite eine Schneelast und auf dessen linke Seite
Winddruck wirken moge. Die Spannweite des Daches
sei 12m, die Breite des Daches (d. h. der Abstand der
Dachbinder) sei 8m, der Neigungswinkel a der Dach-
flichen sei 459 derjenige f der Windrichtung gegen die
Horizontale 109 die Windstirke w sei 160 kg; die Eigen-
last betrage 125kg pro Quadratmeter der Dachfliche und
die Schneelast 75kg pro Quadratmeter der Grundfliche.

Wir nehmen hier das rechte Auflagergelenk B als fest und das
linke 4 als auf horizontaler Stiitzlinie beweglich an (Fig.29); die
MaBstibe mogen wie in Fig. 25 auf 8. 87 gewiihlt werden. Berechnen
bzw. konstruieren wir nun die einzelnen #uBeren Kriifte nach den
Zahlen der Aufgabe, so erhalten wir die in der Mitte von C B angreifende
Schneelast K,K; unmittelbar als Produkt aus 75 in die Dachbreite
und halbe Spannweite, also 8-6-75=1850 kg. Bei den pro qm Dach-
flaiche gegebenen Kriften konnen wir so verfahren, dal wir zuerst
pro qm Grundfliche berechnen, d.h. mit der Dachbreite und der
ganzen bzw. halben Spannweite multiplizieren und dann erst mit
cos a dividieren, was unmittelbar am Dachprofile ausgefithrt werden
kann. Bei der Konstruktion des Winddrucks haben wir also zuerst
3-6-160=2880 kg von 4 aus auf 4 B aufzutragen und dies Stiick
auf die Dachlinie 4C nach AD hinaufzuloten. Tragen wir diese
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MaBstab (etwa): 1,7 m = 1 em, 1000 kg = 1 cm.
Fig. 29.
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42 Lagerung und Belastung ebener Scheiben.

Strecke auf die Mittelsenkrechte M N von AC auf, projizieren sie
orthogonal auf die Windrichtung und von dort wieder auf die Mittel-
senkrechte zuriick, so haben wir den Winddruck K, K, seiner Grofle,
Richtung (und Lage) nach konstruiert. Die Bestimmung der Wind-
richtung kann wie in der Figur dadurch geschehen, da man von
MN einen Winkel von 80° abtriigt, so daB dessen zweiter Schenlkel
mit der Horizontalen einen Winkel von 15° bildet, und diesen durch
Probieren in drei gleiche Teile teilt. In entsprechender Weise wurde

P KGR,

Fig. 30.

die in C angreifende Eigenlast K,K,=8-12-125-}2 kg =4500 }2 kg
konstruiert.

Die Konstruktion der Auflagerreaktionen geschieht nunmehr
nach Satz 17 auf §.86, indem man fiir irgend einen Pol ein Seil-
polygon konstruiert, dessen letzte Seite durch B geht. Die Parallele
durch den Pol zur SchluBlinie aB schneidet dann auf der Vertikalen
durch K, die eine Auflagerreaktion K K, aus, so dafl K ;K die andere
ist; sie ist schief.

Wir méchten hier schon eine Gliederung des Dachstuhl-
tragers erwihnen, die, wenn wir nur die Eigenlast eines symme-
trischen Daches im Auge haben, eine interessante Anwendung der
Verwandlung von Kriftepaaren liefert. Der Triger bestehe aus
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Mehrere Scheiben mit freien Gelenken. 43

zwei Sparren AC und BC (Fig. 80), die durch das freie Gelenk C
und die horizontale Stange DE zu einer starren Scheibe mit den
beiden beweglichen Auflagergelenken in 4 und B verbunden sind.
Jeder Sparren, z.B. der linke, steht dann unter der Einwirkung
eines Kriiftepaares, das aus der in a, angreifenden Belastung K;K,
der linken Dachseite und der in a, angreifenden Auflagerreaktion
KoK, besteht. Dies Kriftepaar ist, wenn wir die Beanspruchung
des Gelenkes und der Stange bestimmen wollen, in ein anderes zu
verwandeln, dessen Angriffslinie die Horizontale durch C und die
Stange sind. Die Bestimmung dieser Krifte geschieht nun dadurch,
daB man die Stange S,S; und die Parallele S,S; durch C als erste
und dritte Seite eines Seilpolygons fiir das Kriftepolygon KoK,;K,
betrachtet, womit ja die zweite Seite S;S, und daher auch der Pol P
(PK, || 8;S;) bekannt ist. Danach stellt K, P den Zug dar, den die
Stange erleidet, und PK,=PK, den Druck des Gelenkes C; denn
die Stange wird von den in den Seilseiten S;S; und S,S; wirkenden
Kriften Ko P und PK, nach beiden Seiten hin gezogen.

11. Mehrere Scheiben mit freien Gelenken.

Handelt es sich nur um eine Scheibe, so haben wir in dem
Fritheren alle moglichen Fille von Auflagerungen erschépft. Sind
aber zwei und mehr Scheiben durch freie Gelenke miteinander ver-
bunden, so ist die Zahl derjenigen Auflagerungen, fiir welche die
Auflagerreaktionen statisch bestimmt sind, unbegrenzt. Wir wollen
aber nur zwei typische Fille behandeln.

Der sogenannte vollwandige Bogen mit drei Gelenken besteht
aus zwei starren Scheiben 9 und B, die durch ein freies Ge-
lenk G' zusammenhingen, und deren jede ein festes Auflagergelenk
A bzw. B besitzt (Fig. 31). Auf %A mogen die duBeren Krifte k,, k,,

<., kiy und auf B die Krifte k;, kiyy, ..., k, wirken. Diese
Krifte werden in den festen Gelenken 4 und B Auflagerreaktionen,
in dem freien Gelenke aber, in dem allein die beiden Scheiben zu-
sammenhingen, von jeder Seite her einen Gelenkdruck hervorrufen,
und diese beiden Gelenkdriicke miissen sich aufheben. Es wird daher
darauf ankommen, die auf 2 wirkenden Krifte in zwei durch 4
und G und die auf B wirkenden Kriifte in zwei durch G und B laufende
Komponenten so zu zerlegen, daB die im freien Gelenke G angreifenden
Komponenten sich gegenseitig aufheben. Sind also die ersten beiden
Komponenten ihrer GroBe und Pfeilrichtung nach durch KyP und
PK, , dargestellt, so stellen K; ;P und PK, die beiden anderen
dar. Das bedeutet aber, daB P der Pol eines Seilpolygons fiir alle
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44 Lagerung und Belastung ebener Scheiben.

Krifte ist, dessen erste Seite durch A, dessen ite Seite durch G und
dessen letzte Seite durch B geht. Wir haben es also mit der 2. Auf-
gabe auf S.16 zu tun, ein Seilpolygon durch drei Punkte zu legen.
Wie diese Aufgabe, so hat auch die unserige stets eine eindeutig

Fig. 31.

bestimmte Losung, falls nicht das Gelenk G mit den beiden Auf-
lagerpunkten 4 und B in einer Geraden liegt.

Die dort auseinandergesetzte Methode ist auch dann anwendbar,
wenn etwa die Kraft k; im Gelenke G angreift. Dann geheo durch
G=38; zwei Seilseiten und die in ihnen wirkenden Komponenten
PK,; , und K,;P halten der Kraft K, ;K; das Gleichgewicht. Fiir
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spatere Anwendungen miissen wir aber im Auge behalten, dal A
unter dem Einflusse von ky, ky, ..., k;_; und der in 4 bzw. G an-
greifenden Kriifte PKy und K, ;P und B unter dem Einflusse von
ki+1» Kizos -+, k, und den in G bzw. B angreifenden Kriften PK;
und K, P sich je im freien Gleichgewichte befinden. In jedem Ialle
sind PK, und K, P die beiden Auflagerreaktionen in 4 und B.

In der Praxis vereinfacht sich die Aufgabe oft dadurch wesent-
lich, daB 2 und B sowohl als die dufleren Krifte symmetrisch gegen
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Fig. 32.

die Vertikale durch G liegen, so dafl P auf der Mittelsenkrechten
des Kriftezuges zu suchen ist.

Wir beschiftigen uns zweitens mit dem sogenannten Gerber-
schen Balken. Wie wir sahen, kann ein vertikal belasteter ein-
facher Balken nicht mehr als zwei bewegliche Auflagergelenke A
und B mit vertikalen Auflagernormalen oder Stiitzen besitzen,
sollen anders die Stiitzwiderstinde auf rein statischem Wege ge-
funden werden konnen, oder soll er statisch bestimmt sein.
Zerschneiden wir aber den Balken in zwei durch ein freies Gelenk L
verbundene Teile, so darf noch eine Stiitze C etwa unter dem linken
Balkenteil angebracht werden (Fig.82). Zerlegt man nidmlich die
Resultante k, der auf den Balkenteil L B wirkenden Lasten in ihre
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46 Lagerung und Belastung ebener Scheiben.

Komponenten K, L, und L,K, nach L und B, so ist K,L, der Stiitz-
widerstand in B und K, L, stellt die Wirkung des rechten Balken-
teiles auf den linken oder den Gelenkdruck dar. FEr ist den Lasten
des linken Teils hinzuzufiigen und mit ihnen zu einer Resaltante
K, L, zusammenzusetzen, deren Komponenten K,L, und L,L, nach
4 und C die noch fehlenden Stiitzwiderstinde ergeben. Die drei
Stiitzwiderstéinde koénnen also eindeutig bestimmt werden, und zwar,
wie die Figur lehrt, mit Hilfe eines Seilpolygons. Die Parallele durch
den Pol zur SchluBlinie 4p liefert auf dem Kriftezuge den Punkt L,,
und die Parallele zu ay, wo y auf Ap liegt, den Punkt L,. Die Figur
zeigt nun auch, daB einerseits die in C, 4 und k, angreifenden Krifte
L,L,, L, Ky und KyK, die Resultante L,K, durch 2 und anderer-
seits die in k, und B angreifenden Krifte K,K, und K,L, die Re-
sultante K, L, durch 2 haben; es findet daher in der Tat unter dem
Einflusse der gegebenen Lasten und der eindeutig bestimmten Stiitz-
widerstinde in dem freien Gelenke L Gleichgewicht statt. Wir
haben hier einen Gerberschen Balken, der aus zwei Teilen besteht,
ein Gelenk und drei Stiitzen besitzt.

Wieviel Stiitzen muB nun ein Gerberscher Balken besitzen,
der aus m—+1 Teilen besteht, also m Gelenke besitzt, soll er anders
statisch bestimmt sein, sollen also die Stiitzwiderstinde und Gelenk-
driicke nach den blofen Regeln der Statik gefunden werden konnen ?
Nun liefert doch jeder Balkenteil zwei lineare Gleichungen zur Be-
stimmung dieser Unbekannten, von denen die eine dadurch ent-
steht, daB man die algebraische Summe der Lasten des Teiles, der
Stiitzwiderstinde und der von den benachbarten Teilen herrithrenden
Gelenkdriicke gleich Null setzt, und die andere durch Nullsetzen
des Drehungsmoments derselben Kriifte fir irgend einen Momenten-
punkt (vgl. Satz 12 auf S.25). Da hiernach die m Gelenkdriicke
und s Stiitzwiderstinde 2m 42 lineare Gleichungen zu befriedigen
haben, so mufl s=m -2 sein. Wire namlich s >m -2, so miilten
die 2m +2 linearen Gleichungen, falls sie, wie wir annehmen, iiber-
haupt ein endliches Losungssystem besitzen, deren unendlich viele
haben, d. h. die Stiitzwiderstinde wiren statisch unbestimmt.
Wiire aber s<<m+2, so finde nicht bei jeder Annahme der Lasten
Gleichgewicht statt. Das lehrt uns ja schon die Entfernung der
Stiitze C in dem obigen Beispiel; zerlegt man dann némlich k&, bzw. k,
nach 4 und L bzw. L und B, so erhélt man in L im allgemeinen
keine entgegengesetzt gleichen Gelenkdriicke, Solche Beispiele kann
man in beliebiger Anzahl konstruieren. Die alleinige Kenntnis der
Anzahl m+-2 der Stiitzwiderstinde geniigt aber nicht, wir miissen
auch ihre Verteilung auf die einzelnen Balkenteile oder die Bildungs-
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Mehrere Schetben mat freien Gelenken. 47

gesetze der Gerberschen Balken zu bestimmen suchen. Nun kann
man leicht einsehen, da von den m +1 Teilen des Balkens mindestens
einer nur zwei jener unbekannten GréBen, der Stiitzwiderstinde
und der Gelenkdriicke, enthalten wird. FEnthielte nédmlich jeder
Balkenteil mindestens drei Unbekannte, so wiire deren Anzahl min-
destens 2m -8, da in der Zahl 8 (m +1) nur die Gelenkdriicke doppelt
auftreten. StoBt ein solcher Balkenteil, der nur zwei Unbekannte
liefert, an den Rand, so enthilt er ein Gelenk und eine Stiitze.
Lassen wir daher diesen Balkenteil fort und fiigen den hier eindeutig
bestimmten Gelenkdruck dem iibrigen Teile als Liast hinzu, so bildet
dieser einen Gerberschen Balken aus m Teilen, mit (m—1) Ge-
lenken und mit m-+1 Stiitzen, auf den wir dieselbe Uberlegung an-
wenden konnen; denn er muB unserer Forderung gemifB unter dem
Einflusse dieses Gelenkdruckes, der iibrigen Lasten und der Stiitz-
widerstinde im freien Gleichgewichte stehen. St6Bt hingegen der
Balkenteil mit zwei Unbekannten nicht an den Rand, so enthilt er
zwei Gelenke und keine Stiitzen. Auch ein solcher Balkenteil kann
ohne Storung des Gleichgewichts fortgelassen werden, wenn nur die
auf ihn wirkenden Lasten durch die durch sie hervorgerufenen Gelenk-
driicke ersetzt werden; es bleiben dann zwei Gerbersche (oder ein-
fache) Balken iibrig, die ebenso behandelt werden konnen.

Setzen wir dies Verfahren fort, so miissen wir schlieBlich auf
einen oder mehrere einfache Balken mit je zwei Stiitzen kommen,
und man sieht zugleich, wie die m Gelenkdriicke und die m -2 Stiitz-
widerstinde wirklich bestimmt werden koénnen; die wirkliche Kon-
struktion geschieht mit Hilfe eines fiir alle gegebenen Lasten ge-
zeichneten Seilpolygons und der Benutzung der jedesmaligen SchluB-
linie eines Balkenteils mit nur zwei Unbekannten, wobei diese SchluB-
linie dem iibrigen Balken als erste bzw. letzte Seilseite hinzuzufiigen ist.

Unser Verfahren lehrt uns aber auch die Bildungsgesetze eines
Gerberschen Balkens kennen, die wir so formulieren kénnen:

Satz 18. Ein Gerberscher Balken besteht aus m+1 einfachen
Balken, die durch m Gelenke verbunden sind und auf m -2 Stitzen
so ruhen, dafS bev jeder vertikalen Belastung die Stiitzwiderstinde und
Gelenkdriicke (mit Hilfe eines Seilpolygons) eindeutig gefunden werden
kinnen. Die einfachste Art solcher Gerberscher Balken erhdlt man
dadurch, dafi man an einen einfachen zweifach gestiitzten Balken ein
oder mehrere einfache Balken mit je einem Gelenke und je einer Stiitze
ansetzt. Hieraus erhdlt man die allgemeinste Art, indem man mehrere
solche Gerbersche Balken durch einfache ungestiitzte Balken mat je
zwev Gelenken miteinander verbindet.

Beziiglich des Gleichgewichts ist aber zu bemerken, daf die
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48 Lagerung und Belastung ebener Scheiben.

Lasten nicht ganz willkiirlich gewihlt werden diirfen. Weil niamlich
die zweifach gestiitzten Balkenteile durch die Gelenkdriicke auBer-
halb der beiden Stiitzen belastet werden, so diirfen diese nicht so
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beschatfen sein, daf der Balken von einer der beiden Stiitzen ab-
gehoben wird. Hieriiber lassen sich allgemeine Regeln nicht auf-
stellen.

In der Figur ist ein fiinfteiliger Gerberscher Balken mit den
4 Gelenken L,, L,, Ly, L, und den 6 Stiitzen 4, B, C, D, E, F be-
handelt. Man sucht zuerst die Schnittpunkte A; und 2, des Seil-
polygons mit den Vertikalen durch die Gelenke des ungestiitzten
Teils. Schneidet i34, die Vertikalen durch D und E in 6 und &, so
liefern die Parallelen durch den Pol zu 232, und eg die beiden Stiitz-
widerstinde QO in E und K,Q in F, die Parallele zu 4, den Stiitz-
widerstand ON in D usf.

www.rcin.org.pl



12. Biegungsmoment und Scherkraft bei stdndigen Einzellasten.

Ist ein horizontaler Balken mit den Stiitzen 4 und B durch
m vertikale Einzellasten belastet, die durch den Kriftezug KoK,
... K, dargestellt sind (Fig. 34), so haben wir bereits gelernt, die

§ 3.

Theorie des Balkens.
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Stiitzwiderstinde KK, und K,K in A und B vermittelst des zur
SchluBlinie af eines Seilpolygons parallelen Polstrahles zu finden.
Die Figur des Seilpolygons gibt aber zugleich eine klare Ubersicht
iiber die Beanspruchung des Balkens durch die Lasten in jedem
seiner vertikalen Querschnitte. Um némlich die Anforderungen der
gegebenen Belastung an die Festigkeit des Materials in jeder Stelle

Schur, Graphische Statik.
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50 Theorie des Balkens.

des Balkens zu ermitteln, denkt man sich den Balken an der Stelle @
durchschnitten und etwa die linke Seite abgetrennt. Damit dann
an dem verbleibenden Teile des Balkens das alte Gleichgewicht
herrsche, muB8 man die Einwirkung der mit der linken Seite ab-
getrennten Krifte an dem Querschnitte ¢ bestehen lassen. Die
Resultante aller links von @ wirkenden Krifte (einschlieBlich des
Stiitzwiderstands in 4) kann man aber ersetzen durch eine in @
selbst angreifende Kraft von gleicher Grofile und Pfeilrichtung und
durch ein Kriftepaar, dessen Moment nach der 4. Definition auf
S. 23 das Drehmoment jener Resultante in bezug auf den Quer-
schnitt ¢ darstellt. Der erste Bestandteil gibt die Kraft an, mit
der das linke Kriftesystem den linken Balkenteil gegen den rechten
im Querschnitt ) abzuscheren sucht und heit Scherkraft, der
zweite Bestandteil, das Kriftepaar, sucht den linken Teil in @
abzubiegen und heifit Biegungsmoment. Genauer definieren wir
diese Begriffe folgendermafen:

6. Definition. Unter der Scherkraft eines belasteten
Balkens fir einen Querschnitt ¢ versteht man die
Summe der links von ¢ angreifenden Krifte einschlieB-
lich des linken Stitzwiderstandes und unter dem Bie-
gungsmomente des Balkens fiir den Querschnitt das
Drehungsmoment dieser XKriafte fir den Momenten-
punkt Q. '

Kann die eigentliche Bedeutung dieser Begriffe auch, ohne auf
die Festigkeitslehre! einzugehen, hier nicht auseinandergesetzt werden,
so gibt doch die graphische Statik die geeignetsten Methoden zur
Ermittelung ihrer Gréfle und Verteilung iiber den Balken. Beide
Grofen sind ndmlich unserer Figur fiir jeden Querschnitt unmittel-
bar zu entnehmen. Liegt der Querschnitt  in der Angriffslinie
der u-ten Kraft oder zwischen der 4-ten und (i-1)-ten, so setzt sich
die Scherkraft zusammen aus der Auflagerreaktion und den % ersten
Kriften, ist daher gleich KK,. Das Biegungsmoment wrd aber als
Drehungsmoment des linken Kriiftesystems nach Satz 18 auf 8. 25
dargestellt durch das Produkt des Polabstands in diejenige Strecke,
welche auf der Querschnittsvertikalen von der ersten und letzten
Seite des zugehorigen Seilpolygons begrenzt wird. FErste und letzte
Seite eines solchen sind in unserer Figur die SchluBlinie af und die

1 Die sogenannte spezifische Spannung jedes Querschnittes ist namlich

M
¢ Wo M das Biegungsmoment, 7' das Trégheitsmoment des Querschnitts
tiir seine Nullinie und e ihr Abstand von der &uBersten Faser ist.
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Seilseite S;S;,; des fiir die gegebene Belastung gezeichneten Seil-
polygons. Wir konnen daher sagen:

Satz 19. Sind die Auflagerreaktionen KK, und K,K eines unter
n Einzellasten stehenden Balkens mat Hilfe des der Schluflinie af
“eimes Setlpolygons parallelen Polstrahles PK gefunden, so tst fiir
einen beliebigen Querschnitt (), der in der i-ten oder zwischen der i-ten
und (t-+1)-ten Kraft liegt, die Scherkraft gleich der Strecke KK,
des Kriftezuges, das auf die Poldistanz reduzierte Biegungsmoment
aber glewch der auf der Vertikalen durch @ zwischen der Schlufilinie af
und der Seilseite S;S;., gelegenen Strecke.

Dieser Satz bringt zugleich zur Evidenz, daB man fir Scher-
kraft und Biegungsmoment in ) dieselben GroBen, nur mit ent-
gegengesetztem Vorzeichen, erhilt, wenn man statt des links wirken-
den Kriftesystems das rechte betrachtet; in der Tat ist dies eine
Erfordernis des Gleichgewichts im Balken.

Die von dem Seilpolygon und seiner SchluBlinie begrenzte
Fliache, die durch die in ihr gelegenen vertikalen Strecken die Bie-
gungsmomente angibt, heift nach Culmann die Momenteniliche.
Sie fithrt zur Kenntnis derjenigen Stelle des Balkens, fiir welche
das Biegungsmoment den groften Wert annimmt; man nennt sie
den gefdhrlichen Querschnitt des Balkens. Es ist zunéchst
klar, daB sie in die Angriffslinie einer der Lasten fallen muB. Um
sie zu finden, braucht man daher nur durch die Ecken des Seilpoly-
gons die Parallelen zur SchluBlinie af zu ziehen. Diejenige Ecke,
deren Parallele das Seilpolygon nicht mehr schneidet, gibt den ge-
fahrlichen Querschnitt an. .

Der Zusammenhang zwischen Scherkraft und Biegungsmoment
wird besonders deutlich durch die sogenannte Scherkraftlinie, die
man erhdlt, wenn man die Scherkraft jedes Querschnitts von
einer horizontalen Abszissenachse aus, am besten der horizontalen
Geraden durch K, als Ordinate auftrigt. Die Endpunkte bilden
einen Linienzug, der von der linken Auflagervertikalen aus in der
Héhe von K, horizontal bis zur ersten Angriffslinie verliuft, dann
senkrecht herunterfillt bis zur Hohe von K, nun wieder horizontal
lduft bis zur nichsten Angriffslinie usf. Nunmehr ist es leicht, den
folgenden Satz einzusehen:

Satz 20. Trigt man die Scherkraft jedes Querschnittes in seiner
Vertikalen von einer horizontalen Abszissenachse aus als Ordinate auf,
so erfiillen diese Ordinaten bis zu jedem Querschnitte eine Fliche, deren
Inhalt gleich dem Biegungsmoment des Querschwitts ist; durch den
Schnittpunkt des Ortes der Endpunkte dieser Ordinaten, der sogenannten

4*
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52 Theorie des Balkens.

Scherkraftlimie, mit der Abszissenachse geht der gefihrliche Querschnatt
des Balkens, fiir den das Biequngsmoment ein Maximum 1st.

Dieser Satz ist evident fiir alle Querschnitte vor der ersten
Last und folgt fiir die iibrigen Querschnitte aus Satz 11 auf S. 24.
Die Drehmomente der einzelnen Kriifte, als deren algebraische Summe
sich das Biegungsmoment ergibt, erscheinen némlich als Rechtecke,
welche die Kraft und den Abstand ihrer Angriffslinie von dem Quer-
schnitte zu Seiten haben, und, da die Einzellasten der Auflager-
reaktion entgegengesetzt gerichtet sind, so sind die Rechtecke, die
die Drehmomente cer Einzellasten darstellen, von dem Rechteck des
Drehmoments der linken Auflagerreaktion abzuziehen. Fiir den Quer-
schnitt ¢ der Figur auf S.49 ist z. B. das Drehmoment der Auflager-
reaktion gleich dem Rechtecke K K&, und das Drehmoment der
ersten Last €€, 9,90, so daB als Differenz die Fliche K K,€€,0,0,K
bleibt. Zugleich ist klar, daB die Fliche und mit ihr das Biegungs-
moment bis zu demjenigen Querschnitte wichst, in welchem die
Scherkraftlinie die Abszissenachse schneidet. Denn von hier ab
sind die hinzukommenden Flichen unter der Abszissenachse gelegen
und negativ, so daf das Biegungsmoment wieder abnimmt, bis es
in B schlieBlich verschwindet; in der Tat handelt es sich dann um
ein Drehmoment von Kriften, die im Gleichgewichte stehen. Unser
Satz ist somit vollstindig bewiesen.

Hat diese Methode den Vorzug der direkteren Bestimmung des
gefihrlichen Querschnitts, so liefert uns die erste Methode das zu-
gehorige Biegungsmoment unmittelbar als Rechteck, von dem eine
Seite in der Poldistanz gegeben ist.

Uberragt der Balken, wie im folgenden Zahlenbeispiel,
ein Auflager B, so ist die Belastung durch den Umstand, daB
die Stiitzwiderstinde nach oben gerichtet sein miissen, gewissen Be-
schrinkungen unterworfen. Die Scherkraft wird in der Nahe des
Auflagers 4 auch hier positiv sein, dann unter dem Einflusse der
zwischen 4 und B liegenden Lasten negativ werden, in B aber nicht
am Endpunkte des Lastenpolygons anlangen und deshalb beim Uber-
schreiten von B durch den Hinzutritt der Auflagerreaktion K,K
wieder positiv werden. Die Scherkraftlinie schneidet daher die
Abszissenachse zweimal in £ und B. In den entsprechenden Quer-
schnitten ¢ und B hat das Biegungsmoment im Vergleich mit den
Punkten der Umgebung extreme Werte. Man bestimmt sie als das
Produkt des Polabstandes in die auf den Querschnittsvertikalen
innerhalb der Momentenfliche gelegenen Strecken. Treten aber wie
hier mehrere extreme Werte auf, so mufl man den groBten unter ihnen
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ihnen und damit den wirklichen geféhrlichen Querschnitt durch
deren Vergleichung ermitteln.

Wir erldutern dies durch die folgende Aufgabe (Fig. 85):

7. Aufgabe. Ein Balken von 10 m Linge ist an seinem
linken Ende 4 und in dem 7m davon entfernten Punkte B
gestiitzt. Er tragt drei Lasten von 1250 kg, 1000 kg und
500 kg in den Abstinden
2m, 5m und 10m von 4;
es sind die Auflagerreak-
tionen, der gefahrliche [N\~
Querschnitt und das maxi-
male Biegungsmoment
zu finden.

Als MaBstabist1 em=2m, 4
1 em=1000 kg und als Pol-
abstand d =1,5 cm gew#hlt. Das
Seilpolygon a8, S,S;f bestimmt
die SchluBlinie af und begrenzt
mitihr zusammen die Momenten-

5

ol

flache. Der zu ap parallele Pol- i
strahl PK teilt die Lastenstrecke il
KyK, in die beiden Auflager- 7,
reaktionen KK, und KzK in Fig. 35.

A und B, so daB sich als Auf-

lagerreaktionen in kg ergeben in 4 0,9-1000=900kg und in B
1,85-1000=1850 kg. Die Scherkraftlinie schneidet die Abszissen-
achse in £ und B und die Biegungsmomente dieser Querschnitte sind :

Mg = yq+d-2-1000 = 0,65-1,5-2-1000 = 1950 mkg,
Mp= yz-d-2-1000 = 0,55-1,5-2-1000 = 1650 mkg,

der gefihrliche Querschnitt mit dem groBten Biegungsmoment ist
also bei Q).

Die von der Scherkraftlinie und der Abszissenachse begrenzte
Fliche, die bis zu einer Querschnittsvertikalen gerechnet das Bie-
gungsmoment angibt, ist in der Nihe von 4, also auch noch bei
positiv, sinkt dann ins Negative, so daB das Biegungsmoment bei
B negativ ist, um schlieBlich durch positiven Zuwachs am Balken-
ende zu verschwinden. Zwischen den Querschnitten mit positivem
und negativem Biegungsmoment muB es einen solchen R geben,
in welchem sich die oberhalb und unterhalb der Abszissenachse
liegenden Flichen der Scherkraftlinie gerade aufheben, das Biegungs-
moment also verschwindet. Tatséichlich iiberschneidet das Seil-
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polygon die SchluBlinie in p, und in dessen Querschnitt R wird die
in der Momentenfliche gelegene vertikale Strecke und mit ihr das
Biegungsmoment verschwinden. Hier greifen also die einander ent-
gegengesetzt gleichen Resultierenden sowohl der links als der rechts
von dem Querschnitte befindlichen Krifte in ihm selbst an. Bei
der gegebenen Belastung, aber nur bei dieser konnte man also, ohne
das Gleichgewicht zu stéren, den Balken in R durchschneiden und
die beiden Teile durch ein Gelenk verbinden.

13. Kontinuierliche Belastung des Balkens.

Der Nutzen der Scherkraftlinie springt besonders dann ins Auge,
wenn wir nicht nur isolierte, sondern auch kontinuierliche Lasten
eines Balkens beriicksichtigen, d. h. solche Lasten, die kontinuierlich

1cm Ko

Fig. 36.

iiber den ganzen Balken oder einen Teil CD (Fig. 86) verteilt sind,
wie sie etwa durch das Eigengewicht oder die iibergelagerte Fahr-
bahn geliefert wird. Diesen Anwendungen entsprechend wollen wir
uns auf gleichmé Bige kontinuierliche Belastung beschrénken.
Wir konnen uns diese dann durch ein Rechteck iiber CD dargestellt
denken, dessen Inhalt gleich demjenigen eines andern Rechtecks ist,
dessen eine Seite die Lingeneinheit und dessen andere Seite der
Kriftezug KoK, ist, d. h. die in unserem KriftemaBstabe dargestellte
Gesamtlast iiber CD; die Hohe des Rechtecks tiber CD stellt dem-
nach die iiber der Lingeneinheit des Balkens befindliche kontinuier-
liche Last dar (s. Fig.).

Eine solche gleichméBige kontinuierliche Belastung kénnen wir
uns denken als die Grenze von beliebig vielen gleichen und gleich
weit abstehenden isolierten Lasten, deren Summe gleich KoK, ist.
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Die Resultante einer solchen Belastung geht daher nach Satz 5 auf
8.10 durch die Mitte der belasteten Strecke CD. Das Seilpolygon
fiir diese unendlich vielen und unendlich kleinen Lasten geht offen-
bar in eine Seilkurve iiber, wobei die Ecken des Seilpolygons in
die Punkte der Seilkurve und die Seiten in die Tangenten iibergehen.
Den iiber dem Anfangspunkte C' der belasteten Strecke des Balkens
liegenden Anfangspunkt y der Seilkurve (Fig.87) konnen wir offen-
bar willkiirlich annehmen und kennen damit sofort auch die Tangente

AH,

Fig. 37.

dieses Punktes, die zu dem ersten Seilstrahle parallel sein muB. Sie
schneidet nach dem Obigen die vertikale Mittellinie des Belastungs-
rechtecks in einem Punkte ¢, durch den auch die zu PK,, parallele
Tangente in demjenigen Punkte é der Seilkurve gehen muB, welcher
iiber dem Endpunkte D der belasteten Strecke liegt. Hieraus kann
zuerst der Punkt & konstruiert werden. Da ferner CD sowohl die
ganze belastete Strecke als auch irgend ein Teil derselben sein kann,
so konnen wir erstens vom Anfangspunkte y aus beliebig viele andere
Punkte der Seilkurve konstruieren und finden zweitens, dafl diese
die folgende Eigenschaft besitzt: Die Tangenten in den End-
punkten irgend eines Bogens der Seilkurve schneiden
sich auf der vertikalen Mittellinie der zugehorigen Sehne.
Da nun eine Parabel mit vertikaler Achse bekanntlich dieselbe Eigen-
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schaft besitzt, so mufl die Seilkurve eine solche Parabel sein. In der
Tat gentigt diese Eigenschaft, um die Kurve zu zeichnen, wenn nur
zwei Punkte p und 6 und die Tangente y¢ in y gegeben sind, woraus
sich ja die Tangente do in & sofort ergibt. Um némlich den auf einer
beliebigen Vertikalen v gelegenen Kurvenpunkt und seine Tangente
zu finden, braucht man nur zu beachten, daB die Schnittpunkte p
und 7 dieser Tangente mit yo und do auf den Mittelvertikalen zwischen
v und Cy bzw. v und D¢ liegen miissen. Bezeichnen nun 4, %, u, »
die Schnittpunkte von yd mit den Vertikalen (von links nach rechts),
so bestehen die Proportionen:

yo:iyo=9yA:yu=yx:y0 und dv:00=0v:0u=0dx%:4dy,

s0 daB % || 66 und %7 || yoist. Den auf einer beliebigen Vertikalen v
gelegenen Punkt der Seilkurve und seine Tangente findet man also,
indem man durch den Schnittpunkt » von v mit der Sehne ¢4 die
Parallelen zur Anfangs- und Endtangente legt und sie mit der jedes-
maligen andern zum Schnitt bringt; deren Verbindungslinie ist dann
die gesuchte Tangente und ihr Schnittpunkt mit v der Berithrungs-
punkt. Das ist aber genau die bekannte Konstruktion der Parabel,
von der zwei Punkte und deren Tangenten gegeben sind. Dann ist
a die Verbindungslinie von deren Schnittpunkt mit der Mitte der
Sehne ein Durchmesser der Parabel. Ist diese also wie in unserem
Falle von vornherein vertikal angenommen, so erhalten wir wirklich
als Seilkurve eine Parabel mit vertikaler Achse und daher den Satz:

Satz 21. Die zu einer gleichmdfligen kontinuierlichen Belastung
evnes horizontalen Balkens gehorige Seilkurve ist eine Parabel mat
vertikaler Achse, deren Tangenten vm Anfangs- und Endpunkte dem
ersten. und letzten Polstrahle parallel sind und sich auf der Mittelverti-
kalen der Belastungsstrecke schneiden.

Um die Scherkraftlinie der kontinuierlichen Belastung zu er-
mitteln, haben wir zuerst die Auflagerreaktionen KK, und K K
in A und B zu bestimmen. Hierzu brauchen wir nur den zur SchluB-
linie af der Seilparabel parallelen Polstrahl PK zu ziehen, wo «
und S die Schnittpunkte der Auflagervertikalen mit den Tangenten
yo und do sind. Um diese Konstruktion einfacher zu gestalten, legen
wir den Kriftezug KK, unter B (Fig. 88) und nehmen den Pol P
als Schnittpunkt der Mittellinie von CD und der Geraden aK, an,
wo a vertikal unter 4 und horizontal gegen K, liegt. Dann konnen
aP und P K, zugleich als erste und letzte Tangente der Seilparabel
betrachtet werden, so daf deren Schlufilinie a K, =ap horizontal
ist. Die Horizontale durch P teilt folglich KoK, in die beiden Auf-
lagerreaktionen, die sich hiernach umgekehrt wie die Stiicke ver-

www.rcin.org.pl



Kontinuierliche Belastung des Balkens. 57

halten, in die die Mittelvertikale PM den Balken A B teilt. Machen
wir dann PK zu der Abszissenachse, von der aus die Scherkrifte
als Ordinaten aufzutragen sind, so besteht die Scherkraftlinie vor C
und hinter D offenbar aus den Horizontalen durch K, und K.
Diese Horizontalen bestimmen mit den Vertikalen durch C und D
ein Rechteck, dessen absteigende Diagonale € D der noch fehlende
Teil der Scherkraftlinie sein muB. Denn die Scherkraft jedes Quer-
schnitts @ zwischen C und D ist das Stick K&, wo K ®: 8K =

Cx:xD=CQ:QD und » der Punkt der Scherkraftlinie vertikal
unter @ ist. Wir konnen dies Resultat so formulieren:

Satz 22. Die Scherkraftlinie ewner gleichmdfigen kontinuierlichen
Belastung st iiber dieser eine Gerade, die die Anfangs- und Endvertikale
der Belastung in Punkten schneidet, deren Hihenunterschied gleich
dem Kriftezuge ist, und von der Abszissenachse vm Verhilinisse der
Auflagerreaktionen geteilt wird.

Hiernach kann also der gefihrliche Querschnitt einer solchen
Belastung leichter als mit Hilfe desjenigen Punktes der Seilparabel
gefunden werden, dessen Tangente der SchluBlinie af parallel ist,
nimlich durch den Schnittpunkt der geraden Scherkraftlinie mit
der Abszissenachse. Im Grunde genommen kommen freilich beide
Bestimmungen auf dasselbe hinaus, insofern CD auch hierbei im
Verhiiltnisse von KK : KK, zu teilen ist. Die Konstruktion des
zu diesem Querschnitte gehorigen Parabelpunktes nach der oben
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entwickelten Methode liefert nun allerdings zugleich die GroBe des
zugehorigen Biegungsmomentes reduziert auf eine gegebene Pol-
distanz. Wir wollen dies an einigen zusammengesetzten Beispielen
ausfiihren.

14. Momentenfliche fiir einzelne und kontinuierliche Lasten zugleich;
mittelbare Belastung.

Steht ein Balken unter der Einwirkung einer Reihe von Einzel-
lasten und einer iiber ihn gleichmiBig verteilten, kontinuierlichen
Belastung, so kann man zwar die beiden Belastungsarten nach dem
Verfahren der letzten Nummern unabhiingig voneinander behandeln,
es ist aber vorteilhafter, fiir beide Seilpolygone dieselbe Poldistanz
und dieselbe SchluBlinie zu erhalten, so zwar, dal die beiden Momenten-
flichen sich aneinander fiigen. Man konstruiert dann zuerst fiir
die Einzellasten und einen beliebigen Pol P das Seilpolygon und die
SchluBlinie @ f und bestimmt durch PK || af deren Auflagerreaktionen.
Zieht man dann durch die Mitte & der die kontinuierliche Belastung
K R, darstellenden Strecke R P= und || PK, so wird die zum
Pole P gehorige in a anfangende Seilparabel in f endigen, und das
Biegungsmoment fiir jeden Querschnitt ist durch das Produkt des
Stiickes der Querschnittsvertikalen zwischen dem Seilpolygon und
der Seilparabel in die gemeinsame Poldistanz gegeben; denn das
Seilpolygon und die Seilparabel liegen auf verschiedenen Seiten der
SchluBlinie af.

Die Scherkraftlinie ist hier eine Treppenlinie mit schiefen Stufer,
deren Neigung nach Satz 21 auf S.56 durch die Hypotenuse eines
rechtwinkeligen Dreiecks bestimmt wird, dessen Katheten der Balken
AB und die kontinuierliche Belastung R, . sind; sie springt in
der Angriffslinie jeder Einzellast um diese. Auch sie schneidet die
Abszissenachse in dem gefihrlichen Querschnitt.

Wir wollen dies an der folgenden Angabe durchfiihren:

8. Aufgabe. Ein an seinen Endpunkten 4 und B ge-
stitzter Balken von der Linge 12m ist durch vier Krafte
k, =850 kg, ky=600 kg, ky=1900 kg, k,=2500kg, die in den
Abstinden 8m, 5m, 9m, 10 m vom linken Auflager 4 an-
greifen, belastet, auBerdem durch eine iiber den ganzen
Balken verteilte kontinuierliche Last, die mit der Eigen-
last des Balkens zusammen 250 kg pro Meter ausmacht.
Es sind die Auflagerreaktionen, der gefahrliche Quer-
schnitt und das zugehorige groBte Biegungsmoment in
mkg zu bestimmen.
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Als MaBstab wurde in Fig. 89 1 cm=2m und 1 cm =1000 kg
gewithlt, als Polabstand d =5 m=2,5cm. Das Kriftepolygon der

’a

Fig. 39.

Einzellasten wurde um die linke Auflagerreaktion der kontinuier-

lichen Last, d.h. um 2°0%% kg=1,5 cm unterhalb 4 mit K, be-

gonnen, damit sich beide Auflagerreaktionen zu K 4 zusammenfiigen.
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Lassen wir dann die kontinuierliche Last §8,=8c¢m in B=g,
anfangen, so gibt 4 &, die Neigung der Stufen der Scherkraftlinie
an, so daB diese in bezug auf die Abszissenachse durch K leicht kon-
struiert werden kann; hiernach kann der gefihrliche Querschnitt Q¢
ermittelt werden. Nunmehr kénnen wir auch die Seilparabel aus
den beiden Tangenten ao || B Ky und fo || P Ky in @ und B zeichnen;
sie schlieBt mit dem Seilpolygon die Momentenflédche ein. Soll
nur das grofite Biegungsmoment gefunden werden, so braucht man
den Parabelbogen nicht ganz zu zeichnen, sondern nur den iber @
gelegenen Punkt. Ist » der Schnittpunkt des Querschnitts mit af
und y bzw. 8 derjenige der Parallelen durch » zu B¢ bzw. ac mit
ac bzw. fo, so ist pd die Tangente des gesuchten Parabelpunktes,
ihr Schnittpunkt mit 0@ also der Punkt selbst. Ergibt er wirklich
das Maximum des Biegungsmoments, so mufl offenbar 96 || S,S;
|| PK, sein. Wei man daher, daf der gefihrliche Querschnitt
zwischen S, und S; liegt, so kann man ihn auch dadurch finden,
daB man den zu PK, parallelen Polstrahl PR’ zieht und durch
®' die Horizontale bis 4 &,. Bei diesem Verfahren zur Bestimmung
des gefihrlichen Querschnitts vermeidet man zwar die Konstruktion
der Scherkraftlinie, hat aber vorher vielleicht vergebliche Versuche
gemacht, die zu einer anderen Seite des Seilpolygons parallelen
Parabeltangenten als solche zu finden, deren Berithrungspunkt iiber
dieser Seite liegt; denn dann und nur dann ergibt sich ein Maximum
des zugehorigen vertikalen Durchschnitts der Momentenfliche. Aus
der Figur finden wir als das groBte Biegungsmoment:

M = y-d-2-1000 = 2,6-2,5-2-1000 = 13000 mkg,

die Auflagerreaktionen in 4 und B sind 3400 kg und 4700 kg.

Dies Verfahren ist nur anwendbar, wenn nur eine kontinuierliche
Belastung iiber den ganzen Balken gleichméBig verteilt ist. Sind
aber verschiedene Balkenstrecken mit kontinuierlichen Lasten ver-
schiedener Stirke belegt, z. B. AC mit & &, und BD mit &' &',
so fithrt die folgende Methode zum Ziele. Wir teilen die iiber 4C
bzw. DB befindlichen kontinuierlichen Lasten in demselben Ver-
héltnisse, in dem diese Strecken durch die Angriffspunkte der
itber ihnen befindlichen Einzellasten geteilt werden, und reihen dann
die samtlichen Lasten zu einem Kriftezuge derart zusammen, daB
KoK, gleich der iiber 4 P; befindlichen kontinuierlichen Last, K; K,
gleich der in P, angreifenden Einzellast, K,K, gleich der iiber P, P,
bzw. P,C befindlichen kontinuierlichen Last wird usf. Hierzu kon-
struieren wir ein Seilpolygon, indem wir als Angriffslinien der ein-
zelnen kontinuierlichen Belastungen die Mittelvertikalen der be-

www.rcin.org.pl



Momentenfliche fiir einxelne wund kontinuierliche Lasten usw. 61

lasteten Strecken 4 P, usw. nehmen. Hierdurch finden wir die Auf-
lagerreaktionen der gesamten Belastung und kénnen nun die Scher-
kraftlinie, die sowohl geneigte als horizontale Stufen besitzen wird,
nach Satz 22 auf S. 57 zeichnen, indem wir wieder die Horizontale
durch K als Abszissenachse withlen. Das Biegungsmoment des ge-
fahrlichen Querschnitts wird nun wieder gemessen durch das Stiick
seiner Vertikalen zwischen der SchluBlinie und dem Seilpolygon,
wobei dieses durch die betreffende Seilparabel zu ersetzen ist, falls
die Vertikale eine belastete Strecke nicht in dem Angriffspunkte
einer Einzellast trifft. Die zu jeder solchen Strecke gehorige Seil-
parabel wird hierbei bestimmt durch die auf ihrer Mittelvertikale
sich treffenden Seilseiten als Tangenten, deren Berithrungspunkte
auf der Anfangs- und Endvertikalen der Strecke liegen.

Wir wollen dies Verfahren an dem folgenden Zahlenbeispiel
durchfiihren:

9. Aufgabe. Ein in seinen Endpunkten 4, B gestiitzter
Balken von 16 m Linge ist durch drei Einzellasten k=
800 kg, ky,=500 kg, ks=150 kg, welche vom linken Auflager
A die Abstinde 83m, 6 m und 18 m haben, belastet; auBer-
dem liegt iiber der 4m langen Strecke AC eine gleich-
mifBige kontinuierliche Last von 800kg pro Meter und
iiber der 8m langen Strecke BD eine solche von 500 kg
pro Meter. Es sind die Auflagerreaktionen, der geféhr-
liche Querschnitt und das zugehoérige grofite Biegungs-
moment zu finden.

Wir bemerken, dafl hierbei das Freibleiben der Strecke CD
von kontinuierlicher Belastung in der Praxis die Bedeutung einer
Tir haben kann. In der Fig.40 wurde derselbe MafBstab gewihlt
wie in der vorhergehenden, die Poldistanz d=2,5 cm gesetzt. Die
kontinuierliche Last iitber 4C betrigt 4-300=1200 kg und ist durch
die Strecke R, &, =1,25 cm dargestellt, diejenige iiber DB betrigt
8-500 =4000 kg und ist durch die Strecke &’ &, =4 cm dargestellt.
Nunmehr wurden diese Strecken durch die Parallelen zu 4 &,, bzw.
DR, durch P, bzw. P;in & &; und &, &, bzw. &' &," und &, K.
eingeteilt, dann nach obiger Vorschrift die 7 Lasten in einem Kréfte-
zuge aneinander gereiht, das Seilpolygon gezeichnet und dadurch
die beiden Auflagerreaktionen K K,=38300kg und K,K =4700 kg
gefunden. Die Stufen der Scherkraftlinie sind erst || 4 R., dann
horizontal und endlich || D®,'. Endlich wurde das iiber dem ge-
fahrlichen Querschnitt liegende Stiick der Seilparabel aus den Punkten
0 und Sg und deren Tangenten 65 und S¢Sy gezeichnet. Man findet
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so das groBte Biegungsmoment M =y-d-2-1000=2,9-2,5-2-1000 =
14500 mkg.

Wollen wir den verschiedenen Belastungsarten eines Balkens voll-
kommen gerecht werden, so miissen wir schlieflich noch den Unter-
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Fig. 40.

schied zwischen unmittelbarer und mittelbarer Belastung hervor-
heben. Mit der ersteren haben wir uns bisher ausschlieBlich beschéf-
tigt. Die mittelbare Belastung hingegen kommt dadurch
zustande, daB die Lasten eines Balkens durch Zwischen-
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triger auf einen zweiten i{bertragen werden, der nun,
von seiner Higenlast abgesehen, nur in den Berihrungs-
punkten mit den Zwischentriagern belastet ist. Hierbei
muBB man sich den oberen Balken, welcher die unmittelbare Last
triagt, in die durch die Zwischentriger begrenzten Teile oder Felder
zerlegt denken, weil wir sonst
wieder eine statisch unbe-
stimmte Aufgabe hitten. An
sich wiirde also diese Be-
lastungsart nichts Neues bie-
ten, wenn es nicht darauf
ankime, Regeln zu finden,
um von der unmittelbaren
Belastungleichtauf die mittel-
bare iibergehen zu kénnen.
Zeichnen wir nun zuerst das
Seilpolygon der gesamten un-
mittelbaren Belastung nach
den eben angegebenen Regeln,
so haben wir damit zugleich
die Seilpolygone fiir die ein-
zelnen Felder zwischen den
Ziwischentrigern, mit deren
Hilfe man die von jedem
solchen Felde herrithrenden
Belastungen der Zwischen-
triiger finden kann. Wirken ralp
auf die beiden aneinander i
grenzenden Felder CD und g
DE die Gesamtlasten K, K,
und K;K;, und sind y, 6, ¢ die
Schnittpunkte der Vertikalen 4"
durch C, D, E mit dem Seil- )
polygon sowie L, L' die Fig. 41,
Schnittpunkte der zu 94, de
parallelen Polstrahlen mit dem Kriftezuge, so erhilt man offenbar
in D die unmittelbare Liast LK;+ K;L'=LL'. Demnach sind yé
und de zugleich die Seiten des zu der mittelbaren Belastung ge-
horigen Seilpolygons. Wir konnen dies Resultat so aussprechen:
Satz 23. Die Seiten des Seilpolygons der mittelbaren Belastung sind
die Verbindungslinien der Pumkte, in denen das Seilpolygon der un-
mattelbaren Belastung die Vertikalen durch die Zwischentrdger schneidet.
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Mit Hilfe dieses zweiten Seilpolygons kénnen nun wieder alle in
Betracht kommenden Fragen beantwortet werden. Im besonderen
sieht man z. B., daB die Biegungsmomente der unmittelbar belasteten
Felder (der sogenannten sekundiren Lingstriger) durch die Stiicke
der Querschnitte zwischen dem ersten und zweiten Seilpolygone
gemessen werden. Weiter ist klar, daB fiir jeden durch einen Zwischen-
triger gehenden Querschnitt das Biegungsmoment der mittelbaren
und der unmittelbaren Belastung dasselbe ist; diese Bemerkung ist
fiir die sogenannten Fachwerksbalken von Wichtigkeit.

Das angegebene Verfahren mag an dem folgenden Beispiele
geiibt werden:

10. Aufgabe. Ein Balken 4B von 10m Linge steht
unter der mittelbaren Belastung von drei Kriften'k,=
2000 kg, k,=1800kg, k;=2500kg, die in den Abstinden
4m, 6m und 8,5m vom linken Auflager wirken; die Be-
lastung wird vermittelt von finf Zwischentrdgern mit
den Abstinden 2,5m. Es sind gesucht die Auflager-
reaktionen und die Biegungsmomente unter den Zwischen-
tragern.

Bei denselben Annahmen iiber Mafstab und Poldistanz wie in
der vorigen Aufgabe wurde zuerst das Seilpolygon (Fig. 41) aS;S,S;8
der unmittelbaren und hieraus nach dem Satze dasjenige aT;T,T4p
der mittelbaren Belastung gezeichnet. Hieraus findet man die Auf-
lagerreaktionen K K,=2350kg und KyK =38950 kg, und die Mo-
mente unter den Zwischentrigern C, D, E sind M,=5500 mkg,
M ;=9250 mkg, M,="7250 mkg.

15. EinfluBlinien bewegter Lasten.

Wir haben bisher immer angenommen, daf die auf den Balken
wirkenden Lasten eine feste Liage gegen diesen haben. In den An-
wendungen wird es aber oft gerade darauf ankommen, den Einflu8
beweglicher Lasten auf eine der zu bestimmenden GroBen, also die
Auflagerreaktionen, die Scherkraft oder das Biegungsmoment in
einem Querschnitte (auch die Stabspannung) darzustellen. Hierfiir
bedient man sich einmal der sogenannten EinfluBlinien, die man
folgendermaflen definieren kann:

7. Definition. Unter der EinfluBlinie der Auflager-
reaktion, der Scherkraft oder des Biegungsmoments in
einem bestimmten Querschnitte eines Balkens, der
unter der Einwirkung eines oder mehrerer, aber dann
fest verbundener beweglicher Lasten besteht, versteht
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man den Ort der Punkte, deremn Ordinate eine jener
GroBen fiir je eine die Stellung der Last oder des Lasten-
zuges bestimmende Abszisse angibt.

Um diese Definition zur Anschauung zu bringen, zeichnen wir
zuerst die EinfluBlinien fiir eine bewegte Last k. Fangen wir mit
der Auflagerreaktion in 4 an, so ist, wenn die Abszisse =4 P

AI
b o o
L H o,
Pf’f\
P Wt Fi L
X P Q
PN
o?r 0
Fig. 42.

der Abstand der Last von dem Anfangspunkte 4 =0 ist, die zu-
gehérige Ordinate y=kl_Tx, wo die Lénge des Balkens 4 B=1

gesetzt wurde; das geht ja aus Satz 4 auf S.9 hervor (Fig. 42). Ist
daher A’'A=kFk, so ist die Gerade A’B die gesuchte EinfluBlinie.
Ebenso ist 4 B’ die Einflulinie der rechten Auflagerreaktion, wenn
auch BB'=Fk gemacht wird.

Hieraus kann leicht die EinfluBlinie der Scherkraft eines be-
liebigen Querschnitts ¢ gefunden werden. Liegt P links von @), so
besteht die Scherkraft aus der algebraischen Summe von PP’ und
der Last 4”’4A=P'P"”, ist also durch die Strecke PP" dargestellt.
Da aber 4 P || A’ P’ ist, so ist die EinfluBlinie bis ¢ die Parallele
AQ" zu A’ B, von da ab fillt sie in A’ B hinein, da dann die Scher-
kraft gleich der linken Auflagerreaktion ist. Die EinfluBlinie der
Scherkraft springt also in dem Querschnitt, zu dem sie gehért, um
den Betrag der Last.

Soll endlich die Einflufllinie des Biegungsmoments fiir den
Querschnitt ¢ gefunden werden, so wollen wir dies auf den Hebel-
arm u=AQ reduzieren. Befindet sich dann die Last zuerst wieder
links von @ in P, so ist das Biegungsmoment gleich dem Rechteck

Schur, Graphische Statik. 5
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aus 4@ und der Auflagerreaktion PP’ weniger dem Parallelogramme
P’'P"Q"Q'. Dieses ist aber nach dem Satze vom Erginzungsparallelo-
gramme inhaltsgleich demjenigen Parallelogramme, welches durch
die Parallele zu A’'P’ durch den Schnittpunkt P’ von AQ" mit
PP’ vom Parallelogramme 4’'4Q"@Q' abgetrennt wird, also gleich
dem Rechtecke aus A@Q und P’ P'. Demnach ist das gesuchte Bie-
gungsmoment durch PP’ dargestellt und die EinfluBlinie besteht
bis @ aus der Geraden AQ'. Liegt die Last rechts von @, so kommt
fir das Biegungsmoment wieder nur die Auflagerreaktion in Betracht,
so daB dieser Teil der EinfluBilinie durch die Gerade Q' B dargestellt
ist. Die EinfluBlinie des Biegungsmoments einer beweg-
lichen Last ist also die gebrochene Linie 4Q'B, wo @'
der Schnittpunkt der Querschnittvertikalen mit der Ein-
tfluBlinie der linken Auflagerreaktion ist. Dasselbe er-

kennen wir, wenn wir die Gleichungen dieser EinfluBlinie aufstellen.

Wir erhalten so fiir £ =wu die Gleichung u-y =k l_l 2 u—k(u—2)

=-’§- 2 (l—w) und fir £ =wu die Gleichung u-y=% (l—z)u, also
die Gleichungen zweier Geraden, die fiir z=wu den gemeinsamen
Wert y=% (l—wu) ergeben, d. i. die linke Auflagerreaktion; ferner

fir =0 und =1 das y=0. Wihlen wir als Abszisse nicht den
Abstand 4 P der beweglichen Last selbst vom linken Auflager, son-
dern den Abstand A R eines Punktes R, der sich stets um das feste
Stiick a rechts von P befindet, so haben wir in diesen Formeln z

durch z—a zu ersetzen, erhalten also die beiden Gleichungen
wy="(z—a)(l—u) wnd wy="2(1—2+a)u, die tir r=u+a
jenen gemeinsamen Wert ergeben.

Diese Bemerkung ist wichtig, wenn wir die EinfluBlinie des
Biegungsmoments in einem bestimmten Querschnitte fiir einen
Zug von mehreren Lasten k;, ks, ks, ... bestimmen wollen,
die von rechts nach links die Abstinde a,, @, ... von der ersten
Last haben mégen, so also, daf P,P;=a, PsP;=as, ... ist. Be-
trachten wir dann irgend eine Stellung des Zuges, der durch die
Abszisse z der ersten Last, also  —a, der zweiten, z — ag der dritten
usw. bestimmt ist, so wird die zu z gehérige Ordinate der EinfluB-
linie durch eine Summe von linearen Funktionen der beiden fol-
k-‘ (l — u) (

l

genden Arten gegeben sein, ndmlich entweder x—a;) oder

%(l—x—l—a,), wo a,=0 ist und die Summe iiber alle diejenigen
Lasten zu erstrecken ist, welche sich iiberhaupt auf dem Balken be-
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finden. Ob ein Summand der ersten oder zweiten Art einzusetzen
ist, wird offenbar davon abhingen, ob die Last k; sich links oder
rechts von dem Querschnitt befindet, ob also z< oder >wu - a; ist.
Die. Ordinate unserer HEinfluBlinie wird demnach eine
ganze lineare Funktion der Abszisse sein, deren Koeffi-
zienten sich aber indern werden, sobald eine neue Last
auf den Balken tritt oder eine auf ihm befindliche ihn
verliBt oder eine Last den Querschnitt @ iiberschreitet.
Diese Anderung geschieht aber an jeder solchen Stelle so, daB sich

Fig. 43.

aus den beiden verschiedenen linearen Funktionen dieselbe Ordinate
ergibt; denn an den Stellen der ersten beiden Arten verschwindet
der Summand, der von der auf den Balken tretenden oder ihn ver-
lassenden Liast herriihrt. Deshalb ist die EinfluBlinie ein gerad-
liniges Polygon, dessen Ecken iiber den genannten Stellen des Balkens
liegen. Die Konstruktion eines solchen Polygons werden wir am
besten an der folgenden Aufgabe erliutern:

11. Aufgabe. Es soll die EinfluBlinie eines aus drei
Lasten bestehenden Zuges fiir das Biegungsmoment an
einem Querschnitte ¢ des Balkens gezeichnet werden.

Wir zeichnen hier zuerst die EinfluBlinien 4Q,B, 4Q,B, AQ3sB
fir die einzelnen Lasten k,, k,, k3 und markieren auf einem Papier-
streifen die drei Lasten in ihren gegebenen Abstéinden (Fig. 43). Dann
schiebt man den Streifen von links her an dem Balken entlang,
hélt ihn jedesmal dann an, wenn eine neue Last auf den Balken tritt
oder eine auf ihm befindliche ihn verliBt oder eine Last den Quer-
schnitt @ tberschreitet, trigt auf der Vertikalen durch die jedes-
malige Stelle der ersten Last die Summe der zu P;, P,, Py gehérigen
Ordinaten der EinfluBlinien 4Q, B, 4Q,B, AQ3B resp. auf und ver-
bindet die Endpunkte der so erhaltenen Ordinaten durch gerade

5*
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68 Theorie des Balkens.

Linien. Man erhilt so das in der Figur dargestellte Polygon. Ist
diese EinfluBlinie gezeichnet, so hat man jedenfalls ein klares Bild
von der Verinderung des Moments und kann auch diejenige Stellung
des Zuges durch Probieren finden, fiir welche an dem betrachteten
Querschnitte das groBte Biegungsmoment eintritt.

Diese Ausfithrungen iiber EinfluBlinien werden geniigen, um ein
Bild von dieser mehr der Praxis angehorenden Untersuchungsmethode
zu geben.

16. Maximalmomentenkurve.

Eine befriedigende Kenntnis von der Beanspruchung des Balkens
durch einen iiber ihn wandernden Lastenzug gewinnen wir aber erst,
wenn wir das an jedem Querschnitte auftretende Biegungsmoment
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Fig. 44.

durch ein Verfahren finden konnen, das eine leichte Vergleichung
dieser groBten Momente fiir die verschiedenen Querschnitte gestattet.

Hierzu fiithren zwei Wege. Den ersten verdankt man Culmann,
demzufolge man nicht den Lastenzug iiber den Balken, sondern den
Balken unter dem Lastenzuge sich bewegen 1aBt. Dann bleibt mit
den Angriffslinien P;S,, P,S,, ..., P,S, und deren Lasten (Fig. 44)
auch deren Seilpolygon SS,S,...S,S fest, und es éndert sich nur
die SchluBlinie aB. Es ist leicht zu sehen, daB sie bei der Bewegung
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des Balkens eine Parabel mit vertikaler Achse umhiillt. Sind nim-
lich %y und B der Anfangs- bzw. Endpunkt derjenigen Lagen des
Balkens, fiir welche der End- bzw. Anfangspunkt mit dem vertikal
iiber S (Schnittpunkt der ersten und letzten Seite des Seilpolygons)
gelegenen Punkte B, =% zusammenfillt, sind ferner a, auf S;S und
b auf S,S vertikal unter U, und B gelegen, ist endlich 4 B irgend
eine Liage des Balkens und ap die zugehérige SchluBlinie, so schneiden
die Parallelen durch a zu bS und durch B zu a,S die gyb in dem-
selben Punkte y. Denn aus 4 =B, B folgt, dab aya:aS= SpB:Ab,
also auch, wenn wir jene Schnittpunkte mit y, bzw. y bezeichnen,
daB ayye:yeb=apy:yb ist, d.h. daB y, mit y zusammenfillt. Die
SchluBlinien af umhiillen also eine Parabel mit vertikaler Achse
(s. S. 55), und der Beriihrungspunkt C liegt jedesmal auf der
Vertikalen durch y, wihrend a, und b die Berithrungspunkte von
oS und bS sind. Ist nun a'p’ eine zweite SchluBlinie und 2’ ihr
Schnittpunkt mit af, soist, wenn wir qya’ und C’a’ als Anfangs- und
Endtangente der Parabel betrachten, der Proportion S 8:Sb=aya:a,S
entsprechend auch o'%':a’C' =qa:0a" =ayy:ay9" und ebenso
B % :pC'=bp:bp =by:by’. Nun ist aber, wenn & und 3 die Pro-
jektionen von o' und p’ auf a,b sind, o' C':f'C'=@ay': By’ =2ay":
28y =ayy':by’, also auch a'%':f %' =ayy:by. Die bewegliche
SchluBlinie o'’ trifft also die feste af stets in einem Punkte #’,
der unter demjenigen Punkte @’ des Balkens A4’'B’ liegt, fiir den
A'Q":Q"B'=qyy:yb ist. Es wird daher umgekehrt die Vertikale
durch den mit dem beweglichen Balken verbundenen Querschnitt @’
die zugehorige SchluBlinie o' f’ stets in einem Punkte %’ derjenigen
Tangente af der Parabel schneiden, fiir welche aya:aS=Spg:pb
=A'Q":Q' B’ ist. Nennt man diese Tangente dem Querschnitte @’
zugeordnet, so ist leicht zu sehen, daBl die ihr parallele
Gerade durch den Pol P des Seilpolygons die Kréftelinie
in demselben Verhiltnisse teilt, wie der Querschnitt
den Balken. Es ist ndmlich, wenn & dieser Teilpunkt ist,
AK,®P ~yCp und ARK,P ~ Cya, also K,®:RP=9C:Cf und
KK, P=Cy:Ca, folglich auch K R:RK,=aC:Cf=qyy:yb=
A'¢:Q'B.

Nunmehr kénnen wir die in jedem Querschnitte @’ des Balkens
A’ B' infolge seiner Bewegung entstehende Veréinderung des Biegungs-
moments leicht ibersehen. Dies Moment ist ja immer durch das
Stiick der Vertikalen durch @’ von ihrem Schnittpunkte mit dem
Seilpolygon bis zur zugehoérigen SchluBlinie dargestellt. Die dem
Querschnitte @’ zugehorige Momentenfliche wird durch das Seil-
polygon und die ihm zugeordnete Parabeltangente begrenzt. Es
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70 Theorie des Baikens.

kann daher unter dem Querschnitte nur dann ein Maximum des
Biegungsmoments eintreten, wenn er sich in der Angriffslinie einer
Last befindet. Ob dann wirklich ein Maximum eintritt, wird offen-
bar davon abhiéngen, ob die Parallele zu af durch den zugehérigen
Eckpunkt des Seilpolygons dieses berithrt oder durchdringt, und
dies wird davon abhidngen, ob der oben mit & bezeichnete Teilpunkt
auf der entsprechenden Seite des Kriftepolygons liegt oder nicht.
Fillt er in eine Ecke K;, so tritt fir @' das Maximalmoment ein,
sobald sich Q" nur iber der Seite S;S;,, des Seilpolygons befindet.
Wir erhalten daher den folgenden Satz:

Satz 24. Teilt man den Ballen im Verhdlinisse der Lasten eines
diber 1hn beweglichen Lastenzuges, so tritt fiir einen Punkt jedes Teiles
das Mazvmum des Biegungsmoments ein, wenn die dem Teile ent-
sprechende Last sich iber dem Punkte befindet, fiir den Teilpunkt
selbst, wenn die Strecke zwischen den beiden Lasten ihn enthdlt (Asimont).

Ebenso leicht ist die Frage zu beantworten, wann unter einer
bestimmten Stelle des Zuges das grofite Biegungsmoment eintritt;
offenbar dann, wenn die Vertikale durch diese Stelle die SchluB-
linie af in ihrem Berithrungspunkte C mit der Parabel trifft. Denn
alle andern SchluBlinien werden diese Vertikale oberhalb von C
schneiden. Nun schneiden sich doch die Strecken af und Sy in
ihrem gemeinsamen Mittelpunkte u, der hiernach auch Mittelpunkt
der Strecke Co ist, wo o, der Schnittpunkt von af mit der Verti-
kalen durch S, unterhalb des Schwerpunktes der Lasten liegt. Wir
erhalten hiernach das Resultat:

Satz 25. Unter jeder Stelle des Zuges tritt dann das grofte Bie-
gungsmoment auf, wenn die Mitte des Balkens in der Mitte zwischen
dieser Stelle und dem Schwerpunkte der Lasten liegt.

Da endlich die Vertikalstrecken zwischen dem Seilpolygone und
der Parabel ein Maximum nur erreichen kénnen, wenn sie einen Eck-
punkt des Seilpolygons enthalten, so kann auch die unter einer Last
befindliche Stelle des Zuges, fiir welche das Maximalmoment den
groBten Wert annimmt, und damit die ungiinstigste Stellung
des Zuges leicht gefunden werden. Die Aufgabe ist dieselbe wie
die in der 8. Aufgabe auf 8. 58 geloste.

Wir haben bisher immer angenommen, daf der Balken, von
den beweglichen Lasten abgesehen, unbelastet sei. Trigt er aber
auch eine ruhende Last, die aus Einzellasten oder einer kontinuier-
lichen Belastung oder aus beiden bestehen kann, so 1aBt sich zwar
die Frage nach dem Maximalmoment unter einer bestimmten Stelle
des Balkens ebenso behandeln. Denn zu dem Biegungsmoment der
beweglichen Lasten unter einer Stelle des Balkens haben wir nur
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das feste Moment der ruhenden Last hinzuzufiigen. Es kann aber
auf diesem Wege nicht das allergroBte Moment und die ungiinstigste
Stellung des Zuges gefunden werden. Wir entwickeln deshalb noch
ein zweites Verfahren zur Behandlung des Problems. Bei diesem
Verfahren! denkt man sich mit der horizontalen Verschiebung des
Lastenzuges das Krifte-
polygon in seiner Verti-
kalen so verschoben, daB
bei Festhaltung des Poles
zugleich die SchluBlinie
des Seilpolygonsfest bleibt.
Um die Abhingigkeit der
beiden Bewegungen von- '
einander in diesem Sinne g ;
regeln zu konnen, schicken 3 i e SR St
wir den folgenden Hilfs- Fig. 45.

satz voraus:

Hilfssatz. Wird die Angriffslinie a einer Kraft k=K,K,
parallel zu sich selbst um die wagerechte Strecke b
nach o' und gleichzeitig die Kraftstrecke KyK; in ihrer
Geraden um die Strecke ¢ nach Ky'K,” verschoben, und
zeichnet man fiir jede Lage ein zu demselben Pole P
gehoriges Seilpolygon, so schneiden sich die beiden ersten
und die beiden zweiten Seiten in Punkten T, und T,

mit dem wagerechten Abstande t=k—2— (Fig. 45).

Zieht man némlich den zu T, T, parallelen Polstrahl, und sind
© und &' die Schnittpunkte von Ty7T, mit @ und a’, so folgt aus
dhnlichen Dreiecken, da KK,: K K,=T,&:TyT,und KK, : Ky K,
=To@ :TyT,, also auch TyT;:k=T&:KK,=T,&": KK, und
hieraus Ty T,:k=&&": K, K, =b:c, folglich in der Tat t=k%-

Werden daher die beiden Verschiebungen kontinuierlich und so
vorgenommen, daB b:c =g konstant bleibt, so wird, sobald sich die
erste Seite des verdinderlichen Seilpolygons um den festen Punkt T,
dreht, sich auch die zweite Seite um den festen Punkt T, drehen.
Denn der Schnittpunkt irgend einer zweiten Seite mit irgend einer
andern mufl auf derjenigen Parallelen zu der jetzt wieder vertikal
anzunehmenden Kriftelinie liegen, welche von T, den im Sinne der

1 Vgl. hierzu W. Stahl, Zeitschr. d. Ver. d. Ing. 1877, S.7; H. Zeuthen,
Tekn. Foren. Tidskr. 1877; R. v. Mises, Dinglers Polyt. Journ. 1906, S. 595;
W. Vogt, Zeitschr. d. Ver. d. Ing. 1913, S. 620.
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72 Theorie des Balkens.

Verschiebung zu rechnenden horizontalen Abstand t=pf-k besitzt.
Deshalb beschreibt, wie wir zeigen werden, die S des Seilpolygons
ToST, bei der Verschiebung der Last eine Parabel mit vertikaler
Achse. Schneiden ndmlich (Fig.46) die Seiten TS und TS die
Vertikalen durch T; und T, in a; und a,, so treffen die Geraden aya,
die Vertikale durch die Mitte = von T, T, in demselben festen Punkte T
Aus dhnlichen Dreiecken folgt némlich Tyay: Ty T;=K,K:PK und

Ti0,:TyTy=KK,:PK, also Toay+ T;0,:TyT;=K,Ky:PK, es ist
daher wirklich 7T =} (Toag+ Ty0;) = - K, K, konstant. Durch

T gehen offenbar auch die Parallelen durch T und T, zu P&, und
PR, wo R K=K& =K,K, ist; sie entsprechen den Lagen der
Last tber Ty und T;. Schneidet daher die Parallele durch S zu
Go0, die Geraden Ty T und T, T in g, und o,, so folgt aus den Pro-
portionen Tyop:0,T=T,S:Sa,=T,&:&T,, daB ¢,& || TT,, und
ebenso aus T40,:0, T=T,8:8S0,=T,5:8T,, daB 0, & || T T,. Wir
sehen also, daB der Ort der Ecken S des Seilpolygons der
wandernden Last nichts anderes ist als die zum Pole P
und der iiber den zwischen Tya, und T;a;, gelegenen hori-
zontalen Balken gleichm&Big verteilten kontinuierlichen
Last R,®, gehorige Seilparabel (vgl. S.56).

Verschieben wir nun einen Zug von Lasten ky, k,, ..., k, iber
den horizontalen Balken 4 B und gleichzeitig das zugehorige Krifte-
polygon KyK,...K, in seiner Vertikalen so, daB das Verhiltnis B
der horizontalen Strecke b, um die sich der Zug verschiebt, zu der
vertikalen Strecke ¢, um die sich das Kréftepolygon verschiebt,
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konstant bleibt, so werden die zweiten, dritten, ..., (n-1)ten
Seiten der zu einem festen Pole P gezeichneten Seilpolygone durch
feste Punkte 7'y, T, ..., T, laufen, wenn die erste Seite durch einen
festen Punkt T, geht. Diese Punkte werden von den Vertikalen
durch T, die horizontalen Abstinde Sk, B (ky+ky), -« ., B(ly+ T+ ..
+k,)=p+ K,K, haben. Liegt daher T, iiber 4 und wird f=
AB:K,K, angenommen, so wird auch 7, iber B liegen, so daB
wir fiir alle Seilpolygone dieselbe SchluBlinie 7,7, haben werden.
Zugleich sieht man, daB die Vertikalen durch die Punkte T'; den
Balken 4 B im Verhiltnisse der Lasten teilen (Fig. 47). Die Ecken S;

o mr———— ..

L

I A
@ B

Fig. 47.

der Seilpolygone beschreiben hierbei Parabeln mit vertikalen Achsen
zwischen je zwei Drehpunkten T'; ; und 7;. Hieraus findet man
leicht einen neuen Beweis des 24. Satzes von Asimont.

Nun sind wir durch unseren Beweis fiir die Parabeln auf eine
andere Deutung der Figur gefiihrt. Jede Parabel T; ,S;T; ist ndm-
lich eine Seilparabel fiir den Pol P und die iiber den unter ihm ge-
legenen Balkenteil @;_,@; gleichmiBig verteilte kontinuierliche Last
R, 8, wo ®_; bzw. &' diejenigen Lagen von K, ; bzw. K, sind,
welche den Stellungen des Zuges mit der Last k; iiber @;_, bzw. @;
entsprechen. Da hierbei K; bzw. K;_; auf den zu T,_, T, parallelen

Polstrahl zu liegen kommt, so ist Ri_lﬁi’=2b‘=2-Qi_1Q;%-
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74 Theorie des Balkens.

Alle diese Seilparabeln gehoren also zu derselben iiber den ganzen
Balken gleichméBig verteilten kontinuierlichen Last 2:-Ky K,. Wir
diirfen aber den ganzen aus Parabeln bestehenden Linienzug ToT,
... T, nicht als Seilpolygon dieser kontinuierlichen Belastung an-
sehen, weil die Tangenten an die beiden in 7T, zusammenstoBenden
Parabeln zu PR, bzw. P&, parallel sind. Jener Linienzug gehort
daher als Seilpolygon zu den iiber die Balkenteile ;_,@; gleichméBig
verteilten kontinuierlichen Lasten &;_; &, und den in den Punkten @;
angreifenden Einzellasten &, R;. Weil aber &; bzw. &,/ diejenige
Lage von K; ist, bei welcher k;,; bzw. k; durch Q; geht, so ist, wenn
a; der von links nach rechts gemessene Abstand dieser beiden Lasten
ist, ;8% :0;,=K,K,:AB, die in ; angreifende Einzellast &, &;

oKy

hat daher die nach oben gerichtete GroBe a,-%—B— . Da nun jener

Linienzug nach dem Satze von Asimont die Maximalmomenten-
kurve der Querschnitte des Balkens darstellt, so erhalten wir den
Satz:

Satz 26. Die Maximalmomentenkurve der Querschnitte eines
Balkens A B =1 fiir einen wber thn wandernden Lastenzug ky, kg, . . ., kg
(by+ky+. ..+ k,=k) mit den Achsenabstinden a,, &y, . . ., a,_, stimmt
mat der- Momentenkurve fiir eine gewisse ruhende Belastung unter Be-
nutzung desselben Poles diberein : diese ideelle Belastung besteht erstens aus
evner tber den ganzen Balken gleichmdfiig verteilten kontinuierlichen Last

von der Grofie 2k und zweitens aus nach oben gerichteten Einzelkrdiften

o k k k A
von den Gréfen ay—, Gy, ..., Gny, deren Angriffspunkte Qy,

Qs .., Qu_y den Balken AB vm Verhdlinisse der Lasten des Zuges

Sollen auBler den beweglichen Lasten noch ruhende Lasten be-
riicksichtigt werden, so kommt an jedem Querschnitte zu dem maxi-
malen Momente der laufenden Lasten einfach das konstante Biegungs-
moment der ruhenden Lasten hinzu. Man hat darum einfach die
gegebenen ruhenden Lasten zu der ideellen FErsatzbelastung hinzu-
zunehmen und erhdlt in der fiir diese ganze ruhende Belastung kon-
struierten Momentenkurve die tatséichliche Maximalmomentenkurve.
Wir erhalten so:

Satz 27. Ist aufer den bewegten Lasten eime ruhende Balken-
belastung zu beriicksichtigen, so liefert die fiir diese und die ideelle
Ersatzbelastung konstruierte Momentenkurve die Mazimalmomenten-
kurve.

Hat man auf diesem Wege die Maximalmomentenkurve ge-
wonnen, so ist es auch leicht, das allergr6fite auftretende Moment

www.rcin.org.pl



Maximalmomentenkurve. v

und die ungiinstigste Stellung des Lastenzuges zu ermitteln.
Man braucht nur die Scherkraftlinie fiir die entsprechende ruhende
Belastung zu zeichnen und erhilt durch deren Schnittpunkt mit
der Abszissenachse den Querschnitt allergroBten Biegungsmoments.
Die zugehorige ungiinstigste Stellung des Zuges ist dann diejenige,
bei welcher die Last k; den Querschnitt enthilt, wenn der Quer-
schnitt selbst der Strecke @;_;@; angehort.

Die Bestimmung des groBten Momentes unter einer Stelle des
Zuges ist nach dem zweiten Verfahren nicht so einfach.
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§ 4.
Theorie der Fachwerke (einfachere Fille).

17. Begriff des Fachwerks, Spannungsproblem.

Unsere bisherigen Betrachtungen haben wesentlich dem Gleich-
gewichte von Kriften gegolten, die auf eine starre, freie oder ge-
stitzte Scheibe wirken, sich aber nicht auf die dadurch in der Scheibe
hervorgerufenen inneren Krifte bezogen. KEine solche Untersuchung
ist in der Tat auf rein statischem Wege nur moglich, wenn diese
inneren Krifte oder Spannungen nicht jede beliebige Richtung
haben diirfen, sondern durch die eigentiimliche Gliederung der
Scheibe auf ganz bestimmte Richtungen beschrinkt sind. Eine
solche Gliederung haben die sogenannten Fachwerke, die wir fol-
gendermafen definieren:

8. Definition. Unter einem (ebenen) Fachwerke ver-
steht man ein System von Stédben, die in ihren End-
punkten, den Knotenpunkten, derart durch Gelenke
miteinander verbunden sind, daB das Ganze eine starre
ebene Scheibe bildet.

Die Bildungsgesetze solcher Fachwerke werden wir erst allmiahlich
kennen lernen und verweisen den Leser zur vorldufigen Orientierung
auf die folgenden Figuren. Uns wird hier nicht hauptsichlich die
Starrheit der Fachwerke, sondern ihre sogenannte statische Be-
stimmtheit interessieren. Wird némlich vorausgesetzt, dall die auf
das Fachwerk wirkenden &dufleren Krafte nur in den Knotenpunkten
angreifen, so kann man jede solche duBere Kraft nach den Staben
zerlegen, die von ihren Angriffspunkten ausgehen. Da aber in jedem
Knotenpunkte, wie wir sehen werden, im allgemeinen mehr als zwei
Stibe zusammenlaufen, so wiirde diese Zerlegung an und fiir sich
auf mehr als eine Weise moglich sein.

Sollen nun die &uBeren Krifte im Gleichgewichte sein, so werden sie
es durch Vermittelung der Stéibe des Fachwerks tun, d.h. diein jedem
Stabe resultierenden Komponenten werden sich aufheben miissen.
In der Tat kénnen, da die Scheibe nur aus den Stéiben besteht, die
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wir uns beliebig dinn zu denken haben, innere Krifte nur in den
Stabachsen wirken. Ist die Zerlegung mit dieser Beschrinkung auf
eindeutig bestimmte Weise méglich, so heit das Fachwerk statisch
bestimmt. Wir stellen hiernach die folgende Definition auf:

9. Definition. Lassen sich die miteinander im Gleich-
gewichte stehenden, in den Knotenpunkten eines Fach-
werks angreifenden, sonst aber beliebigen Kréfte so in
eindeutiger Weise nach den Stiében des Fachwerks zer-
legen, daB jeder Stab fir
sich im Gleichgewichte
steht, in 1hm also zwei
entgegengesetzt gleiche
Spannungen wirken, so
heiBt das Fachwerk statisch
bestimmt; die Bestim-
mung dieser Spannungen
heiBt das Spannungs-
problem.

Die Methoden zur Liésung
dieses Spannungsproblems kntip-
fen am besten an die Bildungs-
gesetze des Fachwerks an, von
denen wir in diesem Paragraphen
nur die einfacheren und in der
Technik hauptsichlich verwen-
deten behandeln wollen. Als
einfachsten Reprisentanten eines Fig. 48.

Fachwerks kénnen wir offenbar

ein Dreieck betrachten. In den Knotenpunkten P,, P, P, (Fig. 48)
werden drei durch einen Punkt ) laufende Kriifte angreifen, die zu dem
geschlossenen Kriftepolygone KK, K,K, gehoren. Zerlegen wir dann
die in P; angreifende Kraft K,K, nach den beiden Komponenten
KyP | P,P; und PK, | P,P, so ist nach dem 2. Hilfssatze auf
S.11 auch PK, || P,P,, wie aus der Betrachtung der beiden Vierecke
P, PyQ Py und PK,K,K, hervorgeht. Es sind daher K, P und PK,
die Komponenten der in P, angreifenden Kraft K,K, und ebenso
K,P und PK, die Komponenten der in P, angreifenden Kraft K,K,.
In diesem einfachsten Falle besitzt also das Spannungsproblem
eine eindeutig bestimmte Lésung, das Dreieck ist ein statisch be-
stimmtes Fachwerk.

Man wird bemerken, daB die beiden Teile unserer Figur einander
in dem Sinne entsprechen, daf jeder Geraden des einen Teiles eine
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ihr parallele Gerade im andern Teile entspricht und drei Geraden
durch einen Punkt drei Seiten eines Dreiecks; in der Figur sind
zweimal drei dieser Dreiecke durch die eingeklammerten Buchstaben
der ihnen entsprechenden Punkte bezeichnet, den Dreiecken P; P, P,
und K,K,K, entsprechen die Punkte P und @. Dieses Entsprechen
wird sich in der Folge als sehr wichtig erweisen.

Die in den Endpunkten P, und P, des Stabes P, P, angreifen-
den Komponenten PK; und K,P werden, da sie in das Innere des
Stabes gerichtet sind, einen Druck auf ihn ausiiben. Wir werden
daher den folgenden Satz anmerken konnen:

Satz 28. In dem Stabe P;P, wird Druck oder Zug herrschen,
je nachdem die von P; ausgehende Komponente von P, mach P, ge-
richiet ist oder umgekehrt.

18. Erstes Bildungsgesetz von Fachwerken, Krifteplan, Dreiecksnetz.

Aus einem Dreiecke koénnen wir offenbar immer neue Fach-
werke dadurch herleiten, daB wir je einen neuen Knotenpunkt
durch zwei neue Stdbe angliedern. Ist ein so entstandenes
Fachwerk statisch bestimmt, so ist es auch das durch den nichsten
Schritt entstehende, vorausgesetzt, daB der neue Knotenpunkt nicht
mit den zwei alten, an die er angegliedert wird, in gerader Linie liegt.
Von diesem Falle abgesehen kénnen wir ndmlich die in dem neuen
Knotenpunkte angreifende Kraft nach den beiden neuen Stében
zerlegen und diese dann wieder fortlassen, wenn wir nur die beiden
Komponenten zu den in den ibrigen Knotenpunkten angreifenden
Kriften als duBere Krifte hinzufiigen. Denn waren die duBeren Krifte
vorher im Gleichgewichte, so bleiben sie es auch nach Zerlegung
einer derselben in zwei Komponenten. Diese beiden Komponenten
stellen nun auch die Spannungen in den beiden fortgelassenen Stiben
dar, und wir haben nun unser Spannungsproblem fiir das Fach-
werk mit einem Knotenpunkte und zwei Stiben weniger zu losen.
Jene Komponenten sind dann mit den duBeren Kriiften, mit denen
sie den Angriffspunkt gemein haben, zusammenzusetzen, und es
beginnt nunmehr derselbe ProzeB mit einem Knotenpunkte, in dem
nur zwei Stdbe zusammenstofen, bis wir auf das Anfangsdreieck
kommen.

Was den ausgeschlossenen Fall betrifft, daB der neue Knoten-
punkt 4 mit den beiden Knotenpunkten B und C, an die er an-
geschlossen werden soll, in einer Geraden liegt, so ist klar, daB die in
A angreifende duBere Kraft nach BC fallen muB, sollen anders end-
liche Komponenten nach 4 B und AC resultieren. Aber auch dann
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kann die eine dieser Komponenten ihrer Gréfe nach noch beliebig
angenommen werden, wonach die andere bestimmt ist, so daB ein
solches Fachwerk statisch unbestimmt wiare. Wir werden spéter
sehen, daB man BC auch als einen iiberzihligen Stab eines soge-
nannten statisch unbestimmten Fachwerks betrachten kann, in dem

\

/
M

Fig. 49.

aber die Spannungen unter Beriicksichtigung der elastischen De-
formationen doch bestimmt werden kénnen. Wir schlieBen aber
solche Fachwerke im allgemeinen aus.

Wir wollen unser Verfahren an dem Beispiele eines Fachwerks
erldutern, das aus den drei Dreiecken (Q,), (@), (@s), den fiinf Knoten-
punkten P,, P, P, P, Pjund den sieben in der Figur sichtbaren
Stiben besteht. In den ersten vier Knotenpunkten mégen die mit-
einander im Gleichgewicht stehenden, zu dem Kréftepolygon
K K,K,K,K, gehorigen #uBeren Krifte angreifen, so daB KK,
zur Verbindungslinie der Schnittpunkte der ersten beiden einerseits
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80 Theorie der Fachwerke (einfachere Fille).

und letzten beiden anderseits sein muB; dann hebt in der Tat die
Resultante der ersten beiden die der letzten beiden auf (Fig. 49,
beim Entwerfen dieser Figur wird man am besten zuerst diese Krifte
und dann die Knotenpunkte des Fachwerks annehmen). Nun zer-
legen wir zuerst die in P; angreifende Kraft K K, nach den beiden
zu P, P; und P, P, parallelen Komponenten K@, und @,K,. Wir
werden also P; mit seinen beiden Stdben fortlassen koénnen, wenn
in den vier Knotenpunkten des dadurch entstehenden Fachwerks
die zu dem Kriftepolygone Q,K,K;K,Q, gehérigen duBeren Krifte,
die nun ihrer Entstehung gemaf von selbst im Gleichgewichte stehen
miissen, angreifen lassen. Nunmehr zerlegen wir zweitens die in
P, angreifende Kraft @,K, nach den beiden zu P,P; und P,P,
parallelen Komponenten @,Q, und @,K,, lassen P, mit seinen Stiben
fort und behalten schlieBlich das Dreieck P3P,P, mit den zum
Polygone Q,K;K,Q, gehorigen &uBeren Kriften iibrig; die Span-
nungen in den Seiten P;P;, P3P, P, P, sind dann nach dem obigen
durch die Strecken @,Qs Q3K @5K, dargestellt. ;

Damit ist das Spannungsproblem des vorliegenden Fachwerks
gelost, und zwar haben sich die Spannungen der Stibe in duBerst
iibersichtlicher Weise in das Kriftepolygon eingefiigt. Wir wollen
diese Figur, die man einen Kréfteplan nennt, folgendermaBen defi-
nieren:

10. Definition. In einem Krifteplane sind die #duBeren
und inneren Krifte eines Fachwerks so geordnet, da8
die in einem Knotenpunkte des Fachwerks zusammen-
laufenden Krdfte ein geschlossenes Polygon bilden, um-
gekehrt aber auch jedem Polygone des durch die An-
griffglinien der &duBeren Krdfte erweiterten Fachwerks
ein Punkt des Krafteplans entspricht.

In der Tat bringt die Figur unmittelbar die den Knotenpunkten
des Fachwerks entsprechenden Polygone (P,), (P,), ..., (Ps) zur
Darstellung und ebenso die den Dreiecken des Fachwerks entsprechen-
den Punkte @, @, @3 Die den Eckpunkten des Kriftepolygons
entsprechenden und je zwei Angriffslinien duBerer Krifte als Seiten
enthaltenden Polygone wird man aber besserer Ubersicht wegen als
offen betrachten, indem man die Angriffslinien der #ufBeren Kréfte
beliebig verlingert denkt. Setzt man also in diese Felder die (ein-
geklammerten) Buchstaben der ihnen entsprechenden Eckpunkte des
Kriftepolygons, so ist die in jedem Stabe herrschende Spannung
unmittelbar durch die Verbindungsstrecke der denjenigen beiden
Feldern des so erweiterten Fachwerks entsprechenden Punkte ge-
geben, an welche der Stab anst6Bt. Hierdurch ist nicht nur die Uber-
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sicht iiber die Spannungsverhiltnisse des Fachwerks auBerordentlich
erleichtert, sondern es fliet auch iberall da, wo ein solcher Krifte-
plan existiert, hieraus eine einfache Regel zur Konstruktion des-
selben und damit zur Bestimmung der Spannungen. Man wird
stets ein solches Feld des Fachwerks zu suchen haben, das an zwei
Felder des erweiterten Fachwerks anstoBt, deren entsprechende
Punkte sei es als Eckpunkte des Kraftepolygons, sei es als schon
konstruiert bekannt sind. Die Parallelen durch diese Punkte zu den
Stiben, die die den Punkten entsprechenden Felder mit dem ersten
Felde gemein haben, liefern dann als Schnittpunkt den diesem Felde
entsprechenden Punkt des Krifteplanes und damit die Spannungen
in diesen beiden Stiben. So st6B8t das Feld (@,) an die beiden Felder
(Ko) und (K,), so daB die Parallelen durch K, zu P, P; und durch
K, zu P;P, den Punkt @, und damit die Spannungen K,(; und
Q, K, liefern, das Feld (@,) sto8t dann an die beiden Felder (¢,) und
(K,) usf. Es ist ja diese Regel ganz gleichbedeutend mit der oben
vorgenommenen Zerlegung der in dem zuletzt angegliederten Knoten-
punkte angreifenden Kraft, nur daB die Bestimmung der Spannungen
nach dieser Regel fast mechanisch vorgenommen werden kann.
Auch die Entscheidung dariiber, ob die einzelnen Stabe gedriickt
oder gezogen seien, kann an der Hand des Krifteplanes leicht gefillt
werden. FEr gibt ja unmittelbar die Komponenten jeder &uBeren
Kraft nach den von ihrem Angriffsknotenpunkte ausgehenden
Staben durch das diesem entsprechende Polygon an. So erhalten
wir in P, dem Polygone (P,) gemidB die Komponenten K,Q,, ©,Q,,
Q. K, von K K, so daB die drei Stibe P,P,, P,P;, P,P; Druck
erleiden. Dabei sorgt der Krifteplan gewissermaBlen von selbst
dafiir, daB die Komponenten der in den Endpunkten jedes Stabes
angreifenden Krifte nach diesem entgegengesetzt gleich werden.
Denn durchliuft man die die Spannungen liefernden Seiten jedes
Polygons von dem Anfangspunkte der zugehorigen Seite des Krifte-
polygons aus, so wird der Endpunkt der letzten Spannungsseite
von selbst Anfangspunkt der ersten, sich mit jener deckenden des
nichsten Polygons, mit andern Worten, jede Seite eines der den
Knotenpunkten des Fachwerks entsprechenden Polygone wird in
verschiedenem Sinne durchlaufen, je nachdem sie dem einen oder
dem anderen der beiden anstoBenden Polygone angehort., Durch
diese Regel bestimmt sich zugleich die Umlaufungsrichtung eines
Polygons, das keine Seite des Kriftepolygons enthalt, wie z.B.
von (Pg). Da die den Eckpunkten eines der Polygone des Krifte-
planes im erweiterten Fachwerke entsprechenden Polygone sich
ihrer Entstehung nach liickenlos um je einen Knotenpunkt lagern,

Schur, Graphische Statik. 6
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so entspricht der Umlaufsrichtung eines Polygons des Krifte-
planes ein Drehungssinn im Knotenpunkte. Man sieht nun leicht,
daB allen Knotenpunkten derselbe Drehungssinn zukommt, wenn
man die um jeden Knotenpunkt gelagerten Polygone so aufeinander
folgen 14Bt, daB die ihnen im Krafteplane entsprechenden Punkte
die vom Knotenpunkte ausgehenden Stabkrifte angeben sollen.
Denn der Drehungssinn, der etwa um P, von (§,) nach (K,) fiihrt,
tithrt auch um P von (K,) nach (),). Wir erhalten so das Resultat:

Satz 29. Kann das Spannungsproblem eines Fachwerks durch
einen Krdfteplan gelost werden, so gehort allen Knotenpunkten des
Fachwerks derselbe Drehungssinn zu, in welchem die um jeden Knoten-
punkt gelagerten Polygone einander folgen miissen, damit die Ver-
bindungsstrecken der ihnen wm Krdfteplane entsprechenden Punkte
auch der Pfeilrichtung nach die vom Knotenpunkte ausgehenden Stab-
krdfte angeben; sie bedeuten Druck oder Zug, je machdem diese Krdfte
vom Knotenpunkte aus in den Stab hinein wirken oder micht.

Zur Einiibung des Lesers wurde noch ein zweites Fachwerk
mit 6 Dreiecken, 8 Knotenpunkten und 13 Stéiben nebst dem zu-
gehorigen Krafteplane konstruiert (Fig. 50). Hier konnten die Eck-
punkte K, Kq, K,, K,, K,, K,, K; und die Richtung der Seite K3K,
des Kriftepolygons beliebig angenommen werden. Dann findet man
nach unserer Regel der Reihe nach die Punkte @, Q,, @5, Qs @5 Qe
im Krifteplan als den Dreiecken des Fachwerks entsprechend. Nun
ergibt sich K, als Schnittpunkt der zuletzt angenommenen Geraden
mit der Parallelen durch Q¢ zu P,P;, und dadurch ist dann auch
die in Py angreifende duBere Kraft K, K; der GroBe und Pfeilrichtung
nach gegeben. DaB hier die duBeren Krifte wirklich im Gleich-
gewichte stehen, ergibt sich aus der Existenz des Krifteplanes ganz
von selbst. Denken wir uns ndmlich von jedem Knotenpunkte aus
Stabkrifte nach der Regel des letzten Satzes angebracht — der
Drehungssinn ist hier entgegengesetzt demjenigen des Uhrzeigers —,
so erhalten wir 2 x 18 Krifte, die jedenfalls im Gleichgewichte mit-
einander stehen. Setzen wir aber die von jedem Knotenpunkte aus-
gehenden Stabkrifte zu je einer Resultante zusammen, so erhalten
wir der Figur gemif gerade die Seiten des Kriftepolygons. Dal wir
von den in den acht Knotenpunkten angreifenden #uBeren Kriften
sechs ganz beliebig und von der siebenten noch die Angriffslinie an-
nehmen konnten, entspricht offenbar dem Umstande, daf wir, um
ein Gleichgewichtssystem zu erhalten, nur die Resultante der sechs
angenommenen Kriifte in zwei Komponenten zu zerlegen haben, von
denen die eine die angenommene Angriffslinie und die andere den
achten Knotenpunkt als Angriffspunkt besitzt (s. 4. Aufgabe auf
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8.27); die diesen beiden Komponenten entgegengesetzt gleichen
Krifte stehen also mit den sechs angenommenen im Gleichgewicht.
In den Anwendungen wird die anzunehmende Angriffslinie die Auf-
lagernormale des beweglichen Auflagergelenks sein und der letzte
Knotenpunkt in das feste Auflagergelenk fallen.

Fig. 50.

Die Losbarkeit des Spannungsproblems mit Hilfe eines Krifte-
planes ist nun keinesfalls immer moglich. Indem wir uns ein Eingehen
auf die hierfiir erforderlichen Bedingungen fiir den nichsten Para-
graphen vorbehalten, bemerken wir, da die Moglichkeit, die &uBeren
und inneren Krifte der behandelten Fachwerke in einen Kriifteplan
anzuordnen, darin ihren Grund hat, daB diese Fachwerke sogenannte
Dreiecksnetze bilden. Wir konnen diese folgendermaBen definieren:

6*
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11. Definition. Ein Fachwerk heiBt ein Dreiecksnetz
wenn es aus einem Dreieck durch Ansetzung immer
neuer Dreiecke mit je zwei neuen Seiten entsteht, und
die Dreiecke des Fachwerks niemals iibereinander liegen.

Die letzte Bedingung ist sehr wesentlich, da wir ein neues Drei-
eck auch nach dem Inneren eines schon vorhandenen ansetzen kénnten,
eck auch nach dem Inneren eines schon vorhandenen ansetzen
koénnten, so daB auch eine Uberschneidung der Stibe eintreten konnte;
all dies soll ausgeschlossen werden. Auch daB jedes neue Dreieck
mit zwei neuen Stiben an einen schon vorhandenen anzusetzen ist,
ist besonders zu beachten, da z. B. in Fig. 49 ein neues Dreieck
auch durch Einfiigung des Stabes P, P, angesetzt werden konnte.
Dies ist schon dadurch ausgeschlossen, daf eine solche Ansetzung
nicht unter unser Bildungsgesetz fallen wiirde. Dies Gesetz liefert
natiirlich allgemeinere Fachwerke als Dreiecksnetze; denn gliedern
wir an das Fachwerk in Fig. 49 einen Knotenpunkt Pg an P; und
P, an, so enthélt das dadurch entstehende Fachwerk auch ein Vier-
eck. Bei einem solchen Fachwerke wiirde der Knotenpunkt Py
nicht am Rande liegen, wihrend die Knotenpunkte eines Dreiecks-
netzes alle am Rande liegen. Denn dies gilt sicher fiir ein Dreieck,
und da bei Ansetzung eines neuen Dreiecks sowohl die beiden schon
vorhandenen Ecken am Rande bleiben als auch die neue Ecke an
den Rand tritt, so ist unsere Behauptung bewiesen. Ordnet man
nun die duBeren Krifte im Kréftepolygon so aneinander, wie ihre
Angriffspunkte am Rande des Fachwerks aufeinander folgen, so
kann die Bestimmung der Spannungen nach der obigen Regel ge-
schehen, es existiert also ein Krifteplan; es ist aber zu bemerken,
daB die den Knotenpunkten des Fachwerks entsprechenden Polygone
eines solchen Krifteplanes nicht notwendig so nebeneinander ge-
lagert zu sein brauchen wie in den letzten beiden Figuren. Wir
merken aber das Resultat an:

Satz 80. Zu jedem Dreiecksnetze, das unter der Einwirkung von
mitetnander im Gleichgewichte stehenden Krdiften steht, gehort ein
Krifteplan.

Diese Kriftepline werden meist nach Cremona benannt, der
sie zuerst systematisch untersuchte, ihr Erfinder aber war Maxwell,

19. Zweites Bildungsgesetz von Fachwerken. Spannungsbestimmung
nach Culmann und A. Ritter.

Durch das erste Bildungsgesetz kann offenbar niemals ein Fach-
werk gefunden werden, von dem kein Knotenpunkt weniger als
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drei Stibe enthilt. Solche Fachwerke liefert z. B. das folgende
Bildungsgesetz: Man bilde aus zwei statisch bestimmten
Fachwerken 2 und B dadurch ein neues Fachwerk @,
daB man Y und B durch drei neue Stibe a, b, ¢, die nicht

Fig. 51.

durch denselben endlichen oder unendlich fernen Punkt
laufen, miteinander verbindet. Verbindet man z. B. zwei
Dreiecke 4 BC und A’ B’C’ durch die Stibe 4 4’, BB’, CC’ (Fig. 51),
so entsteht ein Fachwerk mit drei Stiben durch jeden Knotenpunkt.
DaB ein so entstandenes Fachwerk statisch bestimmt sei, erkennt
man folgendermaBen.
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Zerlegt man das auf 9 wirkende Kriiftesystem nach der 5. Auf-
gabe auf S.28 in drei Komponenten nach den drei neuen Stdben
a, b, ¢, so miissen diese den auf B wirkenden Kriften das Gleich-
gewicht halten, da der Voraussetzung geméB die auf 9 und B wir-
kenden Krifte miteinander im Gleichgewichte sein werden. Figt
man also diese Komponenten den in den Knotenpunkten von B
angreifenden Kriften hinzu, so kann man zuerst fir B das Span-
nungsproblem lésen. Fiigt man ebenso die jenen Komponenten
entgegengesetzt gleichen Kréifte den in den Knotenpunkten von A
angreifenden Kriften hinzu, so kann man weiter das Spannungs-
problem fiir B 16sen. Die Komponenten nach a, b, ¢ sind endlich
die Spannungen in diesen Stiaben, und zwar werden sie Druck oder
Zug bedeuten, je nachdem die Komponenten der auf 2 wirkenden
Krifte von den zu U gehorigen Knotenpunkten aus in die Stabe
hinein wirken oder nicht.

Wir erhalten daher auch in Riicksicht auf das erste Bildungs-
gesetz den Satz:

Satz 81. Aus einem statisch bestimmiten Fachwerke erhdlt man
stets wieder ewn solches, wemm man an dieses entweder einen meuen
Knotenpunkt mit zwes neuen Stdben so angliedert, daf3 der neue Knoten-
punkt mit den anderen Endpunkten der meuen Stibe nicht in gerader
Linie liegt, oder ein zweites statisch bestimmtes Fachwerk durch dre
neue Stibe, die nicht durch demselben endlichen oder unendlich fernen
Punkt laufen.

Diese beiden Bildungsgesetze ergaben von selbst auch die Liosung
des zugehorigen Spannungsproblems. Sie liefern zwar nicht alle
moglichen statisch bestimmten Fachwerke, doch fast alle in den
Anwendungen gebriuchlichen. Die an das zweite Bildungsgesetz
ankniipfende Bestimmung von Spannungen geht auf Culmann
zuriick, der sie allerdings nur unter der Voraussetzung anwandte,
daB durch das Fachwerk ein Schnitt, der nur drei Stdbe
trifft, so gefithrt werden koénne, daB das Fachwerk in
zwei Teile zerfiallt. Ist ndmlich das urspriingliche Fachwerk €
ein statisch bestimmtes, so miissen es auch die beiden Teile 2 und B
sein, in die es nach Abtrennung der drei durchschnittenen Stébe
a, b, ¢ zerfillt. Denn fiigen wir die Komponenten der auf % wirken-
den Krifte nach a, b, ¢ den auf B wirkenden Kriften hinzu, so hat
das hiermit gegebene Spannungsproblem fiir 8 nach Voraussetzung
sicher eine Losung, gibe es also unendlich viele, so wire auch €
statisch unbestimmt. Das von uns angegebene Bildungsgesetz ist
zwar dllgemeiner, weil zwei statisch bestimmte Fachwerke sehr
wohl durch drei Stdbe so verbunden werden kénnen, daB kein kon-
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tinuierlicher Schnitt durch diese drei Stibe moglich ist, der nicht
auch andere Stébe trifft, fir die Anwendungen reicht aber obiges
Schnittverfahren im allgemeinen aus.

Dieser Gedanke, selbst das Fachwerk durch einen drei Stédbe
treffenden Schnitt in zwei Teile zu zerlegen, stammt von A. Ritter,
der aber die Bestimmung der Komponenten des auf den einen Teil
wirkenden Kriftesystems nach den drei Stiben oder der Spannungen
rechnerisch auf Grund des Satzes 11 auf S.24 von den Drehungs-
momenten vornimmt. Danach ist ndmlich das bekannte Drehungs-
moment der auf den abgetrennten Teil wirkenden Krifte gleich der
Summe der Drehungsmomente der drei gesuchten Spannungen in
bezug auf irgendeinen Momentenpunkt. Verlegt man diesen in den
Schnittpunkt von zweien der drei Stébe, so erhélt man die Spannung
in dem dritten Stabe als Quotient des Drehungsmoments jener
guberen Krifte durch den Abstand des Momentenpunktes vom
Stabe. Dies kann auf Grund des Satzes 13 auf S.25 mit Hilfe eines
Seilpolygons auch graphisch ausgefithrt werden. Macht man hierbei
die Poldistanz gleich dem Abstande des Momentenpunktes von dem
Stabe, so ist das Stiick der Parallelen durch jenen zur SchluBlinie
des Kraftepolygons zwischen der ersten und letzten Seite des Seil-
polygons direkt gleich der gesuchten Spannung. Die Entscheidung
iiber Druck oder Zug ist leicht aus dem Vorzeichen des Drehmomentes
zu fillen. In dieser Form ist das Rittersche Verfahren besonders
geeignet, die Spannung in einem solchen Stabe unabhiingig von den
ibrigen zu finden. Denn durch die in der Praxis vorkommenden
Fachwerke wird man im allgemeinen einen Schnitt so fithren konnen,
daB er hochstens drei Stabe trifft und das Fachwerk in zwei Teile
zerlegt.

Wir wollen dies an dem Beispiele des in Fig. 51 dargestellten
Fachwerks ausfithren. Wir nehmen an, daB nur in den Knoten-
punkten 4, B, B’, A’ die durch das Kriiftepolygon K,K,K,KiK,
dargestellten #uBeren Krifte angreifen; ihr Gleichgewicht ist da-
durch verbiirgt, daB die Verbindungslinie des Schnittpunktes € der
in 4 und B mit dem Schnittpunkte €’ der in 4" und B’ angreifenden
Krifte zu K, K, parallel ist. Wir zerlegen dann zuerst K,K, in die
beiden Komponenten K,® und DK, die in der Parallelen durch
R=(CC", €C') zu A4’ || BB’ und in CC’ angreifen. Alsdann wird
K,® mit Hilfe eines Seilpolygons in die Komponenten K,D und
D® nach 44’ und BB’ zerlegt. Nun zerlegt man in bekannter
Weise KyD, die Resultante von K4K, und der in 4’ angreifenden
Stabspannung K,D, in die Komponenten K48 und BD nach 4'B’
und 4'C’, dann K,B in die Komponenten K,E und E®B nach
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B'B und B'C’, endlich K E in die Komponenten K, und UAE
nach B4 und BC, so daB DY || A4C die Spannung in diesem letzten
Stabe darstellt. Nunmehr sind die Spannungen in unserem Fach-
werke ibersichtlich in einem Krifteplane angeordnet. Wir konnten
die Figur auch so gruppieren, daB den Knotenpunkten des Fach-
werks schlicht nebeneinander liegende Polygone im Kriifteplane ent-
sprechen, was in der Praxis im allgemeinen nicht der Fall ist. Die
Entscheidung iiber Druck und Zug kann firr die in den &ufBeren
Knotenpunkten endigenden Stibe in bekannter Weise nach Satz 29
auf S. 82 getroffen werden. Was aber den Stab CC’ betrifft, so
zeigt die Zerlegung der Resultante K K, der auf U wirkenden
Krifte in die Komponenten K,D, DE, EK,, daf die mittlere
Komponente von C nach C’ gerichtet ist, daB also der Stab CC’
gedriickt ist.

Die Anwendung der Ritterschen Methode ist hier weniger zu
empfehlen, ihre Vorteile kommen erst bei den praktischen Beispielen
zur Geltung, zu deren Behandlung wir jetzt iibergehen.

20. Verschiedene Dachbinder; Krahn.

12, Aufgabe. Fir den deutschen Dachbinder (Fig. 52)
unter der Einwirkung von Eigenlast, Winddruck und
Schneelast ist der Kriafteplan zu konstruieren.

Wiihlen wir hier dieselben Dimensionen wie beim vollwandigen
Dachstuhltriger in der 6. Aufgabe auf S.40, so konnen wir auch
die Krifte von jenem Beispiele iibernehmen und miissen sie nur
richtig auf die oberen Knotenpunkte (der oberen Gurtung) verteilen.
Auf jeden oberen Gurtstab entfillt ein Viertel der gesamten Higen-
last, das sich je zur Hilfte auf die beiden Endpunkte des Stabes
verteilt, so daB in P, und Pj je ein Achtel, in P,, Py, P, je ein Viertel
der Eigenlast angreifen. In derselben Weise verteilen sich auch
Winddruck und Schneelast auf die betroffenen Dachhilften und es
greifen an in P; und P, ein Viertel und in P, die Hilfte des Wind-
drucks, ferner in Py und Pj ein Viertel und in P, die Hilfte der
Schneelast. Das Eigengewicht der Konstruktion, das auch in P
eine Kraft hervorrufen wiirde, moge vernachlissigt werden. Als
Zug der duBeren Krifte ergibt sich demnach K, wirkend in P,
K,K, in P,, K,K, in P;, KK, in P, und K,R; in Py, wobei die
Zusammensetzung dieser Kriifte nach der obigen Vorschrift in der
Figur durch gestrichelte Linien angegeben ist. Die Bestimmung
der Auflagerreaktionen K&, und ®;K muf natiirlich dieselben
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Verschiedene Dachbinder; Krahn. 89

GroBen ergeben wie beim vollwandigen Dachstuhltriger. Setzen
wir sie mit den in P; und Py angreifenden Kriiften zu KK, und
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MaBstab: 2m = 1 cm, 1000kg = 1 cm.
Fig. 52.

K,K zusammen, so erhalten wir K K, K, K K K als das geschlossene
Kriiftepolygon der duBeren Kriifte, an das sich der Krifteplan an-
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zuschlieBen hat. Man kann ihn nach der allgemeinen Regel ohne
weiteres konstruieren, indem man immer die Felderbezeichnung im
Fachwerke beachtet. Man erhdlt Punkt 1 als Schnittpunkt der
Parallelen durch K und K, zu P, Pg und P;P,, Punkt 2 als Schnitt-
punkt der Parallelen durch K, und 1 zu P,P; und P,Pg usw. Zur
Vermeidung gr6Berer Zeichenfehler wird man gut tun, den Krifte-
plan bei derartigen symmetrischen Fachwerken von den beiden
Auflagerkriaften her zu konstruieren; man erhilt dann fir den mitt-
leren Stab eine wirksame Kontrolle. Aus dem Plane ergibt sich die
Verteilung von Druck und Zug.

Zur Konstruktion der beiden folgenden Fachwerke ist auBler
dem ersten auch das zweite Bildungsgesetz heranzuziehen. Es sind
keine reinen Dreiecksnetze mehr, sie sind aber aus zwei Dreiecksnetzen,
die in einem Knotenpunkte und durch einen Stab zusammenhéngen,
zusammengesetzt, und wir werden sehen, daB wir bei der angenom-
menen Belastung auch fiir sie einen Krifteplan konstruieren kénnen.

13. Aufgabe. Fiir den nebenstehenden Dachbinder
(Fig. 58) unter Einwirkung von Eigenlast und Winddruck
(125 kg bzw. 160sin2 (a+p) kg pro qm Dachflache) ist das
Spannungsproblem zu lésen.

Hier sind zunichst die GroBen E,, E, und W,, W, von Eigen-
last und Winddruck, die den verschieden geneigten Dachflichen zu-
kommen, zu bestimmen. Der MaBstab sei wieder 1cm=2m,
1 em=1000 kg und der Binderabstand sei 8 m. Die Grundfliche
jeder der vier Dachflichen ist dann 3-3=9 qm und es ist E, =
0L VAR 1 LS Mg, : R W 9-160 sin®(@, +6) _
1000 cos o, coS oy CO8 oy AtdR 1000 cos a,
1,44 500 @+0 o W,=1,44 6in*(@+f) om. Die hiernach notigen Kon-

cos a, COS ay
struktionen sind in der Nebenfigur ausgefithrt. Da sich nun Eigen-

last und Winddruck der iiber jedem Stab liegenden Dachfliche

wieder je zur Hilfte auf die beiden Endpunkte des Stabes verteilen,

: : W E, . W+ W E, +E
so wirken in Py RK; = - + 5, in P, KK, = n; s 4 1; L

in Py Kyly="2 + By in P, Ko, =24 und in Py K,
= % Durch den zur SchluBlinie eines durch das feste Auflager-

gelenk P, gehenden Seilpolygons parallelen Seilstrahl erhélt man
dann die Auflagerreaktionen 4 =K&, und B=8®;K. Setzt man
sie mit den an den gleichen Gelenken angreifenden #uBeren Kriften
zusammen, so ergibt sich KK, K,K,K,K als das zugehorige ge-
schlossene Kriftepolygon. Da an jedem Knotenpunkte des Fach-

www.rcin.org.pl



Verschiedene Dachbinder; Krahn. 91

werks mindestens drei Stibe ansetzen, so kann hier mit dem gewohn-
lichen Zerlegungsverfahren nicht begonnen werden. Wir konnen
aber die Culmannsche Methode anwenden, indem wir einen Schnitt

I R

s

MaBstab: 2m = 1 cm, 1000 kg = 1 cm.
Fig. 53.

legen, der die drei Stibe P;P;, PgP, und P,Pj trifft. Setzen wir
dann die auf das Dreieck P,P,P; wirkenden Krifte zu einer Re-
sultante KK, zusammen, die durch den Schnittpunkt R dieser beiden
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92 Theorie der Fachwerke (einfachere Fille).

Krifte geht, so haben wir sie nach diesen drei Stidben zu zerlegen.
Schneiden sich daher diese Resultante und P, P4 in S und die Stéibe
P, Py und P3Pg in T, so treffen sich die Parallelen durch K und
K, zu ST und P,P; in einem solchen Punkte 2, daB 2 K, die ge-

MaBstab: 2m = 1em, 1000kg = 1 cm.
Fig. 54.

suchte Komponente nach P,P; darstellt, und die Parallelen durch
K und 2 zu P, P; und P3P, in einem solchen Punkte 3, daf K3
und 82 die Komponenten nach diesen beiden Stiben sind. Iiigen
wir diese drei Komponenten den auf das Dreiecksnetz P3P,PyP,
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wirkenden Kriften hinzu, so greifen hierauf in den Punkten P,
P,, P; die durch das geschlossene Kriftepolygon 8 K;K,3 darge-
stellten Krifte an, und man findet hierzu leicht den durch die
Punkte 4 und 5 zu erginzenden Krifteplan. Fiigt man ebenso den
auf das Dreieck P, P, P, wirkenden Kriften die Umkehrungen jener
drei Komponenten hinzu, so steht das Dreieck unter dem Einflusse
der durch das geschlossene

Kraftepolygon 8K,28 dar-
gestellten Krifte, und man
findet den den Krifteplan
erginzenden Punkt 1. Die
so gefundenen Punkte 1, 4
und 5 setzen sich mit den
vorher bestimmten und wegen
ihres Entsprechens zu den
Feldern (2) und (3) mit 2
und 3 bezeichneten Punkten
zu einem = Krifteplane des
ganzen Fachwerks bei der
gegebenen Belastung zu-
sammen.

14. Aufgabe. Das Span-
nungsproblem fiir den
Polonceau- Triger
(Fig. 54) unter vertikaler
Belastung zu losen.

Wir nehmen, wie es einer

ausschlieBlichen  Belastung > 4
durch das Eigengewicht des X X 4/
Daches entsprechen wiirde, Pl

in den Knotenpunkten P, xy

und P, gleichgrofe Kriifte " Fig. 55.

KK, und K¢K,, in den da-

zwischen liegenden Knotenpunkten P, bis Pg doppelt so groBe Krifte
K,K, bis K;Kg an. Da bei der Symmetrie des Fachwerks die eben-+
falls vertikalen Auflagerreaktionen KK, und K K durch den Mittel-
punkt K der Kraftstrecke K,K, bestimmt werden, so erhalten wir
KK.\K,...K,KK als das unser Spannungsproblem bestimmende ge-
schlossene Kriftepolygon. Bei dem Versuche, unser Fachwerk durch
Abtrennung zweistibiger Knotenpunkte und Bestimmung der Stab-
spannungen vermittelst einfacher Zerlegung auf ein Dreieck zuriick-
zufithren, kommen wir, nachdem auf jeder Seite drei Knotenpunkte
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94 Theorie der Fachwerke (einfachere Fille).

entfernt sind, zu einem Fachwerke, dessen siamtliche Knotenpunkte
mehr als zwei Stibe enthalten. Auch dies Fachwerk ist kein Dreiecks-
netz, und zu seiner Konstruktion ist das zweite Bildungsgesetz notig
gewesen. Wir konnten es zwar auch nach der Schnittmethode be-
handeln, ziehen aber ein etwas anderes Verfahren vor. Das Fach-
werk besteht aus zwei Dreiecksnetzen, die im Knotenpunkte Py
und durch den Stab P,y P;, zusammenhéngen. Lassen wir das linke
Dreiecksnetz samt dem Verbindungsstabe PPy, fort, so brauchen
wir zur Wiederherstel-
o lung des Gleichgewichts
T AT e die auf den fortgelassenen
) oy Teil wirkenden Krifte
- ") ‘_,':‘-’%R K K,K,K;K, nur durch
3 it ) zwei Komponenten zu
() - ,_,-’ ersetzen, von denen die
(5//. "/ 3 2 ) eine im Verbindungsstabe
o (7) (K, PPy, und die andere
i im Knotenpunkte Py an-
B i greift. Dies geschieht
K, durch Konstruktion eines
\ V- T Seilpolygons, dessen erste
et TRE T Seite in den Stab fillt
e g und dessen letzte Seite
P "l i | P den Knotenpunkt ent-
g hilt (1. Aufg. auf S. 15);
AT der Pol P bestimmt die
v S il | beiden KomponentenK P
K und PK,. Fiigenwir diese
Fig. 56. den auf das rechte Drei-
ecksnetz wirkendenKrif-
ten hinzu, so kénnen wir fiir dieses das Spannungsproblem durch
Konstruktion des aus den Punkten I, II, III, IV, V, VI bestehen-
den Krifteplans anschlieBend an das geschlossene Kriftepolygon
PK,K¢K,K;KP in bekannter Weise lésen. Auch fiir das linke
Dreiecksnetz 1aBt sich unter Benutzung der Stabspannung PK als
duBerer Kraft in P;, und K,P in P der aus den Punkten 1, 2, 8,
4, 5, 6 bestehende Krifteplan zeichnen, und man sieht, daB sich
beide Kriftepline zu einem Krifteplane des ganzen Fachwerks zu-
sammensetzen, wenn man nur den Pol P als den dem Felde (7)
entsprechenden Punkt mit 7 bezeichnet.
In unserem besonderen Falle, wo erstens jeder Fligel fiir sich
symmetrisch gebaut ist und zweitens in P, und P, sowie in Pj
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und Py je gleiche Krifte wirken, sind allerdings die Punkte 4 und
IV und daraus 7 einfacher dadurch zu bestimmen, dafl 4456 =
4812 und ebenso AIVVVI=
ATITIIT ist; denn daraus folgt,
daB z. B. die Punkte 1, 2, 5, 6 in
einer Geraden liegen.

Zur Ubung empfiehlt es sich, die
Kriftepldne fir die folgenden ein-
fachen Fachwerke zu konstruieren:
Perrondach mit Zugstange
(Fig. 55), Perrondach ohne Zug-
stange (Fig. 56) und Fachwerk-
krahn (Fig.57). Die in den Knoten-
punkten angreifenden Krifte sind im
Falle der Perrondécher als von der
Eigenlast der Dicher und im Falle
des Krahns als von dem Eigen-
gewicht der Stiabe und der zu tragen-
den Last herrithrend gedacht. In
allen drei Fallen ist ein Auflager-
gelenk fest, wihrend im anderen die
Richtung der Auflagerreaktion da-
durch bestimmt ist, daB nur eine
Stange nach dem Auflager hinfiihrt
und die Reaktion iibertragen muB.
Danach sind die Auflagerreaktionen
und die Kriftepline ohne Schwierig-
keit zu konstruieren. Im Falle des
Krahns kann man mit dem Krifteplan
beginnen, ohne vorher die Auflager- Fig. 57.
reaktion bestimmt zu haben; man
erhilt der Reihe nach die Punkte 1, 2, 8, 5, 6 und daraus den
Punkt K, der die Auflagerreaktionen KK, und K,K angibt.

21. Briickentréger.

15. Aufgabe. Fir den umstehenden Paralleltriger
(Fig. 58) ist bei der angegebenen Fahrlast von drei
Achsen zu je 19t und drei Achsen zu je 13t das Span-
nungsproblem zu l6sen.

Das Fachwerk ist ein Dreiecksnetz und ist im MaBstabe von
8 m=1 cm gezeichnet, wihrend 2t=1 mm angesetzt wurde. Die
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96 Theorie der Fachwerke (einfachere Fille).

" hiernach durch den Kriftezug K K,K,K;K,K ;K¢ dargestellten
Lasten stehen zunichst auf einer iibergelagerten Fahrbahn und
greifen erst mittelbar durch Zwischentriger an den Knotenpunkten
der oberen Gurtung an. Mit Hilfe eines Seilpolygons und der zu den
TeilschluBlinien S;S,, S;S;, S38S,, S,p parallelen Seilstrahlen sind

(Lo) L, @,) | (L) (L) | fLs)

! ‘ ,I’ (R)
| . ' il
v AVAAVAV RV ek
S iy AL | Y

|
{ .

C Dl
||“\a\| '*g,p]l' a/
|

v
X

~ '

B '

o, 9 '

'

]

N a

3
MaBstab: 8m = lem, 2t = 1 mm.
Fig. 58.

zuniichst nach Satz 28 auf S. 68 die an den oberen Knotenpunkten
unmittelbar angreifenden Krifte L,L,, L;L,, L,Ls, LsL,, L,L,
sowie durch den zur ganzen SchluBlinie af parallelen Polstrahl die
Auflagerreaktionen LL, und L;L bestimmt. Nunmehr ist es leicht,
den Krifteplan zu zeichnen. Bei der in der Figur angenommenen
Belastung ist klar, daB die punktierten Stiébe spannungslos sind,
so daB im Krifteplane Punkt 1 mit L, und 10 mit L zusammen-
tallt. Die Punkte 2, 4, 6, 8, 10 liegen alle auf der Horizontalen durch
L, weil die entsprechenden Felder alle an das Feld (L) mit horizon-
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Briickentrdiger. 97

talen Stdben angrenzen. Auf den Wechsel von Druck und Zug in
den vertikalen und diagonalen Stédben sei besonders hingewiesen.

Will man die EinfluBlinien der Spannungen einzelner Stébe
bei beweglicher Belastung konstruieren, so ist es oft vorteilhafter,
nicht den ganzen Kréfteplan zu zeichnen, sondern die Spannungen
in diesen Stében nach dem Verfahren von Culmann oder Ritter
zu konstruieren. Denn man kann den Paralleltriger durch Schnitte,
die nur drei nicht durch denselben Punkt laufende Stébe treffen,
in zwei Teile zerlegen, z. B. durch einen die Stibe 4 B, BC und CD
treffenden Schnitt. Nach Culmann hat man dann die Resultante
LL, aller links vom Schnitte angreifenden Kriifte nach diesen drei
Staben zu zerlegen, indem man ihre Angriffslinie r mit der Geraden
AB in R schneidet. Schneiden sich dann die Parallelen durch L
und L, zu CR und 4 B in E und die Parallelen durch L und E zu
CD und BC in F, so sind EL,, FE und LF die drei gesuchten Stab-
spannungen. Es ist klar, daB E und F mit den Punkten 3 und 4 des
Krifteplanes zusammenfallen miissen.

Um nach der Ritterschen Momentenmethode die Spannung im
Stabe CD zu ermitteln, legt man den Momentenpunkt in den Schnitt-
punkt B der beiden andern, getroffenen Stibe, hat in dem Linienzuge
S,S;apf das Seilpolygon fiir die links vom Schnitte wirkenden Kriifte
und erhilt als deren Moment einmal das Rechteck aus d und ¥, wo d der
Polabstand und y die auf der Vertikalen durch B zwischen der ersten
und letzten Seite des Seilpolygons liegende Streckeist, und zweitens das
Rechteck aus h und x, wo mit h die Hohe des Paralleltrigers und mit
die unbekannte Stabspannung bezeichnet ist. Im Hinblick auf diese
Methode ist schon d=2h gewihlt, so daB sich =2y ergibt; daB
die Strecke L4=2y sein muB, liefert also eine neue Kontrolle. DaB
es sich um eine Zugspannung handelt, folgt aus dem Drehsinn des
Moments; da es ndmlich um B im Sinne des Uhrzeigers dreht, so
mufl die Spannung von D nach C gerichtet sein. Die Rittersche
Methode bewihrt beim Paralleltriger besonders dann ihre groBe
Niitzlichkeit, wenn es im gegebenen Falle nur auf die Spannungen
der oberen und unteren Gurtstibe ankommt. Diese konnen unmittel-
bar von den unter den Knotenpunkten liegenden, vom Seilpolygon
begrenzten vertikalen Strecken abgegriffen werden, wenn h und d
in einem b&quemen Verhiltnisse stehen; man braucht dann also
nur die Figur des Seilpolygons. Einer besonderen Auseinander-
gsetzung bedarf noch die Konstruktion eines Parabeltrigers; wir ge-
langen zu ihm durch die Aufgabe:

16. Aufgabe. Einen Fachwerkbalken 4B mit den hori-
zontalen Untergurtstiben 4P,, P,P, P,P,, P;P, P,Ps,

Schur, Graphische Statik. 1
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98 Theorie der Fachwerke (einfachere Fille).

P, B (Fig.59) und mit vertikalen Pfosten so zu konstruieren,
daB die Knotenpunkte der oberen Gurtung auf einer
Parabel mit vertikaler Achse liegen.

A
(K,) ‘»[p/@) ) | I,)

P
o :
ok 2-3
45
6=7
8-9
ya 70
R7
Fig. 59.

Hierzu denken wir uns iiber 4 B eine gleichmiBig verteilte kon-
tinuierliche Last ®,%, und nehmen auf der Mittelsenkrechten von
£, 8, nach links irgendeinen Pol P an; dann ist das hierzu gehérige
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in 4 anfangende Seilpolygon eine in B endigende Parabel mit verti-
kaler Achse, die die Pfosten in den Eckpunkten desjenigen Seil-
polygons schneidet, welches zu der durch die kontinuierliche Last
hervorgerufenen und von den Zwischentrigern 4, P;, P,, P, P,,
P, B aufgenommenen mittelbaren Belastung gehort (vgl. Satz 21
auf S.56 und Satz 23 auf 8. 63). Diese Belastung erhalten wir aber
auch, wenn wir & ®, im Verhiltnisse der unteren Gurtstibe ein-
teilen und die Teile je zur Hilfte in den Endpunkten der Gurtstébe
angreifen lassen. In dem vorliegenden Falle von sechs gleich langen
Staben erhalten die in 4 und B angreifenden Kriifte 8 K, und K¢ R,
je ein Zwolitel und in den dazwischen liegenden Knotenpunkten je
ein Sechstel der ganzen Last ® &,. Konstruieren wir fiir die so er-
haltenen Kriifte mit Beniitzung desselben Poles das in 4 beginnende
Seilpolygon, so sind dessen Hckpunkte offenbar die Schnittpunkte
obiger Parabel mit den Pfosten; denn die Kriifte entsprechen jener
mittelbaren Belastung. Betrachten wir nun die Seiten dieses Seil-
polygons als die oberen Gurtstibe des Parabeltrigers und befestigen
ihn durch Einfiigung irgendwelcher Diagonalstibe, so ist leicht zu
sehen, daB diese unter dem Einflusse obiger kontinuier-
licher Belastung spannungsles sind. Wir brauchen, um
dies einzusehen, nur den Kréfteplan unter der Annahme zu kon-
struieren, daB in den Knotenpunkten 4, P,, P,, P;, P,, P5, B eben
die Krifte KK, (R, K=K8&,), K;K,, ..., K;K¢, KK angreifen,
und zu bedenken, daBl K3 || PK,, K5 | PKj; usw. sein, also 8 mit 2,
5 mit 4 usw. zusammenfallen muB. Hieraus folgt zugleich, daB die
Druckspannungen der oberen Gurtstiabe gleich den ihnen parallelen
Seilstrahlen, die Zugspannungen der unteren Gurtstibe gleich der
Poldistanz und die der Pfosten gleich den in ihren Knotenpunkten
angreifenden Kriften sind.

Da die Diagonalstibe unter dem Einflusse kontinuierlicher Be-
lastung spannungslos sind, so war es gleichgiiltig, durch welche der
beiden Diagonalen wir jedes der Vierecke P, P .4 S,,; S, befestigten.
Liegt aber eine ganz beliebige Belastung vor, so laBt sich doch
zeigen, daB die eine Diagonale gezogen ist, wenn die an-
dere gedriickt wird, und umgekehrt. Machen wir nidmlich
etwa durch das Viereck P,P;S;S, einen Schnitt und bestimmen
die Spannung in dem Diagonalstabe nach der Ritterschen Me-
thode, indem wir den Punkt M =(P,P; S,S;) zum Momenten-
punkte machen, und dreht das Moment der links vom Schnitte an-
greifenden Krifte etwa im Sinne des Uhrzeigers, so wire ihre Kom-
ponente nach der Diagonale S,P; von S, nach P; und nach der
Diagonale P,S; von S; nach P, gerichtet, die Diagonale wiire also

7*
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100 Theorie der Fachwerke (einfachere Fiille).

im ersten Falle gedriickt und im zweiten Falle gezogen; das Um-
gekehrte folgt bei umgekehrtem Drehungssinne des Moments. Fallt
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Fig. 60.

M ins Unendliche, so erhalten wir dasselbe Ergebnis durch die
Uberlegung, daB, je nachdem die Resultante der links vom Schnitte
angreifenden Krifte von oben nach unten wirkt oder umgekehrt,
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dasselbe von ihrer Komponente nach der Diagonale gelten muB.
Sind also die Diagonalen flache Binder, die bei Druckspannung
auBer Wirksamkeit treten, so kann das Fachwerk auch durch simt-
liche Diagonalen befestigt werden, insofern jedesmal nur die ge-
zogene fiir das statische Problem in Betracht kommt. Wir haben
hier ein Beispiel eines Fachwerks mit tberzihligen Stiben
(vgl. Satz 87 auf S. 113), das aber doch als statisch bestimmt
angesehen werden kann. Fiir solche Fachwerke ist es natiirlich nicht
charakteristisch, daB die oberen Gurtpunkte auf einer Parabel liegen,
wir haben sie nur bei dieser Gelegenheit erwahnen wollen.

Als letztes Beispiel wihlen wir einen Gerberschen Fachwerkbalken
mit drei.Auflagergelenken 4, B, C und einem freien Gelenk D. Falls
die dureh das Kriftepolygon & K, K,...K,® dargestellten Krifte
(Fig. 60) in den Knotenpunkten der unteren Gurtung angreifen, so
werden. wir zuerst (s. Fig. 32 auf S.45) die Schnittpunkte y und
der Vértikalen durch C und D mit dem Seilzuge konstruieren, so
daB der zu yd parallele Seilstrahl von der Resultante der auf den
Balkenteil D C wirkenden Kriifte den Gelenkdruck KM bestimmt, den
er auf den Balkenteil 4 D ausiibt, wiihrend ®M die Auflagerreaktion
in C ist. Schneiden ferner die Vertikalen durch 4 und B das Seil-
polygon der auf 4D wirkenden #uBeren Krifte in a und f, so teilt
der zuaf pa.ra.llele Seilstrahl die zu deren Resultante entgegengesetzt
glelcha Kraft in die Auflagerreaktionen LR, und ML in 4 und B.
Soll ‘nun der Kraftepla.n fir den linken Fachwerktell konstruiert
werden, so haben wir die auf diesen wirkenden Krifte zuerst ent-
sprechend der Reihenfolge ihrer Angriffspunkte am Rande zu ordnen
und erhalten so der Reihe nach die Krifte LK,, K, K,, K,K;, K3K,,
K,K*=ML und K*L=K;M. Nunmehr kann der Krifteplan
leicht konstruiert werden und ebenso auch fiir den rechten Fach-
werkteil, auf den die Kriifte M Kg, KgK, und K,M wirken.
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§ 5.
Fachwerke (Allgemeine Theorie).

22. Stabilitdt eines Fachwerks.

Im vorigen Paragraphen haben wir die Theorie der Fachwerke
im wesentlichen nur an Beispielen behandelt, jetzt aber wollen
wir die Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie geben. Nach der
8. Definition auf S.76 besteht ein Fachwerk aus s Stiben, die um
k Knotenpunkte P;, P,, ..., P, drehbar so miteinander verbunden
sind, daB eine starre Scheibe entsteht. Im folgenden wollen wir
jedes System von Stdben, die durch Gelenke mitein-
einander verbunden sind, ein Fachwerk nennen; wir be-
zeichnen das Fachwerk als ein stabiles, wenn das System von
Stiben eine starre Scheibe bildet.

Will man ein gegebenes Fachwerk beschreiben, so muB zunéchst
bekannt sein, welche Knotenpunkte miteinander durch Stibe ver-
bunden sind; die hierzu dienenden Angaben wollen wir die Gliede-
rung des Fachwerks nennen:

12. Definition. Unter der Gliederung eines Fachwerks ver-
stehen wir die Anzahl und die Angabe derjenigen ein-
ander zugeordneten Knotenpunkte, welche durch Stabe
miteinander verbunden sind.

Falls ndmlich s nicht die Maximalzahl ’@ aller Verbindungs-

linien je zweier der # Knotenpunkte erreicht, kann diese Gliederung
noch eine sehr mannigfaltige sein. Selbst wenn zwei Fachwerke
dieselbe Anzahl von Knotenpunkten und Stiben besitzen, kann
ihre Gliederung noch verschieden sein, wie aus dem Beispiele zweier
Fachwerke mit sechs Knotenpunkten und neun Stében hervorgeht;
dies kann entweder aus den sechs Seiten zweier Dreiecke und drei
deren Ecken verbindenden Stiben bestehen oder aus den sechs
Seiten eines Sechsecks und deren drei Diagonalen (Fig. 61).

Um aber auch die Form eines stabilen Fachwerks be-
schreiben zu konnen, wird sich die Kenntnis der Richtungen der
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Stiabe als ausreichend erweisen. Die erste Frage geht nun dahin,
wann ein Fachwerk, von dem die Gliederung und die Richtungen
der Stiabe gegeben sind, stabil ist oder nicht. Wir beantworten diese
Frage am schnellstendurch

einige einfache Siatze der
Bewegungslehre, die
wir zuerst vorausschicken.

Ist irgendein ebenes
System von Punkten inner-
halb seiner Ebene in Be-
wegung begriffen, so gehort
jedem Punkte in jedem
Augenblickeeine Geschwin- Fig. 61.
digkeit zu, die durch eine
von dem Punkte ausgehende gerichtete Strecke;dargestellt ist und den
Weg angibt, den der Punkt innerhalb der niichsten Zeiteinheit zuriick-
legen wiirde, wenn er sich von dem betrachteten Augenblicke an gleich-
formig bewegen wiirde. Drehen wir diese Strecke um den Systempunkt P
im Sinne des Uhrzeigers um
90° so wollen wir die End-
lage P’ des Endpunktes der
Strecke den Geschwindig-
keitspol von P nennen. Der
momentane Bewegungszustand
des Systems kann dann offen-
bar auch durch die An-
gabe der Geschwindigkeits-
pole aller Systempunkte be-
schrieben werden.

Die Bewegung einer star-
rén ebenen Scheibe in ihrer
Ebene kann nun bekanntlich
in jedem Augenblicke entweder Fig. 62.
als eine Drehung um ein Zen-
trum O oder eine Parallelverschiebung betrachtet werden. Die
momentanen Geschwindigkeiten aller Punkte der Scheibe stehen
also entweder alle senkrecht zu den Strahlen nach dem momentanen
Drehzentrum und sind diesen proportional, oder sie sind alle gleich
und gleich gerichtet. Die Geschwindigkeitspole P, aller Punkte P;
der Scheibe fallen also alle auf die Strahlen P;O und zwar je nach
der momentanen Drehungsrichtung der Scheibe in die Richtung
von P; nach O oder umgekehrt, so daf P, P, || P, P, wird (Fig. 62);
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da dasselbe tiir die momentane Parallelverschiebung gilt, so erhalten
wir den Hilfssatz:

1. Hilfssatz. Die Figur der Geschwindigkeitspole einer
irgendwie bewegten starren Scheibe ist in jedem Augen-
blicke der F¥Figur der Scheibe selbst #hnlich und mit
ihr in bezug auf das momentane Drehzentrum &hnlich
gelegen.

Der momentane Geschwindigkeitszustand einer starren Scheibe
ist danach eindeutig bestimmt, wenn man die Geschwindigkeitspole
Py, Py’ von zweien ihrer Punkte P; und P,so gibt, daB P," Py’ | P, P,
ist. Denn damit ist das momentane Drehzentrum O=(P,P,,
P,P,’), d.h. das Ahnlichkeitszentrum, also auch die ganze Figur
der Geschwindigkeitspole eindeutig bestimmt. Besteht das System
aus mehreren starren Scheiben, die durch Gelenke verbunden sind,
so wird die Figur der Geschwindigkeitspole fiir irgendeine momen-
tane Bewegung aus Teilen bestehen, die einzeln zu den Scheiben
des Systems dhnlich und dhnlich gelegen sind und in den Geschwindig-
keitspolen der Gelenkpunkte zusammenhiingen. Die Ahnlichkeits-
oder Drehzentren der einzelnen Scheiben werden aber im allgemeinen
voneinander verschieden sein, das System miiBte denn als ganzes
starr sein. In letzterem Falle miissen alle diese Ahnlichkeitszentren
zusammenfallen, d.h. das durch die Geschwindigkeitspole irgend
zweier Punkte des Systems gefundene Ahnlichkeitszentrum muB
auch alle iibrigen Geschwindigkeitspole ergeben. Ist aber die Figur
der Geschwindigkeitspole des Systems nicht aus zweien derselben
bestimmt, so erlaubt das System auch eine Bewegung mit verschie-
denen Drehzentren fiir die einzelnen Scheiben, aus denen es besteht,
das System kann also nicht starr sein. Wir erhalten also den Satz:

2. Hilfssatz. Ein aus mehreren ebenen Scheiben, welche
durch Gelenke miteinander verbunden sind, bestehen-
des System, ist starr oder nicht, je nachdem die jeder
momentanen Bewegung desselben entsprechende Figur
der Geschwindigkeitspole durch die dementsprechende
Annahme der Geschwindigkeitspole von zwei Punkten
des Systems eindeutig bestimmt ist oder nicht.

Ein Fachwerk ist nun ein solches System, denn es besteht aus
starren Scheiben, den Staben, die durch Gelenke miteinander ver-
bunden sind. Wir konnen daher aus unseren Hilfssitzen fiir Fach-
werke folgendes schliefien:

Satz 82. Die Figur der Geschwindigkeitspole evnes irgendwie be-
wegten Fachwerks ist in jedem Augenblicke ein Fachwerk von derselben
Gliederung und mit entsprechenden Stiben gleicher Richtung; und es
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st umgekehrt jedes solche Fachwerk die Figur der Geschwindigkerts-
pole einer Bewegung des ersten Fachwerks.

Das letzte folgt daraus, dafl je zwei durch einen Stab verbundene
Knotenpunkte des zweiten Fachwerks als Geschwindigkeitspole
ihrer entsprechenden Knotenpunkte im ersten Fachwerke diesen
Geschwindigkeiten zuweisen, welche mit ihrer Zugehérigkeit zu einer
starren Scheibe — dem Verbindungsstabe — vertriiglich sind, weil
die beiden Stédbe parallel, also auch #hnlich und #hnlich gelegen
sind. Hiernach nimmt der zweite Hilfssatz die folgende Form an:

Satz 83. Ein Fachwerk ist stabil oder nicht, je nachdem es durch
setne Gliederung, die Richtungen seiner Stdbe und die diesen DBe-
dingungen entsprechende Amnnakme der Endpunkte eines Stabes ein-
deutig bestvmmt ist oder micht.

Denn je nachdem die Voraussetzung des Satzes erfiillt ist oder
nicht, wird die Figur der Geschwindigkeitspole des Fachwerks durch
die Annahme der Geschwindigkeitspole von zwei Endpunkten eines
Stabes bestimmt sein oder nicht.

Hier ist aber hervorzuheben, daB die Instabilitit eines Fach-
werks in zwel wesentlich verschiedenen Arten auftreten kann: es
kann bei Festhaltung eines Stabes noch eine endliche Beweglich-
keit besitzen oder nur eine infinitesimale. Den ersten Fall liefert
z. B. ein Viereck, das nur die vier Seiten als Stibe besitzt. Hier
ist klar, daB ein solches Fachwerk durch seine Gliederung, einen
Stab und die Richtungen der iibrigen nicht eindeutig bestimmt ist,
da die dem gegebenen Stabe gegeniiberliegende Seite des Vierecks
noch parallel mit sich selbst verschoben werden kann. Dal ein
golches Gelenkviereck eine endliche Beweglichkeit besitzt, ist ja
evident. Die Instabilitéit ist hier in der Gliederung des Fachwerks
begriindet. Das Einziehen irgendeines Diagonalstabes ruft aber sofort
Stabilitdat hervor.

Fir den zweiten Fall liefert das schon erwihnte Fachwerk,
das aus zwei Dreiecken 4 BC, 4,B,C, und den Verbindungslinien
gleichbenannter Ecken besteht, ein Beispiel. Sind hier die beiden
Knotenpunkte 4 und B sowie die Richtungen aller iibrigen Stébe
gegeben, so kennt man damit auch C und als Ort fiir die Punkte
4,, By, C, je eine Gerade a, b, ¢ durch 4, B, C (Fig. 63). Nehmen
wir 4, als 4," zunichst auf a beliebig an, so kennt man damit auch
B, auf b und C," als Schnittpunkt der Stibe durch 4," und B,  in
den gegebenen Richtungen. Bewegt sich dann 4,” auf ¢ und mit
ihm B, auf b, so wird sich auch C,’, da alle diese Dreiecke 4," B,"C,’
ahnlich und #hnlich gelegen sind, auf einer Geraden ¢’ durch den
Punkt D=(a, b) bewegen. Dann bestimmt offenbar der Schnitt-
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punkt von ¢ und ¢’ die richtige Lage von C; und damit auch die
von 4; und B; in eindeutiger Weise, so daB unser Fachwerk im
allgemeinen stabil ist, es miiBte denn ¢’ mit ¢ zusammenfallen, also
auch ¢ durch D laufen. Besteht umgekehrt unser Fachwerk aus den
beiden perspektiven Dreiecken 4 BC und 4,B;C; und den Ver-
bindungsstiben gleichnamiger Ecken, so kann es nicht stabil sein,

B-B’

weil das zweite Dreieck durch irgend ein ihm in bezug auf D #hn-
liches und #hnlich gelegenes ersetzt werden kann, ohne daf 4 B,
die Gliederung und die Richtungen aller Stébe gedindert werden.
Das Fachwerk besitzt allerdings dann nur eine Beweglichkeit im Un-
endlichkleinen, insofern bei einer unendlich kleinen Drehung des
Dreicks 4,B,;C; um D die Verbindungsstibe 44,, BB,, CC, sich
nur um unendlich kleine GréBen 2. Ordnung dndern; denn geht bei
dieser Drehung z.B. 4, in 9; iber, so ist, falls etwa D zwischen
A und 4, liegt, AY;=AD cos (DAU,)+ DA, cos (DA, 4), also, da
diese Winkel unendlich klein sind, bis auf unendlich kleine GroBen
2. Ordnung AU, =A4D+DU,=AA4,. Die Beweglichkeit kann aber
auch eine endliche sein, wenn die Verbindungsstibe gleich und par-
allel sind. Jedenfalls sehen wir, daf die Instabilitit des Fachwerks
hier nicht in der Gliederung, sondern in der Wahl der Stabrichtungen
begriindet ist. Dieselben Betrachtungen gelten natiirlich auch fiir
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ein Fachwerk, das aus irgend zwei stabilen Fachwerken und drei
Verbindungsstdaben entsteht, wie schon aus S.86 des vorigen Para-
graphen hervorgeht.

Ein anderes hierher gehoriges Beispiel bietet das Fachwerk, das
aus den sechs Seiten eines Sechsecks und den drei Diagonalen be-
steht; wir werden spéter sehen, dafl es instabil ist oder stabil, je nach-
dem seine sechs Knotenpunkte auf einem Kegelschnitte liegen
oder nicht.

23. Einfache Fachwerke; ihre Zuriickfiihrung auf solche
geringerer Gliederung.

Ist die Stabilitit eines Fachwerks nachgewiesen, so wird es
unter Umsténden geniigen, einen Stab zu entfernen, um die Stabi-
litdt aufzuheben. Gerade solche Fachwerke sind, wie sich zeigen wird,
allein der rein statischen Behandlung zugéinglich. Wir fithren daher
die folgende Bezeichnung ein:

18. Definition. Ein stabiles Fachwerk heiBt einfach,
wenn seine Stabilitit durch Fortnahme jedes einzelnen
Stabes aufgehoben werden kann.

Da erhebt sich die Frage nach der Beweglichkeit eines solchen
Fachwerks, wenn ein Stab fortgelassen und ein anderer festgehalten
wird. Ist PQ (Fig.64) der fortgelassene Stab und zunichst QR
der festgehaltene, so seien P’, §’, 1", U’, V', ... die Geschwindig-
keitspole fiir eine momentane Bewegung des Fachwerks oder die
Knotenpunkte eines zweiten Fachwerks, das mit dem gegebenen die
Knotenpunkte @, R, die Gliederung und die Richtungen aller Stibe
bis auf diejenige von P’Q gemein hat. Soll hier eine wirkliche Be-
wegung vorliegen, das Fachwerk also einfach sein, so darf die Rich-
tung von P’Q nicht auch mit derjenigen von P@ iibereinstimmen,
weil das Fachwerk sonst nicht stabil wire. Sind nunmehr P, S”,
o W g0 ant den Geraden ' RP.P; “SSE VD S i i amges
nommen, daB PP P"~SS8'S"~TT'T" ~ ..., d. h. PP:PP”
=9S8":88" = usw. auch dem Vorzeichen nach, so bestimmen auch
die Knotenpunkte P”, @, R, S”, T”, ... ein Fachwerk der oben
beschriebenen Art. Denn sobald etwa U'V’|| UV, so ist hiernach
auch U”V" || UV. Sollte hierbei einmal z. B. T" mit T zusammen-
fallen, so tut es auch T"’; so fiel im letzten Beispiele, wenn der Stab
A B festgehalten und CC, fortgelassen wiirde, auch C’ mit C zu-
sammen.

Wir wollen nun zeigen, daB es auBer den beschriebenen Fach-
werken keine anderen geben kann, die dieselbe Gliederung haben
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wie das gegebene, dieselben Stabrichtungen bis auf diejenige von
P und die Knotenpunkte ¢ und R enthalten. Nehmen wir nim-
lich an, es gebe auBerhalb der obigen Schar noch ein solches Fach-
werk Py, Q, R, S;, Ty, ..., so ist auch das Fachwerk P,, @, R, S,,
Ty, ... ein ebensolches, wenn die Punkte P,, S,, Ty, ... so auf den

Geraden P P,, S8”S,, T"T, angenommen werden, da P"' P, P,
~ 8”88, ~ T"T,Ty ~...; dann ist UV ein Stab des gegebenen
Fachwerks, also U” V" || UV || U, V, so ist hiernach auch U, V, || UV.
Da hierbei der Punkt P, auf P" P, ganz beliebig angenommen werden
kann, ebenso wie P’ auf PP’, so wiirde P, auch beliebiger Punkt
von P@ sein konnen, es miiite denn P, auf PP’ liegen, in welchem
Falle wir P, nach P verlegen kénnten. Dann diirften aber nicht
gleichzeitig S,, Ty, U,, ... nach S, T, U, ... fallen, weil sonst das
Fachwerk P,, Q, R, S;, T,, U,, ... unserer obigen Schar angehoren
wiirde; denn dann ligen die Punkte S;, Ty, U, ... auf den Ge-
raden 88, TT"”, UU", ... und es wire auch P"P,P ~ S"S,8
~T'T;T~... 8oll dies Fachwerk also wirklich obiger Schar
nicht angehéren, so konnten wir jedenfalls ein von dem gegebenen
Fachwerke verschiedenes Fachwerk finden, das mit ihm die Gliede-
rung, die Richtungen aller Stibe und den Stab @ R gemein hitte,
das gegebene Fachwerk wiire also nicht stabil. Demnach kann es
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auBerhalb unserer Schar kein Fachwerk geben, das mit dem gegebenen
die Gliederung, alle Stabrichtungen bis auf diejenige von P@ und
den Stab @ R gemein hat.

Unterwerfen wir das Fachwerk P, @, R, S”, T", U", V"', ...
einer Ahnlichkeitstransformation in bezug auf das Zentrum O=
(U"U, V"V), so kann es in ein Fachwerk P, @, R, S;, T,, U,
V, ... ubergefithrt werden, das mit dem gegebenen die Gliederung,
alle Stabrichtungen bis auf diejenige von P und den Stab UV
gemein hat. Kennt man umgekehrt ein solches Fachwerk, so muB
es durch eine Ahnlichkeitstransformation in bezug auf das Zentrum
0,=(@,@, B, R) in ein Fachwerk unserer Schar iibergefithrt werden
konnen. Man braucht ja nur @ als das Bild von ¢, zu betrachten,
wodurch die Transformation bestimmt ist. Das Bild des Fach-
werks P, Q, R,, S;, T, U, V, ... ist dann nimlich ein solches,
daB es mit dem gegebenen die Gliederung, alle Stabrichtungen bis
auf diejenige von P und den Stab @R gemein hat, ist also ein
Fachwerk der Schar. Es ist daher auch das Bild von UV ein Stab
U"V", so daB auch O, mit O zusammenfallen muBl. Demnach er-
halten wir durch die Ahnlichkeitstransformationen mit dem Zen-
trum O und mit U als dem Bilde von U” alle Fachwerke, die mit
dem gegebenen die Gliederung, alle Stabrichtungen bis auf diejenige
von P@ und den Stab UV gemein haben.

Alle diese Fachwerke sind offenbar die Figuren der Geschwin-
digkeitspole fiir die Bewegungen des Fachwerks, die bei Fortlassung
von PQ und Festhaltung von UV noch moglich sind. Alle diese
momentanen Bewegungen unterscheiden sich aber nur durch das Ma B
ihrer Geschwindigkeit, da bei allen jeder Stab dasselbe momentane
Drehzentrum besitzt; deshalb besitzt das Fachwerk nur einen Grad
der Beweglichkeit. Wir erhalten daher den Satz:

Satz 34. Ein einfaches stabiles Fachwerk erhdlt durch Entfernung
eines Stabes nmur einen Grad der Beweglichkeit, oder es gibt nur eine
ewnfach unendliche Schar von Fachwerken, die mat eimem gegebenen
einfachen Fachwerke die Gliederung, die Richtungen aller Stabe aufer
derjenigen eines Stabes und evnen Stab selbst gemein haben; die Knoten-
punkte dieser Fachwerke beschreiben, soweit sie micht mat dem ent-
sprechenden des wurspriimglichen zusammenfallen, gerade dhnliche
Punktreihen.

Um zu Gesetzen zu gelangen, nach denen sich einfache stabile
Fachwerke konstruieren lassen, wollen wir umgekehrt von einem
einfachen stabilen Fachwerke mit & Knotenpunkten und s Stiben
ausgehen und es durch Entfernung von Stiben auf ebenfalls ein-
fache Fachwerke von geringerer Anzahl der Knotenpunkte und
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Stibe zuriickfithren. Zunéchst leuchtet der folgende Satz unmittel-
bar ein:

Satz 35. Besitzt ewn einfaches stabiles Fachwerk einen Knoten-
punkt, durch den nur zwei Stibe gehen, so erhdlt man nach Weglassung
deser beiden Stibe wieder ein einfaches stabiles Fachwerk.

p’l

Fig. 65.

Wire nédmlich das nach Abbrechen der beiden Stibe iibrig
bleibende Fachwerk nicht stabil und zugleich einfach, so wiirde das-
selbe auch von dem ersten Fachwerke gelten.

Besitzt aber das einfache stabile Fachwerk nur Knotenpunkte
mit mehr als zwei Stében, so wird der folgende Satz zum Ziele
fithren:

Satz 36. Laufen durch einen Knotenpunkt P eines einfachen
stabilen Fachwerks mehr als zwei Stibe, so kamm man mach Fort-
lassung eines durch P laufenden Stabes stets einen solchen micht durch
P laufenden Stab einfiigen, dafy das Fachwerk stabil und einfach bleibt,
vorausgesetzt daf3 die iibrigen durch P laufenden Stibe micht gleiche
Richtung haben oder alle iibrigen Knotenpunkte in einer Geraden liegen.

Entfernen wir nédmlich in dem einfachen stabilen Fachwerke
P,Q R, S T, U, ... (Fig. 65=064) den Stab P@ und halten den
Stab QR fest, so gibt es nach Satz 34 eine einfach unendliche Schar
von Fachwerken, die mit dem gegebenen die Gliederung und alle
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iibrigen Stabrichtungen gemein haben. Gibt es in einem solchen
Fachwerke P’, @, R, S’, T, U’, ... zwei solche Knotenpunkte
S’, U', daBB S'U’ nicht || SU ist, so wird das durch Entfernung
des Stabes P@ entstehende Fachwerk durch Einfiigung des Stabes
SU wieder stabil. Nach Satz 33 konnte némlich dies Fachwerk
nur dann instabil sein, wenn es ein diesem gleich gegliedertes und
von ihm verschiedenes Fachwerk gibe, das mit ihm @R und alle
Stabrichtungen gemein hitte. Ein solches Fachwerk miiBte nach
Satz 34 in obiger Schar enthalten sein. Da aber nach Voraussetzung
S’U’ nicht || SU ist, also auch in keinem andern Fachwerke der
Schar S”U"” || SU sein kann, so gibt es kein von dem gefundenen
verschiedenes Fachwerk der beschriebenen Art, dieses muB also
stabil sein. Das durch Entfernung des Stabes P und Einfiigung
des Stabes SU entstehende Fachwerk muf aber auch einfach sein.
Wiirde es ndmlich bei Fortlassung etwa des Stabes UV stabil bleiben,
so kann es nach weiterer Fortlassung von SU — und da wird es
sicher instabil — und Festhaltung von QR wegen des Satzes 34
nur denjenigen Grad der Beweglichkeit haben, wie er durch die Figur
der Geschwindigkeitspole P’, S', T', U’, V', ... charakterisiert ist,
es wiirde also wieder stabil werden, falls P eingefiigt wiirde. Daraus
aber wiirde folgen, daB das urspriingliche Fachwerk auch bei Fort-
lassung von UV noch stabil bliebe gegen die Voraussetzung, dafB
es einfach sein sollte. Nehmen wir also an, daB S’U’ nicht ||SU
ist, so ist das durch Fortlassung von P() und Einfiigung von SU ent-
stehende Fachwerk stabil und einfach.

Was nun diese Annahme betrifft, so ist leicht zu sehen, daB
im allgemeinen nicht alle Verbindungslinien je zweier der Punkte
Q R, S, T, U, V', ... den Verbindungslinien der entsprechenden
Punkte @, R, S, T, U, V, ... parallel sein konnen, weil sonst die
erste Figur mit der zweiten #hnlich sein, also mit ihr zusammen-
fallen miiBite, es miiBten denn alle diese Punkte in einer Geraden
liegen. Gehen daher durch P auBler P noch mindestens zwei Stébe,
welche nicht dieselbe Richtung haben, so miite auch P’ mit P zu-
sammenfallen gegen die Voraussetzung, daB nach Fortlassung von
PQ Instabilitit des urspriinglichen Fachwerks eintritt. Es muB
also zwei solche Punkte S’, U’ geben, daB S’ U’ nicht || SU ist, und
unser Satz ist vollstindig bewiesen.

Diese beiden Sitze erlauben nun stets ein einfaches stabiles
Fachwerk mit & Knotenpunkten und s Stdben auf ein einfaches
stabiles Fachwerk mit ¥ —1 Knotenpunkten und s —2 Stédben zuriick-
zufithren. Besitzt némlich das Fachwerk einen Knotenpunkt mit
nur zwei Stében, so ist die Zuriickfithrung einfach durch Entfernung
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der beiden Stébe erreicht. Besitzt aber das Fachwerk nur Knoten-
punkte mit mehr als zwei Stében, so wird man einen Knotenpunkt P
mit moglichst wenig Stiben suchen. Einen seiner Stibe kann man
dann nach dem letzten Satze entfernen und dafiir einen anderen
nicht durch P laufenden Stab so einfithren, dafl weder an der Sta-
bilitit noch an der Einfachheit noch an der Anzahl der Knoten-
punkte und Stébe sich etwas édndert. Die beiden Bedingungen, die
die Ausfiihrbarkeit dieser Operation einschrdnken, sind hier sicher
erfilllt. Denn die von P ausgehenden Stabe des gegebenen Fach-
werks kénnen nicht alle gleiche Richtung haben, weil sonst P ohne
Anderung der Richtungen dieser Stibe beliebig verschoben werden
konnte, also sicher nicht stabil wire; man kann daher in P immer
einen solchen Stab weglassen, daf noch mindestens zwei Stéibe ver-
schiedener Richtung durch P gehen. Ligen weiter alle von P ver-
schiedenen Knotenpunkte in einer Geraden, so enthielte das Fach-
werk noch einen Knotenpunkt mit nur zwei Stiben. Weil namlich
kein Knotenpunkt nur Stibe derselben Richtung enthalten darf,
so muB jeder dieser in gerader Linie liegenden Knotenpunkte ),
R, S, T, ... einen Stab durch P enthalten. Ist dann etwa @ R ein
Stab, so werden wir von dem Dreiecke PQR ausgehend das Fach-
werk erhalten, indem wir der Reihe nach Knotenpunkte S, T, U, ...
mit je zwei durch P und einen anderen der schon vorhandenen
Knotenpunkte laufenden Stében angliedern. Da die hierbei der
Reihe nach entstehenden Fachwerke immer stabil und einfach sind,
so kann das durch Angliederung des letzten Knotenpunktes ent-
stehende Fachwerk von dem gegebenen nicht verschieden sein,
dieser letzte Knotenpunkt enthilt also sicher nur zwei Stébe.

Demnach kénnen wir, falls das gegebene Fachwerk nur Knoten-
punkte mit mehr als zwei Stidben enthilt, die oben beschriebene
Operation wirklich ausfithren. Mit dem nun entstandenen Fachwerke
konnen wir, falls durch P immer noch mehr als zwei Stibe laufen,
ebenso verfahren, bis ein stabiles und einfaches Fachwerk entsteht,
das in P nur noch zwei Stibe hat. Dann kann man diesen Knoten-
punkt abbrechen und erhilt ein einfaches und stabiles Fachwerk
mit k—1 Knotenpunkten und s—2 Stidben. Durch fortgesetzte
Anwendung dieser beiden Operationen, die man sich leicht an dem
Beispiele zweier durch drei Stibe verbundener Dreiecke veranschau-
lichen kann, gelangt man schlieBlich zu einem Dreiecke, also einem
einfachen stabilen Fachwerke mit drei Knotenpunkten und drei
Stdben; es ist folglich:

§—2(h—8)=3 oder s=2k— 3.
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Wir haben also den Satz:

Satz 87. In einem stabilen Fachwerke ist die Anzahl der Stibe
gleich der doppelten Anzahl der Knotenpunkte vermindert um dres.

Es bedarf hier kaum des Hinweises, daB diese Bedingung zwar
notwendig, aber nicht hinreichend fiir die Stabilitit des Fachwerks
ist, die vielmehr immer in Satz 89 auf S. 115 zu suchen ist. Wohl
aber ist die Bedingung s=2k—38 fiir die Einfachheit des stabilen
Fachwerks hinreichend, weil eben das Fachwerk nicht stabil sein
kann, wenn 2 <<2k—38 ist.

Aus unserem Satze ergibt sich sofort der folgende:

Satz 88. Ewn einfaches stabiles Fachwerk besitzt mindestens einen
Knotenpunkt, in dem hochstens dreiv Stabe zusammenlaufen.

Denn liefen in allen k Knotenpunkten mindestens vier Stébe

zugammen, so wire die Anzahl der Stdébe mindestens %=2k,

was unmoglich ist.

24. Bildungsgesetze einfacher stabiler Fachwerke.

Die Sdtze 86 und 87 erlauben uns alle moglichen einfachen
stabilen Fachwerke $, mit & Knotenpunkten zu konstruieren, wenn
wir alle einfachen stabilen Fachwerke $:_, mit k—1 Knotenpunkten
kennen. Da wir ndmlich hiernach aus g dadurch stets ein einfaches
stabiles Fachwerk ;_, ableiten konnen, daB wir entweder einen
zweistabigen Knotenpunkt abbrechen oder einen dreistibigen und
zugleich einen neuen einfiigen, so werden wir umgekehrt aus allen
Br—y alle &y erhalten, indem wir auf alle mogliche Weise entweder
einen zweistibigen Knotenpunkt an ein $;_, angliedern oder einen
dreistibigen und dann zugleich einen geeigneten Stab von ., fort-
lassen. Die Frage ist nur, wie wir den neuen Knotenpunkt zu wihlen
haben, damit auch das neue Fachwerk stabil sei. Im ersten Falle
geniigt es offenbar, den neuen Knotenpunkt so zu wihlen, daB er
mit den beiden Knotenpunkten von @;_,, an die er angegliedert
werden soll, nicht in gerader Linie liege.

Um im zweiten Falle iiber die Stabilitit des neuen Fachwerks
zu entscheiden, denken wir uns die Figur §';_; der Geschwindig-
keitspole konstruiert, die einer nach Fortlassung des Stabes von
Br-1 und Festhaltung eines andern noch moglichen momentanen
Bewegung von ;_, entspricht. Je nachdem die den drei hinzu-
gefiigten Stiben parallelen Geraden durch die Geschwindigkeitspole
der Endpunkte jener drei Stibe durch einen Punkt laufen oder nicht,
wird ; instabil sein oder stabil. Sind P;, P,, Pg die Endpunkte
der drei Stiabe und P,’, P,’, P’y ihre Geschwindigkeitspole, so konnte

Schur, Graphische Statik. 8
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es zunidchst vorkommen, da bei jeder Annahme des neuen Knoten-
punktes P die Parallelen durch P,’, P,’, Py’ zu PP;,, PP,, PP,
sich in demselben Punkte P’ schneiden. Dann wire das Dreieck
P, P, Py der Geschwindigkeitspole zum Dreiecke P;P,P, #hnlich
und dhnlich gelegen, diese drei Punkte wiirden also einem nach Fort-
lassung des Stabes noch stabilen Teile angehéren, an sie diirfen wir
also den neuen Knotenpunkt nicht angliedern. So diirfen z. B.,

Fig. 66.

wenn wir in dem Fachwerke auf S. 85 keinen Stab des Dreiecks 4 BC
fortlassen, die Endpunkte der angegliederten Stébe nicht die drei
Ecken dieses Dreiecks sein.

Sehen wir von diesem Falle ab, so gibt es auf jeder Geraden p,
durch P, einen solchen Punkt P, daB die Parallelen durch P," und Py’
zu PP, und PP, sich auf der Parallelen py" durch P’ zu p, schnei-
den. Schneidet nimlich die Parallele g, durch P; zu P," P, (Fig. 66)
die py in By, und die Parallele durch B3 zu Py’ P’ die Parallele g
durch P, zu P,'P,’ in P,, so trifft P,P, die p; in dem gesuchten
Punkte P. Denn ist P’ der Schnittpunkt von p;" mit der Parallelen
durch P,’ zu P, P, so ist, weil die Dreiecke P,' Py’ P," und P, Py’ P’
zu den Dreiecken B, PsP; und P,P; P édhnlich und #dhnlich ge-
legen sind auch P,'P’| P,,P. DaB P der einzige Punkt der ge-
suchten Art auf p, ist, folgt aus der Umkehrung der Konstruktion,
weil dann P, P’ || B, Ps sein muB. Dreht sich nun p; um Pj, so
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beschreiben 3 und P, auf den festen Geraden g, und gz zwei dhn-
liche Punktreihen, also P;%; und P,%B, zwei projektive Strahlen-
biischel, der Ort der Punkte P, die instabile Fachwerke liefern, ist
also ein Kegelschnitt! durch P;, P, und natiirlich auch P;, weil
R, und B, gleichzeitig mit P, zusammenfallen. Geht P, Bz durch
P, oder Pj, so fillt P mit Py bzw. P, zusammen, so daB der Kegel-
schnitt auch die Schnittpunkte @3 und @, der Parallelen durch P
und P, on' PPyl und: PPy ' baw: durch'Py und! Pg 'zu/ By Po' und
P, P, enthilt. Riickt endlich B,B3 ins Unendliche, so ergibt sich,
daB auch der Schnittpunkt @, der Parallelen durch P, und P; zu
PP, und P, Py’ auf dem Kegelschnitte liegt. Wir erhalten dem-
nach das Resultat:

Satz 89. Kennt man alle einfachen stabilen Fachwerke mit k— 1
Knotenpunkten, so findet man aus ihnen alle einfachen stabilen Fach-
werke mat k Knotenpunkten entweder dadurch, daf3 man zwer Knoten-
punkte P, und P, eines der ersteren mit einem micht auf der Geraden
P, P, liegenden meuen Kmnotenpunkte P durch Stibe verbindet, oder
dadurch, daf3 man in einem der ersteren Fachwerke einen Stab fort-
laft und drev seiner Knotenpunkte Py, P,, P,, die nicht einem moch
stabil bleibenden Teile des ersten Fachwerks angehoren, mit einem micht
auf einem gewissen Kegelschnitte durch P,, P,, P; liegenden Kmnoten-
punkte P durch drei Stabe verbindet. Dieser Kegelschmitt enthdlt zu-
gleich die drev Schmittpunkte der Parallelen durch je zwei der dres
Knotenpunkte zu den Verbindungslinien der zugehiorigen Geschwindig-
keitspole mit dem Geschwindigkeitspole des dritten Knotenpunktes, wo
die Geschwindigkeitspole ewmer moch moglichen Bewegung des ersten
Fachwerks nmach Fortlassung des Stabes und Festhaltung eines andern
entsprechen.

Soll z. B. aus dem Fachwerke ; mit den fiinf Knotenpunkten
P,, Py, P,, P,, P; und den sieben Stiben P, P,, P, Pgs, P, P,, P, Py,
P,P,, P;P; und P,P; durch Fortlassung des Stabes P,Pg; und
Angliederung der Stibe PP;, PP, PP, das Fachwerk g gebildet
werden, das aus den sechs Seiten und drei Diagonalen eines Sechs-

! Diejenigen Leser, welche den oben benutzten Satz der projektiven
Geometrie nicht kennen, kénnen sich folgendermaBen iiberzeugen, dafl der Ort
der Punkte P ein Kegelschnitt oder eine Linie zweiten Grades ist. Machen
wir g, und ¢, zu Achsen O X und O Y eines Systems von Parallelkoordinaten,
sind a,, b, und a4, b; die Koordinaten von P, und P; und wird PP, = u,
also P, B; = au gesetzt, wo o konstant ist, so sind x b, — ya, = u (b, — )
und zb; — ya; = e u(x — a;) die Gleichungen der Geraden P, P, und P, ‘B,
so daB durch Elimination von u die Gleichung des Ortes in der Form:
(xby — ya,) (x — ag) « — (xby — y a;) (by — y) = O resultiert; sie ist in der Tat
vom zweiten Grade in z und y.

8‘
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ecks besteht, so sind bei Festhaltung des Stabes P3P, leicht die
Geschwindigkeitspole P,’, Pg', P,’ auf P,P, Py;P,;, P,P, zu kon-
struieren (Fig. 67); denn es muB sein P,"P;’| P;Ps; und P;' Py’ ||
Py P,. Konstruiert man nun durch P, die g, || P," P3 und ¢ || P,' P,’,
80 sieht man leicht, daB auch P, auf dem Kegelschnitte liegt. Denn

Pl

Fig. 67.

fallt Py auf PyP,, so ist 4 P, B,P; dhnlich und dhnlich gelegen
zu P, P,’ P, es miissen also, weil P, P," und P3P; durch P, laufen,
B, und P,’, also auch B, und P, mit P, in gerader Linie liegen,
Hitten wir den Stab P3Pj festgehalten, so folgt ebenso, daB auch
Py auf dem Kegelschnitte liegt. Damit also das aus g entstehende
neue Fachwerk g stabil sei, darf der neue Knotenpunkt P nicht
auf dem durch die 5 Knotenpunkte von 5 bestimmten Kegel-
schnitte liegen. Das Fachwerk also, das aus den 6 Ecken
eines Sechsecks als Knotenpunkten und seinen 6 Seiten
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und 8 Diagonalen als Stidben besteht, ist instabil oder
stabil, je nachdem die 6 Ecken auf einem Kegelschnitte
liegen oder nicht.

Da die Bestimmung dieses Grenzkegelschnittes von der Kenntnis
der Geschwindigkeitspole der nach Fortlassung eines Stabes noch
moglichen Bewegung abhiingt, so miissen wir uns mit ihrer Kon-
struktion, die im letzten Beispiele sehr leicht war, noch niher be-
schaftigen. Thre Konstruktion gelingt offenbar, wenn wir die fol-
gende Fundamentalaufgabe l6sen konnen:

17. Aufgabe. Ein einfaches Fachwerk zu konstruieren,
von dem gegeben sind die Gliederung und die Rich-
tungen seiner Stébe.

Denn die Figur der Geschwindigkeitspole der nach Fortlassung
eines Stabes noch moglichen Bewegung ist ein Fachwerk von der-
selben Gliederung, von dessen Stiben nur der dem fortzulassenden
entsprechende eine andere Richtung erhalten soll als in dem ge-
gebenen. Der obige Gedankengang fithrt uns zur Lésung dieser
Fundamentalaufgabe, indem wir voraussetzen, sie sei fiir das Fach-
werk Fr_, von k—1 Knotenpunkten geldst, aus dem das Fachwerk
von k Knotenpunkten durch einen der beiden Prozesse entsteht.
Dann ist sie ja sofort gelost fiir diejenigen Fachwerke i, welche
aus einem Fachwerke ;_; durch den ersten ProzeB entstehen. Um
die Aufgabe auch fiir den zweiten EntstehungsprozeB zu 16sen, denken
wir uns neben $r_; mit den Knotenpunkten P;, P,, ..., P, ein
zweites Fachwerk §';_, mit den Knotenpunkten P,’, P, ...,
P';_, gefunden, das dieselbe Gliederung und von einem Stabe P,’ Py’,
der dem zu entfernenden Stabe P,Py entspricht, abgesehen, ent-
sprechende Stibe gleicher Richtung besitzt. Dann geniigen nach
Satz 84 auf S.109 denselben Bedingungen alle diejenigen Fach-
werke §'';_;, deren Knotenpunkte P,”, Py, ..., P",_; auf den
Geraden P,P,’, Py Py, ..., Py P, so liegen, daB:

PIPIH: PII'PII = P2P2”: PZ,'PZI R Pk—-lP”k—l: P”k—IP,k—l

ist, wo P/’ mit P, zusammenfillt, falls von P, dasselbe gilt. Legen
wir nun durch P,, P,’, P," Geraden p,, p,’, p,” in gegebener Rich-
tung p; und ebenso durch P,, P,, P,” Geraden p,, p,’, P, in ge-
gebener Richtung p,, so werden dle Schnittpunkte Q3= (p;, Ps),
Qa (py Pz), Q5" = (p,’, ps’") in einer Geraden gz liegen; denn
py’" und p,”’ teilen die Strecke Q;Q; in demselben Verhiltnisse.
Ebenso erhalten wir eine zweite Gerade ¢, als Ort der Schnittpunkte

Q1= (P2, Do), Qll=(P2', Ps), @' =(p:", Ps"), wWo P, ?3" pg’ durch
P;, Py, Py in vorgegebener Richtung ps gezogen sind. Ist dann
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P’ der Schnittpunkt von g3 und ¢;, so werden die Parallelen durch
P zu py, py, ps die Geraden P, P,’, P, P,’, P3P, in Knotenpunkten
P,"", Py, Pg'" eines Fachwerks {''’y_; unserer Schar treffen, und
das durch Angliederung des Knotenpunktes P’’’ durch die Stibe
PP/, P""P",, P" Pg"" und Fortlassung des Stabes P, P,
aus {'"'y_; entstehende Fachwerk ¥ ist nun ein solches, daB sowohl
jene drei Stdbe als die {''’;_, angehérigen Stébe, abgesehen von
dem fortzulassenden, vorgeschriebene Richtungen haben.

Hiernach werden wir offenbar nur dann keine Ldsung unserer
Aufgabe erhalten, wenn @,Q," || @5Q5" ist. Sind die Richtungen von
p; und p, angenommen, also g gegeben, so gibt es eine Richtung
von p,, fiir die es keine Liosung gibt. Drehen wir ndmlich p; und ps’
zueinander parallel bleibend um P; und Pj’, so dreht sich auch
@,Q,' um einen festen Punkt S von P,P,’; denn ist 0,9, eine
andere Liage von @,Q," (Fig. 68), so sind die Dreiecke P32, und
Py'Q, Q" dhnlich und dhnlich gelegen. Die Parallele durch S zu
@5Qs" schneidet also p, in einem solchen Punkte ¢, daf die Gerade
P;Q, die fiir py verbotene Richtung angibt. Natiirlich kénnen ¢
und ¢, auch zusammenfallen, so dafB unsere Aufgabe unendlich viele
Losungen besitzt. Satz 89 lehrt, wann dieser Ausnahmefall, in dem
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zu den gegebenen Stabrichtungen von ;. kein stabiles Fachwerk
gehort, eintritt.

Will man hiernach in gegebenem Falle die Aufgabe losen, so
wird man sich zuerst schematisch die Entstehung des Fachwerks
durch die beiden Prozesse klar machen und dann die Aufgabe
vom Dreiecke anfangend den gegebenen Richtungen der Stabe ent-
sprechend sukzessive nach obiger Vorschrift zu l6sen haben, indem
die Richtungen der spéter fortzulassenden Stibe zunéchst willkiirlich

angenommen werden, und zwar wird man jedesmal zwei solche will-
kiirliche Annahmen zu machen haben, wenn ein Stab fortzulassen
ist. Durch ein einfaches Beispiel wird unser Verfahren, das, falls
unsere Aufgabe iiberhaupt eine Losung besitzt, zwar unter Um-
stinden sehr langwierig sein, aber niemals versagen kann, am besten
klar werden.

Wir wollen das Fachwerk mit sechs Knotenpunkten, dessen
Stiabe die sechs Seiten und drei Diagonalen eines dadurch bestimmten
Sechsecks sein sollen, mit vorgegebenen Richtungen der neun Stibe
konstruieren. Wir konnen uns dies Fachwerk nach dem folgenden
Schema konstruiert denken: man gliedert zuerst an das Dreieck
P,P,P; den Knotenpunkt P; mit den Stiben P, P, und P, P; an,
dann hieran den Knotenpunkt P, mit den Stiben P,P, und P, Py,
laBt endlich den Stab P, Py fort und gliedert den Knotenpunkt P
mit den Stiében PP,, PP, PP, an (Fig.69). Sollen nunmehr alle
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neun Stdbe gegebene Richtungen haben, so ist diese Aufgabe, falls
man auch dem P, P, eine bestimmte Richtung erteilt, fiir das Fachwerk
P,P,P,P, Py leicht zu lésen, und ebenso konnen wir ein zweites
solches Fachwerk P,"P,’ Py’ P,/ Py’ zeichnen, in dem nur P,/ Py
eine andere Richtung erhilt. Nunmehr sind die Geraden gz und g,
leicht zu finden, deren Schnittpunkt P” den sechsten Knotenpunkt
und damit auch die anderen des gesuchten Fachwerks liefert; (ein
komplizierteres Beispiel findet man in Mathem. Ann. 48, S.156).

25. Spannungsproblem.

Nachdem wir nunmehr die Bildungsgesetze aller einfachen
stabilen Fachwerke kennen gelernt haben — man sieht, daB im
vorigen Paragraphen die benutzten Bildungsgesetze z. B. nicht dazu
ausreichen, das eben behandelte Sechseck-Fachwerk zu erzeugen —,
versuchen wir, fiir alle diese Fachwerke auch das Spannungsproblem
(vgl. S.77) zu losen. Die Bildungsgesetze selbst werden uns den
Weg hierzu anzeigen. In den k Knotenpunkten P;, P,, ..., Py
des einfachen und stabilen Fachwerks $; mogen also die mitein-
ander im Gleichgewichte stehenden Krifte angreifen, deren Angriffs-
linien a,, @y, ..., a; sein mogen, wihrend ihre GroBen und Pfeil-
richtungen durch die Seiten des geschlossenen Kriftepolygons
K\K,K,...K; K, dargestellt sein mogen. Man kann offenbar die
in k—2 Knotenpunkten angreifenden Krifte der GréBe und Rich-
tung nach beliebig annehmen, und es miissen sich dann die den
letzten beiden Knotenpunkten zugehorigen Angriffslinien auf der
Resultante jener schneiden; sind sie dieser Richtung gemill gewihlt,
so sind auch die GroBen und Richtungen der letzten beiden Krafte
als Komponenten der jener Resultante entgegengesetzt gleichen
Kraft bestimmt.

Nach der 8. Definition auf S.76 haben wir uns die Komponente
der in dem Knotenpunkte P, angreifenden Kraft nach dem Stabe
P,Py in Py angreifend zu denken und sie demgemiB als Druck
oder Zug zu betrachten, je nachdem sie von P, nach Py oder um-
gekehrt gerichtet ist. Nehmen wir also umgekehrt in jedem Stabe
P, Py des Fachwerks ;. je zwel entgegengesetzt gleiche, aber sonst
beliebige Krifte an und setzen zugleich fest, ob der Stab gedriickt
oder gezogen sein soll, so ist dadurch auch entschieden, welche der
beiden entgegengesetzt gleichen Krifte als Komponente der in P,
oder der in Py angreifenden Kraft anzusehen ist. Je nachdem ném-
lich der Stab gedriickt oder gezogen sein soll, wird die von P, nach
Py gerichtete Kraft Komponente der in P, oder der in Py an-
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greifenden Kraft sein. Setzen wir die jedem Knotenpunkte P, zu-
gehorigen Komponenten zu einer Resultante k, zusammen, so
miissen diese Krifte k, im Gleichgewichte stehen, weil ihre Kom-
ponenten sich zu je zweien aufheben (vgl. S.77). Hier haben wir
also fir das Fachwerk ;. ein System von duBeren Kréften und zu-
gleich die Liosung des damit verkniipften Spannungsproblems (s. d.
Beispiel auf S.83). Es gibt also jedenfalls co Kriftesysteme, fiir
die unser Spannungsproblem losbar ist. Da es aber nach den obigen
Betrachtungen 00?3 Systeme von im Gleichgewichte stehenden
duBeren Kriften gibt, die in den b Knotenpunkten des Fachwerks
angreifen, so werden wir annehmen diirfen, daB unser Problem fiir
die einfachen Fachwerke l6sbar sein wird, aber im allgemeinen auch
nur fir diese.

Um dies nidher zu untersuchen, setzen wir wieder voraus, das
Spannungsproblem sei fiir das einfache stabile Fachwerk &_, los-
bar, aus dem das gegebene Fachwerk ¥ durch einen unserer beiden
Prozesse entstanden ist. Dann gilt dasselbe unmittelbar auch fir
Be falls es sich nur um den ersten ProzeB handelt (vgl. S.78). Ist
aber Jx aus Fx_, dadurch entstanden, daB die drei neuen Stibe
PP,, PP, PP, hinzugefiigt wurden, der Stab P, Py hingegen fort-
gelassen, so witd es offenbar daraut ankommen, die in P angreifende
Kraft k so nach den drei Stiben zu zerlegen, daB das Spannungs-
problem fir ¥, bei Hinzufiigung dieser drei Komponenten zu den
tibrigen #uBeren Kriiften in dem Stabe P, Py keine Spannung er-
gibt, dieser Stab also wirklich als nicht vorhanden betrachtet werden
kann. Sobald es gelingt, diese Aufgabe in eindeutiger Weise und
zugleich ohne Kenntnis der Spannungen in den iibrigen Stében
von {x_; zu losen, wird eine Methode gefunden sein, um im An-
schlusse an die Entstehung des Fachwerks ;. schrittweise das Span-
nungsproblem zu lésen.

Nehmen wir nun an, die gesuchte Zerlegung von k nach PP,
PP,, PP; und die nach Hinzufiigung dieser drei Komponenten
zu den iibrigen Kriften in den Stében von $._, entstehenden Span-
nungen seien gefunden, so denken wir uns dieselben Spannungen
in den entsprechenden Stiben eines Fachwerks &'._, angebracht,
das mit $;_; die Gliederung und die Richtungen aller Stéibe bis auf
diejenige von P,’ Py’ gemein hat; das ist moglich, weil der Stab P, Py
als spannungslos angenommen wurde. Bestimmen wir dann wie
oben aus diesen Spannungen die in den Knotenpunkten von $'x_y
angreifenden #uBeren Krifte, so werden sie mit den in den ent-
sprechenden Knotenpunkten von %, angreifenden Kriften gleich
und gleich gerichtet sein, und im besonderen werden sich die in P,’,
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P,’, P;' angreifenden Kriifte aus je zwei Komponenten zusammen-
setzen, von denen je eine der in dem entsprechenden Knotenpunkte
P, angreifenden gegebenen #duBeren Kraft und je eine der Kom-
ponente von k gleich und gleich gerichtet ist. Folglich wird die mit
k gleiche und gleich gerichtete Resultante k' der in den Parallelen
Py's Po’s s’ durch Py', P,’, Py’ zu PP,, PP, P P; wirkenden Kom-
ponenten denjenigen Kriften das Gleichgewicht halten miissen,
welche in den Knotenpunkten von 'y, angreifen und mit den ge-
gebenen in den entsprechenden Knotenpunkten von ;_, angreifen-
den #uBeren Kriften gleich und gleich gerichtet sind.

Hiernach erhalten wir die folgende Liosung unserer Aufgabe:
Man bringe in den XKnotenpunkten eines Fachwerks
&'%—1, das mit Fr, in der Gliederung und in allen ent-
sprechenden Stabrichtungen bis auf diejenige von P, P,
dem fortzulassenden Stabe, iibereinstimmt, den ge-
gebenen #uBeren Kriften gleiche und gleich gerichtete
Krifte an; dann liefern die Komponenten derjenigen
Kraft k', welche diesen Kriften das Gleichgewicht hilt,
nach den Parallelen p,’, p)’, ps’ zu PP,;,, PP, PP; durch
P/, P/, P/ die gesuchte Zerlegung der Kraft k nach
PP,, PP, PP;. DaB bei Hinzufiigung dieser drei Komponenten
zu den gegebenen an $_, angreifenden Kriften sich in dem Stabe
P, Py, falls die Bestimmung der unter dem Einflusse dieser Krifte
in Fr_, entstehenden Stabspannungen moglich ist, wirklich keine
Spannung ergeben kann, erkennt man nunmehr folgendermaBen.
Bringt man erstens in allen Knotenpunkten von ';_; gleiche und
gleich gerichtete Kriifte an wie in den entsprechenden Knotenpunkten
von @, und zweitens auch ihre Komponenten nach den durch
jeden Knotenpunkt laufenden Stében von _;, so sind erstens der
von uns vorgenommenen Zerlegung von k gemif die Krifte mit-
einander im Gleichgewicht, so daB dasselbe andererseits von ihren
Komponenten gelten muB. Diese aber heben sich wegen der Be-
ziehung von §'r_; zu $y_, siémtlich zu je zweien auf mit Ausnahme
der zu P, Py parallelen Komponenten durch P,” und Pg'. Ist also,
wie wir voraussetzen, P, Py’ nicht parallel zu P,Py, so miissen
diese beiden Komponenten verschwinden. Es sind folglich in der
Tat die Komponenten von k nach PP;, PP, PP; so bestimmt,
daB das Spannungsproblem fir ;_; in P, Py keine Spannung
liefert, dieser Stab also als nicht vorhanden angesehen werden kann.
Zugleich sieht man, daf unter der Voraussetzung der Stabilitit des
gegebenen Fachwerks . diese Zerlegung von k nach PP,, PP,,
P P, eindeutig ist, weil die Geraden p,’, p,’, ps’ nicht durch einen
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Punkt laufen diirfen. Auch die Wahl eines anderen unseren Be-
dingungen entsprechenden Fachwerks $'’;_; kann keine andere
Zerlegung ergeben; denn die so erhaltenen Komponenten miiiten
nach 8. 122 ebenfalls die Komponenten von k' nach p,’, p,,
ps’ sein.

Da aber die obige Methode zur Bestimmung der Komponenten
von k nach PP,, PP, PP, die Stabspannungen selbst von i,
nicht benutzt, so kann diese SchluBweise offenbar fortgesetzt werden,
bis wir zum einfachsten Fachwerke, dem Dreiecke, kommen. Hier-
durch erhalten wir wirklich dem Gesetze der Entstehung des ge-
gegebenen Fachwerks @, durch die beiden Prozesse folgend eine
Zerlegung der gegebenen Krifte nach den Stiben des Fachwerks.
DaB hierbei die spéter fortzulassenden Stibe spannungslos werden,
ist gerade durch die obige Art der Zerlegung sichergestellt. Dal
endlich unsere Losung des Spannungsproblems eindeutig ist, also
nicht von der ja immer auf verschiedene Art moglichen Entstehung
des Fachwerks aus Fachwerken geringerer Gliederung abhingen
kann, ist klar. Denn wenn das Spannungsproblem iiberhaupt eine
Losung besitzt, kann jedenfalls die Bestimmung der Spannungen
der Stibe jedes zwei- oder dreistibigen Knotenpunktes jedesmal
nur eine Liosung ergeben. Wir erhalten daher das Resultat:

Satz 40. Ewn einfaches stabiles Fachwerk ist stets auch statisch
besttmmt, d. h. die unter dem Einflusse von duferen miteinander vm
Gleichgewichte stehenden Krdften, die in seinen Knotenpunkten an-
greifen, entstehenden Spannungen sind vollkommen bestimmi.

Die wirkliche Bestimmung der Spannungen nach unserem Ver-
fahren erfordert so oft, als bei Bildung des Fachwerks dreistibige
Knotenpunkte anzugliedern sind, die Lésung der Fundamental-
aufgabe auf S.117. Da ist es nun von Interesse zu sehen, daB, sobald
iberhaupt ein Fachwerk §¥;’ gefunden ist, das mit ¥, die Gliederung
und die Richtungen der entsprechenden Stébe bis auf diejenige irgend
eines Stabes P, Py gemein hat, die Spannung in diesem Stabe ohne
Kenntnis anderer Spannungen unmittelbar gefunden werden kann.
Nehmen wir ndmlich an, das Spannungsproblem fiir & sei den ge-
gebenen duBleren Kriften gemiB gelost, so denken wir uns wieder
einerseits diese Krifte und andererseits ihre jedesmaligen Kom-
ponenten nach den durch den Angriffspunkt laufenden Stében in
die Knotenpunkte von ;' parallel verschoben. Dann werden sich
die den Komponenten parallelen Krifte simtlich aufheben bis auf
8'p und 8., die den Komponenten der in P, bzw. Py angreifenden
Krifte nach P, Py gleich und gleich gerichtet sind. Diese beiden
Krifte s’,; und 'y, werden folglich den in die Knotenpunkte von
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Bx verschobenen gegebenen duBeren Kriften von g dquivalent sein
miissen. Demnach ergibt sich die folgende Regel:

Satz 41. Ist ein Fachwerk ;' von derselben Gliederung wie
bekannt, das sich vom Ty mur in der Richtung eines Stabes P,' Py
unterscheidet, so bringe man in den Knotenpunkten von ' gleiche
und gleich gerichtete Krdifte an, wie in den entsprechenden Knoten-
punkten von F; reduziert man dann das diesen Krdiften dquivalente
Paar auf zwei zu P, Py parallele Angriffslinien durch P, und Py,
so stellt die durch P, gehende Kraft dieses meuen Paares die von P,
ausgehende Spannung in P, Py dar.

Die praktische Ausfithrung dieser sehr allgemeinen Regel ist
nicht schwer. Das geschlossene Kriftepolygon fiir das Fachwerk
ist mit demjenigen fiir g’ identisch. Man hat nur fir die an ;'
angreifenden Kriifte ein Seilpolygon zu legen, dessen erste Seite
die Parallele s’y durch P, zu P,Py ist und dessen letzte Seite
durch Py’ geht (1. Aufg. auf S.15); ist @ der zugehorige Pol, so ist
K@ die von P, ausgehende Spannung s,,. Als Beispiel ist in Fig. 70

die folgende Aufgabe behandelt:
‘ 18. Aufgabe. An einem aus den sechs Seiten eines
Sechsecks P,P,P;P,P,Ps und seinen drei Hauptdiago-
nalen bestehenden Fachwerke halten sich die Krafte k,,
ky, k3 in den Knotenpunkten P, P, Pg angreifend das
Gleichgewicht; es soll die Spannung im Stabe P;Pg er-
mittelt werden.

Ersichtlich kann man das Fachwerk durch keinen Schnitt, der
nur drei Stdbe trifft, in zwei getrennte Teile zerlegen; das Verfahren
von Culmann versagt hier. Um unsere allgemeinen Methoden an-
wenden zu konnen, zeichnen wir ein Fachwerk ', das mit dem ge-
gebenen die Gliederung, den Stab P;P, und die Richtungen aller
Stébe auBer derjenigen von PyPg gemein hat; nehmen wir hierzu
Py’ beliebig auf P,P; an, so erhalten wir der Reihe nach die Punkte
Py, P, und Py so, daB P;' Py im allgemeinen nicht | PzPg sein
wird. In P,/=P, P, und Pg lassen wir die zu dem gegebenen
Kriftepolygone KK, K,K, gehoérigen Krifte angreifen, die aber im
allgemeinen nicht im Gleichgewichte sein werden, und zeichnen
unter Benutzung eines beliebigen Poles @' auf der Parallelen durch
K, zu P;Pg von Py =S, anfangend das Seilpolygon S,'S,’S,' S5’ S,
Dann schneiden sich die gleichvielten Seiten dieses und des ge-
suchten Seilpolygons auf Ss'S,’ | PsPg. Ist also o=(Ss'S,’, Sy'Sy’)
und S; der Schnittpunkt von k, mit der Parallelen zu PgzPq durch
Py, so ist ¢S; die gesuchte zweite Seite, womit ¢ als Schnittpunkt
von Q'K, mit der Parallelen zu ¢S, durch K, gefunden ist. Natiir-
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lich ist es nunmehr leicht, die Spannungen in den iibrigen Staben
von e zu konstruieren.

Es wird die Bemerkung nicht ohne Interesse sein, daB unsere
allgemeine Methode zur Bestimmung der Spannungen in die Cul-
mannsche iibergeht, falls das Fachwerk ; aus zwei einfachen und

Fig. 70.

stabilen Fachwerken ¥ und 9B durch Verbindung mit drei Stiben
entstanden ist, von denen der eine P Py ist. Dann kann man nim-
lich als das Fachwerk ;" dasjenige betrachten, das aus % und einem
Fachwerke %’ besteht, das zu B #dhnlich und mit ihm in bezug auf
den Schnittpunkt D der beiden anderen Stibe #hnlich gelegen ist;
diese beiden Verbindungsstibe behalten dann ihre Liage, wihrend
P,Py in P Py iibergeht. Das Kriftepaar kénnen wir uns hier ge-
geben denken durch die Resultante a der auf U allein wirkenden
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Krifte und die Resultante b’ der auf B’ wirkenden Krifte, deren
Angriffslinie offenbar durch obige Ahnlichkeitstransformation aus
der Angriffslinie der Resultante b der auf B wirkenden Krifte
hervorgeht. Da die letzte Angriffslinie mit der von a zusammen-
tiallt, so liegt der Schnittpunkt 4 von @ und P,Py; und der
Schnittpunkt von b’ mit der Parallelen durch Py’ zu P,Py; mit dem
Ahnlichkeitszentrum D in einer Geraden. Man kann hier also
die Reduktion des Kriftepaares @, b’ so vornehmen, dal man a
nach P,P; und AD und b’ nach der Parallelen durch Py zu
P,P; und nach AD zerlegt, und in dem ersten Schnitte besteht
die Culmannsche Methode (vgl. S. 86).

26. Kriftepline.

In den im vorigen Paragraphen behandelten Beispielen konnten
wir das Spannungsproblem stets mit Hilfe eines Krifteplanes lésen,
der ja die Verteilung der Spannungen in besonders klarer Weise zur
Anschauung bringt. Wie steht es nun mit einer solchen Liosung bei
beliebigen einfachen und stabilen Fachwerken und bei beliebiger
Annahme von im Gleichgewicht stehenden duBeren Kriften? Wenn
wir auch diese Frage hier nicht in allgemeinster Weise! beantworten
wollen, so werden wir doch zeigen, daB solche Kriftepline unter
recht umfassenden Voraussetzungen konstruiert werden konnen. Allen
Fachwerken, fiir die wir Kriftepline konstruieren konnten, war es
gemeinsam, daB sie erstens, die Ebene schlicht bedecken,
d. h. daB sich niemals zwei Stibe in einem Uberschnei-
dungspunkte iiberdecken, und daB zweitens die d&uBeren
Kriafte nur in den Knotenpunkten des Randes angreifen.
Schon die erste Voraussetzung ist ja fiir das von uns mehrfach be-
handelte Fachwerk mit sechs Knotenpunkten (Fig. 69 auf S.119)
nicht erfiillt. Sind aber diese Voraussetzungen erfiillt, so lassen sich,
wie wir zeigen werden, die Spannungen mit den gegebenen Kriften
stets zu einem Krifteplan ordnen.

Ist nimlich die erste Voraussetzung erfillt, so ist von selbst
eine Zerlegung des von dem Fachwerke iiberdeckten Teiles der Ebene
in p einfache nebeneinander liegende Polygone gegeben. Hierbei
verstehen wir unter einem einfachen Polygone solche (einfach
berandete), von denen niemals zwei Ecken zusammenfallen und sich
keine zwei Seiten iiberschneiden. Ein solches Polygon kann stets
durch Diagonalen, die keine Seiten schneiden und ganz im Inneren

! Die allgemeine Theorie findet man in der Abh. des Verf.: Uber ebene
einfache Fachwerke, Math. Annalen, 48, S. 166ff.
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des Polygons verlaufen, in Dreiecke zerlegt werden. Das ist
tiir diejenigen Polygone unmittelbar klar, welche keine einspringen-
den Ecken, also Ecken mit Winkeln besitzen, die = 180° sind. Be-
sitzt aber ein Polygon einspringende Ecken, so kénnen sicher nicht
alle seine Ecken einspringend sein; es liBt sich leicht zeigen, daB
jedes m-Eck hochstens m—8 einspringende Kcken besitzen kann.
Sei daher C eine solche einspringende Ecke mit dem Winkel BCD
= 1809, daB die Nachbarecke B den Winkel 4 BC <<180° besitzt,
und lassen wir einen Punkt P auf B A;von B nach 4 wandern, so wird
die Strecke C'P zunichst innerhalb

des Polygons liegen und diese Higen- 2

schaft nur bei Uberschreitung einer
EckeG des Polygons verlieren (Fig.71).
Dann tritt die ganz innerhalb des
Polygons verlaufende Diagonale CG
dieses in zwei Polygone, von denen
jedes eine geringere Zahl von Ecken
besitzt als das urspriingliche. Da
nun jede Uberschreitung spitestens ‘
dann eintreten muB, wenn P nach Fig. 71

A rickt, und 4 nicht mit D zusam-

menfallen kann (<BCA4<180°, so kann durch eine von C aus-
gehende Diagonale stets eine Zerlegung des Polygons in Polygone
mit geringerer Eckenzahl vorgenommen werden. Durch Fortsetzung
dieses Verfahrens muB man also auf die behauptete Zerlegung in
Dreiecke kommen.

Wir konnen hieraus schon die Anzahl p der Polygone
unserer Zerlegung ermitteln. Ist namlich n die Anzahl der duBeren,
also k—n die der inneren Knotenpunkte von @, besteht ferner
unsere Zerlegung aus ng Dreiecken, n, Vierecken, ..., n, I-Ecken,
so gilt offenbar, wenn unser Fachwerk einfach und stabil sein soll,
die Gleichung:

(1) n~+38ng+4n,+ ... +1n, =4k — 6.

Zerlegen wir aber unsere Polygone durch Diagonalen in Dreiecke,
so ist offenbar my+2n;4...4(l—8)n, die Anzahl dieser Diago-
nalen. Diese Zahl muB aber gleich der Anzahl der inneren Knoten-
punkte sein. Denken wir uns nidmlich das durch die Diagonalen
erweiterte Fachwerk aus einem der Dreiecke durch Ansetzung immer
neuer Dreiecke entstanden, so wird jedes neue Dreieck entweder
mit zwei neuen Stiben und einem neuen Knotenpunkte oder mit

nur einem neuen Stabe, aber keinem neuen Knotenpunkte angesetzt.
IEDIRTMY FEAMD TWATNY

\ st
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Im ersten Falle bleiben einerseits alle Randknotenpunkte am Rande
und tritt ein Randknotenpunkt hinzu, und kommt andererseits kein
iiberzahliger Stab dazu. Im zweiten Falle aber tritt ein bisher am
Rande liegender Knotenpunkt ins Innere, nédmlich der den Stab
nicht enthaltende Eckpunkt des neuen Dreiecks, und kommt der
zwei schon vorhandene Knotenpunkte verbindende Stab als iiber-
zahliger hinzu. Es gibt also in der Tat so viel innere Knotenpunkte
als tberzihlige Stibe oder Diagonalen. Demnach gilt auch die
zweite Gleichung:

(2) ng+2ng+...+(1—-8)n, =k —n.
Zieht man sie von der ersten Gleichung ab, so folgt:

(8) 8(ng+n,+...+n)=8k—6
oder p = k—2.

Greifen nunmehr in den n Randknotenpunkten P;, ..., P,
des Fachwerks $¥; und nur in diesen n Krifte an, die zu dem ge-
schlossenen Kriftepolygone K K,...K, K, gehéren, so ordnen wir
dessen Ecke K, dem Vierecke P,P,,,S,,; zu, wodurch dann dem
Seilpolygone S;8S,...S,S; von selbst der Pol P als entsprechend
zugewiesen ist. Denken wir uns die hierdurch hervorgerufenen
Spannungen nach der Methode der vorigen Nummer bestimmt, so
wird es darauf ankommen, zu untersuchen, ob an das Kriftepolygon
anschlieBend den Polygonen des Fachwerks selbst solche Punkte
zugeordnet werden konnen, daB zwei benachbarten Polygonen zwei
Punkte entsprechen, deren Verbindungsstrecke der GroBe und Rich-
tung nach die Spannung in dem den beiden Polygonen gemeinsamen
Stabe darstellt. Enthilt der Knotenpunkt P, nur zwei Stibe P
P, ,P, und P,P,,,, so werden wir dem Polygone (), dessen
Seiten diese Stidbe sind, offenbar den Punkt @, zuordnen, in dem
sich die Parallelen durch K, ; und K, zu diesen Stében schneiden.
Nehmen wir dann die beiden Stiébe fort und lassen in P, ; und
P,,, die Krifte K, , Qs und Qg K,,, angreifen, so haben wir die-
selbe Aufgabe fiir ein einfaches stabiles Fachwerk _;, auf das wir
nun, falls es noch weitere zweistibige Knotenpunkte am Rande
enthilt, dasselbe Verfahren anwenden koénnen.

Da wir aber so schlieBlich einmal auf ein Fachwerk kommen
kénnen, das keine zweistibigen Knotenpunkte am Rande mehr
enthilt, so wollen wir ein zweites Verfahren fiir die Ablésung eines
Polygons (Qs) geben, wenn es mit einem Stabe an den Rand stoBt,
dessen Endpunkte P, und P,,, je mehr als zwei Stibe enthalten.
Da behaupten wir zuerst, daB der Stab P, P,,,, von einer Aus-
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nahme abgesehen durch eine derjenigen inneren Diagonalen, welche
die Polygone des Fachwerks in lauter Dreiecke zerlegen, mufB er-
setzt werden konnen, ohne dafBl das Fachwerk aufhort, einfach und
stabil zu sein. Da nédmlich g einfach und stabil sein soll, so kénnen
wir nach dem Satze 33 auf S.105 ein Fachwerk ;" konstruieren,
das mit J; die Gliederung und die Richtungen aller Stibe, ausge-
nommen diejenige von P, P,.,, gemein hat. Ziehen wir dann in
dieses Fachwerk die entsprechenden Diagonalen ein, so kénnen
diese den entsprechenden in $; im allgemeinen nicht alle parallel
sein. Dann wiirde némlich jedes der Dreiecke, in die $; durch die
Diagonalen zerlegt wird, abgesehen von dem Dreiecke P, P,.; P,
das an P, P,., anst6Bt, mit dem entsprechenden in ;' &hnlich
und dhnlich gelegen sein. Nun haben wir zwei Fille zu unterscheiden,
je nachdem P, am Rande liegt oder nicht. Im ersten Falle zerfillt
das durch die Diagonalen erweiterte Fachwerk und deshalb auch $
selbst nach Fortlassung von P, P,.; in zwei um P, drehbare ein-
fache und stabile Fachwerke (s. Satz 84 auf S.109). Richten wir
dann die Bezeichnung so ein, daf a=1 ist, und konstruieren den
Punkt Qg so, daB @y K; bzw. K,Q, die Komponente der in P; bzw.
P, angreifenden Kraft nach P,;P, darstellt, so lassen wir in den

Knotenpunkten P;, P,, P4, ..., P, des einen Teilfachwerks die
zu dem Kriftepolygone K,Qy K K ,,...K, ;K, gehorigen und in
den Knotenpunkten P,, P, ..., P,_,, P, des anderen Teilfachwerks

die zu dem Kriftepolygone @y K,K,...K ;@ gehorigen Krifte
angreifen und haben hiermit unsere Aufgabe in die entsprechende
fir zwei einfache, stabile und schlichte Fachwerke zerlegt. Rechnen
wir in der Tat die in P, angreifende Kraft K., K, etwa dem ersten
Teile zu, so sind K, ;@ und @y K, die Komponenten der auf den
ersten Teil wirkenden Kraft K _, K; nach P, und P;P, oder
K, 1 Qg bzw. Qy K, die in den Knotenpunkten P, und P, des zweiten
Teiles angreifenden Krifte; ebenso sind dann @y K., und K,Qy
die Komponenten der auf den zweiten Teil wirkenden Kraft K, K _,
nach P, und P, P,, also @y K, und K@, die in den Knotenpunkten
P, und P, des ersten Teils angreifenden Krifte.

Ist aber P, ein innerer Knotenpunkt, so miiiten, wenn wirk-
lich alle Diagonalen der Polygone von g denen von ;' parallel
wiren, in dem durch die Diagonalen erweiterten Fachwerke durch
P, noch die durch &hnliche und &hnlich gelegene Dreiecke ver-
bundenen Stibe P, Py, P, P,, ..., P, P, laufen, und es miiBite sein:

P,P,:P,P,:P,P,:...:P,P: P, Py y=

’ kg ’ £y ’ Ao p- ’ 1 r D’
PIPLHPIR PIBS PR,
Schur, Graphische Statik. 9
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so daB gegen die Voraussetzung auch P, P, | P, P',,, wire.
Es muB also wirklich eine Diagonale P, P, geben, die der ent-
sprechenden P, Py’ nicht parallel ist. Sind nun wieder @y K,
und K,Qy die Komponenten der in P, und P,,; angreifenden
Kriifte nach P, P,,,, nehmen wir ferner diesen Stab fort und ziehen
den Stab P, P, ein, so erhalten wir ein einfaches, stabiles und schlich-
tes Fachwerk ®,, in dessen mit g gemeinsamen Stiben wir die-
selben Spannungen erhalten wie in diesem, wenn wir in P, und
P,,, die Krifte K, Qs und @z K,,; angreifen lassen, wihrend
sich in P,P; keine Spannung ergeben darf (vgl. S.122). Dieses
Fachwerk (), fiir das unsere Aufgabe dieselbe bleibt, enthilt das
Polygon (Qg) nicht mehr, wihrend allerdings durch P, P, ein anderes
Polygon in zwei zerlegt wird; zugleich wird mindestens ein fiir
innerer Knotenpunkt an den Rand treten.

Sollte daher ), keinen zweistibigen Knotenpunkt am Rande
enthalten, sollte also die durch das erste Verfahren zu erreichende
Reduktion noch nicht moglich sein, so kénnen wir das zweite Ver-
fahren so lange fortsetzen, bis alle k¥ Knotenpunkte am Rande liegen,
das entstehende Fachwerk also ein Dreiecksnetz ist. Da ein solches
(vgl. 8. 84) mindestens einen zweistibigen Knotenpunkt besitzt,
so muB die gewiinschte Reduktion einmal ausfithrbar sein.

Durch wechselnde Anwendung der beiden Prozesse, nidmlich
erstens durch Fortlassung der durch einen zweistébigen Randknoten-
punkt laufenden Stibe und Zuweisung des damit abgeldsten Po-
lygons zu dem Eckpunkte des Zerlegungspolygons der in dem Knoten-
punkte angreifenden Kraft und zweitens Fortlassung eines durch
zwel mehr als zweistibige Knotenpunkte begrenzten Randstabes,
Einziehung einer inneren Diagonale und Zuweisung des damit ab-
gelosten Polygons zu dem Endpunkte einer mit der Ecke des Kréfte-
polygons die Stabspannung darstellenden Strecke wird man also
unsere Aufgabe auf eine solche fiir Fachwerke immer geringerer
Gliederung zuriickfithren konnen, so daB man schlieBlich auf ein
Dreieck kommen mufB, dessen entsprechender Punkt nach 8. 77
gefunden werden kann. Nun ist bei beiden Prozessen die Spannung
in einem fortzulassenden Stabe durch die Verbindungsstrecke der
Punkte dargestellt, die den an ihn grenzenden Polygonen zugewiesen
sind, ndmlich im ersten Falle durch K, @Qg und @y K, und im
zweiten Falle durch K, Qg bzw. K, Q. Ist hierbei ein Stab spannungs-
los, wie z. B. die einzuziehenden Diagonalen, so fallen jene beiden
Punkte von selbst zusammen. Da schlieBlich das oben Behauptete
auch fiir das Dreieck gilt, so haben wir die Existenz eines Krifte-
plans unter den auf S.126 angegebenen Voraussetzungen bewiesen.
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Aus unserer Konstruktion dieses Krifteplans geht auch hervor,
daB umgekehrt jedem Knotenpunkte des Fachwerks im Krifteplan
ein geschlossenes Polygon entspricht, dessen Seiten die im Knoten-
punkte angreifenden inneren (Spannungen) und #uBeren Krifte
darstellen. Wir erhalten so den Satz:

Satz 42. Die in den Stiben eines einfachen, stabilen und schlich-
ten Fachwerks, wn dem sich miemals zwei Stibe iiberschneiden, unter
dem Einflusse von Krdften, die nur in den Knotenpunkten des Randes
angreifen, entstehenden Spannungen konnen mit den Seiten des Kridfte-
polygons so wn ewmem Krdifteplane geordnet werden, daff jedem der
k—2 Polygone des Fachwerks ein Punkt vm Krdfteplane entspricht,
und jedem Knotenpunkte des Fachwerks ein Polygon, dessen Seiten
die wn dem Knotenpunkte angreifenden inneren und duferen Krdfte
darstellen.

Wenn wir den von uns gegebenen Beweis fiir die Existenz eines
Krifteplans genauer verfolgen, so finden wir, daB die Schlichtheit
des Fachwerks $; nur insofern benutzt wurde, als sie unmittelbar
eine Zerlegung des Fachwerks in & —2 nebeneinander liegende ein-
fache Polygone lieferte. Es kam also nur auf diese Zerlegung von
Sk in k—2 einfache Polygone an, die ihrerseits nur von der Gliede-
rung des Fachwerks abhingen kann. Denn man kann ja zu jedem
schlichten Fachwerke, das kein Dreieck ist, durch Veréinderung der
Stabrichtungen ein Fachwerk gleicher Gliederung finden, in dem
Uberschneidungen von Stiben vorkommen. Ein Krifteplan
wird also auch dann existieren, wenn es erstens die
Gliederung des Fachwerks erlaubt, ein ihm gleich ge-
gliedertes, aber schlichtes Fachwerk zu konstruieren,
und hierbei zweitens den Angriffspunkten der #uBeren
Krifte nur Randknotenpunkte des schlichten Fachwerks
entsprechen. Diese Bemerkung gibt ein praktisch sehr brauch-
bares Kriterium fiir die Existenz eines Krifteplans. Es liBt sich
zwar auch umgekehrt zeigen, daB die Konstruktion eines Kréfte-
plans nur unter obigen Bedingungen mdglich ist, ein solcher Beweis
ist aber so umsténdlich und schwierig, daB wir ihn hier iibergehen
miissen (vgl. d. o. a. Abh. d. Verf. S.178 u. 182).

DaB die Existenz eines Krifteplans im wesentlichen von der
Gliederung des Fachwerks abhingt, geht auch daraus hervor, daB
der durch den Pol und die Seilstrahlen erweiterte Kriifteplan eines
einfachen stabilen Fachwerks ein Fachwerk mit k—2-+n-4+1=
k4+n—1 Knotenpunkten und 2k—8+42n=2(k+n—1)—8-1+2
Staben, also ein Fachwerk mit zwei iiberzihligen Stéiben ist. Dal
in der Tat dies Fachwerk ., etwa nach Fortlassung der beiden

9*
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Stibe PK, ; und K, ;K, noch stabil bleibt, erkennt man folgender-
maflen. Wir denken uns hierbei die Gliederung des Fachwerks
selbst und seine Zerlegung in k—2 Polygone gegeben, womit auch
die Gliederung des erweiterten Krifteplans §,,_, bekannt ist. Sind
dann die Richtungen der Stibe von &y,._, bis auf diejenigen von
PK, , und K, K, gegeben, so ist auch g, vom MaBstabe ab-
gesehen, bekannt und ebenso die in seinen Knotenpunkten P,, P,,
..., P,_, angreifenden Krifte; denn nimmt man etwa K K, der
gegebenen Richtung geméB an, so kennt man dadurch den Pol P
und deshalb auch K,, K,, ..., K, ,. Nun kennt man weiter von
der in P, , angreifenden Kraft die Angriffslinie (| K, 3K, ;), so
daB man nur die der Resultante der bekannten Krifte entgegen-
gesetzt gleiche Kraft in zwei Komponenten nach dieser und nach
P, zu zerlegen hat, um alle duBeren Kréifte zu kennen. Damit sind
aber der Voraussetzung gemilB auch alle Spannungen in den Stédben
von i, also auch der Krifteplan $,,_y, bekannt. DaB Fyin,; in-
stabil wird, wenn wir noch einen weiteren Stab fortlassen, folgt
schon daraus, daB es dann einen Stab zu wenig besitzt. Wir haben
also den Satz:

Satz 48. Der durch den Pol und die Seilstrahlen erweiterte Krdfte-
plan eines einfachen, stabilen Fachwerks st selbst ein stabiles Fach-
werk mit zwet diberzihligen Stiben.

Durch diese Auffassung des Krifteplans als eines Fachwerks
ist seine Konstruktion von seiner statischen Bedeutung losgelost
und auf die rein geometrische Fundamentalaufgabe (8. 117) zuriick-
gefiihrt, ein einfaches, stabiles Fachwerk zu konstruieren,
von dem die Gliederung und die Richtungen seiner
Stibe gegeben sind. Hierbei kniipft die Bestimmung eines sol-
chen Punktes @, des Krifteplans, dessen entsprechendes Polygon
(@) an zwei Polygone anstoBt, zu denen die ihnen im Krifteplane
zugehorigen Punkte schon bekannt sind, von selbst an das erste Bil-
dungsgesetz der Fachwerke an. Was aber die Konstruktion eines
Punktes @, betrifft, dessen zugehériges Polygon (@) nur an ein
Polygon mit bekanntem entsprechenden Punkte angrenzt, so finden
wir sie auf Grund des Satzes 34 auf S.109. Hiernach bilden ném-
lich alle Fachwerke, die mit dem durch Entfernung von PK,_,
und K, K, aus dem erweiterten Krifteplane entstehenden ein-
tachen und stabilen Fachwerke .., die Gliederung, den Stab
K K, und die Richtungen aller Stibe, ausgenommen derjenigen eines
gewissen Stabes @, @,, gemein haben, eine solche Schar, daB bei
Verinderung der Richtung dieses letzten Stabes alle Knotenpunkte,
soweit sie iberhaupt beweglich sind, gerade #hnliche Punktreihen
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beschreiben. Statt die Richtung von @@, zu &ndern, kénnen wir
aber auch @ auf seiner Geraden, die ja die Parallele durch @, zu der
den Polygonen (@) und (@, gemeinsamen Geraden ist, verschiedene
Lagen Qg', @" geben und die entsprechenden Lagen @', @,” und
Q,’, Q' konstruieren. Schneidet dann die Parallele durch @," zu
Q. Q. die Gerade der fiir ,¢, gegebenen Richtung durch ,”
in R, so ist der Punkt S=(@,’ @', R @,") ein Punkt von @,Q,;
denn die Gerade durch S in der Richtung von @@, teilt die Strecken
@, @' und @, @, in demselben Verhiltnisse:

Natiirlich wird es auf die Wahl des Stabes @,¢), ankommen,
ob diese Konstruktion leicht gelingt. Man kann das Verfahren aber
auch dahin ab#ndern, daf man durch Fortlassung zweier verschie-
dener Stibe als Ort eines Knotenpunktes @ von Frin_y zZwei ver-
schiedene Geraden erhilt, deren Schnittpunkt dann die richtige
Lage von @, und damit diejenige von @ liefert. In dieser Form
wird das Verfahren la méthode de la fausse position von
Saviotti genannt. Das Wesentliche liegt aber in der Benutzung
des Satzes 84 auf S.109, daB also, wenn ein Punkt @, die Gerade
gegebener Richtung durch einen schon bekannten Punkt des Krifte-
plans beschreibt, jeder andere aus ihm konstruierte Punkt eine dazu
ahnliche gerade Punktreihe beschreibt. Hierbei kann es vorkommen,
daB aus @, tiberhaupt kein anderer Punkt mehr konstruiert werden
kann; dann wird man einen zweiten Punkt seine Gerade beschreiben
lassen und seine richtige Lage durch die Beziehung zu @, zu finden
haben. So niitzlich diese Saviottische Methode zur Konstruktion
gewisser Kriftepline auch ist, so ldBt sie sich doch kaum in so scharfe
Regeln fassen, wie unsere Losung des Spannungsproblems oder die
Auffassung der Konstruktion eines Krifteplans als einen besonderen
Fall unserer Fundamentalaufgabe auf S.117. Jedenfalls wird es
gut sein, die allgemeine Theorie durch einige Beispiele zu erldutern.

Das in Fig. 72 dargestellte Fachwerk besteht aus den beiden
Dreiecken P, P; P; und P, P, Pg, deren Ecken durch die Stibe P, P,,
P, P,, PP verbunden sind; in den Knotenpunkten P, P,, P, P,
mogen die durch das Kriftepolygon K K, K, KK, gegebenen Krifte
angreifen. Man sieht leicht, daB man schematisch ein dem Fachwerk
gleich gegliedertes schlichtes Fachwerk zeichnen kann. HEs liefert
die Zerlegung in vier einfache Polygone, deren Bezeichnung wir im
Schema angebracht haben. Nehmen wir nun einen Punkt @," auf
der Parallelen durch K, zu P, P, beliebig an, so finden wir @," auf
den Parallelen durch @," und K, zu P,P; und P,P; und endlich
Qs" auf den Parallelen durch @," und @," zu Py P; und PgzPg wenn
wir uns nur an die Bezeichnungen des Schemas halten. Dieselben
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Konstruktionen machen wir fiir eine zweite Annahme @,” von @,
auf der Parallelen durch K, zu P, P, und finden ebenso @, und Q,".
Da aber @), auch auf der Parallelen durch K, zu P,P; liegen mu§,

80 schneidet diese die Gerade @3'Qs"" in dem richtigen Punkte @,
woraus die iibrigen drei Punkte des Krifteplans leicht gefunden
werden konnen.

Auch das Beispiel auf S.140 kommt hier in Frage, kann aber
erst nach Einfiihrung der idealen Knotenpunkte und Stéibe verstanden
werden.

27. Ideale Knotenpunkte und Stdbe.

In der vorigen Nummer haben wir die folgende Regel kennen
gelernt, um zu untersuchen, ob ein Spannungsproblem etwa mit Hilfe
eines Kriifteplans geldst werden kann. Wir werden zuerst versuchen
ein einfaches Polygon zu finden, dessen Ecken die Knotenpunkte
des Fachwerks umfassen, in denen duBere Krifte angreifen, das wir
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also als das Randpolygon betrachten werden. Dann werden wir
ein dem gegebenen Fachwerke gleich gegliedertes schematisch hin-
zuzeichnen versuchen, dessen Rand jenem Randpolygone entspricht,
und dessen Stdbe sich niemals iiberschneiden. Ist dies moglich,
so kann unsere Aufgabe mit Hilfe eines Krifteplans gelost werden.
Wie steht es aber, wenn entweder jenes einfache Randpolygon nicht
gefunden werden kann, oder auch jene Uberschneidungen nicht ver-
mieden werden kénnen, wie z.B. bei dem mehrfach behandelten
Fachwerke, dessen Knotenpunkte die sechs Ecken und dessen Stibe
die sechs Seiten und drei Diagonalen eines einfachen Sechsecks sind ?

In letzterem Falle kann man jeden Punkt J,, in dem sich zwei
Stibe des Fachwerks iiberschneiden, als einen sogenannten idealen
Knotenpunkt mit vier Stiben ansehen und zwar als einen idealen
insofern, als die vier Stibe nicht um J, drehbar aneinander befestigt
sind. Tatséchlich ist das aber fiir das Spannungsproblem nicht von
Belang, so lange die vier Stibe ihre zweimal zwei gleichen Richtungen
beibehalten und in J, keine &uBere Kraft angreift; denn dann kann
in J, Gleichgewicht nur zustande kommen, wenn in den beiden Teilen
jedes der beiden durchschnittenen Stibe gleiche Spannungen herrschen,
oder die von dem anderen Endpunkte jedes Teiles in J, hervor-
gerufenen Kriifte sich autheben. Dies wird dadurch zum Ausdruck
kommen, daB dem idealen Knotenpunkte J, im Krifteplane ein
Parallelogramm entsprechen wird. Weiter sieht man, daB durch
Binfiihrung solcher Uberschneidungspunkte als idealer Knoten-
punkte die Anzahl der Knotenpunkte je um 1 und die der Stébe
je um 2 vermehrt wird, so daB das neue Fachwerk nicht nur stabil,
sondern auch einfach bleibt. Existierte némlich ein zweites Fach-
werk, das mit diesem die Gliederung, einen Stab und die Richtungen
aller iibrigen gemein hat, so gilte dasselbe fiir das urspriingliche
Fachwerk. Das neue Fachwerk wird nun allerdings einen Kréfte-
plan liefern, in dem einigen Stiben des urspriinglichen Fachwerks
mehrere gleiche Seiten des Kriifteplans entsprechen, aber diese ge-
ringe Vermehrung der Linien wird vollstindig dadurch aufgewogen,
daB, wie wir sogleich vollstéindig beweisen werden, wir nun ein all-
gemeines Prinzip haben, um das Spannungsproblem fiir jedes ein-
fache und stabile Fachwerk in iibersichtlicher Weise mit Hilfe eines
Krifteplans zu losen.

Zunichst aber mag die Einfiilhrung idealer Knotenpunkte durch
ein Beispiel erldutert werden. In dem in Fig. 78 dargestellten Fach-
werke iiberschneiden sich die beiden Stibe 4 Py und BP; in J und
es greifen in allen Knotenpunkten 4, P,, P,, P;, B die durch das
geschlossene Kriftepolygon KK K,K,K;K dargestellten Krifte an.
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wo die in 4 und B angreifenden mit Hilfe der Auflagerreaktionen
gefunden sind. Nun kénnte man hier leicht schematisch ein schlichtes
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Fig. 73.

Fachwerk gleicher Gliederung zeichnen, man braucht ja nur B im
Inneren des Dreiecks 4 P, P; anzunehmen, aber es gibt kein einfaches
Randpolygon. Fiihrt man indessen den idealen Knotenpunkt J ein,
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so schwindet jede Schwierigkeit. Wir finden dann leicht die den
Feldern (@,), (@), (@) des neuen Fachwerks entsprechenden Punkte
des Krifteplans und daraus auch die vierte Ecke des Parallelogramms
K,Q,Q3Q,; daB Q5Q, || P, Py sein muB, liefert dann eine Kontrolle.

Nun wird aber die Herstellung eines einfachen Randpolygons
nicht in jedem Falle so einfach oder iiberhaupt durch die bloBe Ein-
fiihrung idealer Knotenpunkte moglich sein. Da bietet sich der Aus-
weg dar, daB wir von einem Fachwerke ausgehen, das durch die Hinzu-
nahme der Seiten des Seilpolygons und der Stiicke der Angriffslinien
der &uBeren Krifte zwischen ihren Angriffspunkten und den Ecken
des Seilpolygons erweitert ist, und die #uBeren Krifte in diesen
Ecken angreifen lassen. Dieses erweiterte Fachwerk hat dann jeden-
falls die Gliederung eines einfachen stabilen Fachwerks, worauf es
hier allein ankommt. Dieses Seilpolygon, das irgend einer Reihen-
folge der duBeren Krifte entspricht, kénnen wir nun als das Rand-
polygon betrachten. Wir werden dann in ein diesem Seilpolygone
entsprechendes einfaches, am besten konvexes Polygon die Knoten-
punkte eines dem gegebenen Fachwerke gleich gegliederten Fach-
werks so einzuzeichnen suchen, daB die Stdbe und die Angriffs-
linien der #&uBeren Krifte sich moglichst selten iiberschneiden.
Wenn wir dann die diesen Schnittpunkten im gegebenen Fachwerke
entsprechenden Schnittpunkte als ideale Knotenpunkte einfiihren,
80 miissen wir nur darauf achten, daB, falls ein idealer Knoten-
punkt J, in die Verlingerung des Stabes Py P, fallt, dieser Stab
als durch die beiden Stibe J, Py und J, P, ersetzt zu denken ist.
Die schlichte Zerlegung des schematischen Fachwerks gibt dann
eine solche Zerlegung des um einige ideale Knotenpunkte und Stabe
erweiterten urspriinglichen Fachwerks in einfache Polygone, daf ein
Krifteplan konstruiert werden kann.

Falls nicht das Ziel verfolgt wird, die fir die Herstellung eines
Krifteplans notwendige geringste Anzahl von idealen Knotenpunkten
und Stédben einzufithren, so kann man auch die in die Angriffslinien
der &uBeren Krifte fallenden idealen Knotenpunkte und Stdbe am
gegebenen Fachwerke selbst anbringen. Dann werden zuerst alle Uber-
schneidungspunkte von Stiben als ideale Knotenpunkte eingefiihrt.
Fillt dann ein Angriffspunkt P, einer #uBeren Kraft k, ins Innere
des vom Fachwerke iiberdeckten Teils der Ebene, so betrachten wir
die Schnittpunkte der einen Hilfte g, der Angriffslinie von k, mit
den Stiaben des Fachwerks als ideale Knotenpunkte, die im Inneren
verlaufenden Teile von ¢, zwischen P, und diesen Knotenpunkten
als ideale Stibe und denken uns die Kraft k, als in dem am Rande
gelegenen idealen Knotenpunkte angreifend. Ist in der Tat m die
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Anzahl der Schnittpunkte von g, mit den Stiben des Fachwerks, so
kommen » Knotenpunkte und n Stébe hinzu, und auch das Span-
nungsproblem wird durch unsere Festsetzungen nicht geéindert. Denn
in dem Randpunkte kann Gleichgewicht nur dadurch zustande
kommen, daf erstens die #uBere Kraft der Spannung das Gleich-
gewicht hilt, die in dem auf g, liegenden Stabe wirkt, und zweitens
die Spannungen in dem durchschnittenen Stabe einander das Gleich-
gewicht halten. Analoges gilt der Reihe nach fiir die benachbarten
idealen Knotenpunkte auf g,, so daB die in P, zusammenlaufenden
Spannungen in den wirklichen Stében einer Spannung in dem idealen
Stabe das Gleichgewicht halten, die der gegebenen &uBeren Kraft
gleich ist. Denken wir uns diese in die Angriffslinien der #uBleren Kriifte
fallenden idealen Knotenpunkte und Stibe etwa in der Reihenfolge
der Randpunkte am Rande eingefiihrt, so kann es sich bei diesem
Verfahren auch als nétig erweisen, Schnittpunkte idealer Stébe als
ideale Knotenpunkte einzufiihren; das bedingt aber keinen wesent-
lichen Unterschied. Jedenfalls gelangen wir auf diesem Wege zu einem
schlichten Fachwerke, das unter dem FKinflusse von Kriften steht,
die nur in Knotenpunkten des Randes angreifen, so daB das Span-
nungsproblem mit Hilfe eines Krifteplanes zur Anschauung gebracht
werden kann.

Trotzdem die letzte Methode bisweilen einige ideale Knoten-
punkte und Stéibe zu viel benutzen mag, so wird sie fiir die Praxis wohl
meist die bessere sein, weil sie an dem gegebenen Fachwerk selbst
operiert. Dennoch diirfen wir das bei der ersten Methode zur Geltung
kommende Prinzip, die Zerlegung in einfache Polygone mit Hilfe eines
gleich gegliederten schematischen Fachwerks zu finden, schon des-
halb nicht auBler acht lassen, weil sich sonst Schwierigkeiten finden
wiirden, falls sich in einem idealen Knotenpunkte mehr als
zwei Stidbe iiberschneiden, oder ein Stab P Py iiber einen
Knotenpunkt P, lduft, oder die eine Seite der Angriffs-
linie einer im Inneren angreifenden Kraft noch durch
wirkliche oder ideale Knotenpunkte lauft. Denn in allen
diesen Fillen enthielte das neue Fachwerk bei unmittelbar an das
gegebene Fachwerk ankniipfender Einfiihrung der idealen Knoten-
punkte oder Stébe iiberzahlige Stibe, und das Spannungsproblem
wiirde unbestimmt, insofern in solchen Punkten auch auf andere Weise
Gleichgewicht zustande kommen konnte, als es dem urspriinglichen
Spannungsprobleme entspricht. Bestimmen wir hingegen die Zer-
legung mit Hilfe eines gleich gegliederten schematischen Fachwerks,
das von dem gegebenen beliebig wenig abweicht, so verschwinden
alle Schwierigkeiten. Hierbei haben wir z. B. einen Punkt J, in dem
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sich die drei Stibe P, P, P,P; P,Pg schueiden (s. Fig. 74), als die
Grenze eines Dreiecks (¢)=J;J,J; nach dem Schema des eingezeich-
neten Fachwerks zu betrachten, das sich von dem gegebenen nur in

Fig. 74.

der Richtung des Stabes P, P, unterscheidet. Wir konnen es zugleich
benutzen, um mit Hilfe eines Seilpolygons den Punkt @, und daraus
nach dem einfachen Prozesse der Zerlegung alle weiteren Punkte des
Krifteplans zu finden. Man sieht nun, wie durch Einfiihrung des
dem Punktdreiecke entsprechenden Punktes @ in den Krifteplan in
Evidenz gesetzt wird, daB die gegeniiberliegenden parallelen Seiten
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des Sechsecks Q,0),...Qs auch einander gleich sind, was z. B. fir das
Kriftepolygon, dessen gegeniiberliegende Seiten wir der Einfachheit

Fig. 75.

wegen ebenfalls parallel zu den Diagonalen des Fachwerks angenommen
haben, nicht gilt.

Unser Verfahren mag auch durch das in Fig. 75 gezeichnete Fach-
werk erlautert werden, das drei Uberschneidungspunkte L, M, N
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und die Auflagen 4 und B besitzt und unter dem Einflusse der in den
Knotenpunkten P;, P,, P;, P, angreifenden und durch das Krifte-
polygon K K,K,K;®, dargestellten Lasten steht; iiberdies soll P,
im Inneren des Fachwerks liegen und die Angriffslinie von K&, den
Punkt M enthalten, den wir uns daher als die Grenze eines Dreiecks
denken wollen, das an die Flichen (@), (@5) und (K,) mit Seiten an-
stoBt, die zu M P,, LM und M N bzw. parallel sind. Nun bestimmen
wir zuerst mit Hilfe eines Seilpolygons, dessen letzte Seite durch
das feste Auflager B lduft, die beiden Auflagerreaktionen KK,
und &K in 4 und B, ordnen aber die Krifte gemdB der Reihen-
folge ihrer Angriffspunkte am Rande, so daB von P; beginnend
K,K\K,K;K,KK, das Kriftepolygon unseres nunmehr schlichten
Fachwerks ist.

Nehmen wir jetzt, da kein zweistédbiger Knotenpunkt vorhanden ist,
Q, als Q," willkiirlich auf der Parallelen durch K zu 4 M an (Saviotti),
so findet man der Reihe nach @), auf den Parallelen durch ¢," und
K, zu AL und 4 P,, @5 auf den Parallelen durch @,” und K, zu P,L
und P, P,, @, auf den Parallelen durch ¢,;" und @," zu L P, und LM,
Q" auf den Parallelen durch @," und K, zu M P, und M N, @, auf den
Parallelen durch @’ und @," zu LM und M P,, endlich @4 auf den
Parallelen durch Q5" und @;" zu P, P, und P,N, withrend andererseits
Q¢ aut der Parallelen durch K, zu P, P, liegen muBl. Konstruieren wir
daher fiir eine zweite Annahme von ,” auf der Parallelen durch K
zu AM den Punkt Qg"”, so schneidet nach 8. 133 Q4 Q4" jene Parallele
durch K, in dem richtigen Punkte @4, woraus auch die iibrigen Punkte
gefunden werden konnen. In der Figur wurde @, als Schnittpunkt
der Parallelen durch K, und K; zu 4 P; und P; P, angenommen, S0
daB @, =@Q,, Q,'=0, und Q' =@, wird, und ebenso wurde @," als
Schnittpunkt der Parallelen durch K, und K zu 4P, und AM an-
genommen, so daB @, = @,”, @, = @, und Q" = Q4" wird. Den
Punkten L und N entsprechen wieder die Parallelogramme
QQ:0;0, und Q;Q;0,0Qs und dem Punkte M das Sechseck
KQ,0,0:QsK, mit gegeniiberliegenden gleichen und parallelen
Seiten, wie der Punkt ¢) anzeigt. Als Resultat unserer Untersuchungen
konnen wir den Satz aussprechen:

Satz 44. Fiir jedes einfache stabile Fachwerk lift sich jedes
Spannungsproblem durch einen Krifteplan losen, wenn das Fach-
werk zuwvor durch Einfiihrung gewisser idealer Knotenpunkte und Stibe
zu einem solchen erwettert wird, das einfach, stabil und schlicht ist und
nur unter dem Einflusse von Krdiften steht, die in den Knotenpunkten
des Ramdes angreifen.
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28. Statisch unbestimmte Fachwerke.

Besitzt ein stabiles Fachwerk mit %k Knotenpunkten 2% —2
Stébe, also einen iiberzihligen Stab, so laBt das Spannungsproblem
vom rein statischen Standpunkte aus, also unter der Voraussetzung,
daB die Stiabe absolut starr seien, unendlich viele Losungen zu.
Machen wir nédmlich das Fachwerk dadurch zu einem einfachen
und stabilen, daB wir den Stab P, Py fortlassen, so konnen wir
sicher die gegebenen duBeren, miteinander im Gleichgewichte stehen-
den Krifte &, so nach den in P, zusammenlaufenden Stiben zer-
legen, daB in jedem Stabe zwei entgegengesetzt gleiche Kompo-
nenten resultieren. Nehmen wir auBerdem in P, und Py zwei ent-
gegengesetzt gleiche, sonst aber ganz beliebige Krifte h, und hy
in der Richtung des fortgelassenen Stabes an, so erhalten wir auch
fir diese bestimmte Komponenten in den Stiben des einfachen
Fachwerks. Setzen wir die so beidemal erhaltenen Komponenten
fir jeden Stab zusammen, so ergibt sich eine Zerlegung des aus
den gegebenen duBeren Kriften und den Zusatzkriften h,, hy be-
stehenden Kriftesystems nach den Stiaben des einfachen Fachwerks,
die einem Spannungsproblem entspricht. Hierbei sind die von P,
ausgehenden Komponenten der Resultante von k, und &, dquivalent,
also auch k, diesen Komponenten und der Kraft h;, Fiigen wir
daher unserer Zerlegung noch die beiden Komponenten kg bzw. h,
nach P, Py fiir die Knotenpunkte P, bzw. Py hinzu, so haben wir
auch eine Lésung des Spannungsproblems fiir das urspriingliche,
nicht einfache Fachwerk und die gegebenen #uBeren Krifte. Da
h, seiner GréBe und seinem Vorzeichen nach beliebig war, so gibt
es in der Tat unendlich viele Liosungen des Problems, das Fach-
werk heifit statisch unbestimmt.

Es ist klar, wie sich die Mannigfaltigkeit der statisch moglichen
Systeme von Spannungen mit der Anzahl der iiberzihligen Stibe
eines stabilen Fachwerks erhoht. Da aber in Wirklichkeit gegebene
duBere Krifte ganz bestimmte Spannungen hervorrufen miissen, so
werden wir diese nur finden kénnen, wenn wir die der Wirklichkeit
nicht ganz entsprechende Hypothese fallen lassen, daB die Stibe
des Fachwerks absolut starr seien. Wir werden vielmehr annehmen
miissen, daB die Stdbe I,y des Fachwerks unter dem Ein-
flusse der duBeren Kriafte gewisse Verlingerungen oder
Verkiirzungen A4l ; erfahren, die den Hypothesen der
Festigkeitslehre gemdB der Spannungen s, der Stdbe
proportional sind, so zwar, daB:
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80,6 ° la,h
(1) Ao, y NOEE TP
ist, wo Fg g der Flicheninhalt des Stabquerschnitts und Eg g der
sogenannte Elastizititsmodul des Materials ist.

Um hier die Vorzeichen scharf unterscheiden zu konnen, wollen
wir eine Komponente s, 5 nach dem Stabe P, Py als positiv
oder negativ ansehen, je nachdem sie Zug oder Druck
bedeutet; hiernach wird ein positives s, als Komponente der in
P, bzw. Py angreifenden Kraft von Py nach P, bzw. umgekehrt
gerichtet sein. FErgeben daher die gegebenen &uBeren Krifte fiir
das durch Entfernung des Stabes P, Py entstehende einfache stabile
Fachwerk die Spannungen s’ , und fir die Krifte h, und hy die
Spannungen s’ , so erhalten wir fiir das urspriingliche Fachwerk
als eine Losung des Problems die Spannungen s’y , 3", fiir den
Stab P.P; und hy fir P, Py, wenn wir auch hy, als positiv oder ne-
gativ ansehen, je nachdem es von Py nach P, gerichtet ist oder
umgekehrt, also Zug oder Druck bedeutet. Ersetzen wir aber hg
durch ahy, wo a irgend eine positive oder negative Zahl ist, so daB
auch die s”, , durch as’’,, zu ersetzen sind, so erhalten wir die all-
gemeinste Losung unseres Spannungsproblems, wenn wir setzen
Se,p =50 +as", und s;g=ahy, und es wird nunmehr darauf
ankommen, den Faktor a auf Grund obiger Hypothese der Festig-
keitslehre zu bestimmen.

Hierzu bediirfen wir eines geometrischen Hilfssatzes. Denken
wir uns némlich jedem Knotenpunkte P, eines Fachwerks einen
Punkt P, zugeordnet, so folgt durch Projektion der in P, angreifen-
den Kraft k, sowie ihrer Komponenten sq 5, Sa,c, - .-, Sq,j Dach den
in P, zusammenlaufenden Stiben auf die Gerade P,P," die auch
dem Vorzeichen nach richtige Gleichung (vgl. z. B. Schur, Anal.
Geom. S.20 u. 21):

(2) { kacos (ka’ PaPa') = Sg,p COS (PbPa’ PaPa’)
+ 8g,c 008 (PP, P,P,)) + ... + 84 yc08 (P Py, P, P,).
Bilden wir diese Gleichung fiir alle Knotenpunkte P, multi-
plizieren jede mit P, P," und summieren sie, so erhilt auf der rechten

Seite die Komponente s, 5, die ja fir P, und Py dasselbe Vorzeichen
besitzt, den Faktor:

P,P, cos (PyP,, P,P,’) + PyPy cos (P, Py, PyPy)
oder wenn wir die orthogonalen Projektionen von P, und Py’ auf

T
die Gerade P, Py mit P,”” und Py bezeichnen, den Faktor:
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144 Fachwerke (Allgemeine Theorie).

(3) Pall Pa + PbeII PN Pall PBI’_*_PbII Pa+PbPa+Pan,’
= PPy — P, P,.

Nehmen wir daher an, daf die P,” den P, unendlich nahe seien,
so konnen wir bis auf unendlich kleine GréBen héherer Ordnung
P, Py’ =P, Py setzen und erhalten den Satz:

Hilfssatz: Erleiden die Knotenpunkte P, eines Fach-
werks, in welchem unter dem Einflusse der miteinander
im Gleichgewichte stehenden Krifte k, in den Staben I
die Spannungen s; entstehen, die unendlich kleinen Ver-
riickungen dv,, und verdndern sich hierbei die Il; um dlg,
so ist bis auf unendlich kleine GréBen hoherer Ordnung:

(4 Zk dv, cos (k,, dv,) Esbdl,,,

wo die s; positiv oder negativ sind, je nachdem sie Zug
oder Druck bedeuten, die dl;, je nachdem eine Verlidnge-
rung oder Verkiirzung eintritt.

Uber die Vorzeichen der k, und dv, braucht offenbar nichts
festgesetzt zu werden, da deren Vertauschung durch den Zeichen-
wechsel der Kosinus aufgehoben wird; jedenfalls aber besitzen sie
bestimmte Pfeilrichtungen, die wir fiir die dv, als von den Knoten-
punkten abgewandt annehmen kénnen.

Diesen Satz wollen wir auf unser statisch unbestimmtes Fach-
werk mit einem iiberzihligen Stabe P,P; anwenden. Die Ver-
riickungen 4 v, mégen diejenigen sein, welche infolge der Einwirkung
der gegebenen #uBleren Kriifte entstehen. Wenn diese sowohl als
auch die entsprechenden Verinderungen Aly der Stibe auch nicht
im strengen Sinne unendlich klein sind, so konnen wir doch ihre
zweiten und hoheren Potenzen gegen die Lingen der Stibe vernach-
lissigen, also unsern Satz anwenden. Setzen wir s’y =0 und
§"q 5=hg, 80 werden wir Formel (1) unter der Voraussetzung an-
wenden konnen, daB s ,=s'c,+a s, sei. Das im Satze benutzte
Spannungssystem sei dann s’ ;, also der Voraussetzung entsprechend,
daB gar keine duBeren Krifte wirken. In der Tat ist ja die Aussage,
daB in dem durch Entfernung des Stabes P, Py entstehenden ein-
fachen Fachwerke unter der Einwirkung der Krifte h, und hy die
Spannungen s”,, entstehen, gleichbedeutend damit, daB in dem
urspriinglichen Fachwerke ohne Einwirkung #uBerer Krifte die-
selbe Spannungsverteilung stattfinde, wenn noch s  y=hy, gesetzt
wird; denn beim Beweise unseres Satzes ist der Begriff Spannung
nur im Sinne von Komponenten benutzt worden. Unter diesen Voraus-
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146 Fachwerke (Allgemeine Theorie).

setzungen verschwindet die linke Seite von Gleichung (4) und wir
erhalten zur Bestimmung von a die Gleichung:

% % Iy 52k
() 0=27}.’7ET+“§F5-E5'

b

Nehmen wir daher der Einfachheit wegen noch an, daf alle
Stabquerschnitte einander gleich und die Stébe alle von demselben
Material seien, so ergibt sich a in der Form:
46k

37

Den Zahler und Nenner dieses Ausdrucks kann man (vgl. Nr. 80)
als Zentrifugal bzw. Trigheitsmoment eines Systems gleich gerich-
teter Krifte I, auffassen, die in den Punkten Ty mit den Koordi-
naten sy’ und sy’ angreifen. Konstruiert man diese mit Hilfe dreier
Seilpolygone, so ergeben sich Zihler und Nenner als Strecken, a
also als Tangens eines Winkels, mit dessen Hilfe die Strecken a s
leicht gefunden werden konnen, um welche die Strecken s;’ noch
zu vermehren oder zu vermindern sind, damit man die gesuchten
Spannungen sg erhalte.

In Fig. 76 ist dies fiir ein Fachwerk mit vier Knotenpunkten
und sechs Stéiben ausgefithrt worden. Zuerst wurden fiir das durch
Entfernung des Stabes P, P;=I; entstehende Fachwerk und das
gegebene Kriftepolygon K, K,K,K, die Stabspannungen s,’, sy,

.., S5 mit Hilfe eines Kriifteplanes und ebenso fiir die in 4; und
A; angreifenden Krifte hy=H;H, und hy=H,H; die Stabspan-
nungen s,", 8,”, ..., 85’ konstruiert. Uberall wurden neben die
Spannungen ihre Vorzeichen gesetzt, und man sieht, daB wirklich
« 8¢’ =hy=H,H, als von A4, ausgehende Komponente Zug bedeutet,
also positiv ist. Nun wurden in bezug auf zwei rechtwinkelige Ko-
ordinatenachsen OX und OY die Punkte Ty, Ty, ..., Tg aus ihren
Koordinaten konstruiert und auf OX das Kriftepolygon £,8; ... K
so angenommen, daB R,8, =13l, R, K=13L, ..., R;K=141 ist.
Die Konstruktion des Trigheits- und des Zentrifugalmoments ge-
schieht dann nach Nr. 80. Bei Bestimmung des Vorzeichens des letz-
teren muBite aber beriicksichtigt werden, daB bei solcher Drehung des
Polygons der statischen Momente 7,7;...757g bei welcher es in
die positive Richtung von OY féllt, der vorher benutzte Pol &,
auf die negative Seite von OX zu liegen kommt, so daBl gy0¢ doch
als negativ zu rechnen ist, was sich auch aus der Formel leicht er-
gibt; sg wird also mit a zugleich positiv. Nachdem sg=K,H, ge-

(6) o =—
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Statisch unbestimmite Fachwerke. 147

funden war, konnte der eigentliche Krifteplan fiir das urspriing-
liche statisch unbestimmte Fachwerk gezeichnet werden; es ergibt
sich eine merkwiirdige Verkleinerung ja Richtungsénderung der
Spannungen durch Einfiigung von Ig.

Dieses einfache Beispiel mag wenigstens einen Begriff davon
geben, wie in komplizierteren Fillen zu verfahren ist. Vermehrt
sich mit der Anzahl der uberzéhligen Stibe die Anzahl der un-
bekannten Faktoren a, so vermehrt sich auch die Anzahl der zu
(5) analogen Gleichungen zu ihrer Bestimmung, weil sich auch die
ohne Einwirkung #uBerer Krifte moglichen Spannungssysteme ent-
sprechend vermehren. Wir konnen hierauf nicht néher eingehen.
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§ 6.

Schwerpunkte, statische Momente, Trdgheits- und
Zentrifugalmomente,
Trégheitsellipse und Kern eines Profils.

29. Mittelpunkt paralleler Krafte, Schwerpunkt.

Wenn wir uns in diesem Paragraphen ausschlieBlich auf die
Behandlung von Systemen paralleler Krifte beschrinken, so werden
wir sie doch unter wesentlich neuem Gesichtspunkte betrachten
und dadurch auf einfache Konstruktionen der Schwerpunkte, sta-

: /TJ"o
ls
(8 ol i
0 0 it M il
A,ptg“E‘l. —-~IZ\¥A2 pd{ e,
Ry b g
p g\| g ﬁf\\\ “
S ‘ }\ o T
R A o

tischen Momente und Trigheitsmomente von Querschnitten oder
Profilen gefiihrt werden, deren Kenntnis zur Beurteilung der elasti-
schen Krifte, die sich in einem Balken entwickeln, sehr wichtig ist.

Haben némlich zwei parallele Krifte g, und g, die Angriffs-
punkte 4, und 4, (Fig. 77a und 77b), so schneidet die Resultante
derselben die Gerade 4,4, in einem Punkte A4, welcher durch die
auch dem Sinne der einzelnen Strecken nach zu nehmende Pro-
portion A4, 4:AAy,=g,:g, bestimmt ist, insofern g, und g, ver-
schiedenes Zeichen haben, wenn sie entgegengesetzt gerichtet sind
(vgl. Satz 4 auf S.9). Nehmen wir némlich den Pol P auf einer
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Mittelpunkt paralleler Krdifte, Schwerpunkt. 149

Parallelen durch K, zu 4,4, an, so schneiden sich die erste und
letzte Seite des Seilpolygons durch 4, in einem solchen Punkte S,
daB 4 4,48 ~ PK,K, und 4 A4,S ~ K,PK, ist. Daraus folgt
auch dem Sinne nach: 4,4:4S=PK,:K,K, und 4S: 44,=
K,K,: K,P, also A,A: A4,=K,K,: K, K,, w. z. b. w. Wirken
daher in 4, und 4, zwei andere Krifte ¢g," und g,’, die aus g, und
gy durch Drehung um 4, und 4, in demselben Sinne und um den-
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Fig. 77b.

selben Winkel und nachherige VergréBerung oder Verkleinerung in
demselben MaBstabe entstanden sind, so geht deren Resultante
ebenfalls durch den Punkt 4.

Dies Resultat 1aBt sich auch noch auf anderem Wege beweisen,
wobei wir zugleich zu beliebig vielen parallelen Kriiften g,, ga, - -, gn
der Ebene mit den Angriffspunkten 4,, 4, ..., 4, iibergehen
konnen. Die Resultante eines Systems paralleler Krifte dndert nim-
lich ihre Angriffslinie nicht, wenn alle Kriifte eine proportionale
Verinderung erleiden. Denn wenn wir uns die ganze Figur des
Kriftepolygons samt den Seilstrahlen in eine #hnliche und #hnlich
gelegene Figur verwandelt denken, so dndert sich das Seilpolygon
nicht. Schneiden sich also die' zwei verschiedenen Richtungen der
Krifte entsprechenden Resultanten in 4, so geht durch 4 auch die
Resultante des aus beiden Systemen bestehenden Systems, die
dann zugleich die Resultante der Einzelresultanten g, der in jedem
Punkte 4, angreifenden Krifte g, und g,” ist (Fig.78). Durch ge-
eignete Annahme des gemeinsamen Verhiltnisses ¢,:g,” kann man
aber den g, jede beliebige allen gemeinsame Richtung geben. Da
hisrber sogleioh gy : gas - -« 100 s 08 : <o 30 R IO T 0 LT
(vgl. die dhnlichen Kriftedreiecke) ist, so kénnen wir den folgenden
Satz aussprechen:
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150 Schwerpunkte, statische Momente usw.

Satz 45. Greifen in den Punkten Ay, A,, ..., A, die parallelen
Krifte g, goy - - -, gn an, so gehen die Resultanten aller Systeme par-
alleler Krifte mat denselben Angriffspunkten, die durch kongruente
Drehungen und proportionale Vergroferung oder Verkleinerung aus

Az

—>

Fig. 78,

91> 925 -+ -5 Qo entstehen, durch denselben Punkt A, welcher der Mittel-
punkt der in den Punkien A,, A,, ..., A, angreifenden parallelen
Krifte gy, Ggs -+ -5 9n heifst.

Die Bestimmung dieses Mittelpunktes paralleler Krifte kann
offenbar mit Hilfe von zwei Seilpolygonen geschehen. Man gibt
zunichst den gegebenen Kriiften irgend eine Richtung durch die

www.rcin.org.pl
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Angriffspunkte, konstruiert nach Annahme eines beliebigen Poles
mit Hilfe eines zugehérigen Seilpolygons deren Resultante und
kennt hiermit einen Ort fiir den gesuchten Mittelpunkt. Gibt man
dann dem Kriftepolygone samt den Angriffslinien noch eine zweite
Richtung, so liefert die entsprechende Konstruktion einen zweiten
Ort. Da man hierbei die Figur des neuen Kriftepolygons samt
den Seilstrahlen aus der alten Figur durch Drehung entstehen lassen
kann, so braucht man die Seiten des alten Seilpolygons auch immer
nur um denselben Winkel zu drehen, um aus ihnen die Seiten des
neuen Seilpolygons zu erhalten, ohne erst mit dem Kraftepolygone
und den Seilstrahlen die Drehung wirklich auszufithren, wie wir
das in Fig. 78 zur Veranschaulichung getan haben. Man wird diesen
Winkel wie in der Figur meist am bequemsten als einen rechten an-
nehmen und kann dann die beiden Seilpolygone (durch jedesmalige
Umlegung des Dreiecks) zugleich zeichnen, nachdem man zuvor
die Angriffslinien der Krifte durch ihre Angriffspunkte in den
beiden aufeinander senkrechten Richtungen gezogen hat.

SchlieBt sich das Polygon der Parallelkrifte, ohne daf das
Seilpolygon es tut, so wird der Mittelpunkt ins Unendliche riicken
und in diejenige Richtung, welche die Krifte annehmen miissen,
damit sie im Gleichgewichte stehen. Man erhilt diese Richtung
offenbar durch die Verbindungslinie eines der Angriffspunkte mit
dem Mittelpunkte der in den iibrigen angreifenden Krifte. Die
Krifte mit den gegebenen Angriffspunkten kénnen aber auch bei
beliebiger Richtung im Gleichgewichte stehen, wie z. B. in unserer
Figur die in 4,, 4,, A3, A, A;=A angreifenden Krifte g, gs, 93,
9s 95=K,K, Man sagt dann, daB die Krifte im astatischen
Gleichgewichte stehen. Wir haben keine Veranlassung, hierauf
einzugehen und ebensowenig darauf, daB der Beweis des letzten
Satzes bestehen bleibt, wenn die Krifte derselben Ebene nicht
parallel sind.

Der Satz bleibt auch bestehen, wenn die Angriffspunkte sowohl
als die einander parallelen Krifte nicht in derselben Ebene
liegen. Wir geben den Beweis erst im néchsten Paragraphen und
wollen den Satz hier nur zur Erérterung des Begriffes des Schwer-
punktes von Kérpern oder Figuren benutzen. Sind nédmlich
die Parallelkrifte die Schwerkrifte, so nennt man ihren
Mittelpunkt den Schwerpunkt des Koérpers oder der
Figur. Hierbei werden allerdings nicht die Parallelkrifte gegen
den Korper, wohl aber, was auf dasselbe hinauskommt, der Kérper
gegen die Schwerkrifte in alle méglichen Lagen gebracht; die Re-
sultante der Schwerkrifte geht stets durch den Schwerpunkt, welche
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152 Schwerpunkte, statische Momente usw.

Lage der Korper auch haben mag. Da die Naturkérper nicht aus
einer endlichen Anzahl von Punkten bestehen, so denkt man sich
einen Korper (eine Fliche oder eine Linie) aus einer unendlichen An-
zahl unendlich kleiner Elemente bestehend und in jedem derselben
eine seinem Gewichte proportionale Kraft angreifend. Da wir es
hier nur mit homogenen Kérpern zu tun haben werden, so werden
wir diese Krifte dem Rauminhalte (Flicheninhalte oder Bogen)
der einzelnen Elemente proportional zu setzen haben. Obwohl dies
Problem der Bestimmung der Schwerpunkte eigentlich in die In-
tegralrechnung gehort, so gestatten doch die geometrischen HEigen-
schaften vieler Figuren eine direkte graphische Bestimmung ihrer
Schwerpunkte. '

Hierbei ist hauptsidchlich das folgende Prinzip maBgebend.
Kennen wir von zwei Teilen a; und a,, in die eine Figur a zerlegt
werden kann, die Schwerpunkte 4; und 4, und die Gewichte g,
und g,, so wirken offenbar in 4, und A4, die parallelen Krifte g,
und g,, ihr Mittelpunkt 4 ist folglich der Schwerpunkt von a. Nun
folgt doch aus A4,4:44,=gy:9,, daB A, 4,: A4,=9,+95: 9>
oder A;A4,: A;A=g,+gy: —9g, ist; es ist daher zugleich 4, der
Mittelpunkt der in 4 und 4, angreifenden Krifte g, +¢g, und —g,
oder g und —g;. Demnach konnen wir den folgenden allgemeinen
Satz aussprechen:

Satz 46. Lapt sich eine Figur auffassen als die algebraische
Summe der Teile a,, ay, ..., a,, deren Gewichte gy, ¢, ..., g und
Schwerpunkte Ay, Ay, ..., A, bekannt sind, so ist der Schwerpunkt
der Figur der Mittelpunkt der in denm Punkten Ay, A,, ..., 4, an-
greifenden parallelen Krifte g,, gs, ..., gn, wenn diese in dem einen
oder dem entgegengesetzten Sinme gerichtet sind, je machdem den ent-
sprechenden Gliedern der algebraischen Summe das eine oder das andere
Zeichen zukommd.

Hieraus folgt fir n=2 der besondere Satz:

Satz 47. Besitzt eine Figur eime Symmetrieebene, so liegt der
Schwerpunkt in thr, der Schwerpunkt einer ebemen Figur liegt also in
deren Ebene.

Denn der Schwerpunkt der einen der beiden Hilften, in welche
die Figur durch die Symmetrieebene geteilt wird, ist jedenfalls das
Spiegelbild des Schwerpunkts der anderen Hilfte, und, da beide
Hilften gleiches Gewicht haben, so liegt nach dem Satze der Schwer-
punkt der ganzen Figur in der Mitte zwischen den Schwerpunkten
der Hilften, also in der Symmetrieebene. Daraus schliefen wir
weiter :

Satz 48. Der Schwerpunkt einer geraden Strecke vst thr Mittelpunkt.
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Mittelpunkt paralleler Krifte, Schwerpunki. 153

Hierbei haben wir uns die Strecke als die Grenze eines sehr
diinnen geraden Zylinders vorzustellen, dessen Achse die Strecke ist.

Besitzt eine ebene Figur einen Durchmesser, der ja der Ort der
Mitten paralleler Sehnen der Figur ist, so liegt in ihm hiernach der
Schwerpunkt jedes der unendlich diinnen Streifen, in welche die
Figur parallel diesen Sehnen zerlegt werden kann, also liegt in ihm
auch der Schwerpunkt der ganzen Figur als Mittelpunkt paralleler

c

S

Fig. 79.

Krifte, die in den Punkten derselben Geraden angreifen (Fig. 77).
Somit erhalten wir den Satz:

Satz 49. Besitzt eine ebene Figur Durchmesser, so liegt thr Schwer-
punkt in jedem derselben.

Diese Sidtze fithren schon zur Konstruktion der Schwerpunkte
der einfachsten ebenen Querschnitte.

Die einfachste geradlinig begrenzte ebene Fliche, das Dreieck,
besitzt drei Durchmesser, die sogenannten Mittentransversalen, deren
Schnittpunkt der bekannte Schwerpunkt der Dreiecksfliche ist; er
dritteilt die Mittentransversalen. Er ist offenbar auch der Mittel-
punkt von in den Ecken des Dreiecks angreifenden
gleichen und parallelen Kriften. (Der Schwerpunkt der
Seiten des Dreiecks ist der Mittelpunkt der in den Mitten der Seiten
angreifenden parallelen Kriifte, welche diesen Seiten proportional
sind, er ist folglich der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden dieses
Dreiecks der Mitten.)

Der Schwerpunkt eines Parallelogramms ist sein Mittel-
punkt oder der Schnittpunkt seiner Diagonalen; auch er ist der
Mittelpunkt von in den Ecken angreifenden, gleich und gleich ge-
richteten Kriften.

Handelt es sich um ein Paralleltrapez 4BCD (Fig.79),
wo a=AD || BC=b sein mag, so liegt der Schwerpunkt S erstens
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154 Schwerpunkte, statische Momente usw.

in dem Durchmesser, der die Mitten von 4D und BC verbindet.
und den Schnittpunkt y der beiden Diagonalen AC und BD ent-

halt. Konstruieren wir weiter die Schwerpunkte S; und S, der
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beiden Dreiecke 4 BC und ACD, so liegt S auch auf S;S, und es
ist, da die beiden Dreiecke die Grundlinie gemein haben, S;S:SS,
=Dy:yB=Bf: 8D, wenn By=pD ist. Demnach liegt S auch
auf der Verbindungslinie von B mit der Mitte u von AC, weil S,
und S, auf uB und uD liegen. Macht man daher auch a4=Cy,
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so ist S zugleich der Schwerpunkt des Dreiecks afy. (Das Ent-
sprechende 1Bt sich fiir irgend ein Viereck in derselben Weise zeigen.)
Wir konnen hiernach das folgende Resultat aussprechen: Der
Schwerpunkt eines Trapezes ist derjenige eines Dreiecks,
dessen Seiten die beiden Diagonalen und eine zu den
parallelen Seiten parallele Gerade sind, die von der
einen dieser beiden Seiten ebenso weit entfernt ist wie
der Diagonalschnittpunkt von der anderen. Schneiden
daher die Parallelen durch 4 und C zu BD die BC bzw. AD in B’
bzw. D’, so enthilt B’D’ erstens die Mitte u von AC und teilt BD
im Verhéltnisse von B’B zu DD’ oder von 4D zu BC, geht also
zweitens auch durch y. Um also auf dem Durchmesser des Trapezes
den Schwerpunkt zu finden, verlingert man jede der parallelen
Seiten um die andere und verbindet die Endpunkte der Verlinge-
rungen.

Dies Verfahren der Zerlegung in Figuren, deren Schwerpunkte
man kennt, 148t sich allgemein auf jede geradlinig begrenzte Figur
anwenden, da man eine solche Figur in Dreiecke zerlegen kann.
Wir l6sen z. B. die Aufgabe:

19. Aufgabe. Den Schwerpunkt eines Winkeleisen-
profils zu finden (Fig. 80).

Wir zerlegen dies Profil in zwei Rechtecke und ein Trapez, be-
stimmen zuerst die Schwerpunkte der einzelnen Teile, reduzieren
ihre Flicheninhalte auf eine gemeinsame Rechteckseite (z. B. das
arithmetische Mittel der parallelen Seiten des Trapezes), bringen die
anderen Seiten der dabei resultierenden Rechtecke als parallele Krifte
in den betreffenden Schwerpunkten 4,, 4,, 45 an und bestimmen
ihren Mittelpunkt 4 mit Hilfe von zwei Seilpolygonen. Die Re-
duktion eines Rechtecks O A C B (Fig. 81) auf die Seite 04" geschieht
dabei in bekannter Weise durch die Parallele A B’ zu A’ B, so dafl O B
die andere Seite des reduzierten Rechtecks ist. Fallen die reduzierten
Seiten zu groB aus, so kann man aliquote Teile derselben nehmen.

Ist die geradlinige Begrenzung eines Profils unregelmiBig, so
macht man die Zerlegung in Dreiecke am besten so, da man von
irgend einem Punkte O aus Strahlen nach den Ecken der Begrenzung
zieht. Der Schwerpunkt ergibt sich dann als Mittelpunkt der Kréfte,
die in den Ecken des Profils und in O angreifen und den Summen
der beiden anstoBenden Dreiecke bzw. der Summe aller Dreiecke pro-
portional sind, wo diese Dreiecke je nach ihrer einer Umlaufsrichtung
des Umfangs des Profils entsprechenden Umlaufungsrichtung positiv
oder negativ zu rechnen sind; denn es wird nicht immer mdglich
oder bequem sein, den Punkt O so zu wihlen, daB das Profil durch
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156 Schwerpunkte, statische Momente usw.

einfache Addition der Dreiecke entsteht. - Die Reduktion der
Flacheninhalte dieser Dreiecke geschieht am besten mit Hilfe
eines Kreises um O mit der gemeinsamen Hohe als Radius. Schneidet
nimlich der Kreis die Basis 4B eines solchen Dreiecks in K
(Fig. 82), und schneiden sich die Parallele durch 4 zu OK und die
Senkrechte dazu durch B in C, so ist BC die Basis des reduzierten
Dreiecks. Denn ist O H die Héhe des Dreiecks 04 B, so ist A ABC ~
KOH, also AB: BC=KO0:0H oder AB-OH=BC-0OK. Schneidet

B_____ _‘____4_,6"
“‘-\\ I
N
\..‘ \\\ =
LI, i
BT 124
\: ‘n_‘:'-,_ Y |
s NP
e \?\"-j M
\\:\‘ .I"\ % A
.
o % A
Fig. 81 Fig. 82.

der Kreis die Grundlinie eines Dreiecks nicht, so braucht man nur
ein Vielfaches von OK als Radius zu nehmen und die resultierende
Basis entsprechend zu vervielfachen. Den Punkt O kann man auch
in einen Eckpunkt der Begrenzung verlegen. (Eine andere Flichen-
reduktion wird in der nichsten Nummer gegeben.)

Bei allen Profilen, die von Kreisbogen begrenzt sind, wird es
immer darauf ankommen, den Schwerpunkt S eines Kreisbogens
CB (Fig. 83) zu finden. Ist O der Mittelpunkt des Kreises, 4 der-
Jenige des Bogens, so liegt S sicher auf der Symmetrieachse 04
der Figur, es wird also nur darauf ankommen, OS zu finden. Denken
wir uns nun in allen Elementen 4 s des Bogens s=CB zu 04 senk-
rechte Krifte angebracht, welche diesen Elementen proportional
sind, so ist nach dem Momentensatze (Satz 11 auf S.24) das Mo-
ment dieser Kriifte fiir den Drehpunkt O gleich s-OS, es ist also

5:08 =>45-0A4-cos (4s, BCO) =0A4->, As-cos (AOP) = 0A-BC.

Will man hiernach OS finden, so hat man zuerst }s nach AL
auf die Tangente in 4 aufzutragen. Dies geschieht, falls 9=C0O B=60°
ist, mit sehr groBer Annéherung durch die Gerade DB, wenn D
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auf der Verlingerung von A0 so gewihlt ist, daB D4 =38-04 ist.
(Ist namlich o der zu —;4 gehorige Zentriwinkel, so ist AL DO

der Fehler f(0)=0A( ang ) wird also, da f (o) :.—_OA(1 — co”),

a—2+cos? 2+cos—;

\
=53
<

\
\

T
\
———— e e
\

8

Fig. 83.

hier stets positiv ist, besténdig wachsen und ist daher fiir ¢<<30°
kleiner als /4000 0A4.) Schneidet dann OL die Parallele durch B
zu 04 in B, so ist S die Projektion von B auf O4; denn es ist
Q8:04 = 8p: AL == BC:s.

B L

//|
I
|
|
|
I
[
|
|

-

Fig. 84.

Handelt es sich um den Kreissektor OCB (Fig. 84), so kénnen
wir uns ihn in unendlich viele und unendlich diinne Sektoren zer-
legt denken, die als Dreiecke aufgefallt werden kénnen, deren
Schwerpunkte den zugehérigen Radius also jedesmal dritteilen.
Der Schwerpunkt des Kreissektors fallt also mit dem-
jenigen des zu demselben Zentriwinkel gehérigen Bogens
vom Radius %/;04 zusammen.
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Das Kreissegment kann man auffassen als die Differenz des

Dreiecks OBC von dem Kreissektor OBC (Fig. 84). Bestimmt
man daher deren Schwerpunkte S; und S, und bringt in ihnen diesen
Flichen proportionale Krifte im entgegengesetzten Sinne an, also

& 4
/
!
|
l/'
S
|
i
ol d
i 0 VL
A sl ] 1
Bt c \ t
- -’ L5 !
ST 1y g |
g 71 ' 1
e 55 |
St T L 1
By 5 A
N

Fig. 85.

in S; eine ME | OB gleiche Kraft und in S, die Kraft —4s=—AL,
so ist der Mittelpunkt dieser in S; und S, angreifenden Krifte der
gesuchte Schwerpunkt S; es ist also S;S:S,S=AL: ME.

Will man den Schwerpunkt des durch zwei konzentrische Kreise

und zwei Radien begrenzten Kreisringstiickes BACOA'B
(Fig. 85) finden, so liegt derselbe natiirlich zuerst auf der Symmetrie-
achse 4A4’. Weiter kann man sich das Ringstiick durch Radien
in unendlich viele, unendlich schmale Trapeze eingeteilt denken,
deren parallele Seiten r 4@ und ' 4 ¢ sind, wenn r und 7’ die Ra-
dien der beiden Kreise und A¢ der zugehérige Zentriwinkel sind.
Der Schwerpunkt des Ringstiicks fillt also mit dem eines Bogens
fay zusammen, wo a die Strecke 4 A4’ in demselben Verhiltnisse
teilt wie der Schwerpunkt eines Trapezes, dessen parallele Seiten
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r und 7" proportional sind und dessen Durchmesser 4 4’ ist. Tragt
man also auf den Tangenten in 4 und 4’ die Strecken A T =}r 41’
und A'T'=4%r"+1r" (oder ihnen proportionale Strecken) auf, so
geht T'T” durch a. (Bei hinreichend kleinem Zentriwinkel BOC = 2w
kann man 47T und 4’7’ auch auf den Sehnen BC und B’C’ von
deren Mitten aus auftragen und wird dann in dem Schnittpunkte
von T'T" mit OA4 mit hinreichender Genauigkeit den Schwerpunkt

selbst erhalten; der Fehler ist Oa e AYOMG m) , was selbst bei

(0]
®=15% nur etwa 1/,, Oa betrigt.)

Soll der Schwerpunkt einer gezeichnet vorliegenden, aber keinem
bestimmten geometrischen Gesetze unterworfenen Fliche gefunden
werden, so kann man dieselbe immer, wenn nicht besondere Um-
stinde noch einfachere Konstruktionen gestatten, durch Parallel-
linien in solche Lamellen zerlegen, daBl man sie als Trapeze oder
als Dreiecke ansehen kann. Man bestimmt dann die Schwerpunkte
der einzelnen Lamellen und denkt sich in ihnen parallele Krifte
angebracht, welche den Flidcheninhalten dieser Lamellen proportional
sind ; hierzu mufB man sie in Rechtecke mit gemeinschaftlicher Seite
verwandeln. Der Mittelpunkt dieser parallelen Krifte ist dann der
gesuchte Schwerpunkt. Nimmt man die Breiten der Lamellen sdmt-
lich gleich oder wenigstens so an, daf sie ganze Vielfache einer und
derselben Breite sind, und wihlt als gemeinsame Seiten der Recht-
ecke ebenfalls ein Vielfaches dieser Breite, so ist die Reduktion
der Flacheninhalte der Trapeze sehr leicht (s. auch die folgende
Nummer). So kann man z. B. den Schwerpunkt eines Schienen-
profils (Fig.86) bestimmen, wenn man dasselbe mittels einer
Schablone gezeichnet hat; wenigstens wiirde die Konstruktion auf
Grund der vorgeschriebenen Begrenzung durch Gerade und Kreis-
linien, wie sie z B. im deutschen Normalprofilbuch angegeben sind,
sehr umstédndlich sein. In der Figur, die nur in halber GroBe dar-
gestellt werden konnte, wurde die Breite der Lamellen gleich 10 mm
und die gemeinsame Seite der Rechtecke gleich 25 mm angenommen.
Da hier der Schwerpunkt auch auf der Symmetrieachse des Profils
liegen muB, braucht man nur ein Seilpolygon zu zeichnen.

30. Statische Momente, Tragheits- und Zenfrifugalmomente.

An die Theorie der Mittelpunkte paralleler Krifte schlieBt sich
unmittelbar die der statischen Momente auf Grund der folgenden
Definition an:

14. Definition. Unter dem in einer Richtung OX
gemessenen statischen Momente paralleler Krafte gy, g,

www.rcin.org.pl



Statische Momente, Trigheits- und Zenirifugalmomente. 161

..., g» in Beziehung auf eine Achse OY versteht man
die Summe 2,¢;,+ 295+ ...+ TuGn, WO Ty, Ty ..., T, die
Abszissen der Angriffspunkte von gy, g5, ..., g, In dem
Koordinatensysteme XOY sind.

Ist 0X | 0Y, so fillt das statische Moment bis auf das Vor-
zeichen mit dem Drehungsmomente der parallel zu OY gerichteten
Krifte ¢y, g, ..., go fiir den Drehpunkt O zusammen; aus ihm er-
geben sich die statischen Momente fiir andere Richtungen von 0X
durch Division mit sin (X0Y).

Die Konstruktion des statischen Moments werden wir natiirlich
wie die der Drehungsmomente mit Hilfe eines Seilpolygons ausfiihren.
Wir vergegenwiirtigen uns diese Kon-
struktion unter genauer Beriick-
sichtigung des Vorzeichens (Fig. 87).
Ist K; K, || 0Y die betreffende Seite
des Kriftepolygons, und schneidet

AR
die Parallele durch den Pol P zu 0 X
die Kriftelinie in H, so soll H P den

—_—
positiven Sinn von OX haben.
Schneiden ferner die Parallelen
durch einen Punkt S; der Angriffs-
linie ¢; (]|]0Y) zu PK,, PK;
und PH die Momentenachse OY in

M, M; und @;, so ist ja auch L_’
>
dem Vorzeichen nach @;S;=z,, Fig. 81.

und aus der Proportion K; ,K;:
HP=M; ,M,;:Q;S;, die fiir jede Annahme auch dem Vorzeichen

—_—
nach gilt, folgt: M, M, HP =g, x;; es stellt daher M, , M; das
auf die in der Richtung OX gemessene Poldistanz H P reduzierte
statische Moment auch dem Vorzeichen nach dar. Liegt ndmlich
S; auf der positiven Seite von OY, so stimmt der Sinn von M, M,
mit dem von K, ,K,; iiberein, sonst ist er ihm entgegengesetzt,
unsre Behauptung ist also richtig, sobald wir OY in der Richtung
der positiven Krifte positiv annehmen. Hieraus folgt der Satz:

—
Satz 50. Das in der Richtung OX gemessene statische Moment
eines Systems paralleler Krdifte in Beziehung auf eine Achse OY st

e
gleich dem Produkte der in der Richtung O X gemessenen Poldistanz
wn das Stiick der Achse OY von der ersten bis zur letzten Seite des Seil-
Schur, Graphische Statik. 11
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polygons, st also gleich dem wn derselben Richtung gemessenen
statischen Momente der Resultante des Systems fiir dieselbe Achse.
Obige Konstruktion des statischen Moments kann man auch
zur Reduktion derjenigen Fldche auf eine Basis & benutzen,
welche von der Achse OY und irgend einer Linie begrenzt wird,
nachdem man diese Fliche durch Parallelen zu OX in Trapeze ge-
teilt hat. Man braucht dann nur die Abschnitte dieser Parallelen
auf OY als die Krifte und die Parallelen zu OY durch die Mitten

b g

pon
i ." '_AE-—-

Fig. 88.

der gegeniiberliegenden Trapezseiten als ihre Angriffslinien zu be-
trachten. Das zugehorige Seilpolygon reduziert dann zugleich die
einzelnen Trapeze auf die Basis h. Dies wurde in Fig. 88 fiir ein
schematisiertes Schienenprofil ausgefiihrt, wobei fiir die rechteckigen
Teile die Angriffslinien in die OY gegeniiberliegenden Rechteck-
seiten fallen.

Der letzte Teil unsres Satzes ist besonders wichtig fir die
Bestimmung des statischen Moments eines Profils, wenn es sich
also um die unendlich vielen Schwerkrifte eines solchen handelt.
Dessen statisches Moment ist hiernach gleich dem Pro-
dukte aus dem Gewichte des Profils in den Abstand
seines Schwerpunkts von der Momentenachse. Kennt
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man daher das Gewicht eines Profils und seine statischen Momente

fiir zwei nicht parallele Achsen, so kennt man die Koordinaten des
Schwerpunkts fiir diese Achsen.

Nunmehr stellen wir die neue Definition auf:

15. Definition. Unter dem Zentrifugalmomente eines
Systems paralleler Krafte gy, g5, ..., g, mit den Angriffs-

Y
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Fig. 89,

..., 4, in Beziehung auf die beiden Achsen
OX und OY versteht man die Summe 2,4, 9;+Z3Ysgs+- .-

«ev, Z,Y, die Koordinaten der An-

..., 4, in bezug auf die beiden Achsen
sind.

—+
Dies Zentrifugalmoment ist offenbar das in der Richtung OY
gemessene statische Moment fiir die Achse OX derjenigen Krifte,

—>
welche den in der Richtung OX gemessenen statischen Momenten

2 1y
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der urspriinglichen Kriifte fiir die Achse OY gleich sind und dieselben
Angriffspunkte wie letztere besitzen, wobei natiirlich O X mit OY ver-
tauscht werden kann. Die Konstruktion des Zentrifugalmoments
kann hiernach mit Hilfe von zwei Seilpolygonen geschehen (Fig. 89).
Unser obiges Seilpolygon liefert uns ja die Produkte z;-g,=h-M, , M,.
Drehen wir daher OMyM,...M, so um O nach ON(N,...N,, daB
die OY auf OX zu liegen kommt, und nehmen einen neuen Pol

—_—

in der in der Richtung O Y gemessenen Distanz K¢ =Fk an, so ist es
offenbar das Stiick der OX von der ersten bis zur letzten Seite des
zum Pole ¢, zum Kriftepolygone NyN,...N, und den zu OX par-
allelen Angriffslinien durch 4,, 4,, ..., A4, gehérigen Seilpolygons,
das mit k und %k multipliziert das gesuchte Zentrifugalmoment
liefert. Denn es ist jedesmal, wenn C; die Schnittpunkte der Seiten
des zweiten Seilpolygons mit der Achse OX sind, h-k-C;,,C; =
h-N; Niys=h-M;_y M;-y; = ¢; 2, Y.

Die obige Drehung von OM,M,... M, ist nicht nétig, wenn
es sich um ein Trigheitsmoment handelt, das wir folgendermafBen
definieren:

16. Definition. @Unter dem Tragheitsmomente eines
Systems paralleler Kréfte gy, gp, ..., g, fiir eine Achse OY
versteht man die Summe z,2¢,42,2¢5+...+ 2,29, WO z,,
Zy ..., T, die Entfernungen der Angriffspunkte von der
Achse sind.

Das Trigheitsmoment spielt in der Mechanik eine wichtige Rolle,
es tritt z. B. bei der Rotation eines Ko6rpers um eine Achse an Stelle
der Masse, durch den Abstand der Achse von der duBlersten Faser
dividiert bedeutet es das sogenannte Widerstandsmoment usw.
Konstruieren wir zuerst mit Hilfe eines ersten Seilpolygons (Fig. 90)
die statischen Momente h-M; ; M; und betrachten M,M,M,...M,
als neues Kriftepolygon, so sind die Abschnitte, die die Seiten des
zweiten Seilpolygons auf der Achse machen, den Trigheitsmomenten
der einzelnen Krifte proportional. Im besonderen haben wir:

2,2 g, = @y-h- MgM; = 2h-A MyS; M; = h-k-7,7,,
2,2 gy = Ty he My My = 2h- A4 M, S, My, = hek-7,7,,
242 gy = @y h- MyMy = 2h-A MySs My = h-kety7y usw.,
also:
2,2 g+ 22 go+. ..+ 2,2 g, = Polygon M,S;S,...S, M, My 2h
= Bk Ty Ty,

Hiernach kénnen wir den folgenden Satz von Mohr aussprechen:
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Satz 51. Das Trdgheitsmoment paralleler Krdfte fiir eine Achse
O'Y ast gleich dem Produkte aus dem Flicheninhalte des von den auf-
einander folgenden Seiten eines Seilpolygons und der Achse begrenzten
Polygons in die doppelte Poldistanz.

Geht die. Achse durch den Mittelpunkt des Systems, also auch
durch den Schnittpunkt der ersten und letzten Seite des Seilpolygons,
so geht das Polygon in das Seilpolygon selbst iiber. s schlieBt

sich hieran eine wichtige Bemerkung iiber die Beziehung des zu
irgendeiner Achse gehérigen Trigheitsmoments zu dem zu einer
parallelen Achse durch den Mittelpunkt gehorigen. Die Figur zeigt,
daB das erste Polygon gleich dem Seilpolygone vermehrt um das
Dreieck MySM,, ist, daB also das Trigheitsmoment des Systems fiir
die Achse O Y gleich dem fiir die parallele Achse O'Y’ durch S ver-
mehrt um das Trigheitsmoment der Resultante fiir O0Y ist. Es wird
gut sein, diesen Satz auch direkt zu beweisen. Sind z,, Z5, ..., T,
die Abszissen der Angriffspunkte in bezug auf die Achse OY, «
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die Abszisse des Mittelpunktes der parallelen Kriifte, so daB nach
Satz 50 auf S.161:

Z(g1+get. - FG) =201+ T2+ ...+ Zugn

ist, sind ferner z,’, z,’, ..., x,” die Abszissen der Angriffspunkte
in Beziehung auf die zu OY parallele Achse O’'Y’ durch den Mittel-
punkt des Systems, so ist:

5+ Gt -+ 2g=0
und
o S B e G P o

und wir erhalten die Gleichung:

20+ 229+ TR0 = (520 + (7 229 ...
+ (@ +2)%, =22+ 2 g+ ...+ 2290
+ 22 (91 + 9+ - -+ gn)-

Wir haben also den Satz:

Satz 52. Das Trigheitsmoment eines Systems paralleler Krifte
fir irgendeine Achse ist gleich dem Trdgheitsmomente der Resultante
des Systems fiir dieselbe Achse, vermehrt wm das Trdgheitsmoment
des Systems fiir die parallele Achse durch den Mittelpunkt des Systems.

Dieser Satz bedingt einen wesentlichen Unterschied zwischen
den statischen und den Trigheitsmomenten, der besonders ins Ge-
wicht fillt, wenn es sich um Momente von Profilen handelt. Wih-
rend das statische Moment eines Profils fiir jede Achse gleich dem
statischen Momente des in dem Schwerpunkte angreifenden Gewichts
des Profils fir dieselbe Achse ist, gilt der entsprechende Satz fiir
Triagheitsmomente nicht, man hat hier vielmehr zu dem Triigheits-
momente des in dem Schwerpunkte angreifenden Gewichts des
Profils noch das Trigheitsmoment des Profils fiir die parallele Achse
durch den Schwerpunkt hinzuzufiigen.

Wenn man also nach Culmann zur Ermittelung des Trigheits-
moments eines Profils dieses durch Parallelen zur Achse in schmale
rechteckige oder trapezférmige Streifen teilt, das Trigheitsmoment
jedes Streifens durch das Produkt aus dem Flicheninhalte des
Streifens in das Quadrat des Abstands seines Schwerpunkts von
der Achse ersetzt und die Summe dieser Produkte nach Fig.'90
durch zwei Seilpolygone konstruiert, so wird man einen gewissen
Fehler machen. Diesen Fehler sucht Mohr dadurch zu vermeiden,
daB er das erste Seilpolygon durch die Seilkurve ersetzt, die ent-
stehen wiirde, wenn die Streifen unendlich schmal wiirden. Dann
wiirde ja der Satz 51 von Mohr das Trigheitsmoment genau liefern
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durch den Inhalt der Fliche, welche die Achse, die Seilkurve umd
die Tangenten in ihren Endpunkten begrenzen. Nun ldB8t sich natiir-
lich diese Seilkurve nicht genau zeichnen, wenn das Profil keine
gesetzmiBige Begrenzung hat; macht man aber die Streifen sehr
schmal, so daB auch ihre Abweichung von Rechtecken und Tra-
pezen hinreichend klein ist, so sind die Seiten des ersten Seilpolygons
Tangenten der Seilkurve in ihren Schnittpunkten mit den Trennungs-
linien der Streifen. Denn die Tangenten in den Endpunkten jedes
Bogens der Seilkurve sind einerseits den Seilstrahlen parallel, die
das dem Bogen entsprechende Stiick des Kriftepolygons einschlieBen,
und schneiden sich andererseits auf der Angriffslinie durch den
Schwerpunkt des zugehérigen Teilprofils. Hiernach wird man aus
Punkten und Tangenten die Seilkurve mit hinreichender Genauig-
keit einzeichnen konnen. Was aber die Bestimmung des Inhalts
der Fliche der Seilkurve betrifft, so wird man, falls man nicht ein
Planimeter benutzen will, kaum besser verfahren konnen, als nach
Culmann ein zweites Seilpolygon zu konstruieren (die Simpsonsche
Regel diirfte hier praktisch kaum genauere Resultate liefern), ja
man kann umgekehrt den Flicheninhalt irgend einer Kurve
dadurch bestimmen, daf man ein ihr umschriebenes Polygon von
hinreichend vielen Seiten als erstes Seilpolygon betrachtet und nun
fir die Abschnitte, die seine Seiten auf einer Achse durch den
Schnittpunkt der ersten und letzten Seite macht, als Krifte und
die Parallelen zur Achse durch die Ecken des Polygons als Angriffs-
linien ein zweites Seilpolygon zeichnet; das Produkt aus der Pol-
distanz in den Abschnitt der Achse zwischen der ersten und letzten
Seite dieses Seilpolygons ist dann gleich dem doppelten Inhalt des
von der Kurve, ihrer Anfangs- und ihrer Endtangente eingeschlossenen
Figur.

Soll daher das Planimeter (von der Benutzung sogenannter
Momentenplanimeter sehen wir hier natiirlich ganz ab) nicht ver-
wendet werden, so diirfte die Mohrsche Methode zur Bestimmung
des Trégheitsmoments eines Profils mit Hilfe der aus dem ersten
Seilpolygone zu konstruierenden Seilkurve gegeniiber der Culmann-
schen mit Hilfe der zwei Seilpolygone kaum einen Vorteil bieten.
Um aber den Wert der letzteren noch besser beurteilen zu kénnen,
miissen wir noch die Abhingigkeit des Fehlers von der Breite der
Streifen kennen zu lernen suchen.

Hierzu werden wir vor allem das Trigheitsmoment eines
Rechtecks fiir die zu einer Seite parallele Achse durch den Schwer-
punkt zu ermitteln haben. Denken wir uns diese Achse etwa ver-
tikal, so konnen wir das Rechteck als Belastungsfliche eines Balkens
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betrachten, so daB die erste Seilkurve eine Parabel sein wird (Satz 21
auf 8. 56).

Wollen wir also den Mohrschen Satz hierauf anwenden, so
miissen wir zuerst den Flicheninhalt einer Parabel kennen
lernen. Sind E4 und E B (Fig. 91) die Tangenten in den Endpunkten
der Sehne 4 B der Parabel,
8o schneidet bekanntlich der
Durchmesser durch E die
Sehne 4 B in deren Mitte D
und die Parabel in der Mitte
C von ED so, daB die Tan-
gente af von C| 4B ist.
Daraus folgt, daB A 4BC
=2 A afE ist. Schneiden
weiter die Durchmesser durch
a und B die Parabel in F' und
G, und sind a,¢@, B,y deren
Tangenten, so ist ebenso
AACF=2Aao;9pa und
A BCG=2AB,yB. Es ist folglich Polygon 4FCG B =2 X Polygon
a, 9y B, E usw. Schlieft man so weiter und bedenkt, daB sich hierbei
der von den beiden Polygonen freigelassene Teil des Dreiecks 4 BE
immer mehr der Null nihert, so folgt schlieBlich, daB das Parabel-
segment 4 BC gleich %/; der Dreiecksfliche AEB ist.

Denken wir uns nun die Fliche oder das Gewicht des Recht-
ecks ABCD (Fig. 92) auf die Balkenlinge 4 B=>b reduziert, so
daB die Kriftelinie K Ko der anderen Seite a= BC des Rechtecks
gleich ist, und wihlen den Pol P auf der Achse oder der Mittel-
senkrechten des Balkens und senkrecht gegen die Mitte von KyKoo,
so ist nach dem Mohrschen Satze das gesuchte Trigheitsmoment

b . PN 0 T R
T,=0b-2 5 - Parabeldreieck « PRo =0 - 5bo5 =F 5>

wenn § den Flicheninhalt des Rechtecks bedeutet. Nach Satz 52

ist daher das Trigheitsmoment T', des Rechtecks fiir die Seite BC':
] 3

T,=T,+ % bT =& %— Wir wollen dies in den Satz zusammen-

fassen:
Satz 53. Das Tragheitsmoment eines Rechiecks von der Hihe h

und dem Inhalte § ist fiir die Grundlinie %}-’;—’ und fiir die dazu par-
allele Achse durch den Schwerpunkt %li;—
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Hieraus kénnen wir die Trigheitsmomente eines bei B (Fig. 93)
rechtwinkeligen Dreiecks A BC fir die der Grundlinie parallelen
Achsen finden. Das Trigheitsmoment T, fiir die die Hohe h hal-
bierende Achse OX ist ndmlich die Hilfte des Trigheitsmoments
derselben Achse fiir das Rechteck 4 BCD. Denn bei einer halben
Umdrehung um den Mittelpunkt des Rechtecks geht jene Achse in
sich iiber, das Dreieck A BC in CAD und jedes Flichenelement

C

Fig. 92. Fig. 93.

in ein solches von demselben Achsenabstande, und die Summe der
Triagheitsmomente der beiden Dreiecke ist ja gleich dem des Recht-

ecks. Ist daher § die Fliche des Dreiecks, so ist T, = & —1’% Daraus

wiederum ergeben sich die Trigheitsmomente T, und T; der Grund-
linie und der parallelen Achse durch die Spitze:

2 2 2 2

Ta= T3+%ll9—-=%'h? und Td= T'+%_49L=%%_.
Verschieben wir die Spitze 4 des Dreiecks auf der Geraden DA,
so dndern sich offenbar die Triigheitsmomente der DA parallelen
Achsen nicht. Denn sie setzen sich zusammen aus den Trigheits-
momenten der unendlich schmalen, den Achsen parallelen Streifen,
die bei allen diesen Dreiecken je denselben Beitrag liefern. Somit
konnen wir den Satz aussprechen:
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Satz 54. Das Trigheitsmoment eines Dreiecks von der Hohe h
2
und dem Inhalte F ist fur die Grundlinie ‘,}hT, fiir die parallelen

Achsen durch den Schwerpunkt und die Spitze %Th;— und F -1'21

Was endlich das Paralleltrapez betrifft, so wollen wir an-
nehmen, daB die Mittellinie 4B=~h seine Symmetrieachse sei.
Dann zeigt Fig. 94, daB das Trigheitsmoment T, firr die Mittellinie

a+b

m = —5— der beiden anderen Seiten gleich dem fiir das Rechteck

aus m und h ist. Denn es entsteht aus diesem durch Addition der

B b
T 1
E i
! ]
! \
R SR T LR 1)) YA
v
! B Lot
i : Spadl)
i i~ T et
| L N | w5
a A
Fig. 94.
2 . St : h a—0 h-d
Tragheitsmomente fiir die unteren Dreiecke [ e wla e wath

Subtraktion derjenigen fiir die oberen Dreiecke, die je gleich sind.
2

Es ist also T,,= %%—, wo & =m-h ist. Nun ist doch, wenn S

der Schwerpunkt des Trapezes und M die Mitte von m ist:

a
3 b

MS=—’2'¥—AS=—:—-—-h
a b
-;Z—+b+—2—+a

Es 1st daher:

)

R 4 @

T,=%+5 (‘ — 5 )

wie beim Dreiecke beweist man, daB diese Formel auch fiir un-
symmetrische Trapeze bestehen bleibt, wenn % seine Héhe bedeutet.
Soll das Tragheitsmoment T, des Trapezes fiir die Mittellinie 4 B
gefunden werden, so haben wir, falls &, der Inhalt des von b und

den Verlingerungen der nicht parallelen Seiten begrenzten Drei-
ecks und %, dessen Hohe ist, auf Grund des letzten Satzes:
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T=5 (F+F)a* =5, b)), $ =

also

%hlv h1= )

bl
th=8aTw
und demnach
T, = S (@ + ).

Wenn wir diese Resultate dazu benutzen wollen, um den Fehler
abzuschitzen, der bei der Konstruktion des Tragheitsmoments nach
dem Culmannschen Verfahren gemacht wird, fithren wir zuerst
einen auch fiir die Folge wichtigen Begriff durch die folgende De-
finition ein:

17. Definition. Unter dem Trigheitsradius eines Profils
von dem Inhalte § fiir eine Achse versteht man die
Strecke, deren Quadrat mit § multipliziert gleich dem
Trigheitsmomente des Profils fiir die Achse ist.

Sind nunmehr §F;, Fo, ..., Tn die Inhalte der Teile, in die ein
Profil zerlegt ist, z,, z,, ..., x, die Abszissen ihrer Schwerpunkte
tir die Achse OY und T, T,, ..., T, ihre Trigheitsmomente fiir
die parallelen Achsen durch ihre Schwerpunkte, so ist nach Satz 52
auf 8. 166 das Triigheitsmoment T' des ganzen Profils fiir die Achse 0Y :

T =G 204 Fy 22+ ..+ Fo 22+ Ty+ Ta+.. .+ T,

Nun wird nach dem Culmannschen Verfahren nur die erste
Hilfte dieser Summe als Trigheitsmoment konstruiert, die zweite
hingegen vernachlissigt, und es wird darauf ankommen, die GroBe
dieser Vernachlidssigung abzuschéitzen. Sind nun jene Teile der
Achse parallele Streifen von der Breite = h, so ist nach dem Obigen,
da wir diese Streifen als Rechtecke oder als Paralleltrapeze be-
trachten konnen:

B By oo ob T (B s o e i),

Bezeichnen wir daher den nach dem Culmannschen Verfahren ge-
fundenen Trigheitsradius mit 7/, so daB Fr'2 = F; 2,2 + T 2,2
02 %2

+...+ Fnz,? ist, so ergibt sich die Ungleichung r2 = r'?2 —I—%

oder r—r'<hTh',—. Machen wir also beim Schienenprofil

(Fig. 86 auf S.159) die Breite der Streifen 5 mm und nehmen an,
was die Konstruktion bestitigt, daB ' nicht kleiner als 50 mm
resultiere, so konnte theoretisch der Fehler bei der Bestimmung
des Trégheitsradius hochstens /,3 mm sein. Hieraus sehen wir,
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daB das Culmannsche Verfahren so genaue Resultate liefert, als
sie graphisch tiberhaupt zu erreichen sind. Natiirlich gilt diese Be-
trachtung nur so lange, als alle Streifen dieselbe hinreichend kleine
Breite nicht iibersteigen, sie wiirde also zu gelten aufhoren, wenn

700 e
e
S
\\
<
\\
it o .
N 1% it
’ -
\, ! 1
\ ' !
\\ 1 "
1
\k=40mnm b, | /
i
\\ ' (/l
e ,
\\ i I/
o Ay Sl s o) K
\ K A, 3% X,
‘» ( — ’
» e ol e >
il i S .
L o) ‘.‘L: —_----_/—_"
:
% :
. ‘
5 !
a |
Ry ‘
et ‘
e d ;
2, \‘ :
! B {
A A AT '
' ‘
|
H57% SO
Y
Fig. 95.

man den ganzen Steg des Schienenprofils von der Hohe h'=57,6 mm
und der Fliche ' als einen Teil nehmen wollte. Dann wiirde ja

‘ : A $
in T das Glied §’ §5 vernachlissigt werden, es wire also r2=r"?

'’ I’
i %‘ ’:_2 zu setzen, wonach allerdings in unserem Falle r ebenfalls
sehr wenig von 1’ abweichen wiirde. Um die zur Konstruktion von

r notige Division durch § moglichst bequem ausfilhren zu kénnen,
haben wir in der Figur die erste Poldistanz c=}K, K, gesetzt, wo
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F=bK,K, und b die Basis der Flichenverwandlung ist. Dann
wird in Riicksicht darauf, daB das nach unserm Verfahren konstru-
ierte Trigheitsmoment der in den Schwerpunkten der Teile angreifen-
den, auf b reduzierten Inhalte der Teile erst mit b multipliziert das
Trigheitsmoment des Profils liefern kann, T' =b-c-e~;;-—c—,,, wo e die
zweite Poldistanz ist. Es wird daher r einfach das geometrische

Mittel aus 3e und 7, 7,.

Der oben abgeschitzte Fehler kann, wenn die Teile des Profils
zu grof sind, bisweilen auch fiir sich konstruiert werden. Wir fithren
dies an der folgenden Aufgabe aus:

20. Aufgabe. Das Tréigheitsmoment des in Fig. 95 dar-
gestellten Winkeleisenprofils fir die horizontale Schwer-
punktsachse zu konstruieren.

Wir teilen das Profil in drei Teile §;, Fs Fs» ein Rechteck von
der Hohe h; =380 mm, ein Dreieck von der Ho6he h,=25 mm und
ein Rechteck von der Hohe hy=120 mm. Wir reduzieren zuerst
B, T2 Fs auf die gemeinsame Basis b=>50 mm und konstruieren
mit einer Poldistanz h=3}K, K; den Punkt M,= M,, der die Schwer-
punktsachse O Y enthilt, und die statischen Momente M,M;, M; M,,
M,M, der Teilprofile. Ein zweites Seilpolygon mit der Poldistanz
k=40 mm schneidet dann auf OY ein solches Stiick M,7; aus,
daB von dem gesuchten Momente T = F; 2,2+ Fo 22+ Fs 52+

2 2
S £ B2l 4 3,2 der erste Teil durch behekeM, 7, =
&+ 20 mm -+ M, 7, dargestellt ist. Den zweiten Teil aber kénnen wir
als ein Zentrifugalmoment der in den Punkten 4,, 4,, 45 mit den

Koordinaten
(B8 (). (B 3

angreifenden Krifte §,, T, s konstruieren. Nehmen wir dabei die-
selben Poldistanzen, so ergibt sich schlieBlich T'=$-20 mm- (M, 73
+ Aoa,), so daB der gesuchte Trigheitsradius » als das geometrische
Mittel aus 20 mm und M, 73+ 4 o, gefunden werden kann.

31. Trigheits- und Zentralellipse von Profilen.

Wir haben bisher nur die Tragheitsmomente der Elementar-
profile fiir solche Achsen kennen gelernt, welche einer der Begren-
zungslinien parallel sind. Um das Trégheitsmoment eines Profils &
fiir eine beliebige Achse OZ zu finden, studieren wir die Bezie-
hungen der Trigheitsmomente fiir alle Achsen durch einen Punkt O.
Wir schlieBen wuns hierbei des leichteren Verstindnisses wegen
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174 Schwerpunkte, statische Momente usw.

zunéchst mehr an die Analysis an, um in der folgenden Nummer

eine rein geometrische Theorie dieser Beziehungen zu geben.
Betrachten wir O als den Anfangspunkt eines rechtwinkeligen

Koordinatensystems (0X, 0Y) (Fig. 96), fir das OZ die Amplitude

Fig. 96.

<3< XO0Z =y hat, so ist der Abstand z eines Elements A § des Profils
mit den Koordinaten z, y, der Amplitude ¢ und dem Radiusvektor r
von der Achse OZ:

1) z2=rsin (p—y) =y cos y — zsin y.
Setzen wir daher:
(2) Tz=2y2A%x Tv=2$2A%r Cz.y=2xyA%»

wo die Summation stets iiber alle Elemente des Profils zu erstrecken
ist, so ergibt sich:

B T,=>22AF=T,cos2y+ T,sin2y — 2C,, cos ysin y.

Bezeichnen wir nun mit 7.* das in der Richtung O U mit der Am-

plitude 6 gemessene Trigheitsmoment der Achse 0Z, so ist £ =mi_—7)
der Abstand des Elements AF von 0Z, also 7%= ——+— T,
5 sin?(0 —g) %
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und das Zentrifugalmoment der beiden Achsen OZ und OU erhalten
wir in der Form:
L __ ycosy —zsiny  ycosd — xsind
@ Cz,u P 2 sin (y — 9) sin (y — 0) AT
AT DU ){T cosy cosd + T, sinysind—C,  sin(y + J).

sin? (y —

Nunmehr fithren wir die folgende Bezeichnung ein:

18. Definition. Zwei Achsen heiBen konjugiert in Be-
ziehung auf ein Profil (oder ein System paralleler Krafte),
wenn das zugehorige Zentrifugalmoment verschwindet.

Dann lehrt Gleichung (4), daB jeder Achse OZ durch O eine
ihr konjugierte O U entspricht, bestimmt durch den Richtungskoeffi-
zienten tg . Unter diesen Paaren konjugierter Achsen gibt es auch
ein rechtwinkeliges; denn aus 6 =90 + y folgt:

2 0, y
(5) tg (2 7) S ?

wodurch 2y bis auf Vielfache von 180°, also y bis auf Vielfache von
90° bestimmt ist, und nur hierauf kommt es an. Ist 9= X0V =459,
so folgt aus (8): 20,,=T,+ T,—2T,, so dal y aus bloBen Trig-
heitsmomenten ermittelt werden kann.

Nehmen wir nun an, das rechtwinkelige Koordinatensystem sei
schon so gewihlt, daB OX und OY konjugiert oder C,,,=0 sei,
und setzen T,=% b2 T,=% a2 so sind die beiden konJuglerten
Durchmesser O U und OZ der Ellipse mit den Halbachsen 04 =a
und O B="b auf OX bzw. OY auch konjugierte Achsen in Beziehung
auf das Profil. Aus der Figur (0C=¢, 0D =d) folgt ndmlich, wenn
wir die bekannte Entstehung der Ellipse aus dem um- und einge-

schriebenen Kreise zugrunde legen, also annehmen, daf die Bilder
OC’ und OD’ von OC und OD senkrecht aufeinander stehen:

6) ccosy=0Q=RD’=RD%=d%sin5,

und

k0 csiny =QC=002 =0R% =—a2coss,
also:

8 0= 7(cosy sin y — siny cosy) = T sind siny + —cos Jdcosy
oder

9) b2 cos y cos 6 + a2sin ysin § = 0,

so daB nach (4) wirklich C, ,=0 wird, die Achsen OU und OZ also
konjugiert sind. Weiter ist: )

Al
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(100  a?=00?=0Q+QC?= cPoosty + c'siny o,

oder
a’ b!

(11) b?cos?y + a’sin’y = ——,
also nach den Formeln (6) und (7):
a?b? i ! d .
(12) =bcosy-bcosy +asiny-asiny = ~absin(d —7)
oder
(18) ab=cdsin (6—y).

Es wird demnach schlieBlich (Formel (8)):

(14) T, = F(d?cos?y + a’sin?y) = f’% = Fd? sinz(a -7,
oder
(15) e

&

Stellt man daher die Definition auf:

19. Definition. Der in der Richtung OU gemessene
Schwungradius der Achse OZ fir ein Profil ist die Seite
des Quadrats, dessen Punkt mit der Fliche des Profils
gleich dem in der Richtung OU geémessenen Trigheits-
momente des Profils fiir die Achse 0Z ist;
so konnen wir unsere Resultate in den Satz zusammenfassen:

Satz 55. Trdgt man auf jeder durch einen festen Punkt O gehen-
den Achse den wn ihrer Richtung gemessemen Schwungradius der fiir
ein Profil konjugierten Achse durch O auf, so erfillen die Endpunkte
dieser Schwungradien die zum Mittelpunkte O gehorige Tragheits-
ellipse des Profils. Dieselbe heif3t Zentralellipse, wenn O der Schwer-
punkt des Profils 1st.

Aus diesem Satze und aus Satz 52 auf S.166 ergibt sich die
folgende Beziehung zwischen der Zentralellipse und irgendeiner
Trigheitsellipse:

Satz 56. Fir jede Trigheitsellipse gehort der Verbindungslinie
shres Maittelpunktes mit demjenigen der Zentralellipse der Grofie und
Richtung nach derselbe konjugierte Durchmesser zu wie fir diese, wih-
rend das Quadrat des auf dieser Verbindungslinie selbst lvegenden Halb-
messers gleich demselben Quadrate fiir die Zentralellipse vermehrt um
das Quadrat der Verbindungsstrecke der Mittelpunkte ust.

e
Enthédlt ndmlich die Achse OX den Schwerpunkt S (0S=c,
z=& +¢, y=y') und ist OY zu OX konjugiert, so ist:

u 1 z
Tz’ 62=§Tu.
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(16) { 0=y AF=22(2'+0)y AF=2'y AF+c Sy AF
=27y AT,
weil S der Mittelpunkt des Profils sein soll, so daB auch die 0Y
parallele Achse SY’ durch S zu OX konjugiert ist. Da nun auf OY
sowohl als auf SY’ der in dieser Richtung gemessene Schwungradius
von OX aus aufzutragen i<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>