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Vorwort.

Dieses Buch ist aus einer Vorlesung Uber ,nichtstarre Systeme
und die Mechanik von H. Hertz" hervorgegangen, die an der Uni-
versitdt Tubingen seit einer Reihe von Jahren von dem Verfasser im
AnschluB an eine solche Uber die Mechanik des materiellen Punktes
und der starren Systeme gehalten wird.

Kirchhoffs ,,Mechanik* und W. Thomson und Taits ,, Treatise
on natural philosophy“ haben sich im Gegensatz zu ihren nachsten
Vorgangern wieder auf den Standpunkt der ,,Mécanique analytique*
von Lagrange gestellt und die raumerfillenden Massen in den
Rahmen der Mechanik einbezogen. lhrem Beispiel sind andere
Autoren gefolgt: W. Voigt, P. Appell, H. Weber u. a. haben den
seitdem stark angewachsenen Stoff neu bearbeitet und in trefflichen
Werken weiten Kreisen der mathematischen und physikalischen Welt
zuganglich gemacht.

Aber es scheint an einem kurzen Abri zu fehlen, durch den
der angehende Mathematiker, ohne sich gleich in Anwendungen zu
vertiefen, in die ersten Grundlagen jener Wissenszweige eingefihrt
und nebenher mit einigen von den treibenden Ideen und Anschau-
ungen bekannt gemacht wird, die in juingster Zeit sich dort Bulrger-
recht verschafft und ihre Wirkung auch auf die reine Mechanik aus-
gedehnt, ja deren Grundlagen zur Diskussion zu stellen begonnen
haben.

Diese Liicke will das vorliegende kleine Werk ausfillen, indem
es in einer auch fur Studierende verstandlichen Fassung auf der
gleichen Grundlage wie die Mechanik des materiellen Punktes die-
jenige flussiger und elastischer Massen behandelt und anhangsweise
einen Einblick in die Elektronentheorie zu geben unternimmt.

Zu einer gleichférmigen Behandlung der Mechanik kontinuier-
licher Massen hat Lagrange die ewig mustergultige Grundlage gelegt.
Auch die Theorie der Elastizitat 1403t auf ihr sich aufbauen, wenn
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v Vorwort.

man die einleitenden Untersuchungen Uber innere Druckkréfte durch
die Annahme eines Potentials ersetzt, das dann noch als einziger Rest
der Kréafte in das anzuwendende Prinzip der Mechanik eingeht. Man
wird durch diese Wendung zugleich der Bedeutung gerecht, die der
Energiebegriff seit Robert Mayer gewonnen hat. lhr Wert wird
aber noch erhéht durch die neue Auffassung von dem Wesen der
Kraft, welche die Physik seitdem entwickelt hat.

Es ist das Verdienst von Heinrich Hertz, die Beseitigung
des Begriffes der FernWirkung aus der Mechanik grundsatzlich ge-
fordert,und in Ansatz gebracht zu haben (,,Prinzipien der Mechanik*,
Leipzig 1894). Aus dem einzigen Axiom, auf dem seine Theorie
beruht, dem ,,Grundgesetz*, ist das Wort ,Kraft* verschwunden.
Nur auf indirektem Wege und an spéterer Stelle werden Druck und
Fernkraft in die Theorie eingefiihrt, letztere eben durch ihr Potential,
indem (wohl unabhéngig von J. J. Thomson, der bereits vorherl)
eine &hnliche Bemerkung gemacht hatte) Hertz nachweist, dafl
formal die Wirkung einer Kraft durch Annahme verborgener Massen,
deren Kkinetische Energie gleich der potentiellen Energie der sicht-
baren Massen ist, erklart werden kann.

Hiermit freilich ist der Begriff der Kraft aus den Grundlagen
so lange nicht wirklich beseitigt, als man nicht die verborgenen Massen
oder Zwischenmittel, welche die Wirkung der Kraft hervorbringen,
nachweist oder doch wahrscheinlich macht. Von einer Lésung dieses
Problems aber, namentlich fir die an Bedeutung alles Uberragende
Schwerkraft, sind wir heute noch ebensoweit entfernt wie zur Zeit
von Faraday. Deshalb bedeutet streng genommen die Mechanik von
Hertz nicht mehr als ein Programm. Aber auch wenn man aus
diesen und anderen Grinden den Hertzschen Standpunkt ablehnt,
so lassen sich doch gewisse praktische Vorziige seines Ausgangs-
punktes — Vorziige ubrigens, deren manche das Prinzip des kleinsten
Zwanges von Gauss mit ihm teilt — nicht in Abrede stellen.

Wenn der Fall eintritt, daR die Bedingungsgleichungen eines
Problems ,,nichtholonome* sind, d. h. in Form von nicht unbedingt
integrabelen Differentialgleichungen vorliegen — ein wichtiger Fall,
den schon Lagrange (Mecanique analytique T. 1, 1. part. Seite IV
§ 1) in Betracht gezogen hat — so verursacht die Aufstellung der
aus ihnen folgenden Gleichungen zwischen den Variationen der

1) J. J. Thomson, Anwendungen der Dynamik auf Physik und Chemie 1888
(Deutsche Ausg. Leipzig 1890), 2. Kapitel.
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Koordinaten bei Anwendung anderer Prinzipien, insbesondere des
Hamiltonsehenl), Schwierigkeiten, die darin beruhen, daB diese
Gleichungen nicht durch bloR mathematische Operationen aus jenen
ableitbar sind. Dies ist jedoch ohne weiteres moglich bei Anwendung
des Gauss sehen Prinzips, weil hier die zu variierenden Grofen zweite
Ableitungen nach der Zeit sind. Hertz scheint diesen Umstand Uber-
sehen zu haben, vielleicht deshalb, weil er (Mechanik, Artt. 501, 394)
das D,ALEMBERTSsche Prinzip auf dem Umweg Uber die Lagrange sehen
Differentialgleichungen ableitet, statt durch Variation des Ausdrucks
fur den Zwang (a. a. 0. Art. 497). Wohl aber hat Gibbs (Fund.
Formulae usw. Amer. Journ. of math. 2 [1879]) schon vor Hertz auf
diese und andere Vorziige des Prinzips des kleinsten Zwanges auf-
merksam gemacht. Doch begegnet auch er nicht dem oft erhobenen
Einwand, daB die Aufstellung und Transformation des Ausdrucks fir
den Zwang, der sich aus zweiten Differentialquotienten nach der Zeit
zusammensetzt, rechnerisch weniger bequem sei, als der etwa fir die
lebendige Kraft, an den z. B. das Hamiltonsche Prinzip anknipft.
Deshalb?), wie es scheint, hat man auch bisher davon abgesehen,
das Prinzip des kleinsten Zwanges grundsétzlich zu verwenden. Aber
es ist bemerkenswert, dafl die Variation des Zwanges keineswegs
die Aufstellung des Ausdruckes fiir den Zwang selbst erfordert, wie
dies Gibbs annimmt. Man wird im folgenden sehen, daR in keinem
Falle, auch nicht bei Anwendung auf hydrodynamische Probleme
oder solche der Elastizitatstheorie, die Ableitung der Differential-
gleichungen aus dem Prinzip grofRere Rechnungen erheischt, wie
die Verwendung des HAMILTONschen Prinzips.

Vor dem letzteren aber hat das Gausssehe Prinzip den weiteren
Vorzug, daf es, indem es die natirliche Bewegung auf ein gewohnliches
Minimum zurickfihrt, den fremdartigen Apparat der Variationsrech-
nung, der auf recht subtiler Grundlage beruht, und der in dem erwéhnten
Falle nichtholonomer Bedingungsgleichungen, wie Herr Holder ge-

1) Auch bei Anwendung des d’Atembertsehen Prinzips kann man fir die
Bildung der Gleichungen zwischen den Variationen nicht immer die zwischen
den unvariierten GroRBen verwenden. So im Falle inkompressibler fllssiger
Massen, wo das D'ALEMBERTsche Prinzip die (meist zuvor abgeleitete) Inkom-
pressibilitatsbedingung unbenutzt lassen muB (S. Kirchhoff, Mechanik, 1876,
S. 120; Riemann-Weber, Partielle Differentialgleichungen der math. Physik,
1901, 11, S. 428).

2) S. z. B. den Bericht von A. Voss uber die Prinzipien der rationellen
Mechanik in der Enzyklopddie der mathematischen Wissenschaften, Bd. IV, 1,
1901, S. 82, 91.
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zeigt hat, Uberhaupt nur unter Beachtung besonderer Vorsichts-
maRregeln verwendbar ist, entbehrlich macht. Uberhaupt ist doch
wohl die Frage erlaubt: was haben die Bewegungsgleichungen, die
fur ein bestimmtes Zeitelement gelten, mit einem Zeitintegral zu tun,
dessen Grenzen keinen anderen Bedingungen zu gentigen brauchen,
als daf sie jenes Zeitelement einschlieRen? Die Formulierung eines
Problems sollte doch von fremdem Beiwerk frei bleiben. Diesem Ein-
wand unterliegt auch die Anwendung des Prinzips auf raumerfillende
Massen, wo das Hamiltonsche Prinzip wegen der gleichméaRigen
Behandlung, die es Zeit- und Raumkoordinaten angedeihen 148t, noch
in seinem besten Licht erscheint. Denn auch hier stellen sich infolge
der partiellen Integration des Zeitintegrals Grenzausdriicke ein, die
fur das Problem ohne Bedeutung sind, deren Verschwinden aber
durchaus nicht immer leicht nachzuweisen ist.l) — Endlich ist nicht
zu Ubersehen, daR im Fall einseitig begrenzender Bedingungen, die
durch Ungleichungen ausgedriickt werden, das Prinzip des kleinsten
Zwanges selbst dem d’Alembertschen Uberlegen ist, wie dies schon
Gauss (Werke, Bd. V, S. 27) und spéater noch einmal Gibbs (a. a. 0.)
hervorgehoben haben.

Ich habe daher geglaubt, in der Wahl des Grundgesetzes Hertz
folgen zu sollen. Erst nachtraglich, da, wo es sich um den Ausdruck
fur die Kraftefunktion handelt, habe ich, um mich von der Ublichen
Form nicht zu entfernen, die Gleichung des Gausssehen Prinzips
durch einen formalen Proze — einen Weg, den, wie ich nachtréglich
sehe, schon Gibbs eingeschlagen hat — in diejenige des d’Alembert-
schen Prinzips ubergefuhrt.

Hertz spricht in seiner Mechanik nur von diskreten Massen-
punkten. Fur den AusschluB raumerfullender Massen ist jedoch kein
Grund vorhanden. Begriffshildungen wie Beweisgange sind nach sach-
gemaler Umdeutung auch auf sie Ubertragbar. Nur die Definition
der Bedingungsgleichungen fur ein ,freies System“ war neu zu
fassen.

Was endlich die Einfihrung des Begriffes ,,Kraft“ angeht, so
mul} sie, wie fur die Fernkréafte bei Punktsystemen, so fur die ela-
stischen Krafte bei raumerfiillenden Massen (wie schlieflich ja auch
bei Hertz) in der Gestalt des Potentials erfolgen. Freilich erscheint

1) Ich erinnere an den im Falle der Bewegung eines Kdorpers in einer
Flussigkeit (Kirchhoff, Mechanik, 19. Vorl., Formel (1), S. 234, 1876; vgl.
auch Riemann-Weber, partielle Differentialgleichungen der math. Physik, Bd. II,
§ 162, S. 426ff.) auftretenden Grenzausdruck.
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damit die Beseitigung der Kraft aus dem Grundgesetz zu einer Frage
blo der Anordnung herabzusinken. Denn indem man das Potential
elastischer Krafte einfuhrt, kommt man nur wieder auf den Weg
zuriick, den schon im Jahre 1839 in seiner Abhandlung on a dyna-
mical theory of crystalline reflexion and refraction Mac Cullagh
fir die elastische Kraft eingeschlagen hat. Im folgenden jedoch
erscheint es als die Folge einer bestimmten Grundanschauung Uber
das Wesen der Kraft; das einzelne Potential ist nur Glied einer Kette,
in die sich ebenso punktférmige wie kontinuierliche, flissige wie
elastisch-feste Koérper und selbst das Lichtmedium einreihen.

Indem so das Grundgesetz bei diesen durch ihre spezifischen
Eigenschaften unterschiedenen Massen in gleicher Weise Anwendung
findet, schlieflt sich die Mechanik zu einem Ganzen zusammen, das
wohl der E. Machschen Forderung o6konomischen Denkens geniigen
durfte.

Ein Vorzug des angegebenen Weges besteht ferner darin, daf
die verschiedenen Bewegungsursachen und -widerstdnde, die man
unter dem Namen Kraft zusammenfalit, durch die Art ihrer Ein-
fuhrung auseinandergehalten werden. Endlich sprechen didaktische
Momente fur die spatere Einfihrung der Bewegungsursache, eine
Bemerkung, der schon W. Schell beim Abfassen seines Lehrbuches
der Mechanik Ausdruck gegeben hat.

Aus dem Gesagten ergibt sich die Anordnung dieser Vor-
lesungen von selbst. Anstelle des Begriffes ,,Kraft“ tritt — neben
Zeit und Raum — der Begriff ,Masse” an die Spitze, ohne daR
seine Einfihrung begriindet wird. Der erste Abschnitt enthélt eine
Skizze der Hertzschen Mechanik diskreter Massenpunkte, aus der
sich die dem ,Grundgesetz® entstammenden Gleichungen bereits
wesentlich in derjenigen Gestalt ergeben, in der sie in den spéateren
Abschnitten verwendet werden. Im zweiten und dritten Abschnitt,
welche die Mechanik raumerfiillender Massen behandeln, beschrankt
man sich fast ganz auf die Elemente und verzichtet auf Anwendungen,
ohne Ubrigens Beispiele, die zur Erlauterung von Begriffen und Sétzen
dienen konnen, grundsétzlich auszuschlieBen. Dabei erweist sich
fur die knappe Darstellung der mannigfachen Beziehungen zwischen
Kraftfeldern (zumal im vierten Abschnitt) die Vektorrechnung als
ein fast unentbehrliches Instrument. Deshalb wird im zweiten und
dritten Abschnitt nicht nur von ihren Bezeichnungen, sondern in
zunehmendem Male auch von ihren Operationen Gebrauch gemacht.
Hinsichtlich der Bezeichnungen schlieRe ich mich an die ,,Einfihrung
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in die Vektoranalysis® von R. Gans (Leipzig 1905) an, die ihrer-
seits wesentlich mit derjenigen der ,,Enzyklopadie der mathematischen
Wissenschaften“, Band V Ubereinstimmt.

DalR (im vierten Abschnitt) auch die elektromagnetische Licht-
theorie in eine Vorlesung aufgenommen wurde, die sich vorzugsweise
an einen mathematischen Leserkreis wendet, mag verwunderlich er-
scheinen. Aber abgesehen von der Befriedigung, die ein Einblick in
die H. A. Lorentzsehe Theorie — nach den mancherlei Proben, die
sie bereits bestanden hat — auch dem Nichtfachmann gewahrt, muf}
den Mathematiker in hohem MaRe die Vorstellungsreihe ansprechen,
die an das ,,Relativitatsprinzip”“ anknlpft. Mag dieses Prinzip sich
in der Folge als Naturgesetz bewahrheiten oder nicht: es bedeutet
eine nicht hoch genug einzuschatzende Erweiterung des Gesichts-
kreises der theoretischen Mechanik. Von dieser Uberzeugung war,
wie seine letzten wissenschaftlichen AuBerungen bekunden, auch der
weitschauende Minkowski durchdrungen.

Die angebrachten Zitate sind, wie es bei einer Skizze nicht
anders moglich war, nur dem Nachweise von weiteren Ausfiihrungen
gewidmet fiir solche Leser, die tiefer einzudringen wiinschen. So-
wenig wie fremde Zutaten habe ich die eigenen, von denen vielleicht
der Kenner einige bemerken wird, besonders hervorgehoben.

Es ist zum Schlu? mir eine angenehme Pflicht, meinen beiden Mit-
arbeitern beim Lesen der Korrektur, Herrn Professor Dr. J. Sommer
in Danzig-Langfuhr und Herrn Professor Dr. R. Gans in Tibingen,
denen ich zahlreiche wertvolle Bemerkungen und Anregungen sach-
licher und didaktischer Natur verdanke, Herrn Professor Gans be-
sonders auch fir die Durchsicht des letzten Abschnittes des Manu-
skripts vor der Drucklegung, an dieser Stelle meinen Dank aus-
zusprechen.

Tubingen, im Juli 1909.
A. Brill.
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Einleitung.

Die Mechanik beschéftigt sich mit der Ortsdnderung der Massen
und stellt sich die Aufgabe, von den Bewegungsvorgangen in der
Natur — zunéchst der leblosen — ein so getreues Abbild zu geben,
daB es auch die zukinftigen Vorgange umfafit.

Was wir beobachten, ist die relative Lage der Kérper und ihre
Bewegung gegeneinander. Indessen kann man, auch wenn nur die
gegenseitigen Bewegungen darzustellen sind, die Annahme eines in
gewissem Sinne absoluten Koordinatensystems nicht entbehren, in
bezug auf welches nédmlich bereits der einzelne Korper dem Gesetze
der Tragheitl) genligt. Zwar ist die Lage eines solchen in ge-
wissen Grenzen noch willkirlichen?) — ,Inertialsystems®3) gegen
die uns umgebenden Weltmassen nicht bekannt. Doch lehrt die
Erfahrung, daR das von den Astronomen eingefuhrte empirische Ko-
ordinatensystem, das, kurz gesagt, mit dem Fixsternhimmel fest ver-
bunden ist, als Inertialsystem angesprochen werden kann.4) Fir
Bewegungen, die in raumlich und zeitlich geniigend engen Grenzen
erfolgen, vertritt die Stelle eines solchen bereits irgendein mit der
rotierenden und um die Sonne kreisenden Erde fest verbundenes
Koordinatensystem, und selbst die fir weite Zeit- und Raumgrenzen
zu berechnenden Bewegungen der Planeten bezieht man auf ein
System, von dem eine Koordinatenebene die selbst gegen jenes Iner-
tialsystem verschiebliche Ekliptik und eine Achse die langsam sich

1) In weiterem Umfange: das Planetensystem der NEWTONSchen Mechanik
(Anding, Uber Koordinaten und Zeit, Enzykl. der math. Wiss., VI, 2, 1905), eine
Forderung, deren Erfullung sich mit astronomischen Mitteln prifen 1&3t.

2) Eine Bewegung, die in einem Koordinatensystem nach dem Prinzip
der Tréagheit erfolgt, wird in einem anderen, das gegen dieses sich dreht oder
ungleichférmig fortschreitend sich bewegt, diesem Gesetz nicht mehr genlgen,
wenn man nicht Hilfskrafte zuflgt.

3) Diese Bezeichnung ruhrt von L. Lange her (Der Bewegungsbegriff
Leipzig 1886; vgl. auch Mach, Die Mechanik in ihrer Entwicklung, 4. Aufl,
Leipzig 1901, S. 252).

4) Vgl. H. Seetiger, Uber die sogenannte absolute Bewegung, Miinch.
Akad. Ber., Bd. 36, 1906, S. 137.

Brill, Mechanik raumerfullender Massen. 1
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drehende Verbindungslinie des Sonnenmittelpunktes mit dem Frih-
lingspunkt ist.

Sowenig wie ein Inertialsystem kdnnen wir die Annahme eines
absoluten LangenmaBes und eines ebensolchen Zeitmalles entbehren,
trotz der Bedenken, die sich gegen die Bestadndigkeit beider, nament-
lich des uns durch die Umdrehung der Erde dargebotenen Zeitmalies
erheben.

Uberhaupt, weiche Einwdnde man auch gegen die besprochenen
und andere sogleich noch zu erwéhnende Fiktionen der Mechanik
geltend machen kann: die Erfahrung lehrt, daB das auf Grund der-
selben und zweckmallig gewahlter Grundsatze gewonnene Bild der

Bewegungsvorgange den wirklichen Erscheinungen — oft sogar
innerhalb weiter Grenzen der Genauigkeit nach Baum und Zeit —
entspricht.

Auch bezuglich des Begriffes Masse sind wir zu einer Abstrak-
tion gendtigt. Wenn man die rdumliche Bahn eines Korpers zu
beschreiben hat, beschrankt man sich zweckmaRig in erster Annaherung
auf die Bestimmung der Bahn eines durch den Korper mitbestimmten
Punktes, seines Schwerpunktes, in welchem man sich die Masse des
Korpers vereinigt zu denken hat. Der Schwerpunkt als ein materieller,
d. h. mit Masse begabter Punkt, ersetzt bei dieser Auffassung den
ganzen Korper. Die Bewegung eines Systems von Koérpern wird
zunachst durch die ihrer Schwerpunkte vertreten, und das Bild dann
dadurch vervollstandigt, da8 man die Bewegung und Gestaltsdnde-
rung der Korper in bezug auf die vielleicht noch zu berichtigenden
Bahnen der Schwerpunkte beschreibt. — Man pflegt deshalb mit der
Mechanik des materiellen Punktes zu beginnen, wie auch wir dies
tun werden.

Ahnliche Bemerkungen gelten in bezug auf alle im folgenden
einzufihrenden Begriffe und Grundsitze. Indem man die ver-
wickelten, niemals ganz erkennbaren Zusammenhdnge der Natur
durch vereinfachte ersetzt, um sie, so idealisiert, der rechnerischen
Analyse zuganglich zu machen, muff man ein fir allemal darauf ver-
zichten, mehr als ein im besten Falle leidlich angenahertes Bild der
Naturvorgange zu erhalten. Das Ziel der Wissenschaft kann ledig-
lich das sein, die Grenzen der Anndherung durch zweckméRige Wahl
der Grundbegriffe und Grundsitze und Hinzunahme immer neuer
Fiktionen allmahlich weiter hinauszuriicken.

Wir setzen im folgenden einige Begriffe als bekannt voraus, die
dem elementaren Gebiet der Mechanik entstammen, und die man in
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einer vorbereitenden Vorlesung, wie wir sie hier als bereits erledigt
voraussetzen, zu erdrtern pflegt. Abgesehen von einigen rein geo-
metrischen Begriffen, die mit den Krimmungsverhéltnissen der Bahn-
kurve Zusammenhéngen, sind es die folgenden:

Schwerpunkt; Trégheitsmoment, Trégheitsellipsoid und Haupt-
tragheitsachsen; einige einfache Séatze aus der Kinematik starrer
Systeme; der Vektorbegriff; endlich die Begriffe Geschwindigkeit,
lebendige Kraft, Beschleunigung, Kraft, Kraftefunktion, Arbeit.

Fir die drei in der Mechanik anftretenden Grundbegriffe: Raum,
Masse und Zeit sind die Ublichen MalReinheiten Zentimeter, Gramm
und Sekunde (c, g, s). Jede der erwadhnten und der noch einzu-
fuhrenden GréRen und jede Gleichung zwischen ihnen steigt hin-
sichtlich dieser Einheiten zu einer gewissen Dimension an, die wir,
wie Ublich, durch eine in Klammern eingefligte Potenz der Buch-
staben I, m, t (Lange, Masse, Zeit) angeben. Das Tragheitsmoment
eines Korpers hat die Dimensionen [I2m]- die Masse der Volumein-
heit oder die Dichte [I—3mJ] Geschwindigkeit [It—1], Beschleunigung
[1t-2], Kraft [Imt-2], Arbeit [I2mt-2]; eine Kraft pro Flachen-
einheit (Flachendruck oder -zug) [I-1mt—2] usw.

Zwei Punkte heillen starr miteinander verbunden, wenn ihr Ab-
stand unveranderlichl) ist. Wir nennen zuweilen eine Bedingungs-
gleichung, die zwischen den Koordinaten von Massenpunkten besteht,
eine geometrische, wenn keine anderen benannten Grof3en, insbesondere
nicht die Zeit, eingehen. So wird z. B. die Starrheit eines Punkt-
systems durch geometrische Bedingungsgleichungen dargestellt, ebenso
die Forderung, daR ein Punkt auf einer Flache oder einer Kurve
bleibe, usw.

Man sagt, ein System von n Punkten hat r Grade von Bc-
tvegungsfreiheit, wenn zwischen ihren 3n Koordinaten 3n - r Be-
dingungsgleichungen bestehen, so daB nur noch r von ihnen will-
kurlich annehmbar sind. Ein starres Punktsystem hat 6 Grade von
Freiheit. Denn durch irgend drei ein ungleichseitiges Dreieck bildende
Punkte des Systems, deren 9 Koordinaten also durch 3 Gleichungen
verbunden sind, ist die Lage jedes vierten eindeutig bestimmbar.
Oder auch: Verbindet man jenes System fest mit einem recht-
winkligen Koordinatensystem, so ist durch dessen Lage gegenuber

1) Die Beseitigung eines hierbei naheliegenden Kreisschlusses verweisen
wir in die Geometrie. Vgl. Hoider, Anschauung und Denken in der Geometrie.
Leipzig 1900, S. 5.

1



4 Einleitung.

einem anderen im Raume festen Koordinatensystem diejenige aller
Punkte des starren Systems festgelegt, d. h. die Anzahl seiner Frei-
heitsgrade ist gleich derjenigen des Koordinatensystems. Aber die
Lage eines Koordinatensystems gegeniber einem anderen hangt von
sechs Konstanten ab: den drei Koordinaten des Ursprungs und von
drei (etwa den EULERschen) Winkeln, die die Achsenrichtungen be-
stimmen. Die Zahl reduziert sich auf drei, wenn z. B. einer der
Punkte des Systems befestigt ist usw.

AuBer den Systemen von diskreten materiellen Punkten werden
uns in der Folge noch solche Massen beschéftigen, die den Raum
stetig erfilllen. Wie sich der Ubergang vom diskreten materiellen
Punkt zur raumerfillenden Masse ausfuhren 1&[3t, bleibe hier un-
erortert. Formal vollzieht er sich so, daB man die Masse des ma-
teriellen Punktes durch das mit dem Faktor ,,Dichte” (Masse der
Volumeinheit) multiplizierte Raumelement ersetzt, und zugleich das
auf die Gesamtheit der Massenpunkte beziligliche Summenzeichen
— wie es z. B in den Ausdricken fir die Schwerpunktskoordinaten
oder fir Tragheitsmomente von Punktsystemen auftritt — in ein
Integralzeichen verwandelt, das sich Uber alle Elemente des mit
Masse erflllten Raumes erstreckt: ein Verfahren, das wiederum nur
der Erfolg rechtfertigt.

Von einer starren kontinuierlichen Masse gilt dasselbe, was
oben von starren Punktsystemen gesagt wurde, sie hat sechs Grade
von Bewegungsfreiheit, ihre Lage héngt also von sechs Konstanten
ab. Dagegen werden biegsame Faden und Flachen, elastische Korper
und Flissigkeiten nach ihrer Lage und Dichtigkeitsverteilung, wie
wir unten (Art. 17) sehen werden, durch drei Funktionen bestimmt;
nichtstarre kontinuierliche Massen besitzen also im allgemeinen einen
unendlich hohen Grad von Bewegungsfreiheit.



Erster Abschnitt.

Materielle Punkte und starre Massen.

1. Geschwindigkeit, Beschleunigung des materiellen Punktes;
Krimmung der Bahn.

Die Bewegung eines Punktes in seiner Balin wird, wenn X, y, z
seine Koordinaten in bezug auf ein bekanntes, festes Koordinaten-
system sind, durch drei Funktionen der Zeit t beschrieben, die diese
Koordinaten fUr jeden Zeitpunkt darstellen,

X =X (1)

y=y0)
z2=17(1)
wo X, Y, z rechts Funktionszeichen sein mogen. Die Komponenten
seiner Geschwindigkeit zur Zeit t sind dann

wo die ersten, zweiten . .. Differentialquotienten nach der Zeit hier
und in der Folge durch ein, zwei ... Punkte Uber dem Funktions-
zeichen (der abhangig Veranderlichen) dargestellt werden. Die Ge-
schwindigkeit ist ein Vektor, den wir (wie in der Folge Vektoren
Uberhaupt) mit deutschen Buchstaben bezeichnen wollen. Er sei v.
Dann stellen wir dessen Lé&nge (GroRe, Betrag) durch

(1)
dar, wenn ds das im Zeitelement dt mit der Geschwindigkeit v
durchlaufene Bogenelement ist. Hat v einen in der Zeit unverander-
lichen Wert, verschwindet also die Tangentialbeschleunigung

so heiBt die Bewegung des Punktes gleichférmig.
Die Winkel a, 3, y, die das Element ds (die Tangente an die
Bahnkurve) mit den Koordinatenaxen bildet, ergeben sich aus
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Die Beschleunigung des Punktes in seiner Bahn ist ein Vektor f
mit den Komponenten von der Lénge

2
Auch die Krimmung der Bahn laRt sich durch Differential-
guotienten der Koordinaten nach der Zeit darstellen. Den einfachsten
Ausdruck fir den Krimmungshalbmesser g erhdlt man, wenn man
die Koordinaten der Bahnkurve als Funktionen der Bogenldnge s,
gerechnet von einer festen Stelle der Bahn an, dargestellt annimmt.
Dann istl)
3

1) Sind in der beistehenden- Figur die Langen PP'= P'P" —ds kon-
sekutive Elemente der Raumkurve, und verlangert man PP" = P'P"™ =ds
um sich selbst, so ist P"™P,P" =1 der Kontin-
genzwinkel; daher, wenn @ der Hauptkrimmungs-

halbmesser ist, fiir sehr kleine Werte von T,

or = ds.
Andererseits ist PP = ¢ mit einem Kreis-
bogenstiick vertauschbar

ds- 1T =o
Nun sind die Koordinaten der Punkte P die
folgenden:
P ...Xx vy z
usw,
USW.
usw.

Daher besteht fur die Lange ¢ die Gleichung

d o = [(X + 2dx + d2x) — (X + 2dx)2 + [d2y?2]+ [d2z2]
oder

woraus sich ergibt:

Zugleich erhélt man fiir die Richtung (1, A, p) des Krimmungshalbmessers,
die mit derjenigen P""P" Ubereinstimmt,
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Fdhrt man nun statt s die Unabhangige t mittels der Beziehungen

(4)

und bezeichnet man, wie immer im folgenden, mit S eine auf die
drei Funktionen X, y, z bezugliche Summe, von der nur ein Glied
angeschrieben wird, so ist

ein

oder, weil wegen

®)

Diese Gleichung enthalt die bekannte Tatsache, dal die Gesamt-
beschleunigung f in die Tangentialbeschleunigung und die dazu
senkrechte Normalbeschleunigung g zerlegbar ist.

Die Krimmung ¢ der Bahn an einer Stelle, ndmlich der reziproke
Wert des Kriimmungshalbmessers,

eine skalare GrofRe, ist die positive Wurzel der Gleichung

(6)
wo f* v, wie oben, die (absoluten Betrdge von) Beschleunigung und
Geschwindigkeit sind. — Im Falle gleichférmiger Bewegung ist die

Krimmung der Beschleunigung proportional, weil fir

wird. — Wir nennen nun mit Hertz die geradeste Bahn eines Punktes
— unter allen mdglichen, welche etwa vorliegende geometrische Be-
dingungsgleichungen (s. d. Einl.) zulassen — diejenige, fir welche
die Krimmung ¢ an ieder Stelle den kleinsten Wert hat, fir die

also allenthalben so bestimmt sind, daR
oc=0
ist. Dabei bezieht sich das Variationszeichen 6 auf die Beschleuni-
gungskomponenten allein.
Eine Variation wie mag man sich analvtisch als kleinen

Zuwachs zu der Funktion vorstellen, wo eine be-
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liebige (auch unstetige) Funktion, ¢ eine sehr kleine Konstante ist.
Wir kommen darauf in Art. 18 a. E. zurlck.

Hiernach kommt z. B. die Aufgabe, die geradeste Bahn eines
Punktes zu finden, der sich auf einer Oberflache

o(x,y,2) =0 ©?)
gleichférmig bewegt, darauf hinaus, durch passende Wahl der Funk-
tionen X(t), y(t), z(t), welche die Gleichung (7) der Oberflache

identisch erfillen, die GroBe ¢ zum Minimum zu machen, wéhrend
zugleich

ist. Statt ¢ kann man dann auch %c2v4 oder %2 zum Minimum
machen, womit jene Bedingung entbehrlich wird. Wegen der grund-
legenden Bedeutung des Begriffes der geradesten Bahn wollen wir
dieses elementare Beispiel etwas ausfuhren. Zwischen den GréfRen

und bestehen die folgenden, durch wiederholte Differen-
tiation der Gleichung (7) erhaltenen Beziehungen

®

9)
wo @'(X), . .- @"(xXx) ... die ersten, zweiten . . . partiellen Ableitungen
von @ nach x, ... sind, und mit @® abkirzend die linke Seite der
letzten Gleichung bezeichnet wird. Fir irgendeine gegebene Stelle
X, U, z der Bahn, fur die zugleich gegebene, der Gleichung (8)
genligende Werte sind, hat man die Grofien der Glei-

chung ® = 0 entsprechend so zu wahlen, dal %22 zum Minimum
wird. Variiert man also %f2 und ® = 0, wéhrend x, y, z:
konstant bleiben, so erhélt man

Nach der Theorie der relativen Minima fihrt man nun zweck-
maRkig eine noch zu bestimmende Funktion A von X, y, z, t ein und
bewirkt dadurch, daB in

die Variationen voneinander unabhéngig werden. So er-
geben sich die bekannten Gleichungen

(10)
durch welche, weil dt mit ds proportional ist, eine ,,geodatische”



2. Krimmung der Punktbahn im Falle einer unstetigen Richtungsanderung. 9

Linie auf der Flache definiert wird, eine Linie namlich, fur die in
jedem Punkt die Richtungswinkel der Flachennormalen (deren Kosi-

nusse sich wie @'(x): @'(y) : ¢"(z) verhalten) mit denen der Haupt-
normalen der Bahnkurve Ubereinstimmt.

2. Krimmung der Punktbahn im Falle einer unstetigen Richtungs-
anderung.

Fur eine spatere Anwendung wollen wir den Begriff der Krim-
mung einer Raumkurve auf den Fall eines geradlinigen Polygons
mit Seiten von endlicher Lange Ubertragen. Wir fassen die Seiten
in ihrer Folge als Vektoren auf. Dann werde, wie in der FuBnote
des Art. 1 die Krimmung einer stetig verlaufenden Kurve durch

definiert wurde, so auch hier die Krimmung ¢ des Polygons in einem
Eckpunkte durch die (vektorielle) Differenz der anstoRenden Polygon-
seiten As, As! — diese Differenz dem absoluten Betrage ¢ nach
genommen — dargestellt. Bezeichnet man mit As, Asl die Seiten-
langen selbst, mit AX,...Ax1 ,.. ihre Projektionen, so ist

02 = (AXI — AX)? + (Ayl — Ayp + (Az1 — Az),

und wir setzen wieder:

Nimmt man nun an, ein beweglicher Punkt durchlaufe die zwei
Polygonseiten in der Weise, daR seine Geschwindigkeit langs jeder
der Seiten gleichférmig ist, aber beim Ubergang von As zu Asl
derart unstetig sich andert, dal er jede der beiden Seiten in dem-
selben Zeitintervall At zurlcklegt, so wird, wenn i, ttl mit den Kom-
ponenten (u, v, w); (ul, vi, wl) diese Geschwindigkeiten sind, |v]|, 1],
ihre absoluten Betrége,

sein, oder, wenn man zur Abkiirzung die Geschwindigkeitszuwéchse,
‘auf die es allein ankommt, mit

u—u=Au vli-v=Au;, wl-w=Aw
bezeichnet:
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Die Bedingung der geradesten Bahn ist nun wieder (Art. 1) in
der Weise zu erfillen, da man die Variation &c, welche durch Ver-
anderung der GroRen Au, Av, Aw (nicht aber von v oder vonj
bewirkt wird, gleich Null setzt.

Somit erfordert die geradeste Bahn eines Punktes im Falle dis-
kontinuierlicher Anderung der Bahnrichtung, daR

= AudAu + AvOAV + AwdAw = 0,

oder wenn man
V2 =AU2 + AV2 + AW

setzt, S¥ava = 0, )
d. h. daB das Quadrat des Geschwindigkeitszuwachses an der Stelle,
wo die Bahn unstetig wird, ein Minimum sei.

Die oben gemachte Annahme, dafl die Seiten Is,s! beide
in gleichen Zeiten durchlaufen werden, laRt sich durch passende
Wahl ihrer Langen erfiillen. Da diese Langen in der Formel (1) nicht
auftreten, so enthéalt die Annahme keine Beschrankung.

Beispiel. Die geradeste Bahn eines Punktes zu finden, der sich
geradlinig mit gleichférmiger Geschwindigkeit auf einer Halbebene
bis zu ihrem Schnitt mit einer zweiten
gegen sie geneigten Halbebene bewegt,

auf die er (bergeht.

Verlegt man die Schnittkante der
zwei Ebenen in die X-Achse, und bilden
die beiden mit der XZ-Ebene gleiche
Winkel, so bestehen zwischen den Koor-
dinaten des bewegten Punktes vor und

nach dem Ubergang iber die Kaute die

Gleichungen
y—0.=0 y+pZ=0,

wo @ eine Konstante ist. Sind dann die Geschwindigkeitskom-
ponenten vorher u =a; v; w =" (a und b konstant); nachher ul, vi, u\
so ist u— ow =0, also v= b, und vl = — pwl. Die Bahn wird
dann eine geradeste sein, wenn die GroRe

OYav2l =0%2(ul — a)2 + 2(b + wi)2 + (b — wl)2)
= (ul — a)dul+ [e2(b + wl) — (b — wi)] déw!
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fur alle Werte von dul, dw! verschwindet. Es ergibt sich
ul = a;

also Uberschreitet der Punkt immer nur den stumpfen winkel der
beiden Ebenen.

3. Bewegung eines Punktsystems: Geschwindigkeit, Beschleunigung,
Krimmung der Bahn.

Einige der in Art. 1 fiir den einzelnen Massenpunkt entwickelten
Begriffe Ubertragen wir nun auf ein System von materiellen Punkten.
Wir definieren mit Hertz eine Art von mittlerer oder Durchschnitts-
Geschwindigkeit, -Beschleunigung, -Bahnkrimmung des Systems ihrem
Betrage nach dadurch, daB wir die Quadrate der Geschwindigkeiten usw.
der Punkte je mit deren Masse multiplizieren und die Produkte addieren;
die positive Wurzel aus dieser Summe, dividiert durch die Gesamtmasse,
heiBt dann die Geschwindigkeit des Systems (Hertz, Mechanik,
Artt. 265, 275, 106), seine Beschleunigungl) usw.

Hiernach bestimmt sich die GroRe der ,,Geschwindigkeit v eines
Systems von Punkten* mit den Koordinaten xi, yi, zi (i=1, 2, ... n),
den Massen mi und den Geschwindigkeiten vi, wenn

m= X mi
die Gesamtmasse ist, durch die Gleichung

1)
Die Lénge s der ,.Bahn des Systems“ (der Gesamtheit der Lagen,
die es durchlauft) bestimmt sich in Funktion der Zeit aus der
Differentialgleichung (1).
Die Bewegung wird dann eine gleichférmige genannt, wenn die
Geschwindigkeit des Systems sich mit der Zeit nicht andert (wéhrend
die Einzelpunkte sich ungleichférmig bewegen kodnnen), also wenn

oder wenn
ms? : > mivR = const. G=12...n)

eine Konstante ist. Da nach der dblichen Bezeichnungsweise die
GroRe (1a)

die lebendige Kraft oder kinetische Energie des Systems ist, so hat

1) Auf die vektorielle Definition dieser GroRen, die fur das Folgende ohne
Belang ist, gehen wir nicht ein.



12 I. Materielle Punkte und starre Massen.

bei gleichférmiger Bewegung die lebendige Kraft des Punktsystems an
jeder Stelle denselben Wert.

Zusatz. Man zerlegt mit VVorteil die kinetische Energie eines Punkt-
systems in zwei Teile, die einzeln eine einfache Deutung zulassen.
Sind namlich a, b, ¢ die Koordinaten des Schwerpunkts eines Systems
von diskreten Massenpunkten ml, mi, ... mn, und verschiebt man
den Ursprung des Achsensvstems in diesen Punkt, indem man setzt

wo wegen Xi=a+ & yi=b+in Ec+

axZmi= Zmixi. b>mi= >miyi. ¢>mi= 3miz
sowohl . - .
Zmi§=0; Zmini=0; SmMZi=0
als auch ]
>mi& =0 usw.

ist, so erhdlt man fur die kinetische Energie T den Ausdruck
(Ib)
Daher zerlegt sich die ganze lebendige Kraft des Punktsystems
in diejenige der fortschreitenden Bewegung des Schwerpunkts und
diejenige der relativen Bewegung gegen den als fest gedachten Schwer-
punkt.
Wir definieren ferner den Betrag der Beschleunigung f eines
Punktsystems durch die Gleichung
)
(i=1,2,...n)
und die ,,Krimmung ¢ der Bahn des Systems” an einer gegebenen
Stelle (s) durch

wp wieder m die Gesamtmasse ist und die Variable s, die Bahnlange
des Systemes, die als unabhéngig Veranderliche fur die Ortsbestimmung
der einzelnen Punkte xi, yi, zi benutzt ist, durch die Gleichung (1)
und irgendeine Anfangslage bestimmt ist. Fihrt man wieder statt
s die Zeit t als unabhéngig Veranderliche ein, so wird wegen (1)

und mit Benutzung der Formel (4a) des Art. 1
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oder

das heildt

Bei gleichférmiger Bewegung, also fir wird wiederum die
Krimmung der Beschleunigung des Systemes proportional.

4. Die geradeste Balin eines Punktsystemes.

Auch der in Art. 1 fur den einzelnen Massenpunkt aufgestellte
Begriff der geradesten Bahn laRt sich ohne weiteres auf das Punkt-
system Ubertragen. Die geradeste Bahn eines Systemes setzt sich aus
geradesten Bahnelementen zusammen. Ein geradestes Bahnelement
an einer gegebenen Stelle, d. h. bei gegebener Lage und Geschwindig-
keit des Systemes, ist ein solches, fur das die Krimmung c (s. vor.
Art.) den tdeinsten Wert hat, den die bestehenden Bedingungsglei-
chungen zulassen. Zwischen den Koordinaten der Punkte mdgen
etwa k Bedingungsgleichungen bestehen von der Form

o(x1,yL,28;%2,y2,22;...2n)=0 1
W(x1,y1,21;x2,y2,22;...zn)=0 1)

Man leitet aus ihnen durch zweimalige Differentiation nach der Zeit
k andere ab, von denen die erste die Form hat

(12)

Die Bedingung fur die geradeste Bahn, d. h. fir ein Extremum von c,

oder auch, wie wir in der Folge zu schreiben vorziehen, von

fordert dann die Bildung der Variation wiederum in der W eise,

daR zwar die Beschleunigungskomponenten, nicht aber die Koordinaten
und die Geschwindigkeitskomponenten variiert werden. Ebenso sind
die Bedingungsgleichungen (1a) zu variieren und ihnen gemaR die Va-
riationen der Beschleunigungen zu wahlen. Man erhélt so:

(Ib)
Da k solcher Gleichungen vorliegen, so sind von den 3n Grofien

nur 3n — k willkirlich annehmbar, die anderen ver-
moge der (1b) durch sie bestimmt. Mit diesen Werten ist

@
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Addiert man wiederum zu dieser Gleichung die mit den unbestimmten
GroBen A, 4, ... multiplizierten Gleichungen (lb), ordnet nach

und nimmt an, daf die k Multiplikatoren A, y,, ... SO
bestimmt seien, dal die Koeffizienten von k dieser Variationen ver-
schwinden, so mussen, weil 3n — k von ihnen beliebig annehmbar
sind, die Koeffizienten auch der tbrigen 3n — k verschwinden. In
anderer Fassung: nach Einfihrung der A, p, ... verhalten sich die
3n Variationen so, als ob sie sémtlich voneinander unabhangig wéren.
Unter dieser Annahme erhdlt man aus

d'(Yamv4c2) — Nob — pdW- - =0 3)
3w Gleichungen, von denen die erste lautet
(3a)
oder in kirzerer Form ((4) Art. 1):
(3b)

wo v durch den Ausdruck (1) Art. 3 definiert ist. — Diese Glei-
chungen beschreiben die geradeste Bahn. Wir wenden sie sogleich
auf den Fall an, daR die Bewegung des Systemes eine gleichférmige,
also dal:

ist. Weil dann die Bedingung fir die geradeste Bahn

durch diejenige fur die kleinste Systembeschleunigung ersetzt werden
kann:

da ja in (2) das letzte Glied rechts verschwindet, so tritt an Stelle
der Forderung (3) die folgende

(4)

woraus sich

(4a)
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ergibt. Die Gleichungen (4a) und (1) sind notwendig und hinreichend
zur Bestimmung der 3n Koordinaten und der k Multiplikatoren A,u,...
in Funktion der Zeit. Die bei der Integration auftretenden willkir-
lichen Konstanten lassen sich durch die 3n Koordinaten der An-
fangslage des Systemes und die 3n Komponenten der Anfangs-
geschwindigkeiten bestimmen. Multipliziert man die Gleichungen
(4a) bezw. mit und addiert alle 3n Gleichungen, so erhélt
man mit Ruicksicht auf die Gleichungen (1) oder vielmehr deren
erste Ableitungen nach der Zeit:

oder

Daher kann die Forderung der kleinsten Beschleunigung &f= 0 oder

— wenn die Variation in der oben angegebenen Weise ausgefiihrt
wird, ndmlich bei konstanten Koordinaten und Geschwindigkeiten —
diejenige der geradesten Bahn bei gleichférmiger Geschwindigkeit auch
hinsichtlich des Umfanges der Forderung ersetzen. Man nennt sie,
mit Rucksicht auf eine spater (Art. 15) einzufiihrende Benennung,
auch die Forderung des kleinsten Zwanges.

5. Beispiel: Drehung eines starren Punktsystemes um seinen
Schwerpunkt.l)

Durch zweckmaBige Wahl der Koordinaten lassen sich die Be-
dingungsgleichungen an Zahl verringern oder ganz beseitigen. In
dem Fall eines starren Punktsystemes oder Korpers umgeht man
(Einleitung) den Ansatz von Bedingungsgleichungen dadurch, daR
man ein mit diesem fest verbundenes Koordinatensystem einfihrt.
Wir nehmen an, der Schwerpunkt eines solchen sei fest, es besitze
also nur drei Grade von Freiheit, und es handele sich darum, die
geradeste Bahn des Systems bei gleichformiger Bewegung desselben
zu bestimmen, also die Forderung des kleinsten Zwanges zu erfillen.
Wir verlegen den Ursprung O eines im Raume festen Koordinaten-
systems mit den Achsen =,H, Z in den Schwerpunkt. Sowohl dieses
wie ein mit dem Punktsystem (Kdrper) starr verbundenes (also gegen

1) Aus einer im Wintersemester 1898/99 gehaltenen Vorlesung.
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dieses bewegliches) System X, Y, Z mit dem gleichen Ursprung O
sei ein Rechts- (englisches) System, s. d. Figur.

Diese Annahme machen wir in der Folge fur alle benutzten
Koordinatensysteme.

Es ist dann die Aufgabe, den Ausdruck ¥2mc2v4 unter der
Voraussetzung, daf

eine Konstante ist, oder, weil s = 0 ist, den Ausdruck

zu einem Minimum zu machen. Zu-
nachst handelt es sich um die Wahl
von drei voneinander unabhéngigen
WinkelgréBen (,,Koordinaten* im
weiteren Sinne des Wortes), durch
welche die Lage des beweglichen
gegen das feste Koordinatensystem
bestimmt ist. Sind ol, B1, y! die
Kosinusse der Winkel, welche die
X-Achse des beweglichen mit bez. den Achsen Il, Z des festen
Koordinatensystems einschliet, und gehdren entsprechend die Grofien
02,p2,y2; a3,p3,y3 den Achsen Y,Z zu, so hat man die Beziehungen

& =oalx + ay + 03z
n = Blx + P2y + B3z @)
(=ylz+ y2z + y3z

wo zwischen den tz, B, y die bekannten 6 Relationen bestehen

w + R +y2=1 & =4 o &I
022 + P22 +y22=1 & p3pL +y3yl =0 2
032+ P32 +y32=1 alo2 + BIB2 + yly2 = 0.

Durch Differentiation erhélt man aus (1), weil nur die Winkel in
der Zeit sich &ndern,
(2a)
usw. usw.

Die 9 GroRen al,... hat man nun durch drei unabhdngige auszu-
driicken.

Nach einem bekannten Satze der Kinematik starrer Korper lait
sich jede unendlich kleine Bewegung eines Korpers um einen festen
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Punkt O darstellen durch eine (Momentan-)Drehung um eine durch
0 gehende Achse A, also durch einen Vektor, den wir durch seine
drei Komponenten in Richtung der Achsen X, Y, Z des beweg-
lichen Systems ersetzen wollen. — Bei einer relativen Bewegung der
Systeme = H, Z und X, Y, Z gegeneinander kami man aber
auch X, Y, Z als fest, =, H, Z als beweglich ansehen. Durch eine
Momentandrehung des letzteren um die Achse A gehe ein mit H, Z
fest verbundener Punkt mit den Koordinaten X, y, z in die Lage
X + 00X, y+ Oy, z+ 0z Uber. Zerlegt man den infinitesimalen
Drehungswinkel &'w in drei Komponenten

o'g, o, &, welchen Drehungen um die

Achsen X, Y, Z entsprechen, so tragt 6'¢

zZu Ox nichts bei, zu dy die GrolRe — zd'g,

zu Oz die GroRe yd'ep, wenn '@ (0@ in

der Figur) aus einer Rechtsdrehung her-

vorgeht. Durch zyklische Vertauschung er-

halt man die von den Drehungen &'y, 0’

herriihrenden Beitrdge. lhre Zusammensetzung ergibt fur die kleinen
Koordinatenédnderungen des Punktes X, y, z infolge der Drehung
(d'gp, 0'Y,O"X) des Systems /=, H, Z um die Achse A

OX = Z&'Y — yd'X

0y = X0'X — z0'¢p ©)
0z =yd @ —Xxo'Y .
Geht man von den virtuellen Drehungswinkeln &'¢@, -+ zu den in
dem Zeitelement dt wirklich eintretenden d'g, - - - Gber, so erhélt

man, wenn man dementsprechend die Komponenten p, q, r der
momentanen Winkelgeschwindigkeit, genommen in bezug auf die
Achsen X, Y, Z durchl)

einfihrt, die Beziehungen:

(4)

1) Die Striche an d, wie vorher an &, sollen ausdriicken, dafl p, g, r nicht
Differentialquotienten bestimmter Winkel nach der Zeit sind, wenn auch die
Zuwéchse selbst sich definieren lassen, — Man hat solche fingierte GréRRen, wie
die Winkel @, U, X, ,nichtholonome Koordinaten“ genannt. (S. z. B. Hamel, Vir-
tuelle Verschiebungen in der Mechanik, Math. Ann. 59.) Fur sie ist immer
od'p Z dd'@ usw.

Brill, Mechanik raumerfiUender Massen. 2
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Der mit dem Koordinatensystem  H, Z fest verbundene Raumpunkt
sei nun der Endpunkt der auf der Achse = aufgetragenen Strecke 1.
Fur ihn ist

x=al- y =@ 7z = a3

Dann ergibt sich aus (4) die erste Spalte des folgenden Gleichungs-
systems:

®)

vermoge dessen die Anderungen der neun Achsenwinkel durch die
Komponenten p, g, r der Winkelgeschwindigkeit sich ausdriicken.
Hiernach bieten sich fur die weitere Behandlung diese letzteren
von selbst als die gesuchten drei unabhdngigen Gréfien dar.
Wir bilden mit Hilfe der Gleichungen (5) und der Beziehungen (2),
sowie mittels der durch ein- und zweimalige Differentiation nach
der Zeit aus ihnen abgeleiteten Gleichungen die folgenden Summen S

®)

endlich, wenn man bei Bildung der Variation bloR die GréBenp, q, r
berticksichtigt (Art. 4 a. E.).

Handelt es sich nun um die geradeste Bahn bei gleichférmiger Be-
wegung, so sind bei gegebenen Werten al, B1 - -vy3 al, BL - y3
p, q r die Differentialquotienten von p, g, r so zu bestimmen, daf

®)
ist, wobei nur die Variationen der Beschleunigungen nicht ver-
schwinden. Nun ist wegen (2a)

(8a)
Wahlt man das mit dem Korper fest verbundene Koordinatensystem
so, daB die Achsen X, Y, Z mit den Haupttragheitsachsen des

Korpers zusammenfallen, und nennt A, B, C die Haupttragheits-
momente, so ist bekanntlich
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Fmi2) = A, > miyizi = 0;
>mi(zi2+ xi2) = B; > mizixi = 0;
S mi(xi2+yi2) = C, > mixiyi = 0.
Hiermit geht aber der Ausdruck (8a) uber in

und mit Benutzung der Beziehung (7) wirdl)

(9)
Setzt man die Koeffizienten von einzeln Null, so erhalt
man die Gleichungen

(10)

als Bedingung fir die geradeste Bahn bei gleichférmiger Bewegung.
Es sind die bekannten EULERschen Gleichungen, die zusammen mit
dem System (5) die natirliche Bewegung eines um seinen Schwer-
punkt sich drehenden Korpers beschreiben.

Wir werden unten (Art. 6, a. E.) sehen, daB man von dem Aus-

druck vieder rickwérts dadurch zu gelangen kann, daB

man die GroBen durch bzw. p, q, r ersetzt. Geschieht
dies in (9Y so erhalt man:

und hieraus
T=%Ap2 + Bgl + Cr)) =h

gleich einer konstanten GrofRe, was sich auch aus (10) durch Mul-
tiplikation dieser Gleichungen mit bezw. p, q, r und Addition ergibt.

1) Gibbs, American Journ. Il. Bd., S. 64 (1879) und Appert, Journ. f. Math.
Bd. 121 (1900) stellen den mihsam zu bildenden Wert von mf2 selbst auf.
Auch Hebtz bildet Uberall erst 2, anstatt 2fdf direkt darzustellen.
9*
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DaB Uberhaupt die naturliche Bewegung durch die geradeste
Bahn bei gleichformiger Bewegung dargestellt wird, werden wir
sogleich feststellen.

Zuvor ist jedoch der Begriff des ,freien Systems“ in dem Sinne,
den Hertz mit diesem Wort verbindet, einzufiihren.

6. Allgemeine Koordinaten. Nichtholonome Bewegung.
Geradeste Bahn eines Punktsystems.

Die im vorigen Artikel eingefihrten neun Winkel, welche Be-
dingungsgleichungen fiir die Starrheit des Punktsystems entbehrlich
machen, kann man ,Koordinaten“ im weiteren Sinne des Wortes
nennen. Uberhaupt nennt man ,allgemeine* oder ,LAGRANGEsche*
Koordinanten irgendwelche geometrische Bestimmungsstiicke fur die
Punkte eines Systems. Lagrange hat solche verwendet, um die
zwischen den rechtwinkligen Koordinaten bestehenden Bedingungs-
gleichungen zu beseitigen oder doch deren Anzahl zu vermindern.
Diesen Zweck kann man, theoretisch gesprochen, immer dadurch er-
reichen, daf man, wenn

o(x1,vy1,z21;, x2,y2,z22 - m) =0
eine solche Bedingungsgleichung ist, die GréBe ¢ =p selbst als
Koordinate an Stelle einer der rechtwinkligen treten l&ait, diese
mittels @ =p eliminiert und dann das Problem unter der Annahme
p =0 l6st. Doch ergibt dieses Verfahren im allgemeinen nicht
gerade die dem Problem angemessenen Koordinaten. Hat man aber
solche auf irgendeinem Wege eingefiihrt, und bezeichnet man sie

mitpl,p2, ... 10 differenziere man die Transformationsgleichungen
Xi =xi(p1,p2, ... pr)
yi = yi(plp2,... pr) (1
zi = zi(pl,p2,... pr),

wo wieder Xi, ... rechts Funktionszeichen sind, ein- und zweimal

nach der Zeit, und setze die erhaltenen Werte in die Ausdriicke
(Art. 3) far T, f. ¢, -+ ein. Es mdge sich ergeben

@)

wo die aii noch die Koordinaten pl,p2,... pr selbst enthalten kdnnen.
Die Ausdricke fir 2 ¢2 werden wesentlich verwickelter.l)

1) Indem Hertz die GroRe d(c) anstatt 2cdc bildet, wird er (Art. 108 der
Mechanik) zu mihsamen Rechnungen gendétigt.
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Es genlgt, wenn man, wie wir dies unten tun werden, sich auf
die Bildung der Variationen dieser GroRen beschrankt, wobei zur
Vereinfachung die Groe T zur Verfigung steht.

Die Anzahl r der unabhangigen Koordinaten p, die nach Be-
seitigung aller Bedingungsgleichungen Ubrigbleiben, ist der Grad
der Freiheit des Systems. Es ist jedoch nicht immer moglich oder
ratsam, die Bedingungsgleichungen durch Einfihrung neuer Variablen
ganzlich zu beseitigen. Insbesondere gelingt dies dann nicht, wenn die
Bedingungen in der Form von Differentialgleichungen vorliegen, die
nicht integrabel sind und auch durch Kombination nicht integrabel
gemacht werden koénnen. Fir Bewegungen dieser Art, die Hektz
nichtholonome nennt, haben also die Bedingungsgleichungen etwa die
Form d'o = S (gxidxi + gyidyi + ¢zidzi) = 0

d'y = > (gxidxi + Yuidyi + Yzidzi) = 0 3

(i=1 2 n)

wo @xi, gyi,...Yxi, . - . Funktionen der Koordinaten x1 y1 ... zn
sind, und wo hier wie in der Folge der Strich an d oder § andeutet,
dall nicht notwendig Funktionen ¢, (... existieren, deren Diffe-
rential bezw. Variation die rechte Seite ist. Dagegen ist die Bewegung
wieder eine holonome, wenn die Gleichungen (3) unbeschrénkt inte-
grabel sind, insbesondere also dann, wenn @xi, @yi,. .. partielle Diffe-
rentialquotienten derselben Funktion ¢ usw. nach den entsprechen-
den Koordinaten sind oder durch einen gemeinsamen Multiplikator
zu solchen gemacht werden kdnnen.

Aus den Gleichungen (3) erhélt man die Beziehungen zwischen
den Variationen durch Division mit dt, nochmalige Differentiation
nach der Zeit und nachfolgende Variation der 2. Differentialquotienten.
Die Beziehungen, die auf diese Weise an Stelle der Gleichungen (1 b)
Art. 4 treten, haben die Gestaltl)

(3a)

Die Gleichungen fiir das Bestehen des Grundgesetzes: geradeste Bahn
bei gleichférmiger Bewegung, oder, wie wir die Forderung auch be-
zeichnet haben, die Bedingung des kleinsten Zwanges, ergeben sich
dann aus

4)

1) Die nicht ganz folgerichtige Bezeichnung wurde voriibergehend ge-
wahlt, um die Art der Variation auszudriicken.
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in rechtwinkligen Koordinaten also aus

(49)
und lauten im letzteren Fall

(i=12...n) (5)

wozu die Bedingungsgleichungen (3) kommen, die im Falle einer
holonomen Bewegung durch Integralgleichungen ersetzbar sind.

Bei Einfihrung allgemeiner Koordinaten pl, p2 - - pr mogen
die endlichen Bedingungsgleichungen die Form annehnien

o(Pl,p2,... pr)=0
Y(pl,p2,... pr)=0 C)]

und die differentiellen Bedingungsgleichungen (3) Ubergehen in
d ¢ = @ldpl + @2dp2 +. ..+ @rdpr = 0
d'y = Yldpl + Y2dp2 +...+ Yrdpr= 0 (O

womit dieienigen zwischen den Variationen die Form erhalten
USW. (7 a)

Um in den Koordinaten p nun auch das Quadrat der Beschleunigung,
das in der Forderung des kleinsten Zwanges (Art. 4a. E.)

auftritt, oder vielmehr mfdf, auszudriicken, bemerke man zunichst,
daB sich aus

(8)
k=12,...1)
ergibt
usw. 9)
Ferner ist
(10)

Endlich erhélt man durch Differentiation von (8)
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und daher, wenn man bloR die Beschleunigungen variiert, wie dies die
erwahnte Forderung (Art. 4a. E.) mit sich bringt,

(10a)
Nun 4Rt sich der Ausdruck
i=12,...n)
weil
ist usw.,
auch in der Form an¥%schreiben
Wenn man die durch die ausdrickt, wird also
wegen (10a)
(10b)
WwOo nun
(10c)

ist, und die Punkte andeuten, dal noch die entsprechenden Glieder
in y und z anzuschreiben sind. Unter der Annahme, dal’ die xi, vi, -
Funktionen der p sind, kann man diesen Ausdruck folgendermalien
umgestalten (s. Routh-Schepp, Dynamik, Leipzig 1898, 1, §. 398)

was sich durch die Gleichungen (9), (10) rechtfertigt. Daher erhélt
man, wegen

und somit endlich den wichtigen Ausdruck fir die Variation des
Quadrates der Systembeschleunigung f

(11)
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wo T die friher angegebene Form hat

Es ist bemerkenswert, da® man von der Funktion (11)

dadurch ruckwarts wieder zu gelangen kann, daR man durch
ersetzt. Denn wenn dies in 10a geschieht so geht in  Qber,
also und damit (in jeder Form) in g e d

Fahrt man in (4) auch die Variation in der transformierten Form
(7a) ein, so erh&lt man als Gleichung fur die geradeste Halm bei
gleichférmiger Bewegung (die Bedingung des kleinsten Zwanges)

12)
die wegen der nun erlangten Unabhéngigkeit der Variationen in
die einzelnen zerféllt

(13)

d=12...1
em System von Differentialgleichungen, das dem oben fiir recht-
winklige Koordinaten aufgestellten (5) aquivalent ist und es umfaft.
Die Gleichférmigkeit der Bewegung ergibt sich (brigens aus
den Gleichungen (5) ohne weiteres, indem man sie mittels
linear kombiniert.

7. Geradeste Bahn eines Punkt-Systems bei unstetiger
Geschwindigkeits-Anderung.

Um die Forderung der geradesten Bahn auch fur ein Punkt-
system zu formulieren, das an einer Stelle seiner Bahn Richtung
und Geschwindigkeit plotzlich um eine endliche GroRe &ndert, missen
wir auf den in Art. 2 fir den einzelnen Punkt aufgestellten Aus-
druck zuriickgreifen. Wir haben dort die Variation gebildet

SYov2 = 8% (Au2 + AV2 + Aw2)
Analog ist im Fall eines Punktsystems die Variation
3T = #V2= %> mi(Aui2 + Avi2 + Awi2)
=> mii(AuidAui + AvidAvi + AwidAwi) =0 (@h)

gleich Null zu setzen, wenn (Aui,Avi,Awi) die Geschwindigkeits-
adnderung des Punktes mi (i = 1, 2, .. . n) ist.
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Bestehen noch Bedingungsgleichungen zwischen den Koordinaten
der Punkte, vermdge deren sich fir die Geschwindigkeitsdnderungen
Beziehungen ergeben von der Form

® = S (PxiAui+ DPjAvi + dziAwi) = 0, (2

so sind diese wieder so zu variieren, daf die Koordinaten und die
Geschwindigkeiten davon nicht betroffen werden, wohl aber die Ge-
schwindigkeitsanderungen zAwv, . .. Man erhélt so

0D = 5 (dxidAui+ DyidAvi + PzidAwi) = 0, 3

Diese Gleichungen lassen sich wie in Art. 6 a. E. durch Multiplika-
toren A, ... mit 8T vereinigen und dadurch die dAui voneinander
unabhéngig machen.

Wir fuhren dies allgemein aus, indem wir wieder Veranderliche
pl, p2,... pr annehmen, welche die Bedingungsgleichungen alle oder
teilweise identisch erflllen, die wir uns jedoch so gewéhlt denken
wollen, dal nicht sie selbst, sondern nur ihre ersten Ableitungen plétz-
lich Anderungen erfahren. Fiihrt man sie ein mittels der Gleichungen
(1), (8) des vorigen Artikels, sind also die Geschwindigkeiten vor
und nach der plétzlichen Anderung

und

so wird
(€]
und der Ausdruck
T = Yami(Aui2 + Avi2 + Awi2)
geht 0Ober in:
)

wo die Koeffizienten aik dieselben sind wie im Ausdruck der leben-
digen Kraft T im vor. Art. Die Bedingung fir die geradeste Bahn
wird dann, wenn keine Nebenbedingungen auftreten:

(6)
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wo nun T bzw. {@y Ausdruck fur die lebendige Kraft selbst
ist, geschrieben in den bzw. also

(?)

Bestehen dann zwischen den noch Be-

lingungsgleichungen wie:

®)
so erhélt man aus der Forderung
0=038T —AODP-...=0, (8)

wo nun die d/Api voneinander unabhangig sind, die r Gleichungen:

(10)

neben denen die Bedingungsgleichungen bestehen, aus denen diejenigen
(8) durch Differentiation, Differenzenbildung und Variation hervor-
gegangen sind.

8. Das freie System. Das Grundgesetz von HERTZ und die
LAGRANGEschen Bewegungsgleichungen.

Ein freies Punktsystem nennen wir mit Hertz ein solches,
zwischen dessen Koordinaten nur geometrische Bedingungsgleichungen,
d. h. solche von der Form (G) (7) des Art. 6 bestehen, also end-
liche Gleichungen oder Differentialgleichungen 1. Ord. 1. Grades
zwischen den Koordinaten, in welche die Zeit nicht explizit eingeht.

Ein ,freies® System ist beispielsweise das in Art. 5 behandelte
starre Punktsystem, das sich um einen Punkt dreht. Auch starre
Korper oder Systeme von solchen, die etwa durch Gelenke mitein-
ander verbunden sind, von denen auch einzelne Punkte sich auf
vorgeschriebenen Bahnen oder Flachen bewegen konnen, bilden freie
Systeme im Sinne von Hertz Dagegen ist ein System z. B. von
sich anziehenden Massenpunkten kein freies System, weil die Forde-
rung der Anziehung sich nicht in geometrische Form bringen &Rt
— Wir werden in den Artt. 17, 18 den Begriff des freien Systems
auch auf nichtstarre kontinuierliche Massen ausdehnen.

Die natiirliche Bewegung eines solchen freien Systems — zu-
nachst mit einem endlichen Grad der Bewegungsfreiheit — wird nun
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durch das folgende einzige Grundgesetz bestimmt, das Hertz an die
Stelle der drei von Newton aufgestellten und neuerer, sie er-
ganzender Axiome setzt (Hertz, Mechanik Art. 309):

Jedes freie System beharrt im Zustand der Ruhe oder der gleich-
férmigen Bewegung in einer geradesten Bahn.

Dieses Axiom setzt sich zusammen aus dem Tragheitsgesetz —
denn es verlangt gleichférmige Bewegung (Tragheit im weiteren Sinne)
— und dem Prinzip des kleinsten Zwanges — denn es verlangt die ge-
radeste Bahn — und beschrankt sich zunachst auf das freie [kréaftelose]
System. Aber eben fir dieses wurde in Art. 6 die Bewegung unter-
sucht, die jene beiden Forderungen erfullt, und die Bedingung formu-
liert

)
deren Ausfuhrung in allgemeinen Koordinaten pl, p2,...pr
2
das Gleichungssystem ergab (Art. 6, a. E.)
(3
wo
(4)
der Ausdruck fir die lebendige Kraft des Systems ist, und
d' & = @ldpl + @2dp2 + - - - = @rdpr =0
d W= yldpl + ¥2dp2 + - - + Yrdpr =0 (5)

(nichtholonome oder holonome) geometrische Bedingungsgleichungen
sind. Die Gleichungen (3) definieren nun nach dem ,,Grundgesetz*
die natirliche Bewegung unseres Punktsystems. Sie sind die be-
kannten Lagrangeschen (Bewegungs-)Gleichungen 2. Art fiur den Fall,
dalR keine &uBeren Krafte wirken, wahrend die &quivalenten flr recht-
winklige Koordinaten (Art. 6 (5) LAGRANGEsche Differentialglei-
chungen 1. Art heiRen.

Deutet man in der Gleichung (2) die vollig willkirlichen GroRen
opk als Variationen der Koordinaten pk selbst, und ersetzt sie dem-
entsprechend durch opkl), so tritt an Stelle von (2) die Forderung

©)

1) Hervorzuheben ist, daB sich auf dem hier betretenen Weg ohne weiteres
diejenigen Beziehungen zwischen den Variationen dp1, ... dpk ergeben, die in
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oder in rechtwinkligen Koordinaten

(?)
Gleichungen, die zusammen mit den obigen Bedingungen (5) (bzw.
(3) des Art. 6) genau die Form besitzen, in die man das
d'Alembertsche Prinzip fir ein System von Massenpunkten, auf das
keine dufleren Kréfte wirken, zu kleiden pflegt. Wir werden darauf
unten Art. 15 zuriickkommen.
Die Groflen A@xi, pgxi ... in (7) haben die Dimension [Imt-2]
einer ,,Kraft* in dem dUblichen Sinne. Man kann daher

als eine Kraft (Druck) deuten, deren Komponenten sich wiie
@Xi; @yi : @zi verhalten, und sie als einen der Bewegung des Punktes
mi durch die Bedingung d'¢ = 0 auferlegten Widerstand auffassen.
In dem Beispiel des Art. 1 ist A der Gegendruck der Oberflache.
Wir wollen zundchst einige weitere Beispiele fur die Verwendung
der LAGRANGEschen Differentialgleichungen im Falle holonomer und
nichtholonomer Bewegungen einschalten.

9. Beispiele.

Das nachste einfache Beispiel wird uns spéter noch Dienste
leisten.

jedem Falle, auch in dem einer nichtholonomen Bewegung, den unbeschrankten
Ubergang auch zu dem Hamiltonschen Prinzip ermdglichen. Denn wenn man
in (7a) des Art. 6 die durch 3p ersetzt, so erhalt man diejenigen Be-
dmgungsgleichungen
QIdp! +@20p2 +. . .+ @ropr2 =0

zwischen den Variationen, die man bei Anwendung des d’ALEMBEivrschen (oder
eines aus ihm abgeleiteten) Prinzips gewohnlich durch einfache Verwand-
lung der d in & aus den vorliegenden Bedingungsgleichungen (5) entnimmt.
Man pflegt die Berechtigung zu diesem Verfahren aus der Vorschrift des Prin-
zips der virtuellen Geschwindigkeiten abzuleiten, nach der die in (6) einzu-
flhrenden Verriickungen dp, virtuelle, d. h. gedachte, mit den Bedingungen
des Systems vertragliche Verriickungen sind. Dies letztere heit aber doch
wohl nur: Die Beziehungen zwischen den virtuellen Verriickungen missen
durch bloR rechnerische Operationen aus jenen Bedingungsgleichungen ab-
leitbar sein. Die Vertauschung der d mit den o ist jedoch keine solche Operation:.
wohl aber die zweimalige Differentiation nach der Zeit und nachmalige Variation.
Dieser Vorzug des Prinzips des kleinsten Zwanges wurde, wie ich glaube,
bisher nicht, auch von Gibbs nicht, der es zuerst grundsatzlich anwendet,
geniigend betont.
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1. Ein materieller Punkt m bewege sich in dem gekrimmten
Teil einer Rohre, die nach einer ebenen Kurve gebogen ist und in
einen geraden Fortsatz endigt. In dem letzteren be-
finde sich ein zweiter materieller Punkt ml, der mit
dem ersten durch einen unausdehnbaren Faden, der in
der Rohre verlauft, verbunden sei. Der gerade Teil
der Rohre falle mit der Z-Achse zusammen (s. d. Figur).

Um diese letztere als feste Achse werde das System
durch einen AnstoR in Drehung versetzt und dann sich
selbst Uberlassen. Welche Bewegung fuhren die bei-
den Punkte aus? Ro6hre und Faden sind massenlos.

Sind r, z die Koordinaten von m in der Ebene
zur Zeit t, ist 9 der Winkel der in Drehung befind-
lichen mit einer festen Ebene, s die Lange des ge-
krimmten Fadenstiicks, so ist

ds? = dr2 + dz2

Die kinetische Energie T der beiden Massenpunkte ist dann

@
und zwar gleich einer Konstanten, wenn man von Reibung und der
Wirkung der Schwerkraft absieht, was wir tun wollen. Die Be-

dingungsgleichung, die zwischen den Koordinaten r, z, 9 des Systems
besteht, ist die Gleichung

p(rrz)=z-fm=o0 2)

der Kurve, nach der die Réhre gebogen ist. Daun lauten die durch
das Grundgesetz

©)

gelieferten Bewegungsgleichungen, bei Bericksichtigung der Be-
dingungsgleichung

(3a)
&

wo @ eine Integrationskonstante ist. Der Vektor A hat die Dimension
einer Kraft und steht, da seine Komponenten in der Ebene der Rohre
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sich wie — f'(r): 1 verhalten, auf der Kurve derselben senkrecht,
ist also der Reaktionsdruck der Roéhre. Durch Elimination von A
aus den Gleichungen (4) erhalt man

oder, wenn man sich aus der Gleichung z =f (r) die Koordinate r
in Funktion des Bogens s, also r =yJ(s), berechnet denkt:

()

wo nun rechts eine bekannte Funktion von s steht.
Andererseits erhalt man durch Substitution von #.,und r in
die Gleichung der lebendigen Kraft T = h(1):

und hieraus, nach Annahme der Funktion F(r) fur den krummen
Rohrenteil, r in Funktion von t. Setzt man die Lange des geraden
Rohrenteils OA =1, und den Abstand des Punktes m! von dem
Endpunkt O gleich zI, so ist, wenn L die ganze Fadenlange ist,

| -zl +s=1L,

also
zl = s + const. (6)

Statt die Funktion f(r) als gegeben anzusehen, kann man auch
umgekehrt fur

eine bestimmte Funktion von s oder von k —s, wo k eine Kon-
stante ist.

(O
annehmen und hieraus die Gestalt der krummen Ro6hre bestimmen,
indem man (7) in (5) eintrdgt und r zundchst in Funktion von s,
dann in Funktion von z berechnet. Wéren nun der Massenpunkt m
sowie Rohre und Faden unsichtbar, so schiene sich der Punkt m! in
der Achse Z so zu bewegen, als ob auf ihn die beliebig angenommene
Fernkraft F(k1— zl1) wirkte, denn aus (7) ergibt sich wegen (6):

(7a)
wo ki wieder eine Konstante ist.

2. Als Beispiel einer nichtholonomen Bewegung diene die
eines einfachen Apparates, der vor nicht Ilanger Zeit als



9. Beispiele. 31

,PRYTZsches Stangenplanimeter® in der FeldmeRkunst eingefiihrt
worden ist. Er besteht im wesentlichen aus einer Stange, deren
eines Ende einen beilartigen Ansatz A (s. d. Figur), deren anderes
Ende eine ebenso lange etwas abgerundete Spitze B tragt, die beide
auf einer horizontalen Ebene E ruhen. Das Instrument bewege sich
infolge eines auf den Schwerpunkt S ausgelibten horizontalen StoRes.
Die Spitze B kann sich nach allen Seiten bewegen, aber die Schneide
des Ansatzes A verhindert die seit-

liche Verschiebung dieses Punktes und

bewirkt, daR A sich nur in einer durch

die Schneide bestimmten Richtung vorwarts bewegen kann Diese
falle mit der Stabrichtung AB zusammen. Der Stol3 auf den Schwer-
punkt erteilt dem Instrument

1. eine Anfangsdrehung um A und bewirkt

2. eine fortschreitende Bewegung von S. Sind X, y die recht-
winkligen Koordinaten von A, & n die des Schwerpunktes 5 in
irgendeinem Zeitpunkt ist AS = a} und o der Neigungswinkel der
Stabrichtung mit der X-Achse, so ist

X—¢=acosa;, y—n=asina (1)

Die Bedingung, dal A sich in der Richtung der Beilschneide
bewege, drickt sich durch die Gleichung aus

dy = dx tg q, )

die eine nichtholonome Bedingung darstellt. Die lebendige Kraft

des Systems ist, wenn die Masse gleich 1 gesetzt wird und k der
Tragheitsradius ist [Art. 3(1 b)),

3)
Aus (1), (2) erhalt man die Bedingungsgleichung

4)
Das Grundgesetz ergibt:

oder ausgefuhrt (Art. 8 (2))
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Daher sind die Bewegungsgleichungen

©)
wozu noch kommt (4):
(4a)
Die Elimination von in der angegebenen Reihen-
folge aus der Gleichung der lebendigen Kraft
2 T=h2 (6)

den Gleichungen (5), (4a) und der differenzierten Gleichung (4a)
ergibt folgende Differentialgleichung- fir a

wozu vermdge (1), (2), (3) noch kommt

Setzt man

so erhalt man, wenn man fir t =0, a = 0, annimmt:

1) Hatte man die nichtholonome Beziehung (4a) zur Elimination von n
aus (3) benutzt und das Grundgesetz auf diese Form von T (mit bloR zwei Ver-
&nderlichen) angewandt, so wdare iene Elimination, nach algebraischen Grund-

sdtzen, gleichbedeutend mit der Addition nicht von Adz®, sondern von

gewesen. Dies hatte aber ein falsches Resultat ergeben, weil, bei nicht holo-
nomer Bedingungsgleichung d'd =0, das Ergebnis &d, ® 4=dd' ¢ ist.
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Die beistehenden Figuren, die ich Herrn Dr. W. Reiff in Kirch-
heim u. T. verdanke, geben die Bahnkurve des Punktes A fir
die Féalle a=1 m =4 (gestrichelt), a=1, m=9, und (in der

zweiten Figur) a =1, m = 16, letztere in dem doppelten Malstab
gezeichnet. Sie besitzen alle drei Asymptoten; je gréfRer m ist, um
so grofer ist die Anzahl der Windungen um den Ursprung.

10. Geleitete Systeme, Druckkréfte.

Ein freies System setze sich in einer sogleich anzugebenden
Weise aus zwei Teilen zusammen, A und 3(, deren jedes nur einen
Teil der Massenpunkte des Ganzen enthélt; A enthalte die Punkte
ml, m2,.. .mr, V die Punkte ml1, m2,...mr, Der Ausdruck fir die
lebendige Kraft, geschrieben in rechtwinkligen Koordinaten, zerfallt
dann in zwei Teile, die Bedingungsgleichungen zerfallen in drei,
namlich solche fir A allein, solche fir V allein und gemischte.
Denkt man sich die Integration der Bewegungsgleichungen fir samt-
liche Punkte des freien Systems bewerkstelligt, aber nur die Koor-
dinaten des Systems V in Funktion der Zeit bekannt und diese in
die Bedingungsgleichungen eingesetzt, so werden die fir V allein
identisch erfullt sein, die fur A ungeéndert bleiben, und die gemischten
auBer den Koordinaten der in A auftretenden Massenpunkte noch die
Zeit explizit enthalten. Von den Differentialgleichungen der Bewegung
lassen sich nach Einsetzung jener Koordinaten die fur das Massen-
system A flr sich integrieren, nur geht die Zeit in einen Teil der Be-
dingungsgleichungen ein. Die fir das System V gehen in Beziehungen

Uber zwischen den Koordinaten der Punkte von A, den Multiplika-
Brill, Mechanik raumerfillender Massen. 3
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toren A, J, ... und der Zeitt, die identisch erfiillt werden, wenn man die
aus dem ersten System sich ergebenden Werte fur diese Grél3en einsetzt;
sie konnen also ausgeschaltet werden. — Die Gleichungen fir das

Massensystem A ergeben sich aber auch unmittelbar aus

wenn man in m bloR die Massen ml, m2,... mr von A aufnimmt,
und als Bedingungsgleichungen auch solche zuléfBt, in welche die Zeit
explizit eingeht, wobei jedoch die Zeit, als unabhangig Veréanderliche,
nicht variiert wird. Das Auftreten dei' Zeit in den Bedingungsglei-
chungen ist es allein, durch das sich die Bewegung des Systems A,
das Hertz ein ,geleitetes* nennt (V ,das leitende”), von der des
freien Systems unterscheidet.

Ist somit das Grundgesetz bei Zulassung solcher Bedingungs-
gleichungen, wie die erwdhnten, auch auf ein geleitetes System
anwendbar, so wird doch die lebendige Kraft des geleiteten Systems
allein nicht mehr, wie die des freien (ganzen) Systems, eine Kon-
stante sein. — Bevor wir weitere Folgerungen ziehen, kniipfen wir als
Beispiel an die oben (Art. 9) betrachtete Bewegung zweier durch
einen Faden verbundenen Massenpunkte m, ml an, die sich in einer
aus einem geradlinigen und einem krummlinigen Teil bestehenden
Rohre bewegen, wéhrend diese um den geraden Teil rotiert. Die
lebendige Kraft der Massenpunkte war (Art. 9 (1))

@
und es bestehe als Bedingungsgleichung fir den krummen Réhrenteil
die Beziehung

r—-F(@ =0 2)

Machen wir nun die Annahme, dafl zu den Punkten m, ml als
System A ein System V hinzutrete, welches bewirkt, da die Um-
drehung um die Achse Z in vorgeschriebener Weise z. B. gleich-
formig vor sich geht, so tritt eine neue Bedingungsgleichung hinzu,
die die Zeit explizit enthalt

9 —at=0, ©)

wo a eine Konstante ist. Das Grundgesetz gibt nunmehr:
4

wo furdfs der friihere Ausdruck ((3) Art. 9) einzusetzen ist. Der
Multiplikator A bedeutet dabei, wie dort, den Reaktionsdruck der
Roéhre auf die Masse m. Auch p ist ein Vektor, der die Dimension
einer Kraft mal eine Laénge, also eines Drehmomentes hat. Auf den
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krummen Rohrenteil wirkend macht es die Drehung zu einer gleich-
formigen. Die Gleichungen (2) (3) zusammen mit den drei aus (4)
sich ergebenden und den Anfangsbedingungen reichen zur Bestim-
mung der GréRen r, z, 9, A\, y in Funktion von t aus.

Man kann sich nun aber auch denken, da diesem Gleichungs-
system nur die Groen A, p in Funktion der Zeit entnommen und
in (4) eingesetzt wirden. Dann werden 2 von den 5 Gleichungen
Uberflissig. Beseitigt man insbesondere die Bedingungsgleichungen
(2) (3), so wird der Widerstand der Rohre durch eine Kraft oder
einen Druck ersetzt, der (als Funktion der Zeit bekannt) in jedem
Augenblick in Richtung und Grole wechselnd die gleiche Wirkung
hervorruft wie jener Widerstand. — Man kdnnte auch nur eine der
Bedingungsgleichungen, z. B. (3) weglassen, und sie durch Annahme
der GroRe p, also des die Bewegung regulierenden Drehmomentes, in
Funktion der Zeit ersetzen. So z B. gibt yp = 0 die fruher
(Art. 9) behandelte Bewegung.

Allgemein: Fur ein System von Massenpunkten mége man durch
die Formulierung des Art. (6) auf das folgende System von Lagrange-
schen Bewegungsgleichungen zweiter Art gefihrt worden sein:

©®)

neben denen k Bedingungsgleichungen bestehen
d'®d = @ldp! + @2dp2 + - -+ + @rdp2+ @dt =0

(59)
d, W= yidp! + @2dp2 + - - + Qrdpr + Pdt =0

die nun auch die Zeit explizit enthalten konnenl), da wir -geleitete
Systeme nicht ausschlieBen. Die Integration sei ausgefiihrt und ergebe
fur die Multiplikatoren 2, y, ... und die GréBen @i, Yi, @, ¥ in (5) ge-
wisse Funktionen der Zeit. Denkt man sich diese bekannt und in (5)
eingesetzt, so werden die Bedingungsgleichungen (5a) Uberflissig.
Dann stellen die Gleichungen (5) fir sich allein die Bewegung eines
Punktsystems dar, das durch ein System von Vektoren beeinflufit

1) Bei einer Variation, der Gleichungen (6a) — nach Division mit dt und
nochmaliger Differentiation nach der Zeit (Art. 8) — fallt das mit dt multipli-
zierte Glied heraus.

3*



36 I. Materielle Punkte und starre Massen.

wird, deren Komponenten in Richtung der Koordinate pi durch Aqi,
bzw. pyi, . .. dargestellt sind. Man kann diese Vektoren, deren Di-
mension, wenn pi eine Lange ist, diejenige [Imt-2] einer Kraft ist,
weil [T] = [I2mt-2] ist, als ,,Oruckkrafteii oder Widerstdnde deuten,
welche andere Systeme auf das vorliegende ausuben, und die so
wirken, daB die Bedingungsgleichungen (5a) von selbst erftllt werden.
Fuhrt man also an Stelle der letzteren den Gesamtdruck

Pi = A@i + pyi +. .. (i=1,2,...n

in Richtung der Koordinate pi ein, so ist durch das System von
Gleichungen

6)

die Bewegung des Punktsystems ebenso volistandig definiert, wie
durch die simultanen Systeme (5) (5a).

v. Helmholtz (Journ. f. M. 100, S. 145; Wissensch. Abh. Bd. 3,
S. 212) nennt jene in Funktion der Zeit gegebenen Krafte (Kraft-
komponenten) P1, P2,. .. Pr Lagrangesche Kréafte. Sagen von den
Bedingsgleichungen (5a) einige aus, dal Koordinaten des betrachteten
Systems mit solchen eines anderen Ubereinstimmen, so nennt Hertz
das zweite System mit dem ersten gekoppelt. Die Wirkung des
einen auf das andere stellt sich auch in diesem Fall durch Krafte P
dar, die entweder, wie wir bisher annahmen, als Funktionen der Zeit
bekannt sind, oder deren Gréfe und Richtung, wie wir spater sehen
werden (Art. 14), sich auf indirektem Wege bestimmen [&ft.

Fur jedes einzelne der gekoppelten Systeme sind die Krafte P
»aullere* Krafte; fir das Gesamtsystem ,innere“,

Die Theorie dieser (Druck-)Kréafte hat Hertz in den Artt. 450
bis 493 seiner Mechanik ausfiihrlich entwickelt, namentlich auch die
Gleichheit von Kraft und Gegenkraft (Druck und Gegendruck) nach-
gewiesen (Art. 468).

11. Beispiel eines geleiteten Systems.

Ein bemerkenswertes Beispiel verdankt man v. Helmholtz
Er hat an dem Bohnenbergersehen Kreisel, einem Rotationskorper
in CARDANischer Aufhdngung, eine Reziprozitdt nachgewiesen, die
zwischen gewissen auf die Ringe des Gestells ausgelibten Drucken
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und deren Wirkungen besteht (Uber das Prinzip der kleinsten Wir-

kung, Journ. f. Math. Bd. 100, S. 163, Wissensch. Abh. Bd. 3, S. 222).
L sei ein fester Kreisring in der Vertikalebene. Der Ring M drehe

sich gegen L um einen vertikalen Durchmesser Z'0 von L und

bilde zu einer Zeit t mit ihm den Winkel ¢. M tragt eine horizon-

tale Achse OV, um welche ein dritter Ring N sich dreht. Er bilde

den Winkel fhit der Ebene von M. In der Ebene von N liege

senkrecht zu OV die Achse OZ, auf die eine massive Kreisscheibe

mit dem Schwerpunkt in O aufgesteckt sei. Die Achsen OX, OY

in der Mittelebene der Scheibe seien zueinander und zu der Scheiben-

achse OZ senkrecht. Nimmt man in

der Ebene XOY OU OV an, so

wird diese Ebene von der Ebene ZOZ'

in O U geschnitten, weil OV zugleich

auf OZ und auf 07/ senkrecht steht,

und zwar ist ¥ = (0zZ, OZ"). Der

Winkel von OU gegen OX sei U.

Die Winkel @, ¢, 9 sind dann keine

anderen als die ,,Euler sehen Winkel*.

Das System befinde sich zur Zeit t

in Bewegung, und es seien ¢, 9, Y

die Winkelgeschwindigkeiten der Dre-

hung bzw. um die Achsen OZ', OV,

OZ. Wir muissen zunachst die in Richtung der X, Y, Z-Achsen

fallenden Komponenten p, g, r der Resultanten aus ¢, 8, ¢ berechnen.
Die Komponente ¢ zerlegt man in der Ebene ZOZ' in

die Richtungen OZ und OU und erhalt cos-3, ¢sind Die Kom-

ponente @sinl> in die Richtungen OX, OY zerlegt, gibt @sin9cosy,

@sin-9-sin”™.  Endlich zerlegt sich § in die Richtungen OX, OY

mit den Komponenten 3siny, ftcosy. Daher hat man folgende

Beziehungen

©

Unter Benutzung des Ausdrucks, den wir in Art. 5 (a. E.) fur die
lebendige Kraft 7' der drehenden Bewegung eines Korpers um seinen
Schwerpunkt gefunden haben, erhdlt man daher, wenn A, B, C die
Haupttragheitsmomente sind und wenn A = B ist, in den Euler-
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sehen Winkeln dargestellt die lebendige Kraft der sich drehenden
Scheibe:

8

Wir wollen nun annehmen, dal die Ringe M und N sich um ihre
Achsen OZ' und OV in vorgeschriebener Weise drehen, dal also,
wenn @O gegebene Funktionen der Zeit sind, die Bedingungsglei-
chungen bestehen

=9 -0t =0

O=9 -9t =0 ©)
Dann ist unser System ein geleitetes, und das Grundgesetz liefert,
wenn man die Massen der Ringe M und N und der Achse OZ ver-
nachlassigt

woraus sich die Bewegungsgleichungen ergeben ((2) (3) Art. 8)
(10)

Die Multiplikatoren A, p haben auch in diesem Beispiel die Bedeu-
tung von Momenten, d. h. von Druckkraften im Abstand 1 von der
Drehachse. Man kann nun entweder, nachdem man ¢, 9 in Funktion
der Zeit aus (9) in die Gleichungen (10) eingefuhrt hat, @, A, p zu
bestimmen verlangen. Man kann das System aber auch als ein ge-
koppeltes ansehen, indem man nach Beseitigung der Gleichungen
(9) A, p als gegebene Funktionen der Zeit oder der Winkel annimmt,
und @, §, 9 aus (10) und den Anfangsbedingungen bestimmt.
Aus der 2. Gleichung (10) ergibt sich

wo B eine Integrationskonstaute ist, und damit aus den beiden an-

deren Gleichungen

Differenziert man die erste partiell nach die zweite nach so
kommt
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Sind also OA,0u,0ft positiv, so ist 08 negativ, d. h. wenn vermdge
einer VergrofRerung des Druckes A (durch den die Prézessions-
geschwmdigkeit vergroBert wird) die Kreiselachse sich von der
Vertikalebene entfernt positiv wird), so mul umgekehrt vermdége
einer VergroRerung des Druckes u (der die Achse von der Verti-
kalen entfernt) sich die Geschwindigkeit  der Prazessionsbewegung
vermindern. — Es hat einen groen Reiz, dieses Ergebnis durch
Versuche an dem Modell des Bohnenbergerschen Kreisels zu be-
statigen.

12. Unstetige Bewegung und StoRkréfte.

Ebenso wie an Stelle von Bedingungsgleichungen oder von ge-
koppelten Systemen Druckkréfte als bekannte Funktionen der Zeit
eintreten koénnen, lassen sich auch diskontinuierlich wirkende Be-
dingungsgleichungen durch StoRkréafte (Impulse) ersetzen. Wird ndm-
lich eine plotzliche Geschwindigkeitsénderung beschrieben durch die
in Art. 7 aufgestellten Gleichungen

@)

wo T, T(0) die lebendige Kraft des Systems vor und nach dem Ein-
tritt der Unstetigkeit der Bahngeschwindigkeit sind, so kann man
wieder die Vektorkomponenten Adk, uW'k, .1 welche die plétzlichen
auf der linken Seite angegebenen Geschwindigkeitsénderungen be-
wirken, als bekannte GroRen auffassen, die sich zu den GroRen Pk
vereinigen. Pk stellt dann eine in der Richtung der Koordinate pk
wirkende ,,StoRkraft* (Impuls-Komponente) dar, deren Dimension,
wenn  eine lineare GroRe ist, gleich [Imt-1], also die einer Geschwin-
digkeit mal einer Masse ist.
In rechtwinkligen Koordinaten geschrieben lauten die obigen

Gleichungen

mi(ui — ui(0)) = Xi

mi(vi - vi(0)) = Yi i=12..n 2

mi(wi - wi(0)) = Zi

wenn (ui,vi,wi), (ui0),vi(0), wi(0)) die Geschwindigkeiten des Punktes mit
der Masse mi vor und nach dem Stofle sind, (Xi, Yi, Z) die auf ihn
wirkende StoRkraft. In eine Gleichung zusammengefalt lauten sie:

S [miui - ui(0)) — Xi)8(ui - ui(0)) + (mi(vi - vi(0)) — Yi)d(vi - vi(0)) +
+ (mi(wi - wi(0)) — Zi)dwi - wi(0))] = 0. @A)
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Wirkt beispielsweise auf ein um seinen Schwerpunkt drehbares
starres Punktsystem eine Stof3kraft, deren Moment die Komponenten
L, M, N hat, und war das System vor dem StoR in Ruhe, ist also
wui(0)=vi(0) =wi(0)= O, so ergibt sich (Art. 5), wenn p, g, r die Kom-
ponenten der entstehenden Winkelgeschwindigkeit sind, aus

U =zq — yr usw.
ou = z0q — yor usw.
und hiermit geht (3) dber in:
> (mi(zig —yir)— X)(zidq -yior)+...=0
oder, in den Bezeichnungen des Art. 5, wenn die Achsen eines mit

dem Punktsystem fest verbundenen Koordinatensystems die Haupt-
tragheitsachsen sind, also > miyizi = 0 usw.,

Apodp + Bgdq + Crdr — (Yizi — Ziyi)dop -. . .= 0
(Ap — L)dp + (Bgq — M)dq + (Cr — N)or = 0,
woraus sich die durch die StoRRkraft hervorgerufenen Winkelgeschwin-
digkeiten ergeben,
Ap =L, Bg = M, Cr=X.

13. Momente (Impulskoordinaten).

In der 2. Form der Lagrangeschen Bewegungsgleichungen (Art. 8)
treten die partiellen Differentialquotienten der kinetischen Energie T,
genommen nach den Geschwindigkeitskomponenten auf. Man
bezeichnet diese GroRen

nach Analogie der gleichen Bildungen fir rechtwinklige Koordinaten,
wo sie die Werte haben, als ,,Moment# des Systems
hinsichtlich der Koordinaten pi (nach Klein und Sommerfeld
Theorie des Kreisels als ,,Impulsl(6ordinateniiy Man fihrt sie (alle
oder teilweise) oft mit Vorteil an Stelle der pi ein. Die Koordi-
naten jpi werden, ebenso wie sie in den Koeffizienten aik von

(1)
auftreten, so auch in denen des transformierten Ausdrucks

T = TIL = %Y Shikqigk )
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vorkommmen konnen. Die Einfuhrung der gi erfolgt mit Hilfe der
Gleichungen

3)
Wegen der Homogenitat von T hinsichtlich der st
C))
woraus man durch Differentiation erhalt
Andererseits liefert die Differentiation von (1):
Zieht man diese Gleichung von der vorigen ab, so kommt
Endlich erhalt man durch Differentiation von (2)
Aus
dT =dT! 5)

ergeben sich durch Vergleichen die bekannten Gleichungen (Jacobi,
Vorl. Gber Dynamik herausg. von Clebsch, S. 352)

(6)

Wenn also in T neben den r Variabein p statt der Geschwindig-
keiten p die Momente g eingeflihrt werden, so nehmen die partiellen
Differentialquotienten von T nach den Koordinaten selbst, den p,
entgegengesetztes VVorzeichen an. Dies ruhrt eben von dem Eintreten
der p in die Koeffizienten der Transformationsformeln her.

Ein Beispiel fur die Einfihrung der Momente liefert wieder
der Kreisel. Setzt man in (8) des Art. 11

(wo ®, © eine andere Bedeutung haben, wie in Art. 11) und 10st
diese Gleichungen nach aut, so erhalt man
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und daher

womit man leicht

bestatigt.
Von der Einfihrung der Momente macht man in der Theorie
der ,,zyklischen Systeme" Gebrauch, zu der wir uns jetzt wenden.

14. Zyklische Systeme und Fernkréfte.

Wenn in dem Ausdrucke T fir die kinetische Energie eine der
Koordinaten n: nicht selbst auftritt, sondern bloR vermdge ihres
Differentialquotienten nach der Zeit S0 nennen wir sie nut Hertz
(Art. 546) eine zyklische Koordinate. In dem ersten Beispiel des
Art. 9 sind z und ff, in dem zweiten @ und ( zyklische Koordi-
naten (die Bezeichnung zyklisch rdhrt von v. Helmholtz her,
Journ. f. Math. Bd. 92, Bd. 100). Sind in einem System die ,,zykli-
schen Geschwindigkeiten“ oder , Intensitaten”, d. h. die Anderungs-
geschwindigkeiten der zyklischen Koordinaten, gegeniber den nicht
zyklischen so grof3, dal die kinetische Energie des Systems mit
hinreichender Annédherung eine homogene quadratische Funktion
bloR der zyklischen Geschwindigkeiten ist, so heil3t es ein zyklisches,
seine Bewegung eine zyklische. Wir bezeichnen ofter die zykli-
schen Koordinaten eines Systems mit deutschen Buchstaben pl,
p2, - pr, die nicht zyklischen (langsam verdnderlichen Para-
meter, wie sie v. Helmholtz nennt) mit pl, p2, - - pr- Ein zykli-
sches System ist also definiert durch die Annahme

(nahezu)

wenn I\ der in den Momenten qgl, g2, -- - qr, q1, g2, - - - gqr (statt der

geschriebene Ausdruck fur die kinetische Energie T ist. Wenn
insbesondere r = 1, 2 ist, heildt das System ein mono- bezw. dizy-
klisches. Monozyklisch ist die Bewegung des 1. Beispiels des Art. 9,
wenn nrrO2 sehr grof} gegen ist, ferner die Bewegung
des BOHNENBERGERschen Kreisels kurz nach erfolgtem Antrieb,
wenn also die Drehgeschwindigkeit { der Scheibe gegen diejenigen

der Ringe sehr groR ist. Dizyklische Bewegungen werden
wir unten kennen lernen (Art. 34).
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Werden auf irgendeine Weise (z. B. durch Systeme, die mit
dem zyklischen gekoppelt sind) die zyklischen Geschwindigkeiten
konstant erhalten, ist also

const, i=12 71

so heil3t das System isozyklisch. Finden dagegen auf sie keine dufleren
Einwirkungen statt, verschwinden also in den LAGRANGEschen Glei-
chungen fir das zyklische Teilsystem die Ableitungen der zyklischen
Momente nach der Zeit

*=12 11

so neunen wir mit Hertz das zyklische System adiabatisch. Die
oben definierte monozyklische Bewegung des Kreisels ist adiabatisch,
auch wenn die Krafte A, p von Null verschieden sind.

In der Mechanik von Hertz wird nun die Koppelung un-
bekannter zyklischer Systeme mit einem System von bekannten
Massen zur Erklarung der auf das letztere wirkenden Fernkréafte
verwendet, wie folgt. Ein System setze sich aus einem Teil V mit
Massenpunkten in rascher zyklischer Bewegung und einem Teil A
mit relativ langsam ihre Lage andernden Massenpunkten zusammen.
Die kinetische Energie des zyklischen und des nichtzyklischen Teil-
systems seien

i,*=1,2-71)

k=12 1.7)

Die Kinetische Energie des Gesamtsystems ist dann

sofern Glieder mit Produkten aus den und nicht auttreten, eine
Annahme, die z. B. im Falle rechtwinkliger Koordinaten erfillt ist.
Ist das ganze System ein freies, so ist T = h eine Konstante.

In den Koeffizienten aik und alk treten nach Voraussetzung die
Koordinaten pk nicht auf, wohl aber die pk T und T sind also
Funktionen von der Form

wo von den auftretenden Variabein nur je ein Reprasentant der r
bzw. r eingesetzt wurde, was die doppelte Klammer andeuten soll.
Und zwar mdgen einige der Koeffizienten aik in T so grof3 sein, daR
diese Funktion der langsam verénderlichen Parameter p nicht gegen
T verschwindet (dies tritt z. B. in dem oben erwdhnten 1. Beispiel
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des Art. 9 ein, wenn man groR3 gegen und zugleich ml groR
gegen m annimmt). Wir wollen nun statt der in T die zuge-
hérigen Momente

)
einfuhren, wodurch T in die Funktion T!

)
Ubergehen moge. Der Ausdruck fiir die Gesamtenergie wird

3

Wir wollen der Einfachheit halber vorerst annehmen, dal das System
ein freies sei, fur das zugleich keine Bedingungsgleichungen bestehen.
Dann ergeben sich aus der Formulierung des Grundgesetzes (Artt. 6, 8)

(4)

oder:

die Differentialgleichungen der Bewegung in der Form

(k=121 (6)

Der zyklische Teil V des Systems bewegt sich also adiabatisch; die
zyklischen Momente @i sind Konstanten. Dann geht aber der Aus-
druck SEt fur die lebendige Kraft dieses Teils in eine Funktion bloR
der Koordinaten pk Uber, die wir mit — U bezeichnen wollen,

Pf) = ~ U(pi,p2,--- pf),
und es wird die Gesamtenergie des Systems
(7
In den Bewegungsgleichungen (5), die allein noch Ubrigbleiben, ist

nun, wegen des in Art. 13 Gl. (6) bewiesenen Satzes Uber die Ein-
fuhrung der Momente an Stelle der Geschwindigkeiten,

(73)
Zu setzen. Sie werden also

(k=1,2, - 1) (8)
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Dieses Gleichungssystem hétte sich auch ergeben, wenn man die
aus dem Grundgesetz flieRende Bedingung fir das Gesamtsystem

ersetzt hatte durch die Forderung fir das Teilsystem A, daR

9)

ist, wo
(9a)

ist, eine Forderung, der man insbesondere fir rechtwinklige Ko-
ordinaten die Gestalt geben kann:

(10)

wo Xi, Yi, Zi die nach den Koordinaten genommenen partiellen
Differentialquotienten einer und derselben Funktion sind

U= [ (Xidxi + Yidyi + Zidzi) ¢=v2 -m (11)

die man nun die Kréaftefunktion oder das Potential der Krafte (Xt,
Yi, Zi) nennen wird.

Die Gleichung (10) ist dann aber nichts anderes, als der Aus-
druck fur das Prinzip des kleinsten Zwanges, wie wir im folgenden Art.
sehen werden, fir den Fall, daB auf die Punkte mi Kréafte wirken —
auf den Massenpunkt mi die Kraft (Xi, Yi, Zi).

Die Gleichung der lebendigen Kraft (7) nimmt fir rechtwink-
lige Koordinaten die Form an

T=T- U=h, (12)
wo

und U aus (11) zu entnehmen ist.

15. Das Prinzip des kleinsten Zwanges. Das D'’ALEMBERTSsche Prinzip.

Mit dieser Formulierung der Wirkung des zyklischen Teil-
systems U sind wir auf dem Standpunkt der gewdhnlichen Mechanik
angelangt. Gekoppelt mit dem System A stellt U diesem seine
kinetische Energie T in Gestalt der Kraftefunktion U zur Verfugung.
Denkt man sich also das zyklische Teilsystem als unsichtbar (seine
Masse verborgen), so &Rt sich seine Existenz nur an dem Einfluf
erkennen, den es auf die Bewegung des sichtbaren Teilsystems A
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vermdoge des Auftretens der Kréaftefunktion U ausibt, wie sie sich durch
formale Umgestaltung der lebendigen Kraft des verborgenen zykli-
schen Systems ergeben hat.

Die negativ genommene Kraftefunktion, also die gegen die
wirkenden Krafte geleistete Arbeit, bildet als potentielle Energie zu-
sammen mit der lebendigen Kraft (der kinetischen Energie)

T+ (-UY)=h
die (im vorliegenden Fall konstante) Gesamtenergie des Punkt-
systems A. Das verborgene System, dessen Kinetische Energie die
potentielle des sichtbaren lieferte, war ein adiabatisch zyklisches.
Man nennt in diesem Fall das sichtbare System ein konservatives,
eine Bezeichnung, die man auf jedes System ubertrégt, auf das nur
Krafte wirken, die eine Kréaftefunktion besitzen.

Ein konservatives System bilden z. B. zwei sich nach dem
Gravitationsgesetz anziehende Massenpunkte, die sich ohne Reibung
im Raume bewegen konnen.

Nimmt man nun noch an, daB fir das System A der sicht-
baren Massen auch Bedingungsgleichungen zwischen den Koordinaten
bestehen (in die auch die Zeit explizit eintreten kann), so kommen
in den Gleichungen (8) rechts noch Glieder von der Form

Ak +Hiyp +

hinzu (Art. 6 a. E.), und auch die Gleichung (11) des vor. Art. bleibt
nur in dem Falle ungeéndert, daB die Bedingungsgleichungen die
Zeit nicht enthalten.

Hat man also ein System von Massenpunkten m1, m2 - .- mn,
auf das Kréfte wirken, die eine Kraftefunktion U (pl,p?... pr) =0
besitzen, ferner als Funktionen der Zeit gegebene LAGKANGEsche
Krafte Pi in Richtung der Koordinaten pi (Art. 10), bestehen end-
lich noch die Bedingungsgleichungen

d'd=¢!l dpl+ @2dp2 + -+ - + @rdpr + (dt =0

1

d'¥=yl dpl+ @2dp2 + - - - + Yrdpr + dt =0 @

(an deren Stelle auch endliche solche treten konnen), wo die @, U,

. Funktionen der Koordinaten und der Zeit sind, so liefert das

Grundgesetz die Aussage, daR fir alle Werte der Variationen die
Gleichung besteht:

2
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oder:
(©)]
(*=12,...7

und in. rechtwinkligen Koordinaten, wenn man die Potentialkrafte
und die LAGRANGEschen Krafte in Xi, Yi, Zi zusammenfaft:

(4)

(i=12...n).

Dies ist aber genau diejenige Gleichung, die das GAUSSsche
Prinzip des kleinsten Zwanges ergibt, wenn Bedingungsgleichungen
von der Form:

> i (pxidxi + @yidyi +...) + @dt =0
)

bestehen, und die Kraft (Xi, Yi, Zi) auf die Masse mi wirkt. Um dies
darzutun, missen wir an einige bekannte Begriffe erinnern. Aus
der Gleichung (4) folgt sofort das Verschwinden der Koeffizienten
von einzeln. Daher unterscheiden sich die Kraftkom-
ponenten (Xi, Yi, Zi) von den Komponenten der sogenannten
Effektivkraft, namlich von nur um die Groélke
AQXi + pxi- + - A@Yi =+ - AQZI +- - ),

Setzt man daher diese letzteren — durch mi dividierten — Grél3en
zu einem Vektor zusammen, den man den durch die Bedingungen
auf den Massenpunkt mi ausgetibten Zwang nennt, so a3t sich dieser
auch durch die Komponenten

derjenigen Beschleunigung darstellen, die der Punkt mi nach Auf-
hebung der Bedingungsgleichungen besitzen wiirde. Bildet man nun
wieder einen Mittelwert (vgl. Art. 3), indem man die Quadrate
der auf die Massenpunkte wirkenden Zwangskréfte, mit deren Massen
multipliziert, addiert, so wollen wir unter dem Zwang Z des ganzen
Systems die durch folgende Gleichung definierte GroRe verstehen:

(6)

Das von Gauss aufgestellte Grundgesetz sagt nun aus, daf die
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natlrliche Bewegung eines Systems so erfolgt, dal der Systemzwang
einen kleinsten Wert annimmt, dafl also

©
Diese Forderung- aber, zusammen mit den aus (5) fir die
(wie in Art. 6 (3a)) abzuleitenden Bedingungsgleicbungen geben eben
die Gleichung (4).

In der Folge wollen wir nicht bloR die LAGRANGEschen Krafte
(Art. 10), sondern auch die durch ihre Kréaftefunktion bestimmiten,
insbesondere die Fernkrafte, in die Formel (7) aufnehmen, ohne
dafur eine Deutung durch verborgene Massen zu versuchen. Und
zwar verwenden wir die das Gausssche Prinzip des kleinsten
Zwanges aussprechende Formel (7) als Grundlage ebenso fir die
Dynamik und Statik eines Punktsystems, wie fir die Bewegungs-
vorgénge in raumerfullenden Massen, indem wir im einen Falle die
LAGKANGEschen und Potentialkrafte, im anderen die inneren (elasti-
schen) Kréafte durch ihr der Beobachtung zu entnehmendes Potential
in (7) einfihren.

Indem wir uns hiermit auf den in der Mechanik Ublichen
Standpunkt stellen, wollen wir uns den Bezeichnungen derselben
auch in der Weise anschliefen, daB wir in den Formeln (3) (4) die
vollig willkurlichen Zuwéchse der Beschleunigungen

durch die entsprechenden ebenso willkirlichen Koordinatenzuwéachse
opi ,oxi, ,Oyi , oxi
ersetzen. Sie nehmen damit die bekannte Form des D'ALEMBERTSschen

Prinzips an, das man sonst wohl an die Spitze der Dynamik der
Punktsysteme setztl), ndmlich die Form:

®)
k=12 ...r
oder in rechtwinkligen Koordinaten:

(i=12...n) 9

1) Auf die Vorziige des hier eingeschlagenen Weges haben wir bereits
in Art. 8 hingewiesen.
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mit den Bedingungsgleichungen
@ldpl + @ldp2 +...+@rdpr+ @dt =0
Wildpl + Yldp2 +. .. + Yrdpr + Ydt =0 (10)

beziehungsweise:
> (exidxi + @yidyi + @zidzi) + ¢odt =0
> (Wxidxi + . .. )+ ydt=0 (11)

Wir nennen dann, wie Ublich, die GroRen

die Elementararbeit, welche die Kraft Pk, bezw. die durch U defi-
nierten Krafte auf dem virtuellen (gedachten, mit den Bedingungen
vertraglichen) Wege opk leisten, in rechtwinkligen Koordinaten:

X0 + Yidyi + Zidzi
die Elementararbeit der Kraft (Xi, Yi, Z) an dem Massenpunkt mi
auf dem virtuellen Wege dsi, und nennen demgemal das Integral

_F(Pidp! + P2dp2 + - - + Prdpr): (12)

> (Xidxi + Yidyi + zidzi) (13)

die Gesamtarbeit dieser Kréafte auf einem Wege, den das System von
einer (meist nicht néher bezeichneten) Anfangslage bis zu einer durch
die Koordinatenp;x, Yy, z gegebenen Stelle beschreibt. Wir kommen
hierauf spater noch (Art. 29) zurliick und stellen hier nur fest, daf
die Arbeit, als skalare GroRe, positiven oder negativen Wert haben
kann.

Wir werden somit in der Folge die Probleme zumeist in die
Gestalt des D'ALEMBERTschen Prinzips kleiden und nur da, wo es
sich um grundsatzlich neue Formulierungen handelt, wie im Falle
flissiger Massen, auf das Prinzip des Kkleinsten Zwanges zuriick-
greifen. — Auch dann (Art. 18, 19) werden wir die Grofen

usw. als ,virtuelle Arbeit* der Krafte Pk usw. auf dem Wege
bzw bezeichnen, ebenso als wenn die zwei Punkte Uber den Buch-
staben p, X, y, z fehlten.

Brill, Mechanik raumerfillender Massen. 1
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Wenn man in dem Ausdruck fir das Prinzip des kleinsten
Zwanges (4) statt der virtuellen Beschleunioungszuwéchse

oder, wenn man in der Gleichung des D'’ALEMBERTschen Prin-
zips (9) statt der virtuellen Verschiebungen oxi, dyi, dzi die wirklich
eintretenden Verschiebungen dxi, dyi, dzi einfiihrt, so ergibt sich in-
folge der Bedingungsgleichungen (11)

a4
oder
dT —d'U+ (A + py + - )dt =0,
wo
d'U= Z(Xidxi + Yidyi + Zidzi),

und dT die Zunahme der Kinetischen Energie ist. Wenn nun d'U
ein vollstandiges Differential, ndmlich die Zunahme der potentiellen
Energie ist, und wenn die Bedingungsgleichungen nicht die Zeit
enthalten, also @ = ¢ = - ==0 sind, so geht (14) wieder in die
Gleichung der lebendigen Kraft, die ,,Energiegleichung”, ((12) des vor.

Art.) Uber
T-U =h,

wo h eine Konstante ist.

.Die Energiegleichung besteht fir jedes System, das im Sinne
des HERTZschen Grundgesetzes ein ,.freies ist, auf das also, kurz
gesagt, keine &uReren Kréfte wirken; denn sie formuliert nur die
Forderung des Grundgesetzes. Wohl aber kdnnen zwischen den
Massenpunkten eines freien Systems innere Kréfte wirken, deren
Arbeit alsdann, negativ genommen (— U), als ,,potentielle Energie*
neben der Kinetischen auftritt. Je nach der Art dieser Kréfte wird
ihr Beitrag zu der Gesamtenergie als eine besondere Energieform
bezeichnet. Wie man von der Kinetischen Energie oder der Energie
der Gravitation spricht, so gibt es Energie elastischer (innerer)
Krafte in einem raumerfiillenden Mittel, elektromagnetische Energie,
Warme, chemische Energie usw. Wir werden mehreren dieser
Energieformen spater noch begegnen, zunéchst der Warme, die bei
Uberwindung von Reibungswiderstanden entwickelt wird, und die
dann entweder als Arbeit der Reibungskraft oder als mechanisches
Aquivalent der entwickelten Warme (Joule hat zuerst 1850 Ver-
suche Uber die Verwandlung der Arbeit der Schwerkraft in Wéarme
augestellt) in Rechnung zu stellen ist.

Immer aber ist die Summe aller bei einem freien System auf-
tretenden Energieformen, jede in dem gleichen Malle gemessen, eine
konstante GroRe. Zeitliche Anderungen koénnen nur in der Weise
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eintreten, dal einige Formen sich auf Kosten der anderen vergréfiern.
So verlangsamt sich eine gleitende Bewegung auf Kosten der Er-
warmung der Reibflichen. Der Bolzen empfangt seine Schnellkraft
auf Kosten der Spannung einer elastischen Feder oder eines ge-
drehten Seiles. Die Trennung der Elektrizitdten in einer Elektrisier-
maschine erfolgt durch die Arbeit des Drehenden, ihre Vereinigung
erzeugt wieder Licht und Warme usw.

Unser Planetensystem ist nahezu ein freies System. Aber auch
auf der Erde kann man solche Systeme einigermalien abgrenzen und
sich so von der Richtigkeit des Satzes von der Erhaltung der Energie
Uberzeugen. Auf diese Weise ist Robert Mayer 1842 zur Formu-
lierung jenes weltumfassenden Naturgesetzes gelangt.

16. Beispiele. Reibungswiderstand.

Der Ubergang von der kinetischen Energie verborgener zur
potentiellen Energie der sichtbaren Massen mége nun an dem Bei-
spiel (Art. 9) der Bewegung von zwei Massenpunkten in einer Rohre,
die ein undehnbarer Faden verbindet, nochmals ausgefiihrt werden.

Wir haben in Art. 9 fur die Gesamtenergie T des Systems ge-
funden

wo

ist.

Die Koordinate 9 ist eine zyklische, und die Bewegung des in
dem krummen Ro&hrenteil befindlichen Massenpunktes fur sich wird
zu einer zyklischen, wenn man was im Anféange der Bewegung sicher
mdoglich ist, dafur sorgt, daf gegenuber klein wird. Dies
werde angenommen. Dann ist die Bewegung auch adiabatisch wegen
der Beziehung ((4) Art. 9j

aus der sich entnehmen und in T einsetzen laBt. Zerlegt man
nun T in T und T, wo die lebendige Kraft

dem aus m!l bestehenden Teilsystem zugehort, und
(nahezu)

dem aus m bestehenden zyklischen Teilsystem, ersetzt hier  durch
die Konstante g, wodurch % Ubergeht in

4*
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und nimmt endlich die Masse mi gegeniiber der Masse m erheblich
grol3 an, so folgt aus

T+T=h,
dal  gegen auch klein bleibt, solange nicht r sehr grof wird.
Stellt man sich nun vor, dafl die in rascher zyklischer Bewegung
begriffene Masse m sowie Rohre und Faden unsichtbar seien, so ge-
nigt das sichtbare Teilsystem m! nicht nur den in Art. 9 auf-
gestellten Bewegungsgleichungen (4), in denen m + nil nahezu
durch ml ersetzbar ist, sondern auch der durch Elimination von A
aus ihnen hervorgehenden Gleichung (5)

(wo

r=y(s)
die Gleichung der Kurve z = f (r) vertritt), einer Gleichung von der
Form

wo zl =s constans der Abstand des Massenpunktes m von einem
festen Punkt der z-Achse ist. — Dies ist aber nach der Auffassung
der gewdhnlichen Mechanik die Bewegungsgleichung fur einen Massen-
punkt, der sich unter dem Einfluf einer Fernkraft

in der Richtung z! bewegt. Denkt man sich z. B. die Rohre so
gebogen, dal @2(z1) mit k — zl proportional wird, wo k eine Kon-
stante ist, so erfolgt die Bewegung der Masse ml so, als ob sie von
dem Punkte zI = k umgekehrt proportional dem Quadrat der Ent-
fernung angezogen wirde.

Mit Zuhilfenahme des vierdimensionalen Raumes kénnte man
dem Vorigen analog die Anziehung nach einem festen Punkt in
einer Ebene nachbilden.

Ein anderes Beispiel wird uns spéater die Bewegung fllssiger
Massen liefern.

Auch Bewegungen, die mit Reibung erfolgen, fligen sich ohne
weiteres in diesen Rahmen ein, wenn die von der Reibung geleistete
Arbeit in Funktion der Koordinaten oder ihrer Differentialquotienten
darstellbar ist.

Ein Beispiel ist die geradlinige Bewegung einer homogenen
Kugel, die, um eine horizontale Achse sich drehend, vorsichtig auf
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eine horizontale Ebene aufgesetzt wird, und sich dann teils gleitend,
teils rollend vorwarts bewegt. Zur Zeit t sei x die Entfernung des
Mittelpunktes der Kugel von seiner Anfangslage, O der Winkel, um
den die Kugel sich aus der Anfangslage heraus gedreht hat, m ihre
Masse, k ihr Trégheitsradius. Dann ist die lebendige Kraft der
Kugel zur Zeit t

Wir nehmen an, die Reibung sei eine Kraft, die, dem Gewicht mg
(g = Beschleunigung der Schwerkraft) der Kugel und einem Faktor p
(dem Reibungskoeffizienten) proportional, nur auf demjenigen Wege &¢
eine Elementararbeit leistet, auf welchem ein Gleiten des Flachen-
elementes der Beruhrstelle der Kugel vom Radius a gegen die Unter-
lage stattfindet. Das MaR fur diesen Weg ergibt sich aus

& add — ox.

Daher ist, solange ad > x ist, d. h. solange die Kugel noch zu-
gleich gleitet und rollt, die Elementararbeit der Reibung

MmMQoE = — 3 [mgu (@d — x)],
die Kraftefunktion selbst somit

U= —mgy, (ad- - x),

und die Gleichung der lebendigen Kraft T— U = h liefert

Die erweiterte Fassung des Grundgesetzes

ergibt

oder

woraus, wenn fir t=0:x =0, ist, folgt

und
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Die kinetische Energie der Bewegung T wird durch die Reibungs-
arbeit U mehr und mehr verkleinert, bis das Gleiten aufhort, was
nach Ablauf der Zeit

eintritt, wo dann wird, und die Bewegung in reines Rollen
mit gleichférmiger Geschwindigkeit Ubergeht.

Wir betrachten noch eine Bewegung, fur welche der Reibungs-
widerstand der Richtung der Geschwindigkeit des sich bewegenden
Punktes entgegengesetzt und ihr selbst an GroRe proportional ist.
Dann wird bei einer kleinen Verschiebung von der widerstehenden
Kraft eine Elementararbeit geleistet, die, fir alle Systempunkte be-
rechnet, in rechtwinkligen Koordinaten ausgedriickt den Betrag hat

OR = — Zkl(Xl5X| + y|6Y| + Zi52i) (=12...m

wo die ki Konstanten sind. Die Grundgleichung erhélt dann die
Gestalt

und die Gleichung der lebendigen Kraft wird
T—-—U-R=h,
wenn U die Kraftefunktion ist, wobei dann die Funktion

eine negative GroRe sein muB, weil R zu der Gesamtenergie h des
Systems einen positiven, und zwar immerfort wachsenden Beitrag
liefert, der einer Dissipation, einer Vergeudung der Energie gleich-
kommt. Lord Rayleigh, der diese Funktion oder vielmehr die
Funktion R eingefiihrt hat (J. W. Strutt, Proceedings Lond. Math.
Soc. IV, 1873), nennt die letztere ,,Dissinationsfunktion,

Man transformiert R und 6R &hnlich wie oben in all-

gemeine Koordinaten. Zundchst ist

(t=1,2,...n)

wo

ist. Hieraus moge sich durch Transformation in die Koordinaten

pl,p2,...pr ergeben
(i,k=12,..r



16. Beispiele. Rcibungsuiderstand. 55

Dann ist, wegen ((9) Art. 6)

(i=12,...n)
k=1,2,...1)
oder
Und hiermit liefert wieder das Grundgesetz die Gleichung
wo
ist. — Einer Anwendung der Dissipationsfunktion werden wir in

dem Abschnitt Uber elastische Mittel begegnen.



Zweiter Abschnitt.

Raumerfiillende und insbesondere fliissige Massen.

17. Gestalt der Bedingungsgleichungen. 1)

Von den diskreten Massenpunkten wenden wir uns nunmehr zu
den kontinuierlichen Massen, die ganze Raumteile stetig erflllen.
»Eine kontinuierliche Masse hat man sich nicht als eine unendliche
Menge von benachbarten Punkten vorzustellen, sondern, dem Geiste
der Infinitesimalrechnung entsprechend, als aus unendlich kleinen
Elementen von derselben Beschaffenheit, wie die Masse selbst, zu-
sammengesetzt (Lagrange, Mec. analyt. |, Sect. 1V, § 2), also aus mit
Masse gefullten VVolumelementen bestehend. An die Stelle der Summen
Uber Massenpunkte treten Integrale tber diese Elemente. Das Massen-
element dm ist, gleichviel ob die Masse starr, elastisch oder flussig ist,
eine unverdnderliche GroRe. Aber das Volumelement dt, das die
Masse dm enthalt, kann mit der Zeit seine GroRe und Gestalt &ndern,
wobei dann auch die Dichte ¢ (die Masse der Volumeinheit) sich
andert. Diese drei GroRen sind daher miteinander durch die Gleichung

verbunden dm = odr,

wo @ eine Funktion des Ortes und der Zeit ist.

Durch eine Abstraktion, &hnlich der, die zu dem Begriff des
materiellen Punktes fuhrt (s. Einleitung), gelangt man zu dem Begriff
der linearen (langs einer Linie verteilten) Masse (Faden, Draht, Kette)
und zu der auf einer Flache verteilten Masse. Fir sie ist bzw. das

Massenelement dm = osds

dm = podog,
wenn ds die Lange des Linienelementes, do der Inhalt des Ober-

flachenelementes ist, und durch die Indizes s, ¢ der geadnderten Be-
deutung von @ Rechnung getragen wird.

1) S. die Noten des Verf. ,,Uber die Mechanik von Hertz* (1900) in Mitt,
d. math.-nat. Ver. v. Wiirttemberg, und ,,Uber ein Beispiel des Herrn Boltzmann
zu der Mechanik von Hertz* im Jahresber. der D. Math. Ver., VIII (1900).
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Ist eine kontinuierliche Masse begrenzt, so ist ihr Verhalten
an der Grenze anzugeben; ist sie in einer oder mehreren Richtungen
unbegrenzt, ihr Verhalten im Unendlichen. Die Natur einer raum-
erfullenden Masse (oder wie wir- auch sagen werden, eines Mittels,
Mediums), deren Bewegung zu untersuchen ist, wird durch Glei-
chungen ,.fir das Innere” definiert, die sich auf die mdoglichen Ge-
stalte- und GroRenénderungen des Volum- (Oberflachen-, Linien-) Ele-
mentes beziehen, das ein Massenelement enthélt. Diese nehmen, wie
wir sehen werden, die Gestalt von partiellen Differentialgleichungen
nach den Koordinaten an.

Ein Massenelement, das zur Zeit t die rechtwinkligen Koordi-
naten X, y, z hat, beziehen wir auf diejenige Lage a, b, c, die es in
demselben System zur Zeit t =0 besa, so dal also das Werte-
tripel a, b, ¢ die Rolle des (friher an dem Massenpunkt angebrachten)
Index dbernimmt. Kennt man dann x, y, z in Funktion von a, & c
und der Zeit t\

x=X(@, b, ct); y=wy(@bc;t); z=z(@b,c;t); (1)

so ist die Gestalt und Verteilung, Dichtigkeit und Bewegung der
Masse zu jeder Zeit bekannt. Ein dem Punkt a, b, ¢ benachbarter
a+ da, b +db, ¢ + dc hat zur Zeit t die Koordinaten:

)

Insbesondere also entstehen aus den dem Punkt a, b, ¢ in Rich-
tung der Koordinatenachsen benachbarten

a+da,bc
a,b +db, c

a,b, c+ dc
die folgenden
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Jede Forderung, die sich auf das Tetraeder bezieht, das von
diesen dreien und dem Punkt (X,y, z) gebildet wird, drickt sich
daher durch eine Gleichung zwischen X, Yy, z; a, b, ¢ und den ersten
partiellen Differentialquotienten der X, y, z nach den a, b, c aus.

Beispiele. 1. Der Punkt (X, Yy, z) eines Fadens habe zur Zeit
t =0 den Abstand a vom Anfangspunkt. Dann ist die Lage des
Fadens bestimmt durch Gleichungen von der Form

x=x(@1t;, y=y@tv;, z=z@at);

Man kann die Forderung stellen, dafl die einzelnen Linienele-
mente ihre Lange nicht dndern. Dies gibt die Beziehung

Soll etwa auch die Hauptkrimmung der Fadenkurve ungeéndert
bleiben, so ist noch die Gleichung zu befriedigen

wo T eine gegebene Funktion ist.

2. Eine unendlich dinne elastische Platte, die zur Zeit t=10
ebene Gestalt hat, bewege sich in deformiertem Zustand im Raume.
Ein Punkt, der zur Zeit t = 0 in bezug auf ein Koordinatensystem
in der Ebene der Platte die Koordinaten a, b hat, sei zur Zeit t an
der Stelle x,y,z. Dann ist die Lage der verbogenen Platte jederzeit
bekannt, wenn man die Funktionen

X=x(abt) y=y(abt z=2z(aht
kennt. — Man kann z. B. verlangen, dal bei der Bewegung die

Seitenlangen der Rechtecke, in welche die Linien a = const., b = const.
die ebene Platte zerlegen, ungeédndert bleiben. Dann muf}

sein. Soll auch der rechte Hinkel der Rechtecke erhalten bleiben,
so mull noch die Gleichung bestehen

Diese drei letzten Gleichungen zusammen driicken bekanntlich
die Bedingung dafuir aus, dal die ebene Platte sich ohne Faltung und
Dehnung verbiegt, also immer eine abwickelbare Flache bildet.
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Soll dagegen bei der Verbiegung nur der Flacheninhalt der ein-
zelnen Elemente erhalten bleiben, so mul3, weil der doppelte Flachen-
inhalt eines Dreiecks sich bekanntlich durch die Determinante aus den
rechtwinkligen Koordinaten der Eckpunkte und eine Reihe von
Einsen ausdriickt, wenn man sich zunéchst auf eine Bewegung in
der Ebene der Platte selbst beschrénkt,

X
dadb =
y
1 1 1
= dadb = dadb

sein oder man hat

wo mit dem links stehenden Symbol die Funktionaldeterminante der
X, ¥y nach den a,b bezeichnet wird.

Eine im Raume sich verbiegende Flache von unverdnderlichem
Inhalt der Flachenelemente erfillt analog die Forderung

3. Ebenso 1aBt sich der Inhalt des Raumelements dt, das aus
demjenigen dt0 = dadbdc hervorgegangen ist, durch die Determinante
darstellen

dr= Y — R - dadbdc:
V4

1 1 1 1
wo R die Funktionaldeterminante ist

@)
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Ist die Masse elastisch, d. h. &ndert sich das die Masse dm = p0dT0
umschlieBende Volumelement dt0 mit der Zeit, bekommt also das

Volumelement
dt0 = dadbdc,

das zur Zeit t=0 Masse von der Dichte g0 umschlo, den Um-
fang dt, wéhrend die Dichte gleich g wird, so besteht die Beziehung

(4)
oder
(4a)

Die Zunahme der Volumeinheit, die rdumliche Ausdehnung (Di-
iatation) elastischei’ Massen — eine positive oder negative Grofle —
ist demnach ausgedriickt durch

(4b)

Die Gleichung (4a) (oder (4)) ist eine der Formen der sogenannten
Kontinuitatsgleichung, welche den Grundsatz von der Erhaltung der
Masse ausdriickt, indem sie den Zusammenhang zwischen der Ande-
rung der Volumeinheit und der Dichte an einer Stelle angibt.

Bleibt bei der Bewegung einer Masse in allen ihren Punkten
das Volumelement seinem Inhalt nach ungeédndert, ist also die Masse
inkompressibel, so hat man die Bedinqungsqgleichung

R= 1. )

Da diese Gleichung die Koordinaten der Punkte enthdlt, die aus
dem Punkt a,b,c und aus seinen Nachbarpunkten in Richtung der
Achsen hervorgegangen sind, so hat sie durchaus den Charakter
einer geometrischen Bedingungsgleichung in dem friher (Art. 8) de-
finierten Sinn. In dieselbe Kategorie gehdren alle Gleichungen, die
wir in diesem Art. aufgestellt haben, Gberhaupt alle zwischen a, b, c,
X, ¥, z und den partiellen Differentialquotienten der X, y, z nach den
a, b, ¢ bestehenden Gleichungen.

Dagegen kann man die Kontinuitatsgleichung (4a)

nicht als geometrische Gleichung ansprechen, weil zwar der Grofe R,
nicht aber der p0/p eine geometrische Bedeutung zukommt.

Alle geometrischen Bedingungsgleichungen dieses Artikels sind
im Sinne des Art. 5 als holonome zu bezeichnen, und zwar haben
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sie den Charakter von Integralgleichungen, die nur die Koordinaten
selbst, nicht aber deren Differentialquotienten nach der Zeit ent-
halten.

Aus den in (2) aufgestellten Koordinaten der dem Punkt X,y,z
benachbarten geht hervor, dal die Zuwéchse dx, dy, dz von der
Ordnung der sehr kleinen Gréfen da, db, dc sein werden, solange

die Differentialquotienten nicht unendlich werden, was

im allgemeinen nur langs einzelner Flachen eintreten wird, also so-
lange die Masse sich nicht spaltet und keine Unstetigkeits- (Wirbel-)
Flachen auftreten, was wir ausschlieen wollen. Im allgemeinen wer-
den also die einem Punkt unendlich benachbarten Punkte einer kon-
tinuierlichen Masse ihm immer benachbart bleiben. Dementsprechend
wollen wir aus Stetigkeitsgrinden annehmen, daf die Oberflache
immer von denselben Massenteilchen gebildet werde.

18. Das Grundgesetz angewandt auf kontinuierliche Massen.
Das D'ALEMBERTsche Prinzip.

Der in Art. 8 aufgestellte Begriff des freien Systems laBt sich
nun leicht auf raumerfiullende Massen (bertragen. Sind die Be-
dingungsgleichungen fir das Innere von der Form (s. vor. Art.)])

()
— an Stelle von @ koénnte auch der Differentialquotient von ¢ nach
der Zeit treten — bestehen ferner die Grenzbedingungen nur in

Gleichungen zwischen den Koordinaten der Oberflachen- oder Grenz-
punkte, so muB man das raumerfillende Massensystem im Sinne des
Art. 8 als ein ,freies“ erklaren.

Das Grundgesetz sagt aus, daf ein freies System im Zustande
der Ruhe oder der gleichférmigen Bewegung in geradester Bahn
beharrt. Der Forderung der ,,gleichformigen Bewegung“ wird genligt
durch die Annahme, dafl die lebendige Kraft T konstant sei (Art. 3)

(2)
wo m die Gesamtmasse des Systems ist,  seine Bahnsreschwindig-
keit, X, y, z die Koordinaten des Massenelements dm, dessen

1) lhre Zahl kann offenbar zwei nicht Ubersteigen, wenn nicht die Be-
dingungsgleichungen allein bereits den Freiheitsgrad des Systems auf einen
endlichen herabdriuicken sollen.
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Geschwindigkeitskomponenten sindl), und h eine Konstante ist. Die
Forderung der geradesten Bahn ergibt die Aussage (Art. 4), daB
die Bahnkrimmung, oder, da bei gleichférmiger Bewegung diese der
Bahnbeschleunigung T proportional ist, die Grofke Yamf2 ein Minimum
sei, daBR also

®)

wo die Komponenten der Beschleunigung des Massenele-

mentes dm sind.
Die Gleichungen (1) bis (3) zusammen beschreiben die natir-
liche Bewegung des ,freien* (kraftelosen) Systems. Dabei haben

die drei Variationen den aus den Bedingungsgleichungen
sich ergebenden Beziehungen zu gentigen. Differenziert man die
Gleichung (1) zweimal nach der Zeit, und variiert

dann in der Weise, wie es das Grundgesetz verlangt, d. h. indem
man die Koordinaten und Geschwindigkeiten konstant lait, so erhalt
man eine Gleichung von der Form

(4)

die man sich fir jedes Volumelement dt = dadbdc besonders auf-
gestellt zu denken hat. Multipliziert man dann mit AdT, wo A
eine unbestimmte Funktion des Ortes und der Zeit ist, und addiert,
bildet also das Integral

so sind wieder in der Summe

die Grolien nicht mehr durch (4) aneinander gebunden,
weil A die Stelle dieser Relation in dem in Art. 4 erklarten Sinne
vertritt.

Ist 1angs der Oberflaiche noch das System von einem anderen
System geleitet (Art. 10), das auf die Einheit der Oberflache an der
Stelle x, y, z einen Druck ausubt, so gehen diese letzteren

1) Wir bezeichnen hier und in den nachstfolgenden Artikeln mit Punkten
Giber den Buchstaben X, vy, z, @, ... die Differentialquotienten dieser Funktionen
von a, b, ¢, t, genommen nach t.
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Funktionen als LAGRANGEsche Kréafte in die Formel (4) des Art. 15
ein, welche somit ergibt

®)

wo das Integral

(der Strich an & deutet wieder an, daf der Ausdruck unter dem
Integralzeichen nicht notwendig ein vollstdndiges Differential ist)
Uber die Oberfliche des von Masse erfillten Raumes zu erstrecken
st, die Variation der Beschleunigung des Massenelementes dt
bzw. des Oberflachenelementes do bedeutet.

Der Ubergang zu der dblichen Form des D’ALEMBERTschen
Prinzips geschieht nun wieder ebenso wie bei diskreten Massen-
punkten (Artt. 8, 15). Wegen der Unabhéngigkeit der in
(5) sind diese GroRen durch irgend drei gleichfalls unabhangige,
z. B. die Variationen ox, &y, 0z der Koordinaten selbst ersetzbar.
Die Grole geht dann Gber in

®)

einen Ausdruck, der sich auch unmittelbar aus ¢ durch Variation der
Koordinaten x, y, z ergeben hatte, geht in 6®, und (5) geht Gber in:

(?)

Dies ist die Aussage des Grundgesetzes, in die Form des
d’Alembertsehen Prinzips gebracht. Die weitere Behandlung der
Gleichung richtet sich nach dem besonderen Fall. Sie wird sogleich
durch einige Anwendungen beleuchtet werden. Im allgemeinen ist zu
sagen, dafl zunachst alle in Ad¢@ auftretenden Glieder von der Form

usw. durch partielle Integration in solche mit dem Faktor

Ox usw. zu verwandeln sind, wie folgt:

®
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wo sich der eckige Klammerausdruck auf die Oberflachenelemente
bezieht, die von dem Uber dbdc errichteten Parallelepiped ausge-
schnitten werden. Hierbei rechtfertigt sich die Vertauschung von
Variation und Differentiation durch die in Art. 1 angegebene Deutung
der Variation, wonach z. B.

ox =¢€&(a, b, ct)

ist, wo ¢ eine sehr kleine Konstante, ¢ eine beliebige (auch unstetige)
Funktion von a, b, c, t ist. Denn da sich die Variation weder auf
die Zeit noch auf die Anfangskoordinaten, sondern nur auf die Ge-
stalt der Funktion bezieht, so ist

wo & = &(al, b, .. ) ist
Dasselbe gilt von in (5), nur ist x,... durch zu
ersetzen.

19. Raumkrafte und Oberflachenkrafte. Beisniel.

Eine letzte Erweiterung der Formel (7) des vorigen Artikels
besteht darin, dal man noch solche an dem System angreifenden
Krafte annimmt, deren Wirkung nach der Vorschrift des Art. 15
durch ihre potentielle Energie oder allgemeiner durch die bei einer
Verrickung geleistete Arbeit in Rechnung zu ziehen ist. Kréfte,
die auf raumerfillende Massen wirken, sind, je nachdem sie an den
Massenelementen selbst oder an den Elementen der Oberflache an-
greifen, entweder Raum-(Volum-) Krafte oder Oberflachenkréfte.

Die letzteren haben wir schon im vorigen Artikel a. E. in die
Formel des Grundgesetzes einbezogen und ihre virtuelle Arbeit
(Art. 15) durch

dargestellt: in der Formel des D’ALEMBERTschen Prinzips durch

Die Raumkréfte sind innere oder &uflere, je nachdem sie zwischen
den Elementen der zu untersuchenden Masse oder zwischen diesen
und &uferen Massen wirken (Art. 10 a. E.). Zu den letzteren, die
man wohl auch eingepragte Kréfte nennt, rechnen wir die Schwer-
kraft. Die Variation der Arbeit der dufleren Kréfte 1&4Rt sich, wenn
(X, Y, Z) die auf die Masseneinheit wirkende Kraft ist, und wo
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bezuglich des Striches an & das oben Gesagte gilt, in der Form an-
setzen
o'uU= J-(Xéx + YOy + Z37") pdrt.
Von inneren wollen wir blofR die elastischen Krafte ins Auge fassen,
d. h. solche, die bereits bei einer Gestaltsdnderung (Deformation) des
einzelnen Elementes auftritt, wozu wir in einem besonderen Fall
(Art. 37) die bloRe Drehung — ohne Deformation und Verschiebung —
rechnen wollen, sowie gewisse Reibungskréfte. Die Arbeit der inneren
Krafte nimmt, je nachdem die Masse, die das Volumelement aus-
fullt, fest oder flissig, unzusammendriickbar oder elastisch ist, eine
verschiedene Gestalt an. Wir werden die virtuelle Arbeit fir die
verschieden beschaffenen Medien erst spater (Art. 36 ff.) aufstellen und
wollen sie, da der Ausdruck sich in allen Fallen als vollstdndiges
Differential erweisen wird, mit 6 W bezeichnen. Unter diesem Symbol
wollen wir auch die im vorigen Artikel mit d ® bezeichneten GréRen
einbegreifen, die von derselben Form und gleichfalls als bekannt
anzusehen sind.

Man erhélt dann durch Anwendung des D'ALEMBERTSschen Prinzips
auf das im ubrigen freie System 1)

1)
wo hier und im folgenden das Summenzeichen S bedeutet, da noch
zwei gleichartige Glieder (hier in y und z) zuzufiigen sind; aus-
geflhrt:

)

Diese Formel gilt fir jedes System von Variationen &x, oy, dz.
Bei Anwendung des Gauss sehen Prinzips hatte sich senau dieselbe
Formel, nur geschrieben in statt dx, oy, &z ergeben.
Als Beispiel diene die Bewegung eines unausdehnbaren Fadens
(einer ,,Kette*) auf einer Oberflache, wenn auf die Langeneinheit die
auBRere Kraft (X, Y, Z) (z. B. Schwerkraft) wirkt. Die Bedingung
fur Unausdehnbarkeit ist (Art. 17)

)

1) Von demjenigen Bewegungszustand der Teilchen, den man als Wéarme
bezeichnet, sehen wir im folgenden ab, indem wir uns, wo nicht ausdricklich
das Gegenteil gesagt wird, auf Bewegungen ohne Temperaturdnderung be-
schranken.

Brill, Mechanik raumerfnllender Massen. 5
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wo a der Abstand des Punktes (X,y, z) von dem einen Ende der
Kette ist. Die Gleichung der Oberflache sei

Wx Y. 2)=0 )
Die Formel (2) nimmt dann die Gestalt an:

®)

wo das Summenzeichen S wieder die oben angegebene Bedeutung
hat. Das Glied mit dem Faktor A wird durch partielle Integration
umgeformt:

(6)

wo | die Lénge der Kette ist. Sind nun s, ds Vektoren (mit den
Langen ds, ds), welche die virtuelle Verschiebung bzw. das Ketten-
element an der Stelle a angeben, so ist der eckige Klammerausdruck
darstellbar durch

[AOs cos(ds, ds)]d:

Setzt man (6) in (5) ein und vergleicht die Koeffizienten von dx,
dy, o0z einzeln mit Null, ebenso den fir die Grenzpunkte geltenden
Variationsausdruck. so erhélt man die Gleichungen

()

AMdslcos(dsl, dsl) — A0ds0cos(ds0, ds0) = 0 (8)

in leicht verstandlicher Bezeichnung. Neben den 3 Gleichungen (7)
sind zur Bestimmung der 5 GroBen X, y, z, A, u in Funktion von a
und t noch (3) und (4) verwendbar. Die Gleichung (8) wird identisch
erfillt, wenn etwa einzeln

osl = 0; dsO= 0,

wenn also die beiden Endpunkte befestigt sind; oder auch, wenn fir
jeden Endpunkt eine reibungslose Fihrung langs einer Kurve herge-
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stellt ist, die eine Verschiebung nur langs dieser Kurve gestattet, weil
dann die beiden Kosinusse verschwinden; oder endlich, wenn die GroRen
A0, Al beide Null sind. Die Bedeutung des Vektors A ergibt sich aus
der Dimension von denn g hat die
Dimension der Masse einer Langeneinheit = |mz“{]— also hat A
die Dimension einer Kraft = Masse mal Beschleunigung, ist somit
die in dei- Richtung dx: dy : dz wirkende Zugspannung (eine innere
Kraft, s. vor. Art.); die GroRen A0, Al sind die auf die Endpunkte
wirkenden Zugkrafte. Sie sind Null, wenn z. B. die Enden der
Kette frei sind.

Eine Verwendung der Formeln (7), (8) fir Probleme des Gleich-
gewichts von Faden findet man bei Clebsch, Journ. f. Math., Bd. 57,
S. 93 ff.

20. Gestaltsénderung eines Elementar-Parallelepipeds
im Inneren einer bewegten Masse.

In dem einleitenden Art. 17 zu dem Abschnitt Uber raumerfiillende
Massen wurde der Zustand einer Masse zur Zeit t mit dem zu einer
gewissen Anfangszeit herrschenden in Beziehung gesetzt. Es ist aber
auch notig, ihn mit den zeitlich unmittelbar vorhergehenden und
folgenden in Zusammenhang zu bringen, wie man in der Geometrie
das Element einer Kurve mit den benachbarten hinsichtlich der
Richtung vergleicht und so auf ihre Kriimmungseigenschaften schlieft.
Wir betrachten die unendlich kleine Anderung, welche die Lage und
Gestalt eines Volumelementes, das man in Form eines rechtwink-
ligen Parallelepipeds in Richtung der Koordinatenebenen aus der
Masse herausgeschnitten hat, nach Ablauf eines Zeitelementes er-
fahren haben.

Die Punkte eines endlichen Raumteiles oder auch des unend-
lichen Raumes seien bezogen auf ein im Raume festes rechtwinkliges
Koordinatensystem X, Y, Z. Man erteile diesem Raumteil, ohne daR
das Koordinatensystem sich &ndert, eine Deformation, die in einer
Ausdehnung (Dilatation) odei- Zusammendrickung (negativer Dilata-
tion) in einer gegebenen Richtung besteht. Diese Richtung, die
durch die Kosinusse al, B1, y! der Neigungswinkel gegen X, Y, Z
gegeben sei, moge die Achse = eines zweiten rechtwinkligen Koor-
dinatensystems S, H, Z bestimmen, das den gleichen Ursprung O,
wie X, Y, Z besitzt, und dessen Lage durch die Kosinusse
al, 1, vyl, a2, B2, y2, fggeben sei. Die Ausdehnung erfolge so,
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daB die Ebene HZ, und also insbesondere der Punkt O nicht von
der Stelle rickt, und dal irgendein Punkt mit den Koordinaten
X,¥,z, der in dem System =,H,Z diejenigen &, n, ¢ hat, in dem letzteren
nach vollzogener Dilatation die Koordinaten
E( + 0l), n, C besitze. Wir lassen eine
zweite Ausdehnung des Raumteils in der
Richtung der Achse H folgen, durch die
n in N(1 + @2), eine dritte, durch die
in ¢(1 + 3) ubergehen moge, und fragen
nach denjenigen Koordinaten x1, y1, z1, in
die nach Ausfiihrung der 3 Dilatationen
die Koordinaten x, y, z Ubergegangen sind.
Die nebenstehende Figur veranschaulicht den entsprechenden
Prozel} in der Ebene, also die Wirkung von zwei zueinander senk-
rechten Dilatationen.

Man hat fir den Raum zunéchst die Beziehungen

& = alx + Bly + ylz

n = o2x + B2y + y2z

{ = a3x + B3y + y3z.

O

Nach erfolgter Deformation tritt an Stelle dieser Gleichungen das

Svstem
{(1+ol) = alxl + Blyl +ylzl

N(L + 02) =i+ + (2
{(1+03) =a3x1 + B3yl +y3z1.
Multipliziert man diese Gleichungen bzw. mit al, a2, a3 und addiert
sie, so erhdlt man mit Ricksicht auf die bekannten 6 Relationen
zwischen den 9 Kosinussen a, , y die erste der folgenden Gleichungen
x1 = al&(1 + 1) + a2n(1 + 2) + a3{(1+03)
yl = P1&(1 +el1) + P2n(1 +@2) + B3(1 + @3) 3
71 = y1&(1 + 1) + y2n(1 + p2) + y3¢(1 + 3)
und hieraus, nachdem man die Werte von & n, ¢ aus (1) in (3) ein-
gesetzt hat, mit Benutzung der Abkilirzungen
olul2 + plo22 + plo32 = Sp?
plalpl + 202P2 + p303B3= SpaR USw.,
xX1=(1+Spa)ir+ SpaBy - Spayz
yl= Se@ox +(1+SeB)y+ SePyz (4)
z1= Spoax + SpyBy + (1+Soy?z
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also Gleichungen von der Form
£ @@ll+ Dx+ aly + alx
yl= alx + (&> l)y + a2z (4a)
zl= a3ilx + a2y +(a3z+1)z

wo aik = aki ist. Man hat so den Satz:

Andert ein Raumteil infolge von drei (irgendwie aufeinander fol-
genden) Dehnungen oder Kontraktionen in drei aufeinander senkrechten
Richtungen seine Gestalt, wahrend das Koordinatensystem seine Lage
nicht andert, so geht irgendein Raumpunkt von der Stelle (X, y, z) in
diejenige (x1, y1, zl) der Formel (4a) uber.

Wir schlielen gleich die Umkehrung dieses Satzes an, indem wir
diejenigen Grolen pl, 02, 03 zu bestimmen verlangen, die durch eine
vorliegende Transformation (4a) definiert werden.

Die Vergleichung von (4), (4a) liefert

elol2 + Q2022 il = all
plalR!l + p2a2R2 + p3a3R3 =412 (*>)
plalyl + p202y2 + 3a3y3 = al3

und zwei dhnliche weitere Systeme. Multipliziert man die Gleichungen
(5) bzw. mit al, R1, yl und addiert, so erhalt man mit Ricksicht auf
die Relationen zwischen den a, R, y die erste der folgenden Gleichungen

(@ll-pl)al + @al12R1  Hfi =0
alol + (a22-02)R1 + a2yl =0 (C)]
a3lal + a32B1 + (a33 - pl)yl=0.

Hatte man die Gleichungen (5) mit bzw. o2, 2, y2 multipliziert
so hatte man die erste von 3 Gleichungen erhalten, die aus (6) hervor-
gehen, wenn man al, B1, yl, ol mit bzw. a2, B2, y2, 2 vertauscht. —
Durch Elimination der al, B1 y! aus (6) erhdlt man zur Bestimmung
der GroRe p! dieselbe Gleichung, die man durch Elimination von
a2, 2 y2 aus den 3 anderen Gleichungen erhalten hétte: die gesuchten
GroBen @1, 02, 3 sind also Wurzeln der kubischen Gleichung

all-p al2 al3
2l a22-p a3 =0, (7
adl a2 a33-p
und die zu o gehorigen Werte al, BI, yl ergeben sich aus (6),
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02, B2, y2 usw. aus den analogen Gleichungen in p2 usw. Wir ordnen
(7) nach Potenzen von g und erhalten

03— 2 (all + a2 + a33)
all al? «id
-0(a22a33 + a33all + alla22-a232- ad2-alp g1 a2 a3 = 0.

a3l a3l a3l

Fur die symmetrischen Funktionen der Wurzeln ergeben sich,
wenn mit S, wie immer, die Summe von je 3 Gliedern der an-
geschriebenen Art bezeichnet wird, die Ausdriicke

ol + 2 + p3 = all + a22 + a33 = Sall

0203 +01p3+ 1p2 ,— S a22 a33 + Sa232
woraus

012 +022 +032=S(s1 )2 — 2 Splp? = (Sall)! — 2Sa22a33 + 2Sa332  (8)

was wir fur spater vormerken.

Wrenn, was im folgenden vorausgesetzt wird, die Verldngerungen
01, 02, p3 der Ldngeneinheiten in Richtung der Achsen = H, Z so
kleine GréRen sind, daR man deren Quadrate und Produkte gegen
die ersten Potenzen vernachlassigen kann, so nimmt der Ausdruck
fur die VergrolRerung der Volumeinheit, die raumliche Dilatation
(Dehnung), die wir mit © bezeichnen wollen, eine einfache Form an.
Aus der Gleichung néamlich

1+0=01+0)(1+02)(1+p03 =1+ Spl
ergibt sich
® = ol +p2 +p3 =all +a22 +a33 (8a)

21. Fortsetzung.

Den oben bewiesenen Satz wenden wir nun auf diejenige Defor-
mation eines parallelepipedischen Daumelementes (Elementar-Parallel-
epipedes) an, die durch eine sehr kleine stetige Veranderung der
Lage aller Punkte einer raumerfiillenden Masse bewirkt wird. Ein
Punkt X, y, z gebe durch diese Veranderung in X+-u, y+v, z+w
Uber, wo die Verschiebungsgréfien

u=-c¢ f(xyz)
V=g Q(xyz) ©)
w =€ Y(xyz')
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mit dem sehr kleinen Faktor ¢l) multiplizierte Funktionen f, ¢} U
der Koordinaten des Punktes sind. Die Koordinaten eines Nachbar-
punktes x-+dx, y-+dy, z-+dz gehen dann, rein analytisch aufgefaft,
Uber in

X+u+d(X+u) =x+u+dlx

y + v+ dly

z +w+ dlz
wo

oder

(10)

ist, und dlx die Projektion der Diagonale des deformierten Elementar-
parallelepipeds auf die X-Achse darstellt. Diese Beziehungen lassen sich
nun im Sinne des Satzes im vorstehenden Artikel als Transformations-
gleichungen dei- Koordinaten dx, dy, dz in die dlx, dly, dlz auf-
fassen, beide bezogen auf rechtwinklige Koordinatensysteme, deren
Achsen parallel den Koordinatenachsen X, Y, Z durch die Punkte X, Y, z,
bzw. X +u, y +0,z +w hindurchgehen. Wir wollen das erste mit
K, das zweite mit K" bezeichnen. Man kann dann nach der hier-
durch definierten Gestaltsdnderung des an den Punkt X, y, z angrenzen-
den Raumes beim Ubergang nach x+ u,y +,z+w fragen. Da

im allgemeinen die Elemente usw. der Transformations-

determinante, die paarweise symmetrisch zur Diagonale stehen, ver-
schieden sind, so ist die Transformation zundchst nicht von der
Form (4a) des vor. Art., keine ,affine*. Wir bringen nun die Glei-
chungen (10) in folgende Gestalt

1) Der Faktor ¢ ist so klein anzunehmen, daf die Produkte und zweiten
Potenzen der u, v, w und ihrer Ableitungen gegen die ersten Potenzen ver-
nachlassigt werden kénnen.
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(10a)

oder mit Benutzung der auch spéater noch oft zu gebrauchenden
Bezeichnungen

und
in die Form:
F (1+><><)D) d>< + Yexydy +iindz—_E&dy]
dly = Yoyxdx + (1+ yy)dy + Y2yzdz + [{dz - &dy] (13)

dlz = Yzxdx + Yezydy + (1-+zz)dz + [Edz - ndy].

Dann kann man die Transformation (13) sich durch Aufeinander-
folge zweier Transformationen von folgender Gestalt erzeugt denken:

d2x = (1+xx)dx + Yaxydy + Yexzdz
d2y =  Yeyxdx + (1+ yy)dy + Yeyzdz (14)
d2z = Yezxdx + Y2zydy + (1+zz)dz

und
dix = d2x + nd2z — &dzy
diy = d2y + Zd2x - nd2z (15)
dlz = d2z + &d2y - nd2x

Denn weil zx... yx. . . kleine Gr6éRen von der Ordnung der u, V...
sind (s. Formel (9) dieses Art.), die, mit n bzw. { multipliziert, gegen
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n selbst zu vernachlassigen sind, so geht die erste der Gleichungen (15)
durch Einsetzen der Werte von d2z, d2y Gber in

dIx = d2x + ndz — ddy usw.

Setzt man daher
dIx = d2x + d2x usw., (16)
wo

d3x = ndz — ddy
ist, und entsprechend
d3y= {dx — &dz

O
d3z = &y — ndx, (m

so zerlegt sich die Koordinate dIx, in welche nach der Deformation
dx Ubergegangen ist, in

1. die GroRe d2x, die Formeln (14) bedeuten eine Dehnung des
Volumelenientes in drei zueinander senkrechten Richtungen (vgl. 4a);

2. den (im Verhdltnis zu d2x sehr kleinen) Zuwachs d2x. Die Be-
deutung dieses Bestandteiles ergibt sich aus einer Vergleichung der
Formeln (17) mit denen (3) des Art. 5. Hiernach ist d2x derjenige
Zuwachs, welchen die Koordinate dx infolge einer infinitesimalen
Drehung des Elementarparallelepipeds mit den Komponenten &, n,
bez. der Achsen des Koordinatensystems K erfahrt.

Man beweist wie oben, daR man die infinitesimalen Anderungen
d2x, dix auch in der umgekehrten Anordnung vornehmen kann. —
Die Teiltransformation (14) hat nunmehr den Charakter einer affinen.

Es lalt sich also der Satz aussprechen: Die unendlich kleine
Zustandséanderung, die infolge einer Deformation der raumerfillenden
Masse ein Daumteil an der Stelle (x, y, z) erféhrt, besteht aus drei
Teilen:

1. Einer Parallelverschiebung (u, v, w), die wir, als einen Vektor,
in der Folge mit dem deutschen Buchstaben ul) bezeichnen wollen.

2. Einer Drehung (&, n, {) um eine Achse durch den Punkt x, y, z
(gleichfalls ein Vektor).

3. Dehnungen (oder Verkiirzungen) in drei zueinander senk-
rechten Richtungen, den sog. Hauptdilatationsachsenif

1) Wir werden spater mit u, r, w auch die Komponenten des Geschwindig-
keitsvektors v bezeichnen, wo dessen Verwechslung mit der Verschiebung u
ausgeschlossen ist.

2) Diese GroRen, allgemeiner die xx..., yz-.., hat W. Voigt (Gottinger
Nachr. 1900, S. 120 ff) unter dem Namen Tensortripel als eine Art doppel-
seitiger Vektoren mit anderen gleichartigen zusammenzufassen vorgeschlagen.
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Ebenso wie &, n, { lassen auch die Grofen xx, Xy... eine ein-
fache geometrische Deutung zu. Das rechtwinklige Parallelepiped
mit den gegeniberstehenden Eckpunkten x, y, z und x-+dx, y + dy,
z + dz wird nach der Deformation sowohl die Kantenldngen wie die
Winkel geédndert haben, die diese miteinander einschlielen. Wir
wollen diese GroRen bestimmen. Die der Ecke X, y, z benachbarte Ecke
X +dx, y, z geht Uber in einen Punkt, dessen Koordinaten in dem
System K' man erhdlt, wenn man in den Formeln (10) dy=dz =0
setzt. Man erhalt so die erste Spalte der folgenden Tabelle, die die
Koordinaten der drei an X, y, z anstoBenden Eckpunkte des Parallel-
epipeds nach der Deformation enthalt.

Punkt: dx, 0, 0 0, dy, 0 0,0 dz
X-Koordinate
y-Koordinate

z-Koordinate

Man entnimmt dieser Tabelle sogleich die Léange der
Kanten des deformierten Parallelepipeds:

oder mit Vernachlassigung der Glieder zweiter Ordnung

Somit bedeutet die (wiederum sehr kleine) GroRe
(18)

die Verlangerung welche die Einheit der Kantenlange dx erfahren

hat. — Der Winkel den die Kanten des deformier-
ten Parallelepipeds miteinander einschlieBen, berechnet sich aus

oder, mit Vernachlassigung der Glieder zweiter Ordnung:

(19)

Die (sehr kleinen) GroRen zy=y: usw. sind also die Kosinusse der
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Winkel, die nach der Deformation die Kanten usw. mit-
einander einschlieBen.

Wir bilden endlich noch den Ausdruck fir die raumliche Dila-
tation O, fir den wir oben Art. 20 (8a) gefunden haben

O = all + a2 + a33.
Mit Hilfe von

al2 =a2l =YXy =%yX ysw
erhalt man fir die raumliche Dilatation

(20)
und die Formel (8) liefert
02 +022 +032 = @2 — 2 (yyzz +zz XX + Xxyy) + Ya(yz2+ 12 + x2). (21)

Die GroBRen @1, 02, 03 und ihre symmetrischen Funktionen sind ivegen
ihrer Bedeutung dem Wert nach unabhéngig von der Lage des Ko-
ordinatensystems. Andere solche ,.invariante* Grof3en, die sich aus
den xx, ...yl ... zusammensetzen, findet man bei Love, Lehrbuch
der Elastizitat, deutsch v. Timpe, Leipzig 1907, Art. 13 angegeben.

22. Anwendung auf fllssige Massen.

Die im vorigen Artikel entwickelten Anschauungen und Formeln
sind sowohl auf elastisch-feste wie auf flissige Massen anwendbar.
Einen Unterschied jedoch bedingt der Umstand, dal bei Korpern, die
sich dem Zustande der Starrheit nahern, wie Uberhaupt bei elastisch-
festen Korpern innerhalb der durch die Anwendbarkeit gesteckten
Grenzen, irgend zwei von den Zustdnden, die sie im Laufe der Zeit
durchlaufen, sich nur wenig voneinander unterscheiden, daf sie also,
als benachbarte, die unmittelbare Anwendung jener Formeln zu-
lassenl), wogegen die Verschiebungen der Elemente flussiger Massen
an keine Grenze gebunden sind, so dal die Formeln nur auf zwei
zeitlich unmittelbar aufeinander folgende Zustdnde anwendbar sind.

1) Wenn ein elastisch-fester Korper hinsichtlich einer oder zweier Dimen-
sionen sehr klein ist, wie dinne Schalen oder Stabe, so kénnen trotz erheb-
licher Starrheit des Materials endliche Verschiebungen, die wir in Art. 21 aus-
geschlossen haben, eintreten. Man pflegt dann die Formeln dieses Artikels
nur in der nichsten Umgebung eines (in dem Kd&rper beweglich angenommenen)
Koordinatensystems zu verwenden. S. das Beispiel in Art. 41.
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Im Falle der Flussigkeiten ist es deshalb zweckméRig, die sehr
kleinen Verschiebungen, Drehungen und Dehnungen u, v, w, & n, ¢
01, 02, 03; ©, die innerhalb des Zeitelementes dt erfolgen, auch formal
dadurch auf diesen Zeitteil zu beziehen, dal man sie durch Diffe-
rentiale du, dv, ... dO© ersetzt und mit dt dividiert sich vorstellt.
Die Verschiebungsgroe u geht dadurch in die Geschwindigkeit i der
fortschreitenden Bewegung der Fliussigkeit Uber. Wir wollen jedoch,
wenn es sich um Bewegung flussiger Massen handelt, die Komponenten
der Geschwindigkeit dem allgemeinen Gebrauche folgend, nicht
mit sondern selbst wieder mit u, v, w bezeichnen1). Ebenso
gehen &, n, C in die Komponenten der Drehungsgeschwindigkeit (Wirbel-
geschwindigkeit) eines Massenelementes an der Stelle x, y, z Uber, die
wiederum &, y, { heilen mdgenl), 1, 02, 3 werden zu Dehnungen in
der Zeiteinheit. Der Satz endlich des vor. Art. Ubertragt sich auf
die Geschwindigkeiten

usw.

mit der das Volumelement Lage und Zustand &ndert.

Die Gleichungen (12), (20) des vorigen Art., die in den mit dt
dividierten Groen homogen sind, werden nunmehr zu Beziehungen
zwischen den Geschwindigkeitskomponenten der drehenden und der fort-
schreitenden Bewegung in einem Punkt der flissigen Masse, ohne ihre
Form

@)

zu &andern. Die Vektoranalysis ersetzt die Beziehung (1) durch eine
Gleichung. Leitet man ndmlich aus v einen neuen Vektor, die
Rotation von v (auch Curl von v genannt) mit den Komponenten

(1a)
ab, so wird, wenn &, n, { die Komponenten eines Vektors in sind,
w =%rotv, (2

1) Erst in der Theorie elastischer Korper, also von Art. 36 ab, werden
wir unter u, v, w wieder Verschiebungskomponenten (u), unter § n, ¢ wieder
WinkelgroéRen verstehen.
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Wéhrend die Ausdriicke (1) einzeln von der Wahl des Koordinaten-
systems abhéngen, ist dies, ihrer Definition nach, mit den Vektoren V,
in nicht der Fall. Daher missen die Beziehungen (1) fir jedes be-
liebige rechtwinklige Achsensystem gelten. Diese Invarianz gegen-
Uber einer Transformation auf ein anderes Achsensystem bringt die
Vektoranalysis durch die Formel (2) zum unmittelbaren Ausdruck.

Hierin, nicht blo in der Kirze, liegt ein wesentlicher Vorzug
der vektoriellen Darstellung.

Sind nun auch die in dem Ausdruck © des vorigen Art. auf-
tretenden GroRen u, v, w Geschwindigkeitskomponenten, so geht die
raumliche Dilatation in die Geschwindigkeit der Dilatationszunahme
tber. — FUr Ausdricke dieser Art hat die Vektoranalysis die Bezeich-
nung: Divergenz des Vektors v

3

die sich spéter rechtfertigen wird, eingefihrt.
Aus der Definition von rotv (la) ergibt sich sogleich die viel-

benutzte ldentitat:
divroti = 0. 4

23. Beschreibung der Fliissigkeitsbewegung.
Die Kontinuitatsgleichung.

Die GrofRen v, w, divv wurden im vorstehenden als Funktionen
eines im Raume festen Ortes x, y, z und der Zeit t aufgefalt.
Andererseits haben wir in Art. 17 den im Raum verdnderlichen Ort,
den ein bestimmtes Massenelement, das durch seine Lage a, b, ¢ zur
Zeit t = 0 gegeben war, in der Zeit beschreibt, durch X, vy, z be-
zeichnet. Beide Auffassungen koénnen in gleicher Weise der Be-
schreibung einer Flussigkeitsbewegung zugrunde gelegt werden.

Wir wollen sie zundchst miteinander in Beziehung setzen. Wenn
man die in Art. 14 angenommenen Ausdriicke

Xx=x(@bc | y=wy(,b,rct) z=2z@,bct), D)
welche die Lage x, y, z eines Massenelementes zur Zeit t mit der-
jenigen a, b, ¢ desselben zu irgendeiner Anfangszeit t0 verknipfen,
nach den a, b, ¢ auflést und die erhaltenen Werte

a=af(ab,ct) b=b(ab,ct) c=c (ab,c,t), )
wWo a, b, ¢ rechts wieder Funktionszeichen sind, in die Ableitungen
der Ausdriicke (1) nach der Zeit, die wir durch

3
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bezeichnen wollen, einsetzt, so erhélt man fir die der Stelle x, vy, z
zugehdrigen Geschwindigkeitskomponenten eben diejenigen Ausdriicke
— sie mogen in Ubereinstimmung mit der Bezeichnung des vorigen Art.
und zur Unterscheidung- von denen (3) mit u, v, w bezeichnet werden —

(4)
die der Auffassung und den Formeln (1), (2), (3) des vorigen Art.
zugrunde liegen.

bedeuten also denselben Vektor v; nur die analytische Darstellung
ist verschieden. Dieser Umstand macht sich bemerklich, wenn es
sich nun um die Bildung von

handelt.

Sieht man in den Gleichungen (1) die a, b, ¢ als gegeben, t als
veranderlich an, so stellen sie diejenige Bahnkurve dar, die das
Massenelement beschreibt, das zur Zeit t =t0 die Stelle a, b, ¢ ein-
nahm. Bahnkurven von ursprunglich benachbarten Elementen bleiben
fur alle Zeiten benachbart (Art. 17). Die Gleichungen (3) geben
die Geschwindigkeit jenes Massenelementes in seiner Bahn an, und der
totale Differentialquotientl)

die Anderung dieser Geschwindigkeit oder die Beschleunigung eines
und desselben Massenelementes. Dagegen stellen die Gleichungen (4)
fur einen gegebenen Raumpunkt die Geschwindigkeiten der ver-
schiedenen Massenelemente dar, die der Reihe nach diese Stelle passieren.
Geht man von der Geschwindigkeit eines dieser Elemente zu der
seines Nachfolgers (ber, so ist diese Anderung, weil X,y, z dabei
ungeédndert bleibt, durch den partiellen Differentialquotienten nach
der Zeit

zu bezeichnen. Die Komponenten der beiden Vektoren und

hangen durch drei Gleichungen zusammen, von denen eine lautet

1) Durch die Ubergesetzten Punkte werden im né&chstfolgenden solche
Differentialquotienten nach der Zeit bezeichnet, die unter der Annahme gebildet
sind, daB in der differenzierten Funktion die Ubrigen Verénderlichen a, & c sind.



23. Beschreibung der Flussigkeitsbewegung. Die Kontinuitatsgleichung. 79

oder:
(5)

wo nun u, v, w durch (4] definiert sind.
Man nennt (Art. 29) Gradient der skalaren GréRe ¢ (grad @)

einen Vektor, dessen Komponenten usw. sind. Wenn dann noch

die Klammer (a, b), wie Ublich, das sogenannte skalare oder innere
Produkt darstellt,

(a, b) = a |b cos(a b), (8)
wo |a der Betrag von a ist, so erklart sich der Operator (v, grad)

mit dessen Hilfe sich die Gleichungen (5) in
die eine vektorielle zusammenfassen lassen:

U]

Eine FlUssigkeitsbewegung ist zwar, wie schon gesagt, voll-
standig beschrieben erst durch die Gleichungen (1), welche die
Bahnkurve der Teilchen geben. Von den Gleichungen (4) fihrt der
Weg zu ihnen durch die Integration der letzteren und die Annahme
X=a, y=b, z=c zur Zeit t =1t0. Da man aber diese Integration,
eine rein analytische Operation, als ausfihrbar ansieht, so genugt
bereits die Kenntnis der Funktionen (4). Diesen beiden Auffassungen
entsprechend, d. h. je nachdem man die Funktionen (1) oder die
(4) sucht, sind nun auch die Bewegungsgleichungen verschieden,
welche durch Anwendung des Grundgesetzes erhalten werden. —
Wir werden uns in diesem Abschnitt meistens auf inkompressible
Flussigkeiten (Art. 17) beschréanken und die elastischen nur beildufig
betrachten.

Wenn man die erste Auffassung zugrunde legt, die Kompo-
nenten der Beschleunigung also in der Gestalt

(6)

verwendet, so ist die Bedingung der Inkompressibilitdt in der Form
(Art. 17)
=R - 1=0 9

anzunehmen. Geht man aber von der zweiten Auffassung aus, stellt
man also die Beschleunigung durch
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dar, so ist die Inkompressibilitatsbedingung (Art. 22)
(9a)

Es wird sich spater bei der Aufstellung der hydrodynamischen
Bewegungsgleichungen um die Herstellung der Ausdriicke 0@ oder
0@ handeln, je nachdem man das Prinzip des Kleinsten Zwanges
oder das D'ALEMBERTsche Prinzip anwendet. Im zweiten Fall ist
zwar (9a) keine holonome Bedingungsgleichung im Sinne der De-
finition des Art. 6. Sie ist jedoch trotzdem als solche auffaRbar,
wie man erkennt, wenn man sie mit derjenigen (9) in Beziehung
setzt. Dies moge gleich allgemein fir die Kontinuitatsbedingung
ausgefihrt werden.

Leitet man den in Art. 17 aufgestellten Ausdruck

nach t ab, was nach der Note S. 78 wieder durch einen Ubergesetzten
Punkt bezeichnet wird, und denkt man sich, wie in R selbst, so in
R die GroBen a, b, ¢ mit Hilfe von (2) durch x, y, z ausgedrickt,
so erhalt man, weil z. B.

ist, fir R eine Summe S von 3 Determinanten, deren jede wieder
in ein Produkt von zweien spaltbar ist. Es ergibt sich, wenn man
die Operation nur fir eine Determinante ausfihrt:

(10)

Hiermit geht die in Art. 17 (4a) aufgestellte Kontinuitatsgleichung
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durch logarithmische Differentiation nach der Zeit in die folgende
Form {ber:

ausgefuhrtl)
(11).

eine Form der Kontinuitatsgleichung, die, weil sie die Geschwindig-
keiten enthalt, in der Theorie der Flussigkeiten Verwendung findet
und wieder die Erhaltung der Masse aussagt.

Auf genau demselben Wege wie die Formel (10) beweist man,
dal3 die Variation der zweiten Ableitung von R nach der Zeit durch
die Divergenz die Variation von {i sich wie folgt ausdriickt:

Ist nun das Medium nicht zusammendrickbar, die Bedingungs-
gleichung also R — 1 = 0, so liefert die zweimalige Differentiation
und nachmalige Variation dieser Gleichung

(12)

bei Anwendung des D'ALEMBERTSschen Prinzips
OR = 0. (12a)

Wir wollen von einer direkten Ableitung der Differentialgleichungen
auf Grund dieser Auffassung, welche also die x,y, z als Funktionen
von a,b,c,t zugrunde legt, absehen?) und wenden uns gleich zur
zweiten, fir welche3) (13)

1) Eine andere Form der Kontinuitatsgleichung erhalt man, wenn man
n (11) einfuhrt. Es ergibt sich

2) Man findet sie nach J. Larmor durchgefiihrt in Basset, Hydrodynamics
(2 Bde., 1888), Bd. I, S. 32.
3) Wir setzen einen Punkt tber @, um anzudeuten, daf es sich um eine
Gleichung zwischen Geschwindigkeiten handelt.
Brill, Mechanik raumerfiillender Massen. 6
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die Inkompressibilitatsbedingung ist. Weil allgemein (10)

ist, so hat, ebenso wie R —1 =0 oder so auch divv =0 als
geometrische und zwar holonome Bedingungsgleichung zu gelten. — Bei
Anwendung des Prinzips des kleinsten Zwanges hat man den ersten Diffe-
rentialquotienten von (13) nach t zu bilden und dessen Variation, also
mit A multipliziert und Uber die Masse integriert (Art. 18),
zu addiert, gleich Null zu setzen. Wir werden dies in Art. 25
ausfihren. Benutzt man aber statt dessen das D'ALEMBERTsche
Prinzip, so hat man — dem rein formalen Zusammenhang zwischen
den Formeln (5), (7) des Art. 18 entsprechend — auch die Be-
dingungsgleichung
(14)
formal zu ersetzen durch
(15)
wo )
dg = (Bx, oy, 07)
die Variation der Verschiebung des Massenelementes ist, das zur Zeit t
die Stelle x,y, z einnimmt. Demnach ist divd§ = d© die bei dieser
(virtuellen) Verschiebung erfolgende Dilatation der Volumeinheit
(Art. 21), und s der friher mit (u, v, w) bezeichnete Vektor.
Im Falle elastischer Medien ergibt die Kontinuitatsgleichung,
wenn man immer nur Beschleunigungen variiert und bemerkt, daf
aus 0R = 0, auch do = 0, folgt,

(16)
eine Beziehung, die wieder beim Ubergang zum d’Alembertsehen
Prinzip zu ersetzen ist durch

(16a)

bzw. durch
(17)

24. Eine Integralbeziehung. Der Gaulische Satz.

Der in Art. 25 zu liefernde Beweis der hydrodynamischen Dif-
ferentialgleichungen griindet sich auf eine wichtige Beziehung zwischen
einem oft auftretenden Raum- und einem Oberflachenintegral.
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In einem Raume T, dessen Oberfliche . auch — &hnlich
wie die Begrenzungslinie des nebengezeichneten ebenen Flachen-
stiicks — in Teile zerfallen kann, sei ein

Vektor v mit den Komponenten u, v, w ge-
geben, die stetige und zugleich mit

endliche, eindeutige Funktionen des Ortes
X, ¥, z in T sind. Ist A eine ebensolche
skalare Funktion, so besteht die sogleich zu beweisende Gleichung:

—IA(u cos (n, x) + v cos (n,y) + w cos (n, z) dg, (1)

wo die Raumintegrale Gber T, das Flachenintegral Uber die Ober-
flache > zu erstrecken ist; (n, X) der Winkel der nach dem Inneren
des Raumes T gerichteten Normalen
gegen die X-Achse ist.

Zum Beweise gestalten wir das
Glied links:

durch partielle Integration um. Es ist

wo die eckige Klammer bedeutet: ge-

nommen fir diejenigen (zwei oder eine

htéhere gerade Anzahl von) Stellen — als obere bzw. untere Grenze —,
an welchen das Gber dem Rechteck dy, dz parallel zur X-Achse er-
richtete Paralielepiped (s. die Figur) die Oberfliche >~ des Raumes T
durchsetzt. Bezeichnet man diese Stellen mit den Indizes 0, 1,2,...,
so wird also

(2)
Die Grundflache dydz des Parallelepipeds kann nun als Projektion
der Flachenelemente do0, dol, do2, - - -, die es schneidet, aufgefalt

und demnach

dy dz = dao0 cos (n0, X) = -dal cos (n1, x) = ...
6*
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gesetzt werden, wenn n die auf dem Oberflachenelement de nach
dem Inneren von T errichtete Normale ist. Hiermit geht das letzte
Integral (2) Uber in

H [— AOu0+ Alul-...]dydz = —J)\u cos (n, x) do,

dies Uber alle Flachenelemente dg, jedes jedoch nur einmal, erstreckt.
Man erhélt so je die ersten Glieder der rechten Seite von (1).
Fur A = 1 geht die bewiesene Relation in die folgende Uber:

die sich auch in die Form:

[ divdt = - i cos(v,n) do
oder _rdiVVdTZ —_[vnndc ©)
kleiden lakt, wo || der absolute Betrag von v, und vn die Projek-
tion von ( auf die nach dem Inneren von T gerichtete Normale ist.

Diese Beziehung, die zu den Grundlagen der Vektorrechnung
gehort, heit der GAUSSsche Satz (Gauss' Werke V, S. 211). Man
fuhrt damit ein oft (s. z. B. Art. 27, 30) auftretendes Raumintegral
auf ein Uber die Oberflaiche des Raumes sich erstreckendes Inte-
gral Uber.

Die allgemeine Beziehung (1) lautet in vektorieller Form

J\divvdt = — f(grad A, v)dt —j Avndo, (&)

wo wieder (Art. 23 (6)) (grad A, v) das skalare Produkt bedeutet.

25. Die Bewegungsgleichungen fur nicht zusammendrickbare
Flissigkeiten.

Wir wenden nun die Formeln des Art. 19 auf inkompressible
kontinuierliche Massen an, auf deren Teilchen noch &auBere (ein-
gepragte) Krafte, (X, Y, Z) auf die Masseneinheit, wirken mdgen.
Wir wollen jedoch nicht an das D'ALEMBERTsche Prinzip, sondern
an das des kleinsten Zwanges (Art. 14 (10), 18 (5)) anknupfen in
der Form

wo die Beschleunigungskomponenten usw. als Funktionen
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von X, Y, z,t gedacht sind, @ die durch die ganze Masse konstante
Dichte ist. Die Bedingung fir die Inkompressibilitét

O]

liefert (Art. 23) die Beziehung zwischen den Variationenl)

(22)

Das Volumelement sei
dt = dx dy dz,

und also die Integration Uber den zur Zeit t mit Flissigkeit erfull-
ten Raum zu erstrecken. Das Glied behandelt man nach

dem in Art. 18 a. E. angegebenen Verfahren.
Ersetzt man in der Formel (1) des vorigen Artikels v durch
so ergibt sich

3

wo das letzte Integral Uber die Oberfliche des Raumes T zu er-
strecken ist.

Der Ausdruck in (1) fallt weg, wenn
die Oberflache der Flussigkeit frei ist, oder wenn sie von einer festen
glatten Wand gebildet wird. Denn im ersteren Fall ist
im letzteren verhalt sich, weil der Druck auf die Flissigkeit normal
zum Oberflachenelement steht,

Man kann sich dann das Glied mit dem letzten Glied in (3)
vereinigt denken.

Fihrt man (3) in (1) ein, vereinigt die unter den dreifachen
Integralen mit bzw. multiplizierten Glieder und setzt

1) Bei Verwendung des D'ALEMBERTschen Prinzips wére diese Beziehung
durch die folgende zu ersetzen (Art. 23 a. E.).
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deren Summen einzeln Null, vergleicht endlich auch das Oberflachen-
integral mit Null, so erhélt man das folgende System der hydro-
dynamischen Differentialgleichungen

(4)

und fur die Oberflache die Bedingung

®)

wobei die Variation den Bedingungen des Problems entsprechend
zu wahlen ist (Art. 4). Hierzu tritt allgemein noch die Inkom-

pressibilitdtsbedingung
div0o = 0. (5a)

Die GroRe hat die Dimension von also hat A die
Dimension

einer Kraft dividiert durch eine Flache, d. h. eines Flachendruckes
(Einl.); A ist offenbar derjenige Druck, der im Inneren der Flussig-
keitsmasse an der Stelle y, z auf die Flacheneinheit ausgeubt
wird, und zwar in irgendwelcher Orientierung, weil A eine skalare,
keine gerichtete GroRe ist.

Durch Einfuhrung der Werte fir aus Art. 23 (5) erhalten
die Gleichungen (4) die Gestalt

(6)

Sie heiflen die EULERsche Form der hydrodynamischen Differential-
gleichungen und dienen in Verbindung mit der Bedingung (5a) zur
Bestimmung der Geschwindigkeitskomponenten u, v, w und des Druckes
A als stetige und endliche Funktionen der Grofien X, vy, z, t, wenn die
Flussigkeitsbewegung durch Anfangs- und Grenzbedingungen passend
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bestimmt ist. Mit den letzteren darf die Oberflachenbedingung (5)
nicht in Widerspruch stehen.

Ist etwa die Oberflache der Flussigkeit durch eine glatte GefaR-
wand begrenzt, die der Gleichung

l‘IJ(X1y7Z) = o
genlgt, so laikt sich durch zweimalige Differentiation dieser Glei-
chung nach t und nachmalige Variation, wobei jedoch (Art. 18) die
Koordinaten und die Geschwindigkeiten nicht variiert werden, fur die
Variation des Vektors die Bedingung ableiten

die aussagt, daf die Oberflache berthren muB. Dann ist auch
Gleichung (5) befriedigt, weil cos An Stellen jedoch,
wo die Oberflache frei ist, kann iede Richtung und GréRe haben.
So wird z. B. die Gleichung (5) auch dadurch erfillt, da@ 2 = 0 ist,
d. h. daB Uberhaupt kein Oberflachendruck vorhanden, die Oberflache
frei ist.

Man leitet aus der EULERschen (oder zweiten) Form die La-
GRANGEsche (oder erste) Form der hydrodynamischen Differentialglei-
chungen ab, indem man in den Gleichungen (4) u durch usw.
ersetzt und x. u. z (nach Art. 17j als Funktionen von a. b. ¢ auffaft.
Multipliziert man dann die 3 Gleichungen der Reihe nach mit

und addiert, so erhalt man:

Nimmt .man noch &uflere (eingeprégte) Volumkrafte an, fur die eine
Kraftefunktion U existiert, so daR

ist, und denkt man sich auch in U die x,y,z durch a,b,c ausgedrickt,
so geht jene Gleichung in die erste der folgenden Gleichungen uber,
welche die LAGRANGEschen Differentialgleichungen der Hydrodynamik
heilen (wiewohl auch sie von Euler herriihren):

()
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Hierzu kommt die Inkompressibilitatsbedingung in der form

(Art. 17)
R—-1=0.

Aus der EULERschen Form (6) der Differentialgleichungen 1aRt sich
der Druck im Inneren A dann allgemein berechnen, wenn die Flussig-
keitsbewegung ein ,,Geschwindigkeitspotential'* @(X, y, z, t) und die
auBere Kraft X, Y, Z eine Kraftefunktion besitzen. Sind ndmlich
u,v,w partielle Differentialquotienten einer Funktion, und fihrt man

und

in (6) ein, so geht die erste dieser Gleichungen uber in

Multipliziert man diese mit dx, die beiden anderen ebenso uinge-
stalteten .mit dy,dz und addiert, so erhdlt man als Zuwachs langs
eines Linienelementes

und hieraus durch Integration die Gleichung fir den Druck A
@

wo const. noch die Zeit enthalten kann.

26. Anwendung.

Als einfaches Beispiel mdge die Bewegung einer Flissigkeit
dienen, die in einem kreis-zylindrischen, durch zwei Bdden begrenzten
Gefél stationdr um die Achse rotiert. Wir wollen den Druck auf
die Bdden und die zylindrische Seitenwand berechnen, wobei von
der Wirkung der Schwere und der Reibung abgesehen werde.

Wir machen die Zylinderachse zur Z-Achse eines rechtwinkligen
Koordinatensystems und setzen

X2 +y2 =r2
Die Geschwindigkeit sei (berall der Bodenebene parallel und im
Abstand r von der Achse allenthalben gleich q(r) = g Dann ist

w = 0.
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Wegen

ist die Bedingung der Unzusammendrickbarkeit divv = 0 erfilit.
Ferner verschwinden bei stationdrer Bewegung alle partiellen Ab-
leitungen nach der Zeit (Art. 23). Fur den Druck A auf die Flachen-
einheit ergeben so die Gleichungen (6) des vor. Art.:

woraus

wenn AO(  0) der Druck in der Achse (r =0) ist. Auf den Zy-
lindermantel wirkt der Druck

wenn a der Halbmesser der oberen und unteren Grenzflache ist.
Wir machen nun die Annahme, daB die Winkelgeschwindigkeit w
Uberall die gleiche sei, daB also die Flussigkeit wie ein starrer
Korper rotiere. Dann ist

q=w-r,
und der Druck im Abstand r wird
A= N +8%0

Ein unendlich schmales ringférmiges Stiick der Bodenfliche vom
Halbmesser r und der Breite dr erfahrt den Druck A - 2rmdr, und
somit der Boden den Gesamtdruck

Durchschnittlich wirkt also auf die Flacheneinheit der Druck

und auf die Seitenwand
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Waren Wand und Deckel verdnderlich, so jedoch, daR sich der
Zylinder immer wieder in einen Zylinder von gleichem Inhalt defor-
mierte, so wirde der Uberdruck auf die Seitenwand

bewirken, dafl sich Deckel und Boden einander naherten.
Die kinetische Energie der flissigen Masse ist, wenn h die
Hohe des Zylinders ist,

also ebenso groB, wie wenn der Zylinder starr waére, was zu er-
warten war.

Stellt man fur die einzelnen Flussigkeitsteilchen den oben
(Art. 22) definierten Vektor der Drehungsgeschwindigkeit

w = %rotv
auf, so wird

Wiewohl also die Flissigkeitsmasse sich wie ein starrer Korper be-
wegt, die einzelnen Teilchen also ihre gegenseitige Lage und Orien-
tierung nicht &ndern, besitzt doch jedes eine drehende Bewegung
von derselben Winkelgeschwindigkeit w. In der Tat erfahrt jedes
Teilchen bei einmaliger Umdrehung des Zylinders um die Achse
selbst eine einmalige Umdrehung um die eigene Achse, ahnlich wie
der Mond, wenn er die Erde einmal umkreist.

27. Kinematik der Flissigkeiten. Strom- und Wirbellinien.

In der Mecanique analytique T. Il. Sect. 10 findet sich der Aus-
spruch; ,,Euler verdankt man die ersten allgemeinen Gleichungen fiir
die Bewegung der Flissigkeiten in der einfachen und klaren Be-
zeichnung der partiellen Differentiale dargestellt. Durch diese Ent-
deckung wurde die ganze Mechanik der Flussigkeiten auf einen
einzigen Punkt der Analysis gebracht, und wenn die sie enthalten-
den Gleichungen integrabel waren, so konnte man in jedem Falle
vollkommen alle Umstdnde der Bewegung und die Wirkung einer
durch beliebige Krafte bewegten Flussigkeit bestimmen. Aber leider
sind sie so rebellisch, daR man bis jetzt nur in sehr speziellen Féllen
hat zum Ziele gelangen konnen.*1)

1) Nach der deutschen Ausgabe von Serwvus, Berlin 1887.
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Wenn diese Bemerkung im wesentlichen auch heute noch zu-
trifft, so ist doch seit Lagrange die Hydrodynamik um einige
Wissenszweige bereichert worden, die den Kreis der zuganglichen
Probleme nicht unerheblich erweitert haben. Unter diesen stellt
sich insbesondere die Geometrie der Bewegung flissiger Massen die
Aufgabe, von den zeitlichen Zustands- (Geschwindigkeits-) Anderungen
die ortlichen abzusondern, und die gegenseitige Lage, das Neben-
einander der fortschreitenden und rotierenden Massenteilchen mit Hilfe
der Bedingungen fir Stetigkeit, Erhaltung der Masse u. a. zu unter-
suchen.

Die Darstellung dieser Beziehungen wird nun aber erheblich
erleichtert, wenn man sich der Ausdrucksweise der Vektor-Bechnung
bedient. Zur Entwicklung dieses neuen kraftvollen Zweiges der
Mechanik hat die Hydrodynamik selbst nicht wenig beigetragen. Aus
Begriffen und Séatzen entstanden, die verschiedenen Teilen der Physik
entnommen und, von zufélligem Beiwerk befreit, zu einem einheit-
lichen Algorithmus verschmolzen sind, hat die Vektorrechnung grof3e
Gebiete der Mechanik der Koordinaten-Analysis mit Erfolg streitig
gemacht.

In der Mechanik der raumerfiillenden Massen gewinnt das neue
Werkzeug immer mehr an Bedeutung. Weil aber die ganze altere
Literatur seit Lagrange sich der Sprache der Koordinaten bedient,
so wollen wir die beiden Darstellungen nebeneinander benutzen,
ohne darum den Vorzug zu verkennen, den die Vektorrechnung da-
durch besitzt, daf ihre Aussagen meist von der Annahme des
Koordinatensystems unabhéngig sind, einen gegenuber der Koordi-
natenanderung ,,invarianten“ Charakter tragen.

Zu ihren Hilfsmitteln gehort der Satz von Gauss und der von
Stokes, den wir im folgenden Artikel kennen lernen werden. Der
Satz von Gauss ergab sich uns in Art. (24) aus Anlall der Verwand-
lung eines gewissen Raumintegrals in ein Flachenintegral. Er be-
steht in der Beziehung (Art. 24 (3)):

f divvdt = — I vndg, @

deren Inhalt am besten aus den Anwendungen verstanden wird, die
wir sogleich machen werden.

Die oben (Art. 23) definierte Bahnkurve eines Flussigkeits-
teilchens wird im Verlaufe der Zeit beschrieben. Dagegen besitzt
die ,,Stromlinie” eine Bedeutung nur fir einen Zeitmoment. Wenn
man im Inneren einer (elastischen oder auch nicht zusammendriick-
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baren) Flissigkeit von dem Punkt X, y, z aus in der Richtung des
Geschwindigkeitsvektors v sich ein unendlich kleines Linienelement
aufgetragen denkt und auf ihm zu einem Nachbarpunkt (bergeht,
wo diese Konstruktion wiederholt wird usf., so erhdlt man eine
Stromlinie, deren Elemente den Differentialgleichungen

dx:dy:dz=u:v:w

genligen. Andere Anfangspunkte liefern andere Stromlinien, von denen
somit eine oo2-Schar den mit bewegter Flussigkeit gefiillten Raum
durchzieht. Sie bilden in ihrer Gesamtheit das, was man ein Vektor-
feld' nennt, fullen also einen Raum aus, in dem der Vektor v den
Bewegungszustand darstellt. Im allgemeinen wird sich dieses Vektor-
feld mit der Zeit andern. Wir denken uns im folgenden zunachst
das eines gegebenen Zeitpunktes festgehalten.

Zwei Stromlinien werden in ihrer ganzen Ausdehnung unend-
lich nahe benachbart verlaufen, wenn dies an einer Stelle geschieht,
weil der Vektor v oben als stetige Funktion der Koordinaten voraus-
gesetzt wurde (Art. 17 a. E.)). Zwei Stromlinien kennen ferner sich
nur an einer Stelle schneiden, wo v = 0 ist, und wo infolgedessen die
Fortschreitungsrichtung unbestimmt ist. — In irgendeinem Punkt einer
Stromlinie konstruieren wir senkrecht zu v ein Flachenelement dq,
durch dessen Berandungspunkte wir Stromlinien legen. Diese bilden
eine Rohre (Stromrdhre, Stromfaden), deren Inneres wir uns mit Strom-
linien derart ausgefiillt denken, daf an jeder Stelle die Anzahl derjenigen,
die einen Querschnitt treffen, durch die Grofe k || dg, wo k eine
positive Konstante, der Betrag von v an dieser
Stelle ist, (oder vielmehr durch die dieser Gréle nachste ganze Zahl)
gemessen wird. Die flissige Masse laBt sich auf diese Weise in
Stromréhren zerlegen, in deren Innerem die Dichte der Stromlinien
noch veréanderlich sein kann.

Grenzt man nun im Inneren der flussigen Masse irgendeinen
Raum T mit der Oberfliche > ab, so wird eine Stromréhre, die in
T eintritt, nachdem sie X eine gerade Anzahl mal geschnitten hat,
wieder austreten. Ist dq der Querschnitt der R6hre an einer Schnitt-
stelle, do das daselbst ausgeschnittene Flachenelement, n die nach
dem Inneren von T gerichtete Normale zu X, so ist

dg = + do cos (v, m)

wo das — Zeichen negativen Werten des Kosinus, also austretenden
Stromlinien entspricht.
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Bildet man nun die Summe
Jk | cos (v, n)dg,

so stellt' der positive Teil der Summanden die Zahl der in T ein-
tretenden, der negative die der austretenden, das Integral also den
UberschuR der ein- lber die austretenden Stromlinien dar. Anderer-
seits aber ist nach dem GAUSSschen Satze (s. oben):

—kJ |v] cos (v, n) do = -KJ vndo=k[ divvdrt 2

Daher stellt auch das Uber T erstreckte Raumintegral

(2a)

den UberschuR der Anzahlvon austretenden tber die der eintretenden
Stromlinien dar. — Ist T = 1/k, und innerhalb dieses als klein vor-
zustellenden Raumes div v konstant, so stellt divv selbst die An-
zahl der austretenden Stromlinien dar.
In einer, inkomprcessiblen Flussigkeit insbesondere, wo fir jeden
noch so kleinen Raum T
divv =0

ist, und damit jener UberschuR verschwindet, kann nirgends eine
Stromlinie beginnen oder endigen, in jedem Querschnitt einer
Stromrohre befinden sich gleichviel Stromlinien. Diese R&hren
mussen also sich ringférmig schlieen oder an der Oberflache endigen.

In elastisch fliissigen Massen dagegen mit wechselnder Dichte g
treten an denjenigen Stellen, wc  positiv, die Dichte also nn Zu-
nehmen begriffen ist, und wo demnach

positiv ist, mehr Stromlinien ein als aus. Man nennt solche Stellen
Senken, diejenigen, wo div v positiv ist, wo also mehr austreten als
eintreten, Quellen. So erklart sich das Wort ,,Divergenz“.

Wie man in der Lehre von den ponderablen Massen aus der
raumerfillenden Masse von kleinen Dimensionen durch eine Ab-
straktion den ,,Massenpunkt* ableitet, so gelangt man hier zu punkt-
formigen Quellen und Senken. In einer Flissigkeit treten in Wirk-
lichkeit Quellen und Senken von nur beschrankter Ergiebigkeit oder
Saugkraft auf. Nimmt man sie als unbegrenzt wirksam an, so muf
man sich entschlieen, fir den Zu- oder Abflu eine uns unzugangliche
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Raumdimension anzunehmen. Dies wird in dem Beispiel des Art. 32
geschehen.

Wenn man in einer inkompressiblen Flussigkeit (divi = O) eine
Stromrdhre durch zwei unendlich kleine senkrecht zu den Strom-
faden verlaufende Querschnitte von den Flacheninhalten g0 und gl
abgrenzt, und wenn an diesen Stellen die absoluten Betrdge der
Stromgeschwindigkeiten bzw. M| und | sind, so ergibt die An-
wendung des GAUSSschen Satzes auf den so begrenzten Raumteil T,
weil langs der Seitenwand der Réhre cos (v, n) = 0 ist, und in den

kleinen Elementen g0, gl die Geschwindigkeit
als konstant gelten kann,
[vO|g0 = |vi|ql 3
Die Querschnitte eines Stromfadens ver-
halten sich also umgekehrt wie die daselbst
herrschenden Geschwindigkeiten.

Diese SchluBweise kann ohne weiteres auf jeden Vektor Uber-
tragen werden, dessen Divergenz Null ist. Man nennt solche Vektoren
V, fur welche divv = 0 ist, Solenoidal-Vektoren (3 cwhArv, die Rdhre).
Zu ihnen gehort offenbar die friher eingefiihrte ,,Rotation” eines
andern Vektors v, also auch

w= Yrot vV, (4)

ein Vektor mit den Komponenten

der, wie wir friher (Art. 22) sahen, die Dreh- oder Wirbelge-
schwindigkeit eines Flussigkeitsteilchens an der Stelle, wo v = (u, v, w)
die Geschwindigkeit der fortschreitenden Bewegung ist, definiert.
Wir werden spéter erfahren, dal sogar jeder Solenoidalvektor als
Rotation eines andern Vektors aufgefat werden kann. Ubertragt
man die oben fur den Vektor v aufgestellten Begriffe Stromlinie,
Stromfaden und die hierfur geltenden Sétze auf den Solenoidalvektor
w, so gelangt man zundchst zu den Benennungen Wirbellinie, Wirbel-
faden, fur welche dann die von Helmholtz (Journ. f. Math. Bd. 55
1858) aufgestellten Satze gelten, dal Wirbellinien sich entweder ring-
formig schlieRen oder an der Oberfliche der Flussigkeit endigen
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mussen, und daB sich zwei Querschnitte eines Wirbelfadens von sehr
kleinem Querschnitt umgekehrt wie die dort herrschenden Dreh-
geschwindigkeiten verhalten. Fir das Produkt aus Querschnitt in
Drehgeschwindigkeit hat man die Bezeichnung Wirbelstarke, Wirbel-
intensitat oder Wirbelmoment eingefiihrt. Diese GroRe also ist langs
eines Wirbelfadens konstant.

Neben diesen kinematischen Sétzen Uber Wirbel gelten noch
andere aus den Differentialgleichungen folgende Kkinetische, wegen
deren wir auf Art. 33 verweisen.

28. Der Satz von Stokes.

In einem gewissen Gegensatz zu dem Solenoidalvektor, dessen
Divergenz Null ist, steht der in Art. 29 zu behandelnde Potential-
vektor, dessen Rotation verschwindet. Die Bedeutung, die fir den
ersteren der GAUSSsche Satz besitzt, hat fir den Potentialvektor der
Satz von Stokes. Wir schicken diesen Satz voraus. Der Beweis
desselben 1aRt sich auf eine bekannte von Cauchy (1846) herriihrende
Formel der Funktionentheorie grinden, die sich auf die Verwand-
lung eines Integrals Uber ein ebenes ,einfach zusammenhangendes*

Flachenstick — dessen ganze Begrenzung namlich aus einem in
sich selbst zuriicklaufenden sich nicht schneidenden Linienzuse be-
steht — in ein Linienintegral bezieht.

Sind tt, v zwei in allen Punkten einer solchen ebenen Flache >~
stetige und eindeutige Funktionen von x, y, so lalt sich das Uber
alle Flachenelemente do von X erstreckte Integral

in das folgende Uber die ganze Begrenzung von X erstreckte Linien-
integral

I(udx + vdy)

verwandeln.  Um namlich den Teil

umzugestalten, teilen wir die Flache in Streifen parallel der X-Achse.
Der Beitrag eines dieser Streifen, der aus der Y-Achse das Element
dy ausschneidet, zu dem Wert des Integrals ist
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wenn V0, ul, - die Werte von v in den zwei oder mehr Schnitt-

punkten des Streifens mit der Randkurve bedeuten. Durch Inte-
gration Uber samtliche in Betracht kom-
menden y werden offenbar samtliche
Elemente der Flache X und.sémtliche
Elemente der Begrenzung erschépft, und
man erhélt daher, in diesem Umfang
genommen:

wenn unter dy die Projektion auf die
Y-Achse eines Linienelementes ds des
im Sinne einer Rechtsdrehung durchlaufenen Umfanges verstanden
wird. Man beweist ebenso den zweiten Teil der folgenden Gleichung:

®

Stokes (Smiths Prize Examination 1854) Ubertragt diesen Satz
auf ein gekrimmtes Flachenstiick. Zun&chst laRt er sich fiir ein
beliebig im Raume gelegenes ebenes
Flachenstiick aussprechen. Ein ebenes
Dreieck ABC (s. d. Figur), das von
den Koordinatenebenen eines recht-
winkligen Systems begrenzt wird,
ergibt, auf diese Ebenen projiziert,
die Dreiecke OBC, OCA, OAB,
deren Fl&cheninhalt bekanntlich da-
durch aus dem von ABC abgeleitet
wird, da man den letzteren je mit
dem Kaosinus des Neigungswinkels
multipliziert, den die von O aus gefallte Normale n zu ABC mit
der entsprechenden Koordinatenachse bildet. Sind nun wieder u, v, w
drei stetige Funktionen des Ortes, die wir als Komponenten des Vek-
tors v auffassen wollen, und erstreckt man das Linienintegral

_f(udx + vdy + wdz)

der Reihe nach Uber den Umfang der drei Dreiecke OBCO, OCAO,
OABO in dem durch die Buchstaben bezeichneten Sinn, so laRt
sich auf jedes der vorher bewiesene Satz anwenden: fir OBCO st

&)
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Addiert man die drei so erhaltenen Fl&chen- und Linienintegrale
und bemerkt, daR die letztere Summe sich durch das blof3 Uber den
Umfang des Dreiecks ABC erstreckte Linienintegral ersetzen l&ft,
weil die langs der Linien OA, OB, OC positiv und negativ erstreck-
ten Integrale sich aufheben, so ergibt sich, wenn man nun die linke
Seite geméaR (1) deutetl), die Gleichheit der folgenden (iber den Inhalt,
bzw. den Umfang des Dreiecks ABC erstreckten Integrale:

=_f(2£ cos (n, X) + 2n cos (n,y) + 2 cos (n, z)) do
= J(udx + vdy + wdz), 3)

wobei 28, 2n, 2( wie friher die Komponenten von 2w = rotv sind,
de ein Element des Dreiecks ABC ist, und die Richtung der Nor-
malen n zusammen mit der Umkreisung
von ABC ein Rechtssystem bilden.

Die Formel (3) gilt offenbar auch
fur das Dreieck A'B'C', das zu AB:C

hinsichtlich des Ursprungs symmetrisch liegt, wobei wieder die Nor-

male n' mit dem Drehungssinn ein Rechtssystem bildet. Kehrt

man nun die Richtung von n um —

so daB n' mit n gleichgerichtet ist —

und zugleich den Sinn der Umkreisung

von A'BC in A'C'B', so bleibt (3)

ungeandert. Vereinigt man endlich

durch Parallelverschiebung die beiden

Dreiecke an einer beliebigen Stelle des

Raumes zu einem Parallelogramm mit

etwa der gemeinsamen Seite AB (s. Figur 16), so gilt die Formel (3)
1) Dieser nicht ganz strenge Schluf wird einwandfrei, wenn §,{ Konstanten

sind, wie dies bei dem spateren Ubergang zu unendlich kleinen Tetraedern eintritt.
Brill, Mechanik raumerfiillender Massen. 7
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flr beide Dreiecke und damit, weil wieder die Linienintegrale ldngs
AB sich aufheben, auch fiir das Parallelogramm AC'BC.

In infinitesimale Parallelogramme von der betrachteten Art laRt
sich aber jedes beliebige, auch gekrimmte Flachenstiick (s. Figur 17)
zerlegen, indem man es durch zwei Systeme von Parallelebenen zu
den Koordinatenebenen (im obigen Fall zur XZ- und UZ-Ebene)
schneidet. Summiert man die Linienintegrale langs der Begrenzung
der infinitesimalen Parallelogramme, so heben sich wiederum die
Integrale langs der inneren Teilungslinien auf, und es bleibt bloR
noch das Linienintegral (3) rechts langs der Umrandung des Fléchen-
stucks, wahrend die linke Seite der Formel (3) sich auf das Innere
des Fl&chenstiicks bezieht.

Hiermit ist die Gultigkeit der Formel (3) fiir ein beliebig ge-
staltetes Flachenstiick nachgewiesen. Man kann ihr die Gestalt geben

J(rotv)ndo =f(v,ds), (3a)

wo (rotv)n die Projektion von rot v auf die an der Stelle ds gezogene
Normale n bedeutet, (v, ds) das skalare Produkt (Art. 23) aus v und
dem Element ds der Begrenzung ist. Damit ist zugleich die Un-
abhangigkeit der Beziehung (3) vom Koordinatensystem erwiesen.

Man nennt die Beziehungen (3), (3a), durch die das Flachen-
integral links in ein Randintegral verwandelt wird, den Satz von
Stokes.

29. Der Potentialvektor.

Wenn der Vektor v ein Geschwindigkeitspotential ¢@(xy, z) be-
sitzt, wenn also (Art. 25 a E.)

)

ist, nennt man (Art. 23) v den Gradienten von @,
v = grad ¢. (1a)
Dall der Vektor v zu der durch den Raum verteilten skalaren Funk-
tion @ in einer von dem Koordinatensystem unabhdngigen Beziehung

steht, werden wir sogleich erkennen. W.ir benutzen zunéchst die
Gleichung (la) als kurzere Schreibweise von (1). Aus (1) folgt

rotv =0, (2
daher ist fur die skalare Funktion ¢
rotgrad ¢ = 0. (2a)

Die Eigenschaft des Vektor v = grade, die sich durch Formel (1)
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ausdruckt, macht fur V die Bezeichnung ,,Potentialvektor verstdnd-
lich. Um diesen aber in einer von dem Koordinatensystem unab-
hangigen Form zu definieren, stellt man die durch die Gleichung (2)
ausgedriickte Eigenschaft voran und nennt Rotentialvektor jeden Vek-
tor, dessen Rotation verschwindet. Dall umgekehrt aus rot i = 0
die Eigenschaft (la) v = grad @ folgt, erkennt man auf folgende
Weise.

Die Grofen u, v, w seien im Inneren eines Raumes T stetige,
endliche und einwertige Funktionen des Ortes, die sich zu einem
Vektor V zusammensetzen, fir den rotv = 0 ist. Der Raumteil T sei
einfach zusammenhangend, d. h. so beschaffen, dal durch jede ge-
schlossene innerhalb T verlaufende Kurve eine von ihr allein begrenzte
Flache gelegt werden kann, die ebenfalls ganz innerhalb T verlduft.l)
Erstreckt man langs dieser Kurve das Integral

_[(udx + vdy + wdz) =I(v, ds),

so ist dieses nach dem STOKESschen Satz (s. vor. Art.) in das Flachen-
integral

I(rot v)ndo

Uberfihrbar, verschwindet also, wenn in T {berall

rotv =20

ist. Daher verschwindet das Linienintegral (3) auf jedem in T ver-
laufenden geschlossenen Integrationsweg. Wenn man andererseits
das Integral (3) von einem festen Punkt MO0 (x0, yO z0) im Inneren
von T bis zu einem anderen in T gelegenen Punkt M(x, y, z) auf
irgendeinem Wege fiihrt, so kann der Wert des Integrals von dem
gewahlten Wege nicht abhangen, weil zwei verschiedene Wege von
MO nach M zu einer geschlossenen Kurve vereinigt werden konnen,
langs deren das Integral erstreckt, wie eben gezeigt, den Wert Null

1) DaR diese Forderung nicht immer erfullbar ist, zeigt das Beispiel eines
von zwei Kreisringen begrenzten HohlZylinders T. Denn ein zwischen den zy-
lindrischen Seitenwénden verlaufender Kreis, dessen Mittelpunkt sich auf der
Achse befindet, ist eine Kurve, durch welche sich keine von ihr (allein) begrenzte
Flache legen 1aBt, die ganz innerhalb T verlduft. Man kann T durch ein
Rechteck, das in einer Ebene durch die Achse liegt, und das von den 4 Grenz-
flachen begrenzt wird, (als ,,Querschnitt“) in einen einfach zusammenhangenden
Raum verwandeln, indem man es (zweimal) zur Begrenzung hinzunimmt. T heif3t
ein ,,zweifach zusammenhangender Raumteil“.

7*
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gibt. Das Integral von M0 bis M auf dem einen Wege ist dann
gleich dem Integral von M bis M0 auf dem anderen genommen, aber
mit negativem Vorzeichen; oder beide, von M0 bis M genommen,
sind einander gleich. Dabher ist der Wert des Integrals

4)

blo von den gewahlten Grenzpunkten abhé&ngig und eine eindeutige
Funktion derselben. Aus (4) folgen aber die Gleichungen (1), w. z. b. w.

Fahrt man das Integral fd(p insbesondere langs einer Linie,
fur die

ist, also im Falle, daB ¢ Geschwindigkeitspotential ist, langs einer
Stromlinie, so ist d@ = ds immer positiv. Daher bewegt sich ein
Flussigkeitsteilchen immer von Stellen niederen zu solchen hoheren Ge-
schwindigkeitspotentials.

Statt als Komponenten einer Geschwindigkeit kann man u, v, w
auch als solche einer Kraft deuten. Bezeichnet man sie dann mit
X, Y, Z, die Kraft mit SO ist

die sogenannte Kraftefunktion oder Potentialfunktion {Potential im
weiteren Sinne). Sie bedeutet, wie schon friher erwéhnt (Art. 15),
die auf dem Wege M0 nach M von der Kraft B geleistete Arbeit,
und setzt sich aus den Elementararbeiten langs der infinitesimalen
Wegestrecken zusammen, die durch das Produkt aus Kraft, Weg-
element und dem Kosinus des eingeschlossenen Winkels dargestellt
werden. — Die Flachen, in deren Punkten das Potential ¢ einen
und denselben numerischen Wert ¢ besitzt, deren Gleichung also

o(X,y,2)=c¢

ist, nennt man Niveauflachen. Sie geben ein Mittel an die Hand
zur Bestimmung der Richtung der Kraft B an einer gegebenen
Stelle und damit zur Konstruktion der Kraftlinien, in welche die
Stromlinien bei dieser Deutung von ¢ Ubergehen, also zur Konstruk-
tion des Vektorfeldes fir B = (X, Y, Z). Weil namlich die Rich-
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tung der Normalen n zu der Flache @ = const. in einem Punkt x, y, z
derselben sich aus

bestimmt, so gibt die Normale gerade die Richtung der Kraftlinie
an. Sie fallt mit der Richtung des Vektors grad ¢ zusammen. Da

andererseits die Summe der Quadrate wie eine

leichte Rechnung zeigt, eine bei Drehung und Verschiebung des Ko-
ordinatensystems invariante Grole ist, so ist dies auch mit grad @
selbst der Fall, wie oben behauptet worden war. Andert man den
Wert der Konstanten ¢, so erhélt man ein System von Niveauflachen,
deren Orthogonaltrajektorien alsdann die erwahnten Linien sind.
Umgekehrt kann jede innerhalb eines Raumes T mit ihren 1. Diffe-
rentialquotienten stetige, endliche und eindeutige Funktion ¢ zur
Bestimmung eines Potentialvektors (grad ¢) verwendet werden. Die
Funktion @ bestimmt in T ein skalares Feld', die Gesamtheit aller
Punkte, denen endliche Werte von @ eindeutig sich zuordnen lassen.
Zugleich ist in T durch grad ¢ ein Vektorfeld definiert. Soll der
Raum T dieses Feld nicht Uberragen, so muf man aus T solche
Stellen, wo die Funktion ¢ oder ihre Differentialquotienten unend-
lich werden, durch Umgebung derselben mit geschlossenen Flachen
ausschlief3en.

Wir wollen uns mit der Konstruktion eines solchen Feldes T
in einem besonderen Fall beschéftigen. Das Potential sei

wo e, el positive oder negative Konstanten, r, rl die Abstdnde eines
unbestimmten Punktes X, y, z (des ,Aufpunktesi) von zwei festen
Zentren 0, 01 mit den Koordinaten a,b,c- al,bl,ci sind, also

r=@-x)2+((b-y)2+(c-:s)2 rl=(@l —x)2+ (bl - y)2+ (cl — 2)2

Weil ¢ in 0, 01 unendlich wird, wollen wir diese Punkte aus T
durch kleine sie umgebende Kugeln ausschlielen, die wir dann zur
Begrenzung X des Raumes T rechnen miissen, der sich im (dbrigen
bis ins Unendliche erstrecken mége. Der Vektor v = (u, v, w) ist
nunmehr in T stetig, und seine Richtung unbestimmt nur in den
,.Indifferenzpunkten”, d. h. an den Stellen, wo v = 0 oder wo zugleich
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ist. Um diese zu ermitteln, legen wir die Z-Achse in die Verbin-
dungslinie OOl und den Ursprung des Koordinatensystems in den
Punkt Ol. Dann ist
a=b=al=bl=c=0,
R=x2+yl+ z2; r12= x2+y2+ (z — cl)2
Die Niveauflachen

sind Rotationsflachen mit der Z-Achse als Umdrehungsachse und
durch ihre Meridiankurven darstellbar, von denen in beistehendeu

Figuren fir die Féalle e=2; el=1; und e=2; el = — 1 einige
(nach Holzmuller, Das Potential, Leipzig 1898) gezeichnet sind.
In den Indifferenzpunkten ist

Die beiden ersten Ausdricke verschwinden, auBei- fur
(was in die dritte Gleichung eingesetzt, cl = 0 ergabe), nur fir
X =y =0. Geht man hiermit in die dritte Gleichung ein und be-
achtet, daR fir gleichnamige e, el ¢l >z sein muf3, also rl=cl —z
zu setzen ist, fir ungleichnamige e el cl< z, also rl=12z - cl, so
erhélt man

fur gleichnamige flr ungleichnamige

wenn ist.
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Ist ¢ ein Geschwindigkeitspotential, so besteht die Bewegung
bei gleichem Vorzeichen von e und el (Fig. 18) entweder aus einem
Einstromen der Flissigkeit in die Senken r =0, rl =0 von der

»Saugkraft“ e und el (s. Art. 32) oder einem Entstrdmen aus diesen
Quellen von der ,,Machtigkeit* e und el. Fig. 19 entspricht un-
gleichem Vorzeichen von e und el

30. Der Satz von Green. Das Newtonsche Potential.

Sind @, ¢ zwei skalare Funktionen des Ortes, die nebst ihren
ersten Differentialquotienten innerhalb eines irgendwie (nach auRRen und
nach innen) begrenzten Raumteiles T eindeutig, stetig und endlich
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sind, und bedeutet die Summe S drei Glieder in x, y, z, von denen
wir je nur eines ausschreiben, so ist

wo Ay der bekannte Lamésche Differentialparameter

@)

ist. Integriert man jene Gleichung Uber den ganzen Raum T,
indem man auf der linken Seite den Gausssehen Satz (Art. 24, (3))

bezogen auf den Vektor @ grad ¢ anwendet, so erhdlt man

)

wo n die nach innen gerichtete Normale im Element do der (unter
Umstanden in Teile zerfallenden) Oberfliche >~ des Raumes T ist.
Zieht man von dieser Gleichung diejenige ab, die man aus ihr
durch Vertauschung von @ mit y erhalt, so ergibt sich die folgende
Beziehung zwischen einem Oberflachen- und einem Raumintegral:

©)

Ferner folgt aus (2), wenn man die Funktionen ¢ und { gleichsetzt,

Die Beziehung (3) hei8t der Satz von Green. Sie wird dazu
dienen, eine Funktion @ im Inneren eines Raumes T darzustellen,
wenn man allenthalben dort den Wert von A¢@ und auflerdem
die (Ubrigens voneinander nicht unabhéngigen) Werte von ¢ und

an der Oberflache von T kennt.

Man flhrt zu diesem Zweck fir ¢ den besonderen Wert
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ein, wo
r=@-x)2+b-y2+ (- 2)

ist, und a, b, ¢ die Koordinaten des Ortes des Volumenelementes dt
sind. Setzt man in (3) demnach

dt = dadbdc,

so ist auf der rechten Seite auch ¢@ U in a, b, ¢ zu schreiben und

zu setzen, wo nun p eine bekannte Funktion von a, b, ¢ sein mdge.

Ist nun P ein Punkt von T in allgemeiner Lage, dessen Koor-
dinaten X, y, z als Argumente in die zu bildende Funktion ¢ ein-
gehen sollen (der ,,Aufpunkt®), so lalit sich ¢ auf folgende Weise
ermitteln. Zunéachst ergibt eine kleine Rechnung, dal

Weil in (3) die Funktionen @, ¢ innerhalb des Raumes T als
endliche und stetige Funktionen von a, b, ¢ vorausgesetzt wurden,
¢ aber nebst seinen Differentialquotienten fir a=x, b=y, c=z
unendlich wird, so muB man den Punkt P und seine ndchste Um-
gebung aus T ausschlielen, etwa dadurch, daB man P mit einer
Kugel von sehr kleinem Halbmesser a umgibt und diese nicht zu T
rechnet. Dann ist die Oberfliche dieser Kugel der Begrenzung =
von T zuzurechnen. T gehe dadurch in T, die Oberfliche =~ von T
in die X' von T' Uber. Eine zu der kugelférmigen Begrenzung
von T' nach innen gerichtete Normale ist dann &uBere Normale der
Kugelflache, und zwar ist

Das Oberflachenelement do der Kugel kann durch
do = a2dw

ersetzt werden, wo dw das Oberflachenelement einer Kugel vom
Halbmesser 1 ist. Scheidet man nun aus dem Oberflachenintegral
auf der linken Seite von (3) den auf die kleine Kugel beziglichen
Teil aus, so geht (3) Uber in
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wo nun das erste Integral links bloR noch Uber die urspriingliche
Begrenzung > zu erstrecken ist. Fur verschwindend Kkleine o er-
gibt sich hieraus

()

womit die allgemeine Darstellung von @ in der in Aussicht gestellten
Form geleistet ist. Es genlgt ubrigens (Kirchhoff, Mechanik,
16. Vorlesung, § 5), @ an der Oberfliche zu kennen, weil sich dann

bestimmen 1&Rt, oder umgekehrt.

LaRt man nun den Raum T allseitig sich ins Unendliche aus-
dehnen, indem man fur die &uBere Grenzfliche > eine Kugel mit
zunachst groRem Radius R annimmt, deren Mittelpunkt im Endlichen
liegt, so geht do uUber in

da = Wdw, (5a)

wo da wieder das Element der Einheitskugel ist. FiUr unbegrenzt
wachsende a, b, ¢ und etwa nehmen die GroRen

endliche Werte an, wenn x,y, z endlich bleiben. Macht man daher
Uber das Verhalten von @(a, b, ¢) und d¢ on im Unendlichen passende
Annahmen, so kann man bewirken, daB das Oberflachenintegral auf
der rechten Seite von (5) verschwindet. Wir wollen fiir einen Augen-
blick diese Bedingung als erfillt voraussetzen. Dann erhalt man

®)

Um nun die zu erfillende Bedingung zu finden, multiplizieren wir
(6) beiderseits mit

und lassen in dem nach a, b, ¢ auszufiihrenden Integral

X, ¥,z und R unbegrenzt wachsen. Dann behélt, wenn p nur in
irgendwelchen endlichen Raumteilen von Null verschieden ist, die
rechte Seite und damit R@ einen endlichen Wert, ebenso das Integral
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wenn | eine der Koordinaten x, y, z bedeutet. Fihrt man nun um-
gekehrt die Bedingung, daf

R (x,y,z") und (7

(Ubrigens in a, b, ¢ statt in X, y, z geschrieben) fiir wachsende R nicht
unendlich, werden sollen, in das Oberflachenintegral rechts von (5)
ein, so verschwinden wegen (5a) die zwei Glieder einzeln, und (5)
verwandelt sich in

®

Dieser Ausdruck fur ¢ ist lediglich aus folgenden drei Annahmen
abgeleitet:

1. daR die Funktion ¢ und ihre ersten Differentialquotienten
im unendlichen Raume stetige und endliche Funktionen seien;

2. daB ihr Verhalten im Unendlichen das durch die Annahme
(7) vorgeschriebene sei;

3. daR die GroRe
A@ = —4mp

im Raume T beliebig — auch unstetig veranderlich — gegeben sei,
jedoch (wegen 2.) mit unbegrenzt wachsendem X, y, z verschwinde.

Setzt man nun die in Funktion von a, b, ¢ gegebene GroRe i)
in das Uber alle Elemente dt = dadbdc des unendlichen Raumes
erstreckte Integral ein

(©)

(wo also rechts x,y, z bloB in der GréRe r auftreten), so ist dieser
Ausdruck die einzige Loésung der partiellen Differentialgleichung

(8a)

welche jene drei Annahmen zugleich erfiillt. Dabei schlieBt, wir
wiederholen es, die Annahme, dal A@ (mit p) unstetig im unend-
lichen Raume verteilt sei, die Stetigkeit von ¢ und 0@/dn nicht aus.2)

1) Wegen flachen- oder linienhaft verteilter Massen p vgl. man das
Werk Riemann-Weber, part. Differentialgleichungen der math. Physik, Braun-
schweig, 1900, I. Bd. S. 234 ff., dessen Darstellung unser Text im wesent-
lichen folgt.

2) Eine auf die Strenge der Beweisfihrung in der Potentialtheorie be-
ziigliche Untersuchung findet man in Hoider’s Dies. ,,Beitrdge zur Potential-
theorie®, 1882.
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Die den Bedingungen (1)—(3) genugende Funktion ¢@ heilt das
Newtonsehe oder rdumliche Potential, auch ,Potential“ im engeren
Sinne, die partielle Differentialgleichung (8a), welcher ¢ (8) genigt,
heiRt die LAPLACE-POISSONsche Gleichung.

Je nach der Bedeutung, die man der Funktion p beilegt, findet
die Formel (8) Verwendung in verschiedenen Gebieten der Mechanik
und der Physik. Bedeutet py die Dichte ponderdbler im unendlichen
Raume irgendwie verteilter Massen, wo dann p fir die einzelnen
Raumelemente dt eine positive Grofle oder Null ist, so ist ¢ das
(Newtonsche) Potential dieser Massen. Die Differentialquotienten

haben, mit der Gravitationskonstanten 1 und der Masse m des Punktes
X, ¥, z multipliziert, die Bedeutung der Komponenten einer Kraft,
die man erhalt, wenn man die Resultante aus allen elementaren

Anziehungskréften nimmt, die nach dem Gravitationsgesetz

von der in jedem a, b, ¢ vorhandenen Masse pdt auf einen in der
Entfernung r an der Stelle x, y, z befindlichen Aufpunkt von der
Masse m ausgeiibt werden. Bedeuten dagegen y und m beide
elektrische oder (als frei gedachte) magnetische Massen, die auch ne-
gative Werte annehmen koénnen, so treten an die Stelle von u ne-
gative GroRen; gleichnamige Massen dieser Art stoflen sich ab.

Ist endlich @ innerhalb des Raumes T ein Geschwindigkeits-
potential, sind also die Differentialquotienten die Komponenten der
Geschwindigkeit v einer Flussigkeitsbewegung, so ist diese in T
wirbellos, weil im Falle eines Potentialvektors rotv =0 ist, und
die Bedeutung von p ergibt sich (Art. 22 a. E) aus:

©)

P ist also dann eine der Divergenz (oder der Zunahme des Logarith-
mus der Dichte) proportionale GroRe. Ist die Flussigkeit inkom-
pressibel, so ist die Divergenz Null an allen Stellen, wo sich keine
Quellen und Senken befinden. Wo aber solche vorhanden sind, hat
p die Bedeutung der Ergiebigkeit der Quelle oder der Saugkraft der
Senke. Kennt man ihre Verteilung im unendlichen Raume T, so
bestimmt sich der Bewegungszustand der Flussigkeit an jeder Stelle
durch das Integral der Gleichung

A @ =divy,
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also durch das Potential
(10)

sofern nur die aus (7) abgeleitete Bedingung erflllt ist, daB die
Geschwindigkeitskomponenten fiir grofle Werte der Koordinaten 91
so verschwinden, dal R2m, R2\, R2w endliche Werte behalten. Wir
sagen dann, daf die Fliussigkeit ,,im Unendlichen ruht* (eine Bezeich-
nung, die Ubrigens auch dann verwendet wird, wenn blof} Ru,.. einen
endlichen Wert hat). Wenn man sich die in einer inkompressiblen
Flussigkeit vorhandenen Quellen und Senken mit geschlossenen
Flachen umgeben denkt und auf den so nach innen begrenzten, im
tbrigen aber endlichen oder unendlichen Raum T die Gleichung (4)
anwendet, so geht sie, weil nun innerhalb T A¢ = 0 ist, in die
folgende Uber:

11)

Multipliziert man (11) mit dem Faktor @2, wo @ die (uberall kon-
stante) Dichte ist, so bedeutet die linke Seite die kinetische Energie
der Flussigkeit. Diese also ist innerhalb eines quellen- und senken-
freien Raumes durch den Zustand an der Oberflaiche dann vdllig
bestimmt, wenn die Flissigkeitsbewegung stationar, d. h. @ von der
Zeit unabhangig ist.

31. Zusammensetzung eines Vektors aus einem Potential- und einem
Solenoidalvektor.

In Art. 27 wurde bemerkt, dafl jeder Solenoidalvektor v = rotv
der Bedingung
divv =divrotqg =0

genugt. Umgekehrt 1aBt sich jeder Vektor v = (u, v, w), dessen Diver-
genz verschwindet, welcher also der partiellen Differentialgleichung

M)

genugt, als Solenoidalvektor, d. h. als Rotation eines andern Vektors
darstellen. Der Beweis hierfiir ist erbracht, wenn man zeigen kann,
dall aus der Annahme:

y = rotv,
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oder, wenn L, M, N die Komponenten von g sind, aus der Annahme:

)

solche GroRen L, M, N berechnet werden koénnen, dal die durch sie
ausgedriickten u, v, w die Gleichung (1) befriedigen. Man bemerkt
zunachst, daf die Grdlen L, M, N aus (2), wenn Uberhaupt, dann
nur bis auf die partiellen Differentialquotienten einer und derselben
Funktion bestimmt sind. Denn wenn man ein System L, M, N kennt,
das den Gleichungen (2), (1) genugt, so ist auch

®)

ein solches, wo U irgendeine Funktion von x,y, z ist. Berechnet
man nun aus (2) die Komponenten 2§, 2n, 2 der Rotation (Art. 22)

2in = rotu,
so kann man den Ausdruck fur z. B. 2& in die Form bringen

oder

(4)

wo wieder

ist. — Wenn man die Formeln fir 2§,2n,2¢ in eine zusammenfafit

rotv = rotrotq = grad divqg — A q, (4a)
so ist damit eine oft anzuwendende Identitat der Velctorrechnung be-
wiesen. —

Man bestimme nun ein Losungssystem (L, M, N) = q aus (4),
jedoch unter der Annahme divq = 0, also aus den Gleichungen

AL = —2¢
AM= -2y ©)
AN=—-2,
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d. h. man bestimme ¢ aus
A q= —rotv (5a)

unter der Voraussetzung, daB fiir unbegrenzt wachsende Koordinaten

X, v, z die GroRen

R2u, R2v, R2w (5b)
(wo

Rl=x2+yl+ 2
ist), und also

R3¢, R3n R3(

nicht unendlich werden, weshalb auch

RL, RM, RN
und

endlich bleiben. Dann sind die Losungen der partiellen Differential-
gleichungen (5) (Art. 30)

©)

oder in Vektorschreibweise

(62)
wo dt = aadbdc ist,
nN=@-—-x)2+b-y2+ (c-— 2)?

und wo &, n, ¢ in den Koordinaten a, b, ¢ eines Punktes des Raumes T
zu schreiben sind, Uber welchen sich die Integration erstreckt.
Dal? diese Losungen (6) umgekehrt auch der Bedingung

™

genlgen, ergibt sich aus folgendem. Weil

und demnach
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ist, so wird

Das letzte Integral rechts ist Null wegen div rotv = 0. Auf das
erste wenden wir den Gaussschen Satz (Art. 24) an und erhalten

(72)

wobei die Integration auszudehnen ist Uber die unendlich entfernten
Oberflachenelemente

do = R2(Tw
des Raumes T, wo da das Element der Einheitskugel ist und 9i
mit r unbegrenzt wachst. Der Klammerausdruck verschwindet aber
mit R Rn, R¢ und daher ist divqg = 0.

Aus dem so erhaltenen besonderen Ldsungssystem L, M, N der
Gleichungen (4), fur welches divg =O ist, laBt sich aber jedes
andere (3) L1, M1 N1, fur das divg einen gegebenen Wert hat,
durch Bestimmung der Funktion  aus der Gleichung

A Y =divg

nach Art. 30 berstellen. Denn kennt man {, so wird z. B.

also

so dafl L! die Loésung von (4) ist. Bei der Bildung von u, v, w
fallt jedoch die Funktion @ Uberhaupt heraus. Daher liefern schon
die Formeln (6) ein Ldsungssystem. Man nennt den durch (2) de-
finierten Vektor q das Vektorpotentidl des Vektors v = (u, v, w), im
Gegensétze zu dem skalaren Potential, wie es Geschwindigkeits- oder
Kraftpotentiale sind.

Nun kann man den folgenden (fur die Kinematik der FlUssig-
keiten wichtigen) Satz der Vektoranalysis beweisen:

Jeder Vektor 1aBt sich aus einem Potential- und einem Solenoidal-
vektor zusammensetzen. Oder in ausgefihrter Form:

Sind u, v, w drei mit ihren Differentialquotienten im unendlichen
Raume stetige, endliche und eindeutige Funktionen von X, vy, z, die

im Unendlichen die Bedingung erfulllen, daB (Art. 30)
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mit wachsendem R usw. endliche Werte behalten, so lassen sich
immer vier Funktionen @, L, M, N auf nur eine Weise so bestimmen,
daB die Gleichungen erfillt sind:

(8)

oder in Vektorbezeichnung
V = grad y ff- rotq. (8a)

Dieser von Clebsch (Journ. f. Math. Bd. 61, S. 197) zuerst aus-
gesprochene Satz laRt sich beweisen wie folgt. Durch Differentiation
der Gleichungen (8) bzw. nach x,y, z und Addition erhalt man fir

Y die Gleichung
divv = divgrad # = A . 9)

Ferner ergeben sich fur L, M, N Gleichungen von der Form (4),
die nach dem Vorstehenden durch

Aqg= —rotv (10)
mit der Bedingung
divg =0

ersetzbar sind. Dann sind aber die Funktionen (6a)

und (11)

die auf Grund der Annahme (5b) eindeutig bestimmtenl) L&sungen
der Differentialgleichungen (9), (10)- Mit ihrer Hilfe lassen sich
nach (8) die GroBen u, v, w fir alle Stellen des Raumes bilden,
wenn man die Verteilung der Grolen rotv und divv im Baume kennt.

1) Dal ein Vektor v, dessen Divergenz und dessen Rotation bekannt sind,
und der im Unendlichen wie 1/R3 verschwindet, dadurch eindeutig bestimmt
ist, beweist unabhangig von dessen Darstellung z. B. R. Gans, Einfiihrung in die
Vektoranalysis, Leipzig 1905, S. 44. Was das Verhalten von i im Unendlichen
angeht, so genigt nach 0. Blumenthal (Math. Ann. Bd. 61, S. 235, 1905) fir
seine Darstellung bereits das Verschwinden von i und seinen Differential-
quotienten.

Brill, Mechanik raumerfillender Massen. 8
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Bedeutet (i die Geschwindigkeit der Teilchen einer inkom-
pressiblen Flussigkeit, die den unendlichen Raum erfullt, so 1403t
sich dieses Ergebnis so deuten: Kennt man in einem gegebenen
Augenblick

1. Die Verteilung der Quellen und Senken (div v),
2. Die Stellen, wo wirbelnde Bewegung stattfindet und die Kom-

ponenten 1, n, ¢ derselben, also alle Wirbelfaden (rot v),

3. Ruht die Flassigkeit im Unendlichen (bleiben endlich
bei wachsendem 9i),
so laRkt sich mittels der Formeln (8) und (11) allenthalben die fort-
schreitende Bewegung v = (u, v, w) bestimmen.

Durch die Verteilung von Wirbeln und Senken (Quellen) ist somit
in einem gegebenen Zeitpunkt der Zustand der Flussigkeit bestimmt;
aus der Kenntnis von v ergibt sich ferner der im n&chsten Augen-
blick, und man konnte also, falls keine &uBeren Krafte wirken,
durch fortgesetzte Konstruktion im Unendlichkleinen die Bewegung
fur einen endlichen Zeitabschnitt ermitteln.

Wir schlieBen noch eine allgemeine Bemerkung uber die in
diesem Artikel viel gebrauchte Operation Ag an. Weil (9)

A@ = div grad @

durch eine Aufeinanderfolge von zwei Vektoroperationen darstellbar
ist, deren jede fur sich eine von einem Koordinatensystem unab-
héngige Deutung zuldBt (Art. 27; Art. 29), so ist auch A eine von
der Lage des rechtwinkligen Koordinatensystems unabhédngige GroRe,
eine ,,Differential-Invariante gegeniber orthogonaler Transformation.
Wenn man also eine beliebige Drehung und Verschiebung des Ko-
ordinatensystems (etwa von X, Y, Z in X'Y,Z"™) vornimmt, bei welcher
die Funktion ¢(X,y,z) etwa in ¢'(x',y',z") ubergeht, so mufl not-
wendig auch

in
Uibergehen.

32. Beispiele zur Flussigkeitsbewegung mit ein- und mehrwertigem
Geschwindigkeits-Potential.
1. Beispiel. Wir wenden zunédchst den Greensvhen Satz an

auf die in Art. 29 erwahnte Strdmung einer FlUssigkeit nach zwei
festen Zentren a, b, ¢, al, bl, cI mit dem Potential
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1)
W0
rR=x-a) +y—>b2 +(z-c)
M = (x- al)2 + (y-bl2 + (z — cl)2 2)

ist.. ' Wenn man diese zwei Zentren mit sehr kleinen Kugeln von
den Halbmessern a, al, die wir a, al nennen wollen, umgibt, so
besteht im Ubrigen Raume T die Gleichung

Ap = 0. (3)
Auf das Innere dieses, nach innen von den Kugeln a, nach auBen von
einer Kugel mit unendlich groRem Halbmesser begrenzten Raumes T
wenden wir nun die Formel (11) des Art. 30 an, durch welche die
gesamte Kkinetische Energie einer inkompressiblen Flussigkeit, die
den unendlichen Raum erfiiUt, durch ein Integral dargestellt wird,
das sich allein Uber die Oberflaiche des Raumes, hier Uber die
Kugelflachen a, al erstreckt, die den Raum nach innen begrenzen,
weil unsere Funktion ¢ im Unendlichen die Bedingungen (7) des
Art. 30 erfallt. Ist T die kinetische Energie der Flussigkeit, so ist
nach jener Formel (11):

(4)

wo @ die Dichte ist. Auf der Kugeloberfliche o hat, weil der
Radius eine sehr kleine GroRe ist, @ nahezu den Wert

wo R der Abstand der Mittelpunkte der Kugeln
R2 = (a — al)2+ (b — bl)2 + (c — cl)2 (5)

ist.  Wir bilden nun den Ausdruck

fir die Kugel a. Weil die nach dem Inneren von T gerichtete Nor-
male die duflere der Kugel ist, so ist

dn = da,
ferner (nahezu)

und, wenn wieder dw das Oberflachenelement der Einheitskugel ist,

8*
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Das letzte Integral rechts ist Null, weil fir je zwei Elemente der
Kugel a, die an entgegengesetzten Enden eines Durchmessers liegen,

entgegengesetzt gleiche Werte hat. Daher wird schlieBlich fir

die Kugel a
(6)

Bildet man das entsprechende Integral fir die Kugel al und
summiert, so kommt

Y]

Wie wir die rdumlich verteilte Divergenz auf eine Senke zusammen-
gezogen haben (Art. 27), so kann man sich die punktférmige Senke
von der Saugkraft e wieder durch einen das Innere der Kugel a
stetig erfillenden Senkenraum, welcher die Saugkraft ¢ pro Volum-
einheit hat, ersetzt denken, wo dann

ist. Ahnlich fir el Der Gausssehe Satz, auf die Oberfliche der
Kugel o angewandt, wenn die Einstromung in sie als gleichférmig
verteilt und normal erfolgend angesehen wird, ergibt

IA @dt = — 4n_£dT: — 4me = - _[vdoz — Vv 4tto2,

woraus sich die Einstrémungsgeschwindigkeit v = [/ bestimmt:

was sich auch aus (nahezu) ¢ = e/a ergeben hatte. Die pro Se-
kunde in die Senke o einstromende Flissigkeitsmenge ist dann

Daher ist die kinetische Energie der in der Sekunde in a verschwin-
denden Flussigkeit nahezu

eine mit der 5. Potenz des Kugelhalbmessers a und der 3. Potenz
der Saugkraft ¢ auf die Volumeinheit der Kugel proportionale GroRe.

2. Beispiel. Der Greensche Satz in der bisherigen Verwendung
setzt die Eindeutigkeit des Geschwindigkeitspotentials ¢ voraus.
Dal und in welcher Weise er benutzt werden kann, wenn die
Funktion in der Formel (11) des Art. 30 eine mehr- oder unend-
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lieh vieldeutige GréRe ist, wollen wir zunédchst an einem Beispiel
zeigen.

In Art. 26 haben wir eine stationdre Flussigkeitsbewegung im
Inneren eines durch zwei kreisférmige Bdden geschlossenen geraden
Zylinders betrachtet, die durch die Geschwindigkeitskomponenten

w=20

gegeben war, wo q eine Funktion des Abstandes

ist. Man kann g so zu bestimmen verlangen, dafl die Bewegung
ein Potential hat, daf also

ein vollstandiges Differential ist. Eine Losung ist:

wo ¥ eine Konstante ist. Man erhalt so, wie man leicht sieht:

(8)

In der Achse des Zylinders wird ¢ unbestimmt. Wir nehmen
diese von der Bewegung aus, indem wir sie durch einen Kreis-
Zylinder mit dem sehr kleinen Radius a einschlieBen. Dann ist im
Inneren des durch die &dulRere Wandung und den Zylinder a be-
grenzten Hohlzylinders die Geschwindigkeit \r| eindeutig bestimmt.
Aber ¢p ist eine unendlich vieldeutige Funktion des Argumentes y/x.
Einem bestimmten Werte desselben entsprechen, wenn ¢ irgend eine
Losung der Gleichung (8) ist, sdmtliche Grofl3en

@ + 2nm - H

wo n eine positive oder negative ganze Zahl ist. Diese Vieldeutig-
keit rdhrt von der Gestalt des Raumes her, fur den ¢ definiert ist.
Er ist kein ,einfach zusammenhdangender Raum“ im Sinne des
Art. 29, worauf dort schon in der Fufinote hingewiesen worden ist.
Deshalb hé&ngt der Wert des Integrals _fd(p, etwa zwischen den
Endpunkten x0, y0, 20 und x1, yl, zI genommen, nicht blo von
den Endpunkten, sondern auch von dem Wege ab, der die beiden
verbindet.

Um nun doch den GREENschen Satz nutzbar zu machen, ver-
wandelt man den zweifach zusammenhéngenden Raum T in einen
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einfach zusammenhangenden T dadurch, daf man in dem Hohl-
zylinder eine Sperrflache, einen ,,Querschnitt* einschaltet, der (s. die
Fulinote zu Art. 29) aus einem Rechteck (in einer Ebene durch die
Achse) besteht, das bei jeder Umkreisung der Achse innerhalb T
passiert werden mufB. Diesen Querschnitt hat man sich doppelt, als
Abschluflache nach beiden Richtungen hin zu denken. In dem so
zerschnittenen Zylinderraum T ist nun wieder die Funktion ¢ ein-
deutig; an den beiden Seiten der Sperrfliche aber hat @, wie wir
sehen werden, einen verschiedenen Wert. Um auf die so definierte
Funktion ¢ den GREENschen Satz anwenden zu koénnen, hat man fir
T' zu den Grenzflaichen von T die beiden Seiten des Querschnitts
hinzuzunehmen. Jede dieser Flachen liefert zu dem Ausdruck fur
die kinetische Energie

einen Beitrag. Setzt man

X = rcosd, y = rsind
also (8) o= 9,
so ist fur die Zylindermantel

der Beitrag zu T also Null. Aus dem gleichen Grund ist der von
den Bodenflachen gelieferte Beitrag Null. Zu beiden Seiten des
Querschnitts hat, wenn man ihn in die Ebene 8 = 0 verlegt,

denselben Wert, aber mit entgegengesetztem Vorzeichen; ¢ dagegen
ist zu beiden Seiten um die GroRe
nE@B + 2m) — ud = 2un
verschieden. Hat der Zylinder die Hohe h, ist also ein Flachen-
element des Querschnitts
do = hdr,

so ist der von diesem herrihrende Beitrag

wenn, wie oben, a der Radius des inneren, a der des duBeren Zylinder-
mantels ist.
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Man berechnet (brigens im vorliegenden Falle die lebendige
Kraft T kirzer direkt, indem man in

die Werte fir u und v einfihrt und Ulber den Inhalt des Hohl-
zvlinders integriert.

Weil

ist, so ordnet sich nach bekannten Satzen der Funktionentheorie der
Potentialbewegung

die andere

in der Weise zu, dal (in der XY-Ebene) die Strémungskurven
der einen Niveaulinien der anderen sind. Fir die eine Bewegung
ist die Z-Achse Wirbelachse, fur die andere eine Linie von Senken
(oder Quellpunkten). Die kinetische Energie hat in beiden Fallen
den gleichen Wert.

Das hier angewandte Verfahren a3t sich verallgemeinern.

Ist in einem mehrfach zusammenh&ngenden Raume T eine Poten-
tialfunktion ¢ gegeben, fir die, weil sie mehrdeutig ist, der GREENsche
Satz nicht unmittelbar verwendbar ist, so verwandelt man sie da-
durch in eine eindeutige, daB man den Raum T durch Querschnitte
(Sperrflachen) zu einem einfach zusammenhédngenden T'
macht, wobei dann jeder dieser Querschnitte zur Be-
grenzung von T' zweimal heranzuziehen ist. FUr zwei
Punkte von T', die auf den zivei Seiten desselben Quer-
schnitts einander gegeniiberliegen, ist dann der Potential-
wert @ um eine GrofRe verschieden, die langs des ganzen
Querschnitts denselben Wert hat.

Sind némlich (Figur 20) A, A' und B, B' zwei
solcher Punktepaare diesseits und jenseits des Querschnitts Q, so ist,
auch wenn ¢p in A und A' (bzw. B und B,) verschiedene Werte hat,
der Wert des Integrals:

auf dem Wege A'B’gleich dem auf dem Wege AB genommen,
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weil die Zuwéchse d@ langs unendlich benachbarter Linienelemente
gleiche Werte haben. Daher ist auch

®(B") — 9(B) = @A) — (A), w-z b w.
Indem man die so konstruierten Querschnitte zu der Begrenzung

von T hinzunimmt, treten zu den Uber die Oberfliche X erstreckten
Integralen solche von der Form

hinzu, wo k jene Potentialdifferenz ist. Hierbei bedeutet das Integral
das Volum der durch den Querschnitt in der Sekunde strémenden
Menge, weil 0@/on die Geschwindigkeit in Richtung der Normalen ist.

33. Fortsetzung. Zwei Wirbelringe in einer Flussigkeit.

Ein mehrwertiges Geschwindigkeitspotential tritt allemal dann
auf, wenn eine Flissigkeitsmasse von Wirbeln durchzogen ist. Denn
nach Art. 27 a. E. kehren Wirbellinien entweder in sich selbst zuriick
oder endigen an der Oberflache der Flussigkeit. Der von ihnen frei-
gelassene Raum ist also nicht mehr einfach zusammenhéngend.

In einer inkompressiblen allenthalben unendlich ausgedehnten
Flussigkeit, die im Unendlichen ruht (Art. 30 a. E.), mdgen zwei
Wirbelfaden von sehr kleinem Querschnitt verlaufen, die, ohne sich zu
verschlingen, geschlossen sind. Wir wollen die Verbindungslinie der
Schwerpunkte der Querschnitte Wirbelachse nennen. Umgibt man jeden
dieser Faden mit einer rohrenférmigen Flache von ebenfalls sehr kleinem
Querschnitt und schlieft ihn so vom Ubrigen Raum aus, so ist dieser
nun wirbelfreie unendliche Raum T dreifach zusammenhangend. Den
einen ,,Querschnitt” bilde eine Flache, die durch die eine der in sich
zuruicklaufenden Wirbelachsen geht. Man begrenze sie durch die Wan-
dung der Rohrenflache (s. d. Figur S. 122). Die andere Réhre begrenze
ebenso den anderen Querschnitt. Diese Sperrflachen, doppelt ge-
rechnet zur Oberflaiche von T hinzugezogen, begrenzen nunmehr
einen einfach zusammenhé&ngenden Raum T' Fur jeden Wirbelfaden
ist dann nach Art. 27 a. E. das Produkt aus Wirbelgeschwindigkeit
in Querschnitt, die ,,Wirbelstarke®, langs des Wirbels eine konstante
GroRe, die wir mit 2um und 2ulm bezeichnen wollen. Durch sie
und die Gestalt der Wirbelfaden ist aber der Geschwindigkeitsvektor
v — immer fir den gegebenen Augenblick — in der ganzen Flis-
sigkeitsmasse bestimmt. Denn nach Art. 31 hat man

v = rotq, (1)
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wo das Vektorpotential ¢ mit den Komponenten L, M, N sich aus:

2
berechnet — die Integration Uber den Inhalt der Wirbelfaden er-
streckt.

Andererseits hat aber v in dem wirbelfreien Raume T' auch
ein Potential ¢, es ist also:

©)

Daher ist die aus dem Greenschen Satz folgende Beziehung (11)
des Art. 30 anwendbar, wonach die kinetische Energie durch

(4)

das Integral rechts Uber die ganze Begrenzung von T' erstreckt,
darstellbar ist. Diese besteht 1. aus der unendlich fernen Grenz-
flache, 2. aus den Wandungen der Roéhrenflachen, 3. aus den Quer-
schnitten Q und Ql, je doppelt gerechnet.

Der Beitrag, den 1. gibt, ist gleich Null, weil die Flussigkeit
im Unendlichen ruht. Auch das langs der Roéhrenflachen erstreckte
Integral

(®)

gibt Null. Denn ist @0 bzw. @' der groRte absolute Betrag, den
langs der Wandung der Rd&hrenflachen die GréRen besitzen,
so bleibt der Wert von J unterhalb

JO= — (pO(p'OIdo = ]

wro X der Inhalt der Roéhrenoberflachen ist. Diesen kann man aber
durch geniuigend kleinen Querschnitt der Wirbelfaden so klein machen,
dal der Betrag Jo nicht in Betracht kommt.

Was den Beitrag 3. angeht, den zunéchst die Sperrflaiche Q
gibt, so hat an irgend zwei entsprechenden Stellen A, A' zu beiden
Seiten derselben die GrolRe d@/on gleichen, aber dem Vorzeichen nach
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entgegengesetzten Wert. Sind die Werte von ¢ in A und A'
@(A) und @(A"), so ist (s. vor. Art. a. E.) das Integral

®

nun bloR noch Uber die eine Seite von Q zu erstrecken. Die vor

dem Integral stehende Differenz 14kt sich darstellen durch das Linien-
integral

<)

langs einer Kurve erstreckt, welche den Wirbel, zu
dem Q gehort, einmal umkreist. Man kann (Fig. 21)
diesen Weg von A nach A" ersetzen durch eine
enge Umkreisung des Wirbels W an der Stelle CC'
und zwei sich gegenseitig aufhebende geradlinig ge-
fuhrte Integrale langs AC und C'A'. Das Integral,
welches den Wirbel an der Stelle C umkreist, 4Rt
sich aber in ein Flachenintegral, genommen Uber den Querschnitt
des Wirbelfadens in C, Uberfihren. Es ist ndmlich (Art. 28) nach
dem Stokessehen Satze

= 2I[E cos(n, X) + ncos(n,y) + {cos(n, z)]do (7a)
= Zdeo = 2wq = 41,

wenn w der Betrag der Wirbelgeschwindigkeit an der Stelle C, also
o= w|, und w= ({n,Q) ist, q der Wirbelguerschnitt daselbst,
2nik die nach Art. 27 langs des Wirbels konstante ,,Wirbelstarke®,
Die Potentialdifferenz zu beiden Seiten der Sperrfliche oder die
»Zirkulation®, wie die englischen Schriftsteller sagenl), ist also gleich
der doppelten Wirbelstarke. Andererseits ist

®)

=J(Ldx + Mdy + Ndz)

1) S. z B. Basset, Hydrodynamice, Cambridge 1888, I, S. 70. — Von
H. Lamb (Hydrodynamik, deutsch von Friedel, Leipzig 1907) wird die Intensitét
doppelt so groR wie im Text angenommen.
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wiederum nach dem Stokesschen Satze, wobei das Linienintegral
langs der Begrenzung der Sperrflache Q, also (nahezu) langs der
Achse des Wirbels zu erstrecken ist.

Die Komponenten L, M, N des Vektorpotentials berechnen sich
aber aus

9)

wo die Integrale Uber die von den zwei Réhrenflachen umschlossenen
wirbelnden Massen zu erstrecken sind. Sind ds, dsi die Linienele-
mente der Wirbelachsen der Wirbelfaden Q, Q1; g, ql ihre Quer-
schnitte an diesen Stellen, w, w! die Winkelgeschwindigkeiten, so ist.
weil z. B.

ist,
(10)
Mit den entsprechend gebildeten Werten fir M, N ergibt sich fir

das langs der Wirbelachse des ersten Wirbels erstreckte Linien-
integral

[ (Ldx + Mdy +Ndz)

(H)

wo der Nenner r die Entfernung der im Zahler auftretenden Linien-
elemente ds, ds' einer und derselben Wirbelachse, dsl, ds verschie-
dener Wirbelachsen bedeuten, und das Doppelintegral sich auf jedes
Elementenpaar im Zahler erstreckt. Setzt man nun noch

(12)

so erhalt man fur die kinetische Energie der Flussigkeit, in der sich
die zwei Wirbelringe befinden, den Gesamtwert

T = 2np(n2M 4- 2xulB 4- n2C), 13)

wsgedrickt durch die Wirbelstarken », ul, die ,Potentiale A, C
der Wirbel auf sich selbst und das B des einen auf den anderen.
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Weil der Abstand r zweier Elemente desselben Wirbels unendlich
klein werden kann, so enthalten die Integrale A, C unendlich grofl3e
Beitrdge. Dieser Umstand rihrt von der Annahme unendlich dinner
Wirbelfdden her, die wir machten, um die Querschnittbegrenzung
mit der Wirbelachse zusammenfallen lassen zu kdénnen. Im Falle
endlicher, wenn auch Kkleiner Querschnitte der Wirbel werden A
und C ebensowenig unendlich wie die Potentiale von Massen in
bezug auf einen Punkt im Inneren derselben. Unsere Annahmen
stellen eben nur eine Anndherung dar; das Ergebnis deutet jedoch
darauf hin, daB in jedem Falle die GroRen A, C erheblich groRer
sein werden als B.

In dem Ausdruck (13) fir die Kkinetische Energie sind die
Grolen A, B, C rein geometrischer Natur; sie hangen nur von der
Gestalt und Lage der die Wirbel umschlieBenden Rohrenflachen ab.
Durch die Réhrenflachen selbst findet, wie wir oben gesehen haben, kein
Austausch von Energie statt. Da nun die Kinetische Energie der
sonst ungestodrten Flussigkeitsbewegung in der Zeit sich nicht &ndert,
und da, wie wir sogleich sehen werden, die Wirbelstarken , ul auch
in der Zeit unveranderliche Groéfen sind, so kann man von der
Wirbelbewegung in den Rohren ganz absehen, wenn es sich um die
Bewegung der Rohren in der Flussigkeit handelt, und diese auf
Grund des Ausdrucks T (13) und der Lagrangeschen Gleichungen
fur sich behandeln, indem man z. B. statt der Rohren starre Ringe
annimmt, die sich reibungslos bewegen. Wir kommen darauf zurick.

Dal nun die im Art. 27 a. E. eingefiihrten Wirbelstarken einen
auch in der Zeit unverénderlichen Wert haben, sieht man so ein:
Das Linienintegral

J(udx + vdy + wdz) = [do (14)

werde zur Zeit t Uber einen Weg A . .. B gefihrt, der irgendwelche
innerhalb des einfach zusammenhdngenden Raumes T' gelegene Ele-
mente der Flussigkeit miteinander verbindet. Nach Ablauf des Zeit-
elementes dthaben diese Elemente ihre Lage geédndert; das Linien-
integral, Uber dieselben gefihrt, hat zugenommen um

Nun ist nach Art. 25 a. E. fur irgendeine Stelle der inkompressiblen
Flissigkeit, wenn keine Volumkréafte wirken,
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wo || die Geschwindigkeit und A der Druck ist. Daher hat man

wegen u = 0@/ox usw. Weil aber die GroRe

als eindeutige Funktion des Ortes in T' nur von den Grenzpunkten
A, B abhangen kann, so ist, Uber eine geschlossene von materiellen
Punkten gebildete Kurve ausgedehnt, der Zuwachs zu dem Linien-
integral (1) fir jedes Zeitelement

Hat also das Linienintegral _fdtp, Uber eine solche Kurve genommen,

in irgendeinem Zeitpunkt einen bestimmten Wert k, so behdlt es
diesen Wert fir alle Zeit. Insbesondere hat die Intensitat (Art. 27)
eines Wirbelfadens, die (nach dem Obigen) durch ein Linienintegral
Uber einen geschlossenen, den Wirbelfaden einmal umkreisenden
Weg darstellbar ist, nicht nur langs des Wirbelfadens, sondern auch
einen fur alle Zeit konstanten Wert.

34. Zwei Beispiele zur zyklischen Bewegung fllssiger Massenl).

Ebenso wie sich die Begriffe des ,freien Systeines“ und der
geometrischen Bedingungsgleichung auf raumerfullende Massen Uber-
tragen lassen, kann man auch zyklische Flussigkeitsbewegungen im
Sinne des Art. 14 definieren.

»Zyklische Koordinaten“ treten in dem Ausdruck fir die (kine-
tische) Energie nur in -der Gestalt von Differentialquotienten nach
der Zeit, als ,,zyklische Geschwindigkeiten“, nicht aber explizit auf;
und ,,zyklisch“ heiBen solche Systeme, fiir welche die zyklischen
Geschwindigkeiten gegenliber den nichtzyklischen (von ,langsam
veranderlichen Parametern“) so grofRl sind, dal die Energie T in

1) Eine andere Anwendung des Begriffes der zyklischen Bewegung auf
Flussigkeiten, die sich dabei jedoch wie starre Massen bewegen, gibt Voiterra
(Annali di mat. (2) 23, 1895, vgl. auch Wangerin, Univ. Schrift, Halle 1889},
indem er den EinfluR der Meeresstromungen auf die Umdrehung der Erde
untersucht.
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erster Anndherung als Funktion allein der ersteren angesehen werden
kann (Art. 14).

Zu den zyklischen, und zwar den dizyklischen, adiabatischen
Systemen gehdren hiernach die folgenden beiden:

1. Die in Art. 32 behandelte Flissigkeitshewegung, die in einem
Einstromen in zwei Raumpunkte (Senken) aus dem mit FlUssigkeit
gefullten unendlichen Raum besteht. Denn die GréRen e, el, welche
die Saugkraft der Senken darstellen, lassen sich als Geschwindigkeiten
auffassen (etwa mit der die ausflieBende Masse ein Gefal fillt), die
sich auch mit der Zeit &ndern koénnen, und die zugehoérigen Koor-
dinaten treten in dem Ausdruck T fur die kinetische Energie der
bewegten Masse nicht auf:

wo @ die Dichte, a, al die Radien der die Senken umgebenden
kleinen Kugeln sind.

2. Die in Art. 33 behandelte Bewegung, die in dem Umkreisen
der Flussigkeit um zwei in sich geschlossene Ringe (oder Wirbel-
faden) besteht. Die kinetische Energie war

T = 2np(An2 + 2Bl + Cil), @)

wo die Grolken u, ul im Falle der Wirbelbewegung die Wirbelstérken
darstellen.

Die Grolen u, ul als Difierentialquotienten zyklischer Koordi-
naten zu deuten, geht nicht an, weil sie (s. vor. Art. a. E.) in der
Zeit konstant bleiben, wahrend doch die Bewegung sicher keine
isozyklische, sondern eine adiabatische ist (s. Art. 14). Dagegen
sind verdnderlich die durch die Sperrflichen in der Zeiteinheit
flieRenden Flussigkeitsmengen, die sich durch Auswertung des Integrals

@

(Art. 32 a. E.) fur jeden der beiden Querschnitte bestimmen lassen.
Wir fanden oben (Art. 33 (11)), da diese Integrale die Werte

A =XA + ulB
M = uB + ulC ©)
fir bzw. die Querschnitte Q und Q! haben. — In diesen GrofRen

dargestellt lautet der Ausdruck fur die kinetische Energie

4)
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Man kann sich nun nn ersten Fall die unendlich kleinen Kugel-
flachen a, al, im zweiten Fall die unendlich dinnen Ro&hren mit
anderer Materie ausgefullt denken und jeweils die Bewegung des aus
diesen Massen und der Flussigkeit bestehenden Systems untersuchen.

Wir fuhren dies fir die beiden Félle aus.

35. Verborgene zyklische Systemel).

Das im vorigen Artikel beschriebene zyklische System einer
Flussigkeit, die in zwei von den sehr kleinen Kugeln a, c«l um-
schlossene Senken einstromt, wollen wir als den Sinnen verborgen
annehmen, wahrend die Kugeln wahrnehmbar sein mdgen. Dann
wird sich die Wirkung des Systems nur in dem Verhalten der
Kugeln bemerklich machen. Der von den Kugeln eingenommene
Raum sei mit den Massen m, m! ausgefullt. Das System dieser
Massen, zusammen mit der verborgenen Flussigkeit, sei ein ,freies
System® im Sinne des Art. 8, d. h. die Bewegung erfolge so, daf
1. die gesamte Energie des Systems sich nicht andert; 2. daR das
System die geradeste Bahn einschldgt. Sind dann a, b, c; al bl «
die Koordinaten der Kugelmittelpunkte zur Zeit die
Komponenten ihrer Geschwindigkeiten, ist li ihr Abstand, also

R2= (a— al)? + (b — bl)2 + (c — cl)2,
so ist die kinetische Energie der Kugeln:

(5)
Die kinetische Energie T der zyklischen Flussigkeitsbewegung wurde
(Art. 32) gleich

(6)
gefunden. Nun ist die Energie des ganzen Systems

T=T+T (O

eine konstante GroBe. Die Lagrangesehen Bewegungsgleichungen
lauten (Art. 14 (5), (6)):

(8)
USW. USW.

1) Die folgenden beiden Beispiele zu Hertz Mechanik habe ich seit 1901
bzw. 1903 in meinen Vorlesungen vorgetragen, und das erste im 58. Bde. der
Math. Annalen 1904 verdffentlicht. DaR beide bereits H. Poincare, freilich
nur andeutungsweise, in dem Anhénge ,A propos de la theorie de Larmor*
zu der 2. Aufl. seines Werkes Electricité et optique, 1901, p. 623ff. heran-
gezogen hat, habe ich erst kiurzlich bemerkt.
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(82)

Aus den beiden letzten folgt zunéchst

©)

wo g, gl Konstante sind. Aus der Unverdnderlichkeit der Impulse
(Momente) g, g1, die den adiabatischen Charakter der Bewegung aus-
macht (Art. 14), folgt die Veranderlichkeit der EinfluRgeschwin-
digkeiten in die Senken wahrend der Verdnderung des gegenseitigen
Abstandes B. Lost man die Gleichungen (9) nach e und el auf, so
ergibt sich

(9a)

wo wegen der Kleinheit der GréRen a, al der Nenner
durch 1 ersetzt worden ist. Nun ist aber T als homogene quadra-
tische Funktion der e in der Form darstellbar
T=Y(eq + elql)
Daher wird, wenn man T! in den ¢ allein ausdrickt:

oder

wo der Index an T1 bedeuten soll, dal T statt in den Geschwindig-
keiten e in den Impulsen g geschrieben ist, und die Konstante

einen erheblich groReren Wert hat als (bei endlichen Werten von R)
das veranderliche Glied in TL

Man kann nun wieder, wie in Art. 14, die negative Kinetische
Energie T des verborgenen fliissigen Mediums als potentielle Energie
der sichtbaren Massen, also als Kraftefunktion U deuten:
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Wenn man dann noch weiter, einer Andeutung von Riemann
(ges. Werke, hrsgeg. v. Weber, S. 503) folgend, U mit dem Poten-
tial der Schwerkraft identifiziert, indem man, unter Verwendung-
einer unbestimmten GroRe G, setzt

m=o0aqo;, ml=olqglo

wo k die Gravitationskonstante ist, so gehen (Art. 14 (7a)) die
Gleichungen (8) uber in die bekannten Gleichungen fir zwei sich
nach dem Gravitationsgesetz anziehende Massen

usw. usw.,
WO

das bekannte Potential der Gravitation ist. Auf diese Weise lassen
sich die Erscheinungen, die man an zwei sich anziehenden Massen-
punkten (z. B. einem Doppelstern) beobachtet, durch die Wirkung
von zwei Senken nachbilden.

Man konnte an ihrer Stelle auch zwei Quellen verwenden.
Dann waren gleichzeitig die Vorzeichen von e und el, von g, gl und
G zu &ndern, aber die in diesen GrofRen homogenen quadratischen
Ausdricke T, T1, U blieben ebenso wie w, tni, k ungeandert. Wirde
man nun zwei sieb Uberdeckende Flussigkeitssysteme annehmen, die
sich unabhéngig voneinander bewegen, und fir die nur die sicht-
baren Massen (die Kugeln a, al) dieselben, und zwar fir das eine
Senken, fur das andere Quellen waren, so wirde die Wirkung der
beiden sich nicht aufheben, sondern addieren.l)

1) Dieses Doppelsystem ist einem Einwand nicht unterworfen, den in
einem Brief an den Verfasser Herr Enrenfest gegeniiber dem Einzelsystem,
wie es der Verf. in Math. Ann. Bd 58 angegeben hatte, erhoben hat, dal
nédmlich das System durch Ausstrdmen an Masse einblfe. In Art. 32 wurde
dieser Verlust zu 4mep, bzw. 4trelo in der Sekunde berechnet. In dem
Doppelsystem erfolgt durch die Massenpunkte m, m! hindurch bloB ein Uber-
trag von Masse, die mit Kkinetischer Energie geladen ist, aus einem Raum in
den andern, wobei den Massenpunkten die Rolle von Verzweigungsstellen,
in denen die zwei Rdume in etwa einem 4 dimensionalen Raume Zusammen-
héngen, zufillt.

Ubrigens ist auch im Falle des Einzelsystems der Massen- und Energie-

verlust im Verhaltnis zu dem Vorrat des unendlichen Raumes verschwindend klein.
Brill, Mechanik raumerfillender Massen. y
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Das zweite Beispiel einer zyklischen Flussigkeitsbewegung,
namlich die in eine Flissigkeit eingetauchten Ringe (Art. 33), unter-
scheidet sich von dem eben behandelten dadurch, dal von dem
zyklischen System der Ausdruck fir die kinetische Energie T in
Funktion nicht der zunachst sich darbietenden Wirbelstdrken 21y,
21inl, sondern der aus ihnen abgeleiteten die Querschnitte durch-
stromenden Fllssigkeitsmengen A, Al zu verwenden ist.

Wir hatten im Art. 34 fir T den Wert erhalten

wo die GroRen A als Geschwindigkeiten (zyklische Intensitaten) auf-
falBbar sind. Man konnte nun wieder das aus den materiellen Ringen
und dem zyklischen System zusammengesetzte ,freie System* be-
handeln. Wir wollen uns jedoch auf die dem zyklischen Teilsystem
allein zugehorigen Gleichungen beschréanken:

Dann sind

Konstanten, deren Werte sich aus den Gleichungen (4) des Art. 34
wieder rickwarts zu

q = 4nng; g = 4mnlp
bestimmen. Durch die Grofen u ausgedruckt, hat die kinetische
Energie den aus Art. 34 bekannten Wert:

TUul) =Tl =4trunlp - B + h,
wo in dem Falle, daB die Ringe starr sind, A eine konstante GrofRe
ist. Die Kraftefunktion

U= —-Tl=—4mouunl B +h
oder:

ist, wie schon Kirchhoff (Journal f. Math., Bd. 71, S. 273) hervor-
gehoben hat, gleieh dem Potential der Wirkung von zwei elek-
trischen Stromen von den Intensitdten 1, ul, die durch die Ringe
flieBen, aufeinander.



Dritter Abschnitt.

Elastisch-feste und quasi-elastische Massen.

36. Elastisch-feste Massen: Die Arbeit der inneren Kréafte.

In Art. 22 wurde zwischen (elastisch) festen und fllissigen Massen
in der Weise unterschieden, dal die ersteren, wenn sie in jeder
Richtung endlich ausgedehnt sind, sich niemals weit von einer ge-
wissen Gleichgewichtslage entfernen — so dal die auf sehr kleine
Zustandsénderungen bezuglichen Formeln des Art. 20 auf sie allge-
mein anwendbar sind — wahrend bei fliissigen Massen diesen Formeln
nur zeitlich unmittelbar aufeinanderfolgende Zustdnde geniigen.

Die flussigen Massen wurden weiter (Art. 23) in solche mit un-
veranderlicher Dichte (inkompressible) und in elastische (kompressible)
eingeteilt, je nachdem die Divergenz allenthalben (von Ausnahme-
stellen abgesehen) gleich Null ist oder von Null verschieden.

Einen weiteren Einteilungsgrund fir raumerfillende Massen
liefert nun diejenige Arbeit, die (auch wenn keine eingepragten VVolum-
kréfte wirken) bei einer Lagen- oder Zustandsdnderung eines im
Inneren der deformierten Masse befindlichen Volumelementes geleistet
oder verbraucht wird. Man schreibt sie inneren (elastischen) Kraften
zu, die bei der Deformation auftreten, und spricht deshalb von
innerer Arbeit.

Denkt man sich in einem Punkt eines raumerfillenden Mittels
eine sehr kleine Scheibe eingesetzt, so ist der auf die Fldcheneinheit
derselben wirkende Druck, der ubrigens im allgemeinen schief zur
Flache gerichtet, also in eine Normal- und eine Tangentialkompo-
nente zerlegbhar ist, auch wenn etwa das Mittel und mit ihm die
Scheibe sich in Bewegung befinden, beiderseits entgegensetzt gleich,
weil sonst eine Teilung der Masse ldngs der Scheibe und eine Be-
schleunigung des einen Teiles gegen den anderen erfolgen wirde,
was wir in Art. 17 a. E. ausgeschlossen haben.

Man nimmt an, daf im Inneren irgendeines parallelepipedischen

Raumelementes einer elastischen Masse, welches zugleich mit dieser
9*
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durch Oberflachendrucke oder Volumkrafte deformiert wird, elastische
Krafte wachgerufen werden, die den Druckkréften auf die Grenz-
flachen, welche die Nachbarelemente ausiiben, das Gleichgewicht
halten und durch diese gemessen werden. Dabei wird bei elastisch
festen Korpern weiter vorausgesetzt, dal es einen Zustand der Masse
gibt, den Gleichgewichtszustand, fir welchen an keiner Stelle im
Inneren elastische Kréfte auftreten, fur den also alle inneren Druck-
krafte Null sind. Bei elastisch flussigen Koérpern ist der Gleich-
gewichtszustand ein Grenzzustand, der dann eintritt, wenn die Dichte
Null ist.

Anstatt die bei einer Entfernung aus dem Gleichgewichtszustand
geleistete Arbeit —dw der elastischen Krafte zu bilden, ermitteln
wir diejenige dw der angreifenden Oberflachenkréfte, welche die
Nachbarelemente auf das Elementar-Parallelepiped ausiiben, indem
wir ihm zunachst endliche Abmessungen geben und zur Berechnung
der Arbeit jener Krafte die Erfahrung zu Hilfe ziehen. Die Ele-
mentararbeit dw, bzw. deren Summe d W, Uber die ganze Masse aus-
gedehnt, ist mit demselben Vorzeichen wie die duferen Volum- und
Oberfléchenkréfte 6'U und 8'S in die Formel des D'ALEMBERTSschen
Prinzips einzufihren.

Nach Art. 20 14t sich die allgemeinste Lagen- und Gestalts-
anderung eines Raumelementes aus drei Elementarbewegungen zu-
sammensetzen, aus

1. einer ParallelVerschiebung,

2. einer Drehung,

3. einer Folge von drei Dehnungen (Zusammendriickungen) in
drei zueinander senkrechten Richtungen, den Hauptdilatationsachsen.

Im Falle ponderabler Massen, mit denen wir es vorerst allem zu tun
haben, bewirkt blof} die letztere Veranderung eine Arbeit elastischer
Kréfte. Im Inneren einer bereits deformierten (ruhenden oder be-
wegten) Masse denken wir uns in Richtung der Hauptdilatations-
achsen einen Elementarwirfel von der Kantenlange 1 herausgeschnitten.
Die Oberflachenkréfte, welche die Verlangerungen in Richtung der
Kanten bewirken, PI, P2, P3, mogen senkrecht zu den Wurfelflachen
wirken. Diese Annahme ist immer dann erfillt, wenn der elastische
Korper ,,isotrop“ ist (s. Art. 39). lhr entsprechend werden wir die
Hauptdilatationsachsen, also die Richtung jener Wirfelkanten, auch
Hauptdruckachsen nennen.

Bei einer auf die erwédhnte Deformation folgenden weiteren vir-
tuellen Deformation der Masse mdgen sich die Kantenldngen bzw.
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um dpl, 002, dp3 verldngern. Dann ist die virtuelle Gesamtarbeit
jener Krafte am Wiirfel

OW = Pidpl + P2502 + P3dps. 1)

Die unendlich kleinen Richtungsanderungen, die hierbei die Haupt-
druckachsen erfahren kénnen, vernachlassigen wir, und nehmen den
Kosinus der kleinen Winkel, die sie messen, gleich 1 an.

Bei elastisch festen Korpern sind die Druckkrafte P, wie wir
spater (Art. 39) der Erfahrung entnehmen werden, als lineare Funk-
tionen der Dilatationen 1, g2, 3 darstellbar.

Bei elastisch flissigen dagegen bewirkt erfahrungsgeméll die
Beweglichkeit der Teilchen, da fiir jeden Ort die drei Hauptdrucke
untereinander gleich sind. Setzen wir also Pl = P2 = P3 = P, so0
lehrt weiter die Erfahrung, daB die Druckkraft P im Inneren eines
elastisch flissigen Mittels eine von der Natur desselben abhangige
(also als bekannt anzusehende) Funktion der Dichte o, P = f(Q) ist,
die mit o verschwindet. Im Falle des elastisch flissigen Mittels ist
also die Arbeit bei einer virtuellen Deformation

ow = P(dgl + 0"p2 + 303) = PO, @)

wo 00 die virtuelle Zunahme der raumlichen Dilatation (Art. 21)
ist, oder mittels der Beziehung (17) des Art. 23 a. E.

(2a)

Bezeichnet man mit 0 W den Gesamtbetrag der von den angreifenden
Kréften geleisteten Arbeit, so ist demnach fir elastisch feste Kérper
zu setzen:

d3W= fHwdt= [(P15gl + P2d@ + P3503)dT; 3)
fir elastisch flussige Korper:
O]

Mit diesen Werten von 6 W hat man, je nach der Natur des elasti-

schen Mittels, in die Gleichung des D'ALEMBERTschen Prinzips
(Art. 19 (2))

®

einzugehen, wo wieder die x, y, z als Funktionen von a, b, ¢ und t
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gedacht sind. Angenommen ist auch hier, wie in Art. 19, dal die
Bewegung im allgemeinen ohne Warmeentwicklung erfolgt. Wenn
durch Reibung — entweder innere Reibung, wie bei zdhen Flissig-
keiten, oder solche gegen die Umgebung — ein Energieverlust er-
folgt, so wollen wir diesen als Arbeit der Reibungskraft besonders
in Rechnung bringen (Art. 16 a. E.).

Zu der Grole d W in (5) existiert, wie wir sehen werden,
im Falle des elastisch festen Korpers eine Funktion W, das Poten-
tial der elastischen Krafte, deren Variation sie ist. Im Falle des
elastisch fliissigen ergibt eine solche sich ohne weiteres aus Formel (2a)
mit Ricksicht darauf, dal P eine Funktion von g ist. In diesem
Fall hat ersichtlich dw genau dieselbe Gestalt wie in Text und Fuf-
note des Art. 25 fiir inkompressible Flussigkeiten A0, wo 0@ =0
aus der Bedingung divv = 0 fir die Inkompressibilitat abgeleitet
worden war (Art. 23). Wenn man P = X setzt, so sind die Formu-
lierungen, die das D'ALEMBERTsche Prinzip liefert, fur beide Falle
identisch. Daher fihrt die weitere Behandlung der Gleichung (5)
fur den Fall elastischer Flussigkeiten auf dieselben Differential-
gleichungen der Bewegung, wie sie in Art. 25 unter (4), (5) aufge-
stellt worden sind. Nur tritt als weitere Bedingungsgleichung (an
Stelle von divv = 0) die Kontinuitatsgleichung

bzw. eine zwischen Druck und Dichte bestehende Beziehung

. P=f(o)
hinzu.

37. Das quasi-elastische Mittel: Arbeit der inneren Krafte.

Mit den im vorigen Artikel gemachten Annahmen 14t sich die
Bewegung oder das Gleichgewicht im Inneren ponderabler, elastisch
fester und flussiger Massen erfahrungsgemél? beschreiben. Die hier-
mit begriindete und im folgenden noch weiter auszufilhrende Theorie
umfalit ebenso die Lehre von der Festigkeit technischer Konstruk-
tionen, wie die von der Fortpflanzung des Schalles in Luft und
Wasser oder von den Schwingungen tdnender Saiten und Mem-
brane.

Man hat versucht, auch die Fortpflanzung des Lichtes (und
neuerdings die mit der Lichtbewegung verwandten elektromagnetischen
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Erregungszustande) auf dieselbe Grundlage zu stellen, indem man als
Trager der Oszillationen, die von einem leuchtenden oder elektrisch
erregten Korper ausgehen, ein elastisches Mittel annahm. Aber schon
Mac Cullagh hat in einer gegen Cauchy gerichteten Abhandlungt)
auf gewisse Widerspriiche hingewiesen, die sich z. B. der Erklarung
der elliptischen Polarisation in den Weg stellen, wenn man den
Ather als elastisch festen Korper ansieht. Dagegen gelang es ihm,
diese Schwierigkeit und andere, die das Verhalten des Lichtes an
der Grenzflache zweier Medien bereitet, durch die Annahme zu be-
seitigen, dal der Tréger der Lichtbewegung ein Mittel sei, das eine
eigentimliche, mit der besprochenen nicht vergleichbare Art von
Elastizitat besitze, dieselbe namlich, wie sie auch die elektromagne-
tische Lichttheorie fir den Vermittler ihrer Wellen in Anspruch
nimmt.2) Der Atlier, so wollen wir diesen Vermittler nennen, hat
hiernach kurz gesagt die elastische Eigenschaft, daf bereits eine
bloRe Drehung des Volumelementes — ohne daB es die Form &ndert
oder sich verschiebt — Aufwand an Arbeit erfordert.

Lord Kelvin macht ein solches Mittel auch der Vorstellung zu-
ganglich, indem er3) ein Gerluste konstruiert, in das, in besonderer
Weise verteilt, eine Anzahl Kreisel eingesetzt sind, die paarweise
entgegengesetzt jeder um seine Achse rotieren. Vermodge ihres Be-
strebens, die Drehachse zu erhalten, setzen diese Kreisel, wenn ihre
Achsen in verschiedenen Richtungen orientiert sind, jedem Versuch
einer Drehung einen Widerstand entgegen, dessen Uberwindung
Arbeitsaufwand erfordert: ein fein ausgedachtes Modell eben des
elastischen Mediums, das Mac Cullagh eingefihrt hat.

Kelvin nennt ein solches Mittel uneigentlich fest (quasi rigid)
oder schlechthin ,Ather*. Wir wollen ihm darin folgen und nur
das Wort quasi-rigid durch quasi-elastisch Ubersetzen.

1) Notes on some Points in the Theory of Light, Proc. Irish Ac. I, 1841,
Coll. Works of Mac Cullagh, p. 194 Die mechanische Erklarung wird gegeben
in der Abhdlg.: An Essay towards a Dynamical Theory of Crystalline Reflexion
and Refraction, Trans. Irish. Ac. 21, 1839, Coll. W. p. 145.

2) Zuerst wohl tat dies Lord Kelvin (William Thomson) in Math, and
Phys. Papers, Ill, p. 436 (1890), Art. 99: ,Viscous Liquid, Elastic Solid, Ether*;
dann fast gleichzeitig A. Sommerfeld: ,Mechanische Darstellung® usw., Ann.
Chem. Phys., N. Folge, 46 (1892); R. Reiff. ,Elastizitat und Elektrizitat, Frei-
burg 1893; und J. Larmob: ,,a Dynam. Theory of the Electric and Luminiferous
Medium, Proc. Lond. math. Soc., 54 (1893).

3) L c. Art. 100: On a Gyrostatic Adynamic Constitution for ,,Ether*,
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Wir nehmen also an, daR der Arbeitszuwachs div der an einem
Elementarparallelepiped angreifenden Kraft, welcher bei einem kleinen
Drehungszuwachs geleistet wird, proportional ist:

1. diesem Drehungszuwachs dw = (6 &, dn, 6 &), seinem absoluten
Betrage nach genommen, wenn wie friher

)

(wo u, v, w kleine VerschiebungsgroRen sind) die Komponenten der
Drehung in aus der Gleichgewichtslage bedeuten:

2. eben dieser Drehung in aus der Gleichgewichtslage, ihrem
absoluten Betrage nach genommen;

3. dem Kosinus des Winkels der Achsen von m und diu.

Wir setzen also in der Vektorbezeichnung des Art. 23, wenn B
eine positive Konstante ist,

— ow = 4B(w, ow) = 4B |w| |ow] cos(w, ow) = 4B (§d& + non + {8Q)

= 2B&(8 + 2 + Q) = 2B3|w|2 2

Damit wird die Variation der Gesamtarbeit W der inneren Kréafte
des quasi-elastischen Mittels:

SW = [ dwdt = — [ 4B4B (E3& + ndn + {3Y)dt
= —[2B3(8 + n2 + Q)dt. @)

Diese Annahme ist derjenigen nachgebildet, die fur die Arbeit an
einem elastisch festen Kdérper (Art. 36) die Natur an die Hand gibt.
Alle diese Annahmen beziehen sich jedoch wieder auf ideale Félle,
denen sich die in der Natur vorkommenden in ihren Eigenschaften
nur mehr oder weniger annahern.

Wir haben im vorstehenden — indem wir von innerer Reibung
absahen — vier verschiedene Mittel definiert: 1. die inkompressible
Flussigkeit, 2. die elastische Flussigkeit, 3. die elastisch feste Masse,
4. das quasi-elastische Mittel. Wir stellen fir sie noch einmal
tabellarisch diejenigen Eigenschaften und Beziehungen zusammen,
die sich als notwendig und hinreichend erwiesen haben bzw. er-
weisen werden, um die Bewegung oder den Gleichgewichtszustand
eines Massenteilchens im Inneren jedes derselben vollstandig zu de-
finieren.
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Arbeit der inneren Kréfte

37. Das quasi-elastische Mittel:

. Beziehung

Definierende Eigenschaften und
Beziehungen

Eine Gleichgewichtslage, flirwelche der
Arbeitsvorrat der inneren Krafte in
allen Volumelementen verschwindet

. Ausdruck fir die kinetische Energie

. Beziehung zwischen: raumlicher Aus-

dehnung (Dilatation) ® = divu und
den linearen Dilatationen; bzw. der
Anderung

von © und der Dichte-Anderung

Anderungen (Deformationen), bei
welchen elastische (innere) Arbeit
geleistet wird

. Die bei den Deformationen 4. ge-

leistete elastische Arbeit dw am Vo-
lumelement

zwischen den inneren
Druckkraften und den durch sie be-
wirkten Deformationen

1) Durch Differentiation dieser Gleichungen nach der Zeit "und Variation der Beschleunigungen

Beziehungen zwischen den Variationen:

Flissige Massen (ohne Reibung)
o = Dichte; v = (u, v, w) = Geschwindigkeit

unzusammen- zusammendriickbar
driickbar (elastisch)
gibt es nicht
divv=101)
o = konst.
Inhaltsdnderung des
keine Volumelementes mit
Dichtednderung (s. 3.)
keine
Zwischen Druck und
Dichte besteht eine
durch die Natur des
flissigen Mittels be-
dingte Beziehung
keine f(P,0 =0

Elastisch-feste Massen (in weiterem Sinn)
o = Dichte; U = (u,v,w) = Verschiebung aus der Gleichgewichtslage

ponderable isotrope elastisch-feste
Massen

quasi-elastisches Mittel (Ather)

gibt es

O =divu =gl +  + 03,

wo oi, 02, ps, die Deh-
nungéen in Richtung der
Hauptdruckachsen  sind,

von der Gleichgewichts-
lage aus gerechnet

Lineare Dehnung oder
Pressung in irgendeiner
Richtung

dw =P150! +P2502+P3503,
wo P1, P2, P3 die Drucke
in Richtung der Haupt-
druckachsen sind

Zwischen den Dehnungen
01, 02, ps und den Drucken
in Richtung der Haupt-
druckachsen bestehen (s.
Art. 39) die Beziehungen:

divu=0

Drehung

wo (£, n,£) =tv="%rotu
die Drehung aus der Gleich-
gewichtslage bedeutet

Man kann den Vektor

(—4-BE, —4Bn, —4BJ)
= — 4 Bw

als das Drehmoment an-
sehen, welches vorhanden
ist, wenn das Volumele-
ment aus der Gleichge-
wichtslage um die GréRe w
herausgedreht ist

erhalt man die

die ersetzbar sind durch: divdd = 0 bzw.
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38. Der elastische Faden.

Wie bei flussigen Massen der Zuwachs ow der inneren Arbeit
infolge einer virtuellen Deformation sich in Funktion allein der
Dichte und damit der durch die Deformation bewirkten rdumlichen
Dilatation darstellen 183t, so handelt es sich im Falle des elastisch-
festen Korpers um einen Zusammenhang zwischen den linearen
Dilatationen @1, g2, 3 und den Kréften, welche diese hervorrufen.

Diese Beziehung liefert das Hookesche Gesetz in Verbindung
mit einer Annahme Uber die Querkontraktion. Bevor wir jedoch in
die allgemeine Erorterung eintreten, wollen wir einen besonderen
Fall betrachten, den des elastischen Fadens, dessen Behandlung sich
auf die des unelastischen (der Kette) zuriickfiihren laRt, &hnlich wie
in Art. 36 die Bewegungsgleichungen fir die elastische Flussigkeit
auf die fur die unelastische zuriickgefiihrt werden konnten.

Wie in Art. 19 beziehen wir die Bewegung eines homogenen
Fadens auf seinen Anfangszustand: den (Gleichgewichts-)Zustand des
nicht ausgedehnten Fadens, fur den ein Punkt, der zur Zeit t sich
in X, y, z befindet, die Entfernung a vom Anfangspunkt besitzen
moge. Ist der Querschnitt durchweg gleich 1, so ist das Volum-
element dt = 1 - da. Die Variation dw der inneren Arbeit, vermoge
deren da in ds Ubergegangen ist, ergibt sich, wenn P! der Zug in
Richtung des Fadenelementes (eine der Hauptdruckachsen) ist, o! die
Verlangerung der Einheit, nach der Formel iT) des Art. 36,

(1)

oder, wenn man
@

setzt,

Hiermit wird die Variation der Gesamtarbeit der inneren Kréafte
(3)

wo wieder S eine Summe von 3 &hnlich gebildeten Gliedern bedeutet.
Dieser Ausdruck fur dW ist in der Gleichung (2) des Art. 19
fur das D'ALEMBERTsche Prinzip einzufiihren und tritt, wenn man
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statt des dort behandelten unelastischen Fadens nun den elastischen
setzt, an die Stelle des (Formel (5), 1 c.) aus der Bedingung fur die
Unausdehnsamkeit abgeleiteten Gliedes

4)

Die weitere rechnerische Ausfiihrung liefert daher beidemal genau
dieselbe Form. Zugleich hat A\ in beiden Féllen die Bedeutung
eines Druckes. Nur ist die Inkompressibilitatsbedingung zu ersetzen
durch die Kontinuitatsgleichung

die aussagt, dafll sich die Masse p0da auf die Lange ds verteilt.
Zur Bestimmung der finf GroRen X, y, z, o, A reichen aber die drei
Differentialgleichungen (7) des Art. 19 zusammen mit (5) nicht aus;
man muf} noch den Zusammenhang zwischen der Verlangerung der
Langeneinheit und dem Zug P kennen, der dieselbe veranla3t. Diesen
liefert das erwéhnte Hookesche Gesetz, ein Naturgesetz, das, ob es
gleich fir viele Materialien nur in sehr engem Umfange gilt, doch
die Grundlage der ganzen mathematischen Theorie der Elastizitéat
bildet.

Im vorliegenden Falle sagt es aus, daf, solange ds/da sich nur
um eine sehr Kkleine Grofe von 1 unterscheidet, Zug und Verlan-
gerung (Druck und Verkiirzung) proportionale GréRen sind (,,ut vis
sic tensio®), daR also

©)

ist, wo E, der ,Elastizititsmodul®, eine sehr groRe positive Zahl
ist, die, ebenso wie die Grenzen, innerhalb deren diese Formel an-
wendbar ist, je nach dem Material verschieden ist.l)

Wir verfolgen das von Art. 19 (7) zu Ubernehmende System
von Differentialgleichungen nicht weiter, sondern verweisen wegen
Anwendungen beispielsweise auf die Theorie der schwingenden Saiten
in Rouths Dynamik, deutsch von Schepp, Leipzig 1898, Il. Bd.
S. 465.

1) Die rechte Seite der Gleichung (6) wird negativ, wenn das Faden-
element sich verlangert. Demnach bedeutet (—P) einen Zug, in Uberein-
stimmung mit der Bezeichnungsweiee des vorigen und des folgenden Artikels.
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39. Deformation und innere Krafte beim isotropen elastisch-festen
Korper.

Wir machen fir das Folgende die vereinfachende Annahme, dafi3
die elastisch-festen Medien, die uns beschaftigen, im natirlichen
(Gleichgewichts-)Zustand 1. homogen seien, d. h. gleiche Widerstands-
fahigkeit an allen Stellen gegen eine irgendwie gerichtete Zug- oder
Druckkraft aufweisen, und dafll sie auBerdem 2. isotrop seien, d. h.
dal sie in jeder Richtung das gleiche Verhalten zeigen. Fir gewisse
technisch wuchtige Materialien, wie Draht oder Holz, die in der Richtung
der Faser eine andere Beschaffenheit zeigen als senkrecht dazu, sind
daher die folgenden Untersuchungen nur mit Vorsicht verwendbar.

An einer Stelle im Inneren einer isotropen elastisch-festen
Masse mogen, nachdem eine Deformation eingetreten ist, die Ver-
langerungen der Lé&nge 1 in Richtung der Hauptdruckachsen bzw.
01, 02, 03 (gegen 1 sehr kleine GfdRen) betragen. Die VVerldngerungen,
die die Kanten eines in diesen Richtungen geschnittenen Wiirfels K
erfahren, schreiben wir Zugkréften zu, die in Richtung jener Achsen,
also senkrecht zu den Grenzflachen des Wirfels, von den Nachbar-
elementen auf die letzteren ausgelibt werden. Die Dehnungen pl,
02, 03 haéngen von diesen Zugkraften, die wir (als negative Druck-
krafte) mit — P1, —P2, - P3 bezeichnen wollen, ab. Das Gesetz
der Abhéangigkeit entnimmt man der Erfahrung, indem man das
Verhalten eines Wiirfels von endlichen Dimensionen zugrunde legt,
dessen gegenuberliegende Seitenflichen von Zug- (oder Druck-)
Kraften gleichméBig in Anspruch genommen werden. Dabei ergibt
sich folgendes:

1. Fur den Zusammenhang zwischen Zugkraft (Druckkraft) und
Ausdehnung (Verkirzung, beide zusammengefalt unter ,,Deformation”,
englisch ,strain“) das schon erwahnte Hookesche Gesetz, das die Pro-
portionalitatl) zwischen beiden aussagt. Genauer: Ein Parallelepiped
von der Lange | und dem Querschnitt g, auf dessen zwei gegenuber-
stehende Basisflichen je eine Zugkraft — Q (negative Druckkraft)
wirkt, erfahre dadurch die Verlangerung (negative Verkirzung) A.
Dann gilt, wenn die Zugkraft eine gewisse, vom Material abhéngige
Grenze?) nicht Uberschreitet, die Beziehung

1) Die Grenze, bis zu der die Proportionalitdt noch besteht, ist z. B. fiir
Schmiedeeisen 16 kg pro gmm.

2) Das negative Vorzeichen ruhrt davon her, daf (Art. 36) die hier ein-
gefiihrten angreifenden Druckkréafte zu den inneren elastischen entgegengesetzt
gerichtet sind.
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1)

wo der Proportionalitatsfaktor E, der ,,Elastizititsmodul®, eine vom
Material abhangige Konstantel) ist. Diese Beziehung bleibt bestehen,
wenn sich der Zug in Druck und damit die Verlangerung in eine
Verkirzung verwandelt.

2. Der Zug (— Q) in Richtung einer Kante bewirkt eine Zu-
sammenziehung des Parallelepipeds in den zur Zugrichtung senk-
rechten Richtungen, eine ,,Querkontraktion” (bei Druck eine ,,Quer-
dilatation“), die einen Bruchteil y der Verlangerung A betragt, wo
M wieder eine von dem Material abhéngige Grofle (meist p = %) ist.
Die Kante eines Wiirfels von der Seite 1 verkiirzt sich hiernach bei
einem Zuge — P (= — Q/q), den wir also nunmehr wie (berhaupt
in der Folge als eine Flachenkraft, auf die Querschnittseinheit bezogen,
auffassen, in der Querrichtung um

3. Die in allen Fallen sehr kleinen Verldngerungen (Verkir-
zungen), welche durch drei in Richtung der Kanten (und je den
dazu senkrechten Richtungen) simultan wirkende Zug- und Druck-
krafte hervorgerufen werden, setzen sich wie Vektoren zusammen
(Prinzip der Ubereinanderlagerung kleiner Wirkungen).

Wir heben endlich noch hervor, daR die auf das Innere eines
Elementarwiirfels etwa wirkenden Volumkrafte — ebenso wie die
Differenz der auf je gegenuberliegende Flachen wirkenden Oberflachen-
krafte — wvon einer um 1 niedrigeren GroéRRenordnung sind, wie die
Flachenkrafte selbst.

An der Hand dieser Festsetzungen ergeben sich sogleich die
Verlangerungen 1, 2, 3, welche die Kanten eines in Richtung
der Hauptdruckachsen (Art. 36) orientierten Elementarwirfels K von
der Kantenldnge 1 unter dem EinfluR der in eben diesen Richtungen
wirkenden Flachenkrafte P1, P2, P3 erfahren, und daraus umgekehrt
die letzteren, wenn die ersteren gegeben sind.

Die Verlangerung der Kantenlange 1 in Richtung der Kraft
— PI betragt, wenn man bertcksichtigt, dal die Krafte — P2, - P3
zugleich Querkontraktionen veranlassen, insgesamt:

1) Der Elastizititsmodul E betrdgt z. B. fur Stahl 21000 kg pro gmm.
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Man erhalt so

&)

Um diese Gleichungen nach den P aufzuldsen, hat man sie bzw.
mit (1 — y), Y, 4 zu multiplizieren und zu addieren. Es ergibt sich

oder, wenn man die rdumliche Dilatation (Art. 21)
© = ol + 0233 ©)]

einfiihrt, die erste der folgenden Gleichungen:

4

Hiernach ist die Arbeit, die bei einer virtuellen Anderung 3p1, 802, 503
der Kantenldngen des bereits deformierten Wiirfels geleistet wird,
darstellbar durch:
ow = P1dp! + P26p2 + P3dp2
O]

Dieser Ausdruck andert sich nicht, wenn man die Verlange-
rungen @ in Verkirzungen (— @) verwandelt. Jede Entfernung
aus der Gleichgewichtslage ist also mit einer Aufspeicherung von
Arbeit verbunden, wenn 1 — 2 positiv ist, was sich dann wieder
fur sich aus der Forderung ergibt, dal die Gleichgewichtslage
stabil sei. — In den Art. 20, 21 haben die @ dieselbe Bedeutung
wie hier. Wir wollen nun, wie dort, neben den Hauptdruckachsen
ein (im allgemeinen gegen diese geneigtes) festes raumliches Koordi-
natensystem einfihren, in bezug auf welches der Punkt X, vy, z
die Verschiebungen u, v, w erfdhrt. Dann messen die Ausdriicke
XX=0u OX zy= ow/dy + dv 0z usw. (Art. 21) die Verénderungen
der Kanten und Winkel eines in Richtung dieser festen Achsen aus-
geschnittenen Elementarwurfels K. © sei wieder die rdumliche Dila-
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tation. Nun lassen sich die beiden in 6w auftretenden symmetri-
schen Funktionen der p durch diese GrofRen wie folgt ausdriicken
(a. a. 0., F. (20), (22)):

Q12+ 2 tifl = YSxy2 - 2Syyzz + ©2 (6)
ol + 02+ = O = Sxx (62)

wo, wie friiher, S die Summe aus drei dem angeschriebenen analog
gebildeten Gliedern bezeichnet.
Hiermit erhalt 6w die Form

oW = — %AS0? — Y5 Bd (Xy2+yz2+2X2 - 4yyzz - 47ZXX - 4XXyYy) (7)

Wo
(7a)

ist. Der Elementarwirfel K, nach den Achsen des festen Koordi-
natensystems orientiert, wird nun durch die Deformation nicht nur
hinsichtlich seiner Kantenldngen, sondern im allgemeinen auch hin-
sichtlich seiner Kantenwinkel gedndert. Die auf die Deformation
der Volumeneinheit verwandte Arbeit und deren Zuwachs dw kann
man ersichtlich, statt einer Wirkung der Kréfte an Wirfeln wie K,
auch einer Wirkung von Kréften zuschreiben, die an den Ober-
flachen von Wirfeln wie K angreifen. Aber wahrend auf den
Seitenflaichen von K die Krafte P senkrecht stehen, sind die am
Wirfel K angreifenden Kréafte gegen diese im allgemeinen geneigt.

Man findet diese Flachenkrafte einfach durch Berechnung der
Koeffizienten des nach den GréRen oxx, ... Oyz, ... geordneten Aus-
druckes dw (7). Denn diese GroRen kdnnen als Kantenelemente bzw.
Winkelelemente gedeutet werden, langs deren die an den Seiten-
flachen von K angreifenden Normalkrafte bzw. Tangentialkraftepaare
Arbeit verrichten. Nun ist

Ow = — S|AO — 2-B(yy +zz)] dxx —SBy10dyz,
wie man leicht durch Ausfihrung der Variationen in (7) bestatigt,

also von der Form:
ow = SXxdxx,+ SYzdyz. (8)

Hieraus ergibt sich fur den Druck Xx, welcher die Verlangerung &xx
der zur Achse X parallelen Kante 1 des Wirfels K bewirkt

(C)
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und analog

9)

Ebenso sind die Kraftepaare, welche die Veranderung der Kanten-
winkel hervorrufen, darstellbar durch

(10)

Man hat sich also vorzustellen, dal auf jede der 6 Grenzflachen,

die paarweise durch den angehangten Index X, y, z bezeichnet sind, drei

Druckkomponenten in Richtung der drei

Koordinatenachsen wirken — auf die zur

. X-Achse senkrechten Flachen z. B. X,

Yx@Z —— die gegeniiberliegende

gleichgrof? und entgegengesetzt gerichtet

sind. Die auf den Flachen senkrechten

Komponenten, wie Xx, sind Zug- oder

Druckkréfte im eigentlichen Sinne. Die

anderen, wie Yz, Zy, ... setzen sich mit

denje an den gegentberstehenden Flachen

angreifenden — Yz, — Zy, ... zu Kréaftepaaren zusammen, von denen je

zwei in entgegengesetztem Sinne drehend wirken (wie beistehende Figur

andeutet), und die so eine Verdnderung der Kantenwinkel hervor-

rufen. Man nennt Krafte wie Yz, Z, deren Richtung in die Flachen

selbst fallt, an denen sie angreifen, Schubkréfte oder Scherkréfte

(Tangentialkréfte).

Die Variation der Gesamtarbeit dW der inneren Kréfte wird

durch das Integral dargestellt

(V)

wo XX,... Yz,... die oben (9), (10) angegebenen Ausdriicke sind.
Wir machen von dieser Formel bei der nun folgenden Herleitung
der Differentialgleichungen der Bewegung eines elastisch-festen
Kérpers Gebrauch.
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40. Die Differentialgleichungen der Bewegung flr elastisch-feste
Kaorper.

Der im vorigen Artikel a. E. aufgestellte Wert von 3 W ist in
die Gleichung (5) des Art. 36 einzusetzen, die das D'ALEMBERTSsche
Prinzip fur raumerfillende Massen geliefert hat. Nur sind zuvor
die dort als veranderlich angenommenen Koordinaten x,y, z durch
die Verschiebungen u, v, wzu ersetzen, weil im vorigen Artikel die
Koordinaten x, y, z die Lage des Massenelementes im natirlichen
(nicht deformierten) Zustand bestimmen, also weder Funktionen der
Zeit sind noch variiert werden konnen. W.ir denken uns also in
der Formel (5) des Art. 36 Uberall

an Stelle von a,b.c...x, Y,z
XV, Z...X+Uy+v,z+w

gesetzt, wobei wir uns die Verschiebungen u,v,w als Funktionen
von X, Y, z, t vorstellen. Die Ableitungen von x(a, b, ¢, t) nach der
Zeit haben wir frilher wie totale behandelt. Da jedoch nun daneben
die von u, v, w nach x,y, z auftreten, empfiehlt es sich, die Differen-
tialquotienten nach t als partielle zu bezeichnen. Wir ersetzen dem-

nach
durch USW.

und wollen, wie friiher die totalen, so in der Folge die partiellen
Ableitungen nach der Zeit durch (bergesetzte Punkte bezeichnen.
Man erhdlt so mittels des d’Alembertsehen Prinzips

1)
wo nun

)

ist. ' Um aus (1) die Differentialgleichungen der Bewegung herzu-
stellen, hat man zunéchst d W durch partielle Integration in eine
lineare Funktion von du, ov, dw zu verwandeln. Die bewegten
Massen mdgen einen Raum T ausfiillen, der endlich oder auch un-
endlich sein kann. Nach dem ofter verwendeten Verfahren (s. z. B.
Art. 24) transformiert man das Uber den Raum T ausgedehnte Inte-
gral (wir beschranken uns auf das erste Glied) wie folgt:

Brill, Mechanik raumerfillender Massen. 10
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wo das m der eckigen klammer stehende Glied fur diejenigen
Stellen der den Raum T begrenzenden Oberflaiche > zu nehmen ist,
die von dem Uber dydz stehenden Parallelepiped ausgeschnitten
werden. Ist do ein solches Flachenelement, n die nach innen ge-
richtete Normale, ist also

dydz = — do cos(n, x),

so &Rt sich das erste Integral rechts in ein Uber X zu erstreckendes
Integral verwandeln

JJ dydz[xxdu] =— [ doXxcos(n, x)du,

womit

wird. Man findet in ahnlicher Weise

Insgesamt erhélt man daher fur die Arbeit der inneren Kréafte, nach
erfolgter Umordnung der Glieder rechts,

= —_rS(chos (n, x) + Xycos (n,y) + Xzcos (n, zyduds  (3)

wo S das oft gebrauchte Summenzeichen ist.

Dieser Ausdruck ist in die Gleichung (1) des d’Alembertschen
Prinzips (1) einzusetzen. Das auf die Oberflachenkraft bezigliche
Integral 'S kann man durch die Komponenten derselben
darstellen

(4)

womit (1) die Gestalt erhalt

©)
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Setzt man die Koeffizienten der Variationen du, ... im Raum-
und Oberflachenintegral einzeln gleich Null, so ergeben sich die Diffe-
rentialgleichungen:

a) fur das Innere

(6

b) fur die Grenzflache

()

Die letzteren sagen aus, daB ein Tetraeder, von dem drei Flachen

den Koordinatenebenen parallel laufen und eine der Grenzflache des
Korpers angehort (ABC, s. d. Figur) sich
unter dem EinfluR der auf es wirkenden
Druckkrafte im Gleichgewicht befindet. —
Auch hier spielen die VVolumkrafte (X,Y,2Z2)
gegenlber den Flachenkraften keine Rolle,
weil sie, berechnet fur ein unendlich klei-
nes Tetraeder, von einer um 1 kleineren
Dimension sind.

Die Gleichung der lebendigen Kraft
ergibt sich aus (1), wenn man (Art. 15 a. E.) die Variationen durch
die wirklich eintretenden Verschiebungen ersetzt. Man erhélt so,
wenn man den Zuwachs an Kinetischer Energie mit

und den der Arbeit der VVolumkrafte mit

d'U = [ (Xdx + Ydy + Zdz)dt

bezeichnetl):
dT-d'U-dw-d's =0

1) Der obere Strich an d in d'U und d'S deutet wie friher an, dal3 diese
Ausdriicke nicht notwendig vollstdndige Differentiale sind.
10*
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Setzt man in den Gleichungen (6) die aus Art. 39 (9), (10) zu ent-
nehmenden Werte fur die Druck- und Schubkrafte Xx, ... 1), ...
ein, namlich

(8)

(8a)

wo

die rdumliche Dilatation ist, und die Konstanten A, B mit dem
Elastizitdtsmodul E und dem Querkontraktionskoeffizienten p durch
die Gleichungen Zusammenhéngen

(8b)

so erhadlt man, wenn wieder der Differentialparameter

verwendet wird, die folgenden Differentialgleichungen der Bewegung
fur elastisch feste Koérper

©)

Man kann ihnen auch die Form geben

(92)
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wo

ist.

Handelt es sich also um die Gestaltsdnderung eines bekannten
isotropen elastisch-festen Korpers, auf den die Volumkrafte (X, Y,
Z) und die Oberflachenkrafte wirken, so ergeben die
Gleichungen (9) den Zusammenhang zwischen den ersteren und den
Verschiebungen (u, v, w), die der Punkt x, y, z erfahrt; (8), (8a)
denjenigen zwischen den Verschiebungen und den inneren Kréften;
(7) den zwischen den inneren Kraften in der Nahe der Oberflache
und den gegebenen Oberflachenkréften. Aus den letzteren sind die
bei Integration der partiellen Differentialgleichungen (9) auftretenden
willkarlichen Funktionen zu bestimmen, nachdem eine Annahme Uber
den Anfangszustand gemacht ist.

Indessen sind die Schwierigkeiten, die sich der Ldsung dieses
Problems schon in einfachen Fé&llen entgegensetzen, meist unuber-
windlich. Man geht deshalb alsbald zu erleichternden Annahmen
Uber, indem man entweder sich auf Korper beschrénkt, die hinsicht-
lich einer oder zweier Dimensionen sehr klein sind, wie dinne
Platten, Schalen, Stdbe, oder indem man andere vereinfachende
Annahmen (ber die Gestalt des Korpers und die Angriffsweise der
Oberflachenkrafte macht. L&Rt man dazu noch die Zeit auRer Be-
tracht, beschrankt man sich also auf statische Probleme, so gelingt es
in manchen Féllen, wie wir im néchsten Artikel sehen werden, die
Deformation eines von Kréften angegriffenen Koérpers unter beson-
deren Voraussetzungen uber die Krafte und uber die Verschiebungen
aus den Differentialgleichungen zu ermitteln. Auch die Fortpflanzung
von Erschitterungszustdanden in einem unbegrenzten elastischen
Medium — wobei dann also in einem bestimmten Zeitpunkt nicht
die Kréfte, sondern die Verschiebungen gegeben sind — lassen sich
mit Hilfe jener Differentialgleichungen ubersehen, wie dies in einem
spateren Artikel gezeigt werden wird.

Gewisse Probleme der Hydrodynamik und der Elastizitatstheorie,
die sich auf besonders begrenzte Korper oder auf eine besondere An-
nahme Uber den Bewegungszustand beziehen, machen die Kenntnis
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der Differentialgleichungen in anderen als rechtwinkligen Koordinaten
wunschenswert.  Statt nun die aus zweiten Differentialquotienten
zusammengesetzten Bewegungsgleichungen selbst zu transformieren,
formuliert man besser schon die Aussage des Grundgesetzes ((1)
Art. 25; (5) Art. 36) in den neuen Koordinaten (pl, p.2, p3). Denn
einerseits transformiert sich der Ausdruck fir die doppelte Variation
des Zwanges dmf- nach Art. 6 wie folgt:

wWo

das Quadrat der Geschwindigkeit der fortschreitenden Bewegung des
Massenelementes dm ist, mk, seine Verschiebung in Richtung der
Koordinate pk, eine lineare Funktion der u, v, w, und die cik blo3 von
den (in der Zeit unveranderlichen) p abhdngen. Andererseits setzt
sich in jedem Fall die potentielle Energie der inneren Kréfte nur
aus Differentialquotienten 1. Ordnung der Abschiebungen u, v, u,
nach den Koordinaten zusammen, und zwar in Ausdricken, die
man schon bei Lamé, legcons s. 1 coord. curvilignes, 1859 in ortho-
gonale und bei L. Maurer, Deform, gekrimmter Platten, Archiv d.
Math. u. Phys. (3) 5 1902, in allgemeine Koordinaten transformiert
vorfindet. — Doch missen wir uns versagen, hierauf ndher einzu-
gehen. (S. auch eine Abh. d. Verf. in Math. Ann. Bd. I, S. 246.)

41. Torsion eines geraden Zylinders mit elliptischer Basis.

Von Volumkraften sehen wir im folgenden ab, setzen also in
den Gleichungen des vorstehenden Artikels

X =Y =2Z=0

Man konnte versuchen, zunéchst die Funktionen u, v, w von x,y, z, t
den Gleichungen (9) des vorigen Artikels entsprechend anzunehmen.
Wirde man dann solche zuféllig gefundenen Losungen in die Glei-
chungen (8) einsetzen und an der Hand von (7) zur Oberflache Uber-
gehen, so wirden sich Oberflachenkrafte ergeben, die voraussichtlich
kein besonderes physikalisches oder technisches Interesse darboten,
sich wahrscheinlich auch kaum realisieren lieRen.

Wohl von solchen Uberlegungen geleitet, hat de Saint-Venant
zur Ermittlung von neuen und brauchbaren Loésungen des Gleichungs-
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Systems den folgenden Weg emgeschlagen.l) Er nimmt nur einen
Teil der Oberflachenkréfte an und dazu einen Teil der Verschiebungen
(de St.-Venantsches Problem) in der Weise, dafl durch beide zusammen
das System der Gleichungen (7)—(9) der Integration zugéanglich
wird, indem sich die Ubrigen gerade noch aus ihnen bestimmen
lassen. Wie dies zu geschehen hat, wollen wir an dem Problem der
Verdrehung (Torsion) eines geraden Zylinders mit elliptischer Basis
unter dem EinfluB von Kréften, die tangential in den Endflachen an-
gebracht sind, zeigen.

Die Achse eines geraden Zylinders von elliptischer Basis und zu-
nachst sehr kleiner Hohe sei die X-Achse eines rechtwinkligen
Koordinatensystems, dessen Ursprung in die eine Endflache falle.
Mit dem Flachenelement, das den Ursprung enthalt, sei auch nach
der Deformation die >XXY-Ebene fest verbunden, so daf fur die Punkte
X=y=z=0, x+dx=y=z= X=y+dy=dz=0, u=v
=w =0 sei. Mit anderen Worten, man nimmt an, dal

sei, wro durch den Index Null bezeichnet wird: fir
XxX=y=z=0.

Beziglich des deformierten Zustandes machen wir zwei weitere An-
nahmen, deren jede wir sogleich hinsichtlich des Einflusses besprechen
wollen, den sie auf die Formeln (7)—(9) des vorigen Artikels hat.

1. Auf den Zylindermantel wirken Uberhaupt keine Druckkréfte;
auf die Endflachen bloR Krafte, deren Richtung in die Flache selbst

fallt (also bloR Schub- oder Tangentialkrafte); fur alle Stellen des
Mantels sei also

Fir dieselben ist andererseits, auch nach einer kleinen Deformation,

Daher hat man vermdge (7) fur einen beliebigen Punkt des Mantels
Eos (n, xX) + Zycos (n,y) = 0,

oder auch, weil fir jedes Linienelement ds der Oberflache (nament-

1) De Saint-Venant, Mem. sur la torsion des prismes, Sav. etrang. Mem.

14 (1856). Flexion des prismes, Liouv. Journ. (2) 1 (1856). S. auch Ci.ebsch,
Elastizitat fester Korper, Leipzig 1862, S. 74 ff.
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lich auch fur ein solches der Begrenzungskurve der Endfléche, s. d.
Figur)

dxcos (n, x) + dycos(n,y) + dzcos(n,z) =0
ist, Zxdy — Zydx = 0. )

Die Punkte der urspriinglich in die XY-Ebene fallenden Endflache

des Zylinders werden sich nur wenig von dieser entfernen, weil nach
Art. 21 die Verschiebungen u, v, w sehr
kleine GroRen sind. Daher ist fiir sie auch
nach der Deformation nahezu

cos (n,x) =0; cos(n,y) =0, (3)
und damit ergibt sich, da nach Annahme (1)

ist, da fiur alle Punkte des End-
querschnitts (Formel (7) des vorigen Artikels)

Z1=0 (3a)
ist.

2. Die Lé&ngsfasern (parallel zur Achse geschnittene Parallel-
epipede) des zylindrischen Stabes erleiden keinerlei seitlichen Druck,
und ihre etwa rechteckigen Querschnitte bleiben rechtwinklig.

Im Zylinder ist nach dieser Annahme durch das ganze Innere

Xx=Yy =0, Y=Xy=0. 4)

3. Dabei ist die Hohe des Zylinders so gering anzunehmen, dal
auch in den von der XY-Ebene entfernten Querschnitten die Ver-
schiebungsgroBBen u, v, w sehr Kkleine GroRen (Art. 21) sind.

Dann gelten die Formeln (3), (3a) auch fir die andere End-
flache, und damit die (3a) Uberhaupt.

Durch die Gleichungen (1)—(4) in Verbindung mit denen
(7)—(9) des vor. Art. ist, wie man sehen wird, das Problem in
eine l6sbare Form gebracht.

Zunéchst geht das System (9) Uber in

Au=0; Av=0;, Aw=0. (5)
Ferner folgt wegen (3a), (4) aus dem System (8) des vor. Artikels

(6)

weil die rechten Seiten homogene lineare Funktionen dieser drei
GrofRen sind, deren Determinante nicht verschwindet. Also ist auch

0 =0. (6a)
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Die Gleichungen (8a) werden

()

Fur die Begrenzungskurve eines friher ebenen Querschnitts hat
man, wegen (2):

(8
Im Endquerschnitt 0 = 0 ist (vgl. (7) des vor. Art.):
Zz=0.

Aus der letzten Gleichung (7) folgt fur alle Punkte im Inneren:

oder wegen (6)
(C))

Daher erhélt man aus (5). wegen (6):

Hiernach sind die Funktionen u und v je in x, y, z linear-, und
zwar enthalt wegen (6) u kein x, v kein y. Es wird also sein

u=z(py +a)+ry +s
v =z(plx + ql) + rix + sl

wo die p, g, r, s Konstanten sind. Wegen der letzten Gleichung (7)
ist noch

Weil ferner nach (1) fir x=y=z=0

ist, so ist

Man hat also
u=0( py+q

v =2z(-pXx + ql). (10)
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Die Funktion w gentgt ((5), (6)) der partiellen Differentialgleichung

(V)

Da in der Umgebung von x =y = 0 aullerdem w eine stetige
Funktion von X, y ist, so ist w nach ganzen Potenzen von X, y ent-
wickelbar.  Sei also

w=a + (BXx + yy) + (dx2+ exy + {y2) +. ..

ein Integral von (11), wo, wegen (6), die o, B, -+ - von z nicht mehr
abhdngen. Dann ist wegen (1)
a=R=y=0,
also
W =0x2+exy + yl+ - (12)

Aber die Funktion w genigt noch einer Grenzgleichung, die man
erhélt, wenn man in (8) fir z =0 den Wert von aus der Glei-
chung der Grenzkurve des Querschnitts eintrdgt. Denn wenn etwa
die Gleichung der Grenz-Ellipse (bei nicht deformiertem Zylinder)

(13)

ist, woraus sich die der deformierten Grenzkurve durch Einsetzen
von X + u, y +v an Stelle von x, y ergibt, so bestimmt sich wegen
(10) die Tangentenrichtung fir z = 0 aus

Daher geht (8) mit Benutzung von (10) Uber in:
(14)

eine Gleichung, die nach Einfuhrung von (12) mit Hilfe von (13)
identisch erfullt sein muB. Man erhélt zunéchst

(15)
daneben

(13)

Die Gleichungen (15), (13) stellen zwei Kurven in der XY-Ebene
dar, die einen Bestandteil gemeinsam haben missen, wenn nicht (15)
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identisch, d. h. fur alle Werte von X, y verschwindet. Offenbar ist
nur das letztere moglich. Man erhalt so:

0 q1=0;

womit

wird, ein Ausdruck, der zugleich der Differentialgleichung (11) fir
w genigt. — Man koénnte w aus (11) und der Randbedingung (8)
auch auf einem mehr an die Funktionentheorie sich anschliefenden
Wege bestimmen (s. z. B. Love-Timpe, Lehrbuch der Elastizitat,
Leipzig 1907, Art. 217).

Das System der Verschiebungskomponenten ist also

u=pzy

V= — pzx (16)

Hieraus ergeben sich vermdge (7) die Tangentialkréfte in irgend-
einem Querschnitt, insbesondere auch die in den Endquerschnitten
anzusetzenden auBeren Krafte. Es wird namlich (Art. 40 (8)):

(m

Da in der Begrenzungskurve jedes Querschnittes
Xzdy — Yzdx =0

ist, und da derselbe Wert von dy/0x, welcher der Grenzkurve eines
Querschnittes genugt, auch jeder zu ihr &hnlichen Kurve im Inneren
desselben geniigt, so wirken alle Tangentialkréfte — symmetrisch
hinsichtlich der Z-Achse verteilt — in Richtung der Tangenten
eines Systemes von Kurven, welche, der Grenzkurve &hnlich, das
Innere des Querschnittes ausfullen. Was die Gestalt des Zylinders
nach der Deformation angeht, so ergibt sich aus der Formel fir w
(16) die Verénderung der z-Koordinate eines Punktes x, y in irgend-
einem Querschnitt. Insbesondere geht der urspriinglich ebene End-
querschnitt x =0, fur den zugleich u =v = 0 ist (16), in die durch
die letzte Gleichung von (16)
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dargestellte Flache, ein hyperbolisches Paraboloid (ber. Die zu
grélReren Werten von z gehdrigen Querschnitte sind dieser kon-
gruent und nur durch einen Kkleinen Winkel gegen sie um die
Z-Achse gedreht. Denn setzt man

X=rcosq@, Y =rsing,
so wird

u2 + v2 = p2z2r2,

d. h. die Verschiebungen sind fiir alle von der Z-Achse gleich-
entfernten Punkte eines Querschnittes ihrem Abstand z von der
XY -Ebene proportional und wie die Tangenten eines Kreises ge-
richtet. Weil fur r=1, z=1,

ul+ v2=p?

ist, so bedeutet p den (sehr kleinen) Winkel, durch den jeder Quer-
schnitt gegen einen um den Abstand 1 von ihm entfernten gedreht
ist, p ist also der Hohe des Schraubenganges der Schraubenlinie, in
welche eine zur Z-Achse parallele Faser Ubergegangen ist, umgekehrt
proportional. Wegen der Kongruenz aller deformierten Querschnitte
kann man sich das ursprunglich als kurz vorausgesetzte Zylinderstiick
in kongruenter Wiederholung angeschlossen denken und so den Zy-
linder beliebig verlangern, wobei dann die Formeln (16) nicht auf-
horen zu gelten.

Die ,,geféhrliche* Stelle des Querschnitts, die namlich, wo die
Widerstandskraft des Materials gegen Schub am stérksten in An-
spruch genommen wird, berechnet sich aus den Formeln (17). Ist
a die groRe, b die kleine Halbachse der Ellipse, so hat der Ausdruck
fur Xl seinen groBten Wert an der Stelle x =0, y =b, also am
Ende der kleinen Halbachse.

Das Gesamtmoment, das, in den beiden Endquerschnitten ange-
bracht, die besprochene Torsion hervorzubringen imstande ist, hat,
wenn man mit d<5 ein Element des Endquerschnittes bezeichnet,
den Wert

(18)

Es fehlt nur noch der Nachweis, da bei Annahme der Oberflachen-
krafte

entsprechend den Formeln (17) und bei der angenommenen Orien-
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tierung des Zylinders gegen das Koordinatenkreuz, das System (16)
der Verschiebungen u, v, w das einzig mogliche ist. Dieser wird im
folgenden Artikel erbracht.

42. Eindeutigkeit der Lo6sung.

Wir werden allgemein zeigenl), daf zu einem gegebenen System
von Volumkréften X, Y. Z und von Oberflachendriicken
nur ein System von inneren Kréften Xx,.. Yz, ... existiert, das
— fur den Zustand des Gleichgewichts, also fur
gebildet — den allgemeinen Gleichungen (6) bis (8a) des Art. 40
genlgt, d. h. dal je zwei Systeme von Verschiebungsgréflen u, v, w
und zugehorigen Xx, ... Yz, .. die jenen Gleichungen geniigen,
sich nur durch eine rdumliche Parallelverschiebung und Drehung des
(hierbei als starr gedachten) elastischen Kdorpers unterscheiden.

In der Tat: Es mogen die Systeme (6) bis (8a) des Art. 40,
auBer durch die GroRen

u v, w, Xx,... Yz,..., (A)

(B)

noch durch

befriedigt werden. Setzt man
ul—u=u', vi=V=v, w-—-w=w, (1)
so haben die Differenzen

dieselbe mechanische Bedeutung wie die einzelnen Glieder, weil die
partiellen Differentialquotienten der u, v, w, aus denen sie sich linear
zusammensetzen, selbst sich linear, d. h. wie die u in (1), trans-
formieren. Nun werden die Gleichungen (6) im Falle des Gleich-
gewichts, also nachdem

)
gesetzt ist, sowohl durch das System (A) wie durch das (B) be-
friedigt. Zieht man je entsprechende Gleichungen voneinander ab,
so erhalt man

®)

1) Nach Ciebsch, Theorie der Elastizitat fester Korper, § 21, S. 67.
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Ebenso erhalt man aus (7), Art. 40,
X' cos (n. x) + X" cos(n, w) -j- X[ cos (n, V) = O. 4)

Nun wurden wir zu den Gleichungen (6), (7) des Art. 40 durch die
Gleichung des d'Alembertsehen Prinzips ((1) dieses Art.) gefihrt,
die wegen (2) die Form erhalt

J—odt(Xdu  Ydv+ Zdw) - W — &'S = O, (5)
WO0

war. Zu Gleichungen von der Form (3), (4) wirde auch die Be-
dingung (5) fuhren, aber nur unter der Annahme

Alsdann reduziert sich jedoch (5) auf

— 3W= [-3w-dt =0,
WO

eine wesentlich positive GroRe ist (weil (Art. 39) der Koeffizient

M <% ist), die nur dann Null wird, wenn allenthalben im Ko&rper
ol —p2—03=28

ist, d. h. wenn Uberhaupt keine Deformation stattfindet.

Ist also der Korper mit dem Koordinatensystem in bestimmter
Weise verbunden (wie wir es von dem elliptischen Zylinder- oben
vorausgesetzt haben), so ist das Problem des Gleichgewichts des
elastisch-festen Korpers durch die Annahme der auf ihn wirkenden
Volumkréafte und Oberflachenkréfte vollig bestimmt und eindeutig losbar.

43. Fortpflanzung ebener Wellen in einem elastisch-festen Mittel.

Wir machen eine weitere Anwendung von den Differential-
gleichungen der Bewegung (9a) in Art. 40, auf den Fall nédmlich
eines ins Unendliche ausgedehnten elastisch festen Mediums, auf das
keine Oberflachen- und keine Volumkréfte wirken. Diese Gleichungen

)
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oder in vektoranalytischer form

wo wieder der Solenoidalvektor

& nQ) =w="%rotu

ist, erinnern an diejenigen des Art. 31, durch die ein Vektor in einen
Potential- und einen Solenoidalvektor zerlegt wird. In der Tat
erhalten sie dieselbe Gestalt, wenn man setzt

2
(2a)

wo L, M, N die Komponenten eines Vektorpotentials g sind, dessen
Divergenz verschwindet. Denn dann gehen die Gleichungen (1)
uber in:

®)

kirzer in:

Integriert man die Gleichungen (3) zweimal nach t und laBt die
linearen Funktionen von t mit willkirlichen Funktionen von x, vy, z
als Koeffizienten, die bei der Integration auftreten, in u, v, w ein-
gehen, so ergibt sich

(4)

Wenn nun im Unendlichen die Gréflen Ru, Rv, 9Rw (wo R die Uber
jede Grenze wachsende Entfernung vom Ursprung bedeutet) ver-
schwinden, so ist, wie friher (Art. 31) bewiesen worden ist, die all-
gemeinste Losung dieses Gleichungssystems auf folgende andere
zuruckfuhrbar. Wegen
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ist (2)

ferner (Art. 31, F. (10))
AL = -2& AM= - 2. AN=-2E, (6)
und daher, wegen (2a)
(6a)
wobei noch die Bedingung besteht (s. oben)

(6b)

Die Gleichungen (4), (5), (6) koénnen diejenigen (1) ersetzen.
Tragt man die Ldsungen von (5), (6) in (4) ein, so bildet (4) ein
System von Verschiebungen, das die Gleichungen (1) befriedigt. Wir
wollen den Potentialvektor grad ¢ mit u', den Solenoidalvektor rot g
mit u" bezeichnen. Dann zerlegt sich der Vektor u in;

u=u+u",
w0 u' = grad g )
u" = rotq

ist.

Um zu solchen Lésungen der Gleichungen (5), (6) zu gelangen,
die eine mechanische Bedeutung besitzen, wollen wir annehmen, dal
sich an einer Stelle im Inneren des ins Unendliche ausgedehnten
Mediums eine Energiequelle befinde, welche dort einmalige oder
wiederholte Erschitterungen (oszillierende Bewegungen) hervorruft.
Jede solche Erschitterung wird infolge der durch sie veranlaten
Deformation der umgebenden Massenteile solche in den Nachbar-
elementen hervorrufen und auf diese Weise sich in den Raum fort-
pflanzen. Die Erschitterung wird zu einer gewissen Zeit t auf allen
Punkten einer das Erschitterungszentrum umgebenden krummen
Oberflache angelangt sein. Beschréankt man die Untersuchung auf
die nachste Umgebung eines Punktes P dieser Oberflache, so kann
man diese in erster Anndherung durch ein Element ihrer Tan-
gentialebene

K=ax +RBy +yz—C=0
ersetzen, wo wir
Q2+ R2+y2=1 (8)
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annehmen wollen. Wahrend nun die Oberflache sich ausbreitet, kann
man diejenigen Tangentialebenen verfolgen, fir welche u, B, y den-
selben Wert haben, wéhrend nur der Abstand C vom Ursprung sich
andert, wobei dann C eine Funktion von t ist. Wir wollen
C= Vt,

wo im isotropen Mittel V eine Konstante ist, annehmen und werden
die Zuldssigkeit dieser Annahme durch Einsetzen prufen. Dann be-
deutet V die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Ebene K = 0. Der
Vektor u = (w, v, w), der die Bewegung von P darstellt, wird auch
diejenige von Punkten der Oberflache, die sich in der Nachbarschaft
von P befinden, darstellen. Man gelangt so zur Einflhrung ebener
Wellen, d. h. von partikuléren Integralen der Differentialgleichungen (1),
fir welche u als Funktion von

K=ax + By 4- yz — Vt
angenommen wird, fir die also der Ausschlag u zu einer Zeit t
derselbe ist fur alle auf der Ebene K= 0 gelegenen Punkte. Als
Funktion von K (oder besser von K V), welche den Erregungs-
zustand definiert, wahlen wir eine einfache periodische Funktion, in-
dem wir setzen

C)

wo a, b, ¢, n Konstanten sind. Wir priifen die Zul&ssigkeit der ge-
machten Annahmen durch Einsetzen der Formeln (9) in die Diffe-
rentialgleichungen (1), oder auch in [Art 40 (9)]:

usw.

Man erhéalt, wenn man den Kosinus abwirft und
ao+ bR +cy =206 (10)
setzt, nach Division mit — 4mn%a2,

oder, mit Rucksicht auf (8), die erste der folgenden Gleichungen
(A-B)ad +(B-pV2a=0
(A-B)R +(B—-—0oV)b=0 )
(A-B)Yyd +(B —-oV2)c=0

Brill, Mechanik raumerfillender Massen. 11
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Aus ihnen ergibt sich der Zusammenhang zwischen den eingefiihrten
Konstanten, der bestehen muf, wenn (9) ein Ldsungssystem sein
soll. Bevor wir hierauf eingehen, wollen wir die Bedeutung jener
Konstanten feststellen.

Die Verhaltnisse

u:v:w=a:b:c

geben die Richtung an, in der die Punkte der Ebene K= 0, der
»Wellenebene“, und der zu ihr parallelen Ebenen, auf welche die
Bewegung sich fortpflanzt, sich verschieben. Die GroRe dieser Ver-
schiebung — der Schwingungsausschlag an der Stelle x, y, z —

(12)

wachst von Null bis zu der ,,Amplitude”, und geht
wieder auf Null zuriick in einer Zeit 14T der halben ..Periode”
(Schwingungsdauer), die sich bestimmt aus der Bedingung, dal der
Vektor u denselben Wert wieder erhalt, namlich aus

oder aus nT = 1 (13)
n ist also der reziproke Wert der Schwingungsdauer oder die Zahl
der in der Zeiteinheit erfolgenden Schwingungen, die ,,Schwingungs-

zahl“.  Um auch die Bedeutung von zu ermitteln, betrachten

wir den Bewegungszustand, der zu derselben Zeit auf parallelen
Ebenen besteht.
Die Entfernung A der beiden Ebenen

hat die Eigenschaft, da® der Ausschlag (u, v, w) auf beiden gleich-
zeitig der namliche ist, weil

ist. Der Entfernung A entspricht also bei den Wasserwellen die aus
Berg und Tal bestehende ,,Wellenldnge*; daher die Bezeichnung.

Wir wenden uns nun zur Diskussion der Formeln (11) zwischen
den Konstanten der Ldsungen (9). Multipliziert man die (11) mit bzw.
a, B, y und addiert, so erhdlt man

O(A- K2 = 0. @o



43. Fortpflanzung ebener Wellen in einem elastisch-festen Mittel. 163

Diese Gleichung wird auf zwei Weisen befriedigt.

al Man setze
d=aa+ bl +cy=0.

Dann steht die Richtung u auf derjenigen (a, B, y) der Normalen zur
Wellenebene, der ,,Wellennormalen®, senkrecht, d. h. die Schwingungen
erfolgen in der Wellenebene, also senkrecht zur Fortpflanzungsrich-
tung. man hat Transversalwellen. Fuhrt man in (11) &=0 ein,
so wird

B=pV2
Daher ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit V der Transversalwellen
in einem Medium von der Dichte g

Die Geschwindigkeit V ist um so Kleiner, je dichter das Medium ist.
Diese Beziehung liefert eine Deutung fir die Konstante B.
Weil der Ausdruck fir die rdumliche Dilatation ©

den Faktor d hat, so verschwindet mit d auch ©, sowie umgekehrt.
Wegen © = 0 erfolgt die Fortpflanzung von Transversalweilen in
einem elastischen Medium ohne réaumliche Ausdehnung oder Ver-
dichtung; es verhalt sich wie eine inkompressible Masse.
b) Zweite Annahme. Man setze (14):
A = V2
Hiermit ergibt sich aus (11):
a=—ad; b = BJ; ¢ =vy9;
In diesem Falle fallt die Schwingungsrichtung
uv:w=a:R:y
mit der der Wellennormalen zusammen, sie erfolgt in der Fort-
pflanzungsrichtung. Man hat es also mit Longitudinalwellen zu tun,
deren Fortpflanzungsgeschwindigkeit

wieder eine Deutung der Konstanten A des Mediums gibt.
Im Fall (a) ist, wegen 6 =0, @ =0 und (2) die (hier periodische)
Funktion ¢ =0, und somit der Vektor
u=grady =0

11*



164 I11. Elastisch-feste und auasi-elastische Massen.

Im Falle (b) dagegen ist ® # 0, und zwar
(15)

Man muR diesem Falle der Longitudinalschwingungen denjenigen
Vektor zuordnen, den wir in (7) durch u' = grad ¢ definiert hatten,
und fir den die Differentialgleichungen (1) gelten

(16)

Dem Falle (a) der Transversalschwingungen ordnet sich dagegen

der Vektor
u" =rotq

zu, fir welchen, wenn wieder L, M, N die Komponenten des Sole-
noidalvektors q sind, die Gleichungen bestehen (1), (6):

a7

Im Falle ebener Wellen lassen sich also die allgemeinen Glei-
chungen (1) fir u durch diejenigen (16), (17) fur die Komponenten
von u ersetzen.

Die Gesetze der Fortpflanzung ebener Wellen in einem unend-
lich ausgedehnten Mittel haben eine Bedeutung auch fiir Kugelwellen
oder Uberhaupt krummflachige Wellen in einem begrenzten Mittel,
weil man die krumme Fl&che in erster Anndherung durch ein Stiick
der Tangentialebene selbst, in zweiter durch diese und ihre Nachbar-
ebenen, die Flache also als eingehillt von ihren Tangentialebenen
ansehen kann. Man denke sich einen Punkt in der Né&he einer
krummen Flache als Schnittpunkt unendlich vieler von ihr der Lage
nach unendlich wenig verschiedener Tangentialebenen, deren jede
Tréger einer Bewegung der oben beschriebenen Art ist. Ist eine
Tangentialebene an eine solche Wellenflache zur Zeit t durch

ax + By +y(—Vt=0 (18)
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dargestellt. so gilt fir eine rsachbarstelle
(a + do)x + (B + dR)y + (y + dy)z— Vt = 0.

Gehen beide Ebenen durch denselben Punkt x, y, z wenig aulRer-
halb der Flache, so ist fur diesen auch

xda + yd3 + zdy = 0. (18a)
Wegen
aw+pP+y2 =1

besteht daneben die Gleichung
ado + RdBR + ydy = 0. (18b)

Fur die unendlich vielen Tangentialebenen, die alle durch x,y,z
gehen, nimmt da: di : dy andere und andere Werte an. Es muf}
daher, wenn fir sie alle (18a), (18b) nebeneinander bestehen sollen,

X:y:z=a:B:y
sein.

Der Schnittpunkt der Tangentialebenen, die zu derjenigen (18)
benachbart sind, bewegt sich also in der Richtung der Normalen
zur letzteren fort. Man kdnnte sich vorstellen, daR nur in dieser
Linie die Wirkung unendlich vieler unendlich wenig verschiedener
Ausschldge von den Sinnen aufgefa3t und als Lichtstrahl oder Schall
empfunden wiirde.

Die Gleichungen (15), (16) fur die Fortpflanzung von Longitudinal-
wellen werden, obgleich fir elastisch feste Korper aufgestellt, doch
auch fir die Fortpflanzung von Schallwellen in einem elastisch flus-
sigen Medium in Anspruch genommen. Denn gegeniiber einer Be-
wegungsform, die sich so rasch fortpflanzt wie die Schallwellen, ver-
hélt sich auch das fliissige Medium wie ein elastisch fester Korper.
DaB sich z. B. die Luft wie ein starrer Korper verhalten kann, zeigen
Dynamitexplosionen, deren zerstdrende Wirkung sich gleichzeitig
nach allen Seiten, auch nach untenhin, &ufert.

Die allgemeinen Formeln (1) wurden kirzlich von E. Wiechert
auf die Fortpflanzung von Erschiitterungen, wie sie ein Erdbeben
hervorruft, angewendet (Wiechert und Zoppritz, Uber Erdbeben-
wellen, Gott. Nachr. 1907). Durch Vergleichung der Ergebnisse der
theoretischen Untersuchung mit den seismometrischen Aufzeichnungen
zahlreicher Uber die Erdoberflache verteilter Stationen haben die ge-
nannten Forscher das Auftreten sowohl von Longitudinal- wie von
Transversalwellen durch das Erdinnere nachgewiesen.
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44. Die elastische Lichttheorie.

Dall das Licht sich in Transversalwellen fortpflanzt, beweisen
die FRESNELschen Interferenzversuche. Nachdem man dies erkannt
hatte, richtete sich die Bemihung der theoretischen Physiker darauf,
einen Trager dieser Bewegung zu finden, der, wie die Luft den Schall,
so das Licht von Weltkdrper zu Weltkorper fortpflanzt, oder doch
die Eigenschaften eines solchen Mediums, das man Ather nannte,
theoretisch festzustellen und auf ihre Annehmbarkeit zu prifen. Die
meisten Erscheinungen lielen sich ohne Zwang erkldren, wenn man
fur den Ather ein elastisch festes Medium setzte, das nur Trans-
versalwellen fortleitet. Nur in wenigen Féllen, wie bei dem Ver-
suche, die Erscheinungen beim Ubergang des Lichtes aus einem
Medium in ein anderes von anderer Dichte zu erklaren, sowie gegen-
Uber dem Verhalten von Kristallen mit elliptischer Polarisation ver-
sagtel) die sogenannte elastische Lichttheorie.

Wir gehen bloR auf die ersterwahnte Schwierigkeit ein. Die
Differentialgleichungen, denen die Transversalschwingung u" genigt,
lauten [Art. 43 F. (17)1 wegen © =0

1)

wozu flr die Grenze die folgenden kommen

@

Wir wollen uns diese Gleichungen fir zwei aneinander angrenzende
(im Ubrigen unendlich ausgedehnte) Medien gebildet denken, die sich
nur durch die Elastizitatskonstante 13 unterscheiden. Als Trennungs-
flache beider nehmen wir die YZ-Ebene an, setzen also

cos (w,x) = 1; cos (n,y) = cos (n,z) = 0.
1) Ein eingehendes Studium widmet dieser Frage der Artikel: Ubergang

des Lichtes an der Grenze zweier Medien von Drude in Winkelmanns Hand-
buch der Physik (1. Aufl.), Bd. I, 1. Abteilung.
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Da sich die Druckkréafte zu beiden Seiten der Trennungs-
flache im Gleichgewicht befinden missen (Art. 36), so schlieBt man
aus (2), indem man das zweite Medium durch einen oberen Index
unterscheidet, fur die Grenzflache
Xx = X'x X 9 Zx = ZX ©)
Wir verfolgen nun die Fortpflanzung
einer ebenen Welle beim Ubergang von
einem Mittel in das andere. Das Licht
sei homogen (entspreche einer bestimm-
ten Stelle des Spektrums), die Schwin-
gungszahl n also gegeben, ferner sei es
geradlinig polarisiert, und zwar mdogen
die Schwingungen in der den Lichtstrahl
(die Wellennormale) enthaltenden Ebene
(der Einfallsebene) erfolgen. Wir neh-
men diese Ebene (die Zeichenebene der
nebenstehenden Figur) zur Ebene z = 0.
Dann ist fur die einfallende Lichtwelle w = 0, und es wird, wenn a
die Amplitude, ¢ der Einfallswinkel ist [(9) des vorigen Artikels],

4)

Wir entnehmen nun der Erfahrung die folgenden Tatsachen:

1. Die einfallende Welle wird in eine reflektierte (ur, vr, wr)
und eine gebrochene (ub, vb, wh) mit den Fortpflanzungsgeschwindig-
keiten Vr, Vb und den Schwingungszahlen nr, nb zerlegt.

2. Der Reflexionswinkel ist gleich dem Einfallswinkel.

Es wird somit

(4a)
und

(4b)

Eine Schwingung in der Grenzfliche x = 0 kann dem einen
oder dem anderen Medium zugerechnet werden. Man schlie8t daraus
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auf die folgenden Beziehungenl) — durch einen Uberstrich moge
der Wert in der Grenzflache x = 0 angedeutet werden

(®)

Weil diese Gleichungen fur alle y und t gelten, so missen sich,
wenn man in (5) die Werte der u, v, tv aus (4), (4a), (4b) einsetzt,
fur x =0 die Kosinusse herausheben. Dies ist nur mdoglich, wenn
zugleich

n=nr=nb (6)
und
@)

also F,,=V ist.
Dann wird
(a+a)sing = absiny

(o — ar) cos @= abcos Y.

(®)

Die Gleichung (6) sagt aus, daf bei Reflexion und Brechung
die Schwingungszahl, d. h. die Farbe, erhalten bleibt. (7) ist der
Ausdruck fir das Brechungsgesetz, nach welchem

©)

d. h. der ,,Brechungsquotient* N eine von dem Einfallswinkel unab-
hangige GroRe ist, die das Verhdltnis der Fortpflanzungsgeschwindig-
keiten des Lichtstrahls in den beiden Medien darstellt. Aus (8) er-
geben sich durch Auflésen nach ar, ab die bekannten FRESNELschen
Formeln fur die Amplituden des reflektierten und gebrochenen Strahles
— immer fur in der Einfallsebene schwingendes Licht

(10)
Ferner erhalt man
(11)

Aber aus den Grenzbedingungen (3) folgen Beziehungen, die diesen
— mit der Erfahrung Uubereinstimmenden — Formeln teilweise
widersprechen. Denn die zweite Gleichung (3) ergibt (Art. 39 (10)):

1) W. Voigt (Theoret. Physik I, S. 483) leitet diese Formeln aus der For-
derung ab, daR beim Durchgang durch die Grenzflache kinetische Energie nicht
verloren gehen kann, weil keine Wéarme auftritt.



44, Die elastische Lichttheorie. 169

daher fur y = 0:

oder:
(12)

Diese Gleichung widerspricht jedoch der (11), weil

keine vom Einfallswinkel unabhéngige GroRe ist.

Die Annahme also, dall das Medium, welches Trager der Licht-
schwingungen ist, sich wie ein elastisch-fester Korper verhélt, stoft
auf Schwierigkeiten. Man hat versucht, diese und andere, die sich
aus der Theorie der Dispersion ergeben, durch Annahme von Wellen
mit veranderlicher Amplitude (K. Vondermuhi1, Math. Ann. V, 1872)
zu heben; Kirchhoff setzt eine Art von Kapillarkraftwirkung zwi-
schen Ather und Materie in der Grenzflache voraus (s. z. B. dessen
Vorl. Uber Optik, her. v. Hensel, 1891, S. 143). Aber alle diese An-
nahmen befriedigen nicht vollstandig (s. Drude, a. a. 0.). Erst die
neue von CI. Maxwell geschaffene Theorie der Elektrizitdt und des
Magnetismus!) erdffnete Uberraschend einen Ausweg. Auf der Fara-
DAYschen Anschauung fuBend, dal die elektrischen Krafte Polari-
sationszustidnde des Raumes (des Athers) sind, die sich fortpflanzen,
stellte Maxwell ein System von Differentialgleichungen auf, die
aussagen, daR diese Fortpflanzung unter Begleitung bestimmter mag-
netischer Erscheinungen mit Lichtgeschwindigkeit erfolgt, und machte
wahrscheinlich, daR die Transversalwellen, die wir als Lichtwellen
ansprechen, nichts anderes als elektromagnetische Wellen sind. Diese
Hypothese wurde unerwartet bald durch die Versuche von Hertz
Uber die Ausbreitung der elektrischen Kraft in glanzender Weise
bestétigt.

Wir werden die Differentialgleichungen von Maxwell in den
nachsten Artikeln kennen lernen, und schliefen uns, was ihre Ab-
leitung angeht, an die in Art. 37 erwahnte Auffassung von Lord
Kelvin an. wonach der Ather ein Medium ist, welches die oben als

1) Aus den zahlreichen Literaturangaben in H. A. Lorentz Bericht Uber
Maxwells elektromagnetische Theorie in der Enzykl. d. math. W. V, 2. S. G4
heben wir nur hervor: Cir. Maxwell, a Treatise on Electricity and Magnetism.
2 voll. Oxford, 3. ed. 1892.
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Quasi-Elastizitdt bezeichnete Art von Widerstand gegen Drehung
besitzt.l) Das Potential der widerstehenden Krafte im Ather ist
eben dasjenige, welches bereits Mac Cullagh ersonnen hatte, um
die Schwierigkeiten zu beseitigen, welche dem elastisch festen Medium
die Erklarung der elliptischen Polarisation bereitet hatte.

Wir wollen nun die Folgerungen ziehen, die sich aus der An-
nahme dieses Potentials ergeben.

45, Das quasi-elastische Lichtmittel.

Wir haben in Art. 37 die Arbeit dw der inneren Kréfte ge-
bildet, die bei einer virtuellen Drehung der Volumeinheit eines Me-
diums, welches die Eigenschaft der Quasi-Elastizitat besitzt, zu leisten
ist. Sind u, v, w die sehr kleinen Verschiebungen eines Punktes, sind

usw. die Drehungskomponenten, so haben wir fir die Gesamtarbeit
den Ausdruck
WV —— 4BA(EDE + ndn + ¢ddt

gefunden, der nun zuné&chst wieder durch partielle Integration in eine
lineare Funktion von &u, dv, dw zu verwandeln und dann in den
Ausdruck fiir das d,Alembertsche Prinzip (Art. 40)

einzutragen ist, wo das Oberflachenintegral

sich auf die Begrenzung des betrachteten Raumes bezieht. Die par-
tielle Integration ergibt — unter Benutzung einer schon ofter ge-
brauchten Abklrzung —

1) Einen Uberblick (iber die Versuche, der erwidhnten Schwierigkeit zu
begegnen, findet man in dem erwéhnten Bericht von H. A. Lorentz, S. 136ff.
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wo die eckigen Klammern sich auf die Begrenzung beziehen. Fal3t
man wieder die Summe anders zusammen, und fihrt man das Ober-

flachenelement
de = = dxdzcos (n,y) = - -

ein, so erhalt man

OW=-22BS Idcéu [Ccos (n,y) — ncos (n, 2)] —

@
Das DALEMBERTsche Prinzip ergibt daher, indem man die Koeffi-
zienten von o&u, ... sowohl fur das Innere wie fir die Oberflache

einzeln mit Null vergleicht, die folgenden Gleichungen fir die Be-
wegung im Innern eines quasi-elastischen Mittels:

@)

und fur die Oberfliche das Moment:

3

Durch Differentiation der Gleichungen (2) nach x,y, z und Ad-
dition ergibt sich:

Nimmt man einen Gleichgewichtszustand des elastischen Mediums
als moglich an, so kann man fir t=0 © = © = 0 setzen. Dann
ist die Dilatation fur alle Zeit

Setzt man in (1) die Werte fur &,. .. ein, so nehmen die Glei-
chungen (2) hiermit die Form an:

(42)
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Die Gleichungen (2) fur das Innere haben dieselbe Gestalt,
wie die, welche wir friher ((17) Art. 44) unter der Annahme eines
elastisch-festen Mittels erhalten haben. Demnach bleiben alle Fol-
gerungen, die im vorigen Artikel aus diesen allein gezogen worden
sind, insbesondere also die Gleichungen (4) bis (11) und die daran
geknupften Bemerkungen auch fur die vorliegende Auffassung be-
stehen, sofern man nur die Konstanten B und B einander gleich
setzt. Namentlich hat

Q)

auch hier die Bedeutung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit ebener
Wellen in einem Medium von der ,Elastizitdt® B (,rigidity”* bei
W. Thomson).

Dagegen sind die Gleichungen (3) fur die Oberflaiche (Grenz-
flache zweier Medien) andere, wie im Falle des elastisch-festen
Korpers; sie widersprechen nun nicht mehr der Erfahrung.

Multipliziert man n&mlich (3) bzw. mit cos (n, x) cos(n, y),...
und addiert, so kommt

In der Grenzflache wirkt demnach ein drehendes Moment (ein Krafte-
paar), dessen Drehungsachse dem Flachenelement parallel ist. Macht
man wieder die Ebene x = 0 zur Grenzflache, so ergibt sich aus
(3), indem man wie friher mit dem Strich Uber den Buchstaben
den Oberflachenwert bezeichnet, die Tangentialkraft

Die diesseits und jenseits der Grenzfliche bestehenden Ober-
flachenkrafte missen sich (Art. 36) das Gleichgewicht halten. Zeichnet
inan also wieder das eine Medium durch einen oberen Index aus,
so wird

(6)

woraus folgt:

Die inneren Kréfte langs der Grenzflache haben demnach beider-
seits die gleiche Richtung. Wegen
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verhalten sie sich der GroRe nach umgekehrt, wie die Konstanten
B, B, die das MaR fur die Quasi-Elastizitdt abgeben. Bildet man
die Grenzgleichungen (6) nun auch fur die im vorigen Artikel an-
genommenen partikuldren Losungen (4), also fir eine Welle von
Licht, das in der Einfallsebene schwingt, so ist, wegen

die zweite der Gleichungen identisch erfiillt. Die erste geht in

oder in

Uber, wenn man (Art. 44 (9))

setzt. Dies stimmt aber mit den durch die Erfahrung bestétigten
FRESNELschen Formeln und mit (11) des vorigen Artikels (berein.

Wir figen fur spater die Bemerkung an, dafl im Inneren des
Mittels allenthalben die Richtung der Moment-Achse von

Bw = (B¢, Bn,BY)
auf derjenigen der Verschiebung
u=(u,v,w)

und zugleich auf der Wellennormalen a, 3, y senkrecht steht. Denn
bildet man mit Hilfe von

usw. die Komponenten &, n, { von w = %rotu, so ergibt sich

usw. Daher ist zugleich

af +bn+c&=0
und
at +pBn +vyE=0, q.ed

Bevor wir uns einer anderen Deutung der Gleichungen (1) bis
(3) zuwenden, wollen wir noch eine Ausdehnung derselben vor-



174 I11. Elastisch-feste und quasi-elastische Massen.

nehmen auf den Fall, daB das Mittel, dessen Bewegungszustand sie
darstellen, auBer der Eigenschaft der Quasi - Elastizitdt noch einen
Widerstand gegen Bewegung (Z&higkeit, Viskositat) aufweist, durch
welchen ein Teil der Energie absorbiert (in Warme verwandelt) wird,
und der der Geschwindigkeit ii proportional sein mége. Dann ist die
bei einer virtuellen Verschiebung du, 6v, 6w der Volumeinheit ge-
leistete Arbeit

wo k eine wesentlich positive Konstante ist, und hiernach der in
den Ausdruck des DALEMBERTSschen Prinzips aufzunehmende Energie-
verlust (Art. 16)

©
womit zu bilden ist:

oder nach Vornahme der in (1) angegebenen Umformung

Hieraus flieBen die Bewegungsgleichungen fiir das absorbierende
Mittel

8
usw., wo wieder
(6)
usw. und die Grenzbedingung
(10)
usw. ist. In Vektorbezeichnung lauten diese Gleichungen
(8a)
tu =] rotu
(10a)
) der Druck auf die Quadrateinheit der Grenzflache

ist, n ein Einheitsvektor in Richtung der Normalen zum Flachen-
element.

Wenn man in der linken Seite der Gleichung des d'’Alembert-
schen Prinzips die Variationen durch die wirklich eintretenden Ver-
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Schiebungen ersetzt, so geht diese bekanntlich (Art. 15 a. E.) in den
Gesamtzuwachs der Energie Uber. Dieser betrégt somit in der Zeit-
einheit

(11)
wo

(12)

(13)
ist. — DalR diese gedampfte Bewegungsform fir die Theorie der

lichtabsorbierenden Medien ihre Bedeutung hat, sei nur erwéhnt. Im
folgenden Abschnitt werden wir die Rolle kennen lernen, die sie in
der Umdeutung unseres Gleichungssystems auf elektromagnetische
Vorgange spielt.



Vierter Abschnitt.

Die elektromagnetische Lichttheorie.

46. Ubergang zu den Gleichungen der elektromagnetischen
Lichttheorie.

Indem wir uns nun dazu wenden, den Gleichungen der vorigen
Artikel fir die Bewegung in einem quasi-elastischen Mittel eine neue
Deutung unterzulegen, schicken wir voraus, dal sie jene andere fir
die Fortpflanzung des Lichtes nicht ausschlieen, sondern nur als
einen Sonderfall in sich begreifen wird. In den vorstehenden Artikeln
haben wir ein Medium betrachtet, das mit der Eigenschaft ausgestattet
war, jeder Drehung der Volumeinheit w = (€, n,{) — abgeldst von
ihrem Zusammenhang mit den Nachbarelementen — einen mit w
proportionalen Widerstand Bw entgegenzusetzen. Durch Anwendung
des D’ALEMBERTSschen Prinzips

D)

wo w = (u,v,w) die Verschiebung des Volumelementes dt ist,

die Oberflachenkréafte sind, die auf die Begrenzung des (zunachst
noch als endlich betrachteten) Raumes wirken, hatten wir die Glei-
chungen [(1) bis (4a)] des vorigen Artikels) erhalten:

usw. 2
fur die Oberflache
Uusw. (3)
Ferner war
(4)

wahrend zwischen u und w die Beziehung bestand:

w = Y%rot u,
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oder ausgefuhrt:
USW. (5)

Wir hatten endlich auch den Fall in Betracht gezogen, daB das
Mittel ein reibendes (viskoses) ist, das der Bewegung u einen Wider-
stand entgegensetzt, der der Geschwindigkeit u proportional ist und
zu ihr entgegengesetzt gerichtet ist. Bei dieser Annahme trat in
den Gleichungen (2) noch links ein Glied usw. hinzu
[voriger Artikel (8)].

Infolge der Gleichungen (2) ist die Beschleunigung ii mit dem
Auftreten des Drehmomentes Bw unzertrennlich verbunden; und um-
gekehrt veranlalit dieses Moment wegen (5) eine solenoidale Verteilung
des Vektors u in dem Feld. Nun aber bestehen Beziehungen ver-
wandter Art zwischen elektrischem Strom und magnetischer Kraft
(bzw. ihren Zunahmen) in dem elektromagnetischen Feld, wie es die
Umgebung eines Stromleiters bildet, den ein veranderlicher elektrischer
Strom durchflielt, oder in einem Magnetfeld, das sich relativ zu
einem geschlossenen Stromleiter verschiebt. Nur missen wir, wenn
wir diese Analogie weiter verfolgen wollen, die Beschleunigung U einer
Krafteiunahme, z. B. der Zunahme der elektrischen Kraft (des Stromes),
diese selbst also der GréRe u proportional setzen, wahrend jenes
Moment der anderen (hier also der magnetischen) Kraft proportional
anzunehmen ist. Dann aber lassen sich die Aussagen der Formeln
(2) bis (5) durchaus mit den experimentell festgestellten Beziehungen
zwischen den Kréften im elektromagnetischen Felde, nicht nur der
auBeren Erscheinung nach, sondern sogar nach Groéfe und Richtung
der in Betracht kommenden Vektoren vergleichen.

Um dies zu bewirken, wollen wir:

1. Den Impuls (die StoRkraft) als elektrische Feldstarke
(Kraft) deuten;

2. das Moment Bw als Ursache einer Beschleunigung in Rich-
tung der Drehachse — wie etwa bei einer Schraube — ansehen
und als magnetische Feldstarke (Kraft) deuten;

3. ein widerstehendes (reibendes, viskoses) Mittel, das etwa einen
Teil des Feldes ausmacht, als einen Leiter der Elektrizitat auffassen.

Wir identifizieren also unser quasi-elastisches Mittel mit einem
elektromagnetischen Feld und setzen, wenn F = (X, Y, Z) die elek-
trische Kraft (die auf die Elektrizititsmenge 1 wirkende Kraft) an
einer Stelle ist, H = (L, M, N) die magnetische (die auf einen

positiven Magnetpol von der Starke 1 wirkende) Kraft ist, a und b
Brill, Mechanik raumerfiillender Massen. 12
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Proportionalitatsfaktoren sind, die innerhalb eines homogenen Nicht-
leiters vorerst als konstant gelten sollen,

1
oder
(6)
2. Bw = — bH
oder
B¢ = —bL, Bn = — bM, B{= — bN. @)

Indem wir die Richtung der Lichtschwingung u mit derjenigen
der elektrischen Feldstarke zusammenfallen lassen, treffen wir eine
Auswahl, zu der uns die Umstidnde nicht ndétigen. Wir hétten ebenso
gut die Vektoren &hd H in umgekehrter Weise verwenden, d. h.
die magnetische Feldstarke mit ou, die elektrische mit Bin identi-
fizieren konnen, wie dies A. Sommerfeld, R. Reiff und J. Larmor
(s. d. Note zu Art. 37) auch wirklich getan haben. Fir unsere Auf-
fassung, die von W. Thomson und L. Boltzmann vertreten wird, a0t
sich der Umstand geltend machen, dal es eine magnetische Kraft
ist, durch welche die Drehung der Polarisationsebene hervor-
gerufen wird.

Fahrt man die Ausdricke (6), (7) in die Gleichungen (2) — (5)
ein, oder besser gleich in diejenigen, welche das widerstehende Mittel
mit umfassen und jene als Spezialfall enthalten (vor. Art. (8), (9)),
so erhdlt man, wenn man zuvor (5) nach der Zeit differenziert hat,
das folgende System)):

(8)
USW.
)
usw.
Ferner gilt wegen (4) die Beziehung:
10)

1) Wir wiederholen aus Art. 40, daR die Punkte tber den Buchstaben
u, v, . .. partielle Differentialquotienten bedeuten. Dies Ubertrégt sich in der
Folge auf alle hieraus abgeleiteten Groen X, .. L,... F~, H, 4
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an allen denjenigen Stellen, wo k = 0 ist; endlich ist allenthalben
(11)

Der Zuwachs an Energie E der Gesamtmasse betragt in der
Zeiteinheit [Art. 45 (11)]

12)
und 18Rt sich (L. c) durch den Zuwachs an Oberfldchenenergie

(13)
darstellen.

47. Die Maxwellschen Gleichungen.

Das Formelsystem des vorigen Artikels, das wir durch Uber-
tragung aus dem fir das quasi-elastische Mittel erhalten haben, hat
nun die Gestalt der bekannten Formeln, die Maxwell flr elek-
tromagnetische Vorgange aufgestellt hat, oder genauer des von Hertzl)
und Heaviside?) aus diesen abgeleiteten symmetrisch gebauten
Formelsystems. Um die Ubereinstimmung auch hinsichtlich der
Konstanten herzustellen, fihren wir an Stelle der GréRen a, b, B, k
vier andere — wesentlich positive — Grolken c, €, Y, A ein, indem
wir setzen:

M)

Man erhélt hieraus:

(l2)

1) Untersuchungen uber die Ausbreitung der elektrischen Kraft, Leipzig
1892, S. 215, auch Géttinger Nachr. 1890.
2) Electrical papers, 2 voll. 1892, auch Phil. Mag. Febr. 1888.
12
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Geht man mit diesen Werten in die Gleichungen (8), (9) des
vorigen Artikels ein, so erhalten sie folgende Gestalt:

)
@)
oder in Vektorbezeichnung:
crotH (2a)
(3a)
wobei
(4)

gesetzt wurde, und F = (X, Y, Z) die elektrische, H = (Z, 31, Ar)
die magnetische Feldstarke ist. An den Grenzen waren die Kom-
ponenten des Oberflachendruckes (eine Bezeichnung, die na-
tirlich nichts mit derjenigen fir die elektrische Kraft zu tun hat)
dargestellt durch [Art. 46 (3)]:

()

Die Gleichung der Energie lautet:

©)
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Die Volum-Energie E setzt sich also aus zwei wesentlich ver-
schiedenen Bestandteilen zusammen, n&mlich aus der elektromagne-
tischen Energie

und aus der gleichfalls immer positiven Grofe

die mit

also mit dem Widerstand k des absorbierenden Mediums propor-
tional ist, und welche sonach nichts anderes sein kann, als die in-
folge der gehemmten Bewegung der Massenelemente durch Reibung
erzeugte sogenannte JOULEschen Wé&rme (Art. 15).

Der Zuwachs der Oberflachenenergie d'S/dt lait sich (Art. 45
a. E.)) in die Form bringen

wo S wieder die Summe von drei ahnlich gebauten Gliedern be-
deutet. Die Gleichungen (2)—(6) sind diejenigen, die Maxwell
fur die Beziehungen zwischen der elektrischen und der magnetischen
Kraft in einem aus Nichtleitern (Dielektriken) und Leitern — auch
Stromleitern — gebildeten Feld aufgestellt hat, in das von auflen
eine elektromagnetische Stérung eingedrungen ist.

Die eingefiihrten GrofRen ¢, u, ¢, A haben fir das (immer als
isotrop vorausgesetzte! Medium die folgende Bedeutung:l)

¢ ist die ,,Dielektrizitatskonstante”, eine positive reine Zahl, die
im leeren Raume den Wert 1 hat;

u ist die Permeabilitat, eine positive reine Zahl, im leeren
Raume gleich 1, fur die meisten Korper von 1 nur sehr wenig ver-

1) S. Drude, Optik, Leipz. 1900, S. 249; oder Zenneck, Elektromagne-
tische Schwingungen usw. Stuttgart 1905, S. 13.
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schieden, fur paramagnetische Koérper wie Eisen grofer als 1, fur
diamagnetische wie Wismuth kleiner als 1.
Die Bedeutung von c ergibt sich aus der Gleichung (l1a)

(?)

die fir den leeren Raum in
®)

Ubergeht. Daher bedeutet die (sehr grof3e) Zahl ¢ (= 3 - 1010 cm/sec)
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit [Art. 45 (5)] der (Transversal-)
Wellen einer elektromagnetischen Storung, wie Licht, im teeren Raum
(Ather). In einem Nichtleiter mit den Konstanten B, ¢ y ist die

Fortpflanzungsgeschwindigkeit
C)

Wir kommen auf diese Beziehung im néchsten Artikel zuriick.

Endlich ist der Faktor A ein Mal fir die Wé&rmemenge, die in
einem die elektromagnetische Energie absorbierenden Korper ent-
wickelt wird. Sie ist zugleich seine elektrische Leitfahigkeit. Wahrend
namlich durch einen Nichtleiter elektrische Wellen ohne Wérmeent-
wicklung hindurchgehen, wird nach der heute allgemein geteilten
MAXWELLschen Auffassung gerade in Leitern die Energie der elek-
trischen Bewegung in Wéarme verwandelt. Metalle, die besten Leiter,
absorbieren elektrische Schwingungen vollstdndig, indem sie sie in
JOULEsche Wé&rme verwandeln. Fir den leeren Raum und alle
Nichtleiter, namentlich fur die vohkommen durchsichtigen Mittel,
ist A =0.

Licht ist nach dieser Auffassung nur eine besondere Form der
elektromagnetischen Stérung. Wenn die Schwingungszahl einer
Welle eine gewisse Grenze Uberschreitet, empfinden wir sie als Licht.
Die am schnellsten schwingenden von H. Hertz beobachteten Wellen
mit elektromagnetischer Wirkung zeigten eine Frequenz von 10§
Schwingungen in der Sekunde. Aber das auflerste Rot hat bereits
die Schwingungszahl 395 - 1012 und Violett gar 758 - 1012. Indem
man Licht als elektromagnetische Wellen von groRer Schwingungs-
frequenz ansieht, nimmt man auch fir die Fortpflanzung des Licht-
strahles die Gleichungen (2), (5) in Anspruch. Beschranken wir uns
auf Nichtleiter und setzen A =0, so haben wir ja die obenstehenden aus
den Formeln (2) bis (4a) des Art. 45 abgeleitet, indem wir nur die Kon-
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stanten mittels der Formeln il] des Art. 47 durch andere, und den Vek-
tor  die Anderung des Ausschlags, durch die elektrische Feldstarke F
ersetzten [(6) (7) Art. 46)]. Die magnetische Feldstarke fassen wir als
eine Begleiterscheinung auf, die sich nicht als Licht bemerklich macht,
die aber wegen des mit ihr verbundenen Energieaufwandes nicht un-
berticksichtigt bleiben darf. Wir kénnen dann auch die partikuléaren
Integrale Art. 43 (9) der Gleichungen Art. 44 (1), nach entsprechen-
der Umformung, als Integrale der MAXWELLschen Gleichungen an-
sprechen. Man erhélt so fir ebene elektromagnetische (oder Licht-)
Wellen das folgende System von Ldsungen

(10)

wenn man den faktor

in die Amplituden a, b, ¢ eingehen lafst, wodurch sie in A, B, C
tbergehen mdogen: ferner

oder

(11)
USW.

Wir werden diese Formeln spéater (Art. 58) auf den Fall an-
wenden, daf} die Ebene der einfallenden Wellen der Z-Achse parallel
ist, und da der Lichtvektor (die elektrische Feldstarke) in die Ein-
fallsebene fallt. Dann gehen (Art. 44 (4)) die Gleichungen (10) dber in

12)
Z=0;
die magnetische Feldstarke wird (3)
L=M=0

(13)
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48. Folgerungen. Der Poyntingsche Strahlnngsvektor.
Das System der Gleichungen (2a), (3a) des vorigen Artikels

(1)

ermoglicht es, zu der fur einen Zeitpunkt bekannten rdumlichen Ver-
teilung der Vektoren (5 und welche die GroRen rotF, AF, rotH
an jeder Stelle anzugeben gestattet, die Verteilung derselben auch
flr den nachsten Zeitpunkt zu ermitteln. Denkt man sich nun diese
Berechnung von Zeitelement zu Zeitelement fortgesetzt, also die Glei-
chungen (1) — etwa durch Potenzreihen, die in einem gewissen Be-
reiche konvergieren — integriert, so ergibt sich aus der bekannten
Anordnung der magnetischen und elektrischen Kraftlinien in jenem
Zeitpunkt die Gestalt des Feldes fur einen endlichen Zeitraum, sofern
nur die einzelnen Medien, durch welche hindurch die Bewegung sich
fortpflanzt, durch die Ortsfunktionen ¢, py und eventuell A definiert sind.
¢ ist eine universelle Konstante. Aber auch dieses ebenso einfache
wie umfassende System von Gleichungen, das der Reziprozitat der
elektrischen und magnetischen Kraft in eleganter Weise Rechnung
tragt, wird gewissen Erscheinungen, die es erkléren sollte, nicht
gerecht.

Im vor. Art. wurde die Fortpflanzungsgeschwindigkeit eines
elektromagnetischen Bewegungszustandes in einem Nichtleiter

gefunden, wo ¢ diejenige fur den leeren Raum ist. Hiernach waére
das Verhéltnis

der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten einer Lichtwelle bei Ubergang
vom leeren Raum in ein durchsichtiges Mittel, wie Glas, eine nur von
dem Material (€, y) abhéngige GrofRe, wahrend bekanntlich der
Brechungs-Koeffizient N fur verschiedene Lichtgattungen (n) ver-
schiedene Werte hat. Die GroBen £, p kdnnen hiernach nicht bloRRe
Konstanten des Mittels sein. Man hat diesem Widerspruch durch die
Einfihrung der ubrigens auch sonst unentbehrlichen Begriffe: elektrische
und magnetische Erregung D und B (an Stelle der Feldstarken (F und H)
und Leitungsstrom F (an Stelle der Leitungsféhigkeit) abzuhelfen
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versucht, indem man diese Grofen in die Gleichungen (1) mittels der

Beziehungen
D=¢eF B=pH I=AF 3)

einsetzte. In dem so erhaltenen System

4)

treten die GroRen €, lu nicht mehr auf, und man laRkt es vorerst dahin-
gestellt, ob und in welchen Fallenl) die Vektoren D, Bund F, H
noch durch die Gleichungen (3) aneinander gebunden sind.

Konnte man der erwahnten Schwierigkeit auf diesem Wege be-
gegnen, so gelang dies nicht mehr, wenn es sich um die Erklarung
gewisser Erscheinungen in selbst bewegten Medien handelte. Die Aus-
dehnung der MAXWELLschen Formeln auf diesen Fall hat H. Hertz
unternommen.d) Wir wollen ihm darin nicht folgen und bemerken nur,
dall seine Formeln nicht bloR das DOPPEERsche Phanomen und die
Aberration des Lichtes unerklart lassen, sondern auch mit dem Ver-
suche von Fizeau Uber Lichtwellen in einer stromenden Flissigkeit
nicht in Einklang zu bringen sind. Dem letzteren zufolge teilt die
Flissigkeit diesen Lichtwellen, die sich in Richtung der Strémung
bewegt, nicht ihre (volle) Geschwindigkeit mit; m. a. W.: Die Ge-
schwindigkeit des Wassers w addiert (subtrahiert) sich nicht einfach
zu derjenigen ¢ des Lichtes, um diejenige ¢ des Lichtes in bezug
auf das selbstbewegte Medium zu geben, es ist

c'Zc+ Vv

Da nun aber die Gleichungen von Hertz-Maxwell fir ein gleich-
formig bewegtes Medium, wenn man mit ihm ein Koordinatensystem
fest verbindet, in bezug auf dieses genau dieselbe Form haben, wie
fur das ruhende im ruhenden, in Integralform wenigstens (E. Cohn,
das elektromagnetische Feld, Vorlesungen Uuber die Maxwellsche
Theorie. Leipzig 1900, Seite 352), und zwar mit der gleichen Kon-
stanten ¢ und, wohlgemerkt, unter der stillschweigenden Annahme,
dall die Zeit- und Raummale die gleichen sind, wie fir das ruhende
Medium, so kdnnen sie fir den erwdhnten Fall die Verhaltnisse nicht
richtig darstellen.

1) H. A. Lorentz, Enzykl. der math. Wissensch. V 2, S. 88.
2) H. Hertz, Untersuchungen Uber die Ausbreitung der elektrischen Kraft.
Leipzig 1892. S. 256.
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Aus diesem Grunde und zugleich in der Absicht, die elektrischen
Vorgéange auch in ihrem Einzelverlaufe zu erfassen, hat H. A. Lorentz
die MAXWELL-HERTZschen Differential-Gleichungen durch andere zu
ersetzen bzw. zu erganzen unternommen. Seine Theorie der Elek-
tronen wird zurzeit den vielgestaltigen Erscheinungen auf dem Ge-
biete der elektromagnetischen Lichttheorie am besten gerecht.

Bevor wir auf die LORENTZsche Theorie eingehen, wollen wir
aus den vorstehenden Gleichungen einen Satz ableiten, der auch fir
sie seine Gultigkeit behélt: den POYNTINGschen Satz von der Fort-
pflanzung elektromagnetischer Energie.

Wir hatten oben Art. 47 (6) die Energiegleichung in die Ge-
stalt gebracht

(%)

wo der Zuwachs an Volum-Energie im Innern eines geschlossenen
Raumes T durch

(6)
mit
|[FR = X2+ Y?I+ Z2, |H2= L2+ M2 +N2

dargestellt ist; die Abnahme, indem Energie durch die Oberflache
von T nach auBen entweicht, durch

©

Wir gestalten diesen Ausdruck um. Nach dem LAPLACEschen De-
terminanten-Satz ist

= SX2SL2-(SXL)? =R (JF| -|H|cosV)?
= FJ2 |H|2cos2V,
wenn V der Winkel von F gegen H ist, und Ff, wie oben die
absoluten Betrage (Langen) der Vektoren F, H sind.
Ist nun o, B, y diejenige Richtung s, die sowohl auf dem Vektor F,

wie auf H senkrecht steht (ebenso wie das Vektorprodukt [F,H], mit
welchem s dem Sinne nach Ubereinstimmen mdge), so ist, wegen

Xcosa+ YcosB + Zcosy =0
L cosa + McosB + Ncosy =0,
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Daher wird:
S {cos (n,x) (YN — ZM)} = S {cos (n,x) cosa} |F|H sin V
= cos (n,s) - |F| - |H|sin V,

und der Ausdruck fur die durch die Oberfliche ausstrémende Energie
lautet

wenn man den ,,POYNTINGschen Strahlungsvektor*

(8)

(mit dem Betrage |GJ) einfuhrt, dessen Richtung mit der von s zu-
zusammenfallt.
Die Energiegleichung

©)

derzufolge die Energieabnahme gleich der Strdmung durch die Ober-
flache ist, 1aBt sich mit Hilfe des GAUSSschen Satzes in die Form
bringen

(92)
Auf ein einzelnes Raumelement von der GroRe
di=1
angewendet, sagt diese Gleichung
(9b)

aus, daf in einem Nichtleiter (fir den A = 0 ist) an allen den Stellen,
wo div  verschwindet, die elektromagnetische Energie E sich weder
vermehren noch vermindern kann. Eine Vergleichung der Formel (9b)
mit derjenigen der Kontinuitat

1aRt erkennen, dal der Vektor G gegenuber einer Materie ,,Energie
von der Dichte eE dieselbe Rolle spielt, wie der Vektor v gegentber
einer flissigen Masse von der Dichte . Wo div  positiv ist, sind
Energiequellen, wo negativ, Senken einer im Ubrigen unzerstdrbaren
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und nicht vermehrbaren Flussigkeit vorhanden. Die Richtung des
Vektors G ist (8) senkrecht zu F undH st also im isotropen
Medium diejenige des Lichtstrahls (der Wellennormalen). &lbst
kann somit im Falle hochfrequenter Oszillationen als Geschwindig-
keit der Energie des Lichtes aufgefalst werden.

49. Die Loreutzschen Gleichungen. Ruhendes System.
Aus der ersten der Gleichungen (4) des vorigen Art.

erhalt man (Art. 22 a. E.)

wo D die elektrische Erregung, der Eeitungsstrom ist.

Denkt man sich einen Raumteil B, innerhalb dessen sich ein
elektromagnetischer ProzeR abspielt, mit einer geschlossenen Flache,
die keinen von Elektrizitat durchstromten Leiter trifft, umgeben, so
ist das Uber den Raum ausgedehnte Integral

weil das Uber div F erstreckte Integral bei Anwendung des Gauss-
schen Satzes (Art. 24) verschwindet. Das Integral

4me = [ divD

d M
hat somit den Charakter einer in der Zeit unveranderlichen GroRe,
ahnlich einer Masse. Man nennt die in dem Raume T enthaltene
Elektrizitatsmenge e seine elektrische Ladung. Sie kann positives oder
negatives Vorzeichen haben. Die Ortsfunktion

div D = diveF = 4mp, )

also die elektrische Ladung der A7olum-Einheit an der Stelle x, vy, z,
hei3t die elektrische Dichte.l)

An diese Begriffe knlipft die Elektronentheorie von H. A. Lorentz
an. Wahrend alle friiheren Theorien, wie die von CI. Maxwell,
E. Cohn, H. Hertz, 0. Heaviside beliebig grole Raumteile mit elek-
trischer Masse stetig erfiillt angenommen haben, denkt sich Lorentz
nur bestimmte (etwa kugelférmige) Raumteile von Kkleinster Dimen-

1) Dalk dem Buchstaben g hier eine andere Bedeutung beigelegt wird, als
in friheren Artikeln, kann nicht irre fuhren, weil wir die Gleichungen dort
nicht mehr benutzen.
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sion, ,,Elektronen“ genannt, mit Elektrizitdt von bestimmtem Vor-
zeichen erfullt, und zwar dasselbe Elektron fir alle Zeiten mit der-
selben Ladung. Wie sich die Elektronen zu den Kdérperatomen ver-
halten, lallit man dahingestellt. Doch nimmt man an, dal in einem
elektrisch nicht geladenen (neutralen) Kérperatom sich die positiven
und negativen Elektronen zur Gesamtladung Null vereinigen.

Eiue elektromagnetische Erregung wird von einem Koérperatom
zum anderen, von einer ponderablen Masse zur anderen durch Ver-
mittlung des Athers (bertragen, der dabei gleichfalls ,.erregt® wird.
Ebenso wie der Ather den leeren Raum erfullt, so durchdringt er
auch die Elektronen und die ponderable Masse, als ob sie nicht vor-
handen waren, und Ubertragt auf sie den Erregungs-(Schwingungs)-
zustand, der, je nachdem er in Oszillationen besteht, die kiirzere oder
langere Wellenlange haben, als Licht oder als elektromagnetische
Stérung wahrgenommen wird.

Den Erregungszustand im Molekil eines Nichtleiters (haufig
durchsichtig) hat man sich als eine Trennung der im ungestdrten
Zustand vereinigten zwei Arten von Elektrizitdt (von Elektronen) zu
denken, die (wie dies auch Maxwell annimmt) in einer gegenseitigen
Verschiebung (displacement) der beiden besteht. Die Trennung der
in jedem solchen ,,Dipol“ vereinigten positiven und negativen Elek-
tronen kann nur durch eine fortgesetzte elektrische Erregung aufrecht
erhalten werden — bei unserer Auffassung durch fortwéhrende Er-
neuerung der StoRe

Man koénnte sich den Vorgang im Ather ahnlich denken; aber
der freie Ather enthalt keine elektrischen Massen, auch keine im ge-
bundenen Zustand (keine Dipole).

In den Molekilen eines Leiters andererseits wird der Zerlegung
der Elektrizitat in positive und negative geringerer Widerstand ent-
gegengesetzt, wie in denen eines Nichtleiters; die Erregung (Kraft)
bewirkt, dal die gegenseitige Entfernung der ungleichnamigen Elek-
tronen zunimmt, nur verzogert durch die Reibung. Indem sich beide
in entgegengesetztem Sinne bewegen, bildet sich der elektrische Strom.
— Pflanzt sich aufler diesem ,,Konvektionsstrom“ noch ein oszilla-
torischer Erregungszustand durch den Leiter hindurch fort, so tber-
lagert sich dieser jener Fortbewegung.l)

1) Von Nichtleitern, die undurchsichtig sind (wie Schwefel oder Kautschuk),
welche also die elektromagnetischen Schwingungen, nicht aber die des Lichtes
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Dies etwa ist das Bild, das man sich zurzeit von den elektro-
magnetischen Vorgangen in Nichtleitern und Leitern macht. Doch
wollen wir gleich zufligen, dal nur wenige Zuge dieses Bildes wirk-
lich verwendet werden, wenn es sich um die Aufstellung und weitere
Behandlung der Differentialgleichungen handelt, welche jene VVorgénge
beschreiben. Wir werden auf diejenigen Gedanken, die tatsdchlich
zur Verwendung kommen, jedesmal ausdriicklich hinweisen.

Was nun diese Gleichungen fir den Erregungszustand angeht,
so Gbernimmt H. A. Lorentz zunichst fiir den leeren Daum (Ather)
einfach diejenigen von Maxwell. Sie ergeben sich aus denen (1)
(4) des Art. 48, indem man

e=u=1 A=F=p=0
setzt, und lauten
@)
(4)
divee =divD =4mp =0 (5)

(wo die letzte nach (2) wiederholt ist). Hier ist also S die elek-
trische, H die magnetische Feldstarke, ¢ die Lichtgeschwindigkeit im
leeren Raum.

Fur das Innere eines Elektrons aber, sowie durchschnittweise
auch fir jeden Daumteil, der mit Elektronen mehr oder weniger dicht
gefullt (elektrisch geladen) ist, setzt Lorentz

div F = 4mp, (6)

wo dann p eine Funktion des Ortes und der Zeit ist. (Diese Defini-
tion von @ unterscheidet sich also von derjenigen (2) von Hertz.)

Die Bedingung fur die Erhaltung der elektrischen Masse in einem
Elektron, bzw. fir die Anzahl der Elektronen, die von einer sich
fortbewegenden und zugleich sich verdndernden Fléche eingeschlossen
sind, liefert die Kontinuitatsgleichung (Art. 23, Fufinote)

()
wenn i die Geschwindigkeit des Volumelementes ist.

ungeschwdcht durchlassen, nimmt man an, dal ihre Kdrperatome aus solchen
Dipolen bestehen, die zwar von kurzwelligen Lichtoszillationen, nicht aber
(oder doch viel weniger) von langwelligen elektromagnetischen erregt werden,
derart, dal} die Energie einer Lichtwelle in Schwingungen der ungleichnamigen
Elektronen der Dipole gegeneinander umgesetzt und somit zerstreut wird.
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Ein elektrischer Strom besteht nach Lorentz in der Bewegung
von positiven Elektronen in der Stromrichtung und von negativen in
der entgegengesetzten. Ist v ihre Geschwindigkeit, so hei3t die GréRe

Qoi
also das Moment (der Impuls) der elektrischen Masse bewegter Elek-
tronen, die Konvektion. Dieser Uberlagert sich die Erregung @ (der

,Verschiebungsstrom® nach Maxwel1) des Athers an derselben Stelle.
Der Gesanitstrom an einer Stelle ist somit

Nun ist, wegen (6)

eine GroRe, die wegen (7) verschwindet. Der Gesamtstrom ist also
durch eine Rotation darstellbar (Art. 31), die fur g = 0 wegen (3)
in crot H Ubergehen muB. Lorentz setzt deshalb auch fur einen
im freien Ather bewegten Elektronenstrom — wie etwa den in den
W. KAUFMANNschen Versuchen von der Kathode ausgehenden
Strom — die folgenden Gleichungenl) an, deren Form durch die
Analogie mit den MAXWELLschen Gleichungen Art. 48 (4) fur den
Stromvektor nahegelegt wird,

(8)
()
wozu wegen
noch angenommen wird
divH = 0. (10)

Diese Gleichung sagt aus, daB es keinen ,freien“ (vom polar
entgegengesetzten unabhangig existierenden) Magnetismus gibt. Die
Gleichungen (7)—(9) hat man sich in jedem Punkt des Raumes als
streng erfillt vorzustellen. Nur setzt ihre Benutzung die Kenntnis
von v, d. h. die Lage und Bewegung aller Elektronen eines Systems
voraus. Man kennt sie z. B., wenn es sich um einen stationdren
Strom in einem linearen Leiter handelt. In anderen Féllen mifte
man den Einflul der nicht geladenen Korperteilchen auf die Be-
wegung der Elektronen Ubersehen kodnnen, was ausgeschlossen ist.
Deshalb leitet Lorentz aus ienen Gleichungen solche fur Mittelwerte

1) S. den ofter angezogenen Bericht von Lorentz in Enzykl. d. math.
Wiss. V, 2. S. 155ff.
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der betrachteten ZustandsgroRen in ponderablen Kérpern ab, auf die
wir jedoch hier nicht eingehen kénnen. 1) Die aufgestellten Gleichungen
sind indessen bereits einiger Anwendungen fahig und durchaus charak-
teristisch flr die Theorie. W.ir kénnen uns deshalb hier, wo es sich
nur um eine Skizze der LORENTZschen Auffassung handelt, auf sie
beschrédnken. Ihr Vorzug besteht vor allem in ihrer Verwendbarkeit
auch flr bewegte Ladungen, die uns spéter noch beschéftigen werden.
Insbesondere &Rt sich auf Grund derselben, wie man sehen wird, das
FiZEAUsche Versuchsergebnis erklaren. Wir ziehen zunachst aus
den Gleichungen (3)—(10) einige Folgerungen.

50. Die elektrische Erregung und die magnetische Kraft.
Ihre Potentiale.

Die Komponenten der Krafte des elektrischen?) und magnetischen
Feldes, das durch Elektronen in gegebener Lage und Bewegung er-
zeugt wurde, geniigen acht Gleichungen, die sich aus den Lorentz-
schen (3)—(10) des vorigen Artikels in Vektorform

1)
(2)
div F= 4ctp 3
divH=0 4
®)

durch Zerlegung in die Koordinatenform ergeben:

1) S. den mehrfach erwéhnten Enzyklopédie-Artikel von Lorentz, V 2,
S. 200 ff.

2) Wir schlieBen hiermit im wesentlichen an die Bezeichnung von Lorentz
an, werden aber im Text ofter statt dessen das Wort ,elektrische Kraft“ ge-
brauchen, die ja im leeren Raum mit der ,,Erregung” zusammenféllt, wie wir
auch den Buchstaben F (statt D bei Lorentz) hierfur beibehalten wollen.
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wozu noch die Kontinuitatsgleichung kommt:

®)

Hier sind vx, vy, v. die Komponenten der Geschwindigkeit v des
Konvektionsstromes gv. Man kann aus den 8 Gleichungen (la)—(4a)
durch Elimination von 5 der 6 GroBen X,. .. L, ... solche fir die
einzelnen Komponenten herleiten. Wir wollen diese Elimination
durch Vektorrechnung ausfihren. Wendet man die Identitat (Art. 31
(4a)) rot rot F = — AF + grad div F (6)

auf die Gleichung (2) an, indem man beiderseits die Rotation bildet,

und setzt rot in die nach t abgeleitete Gleichung (1) em, so er-
halt man

oder (6):

(?)
Man erhalt auf demselben Weg

(©))
Durch die Gleichungen (7), (8) sind die Vektoren F, H — und da-
mit auch ihre Komponenten — isoliert. Aus (7) folgt

usw.,

aus (8)

Statt der Kréafte selbst fihrt man jedoch besser ihre Potentiale
ein, und zwar zun&chst fir den Solenoidal-Vektor H (Art. 31) das
Vektorpotential U durch

&H= rot U, ©)]
Die Gleichung (2)

@

geht dann dber in

Fihrt man nun weiter fir den in der Klammer stehenden Potential-
vektor (Art. 29) durch die Annahme

(10)

Brill, Mechanik raumerfillender Massen. 13
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ein skalares Potential ¢ ein, und setzt aus (9), (10) die Werte fur
FH in die Gleichungen

1
div F = 4mg (3)
ein, so erhalt man
rotrot U= — AU + grad divU

oder
(11)

und
(12)

Wegen (9) ist die Funktion U nur bis auf einen Gradienten be-
stimmbar. Man kann sich diesen so bestimmt denken, da der Klam-
merausdruck links in (11), (12) verschwindet. In der Tat: Es seien
U0, @0 zwei Funktionen, die den Gleichungen (11), (12) genigen.
Dann laRt sich eine Funktion x so bestimmen, da auch

21 =20 — grad ¥

genugen. Denn setzt man diese Werte in (11), (12) ein, so kommt,

wegen div grad x = AX,

Bestimmt man nun die Funktion x so, dal je der Klammerausdruck
auf der linken Seite verschwindet, so haben die zur Berechnung von
F, H zu verwendenden Potential-Funktionen U, ¢ die Gleichungen

zu erfillen
(13)

(14)
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Weil nun umgekehrt zu irgendeinem Ldsungspaar @0, U0 dieser
Gleichungen immer eine Funktion X von der angegebenen Art ge-
funden werden kann, so konnen die Gleichungen (13), (14) an Stelle
von (11), (12) zur Bestimmung von @, U dienen. Zwischen beiden
Funktionen bestellt noch die Beziehung (wegen (11), (14); (12), (13)):

(15)

welche die Gleichung fir x ersetzen kann.

Die partiellen Differentialgleichungen (13), (14) fir das skalare
Potential @ und das Vektorpotential U, die vermdge (9) und (10) den
Vektor FFund den Solenoidalvektor H definieren, gleichen im Falle
einer stationdren Bewegung denen (9), (10) des Art. 31, die wir dort
fur die Potential- und Solenoidalkomponenten eines allgemeinen
Vektors aufgestellt haben. Die Dichte g gibt die Quellen-Verteilung,
der Konvektionsstrom v die Wirbelverteilung an, von denen F
und H abhdngen. — Unter Einfiihrung eines vierdimensionalen Ge-
bildes, das sich durch die drei Raumkoordinaten y, z und die
Zeit t bestimmt, hat Minkowski (in einem kurz vor seinem Tod
redigierten VVortrag, den er in der Naturforscherversammlung in Kdéln
gehalten hatte, ,,Raum und Zeit“, Leipzig 1909, S. 12) die Potentiale
©, U in eines zusammengefalit, dem sich in den Begriffshildungen
jenes Raum-Zeit-Koordinatensystems, was hier nicht ausgefiihrt werden
soll, eine elegante Deutung beilegen [&ft.

Im Fall einer stationaren Bewegung gehen die Gleichungen (13),

(14) uber in A = — 4T (16)
(17)

deren Integrale wir, unter der Annahme, daB ¢, U im Unendlichen
in bestimmter Weise verschwinden, oben (Art. 30 (7), (10) und Art. 31
(5b), (6a)) aufgestellt haben:

(18)
(19)

wo H =rot5], F= — grad @ und die Komponenten

sind, wenn durch die Indizes x, y, z die Komponenten des Vektors,
an den sie angehadngt sind, bezeichnet werden.
13*
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51. Anwendung auf stationdre Zustinde.

Einige einfache Beispiele mdgen die Verwendung der vorstehen-
den Formeln zeigen.

1. Beispiel. Das Innere einer sehr kleinen Kugel vom Halb-
messer o sei mit elektrischer Masse geladen.

Untersucht man ihre Wirkung auf solche Punkte des Raumes,
fur welche der Abstand r vom Kugelmittelpunkt gegen a sehr grof3
ist, so kann man fur jeden auferhalb der Kugel gelegenen Raum-
punkt (vorig. Art. (18),

1)

setzen, wenn e, die Ladung (Art. 49), eine von r unabhéngige posi-
tive oder negative Konstante ist. Dann aber ist ¢ nichts anderes
als das Potential einer umgekehrt dem Quadrat der Entfernung pro-
portional wirkenden Fernkraft, wie sie das COULOMBsche Gesetz
einer elektrischen Masse e in a, b, ¢ zuschreibt, die auf die elektri-
sche Masse 1 in x, vy, z wirkt

Hat man zwei kleine Kugeln von den Halbmessern a, al in
a, b, c und al, bl, c1, so lal3t sich auBerhalb derselben ihre Wirkung
auf die Masse 1 in x, y, z wieder durch (Art. 29)

)

darstellen, wo e, el positive oder negative Konstanten sind. Da F
der Gradient von — @ ist (vor. Art. a. E.), so wird, wenn wir die
elektrischen Massen als ruhend, v =0, also U = 0 annehmen, die
elektromagnetische Energie (Art. 48) ausgedriickt durch

Diesen Integralausdruck haben wir oben, wenn auch auf Grund einer
ganz anderen Deutung (Art. 32 (7)), berechnet und dafur

®)
gefunden, wo
-R2=(a — al)2 + (b — b1)2 + (c — cl)?
das Quadrat des Abstandes der elektrischen Massenpunkte a, ol ist.

Die in dem Medium vorhandene elektromagnetische Energie ist
also, abgesehen von einer positiven Konstanten, gleich dem Poten-
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tial eeR der zwischen den beiden Ladungen wirkenden Anziehungs-
oder AbstolRungskraft.

2. Beispiel. Ein konstanter gradliniger Strom flieRe in Richtung
der positiven Z-Achse durch einen sehr diinnen zylindrischen Leiter
vom Querschnitt 1; o sei die in der
Zeiteinheit hindurchgehende Elektrizitats-
menge (die Stromdichte). Dann sind die
Komponenten der Stromgeschwindigkeit

¥ vy= 0. Wir setzen ferner v = 1.

Fur eine Stelle des Stromes im Abstand
¢ vom Ursprung (s. d. Figur) ist das Volum-
element dt =1.d§, daher (vor. Art. a. E.)

Es genugt, das Feld in der XY-Ebene zu kennen. Sei R der Ab-
stand eines Punktes derselben vom Ursprung,

R2=x2 + vyl
und

rl = R2+ &,
so wird
Daher ist

Man findet ebenso:

Daher sind die Komponenten der magnetischen Kraft
()]

wenn @ der Winkel von R gegen die X-Achse ist.

Dieser Ausdruck fur die senkrecht zur Verbindungslinie R ge-
richtete magnetische Kraft stellt genau das BIOT-SAVARTsche Ge-
setz fur die magnetische Wirkung eines unendlich langen gerad-
linigen Stromes dar.l)

1) Eigentlich widerspricht die Voraussetzung eines unendlich langen ge-
radlinigen Stromes der oben (Art. 50 a. E.) gemachten Annahme, dal3 die Funk-
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Wir bilden weiter

und erhalten

Daher ist, wegen

d. h. die elektrische Kraft steht senkrecht zur Stromrichtung. Dieses
Ergebnis widerspricht der Erfahrung. Eine Kraft in der angegebenen
Richtung ist nicht vorhanden. Man muf3 eben annehmen (Art. 49),
dal} zwei Strdme von entgegengesetzter Richtung und entgegengesetzten
Vorzeichen der Ladung sich Uberlagern und in ihrer elektrischen
Wirkung nach aufen aufheben.

3. Beispiel. Die Starke eines elektrischen Stromes kann in
zweierlei MaR gemessen werden.

Fir einen Stromleiter von kleinem Querschnitt q sei die in
der Zeiteinheit durch die Querschnittseinheit flieBende Elektrizitats-
menge (die Stromdichte) j bekannt. Dann ist die fir alle (auch
ungleichen) Querschnitte gleiche Grofle i:=j - g die Stromstarke, in
elektrostatischem MaRe gemessen. Das elektromagnetische MaR J fur die
Stromstérke liefert die Arbeit, die bei einer Umkreisung des Leiters
durch einen Magnetpol von der Starke 1 geleistet wird. Diese Ar-
beit wird durch das Linienintegral dargestellt

and = f(Ldx + Mdy + Ndz) =f(lq, Zs). (5)

Es kann nach dem Satze von Stokes (Art. 28, (3a)) in ein Flachen-
integral

(6)

verwandelt werden, das sich Uber eine durch den Integrationswreg
von J begrenzte Flache erstreckt, oder vielmehr (ber denjenigen
Teil derselben, wo der Vektor gb von Null verschieden ist, d. h.

tion U und ihre Ableitungen im Unendlichen verschwinden. Man mdge sich
daher den Schlu des Stromes in entsprechend weiter aber endlicher Entfernung
vom Ursprung vorgenommen denken.
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wo der Stromleiter geschnitten wird. Wir kénnen also diese Flache
mit dem Querschnitt g zusammenfallen lassen, fir den g und v =wn
als konstant gelten kénnen, und erhalten

Nun hangt die Dichte g derjenigen elektrischen Menge, die den Quer-
schnitt q passiert, mit der Stromdichte j durch die Gleichung zu-
sammen

ol = 3
Daher besteht zwischen dem elektrostatischen oder mechanischen Mal3e i
und dem elektromagnetischem Male J einer Stromstérke die Beziehung

cJ=1,

wo ¢ die Lichtgeschwindigkeit im leeren Raume ist.

Was die Dimensionen der im vorstehenden eingefiihrten Grélzen
angeht, so ist das in Beisp. 1 berechnete Potential der Fernkraft,
die eine kleine elektrische Masse e auf eine solche el ausibt,

eine Arbeit im Sinne der Mechanik ponderabler Massen, hat also
die Dimension (Einleitung)

Demnach ist die Dimension einer Elektrizititsmenge e, mechanisch
gemessen,

und diejenige der Dichte einer raumlich verteilten elektrischen Menge
(s. oben (1))

Die Polstédrke eines Magneten hat dieselbe Dimension, wie die
Elektrizititsmenge e, weil die Dimension fur |H dieselbe ist, wie
die fur |F| Diese letztere ist, wie sich aus der Energieformel (12)
des Art. 46 ergibt, wo ¢, u, reine Zahlen sind (Art. 45), oder auch
aus (8a) des Art. 46, weil

E = [12mt-7]
als Energie (Einleitung),
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ferner (Art. 47)
[IG] ] = [mt-3].

Fur die Stromstarke [J] in elektromagnetischem MaRe (5) findet
man

und daher fir die Stromstérke [i] in mechanischem Male:

52. Nichtstationdre Zusténde.

Die allgemeinen Integrale der friher (Art. 50 F. (13) (14)) ge-
fundenen partiellen Differentialgleichungen, denen die Potentiale @, 21
genligen, lassen sich, was wir hier nicht beweisen wollen, falls diese
Funktionen im Unendlichen verschwinden, durch die folgenden Raum-
integrale darstellen. Das Integral von

@

18t
(1a)

wenn bedeutet: die (gegeben vorliegende) Funktion p(X,y,z,t),
gebildet fir statt fur t, also

wo rP=x2+ vyl z

ist.l) Ferner ist das Integral von
)

(2a)

1) Den in geschriebenen Ldsungen, die ebenfalls

formal befriedigen, wiirden Wellen entsprechen, die sich auf das Erschitterungs-
zentrum zu, statt von ihm fortbewegen; sie werden deshalb unterdriickt. Das
Oberflachenintegral, das im allgemeinen noch hinzutritt, verschwindet im oben
angenommenen Fall. — Das allgemeine Integral hat, im Anschluf an die Inte-
gration derselben Gleichung von Kirchhoff fiir ¢ = 0, 1896 Tedone hergestellt.
S. Enzykl. d. math. Wiss. IV 211, S. 278.
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wo ebenso zu verstehen ist, wie und wo o (Art. 49) die an
der Stelle x,y, z zur Zeit t herrschende Dichte der Elektronen ist,
die sich dort mit der Geschwindigkeit v gegen ein im Raume festes
Koordinatensystem bewegen. Zwischen ¢ und U besteht dann noch
die Beziehung (Art. 50 (15))

Wir wollen die Potentiale @, 21, die man wegen der in (1a), (2a)
auftretenden Grol3en verzogerte (retardierte) Potentiale nennt,
und die zugehoérigen Kréfte nun auch fir einen Fall von nicht
stationarer Bewegung bilden.

Beispiel. Oszillierender Dipol nach Hertz.l) Auf der Z-Achse
eines rechtwinkligen Koordinatensystems befinden sich in der néchsten
Nahe des Ursprungs zwei schwingende Elektronen mit entgegen-
gesetzt gleichen Ladungen —==e: Es ist das elektrische und mag-
netische Feld zu bestimmen.

Wir integrieren die Gleichungen (1), (2) unter der Annahme,
daB, wenn sich das Elektron Q im Abstand { vom Ursprung befindet,
¢ eine sehr kleine GrofRe ist.

Ist O der Ursprung, P ein Punkt ¥, y, z des umgebenden Raumes,
so lalt sich die Entfernung r' des Punktes P von dem Elektron Q
durch den Abstand OP=r ausdriicken
wie folgt.

Ist  der Winkel von OP gegen
die Z-Achse (s. d. Figur), so ist flr
kleine Werte von (:

Ferner ist

Die zur Zeit von Null verschiedenen Elemente in (la),

(2a) kann man nun durch die Ladung e punktférmiger Elektronen
ersetzen:

1) H. Hertz, die Kréfte elektrischer Schwingungen, Wied. Ann. 36, 1889
(Ges. Abhdlgn. I, S. 147 ff) und H. A. Lorentz, Enzyklop. d. math. Wiss. V,2,
S. 1771,
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Entwickelt man die Funktion von & und t-r'/c=t — r/c + g, wo

ist, nach Potenzen der kleinen GroRe 6, so wird

wo durch die Doppelstriche Funktionen von t — r/c bezeichnet
werden mdgen. Dann istl) in erster Anndherung

weil  eine von der Zeit unabhangige Raumkoordinate ist. Analog
erhélt man

Besteht nun die Bewegung in der Oszillation etwa blofR eines
negativen gegen ein positives Elektron, beide von gleicher Ladung
und in symmetrischer Lage gegen das Oszillationszentrum O, so ist

ebenso

und man erhalt

weil
ist. Ist die Bewegung eine periodische, so kann man etwa

e =y cos (nt +p)
setzen. Dann wird

ferner, weil

Ux=Uz=0.

1) E. Wiechert, Arch. Neerland. V (2), 1900, S. 570.
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Aus diesen Ausdriicken fir die Potentialfunktionen ¢, U lassen sich
die Krafte F und H durch Differentiation nach X, y, z, t ableiten.
Beschrénkt man sich auf Punkte in so erheblicher Entfernung r vom

Schwingungsmittelpunkt (dem Ursprung), daB die GroRe gegen
verschwindet, so findet man (Art. 50 (9), (10))

W=0

wo ist.

53. Bewegte Systeme.

Die Gleichungen (1) bis (5) des Art. 60 wurden aufgestellt unter
der Annahme eines im Raume festen Koordinatensystems; v war
die Geschwindigkeit einer Elektrizitatsmenge gegen dieses System.
Beim Ubergang zu selbstbewegten Systemen, wie es z. B. unsere
Erde in ihrer Bahn um die Sonne ist, hat man dem Umstande Rech-
nung zu tragen, da® man bis jetzt keinen optischen oder elektro-
magnetischen VVorgang kennt, der fur die Bestimmung der absoluten
Geschwindigkeit des Beobachters im Raume verwendbar ware. Viel-
mehr bleiben, wie es scheint, die durch jene Gleichungen beschriebenen
Beziehungen bestehen fiir jedes mit gleichformiger Geschwindigkeit
zu diesem parallel sich verschiebende Koordinatensystem, wenn
man nur zuldflt, dal die Werte der auftretenden Grofen in einer
von der Bewegung abhangigen Weise sich &ndern. Wir wollen diese
Bemerkung als Forderung: als Postulat der Relativitat, wie H. Poincare
es nennt (Sur la dynamique de I'électron, Rend. circ. mat. Palermo
Bd. 21, 1906), dem folgenden voranstellen und demnach mit
H. A. Lorentz (S. dessen Bericht Uber Maxwells elektromagnet.
Theorie in Enzykl. d. math. Wiss. V2 §. 21) annehmen, daf® die
durch die Gleichungen des Art. 49 dargestellten Zusammenhénge fir
jedes geradlinig mit gleichférmiger Geschwindigkeit sich bewegende
ponderable Medium, bzw. flr ein mit ihm festverbundenes Koordinaten-
system ihre Giltigkeit behalten.

Unsere Darstellung schlie8t an die erwahnten Abhandlungen und
an die schéne Untersuchung von A. Einstein (Zur Elektrodynamik
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bewegter Korper, Ann. d. Phys. (4), 17, 1905) an. Wir werden zu
Formeln fur die Fortpflanzung von Stérungen in einem selbstbe-
wegten Medium gelangen, die einerseits den Versuch von Fizeau
(Art. 48), die Aberration und das Dopplersche Prinzip erklaren,
andererseits aber zu merkwirdigen und paradox erscheinenden Folge-
rungen in bezug auf das MaR fir L&ngen, Massen und Kréafte in
einem bewegten Systeme fihren.

Namentlich wird es sich zeigen, daB jede Bewegung eines Be-
zugssystemes mit einer simultanen Anderung der Zeit- und L&ngen-
male verbunden ist. Um diesen Umstand bequemer zum Ausdruck
bringen zu kdnnen, wollen wir eine andere Zeiteinheit als die Sekunde
einfihren, sie ndmlich so bemessen, dall die Lichtgeschwindigkeit
gleich Eins wird, d. h. daB im ruhenden Mittel das Licht die L&ngen-
einheit (1 cm) in der Zeiteinheit durchlauft.

Wir bezeichnen die neue Zeit, die also aus der alten durch
Multiplikation mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ hervorgeht, im ruhen-
den Mittel gemessen, wieder mit t. Dann lauten die Differential-
gleichungen fir das skalare und das Vektorpotential, durch welche
die elektrischen und magnetischen Kréfte F, H bestimmt sind, be-
zogen auf das im Raume feste Koordinatensystem X, Y, Z ((13)
(14) des Art. 50)

)

Aus @ und U berechnet sich die elektrische und magnetische Feld-
starke mittels

2
H = rot U. )

Dieses Formelsystem soll nun seine Geltung behalten fir ein im Raum
parallel mit sich selbst und mit dem festen Achsensystem X, Y, Z
gleichférmig fortbewegtes Medium, bzw. ein damit fest verbundenes
Koordinatensystem X',Y',Z', wozu noch, wie erwahnt, eine weitere
Anderung treten wird, ein Ubergang von t etwa zu der Zeit t, Es
handelt sich also um die Aufstellung von solchen Transformations-
gleichungen zwischen den GréBRen (x', y', z', t') einerseits und (X,y,
z,t) andererseits, daf nach ihrer Anwendung die Gestalt des Gleichungs-
paares (1), (2) nicht geandert ist; kurz: daB ihnen gegenuber (1), (2)
sich ,,invariant" verhalten.

Was zunachst die linken Seiten dieser Gleichungen angeht, so
besitzt ein Ausdruck wie A@, weil die Operation (Art. 30)

A = div grad
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eine vektorielle ist, fur sich bereits den Charakter der Invarianz
gegenliber Drehungen und Verschiebungen des rechtwinkligen Koor-
dinatensystems (einer orthogonalen Transformation von der Deter-
minante 1). Die GréBe t spielt nun aber in dem Operator

®)

keine wesentlich andere Rolle, wie die Koordinaten x, y, z. Wir
wollen hier nicht auf die allgemeinen linearen Transformationsformeln
eingehen, gegeniiber welchen e und die Beziehungen (1), (2) in--
variant bleiben?), sondern uns nur mit derjenigen beschaftigen, fir
welche die Bewegung des Koordinatensystems X', Y', Z, in einer
Verschiebung mit gleichformiger Geschwindigkeit q langs der positiven
Z-Achse besteht. Indem wir mit ihr die Z-Achse zusammenfallen
lassen, machen wir also, wenn k ein (durch die Forderung der
Orthogonalitdt bedingter) noch zu bestimmender Faktor ist, den
Ansatz

z' = k(z — qt). 4)

Damit nun die Transformation der zwei Veranderlichen z, t eine ortho-
gonale sei von der Determinante 1, d. h. damit die Koeffizienten (hyper-
bolische) Sinus und Kosinus desselben Winkels seien (man denke an
die Formeln fur die Drehung eines ebenen rechtwinkligen Koordinaten-
systems), ist (4) zu ergénzen durch

f=k(—qz +1), (4a)

woraus sich (4b)

ergibt. Man sieht, daR der Faktor k fur die Herstellung der Deter-
minante 1 unentbehrlich ist. Wir setzen also

X'= X
Y.=y
()

1) Bezeichnung von H. Poincare (sur la dynamique de [lelectron, Rend.
Circ. Mat. Palermo XXI, 1906).

2) H. Minkowski, die Grundgleichungen fir elektromagnetische Vorgange
in bewegten Koérpern, Gott. Nachr. 1908.
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und sehen q als positive oder negative Konstante an, mit der Be-
dingung jedoch, dal fj < 1, also Kleiner als die Lichtgeschwindig-
keit sei. (Fur die Bewegung der Erde in einem Element ihrer Bahn
gegenliber dem Fixsternhimmel als Bezugssystem ist q = 0,0001.)
Alsdann ist die Transformation (5) reell: es wird

usw.

und hiermit in der Tat wenn man mit I' den Operator

bezeichnet,

' = e, OU = Oy, (6)
wo die Bezeichnungen ¢', 21' Einfihrung dei- gestrichenen Koordi-
naten bedeuten.

Indem man von den Transformationsformeln (5) fordert, daf
sie die Gleichungen (6) erfullen, nimmt man an, daf die gebrauchten
MaRstdbe fiur Raum und Zeit, also fiur z und t, mit denen fir 2
und t' bzw. Ubereinstimmen. Insbesondere setzt man voraus, daf
die Lichtgeschwindigkeit, im bewegten System gemessen, denselben
Wert erhdlt, wie im ruhenden, nadmlich den Wert 1.

Durch die ,,LoRENTZ-Transformation“ (5) — so hat sie Poincare
a. a. 0. genannt — gehen die linken Seiten der partiellen Differential-
gleichungen (1) ,in sich selbst” Ober. Nicht so die rechten. Denn
wenn man auch anndhme, dafl vermdge einer passenden Definition
die Funktion p von X, y, z, t in @ Uberginge, so geht doch die
Geschwindigkeit i nicht in ' tber, weil sich nur ihre Z-Komponente
t¢ andert. Um dies zu Ubersehen, wollen wir zundchst an einigen
Beispielenl) die Wirkung der Transformation (5) untersuchen.

Eine Flache, die einem Beobachter als Kugel erscheint, wenn
er in dem mit der Geschwindigkeit q bewegten Koordinatensystem
X', Y', Z' ruht,

X'=—o2+(y —BR+(z'-y2=a

geht durch die Transformation (5), fir den Zeitpunkt t=0 z B,
Uber in
x-a2+(y'-B)2+(z-y)2=a2

erscheint also einem im festen Koordinatensystem ruhenden Beobachter
als abgeplattetes Umdrehungsellipsoid. Fur g = 1, d. h. wenn sich

1) Wir entnehmen diese Beispiele der genannten Abhandlung von A. Einstein.
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das System X', Y',Z' mit Lichtgeschwindigkeit bewegt, erscheint sie
vollkommen platt. (Deformation des kugelférmigen Elektrons.)
Dagegen geht lie Kugelwelle

X -2+ -P2+ (2 -y)2=(t"-d)2 )
wieder in eine solche Uber
(X=m2+ (y- B)2 + (z-ky-0kq)3 = (t— ok — ykq)?, (7a)

wie eine kleine Rechnung zeigt. — Hierdurch erklart sich u. a. die
von Michelson und Morley experimentell festgestellte Tatsache,
daB die Lichtgeschwindigkeit in Richtung der Bewegung der Erde
sich von der senkrecht zu ihr gemessenen nicht unterscheidet.

Dagegen werden sich infolge der Bewegung die Léangen ver-
a&ndern. Und zwar verkleinert sich fur t =0, d. h. in dem Augen-
blicke, wo die Anfangspunkte der beiden Systeme zusammenfallen,
die Lange z' gegeniber z im Verhéltnis Zugleich
wird sich die Zeit t' gegenuber t fir die Stelle z = 0 im Verhéltnis
k: 1 verkleinern; fiir andere Werte von z ist das Verhdltnis ein
anderes.

Man muf also schlieBen, daB in einem bewegten (starren) Medium
nicht nur die Langen in Richtung der Bewegung zusammenschrumpfen,
sondern daB auch die Uhren, die mit dem System verbunden sind,
durch die Bewegung einen anderen Gang annehmen.l) Man spricht
deshalb von einer ,,Ortszeit* t' im bewegten System, die verschieden
ist von derjenigen t des Punktes im festen System, den O' gerade
passiert. Z. B. fur z’ = 0 wird t = kt', wie man aus der Umkehrung
der Formeln (5) ersieht,

z = kz' + kqt'
— ke : ®)
t = kqz' + kt'.

Der Bau dieses Formelsystems ist dem des inversen durchaus
ghnlich, und man schlielit auf die Umkehrbarkeit aller Beziehungen
zwischen bewegtem und festem, Uberhaupt zwischen je zwei ver-
schieden rasch bewegten Systemen: die Transformation (5) hat die
,,Gruppeneigenschaft®,

1) Um diesem Schliisse auszuweichen, bezieht M. Abraham (Theor. d.
Elektrizitat 11. 2. Aufl. 1908, S. 368) das Theorem der Relativitat nur auf Langen-
anderungen, indem er die Zeiten t, t' ersetzt durch Langen I'/c', I/c, wo c' die
Lichtgeschwindigkeit im bewegten System (an irdischen Lichtquellen gemessen)
ist, die er (von Lorentz darin abweichend) von derjenigen ¢ im festen System
verschieden annimmt, und wo I, I Lichtwege im bewegten,
bzw. festen Koordinatensystem sind.
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Wir bilden ferner die Differenz z2 — z1 der  Koordinaten fir
zwei in der z-Achse des ruhenden Systems feste Punkte -4(~1) und
B(z2 = 71)- Haben dann zwei Punkte A', B' der Z-Achse des mit
irgendeinem Medium M festverbundenen bewegten Systems, die mit
A und B bzw. in den Zeitpunkten tl bzw. t2 (die Zeit im ruhenden
System gemessen) Zusammentreffen, die Koordinaten z1 z2, so drickt
sich ihr Abstand durch den von A und B aus durch ((5)):

-71= k& q2) - k(zl - gtl)
=k (z2 - z1) — kq(t2 — tl).

Wir wollen nun annehmen, die Strecke AB werde von einem
Lichtstrahl durchlaufen, der in der Zeit tl von A(A') ausgeht, im
Zeitpunkt 2 von B(B") reflektiert wird und nach dem Ausgangspunkt
A'(z8 =171), der nun etwa mit C im festen Koordinatensystem (im
Abstand z3 vom Ursprung) zusammenféllt, zur Zeit t3 zurtickkehrt,
so braucht er die Zeit &2 — tl von A' nach B' und t3 — t2 von B

nach A'. Ist nun seine Geschwindigkeit in dem Medium Al wenn
es sich im Zustande der Buhe befindet, gleich

so ist V(t2-tl) =z2-z21 9
daher (93)
Man findet ebenso:

2 — 11 :k(L-gV)(-tl) (10)
als die fur einen Beobachter im bewegten Koordinatensystem ver-
strichene Zeit, wahrend deren das Licht durch M von A' nach B,
eilt. Andererseits ist die Zeit, die das Licht fur den Rickweg von
B' nach A"

23— 1211 —12=k(z3 - z2) - kq(t3 - t2)
braucht, gleich
t'3 - t'2= k(t3 - t2) — kq(z3 - z2)
wo nun aber fur den ricklaufenden Strahl
V((t3-12) = — (z3 - z2) (11)
zu setzen ist. Man erhalt so
(11a)

(12)
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Dividiert man die Formeln (9a), (11a), so erhdlt man
(13)
und, durch Division von (11a), (12), bzw. (9a), (10), wegen (9), (11):
(14)

die Geschwindigkeit in bezug auf das bewegte System ist also iu
Richtung der Bewegung

(14a)
in der entgegengesetzten
(14b)

Mit V =1 ergibt sich hieraus wieder die (oben bereits verwertete)
Tatsache, daR das Licht auf dem Hin- und Rickweg zwischen Ai
und B, die gleiche (relative) Zeit braucht, wiewohl vom festen
System aus gesehen die durchlaufenen Strecken AB, BC verschieden
sind. Die Zeit andert sich eben beim Ubergang zum bewegten System
zugleich mit der Lange.

A. Einstein hat die Grundformeln (5), (7) fur die relative Be-
wegung auf Grund der Forderung abgeleitet, dal die durch die
Formeln (14) fur V = 1 ausgesprochene Bedingung erfillt sei, wéhrend
sie sich oben aus der formalen Forderung ergeben haben, daf} die
,Lorentz-Transformation“ den Operator [ in sich Uberfiihre, d. h.
eine orthogonale sei.

Der Ausdruck fir die relative Geschwindigkeit V' ergibt sich
auch durch Division der nach t differenzierten Gleichungen (5). Sind
0x, .... die Komponenten einer beliebig gerichteten Geschwindigkeit (,
so erhélt man, wenn diejenigen fur das bewegte System mit Strichen
versehen werden,

VX= VX, V'y=vy, (15)

oder
(15)

Brill, Mechanik raumerfillender Massen. 14
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Dem Parallelogramm der Geschwindigkeiten wirde vz = v — ¢ ent-
sprochen haben. — Man merke fir spater noch die Formeln an

(1549)

(15h)

wo die Punkte Uber x, z wie immer Differentialquotienten nach t
bedeuten.

Wir wenden uns nun wieder zu den Differentialgleichungen fir
¢ und U im transformierten System zuriick. Die Formeln (15) be-
statigen, dall die rechten Seiten der Gleichungen (1) bei der Trans-
formation (5) nicht in sich Ubergehen. Wohl aber 143t sich zeigen,
daB diese Eigenschaft gewissen linearen Kombinationen derselben zu-
kommt, sofern man die transformierte GroRe o passend definiert. Dal
sie dann auch die linken Seiten der kombinierten Gleichungen be-
sitzen, liegt auf der Hand, weil sie die einzelnen Summanden haben.

Die eine dieser linearen Kombinationen U' muR sicher so be-
schaffen sein, dafl sie den Faktor v/, daB also Uz den Faktor v7 er-
héalt. Wir nehmen deshalb zwei unbestimmte Koeffizienten a, R so
an, dal

wird, wo @ noch von V7 (oder vz) abhdngen kann, a, B aber und
@ von vz unabhangig sind. Aus

ergibt sich sogleich

@ = e(l —aqv)A (16)
a=—dgA B=A\
wo A eine Konstante ist. — Nun wollen wir fir die Bestimmung

von A noch die Gruppeneigenschaft der Transformation in Anspruch
nehmen: dieselben Formeln, welche von dem festen auf das bewegte
Koordinatensystem flihren, mussen (8) von diesem wieder auf das feste
fuhren, wenn man Uberall ¢ mit — q und die gestrichenen mit den
nicht gestrichenen Buchstaben vertauscht. Man erhélt so:

oder
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Multipliziert man diese Gleichung mit der (16), so wird

Al —qg) =1
oder
A=Kk
womit
(164a)
und
(16b)

also auch die Dichte der elektrischen Masse ist im bewegten Koordinaten-
system eine andere, wie im festen.

Die beiden linearen Kombinationen, die zu (16a) (16b) gefihrt
haben, sind nun die folgenden

(17

wahrend

UxX =UX Uy=Uy VX =wux Vy=vwy
ungedndert bleiben. FUr den aus diesen Komponenten zusammen-
gesetzten Vektor 31' und das Skalar ¢, gehen somit die Gleichungen

O = —4mng

O U = — 4mgt) (18)

und zugleich (1) bis (5) des Art. 50 durch die Lorentz-Transformation
(5) in sich Uber. Sieht man wieder von elektrischen Mengen ab,
setzt also o =@ = 0, so erhdlt man aus den Gleichungen (13),
(6) wieder diejenigen (1) fir ¢ = 0, d. h. fir den freien Ather, be-
zogen auf ein festes oder ein bewegtes Koordinatensystem.

Wir wiederholen zum Schlu3, dal die in dem vorstehenden
Artikel benutzten Transformationen (5), (8), (16a), (16b), (17) die
Gruppeneigenschaft besitzen und infolgedessen nicht bloR fur den
Ubergang von einem ruhenden auf ein bewegtes System, sondern
auch flr irgend zwei relativ gegeneinander bewegte Systeme verwendet
werden konnen.

Verbindet man drei Lorentz-Transformationen wie (5), auf die
Richtung X, Y, Z angewendet, mit einer Drehung des rdaumlichen
Systems, so erhdlt man die allgemeine Raum-Zeit-(Lorentz-)Trans-
formation mit 16 reellen Koeffizienten von der Determinante 1. Auch
fir sie gelten noch die vorstehenden Ergebnisse. Wir kommen

spater noch einmal auf sie zurlck.
14*
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54. Der Versuch von Fizeau. Das Dopplersche Prinzip
und die Aberration des Lichtes.

Die Formeln des vorstehenden Artikels griinden sich auf die
Annahme, daB beim Ubergang vom ruhenden zum gleichférmig be-
wegten System die auftretenden L&ngen, Zeiten und elektromagnetischen
Groélen zwar nicht ihre Werte beibehalten, dal aber die gegenseitigen
Beziehungen ungeéndert bleiben, welche die MAXWELLschen Formeln
fur das ruhende System ausdriicken. — Wir wollen sie durch den
Vergleich mit einigen Versuchsergebnissen beleuchten.

Zunéchst kann man an der Hand der Formeln des Art. 53 den
friher erwdhnten Versuch von Fizeau erkldren, den 1886 Michelson
und Morley bestétigt gefunden haben. Sendet man ndmlich einen
Lichtstrahl durch eine von zwei parallelen Réhren, in denen Wasser
je in entgegengesetzten Richtungen fliefit, 148t ihn mittels Spiegelung
durch die zweite Rohre zurickwandern und dann mit einem Licht-
strahl, der den umgekehrten Weg gewandert ist, interferieren, so
zeigt sich ein Gangunterschied. Der in Richtung der Strdmung-
eilende Lichtstrahl hat eine gréf3ere Geschwindigkeit, wie der entgegen-
kommende.

Die Geschwindigkeit \/ des Lichtes im Wasser relativ gegen
das bewegte Wasser hangt mit derjenigen V relativ gegen den mit
der Erde verbundenen Beobachter durch die Beziehung (14 a) des
vor. Art. zusammen. Lost man diese nach V auf, so kommt

@)

bis auf Glieder 2. Ordnung in der gegen 1 kleinen Grélie g.

Der Brechungsquotient fiir den Ubergang der verwendeten Licht-
gattung aus dem leeren Raum in ruhendes Wasser sei N. Ein mit
dem Wasser bewegter Beobachter wiirrde N= 1/V' finden, wenn auch
die Lichtquelle sich mit bewegte. Da es sich aber um eine gegen
bewegtes Wasser ruhende oder auch gegen ruhendes Wasser bewegte
Lichtquelle handelt, so ist an Stelle von N der Brechungskoeffizient
N'= 1/V' einer nach dem DOPPLERschen Satz (s. d. f. Beispiel) im
Spektrum etwas verschobenen Lichtgattung einzufthren.

Man erhélt so 1)

)

1) Vgl. M. Laue, Ann. d. Phys. (4) 23, 1907.
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Der Klammerfaktor ist der von den genannten Physikern be-
statigte FRESNELsche ,,Mitfuhrungskoeffizient*, den H. A. Lorentz
(Versuch einei' Theorie der elektrischen und optischen Erschei-
nungen, Leiden 1895, S. 97) aus seiner Theorie in anderer Weise
abgeleitet hat.

Um einige andere Beobachtungsergebnisse zu vergleichen, knupfen
wir an die in Art. 47 (10) (11) aufgestellten partikuldren Ldsungen
der MAXWELLschen Gleichungen fur den leeren Raum an, die sich —
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit V = ¢ = 1 vorausgesetzt — in die
Potentiale zusammenfassen lassen:

© = @0 cos Q
U=u0 )
= cos Q,
wo
Q = 2nn(t — (ax + By + yx)), (3a)

R+pPR+y1

ist, und @0, U0 von x, y, z, t unabhéngige Grolen sind. — Die Aus-
dricke (3) leisten den Gleichungen (1) des vor. Art. fir p = 0 Genge.
Wir fragen nach den Erscheinungen, die diese ebenen Wellen in
einem in Richtung der negativen Z-Achse gleichférmig bewegten
Lichtmittel hervorrufen. Die Antwort ergibt sich aus der Einflh-
rung der X; y', z, t' in die Ausdricke (3) mittels der Formeln (5)
(17) des Art. 53. Man erhélt, indem man die in den gestrichenen
Koordinaten geschriebenen Potentiale mit

¢ = @' cos Q'
U' = U0 cos Q' @
bezeichnet,
90 = koO- UO!
U0z = — kqge0 + UO,
. ©)
u'tx' = UOx
uU'oy' = U0y
und
8 2trn {t — yz — (ax + Ry)}
(6)

= 2mn' {t' — (a'x’' 4- B'y' +y'z")}

woraus sich fir die Schwingungszahl n' der Oszillationen und fir
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den Kosinus y des Neigungswinkels der Wellennormalen im bewegten
System die Beziehungen ergeben:

U]
(8)

Wegen der in Art. 53 a. E. gemachten Bemerkung koénnen wir diese
Formeln fir irgend zwei gegeneinander bewegte Systeme, z. B. die
Erde (n, y) und einen relativ gegen sie bewegten Stern (n', y, Q)
verwenden. Dann spricht die Beziehung (7) das Dopplersehe
Prinzip aus, daR namlich eine Anderung der relativen Geschwindig-
keit q des Beobachters gegen eine Lichtquelle mit einer Anderung
der Schwingungszahl n' (einer Verschiebung der Fraunhofersehen
Linien der bewegten gegeniiber denen relativ ruhender Lichtquellen)
verbunden ist.

Die Beziehung (8) erklart die Erscheinung der Aberration des
Lichtes der Fixsterne, welche, durch ein Fernrohr beobachtet, nicht an
der Stelle zu stehen scheinen, die ihnen der Jahresdurchschnitt der
Beobachtungen zuweist, vielmehr in einem Jahr rings um diese Stelle
ein kleines Oval, ein Bild der Erdbahn, zu beschreiben scheinen.
Nehmen wir der Einfachheit halber den Fall an, daB y' = 0 ist, d. h.
dall ein Fixstern sich auf einer Senkrechten zur Ekliptik (Erdbahn)
befindet, so ergibt die Formel (8) fur den Kosinus y des Winkels,
unter dem der Lichtstrahl vom Stern durch das Fernrohr hindurch
anzukommen scheint, y =g, wo g die Geschwindigkeit der Erde in
ihrer Bahn ist.

Die Astronomie bestétigt dieses Ergebnis und damit zugleich
die Voraussetzung, auf der die Theorie beruht, ndmlich daB der Licht-
strahl, wenn er in den Bereich der Erde gelangt, keine Ablenkung
erfahrt, daR also der Vermittler der Lichtbewegung (der Ather) sich
nicht mit der Erde bewegt (von ihr mitgerissen wird), sondern pich
wie ein starres Geriiste verhalt, durch das hindurch auch die in
raschester Bewegung begriffene Materie sich ungehindert bewegen
kann.

55. Die Kréafte im bewegten System.

Aus den Formeln (17) des Art. 53 lassen sich die elektrische
und die magnetische Feldstarke FH im bewegten Koordinaten-
system bestimmen, indem man diese Groflen aus den Potentialen ¢',
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21' in derselben Weise berechnet, wie (£, &) aus cp, 2t (Art. 53 (2)):
namlich durch

H =rot U,

Ausdriicke, die nun wiederum den LBRENTZschen Gleichungen (1)
bis (4) des Art. 50 geniligen, weil cp', 21' diejenigen (13), (14) des-
selben Art. befriedigen. Fir die Komponenten X', Y', Z' vonF
und L', M, N'" vonH ergibt sich dann, bei Benutzung der Um-
kehrung (8) der Formeln (5) des Art. 53:

z = kz, + kqt'
t=kqz' + H' 1)
Xx=x,y=Yy

und nach Umkehrung der Formeln (17) Art. 53:
0 = ko' 4- %o,2lV
Uz = kqo' + kUZ 2
Ux =UX"; Uy =U'y
(wenn wir der Einfachheit wegen den Strich bei den Indizes x, y, z
weglassen),

Man findet in derselben Weise die anderen Werte der folgenden
Tabelle ¢ =k(><-gm) L'=Kk(qY+L)
Y'= k(Y —+qlL) M'=k(-gX + M) (3)
Z'=Z N'=N,
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wo wieder

ist. An der Hand der Gleichungen (3) und derjenigen (15), (16a) des
Art. 53 bestatigt man durch eine kleine Rechnung, die wir hier
unterdriicken, eine Bemerkung, auf die Minkoavski a. a. O. S. 67
seine ganze Theorie der elektromagnetischen Vorgange in bewegten
Koérpern aufgebaut hat. Sie bezieht sich auf das formale Verhalten
der hier erdrterten physikalischen Begriffe gegentber der in Art. 53
a. E. erwéhnten linearen Raum-Zeit-Transformation von der Deter-
minante 1 mit 16 Elementen (der allgemeinen LORENTZ-Transforma-
tion) und auf gewisse unerwartete Zusammenhdnge zwischen ihnen,
die das Relativitatspostulat herstellt. Die vier GroBen namlich gl
oVvz, ovz, Q, also die Komponenten des ,,Konvektionsstromes* und die
Dichte, hangen mit den aus ihnen durch eine allgemeine Lorentz-
Transformation hervorgegangenen gestrichenen Groflen Q°vXx, usw.
durch lineare Gleichungen ((15), (16a), (16b)) mit denselben Koeffi-
zienten zusammen, wie die Raum-Zeitkoordinaten X, y, z, t mit den
gestrichenen (s. (5) des Art. 53).

Und weiter: Wenn zwei Reihen von Veranderlichen x, vy, z, t
und & n, ¢ T in die entsprechenden gestrichenen durch ein und die-
selbe Raum-Zeit-Transformation Ubergehen, so transformieren sich
die aus ihnen gebildeten sechs zweireihigen Determinanten

y{—nz, z&—qx, xn-—&  Xt—§&, yt-nt zt-{t

in die gestrichenen durch Gleichungen mit beziehungsweise den-
selben Koeffizienten wie die, durch welche die elektrischen und
magnetischen Kraftkomponenten

X, V,Z; L, M, N

mit den gestrichenen Zusammenhangen. Diese merkwirdige Ver-
wandtschaft jener 4 ,,Raum-Zeit-Vektoren 1. Art* miteinander und
andererseits dieser 6 ,,Raum-Zeit-Vektoren Il. Art* unter sich be-
wirkt eine derartige ,,Vermischung“ (Hilbert, Geddchtnisrede auf
Minkowski, Gott. Nachr. 1909 S. 23) von Strom und Dichte, von
elektrischer und magnetischer Feldstarke, daR diesen Begriffen einzeln
gegenliber einem Raum-Zeit-Koordinatensystem allgemeiner Art keine
gesonderte Bedeutung mehr zukommt; vielmehr setzen sie sich zu Vek-
toren rimfassenderer Art zusammen, die von der Wahl des Bezugs-
systems nicht mehr abhangen.
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Man kann den Gleichungen (3), welche im Grunde genommen
von dem Koordinatensystem unabhdngige Beziehungen ausdriicken,
indem man die Geschwindigkeit q = || aus der Z-Achse heraus-
verlegt und durch einen Vektor D ersetzt, die Gestalt geben

F'=k(F + [v,H])

H'=k(H - [v.F]) @
beziehungsweise
F'=F + [v,H]
(42)
H'=H - [v,F]
je nachdem es sich um eine Komponente der VektorenH senk-

recht zur Richtung von v oder in dieser Richtung handelt, und auch
diese Formeln lassen sich (nach einer Mitteilung von Hrn. R. Gans)
je in eine zusammenfassen

Die Formeln (4), (4a) stimmen Uberein, wenn die Geschwindigkeit
vl =q klein gegen 1 (die Lichtgeschwindigkeit) ist. Infolgedessen
driickt sich in der Theorie von Lorentz durch

f=F+[v,H] (5)

oder, wenn wir wieder die Sekunde als Zeiteinheit einfiihren und
mit ¢ die Lichtgeschwindigkeit bezeichnen, durch

(52)

die ponderomotorische (elektromotorische) Kraft auf die Einheit der
Ladung aus, die mit einer gegen die Lichtgeschwindigkeit geringen
Geschwindigkeit 0 sich relativ zum (festen) Koordinatensystem gerad-
linig und gleichférmig bewegt, wenn wieder das durchquerte elek-
trische und magnetische Feld durch F und H dargestellt wird.

56. Die elektromagnetische Masse (les Elektrons.

Vermittels der Formeln, die wir im vorigen Art. fir die Krafte
FH im bewegten Koordinatensystem X', Y', Z' gefunden haben,
kann man — wir folgen hierin wieder A. Einstein — die Bewegungs-
gleichungen fur ein Elektron in bezug auf dieses System aufstellen,
wenn man die folgenden Voraussetzungen macht, bzw. Definitionen
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zugrunde legt, die Ubrigens an die Ublichen Vorstellungen der
Mechanik anschliel3en.

1. Wenn das Elektron vom Zustand der (relativen) Ruhe aus durch
eine Kraft beschleunigt wird, so unterscheidet sich — auch im be-
wegten System — die Kraft von der Beschleunigung, die es erhdlt,
durch einen skalaren Faktor, den man seine Masse (im engeren
Sinne) nennt, und der das Mal ist fir die Tragheit, die es, gleich-
viel ob der Widerstand ponderabler Natur ist oder von einer elek-
trischen Ladung herriihrt, beim Ubergang aus der Ruhe in die Be-
wegung dem Kraftvektor entgegensetzt.

2. Dieser Faktor p ist von der Geschwindigkeit der (gleich-
formigen) Fortbewegung des Koordinatensystems unabhéngig.

Befindet sich nun etwa im Ursprung eines Koordinatensystems
X', Y', Z', das sich langs der Z-Achse eines ruhenden Systems X, Y, Z
parallel zu sich selbst gleichformig und geradlinig bewegt, wobei
die Achsen Z, Z' zusammenfallen, ein Elektron von der Ladung e,
das zur Zeit t =0 relativ zu dem bewegten Systeme ruht, und
wirken auf dieses die KrafteRl eines elektromagnetischen Feldes,
so sind nach den gemachten Annahmen seine Bewegungsgleichungen
im ersten Augenblickl)

1)

Wir wollen diese Gleichungen auf das ruhende System X, Y, Z
zuriicktransformieren. Nach Art. 53, (15a), (15b) ist, wenn dort

gesetzt wird, 2)

©)
Ferner ist nach Art. 55 (3)
X,=k (X—gM)
Y' =k (Y+ aL) (4)
Z =1

1) Die gleiche Bezeichnung der Komponenten von F undF und der Ko-
ordinatenachsen ist wohl unbedenklich.
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Setzt man diese Werte in (1) ein, so erhdlt man fir t =0

®)

wo nun auf der rechten Seite (s. d. SchluR des letzten Art.) die
Komponenten der elektromagnetischen Kraft, vom ruhenden System
aus beurteilt, stehen. Daher unterscheiden sich Kraft und Beschleu-
nigung im ruhenden System X, Y, Z fir ein mit der Geschwindig-
keit g bewegtes Elektron nicht mehr durch einen skalaren Faktor,
sondern durch einen solchen, dessen Komponenten langs der Achsen
X, Y, bzw. der in Richtung der Geschwindigkeit q fallenden Achse

Z sind: uk, k. pk3

Die Masse also, die den Widerstand (die Tragheit) mit, welche das
bewegte Elektron dem Kraftvektor entgegensetzt, ist verschieden, je
nachdem es sich um eine Beschleunigung senkrecht zur Richtung
oder in Richtung der Bewegung handelt; die ,,transversale™ elektro-
magnetische Masse (im ersten Fall) ist gleich pk- die ,,longitudinale”
gleich pk3  Natdrlich fallen die Faktoren anders aus, wenn man
»~Kraft* anders definiert; stellt man sie, wie es Einstein tut, durch
den Vektor F dar (vor. Art. (4)), so werden jene gleich pk?2, bzw. pk3,

»-Eine Kraft, die in Richtung der Geschwindigkeit q auf das
bewegte Elektron wirkt, ruft eine andere Beschleunigung hervor,
als eine gleich groRe, die senkrecht dazu wirkt. Ist die Kraft schief
zur Bewegungsrichtung orientiert, so stimmt die Richtung der Be-
schleunigung nicht mit derjenigen der Kraft tGberein.— — Die elektro-
magnetische Masse ist kein Skalar wie die Masse der gewohnlichen
Mechanik, sondern ein Tensor (nach der Bezeichnung von W. Voigt)
von der Symmetrie eines Rotationsellipsoids® (Abraham, Dynamik
des Elektrons, Gott. Nachr. 1902, wo zuerst die Begriffe ,,longitu-
dinale und transversale Masse* auftreten).

Es ist nun sehr bemerkenswert, dal} die Differentialgleichungen
(5), auf ein Koordinatensystem in allgemeiner (gegen X, Y, Z ge-
neigter) Lage bezogen, ihre einfache Form keineswegs einbifien
(M. Pranck, das Prinzip der Relativitat und die Grundgleichungen
der Mechanik, Ber. der Deutschen Phys. Ges. Berlin 1V, 1906). Um
dies zu zeigen, transformieren wir das System (5) auf ein Koordi-
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natensystem, das den gleichen Ursprung wie X, Y, Z besitzt, dessen
Achsen aber gegen diese und somit gegen die Richtung der Ge-
schwindigkeit g geneigt sind. Wir bewirken diese Drehung mittels
der Formeln (1), (2) des Art. 5:

{ —alx + a2y + 03z, x = a1 + Bin + y1{
n= Blx + P2y + P3z; y = a2 + Pp2n +y2( (6)
{ = ylx + y2y + y3z; = o3& + B3n + y3(

wo zwischen den a, B, y die bekannten Relationen bestehen, denen
zufolge u. A
a3 = — yip2

B3 = ylo2 — oly2 (7)
y3 = alp2 —pla2
ist. Es ergibt sich durch Differentiation:
(7a)
usw.
(7Db)
usw.
Hiernach ist fur den Zeitpunkt, in dem das Elektron den Ursprung
verlalt, wenn also ist, wegen (7a):

®

Multipliziert man die Gleichungen (5) bzw. mit ol, 02, o3 und
addiert, so wird die linke Seite, wenn man sich der Bedeutung von k

erinnert.

(©)



57. Die Bewegungsgleichungen, bezogen auf ein gleichférmig bewegtes System. 221

Setzt man endlich

alX +02Y + a3Z= = (10)
USW.
und
alL + a2M+ ¢V = A
BIL +B2M + B3N =M (11)
vlL + y2M + y3N = N,
so wird

L=uoA+pM+ylN
M= w2A + p2M + y2N (11a)
N= a3A + 3 M +y3N
und hiermit die rechte Seite der aus (5) abgeleiteten Gleichung
(wegen (11a) bzw. (7), (8)):
e (alX + a2Y + a32) + eq(-alM - a2L )
= e= + eg{—(01p2- Bla’)M + (a2yl - y2al)
= e=—+ eq{B3N —y3M}

Man erhalt so die folgenden Gleichungen, welche diejenigen (5) in
sich enthalten:

(12)

oder in Vektorbezeichnung, wenn wieder f die ponderomotorische
Kraft ist, die auf ein Elektron mit der Ladung 1 wirkt (Art. 55),
und die Geschwindigkeit des Elekrons in bezug auf das
ruhende Koordinatensystem (=, H, Z):

(12a)

57. Die Bewegungsgleichungen, bezogen auf ein gleichférmig be-
wegtes System.
An die vorstehende elegante Form der Differentialgleichungen

des bewegten Elektrons hat M. Planck eine weittragende Bemer-
kung geknupft. Ersetzt man die elektromotorische Kraft ef durch
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irgendeine andere beschleunigende Kraft mit den Komponenten

so kann man die Gultigkeit der Gleichungen (12) auch fur
diese Kraft fordern. Dann erhalten sie, wenn man wieder die Sekunde
als Einheit einfiihrt, also t, v und q durch bzw. tc, w€, g/c ersetzt,
die Form:

()

Vektoriell:
(1a)

Dies sind dann die Bewegungsgleichungen fir den bewegten Massen-
punkt p in bezug auf ein festes Koordinatensystem, sofern man fur
seine Bewegung vom Ruhezustand aus in bezug auf ein selbst beivegtes
die gewohnliche LAGRANGEsche Form als glltig annimmt.

Wegen der Reziprozitat, die fur die relative Bewegung durch
die Gruppeneigenschaft der Transformation gewahrleistet ist, kann
man aber (1) auch als die Differentialgleichungen eines bewegten (q < c)
Punktes p ansehen in bezug auf ein gleichférmig bewegtes Koordinaten-
system, wenn flr ihn in bezug auf ein System, gegen das er im ersten
Moment ruht, die gewdhnlichen Differentialgleichungen gelten.
Sie bilden somit die Verallgemeinerung der VXxGK %GE.schen Gleichungen
fur den Fall eines auferst rasch bewegten Massenpunktes und gehen
wieder in diese Uber, wenn man c28 durch 3 ersetzt und ¢ = oo
setzt, T wird dann gleich t. Denn aus den Gleichungen (5) des
Art. 53 erhdlt man durch Einfihrung des gewdhnlichen ZeitmaRes
die Formeln:

(Ib)

die fir ¢ = oo in
zZ'=z—qt, t'=t (Ic)
Ubergehen.l) — In der Tat sind die Differentialgleichungen der

klassischen Mechanik, soweit sie sich auf die gegenseitige Wirkung

1) Eine Vergleichung der klassischen und der elektromagnetischen Me-
chanik vom Standpunkt der Gruppentheorie aus findet man bei Pnh. Frank,
Wiener Akad. Ber. Bd. 118, 1909.
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von Punktsystemen beziehen, gegeniiber der Transformation (lIc) in-
variant.

Wir setzen wieder ¢ = 1 und wollen nun aus dem Gleichungs-
system (lb) durch Multiplikation der Komponenten mit bzw.

usw.

und Addition ein Integral bilden. Man erhalt

)

Der Zuwachs links ist

©)

Es moge nun als unabhédngige Verdnderliche anstatt der Zeit t die
Eigen- (Orts-) Zeit t' = 1 des im Ursprung des bewegten Systemes
E=n=1{_=0 zur Zeit t befindlichen Punktes g eingefiihrt werden.
Aus (8) des Art. 53 ergibt sich fir z' = 0 die Beziehung

also auch
4)
womit z. B.:

®)

wird. Fdhrt man (4) in (2) ein, so ergibt sich mit Hilfe von (3):

oder
(9)

Somit ist der Zuwachs an Kinetischer Energie

und die kinetische Energie selbst, bis auf eine Konstante, gleich dem
Produkt aus der Masse g des Punktes in das Vorgehen der Zeit t
gegen seine Ortszeit T.

Falt man nun wieder, in Verfolgung der in Art. 55 gemachten
Bemerkung, Zeit und Raumkoordinaten t, , n, { des Massenpunktes p als
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gleichberechtigte Bestimmungsstiicke auf, und ergénzt man demgemaR
die Gleichungen (1), die mit Hilfe von (5) die Form erhalten:

()

durch:

so besitzt (wegen (6)) die Komponente 3t des Vektors i in Richtung
der /-Achse den Wert

(8)

wahrend

©)

ist. Daher hat die hinzusefuste letzte Gleichuns des Systems (7)
die Bedeutung der Energiegleichung.

Die bekannte gegeniiber einer Orthogonaltransformation in-
variante Form gewinnen die Gleichungen (7) durch Multiplikation
mit dt/dt. Erst der mit diesem Faktor multiplizierte Vektor i ist
als Kraftvektor in dem relativ zum Massenpunkt ruhenden System
anzusprechen.

Wenn man sich also auf den Standpunkt des allgemeinen Raum-
Zeit-Koordinatensystems stellt und mit MINKOWSKI alsdann vom
»Weltpostulat® statt vom Relativitatspostulat spricht, so erscheint
die Energiegleichung als notwendige Ergénzung der Lagrangeschen
Bewegungsgleichungen. Und da die kinetische Energie mit der Nei-
gung der Zeitachse t gegen die ,,Eigenzeit* T (wie dann statt ,,Orts-
zeit" zu sagen ist) sich &ndert, so umfallt die eine Energiegleichung,
fur eine unbestimmte Achse t formuliert, auch das System der drei Be-
wegungsgleichungen, also die ganze Mechanik des materiellen Punktes
(Minkowski, Gott. Nachr. 1908, S. 108). Damit behalt in gewissem
Sinne die Energetik, die auf dem Prinzip der Erhaltung der Energie
die ganze Mechanik aufzubauen wiinscht, Recht: dann némlich, wenn
der Energiesatz seine Geltung behélt gegeniber jeder Baum-Zeit-Trans-
formation. Bewegungsgleichungen und Energie-Satz verschmelzen
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dann, wie Strom und Dichte, elektrischer und magnetischer Vektor
(Art. 55), je zu einer hoheren Einheit, welche jene Beziehungen,
die zwischen den Komponenten bestehen, umfaft.

Von Invarianten gegeniiber einer allgemeinen Raum-Zeit-Trans-
formation wollen wir noch eine hervorheben. Nach Art. 53 a. E.
143t sich die allgemeine Lorentz-Transformation aus Transfor-
mationen von derjenigen Form, durch die wir oben (X, y, z) in
(&, n, ) Ubergefihrt haben, und von der Form (5) des Art. 53 zu-
sammensetzen. Weil nun bei der letzteren die GroRe

in sich, bei der ersteren und zugleich p in
sich Ubergeht, so &ndert sich der Ausdruck

gegenuber einer Raum-Zeit-Transformation Uberhaupt nicht (Min-
kowski, a.a. O. S. 63). Also nicht die Dichte selbst, sondern das
Produkt aus der Dichte und derjenigen Geschwindigkeit, mit der die
Eigenzeit T in der Zeit t sich andert, ist eine Invariante.

58. Verhalten zum Prinzip der Gleichheit von Wirkung und
Gegenwirkung.

Wir wollen zum SchluR dieser Skizze noch auf den merk-
wirdigen Umstand hinweisen, dal die Lorentzsehe Theorie dem
Grundsatze der Gleichheit von Aktion und Reaktion, in dem gewo6hn-
lichen Sinne, namlich zwischen ponderablen Massen genommen,
widerspricht. Um einen Einblick in den Differenzpunkt zu gewinnen,
wollen wir die Gesamtkraft berechnen, die nach den vorstehenden
Gleichungen auf einen Raumteil T wirkt, innerhalb dessen sich in
ponderabler Materie elektromagnetische Vorgange abspielen.

Nach Art. 55 ist diese Kraft dargestellt durch das Uber den
Raum T erstreckte Integral

F=fofar, @

(zu dem nur diejenigen Stellen von T beitragen, fir welche die
Ladung @ von Null verschieden ist); dabei ist

(2)

Brill, Mechanik raumerfullender Massen. 15
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Wir beschréanken uns (Lorentz, Enzykl. V 2, S. 161) auf die Be-
rechnung der X-Komponente Fx dieser Kraft

@)

indem wir fir @ und @v die Werte aus (3) und (1) Art. 50 ein-
tragen. Zunachst erhalt man durch partielle Integration ((4) Art. 24)

4 n_fgxdr = IXdideT = —_I_(F, gradX)dt —_fXFndcr,

wo sich das letzte Integral Uber die Oberfliche >~ des Raumes T
erstreckt. Wegen der Gleichungen (2a) des Art. 50 wird ferner

daher

4
wo sich noch (Art. 24 (2))
(49)

ergibt, indem man wieder fir dydz = = do cos(n, x) einfihrt (n die
nach innen gerichtete Normale).
Andererseits ergeben die Gleichungen (1a) a. a O.

©)
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wo wieder
(52)

ist, und durch partielle Integration ((4) des Art. 24)

= —[ Lt,do (5b)

erhalten wird, weil

divH =0
ist. Setzt man (4a) in (4); (5a), (5b) in (5) ein und addiert (4)
und (5), so erhalt man fur die X-Komponente der Kraft den

folgenden Ausdruck (Lorentz, Versuch einer Theor. der elektr.
und opt. Erscheinungen usw., Leiden 1895, S. 26)

(6)

Die Kraft Zerfallt hiernach in zwei Teile,
F=Fl +F @)
ein Oberflachen-Integral %o und ein Raum-Integral —2
F1 hat die X-Komponente:

8
F2 die X-Komponente:

©)

wo Gx die X-Komponente des friher (Art. 48 (8)) eingefiihrten
POYNTINGschen Strahlungsvektors

15*
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ist. Die Kraft F1 4Rt sich als eine Spannung des Athers auffassen,
die auf beiden Seiten des Oberflachenelementes in entgegengesetztem
Sinne wirkt. Diese Vorstellung haben Maxwell und Hertz ent-
wickelt. Lorentz lehnt sie ab. Er gesteht zwar dem Ather eine
Wirkung auf die Materie (durch die Kraft f, s. Art. 55 (5a)) zu,
nicht aber der Materie eine solche auf den Ather, der fir ihn nur
der leere Raum ist, gedacht als Trager elektromagnetischer Sto-
rungen. Andererseits tritt die Volumkraft F2 bei jeder Anderung des
Poyntingschen Strahlungsvektors auf, ist also z. B. dann von
Null verschieden, wenn eine elektromagnetische Welle den Raum
durchzieht (gleichviel, ob sich dort ponderable Materie befindet, oder
nicht). DaR im letzteren Fall auch Fl nicht Null ist, erkennt man
daraus, daB, wenn in T sich keine Materie befindet, notwendig EQ0,
also F:A sein - muf-

Die Oberflachenspannung F1 verschwindet dann, wenn sich der
Raum T zum unendlichen Raum erweitert, wahrend die Kréfte F H
so beschaffen sind, daf Brd RH mit unendlich grofl werdendem

dem Wert Null sich ndhern. Trifft in diesem Fall
eine elektromagnetische Stérung etwa ein im Raume ruhendes Elek-
tron, so wird der Kraft

die auf das Elektron wirkt, keine Gegenkraft gegenlberstehen, wie
etwa bei der Gravitationswirkung zwischen zwei Massenteilchen, weil
eben nur ein solches vorhanden ist, wahrend an Stelle des andern
der Ausdruck rechts tritt. Um nun doch das Gesetz der Gleichheit
von Druck und Gegendruck in einem gewissen Sinne aufrechtzu-
erhalten, hat man den Ausdruck selbst:

eine im leeren Raume frei auftretende Vektorgrolle, der die Dimension
[Imt-1] einer Bewegungsgréfe (Art. 51 a. E.) zukommt — als ob
sie an eine Masse gebunden wére, — elektromagnetische Bewegungs-
groRe (H. A. Lorentz, a. a 0. S. 162) [des Athers] genannt, und
ihr die Rolle einer Gegenwirkung gegen diejenige des Elektrons
zugewiesen.

Es ist nun sehr bemerkenswert, dal das Experiment das Auf-
treten eines solchen Druckes auf einen Koérper im leeren Raume be-
statigt. P. Lebedew hat (Annalen d. Phys. (4) 6, 1901) durch
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Messungen mit dem Radiometer den ,Maxwellschen Strahlungs-
druck®, den ein auf einen Metallspiegel auffallendes Strahlenbiindel
auf diesen ausibt, bestimmt und mit dem Ergebnis der Theorie in
Ubereinstimmung gefunden. Dieses besteht in folgendem.

Ein Metall sieht man als eine Substanz von unendlich grofl3er
Leitungsfahigkeit an, in deren Innerem die elektrische Feldstarke F
immer und Uberall unendlich klein ist. Wir fiihren wie in Art. 47 a. E.
die Ebene x = 0 als Grenzebene des Spiegels ein; die Einfallsebene des
Strahls sei die Ebene z = 0, und das polarisierte Licht, das wir an-
nehmen, schwinge, wie dort, in der Einfallsebene. Dann sind fir
die einfallende Welle die Vektoren Fe, He (Art. 47 (12), (13)):

Le=Me=0

da fur den Ather ¢ = p=I ist. V(=c) ist die Lichtgeschwindigkeit.
Fur den reflektierten Strahl ist (Art. 44 (4a)):

Zr =0,
und fur den gebrochenen Strahl
Xb= Yb=Zb=o0,

weil im Inneren des Leiters /= 0 ist.

Ferner ist Ar=A, weil (Art. 44 (5)) die in die Trennungsebene
fallenden Komponenten Ye—+Yr, Ze-+Zr von F Null sein missen,
da F in dem Leiter Null ist.

Ferner ergeben sich fir die reflektierte Welle die Komponenten
Lr, Mr, Nr der magnetischen Feldstarke Hr aus den Formeln (13)
des Art. 47:
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Fallt insbesondere der Strahl senkrecht auf den Spiegel auf, ist also
¢ = 0, so wird:

Tragt man nun die Werte F=Fe + Fr; H = He. + Hr, namlich

in den Ausdruck fur die Komponente flx des Flachendruckes fl ein,
die in der Formel (8) fur FIx unter dem Integralzeichen steht, also
des Druckes auf die Flacheneinheit, und ebenso in die Ausdriicke
fur fy , flz, so erhdlt man, mit Ruacksicht darauf, dal fir x 0

Fn= X=0 Hn=L=0

ist, ferner dal cos (n,y) =0, cos (n,z) =0, cos (n,x) = 1, und dal
fur x =0 auch Y =0 ist:

fy =f =0.

Daher ist der Druck fl auf die Flacheneinheit

und der Durchschnittswert des Druckes fiir Wellen von der Schwin-
gungszahl n

Diese Beziehung laRt sich experimentell priifen; man findet sie be-
statigt. Notigt somit bei dieser Auffassung auch das Experiment
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zur Annahme einer BewegungsgréRe im leeren Raum, die weder an
ponderable Materie noch an Elektronen gebunden ist, so drangt sich
von neuem der Gedanke an einen Strom von elektromagnetischer
Energie auf, der, von der Erschitterungsstelle ausgehend, durch den
leeren Raum sich ergieflt. Diese Vorstellung, die nur beziiglich des be-
wegten Stoffes verschieden ist von derjenigen, die Newton in seiner
langst Uberwunden geglaubten Emanationstheorie vertritt, entwickelt
W. Ritz in einer Theorie (Recherches critiques sur I'électrodynamique
generale, Ann. Chim. Phys. (8) t. 13, 1908), die in Anlehnung an
die von Poincare in der 2. Auflage seiner Electricité et Optique
(Paris 1901, IV. partie) an den bisherigen Theorien gelibten Kritik
es sich zur Aufgabe macht, auf Grund des Begriffes der elektro-
magnetischen BewegungsgroRe den Begriff des Athers ganzlich zu
beseitigen und dessen Wirkung durch ein Ausschleudern von Energie
von dem Herd der elekromagnetischen Stérung aus zu ersetzen. —
Ubrigens macht auch die im vorstehenden vorgetragene Lorentz-
Einsteinsche Theorie — wenn man von der Begrindung der Funda-
mentalgleichungen absieht — von spezifischen Eigenschaften des Athers
an keiner Stelle Gebrauch.

Durch Versuche an Becquerel-Strahlen hat neuerdings A. H.
Bucherer (Phys. Zeitschr. 9. Jahrg., 1908, S. 755, Ann. d. Phys.
(4) 28, S. 513) die aus dem Relativitatsprinzip folgende Veranderung
der Masse eines rasch (Uber halb so schnell wie das Licht) bewegten
Elektrons bestatigt gefunden. So auch E. Hupka, ,die trdge Masse
bewegter Elektronen® in den Ber. d. Deutschen Phys. Ges., Berlin 1909,
S. 249.
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Bezeichnungen.

= bedeutet ,,Abklrzung fir“ oder ,identisch gleich.”

= hicht gleich.

d, 0, & bezw. totales, partielles Differential, Variation (S. 7).

[lamBty] Dimensionen (S. 3).

d', &' nicht [notwendig] vollstandiges Differential (Variation) (S. 21).

S Summe von drei Gliedern (7, 18), die aus dem angeschriebenen durch Buch-
stabenvertauschung entstehen.

xi, yi, zi (i=1, 2,-- n) rechtwinklige Koordinaten eines Punktes mit der
Masse mi (11).

pi pi (ii=1,2,---r bezw. r) r(r) allgemeine (Lagrangesche) Koordinaten (20).

g. qi die entsprechenden Momente (Impulskoordinaten) (40).

t Zeit; t' Orts-(Eigen)-Zeit im bewegten Koordinatensystem (207).

X, Y, z die rechtwinkligen Koordinaten des Raumelementes einer kontinuier-
lichen (raumerftillenden) Masse oder: Koordinaten des Aufpunktes (101).

a, b, ¢ dieselben zur Anfangszeit t =20, oder: an anderer Stelle.

T die kinetische Energie eines Systems.

v, v Geschwindigkeit.

f, f Beschleunigung; im IV. Abschnitt: Kraft auf die elektrische Menge 1.

¢ (im 1. Abschnitt) Kriimmung der Bahn.

T einfach oder mehrfach zusammenhéngender Raumteil.

2 dessen Oberfléche.

dt Element von T.

do Element von Z.

ds, ds Linienelement.

n die nach dem Innern von T gerichtete Normale in einem Punkt von Z.

R = Radius einer sich unbegrenzt ausdehnenden Kugel.

Deutsche Buchstaben bedeuten Vektoren (ausgenommen R, T s. oben); mit
den Indizes x, y, z: deren Komponenten.

u =(u, v, w) VerschiebungsgroRe (mit den Komponenten u, v, w) im elastischen
oder quasi-elastischen Mittel (Tabelle S. 137).

v={(u, v, W) = (vx vy, vz) Geschwindigkeit; 1l. Abschnitt: im fliissigen Mittel
(Tabelle S. 137).

div v — Divergenz des Vektors v. (Tabelle S. 137).

rotv = Rotation von v, Vektor mit dem Komponenten usw. (76).

grad v = Gradient von v, Vektor mit den Komponenten usw. (79).



236 Bezeichnungen.

w=(&n, ) ="%rotv im flissigen Mittel (76. 94).

tw=(&n, ) =%rotu Achsendrehung des Volumelementes im elastischen
oder quasi-elastischen Mittel, wo it die Verschiebung ist (72. 136. 176).

(a b) skalares (inneres) Produkt (79).

[a, b] vektorielles (&usseres) Produkt (186), ein Vektor, senkrecht zu den Vek-
toren a und b, der mit diesen ein Rechtssystem bildet, mit den Kompo-
nenten aybz - byaz usw

Ubergesetzte Punkte, wie in bedeuten 1. bez. 2. Differential-
quotienten nach der Zeit (5. 76).

x(a, b, ¢, i) im Falle flissiger Massen (78).

u(ic,y, z, i) im Falle elastisch-fester und quasi-elastischer Massen (145.178).

X. Y. Z (auBBer im IV. Abschnitt) Komponenten einer duleren (eingepragten)

Volumkraft (64).
Komponenten des Oberflachendruckes.

G = (X, Y, Z) im IV. Abschnitt: die elektrische Feldstarke (177).

H = (L, M, N) im IV. Abschnitt: die magnetische Feldstarke (177).

¢ (im IV. Abschnitt) Lichtgeschwindigkeit im leeren Raum.

o im Il. und IIl. Abschnitt: Dichte ponderabler, im IV. Abschnitt: elektrischer
Massen.

A, A Lamescher Differentialparameter (104. 148).
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