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Pozwolono drukować. Wilno d. 5. Września 1827, r 
Cenzor Kolle^ialny Assesor Jgnacy Szydłowski

www.rcin.org.pl



ROZDZIAŁ PIERWSZY.
Teorya. szeregów zwrotnych.

§ i. Sposób rozbierania funkcyy ułamkowych na szeregi.

Poznaliśmy w poprzedzaiącey nauce dwa działania, 
które wymagaią pewnych warunków, aby się mogły usku
tecznić i dadź na wypadek ograniczoną liczbę terminów: ta- 
kiemi są dzielenie i wyciąganie pierwiastków. Jeżeli dzielą
ca nie wchodzi iako mnożnik do składu podzielney, albo ie- 
źeli funkcya dana nie iest zupełną potęgą iakiey pierwiast
ku szukamy’, dzielenie i wyciąganie pierwiastku może bydż 
prowadzone bez określenia i wydadź wieloraz lub pierwia
stek ciągnący się przez nieskończony szereg wyrazów. Z fun- 
kcyy przeto niepodzielnych i niewymiernych wynikaią sze
regi nieskończone. Znamy iuź prawa składu i własności 
szeregów pochodzących z rozwinienia funkcyy niewymier
nych, bo te są zamknięte we wzorze Newtona. Weźmiemy 
następnie pod uwagę szeregi wyptywaiące z dzielenia.

Dzieląc np. 2 przez 1—4.z i ciągnąc wieloraz do ilu* 
kolwiek terminów, będzie

^^=24“Sz4i'32x24"12^84'5i 2244" ińb

W tern zrównaniu miedzy dwiema stronami zachodzi taka 
tylko różność, że na pierwszey działanie iest naznaczone, a 
na drugiey iest wypadek z iego uskutecznienia. Zrównania 
tego gatunku zowią się tosame (eąuations identicjues). Tu 
ilości z może bydź nadana wartość iakakolwiek; a zawsze 
dwa członki w zrównaniu powinny bydź sobie równe. Ztey 
przyczyny ilość z nazywa się zmienną. J w dalszym ciągu 
nauki ustanowimy podział ilości na stałe (constante) i 
zmienne (yariablej; pierwsze uważać będziemy iako inaią- 
ce pewną oznaczoną wartość; drugie nie będą miały przy- 
wiązaney do siebie żadney wartości szczególney mogąc 
wszystkie przyymować. Tamte znaczyć będziemy literamL 
początkowemi alfabetu, ostatnie przez litery końcowe.
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( 236 )
Wszelkie wyrażenie zamykające w sobie ilość zmienną 

Zowie się funkcyą tey ilości; i iest całką lub ułamkową po
dług tego iak ilość zmienna wchodzi do wyrazów funkcyi 
za mnożnik lub dzielnik, np. f + iest funkcyą całką ilo—

o 4
ści zrnienney ź, iest funkcyą tey ilości ułamko

wą. Eędą także funkcyami ułamkowćmi wyrażenia, które 
inaią mianownik zamykający w swoich terminach ilość 

zmienną: tatiemi są np. .

, a4-bz-l-cz24-dz3-4- itd 4-kz™—1 . . ., ,,Wzór--------------- !-------------- 1-------- zawierający ilosc4" hd -J-Zz"‘
zmienną z może nam wystawiać wszystkie ułamki właści
we, toiest takie, w których wykładnik ilości z w liczniku iest 
przynaymniey o iedność mniejszy niżeli w mianowniku. 
Każdy ułamek niewłaściwy dąsie z£ pomocą dzielenia do 
tego wzoru przyprowadzić. W ułamku niewłaściwym np. 
2-1-324-42 2-f-5^ 3
-----2--------------- dzieląc licznik uszykowany podług uby

wających potęg ilości z przez podobnież uszykowany mia
nownik otrzymamy na wieloraz funkcyą ilości z całką 5z—-3i 

z ułamkiem właściwym . Zacząwszy od ułamku

o . .
naypToSfszego , i idąc porządkiem do coraz zawi-
kleyszych

o+bz a-\-bz-}-cz2 .
p-\-qz-\-rz2 9 pĄ-qz-4rrz2-\-szi , lt<.....................\a )i
kiedy dzielić będziemy licznik przez mianownik, znaydziemy 
że

, + _ 22_8zs + 22-4,4_ itd.
p+qz p p* p* p4 p5
Odbywszy podobnież dzielenie w ułamkach («), przyydziemy 
zawsze do szeregów ciągnących się przez nieskończone pa
smo terminów. W tych szeregach pokaźe nam się pewna 
Zawisłość między wyrazami, tak, iż każdy z nich można bę
dzie złożyć maiąc poprzedzające wiadome. W dopiero np.
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( 23; )
otrzymanym szeregu każdy termin wypada z poprzedzające—

» • • go mnożonego przez----- — ; ten wiec szereg iest postę-
jr

pem geometrycznym układającym się Według potęg coraz 
wyższych ilości zmienney z. Łatwo się przekonać, że sze
regi wynikłe z ułamków (a) mogą bydź także ułożone po
dług rosnących wykładników całkich i dodatnycli tey ilo
ści. Lecz gdybyśmy z ułamków zawikleyszych otrzymać 
chcieli szeregi przez samo dzielenie; oprócz pracowitey i 
rozwlekłey roboty, ieszczebyśmy mieli trudność w dostrze
żeniu związku między terminami szeregu. Podamy nastę
pnie sposób inny, który będzie i łatwy w użyciu i razem 
zawisłość terminów okaźe.

Ponieważ szczególne przykłady przekonywaią nas, że 
każdy szereg z rozwinienia ułamku wynikły postępuie we
dług rosnących potęg ilości zmienney; może więc wzór

A-\-Bz-\-Cz2-yEz"-j-Ez^-p itd..................... (ó)
wyrażać wszystkie takowe szeregi; tylko ilości stałe y/, B,
C, D, E, .. . * będą różne, stosownie do szczególnego ułam
ku, który się na szereg rozwiia. Tym sposobem rozbiera
nie na szeregi przywodzi się do ocenienia ilości A, B, C,
D, . . . stosownie do ułamku danego. Jeżeli szereg (6)

ma wyrażać rozwinienie ułamku —~, bedzieJ p-p qz

——— = A^BzA-Cz"2 Ą-Dz^Ą-Ez^ 4- itd; 
p+ (iz

zkąd po uwolnieniu od mianownika i sprowadzeniu do zera 
otrzymamy

o = Ap-\-Bp z-f- Cp z2- + Dp z3 4“Ep s4 4"
—a-\-Aą -\-Bq -\’Cq -\-Dq

Ponieważ to zrównanie powinno mieć mieysce na wszelką 
wartość ilości zmienney z; więc spółczynnik każdego wyra
zu musi bydź zerem (*). Ztąd wypadaią zrównania

(*). Jeżeli zrównanie AĄ-BzĄ-Cz^-pEz7'-{- itd = o ma 
mieysce na wszelką, wartość ilości z; musi bydź A = Q, 
B=o, C~o, E—O, . . . Skoro bowiem członek pierw-
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( 258 )

szy zrównania powinien zniknąć, iakąbykolwiek war
tość miało 2; wiec zniknie i wtenczas kiedy z=o; a na
stępnie bydź musi A=x>. Opuściwszy A w zrównaniu, i 
pozostałe wyrazy rozdzieliwszy przez z, będzie B-j-Cz-L- 
79z2-j-itd = o, gdzie musi bydź B—O dla teyźe przyczy
ny iak pierwey pokazało się A=o. itd.

Gdy znowu zrównanie A^Bz+Cz2+Dz3 ^\td==a-ł- 
bz-j-cz2-J-dz3~p itd. ma mieysce na wszelką wartość ilości 
z\ będzie koniecznie A—a, B=b^ C=c, itd, toiest spół- 
czynniki iednakich potęg ilości zmienney po obu stronach 
bydź muszą równe. Bo przywiódłszy zrównanie do zera, 
wypada A—a-j-(B—b)z+(C—c)z2-j-(E—d)z3-j- itd =0, 
gdzie podług poprzedzającego przypadku A—ćz=o, B—b 
=0, C—c=o, D—d=0, ... zkąd A=a, B—b, C=e, 
&=d} ....

Bp-\-Aą=o \
Ap—a—o, Cp+Bq=o f z„x

Dp+Cq=o ? • • • • vc>
itd. )

Liczba tych zrównań iest równa liczbie ilości A, J5, C} D, 
itd, które mamy ocenić. Z nich wyciągniemy

b=-Źl=-^-, c=-^l=-^iL,
p ’ p p2 p p*

D = - ^.=~ a4, itd;
p p4 ’

podstawiwszy te wartości w szereg, znaydzieray 
a a aaz . aq'Łz‘L an^z3 , . .

"F+~F~~ ~p + ’

wypadek, iakiśmy pierwey przez dzielenie otrzymali.

Uczyniwszy —— — A-pBz-pCz2 4-Dz^-^-Ez^Ą-... p+^z+rz2
przyydziemy do zrównania

Q—Ap-\-Bp \z + Cp z2 4" Dp z3 4” Ep «44" itd;
—a -\-Aq I -p-Bq 4"^Z +^3

— b ! -\-Ar Ą-Br 4'^r
równaiąc każdy spółczynnik z zerem, wypada
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( 259 )

(rf).

naprzód a=o, Bp-\-Aq—ó=o,
po wtóre Cp-\-B q~\~ Ar—~ o 

Dp+Cq-{-Br=o 
Ep+Dq+Cr— o 

itd. 1
Jeżeli podobnież założymy, że

p+?t+^Łf - ^ + ^ + &’ + Dz* +Ez*+Fz>+ itd, 

trafimy na zrównanie
z5 4"o=Ap-j-Bp z Ą-Cp z2 +Z)p z3-f-Ep z4-j-Fplz

——cl -j-Aq +Bq + Cq +Bq +Eq
— b -\-Ar + Br +C'r +Dr

— c -j-As -j-Bs +Cs
zkąd będziemy mieli naprzód na ocenienie terminów po
czątkowych

Ap—a=o, Bp-}-Aq—b=o, Cp+Bą+Ar—c=o, 
a potem na ocenienie dalszych 

Bp-j- Cq-j-Br Ą-As—o
Ep+Bq-}-Cr+Bs—o 
Fp-\-Eą-}-Dr-\- Cs—o 

itd.
(«)•

Zastanowiwszy teraz naszę uwagę nad temi funkcya- 
mi ułamkowemi i nad zrównaniami im odpowiadaiącemi (c), 
(d), (e), postrzeżemy: lód. Ze spółczynniki pierwszych ter
minów każdego szeregu zawisły co do swoiey wartości od 
spółczynników licznika: tak, że ile ma terminów licznik; 
spółczynniki tych terminów wpływaią do wartości tyluż 
początkowych spółczynników szeregu. Jeżeli np. licznik u- 
łamku zawiera trzy terminy; spółczynniki trzech pierw
szych terminów szeregu zależeć będą od trzech spółczyn
ników licznika, ire. Przeszedłszy liczbę terminów szerego
wych równą liczbie terminów licznika; wszystkie spółczyn- 
niki terminów dalszych zawisły od spółczynników terminów 
poprzedzaiących i od spółczynników mianownika ułamku: 
tak, że ieźeli mianownik ułamku zawiera dwa terminy, 
spółczynnik terminu szeregowego zawisł od iednego spół- 
czynnika poprzedzającego, iak nas o tern przekonywają zró
wnania (c); ieźeli mianownik zawiera trzy terminy, społ- 
x;zynnik każdego terminu szeregowego zawisł od dwóch
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( 24o )
poprzedzających, iak pokazuią zrównania (7/). W ogólności 
gdy mianownik ułamku zawiera liczbę n terminów; spół- 
czynnik terminu szeregowego zawisł od liczby n—i poprze
dzaiących. Ponieważ więc w szeregu powstaiącym z fnnkcyi u- 
łamkowey każdy spółczynnik iest funkcyą kilku poprzedzaią- 
cych, szeregi takowe nazywaią się zwrotnemi (series ou 
suites recurrentes ); dla tego, że chcąc którykolwiek spół
czynnik ocenić, inusimy się wracać do poprzedzaiących. 
3cic. Wyciągaiąc ze zrównań np. ( e ) wartości na D} Ej 
Ej. mamy

itd.
Spółczynnik D iest, iak widzimy, summą trzech spółczyn
ników poprzedzaiących C, B, A, mnożonych względnie przez

— ~~~ j —~~~ i spółczynnik E takim samym

sposobem powstaie ze spółczynników D, C, B\ itd. Ilo
ści, przez które mnożyć potrzeba pewną liczbę spółczynni
ków szeregowych poprzedzaiących dla otrzymania następnego,

iak tu — —------— , — , zowią sie stopniami
P P P "

stosunku (echelle de relation). Stopnie stosunku — -2_ f

należą do szeregu wypadaiącego z ułamku
r s

~p’ ~~p 
a+bz + czz

p.j.qz.j-rz2-j-szś' W szereSu powstającym z ułamku

jH-c^+r-s2 st°PniestosunŁu ---- 1 kaŹdy
spółczynnik szeregowy będzie się składał z dwóch poprze

dzaiących mnożonych przez------toiest będzie

np, -----2-0------ — N.
P P

4
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Szeregi zwrotne dzielą się na porządki podług liczby 

spółczynników poprzedzających potrzebnych do złożenia na
stępnego.

Uwaga I. Dayray że potrzeba otrzymać szereg z ułain- 

Łu • Założywszy

-5^=J+Bz+Cz*+Dz’+ild................................(/>

znaydziemy po uwolnieniu od mianownika i sprowadzenia 
do zera

o=—1+3>7 2+57? 22+3ćk3+3Z>lz4+ itd;
— i — A —751 — C |

tu równaiąc z zerem spółczynniki przy kaźdey potędze ilo
ści zmienney, wypada

—i=o, 3^7—i=o, 37?—A—ę>, 3C—7?=o, itd.
Pi erwsze zrównanie —i=o iest błędne, i pokazuie iż zało
żenie (f) utrzymać się nie może, a następnie że szereg wy- 
nikaiący z teraźnieyszego ułamku różnić się musi swoią po
stacią od wzoru ,z/+7?2+C’z5+7Zz3+itd. Do podobney sprze
czności przyprowadziłby nas każdy ułamek, któregoby mia
nownik zawierał ilość zmienną we wszystkich swoich wy
razach. Takie ułajnki możemy zamknąć we wzorze

a+bz+cz2 + itd .. . . , y ,------------- ---------- ------- Zęby w rozwnamu tych ułamków

uniknąć natrafioney dopiero nieprzyzwoitości, dosyć iest
. , , . . , , i x/ n+óz+cs2 + itdrozłozyc le na dwa mnożniki tak - )( — ----- ----- ——-- ;

J £« p’~H24“r-s + itd
drugi mnożnik maiący w mianowniku ieden termin bez i- 
lości zmienney rozbierze się na szereg pod kształtem A + 
^2+Cz2+77j23+itd, gdzie ilości A, C,.. . . ocenią się 
sposobem powyżey wyłożonym, i następnie będzie

_L a+bz+cz a±2.td ^i_ r4+Bz+Cz2+Dz 3 + itd) 
zm Ap+6Z2+r22+ltd k 1 - ‘ * 7

czyli
a+bz+cz2- + !t«l ■ C 4 -O , UJ

ńż “ +5z“+1+rz“łs+itd z- n z"-1 z“-a z"-’~ ,l°-
1 I zW ułamku np. y — rozebranym na dwa mnożnik 0Z~"—~Z

Część 77. 3i.
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i_ y l-H 
Z ?)—Z

uczyniwszy

^±^=y/+BZ+as +£>Zs+it<l,

przyjdziemy do
o=3^+32? z-J- 3 C zz-\-?)D z3

—i—A
—i

—B —C

gdzie 5y/—1=0, 7)B—A—i=o, 3C—7?=o, 3Z>—C=o, itd, 
zkąd A—l, &=&, itd: więc

5 <s~i4~4£~h-s?22~ł“?Tg3~}~

a następnie
-T x £=V^+’Z+^S+ itd>

•albo

,2== gT'4~44~-/?-g4~KT 22-F itd

Uwaga II. W rozwiianiu funkcyi ułamkowey na sze
reg przez dzielenie, po otrzymanym każdym terminie szere
gowym zostawać będzie pewna reszta. Funkcva więc dana 
równa się szeregowi Jakkolwiek daleko posunionemu wraz 
& przyłączonym ułamkiem maiącym resztę za licznik a mia
nownik spoiny z funkcyą daną. np.

2 , o , rr „ . 12823------—-=2-f-3z4-32z2-l-------—1—Ąz 1 1—42
—2—=2+8Z+3222+128Z’+^Ź 
-1--- ĄZ 1 1--- 42

-----T-=2 4-824-3 22 2 4"12 82 3-}-5122 4 4-———— •1--- 42 1 1 1 1 —42
W tych zrównaniach maiących dwie strony iednoznaczne 
na wszelką wartość ilości zmienney 2, ieżeliby za 2 była 
użyta lic/ba któraby czyniła coraz dalsze wyrazy szerego
we coraz mnieyszemi; naówczas byłyby także coraz mniey-

v .. 12823 Ś1224 204826 , . VI.
sze ułamki ----- 7-,------— ------7—: następnie ułamek, la-

1—42 1 42 1—42 kr
kiby wypadło przyłączyć do szeregu daleko przedłużonego, 
/stałby się tak drobnym iżby go można zaniedbać, i wziąć 
szereg za przybliżoną wartość ułamku danego. Zęby przeto 
szereg coraz dcłley przedłużany przystępował coraz bliźćy

+itd,
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cTó wartości funkcyi z którey wypływa, potrzeba koniecznie, 
aby ten szereg był maleiącym (convergente). Wzrównanin

—^7- =2+8r+3222+i2823+5i2z4+ itd

założywszy że z = rf wypadnie po drugięy stronie szereg 
rosnący

2+3+32+128-}-512+ itd,
który oczywiście nie może bydź równy ułamkowi —j' sta

nowiącemu w tym razie wartość funkcyi danev —-— .

Lecz ieżeli w temże zrównaniu uczynimy z=.^; znaydziemy 
3=3 +j + |+/y+itd,

gdzie wyrazy szeregu są coraz mnieysze, i ich summa przy
bliża się coraz bardziey do liczby 3, która w teraźnieyszem,

założeniu iest wartością ułamku -------- .
1—Ąz

§ 2. Podaią się wyrazy ogólne szeregów zwrotnych^

Widzieliśmy że ułamek-------- - wydaie z siebie szereg
p + ęz

P P2 p3 p* p*
tu w każdym terminie wykładniki nad z. i q równaią się licz
bie terminów poprzedzaiących, wykładnik nad p iest więk
szy o iedność, ilość a wszędzie iest w potędze pierwszey. 
Wszystkie zatem terminy tego szeregu możemy ogarnąć

we wzorze + ----- ;—, gdzie n wskazuie ile terminów po-p»+l r
przędza^ znak + należy do n parzystego, — do nieparzy
stego. Ten wzór nazywa się wyrazem ogólnym szeregu. Mo

że się on prościey wystawić przez — (---- . Z nie

go otrzymamy każdy termin szeregowy przez nadanie sto- 
sowney wartości na n. Czyniąc zz=o, wypadnie termin pier
wszy; wziąwszy 1, 2, 3, . » . za zz, będziemy mieli termin 
drugi, trzeci, czwarty, itd.
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Każdy szereg zwrotny ma wyraz ogólny sobie właści

wy. Poznamy naprzód wyrazy ogólne szeregów wynikłych

z ułamku 7—7—-r— maiacego za licznik ilość stała, a za
(p+qz)m

mianownik funkcyą ilości zmienney stopnia pierwszego pod
niesioną do iakieykolwiek potęgi. Z takiego ułamku można 
otrzymać szereg dwojakim sposobem: albo założywszy że

a j. a _
(/i+<Z2)” C" \+ itd “ 

AĄ-BzĄ-Cz9-f- itd,
ocenić wartości na A, B, C\ . . . . drogą wskazaną w’ §fie 
poprzedzaiącym: albo przywiódłszy ułamek do postaci cał- 
kiey toiest do a(p-^qz)-‘m rozwinąć podług wzoru Newtona 
potęgę cechowaną w y ktadnikiem —ra. Zużycia obu spo
sobów wypadek będzie iednaki. Zęby ułatwić rozwijanie,, 

nadamy ułamkowi ---- — kształt --- ------ ---------- czyli

~~zt~ czyli ieszcze -------- -— gdzie A i —r zaste-
V J (1—rx)w b * * v

(l-J——z)”1v p

puią dla skrócenia mieysce ilości stałych 1----. Będzie
P P

podług wzoru Newtona

-—czyli A(i^-rz)—m z2

m(nf+i)(m+2)- r3s3, itdT
1. 2. 3 * J

tu łatwo postrzegamy, że wyrazem ogólnym szeregu iest 
zzz(zzz+i)(zzi+2)(zzz+5)............. ... (zzz-H— , ęgy

1. 2. 3. 4............................. zz
gdzie n znaczy liczbę terminów poprzedzaiących; licznik 
spółczynnika ma mnożników n, i tyleż ma ich mianownik’, 
tak ipdne mnożniki iak drugie coraz o iedność wzrastają.

W ułamku i w wyrazie ogólnym (g) biorąc
za m liczby 1, 2, 3, 4, , otrzymamy

www.rcin.org.pl



( 245 )
ułamki i wyrazy ogólne ich szeregów

..........................................................Ar1 .zni — rz

-(~7^»........................ (n+iytr» .z-
A («+l)(«+2)

(\ <z • A r • ZI/i.^~rz) 1.2
A . 4 , (^+1)(</+2Vzz+5)

(i—rz)* ’ ' i. 2. 3
itd. itd.

Ztąd iuź wnieść możemy w powszechności, że szereg po

chodzący z ułamku --------- ma za wyraz ogólny

(z2+i)(z2+2)(zz4-5)(/z4-4) .... (zz+re—i)^r„ zn, 
i. 2. 3. 4. 5.......................  . (w—i)

iest to wyraz (g-) pod inną tylko postacią wystawiony.
Będziemy mogli znaleźć wyraz ogólny szeregu wyni

kłego z iakiegokolwiek ułamku ieźeli po-
p+cyz+rz24-itd 1

trafimy rozebrać ten ułamek na kilka innych maiących

kształt -—-—v“ lub t——— , gdzie m znaczy iedność(p-H/z)wł (i—rz)"p & J
albo iakąkolwiek liczbę całką. Bo wtedy wyrazy ogólne 
szeregów pochodzących z ostatnich ułamków razem doda
ne złożą wjraz ogólny szeregu równego ułamkowi pierw
szemu. Ułamki wzoru 7—7——lub   ^-<77- nazywać

(p+ąz )in (1 —rz)wł J
będziemy prostemi: iakim sposobem na te proste ułamki 
roskładaią się ułamki zawikleysze następnie wyłożymy.

§ 3. Rozkład ułamków zauókłanyck na proste.

MZęby ułamek jakikolwiek Sl? rozłożyć na u—
łamki proste; potrzeba naprzód, aby był właściwym, toiest

należał do wzoru --------————-------- , , -— , gdzie wy-
p-j-.jz+rzQ-ł- . . . +tzm
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kładnik naywyższey polegi z w liczniku iest mnieyszy niż 
w mianowniku: powtór^ abyśmy mogli rozebrać mianownik 
na mnożniki stopnia pierwszego. Takowe mnożniki wynay- 
duią się czyniąc mianownik równym zero i rozwiązuiąc 
zrównanie ztąd wynikłe. Jeżeli pierwiastkami tego zrówna
nia są a, 0 y, o, . • .; mnożniki mianownika będą z— a, 
z—z—y, z—• wystawimy ie dla wiekszey ogól
ności przez a'—fr'z, cr—d'z, f -—g'z, itd. Te mnożniki mo
gą bydź rzetelne lub uroione, nierówne lub równe. Gdyby 
np. ułamek dany miał za mianownik funkcyą 2—5z—3z2; 
porównawszy tę funkcyą z zerem, będzie —02 2—52-f-2=0 
czyli z2~\~lz—|=0, zkąd po rozwiązaniu znaydziemy z=l-------- y (J, LUCIU 1 YJU I. U11.U1II Ul KUUJ U1.1U1U j A. 

i Z——2: przeto 22+|z—%=(z—j)(z+2)j następnie 32® 
’2—3(j—2)(z+a)+ Ó2---2 =3(2---1)(2+2) czyli 2--- 62---32j

z= (1—3z)(z-}-2). W tym więc przykładzie mnożniki pierw
szego stopnia wchodzące do składu mianownika byłyby 
1—32 i 2+2.

Kiedy dwa poprzedzające warunki są spełnione, i kie
dy mianownik N składa się z mnożników rzetelnych nieró
wnych; można założyć że

-^ = -^-4—®- + C [ it,l 
N a'—V^c'—d’z i'—g'z T ’ 

gdzie liczniki A, B, C, . . * są stałe, nieznane, które po
trzeba ocenić; mianownikami są mnożniki proste mianow
nika N w ułamku danym. Liczba tych ułamków prostych 
będzie mf iezeli przez m oznaczymy stopień mianownika JV. 
Przywiódłszy ułamki proste do iednostaynego mianowuiika, 
ten będzie się równał 2V; zatem summa liczników będzie 
równa M. Do summy liczników będzie wchodził termin 
złożony z samych ilości stałych, i będą wchodziły terminy 
maiące w sobie 2, 2% z3, . . . 2’"—wszystkich więc ter
minów różnego gatunku będzie m. Porównawszy zatem 
summę liczników z licznikiem JL i zrównanie ztąd wypada
jące przywiódłszy do zera; w tern zrównaniu będzie także 
m terminów różnych; uczyniwszy przeto spółczynniki ze
rem, wypadnie ztąd zrównań warunkowych m, toiest ty
le ile mamy niewiadomych ilości A, B, C, . . . , , które 
wszystkie będziemy z nich mogli oznaczyć. Niech będzie np.

1 w którym mnożniki proste mianownika^ułamek

2---2"
są 2, 1—2, 1+2. Założymy wiec
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!+^_ , C
z—2 3 4 * z i  Z 1-^-2

po przy wiedzeniu do iednego mianownika bedzie i-{-2a=^ 
-f-(2?+C>+(—A+B —C)z* 2, albo A— i+(7ł+C>+(—
]j—C—i^z2=o; ztąd wypadaią zrównania A—1=0, B-j- 
C=0, —A-[-B—C—1=0, które dadzą y/=i, B=i) C= 
— 1; zatem

l-j-z2__1 1_______ 1
Z---Z3 Z 1-- Z 1-j-Z

W ogólności, iakiegokolwiek byłyby gatunku mnożniki 
Mmianownika; roskładaiąc funkcyą ułamkową na u-

łamki proste uważać potrzeba aby te ułamki były i co do 
wyrażenia i co do liczby takie, iżby, ich summę porówna
wszy z funkcyą daną i wypacłaiące ztąd zrównanie przy
wiódłszy dospólnego mianownika a potem do zera, ze spół- 
czynników przy różnych potęgach ilości zrnienney powstało 
zupełnie tyle zrównań, ile będziemy mieli do ocenienia i- 
lości nieznanych, które w t»*n rachunek wprowadzimy. Wi
dzieliśmy dopićro, iakiego są wzoru ułamki proste, kiedy 
mianownik A składa się z mnożników rzetelnych nierów- 
nych. Daymy teraz że mnożniki mianownika są rzetelne 
równe; że np. A=(a'—b'z}m: w tym razie niemożna, iak 
w poprzedzaiacym, zakładać że

JłZ _ A 2? C
A a'—b'z a'—b'z a'—b'z ' ’

bo takie ułamki proste dodane złoża ułamek' • a!-\-bz 7
który maiąc licznik stały a za mianownik funkcyą pierw-

iyiszego stopnia nie może bydź oczywiście równy —ę- czyli

M • W tym więc przypadku postać ułamków pro

stych musi bydź inna. Zaraz się przekonamy, iż wyrażone 
powyżey względy będą zachowane, kiedy założymy

M _ A B C
<a'—(«'—(a'—6'z)»‘-2 +

4- K

+ aT=^’
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gdzie liczniki A, B, C, . . - K są State. Liczba ułamków 
prostych iest m: przywodząc ie do spólnego mianownika, 
otrzymamy

M __ A____ B(a'—b'z) C(a'—b'z)z
(a'—b'z)M (a'—b'z)m (af—b'z)m' (az—b'z)M *

K(a'—b'zy~'t 
+ (a'—b'zjm

Wykonawszy naznaczone działania w licznikach, summa ich 
będzie zawierała terminów //z; do iednego będą wchodziły 
same ilości stałe, drugi będzie miał mnożnikiem x, trzeci 
x2, itd, ostatni zm~ty Jeżeli więc tę summę porównamy 
z licznikiem J7 i przywiedziemy zrównanie do zera; ze spół- 
czynników przy różnych potęgach z wypadnie zrównan 
warunkowych zzz, z których ocenimy ilości stałe nieznane 
A, B, C, . . . K.

Gdybyśmy funkcyą ułamkowa daną chcieli rozłożyć 
na takie ułamki proste, których mianownik byłby stopnia 
drugiego np. a'Ą-b'z-\-c'zQ\ wtedy każdy licznik powinien 
mieć dwa terminy wzoru A-\-Bz, ażeby tyle wprowadzić 
ilości nieznanych ile wyniknie różnych terminów z przy- 
wiedzenia takowych ułamków do spólnego mianownika, któ
re potem terminy porównane z odpowiadaiącemi sobie w li
czniku funkeyi daney utworzą tyleż zrównali.

Uważaliśmy dotąd mianownik złożony z mnożników 
rzetelnych nierównych i równych; przeydźrny teraz do przy
padku kiedy mianownik rozbiera się na mnożniki uroione. 
Wiemy że te mnożniki otrzymuią się rozwiązuiąc zrówna
nie, które wypada uczyniwszy mianownik równym zero: 
ieżeli pierwiastki tego zrównania są uroione, liczba ich 
musi bydż parzysta, i te które do iedney pary należą mu
szą bydź zupełnie sobie podobne różniąc się tylko znakiem 
przed częścią uroioną położonym. Takowe pierwiastki bę
dą miały postać a + p/—1, «—P V—1, y “ł" —1,
y— $ itd; zatem mnożniki mianownika będą z—a

•——1, X—<x-}-—1, Z— y—j/—1, z—y-ty 3/— 1, 
itd. Otrzymawszy te mnożniki, gdybyśmy założyli że
M____ A_____  B C
jy Z  u— ---1 z  a-|- (iyZ—i z— y— o\A—1

, o
d--------- ~T ------- hitd,z— y-ty 5/—1
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5 przywiedli ułamki proste <lo spólnego mianownika, urob
ione terminy weszłyby do summy liczników. Tym sposo
bem wpadlibyśmy na tę nieprzyzwoitość, źe funkcya rzetel
na M byłaby równa funkcyi uroioney. Zęby tego uniknąć, 
nie daią się za mianowniki ułamkom prostym mnożniki u- 
roione stopnia pierwszego, ale sie formuią wieloczyny sto
pnia drugiego z mnożników do iedney pary należących, i 
te używaią się na mianowniki. Takowe wieloczyny są 
22—2 «z-f" a*-f- (32, z2-—2y z-J-y2-f“ itd; każdy z liczni
ków w tym razie musi, iakośmy niedawno powiedzieli, mieć 
wzór A-\-Bz. Bedzie przeto

M A+Bz , C+Bz———=------------------------—-f- —--------------- .—- -f-ltd.
JV 22—X2—2yz-f- y24- 3*

Liczba tych ułamków prostych iest równa liczbie par mno
żników uroionych mianownika U.

Gdyby mnożniki uroione były równe, toiest gdyby by
ło —2a z+ a2+ P2)m ; wtedy trzeba założyć
M A-\-Bz , C-f-Bz

~\Z*---2 <x.Z-ł- «2+ P*)m (z2---2«Z+ «2 + (i9 )m~l
4- Jtd + -------- K+Lz--------- .

W każdym przypadku należy ułamki proste przywieść do 
spólnego mianownika, potem summę liczników porównać 
z licznikiem M\ zrównania ztąd wypadaiącego wszystkie ter
miny przenieść na iednę stronę; naostatek spółczynniki przy 
różnych potęgach ilości zmienney uczynić zerem, co wyda 
liczbę zrównań potrzebną do ocenienia ilości stałych nie
znanych A, B, Cf itd.

§ 4. Łatwieyszy sposób wynaydowariia liczników ułam-
kom prostym.

W Sposobie dopiero wyłożonym, do każdego ze zrów
nań służących na ocenienie ilości stałych A, B, C, . . . 
w licznikach ułamków prostych wchodzi razem 'kilka tych 
ilości; żeby zatem odkryć ich wartość, inusimy odbywać 
eliminacyą tem dłuższą, im więcey będzie takowych ilości, 
albo, co na iedno \yypada, im wyższego będzie stopnia mia-

CzAć II. . 32»
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nownik A iuu«.vji daney. Starać się nain przeto należy 
przyyść do takiego sposobu, w który raby ocenienie licznika 
dla jakiegokolwiek ułamku prostego było od innych niezawisłe. 

Al
A). Wziąwszy fnnkcyą raaiącą mianownik Nzło

żony z rozmaitego gatunku mnożników, szukaymy naprzód 
reguły na dochodzenie liczników w ułamkach prostych któ
rych mianownikami są mnożniki rzetelne nierówne zawar
te w N. Niech jednym z takowych mnożników będzie 
a' — b'z'j iemu odpowiedni ułamek prosty wyrazi sie przez 
——— . Wystawmy przez -y— summę wszystkich pozo

stałych ułamków prostych przywiedzionych między sobą 
do spólnego mianownika: zatem

M __ A } R
N a'—b'z ~S~.....................W’

gdzie A iest stałe; Al, R, S są funkcyami ilości z konie
cznie całkiemi, i ó' wyraża oczywiście wieloczyn ze wsz\st- 
kich mnożników wchodzących do składu N prócz —b'z, 
tak, że —b'z)S. Dawszy zrównaniu (A) postać

Al _  A . __AS-\-(a'—bfz)R
(«'—b'z) S a'—b'z S (a'—RzJS ’

wyciągniemy

R _ jyi—AS 
A ~ a'~b'z '

Ponieważ R iest funkcyą całką ilości zmienney 2; musi 
bydź M—AS zupełnie rozdzielne przez a'—b'z, czyli az—b'z 
musi wchodzić iako mnożnik do składu M—AS: ieźeli za
tem uczynimy a'—b'z~o, będzie też 71/—AS = o‘, lecz 
a'—b'z wtedy iest zerem, kiedy 2—- jf y więc M — AS

V
r

stanie się naówczas zerem, kiedy w Al i położymy —-—

na mieyscu z: po takiem podstawieniu zamienią się Al iS 
na ilości stałe; wyraziwszy ic wtedy przez (71/) i (£), bę
dzie (71/)—z/(<S)=o, zkąd . Co nas uczy, że
chcąc oznaczyć licznik ułamka prostego maiącego za mia
nownik a'—b'z którykolwiek z mnożników nierównych mia—
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nownika N; trzeba uczynić a' — b'z = o, wyciągnąć zląd 
wartość na z, te podstawić w M i S, a wieloraz z podziele
nia ( M ) przez ( S ) będzie wartością A. Tym sposobem 
wynayduie się licznik . każdego ułamku prostego, którego 
mianownikiem iest ieden z mnożników rzetelnych nierów
nych składaiących N. Obaczmy to na przykładzie: niech bę- 
dnie dana funkcya '-CtźĆ—------ł±;2----- = +

J3 (./——4------- . Szukaiąc wartości na licznik y/, trzeba iego1 1 Z
mianownik uczynić zerem, co daie £=o, tę wartość kła
dąc w M czyli w i-j-zł wypada potem tęż war
tość podstawiwszy w £ czyli w(i-f-z)(i — z), otrzymamy 
(xS)=i: przeto = *=i. Dla znalezienia R nale

ży uczynić i-f-2=o, zkąd r——i; ta wartość z odmienia
na 2, a zaś S czyli z(i—z) na—2; więc ż?=—- =

—1. Naostatek żeby oznaczyć C, zakłada się 1 —z = O,
zkąd z=i: podług tey wartości wypada (A/)=2, A czyli
2(1+2) zamienia się na 2=.(S); zatem C—^=i, Przeto
1 "4* *2^111 •------r—---- -——;—4-------- : wypadły takie same ułamkiz Z3 Z 1+Z 1—z J J
proste na iakieśmy też funkcyą sposobem poprzedzaiącym 
rozebrali.

JS)% Postąpmy teraz do roskładu funkcyi —— na u-

łamki proste, kiedy mianownik AT zamyka mnożniki rze
telne równe, kiedy np. N=(ar—•ó'z)Wł S, gdzie *S iest wie- 
loczynem ze wszystkich mnożników pozostałych. Dowiedli
śmy wyżey, że ułamki proste odpowiadaiąee mnożnikom 

(a'—iV>» równym są wzoru +?a>^yg)«ZŁ+-
. K , , •4--- 7—77—; będzie zatem —rr czylia!—b'z 7 x jY J

M — X , , K jjt
(a'—b’z )•“ 8 («'—Z>'z)“ + (a'—b'zy>-1 +'"+a’—b,z'i' S " W
gdzie A, B, C, . . . K są ilości stałe, które potrzeba oce

nić: R iest summą liczników wszystkich ułamków prostycl
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pozostałych przywiedzionych do spólnego mianownika’ iest 
to więc ftinkcya całka ilości zmienney z. Uwolniwszy zró
wnanie od mianownika wyciągniemy R=.
AT—S[A+B(af—b'z'+C(a'---b'z}9+. +K(«Z— —(O-(az—b'z)»
aże R iest funkcyą całką ilości z, musi bydź licznik w dru
gim członku zupełnie rozdzielny przez mianownik («'•—Az™, 
a tern bardziey przez a'—b'z\ uczyniwszy wiec a'—b'z=o, 
cały licznik stanie się zerem; ponieważ zaś terminy wszyst
kie począwszy od B są mnożone przez a'—b'z, więc te za
raz stawszy sie zerem odpadną zostawuiąc 71/— ~ o,

Al *
gdzie nam trzeba pamiętać, iż nie wprzódzkąd A= S

A iest równe Al
S póki w Al i S nie włożymy waFtości

f , a!wydobytey ze zrównania af—b'z—o czylj z= -p— . Ma
jąc iuź oznaczone szukać teraz należy wartości na B, 
C, ... K. Włożywszy odkrytą wartość za A w funkcyą 
AlAS; ta Stanie się koniecznie rozdzielną przez, a'—> b'z, 
ho inaczey licznik w drugiey stronie zrównania (A) nie dał
by się zupełnie przez a'—ł/z podzielić: wykonawszy dziele
nie, i wieforaz otrzymany nazwawszy JT, będzie Al—AS 
z=M(a'—b'z)‘, co podstawuiąc w zrównaniu (£) znaydzie- 
my Jł=
M\a'—bfz) ~S[B(a'~b'z)+C(a'—b'z'yi+.. + K(a'—b'z}m-1']

(a'-—b'z)'n
albo R=
AB— ,S[R+C(a^b'z)-l-D(a'--b'zy+...-j-R(a^b'z^-^ ,

(a'~b'zy»-'
Rozumuiąc nad tem zrównaniem podobnie iak nad prze
konamy się że gdy a'—brz—o, musi bydź Al'—BS=o, zkąd 

B = gdzie w AB i £ powinna bydź włożona wartość

a'
V za 2. Dla znalezienia C trzeba otrzymaną wartość B

podstawić w funkcyi Al'—BS, przez co ta funkcyą stanie się 
zupełnie rozdzielną przez a'—b'z’, uskuteczniwszy dzielenie, 
wypadnie pewny wieloraz który nazwiymy Al"; będzie
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co kładac w (Z) przyydziemy do 

n_M'r^-S[C-}-D(at—brz'}B- itd +ATf«'—
{a'—b'z )M~2 ’

zkad na mocy iednakich zawsze rozumowań wypadnie C=z
JM"

gdzie w i ć? powinna bydź podstawiona za z war

tość -^7. Tą drogą ciągle iśdz należy, póki wszystkie li
czniki A, B, C, . i K nie zostaną ocenione. Cały ten rachu
nek przystosuymy, dla lepszego obiaśnienia, do przykładu.
_ . AT l+z2- A . B ,

‘ 2V (1—22)3(i+z) C1—2x)3 (1—2z)q
C D

------ -4----TT", gdzie M= i+xz, <S=i+2. Uczyniwszy 1—az1 -'1 - 2<2 1
, ł , (M) 9 rzŁ , M-AS=0, mamy z=+, przeto Ztąd ---- -——----=

■ 6(1-20 B=(^=-h Nast?‘)n,e
M'—BS A „„„ .. „ (BI")_ Ł WT , .---------- z=^=Bl"; zatem C=——~ = A*-, Nakoniec JA =1—2Z 8 (o) z

gdzie J2==i+x2, ‘S=(i—2z)3; trzeba w M i S wło
żyć za z wartość ze zrównania 1+2=0: wziąwszy —1 za 
z wypada D—-^. Funkcya wiec dana rozbiera się na u- 
łamki proste następne

_ 5___________ 1 , 4 _____ 2
6(l---22)3 l8(l--- 2z)2 27(1---22) 27(1+2)

C). Trzymając się zawsze jednakich początków i tey sa- 
mey drogi, przenieśmy naszę uwagę do funkcyy, których 
mianowniki zawieraią w swoim składzie mnożniki uroione

71/ ,
nierówne lub równe. Niech będzie ułamek w którym

N zamyka mnożniki uroione; i niech 22—2a2 + «’ + 
wyraża wicloczyn z dwóch takich mnożników do tey Sa- 
mey pary należących, które więcey sobie równych w N 
nie maią. Jeden więc ułamek prosty będzie miał postać

—=-----gdzie A i B są do ocenienia. Nazywa-£*—2«x+«2+j32’ 6
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iąc, iak pierwćy, przez — summę ułamków prostych po

zostałych, będzie
Jf ______ M __ __ A-\-Bz Jl __

(2 2 2a Z-j- a2-j- ,3 2 )<$' 2 2 2 a 2“f" a2 -j- J32 $
2a 2+ a7+ ;32)

(Z2--- 2<x2-f- a2-p P2)$
.V., »_ Azkąd 11 —-------- z,_.2az+ a2+ ^T- 'A ponieważ R iest funkcją

całka ilości zmiennćy z, więc w drugim członku ostatniego 
zrównania powinien bydż licznik zupełnie rozdzielnym przez 
mianownik 22—2<*z-\- a2-{- (32,’ idzie zatem że gdy ten mia
nownik iest zerem, będzie też zerem iego licznik; miano
wnik zaś wtedy będzie zerem, toiest wtedy znikną wszyst
kie terminy zrównania 22—2 a. z + a2 -J- 32 = o, kiedy na 
mieyscu z położymy wartość z tego zrównania wydobytą, 
która iest z= «+ —1: taż sama przeto wartość z pod
stawiona w liczniku M — S(A’\-Bz') powinna go przywieść 
do zera. Kładąc wartość za z wfunkcyą 21/ przerobimy ią 
na funkcyą ilości stałych złożoną z dwóch części, z ieduey 
rzetelnev, z drugićy rozmnożoney przez \ — 1: niech 

—1 wyraża to na co się M w tym razie zamienia; 
podobnie slts/y—1 niech będzie tern, w co przechodzi fun- 
keya ó’, kiedy w niey wartość z podstawimy. Będziemy za
tem mieli zrównanie zzzztzzz'^—1—(s+sT^—«zt 

—i)J=o albo po wykonaniu mnożenia —1—sy/
— asB+ j3.s-7?V<—i=j= «s'JS/-i+ ^'B—O. Po
nieważ ilości uroione nie mogą niszczyć rzetelnych; więc 
w ostatniem zrównaniu musi bydź osobno zerem summa 
terminów rzetelnych, osobno summa uroionycli. Ztąd wy
padają dwa zrównania

m — «<?/? -f- $s'B—sA=q 
jn'— as'B— $sB—s'A—o 

w których wszystkie ilości prócz A i B są wiadome; z nich 
przeto A i B ocenimy. Tym samym sposobem wynayduie 
się wartość każdych liczników w ułamkach prostych, któ
re mianownikami maią wieloczyny powstałe z innych par 
mnożników uroionycli do składu 2V wchodzących. Przy-
kład. Niech bedtie funkcyą -^-= +^£+'9_ „

N —10

("Q,
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c7x«+o.r+i9___=_z/+Bx C__

(a?*+2a4-5Xrr—2) a?2+2a"+5 ' a?—2> ®
+90+19. Dia odkrycia wartości na i B, trzeba znaleźć 
czćm są w teraźnicyszym przykładzie m, m'y s, «, /3, 
wchodzące do zrównań (zzz ). Rozwiązawszy zrównanie 
a4+2a4-5=o, otrzymamy x=—i + 2V-—1; więc a =—1, 

P = 2. Kładąc wartość za o? w J/, wypadnie — 11 ± 
(—io\/—1); ztąd m——11. mr——10. Podstawniąc też 
wartość za o* w ó' czyli w a?—2, będzie —o+2V/—1; więc 
s——3, &f—2. Zrównania (/zz) odmienią się na-—11—sB 
+47ł+3z/—o, —10+2F+6F—2uV=o, i rozwiązane dadzą 
y/=5, B=z2. Szukaiąc C należy uczynić x—2=0, zkąd 
0=2; tę wartość położ\ć w 47, z czego wypadnie 65, po
tem tęż wartość podstawić w S czyli w a?2 + 2cc + 5, co
wyda i3: wiec G=|f=5. Ułamek przeto —9

j ‘ 13 r a:3+a?—10
5+20?

-r+
5roskłada sie na proste __—, , _ -J---------

- cc24-2^'+^ a?—2
7J). Zostaie nam nakoniec do rozbioru przypadek, kie

dy w N wchodzi kilka równych par mnożników uroionych. 
Daymy że JV=(z2—2 az-J~ a'z+ P2) mS. Nazwawszy dla krót
kości z2—2 az-j- a2 -f- /32 — Q, będziemy mieli podług §/« 
poprzedzaiąccgo
M__ M __A+Bz^ C-\-Dz . E-\-Fz K-}-Łz . R

QmS (2m 1 1 Q ‘ iS
ztąd R =
yj—SYA+Bz+ęC+Dz}QA(EA^Q?+--+^+^Qm-'l'i r x_ [n)

Rozumuiąc nad tein zrównaniem podobnie iak w przypad
kach poprzedzaiących, wniesiemy, że podstawiwszy w licz
niku na drugiey stronie za z wartość a± —1 niszczącą 
Q, cały licznik stanie się zerem: terminy idące po A-\-Bz 
maiąc mnożnikiem Q zginą natychmiast i odpadną, a zo
stanie A2—S{A-\-Bz^=Qi gdzie za z uważać należy podsta
wioną wartość; nazwawszy, iak niedawno, przez z/ziz/zzA/—1 
s+«V—1 to na co się zamieniają funkcye Al i ó’, będzie
my mieli zzz±zzzV—1—(s+s'^—i)[A-j-B( a±(3 —1)]—o;
zkąd uczyniwszy oddzielnie zerem summę terminów rze
telnych i uroionych, wpadniemy na dwa zrównania takie
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same jak ( zn) z których oznaczymy wartość na A i B, 

te wartości, kiedy ie włożymy w lunkcyą
M—S(AĄ-Bz\ ta funkcya stanie się rozdzielną przez Q; 
Wykonawszy dzielenie i znacząc wieloraz przez Mn będzie 
Al—S(A-\-Bz)—tyM, co podstawuiąc w (/z) otrzymamy

—Ó[(C+J>z)Q+(JE+. ■ + (A+£Z)e"-1l

czyli
S[C+Pz+f-E+Fz)Q+..+(g+Z^)g-—

ęyz/e — 1 vr /*
Na mocy iednakich zawsze rozumowań funkcya Alz—

S(C-\~Dz) stanie się zerem kiedy za z płożymy w niey war
tość —i. Da ymy że Afz zamienia się po takiem pod
stawieniu na —l, £ na szhs'V^—i. Będzie zatem

V—1—(«±«'y-—i)£C+D( <x±p y/—1)]= o, zkąd 
przyydziemy do dwóch zrównań zupełnie podobnych (/»), 
tylko na mieyscu A i B będą teraz C i JD, na mieyscu zzz, 
m' będą /zzz, mrr rA tych zrównań oceniwszy C i O, kiedy 
znalezione wartości podstawimy w funkcji Alz—5(6’+2>z), 
ta da się zupełnie rozdzielić przez Q-, nazwawszy wieloraz 
ztąd wypadający przez Af/Z będziemy mieli M,—S(C-{~P)z) 
=M,jQ: to podstawiwszy w (p), przyydziemy do zrównania

^_Af/z—F+(G+Z/z )<?+.... +(A+Łz)Qot-3]

Włożywszy w funkcyą M„—S(E + Fz) za z wartość 
«±<s V— i, ta funkcya powinna stać się zerem. Znacząc 

przez zz y/—i to w cc/ przechodzi Al// po takiem pod
stawieniu, a przez sis'/—i to w co się zamienia 5, otrzy
mamy /t V— i—(s±sV— i)[F+F( «± 3 0--1)3=0
zrównanie które prowradzi do dwóch innych podobnych (zn); 
z tych wyciągniemy wartość na E i F. Łatwo iuź widzi
my, iaki rachunek odbywać należy dla odkrycia wartości
na G, JEZ;.. K, L. Przykład,
M ___________ cc + i________  __ cc+i____  _
N X5 X4+2X3 2Xz-j-0C—1 (x2 + l)2 (x 1)

AĄ-Bx , C+Dx , E 
(cc2 +i)2 x2+i sc—-i

Zęby wynaleźć A i By trzeba yv zrównaniach (/w) podsta
wić wartości na zrc, s, s't »f Ą do teraźnieyszego przy-
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kładu stosowne. Otrzymamy « i P rozwiązując zrównanie 
a?®-(-i=o z którego cr=±0—i, wiec «—o, (3=i. Kładąc 
wartość za cr w M czyli w cc-f-i będzie i ztV—i, przeto 
77i=i, zw'=i; podstawuiąc też wartość w S czjli wx—i, 
wypada —i±y-—<1, zatem s=—i, «'=i. Zrównania (/zz) 
zamieniaią się na lĄ-BĄ-A— o, i-]-//—A—o; zkąd yA=o, 
/?=—i. Dla odkrycia C i D, należy w zrównaniacli (zzz) 
położyć te ilości na mieyscu A \ B\ wartości na «, a, {3 
zachować też same, a zamiast //z, in! wziąć //z,, m', które 
wprzód stosownie do podanego przykładu trzeba w\naleźć. 
Jlości mn otrzyniuią się z przez podstawienie war., 
tości za cr; funkcya zaś Mt — —----

-~^~r —1^=1. Ponieważ ÓTt pokazuie się bydż ilo-
□3 -f-i

ścią stałą, więc nie mamy w nieni za co podstawiać war
tości na cr, ałe zaraz wniesiemy że zzzz=i m't=Q. Zrówna
nia (ni) wezmą kształt i+^+^== °» D—C= o, i dadzą 
C=—-l, D=—Naostatek E= , gdzie w M czyli

w cr-f-i i w S czyli w (cr2^1)4 powinna się włożyć war
tość na cr ze zrównania cr—1=0. Kładąc i za cr wypada 

A zatem
cr+i x i*f*cr , i

X6 X4-J-2X3'— 1 (x2 + 1)V 2(x 1)‘

Zastosowanie 
roskładu u- 
łamków do 
wynajdowa
nia wyrazu 
ogólnego sze
regów zwrot
nych.

Jeżeli ułamek dany rozbierzemy 
ułamków

M 
N

na proste: wtedy, iak summa 
prostych równa się danemu, tak summa 
szeregów wypadaiących z ułamków pro
stych będzie szeregiem iakiby wyniknął 
z rozwinienia ułamku danego; a następnie 

/ i wyrazy ogólne szeregów częściowych ra
zem dodane złożą wyraz ogólny szeregu

całego równaiącego się ułamkowi danemu.

Widzieliśmy że kiedy w ułamku mianownik N

powstaie z mnożników rzetelnych nierównych lub równych’ 
Część IE
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A A

gdzie zza

ze

ułamki proste raaią kształt -—— , 7—;—r.— a—b z {a—bzy
znaczy Jakąkolwiek liczbę całką dodatną. Te ułamki pro- 

, A Aste mogą bydź przywiedzione do wzorów ---- -—, ,--- -—r—,- i—rz [i—rz)"‘
którym odpowiedne wyrazy ogólne poznaliśmy w §fie 2gim^ 
Gdyby więc z rozkładu wypadło
M _ A B C , D . E .
A i—pz i—qz (i—rz)3 (i — r£)2 i—rz ’

Mwyraz ogólny szeregu wynikłego z ułamku byłby

Apn zn -{- Bqn zn + Crn zn 4- i )Drn zn

•j-Ein zn czyli

[^» +jB<2» +<’”+')('”+2)Cf„ +(„+1)Dr» +Er» ]z» . 

Przykład I. Znaleźliśmy w połowie teraźnieyszego §Ju 

5 1.41+Z* __ 5___ 1______ .
(l---2z)3(l4-s) 6(i«—2z)3 l8Ql---22)2"27(1---2z)

2+
A

27(x+2)
porównywaiąc pierwszy ułamek prosty ze wzorem 

mamy A=^, r=2‘, przeto wyraz ogólny ^Arn zn

zastosowany do tego ułamku bedzie |. 2” zn .1. 2
Podobnie wyrazy ogólne dwóch następnych ułamków' będą 

—— j-g* 2” zn , A-t2n zn • Ułamek ostatni porównany ze
wzorem -------- daie A=z-g^ r——1; zatem wyraz ogól--rz
ny odpowiedny temu ułamkowi bedzie —i)n zn . Ze
brawszy razem wszystkie terminy ogólne, otrzymamy 
(’.2« (2±iX2+2) _ 2„ (n+1) + _4y 2„ + _ 2). JZ.

na wyraz ogólny szeregu iakiby wypadł z ułamku 
i4-z2

(l—2£)V-K) ’
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Przykład II. Rozebrawszy ułamek

, . . 1—592—162 2  5 1„a proste, wypadu,e ’

.5Pierwszy ułamek prosty znaczy iedno co ---- — /

A s sz porównania lego ze wzorem —----— mamy
r=—przeto wyraz ogólny stosowny do tego ułamku będzie 
(//+1 )>v-(—Drugi ułamek może sie wystawić w postaci 
-i , A: porównawszy go zl+|z- ---........- r-rz’ w>‘>a'U ^=-1^=-^.

ztąd wyraz ogólny odpowiedny temu ułamkowi będzie 
—1(—|)w zn . Zatem wyraz ogólny szeregu iakiby wyni- 

1 —-3q2— 162 2knął z ułamku - z_ , • ma kształt(3+42) 2 (2+32)

[(» + >)• ł (-f)” —1(—1)” >” •

Gdy mianownik 2V zawiera mnożniki uroione nieró
wne lub równe, naówczas ułamki proste maią kształty

A-\-Bz A-\~Bz
Z* 2 « 2 -p «2 -f- p* ’ “(ź2 2 « 2+ «2+ 32)"‘ ’ 6

przeto w terażnieyszym przypadku znaleźć wyraz ogólny
Jf

szeregu pochodzącego z ułamku ? trzeba nam pierwey

poznać wyrazy ogólne odpowiedne tym ułamkom prostymi
Weźmy naprzód ułamek —--------- —------------- • rozebraw-

J r Z2 ---- 2«2 4- a2 + 3 2 ’
szy w nim mianownik na dwa uroione mnożniki, będzie 

A+Bz
= mozemy ieSMZe w>-

stawić pod kształtem 7——r położywszy p = * + . (2—p)(2—q) r ,
PV-— 1, q=a—p V—1. Według reguł na przypadek mno

żników rzetelnych rozbierzmy ostatni ułamek na dwa prost
sze z mianownikami z — p, z-— <p, te u^araki wypadną 

A-\-Bp A-\-Bq .. A-\-Bpczyli +O*—2X5—19 (?—p/2—<Z)
p(p—2—1)
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—------ . Uczyniwszy dla krótkości =sćrr
g(g-P)(2-2-l)

y/ “I- Bci _  ... j4-\-T3z ,, j4-\-T$z
-------- r =//; będzie —?-------—. 9103 cz>’“Ź---------7-------- »—P) z  2 a.Z-}- « + P (z P)^Z q)

=-°- + _Z£_=_(^_+ ).
1 1 1 1 -----z—1 —- z—1 1 — -—Z 1-------- z
P ą P P

Wyraz ogólny odpowiadający tym dwóm ułamkom iest 
G PI-—(—^4-----—)z* ; tu podstawiwszy wartości za G i JĄ o-

trzymamy >» albo

c-p^+^7^"

f afrat-l-o-łt )+Bp<?(p» „ wtoi wartości

za p i ę, znaydziemy
^[(a + p/—l)”+l — ( «—p V—] 1
' 2PV-1( ««+P*)»+l " („
l+J?f «■»+ p*)[( «+p /—■)- —( «-p V—O” ])z ■■■ w)-

2 P V—1( «’+ p2)“+l )

Taki iest wyraz ogólny szeregu powstającego z rozwinienia
v 1 . ,ułamku —---------- -—-■ -; uroiona lego postać iest tyl-2 2-- 2«2-f- aa-|- 0* O r J

Ko pozorna, o czem się zaraz przekonamy. Rozwińmy po
tęgi ( «+/3 t)» , ( a— p V—i)n ; będzie

( a+P V/—1)” = an +n a»-I p/—1 a»-2 £0  
1 • 2

n(n—\}(n — 2) * z1 u2,5 — ?’/-•+itd,

( a— P V— l)” = a" — a a»-l p/_l— „»-’P* 4-
1. 2 »

Z)(n—i)(n—2) «—3 03y/ Jtd.
l. 2. 3
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Zat^m ( «+<s V—l)* —»—P 0—1)" = 2^—i£/j a"""1 0—»

- aw"~3 P3-f-itd J. Nazwawszy dla krótkości

szereg rzetelny zamknięty nawiasem przez k, będzie 
f a + P V—i)” — ( « — 0 V— i)” == zW—i. Podobnie 
( a j3 \/—i)”łl— (a — p V—i)"*1 może się wystawić 
przez 2^0—i. Więc termin ogólnv (q) przyymie kształt 
2^'/—i+2jB( a’+32)(V—i n _~Ak'+Bk( a2+ j32) rn

2|50—i.(«a+ 0»)*+i Z P( «*+ p»)»łi

od wyrażeń uroionych oswobodzony.

4+BzJdźmy teraz do ułamku
(2x4-2aZ+ az+ 

który można wystawić podobnie iak w przeszłym razie pod

postac,ą uczyniwszy p=«+pv~i, $=
a—fly—i. Rozbierzmy go na ułamki proste; będzie

A+Bz G A____ G' G'" ‘ ,
(z—qy»~l (z—p)» —

FP" . H""
(z—p)m (z—q)m (z—p)m 

G"" . H , JF
z—p ^z—qyn ęz^qyn-i z_ą

gdzie ilości G, FI, G', H', . , . potrzeba ocenić podług spo
sobów wyłożonych na przypadek mnożników mianownika 
rzetelnych. Gdy ich wartość będzie iuż znaleziona, należy 
potem iak w poprzedzaiącym razie szukać wyrazu ogólnego

G/z// H""odpowiednego summie ułamków------+ ——7» następniez p

szukać wyrazów odpowiednych sumraom 
FF" G' . FI'

z—ą 
G'"

+

+
ćr

(j-g)2 O—p)"4-1 (
FI

'VKI---- 1

Y------- ,„t • Odkrywszy te cząstkowe terminy ogólne, kiedy

w nich podstawimy wartości za p i q, a potem ie uwolni- 
my od wyrażeń uroionych i razem z sobą dodamy, wypa- 
dnie na summę ogólny wyraz szeregu iakiby się otrzymał

z rozwinienia ułamku ———.-------- - ■ ■ Cały ten ra-
(jB24-2« 24- «*+ ? )

www.rcin.org.pl



( 2G2 )
chunek iest łatwy i prosi'.; ale źe nader długi, rozwiiae 
go nie będziemy przestając na wskazaniu iego ciągu i po
rządku.

§ 5. Maiąc wiadome stopnie stosunku między terminami 
szeregu zwrotnego danego, znaleźć ułamek z którego ten

szereg wyniknął.

Poznawszy sposób rozbierania ułamków na szeregi i 
odkrywszy wyrazy ogólne; zaymiemy się następnie wynale
zieniem drogi wracaiącey od danego szeregu zwrotnego 
do funkcyi która go wydała, a którą nazwiemy ułamkiem 
rodzącym (fraction generatrice) Ta część traktatu o sze
regach iest naywaźnieyszą: w niey zamierzamy otrzymać 
wyrażenie skończone, ktoreby tyle znaczyło ile wszystkie 
terminy szeregu nieskończonego, lub też pewna ich liczba. 
Sposób do tego służący zowie się zbieraniem albo summo- 
waniem szeregów-

Niech będzie np. szerpg zwrotny 

j4Ą-Bz-{-Cz'2--pDz'3 -{-Ez^-k-Fz* itd +Pz” Ą-Rzn+2
SznV* -f- itd,
w którym spółczynniki B, C,... są ilościami wiadorae- 
mi. Daymy ieszcze, iż znane są stopnie stosunku między 
terminami; że np. D—a'C—///?-}-czy/,

E—a'D—b'C+c'B, 
itd.

Skoro mamy stopnie stosunku a', —b', c'; mamy tem sa
mem mianownik ułamku rodzącego. Widzieliśmy bowiem 
wj/ie Im tego rozdziału, że gdy mianownik ułamku iest 

p-}-qz, stopień stosunku będzie------ - gdy mianownik

icst p+qz-]-rzs, wtedy stopnie stosunku będą-----

Z* • • ••------- ; itd: toiest stopniami Stosunku są spółczynniki ilo-
p

ści zmienney w mianowniku wzięte ze znakiem przeciwnym 
i podzielone przez wyraz stały mianownika; i leżeli ten wy
raz stały iest iednością, stopnie stosunku będą liczbami
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całkiemi. Podług tey uwagi, w terażnieyszym przekładzie 
ułamek równy szeregowi będzie miał za mianownik i—a'z 
4-6'z2—c'ż3. A następnie licznik będzie wzoru a-j-bz-j-cz2. 
Otrzymacie więc ułamku rodzącego czyli summy szeregu 
przywodzi się w tym razie do ocenienia spółczynników li
cznika tf, Z>, c. Tym końcem należy uczynić
-----— =4+Bz+Cz’+ ... +Pz- +Qz «ł» +M,
i — u'z+1/z1 —c'z5
i to zrównanie u wolni wszy od mianownika i przywiódłszy do 
zera, trzeba w wypadku

z4-]- ńdo=A-j- B z -J~ C z2+ D z3+ E
—a—Aa' —Ba' —Ca' —Da'

— b +Ab' +Bb' + Cb'
—c —Ad — Bd

porównać z zerem spółczynniki tylu początkowych termi
nów. ile iesfe ilości niewiadomych a, 6, c; ztąd wypadną 
zrównania, które dadzą a=.A, b~B—Aa', c—C—Ba'Ą-Ab'- 
A przeto summa szeregu nazwana s będzie

- A+(B—Au'}z+(C—Ba'+Abyp- ( . 
i—•a/£-f-^,-2z—c'z3

Zadaymy sobie ieszcze wynaleźć summę części szere
gu zw rotnego kończaceysię np. wjrazem Pzn . Nazwawszy 
summę w szystkich dalszych wyrazów QznJcx 4" Ż?2W+2-f- itd 
przez a summę szeregu całego przez s; będzie s — s' 
summą szukaną. Mamy

s'=(Zz«+i +fizn4-2 +Szn+* + Tzn+* -}- itd,
czy li

(Q+Bz+Sz* + Zz3+ itd):
ponieważ stopnie stosunku między wyrazami szeregu zwrot
nego są też same w całym iego ciągu, więc ostatni szereg 
nawiasami zamknięty iest co do swego składu zupełnie po
dobny danemu; ilości Q, R, S, T, . . . . odpowiadaią ilo
ściom A, B, C} D, . . . Zatem summy szeregów muszą sie 
wyrażać przez ułamki podobne; tylko gdzie w summie pier- 
wszey są ilości Ay B . ., tam w drugiey będą Q, 72, . . 
Przeto

t / __ <2-w+1 +(B—Qa')zn42 +(S—Ra'+Qb')zn^
S ~ 1—.a'z+b'z2--c'z*

Od znalezioney wprzód summy całego szeregu toiest od ułam-
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ku (r) odiąwszy wartość dopićro odkrytą na sr, będziemy mieli 
summę żądaną części szeregu zakończoney wyrazem Pzn ,

Jakiegobykolwiek był porządku szereg dany z wiado
me mi stopniami stosunku; sposób na dochodzenie iego 
summy będzie zawsze ten sam iakiśmy teraz wyłożyli.

Przykłady Używszy tego sposobu do szeregu 
i—6x+i2O'2—48a'3+i2oa?4— itd,

w którym stopnie stosunku są —i, -}-6; znaydziemy na 
i ***""'summę ułamek ——  ' : .1 “Od?

§ 6. Dochodzenie summy szeregu którego stopnie sto
sunku nie są wiadome.

Maiąc dany szereg A-j-Bz-j-Cz^-j-Dz3-^ itd, w Którym 
spółczynniki A, B, C, . .. są liczbami; potrzeba doyść czy 
iest zwrotny; i ieźeli iest zwrotny, wynaleźć iego ułamek 
rodzący- To zagadnienie rozwiązał Lagrange, opieraiąc się 
na następuiących uwagach.

Gdy szereg iest zwrotny, musi pochodzić z ułamku
. . , v a n <i4-Azwymiernego maiącego kształt albo- ,

albo -—,, , , albo itd, podług tego iak iest sze-

regiem porządku pierwszego, drugiego, trzeciego, itd. Aby 
się zatem przekonać, czy szereg dany iest zwrotny; potrze
ba doświadczać, czy może bydź rozwinieniem któregokolwiek 
z tych ułamków.

Oznaczmy szereg dany przez s; ieźeliby ten szereg wy

nikał z ułamku maiącego kształt natenczas zró-
a , . a'+tfz i ,wnanie - . , .. ~s a następnie i zrównanie -------=----  by-a-\-bz a s

• • ci! 1.)^ iłoby tośame. Ostatnie znaczy iedno co------- 1------2==-’7- *

albo co pĄ-qz——— gdzie p i q zastepuią mieyce liczb 

—— 1 . Ponieważ zas p-\-qz iest funkcyą całką ilości

www.rcin.org.pl



( 265 )

zmiennóy z, więc takąż funkcyą powinno bydź ---- . Co
nam pokazuie, że gdv szereg iest zwrotnym porządku pier
wszego; dzieląc iedność przez ten szereg, powinniśmy otrzy
mać wieloraz skończony zamykaiący dwa terminy wzoru 
p+72, Ze zrównania ~^-=p-pqz wypada s=-~—. Zatem.

iedność dzielona przez otrzymany wieloraz p ~j~ qz daie u- 
łamek równy szeregowi czyli ułamek rodzący. Przykład 
tego przypadku mamy w szeregu

s=2-j-4z-j-8z2~j-i6z3-j-'52z4-j-64zs-j- ild,
przez który podzielona iedność prowadzi do wielorazu skoń-

1 12 czonego — —2— z. Ztąd s——----- — ——Szereg więc

teraźniejszy iest zwrotny porządku pierwszego i ma za u- 
2łamek rodzący —----- . Weźmy ieszcze szereg *

s=i—62+1222—48-z3-4-i2oz4—4o8z54-i 12826— itd: 
dzieląc przezeń iedność; po znalezieniu na wieloraz dwóch 
terminów 1+62 zostanie reszta ciągnąca się przez szereg 
nieskończony 24z2'—2423 + i68z4 — 5i225 + i32O26 — itd. 
Dany wice szereg nie może bydź zwrotnym porządku pier
wszego.

Gdy się przekonamy, iż dany szereg nie iest zwrot
nym pierwszego porządku, dla tego że z dzielenia iedności 
przez ten szereg nie wypada wieloraz skończony o dwóch 
terminach maiący kształt p-pqz\ potrzeba doświadczać czy 
nie należy do porządku drugiego, toiest czy nie może wyra-

^2 —l-[)Z
żać rozwinienia funkcyi ułarnkowey .... .—— i W ta- J J a'-pb'z-{-c'z2
, . . 1 y , a-\-bz , . a/Ą-Wz+ćz* 1kim razie byłoby ---------- —s, zkad ---------'----- =— :

J J a'-\-b'-z+c'z2 ’ ' aĄ-bz s
wykonywaiąc na stronie pierwszey dzielenie i przyszedłszy 
do wielorazu pod wzorem p -J- (/z, zostanie reszta wzoru 
a"z2\ więc

, a"z‘2’ 1r + + ......................«•

Ponieważ to zrównanie iest tosame, zatem dzieląc iedność 
Cześć 77. 54-
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przez s powinniśmy otrzymać wieloraz p Ą- qz z pewną re
sztą którą nazwiymy r: przeto

..................... (z).

Z dwóch zrównań (s) i (/) wypada
afz2, r . .

—r-7- = ---- ; . . . . (zz):a-\-bz s
tu strona pierwsza daie się zupełnie podzielić przez z2; po
winna się więc zupełnie rozdzielić i druga, toiest do skła
du r musi wchodzić mnożnik z2. W samey rzeczy ta re
szta r iest szeregiem nieskończonym wzoru łzz 4- ź'23 ■+* 
i"zĄ -J- itd, iak widzieliśmy dopiero w drugim przekładzie; 
można wiec ią wyrazić przez s'z2, gdzie s' iest szeregiem 
wzoru i-{-t'z-ł-t"z2-}- itd. Zrównania (Z) i (w) przyymą kształt

1 1 . S'zZ S-j-=r+52+."v......................
a"z2   s'z2 z /x

o+fe 3 .....................
Z ostatniego mamy _£_=2_. zkąd 2±£~=-2_, albo 

—h ^źz’z=='^7“, albo »eszcze P'~ł~<l'z==-~r~ pisząc p' za

q' za *^7 • £tąd się uczymy, że szereg s będzie zwrot

nym porządku drugiego, ieżeli rozdzieliwszy przezeń ie- 
dność otrzymamy wieloraz wzoru p-j-qz zresztą Zz2, i ie
żeli dzieląc potem $ przez s' wypadnie na wieloraz pfĄ-q'z 

bez źadney reszty. Zrównanie (/') daie s=-------- -----7-7- ,
P+^+-^y-

a że zrównania mamy '-{-q'z 9 Przet°

s = ------------- “5— . Druga strona iest wyrażeniem skoń-
p+«s+p+?-z

czonem równem szeregowi s nieskończonemu.

Gdyby szereg s nie uczynił zadosyć wskazanym do- 
pićro warunkom, nie byłby zwrotnym porządku drudeao;
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wtedy śledzić należy czy nie iest porządku trzeciego, to-

- | - ty , Q 2 ®
iest czy nie wypada zfuntcyi g,+yg+e,j8^-,- Uczyni-

aĄ-bzĄ-cz2 . a!4-b'z-ł-c'zQ -j-d'z3
WSZy a'+b'z+c'z2+^z3==S’ b?dzie a+óz+c^

Uskuteczniaiąc w członku pierwszym dzielenie, kiedy
przyydziemy do wielorazu pod wzorem p -j- zostanie re
szta, którey iedne terminy będą mnożone przez z2’, drugie 
przez z3: możemy tę resztę wystawić przez «,,z2-|-&,,z3, al
bo przez z2(a//-}-ó//z}; będzie zatćm

z2(a//+ó//z) 1 .
p+tlz+^+^-=— • • • • • O).

Aźe to zrównanie iest tosame, przeto dzieląc iedność przez 
s powinniśmy znaleźć wieloraz p 4- qz z resztą rozdzielną 
przez z2: tę resztę ciągnącą się przez szereg nieskończony 
nazwawszy s'z2, będziemy mieli

=p+<2z4"“' • • • i . (*)•

Zezrównań <» i (x) wypada ; zkąd

==-~—: tu strona pierwsza dawszy wieloraz wzo- 
a"+b"z s' r J

ru zostawi resztę pod wzorem az,/z2; zatem

+ ...........O> _
To zrównanie pokazuie, że dzieląc s przez s' powinniśmy 
przyyść do wielorazu p'4-ę'ż z resztą maiącą spólnym mno-, 
źnikiem z2 dla wszystkich swoich wyrazów: wystawiwszy 
takową resztę przez sz/ż2, będzie

-^=p'+g'c+li-......................(z).

a/Z/
Dwa zrównania (y) i (z) prowadzą do ^rr^pTz =

. a''+b"z s' a" h" s' „ . „ , „
ztąil —^7-=~ czJ’Il7p« + 77;s=7ZaIh“ leszcze p"+8"*

sz a» pf
=•^7- położywszy p" ia — , q" za Z tego rachun-
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tu widzimy, źe aby szereg s był zwrotnym porządku trze
ciego, trzeba żeby dzieląc iedność przez s wypadł wielo- 
raz wzoru zresztą s'22; żeby potem dzieląc 5 przez
«' wypadł znowu wieloraz pf-}-q'z 7, resztą s"zz‘, naostatek 
żeby dzielenie s' przez s" skończyło się bez źadney reszty 
daiąe na wieloraz p"-\-q"z. Ze zrównań (cc) i (z) mamy

1 s 1 I.5=---------- 7------ - , —=------------ -------- • nadto zrowna-
P +^+7- 2 2 6 P W£+ TT 2 2O o

SA 5Z/ 1
nie p"+q"z= — daie — = — : ztąds" s' p"-\~q"z

« = ------------------ —---------- . Ten ułamek ciągły prze-
r+5z+————

p'+2'z+pqy;

robiwszy na pospolity, otrzymamy summę szeregu danego 
czyli ułamek rodzący.

Z tych trzech przykładów szczególnych możemy iuź 
wnieść powszechny sposób na rozeznanie szeregów zwrot
nych i na wynalezienie ułamków rodzących. Takowy spo
sób zdziałań poprzedzających * wy ciągniony i rozwiązujący 
przedsięwzięte zadanie zamyka się w następnem prawidle. 
„ Maiąc podany szereg s, trzeba przez niego dzielić iedność, 
„ póki się nie otrzyrnaią na wieloraz dwa terminy wzoru 
,, p-\-qz\ ieżeli się została reszta ć/z2, trzeba dzielić 5 przez 
,, s' póki nie wypadną na wieloraz dwa terminy pf +
„ ieżeli z drugiego tego dzielenia została się reszta sz/22r 
„ należy przez dzielić sr póki na wieloraz nie znaydzie- 
„ my dwóch terminów wzoru p"q"z^ ieżeli ieszcze zo- 
„ stanie się reszta szzzz2, trzeba przez s'" dzielić szz? i tak 
„ daley prowadzić działanie póki nie przyydziemy do wie- 
„ lórazu skończonego bez żadney reszty. Gdv jakakolwiek 
„ reszta pokaże się bydź zerem, to będzie znakiem, że sze- 
„ reg dany iest zwrotny; a liczba odbytych działań będzie

skazówką porządku do którego szereg należy. Jeżeli zaś 
„ dzielenie taką koleią odbywane nie przyprowadzi do wie- 
„ lorazu skończonego, szereg podany nie iest szeregiem 
„ zwrotnym. Kiedy podług tey reguły przekonamy się że 
„ dany szereg iest zwrotny; iego summę s wyciągniemy ze 
,, zrównań
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1 , , SZ2* 5 , , , , Zz* 5' „ , „

» —=I’+7Z+—> ~—p+12+-~, ~^ = P +0.2
S^1+ —, itd. ”

s" ’
1’ak otrzymana summa szeregu zwrotnego będzie wyrażo
na przez ułamek ciągły, który potrzeba Jeszcze zamienić 
na pospolity. Chociaż w ułamkach ciągłych tu wypadaią- 
cych liczniki nie są iednościami, iak w tych któreśmy daw- 
niey rostrząsali; sposób atoli zamiany ich na pospolite iest

a'zawsze iednaki. Niech bedzie ułamek <z-J----------- —------  ,
i+___ £_____

+ 4+itd

którego części coraz dłuższe są ćz, a-j--------r,— >
* ó+——

c
a' , ,a-j~-------- __--- , itd. Z dwóch pierwszych części zrobione

c+—

ułamki pospolite są ~; a iako część druga za- 
b'mienia się na trzecią biorąc l>-\----- za ó; tak i ułamek po

spolity równy części drugiey zamieni się na równy części 

trzeciey kiedy w nim podobnież za b położymy ó-j—,
, . abc-]-a'c+ab' . c'

1 wypadme --- ~"T/”'----* znowu za c wziąwszy c-j——

otrzymamy ułamek pospolity równy części następney u- 
łamku ciągłego; itd.

Lżycie reguły podaney w terażnieyszym §fie na wy
najdowanie summy szeregów zwrotnych obaczmy w przy
kładach. Niech będzie szereg
1+2Z+3z2-{-323+7“4+525H“1^-e64'92':+3i.2S + 1729-|-632 1 0
+33Z1I-j-i 27Z12-j~65z13-j- itd =w,
Którego prawo iest nam nieznane; potrzeba doyść czy iest 
szeregiem zwrotnym; i ieżeli iest, wynaleźć iego ułamek ro
dzący.
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Rozdzieliwszy iedność przez ten szereg otrzymamy

i jz2(i+32—22+qz3—5z4+itd)----=1—2z-\---------------- -—————--------- y
s s

gdzie funkcyą zamknięta nawiasem iest tem co zwykliśmy
wyrażać przez s'. Dzieiąc s przez /, będzie

5 js2(7—72+2122—2iz3-{-itd)
—=i—z -j---------------------------------------- J

gdzie szereg zamknięty nawiasem iest to s". Rozdzieliwszy 
s' przez s/z znaydziemy wieloraz zupełny bez żadnóy reszty

s' __i~ł~4zS  1+4-S
s" 7

Co pokazuie, że dany szereg iest zwrotny porządku trzecie

go: ułamek iego rodzący będzie - -------- ------- - --------- czyli
1—224- —- ------- —

1—z-\—1/—* i4-4z
i+5z4-5za 

l4--S--- 222--- 2z3 ’
Dostrzegliśmy w terażnieyszem działaniu, że każdy sze

reg zostaiący na resztę był rozdzielny przez x2', trafie 
się atoli może iż szereg takowy będzie zamykał w pierw
szym zaraz terminie potęgę wyższą nad z2, np. 23, z4, itd. 
Wtedy z tey reszty trzeba mnożnik z3, -z4, itd. odlączyc, a 
mnożnika drugiego, który będzie szeregiem nieskończonym 
użyć za dzielnik w dalszym rachunku. To zdarzenie zacho
dzi w następuiącym szeregu
i4--z4--22 4-223 4"4z44~6z5 4“7-s6 4"7zl 4“7s8d"8-s9+i°210
4-i2zII4- itd = 5;
dzieląc przezeń iedność otrzymamy

1 23f l-j-2Z-j-2ZS-j-23-l-Z6-j-2Z't-j- itd)---J —2— 111 1 JS S
przez szereg zawarty nawiasem, który nazwiymy s'f dzieląc 
* znaydziemy

s _ 1 22(i4-324"5z24*^-3+.
s' s

przez szereg obięty w nawiasach czyli przez s" dzieląc Z 
Wypadnie bez żadney reszty

3f
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Ztąd widzimy że szereg podany iest zwrotny, którego uła

mek rodzący wyraża się przez ---------------- 3----- ; co przy-
i—z—--------

z*1—z-j---------1—z
wiódłszy do ułamku pospolitego, będzie —------ z . 4 »

Przeto szereg podany iest czwartego porządku, lubo trzy 
tylko zachodziły działania: to ztąd wynika, źe pierwsza 
reszta miała śpólnym dzielnikiem dla wszystkich swoich 
wyrazów x3 a nie z2-, W ogólności, ieżeli n znaczy liczbę 
działań, i ieżeli pićrwsza reszta iest rozdzielna przez zP , 
druga przez z9 f trzecia przez zr , itd; szereg będzie po
rządku —2)+(/Z—2)+(r—2)"ł” o czem się łatwo
ze szczególnych przykładów przekonać.

§ y. Rozwiązanie zadań mogących zachodzić w postępach 
arytmetycznym i geometrycznym.

Skończymy naukę o szeregach krótką uwagą dwóch 
ieszcze gatunków maiących częste w zagadnieniach użycie, 
a które są znane z arytmetyki pod nazwiskiem postępów a- 
rytmetycznego i geometrycznego. Pierwszy z nich zależy na 
iedney stateczney różnicy, drugi na iednym stałym wielo- 
razie czyli stosunku dwóch terminów przyległych. Postęp 
arytmetyczny wzrastaiący wyraża się ogólnie przez

. a-\-b . aĄ-od) . a+3Z> . . a-j-5b . a-j-6b . itd 4-
gdzie widzimy źe wyraz którykolwiek równa się pierwsze
mu a powiększonemu różnicą h rozmnożoną przez liczbę 
wyrazów poprzedzaiących: a zatem nazwawszy liczbę ter
minów całego szeregu przez ocy termin ostatni przez zz, 
będzie

u—aĄ-(oc—i)ó.....................(z/).
Oprócz tego dodawszy wyraz ostatni z pierwszym, wypa- 
dnie taka summa do iakiey prowadzi dodanie dwóch któ- 
rychkolwiek wyrazów równie oddalonych od skraynych: 
Summa wiec całego szeregu równa się summie dwóch skray
nych tyle razy powtórzoney, ile liczba wszystkich rermi-
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nów rozdzielona przez 2 ma w sobie iedności. Nazwawszy 
summę przez s, będzie

5 =(«+")—..................... (5).
Za pomocą dwóch zrów nań (y/) i (7?), maiąc z pięciu ilo
ści «, b, u, oc, s trzy którekolwiek znane, wynaydziemy 
wszystko cokolwiek do postępu arytmet\cznego należy.

Postęp znowu geometryczny rosnący taksie wyraża 
“ a : aq : aqa : aq3 : aqĄ : : aq6 : itd 4-r

Ostatni iego termin równa się, iak widzimy, pierwszemu 
rozmnożonemu przez stosunek q podniesiony do potęgi, któ- 
rey wykładnik oznacza liczbę terminów całego szeregu 
zmnieyszoną o iedność: nazwawszy więc termin ostatni u, 
liczbę wszystkich as, będzie

u=aq*—}.....................(C).
Wystawiwszy ogólnie postęp geometryczny przez

a : b : c : d : e : f : g : itd, 
i zakładaiąc że stosunek każdych przyległych w nim ter
minów iest eg, będzie b—aq, c—bą, d=cq, e—dą, 
g=feg, itd. Zaczem

W tern zrównaniu postrzegamy, że pierwszemu członkowi 
brakuie terminu pierwszego, a drugiemu ostatniego; przeto

—a=(s—u}q, zkad s—1'------ czyli
(j—i J

.....................
q—1 7

Dwa zrównania (C) i (D) zamykaią w sobie pięć ilości 
«, <y, zz, s, ae: maiąc z tych ilości trzy którekolwiek znane, 
a między niemi ae, wynaydziemy wartość na dwie pozosta
łe. Lecz gdyby pomiędzy ilościami do ocenienia była licz
ba terminów postępu ae; do iey odkrycia przez wiadome 
dotąd drogi rozwiązania zrównań przyyśdźbyśmy nie potra
fili. Wypadłoby nam bowiem dochodzić wartości na ilość 
nieznaną ze zrównania, w którem 1a ilość iest wykładni
kiem ilości wiadoraey. Ponieważ zaś i do takich zrównań 
mogą zagadnienia warunkami swoiemi prowadzić, iak za
raz w przykładzie obaezymy; należy nam przeto tego ro- 
dzaiu zrównania poznać i roztrząsnąć: co otwiera pole do 
nowych badań w naslępuiącyni rozdziale.
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Przykład. Dana iest na procent pewna summa, z wa

runkiem ił po każdym skończonym roku procent powinien 
bydl dołączany do kapitału i powiększać summę od któróy 
ma się liczyć procent w roku następnym. Potrzeba doyść 

' ile wierzycielowi będzie winien dłużnik na końcu roku
pierwszego, drugiego, trzeciego, itd.

Nazwiymy summę pierwiastkową przez a, procent ro
czny od 100 przez p, a tem samem procent roczny od i
przez ten ułamek wyrażać będziemy dla krótko-100 100 J
ści przez r; zatem roczny procent od iakieykolwiek summy 
będzie wieloczynem z tey summy przez r. Od summy więc 
a procent roczny iest ar', a cała należytość wierzycielowi 
W końcu roku pierwszego iest a+ur czyli

n(i+r);
Przez rok drugi procent liczony iuź nie od a ale od«(i-f-c) 
będzie a(i + r)r, a całkowita należytość na końcu roku 
drugiego wynosi a(i-f-r)-{-a'vl-p*)7* czyli «(i-f-r)(i-j-r) czyli
ieszcze a(i .....................
Podobnie na końcu lat trzech, czterech, itd, nalezytosci będą

fl(i-p*)3, u(i-J-r)4, itd:
i ogólnie po latach n summa maiąca się oddać wierzycielo
wi iest u(i-f-r)” . Wyrachowanie tey summy podlega, iak 
widzimy, nayprostszym znanym iuź regułom.

Lecz gdybyśmy przedsięwzięli doyść, przez ile lat 
summa wiadoma a powinna zostawać u dłużnika, żeby pro
centami ustanowionymi r urosła do wielkości zamierzoney 
ó; należałoby rozwiązać zrównanie

<z(i-f-r)x == b,
w którem a, r, b są dane, a ilość x potrzebaby ocenić. To 
się uskutecznia za użyciem logarytmów sposobem maiącym 
się wkrótce wyłożyć.

Część
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ROZDZIAŁ DRUGI
Funkcye wykładnicze prowadzą do poznania loga- 
RYTMÓWj KTÓRYCH SIE TŁUMACZĄ WŁASNOŚCI, UŻYCIE, 
SPOSÓB ROZBIERANIA ICH NA SZEREGI I RACHOWANIA 

Z NICH TABLIC LOGARYTMICZNYCH.

§ i. Uwagi nad zrównaniem wykładniczym odkrywały, 
nam własności logarytmów i ich użycie.

Na końcu rozdziału poprzedzającego trafiliśmy na zró
wnanie, w którem ilość nieznana iest wykładnikiem. To 
zrównanie może bydź przywiedzione do wzoru ax = b. 
Chcąc ie rozwiązać trzebaby znaleźć taką liczbę na war
tość oc, aby podniósłszy liczbę daną a do potęgi wskaza- 
ney przez te wartość, wypadła druga liczba dana b. Przez 
Żadne z sześciu algebraicznych działań do takowego rozwią
zania przyyśdź nie potrafimy; dla tego zrównanie ax = b i 
funkcyą ax nazywaią się przestępne (transcendentes). Po
znamy wkrótce inne gatunki zrównań i funkcyy przestę
pnych; teraźnieyszego gatunku zowią się wykładnicze (ex- 
ponentielles). Wypada nam teraz na rozwiązanie zrównań 
wykładniczych szukać sposobu szczególnego, stosowTnego do 
ich osobney natury. Zęby śmy do odkrycia takowego sposo
bu przyyść mogli; zatrzymamy się pierwey nad poznaniem 
własności zrównania ax — b. Rzecz iasna, że zachowuiąc 
zawsze tę same wartość na «, kiedy odmieniać będziemy b, 
musi też bydź coraz inna w-artość odpowiadaiąca na cc; i 
nawzaiem coraz inna wartość oc musi wydadź coraz inną 
wartość na 3, tak dalece źe przez dobranie stosownych war
tości na as, możnaby otrzymać na b wszelkie liczby iakie 
tylko mieć zechceray. .Zęby widoczniey wskazać, źe a iest 
stałe, a zaś cc, b są zmienne, połóżmy y na mieyscu 3; 
będziemy mieli zrównanie ax =y, w którem y zależy od. 
wartości cc, i wzaiemnie cc zależy od wartości y. Jeżeli cc 
przeydzie przez liczby następuiące po sobie w porządku na
turalnym o, i, 3, 3, 4, 3, 6,..., czyli przez postęp aryt-
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metyczny, y przeydzie przez wszystkie porządkiem idące 
potęgi a, toiest o°, a, a3, a4, a5, a6,... czyli przez 
postęp geometryczny; będzie więc postępowi arytmetyczne
mu ułożonemu z wartości na oc odpowiadał postęp geome
tryczny zwartości nay. A że wiemy z arytmetyki, że uło
żywszy dwa postępy liczb, ieden arytmetyczny a drugi ge
ometryczny; wyrazy pierwszego zowią się logarytmami wy
razów drugiego: będzie więc x logarytmem y czyli zv=log.y. 
Dla tey przyczyny zrównanie wykładnicze ax =y ma także 
nazwisko zrównania logarytmicznego', lubo to nazwisko wła— 
ściwieyby służyło zrównaniu takiey np. postaci log. oc = ci 
z któregoby potrzeba ocenić cc.

W nauce logarytmów zachodzą, iak widzimy, trzy rze
czy do uważania: wartości cc, toiest logarytmy; wartości y 
toiest liczby tym logarytraom odpowiadaiące; ilość stała a, 
która, raz obrana, iest taż sama na wszystkie liczby i ich 
logarytmy, i dla tego nazywa się gruntem logarytmów (base 
des logarithmes). Wyrachowane logarytmy cc odpowiadaią
ce wszystkim liczbom y stosownie do obranego gruntu a 
stanowią układ logarytmów (systćme des logarithmes). 
Różnych układów może bydź mnóstwo nieskończone; po
dług tego, iak coraz inną liczbę obierzemy na wartość grun
tu o.

Ze zrównania ax —y uczymy się naprzód, że logarytm 
iestto wykładnik gruntu, a potęga gruntu przez ten wykła
dnik wskazana iest liczbą odpowiadającą. Powtóre, że 
w każdym układzie logarytmem iedności iest zero; bo iakąbyś- 
mykolwiek wartość obrali na a, skoro rv=o, zawsze y=i. 
Potrzecie^ że w każdym układzie logarytmem gruritu iest ie
dność; położywszy bowiem cc=i, wypada y—a. Poczwar- 
te, że na grunt nie może bydź brana iedność, gdyż uczyni
wszy «=r, kaźdćy wartości na cc czyli każdemu logaryt- 
mowi odpowiadaiąca liczba byłaby równa iedności. Pupią- 
te> wziąwszy óT>i i nadaiąc na cc wszystkie wartości do- 
datrie, coraz powiększające się od o aż do 00, wartości na 
y będą rosły od 1 aż do 00, tak, iż log. 00 = oo . Przeto 
wszystkich liczb od iedności większych zawartych między 1 
i OO logantray są dodatne i zamykaią się między o a 00 . 
Wziąwszy na cc wartości odiemne, np. uczyniwszy x——n

1 • •będzie «-»==/ czyli Tu widzimy że im n iest
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większe, tćm ułamek czyli wartość y iest mnieysza;
tak dalece, że kiedy n iest nieskończone, wtedy y staie się 
zerem, Ztąd logarytmy ułamków właściwych są odiemne 
tera większe, im wartość takowych ułamków będzie mniey
sza, i naostatek Zc^.o — — oo . Trafilibyśmy na wypadki 
wręcz przeciwne biorąc a <ó i; natenczas logarytmy coraz 
większe dodatne należałyby do ułamków coraz mnieyszych, 
a logarytmy odiemne służyłyby liczbom tem większym im 
same byłyby większe.

Jdźmy teraz do użycia logarytmów. Niech będą liczby 
Jakiekolwiek y, zz, których logarytmy są x, z, w tyra samym 
układzie maiącym grunt a; będzie a* =y, as—u. Mno
żąc przez siebie te dwa zrównania, wypada a^^—yu', prze
to a?4-z=log. yzz, czyli log y-f- log zz=logyu: logarytm wiec 
mnogości równy iest summie logarytmów odpowiadaiących 
mnożnikom. Rozdzieliwszy przez siebie strony odpowiadają
ce dwóch zrównań ax — y, a* = zz, otrzymamy

y , y y
-i—; zaczem x—z—log--—, czyli log y—log zz=log-^~ i

U Ib U

toiest logarytm wielorazu iest równy różnicy miedzy lo- 
garytmem po dzielney a logarytmem dzielącey. W zrów
naniu a*=y podnosząc obie strony do potęgi zz, będzie

} przeto zzcr=log y* ; Ipcz źe oc=log.y, w iec n log y 
=log.ły” . Kiedy n iest liczbą całą, ostatni wzór służy na 
Wynoszenie do potęg za pomocą logarytmów', i pokaźnie że 
logarytm iakieykolwiek potęgi równy iest logarytmowi licz
by , którą chcemy podnosić, rozmnożonemu przez wykład
nik łądanóy potęgi. Kiedy zaś n iest ułamkiem, ten sam 

wzór służy na wyciąganie pierwiastków: niech np. n=—,

i 1 r/będzie ---- log.<y= log.y r— log Vy, toiest logarytm iakiego

kolwiek pierwiastku test równy logarytmowi liczby z któ- 
róy się ma ten pierwiastek wyciągać rozdzielonemu przez 
wykładnik znaku pierwiastkowego. Ztąd widzimy, że gdy 
zamiast liczb maiących się poddać pod rozmaite działania 
weźmiemy tych liczb logarytmy; mnożenie zostanie przy
wiedzione do dodawania, dzielenie do odciągania, wynoszę-
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nie tło potęg do mnożenia, wyciąganie pierwiastków do dzie
lenia: co niezmiernie ułatwia najpracowitsze arytmetyczne 
rachunki.

Po wyłożonych teraz własnościach logarytmow łatwo 
iuż nam będzie rozwiązać zrównanie na końcu przeszłego

i • v —a r 5(q—r ,rozdziału zostawione «=—------- cz\li -------------- =nx : boq—i - a 1 ’
wziąwszy po obu stronach logarytmy, wypada oc log. q = 

log. = log ( sq — s -f- a ) — log <75 ztąd oc =

log.(ir/—s+rt)—log a . .----------- -!—ż------— . Obchodząc się podobnie ze zrowna-
1Og'^ *' ‘‘ log

niem ax =/, będzie crlog<7=log.y; ztąd ^\» Jeżeli

tu logarytmy są brane z układu maiącego za grunt «, wte
dy log.a = 1, i zostanie .x=Iog.y iakośmy zawsze dotąd 
uważali: ale ieżeli nie a lecz inna iaka liczba iest gruntem 
branych logarytmow', naówczas wartość a? ze zrównania

log.y , .
ax =y będzie cc =j—. Na mocy ieszcze ustanowionych

tu początków potrafimy rozwiązać zrównanie zwane wła
ściwie logarytmicznem, należące także do klassy przestę
pnych, które ma wzór log.cc=Z>; na ten koniec wiedzieć po
trzeba w Jakim gruncie wzięty iest logarytm: ieżeli w grun
cie będziemy mieli oc—ab , gdyż biorąc z obu stron lo- 
garytmy wrócilibyśmy się znowu do loga?=ó.

Odkryte powyźćy własności logarytmow nie są przy
wiązane do żadney szczególney wartości gruntu, a zatem 
służą wszystkim układom, którychby można uformować 
liczbę nieskończoną, obieraiąc inną coraz wartość na grunt 
oprócz iedności. Powszechnie używa się na grunt liczba 10; 
kładąc ią za a w zrównaniu ax ==y, będzie 10* =v. Ztąd 
wypada układ następuiący.
Logarytmy: o, 1, 2, 3, 4, 5, itd,

Liczby: 1, 10, 100, 1000, 10000, 100000, itd,
w którym potęgi coraz wyższe liczby 10, albo co to sama 
znaczy, iedności coraz wyższego porządku w przyjętym u- 
kładzie liczenia maią za logarytmy o, 1, 2, 3, 4,..., toiest 
liczby zawierające tyle iedności, ile potęga ma zer na koń
cu, albo ile ma wszystkich znaków riniey iednym. Liczb
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środkujących miedzy i i 10 logarytmy będą >0 ale <1; środ
kujących miedzy 10 i 100 logarytmy będą >1 ale <2; 
Środkujących miedzy 100 i 1000 logary tmy będą ^>2 ale <j5; 
itd. Takowych przeto liczb logarytmy składać się będą 
z całości i ułamków: całości zowią się cechami (caracteri- 
slique) i pokazuią ile znaków zawiera liczba logarytmowi 
odpowiadaiąca; zawsze albowiem cecha ma w sobie tyle 
jedności mniey iedną, ile liczba zamyka znaków, tak, źe je
żeli cecha iest n, liczba ma znaków 72+1. Wszystkich liczb 
Środkuiących logarytmy nie mogą bydź ocenione tylko przez 
przybliżenie. Sposób do tego służący poznamy ‘ w §fie na
stępnym.

Uważaliśmy dotąd logarytmy w iednym jakimkolwiek 
układzie; obaczmy teraz iaki zachodzi stosunek między lo
garytmami teyźe samey liczby w dwóch układach różnych. 
Niech a i e będą gruntami dwóch układów; i daymy źe li
czby n logarytm w’zięty z pierwszego układu iest p, z dru
giego q. Zatem ap =n, e'i ztąd aP =ze* . W tern ostat- 
nióm zrównaniu biorąc po obu stronach logarytmy' z iakie

gokolwiek bądź układu mamy ploga=qlcg<?; przeto

log a 
log <?’ aże p iest logarytmem liczby n w gruncie «, można

zap napisać l.zz, podobnież za q które iest logarytmem licz
by n w gruncie e można napisać lz.zz, gdzie kreska nad l o- 
strzegać nas będzie źe logary tm należy do układu maiącego 

V.n log. a———; co nam po- l./z log. e
kazuie, że stosunek między logarytmami iedney liczby 
w dwóch różnych układach iest od samey liczby nie zawi
sły, a zatem iest dla kaldey liczby iednaki. Nazwiymy ten 
stosunek przez k, toiest uczyńmy będzie ^~=k‘

za grunt e. Tak więc otrzymamy

ztąd 1'.72 = kó.n
zrównanie służące na wszelką liczbę 72. Gdybyśmy przeto 
mieli wyrachowane logarytmy wszystkich liczb w układzie 
którego gruntem iest <2; pomnożywszy ie przez k, wypa- 
dłyby logarytmy wszystkich liczb w układzie maiącym za 
grunt e. Z tey przyczyny ilość k zowie się zamiennikiem 
(module); gdyż za iey pomocą przerabiamy logarytmy ie-
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dnego układu na układ drugi. Jlość k iest stosowna do u* 
kładów, z których ieden chceray na drugi zamienić: przecho
dząc np. z układu maiącego grunt e do układu w gruncie b,
byłoby .J J log. 3

$ 2. Rozwiiaiy. się na szeregi funkcye wykładnicze i lo- 
• garytmiczne.

Związek pomiędzy ilościami a?, y zawarty w zrówna
niu ax = y prowadzi nas do dwóch zagadnień; pierwsze, 
iak raaiąc dane x znaleźć odpowiadaiącą wartość nar, to
iest maiąc dany logarytra, ocenić liczbę do którey ten lo- 
garytm należy; drugie, maiąc dane y, znaleźć odpowiada
iącą wartość na cc, toiest wyrachować logarytm liczby da- 
ney. Obu tych zagadnień nie można rozwiązać tylko przez 
przybliżenie. Potrzeba więc nam otrzymać dwa szeregi: ie
den ułożony podług potęg cc któryby wyrażał wartość y, 
albo co iedno znaczy, wartość funkcyi ax • drugi ułożony 
podług potęg y,któryby wyrażał wartość cc, toiest wartość 
logarytniu y* Zaczniymy od szukania szeregu pierwszego.

Wystawiwszy funkcyą ax pod postacią i
rozwiiaiąc podług wzoru Newtona, będzie 
y=a* = [i+(a—i)J* =i+cc(a—1)+~—2 1 i)2 +

-2-------- ł------ (a—i) 3 4—-------- - —^-7----- -(a—1 )4 4- itd,1. 2. 3 v 7 1. 2. 3. 4 v 71
Spółczynniki tego szeregft są złożone z cc. Wykonawszy 
w nich naznaczone mnożenie, wieloczyn zamknie tyle czę
ści, ile iest mnożników: do takowych części będą wchodziły 
coraz wyższe potęgi cc, toiest cc, cc2, cc3,i im spół
czynnik do dalszego wyrazu należy w szeregu, tem cc do 
wyższey w nim potęgi dochodzi. Łatwo oznaczyć w każdym 
spółczynniku skład tey części która ma w sobie pierwszą 
potęgę cc. Weźmy np. pod uwagę licznik spółczynnika

. cc(cc—i)(cc—2)(cc—3) z x4 . ...w wyrazie —- --------  («—i}4; w nim wielo

czyn z mnożników dwuwyrazowych (cc—i)(cc—2) (cc—3)
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po wykonaniu będzie miał ostatni termin —iX——3 
czyli —1.2.3 iak wiemy z praw okazanych w dowodzie wzo
ru Newtona: terminy poprzedzające wieloczynu zanikną cc, 
as®, x3. Rozmnożywszy ten wieloczyn przez cc dla otrzy
mania zupełnego licznika, przybędzie mnożnik cc do kaźde- 
dego terminu w dopiero uważanym wieloczynie, i termin 
iego ostatni zamieni się na—i.2.3.cc. Następnie część spot-

-1 2.
czynnika zawieraiąca pierwszą potęgę x iest----- - ■' ? czyli

1* <)•

a część całego wyrazu szeregowego z pierwszą po- 
4

*vtęgą oc iest —f«—i)4. Podobniebjśmy oznaczyli kształt

części zam)kaiących pierwszą potęgę oc w każdym z wyra
zów szeregu. Te wszystkie części razem zebrane i rozłożo
ne na mnożnik oc obeymuią się w wyrażeniu

rz x («—’)2 «<«—O3 (a—O4 . -i
*[O—O-- a +-----5“^----- 4-^ + rtd J.

którego prawo składu iest oczywiste. Trudniey byłoby dóyść 
terażnieyszym sposobem, iaką maią postać części zawiera
jące cc4, cc3, cc4,. . Tę postać wkrótce odkryiemy inną 
drogą rachunku. Ale iuż iesteśmy przekonani, że powyż
szy szereg daie się uszykować według rosnących potęg ilo
ści zmienney cc i że ma pierwszym terminem iedność. Mo
żemy więc założyć że
ax —yĄ-Aoc^Boc^Coc^Ą-DoAĄ-Eoc*-^ itd . , . (22),
gdzie

. (n

ilości zaś B, C, D,. . . są równie iak A stałe, ale niezna
ne; potrzeba ie ocenić. Ponieważ zrównanie (2?) powinno 
służyć na wszelką wartość ilości zmienney cc, przeto ilości 
stałe A, Bj • . „ żadney odmianie nie podpadną kiedy poło
żymy 2cc na mieyscu cc; tym sposobem będziemy mieli 
a9* =i+2y/cc4-4^cc24-8Ccc3-bi6Z>cc4 + itd . . . (£)•
Wynosząc obie strony zrównania (2?) do potęgi drugiey,
znaydziemy

ą3x =1+2^07+2^
-M®

cc2+ ?>C 
AB

CC3-}-
+<iAC

cc4 + itd

; k
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To zrównanie ma ze zrównaniem ( G ) stronę pierwszą tę 
sarnę, więc muszą bydź tosame i strony drugie, a zatem 
^półczynniki przy jednakich potęgach ilości x muszą bydź 
sobie równe. Ztąd wypadaią zrównania

B—

SC =2C+2.AB 
i§D=vD+<iAC+Bt 
itd itd

z których będzie

i. 2
lc=

1. 2. 3
|D=—----

i. 2. 3. 4 
itd

Podstawuiąc te wartości w (-E), otrzymamy 
Aą A3 A*«* =1+Ax+—x2+ zx4 + itd ... (77);* 1 1. 2 1. 2. 3 1.2. 3.4 v 7

Spółczynniki tego szeregu są wszystkie znane, bo wartość 
na A zamknięta w zrównaniu (F) iest wiadoma*

Ale w podanym dopiero bardzo prostym sposobie na 
oznaczenie spółczynników B, C, D,. . .nie łatwo dostrzedz, 
czy prawo podług którego te spółczynniki formuią się z A 
będzie zachowane w całey rościągłości szeregu. Jednostay- 
ność prawa okazuie się oczywistą w sposobie następuiącym. 
Widzieliśmy źe można założyć

ax =i-j-Acc-}-Bxz-j-Cz3-j-ZFc*-j- itd,
zatem

az = i+Az-^Bz2-j-Cz3-ł-£)z4-t- itd; 
zkąd ax — az czyli
az (a*—z—1'j==A(x—z)-}-B(x2—zs)-)-C(x3—z3)^-F(x4—z4) 

+ itd . . . . ,• . (*).
Z pierwszego zrównania rnamy

ax —l—AacĄ-Bjc^-^-Coc^Ą-Djc^Ą- itd;
tu położywszy ac—z za rr, wypada
cix~z— i =A(x—z)+B(x.—z) 2 4-C(a?—z) 3 +F(x—z) 4+itd 
następnie
az (ax~z—i)=a* [~4(x—z^Ą-B^k—z}9-}-C(x——z)4 

4-itd. ].
To zrównanie ma z (*) stronę pierwszą tę sarnę, , będą 
więc tosame i strony drugie: przeto 
A(zc—z)-j-B(ccz—z2) + C(jc3—z3) 4- D(x4—z4} 4- =
az [A(,-jc—z)-^B(jc.—z)^ +C(oc—z)3 4-Z)(cr~z)44- itd ];

Część 11% 36.
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tu rozdzieliwszy obie strony przez «x—z, otrzymamy

2 +ccz+z 2 J+-^(cr 3 +rr 2 -2 2 -f-z 3 )+i t d=
a* [A-}-B(yjc.—z)-f-C(cr—z)2+-Ó(^—•z)3+ itd. j. 

Uczyńmy teraz x=z\ będzie
itd =Aax ;

lecz «-r—i24_ńa‘3itd, zatem 
A-\-%Bx-\-dCx2-\~4Dx34" itd = y/(i4"^AM~i^#24”C’,x3“{- itd);

porównanie spółczynników przy iednakich potęgach ilości 
x prowadzi do

2B=A°, 5C=AB, 4B=AC, itd; zkąd
„ A2 A^ A*B = ------ , C=--------D=------------- —/ itd.1. 2 1. 2. o 1. 2. 3. 4
Zrównanie (F) pokazuie, że wartość ilości stałey A

zawisła od wartości gruntu a\ więc za odmianą gruntu od
mieniać się będzie A', i wzaiemnie za odmianą A odmieniać 
się musi grunt a. W tern zrównaniu mamy A wyrażone 
przez funkcyą gruntu a', możemy także naodwrót wyrazić 
grunt a przez funkcyą ilości stałey A. na ten koniec w zró
wnaniu (//) uczyńmy cc=i, będzie

A2 AA AĄ
o=l+z/+77T + 7 2. 3 +1. a. 3. 4+lW-

Jeżeli A= 1; odpowiadający grunt a, który w tym szcze
gólnym przypadku nazwiemy przez e, wypada
e=l+’+1—2+[473+ 775^-4 +itd - ’ ’ <*>=

zebrawszy wyrazy na drugiey stronie, zamieniwszy na uła
mek dziesiątny i zatrzymawszy się na siódmym znaku, otrzy
mamy £=2,7182818... Podług tego gruntu wyrachował 
logarytmy pierwszy ich wynalazca Neper; dla tego układ 
maiący za grunt e toiest liczbę 257182818.... nazywa się 
układem Neper a. Logarytmy tego układu noszą także na
zwisko naturalnych, albo też hyperbolicznych. Po Neperze 
rachował Briggs logarytmy w gruncie 10, które teraz po
wszechnego są użycia i zowią się logarytraarai Briggiusza.

Trafimy na szereg (K) położywszy w zrównaniu (H) 

x = , wypadnie bowiem

ot=xl+l+_i_+_2_ +__i__+ltd;
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zatóm e~cA , ztąd e4 =a, następnie y/logć>=logfĄ
__ Co nam pokazuie, że ilość y/ iest zamiennikiem*

l°g^
przez który mnożyć potrzeba logarytmy Jakiegokolwiek u- 
kładu maiącego za grunt a żeby ie przerobić na logarytmy 
Nepera, lub nawzaiem przez który dzielić potrzeba logaryt
my Nepera żeby ie przerobić na układ w gruncie <z. Kła
dąc przeto w szeregu ( //) za A ilość k przez którą wyra
ziliśmy zamiennik, będzie

y—ax =1+^4—— cc24----- - —^cc34------ /X44-itd...(Z/).J 1. 2 * 1. 2. 3 ' 1. 2. 3. 4 k '
Jeżeli w wartości k toiest w logarytmy są brane z u-

kładu Nepera; wtedy loge=i, £—1'ćz gdzie kreska ostrzega
że logarytm iest wzięty w gruncie e: można więc szereg
poprzedzaiący tak wyrazić

, ,, x2(17z)2 x3(l'a)3 , x4(l'«)4y=„x =l+;c.l'o+___!_+ +_J_Z_+ltll„W

Jeżeli zaś logarytmy a i e weźraiemy w gruncie «, będzie
, i ,
k =-— , a zatem

l.e

+M - W

gdzie pamiętać należy, że logarytm e iest brany w gruncie 
a. Każdy z szeregów (A), (J£), (2V) znaczy to samo, i iest 
rozwinieniem funkcyi wykładniczey ax podług potęg ilości 
zmienney cc, czyli rozwinieniem liczby według potęg iey 
logarytmu.

Do rozwiązania drugiego zagadnienia łatwo przyydzie-
my za pomocą wypadków iuż otrzymanych. Znaleźliśmy że

log.« (a—i)2 (a—i)3
i ze to samo A— (a-—i4— -------- — -k- —,.^-Z—log.ćf \ Z 2 3

— ztąd

. i rz \ (a—O2 , (a—O3 (a—O4 i t log.«=lcg<?.[(«—1)_v— -p- ----------A- 4* ,td. J,

gdzie logarytmy a i e są w iednym ale jakimkolwiek ukła
dzie; ilość e iest stała i znaczy grunt, układu Nepera; ilość.
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a iest iaka kol wiek i może wszelką liczbę wyrażać; z tey 
przyczyny można zamiast a napisać ilość zmienna y\ bedzie 
IoS.y=.og,[(y-1)-<l=^+ + !td ].

To zrównanie służy ( *) do rachowania logarytmu iakiey- 
holwiek liczby flancy; bo położywszy tę liczbę za y, będzie 
drugi członek wartością iey logarytmu: nie może bydz ato
li w praktyce użyte tylko na liczby mało się różniące od 
jedności; inaczey szereg w drugim członku nie będzie male
jący i nie da wartości przybliżoney logarytmu. Przyjdziemy 
do szeregu mogącego wygodnie służyć na liczby wszelkiey 
wielkości następuiącym sposobem. Połóżmy i -j- a za y\ 
wypadnie

log(i4-tf)=log<?.[«----^—+4—“5“ + itd 1

Odmieniwszy teraz u na —u, będzie

Iog(i— «)—Ioge.[—u---- ------------- -------- itd ].

Odciągając to zrównanie od poprzedzaiącego, znaydziemy 
log(i+w>—log(i—«) czyli Iog(ii^)=2loge.[-~ +

+ +;ta 3 ...... . (p).

(*). Szereg wyrażaiący logarytm liczby y nie może bydź 
ułożony według potęg samey liczby y; bo załóżmy że

log.y=yJ-j-ńy-j-Cyz+ itd,
gdzie y/, B . . . są ilości stałe, toiest zawsze jednakie ia- 
kabykolwiek liczba była wzięta na mieyscu y. Chcąc ilość 
A ocenić, dosyć iest uczynić y = o; wtedy druga strona 
przywodzi się do A a pierwsza staie się — oo, wiemy bo
wiem źe log.o=—oo ; przeto A=—oo. Ztądby więc wy- 
padło że log.y=—oo+^/4"t<y24-itd;
i jakąkolwiek liczbę wzięlibyśmy zay, zawsze logarytm tey 
liczby wyrażony przez drugi członek zrównania byłby nie
skończenie wielkim, co iest niepodobieństwo, Gdybyśmy za
łożyli że log.y—Ay-j-By 2wtedy uczyniwszy y—o, tra
filibyśmy na sprzeczność że—00 — o. W rzeczy samey roz
winienie logarytmu liczby y postępuie według coraz wyż
szych potęg z y—‘i.
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• l - fW tera zrównaniu iakąbyśmykolwiek liczbę wzięli za ------r

zawsze u będzie ułamkiem właściwym, a tern samem zaw
sze szereg będzie maleiący. Trafimy na szereg, uby waiący 
ieszcze feardźiey, uczyniwszy p =-±-, zkąd «=

tym sposobem wypada

log (57) czyli log(»+-")-log«=2log«.r^-+3 C~rp5'

iog(«+o=iog"+=iog^r^^+i (2-^i)3-k ()5

+*<^)’+-3 • • • • • w)

Prz ez to zrównanie można wyrachować logarytru wszelkiey 
liczby n-\-z maiąc wiadomy logarytrn zz, i szereg po drugiey 
stronie tern będzie nagley maleiący im zz będzie większe. 
Wziąwszy np. w=i, z=i, znaydziemy logarytrn liczby 2, 
toiest

iog.2=2iog,.[j+3^7 + 5^r+ py+ -pr +M1,.

gdzie szereg tak iest maleiący, że ósmy termin nie doydżie 
iedney sto raillionowey cząstki. Gdybyśmy chcieli otrzymać 
logarytrn liczby 3, potrzebaby założyć zz—2, je=i; ztąd

Iog3=log2+2loge[^+^r+ ^5-4-itdJ;

fen szerpg oczywiście bardziey ubywa niż poprzedzaiący,. 
Podwoiwszy logarytrn liczby 2, otrzymamy logarytrn liczby 
4; bo 4=2®. Potem uczyniwszy zz=4, z=i, przyjdziemy 
do logarytrnu liczby 5, itd. Do każdego z logarytmów tak 
rachowanych wchodzi za mnożnik logc, loiestlogarytrn grun
tu Nepera wzięty w układzie, w iakim logarytruy wynaydu- 
ieray. Jeżeli mieć chcemy logarytmy w układzie Nepera, 
wtedy mnożnik logtf staie się Pe==i; logarytmy więc tego 
układu są do wyrachowania łatwiejsze od innych; dla tego 
że natenczas w zrównaniu (Q) mnożnik szeregu loge od
pada. Na każdy zaś inny układ potrzeba pierwey loge o- 
cenić. W tym celu przypomniymy sobie, że zamiennik słu-
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źący do przerabiania logarytmów Nepera na inny układ 
w gruncie iakimkolwiek a ma wyrażenie gdzie logaryt-

my a i e są brane wiednym ale iakirakolwiek układzie: biorąc 

ie zatem w układzie Nepera, zamiennik wyrazi się przez ,
a biorąc w układzie z gruntem a, ten sam zamiennik wyrazi 
się przez l.e. Co nam pokazuie, że logarytm e w iakimkolwiek 
gruncie a równy iest iedności rozdzieloney przez logarytm 
gruntu a wzięty w układzie Nepera. A zatem chcąc za po
mocą zrównania (Q) rachować logarytmy w gruncie a, mo

żna zamiast log.e położyć Jeżeli cliceniy otrzymać lo
garytmy Bryggiusza; bedzie a=io. Znalazłszy ze zrówna
nia (Q) l'io który bedzie 2,3o2535i ..., przyydziemy po
tem do ==o,4342g45 ... Taka iest liczba którey w tym

razie użyć należy za log. e, i która iest zamiennikiem służą
cym do przemiany logarytmów Nepera na logarytmy Bryg- 
giusza czyli na logarytmy zwyczayne.

Uwaga. Weźmy liczbę n, i dwie inne zz-f-c, nĄ-d róż
niące się od pierwszey o c i d. Niech logary tm liczby n bę
dzie p; logarytmy liczb zz-j-c, n-\-d iako większe od p mogą 
się wystawić przez p+y, p+o . Daymy że te wszystkie lo
garytmy są wzięte z układu maiącego za grunt u; zatem

aP =n, aP+y—n-^cf aP+* =n-{-d, . . . . (*).
Dzieląc drugie z tych zrównań przez pierwsze, mamy

at = i -j------1 n
a następnie y =log(i +----)zz

tu rozwinąwszy drugą stronę podług otrzymanego niedawno 
zrównania

log(i4-w)=l°g*-E“— + 3

wypadnie

—itd ],

— itd .dogć. [- c~ , c 
n 2ns dnź5 

Co pokazuje, że im liczba n iest większa i im różnica mię
dzy n a n-j~c toiest c iest mnieysza, a następnie im ułamek 

-— będzie drobnieyszy, tern ranieyszą będzie różnica mię-
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dzy logarytmami tychże liczb czyli między p ip-j-y> Jeżeli 

£
ułamek —~ iest bardzo mały, można w wartości y potę
gę tego ułamku druga, trzecią, itd, zaniedbać; wtedy bę
dzie z wielkićm przybliżeniem

y=loge.~.
n

Rozdzieliwszy trzecie ze zrównań (*) przez pierwsze, otrzy
mamy

a* = i -J- — czyli 5 =log(i4“ — ) = loge.F - ----------—5—h
n J n ' 0 u n 2n*

d* 1 1

zkad podobnież wynika że, na przypadek ułamku ---- bar-/z
dzo małego, będzie blizkoO ✓ Ł -------

1 do =± log e. ---- .

, clog e. — c
Przeto —----------------- —r czyli y:&=c:d'fó . dd}

log e.----
b n

toiest różnice miedzy wielką liczbą a dwiema bardzo idy 
blizkiemi są prawie proporcyonalne różnicom pomiędzy ich 
logarytmami. Na tym początku opiera się podany w aryt
metyce sposób wynaydowania logarytmu liczb większych 
niż zawarte w tablicach logarytmowych.
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ROZDZIAŁ TRZECI
Rachunek trygonometryczny.

§ i. Cel łrygonomełryi. Opisanie liniy trygonometrycz
nych i wyśledzenie między niemi związku.

Wszystkie figury prostokreślne mogą bydź rozebrane 
na tróykąly, bądź za pomocą przekątnych, bądź też pro
wadząc od punktu wewnątrz figury obranego liniie proste 
do wszystkich wierzchołków* Do wyrachowania zatem ja
kichkolwiek figur dosyć iest wiedzieć sposób na ocenienie 
Iróykątów. W każdym tróykącie mamy do uważania sześć 
rzeczy, które wchodzą do iego składu, toiest trzy boki i trzy 
kąty. Wszystkie te rzeczy tak z sobą się wiąźą, że wartość 
iednych wpływa na wartość drugich; np. od długości jedne
go boku i różney iego pochyłości do dwóch innych zależy 
długość tych boków i pochyłość ich względem siebie, a za
tem i wielkość powierzchni tróykąta. W ogólności, gdy będą 
dane w tróykącie trzy rzeczy, między któremi ieden przy
naymniey bok; trzy pozostałe będą miały wartość od pier
wszych zawisłą i do nich stosowną, którą można zawsze o- 
cenić. Dla tego zaś między rzeczami danemi bydź musi ie
den przynaymniey bok; że gdyby tylko trzy kąty były w tróy
kącie wiadome, nie moglibyśmy sądzić o długości iego bo
ków, bo moźnaby nakreślić nieskończoną liczbę tróykątów 
Sobie podobnych a zatem maiących kąty iednakie, w któ
rych atoli długość boków i wielkość powierzchni byłaby co
raz inna. Nauka podaiąca zposoby na dochodzenie trzech 
rzeczy nieznanych w tróykącie, gdy trzy pozostałe są wia
dome, nazywa się Trygonometrya. Wtrygonoraetryi wy- 
nayduia się rzeczy nieznane za pomocą proporcyy: ale że 
stosunek między kątami nie iest równy stosunkowi prze
ciwległych boków (*); z tey przyczyny na mieysce kątów

(*). Tosię nayoczywiściey wydaie w tróykącie prosto
kątnym równoramiennym; w którym każdy kąt ostry iest 
połową prostego, lecz bok ierau przeciwny iest większy od 
połowy przeciwprostokątney.
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użyli do tego rachunku Geometrowie pewnych liniy pro
stych, które są proporcjonalne bokom lub pewnym Jtunkcy- 
om boków, a maią długość ocenioną stosownie do wielko
ści kątów, iakich mieysce zastępuią. Te liniie zowią sie 
trygonometryczne: poznamy zaraz ich znaczenie i nazwisko 
każdey właściwe.

Niech będzie kąt ACM (Fig. i.); wziąwszy wierzcho
łek C za środek, promieniem iakieykolwiek długości za
kreślmy koło ABab\ przedłużmy promień AC do spotka
nia okręgu w punkcie a, i pociągni jmy średnicę Bb pro
stopadłą do Aa. Łuk AM, na którym wspiera się kąt ACM* 
iest samemu katowi proporcyonalny; tak, iż iaką częścią 
iest łuk AM względem całego okęgu, tą samą częścią iest 
kąt ACM względem czterech kątów prostych: z wielkości 
więc łuku AM sądzić możemy o wielkości kąta ACM', i 
dla tey przyczyny łuki uwazaią się za miarę kątów. Cały 
okrąg dzieli się na 36o części równych zwanych stopniej 
każdy stopień dzieli się znowu na 60 minut', każda minuta 
na 60 sekundj itd. Łuk więc ^7/7 będzie miał stopni go, 
łuk ABa stopni 180; aże łuki są miarą kątów, zatem kąt 
prosty ma go stopni, dwa kąty proste będą miały stopni 
180: ieżeli łuk AM zawiera np. stopni 3o, tyleż będzie 
miał kąt ACM. Dwa łuki AM i 71/7? daiące na summę 
ćwierć okręgu zowią się ieden drugiego dopełnieniem (com- 
plement); podobnież dwa kąty ACM i MCB są dopełnie
niem ieden względem drugiego, Łuki także AM' i BM' 
których różnicą iest ćwierć okręgu są dopełnieniem siebie 
przez nadmiar. Łuki AM' i M'a daiące na summę pół o- 
kręgu zowią się ieden drugiego spełnieniem ( supplement): 
łuki ABaM" i aM" których różnicą iest pół okręgu są tak
że ieden drugiego spełnieniem ale przez nadmiar. To samo 
się rozumie o katach: • np. dwa kąty przyległe spełniają się 
nawzaiem. Odtąd uważać będziemy same lylko łuki; a co
kolwiek o nich powiemy, stosować się będzie i do kątów na 
nich opartych.

Z punktu M poprowadźmy prostopadłą 777/; do średni
cy Aa\ do teyże średnicy pociagniymy drugą prostopadłą 
AT z punktu A aż do spotkania się z przedłużeniem śred
nicy M"M. Łiniia Mp nazywa sie w stawą (sinus}, łuku 
AM\ 1 iniia AT zowie się styczną (tangente) tego łuku; li-

Czcjć 77. 3y.
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niia CT zowie się lego sieczną (secante); naostatek liniia 
Ap nazywa sie wstawą odwrotną tegoż luku (sinus versej. 
Opisanie każdey z takowych liniy trygonometrycznych mo
żemy dadź następniące: wstawa iakiegokolwiek tuku iest to 
prostopadła poprowadzona z końca tego łuku do średnicy 
idącey przez iego początek. Styczna iest to prostopadła 
z początku łuku poprowadzona do średnicy przechodzącóy 
przez ten początek a ograniczona przedłużeniem średnicy 
przbchodzącóy przez koniec łuku. Sieczna iest liniia pro
sta zawarta między środkiem koła i końcem stycznćy. 
JF stawa odwrotna iest liniia prosta zamknięta między po
czątkiem łuku i końcem wstawy. Łuku wiec BM wstawą bę
dzie Mą, styczną BS, sieczną CS, wstawą odwrotną Bq‘, 
aże łuk BM iest dopełnieniem łuku AM, więc Mą iest 
Wstawą dopełnienia łuku AM‘, nazyipa sie ona krócey do
stawą łuku AM (cosinus). Podobnie BS zowde się dosty- 
czną łuku AM (cotangente); CS dosieczną (cosecante); Bq 
dostawą odwrotną (cosinus verse). Dostawa Mą łuku AM 
równa się pC‘, można zatem pC brać za dostawę łuku AM’, 
ztąd dostawa będzie to liniia prosta zawarta między środ
kiem koła a końcem wstawy.

Jeżeli z wierzchołka C (^Fig. 2.) kąta ACM zakreśli
my dwa łuki AM i am ograniczone ramionami AC i CM', 
te łuki będą miały równą liczbę stopni, bo każdy z nich 
będzie oczywiście taż samą częścią okręgu do którego nale
ży. Takie łuki nazy waią się podob7ie. Jch wstawry MP i mp 
maią się iak promienie MC i mCj co wypada z podobieństwa 
tróykątów PCM \pCm. Można się łatepo przekonać, źe ten 
sam stosunek zachowuia między sobą dostawy i wszystkie 
liniie trygonometryczne. leżelibyśmy przeto mieli ocenione 
liniie trygonometryczne wszystkich łuków kreślonych pro
mieniem MC’, moglibyśmy za pomocą wskazaney dopiero pro- 
porcyi wyrachować liniie odpoteiednych łuków kreślonych 
innym iakimkolwiek promieniem mC. Gdyby promień MC 
był iednością; wtedy chcąc od liniy tr\gonometrycznych 
należących do łuków koła tym promieniem opisanego przeyść 
do liniy w kole maiącem inny Jakikolwiek promień, potrze- 
baby tyl£o pierwsze przez notey promień rozmnożyć: o czein 
taż sama proporc\a przekony wa. Dla tey przyczyny odtąd 
zawsze w rachunkach promień będzie iednością.

Między cśmią liniiami trygonometrycznćmi nah żącemi
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do iednego łuku zachodzi taki związek, że maiąc którąkol
wiek z nich np. wstawę wiadomą, można ocenić wszystkie 
pozostałe, J tak daymy że wtawa Mp (Fig. i.) łuku AM, 
który naztciymy n, iest znana. Wynaydziemy zaraz dosta
wę pC z tróykąta prostokątnego MCp, w którym Mpz -j~ 
Cp2=AlCz czyli wstaa-{-dost*a=i, toiest summa, kwadra
tów ze w stawy i dostawy iakiegokolwiek łuku równa się 
kwadratowi z promienia czyli iedności', ztąd dost2 a t=
i—wst2«, a następnie dost.a=yi—wst2«.
Maiąc iuź wslawę i dostawę wiadomą przyydziemy do war
tości na styczną z podobieństwa tróykątów CpM. i CAT 
w których między bokami zachodzi proporcya Cp:pM =
CA. AT, ztąd AT^P-1̂ -, toiest sty.«='^^ .

Cp J dosta
Tróykąty podobne CAT i CBS daią AT.AC~CB.BS-, za-
.. -nc, A C. CB Tir itera BS=—77=— czyli dosty.a=-------  .

AT ■' J sty.a
Drugie wyrażenie dostyczney wypada z tróykątów podo
bnych CqM i CBS, w których Cq : qM = CB : BS} zkąd
,, r, qM.CB „ , . dost.a
BS—, albo dosty.a =--------- .Cq J wst. a

CM AC
Proporcya pC:CM—.z/CCT daie CT==—więc

. isie.tf=-:—-— .dost. a
c m nc

Z proporcyi qC:CM=BC:CS wypada CS=---- —, toiest

dosie.a = ------  .wst. a
Liniia Ap iest różnicą między AC i pC, a liniia Bą iest 
różnicą między CB i Cg; przeto

wst. od. a=x—dost. a dost. od. a=i— wsi.a.

§ 2. Jakim odmianom podpadaią liniie trygonometrycz
ne należące do łuku, który, począwszy od zera, przechodzi 
przez różne stopnie wielkości', i kiedy te liniie są dodatne 
a kiedy odiemne.

Wystawmy sobie, że punkt M (Fig. i,) znayduie się
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naprzód na punkcie A, potem się od niego oddala idąc po 
okręgu; tym sposobem łuk AM począwszy od zera prze
chodzić będzie przez rozmaite stopnie wielkości. Uwaźmy 
iakim odmianom podpadną iego liniie trygonometryczne,’ a 
wsżczególności wstawa, dostawa, styczna i sieczna. Gdy x 
punkt M znayduie się na punkcie A, łuk iest zerem; iego 
wstawa i styczna są zerem, dostawa i sieczna są równe pro
mieniowi AC. Jm punkt M odchodząc od A przybliży się 
bardziey do punktu Zł, tern iego wstawa, styczna i sieczna 
będą większe, dostawa zaś tern będzie mnieysza. Kiedy M 
stanie na B, łuk będzie ćwiercią okręgu; wstawa która cią
gle rosła zrówna się z promieniem CB, dostawa która cią
gle ubywała zniknie cz\li będzie zerem, styczna i sieczna 
wezmą położenie od siebie równoległe, nie przetna się więc 
nigdy ęhociaźbyśmy ie naydaley przedłużyli, toiest będą 
obie nieskończenie wielkie. Minąwszy Zł, kiedy punkt ru
chomy znaydować się będzie między B i a np. w punkcie 
M', naówczas łuk ABM' iest większy od ćwierci okręgu; 
wstawa iego M'p', styczna AT1 i sieczna CT' tern będą 
mnieysze, a dostawa tern będzie większa, im punkt AP 
przystąpi bliżey do a\ tak dalace, że gdy punkt ruchomy 
padnie na a, a tern samem kiedy łuk będzie równy połowie 
Okręgu; wstawa i sty czna staną się zerem, sieczna bedzie rótpna 
promieniowi AC, a dostawa promieniowi Ca. Łuku prze
wyższającego pół okręgu, np. łuku ABaMA wstawa M"p" 
Styczna AT i sieczna CT tein są większe, dostawa zaś Cp" 
tern mnieysza, im punkt M"'bliższy iest punktu ó; nareszcie 
łuku ABab równego trzem ćwierciom okręgu wstawa rów
na się promieniowi Cb. dostavva iest zerem, styczna i siecz
na są nieskończone. Łuków przewyższających trzy ćwierci 
okręgu wstawy styczne i sieczne ubywaią a dostawy rosną; 
hp. łuku ABabM'' wstawa styczna AT', sieczna
CT' tern są mnieysze, dostawa zaś Cp"' tern iest większa, > 
im punkt M'" bliższy będzie punktu A. Całego okręgu 
wstawa i styczna będą zerem, dostawa i sieczna będą rów- 
he promieniowi AC.

Punkt ruchomy przeszedłszy cały okrągj może beż 
przerwy ciągriąć daley swóy bieg po tęy samey drodze; ztąd 
formować się będą łuki większe od okręgu: ale ich liniie 
frygónonietryczne będą też same iakie łuków od okręgu
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mnieyszych. Łuk np. A Bab AA ma iednakie limie trygo
nometryczne z tukiem AA. Ta uwaga stosu ie się zarótcno 
do łuków złożonych z okręgu całego ilekolwiek razy po
wtórzonego i z iakiey kol«dek części; tak, iź nazwa wszy okrąg 
przez O, część iego iakakolmiek przez a, będą wszystkie li- 
niie trygonometryczne luku 7i0-}-a też same co i łuku «, 
kiedy n ie^t liczbą całką. Łącząc teraźnieyszą uwagę z do- 
strzeżonemi odmianami liniy trygonometrycznych należą
cych do łuku coraz rosnącego, wniesiemy: że wszystkich 
łuków maiących początek w punkcie A, a kończących się 
w pierwszey albo trzeciey ćwierci okręgu wstawy, styczne 
i sieczne wzrastaią a dostawy malei i; przeciwnie kończą
cych się w ćwierci drugiey i czwartey wstawy, styczne i sie
czne ubywaią a dostawy rosną.

Jdźmy teraz do oznaczenia, iakich łuków liniie trygo
nometryczne są dodatne a iakich odiemne. Do tego nas przy
wiedzie nastepuiąca uwaga. Wystawmy sobie hniią

,,, , L ? A M' A' M
na którey odległość _ ______  ■__________ ______________
AA' iest dana, i tę
nazwiymy a; odległość każdego punktu linii AM od A wy
raźmy przez odległość znowu każdego iey punktu od Ar 
wyraźmy przez cc': tu ilości cc, cc' są oczywiście ilościami 
zraiennemi. Będziemy mieli

AM—AA'+A' M czyli 
AM'—AA'—A'M' czy li 

Ztąd widzimy że chcąc ieden wzór 
oc—

zastosować do punktów leżących tak po prawey iak i po le- 
wey stronie względem punktu A'f trzeba dla ostatnich brać 
cc' za odiemne: tak dalece, że skoro punkta linii AA leżą 
po stronach przeciwmych względem A', ich odległości od A' 
powinny bydź poprzedzane znakami przeciwnemu Znaki 
przeto 4" i —> które dotąd służyły za cechy dodawania i 
odciągania, rozróżniały dwa stany przeciwne tey samey wiel
kości, wskazywać narn ieszcze będą dwa położenia lub dwa 
kierunki sobie przeciwne.

Maiąc ten początek obecny w pamięci, u ważmy że 
wstawa Ap przeniesiona na promień BC wyrazi odległość 
punktu q od środka C; wstawa A'p' wyrazi odległość pun*

cC=«+cc', 
X=?a—ac'.

www.rcin.org.pl



( 294 )
ktn ą' od środka C: słowem wstawy wszystkich łuków koń- 
czących się w pierwszey i drugiey ćwierci okręgu mogą bydź 
wzięte za odległości rozmaitych punktów promienia BC od 
środka. Podobnie wstawy wszystkich łuków kończących się 
w trzeciey i czwartey ćwierci okręgu będą odległościami 
rozmait\ch punktów promienia Cb od środka 6’, Mamy prze
to dwoiakie odległości rachowane od tego samego punktu 
yv strony przeciwne, iedne w górę, drugie na dół; wziąwszy 
zatem wstawy w pierwszey i drugiey ćwierci za dodatne, 
w trzeciey i czwartey będą odiemne. Dla teyźe przyczyny, 
kiedy dostawy łuków kończących się w pierwszey i czwartey 
ćwierci, które można uważać za odległości różnych punktów 
promienia AC od środka ć', weźmiemy za dodatne; dostawy 
wszystkich łuków zakończonych w drugiey i trzeciey ćwier
ci, które znowu mogą się uważać za odległości różnych 
punktów promienia Ca od środka C, będą koniecznie odie- 
mne. Wiedząc znaki służące wstawom i dostawom, łatwo 
poznać iakie należeć powinny do pozostałych liniy trygono
metrycznych. J tak pokazaliśmy nie dawno że styo=j^||-^ ’

ieźeli a kończy się w pierwszey ćwierci, iego wstawa i do
stawa są dodatne, a zatem i styczna iest dodatna; ieźeli 
w drugiey, wtedy wstawa iest dodatna, dostawa odiemna, 
więc będzie styczna odiemna; w trzeciey ćwierci wstawa i 
dostawa iest odiemna, przeto styczna dodatna; w czwartey 
wstawa iest odiemna, dostawa dodatna, następnie styczna 
odiemna. Takim sposobem dochodzić należy znaku wszyst
kich innych liniy. Na mocy tego samego zawsze początku; 
ieźeli łuki rachowane od A w górę weźmiemy za dodatne, 
łuki rachowane w dół będą odiemne. Dwa łuki równe, ale 
różniące się znakiem, iakiemi są np. AA i AN maią wsta
wy równe z przeciwnemi także znakami; lecz ich dostawa 
iest dla obu taż sama co do wielkości i znaku: ieźeli np. 
wzsto=p, wtedy wst(—«)——p, a zatem wst(—o)——w sto; 
podobnie ieźeli dosta = ćy, wtedy dosl (— a) = g, wiec 
dostf—o)=dost a.

Można ieszeze przyyść do rozróżnienia znaków służą
cych liniiom trygonometrycznym z następuiącego początku: 
ile razy iakakolwiek wielkość w swoich ciągłych odmianach 
przechodzi przez zero lub nieskończoność, iey znak zamie-
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nici się na przeciwny. Weźmy np. funkcyą a—cc z ilością 
zmienną a?; odmiany tey funkcyi zawisły od odmian ilości 
cc. Wystawmy sobie, że cc począwszy od zera ciągle wzra
sta: rzecz iasna, że póki cc nie doydzie do zrównania się 
z ilością «, poty funkcyą a—cc będzie dodatna; gdy cc sta
nie się równe a, funkcyą a—x będzie zerem; kiedy x prze
wyższy «, różnica zostanie przy cc i funkcyą a—cc będzie 
odiemna. Mamy więc dowód pierwszey części założonego 
początku; toiest wielkość iakakolwiek przechodząc przez ze
ro odmienia swóy znak na przeciwny. Weźmy teraz fun
kcyą ułamkową , i daymy że cc zacząwszy od zera

ciągle rośnie: póki cc będzie mnieysze od b, poty wartość 
ułamku iest dodatna; gdy cc zrówna się zb, ułamek stanie 
się nieskończony; skoro cc przewyższy b, ułamek będzie 
skończony ale odiemny, bo wtedy mianownik staie się od- 
iemny. Widzimy przeto, że zero i nieskończoność są grani
cami oddzielaiącemi wielkości dodatne od odiemnych. Jdąc 
od tego początku, uważmy że gdy łuk zacząwszy od?/ ro
śnie, iego wstawa w swoich odmianach przechodzi przez 
zero naówczas, kiedy ten łuk kończy się w punkcie a albo 
W punkcie A, toiest kiedy się równa połowie okręgu lub 
dwóm połowom, tazem, czterem, itd. Zatem nazwawszy 
półokrąg przez •*, ieżeli wstaw’y łuków mnieyszych od « 
Wrźmiemy za dodatne, będą wstawy łuków środkuiących 
między ir i 2w odiemne: łuków środkuiących między 2-* i 
5^ będą znowu dodatne; środkuiących między i bę
dą znowu odiemne, itd. Zgoła wstawy położone nad śred
nicą Aa są dodatne, a wstawy które padaią pod tę średni
cę są odiemne. Dostawa łuku rosnącego raz przechodzi przez 
zero, kiedy łuk kończy się w punkcie 2ł, drugi raz kiedy 
się kończy w punkcie b. Gdy przeto łuków środkuiących 
między zerem i dostawy są dodatne; łuków środkuią
cych między i będą odiemne; środkuiących między

i -|it będą znowu dodatne, a środkuiących między i 
będą znowu odiemne, itd. Tak dalece, że dostawy z le- 

wey strony średnicy Bb są dodatne, a położone ze strony 
prawey są odiemne. Styczna w swoich odmianach przecho
dzi przez nieskończoność, gdy rosnący łuk iest ćwiercią o- 
kregu; przechodzi przez zero gdy łuk równa się połowie o-
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kręgu; przechodzi znowu przez nieskończoność, kiedy łuk 
będzie trzema ćwierciami okręgu; przechodzi znowu przez 
zero, gdy luk stanie się równy okręgowi, itd. Znak stycz
ne y odmieni się na przejściu przez każdą z tych granic: więc 
luku zakończonego w pierwszćy ćwierci będzie styczna do
datna, w drugiey odiemna, w trzeciey dodatna, w czwartey 
odiemna, w piętey dodatna, itd. Przez podobne uwagi łatwo 
doyść znaku służącego któreykolwiek z pozostałych liniy 
trygonometrycznych. Lecz dosyć iest wiedzieć znaki wsta
wy i dostawy każdego łuku, a z nich wypadną znaki innych 
liniy: bo te wszystkie liniie daią się wyrazić przez funkcyą 
wstawy i dostawy.

Z wyłożoney w tcraźnicyszym §fie nauki wynikają zró
wnania
wst.o=o, wet-|ir = 1, WStw =0,
dost.o—l, dost^K —O, dost^r =—i,
wst^ir =---1, wstaw —O, ......
dostjw =0, dost2w =1,...............
Do tych zrównań przydamy ieszcze dwa następuiące 

\vstjw = i
sty |w = i

o których Fig. i. nas przekonywa. Jakoż daymy że łuk AM 
znaczy ; ieżeli przedłużymy Mp do spotkania okręgu 
w punkcie ŻV, będzie łuk M.AŃ dwa razy większy od .z/M; 
MN będzie dwa razy większe od Mp: zatem łuk -M//A = 
2.|ir =^2w , czyli równy szóstey części okręgu, Aże cięci
wa szóstey części okręgu równa się promieniowi; przeto 
MN=i, zkąd toiest wst|w =-|. Daymy teraz ze
łuk y/M znaczy ; będzie kat ACM. połową prostego: 
w tym razie dwa kąty ACT i ATC są sobie równe, a na
stępnie AT—AC czyli sty-^w =i. Dwa zrównania dopiero 
dowiedzione wyrazaią śie często pod postacią wst3o°=-|, 
sty 45°=i.

*

§ 3. Rozwiązuia się zagadnienia potrzebne do rachunku 
tablic na liniie trygonometryczne.

Widzieliśmy iaki zachodzi związek między liniiami trv- 
gonometrycznemi tego samego łuku. Takowy związek uczy

(72).

(«),
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nas, że gdybyśmy mieli wyrachowane wstawy wszystkich 
łuków, albo też wstawy i dostawy, moglibyśmy iuż łatwo 
otrzymać wartość innych liniy, a tern samem ułożyć tabli
cę zawieraiacą wartości liniy trygonometrycznych umieszczo
ne obok wartości łuków do których należą. Cały przeto 
rachunek tych liniy przywodzi się do ocenienia samych wstaw 
albo też wstaw i dostaw. Mamy wiadomą wstawę i dosta
wę stopni 90, bo wst.90° = i, dostgo0—oj wiemy także iż

1/3
wst3o°.=-j, a tern samem dost3o° —V^(i—£)= Z tych
wstaw i dostaw zostały ocenione wstawy i dostawy wszyst
kich innych łuków: a reguły prowadzenia takowego rachun
ku wypadły szczególniey z rozwiązania następujących zaga
dnień. ldr/, Maiąc wiadome wstawy i dostawy dwóch łu
ków, znaleźć wstawy i dostawy ich summy i rolnicy, ire, 
Ze znaney wstawy i dostawy iakiegokolwiek łuku znaleźć 
wstawę i dostawę iego połowy, oraz wstawę i dostawę łu
ku podwóynego.

Co do pierwszego Niech będą dwa łuki ( Fig. 3.) 
BC=y. na łuku AB odetniymy łuk BD = BC‘, 

poprowadźmy cięciwę CD i promień SB, który przetnie 
cięciwę CD na połowę i pod kątami prostemi: pociągnijmy 
ieszcze promień SA i do niego prostopadłe DII, BE, CG 
wychodzące z punktów D, B, C. Będą liniie BE i CF 
wstawami łuków oc, y\ a zaś SE i SE ich dostawami. Day- 
my że te cztery liniie są wiadome; potrzeba za ich pomocą 
wynaleźć wartość liniy DT1 czyli wst(x—y), CG czyli 
wst(x+y), IIS czyli doslf.r—-y), GS czyli dost(x+y). Po
prowadźmy FJ prostopadłą do promienia SA, i liniie DE, 
FK do tego promienia równoległe. Dwa tróykąty CKF i 
FLD maiące boki CF i FD równe i kąty tym bokom przy
ległe równe mogą do siebie przystać; ztad CIC=.FL, KF 
—LD: następnie CG=FJ-\-CK, DII—FJ—CK. Ocenienie 
przeto szukanych wstaw zawisło na odkryciu wartości liniy 
FJ i CK. Einiią FJ wynaydziemy z trójkątów podobnych 
SBE, SFJ, które daią proporcyą SB. BE = SF: FJ czy li 
1: wstcc—dosty:FJ-^ więc 7V:=wsfcr.dosty. Liniią CK o*rzv- 
mąmy z trójkątów podobnych CBE i CKF, które maią po 
kącie prostym, i kąt SBE równy kątowi KFC, każdy z nieb 
bowiem równa się katowi SFJ'. ztad wypada proporcyą SB:SF

Cześć //. ‘ ' 38.
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—FC.CK czyli i:dostac=wstyCK’ przeto CK===dostoc wsty. 
Ze znalezionych wartości na FJ i CK pokazuie się źe CG 
czyli wstfac+y)—wstsr.dosty-f-dostae.wsty, a zaś DH czyli 
wst(a?—y)=wsta?.dosty—dostac.wsty. Zostaią nam ieszcze 
do ocenienia liniie SG i SJF. pierwsza iest różnicą między 
SJ i KF, druga iest summa. Potrzeba więc nam tylko o- 
trzymać wartość na SJ i KF. Liniią SJ otrzymamy z pro
porcyi BS:SE=FS.SJ czyli i:dosta'=dosty:&/, ztąd SJ= 
doshr.dosty. Wartość KF wypadnie z proporcyi SB:BE= 
CF-.KF czyli i:wstx=wrsty:X7?, która daie KF=\\stx.\\sty. 
Będzie przeto SG czyli dost(a’-}-y)—dosto.dosty—w sta;, wsty; 
SJJ czyli dost(cc—y) = dostx.dosty+wstx.wsty. Przyszli
śmy zatem do czterech zrównań rozwiązuiących zagadnienie 
(i)...wst (a>{-y)=wst;r .dosty +dostx.wsty
( 2)...dosl(a?4-y)=doste. dosty—wstcc.wsty
(3) .. ,wst(a?—y)=wsto:.dosty—dostfic.wsty
(4) ...dost(a?—y)=dosfcv. dosty-f- wsfcr. wsty

Co do drugiego. Dodawszy zrównania
z (44, i znowu odciągnąwszy te same od siebie, otrzymamy 
inne cztery
(1) ...2wshr.dosty =wsl fcc+y) +wst (ce—y)
(2) .. .^dostcc.dosty—dost(cr-by) +dost(cc—y)
(3) ..adośtce. wsty=wst(a?+y)—w st (oc—y)
X.4)...2wstac. wsty — dost(x—y)—dosl(cr4-y)
Wd wóch pierwszych ze zrównań ( T) uczyniwszy a? = y, 
wypada

. ... .(T). 

(1) z (3) a (2)

(U).

wst2a? ==2wst.x.dostcc 
dost2o?=dost 2y—wst2y W-

Jeżeli znowu w (2) i (4) ze zrównań (ZZ) założymy że x=

y = —pamiętaiąc iż wst.o=o, dost.o=i, będziemy mieli 
«2

wst 2 2 7
aost2L=v/(l±^) 

2 2
Zrównania (JK) dalą nam wstawę i dostawę łuku dwa ra
zy większego wyrażoną przez wśtawe i dostawę łuku poje
dynczego: zrównania zaś (X) daią wstawę i dostawę poło
wy łuku wyrażoną przez dostawę łuku całego. W tych 
przeto zrównaniach mamy rozwiązane obie części zagadnie
nia drugiego.

(X)
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Wniosel I. Dzieląc (l) ze zrównań (T) przez (2) a (3) 

przez (4), wypada
wsffąp+y) .. z 1 \ wstać, dosty4* dostąp. wsty
dost(ąr-J-y) 1 s^vc"ł~/) dostąp.dosty—wstąp, wsty *

wsK.-r—y) s z , _ weto■ .losty — Hostr. wety
dost(ąp—y) ' 77 dostąp.dosty -p wstąp. wsty
w obu zrównaniach na drugiey stronie podzieliwszy licznik

wstąp
i mianownik przez dostąp.dosty, i potem za (jo”^ kładąc 

Wst y
Styąp, a za kładąc styy, otrzymamy

_ sty ąp 4- s!y,ysty(x+y)
(n-i—styąp. styy

sty(«-y)=yy-*-- s|n 
i -j-styąp. styy

W pierwszera ze zrównań (K) uczyniwszy x=y, znaydziemy 
2styąpsty 2ąp —-

i — sty2ąp
j . dostyąp—stvąpdosty2ąp —------;—

(Z).

Położywszy w zrównaniach (£7) ąp-f-y=<», ąp—Y—by z cze-
Ct - ”'Ó i / j . •go ąp=—-—, y=----- :, wypadną nam naprzód zrównania

2 2
r .#4"^ i ,05——^wsta-f- wst o = 1. wst---- . dost ——,

2 2

. . I r , (2-i-b i ,a--- b
dosta-j-dost0=2.dost----- .dost------ ,

2 2
. 1W sta—wstó = 2. dost----- . wst------ ,2 2

, . , a-4-b .a—b
aosYb—dosta=2.wst----- . Wst------ ,

2 2
które dzieląc przez się otrzymamy
wsta-ł-wstó a-ł-b wsta — wstó a-f-b

=sfy—> =do»tydosta4"^os^ ' 2 dost£—dosto ~"J 2
—wstA a—b wst« +wst6 , . «—£- ------------- - = sty---- -5 ------- !------ =dosty------

dosta-J-dost£ J 2 dost£—dosta 2
ztąd ieszcze wynika, że
z a-4-b a~-~b
(wstćr-j-wst^): (wsta — wst&) = ity —■ • sty----- » •3 2

• <X);
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JVniosek 11. Wiemy źe wst^=i, wst35=—i, wst5£= 

i, wsty^=—i, itd; i ogólnie wst(4zz+i)^=i, wst(4«-f-3)£= 
— i, gdzie n iest iakakolwiek liczbą całką i dodatna. Do
stawy zaś tych wszystkich łuków są zerem.
we czterech zrównaniach (7') za oc naprzód

Kładąc przeto
(4zz+i>
-----2----- ' *

potem (4n-j-3)n
2 będzie

wrs 1(2/2* + y) = w’sty 
dost (2/2* -f- y) =dosty
W$t(2/2* -- y)—---Wsty
dost (2/2 w —y)—dosty 
że iest nieskończona liczba

ws t [(4Z^~~ — +y]=d os ty, wst[ —j-y]——dosty

dost£ —wsty, dost[^^^-+yj=wsty

wst £ (4^+0ff.—yj-—dosty, w’stT^——yj——dosty 
2 *"“2

dost [j—rc^-1)71-,—yj—wsty, —y]=—wsty
2 2

Wiemy znowu źe dostw ——i, dost2ir = 1, dost3% = 
— i, dost4^ = i, itd; i ogólnie dost(2tf + 0 K = — 1» 
dostawa =1. Wstawy zaś tych wszystkich łuków są zerem. 
W zrównaniach ( T') wziąwszy za oc naprzód (2^+i)ff a 
potem 2zztc , otrzymamy
wstp^rc + i)-* +yl=— wsty, 
dosir(2zz+1)'7r +yl==—dosty, 
wsł£(2«-f-i)ff —-y j — wsty, 
dost[(2/z+i)7t —yj=—dosty,
Te zrównania nam pokazuią,
łuków, których wstawy i dostawy są teź same iuź co do 
wielkości i znaku, iuź tylko co do wielkości a ze znakami 
przeciwnemi. Jdzie zatem, źe i każda inna łiniia trygonome
tryczna, mogąc się wyrazić przez funkcyą wstawy i dostawy, 
ma także nieskończoną liczbę łuków sobie odpowiadaiących.

Uwaga. Wziąwszy zrównanie wstz=a, kiedy ie rozwią- 
źemy co do x; będzie t równe łukowi którego wstawa iest 
«, toiest z=Łuk(wst—aj. Widzimy tu lód, źe sposób roz
wiązania teraz użyty zupełnie się różni od rych, lakie nam 
w części pierwszey na zrównania algebraiczne służyły: 2re, 
ponieważ nieskończona iest liczba łuków, które maią a za 
śwóię wstawę; przeto liczba pierwiastków w obecnym razie
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iest nieskończona. Zrównanie więc teraźnieysze iest natury 
cale odmienney od zrównań algebraicznych: dlatego zrów
nania, do których wchodzą liniie trygonometryczne łuków 
nieznanych, należą do klassy przestępnych; a same liniie try
gonometryczne łuków nieznanych lub zmiennych są fun- 
keya mi przestępnymi i noszą nazwisko funkcyy kołowych 
(fonctiońs circulaires).

§ 4. Rozwiązuią się zrównania dwuwyr azowe za pomocą 
liniy trygonometrycznych.

Ze wzorów trygonometrycznych możemy wydobyć spo
sób na rozwiązanie ogólne wszystkich zrównań dwuwyra
zowych. Takowe zrównania obięte $ve wzorze xm ąZu=o' 
przyyniuią kształt cc’" ąZ = o uczyniwszy a=b,n, i daią 
się przywieść doyWiązi—o przez założenie x=by. Dosyć 
nam przeto podać prawidło dochodzenia pierwiastków w zró
wnaniu ym zpi=o: bo skoro znaydziemy wartości na y; te

m
rozmnożone przez b czyli przez \^a zamienią się w wartości 
na x. Na ten doniec potrzeba naypierwey dowieść prawdy 
zamkniętey we wzorze
(dost-r+y"-—i. wstać)"' =dostzwccziz V-—l.wstzrcac ♦ : . . (Dz), 
o którey się przekonamy z następuiacego rachunku. Zróbmy 
wieloczyn z dwóch mnożników dostaszty-—J.wstać, dostyzt 
V—l.wsty; otrzymamy

(dosLr+y,— i.wstrr)(dosty zfcz V—l.wsty) = 
dost(as 4- /)—^—i.wst(oc+/),

następnie
(dosbrzLk^-—i.wsfcz)fdosty ziz V—i.wsty)(dostzzh V—lwstz) 

=[dost(x-f-y)zkV—i.wst(x+y)](dostz zh V—i.wstz) 
=dos t(x+y+z) ± V— i ,wst(cc4-y+2)>

i tak daley. Założywszy ać=y=£, wypada
(dostarzhy/—i.wstas)2=dost2a'zlzlZ—*x.wst2ac, 
(dostcczby/—i.wskr)3—dostSrrzty^—i wst3ac,

itd. itd.
Zatem podnosząc funkcyą dostcc Z±Z V—l.wstac do potęgi 
drugiey, trzeciey, itd, należy tylko pomnożyć łuk x przez 
2, 3, itd; i ogólnie, podnosząc do potęgi zzz, trzeba x roz
mnożyć przez/zr, ta iest właśnie prawda, którą wzór (D)
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W sobie ogarnia. Możemy ztąd wnieść nawzaiem, że wycią
gając pierwiastek potęgi m z funkcyi dostcr zt V—■l.wstcc, 

powinniśmy x rozdzielić przez toiest że

^(dostcciy7—i.wstx)=dost-~ db/-—l.wst-— . . . (E'y.

Ustanowiwszy ten początek, u ważmy że wstatpa półokręgu 
-rr, bądź wziętego pojedynczo, bądź ilekolwiek razy po

wtórzonego, iest zerem; toiest wsf/z* — o, a tem samem 
ztV^—i.wst«7f = o: a zaś dost/zir = zt i, gdzie -f~ należy 
do zz parzystego, — do nieparzystego. Zatem dost/z* zt 
V—l.wstw — ±i. Zęby rozróżnić dwa przypadki, raz gdy 
n iest parzyste, drugi raz kiedy nieparzyste, połóżmy w piór- 
wszym 2Ż na mieyscu /z, w drugim 2%-j-ii będzie

dost2^ ±V-—i.wst2^w =4-1, 
dost(2^+l)^ —l.WSt(2^+l)w ='—b

gdzie & ma jakąkolwiek wartość całką dodatną.
Zrównanie y”*qzi=o ogarnia dwa przypadki, toiest

-ym—y»»-J-i=:o; pierwszy daie yw=i, drugi y"‘=——i. 
W pierwszym razie możemy napisać

y®» =dost2&* zhV—i.wst2Ur ,
W drugim

y»» =doSt(2^-pl)w ±\/—l.WSt(2£+l)ir .
Zatrudniymy się naprzód pierwszym przypadkiem, który od
powiada zrównaniu ym—i = o. Będziemy mieli na mocy 
wzoru (Ey

, 2^ _i_»/ ,2^rry — dost----  ±V—l.wst---  •
z rn m

Ponieważ Ja może bydź liczbą jakąkolwiek, byleby całką i 
dodatną; zakładaymy więc koleją fc=of k=Lf £=2, itd; 
otrzymamy

1 2ir 1 . / 2ir 1
y = dost — zhv—l.wst— , I

772 772 f
, 4« , . / .4-r z . (E')

y — dost—±V—i.wSt-—, l
772 772 I

y = dost — —l.wstS— , J
772 772 /

itd.
Te wszystkie wartości są pierwiastkami zrównania y**asi.
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Trzeba nam się ieszeze przekonać, że ich liczba nie może 
przewyższać ztz; co bydż powinno według ogólnych własno
ści zrównań. Tym końcem rozróźniymy dwa przypadki 
zrównania yOT=i; toiest albo m będzie parzyste, albo nie
parzyste. W pierwszym razie nie mamy potrzeby brać za k 
liczby większey od —, którey odpowiada wartość

y = — i;
gdyż uczyniwszy —{-i, znaydziemy po uproszczeniu

y= dost(łc -]--- —l.Wstfrc -]---------------- )m ' m
dwie takie same wartości, iakie wypadaią z założenia £=
m . . .

---- - — i; bo w ostatnim razie
2

r=dost(w — -—)zhV-—l.wstfw — —);
z/2 7 V 7TC

a drugie i czwarte z ośmiu zrównań (C') pokazuią że 
doSt (w + ^-)=dost(ir —~ ), pierwsze i trzecie że

wst(w 4- ——wst(«—3^')’’ Przeto wartości na y od-

powiedne założeniu Z=—+1 mogą się wystawić tak

y=dost(w —-—) nz V—l.wstf 7? —— ); 

niczeru się więc nie różnią od wartości na y wynikłych z za

łożenia £= — —i. Ztąd poznaiemy, źe biorąc za £ liczby
2

większe od — trafiamy na te same wartości y, iakie się

otrzymuią kiedy k iest mnieysze od . Dla odkrycia za-

tern wszystkich wartości na y trzeba następnie za k brać

o, i, 2, 3... Gdyby każda liczba wzięta za £ prowra- 
2

dziła do dwóch wartości na y, liczba tych wartości byłaby

zra4“2; ale że k=o i k~~^— daią po iedney tylko warto- 
2
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Ści na y, więc y będzie miało różnych wartości liczbę m. 
Przez podobne uwagi można się upewnić, że gdy w zrów
naniu y1n =1 bedzie m nieparzyste, zawsze liczba wszyst
kich pierwiastków od siebie różnych, otrzymuiących się z za
łożeń Z—o, 1=1, 1=2, ild, iest koniecznie ni.

Chcąc wynaleźć pierwiastki zrównania ym 4-1=0 czyli 
ym =—1, trzeba w wyrażeniu

ym — dostj/zl+l)-* ±\/—l.Wst(2Z-4-l)w 
wyciągnąć pierwiastek potęgi m po obu stronach; przez co 
otrzymawszy

. (2/'4"1)Tt' i ./ 4(2^4-1y = dost---- —— ±V — i.wst----- ,
J 772 772

zakładać koleią 1=0, l=i, 1=2, itd, póki liczba wypa
dających ztąd wartości nie będzie równa m.

Ponieważ wszystkie wartości nay oznaczone przez (JF') 
sprawdzaią zrównanie ym = 1; każda z nich przeto podnie
siona do potęgi 772 wydaie iedność, a następnie każda iest 
pierwiastkiem potęgi m z iedności. Co nas uczy, że liczba 
pierwiastków iakieykolwiek potęgi z iedności równa iest wy
kładnikowi tey potęgi. Ztąd się ieszcze odkrywa, że każda 
ilość lub funkcyą niewymierna tyle ma różnych wartości, 
ile iedności zamyka się w wykładniku znaku pierwiastkowe-

tn m ____ tn m tu

go: bo V/«=VZ^.i=Vrz.v 1, gdzie na mieyscu Vi można wziąć 
albo 1, albo

dost----—i.wst—~, albo dost-——l.wst^—, albo itd.
772 772 ’ 772 772

§ 5- Otrzymuią się szeregi wyraiaiące wsławę i dostawę 
przez funkcyą łuku.

Wiemy że gdy łuk cr=o, wtedy wstcr=o, dostoP=i; 
ztąd wypada, że szereg postępujący według potęg cc wyra
żający wstawę cc powinien we wszystkich swoich terminach 
zawierać a?; albowiem na założenie cc = o, powinien cały 
Szereg zginąć, tak iak ginie wstać, którey ten szereg iest 
wartością: szereg zaś wyrażający dostawę powinien mieć 
pierwszym terminem iedność, a dalsze z mnożnikiem cc. Nad
to w takowych szeregach potęgi łuku cc nie mogą zacho
dzić tylko z wy kładnikami calkiemi i dodatnemi: bo przy-
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puściwszy np. źe wstxs=^x~~m-j4łd} wtedy czyniąc a?=o, 
wypadłaby wst.Q=op, co bydź nic może; do podobneyby- 
Śmy przyszli sprzeczności, gdybyśmy w szeregu dostawy a? 
umieścili którykolwiek termin inaiący łuk a? z wykładni
kiem odiemnym. Łatwo się także przekonać, że w tych sze
regach nie może bydź żaden wyraz, w którym by łuk x miał 
wykładnik ułamkowy; bo gdyby się np. znaydowął termin

OT »
Ga?,# czyli G\x n, wtedy iąko sam takowy termin raa 
różnych wartości liczbę zz, tak z iego przyczyny cały sze
reg miałby różnych wartości zz, a następnie wstawa i do
stawa łuku .a? miałaby tyleż odmiennych wartości; figura 
zaś pierwsza pokaźnie oczywiście, że każdego łuku wstawa, 
dostawa, i wszelka inna liniia trygonometryczna nie może 
bydź iak tylko iedna. Z teraźnieysz^ch uwag pokazuie się, 
Źe szeregi ułożone według potęg łuku x wyrażającą wsta- 
wę i dostawę tego łuku muszą mieć postać następuiącą 
wstx — ax-}-bxV-ł-cx3-i-dx4-^exs-ł-itd . . . . (G'),
:dostx = i-j-a'x-j-b'x2-[-c'x3-j-d'x4-j-itd . . . . ( fi').
Obaczymy zaraz że jeszcze nawet szereg (G') nie powinien 
zawierać potęg łuku qc z wykładnikami pąrzystemi, a sze
reg z wykładnikami nieparzystemu Na ten koniec przy-
pomniymy sobie że łuków równych różniących się znakiem 
wstawy są równe z odmiennym także znakiem, dostawy zaś 
są równe i zgodne w znaku; toiest wst{ — x) =—wstąp, 
dost(—a?)=dostac. Gdy więc w szeregach (G') i po
łożymy —x za X, będzie
-—wstx=—ax-\-bx7—cx34-c?x4—ex5 -f-i td.................. (^)>
dosta?=i—a'a?4’6'ao2-rc,x34’^,Jc^“;”itd..................

Odciągnąwszy (A7) od (G'), a dodawszy (£/) do (Z/'), znay- 
dziemy po rozdzieleniu wypadków przez 2
wstcc=rta'4-crr3-r^x54-itd, dosta"—i4-ó\x2+fZ\x44- itd.

Z tego wszystkiego wnosimy, źe rozwinienia wstawy i do
stawy łuku x maią kształt
wslx=^x+Bx3+Cx5-{-Dx“l 4- itd.....................( ^ ),
dostar=i-j-aj72-|-j3 a?4+y a?6 4" itd A7 )
gdzie B, C, Zł, . . . , a, y, . , « są jlośd stałe któ
re potrzeba ocenić. Przyydziemy do ich wartości następu
jącym rachunkiem. Ponieważ szeregi (Jf) i (A") powinny 
służyć na wszelką wartość x, możemy w nich przeto za X

Cz^ć 1?' 39.
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położyć ilość iakąkolwiek. Biorąc na miejscu ac naprzód y 
u potóm y-|-x, otrzymamy

wstyr=y/y4-7iy3-[.Cy 5-f-Z)y7+ itd,
<Iosty=i4-« y2-f-P y*+y y6+’tcl,

wsi (y 4-x j=^(y4-x)+£(y+x) 3+C(y+x)5+D( y+r)7 + itd, 
dost(y-f-x)==i+« (y+xy+p (y4-x)4+y fy+x)6 + itd.
Za wszystkie wstawy i dostawy połóżmy ich szeregi w (i) 
i (2) ze zrównań (7^), toiest w zrównania 
wst(y+x)= wsty.dostx4~dosty.wstx,
ilosl(y4-x)=dosty.dostx—wsty.wstx; będzie

y7(y+cr)+7Źfy-{-cr) 3+C(y+a?)5 +7?(y+a?) 7+itd =s
(Ay+By 34-Cy5-^-Dy1 4-itd)(i-j-« xs-f*P x4 -J-y x6 + itd ) 4- 

(i4*a y2~W3 y4-j-y )'6 + itd)(yźx+/^.r3+C',r54-^-^7+‘td), 
i+a (jz+^)2+i3 (y+^)4 +y (y+rr)6+itd = 

(j^-oty^ą-P y44-y y6+itd)(l-f-« X9-f-3 a?4+y X64" itd )
—(y/y+By3+G>'54-7ży74_itd)(-</x-}-^x34-Cx5-|-7)x74“ itd ). 
Ponieważ te zrównania powinny bydź sprawdzone przez 
wszelkie wartości a?, y, zatem po wykonaniu naznaczonych 
działań spółczynniki przy tych samych potęgach ilości 
zmiennych z obu stron muszą b\dź równe. Dosyć będzie 
dla naszego zamiaru porównać z sobą spółczynniki pierw
szey potęgi oc, eo nam da następuiące zrównania

2+5Q'4+77ży6-}-itd== u</+z/«y 2+^y 4+^/yy6 4"i td,
2« y -{- 4j3 y3 4” 6yy5 + itd =—A*y—ABy*—ACy*—itd. 
J te zrównania powinny mieć także miejsce na każdą war
tość ilości zrnienney y, przeto znowu spółczynniki jedna
kich potęg y muszą bydź po obu stronach równe; ztąd
A—A, 2*=—A*, 7yB=A* > ^——AB, 5C=A? ,

6y =—AC, ^D=Ay , itd:

zatćm
_ n__ 41 4- r_ 41___

1.2 ’ 1.2.3 5 1 i.2.3.4’ 1.2.3.4.5 *
— y/6 n— m

y 1.2.3 4.5.6’ 1.2.34,5.6.7’
Podstawuiąc te wartości w szeregi (M') i (A7'), będzie

wstx=.z/x---- 2-x’4--------~—-xs---------- x74~ itd,1.2.3 1.2.3.4.5 1.2.0.4.5.6.7
j . A* 8 , A* . A* b . .costx=i---------- x84- ---- =-,x4-------- - z ■-■7.T — itd.1.2 1.2,0.4 * 1.2.3.4.J.6. •< . / »,
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Zostaie nam tylko do ocenienia ilość A. Tym końcem po
dbielmy pierwsze zrównanie przez a?; będzie

wstać A'A9— A — -itd;sc2-h ~=~xX 1.2.0 ' 1.2.3 4.5
tu założywszy rr=o, wypada z/—stosunkowi między wata- 
wą luku niknącego a samym lukiem. Ten stosunek równy 
iest iedności, O czóm się przekonamy z następnych uwag:

, wstcc . , . wstcc ». .Wiemy ze stysc = (jo~^ ztąd dostx=^r-^; kiedy x co
raz się zmniejsza dążąc ku zero, wtenczas dostaw dąży ku 
iedności, więc i stosunek przystępuie także do iedno

ści,, a przeto styczna zbliża się do równości ze wstawą, tak 
dalece że uczyniwszy x=0, będzie wstawa równa styczney,
bo wtedy doshr=i; a zatem — —- = 1. Aże luk środkuieJ sty.o
co do swon'y wielkości między wstawą i styczną,- kiedy więc 
wstawa luku niknącego przychodzi do równości z iego sty
czną, tern bardziey wstawa takiego luku równa się samemu, 
łukowi; a przeto slosunek więc 1, i powyższe

szeregi będą ostatecznie
wstx=x—---- —4---- %v■- -> ' +>td . < . ; (O7^1,2.3 i.2 3*4.5 1 2*3.4*5»b*7 x z

2 4 ry-) ó
dostó=i——+4-itd . . . . (P'), 

1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6

$ 6. Funkcje wykładnicze łuku wyrałaią się przez iego 
wstawę i dostawę',, ztąd się wyciąga rozwinienie łuku po
dług potęg styczney,, i to się stosuie *do wynaydowania 

przybliioney wartości okręgu.

Jeżeli zrównanie fO') pomnoży my przez V~—1 i doda
my do zrównania (P')» otrzymamy
doste+y-i.wsŁr^i+o-e-i-—------ '1.2.3.4 +

-Sfeś-TTOS-"...........<«'
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Położywszy w zrównaniu (AZ) § 2. Roz. 11. e za a, x\f—1 
za 3Cj wypada2ŁŁI e* j W AJJUCIci
^,rf=,+iy_1_ii_xn£.+ _rL+

1 12 0 1 2 3 i •'^ O»^«\3
_ K6 ., ... 

i.a.3.4.5.6
Ostatnie zrównanie md zó zrównaniem ( Q' ) stronę drugą 
iednaką; więc i strony pierwsze muszą bydź równe: zatem

e.rr—i—dosta-J-*—i.Wsttf.....................(^)-
Odmieniwszy x na —cc, i pamiętaiąc że dost(—cc) —
dostcc, wst(—cc)——wstcf, znaydziemy

e~ -^^rrrdosttf-- V— l.\VstX ..... (Sf).
Zrównania (/?') i (5Z) daią wyrażenie funkcyi wykładniczey 
Juku przez iego wstawę i dostawę: można ie zamknąć w ie- 
dnem _

dostcĆ —l.WStcC.
Dodaiąc i odciągaiąc zrównania (/?') i 6$) otrzymamy 

ćjrF3rT_Le-xrzrr —e-xr^T
---------- -------- ’ ''s^=—jycr;— •dostać = 2 ' aY'-—1

gdzie wstawy i dostawy są wyrażone przez iunkeye wykła
dnicze łuku.

fcozwinierrie łu
ku podług po
tęg styozney^

Ze zrównań (/?') i (5Z) mamy 
x\f— i =l,(dostx+V/ — 1 .wstać),

—xV— i=l'(dostac——1 .wstać); 
ódciągnąw szy drugi wypadek od pierw

szego, będzie
2aV— 1 = J'(doshv4"V/-i-1. Wstx) — P(dost.t—V—1. wstx) = 
P (dostr-f-y/—1 .wsta-

dostjfr—V—i. w sta; 
fczyli

; . (H.1—v—1,Sty Ar v zr •
W Zrównaniu (P) $ 2. Roz. II. biorąc logary tmy Nepera i 
kładąc u==\f-—l.Styar, wypada

—i.st\a\ Ł , stv3x, sty5x .. stv7ac, .iłA1/
1—y—i.st).v x - 3 5 7 7

stroną pierwszą tego zrównania iest to tanio co stroną dru
gą w zrównaniu (P), zatem
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sty3#, stys a: sty7 x , Tr. s*=styi—-i—+—Ł----- -i—+ i(d < . . . (r'>,

takie iest roz winienie tuku podług potęg stycznćy.

Wynalezienie Ostatniego szeregu użyli Geometrowie do1
wartości o- wyrachowania przybliźoney wartości okrę- 
hregu. gu w funkcyi promienia. Wiemy że gdy

łuk iest ósmą częścią okręgu, iego styczna 
równa się promieniowi; toiest kiedy naówczas styxz=i:
zafcćm

J=i-i+J-ł+i-T,x+ iti-

Lecz ubywanie terminów tego szeregu tak iest powolne, iż
by potrzeba wziąć bardzo wielką ich liczbę dla otrzymania 
wartości przybliźoney. Chcąc ze wzoru (£/') wydobyć szereg 
nagley malejący na rachowanie okręgu, potrzeba aby łuk x 
miał styczną mnieyszą od iedności i żeby b)ł w stosunku 
w iadomym do całego okręgu. Albo też potrzeba dobrać ta
kich dwóch łuków maiących styczne mnieysze od iedności* 
aby pewna fuńkcya tych łuków znana co do swego składu 
była równa bo wtedy oceniwszy każdy z takowych łu
ków, moglibyśmy przyyść do wartości a z niey do warto
ści całego okręgu. Machin Geometra angielski znalazł źe 
od cztóry razy wziętego łuku maiącego styczną f odcią
gnąwszy łuk maiący styczną wypada na różnice
Zęby się o tern przekonać, nazwiyrny pierwszy łuk przez u, 
drugi przez ó; będzie stya=£, sty£==xj7: ztąd, na mocy

WzorU (Z) § 3. tego rozdziału, sty2a=-——== *4, i—sty* a
2 S t V 2sty 4zz==—————na mocy znowu wzoru (KJ §3*

tego Roz. »ty(4«—1)=—“ ~ 8tl*= g i =
l-j-sty4t/.sty6 1_Ftt?X23V

s^4> zatem 4«—£=£, Aźe podług szeregu (U')

5.53 + 7^7 + ip?’"“’ltd’

b = -i-----_1___ }-----L______ i----ł-itd;
t 23g 3.a3g3 5.2og® 7.23g7 ’
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, J 4 (-5"5^+5P-^+ .
4 ) ~(-4----- __L__.j-.__L_ ._J_+Itd)l

V 2ć>g ó.2^g3 52095 7.209’ ']
Ztąd łatwo wyciągnąć wartość półokręgu n a następnie i o- 
kręgu całego.

$ 7. ZTiszelka liczka dodatna ma uf każdym układzie nie
skończoną liczbę logarytmów między które mi ieden tylko 
iest rzetelnyj liczb zaś odiemnych wszystkie logarytmy są

uróione.

Ze zrównania e*^^==idostx4-V—--l.wstj? mamy xV—i — 
l'(dostx-f-V^—l.wst.r). Czyniąc koleią <r—o, x=2« ,
4* ,.............x=2£-tr ; wstawy tych wszystkich łuków będą
zerem, dostawy równe -J-i: zatem
os=l'.i, 2* l'.i, 4ir V—i=l'.i, 6« V—t=l'a . . . ,
2&r —l==I'.l.
Co nam pokazuie, źe iedność dodatna ma nieskończoną li
czbę logarytmów, między któreini ieden tylko iest rzetelny, 
i ten równa się zero. Ta prawda rościąga się do kaźdey li
czby dodatney; bo cc=a.i? więc l,.n=l,ći-J-l/.i.

Załóżmy znowu że x=ir , rr=5w , , . . , . x==
(2^-f-i)* • ponieważ wstawy tych wszystkich łuków są ze
rem, a dostawy równe —1; wiec
«3« /_i=l'(-2i), 5iv 0—i=l'(—i).. 
(2ł’+l)« /—l=/'(—1).
Tu widzimy, że iedność odiemna ma także nieskończoną 
liczbę logarytmów, ale wszystkie uroione; co się stosuie do 
każdey liczby odiemney, gdyż l'(—a) = lz(—i.a) = Y.a-f~ 
1(—1). Skoro więc rozwiązanie Jakiegokolwiek zagadnienia 
przywiedzie nas do logarytrau ilości odiemney, będzie to 
znakiem źeśmy szukali rzeczy do znalezienia niepodobney.

§ 8. ZT'stawy i dostawy łuków wielokrotnych wyraźaią się 
przez potęgi wstaw i dostaw łuków poiedynczych, i na- 

odwrót.

W §fie ólym przyszliśmy do zrównań
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(dosta-J-/— l.wstr)"1 = dost/nr-f-/— i.wst/nar,
(dostr—V-—i .wstr)w =dostznx——i .wstmx.

Jeżeli ie naprzód z sobą dodamy, a potem odciągniemy, 
wypadnie dostznx=
(dostr*}-V—i .wstx)»»-J-(dostx—V*—l .wsta?)”*— ,

2
u st zna? = ... w-
(dosŁr+y/—i .wst a?/”—(dostx — V—i. wst r)M-----------------------------.------------------------ .

2V—1
Te wyrażenia lubo zawierają w sobie ilości uroione, po roz- 
winieniu iednak wskazanych potęg okażą się rzetelne. Ma
my bowiem
(dostr -j-—i.w»te)“ = dosl** x + z/z V7- i .dostOT”’1x. wstąp

m(m—i), „——----------dost^^.wst2#
i. 2

m(rn—i)(zn—2) ./ , ,——-------- --- ------ 7 y—l.dost®*—3a?.wst3x-f- • • • ,1. 2. 3
(dostr — V-— i.wstx)w =dostOT« —m\S—i.dostwł—1x.wstx

— mSlL—ll dost™-2.r.wst2a;-{- 
1. 2

znfzn—iVzn—2d . . . , , ,----------- —------'y—i.dostw—3 oc .wst3#-}- • • •I. 2. 3
Podstawiwszy te szeregi w zrównaniach (ZZ77), znaydzieiny

dost/n# = dosP" x— ni^rri.—ii dost’””2 x. wst2 x 4- *
1. 2

ni(m—ldfzn—2)fzn—3), . . ...— ------- —L——2---------^dost^-^tf.wst4#—itd,
1\ 2. 3. 4

wst/nrc=wdoslw—kr.wsta*——————-ldostCT'~3# wst3
1. 2. 3

m(CT_,)(m_2)(OT_5)(?--4)rto5tm_5jKst5a_.t<|j
j. 2. 3. 4. 5 ,

Takie są wzory służące do wyrażenia wstaw i dostaw łu
ków wielokrotnych przez potęgi wstaw i dostaw łuków po- 
iedynczych.

Jdźtny teraz do zagadnienia odwrotnego. Nazwiymy 
dostx-j-\S—l.wshr— uf doshr—V—i.wstx=y,

będzie

doskv=j(«-f-y), wstx= —-(n—r).
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Ztąd naprzód wyciągniemy

dostw x= »
rozwinąwszy naznaczoną potęgę w drugim członku, wypa- 
dnie

, 1 r- . wf/7Z—iA
,doslw \um v-\---- -—— -^u “P +

i)fzn—2)aM_łfi, 
f 1. 2. 3

m(";— i)(zn-2}(CT—5)„m_4„4+ ];
i, 2. 3. 4 ■

lecz wyrażenie (u-j-v)m nie ocenieni wartości kiedy za u po
łożymy v i nawzaiem; przeto

dost"ł a:=-——p^“"2zz2 +
2"‘ L 1.2

m(m—iXct—mfm—lYm—o)fm—5)
1. 2. 3 1. 2. 0. 4

+ itd 3
Z dodania tych dwóch wypadków otrzymamy

2dostw rc==—+pOT 4“'w(&Wł~,p4-p,n~l«)-ł-

m(m— i) m(m~— 1y772__2')
---------——2P2-4-PWJ“2ZZ?)4- ——    (1. 2 V 1. 2. 3 V

itd 2
co się ieszcze może wystawie pod kształtem następującym 

2wt'dostwł x=uM -ł-vm +muv(u»-2_|_p»»—2j_j_

aW(w-<> + 
itd

Ponieważ pierwsze ze zrównań ( Tp~> y znaczące iedno co
Z/” *4’l,n . Im

lostznx—- ----- czyli un -j-v == 2dost/7Z5r, ma mieysce
aa wszelką wartość m, przeto zt»l ^2+„„1-2-- dostfzzz—2).r, 
Mw-44-pW-4_2d0St(z»—4)<r, = 2dost(m—6 )x,
td. Nadto wP=(doshr+V—1'vstr)(<|ostr—V— iwstx)= 
lost2cc4-wst2cc=i, a następnie u^-z.^ uzvz—x^ itd. O- 
itatni zatem szereg po włożeniu tych wartości i rozdzieleniu 
>bu stron przez 2 zamieni się na
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2”* dosf” Ce=dost/7ZCe-f-7ttdost(m—2);e-f- 

^=l)doSt(m-4)x- + 'fciK^)dost(,„_6>+iH,

Taki iest szereg służący do wyrażenia potęgi z dostawy łu
ku poiedynczego przez dostawy łuków wielokrotnych. Czy
niąc kolgią m—i, m=2, m=='5,,^, i pamiętaiąc źe do
stawa łuku odiemnego równa sie dostawie takiegoż same
go łuku dodatnego, znaydziemy
2dost x =dostce-ł-dost(—cc 2(1 ostce,
4dost2ce=dost2ce4-2dost.o+dost(—2ce) = 2dost2ce+2, 
8dost3x==dost3x4-3dost#-f-'3dost(—x)4"dost(—3x)=2dost3tf

4-6dostsc,
itd. itd. itd.

Ztąd
dostce=d ostce, dost2ce==^(dost2ce+i), 

dost3ce=|(dost3ce+3dostce), itd.
Dla wyrażenia wst"*cc przez liniie trygonometryczne łu

ków wielokrotnych, weźmy zrównanie wstce——v) 
z którego j

wst“x=’i5vC^y(“-‘’)'’ ’

rozwinąwszy wskazaną potęgę w drugim członku zrówna
nia, będzie . '

wstw cc— > - , -—2P«
(2V—i)w L i. 2

i)(zn^2) t m(m—i)(m—2)0n—5)
i. 2. 3 ' i. 2. 3. 4

•— itd]..................... ( * ).
Ponieważ u—v——(v—u), więc (u—p)w< =[—(V—w)]wł = 

—u)m , gdzie znak + należy do m parzystego, — do 
nieparzystego. Weźmy naprzód przypadek kiedy m iest pa
rzyste: w tym razie można za (u—v)"* 1 położyć (o—#)"* »
ztąd

wst'“ X =7-r,------? —mv'"-'u+ t* -(2V—i)wł i 2
refz/2—2) , Z/zfz//—l 2)(^— 3) ( A

1. 2. 3 1. 2. 3. 'ł
— itd J,

Dodawszy z sobą otrzymane dwa zrównania, znaydziemy 
Czek 11. 4o.
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2wsl’”x +p”—
,zr^v-2^+^-2^)--”~.'?,nr2^“~3^+

albo *’2'

2\vstw OC --- ——--f 2rlost/7/A; 27/zdost(zZZ 2)cr-f-

2wf/zz—i) 7m(m—i)f/zz—2) , . n '
1 2 dosi(zzz—4)cc---------- -—-7----- ~ dost ( m — 6 ):r

-{■'trlj;
dzieląc obie strony przez 2 i uwaźaiąe że (2/ — i)"‘ — 
zt 2"* gdzie znak -j~ Śłiiźy kiedy m iest rozdzielne przez 
4, — kiedy zzz iest tylko rozdzielne przez 2, otrzymamy

+2Wł wstw a?=dostz7za?—zzzdosl(zzz—2)a?4~
m(rp—1) m(m—i)fzzz—2)—-—<dost(/»—Ą)jc---------------—„—-7dost(zzz—6).r-}-itd.

Czyniąc zzz=2, z;z=4, itd, będzie
«— 4wst*a?=dostęa?—2dost.o+dost(—2rr)= 2dost2a?—2, 
-j-l6wst4a?=doSt4cV—4dost2,'r + 6dost o — 4dost(— 2aJ +

dost(—4x;—2dost4a?—8dost2a4-6, 
itd. itd. ' itd.

Ztąd
wst2ar——dost2cr),wst4a’=^(dost4<r—4dóst2rr+3)> itd. 

Jeżeli zzz iest nieparzyste; wtedy biorąc —(c «)"* za
(u—v)M wypada
YYSl"‘ +/zzp’«-’zz—7^y-^w"2"2 +

zzzfzzz—i)f/zz—2) wz_3t>3 zzz (zzz— 1 2XZ7Z t̂?)pgt-4 u4 4.------ _____ p lŁ ! 5 4
itd];

dodawszy to do zrównania (*), będzieA
2wstw x= -—U------ [um —vm —m(uw~~Av—+

(sf-i /* L
773 2 \lt «-2p 2 _ ^"-2ZZ« )

1. 2
_ /t^_3p3 _ ^-3zp)_|.itd]

1. 2. 5
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1

i)" fr*" — v'“ —"•“•'O-2—t'--2) +
m(m—i)

li/2 P2(mw—4---4ji. 2
m(jn— i )(z7z—2)w 3 v3 («»»-«—pOT-6)-{-itdj.

Drugie ze zrównań ( W ), które się może wystawić pod 
kształtem
U,n   _ 2^/   T. Wst mx^ (lai’e um~~2   pOT—2 —-
W—i.wst(/n—2)r, z^-4—fr*-4=2Y/-—i.wst(/rc—4)a?, itd;
wiemy przy tern źezw.=i, zz2^2=i, itd. Podstawiwszy te 
wartości w ostatnim szeregu, znaydziemy po rozdzieleniu o- 
bu stron przez 2

WSl“ X = V (V—! )"~tWStCT3>-m*S»('«— 3>+
in(m— 1) jZ /x m(m— i)(ra—2) . ±z
- ----------- wst(m—4)ce--------------------------- ------ 2 wst (/w—6)x+itdj.

Ponieważ m iest nieparzyste, będzie m—1 parzyste; przeto
(V—i)OT—1 = ± 1, gdzie znak + służy kiedy m—1 iest
rozdzielne przez 4, — kiedy tylko przez 2. Będzie przeto

+ wstwł x=wstz7zrr—zzzwśt(/n —2)0*+
772(772—1) z mim—i)fzn—2) . , ...—-—;—< wst(zzz—4)x------- ------------ \--------- - wst(zzz—6)ac +

Kładąc 772=1, 772—3, itd, i pamiętaiąc że wstawa łu
ku odiemnego wzięta ze znakiem przeciwnym równa się 
wstawię takiegoż samego łuku dodatnego; wypadnie

2WSta?=wsta>—wst(—a?)==wst;r-Hvstx=2 wstcc 
•—8wst3x=wst3cc — 3wstcc + 3wst (■— a:) — wst (—3ac) =

wst3cc—3w3tcc—-3wsta?-ł”wst3.£—2wst3# 6 wstać 
itd. itd. ńd.

Ztąd
wste=wstx, wst3x=—^(wst3x—3vvsfcr), ńd,
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WYKŁAD
Sposobu P. B U D A N 

na rozwiązanie zrównaó liczebnych*
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Wolno drukować, Wilno d. 10. Marca 1828 r*

Cenzor 2V. Jurkiewicz.
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SPOSOB P. BUDAN
NA ROZWIĄZANIE ZROWNAN LICZEBNYCH WSZELKIEGO STO
PNIA ZA UŻYCIEM NAYPROSTSZYCH TYLKO ARYTMETYCZ

NYCH DZIAŁAŃ DODAWANIA I ODCIĄGANIA.

§ I-
Z>e spólczynników zrównania danego oceniaią się spół~ 
czynniki dla zrównań maiących pierwiastki mnieysze o 
lrj 2j Oj . . . . n«

i). Gdy przez dodawanie wyrazów w jakimkolwiek sze
regu utworzymy szereg drugi podług takiego prawa, aby 
każdy termin szeregu nowego był zbiorem z odpowiednego 
co do mieysca terminu w szeregu danym i ze w szystkich go 
poprzedzających; ten nowy szereg zwać będziemy szeregiem 
zbiorowym porządku pierwszego, a iego wyrazy summami 
pierwszemi. Szereg zbiorowy pierwszego porządku prowa
dzi tą samą drogą do zbiorowego szeregu porządku dru
giego złożonego z summ drugich; itd. Tu summy uważa- 
ią sią wr rozumienin algebraicznem, toiest iako prze wyżka 
zbioru w'yrazów poprzedzonych iednym ze znaków Ą- lub 
— nad zbiór wyrazów poprzedzonych znakiem przeciwnym.

Przykład.
szereg dany........... i .. i .. i .. i .. i .. i
summy pierwsze .. , 
summy drugie.... 
summy trzecie....

i .. 2 .. 3 .. 4 .. 5 .. 6 .
i ,. 3 ,. 6 .. 10 .. i5 .. 21 .
i .. 4 10 .. 2o.. 35 .. 56 .

(a).

Szeregi teraźniejszego przykładu obeymuią liczby zwane 
przez Geometrów liczbami figurnemi. A w szczególności 
summy drugie są liczbami tróykątnemi, trzecie są ostrosłu
powymi', itd. (*). Tu każdy szereg ma za wyraz pierwszy

(*). Takowe nazwiska pochodzą ztąd, że wziąwszy tyle 
kul równych ile ma iedności którakolwiek liczba tróykątna, 
można ie tak uporządkować, iż będą styczne, i ich układ 
będzie miał postać tróvkąta równobocznego. Z kul podo- 
bież stycznych wziętych w iakiey kol wiek liczbie osfcrosłupo- 
wey może bydź ułożony ostrosłup trójkątny foremny, to- 
\est maiący wszystkie krawędzie równe.
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ienlność, za drugi Jakąkolwiek liczbę całką. J podług tego,* 
iak drugim terminem szeregu iest i, 2, 3,,..., liczby fi- 
gurne w szeregu zawarte są porządku pierwszego, drugie
go, trzeciego, itd: summy np. trzecie są liczbami figtfrnemi 
porządku czwartego. Ze sposobu tworzenia się tych szeregów 
wypada, że każdy w którymkolwiek z nich wyraz równa się 
summie z wyrazu przyległego poprzedzającego i z wyrazu 
odpowiednego co do inieyśea w szeregu bezśrednie wyż
szym: tak, iż nazwawszy dwa przyległe terminy w jednym 
z szeregów przezp, q; im odpowiedne w szeregu następnym 
przez P, Q, będzie

Q—P-rq * . . * (£).
Ta uwaga pomoże nam do wynalezienia ogólnych terminów 
na wszystkie porządki liczb figurnycb. Do czego przyprowa
dzą następuiące postrzeżenia. Rozwinąwszy ułamki

1 — f ’ 0—(i—*)'8.’ C772)4’ ,.td’ * * ’ 
w których licznikiem iest iedność, a mianownikiem coraz 
wyższe potęgi dwuwyrazu 1—2, otrzymamy

—-—— 1+2 + 2a + 23 + .z4 + • i

(1—z)a
1

6—-2):

: 1+22+32®+42®+5x4+ *

-=l+3z+622+ 1023 + l524+. ..

(1—z)'
-=1+42+1022+2023+3524 + ...

gdzie widzimy, źe spólczynnikanai w szeregach są liczby fi- 
gurne co do porządku odpowiedne. Będziemy pewni, że u- 
patrzona tu zgodność spółczynników z liczbami figurnemi 
zachodzi we Wszystkich terminach szeregowych ciągnących 
się bez końca i we wszystkich teraźnieyszych szeregach, ie- 
żeli okażemy ioćZ, że każdy spółczynnik w pierwszym sze
regu iest koniecznie iednością, toiest liczbą figurną pierw
szego porządku; 2re, źe ze spółczynników każdego szeregu 
tak powstałą spółczynniki szeregu następnego, iak się two
rzą iedne z drugich przyległe sobie porządki liczb figurnych. 
Co do pierwszego. Mianownik ułamku ■ _ ustanawia
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między spółczynnikami szeregowemi związek zawarty w zró-r 
wnaniu Q—P~o (Alg. Część II. Roz I. $1.) gdzie P i Q są 
dwa którekolwiek spółczynniki bezśrednie po sobie idące. 
Takie więc spółczynniki są równe: aże naypierwszy iest je
dnością; będą też wszystkie równe iedności. Co do dru
giego^ Oczywista iest naprzód, że we wszystkich szeregach 
( d ) wyrazem pićrwszyin musi b\dź iedność; bo do niey 
przywodzi si^ każdy z ułamków (c) przez założenie z = o, 
Powtóre, że każdy z tych szeregów rozdzielony przez i—z 
powinien wydać szereg następny. Wyraziwszy zatem ieden 
z szeregów przez

l-^-azĄ-bz^JpcztĄ-dz4-^.............;
idący po nim przez

lĄ-AzĄ-Bz2-j-Cć3-\-Dzf* -f- . . , .,
będzie

ztąd po uwolnieniu od mianownika i sprowadzeniu do zerą 
wypada

A z + Biz2 -j- C z3 -j- Z) z4*-}” .... =o;
—1 —£ —C
—a —b —c —d

równaiąc z zerem spółczynniki przy różnych potęgach ilości 
z mamy

A—i—zz=o, .//—Z»=o, C—B—c=o, D—C-~d=o,..i

następnie

A=i-{-a, B—A+b, C^zB-\“C) D—C-j-d, .....

Te zrównania nas uczą, że spółczynniki przyległych sobie 
szeregów formuią się iedne z drugich podług tego samego 
prawa, iakieśmy upatrzyli w liczbach figurnych i zamknęli 
we wzorze (ó). Tak więc mamy przekonanie o tosamości 
liczb figurnych ze spółczy unikami szeregów (d). Przeto o- 
gólne terminy podane (Część II. Roz. I. $ 2.) na spół
czynniki tych szeregów są oraz terminami ogóluemi dlą 
liczb figurnych. Następnie liczba figurna położona na miey- 
ęcu n będzie

Część li* 4l.
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w porządku pierwszym . . *............... i i

w drugim ................. i . . zz
w trzecim ...... |

1.2 I
w(/?+i)(zz+2') \ fe\w czwartym ..... ——!—7 1—/ V—J 1. 2. 3 /

w porządku m... "("+C(«+°)-(”+”»-2)l 
i. 2. 3 . . . (w—i) |

2). Niech będzie jakikolwiek szereg liczb 
a0 ... ... <i2 ... ^3 ... itd.

JDodaiąc w nim wyrazy dla uformowania szeregów zbioro
wych otrzymamy

szereg zbiorowy lssy . . aD ao ao ao itd.
4-n, +«i +0,

+«-2 +«2 
+«3

szereg zbiorowy 2gi . . ao 2aoi 3ao 4ao ud.
+3«j

l+aS +20 S 
+ «3

szereg zbiorowy 3c/ , . aJ 3oo 6oo ioaQ itd.
|+«i +5o, +6«x

+ a2 +5«2
+ «3. • i -• .« • . • . . • • •

Łatwo tu postrzegamy, ze wyraz położony na mieyscu n 
w szeregu zbiorowym każdego porządku iest summą liczb 
figurnych n tegoż porządku rozmnożonych względnie przez 
wyrazy w liczbie n szeregu danego wstecznie wzięte. Wy
raz np. czwarty W’ trzecim szeregu zbiorowym iest summą 
ze czterech liczb figurnych trzeciego porządku 1, 5, 6, 10 
rozmnożonych przez odwrotnie idące cztdry wyrazy szere

gu danego «3, a2, ar, «Q.
Przykład. Z szeregu

2+5—3+4—3+o—1
powstaie

szereg zbiorowy iszy 2+7+4+S+5+5+4
......................2gi 2+9+i3+2i+26+3i+35
...........................................................3ci 2+11+24+45+71 + 102+137,
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W trzecim szeregu zbiorowym czwarty wyraz 45 iest ró
wny 4a—3.3+5.6+2.10.

3). W zrównaniu iakiemkolwiek 
p5C4+^3c3+rx2+sa?+/===o.....................(f)

uczyniwszy x=i+y wypad nie
p +4py+6py2+4p y3+py4=o;

+q +3q +5q +q >
+r + 2r + r 
+s + s 
+Z I

aże założenie x== l+y daie y=x-—i, przeto 
p (x-1)°+4p (x-1)1 +5p (x-1)2 f 4p (x-1)3 ip(r-1) 4—o.... (g)\

+</ +?>q +?>q + q
+ r +2r +r
+ s +s
“ł" .
Spółczynniki ostatniego zrównania tormuią się ze spółczyn- 
ników zrównania danego (/) podług pewnego prawa, które 
łatwo upatrzymy pamiętając na prawdy okazane w liczbie 
poprzedzaiącey. Albowiem podług tey liczby, spółczynnik 
p+<y+r+s+Z przy (x—1)° w zrównaniu (g) iest wyrazem 
ostatnim pierwszego szeregu zbiorowego powstaiącego z sze
regu spółczynników w danem zrównaniu p, q, r, s, ł, 
Spółczynnik 4p+3<y+2r+s przy ( x—i )x, będąc summą 
liczb figurnych drugiego porządku i, 2, 3, 4 rozmnożo- 
nych przez ilości s, r, q, p iest wyrazem przedostatnim 
drugiego szeregu zbiorowego. Spółczynnik 6p+3<y+r przy

—i)2, będąc summą liczb figurnych trzeciego porządku 
i, 3, 6 mnożonych przez ilości r, f/, p, iest wyrazem po- 
przedzaiącym przedostatni w trzecim szeregu zbiorowym. 
Zgoła, coraz dalsze spółczynniki zrównania (g) są wyraza
mi coraz bliższemi początku w szeregach zbiorowych bez- 
Średnie po sobie następujących: naostatek spółczynnik przy 
x—i w naywyższey potędze iest tenże sam iaki ma nay- 
wyźsza potęga x w zrównaniu danem.

Na mocy uczynionych dopiero postrzeźeń, chcąc ze 
zrównania np.

2t4— i otr3 +5sc® —5a?+12=0 
otrzymać takie, w któreinby pierwiastki były o iedność 
mniejsze, czyli w któremby ilością nieznaną było sc—1,
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potrzeba w szeregu spółczynników

2—io+5—5+12
uformować szeregi zbiorowe coraz o ieden wyraz któtsze, 
toiest

2—8—5—8++
2—6—9—17,

. 2—4—13,
2-- ;2,
2;

n końcowe terminy tych szeregów będą spółczynnikami przy 
coraz wyższych potęgach dwuwyrazu x—1 w zrównaniu żą- 
danćm, które następnie ma postać

4—17(0:—1)—i3(ac—1)2—2(cc—i)3+2(cc—i)4=o 
czyli

2(cc—1)4—2(3?—1)3—i5(cc—1)2—17 (cc—i)+4=o. 
Prawo na formowanie spółczynników dla zrównania z pier
wiastkami pomnieyszonemi o iedność iest ogólne na wszyst
kie stopnie: o czem się zaraz przekonamy. W zrównaniu

pocm -\-qxm~ 1+ . * . . +rcc3+scc2+/cr+M=o 
obeymuiącem każdy stopień, podstawiwszy 1+/ za x, kie
dy w wypadku położymy x—1 na mieyscu y, otrzymamy

Iz . z \. , m(tn—-i) (x—i)2 +P (cc—i)c+/2y(y—1) + —y—- p
,z \ , (m— i)(zzz—2)

+ 7 +(m—i)g +------- ^7^-------<Z

+ r +3r +3r
+ S +2s +5
+ t +*
+ZZ

m(m—i)(z/z—2) ; . ' , z x 1--- --7-5—/' (x—1)3+. . •+p(*—1)" =0
, (m—+................

+ r
Tu oczywiście zachowane sa w składzie spółczynników te 
wszystkie prawa, iakieśmy w zrównaniu (g) postrzegli. Spół- 

cżynnik bowiem przy (cc—1)° iest summą wszystkich spół-
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I

Czynników zrównania danego, których liczba iest ih + l. 
Spółćzynnik przy (cc— i)1 iest summą wieloczynów ze 
wszystkich prócz ostatniego Spółozynników wstecznie bra
nych przez t\leź liczb figurnych drugiego porządku i, 2, 3, ,.m. 
Do spółczynnika przy (x—i)2 wchodzą dodane wszystkie 
prócz dwóch ostatnich spółczynniki rozmnożone przez licz- 

m(/7z—i) £e
1. 2

by figurne trzeciego porządku i, 3, .

m(m—i) . , z , . ., .. ,-----------z iest w Samey rzeczy wyrażeniem ostatniey liczby
3. • tZ

figurney tego porządku położoney na mieyscu m—i, łatwo 
się można upewnić podstawiwszy m—i za n w terminie o- 
gólnym na ten porządek, toiest w J tak daley.

4). Jakim sposobem ze zrównania danego form nie się 
Zrównanie z pierwiastkami zmnieyszonemi o iedność, tak 
znpwu z tego ostatniego Wypada zrównanie, którego pier
wiastki będą ieszcze o iedność pomnieyszone, a przeto dwie
ma iednościanii mnieysze niż w zrównaniu danem. J powta- 
rzaiąc następnie ten sam rachunek możemy przyysc do zró
wnania maiącego pierwiastki mnieysze o liczbę całką iaką- 
kolwiek n. Przykład.

dc3-—703+7=0; 
i+o—7+7,
i+i—6+i,
1+2—4,
i+3,
U

(cc— i)3+3(cc— i)2 —4 (cc— i)+1=o; 
i+3—4+i, 
i+4+o+i,
1+5+3,
i+6,
i;

(a;—2)3 +6(x—•?)2 +5(±—2)+1 =o. 
itd.

Zrównanie dane, służące na ocenienie wartości cc, zwać bę
dziemy dla skrócenia zrównaniem na cc; a wypływające z nie
go, które za ilość nieznaną maią cc i, cc 2, « . ., zrów- 
baniami na x—i, na —2, itd.
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Lubo sposób wynalezienia Spółczynników dla zrównania 

ńa x—n iest bardzo prosty; staie się atoli zbyt długim, gdy 
liczba h będzie znacznie wielka, np. kilką znakami wyra
żona. Okazem v zaraz, iak działanie W tyra razie może 
bydź skrócone. W iakieińkolwiek zrównaniu

x3—4a?2+3a?—b—o 
założywszy x=iox', znaydziemy

loooas'3—4oox/24-3o3c'—6=o, 
czyli po rozdzieleniu wszystkich wyrazów przez iooó

a/3—o,4a/24-o,o3a/—0,006=0:
To zrównanie ma pierwiastki dziesięć razy mnieysze niżeli 
dane, a formuie się z danego dzieląc spółczynnik wyrazu 
drugiego przez 10, spółczynnik wyrazu trzeciego przez po
tęgę drugą z 10, spółczynnik następny przez potęgę trzecią 
z 10, itd. Gdybyśmy byli założyli a?=ioocc/, wypadłoby 
ztąd zrównanie z pierwiastkami sto razy mnieyszemi; i mo
głoby się także uformować z danego dzieląc spółczynniki 
wyrazów drugiego, trzeciego, itd, przez potęgę pierwszą ze 
100, drugą, itd. Nawzaiem, chcąc otrzymać zrównanie 
z pierwiastkami 10, 100, itd. razy większemi, potrzeba 
w spółczynniki zrównania danego wprowadzić odmianę taką 
sarnę przez mnożenie, iakąśmy zmnieyśzaiąc pierwiastki wpro
wadzili przez dzielenie. Pierwiastki np. zrównania

a?3—4oocc'2 -f-3ooooa/—6000000=0 
będą sto razy większe od pierwiastków zrównania

xz—4a?24“3x—6=0.
Kiedy zrównanie dane na x przerobimy wskazanym dopiero 
sposobem na zrównanie z pierwiastkami dziesięć razy rnniey- 
szemi, toiest na maiące za ilość nieznaną ; kiedy z tego

ostatniego wyciągniemy zrównania na —b —-—2, ńń
. _ ,. x—10 x—20 x—3o ... .—3, . . . czyli na --------- , --------  , -------- ,. ..: 1 kiedy na-J 10 10 10 ’ J
reszcie do tak otrzymanych wprowadzimy odmianę powiek- 
szaiącą ich pierwiastki razy 10; wypadną ztąd zrównania 
na 10, x—20, x—3o,. . , Podobnie się postepuie w for
mowaniu zrównań na ac—100, X—200,...: toiest zrówna
cie dane potrzeba przekształcić naprzód lia zrównanie na
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X , . , , . X X . „---- : z tego wyciągnąć zrównania na--------1.-------- 2,. t ..100 & ' 100 ’ 100

X-r—ioo x—200 . . • i
czyli na —1"~ ’ ——— ,... iw wypadków) eh powięk-

, szyć pierwiastki sto razy. Przykład. Ze zrównania 
x3 —4xe~l-5x—6=o

wyprowadzić zrównanie na x—5i2. Do tego celu przywie
dzie rachunek odbyty następującym porządkiem: 
spófczynniki zrównania na a?. . i—4+3—6

CCzrównania na — .. i—o,o4+o,ooo3—0.000006 100
' X

na lóo”1 ”*1 +2'96+2j92o3+°,960294

na —2..i+5,g6+i i,84o3+7,84o5g4

na —3 czyji na 1+8,96+26,76o3+26,64o8g4
na x—3oo..1+896+267603+26640894
na —^—..1+89,6+2676,03+26640,894

nr—3oo nr—5oo—10 _.-na------------- 1 czyli na —------------- czyli10 J 10 J

na 1+92,6+2858,23+29407,524

na x—3io,.1+926+285825+29407524 
na x—5i 1..1+929+287678+29694274 
na x—312.. 1+932+289539+29982882,

Żądane przeto zrównanie będzie
- (x—312) 3+g32(x—3i 2) 2+28g53g(x—3i 2)+2gg82882=o. 
Z teraźnie)szego rachunku pokazuie się, że w formowaniu 
zrównania na nr.—n, potrzeba oceniać spótczynniki dla tylu 
tylko zrównań iaka iest summa wszystkich znaków liczby 
n uważanych za zbiory iedności prostych.

Uwaga 1. Jakiebykolwiejc były znaki terminów w zró
wnaniu na x', gdy zmnieyszać będziemy iego pierwiastki o 
1, 2, 3,..., przyydziemy koniecznie do pewnego zrówna
nia na nc—n w którem wszystkie znaki wypadną dodatne, 
Daymy bowiem że spółczynniki na nr składaią szereg

5—7—10—12
maiący wszystkie wyrazy odiemne oprócz pierwszego który

www.rcin.org.pl



( 328 )
zawsze bydź może dodatnym. Formuymy z nich spółczyn
niki dla zrównania na x—i:

spółczynniki dane . . . 3—7—10—12 
szereg zbiorowy is.zy .. . 3—4—i4—26

237 . . . 3—1—15 . .
3ci . . . 3-1-2 . . . •
4/y ... 3............

Widzimy w tych szeregach, że wyraz drugi coraz się u- 
mnieysza wyrazem pierwszym; i w szeregu przedostatnim iuż 
się staie dodatnym, tak, iż szereg spółczynników dla zró
wnania na cc—1

3+2—15—26
będzie miał dwa początkowe terminy ze znakiem +, W for
mowaniu spółczynników dla zrównania na x—2 oba pierw
sze spółczynniki dodatne zrównania na x—1 przykładać Się 
będą do umnieyszenia idącego po nich spółczynnika odie- 
mnego iak pokazuie następny rachunek;

spółczyn. zrów. na x—1 ..5+2—15—26 
szereg zbiorowy 152/.. 3+5—10—36

2g7 . . 3+8—2 . . •
3ci . . 3+ii ....
4zy .. 5 ...................

Chociaż W szeregu spółczynników zrównania na x—2 
5+i 1—2—36

wyraz trzeci iest ieszcze odiemny, ale iest mniey'szy niz 
w zrównaniu na cc—1. Posunąwszy daley zmnieyszenie pier
wiastków, znaydziemy, że spółczynnikami zrównania na 
x—5 będą

3+20+20—24
z których tylko ostatni iest odiemny; a spółczynniki zrów
nania na x—4 będą

5+29+78+28
wszystkie dodatne.

Uwaga II. Wyłożony sposób na ocenienie spółczynni
ków zrównaniom na cc—1, X—2,... może nas także przy
prowadzić do odkrycia spółczynników dla zrównali na cc+i, 
cc+2, . . . W tym celu potrzeba
lód, W zrównaniu danćm np.

2 cc3—3cc2—4cc+5=o
położyć —x za cc, albo, co na iedno wychodzi, odmienić
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znaki przed wyrazami zawi 'raiącemi potęgi X cechowane 
wykładnikiem nieparzystym; zrównanie na x weźmie postać 

—2x 3 —3x 2 +4x+5=o
JC zyłi

2x3+5x*—4x—5—o.
2re, ztąd wyciągnąć spółczynniki dla zrównań

2+9 + 8 —4 
2+l5+22+l5

na x—i 
na x—2 które będą

3c/<?, podłjug otrzymanych dopiero spółczynników na
pisać zrównania

na x—i . . 2(x—i)s+g(x—i)2+8(x—i)—4=0 
na x—2 . . 2(x—2)3 + i5(x—2)’+22(x—l)+l5=0 
\.......................... • • i..................... . .

ą ponieważ x znaczy to Samo cę x wzięte z przeciwnym zna
kiem, przeto ostatnie zrównania przyymą wyrażenie

—x—i)3+ 9 (—x—1)2+ 8 (—x—i)—4=o
2(—X—2) 3 +1 5(---X---2) 2+22 (—X---2)+15=0

czyli

czyli

—2(x+i)3+ 9 (++1)2— 8 (,r+i)—4=o 
—2(x+2) 3 +1 5(x+2) ?—22(x+ 2)+15=0

2(x+i)3—- 9 fx+i )2+ 8 (.r+i)+4=o 
2(x+2) 3 — 1 5(x+2) 2 +2 2(x+2)— 1 5=0

j będą ^równaniami na x+i, x+2, . . .
Na mocy poprzedzaiącćy uwagi przechodząc od zrów

nania na x do zrównań na x—1, x—2.... trafimy na zró
wnanie na x—n ze wszystkiemi spółczynnikarai dodatnemi: 
Jęcz że potęgi nieparzyste dwuwyrazu x—n czyli —(x+«^ 
są odiemne; przeto w zrównaniu na x+/z nie będzie żadne
go następstwa znaków, ale tylko same przemiany.

Uwaga III. W zrównaniu 
pxm +gxw_1+ . . . +w=o .... 

podstawiwszy l+y za x, znaydziemy
v py"*+<2,yw“1 + .... +«'=0 

gdzie p, q', . . . n' powstaią z p, q, . . u podług wiado-. 
mego prawa. Kiedy potem. wrócimy—ar—i za y, otrzymamy 
zrównanie

Cześć //, 42.

('*)
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p(a;—i/-+^'(x—' +w—0 ••••(*) 

maiące stronę piórwszą iednaką ze zrównaniem (h) na 
na wszelką wartość cc; zatem
pXm • • • 4“M=p(#---’)"* + ---l)OT — ,+ . ♦. +"'•
Postąpiwszy ze zrównaniem (k) podobnie iak z (/z) przyy
dziemy <lo

p(x—i)m + q'(x—i)1”""1 + • • • + u'=p(x—2)m +
2)w'“1+ • . • +«".

Ztąd
pxm 4-ęxw~,+ ... -ł~u—p(x—i')®* +ry/(x—i)w—l4- . .. -j-u'— 

p(x—2)®» 4-gz/(x—2)M~1 -j- u'f.
Zgoła, strony pierwsze zrównań na cc, cc—i, cc—2, . . . 
są równe na wszelką wartość cc. Następnie wypadki z pod
stawienia w nich iakieykolwiek liczby na mieyscu X muszą 
•foydź iednakie. Z czego wnosimy, że ostatnie terminy tych 
zrównań M, w",... są liczbami do których się przywo
dzi zrównanie dane (A), kiedy w niem za cc położymy 

•O, 1,2,....

§ II.
Dochodzenie pierwiastków rzetelnych w zrównaniu liczę- 

- Imćm iakiegokolwiek stopnia.

5). Rozwiązanie zrównań liczebnych zaczyna się od 
wynalezienia pierwiastków' równych podług sposobu poda
nego w części l Algebry (Roz. 3. $4.). Gdy przez wielo
czyn z mnożników' pierwszego stopnia odpowiednych tym 
pierwiastkom rozdzielimy zrównanie dane- w zrównaniu na 
wieloraz wypadaiącćm znaydować się będą same tylko pier
wiastki nierówne rzetelne lub uroione. Pierwiastki rzetelne 
mogą bydź wymierne lub niewymierne. Wymierne przy
wiodą się do całkich przez nadanie zrównaniu stosowney 
postaci.

Ocenimy pierwiastki całkie formuiąc następnie zrów
nania na cc—i, cc—2, cc—3,..., dopóki nie przyydziemy 
do zrównania na cc—n ze wszystkiemi znakami dodatnemi. 
Liczba n będzie granicą wyższą pierwiastków dodatnych; 
ta bowiem liczba i każda od niey większa podstawiona za x 
przyprowadzi do wypadku dodatnego zrównanie na cc—n, a.
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tern samem zrównanie dane. Jeżeli w któremkolwiek ze zro- 
wnań na x—i, *—2, x—3,... np. w zrównaniu na cc—3 
wyraz ostatni iest zerem; wtedy iedna wartość na 3 bę
dzie zero, toiest *cc—3=o, a następnie x=3. J wilii zrów- 
naniach nikną terminy ostatnie, tyle otrzymamy pierwiast
ków całkich dodatnsch zrównania danego. Dla odkrycia 
pierwiastków odiemnych trzeba założyć x=—-x, i ze zrów
naniem na x postąpić sposobem dopiero wskazanym. Zna
lezione wartości całkie dodatne ilości x będą wartościami . 
odiemnemi na cc.

Przykład
cc4—5cc3 —4 cc 2+5occ—- 6o=o.

Spółczynniki zrównania na cc—i .. i— i —i3+3i—18 
na cc—2 .. i+ 3 —10+ 6+o 
na cc—3 ..1+7+5 — i + O“ 
na cc—4 .. 1+11+32+34 + 12.

Za x Wziąwszy —-x, będzie
x4+5x3 —4x2—5ox—6o—o.

Spółczynniki zrównania na x—i . . i+ 9+17 — 09 —108 
na x—2 .. 1 +13+ 5o — 26 ■—120 
n« x—3 .. 1 + 17+ g5 +169 — 3o 
na x—4.. i+2i + «52+4i 1+252.

Tn widzimy, że granicą wyższą pierwiastków tak dodatnych 
iak odiemnych w zrównaniu danem iest liczba 4; że to zró- 
wmanie nie ma żadnego pierwiastku całkiego odiemnego, a 
dodatnych ma dwa x=2, #==3.

Teraźnieys7ą drogą można przyyść do pierwiastków
Całkich, nawet równych. Przykład.

x4—ior3+36.rs—54x+27=o.
Spółczynniki zrównania na cc—1 . . 1—6+12—8+0.

Jedną przeto wartością na cc iest iedność. Zrównanie na 
cc—1, z przyczyny niknącego wyrazu ostatniego, zniża się 
o ieden stopień. Po zniżeniu, z iego spółczynników otrzy
mamy spółczynniki zrównań

na x—2 . . i—3+3—l 
na x—3 . « l+o+o+o.

Ponieważ w ostatniem zrównaniu trzy końcowe terminy ni
kną, więc trzy iego pierwiastki muszą bydź zerem, a nastę
pnie trzy wartości na x równaią się liczbie 3. Łatwo spraw
dzić, źe zrównanie dane iest w samey rzeczy wieloczynem 
z dwóch mnożników x—1 i (x—3)3<
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6) . Picrwiaslki niewymierne wyraźaią śię przez liczbę

całą, która bydź może niekiedy zerem, połączoną i ułam
kiem dziesiątnym ciągnącym się bez końca. Kiedy tę licz
bę całą nazwieray przez p, ułamek dziesiątny przez a; 
każdy pierwiastek niewymierny wystawi się przez p+ń. 
Oczywista iest że, podług tego iak p znaczy o, l, 2, 3,. . 
wartości na a będą pierwiastkami mnieyszemi od iedności 
w zrównaniach na a?—i, x—2, x—3,... Wynaydowanie
przeto wszystkich pierwiastków niewymiernych przywodzi 
się do ocenienia pierwiastków mnieyszych od iedności w zró
wnaniach na oc, oc—l, -2,... aż do ostatniego które za-
chowuie w znakach iakąkolwiek ieszcze przemianę, czyli któ
re ma ieszcze iakikolwiek wyraz odiemny. Następnie po- 
kaźemy: lód, iak poznać czy w zrównaniach na oc, oc—i, 
oc—2,... mogą zachodzić pierwiastki mnieysze od iedności; 
are, ieżeli mogą, iak się upewnić iż rzeczywiście zachodzą 
i razem iak ie ocenić z zamierzonym stopniem przybliżenia. 
Mówić tu tylko będziemy o samych pierwiastkach doda- 
tnych; gdyż odiemne zamienimy zawsze w dodatne przez za
łożenie x=—x.

7) . Co do pierwszego. W zrównaniu danem np.
x3—4x2-ł-3x—6=o

założywszy x=—, będzie

6z3—3z2+4z—i=o: 4 ,
to zrównanie nazywa się odwrotnem względem danego, ztąd 
iż ma też same spółczynniki wstecznym porządkiem idącej 
Zrównanie na z—i wypadnie

6(z—i)3+i 5(z—i)2+i6(z—i)+6=o.
Ponieważ tu wszystkie wyrazy są dodatne; więc z— i nie 
ma żadney wartości dodatriey, tern samem z żadney war
tości większey niż iedność, a następnie x żadney mnieyszey 
niż iedność. Zatem, ieby zrównanie na oc mogło mieć pier
wiastki środkuiące między o i i, potrzeba aby w zrówna • 
nin na z—i ( które zwać będziemy posiłkówćm ) znaydo- 
wał się przynaymniey ieden wyraz odiemny. Co mówiniy 
o zrównaniu na x, ściąga się do zrównań na x—i, x—2,

3, itd. Zastosuymy teraźnieyszy początek do prz\kładuj 
Wfcźmy zrównanie

ÓC3 — 20C—5=0
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* > 1 1 1 i uczyńmy x=—, a?—1= , x—2=---- )z z, 1 z.

tr—3=---- , itd* Zfe spółczynników zrównań
Z3

na x . . . 
x—i ».

1+0— 2 — 5 
i+3+ i — 6

x—i ..5+17+19+6na z—i .. 5-f-i 7+19+ 6 
zx—i .. 6+17+15+ 1

X—‘l.. 1+6+10—1 z,Ł — 1.. 1—7 2Ó—-l6
x—3.4 i+g+ 26+16

widz imy że tylko zrównanie na x—2 może mieć pierwiast
ki mnieysze od iedności, a zatem że wartości dodatne nie
wymierne na x te tylko bydź mo^ą, których częścią całką 
iest liczba 2. W teraźniejszym przykładzie zachodzi nie
wątpliwie przynaymniey ieden pierwiastek środkuiący mie
dzy 2 i 3; o czem upewhiaią nas dwie przyczyny: 10J, iź 
terminy ostatnie zrównań na x— 2 i a*—3, które są wypad
kami z podstawienia 2 i3 za a? w zrównaniu danem, różnią 
się co do znaku; 2re, że wyraz ostatni zrównania na z2—1 
iest odiemny. Obie te okoliczhości zawsze się razem zbiegaia. 
Dla wyśledzenia pierwiastków ódiemnycli połóżmy x=—x, 
będzie

x9---2X+5=O.
bczyńitiy X=± — ; Spółczynniki zrównań

na z—1 . . 5+i3+n+4. . 1—o—2+5 
. . i+3+i +4 

pokazuią źe x nie ma żadney wartości odiemney. 
Postąpiwszy podobnie ze zrównaniem 

<x3—7cc+7==o,
przekonamy się ze spółcźyhriików zrównan

na x
x-

na

na x . .
x—1, *X—2

X . . .
X-- 1 .
X---2 .
x—3 . 
x—4 i

t+o—7+7
i+3—4+i 
i+6+5 + T

,— 0 — 7 — 7 
i+5—4 -,3 
1+6 + 5 — ,3 
1+9+20 — 1 
, + 12+4l + 29

aa z—i . . 7+14+7+t 
Zt---1 . . 1 —1—2+1

a z—1 . , 7+28+35+13 
zt—i . . i3+43+44+i3 
z2—1 . . 13+34+23+ 1 
z3—i . . 1—21—43—29

na

na z- 
z*-

źe iest koniecznie prZynaymnióy iedna wartość odiemna na 
X zawarta między liczbami —3 i —4; źe oraz mogą bydź 
Wartości dodatne objęte między 1 i 2. Te ostatnie, ieźeli są
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rzeczywiście, muszą bydż w liczbie parzystey; gdyż termi
ny ostatnie zrównali na a?—i i na cc — 2 zgadzaią się 
w znaku.

Jeżeli ostatnie wyrazy w zrównaniach sobie przyległych 
np. na cc —p i na x—(p+i) różnią się znakiem; iuż to samo 
upewnia, że są wartości rzetelne na cc w liczbie nieparzy- 
stey srodkuiące między p i p-J-i: wtedy formowanie zrów
nania na zp —1 iest zby teczne a zatem nie potrzebne. Jeże
li zaś te ostatnie wyrazy są w znaku zgodne; natenczas zró
wnanie na zp —1 pokaże iż albo nie środkuią żadne war
tości na x między p i p-f-i skoro ma wszystkie terminy do- 
datne, albo że może środkować liczba ich parzysta kiedy 
ma w znakach iakąkolwiek przemianę. W drugim atoli razie 
nie możemy bydź pewni o bytności pierwiastków zrównania 
zawartych między p i p-f-i; iest bowiem przy padek w któ
rym żadnego nieinasz pierwiastku między p ip+i, a iednak 
zachodzą przemiany znaków w zrównaniu na zp—1. Jakoż, 
daymy iż żadna wartość na cc nie środkuie między p ip-f-iy 
więc zrównanie na x—p nie ma żadnego pierwiastku mniey- 

szego od iedności, następnie zrównanie na czyli na
zp żadnego od iedności większego, a zrównanie na zp — i 
żadnego dodatnego lecz tylko same odiemne. Przeto wszyst
kie mnożniki pierwszego stopnia wchodzące w skład osta
tniego zrównania, odpowiedne pierwiastkom rzetelnym, ma
ją postać (zp — gdzie A iest dodatne. Gdyby ieszcze
mnożniki stopnia drugiego odpowiadające każdey parze 
pierwiastków uroionych były kształtu (zp ——i)+Q 
ze spółczynnikami P i Q dodatnemi; natenczas w zrównaniu 
na Zp — 1 nie zaszłaby żadna w znakach przemiana. Zęby 
mnożniki drugiego stopnia miały wyrażoną tu postać, po
trzeba oczywiście aby każda para uroionych wartości na 
zp — 1 była wzoru ——b gdzie rzetelna cześć iest od- 
iemna. Rozważmy teraz kiedy ta część iest odiemną a kiedy 
nie iest. Na ten koniec wystawmy pierwiastki uroione zrów
nania na x—p przez /+V^—y ; będzie

__ . 1 __/=pv—y . __ / __ _ Y^—y
Zp f±V—y /2+y 1 Zp /®+y 1+ /z+y
Tu widzimy że część rzetelna uroioney wartości na zp —.1 
iw sic będzie odiemna; wyjąwszy iedno zdarzenie, kiedy ./
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iest dodatne, / i y są ułamkami właściwymi i cz\nią za- 
dosyć warunkowi </ czyli v»<^/(i—J).
W takim więc iedyn)m przypadku, mnożniki drugiego sto
pnia wchodzące do zrównania na zp — i, będąc wzoru 
(zp —l)2—P(zp —i)+£ń mogą sprawić przemiany w zna
kach tego zrównania i wprowadzić nas w domysł iż są wartości 
na x obiete między p i p+i, chociaż się one nic znayduią. Daie 
się zawsze, iak w krotce obaczymy, usunąć ten przy padek przez 
powiększenie pierwiastków zrównania na x—p a następnie i 
ilości tyle razy, iżby ta ilość przewyższała funkcyą

przewyższy zaś pewnie, ieżeli sie stanie większą od 
ułamku £ Ten bowiem ułamek stanowi naywiększą war
tość iaką mieć może funkc\a f(i—f)'. o czem tak się prze
konamy. Oczywista iest że /—1+(/—i—/=<—(f—j); 
przeto ,,
Tu się widocznie pokazuie, że wziąwszy i za wartość 
funkcyi iest a biorąc za f inną iakąkolwiek licz
bę ułamkową dodatną, zawsze funkcyą będzie mnieyszą od 
i; zatem ~ iest iey wartością naywiększą.

8). Co do drugiego, Pozostaie nam ieszcze osiągnąć 
dwa zamiar): id<Z, gdy iuź wiemy z pewnością iź między p 
i p+i środkuią pierwiastki danego zrównania, dla tego iż 
terminy ostatnie zrównań na oc—p i oc—(jP+l) różnią się 
w znaku; potrzeba ocenić przez przybliżenie ułamki dopeł
niające tych pierwiastków i posunąć ie do iakieykolwiek źą- 
daney liczby znaków dziesiątnych /z; 2r<?, ieżeli, przy tosa- 
mości znaków przed wyrazami ostatniemi zrównań na x—p 
i oc—(pH-1), zachodzące przemiany w znakach zrównania 
na zp — i daią powód domysłowi, iź sie znayduią pier
wiastki zrównania na oc obięte między p i p-f-1, należy 
sprawdzić bytność tych wątpliwych pierwiastków. Jedną 
droga doprowadzi do obudwóch celów: toiest sposób na 
prz\bbźenie pierwiastków pewnych, albo sprawdzi oraz i do 
Ścisłey wartości przybliży pierwiastki wątpliwe, albo też u- 
sunie domysł ich bytu.

Daymy, iź albo mamy ppwność, albo się domy ślamy że 
są niektóre pierwiastki zrównania danego obięte między p 
i p-J- i. Wtedy liczba p iest częścią całką spoiną tym 
wsz)stkim pierwiastkom: a dopełniające ich ułamki dziesią- 
tnc będą pierwiastkami rnnieyszćmi od iedności w zrówna-
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ni u na x—pł po w iększone zaś dziesięć razy będą pierwiasfcr 
kami mnieyszemi od 10 w zrównaniu na io(cr-^p) czyli ną 
cc' kiedy założymy io(a?—p)=ccf. W każdym z ułamków, 
przez ich powiększenie razy dziesięć, pierwszy znak dzie- 
siątny zamieni się na liczbę w yrażającą iedności całe. Te 
więc pierws •; znaki odkryiemy szukaiąc za pomocą zrów
nań na cc'—1, cc'—2,. .. aż naydaley docc'—10 między la
kierni dwiema liczbami całemi środkuią pierwiastki zrówna
nia na cc'. Jeżeli się pokaże np. iż iedne są zawarte między 
p' i p'+i; inne między ą' i g'-f-i; będą liczby p', q' pierw
szemu znakami dziesiątnemi, które potrzeba przyłączyć do 

p dla złożenia przybliżonych pierwiastków' p-J-—, p-f-—
zrównania na cc różniących się od ich ścisłey wartości o 
mniey niż Należy potem każdemu z tych pierwiastków 
wynaleźć drugie znaki dziesiątne, toiest posunąć przybliże- 

do części setnych. Zaczynaiąc od pierwiastku p-j—me 10
założymy ua ten koniec io(.v'—p'^=oc,/t 1 ze zrównania na
ce" uformowawszy zrównania na cc"—1, ac"——10,
wyśledzimy za ich pomocą części catkie wartości na cc". Te
części będą drugiemi znakami dziesiątnemi maiącómi się

• p' • ,przydać do pierwiastku p+ . Jakoż niech p" w yraża ie-
dnę z takowych części, a tern samem niec h cc"=p"4-zn gdzie 
m iest mnieysze od iędności. Ponieważ

CC*10(cc—p)—3:' czyli cc=p+—
10

cc'1

przeto
jo(cc'—pry=x.'- czyli cc'—p'4-^p cc"=p"4-/n,

x = p+JL+^L+J!L,
1 10 100 100

^następuje 4" test przybliżoną wartością na x
złożoną z całości, części dziesiątych i setnych, odstępuiącą 
,od ścisłey na mniey niż dlatego że zzz<i. Ztąd iuż
łatwo poznaiemy iak się wynayduią. dalsze znaki dziesiątne 
;»v iakieykolwiek zamierzoney liczbie, należące do pierwiastku
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y^~+ . Tym śamym sposobem postępować na

leży w przybliżaniu pierwiastku p+-^- 1 wszystkich mają

cych za część całką liczbę p, oraz wszystkich innych ktć- 
rychbyśmy części całkie przez zrównania na a;—1, cc—2,... 
odkryli.

Przykład. Widzieliśmy w liczbie poprzedzaiącey, że zró
wnanie

ac3 —2X—5=o
ma pierwiastki zawarte między 2 i 3, których zatem czę
ścią całką iest liczba 2. Ocenimy następnie, podług wyło
żonego dopiero prawidła, ułamki dziesiątne wchodzące 
w skład tych pierwiastków. Znaleźliśmy spółczynniki zrów
nania

na ac—2 . . . i+6+io—1; 
ztąd wyciągniemy spółczynniki dla zrównań

na io(cc—2) czyli ac'...............1+60+1000—1000
ac'—1 . . . i+63-j-ii23+6i.

Tu się pokazuie, że wartości na ac' środkuią między o i 1 
czyli raaią za część całką zero; przeto zero będzie pierw
szym znakiem dziesiątnym w wartościach na a?. Dla odkry
cia znaków wyrażaią.cych części setne założymy 10 (cc'—o) 
czyli iocc'=cc// i uformuiemy spółczynniki zrównań
na x" .... l-J-600-f 100000—1000000 

x"— 1 .. 1-J-GO31-1O12O3—899399 
x" —2 ..116061102412—797592 
x" — 3 .. l-j"GO9flO3G27 —G94573 
X1'—4 ..116121104848 — 590336 
x7—5 .. l-j-615+00075— 484875 
x"—6 .. 1-J-618-J-1O73O8 —378184 
x"—7 .. 1+211108547—270257 
x" — 8 .. l-j-624-j-l09792 —161088 
x"—9 .. 116271111043 — 50071 
a"— 1O..11G3O11123OO 1 61000.

na s" —1..100000012C00000127994001899399 
«"z —1..899399 12590994124951881797592 
z" —1..797592 12290364121873461094573 
z" 3 —1..694573 11979O9211875856159O336 
z". —1..59O33611GG61GO11156O7OO1484875 
z" —1..48487511348550 1 12418601378184 
ź" b —1..378184110272441 919318 1 270251 
z" ,—1..270257 1702224 1 593056 1161088 
z"-8 —1..161088 1 373472 1263056 1 50671 
z"9— 1 .. 50671 140970 — 70700—61000.

Zkąd widzimy że część całka wartości na x" iest g, a na
stępnie wartość na ac różniąca się od ścisłey o rnniey niż 

będzie 2,og. Uczyniwszy ic+o1"—g)=as/// znaleźliby-, 
śmy za pomocą zrównań na ac.'", ac"'—i,... źe dalszy znak 
dziesiątny wartości na x zawićraiący części tysiączne iest 5.
Ponieważ, podług reguły Dekarta, liczba pierwiastków rze
telnych dodatnych nie może przewyższać liczby przemian

Czę/ć II. 43.

www.rcin.org.pl



( 338 )
w znakach zrównania; a w teraźnieyszym przykładzie iest 
tylko iedna przemiana, więc teź iedna tylko bydź może war
tość iih x; a tem samem iedna na x', acz/, .. , Ztąd, moźnn- 
by się było obeyść bez formowania zrównań posiłkowych 
na z—L, zx—i,..-, na z'—i, — i,. . . . itd: te bowiem 
zrównania wtedy są iedynie potrzebne, kiedy iest podobień
stwo iż miedzy dwiema liczbami całkiemi sobie przyległe- 
mi środknie parzysta liczba pierwiastków.

Weźmy ieszcze zrównanie
x3—7x4-7=o

które, iak widzieliśmy w liczbie poprzedzaiącćy, ma ieden 
pierwiastek rzetelny odiemny zawarty między —3 i —4, 
oraz dwa pozostałe może mieć także rzetelne dodatne ob
jęte między 1 i 2. Szukać będziemy przybliżenia ostatnich, 
^trzymaliśmy spółczynniki zrównania

na x—1 . . . 1+3—44“i*
Uczyniwszy lofr—1)— x', znaydziemy spółczynniki zrównań 

na X* • « • • . i+3o—4oo+iooo
xz— 1 . . i+33—337+63i
X7— 2 . . i+56—268+328
x'—3 . • 1+39—193+97
X1—4 . . i+42—112—56
x'—5 . . i+45—25—125
xz—6 . . 1+48+68—io4
x'—7 * . 1+51 + 167 +i3,

na ac . . 
ac"—i 
ac"-—2 
oc"— 
ac.1'—4 

5
oc"—6

z których wniesiemy źe x' ma dwie wartości, iednę z czę
ścią całką 3, drugą z częścią całką 6. Więc dwie wartości 
na x różniące się od ścisły ch o mniey niż będą 1,3 i 1,6. 
Dla dalszego przybliżenia pierwszey założymy io(x'—'5)—x'/, 
i ze spółczynników zrównań

i4-3go—19500+97000 
1+393—18517+78091 
1+396—17728+69968 
1+399—16930+42637
1+4o2---16132+26104
i+4o5—15325+10375 * 
i+4o8—i45i2—4544 

odkryjemy liczbę 5 na część całką wartości x" a tćm sa- 
mćm na części setne wartości x. Uczyniwszy 1 o(x'— 6)=x7, 
znaleźlibyśmy za pomocą uformowanych spółczynników zró-
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wnań na oc", oc"—i, od'—2,..., źe w drugiey wartości na 
oc drugi znak dziesiątny iest 9. Zatćm dwie wartości przy
bliżone na x odstępuiące od dokładnych na inuiey niż Tq5 
są i,35 i 1,69.

Powiedzieliśmy źe gdy w dwóch zrównaniach na oc—p 
i oc—(p-ł"1) wyrazy ostatnie są co do znaku zgodne, a zró
wnanie posiłkowe na zp —t ma w znakach przemiany; mo
żemy się zawsze domyślać iź parzysta liczba wartości na x 
środkuie między p i p-f-i; źe ten domysł wtedy tylko bywa 
błędny, kiedy w zrównaniu na x—p zachodzi iedna lub włę- 
cey par pierwiastków uroionych maiących kształt /iY^—<? 
gdzie J i >f> są ułamkami właściwemi, oraz ? <C/yi—f)\ że 
następnie powiększywszy pierwiastki zrównania na a?—p 
a tern samem i ilość ? tak aby przewyższyła ułamek a 
tern bardziey funkcyą /fi—/), natenczas zrównanie posił
kowe nie będzie miało żadney przemiany znaków i zniszczy 
domysł o. bytności pierwiastków miedzy p ipd-i. Okaźemy 
zaraz, iż ten sam rachunek, iaki się odbywa dla przybliżenia 
pierwiastków któreby środkowały między p i p-j-i powię
ksza oraz y razy 100, 10000,... toiest liczbę razy wskaza
ną przez kwadraty z 10, 100,... czyli przez idące po sobie 
potęgi parzyste z 10; a zatem albo znayduiące się rzeczywi
ście pierwiastki przybliży, albo przez powiększenie ? przy
prowadzi do zrównań posiłkowych ze wszystkiemi znakami 
dodatnemi i przekona że pierwiastki których przybliżenia 
szukamy nie maią bytu. Jakoż przybliżając pierwiastki obię- 
te między p i p+i zakładamy io(a?—p^^od i formuiemy 
spółczynniki zrównań na a?', oc'—1, od—2, itd. Pierwiastki 
uroione, które w zrównaniu na x—p były —V , wzró-
wnaniach na cc', oc'—1, . . . oc'—p' będą

lo/ztY^—iooy 
(10/—i)±/—100?
(10/—p')dcV—100? 

czyli fd£dV-—iofi?
położywszy /' za 10/—p'. Tu ilość ? iest iuż powiększona 
razy 100. Daymy że ieszcze w zrównaniach na od — p' ł 
x'—(p'+i) wyrazy ostatnie są iednego znaku i w zrówna
niu posiłkowem na z'fi>—1 zachodzą w znakach przemiany. 
Wiec potrzeba uczynić 1 o(a?'—p') = oc" i wynaleźć spół
czynniki zrównań na od', oc"—1, itd. Pierwiastki uroione 
w tych zrównaniach będą
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io/z±io\/- 

(io/z—i)±ioV/-
■10®?
-10®?

czyli
czyli

io/z±\/—io4?
(io/'—i)±V^—io4^

z ilością ? powiększoną 10000 razy. Jakkolwiek byłaby 
mała ta ilość; oczywista iest że ciągnąc dalćy teraźnieyszy 
rachunek, przyydziemy koniecznie do takiego iey powiększe
nia iż przewyższy ułamek

Przykład I. ioooooocc2—222000*4-12421=0
spółczynniki zrównań 
na a?..ioOoooo—222000+12421

i 000000+1778000+790421
2—1.. 12421 -197158+7go421.

Pierwiastki zatem rzetelne dodatne teraźnieyszego zrówna
nia, ieźeli się znayduią, środkować będą między o i 1. Dla 
ich wyśledzenia założymy iox=x' i uformuieniy spółczyn- 
ńiki zrównań na

x' . . . IO00000—2220000+ 12421 
x'— 1 .. 1000000—220000 + 22100 

2 . . 1000000 + 17 8 0000-)-8 02100

s'_1 .. 1242100+264200+22100 
z' j — 1 . . 22100 — 175800+802100.

Ztąd widzimy, że gdy oc' ma wartości rzetelne dodatne; te 
będą obięte między 1 i 2. Należy przeto następnie uczynić 
io(x'—i)=cc,z i uformować spółczynniki zrównań na

jc" . . . 1000000—2200000+2210000 I z" —1 . . 2210000+2220000-}-1010000 
x"—l.. 1000000—20000011010000 ^"j —l .. 1010000+1820000+1810000.
r" — 2.. 1000000 + 800000+1810000 ‘

Tu się pokazuie że x" nie może mieć źadney wartości rze- 
telney dodatney. Więc też w zrównaniu danem żadne się 
pierwiastki rzetelne dodatne nie znayduią. Nie mogą w niem 
także zachodzić pierwiastki rzetelne odiemne; te bowiem by
łyby pierwiastkami dodatnemi zrównania

1000000X®-+222000X-+l 2421=0, 
które takich pierwiastków mieć nie może, gdyż nie ma ża- 
dnćy przemiany w znakach. Następnie pierwiastki tera
źnieyszego zrównania są uroione.

Przykład 11.
cc4-+4occ3—x2—8o2Óa4-4o2oo;

Spółczynniki zrównań na
1+40— 1 —8020+40200 

4-—1 . . 1+44 + 125—7898+32220 
x—2.. 1+48+203 —7512+24492 
^■ — 3 .. 1+52+413 — 6838 + 17292 
j—4 .. 1+56+575 — 5852+10920 
x —5 . . 1+00+749 — 4530+5700 
j—6 . . 1+64+935—2848+1980 
ar—7 . . 1+68+1133 —782 + 132 
ar—8 . . 1+72+1313+1692+552

2 — 1 

2 I —1 

2 2 —1 

s-1

"4-1
s5-; 
= 6 -1 

2> 7 1

40200+152780+217139+130778+32220 
32220+120982+169751+105480+24492  
24492+90456 + 124679+7C00G + 17292 
17292 + 62330 +83051 +49532+10920 
10920 + 37828 + 48539 + 27330 +5700 
5700 + 1827O + 21359 + 1O768 + 198O 
1980 + 5072 + 4271 + 1310 + 132 
132 — 254 — 421 + 516 + 553
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Gdy w zrównaniaeh na x—p i x—(p+i) wyrazy osta

tnie są co do znaku zgodne, i zrównanie posiłkowe na zp —i 
ina w znukach przemiany; wtedy szukaiąc wskazaną tu dro
gą przybliżenia pierwiastków obiętych między p ip-}-i tra
fimy koniecznie na ieden z dwóch przypadków zdarzonych 
w dwóch dopiero podanych przykładach: toiest albo przyj 
dziemy do zrównań posiłkowych ze wszystkiemi znakami 
dodatnemi iak w przykładzie pierwszym, i przekonamy się 
że nie masz pierwiastków środkuiących między p ip-J-i; al
bo też w ciągu rachunku wypadną zrównania takie, iż dwa 
z nich którekolwiek sobie przyległe mieć będą ostatnie wy
razy różniące się w znaku, iak się pokazało w przykładzie 
drugim. Ponieważ bowiem zrównanie dane powinno bydź 
naprzód oswobodzone od pierwiastków równych; więc le 
któreby środkowały między p ip+i nie mogą mieć wszyst
kich znaków liczebnych iednakich, ale się muszą jakimkol
wiek z nich różnić. Gdyby zatem dane zrównanie miało 
np. dwa pierwiastki

2,845 . . . ,
2,847 . . .

natenczas znaleźlibyśmy w rachunku źe ostatnie wyrazy zró
wnań na x—2 i x—3 są co do znaku zgodne, i źe w zrów
naniu posiłkowem na j?2«—1 zachodzą przemiany. To sa- 
mobyśmy postrzegli w zrównaniaeh na cc7—8, x'—9, z'8—1, 
i w zrównaniaeh na x"—4, x"—5, z" —«i. Lecz zrówna
nie na x"'—5 miałoby ostatni termin z innym znakiem niź 
zrównanie na x'"—6; podobnież ostatnie terminy zrównań 
na —7, x'"—8 byłyby znaku przeciwnego. Zawsze więc 
prawidło teraz podane albo wyśledzi pierwiastki rzetelne i 
oceni ie z żądanym stopniem przybliżenia, albo okaźe iż 
nie mogą mieć bytu.

KONIEC.
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Stronica, ff iersz. Jest. Bydt powinno.

2......... 9 od dołu .. po odkrycia ..... do odkrycia
13 . . . . 2.................mnieyśzy...................... większy
14 . . . . 2................irja5b3x ....... —2f]aibix
17 .... 21.............—8a53M ....... —&avb*d

, qb3 qb327 .... 12.............4-2—............................—
a a

O --- , "K
28 .... 4 od dołu., ilości..................... ilościami
56 .... 7 od dołu ... -|~7 ...................... —Łq
63 . . . , 2 od dołu. . [6v4“ć2“M’4_c1 * • . • D x+o+3)-{-c]s 
65 .... 7 od dołu., Z?2rtw|—2cc . . . Ba"1 aw'“a
67 .... 17............ i5otf333c4 . . . i5oa6/>3c4
69 .... 7 ..... . xz(a-\-b}x . . . xz-\-(aĄ-b)x
70 . 21 ..... a, b, c, .: . . . o, 3, c,. .
72 .... 3 od dołu .. 4:.. . . . . 4 .. .
76 .... 8...............V........................./
78 .... 17.............w znakach ... i w znakach
92 . . i . 2............. 10, 100, . . . 10“ , ioow ,

io4 . . . • 6 . . . stopień albo wymiar . . stopień
io4 . . . . 6 od dołu ... V....................V
107 . . . 5 2. 12 67 . . . 2. 12. 57
107 .... 5 od dołu., łokci .... łokci sukna 
1 i4 .... 2 od dołu . . —V .... -f-Y^
i36 ... 10 od dołu . .parzystą ze , . parzystą, ze
l44 . . . U od dołu .. Jeżeli .... Jeden
i53 . . . i4 od dołu . . y................... ym
i58 . . . 8........+/ .... 4-J'’*-1
206 ... 11 ..... p+vq . . . P+yq,
206 ... ..................... </Vę, .... qVq
209 ... 9 ............. ę==jp4*2 • . •

' s3o ... 2 od dołu . . daie .... daią
3oi . . . 20 . • (dostx±/—1 .wstać)., (dostać i Y^—l.wsta)" 
324 1 . « »♦ w szereSu .... z szeregu

f Dalszy ódg omyłei na stronicy następcy.)
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Stronica. Wiersz Jest. By di powinno.

i

69 » « 7 • • * • +a® • • • +«£
71 . . 1 . . . ac=a=c=zd . . a=6=c=c?
76 . „ 20 . . . (a+23)’ . . . . (0+6)*
76 . . 22 . . . c8 . . . . . . c5
79 . . i5 . 4 . 8a5346® .... 8asó4c®
85 . . 11 . . . -f-io8<zós . . . —-io8a$k

121 . . 3 , , . cz3........................ cx®
121 . . 4 od dołu . +70?...................... —yac
122 • • 22 • • • —1 ci- • • • • •
l43 .. 7 od dola +/1® • • • • +/>

' +ó’«| +Taf
l4g . . 16 od dołu +y2=0 • . • » +/*---- 7=sr-O

s y/i83 . : JO od dołu (m—i)y/ . . . (m—

192 • • 5 . . . Są9 <S*6ł <S’6 . . iS5, iSff
33y ... 27 . . , +11560700 • • +1560700
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