Krolowe na szachownicy. "

Gra w szachy, w ktérej zwlaszcza krolowym i konikom przyslu-
guja posuniecia urozmaicone i skomplikowane, daje pole do réznych
dociekan, czestokro¢ niepozbawionych interesu ze stanowiska matema-
tycznego. Srod nich spotykamy poruszane przez wielu autoréw t.zw.
,zagadnienie o os$miu krolowych“, podane po raz pierwszy i w nastep-
stwie rozwigzane (w spos6b empiryczny) przez Naucka w lipskiej ,Illu-
strierte Zeitung* w r. 1850. Gauss, zwréciwszy na nie uwage, wszczal
w tej sprawie z Schuhmacherem korespondencje, w ktorej m. in. licz-
be mozliwych rozwigzan oznaczyl na 92. W dalszym ciggu zagadnie-
niem tym zajmowali sie: Bellavitis w ,Atti del Instituto Veneto“ (t. VI,
r. 1861), Lionnet w ,Nouvelles Annales de Mathématiques* (S. Il t. V,
r. 1869); Parmentier i No¢ w r. 1867 spostrzezenia swe zakomuniko-
wali Lucasowi, ktory w nastepstwie uwzglednil je w swych ,Récréations
Mathématiques®. ~ Wreszcie, w r. 1874 Giinther w ,Archiv fiir Mathe-
matik und Physik* (t. LVI) i Glaisher w ,Philosophical Magazine“ (Ser.
IV t. XLVIII) teorje zagadnienia tak posuneli, ze odtad ona, o ile nam
wiadomo, ani kroku dalej nie postapila.

W zagadnieniu tym idzie o ustawienie, na pospolitej szachowni-
cy, liczacej 64 pola w 8 szevegach i 8 kolumnach, o$miu krolowych
w ten sposéb, by z nich zadne dwie — wedlug technicznego wyrazenia
w grze w szachy —nie ,szachowaly“ sie wzajemnie t. j. by w kazdej
kolumnie i kazdym szeregu stanela jedna lecz tylko jedna krélowa, a na
kazdej z przekatnych szachownicy oraz kazdej rownoleglej do jednej
z nich znalazla sie conajwyzej jedna kroélowa. Ogolniej, rozstawienia
takiego nalezy dokona¢ z m krolowemi na szachownicy o n* polach.
Rzecz prosta, ze wobec niedostatecznej, w komplecie figur szachowych,

) Referat wygloszony na posiedzeniu Sekcji matematycznej Stowarzyszenia
Nauezycielstwa DPolskiego w Warszawie d. 8 marca 1911 r.
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liczby krélowych, mozemy poprzesta¢ na pionkach, nadajac im posu-
niecia skombinowane z posunie¢ wiez i laufréow.

~ Jednoczesne stanowiska n krolowych na szachownicy o n? polach
zaznacza¢ bedziemy. przy pomocy liczb, zlozonych z n réznych cyfr
z posrod cyfr 1, 2, 3, ...n, rozumiejac przez ktérgkolwiek cyfre porza-
dek zajetego przez krolowe pola w odnosnej kolumnie, tak iz pierwsza
cyfra okresla¢ bedzie pole pierwszej kolumny, druga— drugiej i t. d.,
przytym cyfry i kolumny liczy¢ bedziemy np. od lewej reki ku prawei,
a pola w kolumnie —od dolu ku goérze. Kazda taka liczba n-cyfrowa
(ktorych liczbe okreslimy na n!) odpowiadaé¢ bedzie jednemu z rozmie-
szczen n krélowych z uwzglednieniem jedynie warunku co do kolumn
i szeregoéw, t. j. w zalozeniu, ze krolowym przystugujg jedynie posu-
niecia, wlasciwe wiezom. Jezeli zas uwzglednimy, ze krolowym przy-
slugujg jeszcze posuniecia, wlasciwe laufrom, przy ktérych krolowe mo-
ga sie szachowac¢ i w kierunkach przekatnych, wowczas liczbe mozli-
wych rozwigzan wypadnie nam znacznie ograniczyc.

W odlegtosci, rownej polowie boku jednego pola szachownicy, ze-
wnatrz niej, do dwuch przyleglych jej krawedzi, poprowadzmy dwie
rownolegle, ktore przyjmijiny za osi spétrzednych. Wyznaczywszy punkty
srodkowe kazdego pola, otrzymamy na plaszczyznie uklad punktow,
z ktorych miejsce kazdego bedzie wyznaczane przy pomocy dwuch spét-
rzednych: odcieta bedzie liczba calkowita, wskazujaca porzadek odnos-
nej kolumny, a rzedna —szeregu. Wiadomo, Ze prosta, przeprowadzo-
na przez dwa dane punkty, ma za spolczynnik kierunkowy stosunek
roznicy rzednych do roznicy odcietych. W razie jezeli prosta ta jest
przekatng szachownicy lub do niej rownolegla, spolezynnik ten rowna
sie +1, tak iz, co do wartosci liczebnej, réznica rzednych roéwna sie
réznicy odcietych. Stad wnosimy, ze, jezeli krolowe majg sie nie sza-
chowa¢ w kierunkach przekatnych, we wspomnianej liczbie n-cyfrowej
zadne dwie cyfry nie mogg by¢ tak ze soba zwigzane, aby ich rozni-
ca rownala sig réznicy miejsc, jakie te cyfry zajmuja, t. j. dwie cyfry,
zajmujgce w tej liczbie miejsca p i ¢ nie moga sie rézni¢ o [p—q/.

Przychodzimy wiec do nastepujacego sposobu rozwigzania zajmu-
jacego nas zagadnienia. Z cyfr 1, 2, 3, ..., n tworzymy, bez powto-
rzen, wszelkie mozliwe liczby n-cyfrowe i odrzucamy z nich te, w kto-
rych sie¢ okaze przynajmniej jedna para takich cyfr, ze ich réznica be-
dzie si¢ rownata roznicy ich miejsc; kazda z liczb, ktéra probe te wy-
trzyma, dostarczy nam jednego z szukanych rozwigzan. Taki jednak
niewyszukanv sposob nastrecza w praktyce powazne trudnosci: dos¢
wspomnieé, ze w razie pospolitej szachownicy mamy w ten sposéb do
rozwazania 8!=40320 liczb.
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Zanim sie wszakze z nim rozstaniemy, uczynimy jedno wazne spo-
strzezenie ogolne. Poniewaz we wspomnianej liczbie wielocyfrowej
zadne dwie cyfry nie moga sie rozni¢ o réznice swych miejsc, tak iz
dwie cyfry bezposrednio ze soba sasiadujace nie moga si¢ rézni¢ o 1,
lecz przynajmniej o 2, zbadajmy przeto w jakich wypadkach mozliwe
sq rozwigzania postaci: 135... 246... lub 246... 135... ktére nazwijmy roz-
dzielno-parzystemi: sktadajg sie one z dwu szeregow cyfr, jednego
z parzystych, drugiego z nieparzystych, idacych po sobie w porzadku
naturalnym.

Co do pierwszej postaci, WleImy odrazu, ze nie moze ona miec
miejsca w razie parzystej liczby p6l w szeregu (n=2p), poniewaz w ta-
kim razie dwie skrajne cyfry 1 i 2p, rowne porzadkom swych miejsc,
na réznice dadzg wlasnie tych miejsc roznice.

Zauwazmy dalej, ze jezeli przy ustawianiu krélowych na szacho-
wnicy wedlug ktoérejkolwiek liczby rozdzielnoparzystej, dwie krélowe
stang na réwnoleglej do jednej z przekatnych, wéwczas miejsce jednej
krolowej winno odpowiada¢ cyfrze parzystej, drugiej—nieparzystej. Ze
zas cyfry jedne i drugie tworza postepy roznicowe, przeto gdy sie zda-
rzy jedna para takich cyfr, ze ich réznica réwna sie réznicy ich miejsc,
wowczas toz samo bedzie zachodzilo i z parg poprzedzajgeg i t. d.,
tak iz w razie dwuch krolowych na rownoleglej do ktérejkolwiek z prze-
katnych mamy i caly szereg innych par krolowych w tenze sposéb
ustawionych. Stgd wnosimy, ze jedna z dwuch krélowych, rozmie-
szczonych rownolegle do przekatnej szachownicy, w razie ustawienia
wedlug liczby 135... 246..., winna zajg¢ stanowisko, odpowiadajgce cyfrze
2, a w razie liczby 246... 135..— cyfrze 1.

Przypusémy wiec, ze w ustawieniu 135... 246.., najwyzsza cyfra
nieparzystg jest 2p-+-1, zajmujgca przeto (liczac od lewej reki) miejsce
p, tak iz 2 zajmuje miejsce p-+1, oraz ze krolowej, ktérej miejsce na
szachownicy wyznacza cyfra 2, odpowiada lezaca na tejze rownoleglej
do przekatnej krolowa, ktérej miejsce w kolumnie wyraza cyfra 2r+-1,
zajmujgca w szeregu cyfr powyzszej liczby miejsce r. Mamy przeto:
(2r+1) —2=(p+1) —r skad p=3r—2, tak iz 2p+1=6r —3. W podo-
bny sposéb sie przekonamy, ze ustawienie 246... 135... jest niemozli-
we w razie, jezeli liczba pol w szeregu jest liczba parzysta wzoru
6r —4. Zatym rozwigzania postaci 135... 246... i 246... 135... moga sie
przytrafia¢ tylko w razie, jezeli liczba p6l w szeregu szachownicy jest
liczbg jednej z czterech postaci nastepujacych: 6r, 671, 6r44 lub 675,
tak iz w razie szachownicy pospolitej (o 8 polach w szeregu) rozwia-
zania te nie majg miejsca. ‘

Wspomniany na wstepie Giinther zwrécituwage, ze przy rozwia-
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zywaniu zagadnienia o krélowych na szachownicy nasuwa sie z ko-
niecznosci uzycie wyznacznikow. Jakoz szachownica, ktorej pola sg
porozmieszczane w szeregach i kolumnach, przedstawia bardzo wyrazng
analogje z wyznacznikiem, — stad szachownice o n polach w szeregu
mozemy nazywac¢ szachownicy n-go rzedu. Dalej, jezeli zakres mozli-
wych posunie¢ krolowej ograniczymy do posunieé, przyshugujacych wie-
zom, to dwie nie szachujace sie wzajemnie krolowe winnismy tak usta-
wiaé, ze po zajeciu przez jedng dowolnego pola szachownicy, druga
mozemy juz ustawi¢ na dowolnym polu z wyjgtkiem szeregu i kolum-
ny, na ktérych przecigciu umiescilibysmy pierwsza krolowe, — krocej,
gdy pierwsza krélowa zajmie dowolne pole calej szachownicy, druga
winna zajg¢ dowolne pole jej ,minoru“ wzgledem pierwszego pola. Po-
wtarzajgc podobne rozumowanie z kazdg po kolei krolows, dojdziemy
wreszcie do przekonania, ze kazdy wyraz rozwinigcia wyznacznika, kto-
rego elementami sg pola szachownicy (w odpowiedni sposéb poodzna-
czane), bedzie stanowil jedno z rozwigzan naszego zagadnienia, w za-
lozeniu, ze posuniecia krolowej sg jednakowe z posunigciami wiezy.
Poniewaz jednak krolowym przystuguja nadto posuniecia wlasciwe
laufrom, przeto z otrzymanego w powyzszy sposob zbioru rozwigzan
nalezy wylaczy¢ te, w ktérych znajdzie sie przynajmniej jedna para ele-
mentéw, lezacych na jednej rownoleglej do ktoérejkolwiek z przekat-
nych wyznacznika a w szczegélnosci na samej przekatnej. Otoz, roz-
wiazania takie odrazu rzucajg sie w oczy dzieki znakowaniu, ktore
przyjmujemy pospolicie dla elementéw wyznacznika; oznaczamy je mia-
nowicie przy pomocy liter ze wskaznikami, w ten sposéb, ze elementy,
lezace na tejze rownoleglej do jednej przekatnej, zaznaczamy przy po-
mocy jednakowych wskaznikow. W ten wigc sposob wyznacznikowi,
dajagcemu sig zastosowa¢ do szachownicy jakiegokolwiek rzedu, moze-
my, wedlug Giinthera, nada¢ posta¢ nastepujgca:

ayy by, ey, dy,y e l
Bay ag, by, €5 e |
73’ B‘i’ a57b6"' “
84)75; Be) Aq oo ‘
s el

Przy rozwiazywaniu wiec zagadnienia o krélowych na szachowni-
cy nalezy, rozwingwszy podany wyzej wyznacznik, z rozwiniecia tego
zachowa¢ takie jedynie wyrazy, w ktorych kazda z wchodzacych w od-
nosny wyraz liter lub tez kazdy z zaznaczonych w nim wskaznikow
spotyka sig¢ tylko po razie jedynym: kazdy z zachowanych w ten spo-
sob wyrazow bedzie stanowil jedno z rozwigzan obecnego zagadnienia,
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Obecny wiec sposob, jak widzimy, tym jedynie si¢ rozni od po-
przedniego (cyfrowego), ze odrzucanie wyrazow, nie bedgcych rozwia-
zaniami zagadnienia, uskutecznia sie tu automatycznie. Natomiast ogol-
na liczba wyrazéow (ktora dla szachownicy m-go rzedu wynosi »!) nie-
tylko pozostaje ta sama co przedtym, ale nadto wymaga dwa razy
wiekszej liczby znakow.

Glaisher nietylko usungt te niedogodnos¢, wykazujac, jak mozna
odrzuci¢ z gory zbyteczne wyrazy rozwiniecia wyznacznika, ale nadto
jeszcze podal sposoéb, zezwalajacy na spozytkowanie zupelnego uktadu
rozwigzan dla szachownicy rzedu n go w celu otrzymania, dla szacho-
wnicy rzedu (n--1)-go, zupelnego ukladu rozwigzan ,pewnego okreslo-
nego rodzaju“. Za podstawe do podzialu rozwigzan na rodzaje Glais-
her przyjal zawarte w rozwiazaniu to lub inne pole z posréd okalaja-
cych .szachownice: rozwigzanie, w ktore wchodzi jedno z p6l naroznych,
zaliczyl do rodzaju pierwszego; rozwigzania z polem, ktére bezposred-
nio sgsiaduje z naroznym,— do drugiego; w razie pol dalszych, mamy
rozwiazania rodzaju trzeciego, czwartego, i t. d. Z takiego okreslenia
wnosimy, ze w razie szachownicy rzedu (2r—1)-go lub 27 liczba rodza-
jow, na jakie daja sie¢ podzieli¢ rozwiazania, wynosi 7.

Przypusémy, ze mamy szachownice n-go rzedu, i zakreslmy w niej
np. ostatnig kolumne i ostatni szereg; na ich przecieciu niech sie znaj-
duje, dajmy na to, element p. Przypusémy dalej, ze dla otrzymanej stad
szachownicy (n—1)-go rzedu wiadomy jest zupelny uklad rozwiazan.
Wowczas, jezeli do kazdego z tych rozwigzari dopiszemy element p,
otrzymamy dla pierwotnej szachownicy szereg rozwiazan 1-go rodzaju,
mieszczacych element p,—z wlasnosci za§ wyznacznika wynika, ze sza-
chownica ta innych rozwigzan z elementem p mieé¢ juz nie moze. Po-
wtarzajagc podobne postepowanie z trzema innemi elementami narozne-
mi szachownicy pierwotnej, otrzymamy ta drogg zupelny uktad roz-
wiazan rodzaju pierwszego.

Whnosimy stad, ze jezeli ‘zagadnienie obecne dla szachownicy
(n—1)-go rzedu nie prowadzi do zadnych rozwigzan, wéwczas dla sza-
chownicy n-go rzedu nie otrzymamy wcale rozwigzan rodzaju pierw-
szego.

Dla wyjasnienia istoty metody Glaishera odrzucania zbytecznych
wyrazow w rozwinieciu wyznacznika, zwrécimy sie do przykladow
szczegotowych., W tym celu zauwazmy przedewszystkim, ze w razie
n=2, gdy kazde dwa pola lezg badz w jednym szeregu, badz w jednej
kolumnie, badz wreszcie w jednej przekatnej, zagadnienie wcale nie ma
rozwigzania. Przeto dla »=3 nie moze by¢ rozwiazan rodzaju 1-go.
Ze za$ i rozwigzan 2-go rodzaju, ze wzgledu na przylegtos¢ do siebie
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wszystkich pol srodkowych, zagadnienie to rowniez nie dopuszcza, wno-
simy przeto o zupelnej nierozwiazalnosci zagadnienia dla n=3. Zatym
w razie m=4 nie otrzymamy rozwiazan rodzaju 1-go.

Aby teraz dla n=4 znalez¢ rozwigzania rodzaju 2-go, w odno$nym
wyznaczniku Giinthera

T3y Bey @5, Ds
| 54) 75’ BG’ a"l
elementy narozne zastapimy przez zera, poczym w rozwinieciu tegoz
wedlug elementow ktoregokolwiek ze skrajnych szeregéw lub kolumn
otrzymamy dwa minory, np.:

Bsy by, c; Ba, a;, o
by | 73, @5, bg i ¢ |73, By, De
0, fi, 0. s S

Poniewaz w rozwinieciu pierwszego z tych minoréw wyrazy, w ktoére
wejdzie litera b lub wskaznik 2, z liczby mozliwych rozwiazan nalezy
wylaczy¢, przeto, by ich naprézno nie wyprowadzaé, odrazu wszystkie
elementy z litera b lub wskaznikiem 2 zastapimy zerami. Po takiej za-
mianie, minor ten sprowadzi sie do jedynego wyrazu: b, ¢; 715 B W po-
dobny spos6b (t. j. po zamianie elementéw z litera ¢ lub wskaznikiem
3 na zera) znajdziemy, ze drugi minor sprowadzi si¢ do wyrazu
cs By be 75

Biorac minory powyzszego wyznacznika wedlug elementow 8, i 1,
¢, i bg, lub wreszcie v, i B;, przychodzimy za kazdym razem do tych
samych dwuch rozwiazan 2-go rodzaju.

Stad wnosimy, ze dla szachownicy rzedu 4-go otrzymujemy ogo-
tem 2 rozwiazania, ktore, jak latwo zauwazy¢, wedlug cyfrowego spo-
sobu przedstawiania rozwigzan, mozna przedstawi¢ w postaci liczb:
2413 i 3142. Latwo je spamietaé, zwazywszy, ze pierwsze nalezy do
rozdzielnoparzystych (zawiera mianowicie naprzod cyfry parzyste, na-
stepnie nieparzyste, w porzadku naturalnym) a drugie stanowi proste
odwrocenie pierwszego kolumnami (t. j. uktad ten jest jakby odbiciem
pierwszego w zwierciadle).

W razie n=5, wyznacznik Giinthera przybiera posta¢ nastepujgca:

@1y byy €3, dy, €
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Zakreslajac w nim za kazdym razem po jednym szeregu i jednej ko-
lumnie, na ktorych przecieciu znajduje sie jeden z naroznych elemen-
tow: a,, e,, e i ay, dla kazdej z otrzymanych stad szachownic 4-go
rzedu wypisujemy odno$ne rozwigzania:

Ts by €q s 5 By €5 by %q

B g Uaela posliailiaisi ol

By ey dg az, agd, c; by

T3 by ¢5 Be ) By €3 bg s
Dopisujac do kazdego z rozwiazan pierwszej pary element a,, drugiej
e, 1 t. d., otrzymamy dla szachownicy 5-go rzedu 8 rozwigzan rodzaju
1-go; wszystkie one, jak widzimy, beda odrebne.

Przystepujgc do rozwiagzan rodzaju 2-go, przedewszystkim elemen-
ty narozne zastepujemy zerami, poczym w minorach tak zmienionego
wyznacznika wzgledem drugiego i przedostatniego elementu ktorego-
kolwiek ze skrajnych szeregéow lub kolumn, np. wzgledem b, i d,, za-
stepujemy przez 0 elementy z literg b lub wskaznikiem 2 w pierwszym
minorze, a z litera d lub wskaznikiem 4 w drugim, poczym pierwszy
z minoréw sprowadzi sie¢ do wyrazu b, dg a, 3, By, drugi do d, 8, a; by 3.
Minory tegoz wyznacznika wedlug elementéw B, i ¢,, d; i bg, a wre-
szcie 8, i By prowadzg do takichze wyrazow. Wnosimy stad, ze dwa
te wyrazy stanowig dwa jedynie mozliwe rozwigzania rodzaju 2-go.

Dla osiagniecia rozwigzan rodzaju 3-go, zwracamy sie do wyznacz-
nika

0, ag, by, ¢, 0
Ts) By a5, bg, C4

0, %5, Bsy@qy O
0, 0, Yyi 9 -8

' 0, 0, ¢, 0, O

ktory otrzymamy z poprzedniego, zastepujac przez 0 elementy, przy-
legle do naroznych w skrajnych szeregach i kolumnach. Jezeli w mi-
norze tegoz wedlug np. ¢, zastgpimy przez 0 elementy z literg ¢
lub wskaznikiem 3, otrzymamy wyznacznik, w ktorym pierwszy szereg
sktada sie z samych zer, tak iz rozwigzania zadnego nie znajdziemy.
Postepujagc w ten sam sposob z elementami v,, ¢, i 1,, przekonamy sie
o nieistnieniu rozwigzan rodzaju 3-go.

Ogolem wiec dla szachownicy rzedu 5-go mamy 10 rozwiazan, mia-
nowicie 8 pierwszego i 2 drugiego rodzaju. Wedlug znakowania cyfro-
wego, rozwigzania te mozemy przedstawi¢ w postaci liczb: 14253, 53142,
31425, 42531, 35241, 24135, 52413, 13524 (1 rodz.), 25314, 41352 (2 rodz.).
Nic latwiejszego, jak wszystkie je spamietac. W tym celu wystarczy
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zaznaczy¢, ze jedno z nich (13524) nalezy do rozdzielnoparzystych, dru-
gie (42531) stanowi jego odbicie, a kazde z pozostalych otrzymamy
z dwuch pierwszych za pomoca kolowej przemiany cyfr.

Oram — jak podaje Rouse-Ball —dowiéd}, ze, o ile rzad szacho-
whnicy jest liczbg pierwsza, wowczas kolowa przemiana cyfr jednego
rozwigzania daje nowe rozwigzania, ani jednak szczegolow tego dowo-
dzenia, ani tytulu odnosnej pracy Orama, Rouse-Ball w swych ,Mathe-
matical Recreations“ nie podaje.

Zauwazmy przy sposobnosci, ze rozwigzania rodzaju pierwszego
prosciej dajg sie otrzymywaé¢ bez pomocy wyznacznikéw. Jakoz, jezeli
do kazdego z rozwigzan dla szachownicy 4-go rzedu: 2413 i 3142 dopi-
szemy raz z prawej, nastepnie z lewej strony nowg cyfre 5; a po po-
wigkszeniu o 1 wszystkich cyfr powyzszych rozwigzan dopiszemy znow
z prawej lub z lewej strony cyfre 1, otrzymamy ponownie wszystkie
8 rozwigzan rodzaju 1-go, wlasciwe szachownicy rzedu 5-go. Przy uzy-
ciu jednak takiego sposobu nalezy zawsze sprawdzié¢, czy otrzymane
liczby istotnie odpowiadajg zagadnieniu, t. j. czy w ktorejkolwiek z tych
liczb niema pary cyfr, roznigcych sie od siebie o réznice swych miejsc.

Ze zastrzezenie to jest konieczne, $wiadczy przyklad szachownicy
rzedu 6-go, dla ktérej sposobem podanym otrzymamy 40 liczb, maja-
cych przedstawia¢ rozwigzania rodzaju 1-go; tymczasem w pierwszej
zaraz z tych liczb, 614253, cyfry 6 i 4 zajmuja . odpowiednio miejsca 1
i 3, tak ze roéznica jednych i drugich wynosi 2; w innej liczbie 142536
to samo sie stosuje do cyfr 1 i 6, i t. d.; ostatecznie si¢ przekonamy,
ze dla szachownicy rzedu 6-go niema ani jednego rozwigzania rodzaju
pierwszego.

Sposobem, podanym przy szachownicy rzedu 5-go, znajdziemy dla
szachownicy rzedu 6-go cztery rozwigzania (wszystkie rodzaju 2-go);
dla szachownicy rzedu 7-go rozwigzan 40 (16 pierwszego, 24 drugiego,
wreszcie ani jednego rozwiazania rodzaju trzeciego i czwartego); dla
rzedu 8-go, zgodnie z Gaussem, znajdziemy rozwigzan 92 (mianowicie
16 pierwszego, 56 drugiego, 30 trzeciego i () czwartego rodzaju).

Powyzsze liczby rozwigzan dla poszczegdlnych szachownic mozna
znacznie zredukowaé, zwazajgc, ze to samo rozwiazanie wyglada na
szachownicy rozmaicie, stosownie do tego, z ktorej strony spogladamy
na szachownice, jako tez stosownie do tego, czy spogladamy wprost na
szachownice czy tez na odbicie w zwierciadle. Tak np. z rozwigza-
nia 13524 dla szachownicy rzedu 5-go, spogladajac na nig nie z za dol-
nej, lecz z za prawej krawedzi, otrzymamy rozwiazanie 52413; toz samo
rozwigzanie wzgledem krawedzi gornej lub lewej przedstawi sie jako
24135 lub 35241; przez odbicie zas kazdego z nich w zwierciadle otrzy-
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mamy odpowiednio: 42531, 31425, 53142 i 14253. Widzimy wiec, ze na
8 rozwigzan rodzaju 1-go, wlasciwych szachownicy rzedu 5-go, wystar-
czy przyjac jedno tylko, t. zw. zasadnicze, poniewaz pozostale, zwane
pochodnemi, stanowia tylko jego odmiany. Z rozwiazania zasadnicze-
go otrzymamy trzy pochodne stosownie do trzech pozostatych krawe-
dzi, przyjmowanych kolejno za podstawy szachownicy, oraz cztery inne,
bedgce ich odbiciami w zwierciadle; trzy pierwsze nazywamy pochodnemi
przez obrét (zmiana bowiem podstawy odpowiada obrotowi szachowni-
cy o 90° 180° lub 270°), cztery ostatnie — pochodnemi przez odbicie.
Rozwiazanie pochodne przez odbicie rézni sie od swego pierwowzoru
tylko nastepstwem kolumn (pierwsza staje sie ostatnig), otrzymuje sie
przez proste odwrécenie cyfr liczby pierwotnej. Roéwniez dla otrzyma-
nia rozwiazan pochodnych przez obrét niema potrzeby odtwarzania
danego rozmieszczenia na szachownicy. Jakoz, w cyfrowym przedsta-
wianiu rozwiazan kazda cyfra wskazuje szereg, a jej miejsce — kolumne
szachownicy. Przy obrocie szachownicy o 90° kotlo dowolnego wierz-
chotka, kolumny staja sie¢ szeregami, a szeregi kolumnami, tak iz aby
od danego ustawienia krolowych przejs¢ do pochodnego przez obrot
o 90° wystarczy miejsce cyfry zastagpi¢ sama cyfra, a cyfre—jej miej-
scem, t. j. wystarczy tylko zaznacza¢ miejsca kolejnych cyfr w pier-
wotnym rozwigzaniu. Tak np. w rozwigzaniu 13524, liczgc od strony
prawej, ku ktérej dokonywamy obrotu, cyfra 1 zajmuje miejsce 5, 2—
drugie, 3—czwarte, 4—pierwsze i 5—trzecie, tak iz jako wynik wspo-
mnianego obrotu otrzymamy stad liczbe 52413; przez nowy obrot ta
ostatnia zamieni sie na 24135, ta znow na 35241.

Latwo zauwazy¢, ze z 4 rozwiazan, mianowicie pierwotnego i trzech
odenn pochodnych przez obrot, trzecie z pierwszym, a czwarte z dru-
gim tak s3 zwigzane, ze kolejne ich cyfry, liczac od prawej jednego
a lewej drugiego, parami dopelniajg sie do 6, i wogole do n-}-1. Da
sig¢ to tym wytlumaczy¢, ze przy obrocie szachownicy o 180° gorny
jej brzeg staje sie dolnym a prawy lewym, i odwrotnie, tak iz kolum-
ny pozostang kolumnami, lecz porzadek ich ulegnie odwréceniu, a od-
nosne pole kolumny, ktére przedtym, liczac a po6l pod soba i b pol nad
soba, przyczym a-{-b+41=n, zajmowalo w kolumnie (a-}-1)-sze miejsce,
obecnie zajmie (b--1)-sze, przyczym (a-+1)+4(b+1)=n-+1.

Nie zawsze sie zdarza, by wszystkie cztery wspomniane rozwig-
zania byly od siebie rézne. Dla szachownicy np. 6-go rzedu rozwia-
zanie 246135 przez obrét o 90° zamieni sie na 362514, a to zn6w przez
nowy obrét—na rozwiazanie pierwotne. Rozwigzanie 2413, otrzymane
dla szachownicy rzedu 4-go, pozostaje bez zmiany przy wszelkim do-
konanym obrocie. Ze za$ rozwigzanie pochodne przez odbicie zawsze
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bedzie rézne od swego pierwowzoru, wnosimy wiec ze z danego roz-
wigzania zasadniczego mozemy otrzymac¢ ogolem 8, 4 lub 2 réznych
rozwigzan; w pierwszym razie rozwiazanie to nazwiemy zwyklym, w dru-
gim—polsymetrycznym, wreszcie symetrycznym.

Zestawiamy ponizej rozwigzania zasadnicze dla poszczegolnych
szachownic, przyczym polsymetryczne wyrézniamy przy pomocy na-
wiaséw, a symetryczne — klamer.

Dla szachownicy 4-go rzedu mamy jedno rozwigzanie zasadnicze:
[3142]. :

Dla 5-go rzedu —2: 14253, [25314].

Gy 1: (246135).

g O 6: 1357246, 3572461, (5724613), 4613572, 3162574,
(2574136).

, 880 , 12 25713864, 57138642, 73186425, 82417536,

68241753, 36824175, 64713528, 36814752,

36815724, 72418536, 26831475, (64718253).

Szachownicami 9-go i 10-go rzedu zajmowal sie Pein w broszurze
nAufstellung von n Koéniginnen auf einem Schachbrett von n? Feldern®
(1889). Dla pierwszej z nich otrzymal 46 rozwiazan zasadniczych (jed-
no z nich: 248396157), dla drugiej— 92 (jedno z nich 2468413579, gdzie
d=10). Dla szachownicy 11-go rzedu Sprague w rozprawie, ogloszo-
nej w t. XVII, ,Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society”

Fig. 1.

(1898/9), znalazl 341 rozwigzan zasadniczych, a w tej liczbie 15926d37;48,
gdzie d=10, j=11.
W sklepach z zabawkami mozemy spotka¢ gre nastepujgca. Na de-
sce kwadratowej z 36 otworami, rownoodlegtemi od siebie i rozmieszczo-
Wektor z. 6, 1912 2
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nemi w 6 rzedach i tyluz kolumnach, a polaczonemi ze soba za pomo-
ca prostych poziomych, pionowych i przekatnych (jak na fig. 1), nale-
zy powtykaé 6 danych koteczkow, tak aby zadne dwa nie znalazly sie
na jednej z zaznaczonych prostych. Jak widzimy, gra ta niczym sig
nie rézni od zagadnienia o 6 krolowych na szachownicy 6-go rzedu,
ktore to zadanie, jako — wedlug powyzszej tabliczki — prowadzgce
do najmniejszej liczby rozwiazan, nastrecza najwieksze wlasnie trud-
nosci.
A. Laparewicz.
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