
28 IV. - § 1.

IV.

§ 1.Def.<§ 2) ( 1. η ε Ν . fε G∣Zn+↑. ο . ∑1"+γ = Siw∕,-μ f(π -η 1)I 1. A, BfG.o: A>B. = . AfB-+-G3) ϊ 2. » . ο : A < Β . = . B > A/ A, B, C ε G . ο :l 1. A — B = G<^>X^f (A = BX)<§ 4) < 2. A — B-f C = (A —- B)-÷-C
I 3. A + B- C = (A + B)-C ' 4. A — B — C = (A — B) — Czrt ( 1. A £ G . ο . IA = A(8 5) [2. » η ε N . o . (n h- 1)A = nA -+- ATZlz
I 1. A, BfG.ra, n £ N . o : A = — B. = .rcA = mB

(§ 6) n n,\ 2. A î G . fl-1 R . m√∕ι ί N , D(m, n) = 1 . a = — .o.αA = - A
η nt 1. A £ KG . X £ G . ο : X < ΓΑ . = . A-√X + G)- = λ 2. » B £ G . o :: VA = B . = X £ G . ox : X<1'A.=.X<Bl 1. A £ G . a £ KR . l a £ Q . o . (l.'a)A = Γ(aA) f 2. » m£ Q . □ : mA = [l’iR^a;£ (æ < m)) j Aj 1. A, U £ G . □ . A∕U=Γj R^æ £ (η, nx ε N . (næ)U <wA.-=wλ) ) ^2. » . a . Γ(A∕U) = R< cc £ (n, nx £ N . (wæ)U < 7iA.-=wλ)
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IV. - § 1. 29
Pp.A, B, C £ G . ο :0. A + BîG1. A = B.o.A + C = B + C11. » . o . C —h A = C —t— B2. A + C = B + C.o.A = B21.C + A = C + B,o.A = B3. Ah-B = B-hA4. (A —1~ B) -4- C = A -+- (B -t- C)5. A = Bo A> Bo A ≤ B6. A - ί A + G7. G-X^qX<A)- = Λ81. A < B . o : m £ N . mA > B. - =w λ8,. wfN.o. — AfG 

n8. Hî KG . ΙΙ- = λ: AfG. Ik>(A + G) = λ : o .·. 1Ή £ G
P.1. Ppl. Pp3 . o . Ppl1 (§2P1>2. Pp2 . Pp3 . o . Pp21 (§2P2>3. Ppl1. Pp3 . o . Ppl (§2P1'>4. Pp2i. Pp3 . o . Pp2 (§2P2')5. Ppl o Ppl1. o . - Pp36. Pp2 o Pp21. o . - Pp35'. Pp3. o. (- Ppl. - Ppl1) (Ppl. Ppl1)6'. Pp3. o . (- Pp2 . - Pp21) (Pp2 . Pp21)7. Ppl. Ppl1. Pp2 . Pp21. - Pp3 . - = λ8. Ppl. Ppl1. Pp4 . Pp82. o. Pp7 (§6P2)9. Pp7 . - Pp82. - = λ10. Ppl. Pp2 . Pp3 . Pp4 . Pp5 . Pp6 . Pp8.o . Pp81 (§7P5)11. Pp81. - Pp8 . - = λ12. Ppl. Pp2 . Pp3 . Pp4. Pp5 . Pp6 . Pp7 . Pp8 . o . Pp82 (§7P8)13. Pp82. - Pp8 . - = λ
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30 IV. - §§ 1-2.
14. Pp(l. 11.2.21.3.4.5.6.7.8.81.82)=<Ppl <Ppl1 <Pp2 <Pj21o <Pp3 ∕Pp4 u iPp5 ο (Pp6 ∕Pp7 ο ∕Pp8 <Pp81 ∕Pp82 (Dtf.)15. ∕f Pp(l .2 .3.4.5.6.7.8)∕Zg. ο : ∕,1.∕2.∕3.∕4.∕,5.∕6.∕,7. - /8. - = λ 15'. fé Pp(l .21.3.4.5.6.7.8)∕Zg. ο :15". /£ Pp(l1.2 .3.4.5.6.7.8)∕Zg .ο :15'''. fε Pp(l1.21.3.4.5.6.7.8)∕Zg. ο :16. ∕,ePp(l .2 .3.4.5.6.81.82)∕Zg. ο:16'. fε Pp(l .21.3.4.5.6.81.82)∕Zg. ο:16". f ε Pp(l1.2 .3.4.5.6.81.82)∕Zg . ο :16'". Pp(l1.21.3.4.5.6.81.82)∕Zg . ο :17. ffPp(l .2 .3.4.5.6.7 .81)∕Zg . ο:17'. fε Pp(l .21.3.4.5.6.7 .81)∕Zg. ο:17". f ε Pp(l1.2 .3.4.5.6.7 .81)∕Zg .ο :17'". f ε Pp(l1.2i.3.4.5.6.7 .81)∕Zg .ο :18. fε Pp(l .11.2.21.4.5.6.7 .8 )∕Z9. ο : ∕l.∕2√3.∕f4.∕5.∕6√7.∕8.-∕υ.-=Λ19. ∕,ePp(l .11.2.21.4.5.6.81.82)∕Z9.oi20. ΛPp(l .11.2.21.4.5.6.7 .81)∕Z9.o.∙

§ 2.A, Β, C, D ε G . ο :1. A = Β. ο . C -+- A = C -+- Β [1.3][Ηρ. Ρρΐ, 3 : ο : A-t—C=B-hC . A—(—C=C-Η A. B-t-C=C-fB : ο : rJs] 1'. A == Β . ο . AC = Β-η C [11∙3][Hp. Ppl1, 3 : ο : C-t-A=C-t-B.C-t-A=A-t-C. C-t-B=B-t-C : o : rJs]2. C + A = C + B.o.A=B [2.1][Hp. Pp3 : o : A -+- C = B -+- C . Pp 2 : o : Ts]2'. A + C = B +C . o . A = B [21J][Hp. Pp3 : o : C -h A = C h- B . Pp21 : o : Ts]3. A = B.C = D.o.A-t-C = B-t-D [l.ll][Hp. Ppl. 11 : o : A C = B -h C . B -h C = B -+- D : o : Ts]4. A = B.A-t-C==B-t-D.o.C = D [1.2][Hp. Ppl : o : A+C=B-¼C . Hp : o : B-+-C=B-t-D . Pp21 : o : Ts]5. C = D.A-t-C = B-t-D.□.A==B [11.5][Hp. Ppl1 : o : A-÷C=A-+-D . Hp : o : A-t-D—B-t-D . Pp2 : o : Ts]
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IV. _ § 31
6. WEl + N√iG∣Zft.o.Σ17iG[(α) Hp. PpO : ο : 2 ε ηε (Ts)(∕3) Ηρ. m £ ηε (Ts). h ε G∕Zm+1. ΡρΟ : ο : ∑1,'l Λ -Η h (m -+- 1) £ G . ΡρΟ : ο : ∑imw h ε Gο : m-h 1 ε η ε (Ts)(«). (Æ). Pi : ο : Ts]7. τul-÷N . ∕⅛G∕Zn . f 'εG∣Zn : sεZn . Os. fs=f's∙.0 .∙. ΣiV=Σ1V' [1. 11][Ρ3, 6 . Pi : ο : Ρ7]8. Λf2 + N√fG∕Z,t.0.∑1V=∕l + ∑2V [1.11.4][(«) Ηρ. Ρρ4 : Ο : 3 ε η ε (Ts)(/3) Ηρ. m ε η ε (Ts) . h ε G∣Z rt+1 . Ρρΐ : ο : ∑1m+i7ι = (hl -+- ∑2*n∕⅛) 

-+- h(m -η 1) . Ρρ 4 : ο : ∑1m+i Λ. = 7ι1 -+- ( ∑2,n h -+- Λ(w-f1) ) . Ppli : ο : ∑1nι+17i = 7t1 -+- ∑2w+ift : ο: w + 1 £«£ (Ts).(α). (0). Pi : ο : Ts]9. wf2÷N√fG∕Zrt.i∙fZn-ι.0.∑√=2 ∕+Σ f [1.11.4]' Il r+l[(α) Ηρ. Ρ8 : ο : 1 £ ^ (Ts)
(β) Ηρ. r = η — 1. Def 1 : ο : Ts(y) Ηρ. r<π-1.Ρ8 : ο : ∑'i ↑ = f{r -+-1) -+- ∑" √.Ppl1!θ! , r+2 r+a2∕+ ∑"+lf - S/+ (Λ' +1) + <√) . Ρρ 4 : ο : 5∕-+-¾√ = Ο ∕ + * + 1>) ÷ 2r√ · ΡΡ 1 '■ ° : V ' ς"÷∕=∑r+7÷-∑n f.

1 ,(δ) Ηρ. (y) : ο : r < η — 1 .?·£?· £ (Ts). ο . r -+-1 £ r £ (Ts).(<χ). (0). (δ). Pi : ο : Ts]10. π £ 1N . f£ G∕Zrt . r, s £ Zn . ο . ∑"∕,= (’)’) ∑∕ [1∙3.4][(α) Hp. Pp3 : ο : 2 £ n^f (Ts).---- 'rtl-t-l ∕β∙ α\ W+l(0i) Hp.wfnf(Ts)ΛiG∕Z,w+ι.r,SfZrti.Ppkθi∑ι ⅛≈^J∑ι hzw-F-1 ∕,777 777,—1—1 \(02) mfl-4-N.ÀfG/Zw+i. P9. Pp3, l:o:2, ⅛-(X17^)2ι h(∕3) Hp. mεnε (Ts). (01) . (02) : o : m -t- 1 ε η ε (Ts)
(«). (0). Pi : o : Ts]11. η £ 1 -t- N . f ε G∣Za . g ε (Z,l∕Z,l) sim . 0 . ∑∕ = ∑⅛) d · 3.4]

i r=i
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32 IV. - §§ 2-3.
[(«) Hp. Pp3 : ο : 2 £ η ε (Ts)(∕31) Hp. mi η £ (Ts) . h ε G∣Z,n+↑ . ν ε (Zrn+ι∣Zm+ι) sim . v{m-hl) = -r^ _w+l r=m+lτη Η- 1. Ρρ 1 : ο : Λ = Σ Λ(w)
(β2) m ε 1 -h N . h ε G∕Z,rt+ι . ν ε (Zm+↑∣Zm+ι) sim . s £ Zλi+i . vs ≈m -F 1. P 10 : ο : ∑r=,n+1 Λ(w) = (vs,’ 1Λ ∑r=w+1 ∕i(w∙) r=l k 7 ∖tf(wt-Fl), t»/ r=ι '(Æ) Hp. mεnε (Ts). (Z31). (∕32) : o : w -F 1 £ n £ (Ts)(a). (/3). Pi : o : TsJ

§ 3.A, B, C, D £ G. o :1. A==B.B>C.□.A>C[Hp. Def l:o:B£C-FG.Hp:o:A£C-FG. Def 1 : o : Ts] l'.A = B + C.o.A>B (Défi = PI')1". » .o.A>C [3][Hp. Pp3 : o : A = C -F B . ΡΓ : o : Ts]2. A>B.B>C.o.A>C [1.4][Hp. Défi : o : A ε B -F G . B £ C -F G . Ppl : o : A £ (C-f G) -F G. Pp4,0 : o : A £ C -F G . Def 1 : o : Ts]3. A B . o . A —F C B —F C [1.3.4][Hp. Def 1 : o : A £ B + G . Ppl : a : A-F C £ (B-f G)-F C . Ppl, 3, 4 : o : A-fC £ (B -fC) -F G . Def 1: o : Ts]4. A>B.o.C + A>C + B [11.4][Hp. Def 1 : o : A £ B -f G . Ppl1 : o : C -F A ε C -F (B -F G). Pp4 : o : C -F A £ (C -F B) -F G . Def 1 : o : Ts]5. C -F A > C -F B . o . A > B [21.4][Hp. : o : C —F A £ (C —F B) —f G . Pp4 : o : C —F A £ C —F (B —f G y. Pp21 : o : A £ B -f G : o : Ts]6. A + C>B + C.o.A>B [2.3.4][Hp. Pp3 . PI : o : C -f A > C -F B . P5 : o : Ts]7. A = B.C>D.□. A + C>B + D [1.11.4][Hp. Ppl. P4 : □ : A -F C = B -F C. B -F C > B -F D . P 1 : o : Ts]8. A = B.C>D.o.C + A>D-fB [1.3.4][Hp. Ppl1 . P3:o:C-fA = C-fB.C-fB>D-fB.P1:o:Ts]
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IV. - § 3. 33
9. A>B.C>D.o.A + C>B + D [1.3.4][Hp. P3, 4 : ο : A ·+ C >· B -F C . B -F C > B -F D . P2 : □ : Ts]10. A > B . o . A -+- C > B [1.4][Def 1 : o : A + C > A . Hp. P2 : o : Ts]11. A>B∙+C.o. A>B [4][Hp. : o : A î (B + C) + 6 . PpO, 4:o:A£B + G:o: Ts]12. A>Bh-C.o.A>C [3.4][Hp. Pp3 .PI :o: A>C + B. Pli : o : Ts]13. A-fB = C-fD.A>C.o.B<D [1.2.3.4][Hp. : o : A £ C -h G . Ppl . Hp : o : C -F D £ (C -F G) -F B . Pp4, 21 : o : D £ G -F B . Pp3 . Def 1> 2 : o : Ts]

21. A - - B . o . A > B o A < B [5][I §2P25 : ο : P21 = Pp5]22. A->B.o.A = B^A<B [5]23. A - < B . o . A = B A > B [5]24. A = B . o . A - > B . A - < B [6][Hp. (A > B , A < B). PI : o : B>B . Def 1 : o : B £ B -f G . Pp6.1§3P1 : o .∙. A=B.(A>BuA<B) : = λ . I §3P8 . §2P7.-.o:P24]25. A > B . o . A - = B . A - < B [6]26. A < B . o . A - = B . A - > B [6]27. A- = B. = . Λ>B>A<B [5.6][P21, 24.1 §2P1, §1P3 : ο : P27]28. A->B. = .A = B^A<B [δ. 6]29. A-<B. = .A = B<jA>B [5.6]

31. G - == a . o . num G = ∞ [6][(a) Hp. . o . A £ G. - =λ λ (Æ) A £ G . Pp O : o : A h- A £ G (y) AfG.Pp6:o:A- = A-i-AHp. n t N.num G>π . (a) . (6) . (y) :o: num G>n-t-l. Pi :o: Ts]32. G - = λ . o . num (A + 6) = ∞ [6]
3 — Formai.
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34 IV. - § 4.
§ 4.

A, B, C, D £ G . o :1. A > B . o . A — B £ G [2 J[(a) Hp. §3 Def 1 : o : X £ G . A = B 4- X . - =x λ (Æ) X, Y £ G . A—B=X . A—B=Y . Def 1 :o: A=B÷X . A=B4-Y: 3 : B + X - B - Y. Pp21 : □ : X = Y («). (/3) : □ A > B. A — B - £ G : = λ . I §3P8 : o : P 1]2. A — B £ G . o . A > B[Hp. Def 1 : o : A = B 4- (A — B) . Hp. §3 Def 1 : o : Ts]2'. A>B. = .A - B £ G [21]3. A — B - £ G . o . A < B [21.5][PI. I §2P4 :o:A — B-fG.o.A->B. §3P22 : o : P 3]4. A < B . o . A — B-fG [5.6][P2 . §3P28.1 §2P4 : ο : P4]5. A> B . o . A = B + (A — B) [21][Hp. PI : o : A — B ε G . Def 1 : o : Ts]6. A>B.o.A = A- B + B [2.3]€'. A > B . o . B = A — (A — B) [2.3][Hp. P5 . Pp3 : o : A = (A — B) 4- B . Def 1 : o : Ts]7. A = A 4- B — B [3][Pp3 : o : B+A=A÷B . Def 1 : 0 : A=(A4-B)-B . Def 3 : 0 : Ts]8. A = B.A>C.o.A - C = B — C [2 J[Hp. §3P1 : 0 : B>C. Hp. P5 : 0 : A=C4-(A-C). B=C4- (B—C). Hp. : 0 : C4-(A-C)=C4-(B-C). Pp21: 0 : Ts]9. A = B.C>A.o.C- A = C— B [1.2i][Hp. §3P1 : 0 : C > B . Hp. P5 : 0 : C=A4- (C—A). C=B 4- (C—B) : 0 : A4-(C-A)=B4-(C-B). Hp. §2P4 : 0 : Ts]1Q. A = B . C = D . A > C . 0 . A — C = B — D [1.21][Hp. §3P1 : 0 : B > C . B > D . P8, 9 : 0 : A—C = B—C . B —C =B —D:o: Ts]11. A>C.B>C.A-C = B — C.o.A = B [11.21][Hp. PI. Ppl1 : o : C 4- (A — C) == C 4- (B — G). P5 : 0 : Ts]12. C>A.C>B.C-A = C — B.□.A==B [2.21][Hp. P5 : □ : C = A 4-- (C-A). C = B 4- (C — B) : □ : A 4- (C —A) = B 4- (C—B). Hp. PI . Pp2 : 0 : Ts]
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IV. - § 4. 35

13. A>B>C.o. A — C>B- C [1.21.4][Hp. §3P2 : o : A>C . Hp. P5 : o : A=C-b(A-C). B=C÷(B-C). Hp. §3P1 : o : C÷(A-C) > C -+- (B—C). PI. §3P5 : 3 : Ts]
14. A>C.B>C.A- C> B — C.o.A>B [11.21.4][Hp. PI. §3P4 : o : C (A — C) > C h- (B — C). Hp. P5 : o : Ts]
15. A > B . C > A. o . C — A < C — B [1.2.3.4][Hp. §3P2 : o : C > B . Hp. P5 : o : A (C — A) = B -+- (C — B). Hp. §3P13 : o : Ts]
16. C>A.C>B.C - A > C — B.o.A<B [1.2.3.4][Hp. P6 : o : (C—A) -+- A = (C—B) B . Hp. §3P13 : o : Ts]
17. A — B = C.o.A = C + B [1.2.3][(α) Hp. P2 : 3 : A > BHp. Ppl:o:(A—B)-hB=C-hB.Pp3i0ιB÷(A-B)=C+B.(a).P5:o:Ts]
18. A — B = C . 3 . A = B -h C [11.21][(a) Hp. P2 : o : A > BHp. Ppl1 : ο : B + (A—B) = B -+- C . (a). P5 : o : Ts]
19. A — B > C . □ . A > C + B [1.2.3.4]20. » . o. A B -+- C [11.2i. 4]21. A > B -+- C . o . A — B > C [1.21.4][Hp. §3 Défi : 3 : B-⅛C>B . Hp. P13 :o: A—B>(B-+-C)-B Défi. §3P1 : o : Ts]22. A>B + C.o.A-C>B [1.2.3.4]23. A<B + C.A>B.3. A — B<C [1.21.4]23 . A < B + C. A > C. o . A — C < B [1.2.3.4]24. B > C . □ . A -h (B — C) = A -f- B — C [1.2.3.4][Hp. P6 : 3 : (B—-C)-fC = B . Ppl1 : 3 : Ah-((B-C)÷C) = A+B . Pp4 : 3 : (A -h (B—C)) -+- C = A -+- B . Pp3 . Def 1 : 3 : Ts]25. B>C.A>B - C.o.A — (B — C) = A + C - B [1.2.3.4]
26. A > B . B > C . o . A — (B — C) = A — B + C [1.2.3.4]
27. A>B-t~C.o.A - (B + C) = A - B — C [1.2.3.4]28. A > B . 3 . A — B < A [2.3][Hp. P6 : o : (A — B) h- B = A . Hp. PI . §3 Def 1 : 3 : Ts]
29. A>B.B>D.D>C.3.A-C>B — D [1.2.3.4][Hp. §3P2 . §4P13 : 3 : A— C > B — C . Hp. §3P9 : o : (A — O) -+- D>(B-C)÷D . P6.§3P1 : 3 : (A—C)÷-D>B . Hp. P23 :o: Ts]
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36 IV. — S 5.
31. AéG . ο . G<^Xf (X < A) = G^(A —G) [2.3J[(«) Hp. B ε GmA - G) . P2, 28 : o : B < A 

(∕31) » B£G<Æ(X<A).P6':o:B=A—(A—B).Pl:o:BêA—G» (α). (/3). I §4P2 : o : Ts]
§ 5.A, B, C £ G . m, η £ N . o :1. nA e G[(a) Hp. Def 1 : ο : 1 £ n £ (Ts)(Æ) » η ε n £ (Ts). PO : o : ?iA+A £ G . Def 2 : o : (n -+- 1)A £ G : ο : n -+-1 £ η ε (Ts)Hp. (a). (Æ). Pi : o : Ts]1'. NG = G[Défi. PI : o : Go NG . NG o G . I §4P2 : o : PI']2. ∕'fGiZrt : s £ Zn . os. ∕⅛ = A : o .∙. ^lnf=nA [1 . IJ[(a) Hp. Def 1 : o : 1 ε η ε (Ts)(Æ) » m £ η £ (Ts). h £ G∣Z,n+1 : s £ Zm+1 . os. hs = A : PI . §2P3 .’. o .". li = mA. —(— A . Def 2 .■. o .*. 2^ 7i — (τη -t— 1 ) A.·. o .,. m -+-1 ε n £ (Ts)Hp. (a). (β). Pi : o : Ts]3. A = B . o . 7îA = nB [ 1 . ] j[(a) Hp. Def 1 : o : 1 £ n £ (Ts)(Z3) » mεn~ε (Ts) . §2P3 . Def 2 : o : (m -+- 1)A = (τη 1)B . Tn : ο : τη -h 1 £ n £ (Ts)Hp. (a). (/3). Pi : o : Ts]4. /τι - - η . ο . τηΑ = nk [JJ[(a) Hp. Tu . Def 1 : o : (1, 1) £ (τn, τ⅛) £ (Ts)(Æ) » (τη, n') £ (τη, n) £ (Ts) . Ppl. Def 2 :ο:(τη'-+-1)Α=(τι'-ι-1)Α.Τη : ο : (τη'-h 1, n'÷-1) £ (τη, n) £|(Ts)IIp. (a). (/3) . Pi : o : Ts]5. A = B . m n . o . τnA = nB6. τn(A -+- B) = τηΑ -h τη B [1∙1J

[1.3.41
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IV. - § 5. 37

[(α) Hp. §2P3 . Def 1 : ο : 1 f m ε (Ts)
(β) » nεmε (Ts). Ppl : o : n(A-hB) -h (A-+-B) = nA + nB +

(A + B). §2P10, 11 : o : n(A + B) + (A + B) = (nA -h A) -+- 
(nB -h B). Def 2 . §2P3 : o : (n + 1) (A + B) = (n ÷ 1)A -+- 
(n -h 1)B : o : w + 1 ε m ε (Ts)

Hp. («). (/3). Pi : o : Ts]
6'. fε G∣Zn . o . m(ΣiV) = ∑in(mf) [1.3.4]
7. (m -h n)A = mA -h nA [1 . li. 4]

[(a) Hp. Def 1, 2 . Ppl1 : o : (m -h 1)A = mA -h IA : o : 1 ε η ε (Ts) 
(/3) » ηε η ε (Ts) . Ppl : o : (m -h ri) A -h A = (wiA-hn'A) -hA .

Ppl1, 4 . Def 2 . Τη . P4 : o : ζm-h(n'-hl))A=wA -h (n'--hl)A : 
o : n'-h 1 ε η ε (Ts)

Hp. (a). (/3). Pi : o : Ts]
■7'. fε N∣Zn . o . (Σ1V)A = ∑'J>)A [1 . 11.4]

B. m(nA) = (mri)A [1.3.4]
[(a) Hp. Tn . Def 1:ο:ΐΑ = Α.?η = ηιχΐ.Ρ5:ο: m(lA) = 

(m X 1)A : o : 1 ε η ε (Ts)
(β) Hp. η'ε η ε (Ts). Ppl . PI : o : m(n'A) -h mA = (mn')A -h mA . 

P6, 7 : o : τn(n'A-hA) = (ran'-h m)A . PI, 3, 4 . Def 2 . Tn : o : 
m((n'-h 1)A) = (m(ri-+- 1))A : o : ris η ε (Ts)

Hp. (a) . (Z3). Pi : o : Ts]
Ό. A Z> B . o . mA >> mB [1.3.4]

[Hp. : o : A £ B + 6 . Hp. PI, 3, 6 : o : mA ε mB -h G : o : Ts]
10. m ^>n . o . mA >> nA [1.11.4]

[Hp. Tn . o . m ε n -h N . Hp. PI, 4, 7 : o : mA ε nA -h G : o : Ts]
11. A > B . m = n . o . mA > riB [1.3.4]

[Hp. P9, 4 : o : mA >> mB . mB = nB . PI. §3 PI : o : Ts]
12. A = B . m n . o . mA >» nB Ll.l1.4]

[Hp. P3, 10 : o : mA = mB . mB >» nB . §3P1 : o : Ts]
13. A >> B . m >> n . o . mA ^> riB [1.3.4]
14. mA = mB . o . A = B [1.3.4 . δ . 6]

[A, B ε G . m ε N. A-=B.§3P27.P9, 1:o:toA-=toB. I §2Ρ1.·.ο.·.Ρ14]
15. mA > mB . o . A > B [1.3.4.5.6]
16. mA --- nA .σ.m==n [1.11.4.5.6]
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[A £ G . m, w £ N. m - = η. Τη . §3P27 . P10 : o : «iA - = nA . I §2 
PI .·. o .·. P16]

17. mA > nA . o . m > n [l.li.4.5.6J
18. A > B . o . m(A — B) = mA — mB [1.2.3.4]

[Hp. §4P5 . P3, 6 : o : m A = mB -+- m(A — B). §4 Def 1 : □ : Ts]
19. m > η . o . (m — n)A = mA — nA [1.11.4}

[Hp. Τη : o : m = n-+- (m — ri), P4,7 : o : mA = nA-+- (m — ri) A - 
§4Defl:o: Ts]

20. p ε N . (m/>) A = (nρ)B . o . m A = nB [1. 3.4.5.6J
21. » . (mj>)A > (np)B . o . mA >> nB [1.3.4 . δ . 6}
22. η ε 1 -+- N . o . nA > A Llh.4]

[Hp. Tn . o . n >> 1. P12 . Def 1 . §3P1 : o : Ts]
23. A = B .o . mi N. mA > B . - =m λ [1 . li. 4}

[Hp. Def 1. P22 . §3P1 . Tn : o : Ts]
24. A > B . o . m £ N . mA > B . - =m λ [1.11.4}

[Hp. P22 . §3P2 . Tn : o : Ts]
25. te £ R. n, nxε N.nA=(wæ;B.o:m, mæfN. aιn. mA=(mx)B [1.3.4.5.6}

[Hp. m, mx £ N . P3, 4, 8 . Tr : o : n(mA)=n((mæ)B) . P20 : o : Ts}

31. mA>B.-=mΛ [1.11.4.5.8J
[(a) Hp. A > B . P23, 24 : o : Ts 
(Æ) » A < B . Pp8i : o : Ts» (a). (-0). Pp5 : o : Ts]

32. A >■ B . o : m £ N . (m-+-l)B > A mB . - =fn λ [1.11.4.5.6.81}
[(a) Hp. P23, 24 : o : N x~ε (æB < A) -=λ . P17, 31 . §3P1, 2 . Tn 

: o : max(N^xε (a?B < A)) £ N
(β) Hp. m = max(N xε (xB < A)) . §3P28 : o : (m -h 1)B > A. » (a). (β) : o : Ts]

33. U ε G . A<B . o : x, y ε N . x‘A<?/U<a?B . - =x> y λ [1.3.4.5.6.81}[(a) Hp. §4P1 . P31 : o : m £ N . m(B — A) > U . - =m λ 
(Æ) » m £ N . m(B — A) > U . mA < U . P18 . §4P19 . §3P12-o:

U <X mB : o : (m, 1) £ (æ, ?/) £ (Ts)
(7) Hp. m £ N . mA > U . P32 :0 : η ε N . (n -+- 1)U > m A > nU ·

” n -A-
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(δ) Ηρ. τη, η ε Ν . τη(Β—A) > U . τη A > U. (n-hl)IΓ>τnA X> nU. §3Ρ9 . §4Ρ19, 6 : ο : τηΑ < (η-+-1) U < τηΒ : ο : (τη, η -+- 1) £ (®, 2/)f (Ts)_ Ηρ. (α). (0). (y). (δ). Ρρ5 : □ : Ts]34. GAX^(X<A)≈a.o.G = NA [1.3.4.5.6.81][(α) Ηρ. Β £ G . §3Ρ23 : ο : Β > A . Ρ32 : ο : τη £ Ν . (τη-F 1)Α> Β >τηΑ. - =mλ(0) Ηρ. B £ G . m £ N . Β > τηΑ. §3Ρ23 : ο : Β — τηΑ > A . §4Ρ18, 19 : ο : Β > (τη -η 1)ΑΗρ. (α). (-0) . §3Ρ29 :o:B£G.B-£NA. = a.I §3Ρ8 : ο : Β £ G . ο . Β £ ΝΑ . PI'. I §4Ρ2 : ο : Ts]35. G^(-NA)- = a.o.G^x7(X< A)- = a [1.3.4.5.6.8i][(α) P34 . §4Ρ31 . I §2Ρ1 : ο : G - = ΝΑ.ο . G<√A — G) - = a(0) PI'. I §4Ρ2 . §2Ρ2 :o:G- = NA. = .G^(- ΝΑ) - = λ (α). (0). I §1Ρ21 : ο : Ρ35]36. G^Xf(X<A)- = Λ.o .G<√-NA)- = a [1.2.3.4.6][(α) Ηρ. §4Ρ31 : ο : Β £ G γλ (A — G) . - =β λ(0) » Β £ G^>(A — G). Β £ ΝΑ . Def 1 . Ρ22 : ο . Β > A(y) » §4Ρ28 . §3Ρ26 : ο : Β £ G (A — G) Β ε ΝΑ . = λ(«). (y). I §3Ρ8 : ο : Ρ36]41. A<B-+-C . ο : X, Y £ G . X-hY=A.X<B.Y<C . -=x, τ a [1.2.3.4.5.7][(a) Hp. A<B.DfG^(A-G)^(C-G). §4P6, 28 . §3P1, 2 :o: (A — D,D)f(XTγμ (Ts)(0) Hp. A > B . §4P23, 1 : o : C — (A — B) £ G(y) » A>B . EfG-∙(C-(A—B)-G)^(B-G).§4P19, 28, 6,7: o : (B-E, E-h(A-B)) £ (X, Y) £ (Ts)(a1) Hp. Pp7, 5 . §3P1, 2 : o : D £ G (A — G) n (C — G) . - =D a (y1) > A>B . (0) . Pp7, 5 . §3P1, 2 :o: Ef G^(C—(A—B)—G)γλ(B- G). -=ea hP∙ (a) ∙ (aι) · (?) · M ∙ pP5 : 0 : Tsl42. A<B . ο : X £ G. A<X<B . - =x a [li. 21.4.7][(a) Hp. C £ G . C < B — A . §4P2O : □ : A -+- C £ X7 (Ts)(0) » §4P1 : o : B — A £ G . Pp7 : o : C £ (B—A—G). - ==c a» (a). (0) : o : Ts]
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43. X, A — X £ G^A — X < B . - =x λ [1.2.3.4.5.7][(α) Up∙ A ∙≤ B . C £ G (A — G). §4P28 . §3P1, 2 : o : C ε X ε (Ts) (/3) » A>B.Df G. A—B<D<A.§4P20, 23':o:Df X? (Ts)(α1) » Pp7:o:CéG^(A —G).-=cλ(Z31) » A>B.§4P1, 28 . P42 : o : D f G . A—B<D<A.-=oλ» (α) ∙ («J · (β) ■ {βl) · Pp5 : o : Ts]43'. A > B . ο : X, A - X î G . A - X<B . - =xλ \43”. A < B . o : » ∕ r< «

< [1.2.3.4.7]43”'. A ζ B . o :44. ∕∙f G∕Zrt . ∑iV< A . - =fΛ _ [11.21.4.7][(α) Hp. Pp7.1 §4P7 : o : 1 £ n£ (Ts)(-01) » B é G . Pp7 . §4P5 : o : U, V £ G . U -t- V = B . - =u, v λ (⅞) » wenfJTs) . (∕31) .Ppl1 .Pp4.§3Pl:o:h£G/Zm+i .∑inι÷1Λ < A. -=λλ(/3) Hp. (Z32) : o :m ε nε (Ts). o . (m -+-1) ε η ε (Ts)» (a) . (Æ). Pi : o : Ts]45. XfG.nX< A.-=xλ [1.2.3.4.5.7][(«) Hp. Pp5 . §3P1, 2 . P44 : o :: fε G∣Z,l . ∑ιγ< A : r ε Zn . or . /1 < ∕r : - =∕∙λ
(β) Hp. f ε G∣Zn ∙.rεZn.or.fl<fr∙. §3P9 . §5Ρ2.·.ο:π(/4)<Σ1Υ » (a). (Æ). §3P2 : o : Ts]

47. A<Ε-t-C . ο : ?n, η ε N . m↑>n . -zzA<wB . (m—w)A <≤ mC . - =^m,n λ
[1.3.4.δ.6.7.81][(a) Hp. A < B . A < C . P13 . Tn : o : Ts(01) » §4P1 . P7 : o : D £ G . D < B-h C — A . D < B . - =D λ(∕32) » D ε G r\ (B — G). §4P28 . P33 : o : m, n £ N . m(B — D) <Z

nA < mB - =,n,M λ(∕33) Hp. m, η ε N . nA < mB . A > B . P13, 17 : o : n < zn (ÆJ » D £ G . D <≤ B-fC—A . D<≤B . m, η ε N . m^>n.m{B—D)
< nA :a: (m — nyA ·< mC 

(β) Hp. A > B . (∕31). (tf2). (ti3). (∕34) : o : Ts» (a) . (Æ) . Pp5 : o : Ts]
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48. χ ίR . η, ηχ ε Ν . [ηχ'.A < ?ιΒ -+- wC . ο : ?/, ζ £ R . m, my, mz £ N . x

≈y -H z . (wy)A ≤ mB . {mz')A < mC . - ==m,y,z λ
[1.3.4.5.6.7.8i]49. A>B.o:XiG.nX<A. A-nX<B.-=xΛ [1.3.4.5.6.7.81][(a) Hp. P45:o: YfG.nY<B-=γΛ(Æ) » Y ί G . wY ≤ B : o : wY ≤ A . P32 : o : m ε N . (iwh-1) (toY) > A > m(np. - =,rt λ(y1) Hp. Y £ G.nY «< B.m £ N.A = m(nY):o:m > 2(y) » (y1) :o:A—n((wι-1)Y)<B(5) » (m-i-l)(?iY)>A>>w(nY):o:A—n[mY}<zB' («).(5).(y).(5).Pl:o: Te]50. A < B . ο : X ε G . A < wX < B . - =≈x λ [1.3.4.5 . G . 7.8i][(a) Hp. P49 : ο : X £ G . nX < B . B — nX < B — A . - =x λ (Æ) » X £ G. nX < B . B — nX < B — A : o : A < nX < B» (a). (5) : o : Ts]

§ 6.A, BfG.a, & £ R . o :1. η ε N . o . n[~-^ =ss A [ 1 . 1 i. 8z][(a) Hp. Pp82 : o : B ε G . B = -^-A . - =B λ .(∕31) » B £ G . B = —A . Def 1 : o : A = nB

(β2) » . §5P3 : o : =
. (3) · (Z31).(⅛ioi7i(1a) = AHp. (a). (Æ) : o : Ts]2. G^x7(X<A)- = λ. [1.11.4.82][(a) Hp. nf 1 + N. Pp82 : o : -^-A £ G(5) » (a). §5P22 : o : -i-A < ^(-i∙A^ . PI . §3P1 : o :

—A < A nHp. (a). (/3) : o : Ts]
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2'. P2 = Pp73. ∙m, η £ N . ο . m(^Aj = ™Α [1.3.4.82][(α) Ηρ. Pp82 : ο : Β £ G . Β = —A . - ==Β λ ,(β1) » Β £ G . Β =-^-Α. Def 1 : ο : Α = ηΒ. Ηρ. §5Ρ1, 3, 8 : ο : 

m
mA — n(mB). Def 1 : ο : —A = mB .

η(Z32) Ηρ. Β £ G . Β = -^-Α . §5Ρ3 : ο : wi^a) = wB(Æ) ’ GO · (/3) : ο : ™(-^α) = ™ AΗρ. («). (Æ) : ο : Ts] 
fYYt4. m, η £ Ν . ο . —(τηΑ) = — A [82][(a) Ηρ. Pp82. §5Ρ1 : ο : Β £ G . Β = i(wA). - =Β λ .1 m

(β.) » BfG.B=—(mA). Def 1 :ο: mA=riB. Def 1 :ο:—Α=Β 
17 η η

(β) » (βi) : ο : —(mA) = —A .v ' η ηΗρ. («). (Ζ3) : ο : Ts]ΤΖΙζ5. m, η ε Ν . ο . —A £ G [82]
η[Ηρ. §5Ρ1 . Pp82 : ο : -^(™Α) £ G . Ρ4 : □ : Ts]

6. η £ Ν. A = Β . ο . — A = — Β. [1 .11.82]
η η[Ηρ. Ρ1 : ο : A = n(-^-B^ . Def 1 : ο : Ts]

77? 77?7. m, η £ Ν . A = Β . ο . —A = —Β [1.11.S2]
η η[Ηρ. §5Ρ3 : ο : mA — mB . Ρ6 : ο : —(mA) = —(mB). Ρ4 : ο : Ts]8. η £ Ν . ο . — (ηΑ) = A [ 1 . 11.82]

η[(a) Ηρ. Β £ G . Β = η A . Def 1 : ο : A = ⅛
(Æ) » P6 : σ : — Β = —(ηΑ) .κ 7 η ηΗρ. §5Ρ1. (a). (Ζ3) : ο : Ts]
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9. m, m, η, η ε N . — = — .□ . —A = —A . [1.3.4.8,1
η η η n j[Hp. Tr : o : mn = nm. Hp. §5P4, 8 : o : n'(mA) = n(w√A). Def 1. P3 : o : mA = n^(w√A)j . P3 . §5P5 . P5 : o : mA=n^A^. Def 1 : o : Ts]TZt 77710. m, n £ N . a = — .o.aA = —A ί 1.3.4.8J

η n j77?/[(a) Hp. Tr : o : m', n'ε N . D(m', n") = 1 . a = -.- =m,, nΑ .

, , x , , ,, m' m mm' _ m , m'(Z31) » m, nεN.a= — .Tr:o:— = — . Hp. P9:o: — A = — A .
η η η η n(∕32) » D(w', n'y) — 1 . Def 2 : o : aA = —,A77(/3) » » (∕31).(⅞).P5^aA=- A.Hp. (a). (/3) : o : Ts]11. aA £ G [82][(a) Hp. Tr : o : num ^(ra, ri) ε (m, n ε N.D(m, w)=l.a==^J J = 1 TW*(/3) » m, n ε N.D(ra, w)=l.a=—.P5.Def2.I §4P10 :û: aA ε G .Hp. (a). (Z3) : o : Ts]12. G = RG [82]13. a = b . o . aA = b A [82]

m[(a) Hp. Tr : o : m, η ε N . D(m, n) = l.a = 6 = -.- ==m,n λ .(∕3) » m, η ε N . D(m, n)=l . a=b= — . P5.Def2 :o: aA= — A .
η n

m
b A = —A : o : aA = b A 

nHp. (a). (/3) : o : Ts]14. A = B . o . aA = aB [1. 1 i... 82]7??/[(a) Hp. Tr : o : m, η ε N . D(τn, η) = 1. a = — . - =wt, η λ .f/3.) » m, τι ε N.D(w, n)=l.a= — .Def2:o:aA = — A.aB = — B . v ’ k 7 y n η n(/3) » (<01). P5, 7 : o : aA = aB.Hp. (a). (/3) : o : Ts]
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15. neN.o.-(A + B) = -A-÷--B. [1.3.4.8Jη η η l j[Ηρ. Ρ1 : ο : A == ^(4a) . Β = w(⅛) . Pp82 . §2Ρ3 . §5Ρ6 : ο :Α + Β = 4—A -+- — B^ . Défi : ο : Tsl 
\ η η ί

ΊΊΊ yyι 77115'. w, η ε Ν . ο . —(A η- B) = — A η----Β [1.3.4.8J
η η η l zj[ΙΤρ. §5Ρ6 : ο : w(A -+- Β) = mA -+- mB . Ρ15, 4 . §2Ρ3 : ο : Ts]16. α(Α -+- Β) = αΑ -+- αΒ [1.3.4.82]771/[(α) Ηρ. Tr : ο : m, η ε Ν . D(m7 η) == 1 . a = — . - =w, n λ .71/

771/(l01) » m, η £ Ν . D(m, η) = 1. α = — . Def 2 : ο : α(Α -+- Β) =
m,ι , m _ m„—(A Η- Β). αΑ = —A . αΒ = —Β

* η η η
ΊΊΧ

(β) Ηρ. m, η ε Ν . D(m, η) = 1 . a = — §2Ρ3 . P15', 5 . (Z31) : ο : α(Α —(— Β) = αΑ —F αΒΗρ. (α). (Æ) : ο : Τβ]16'. η ε 1 -+- Ν . fε G∣Zn . ο . α(∑1w∕*) = ∑1wα(f) [1.3.4.82]17. β -+- δ)A = αΑ -÷ 5A [1.3.4.82]
771/ 771/[(α) Ηρ. Tr : ο : m, m', η ε Ν . a = —, b = — . - =m m- n a .
η η

(01) » m, w>£N.§5P7.P15:o:^^A==-A-4-— A 
η η η

m m m-v-m(w2) » α = — , δ = —■. Tr : ο : α -(- δ =---------
η η η

(β) » ■ » (⅛01). (Æ2). Ρ10 : ο : (α-+-i>)A
= a A -η b A .Ηρ. (α). {∕3) : ο : Ts]17’. η £ 1 -+- Ν . Λ R∣Z,l. ο . (Σ1Y)A = S^(∕>)A [ 1.3.4.82]18. a(bA) = (αδ)Α , [ 1 . 3.4.82][(α1) Ηρ. m, m', η, n'f Ν . ^Α = Β . Défi . §5Ρ3, 8 : ο : (wwn')A =
. , . mm' mn' m ,, !m m'∖ m,(wn)B.P6, 4:ο:---- -Α = —-B.Tr. Ρ9 — × — )Α= —Β.

ηη ηη \η η I η. . ττ , , ,-r m , _ , x _ τn∕ra'. ∖ ιm m'∖ .(α) Ηρ. m, m, η, η êN. — A=B.(α ).P14 :ο: — — A = — ×- Α.
η η\η I \η η I
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IV. — § 6. 45
(β) Hp. Tr . P5 : ο : m, ni, η, η'ε N.BfG.α = -. —A 

η η η=≈ Β . - ==>», m', η, η', βΑ .Ηρ. (α) . (/3) . Ρ10 . Tr : ο : Ts]19. A > Β . ο . αΑ > «B . [1.3.4.82][Ηρ. . ο : A ε Β -+- G . Ρ14,16,11 : ο : αΑ £ αΒ -h G : ο : Ts]20. a > b . ο . αΑ > bA . [1.3.4.82][Ηρ. 'Tr :ο : αεδ + R . Ρ13, 17, 11 : ο : αΑ ε bA -+- G : ο : Ts]21. A > Β . a > b . ο . aA > άΒ [1.3.4.82]22. A > B . a > b . o . «A > bB [1.3.4.82]23. αA = αB.o.A = B [1.3.4.5.6.82][A, B £ G.α ε R . A-=B.§3P27.P11, 19 :ο:αΑ-=αΒ.Ι§2Ρ1.·.ο.·.Ρ23]24. αΑ > aB . o . A > B [1.3.4.5.6.82]25. aA = bA . o . a = b [1.3.4.5.6.82]26. aA > bA . o . a> b [1.3.4.5.6.82]27. A > B . ο . α(Α — B) = αΑ — «B [1.2.3.4.82][Hp. §4P5 . P14, 16 : o : αA = aB -t α(A — B) . §4Defl : o : Ts]28. a > b . o . (a — 5) A = a A — b A [ 1.2.3.4.82][IIp. Tr : o : a = b -+- (a — b). P13, 17 : o : aA = &A -f (a — 6)A . §4Defl : o : Ts]29. U ε G . A < B . ο : x ε R . A < æü < B . - =x λ [1.3.4.5.6.81.82]
[(a) Ηρ. §5P33 : o : a, b ε N . aA < &U <≤ aB . - =a. b λ .(∕3) » a, b ε N . aA <≤ &U < aB . Pli, 19 : o : — (aA) < — (&U)a a< —(aB) . Tr . P18 . §3P1 : o : A < — U < B .Λ ClHp. (a). (β). Tr . P10 : o : Ts]

§ 7.1. A £ KG . B £ A . o . B ≤ ΓΑ [1.4.5][(a) Hp. A<√B ÷G)- = Λ.Dcfl B<1A 
(βi) » A<^(B-t-G) = λ . X £ G . X < B . Défi : o : X < ΓΑ(∕32) * » X ≤ 1A . §3P22,1, 2 : □ : X≤B(/3) » (ÆJ . (Æ2). Dei2 : o : B = 1ΆHp. («). (/3) . I §3P1” : o : Ts]
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2. Αε KG. ΓΑε G. ο : B £ G . A^(B + G)=λ,-=bλ, [14.5]
3. AεKG.lA, BsG. A∩(B + G) = a.o.1'A<B [5]

[Hp. B<lA.DeflωA<√B÷G)-=Λ. Hp. I§3Pl:o: Hp. B<1Y=λ. 
I§3P8. §3P23:o:P3]

4. A ε KG. X, Y £ G. X < Y. Y < IA . ο . X < 1A 1.4]
5. A, BεG.ormεN. wA >> B . - =in λ [1.3.4.56.8]

[(α) Hp. ΝΑ ο (B -+- G) = λ . Pp8 : o : C ε G . 1'(NA) = C . - =c λ . 
(-0) A £ G . §5P22 : o : NA∩(A + G) - ≈ λ . Défi : o : A < INA). 
(y1) Hp. C £ G . C=1,(NA). (Æ).§3P1 :o: A<C. §4P28 C-A<C. 
(y) » (y1).P4 :o: C—A<l'(NA).DeflzoinεN.

C — A < mA - ==m λ .
(δ) Hp. C £ G . m £ N . C—A<?nA . §4P19.§5Def2:o:C<(wH-l)A 
(£) » NA (B÷G)=λ . (α).(0).(y). (δ) : o : l'(NA) £ G . H NA .

H > l'(NA). - =h a .
(ε) Ρ1.§3Ρ25:ο.·.Α, B £ G.NA (Bh-G)=a:=a.I§3P8.-./.P5] 

5'. Pp81 = P5
6. A £ KG . η ε N . IA £ G . o . l'(rcA) = ra(lA) [1.3.4.5.67.8]

(α) Hp. P2 . Pp8 : o : Γ(nA) £ G .
(01) » X £ G . X < l'(nA). Défi : o : A'f A . X < nA'. - = a 
(02) » X £ G . A'f A . X < nA'. PI : o : X < n(l'A)
(0) » (a).(⅛01).(02) : o : XfG . X < l'(nA). ο . X <n(l'A).
(y1) » X £ G . X<n(lA). §5P50 Y £ G.X<nY<n(l'A).∙=γA 
(y2) » X, Y ε G.X<πY<n(lA) :o: Y<1A :ο:Α'ε A.Y<A.=a-λ 
(y3) » A'ε A . Y < A': o : X < ni : o :

X < l'(nA)
(y) Hp. (a).(y1).(y2).(y3) :a zX≈G.X< l’(«A). ο. X<ri'A)

» (Æ). (y). Def2 : o : Ts]
7. AεG.nfN.o.l'(G^X^ε(XεnG.X<A)) = A [1.3.4.5..7.8]

[(<χ1) Hp. Y £ G . Y < A . §5P50 :o:ZfG.Y<nZ<A.-=zA 
(a2) » Y, Z ε G . Y<πZ<A : o : Y<1'(G X^ (X £ nG. X< A))
(a) » (a1).(a2) :o: Y £ G.Y<A.o.Y<1'(GXl (X ε nG.X<A))
(-0) » YεG. Y<l'(G^X^ε(XfnG.X< A)) : o : Y</

» (a). (Æ). Def2 : o : Ts]

8. A £ G . η ε N . o . —A ε G [1.3.4.5.67.8]n
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[(α) Hp. P6.Pp8:o:H £ G.1'(Gr, nX £ (nX<A)) = wH . - =H λ . 
(-0) » H fG . l'(G<^>nXf (nX≤A)) = nH . P7 : o : wH = A

» (a). (0). §6Defl : o : Ts]
8'. Pp82 = P8
9. a ε KR . l'α ε Q . A ε G . o . l'(αA) ε G [1.3.4.5.6.7.8]

[(a) Hp. §6P11 : o : aA £ KG .
(β) » Tq : o : b £ R . a (b -h R) = λ . - =& λ .
(y) » δf β.α^(&+β)=Λ:ί): BsG.aAn(B+G)=Λ.-=llΛ

» (a). (Æ). (y). Pp8 : o : Ts]
10. A, B £ G . a £ KR . l'a ε Q . A=B .o. l'(aA) = l'(aB) [1.3.4.5.6.7.8]
11. A ε G.a, b ε KR.l'a, Γ& ε Q.Γa=Γδ.o.Γ(aA)=Γ(6A) [ » ]

[(a) Hp. P9 : o : Ι'(αΑ), 1'(&Α) ε G .
(∕31) » X £ G . X ≤ Γ(aA) . Def 1 : o : a'f a . X ≤ a'A . - =a' a
(Æ2) » a'f a . Tq : o : &'£ & . a'< - ==⅛,Λ
(∕33) » a'f a . b'ε b . a'≤ X î G . X < a'A : ο : X ≤ &'A
(βi) » b'ε b . X £ G . X<δ'A : o : b A (Xh-G)-=a : o : X<1'(6A)
(Æ) » (01) . (02). (Z33). (BJ : ο : X £ G . X<l'(aA) . o . X<1'(6A)
(y) » : ο : X £ G . X < 1'(&Α). ο . X < l'(aA).

> («).^).(y):o:Ts]
12. A £ G . a, & £ KR. l'a, l'ô £ Q. o . l'(a(&A))=l'((a&)A) [1.3.4.5.6.7.8]
13. A, BfKG.A-≈Λ.B-=-Λ.CfG.(A^B)-.(C-FG)=Λ.o.l'(A+B)=≈l'A-+-l'B

[1.3.4.5.6.7.8]
[(«) Hp. : o : A-+-B^(2C÷G)=λ. Hp. Pp8:o:l'(A-hB), l'A, l’B ε G . 
(01) » X £ G.X<l'A-t-l'B. («).§5P41 : o : X1, X2 £ G.X1+X2=X.

Xi∙≤ 1A . X2< 1 B. — —x,, x2 λ
(02) » X1, X2fG.X1<l'A.X2<l'B :o: A'f A.B'f B.X1<A.X2<B'.

~=a', b'A

(⅛)' » X, X1, X2 £ G. A'f A.B'f B.X=X1-÷X2.X1<A'.X2<B' : o : 
X< A'-t-B' : o : Α+Β (X-hG) - = a .

(βy) » (01). (02). (Z33) : o : X £ G . X< 1'A-+-1'B . o . X< 1'(A-÷B).
(y1) » Y £ G . Y<1'(A-+-B) : □ : A'f A. B’f B.Y<A'-hB'. - =a', b'A 
(y2) » A'f A.B'f Β.Ρ1:ο:Α'<ΓΑ.Β'<ΓΒ. (a) :o: A'-hB'<ΓA-÷ΓB 
(y3) » » Y ε G.Y<A'-t-B'. (y2) : o : Y<1'A-÷1'B
(7) » (71). (y2) ∙ (r3) : 0 : Y f g . Y<1'(A+B). o . Y<1'Ah-1B .

* (a) ∙ (#) · (?) · Def 2 : □ : Ts]
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14. A £ G . α £ KR . Γα £ R . ο . l'(αA) == (l'α)A [1.3.4.5.6.7.8] [(α) Hp. P9 . §6P11 : ο : l'(αA), (l'α)A £ G .(∕31) » X £ G.X<C(l'a)A.(a).§6P29:o:iC ε R.X-<icA∙<(Γα)A.-=.z λ (Æ2) » X £ G.îc £ R.icA<(fα)A :o: aj<Γα.Tq a'ε a.x<Za'.-=a A (Æ3) » XéG.a'éa.£C£R.XO‘A.£c<a’:o:X<;a'A:o:«A (X-fG)-=λ 

(β) » (∕31). (β2). (∕J3) : ο : X £ G . X < (l'α)A . ο . X < Γ(αA)(y1) » Y £ G . Y < Γ(αA) : o : a'ε a . Y < a'A . - -a,∆
{y,i) s α'f a . Tq : o : a'<≤ l’a . Hp. : o : a'A. < (l'a)A (?) 8 (7i) ∙ (y2) : o : Y£ G . Y < l’(aA). o . Y < (l'a)A8 (a). (Æ). (y). Def 2 : o : Ts]

§ 8·A, B ε G . m, η ε Q . o ·.
1. wAfG. [1.3.4.5.6.7.8][IIp. Défi, 2:o:wiA=l'{ (R^æ £ (ic<≤m)jA] .§7P9.Tq.I§4P10 Ts]2. QG = G [1 .3.4.5.6.7.8]3. a £ KR . l'a = m . o . mA = (l'a)A [ » ][Hp. Tq :o: Γa=Γ(R<^>ic £ (aj∙≤wι)) . §7P11. Défi, 2 :o: Ts]4. A = B.o.rcA = wB [1.3.4.5.6.7.8]5. m ~ n. o. mA = nA [ » ]6. A = B . m = n . o . mA = π B [ » ]7. m(A + B)-mA + raB [ » ][(a) Hp. Tq : o : a £ KR .Va = m . - =aΛ(Æ) » a £ KR l'a £ Q . §6P11 : □ : aA, aB £ KG(y) » a £ KR . l'a £ Q . (/3). §7P13 :o: Γ(αΑ-ΗαΒ)=1’(αΑ)-Ηΐ'(αΒ)» («).(7).P3.§7P9.Defl, 2 : o : Ts]7'. a £ N . /-£ G∕Ztl. o . m(∑1a∕) = · [1.3.4.5.6.7.8]8. (m -h n)A = mA -+- nA [ » ]8'.aiN√cQ¾.o.(Σ1γ)A = ∑'' ⅛A [ » ]r=l9. m(nA) = (mri)A [ » ]10. A > B . o . mA >> mB [ ]11. m >> n. o. mA > nA [ » ]12. A >» B . m > n . o . mA > nB [ -> ]13. A > B . m > n . o . mA > ?iB [ » ]
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14. mA = mB . o . A = B [1.3.4.5.6.7.8]
15. toA >· mB. o. A > B [ » ]
16. mA = nA.o.m=n t * ■ ]
17. mA > nA .∂.m'>n [ » ]
18. A >> B . o . m(A — B) = mA — mB [ » ]
19. m >» η . o . (m — ri)A =· mA — nA [ » J

§ 9.
A, B, C, D, U, U'é G . o :

1. Γ(A∕U) - = λ [1.3.4.5.81]
[(α1) Tr : o : x £ R . n, nx ε N . nx ■< n . - =n, x a 
(α2) Hp. x ε R . n, nx ε N . nx < n . U < A . §5 P5, 11, 12, 13 : o :

(na?)U < nA
(a) » U < A. (a1). («2) :o: æ £ R.n, næ £ N.(naj)U<nA.-=,,,ic a
(∕31) » U > A . Pp81 : o : n £ N . U <; nA . - =n λ
(∕32) » η ε N . Tr : o : x ε R. nx = 1. - =x a
(j03) » a: £ R . n £ N . U ·< nA . na?=l . §5 P5,11 :o: (naj)U≤nA
(Æ) » U>A.(∕3i).(∕22).(∕33)ro!ic £ R.n, nx ε N.(nas)U<wA,-=n,αA» («). (/3). Pp5 : o : Ts]

2. A|U £ Q [1.3.4.5.6.81]
[(«) Hp. Défi, 2.P1 :o:æ £ Γ(A∕U). n, na? £ N.(mc)U<nA.-=n, a; a
(Æ) » η ε N . §5P31 : o : m £ N . nA ≤ mü . - =,n a
(y) » x £ R . m, n, nx £ N . (na?)U ≤ nA ≤ mU.§3Pl, 2:o:(na?)U

< mü . 85P16,17 : o : nx < m . Tr : o : x < — · n
(δ) » (α).(0).(y). Tr : o .,. Λ £ R . 1'(A∕U)<^(⅛-+jl R) = λ :-=λλ

» (δ). Tq : o : Ts]
3. f(A∕U) = E-ïi (æU < A) [1.3.4.5.6.82]

[(a1) Hp. x ε R.æ £ Γ(A∕U). Défi, 2 : o : n, nx £ N.(naj)U<≤nA.-=w∆
(α2) » x £ R.n, nx ε N.(nic)U<nA. §6P18, 23, 24 : o : îcU<A(a) » (a1)∙(a2) : 0 : x ε R.æ £ 1(A∕U)'. 0 . x ε (Rnæ ε (a?U <A))
(βl) » x ε (Rriæ £ (a?U<A.)).n,na? ε N.§5P3,9.§6P18:o:(næ)U<A 
(∕32) » x ε R : Tr : 0 : n, nx ε N . - —n a
(Æ) » (ÆJ . (#2) : 0 : æe (R^>aΓf (æU < A)) . 0 . æe Γ(A∕U)

» («). (-0). I §4P2 : 0 : Ts]
1 — Formul,
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4. (A∕U)U = A [1.3.4.5 . G . 7.8][(α) Hp. P2 . §8P1 : o : (A∕U)U £ G .(∕31) « (α). X £ G . X ≤ (A∕U)U . Défi, 2 . P3 : o : a? £ Γ(A∕U).X < æU . - ==ic Λ(∕32) » X £ G . a? £ Γ(A∕U). X < æU . P3 : ο : X < A(Æ) » (∕21). (∕32) : ο : X £ G . X < (A∕U)U . □ . X < A(y1) » X £ G . X < A . §6P29 :o:a?£R.X<£cU<A.- =x λ(y2) » X £ G . æ £ E . X < æU < A : ο : X < 1'∣(Γ(A∕U))U)(y) » (y1) ∙ (y2) :o:XfG.X<A.o.X< (A∕U)U» (a) . (/3). (y). Défi, 2 . §8Def2 : □ : Ts]4'. G = QU [l .3.4.5. G. 7.8J5. A = B . o. A|U = B/U [1.3.4.5.6.81][Hp. §5P3.§3Pl.Defl, 2.1 §4P2:o:f(A/U)=f(B/U).Pl, 2 .Tq:o:Ts]6. U = U’. o . A/U = A/U' [1.3.4.5.6.81]7. A>B.o. A∕U>B∕U [ » ][(a) Ilp. §5P33 : o : ni, n £ N . ?nA > ?iU > mB . - =,n w λ 

(6) » m, n é N . mA>nU∕>mB . §5P4 : o : raA>^m-^U >raB(y) » Ρ1.(α).(/2):ο.·.Λ £ Γ(A∕U).Γ(B∕U) (Zι-+-R-> ∕Zt) = λ : - =∕ιΛ» P2 . Tq : o : Ts]8. U > U', o . A/U < A/U' [l . 3.4. δ . 6.81]9. A∕U = B(U.o.A = B [ » ][P7.§3P21.P2.Tq :o: A, B, U £ G.A-=B.σ.A∕U-=B∕U.I §2P1 :o: P9J10. A/U = A/U'» o . U = U' [1.3.4.5 . G . 81]11. A/U > B/U . o . A > B [ » ]12. A/U > A/U'. o. U < U' [ » ]13. (A -+- B)/U = A/U + B/U [1.3.4.5.6.7.81][(fe1) Hp. x ε Γ(A∕U) . y £ 1'(B∕U) . Def 1, 2 . PI : o : n, nx, ny ε N . (na?)U < nA . (ny)U < nB . - =M λ(a2) » x, y £ R . n, nx, ny îN . (?zæ)U < nA . (wy)U < nB : o :
{n{x y))U < n(A -+- B)(«) » («J . («2) : o : Γ(A∕U) ÷ Γ(B∕U) □ 1'((A -÷ B)/U)(β1) » 2 £ 1' ((A -+- B)U). Défi, 2 . PI : o : n, nz £ N . (nz)U <A —(— B). - ==„ λ
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(∕J2) Hp. z ε R . η, nz ε N . (ns)U ≤ w(A -+- B). §5P47 : o : a⅛ y ε B .w, mx, my £ N . a; -F // — 2 . (m)U < wA . (rqτ∕)U < WlB . — =m,x,y Λ(∕3) * (βi). (∕32) : o : Γ'((A ÷ B)∕U) o Γ(A∕U) -+- Γ(B∕U) _» Def 2 . I §4P2 . (a) . (/3) : o : 1'((A -+- B)∕U) = ∏A∕U) -+-1'(B∕U). P2 . Def 1, 2 . Tq : q : Ts]

13’. n f N . ∕,i G∕Zμ . o . (∑1V)∕U = ∑1W) [1.3.4.5.6.7.8j14. A>B.o.(A- B)∕U = A/U-B/U [ » J[Hp. :o:A=B+(A-B).P5,13:q:A/U=B/U-f(A—B)U.P2.Tq:o:Ts]15. a ε N . o . (aA)∕U = a(A∕U) [1.314. 5.6.81][(a1) Hp. x ε Γ((aA)∕U).Defl, 2.P1:q:w, nx £ N.(wæ)U<n(aA).—=,,λ(a2) » x £ R . n, nx ε N . (wæ)U < n(aA). §5P20, 25 . Tr : o : w,iZ/ f x \ —
m— £ N . w— U< »îA . - =m λ

a \ a!(a) » (a1) ∙ (a2^: θ : 1'( (aA)/U) o a(Γ(A∕U))(/3.) » x ε a Γ'(A∕U). Def 1, 2 : ο : η, η - ε N . [n - U<M∙ - =∏λ- a \ a1
oc f oc\ - ■■ - —(Z32) » æ£ R . n, n-£ N . ίη-jU < wA . ,Q . (wæ)U < π(aA)(Æ) » (β1) · (⅞) : o : <Γ(A∕U)) □ Γ((aA)∕U)» (a). (/3) . P2 . Tq : o : Ts]16. a £ R . o . (aA)∕U = a(A∕U) [1.3.4.5.6.8>. 82]17. q £ Q . o . (aA)∕U = a(A∕U) [1.3.4.5.6.7.8][Hp. §8P1 : o : aA £ G . P4 : o : ((aA)∕U)U = «A.P4:o: ((aA)∕U)U a((A∕U)U). P2 . §8P9 : o : ι( (aA)∕U)U = (a(A∕U) )U . §8P16 : o : Ts]18. a £ N . o . (aU)∣U = a [1.3.4.5.6][(a) Hp. Def 1, 2 : o : a fΓ((aU)∕U)(Z3i) » ajfΓ((aU)∕U).Defl, 2.Pl:o:n,n£C£ N.(wic)U<n(aU).-=nΛ (Z32) » x £ R.n, nx £ N.(wic)U<π(aU). §5P8,16,17 . Tr :o: sc<a (/3) » (<01). (∕32) : o : x £ Γ((aU)∕U). o . x < a» (a). (/3). Défi, 2 . Tq : o : Ts]19. A/A = 1 fl .3.4.5.6.81][Hp. §5 Défi : o : IA = A . P5 : o : (1A)∕A = A/A . P18 : o : Ts]20. a ε R . o . (aU)∕U = a [1.3.4 . δ . 6.81.8s][Hp. P16 : o : (aU)∕U = a(U∕U). P19 . Tr : o : Ts]
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21. a ε. Q . ο . (αU)∕U = α [1.3.4.5.6.7.8]fHp. P17 : ο : (αU),U = α(U∕U). P19 . Tq : ο : Ts]2l'. A = B. = . A∕B = 1 [1.3.4.5.6.81][(α) Ηρ. A = B . P5,19 : ο : Α/Β = 1 (£) » Α/Β = 1. Ρ19 : ο : Α/Β =--· Β/Β . Ρ9 : ο : A = Β» («). (/3) : ο : Ts]21”. Α· > Β. = . Α/Β > 1 [1.3.4.5.6.8J21”'. A < Β. =. Α/Β < 1 -{ » ]22. αε Ν. ο : A/U . A = aU [ » ]
, · [(a) Ηρ. A/U = a . Ρ18 : ο : A∕U = (aU)∕U . Ρ9 : ο : A = «U(73) » A = aU . P5,18 : □ : A/U = «(a). (∕3) : ό : Ts]23. « f R . ο : A/U == a. = . A = aU ∏ . 3.4.5.6.81.82]24. a £ Q . o : A/U = a . = . A = a U [1 . 3.4.5.6.7.8]25. a ε N . o : A/U > a . = . A > aU [1.3.4.5.6.81][(a) IIp. A/U > a . P18 : □ : A/U > (aU)∕U . Pli : o : A > «U (/3) » A > aU . P7 : o : A/U > (aU)∕U . P18 : o : A/U > a(a). (Æ) : o : Ts]26. a ε R . o : A/U > a . = . A > aU [1.3.4.5.6.81.82]27. a ε Q . o : A/U > a . = . A > aU [1.3.4.5.6.7.8]31. a ε N ;o .∙(aA)∕(aU) = A/U [1.3.4.5.6.81]f(a1) Hp. x ε 1 ((aA)∕(aU)) . Défi, 2 . PI : ο : η, nx ε N . (wic)(∙aU) < w(aA). - =x λ

(a2) » x ε R . η, nx ε N . (na?)(aU) ≤ π(aA) . §5 P8, 14, 15 : o : (næ)U < nA
(“) ∙ M√a,)roiΓ((aA)∕(aU))oΓ'(A∕U)(∕31) » x £ Γ(A∕U). Def 1, 2 . PI :o: η, nx ε N.(næ)U < wA-=æa (∕32) » x ε R . η, nx ε N . (næ)U < nA . §5 P3, 9, 8 : o : (nic)(aU)< n(aA)
(«) · (¾).(⅛)io^r(A∣U)oΓ((aA)∣(aU))» (a). (73) : o : l'((aA)∕(aU)) = 1'(A∕U). Défi, 2. P2. Tq:o:Ts]32. a ε R . o . (aA)∕(aU) = A/U [1.3.4.5.6.8l. 82]33. a ε Q . o . (aA)∣(aU) = A/U [1.3.4.5.6.7.8]34. a ε N . o . A∕(aU) = — (A/U) [1.3.4.5.6.81]

a
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[Ηρ. P31, 15 : ο : a(A∣(aU)) = A/U . P2 . Tq : ο : Ts]35. a ε R. ο . A∕(αU) = -i- (A/U) [1.3.4.5.6.81.8s]36. a ε Q . ο . A∕(αU) = -ί (A/U) [1.3.4.5.6.7.8]37. (A∕B)(B∕U) = A/U [1.3.4.5.6.8J[(α1) Ηρ. a ε Γ(A∕B). b ε Γ(B∕U) . Défi, 2 . PI. Tr : ο : η, ηα, nb ε Ν. (ηα)Β < πΑ . (w6)U < ηΒ . - =η λ(α2) » a, b ε R . η, ηα, nb £ Ν . (nα)B < ηΑ . (n&)U< πΒ . §5Ρ3, 9, 8 . §3Ρ1, 2 . Tr : ο : (w2α5)U < η2 A(«) ■ («.)_· Μ : ο : ( Γ(A)B) j X ∣ Γ(B(U) ) ο Γ(A(U)(ZJ1) » c ε Γ(A∕U). Défi, 2 : ο : w, πc £ Ν . (nc)U ≤ ηΑ . - =η λ (∕32) » c £ R . η, ne ε Ν . (πc)U ≤ A . §5Ρ33 :ο: η, m ε N.(n'πc)U

< mB < (η ri)A . - ==n,, m λ(∕23) » c ε R . η, ne, η, m ε Ν . (w'nc)U ≤ mB < (η'η)Α . Τη.Tr.
(rit ?zc\ / Tït ∖m-----'U < mB . ∖n'n-7- )B ≤ (riri) A(∕34) » (^1). (^2). (^3). Tr : o : cfl'(A∕U) . o . y, S£R . î/s == c .

y ε Γ(A∕B). z ε Γ(B∕U). - =«, v λ («) » (¾) : ο : Γ(A∣U) ο j Γ(Aβ) ) XI ir(B(U) )' » ’ («). (Æ) : ο : {1'(A∕B)} × ( 1'(B∕U) J = 1'(A∕U). Défi, 2. P2.Tq : o : Ts]37'. A/B = (A∕U)∕(B∕U) [1.3.4.5.6.8 J37". n £ 2 -h N . / £ G∣Zn . o . ∏^*^1 {(∕r)∕(f(r -+-1)) ) = (Λ)∕(Z⅜)
[1.3.4.5.6.81]38. A/U = 1∕(U∕A) [ » ][Ηρ. P31 : o : (A∕U)(U∕A) = A/A . P19 : o : (A∕U)(U∕A) = 1 . P2 . Tq : o : Ts]39. A/C = B/U . = . A/U = (B∕U)(C∕U) [1.3.4.5.6.81]40. A/B ≠=≈ C/D . ≈ . (A∕U)∕(B∕U) = (C∕U)∕(D∕U) [ » ]41. » . o.A∕C = B∕D [ » ]42. » . o. D/B = C/A [ » ]43. » . ο. B/A = D/C [ » ]44. » .o.(A + B)∕B = (C + D)∕D [1.3.4.5.6.7.81][Ηρ. P2 . Tq . P19 : o : A/B - BB - C,D -+- D/D . P13 : o : Ts]
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45. A∕B = C/D . A > B. ο . (A — B)/B = (C — D)∕D ∙ [1.3.4.5.G.7.81]46. » . o . (A -+- B)∕(A — B) = (C -+- D)∕(C — D)

[1.3.4.5.6.7.81]47. H ε KG . U £ H . H./U £ KR. o : U'ε H . ou∙. H∕U'ε KR [1.3.4.5.6.8t][Hp. B, U'é H . P31. Tq :o: B∕U'= (B/U) × (l/’(U'/U)).Hp.Tr:o:Ts]
§ 10·V, V, V1, V2, V3£KG.o:1. co i (pd.VV').∙. = .∙.ω £ (V'/V) sim : A, B £ V.o.,n.A∕B=(ωA)∕(ωB) (Defj2. ω £ (pi.VVf).∙.=.∙.iυ £ (V'/V) sim : A, B £ V.oa,b.A/B=(<üB)/(ûjA) (Def)3. ω £ (pd.VV'). A, B £ V . o : A = B . = . ωA = ωB[Hp. PI . I §5P25 : o : Ts]4. co £ (pi.VV') . A, BεV.oιA = B. = . ojA = ωB5. co £ ,pd.VV'). ο . ω i (pd.V'V) [1.3.4.5.6.8i][(a) Hp. PI. I §5P22 : ο : ω £ (V∕V') sim

(6) » A, B £ V . PI . I §5P23 : o : â(«A) = A . ®(ωΒ) =B . §9P5, 6 . PI : o : (ωA)∕(a>Bj = (ω(ωΑ))/(ώ(ωΒ})» (a) . (Æ). PI : o : TsJ6. CQ £ (pi.vv ). ο . ω £ (pi.V'V) [1.3.4.5 . G. 81]7. oj ε (pd.VV'). A, B £ V . o : A>B .=. coA>ωB [ » ]
[(a) Hp. A>B.§9P21".Pl.Tq : ο : (ωΑ)/(α>Β)>1.§9Ρ2Γ : o : ωA>ωB (Æ) » ωA> cuB . (a). P5 : o : ω(ωA)>oj(ωB). I §5P23 : o : A>B

» (a). (β) : ο : Ts]8. ω ε (pi.VV').A, B £ V . ο : A > B .=. ωA< ωΒ [1.3.4.5 . G . 8J9. co ε (pd.VV').a £ N.A, ciA. ε V.□.ω(aA) = a(a>A) [ * ][Hp. PI : o : (aA)∕A === (ω(aA))∕(ωA). §9P18 : o : a=(®(aA))/(»A). §9P22 : o : Ts]9'. co ε (pd.VV') . a £ R . A, aA £ V . o . ω(aA) = a(ω A ) [1.3.4.5.G.81.82]•9". » afQ » [1.3.4.5.6.7.8]10. co ε (pi.VV').a ε N.A, aA £ V . o . ω(aA) = i (®A) [1.3.4.5∙6.7.81]10'. » «a £ R. » [1∙3.4.5.6.81.82]10". » .afQ. » [1.3.4.5.6.7.8]11. CO ε (pd.VV').A, B, A ÷ B £ V.o.ω(A-hB)=ωA÷ωB [1.3.4∙5.G.7.81]
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[(α) Hp. PI . §9P44 : o : (A 4- B)/B = («A -+- ωB)∕'ωB)(/3) » PI :o !∕A + B}∕B = (ω'A+B⅛,ωB)» (α) . (/3) . §9P2 . Tq : ο : («(Α+Β))/'»Β)=(ωΑ+ωΒ)/(ωΒ).§9P9 : o : Ts]12. ω f (pd.V V ). A, B, A—B ί V .o. ω(A-B)=ωA-ωB [1.3∙4.5.6.7.81]13. ω f (p. VV') . == : ω ε (pd. VV'). <j . a> £ (pi. VV') (Def)14. n ε 2 -4- N . ∕f (KGr)∣Z,i . A ε fl : r £ Z„_i. or . ωr ε (p.frf(r -4- 1)) : û .·.iUn—1 G3n—2 ∙∙∙ ~= c^n—1 (gj)1—2 ∙∙∙ 9⅞tyi,A) (Def)15. n ε 2-hN . f £ (KG∙)∕Zn-i . r £ Z ,_i . or . ωr ε (p . frf(r-hl')) : o .·. ω„_ιωη_2 ... ω2cυ1 f (fn∖fty sira16. ω1 £ (pd . V1V2). ω2 ε (pd . V2V3). o . ω2<u1 £ (pd . V1V3) [1.3.4.δ.6.8][(a) Hp. P15 : o : ω2ω1 £ (V3∕V1) sim

(Z3) » A, B £ V1. PI. §9P2 . Tq^ιA∕B=(ω1A)∕(ω1B)=(ω2(ω1A))∕ (<u2(<υ1B)) . P14 : o : A∣B = (<u2ω1A)∕(ω2<υ1B)» (a). (/3). PI : o : Ts]17. ωi £ (pd . V1V2). ω2 ε (pi. V2V3). □ . ω2<u1 £ (pi. V1V3) [1.3.4.5.6.81)18. <u1 £ (pi . V1V2) . » . O · ω2ω1 £ (pd . V1V3) [ » ]19. » .ω2f(pd.V2V3).θ.ω2ω1ε(pi. V1V3) [ » ]20. ω1 £ (p . V1V2). ω2 £ (p . V2V3). o : ω2<u1 ε (pd.V1V3).=.(ω1 £ (pd.V1V2).ω2 £ (pd . V2V3)) O (a>1 £ (pi. V1V2). ω2 ε (pi .V2V3)) [1.3.4.5.6.81]21. ω1 £ (p . V1V2). ω2 £ (p . V2V3). o : ω1ω2 ε (pi. V1V3).=.(ω1 ε (pd.ViV2).ω2 £ (pi. V2V3)) o (ω1 £ (pi. V1V2). ω2 ε (pd .V2V3)) [1.3.4.5.6.81]22. η ε 2 -+- N . fε (KG)∣Z,l : r £ Z„_i . or . ωr £ (p . f∕∙(fr-hl) : o .∙. o⅛-ι ...ω2ω1 £ (pd.flfn) .=. num (pi. ffÿ £ (2N t0) [1.3.4.5.6.81]23. η ε 2 4- N . f ε (KG)∕Zn : r ε Z„_i . or . ≈r £ (p ∙ frf{r -+- l)).o.∙.ωn-i ...ω2<u1 ε (pi. flfri). = . num (ω <-∖ (pi. ff)) £ 2N—1 [1.3∙4.δ.6.81]24. eu £ (V'/V) sim : Xj Y £ V . Οχ. γ . X-t-Y ε V . <u(X—t—Y)=<wXh(— wY : o .*.241. A, Bf V.o : A = B. = . ®A = ωB242. A', Β'ε V. o i <u( A —t— B ) = eu A -4— <uB [ 1.11][(a) Hp. A, B ε V : o : ω(A -t- B) = ωA÷-ωB . P241. I §5P23: o : A -4- B = ω(ωA-t-ωB) . I §5P23 . §2P3 : o : ω(ωA+ωB) = fij(ωA) -4- ®(«B)(&) Hp. I §5P23 : o : A, B £ V . ®A = A'. ωB = B'. - =∙a, u Λ » (a). (/3). §2P3 . P241 : o : Ts]
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243. A, BfV.o:A>B. = . eA > g?B ∏∙l1)[(α) Hp. Α>Β:ο:ΑίΒ+6. Hp. :o: ωA ε ωB+G :o: ωA>aB (6) » o>A > «B . P242.1 §5P23 : o : A > B» (a). (/3) : o : Ts]244. A ε V . m ε N . o . eo(wιA) = wι(ωA) [1.11][(α) Hp. §5P1 : ο : »ι Α ε V(Z3) » P241 : ο : ω(1Α) = l(a>A) : ο : 1 ε m t (Ts)(y) » η ε m ε (Ts). Ρρΐ : ο : a>(wA) -+- ωΑ = w(ωA) -+- ωΑ .Ηρ. P241 :ο:ω((n-ι-l)A)=(n+l)(ωA):ο:η-+-1 ε mε (Ts) Hp. (a). (Æ). (y). Pi : ο : Ts]245. A ε V . a ε R . ο . ω(aA) = a(ωA) [1.3.4.5.6.8t][(a) Hp. §6Pll:o:aA£V(Æ) » Tr : ο : η, na ε N . - =n a(y) » n, naεN . P244 : o : ω((na)A) = (wa)(ωA) . (a).P244 : □ : n(ω(aA))=(na)(ωA) . §5P8, 14 : o : ω(aA) = a(ωA)Hp. (a). (Æ). (y) : o : Ts]24θ. A ε V . a ε KR . l'a £ Q . o . l'ω((aA))=ω((l'a)A) [1.3.4.5.6.7.8][(a) Hp. §6P11. §7P9 : o : aA □ V . (l'a)A ε V(<01) » X ε V'. X <≤ Γ(ω(aA)) : ο : α'ε a . X ≤ ω(a'A).-=βΑ((02) » X £ V'. α'ε a . X ≤ ω(a'A) . Tq : ο : X ≤ ω((Γa)A)(Æ) » (a).(∕31).(⅞) :ο: X £ V'.X<l'(ω(aA)).o. X<ω((l'a)A)(y1) » X £ V. X < ω((Γa)A) . P242,243 : ο : ωΧ<(1'α)Α:ο:

α'ε a . raX <≤ α’Α . - —a,Λ(y2) » X £ V'. α'ε a . ωΧ<α'Α:ο:Χ<ω(α'Α):ο:Χ·<Γ^ίϋ(αΑ)) (7) . (a).(y1).(y2)ιoΛiV.X<ω((l⅛)A).o.X<r(ω(oA))’ (Ζ3). (y). §7Def2 : ο : Ts]247. A £ V. a £ KR . l'a £ Q . o . ω((l'a)A) = (l'a)(ωA) [1.3.4.5.6.7.8][Hp. : o : ω(aA)=a(ωA) : o : Γζa>(aA)) - Γ(a(<uA)). P246 :o: Ts]248. A £ V. m ε Q . o . ω(raA) = ro(®A) [1.3.4.5.6.7.8][Hp. §8P3 . P247 : o : Ts]249. A, B £ V. o . A/B = (ωA)∕(ωB) [ » ][Hp. §9P4 : o : A = (A∕B)B . §9P2 . P24i, 248. §9P24 : o : Ts] 24lθ. ω £ (Pd. VV') [1.3.4.5.6.7.8][Hp. P259. PI : o : Ts]
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26. ω ε (V'/V) sim .·. w £ N . X £ V . ox, m : w,X £ V . V∕X ε KR . ω(wX) =wι(ωX)261. A, BfV.o.A = B. = . ωA = ωΒ262. A'£ V'. m ε N . o . ω(wιA') = m(ωA') ∏ ∙ 11]263. a ε R . A, «A ε V . o . ω(αA) = α(ωA) [1.3.4.5.6.82]264. A, B £ V. o . A/B = (ωA)∕(ωB) [1.3.4.5.6.81.82][Hp. §9P23:o:A=(A/B)B.P263:o:Ts]2β5. A, BfV.o:A>B. = . ωA > ωΒ [ » ][(a) Hp. A>B.§9P21”:o: A∕B>l.P264.Tr.g9P21 " ωA>ωB (/3) » ωΑ > ωΒ . (a). P262 : o : A > B» (a). (ZJ) : o : Ts]266. ω £ (pd. VV') [1.3.4 . δ . 6.81.S2]27. ω £ (V'/V) sim .·. m £ N . X £ V . ox, ttl : mX f V . V/X £ KR . ω(mX) =— (ωX) .·. o : : ω £ (pi. VV) [1.3.4.5.6.81.82]28. ω £ (V’/V) sim .∙. m ε N.Xf V.Y ε KV‰,x,γ : mX £ V.ω(wX)≈=m(ωX)Γ(ωY) = ω(l'Y)281. A, B £ V . □ : A = B . = . ωA = ωΒ282. A'£ V . m ε N . o . ω(raA,) = ra(ωA') [1 .JJ283. a £ R . A, αΑ £ V . o . ω(aA) = a(ωA) [1.3.4 . δ . 6.82]284. A £ V . ci ε KR . Γα ε Q . aV ο V . o . ω((Γa)A) = (Γa)(ωA)
[(a) Hp. P283 : o : ω(aA) --= «(ωΑ) : o : Γ(ω(aA)) = (Γa)(ωA) (/3) » : o : l,(ω(aA)) = ω((Γa)A)

» (a).(Æ):o: Ts]285. m ε Q . A, mA £ V . o . ω(wιA) = w(ωA) [1.3.4.δ.6.7.8]2,96. A, B £ V . o . A B = (ωA)∕(ωB) »287. A. Bf V.o : A> B. = .ωA = ωB 28g. ωε(pd.VV')29. ω £ (V'/V) sim .·. w £ N . X ε V . Y £ KV : o,rt, x, γ : mX ε V . ω(mX) = ~ (ωX). l'(ωY) = ω(l'Y) .·. o : : ω £ (pi. VV') [1.3.4.5.6.7.8]

C. Burali-Forti.
•i* — Formul.
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