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VORWORT.

Die Theorie der Kurven von WiLeeELM SceHELL stellte sich die
Aufgabe, den Stoff mit elementaren und rein anschaulichen Hilfs-
mitteln so weit zu entwickeln, daB die Tragweite und Fruchtbarkeit
dieser Betrachtungsweise zutage tritt. Als die Frage einer Neu-
bearbeitung an mich herantrat, galt es zuniichst zu priifen, ob der
Weg auch heute noch gangbar ist, ob nicht etwa die verschirften
Anforderungen an Strenge, die der junge Mathematiker von den
ersten Semestern an den Beweisfiihrungen entgegenzubringen mit
gutem Grunde gelehrt wird, all das illusorisch machen, was seit den
Tagen Robervals, Huygens’, Réaumurs auf anschaulichem Wege ge-
funden worden ist. Und in der Tat, wer gewohnt ist, iiberall patho-
logische Erscheinungen zu argwohnen, wird seinen Augen niemals
trauen diirfen und geometrische Sitze erst dann fiir richtig halten,
wenn er sie durch analytische Rechnung bestitigt hat. Aber auch
der schirfste Kritiker wird ohne Schaden nicht auf die suggestive
Wirkung verzichten diirfen, die ihm eine direkte Anschauung der
Zusammenhiinge vermittelt. Denn auch die virtuoseste Handhabung
des vollkommensten analytischen Apparats schiitzt nicht davor, den
geometrischen Gehalt der Ergebnisse in ihrer Bedeutung erheblich
zu verkennen.

Es braucht dabei nicht besonders betont zu werden, daf der
geometrischen Methode all das verschlossen bleiben muf, was sich
analytisch als Singularitit fassen 1iBt; es ist daher notwendig, sich
von vornherein ausdriicklich auf den reguliiren Fall zu beschrinken,
also z B. von einer Raumkurve zu verlangen, daB sie in jedem
Punkte in erster Niherung durch eine eindeutig bestimmte Gerade,
in zweiter Niherung durch einen eindeutig bestimmten Kreis ersetat
- werden kann, usw. Nur solche reguldre Kurvenstiicke diirfen ohne
allzu peinliches Mifltrauen geometrisch untersucht werden, und auf
sie beschriinkt sich alles folgende. Es wire natiirlich eine véllige

Verkennung, zu meinen, daf die geometrische Methode die analy-
a‘
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v Vorwort.

tische Behandlung der Differentialgeometrie ersetzen wollte: sie kann
und will nur eine Ergiinzung der letzteren sein, ist aber als solche
wohlbe;'echtigt und geradezu notwendig.

Nach all diesen Erwigungen hiitte ich es fiir bedauerlich ge-
halten, wenn ein Werk wie das Schellsche aus der mathematischen
Literatur verschwunden wiire, zumal ich in eigenen Lehrerfahrungen
wiederholt die zur Selbstbetitigung kriiftig anregende Wirkung des
Biichleins beobachten konnte. War nun auch Weg und Ziel durch
die beiden vorangehenden Auflagen sicher gewiesen, so bedurfte es
doch im einzelnen einer durchgreifenden Neubearbeitung. Dafl ge-
legentlich nicht stichhaltige Gedankenginge, die auch schon von der
Kritik mit Recht bemiingelt waren, durch andere ersetzt wurden,
bedarf keiner Rechtfertigung. Viel durchgreifender noch war eine
weitere Anderung, die auf eine straffere und einheitlichere Beweis-
fithrung hinzielte: die systematische Einfithrung der sphérischen Ab-
bildung. Diese kam, wenn auch nur versteckt, schon in der zweiten
Auflage an den verschiedensten Stellen zur Anwendung, und es er-
schien zweckmiiBig, sie nunmehr in aller Ausfiihrlichkeit zu behan-
deln. Denn wenn ja auch im Euklidischen Raum dies Hilfsmittel
nicht die alles beherrschende Stellung einnimmt wie die beiden
sphiirischen Bilder in der elliptischen Raumform, so lassen sich doch
mit ihrer Hilfe eine ganze Reihe von Eigenschaften viel leichter
iiberschauen als es sonst moglich wiire. Insbesondere sind es die
meisten Vorzeichenfragen, die sich so ziemlich leicht entscheiden lassen.

Allerdings sind diese Vorzeichenfragen immer noch die heikelsten
Punkte in einer geometrischen Darstellung der Infinitesimalgeometrie.
Eine Vogel StrauB-Politik ihnen gegeniiber ist gerade fiir den An-
finger nicht ratsam, damit er nicht von vornherein sich an eine
fliichtige unmathematische Denkweise gewdhnt. Die allzubreite Dar-
stellung aber der an sich ganz elementaren Dinge wiirde ihn er-
miiden und abschrecken. So ergab sich die Notwendigkeit eines
Kompromisses: gelegentlich wurde durch passende, aber nicht sach-
lich einschriinkende Festsetzungen die Frage vereinfacht, gelegentlich
wieder beschrinkte sich der Beweis auf einen Fall, wihrend in den
SchluBformeln alle Moglichkeiten in Betracht gezogen und einzeln
charakterisiert wurden. Dabei blieb dem Leser die lohnende Miihe,
den Gedankengang in modifizierter Weise noch einmal selbstiindig
zu verfolgen, in rdumlichen Verhéltnissen, die er sich selbst neu vor-
zustellen hatte.
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Vorwort. v

Eine zweite inhaltliche Anderung betrifft die breitere Ausfiihrung
der Untersuchung spezieller Kurven und Kurvenklassen. Sie recht-
fertigt sich wohl ausreichend durch die Tatsache, dafl die ganze
Schonheit der geometrischen Beweisfithrung und ihre Uberlegenheit
gegeniiber der Rechnung erst bei der Behandlung von Einzelproblemen
zutage tritt: lassen sich doch die geometrischen Gedankengiinge zu-
meist viel schmiegsamer den Bedingungen des Problems anpassen
als die allgemeinen Methoden der Analysis. Die Theorie der Raum-
kurven erweist sich dabei noch als unvergleichlich reicher an schonen
Problemstellungen als die weit ausgebaute Lehre von den ebenen
Kurven, mit der sie in vielfach iiberraschender Weise in Be-
ziehung tritt.

Die Kurventheorie ist keine einfache Kette logisch aufeinander-
folgender Sitze, sondern eher ein Gewebe, in dessen Struktur man
von den verschiedensten Seiten eindringen kann. Und besonders der
Anfinger, fiir den das Buch ja bestimmt ist, wird gern bald diesen,
bald jenen Ausgangspunkt bevorzugen. Dementsprechend hat schon
Schell die einzelnen Kapitel so selbstiindig gestaltet als mdglich, und
auch Wiederholungen nicht gescheut, wenn dadurch derselbe Sach-
verhalt von verschiedenen Seiten her beleuchtet werden konnte. Die-
Neubearbeitung hat sich dies Verfahren als Muster genommen und
durch mannigfache Riickverweisungen u. a. m. auszubauen gesucht.

Beruiy, im Juni 1914.

E. SALKOWSKI.
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Einleitung.

. Eine Raumkurve ist eine eindimensionale Mannigfaltigkeit von
sitetig aufeinander folgenden Punkten im Raume; sie kann kinema-
tisch als die Bahn eines Punktes aufgefaft werden, der nach einem
vorgeschriebenen Gesetz den Raum durchliuft oder auch geometrisch
als der Ort aller Punkte, die zwei gegebenen Bedingungen geniigen.

Die geometrische Methode des Unendlichkleinen, die in der Folge
ausschlieBlich zur Anwendung kommt, betrachtet nicht den ganzen
Verlauf einer Kurve im Raume, sie beschréinkt sich vielmehr auf
die Untersuchung der Nachbarschaft eines reguliren Punktes, auf
ein regulires Kurvenstiick; ein solches wird dann eine Kurve
schlechthin genannt. Dabei versteht man unter einem reguliiren
Kurvenpunkte einen Punkt 27, fiir welchen die Verbindungslinie
zweier benachbarter Punkte, die Ebene durch drei, die Kugel durch
vier Punkte einer bestimmten Grenzlage zustrebt, wenn die Punkte
sich dem Punkte 2/ unbeschrinkt nihern. Ein regulires Kurven-
stiick verhilt sich also wie ein riiumliches Vieleck; es kann ersetzt
werden durch ein solches ihm eingeschriebenes Polygon, dessen Ecken
einander unbeschriinkt nihern; wir sagen: eine regulire Raumkurve
kann als ein Vieleck mit unendlich vielen unendlich kleinen Seiten
aufgefaBt werden.

2. Die Gesamtheit von oo! stetig aufeinander folgenden Ebenen
ist das reziproke Gebilde einer Kurve. Eine solche Mannigfaltigkeit
ergibt sich, wenn eine Ebene nach einem bestimmten Gesetz sich
stetig im Raum bewegt oder als die Gesamtheit aller Ebenen, die
zwei gegebenen Bedingungen geniigen.

Je zwei unmittelbar aufeinander folgende Lagen der Ebene haben
eine Gerade gemein, drei aufeinanderfolgende Ebenen bestimmen zwei
Geraden, welche sich in dem gemeinsamen Schnittpunkt der drei
Ebenen treffen. Die Folge dieser Geraden ist stetig und ebenso die

Folge ihrer Schnittpunkte zu zweien und der Ebenen zu dreien.
Schell-Salkowski, Theorie der Kurven. 3. Aufl. 1
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2 I. Kap. Das Hauptdreikant einer Raumkurve. 1.

Diese Schnittpunkte bilden daher eine Kurve, welche auf der Eherenen-
folge liegt und von deren aufeinanderfolgenden Schnittliniem 1 be-
rithrt wird.

Durch eine reguliire Schar von oo' Ebenen wird eine Rawmikikurve
wmhiillt.

Man kann somit eine Raumkurve entweder als Punktgebildle e an-
sehen als Gesamtheit ihrer Punkte, oder als Ebenengebilde, alis s Ge-
samtheit von einhiillenden Ebenen; durch eine reziproke Tramnmsfor-
mation wird also eine Raumkurve wieder in eine Raumkurve:  ver-
wandelt.

3. Wihrend die Gesamtheit von oo! Punkten und oo! Elbdenen
auf dasselbe Raumgebilde fiihrt, die Raumkurve, bilden co! Germraden
Flichen, die nur in besonderen Fillen eine Raumkurve bestiimmmen.
Man bezeichnet die Flichen, die von oco! Geraden gebildet simdd, als
geradlinige oder Regelflichen.’) Eine geradlinige Fliche ' wird
von allen Geraden gebildet, die drei einfachen Bedingungen genitigen
(da der Raum als Geradenmannigfaltigkeit vierdimensional ist) = oder
durch die stetige Bewegung einer Geraden im Raume. Schneidenn sich
je zwei Nachbarlagen g, ¢, ¢”,... der Geraden in den Punkiteren M,
M', M", ..., so bilden diese stetig aufeinanderfolgenden Punkftes eine
Kurve, sind dagegen die benachbarten Lagen der Geraden windlseschief,
so bilden die Geraden eine windschiefe Fliche.

I Kapitel
Das Hauptdreikant einer Raumkurve.

1. Tangente und Bogenelement. Die Verbindunggslinie
eines Punktes M einer Kurve mit einem zweiten Punkt 27" der-
selben Kurve heiBt eine Sekante, der Abstand MM’ der beeiden
Punkte eine Sehne der Kurve. Durchliuft der Punkt 2" die K{urve,
so dreht sich die Sekante stetig um M. Nihert sich M cdabei
dem Punkte J unbeschriinkt, so nimmt M M’ eine Grenzla.gee an,
die fiir einen (von uns allein betrachteten) reguliren Punlktt die-
selbe ist, gleichgiiltig, von welcher Seite her die Anniherung erifolgt.

1) Der Ausdruck ,Regelfliche¥, durch ungenaue Ubersetzungg des
Mongeschen Ausdrucks ,surface réglée entstanden, hat sich in derr Lite-
ratur eingebiirgert und wird, da er sich durch seine Kiirze empbfiehlt,
sich schwer ersetzen lassen. Vielleicht ist der von Study in andererm Zu-
sammenhang eingefiihrte Ausdruck ,Band“ empfehlenswerter.
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I. Kap. Das Hauptdreikant einer Raumkurve. 1. 2. 3

Die Gerade, die diese Grenzlage des Strahls M M’ angibt, heiBt die
Tangente der Kurve im Punkte M, und der Punkt M ihr Be-
rithrungspunkt. Die Tangente schmiegt sich der Kurve niher an als
irgend eine andere Gerade, sie hat mit der Kurve zwei benachbarte
Punkte gemein.

Wenn die Sekante in die Tangente iibergeht, so verschwindet
die Sehne M M’ zugleich mit dem Kurvenbogen, der durch die End-
punkte geht. Beim Grenziibergange niihert sich nun die Sehne immer
mehr dem zugehorigen Kurvenbogen, die Liinge eines der Kurve ein-
geschriebenen Polygons immer mehr der Linge des Kurvenstiicks.
Man denkt sich die Kurve durch ein eingeschriebenes Vieleck ersetzt
und die Tangente als die Verbindungslinie zweier benachbarter Punkte
M, M'. Der ,unendlich kleine* Abstand M M = ds heiBt das Bogen-
element der Kurve, und die Bogenlinge zwischen zwei Punkten
M und N der Kurve wird als die Grenze definiert, der die Summe
dieser Bogenelemente zustrebt, wenn jedes von ihnen sich der Null
unbeschriinkt nithert.

2. Schmiegungsebene. Eine Ebene durch die Tangente einer
Kurve heiBt Tangentenebene. Es gibt demnach oo Tangenten-
ebenen, die die Kurve in einem Punkte M beriihren; sie bilden
einen Biischel, dessen Achse die Tangente M M'=¢ im Punkte I ist.
Durch jeden weiteren Punkt M " der Kurve geht eine Tangenten-
ebene des Punktes 3. Bewegt sich M auf der Kurve, so dreht sich
die Ebene um ¢, und nihert sich M” unbeschriinkt dem Punkte M,
so nimmt sie eine bestimmte Grenzlage an. Sie geht dann durch
drei unendlich benachbarte Punkte M, M', M"” der Kurve und
schmiegt sich dieser niher an als irgendeine andere Ebene durch
den Punkt L. Sie wird daher als Schmiegungsebene der Kurve
im Punkte 2 bezeichnet. Die Schmiegungsebene enthiilt die Geraden
MM und M'M”, d. h. die Tangente des Punktes M und die des
Punktes M’; sie ist also die Ebene, die durch zwei benach-
barte Tangenten der Kurve hindurchgeht.

Die Schar der Schmiegungsebenen einer gegebenen Raumkurve ()
bildet eine Mannigfaltigkeit von oo! Ebenen, die die Raumkurve (1)
umhiillen. In der Tat ist jeder Punkt der Kurve der Schnittpunkt
dreier benachbarter Schmiegungsebenen, z. B. M” der Schnittpunkt
der zu M, M’ und M” gehirigen Schmiegungsebenen. Umgekehrt
sind i. a. die Ebenen einer Schar von oco! Ebenen immer

die Schmiegungsebenen der von ihnen bestimmten Raum-
1‘
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4 1. Kap. Das Hauptdreikant einer Raumkurve. 2—b5.

4

kurve. Sind nimlich ¢ &, §7, ¢, ... aufeinanderfolgende Ebenen
der Schar, so ist der Schnittpunkt von & &, &’ ein Punkt M" der
Raumkurve; der benachbarte Punkt M ergibt sich als Schnittpunkt
der Ebenen ¢ ¢”¢”" und der niichste Punkt liegt zugleich in ¢”, &, £V
d. h. die Ebene ¢’ enthiéilt drei benachbarte Punkte der umbhiillten
Kurve, sie ist deren Schmiegungsebene im Punkte 2"

Der Satz verliert seine Giiltigkeit nur in dem trivialen Falle,
wenn alle Ebenen durch ein und denselben Punkt gehen oder einer
Geraden parallel sind; im ersteren Falle umhiillen sie einen Kegel,
dessen Spitze der Punkt ist, im zweiten einen Zylinder, dessen Er-
zeugenden parallel der gegebenen Richtung sind.

3. Normalen und Normalebene. Jede Gerade, welche durch
den Beriihrungspunkt M der Tangente geht und zu dieser recht-
winklig ist, heiit eine Normale der Kurve im Punkte M. Alle
Normalen des Punktes M liegen in einer Ebene, welche im Be-
rithrungspunkte der Tangente senkrecht auf dieser steht, der Nor-
malebene. Eine Kurve hat in jedem Punkte im allgemeinen ein'e
Tangente, aber unendlich viele Normalen, welche alle in einer
Ebene liegen und einen Strahlenbiischel bilden, dessen Scheitel der
Kurvenpunkt M ist.

4. Hauptnormale und Binormale. Jede Tangentenebene
einer Kurve schneidet die Normalebene des Beriihrungspunktes M in
einer Normalen; insbesondere schneidet die Schmiegungsebene die
Normalebene in einer Normalen, welche den Namen der Haupt-
normalen des Punktes M fiihrt. Diejenige Tangentenebene, welche
zur Schmiegungsebene und folglich auch zur Hauptnormalen recht-
winklig ist, heiBt die rektifizierende Ebene') und ihre Durch-
schnittslinie mit der Normalebene, niimlich die zur Hauptnormalen
senkrechte Normale, nennen wir die Binormale?) des Punktes I,

5. Das Hauptdreikant der Kurve. In jedem Punkte 2
einer Kurve schneiden sich drei zueinander rechtwinklige Gerade, die
Tangente, die Hauptnormale und die Binormale. Sie bilden ein drei-
fach rechtwinkliges Dreikant und sind die Durchschnitte dreier gleich-
falls zueinander rechtwinkliger Ebenen, der Normalebene, der Schmie-
gungsebene und der rektifizierenden Ebene. Die Normalebene enthiilt

1) Lancret, Mém. sur les courbes & double courbure. (Mém. prés.
T. I, p. 420.)

2) de Saint Venant, Mém. sur les lignes courbes non planes. (Journ.
de I'école polytech. T.XVIII, p. 17.)

http://rcin.org.pl



I. Kap. Das Hauptdreikant einer Raumkurve. 5. 6. 5}

die Hauptnormale und Binormale, die Schmiegungsebene die Haupt-
normale und Tangente und die rektifizierende Ebene die Tangente
und Binormale. L8t man dieses Dreikant stetig lings der Kurve
gleiten, dafl seine Ebenen und Kanten stets ihren Charakter behalten,
so erzeugen diese eine Reihe von Kurven und Flichen, die mit der
Ausgangskurve in sehr nahen Beziehungen stehen. Sie seien einzeln
kurz charakterisiert.

6. Tangentenfliche. Es seien M, M', M”, ... aufeinander-
folgende Punkte einer Raumkurve (Bf), so daB MM', M'M",. ..
benachbarte Tangenten und die Ebenen ¢ =M M ' M", &'=M'M"M"" ...
benachbarte Schmiegungsebenen sind. Da & und & die Punkte M’
und M gemeinsam haben, so folgt der Satz:

Zwet aufeinanderfolgende Schmiegungsebenen einer Rawmkurve schnei-
den sich in der Tangente der Kurve.

Die von den aufeinanderfolgenden Tangenten MM', M'M", ...
gebildete krumme Fliche ist als die Grenze einer polyedrischen Figur
aufzufassen, deren Ecken die Punkte 2/, M’, ... der Kurve, deren
Kanten ihre Tangenten und deren Flichen ihre Schmiegungs-
ebenen sind.

Die Tangentenfliche einer Rawmlkurve ist demnach die Hiillfliche
der Schmiegungsebenen, oder, anders ausgedriickt: Die Tangentenfliche
wird von den Schimiegungsebenen lings eimer Tangente beriihrt. Da
wegen der stetigen Anderung der Schmiegungsebene zwei benach-
barte Lagen einen unendlich kleinen Winkel bilden, erscheint die
Tangente als eine scharfe Schneide, und die Kurve bildet auf der
Fliche der Tangenten eine scharfe Kante oder einen Grat; man
nennt sie daher die Gratlinie der Tangentenfliche.

Dreht man die Fliche 2/ M" des Polyeders um ihre Durch-
schnittslinie 2"M"” mit der folgenden M M M so lange um, bis
sie mit dieser koinzidiert, dann die so vereinigten Ebenen um den
Durchschnitt 27”M"” mit der folgenden Ebene MM MV bis sie
mit dieser zusammenfallen usf., so wird die Oberfliche des Polyeders
nach und nach zu einer Ebene ausgebreitet oder abgewickelt.

Da diese Eigenschaft von der Zahl und Lage der Seitenfliichen
unabhiingig ist, so geht sie beim Ubergange des Polyeders in die
Fliche mit auf diese iiber. Daher ist sie auf die Ebene abwickel-
bar. Man bezeichnet eine solche Fliche als abwickelbare Fliche
schlechthin,
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6 I. Kap. Das Hauptdreikant einer Raumkurve. 6. 7.

Die Tangentenfliche einer Rawmkurve ist eine abwickelbare Fliche
(ein Torsus).

Umgekehrt 1a8t sich zeigen, dafl jede reguliéire abwickelbare Fliche,
die nicht Zylinder- oder Kegelfliche ist, die Tangentenfliche einer
Raumkurve sein muB. Wir werden daher beide Ausdriicke im all-
gemeinen als gleichwertig nebeneinander brauchen. Aus den Ergeb-
nissen der Nr.2 folgt in Verbindung mit den eben gefundenen Sitzen:

Die Hiillfliiche ciner Schar von oo! Ebenen ist entweder ein Kegel,
ein Zylinder oder aber cine abwickelbare Fliche, deren Gratlinie diese
Ebenen als Schmiegungsebenen hat.

7. Polarfliche (Fliche der Kriimmungsachsen). Die Normal-
ebene erzeugt eine abwickelbare Fliche, die sie beriithrt und die wir
die Polarfliche') nennen wollen (Fig. 1).
Da die Normalebenen zweier aufeinander-
folgender Punkte 27, M’ auf den Tangenten
dieser Punkte, infolgedessen auch auf der
durch sie hindurchgehenden Schmiegungs-
ebene des einen von ihnen, 1/, senkrecht
stehen, so steht auch ihre Durchschnittslinie
senkrecht auf dieser Ebene. Diese Schnittlinie
ist aber die gerade Erzeugende der Fliche;
diese hat mithin die Eigenschaft, daf ihre
Geraden auf den Schmiegungsebenen der Kurve

senkrecht stehen, also parallel zu den Bi-
normalen der Kurve (M) sind. Die Schnittlinie der Normal-
ebene des Punktes M/ mit der Normalebene des folgenden Punktes
heift die Kriimmungsachse (Polarlinie) des Punktes M, weil sie
mit der Kriimmung der Kurve in sehr enger Beziehung steht. Da-
her fiihrt die Polarfliche auch den Namen der Fliche der
Kriimmungsachsen. Zwei aufeinanderfolgende Kriimmungsachsen
schneiden sich in einem Punkte, weil sie beide Durchschnittslinien
einer Normalebene mit der ihr unmittelbar vorhergehenden bzw. fol-
genden Normalebene sind. Ihr Schnittpunkt ist der den drei Normal-
ebenen gemeinsame Punkt, deren Schnittlinien sie selbst sind. Die
Folge dieser Schnittpunkte der Kriimmungsachsen bildet auf der
Fliche die Gratlinie, die von ihnen beriihrt wird.

1) P. Serret, Théorie nouvelle géometrique et mécanique des lignes
a double courbure. Paris 1860, p. 18.
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I. Kap. Das Hauptdreikant einer Raumkurve. 8. 9. {f

8. Rektifizierende Flache. Die abwickelbare Fliche, welche
die rektifizierende Ebene erzeugt, heifit die rektifizierende Fliche,
weil sie, wie sich spiter zeigen wird, die Eigenschaft hat, durch ihre
Abwicklung die Kurve in eine Gerade zu verwandeln. Die Schnitt-
linie zweier aufeinanderfolgender rektifizierender Ebenen ist die Fr-
zeugende der Fliche und wird die rektifizierende Gerade ge-
nannt. Sie ist senkrecht zu zwei aufeinanderfolgenden Hauptnormalen.
Da niimlich die rektifizierende Ebene auf der Hauptnormalen senk-
recht steht, so ist auch jede in ihr liegende Gerade zu dieser senk-
recht. Nun liegt die rektifizierende Gerade gleichzeitig in zwei auf-
einanderfolgenden rektifizierenden Ebenen, also ist sie zu gleicher
Zeit senkrecht auf den beiden aufeinanderfolgenden Hauptnormalen,
zu welchen diese senkrecht sind. Die rektifizierende Gerade ist
wohl zu unterscheiden von der Binormalen; beide liegen in
der rektifizierenden Ebene, aber die Binormale steht nur auf einer
Hauptnormalen, dagegen aber noch auf der Schmiegungsebene senk-
recht, withrend die rektifizierende Gerade auf zwei Hauptnormalen,
aber i. a. nicht auf der Schmiegungsebene senkrecht steht. Die rek-
tifizierende Fliche besitzt eine Gratlinie, die von sémtlichen rektifi-
zierenden Geraden beriihrt wird und deren Schmiegungsebenen die
rektifizierenden Ebenen sind. In diesen Ebenen liegen die Binormalen
und ihnen parallel laufen die Kriimmungsachsen (s. o. Nr. 7).

9. Die Flache der Hauptnormalen. Die drei Geraden,
die Tangente, Hauptnormale und Binormale erzeugen drei Flichen,
von denen im allgemeinen nur die, welche die Tangente beschreibt,
abwickelbar ist: sie ist die in Nr. 6 erwiilhnte Tangentenfliche der
Kurve. Die Fliche der Hauptnormalen dagegen ist fiir alle
nicht ebenen Kurven windschief. Es liegen niimlich die Haupt-
normalen zweier aufeinanderfolgender Punkte M, 2" in zwei ver-
schiedenen Ebenen, nimlich den Schmiegungsebenen M M M” und
M'M”M'" dieser Punkte und gehen nicht durch denselben Punkt
ihrer Schnittlinie M M ", der Tangente in M, folglich fallen sie
nicht in dieselbe Ebene, mithin schneiden sie sich nicht und erzeugen
also eine windschiefe geradlinige Fliche. Sie kinnen daher auch nicht
Tangenten einer Kurve, d. h. Verbindungslinien aufeinanderfolgender
Punkte derselben sein. Fallen dagegen je zwei aufeinanderfolgende,
mithin alle Schmiegungsebenen zusammen, d. h. ist die Kurve eben,
so fallen alle ihre Hauptnormalen in ihre Ebene und beriihren die
in dieser Ebene liegende Evolute der Kurve.
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8 I. Kap. Das Hauptdreikant einer Raumkurve. 10—12.

10. Die Fliche der Binormalen ist gleichfalls windschief,
wenn die Kurve nicht eben ist. Zwei aufeinanderfolgende Binormalen
stehen niimlich auf zwei aufeinanderfolgenden Schmiegungsebenen
senkrecht und gehen nicht beide zugleich durch denselben Punkt der
Durchschnittslinie beider Ebenen, nimlich der Tangente; sie kinnen
sich daher im Falle einer eigentlichen Raumkurve nicht schneiden
und erzeugen folglich eine windschiefe Flidche. Die Fliche kann nur
dann abwickelbar sein, wenn die Binormalen parallel sind, also alle
Schmiegungsebenen zusammenfallen, d. h. wenn die Kurve eben ist.
In diesem Falle wird die Binormalenfliche ein Zylinder, der auf
der Ebene der Kurve senkrecht steht, und fillt mit der rektifizie-
renden Fliche zusammen.

11. Zusammenfassung. Den Nummern 6—10 zufo]ge hat
man mit einer Kurve fiinf Flichen in Verbindung zu denken: die
Tangentenfliche, die Polarfliiche, die rektifizierende Fliche, die Fliche
der Hauptnormalen und die Fliche der Binormalen. Von diesen
sind die drei ersten abwickelbar, die beiden letzten i. a. windschief.
Die Kurve selbst ist der gemeinsame Durchschnitt der Tangenten-
fliche, der rektifizierenden Fliche und der Fliche der Hauptnormalen,
withrend die Polarfliche nicht durch die Kurve hindurchgeht. Die
drei abwickelbaren Flichen besitzen drei Gratlinien, unter denen die
Kurve selbst ist; sie ist néimlich die Gratlinie der Tangentenfliche.

Die Beziehungen dieser neuen Gebilde zu der Ausgangskurve und
zueinander werden in spiiteren Kapiteln noch des niheren zu unter-
suchen sein.

12, Ubungen. 1. Ebene Kurven. Alle Schmiegungsebenen fallen
mit der Ebene der Kurve zusammen. Die Fliche der Tangenten geht in
diese Ebene iiber?); die Fliche der Normalebenen wird ein Zylinder,
weil die Kriimmungsachsen alle auf der gemeinsamen Schmiegungs-
ebene aller Punkte der Kurve senkrecht stehen; die Fliche der
Binormalen wird gleichfalls ein Zylinder, weil die Binormalen den
Kriimmungsachsen parallel laufen; die rektifizierende Fliche fallt
mit dem Zylinder der Binormalen zusammen, denn die rektifizierenden
Ebenen und folglich auch die rektifizierenden Geraden stehen alle
auf der gemeinsamen Schmiegungsebene senkrecht, und die Fliche

der Hauptnormalen reduziert sich auf die Ebene der Kurve, weil
die Hauptnormalen alle in die Schmiegungsebenen fallen.

1) Genauer: in denjenigen Teil der Ebene, der als das , AuBere der
Kurve* bezeichnet wird, d. h. von dessen Punkten aus man reelle Tan-
genten an die Kurve ziehen kann. Die Ebene oder gewisse ihrer Teile
konnen dabei mehrfach tiberdeckt werden.
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I. Kap. Das Hauptdreikant einer Raumkurve. 12. 9

2. Sphiirische Kurven. Fiir eine Kurve auf einer Kugel sind
die Tangenten auch Tangenten an diese Kugel, durch den Kugel-
mittelpunkt gehen daher alle Normalebenen, also auch alle Kriim-
mungsachsen. Daraus folgt:

Die Polarfliche einer sphirischen Kurve ist ein Kegel, dessen Spitze
in den Mittelpunkt der Kugel fdallt.

3. Allgemeine Schraubenlinien. Um gleich hier die Grund-
begriffe der Kurvenlehre an einer der Untersuchung leicht zuging-
lichen und doch nicht trivialen Kurvenklasse zu erliutern, betrachten
wir die geoditischen (d. h. kiirzesten) Linien einer allgemeinen Zy-
linderfliche. Sie werden als allgemeine Schraubenlinien be-
zeichnet, da sie mit der gewshnlichen Schraubenlinie, der Geoditischen
des Drehzylinders, zahlreiche Eigenschaften gemein haben.

Die erzeugenden Geraden des Zylinders I', auf dem die Kurve (I1)
geodiitisch ist, seien g, ¢, ¢”,... Wickelt man den Zylinder in eine
Ebene ab, so gehen diese Erzeugenden in parallele Geraden g, ¢, . . .
der Ebene iiber. Da bei der Abwicklung sich Bogenlingen nicht
dndern, geht die Geodiitische (M) in eine geoditische Linie der
Ebene iiber, d. h. sie verwandelt sich in eine Gerade (). Diese
Linie schneidet nun alle Geraden des Parallelbiischels g, g’, . . . unter
demselben Winkel «, und, da bei der Abwicklung auch die Winkel
ungeiindert bleiben, schneidet auch die Kurve () alle Geraden des
Zylinders I'" unter diesem Winkel «, d. h.

Die allgemeinen Schraubenlinien schneiden die Erzeugenden eines
Zylinders unter konstantem Winkel.

Dieser Zylinder sei in der Folge als der ,zur Schraubenlinie ge-
horige Zylinder* bezeichnet.

Als Spezialfall gehoren auch die ebenen Kurven zu den Schrauben-
linien; fiir sie wird « = } =, denn man kann iiber jeder ebenen
Kurve einen Zylinder errichten, dessen Erzeugenden die Kurve senk-
recht schneiden (die rektifizierende Fliche der ebenen Kurve; s. o.)

Tangente. Eine Ebene ¢ schneide die Geraden des Zylinders
senkrecht; die Schnittkurve (1) ist dann die senkrechte Projektion
der Schraubenlinie (31) auf der Ebene & und die Tangente M M,
der Projektionskurve die Projektion der Tangente } M ". Beide Ge-
raden schneiden sich im Punkte S. Da der Winkel MSM = 4n —«
fir alle Punkte der Kurve M konstant ist, so schneiden die Tan-
genten von (M) die Ebene ¢ unter einem konstanten Winkel. Setat
man, wie iiblich, & als Horizontalebene voraus'), so bezeichnet der
Winkel der Tangenten der Kurve gegen die Ebene die Steigung
der Kurve; man kann also sagen:

Die allgemeine Schraubenlinie ist eine Kurve konstanter Steigung.

1) Dies wird auch im folgenden durchweg angenommen, um die Sprech-
weise zu vereinfachen; (J,) ist daher als Horizontalprojektion oder Grund-
riB der Schraublinie bezeichnet.
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10 I. Kap. Das Hauptdreikant einer Raumkurve. 12.

Es ist leicht einzusehen, daf jede Kurve konstanter Steigung die
Erzeugenden eines gewissen Zylinders unter kontantem Winkel schnei-
den muf), also eine Schraubenlinie ist.

Fig. 2.

Bogenelement und Bogenlinge. Aus der Figur ergibt sich
unmittelbar, dafl
MMy = MM sine
ist. Bezeichnet man die Bogenlinge der Schraublinie (von dem
Schnittpunkt mit einer beliebigen festgewiihlten Erzeugenden g ab ge-
rechnet) mit s, die entsprechende Bogenlinge des Orthogonalschnitts (/)
der Erzeugenden mit sy, so ist

dsy,=ds sine,
also auch
§,= s sin a.

Schmiegungsebene. Die Schmiegungsebene ist durch zwei be-
nachbarte Tangenten MM’, M'M” bestimmt. Die Schnittpunkte
dieser Tangenten mit der Ebene & sind S und S’, die Spurlinie der
Schmiegungsebene ist also die durch SS’ bestimmte Gerade. Aus der
Kongruenz der Dreiecke M’ S, und M’S’ M, folgt, daB M, S=M,' S’
ist. M, ist somit der Mittelpunkt eines Kreises, der durch S und
S’ hindurchgeht, fir den also SS’ eine Tangente ist. Daher ist S5
senkrecht auf M'M," und, da die Ebene MSM, auf & senkrecht

steht, so ist auch S8’ | M.
Da M, M,  und M, M, benachbarte Tangenten der Kurve (M) sind,
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I. Kap. Das Hauptdreikant einer Raumkurve. 12. 11

so folgt aus der vorher abgeleiteten Gleichheit von M,'S und M,'S’,
daB SS’ das Bogenelement einer Evolvente der ebenen Kurve () ist.

Die Horizontalspur der Schmiegungsebene eincr Schraublinie ist
die Tangente an eine Fvolvente ihrer Horizontalprojektion.

Die Richtung der Evolvententangente ist identisch mit der Rich-
tung der (Haupt-) Normale der ebenen Kurve M. Der vorige Satz
ist inhaltlich identisch mit dem folgenden:

Die Schmiegungsebene an alle Schraubenlinien eines wvertikalen
Zylinders haben fiir die Punkte derselben Erzeugenden parallele
Horizontalspuren.

Hauptnormale. Die Hauptnormale einer Raumkurve ist die
Normale in der Schmiegungsebene. Hier ist S8'_L MM’ und die
Spur der Schmiegungsebene; zieht man daher durch I zu S5’ die
Parallele M H, so liegt sie gleichfalls in der Schmiegungsebene und
steht auf der Tangente M M  senkrecht. Damit ist die Hauptnormale
gefunden. Da diese Gerade M H parallel zu & ist, so schneidet sie
die Erzeugenden des Zylinders rechtwinklig; da MH auch MM’
senkrecht schneidet, steht sie auch auf der durch ¢ und MM be-
stimmten Tangentialebene des Zylinders senkrecht.

Die Hauptnormalen einer Schraubenlinie sind ciner und derselben
Ebene parallel.

Da MH | SS” ist und dieses zur Tangente IS des Normal-
schnitts senkrecht, so ist M/ H parallel zur Normalen der Kurve (21),
d#he

Die Hauptnormalen der Schraublinie projizieren sich in die Nor-
malen der Projektionskurve.

Rektifizierende Ebene und rektifizierende Flache. Die
rektifizierende Ebene der Schraubenlinie im Punkte M steht auf der
Hauptnormalen M H senkrecht, ist also nach den vorigen Betrach-
tungen die Tangentenebene gg' des Zylinders. Die rektifizierende
Fliche ist die Hiillfliche der Tangentialebenen, d. h. ist der Zylinder
selbst. Dies Ergebnis war zu erwarten, denn nach Definition ist
die Schraublinie auf dem Zylinder geodiitisch. Man kann aber zeigen,
daB eine Raumkurve nur auf einer einzigen abwickelbaren Fliche
geodiitisch sein kann, und dies ist die rektifizierende Fliiche.

Binormale. In der rektifizierenden Ebene liegt die Binormale J/ B;
ihre Horizontalprojektion fillt somit in 2 2. Da der Winkel der
rektifizierenden Geraden g mit der Binormalen das Komplement zu
ihrem Winkel mit der Tangente ist, so folgt, daf

X (MB, g)=3n—«
auch stets konstant ist.

Die Binormalen einer allgemeinen Schraublinie bilden mit einer
festen Ebene einen Tkonstanten Winkel, der den Winkel ilrer Tan-

genten zu §m erginzt.
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Auf einem anderen Wege erhilt man dasselbe Ergebnis folgender-
mafien. Der Winkel zwischen der Binormalen M B und der Er-
zeugenden g des Zylinders ist gleich dem Winkel der Schmiegungs-
ebene und der Horizontalebene (da jede Gerade auf einer Ebene
senkrecht steht). Dieser Winkel aber ist gegeben durch die beiden
Lote SM, und SM, die in einem Punkte der Schnittgeraden S,
in den beiden Ebenen auf dieser Schnittgeraden konstruiert sind.

Normalebenen und Polarfliche. Die Normalebenen stehen
in den Punkten der Kurve auf den Tangenten senkrecht; sie haben
also auch eine konstante Horizontalneigung. Thre Hiillfliche, die Polar-
fliche, besitzt Erzeugende, die den Binormalen der Ausgangskurve
parallel sind. Diese besitzen aber, wie soeben gezeigt ist, eine kon-
stante Neigung; da die Erzeugenden der Polarfliche Tangenten ihrer
Gratlinie sind, so ist diese Gratlinie eine Kurve konstanter Steigung,
d. h. eine Schraublinie.

Die Polarlinie einer Schraublinie ist wieder eine Schraublinie, deren
Neigung das Komplement der Neigung der ersten Schraubenlinie ist.

II. Kapitel

Krimmung.

1. Kontingenzwinkel. Der unendlich kleine Winkel, welchen
die Tangente MM  eines Punktes M der Kurve mit der Tangente
M'M"” des Nachbarpunktes M’ bildet, heiBt der Kontingenz-
winkel dr der Kurve im Punkte M. Er liegt in der Schmie-
gungsebene; seine Schenkel, die Tangenten in den Punkten M und
M’, sind Lote zu den entsprechenden Normalebenen. Der Kontingenz-
winkel ist also auch der Winkel benachbarter Normalebenen. Nun
sind die Normalebenen Tangentenebenen an die Fliche der Kriim-
mungsachsen und zugleich die Schmiegungsebenen der Gratlinie dieser
Fliche. Daher ist der Winkel der Schmiegungsebenen zweier aufein-
anderfolgender Punkte der Polarkurve gleich dem Kontingenzwinkel der
Kurve ().

Die Normalebenen der Punkte 2/, M’ und ihre Durchschnitts-
linie, die Kriimmungsachse des Punktes 2, stehen gleichzeitig senk-
recht auf der Schmiegungsebene von M, in welcher die beiden Tan-
genten liegen. Sie schneiden diese Ebene in zwei zu den Tangenten
senkrechten Geraden, welche im Durchschnitt ¢ der Kriimmungs-
achse mit der Schmiegungsebene zusammenlaufen. Diese Geraden
CM, CM’ bilden miteinander den Neigungswinkel der Normalebenen,
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d. h. ihr Winkel ist gleich dem Kontingenzwinkel. Von diesen Ge-
raden ist aber nur die eine (M () eine Hauptnormale, nimlich die
Durchschnittslinie der Normalebene des Punktes 2/ mit der Schmie-
gungsebene desselben Punktes, die andere M’ C nicht. Denn die fol-
gende Hauptnormale ist die Durchschnittslinie der Normalebene des
Punktes M’ mit dessen Schmiegungsebene, M’ C ist aber die Durch-
schnittslinie dieser Normalebene mit der Schmiegungsebene des
Punktes M und ist die senkrechte Projektion der zweiten Haupt-
normale auf die erste Schmiegungsebene.

2. Kriimmungsmittelpunkt, Kriimmung. Beschreibt man
um den Punkt ¢ einen Kreis mit dem Radius M C, so ist M M als Lot
im Endpunkte des Radius auch fiir den Kreis eine Tangente, d. h. M’
liegt auf dem Kreise. Dann ist aber auch M'M " Lot im Endpunkte
eines Radius, also liegt auch M” auf dem Kreise um C. Dieser
Kreis ist demnach die Grenzlage, dem ein Kreis zustrebt, der durch
M und zwei weitere Punkte M, M, der Kurve hindurchgeht, so-
bald sich M, und M, dem Punkte M unbeschrinkt néhern. Man
nennt ihn daher den Kriimmungskreis, seinen Radius MC = o
den Kriimmungsradius und den Punkt ¢ den Kriimmungs-
mittelpunkt. Man kommt auf denselben Kreis durch folgende
Grenzbetrachtung.

Legt man durch drei beliebige Punkte M, M', M" einer Kurve
eine Ebene und konstruiert in ihr einen Kreis, welcher durch diese
drei Punkte geht, so liegt dessen Mittelpunkt p in dem Punkte,
in welchen die Durchschnittslinie der beiden in den Mitten der Sehnen
MM und M'M"” senkrecht auf diesen errichteten Ebenen die Ebene
der drei Punkte schneidet. Riicken nun die Punkte M’ und M” dem
Punkte M unbegrenzt nahe, so geht die Ebene des Kreises in die
Schmiegungsebene iiber und nimmt der Kreis und sein Mittelpunkt
eine bestimmte GréBe und Lage in ihr an. Die in den Mitten der
Sehnen errichteten Ebenen gehen hierbei in die Normalebenen der
Punkte 27, M’, ihre Durchschnittslinie in die Kriimmungsachse und
der Mittelpunkt des Kreises in den Durchschnitt C' derselben mit
der Schmiegungsebene iiber. Es ist dies also der vorher eingefiihrte
Kriimmungskreis.

Aus dem unendlich schmalen Dreieck MC M’ (Fig. 3), welches
als rechtwinklig und gleichschenklig angesehen werden kann (M und
M’ liegen ja auf einem Kreise mit dem Mittelpunkte C) und in
welchem die dem Winkel C'=dr gegeniiberliegende Seite das Bo-
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genelement M M = ds ist, wihhrend seine beiden anderen Seiten
MC = M'C =g sind, ergibt sich
odt = ds
und mithin:
ds 1 dt
™Ay oM As
Nimmt man die Kriimmung eines mit der
Liéngeneinheit beschriebenen Kreises als Einheit
der Kriimmung an, so verhalten sich die Kriim-
mungen zweier Kreise umgekehrt wie die Radien,
und man nennt den reziproken Wert des Radius
das MaB der Kriimmung eines Kreises. Daher ist

Fig. 3.

€ 1 oder Z: die Kriimmung des Kriimmungs-

kreises. Man nennt diesen Ausdruck die Kriimmung der Kurve
im Punkte 2, auch wohl die erste Kriimmung der Kurve in diesem
Punkte zum Unterschiede von einer bald zu erliuternden zweiten.

3. Berithrung verschiedener Ordnung, Oskulation.
Der Kriimmungskreis hat drei aufeinanderfolgende Punkte oder, was
dasselbe ist, zwei aufeinanderfolgende Bogenelemente und Tangenten
mit der Kurve gemein. Die Berithrung zweier Kurven, welche »# auf-
einanderfolgende (zusammenfallende) Punkte gemein haben, heift eine
n-punktige Beriihrung oder eine Beriihrung der (»— 1)*® Ordnung.
Der Kriimmungskreis beriihrt demnach die Kurve dreipunktig oder
in der zweiten Ordnung. Eine Fliche beriihrt eine Kurve n-punktig
oder in der (n—1)*" Ordnung, wenn sie mit ihr » aufeinander-
folgende Punkte gemein hat. Die Schmiegungsebene beriihrt dem-
nach die Kurve dreipunktig oder in der zweiten Ordnung. Der
Kriimmungskreis liegt in der Schmiegungsebene und berithrt diese
Kurve in derselben Ordnung, wie diese. Dieser Satz ist ein spezieller
Fall des allgemeineren: Wenn eine Fliche F' eine Kurve C' in der
n'*® Ordnung berithrt, so kann auf der Fliche durch den Berithrungs-
punkt keine Kurve gezogen werden, welche C' in einer hoheren Ord-
nung, als der %'" berithrt. Denn es kann eine auf der Fliche ¥
liegende Kurve mit der Kurve C nicht mehr Punkte gemein haben
als auf F liegen.

4. Die Kurve der Kriimmungsmittelpunkte. Der Kriim-
mungsmittelpunkt C' des Punktes M ist der Durchschnittspunkt der
Kriimmungsachse mit der Hauptnormalen dieses Punktes. Die Folge
der Kriimmungsmittelpunkte bildet daher eine Kurve, welche auf der
Fliche der Hauptnormalen und der Fliche der Kriimmungsachsen
liegt und mithin die Durchschnittskurve dieser beiden Fldchen ist.
Diese Kurve wird von den Hauptnormalen nicht beriihrt, sondern
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geschnitten, wenn die Ausgangskurve (1) eine eigentliche (micht
ebene) Raumkurve ist. (Vgl. Kap. I, Nr. 9, 8. 7).

5. Schmiegungswinkel. Die Schmiegungsebenen in zwei auf-
einanderfolgenden Punkten M, M’ einer Kurve bilden einen infini-
tesimalen Winkel do, den Schmiegungswinkel (Torsions- oder
Windungswinkel). Man kann die Schmiegungsebene des Punktes M
mit der des Punktes M’ dadurch zur Deckung bringen, daf man
sie um die Schnittgerade beider Ebenen, die Tangente M'M " durch
den Winkel 4¢ dreht. Diese Drehung ist positiv oder negativ, je
nachdem sie fiir einen Beobachter, der in der Richtung M M"”
(d. i. im Sinne der Fortschreitungsrichtung der Kurve) sieht, ent-
gegengesetzt oder im Sinne des Uhrzeigers verliduft. Dementsprechend
ist also dem'Schmiegungswinkel do das positive oder negative Vor-
zeichen beizulegen.

Kehrt man den Fortschreitungssinn auf der Kurve um, so kehrt
sich auch die Reihenfolge der Schmiegungsebenen um, so daB das
Vorzeichen des Torsionswinkels dasselbe bleibt. Der Sinn des
Torsionswinkels ist also nicht von dem Fortschreitungs-
sinn auf der Kurve abhiingig.

Da die Kriimmungsachsen und Binormalen dieser Punkte auf
den Schmiegungsebenen senkrecht stehen, so bilden sie miteinander
denselben Winkel. Der Winkel zweier aufeinanderfolgender Kriim-
mungsachsen ist aber der Kontingenzwinkel der Gratlinie der Polar-
fliche. Es war schon vorher (S.12) gezeigt, daB der Kontingenz-
winkel der Ausgangskurve gleich dem Winkel zweier aufeinanderfol-
gender Schmiegungsebenen dieser Gratlinie ist; es gilt daher der Satz:

Eine Kurve doppelter Kriommung und die Gratlinie ihrer Polar-
fliche stehen in solcher Beziehung zueinander, daf, abgeschen wvom
Vorzeichen, der Kontingenzwinkel und Schmiegungswinkel der einen bzw.
dem Schmiegungswinkel wund Kontingenzwinkel der andern gleich 1ist,

Durch Abwicklung einer abwickelbaren Fliche wird der Winkel
ihrer Tangentenebenen oder der Schmiegungswinkel der Gratlinie
dieser Fliche zerstort (vgl. Nr.10). Bei der Abwicklung der Tangenten-
fliche geht daher die Kurve in eine ebene Kurve iiber, welche mit ihr
gleiche Kontingenzwinkel hat. Durch Abwicklung der Polarfliche ver-
wandelt sich deren Gratlinie in eine ebene Kurve, deren Kontingenzwinkel
den Schmiegungswinkeln der Kurve doppelter Kriimmung gleich sind.
Von diesen beiden ebenen Kurven hat die erste mit der Kurve dop-
pelter Kriimmung gleiche Bogenelemente und folglich auch gleiche
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Kriimmungshalbmesser, das Bogenelement der zweiten aber
ist natiirlich im allgemeinen nicht gleich dem Bogenele-
mente jener.

6. Verschwinden des Schmiegungs- und des Kontin-
genzwinkels. Der Schmiegungswinkel d¢ mift in einer dhnlichen
Weise die Abweichung der Kurve von der Schmiegungsebene, wie
der Kontingenzwinkel dr ihre Abweichung von der Tangente. Wird
in einem Punkte der Kurve do = 0, so wird die Kurve an dieser
Stelle eben, d. h. es fallen zwei Schmiegungsebenen zusammen und
fallen also vier Punkte oder drei Tangenten in eine Ebene. Die
Schmiegungsebene beriihrt alsdann die Kurve vierpunktig oder in der
dritten Ordnung. Wird in einem Punkte der Kontingenzwinkel dr
gleich Null, so wird die Kurve an dieser Stelle geradlinig, d. h. es
fallen drei aufeinanderfolgende Punkte in die Tangente, der Kriim-
mungskreis geht in die Tangente tiber und diese beriihrt die Kurve
dreipunktig oder in der zweiten Ordnung.

7. Schmiegungshalbmesser und Schmiegung. Konstruiert
man ein rechtwinkliges Dreieck (Fig.4), in welchem eine Kathete
gleich dem Bogenelement ds und der dieser gegeniiberliegende Winkel
gleich dem Schmiegungswinkel do ist, so werden die beiden andern
» Seiten eine gewisse Linge annehmen, die dauernd mit »

M
bezeichnet werden soll, und zwar wird:
rde = ds,
7 also
% oy ds
T do

do
Der reziproke Wert dieser Linge » miBt die Kriimmung

eines Kreises vom Radius » und wird das MaB der
zweiten Krimmung (Torsion oder Windung) der Kurve in
dem betrachteten Punkte 2, die Liinge » selbst der Radius
der zweiten Krimmung (Schmiegungs- oder Torsionsradius)
jenes Punktes genannt. Einen dem Kriimmungskreis entsprechenden
Schmiegungskreis gibt es nicht, wir werden aber fiir den Schmie-
gungsradius spiter an der Fliche der Tangenten und der Fliche
der Binormalen zwei geometrische Interpretationen entwickeln. Aus
der Definition von 7 ergibt sich noch ein wesentlicher Unterschied
gegenitber dem Kriimmungsradius o: wihrend ¢ stets absolut zu
nehmen ist, kann der Schmiegungsradius positive und nega-
tive Werte annehmen.

8. Natiirliche Gleichungen einer Raumkurve. Ist fiir
eine Raumkurve das Gesetz vorgeschrieben, nach dem die erste und

Fig. 4.
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zweite Kriimmung von der Bogenlinge abhiingt, d. h. kennt man
die beiden Kriimmungen als Funktionen der Bogenlinge

1
T=16),  F=90),

so ist dadurch die Kurve bis auf ihre Lage im Raume vollstindig
bestimmt. Geht man nimlich von einem beliebigen Punkte M im
Raume aus und schreitet von ihm in beliebiger Richtung um das
infinitesimale Stiick ds zum Nachbarpunkte M’ fort, so bestimmt

die Gleichung
dt = %s= f(s)ds

den Winkel, den die Tangente der Kurve im Punkte M’ mit der
Tangente MM’ in M bildet. Unter der Gesamtheit der Geraden,
die dieser Bedingung geniigen (sie liegen auf einem Rotationskegel
mit MM  als Achse und 2dv als Offnungswinkel) kann man eine
beliebige ¢’ als Tangente in M  herauswiihlen. Dies kommt darauf
hinaus, daB man 1. die Lage des Punktes M, 2. die Richtung der
Tangente in M, 3. die Stellung der Schmiegungsebene in M will-
kiirlich vorschreiben kann. Damit ist aber die Willkiirlichkeit er-
schopft; denn fiir den Punkt M ist die Schmiegungsebene bestimmt:
sie geht durch ¢ und bildet mit der Schmiegungsebene in 3 den
Winkel do = @(s)ds; ferner ist durch M’'M” = ds der dem Punkte
M’ benachbarte Punkt M” bestimmt; fiir diesen die Tangente t”
durch die Bedingung, die die Bogenlinge mit dem Kontingenzwinkel
verkniipft. In derselben Weise kann man fortfahren, die Kurve also
derart punktweise aufgebaut denken.

Die GrioBen s, o, r sind geometrische Elemente der Kurve, die
von ihrer analytischen Darstellung unabhiingig sind, also in der
Sprache der Analysis Invarianten der Kurve. Eine Gleichung
zwischen den Invarianten bezeichnet man als natiirliche Glei-
chung. Die eben durchgefiihrte Betrachtung ergibt den Satz:

Durch zwei Gleichungen zwischen Kriimmung, Torsion und Bogen-
linge ist eine Raumkwrve bis auf ihre Lage im Rawme vollstindig
bestimmt.

Da eine Kurve erst durch ihre beiden Kriimmungen, durch
diese aber auch vollstindig, bestimmt ist, nennt man die Raum-
kurven auch Kurven doppelter Kriimmung. Zu ihnen gehiren
auch als besondere Klasse die ebenen Kurven, deren zweite Kriimmung

verschwindet.
Schell-Balkowski, Theorie der Kurven. 3. Aufl. S
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Eine Gleichung ;
F(s, 9, 7)=0

zwischen den Invarianten umfaBt unendlich viele verschiedene (d. i.
nicht kongruente) Kurven; man bezeichnet ihre Gesamtheit als eine
Kurvenklasse.

Anmerkung. Eine Differentialgleichung fithrt bei ihrer Inte-
gration willkiirliche Konstanten in die Gleichung hinein; die ihr ge-
niigenden Kurven sind also nicht kongruent und bilden auch nicht
eine Kurvenklasse im eben definierten Sinne, sondern oo”, wobei
n eine ganze Zahl ist, die gleich der Ordnung der Differential-
gleichung ist.

9. Beispiele. 1. Die ebenen Kurven bilden die Klasse

2. Die Kurven
1
ks f(s)

erhéilt man, wenn man die ebene Kurve, die diese natiirliche Glei-
chung besitzt, konstruiert und die Fliche ihrer Tangenten irgendwie
stetig so verbiegt, daB die Tangenten geradlinig bleiben. (Vgl. Nr. 10).

3. Die Kurven .
%)=

Q
T=tg¢x;

bilden die oo! Klassen

sie werden spiiter als die allgemeinen Schraubenlinien erkannt werden.

Denkt man sich eine Kurve, welche mit der gegebenen Kurve
gleiches Bogenelement, zum Kontingenzwinkel aber deren Schmiegungs-
winkel hat, so stellt deren Kriimmungshalbmesser den Schmiegungs-
radius » dar. Da der Schmiegungswinkel dieser Kurve hierdurch
noch nicht bestimmt wird, so gibt es unziihlig viele Kurven, welche
dieser Bedingung geniigen, im allgemeinen ist keine von ihnen iden-
tisch mit der Gratlinie der Fliche der Kriimmungsachsen, aber eine
ist darunter, deren Schmiegungswinkel gleich dem Kontingenzwinkel
der gegebenen Kurve ist. Die erste und zweite Kriimmung dieser
Kurve ist gleich der zweiten und ersten Kriimmung der gegebenen.

10. Summe der Kontingenzwinkel. Konstruiert man in
den Punkten M, M’, M”, ... eines Kurvenstiicks /N die Tangenten,
und wickelt man diese Tangentenfliche in eine Ebene ab, indem
man jede Schmiegungsebene (die Ebene eines Kontingenzwinkels) um
die Tangente dreht, bis sie mit der folgenden Schmiegungsebene zu-
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sammenfillt, so wird dadurch weder die GriBe der Kontingenzwinkel,
noch die der Bogenelemente der Kurve geiindert und es geht die
Kurve doppelter Kriimmung in eine ebene Kurve iiber, welche mit
ihr gleiche Bogen-
elemente und glei-
che  Kontingenz-
winkel, also gleiche
Kriimmung hat.

Bei der Abwick-
lung der Tangenten-
fliche dndert sich
weder Bogenlinge
noch  Kriimmung
der Kurve.

Zieht man in
der Ebene der ab-
gewickelten Kurve
(Fig. 5) irgendeine
Gerade, welche die

Tangenten der

Punkte M, M,

M. M("‘l) N

der Relhe na,ch in den Punkten fhy b, w’y ..., u® Y, v schneidet
und mit diesen die Winkel u, u’, &, .. y("‘l), v bilden, so ergibt

sich jeder Kontingenzwinkel als die Dlﬁ'erenz zweier Winkel pu,
welche die Transversale mit seinen Schenkeln bildet, und man er-
hilt die Gleichungen:

dr = p — p,

di' = p" —

dt’l o ”III— Mll,

Ae=D s 5 . w1
und durch deren Addition die Summe der Kontingenzwinkel, niimlich:
T=v—u.

Die Punkte w, u/, u”,... der Transversalen bildeten vor der Ab-
wicklung der Tangentenfliche auf dieser eine Kurve, deren Tangenten
gegen die Erzeugungslinien der Fliche unter den Winkeln u, u'... geneigt
waren und durch die Abwicklung alle in eine Gerade zusammenfielen.
Da die Bogenlinge dieser Kurve durch die Abwicklung nicht ver-
indert wurde und die Gerade in der Ebene eine kiirzeste Linie
zwischen irgend zweien ihrer Punkte ist, so folgt, daB jene Kurve

2‘
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auf der Tangentenfliche gleichfalls eine kiirzeste Linie sein muf, und
da die Transversale in der Ebene ganz willkiirlich war, so ergibt
sich der Satz:

Die Summe der Kontingenzwinkel einer Kurve doppelter Kriim-
mung zwischen den Tangenten zweier ihrer Punkte M, N ist gleich
der Differenz der Winkel, welche die Tangenten irgend einer auf der
Tangentenfliiche gezogenen kiirzesten Linie mit den Tangenten der
Punkte M, N in den Punklen bilden, in welchen die Kkiirzeste Linie
letztere schneidet.

Hieraus folgt eine allgemeine Eigenschaft der kiirzesten Linien
auf abwickelbaren Flichen. Da fiir alle kiirzeste Linien auf einer
solchen Fliche u — v konstant ist, so sei u'— »" die analoge Winkel-
differenz fiir irgend eine zweite kiirzeste Linie derselben Fliche; dann
ist g — v =y — v, mithin auch g — u'=» —+/, d. h.: Die Tan-
genten irgend zweier kiirzesten Linien einer abwickel-
baren Fliche bilden mit der Erzeugungslinie dieser Winkel
@, v, deren Differenz fiir den ganzen Verlauf dieser Kurven
konstant bleibt.

11. Summe der Schmiegungswinkel. Da der Schmiegungs-
winkel bis auf das Vorzeichen gleich dem Kontingenzwinkel der Grat-
linie auf der Fliche der Kriimmungsachsen ist, so kann die Summe ¢
der Schmiegungswinkel dg, d. h. der Winkel, welche die Schmiegungs-
ebenen aller Punkte der Kurve zwischen zwei festen Punkten M, N
miteinander bilden, in ihnlicher Weise gefunden werden, wie wir
soeben die Summe der Kontingenzwinkel dr gefunden haben. Man
kann aber auch direkt ihre Summe finden. Nach einem Satze der
Elementargeometrie ist die doppelte Summe der Winkel 4, B, C
einer dreiflichigen Ecke weniger dem vierfachen korperlichen Raume £
der Ecke selbst gleich dem vollen korperlichen Winkel £2, némlich:

24+ B+ 0C)—4E= Q.

Ist nun A" der Nebenwinkel von 4, also 4"+ A = § L, so kommt,
wenn man dies einsetzt,

B+C=2E+ 4,
und mithin wird

DBl ' B,

d. h. ein Winkel einer korperlichen Ecke ist gleich der Differenz
zwischen einem der Winkel an der Gegenseite und dem diesem nicht
anliegenden AuBenwinkel, vermehrt um den doppelten Inhalt der
korperlichen Ecke.

Schneiden wir nun das System der Schmiegungsebenen der Punkte
M, M’y M”,... M®Y N mit irgend einer Ebene, welche mit diesen
der Reihe nach die Winkel w, u/, w”,..., v bildet und bezeichnen
die korperlichen Ecken, welche von je zwei aufeinanderfolgenden
Schmiegungsebenen und der Schnittebene gebildet werden, der Reihe
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nach mit de, d¢’, de”, . .., deé" Y sowie die Schmiegungswinkel selbst
mit do, d¢’, d¢”,...,de® Y, so erhilt man nach dem angefiihrten
Satze:

do = 2de + u' — u,

dé’ = 2de + ' — o/,

dG” [ 2d£ll+ {.Ll” " ‘uu’

A0 = 2D 4 y — D),

mithin durch Addition, wenn wir noch die Summe der Schmiegungs-
winkel mit ¢ und die der korperlichen Ecken mit E bezeichnen:

6=2E+ (v —np).

Darin bedeutet nun E den korperlichen Raum der von den
Schmiegungsebenen in M und N, von dem zwischen ihnen liegenden
Teile der Tangentenfliche und der Schnittebene gebildeten krumm-
flichigen Ecke. Daher gilt der Satz:

Die Summe der Schmiequngswinkel, welche die Schmiegungsebenen
aller zwischen zwei festen Punkten M, N einer Kurve doppelter Kriim-
mung bilden, ist gleich der Differenz der Winkel, welche die Schmie-
gungsebenen in M und N mit irgend einer Schnittebene bilden, ver-
mehrt wm den doppelten kirperlichen Raum der von diesen drei Ebenen
und dem zwischen den Schmiegungscbenen liegenden Teile der Tan-
gentenfliiche gebildeten krummflichigen Ecke.

12, Der Winkel der ganzen Kriimmung. Die Hauptnor-
malen in zwei aufeinanderfolgenden Punkten 3, M’ einer Kurve
kreuzen sich unter einem unendlich kleinen Winkel, den wir den
Winkel der ganzen Kriimmung im Punkte M nennen wollen.
Dieser Winkel, der mit dk bezeichnet werden soll, wird auch von
den rektifizierenden Ebenen in M und M’ gebildet, die ja auf den
Hauptnormalen senkrecht stehen. Da diese Ebenen Tangentenebenen
der rektifizierenden Fliche und also Schmiegungsebenen ihrer Gratlinie
sind, so ist, abgesehen vom Vorzeichen, dk auch dem Schmie-
gungswinkel der Gratlinie der rektifizierenden Fliiche
gleich.

Zwischen den drei Kriimmungswinkeln dz, do, dk besteht eine
einfache Beziehung. Man erhdlt diese naturgemiB durch die Be-
trachtung der sphiirischen Abbildung der Raumkurve, eines Hilfs-
mittels, das auch in vielen anderen Fragen der Kurventheorie von
grundlegender Bedeutung ist. Sie soll daher in dem nichsten Kapitel
eingehend behandelt werden.
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III. Kapitel.
Sphiirische Abbildung.

1. Das sphéarische Bild einer Geraden. Um einen Punki O
des Raumes konstruiere man eine Kugel vom Radius Eins, die Bild-
kugel; dann bezeichnet man als das sphirische Bild g einer Ge-
raden & den Endpunkt eines zu & parallelen Radius Og der Bild-
kugel. Da es zwei solche Radien gibt, die entgegengesetzt gerichtet
sind, so entsprechen einer Geraden immer zwei diametral gegen-
iiberliegende Punkte der Kugel

Erteilt man der Geraden einen Richtungssinn (oder nach Study:
orientiert man die Gerade zu einem Speer), so entspricht einer
jeden solchen gerichteten Geraden @ ein und nur ein Punkt der
Kugel g, und den beiden entgegengesetzten Richtungen einer Geraden
entsprechen die Endpunkte eines Durchmessers der Bildkugel. In
der Folge werden wir es fast durchweg mit gerichteten Geraden
oder Speeren zu tun haben.

Fiir die eben definierte sphirische Abbildung (sowohl der Ge-
raden als auch der Speere) gelten folgende einfachen Siitze:

1. Parallele (und gleichgerichtete) Geraden haben dasselbe Bild.

2. Der Winkel zweier Geraden ist gleich dem Abstand ihrer
sphirischen Bilder.

Sind nimlich @, und ®, zwei Geraden, und g,, g, ihre Bilder,
so ist nach der Definition Og, | ®,, Og,| ®,, also der Winkel g, Og,
gleich dem Winkel der Geraden (Fig. 6). Speziell:

2a. Senkrechte Geraden haben
Bildpunkte, die um §m entfernt
liegen.

3. Die Bilder aller Geraden
einer Ebene liegen auf einem

groBten Kreise der Kugel; man
nennt ihn das sphérische Bild
der Ebene.

4. Parallele Ebenen haben dasselbe sphiirische Bild.

5. Der Winkel zweier Ebenen ist gleich dem Winkel ihrer Bilder.

Denn die Bildkreise der Ebenen E,, E, liegen ihrer Konstruktion
nach in Ebenen, die durch den Mittelpunkt O zu E; und E, parallel
gelegt sind. Das Bild einer Ebene enthilt die Bilder ihrer simt-

Fig. 6.
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lichen Geraden; da die Schnittgerade zweier Ebenen beiden Ebenen
angehort, muB fiir sie der Satz gelten:

6. Das Bild der Schnittgeraden zweier Ebenen ist der Schnitt
der sphiirischen Bilder der Ebenen.

2. Das sphirische Bild des Hauptdreikants. Auf einer
Raumkurve (M) setze man einen Fortschreitungssinn MM 'M” . ..

fest und bezeichne als
Richtung der Tangente
in jedem Punkte der

Kurve diejenige Rich-
tung, die mit die-
sem Fortschreitungs- &
sinn  zusammenfillt, %
Die sphiirischen Bilder

t, ¢, ¢, ... der aufein- ¢
anderfolgenden Tan-
genten MM', M'M",
M"M'”, .. . bilden
dann auf der Kugel eine Kurve, das Tangentenbild (Tangenten-
indikatrix) der Kurve (). Nach dem Satze 2 der vorigen Nummer
ist das Bogenelement ¢t dieser Bildkurve gleich dem Winkel der
entsprechenden benachbarten Tangenten, d. h.

a. Fig. 7.

Das Bogenelement des Tangentenbildes einer Kurve ist gleich ihrem
Kontingenzwinkel.

Als Richtung der Hauptnormale wihle man die Richtung MC
vom Kurvenpunkte nach dem Kriimmungsmittelpunkte, und die Bi-
normale orientiere man so, daf das Hauptdreikant der Raumkurve
mit dem Koordinatendreikant zur Deckung gebracht werden kann,
und zwar derart, daB die Tangente, Hauptnormale und Binormale
bzw. mit der positiven z-, y- und z-Achse zusammenfallen. Das sphi-
rische Bild der Hauptnormalen sei h, das der Binormalen b; dann
ergibt sich unmittelbar aus den bekannten Eigenschaften des Haupt-
dreikants in Verbindung mit den Sitzen der vorigen Nummer:

Die sphérischen Bilder aller Geraden, dic der
Schmiegungsebene | Normalebene | rektifizierenden Ebene
angehoren oder ihr parallel sind, liegen auf dem grioften Kreise durch

die P
ie Punkte e l 1 | ey
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Diese drei gréBten Kreise sind demnach die Bilder der Ebenen des
Hauptdreikants.

Da in der Schmiegungsebene des Punktes M mnicht nur M M,
sondern auch die benachbarte Tangente M M " liegt, so gehért deren
Bild ¢' dem Kreise th an, und zwar liegt ¢ auf ¢k selbst (micht in
der Verlingerung), da M'M” mit der Hauptnormale M C einen
Winkel (47 — dr) bildet. Der Kreis At ist somit die sphirische
Tangente des Tangentenbildes ().

Kennt man das sphérische Bild (t) der Tangenten einer Raum-
Twrve, so erhdlt man das Bild der Hauptnormalen, indem man auf
den (sphérischen) Tangenten von (t) von den Beriihrungspunkten im
Sinne der Fortschreitungsrichtung 5 m abtrigt.

Ist nun ¢ und % bekannt, so erhélt man das Bild der Binormalen
b eindeutig; es muB das Dreikant O (¢, h, b) in O(z, y, #) iiber-
fithrbar sein. Hieraus folgt:

Durch das Tangentenbild einer Rawmkurve ist das Bild ihrer Haupt-
normalen und Binormalen vollstindig bestimmt.

c Fig. 7.

do >0

Bild des Hauptdreikants.

3. Parallele Raumkurven. Sind sich zwei Raumkurven punkt-
weise so zugeordnet, daB sie in entsprechenden Punkten parallele und
gleichgerichtete Tangenten haben, so fallen ihre Tangentenbilder zu-
sammen, und umgekehrt lassen sich zwei Raumkurven, die dasselbe
Bild der Tangenten haben, so zuordnen, daB in entsprechenden Punkten
die Tangenten parallel sind; zwei derart aufeinander bezogene Kurven
mogen parallel zugeordnete oder kiirzer parallele Raum-
kurven genannt werden. Die eben gewonnenen Beziehungen zwischen
Hauptnormalen-, Binormalen- und Tangentenbild ergeben unmittelbar
den Satz;
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Parallele Rawmkurven haben in entsprechenden Punkten nicht nur
parallele Tangenten, sondern auch parallele Hauptnormalen und Bi-
normalen.

Wenn zwei Raumkurven sich so zuordnen lassen, daB ihre Tan-
genten in entsprechenden Punkten parallel und entgegengesetzt gerichtet
(antitaktisch) sind, so sind auch ihre Hauptnormalen entgegengesetat
gerichtet, wihrend ihre Binormalen gleichgerichtet sind; man wird
eine derartige Beziehung zweier Raumkurven, bei der die Tangenten-
und Hauptnormalenbilder der einen Kurve die beziiglich des Kugelmittel-
punktes symmetrischen Kurven der Tangenten- und Hauptnormalen-
bilder der zweiten Kurve sind, wihrend die Binormalenbilder beider
Kurven zusammenfallen, im weiteren Sinne gelegentlich auch als
parallele Zuordnung bezeichnen, sobald es sich um Eigenschaften
handelt, die beiden Zuordnungsweisen zukommen.

4. Ubungen. 1. Das Tangentenbild einer ebenen Kurve ist
ein groBter Kreis; derselbe grofite Kreis ist das Bild der Hauptnormalen
(dabei liegen natiirlich entsprechende Punkte ¢ und % auf dem Kreise
immer um 47 voneinander entfernt). Das Binormalenbild reduziert
sich auf einen Punkt, den Pol des Tangentenbildes. Alle Kurven
derselben Ebene lassen sich parallel einander zuordnen.

2. Bei einer allgemeinen Schraubenlinie bilden die Tangenten
mit einer festen Richtung 3 einen konstanten Winkel «. Die Parallelen
durch O zu den Tangenten bilden daher einen geraden Kreiskegel
mit der Offnung 2«. Dieser schneidet die Kugel in einem Kreise
mit dem (sphiirischen) Radius e, dessen Mittelpunkt 2 das Bild der
Richtung 8 ist. Die Hauptnormalen der Schraubenlinie sind einer
festen Ebene parallel und senkrecht zur Richtung 8; ihr Bild ist
also der griBte Kreis, dessen Pol z ist. Die Binormalen bilden mit
der Richtung 8 gleichfalls einen konstanten Winkel +x — «, ihr Bild
ist demnach ein kleiner Kreis.

Die sphdrischen Bilder der Tangenten wund Binormalen einer
Schraubenlinie sind Kreise, deren sphdrische Radien sich zu 4m er-
géinzen, das Hauptnormalenbild ist ein grofter Kreis. Alle drei Kurven
liegen in parallelen Ebenen.

3. Was fiir Kurven kinnen einer Schraubenlinie parallel zugeordnet
werden? . Alle Tangenten einer Schraubenlinie bilden mit einer festen
Grundebene einen konstanten Winkel; Kurven, die ihr parallel zu-
geordnet werden kinnen, miissen daher denselben konstanten Steigungs-
winkel haben.

FEiner Schraubenlinie von gegebener Steigung lassen sich nur Schrauben-
linien derselben Steigung parallel zuordnen.

4. Zwei kongruente Kurven, die durch Parallelverschiebung in-
einander iibergefiihrt werden konnen, lassen sich nur im engern
Sinne parallel zuordnen; zwei kongruente Kurven, die beziiglich eines
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26 III. Kap. Sphiirische Abbildung. 4— 6.

Punktes symmetrisch liegen, nur in uneigentlichem Sinne. Denn nach
der Definition ist die Richtung der Tangente durch die Fortschrei-
tungsrichtung auf der Kurve bestimmt.

5. Das sphérische Bild der Binormalen. Die Bilder der
orientierten, d. h. mit einem Richtungssinn versehenen Binormalen
erfilllen eine Kurve, deren Bogenelement 56" den Winkel zweier be-
nachbarter Binormalen gibt, also gleich dem absoluten Werte des
Winkels d¢ ist, den die Binormalen in den Punkten M und M’
miteinander bilden.

Das Bogenelement des Binormalenbildes ist, abgesehen wvon dem
Vorzeichen, gleich dem Schmiegungswinkel.

Die Binormale eines Punktes M steht auf zwei benachbarten
Tangenten MM, M'M" senkrecht; ihr Bild b liegt somit auf den
Bildkreisen b4 und b’’’ zweier aufeinanderfolgender Normalebenen.
Umgekehrt enthiilt die Normalebene eines Punktes, z. B. M’ die
Richtungen Ob und Ob’, oder anders ausgedriickt, der Kreis 2'd’
fillt mit der sphirischen Tangente b5’ des Binormalenbildes zu-
sammen.

Das Bild der Hauptnormalen einer Raumkurve liegt demnach auch
auf der Tangente des Binormalenbildes, wm §m vom Berilhrungs-
punkte entfernt.

Dabei konnen nun — abweichend von ihnlichen Verhiltnissen
bei dem Tangentenbild, zwei wesentlich verschiedene Fiille eintreten:
entweder b liegt auf dem Bogen b'%’ selbst, sodaB bh' << §m,
oder b liegt auf der Verlingerung dieses Bogens, d. h. b2’ > } m.
Im ersten Falle sei do negativ, im zweiten Falle positiv genannt.
Dies entspricht der S. 15 getroffenen Festsetzung des Vorzeichens
des Schmiegungswinkels.

6. Das Hauptnormalenbild. Der Winkel der ganzen
Kriimmung. Das sphiirische Bild der Hauptnormalen ist eine
Kurve auf der Kugel, dessen Bogenelement k%’ gleich dem Winkel
dk zweier benachbarter Hauptnormalen der Kurve (M) ist. Dieser
Winkel d% (S. 21) wird als Winkel der ganzen Kriitmmung be-
zeichnet; er steht mit dem Torsionswinkel und Kontingenzwinkel in
einer einfachen Beziehung.

Bezeichnet mau den Schnittpunkt der gréBten Kreise ¢¢” und bd’
mit Ay, so ist das Dreieck Lok bei h, rechtwinklig, ferner ist

hhy=hyt' —ht'=}3m— (tn—tt')=dr;hyk' =b'h"—b'hy=bb"=ds
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und k= dk. Das unendlich kleine sphirische Dreieck Ahyh’ kann
als eben angesehen werden, also wird:

k= d¢®+ dr?,
d. h. es gilt der Lancretsche Satz:

Das Quadrat des Winkels der ganzen Kriimmung ist gleich der
Summe der Quadrate des Kontingenzwinkels und des Schmiegungs-
winkels.)

Aus diesem Satze folgt unmittelbar auch noch der folgende:

Bei Fkeiner Kurve doppelter Kriimmung kann der Winkel der
ganzen Kriimmung Fkleiner als der Kontingenzwinkel oder kleiner als
der Schmiegungswinkel sein.

Ist die Kurve eben, so ist der Schmiegungswinkel Null und der
Winkel der ganzen Kriimmung gleich dem Kontingenzwinkel.

7. Radius der ganzen Kriimmung. Bestimmt man eine
Strecke r durch die Gleichung

ds

Lty T

so soll der reziproke Wert von r das MaB der ganzen Kriim-
mung der Kurve im Punkte M oder auch kurz die ganze
Krimmung der Kurve im Punkte M, die Strecke r aber der
Radius der ganzen Kriimmung heilen. t wiirde der Kriimmungs-
halbmesser einer Kurve sein, welche bei gleichem Bogenelemente mit
der gegebenen Kurve den Winkel d% zum Kontingenzwinkel oder
der Schmiegungsradius einer anderen Kurve sein, welche bei dem-
selben Bogenelemente den Winkel d% zum Schmiegungswinkel hitte.

Der Radius r der ganzen Kriimmung steht mit dem Kriimmungs-
radius ¢ und dem Schmiegungsradius » in einer sehr einfachen Be-
ziehung, nimlich:

Das Quadrat des reziproken Wertes vom Fadius der ganzen
Kriimmung st gleich der Quadratsumme der reziproken Werte des
Kriitmmungsradius und des Schmiegungsradius. Oder auch: Das Qua-
drat der gamzen Kriimmung ist gleich der Quadratsumme der ersten
und zweiten Kriiommung der Kurve.

Es ist nimlich nach dem Lancretschen Satze
ak? = ds®+ dé?,

mithin auch, wenn man durch ds® dividiert:
(&) — &)+,

1) Lancret, Mémoire sur les courbes & double courbure. Mémoires
des Savans étrangers. 1, 1805.
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oder weil
d

e

aQ

8k 4 ds
@s?: (o Tds?

() i),

Aus dieser Gleichung folgt noch

1 1
T v

ist,

FIMIAEN )./
Ver

und hieraus ergibt sich, weil sowohl

r
Vebr M s
nicht gréfer als die Einheit werden kann, der Satz:
Bei keiner Kurve doppelter Kriimmung kann in irgendeinem Punkte
der Radius der ganzen Kriimmung grifer sein als der Kriimmungs-
radius oder der Schmiegungsradius.

8. Das rechtwinklige Dreieck der Radien ¢, 7, r.
Sind @, b, ¢, h die Katheten, die Hypotenuse und die vom Scheitel
des rechten Winkels auf die Hypotenuse gef#llte Hohe eines recht-
winkligen Dreiecks (Fig. 8), so folgt aus den Gleichungen

=a*+b? und ch = ab:

1 1 1
woe Ty
und umgekehrt, besteht diese Relation zwischen zwei Seiten a, b und
der zur dritten Seite ¢ gehorigen Héhe %, so liegt ¢ ein rechter
Winkel gegeniiber. Denn fiir «
& b und f als Gegenwinkel von a
7 und b ist sihe=h:b, sinf
=h:a, mithin sin?« 4 sin?p
1 b ¢ =1, also ¢+ f=}m. Man
b s kann diesen Satz als eine Art
Reziprokum des pythagoreischen Satzes ansehen. Die Relation besteht
nun zwischen ¢, und t; konstruiert man daher mit ¢ und r als
Katheten ein rechtwinkliges Dreieck und nennt % seine Hypotenusen-
héhe, so folgt durch Vergleichung von

1 1 1
" M
mit derselben 2 = r. Daher:

Der Kriommungshalbmesser o und der Schmiegungshalbmesser r
einer Kurve bilden die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen
Hypotenusenhihe gleich dem Radius v der ganzen Kriimmung ist.
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Auch hieraus folgt, daB r weder gréfer als g, noch gréBer als »
sein kann.

Man kann dem hier aufgestellten Satze eine etwas andere Form
geben. Auf jedem Radius einer Kriimmung, wie M C = ¢ (Fig. 8a),
kann man einen Punkt C’ bestimmen, sodaB MC.MC = 1 wird.
C’ heiBt der inverse Kriimmungsmittelpunkt zu C

und MC' = % = o stellt die Kriimmung dar. Die

r’
Strecke o' wird die Kriimmungsstrecke genannt.!)

Bestimmt man nun zu g, r, v die drei Kriimmungs- € YN
strecken g’, 7, 1, so sind sie die Katheten und iz b
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks und ist t’ die Diagonale
eines Rechtecks von den Seiten o, 7".

9. Bild der rektifizierenden Flache. Da die Hauptnor-
malen auf den entsprechenden rektifizierenden Ebenen senkrecht stehen,
so ist der Winkel d% benachbarter Hauptnormalen gleich dem Win-
kel benachbarter rektifizierender Ebenen. Diese sind aber Tangenten-
ebenen der rektifizierenden Fliche und Schmiegungsebenen der Grat-
linie dieser Fliche. Man kann daher dem Lancretschen Satze auch
die folgende Form geben.

Das Quadrat des Schmiegungswinkels der Gratlinie auf der rek-
tifizierenden Fldche ist gleich der Swmme der Quadrate des Kontingenz-
winkels der Kurve und des Kontingenzwinkels der Polarfliche.

Die Bilder benachbarter rektifizierender Ebenen sind die grofiten
Kreise tb und #'d" der Kugel; das Bild ihrer Schnittgeraden, der
rektifizierenden Geraden R der Kurve (M), besteht aus den beiden
Schnittpunkten dieser Kreise. Es ist nun iiblich, die rektifizierende
Gerade so zu orientieren, daB der Winkel zwischen % und der Tan-
gente kleiner als m ist; man wiihlt daher als das Bild von R den
Punkt » als denjenigen der beiden Schnittpunkte, zu dem man, auf
dem Kreise ¢b von ¢ aus nach b fortschreitend, zuerst kommt. Dann
ist der Bogen ¢r = H gleich dem Winkel zwischen der Tangente
und den rektifizierenden Geraden. Nach der Festsetzung des Vor-

1) Der Begriff des inversen Kriimmungsmittelpunktes findet sich schon
bei Hachette, indem er mit Hilfe desselben aus dem Meunierschen
Satze iiber die Kriimmung der Flichenschnitte gemeinschaftlicher Tan-
gente einen weiteren ableitete. (Vgl. Lamarle, Exposé géométrique du
calcul différentiel et intégral, Paris 1861, 3i¢me partie, p. 445.) Unabhiingig
hiervon wurde der Begriff der Kriimmungsstrecke von GraBmann ein-
gefilhrt. (H. GraBmann, Anwendung der Ausdehnungslehre auf die all-
gemeine Theorie der Raumkurven und krummen Flichen, Beilag