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0 rozwiazywaniu rownan algiebrycznych ogolnych

ZA POMOGCA CALEK OZNACZONYCH
NAPISAL

WLADYSLAW KRETKOWSKI.

Rozwigzywanie réwnan, jako gléwny przedmiot algiebry, zajmowalo od dawna wielu ma-
tematykéw. Wynikiem tych prac jest, ze réwnania liczebne nie przedstawiaja juz wlasciwie tru-
dnos$ci, chyba tylko dlugo$é rachunkéw, co zreszta zdaje si¢ lezeé juz w saméj naturze zadania,
umiemy bowiem, dzieki tym pracom, oznaczyé¢ dokladnie liczbe piérwiastkéw zawartych w danym
zakresie, oraz obliczy¢ je dokladnie lub z daném przybliZeniem. Réwnania ogélne przedstawiaja
wigcéj trudnosci. Po pracach Rurrinieco, ABELA, GALoisa, WanTzeLA, BrrTiego, CamiLie Jowr-
DANA i innych, wiemy, Ze rozwiazanie za pomoca pierwiastnikéw jest niemozebném dla réwnan
ogélnych stopnia wyzszego nad czwarty. HermiTe, Brroscur i inni rozwiazali réwnania stopnia
piatego za pomoca funkeyj eliptycznych. Rozwiazania inne, jakie podano, juzto za pomoca
szeregéw lub innych wyrazen nieskonczonych, juzto za pomoca calek oznaczonych, sa w ogél-
nosci malo znane i powiedzmy, ze w ogélnosci przedstawiaja wiele niedostatkéw. I tak prace Du
La GraNGea z przeszlego wieku, a mianowicie praca z roku 1770, pod tytulem: Nowvelle méthode
pour résoudre les équations littérales par le moyen des séries (Lu a UAcadémie le 18 janvier et le
5 avril 1770 ) ogloszona w pisSmie: Mémoires de U Académie royale des Sciences et Belles-Lettres .
de Berlin, t. 24, 1770, a ktérg to prace, nie posiadajac ostatniego pisma, cytuje podlug dzieta:
Ocuvres de Lagrange, publiées par le soins de M. J. A. SerreT, sous les auspices de Son Fxcel-
lence le Ministre de UInstruction publique. Tome troisiéme. Paris, Gauthier- Villars. 1869. 4ka, w kt6-
rém znajduje si¢ przedrukowana na stronicach 5 do 73. Znakomita ta praca na swdj czas, nie
uwzglednia zbieznosci szeregéw, gdyz w ten czas pojecia o zbiezno$ci i dzialaniach z szeregami
prawie Zze nie istnialy, a przytém ma pewien charakter szczegélnosci. Co$ podobnego moznaby
powiedzie¢ o pracach innych, jak D La Pracea, Paovnieco, RurriNizco i t. d.

Co do rozwiazywania réwnan za pomoca calek oznaczonych istnieja prace, ale z zadng
spotkaé¢ si¢ nie moglem. Wspomne wiec tylko o jednéj, o ktéréj znalazlem wzmianke w pismie:
Comptes rendus hebdomadaires des séances de U Académie des sciences, .... tome 17, ... Paris, Ba-
chelier, . ... 1843, 4ka, stronic 4, 1433. Tam na stronicy 938 znajduje si¢ praca pod tytulem:
Rapport sur un Mémoire de M. LAURENT.... Comissaires MM. LiovvinLe, CavcmyY rapporteur,
w ktéré) Cavermy przypomina, ze przedstawil swoje twierdzenie o rozwijalnosci funkcyj na sze-
regi postepujace podiug poteg catkowitych dodatnich 11 pazdziernika 1831 roku Akademii w Tu-
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rynie, a ktérego twierdzenie LaurexTA jest niejako uogélnieniem, i co tu najwazniejsze, méwi,
ze przedstawil Akademii Nauk w Paryzu 22 listopada 1819 roku prace o rozwigzywaniu réwnan za
pomoca calek oznaczonych i Ze zniéj jest umieszczony wyjatek w pismie: Analyse des travaus de
U Académie, ktérego jednakze nigdy nie widzialem. Oto mniéj wiecéj co moge powiedzieé o stanie
kwestyi. Przechodzac do opisania, co udalo mi sie zrobié dla rozwigzania réwnan algiebrycznych
za pomocq calek oznaczonych, zastrzegam, ze byé¢ moze, Ze juz zostatem uprzedzony przez innych,
a tylko prace ich nie doszly do mojéj wiadomosci. Punktem wyjscia byla mi wyzéj wymiéniona
praca De LA GrANGEA.
Niech bedzie réwnanie algiebryczne stopnia m

(1) 0 f(z)a
w ktérém

fle) = ngmaz i (,1[1 (v—2.)
m zas oznacza liczbe calkowita dodatnia, 2z ilos¢ nieznang, a m +1 ilosci a,; n =: 0, 1, 2,.., m,
8g wspétezynnikami stalémi niezaleznémi od nieznanéj 2.

Mozna przyjaé¢, ze dane réwnanie nie posiada piérwiastkéw réwnych, algiebra bowiem
podaje sposoby na pozbycie si¢ takowych piérwiastkéw. Przypuscimy takze, ze piérwiastki da-
nego réwnania nie posiadaja moduléw réwnych. W przeciwnym bowiem razie przez stésowna
przemiang poczatku wspélrzednych, albo inaczéj méwiac, przez dobranie sté6sownéj ilosci @ i
podstawienie

oo, o bl
zamieniliby$my dane réwnanie na inne
0= fla + 9)
ktéregoby piérwiastki, uwazajac y za ilo$¢ nieznana, nie mialy juz moduléw réwnych.
Mozemy wige zalozyé, ze réwnanie (1), w ktérém uwazamy za ilo$¢é nieznana
z :peki; o=

ma moduly swych m piérwiastkéw

¥

En' = Pue s oM = 1,2 m
nieréwne i ze takowe sg uporzadkowane w szeregu rosngcym
Py < Py << e << P -
Przyjmiemy przytém jako wiadome z algiebry, ze
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S Ay
(2) n:l( zn) aoam
oraz 7zZe we wzorze
n=m
(3) ’Elzn:sv; V= m=100 s =2 =T 1007 3P 00

umiemy wyrazi¢ sv przez wspllczynniki danego réwnania, ktére zbytecznie byloby tu wypi-

sywac. :
Jezeli przez ! rozumie¢ bedziemy znak logarytméw naturalnych, to wtedy poniewaz ]
p=m
i wosglel gk I ——, i
2 f(2) a, i, (¢ zy')
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jest
o =n p.___m p.._m o
l {z‘“f(z).g} = éil (1 _ZP«Z—‘) + l{ M—ﬂ+1(_ 2 )} i, + (1—2 )
o= 1. 00 0 im—=1
Przypusémy teraz, ze ilos¢ zmienna z zado$¢ czyni podwdjnéj nieréwnosci
DUSEn P = R I
to wtedy moduly ilosci

zp‘z"’; (T — ) Gl Tl v
z;‘z; o= n b 2 T m
sa mniejszémi od jedno$ci. Na mocy wigc znanego twierdzenia CaucmYeGco funkeyje
l(l—zp'z") : ey D S
l(1—-z;‘z) : TRt (L0 T O T

mozna rozwinagé na szeregi zbiezne postepujace podlug poteg calkowitych dodatnich drugich wy-
razéw dwumianéw, bedacych pod znakiem logarytmu, i co tu najwazniejsze, Zze ich zbieznoSci,
rozciagajace sie w réznych zakresach, maja zakres wspélny

o= p < SN TR L o R

Na mocy wiec téj uwagi, wnosimy, ze szereg

t{ea"f(2) } =
p=n y=00 =1 p=m y=o0
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jest zbieznym w zakresie
7R st BRI Pl Y (L MR/ Sl

Mozna wige (Wnoszac z powyzszego wzoru) rozwinaé¢ funkeyje
: l { Z:2 flg) }
na szereg postepujacy podilug poteg calkowitych odjemnych i dodatnych, zbiezny w zakresie
R ST S SO RIS N NS RRERRY s o A

Jezeli wiec rozwiniecie wykonamy za pomoca znanego twierdzenia LiaurenTa, ktére tenze

przedstawil w roku 1843 Akademii Nauk w Paryzu, to wspélezynniki 4 rozwinigcia wyrazg

sie W znany sposéb przez calki oznaczone, a ktére zbytecznie byloby tu wypisywaé i mozemy
Je odtad  uwazaé¢ za znane. ( \
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Z powyzszego wnie$¢ mozna, ze poniewaz jest dla

et OB G  E (E

p=n o
Any—v il i ZM
M=t
p=m
An.o T {am r[ (_‘z,u) }
p=n+1
p=m
s o v
7 N e Z,
m=n-+1

czyli prosciéj dla
e PR R R ) ey J

jest
H=n 5
(4) 2 z,u T e An,——v
n=1
; e An o
(5) 3 B e AR e
M=n-+1
p=m
(6) B w g
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Ze wzorn (5), biorac w nim » = 1 i otrzymanym wynikiem dzielac stésownie wzér (2),
otrzymujemy wyrazenie na piérwiastek z o najmniejszym module

—A
W, il ppate TTANY,

Podobniez jezeli podzielimy stésownie wzér (5), gdy w nim podstawimy n—21 zamiast n,
przez piérwotny, otrzymamy dla m— 2 piérwiastkéw o modulach posrednich wyrazenia

,An—l,u —-An,o

3 TRNASIS » o
2, = — € S PR R

Nakoniec wzér (5), biorac w nim n=m — 1, daje wyrazenie na piérwiastek modulu
najwiekszego

A 1ilo
PG ol ) L

Mozna otrzymad jeszcze nieskonczona liczbe wyrazeh innych na piérwiastki rownania danego.
Réwnanie (4), biorac w nim » = 1, daje wprost

1
2, = (—- Vi A )”; V=1, .2, i

Nastepnie zastapiwszy w tymze wzorze (4) » przez n—1 i odjawszy od poprzedniego
dla », otrzymamy wyciagajac piérwiastek stopnia v wyrazenia dla m — 2 piérwiastkbw o mo-

dutach posrednich
1

Zn =: v (A,,_l,_,, - ) }”; n—=12, 3, i, m—1: v=1L2 ...

Nakoniec biorge we wzorze (4) m=m—1 i odejmujac wynik od (3), po wyciggnieciu
piérwiastku stopnia v otrzymamy wyrazenie piérwiastka o module najwigkszym

1
2, = ( Sy ik )7; Wie=id 2 i
Podobniez bioragc we wzorze (6) »=1 i odejmujac od (3), otrzymamy
1

31:(3_,‘,—}—\‘_(4_1’,‘, ) 1'; sz’ '2’ g
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Biorac we wzorze (6), ze » przybiéra znaczenia n—1 i n i odejmujac otrzymamy

2 | -

2, ={ y ( A s )} SRRt I

Podstawienie za$ we wzorze (6) ze n=m — 1 daje wprost
1

by = ( =iV g )—_7; Vil 9

Dla uniknigcia trudnosci pochodzacych z tego, ze piérwiastniki maja v znaczen, mozna sig
ograniczy¢ do znaczen y— 1. Wtedy wieloznaczno$é znika i mamy ostatecznie wyrazenia:
na piérwiastek najmniejszego modulu

- —1
M i :_Al.-1=(3—1+A1,1)

na m—2 piérwiastki o modutach posrednich

Ay —1
el eAn " = An—l,—1 G An,—l =(Au.l —An—x,t ) 5”227 3; ey M~ 1,
na piérwiastek o najwiekszym -module
s e a;1 eAm_ho = Sl e Am—x.—l :_A;11,1

Lwé6w, 11 lipca, 1881 roku.

IO AT BT

Po napisaniu powyzszych uwag o rozwiazywaniu réwnan algiebrycznych ogélnych za po-
moca calek oznaczonych, dowiedzialem si¢ o istnienin innych jeszcze prac o tym przedmiocie.
Winienem tu o nich wspomnieé, i nad temi, ktére udato mi si¢ czyta¢, porobi¢ uwagi wykazn-
jace roznice, jakie zachodza pomiedzy pracami poprzednikéw i moja praca.

Piérwsza z nich w porzadku chronologicznym jest praca umieszczona w pismie: Mémoires
présentés a 1’ Institut des sciences, lettres et arts, par divers savams, et lus dans ses assemblées.
Sciences mathématiques et physiques. Tome premier. Paris. BAUDOUIN,. imprimeur de U Institut. Fri-
maire an 14— (1805) 4ka, stronic 4, 16, 670; tablic (12?). Na stronicach 567 do 586, znaj-
duje si¢ praca pod tytulem nastepujacym: Méthode générale pour sommer, par le moyen des inté-
grales définies, la suite donnée par le théoreme de M. LAGRANGE, au moyen de laquelle il trouve
une valewr qui satisfait a wne équation algébrique ow transcendante, par MARC- ANTOINE PARSEVAL.
Lu le 17 floréal an 12. Praca ta zdaje sie by¢ piérwsza, jaka sie pojawila o tym przedmiocie,
autor bowiem nic nie wspomina, aby miat poprzednikéw. W obec dzisiejszéj nauki, praca ta po-
zostawia wiele do Zyczenia, a przedewszystkiém przedstawia te niedogodno$é, ze w razie réwna-
nia algiebrycznego wyzszego stopnia nad piérwszy, daje tylko jeden piérwiastek zamiast dawac
je wszystkie. Nie bede zatrzymywal uwagi czytelnika nad nig, i zakonecze uwaga, ze JAcos:
W pracy, o ktéréj moéwie ponizéj, naznacza rok 1806 jako rok wyjscia tomu, zawiérajacego prace
ParsEvara, podezas gdy na tomie wydrukowano rok 1805, a egzemplarz, ktéry ezytatem i kt6ry
pochodzi ze zbioru ksiag Areksanpra CHopkiEwiczA ma na okladece wycisniety rok 1804, co
zreszty zdaja sie potwierdzaé zwyczaje ksiegarsk@e, ze najezeSciéj drukuja date pézniejsza) Praca
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za$, jak z powyzszego widzimy, czytany byla w Instytucie w roku 1803, te wiec date nalezaloby
uwazaé, jak sie zdaje, za prawdziwa.

Druga praca bytaby praca Cavcmveeo, o ktéréj poprzednio wspomniatem, i inna (a moze
ta sama co do tresci co poprzednia) tegoz autora, zawarta w 19 zeszycie dziennika politechnicz-
Tnego, wspomniana przez JACOBIEGO W pracy, o ktéréj méwie ponizéj. Dotad jednakze nie udalo
mi si¢ czyta¢ ani jednéj, ani drugiéj.

Trzecia tedy, a moze czwarty, bylaby praca Jacosieco z roku 1827 dwukrotnie juz wy-
z€j wspomniana. Znajduje si¢ ona w piSmie: Jowrnal fir die reine Mathematik. In zwanglosen
Heften. Herausgegeben von A. L. Crerve. Mit thitiger Beforderung hoher Koniglich-Preussischer
Behorden. Zweiter Band, in 4 Heften, mit 5 Kupfertafeln. Berlin, bei G. Remer. 1827. 4ka, stro-
nic 4 1400; tablic 5. Tam na stronicach 1 do 8, pod tytulem: Ueber den Ausdruck der verschie-
denen Wurzeln einer Gleichung durch bestimmte Integrale. Vom Hernn prof. Jacosr Autor wspo-
mina naprzéd o PARsEvALU i powiada, ze zamierzy! pracg poprzednika uogélnié, Przedewszyst-
kiém trzeba powiedzie¢ o téj pracy, ze autor w niéj nie objat wszystkich réwnah algiebrycznych,
lecz tylko mial na uwadze réwnania, majace co najwyzéj piérwiastki zloZone sprzezone, a wiec
tylko réwnania o wspélezynnikach rzeczywistych i przytém w razie piérwiastkéw sprzezonych nie
wypowiedzial, jak prowadzi¢ nalezaloby rachunki. O tém przekonaé sie mozna ze sléw autora
zawartych na stronicy 3 w wierszach 17 do 21. Trudno$ci te jednakze daja sie usunaé. Nie mo-
zna jednak zrozumieé, dla czego Jacomr nie wspomina nic o D La Graner'v, ktérego slawa nie
mogta byé mu nieznang, tém bardziéj, ze autor idzie droga wskazana przez D La Gran-
GE'A, ktéra i ja takze poszedlem. Wzory Jacomireo oprécz tego, ze sy szczegdlniejsze od moich,
gdyz maja na uwadze tylko réwnania o wspélczynnikach rzeczywistych, sa bardziéj zlozone od
moich, podezas gdy moje stosuja si¢ do réwnah o wspélezynnikach zlozonych (urojonych) i sg
prostsze co do ksztaltu. Roéznica za$ ksztaltu pochodzi takze z réznych drég, jakiemi zostaly
otrzymane. Jacos1 uzy! do oznaczenia wspélezynnikéw w rozwinieciu D La GraNGE'A, wzorn
na rozwijanie funkeyj rzeczywistych na szeregi katowe (gonjometryczne) ksztaltu przypisywanego
powszechnie Fourierowr

£ B = = (4, dos nz+ B, wst nz) ,

a ktory autor przypisuje Evnerowr i twierdzi, Ze ten wzér znajduje si¢ w pracy tegoz ostatniego
z roku 1777, umieszczonéj w Nova Acte z 1798 roku. Ja za$ uzytem wzorn LAvrENTA, poda-
nego w roku 1843 przez tego ostatniego, na rozwinigeie funkcyi zmiennéj zlozonéj (urojonéj) na
szeregi potegowe podwoijne

n=
f@= 2 a2 ;
2

——®

co pozwolilo rozwigza¢ zadanie prosciéj i ogélniéj. Nakoniec powiem, ze uwazam tak prace Ja-
€oBIEGO jak i moja, tylko jako rozwinigcie mysli D Lia GRANGE A.

(Lwéw 25 grudnia 1881 r.).
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