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Kapitel L
Arithmetik, Mengenlehre, Grundbegriffe der
Funktionenlehre.

Von Hans Hahn in Wien,

§ 1. GroBensysteme. Natiirliche und rationale Zahlen.

Unter einem Grifiensystem versteht man, nach der Defi-
nition von H. Grassmann (Lekrbuch der Arithmetik, Berlin 1861,
Werke 2, 1. Teil, 298), ein System von Dingen, von denen
zwei beliebige (¢ und b) auf Grund irgendeiner Regel ent-
weder als einander gleich (¢ = b oder b = a) oder als ungleich
(a==b oder b= a) erklirt sind, vorausgesetzt, daB die Er-
klirung der Gleichheit den folgenden Bedingungen geniigt:
1. Die Relationen @ =1 und a == b schlieflen sich gegenseitig
aus; 2. jede GroBe ist sich selbst gleich (¢ = a); 3. wenn zwei
Grofen derselben dritten GréBe gleich sind, so sind sie unter-
einander gleich (neben @ = b, @ = ¢ ist auch b = c).

Ein Grofensystem heifit geordnet, wenn von irgend zwei un-
gleichen Dingen desselben (@ und b) auf Grund irgendeiner Regel
das eine (etwa a) als das groBere, das andere als das kleinere
erkliirt ist (« > b oder b < a), vorausgesetzt, daB die Erklirung
den folgenden Bedingungen geniigt: 1. Die Relationen a« > b
und a < b schlieflen sich gegenseitig aus; 2. aus a > b und
a=da, b=10 folgt ' >b; 8. aus a>b und b>c folgt
a>c.

Unter einer Verkniipfuny (Operation) in unserem GriBen-
systeme verstehen wir irgendeine Regel, die zwei Dingen
(@ und b) des Systemes ein drittes (sowie jedes diesem dritten
Dinge gleiche Ding des Systemes) zuordnet, sei es, daB a
und b noch gewissen Beschriinkungen unterliegen, sei es, daB
sie in unserem GroBensysteme beliebig gew#hlt werden kénnen
(im letzteren Falle sagt man, die Verkniipfung sei im be-
trachteten GriBensysteme allgemein ausfithrbar). Das Resultat
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2 Kapitel 1. Arithmetik.

der Verkniipfung von a mit b werde bezeichnet durch a o b;
soll dieses Verkniipfungsresultat selbst wieder mit einer GrofSe
verkniipft werden, so setzt man es in Klammern: (a o b). Von
den Verknupfungen ist stets vorauszusetzen, daB aus @ = a’
und b =10 folgt: aob=a'ob".

Eine Verkniipfung heifit assoziativ, wenn

(1) (aob)oc=ao(boc),
sie heiBt kommutativ, wenn
(2) aob="boa.

Ist die betrachtete Verkniipfung assoziativ, so bleibt der
Ausdruck {[(a, 0 ay) © ag]--- 0 a,_, | o a, ungeindert, wenm man
n ihm die cinzelnen Grifen statt in der angegebenen Weise in
beliebiger anderer Weise durch Klammern zusammenfaft. Man
kann diesen Ausdruck also auch mit Hinweglassung aller
Klammern in der Form schreiben: @, 0 a,0a4---0a,.

Ist die betrachtete Verkniipfung assoziativ und kommumtativ,
so dandert der Ausdruck a,0 ay 0 as - - -0 a, seinen Wert nicht,
wenn man in ihm die Reihenfolge der einzelnen Glieder beliebig
abdandert.

Sei in unserem GriBensysteme noch eine zweite Ver-
kniipfung definiert, die mit ® bezeichnet werde; sie heiBt distri-
butiv zur ersten Verkniipfung, wenn

(8) a@(boc)=(a®b)o(a®c)und (boc)ea=(b@a)o(coa).

Ist die Verkniipfung ® kommutativ, so reduzieren sich diese
beiden Gleichungen auf eine.

Wir setzen von nun an voraus, die durch o bezeichnete
Operation sei allgemein ausfiihrbar, assoziativ und kommutativ.
Sind @ und b zwei GroBen des Systemes, so wird die Auf-
suchung einer der Gleichung b o # = a gentigenden Gréfe als
die zu unserer Verkniipfung inverse Verkniipfung bezeichnet
(oder auch als lytische Operation; im Gegensatz hierzu heiBt die
zuerst definierte Verkniipfung auch thetische Operation). Wir
driicken die inverse Verkniipfung aus durch avb. Gibt es
eine der genannten Gleichung geniigende Grdfe x, so heilit die
lytische Operation a v b ausfiihrbar, sind alle dieser Gleichung
geniigenden GroBen einander gleich, so heiBt sie eindeutiy aus-
fiihrbar (ist die thetische Operation nicht kommutativ, so hat
man zwei lytische Operationen zu unterscheiden, eine wordere
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§ 1. GroBensysteme. 3

und eine hintere, je nachdem es sich um Auflésung der Gleichung
#0b=a oder b oz = a handelt).

Ist unser Grifensystem ein geordnetes und geniigt die
thetische Operation der Bedingung:

(4) Aus d>d folgt cod>cod,

so ist die lytische Operalion a v b immer, wenn sie ausfiihrbar
ist, auch eindeutiq.

Ist in unserem Gripensysteme die zur betrachteten Operation
inverse zwar nicht allgemein ausfithrbar, aber immer, wenn Sie
ausfiilvbar ist, eindeutig, so lipt sich das GriBensystem durch
Hingufiigung newer Grifen so erweitern und auch die betrachtete
Operation auf das newe Grifensystem so erweitern, daf sie asso-
ziativ und kommutativ bleibt, die zu ihr inverse Operation aber
allgemein eindeutig ausfiilrbar wird. War das wrsprimgliche
System geordnet und geniigte unsere Operation der Bedingung (4),
so lipt sich diese Ordnumg auch auf das newe System erweitern,
und zwar so, daf awch die erweiterte Operation der Bedingung (4)
geniigt.

Diese Erweiterung geschieht in folgender Weise. Man
fiigt den GroBen des urspriinglichen Systemes als neue Dinge
die Paare (@, b) solcher GroBen hinzu und definiert die Gleich-
heit durch die Festsetzungen: 1. Das Paar (a, b) sei gleich
dem Paare (¢, "), wenn aob'=a ob; 2. das Paar (a, D)
sei gleich der GroBe ¢ des urspriinglichen Systemes, wenn a v b
im urspriinglichen Systeme ausfithrbar ist und ¢ ergibt. Dann
ist die beliebige GroBe ¢ des urspriinglichen Systemes gleich
dem Paare (a oc¢, a), so daB wir alle folgenden Beziehungen
nur fiir GriBenpaare festzusetzen brauchen.

Die Erweiterung unserer Operation wird definiert durch:

(a, b)o(a',b)=(aoa,bod).
Dann wird:
(a, b) v (a’, v) = (ao v, a’ob);

inshesondere wird:
avd=(a,d).

Die Erweiterung der Ordnung geschieht durch die Festsetzung:
(a,b) > (a/, b)) wenn aob >bod.

Im  erweiterten Systeme gibt es eine und nur eine Grife,
die mit einer beliebigen Grife dieses Systemes verkmiipft dieselbe
1*
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4 Kapitel I. Arithmetik.

ungedndert lipt; sic heipt indifferente Grife (oder Modul) wnd
ist gleich dem Paare (a, a), oder was dasselbe ist, dem Aus-
druck ava, wo a eine beliebige Grofe des wrspriinglichen Systemes
ist. Die indifferente GréBe kann auch schon im urspriinglichen
Systeme enthalten sein.

~ Dasjenige Grofiensystem, auf welchem sich die Arithmetik
aufbaut, ist das System der wnatiirlichen (ganzen positiven)
Zahlen. Mit einer Analyse des Begriffes der natiirlichen Zahl
haben sich viele Autoren beschiiftigt. Wir nennen die wvich-
tigsten dieser Schriften: E. Schroder, Lehrbuch der Arithmetil
und Algebra, Leipzig 1873, H.v. Helmholtz, Zdhlen und Messen,
Wissensch. Abh. 3, 356, L. Kronecker, Uber den Zahlbegriff.
Jowrn. f. Math. 101, 337 (diese beiden Abhandlungen sind
zuerst erschienen in: Philosophische Aufsdtze, E. Zeller zu seinem
50 jihrigen Doktorjubildum gewidmet, Leipzig 1887). R. Dede-
kind, Was sind und was sollen die Zahlen? Braunschweig 1888,
(. Peano, Arithmetices principia nova methodo exposita, Turin 1 889,
Sul concetto di numero, Rev. de math. 1, 87, Formulaire de
math. 2, § 2 (Turin 1898), 3, 39 (1901), 4, 53 (1903);
siehe auch Genocchi-Peano, Differcntialrechnung und Grund-
ziige der Integralrechnung (deutsch von Bohlmann u. Schepp),
336, Leipzig 1899, G. Frege, Grumdgesetze der Arithmetik,
Jena 1893 u. 1903, D. Hilbert, Uber dic Grundlagen der
Logik und der Arithmetik, Verh. d. 3. intern. Math.-Kongr. 1904,
174, B. Russell, The principles of mathematics 1, Cambridge 1903,
L. Couturat, Les principes des mathématiques, Paris 1905 und
Rev. d. metaph. et d. mor. 12, 19, 211 (1904), H. Weber,
Elementare Mengenlehre, Math.-Ver. 15, 173 (1906) (abgedr.
in H. Weber und J. Wellstein, Enzykl. d. Elem.- Math.,
Leipzig (1907), 3, 645; vgl. auch P. Stickel, Math.-Ver.
16, 425).

Im Gebiete der natiirlichen Zahlen gilt der Satz von der
vollstimndigen Induktion: Es sei eine Aussage, in der eine un-
bestimmite natiirliche Zahl n vorkommt, als richtiq erkannt [fiir
n=1, und aus der Annalme ihrer Richtigkeit fiir eine be-
stimmte Zahl n folge ilwe Richtigkeit fiir die ndchstgrifere Zahl
n + 1; damn ist die Aussage richtig fiir alle natiivlichen Zahlen.

Die Addition und die Multiplikation der natiirlichen Zahlen
sind unbeschriinkt ausfiihrbar, assoziativ und kommutativ, uad
gentigen der Bedingung (4). Die Multiplikation ist in Ver
bindung mit der Addition distributiv. Die umgekehrten Opera-
tionen, Subtraktion und Division. sind im Gebiete der natir-
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§ 1. Natiirliche und rationale Zahlen. 1)

lichen Zahlen nicht unbeschrinkt ausfithrbar, soweit sie aber
ausfithrbar sind, eindeutig.

Wir machen zunichst die Division allgemein ausfiithrbar,
indem wir, nach der obigen Theorie, das System der natiirlichen
Zahlen erweitern durch Hinzufiigung der Paare natiirlicher
Zahlen, die nichts anderes sind als die (positiven oder absoluten)
Briiche (oder positiven rationalen Zahlen). Fiir ihre Multipli-
kation und Division ergibt diese Theorie die Regeln:
ad a a ab

a d
5hr i bf

Es 1iBt sich nun auch die Addition auf unser neues Zahlen-
system so erweitern, daB sie assoziativ und kommutativ bleibt
und in Verbindung mit ihr die Multiplikation distributiv ist.
Es geschieht durch die Formel:

a a ab4dab

< SR e

50 BV T b

und zwar liBt sich zeigen, dafl dies die einzig mogliche Er-
weiterung der Addition ist, der die genannten Eigenschaften
zukommen. Sie geniigt auch der Bedingung (4); die Subtraktion
ist nicht allgemein ausfithrbar, aber wenn ausfithrbar, eindeutig.

Um die Subtraktion allgemein ausfithrbar zu machen, fiigen
wir wieder zu den bisherigen Zahlen die aus ihnen gebildeten
Paare hinzu, wodurch man zum System der allgemeinen (posi-
tiven und negativen) rationalen Zahlen gelangt. Unter ihnen
befindet sich die gegeniiber der Addition indifferente GroBe, die
Null. Addition und Subtraktion wird gleichfalls durch unsere
obige Theorie geliefert. Jede der neu eingefiihrten Zahlen (auBer
der Null) liBt sich auf die Form bringen: 0 — @, wo a positiv
rational, und wird dann mit (— @) bezeichnet. Nun 1aBt sich
wieder die Multiplikation auf das Gesamtgebiet der rationalen
Zahlen erweitern, so daB sie assoziativ und kommutativ bleibt
wnd in Verbindung mit der Addition distributiv wird. Es ge-
sschieht dies durch die Regel: Ein Produlkt, von dem wenigstens
win Faktor Null ist, ist Null, und durch die Regeln:

(— a)-b=—(ab); (— a)-(—b) = abd.

"Wieder liBt sich zeigen, dass diese Erweiterung der Multiplikation
die einzige ist, der die genannten Eigenschaften zukommen.
Doch geniigt sie nicht der Bedingung (4). Die Division ist
eindeutig ausfithrhar, aufler wenn der Divisor Null ist. In
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6 Kapitel I. Arithmetik.

diesem Falle ist sie unausfithrbar (wenn der Dividend nicht
Null ist) oder unendlich vieldeutig (wenn auch der Dividend
Naull ist).

-2 Im Gebiete der rationalen Zahlen sind also Addition, Mul-
tiplikation, Subtralktion wnd Division wunbeschrinkt und eindeutig
ausfiihrbar, mit Ausnalme der Diwvision durch Null.

Eine nihere Ausfiithrung der im obigen skizzierten Theorie findet
man bei O. Stolz und J. A. Gmeiner, Theoretische Arithmetik.
Leipzig 1900 (Teubners Sammiung 4). Ferner L. Couturat,
De Uinfini mathématique 11ff. (Paris 1896) und die oben genannten
Schriften von G. Peano.

§ 2. Irrationale Zahlen.

Es sei eine Einteilung der rationalen Zahlen in zwei
Klassen A und B gegeben, derart daf:

1. jede rationale Zahl entweder zu A oder zu B gehort,

2. sowohl A als B rationale Zahlen enthalten, und

3. jede in A stehende Zahl kleiner ist als jede in B
stehende Zahl

Eine solche Einteilung der rationalen Zahlen in zwei
Klassen heiBt ein Schnitt im Gebiete der rationalen Zahlen.
Wir bezeichnen ihn kurz als den Schnitt (4, B). Sei ¢ eine
rationale Zahl; gibt man eine rationale Zahl @ in die Klasse 4,
wenn a < ¢ (oder a §c) und eine rationale Zahl b in die
Klasse B, wenn b > ¢ (oder b > ¢), so erhiilt man einen solchen
Schnitt; er heiBt erzeugt durch die rationale Zahl c. Es gibt
aber auch Schnitte im Gebiete der rationalen Zahlen, welche
durch keine rationale Zahl erzeugt werden. Von einem solchen
Schnitt sagt man, er definiert eine irrationale Zahl y oder, er
wird erzeugt durch die irrationale Zahl y. Die Gesamtheit aller
rationalen und irrationalen Zahlen bildet das Gebiet der reellen
Zahlen. Ist p definiert durch den Schnitt (4, B), so heifit y
groBer als jede in A stehende rationale Zahl und kleiner als
jede in B stehende rationale Zahl. Die Zahl y heiit positiv
oder negativ, je nachdem sie gréfer oder kleiner als Null ist.

?? Zwei durch die Schnitte (4, B) und (4’, B') definierte

irrationale Zahlen y und " heiBen gleich, wenn die Klasse rationaler
Zahlen A identisch ist mit A’, und ebenso B identisch mit B".
Die Zahl y heiBt grifer als y’, wenn eine in A stehende rationale
Zahl in B’ vorkommt; » heifit kleiner als y’, wenn eine in B
stehende rationale Zahl in A" vorkommt.
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§ 2. Irrationale Zahlen. {f

Seien y und ¢’ die die beiden Schnitte (4, B) und (4’, B')
erzeugenden reellen Zahlen und es mégen mit a, b, o', b die
bezw. in A, B, A", B’ stehenden rationalen Zahlen bezeichnet
werden. Fassen wir alle Zahlen @ 4 a' in eine, alle Zahlen
b+ 1V in eine andere Klasse zusammen, so bilden diese beiden
Klassen einen Schnitt im Gebiete der rationalen Zahlen. Die
ihn erzeugende reelle Zahl wird als die Summe y + 3 der beiden
reellen Zahlen y und " bezeichnet. Sind y und j rational, so
ist ihre so definierte Summe identisch mit ihrer Summe im
gewdhnlichen Sinne.

Die eben definierte Addition der reellen Zahlen ist asso-
ziativ und kommutativ. Sie 1dBt ferner eine eindeutige Um-
kehrung, die Sublraktion, zu, d. h. sind « und f reelle Zahlen,
so gibt es eine und nur eine reelle Zahl &, so daB f 4+ &=«
ist; sie wird bezeichnet mit o« — f.

Die Zahl 0 — « heiit die zu « entgegengesetzte reelle
Zahl und wird mit — « bezeichnet; sie ist negativ oder positiv,
je nachdem « positiv oder negativ ist. Unter dem absoluten
Betrage (oder Modul) von «, in Zeichen |« |, versteht man die
Zahl « selbst, oder die entgegengesetzte, je nachdem « positiv
oder negativ ist. Fiir « 4= 0 ist daher |a|> 0.

Um die Multiplikation zweier reeller Zahlen y und y  zu
definieren, setzen wir zuniichst y und §” als positiv voraus. FaBt
man dann alle Zahlen b -b" in eine Klasse, alle iibrigen ratio-
nalen Zahlen in eine andere Klasse zusammen, so bilden diese
beiden Klassen einen Schnitt; die ihn erzeugende reelle Zahl,
die sicher positiv ist, wird als das Produkt y -y der beiden
Zahlen y und y' bezeichnet. Um die Multiplikation auch fiir
nicht positive Zahlen zu definieren, setzt man fest: Ist wenig-
stens einer der beiden Faktoren Null, so ist auch das Produkt
Null. Sind beide Faktoren von Null verschieden, so ist der
absolute Betrag des Produktes gleich dem Produkt der absoluten
Betriige, das Vorzeichen aber das positive oder das negative,
je nachdem die beiden Faktoren gleiches oder ungleiches Zeichen
haben.

Die so definierte Multiplikation der reellen Zahlen, die,
wenn y und y’ beide rational sind, sich auf die bekannte
Multiplikation der rationalen Zahlen reduziert, ist assoziativ,
kommutativ und in Verbindung mit der Addition distributiv.
Ist 340, so gibt es eine und nur eine reelle Zahl &, so

daB B-& =« wird Sie wird bezeichnet mit «: oder %-
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8 Kapitel I. Arithmetik.

Die Division ist also stets eindeutig ausfithrbar, auBer
durch Null.

Sind irgend zwei voneinander wverschiedene reelle Zahlen
« und B gegeben, so gibt es sowohl unendlich viele rationale, als
auch wunendlich viele irrationale Zahlen, die der Grifie nach
zwischen o und (8 liegen.

Man sagt von irgendwelchen reellen Zahlen a,, ay, .., a,, ..,
deren Index #n alle natiirlichen Zahlen durchléuft: sie bilden eine
Folge reeller Zahlen. Wir bezeichnen eine solche Folge kurz
mit (a,).

Die Folge (a,) heiBt konvergent, wenn zu jeder positiven
Zahl ¢ ein Wert N des Index »n gehort, derart, daB fiir alle
Indices »’ und », die groBer als N sind, die Ungleichung
besteht:

|w — aw| <e.

Eine Folge, die nicht konvergent ist, heiBt divergent.
Die Zahl a heiBt Grenze oder Limes der Folge (a,), in Zeichen
a=lim a,,
wenn zu jedem positiven & ein N gehort, derart, daB fiir jeden
Index n, der gréBer als N ist, die Ungleichung besteht:

la —a,| <e.

Jede Folge, die eine Zahl zur Grenze hat, ist konvergent.
Umgekehrt: Jede konvergente Folge hat eine und nur eine Zahl
zur Grenze.

Weiteres iiber den Grenzbegriff findet sich in § 9.

Sei ¢ eine von 1 verschiedene positive ganze Zahl. Dann
heift der Ausdruck:

(1) dj w2 R e

in dem ¢, ¢, . -y C, gaNzZe Zahlen bedeuten, die zwischen 0O
und ¢ — 1 liegen (diese Grenzen eingeschlossen), cin systematischer
Bruch von der Grundzahl e.

Sei nun ¢, €y - - -y €,y - - . eine Folge ganzer Zahlen, die
zwischen O und ¢ — 1 liegen (die Grenzen eingeschlossen). Wird
dann die Zshl d, durch Gleichung (1) definiert, so ist die
Folge (d,) stets konvergent. Bezeichnet d die Grenze von (d,),
so nennt man d die Summe des wunendlichen systematischen

Bruches:
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§ 2. Irrationale Zahlen. 9

a
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n=1

Jede beliebige reelle Zahl zwischen O wnd 1 lifit sich in
cinen (endlichen oder unendlichen) systematischen Bruch von ge-
gebener Grundzahl e entwickeln (dabel bedeutet e eine ganze
Zahl, grofer als 1) GGenauer: sei d eine reelle Zahl zwischen O
und 1. Ist dann d rational, so kann es auf eine und nur eine

Weise in die Form gebracht werden d = %, wo p und ¢ teiler-

fremde ganze positive Zahlen sind. Enthilt dann ¢ nur solche
Primfaktoren, die auch in e aufgehen, so gibt es einen und
nur einen endlichen systematischen Bruch von der Grundzahl e,
dessen Summe gleich d ist, etwa:

cl ¢
und auBerdem noch einen und nur einen wnendlichen solchen
systematischen Bruch von der Summe d, niimlich:

Cp =1 e—1

=%+ i + n—l ’ en""*' n+1+ n+2+

Ist hingegen d irrational oder eine rationale Zahl, die nicht die
genannte spezielle Form hat, so gibt es einen und nur einen
unendlichen systematischen Bruch von der Grundzahl e, dessen
Summe d ist.

Damit die Summe eines unendlichen systematischen Bruches
eine rationale Zahl sei, ist notwendig und hinreichend, daf die
Folge der Kocffizienten ¢, von einem bestimmien Index an
periodisch sei (d. h. es glbt ein N und ein %, so daB fir n >N
immer ¢, , = ¢, ist).

Niheres uber systematische Briiche siehe¢: Stolz-Gmeiner,
Theorctische Arithmetik 85; speziell iiber periodische systematische
Briiche: Weber-Wellstein, Enzykl. d. Elem.- Math., 2. Aufl.
(1906), 1, 254. TUber andere Darstellungen reeller Zahlen
s. unter ,,Kettenbriiche”.

Diee Einfiihrung der irrationalen Zahlen durch Schnitte im
Gebiete der rationalen Zahlen stammt von R, Dedekind, Stetis-
keit wund irrationale Zahlen, Braunschweig 1872. Sie wurde
seither vielfach wiedergegeben. Wir nennen von neueren Biichern:
C. Jordan, Cours danalyse, 2. éd., Paris 1893, 1, 1ff.
J. Tanmery, Introduction a la théorie des fonctions d’une variable,
N ? }‘Y"

A
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T40) Kapitel I. Arithmetik.

2. éd., Paris 1904, 1 ff., H. Weber, Lehrbuch der Algebra, 2. Aufl.,
Braunschweig 1898, 1, 5ff., Weber-Wellstein, Enzykl. d. Elem.-
Math., 2. Aufl., 1, 76; vgl. auch M. Pasch, Einleitung in die
Differential- und Integralrechnung, Leipzig 1882, 1 ff.

Mit Hilfe von Folgen rationaler Zahlen wurden die Irra-
tionalzahlen eingefiihrt von G. Cantor (Math. Ann. 5,123 (1872),
zuerst publiziert von G. Heine, Journ. f. Math. 74, 172 (1872))
und Ch. Méray (Rw. des soc. sav. (sc. math.) (2) 4, 284 (1869),
Nouwveaw précis d’analyse infinitésimale, Paris 1872, 11). Aus-
fithrlich findet sich diese Theorie bei Stolz-Gmeiner, Theoretische
Arithmetik 138 ff.  Siehe auch P. Bachmann, Vorl. iber die
Natur der Irrationalzahlen, Leipzig 1892, 6 ff.

Eine andere Theorie wurde von K. Weierstrafl in seinen
Vorlesungen vorgetragen. Zuerst publiziert von H. Kossak,
Programm des Werderschen Gymmnasiums, Berlin 1872. Spiter
S. Pincherle, Giorn. di mat. 18, 178 und O. Biermann,
Theorie der analytischen Funktionen, Leipzig 1887, 19.

Eine vergleichende Besprechung dieser drei Theorien findet
man bei G. Cantor, Math. Ann. 21, 564, H. Burkhardt,
Vierteljahrschr. Ziirich 46, 179, O. Perron, Math.-Ver. 16, 142.
P. du Bois-Reymond hat diese arithmetischen Theorien in
seiner Allgemeinen Funktionentheorie (Tiibingen 1882) bekimpft.
Eine eingehende Darstellung der historischen Entwickelung des
Begriffes der irrationalen Zahlen gibt A. Pringsheim, Enzykl.
TA2; vgl auch die Ubersetzung dieses Artikels (J. Molk) in
der franzosischen Ausgabe.

Die reellen Zahlen lassen sich geometrisch interpretieren
durch die Punkte einer geraden Linie, auf der ein Nullpunkt und
eine Einheitsstrecke willkiirlich angenommen werden (Zahlenlinie).

Diese Zuordnung zwischen den reellen Zahlen und den
Punkten (oder Segmenten) einer Geraden ist ein spezieller Fall
der Zuordnung der reellen Zahlen zu den Grifien eines soge-
nannten stetigen Grifensystemes. Siehe: R. Bettazzi, Teoria delle
grandezze, Pisa 1890, Stolz-Gmeiner, I. ¢. 99, O. Holder,
Leipz. Ber. 53, 1 (1901), E. V. Huntington, Am. Trans. 3,
264 (1902).

Im Vorstehenden wurde gezeigt, wie das System der reellen
Zahlen durch sukzessive Erweiterung des Systemes der natiir-
lichen Zahlen gewonnen wird. Man kann auch von vornherein
das gesamte Gebiet der reellen Zahlen durch geeignete Axiome
einfithren: D. Hilbert, Math.-Ver. 8, 180, und Grundlagen
der Geometrie, 2. Aufl,, Leipzig 1903, 24.
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§ 3. Die gemeinen komplexen Zahlen. qq

§ 3. Die gemeinen komplexen Zahlen.

Wir erweitern das GriBensystem der reellen Zahlen durch
Hinzufiigung aller Paare recller Zahlen (a, a’). Zwei solche
Paare (a, a’) und (b, ¥") sollen (anders als es in § 1 geschah)
dann und nur dann einander gleich heilen, wenn @ = b und
& =1b. Das Paar (a, 0) heiBe gleich der reellen Zahl a.

Wir definieren eine Addition der Zahlenpaare durch:

(a, )+ (b, V)= (a+ b, a +¥);

diese Addition ist assoziativ, kommutativ, und liBt eine ein-
deutige Umkehrung, die Subtraktion, zu. Die Multiplikation
definieren wir durch:

(a, @) (b, ) = (ab— a'V', ab’ + a'b);

sie ist assoziativ, Lkommudativ, und in Verbindung mit der
Addition distributiv; ihre Umkehrung, die Division, ist immer
eindeutig ausfithrbar, auBer durch das Zahlenpaar (0, 0) (das
nach der oben gegebenen Definition gleich der Zahl O ist).

Ein Produkt kann nwr verschwinden, wenn mindestens einer
seiner Falktoren verschwindet.

Ein Paar (a, a") wird mit einer recllen Zahl b — oder
mit dem der Zahl b gleichen Paare (b, 0) — multipliziert, indem
man jede seimer Zahlen mit b multipliziert.

Fithrt man fiir das Paar (0, 1) die Bezeichnung ¢ ein, so
hat man:

(a, ') = (a, 0) + (0, a’) = a + id’.

Der Ausdruck a + ia” heiBt eine gemeine komplexe Zahl; a heiBit

ihr reeller, ia’ ihr @magindrer Teil; i heiBt die imaginire Ein-

heit. Eine Zahl, deren reeller Teil Null ist, heiBt rein imagindr.
Das Quadrat der imagindren Einheit ist — 1; denn:

i =(0,1)-(0,1) =(—1,0) = — 1.

Die oben angefiihrten Siitze iiber Zahlenpaare nehmen nun,
fiir komplexe Zahlen ausgesprochen, die Form an:

Zwei komplexe Zahlen sind darnm und nur dann emander
gleich, wenm ihre reellen wnd imagindren Teile fir sich einander
gleich sind.

Eine komplexe Zahl ist dann wnd nur dann gleich Null,
wenn sowohl ihr reeller als auch ihr imagindrer Teil Null ist.
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12 Kapitel I. Arithmetik.

(a+ia’) 4 (b + i) = (a4 b) + i(d' + V);
(a+ia)—(b+4ib)=(a—b)+i(a—1?);
(a+ia") - (b+ib) = (ab — a'¥) + i(ad' + a'b);
Sinl g7 ab a't’ ab—ab
(@ +ia): (b + zb)=—b—,%+-+_b,, Figgr
In der letzten dieser Gleichungen ist vorausgesetzt, daB b und
b nicht beide Null sind.
Sei a + ia’ eine von Null verschiedene komplexe Zahl.
Setzt man ¢ = }/a® + a’? und wird @ bestimmt aus!):
+

COS(})"—%2+ ’2, Sin(}?:*:‘;
so erhilt man die frigonometrische Form der gemeinen kom-
plexen Zahlen:

a+ ia'= g (cosp + i sin g).
Die reelle positive Zahl ¢ heiBt der absolute Betrag (Modul)
von @ + ia’ und wird bezeichnet mit |a + ia'|; der Winkel ¢
heift das Argument (Phase, Amplitude) von a + ia’.
Sind « und  komplexe Zahlen, so ist:

le| =Bl Z e+ B <[] + 18]

Der absolute Betrag des Produktes (des Quotienten) zweier kom-
plexer Zaklen ist das Produkt (der Quotient) ihrer absoluten
Betrige. Das Argument des Produltes (Quotienten) ist die
Summe (Differenz) der Argumente.

Das liefert die Moivresche Formel fiir die n*® Potenz einer
komplexen Zahl

cos @ - i sin ¢)|* = ¢" (cos nep + i sin ne),
@ it

aus der man durch Entwickelung der linken Seite und Trennung
des Reellen vom Imaginiiren Formeln fiir cos ng und sin ng
erhilt.

Die Zahl a — ib heit die zu a + ib Fkonjugierte Zahl.
Sie hat denselben absoluten Betrag. Die Summe sowie das
Produkt zweier konjugiert-komplexer Zahlen ist reell, und zwar
ist ihr Produkt gleich dem Quadrat ihres absoluten Betrages.

1) Diese Gleichungen bestlmmen @ nur bis auf Vielfache von 2 7.
Der den Ungleichungen —z < < < + = geniigende Wert von ¢ wird
als Hauptwert bezeichnet.
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§ 3. Die gemeinen komplexen Zahlen. 13

Sei «,=a,+ia’,(n=1,2,...) eine Folge komplexer
Zahlen. Sie heiBt konvergent, wenn zu jeder positiven Zahl
ein Wert N des Index » ‘gehort, derart, daB fiir alle Indices »’
und 2", die groBer als N sind, die Ungleichung besteht:

|otw — | <.

Eine Folge komplexer Zahlen, die nicht konvergent ist, heifBit
divergent.
Die komplexe Zahl « = « + ia’ heiBt Grenze der Folge (a,),
in Zeichen:
lim ¢, = «,
wenn zu jedem positiven & ein N gehort, derart, daB fir jeden
Index #, der grofler als N ist, die Ungleichung besteht:

|a—an|<s.

Damit die Folge komplexer Zahlen (a, + ia’,) Lkonvergent
sei, ist notwendig wnd hinreichend, daf die beiden Folgen reeller
Zahlen (a,) und (a',) konvergent sind.

Damit die Folge komplexer Zahlen (a, + id’,) die Zahl
a + ia’ zur Grenze habe, ist notwendig und hinreichend, daf
die Folge (a,) die Zall a, die Folge (a',)) die Zahl o zur
Grenze hat.

Die komplexen Zahlen lassen sich geometrisch durch die
Punkte einer Ebene darstellen, indem man, unter Zugrunde-
legung eines rechtwinkligen Koordinatensystems, der Zahl a 4 ia’
den Punkt 4 mit der Abszisse @ und der Ordinate «  zuordnet.
Dann ist der absolute Betrag von a + ia’ gleich dem Abstande
des Punktes A4 vom Koordinatenursprung O, und das Argument ¢
von a + id ist gleich dem Winkel, den die Richtung O A4 mit
der positiven z-Achse bildet.

Den arithmetischen Grundoperationen an komplexen Zahlen
entsprechen folgende geometrische Konstruktionen:

Seien A und A’ die zwei komplexen Zahlen « und o« ent-
sprechenden Punkte. 7Zrdgt man von A aus eine der Strecke OA’
gleiche und gleich gerichtete Strecke auf, so erhdlt man den der
Summe « + o entsprechenden Pumkt. Trégt man wvon A aus
eme der Strecke OA’ gleiche, aber entgegengesetzt gerichtete Strecke
auf, so erhdlt man den der Differenz « — o entsprechenden Punkt.

Um den dem Produkte « - & entsprechenden Punkt zu kon-
struieren, nehme man auf der Achse der reellen Zahlen den
Punkt der Abszisse 1 und errichte tiber der Strecke 0A" das
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14 Kapitel I. Arithmetik.

Dreieck OB A" #hnlich zu 041, und zwar so, daB die Winkel
BOA’ und AO1 gleichen Sinn haben. Der Punkt B ist der
gesuchte.

Um den dem Quutienten 57 entsprechenden Punkt zu kon-

struieren, errichte man iiber OA das Dreieck OBA #hnlich zum
Dreieck 01 A’, und zwar so, daB die Winkel BOA und 4°01
entgegengesetzten Sinn haben. Der Punkt B ist der gesuchte.

Die komplexen Zahlen sind in der Mathematik allgemein
anerkannt seit K. F. Gauss (vgl. Demonstratio nova theorematis etc.
(1799), Werke 3, 3 u. Theoria residuorum biquadraticorum(1831),
Werke 2,171). Die hier skizzierte Einfithrung der komplexen Zahlen
durch Paare reeller Zahlen riihrt von W. R. Hamilton her
(Dublin Transact. 17, 393 (1837), Lectures on Quaternions 1853,
Vorrede). Die geometrische Deutung der komplexen Zahlen
durch Punkte einer Ebene geht zuriick auf C. Wessel (1799),
(die betreffende Arbeit wurde neu herausgegeben unter dem
Titel: FEssai sur la représentation analytique de la direction,
Kopenhagen 1897) und R. Argand (Essai sur une maniére de
représenter les quantités imaginaires, Paris 1806). Analog ist die
Deutung durch die Vektoren einer Ebene in der Aquipollenzen-
rechnung, mit der sich G. Bellavitis (seit 1833) viel be-
schiftigte. Es sei auf C. A. Laisant, Théorie et applications
des dquipollences, Paris 1887, verwiesen.

§ 4. Die hoheren komplexen Zahlen.

Analog wie im vorigen Paragraphen die Zahlenpaare be-
trachtet wurden, betrachten wir hier die ,m-tupel® reeller

Zahlen (a,, ay, ..., a,). Wir definieren:
Zwei n-tupel reeller Zahlen (a,, ag, ..., a,) und (by, by, ...,b,)
heilen einander gleich, wenn @, = b,, ag = by, ..., a, =b,.
Das n-tupel (a;, ag, ..., @,) heiBt gleich Null, wenn
4 =@y =---=a,=0 ist.

Die Addition der m-tupel wird definiert durch:

(ay,aqy...,a,)+ (by,bgy...,b,) =(a, + by, ag+ by, ..., @, +b,).
Multiplikation eines n-tupels mit einer reellen Zahl b wird
definiert durch:

By, tyy .-y 3) == (By; Bgy.e .y Ge) B == (3D, Gby iy B, D).
Fiithrt man nun fiir die speziellen n-tupel:
(1505 155 Ol (0715205 - LA Q)R I (OFI0) 58 55 00
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§ 4. Die hoheren komplexen Zahlen. 15

die Bezeichnungen e, €, ..., ¢, ein, so hat man:
(ay, ag, ..., a,) =a,¢e, +ageg + -+ ae,.

Ein solcher Ausdruck heiBt eine komplexe Zahl mit den
n Einheiten e, ¢y, . . ., e,

Wir haben also dle Satze'

Zwei komplexe Zahlen mit den n Einheiten e, ey, .. ., ¢,
sind einander gleich, wenn die Koeffizienten entsprechender FEin-
heiten einander gleich sind.

Eine solche Zall ist gleich Null, wenn die Koeffizienten
simitlicher Einheiten Null sind.

Zwei komplexe Zahlen mit den n Einheiten ey, eg, . . ., €,
werden addiert, indem man die Koeffizienten entsprechender Ein-
heiten addiert.

Diese Addition ist assoziativ und kommutativ; sie liBt
eine eindeutige Umkehrung, die Subtraktion, zu.

Um die Multiplikation unserer komplexen Zahlen zu defi-
nieren, definiert man zuerst die ,Einheitsprodukte® e;e, als
Zahlen des Systemes durch die Formeln:

SRR | O T A

wo die lﬁ? reelle Zahlen bedeuten; sodann definiert man das
Produkt der beiden Zahlen

Zn‘aici und 2"' b€

i=1 k=1

n n n
2 ae; -Zbk(’k = 2 ab.ee,.

i=1 k=1 i, k=1
Diese Multiplikation ist in Verbindung mit der Addition distri-
butiv. Damit sie assoziativ sei, ist notwendig und hinreichend,

durch:

daB die /lfrk) den Gleichungen genﬁgen'

2 ;,"” ;’T)n _2 15:,2, Ai’; D Ghmyr=1,9,.. ).
v=1 v=1
Damit die Multiplikation kommutativ sei, ist notwendig und
hinreichend, daB e;e, = ¢.¢; ist, d. h. daB lfrk) = li") ist.
Wiihlt man aus unserem System komplexer Zahlen » Zahlen
(1) = eyl T g0 + -0+ e, E=bid o)

so aus, daB die aus den reellen Zahlen «,, gebildete Deter-
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16 Kapitel 1. Arithmetik.

minante nicht verschwindet, so liBt sich jede Zahl
aye + ooy + o+ aye,

unseres Systemes auch in der Form schreiben:

(2) by, + byl + -+ 4 b, 4,.

Man sagt: das System komplexer Zahlen (2) mit den
n Einheiten iy, iy, . . ., 1, geht aus unserem wrspriimglichen Systeme
durch die lineare Transformation (1) hervor. Umgekehrt geht
unser urspriingliches System aus dem Systeme der Zahlen (2)
durch die zur Transformation (1) reziproke Transformation hervor.

Unter allen komplexen Zahlen wmit zwei oder wmehr Fin-
heiten sind die gemeinen komplexen Zahlen und die daraus durch
lineare Transformation entstehenden die einzigen, die eine asso-
ziative, kommutative und in Verbindung mit der Addition distri-
butive Multiplikation zulassen, die so beschaffen ist, daf ein
Produkt nur dann verschwindet, wenn mindestens ein Faktor
verschwindet (zuerst bewiesen von K. WeierstraB in seinen Vor-
lesungen (1863); vgl. B. Kossak, Progr. d. Werderschen Gymn.
Berlin 1872, 23 ff, G. Pincherle, Giorn. di mat. 18, 203 ff.).

Unter Quaternionen versteht man nach W. R. Hamilton
(Lectures on Quaternions, Dublin 1853) komplexe Zahlen mit
vier Einheiten:

@y + Ay + Agiy + aglg.

Die erste Einheit ist hier, wie bei den gemeinen komplexen
Zahlen, der reellen Einheit gleichgesetzt. Fiir die Produkte
der iibrigen Einheiten gelten die Formeln:

A s ST
iy = il igly = — lglyg = Uy,
.2_— .._‘_’..-.
lg” = Il gty = iy iy = 1g,
Jrralah Iy JuEai
Ig” = 1 ity = igly = 1g.

Die hierdurch definierte Multiplikation der Quaternionen ist
assoziativ und in Verbindung mit der Addition distributiv, aber
nicht kommutativ. Ein Produkt kann nur verschwinden, wenn
mindestens ein Faktor verschwindet. Hs gibt zu dieser Multipli-
kation zwei Umkehrungen (Divisionen), eine vordere und eine
hintere; d. h. bedeuten « und 8 zwei Quaternionen, und ist «
nicht Null, so hat jede der beiden Gleichungen: & .« = f# und
o« -1 = eine und nur eine Quaternion zur Losung.

Unter allen komplexen Zahlen mit zwei oder mehr Finheiten
gibt es auper den gemeinen komplexen Zahlen und den Quater-
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§ 5. Grundbegriffe der Mengenlehre. 14q

nionen (sowie den daraus duwrch lineare Tramsformation ent-
stehenden Systemen) keine, die eine assoziative und in Verbindung
mit der Addition distributive Multiplikation zulassen, die so be-
schaffen ist, daf ein Produkt nwr dann verschwindet, wenn
wenigstens ein Faktor wverschwindet (Satz von G. Frobenius,
Journ. f. Math. 84, 59 (1878)).

Wegen der Anwendungen der Quaternionen in der Vektoren-
rechnung verweisen wir auf W. R. Hamilton, FElements of
Quaternions, 2. ed., 2 Bde., London 1899, 1901 (deutsch von
P. Glan, Leipzig 1882/84) und P. G. Tait, An cdementary
treatise on Quaternions, 3. ed., Cambridge 1890 (deutsch von
G. v. Scherff, Leipzig 1880).

Die in diesem und dem vorhergehenden Paragraphen
skizzierten Theorien findet man ausfiihrlich bei Stolz-Gmeiner,
Theoretische Arithmetil: 277 ff. Néheres iiber komplexe Zahlen sowie
die darauf beziigliche Literatur bei E. Study, Enzykl. I A 4;
vgl. auch Kap. II, § 7.

Man kann auch komplexe Zahlen mit unendlich vielen
Einheiten betrachten. Sie kommen zur Verwendung in der
Theorie der sogenannten nichtarchimedischen Grifensysteme. Siehe
G. Veronese, Fondamenti di geometria, Padova 1891, deutsch
von A. Schepp, Leipzig 1894 (vgl. besonders die Anm. auf
8..139 der deutschen Ausgabe) und H. Hahn, Uber die nichi-
archimedischen Gripensysteme, Wien. Ber. 116, 601 (1907),
K. Th. Vahlen, Math.-Ver. 16, 409 (1907).

§ 5. Grundbegriffe der Mengenlehre. Die Michtigkeiten
der Mengen.

Unter einer Menge wird die Zusammenfassung wohldefinierter
und unterscheidbarer Dinge (Elemente) zu einem Ganzen ver-
standen. ')

Eine Menge N, deren stimtliche Elemente auch der Menge M
angehdren, heit Zeilmenge von M. Gibt es in M wenigstens
ein Element, das nicht zu N gehort, so heit N eine echte
Teilmenge von M.

Zwei Mengen M und N heilen von gleicher Mdichtigkeit
oder dquivalent (in Zeichen M ~ N), wenn sich ihre Elemente

1) Gegen diese von G.Cantor herriihrende Definition (Math. Ann.
46, 481, vgl. auch Math. Ann. 20, 114) bestehen gewisse Bedenken,
vgl. J. Mollerup, Math. Ann. 64, 231 und die am Schlusse von § 7
angegebene Literatur.
Pascal Repertorium. L 2. Aufl. 2
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18 Kapitel I. Mengenlehre.

eineindeutig aufeinander beziehen lassen. Sind zwei Mengen zu
ein und derselben dritten Menge d#quivalent, so sind sie auch
untereinander #quivalent.

Die Gesamtheit aller untereinander #quivalenter Mengen
definiert eine bestimmte Mdchtigkeit. Man bezeichnet hiufig
die Michtigkeit einer Menge mit dem entsprechenden deutschen
Buchstaben (z. B. die Michtigkeit von M mit m).

Eine Menge heifit endlich, wenn sie keiner ihrer echten
Teilmengen #quivalent ist; eine Menge, die nicht endlich ist,
heit unendlich oder transfinit.

Jede endliche Menge ist dquivalent eimem und nur einem
Segmente der Reihe der natiirlichen Zahlen. Dabei ist unter
einem Segmente der Zahlenreihe die Menge aller jener natiir-
lichen Zahlen verstanden, die eine gewisse natiirliche Zahl n
nicht ibersteigen. Durch diese Zahl » ist die Michtigkeit
unserer Menge vollstiindig charakterisiert. Zur Bezeichnung
der Mdchtigkeiten endlicher Mengen dienen daher die natiirlichen
Zahlen; in diesem Sinne verwendet heiflen die natiirlichen
Zahlen Kardinalzahlen.

Ist die Menge M dquivalent mit einer Teilmenge wvon N
und die Menge N dquivalent mit einer Teilmenge von M, so sind
M und N dquivalent (Cantors Aquivalenzsatz; Beweise u. a. von
F. Bernstein in E. Borel, Lecons sur la théorie des fonctions,
Paris (1898), 102, J. Kénig, C. R. 143, 110 (1906), G. Peano,
Rend. Pal. 31, 360 (1906)).

Ist die Menge M #quivalent mit einer Teilmenge von N,
gibt es aber in M keine zu N iiquivalente Teilmenge, so heifit
die Miichtigkeit von N grifer als die von I ; in Zeichen: n > mt;
im entgegengesetzten Falle hat man n < m.

Es ist bisher nicht einwandfrei bewiesen, dafl, wenn die
beiden Mengen M und N nicht fquivalent sind (also ihre Michtig-
keiten m und 1 nicht gleich sind), notwendig einer der beiden
Fille n > m oder n << m eintreten muf.

Sei irgendeine (endliche oder unendliche) Menge von
Mengen M, M,, ... gegeben, von denen keine zwei ein gemein-
sames Element besitzen mogen. Die Menge, welche aus allen
in diesen Mengen enthaltenen Elementen besteht, heiBt die
Vereinigungsmenge dieser Mengen. Ihre Miichtigkeit heifit die
Summe der Michtigkeiten der einzelnen Mengen.') Diese Addition

1) Speziell erhiilt man also die Summe m - n zweier Michtig-
keiten, indem man die Vereinigungsmenge einer Menge M der
Miichtigkeit m und einer Menge N der Michtigkeit n bildet.

www.rcin.org.pl



§ 5. Die Michtigkeiten der Mengen. 19

ist assoziativ und kommutativ. Es gilt die Ungleichung
m+ n>"m;
und aus n > n’ folgt is
m4+n>m+n.§ 2

Man greife aus jeder der Mengen Ma,v My, s jel emn
Element heraus: m,, m,, .... Die Menge aller so erhiltlichen
Elementkombinationen (m,, m,, . ..) heit die Verbindungsmenge
dieser Mengen. Thre Michtigkeit heiBt das Produkt der Michtig-
keiten der einzelnen Mengen. Diese Multiplikation ist assoziativ,
Eomwmutativ und in Verbindung mit der Addition distributiv. Es ist

m-n>m

—

und aus 1n > n’ folgt
m-n>m-n.

Das Produlkt m - n ist gleich einer Summe von lauter einander
gleichen Summanden m, wenn diese Summanden eine Menge der
DMdchtigkeit n bilden.

Man ordne jedem Element der Menge N ein beliebiges
Element -der Menge M zu; die Menge aller so erhiltlichen
Zuordnungen heit die Belegungsmenge von N mit M. Ihre
Michtigkeit wird bezeichnet mit m*. Fiir diese Potenzierung
gelten die Gesetze:

mPon? = (m-n)P; m'-mP=m"t¥;  (m")P =m"P

Ferner ist m" > m und aus n > n’ folgt m™ > m".

Die Potenz m™ ist gleich einem Produkte lauter einander
gleicher Faktoren wm, wenn diese Faltoren eine Menge der
Mdichtigkeit n bilden.

Es bestehen fiir m > 1, n > 1 die Ungleichungen:

mtn<m-n<m

Ferner ist fiir m > 1 stets m™ > m; daher kann es keine grifite
Mdichtigkeit geben.

Die Menge aller Teilmengen einer tramsfiniten Menge der
Mdichtigkeit m  hat die DMdchtigkeit 2™ wund diese Mdchtigkeit
ist groper als m.

Eine Menge, deren Elemente sich eineindeutig den natiir-
liohen Zahlen zuordnen lassen, heifit abzdhlbar. Thre Miichtig-
koit wird bezeichnet mit ¥, (oft auch mit a).

Es ist X, 4+ Ry = N, und N, - X) = N,.

Eine wunendliche Teilmenge einer abzdhlbaren Menge st
abzdihlbar.

ot
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20 Kapitel 1. Mengenlehre.

Jede unmendliche Menge enthdlt eine abzihlbare Teilmenge
(d h.: ¥, ist die kleinste transfinite Michtigkeit).

Eine unendliche Menge dndert dwrch Hinzufiigung einer
endlichen oder abzihlbaren Menge ihre DMdchtigkeit nicht.

Abzihlbare Mengen sind: die Menge aller (positiven und
negativen) ganzen Zahlen, die Menge aller rationalen Zahlen,
die Menge aller algebraischen Zahlen (dabei ist als algebraisch
jede Zahl bezeichnet, die einer algebraischen Gleichung mit
ganzzahligen Koeffizienten geniigt). Jede unendliche Menge
sich nicht iiberdeckender Intervalle einer Geraden (oder sich
nicht iiberdeckender Gebiete einer Ebene, eines » dimensionalen
Raumes) ist abzihlbar.

Man sagt von einer Menge, sie hat die Mdchtigkeit des
Kontinuwms, wenn sich ihre Elemente eineindeutig den reellen
Zahlen zuordnen lassen. Auch die Menge aller reellen Zahlen,
die zwischen zwei gegebenen reellen Zahlen liegen (oder, was
dasselbe ist, die Menge aller Punkte eines beliebigen Intervalles),
hat die Michtigkeit des Kontinuums.

Die Michtigkeit des Kontinuums wird mit ¢ bezeichnet;
es ist ¢ > W, und es besteht die Gleichung:

c=eYo =8N,
in der ¢ eine beliebige endliche Kardinalzahl (= 2) bedeutet.
&= Da hiernach die Menge aller reellen Zahlen gréBere Michtig-
keit hat als die aller algebraischen Zahlen, folgt die Existenz
nicht algebraischer reeller Zahlen; es sind die sogenannten
transzendenten Zahlen.

Es ist ¢?=¢; allgemein ¢® =c¢, wenn e eine endliche
Kardinalzahl; somit lassen sich die Punlkte einer Ebene (ecines
Rawmes von belicbig viel Dimensionen) eineindeutig den Punkten
ciner Geraden zuordnen. Es besteht auch die Gleichung: ¢ = c,
die man auch so aussprechen kann: die Punkte eines Raumes
von abziihlbar unendlich vielen Dimensionen lassen sich ein-
eindeutig den Punkten einer Geraden zuordnen.

§ 6. Die geordneten Mengen. Die Ordnungstypen.
Eine Menge heiit cinfach geordnet, wenn — zufolge irgend-
einer Festsetzung — von je zweien ihrer Elemente (m und m")
das eine (m) als das vorhergehende, das andere (m’) als das
nachfolgende definiert ist (in Zeichen: m < m’ oder m’ > m).
Dabei hat diese Festsetzung der Rangordnung der Forderung
7u geniigen: wenn m <’ und m’ << m”, so ist stets auch m <<m".
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§ 6. Die Ordnungstypen. 21

Steht ein Element m, der einfach geordneten Menge M zu
jedem anderen Elemente m dieser Menge in der Beziehung
my << m (my > m), so heiBt es das erste (letete) Element von M.
Ist m > m' und m << m”, so sagt man: m liegt zwischen m’
und m”.

Zwei einfach geordnete Mengen M und N heillen dhnlich
oder vom gleichen Ordnungstypus (in Zeichen M ~ N), wenn
sich ihre Elemente so eineindeutig zuordnen lassen, daB die
Rangordnung erhalten bleibt, d. h. so, daB, wenn m; und m,
irgendzwei Elemente von M, n; und n, die entsprechenden
Elemente von N sind, aus m; << m, immer folgt n, <<mn,. Sind
zwei Mengen derselben dritten Menge #hnlich, so sind sie auch
untereinander #hnlich.

Die Gesamtheit aller untereinander iéhnlichen Mengen defi-
niert einen bestimmten Ordnungstypus. Man bezeichnet hiufig
den Ordnungstypus einer Menge mit dem entsprechenden grie-
chischen Buchstaben (z. B. den Ordnungstypus von M mit u).

Alle Mengen vom gleichen Ordnungstypus w haben die
gleiche Miichtigkeit, die kurz die Miichtigkeit von w genannt
wird; die Umkehrung gilt nur fiir endliche Mengen:

Zwei einfach geordnete endliche Mengen von gleicher Mdchtiy-
keit haben awch gleichen Ordnungstypus.

Zur Bezeichnung der Ordnungstypen endlicher Mengen
konnen daher, wie zur Bezeichnung ihrer Michtigkeiten, die
natiirlichen Zahlen verwendet werden; in diesem Sinne ver-
wendet heilen sie Ordinalzahlen.

Man definiert die Addition der Ordnungstypen in folgender
Weise: Seien zwei einfach geordnete Mengen M und N ohne
gemeinsames Element gegeben; ihre Ordnungstypen seien w und v.
Wir bilden ihre Vereinigungsmenge und machen sie zu einer
einfachen geordneten Menge durch die Festsetzung: die Elemente
von M untereinander, ebenso die von N, mogen ihre frithere
Rangordnung beibehalten, jedes Element von M aber gehe jedem
Element von N voran. Der Ordnungstypus der so geordneten
Vereinigungsmenge wird mit w 4 v bezeichnet. (Ahnlich wie
fiir die Michtigkeiten in § 5, kann man auch hier, statt sich
auf die Definition der Summe von zwei Ordnungstypen zu be-
schriinken, sofort die Summe der Ordnungstypen von Mengen
definieren, die selbst eine einfach geordmete Menge bilden.)

Es ist (w4 v) + 7= u + (v + m), aber im allgemeinen
wtv+v+tp.

Um die Multiplikation der Ordnungstypen zu definieren,
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29 Kapitel I. Mengenlehre.

bildet man die Verbindungsmenge von M und N, d. h. die
Menge der Paare (m, n) und ordnet sie durch die Festsetzung:
(m, n) << (m',n"), wenn n < »', und im Falle » = », wenn
m << m’. Der Ordnungstypus der so geordneten Verbindungs-
menge wird mit w - » bezeichnet.
Esist (u-v)-w=p-(v-7) und p-(v + ) = p-v + p-m,
aber im allgemeinen w-v==v-p und (p +v) v+ p -7+ v
Eine Definition der Potenz u” findet man bei ¥. Hausdorff,
Leipz. Ber. 58, 106 (1906), G. Hessenberg, Math.-Ver., 16,
130 (1907).
% Eine Folge my, my, ..., m,, ... von Elementen von M
heiBt eine aufsteigende Fundamentalreihe, wenn

me<my < <m, <0
sie heilt eine absteigende Fundamentalreihe, wenn
By > Mg >0 >, > -

Ein Element m von M heiBt Grenzelement der aufsteigenden
Fundamentalreihe my, my, ..., m,, ..., wenn 1. m > m, fir
jedes » und es 2. in M kein Element m’ gibt, so daB ebenfalls
m’ > m, fir jedes n, und auBerdem m' - m ist. Analog wird
ein Grenzelement einer absteigenden Fundamentalreihe definiert.

Der Ordnungstypus w einer Menge M heiBt abgeschlossen.

wenn jede in M enthaltene Fundamentalreihe ein Grenzelement
besitzt. Er heiBt in sich dicht, wenn jedes Element von M
Grenzelement einer in I enthaltenen Fundamentalreihe ist. Er
heiBlt perfekt, wenn er sowohl abgeschlossen als auch in sich
dicht ist. Er heiBt diberall dicht, wenn zwischen irgend zwei
Elementen von M stets noch ein Element von M liegt.
B Der Ordnungstypus der Menge der natiirlichen Zahlen in
ihrer natiirlichen Reihenfolge (m <n wenn m < n) wird mit o
bezeichnet; der Ordnungstypus dieser Menge in der umgekehrten
Reihenfolge (m < % wenn m > n) wird mit o* bezeichnet.
Demnach ist der Ordnungstypus der Menge aller (positiven und
negativen) ganzen Zahlen in ihrer natiirlichen Reihenfolge:
o* + o.

Der Ordnungstypus der Menge aller echten ratlona.len
Briiche (0 <7 < 1) in ihrer natiirlichen Reihenfolge (»" <<1r”
wenn 7" < +”) wird mit % bezeichnet.

Jede abzihlbare Menge ohne erstes und letztes FElement
von iiberall dichtem Ordnungstypus hat den Ordnungstypus m.
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§ 7. Die wohlgeordneten Mengen. 23

Der Ordnungstypus der Menge aller reellen Zahlen von O
bis 1 (0 <2 < 1) in ihrer natiirlichen Reihenfolge wird mit &
bezeichnet.

Jede Menge M wvon perfektem Ordnungstypus, die eine ab-
zihlbare Teilmenge A enthilt, derart, daf zwischen irgendzwei
Elementen von M stets ein Element von A liegt, hat den Ordnungs-
typus 9.

§ 7. Die wohlgeordneten Mengen.

Eine einfach geordnete Menge heit wollgeordnet, wenn
jede ihrer Teilmengen ein erstes Element enthilt.

Jede einfach geordnete endliche Menge ist wohlgeordnet.
Auch die Menge der natiirlichen Zahlen in ihrer natiirlichen
Reihenfolge ist wohlgeordnet. Jede Teilmenge einer wohl-
geordneten Menge ist wohlgeordnet.

In einer wohlgeordneten Menge gibt es zu jedem Element
(wenn es nicht das letzte Element der Menge ist) ein unmittel-
bar folgendes.

Diejenige Teilmenge einer wohlgeordneten Menge M, die
aus simtlichen dem Element m vorangehenden Elementen von 2/
besteht, heiBt der Abschnitt von m und wird mit A (m) be-
zeichnet. Um gewisse Siitze leichter aussprechen zu kinnen,
ordnet man auch dem ersten Element m, von M einen (fingierten)
Abschnitt 4 (m,) zu, der kein einziges Element enthiilt.

Eine wollgeordnete Menge ist keinem ihrer Abschnitte dhmlich.
Ebenso kinmen zwei verschiedene Abschnitte derselben wohlgeord-
neten Menge cinander nicht dhnlich sein.

Bildet man die Menge aller Abschnitte A (m) der wohl-
geordneten Menge D (inbegriffen den Abschnitt A (my)) und ordnet
sie durch die Vorschrift: A (m) << A (m”), wenn m <m', so erhlt
man eine wohlgeordnete Menge, die der Menge M (ihnlich ist.

Zwei beliebige wohlgeordnete Mengen sind entweder einander
dhnlich, oder es ist eine von beiden ecinem Abschnitte der anderen
dhmlich.

Die Ordnungstypen wohlgeordneter Mengen heiflen Ordinal-
zahlen, speziell die der transfiniten wohlgeordneten Mengen
heiBen tramsfinite Ordinalzahlen. Um gewisse Sitze leichter
aussprechen zu konnen, betrachtet man auch die Null als
Ordinalzahl, und zwar als die Ordinalzahl einer Menge, die
kein einziges Element enthiilt, wie etwa der oben eingefiihrte
Abschnitt A (my).
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24 v Kapitel I. Mengenlehre.

Die Ordinalzahlen u und v zweier wohlgeordneter Mengen M
und N heilen einander gleich, wenn M und N #hnlich sind.
Die Ordinalzahl u heifit kleiner als » (in Zeichen: (.L<11),
wenn M einem Abschnitt von N dhnlich ist; dementsprechend
st w groBer als v (in Zeichen: w > v), wenn N einem Abschnitt
von M #hnlich ist. Die Null ist kleiner als jede andere
Ordinalzahl.

Die Gesamtheit aller Ordinalzahlen, die kleiner sind als eine
gegebene Ordinalzahl w, bildet eine wohlgeordnete Menge, deren
Ordinalzahl w ist.

Die Addition und Multiplikation der Ordinalzahlen ergibt
sich als Spezialfall der im vorigen Paragraphen definierten
Addition und Multiplikation der Ordnungstypen.

Zu jeder Ordinalzahl w gibt es eine ndchstgrifiere, es ist
die Ordinalzahl w + 1.

Zu geder wumendlichen Menge M wvon Ordinalzahlen w, die
keime grofte Zahl enthdlt, gibt es eine ndchstgrifere Ordinalzall
(d. h. eine Ordinalzahl, die gréBer ist als alle in M enthaltenen
Zahlen, und kleiner als jede andere Ordinalzahl, die ebenfalls
grofer als alle Zahlen von M ist). Diese Zahl wird der Limes
der in M enthaltenen Zahlen genannt und mit lim u bezeichnet;
so ist, wenn mit » eine endliche Ordinalzahl bezeichnet wird:
lim 7 = w.

Ist die Zahl v so beschaffen, daB es unter den Zahlen u,
die kleiner als v sind, keine grioBte gibt, so heiBt v eine Grenz-
zahl oder Limeszahl, und zwar ist

v=1limp (u<v).

Die Potenzierung der Ordinalzahlen wird definiert durch
die drei Festsetzungen:

“0 =4 1; #v+1 = Mr e y'lim v — lim 6"’:

Jede Ordinalzahl kann (und zwar nwr auf eine einzige
Weise) in der Form geschricben werden:

u = m"ono + m"lnl + e w”knk,

wo die rechisstehende Summe nur cine endliche Anzahl wvon

Gliedern enthdlt, vy, vy, ..., v, irgendwelche Ordinalzahlen,
Nyy Nyy + - -y My aber endliche Ordinalzahlen bedeuten (Cantors
Normalform).

Es gibt Ordinalzahlen e, dic der Gleichung of = & geniigen,
sie heifen &-Zahlen.
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§ 7. Die wohlgeordneten Mengen. 25

Die kleinste transfinite Ordinalzahl ist w; es folgen
o+1,04+2,...,04n,...

(wo n eine endliche Ordinalzahl). Der Limes der Zahlen w 4 n
ist - 2; es folgen -2+ 1, -2 + 2, allgemein o - 2 + n;
auf alle diese folgt @ - 3 ete. Allgemein erhilt man so Zahlen
der Form ® - m + n, wo m und »n endliche Zahlen. Der Limes
aller dieser Zahlen ist »?; indem man so fortfihrt, erhilt man
Zahlen der Form

m"‘mo + ™ ny + ‘e + m’"knk,
wo
Mgy Mgy o ooy My Ny Nyy o ooy Wy

endliche Zahlen sind; der Limes aller dieser Zahlen ist w®.
Analog erhilt man

[

m“‘w,...,w“’w SR
Der Limes aller dieser Zahlen ist die erste & Zahl usw.

Jeder transfiniten Ordinalzahl w kommt (wie jedem Ordnungs-
typus, siche § 6) eine bestimmte Miichtigkeit zu. Die Michtig-
keiten transfiniter wohlgeordneter Mengen werden mit dem
Buchstaben N (Alef) bezeichnet, und die verschiedenen Alefs
durch Indices unterschieden. Von zwei gegebenen Alefs, die
nicht einander gleich sind, ist stets das eine das gréBere,
das andere das kleinere. Das kleinste ¥ ist N, (die Michtig-
keit der abzihlbaren Mengen).

Die Gesamtheit aller Ordinalzahlen, denen dieselbe Miichtig-
keit X zukommt, nennt man eine Zaklklasse und bezeichnet sie
mit Z(X,). Unter allen Ordinalzahlen von Z(N,) gibt es eine
kleinste, sie heiBt dic Anfangszahl von Z(¥,) und wird mit &,
bezeichnet. Alle Anfangszahlen, mit Ausnahme von ®, sind
&-Zahlen.

Die Michtigkeiten der wohlgeordneten Mengen bilden, wenn
man sie der GriBe nach ordnet, selbst eine wohlgeordnete Menge;
man kann daher die Alefs der Reihe nach bezeichnen mit:

Moy Ny, Ny ., Ny oLy By By, .0, ete

Die Gesamtheit aller Ordinalzahlen von Z(X,) bildet eine
Menge von der Mdchtigkeit N,. Allgemein: die Gesamtheit aller
Ordinalzahlen, deren Mdichtigkeit Eleiner ist als N, bildet eine
Menge von der Mdchtigheit N, .

v
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26 Kapitel I. Mengenlehre.

Fir die Addition und Multiplikation der Alefs gelten die
Formeln:

Ist X, <N, s0ist X, + 8 =N und 8, -8 =N

= v

Die hier in den §§ 5, 6, 7 skizzierte abstrakte Mengen-
lehre wurde begriindet durch G. Cantor, auf den auch die
meisten oben angefiihrten Theoreme zuriickgehen (G. Cantor,
Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitsiehre, Leipzig 1883,
Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten, Math. Ann. 15,
1 (1879); 17, 855 (1880), 20, 118 (1882); 21, 51, 545
(1883), 23, 453 (1884), Beitrige zur Begrimdung der trans-
finiten Mengenlelne Math. Ann. 46, 481 (1895); 49, 207
(1897), ein Teil von Cantors Abhandlungen findet swh in
franzosischer Ubersetzung in Acta math. 2).

Neuere Darstellungen: A. Schoenflies, Entwicklung der
Lehre von den l’unk{mamzigfaltigkeitm (Math.-Ver. 8, 1900)
und G. Hessenberg, Grundbegriffe der Mengenlehre (Abh. der
Friesschen Schule, neue Folge, Heft 4, Gottingen 1906). Ferner
E. Borel, Lmons sur la thiorie des fonctzons Paris 1900 und
E. V. Huntington, Ann. of math. (2) 6, 151 u. 7, 15.

G. Cantor hat behauptet, dafl jede beliebige Menge einer
wohlgeordneten Menge iiquivalent ist; ein von E. Zermelo ver-
oﬁenthchtel Beweis (Math Ann. 59,514 (1904)) hat viele Einwen-
dungen erfahren (hauptsichlich E. Borel R.Baire, H.Lebesgue,
Bull. soc. math. 33, 261, A. Schoenfhes Math. Ann. 60, 181,
H. Poincaré, Booue & métaphys. et de mor. 14, 294), auf die
Zermelo (Math. Ann. 65,111 (1907)) eingehend geantwortet hat.

G. Cantor hat auch vermutet, daB die Michtigkeit des
Kontinuums gleich N, sei, doch wurde ein bindender Beweis
hierfiir bisher nicht erbracht.

Aus der Betrachtung der Menge aller transfiniten Ordinal-
zahlen ergibt sich, wie zuerst C. Burali-Forti bemerkte (Rend.
Pal. 11, 154 (1897)), ein logischer Widerspruch. Uber diesen,
sowie tiiber #hnliche Widerspriiche vgl. B. Russell, The prin-
ciples of mathematics 1, 101 u. Rev. de metaph. et de mor. 14,
627, A. Schoenflies, Math.-Ver. 15, 19, G. Hessenberg,
l. c., 621, H. Poincaré, L ¢, G. Peano, Rev. de math. 8, 149,
Zermelo, L. c.

§ 8. Die Punktmengen.

Unter einer lincaren Punktmenge versteht man eine Menge,
deren Elemente Punkte einer Geraden sind; ebenso unter einer
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ebenen (n-dimensionalen) Punktmenge eine Menge, deren Ele-
mente Punkte einer Ebene (eines 7-dimensionalen Raumes) sind.
Wir werden im folgenden nur von linearen Punktmengen sprechen.
Die meisten Siitze haben ihr Analogon auch fiir ebene und
n-dimensionale Punktmengen.

Zufolge der Mdoglichkeit einer eineindeutigen Zuordnung
zwischen den reellen Zahlen und den Punkten einer Geraden
(§ 2) ist die Lehre von den linearen Punktmengen identisch
mit der Lehre von den Mengen reeller Zahlen.

Unter dem Intervall (a,b) versteht man die Gesamtheit
aller Punkte einer Geraden, die zwischen den Punkten a und b
liegen. Ein Punkt des Intervalles (@, ) heiBt innerer Punkt
dieses Intervalles, wenn er von den Endpunkten @« und b des
Intervalles verschieden ist.

Ist jedem Punkte x des Intervalles (a, b), die Endpunkte
inbegriffen, ein Intervall 0, zugeordnet, in dessen Innern er liegt,
so lapt sich aws der Menge der Intervalle d, eine endliche An-
zahl von Intervallen so auswihlen, daf sie das Intervall (a, b)
vollstindig iiberdecken (Satz von E. Borel, Ann. éc. norm. (3) 12,
51(1895); H.Lebesgue, Le¢. sur Uintégration, Paris (1904),104).

Als Komplementirmenge einer linearen Punktmenge P be-
ziiglich des Intervalles (a, b) bezeichnet man die Menge aller
Punkte von (a, b), die nicht zu P gehoren.

Bin Punkt O heift Haufungspunkt (Verdichtungspunkt)
der linearen Punktmenge P, wenn in jedem Intervalle, das den
Punkt O als inneren Punkt enthilt, sich ein von O verschiedener
Punkt befindet, der der Menge P angehort. — Ein Hiaufungs-
punkt von P ist nicht notwendig selbst Punkt von P. Be-
trachtet man z. B. die Menge, die aus den Punkten mit den

Abszissen
1 1 1

by a s ey s
besteht, so ist der Nullpunkt Hiufungspunkt dieser Menge, ohne
ihr anzugehoren. '

Jede ganz in einem endlichen Intervall licgende wnendliche
Punktmenge besitzt in diesem Intervalle mindestens einen Hdiufungs-
punkt (Satz von B. Bolzano. Wegen dieser Bezeichnung vgl.
G. Cantor, Math. Ann. 23, 455 und O. Stolz, Math. Ann.
18, 252).

Eine Punktmenge heiBt abgeschlossen, wenn sie ihre simt-
lichen Hiufungspunkte enthilt; sie heiBt isoliert, wenn keiner
ihrer Punkte ein Hiufungspunkt ist; sie heiBt in sich dicht,
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wenn jeder ihrer Punkte ein Hiufungspunkt ist; sie heifit
perfekt, wenn sie abgeschlossen und in sich dicht ist. (Man
beachte, daB diese Bezeichnungsweisen mit den in § 6 fiir
Ordnungstypen eingefiihrten sich nicht decken.)

Eine perfekte Menge wird z. B. gebildet von jenen Punkten
des Intervalles (0, 1), deren Abszissen sich als systematische
Briiche von der Basis 3 (vgl. § 2) schreiben lassen, ohne Ver-
wendung des Zihlers 1. (Man beachte, daB zu diesen Abszissen
etwa auch die Zahl 4 gehort, da sie in der Form geschrieben
werden kann: 32, - 525 + - 33,, + -4

Jede (unendliche) isolierte Menge ist abzihlbar, eine abge-
schlossene Menge ist entweder abzdhlbar oder von der Mdchtigkeit
des Kontinuums, jede perfekte Menge hat die Mdchtigkeit des
Kontinuums.

Jede abgeschlossene Menge lift sich zerlegen in eine ab-
zihlbare und cine perfekte Menge (wobei auch einer dieser
Bestandteile fehlen kann). (Cantor-Bendixsonsches Theorem;
J. Bendixson, Acta math. 2, 415 (1883); der einfachste Beweis
stammt von E. Lindeldf, Acta math. 29, 183.)

Die  Komplementirmenge eimer in (a, b) gelegenen  abge-
schlossenen Menge beziiglich dieses Intervalles besteht aus den
wmmeren Punkten ciner (endlichen oder abzihlbaren) Menge sich
nicht iiberdeckender Intervalle.

Eine Punktmenge heilt diberall dicht im Intervalle (a,b),
wenn sich in jedem beliebigen Teilintervalle von (a,b) Punkte
der Menge finden. Sie heiBt nirgends dicht in (a,b), wenn sie
in keinem Teilintervall von (a,b) iiberall dicht ist.

Die Menge der Punkte mit rationalen Abszissen ist iiberall
dicht, die oben angegebene perfekte Menge ist nirgends dicht
im Intervalle (0, 1).

Die Punktmenge, die aus allen H#ufungspunkten von P
besteht, heiBt die erste Ableitung von P und wird mit P’ be-
zeichnet. Sie ist stets abgeschlossen.

Die Ableitung einer abgeschlossenen Menge ist in der Menge
selbst enthalten; eine in sich dichte Menge ist in ihrer Ableitung
enthalten; eine perfekte Menge ist mit ihrer Ableitung identisch.

Die Ableitung einer im Intervall (a,b) iiberall dichten Menge
enthdlt siamitliche Punkte von (a,b).

Die erste Ableitung von P’ wird zweite Ableitung von P
genannt und mit P” bezeichnet. Allgemein 1iBt sich, durch
vollstindige Induktion, die #'® Ableitung P™ von P definieren
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als die erste Ableitung der (n — 1)*™ Ableitung P"~1. Alle
Ableitungen P™ von P sind, sofern sie iiberhaupt Punkte ent-
halten, abgeschlossene Mengen und P() ist in P("~1 enthalten.

Enthalten alle Ableitungen P™ von P Punkte, so gibt es
Punkte, die allen P gemeinsam sind, und zwar bilden diese
Punkte eine abgeschlossene Menge, die mit P(®) bezeichnet und
% Ableitung von P genannt wird.

Ist « irgendeine Ordinalzahl und fiir jede kleinere Ordinal-
zahl 3 die " Ableitung P/ von P definiert, so 148t sich auch
eine o' Ableitung P@ definieren, und zwar in folgender Weise:
Ist « eine Grenzzahl, so ist P(® die Menge derjenigen Punkte,
die allen P} gemeinsam sind; ist « keine Grenzzahl und (3, die
unmittelbar vorhergehende Zahl (« = f, + 1), so ist P* die
erste Ableitung von P@). Da P® fir 8 < o bereits definiert
ist, so ist durch diese Festsetzungen P fiir alle Ordinal-
zahlen « definiert. Jede so definierte Ableitung ist, wenn sie
siberhaupt Punkte enthdlt, eine abgeschlossene Menge, und wenn
B <« ist, so ist P ganz in PP enthalten.

Ist P eine beliebige Punktmenge, so gibt es stets eine endliche
oder der Zahlklasse 7Z (X,) angehirende Zahl «, so daB P ent-
weder gar keinen Punkt enthilt oder perfekt ist. Alle folgenden
Ableitungen sind dann gleich P9. Enthdilt P gar keinen Punkt,
so heipt P reduzibel.

Jede reduzible Menge ist abzihlbar.

Der Inhalt einer Punktmenge wird in der folgenden Weise
definiert. Sei P eine im Intervalle (a,b) liegende Punktmenge.
Man betrachte eine endliche oder abzihlbare Menge von Teil-
intervallen von (@, b), die die siimtlichen Punkte von P ent-
halten, und bilde die Summe S der Liingen aller dieser Inter-
valle (die auch unendlich groB ausfallen kann). Macht man dies
fiir alle moglichen endlichen und abzihlbaren Intervallmengen
der angegebenen Art, so hat die Menge der so gebildeten Zahlen S
eine bestimmte Zahl zur unteren Grenze (vgl. § 10). Diese Zahl,
die sicher nicht negativ und nicht gréBer als die Liinge b — a
von (a,b) ist, wird der dupere Inhalt unserer Punktmenge P
genannt. Nun bilde man den #uBleren Inhalt der Komplementiir-
menge von P in bezug auf das Intervall (a,b) und subtrahiere
ihn von der Liinge b — a dieses Intervalls. Die so erhaltene
Zahl heiBit der inmere Inhalt von P. Er ist gewiB nicht gréBer
als der #uBere Inhalt. Sind #uBerer und innerer Inhalt von P
einander gleich, so heiBt die Menge P mefBbar, und der gemein-
same Wert von i#uBerem und innerem Inhalt wird kurz der
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Inhalt von P genannt. (Beziiglich der Existenz nicht meBbarer
Punktmengen vgl. H. Lebesgue, Bull. soc. math. 35, 202.)

Ist die in (a, b) gelegene Punktmenge P meBbar, so ist auch
ihre Komplementirmenge in bezug auf (a, b) mepbar, und die
Summe der Inhalte dieser beiden Mengen ist b — a.

Daher: Jede abgeschlossene in (a, b) gelegene Punktmenge P
ist mepbar. Ihr Inhalt ist gleich der Linge von (a, b) vermindert
um die Swmme der Lingen derjenigen Intervalle, welche von den
nicht zu P gehirenden Punkten von (a, b) gebildet werden.

Jede abzihlbare Punktmenge ist mefbar und hat den In-
halt Null.

Sei eine endliche oder abzihlbare Menge von meBbaren
Punktmengen P, P, ..., P, ... gegeben; dann ist auch die
Menge P, die aus sdmilichen Punkten von Py, Py, ..., P;, ...
besteht, mepbar. Haben wvon den DMengen P; keine zwei einen
Punlt gemein, so ist der Inhalt von P gleich der Swmme der
Inhalte der P;. Ebenfalls ist die Menge @ derjenigen Pumkte,
die allen P, gemeinsam sind, mefbar, wnd ist fiir alle i die
Menge P; in P;_, enthalten, so ist der Inhalt von @ gleich der
Limite der Inhalte der P;.

Die Theorie der Punktmengen rithrt in ihren Grundziigen
ebenfalls von G. Cantor her. AuBler der in § 7 erwihnten
Literatur sei hier noch das Buch von N. H. und G. C. Young,
Theory of sets of points (Cambridge 1906) genannt, wo man ein
vollstindiges Literaturverzeichnis findet. Die oben mitgeteilte
Definition des Inhaltes einer Punktmenge riihrt von H. Lebesgue
her (Ann. di mat. (3) 7, 231 (1902)); niheres dariiber in dessen
Lecons sur Uintégration (Parxs 1904) 102 ff. Eme iihnliche
Definition gibt W. H. Young, Proc. Lond. (2) 2, 16 (1905)
und 1. ¢, Chap. V. Weniger weittragende Definitionen des In-
haltes einer Punktmenge hatten vorher u. a. gegeben: G. Cantor,
Math. Ann. 23, 473 (1884); C. Jordan, Journ. de math. (4) 8,
76 (1892); K. Borel, Lecons sur la théorie des fonctions, 46.

§ 9. Der Funktionsbegriff. Der Begriff des Grenzwertes.

Eine GroBe y heiBt eine (eindeutige) Funktion der reellen
Veriinderlichen # im Intervalle (a, b), wenn jedem in dieses
Intervall fallenden Werte von z in emdeutiger Weise ein Wert
von y zugeordnet ist.!) . Allgemeiner heiBt y eine Funktion von z

1) In diesem allgemeinen Sinne, der von der Moglichkeit einer
analytischen Darstellung giinzlich a.bsueht erscheint der Funktions-
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§ 9. Der Funktionsbegriff. 59

auf einer gegebenen linearen Punktmenge, wenn jedem einen
Punkt dieser Menge darstellenden Werte von x ein Wert von y
zugeordnet ist. Analog heifit y eine Funktion der » Veriinder-
lichen x,, 7, ..., @, in einem Gebiete (oder auf einer Punkt-
menge) des » dimensionalen Raumes unserer » Verinderlichen,
wenn jedem Wertsysteme der wx, ay, ..., z,, das einen Punkt
dieses Gebietes (bezw. dieser Punktmenge) darstellt, ein Wert
von y zugeordnet ist.

Unter einem Polynom in x versteht man einen Ausdruck
der Form:

ayd + a7t o+ a_x + a,

WO @y, Gy, ..., @, Konstante bedeuten. Ist @, = 0, so heifit
das Polynom wvom k*" Grade. Analog heiBt die Summe einer
endlichen Anzahl von Ausdriicken der Form:

k

kg b
By, ooy b, B By By

kgy -

ein Polynom in x,, %,, ..., ,. Dabei bedeuten %, &y, ..., k,

nicht negative ganze Zahlen, Gy koo s by irgendwelche Kon-
stante, und z,0 ist durch 1 zu ersetzen. Bildet man fiir alle
Glieder, deren Koeffizient @ , .. , mnicht Null ist, den Aus-
druck %, + ky + -+ + k,, so wird die gréBte der so erhaltenen
Zahlen als der Grad unseres Polynomes bezeichnet.

Eine Funktion, die sich als Quotient zweier Polynome
darstellen lafit, heifit eine rationale Funktion. Die Polynome
heiflen auch ganze rationale Funktionen.

Eine Funktion y von x heiit eine algebraische Funktion
von z, wenn sie einer Gleichung der Form:

Py(@)y* + Py(#)y* ' 4 -  + P _y(#)y + Py(x) = 0

geniigt, wo die P,;(z) Polynome in z bedeuten. Analog werden
die algebraischen Funktionen von mehreren Veriinderlichen
definiert.

Eine Funktion f (2, #,, ..., #,) der = Verinderlichen
Ty, Lgy . . ., 2, heiBt homogen vom Grade (der Ordnung) », wenn
fiir alle Werte von ¢ die Relation besteht:

Fltay, day, . ..o b )=S0 Slabinns o' s @5))
begriff zum erstenmal bei G. Lejeune Dirichlet (Uber die Ent-
wicklung ganz willkiirlicher Funktionen etc. (1837), Werke 1, 135).
Frithere Mathematiker hatten das Wort Funktion in viel beschrink- "
terem Sinne gebraucht. Vgl. Differentialrechnung § 2.
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22 Kapitel I. Grundbegriffe der Funktionenlehre.

Eine Funktion f(z) einer Verinderlichen heiBt monoton
wachscnd im Intervall (a, b), wenn fiir irgend zwei Werte o’
und z” dieses Intervalles aus 2’ > x" folgt: f (@) = F(z"). Sie
heiBt monoton abnehmend, wenn aus ' > z” folgt: f(z") < f(2").
Die monoton wachsenden und monoton abnehmenden Funktionen
werden zusammengefafit unter dem Namen monotone Funktionen.

Man definiert: Die Funktion f(z) hat fir # =a den

rechtsseitigen Grenzwert A, in Zeichen: lim f(z) = A, wenn zu
z=a+0

jeder beliebigen positiven Zahl & eine positive Zahl »n gehort,
derart daf fiir alle der Ungleichung 0 <z —a <n geniigenden z
die Ungleichung besteht: |f(2) — 4| <<e. Die Definition des
linksseitigen Grenzwertes lim f(z) erhdlt man, indem man die
z=a—0

obige Ungleichung ersetzt durch: 0 > 2z —a > — 7.

Hat f(x) fir # =a sowohl den rechtsseitigen als den
linksseitigen Grenzwert A, so schreibt man: lim f(z) = 4 und

sagt: f(z) hat fiir © = a den Grenzwert A. AT
Man definiert weiter: lim f(z) = 4 oo (bezw. = — 00),
z=a+0
wenn zu jeder beliebigen Zahl B eine positive Zahl n gehort,
derart daB fiir alle der Ungleichung 0 < # — a < n geniigenden

die Ungleichung besteht: f(z) > B (bezw. < B). In ganz analoger

Weise wird definiert: 11m f (#) =+ o0 und lim /(1) =— 0.
Ist gleichzeitig lim f (x) + 0o und hm f (x) + 00, so
z=a+0 z=a—0

schreibt man wieder lim f(z) = 4 0o. Analoge Bedeutung hat:

lim f(z) =— oo. S

*=% Ferner: lim f(x) = A (bezw. llm / (z) = A), wenn zu jeder
r=4+»

beliebigen positiven Zahl & eine Zahl b gehort, derart dafl fiir

alle der Ungleichung @ > b (bezw. < b) geniigenden z die Un-

gleichung besteht: |f(z) —A| <& Analog: lim f(z) = + oo

T=4+®
(bezw.=— 00), wenn zu jeder beliebigen Zahl B eine Zahl b gehort,
derart daf8 fiir alle der Ungleichung # > b geniigenden 2 die Un-
gleichung f(x) > B (bezw. f(z) <Z B) besteht. Und in #hnlicher
Weise werden die Zeichen lim f(x)=+ 00 (bezw.=— 00) definiert.

xT=—®

Eine Beziehung zwischen dem hier eingefithrten Grenz-
begriff und dem in § 2 eingefiihrten Zeichen lim a, wird her-

gestellt durch die Sitze: BEy
Aus lim f(z) = A folgt lim f(n) = A4; aus lim f(z) =
rT=4+® n=aw T=a
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§ 9. Der Begriff des Grenzwertes. 30

und lim z, = a folgt: hm f(z,) = A, vorausgesetzt, daB (wenig-

stens _von einem bestxmmten Wert N des Index » an) alle z,
von a verschieden sind. Die Umkehrung dieser beiden Satze
gilt nicht.
Ist lim f(z) = A und lim fo(@) = A und ist eine dritte
z=a+0 a+0
Funktion f(x) so bescha/fm dap fiir alle der Ungleichwng
0 < a—a<n genigenden x (oder kurz gesprochen: in einer
rechtsseitigen Umgebung von a) die Funktion f(z) der Groﬁe
nach zwischen fy(x) und fy(x) liegt. so ist auch lim f(z) =
z=a+0
Ist lim f,(z) = + oo (bezw. = — 00) und bestcht in einer
x=a+0

rechtsseitigen Umgebung von a die Ungleichung: f(z) = f,(2)
(bezw. f(x) < f,(x)), so ist auch lim f(z) = + oo (bezw. = — 00).
x=a+0

Analoges gilt fiir lim und lim.

z=a-—0 x=a

S5 idst f(x) in einer rechisseitigen Umgebung von a monoton

wachsend (monoton  abnehmend), so ewistiert stets lim f(z);
z=a+0

bleibt auferdem f(z) in dieser Umgebung wvon a grofer (bezw.

Kleiner) als cine feste Zahl B, so ist lim f(z) eine endliche Zahl.

z=a+0
Analoges gilt fiir lim, lim und lim. Speziell: Ist cine
rz=a—0 2=+ x=—®

Folge reeller Zahlen a, gegeben, die simtlich unter einer Zahl A
liegen, und folgt (wenigstens von einem bestimmten Werte
des Index n an) aus n' >n" die Ungleichung: @y > @y, $0
existiert eine endliche Zahl a, derart daf lim a, = a.

n=w

Ist lim f,(#) = 4, und lim f,(z) = 4,, so ist
lim (f1(w) - /é(x)) =4, + 4,; lim (f1(x) e f;(ac)) =4, — Ay;
lim £,(2) - fy(a) =
und, vorausgesetzt dafl A, nicht Null ist:
1 fl (.’L') Al

h@ ~ 4,

Man sagt: Die Funktion f(z, y) hat fir z =a, y = b den
Grenzwert A, in Zeichen: lim f(z,y) = A, wenn zu jeder
z=a,y=>b
positiven Zahl ¢ eine positive Zahl 7 gehort, derart daB fiir
jedes von a, b verschiedene Wertepaar z, y, das den Un-
gleichungen geniigt: |z — a| <7, |y — b| <, die Ungleichung

Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 3
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34 Kapitel I. Grundbegriffe der Funktionenlehre.

besteht: |f(z,y) — A| <e Aus lim f(z,y) = A folgt

z=a,y=>b
lim (lim f(#, ) =4 und lim (lim f(z, y)) = A (vorausgesetzt,
g=a y=b y=b z=a
daB die auftretenden Limiten existieren), aber nicht umgekehrt.
Grenzwerte von Doppelfolgen a,, , (wo m und % jedes fiir
sich die Reihe der natiirlichen Zahlen durchlaufen) werden
definiert durch: lim @, , = 4, wenn zu jeder positiven Zahl &

ein Wert M von m und ein Wert V von #n gehort, so daB aus
den beiden Ungleichungen m > M, n > N folgt: Iam," —4A|<e.
Niheres tiber Doppelfolgen bei A. Pringsheim, Miinch. Ber.
27,108, Math. Ann. 53, 289, F. London, Math. Ann. 53, 322.

§ 10. Obere und untere Grenze. Stetigkeit und
Unstetigkeit.

Sei irgendeine Menge von Zahlen Z gegben. Wir teilen
die rationalen Zahlen in zwei Klassen (vgl. § 2) nach der
folgenden Vorschrift: in die erste dieser Klassen geben wir eine
rationale Zahl », wenn sémtliche Zahlen von Z kleiner als r
sind; in die zweite dieser Klassen alle iibrigen rationalen Zahlen.
Enthélt die erste dieser Klassen keine Zahl, so sagt man, die
Menge Z hat die obere Gremze + oo; enthalten beide Klassen
Zahlen, so ist dadurch ein Schnitt im Gebiet der rationalen
Zahlen definiert, und die diesen Schnitt erzeugende reelle Zahl M
heiBt die obere Gremze der Menge Z. Analog wird die untere
Grenze m der Menge Z definiert, die, wenn sie nicht eine end-
liche Zahl ist, den Wert — oo hat. Der erste, der die Begriffe
der oberen und unteren Grenze verwendete, war B. Bolzano
(Rein amalytischer Beweis des Lehrsatzes ctc., Prag 1817, herausg.
in Ostwalds Klassikern No. 153 von Ph. E. B. Jourdain).
Eine grioflere Verbreitung erhielten sie erst unter dem Einflusse
von K. WeierstraBf.

Sei eine Funktion f(x) gegeben, die fiir alle Punkte des
Intervalls (a, b) definiert ist, und Z sei die Menge der Werte,
die f(x) in diesem Intervalle annimmt. Die obere und untere
Grenze von Z werden dann als obere (untere) Grenze von f(z) im
Intervalle (a, b) bezeichnet. Die Differenz zwischen oberer und
unterer Grenze heiBt die Schwankung von f(x) im Intervalle (a, b).

Sei eine Folge von Intervallen o, (i=1,2,...,7,...)
gegeben, die alle den Punkt z, als inneren Punkt enthalten,
und deren Linge mit wachsendem i gegen Null konvergiert,
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§ 10. Obere und untere Grenze. 35

und sei M; die obere Grenze von f (x) in 0, Haben dann
alle M, den Wert + 00, so sagt man: die Funktion f(x) hat

im  Punkte x, die obere Grenze 4+ oo. Im entgegengesetzten
Falle existiert stets hm Md und ist eine endliche Zahl; sie
heit die obere Grenze von f(z) im Punkte z,. Die so definierte
obere Grenze ist unabhingig von der Wahl der Intervalle d,.
Analog wird die untere Grenze von f(2) im Punkte Ty deﬁmert
Die Differenz zwischen oberer und unterer Grenze im Punkte z,
heiBt die Schwankung von f(z) im Punkte x,.

Ist M die obere Grenze von f(x) im Intervalle (a, b), s
gibt es in diesem Intervalle mindestens einen Punkt w,, in dem
die obere Grenze von f(x) gleich M ist. (Analog fiir die untere
Grenze.)

Analoges gilt fiir Funktionen von #» Veriinderlichen, wenn
man statt der Intervalle abgeschlossene # dimensionale Gebiete
betrachtet.

Die Funktion /(z) heiBt stctig im Punkie x,, wenn zu jeder
positiven Zahl & eine positive Zahl n gehdrt, so daB aus
|z — 2y | < die Ungleichung folgt: |f(2) — f ()| < &.

Tat lim f (x) = f(%,) und lim f (®) = f(x,), so ist f(z)

stetig im Pounkte x, und umgekehr‘{:
Ist nur hm f(z) = f(xy) (bezw. llm f @) = f(=xy)), so
2540

heiBt f(z) rcchtssmhg (bezw linksseitig) stettg im Punkte .
Damit f(x) stetig sei im Punkte x, ist notwendig und hin-
reichend, daf die Schwankung von f(z) im Punkte x, gleich
Null sei.
Sind f(x) und @ (x) stetig im Punkte x,, so ist auch
f(a:) + ¢ (x), f(2) — @ (2), f(z)- @ (x), und, vorausgesctzt dap

& ist, ——- stetig vm Pumkile x,.
o+ 0 ist, L) Punkte z,

Setzt man @ (x,) =y, und ist die Funktion @ (z) stetig im
Punkte x,, f(y) stetig im Punkte y,, so ist die Funltion f(qp (x))
stetig im Punlte .

Die Funktion f(xz) heiBt stetig im Intervalle (a, b), wenn
sie stetig ist in jedem inneren Punkte dieses Intervalles, rechts-
seitig stetig im Punkte a und linksseitig stetig im Punkte b.

Ist die Funktion f(z) stetig in (a, b), so ist sie fiir alle
Punkte dieses Intervalles gegeben, wenn ihre Werte an einer
im Intervalle (a, b) iiberall dicht liegenden Punktmenge, z. B. dex
Menge der rationalen Punkte von (a, b) gegeben sind.

3“
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36 Kapitel I. Grundbegriffe der Funktionenlehre.

Hieraus folgt, daB die Menge aller in (a, b) stetigen Funk-
tionen die Miichtigkeit des Kontinuums hat, wihrend die Michtig-
keit aller Funktionen gleich ¢¢ (und mithin gréBer als c) ist.

Ist die Funktion f(x) stetig in (a,b), so ist ihre obere
(untere) Grenze in diesem Intervalle eine endliche Zahl, und es
gibt in diesem Intervalle mindestens einen Punkt, in dem der
Wert von f(z) gleich ist dieser oberen (unteren) Grenze.

Ist die Funktion f(x) stetig in (a, b) und ist E ein Wert,
der zwischen f(a) wnd f(b) liegt, so gibt es in (a, b) einen
Punlit, in dem f(z) den Wert E anmimmi. Kiirzer gesprochen:
Eine stetige Funktion kann nicht von einem Werte zu einem
anderen iibergehen, ohne alle dazwischen liegenden Werte anzu-
nehmen. Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht (vgl. G.Darboux,
Ann. éc. norm. (2) 4, 109 (1875) und H. Lebesgue, Le¢. sur
Uintégration, 89).

Ist die Funktion f(z) stetig in (a, b), so gehirt zu jeder
positiven Zahl & eine positive Zahl w, derart, dap fir irgend
zwei Punkte x' wund z” von (a, ), fir die |2 — 2" | <7 ist,
die Ungleichung besteht: |f(z) — f(2)| < e (Satz von der
gleichmdfigen Stetigkeit; der erste Beweis wurde publiziert von
E. Heine, Journ. f. Math. 74, 188 (1872)).

Jede im Intervalle (a, b) stetige Funktion Lift sich in eine
in diesem Intervalle gleichmdpig konvergente (vgl. den Abschnitt
iiber Funktionentheorie) Reihe wvon Polynomen entwickeln (Satz
von K. WeierstraB, Berl. Sitzungsber. (1885), 633, 789; Niheres
tiber die Entwicklung stetiger Funktionen in Reihen von Polynomen
bei E. Borel, Lecons sur les fonct. de variables réelles, Paris 1905,
Chap. IV).

Sei die Funktion f(z) stetig im Intervall (@, b) und aus
o' > a” folge f(2) > f(z") (oder f(z') < f(x")). Setzt man
f(@)=A und f(b) =B und ist y eine beliebige Zahl des
Intervalles (4, B), so gibt es in (a, b) eine und nur eine Zahl z,
fir die f(2) =y wird. Ordnet man der Zahl y diese Zahl x
zu, so ist dadurch im Intervalle (4, B) der Veriinderlichen y
eine Funktion ¢ (y) definiert, welche die zur Fumktion f(x) in-
verse Funktion heift. Sie ist stetig in (4, B) und aus y' > y"
folgt @ () > ¢ (¥") (bezw. ¢ &) < @ (")). Sie geniigt der
Relation: ¢ (y) = ¢ (f (@) = #, woraus f(@ () =y, d. h. die
zur inversen Funktion inverse ist die urspriingliche Funktion.

Jede Stelle z,, an der f(z) nicht stetig ist, heit eine
Unstetigheitsstelle von f(z), der Wert der Schwankung von f(z)
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§ 10, Stetigkeit und Unstetigkeit. 3

an der Stelle z; ist dann nicht Null; er wird auch als der
Unstetigkeitsgrad von f(x) an der Stelle z, bezeichnet.

Ist in jedem Punkte des Intervalles (a, b), die Endpunkte
inbegriffen, der Unstetigheitsgrad von f(z) Lleiner als A, so ge-
hort zw jeder positiven Zahl & eme positive Zahl v, derart daf
fir irgend zwei Punkte z" und x” von (a, b), fir die |a'—a" | <y
ist, die Ungleichung besteht: |f(z) — f(z")| < A + &.

Eine Unstetigkeitsstelle #, von f(z) heiBt wvon erster Art,

wenn sowohl lim f(z) als lim f(z) existiert, sonst vom cweiter
r=2,+0 rz=2,—0

Art.  Sind speziell lim f(z) und lim f(x) gleich derselben

z=2,+0 r=2,—0

endlichen Zahl, aber nicht gleich f(z,), so heiBt die Unstetigkeit
hebbar, weil sich dann f () durch bloBe Abinderung des Funktions-
wertes an der Stelle #, in eine im Punkte x, stetige Funktion
verwandeln lit.

Eine Funktion heiBt punktweise umstetig im Intervalle (a, b),
wenn ihre Stetigkeitsstellen in diesem Intervalle iiberall dicht
liegen, sie heiBt tofal wnstetiy im Intervalle (a, b), wenn sie in
jedem Punkte von (a, b) unstetig ist. (Uber die allgemeinste
Verteilung der Stetigkeitsstellen einer Funktion f(z) vgl. W. H.
Young, Wien. Ber. 112, Abt. 2* (1903), 1307.)

Eine unstetige Funktion f(z) heiBt won erster Klasse im
Intervalle (@, b), wenn sie in diesem Intervalle Limite stetiger
Funktionen ist, d. h. wenn eine Gleichung f(z) = lim f, ()

fiir jeden Punkt von (a, b) besteht, wobei mit f,(z) Funktionen
bezeichnet sind, die in (a, b) stetig sind. Eine unstetige Funktion
heit von zweiter Klasse, wenn sie Limite von Funktionen erster
Klasse ist, ohne selbst von erster Klasse zu sein. Allgemein
heiBt eine unstetige Funktion wvon n*" Klasse, wenn sie Limite
von Funktionen (n — 1)%" Klasse ist, ohne selbst von (n — 1)**
oder niedrigerer Klasse zu sein. Eine unstetige Funktion heifit
von «"" Klasse, wenn sie Limite von Funktionen aus Klassen
von endlicher Ordnung ist, ohne selbst einer dieser Klassen
anzugehdren. Ist 7 irgendeine transfinite Ordinalzahl der Zahl-
klasse Z (¥,), so heiBt eine unstetige Funktion von =" Klasse,
wenn sie Limite von Funktionen von niedrigerer als der
7" Klasse ist, ohne selbst einer dieser Klassen anzugehoren.

Es lassen sich Funktionen definieren, die einer beliebig ge-
gebenen Klasse (deren Ordnung eine endliche Zahl oder eine
Zahl der Zahlklasse Z (N,) ist) angehiren; es lassen sich aber
auch Funktionen definieren, die keiner dieser Klassen amgehoren.
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38 Kapitel I. Grundbegriffe der Funktionenlehre.

Die genannte Klassifizierung der Funktionen rithrt her von
R. Baire, Ann. di mat. (3) 3, 68 (1899). Naheres hieriiber:
R. Baire, Lecons sur les fonctions discontinues, Paris 1905, wo
man die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir findet,
dafl eine Funktion der ersten Klasse angehore, und Acta math.
30, 1. Ferner H. Lebesgue, Journ. de math. (6) 1, 139.

Ahnliche Definitionen und Siitze, wie die hier fiir Funk-
tionen einer Veriinderlichen angefiihrten, gelten fiir Funktionen
von mehreren Veriinderlichen, z. B. heit eine Funktion von
zwei Veriinderlichen w, y stetig an der Stelle z,, 7,, wenn zu
jeder positiven Zahl ¢ eine positive Zahl % gehort, so daB aus
dem gleichzeitigen Bestehen der beiden Ungleichungen |z — x| <7
und |y —y,| <7 folgt: |£(x, ¥) — f(a, 9)| <& oder, was
dasselbe ist, wenn lim f(z, y) = £ (=,, y,) ist.

=Xy Y=Yo

Aus der Stetigkeit von f(z, y,) als Funktion von z an
der Stelle z, und der Stetigkeit von f(z,, ) als Funktion von y
an der Stelle y, folgt nicht die Stetigkeit von f(=z, y) an der

Stelle z,, 7,, wie man z. B. am Verhalten der Funktion ;"a‘fﬁ/?

im Punkte 2 = 0, y = O erkennen kann.

Ist die Funktion f(z,, 24, ..., x,) in allen Punkten eines
Gebietes der n Verdnderlichen xy, a4, . . ., , stetig nach jeder
einzelnen dieser Verdnderlichen, so ist sie in diesem Gebiete
hichstens von (n — 1) Klasse (H. Lebesgue, Bull. sciences
math. (2) 22;, 284 (1898) und Jowrn. de math. (6) 1, 201;
siehe auch R. Baire, Ann. di mat. (3) 3, 87).

Niheres iiber Stetigkeit und Unstetigkeit findet man, auBer
in den bereits genannten Werken, bei A. Schoenflies, Eni-
wicklung der Lehre von den Punkimannigfaltigleiten (Math.-Ver. 8)
und A.Pringsheim, Enzykl. IL A 1, wo sich auch viele Literatur-
nachweise finden. Ferner: U. Dini, Grundlagen fiir eine Theorie
der Funktionen ciner werdnderlichen reellen Grife, deutsch von
J. Liiroth u. A. Schepp, Leipzig 1892; O. Stolz u. J. A.
Gmeiner, Finleitung in die Funktionentheorie, Leipzig 1904
(Teubners Sammlung 14), J. Pierpont, The theory of functions
of real variables, Boston 1905. Zahlreiche Beispiele bei E. Pascal,
FEsercizi e note critiche etc., Mailand 1895.

Sei die Funktion f(z) definiert in (a, b), und sei eine end-
liche Anzahl beliebiger Punkte von (a, b) gegeben:

a<o << <o < b
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Wir bilden:

V=|f(&)— (@) +[f(z) = Flz)| + -+ |£(®) — F(z,)].
Die obere Grenze aller so erhiltlichen Zahlen V' wird bezeichnet
als totale Schwankung von f(z) im Intervalle (a, b). Ist diese
obere Grenze endlich, so heiBt f(z) von beschrinkter Schwankung
(a variation bornée) im Intervall (a, b).

Jede in (a, b) monotone Funltion ist daselbst von beschrinkter
Schwankumg; und zwar ist ihre totale Schwankung | f(b) — f(a)|.
Eine Funktion, die in (a, b) von beschrinkter Schwankung ist,
lapt sich darstellen als Summe zweier in (a, b) monotoner Funk-
tionen. Ist eine Funktion in (a. b) von beschrinkter Schwankung,
und besitzt sie in diesem Intervall Unstetigkeitsstellen, so sind
dieselben alle wvon erster Art und bilden eine endliche oder ab-
zihlbare Menge.

Die Funktionen von beschrinkter Schwankung wurden ein-
gefiihrt von C. Jordan (Cours d’analyse, 2. éd., 1, 54). Siehe
auch E. Study, Math. Ann. 47, 298 und H. Lebesgue, Lec.
sur Uintégration, Chap. IV.

§ 11. Potenzen. Logarithmen. Wichtige Grenzwerte.

Bedeutet » eine natiirliche Zahl, a eine beliebige, von
Null verschiedene reelle Zahl, so versteht man unter a”
(der n'*™ Potenz von a) das Produkt von # einander gleichen

Faktoren a, unter a=" die Zahl ,, unter a® die Zahl 1. Ist
ferner @ positiv, so gibt es eine und nur eine positive Zahl,
die zur n'" Potenz erhoben « 1ergibt; sie heiflt die positive
n*® Wurzel aus a und wird mit a” oder n]/; bezeichnet; ist dann
r= 73 eine positive rationale Zahl, so v;rsteht man unter a” die
positive 7' Wurzel aus a™, und unter a—" die Zahl al, - Sind 7
und +" irgendwelche rationale Zahlen, so ist:
(1) @ =atr (@) =a”
und wenn » > 7’ ist:
@) (T L A

a'<a fir a<l.

Sei a positiv und > 1 (bezw. << 1) und ¢ eine beliebige
irrationale Zahl. Um .a¢ zu definieren, teilen wir die rationalen
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Zahlen in zwei Klassen; in die eine Klasse geben wir alle
rationalen Zahlen, die kleiner sind als irgendeine Zahl a”, wo r
eine rationale Zahl bedeutet, die kleiner (bezw. griBer) als o
ist; in die andere Klasse geben wir alle iibrigen rationalen
Zahlen. Dadurch ist ein Schnitt im Gebiete der rationalen
Zahlen definiert; die ihn erzeugende reelle Zahl wird mit a®
bezeichnet. Die Gleichungen (1) und die Ungleichungen (2) gelten
dann fiir beliebige reelle » und 7"

Hierdurch ist die Funktion a” (a > 0) fiir alle reellen z
definiert; sie wird Faxponentialfunktion genannt; sie ist stetig
und wiichst von O bis 4 oo oder nimmt ab von + oo bis 0,
wenn z von — 0O his 4 oo wiichst, je nachdemn a griBer oder
kleiner als 1 ist. Die inverse Funktion (vgl. § 10) ist daher
definiert von O bis + oo; sie wird bezeichnet mit loagx (Loga-
rithmus von x fiir die Basis a); sie ist stetig und wichst von
— 00 bis + 0o oder nimmt ab von 4 oo bis — 0o, wenn z
von O nach +4 oo wiichst, je nachdem die Basis a grioBer oder
kleiner als 1 ist.)

Es gelten die Formeln:

log (z,2,) = log z, + log ,; loga¢ = glogx.

Der Ubergang von einer Basis a zu einer anderen Basis a’
wird vermittelt durch die Formel:

a log
log xr = ‘ag-’
og a

Als natiirliche Logarithmen bezeichnet man die Logarithmen
von der Basis e, wobei e¢ definiert ist durch:

e=lim(l+—:?)

n=x

n

Niheres iiber Exponentialfunktion und Logarithmen im Ab-
schnitte iiber Funktionentheorie.
Es gelten die Formeln:

¢ - i1
lim (14 7)'= ¢ lim {n (2" — 1)} = 15g

n=w
1
. : . 1
lim z* = 1; lim s el a
z=4® z=0 &

1) Im Falle a =1 setzt man 1*=1 fiir alle reellen x. Eine
inverse Funktion kann in diesem Falle nicht gebildet werden.
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Fiir jedes reelle % ist:
lim ¢* - o* = 4 o0; lim =% - o* = 0.
Zz=+® z2=4+»
Fiir jedes positive £ ist:
lim =% - log # = 0.
z=+®
Die allgemeinste stetige Funmktion, die der Funktionalgleichung

fle+y)=r1()+ @)

geniigt, ist f(z) =a -», wo a eine Konstante bedeutet (iiber un-
stetige Losungen dieser Funktionalgleichung siehe R. Volpi,
Giorn. mat. 35, 104 (1894), G. Hamel, Math. Ann. 60, 459
(1905); vgl. auch H. Lebesgue, Atti Tormo 42, 532 und
F. Bernstein, Math. Ann. 64, 417).

Die allgemeinste  stetige Funktion, die der Funktional-

gitignmng f@+9)=£@)- @)

gemiigt, ist f(x) = A**, wo A und a Konstante bedeuten.
Die allgemeinste stetige Funktion, die der Funktional-

gleichung f(zy) = (@) + 7(v)

geniigt, ist f(z) = A log .
Die allgemeinste stetige Funktion, die der Funktionalgleichung :
flay) =1(2) ()
gemiigt, ist f(z) = x%
Die vier zuletzt angefiihrten Sitze stammen von A. Cauchy
(Analyse algébrique (1823), (Euvres (2) 3, 98).

Es seien noch einige hiéufig vorkommende Grenzwertformeln
zusammengestellt :

lim 222 —1 lim & - sin — = 0
z=0 z=0 x
lim 1=%%2 g lim 8% —1
z=0 z z=0 & -

n —
lim =0 1R i o Nl
n=ow ° z=0

!

lim ——— —_ —1 (Stirlingsche Formel)

n=w "¢ "Y2mn

I L n" il

lim + _'i._+l + =;'-—*j, wenn T+1>0,
n=ow

fiir nichtpositives » 4+ 1 ist dieser Grenzwert unendlich
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: v gt
lim lt‘%'i"}hj'__iﬂ =0
Seien a und b reelle positive Zahlen. Bildet man der
Reihe nach

a =4 (a+b) b1=}/‘;7’
a; =% (a, + by) by = }/‘71—51
S sy e

0 ist lim a, = lim b, und dieser Grenzwert heift das arithmetisch-
n=aw n=aw

geomelrische Mittel aus a und b (K F. Gauss, Werke 3, 361).

&+ f’i_‘% Ly '.',";a@, 30 ist

Ist Iim a, = a und setzt man s, =

n=w

auch lim s, = a. Niaheres iiber diesen und #hnliche Sitze:

E. Cesa.ro Lehrbuch der algebraischen Analysis (Leipzig 1904 ), 96,
und B. Borel Lecons sur les séries divergentes (Paris 1901), 87.
Aus lim [f(x + 1) — f(@)] = A folgt lim A )-—A VOraus-
z=+4® =+ ®
gesetzt, daf obere und untere Grenze von f(x) in jcdem endlichen
Intervalle endliche Zahlen sind (A. Cauchy, Analyse algébrigue
(1823), Euvres (2) 3, 54; vgl. Stolz-Gmeiner, Einleitung in
die Funktionentheorie, 31)
. fl@+1)
Aus xI:?m @
daf obere und untere Grenze von f (x) i jedem endlichen Inter-
valle endliche positive Zahlen sind (Cauchy, L c., 58).

1
=4 folgt hm (f @)* = A, vorausgesetzt,
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