Kapitel IL

Kombinatorik, Determinanten und Matrices.
Von Alfred Loewy in Freiburg i. Br.

§ 1. Die Lehre von den Kombinationen. Die Binomial-
koeffizienten. Die Polygonal- und Pyramidalzahlen. Die
figurierten Zahlen. Die Polynomialkoeffizienten.,

Die Anzahl der verschiedenen Arten, auf die man % ver-
schiedene Gegenstiinde in alle moglichen Reihenfolgen bringen
kann, heiBt die Anzahl der Permutationen der n Gegenstande
(das Wort ist eingefithrt von Jacob Bernoulli in der Ars
conjectandi (1713), deutsche Ausgabe von HauBner in Ostwalds
Klassikern der exakten Wissenschaften No. 107, 8. 78). Sie
betrigt:

In)=1-2...(n—1)n.

Das Produkt allgr ganzen Zahlen von 1 bis % bezeichnet
man auch (Kramp, Eléments d'arithmctique universelle, Cologne
1808) mit

nl=1:2-3:-.-m
und liest n-Fakultdt.

Uber das Wachsen von n! gibt folgender Satz AufschluB:

Ist ¢ irgendeine ganze positive Zahl > 1, so kann man
stets eine derartige positive ganze Zahl n finden, daf fiir alle
ganzzahligen N > n der Ausdruck N! > ¢V ist. j

Hat man fiir die » Gegenstinde eine gewisse Reihenfolge
festgesetzt und ordnet sie anders an, so spricht man jedesmal,
wenn in dieser Anordnung zwei Gegenstinde in der umgekehrten
Reihenfolge wie bei der urspriinglichen Anordnung aufeinander
folgen, von einer Inwersion oder einem Dérangement (Gabriel
Cramer, Introduction a Uanalyse des lignes courbes, 1750,
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Append.,, 8. 658). Sind die Gegenstinde mit 1, 2, 3,..., »
bezeichnet, so hat man in einer Anordnung jedesmal dann eine
Inversion, wenn eine hohere Zahl einer niedrigeren voraufgeht.

Vertauscht man in einer gegebenen Anordnung irgend zwei
Elemente miteinander, so spricht man von einer Transposition
(Cauchy, J. ée. polyt., Cah. 17, 18 (1815), (Euwvres (2) 1, 81).

Eine Anordnung heiBt gerade oder won der ersten Klasse,
wenn sie eine gerade Anzahl von Inversionen enthilt; im
anderen Fall heilt sie ungerade oder von der zweiten Klasse.
Eine Anordnung der ersten (zweiten) Klasse 1iBt sich stets aus
der urspriinglichen oder natiirlichen Anordnung durch eine gerade
(ungerade) Anzahl von Transpositionen gewinnen. Jede Trans-
position iindert die Klasse einer Anordnung. Zwei beliebige
Anordnungen konnen stets nur durch eine gerade oder nur
darch eine ungerade Anzahl von Transpositionen ineinander
iibergefithrt werden. Jede Anordnung kann durch Transposi-
tionen in jede andere iibergefiibrt werden. Irgend zwei An-
ordnungen gleicher (ungleicher) Klasse gehen durch eine gerade
(ungerade) Anzahl Transpositionen ineinander iiber.

Uber die Klasse ciner Amordnung gibt auch das aus
den n Grofen a,, ay, ..., a, gebildete Differenzenprodukt
(vgl. § 4 dieses Kapitels bei der Vandermondeschen oder
Cauchyschen Determinante, S. 68)

A(al,n2,...,a”)=]](aj—ca‘) @G>

nn—1)
2
Anordnung der ersten » Zahlen 1, 2, ..., n, so gehort die
Anordnung z,, @y, ..., z, in die erste (zweite) Klasse, falls
der Quotient

aus Faktoren AufschluB. Ist z;, y, ..., #, irgendeine

éﬁvf'ﬂ' 22 ',',:',cn)
AL, 2, oy )

den Wert + 1 (— 1) hat. Die durch die Anordnung auf
obige Weise bestimmte Zahl + 1 heift der Modul der An-
ordnung; sie ist fiir die Determinantentheorie von groBter
Wichtigkeit. Der Modul der Anordnung z,, @, ..., ¢, kann
auch auf folgende Weise bestimmt werden: er hat den Wert

(— 1)*~", wenn die Permutation

( 128

B Ty ot mn)
als Produkt r zyklischer Faktoren, von denen keine zwei ein
Element gemeinsam haben, dargestellt werden kann; hierbei
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sind auch die eingliedrigen Zykeln mitzurechnen (vgl. Kap. III).
Alle angefiihrten Sitze finden sich bereits bei Cauchy, J. e
polyt., Cah. 17, 29 (1815), Fuvres (2) 1, 91ff. Von neueren
Darstellungen vgl. man etwa Kronecker, Vorl. iib. d. Theorie
d. Determinanten, herausg. von Hensel, Leipzig 1903, S. 299.

/
Es gibt 7—121 Anordnungen der ersten Klasse und ebensoviele
der zweiten Klasse.

Die Anzahl der verschiedenen Anordnungen von n Ele-

menten, unter denen a gleiche einer Art, b gleiche einer zweiten
n!
rblel ...

Die Anzahl der verschiedenen Arten, auf die man unter »
gegebenen Gegenstiinden % auswiihlen kann, ohne die Reihen-
folge zu beriicksichtigen, in der die % Dinge gewiihlt werden,
heiBt die Anzahl der einfachen Kombinationen der n Gegenstinde
zur k¥ Klasse. Die Bezeichnung geht auf Blaise Pascal
zuriick, der von multitude des combinaisons de % dans » spricht
(Usage du triangle arithmétique, Paris 1665, (Euvres b, 25
(1779), Cantor, Vorl. iiber Geschichte der Mathematik, 2. Aufl.,
Leipzig 1900, 2, 752).

Die fragliche Anzahl betrigt

c =’{l(n—1)(’)1,—2)4..(11——’{-{:_1)._ ('n).

Art usw. vorkommen, ist A

mk 1.2.3. .. % C\k
n!
Y CE
Hieraus ergiebt sich unmittelbar der Satz:
Cn,k =i On,n—l:'

Die Zahl (’]Z) liBt sich auch als die Anzahl der ver-
schiedenen Mengen definieren, die man erhilt, wenn man aus
n verschiedenen Dingen Mengen von je k& Dingen bildet. Da in

keiner der (Z

spricht man von Kombinationen wvon n Dingen zu je k ohne
Wiederholung.

Wenn in den Kombinationen jedes Element wiederholt
werden kann, so erhiilt man die Kombinationen mit Wiederholung.
Die Anzahl der Mengen von je k Zahlen, die nur die Zahlen
1,2, 3,...,n, die gleiche Zahl aber auch wiederholt, ent-
halten, oder, wie man auch sagt, die Anzakl der Kombinationen
von n Dingen zu je k mit Wiederholung, ist:

) Mengen ein Gegenstand mehrfach auftritt, so
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ot bR AR e

nk 1.2. ...(k—1)k
(n4k—1)! n4+k—1
e L'(n—l)' b Cn+k 1 k=( k )

Vertauscht man die Elemente der einzelnen Kombinationen auf
alle moglichen Weisen, so erhilt man die Variationen. Die Anzahl
der verschiedenen Arten, auf die man % Gegenstinde, die man
beliebig unter » gegebenen Gegenstiinden auswihlt (/ < n), auf &
feste Plitze verteilen kann, heiBt die Anzahl der einfachen Varia-
tionen der n Gegenstimde zwr k*" Klasse. Ihre Anzahl betrigt

Dy=n(m—1)--(n—k+1) =t = (}) .

Fir & = »n werden die Variationen zu Permutationen. Wenn in

den Variationen jedes Element wiederholt werden darf, so er-

hélt man die Variationen mit Wiederholung. Thre Anzahl ist
Vi) £

n,,‘=n.

Die Zahlen C, ,= (Z) nennt man auch die Binomial-

koeffizienten, weil sie die numerischen Koeffizienten der verschie-
denen Glieder in der Entwicklung der Potenz eines Binoms sind:

(a + b =a" + (:L) (e (Z) a"=2p® 4
e

Séimtliche Binomialkoeffizienten lassen sich mittels des
sogenannten Blaise Pascalschen arithmetischen Dreiecks (Traité
du triangle arithmétique, Paris 1665, (Euvres B, 1 (1779))

1
1541
157, 250 sl
17 3 a3l
1. 447 60 & 05l
145 £107 0SB e

..........

bilden. Man erhilt die Zahlen einer Zeile durch Addition der
beiden in der vorhergehenden Zeile unmittelbar iiber ihnen
stehenden. Die Zahlen der » -+ 1'" Horizontalreihe geben die
Binomialkoeffizienten der Entwicklung von (@ + b)". Das Pascal-
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§ 1. Die Binomialkoefﬁ;ienten. 47

sche Dreieck findet sich iibrigens schon in einer chinesischen
Schrift des 14. Jahrhunderts (Tropfke, Geschichte der Elementar-
Mathematik 2, 326, Leipzig 1903).

Bei dem Symbol (:) nennen wir # die Basis und &k den

Index. Das Symbol (Z), das bis jetzt nur fiir ganzzahlige posi-
tive » und k verwandt wurde, behilt auch fiir beliebige reelle und

komplexe n einen Sinn; (:}) sei als 1 definiert. Es ist

—n\ w Mm+Ek—1
R = ot
und im besonderen
— 1
EGS:
Die Binomialkoeffizienten mit ganzen negativen Zahlen als Basis
sind, abgesehen vom Vorzeichen, die in einer Diagonale stehenden
Zahlen des Pascalschen arithmetischen Dreiecks.

Fiir beliebige m wund n gilt das Additionstheorem der
Binomialkoeffizienten :

(") =G @+ G+ 2a) )+ + () ()

(Euler, Acta Acad. Petrop. V (1781), 8. 74.) Fiir m =1 er-
hilt man die grundlegende Eigenschaft des Pascalschen Dreiecks:

g Tl o e

k

(Michael Stifel, Arithmetica integra, Niirnberg 1544, zu vgl.
M. Cantor, Vorl. diber Geschickte d. Math. 2, 433). Fir
= — 1 wird:

(7)== 0+ ()= -+ -0 )
Fiir ganzzahlige positive r <k ist (I:) = 0; daher ergibt sich
fiir ganzzahlige positive n = & aus der letzten Formel:
0=)=()+G) -G cor-()-

Fiir ganzzahlige positive » sei noch angefiihrt

—
",

A O=2 (=0
)
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48 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

ferner die aus dem Additionstheorem der Binomialkoeffizienten
fiir ganzzahlige positive n = m = k sich ergebende Formel:

(W o+ (o ) it )
Aus
(a4 b)) =a"+ (?) a—1b + (:) A AR T (") b

n,

folgt durch Spezialisierung fiir a = b = 1:
e () () £k )

Fiir ganzzahlige n gelten ferner die Formeln:

(D63 (F)+6 1) (7 o= () ) -0
1= (1) + ) - ) 0 G

ist gleich (— 1)%(7_3’) fiir gerade 7 und O fiir ungerade ».

2
Eine Sammlung von Summenformeln fiir die Binomial-

koeffizienten gibt J. G. Hagen in seiner Synopsis der hiheren
Mathematik 1, 64, Berlin 1891. Man vgl. hierzu auch
das letzte Kapitel in dem ZLehrbuch der Kombinatorik von
E. Netto (ZTeubners Sammiung 7, Leipzig 1901), das eine
sehr vollstindige Behandlung aller Fragen der Kombinatorik
liefert. Als iltere ausfiihrliche Darstellung der Kombinations-
lehre sei der zweite Teil der schon oben zitierten Ars con-
Jjectandi von J. Bernoulli genannt. Vorgiinger von J. Bernoulli,
die sich mit Kombinatorik beschiftigt haben, sind Bl. Pascal
(Traité du triangle arithmetique, 1665), Leibniz (Dissertatio de
arte combinatoria, 1666, zu vgl. Cantor, Vorles. iiber Geschichte
d. Math., 2. Aufl, 1901, 3, 43 u. folg.), Wallis (Z'reatise of
algebra, 1685).

Fiir die Binomialkoeffizienten mit der Basis — 4 gelten die
bemerkenswerten Ausdriicke:

Cial— =5 - dCTNGT
Ca=—vis et v

Uber aus Binomialkoeffizienten gebildete Determinanten
vgl. dieses Kapitel, § 4, ferner Pascal, die Determinanten
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§ 1. Die Polygonal- und Pyramidalzahlen. 49

(Teubners Sammlung 3, Leipzig 1900, S. 132), Netto, Lehrb.
der Kombinatorik, S. 256.

Eine ganze positive Zahl N lift sich immer und nur auf
eine eimzige Art als Summe wvon n Binomialkoeffizienten aus-
driicken, deren Indices gegeben sind wnd aus den natiirlichen
Zahlen von 1 bis n bestehen, wdhrend von ihren Basen diejenige
die kleinere ist, die zu einem Kkleineren Index gehort, d. h. die
Formel:

W ()4 ()44 () E<an

hat immer eine und nur eine Auflésung in ganzen positiven
Zahlen x,, =g, ..., ,.
Bezeichnet man mit dem Symbol

n
[+ ]
die Zahl ("+l’§_l), so erhiilt man den weiteren Satz:
Wenn eine ganze positive Zahl N gegeben ist, so hat die

Formel: .
2 3
N=|:a;,]+[x,:|+.”+ 4 ]’

x'l
in der
T < &g 4

ist, vmmer nur eine Auflisung in ganzen positiven Zahlen
Iy, &g,y ..., %,. (Vgl. Pascal, Giorn. di mat. 25, 48 (1887).)

n

Verallgemeinert man die Konstruktion des Pascalschen
arithmetischen Dreiecks, so gelangt man zu den Polygonal- und
Pyramidalzahlen.

Man bilde das Dreieck:

ol il
6 1440 1
d 14+2d0 240 1
0 14+3d 3+30 340 1
0 14+40 4+6d 6+40 440 1
in dem jedes Element einer Zeile durch Addition der beiden
Pascal, Repertorium. I 2. Aufl. 4
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in der vorhergehenden Zeile iiber ihm stehenden Elemente er-
halten wird. Fiir 0 = 1 wird dieses Dreieck zum Pascalschen.
Wenn man als erste Diagonale die der Elemente d ansieht,

so sind die in der dritten Diagonale stehenden Elemente fiir
0 = 1 die Dreiecks- oder Trigonalzahlen, fir 0 = 2 die Vierecks-
oder Quadratzahlen usw., fixr § =k — 2 die k-Eckszahlen. Diese
Zahlen heiflen auch Polygonalzahlen. Der Name stammt daher,
daB man ihre Einheiten in der Form eines reguliren Polygons
anordnen kann. Die m' der k-Eckszahlen wird durch die Formel
gm[k—2)m— k=)= (7)+x—2)(3)

(k Anzahl der Polygonseiten, m Seitenliinge, ausgedriickt in der

Anzahl von Punkten, die auf der Seite liegen)

gegeben; die Summe der ersten m der k-Eckszahlen betrigt:
tm(m41)-[(m—1)-(k—2)+ 3].

Die Polygonalzahlen sollen altpythagoriischen Ursprungs
sein; mit ihnen beschiiftigt haben sich jedenfalls schon Hypsikles
(200—100 v. Chr.) und der Neupythagorier Nikomachus
(etwa 100 n. Chr.); von Diophant, dem Vater der Arith-
metik, existiert eine kleine Abhandlung iiber die Polygonal-
zahlen (deutsche Ausgabe von G. Wertheim, die Arithmetik w.
die Schrift iiber Polygonalzahlen des Diophantus von Alexandria,
Leipzig 1890).

Jede ganze positive Zahl Uit sich als Summe von k k-Ecks-
zahlen darstellen. Diesen von P. Fermat (Observations sur
Diophante, Buvres de Fermat, publ. par Tannery (1891) 1, 305,
vgl. die oben zitierte Schrift von Wertheim, S. 162) in seinem
Exemplar der Diophantausgabe (1621) von Bachet de Méziriac
mit der Bemerkung ,propositionem pulcherrimam et maxime
generalem“ ohne Beweis angegebenen Satz hat fir & — 3 (die
Dreieckszahlen) zum ersten Male GauB in den Disquisitiones
arithmeticac, Art. 293 (Leipzig 1801), Ges. Werke 1, 348,
streng bewiesen. DaB jede ganze Zahl als Summe von 4 Quadrat-
zahlen darstellbar ist — ein wohl zuerst von Bachet de
Méziriac erwithntes Theorem —, wurde von Lagrange (Nowv.
Meém. de Vacad. de Berlin 1770, S. 123, @uwvres 3, 189;
dann von Euler (Acta Acad. Petrop., 1777, pars II, S. 48),
sowie von GauB, a. a. O., bewiesen. Den allgemeinen Fermat-
schen Satz hat zuerst Cauchy (Mém. de Uinstitut de Paris
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§ 1. Die figurierten Zahlen, Die Polynomialkoeffizienten. 51

14, année 1813—15, 8. 177, (Huwres (2) 6, 320) bewiesen
und ihn dabei auf folgende Weise priizisiert:

Jede gamze positive Zahl kann als Summe von k k-Ecks-
zahlen dargestellt werden, von denen nur vier von 0 oder 1 wver-
schiedene Werte zu haben brauchen. (Modifizierter Beweis bei
Legendre, ZThéorie des nombres (1830) 2, 340—356. Zu
vgl. Bachmann, die Arithmetil der quadratischen Formen,
Leipzig 1898, S. 154 ff.)

Die k-Eckszahlen, durch die Null ergiinzt:

B L L =2 S48 4 eR—0 i

bilden eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung, d. h. die Reihe
ihrer Differenzen:

1,14+ %k—2),14+2(*k—2),14+3%k—2), ...
ist eine arithmetische Reihe erster Ordnung, die mit 1 beginnt
und die Zahl k¥ — 2 zur Differenz zweier Nachbarglieder hat.

Die in der wierten Diagonale stehenden Zahlen des oben
stehenden Dreiecks sind fiir 0 = 1 die dreiseitigen Pyramidal-
oder Telraedralzahlen, fir 0 = 2 die vierseitigen Pyramidal-
zahlen usw., fir § =k — 2 die k-seitigen Pyramidalzahlen. Wie
die Polygonalzahlen als Summen von Punkten bei reguliiren
Vielecken, so sind die Pyramidalzahlen geometrisch durch die
Lagerung von Kugeln in Pyramiden zu finden.

Die k-seitigen Pyramidalzahlen bilden eine arithmetische
Reihe dritter Ordnung, die Reihe ihrer Differenzen liefert die
k-Eckszahlen.

Die m'™ der k-seitigen Pyramidalzahlen lautet:

y ) m-,1 oy (M4 1
fmOn+ 1) [3+(m—1) (—2)] = (") HE—2)- (")
Die Summe der ersten m der k-seitigen Pyramidalzahlen betriigt:

Aln-+2) (-t OmL(m—1)(-2)+-41= (") -2 ()

An die eingefiihrten Pyramidalzahlen, die von der ersten Ord-
nung heiBlen, schlieBen sich solche hioherer Ordnung, wenn man
weitergehend arithmetische Reihen vierter, fiinfter usw. Ordnung
einfiithrt oder, anders ausgedriickt, die in der fiinften, sechsten usw.
Diagonale stehenden Zahlen des obigen Dreiecks betrachtet.

Die Binomialkoeffizienten (m +]f ik 1) heiBlen figurierte
4‘
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52 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

Zahlen. Die fiir k= 2 sich ergebende Zahlenreihe (m;{-l)
liefert die Dreieckszahlen: 1, 3, 6, 10, 15, . ...

Die Zahlenreihe ("‘;”) stellt die dreiseitigen Pyramidal-

zahlen dar.
Uber figurierte Zahlen vgl. Jacob Bernoullis Ars con-
Jjectandi, Teil II, Kap. ITL

Eine Verallgemeinerung der Binomialkoeffizienten sind auch
die Polynomialkoeffizienten. Auf sie fithrt die Betrachtung der
positiven ganzzahligen #'" Potenz eines Polynoms. Es ist:

(0 + ag + - +a) =2 (k, i n ky_,) alrah. . al.

In der Summe haben %, ky, ..., k, alle ganzzahligen
positiven oder verschwindenden Werte zu durchlaufen, die der
Bedingung %, + %y + --- 4+ k, = n geniigen. Die numerischen

Koeffizienten ( o

Ek " )heiBen Polynomialkoeffizienten. Es ist
R o

s Kb §

( n >~ ”!_-
T B iy R e

Die Polynomialkoeffizienten lassen sich durch Binomialkoeffizienten
ausdriicken wmittels der Formel:

( n )_(n>‘(n—kl).(n—kl——k3)” (n—kl—k,...—k,,_,).
e T L Y ky )

§ 2. Historisches und Allgemeines iiber Determinanten.

Die erste Idee zu jenen Bildungen, die man heute Deter-
minanten nennt, stammt von Leibniz (zu vgl. Cantor, Vorl. iiber
Gesch. der Math., 2. Aufl., 1901, 3,110). Eigentlicher Begriinder der
Determinantentheorie ist Gabriel Cramer, der bei dem Problem
der Auflosung eines Systems linearer homogener Gleichungen
in seiner Introduction i Uanalyse des lignes courbes (Genf 1750)
auf die Determinanten gefiihrt wurde (zu vgl. Cantor 3, 607).
An Cramer kniipften Bézout, Vandermonde und Laplace
an. Lagrange verwandte bei geometrischen Problemen (Sur
les pyramides (1773), (Euvres 3, 661) weitgehend Deter-
minanten. Das Wort , determinans® ist von GauB (Disquisitiones
arithmeticae (1801), Sectio 5, Artikel 154 u. 267) gepriigt, aber
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§ 2. Historisches und Allgemeines iiber Determinanten. 53

dort nur speziell fiir die Determinante einer quadratischen Form
von 2 und 3 Variablen verwandt worden. Eine vollstindige
Darstellung der Determinantensitze um ihrer selbst willen
gab Cauchy in einer grundlegenden Abhandlung, J. éc. polyt.,
Cah. 17, 29 (1815), (Guvres (2) 1, 91; er bezeichnete die von
uns sogenannten Determinanten mit déterminant, spiter aber
auch mit résultant oder fonction alternée. Allgemein iiblich
wurde die Bezeichnung ,Determinante* durch Jacobis funda-
mentale Arbeit ,,De formatione et proprietatibus determinantiuvm*
(Journ. f. Math. 22,285 (1841), Ges.Werke 3, 355, deutsche Aus-
gabe mit Anm. von Stickel in Ostwalds K lasszﬁem der exakten
Wiss. No. 77).

Abgesehen von der 1851 erstmalig erschienenen Monographie
von Spottiswoode, Jowrn. f. Math. 51,209 (1856) ist Brioschis
Teorica dei determinanti das erste Werk iiber Determinanten
(Pavia1854). Wir zitieren weiter das Handbuch von Rich.Baltzer,
Theorie w. Anwendung d. Determinanten (Leipzig 1857—1881,
1.—5. Aufl.), Trudi, Zeoria dei determinanti e loro applicazioni,
Napoli 1862, P. Gordan, Vorl. iiber Invariantentheorie, Bd. 1:
Determinanten, Leipzig 1885, 8. Giinther, Determinanten,
1875—77,1.—2. Aufl,, Kronecker, Vorl. iib. d. T'hcorie d. Deter-
minanten, herausg. von Hensel, Leipzig 1903, E. Pascal,
I determinanti, Mailand 1896, deutsche,Ausg. von Leitzmann in
Teubners Sammlung 3 (1900), R. F. Scott, The theory of deter-
minants and their applications. Second ed. by Mathews 1904.
Eine sehr genaue Aufstellung aller iiber Determinanten bis
1900 erschienenen Schriften findet man bei Th. Muir, Quarterly
Jowrn. 18, 21, 36, eine eingehende historische Behandlung bis
zum Jahre 1841 in dem Werke desselben Verf, The theory of
determinants i the historical order of development. London 1906.
SchlieBlich sei noch auf den Artikel , Deferminanten' von Netto
in der Enzyklopiidie der math. Wiss., Bd. 1, sowie dessen fran-
zosische Bearbeitung von Vogt in der Encyclopédie des sciences
math. verwiesen.

Irgend ein System von #? GréBen, die in einem quadra-
tischen Schema angeordnet sind wund in ihrer Gesamtheit
aufgefat werden sollen, nennt man eine quadratische Matrix.
(Der Name bei A. Cayley, Journ. f. Math. 50, 282 (1855),
Coll. math. papers, Cambridge 1889, 2, 185; der Idee nach
bereits bei Euler, Nov. Comm. Petrop. 15, 75 (1771).) Wir
betrachten die quadratische Matrix:
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i Gyy Gyg .o Oy,

e e T EE R
| Apy Oy s Opg !

Man bilde alle %! Produkte vom Typus:

alrl a2r, RIS anr,,’
bei denen 7y, 7y, ..., 7, jede Anordnung der Zahlen 1, 2, ..., n
darstellt, und lege jedem solchen Produkt das Vorzeichen -
oder — bei, je nachdem die Anordnung der Indices 7, 79, ..., 7,

zur ersten oder zweiten Klasse (zu vgl. S. 44) gehort. Die
algebraische Summe der »! auf diese Weise erhaltenen Produkte
heiBt die Determinante der n* Grifen a,, und wird durch das
Symbol :

| ayy @45 ... a4y, |
| Ggq Ggg ... Gy,
anl an?"‘arm

(Cayley (1841), Coll. math. papers 1, 1),
oder
D'+ ayy ayy ... a,, (Cauchy, Jacobi)

oder
Iaikl (G k=1,2,...,n)

(Henry J. St. Smith (1862), Coll. math. papers, Oxford 1894,
1, 229, Kronecker)
bezeichnet.

Alle Grofen a der quadratischen Matrix mit dem gleichen
ersten Index stehen in der niimlichen Zeile (Horizontalreihe),
alle a mit dem gleichen zweiten Index in der nimlichen
Kolonne (Spalte, Vertikalreihe). Der gemeinsame Name fiir Zeile
oder Kolonne ist Reihe.

Die Zahl n heifit der Grad oder die Ordnumg der Deter- .
minante; die GroBen a,, heillen ihre Elemente. Im besonderen
nennt man a,q, dgy, ..., a,, die n Hauptelemente, ihr Produkt
ayy Ggg ... a,, das Hauplglied der Determinante; die aus den
Hauptelementen bestehende Diagonale der quadratischen Matrix
heiBft die Hauptdiagonale. Zwei Elemente a;, und a,, der Deter-
minante, die sich nur durch die Reihenfolge ihrer Indices unter-
scheiden, heiflen konjugierte Elemente.
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§ 2. Historisches und Allgemeines iiber Determinanten.  5b

Die Determinante | a,; | kann als Funktion der n* quadratisch
geordnceten  Elemente a;, durch folgende drei charakteristische
FEigenschaften eindeutig definiert werden:

1. sie ist eine ganze, lineare, homogene Funmktion der Ele-
mente jeder Zeile,

2. sie dndert nur ihr Vorzeichen, wenn man irgend gwei
Zeilen miteinander vertauscht,

3. wenn = Qg9 = -+ = a,, = 1 und alle anderen Ele-
mente 0 gesetzt werden, nimmt sie den Wert 1 an. Statt der
zweiten Eigenschaft geniigt die Voraussetzung, daB die Funktion
verschwinden soll, wenn irgend zwei Zeilen iibereinstimmen.
(WeierstraB, Ges. Werke 3, 271: Zur Determinantentheorie.
Kronecker, 17. Vorlesung. Frobenius, Jowrn. f. Math.
129, 179 (1905).)

Die Determinanten lassen sich auch mit Hilfe der GraB-
mannschen Ausdehnungslehre definieren (vgl. H. GraBmann,
Ges. math. Werke I,, herausg. von F. Engel, Leipzig 1896,
S. 43 und 400, ferner Scott, The theory of determinants).

Wenn in einer Determinante alle Elemente einer Reihe Null
sind, so ist die Determinante Null.

Der Wert einer Determinante bleibt wngedndert, wenn man
sie wmstiirzt, d. h. Zeilen und Kolonnen wmiteinander vertauscht.

Vertauscht man in einer Determinante zwei parallele Reihen
miteinander, so dndert die Determinante nwr ihr Vorzeichen.
FEine Determinante mit zwei identischen Parallelreihen ist Null.

Eine Determinante wird mit einer Zahl k multipliziert, indem
man die Elemente einer Reihe mit I multipliziert.

Andert man das Vorzeichen aller Elemente, fiir welche die
Summe der Indices eine ungerade Zahl ist, so dndert sich der
Wert der Determinante nicht. Multipliziert man jedes Flement a;,
der Determinante mit p*—*, wobei p eine beliebige Zahl bedeutet,
s0 behdlt die Determinante ihren Wert.

FEine Determinante ist Null, wenn die Elemente einer Reihe
die mdamlichen Vielfachen der Elemente eciner zw thr parallelen
Reihe sind.

Eine Determinante verschwindet, wenn die FElemente einer
Reihe die nimlichen linearen Kombinationen der Elemente von
Parallelreihen sind, und wmgekehrt.

Der Wert einer Determinante dndert sich wicht, wenn man
e den FElementen einer Reihe ein und dasselbe Vielfache der

h n men ] - rei inzufiigt.
emtsprechenden Elemente einer Parallelreihe hmTuée ;i F‘r\(('_ZNY
(;AQ\NFT MA o warszawshiogl
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H6 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

Eine Determinante, in der die Elemente ciner Reihe Aggre-
gate von m Gliedern sind, ist der Summe von m Determinanten
gleich; diese stimmen mit der wrspriinglichen Determinante villig
iiberein, nur in der Reihe mit den Aggregaten stehen die einzelnen
Summanden.

Wenn man in einer quadratischen Matrix vom #*" Grade
m Zeilen und m Kolonnen weglifBit, so bleibt eine quadratische
Matrix vom Grade n — m iibrig; die durch eine solche Matrix
dargestellte Determinante heiit ein Minor oder eine Sub-
determinante oder eine Unterdeterminante oder eine Partial-
determinante n — m*" Grades. Wenn ihre in der Hauptdiagonale
stehenden Elemente nur Elemente aus der Hauptdiagonale der
ganzen Determinante sind, so bezeichnet man sie als eine
Hauptunterdeterminante.

2
Es gibt (:;) Unterdcterminanten. (n — m)*" Grades und

ebensoviele m*" Grades, hiervon sind (Z) Hauptunterdeterminanten.

Bildet man bei einer Unterdeterminante m'*® Grades

=)
2 :t a.’h Ay a.”1 by oo a?m"m’

bei der die Ordnungszahlen der Zeilen und Kolonnen in ihrer
arithmetischen Reihe aufeinanderfolgen:

<0< <Gy Iy <hg<hg -+ <hy),
die Summe der Indices
J=g+g+--Fg,+MW+b+ -+ h,,

so heiBt diese Zahl der Index der betreffenden Unterdeterminante
(Kroneckers Vorl., S. 326); bei Trudi (Zeoria dei determinanti,
S. 17) fiihrt sie den Namen Charakteristik.

Eine Unterdeterminante ist gerader oder wungerader Klasse,
je nachdem ihr Index eine gerade oder ungerade Zahl ist.
Zu jeder m reihigen Unterdeterminante

2 i Qg by Ogyhy - - - aym"u
ehort eine n — m reihige
g g
2 :t agm +1"m+1 a-"m +2hm o G ISR Y a-”n u;

sie wird durch Unterdriicken der Zeilen und Kolonnen, aus
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§ 2. Historisches und Allgemeines iiber Determinanten. H7

denen die erste Determinante besteht, gebildet. Die Zahlen

I11 929 -+ 1 Imy Ims1y -+ 3 In
und

. Teisihigy) <« ip bR e s b

(I < gy » 0 it T A dy
Bl Wy <Ry T AL LR A

sind, von der Reihenfolge abgesehen, die Zahlen 1, 2, ..., n.
Diese beiden Unterdeterminanten heiBen adjungiert oder kom-
plementdr zueinander. Die Indices komplementirer Determinanten
sind entweder beide gerade oder beide ungerade Zahlen.

Die algebraische Adjungierte oder das algebraische Kom-
plement (viele Autoren verwenden auch die Bezeichnung adjun-
giert oder komplementir im Sinne von algebraischer Adjungierten
oder algebraischem Komplement) einer Unterdeterminante ist die
2u der gegebenen Unterdeterminante komplementire oder adjun-
gierte mit dem positiven oder negativen Vorzeichen, je nachdem
ihr Index eine gerade oder ungerade Zahl ist.

Die algebraische Adjungierte oder das algebraische Kom-
plement der Determinante

o
2 j—_— agl by ag,;., T ay...’lm

n

ist demnach
e 1)12 X g, 41 41 B 4 2hm 2  Ponn
das heit der Faktor von
Qgy by Agy by« = Agy by,
in der Entwicklung der wrspriinglichen Determinante A.

Sieht man die #* GroBen a;, als unabhiingige Variablen an,
so kann die algebraische Adjungierte von

2 i Qg by gy by » - - Qgpy by
in der Form eines partiellen Differentialquotienten, néimlich
a’"LA
N aa.‘h"laagal’:'..aaﬂmh
geschrieben werden.

b
m

Jede Determinante ist gleich der Summe der Produkte simt-
licher in m Zeilen oder Kolonnen enthaltener (:;) m-rethiger Unter-

determinanten und ihrer algebraischen Adjungierten (sogenannter
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H8 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices,

Zerlegungssatz von Laplace, Recherches sur le caleul intégral
et sur le systeme du monde, Hist. de Vacad. des sciences 1772,
(Fuvres 8, 401, Paris 1894. Er findet sich in speziellerer
Form bei Vandermonde in einer Laplaces Aufsatz unmittelbar
voraufgehenden Abhandlung, Sur Uélimination, deutsche Ausg.,
Berlin 1888, S. 96). Betreffs des Laplaceschen Zerlegungssatzes
vgl. auch § 11 dieses Kapitels.

Die Summe der Produlte der in m Reihen enthaltenen Unter-
determinanten und der algebraischen Adjungierten der entsprechenden
Unterdeterminanten, dic aus anderen m Parallelreihen entnommen
sind, ist Null.

Aus diesen Sitzen folgt fiir m = 1: Ist A;, dic algebraische
Adjungierte des Elementes a;, der Determinante A, so gelten die
Relationen:

Ay Ay + agdoy + - o0 Ay, = 045 hk=12
Gy Ay + G Ay + o+ 0 Ay, = 0y A5 Bk=12.m
d;, ist das Kroneckersche Symbol, das fiir i =L den Wert 1,

fiir i Z k den Wert 0 hat (Kronecker, Jowrn. f. Math. 68, 276
(1868), Ges. Werke 1, 150).

Aus dem Laplaceschen Satz ergibt sich:

FEine Determinante n'" Grades, bei der alle FElemente, die
m Zeilen (Kolonnen) mit n — m Kolonnen (Zeilen) gemeinsam
haben, verschwinden, ist das Produkt einer Determinante n — m*"
Grades und einer m*" Grades.

Eine Determinante n** Grades, bei der alle Elemente, die
m Zeilen (Kolonmen) mit mehr als n — m Kolonmen (Zeilen)
gemeimsam haben, verschwinden, ist Null.

Das Produkt zweier Determinanten gleichen Grades, von
denen die eine a,,, die andere b, zu Elementen hat, lapt sich
in Form einer Determinante gleichen Grades mit den Elementen c,,
schreiben, wobei c;, einem der vier Ausdriicke:

Cip = G;yby 4905, + - + 5,0,

(Komposition der Zeilen von 4 mit den Kolonnen von B)
Cip = y1bpy + U500 o + 0, b1

(Komposition der Zeilen von 4 mit den Zeilen von B)

Cip = Oy by + 89 bpg 10 + by

(Komposition der Kolonnen von A mit den Zeilen von B)
Cip =Gy by g, b+ + @, b,

{Komposition der Kolonnen von A mit den Kolonnen von B)
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§ 2. Historisches_und Allgemeines iiber Determinanten. Hh9

gleich sein kann. (Multiplikationssatz von Cawchy und Binet,
J. ée. polyt, Cah. 17, 81 u. 111 (1815), Cah. 16, 287 (1813).
Vgl. den auf die charakteristischen Eigenschaften der Deter-
minante gegriindeten Beweis in WeierstraB’ Werken 3, 283,
ferner den Beweis in H. GraBmanns Werken I, 400.)

Durch Hinzuftigen von Zeilen und Kolonnen liBt sich der
Grad einer Determinante erhohen. In der Hauptdiagonale sind
lauter Einser und an den noch freien Plitzen auf der einen Seite
der Diagonale lauter Nullen, auf der anderen Seite beliebige
Groflen beizufiigen.

Hat man zwei Determinanten ungleichen Grades miteinander
zu multiplizieren, so bringe man die von niedrigerem Grade
auf denselben Grad wie die andere.

Ein nach Zeilen und Kolonnen rechteckig geordnetes System
von Elementen:

!{ By Qg .-- G, |
|
o B RS Tl Y
s
: ‘

);; 2 ‘

[Barieans S
abgekiirzt§geschrieben:

H “ik” (=18,.. m5 k=1,2,...,n),

heiBt eine rechteckige Matriz von m Zeilen und »n Kolonnen. Der
erste Index der Elemente a,, charakterisiert die Zeile, der
zweite die Kolonne.

Die Definition einer Determinante durch charakteristische
Eigenschaften lift sich auf rechieckige Matrices erweitern. Hat
man eine rechteckige Matrix von m Zeilen und 7 Kolonnen mit
den Elementen

. (F=1,9 .y my =13 <)
so ist jede Funktion der nm Elemente a,,, die

1. in bezug auf die Elemente jeder Zeile der nm rechteckig
geordneten Groflen a,, eine ganze, lineare, homogene Funktion
ist, und

2. nur ihr Vorzeichen wechselt, wenn man irgend zwei
Zeilen miteinander vertauscht,
eine lineare homogene Verbindung mit konstanten Koeffizienten
der Determinanten m*™ Grades, die man aus der gegebenen Matrix
bilden kann. Fiir m > n liefert die Matrix keine Determinante
m®® Grades; die gesuchte Funktion ist Null. Fiir m =n er-

www.rcin.org.pl



60 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

hilt man die mit einem von den Grifen @ unabhingigen Faktor
multiplizierte Determinante der »® GroBen; die Festlegung der
Koustanten geschieht in diesem Fall durch die auf S. 55 er-
wihnte dritte Bedingung (vgl. Frobenius, Jowrn. f. Math.
129, 179 (1905), Hensel, ebenda 126, 73 (1903), Kronecker,
18. Vorles.).

Die angegebene Definition kann zum Beweis des oben er-
wihnten Laplaceschen Zerlegungssatzes und des erweiterten
Multiplikationstheorems (siehe unten) dienen.

Hat man zwei rechteckige Matrices mit m Zeilen und
n Kolonnen und stellt die Summe der Produkte der Elemente
einer Zeile der einen Matrix und der entsprechenden Elemente
einer Zeile der anderen Matrix her, so ergeben sich m? GroBen.
Diese bilden, wenn man sie in eine quadratische Matrix ordnet,
eine Determinante m'" Grades; sie heiBt das Zeilenprodukt
der beiden rechteckigen Maitrices.

Erweiterter Multiplikationssatz :

Das Zeilenprodukt zweier rechteckiger Matrices von m Zeilen
und n Kolonnen ist fiir m < n gleich der Summe der Produkte
der Determinanten m*" Grades, die in der cinen Matrixz enthalten
sind, in die entsprechenden Determinanten m*" Grades der anderen
Matriz (Cauchy u. Binet), hingegen fiir m >mn gleich Null
(Jacobi, de formatione et proprietatibus determinantium, Art. 13
u 14).

}ede Unterdeterminante einer Determinante, die das Prodult
zweier Determinanten ist, kann als Zeilenprodukt zweier recht-
eckiger Matrices angesehen werden. Ist also

e a;.b (5 k=1,% ... m),

so ist die Determinante:
2 :t c.’/u hy c.(h hy o o8 cymhm

das Zeilenprodukt der zwei rechteckigen Matrices:

w] Ag1 Qg2 ... Qg pn | i blh, b2h, ot il Byl
Il [ |
'i agz.l Qg2 .« .. Qg n and i b”z, bg;,’ 8 o b,, hy ‘I!
Il A | |
st | | ‘
Il a'gml a9m2 o a.‘/m n || | bl"m b2"m o b"”m

Die Determinante D), deren Elemente A, die algebraischen
Adjungierten der Elemente a,, einer gegebenen Determinante A
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§ 2. Historisches und Allgemeines iiber Determinanten. 61

sind, heiBt nach Cauchy (J. éc. polyt, Cah. 17, 64 (1815),
(Euvres (2) 1, 125) im AnschluB an GauB8’ Disquisitiones arith-
meticae, Art. 267 u. 268, die zur gegebenen adjungierte Deter-
minante.

Die adjungierte Determinante einer Determinante n*" Grades
ist die n — 1 Potenz der wrspriinglichen (Cauchy, a. a. O,
S. 82, im speziellen Fall n = 3 bereits bei Lagrange (1773),
(Ewvres 3, 665, sowie bei GauB, Disquisitiones arithmeticae,
Art. 267).

Nennt man zwei Unterdeterminanten der Determinante A4
und ihrver adjungierten D, die aus den gleichen Zeilen und
Kolonnen von 4 und D gebildet sind, einander entsprechend, so
laBt sich sagen:

Eine beliebige in D enthaltene Unterdeterminante D; vom
m*® Grade ist gleich der m — 1" Potenz der wrspriinglichen
Determinante, multipliziert mit derjenigen Unterdeterminante von A,
die der algebraischen Adjungierten von D, entspricht; also:

m
St 4 Ags, - A s, = A1 05 —

aam Iy gayz": i aagm"m

(Vgl. § 11 dieses Kapitels. Jacobi, Formel 12 des Art. 11 de
formatione et proprietatibus determinantium, vorher (1834) im
Jowrn. f. Math. 12, 9, Ges. Werke 3, 201.)

Fir m =n — 1 folgt:

Die algebraische Adjungierte eines Elementes A;, von D ist
gleich a,,, multipliziert mit der n — 2** Potenz von A.

kL

04,

Fiir m = 2 ergibt die Jacobische Formel die hiufig ver-
wandte Relation:

L n—2,
=4 @y

A.’h hlAgl hy | . oA

AF:":AH'A": i aagl ”laayz”z

Aus den Cauchy-Jacobischen Resultaten folgt:

Wenn eine Determinante den Wert Null hat, so werden auch
thre adjungierte Determinante sowie deren simitliche Unterdeter-
minanten zweiten wund hoheren Grades Null.

Multipliziert man zwei Determinanten und ihre adjungierten
Determinanten auf analoge Weise, so ist das zweite Produkt die
adjungierte Determinante des ersten Produltes.
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62 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

Sylvesterscher Determinantensatz (Sylvester, Philos.
Magazine (1851), Coll. math. papers 1, 243, Frobenius, Jowrn.
f. Math. 86, 53 (1879) u. 114, 189 (1895)): Sei

1
("B SN R
| Bg1 Qg3 ... 3y, Ogp l
‘Ba(j= | | ?
| |
| Upy Gpg -« Qpp a'mp’ |
d | gy Qgg --- Ggp aa{i’ I
so ist
-y n—m—1
Zj—-'Bm+1,m+1Bm+2,m+2"'Brm_—Am "A"
wobei
Am=2ialla28"'amm
und

A= >+ a,04...a,,.

Die Determinante B, kann man als gerdnderte Deter-
minante ansehen. Es ist

AR O = ir%ip Voo
=1 k=1
wobei
04
A, =2 (=1,9,...,m;k=1,8,...,m).
k 9 &y b , =y ; 3
y da;;

Hieraus folgt die hiufig verwandte Formel:

|Gy By .. Gy, U |

| Ggq Gyg ... Gy, Uy | i=mk=m

‘ s = k=1Aik“i”u
| Ot Og - Oy Uy |

Lop o .9 O]

(vgl. von Lehrbiichern etwa H. Weber, Algebra 1, 95 u. 115).

Verschwinden bei einer Determinante alle Unterdeterminanten
! + 1%" Grades, hingegen nicht simtliche I*® Grades, so heiBt
nach Frobenius (Journ. f. Math. 86, 148 (1879)) 1 der Rang
der Determinante.

Man kann auch vom Range einer Malrix

la,| G=1,2...m; k=1,9, ..., %)
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§ 3. Symmetrische und schiefe Determinanten. 63

sprechen. FEine Matriz a; ist vom Range |, wenn alle Deter-
minanten 1 + 17" Grades, die sie enthilt, und daher auch alle
Determinanien hoheren Grades Null sind, hingegen nicht alle
Determinanten 1" Grades verschwinden. Damit eine Matrix || a;, ||
den Rang | hat, ist notwendig und hinreichend, daB sie wenigstens
eine Determinante 7' Grades, etwa

S ta a0y

enthslt, die nicht verschwindet, und daB alle diejenigen Deters
minanten verschwinden, die sich aus

54
> g ag, ...y

durch Hinzufiigen einer neuen Zeile und einer neuen Kolonne
bilden lassen, also alle Determinanten

‘S 4 @y g SO

wobei ¢ und ¢ nur alle Zahlen, die gréfer als | sind, durch-
laufen (Satz von Kronecker, Jowrn. f. Math. 12, 152 (1870),
Ges. Werke 1, 238).

§ 3. Symmetrische und schiefe Determinanten. Jacobische
Symbole. Hermitesche Determinanten.

Wenn «;, = a,,, so heit die Determinante symmeirisch;
ist a,, = —a,, (i 2 k), so wird sie schief genannt (Cayley,
Jowrn. f. Math. 32, 119 (1846), Coll. math. papers 1, 332) und

ist schlieBlich a,, — — a, (i Z ), also a,, — 0, so heiBt sie

schiefsymmetrisch (Cayley, Jowrn. f. Math. 38, 93 (1849),
Coll. math. papers 1, 410), halbsymmetrisch oder alternierend.

Das Quadrat einer jeden Determinante kann als symme-
trische Determinante dargestellt werden.

In einer symmetrischen Determinante sind die algebraischen
Adjungierten zweier konjugierter Elemente a,, und a,, einander
gleich ; mithin ist die adjungierte Determinante einer symmetrischen
Determinante ebenfalls symmetrisch.

Wenn in einer symmetrischen Determinante alle Haupt-
unlerdeterminanten r*"* wnd r + 1*" Grades wverschwinden, so
verschwinden alle Unlerdeterminanten r** wnd hoheren Grades
(G. Frobenius, Journ. f. Math. 82, 242 (1877), S. Gundel-
finger, ebenda 91, 229 (1881), G. Frobenius 114,192 (1895)).
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64 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

Eine schiefsymmetrische Determinante von ungeradem Grade
ist Null; ihre adjungierte Determinante ist symmetrisch.

Eine schiefsymmetrische Determinante geraden Grades ist
das wollstindige Quadrat einer ganzen rationalen Funktion ihrer
Elemente a,, (Cayley, Journ. f. Math. 38, 93 (1849), Coll. math.
papers 1, 410), vgl. auch Mertens, Journ. f. Math. 82, 207
(1877); die adjungierte Determinante einer schiefsymmetrischen
Determinante geraden Grades ist ebenfalls schiefsymmetrisch.

Der Ausdruck, dessen Quadrat die schiefsymmetrische Deter-
minante geraden Grades ist und der bereits von Jacohi, Journ.
f. Math. 2, 356 (1827) u. ebenda 29, 237 (1845), Ges. Werke 4,
26 u. 420 behandelt wurde, heift nach Cayley die Jacobische
(Journ. f. Math. 38, 94 (1849)) oder Pfaffsche (Journ. f. Math.
50, 300 (1855)) Funktion oder nach Scheibner (Leipz. Ber.
(1859), 151) Halbdeterminante.

Die Anzahl der Glieder einer Jacobischen Funktion, deren
Quadrat eine schiefsymmetrische Determinante 7' Grades ist,
betriigt 1-3-5---(n — 3) (n —1). Jedes Glied ist ein Produkt
n
2
Reihe 1, 2, ..., » sind. Unter den Gliedern befindet sich auch
das Glied a,4 a3, a5 ... @, _, ,; wihlt man dieses Glied mit dem
positiven Vorzeichen, so ist die Quadratwurzel aus der schief-
symmetrischen Determinante eindeutig bestimmt. Den auf diese
Weise festgelegten Jacobischen oder Pfaffschen Ausdruck be-
zeichnet man nach Jacobi durch das Symbol (1 2 3 ...n). Das
Symbol (12 3 ...n) berechnet sich rekurrent mittels der Formel:
(12...n)=(12)(84...0) + (13)(45...72) + ---

+Ar)F+1k+2...02...k—1)4---(1n)(28...n—1);
hierbei bedeuten (1 2),(1 3),...,(1#) die Elemente a,q, dyg, . -+ @y,.

Das Vorzeichen eines Jacobischen Symbols dndert Sich,
wenn man zwei Elemente miteinander vertauscht.

Ist in einer schiefsymmetrischen Determinante m der hichste
Grad wichtverschwindender Unterdeterminanten (d. h. die Deter-
minante ist vom Range m), so ist m notwendig eine gerade Zahl
und unter den nichtverschwindenden Unterdeterminanten m®" Grades
befinden sich auch Hauptunterdeterminanten.

Wenn in einer schicfsymmetrischen Determinante alle Haupt-
unterdeterminanten 2r®" Grades Null sind, so verschwinden awch
alle Unterdeterminanten 2r — 1" Grades (Frobenius, Journ.
f. Math. 82, 242 (1 877)). Vgl. hierzu auch die Anmerkungen von

aus Faktoren, deren Indices zusammen siimtliche Zahlen der
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F. Engel in H. GraBmanns Ges. math. Werken 1,5, 490 sowie
E.v.Weber, Vorl. iib. das Pfaffsche Problem, Teubners Samml. 2,19 1.

Jede schiefe Determinante, deren Hauptelemente gleich 1 sind,
ist eine Summe von Quadraten (Cayley, Jowrn. f. Math. 38, 96
(1849), Coll. math. papers 1, 413).

Eine Determinante, bei der die Elemente a;, und a,; kon-
jugiert imaginir, die Elemente a,;, im besonderen reell sind,
heiBt eine I7 ermitesche Determinante (Hermite, Jowrn. f. Math.
47, 345 (1854), 52, 39 (1856) u. 53, 183 (1857), C. R. 41
(1855), 181). Sie hat stets einen reellen Wert.

Bei ciner Hermiteschen Determinante sind die algebraischen
Adjungierten zweier konjugierter Elemente a,, wnd a,; konjugiert
imagindir ; mithin ist die adjungierte Determinante einer Hermite-
schen Determinante wieder eine Hermitesche Determinante.

Die Gleichung:

Ay — % Qg Ay
Ggy Ogg — T Ay =0
Ay A9 coe Gy — X |

hat, wenn die Determinante der a,, eine Hermitesche ist, nur reelle
Wurzeln (Hermite, C. R. 41, 181—183); fiir jede m fache
Whurzel der Gleichung verschwinden auch alle Unterdeterminanten
n—1% p— 2% . n—m + 1*" Ordnung der linksstehenden
Determinante (Clebsch, Journ. f. Math. 57, 327 (1860), ebenda
62, 232 (1863), Christoffel, ebenda 63, 255 (1864)).
Nimmt man die Elemente einer Hermiteschen Determinante
reell an, so entsteht eine reelle symmetrische Determinante. Dieser
besondere Fall ergibt den fiir allgemeines n zuerst von Cauchy
(Exerc. de math. 4, 140, (Euvres (2) 9, 174), fiir n = 3 schon
1773 von Lagrange ((Euwvres 3, 605) aufgestellten Satz:
Die Gleichung:

o —2 “Gis s i aq,,
Agq Ay — X Qg p, 0
: : T
i @,q ...aM—xl

hat, wenn die Determinante der a symmetrisch ist und die a

reelle Grifen sind, nur reelle Wurzeln; man nennt diese Gleichung

die Sdkulargleichung. Von den mehrfachen Wurzeln hat
Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 5
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WeierstraB (Monatsh. d. Berl. Akad. (1858) 213, (1868)
336, (1879) 430, Ges. Werke 1, 238, 2, 42, 3, 139) zuerst
bewiesen: Fliir jede m fache Wurzel der Gleichung verschwinden
alle Unterdeterminanten n — 17, m — 2%, bis n — m + 1% Ord-
nung der linksstehenden Determinante.

Die Sikulargleichung ist fiir » = 3 bei der Bestimmung
der Hauptachsen der Flichen 2** Ordnung wichtig. Literatur
iiber diese Gleichung findet man bei Clebsch-Lindemann,
Vorl. iiber Geometrie 2, 168, Leipzig 1897. Vgl ferner die
im § 9 dieses Kapitels iiber Scharen reeller quadratischer und
Hermitescher Formen angegebenen Resultate.

Nimmt man die Elemente einer Hermiteschen Deter-
minante rein imaginir an und unterdriickt den Faktor ¢, so
entsteht eine reelle schiefsymmetrische Determinante. Der fiir
eine Hermitesche Determinante ausgesprochene Satz driickt
gich in diesem besonderen Fall folgendermafBen aus:

Die Gleichung :

L Bt O g T Gy e TR
|
| |
| By — % Gy ... 8, | _
¥t |
\
L% ) Qpg -+ — % |

hat, wenn die Determinante der a schiefsymmetrisch ist und die
a reelle Grifien sind, nur rein imagindre Wurzeln; fir jede
m fache Wurzel der Gleichung verschwinden auch alle Unterdeter-
minanten n— 1%, n— 29, ... n—m + 1% Ordnung der
linksstehenden Determinante.

§ 4. Speszielle Determinanten.

Eine von Hankel niiher untersuchte Determinante (H ankel,
Diss., Gottingen 1861), auf die Jacobi schon 1835 im Journ.
f. Math. 15, kam (zu vgl. Kronecker, Ges. Werke 2, 105),
wird auf folgende Art gebildet:

O SO Oy T b SR 5
a ey Q. el
£ 1 2 3 .
P= : " :
a’n—l a’n a’n+1 poet ol a’Zu-—E

das Element a;, ist gleich a;,, ,, also nur von der Summe
der Indices abhingig. Man nennt diese Determinante ortho-
symmetrisch (Hankel), persymmetrisch (Sylvester, Philos.
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§ 4. Spezielle Determinanten. 67

Trans. (1853), Coll. math. papers, Cambridge 1904, 1, 448
u. 584) und in neuerer Bezeichnung rekurrierend (Frobenius,
Jowrn. f. Math. 114, 200 (1894)).
Bildet man die Differenzen:
Ao(o) = @,
8, = a, — ay,
A, = a, — ay, A, = A0 — A,
DY = 0,4,y AP~ D= BY, AP =AD—AL, .,
g0 erhilt man
[ AQ AP AD AD. .. Al-D

| AD AD A® ... AW
| 2 n

= J 2 i o
P=|apap it \

| .—1 1 2n—2
AC—D AP ACHD ... AFRTD

die rekurrierende Determinante der Griofen ag, @y, ..., A3, g
ist also gleich der rekurrierenden Determinante der Differenzen

2 2n—2
A5, ANRE AT
Sind die Differenzen n*" Ordnung Null, so wird

n(n—1)
P21y Foansedly
sind schon die Differenzen niedrigerer als n* Ordnung Null, so
wird P= 0.

Rekurrierende Determinanten spielen in der Invarianten-
theorie (vgl. Pascal, die Determinanten, S. 70), beim Sturm-
schen Theorem und der Diskriminantenbildung (vgl. das Kapitel
iiber Adlgebra) eine wichtige Rolle.

Eine spezielle Form der rekurrierenden Determinante ist
die zyklische Determinante. Sie hat die Gestalt:

Ioay g v @
Gy Qg ... Gy
4= ag a, ... Gg |

| Oy Gy ... Gy_y |

5#
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68 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

Jede zyklische Determinante vom n*" Grade lift sich in
ein Prodult von n Faktoren, die von den n Elementen a rational
abhdngen, zerlegen, mdmlich

(n=1) (n—2)

A=(—1) * o) o(w)...9();
hierbei ist:
p(2) =a,+ ags + ag2® + -+ + a,"?

und o, @, ..., «, die Wurzeln von 2" = 1.

Anstatt der zyklischen Determinante betrachtet man h#ufig
die aus ihr durch Zeilenvertauschung hervorgehende, bei der in
der ersten Kolonne die Elemente

A1y Apy Qpy_3y A9y - - -y Og

stehen; sie ist in bezug auf die Nebendiagonale symmetrisch.
Man nennt diese von der obigen nur durch das Vorzeichen

1 ¢
verschiedene Determinante eine Zirkulante. Literatur in Pascals
Determinanten, § 20.

Die Vandermondesche oder Cauchysche Determinante
wird durch:

1 1 1 o
BB TR e
Aay, a9, ...,a,)= g2 a? a4 ... a?

1
aln—l a2n—1 asn-—l’“ a n—1 |

dargestellt. Fir » =3 ist sie von Vandermonde (1770),
Résolution des équations, deutsche Ausg., Berlin 1888, S. 8 ein-
gefithrt und dann fiir allgemeines » von Cauchy, J. ée. polyt.,
Cah. 17, 8. 48, (Buwres (2) 1, 109, untersucht worden. Vgl
auch Jacobi, de functionibus alternantibus, Jowrn. f. Math. 22,
360 (1841), Ges. Werke 3, 439, deutsche Ausgabe von Staeckel
in Ostwalds Klassikern der exakten Wissenschaften No. 77, 8. 50.

A ist gleich dem Differenzenprodut von ">~ Faktoren:

A=]](@;—a) (j>19)

4
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§ 4. Spezielle Determinanten. 69

A ist eine alternierende Funktion der GroBen ay, ag, ..., a,.
Eine Funktion von # Griofen a,, ay, ..., @, heiBt alternierend
(Cauchy, a. a. O.,, 8. 30), wenn sie bei allen Vertauschungen
der n GroBen hichstens ihr Vorzeichen iindert. Die Cauchy-
sche Determinante ist fiir die Diskriminante einer algebraischen
Gleichung (vgl. Algebra) von groBter Wichtigkeit.

Das Quadrat einer Cauchyschen Determinante ist gleich

! sO sl S? Sn—]
55 % . :% Sp |
} 32 83 84 2sls Sn+1 i’
& |
| sn—lsn sn+1 g P 53,,_2 |

also eine rekurrierende Determinante, wobei

s=a'+a’+---+af

Die Ndherungsbriiche des Kettenbruches

a1+b’ 2
s
» a2+aa+'..
fithren auf die sogenammte Kettenbruchdeterminante
| a by 000...0’
1 40 0°0.0 .9
S e T Ol R |
n
| 0 0—1a,b...0 |
| |
e AR Y SRR §
Der Kettenbruch
b,
g
b
aﬂ

ist gleich A, diidiert durch das algebraische Komplement des

n

Elementes a, in der Determinante A, ; sein Wert ist also ;;

Ga,
Definiert man Ay =+ 1 und A, = a;, so bestehen die
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70 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

Rekursionsformeln ;
y =4, j0,+b 4, 4 (»=23,4,..)

Betreffs Literatur sei verwiesen auf Pascal, Determinanten,
S. 156 und Giinther, Determinanten, 2. Aufl, S. 123, sowie
vorziiglich auf Th. Muirs bis 1880 gehende historische Be-
handlung der Kontinuanten (Edinburgh R. S. Proc. 25, 129,
648). Die Kettenbruchdeterminanten heiBen auch Kontinuanten
(Muir, a. a. 0., S. 668); fiir by = by =---b, =1 erhéilt man
die sogenannten einfachen Kontinuanten, mit denen die Theorie
bei Sylvester (Philos. Magazine (1853), Coll. math. papers 1,
616) anfiingt. Mit einfachen Kontinuanten und ihrer Verwendung
fir Zahlentheorie beschiiftigt sich die Stragburger Dissertation
von R. E. Moritz (1902).

Wir geben noch die Werte einiger arithmetischer Deter-
minanten, d. h. solcher, die aus besonderen Zahlen gebildet sind
und besondere Zahlenwerte haben.

Die aus Binomialkoeffizienten gebildete Determinante

1 1 1 '
(c—}l—m) (c+1;a+1) (c+12m) >

(c+r;z+1) (c+1:+2) (c+2;n+1)

(it (am) . (+in—y

m m m

hat, unabhiingig von ¢ und m, den Wert 1 (zu vgl. Baltzer,
Determinanten, 5. Aufl., S. 24).
. -t Die Zeipelsche Determinante

(11,:) <pi';-l)"'( 4 |
P e
e EAN g e

G, e liai i)

(o) (747 P il
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§ 4. Spezielle Determinanten. 71

(zu vgl. Giinther, Determinanten, S. 80 und Pascal, Deler-
minanten, S. 133, sowie Netto, Lehrb. der Kombinatorik, S. 256).
Die Sternsche Determinante (Journ. f. Math. 66, 285 (1866))

1L 1 (R |

ist gleich

P 1)
wobei A die Vandermondesche oder Cawuchysche Determinante
der Grifen x,, Ty, ..., x, bedeutet.

Die Smithsche Determinante (Henry J. St. Smith, Coll.
math. papers 2, 161, Oxford)

‘(la 1) (172)"' (1,”)‘[

| 4 |
FARNNARIRG e

in der wunter (i, j) der gripte gemeinsame Teiler der beiden
ganzen positiven Zahlen 1, j verstanden wird, ist gleich

? (1)) o),

worin @ (k) die Anzahl der Zahlen bedeutet, die kleiner als k
und zu k relativ prim sind.
Determinanten der Form:

[0 =L 0 00 )

| Ggo ag; —t O 0
Rn=;a3.0 Oyt Oag b vt W0

[oH

| Quo Opy Qg a’nS"'an,n—l

sind von E. Pascal (Rend. Ist. Lomb. (2) 40, 293 (1907))
studiert worden. Die Eulerschen, die Bernoullischen (vgl. Kap. XX)
und andere von E. Pascal (Rend. Ist. Lomb. (2) 40, 461) ein-
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72 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

gefilhrte Zahlen lassen sich als spezielle Determinanten R,, die
aus Binomialkoeffizienten gebildet sind, darstellen.
Fiir derartige Determinanten gelten die Relationen:
R,=a,t**+a,Rt"*+..- + ot
R, = Al(")t"‘l AE Ag(")t""g + .o Aﬂ(ﬂ)‘
"2 Cog, Viygg oo B0
ist und die Summe iiber alle moglichen Werte der Zahlen 4,
die den Ungleichungen:

S - Ay C USRS

geniigen, zu erstrecken ist.

Bedeuten i, %, . . ., ¢, willkiirliche GroBen und multipliziert
man jedes Element a,, einer Determinante B, mit ¢, ¢, . 5...1,
so wird hierdurch R, selbst mit ¢ #,...¢ multipliziert.

wobei )
A0 =

§ 5. Systeme linearer Gleichungen.

Gegeben sei das System wvon m linearen Gleichungen mit
den n Unbekannten x,, xy, . . ., x,:

Ay %y + A%+ + a0, =y,

Agy Ty + g9 Ty + -+ + 89, T, = ¥,

A1 Ty + G 9g + B + Qi Ty = Ym-
Die Matrix
I aik“ (=1,2...,m; k=1,3,...,n)
soll die Matriz der Koeffizienten heien und den Rang 1 besitzen
(vgl. 8. 62). Eine der nicht verschwindenden Determinanten
I'» Grades, die in der Matrix | a,,|| enthalten sind, sei die
Determinante*):

Vs “12'--"11'
A=‘a21“sz'~-“2z‘
[ |
1y Gy et

1) Durch geeignete Bezeichnung der Variablen und entsprechende
Anordnung der vorgelegten Gleichungen ist es stets zu erzielen, daf
eine der nicht verschwindenden Determinanten I'*» Grades die Deter-
minante 4 wird.
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§ 5. Systeme linearer Gleichungen. 13

Seiner Natur nach ist 1 jedenfalls nicht grifer als die kleinere
der Zahlen m und n.

Damit die gegebenen Gleichungen endliche Lisungen besitzen,
also sich wicht widersprechen, ist im Falle | <m das Verschwinden
aller Determinanten :

Ay Qe --- 03 Yy
gy dyy . .- G, Yy |
Koo~ Iy 3
Wy Oy - - - 0y Yy |
| @y Qs - - - By Y,

notwendig und hinreichend; hierbei hat o alle Zahlen, die grifer
als 1 sind, zu durchlaufen. Fir 1= m haben die gegebenen
Gleichungen stets endlicke Lisungen.

Diesem Theorem kann man nach dem Kroneckerschen
Satz (S. 63) folgende gleichwertige Fassung geben:

Damit die gegebenen Gleichungen miteinander vereinbar sind,
d. h. endliche Lisungen zulassen, ist notwendig wnd hinreichend,
dap die Matriz:-

|

| @11 Byg - - - B1p Yy

]

‘ |
Easla22...a2”y2 |
| . . |
|

! . . I
| Bt ps - - - O Y |l

denselben Ramg | hat, wie die Matric der Koeffizienten:

gy Gyg - Gy, |
eyt Pl r
| |
ia’ml Opsg - - - amni

(Frobenius, Journ. f. Math. 86, 171 (1879), Satz IV).

Ist 1 der gemeinsame Ramg der zwei angegebenen Maitrices,
so reduziert sich das System der m gegebenen Gleichungen auf
das der ersten 1 won ihmen. Die Lisungen des Systems bilden
eime n — l-fache Mannigfaltigkeit; 1 der Unbekannten lassen
sich ndmlich als lineare Funktionen der iibrigen n — 1, die villig
willkiirliche Werte erhalten konmen, ausdriicken.

Die Werte von x,, 2y, ..., 2, werden dwrch die Formel:

x-=% (t=1,2... 1)
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4 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

gegeben; dabei bedeutet A, die aus A hervorgehende Determinante,
wenn man die Grifen der i*" Kolonme von A durch:
W=y — B 1+1T 41 — 01 313% 43 ° " T Oy 5%y,

’
Yo = Ys— Q3 111 % 41 — Qg 4940 ° * 0 — Qg,%y,

Y =y— 4181 — B 49T 49 000 T Gy Ty,
ersetzt. Es ist also:
o A Ayl Asiys -+ Az_gglzl
==
A A
hierbei bedeutet A, die algebraische Adjungierte des Elementes a,
wn der Determinante A, d. h.
A=ay Ay + ag; Ay + - o0 + a4y,

Den Grofien @, 1y %, g, « . ., @, kinnen beliebige Werte bei-
gelegt werden.

Ist im besonderen der gemeinsame Rang 1 gleich der Anzahl n
der Unbekannten, so reduzieren sich die gegebenen Gleichungen
auf ein System von n Gleichungen mit n Unbekannten x,, @y, ..., &,
und nicht verschwindender Determinante A:

A%+ @32 + -+ + a7, —y; = 0,
“21501'1‘ A33% + -+ + 63,2, — Y3 = 0,

(=1,8,..,1);

anlwl + @y 9 Lo o Ve OpnTy — Yn= 0.

Die y' werden die y selbst, und es gibt nur ein einziges aus
den Gleichungskoeffizienten wund den bekannten Termen rational
gebildetes Wertsystem  fiir @, xy, ..., z,, das den Gleichungen
gewiigt:

xi=417-'73{1+As:?/i‘1+"'+11n§?{n SRR, -
(Formel von Gabriel Cramer, Introduction a Uanalyse des
lignes courbes 1750, Append., S. 657). In diesem Falle kann man
sich die Losung durch folgende Regel merken: Man schreibe
die Matrix

| Ay g - aln—yll
\

‘ ‘121“22 asn”.’hi
‘ Ap1Gpg - oo Opy — Yy |
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§ 6. Systeme linearer Gleichungen. 5

hiny @, : @ :---:2,: 1 verhalten sich alsdann wie die mit ab-
wechselnden Vorzeichen versehenen Determinanten, die man aus
der angegebenen Matrix durch sukzessives Streichen der ersten,

zweiten, usw. schlieBlich letzten Kolonne erhiilt.

Lineare homogene Gleichungen. Sind y, = yg=---=y, =0,
so hat man ein System von m linearen homogenen Gleichungen:

@1 @y + Q9% + - + 4;,2, =0 (¢6=12...,m

mit n Unbekannien. Soll ein solches System eine von der selbst-
verstindlichen Lisung ®, = xy = -+ = x, = 0 wverschiedene
Lisung zulassen, so ist hierzu nur notwendig, daf die Matrix
der Koeffizienten :

| |
Gy Qqg .- Qqpy I

| |

( U Sl e U "

= “

|

| a’ml a’m2 g 0 amn |

den Rang 1 < n hat.
Sind
B, b,®, . . ., 5,0,
5,3, 5,3, ..., b,

b1(9)7 bs(e)a U 8k 'bn(e)a

iwrgend o Systeme wvon partikuliren Lisungen der homogenen
Gleichungen, d. h. wird das Gleichungssystem erfiillt, wenn man
b, 5@, ..., 5@ fir z,, x,,. ., x, setzt, so stellen auch:
ky bl(l) + ky b1(2) +oese ke bl(e), k bz“) + &, b2(2) 4 send kgbs(")v
ooy ky bn(l)‘f‘kabn(’)‘{‘“""gbn(e)’
wo ky, kg, ..., k9 willkiirliche Konmstanten bedeuten, ein Lisungs-
system dar.
Irgend o < n Systeme partikulirer Losungen heifien un-

abhingig, wenn es keine Konstanten ¢, cqy - . ., A gibt, welche
den n Gleichungen:

¢, b,V + c,bz(ﬁ) HE %bz(") — 0 (A=1,9...,%)

geniigen, ohne daf alle o Grifen ¢, ¢y, . . ., € gleichzeitig ver-
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6 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices,

schwinden. ¢ Lisungssysteme sind dann und nur dawn linear
unabhiingig, wenn der Rang der Matriz:.
| B,® b,® .. b ® |

EXCE I Y |
sy 282 :
} b,© b,@ ... b ©
genaw gleich o ist.

Sind die ¢ Losungssysteme unabhtingig, so sind die”p linearen
homogenen Funktionen:

b, Dz, + b @y + - - - + b, Dz, (@=1,3..,¢)

nicht in linearer Dependenz und umgekehrt (vgl. S. 83).

Hat die Matriz
|| @il [G=1,2.../m; ¥=1,2,...,7)

des homogenen Gleichungssystemes den Rang | <mn, so besitzt das
Gleichungssystem genaw n — | unabhingige Systeme partikuldrer
Lisungen

bl(a), b,(“), e b"(a) (@=1,2,...,m—1.

Diese kann man aus 1 geeigneten Gleichungen des Systemes
finden; die iibrigen m — U Gleichungen kann man emnfach fort-
lassen.

Die allgemeinste Lisung laulet:

kb ® + kb ® 4 - 4 kb D [@=1,2,..m,
n_y Willkiirliche Konstanten bedeuten. Aus
der allgemeinen Lisung erhilt man jede Lisung, indem wman

ky, kgy . . -y k,_, bestimmte Werte erteilt.
Ist [ der Rang der Matrix

Hav,.k” (i=1,2...,m; k=1,2,..4n)

wobei kg, kyy ...y k

und verschwindet die Determinante
2:}: G4 Ggg . . . Gy

nicht, so findet man n — 1 Systeme unabhingiger Lisungen auf
folgende Weise: Man withle willkiirlich # (n — 1) GréBen

v (@=1,2...,n5 f=1,2,.. =1,

die nur der Bedingung zu geniigen haben, da8 die Determinante:
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§ 5. Systeme linearer Gleichungen. 7/

LAy 4y Gy,
| ‘gq7. | O5e i il
D—f a; a5 oo Oy
LTS e
U® U® ..U7®

Ul(u—l) Uz(n—l) e Un(n—l) ‘

einen von Null verschiedenen Wert hat. n(n — ) derartige
Gréfen U,® lassen sich auf unendlich viele Weisen finden,
z. B. indem man

U(f’) =1 @F=L2..,0=1

und alle anderen GroBen U,®) = 0 wihlt. Sind «;, die alge-
braischen Adjungierten der Elemente der Determinante 1),
ist also

2‘_*-'“11“22---“”

die adjungierte Determinante von D, so bilden die # (n—1) Ele-
mente der » — [ letzten Horizontalreihen der adjungierten Deter-
minante von D n — [ Systeme unabhiingiger Lisungen des
homogenen Gleichungssystems. Man hat:

=
0y Ay +°‘k2“i2+"'+“lcnam=0 (k=1+1,14+2,..,0;i=%,2...,m)

und die Matrix
||a“|| k=1+1,142,..,n;i=1,2,...,m)
besitzt den Rang n — 1.

Aus den voraufgehenden Theoremen ergeben sich folgende,
besonders hiufig beniitzte Siitze:

Damit ein System wvon n linearen homogenen Gleichungen
mit der gleichen Anzahl von Unbekannten Lisungen besitzt,
die nicht sdmitlich Null sind, ist das Verschwinden der aus
den Koeffizienten des Gleichungssystemes gebildeten Determinante
notwendig und hinreichend.  Ein System linearer homogener
Gleichungen mit weniger Gleichungen als Unbekannien kamn stets
durch Werte befriedigt werden, die nicht simitlich Null sind.

Hat man n — 1 lineare homogene Gleichungen:

@ % + A2y + -+ a2, =0 Ti=1,2..,0-1)
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mit n Unbekannten und hat die zugehirige Matriz der Koeffi-
zienten
”a’ik” ((=1,2,..5m=15 k=1,2,...4%)

den Rang n — 1, so ergibt sich:

2y 5 0g e s am A s A iete s AL
Ay, Ay, ..., A, sind die mit abwechselnden Vorzeichen genommenen
Determinanten, die aus der Matriz durch sukzessives Streichen
der ersten, zweiten, usw. letzten Kolonne hervorgehen.

Bei der Behandlung eines Systemes linearer Gleichungen
gelangte Leibniz (Brief an UHospital, 1693) zu den Deter-
minanten. Die Auflosung linearer Gleichungen mittels Deter-
minanten in dem sogenannten allgemeinen Fall, d. h. dem, der
nicht alle Besonderheiten umfaft, ist von Cramer gegeben
worden. Fiir ein System von # linearen Gleichungen mit der
niimlichen Anzahl von Unbekannten sagt noch Jacobi (de
formatione et proprictatibus ~ determinantium, Art. 7 (1841),
deutsche Ausg. von Stickel in Ostwalds Klass. der exakten
Wiss.): ,Man hat also, wenn die Determinante verschwindet,
noch eine Mannigfaltigkeit von Fillen sehr verschiedener Natur
zu unterscheiden, und man miiBte algebraische Kriterien fiir die
einzelnen Fille angeben. Das scheint jedoch fiir eine beliebige
Anzahl linearer Gleichungen recht weitliufig zu sein. Die
allgemeine Behandlung linearer homogener Gleichungen mit
Hiilfe von Unterdeterminanten hat zuerst Kronecker ge-
geben (Baltzer, Determinanten, 2. Aufl. (1864), S. 62); man
vgl. ferner Frobenius, Journ. f. Math. 82, 236 (1877). Die Be-
dingungen fiir die Auflosbarkeit eines Systemes linearer un-
homogener Gleichungen geben in allgemeiner Form Fontené,
Nowv. ann. (2) 14 (1875), sowie Rouché, C. R. 81 (1875).
Der Begriff ,Rang" stammt von Frobenius, Jowrn. f. Math.
82, 239 (1877) u. 86, 148 (1879), vgl. auch ebenda 129,
175 (1905).

Von Lehrbiichern verweisen wir auf die Darstellungen bei
H. Weber, Algebra 1, 96, Kronecker, 19. Vorl. iiber Determ.,
Gordan, Vorl. diber Invariantentheorie 1, 101, E. v. Weber,
Vorl. idiber das Pfaffsche Problem, Teubners Sammlung 2,
1900, S. 6.
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§ 6. Das Rechnen mit Matrices. 79

§ 6. Das Rechnen mit Matrices. Zusammenhang
zwischen Matrices, linearen Substitutionen und bilinearen
Formen.

Die Gesamtheit der #® in einem quadratischen Schema

|
|ty gy ...y, |

n

|| agy agqg ... ag

bi'd i
i
| Q1 Qpg .- - Ay !

n

angeordneten Elemente a;,, bei denen der erste Index die
Zeile, der zweite die Kolonne charakterisiert, heit eine
quadratische Matriz vom Grade oder der Ordnung m und soll
nach Cayley zusammengefafft mit einem einzigen Buchstaben A
bezeichnet werden. ,,Matrices gleichen Grades verhalten sich, wie
man schen wird, wic einzelne Grifen (Cayley, Phil. Trams.
(1858), Coll. math. papers 2, 475). Die im folgenden betrachteten
Matrices sollen stefs vom gleichem Grade vorausgesetzt werden.
Sollte dies von Anfang an nicht der Fall sein, so fiige man
den Matrices niedrigeren Grades, um den Defekt zu beseitigen,
Zeilen und Kolonnen bei, deren Elemente lauter Nullen sind.
Auf die ndamliche Weise sollen rechieckige Matrices in quadratische
wmgestaltet werden, so daf dic Voraussetzung, die Matrices sollen
quadratisch sein, keine Beschrinkung involviert.

Fiir quadratische Matrices gleichen Grades kann man ein
symbolisches Rechnen definieren.

Eine Gleichung A = B zwischen zwei Matrices n*" Grades
soll besagen, daf jedes der n® Elemente von A gleich dem ent-
sprechenden von B ist. Sind die Flemente von B mit b be-
zeichnet, so ist die Gleichung A — B mit den n® Gleichungen

a,“‘=b“‘ G k=1,9,.i.,8)
gleichbedeutend.

Die Addition zweier beliebiger Matrices 4 und B gleichen
Grades » mit den Elementen @, und b;, wird auf folgende
Weise definiert: Man bilde die neue Matrix S vom »*" Grad mit
den #? Elementen s, = a;; + b,,. Die Matriz S heift die
Summe von A und B; man schreibi S = A + B. Diese Summen-
bildung ist kommutativ, d. h. es besteht die Gleichung

A 4 B B
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Fiir drei Matrices 4, B, (' gilt das assoziative Gesetz, d. h. es ist
A+ (B+C)=(A4A+ B)+C.

Aus zwei Matrices A mit den Elementen @, und B mit
den Elementen b;, von gleichem Grade » kann eine neue
Matrix @ mit den Elementen g;, von dem ni#mlichen Grade
gebildet werden, deren Elemente ¢,, gleich

T Qb+ @b -+ @b GR=1,3.,0)

definiert sind. Diese Matriz @ heifft aus A und B komponiert;
man sagt @ ist das Produkt von A wnd B wund schreibt sym-
bolisch @ = AB.

Die symbolische Gleichung ¢ = AB ist gleichbedeutend mit
den n? Gleichungen

Qe = 2 fli_g_,btk (k=1,2, 0, n);

die Elemente wvon () enistehen aus denjenigen der Matrices A
und B, indem man die Zeilen von A wmit den Kolonmen von B
komponiert. In den Anwendungen ist nur diese Art der Ver-
kniipfung von Wichtigkeit. Bedeutet | Q| die Determinante von @),
so ist mach dem Multiplikationssatz fiir Determinanten :

|@Q|=|4B|=]|4]-|B|.

Ferner ist als Zeilenprodukt zweier rechteckiger Matrices (zu
vgl.' 8. 60) die Determinante

x=2E 0 3 J1 92 - 0y O -
2 i g 1 q!h"z % Qonhe T 2 A”) Oa . Iy ": Tm 3
O g + s D

in der Summe auf der rechten Seite ist jede Kombination der
Zahlen 1, 2, ..., n zu m zu setzen.

AQ 7 o bedeutet die Determinante '+ ay,0, 89,0, - -- Gg,Nom)
0y Tg o .. O, . .
Bj'i2 %" bedeutet die Determinante 5 D Dnhs - oy W chte

Jede Unterdeterminante m*" Grades von | AB| ist demnach
eine gamze lineare homogene Fumltion sowohl der Unterdeter-
minanten m* Grades von | A| als auch der von |B|.

Die definierte symbolische Multiplikation erfiillt das asso-
ziative Gesetz, d. h. sind 4, B, C drei Matrices gleichen Grades,
so ist A(BC)=(AB)C.
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Die definierte Multiplikation geniigt auch dem distributiven
Gesetz, d. h. fiir irgend drei Matrices 4, B, C' gleichen Grades
gelten die Relationen:

(A+ B)C=A4C+ BC,
C(A + B) = CA + CB.

Hingegen ist die erklirte symbolische Multiplikation im all-
gemeinen nicht kommutativ, d. h. AB ist im allgemeinen von B A
verschieden. Findet im besonderen fiir zwei Matrices 4 und B
die Gleichung AB = B A statt, so heilen A und B wvertausch-
bar oder lkommutativ.

Eine Matrix, bei der alle Elemente mit Ausnahme der
Diagonalelemente Null sind, diese aber simtlich den niémlichen
Wert o haben, heiBt eine Diagonalmatriz und soll durch die
in der Diagonale enthaltene Zahl ¢ bezeichnet werden. Die-
jenige Diagonalmatrix, bei der alle Diagonalelemente gleich 1
sind, heiBit die FEinheitsmatriz und soll nach Frobenius’ grund-
legender Arbeit ({Tber lineare Substitutionen und bilineare Formen,
Jowrn. f. Math. 84, 1 (1878)) durchgehend mit E bezeichnet
werden. Ist A eine beliebige Matrix und ¢ eine Diagonal-
matrix, so ist o4 = Ao, d. h. eime Diagonalmatriz ist mit
jeder Matriz vertauschbar; Ao hat die Elemente ¢ - a,,. Im
besonderen ist fiir die Einheitsmatrix: AF = FA4A = 4.

Nur wenn die Determinante einer Matrix A nicht ver-
schwindet, kann eine Matrix Z der Gleichung AZ — K geniigen.
Fiir jede Matric A wvon nicht wverschwindender Determinante
existiert eine eindeutiy bestimmte Matrixz Z, fiir die AZ = E
wird; sie ist mit A vertauschbar wnd soll mit A~ bezeichnet
werden. Diese Matriz A=, deren FElemente

A ki

%k = 4|

lauten, heift die zur Matriz A reziproke oder inverse Matrir.
A, st hierbei die algebraische Adjungierte des Elementes ;)
der Determinante | A |, also
_0|4]
4 Fa
Die reziproke Matriz zu A~' ist A, d. h. (A=Y)~'= A, die
reziproke Matriz des Produktes AB lautet B='A~1.
Unter A” versteht man die Matrix, die man durch r malige
Zusammensetzung von A mit sich selbst erhilt; sie wird die
Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 6
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r® Potenz von A genamnt. Ist die Determinante von A nicht
Null, so entsteht durch 7 malige Zusammensetzung von A4~1!
eine Matrix, die mit A~" bezeichnet wird. A” und A~" sind
reziprok. Sowohl fir positive als auch fiir negative Werte der
Exponenten », und r, gilt die Relation:

_A": s AT e AT A e

Zu jeder quadratischen Matrix 4 gehort eine lineare homo-
gene Substitution. Eine lineare homogene Substitution n*" Grades
ist diejenige Operation, die n Variable durch n lineare homogene
Funlktionen von n ncuen Variablen ersetzt. Bezeichnet man die
» urspriinglichen Variablen mit y,, v,, ..., #,, die % neuen mit
Zyy Tgy - .y T,, S0 lautet die lineare homogene Substitution,
deren Koeffizienten man sich durch die Matrix 4 gegeben denkt:

Y= 0y, % + ;3% + - - - + a2,
Yg = Qg1 %) + Aoy + - - - + 85, %,,
yn 5% anlzl + anizﬁ + P + a’nnxn'

Bei ciner Substitution ist die Variablenbezeichnung un-
wesentlich: die Figenschaften werden ausschlieflich durch das
System der Koceffizienten a,, bedingt. Daher bezeichnet man die
Substitution einfach mit demselben Buchstaben A wie diec zuge-
horige Matriz. Sollen bei abgekiirzter Bezeichnung der Substi-
tution auch die Variablen hervorgehoben werden, so schreibt man:

(y) = A (z) oder (¥, Yg: - - -, ¥,) =4 (2, 7, . . ., 8,).

Die Gleichung (y) = A (z) ist im Sinne der Gleichheit
von Matrices erfiillt, wenn man unter (z) die Matrix

”xlOU...O
}xzoo...o
P g

und unter (y) die analoge Matrix versteht und 4 (z) als Produkt
der zwei Matrices A und (z) auffaBt (vgl. Molien, Math. Ann.
41,149 (1893) oder Wellstein, Arch. f. Math. (3) 5, 230 (1903)).

Die Anzahl der linear wunabhingigen unter den Grifen
Y1y Ygs - -y Y, WSt gleich dem Range | der Matrix A (zu vgl
S. 63). Hierzu ist zu bemerken, daB man von I + 1 (I < n)
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linearen homogenen Funktionen ¥uyy Yagy - - -y Yayyy der
n Variablen z,, a4, ..., z, sagt, sie sind in linearer Depen-
denz, falls es Konstante ¢q , Cayy . . -y Cay, , gibt, die nicht simt-

lich Null sind, so daB identisch, d. h. fiir jeden Wert von

QG . - ) T,

cﬂ'lyal + ca2y02‘+ (‘ﬂ’syas + o + cﬂ'l_.__lya,_*_l — 0

wird; die lineare Abhiingigkeit von Yayr Yags « + 3 Yoy o g erfordert

also, daB die % linearen homogenen Gleichungen:

' s P
Cay ayi T c"za"z"' s ghdids Coy 41 Yoy 4108 = O Wt e

ein Lgsungssystem Cayr Cagr+ 3 Cay haben, dessen Elemente ¢

nicht simtlich Null sind. Ist im besonderen die Determinante
Ziauan“-au

nicht Null und die Determinante von A:
|A|=2iall Agg - Aypy

vom Range I, so sind die ersten ! Funktionen y,, 5, .., %
linear unabhiingig und ¥, ., %,,9, ..., ¥, lassen sich durch
Yis Yy - - -, ¥, linear und homogen mit konstanten Koeffizienten
ausdriicken.

Die Determinante

iA] =2i (g1 gy "':ann

der Matrix A heifit die Substitutionsdeterminante oder der Modul
der Substitution. Ist die Substitutionsdeterminante | A| = 0, so
kann man die Substitution (y) = A (z) nach den Variablen
Ty Ty, ..., &, auflisen und findet: (x) = A~'(y); hierbei ist
A-' dic zu A reziproke Matriz. Die zwei Substitutionen
(¥) = A(x) und (z) = A= (y) heiBen reziprok oder invers.

Hat man eine zu der Matrix A zugehdrige Substitution
(x) = A (2") und fiihrt fir die Variablen 2, @', . . ., #,” vermdge
einer zur Matrix B gehorigen Substitution (2) = B (z”) neue
Variablen z,”, ,”, ..., #,” ein, so erhilt man eine neue Sub-

stitution (z) = @ (2), deren Koeffizienten
Tip = Gy byp + Gusbyiat - -+ a0,

lauten. Die resultierende Substitution Q besitzt mithin die Matriz A B
und wird daher auch als Produkt der zwei Substitutionen A und B
bezeichnet.

6 *
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Hat man eine lineare homogene Substitution (z) = A(x)
so ist es oft zweckmifig, fiir die Variablen x und 2’ neue
Variablen y und y* durch zwei lineare kogrediente) Substitutionen,
d. h. solche mit gleichen Matrices, einzufiihren:

Y; = D2y +pz‘2m2 + s +p‘_”xn (¢=1,8,..,n)
¥ = Pury + Pn%, SR pi'nxnl Vs in ™)
oder abgekiirzt:
(y) o P(T’)’

&)= P (),
und die resultierende Substitution (y) = C (y") zu betrachten.
Von der Matriz P wird hierbei nur vorausgesetzt, daf die Deter-
minante von P wicht verschwindet. TInfolge der Voraussetzung
| P| # 0 existiert () = P~*(y), und man findet: ¢ = PAP!

Hat man irgend zwei Matrices oder Substitutionen A wund C
und kanm man eine Matriz oder Substitution P von mnicht ver-
schwindender Determinante finden, daff C = PAP~' wird, so
heipt C mit A dhnlich, konjugiert oder gleichberechtigt. Ahnliche
Substitutionen werden bisweilen auch als dquivalent bezeichnet;
jedoch wird der Begriff ,Hquivalent® auch im weiteren Sinne
(vgl. S. 89) verwandt und soll daher im folgenden nicht als
mit #hnlich gleichbedeutend beniitzt werden.

Aus C = PAP~! folgt A = P~'CP und, da (P~')"'=P
ist, so ergibt sich, daB die Ahnlichkeit von A und C eine gegen-
seitige ist.

Alle mit ciner Substitution dhnlichen Substitutionen bilden
eine Klasse dhnlicher Substitutionen, so daf zwei Substitutionen
derselben Klasse stets untercinander dhnlich sind.

Bezeichnet ¢ eine Diagonalmatriz n** Grades und sind A
und C zwei dhnliche Systeme n*" Grades, so sind auch o — A
und oI — C dhnliche Matrices, wie aus

0FE —C=¢0E —PAP = P(QE A)P_

folgt. Die nithere Untersuchung der zu einer Substitution A4
dhnlichen Substitutionen verlangt daher die Betrachtung der
Determinante der Matrix 9 ¥ — A4, d. h. der Determinante mit
den Elementen

00, — Gy (0ii=1,04=0 far i Z k).

i) Anstatt kogredient verwendet man auch die Bezeichnung
wkongruent* (Kronecker, Berl. Monatsh. 1874, Ges. Werke 1, 424).
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Fiir irgendeine Substitution 4 heiBt diec Determinante | o E — A |,
die eime ganze rationale Funktion n*" Grades von o ist, in An-
lehnung an Cauchy die charakteristische Funktion der Sub-
stitution oder Matric A (Frobenius, Journ. f. Math. 84, 10);
entsprechend heiBt die Gleichung | o E — A| = 0 die charakteris-
tische Gleichung oder nach L. Fuchs (ebenda 66, 133 (1866),
Ges. Werke 1, 172) die Fundamentalgleichung der Substitution A.
Grenzen fiir die recllen und imagindren Teile der Wurzeln der
Fundamentalgleichung bei J. Bendixson u. A. Hirsch, Acta math.
25, 359 u. 367 (1902) u. Bromwich, ebenda, 30, 297 (1906).

Ist @ (9) = |0E — A| die charakteristische Funktion der
Matrix A4, die vom »*" Grade sei, und & (g) der grifte gemein-
same Teiler aller Unterdeterminanten » — 1'*" Grades der Deter-
minante |oE — A |, so ist

0=39

eine ganze rationale Funktion von g; sie heiit der %' Elementar-
teiler der charakteristischen Funktion von 4 (vgl. S. 103). Sei
A(9) = ko' + 40"~ '+ --- 44, so besteht die Gleichung:

hod? + 3 A7 4o+ 2, =0.

Diese Gleichung ist diec Gleichung niedrigsten Grades, der die
Matriz A gewiigt; sie heiBlt die reduzierte charakteristische Glei-
chung der Matriz A oder auch dic Grundgleichung. Ist 3 (A)=0
irgendeine Gleichung, der die Matrix A geniigt, so ist y(¢) durch
A(g) teilbar. Dieser grundlegende Satz der Theorie der Matrices
stammt von Frobenius, Journ. f. Math. 84, 11, vgl. besonders
Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1896), 606, ferner Ed. Weyr,
Monatsh. {. Math. 1, 187 (1890), sowie O. Perron, Math. Ann.
64, 249 (1907). Da @ (o) =1(0) - @ (9) und 1(A4) =0 ist, so
ist natiirlich ¢ (4) = 0. Die Eigenschaft jeder Matrix 4, ihrer
charakteristischen Gleichung

ple)=c¢"+ 0" '+ - +9,=0 (p,=(—1)"|4])

zu gentigen, ist zuerst von Cayley in der auf S. 79 genannten
Arbeit (Coll. math. papers 2, 482) ausgesprochen worden.

In innigstem Zusammenhang mit der charakteristischen
Gleichung steht der Begriff eines lincar unabhingigen Systemes
von Matrices. Bin System von Matrices 4,, 4,, ..., 4, heibt
linear abhiingig, wenn m numerische Konstanten wu,, uy, ..., @,
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existieren, die nicht gleichzeitig verschwinden, so daB
wmd + g dy + -+ pyd, =0

wird. Ist allgemein:
A, = || 6D @=12..,mhik=13..,m),

so ist die obige symbolische Gleichung gleichbedeutend mit den
7n® gewdshnlichen Gleichungen:

Mlafl P M)'a@) MR Pma%‘) =0 (@Grk=12..,n).

Jedes nicht linear abhiingige System von Matrices oder
bilinearen Formen heiBt linear unabhingig. Mehr als n® Matrices
n*® Grades sind stets linear abhiingig. Unter den Matrices
ten Grades lassen sich auf unendlich viele Weisen »? linear un-
abhiingige angeben; ein solches System A, 4,, ..., 4, hat
die Eigenschaft, daf jede Matrix C in der Form

C=c A +cdy+ -+ ¢4

erscheint, wobei ¢, ¢,, ..., ¢,, numerische Konstanten bedeuten.
Die Existenz der charakteristischen Gleichung besagt, daB unter
den Potenzen A% A!, A% .... A"~! A" einer Matrix n'**" Grades

hochstens % linear unabhiingig sind.

Verschwindet die charakteristische Gleichung einer Matrix 4
fiir die s verschiedenen Werte a,, ay, ..., a,, so kann man
s Matrices, die .Frobeniusschen Kovarianten®, konstruieren.
Diese Matrices besitzen die Eigenschaft, daB keine von ihnen
verschwindet, sie ferner linear unabhingig sind,

E=K+ K+ ---+K, B}=K, K, =0 ("Zk)
und

A=K+ oK+ -+ a,K + 4,

wird. Hat die reduzierte charakteristische Gleichung lauter
verschiedene Wurzeln, so ist 4, = 0, sonst wird wenigstens
eine Potenz von A, identisch Null. Vgl. Frobenius, Uber die
schiefe Invariante ciner bilin. od. quadr. Form, Journ. f. Math. 86,
44 (1879), Uber vertauschbare Matrices, Sitzungsb. d. Berl. Akad.
(1896), 609, Study, Rckurrierende Reihen wund bilin. Form.,
Monatsh. f. Math. 2, 23 (1891), Wellstein, Uber die Frobenius-
schen Kovarianten, Arch, f. Math. (3) 5, 299 (1903).

Uber die Flementarteiler der charakteristischen Funktion
und die Normalform linearer homogener Substitutionen vgl. § 8.
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Vertauscht man die Zeilen und Kolonnen der Matrix 4,
so erhilt man die zu A transponierte oder konjugicrte Matrix
oder Substitution. Sie wird mit A bezeichnet; ihre Koeffi-
zienten a;r sind gleich ay;. Diec zu A" transponierte Substitution
ist die wrsprimgliche Substitution A. Sind A und B’ die zu
A und B tramsponierten Substitutionen, so ist B’ A" die trams-
ponierte  Substitution von AB. Der Zusammenhang gwischen
reziproker und transponierter Substitution driickt sich durch die
GQleichung (A=) = (A")~" aus.

Sind

Aki
b 7|

die Koeffizienten der zu A reziproken Substitution 41 so
hat A"~! in der i*® Zeile und %*" Kolonne die Koeffizienten
A
4]
Die Substitution A"~ heiBt zu A kontragredient.
Notwendig und hinreichend, damit zwei Substitutionen

W) =A@ wd (¥)=B(X)
kontragredient sind, ist das Bestehen der Identitiit
Yty Lt Y, =0 X +aX + 2, X,

Sind A'~* und B'~' die zu A wund B Fkontragredienten
Substitutionen, so lautet die zu AB kontragrediente A'—*B'~ .
Unter A wversteht man dicjenige Substitution, die aus A
hervorgeht, indem man alle Koeffizienten von A durch die zu
ihnen kowjugiert imaginiren ersetzt. A heipt die zu A konjugiert
imagindre Substitution.
Hat A im besonderen reelle Koeffizienten, so ist A mit 4
identisch.
Jeder Matrix 4 vom 7'" Grade mit den Elementen a,, liBit
sich eine bilineare Form
i=n k=n
2 2 X% Y
i=1k=1
zuordnen (das Studium solcher Formen beginnt mit Jacobis
Aufsatz im Jowrn. f. Math. 53, 265 (1857), Ges. Werke 3, 583).
Fine solche Form hingt von zwei Reihen vonVariablen x,, xq, ..., x,
und Yy, Yg, - .., Yy, ab. Ebenso wie die aus den Elementen a,,
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gebildete quadratische Matrix oder eine dem Koeffizientensystem a,,
zugeordnete lineare Substitution soll auch die bilineare Form

2 2 vy
=i
mit dem Buchstaben A bezeichnet werden. (Die Verkniipfung
von Matrices und bilinearen Formen verdankt man Frobenius,
Journ. f. Math. 84, 1.)
Hat man irgendeine bilineare Form
i=n k=n

Ar— 22 @ T, Yy

i=1 k=

so heifit

i=nk=n

4= 3 3oy,
i=1 k=1
die zu A transponierte oder konjugierte bilineare Form. Wird
unter a;, stets die zu @, konjugiert imaginéire GroBe verstanden,
so heifit

2 ik T Yk

die zu A konjugiert imagindre bilineare Form. Ist die Deter-
minante | 4| von A von Null verschieden, so existiert die zu 4
reziproke oder inverse Form

II
_‘M v

i=n k= n

=3 3

i=1 k=1

sowie die zu A kontragrediente bilineare Form

Eine bilineare Form

t=nk=n

A4 =3 3 a,y,

t=12=1
heiBt symmetrisch, falls ;= az;, und alternierend, falls
= —a,; (¢ z k), also im besonderen a,; = 0. Die Form 4

wird durch die symbolische Gleichung 4 = A’ als symme-
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trisch, durch 4 = — A’ als alternierend charakterisiert. Die
symbolische Gleichung A" = A definiert eine Hermitesche Form.
Transformiert man eine bilineare Form

D=._2’2d Y,

(die Bezeichnung ist mit Riicksicht auf § 8 gewiihlt, zu vgl
S. 106) durch die zwei linearen homogenen Substitutionen :

Pig,=p,o + 0@y + - + 0,8,  G=1,3%..,%
und
Q: Y= quyl'-F qigf’/g,‘i‘ fefeicl q;,“’l/,,, =18

in die hilineare Form
i=nk=n
* 2 fin® %'y
Foor B
so sagt man, dic Form D gcht durch die Substitutionen P und @
in F iiber. Damn bestehen dic n® Gleichungen:

s=nt=n

Zzpu stqtk (S ko= 153, 5000 0)

s=1 =
oder -

22 18 3th‘)¢ Gk=1,2,..,n),

=1

wenn man p,, = p,,; setzt. Ist P’ das zu P transponierte System,
so kann man die n? Gleichungen in die eine symbolische Glei-
chung F' = P’D( zusammenfassen.

Besteht zwischen zwei Matrices ' und D eine Gleichung
F=RD@, d. h. kann man F dadurch aus D herleiten, daB
man D vorn und hinten mit zwei beliebigen Matrices B und
komponiert, so heit F' ein Vielfaches von D und D ecin Teiler
von F. Zwei Systeme D und F' heifien dquivalent, wenn sowohl F
ein Vielfaches von D, als auch D ein Vielfaches von F' ist.

Bei den Begriffen des Vielfachen und der Aquivalenz fiihrt
man fir die Koeffizienten von 12 und @ auch noch Beschrin-
kungen ein, die von der Natur der Koeffizienten von D und F
abhiingen, wie z. B. die Koeffizienten von R und ¢ sollen reell
oder ganzzahlig sein. In diesem Paragraphen sollen die Koeffi-
zienten von R und @ keiner Beschriinkung unterworfen werden,
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sondern beliebige GroBen sein konnen. Der § 8 wird von
besonderen Arten der Aquivalenz handeln.

Der Rang des Vielfachen F ist stets gleich oder Kkleiner als
der Rang des Teilers D.

Zwer Matrices F' wnd D sind dann wnd wwr dann dqui-
valent, wenn sie gleichen Rang haben; in diesem Fall gibt es
zwei Matrices B und ¢ von nichtverschwindenden Determinanten,
so daf emerseits F = RDQ und andererseits wegen des Nicht-
verschwindens der Determinanten |R| und | Q| auch D =R~'FQ~*
wird. Im besonderen ist eine Matriz A vom Ramge | der Finheits-
matriz %" Grades mit den Elementen

0;;,=1,0,,=0 (hk=1,2,...,0)
dquivalent.
Setzt man P’ = R, so hat man die Ausga,ngsglelchung
F =P DQ. Ubertriigt man die letzten Sitze in die Sprache
der bilinearen Formen, so erhiilt man folgende Theoreme:
Hat man eine bilineare Form

i=nk=m

= _S; AZV ;3 %; Yy
(durch Hinzunahme von Elementen O kann man zum Zweck
der symbolischen Produktbildung die bilineare Form mit zwei
Reihen von gleichvielen Variablen geschrieben denken)
Range 1 wund transformiert sie durch die zwei linearen homo-
gener. Substitutionen:

Pio,=p, 2+ pay + - + 0,28, =139
wund
QY= ¥, +qiz?/2,+"'+qim?/m (=1,2..,m)

in die newe bilineare Form

i=nk=m

F=2 2 fa%Y%

i=1k=1
so hat diese den gleichen oder niedrigeren Rang wie D. Ver-
schwinden dic Determinanten von P und ) nicht, so haben, da
man dann auch F durch P~* und Q= in D zuriicktransfor-
mieren kann, D und F den gleichen Rang. Man Lkann im be-
sonderen stets zwei derartige Substitutionen P und @ wvon nicht
verschwindenden Determinanten auswdihlen, daf D in die Finheits-
form z'y," + ) yy' + -« + &y, iibergeht.
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§ 6. Zusammenh. zwisch. Matrices, lin. Substitut. u. bilin. Formen. 91

Zwei bilineare Formen gleichen Ranges lassen sich stets durch
zwei lineare homogene Transformationen von wicht verschwindenden
Determinanten ineinander iiberfiithren.

Damit zwei bilineare Formen, die von gleichvielen Variablen-
paaren abhingen, durch Fkogrediente Transformationen, d. h.
durch die n#mlichen Substitutionen fiir die zwei Variablen-
reihen, ineinander iiberfiihrbar sind (also P = @), miissen die
Formen D) und F, auBer im Range iibereinzustimmen, noch
weiteren Bedingungen geniigen (zu vgl. S. 116). Fir zwei
symmetrische oder alternierende bilineare Formen ist dic blofe
Ubereinstimmung des Ranges ihrer Determinanten fiir die ko-
grediente Transformation ausreichend.

Hat man eine rechteckige oder quadratische Matrix

A=||a“_|| (i=1,2..,0;k=1,2...,m),

s0 ist es bisweilen vorteilhaft, sie in der Form:

E A, 4,5... 4, <
' 421422"'A2p l
| A’]1 qu"'qui

zu schreiben. Die A mit zwel unteren Indices stellen selbst
rechteckige Matrices dar, alle A mit dem gleichen ersten Index
haben dieselbe Anzahl Horizontalreihen, alle A mit dem nim-
lichen zweiten Index besitzen die gleiche Anzahl Vertikalreihen.
In den Anwendungen ist der Fall am wichtigsten, daB
A4,,, 4y, ..., A, lauter quadratische Matrices sind. Sind alle
Elemente einer Matrix A, Null, so setzt man fiir 4, einfach O.

Ist A eine Matrix, die sich auf Diagonalsysteme reduziert
und deren andere Elemente ausschlieflich Nullen sind:

e RS AR
R SRR ‘

eadine 4 SO S PP L €

ket
so verwendet man die von A. Hurwitz (H. Kreis, Contribution
a la théorie des systémes lincaires, These, Ziirich 1906) ange-
gebene Bezeichnung
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All-i_Aﬂ’—i_.'.-i-App’
oder schreibt auch
A AR T N App}'

Analog wie bilineare Formen mit zwei Reihen von ver-
schieden vielen Variablen (S. 90) kann man auch eine lineare
homogene Substitution mit zwei Reihen von verschieden vielen
Variablen einfiihren:

Y1 = 031 % + A%y + o+ 4y, Ty,

Yo = Qg &y + G990 + - - - + Uy, Z,,

Yn = Op1 Ty - p Ty + 2T + Qo %y
man kann ihr die rechteckige Matrix

gy tyg ... 4y I
dy=j : : L)
| &P OB |
oder zum Zweck der symbolischen Rechnung fiir » > m die
quadratische Matrix
[ 44101,

fir » < m die quadratische Matrix
| 41 |

I o|
zuordnen.

Das symbolische Rechnen mit Matrices ist eine Schiopfung
Cayleys (vgl. den Anfang dieses Paragraphen); inwieweit
W. R. Hamilton durch seine Lectures on quaternions (1853)
als Cayleys Vorginger anzusehen ist, entnehme man den
historischen Bemerkungen von Taber (Am. J. math. 12, 337
(1890)) und von Bromwich (Bull. Am. math. Soc. 7, 311 (1901)),
sowie dem SchluB des § 7. Laguerres ,,Calcul des systemes
lindaires (J. ée. polyt., Cah. 42, 215 (1867), (Euvres 1, 221)
ist Cayleys Untersuchungen analog. Die tiefgehendste Behand-
lung des in diesem Paragraphen besprochenen Gegenstandes
stammt von Frobenius (vgl. das Zitat auf S. 81 u. 88).

Von Lehrbiichern verweisen wir auf: Muth, Zheorie und
Anwendung der Elementarteiler, Leipzig 1899, S. 20, Kronecker,
20. u. 21. Vorlesung iib. Determinantrn, Weber, Algebra 2, 163.
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§ 7. Bilineare Formen und hdéhere komplexe Zahlen.

Die Lehre von den hdheren komplexen Zahlen, die bereits
im ersten Kapitel vom allgemeinen arithmetischen Standpunkt
aus behandelt wurde, ist mit der Theorie der bilinearen Formen
auf das engste verkniipft.
Die n* Matrices
I

ik (G Ek=12...,m)
vom %'*" Grade, von denen jede nur in der i*" Zeile an k** Stelle
die 1, sonst lauter Nullen enthiilt oder die ihnen entsprechenden
bilinearen Formen z,y,, sind offenbar linear unabhiingig (vgl.
S. 85). Fiir ihre Komposition gelten die Relationen:

(1) FuF;=0,,F,(0,;,=1,0,,=0, fallsk Z5) Ghii=1,5..,%).

Mittels der »* Formen F|, kann jede bilineare Form

22 it i Yk
=1 k=1

in der Form

dargestellt werden.

Die »* GroBen F;, lassen sich als die »? unabhingigen
Einheiten eines komplexen Zahlensystems (vgl. Kap. I, § 4)
ansehen. Hierbei werden die ,Einheitsprodukte durch die
Relationen (1) bestimmt; diese sind so beschaffen, daB die
Multiplikation assoziativ ist.

Jede bilineare Form

i=nk
A = ;i Fyy

i=1k=

i
J§

-

karm demmach als komplexe aus n* unabhingigen Einheiten ge-
bildete Zahl aufgefapt werden.
Wird die bilineare Form

ebenfalls als komplexe Zahl interpretiert und multipliziert man A4
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und B nach den Multiplikationsgesetzen fiir komplexe Zahlen,
so erhilt man mit Benutzung von (1):

t=nk=nj=ni=n
AB=Y 4,0, F, F,

i=1k=1j=11=1
s=nk=nj=nil=n

=22 22 %ubndyFy
i=1k=1j=11=1
t=nl=ns=n i=ni=n

= a; b, F, 22% i
t=11=13s=1 i=11i=

falls o) =2a“b” (i, 3=1,2 .47

s=1

gesetzt wird. Deutet man die komplexe Zahl
s=171=1

als bilineare Form, so ist ' nichts anderes als das Produkt 4B
der zwei bilinearen Formen A und B. Die Komposition bilincarer
Formen n'* Grades erscheint demnach als identisch mit der Mul-
tiplikation besonderer komplexer Zahlen mit n® Einheilen.

Gy, Gy, . . ., G, seien g linear unabhiingige bilineare Formen
oder Matrices gleichen Grades ». Von ihnen wird vorausgesetat,
sie sollen die Bigenschaft haben, daB sich ihre Produkte

G{Gk G, k=1,2,...,0)

linear und homogen durch die ¢ Grundformen selbst darstellen
lassen. Es sei also:

(2) Gsz = l'(}‘) Gl + lg‘) G2 + im + lgi)Gg (i7k=11 2;-“1 9)7
wobei die GroBen 1) numerische Konstanten bedeuten. Infolge

des assoziativen Gesetzes bei der Multiplikation bilinearer Formen
besteht die Gleichung:

(Gin) 6;m a Gi(Gka)'

Aus ihr folgt, wenn man fiir die Produkte ihre Werte nach (2)
setzt und die vorausgesetzte lineare Unabhiingigkeit der Grund-
formen beachtet, daf:
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§ 7. Bilineare Formen und hohere komplexe Zahlen. 95

(3) 21(«) A0 = e N IRk e

3=

wird. Aus diesen Gleichungen erhellt (vgl. Kap. I, § 4):

Sind a,, ay, ..., a, irgendwelche numerische Konstante),
so kann jede aus den Grundformen G, G, .. G gebildete
bilineare Form a,G, + a,Gy + -+ -+ a,G als eme aus den
Hinheiten“ Gy, Gy, ..., G, gcbildete komplexe Zahl amgesehen
werden.

Umgekehrt wollen wir zeigen, wie jeder hoheren komplexen
Zahl eine bilineare Form zugeordnet werden kann. Sei eine
aus den ¢ unabhiingigen Einheiten e, €, ..., ¢, gebildete kom-
plexe Zahl a, ¢, +agey + --- + a,e, gegeben. Fir die ,,Einheits-
produkte mogen die Formeln

0

e, =A0e, +AJeg + -+ 1e, GE=13...0

gelten, wobei die GroBen A} den Gleichungen (3) geniigen.

Man konstruiere die g bilinearen Formen oder Matrices
o*" Grades:

-

-3 3i0nn e

Betrachtet man die Produkte GG, fir i, k=1, 2, ..., g,
so wird:

¢
Gt Gk &= AS’;) ;’Sc'r)n Ty Ym

Setzt man
C“=G‘ E=12..,0)

so lift sich jede aus den o Einheiten ey, ey, . .., e, gebildete
komplexe Zahl a e, + age, + - - - + @y €, als eine aus den bi-

1) Die GroBen a,, a,, ..., @y brauchen nicht, wie im Kap. I, § 4
;ora.usgesetzt wurde, reel’] zu sein, sie kdnnen auch komplexe Werte
esitzen
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96 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

linearen Grundformen G, Gy, .. G gebddete bilincare Form
oder Matriz o*" Grades a,G, + a2 G,, +---+ ay G'e auffassen.

Die so gewonnemn Matrices G, Gy, ..., G, werden nicht
notwendig linecar unabhingig sein. Dies lehrt beispielsweise das
aus zwei Einheiten ¢, und ¢, gebildete Zahlensystem mit der
Multiplikationsregel:

zolle Uim BRI = R 0 el o
Fiir dieses Zahlensystem wird (; die Einheitsform
E =y, + 4395, Gy =— E.

Damit die ¢ Matrices G, Gy, ..., G, linear abhingig sind,

ist notwendig und hinreichend, daB die o? Gleichungen:

c. A +c A0 +-.--+e AN =0 (r,m=1,2,...,0)

171m 272m n om
nicht nur die Losungen ¢, = ¢, =--.=¢, =0 besitzen. Be-
deuten a,, ay, ..., a, willkiirliche numerische Konstanten, so
erhiilt man hieraus die ¢ Gleichungen:
a= { ua= o = l
¢ a, l(l‘) + e 2 a, l(’) +---+c Za“ lg]’”{)l =0 (r=21%.,0).
a=1 a=1 a=1

Aus diesen ¢ Gleichungen schlieBt man: Sind die g bilinearen
Formen Gy, Gy, ..., G, in linearer Dependenz, so muf die

z (4
Determinante:
a= ll ‘
|A|= ) uulgi;z) ‘ Gyr=%2..,0)
= 1 ‘
fiir jede Wahl der Groflen «,, @, ..., @, verschwinden.

Verschwindet diese Determinante wicht identisch, so ist dies
eine ausreichende Bedingung fiir die lineare Unabhingigkeit der
bilinearen Formen G, Gy, . . ., Ge.

An Stelle der bilinearen Formen G, Gy, . . ., Ge kann man
auch die Formen:

5 2-_: 51’4-21 m' (@=1,2..,0)

einfithren. Bildet man die Produkte H, H, fur i, k=1, 2, .., 0,
30 wird:

e=F
H,H, = 21(«)}1

=1
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Setst man e, = H,, so ldft sich jede aus den ¢ Einheiten
Oy €y - o5 G gebddete komplexe Zahl at1 e + a,,e2 +:---4a e
als eine bclmean Form a, Hy 4 ag Hy + - -+ + a mlerpretc'eren.

Setzt man voraus, daf die Determinante:

S

| a=1 |

[ =

(ivr=1-27~--ye)

nicht fiir jede Wahl der Grifen ay, ag, ..., a, verschwindet, so
sind die bilinearen Formen H,, H,, ..., H  linear unabhingig.

Die Determinante |I'| ist offenbar die Determinante der
bilinearen Form

4 Gy Foabgt - -k %Ge

Das Nichtverschwinden der Determinante |I'| ist also damit
gleichbedeutend, daf das Formensystem

a, Gy +a2(r"2+---+agGg

bilineare Formen mit nichtverschwindenden Determinanten ent-
hélt. Das Nichtverschwinden der frither aufgetretenen Deter-
minante | A| besagt, daB das Formensystem

a, Hy + ay Hy + - - - apHy

auch Formen mit nichtverschwindenden Determinanten besitzt.
Mit Hilfe der bilinearen Formen G und H, kann man die
* gewthnlichen Gleichungen (8) in o? symbollsche zusammen-
fassen, némlich:
GtHrln - H,;‘ G‘. FHm=1,3,...,0)
wobei

[4 I

2 ()xryk

die zu H, transponierte Form ist. Hieraus folgt:

Sind a, ag, ..., ag und by, by, ..., b, beliebige Zahlen,
so sind die zwei Matriccs a,Gy + agGy + -+ + a,G, und
b, H + b Hy + -+ b Hg stets vertauschbar.

Wir machen d1e fiir das Folgende wesentliche Voraussetzung,
dal sowohl das Formensystem a, H, + a,H + -+ aH, als
auch das Formensystem a, Gy + ayGy + -+ + aeG bilineare
Formen mit nichtverschwindenden Determmanten enthalten. Von

Pascal, Repertorium. I. 2. Aufi. 7

Il
-
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98 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

diesen zwei Bedingungen ist keine eine Folge der anderen, wie
das oben angegebene Beispiel lehrt. Fiir dieses ist

Hy = &,y, — %39,, Hy = #,yy — %393;
G1 =Y, S E Lolg, Gi =Y — TYs,

die Determinante |a, H, + a,H,| hat den Wert Null, wihrend
die Determinante |a, @, + a,G,| nicht identisch verschwindet.
Die Voraussetzung, daB die zwei Determinanten :

IalGl+a2G2+"‘+a<'G9|=|I|
und

ia1H1+‘12H2+"'+“9H9|=|A|

nicht identisch verschwinden, involviert, daB sowohl die Formen
Hy, Hy, ..., H, als auch G, Gy, ..., G, linear unabhiingig
sein sollen.

Wir beschriinken uns im folgenden auf die Betrachtung
jener bilinearen Formen der Schar a, Gy + ay,Gy + - - - + a, Gy,
bei denen die numerischen Konstanten a,, as, ..., @, so gewihlt
sind, daB die Determinante |a, Gy + a,G3 + - - - + a,G, | nicht
verschwindet. Sei 4 = a,G, + a6y + - - - 4 a,G, eine solche
Form. Wir suchen eine bilineare Form

U=uG + uGg + - - - + 4, Gy,
wobei u,, 4y, ..., u, numerische Konstanten sein sollen, zu be-

stimmen, dal das Produkt AU = A4 wird. Die symbolische
Gleichung AU = A besagt:

'(u‘Gl + ;G + - -+ a,G) - (uy, Gy 4 w3 Gy - - - ue(i(,) —
=0 k=g

= a6, G, =0a,G; + ayGy + - - - + a,G,.
a=1 k=1
Beachtet man die Gleichungen (2) und die auf Grund
unserer Voraussetzungen stattfindende lineare Unabhiingigkeit von
Gy, Gy, . .., Gy, so ergibt sich, daB

a=g a=Q a=0
1y S a0y 3 a0, S a0, =, eeine 0
a=1 a=1 a=1

wird. Da die Determinante:

|he=g
4| =|a,G; + ayCy + -+ + G| = | F a3 | Gr=1,3...0)

[l =1
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von Null verschieden ist, haben die zuletzt angegebenen o Glei-
chungen endliche, eindeutig bestimmte Losungen uy, g, . . ., %,.
U ist offenbar die Einheitsform. Wir haben also bewiesen:
das Formensystem a,Gy + agGy + - -+ + a, Gy enthdlt stets die Ein-
heitsform E.

Sei A =a,Gy + a3Gq + - - - @G, wiederum eine bilineare
Form von nichtverschwindender Determinante, so kann man
innerhalb des aus Gy, Gy, ..., @, gebildeten Formensystemes
eine Form V= v, G, + v, Gy + -+ 4 v,G, zu bestimmen suchen,
so daB v, vy, ..., v, numerische Konstanten bedeuten und
AV = E wird. Aus dieser symbolischen Gleichung gehen die
o gewdhnlichen Gleichungen:

a=9 a=g a=g
vlzaal(as)l + ’0220(112‘)2 + + vQZaals:)Q:ua =12..40)
a=1 a=1

a=1
hervor. Hierbei sind u,, g, ..., u, die durch
E=uG +uGy+ - 4Gy
festgelegten numerischen Konstanten. Da die Determinante

a=0 [
4| =| 3'a,0) | Gr=1,9...0
| fea=1

a ai ’
von Null verschieden ist, sind die ¢ Gleichungen losbar und
bestimmen eindeutige, endliche Werte v, vy, ..., v,. V ist
offenbar die reziproke Matrix von A.
Wir haben das Resultat:
Verschwinden die zwei Determinanten

| ayGy + asGy + -+ + 2, G, | und |a, H, + agHy + - -+ + ap Hy|

nicht fiir alle Werte a,, ay, ..., @y, so ist die Gesamtheit &
aller Matrices a,Gy + a3Gy + - - - + a,G, von nichtverschwin-
denden Determinanten bei der Produktbildung nicht nur in sich
abgeschlossen, sondern & enthiilt auch das Einheitselement und
zu jeder Matrix die reziproke. Die Gesamtheit aller in & ent-
haltenen Mairices bildet also (Kap. III, § 1) eine Gruppe.’

Verschwinden die zwei erwdihnten Determinanten nicht iden-
tisch, so bildet auch die Gesamtheit  aller Matrices

& H + agHy + - - - 4 ap,H,
von wmichtverschwindenden Determinanten cine Gruppe 9.
7.
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Jede Matriz der Gruppe § ist mit jeder Matriz der Gruppe ®',
dic von den tramspowierten Matrices der Gruppe & gebildet wird,
vertauschbar. ($ und @ sind in Lies Terminologie reziproke
Gruppen. Lie-Engel, ZTheoric der Transformationsgruppen,
Leipzig 1893, 3, 751 u. 779.)

In der Sprache der htheren komplexen Zahlen besagt das
Nichtverschwinden der zwei Determinanten, daB im Gebiet der
behandelten hoheren komplexen Zahlen die Umkehrung der
Multiplikation als vordere und als hintere Division im allge-
meinen eindeutig moglich ist.

Verschwinden eine oder beide der Determinanten |F| und |A|,
so fithre man noch zu den ¢ Einheiten ¢, ¢,, .. ., ¢, eine weitere
Einheit ¢, ein. Fiir die Multiplikation mit dleser Einheit mogen
die Regeln

€€ = €;6y = €& ((=0,1,2...,0)

gelten. Betrachtet man die ¢ + 1 Einheiten ¢, ¢, €, . . ., €,
so sind die Konstanten () fiir sie auf folgende Weise bestimmt:

l$'&=l(()’2=1 #=0,1,2,...,0),

alle weiteren 1) = 0, bei denen ein Index O ist, und, falls
keine der Zahlen i, &, s gleich Null ist, sind A{§) die durch die
Gleichungen (2) bestimmten GriBen.

Definiert man:

=2 30, 2-33

A(r) (@=0,4,8%,..., ()),

ma "l 7'

"Mu

so ist
Gy = Hy=2yyy + 2,9, + - + %Y.

Mithin verschwindet keine der zwei Determinanten
|agGy + .Gy + - + a,Gy| und |agHy + a,H, + - - + apH, |
fiir alle Werte a,, a;, ag, ..., ap; denn fir

Gg=1, a8 =0a="-:--=¢g =0

nehmen diese Determinanten den Wert 1 an.
Wenden wir die obigen Sitze an, so erhalten wir das
Resultat:
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Ist ecine der zwei Determinanten

a=g |
A= zaal%! Gr=1,3 .40
und ki :
a=g
[11| = aulfrrz Gr=1,2..,9
a=1

oder beide Null, so bildet die Gesamtheit ®, aller Matrices
a,Gy + 0,6, + - - - + a,G,

vom @ + 1%* Grade mit nichtverschwindenden Determinanten eine
Gruppe. Eben dieses trifft fir die Gesamtheit , aller Matrices

aoHy + aHy + - - - + a,H,

vom o + 1%" Grade mit nichtverschwindenden Determinanten zw.
Auf die Deutung hoherer komplexer Zahlen durch Matrices

hat bereits (1858) Cayley (Coll. math. papers 2, 491) in seiner

grundlegenden Arbeit iiber Matrices (vgl. den voraufgegangenen

§ 6) fir den Fall der Quaternionen hingewiesen. Die vier

Matrices zweiten Grades:

T AR [ 1 REORY |

=101l “~liol" *lo—il *~ 10|
verhalten sich bei ihrer Komposition wie die Quaternionen-
einheiten (vgl. S.16). Die weitere Deutung komplexer Zahlen durch
Matrices verdankt man C.S. Peirce (dm. J. math. 4, 221 (1881))
und Ed. Weyr (Prager Ber. (1887)). Die Verkniipfung hoherer
komplexer Zahlen mit Gruppen geht auf Poincaré (C. R. 99
(1884), 740) und Study (Monatsh. f. Math. 1, 283 (1890))
zuriick. Wir nennen ferner: Scheffers, Math. Ann. 39, 293
(1891), ebenda, 41, 601 (1893), Molien, ebenda, 41, 83 (1893),
42, 308 (1893). Wegen weiterer Litteratur iiber den Zusammen-
hang hoherer komplexer Zahlen und bilinearer Formen sei auf
Studys Artikel in der Emeyklopidie der math. Wiss. 1, 147
. Theorie der gemeinen und hoheren komplexen Grifien verwiesen.
Zur Erginzung fithren wir noch die rein algebraischen Arbeiten
von Frobenius, ZTheoric der hyperkomplexen Grifen (Sitzungsb.
d. Berl. Akad. (1903), 504 u. 634) an. Von Lehrbiichern
vgl. man: Lie-Scheffers, Vorl. iiber kontinuierliche Gruppen.
Leipzig 1893, S. 610.
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§ 8. Die Theorie der Elementarteiler und die
bilinearen Formen.

Sind 4 und B zwei quadratische Matrices n*" Grades mit
den Elementen a,, und b,,, so ist unter 4 + ¢B (vgl. S. 81)
die Matrix mit den Elementen a,, + ob,, zu verstehen. Die
Behandlung einer solchen Matrix A + oB, deren Elemente
ganze Funktionen ersten Grades eines Parameters o sind, fiihrte
WeierstraB (Zur Theorie der quadratischen wnd bilinearen
Formen, Monatsb. d. Berl. Akad. (1868), mit Veréinderungen
abgedruckt in Ges. Werken 2, 19) auf seine berithmte Theorie
der Elementarteiler.
L2l Unser Ausgangspunkt soll im folgenden ein rein zahlen-
theoretischer sein; hierdurch erhiilt man die Begriffe der Theorie
wohl am klarsten und durchsichtigsten. Alsdann legen wir die
Allgemeinheit dar, die diesen Ideenbildungen zukommt, und ge-
langen erst am Schlusse durch Spezialisierung zu dem Stand-
punkt, den Weierstrafl eingenommen hat.

Wir betrachten die quadratische Matrix:

D=|a,l (k=1,2...,n

vom Grad ». Ihre Elemente d;, sollen ausnahmslos ganze Zahlen,
sowohl positiv als negativ, einschlieBlich der Null sein. Die
Matrix D habe den Rang I, d. h. alle ihre Unterdeterminanten
vom I 4 1'*" jedoch nicht simtliche vom [/*® Grad seien Null.

¢ bedeute im folgenden eine ganze positive Zahl, die <7
ist, mit 7, bezeichnen wir (den positiv gewihlten) grobten ge-
meinsamen Teiler siimtlicher Unterdeterminanten ¢'** Grades D,
von D. Ist I =mn, so ist 7; = 7/, und, vom Vorzeichen abge-
sehen, die Determinante der Matrix D. Ist I < n, so setze man

g = =T, =0 !
Definition I: Die Grifen Ty, Ty, ..., T, heifen der erste,
zweite, . . ., n* Determinantenteiler des Systems der d, oder der

Determinante D.

! Jede oreihige Unterdeterminante D, ist eine lineare homo-

gene Funktion von Unterdeterminanten D,_, des ¢ — 1*" Grades.

Mithin ist der grofite gemeinsame Teiler 7', aller D, durch
den groBten gemeinsamen Teiler 7', _, aller D, _, teilbar.

Lelrsatz I: Der Quotient
Sy
T

g—1

(0=2,3,...,0)

des ¢"" Determinantenteilers durch den ¢ — 1%" ist eine gamze Zahl.
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Definition II: Die Grifen

i
=T17 Ea= Tnil (0=23,..,1), EI+,u

=0 @W=12%..,n-)

iBen  die zusammengesetzten Elementarteiler des Systems der
b oder (ler Determinante D. E, heift der erste, E, der

derd 1S, xder l+ TR 5 n“ Ele-
Dm Amahl der nzchiverschwmdenden Elementar-
teiler gibt ebenso wie die der nichtverschwindenden Determinanten-
teiler den Rang von D an.

Die Bezeichnung der Groflen E,, E,, ..., E, als zusammen-
gesetzte Elementarteiler ist Muths Werk ,.Zhcorie und Anwen-
dung der Elementarteiler®, Leipzig 1899, S. 13, entlehnt. Der
Name ,,6*” Elementarteiler* ist von Frobenius (Jowrn. f. Math.
86, 148 (1879)) eingefithrt worden; die Bezeichnung zusammen-
gesetzter Elementarteiler wird jedoch in seiner grundlegenden
Arbeit (vgl. a.a. O. S. 163) in anderer Bedeutung als hier
verwandt. Die GroBen E,, E,,. .., E, finden sich bereits (1861),
ehe WeierstraB seine klassische Albelt aus welcher der Name
Elementarteiler stammt, publiziert hatte, in Henry J.St. Smiths
zahlentheoretischen Untersuchungen iiber lineare Gleichungen mit
ganzzahligen Koeffizienten (Smith, Coll. math. papers 1, 391).

Von Smith stammen auch schon folgende Sitze:

Lehrsatz I1: In der Reihe der zusammengesetzten Flementar-
teiler E, E,, ..., E,_ ist jeder Elementarteiler E durch den ihm
voraufgehenden E,_, (0=11-1,..,2) ohne Rest teilbar (Smith,
a. a. 0., S. 396).

Lehrsat: I11: Dic zusammengesetzten Elementarteiler lassen
sich micht nur als Quotienten

Ea g

£

TlI
VY

g—1

grofter gememsamer Teiler definieren, sondern sie sclbst sind
auch gripte gemeinsame Teiler: Dividiert man jede Unterdeter-
minante ¢*" Grades D, von D durch den griften gemeinsamen
Teiler der in D, enthaltenen Unterdeterminanten ¢ — 1" Grades,
so ist der grifte gemeinsame Teiler aller dieser Quotienten gleich
dem o" Elementarteiler E, (Smith, a. a. 0., S. 396).

Aus dem Lehrsatz 1T folgt: BE>E, > E _,.--2E,.
Mithin ergibt sich: Sind die Werte der lzusammengesetzten,
nichtverschwindenden Elementarteiler E,, E,_,, ..., E, in irgend
welcher Reihenfolge gegeben, so braucht man sie nur ihrer GroBe
nach zu ordmen, um zu entscheiden, welcher der 6‘: ist.
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104 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

Lehrsatz IV : Komponiert man zwei oder mehrere ganzzahlige
Matrices, so ist der ¢ Elementarteiler des Produlktes durch den
o Elementarteiler eines jeden Faktors des Produlktes teilbar.

Aus dem Satz II folgt: Jeder zusammengesetzte Ele-
mentarteiler ,_, (0=t1-1,..,2) ist nur durch solche Primzahlen
teilbar, die auch E_  ohne Rest teilen. Hieraus ergibt sich:

Lehrsatz V: Ist pc die hichste Potenz einer Primzahl p,
die in E, (0=41-1,..,1) ohne Rest aufgeht, so geniigen die
Zahlen e, den Ungleichungen

G226 126 g 26

Diese Fundamentaleigenschaft ist von Cayley (1855)
(Journ. f. Math. 50, 314, Coll. math. papers 2, 217) ange-
geben worden.

Definition I11: Ist p°s die hichste in E; (6=41-1,..,1) ent-
haltene Potenz einer Primzahl p, so heift, falls e, von Null
verschieden ist, jeder Faktor p’c nach Weierstrap ein Elementar-
teiler oder cine elementare Invariante des Systemes d,, oder der
Determinante D. Die Primzahl p wird die Grundzahl oder Basis,
e, der Exponent oder Grad des Elementarteilers p‘o genannt.

Es empfiehlt sich oft, die Elementarteiler p®c mit Frobenius
(Journ. f. Math. 86, 162) zum Unterschied von den zusammen-
gesetzten Elementarteilern als ecinfache Elementarteiler zu be-
zeichnen. Spricht man von Elementarteilern ohne Zusatz, so
meint man die eben definierten einfachen WeierstraBschen
(Kronecker verwendet in den Monalsh. d. Berl. Akad. (1874),
Ges. Werke 1, 405 die Bezeichnung ,einfacher Elementarteiler
in ganz anderem Sinn; nach ihm hiitte man Elementarteiler
mit dem Exponenten 1 so zu nennen).

Die drei durch die Definitionen 1, II, III cingefiihrten
Gripensysteme, ndmlich die Determinantenteiler 1',, die zusammen-
gesetzten Elementarteiler E und die einfachen Elementarteiler
bestimmen sich gegenseitig eindeutig.

Die zusammengesetzten Elementarteiler E, sind durch die
Definition IT aus den Determinantenteilern abgeleitet worden.
Samtliche einfache oder Weierstrafische Elementarteiler erbilt
man durch die Zerlegung des ersten, zweiten usw. bis I*" Ele-
mentarteilers in die (von Null verschiedenen) Potenzen ver-
schiedener Primfaktoren. Ist E, = p% - ¢‘c - o ..., wobei
p, ¢, 7, . .. lauter verschiedene Primzahlen bedeuten, so sind die

GrioBen
E3
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§ 8. Die Theorie der Elementarteiler u. die bilinearen Formen. 105H

oo, geainka - (0=1,2..,1

die siimtlichen einfachen oder Weierstrafschen Elementarteiler.
Aus den zusammengesetzten Elementarteilern ergeben sich
die Determinantenteiler 7' auf Grund der Relationen:

Eame B Ea-l ~Byg
E,

- B (0=1,2...1),

o wmu=12..,8-1.

T
Sind
pe’7 p‘t—l, pe‘—2a By qe’[’ 'IUIl_lv qe’,_z’ AXatts
siimtliche einfache Elementarteiler von D — ihr Produkt muB 77
sein —, die nach fallenden Potenzen von p, ¢, ... geordnet sind:
(8,2 Bl y 2 62 g Bk e’zg 0’1_1 g 6,1_2 g Frl Tuihd ')1
so ist B,=E, ;=---=FE,_ ; durch den Rang von D be-
stimmt. F, ist das Produkt der hdchsten Potenzen siimtlicher
einfacher Elementarteiler von 1), also gleich p%-¢“1----, E, |
das Produkt der zweithochsten Potenzen séimtlicher einfacher
Elementarteiler, also gleich p—1-¢“1-1....  usw.

Alle diese Sitze sind weitgehender Verallyemeinerung fihig.
Sie beruhen auf der eindeutigen Zerlegbarkeit der ganzen posi-
tiven Zahlen in Primfaktoren und der Existenz des groBten
gemeinsamen Teilers von zwei oder mehreren ganzen Zahlen.
L sei ein Rationalititsbercich oder Zahlkorper (vgl. Algebra).
015 Qs - - -5 0; Seien k Variable. Sind die GroBen « Zahlen aus £,
50 heiflen Summen von Gliedern der Form:

@y 09 . . . gk,

wobei ry, ry, . . ., 7, ganze positive Zahlen, einschlieBlich der Null,
bedeuten, ganze Funktionen in L. Diese lassen sich in reduzible
(zerlegbare) und drreduzible (unzerlegbare) unterscheiden. Die
ersteren sind als Produkte aus mehreren ganzen Funktionen in £2
darstellbar, die anderen nicht. Die reduziblen Funktionen lassen
sich in eine endliche Anzahl irreduzibler Faktoren zerlegen, die
selbst ganze Funktionen in £ sind; jede reduzible Funktion
bestimmt ihre irreduziblen Faktoren bis auf multiplikative Kon-
- stanten eindeutig. Hierauf griindet sich der Begriff des griften
gemeinschaftlicher. Teilers von zwei oder mehreren ganzen Funk-
tionen in £; er ist bis auf einen konstanten Faktor eindeutig
bestimmt (vgl. beispielsweise H. Weber, Algebra 2, 563).
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106 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

Die %? Elemente der Matrix
D=“dul| (GR=1,2..,n)

seien ganze Funktionen in £ von % Variablen. Auch hierfiir
liflt sich nach den obigen Angaben der groBite gemeinsame
Teiler 7', simtlicher Unterdeterminanten ¢*" Grades von D de-
finieren. Die Determinantenteiler 7', 74, ..., 7, sind, abge-
sehen von konstanten Faktoren, die hier die Rolle der Einheit
spielen und fiir das Folgende als unwesentlich anzusehen sind,
eindeutig bestimmt. Ebendasselbe gilt fiir die durch die De-
finition IT eingefiihrten zusammengesetzten Elementarteiler. An-
statt der Primzahlen p treten im Falle der ganzen Funktionen
in & die irreduziblen ganzen Funktionen von % Variablen mit
Koeffizienten aus £. Simtliche einfache oder WeierstraB8sche
Elementarteiler erhiilt man durch die Zerlegung jedes zusammen-
gesetzten Elementarteilers £, in die (von Null verschiedenen)
Potenzen verschiedener irreduzibler Faktoren. Ist

Ea p— pe:t . q"l:i A o AOD 2

wobei die Basen p, ¢, r, ... lauter voneinander verschiedene
irreduzible ganze Funktionen mit Koeffizienten aus £ sind,
d. h. solche, die sich nicht nur um multiplikative Konstanten
unterscheiden, so sind

plo, q”b, r"'r'l, ¥ (0=1,2..,

die siimtlichen einfachen oder WeierstraBschen Elementarteiler.
Alle friiher angegebenen Lehrsitze behalten ihre wnverdnderte
Giiltigkeit, wenn man Matrices betrachtet, deren Elemente gamze
Funltionen von Lk Variablen wmit Koeffizienten aus einem Ratio-
nalititsbereich S sind.

D und F seien zwei Matrices mit je »® gleichartigen Ele-
menten d,, und f;;, d. h. entweder seien beide GroBensysteme d;,
und f;, ganzzahlig oder beide ganze Funktionen von % Variablen
mit Koeffizienten aus dem gleichen Rationalititsbereich 2. Be-
steht zwischen ¥' und D eine symbolische Gleichung ' = RD@Q,
wobei R und ) Matrices mit gleichartigen Elementen wie den-
jenigen von F' und D sein sollen, so soll auch bei dieser Be-
schriinkung der Elemente von R und ¢ fiir ¥ der Ausdruck
Vielfaches, fix D Teiler verwandt werden (zu vgl. S. 89). Waren
die Elemente von R und @ willkiirlich, so galt nur der Satz,
dafl der Rang des Vielfachen F' stets gleich oder kleiner als der
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des Teilers D ist. Bei der Beschriinkung der Elemente von R
und @ ergibt sich nach Satz IV:

Lehrsatz VI: Eine Matriz F ist nuwr dann ein Vielfaches

einer Matriz D, wenn ihre zusammengesctzten Elementarteiler E;
Vielfache der entsprechenden Elementarteiler E, von D sind, also
E/ = y,E,, wobei die y, ganze Grifen (also ganze Zahlen oder
ganze Funktionen) einschlieplich der Null sind.

Dem Obigen entsprechend mogen zwei Matrices D und F
mit gleichartigen Elementen dquivalent heilen, wenn sowohl F'
ein Vielfaches von D als auch D ein Vielfaches von ' in dem
engeren Sinne ist. Aus Satz VI folgt

Lehrsatz VII: Zwei Matrices D und F mit gleichartigen Ele-
menten kimnen nur dann dquivalent sein, wenn die entsprechenden
zusammengesetzten Elementarteiler E; und E; gleich sind.

Die in dem letzten Satz ausgesprochene Bedingung fiir die
Aquivalenz zweier gleichartiger Matrices ist zwar notwendig, aber
nicht hinrcichend. Gegeniiber zuweit gehenden Behauptungen in
dieser Hinsicht scheint es angebracht, an einem Beispiel zu
zeigen, daB trotz der Gleichheit der Elementarteiler eine Matriz
nicht Vielfaches ciner anderen zu sein braucht.

Sei D die Matrix

und F die Matrix
le O
{0 0 |l

v

fir ' und D sind, falls o, und g, unabhiingige Variable be-
deuten und £ der Bereich aller Zahlen ist, die zusammen-
gesetzten Elementarteiler E, = 1, E, — o0, gleich. Ange-
nommen ¥ sei Vielfaches von D), niimlich ' = R, wobei die
Elemente 7,, und g¢;, der zwei Matrlces R und @ ganze Funk-
tionen der zwei Variablen g,, 9, sind. Aus |D|=|F| folgt

|R|-|Q|=1. Da das Produkt zweier ganzer Funktionen nur
dann o]elch 1 ist, falls sie Konstante sind, muf |R|= Konst.,
| @| = .. sein. Mithin existiert P— @~", und die Elemente p,,

von P smd wegen |@|~!=Konst. ganze Funktionen von g, und g,.
Die symbolische Gleichung F'P = RD ergibt die vier gewdhn-
lichen Gleichungen:

01P11 = 7110102y Q1 P12 = T2, Q2Po1 = 7219102y Q2P23 = Taa-
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108 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.
Folglich wird die Determinante:

Bl Teefa| | fur Rl
| Ta17gs Tey1 Qg Poy

Diese Determinante verschwindet fiir g, = o, = 0. Sie soll
aber unabhiingig von ¢;, ¢, einen von Null verschiedenen kon-
stanten Wert besitzen. Mithin ist die Annahme, daB F Viel-
faches von D ist, widerlegt.?)

Beschriinkt man aber die Elemente d;, und f;, der zwei Matrices
D und F' darauf, ganze Zallen oder ganze Funktionen einer einzigen
Variablen o mit Koceffizienten aus & zu sein, so sind die in den
Siitzen VI und VII ausgesprochenen Bedingungen auch ausreichend.
Im folgenden wird stets ausnahmslos vorausgesetzt, daB wir es
mit Matrices, deren Elemente ganzzahlig oder ganze Funktionen
ciner einzigen Variablen o mit Koeffizienten aus L sind, zu tun
haben. Wir formulieren

Lehrsatz VI': Eine Matriz F, deren Elemente ganze Zahlen
oder ganze Funktionen einer einzigen Variablen o mit Koeffizienten
aus £ sind, ist dann und nur dann Viclfaches ciner gleichartigen
Matriz D, wenn ihre zusammengesetzten Elementarteiler B Viel-
fache der entsprechenden Elementarteiler E; von D sind, also
E'; = y,E,, wobei y; ganze Grifen (also ganze Zahlen oder ganze
Funktionen einer einzigen Variablen) einschlieflich Null sind.

1) Das obige Beispiel lift sich auch auf folgende Weise be-
handeln: Wiirde D Vielfaches von F' sein, so miifite dies auch noch
statthaben, wenn man die zwei unabhiingigen Variablen o, und g,
gleichsetzt. Sind ¥ und D, die sich aus ¥ und D fiir ¢, = 0, er-
gebenden Matrices, so hat

N 0 0
I‘n =
0o, ||
die Elementarteiler B, = ¢,, F, = ¢,%, hingegen besitzt
4] o 0
e OF

die Elementarteiler ¥, = 1, F, = ¢.*. Da der Elementarteiler E, =1
von D, nicht Vielfaches des Elementarteilers B, = o, von F, ist, kann
nach Satz VI D, nicht Vielfaches von F, also D nicht Vielfaches
von F sein. DaB bei Funktionen von zwei oder mehr Variablen die
in den Sitzen VI und VII ausgesprochenen Bedingungen nicht aus-
reichen, hat seinen Grund darin, daB bei Funktionen von zwei und
mehr Variablen der groBte gemeinsame Teiler nicht alles den Funk-
tionen ,,Gemeinsame** erschépft.
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Lehrsatz VII': Die notwendige und zugleich hinreichende Be-
dingung fiir die Aquivalenz zweier gleichartiger Matrices mit Ele-
menten, die ganze Zahlen oder gamze Funktionen einer cinzigen
Variablen mit Koeffizienten aus S sind, lift sich in folgende drei
gleichwertige Formen einklciden: Ubereinstimmung in den Deter-
minantenteilern oder in den zusammengesetzten Elementarteilern
oder im Rang und den einfachen Elementarteilern.

Hat die Determinante einer Matrix oder linearen homogenen
Substitution mit ganzzahligen Koeffizienten den Wert + 1,
so heiit die Matrix oder Substitution wnimodular. Hat man
Matrices oder Substitutionen, deren Koeffizienten ganze Funk-
tionen einer Variablen ¢ sind, so bezeichnet man diejenigen von
ihnen, deren Determinanten von ¢ unabhiingig und von Null
verschieden sind, als wnimodular. Man beweist, daf fiir zwei
nach Satz VII' dquivalente Matrices D und F mit gleichartigen
Koeffizienten in der symbolischen Gleichung F' = RDQ, wobei R
und @ Koeffizienten derselben Art wie F' wund D haben, die
Matrices R wund @ stets unimodular wéhlbar sind; fiir wni-
modulare Systeme R und @ existicren R= und Q= wnd sind
ebenfalls unimodular. Es wird D = R='FQ~*.

Ubertriigt man (zu vgl. § 6) im Falle von Matrices mit
ganzzahligen Elementen diese Sitze in die Sprache der Theorie
der bilinearen Formen, so erhilt man die Theoreme:

Lehrsatz VIII: Zwei bilineare Formen mit ganzzahligen Ko-
effizienten sind dann wnd nwr dann dquivalent in dem Sinn, daf
sie gegemseitig durch gamzzahlige (im allgemeinen nicht kogrediente)
Substitutionen ineinander tramsformierbar sind, wenn die ent-
sprechenden zusammengesetzten Elementarteiler der Matrices der
Kocffizienten der beiden Formen gleich sind. Fiir dic zusammen-
geselzten Elementarteiler kann man auch die Determinantenteiler
oder den Rang wnd die einfachen Elementarteiler treten lassen.
Im Falle der Aquivalenz kimnen die zwei bilinearen Formen stets
auch gamzzahlig unimodular ineinander iibergefiihrt werden. Die
Aquivalenz 1apt sich auf rationalem Wege (dwrch Aufsuchung
grofter gemeinsamer Teiler) entscheiden, wnd die iiberfithrenden |
wnimodularen Substitutionen lassen sich rational ermitteln.

Hieraus folgt Lehrsatz IX: FEine gegebene bilincare Form
mit gamzzahligen Koeffizienten, bei der die aus den Koeffizienten
gebildete Matriz die zusammengesctzten, nichtverschwindenden Ele-
mentarteiler

E, By ..., B
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hat, lipt sich durch ganzzahlige, unimodulare (im allgemeinen
nicht Logrediente) Substitutionen fiir die zwei Variablenreihen in

Ex'y) + Eyay'y) + - + Ez'y/
tramsformieren.
Die Siitze VIIIT und IX bleiben wnwverindert giiltig, wenn
man iiberall anstatt der ganzzahligen Koeffizienten ganze Funk-
tionen n ecinem beliebigen Rationalititsbereich S einer einzigen

Variablen ¢ voraussetzt.
Also:

i=nk

n

d;y 2,

]

D

k=

]
-
-

i
und
nk=n

fik Yy
k=1

-
]

-

seien zwei bilineare Formen, deren Koeffizienten ganze Funk-
tionen beliebigen Grades einer einzigen Variablen g sind. Die
Faktoren der einzelnen Potenzen von ¢ in den ganzen Funk-
tionen d,.k und f;, sollen einem Rationalitiitsbereich £ angehdren.
Die zwei bilinearen Formen heiBen dquivalent, wenn sie durch
Substitutionen ineinander iiberfithrbar sind, deren Koeffizienten
ganze Funktionen von ¢ sind. Zwei bilineare Formen der eben
beschriebenen Art sind dann und nur dann #quivalent, wenn
sie die gleichen zusammengesetzten Elementarteiler haben. Zwei
solche #quivalente bilineare Formen lassen sich auch stets durch
Substitutionen ineinander iiberfithren, ‘deren Koeffizienten ganze
Funktionen in £ der einen Variablen ¢ sind und deren Deter-
minanten einen von ¢ unabhiingigen konstanten Wert haben.
Setzt man die Elemente von D und F' nicht als beliebige,
sondern als lineare Funktionen des Parameters o voraus, o
kann man die Resultate noch verschirfen und ist bei dem
Weierstrafschen Standpunkt, von dem wir zu Beginn des
Paragraphen sprachen, angelangt. Die Elemente d;, von D seien
von der Form
dy = a, + oby, (hk=1,2...n)

und die Elemente f;, der dquivalenten Matrix F' von der Form
f‘k=glk+9hl'k (31 15 TR )

Die GroBen a;, b, g;; und h, bedeuten beliebige Konstanten
aus dem Rationalitiitsbereich 2. Man beweist, daB, wenn die
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zwei Determinanten |b,,| und |k, | nicht verschwinden, in der
Gleichung ' = RD@ die Systeme R und @ so gewihlt werden
kénnen, daB wicht nur ihre Determinanten, sondern auch ihre
eineelnen FElemente von dem Parameter o wnabhingig sind.

Lehrsatz X: Stimmen die zwei bilinearen Formen A + o B und
G + oH, bei denen die Determinanten | B | und | H| wicht ver-
schwinden, in den zusammengesetzten Elementarteilern (oder den
Decterminantenteilern oder den einfachen Elementarteilern) iiberein,
s0 kann man sic durch Substilutionen incinander tramsformieren,
deren Koeffizienten vom Parameter o unabhdngig sind.

Um Satz X von der Voraussetzung des Nichtverschwindens
der zwei Determinanten |b;,| und |k, | zu befreien, empfiehlt
es sich, zur homogenen Betrachtung iiberzugehen.

Sind ¢; und g, unbestimmte Grofen, so heiBt

i

n
—

04+ eB=

b

k=n
{Ej (03 @+ 02b,) %y,
=1

I
-

i

eine Schar bilincarer Formen (Kronecker (1868), Ges. Werke
1, 166). A und B heiBen die Grundformen der Schar (g, = 1,
0y = o liefert den frither behandelten unhomogenen Fall 4 + o B).
Wir setzen wieder D = o, A + g, B. Verschwindet die Deter-
minante der Schar identisch, d. h. ist sie fiir jedes Wertepaar g,
und g, Null, so heiflt die Schar singuldr, im anderen Fall
ordindr. Eine singulire Schar ist dadurch charakterisiert, daB
der Rang ! von D kleiner als » ist; bei einer ordindiren Schar
18t 1 =mn.

Um noch engeren Anschlu an WeierstraB zu gewinnen,
lassen wir 2 mit dem griBten aller moglichen Rationalitiits-
bereiche zusammenfallen, d. h. £ bedeutet die Gesamtheit aller
Zahlen. Die Elemente a, b,,, f;; und g,, der Matrices 4, B, F'
und G sollen also jetzt beliebige Konstanten sein.

Da in WeierstraB’ klassischen Untersuchungen die ein-
fachen Elementarteiler, mit denen er allein operiert, direkt ein-
gefithrt werden, soll dies auch noch geschehen: Ist | der Rang
der Matrix D = g, 4 + 0, B, so sei ¢ eine ganze Zahl, die <1
ist. WeierstraB selbst behandelt nur den Fall I = », d. h. die
Determinante | D| verschwindet nicht fir alle Werte o, g,.
Da £ der Bereich aller Zahlen ist, werden die irreduziblen
Funktionen p lineare Funktionen von g, und g,. Wir setzen
p =ag, + bo, und verstehen unter %, den Exponenten der
Liiclsten Potenz, mit dem die lineare, homogene ganze Funktion p
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in allen Unterdeterminanten D, ¢** Grades von D enthalten ist.
Ist 7, der groBte gemeinsame Teiler simtlicher Unterdeter-
minanten ¢*" Grades D, so hat der Determinantenteiler 7', die
Funktion p genau in der A,'*™ Potenz zum Faktor. Simtliche
Unterdeterminanten D, sind durch p’s teilbar, einige von ihnen
konnen auch eine hohere Potenz von p zum Faktor haben,
wenigstens eine Unterdeterminante D, mufB entsprechend der
Definition der Zahl 4, die Funktion p genau in der Potenz %, ent-
halten. Eine solche D, die genau durch die %, Potenz von p
teilbar ist, heiBt nach Frobenius (Uber die Elementarteiler
der Determinanten, Sitzungsb. d. Berl. Alkad. (1894), 32) eine
in bezug auf p regulire D, .

Die Zahlen £, sind ganze positive Zahlen oder Null. Fiir
sie beweist man die Ungleichung %, ; > h,, und, wenn %, = 0O
ist, so ist h,_; =h,_g=---=0.

Wir setzen:

g=nh—h_,,

Gy =M_y—Iy_,,
ey =h,—h.q;

él = hy.
Hieraus folgt
’Ia=ea+()ﬂ—l+"'+e1‘

In T, tritt folglich p'oc = p% - p*o—1 - po—2... p4
(e,=e,_>>¢,_ g+ +=>¢)(Cayleysche Ungleichung, siche S.104)

als Faktor auf. Jeder einzelne der mit einem von Null ver-
schiedenen Exponenten versehenen Faktoren

s e € o ¢
po, po—-1, pio—2, ..., p1,

in die p'o zerlegt wurde, ist ein Weierstrafscher oder einfacher
Elementarteiler. Hiermit sind die einfachen Elementarteiler unter
Umgehung der zusammengesetzten definiert. Die Basen der
WeierstraBschen Elementarteiler findet man, indem man 7, als
Produkt von linearen homogenen Funktionen der Variablen g,
und g, und eines von diesen Veriinderlichen unabhingigen kon-
stanten Faktors darstellt.
Der WeierstraBsche Fundamentalsatz lautet:
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Lehrsatz XI: Zwei Scharen bilinearer Formen, deren Deter-
minanten nicht verschwinden, sind dann wnd wur dann dquivalent
(. h. durch von den Parametern unabhingige, lineare homogene
Substitutionen mit wichtverschwindenden Determinanten gegenseitig
ineinander transformierbar), wenn die Determinanten der beiden
Scharen in ihren Elementarteilern iibereinstimmen (Weierstraf
(1868), Ges. Werke 2, 21).

Statt die einfachen Elementarteiler zu verwenden, wie es
Weierstrafl tut, kann man sich auch im Satze XI als Kriterium
fir die Aquivalenz gleichwertig der Ubereinstimmung in den
zusammengesetzten Elementarteilern % oder in den Determinanten-
teilern 7' bedienen. Die letzten beiden sind als grofte gemein-
same Teiler rational zu finden, wiihrend die Bestimmung der
einfachen Elementarteiler der Schar ¢, 4 4 ¢, B die Zerfillung
einer Gleichung in lineare Faktoren, also irrationale Operationen,
erfordert. Uber die Aquivalenz zweier ordindrer Scharen bilinearer
Formen kann also auf rationalem Wege entschieden werden; auch
die Substitutionen, die eine Schar in die andere iiberfiihren, sind
rational bestimmbar.

WeierstraBl geht bei seinem Beweisverfahren durch das
Irrationale hindurch. Er transformiert die Formenschar auf
eine Normalform, die von den einfachen Elementarteilern ab-
hiingt. Man kann stets eine ordindre Schar bilinearer Form
mit vorgegebenen Elementarteilern konstruieren. Dies ergibt sich
auch aus der weiter unten angegebenen Normalform einer
linearen homogenen Substitution. Frobenius (Journ. f. Math.
86, 146 (1879)) hat zuerst den WeierstraBschen Fundamental-
satz XI nur mit Hiilfe durchaus rationaler Operationen be-
wiesen (vgl. auch Landsberg, Jowrn. f. Math. 116, 331 (1896)).
Uber die an den WeierstraBschen Fundamentalsatz ankniipfende
Literatur vgl. man Muth, Theorie und Anwendung der Elementar-
teiler, 5. 60. Wir heben hier nur die Arbeit von Stickelberger,
Journ. f. Math. 86, 20 (1879), hervor.

Aus dem WeierstraBschen Fundamentalsatz XI folgt:

Damit es maglich sei, dic Formenschar:

i=n k=»
N .
2 Z (01 + 03b1) 2,93
=1 %=1
von wichtverschwindender Determinante durch eine lineare homo-
gene Substitution fir ., x5, ..., x, wvon nichtverschwindender

Determinante und eive andere fiir yy, Ys, ..., Y, von ebenfalls
nichtverschwindender Determinante in die Normalform :
Pascal, Repertorium. I 2. Aufl. 8
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or(m 'y + agzy'yy + -0+ a,2y,) +

0e(bray 9 + byay'yy + -+ 0,2,9,))
zu  transformieren, ist notwendig wnd hinreichend, dapf die
Determinante | o, a,;, + 0gb;;| nur Elementarteiler mit den Ea-
ponenten 1 besitet, d. h. jeder Teiler ag, + boy, der Determinante
l 010, + 02b;1|, der in ihr s > 1mal enthalten ist, auch Teiler
aller ihrer n — 1%", n — 2°", bis n — s + 1%" Unterdeterminanten
ist (WeierstraB, a. a. 0., 8. 37).

Die Aquivalenz zweler singuldrer Scharen bilinearer Formen
hat Kronecker (Algebraische Reduktion der Scharen bilinearer
Formen, Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1890), 1225) erledigt. Wir
geben das Resultat ohne Beniitzung alles Voraufgegangenen,
indem wir hierbei auch noch die Aquivalenz ordiniirer Scharen
mittels der Determinantenteiler besonders hervorheben:

Sei Vit
=_2;£ (01411 03bi1) 7,4,

cine Schar bilinearer Formen (bei der auch infolge verschwin-
dender Koeffizienten die Anzahl beider Reihen von Veriinderlichen
verschieden sein kann). 7', bedcutet den griften gemeinsamen
Teiler aller Unterdeterminanten ¢*" Grades (¢ = 1, 2, .. )
Verschwindet die Determinante der Schar nicht, so sind alle
diejenigen Scharen und auch nur diejenigen mit D dquivalent,
die mit D in den so ermittelien T, iibereinstimmen (andere
Formulierung des WeierstraBschen Satzes XI). Verschwindet
die Determinante von D fir alle Werte von ¢, und 04, SO
ist die obige Bedingung wicht ausreichend. Sei 1 der Rang
der Determinante von D, so bestehen zwischen den particllen
Ableitungen von o9, A + 93 B nach den n Variablen xz; und
den n Variablen y, genaw zweimal n — 1 linear unabhingige Re-
lationen, deren Koeffizienten homogene Funktionen von g und gg
sind. Denkt man sich ecin wvollstindiges System von 2n — 21
solchen Relationen wvon maiglichst niedrigem Grade in ¢, @3 ge-
wdahlt, so sind alle auper in den Grifen T, noch in diesen
Minimalgradzahlen®) mit D iibereinstimmenden Scharen und auch
nur diese mit unserer Schar D dquivalent (Kronecker)
Charakteristische Kriterien fiir die Aquivalenz zweier singu-
lirer Scharen sind natiirlich auch die Ubereinstimmung in den

") Die Bezeichnung stammt von Muth, Theorie der Elementar-
teiler, S. 108.
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Minimalgradzahlen und den einfachen Elementarteilern oder in
den Minimalgradzahlen und den zusammengesetzten Elementar-
teilern. Sowohl das oben ausfithrlich gegebene Theorem als
auch die letzte Bedingung gestatten iiber die Aquivalenz zweier
singuldrer Scharen rational, namlich durch Aufsuchen groBter
gemeinsamer Teiler, eine Entscheidung zu fillen. Auch die
diberfiihrenden Substitutionen sind rational zu finden. — Fiir ge-
gebenes » kann man stets eine singulire Formenschar von
n Variablenpaaren konstruieren, welche die vorgeschriebenen
Minimalgradzahlen und Elementarteiler besitat.

Gehoren die Koeffizienten der Grundformen 4 und B der
Schar ¢, 4 + ¢, B einem Rationalitiitsbereiche £ an und sind
die Koeftizienten der Grundformen der #quivalenten Schar eben-
falls nur Zahlen aus dem nimlichen Bereich £, so kann man
auch die Koeffizienten der die zwei Scharen ineinander iiber-
fithrenden Substitutionen aus dem Rationalititsbereich £2 wiihlen.
Will man nur im Rationalitdtsbereich £ operieren, so hat man
als Basen einfacher Elementarteiler der Matrix

‘Qlaik+92bikH (hk=1,3..49)

anstatt der linearen homogenen Funktionen ag, 4 b, solche
homogene Funktionen der zwei Variablen ¢, g, mit Koeffizienten
aus 2 zu verwenden, die beziiglich des Rationalititsbereiches £2
irreduzibel sind.

Die Untersuchung einer ganzzahligen Matrix, also die rein
zahlentheoretische Behandlung unseres Gegenstandes, mit der
unsere Darstellung anhebt, verdankt man Henry J. St. Smith
(1861). Weierstraf’ Ausgangspunkt und ausschlieBlicher Gegen-
stand der Untersuchung ist eine ordinire Schar bilinearer Formen,
fir die er als charakteristisches Kennzeichen der Aquivalenz die
einfachen Elementarteiler ersonnen hat. Inwieweit die Prioritit
der Entdeckung der Elementarteiler fir Sylvester (1851) (Coil.
math. papers 1, 219) in Anspruch genommen werden kann,
vgl. man bei Noether, Math. Ann. 50, 137. Durch Sylvester
angeregt, fand Cayley die oben erwihnte Ungleichung. Die
Briicke zwischen den Untersuchungen von Smith und Weier-
straB hat Frobenius geschlagen (Jowrn. f. Math. 86, 146
(1879), 88, 96 (1880), Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1894), 31). Er
hat die grofle Allgemeinheit des Begriffes , Elementarteiler” ge-
zeigt; ihm verdankt man auch den fiir die ganze Theorie funda-
mentalen Satz IV, der fiir Matrices mit Elementen, die ganze
Zahlen oder garze Funktionen einer oder mehrerer Variablen

]#
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mit beliebigen konstanten Koeffizienten oder GrdBen aus einem
Rationalititsbereich & sind, gilt. Die Untersuchung der singu-
liren Scharen bilinearer Formen hat Kronecker wihrend mehr
als zwanzig Jahren beschiiftigt, bis er zu dem oben angegebenen
abschlieBenden Resultate gelangte.

Der Begriff ,,Elementarteiler ist im voraufgehenden immer nur
bei ganzen Zahlen oder bei ganzen Funktionen verwendet worden.
Er LiBt sich auch auf gebrochene GroBen ausdehnen. Vgl. Hensel,
Jowrn. f. Math. 115, 259 (1895), sowie seine Bearbeitung der
Kroneckerschen Vorlesungen iiber Determinanten, Vorl. 21.

Von Lehrbiichern sind vor allem Muth, Zheorie der
Elementarteiler, dann die eben zitierte Vorlesung von Kronecker
und fiir die zahlentheoretischen I'ragen Bachmann, Die Arith-
metik der quadratischen Iormen, Leipzig 1898, S. 288, zu nennen.

Am Schlusse des § 6 wiesen wir darauf hin, daB zwei
beliebige bilineare Formen gleichen Ranges nicht stets kogredient
ineinander transformierbar sind. Fiir die kogrediente Trans-
formation zweier bilinearer Formen gilt der Satz von Kronecker
(Monatsb. d. Berl. Akad. (1874), Ges. Werke 1, 423):

Damit zwei einzelne bilineare Formen A und B durch ko-
grediente Substitutionen ineinander tramsformiert werden kinnen,
ist motwendig und hinreichend, daf die zwei Scharen oy A + 95 A’
wund o, B + oy B’ diquivalent sind;: A" und B’ sind dic zu A und B
tramsponierten Formen (vgl. den einfachen Beweis von Frobenius,
Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1896), 14).

Zwei beliebige bilineare Formen, lineare homogene Sub-
stitutionen oder Matrices sind nicht dhnlich (vgl. S. 84). Uber
die Ahnlichkeit zweier Systeme geben wir noch folgendes:

Zwei Substitutionen sind dann und nur dann dhnlich, wenn
ihre charakteristischen Funmktioncn die ndmlichen Elementarteiler
haben (WeierstraB, Ges. Werke 2, 21 u. 22).

Die charakteristische Funktion |oK, — C;|, wobei E; die
Einheitsmatrix ¢!® Grades und C; die Matrix

[Fo, 0205, o inten 0 w

R R S 0

[ep ik S i ol (¢, Zeilen und

| R R e L 0 " ¢; Kolonnen)
f I

10 000D 1 1!
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§ 8. Die Theorie der Elementarteiler u. die bilinearen Formen. 117

oder die lineare homogene Substitution

Yir = %1y Yio = gy + %9y Yz = Xy + Gyg,y . o oy
Yig = Biq,_, T G4,

ist, hat den einzigen Elementarteiler (o — ¢,)%; die Deter-
minante |C;| kann hierbei von Null verschieden sein oder auch
verschwinden.

Jede lincare homogene Substitution oder Matriz C, deren
charakteristische Funktion | o E — C| die Elementarteiler (o — ¢,)%,
(e=&)", .. . i, c) besitzt, ist der zerlegbaren Substitution

oder Matriz C, + C, o (&), B C, (vgl. S. 92) dhnlich;
C;, (=13..,7) hat dze obc_r/e b’edeutung Diese Normalform wird
nur durch die Elementarteiler von |9E — C| bestimmt. Uber
die Verwertung dieser Normalform in der Theorie der linearen
homogenen Differentialgleichungen vgl. etwa C. Jordan, Cours
d’'analyse, Paris 1896, 3, 173, J. Horn, Gewihnliche Differential-
gleichungen, Samml. Schubert 50, Leipzig 1905, S. 68, L. Schle-
singer, Vorl. iiber die Theorie der linearen Differentialgleichungen,
Leipzig 1908, 8. Vorl.

Auch wenn die Substitution C Koeffizienten aus einem
endlichen Korper mit p° GréBen, dem sogenannten GF [p*],
hat (vgl. Kap. III, § 1), kann man fiir ¢ Normalformen von
der Art der obigen aufstellen. Vgl. C. Jordan, Traité des sub-
stitutions et des dquations algébriques, Paris 1870, S. 114—126,
Frobenius, Jowrn. f. Math. 86, 207 (1879), L. E. Dickson,
Linear groups, Teubners Samml. 6, Leipzig 1901, S. 221. Auch
hier hiingen die Normalformen mit dem Begriff ,Elementar-
teiler zusammen; denn dieser ist auch noch anwendbar, wenn
der Rationalitiitsbereich £ nicht mehr unendlich viele, sondern
nur eine endliche Anzahl von Konstanten enthilt, némlich das
GF[p] ist.

Ist die Determinante |C| einer linearen homogenen Sub-
stitution nicht gleich Null, so sind fir t =41,4 2,43, ...
(e—a)y(e—a)n .. (e — )
die Elementarteiler der charakteristischen Funktion der Potenz C*.
Da die Elementarteilerexponenten e, e, .. ., ¢, fir alle Potenzen
von C die niimlichen sind, lassen sich diese Exponenten auch
durch das Studium der von C wnd seinen positiven wie negativen

Potenzen erzeugten zyklischen Gruppe gewinnen. J. Wirth, Frei-
burger Diss. (1906).
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§ 9. Die quadratischen und Hermiteschen Formen.
Die alternierenden bilinearen Formen.

Eine symmetrisclw bilineare Form

> % anz Y (@ = )

=k

wird zur quadratischen Form:
sy a2, (@ = ay),

wenn man die zwei Variablenreihen x; und y, gleichsetat.
Die zu der quadratischen Form

f=‘2 e, m, (0 = )
zugehorige symmetrische bilineare Form:

Azl( of iﬂ

2 103:

of
EAEE oz, )
heiBt die Polarform von f. Zu der quadratischen Form f ge-
hort die symmetrische Matrix
A=|a,] (G, 3; 500
mit den Elementen a,, = a,;.
Die Determinante von A:
lAl:{(l“_I (hk=1,8..,n)

heiBit die Determinante oder die Diskriminante der quadratischen
Form; 2| A| ist die Hessesche Determinante von f (vgl. § 15).
Ist 440, so ist f eine ordindre, sonst eine singuldire
quadratische Form.
Die quadratische Form:

R R )
f=n k=n A3y Qg9 -« . Ay, Uy
F={§k=1 A =—| : N Rl
Apy Qpg - oo Oy Uy
s tlgts o3 s )

bei der A4,, die algebraischen Adjungierten der Elemente ¢, in
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§ 9. Die quadratischen und Hermiteschen Formen. 119

der Determinante | A| sind, heiBt die zu /' adjungierte quadra-
tische Form (GauB, Disquisitiones arithmeticae, Artikel 267,
Ges. Werke 1, 301, hat fir — F' die Bezeichnung ,forma ad-
juncta®).

Ist |A|=0, so ist die adjungierte Form F das volle
Quadrat einer linearen Form. Ist der Rang der Determinante | A |
kleiner als n — 1, so wverschwindet F identisch.

Fliir jede quadratische Form f besteht die Relation:

| v, LA e L
A A A R
—|Ap-rp=] P b
P SR R
L Lt st )

Fiihrt die lineare homogene Substitution P:

’ ’ ’ .
T, =Py %y + Dia%s + 0+ Diny (=t Sl
i=nk=n
die quadratische Form > > a,x,x, in die quadratische Form
i=1k=1

k=n
> Dbz iiber, so gehen die Polarformen der zwei quadra-
f=1k=1
tischen Formen durch P und eine zu P kogrediente Substitution in-
einander iiber. Es besteht die symbolische Gleichung B = P'AP,
wobei P’ die zu P transponierte Matriz ist.

Hieraus folgt: Die Determinante | B| ist gleich |P|*-|A].

Ferner ergibt sich:

Zwei quadratische Formen kinnen dann und nur dann durch
eine lineare homogene Substitution von nichtverschwindender Deter-
minante ineinander iibergefiihrt werden, wenn sie gleichen Rang 1
besitzen. Insbesondere kann jede quadratische Form vom Range |
in die Normalform

r2 r2
a2 + agxlt + -0 + ayz) 3

wobei ay, ay, ..., a, lauter nichtverschwindende, sonst beliebige
Grofen sind, transformiert werden.

Das Problem der Reduktion einer quadratischen Form auf
eine lineare Kombination von Quadraten ist iiberall in Geometrie
und Mechanik, wo quadratische Formen auftreten, von griBter
Bedeutung. Ein allgemein giiltiges, besonders einfaches Ver-
fahren, jede beliebige quadratische Form in eine Summe von
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Quadraten umzuwandeln, besteht in einer sukzessiven Abtrennung
von 1 oder 2 Quadraten (Baltzer, Determinanten, 5. Aufl.,
S. 175, J. A. Serret, Algebra, deutsche Ausg. von Wertheim,
Leipzig 1878, S. 350). Diese Methode kniipft an Lagrange
(Buvres 1, 7, Recherches sur la méthode de mazimis et minimis
(1759)) an und wird daher auch als ,Lagrangesche Trans-
formation” (Gundelfinger, Jouwrn. f. Math. 91, 221 (1881),
ebenda 127, 86 (1904)) bezeichnet.

Man kann die Variablen einer beliebigen quadratischen
Form

2‘_2 ik %; T,

vom Range [ stets in einer solchen Reihenfolge mit

al, (7’7 9 ﬂl

bezeichnen, daf
n=2i aala1 an202~--ann

11

von Null verschieden ist und in der Kette der Hauptunter-
determinanten:

oI, " 0L,
L e A B g T et gt
el %% " %-1%-1
o L8 =
s Fzﬁaa,a,an,(r, an,(l,7rl'_ UG’F b 1

nie zwei unmittelbar aufeinanderfolgende gleichzeitig verschwinden
(vgl. die beim letzten Satz iiber symmetrische Determinanten auf
S. 63 angefiihrte Literatur).

Jede quadratische Form

nk=n

[

ks

=22 aunz,
i=1k=1

[

vom Range 1 kann, falls ilre Variablen solcher Anordnung fihig
sind, daf keine der Grifien Iy, Iy, ..., I, verschwindet, in der
Form:

X* X

I o 1Fz+ + +Fz 1Fz

dargestellt werden. Hierbei ist

1. of

X i el
1 26-’60,
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L el
9% % N %—-1 2 0%q,
LR
Xa= ‘ n?ﬂl ”2‘:’0—1 2 a..’l,‘q2 (@=2,3,...10).
| o
‘ s i By
a”a”l %A a’”a"a-—lg 0a,

@ |

Die Funktion X, enthdlt keine der « — 1 Variablen x s
Diese Transformation bezeichnet man als Jacobische Trans-
formation der quadratischen Form (Jacobi, Jowrn. f. Math.
53, 265 (1857), Ges. Werke 3, 583, hat diese Transformation
allgemein fiir bilineare Formen aufgestellt).

Im Gegensatz zu der an Lagranges Namen ankniipfenden
Methode, die ausnahmslos bei jeder quadratischen Form ange-
wendet werden kann, involviert die Jacobische Transformation
eine Annahme. Sie setzt voraus, die Variablen der quadratischen
Form f lassen sich wenigstens auf eine Weise so anordnen,
daB jede der Determinanten I3, I, ,, ..., I, I, von Null ver-
schieden ist. Die Jacobische Transformation versagt z. B. schon
bei quadratischen Formen f, deren Hauptelemente a,, ay,, ..., @,,
simtlich verschwinden. Ist bei einer quadratischen Form die
Jacobische Transformation anwendbar, so ist sie im Effekt mit
Lagranges Reduktionsmethode identisch. Auch GauB (Ges.
Werke 4, 37, 6, 20, 7a, 248) hat sich bei seinen astronomischen
Untersuchungen der Jacobischen Transformation fiir quadra-
tische Formen bedient. Thre Ausdehnung auf bilineare Formen
wie die explizite Darstellung der X, durch die z; ist Jacobis
bleibendes Verdienst.

0110y Nl

Eine quadratische Form kann auf unendlich viele Arten
in eine Summe von Quadraten transformiert werden. Hat die
gegebene Form reelle Koeffizienten und soll die auf die Variablen
auszufithrende Substitution gleichfalls reell sein, so gilt das von
Sylvester (Phil. Mag. (1852), 142, Phil. Trans. (1853), 481,
Coll. math. papers 1, 380 u. 511) gefundene und von ihm
sogenannte Trdgheitsgesetz  der reellen quadratischen Formen:
Auf welche Weise auch immer eine beliebige quadratische Form
mit reellen Koeffizienten durch eine reelle lineare homogene Sub-
stitution von wichtverschwindender Determinante in dic Normalform

/2 /2 AR e /L e S S e e
ml + x? + + xh 'Eh+1 x}|+2 xl
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transformiert wird, stets haben auper dem Range 1l die Anzahl h
der Quadrate mit positiven Vorzeichen und folglich auch die An-
zahl 1 — h der Quadrate mit negativen Vorzeichen dieselben un-
verdnderlichen Werte.

Das Triigheitsgesetz war bereits Riemann aus Gauf’
Vorlesungen iiber die Methode der kleinsten Quadrate, die
Riemann wahrscheinlich 1846/47 horte, bekannt (Riemanns
Ges. Werke, Nachtriige, herausg. von M. Noether u. W. Wirtinger,
Leipzig 1902, S. 59). Auch Jacobi war seit 1847, also vor
Sylvesters Publikation, auf das Triigheitsgesetz gekommen, vgl.
den posthumen Aufsatz von Jacobi, Journ. f. Math. 53, 275
(1857), Ges. Werke 3, 591, sowie den unmittelbar voraufgehend
abgedruckten Aufsatz von ‘Hetmita ((Buvres 1, 429) und die
an diese Aufsitze ankniipfenden Bemerkungen von Borchardt
(Ges. Werke, S. 469).

Die Zahl h kann durch irgendeine reelle Tramsformation
der weellen quadratischen Form in eine Swmme von Quadraten
gefunden werden.  Eine Bestimmung der Zahl h kann auf
folgende Weise geschehen: Man ordne die Indices der reellen
quadratischen Form

k=n

2 ;3 % Ty

i M I’

derartig, daB nie zwei aufeinanderfolgende der Determinanten
Ly Iy Timgy oo Iy 13y T

gleichzeitig verschwinden (vgl. oben). Ist I, = 0, so haben
I,_, und I, entgegengesetzte Vorzeichen. Die reelle quadra-
tische Form

i=n k=n

> 2D 0,7,

i=1k=1
enthélt dann bei einer reellen Transformation in eine Summe von
Quadraten genau ebensoviele negative Quadrate (l — h), wie die
Reihe der angegebenen Determinanten Vorzeichenwechsel aufweist;
etwa vereinzelt auftretende Nullen sind fortzulassen (Gundel-
finger, Zusiitze zur dritten Auflage von Hesses Vorl. iib. analyt.
Geometrie d. Raumes, Leipzig 1876, S. 460, Jowrn. f. Math. 91,
225 (1881)).

An Stelle der GréBen I' kann man eine allgemeinere, von

Darboux (Journ. de math. (2) 19, 352 (1874), Gundelfinger,
Hesses Vorl., S. 459) stammende Kette von Determinanten zur
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Bestimmung der Zahl 7 verwenden; in dieser Kette sind die I
als Spezialfall enthalten. Auf 8. 126 findet man noch ein Kri-
terilum von Sylvester zur Bestimmung von 7.

Die Zahl 2 1 — I heiBt nach Frobenius, Uber das Tréigheits-
gesetz der quadratischen Formen, Jouwrn. f. Math. 114,187 (1895)
die Signatur der reellen quadratischen Form. Frobenius gibt
ein Verfahren zur Bestimmung der Signatur einer quadratischen
Form, falls mehrere aufeinanderfolgende Determinanten I" ver-
schwinden. Diese Methode schriinkt die vorherige Umordnung
der Indices moglichst ein.

Die kleinere der zwei Zahlen 7 und ¢ — 7 heit die Charak-
teristik der reellen quadratischen Form (A. Loewy, Journ. f.
Math. 122, 53 (1900)). Uber Untersuchungen, die mit der
Charakteristik der reellen quadratischen Formen zusammenhingen,
velo 8. 127 u. 136.

Ist die Charakteristik einer reellen quadratischen Form Null,
so heipt eine Form von nichtverschwindender Determinante definit,
von werschwindender Determinante semidefinit.  Alle anderen
reellen quadratischen Formen heiBen indefinit (GauB, Disqui-
sitiones arithmeticae, Art. 271).

Eine definite quadratische Form nimmt nur Werte eines
wund desselben Vorzeichens an, welche recllen Werte man auch den
Variablen beilegen mag; sie wverschwindet nur, wenn man alle
Variablen Null setzt. FEine semidefinite Form nimmt ebenfalls
nur Werte eines und desselben Vorzeichens an; sie verschwindet
aber auch, ohne daf man alle Variablen Null zu setzen brawucht.

Ein wichtiges Problem ist es, zu entscheiden, ob eine Schar
quadratischer Formen wmit beliebigen Koeffizienten:

i=nk=n

2 2 (04 + 026;1) %, 2,

t=1 k=1
durch eime lineare homogene Substitution P:
’ ’ ’
Ty =Py + D%y + 0+ Piak,
von michtverschwindender Determinante in eine andere Schar

i=nk=n

] (019 + 0270;1) N

i=1k=

transformiert werden kann. Ist dies der Fall, so fiihrt die Sub-
stitution P die Scharen symmetrischer bilinearer Formen:
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2 010 + 03b;) %Y,

_M i

und

-.
]
3
L

=n

2 (019:x + 0ahyi) % yy

k=1

i

Il
-

als Polarformen kogredient ineinander iiber. Es gilt die sym-
bolische Gleichung:

P’ (o, A + g3 B) P = 9,G + o, H

Mithin ergibt sich:

Alle fiir die Transformation der Scharen bilinearer Formen
(vgl. S. 113 w. 114) gefundenen Bedingungen sind auch fiir die
Tramsformation der quadratischen Formen notwendig. Daf sie
auch ausreichend sind, ist ein bemerkenswertes Resultat, das fiir
Scharen von nichtverschwindender Determinante Weierstraf in
seiner oben (§ 8) mehrfach zitierten Abhandlung aus dem Jahre 1868,
fiir solche wvon wverschwindender Determinante Kronecker (ab-
schlieBende Resultate, Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1890), 1375,
(1891), 9 w. 33) gewonnen hat. Man vgl. vor allem Frobenlus
fundamentale Arbeit ,, Uber die kogredienten Transformationen der
bilincaren Formen, Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1896), 7, dort
wird der eigentliche Grund dieser merkwiirdigen Erscheinung
aufgedeckt.

Es gilt also der Satz:

Zwei Scharen quadratischer Formen, deren Determinantcn
wicht verschwinden, lassen sich dann wnd nur dann ineinander
tramsformieren, wenn ihre Determinanten in den Elementarteilern
itbereinstimmen, bei solchen mit verschwindenden Determinanten
ist auferdem moch die Gleichheit der Minimalgradzahlen cr-
forderlich (vgl. hierzu die Darstellung bei Muth, Theorie der
Elementarteiler, S. 125).

Dawmit sich die Schar quadratischer Formen

~ g (0101 + 09b:2) %2,

von nichtverschwindender Determinante dwrch eine lineare homo-
gene Substitution von wichtverschwindender ~ Determinante in die

Gestalt: = i e
01 (917° + gp2® + -+ + 9.%,) +
+ 0g (@} + hoay® + -+ + hn;t:f)
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§ 9. Die quadratischen und Hermiteschen Formen. 125

bringen lipt, wobei g, wnd h; mie gleichzeitiy verschwinden
(i=1,2,..., n), ist notwendig wid hinreichend, daf die Deter-
minante | 9, a;;, + 0,0, | nur Elementarteiler mit den Exponenten 1
besitzt (WeierstraB, Ges. Werke 2, 41—42).

Ist in dem eben besprochenen Fall die Determinante von B
ungleich Null, so braucht man nur

N ’ y ’ ’
2, =Vha/ 2 =Vhexy, ..., 2, = h,x,

zu setzen, dann erhdlt man die quadratische Form:
”;:91,2+_93,2+“_+Qn,,2___u.,2+1(.z2+.,,_|_w,,2
h, "1 h, “2 R, n 141 272 n®n

und die Einheitsform:

E=z 4224+ - +22
Die GroBen

(t=1,2,..,n)
sind die Wurzeln der Gleichung
|9bik_(l'i’ci=0 (4,k=1,2,...,n),

wie aus der symbolischen Gleichung P’(¢9 B— A)P=o E —W folgt.

Ist die gegebene quadratische Form B die Einheitsform E,
so folgt:

Man kann die Schar quadratischer Formen ¢, 4 + g3 F
dann und nur dann in o, W 4 gy E transformieren, falls alle
Elementarteiler der charakteristischen Funktion |o B — A| die
Exponenten 1 haben. Die sich ergebende symbolische Glei-
chung P'P = E besagt (vgl. S.130), daB die iiberfiihrende Trans-
formation P orthogonal ist. Mithin hat man das Resultat:

Eine beliebige quadratische Form kann dann wnd nwr dann
orthogonal in eine Summe von Quadraten transformiert werden,
falls alle Elementarteiler der charakteristischen Funktion den K-
ponenten 1 besitzen.

Die orthogonale Transformation einer quadratischen Form 4
in eine Quadratsumme haben fiir den sogenannten allgemeinen
Fall, in dem die charakteristische Gleichung von A nur ver-
schiedene Wurzeln besitzt, bereits Cauchy (Ezercices de math. 4,
(1829), Gtuvres (2) 9, 194) und Jacobi (Jowrn. f. Math. 12,
1 (1834), Ges. Werke 3, 191) zum Gegenstand eingehender Unter-
suchungen gemacht.

www.rcin.org.pl



126 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

‘Die charakteristische Funktion einer reellen quadratischen
Form (vgl. die Angaben iiber die Sikulargleichung auf S. 65)
besitzt ausschlieBlich reelle Wurzeln und Elementarteiler mit
den Exponenten 1. Hieraus folgt:

Jede reelle quadratische Form A kann reell orthogonal in
die reelle quadratische Form w,z,® + wy2,® + - - - + w, 2,2 trans-
formiert werden; lLierbei sind ul, Wy, + . ., w, die rcellen Wurzeln
der Sikulargleichung | A — o E| = 0.

Hat die charakteristische Funktion einer recllen quadratischen
Form A wvon nVariablen die 1 fache Wurzel Null, so ist der
Rang | von A gleich n — ;. Nach dem Trdgheitsgesetz ist die
fiir A charalkteristische Zahl h der positiven Quadrate gleich der
Anzahl der positiven Wurzeln der Sikulargleichung, die Anzahl
der negativen Quadrate gleich der Anzahl der negativen Wurzeln.

Eine Gleichung mit reellen Koeffizienten und lauter reellen
Whurzeln besitzt genau soviel positive Wurzeln wie die Gleichung
Zeichenwechsel hat (vgl. Kap. Algebra). Nun ist

IA— Q.EI = (_. 1)71 . (en hnd TlQn-l + ngn—‘_’ o (_ 1)"T”).
Hierbei ist 7', _, die Summe der Hauptunterdeterminanten
0’| 4|

0 20 DE

i1 iy iy ig iy

wobei iy, iy, ..., i, jede Kombination der Zahlen 1, 23688
. | 0|4 [
zu s bedeutet. Es ist also 7, = |A4|, T,_, 2 it

i=1
Ty=ay+ a3 + - + a,,

Die Zahl h der positiven Quadrate ist gleich der Anzahl der
Vorzeichenfolgen der Determinantensummen Ty=1,Ty, Ty, ..., T,")
(Satz von Sylvester, Philos. Magazine (1852), Coll. math. papers
1, 880, vgl. Netto, Vorl. iiber Algebra, Leipzig 1896, S. 222,
H. Weber, Algebra 1, 311, Heffter, Jowrn. . Math. 126, 83
(1903), Gundelfinger, ebenda 127, 85 (1904)).

Fiir beliebige Scharen quadratischer Formen von nicht-
verschwindender oder von verschwindender Determinante léfit
sich stets eine Reduktion auf Fkanonische oder Normalformen

1) Abgesehen von den letzten GroBen konnen in der angegebenen
Kette nur isolierte 77 den Wert Null annehmen; die am Ende ver-
schwindenden Glieder sind fortzulassen, die intermedidr verschwin-
denden Grofen sind nach Belieben positiv oder negativ zu zihlen.
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§ 9. Die quadratischen und Hermiteschen Formen. 127

ausfithren, deren Natur durch die Elementarteiler bestimmt wird.
Zu vgl. Muth, Theorie der Elementarteiler, S. 124 u. 133.

Bei einer Schar reeller quadratischer Formen kann man
aus den Charakteristiken (vgl. 8. 123) der in der Schar ent-
haltenen Formen auf die Elementarteiler schliefen:

Ist B eine reelle quadratische Form von wichtverschwindender
Determinante, so geniigen die Elementarteilercxponenten der Deter-
minante der Form A + oB, falls A eine reelle quadratische
Form von verschwindender oder nichtverschwindender Determinante
mit der Zahl ¢ als Wert der Charakteristik bedeutet und o ein
reeller variabler Parameter ist, der Ungleichheit:

q';s-sz(%) +2E(h—;*l)

Hierbei ist 2 s die Swmme der Exponenten aller Elementarteiler,
deren Basen fiir einen imagindren Wert des o wverschwinden;
I dwrchliuft in der obigen Summe die Exponenten aller Elementar-
teiler, deren Basen von einem reellen, von Null verschiedenen
Wert des o annulliert werden, und 1" nimmt die Werte der Ex-
ponenten aller Elementarteiler, die fiir o = 0 verschwinden, an.

E (%) bedeutet die grifte in %, E(h ) die grifte in ¥ . :

enthaltene ganze Zahl. Die Anzahl der fiir ¢ =0 verschwindenden
Elementarteiler ist gleich n — 1, wenn B vom Range n, A vom
Range 1 ist (A. Loewy, Journ. f. Math. 122, 53 (1900)).
Hat A den Rang n, d. h. |A|=0, so fallt in der Un-
gleichheit rechter Hand das Glied
! AR
2E ( 2 )
fort (vgl. F. Klein, Bonner Diss. (1868), Math. Ann. 23, 561
(1884), A. Loewy, ebenda 52, 588 (1899), Giit. Nachr.
(1900), 298).

Fir ¢ =0 und |A|= 0 (definite Form) ergibt d1e Un-
gleichheit s =0, 7 =1 (Satz von Weierstraf); fir ¢ =0
und [4|=0 (semzdrfmte Form) erhilt man s =0, h=1,
W =1 oder 2 (Gundelfinger, Suppl. zu Hesses analyt
Geometrie d. Raumes, S. 515, Gundelfinger-Dingeldey, Vorles.
a. d. analyt. Geom. d. Kegelsclmitte, Leipzig 1895, 8. 67, vgl. auch

den bei Muth, Theorie der Elementarteiler, S. 184 behandelten
Fall, daB die Determinante | A + ¢B| identisch verschwindet
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und A eine semidefinite Form ist). Wir formulieren noch den
Satz von Weierstraf (Ges. Werke 1, 233, 2, 42, 3, 139), der
die im § 3 besprochenen Resultate iiber die Sikulargleichung
als Spezialfall umfafit:

Enthilt eine Schar reeller quadratischer Formen eine definite
Form, so besitzt die Determinante der Schar ausschlieflich reelle
Elementarteiler mit den Exponenten 1.

Mit der reellen Transformation zweier Scharen reeller
quadratischer Formen ineinander beschiftigt sich Muth, Jowrn.
f. Math. 128, 302 (1904).

AuBler der bereits erwithnten Literatur sei noch die Mono-
graphie von Bromwich, Quadratic forms and their classification
by means of invariant factors, Cambridge tracts (1906) genannt.

Die voraufgehenden Untersuchungen sind auch auf Hermite-
sche Formen ausdehnbar. Die Hermitesche Form

i=n k=n =
22“&9@'%’
g=1 k=1

bei der a;; und a,; konjugiert imaginir, @, reelle Grofen sind,
nimmt fiir konjugiert imaginiire Werte 2, und x, nur reelle
Werte an. Sie kann auf unendlich viele Arten durch zwei
Substitutionen:

T =DPy% + P + -+ D7,
und
= N it == = >
Ty =Py %y + Dig%s + - + D2, (=1,3%,...,n),

wobei p,, und p,, konjugiert imaginire GroBen sind und die
Determinante |p;,| == 0 ist, in die Normalform:

.3, + 47 + - + 2,7, — Byp1Bhpr — Thpsfhps — T G
transformiert werden.

Ebenso wie fiir reelle quadratische Formen gilt auch fiir
Hermitesche Formen das Zrdgheitsgesctz: Wie auch immer eine
Hermitesche Form durch Fkonjugiert imagindire Substitutionen in
die Normalform iibergefiihrt wird, stets haben die zwei Zahlen h
(T'righeitsindex) und 1 (Rang) dieselben wnverdnderlichen Werte
(Hermite, Jowrn. f. Math. 52, 40 (1856), (Fuvres 1, 397,
Frobenius, Journ. f. Math. 95, 265 (1883)).
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Die auf S. 127 besprochene Ungleichung
’ L (h n—1
2+ 2B () +2E(5)

bleibt auch wunverdindert giltig, wenn A und B anstatt reeller
quadratischer Formen Hermitesche Formen sind (A. Loewy, Journ.
f. Math. 122, 67 (1900)). Wegen dieser Ungleichung vgl. auch
Loewy, Jowrn. f. Math. 123, 258 (1901), Bromwich, Proc.
Lond. M. S. 32, 349 (1900).

Auch die alternierenden bilinearen Formen sind eingehend
untersucht worden. Die Determinante einer alternierenden bi-
linearen Form ist stets von geradem Rang (vgl. S. 64). Jede
alternierende bilineare Form, deren Determinante den Rang 2 #
hat, kann durch kogrediente Substitutionen der zwei Variablen-
reihen in die Normalform

’ /2 ’ 4 4 ’ ’ ’ ’ : 4 7 4 ’
Ty Yy — XYy T XYy — B Ys + A Ty _1Ya, — TapYor—1

ibergefithrt werden.
Der 21'® Elementarteiler einer alternierenden bilinearen

Form
i

nk=n
i

= Aoy (dyp=—dy, dyy=0),

-

i=

deren Koeffizienten d,, ganze Zahlen oder ganze Funktionen
eines Parameters o sind, ist gleich dem (24 — 1)*™ Der 24"
Determinantenteiler 7, (vgl. S. 105, Zeile 5) ist daher ein
Quadrat (Verallgemeinerung des Cayleyschen Satzes auf S. 64).

Sind zwei alternierende bilineare Formen, deren Koeffizienten
ganzzahlig oder ganze Funktionen eines Parameters ¢ sind, im
Sinne der Festsetzungen auf S. 109 u. 110 #quivalent, so kann
man die Formen stets kogredient ineinander transformieren.

Sind bei zwei Scharen bilinearer Formen g, 4 4 ¢, B und
0 F + 0, G die WeierstraB-Kroneckerschen Bedingungen der
Aquivalenz erfiillt und sind 4 und F' symmetrisch, B und G
alternierend, so sind die Scharen ebenso, wie wenn sie aus-
schlieBlich symmetrische oder ausschlieBlich alternierende Formen
enthalten, kogredient ineinander transformierbar.

Die iiber alternierende Formen angegebenen Sitze stammen
von Kronecker, Monalsb. d. Berl. Akad. (1874) 397, Ges. Werke 1,
423 und Frobenius, Jowrn. f. Math. 86, 165 u. 202, Sitzungsb.

Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 9
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130 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

d. Berl. Akad. (1896), 7. Vgl. ferner: E. v. Weber, Sitzungsb.
d. Bayer. Akad. (1898), 369, Muth, Theoriec der Elementar-
teiler, S. 134, Jowrn. f. Math. 122, 89 (1900), Bromwich,
Am. J. math. 23, 235 (1901).

§ 10. Orthogonale Substitutionen und automorphe
Transformationen quadratischer, Hermitescher und
bilinearer Formen. :

Bedeuten p;, (,k=1,2..,m n? GroBen, zwischen denen die
M;r_l) Relationen:
P?1+p?2+"'+p?n=1 (=1,2...47),
PirPjs +DisPjg 7t Dip Dy =0 (Zjihi=13,..0m)
bestehen, so heift die lineare homogene Substitution:
B =% + D% + -+ o2 G=13%...m)

orthogonal. Der Name stammt daher, weil die obigen Formeln
fiir » = 2, n = 3 ein rechtwinkliges Koordinatensystem in ein
ebensolches transformieren. Die Betrachtung orthogonaler Sub-
stitutionen ist von Euler (Nov. Comm. Petrop. 15, 75 (1771)
u. 20, 189 u. 208 (1776), vgl. auch Jacobi, Bemerkungen
zu einer Abh. Eulers iiber die orthogonale Substitution (NachlaB),
Ges. Werke 3, 601) begonnen worden.

Die obigen 7i(i2;+_~1) Gleichungen kionnen~gleichwertig durch
die W Relationen (Euler, Nov. Comm. Petrop. 15, 93)
AR TR AR & Y F
Dyliy - Bay;t 7+ Ppiley™= 0 @ 2-7)
ersetzt werden.

Ist P die Matrix der Koeffizienten, so wird eine orthogonale
Substitution durch jede der symbolischen Gleichungen P'P = E
oder PP' = E oder P’ = P~! definiert; E ist die RBinheits-
‘matrix und P’ die zu P transponierte Matrix.

Die symbolische Gleichung PP = E besagt:

Jede orthogonale Substitution fiihrt die spezielle quadratische
Form:
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x12+x,2+---+wn2
an sich selbst iiber.
Aus P~1= P’ folgt, daB die zu P reziproke Substitution:

@) =P, + P,y + -+ D, (=1,2,..,n)

lautet (Lagrange, Mdécanique analytique, (FEuwvres 12, 205,
vgl. Jacobi, Ges. Werke 3, 603, ferner Cauchy, Exercices de
math. 4 (1829), Fuwvres (2) 9, 193 u. 194).

Daher ist die algebraische Adjungierte eines Elementes einer
orthogonalen Substitution gleich dem Element selbst, wenn man
es mit der Substitutionsdeterminante multipliziert (Lagrange,
(Euwvres 12, 206, Jacobi, Journ. f. Math. 12, 9 (1834), Ges.
Werke 3, 201).

Die Determinante einer orthogonalen Substitution hat den
Wert + 1 oder — 1 (Lagrange u. Jacobi, a. a. 0.).

Eine orthogonale Substitution der Determinante 4 1 heifit
eigentlich ~ orthogonal, eine solche der Determinante — 1 un-
eigentlich orthogonal.

Das Produlkt zweier orthogonaler Substitutionen gleicher
(ungleicher) Art ist eine eigentliche (uneigentliche) orthogonale
Substitution.

Die charakteristische Gleichung

fle) =ledy —pu| =0

einer orthogonalen Substitution mit den Koeffizienten p;, ist eine
reziproke Gleichung (Brioschi, Jowrn. de math. 19, 253 (1854),
Faa di Bruno, ebenda 304). Weiteren AufschluB iiber die Natur
von f(p) gibt der Satz von Frobenius (Journ. f. Math. 84, 48
(1878)): Die Elementarteiler der charakteristischen Funktion f (o)
wrgendeiner orthogonalen Substitution sind paarweise von gleichem
Grade und fiir reziproke Werte Null, mit Ausnahme derjenigen,
die fiir den Wert + 1 wnd — 1 wverschwinden wund einen un-
geraden Exponenten haben. Ist umgekehrt f(o) cin Produkt von
Elementarteilern der angegebenen Beschaffenheit, so gibt es eine
orthogonale Substitution, deren charakteristische Funktion in die
ndmlichen. Elementarteiler wie f (o) zerfallt.

Aus dem allgemeinen Frobeniusschen Satz folgt das
von einigen Autoren sogenannte Sticlijessche Theorem (Acta
math. 6, 319 (1885)) als Spezialfall (zu vgl. Voss, Abh. d.
Bayer. Akad. (1890), 261): Sind a,, und b, dic Elemente
zweier orthogonaler Substitutionen gleichen Grades n, die beide

9*
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132 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

zugleich eigentlich (uneigentlich) sind, und ist die Determinante
mit dem allgemeinen Element a,; + by, Null, so sind auch alle
ihre Unterdeterminanten vom n — 1%" Grade Null.

Ist die Determinante einer orthogonalen Substitution |p,,| = ¢
und ist — 1 eine gfache und -+ 1 eine pfache Wurzel von
f(e) = 0, so ist, wie sich aus dem Brioschischen Satz ergibt:

(= )y, (= P e S
Eine unmittelbare Folge des Satzes von Frobenius ist
das in der Encycl. des sc. math. 1, 121 besonders hervor-

gehobene Resultat: Die ersten nichtverschwindenden Unterdeter-
minanten der Matrix

(= 1) = (=10 [+ pall  Gr=rsen

sind bei einer eigentlichen orthogonalen Substitution vom Grad
n — 24, bei einer uneigentlichen vom Grad » — 21 — 1, wobei 4
eine ganze positive Zahl oder Null ist.

Ist 7' irgendeine alternierende Matrix, d. h. eine solche mit
den Elementen ¢, = — #,; (f,, = 0) und verschwindet die Deter-
minante |d,, + t,;| (6;; = 1, d;, = 0) nicht, so ist die zu der
Matrix:

E+DH) V' (E-T)=—E+2E+T)"*

zugehirige Substitution eigentlich orthogonal. Ihre Koeffizienten
lauten:

28, 2B, — D
by = “%’: s 65 “LD“ %
hierbei ist
& 93D
P~ o
und D die Determinante |d,, | = |d,, + {;;|. Die Determinante

| p;x + 0;;| verschwindet nicht (Cayleysche Formeln, Cayley,
Journ. f. Math. 32, 120 (1846), Coll. math. papers 1, 333,
Frobenius, Journ. f. Math. 84, 37 u. 50 (1878), sowie die
Darstellung bei Baltzer, Determinanten, 5. Aufl., S. 190).
Umgekehrt: Jede eigentliche orthogonale Substitution mit
Koeffizienten p;; und nmichtverschwindender Determinante | p;;, + 0, |
lipt sich in die obige Gestalt bringen, so daf die Koeffizienten p;;
n(nm—1) ;
——5— Paramctern t; erscheinen.
Die Cayleyschen Formeln versagen fiir alle uneigentlichen
orthogonalen Substitutionen und fiir alle eigentlichen orthogonalen

als rationale Funktionen von
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Substitutionen, deren charakteristische Funktion — 1 zur Wurzel
hat. Jede orthogonale Substitution, die sich der Cayleyschen
Darstellung entzieht, 148t sich in die Form eines Produktes einer
durch die Cayleyschen Formeln gegebenen orthogonalen Sub-
stitution und einer Substitution der Form x, — e,.x..' (i=1,2...,n)
bringen, wobei die » Grifen ¢; die positive oder negative Einheit
bedeuten. Alle eigentlichen orthogonalen Substitutionen lassen
sich auch aus den Cayleyschen Formeln durch Grenziibergang
ableiten. FEine Behandlung der Ausnahmefille bei Frobenius,
Journ. f. Math. 84, 42, Lipschitz, Uber Summen von Quadraten,
Bonn 1886, Kronecker, Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1890),
Ges. Werke 3, 369, Prym, Abh. d. Gitt. Akad. 38, 1 (1892);
vgl. auch die d#lteren Untersuchungen von Voss, Math. Ann.
13, 320 (1878).

Sind simtliche Elemente einer orthogonalen Substitution reell,
so ist die Gleichung:

0 =P11. i Pig s Sy
f(e) = —‘1.721 OFRagietiet s o ety

—Pp1 T Ppg - @ Py

nicht nur cine reziproke Gleichung, sondern sie hat die zwei
weiteren  Eigenschaften, nur Wurzeln vom absoluten Betrage 1
cu besitzen wund in lauter Elcmentarteiler mit den Expo-
wonten 1 2w zerfallen, d. h. fiir jede wm fache Wurzel wver-
schwinden auch alle Unterdetcrminanten n — 1%7, n — 2%, bis
n—m + 1" Ordnung der linksstehenden Determinante (Stickel-
berger, Uber reclle orthogonale Substitutionen, Programm d.
Ziiricher Polytechnikums, 1877, vgl. auch Frobenius, Journ.
f. Math. 84, 52, sowie die Darstellung bei Muth, Thcorie der
Elementarteiler, S. 173).

Die fiir reelle orthogonale Substitutionen angegebenen Resul-
tate bleibcn auch noch wunverdndert weiter bestehen, wenn man
verlangt, die Substitution:

yi=p‘_1xl'+pi2x2'+...+p”‘x"’ (i=1,%..,n)
soll mit ihrer konjugicrt imagindren :

x; =I’n§11 +§;25_fz’ anatea +I_’in5nl
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die Form
N i o

mit konjugiert imagindren Variablen x; wund z, in sich trans-
formieren (Frobenius, Journ. f. Math. 95,265 (1883), A. Loewy,
C. R. 123 (1896), Nova Acta Leop. 71, 387 (1898), Math.
Ann. 50, 560 (1898)).

Sei 7' eine Matrix mit den Elementen ¢, welche die Be-
dingung erfiillt, daB erstens die Determinante |¢;, + d,,| =0
ist und zweitens die mit der imagindren Einheit multiplizierte
Matrix 7' eine Hermitesche Form definiert, d. h.

lix=C +V171 digy Cip = — gy Oy = d; fiir "2 ky t; =V —1 diss

wobei ¢;;, d;;, d; beliebige reelle GréBen sind, so fiihrt die zu
der Matrix:

HV-1E L T)-Y(BE—T)=e"-1(—E+ 2(E+T)"))

zugehdrige lineare homogene Substitution in Verbindung mit
ihrer konjugiert imaginiiren die Form

T %y + TyTy + - - - + 2,7,

in sich iiber. Die Substitutionskoeffizienten lauten:

’

26,,¢0Y 1 2P —D
pik=—m—D7 : 1)”=_.§.D—_.g‘l’} 1

oD
ﬁik=aT“_7 D= |dik] =ltik+6ik|;

@ ist eine beliebige reelle GroBe, d;, das Kroneckersche Symbol.
Diese Formeln — ein Analogon zw den Cayleyschen — stellen
ohne Ausnalme jede Substitution dar, die mit ihrer komjugiert
wmagindren die Form

2% + X%y + -+ - + %, 7,
in sich transformiert (A. Loewy, C. R. 123 (1896), Nova Acta
Leop. 71, 393).

Die linearen homogenen Substitutionen P, die gemeinsam mit
ihren konjugiert imaginiiren die Form z,2, + #,2, + -+ + ,%,
in sich transformieren, sind durch jede der Relationen P'P = E
oder PP’ = E oder P’ = P~! definiert. Die symbolische Glei-

1) e ist die Exponentielle.
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n (n—+1)
2

chung PP’ = E ist mit den gewdhnlichen Gleichungen:

Pbiy + PigPis + -+ PinPin =1 U8 as),

PuDjs+ PigPjs + + -+ DipPja =0 (‘d’;:l:g: ::)
gleichbedeutend. Mit diesen Formeln hingt die auch fiir die
Theorie der Integralgleichungen (Fredholm, Acta math. 217,
367 (1903)) wichtige Frage nach dem Maximalwert des absol/uten
Betrages zrgemdcc'nm Determinante innig zusammen. Bezeichnet man
den Ausdruck p;; p;y + D; s+ + PP it Py 6Z5,065=1,2..ym),
so ist der absolute Betrag irgendeiner Determinante | P| gleich
oder kleiner als die Quadratwurzel aus dem Produkt der = posi-
tiven GroBen P, Pyg, .. ., P,,, 8lso |P| - |P| < Py - Pyg--+ Py,
Sind die Gréfen P, = Pjy=---= P, =1, so erreicht der
absolute Betrag der Determinante | P| dann und nur dann seinen

Maximalwert 1, falls die %" —=2

d. h. P gemeinsam mit der konjugiert imaginiren Substitution
die Form =z, + %% + -+ + x,z, in sich transformiert
(Hadamard, Bull. sc. math. (2) 17, 240 (1893), Wirtinger,
ebenda (2) 31, 175 (1907), Dav1s Bull. Am. M. S. 14, 17
(1907), E. Fischer, Arch. f. Math. (3) 13, 32 (1908), Pascal,
Determinanten, S. 180).

GroBen P, (i 2 j) verschwinden,

Als Verallgemeinerung der orthogonalen Substitutionen hat
zuerst Hermite (Jowrn. f. Math. 47, 309 (1854), (Euvres 1, 195)
fir » = 3 diejenigen linearen homogenen Transformationen

’ ’ ’ :
x; = ;4% +pi2$2 +...+p‘nxn (1 =135}

betrachtet, die eine gegebene quadratische Form

in sich, oder wie man mit Cayley (Phil. Trans. 148 (1858),
Coll. math. papers 2, 497) sagt, automorph transformieren.

Ist die Determinante der quadratischen Form ungleich
Null, so hat die Determinante

|pz‘k| BEk=1,2 05 n)
den Wert + 1, ferner existiert, wie bereits Cayley (Jowrn. f.
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136 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

Math. 50, 288 (1855), Coll. math. papers 2, 192; vgl. auch
ebenda 2, 497) zeigte, eine seinen fiir orthogonale Substitutionen
gefundenen Formeln #hnliche Darstellung, schlieBlich bleibt der
Satz von Frobenius iiber die Elementarteiler der charakte-
ristischen Funktion f (p) giiltig (Frobenius, Journ. f. Math.
84, 41).

Als neueste Literatur iiber die Transformation einer
quadratischen Form in sich sei angefiihrt: Percey F. Smith,
Trans. Am. M. S. 6, 1 (1905). Von Lehrbiichern sei verwiesen
auf Muth, Theorie der Elementarteiler, S. 160, Bachmann,
Arithmetik der quadratischen Formen, S. 395; schlieBlich vgl.
man Franz Meyer, Invariantentheorie in der Enzyklopidie der
math. Wiss. 1, 333.

Soll eine recelle quadratische Form reell in sich trans-
formiert werden, so gilt der_Satz (A. Loewy, Nova Acta
Leop. 71, 396, 427, Math. Ann. 50, 562, 569, Gitt. Nachr.
(1900), Bromwich, Proc. Lond. M. S. 32, 350 (1900)):

Fiir jede lineare homogene Substitution P mit reellen Koeffi-
zienten p;,, die eine reelle quadratische Form von nichtverschwin-
dender Determinante mit der Charakteristik q (vgl. S. 123) in
sich iiberfiihrt, gilt die Ungleichheit:

¢ 25+ B (g):

2 s ist die Summe der Exponenten aller derjenigen Elementar-
teiler der charakteristischen Funlktion |00, — p;,| der linearen
lomogenen Substitution P, welche fiir Grifen, die nicht vom ab-
soluten Betrage 1 sind, verschwinden. h dwrchliuft die Exponenten
samtlicher Elementarteiler der charakteristischen Funktion der
Substitution P, welche fiir Grifien vom absoluten Betrage 1 ver-

schwinden. E (g—) bedeutet die grifte in Z enthaltene ganze Zahl.

Ist ¢ =0, d. h. die reelle quadratische Form ist definit,
so wird s =0, h=1; in diesem Spezialfall ist der Stickel-
bergersche Satz fiir reelle orthogonale Substitutionen (vgl. 8. 133)
enthalten.

Die automorphe Tramsformation einer bilinearen Form

i=nk=n
. Zkg bix Yy

=1
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§ 10. Automorphe Transform. quadr., Hermitescher u. bilin. Formen. 137

mit kogredienten Variablen x;, y; (i=12..,n) durch zwei kogre-
diente Substitutionen:

B =Py + D% + A Pip, =2,
Yi=Pu¥ T Pu¥ + -+ Dia¥ (71587 000

ist eingehend von A. Voss, Abh. d. Bayer. Akad. (1890), be-
handelt worden. Es handelt sich um die Gleichung P’BP = B.
Als Losungen fiihrt bereits Cayley (Coll. math. papers 2, 503,
Abs. 14) an: P=B"'(B—T)(B+ T)"'B, wobei T der
Gleichung B='7T 4 (B")~'T" = 0 geniigt (vgl. Voss, a. a. O,
8. 305).

Die antomorphe Transformation einer beliebigen bilinearen
Form

=

B=>

i=1k=1

n k=n

b/

bix ;%

mit konjugiert imagindren Variablen durch zwei Substitutionen:
I‘,=pnxl'—}-p‘212'+..._*_pi"l‘n' (=258 il
E‘i=iil‘}l’+ﬁ52;2, ’+‘ ziene +1_7inin, (i=1,2,..m),

wobei stets ¢ und g konjugiert imaginiire GriBfen bedeuten,
behandelt A. Loewy, vgl. Zitat S. 136. Es handelt sich um
die symbolische Gleichung P’BP = B. Sind im besonderen b;,

eine Hermitesche Form, so gilt fiir den Zusammenhang zwischen
den Elementarteilern der Substitution P und der Charakteristik ¢
der Hermiteschen Form B die niimliche Ungleichheit wie bei
der reellen automorphen Transformation einer reellen qua-
dratischen Form, ferner finden #hnliche ausnahmslos giiltige
Formeln wie bei der automorphen Transformation der Hermite-
schen Einheitsform w7, + 2,2y + - - - + z,%, statt. Geome-
trische Anwendungen der automorphen Transformation Hermite-
scher Formen bei Study, Math. Ann. 60, 321 (1905).
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138 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

§ 11. Abgeleitete Matrices. Frankesche und Sylvester-

sche Sidtze. ILaplacescher und Jacobischer Satz. Potenz-

transformation. Produkttransformation. Lineare homo-

gene Substitutionen, die eine Determinante in sich
iiberfiihren.

Zu jeder quadratischen Matrix 4 = |a,,| G.x=12..,7 ge-

v n\2 :
horen (m) Determinanten
S 'l_- agl;,l [L7% A agmhm (01<€92<~<gm; ly <ha < -+~ <liyy)

(vgl. 8. 56). Um diese Unterdeterminanten der Determinante
|A| = |a;| Gk=12..,m passend bezeichnen zu konnen, denken

wir uns die A= (Z) Kombinationen der Zahlen 1,2, ..., # zu m

in eine beliebige, aber fest gewiihlte Reihenfolge gebracht. Ist
in der eingefiihrten Anordnung gy, gy, ..., g, die G* und
hyy hgy ...y b, die H'* Kombination, so sei die Determinante

2 j: gy by gy by« + - Qg by

mit O bezeichnet. Aus den A* = (:'Z)- Determinanten C"  sei

die Matrix
| o ofp-.. .- of

|
o og ... o

om o . 0P

gebildet, die wir mit C, (A) bezeichnen.

C,(A) heiBt das m” abgeleitete System der Matriz A
(Kronecker, Vorl. iib. Determinanten, S. 320). Bei natiirlicher
Anordnung der Zahlen 1, 2, ..., » ist das erste abgeleitete
System C,(4) mit A identisch, das letzte abgeleitete System
C,(4) ist die Determinante | A|. Nach Henry J. St. Smith
(Proc. Royal Soc. 12 (1864), Coll. math. papers 1, 412), der
sich zuerst mit den abgeleiteten Systemen beschiiftigt hat,
heiBt C,,(4) die m® Concomitante von A; spiter bezeichnete er
(Coll. math. papers 2, 625) C,(A) als die m —1° adjun-
gierte. Matriz von C,(A4). Nach Bachmann, Die Arithmetik
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§ 11. Abgeleitete Matrices. 139

der quadratischen Formen, Leipzig 1898, 8. 389, wiirde man
die Systeme C, (A) begleitende Matrices nennen. Dickson,
Linear groups, Teubners Samml. 6, Leipzig 1901, S. 146, ver-
wendet englischem Sprachgebrauch gemiB (vgl. etwa Spottis-
woode, Journ. f. Math. 51, 350) die Bezeichnung ,the m™
compound“. C. Stephanos, Jowrn. de math. (5) 6, 73 (1900)
nennt C,, (A) le produit bialterné de m formes A. In der Theorie
der linearen homogenen Differentialgleichungen begegnet man
C,(A) unter dem Namen ,n — m™ assoziiertes System* (vgl.
L.Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Differential-
gleichungen, Leipzig 1897, 2,, 128, A. Loewy, Sitzungsb. d.
Bayer. Akad. 32, 3 (1902)). Fir die abgeleiteten Systeme
gelten folgende Lehrsiitze:

I. Sind A, und Ay zwei beliebige Matrices gleichen Grades n,
so ist das Produkt von C, (A,) und C, (Ay) gleich der m*" ab-

m

geleiteten Matriz des Produktes A, Ay, also
Cn(4y) Cp (4g) = Cp, (4y 45).

II. Ist A die Einheitsmatriz, so ist auch C,, (A) die Ein-
heitsmatriz.

Aus Lehrsatz I und II folgt:

III. Die m* abgeleitete Matriz der reziproken Matriz von A
ist gleich der reziproken Matriz der m*" Abgeleiteten von A, also

Om (A— l) S (Cm (A))— 1'

IV. Die m* abgeleitete Matriz der transponierten Matrix
von A ist gleich der transpowierten Matriz der m*" abgeleiteten
Matriz von A, also

C, (&) = (Cr ()

V. Man erhdlt die (:) Wurzeln der charakteristischen Glei-

chung von C, (A), d. h. der Gleichung | o E — C,,(4) | = 0, indem
man die n Wurzeln der charakteristischen Gleichung von A zu je m
kombiniert und miteinander multipliziert (W. H. Metzler, Am. J.
math. 16, 145 (1894), G. Rados, Math. Ann. 48, 417 (1897),
W. Burnside, Quart. J. 32, 84 (1901)).

Aus Lehrsatz V folgt der sogenannte Satz von Franke
(Journ. f. Math. 61, 353 (1863)): Die Determinante von C,, (4)

n—1

ist die (m_ 1)“’ Potenz der Determinante von A, also

| ()| = | 4|72,
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140 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

Dieser Satz ist aber bereits vor Franke von Spottis-
woode (Journ. f. Math. 51, 360 (1856)) ausgesprochen worden.
Das von Spottiswoode a. a. O. gegebene Zitat (Phil. Mag.
(1851)) bezieht sich auf eine Arbeit von Sylvester (Coll. math.
papers 1, 249), vgl. auch die Note von Baker, ebenda S. 650,
ferner die Anmerkung von Borchardt zur Arbeit von Franke,
Journ. f. Math. 61, 355. Der filschlich nach Franke genannte
Satz ist niimlich nur ein Spezialfall eines allgemeinen von
Sylvester a. a. O. gegebenen Theorems, das folgendermaBien
lautet:

Aus der Matrix C,

k+m
n—k\2 :
deren Elemente nur alle ¢2 =( o ) Determinanten

(4) sei eine Determinante gebildet,

k4+m) —
0GE™ = D't gy gy ... Gy g0, gy, -+ Aghy,

sind, bei demen g, g9, ..., g,, und Ry, g, ..., h, jede Kom-
bination der Zahlen % + 1, k 4 2, ..., n zu m bedeuten. Die
fragliche Determinante | C%*™ | (@, #=1,2,...,0 hat den Wert

(u—k—l (n—-k—l
; Ak m : {Al m—1
wobei
A= Dt a,,a0,...04
und

A= S +a,0a5...0,, (k+mn)

Fir k=0, A= 1 hat man den sogenannten Franke-
schen Satz; m =1, ("_(’;_1
Sylvesterschen Satz auf S.62. Betreffs des obigen allgemeinen
Sylvesterschen Satzes vgl. man: Picquet, J. éc. polyt., Cah. 45,
216 (1878), Sylvester, Journ. f. Math. 88, 52 (1880), Netto,
ebenda 114, 351 (1895)'), Nanson, ebenda 122, 183 (1900),
E. Miiller, Ztschr. f. Math. w. Physik 44, 39 (1899), Pascal,
Determinanten, S. 93, Scott, The theory of determinants, S. 67, 68.

Zu einer neuen Definition der Systeme C,,(A) fithrt folgende
Betrachtung: Wir ordnen der Matrix 4 die m kogredienten
linearen homogenen Substitutionen

)= 1 liefert den spezielleren

1) Aus der Formel auf S. 352 und der Ende S. 351 folgt die
Formel des Textes.
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§ 11. Abgeleitete Matrices. Frankesche und Sylvestersche Sitze. 141

W = 0y, + ayyal) 4o+ 0,20,
¥ = a,, 20 + 0,020 + - - - + 0, 2,
y:) = anlxs.') + anix(ﬂl) + i + annxg:)
=18 ..4m)
zu. Versteht man unter X die quadratische Matrix

n—m Kolonnen
PR

L ac(l”x?)...xi’") ORI
\

a:g‘)x(:)...xg’“) 0 055,520

W 2@ 2™ 00..,0
n n n

und unter Y die analog gebaute, so lassen sich die obigen
Gleichungen fiir die m kogredienten Substitutionen in die eine
symbolische Gleichung

(1) ~ Y=A4X

- zusammenfassen (Verallgemeinerung des auf S. 82 angegebenen

Resultates).
Aus der Gleichung (1) folgt auf Grund des Lehrsatzes I

(2) C.(Y) =, (4) C,.(X).

Sind 1, ly, ..., I, irgend m untereinander verschiedene der
n Zahlen 1, 2, ..., n, die in der Aufeinanderfolge I, <l, <--- <1,
angeordnet sein sollen, so bilde man fiir jede mdogliche Wahl

der Zahlen 1, Iy, ..., 1, die Determinante

| (1) w2 m
) af ...xgl)

(1) 2(2) (m)
.’E” x,’ e .ZL‘

) 5@ . gm
xlm xlm 3704 xlm

Ist in der zu Beginn des Paragraphen fiir die A Kombinationen
der Zahlen 1, 2, ..., n zu m eingefithrten Reihenfolge 1,15, ..., 1

oy b,
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142 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

die L' so sei die zuletzt hingeschriebene Determinante mit X,
bezeichnet. Analog seien die A Determinanten

| gDy .. ym

(1) (2) (m)
;P \ y,a .1/12 -..yl.', @=43,..., )

| Yo Yo Ui
definiert. Die symbolische Gleichung (2) kann dann in die

A gewohnlichen Gleichungen
J=12
(3) Fpwe WOM X, (L=1,8..,2)
’ J=1
umgesetzt werden.
Die Gleichung (3) besagt:
Transformiert man die m Variablensysteme

YU YO Y (=18

kogredient durch m lineare homogene Substitutionen der nimlichen
Matriz A, so erfahren die A Determinanten Yy (7=1,2,...,2) eine
lineare homogene Substitution, die durch die Matriz 0m (4) ge-
geben ist. A. Hurwitz, Math. Ann. 45, 392 (1894) nennt
daher die durch die Formeln (3) bestimmte lineare homogene
Substitution die m” Determinantentransformation. Die Deter-
minanten X; sind von A. Clebsch (Math. Ann. 5, 427 (1872))
als selbstindige Variablen eingefiilhrt worden. Die fraglichen
Determinanten lassen sich auch geometrisch deuten. Erklért man

x(li)’ x(;), P xﬁl’) (i=1,2,...,m)

als homogene Koordinaten von m Punkten, so stellen X, X, ..., X;
die Koordinaten der durch die mPunkte bestimmten ebenen
Mannigfaltigkeit dar.

Wird die bilineare Form

II
M "

2 ¥ Yx
durch die zwei linearen homogenen Substitutionen

P Ty = Py &) + Pig®s + -+ Pip®, =124
Q: Y=t + Q¥ + 0 F Gy G=1%am

-
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§ 11. Abgeleitete Matrices 143

in die bilineare Form
P ot
2 ix%; Yx

iibergefiihrt, besteht also die symbolische Gleichung P’AQ = B,
so folgt aus ihr:

(Cm (P))’ Cm (A) Cm (Q) = Cm ('B)

Diese Gleichung besagt: die m'® Determinantentransformationen
von P und ¢ fithren die m'*® abgeleiteten bilinearen Formen
von A und B ineinander iiber. Hieraus folgt im besonderen,
daB, wenn P orthogonal ist, dies auch fiir C,, (P) zutrifft.

Ist A eine quadratische bzw. Hermitesche Form, so ist
auch die m' abgeleitete Form C,(A) von der nimlichen Be-
schaffenheit. Mit den Abgeleiteten einer quadratischen Form
beschiftigt sich Rados, Verh. des ersten internationalen Math.-
Kongr. (1897), 163.

1‘_[\4 "

Wir ordnen der Unterdeterminante
C((;nl)f o= 2 :t Agy by Qgy by« + « Qg b,
von |A| ihre algebraische Adjungierte

aagl hy aaguhz b2 aagmh

zu und bezeichnen sie mit I'"). Aus den A* GroBen I'™) bilden
wir die Matrix
POTre B
T
. . . ;
. rery...rey

sie sei mit I, (A4) bezeichnet.
Die Lehrsitze I—IV bleiben unveriindert giiltig, wenn man
iiberall C, durch I', ersetzt. Dem Satz V stellt sich der Lehr-

satz V' zur Seite: Man erhilt die (nﬁm) Whurzeln der charak-
teristischen Gleichung von I, (4), d. h. der Gleichung

'QE_Fm(AN -0,
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144 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

indem man die » Wurzeln der charakteristischen Gleichung
von A zu je » — m kombiniert und miteinander multipliziert.
Hieraus folgt

1, ()| =4[

Mittels der Elemente der Matrices C,,(4) und I, (4) kann
man den Laplaceschen Zerlegungssatz und das sich ihm an-
schlieBende Theorem auf S. 58 durch die Gleichungen

J&R :
eI =|4|6,, G H=12..,42)
=1

ausdriicken; dgz ist hierbei das Kroneckersche Symbol, das
fir G = H den Wert 1 hat, sonst verschwindet. Die ange-
gegebenen 1% Gleichungen lassen sich in eine einzige symbolische
Gleichung, nimlich

1 Cn(4) T,(4) = | 4],

zusammenfassen; | 4| ist als Diagonalmatrix aufzufassen, deren
in der Diagonale stehende Elemente simtlich den Wert | 4 |
haben.

Da nach Lehrsatz III

@) Cn(4) Cu(4-Y) = E

ist, folgt aus (1) und (2) die Kroneckersche Gleichung
(Kronecker, Monatsb. d. Berl. Akad. 1882, Ges. Werke 2, 392,
Vorl. iiber Determinanten, S. 334):

Bezeichnet man die nach gewdhnlichem Sprachgebrauch
adjungierte Matriz | 4, ¢,k=1,2..,» mit adj.(4) (vgl.S. 60,61),
so ist (vgl. S. 87):

oy 8dj. (4)
 gé sty e

mithin wird:

i adj. () 1 L
Cp(d'=Y) = € (*577) = 270 On (535.(4).

Setzt man den fiir C, (A4 ~") gefundenen Wert in die
Kroneckersche Gleichung ein, so ergibt sich:

Co(adi. (4) = | 41T, (4).

www.rcin.org.pl



§ 11. Laplacescher und Jacobischer Satz. 145

Diese Gleichung ist nichts anderes als der Ausdruck der
auf S. 61 gegebenen Jacobischen Formel. Sie gilt auch noch,
falls die Determinante | A| verschwindet; bei der Ableitung ist
dies zuniichst infolge der Verwendung von A~! ausgeschlossen
worden.

Wir ersetzen in der Kroneckerschen Gleichung die
Matrix 4 durch I',(B), wobei B eine beliebige Matrix n*® Grades
ist. Verwendet man die Kroneckersche Gleichung noch ein
zweites Mal, so erhdlt man:

L(,B) = | T,B) | 0,(L, B ~Y)

— 18" ¢, c,®)

i ‘Bl("I‘)

~ 2 G0,
Neben die Gleichung:
(3) r,a,®) =B ") e (0,®)
stellt sich die Gleichung:
(4) r, @) =|86-0"¢ (r,®).

Die Gleichung (4) folgt #hnlich wie (3) aus der Kronecker-
schen Relation, wenn man in ihr fiir 4 die Matrix C, (B) ein-
fithrt. Die Relation (8) wird ebenfalls (vgl.S.139) als Frankescher
Satz bezeichnet (Franke, Journ.f. Math. 61, 355 (1863), Baltzer,
Determinanten, S. 68 u. 69). Die Gleichungen (3) und (4) gelten
auch noch, falls die Matrix B eine verschwindende Determinante
hat; bei der Herleitung ist dies infolge der Beniitzung der
Kroneckerschen Relation zunichst auszuschlieBen.

Sind A und B zwei beliebige Matrices gleichen Grades,
so ergibt sich auf Grund der Gleichung (1):

(8) Cr(4) I, (B) Cy(B) (&) = [ 4]| B|.

Fihrt man zur Abkiirzung die Matrices 7' = C,(4) I';(B’) und
U= C,(B)I,(A") ein, so hat man die symbolische Gleicgl;un%;ayn‘f
A'\ N ;4:1 .
(®) T7 = | 48] v WRTENVL couidegt
Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. (.. pﬁ«‘\k = _—) N
& L " w\\

PR Ul
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146 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.
Fiir die Determinanten erh#lt man:
n—1 n~1
@ 1T =|6@)|IN®)| =467 55,
(A Gz 4 ()
(8) |U|=16,(B)||T}(4)| =|B| 418 2.
©® |77|=|4/® 50

(Sylvester, Phil. Mag. (1851), Coll. math. papers 1, 253,
vgl. ebenda die Note von Baker, S. 649, Baltzer, Deter-
minanten, S. 36, Pascal, Determinanten, S. 111, wegen einer
Verallgemeinerung vgl. E. Miiller, Ztschr. f. Math. u. Phys. 44,
31 (1899)).

Aus der Gleichung (6) folgt:

C,.(TU)=C,(|4||B|) und daher
Cu(T) = 4[| B[™ C(UY).

Mit Hilfe der Kroneckerschen Relation ergibt sich weiter:
C,(I)=|A™|B|™|U-'I,(U’) und schlieBlich

1)) e, =4 ) 3G ),

Die Formel (10) wird als Satz von Picquet (C. R. 86,
1119 (1878), J. c. polyt, Cah. 45, 238 (1878), Pascal,
Determinanten, S. 112) bezeichnet. Wihlt man fiir die Matrix 4
bezw. B die Einheitsmatrix E, so ergibt Formel (10) die
Formeln (4) bezw. (3).

Als Literatur iiber die abgeleiteten Systeme sei noch an-
gefithrt: Vahlen, Enzykl. der math. Wiss. 1, 594, J. Schur,
Berl. Diss. (1901), A. Loewy, Trans. Am. M. 8. b, 64 (1904),
sowie die ergiinzenden Bemerkungen, ebenda 6, 507 (1905).

Die Gleichung (5) geht, falls fiir B die Einheitsmatrix E ge-
setzt wird, in die Laplacesche Gleichung (1) tiber. Eine anders-
artige Erweiterung der Laplaceschen Entwicklung stammt von
E. Netto, Jowrn. f. Math. 114, 348 (1895). Vgl. Nanson,
ebenda 122, 182 (1900), E. Miiller, Zischr. f. Math. . Phys.
44, 33 (1899), Pascal, Determinanten, 8. 97, Scott, The
theory of determinants, S. 70.
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Zu jeder Matrix A liBt sich auf folgende Weise eine neue
Matrix bilden. Sei

x£=a‘1§1+a,-g§,+---+u,-,,§,. ($=1,%5 ¢ yn)

eine zu A zugehorige lineare homogene Substitution. Man bilde
sich simtliche verschiedene Produkte:

xil x'-z...xir (ihytgy o yir=1,2,..0ym);

ihre Anzahl ist gleich <”+ 7 7), nimlich gleich der Zahl, die
angibt, auf wieviel Arten man » Zahlen zu » mit Wiederholung

kombinieren kann. Diese <n+:_1) Produkte transformieren

sich linear und homogen in die ("7 ") Produkte & &, ... &,
Denkt man sich die Produkte ; x, ...z; willkiirlich, aber, wenn

gewiihlt, fest in eine bestimmte Reihenfolge gebracht und die

Produkte §; &, ...& in der nimlichen Reihenfolge angeordnet,

so heiBt die sich ergebende eindeutig bestimmte lineare homo-
gene Substitution nach A. Hurwitz (Math Ann.45, 390 (1894))
die »* Potenztransformation von A oder ankniipfend an Sylvester
die induzierte Substitution r'*" Grades (Franklin, Am. J. math. 16,
205 (1894), G. Rados, Math. w. naturw. Ber. aus Ungarn 16,
241 (1898)). Die Matrix der »*® Potenztransformation von A
wird nach A. Hurwitz mit P, (4) bezeichnet.

Fiir die Operation P,(A4) gelten folgende Sitze:

I. Sind 4, und 4, zwei beliebige Matrices gleichen Grades,
so ist das Produkt von P,(A4,) und P,(4,) gleich der r*** Potenz-
transformation des Produktes von 4, und 4,, also:

Pr(Al) Pr(A2) T Pr(A1A2)'

IL. Ist A die Einheitsmatrix, so ist auch P,(4) die Einheits-
matrix.

III. Die r* Potenztransformation der reziproken Matrix
von A ist gleich der reziproken Matrix der r*® Poienztrans-
formation von A, also:

P,(471) = (B,(4)"2 .
IV. Die r* Potenztransformation der transponierten Matrix

von A ist gleich der transponierten Matrix der #** Potenz-
transformation von A4, also:

Pr(A,) = (Pr(‘A))l'
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148 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

V. Man erhilt die (" +: ¥ 1) Wourzeln der charakteristischen
Gleichung von P,(4), d. h. der Gleichung [¢E — P,(4)| =0,
2 +: tn 1) Produkte der n Wurzeln

der charakteristischen Gleichung von A zu je » bildet (Franklin,

Am. J. math® 16, 205 (1894), G. Rados, Math. u. naturw. Ber.

aus Ungarn 16, 244 (1898), W. Burnside, Quart. J. 32, 83
(1901), J. Schur, Berl. Diss. (1901), 17).

Aus Lehrsatz V folgt: Die Determinante von P,(A4) ist die

(n +r—

r—1

indem man die sidmtlichen (

1)“ Potenz der Determinante von 4, also

n4+r—1
r—1

24| =14
(G. v. Escherich, Monatsh. f. Math. 3, 80 (1892), A. Hurwitz,
Math. Ann. 45, 391 (1894), W. Anissimoff, ebenda 51,
388 (1899); fiir » = 2 wird dieser Determinantensatz von
Pascal, Determinanten, S.104 als Scholtzscher Satz bezeichnet.)
Weiteres iiber die Potenztransformation folgt unten bei der
Produkttransformation.

Sind eine Reihe beliebiger quadratischer Matrices 4,, 4,,..., 4,
der Grade 7, mg, ..., m, gegeben, so lift sich aus ihnen eine
neue Matrix vom Grade =, 7y ... n, konstruieren, die mit
A ><Ay><--->< A, bezeichnet wird. Sie wird am einfachsten
auf folgende Weise definiert: Man fiihre die zu den r Matrices

A1=“a'(;)” (k=12 ...,0,; v=1,2...,7)

zugehorigen linearen homogenen Substitutionen:

H=n

1
Al : xﬁi) - 2 ag:?,‘ 52) (=1,3..4m),
=1

8 =17y
. 2 2) £(2 5 e
4 xf,z) 2 2 af.z)sz gf'!) (g = 1,2, v ey ),
=1

=",
A ms:) == 2 a(’) gﬁ:) (tr=1,2,...y )

n,
F tr
=1

ein. Durch Multiplikation erhilt man:
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@)  aPa...ap) = 2“(1) af) ...a0), EDED .. E;

i1ky Tigky irkp

hierbei ist dem Index i, jede der Zahlen 1, 2,..., %, dem
Index iy jede der Zahlen 1, 2, ..., #, usw., dem Index 4,
jede der Zahlen 1, 2, ..., n, beizulegen. Ebenso ist in der
Summe rechts fiir k, jede der Zahlen 1, 2, ..., ny, fiir & jede
der Zahlen 1, 2, ..., n, usw., fiir k. jede der Zahlen 1, 2,..., 7,
zu setzen. Die ny my ... nm, Produkte a2 ... af) sind offenbar

lineare homogene Funktmnen der n, 1y ... %, Produkte §(1)§ 2).. (’)
Hat man fiir die n ny ... n, Produkte a{!)a{... (’) eine

beliebige, aber fest gewiihlte Relhenfolge und fur d1e ny n2
Produkte &Y §2.. 5(:) die nimliche Anordnung emgefuhrt, 50

definiert das Gleichungssystem (1) eindeutig eine bestimmte
lineare homogene Substitution in », #, ... n. Variablen; sie heiBt
nach A. Hurwitz (Math. Ann. 45, 388 (1894)) die Produkt-
transformation von A, 4,, ..., A, und wird nach ihm mit
Ay >< Ag ><- -+ >< A bezeichnet. C Stephanos(Jomn de math. (5)
6 73 (1900)), der die Produkttransformation sehr eingehend
untersucht hat, bezeichnet die fragliche Operation als comjonction.
Dem Proze8 begegnet man schon bei C. Jordan, Traité des
substitutions et des cquations algébriques, Paris 1870, 8. 221.
Die Determinante von A, >< A, hat Kronecker in seinen Uni-
versitiitsvorlesungen behandelt. Von der Operation A><A4><--->< 4
(m mal die niimliche Matrix A) kann man zu P, (4) und C, (4)
gelangen (vgl.J. Schur und A. Loewy an den §. 146 a.ngefuhrten
Orten).

Fiir die Produkttransformatxon gelten folgende Siitze:

I. Sind B,, By, ..., B, r weitere Matrices der Grade
Ny, Ngy .. ., N, aus denen B, >< By >< ... > B, gebildet ist, so
ist das Produkt W, W, von W, = A, >< 4,><---><A4_ und
Wy = B;><By><:--><B, gleich 4, B;>< A, B, ><---><A4_B,.

II. Sind A4,, 4,, ..., A, FEinheitsmatrices, so ist auch
Ay >< Ay ><--->< A die Einheitsmatrix.

III. Die Matrix der Produkttransformation der reziproken
Matrices von A, Ay, ..., A,  ist die reziproke Matrix von
Ay >< Ay >< - >< A, also

r

AT >< A7V >< - o< A7 = (A < Ay ><--->< 4 )~1,

IV. Die transponierte Matrix von A4, >< 4,><--->< 4,
ist die Matrix der Produkttransformation der transponierten
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150 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.
Matrices 4, 4;, ..., 4,, also:
(A >< Ag><--><A) =(4]><435<--< 4,).

V. Sind o, o), ..., o) die n, Wurzeln der charakte-
ristischen Gleichung der Matnx A(’) d. h. der Gleichung
[oE— A®| =0, so sind die n; %, ... n, Wurzeln der charak-
teristischen Gleichung von A, >< A2 > oo A die nyng...m,
Produkte

o) a(2) o) Gi=1,2 g =12 g ey =1, 2,000 ny)
el B tr

(Franklin, Am. J. math. 16, 206 (1894), Frobenius, Sitzungsb.
d. Berl. Akad. (1899), 333, C. Stephanos, Journ. de math. (5) 6,
89 (1900)).

Aus dem Lehrsatz V folgt: Die Determinante von

A < AT i< AL

ist ein Produkt, dessen Faktoren die ;’:—‘e Potenz der Determinante
1

von 4,, die ;“’ Potenz der Determinante von A, usw., schlieBlich
2

% T & .
die 77“’ Potenz der Determinante von 4, sind, also:
».
b4 b4 n

|4 < Ag><- <A, | =|4,|"| Ag|™...| 4, |, wobeim=nny ... n,

(Lebrsatz von Kronecker, vgl. Hensel, Acta math. 14, 317
(1890), Rados, Math. naturw. Ber. aus Ungarn 8, 60 (1889),
ebenda 18, 231 (1900), G. v. Escherich, Monatsh. f. Math.
3, 68 (1892), A. Hurwitz, Math. Ann. 45, 389 (1894)).
Zur Produkttransformation kann man auch auf folgende
Weise gelangen:
H = 2 nll L. (1) z( xs:)

N St
10y
sei eine Form, die in den » Variablenreihen

xf:) (h=1,2..., "1), ZSE) (,=1,2,...4m) xf:) (ir=1,2,..4n,)

9l Wi e

linear und homogen ist. Transformiert man die angegebene
Form durch die linearen homogenen Substitutionen 4,, 4y, ..., 4,
in die neue r-fach lineare homogene Form:
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Zw s 080,
iyig. of
so wird: :
(2) g‘I::xk, _Zasll)kl Ef)k, ag:krntltz
iyig..
d. h. die n; ny ...n, Koeffizienten 7, ha erleiden die Produkt
transformation A} >< 4)><--.>< 4’ h1erbe1 bedeutenA ARG, <
die transpomerten Matnces von Al, BB A O | o
Nimmt man in den » Variablenreihen x(‘) z®, ..., e
gleichviele Variablen » an und beschrinkt in ‘der Form H die

n” GroBen

ni,:‘, ‘ ((1=1,2,..u48; =12 ..48; s fp=1,2,..,m),
aelg

r

symmetrische Funktionen der Indices zu sein, d. h. ihre
Werte nicht zu #ndern, wenn man die Reihenfolge der Indices

vertauscht, so reduzieren sich die »" Grofen M.t auf
(n+:—1) verschiedene, Unterwirft man die rVariablenreihen

von H alsdann r kogredienten linearen homogenen Substitutionen
mit der n#mlichen Matrix A:
o) = a, K + 6,80 + - + 0,8
6=19...0; r=1,2,...,r)’
so bezieht sich bei den eingefiihrten Beschriinkungen die durch
die Formel (2) definierte lineare homogene Substitution auf
(n+:— 1) Variablen und wird die 7»* Potenztransformation

von A’, wobei A" die transponierte Matrix von A4 ist.
Wir wenden die obigen Resultate auf die bilineare Form:

an, deren Koeffizienten n,, zuntichst »? willkiirliche GréBen seien.
Unterwirft man die zwei Variablenreihen den zwei linearen
homogenen Substitutionen:

A’ o) = ay 5V + 6y, 80 + - + a, 8D
und
B: a:f.”) =ihie ggif) + b,y ggﬁ) + o+ by, gg) (i=1,8..4m),

so geht H in eine neue bilineare Form
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152 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

k=n

2=3 St 8
t=1k=

iiber. Es gilt die symbolische Gleichung Z = AHB; die Deter-

minante |Z| ist gleich |4 ||B||H|. Die Koeffizienten ¢, er-

geben sich gleich

s=nt=n

22 @ Myebors

s=1t=1

d. h. sie werden aus den 7,, durch Anwendung der Produkt-
transformation 4 >< B’ gefunden. Wird H so spezialisiert, daB

es eine symmetrische bilineare Form wird, deren n(nT-{-l) Koeffi-

zienten =, (k > i) beliebige GroBen sind, und unterwirft man
die zwei Variablenreihen (! und 2 kogredienten Trans-
formationen, d. h. withlt man B = A, so ist Z = AHA’, und
die Koeffizienten {;, werden aus den #,, durch Anwendung der
zweiten Potenztransformation P,(A4) von 4 gewonnen.

Mit diesen Resultaten stehen folgende zwei Fundamental-
sitze in innigstem Zusammenhang:

I Sind die Elemente der Matric H=|n,,| Gk=1,2...n)
unabhiingige Variable und die der Matriz Z = | £, | G k=1,2...,7)
lineare homogene Fumktionen dieser Variablen und unterscheidet
sich die Determinante der Matriz Z von der der Matric H nur
um einen konstanten, von Null verschiedenen Falktor, so ist ent-
weder Z= AHB oder Z — AH'B, wobei A und B Fkonstante
Matrices sind (Frobenius, Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1897),
1011, S. Kantor, Sitzungsb. d. Bayer. Akad. (1897), 370,
C. Stephanos, Journ. d. math. (5) 6, 119f. (1900), E. Steinitz,
Sitzungsb. d. Berl. Math. Gesellsch., Archiv f. Math. (3) &, 47
(1908)).

I1. Sind in einer symmetrischen Matric H=||n,, | (,k=1,2,..,7)
die Elemente v, (k> i) unabhingige Variable, und sind die
Elemente der symmetrischen Matrix Z =|§,,| G k=1,5..,2) lineare
homogene Funktionen dieser Variablen und wnterscheidet sich die
Determinante der Matriz Z von der der Matriz H nur um einen
konstanten, von Null verschiedenen Faktor, so ist Z = AHA',
wobei A eine konstante Matriz bedeutet (Frobenius, Sitzungsb.
d. Berl. Akad. (1897), 1014).

Fir n =2 werden durch das Theorem I alle linearen
homogenen Substitutionen bestimmt, die
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§ 12. Differentiation einer Determinante und Matrix. 153

M1 M2 l
b
M1 Moz |

abgesehen von einem konstanten Faktor, automorph in &, & ,— [Py 711
transformieren. Mit diesem Formelsystem hat sich Cayley be-
reits 1854 beschiftigt, Phil. Mag., Coll. math. papers 2, 135
»On the homographic transformation of a surface of the second
order into itself. Vgl. Fricke und Klein, Vorl. iiber die
Theorie der automorphen Fumktionen, Leipzig 1897, S. 47,

Der Satz II bestimmt fiir » = 2 alle Transformationen, die

|H| =

M1 M2 ‘
|9
M2 Mee |

abgesehen von einem konstanten Faktor, in § &, — £2, trans-
formieren. Dieses Formelsystem, das den Kegelschnitt

N11%23 — 1)?2 =il}

in sich tiberfithrt, hat bereits GauB, Disquisitiones arithmeticae,
Artikel 157, Ges. Werkel, 124; vgl. Fricke und Klein, a.a. 0,
S. 14 und 19.

§ 12. Differentiation einer Determinante und Matrix.

Sind y;; (,k=1,2,..,7) n® Funktionen einer Variablen z, so
gilt der Satz:

Der Differentialquotient der Determinante |y,, | ist gleich der
Summe aller n Determinanten, die man erhdlt, wenn man in
der gegebenen Determinante immer die Elemente einer Reihe durch
thre Differentialquotienten ersetzt.

Versteht man unter Y die Matrix |y,,//, so wird unter Z—Z
ytk

die Matrix \ddx verstanden, Sind Y und Z zwei Matrices

gleichen Grades, deren Koeffizienten von einer Variablen 2 ab-
hingen, so wird, wenn YZ das Produkt der zwei Matrices ¥
und Z ist,

T g e SRR

dz’ dzx
(vgl. Frobenius, Journ. f. Math. 84, 16 (1878)).

Das Produkt der zwei Matrices ¥ ~! und %—z I
bezeichnet man mit D, (y,,) und liest es derivierte Matriz in

YWt Y

ay
da
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154 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

bezug auf x. Das eingefithrte Symbol ist fir die Systeme
linearer homogener Differentialgleichungen von gréBter Wichtig-
keit (Volterra, Memorie della societa Italiana delle scienze
(1887), (1899), L. Schlesinger, Vorl. iiber die Theorie der
linearen Differentialgleichungen, Leipzig 1908, S. 26).

§ 13. Die Wronskische Determinante.

Hat man » Funktionen y,, #,, ..., y, einer Variablen z,
so entsteht ihre Wronskische Determinante (Wronski, Réfu-
tation de la théorie des fonctions analytiques de Lagrange, 1812,
Dickstein, Bibliotheca math. (2) 6, 50 (1892), E. Pascal,
Ace. di Torino (1906), 1081) auf folgende Art:

In die erste Zeile kommen die » Funktionen, in die fol-
genden die ersten, zweiten, usw. Abgeleiteten dieser Funk-
tionen; also:

yl :l/g 2 R yn

ay, ays ... %Yy

dx dx dx
w= |90 ¥y 4,

i dat
£h : :
[Ty, |

!‘ dxn—l dx"'l dmn—l

Die Abgeleitete einer Wronskischen Delerminante wird ge-
bildet, indem man in die letzte Zeile von W die n*" Abgeleiteten
setzt und die anderen Zeilen ungedindert lipt (Malmsten, Journ.
f. Math. 39, 93 (1850)).

Multipliziert man die n Funktionen y mit einer beliebigen
Funktion v (z), so wird hierdwrch die ganze Determinante mit der
n** Potenz von v multipliziert.

Die notwendige und awch im allgemeinen hinreichende Be-
dingung dafiir, daf zwischen n Funktionen y,(z), y5(2), . . ., ¥, (%)
wenigstens eine lineare homogene Beziehung mit konstanten Koeffi-
zienten besteht, ist das Verschwinden ihrer Wronskischen Deter-
minante (vgl. besonders Frobenius, Jouwrn. f. Math. 77, 245
(1874)).

Peano (Mathesis, 9, 75 u. 110 (1889), sowie Rend. Acc.
Lincei 6,, 413 (1897)) hat zuerst darauf aufmerksam gemacht,
daB das Verschwinden der Wronskischen Determinante von
n Funktionen einer Variablen nicht unter allen Umstinden fiir
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§ 13. Die Wronskische Determinante. 1556

ihre lineare Dependenz ausreicht; fiir analytische Funktionen
ist die Bedingung hinreichend. Vgl. auch die Angaben von
Bocher, Trans. Am. M. 8. 2, 139 (1901), iiber gewisse Fiille
nicht analytischer Funktionen, bei denen das Verschwinden der
Wronskischen Determinante fiir die lineare Abhiéingigkeit aus-
reicht, ferner D. R. Curtiss, Math. Ann. 65, 282 (1908).
Die Wronskische Determinante spielt in der Theorie der
linearen homogenen Differentialgleichungen eine sehr wichtige
Rolle (vgl. Baltzer, Determinanten, S. 77, L. Heffter, Einl.
in die Theorie der linearen Differentialgleichungen, Leipzig 1894,
S. 47 u. 233, L. Schlesinger, Handbuch der Theorie der
linearen Differentialgleichungen, Leipzig 1895, 1, 8. IX u. 37).

Eine ihnliche Bedeutung wie die Wronskische Deter-
minante fiir die linearen homogenen Differentialgleichungen hat
fiir die Theorie der Ulinearen homogenen Differenzengleichungen
die Determinante:

AC)) ¥:() ... Yn(2) |
Ay(x)  Ap(e) ... Ay,(2)

hierbei ist A das Symbol fiir die Differenzen:
Ay@) = y@=+1)— y()
Ay (x) =by(z+ 1) — Ay ()

W, ist gleich der Determinante:

|y (2) Yy (2) S A0
¥ (2 +1) y+1) - ..i9E+1)

net?2) wnet+2)  y@E+2)

W +n—1) g +n—1)...y,@+n—1)
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156 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

Das Verschwinden der Determinante W, ist die notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, daf zwischen den n Funk-
tionen y eine lineare homogene Beziehung mit Koeffizienten be-
steht, die periodische Funlktionen von x sind, d. h. solche Funk-
tionen F (z), bei denen fiir jedes beliebige x:

F(z+ 1) = F()

ist (Casorati, Ann. mat. (2) 10, 19 (1880)).

In der Determinante W, kann statt A irgendeine Funk-
tionaloperation und ihre Wiederholungen eingefithrt werden,
derartige Determinanten bei Pincherle u. Amaldi, Le opera-
zioni distributive, Bologna 1901, 419 u. 429.

§ 14. Die Jacobische oder Funktionaldeterminante.

Sind % Funktionen y,, %,, ..., ¥, von nVariablen z,, @, ..., %,
gegeben, so heiBt die Determinante:

|0y, Oy, Oy
| 0n, d=, ox,
0ys 0Yy 0y
ox, 0z, o0z,

OYn Y U

oz, oz, Vi

\ |
| |
l ?

die Funktionaldeterminante oder Jacobische Determinante der y
in bezug auf die x. Man bezeichnet sie auch nach Donkin
(Phil. Trans. (1854)) mit dem Symbol:

Wi Ys - Yn)
0.(, oy v )

Der Name ,Funktionaldeterminante* stammt von Jacobi;
er ist von ihm eingefiihrt in der grundlegenden Arbeit ,de
determinantibus functionalibus”, Jowrn. f. Math. 22, 319 (1841),
Ges. Werke 3, 893, deutsche Ausg. mit Anm. von Stickel in
Ostwalds Klassikern der exakten Wiss. No. 78. Die Bezeichnung
wJacobische Determinante® geht auf Sylvester (Phril. Trans.
(1853), Coll. math. papers 1, 506 u. 583) zuriick.

Sind Yyy Ygy - ooy Yp Fzmktwnen VON 2y, Zgy .. oy B, UNG
diese wieder Funktionen von z,, %y, . .., x,, S0 gilt die Formel.:
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§ 14. Die Jacobische oder Funktionaldeterminante. 157

01 Ys - Yn) _ OWYs - Yn) 0(22...2)
Q@ETy T ) N O ) 0@y - )

Sind Yy, Y3, - - - Y, Funktionen von w, x5, ..., 2, und
kann man x, x4, ..., x, als Funktionen von ¥y, ¥Yg, ..., ¥,
ansehen, so hat man:

0 Y1 ¥s - Yn) _ 1 §
0100 Ty o) NG (D N )
0 W Y3 Yn)

Sind die Grifen y implizit als Funktionen der Verdnder-
lichen x mittels der Gleichungen:

F1(?/11 Yay « oy Ypy Tpy Xgy « - oy xn) =0,
B S s T s s ) == O}

Fn(yu Ygr « oy Yny Tyy Tgy o+ oy 15") =0
gegeben, so ist:

0(F, F,... B
0 (Y1 Ys - yn) (_ 1) 0 (2, ... 2,) 3
d@ oy NI )

0 Ys - Yn)

Das Nichtverschwinden der im Nenner stehenden Funktional-
determinante
0 (F ,,)
0 Yy 4 yz y,.)

ist die Bedingung dafiir, daB durch die Gleichungen

Ft(yn Yas ooy Yny Ty Ty « - oy xm) =0 @=42..,%

ein System von » Funktionen y,, ,, ..., y, der m Variablen
Xy, Ty, ..., &, definiert wird. Existenzsatz fiir die impliziten
Funktionen ( vgl etwa C. Jordan, Cours d’analyse, Paris 1893,
1, 82, Genocchi- Peano, Dzﬂ”erentzalrec}mung und erndzuge
der Integralreclmung, deutsche Ausg, Leipzig 1899, 8. 147).

Soll zwischen n Funktionen y, der n Variablen @, g, ..., %,
eine vor den x freic Bezichung: F (41, Ys, - . ., y,) = O bestehen,
so st die motwendige und hinreichende Bedingung hierfir die,
dap die Funktionaldeterminante der y verschwindet.

Schiirfer und weitgehender ist folgendes Theorem:
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158 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

Sind m Funktionen yy, Ys, . . ., Y, Vo0 nVariablen x,, ,, . . ., ,
gegeben und verschwindet die Determinante 1" Grades®)

W Ys - - %)
O (i . i)

fiir ein besonderes Wertsystem der Variablen
=&, 2g="F,..,2,=§

nicht, sind hingegen alle Determinanten | + 1** Grades, die man
aus der Matriz

!

bilden kann, in der Umgebung der Stelle &, &, .. ., &, identisch
Nudl, so sind die Grifen Yy, Yg, - . ., ¥, unabhingig, d. h. keine
von thnen lift sich als Funktion der 1 — 1 iibrigen darstellen,
hingegen Tonmen y, 1, Yy 1 g5 - - -5 Yy As Funktionen von yy, yg, . . ., 4
ausgedriickt werden.

oy

Ist ( )
(R o5 )
s By vsoag B) == 12 AT A G g8 N,
yl( AL ! n) Uy (L5 Zgy - o5 T)
s0 hat man:
| Ou, Ou, ou,
B s =000
| “00x o, oz,
[ 0w, Ou 0y

8(y1y,...yn)_ 1 ‘ritl—_‘--—
a(mlm:'uw") —uon+l! . ax 8:70, 8.2”
61-‘" a;"! o aj‘f’!!

UGz, 0z, 0w,

\

Diese Theoreme sind simtlich von Jacobi in ,de deter-
minantibus functionalibus” gegeben worden.

FEs seien n + 1 homogene ganze Funktionen von n Variablen
gegeben. Man kombiniere sie zu je m und bilde so die n + 1
Funktionaldeterminanten. Aus diesen bilde man wieder n -+ 1
Funktionaldeterminanten, indem man sie zu n kombiniert. Die
letzteren sind dann bis auf einen allen gemeinsamen Faktor die-

) Durch geeignete Numerierung der y, und &; kann man es
erzielen, daB gerade die Determinante

0 Ys---Y)

Oy e 0
nicht verschwindet. A y
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selben Funktionen wie diejenigen, von denen man ausgegangen
ist (Theorem von Clebsch, Jowrn. f. Math. 69, 355 (1868),
70, 175 (1869)).

Ygs Yay - - 5 Yy Stien n Funktionen wvon n + 1 Variablen
Zyy Tgy o - oy Lppq. Man betrachte die y als Funktionen von
je m der Variablen x wund bilde die Funktionaldeterminanten.
Mit Vorzeichen versehen, seien sie mit A; (=1,2,..,n+1) bezeichnet,
so dap

‘_?J(yly, ............. “ Y
Ai=(—1) 0 (@, @y ..

Sy By g e Ty yq)

ist, damn besteht die Jacobische Formel:

s I RIS L e
ox, o, ox, | 4

(Journ. f. Math. 27, 203 (1844), Ges. Werke 4, 323). Vgl
auch Jacobis Vorlesungen iiber Dynamik, herausgeg. von Clebsch,
1866, 13. Vorl. Die Jacobische Formel spielt in der Theorie
des Jacobischen Multiplikators bei einem System gewhnlicher
Differentialgleichungen eine fundamentale Rolle.

Die Funktionaldeterminanten sind auch fiir die Transformation
der vielfachen Integrale sehr wichtig. Zum Zweck der Trans-
formation der # fachen Integrale hat Jacobi die Funktional-
determinanten bereits 1833 im Jowri. f. Math. 12, 38, Ges.
Werke 3, 233 verwandt und ist dann im letzten Paragraphen
der Abhandlung de determin. funct. auf diesen Gegenstand zuriick- -
gekommen. Von Lehrbiichern vgl. man hierzu: Kronecker,
Vorl. dber die Theorie der einfachen und vielfachen Integrale,
herausg. von Netto; Leipzig 1894, 14. Vorl,, C. Jordan,
Cowrs d’analyse, Paris 1893, 1, 138 ff.

Eine von Bertrand (Jowrn. de math. 16, 212 (1851))
gegebene Definition der Funktionaldeterminante (vgl. Encycl. des
sc. math. 1, 128) ist wnrichtig (Genocchi-Peano, Differential-
rechnung usw., deutsche Ausg., Leipzig 1899, S. 329).

Grassmann (Ges. Werke 1y, 298, vgl. auch Scott, The
theory of determinants, 8. 171) hat die Funktionaldeterminanten
mit Hilfe der Methoden der Ausdehnungslehre behandelt.

Von Lehrbiichern vgl. man_ iiber Funktionaldeterminanten
noch Pascal, Determinanten, S. 222, Baltzer, Determinanten,
S. 139 u. Gordan, Vorl. diber Invariantentheorie 1, 120.
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160 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

§ 15. Die Hessesche Determinante.

Die Hessesche Determinante einer Funktion f von nVariablen

Xy, Xgy + ..y X, ist die Jacobische Determinante der m partiellen
Abgeleiteten
af (t=1,2 n)
a x‘ IR ¥ 9

von f. Die Hessesche Determinante wird demnach durch die
zweiten Abgeleiteten von f gebildet.
o'f

o0x; 0%,

(Hesse, Journ. f. Math. 28, 89 (1844), Ges. Werke, Miinchen
1897, 113 u. 692). Die heute allgemein iibliche Bezeichnung
nHessesche Determinante stammt von Sylvester ((1851) u.
(1853), Coll. math. papers 1, 191 u. 583).

Die Hessesche Determinante einer beliebigen quadratischen
Form ist das Doppelte ihrer Diskriminante (vgl. S. 118).

Die notwendige Bedingung dafiir, daf eine homogene ganze
Funktion (Form) wvon n Verdinderlichen sich Unear homogen in
eine solche von weniger als n Verdnderlichen transformieren lipt,
ist das Verschwinden ihrer Hesseschen Determinante.

DaB umgekehrt das Verschwinden der Hesseschen Deter-
minante, wie Hesse annahm (Jowrn. f. Math. 42, 117 (1851),
ebenda 56, 263 (1859), Ges. Werke, 289 u. 481), auch
dafiir ausreichend ist, daB sich die gegebene homogene Form
linear in eine solche von weniger Variablen transformieren
1aBt, trifft nur fiir homogene Formen beliebigen Grades in 2, 3
und 4 Variablen (bindre, terndre, quaternire Formen) und quadra-
tische Formen von beliebig vielen Variablen zw. Fiir die hiheren
Fadlle lassen sich ganze Klassen von Funktionen aufstellen, bei
denen die Hessesche Determinante verschwindet, ohne daf sie
sich in Funktionen von weniger Variablen linear tramsformieren
lassen (Gordan u. Noether, Math. Ann. 10, 547 (1876)).

Von der Hesseschen Determinante einer homogenen ganzen
Funktion dritten Grades mit beliebig vielen Variablen gilt fol-
gender Satz:

Die Hessesche Determinante der Hesseschen Determinante
einer kubischen Form von n Variablen ist eine lineare Kombination
der gegebenen Form und ihrer Hesseschen Determinante.

Dieser Satz wurde fiir beliebiges » von Voss, Math. Ann. 217,
515 (1886), vorher fiir » =4 von G. Bauer, Abk. d. Bayer.

H =

hk=1,2,..,m),
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Akad. d. Wiss. 14 (1883), bewiesen. Fiir binéire Formen gilt
der Satz fiir jeden Grad > 3 (Salmon-Fiedler, Algebra d.
linearen Transformationen, Leipzig 1877, 8. 273).

Die Hessesche Determinante spielt ebenso wie die Funk-
tionaldeterminante in der Invariantentheorie sowie in der Geometrie
der Kurven und Flichen eine wichtige Rolle.

§ 16. Unendliche Determinanten. Systeme von
unendlich vielen linearen Gleichungen. Bilineare Formen
mit unendlich vielen Variablen.

Unendliche Determinanten wurden von Hill, Acta math. 8,
26 (1886), Poincaré, Bull. de la soc. math. 14, 77 (1886)
und Helge von Koch, Acta math. 15, 56 (1891) u. 16, 219
(1892) in die Analysis eingefithrt. Bine zusammenfassende Dar-
stellung gibt Cazzaniga (Ann. di mat. (2) 26, 143 (1897),
Erginzungen (3) 1, 83 (1898) und (3) 2, 229 (1899)). Wie die
gewohnlichen Determinanten zur Auflésung eines Systems von
endlich vielen linearen Gleichungen, so dienen die unendlichen
Determinanten zur Auflosung eines Systems mit unendlich vielen
Unbekannten.

Die unendlichen Determinanten werden nach Cazzaniga
auf folgende Weise definiert: Die Gréfen a,, (jk=-o,..,0,..., +x)
mogen ein zweifach unendliches System bilden, das quadratisch
nach vier Seiten hin unbegrenzt angeordnet sei. D,, , bedeute
die Determinante m + »n + 1*® Grades:

f a—n,—n a—n,—n+1 £ a-—n,() a’—n,m

| a—n+1,—n a—u+1,—u+l a—n+1,0 a—n+l,m
mon

‘ a’m,—n a’m,—n+1 L am,o bt a’m,m

Niihert sich fiir unendlich wachsende Werte von m und »
die Determinante D,, , einer bestimmten endlichen GrtSe, so
schreibt man

D = [a,] (ik=—00,.000, ..., +®)
Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 3X
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162 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

und sagt: die umendliche Determinante ist konvergent wnd hat
den Wert D..

Damit lim D,, , = D existiert, also das GroBensystem a;,

m=ow,n=0

eine konvergente Determinante erzeugt, ist notwendig und
hinreichend, daB zu jeder noch so kleinen positiven Zahl d
eine ganze positive Zahl N existiert, daB fiir jedes Zahlenpaar
m, n > N und alle ganzzahligen positiven Werte p, q:

|Dm+;z,n+q E Dm,nl <4
wird.

Die Elemente a,; (i=-,...,0,. ,+=) heien die Diagonal-
elemente, die Elemente a,, (i k) die Nichtdiagonalelemente der
unendlichen Determinante.

Eine auf die obige Weise definierte unendliche Determinante
hat dhnliche Eigenschaften wie die endlichen Determinanten. Der
Wert der Determinante bleibt ungeéindert, wenn man sie um-
stiirzt, d. h. die Zeilen und die Kolonnen miteinander vertauscht
und hierbei die Hauptdiagonale beibehilt. Bei Vertauschung
zweier paralleler Reihen #indert die Determinante ihr Vorzeichen;
sind also zwei Parallelreihen identisch, so verschwindet die
Determinante.

Jedeunendliche konvergente Determinante [ ;] (k= —c,...,0,..., +)
lann in eine gleichwertige transformiert werden, deren quadratisch
geordnete Elemente nur nach rechts und mach unten unbegrenst
fortschreiten, d. h. in eine Determinante [a;,] Gu=12 .. ,).

Dies erzielt man, indem man die Zeilen und die Kolonnen
der urspriinglichen Determinante etwa derartig vertauscht, daB
Ggo Gyy O_y, 1 G39 @_g _5 Qg3 G_g 5 ... zum Diagonalglied wird
und hierauf die Zahlenreihe 0,1, — 1,2, — 2,...mit 1, 2, 3, . ..
bezeichnet.

Geht man umgekehrt von einer konvergenten Determinante )
[a“‘} (u=1,2,..,) aus und #ndert diese auBerdem bei jeder
Vertauschung ihrer Zeilen und Kolonnen, bei der die Dia-
gonalglieder in der Hauptdiagonale stehen bleiben, nach Vor-
aussetzung ihren Wert nicht, so kann man sie in eine gleich-
wertige Determinante [a,;] (,k=—,. ,0,..., +%) verwandeln, deren

1) Eine unendliche Determinante [a;,] %,x=1,2,..,,»), deren

Elemente nur nach zwei Seiten hin unbegrenzt ausgedehnt sind, heiBt
konvergent, wenn sich die Determinante D, — |a, M| Gyu=1,2..4%)
fiir unendliche n einer bestimmten endlichen Grenze nibert.
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quadratisches Schema die ganze Ebene bedeckt. Man setze

- 5 U fiar ungerade 4 und i=% fir gerade i, ebenso
= — &—;—1 fiir ungerade u und k = ’; fiir gerade w und fiithre

die notwendigen Zeilen- und Kolonnenvertauschungen aus, so
daB ...a_p _ya_; _, @y @y agy ... Diagonalglied wird.

Man kann sich daher auf die Betrachtung einer in dem
obigen Sinn konvergenten Determinante [a, ] %.u=1,2..,%) be-

schriinken. Im folgenden wird dies geschehen
1= u=o

Sind die unendlichen Produke ]] p,=p wnd H 9, =4

umbedingt konvergent und mwicht Null, so hat die aus der Deter-
minante D = [a; ] ¢, u=12..,% dadurch hervorgehende Deter-
minante, dafp man alle Elemente der A" Zeile mit p,1 (A = 5,85, 5.,0)
und alle Elemente der p"" Kolonne mit q, (=12, o) multipli-
ziert, den Wert pqD.

Eine besondere Gattung im obigen Sinn konvergenter Deter-
minanten sind diejenigen, bei denen die wumendliche Doppelreile

A= u=0
der Nichidiagonalglieder > 3 a, i (A2 ) und das unendliche
A=1u=1

i=o
Produlit der Diagonalglieder ]] a,, unbedingt Lonvergieren. Un-

endliche Determinanten, die dlesen Bedingungen geniigen, heifien
nach von Koch Normaldeterminanten (Acta math. 16, 221).
Streicht man in einer Normaldeterminante » Zeilen und
r Kolonnen, so erhiilt man wiederum eine Normaldeterminante.
Ebenso wie bei endlichen Determinanten kann man bei Normal-
determinanten den Begriff der Unferdeterminante einfithren. Ver-
steht man unter Ag , die mit (— 1)¢+7 multiplizierte Deter-
minante, die aus einer- Normaldeterminante durch Streichen der
0" Zeile und ¢*" Kolonne hervorgeht, so gilt in Erweiterung
der bei endlichen Determinanten stattfindenden Relationen (8. 58):

A, + %sAaz + a()sA”3 + ..o = 6901) (@o=19..)

Gyo i, + Ggpdy; + Ogpdy, + =0, D (@o=1,3,..).

Auch der Laplacesche Zerlegungssatz (S. 58) ist er-
weiterungsfiihig.

Sind 4 = [a;_‘“] Au=1,2..,=) und B = [bl“] Ayu=1,2,...,%)

11
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164 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

zwei unendliche Normaldeterminanten und bezeichnet man mit ¢, ,
eine der vier unendlichen Reihen

=21‘ s t,u’ =2' is ,u:’ 2 si ,ll:’ Za’:l su

so ist jede der vier Determinanten C = [¢;,] Gu=1,2..,2)
ebenfalls eine Normaldeterminante und das Produkt von 4
und B (Erweiterung des Cauchy-Binetschen Multiplikations-
satzes (S. 58)).

Sei das System unendlich vieler lincarer Gleichungen

A + Ay + 2=, 2=12..,0)

mit normaler Determinante D = [a, W) Ge=1,2..,2) gegeben. Fir
D == 0 gibt es ein eindeutig bestimmtes Losungssystem bei dem
die absoluten Betriige der Elemente x; (2=1,2,..) simtlich kleiner
als eine angebbare positive endliche Zahl & sind. Es wird ent-
sprechend den Cramerschen Formeln, S. 74:

=
2 AuaYu
u=1

g V=

Das homogene System

y; =0 @=1,2,..0)

hat, falls die Determinante D nicht verschwindet, nur die
triviale Losung z; = 0 2=12,..., %)

AuBler den Normaldeterminanten sind noch weitere un-
endliche konvergente Determinanten untersucht worden (vgl. auBer
der bereits zitierten Literatur noch H. v. Koch, Acta math. 24,
89 (1901)).

Uber die Losung linearer Gleichungen mit unendlich vielen
Unbekannten sind noch neuere Untersuchungen von Hilbert
(Grundziige ciner allgemeinen Theorie der linearen Integralglei-
chungen, 4. und 5. Mitteilung, Gdtt. Nachr. (1906), 157 u. 439,
Rend. Circolo di Palermo 27 (1909) und E. Schmidt, Rend.
Circolo di Palermo 25, 53 (1908)) zu nennen.

In ihnen werden unendlich viele lineare Gleichungen

a’llml+alﬁx2+..' =Y, (A=11%,...,o)

untersucht; hierbei wird vorausgesetzt, daB in jeder einzelnen
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§ 16. Systeme von unendlich vielen linearen Gleichungen. 165

Gleichung die Quadratsumme der absoluten Betriige der Koeffi
zienten, also

=00

2‘“2,&1!2 @2=13,..,0)

u=1

konvergiert. Betrachtet werden nur reguldre I.osun;en, d.h. solche,
bei denen

A=o00

,2|xz|g
A=1

konvergiert. Unter den fiir die Gleichungskoeffizienten gemachten
Annahmen werden die notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen fiir die Existenz regulirer Loésungen abgeleitet und
alle solche Losungen durch immer konvergente Reihen dar-
gestellt. Ein durch diese Methoden 16sbares unendliches Gleichungs-
system braucht durchaus nicht eine konvergente unendliche
Determinante zu haben, wie z. B. das einfache Beispiel:

Az, =y, (A=1,2,38,...)
lehrt. Ein Gleichungssystem
@y % + Gye%y + - - - =Y, (=1,2..)

mit Normaldeterminante [a, | erfillt die Hilbert-Schmidtsche
Bedingung fiir die Glelchungskoefﬁnenten denn aus der unbe-

A=

dingten Konvergenz des unendlichen Produktes _l 1 a,, und der
unendlichen Doppelreihe der N \Iwhtdlagonalghedel folwt die Kon-

M=o
vergenz von _¥ |a1# [ a=13. .
u=1
Die Behandlung eines Gleichungssystems mit Normaldeter-
minante beschriinkt sich jedoch nicht, wie dies die Hilbert-
Schmidtsche Methode tut, auf die reguliiren Losungen; so hat
das triviale System z, = 1 2=1,25,...) eine Normaldeterminante,
seine Losungen lassen sich mittelst der erweiterten Cramer-
schen Formeln (S. 164) finden, sind aber nicht regulir.
Hilbert betrachtet auch quadratische und bilineare
Formen und orthogonale Substitutionen in unendlich
vielen Veriinderlichen. Wir heben den Begriff der beschrdnkten
Bilinearform von wunendlich vielen Variablen hervor. Eine bi-
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tineare Form wvon unendlich viclen Variablen und mit beliebigen
Koeffizienten

=21’ 2 @i % Yy

heift beschrinkt, wenn eine positive Grofe M existiert, so daf
fiir jedes m der absolute Betrag des n*" Abschnitles, d. h. die
Grife

_'_LM "

2 @Yy |
k=1
i=n

Keiner als M bleibt fir alle w, y,, fir die > |z,|*=1,
i=1

k=n
Zlyklz il
=1

Hat man zwei beschriinkte Bilinearformen 4 und B von
unendlich vielen Variablen, so existiert ihr Produkt A B genau
wie bei Bilinearformen von endlich vielen Variablen (vgl. § 6);
das Produkt A B ist wiederum eine beschriinkte Bilinearform.
Fiir das Produkt dreier beschriinkter bilinearer Formen gilt das
assoziative Gesetz. Hingegen gibt es bei beschriinkten Bilinear-
formen mit unendlich vielen Variablen nicht mehr notwendig
eine einzige wzz’proke oder imwerse beschriinkte bilineare Form.

Ist z. B. A= 23: Yir1, S0 ist AX = E losbar durch
: 21,1 a;%y; + %, 1Y;, wobei ay, a,, ... willkiirlich bleiben. Be-
sitzt eine unendliche Bilinearform sowohl eine vordere als eine
hintere Reziproke, so sind beide einander gleich und daher die
einzigen (vgl. Hellinger u. Toeplitz, Gditt. Nachr. (1906),
Toeplitz, ebenda (1907), 101 u. 110).

Uber die Verwendung unendlicher Determinanten in der
Theorie der linearen Differentialgleichungen vgl. Schlesinger,
Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen 1,
274, 2,, 529, Horn, Gewdlmliche Differentialgleichungen, Samml.
Schubert 50, Leipzig 1905, S. 206.

Wegen unendlicher Determinanten vgl. auch die Darstellung
von A. Pringsheim in der Encykl. d. math. Wiss. 1, 141.
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§ 17. Kubische Determinanten und solche hoheren
Ranges.

Sind a,,, #»° Elemente mit drei Indices, so heiBt die Summe

ne At ; Gl g
von (n) Gliedern €0y, 4 Bgg g+ @, €INC kubische Deter

minante DV, falls ¢, ggy ..., 9, und ky, hy, ..., b, jede An-
ordnung der Zahlen 1, 2, ..., #n bedeuten und & die positive
oder negative Einheit ist, je nachdem die Summe der Inver-
sionen in den zwei Anordnungen g, ¢s, ..., g, und Ay, hy, ..., h,
eine gerade oder ungerade Zahl ist. In einer kubischen Deter-
minante sind »! gewohnliche Determinanten enthalten.

Anstatt die ersten Indices in der Reihenfolge 1, 2, ..., »
geordnet anzunehmen und die zweiten und dritten Indices zu
permutieren, kann man auch die zweiten Indices natiirlich ge-
ordnet denken, die ersten und dritten permutieren und nach
ihnen die Vorzeichenbestimmung vornehmen. Dann erhilt man
eine Lubische Determinante D®. Durch Festbleiben der dritten
Indices kann schlieBlich eine kubische Determinante D®) definiert
werden. Die drei kubischen Determinanten D™, D® und D®
sind im allgemeinen verschieden.

Kubische Determinanten wurden zuerst (1861) von
de Gasparis behandelt. Wegen ihrer FEigenschaften und
Literatur sei auf Pascal, Determinanten, S. 184, Giinther,
Determinanten, sowie Scott, The theory of determinants, S. 110,
verwiesen; wir begniigen uns hier mit Hervorhebung von
Hedrick, Annals of math. (2) 1, 49 (1900), wegen der zahl-
reichen Literaturangaben.

Unendliche kubische Determinanten behandelt Cazzaniga,
Math. Ann. 53, 272 (1900).

Noch allgemeiner lassen sich Determinanten hiheren Ranges
als Summen von (n!)"~! Gliedern einfiihren; jedes Glied ist,
abgesehen von der positiven oder negativen Einheit, ein Produkt
von n Faktoren; jeder dieser weist » Indices auf. Die Deter-
minante DV wird aus dem Glied a;,,...1%383...9 Fpun...n
gewonnen, indem man bei den » Faktoren die ersten Indices
festhiilt und die v — 1 folgenden auf jede Art anordnet; jedes
Glied echiilt das positive oder negative Vorzeichen, je nachdem
die Summe der Inversionen, welche die » — 1 variablen Indices
liefern, eine gerade oder ungerade Zahl ist. Wegen Deter-
minanten héheren Ranges vgl. Gegenbauer, Wiener Akad.
Denkschriften 43, aweiter Teil, 17 (1882), 46, 291 ff. (1883),
G. v. Escherich, ebenda 43, 1 (1882).
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