
Kapitel II.

Kombinatorik, Determinanten und Matrices.
Von Alfred Loewy in Freiburg i. Br.

§ 1. Die Lehre von den Kombinationen. Die Binomial-
koeffizienten. Die Polygonal- und Pyramidalzahlen. Die 

figurierten Zahlen. Die Polynomialkoeffizienten.

Die Anzahl der verschiedenen Arten, auf die man n ver-
schiedene Gegenstände in alle möglichen Reihenfolgen bringen 
kann, heißt die Anzahl der Permutationen der n Gegenstände 
(das Wort ist eingeführt von Jacob Bernoulli in der Ars 
conjectandi (1713), deutsche Ausgabe von Haußner in Ostwalds 
Klassikern der exakten Wissenschaften No. 107, S. 78). Sie 
beträgt:

Das Produkt allfjr ganzen Zahlen von 1 bis n bezeichnet 
man auch (Kramp, Elements d'arithmctique universelle, Cologne 
1808) mit

und liest n-Fakultät.
Über das Wachsen von n! gibt folgender Satz Aufschluß:
Ist c irgendeine ganze positive Zahl > 1, so kann man 

stets eine derartige positive ganze Zahl n finden, daß für alle 
ganzzahligen N > n der Ausdruck N! > cN ist.

Hat man für die n Gegenstände eine gewisse Reihenfolge 
festgesetzt und ordnet sie anders an, so spricht man jedesmal, 
wenn in dieser Anordnung zwei Gegenstände in der umgekehrten 
Reihenfolge wie bei der ursprünglichen Anordnung aufeinander 
folgen, von einer Inversion oder einem Derangement (Gabriel 
Cramer, Introduction ä l’analyse des lignes courbes, 1750,
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Append., S. 658). Sind die Gegenstände mit 1, 2, 3, . . n 
bezeichnet, so hat man in einer Anordnung jedesmal dann eine
Inversion, wenn eine höhere Zahl einer niedrigeren voraufgeht.

Vertauscht man in einer gegebenen Anordnung irgend zwei
Elemente miteinander, so spricht man von einer Transposition
(Cauchy, J. ec. polyt., Cah. 17, 18 (1815), (Euvres (2) 1, 81).

Eine Anordnung heißt gerade oder von der ersten Klasse, 
wenn sie eine gerade Anzahl von Inversionen enthält; im 
anderen Fall heißt sie ungerade oder von der zweiten Klasse. 
Eine Anordnung der ersten (zweiten) Klasse läßt sich stets aus 
der ursprünglichen oder natürlichen Anordnung durch eine gerade 
(ungerade) Anzahl von Transpositionen gewinnen. Jede Trans-
position ändert die Klasse einer Anordnung. Zwei beliebige 
Anordnungen können stets nui* durch eine gerade oder nur 
durch eine ungerade Anzahl von Transpositionen ineinander 
übergeführt werden. Jede Anordnung kann durch Transposi-
tionen in jede andere übergeführt werden. Irgend zwei An-
ordnungen gleicher (ungleicher) Klasse gehen durch eine gerade 
(ungerade) Anzahl Transpositionen ineinander über.

Uber die Klasse einer Anordnung gibt auch das aus 
den n Größen ax^ a2, ..., an gebildete Differenze/nprodukt 
(vgl. § 4 dieses Kapitels bei der Van der mondeschen oder 
Cauchyschen Determinante, S. 68)

aus Faktoren Aufschluß. Ist xt, x2, . . xn irgendeine
Anordnung der ersten n Zahlen 1, 2, s. ., n, so gehört die 
Anordnung a in die erste (zweite) Klasse, falls
der Quotient 

den Wert + 1 (— 1) hat. Die durch die Anordnung auf 
obige Weise bestimmte Zahl + 1 heißt der Modul der An-
ordnung; sie ist für die Determinantentheorie von größter 
Wichtigkeit. Der Modul der Anordnung xt, x2, . . ., xn kann 
auch auf folgende Weise bestimmt werden: er hat den Wert 
(— l)”-r, wenn die Permutation 

als Produkt r zyklischer Faktoren, von denen keine zwei ein 
Element gemeinsam haben, dargestellt werden kann; hierbei 
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sind auch die eingliedrigen Zykeln mitzurechnen (vgl. Kap. III). 
Alle angeführten Sätze finden sich bereits bei Cauchy, J. ec. 
pölyt., Cah. 17, 29 (1815), (Euvres (2) 1, 91 ff. Von neueren 
Darstellungen vgl. man etwa Kronecker, Vorl. üb. d. Theorie 
d. Determinanten, herausg. von Hensel, Leipzig 1903, S. 299. 

Ti!Es gibt — Anordnungen der ersten Klasse und ebensoviele 
der zweiten Klasse.

Die Anzahl der verschiedenen Anordnungen von n Ele-
menten, unter denen a gleiche einer Art, b gleiche einer zweiten 

n!Art usw. vorkommen, ist , t -----------’ a! b! c! ...
Die Anzahl der verschiedenen Arten, auf die man unter n

gegebenen Gegenständen k auswählen kann, ohne die Reihen-
folge zu berücksichtigen, in der die k Dinge gewählt werden, 
heißt die Anzahl der einfachen Kombinationen der n Gegenstände 
zur kien Klasse. Die Bezeichnung geht auf Blaise Pascal 
zurück, der von multitude des combinaisons de k dans n spricht
(Usage du triangle arithmetique, Paris 1665, (Eueres 5, 25 
(1779), Cantor, Vorl. über Geschichte der Mathematik, 2. Aufl.,
Leipzig 1900, 2, 752).

Die fragliche Anzahl beträgt
n (n — 1) (n — 2)... (n — k -j- 1)_  /n\

1-23 • • Ä “ ’
n!

kl (n — k)
Hieraus ergiebt sich unmittelbar der Satz:

^'n,k ^n,n — k'
Die Zahl läßt sich auch als die Anzahl der ver-

schiedenen Mengen definieren, die man erhält, wenn man aus 
n verschiedenen Dingen Mengen von je k Dingen bildet. Da in
keiner der Q) Mengen ein Gegenstand mehrfach auftritt, so 

spricht man von Kombinationen von n Dingen zu je k ohne 
Wiederholung.

Wenn in den Kombinationen jedes Element wiederholt
werden kann, so erhält man die Kombinationen mit Wiederholung. 
Die Anzahl der Mengen von je k Zahlen, die nur die Zahlen
1, 2, 3, . . ., n, die gleiche Zahl aber auch wiederholt, ent-
halten, oder, wie man auch sagt, die Anzahl der Kombinationen 
von n Dingen zu je k mit Wiederholung, ist:
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46 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

'n k — 1\
< k ) '

Vertauscht man die Elemente der einzelnen Kombinationen auf 
alle möglichen Weisen, so erhält man die Variationen. Die Anzahl 
der verschiedenen Arten, auf die man k Gegenstände, die man 
beliebig unter n gegebenen Gegenständen auswählt (/.• <C n), auf k 
feste Plätze verteilen kann, heißt die Anzahl der einfachen Varia-
tionen der n Gegenstände zw lden Klasse. Ihre Anzahl beträgt

'n'
k, k\.

Für k = n werden die Variationen zu Permutationen. Wenn in 
den Variationen jedes Element wiederholt werden darf, so er-
hält man die Variationen mit Wiederholung. Ihre Anzahl ist

Die Zahlen nennt man auch die Binomial-
koeffizienten, weil sie die numerischen Koeffizienten der verschie-
denen Glieder in der Entwicklung der Potenz eines Binoms sind:

(a + &)« = a« + (") + (2) «”_2&2 +

Sämtliche Binomialkoeffizienten lassen sich mittels des 
sogenannten Blaise Pascalschen arithmetischen Dreiecks (Tratte 
du triangle arithmetique, Paris 1665, (Eueres 5, 1 (1779))

1
1 1

12 1 
13 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

bilden. Man erhält die Zahlen einer Zeile durch Addition der 
beiden in der vorhergehenden Zeile unmittelbar über ihnen 
stehenden. Die Zahlen der n lten Horizontalreihe geben die 
Binomialkoeffizienten der Entwicklung von (a -f- b)n. Das Pascal-
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§ 1. Die Binomialkoeffizienten. 47

sehe Dreieck findet sich übrigens schon in einer chinesischen 
Schrift des 14. Jahrhunderts (Tropfke, Geschichte der Elementar-
mathematik 2, 326, Leipzig 1903).

Bei dem Symbol Q) nennen wir n die Basis und k den 

Index. Das Symbol das bis jetzt nur für ganzzahlige posi-
tive n und k verwandt wurde, behält auch für beliebige reelle und 
komplexe n einen Sinn; sei als 1 definiert. Es ist 

r;)=(-‘y-r+ri)
und im besonderen

Die Binomialkoeffizienten mit ganzen negativen Zahlen als Basis 
sind, abgesehen vom Vorzeichen, die in einer Diagonale stehenden 
Zahlen des Pascal sehen arithmetischen Dreiecks.

Für beliebige m und n gilt das Additionstheorem der 
Binomialkoeffizienten:

(Euler, Acta Acad. Petrop. V (1781), S. 74.) Für m = 1 er-
hält man die grundlegende Eigenschaft des Pascalschen Dreiecks: 

cd -gmu
(Michael Stifel, Arithmetica integra, Nürnberg 1544, zu vgl. 
M. Cantor, Port. über Geschichte d. Math. 2, 433). Für 
m — — 1 wird:

(-^•cv^-o-o+o-o •+(-v c)-
Für ganzzahlige positive r <^k ist = 0; daher ergibt sich 

für ganzzahlige positive n — k aus der letzten Formel:

Für ganzzahlige positive n sei noch angeführt 
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ferner die aus dem Additionstheorem der Binomialkoeffizienten 
für ganzzahlige positive n = m == k sich ergehende Formel: 

c:)-x+(:)’+o’+o’+’+o*

Aus
(a + 6)" = a” + (”) «”-*!> + (”) + ••+(“)»“

folgt durch Spezialisierung für a = b = 1:

Für ganzzahlige n gelten ferner die Formeln:

n
ist gleich (—1)2Q?^ für gerade n und 0 für ungerade n.

Eine Sammlung von Summenformeln für die Binomial-
koeffizienten gibt J. G. Hagen in seiner Synopsis der höheren 
Mathematik 1, 64, Berlin 1891. Man vgl. hierzu auch 
das letzte Kapitel in dem Lehrbuch der Kombinatorik von 
E. Netto (Teubners Sammlung 7, Leipzig 1901), das eine 
sehr vollständige Behandlung aller Fragen der Kombinatorik 
liefert. Als ältere ausführliche Darstellung der Kombinations-
lehre sei der zweite Teil der schon oben zitierten Ars con-
jectandi von J. Bernoulli genannt. Vorgänger von J. Bernoulli, 
die sich mit Kombinatorik beschäftigt haben, sind Bl. Pascal 
(Tratte du triangle arithmctique, 1665), Leibniz (Dissertatio de 
arte combinatoria, 1666, zu vgl. Cantor, Vorles. über Geschichte 
d. Math., 2. Auf!., 1901, 3, 43 u. folg.), Wallis (Treatise of 
algebra, 1685).

Für die Binomialkoeffizienten mit der Basis — gelten die
bemerkenswerten Ausdrücke:

\ 1/ 2 ’ \ 2/ 2 • 4 ’

f~ usw
\ 3/ 2 • 4 • 6 ’ \ 4/ 2 ■ 4 • 6 • 8 ’

Über aus Binomialkoeffizienten gebildete Determinanten 
vgl. dieses Kapitel, § 4, ferner Pascal, die Determinanten 
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§ 1. Die Polygonal- und Pyramidalzahlen. 49

(Teubners Sammlung 3, Leipzig 1900, S. 132), Netto, Lehrb. 
der Kombinatorik, S. 256.

Eine ganze positive Zahl N läßt sich immer und nur auf 
eine einzige Art als Summe von n Binomialkoeffizienten aus-
drücken, deren Indices gegeben sind und aus den natürlichen 
Zahlen von 1 bis n bestehen, während von ihren Basen diejenige
die kleinere ist, die zu einem kleineren Index gehört, d. h. die 
Formel:

N= (1) + (?) + • • • + (?) (^<^+i)

hat immer eine und nur eine Auflösung in ganzen positiven 
Zahlen xt, x2, . . ., xn.

Bezeichnet man mit dem Symbol

f/yl I J* _
}, so erhält man den weiteren Satz:

eine ganze positive Zahl N gegeben ist, so hat die
die Zahl

Wenn
Formel:

in der
Xk < Xk + \

ist, immer nur eine Auflösung in ganzen positiven Zahlen
Xj, z2, . . ., xn. (Vgl. Pascal, Giorn. di mat. 25, 48 (1887).)

Verallgemeinert man die Konstruktion des Pascalschen 
arithmetischen Dreiecks, so gelangt man zu den Polygonal- und 
Pyramidalzahlen.

Man bilde das Dreieck:
d 1

d 1 + d 1
d 1 4- 2 d 2 4- d 1

d l + 3d 34-3d 3 4* d 1
d 1 4- 4 d 4 4- 6 d 6 4- 4 d 44-d 1 

in dem jedes Element einer Zeile durch Addition der beiden
Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 4 
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in der vorhergehenden Zeile über ihm stehenden Elemente er-
halten wird. Für d = 1 wird dieses Dreieck zum Pascalschen.

Wenn man als erste Diagonale die der Elemente d ansieht, 
so sind die in der dritten Diagonale stehenden Elemente für 
8 = 1 die Dreiecks- oder Trigonalzahlen, für 8=2 die Vierecks-
oder Quadratzahlen usw., für 8 = k — 2 die k-Eckszahlen. Diese 
Zahlen heißen auch Polygonalzahlen. Der Name stammt daher, 
daß man ihre Einheiten in der Form eines regulären Polygons 
anordnen kann. Die mte der fc-Eckszahlen wird durch die Formel

f m [(fe — 2) m - (Ä- - 4)] = Q + (k — 2) • Q

(k Anzahl der Polygonseiten, m Seitenlange, ausgedrückt in der 
Anzahl von Punkten, die auf der Seite liegen)

gegeben; die Summe der ersten m der Ä’-Eckszahlen beträgt:

| m (m + 1) ■ [(w — 1) • (k — 2) 4- 3].

Die Polygonalzahlen sollen altpythagoräischen Ursprungs
sein; mit ihnen beschäftigt haben sich jedenfalls schon Hypsikles 
(200—100 v. Chr.) und der Neupythagoräer Nikomachus 
(etwa 100 n. Chr.); von Diophant, dem Vater der Arith-
metik, existiert eine kleine Abhandlung über die Polygonal-
zahlen (deutsche Ausgabe von G. Wertheim, die Arithmetik u. 
die Schrift über Polygonalzahlen des Diophantus von Alexandria, 
Leipzig 1890).

Jede ganze positive Zahl läßt sich als Summe von k k-Ecks- 
zahlen darstellen. Diesen von P. Fermat [Observations sur 
Diophante, (Euvres de Fermat, publ. par Tannery (1891) 1, 305, 
vgl. die oben zitierte Schrift von Wertheim, S. 162) in seinem 
Exemplar der Diophantausgabe (1621) von Bachet de Meziriac 
mit der Bemerkung „propositionem pulcherrimam et maxime 
generalem“ ohne Beweis angegebenen Satz hat für k = 3 (die 
Dreieckszahlen) zum ersten Male Gauß in den Disquisitiones 
arithmeticae, Art. 293 (Leipzig 1801), Ges. Werke 1, 348, 
streng bewiesen. Daß jede ganze Zahl als Summe von 4 Quadrat-
zahlen darstellbar ist — ein wohl zuerst von Bachet de 
Meziriac erwähntes Theorem —, wurde von Lagrange (Nouv. 
Mcm. de l'acad. de Berlin 1770, S. 123, (Euvres 3, 189), 
dann von Euler {Acta Acad. Petrop., 1777, pars II, S. 48), 
sowie von Gauß, a. a. 0., bewiesen. Den allgemeinen Fermat- 
schen Satz hat zuerst Cauchy {UAem. de l’institut de Paris
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14, annee 1813—15, S. 177, (Euvres (2) 6, 320) bewiesen 
und ihn dabei auf folgende Weise präzisiert:

Jede ganze positive Zahl kann als Summe von k k-Ecks- 
zahlen dargestellt werden, von denen nur vier von 0 oder 1 ver-
schiedene Werte zu haben brauchen. (Modifizierter Beweis bei 
Legendre, Theorie des nombres (1830) 2, 340—356. Zu 
vgl. Bachmann, die Arithmetik der quadratischen Formen, 
Leipzig 1898, S. 154 ff.)

Die fc-Eckszahlen, durch die Null ergänzt:
0, 1, 2 (k — 2), 3 + 3 (k - 2), 4 + 6 (k — 2), ... 

bilden eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung, d. h. die Reihe 
ihrer Differenzen:

1, 1 4- (k - 2), 1 4- 2 (k - 2), 1 4- 3 (k - 2), . . .
ist eine arithmetische Reihe erster Ordnung, die mit 1 beginnt 
und die Zahl k — 2 zur Differenz zweier Nachbarglieder hat.

Die in der vierten Diagonale stehenden Zahlen des oben 
stehenden Dreiecks sind für ö — 1 die dreiseitigen Pyramidal-
oder Tetraedralzahlen, für 6 = 2 die vierseitigen Pyramidal-
zahlen usw., für d = k — 2 die k-seitigen Pyramidalzahlen. Wie 
die Polygonalzahlen als Summen von Punkten bei regulären 
Vielecken, so sind die Pyramidalzahlen geometrisch durch die 
Lagerung von Kugeln in Pyramiden zu finden.

Die k-seitigen Pyramidalzahlen bilden eine arithmetische 
Reihe dritter Ordnung, die Reihe ihrer Differenzen liefert die 
k-Eckszahlen.

Die mte der Abseitigen Pyramidalzahlen lautet:
(m 4-1) [3 4- (m - 1) (A£— 2)] = (^X) 4"[(ä ~J2) * t ’ 

Die Summe der ersten m der Abseitigen Pyramidalzahlen beträgt: 
A (m 4- 2 ) (m 4-1) m • [(m-1) (ä - 2)+4]- (** 4- (ty- 2)’ (*!" *)*

An die eingeführten Pyramidalzahlen, die von der ersten Ord-
nung heißen, schließen sich solche höherer Ordnung, wenn man 
weitergehend arithmetische Reihen vierter, fünfter usw. Ordnung 
einführt oder, anders ausgedrückt, die in der fünften, sechsten usw. 
Diagonale stehenden Zahlen des obigen Dreiecks betrachtet.

Die Binomialkoeffizienten (”• + * *) heißen figurierte
4'
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52 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

Zahlen. Die für k — 2 sich ergebende Zahlenreihe 
liefert die Dreieckszahlen: 1, 3, 6, 10, 15, . . . .

m
rnDie Zahlenreihe stellt die dreiseitigen Pyramidal-

zahlen dar.
Über figurierte Zahlen vgl. Jacob Bernoullis Ars con-

jectandi, Teil II, Kap. III.

Eine Verallgemeinerung der Binomialkoeffizienten sind auch 
die Polynomialkoeffizienten. Auf sie führt die Betrachtung der 
positiven ganzzahligen nten Potenz eines Polynoms. Es ist:

In der Summe haben Ä”1? Ä’2, . . ., kv alle ganzzahligen
positiven oder verschwindenden Werte zu durchlaufen, die der 
Bedingung kr k2 kv = n genügen. Die numerischen
Koeffizienten ( >l ) heißen Polynomialkoeffizienten. Es ist 

\*1 ...
/ n \ nl
Vf, A’j ... ä \._,/ fcj! Aj! ... kvl

Die Polynomialkoeffizienten lassen sich durch Binomialkoeffizienten
ausdrücken mittels der Formel:

(n \ fn\ fn— kA fn— kA— k2\ fn—k,— kt...—kv_s\
k1ki...kv_J==\kJ'\ k2 / \ ks )"\ kv_, /'

§ 2. Historisches und Allgemeines über Determinanten.
Die erste Idee zu jenen Bildungen, die man heute Deter-

minanten nennt, stammt von Leibniz (zu vgl. Cantor, Vorl. über 
Gesch. der Math., 2. Auf!., 1901, 3,110). Eigentlicher Begründer der 
Determinantentheorie ist Gabriel Cramer, der bei dem Problem 
der Auflösung eines Systems linearer homogener Gleichungen 
in seiner Introduction ä l'analyse des lignes courbes (Genf 1750) 
auf die Determinanten geführt wurde (zu vgl. Cantor 3, 607). 
An Cramer knüpften Bezout, Vandermonde und Laplace 
an. Lagrange verwandte bei geometrischen Problemen (Sur 
les pyramides (1773), CEuvres 3, 661) weitgehend Deter-
minanten. Das Wort „determinans“ ist von Gauß (Disquisitiones 
arithmeticae (1801), Sectio 5, Artikel 154 u. 267) geprägt, aber
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dort nur speziell für die Determinante einer quadratischen Form 
von 2 und 3 Variablen verwandt worden. Eine vollständige 
Darstellung der Determinantensätze um ihrer selbst willen 
gab Cauchy in einei’ grundlegenden Abhandlung, J. ec. polyt., 
Cah. 17, 29 (1815), CEuvres (2) 1, 91; er bezeichnete die von 
uns sogenannten Determinanten mit determinant, später aber
auch mit resultant oder fonction alternee. Allgemein üblich 
wurde die Bezeichnung „Determinante“ durch Jacobis funda-
mentale Arbeit „De formatione et proprietatibus determinantium“ 
(Journ. f. Math. 22, 285 (1841), Ges. Werke 3, 355, deutsche Aus-
gabe mit Anm. von Stäckel in Ostwalds Klassikern der exakten 
Wiss. No. 77).

Abgesehen von der 1851 erstmalig erschienenen Monographie 
von Spottiswoode, Journ. f.Math. 51, 209 (1856) ist Brioschis 
Teorica dei determinanti das erste Werk über Determinanten 
(Pavia 1851). Wir zitieren weiter das Handbuch von Ri c li. B a 11 z e r, 
Theorie u. Anwendung d. Determinanten (Leipzig 1857—1881, 
1.—5. Aufl.), Trudi, Teoria dei determinanti e loro applicazioni, 
Napoli 1862, P. Gordan, Vorl. über Invariantentheorie, Bd. 1: 
Determinanten, Leipzig 1885, S. Günther, Determinanten, 
1875 — 77, 1.—2. Aufl., Kronecker, Vorl. üb. d. Theorie d. Deter-
minanten, herausg. von Hensel, Leipzig 1903, E. Pascal, 
/ determinanti, Mailand 1896, deutsche,Ausg. von Leitzmann in 
Teubners Sammlung 3 (1900), R. F. Scott, The theory of deter- 
minants and their applications. Second ed. by Mathews 1904. 
Eine sehr genaue Aufstellung aller über Determinanten bis 
1900 erschienenen Schriften findet man bei Th. Muir, Quarterly 
Journ. 18, 21, 36, eine eingehende historische Behandlung bis 
zum Jahre 1841 in dem Werke desselben Verf., The theory of 
determinants in the historical Order of development. London 1906. 
Schließlich sei noch auf den Artikel „Determinanten“ von Netto 
in der Enzyklopädie der math. Wiss., Bd. 1, sowie dessen fran-
zösische Bearbeitung von Vogt in der Encyclopedie des sciences 
math. verwiesen.

Irgend ein System von n2 Größen, die in einem quadra-
tischen Schema angeordnet sind und in ihrer Gesamtheit 
aufgefaßt werden sollen, nennt man eine quadratische Matrix. 
(Der Name bei A. Cayley, Journ. f. Math. 50, 282 (1855), 
Coll. matt, papers, Cambridge 1889, 2, 185; der Idee nach 
bereits bei Euler, Nov. Comm. Petrop. 15, 75 (1771).) Wir
betrachten die quadratische Matrix:
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«11 «12 • • «In

«21 «2 2 • • «2n

«nl «n2 • • «nn

Man bilde alle n! Produkte vom Typus:

bei denen r2, . . rn jede Anordnung der Zahlen 1, 2, ..., n 
darstellt, und lege jedem solchen Produkt das Vorzeichen +
oder — bei, je nachdem die Anordnung der Indices r2, ..., r 
zur ersten oder zweiten Klasse (zu vgl. S. 44) gehört. Die 
algebraische Summe der n! auf diese Weise erhaltenen Produkte 
heißt die Determinante der n2 Größen aik und wird durch das
Symbol:

«11 «12 • • • «In 

«21 «2 2 • • ‘ a2n

(Cayley (1841), Coll. math. papers 1, 1), 
oder

«11 «22 • • • ann (Cauchy, Jacobi) 

oder

(», k = 1, 2, ..., n)
(Henry J. St. Smith (1862), Coll. math. papers, Oxford 1894,

1, 229, Kronecker)
bezeichnet.

Alle Größen a der quadratischen Matrix mit dem gleichen 
ersten Index stehen in der nämlichen Zeile (Horizontalreihe), 
alle a mit dem gleichen zweiten Index in der nämlichen 
Kolonne (Spalte, Vertikalreihe'). Der gemeinsame Name für Zeile 
oder Kolonne ist Reihe.

Die Zahl n heißt der Grad oder die Ordnung der Deter-
minante, die Größen aik heißen ihre Elemente. Im besonderen 
nennt man an, a22, . . ., ann die n Hauptelemcnte, ihr Produkt 
«n «22 • • • ann ^as Hauptglied der Determinante; die aus den 
Hauptelementen bestehende Diagonale der quadratischen Matrix
heißt die Hauptdiagonale. Zwei Elemente aik und aki der Deter-
minante, die sich nur durch die Reihenfolge ihrer Indices unter-
scheiden, heißen konjugierte Elemente.
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Die Determinante | aik j kann als Funktion der n2 quadratisch 
geordneten Elemente aik durch folgende drei charakteristische 
Eigenschaften eindeutig definiert werden'.

1. sie ist eine ganze, lineare, homogene Funktion der Ele-
mente jeder Zeile,

2. sie ändert nur ihr Vorzeichen, trenn man irgend zwei 
Zeilen miteinander vertauscht,

3. wenn an = a22 = • • • = ann = 1 und alle anderen Ele-
mente 0 gesetzt werden, nimmt sie den Wert 1 an. Statt der 
zweiten Eigenschaft genügt die Voraussetzung, daß die Funktion 
verschwinden soll, wenn irgend zwei Zeilen übereinstimmen. 
(Weierstraß, Ges. Werke 3, 271: Zur Determinantentheorie. 
Kronecker, 17. Vorlesung. Frobenius, Journ. f. Math. 
129, 179 (1905).)

Die Determinanten lassen sich auch mit Hilfe der Graß- 
mannschen Ausdehnungslehre definieren (vgl. H. Graßmann, 
Ges. math. Werke I2, herausg. von F. Engel, Leipzig 1896, 
S. 43 und 400, ferner Scott, The theory of determinants).

Wenn in einer Determinante alle Elemente einer Reihe Null 
sind, so ist die Determinante Null.

Der Wert einer Determinante bleibt ungeändert, wenn man 
sie umstürzt, d. h. Zeilen und Kolonnen miteinander vertauscht.

Vertauscht man in einer Determinante zwei parallele Reihen 
miteinander, so ändert die Determinante nur ihr Vorzeichen. 
Eine1 Determinante mit zwei identischen Parallelreihen ist Null.

Eine Determinante wird mit einer Zahl k multipliziert, indem 
man die Elemente einer Reihe mit k multipliziert.

ndert man das Vorzeichen aller Elemente, für welche die 
Summe der Indices eine ungerade Zahl ist, so ändert sich der 
Wert der Determinante nicht. Multipliziert man jedes Element aik 
der Determinante mit p'~k, wobei p eine beliebige Zahl bedeutet, 
so behält die Determinante ihren Wert.

Eine Determinante ist Null, wenn die Elemente einer Reihe 
die nämlichen Vielfachen der Elemente einer zu ihr parallelen 
Reihe sind.

Eine Determinante verschwindet, wenn die Elemente einer 
Reihe die nämlichen linearen Kombinationen der Elemente von 
Parallclreihen sind, und umgekehrt.

Der Wert einer Determinante ändert sich nicht, wenn man 
ziü den Elementen einer Reihe ein und dasselbe Vielfache der 
entsprechenden Elemente einer Parallelreihe hinzufügt.

iS
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Eine Determinante, in der die Elemente einer Reihe Aggre-
gate von m Gliedern sind, ist der Summe von m Determinanten 
gleich; diese stimmen mit der ursprünglichen Determinante völlig 
überein, nur in der Reihe mit den Aggregaten stehen die einzelnen 
Summanden.

Wenn man in einer quadratischen Matrix vom »ten Grade 
m Zeilen und m Kolonnen wegläßt, so bleibt eine quadratische 
Matrix vom Grade n — m übrig; die durch eine solche Matrix 
dargestellte Determinante heißt ein Minor oder eine Sub-
determinante oder eine Unterdeterminante oder eine Partial-
determinante n — mten Grades. Wenn ihre in der Hauptdiagonale 
stehenden Elemente nur Elemente aus der Hauptdiagonale der 
ganzen Determinante sind, so bezeichnet man sie als eine 
Hauptunterdeterminante.

(n\2
} Unterdeterminanten (n — m)ten Grades und

ebensoviele mten Grades, hiervon sind Hauptunterdeterminanten.
Bildet man bei einer Unterdeterminante mten Grades

2 ± agt A, «y, \ • • •

bei der die Ordnungszahlen der Zeilen und Kolonnen in ihrer 
arithmetischen Reihe aufeinanderfolgen:

01 < 9t < 9s • • • < 9m, \ <1>2 ' ’ • < hm),

die Summe der Indices

J = 9-l + 9t + " * * + 9m + + h2 + • • • + hm,

so heißt diese Zahl der Index der betreffenden Unterdeterminante 
(Kroneckers Vorl., S. 326); bei Trudi (Teoria dei determinanti, 
S. 17) führt sie den Namen Charakteristik.

Eine Unterdeterminante ist gerader oder ungerader Klasse, 
je nachdem ihr Index eine gerade oder ungerade Zahl ist. 
Zu jeder m reihigen Unterdeterminante

2 ± a'jDiay^^ - • ■ a9mhm

gehört eine n — m reihige

sie wird durch Unterdrücken der Zeilen und Kolonnen, aus 

www.rcin.org.pl



§ 2. Historisches und Allgemeines über Determinanten. 57

denen die erste Determinante besteht, gebildet. Die Zahlen

.91? *7-2, • • •, 9mi .9m + i> • • •, .9n 
und

/q, /<2, . . + • •’

(dl < 9$ < 9$ ' ' ‘ <'- 9mi 9m+ 1 < 9'm 4.2 ' ‘ < 9n-)
^1 < ^2 ^3 ‘ ‘ < ̂ m'l ^m + 1 ^ ^'m+2 ' ' ' < ^n)

sind, von der Reihenfolge abgesehen, die Zahlen 1, 2, . . ., n. 
Diese beiden Unterdeterminanten heißen adjunyiert oder kom-
plementär zueinander. Die Indices komplementärer Determinanten 
sind entweder beide gerade oder beide ungerade Zahlen.

Die algebraische Adjungierte oder das algebraische Kom-
plement (viele Autoren verwenden auch die Bezeichnung adjun-
giert oder komplementär im Sinne von algebraischer Adjungierten 
oder algebraischem Komplement) einer Unterdeterminante ist die
zu der gegebenen Unterdeterminante komplementäre oder adjun-
gierte mit dem positiven oder negativen Vorzeichen, je nachdem 
ihr Index eine gerade oder ungerade Zahl ist.

Die algebraische Adjungierte oder das algebraische Kom-
plement der Determinante

± Ä, • • • a9mhm
ist demnach

( i +1 ^m + 1 + 2 + 2 ’ ’

das heißt der Faktor von
a9i /(i • • • a9m>‘m

in der Entwicklung der ursprünglichen Determinante A.
Sieht man die n2 Größen aik als unabhängige Variablen an, 

so kann die algebraische Adjungierte von

i tt9i tt9i hi - • ‘ a9mhm
in der Form eines partiellen Differentialquotienten, nämlich

_____ dmA__
da,, , da,, . da„ . ’

geschrieben werden.

Jede Determinante ist gleich der Summe der Produkte sämt-
licher in m Zeilen oder Kolonnen enthaltener m-reihiger Unter-
determinanten und ihrer algebraischen Adjungierten (sogenannter
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Zerlegungssatz von Laplace, Rech er ches sur le calcul integral 
et sur le Systeme du monde, Hist, de l’acad. des sciences 1772, 
(Euvres 8, 401, Paris 1894. Er findet sich in speziellerer 
Form bei Van der monde in einer Laplaces Aufsatz unmittelbar 
voraufgehenden Abhandlung, Sur V elimination, deutsche Ausg., 
Berlin 1888, S. 96). Betreffs des Laplaceschen Zerlegungssatzes 
vgl. auch § 11 dieses Kapitels.

Die Summe der Produkte der in m Reihen enthaltenen Unter-
determinanten und der algebraischen Adjungierten der entsprechenden 
Unterdeterminanten, die aus anderen m Parallelreihen entnommen 
sind, ist Null.

Aus diesen Sätzen folgt für m — 1: Ist Aik die algebraische 
Adjungicrte des Elementes aik der Determinante A, so gelten die
Relationen:

ali^lk + a2i 2k + * * • + ani^nk = ^ik^'l ’. * = b 2, ..., n. 

ail kl + ai2 k2 + F dinAkn = <,* = 1,2,.., n.
äik ist das Kroneckersclie Symbol, das für i = k den Wert 1, 
für i^fk den Wert 0 hat (Kronecker, Journ. f. Math. 68, 276 
(1868), Ges. Werke 1, 150).

Aus dem Laplaceschen Satz ergibt sich:
Eine Determinante nten Grades, bei der alle Elemente, die 

m Zeilen (Kolonnen) mit n — m Kolonnen (Zeilen) gemeinsam 
haben, verschwinden, ist das Produkt einer Determinante n — mten 
Grades und einer mten Grades.

Eine Determinante nten Grades, bei der alle Elemente, die 
m Zeilen (Kolonnen') mit mehr als n — m Kolonnen (Zeilen) 
gemeinsam haben, verschwinden, ist Null.

Das Produkt zweier Determinanten gleichen Grades, von 
denen die eine aik, die andere bik zu Elementen hat, läßt sich
in Form einer Determinante gleichen Grades mit den Elementen clk 
schreiben, wobei cik einem der vier Ausdrücke:

Cik = a»l6l t + a»-2 4-------- 1" ain t>nk
(Komposition der Zeilen von A mit den Kolonnen von B)

Cik = a»l&*l + ai2bk2 H-------- F ain^kn
(Komposition der Zeilen von A mit den Zeilen von j?)

Cik = alibkl + «2»&*2 H-------- F ani^kn
(Komposition der Kolonnen von A mit den Zeilen von B) 

cik = aiÄ* + a2Ä*4------ F anibnk
/ Komposition der Kolonnen von A mit den Kolonnen von B)
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gleich sein kann. {Multiplikationssatz von Cauchy und Binet, 
J. ec. polyt., Cab. 17, 81 u. 111 (1815), Cab. 16, 287 (1813). 
Vgl. den auf die charakteristischen Eigenschaften der Deter-
minante gegründeten Beweis in Weierstr aß’ Werken 3, 283, 
ferner den Beweis in H. Graßmanns Werken I2, 400.)

Durch Hinzufügen von Zeilen und Kolonnen läßt sich der 
Grrad einer Determinante erhöhen. In der Hauptdiagonale sind 
lauter Einser und an den noch freien Plätzen auf der einen Seite
der Diagonale lauter Nullen, auf der anderen Seite beliebige 
Größen beizufügen.

Hat man zwei Determinanten ungleichen Grades miteinander 
zu multiplizieren, so bringe man die von niedrigerem Grade 
auf denselben Grad wie die andere.

Ein nach Zeilen und Kolonnen rechteckig geordnetes System 
von Elementen:

i an
a21

a12 ..
a22 ..

am
a2n

aml am2 ' ■ amn
abgekürzt^geschrieben

II «all 7 = 1,52, .. .,"m; k]= 1, 2, .. n)

heißt eine rechteckige Matrix von m Zeilen und n Kolonnen. Der 
erste Index der Elemente aik charakterisiert die Zeile, der 
zweite die Kolonne.

Die Definition einer Determinante durch charakteristische 
Eigenschaften läßt sich auf rechteckige Matrices erweitern. Hat 
man eine rechteckige Matrix von m Zeilen und n Kolonnen mit 
den Elementen

aik 1 = 1,2,...,»),

so ist jede Funktion der nm Elemente ati, die
1. in bezug auf die Elemente jeder Zeile der nm rechteckig 

geordneten Größen aik eine ganze, lineare, homogene Funktion 
ist, und

2. nur ihr Vorzeichen wechselt, wenn man irgend zwei 
Zeilen miteinander vertauscht,
eine lineare homogene Verbindung mit konstanten Koeffizienten 
der Determinanten mten Grades, die man aus der gegebenen Matrix
bilden kann. Für m > n liefert die Matrix keine Determinante 
wten Grades; die gesuchte Funktion ist Null. Für m = n er- 
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hält man die mit einem von den Größen a unabhängigen Faktor 
multiplizierte Determinante der -n2 Größen; die Festlegung der
Konstanten geschieht in diesem Fall durch die auf S. 55 er-
wähnte dritte Bedingung (vgl. Frobenius, Journ. f. Math. 
129, 179 (1905), Hensel, ebenda 126, 73 (1903), Kronecker, 
18. Fortes.).

Die angegebene Definition kann zum Beweis des oben er-
wähnten Laplaceschen Zerlegungssatzes und des erweiterten 
Multiplikationstheorems (siehe unten) dienen.

Hat man zwei rechteckige Matrices mit m Zeilen und 
n Kolonnen und stellt die Summe der Produkte der Elemente 
einer Zeile der einen Matrix und der entsprechenden Elemente 
einer Zeile der anderen Matrix her, so ergeben sich m2 Größen. 
Diese bilden, wenn man sie in eine quadratische Matrix ordnet, 
eine Determinante mten Grades; sie heißt das Zeilenprodukt 
der leiden rechteckigen Matrices.

Erweiterter Multiplikationssatz:
Das Zeilenprodukt zweier rechteckiger Matrices von m Zeilen 

und n Kolonnen ist für m < n gleich der Summe der Produkte 
der Determinanten mPn Grades, die in der einen Matrix enthalten 
sind, in die entsprechenden Determinanten mten Grades der anderen 
Matrix (Cauchy u. Bin et), hingegen für m > n gleich Null 
(Jacobi, de formatione et proprietatibus determinantium, Art. 13 
u. 14).

Jede Unterdeterminante einer Determinante, die das Produkt 
zweier Determinanten ist, kann als Zeilenprodukt zweier recht-
eckiger Matrices angesehen werden. Ist also

s = n
cik — aitbsk (i, k=l,2,

s — 1

so ist die Determinante:
± c.9i //,••• cgm hm

das Zeilenprodukt der zwei rechteckigen Matrices:

a9i 1 a9l2. • • a9i n 51A, &2A, • • ^7/ Aj
aj72l ag.i • • a9t n und 51A2 b-2!i2 • • ^71

a9m^ a9m'2 ■ • ®9m n 51 Am bi/im •

Die Determinante D. deren Elemente Aik die algebraischen 
Adjungierten der Elemente aik einer gegebenen Determinante A 
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sind, heißt nach Cauchy («7. ec. polyt., Cah. 17, 64 (1815),
(Eueres (2) 1, 125) im Anschluß an Gauß’ Disquisitiones arith- 
meticae, Art. 267 u. 268, die zur gegebenen adjungierte Deter-
minante.

Die adjungierte Determinante einer Determinante nten Grades 
ist die n — lte Potenz der ursprünglichen (Cauchy, a. a. 0., 
S. 82, im speziellen Fall n — 3 bereits bei Lagrange (1773), 
(Euvres 3, 665, sowie bei Gauß, Disquisitiones aritlimcticae, 
Art. 267).

Nennt man zwei Unterdeterminanten der Determinante A 
und ihrer adjungierten 7), die aus den gleichen Zeilen und 
Kolonnen von A und D gebildet sind, einander entsprechend, so 
läßt sich sagen:

Eine beliebige in D enthaltene Unterdeterminante Dx vom
Grade ist gleich der m — lten Potenz der ursprünglichen 

Determinante, multipliziert mit derjenigen Unterdeterminante von A. 
die der algebraischen Adjungierten von Dx entspricht; also:

^1*1
dmA__

da„ , can , ... da„ . 9i'‘i 9i'>2 9mflm
(Vgl. § 11 dieses Kapitels. Jacobi, Formel 12 des Art. 11 de 
formatione et proprietatibus determinantium, vorher (1834) im 
Journ. f. Math. 12, 9, Ges. Werke 3, 201.)

Für m = n — 1 folgt:
Die algebraische Adjungierte eines Elementes Aik von D ist 

gleich aik, multipliziert mit der n — 2ten Potenz von A.
dD
^ik

Für m = 2 ergibt die 
wandte Relation:

Jacobische Formel die häufig ver-

AiAi _ dsA
'^'91 A i ^92 Ai ^9\. l'S Ai

Aus den Cauchy-Jacobi sehen Resultaten folgt:
Wenn eine Determinante den Wert Null hat, so werden auch 

ihre adjungierte Determinante sowie deren sämtliche Unterdeter-
minanten zweiten und höheren Grades Null.

multipliziert man zwei Determinanten und ihre adjungierten 
Determinanten auf analoge Weise, so ist das zweite Produkt die 
adjungierte Determinante des ersten Produktes.
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Sylv ester scher Determinantensatz (Sylvester, Philos. 
Magazine (1851), Coll, matli. papers 1, 243, Frobenius, Journ. 
f. Math. 86, 53 (1879) u. 114, 189 (1895)): Sei 

so ist 

wobei

und

Die Determinante Ba kann man als geränderte Deter-
minante ansehen. Es ist

wobei

Hieraus folgt die häufig verwandte Formel:

(vgl. von Lehrbüchern etwa H. Weber, Algebra 1, 95 u. 115).

Verschwinden bei einer Determinante alle Unterdeterminanten 
jten (}ra(}eS5 hingegen nicht sämtliche ?ten Grades, so heißt 

nach Frobenius (Journ. f. Math. 86, 148 (1879)) l der Rang 
der Determinante.

Man kann auch vom Range einer Matrix
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sprechen. Eine Matrix aik ist vom Hange l, wenn alle Deter-
minanten l + lten Grades, die sie enthält, und daher auch alle 
Determinanten höheren Grades Null sind, hingegen nicht alle 
Determinanten lten Grades verschwinden. Damit eine Matrix ' aik'\ 
den Rang l hat, ist notwendig und hinreichend, daß sie wenigstens
eine Determinante Zten Grades, etwa

enthält, die nicht verschwindet, und daß alle diejenigen Deter= 
minanten verschwinden, die sich aus

durch Hinzufügen einer neuen Zeile und einer neuen Kolonne 
bilden lassen, also alle Determinanten

wobei o und G nur alle Zahlen, die größer als l sind, durch-
laufen (Satz von Kronecker, Journ. f. Math. 72, 152 (1870), 
Ges. Werke 1, 238).

§ 3. Symmetrische und schiefe Determinanten. Jacobische 
Symbole. Hermitesche Determinanten.

Wenn aik — aki, so heißt die Determinante symmetrisch] 
ist = — aki (i &), so  wird sie schief genannt (Cayley, 
Journ. f. Math. 32, 119 (1846), Coll. math. papers 1, 332) und 
ist schließlich aik = — aki (i^=ti), also ai{ = 0, so heißt sie 

schief symmetrisch (Cayley, Journ. f. Math. 38, 93 (1849), 
Coll. math. papers 1, 410), halbsymmetrisch oder alternierend.

Das Quadrat einer jeden Determinante kann als symme-
trische Determinante dargestellt werden.

In einer symmetrischen Determinante sind die algebraischen
Adjungicrten zweier konjugierter Elemente aik und aki einander 
gleich; mithin ist die adjungierte Determinante einer symmetrischen 
Determinante ebenfalls symmetrisch.

Wenn in einer symmetrischen Determinante alle Haupt-
unterdeterminanten rUn und r + lten Grades verschwinden, so 
verschwinden alle Unterdeterminanten r*™ und höheren Grades 
(G. Frobenius, Journ. f. Math. 82, 242 (1877), S. Gundel- 
finger, ebenda 91, 229 (1881), G. Frobenius 114,192 (1895)).

www.rcin.org.pl



64 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

Eine schief symmetrische Determinante von ungeradem Grade
ist Null; ihre adjungierte Determinante ist symmetrisch.

Eine schiefsymmetrische Determinante geraden Grades ist 
das vollständige Quadrat einer ganzen rationalen Funktion ihrer 
Elemente aik (Cayley, Journ. f. Math. 38, 93 (1849), Coll. math.
papers 1, 410), vgl. auch Mertens, Journ. f. Math. 82, 207 
(1877); die adjungierte Determinante einer schief symmetrischen 
Determinante geraden Grades ist ebenfalls schief symmetrisch.

Der Ausdruck, dessen Quadrat die schiefsymmetrische Deter-
minante geraden Grades ist und der bereits von Jacobi, Journ.
f. Math. 2, 356 (1827) u. ebenda 29, 237 (1845), Ges. Werke 4, 
26 u. 420 behandelt wurde, heißt nach Cayley die Jacobische 
(Journ. f. Math. 38, 94 (1849)) oder Pf aff sehe (Journ. f.Math. 
50, 300 (1855)) Funktion oder nach Scheibner (Leipz. Der.
(1859), 151) Halbdeterminante.

Die Anzahl der Glieder einer Jacobischen Funktion, deren 
Quadrat eine schiefsymmetrische Determinante nten Grades ist, 
beträgt 1 • 3 • 5 • • • (n — 3) (n — 1). Jedes Glied ist ein Produkt 
aus Faktoren, deren Indices zusammen sämtliche Zahlen der 
Reihe 1, 2, . . ., n sind. Unter den Gliedern befindet sich auch 
das Glied «1jd,34u56 ... an_x n; wählt man dieses Glied mit dem 
positiven Vorzeichen, so ist die Quadratwurzel aus der schief-
symmetrischen Determinante eindeutig bestimmt. Den auf diese 
Weise festgelegten Jacobischen oder Pfaffschen Ausdruck be-
zeichnet man nach Jacobi durch das Symbol (12 3... n). Das 
Symbol (1 2 3 ... n) berechnet sich rekurrent mittels der Formel: 
(1 2 ... n) = (1 2) (3 4... n) + (1 3) (4 5 ... w 2) 4-----

4- (1 Ä-) (k 4- 1 k 4- 2 .. .n 2 ... k— 1) -f- ■ • • (in) (2 3 ... n — 1); 
hierbei bedeuten (1 2), (1 3),..., (in) die Elemente a]2, a13, ..., aln.

Das Vorzeichen eines Jacobischen Symbols ändert sich,
wenn man zwei Elemente miteinander vertauscht.

Ist in einer schief symmetrischen Determinante m der höchste 
Grad nichtverschwindender Unterdeterminanten (d. h. die Deter-
minante ist vom Range m), so ist m notwendig eine gerade Zahl 
und unter den nichtverschwindenden Unterdeterminanten mten Grades 
befinden sich auch Hauptunterdeterminanten.

Wenn in einer schiefsymmetrischen Determinante alle Haupt-
unterdeterminanten 2rten Grades Null sind, so verschwinden auch 
alle Unterdeterminanten 2r—lten Grades (Frobenius, Journ. 
f. Math. 82, 242 (1877)). Vgl. hierzu auch die Anmerkungen von 
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F. Engel in H. Graßmanns Ges. math. Werken 12, 490 sowie 
E. v. Weber, Vorl. üb. das Pfaffsche Problem, Teubners Samml. 2,19 ff.

Jede schiefe Determinante, deren Hauptelemente gleich 1 sind, 
ist eine Summe von Quadraten (Cayley, Journ. f. Math. 38, 96 
(1849), CoZZ. math. papers 1, 413).

Eine Determinante, bei der die Elemente aik und aki kon-
jugiert imaginär, die Elemente im besonderen reell sind, 
beißt eine H er mite sehe Determinante (Hermite, Journ. f. Math. 
47, 345 (1854), 52, 39 (1856) u. 53, 183 (1857), C. B. 41 
(1855), 181). Sie hat stets einen reellen Wert.

Bei einer Hermiteschen Determinante sind die algebraischen 
Adjungierten zweier konjugierter Elemente aik und aki konjugiert 
imaginär; mithin ist die adjungierte Determinante einer Hermite-
schen Determinante wieder eine Hermitesche Determinante.

Die Gleichung:
^11 # ^12 • • •

a2 2 X • • •

anX an2

am
a2n

hat, wenn die Determinante der aik eine Hermitesche ist, nur reelle 
Wurzeln (Hermite, C. B. 41, 181—183); für jede m fache 
Wurzel der Gleichung verschwinden auch alle Unterdeterminanten
n — jter, n — 2ter, . . ., n — m -f- lter Ordnung der linksstehenden 
Determinante (Clebsch, Journ. f. Math. 57, 327 (1860), ebenda 
62, 232 (1863), Christoffel, ebenda 63, 255 (1864)).

Nimmt man die Elemente einer Hermiteschen Determinante 
reell an, so entsteht eine reelle symmetrische Determinante. Dieser 
besondere Fall ergibt den für allgemeines n zuerst von Cauchy 
(Exerc. de math. 4, 140, (Euvres (2) 9, 174), für n — 3 schon 
1773 von Lagrange ((Euvres 3, 605) aufgestellten Satz:

Die Gleichung:
a^i x a12

a21 ®22 % • .

a„l an2
hat, wenn die Determinante der a symmetrisch ist und die a 
reelle Größen sind, nur reelle Wurzeln; man nennt diese Gleichung 
die Säkular gl ei chung. Von den mehrfachen Wurzeln hat 

Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 5 
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Weierstraß (Monatsb. d. Bert. Akad. (1858) 213, (1868) 
336, (1879) 430, Ges. Werke 1, 238, 2, 42, 3, 139) zuerst 
bewiesen: Für jede m fache Wurzel der Gleichung verschwinden 
alle Unterdeterminanten n — lter, n — 2^, bis n — m -f- lter Ord-
nung der linksstehenden Determinante.

Die Säkulargleichung ist für n — 3 bei der Bestimmung 
der Hauptachsen der Flächen 2ter Ordnung wichtig. Literatur 
über diese Gleichung findet man bei Clebsch-Lindemann,
Vorl. über Geometrie 2, 168, Leipzig 1897. Vgl. ferner die 
im § 9 dieses Kapitels über Scharen reeller quadratischer und 
Hermitescher Formen angegebenen Resultate.

Nimmt man die Elemente einer Hermiteschen Deter-
minante rein imaginär an und unterdrückt den Faktor i, so 
entsteht eine reelle schief symmetrische Determinante. Der für 
eine Hermitesche Determinante ausgesprochene Satz drückt 
sich in diesem besonderen Fall folgendermaßen aus:

Die Gleichung:
— X a12 a13 • • • aln
a21 — X a23 • • • a2n

anl an2 an3 ■ — X
hat, wenn die Determinante der a schief symmetrisch ist und die 
a reelle Größen sind, nur rein imaginäre Wurzeln; für jede 
m fache Wurzel der Gleichung verschwinden auch alle Unterdeter-
minanten n — lter, n — 2ter, . . ., n — m + Ordnung der 
linksstehenden Determinante.

§ 4. Spezielle Determinanten.
Eine von Hankel näher untersuchte Determinante (Hankel, 

Diss., Göttingen 1861), auf die Jacobi schon 1835 im Journ. 
f. Math. 15, kam (zu vgl. Kronecker, Ges. Werke 2, 105),
wird auf folgende Art gebildet:

■ an-l
• anP =

aQ ar a%
a2 a3

an-l an an+l ■ • a2n-2
das Element aik ist gleich ai + A._2, also nur von der Summe 
der Indices abhängig. Man nennt diese Determinante ortho-
symmetrisch (Hankel), persymmetrisch (Sylvester, Philos.
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Trims (1853), Coll. math. papers, Cambridge 1904, 1, 448
u. 584) und in neuerer Bezeichnung rekurrierend (Frobenius, 
Journ f. Math. 114, 200 (1894)).

Bildet man die Differenzen: 

so erhält man

die rekurrierende Determinante der Größen a0, a2n_2
ist also gleich der rekurrierenden Determinante der Differenzen

Sind die Differenzen nter Ordnung Null, so wird

sind schon die Differenzen niedrigerer als nter Ordnung Null, so 
wird P = 0.

Rekurrierende Determinanten spielen in der Invarianten-
theorie (vgl. Pascal, die Determinanten, S. 70), beim Sturm-
sehen Theorem und der Diskriminantenbildung (vgl. das Kapitel 
über Algebra) eine wichtige Rolle.

Eine spezielle Form der rekurrierenden Determinante ist 
die zyklische Determinante. Sie hat die Gestalt:

5’
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Jede zyklische Determinante vom Grade läßt sich in 
ein Produkt von n Faktoren, die von den n Elementen a rational 
abhängen, zerlegen, nämlich

hierbei ist:

und «17 a2, . . an die Wurzeln von zn — 1.
Anstatt der zyklischen Determinante betrachtet man häufig 

die aus ihr durch Zeilenvertauschung hervorgehende, bei der in 
der ersten Kolonne die Elemente

stehen; sie ist in bezug auf die Nebendiagonale symmetrisch. 
Man nennt diese von der obigen nur durch das Vorzeichen

verschiedene Determinante eine Zirkulante. Literatur in Pascals 
Determinanten, § 20.

Die Vandermondesche oder Cauchysehe Determinante 
wird durch: 

dargestellt. Für n = 3 ist sie von Vandermonde (1770), 
Resolution des equations, deutsche Ausg., Berlin 1888, S. 8 ein-
geführt und dann für allgemeines n von Cauchy, J. ec. polyt.,
Cah. 17, S. 48, (Euvres (2) 1, 109, untersucht worden. Vgl. 
auch Jacobi, de functionibus alternantibus, Journ. f. Math. 22, 
360 (1841), Ges. Werke 3, 439, deutsche Ausgabe von Staeckel 
in Ostwalds Klassikern der exakten Wissenschaften No. 77, S. 50.

k ist gleich dem Differenzenprodukt von Faktoren :
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A ist eine alternierende Funktion der Größen a2, .an. 
Eine Funktion von n Größen a2, • • •» an heißt alternierend 
(Cauchy, a. a. 0., S. 30), wenn sie bei allen Vertauschungen 
der n Größen höchstens ihr Vorzeichen ändert. Die Cauchy- 
sche Determinante ist für die Diskriminante einer algebraischen 
Gleichung (vgl. Algebra) von größter Wichtigkeit.

Das Quadrat einer Cauchysehen Determinante ist gleich 

also eine rekurrierende Determinante, wobei

Die Näheru/ngsbrüche des Kettenbruches

führen auf die sogenannte Kettenbruchdeterminante

Der Kettenbruch 

ist gleich An dividiert durch das algebraische Komplement des 
Elementes at in der Determinante An- sein Wert ist also

w - x
Definiert man Ao — -f- 1 und A1 = ax, so bestehen die
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Av = Ar_lav 4" 5,, Av _ 2 (*- = 2,3. b • • ■)•
Betreffs Literatur sei verwiesen auf Pascal, Determinanten, 
S. 156 und Günther, Determinanten, 2. Auf!., S. 123, sowie 
vorzüglich auf Th. Muirs bis 1880 gehende historische Be-
handlung der Kontinuanten (Edinburgh TI. S. Proc. 25, 129, 
648). Die Kettenbruchdeterminanten heißen auch Kontinuanten 
(Muir, a. a. 0., S. 668); für b2 — b3 = • • • bn — 1 erhält man 
die sogenannten einfachen Kontinuanten, mit denen die Theorie 
bei Sylvester (Philos. Magazine (1853), Coll. math. papers 1, 
616) anfängt. Mit einfachen Kontinuanten und ihrer Verwendung 
für Zahlentheorie beschäftigt sich die Straßburger Dissertation 
von R. E. Moritz (1902).

Wir geben noch die Werte einiger arithmetischer Deter-
minanten, d. h. solcher, die aus besonderen Zahlen gebildet sind 
und besondere Zahlenwerte haben.

Die aus Binomialkoeffizienten gebildete Determinante 

hat, unabhängig von c und m, den Wert 1 (zu vgl. Baltzer, 
Determinanten, 5. Aufl., S. 24).

Die Zeipelsche Determinante 

ist gleich 
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(zu vgl. Günther, Determinanten, S. 80 und Pascal, Deter-
minanten, S. 133, sowie Netto, Lehrb. der Kombinatorik, S. 256).

Die Sternsche Determinante (Journ. f. Math. 66, 285 (1866)) 

ist gleich

wobei A die Vandermondesche oder Cauchysche Determinante 
der Größen a;2, . . ., bedeutet.

Die Smith sehe Determinante (Henry J. St. Smith, Coll,
mafh. papers 2, 161, Oxford) 

in der unter (i, j) der größte gemeinsame Teiler der beiden 
ganzen positiven Zahlen i, j verstanden wird, ist gleich 

worin cp (k) die Anzahl der Zahlen bedeutet, die kleiner als k 
und zu k relativ prim sind.

Determinanten der Form: 

sind von E. Pascal (Rend. Ist. Lomb. (2) 40, 293 (1907)) 
studiert worden. Die Eulerschen, die Bernoullischcn (vgl. Kap. XX) 
und andere von E. Pascal (Rend. Ist. Lomb. (2) 40, 461) ein-
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geführte Zahlen lassen sich als spezielle Determinanten Rn, die 
aus Binomialkoeffizienten gebildet sind, darstellen.

Für derartige Determinanten gelten die Relationen:

wobei

ist und die Summe über alle möglichen Werte der Zahlen i, 
die den Ungleichungen:

genügen, zu erstrecken ist.
Bedeuten tk, t3, . . tn willkürliche Größen und multipliziert 

man jedes Element aik einer Determinante JRn mit tk+1tk+2 • 
so wird hierdurch Kn selbst mit tkt2 ... tn multipliziert.

§ 5. Systeme linearer Gleichungen.

Gegeben sei das System von m linearen Gleichungen mit 
den n Unbekannten

Die Matrix

soll die Matrix der Koeffizienten heißen und den Pang l besitzen 
(vgl. S. 62). Eine der nicht verschwindenden Determinanten
Zten Grades, die in der Matrix l| aik || enthalten sind, sei die
Determinante1):

1) Durch geeignete Bezeichnung der Variablen und entsprechende 
Anordnung der vorgelegten Gleichungen ist es stets zu erzielen, daß 
eine der nicht verschwindenden Determinanten lien Grades die Deter-
minante A wird.
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Seiner Natur nach ist l jedenfalls nicht größer als die kleinere 
der Zahlen m und n.

Damit die gegebenen Gleichungen endliche Lösungen besitzen, 
also sich nicht widersprechen, ist im Falle l<fm das Verschwinden 
aller Determinanten:

notwendig und hinreichend; hierbei hat p alle Zahlen, die größer 
als l sind, zu durchlaufen. Für l = m haben die gegebenen 
Gleichungen stets endliche Lösungen.

Diesem Theorem kann man nach dem Kroneckerschen 
Satz (S. 63) folgende gleichwertige Fassung geben:

Damit die gegebenen Gleichungen miteinander vereinbar sind, 
d. h. endliche Lösungen zulassen, ist notwendig und hinreichend, 
daß die Matrix: 

denselben Rang l hat, wie die Matrix der Koeffizienten:

(Frobenius, Journ. f. Math. 86, 171 (1879), Satz IV).
Ist l der gemeinsame Rang der zwei angegebenen Matrices, 

so reduziert sich das System der m gegebenen Gleichungen auf 
das der ersten l von ihnen. Die Lösungen des Systems bilden 
eine n — l-fache Mannigfaltigkeit; l der Unbekannten lassen
sich nämlich als lineare Funktionen der übrigen n — l, die völlig
willkürliche Werte erhalten können, ausdrücken.

Die Werte von xx, x2, . . ., xt werden durch die Formel: 
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gegeben; dabei bedeutet A; die aus A hervorgehende Determinante, 
wenn man die Größen der i*™ Kolonne von A durch:

ersetzt. Es ist also:

hierbei bedeutet Aik die algebraische Adjungierte des Elementes aik 
in der Determinante A, d. h.

Den Größen £/ + 2, • • • , xn können beliebige Werte bei-
gelegt werden.

Ist im besonderen der gemeinsame Rang l gleich der Anzahl n
der Unbekannten, so reduzieren sich die gegebenen Gleichungen 
auf ein System von n Gleichungen mit n Unbekannten
und nicht verschwindender Determinante A:

Die y werden die y selbst, und es gibt nur ein einziges aus 
den Gleichungskoeffizienten und den bekannten Termen rational 
gebildetes Wertsystem für xk, x.2, . . ., xn, das den Gleichungen 
genügt:

(Formel von Gabriel Cramer, Introduction ä l'analyse des 
lignes courbes 1750, Append., S. 657). In diesem Falle kann man 
sich die Lösung durch folgende Regel merken: Man schreibe 
die Matrix
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hin; xx : x2 :•••’. xn : 1 verhalten sich alsdann wie die mit ab-
wechselnden Vorzeichen versehenen Determinanten, die man aus 
der angegebenen Matrix durch sukzessives Streichen der ersten, 
zweiten, usw. schließlich letzten Kolonne erhält.

IA/neare homogene Gleichungen. Sind
so hat man ein System von m linearen homogenen Gleichungen: 

mit n Unbekannten. Soll ein solches System eine von der selbst-
verständlichen Lösung xt = x2 ==•'• = xn = 0 verschiedene
Lösung zulassen, so ist hierzu nur notwendig, daß die Matrix 
der Koeffizienten:

«11 «12 • 1 n

«21 «2 2 • . ^'9 -n z n

«ml «m2 • • amn

den Rang l < w hat.
Sind

irgend o Systeme von partikulären Lösungen der homogenen 
Gleichungen, d. h. wird das Gleichungssystem erfüllt, wenn man 

für xt, x2, . xn setzt, so stellen auch:

wo kr, k2, ..., k willkürliche Konstanten bedeuten, ein Lösungs-
system dar.

Irgend Q <^n Systeme partikulärer Lösungen heißen un-
abhängig, wenn es keine Konstanten cx, c2, . . clt gibt, weiche 
den n Gleichungen:

genügen, ohne daß alle p Größen ct, c2, . . ., c gleichzeitig ver-
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schwinden, p Lösungssysteme sind dann und nur dann linear 
unabhängig, wenn der Rang der Matrix: 

genau gleich g ist.
Sind die g Lösungssysteme unabhängig, so sind die' linearen 

homogenen Funktionen:

nicht in linearer Dependenz und umgekehrt (vgl. S. 83).
Hat die Matrix

des homogenen Gleichung ssystemes den Rang l <(n, so besitzt das 
Gleichungssystem genau n — l unabhängige Systeme partikulärer 
Lösungen

Diese kann man aus l geeigneten Gleichungen des Systemes 
finden; die übrigen m — l Gleichungen kann man einfach fort-
lassen.

Die allgemeinste Lösung lautet:

wobei kt, k2, . . ., kn_l willkürliche Konstanten bedeuten. Aus 
der allgemeinen Lösung erhält man jede Lösung, indem man 
kly k2, . . ., kn_l bestimmte Werte erteilt.

Ist l der Rang der Matrix

und verschwindet die Determinante

nicht, so findet man n — l Systeme unabhängiger Lösungen auf 
folgende Weise: Man wähle willkürlich n(n — Z) Größen

die nur der Bedingung zu genügen haben, daß die Determinante:
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einen von Null verschiedenen Wert hat. n (h  — V) derartige 
Größen TJ W lassen sich auf unendlich viele Weisen finden, 
z. B. indem man

und alle anderen Größen UaW = 0 wählt. Sind aik die alge-
braischen Adjungierten der Elemente der Determinante 7>, 
ist also 

die adjungierte Determinante von so bilden die n(n — l) Ele-
mente der n — l letzten Horizontalreihen der adjungierten Deter-
minante von D n — l Systeme unabhängiger Lösungen des 
homogenen Gleichungssystems. Man hat:

und die Matrix

besitzt den Rang n — l.
Aus den voraufgehenden Theoremen ergeben sich folgende, 

besonders häufig benützte Sätze:
Damit ein System von n linearen homogenen Gleichungen 

mit der gleichen Anzahl von Unbekannten Lösungen besitzt, 
die nicht sämtlich Null sind, ist das Verschwinden der aus 
den Koeffizienten des Gleichung ssystemes gebildeten Determinante 
notwendig und hinreichend. Ein System linearer homogener
Gleichungen mit weniger Gleichungen als Unbekannten kann stets 
durch Werte befriedigt werden, die nicht sämtlich Null sind.

Hat man n — 1 lineare homogene Gleichungen:
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mit n Unbekannten und hat die zugehörige Matrix der Koeffi-
zienten

den Hang n — 1, so ergibt sich :

Ak, A2,..., An sind die mit abivcchselnden Vorzeichen genommenen 
Determinanten, die aus der Matrix durch sukzessives Streichen 
der ersten, zweiten, usw. letzten Kolonne hervorgehen.

Bei der Behandlung eines Systemes linearer Gleichungen 
gelangte Leibniz (Brief an l’Hospital, 1693) zu den Deter-
minanten. Die Auflösung linearer Gleichungen mittels Deter-
minanten in dem sogenannten allgemeinen Fall, d. h. dem, der 
nicht alle Besonderheiten umfaßt, ist von Cramer gegeben 
worden. Für ein System von n linearen Gleichungen mit der 
nämlichen Anzahl von Unbekannten sagt noch Jacobi (de 
formatione et proprietatibus determinantium, Art. 7 (1841), 
deutsche Ausg. von Stäckel in Ostwalds Klass, der exakten 
Wiss.y. „Man hat also, wenn die Determinante verschwindet, 
noch eine Mannigfaltigkeit von Fällen sehr verschiedener Natur 
zu unterscheiden, und man müßte algebraische Kriterien für die 
einzelnen Fälle angeben. Das scheint jedoch für eine beliebige 
Anzahl linearer Gleichungen recht weitläufig zu sein.“ Die 
allgemeine Behandlung linearer homogener Gleichungen mit 
Hülfe von Unterdeterminanten hat zuerst Kronecker ge-
geben (Baltzer, Determinanten, 2. Aufl. (1864), S. 62); man 
vgl. ferner Frobenius, Journ. f. Math. 82, 236 (1877). Die Be-
dingungen für die Auflösbarkeit eines Systemes linearer un-
homogener Gleichungen geben in allgemeiner Form Fönten e,
Nouv. ann. (2) 14 (1875), sowie Rouche, C. R. 81 (1875). 
Der Begriff „Rang“ stammt von Frobenius, Journ. f. Math. 
82, 239 (1877) u. 86, 148 (1879), vgl. auch ebenda 129, 
175 (1905).

Von Lehrbüchern verweisen wir auf die Darstellungen bei 
H. Weber, Algebra 1, 96, Kronecker, 19. Vorl. über Determ., 
Gordan, Vorl. über Invariantentheorie 1, 101, E. v. Weber, 
Vorl. über das Pfaffsche Problem, Teubners Sammlung 2, 
1900, S. 6.
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§ 6. Das Rechnen mit Matrices. Zusammenhang 
zwischen Matrices, linearen Substitutionen und bilinearen 

Formen.

Die Gesamtheit der w2 in einem quadratischen Schema 

angeordneten Elemente aik, bei denen der erste Index die
Zeile, der zweite die Kolonne charakterisiert, heißt eine 
quadratische Matrix vom Grade oder der Ordnung n und soll 
nach Cayley zusammengefaßt mit einem einzigen Buchstaben A 
bezeichnet werden. „Matrices gleichen Grades verhalten sich, wie 
man sehen wird, wie einzelne Großen'1 (Cayley, Phil. Trans.
(1858), Coll. math. papers 2, 475). Die im folgenden betrachteten 
Matrices sollen stets von gleichem Grade vorausgesetzt werden.
Sollte dies von Anfang an nicht der Fall sein, so füge man 
den Matrices niedrigeren Grades, um den Defekt zu beseitigen, 
Zeilen und Kolonnen bei, deren Elemente lauter Nullen sind.
Auf die nämliche Weise sollen rechteckige Matrices in quadratische 
umgestaltet werden, so daß die Voraussetzung, die Matrices sollen 
quadratisch sein, keine Beschränkung involviert.

Für quadratische Matrices gleichen Grades kann man ein
symbolisches Rechnen definieren.

Eine Gleichung A = B zwischen zwei Matrices nten Grades 
soll besagen, daß jedes der n2 Elemente von A gleich dem ent-
sprechenden von B ist. Sind die Elemente von B mit bik be-
zeichnet, so ist die Gleichung A = B mit den n2 Gleichungen 

gleichbedeutend.
Die Addition zweier beliebiger Matrices A und B gleichen 

Grades n mit den Elementen aik und bik wird auf folgende
Weise definiert: Man bilde die neue Matrix £ vom nton Grad mit 
den n2 Elementen sik = aik + bik. Die Matrix S heißt die 
Summe von A und B; man schreibt S = A B. Diese Summen-
bildung ist kommutativ, d. h. es besteht die Gleichung

A + B = B 4- A.
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Für drei Matrices A, B, C gilt das assoziative Gesetz, d. h. es ist

Aus zwei Matrices A mit den Elementen aik und B mit 
den Elementen bik von gleichem Grade n kann eine neue 
Matrix Q mit den Elementen qik von dem nämlichen Grade 
gebildet werden, deren Elemente qik gleich 

definiert sind. Diese Matrix Q heißt aus A und B komponiert; 
man sagt Q ist das Produkt von A und B und schreibt sym-
bolisch Q = AB.

Die symbolische Gleichung Q = AB ist gleichbedeutend mit 
den n2 Gleichungen

die Elemente von Q entstehen aus denjenigen der Matrices A 
und B, indem man die Zeilen von A mit den Kolonnen von B 
komponiert. In den Anwendungen ist nur diese Art der Ver-
knüpfung von Wichtigkeit. Bedeutet I Q | die Determinante von Q, 
so ist nach dem Multiplikationssatz für Determinanten:

Ferner ist als Zeilenprodukt zweier rechteckiger Matrices (zu 
vgl.‘ S. 60) die Determinante 

in der Summe auf der rechten Seite ist jede Kombination der 
Zahlen 1, 2, . . ., n zu m zu setzen.

bedeutet die Determinante

bedeutet die Determinante

Jede Unterdeterminante mPn Grades von j AB | ist dem/nach 
eine ganze lineare homogene Funktion sowohl der Unterdeter-
minanten mten Grades von | A j als auch der von | B |.

Die definierte symbolische Multiplikation erfüllt das asso-
ziative Gesetz, d. h. sind A, B, C drei Matrices gleichen Grades,
so ist M(.BC) = (AB) C.
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Die definierte Multiplikation genügt auch dem distributiven 
Gesetz, d. h. für irgend drei Matrices A, B, C gleichen Grades 
gelten die Relationen:

Hingegen ist die erklärte symbolische Multiplikation im all-
gemeinen nicht kommutativ, d. h. AB ist im allgemeinen von BA 
verschieden. Findet im besonderen für zwei Matrices A und B 
die Gleichung AB = BA statt, so heißen A und B vertausch-
bar oder kommutativ.

Eine Matrix, bei der alle Elemente mit Ausnahme der 
Diagonalelemente Null sind, diese aber sämtlich den nämlichen 
Wert p haben, heißt eine Diagonalmatrix und soll durch die 
in der Diagonale enthaltene Zahl p bezeichnet werden. Die-
jenige Diagonalmatrix, bei der alle Diagonalelemente gleich 1 
sind, heißt die Einheitsmatrix und soll nach Frobenius’ grund-
legender Arbeit {Über lineare Substitutionen und bilineare Formen, 
Journ. f. Math. 84-, 1 (1878)) durchgehend mit E bezeichnet 
werden. Ist A eine beliebige Matrix und p eine Diagonal-
matrix, so ist pA = Ap, d. h. eine Diagonalmatrix ist mit 
jeder Matrix vertauschbar; Ap hat die Elemente p • aik. Im 
besonderen ist für die Einheitsmatrix: AE = EA — A.

Nur wenn die Determinante einer Matrix A nicht ver-
schwindet, kann eine Matrix Z der Gleichung AZ = E genügen. 
Für jede Matrix A von nicht verschwindender Determinante 
existiert eine eindeutig bestimmte Matrix Z, für die AZ — E 
wird; sie ist mit A vertauschbar und soll mit A_1 bezeichnet 
werden. Diese Matrix A_1, deren Elemente

lauten, heißt die zur Matrix A reziproke oder inverse Matrix, 
ist hierbei die algebraische Adjungierte des Elementes aik 

der Determinante | A |, also

Die reziproke Matrix zu A-1 ist A, d. h. (A-1)-1 —A. die 
reziproke Matrix des Produktes AB lautet B~lA~1.

Unter Ar versteht man die Matrix, die man durch r malige 
Zusammensetzung von A mit sich selbst erhält; sie wird die 

Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 6 
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rte Potenz von  genannt. Ist die Determinante von A nicht 
Null, so entsteht durch r malige Zusammensetzung von A~* 
eine Matrix, die mit A~r bezeichnet wird. Ar und A~r sind 
reziprok. Sowohl für positive als auch für negative Werte der 
Exponenten und r3 gilt die Relation:

Zu jeder quadratischen Matrix A gehört eine lineare homo-
gene Substitution. Eine lineare homogene Substitution nten Grades 
ist diejenige Operation, die n Variable durch n lineare homogene 
Funktionen von n neuen Variablen ersetzt. Bezeichnet man die 
n ursprünglichen Variablen mit yt, y2, . . ., yn, die n neuen mit 
xtl x2, . . ., xn, so lautet die lineare homogene Substitution,
deren Koeffizienten man sich durch die Matrix A gegeben denkt:

Bei einer Substitution ist die Variabienbezeichnung un-
wesentlich; die Eigenschaften werden ausschließlich durch das 
System der Koeffizienten aik bedingt. Daher bezeichnet man die 
Substitution einfach mit demselben Buchstaben A wie die zuge-
hörige Matrix. Sollen bei abgekürzter Bezeichnung der Substi-
tution auch die Variablen hervorgehoben werden, so schreibt man:

Die Gleichung (?/) — A (a;) ist im Sinne der Gleichheit 
von Matrices erfüllt, wenn man unter (x) die Matrix 

und unter (?/) die analoge Matrix versteht und A (rc) als Produkt 
der zwei Matrices A und (x) auffaßt (vgl. Molien, Math, Ann. 
41,149 (1893) oder Wellstein, Arch. f. Math. (3) 5,230(1903)).

Die Anzahl der linear unabhängigen unter den Größen 
J/ii y21 • • •■> yn dem Bange l der Matrix A (zu vgl.
S. 63). Hierzu ist zu bemerken, daß man von ! j- 1 (! <( n)
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linearen homogenen Funktionen yUl, ya^, . . ., 2/«z + 1 der 
n Variablen xt, x2, . . ., xn sagt, sie sind in linearer Depen- 
denz, falls es Konstante caj, c«2, . . ., ca; + 1 gibt, die nicht sämt-
lich Null sind, so daß identisch, d. h. für jeden Wert von

wird; die lineare Abhängigkeit von yn^, ya^, . . ., y„l + 1 erfordert 
also, daß die n linearen homogenen Gleichungen:

ein Lösungssystem cöl, cag, . . ., ca haben, dessen Elemente c 
nicht sämtlich Null sind. Ist im besonderen die Determinante

nicht Null und die Determinante von A:

vom Range l, so sind die ersten l Funktionen yx, y2, . yt
linear unabhängig und yJ + 1, yJ + 2, • • •, yn lassen sieb durch 
yt, y2, . . ., yt linear und homogen mit konstanten Koeffizienten 
ausdrücken.

Die Determinante

der Matrix A heißt die Siibstitutionsdeterminante oder der Modul
der Substitution. Ist die Substitutionsdeterminante | A | =j= 0, so 
kann man die Substitution (y) — A (x) nach den Variablen 
xt, x2, . . ., xn auflösen und findet: (x) = hierbei ist
M_1 die zu A reziproke Matrix. Die zwei Substitutionen 
(y) = A (x) und (a?) = A~1 (y) heißen reziprok oder invers.

Hat man eine zu der Matrix A zugehörige Substitution 
(x) = A (z') und führt für die Variablen xt', x2', . . ., xn' vermöge 
einer zur Matrix B gehörigen Substitution (a/) = B (x"') neue 
Variablen xf', x2", . . ., xn" ein, so erhält man eine neue Sub-
stitution (rr) = Q {x"\ deren Koeffizienten

lauten. Die resultierende Substitution Q besitzt mithin die Matrix AB 
und wird daher auch als Produkt der zwei Substitutionen A und B 
bezeichnet.
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Hat man eine lineare homogene Substitution (a:) = A (x'\ 
so ist es oft zweckmäßig, für die Variablen x und x neue 
Variablen y und y durch zwei lineare kogrediente1-) Substitutionen, 
d. h. solche mit gleichen Matrices, einzuführen:

1) Anstatt kogredient verwendet man auch die Bezeichnung
„kongruent11 (Kronecker, Bert. Monatsb. 1874, Ges. Werke 1, 424).

oder abgekürzt:

und die resultierende Substitution (y) — C (y') zu betrachten. 
Von der Matrix P wird hierbei nur vorausgesetzt, daß die Deter-
minante von P nicht verschwindet. Infolge der Voraussetzung 
P\ =|= 0 existiert (a?) = P_1(y), und man findet: C = PAP~\ 

Hat man irgend zwei Matrices oder Substitutionen A und C 
und kann man eine Matrix oder Substitution P von nicht ver-
schwindender Determinante finden, daß C — PAP-1 wird, so 
heißt C mit A ähnlich, konjugiert oder gleichberechtigt. Ähnliche 
Substitutionen werden bisweilen auch als äquivalent bezeichnet; 
jedoch wird der Begriff „äquivalent“ auch im weiteren Sinne 
(vgl. S. 89) verwandt und soll daher im folgenden nicht als 
mit ähnlich gleichbedeutend benützt werden.

Aus C = PAP-1 folgt A = P-1 CP und, da (P"1)"1 =P 
ist, so ergibt sich, daß die hnlichkeit von A und C eine gegen-
seitige ist.

Alle mit einer Substitution ähnlichen Substitutionen bilden 
eine Klasse ähnlicher Substitutionen, so daß zwei Substitutionen 
derselben Klasse stets unt er einander ähnlich sind.

Bezeichnet q eine Diagonalmatrix nten Grades und sind A 
und C zwei ähnliche Systeme. nten Grades, so sind auch gE— A 
und oE— C ähnliche Matrices, wie aus

folgt. Die nähere Untersuchung der zu einer Substitution A 
ähnlichen Substitutionen verlangt daher die Betrachtung der 
Determinante der Matrix qE—A, d. h. der Determinante mit 
den Elementen
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Für irgendeine Substitution  heißt die Determinante \qE — A |, 
die eine ganze rationale Funktion nten Grades von o ist, in An-
lehnung an Cauchy die charakteristische Funktion der Sub-
stitution oder Matrix A (Frobenius, Journ. f. Math. 84, 10); 
entsprechend heißt die Gleichung \qE—A| — 0 die charakteris-
tische Gleichung oder nach L. Fuchs (ebenda 66, 133 (1866), 
Ges. Werke 1, 172) die Fundamentalgleichung der Substitution A. 
Grenzen für die reellen und imaginären Teile der Wurzeln der 
Fundamentalgleichung bei J. Bendixson u. A. Hirsch, Acta math. 
25, 359 u. 367 (1902) u. Bromwich, ebenda, 30, 297 (1906).

Ist <p(p) = |p.E—A] die charakteristische Funktion der 
Matrix A, die vom wten Grade sei, und ff (p) der größte gemein-
same Teiler aller Unterdeterminanten n— lten Grades der Deter-
minante \qE—A , so ist

>(♦)-!$

eine ganze rationale Funktion von p; sie heißt der nte Elementar-
teiler der charakteristischen Funktion von A (vgl. S. 103). Sei 
Ä (p) = l0p2 + Ijo2 ”1 + • • • -j- Z, so besteht die Gleichung:

Diese Gleichung ist die Gleichung niedrigsten Grades, der die 
Matrix A genügt; sie heißt die reduzierte charakteristische Glei-
chung der Matrix A oder auch die Grundgleichung. Ist /(A) = 0 
irgendeine Gleichung, der die Matrix A genügt, so ist / (p) durch 
Ä (p) teilbar. Dieser grundlegende Satz der Theorie der Matrices 
stammt von Frobenius, Journ. f. Math. 84, 11, vgl. besonders 
Sitzungsb. d. Bert. Akad. (1896), 606, ferner Ed. Weyr, 
Monatsh. f. Math. 1, 187 (1890), sowie 0. Perron, Math. Ann. 
64, 249 (1907). Da <p(p) = l(p) • ff (p) und 1(A) = 0 ist, so 
ist natürlich cp (A) — 0. Die Eigenschaft jeder Matrix A, ihrer 
charakteristischen Gleichung

9>(p) = p" + <Pipn_1 4-------- F Tn = 0 (?’« = (— !)” Ml)

zu genügen, ist zuerst von Cayley in der auf S. 79 genannten 
Arbeit {Coll. math. papers 2, 482) ausgesprochen worden.

In innigstem Zusammenhang mit der charakteristischen 
Gleichung steht der Begriff eines linear unabhängigen Systemes 
von Matrices. Ein System von Matrices Ax, Aa, . . ., Am heißt 
linear abhängig, wenn m numerische Konstanten fix, p2, . . ., gin 
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existieren, die nicht gleichzeitig verschwinden, so daß
H A + 1*2 A + ‘ + f*mAn = 0

wird. Ist allgemein:
A ~ II II (“ = 1> 2, • • »4 i, * = 1,2 n), 

so ist die obige symbolische Gleichung gleichbedeutend mit den 
n2 gewöhnlichen Gleichungen:o o

"Ü + ' ’ ' ^rn^ik = 0 (»,* = 1,2,...,»).

Jedes nicht linear abhängige System von Matrices oder 
bilinearen Formen beißt linear unabhängig. Mehr als n2 Matrices 
nten Grades sind stets linear abhängig. Unter den Matrices 
nt6n Grades lassen sich auf unendlich viele Weisen n2 linear un-
abhängige angeben; ein solches System Alf A2, . . ., yln2 hat 
die Eigenschaft, daß jede Matrix C in der Form

G = G A + C2 A + V • + Cn»A»

erscheint, wobei c1? c2, . . ., cnI numerische Konstanten bedeuten. 
Die Existenz der charakteristischen Gleichung besagt, daß unter 
den Potenzen J°, A1, A2, .... M"-1, An einer Matrix nteu Grades 
höchstens n linear unabhängig sind.

Verschwindet die charakteristische Gleichung einer Matrix A 
für die s verschiedenen Werte at, a2, . . ., as, so kann man 
s Matrices, die „Frobenius sehen Kovarianten“, konstruieren. 
Diese Matrices besitzen die Eigenschaft, daß keine von ihnen 
verschwindet, sie ferner linear unabhängig sind,

E = K, + K2 + ■ ■ ■ + K„ K‘ - K„ KtKt - 0 (i^k)
und

A = a2h2 4- • • • + asKs + Go

wird. Hat die reduzierte charakteristische Gleichung lauter 
verschiedene Wurzeln, so ist Ao = 0, sonst wird wenigstens
eine Potenz von Ao identisch Null. Vgl. Frobenius, Über die 
schiefe Invariante einer bilin. od. quadr. Form, Journ. f. Math. 86,
44 (1879), Über vertauschbare Matrices, Sitzungsb. d. Bert. Ak ad. 
(1896), 609, Study, Rekurrierende Reihen und bilin. Form., 
Monatsh. f. Math. 2, 23 (1891), Wellstein, Über die Frobenius-
schen Kovarianten, Arch. f. Math. (3) 5, 229 (1903).

Über die Elementarteiler der charakteristischen Funktion 
und die Normalform linearer homogener Substitutionen vgl. § 8.
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Vertauscht man die Zeilen und Kolonnen der Matrix A, 
so erhält man die zu A transponierte oder konjugierte Matrix 
oder Substitution. Sie wird mit A' bezeichnet; ihre Koeffi-
zienten a'ik sind gleich aki. Die zu A' transponierte Substitution
ist die ursprüngliche Substitution A. Sind A' und B' die zu 
A und B transponierten Substitutionen, so ist B'A' die trans-
ponierte Substitution von AB. Der Zusammenhang zwischen
reziproker und transponierter Substitution drückt sich durch die 
Gleichung (A-1)'= (A/)-1 aus.

Sind

die Koeffizienten der zu A reziproken Substitution A \ so 
hat A'~x in der iten Zeile und fcte“ Kolonne die Koeffizienten

A*
Ml’

Die Substitution A'-1 heißt zu A kontragredient.
Notwendig und hinreichend, damit zwei Substitutionen

(y)-^(x) und (F)-B(X) 

kontragredient sind, ist das Bestehen der Identität

* Ul ^1 + Vi ^2 + • ’ ' 1» = ^1 + X2 X2 + • • • Xn Xn ’
Sind A'-1 und B’~l die zu A und B kontragredienten 

Substitutionen, so lautet die zu AB kontragrediente A'~1B'~1.
Unter A versteht man diejenige Substitution, die aus A 

hervorgeht, indem man alle Koeffizienten von A durch die zu
ihnen konjugiert imaginären ersetzt.  heißt die zu A konjugiert 
imaginäre Substitution.

Hat A im besonderen reelle Koeffizienten, so ist  mit A 
identisch.

Jeder Matrix A vom nten Grade mit den Elementen aa läßt
sich eine bilineare Form

i=n k = n
2 2 aikxiVk

i = l k=l
zuordnen (das Studium solcher Formen beginnt mit Jacobis 
Aufsatz im Journ. f. Math. 53, 265 (1857), Ges. Werke 3, 583). 
Eine solche Form hängt von zwei Reihen vonVariablen z2, ...,
uwd Vii Vz 5 • • •> Vn ab- Ebenso wie die aus den Elementen aik
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gebildete quadratische Matrix oder eine dem Koeffizientensystem aik 
zugeordnete lineare Substitution soll auch die bilineare Form

mit dem Buchstaben A bezeichnet werden. (Die Verknüpfung 
von Matrices und bilinearen Formen verdankt man Frobenius, 
Journ. f. Math. 84, 1.)

Hat man irgendeine bilineare Form

so heißt

die zu A transponierte oder konjugierte bilineare Form. Wird 
unter äiJt stets die zu aik konjugiert imaginäre Größe verstanden, 
so heißt 

die zu A konjugiert imaginäre bilineare Form. Ist die Deter-
minante | A | von A von Null verschieden, so existiert die zu A 
reziproke oder inverse Form 

sowie die zu A kontragrediente bilineare Form

Eine bilineare Form

heißt symmetrisch, falls aik — aki, und alternierend, falls 
also im besonderen ai( — 0. Die Form A

wird durch die symbolische Gleichung A = A' als symme-

www.rcin.org.pl



§ 6. Zusammenh. zwisch. Matrices, lin. Substitut, u. bilin. Formen. 89 

trisch, durch A = — ' als alternierend charakterisiert. Die 
symbolische Gleichung A' = A definiert eine Hermitesche Form.

Transformiert man eine bilineare Form
i = n k = n

D=^ 2 dikxiyki=l k = l

(die Bezeichnung ist mit Rücksicht auf § 8 gewählt, zu vgl. 
S. 106) durch die zwei linearen homogenen Substitutionen:

P : = +pi2X2' -----+PinXn' « = l,2,...,n)
und

#’•& = ^2y2'+----- 1- QinVn

in die bilineare Form
i = n k = n

F fik^Vk,
i = 1 Ä' = 1

so sagt man, die Form I) geht durch die Substitutionen P und Q 
in F über. Dann bestehen die n2 Gleichungen:

s=nt=n
fik=^ ^P,idstQtk (i,k^l,2,...,u)

«=1t=l
oder

s = n t = n
fik = 2 2 PiAtitk (i,t = l,2,..,n),

« = 1 t = 1

wenn man p'ik = pki setzt. Ist P' das zu P transponierte System, 
so kann man die n2 Gleichungen in die eine symbolische Glei-
chung F — P'DQ zusammenfassen.

Besteht zwischen zwei Matrices F und D eine Gleichung 
F = RDQ, d. h. kann man F dadurch aus D herleiten, daß 
man D vorn und hinten mit zwei beliebigen Matrices P und Q 
komponiert, so heißt F ein Vielfaches von D und D ein Teiler 
von F. Zwei Systeme D und F heißen äquivalent, wenn sowohl F 
ein Vielfaches von D, als auch D ein Vielfaches von F ist.

Bei den Begriffen des Vielfachen und der Äquivalenz führt 
man für die Koeffizienten von P und Q auch noch Beschrän-
kungen ein, die von der Natur der Koeffizienten von D und F 
abhängen, wie z. B. die Koeffizienten von P und Q sollen reell 
oder ganzzahlig sein. In diesem Paragraphen sollen die Koeffi-
zienten von P und Q keiner Beschränkung unterworfen werden.
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sondern beliebige Größen sein können. Dei’ § 8 wird von 
besonderen Arten der quivalenz handeln.

Der Bang des Vielfachen F ist stets gleich oder kleiner als 
der Bang des Teilers D.

Zwei Matrices F und D sind dann und nur dann äqui-
valent, ivenn sie gleichen Bang haben; in diesem Fall gibt es 
zwei Matrices B und Q von nichtverschwindenden Determinanten, 
so daß einerseits F — BDQ und andererseits wegen des Nicht- 
verschwindens der Determinanten \B | und | $| auch D — B~1FQ~r
wird. Im besonderen ist eine Matrix A vom Bange l der Einheits-
matrix lten Grades mit den Elementen

d,t = 1, öik = 0 (<,* = 1,2,...,/)
äquivalent.

Setzt man P' = B, so hat man die Ausgangsgleichung 
F=P'DQ. Überträgt man die letzten Sätze in die Sprache 
der bilinearen Formen, so erhält man folgende Theoreme:

Hat man eine bilineare Form
i=n k = m 

[)=22 dikxiVk 
i=i*=i

(durch Hinzunahme von Elementen 0 kann man zum Zweck 
der symbolischen Produktbildung die bilineare Form mit zwei 
Reihen von gleich vielen Variablen geschrieben denken) vom 
Bange l und transformiert sie durch die zwei linearen homo-
genen Substitutionen:

P:Xi = Pilxl + Pi2X2 H---------- \~PinXn' (»•=!,2,.-,n)
und

Q Quill + + •■■ + qimym' (•■=!,s,--,«)

in die neue bilineare Form
i = nk = m 

F=2 2 fikxiV^i = 1 k = 1

so hat diese den gleichen oder niedrigeren Bang wie D. Ver-
schwinden die Determinanten von P und Q nicht, so haben, da
man dann auch F durch P~r und Q~r in D zuriicktransfor- 
mieren kann, D und F den gleichen Bang. Man kann im be-
sonderen stets zwei derartige Substitutionen P und Q von nicht 
verschwindenden Determinanten a us wäh len, daß D in die Einheits-
form xkyk + x2y2 + • • • x{y{ übergeht.

www.rcin.org.pl



§ 6. Zueammenh. zwisch. Matrices, lin. Substitut, u. bilin. Formen. 91

Zwei bilineare Formen gleichen Fanges lassen sich stets durch 
zwei lineare homogene Transformationen von nicht verschwindenden 
Determinanten ineinander überführen.

Damit zwei bilineare Formen, die von gleichvielen Variabien-
paaren abbängen, durch kogrcdiente Transformationen, d. h. 
durch die nämlichen Substitutionen für die zwei Variabien-
reihen, ineinander überführbar sind (also P=$), müssen die 
Formen D und F, außer im Range übereinzustimmen, noch
weiteren Bedingungen genügen (zu vgl. S. 116). Für zwei 
symmetrische oder alternierende bilineare Formen ist die bloße 
Übereinstimmung des Fanges ihrer Determinanten für die ko- 

grediente Transformation ausreichend.
Hat man eine rechteckige oder quadratische Matrix

-4 = || aik || (i = 1, 2,..., n; * = 1,2,..., m),

so ist es bisweilen vorteilhaft, sie in der Form:
Ai As ■ •4,
-42 1 -422 . ■4»

A» • • A?
zu schreiben. Die mit zwei unteren Indices stellen selbst 
rechteckige Matrices dar, alle A mit dem gleichen ersten Index
haben dieselbe Anzahl Horizontalreihen, alle A mit dem näm-
lichen zweiten Index besitzen die gleiche Anzahl Vertikalreihen. 
In den Anwendungen ist der Fall am wichtigsten, daß 
-4tl, _422, . . ., Ai/p lauter quadratische Matrices sind. Sind alle 
Elemente einer Matrix Aik Null, so setzt man für Aik einfach 0.

Ist A eine Matrix, die sich auf Diagonalsysteme reduziert 
und deren andere Elemente ausschließlich Nullen sind:

Ai 0 0 . . 0
0 A2 0 . . 0

0 0 A3/ . 0

0 0 0 1.

so verwendet man die von A. Hurwitz (H. Kreis, (Kontribution 
d la theorie des systemes lineaires, These, Zürich 1906) ange-
gebene Bezeichnung
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oder schreibt auch
Al + A2 + • ' * + Ap’

{ Ai» Az» • • •» Ap I ■

Analog wie bilineare Formen mit zwei Reihen von ver-
schieden vielen Variablen (S. 90) kann man auch eine lineare 
homogene Substitution mit zwei Reihen von verschieden vielen 
Variablen einführen:

yi = «11*1 + «IZ^Z H----------- F

#2 = «21X1 “F «22^2 + ' ■ ’ + U2mXmi

Pu = anlXl + an3X2 + ‘ ‘ ' + anmXm’i

man kann ihr die rechteckige Matrix

Ai

«11 «12 ' ■ «im

«nl an2 ■ • °nm

oder zum Zweck der symbolischen Rechnung für n m die
quadratische Matrix

IIAAII,
für n < m die quadratische Matrix

Ai I

0
zuordnen.

Das symbolische Rechnen mit Matrices ist eine Schöpfung 
Cayleys (vgl. den Anfang dieses Paragraphen); inwieweit 
W. R. Hamilton durch seine Lectures on quaternions (1853) 
als Cayleys Vorgänger anzusehen ist, entnehme man den 
historischen Bemerkungen von Taber (Am. J. math. 12, 337
(1890)) und von Bromwich {Bull. Am. math. Soc. 1, 311 (1901)), 
sowie dem Schluß des § 7. Laguerres „Calcul des systemes 
lineaires“ (J. ec. polyt.. Cah. 42, 215 (1867), (Euvres 1, 221) 
ist Cayleys Untersuchungen analog. Die tiefgehendste Behand-
lung des in diesem Paragraphen besprochenen Gegenstandes 
stammt von Frobenius (vgl. das Zitat auf S. 81 u. 88).

Von Lehrbüchern verweisen wir auf: Muth, Theorie und 
Anwendung der Elcmentarteiler, Leipzig 1899, S. 20, Kronecker, 
20. u. 21. Vorlesung üb. Determinanten, Weber, Algebra 2, 163.
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§ 7. Bilineare Formen und höhere komplexe Zahlen.

Die Lehre von den höheren komplexen Zahlen, die bereits 
im ersten Kapitel vom allgemeinen arithmetischen Standpunkt 
aus behandelt wurde, ist mit der Theorie der bilinearen Formen 
auf das engste verknüpft.

Die n2 Matrices
(», t = l, 2, ...,n) 

vom nten Grade, von denen jede nur in der iten Zeile an kteT Stelle 
die 1, sonst lauter Nullen enthält oder die ihnen entsprechenden 
bilinearen Formen x^, sind offenbar linear unabhängig (vgl. 
S. 85). Für ihre Komposition gelten die Relationen:

C1) FikFjl = ÖkjFil Skj = fallS k («■, k, j, 1 = 1,2,..., n).

Mittels der n2 Formen Fik kann jede bilineare Form

i = n k = n
A

1=1k=1
in der Form

i=n k = n
A = JE .S aik^ ik

i = 14 = 1 
dargestellt werden.

Die w2 Größen Fik lassen sich als die n2 unabhängigen 
Einheiten eines komplexen Zahlensystems (vgl. Kap. I, § 4) 
ansehen. Hierbei werden die „Einheitsprodukte“ durch die 
Relationen (1) bestimmt; diese sind so beschaffen, daß die 
Multiplikation assoziativ ist.

Jede bilineare Form
i = nk = n 

A==yi aikFik 
t = 1 4 = 1

kann demnach als komplexe aus n2 unabhängigen Einheiten ge-
bildete Zahl aufgefaßt werden.

Wird die bilineare Form
»=nk = n

F-^y\kFk
i=14 = 1

ebenfalls als komplexe Zahl interpretiert und multipliziert man A 
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und B nach den Multiplikationsgesetzen für komplexe Zahlen, 
so erhält man mit Benutzung von (1):

falls

gesetzt wird. Deutet man die komplexe Zahl

als bilineare Form, so ist C nichts anderes als das Produkt AB 
der zwei bilinearen Formen A und B. Die Komposition bilinearer 
Formen n*™ Grades erscheint demnach als identisch mit der Mul-
tiplikation besonderer komplexer Zahlen mit n2 Einheiten.

Gk, G2, . . G seien p linear unabhängige bilineare Formen 
oder Matrices gleichen Grades n. Von ihnen wird vorausgesetzt, 
sie sollen die Eigenschaft haben, daß sich ihre Produkte

linear und homogen durch die p Grundformen selbst darstellen 
lassen. Es sei also:

(2)

wobei die Größen numerische Konstanten bedeuten. Infolge 
des assoziativen Gesetzes bei der Multiplikation bilinearer Formen 
besteht die Gleichung:

Aus ihr folgt, wenn man für die Produkte ihre Werte nach (2) 
setzt und die vorausgesetzte lineare Unabhängigkeit der Grund-
formen beachtet, daß:
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(3) (», k, r, m = 1, 2, ..p)

wird. Aus diesen Gleichungen erhellt (vgl. Kap. I, § 4):
Sind ax, a2, . . ., irgendwelche numerische Konstante1), 

so kann jede aus den Grundformen Gx, G2, . . ., G^ gebildete 
bilineare Form a1G1 -f- a2G2 4~ a G als eine aus den

1) Die Größen alf ag, ..ao brauchen nicht, wie im Kap. I, § 4 
vorausgesetzt wurde, reell zu sein, sie können auch komplexe Werte 
besitzen.

„Einheiten“ Gk, G2, . . ., G() gebildete komplexe Zahl angesehen 
werden.

Umgekehrt wollen wir zeigen, wie jeder höheren komplexen 
Zahl eine bilineare Form zugeordnet werden kann. Sei eine 
aus den p unabhängigen Einheiten ex, e2, . . ., e^ gebildete kom-
plexe Zahl a1e1 + <z2e2 + • • • + a^ gegeben. Für die „Einheits-
produkte“ mögen die Formeln

gelten, wobei die Größen den Gleichungen (3) genügen.
Man konstruiere die p bilinearen Formen oder Matrices

pten Grades:
r — o m = o 

(« = 1, 2, ..., p).
r = 1 in — 1

Betrachtet man die Produkte GiGk für i, k — 1, 2, . . ., p,
so wird:

r = 1 zn = 1 « = 1
r = o m = () 3 = 0

r=lm=l»=l
« = p

= V ZW G..IK 33=1
Setzt man

e{ = Gt (»’ = i, 2,..., p),

so läßt sich jede aus den o Einheiten ex, e2, . . ., e gebildete 
komplexe Zahl a1e1 a2e2 F a^e^ als eine aus den bi-
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linearen Grundformen G2, . . ., Cr? gebildete bilineare Form 
oder Matrix pte" Grades a1G1 + a2 G2 + • • • + a^ G^ auf fassen.

Die so gewonnenen Matrices Gx, G2, . . ., G^ werden nicht
notwendig linear unabhängig sein. Dies lehrt beispielsweise das 
aus zwei Einheiten ex und e2 gebildete Zahlensystem mit der 
Multiplikationsregel:

Für dieses Zahlensystem wird Gx die Einheitsform

Damit die o Matrices Gq, (r2, . . ., G linear abhängig sind, 
ist notwendig und hinreichend, daß die p2 Gleichungen: 

nicht nur die Lösungen cx = c2 = • • • == c = 0 besitzen. Be-
deuten ax, a2, . . ., willkürliche numerische Konstanten, so 
erhält man hieraus die p Gleichungen:

Aus diesen p Gleichungen schließt man: Sind die p bilinearen 
Formen Gx, G2, . . ., G? in linearer Dependenz, so muß die 
Determinante:

für jede Wahl der Größen ul, . . ., a verschwinden.
Verschwindet diese Determinante nicht identisch, so ist die$' 

eine ausreichende Bedingung für die lineare Unabhängigkeit der
bilinearen Formen Gq, Cr2, . . ., G?.

An Stelle der bilinearen Formen G2, . . ., Gt) kann man 
auch die Formen: 

einführen. Bildet man die Produkte TIiHk für i, k = 1, 2, .p,
so wird:

■’ = ?
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Setzt man ei — Hi, so läßt sich jede aus den o Einheiten 
e2, . . ., eQ gebildete komplexe Zahl a1e1 -f- a2e2 + • • • a^ 

als eine bilineare Form ax 7/j 4~ a2 H2 + • • • 4" a^ IIinterpretieren. 
Setzt man voraus, daß die Determinante:

nicht für jede Wahl der Größen ax, a2, . . ., aQ verschwindet, so 
sind die bilinearen Formen H2, . . ., H? linear unabhängig.

Die Determinante I F | ist offenbar die Determinante der 
bilinearen Form

Das Nicbtverschwinden der Determinante [ r | ist also damit 
gleichbedeutend, daß das Formensystem

bilineare Formen mit nichtverschwindenden Determinanten ent-
hält. Das Nichtverschwinden der früher aufgetretenen Deter-
minante | A | besagt, daß das Formensystem

auch Formen mit nichtverschwindenden Determinanten besitzt.
Mit Hilfe der bilinearen Formen Ga und IIa kann man die 

gewöhnlichen Gleichungen (3) in q 2 symbolische zusammen-
fassen, nämlich:

wobei

die zu Hm transponierte Form ist. Hieraus folgt:
Sind ax, «2, . . ., a„ und b2, . . ., beliebige Zahlen, 

so sind die zwei Matriccs axGx 4" a2G2 4- • • • 4~ a^G^ und 
bxHx + b2H2 + • • • 4- b^Htf stets vertauschbar.

Wir machen die für das Folgende wesentliche Voraussetzung,
daß sowohl das Formensystem ax Hx 4~ «2 H2 4- • • • 4" Ho als 
auch das Formensystem ax Gx 4" a2 ^2 4“ ' ' ' 4" ae bilineare 
Formen mit nichtverschwindenden Determinanten enthalten. Von

Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 7
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diesen zwei Bedingungen ist keine eine Folge der anderen, wie 
das oben angegebene Beispiel lehrt. Für dieses ist

die Determinante a2H2\ hat den Wert Null, während
die Determinante a1 Gt a2G2\ nicht identisch verschwindet. 
Die Voraussetzung, daß die zwei Determinanten: 

und

nicht identisch verschwinden, involviert, daß sowohl die Formen
7/j, JZ2, . . als auch Gx, G2, . . ., G^ linear unabhängig
sein sollen.

Wir beschränken uns im folgenden auf die Betrachtung 
jener bilinearen Formen der Schar Gt 4" a2 G2 "I“ ' * ' 4" 
bei denen die numerischen Konstanten tq, a2, . . ., ao so gewählt 
sind, daß die Determinante | cq Gq -|- a2 G2 4* • • • 4” nicht
verschwindet. Sei A = Gt 4* «2 ^2 4“ ’ ' ‘ 4" eine solche
Form. Wir suchen eine bilineare Form 

wobei ut, u2, . . ., uo numerische Konstanten sein sollen, zu be-
stimmen, daß das Produkt AU — A wird. Die symbolische 
Gleichung AU = A besagt:

Beachtet man die Gleichungen (2) und die auf Grund 
unserer Voraussetzungen stattfindende lineare Unabhängigkeit von 
Gq, G2, . . ., G„, so ergibt sich, daß 

wird. Da die Determinante:
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von Null verschieden ist, haben die zuletzt angegebenen p Glei-
chungen endliche, eindeutig bestimmte Lösungen w2, . . ., u,,.
U ist offenbar die Einheitsform. Wir haben also bewiesen:
das Formensystem a1Gl a2G2 • • • + «pGp enthält stets die Ein-
heitsform E.

Sei  = alG1 + a2G2 + • • • Gq wiederum eine bilineare
Form von nichtverschwindender Determinante, so kann man
innerhalb des aus 6rx, G2, . . ., GQ gebildeten Formen systemes 
eine Form V — v\ Gx -f- v2 G2 4" • • • 4* v (j ^p zu bestimmen suchen, 
so daß r2, . . ., v0 numerische Konstanten bedeuten und
A V = E wird. Aus dieser symbolischen Gleichung gehen die 
p gewöhnlichen Gleichungen: 

hervor. Hierbei sind us, . . ., u^ die durch

festgelegten numerischen Konstanten. Da die Determinante 

von Null verschieden ist, sind die p Gleichungen lösbar und 
bestimmen eindeutige, endliche Werte v2, . . ., Vq . V ist
offenbar die reziproke Matrix von A.

Wir haben das Resultat:
Verschwinden die zwei Determinanten

nicht für alle Werte at, a2, . . ., a^, so ist die Gesamtheit 05 
aller Matrices a^G^ a2G2 a^GQ von nichtverschwin-
denden Determinanten bei der Produktbildung nicht nur in sich 
abgeschlossen, sondern 05 enthält auch das Einheitselement und 
zu jeder Matrix die reziproke. Die Gesamtheit aller in 05 ent-
haltenen Matrices bildet also (Kap. III, § 1) eine Gruppe.1

Verschwinden die zwei erwähnten Determinanten nicht iden-
tisch, so bildet auch die Gesamtheit § aller Matrices

von nichtverschwindenden Determinanten eine Gruppe Ap.
7*
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Jede Matrix der Gruppe § ist mit jeder Matrix der Gruppe ®z, 
die von den transponierten Matrices der Gruppe & gebildet wird, 
vertauschbar. (§ und &' sind in Lies Terminologie reziproke 
Gruppen. Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppcn, 
Leipzig 1893, 3, 751 u. 779.)

In der Sprache der höheren komplexen Zahlen besagt das 
Nichtverschwinden der zwei Determinanten, daß im Gebiet der 
behandelten höheren komplexen Zahlen die Umkehrung der 
Multiplikation als vordere und als hintere Division im allge-
meinen eindeutig möglich ist.

Verschwinden eine oder beide der Determinanten |.T| und | A|, 
so führe man noch zu den (> Einheiten e1? c2, . . ., e0 eine weitere 
Einheit e0 ein. Für die Multiplikation mit dieser Einheit mögen 
die Regeln

gelten. Betrachtet man die q -f- 1 Einheiten e0, elf e2, . . ., e?, 
so sind die Konstanten für sie auf folgende Weise bestimmt:

alle weiteren A.W = 0, bei denen ein Index 0 ist, und, falls
keine der Zahlen i, k, s gleich Null ist, sind die durch die
Gleichungen (2) bestimmten Größen.

Definiert man:

so ist

Mithin verschwindet keine der zwei Determinanten

für alle Werte a0, cq, «2, . . ., cz„; denn für

nehmen diese Determinanten den Wert 1 an.
Wenden wir die obigen Sätze an, so erhalten wir das 

Resultat:
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Ist eine der zwei Determinanten

und

oder beide Null, so bildet die Gesamtheit ®0 aller Matrices

vom q + lten Grade mit nichtverschwindenden Determinanten eine 
Gruppe. Eben dieses trifft für die Gesamtheit £)0 aller Matrices

vom o -j- lten Grade mit nichtverschwindenden Determinanten zu.
Auf die Deutung höherer komplexer Zahlen durch Matrices 

hat bereits (1858) Cayley (Coll. math. papers 2, 491) in seiner 
grundlegenden Arbeit über Matrices (vgl. den voraufgegangenen 
§ 6) für den Fall der Quaternionen hingewiesen. Die vier 
Matrices zweiten Grades: 

verhalten sich bei ihrer Komposition wie die Quaternionen-
einheiten (vgl. S. 16). Die weitere Deutung komplexer Zahlen durch 
Matrices verdankt man C. S. Peirce (Am. J. math. 4, 221 (1881)) 
und Ed. Weyr (Prager Ber. (1887)). Die Verknüpfung höherer 
komplexer Zahlen mit Gruppen geht auf Poincare (C. R. 99 
(1884), 740) und Study (Monatsh. f. Math. 1, 283 (1890)) 
zurück. Wir nennen ferner: Scheffers, Math. Ann. 39, 293 
(1891), ebenda, 41, 601 (1893), Molien, ebenda, 41, 83 (1893), 
42, 308 (1893). Wegen weiterer Litteratur über den Zusammen-
hang höherer komplexer Zahlen und bilinearer Formen sei auf 
Studys Artikel in der Enzyklopädie der math. Wzss. 1, 147
„Theorie der gemeinen und höheren komplexen Größen“ verwiesen. 
Zur Ergänzung führen wir noch die rein algebraischen Arbeiten 
von Frobenius, Theorie der hyperkompUxen Größen (Sitzungsb. 
d. Berl. Akad. (1903), 504 u. 634) an. Von Lehrbüchern 
vgl. man: Lie-Scheffers, Vorl. über kontinuierliche Gruppen. 
Leipzig 1893, S. 610.
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§ 8. Die Theorie der Elementarteiler und die 
bilinearen Formen.

Sind A und B zwei quadratische Matrices %ten Grades mit 
den Elementen aik und bik, so ist unter A -f- pj? (vgl. S. 81) 
die Matrix mit den Elementen aik 4" obik zu verstehen. Die 
Behandlung einer solchen Matrix A -|- pJ?, deren Elemente 
ganze Funktionen ersten Grades eines Parameters p sind, führte 
Weierstraß (Zur Theorie der quadratischen und bilinearen 
Formen, ALonatsb. d. Berl. Akad. (1868), mit Veränderungen 
abgedruckt in Ges. Werken 2, 19) auf seihe berühmte Theorie 
der Elementarteiler.
f Unser Ausgangspunkt soll im folgenden ein rein zahlen-
theoretischer sein; hierdurch erhält man die Begriffe der Theorie 
wohl am klarsten und durchsichtigsten. Alsdann legen wir die 
Allgemeinheit dar, die diesen Ideenbildungen zukommt, und ge-
langen erst am Schlüsse durch Spezialisierung zu dem Stand-
punkt, den Wei erstraß eingenommen hat.

Wir betrachten die quadratische Matrix:

vom Grad n. Ihre Elemente dik sollen ausnahmslos ganze Zahlen, 
sowohl positiv als negativ, einschließlich der Null sein. Die 
Matrix D habe den Rang Z, d. h. alle ihre Unterdeterminanten 
vom l -j- lten, jedoch nicht sämtliche vom Zten Grad seien Null.

6 bedeute im folgenden eine ganze positive Zahl, die l 
ist, mit 7'ff bezeichnen wir (den positiv gewählten) größten ge-
meinsamen Teiler sämtlicher Unterdeterminanten tften Grades Da 
von D. Ist l = n, so ist T{ = Tn und, vom Vorzeichen abge-
sehen, die Determinante der Matrix D. Ist 1 < w, so setze man 
-^z+i = ^»+2 = • • • — = 0.

Definition I: Die Größen 7’*, 7’2, . . Tn heißen der erste, 
zweite, . . ., nte Determinantcnteiler des Systems der dik oder der 
Determinante D.

\ Jede öreihige Unterdeterminante Do ist eine lineare homo-
gene Funktion von Unterdeterminanten D(J_1 des g — lten Grades. 
Mithin ist der größte gemeinsame Teiler T() aller Da durch 
den größten gemeinsamen Teiler Ta_1 aller Da_y teilbar.

Lehrsatz I: Der Quotient
~ y,

(ff = 2,3,...,<) 
■Za-1

des 6ten Dcterminantenteilers durch den g — lten ist eine ganze Zahl.
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Definition IT: Die Größen

E1^T1,E„ = y^~ (a = 2,3,...,J), El+ = 0 G< = l,2,...,n-i)

heißen die zusammengesetzten Elementarteiler des Systems der 
dik oder der Determinante D. Ex heißt der erste, E2 der 
zweite, . . ., Et der ^ + i der l A- 1*“, . . ., En der nte Ele- 
mentarteilcr. Die Anzahl der nichtverschivindenden Elementar-
teiler gibt ebenso wie die der mchtverschwindenden Determinanten-
teiler den Bang von D an.

Die Bezeichnung der Größen Er, E27 . . ., En als zusammen-
gesetzte Elementarteiler ist Muths Werk „Theorie und Anwen-
dung der Elementarteiler“, Leipzig 1899, S. 13, entlehnt. Der 
Name ,,Gter Elementarteiler“ ist von Frobenius (Journ. f. Math.
86, 148 (1879)) eingeführt worden; die Bezeichnung zusammen-
gesetzter Elementarteiler wird jedoch in seiner grundlegenden 
Arbeit (vgl. a. a. 0. S. 163) in anderer Bedeutung als hier 
verwandt. Die Größen E2, . . ., En finden sich bereits (1861), 
ehe Weierstraß seine klassische Arbeit, aus welcher der Name 
Elementarteiler stammt, publiziert hatte, in Henry J. St. Smiths 
zahlentheoretischen Untersuchungen über lineare Gleichungen mit 
ganzzahligen Koeffizienten (Smith, Coll. math. papers 1, 391).

Von Smith stammen auch schon folgende Sätze:
Lehrsatz II: In der Leihe der zusammengesetzten Elementar-

teiler Er, E2, . . ., En ist jeder Element ar teil er Ea durch den ihm 
voraufgeh enden Ea_1 (a = z,z-i, ...,2) ohne Best teilbar (Smith, 
a. a. 0., S. 396).

Lehrsatz III: Die zusammengesetzten Elementarteiler lassen 
sich nicht nur als Quotienten 

größter gemeinsamer Teiler definieren, sondern sie selbst sind 
auch größte gemeinsame Teiler: Dividiert man jede Unterdeter- 
minante oten Grades Da von D durch den größten gemeinsamen 
Teiler der in Da enthaltenen Unterdeterminanten g — 1^" Grades, 
so ist der größte gemeinsame Teiler aller dieser Quotienten gleich 
dem Gten Elementarteiler Elf (Smith, a. a. 0., S. 396).

Aus dem Lehrsatz II folgt: Et Z> El_t > Et_2 ■ • -^> Er 
Mithin ergibt sich: Sind die Werte der l zusammengesetzten, 
nichtverschwindenden Elementarteiler Et, E{_t, . . Et in irgend 
welcher Reihenfolge gegeben, so braucht man sie nur ihrer Größe 
nach zu ordnen, um zu entscheiden, welcher der otP ist.
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Lehrsatz IV: Komponiert man ztvei oder mehrere ganzzahlige 
Matrices, so ist der ßtf Elementarteiler des Produktes durch den 
Gten Elementarteiler eines jeden Faktors des Produktes teilbar.

Aus dem Satz II folgt: Jeder zusammengesetzte Ele-
mentarteiler Ea_1 (o =i-i,..., 2) ist nur durch solche Primzahlen 
teilbar, die auch Eo ohne Rest teilen. Hieraus ergibt sich:

Lehrsatz V: Lst peo die höchste Potenz einer Primzahl p, 
die in Elf = ohne liest aufgeht, so genügen die
Zahlen e„ den Ungleichungen

ei^ ei-i ei-2 ' ’ ‘ ei-

Diese Fundamentaleigenschaft ist von Cayley (1855) 
(Journ. f. Math. 50, 314, Coll, matli. papers 2, 217) ange-
geben worden.

Definition III: Ist pe<i die höchste in Ea (</ = z, z-i,...,i) ent-
haltene Potenz einer Primzahl p, so heißt, falls ea von Null 
verschieden ist, jeder Faktor p'o nach Weierstraß ein Elementar-
teiler oder eine elementare Invariante des Systemes dik oder der 
Determinante D. Die Primzahl p wird die Grundzahl oder Basis, 
en der Exponent oder Grad des Elementarteilers pe« genannt.

Es empfiehlt sich oft, die Elementarteilerpea mit Frobenius 
(Journ. f. Math. 86, 162) zum Unterschied von den zusammen-
gesetzten Elementarteilern als einfache Elementarteiler zu be-
zeichnen. Spricht man von Elementarteilern ohne Zusatz, so 
meint man die eben definierten einfachen Weierstraßsehen 
(Kronecker verwendet in den Monatsb. d. Bert. kad. (1874), 
Ges. Werke 1, 405 die Bezeichnung „einfacher Elementarteiler“ 
in ganz anderem Sinn; nach ihm hätte man Elementarteiler 
mit dem Exponenten 1 so zu nennen).

Die drei durch die Definitionen I, II, III cingefülirten 
Größensysteme, nämlich die Determinantenteiler Ta, die zusammen-
gesetzten Elementarteiler En und die einfachen Elementarteiler 
bestimmen sich gegenseitig eindeutig.

Die zusammengesetzten Elementarteiler Ea sind durch die
Definition H aus den Determinantenteilern abgeleitet worden. 
Sämtliche einfache oder Weierstraßsche Elementarteiler erhält 
man durch die Zerlegung des ersten, zweiten usw. bis iten Ele-
mentarteilers in die (von Null verschiedenen) Potenzen ver-
schiedener Primfaktoren. Ist Ea = pe<i • qe'o • ’Z'a • • •, wobei 
p, q, r, . . . lauter verschiedene Primzahlen bedeuten, so sind die 
Größen
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2,e<7» rt 'S • • • (« = 1, 2,..., 0

die sämtlichen einfachen oder Weierstraßschen Elementarteiler.
Aus den zusammengesetzten Elementarteilern ergeben sich 

die Determinantenteiler T auf Grund der Relationen:

Ta = Eo ■ Ea-1 • Eo-2 • • • 0 = 1,2,...,!),

Tl + ^ = El + h = 1, 2,

Sind
^,^-1,^-2, . . ., //-!, //-2, . . .

sämtliche einfache Elementarteiler von D — ihr Produkt muß Tf 
sein —, die nach fallenden Potenzen von p, q, . . . geordnet sind:

(e< G-1 = -2 * ’ '» *■*)>

so ist En = En_k — • • • = El + l durch den Rang von D be-
stimmt. Et ist das Produkt der höchsten Potenzen sämtlicher 
einfacher Elementarteiler von also gleich pe‘ • q-'i • Et_k 
das Produkt der zweithöchsten Potenzen sämtlicher einfacher 
Elementarteiler, also gleich pei -1 • qe'i -1 • • • •, usw.

Alle diese Sätze sind weitgehender Verallgemeinerung fähig. 
Sie beruhen auf der eindeutigen Zerlegbarkeit der ganzen posi-
tiven Zahlen in Primfaktoren und der Existenz des größten 
gemeinsamen Teilers von zwei oder mehreren ganzen Zahlen. 
Sl sei ein Rationalitätsbereich oder Zahlkörper (vgl. Algebra). 

p2, . . ., ok seien k Variable. Sind die Größen a Zahlen aus 51, 
so heißen Summen von Gliedern der Form:

«Piri4>2ri • • •

wobei rt, r2, . . ., rk ganze positive Zahlen, einschließlich der Null, 
bedeuten, ganze Funktionen in Sl. Diese lassen sich in reduzible 
(zerlegbare) und irreduzible (unzerlegbare) unterscheiden. Die 
ersteren sind als Produkte aus mehreren ganzen Funktionen in 51 
darstellbar, die anderen nicht. Die reduziblen Funktionen lassen 
sich in eine endliche Anzahl irreduzibler Faktoren zerlegen, die 
selbst ganze Funktionen in 51 sind; jede reduzible Funktion 
bestimmt ihre irreduziblen Faktoren bis auf multiplikative Kon-
stanten eindeutig. Hierauf gründet sich der Begriff des größten
gemeinschaftlichen Teilers von zwei oder mehreren ganzen Funk-
tionen in 51; er ist bis auf einen konstanten Faktor eindeutig 
bestimmt (vgl. beispielsweise H. Weber, Algebra 2, 563).
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Die w2 Elemente der Matrix

Z) = ||d.J| G’,* = l,2,...,n)

seien ganze Funktionen in 52 von k Variablen. Auch hierfür 
läßt sich nach den obigen Angaben dei' größte gemeinsame 
Teiler Ta sämtlicher Unterdeterminanten oten Grades von D de-
finieren. Die Determinantenteiler 7'x, 2'2, . . ., Tn sind, abge-
sehen von konstanten Faktoren, die hier die Rolle der Einheit 
spielen und für das Folgende als unwesentlich anzusehen sind, 
eindeutig bestimmt. Ebendasselbe gilt für die durch die De-
finition II eingeführten zusammengesetzten Elementarteiler. An-
statt der Primzahlen p treten im Falle der ganzen Funktionen 
in 52 die irreduziblen ganzen Funktionen von k Variablen mit 
Koeffizienten aus 52. Sämtliche einfache oder Weierstraßsclie 
Elementarteilei’ erhält man durch die Zerlegung jedes zusammen-
gesetzten Elementarteilers En in die (von Null verschiedenen) 
Potenzen verschiedener irreduzibler Faktoren. Ist

Ea — Pe° ' Qe'a ' i'e'n ' "

wobei die Basen p, q. r, ... lauter voneinander verschiedene 
irreduzible ganze Funktionen mit Koeffizienten aus 52 sind, 
d. h. solche, die sich nicht nur um multiplikative Konstanten 
unterscheiden, so sind

pe'i, qe°i reo, . . . (<; = 1,2,..., z)

die sämtlichen einfachen oder Weierstraßschen Elementarteiler. 
Alle früher angegebenen Lehrsätze behalten ihre unveränderte
G-ültigkeit, wenn man Matrices betrachtet, deren Elemente ganze 
Funktionen von k Variablen mit Koeffizienten aus einem Ratio-
nalitätsb er eich VI sind.

D und F seien zwei Matrices mit je n2 gleichartigen Ele-
menten dik und fik^ d. h. entweder seien beide Größensysteme dik 
und fik ganzzahlig oder beide ganze Funktionen von k Variablen 
mit Koeffizienten aus dem gleichen Rationalitätsbereich 52. Be-
steht zwischen F und I) eine symbolische Gleichung F = RDQ, 
wobei R und Q Matrices mit gleichartigen Elementen wie den-
jenigen von F und D sein sollen, so soll auch bei dieser Be-
schränkung der Elemente von R und Q für F der Ausdruck 
I ielfaches, für D Teiler verwandt werden (zu vgl. S. 89). Waren 
die Elemente von R und Q willkürlich, so galt nur der Satz, 
daß der Rang des Vielfachen F stets gleich oder kleiner als der 
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des Teilers D ist. Bei der Beschränkung der Elemente von R 
und Q ergibt sich nach Satz IV:

Lehrsatz VI: Eine Matrix F ist nur dann ein Vielfaches
* einer Matrix D, wenn ihre zusammengesetzten Elementarteiler Ef 

Vielfache der entsprechenden Elementarteiler Ef von D sind, also 
E- = 7,wobei die ganze Größen (also ganze Zahlen oder 
ganze Funktionen) einschließlich der Null sind.

Dem Obigen entsprechend mögen zwei Matrices D und F
mit gleichartigen Elementen äquivalent heißen, wenn sowohl F
ein Vielfaches von D als auch D ein Vielfaches von F in dem 
engeren Sinne ist. Aus Satz VI folgt

Lehrsatz VII: Zwei Matrices I) und F mit gleichartigen Ele-
menten können nur dann äquivalent sein, wenn die entsprechenden 
zusammengesetzten Elementarteiler E{ und E? gleich sind.

Die in dem letzten Satz ausgesprochene Bedingung für die 
Äquivalenz zweier gleichartiger Matrices ist zwar notwendig, aber 
nicht hinreichend. Gegenüber zuweit gehenden Behauptungen in 
dieser Hinsicht scheint es angebracht, an einem Beispiel zu 
zeigen, daß trotz der Gleichheit der El em entart eiler eine Matrix 
nicht Vielfaches einer anderen zu sein braucht.

Sei D die Matrix
?1?2 0

0 1 ||

und F die Matrix
0

■ o e2

für F und D sind, falls (q und q2 unabhängige Variable be-
deuten und 51 der Bereich aller Zahlen ist, die zusammen-
gesetzten Elementarteiler Et = 1, E2 — jq gleich. Ange-
nommen F sei Vielfaches von 2), nämlich F *= R/)Q, wobei die 
Elemente rik und qik der zwei Matrices R und Q ganze Funk-
tionen der zwei Variablen p,, o2 sind. Aus \D \ = \F\ folgt 
| 2? | • | <2 | == 1. Da das Produkt zweier ganzer Funktionen nur 
dann gleich 1 ist, falls sie Konstante sind, muß | R j = Konst., 
|^| = se^n- Mithin existiertP = Q~\ und die Elementepik
von jP sind wegen | Q |~1 — Konst, ganze Funktionen von und q2 . 
Die symbolische Gleichung FP = RD ergibt die vier gewöhn-
lichen Gleichungen:

= rH<?l?2> ?1P12 “ r12> Q2P21 = ?21?1?2> Q2P22 = ?22-
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Folglich wird die Determinante:

ri 1 ri 2

r21 r2 2

ril 911’12

r21 02-^2 2

Diese Determinante verschwindet für pt = p2 == 0. Sie soll 
aber unabhängig von p15 p2 einen von Null verschiedenen kon-
stanten Wert besitzen. Mithin ist die Annahme, daß F Viel-
faches von D ist, widerlegt.1)

Beschränkt man aber die Elemente dik und fik der zwei Matrices 
D und F darauf, ganze Zahlen oder ganze Funktionen einer einzigen 
Variablen q mit Koeffizienten aus kl zu sein, so sind die in den 
Sätzen VI und VII ausgesprochenen Bedingungen auch ausreichend. 
Im folgenden wird stets ausnahmslos vorausgesetzt, daß wir es 
mit Matrices, deren Elemente ganzzahlig oder ganze Funktionen 
einer einzigen Variablen p mit Koeffizienten aus kl sind, zu tun 
haben. Wir formulieren

Lehrsatz VI': Fine Matrix F, deren Elemente ganze Zahlen 
oder ganze Funktionen einer einzigen Variablen p mit Koeffizienten 
aus kl sind, ist dann und nur dann Vielfaches einer gleichartigen 
Matrix D, wenn ihre zusammengesetzten Elementar teil er E- Viel-
fache der entsprechenden Elcmentarteiler Et von D sind, also 
E\ — yiEi, wobei yi ganze Größen (also ganze Zahlen oder ganze 
Funktionen einer einzigen Variablen) einschließlich Null sind.

1) Das obige Beispiel läßt sich auch auf folgende Weise be-
handeln: Würde D Vielfaches von F sein, so müßte dies auch noch 
statthaben, wenn man die zwei 
gleich setzt. Sind Fo und JD0 die
gebenden Matrices, so hat

*’o =

unabhängigen Variablen p, und p2 
sich aus F und I) für p, = p2 er-

fi 0
0 (?i

die Elementarteiler = p,, E.,= pt2, hingegen besitzt
C12 0

0 1

die Elementarteiler Ex — 1, A’2 = p,2. Da der Elementarteiler E. =■= 1 
von nicht Vielfaches des Elementarteilers Ex = p, von Fo ist, kann 
nach Satz VI Do nicht Vielfaches von Fo, also D nicht Vielfaches 
von F sein. Daß bei Funktionen von zwei oder mehr Variablen die 
in den Sätzen VI und VII ausgesprochenen Bedingungen nicht aus-
reichen, hat seinen Grund darin, daß bei Funktionen von zwei und 
mehr Variablen der größte gemeinsame Teiler nicht alles den Funk-
tionen „Gemeinsame“ erschöpft.
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Lehrsatz VII': Die notwendige und zugleich hinreichende Be-
dingung für die quivalenz zweier gleichartiger Matrices mit Ele-
menten, die ganze Zahlen oder ganze Funktionen einer einzigen 
Variablen mit Koeffizienten aus Q sind, läßt sich in folgende drei 

gleichwertige Formen einkleidcn: Übereinstimmung in den Deter-
minantenteilern oder in den zusammengesetzten Elementarteilern 
oder im Bang und den einfachen Elementarteilern.

Hat die Determinante einer Matrix oder linearen homogenen 
Substitution mit ganzzahligen Koeffizienten den Wert + 1, 
so heißt die Matrix oder Substitution unimodular. Hat man 
Matrices oder Substitutionen, deren Koeffizienten ganze Funk-
tionen einer Variablen £ sind, so bezeichnet man diejenigen von 
ihnen, deren Determinanten von o unabhängig und von Null 
verschieden sind, als unimodular. Man beweist, daß für zwei 
nach Satz VII' äquivalente Matrices D und F mit gleichartigen 
Koeffizienten in der symbolischen Gleichung F = BDQ, wobei B 
und Q Koeffizienten derselben Art wie F und D haben, die 
Matrices B und Q stets unimodular wählbar sind; für uni-
modulare Systeme B und Q existieren B~l und Q~l und sind 
ebenfalls unimodular. Es wird D = B~1FQ~1.

Überträgt man (zu vgl. § 6) im Falle von Matrices mit 
ganzzahligen Elementen diese Sätze in die Sprache der Theorie 
der bilinearen Formen, so erhält man die Theoreme:

Lehrsatz VIII: Zwei bilineare Formen mit ganzzahligen Ko-
effizienten sind dann und nur dann äquivalent in dem Sinn, daß 
sie gegenseitig durch ganzzahlige (im allgemeinen nicht kogrediente) 
Substitutionen ineinander transformierbar sind, icenn die ent-
sprechenden zusammengesetzten Elementarteiler der Matrices der 
Koeffizienten der beiden Formen gleich sind. Für die zusammen-
gesetzten Elementarteiler kann man auch die Determinantenteiler 
oder den Bang und die einfachen Elementarteil er treten lassen. 
Im Falle der quivalenz können die zwei bilinearen Formen stets 
auch ganzzahlig unimodular ineinander übergeführt werden. Die 

quivalenz läßt sich auf rationalem Wege (durch Aufsuchung 
größter gemeinsamer Teiler) entscheiden, und die überführenden 
unimodularen Substitutionen lassen sich rational ermitteln.

Hieraus folgt Lehrsatz IX: Eine gegebene bilineare Form 
mit ganzzahligen Koeffizienten, bei der die aus den Koeffizienten 
gebildete Matrix die zusammengesetzten, nichtverschwindenden Ele-
mentarteiler
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hat, läßt sich durch ganzzahlige, unimodulare (im allgemeinen
nicht kogrcdiente) Substitutionen für die zwei Variabienreihen in

Eixi'yi + E^y^ H------- F Etx'y'
transformieren.

Die Sätze VIII und IX bleiben unverändert gültig, wenn
man überall anstatt der ganzzahligen Koeffizienten ganze Funk-
tionen in einem beliebigen Rationalitätsbereich Ä einer einzigen
Variablen p voraussetzt.

Also:
i=nk — n

I)==y 2 di^yk
i=ik=i

und
i = n k = n

E fik^iVk
»=i*=i

seien zwei bilineare Formen, deren Koeffizienten ganze Funk-
tionen beliebigen Grades einer einzigen Variablen p sind. Die 
Faktoren der einzelnen Potenzen von p in den ganzen Funk-
tionen dik und fik sollen einem Rationalitätsbereich ß angehören. 
Die zwei bilinearen Formen heißen äquivalent, wenn sie durch 
Substitutionen ineinander überfiihrbar sind, deren Koeffizienten 
ganze Funktionen von p sind. Zwei bilineare Formen der eben 
beschriebenen Art sind dann und nur dann äquivalent, wenn 
sie die gleichen zusammengesetzten Elementarteiler haben. Zwei 
solche äquivalente bilineare Formen lassen sich auch stets durch 
Substitutionen ineinander überführen, deren Koeffizienten ganze 
Funktionen in SU der einen Variablen p sind und deren Deter-
minanten einen von p unabhängigen konstanten Wert haben.

Setzt man die Elemente von I) und F nicht als beliebige, 
sondern als lineare Funktionen des Parameters p voraus, so 
kann man die Resultate noch verschärfen und ist bei dem
Weierstraßschen Standpunkt, von dem wir zu Beginn des 
Paragraphen sprachen, angelangt. Die Elemente dik von D seien 
von der Form

d^k ’— ^71 H” ^ik = 1» 2,..., n)

und die Elemente fik der äquivalenten Matrix J’ von der Form

fik^ 9ik + Qhik (,’,* = 1,2,.., n).

Die Größen bfi, gik und hik bedeuten beliebige Konstanten 
aus dem Rationalitätsbereich Si. Man beweist, daß, wenn die
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zwei Determinanten \bik\ und \hik\ nicht verschwinden, in der 
Gleichung F = IiD Q die Systeme 11 und Q so gewählt werden 
können, daß nicht nur ihre Determinanten, sondern auch ihre 
einzelnen Elemente von dem Parameter g unabhängig sind.

Lehrsatz X: Stimmen die zwei bilinearen Formen A-\- qB und 
G q H, bei denen die Determinanten | B | und | H | nicht ver-
schwinden, in den zusammengesetzten Elementarteilern (oder den 
Determinantenteilern oder den einfachen Elementarteilern) überein, 
so kann man sie durch Substitutionen ineinander transformieren, 
deren Koeffizienten vom Parameter o unabhängig sind.

Um Satz X von der Voraussetzung des Nichtverschwindens 
der zwei Determinanten | bik | und \hik\ zu befreien, empfiehlt
es sich, zur homogenen Betrachtung überzugehen.

Sind und p2 unbestimmte Größen, so heißt

i = n k = n
914" ?2= (?laii 4” 92^»*)^»^*

1 = 1i = l

eine Schar bilinearer Formen (Kronecker (1868), Ges. Werke 
1, 166). A und B heißen die Grundformen der Schar (^ = 1, 
02 = (j liefert den früher behandelten unhomogenen Fall A -j- q B). 
Wir setzen wieder D = (^A q 2B. Verschwindet die Deter-
minante der Schar identisch, d. h. ist sie für jedes Wertepaar 
und Null, so heißt die Schar singulär, im anderen Fall 
ordinär. Eine singuläre Schar ist dadurch charakterisiert, daß 
der Rang l von D kleiner als n ist; bei einer ordinären Schar 
ist l — n.

Um noch engeren Anschluß an Wei er straß zu gewinnen, 
lassen wir 51 mit dem größten aller möglichen Rationalitäts-
bereiche zusammenfallen, d. h. 51 bedeutet die Gesamtheit aller 
Zahlen. Die Elemente aik^ bik, fik und gik der Matrices A, B, F 
und G sollen also jetzt beliebige Konstanten sein.

Da in Weierstraß’ klassischen Untersuchungen die ein-
fachen Elementarteiler, mit denen er allein operiert, direkt ein-
geführt werden, soll dies auch noch geschehen: Ist l der Rang 
der Matrix D — A -)- o2R, so sei 6 eine ganze Zahl, die l 
ist. Weierstraß selbst behandelt nur den Fall l = n, d. h. die 
Determinante j D | verschwindet nicht für alle Werte (>2. 
Da 51 der Bereich aller Zahlen ist, werden die irreduziblen 
Funktionen p lineare Funktionen von und p2. Wir setzen 
p = ap1 4- bo2 und verstehen unter lia den Exponenten der 
höchsten Potenz, mit dem die lineare, homogene ganze Funktion p
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in allen Unterdeterminanten <>ten Grades von I) enthalten ist.
Ist Ta der größte gemeinsame Teiler sämtlicher Unterdeter-
minanten öten Grades so hat der Determinantenteiler Tg die
Funktion p genau in der haten Potenz zum Faktor. Sämtliche
Unterdeterminanten Da sind durch pho teilbar, einige von ihnen 
können auch eine höhere Potenz von p zum Faktor haben,
wenigstens eine Unterdeterminante Dg muß entsprechend der 
Definition der Zahl ho die Funktion p genau in der Potenz ha ent-
halten. Eine solche D(J, die genau durch die hg° Potenz von p 
teilbar ist, heißt nach Frobenius (Über die Elementarteiler 
der Determinanten, Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1894), 32) eine 
in bezug auf p reguläre Do.

Die Zahlen ha sind ganze positive Zahlen odei' Null. Für
sie beweist man die Ungleichung + 1 ^ha, und, wenn hn — 0 
ist, so ist ha_1 = ha_2 = • • • = 0.

Wir setzen:
ei ~

el — hx.
Hieraus folgt

= eO + C0-l + • • ■ + «1-

In Ta tritt folglich p'^ = pea • pea-i • peo- 2 • ■ • pei

(^a^ ea-2' ' ’ ci) (^ay 1 e y sehe Ungleichung, siehe S. 104)

als Faktor auf. Jeder einzelne der mit einem von Null ver-
schiedenen Exponenten versehenen Faktoren

Pea-1, pea-2, . . pel,

in die p^ zerlegt wurde, ist ein Weierstraßscher oder einfacher
Elcmentarteilcr. Hiermit sind die einfachen Elementarteiler unter 
Umgehung der zusammengesetzten definiert. Die Basen der 
Weierstraßschen Elementarteiler findet man, indem man als 
Produkt von linearen homogenen Funktionen der Variablen o1 
und und eines von diesen Veränderlichen unabhängigen kon-
stanten Faktors darstellt.

Der Weierstraßsche Fundamentalsatz lautet:
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Lehrsatz XI: Zwei Scharen bilinearer Formen, deren Deter-
minanten nicht verschwinden, sind dann und nur dann äquivalent 
(d. h. durch von den Parametern unabhängige, lineare homogene 
Substitutionen mit nichtverschwindenden Determinanten gegenseitig 
ineinander transformierbar), wenn die Determinanten der beiden 
Scharen in ihren Elementarteilern übereinstimmen (Weier straß 
(1868), Ges. Werke 2, 21).

Statt die einfachen Elementarteiler zu verwenden, wie es 
Weierstraß tut, kann man sich auch im Satze XI als Kriterium 
für die Äquivalenz gleichwertig der Übereinstimmung in den 
zusammengesetzten Elementarteilern E oder in den Determinanten-
teilern T bedienen. Die letzten beiden sind als größte gemein-
same Teiler rational zu finden, während die Bestimmung der 
einfachen Elementarteiler der Schar <q A + q 2B die Zerfällung 
einer Gleichung in lineare Faktoren, also irrationale Operationen, 
erfordert. Über die quivalenz zweier ordinärer Scharen bilinearer 
Formen kann also auf rationalem Wege entschieden werden; auch 
die Substitutionen, die eine Schar in die andere überführen, sind 
rational bestimmbar.

Weierstraß geht bei seinem Beweisverfahren durch das 
Irrationale hindurch. Er transformiert die Formenschar auf
eine Normalform, die von den einfachen Elementarteilern ab-
hängt. Man kann stets eine ordinäre Schar bilinearer Form 
mit vorgegebenen Elementarteilern konstruieren. Dies ergibt sich 
auch aus der weiter unten angegebenen Normalform einer 
linearen homogenen Substitution. Frobenius (Journ. f. Math. 
86, 146 (1879)) hat zuerst den Weierstraßschen Fundamental-
satz XI nur mit Hülfe durchaus rationaler Operationen be-
wiesen (vgl. auch Landsberg, Journ. f. Math. 116, 331 (1896)). 
Uber die an den Weierstraßschen Fundamentalsatz anknüpfende 
Literatur vgl. man Muth, Theorie und Anwendung der Elementar-
teiler, S. 60. Wir heben hier nur die Arbeit von Stickelberger, 
Journ. f. Math. 86, 20 (1879), hervor.

Aus dem Weierstraßschen Fundamentalsatz XI folgt:
Damit es möglich sei, die Formenschar:

i = n k = n
2 (Mdi=l k=l

von nichtverschwindender Determinante durch eine lineare homo-
gene Substitution für xt, x2, . . ., xn von nichtverschu'indender 
Determinante und eine andere für yt, y2, . . ., yn von ebenfalls 
nichtverschwindender Determinante in die Normal form:

Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 8
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91(a1x1>/ + a2x2y2 H-------F anx^y^ +
S>2(&1 M + &8<y2' 4-------F bn xn'yn')

zu transformieren, ist notwendig und hinreichend, daß die 
Determinante | gkaik + g%bik | nur Elementarteiler mit den Ex-
ponenten 1 besitzt, d. h. jeder Teiler agk + bp2 der Determinante 

1 gkaik + g2bik |, d(r i-n ihr s> 1 mal enthalten ist, auch Teiler 
aller ihrer n — n — 2*™, bis n — s 7<e" Unterdeterminanten 
ist (Weierstraß, a. a. 0., S. 37).

Die Äquivalenz zweier singulärer Scharen bilinearer Formen 
hat Kronecker (Algebraische Reduktion der Scharen bilinearer 
Formen, Sitzungsb. d. Bert. Akad. (1890), 1225) erledigt. Wir 
geben das Resultat ohne Benützung alles Voraufgegangenen, 
indem wir hierbei auch noch die Äquivalenz ordinärer Scharen 
mittels der Determinantenteiler besonders hervorheben:

Sei i = nk = n
D = 2^ (9iaik 4" Qibi^)xiyk

i=i*=i

eine Schar bilinearer Formen (bei der auch infolge verschwin-
dender Koeffizienten die Anzahl beider Reihen von Veränderlichen
verschieden sein kann). To bedeutet den größten gemeinsamen
Teiler aller Unterdeterminanten 6*™ Grades (c = 1,2,.. .). 
Verschwindet die Determinante der Schar nicht, so sind alle
diejenigen Scharen und auch nur diejenigen mit D äquivalent,
die mit D in den so ermittelten Ta übereinstimmen (andere 
Formulierung des Weierstraßsehen Satzes XI). Verschwindet 
die Determinante von D für alle Werte von g} und 92, so 
ist die obige Bedingung nicht ausreichend. Sei l der Bang 
der Determinante von D, so bestehen zwischen den partiellen 
Ableitungen von gx A g2B nach den n Variablen x{ und 
den n Variablen yi genau ziveimal n — l linear unabhängige De-
lationen, deren Koeffizienten homogene Funktionen von und p2 
sind. Denkt man sich ein vollständiges System von 2n — 21 
solchen Delationen von möglichst niedrigem Grade in 9n g2 ge-
wählt, so sind alle außer in den Größen Ta noch in diesen 
Minimalgradzahlen1') mit D übereinstimmenden Scharen und auch
nur diese mit unserer Schar D äquivalent (Kronecker).

l) Die Bezeichnung stammt von Muth, Theorie der Elementar-
teiler, S. 108.

Charakteristische Kriterien für die Äquivalenz zweier singu-
lärer Scharen sind natürlich auch die Übereinstimmung in den

www.rcin.org.pl



§ 8. Die Theorie der Elementarteiler u. die bilinearen Formen. 115 

Minimalgradzahlen und den einfachen Elementarteilern oder in
den Minimalgradzahlen und den zusammengesetzten Elementar-
teilern. Sowohl das oben ausführlich gegebene Theorem als 
auch die letzte Bedingung gestatten über die Äquivalenz zweier 
singulärer Scharen rational, nämlich durch Aufsuchen größter 
gemeinsamer Teiler, eine Entscheidung zu fällen. Auch die 
überführenden Substitutionen sind rational zu finden. — Für ge-
gebenes n kann man stets eine singuläre Formenschar von 
n Variabienpaaren konstruieren, welche die vorgeschriebenen 
Minimalgradzahlen und Elementarteiler besitzt.

Gehören die Koeffizienten der Grundformen A und B der
Schar -|- o2B einem Rationalitätsbereiche 52 an und sind 
die Koeffizienten der Grundformen der äquivalenten Schar eben-
falls nur Zahlen aus dem nämlichen Bereich 52, so kann man 
auch die Koeffizienten der die zwei Scharen ineinander über-
führenden Substitutionen aus dem Rationalitätsbereich 52 wählen. 
Will man nur im Rationalitätsbereich 52 operieren, so hat man 
als Basen einfacher Elementarteiler der Matrix

I Qiaik + (;,i = l,2,...,n)

anstatt der linearen homogenen Funktionen aqq + bg2 solche 
homogene Funktionen der zwei Variablen q 2 mit Koeffizienten 
aus 52 zu verwenden, die bezüglich des Rationalitätsbereiches 52 
irreduzibel sind.

Die Untersuchung einer ganzzahligen Matrix, also die rein 
zahlentheoretische Behandlung unseres Gegenstandes, mit der 
unsere Darstellung anhebt, verdankt man Henry J. St. Smith 
(1861). Weierstraß’Ausgangspunkt und ausschließlicher Gegen-
stand der Untersuchung ist eine ordinäre Schar bilinearer Formen, 
für die er als charakteristisches Kennzeichen der Äquivalenz die 
einfachen Elementarteiler ersonnen hat. Inwieweit die Priorität 
der Entdeckung der Elementarteiler für Sylvester (1851) (Coll, 
math. papers 1, 219) in Anspruch genommen werden kann, 
vgl. man bei Noether, Math. Ann. 50, 137. Durch Sylvester 
angeregt, fand Cayley die oben erwähnte Ungleichung. Die 
Brücke zwischen den Untersuchungen von Smith und Weier-
straß hat Frobenius geschlagen (Journ. f. Math. 86, 146 
(1879), 88, 96 (1880), Sitzungsb. d, Bert. Abad. (1894), 31). Er 
hat die große Allgemeinheit des Begriffes „Elementarteiler“ ge-
zeigt; ihm verdankt man auch den für die ganze Theorie funda-
mentalen Satz IV, der für Matrices mit Elementen, die ganze 
Zahlen oder ganze Funktionen einer oder mehrerer Variablen 

8* 
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mit beliebigen konstanten Koeffizienten oder Größen aus einem 
Rationalitätsbereich sind, gilt. Die Untersuchung der singu-
lären Scharen bilinearer Formen hat Kronecker während mehr 
als zwanzig Jahren beschäftigt, bis er zu dem oben angegebenen 
abschließenden Resultate gelangte.

Der Begriff „Elementarteiler“ ist im voraufgehenden immer nur 
bei ganzen Zahlen oder bei ganzen Funktionen verwendet worden. 
Er läßt sich auch auf gebrochene Größen ausdehnen. Vgl. Hensel, 
Journ. f. Math. 115, 259 (1895), sowie seine Bearbeitung der 
Kroneckerschen Vorlesungen über Determinanten, Vorl. 21.

Von Lehrbüchern sind vor allem Muth, Theorie der 
Element ar teilen, dann die eben zitierte Vorlesung von Kronecker 
und für die zahlentheoretischen Fragen Bachmann, Die Arith-
metik der quadratischen Formen, Leipzig 1898, S. 288, zu nennen.

Am Schlüsse des § 6 wiesen wir darauf hin, daß zwei 
beliebige bilineare Formen gleichen Ranges nicht stets kogredient 
ineinander transformierbar sind. Für die kogrediente Trans-
formation zweier bilinearer Formen gilt der Satz von Kronecker 
(Monatsb. d. Bert. Akad. (1874), Ges. Werke 1, 423):

Damit zwei einzelne bilineare Formen A und B durch ko-
grediente Substitutionen ineinander transformiert werden können, 
ist notwendig und hinreichend, daß die zwei Scharen 
und pjjß fi- q^B' äquivalent sind; A' und B' sind die zu A und B 
transponierten Formen (vgl. den einfachen Beweis von Frobenius, 
Sitzungsb. d. Bert. Akad. (1896), 14).

Zwei beliebige bilineare Formen, lineare homogene Sub-
stitutionen oder Matrices sind nicht ähnlich (vgl. S. 84). Über 
die hnlichkeit zweier Systeme geben wir noch folgendes:

Zwei Substitutionen sind dann und nur dann ähnlich, wenn 
ihre charakteristischen Funktionen die nämlichen Elementarteiler 
haben (Weierstraß, Ges. Werke 2, 21 u. 22).

Die charakteristische Funktion | oEi— C, |, wobei E( die 
Einheitsmatrix cfton Grades und C, die Matrix

c( 0 0.................... 0

1 L- 0.................... O
0 1c,....................0
0 0 1 c................0

0 0 0 0 .........  1 C,. 

(ef Zeilen und 
c,- Kolonnen)
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oder die lineare homogene Substitution

~ CiXili &i2 ~ Xil "I" CiXi2i UtZ ~ Xi2 4" CiXiZ'> • • •»
»<<, - ■‘■•■'.-1 + c‘x“i 

ist, hat den einzigen Elementarteiler (^— die Deter-
minante ; 1 kann hierbei von Null verschieden sein oder auch
verschwinden.

Jede lineare homogene Substitution oder Matrix C, deren 
charakteristische Funktion | oE — C | die Elementarteiler (9— cx)e*, 
(? — c2)Ä2, • ••,((? — ci)€i besitzt, ist der zerlegbaren Substitution 
oder Matrix C\ + C2 + C3 -j- • • • + Ct (vgl. S. 92) ähnlich; 
Ci (« = i,2,...,t) hat die obige Bedeutung. Diese Normalform wird 
nur durch die Elementarteiler von | oE— C\ bestimmt. Uber
die Verwertung dieser Normalform in der Theorie der linearen 
homogenen Differentialgleichungen vgl. etwa C. Jordan, Cours 
d'analyse, Paris 1896, 3, 173, J. Horn, Gewöhnliche Differential-
gleichungen, Samml. Schubert 50, Leipzig 1905, S. 68, L. Schle-
singer, Vorl. über die Theorie der linearen Differentialgleichungen, 
Leipzig 1908, 8. Vorl.

Auch wenn die Substitution C Koeffizienten aus einem 
endlichen Körper mit p* Größen, dem sogenannten CrJPfj?*], 
hat (vgl. Kap. IH, § 1), kann man für C Normalformen von 
der Art der obigen aufstellen. Vgl. C. Jordan, Traite des sub- 
stitutions et des equations algebriques, Paris 1870, S. 114—126, 
Frobenius, Journ. f. Math. 80, 207 (1879), L. E. Dickson, 
Linear groups, Teubners Samml. ß, Leipzig 1901, S. 221. Auch 
hier hängen die Normalformen mit dem Begriff „Elementar-
teiler“ zusammen; denn dieser ist auch noch anwendbar, wenn 
der Rationalitätsbereich Ä nicht mehr unendlich viele, sondern
nur eine endliche Anzahl von Konstanten enthält, nämlich das 
GrP^] ist.

Ist die Determinante | C | einer linearen homogenen Sub-
stitution nicht gleich Null, so sind für = ± 1, ± 2, ± 3, . . .

(C - (<? -
die Elementarteiler der charakteristischen Funktion der Potenz Ck. 
Da die Elementarteilerexponenten cx, e2, . . ., et für alle Potenzen 
von C die nämlichen sind, lassen sich diese Exponenten auch 
durch das Studium der von C und seinen positiven wie negativen 
Potenzen erzeugten zyklischen Gruppe gewinnen. J. Wirth, Frei-
bürger Diss. (1906).
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§ 9. Die quadratischen und Hermiteschen Formen. 
Die alternierenden bilinearen Formen.

Eine symmetrische bilineare Form

wird zur quadratischen Form:

wenn man die zwei Variabienreihen xt und yi gleichsetzt. 
Die zu der quadratischen Form

zugehörige symmetrische bilineare Form: 

heißt die Polar form von f. Zu der quadratischen Form f ge-
hört die symmetrische Matrix

mit den Elementen aik — akj.
Die Determinante von A:

heißt die Determinante oder die Diskriminante der quadratischen
Form; 2 | A | ist die Hessesche Determinante von f (vgl. § 15).

Ist A =j= 0, so ist f eine ordinäre, sonst eine singuläre 
quadratische Form.

Die quadratische Form: 

bei der Aik die algebraischen Adjungierten der Elemente aik in
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der Determinante | A | sind, heißt die zu f adjungierte quadra-
tische Form (Gauß, Disquisitiones arithmeticae, Artikel 267, 
Ges. Werke 1, 301, hat für —F die Bezeichnung „forma ad- 
juncta“).

Ist | A j = 0, so ist die adjungierte Form F das volle 
Quadrat einer linearen Form. Ist der Bang der Determinante | A 
kleiner als n — 1, so verschwindet F identisch.

Für jede quadratische Form f besteht die Relation:

Führt die lineare homogene Substitution P:

i = nk = n

die quadratische Form ixk in die quadratische Form
1 = ] k = 1

über, so gehen die Polarformen der zwei quadra-

tischen Formen durch P und eine zu P kogrediente Substitution in-
einander über. Es besteht die symbolische Gleichung B = P' P, 
wobei P' die zu P transponierte Matrix ist.

Hieraus folgt: Die Determinante \B\ ist gleich |P|2- |J.|.
Ferner ergibt sich:
Zwei quadratische Formen können dann und nur dann durch 

eine lineare homogene Substitution von nichtverschwindender Deter-
minante ineinander übergeführt werden, wenn sie gleichen Rang l 
besitzen. Insbesondere kann jede quadratische Form vom Range l 
in die Normalform

tcöbei ak, a2, . . ., at lauter nichtverschwindende, sonst beliebige 
Größen sind, transformiert iverden.

Das Problem der Reduktion einer quadratischen Form auf 
eine lineare Kombination von Quadraten ist überall in Geometrie 
und Mechanik, wo quadratische Formen auftreten, von größter 
Bedeutung. Ein allgemein gültiges, besonders einfaches Ver-
fahren, jede beliebige quadratische Form in eine Summe von
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Quadraten umzuwandeln, besteht in einer sukzessiven Abtrennung 
von 1 oder 2 Quadraten (Baltzer, Determinanten, 5. Aufl., 
S. 175, J. A. Serret, Algebra, deutsche Ausg. von Wertheim, 
Leipzig 1878, S. 350). Diese Methode knüpft an Lagrange 
{(Euvres 1, 7, Recherches sur la methode de maximis et minimis 
(1759)) an und wird daher auch als „Lagrangesche Trans-
formation“ (Gundelfinger, Journ. f. Math. 91, 221 (1881), 
ebenda 127, 86 (1904)) bezeichnet.

Man kann die Variablen einer beliebigen quadratischen 
Form

vom Range l stets in einer solchen Reihenfolge mit

bezeichnen, daß

von Null verschieden ist und in der Kette der Hauptunter-
determinanten:

nie zwei unmittelbar aufeinanderfolgende gleichzeitig verschwinden 
(vgl. die beim letzten Satz über symmetrische Determinanten auf 
S. 63 angeführte Literatur).

Jede ejuadratische Form

vom Range l kann, falls ihre Variablen solcher Anordnung fähig 
sind, daß keine der Größen rx, T2, . . ., verschwindet, in der 
Form :

dargestellt werden. Hierbei ist
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Die Funktion X„ enthalt keine der a — 1 Variablen x„ ,xn ,.. ., x„ a °17 — 1
Diese Transformation bezeichnet man als Jacobi sehe Trans-
formation der quadratischen Form (Jacobi, Journ. f. Math.
53, 265 (1857), Ges. Werke 3, 583, hat diese Transformation 
allgemein für bilineare Formen aufgestellt).

Im Gegensatz zu der an Lagranges Namen anknüpfenden 
Methode, die ausnahmslos bei jeder quadratischen Form ange-
wendet werden kann, involviert die Jacobische Transformation 
eine Annahme. Sie setzt voraus, die Variablen der quadratischen 
Form f lassen sich wenigstens auf eine Weise so anordnen, 
daß jede der Determinanten Tf r)_15 . . ., -To von Null ver-
schieden ist. Die Jacobische Transformation versagt z. B. schon 
bei quadratischen Formen f deren Hauptelemente an, a22, ..., ann 
sämtlich verschwinden. Ist bei einer quadratischen Form die 
Jacobische Transformation anwendbar, so ist sie im Effekt mit 
Lagranges Reduktionsmethode identisch. Auch Gauß (Ges. 
Werke 4, 37, 6, 20, 7a, 248) hat sich bei seinen astronomischen 
Untersuchungen der Jacobischen Transformation für quadra-
tische Formen bedient. Ihre Ausdehnung auf bilineare Formen
wie die explizite Darstellung der Xa durch die xt ist Jacobis 
bleibendes Verdienst.

Eine quadratische Form kann auf unendlich viele Arten
in eine Summe von Quadraten transformiert werden. Hat die 
gegebene Form reelle Koeffizienten und soll die auf die Variablen 
auszuführende Substitution gleichfalls reell sein, so gilt das von 
Sylvester (P7ztZ. Mag. (1852), 142, Phil. Trans. (1853), 481, 
Coll. math. papers 1, 380 u. 511) gefundene und von ihm 
sogenannte Trägheitsgesetz der reellen quadratischen Formen: 
Auf welche Weise auch immer eine beliebige quadratische Form 
mit reellen Koeffizienten durch eine reelle lineare homogene Sub-
stitution von nichtverschwindender Determinante in die Normalform 
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transformiert wird, stets haben außer dem Range l die Anzahl li 
der Quadrate mit positiven Vorzeichen und folglich auch die An-
zahl l — li der Quadrate mit negativen Vorzeichen dieselben un-
veränderlichen Werte.

Das Trägheitsgesetz war bereits Riemann aus Gauß’ 
Vorlesungen über die Methode der kleinsten Quadrate, die 
Riemann wahrscheinlich 1846/47 hörte, bekannt (Riemanns 
Ges. Werke, Nachträge, herausg. von M. Noether u. W. Wirtinger, 
Leipzig 1902, S. 59). Auch Jacobi war seit 1847, also vor
Sylvesters Publikation, auf das Trägheitsgesetz gekommen, vgl. 
den posthumen Aufsatz von Jacobi, Journ. f. Math. 53, 275
(1857), Ges. Werke 3, 591, sowie den unmittelbar voraufgehend 
abgedruckten Aufsatz von Hermite {(Euvres 1, 429) und die 
an diese Aufsätze anknüpfenden Bemerkungen von Borchardt 
{Ges. Werke, S. 469).

Die Zahl h kann durch irgendeine reelle Transformation 
der reellen quadratischen Form in eine Summe von Quadraten 
gefunden werden. Eine Bestimmung der Zahl h kann auf 
folgende Weise geschehen: Man ordne die Indices der reellen
quadratischen Form

derartig, daß nie zwei aufeinanderfolgende der Determinanten

gleichzeitig verschwinden (vgl. oben). Ist rk = 0, so haben 
ric_l und Ft + 1 entgegengesetzte Vorzeichen. Die reelle quadra-
tische Form

enthält dann bei einer reellen Transformation in eine Summe von 
Quadraten genau ebensoviele negative Quadrate (l — li), wie die 
Reihe der angegebenen Determinanten Vorzeichenwechsel aufweist; 
etwa vereinzelt auftretende Nullen sind fortzulassen (Gundel - 
finger, Zusätze zur dritten Auflage von Hesses Vorl. üb. analyt. 
Geometrie d. Raumes, Leipzig 1876, S. 460, Journ. f. Math. 91, 
225 (1881)).

An Stelle der Größen F kann man eine allgemeinere, von 
Darboux {Journ. de math. (2) 19, 352 (1874), Gundelfinger,
Hesses Vorl., S. 459) stammende Kette von Determinanten zur 
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Bestimmung der Zahl h verwenden; in dieser Kette sind die r 
als Spezialfall enthalten. Auf S. 126 findet man noch ein Kri-
terium von Sylvester zur Bestimmung von h.

Die Zahl 2 7? —7 heißt nach Frobenius, Über das Trägheits-
gesetz der quadratischen Formen, Journ. f. Math. 114,187 (1895)
die Signatur der reellen quadratischen Form. Frobenius gibt 
ein Verfahren zur Bestimmung der Signatur einer quadratischen 
Form, falls mehrere aufeinanderfolgende Determinanten r ver-
schwinden. Diese Methode schränkt die vorherige Umordnung 
der Indices möglichst ein.

Die kleinere der zwei Zahlen li und 7 — h heißt die Charak-
teristik der reellen quadratischen Form (A. Loewy, Journ. f. 
Math. 122, 53 (1900)). Über Untersuchungen, die mit der 
Charakteristik der reellen quadratischen Formen Zusammenhängen, 
vgl. S. 127 u. 136.

Ist die Charakteristik einer reellen quadratischen Form Null, 
so heißt eine Form von nichtverschwindender Determinante definit, 
von verschwindender Determinante semidefinit. Alle anderen 
reellen quadratischen Formen heißen indefinit (Gauß, Disqui- 
sitiones arithmeticae, Art. 271).

Eine definite quadratische Form nimmt nur Werte eines 
und desselben Vorzeichens an, welche reellen Werte man auch den
Variablen beilegen mag; sie verschwindet nur, wenn man alle 
Variablen Null setzt. Eine semidefinite Form nimmt ebenfalls 
nur Werte eines und desselben Vorzeichens an; sie verschwindet 
aber auch, ohne daß man alle Variablen Null zu setzen braucht.

Ein wichtiges Problem ist es, zu entscheiden, ob eine Schar 
quadratischer Formen mit beliebigen Koeffizienten-.

durch eine lineare homogene Substitution P:

von nichtverschwindender Determinante in eine andere Schar 

transformiert werden kann. Ist dies der Fall, so führt die Sub-
stitution P die Scharen symmetrischer bilinearer Formen:
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und

als Polarformen kogredient ineinander über. Es gilt die sym-
bolische Gleichung:

Mithin ergibt sich:
Alle für die Transformation der Scharen bilinearer Formen 

(vgl. S. 113 u. 114) gefundenen Bedingungen sind auch für die 
Transformation der quadratischen Formen notwendig. Daß sie 
auch ausreichend sind, ist ein bemerkenswertes Resultat, das für 
Scharen von nichtverschwindender Determinante Weierstraß in
seiner oben (§ 8) mehrfach zitierten Abhandlung aus dem Jahre 1868, 
für solche von verschwendender Determinante Kronecker (ab-
schließende Resultate, Sitzungsb. d. Bcrl. Akad. (1890), 1375, 
(1891), 9 u. 33) gewonnen hat. Man vgl. vor allem Frobenius’ 
fundamentale Arbeit „ Über die kogredienten Transformationen der 
bilinearen Formen“, Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1896), 7, dort 
wird der eigentliche Grund dieser merkwürdigen Erscheinung 
aufgedeckt.

Es gilt also der Satz:
Zwei Scharen quadratischer Formen, deren Determinanten 

nicht verschwinden, lassen sich dann und mir dann ineinander 
transformieren, wenn ihre Determinanten in den Elementarteilern 
übereinstimmen, bei solchen mit verschwindenden Determinanten 
ist außerdem noch die Gleichheit der Minimalgradzahlen er-
forderlich (vgl. hierzu die Darstellung bei Muth, Theorie der 
Elementarteiler, S. 125).

Damit sich die Schar quadratischer Formen

von nichtverschwindender Determinante durch eine lineare homo-
gene Substitution von nichtverschwindender Determinante in die 
Gestalt:
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bringen läßt, icobei g{ und h{ nie gleichzeitig verschwinden 
(i = 1, 2, . . n), ist notwendig und hinreichend, daß die Deter-
minante nur Eiementarte Her mit den Exponenten 1
besitzt (Weierstraß, Ges. Werke 2, 41—42).

Ist in dem eben besprochenen Fall die Determinante von B 
ungleich Null, so braucht man nur 

zu setzen, dann erhält man die quadratische Form: 

und die Einheitsform:

Die Größen

sind die Wurzeln der Gleichung

wie aus der symbolischen GleichungP'(pB—Ä)P—qE — W folgt.
Ist die gegebene quadratische Form B die Einheitsform E, 

so folgt:
Man kann die Schar quadratischer Formen -f- q3E

dann und nur dann in W q 2E transformieren, falls alle 
Elementarteiler der charakteristischen Funktion |^.E—die 
Exponenten 1 haben. Die sich ergebende symbolische Glei-
chung P'P = E besagt (vgl. S. 130), daß die überführende Trans-
formation P orthogonal ist. Mithin hat man das Resultat:

Eine beliebige quadratische Form kann dann und nur dann 
orthogonal in eine Summe von Quadraten transformiert werden, 
falls alle Elementarteiler der charakteristischen Funktion den Ex-
ponenten 1 besitzen.

Die orthogonale Transformation einer quadratischen Form .4
in eine Quadratsumme haben für den sogenannten allgemeinen
Fall, in dem die charakteristische Gleichung von A nur ver-
schiedene Wurzeln besitzt, bereits Cauchy (Exercices de math. 4, 
(1829), (Euvres (2) 9, 194) und Jacobi (Journ. f. Math. 12, 
1 (1834), Ges. Werke 3, 191) zum Gegenstand eingehender Unter-
suchungen gemacht.
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Die charakteristische Funktion einer reellen quadratischen
Form (vgl. die Angaben über die Säkulargleichung auf S. 65) 
besitzt ausschließlich reelle Wurzeln und Elementarteiler mit 
den Exponenten 1. Hieraus folgt:

Jede reelle quadratische Form A kann reell orthogonal in 
die reelle quadratische Form u\z2 + «2-4 2 + ‘ ‘ + wnZn lrans~ 
formiert werden; hierbei sind u\, w2, . . ., wn die reellen Wurzeln 
der Säkulargleichung A — p E | = 0.

Hat die charakteristische Funktion einer reellen quadratischen 
Form A von n Variablen die l^ fache Wurzel Null, so ist der 
Rang l von A gleich n — lk. Nach dem Trägheitsgesetz ist die 
für A charakteristische Zahl h der positiven Quadrate gleich der 
Anzahl der positiven Wurzeln der Säkulargleichung, die Anzahl 
der negativen Quadrate gleich der Anzahl der negativen Wurzeln.

Eine Gleichung mit reellen Koeffizienten und lauter reellen 
Wurzeln besitzt genau soviel positive Wurzeln wie die Gleichung
Zeichen wechsel hat (vgl. Kap. Algebra). Nun ist

Hierbei ist Tn_t die Summe der Hauptunterdeterminanten 

wobei q, i2, . . ., q jede Kombination der Zahlen 1,2,...,«

zu s bedeutet. Es ist also

Die Zahl h der positiven Quadrate ist gleich der Anzahl der 
Vorzeichenfolgen der Determinantensummen Zo = 1, Z2, ..., I^1)
(Satz von Sylvester, Philos. Magazine (1852), Coll. math. papers 
1, 380, vgl. Netto, Vorl. über Algebra, Leipzig 1896, S. 222, 
H. Weber, Algebra 1, 311, Heffter, Journ. f. Math. 126, 83 
(1903), Gundelfinger, ebenda 127, 85 (1904)).

Für beliebige Scharen quadratischer Formen von nicht-
verschwindender oder von verschwindender Determinante läßt 
sich stets eine Reduktion auf kanonische oder Normalformen

*) Abgesehen von den letzten Größen können in der angegebenen 
Kette nur isolierte T den Wert Null annehmen; die am Ende ver-
schwindenden Glieder sind fortzulassen, die intermediär verschwin-
denden Größen sind nach Belieben positiv oder negativ zu zählen. 
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ausführen, deren Natur durch die Elementarteiler bestimmt wird. 
Zu vgl. Muth, Theorie der Elementarteiler, S. 124 u. 133.

Bei einer Schar reeller quadratischer Formen kann man 
aus den Charakteristiken (vgl. S. 123) der in der Schar ent-
haltenen Formen auf die Elementarteiler schließen:

Ist B eine reelle quadratische Form von nichtverschwindender
Determinante, so genügen die Elementarteilerexponenten der Deter-
minante der Form A + gB, falls A eine reelle quadratische 
Form von verschwindender oder nichtverschwindender Determinante 
mit der Zahl q als Wert der Charakteristik bedeutet und g ein 
reeller variabler Parameter ist, der Ungleichheit:

Hierbei ist 2 s die Summe der Exponenten aller Elementarteiler, 
deren Basen für einen imaginären Wert des g verschwinden ; 
h durchläuft in der obigen Summe die Exponenten aller Elementar-
teiler, deren Basen von einem reellen, von Null verschiedenen 
Wert des g annulliert werden, und h' nimmt die Werte der Ex-
ponenten aller Elementarteiler, die für g = 0 verschwinden, an.
JE bedeutet die größte in , E die größte in —
enthaltene ganze Zahl. Die Anzahl der für g = 0 verschwindenden 
Elementarteiler ist gleich n — l, wenn B vom Bange n, A vom 
Bange l ist (A. Loewy, Journ. f. Math. 122, 53 (1900)).

Hat A den Rang n, d. h. , A I =|= 0, so fällt in der Un-
gleichheit rechter Hand das Glied

fort (vgl. F. Klein, Bonner Diss. (1868), Math. Ann. 23, 561 
(1884), A. Loewy, ebenda 52, 588 (1899), Gött. Nachr. 
(1900), 298).

Für q — o und j A | =j= 0 (definite Form) ergibt die Un-
gleichheit s — 0, h — 1 (Satz von Weier Straß)-, für q = 0 
und | A | = 0 (semidefinite Form) erhält man s = 0, h = 1, 
li = 1 oder 2 (Gundelfinger, Suppl. zu Hesses analyt. 
Geometrie d. Baumes, S. 515, Gundelfinger-Dingeldey, Vorles.
a. d. analyt. Geom. d. Kegelschnitte, Leipzig 1895, S. 67, vgl. auch 
den bei Muth, Theorie der Elementarteiler, S. 184 behandelten
Fall, daß die Determinante identisch verschwindet 
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und A eine semidefinite Form ist). Wir formulieren noch den 
Satz von Weierstraß (Ges. Werke 1, 233, 2, 42, 3, 139), der
die im § 3 besprochenen Resultate über die Säkulargleichung 
als Spezialfall umfaßt:

Enthält eine Schar reeller quadratischer Formen eine definite 
Form, so besitzt die Determinante der Schar ausschließlich reelle 
Elementarteiler mit den Exponenten 1.

Mit der reellen Transformation zweier Scharen reeller 
quadratischer Formen ineinander beschäftigt sich Muth, Journ. 
f. Math. 128, 302 (1904).

Außer der bereits erwähnten Literatur sei noch die Mono-
graphie von Bromwich, Quadratic forms and their Classification 
by means of invariant factors, Cambridge tracts (1906) genannt.

Die voraufgehenden Untersuchungen sind auch auf Hermite-
sche Formen ausdehnbar. Die Hermitesche Form 

bei der aik und aki konjugiert imaginär, aH reelle Größen sind, 
nimmt für konjugiert imaginäre Werte x{ und xi nur reelle 
Werte an. Sie kann auf unendlich viele Arten durch zwei
Substitutionen:

und 

wobei pik und pik konjugiert imaginäre Größen sind und die 
Determinante |.Pt-jJ=j=O ist, in die Formalform: 

i

transformiert werden.
Ebenso wie für reelle quadratische Formen gilt auch für 

Hermitesche Formen das Trägheitsgesetz: Wie auch immer eine
Hermitesche Form durch konjugiert imaginäre Substitutionen in 
die Normalform übergeführt wird, stets haben die zwei Zahlen h 
(Trägheitsindex) und l (Bang) dieselben unveränderlichen Werte
(Hermite, Journ, f. Math. 52, 40 (1856), (Euvres 1, 397, 
Frobenius, Journ. f. Math. 95, 265 (1883)).
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Die auf S. 127 besprochene Ungleichung

bleibt auch unverändert gültig, wenn A und B anstatt reeller 
quadratischer Formen Hermitesche Formen sind (A. Loewy, Journ. 
f. Math. 122, 67 (1900)). Wegen dieser Ungleichung vgl. auch 
Loewy, Journ. f. Math. 123, 258 (1901), Bromwich, Proc. 
Lond. M. S. 32, 349 (1900).

Auch die alternierenden bilinearen Formen sind eingehend 
untersucht worden. Die Determinante einer alternierenden bi-
linearen Form ist stets von geradem Rang (vgl. S. 64). Jede 
alternierende bilineare Form, deren Determinante den Rang 2 r 
hat, kann durch kogrediente Substitutionen der zwei Variabien-
reihen in die Normalform

+ *3'3/4' — *4'^3' H---------- H *ir-13/'2r — *2r3/2r —1

übergeführt werden.
Der 2 lte Elementarteiler einer alternierenden bilinearen 

Form
i=nk = n
2 2 dikxiyk (dik = -dki, dii=0)1 

j = 1 k = l

deren Koeffizienten dik ganze Zahlen oder ganze Funktionen 
eines Parameters sind, ist gleich dem (21 — l)ten. Der 2 lte 
Determinantenteiler T2k (vgl. S. 105, Zeile 5) ist daher ein 
Quadrat (Verallgemeinerung des Cayleyschen Satzes auf S. 64).

Sind zwei alternierende bilineare Formen, deren Koeffizienten 
ganzzahlig oder ganze Funktionen eines Parameters sind, im 
Sinne der Festsetzungen auf S. 109 u. 110 äquivalent, so kann 
man die Formen stets kogredient ineinander transformieren.

Sind bei zwei Scharen bilinearer Formen (qA 4- q 2B und 
QtF 4- q 2Gt die Weierstraß-Kroneckerschen Bedingungen der 
Äquivalenz erfüllt und sind A und F symmetrisch, B und Gr 
alternierend, so sind die Scharen ebenso, wie wenn sie aus-
schließlich symmetrische oder ausschließlich alternierende Formen 
enthalten, kogredient ineinander transformierbar.

Die über alternierende Formen angegebenen Sätze stammen 
von Kronecker, Monatsb. d. Berl. Akad. (1874) 397, GesAVerke 1, 
423 und Frobenius, Journ. f. Math. 86, 165 u. 202, Sitsungsb.

Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 9 
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d. JBerl. Ak ad. (1896), 7. Vgl. ferner: E. v. Weber, Sitzung sb. 
d. Bayer. Akad. (1898), 369, Muth, Theorie der Elementar-
teiler, S. 134, Journ. f. Math. 122, 89 (1900), Br omwich, 
Am. J. math. 23, 235 (1901).

§ 10. Orthogonale Substitutionen und automorphe
Transformationen quadratischer, Hermitescher und 

bilinearer Formen.

Bedeuten pik (i,k=\,2,...,n) n2 Größen, zwischen denen die 
n " Relationen:

A?1 + Pi2 H----------- 1" Pin = 1 (i = 1, 2, • • n),

PilPjl +Pi2Pj2 + ■■■ +PinPjn=V (*= b 2, ■ ■ , n)

bestehen, so heißt die lineare homogene Substitution:

^i^Pil^l +Pi2X2 +----- ^PinXn (* = b b ■ •

orthogonal. Der Name stammt daher, weil die obigen Formeln 
für n — 2, n — 3 ein rechtwinkliges Koordinatensystem in ein 
ebensolches transformieren. Die Betrachtung orthogonaler Sub-
stitutionen ist von Euler (Nov. Comm. Petrop. 15, 75 (1771)
u. 20, 189 u. 208 (1776), vgl. auch Jacobi, Bemerkungen 
zu einer Abh. Eulers über die orthogonale Substitution (Nachlaß), 
Ges. Werke 3, 601) begonnen worden.

Die obigen ----- 2 ~ Gleichungen können'gleichwertig durch
J2, f'Xl I 1 \ .

die ——Relationen (Euler, Nov. Comm. Petrop. 15, 93)

PkiPlj + PuPij + ’ ’ * + PniPnj = 0 G

ersetzt werden.
Ist P die Matrix der Koeffizienten, so wird eine orthogonale 

Substitution durch jede der symbolischen Gleichungen P'P — E 
oder PP' = E oder P'= P~l definiert; E ist die Einheits-
matrix und P' die zu P transponierte Matrix.

Die symbolische Gleichung P'P — E besagt:
Jede orthogonale Substitution führt die spezielle quadratische 

Form:
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«42 + ^22 H-------- H «n2
in sich selbst über.

Aus P-1 = P' folgt, daß die zu P reziproke Substitution:

Xi = PliXl + PiiX2 H----------------^PniXn (i=l,2,...,n)

lautet (Lagrange, Mecanique analytique, (Euvres 12, 205,
vgl. Jacobi, Ges. Werke 3, 603, ferner Cauchy, Exercices de 
math. 4 (1829), (Euvres (2) 9, 193 u. 194).

Daher ist die algebraische Adjungierte eines Elementes einer 
orthogonalen Substitution gleich dem Element selbst, wenn man
es mit der Substitutionsdeterminante multipliziert (Lagrange, 
(Euvres 12, 206, Jacobi, Journ. f. Math. 12, 9 (1834), Ges.
Werke 3, 201).

Die Determinante einer orthogonalen Substitution hat den 
Wert + 1 oder — 1 (Lagrange u. Jacobi, a. a. O.).

Eine orthogonale Substitution der Determinante -f- 1 heißt 
eigentlich orthogonal, eine solche der Determinante — 1 un-
eigentlich orthogonal.

Das Produkt zweier orthogonaler Substitutionen gleicher
(ungleicher) Art ist eine eigentliche (uneigentliche) orthogonale
Substitution,

Die charakteristische Gleichung
/■(c) = = 0

einer orthogonalen Substitution mit den Koeffizienten pik ist eine 
reziproke Gleichung (Brioschi, Journ. de math. 19, 253 (1854), 
Fad di Bruno, ebenda 304). Weiteren Aufschluß über die Natur 
von f(f) gibt der Satz von Frobenius (Journ. f. Math. 84, 48 
(1878)): Die Elementarteiler der charakteristischen Funktion f (p) 
irgendeiner orthogonalen Substitution sind paarweise von gleichem 
Grade und für reziproke Werte Null, mit Ausnahme derjenigen, 
die für den Wert + 1 und — 1 verschwinden und einen un-
geraden Exponenten haben. Ist umgekehrt f(g) ein Produkt von 
Elementarteilern der angegebenen Beschaffenheit, so gibt es eine 
orthogonale Substitution, deren charakteristische Funktion in die 
nämlichen Elementarteiler wie f (q ) zerfällt.

Aus dem allgemeinen Frobeniusschen Satz folgt das 
von einigen Autoren sogenannte Stieltjessche Theorem (Acta 
math. 6, 319 (1885)) als Spezialfall (zu vgl. Voss, Abh. d. 
Bayer. Akad. (1890), 261): Sind aik und bik die Elemente 
zweier orthogonaler Substitutionen gleichen Grades n, die beide 

9* 
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zugleich eigentlich (uneigentlich) sind, und ist die Determinante 
mit dem allgemeinen Element aik + bik Null, so sind auch alle 
ihre Unterdeterminanten vom n — lten Grade Null.

Ist die Determinante einer orthogonalen Substitution |pu| = s 
und ist — 1 eine q fache und + 1 eine p fache Wurzel von 
f(g) — 0, so ist, wie sich aus dem Brioschi sehen Satz ergibt:

(-1)’ = £, (- iy-£(-i)”.

Eine unmittelbare Folge des Satzes von Frobenius ist
das in der Encycl. des sc. matli. 1, 121 besonders hervor-
gehobene Resultat: Die ersten nichtverschwindenden Unterdeter- 
minanten der Matrix

= ............
sind bei einer eigentlichen orthogonalen Substitution vom Grad 
n — 21, bei einer uneigentlichen vom Grad n — 21 — 1, wobei 1 
eine ganze positive Zahl oder Null ist.

Ist T irgendeine alternierende Matrix, d. h. eine solche mit 
den Elementen tik = — tki (tit = 0) und verschwindet die Deter-
minante | dfJt + tik | (dti = 1, dtÄ. = 0) nicht, so ist die zu der 
Matrix:

(£ + 2’)"1 • (J< — 7’) = - E + 2 (E 4- T7)-1

zugehörige Substitution eigentlich orthogonal. Ihre 
lauten:

Pik p) 1 Pii p) ’

Koeffizienten

hierbei ist 
2D

und D die Determinante i dik | = | Sik + tik |. Die Determinante 
| verschwindet nicht (Cayleyschc Formeln, Cayley, 

Journ. f. Math. 32, 120 (1846), Coll, matli. papers 1, 333, 
Frobenius, Journ. f. Math. 84, 37 u. 50 (1878), sowie die 
Darstellung bei Baltzer, Determinanten, 5. Aufl., S. 190).

Umgekehrt: Jede eigentliche orthogonale Substitution mit 
Koeffizienten pik und nichtverschwindender Determinante |_pfX. + dti| 
läßt sich in die obige Gestalt bringen, so daß die Koeffizienten pik 
als rationale Funktionen von ——Q—- Parametern tik erscheinen.

Die Cayleysehen Formeln versagen für alle uneigentlichen 
orthogonalen Substitutionen und für alle eigentlichen orthogonalen 
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Substitutionen, deren charakteristische Funktion — 1 zur Wurzel
hat. Jede orthogonale Substitution, die sich der Cayleyschen 
Darstellung entzieht, läßt sich in die Form eines Produktes einer 
durch die Cayleyschen Formeln gegebenen orthogonalen Sub-
stitution und einer Substitution der Form xi — £tx- (»= 1, 2,..n) 
bringen, wobei die n Größen die positive oder negative Einheit 
bedeuten. Alle eigentlichen orthogonalen Substitutionen lassen 
sich auch aus den Cayleyschen Formeln durch Grenzübergang 
ableiten. Eine Behandlung der Ausnahmefälle bei Frobenius, 
Journ. f. Math. 84, 42, Lipschitz, Über Summen von Quadraten, 
Bonn 1886, Kronecker, Sitzungsb. d. Bert. Akad. (1890), 
Ges. Werke 3, 369, Prym, Abh. d. Gott. Akad. 38, 1 (1892); 
vgl. auch die älteren Untersuchungen von Voss, Math. Ann. 
13, 320 (1878).

Sind sämtliche Elemente einer orthogonalen Substitution reell, 
so ist die Gleichung:

/’((») =
? -Pli -P12 • •

^21 ? ^22 • •

~Pln
-Pin

Q-Pnn

= 0

— Pnl ~~Pn2 ■ ■

nicht nur eine reziproke Gleichung, sondern sie hat die zwei 
weiteren Eigenschaften, nur Wurzeln vom absoluten Betrage 1 
zu besitzen und in lauter Elimentarteiler mit den Expo-
naten 1 zu zerfallen, d. li. für jede m fache Wurzel ver-
schwinden auch alle Unterdeterminanten n — lter, n — 2ter, bis 
n — m -f- lter Ordnung der linksstehenden Determinante (Stickel-
berger, Über reelle orthogonale Substitutionen, Programm d. 
Züricher Polytechnikums, 1877, vgl. auch Frobenius, Journ. 
f. Math. 84, 52, sowie die Darstellung bei Muth, Theorie der 
Elementarteiler, S. 173).

(; = l,2,...,n)

Die für reelle orthogonale Substitutionen angegebenen Besul- 
tate bleiben auch noch unverändert weiter bestehen, wenn man 
verlangt, die Substitution:

Xi=PilXl + Pi2X2 H----------- F PinXn
soll mit ihrer konjugiert imaginären:

Xi = PilXl +Pi2X2 H----------- FÄA'
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134 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

die Form

•
mit konjugiert imaginären Variablen x{ und x{ in sich trans-
formieren (Frobenius, Journ. f. Math. 95, 265 (1883), A. Loewy, 
C. K. 123 (1896), Nova Acta Leop. 71, 387 (1898), Math. 
Ann. 50, 560 (1898)).

Sei T eine Matrix mit den Elementen welche die Be-
dingung erfüllt, daß erstens die Determinante | tik 4- Sik | =F 0 
ist und zweitens die mit der imaginären Einheit multiplizierte 
Matrix T eine Hermitesche Form definiert, d. h.

wobei cik, dik1 d{i beliebige reelle Größen sind, so führt die zu
der Matrix: 

zugehörige lineare homogene Substitution in Verbindung mit 
ihrer konjugiert imaginären die Form

xkxk + x2x2 4-------- F xnxn

in sich über. Die Substitutionskoeffizienten lauten: 

cp ist eine beliebige reelle Größe, das Kroneckersche Symbol. 
Diese Formeln — ein Analogon zu den Cagley sehen — stellen 
ohne Ausnahme jede Substitution dar, die mit ihrer konjugiert 
imaginären die Form

in sich transformiert (A. Loewy, C. 11. 123 (1896), Nova Acta 
Leop. 71, 393).

Die linearen homogenen Substitutionen P, die gemeinsam mit 
ihren konjugiert imaginären die Form xkxkx2x2 A
in sich transformieren, sind durch jede der Relationen P'P — E 
oder PP' — E oder P' — P ~1 definiert. Die symbolische Glei-

1) e ist die Exponentielle.
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_  _L_
chung PP' = E ist mit den ---- gewöhnlichen Gleichungen:

PilPn+Pi2Pi2 H----------- + PinPin = 1 (< = 1,2,..., n),

+A’2^2 + • • • +PinPjn ~ 0 \ / = 1, 2, ..n)
gleichbedeutend. Mit diesen Formeln hängt die auch für die 
Theorie der Integralgleichungen (Fredholm, Acta math. 27, 
367 (1903)) wichtige Frage nach dem Maximalwert des absoluten 
Betrages irgendeiner Determinante innig zusammen. Bezeichnet man 
den AusdruckpapjX+pi2pj2 H------\rPinPjn mit «=J, 2,, «),
so ist der absolute Betrag irgendeiner Determinante | P | gleich 
oder kleiner als die Quadratwurzel aus dem Produkt der n posi-
tiven Größen Pn, P22, . . ., Pnn, also \P\ • \P\^Pn'P22'‘ ’ Pnn- 
Sind die Größen Plt = P22 = • • • = Pnn = 1» so erreicht der 
absolute Betrag der Determinante | P | dann und nur dann seinen 
Maximalwert 1, falls die W - — Größen P^ti ^j) verschwinden, 

d. h. P gemeinsam mit der konjugiert imaginären Substitution 
die Form xlx1 x2x2 + • • • + xnxn in sich transformiert
(Hadamard, Bull. sc. math. (2) 17, 240 (1893), Wirtinger, 
ebenda (2) 31, 175 (1907), Davis, Bull. Am. M. S. 14, 17 
(1907), E. Fischer, Arch. f. Math. (3) 13, 32 (1908), Pascal, 
Determinanten, S. 180).

Als Verallgemeinerung der orthogonalen Substitutionen hat 
zuerst Hermite (Journ. f. Math. 47, 309 (1854), (Euvres 1, 195) 
für n = 3 diejenigen linearen homogenen Transformationen

Xi = PuXl + Pi2 X2 H---------------- H Pin Xn « = b 2, • • , »)

betrachtet, die eine gegebene quadratische Form
1 = n k = n
2 aikXiXk 
i=lk = l

in sich, oder wie man mit Cayley (Phil. Trans. 148 (1858), 
Goll. math. papers 2, 497) sagt, automorph transformieren.

Ist die Determinante der quadratischen Form ungleich 
Null, so hat die Determinante

(», fc = i, 2,.... n) 

den Wert + 1, ferner existiert, wie bereits Cayley (Journ. f.
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Math. 50, 288 (1855), Coll. math. papers 2, 192; vgl. auch 
ebenda 2, 497) zeigte, eine seinen für orthogonale Substitutionen 
gefundenen Formeln ähnliche Darstellung, schließlich bleibt der 
Satz von Frobenius über die Elementarteiler der charakte-
ristischen Funktion f (p) gültig (Frobenius, Journ. f. Math.
84, 41).

Als neueste Literatur über die Transformation einer 
quadratischen Form in sich sei angeführt: Percey F. Smith, 
Trans. Am. M. S. 6, 1 (1905). Von Lehrbüchern sei verwiesen 
auf Muth, Theorie der Elementarteiler, S. 160, Bachmann, 
Arithmetik der quadratischen Formen, S. 395; schließlich vgl. 
man Franz Meyer, Invariantentheorie in der Enzyklopädie der 
math. Wiss. 1, 333. *

Soll eine reelle quadratische Form reell in sich trans-
formiert werden, so gilt der. Satz (A. Loewy, Nova Acta 
Leop. 71, 396, 427, Math. Ann. 50, 562, 569, Gott. Nachr. 
(1900), Bromwich, Proc. Lond. M. S. 32, 350 (1900)):

Für jede lineare homogene Substitution P mit reellen Koeffi-
zienten pik, die eine reelle quadratische Form von nichtcerschivin- 
dender Determinante mit der Charakteristik q (vgl. S. 123) in 
sich überführt, gilt die Ungleichheit:

2 s ist die Summe der Exponenten aller derjenigen Elementar-
teiler der charakteristischen Funktion —pik\ der linearen
homogenen Substitution P, welche für Größen, die nicht vom ab-
soluten Betrage 1 sind, verschwinden, h durchläuft die Exponenten 
sämtlicher Elementarteiler der charakteristischen Funktion der 
Substitution P, ivelche für Größen vom absoluten Betrage 1 ver-
schwinden. E ^-0 bedeutet die größte in enthaltene ganze Zahl.

Ist q' — 0, d. h. die reelle quadratische Form ist definit, 
so wird s = 0, A = l; in diesem Spezialfall ist der Stickel- 
bergersche Satz für reelle orthogonale Substitutionen (vgl. S. 133) 
enthalten.

Die automorphe Transformation einer bilinearen Form

i=nk=n 
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mit kogredienten Variablen xt-, y( (» = i,2,n) durch zwei kogre- 
diente Substitutionen:

ist eingehend von A. Voss, Abh. d. Bayer. Akad. (1890), be-
handelt worden. Es handelt sich um die Gleichung P'BP= B. 
Als Lösungen führt bereits Cayley (CoZZ. math. papers 2, 503, 
Abs. 14) an; P = B_1 (B - Z) (B + T}~'B, wobei T der 
Gleichung B_17’4- (B')-1!7' = 0 genügt (vgl. Voss, a. a. 0., 
S. 305).

Die automorphe Transformation einer beliebigen bilinearen 
Form

mit konjugiert imaginären Variablen durch zwei Substitutionen: 

wobei stets g und g konjugiert imaginäre Größen bedeuten, 
behandelt A. Loewy, vgl. Zitat S. 136. Es handelt sich um 
die symbolische Gleichung PBP=B. Sind im besonderen bik 
und bki konjugiert imaginäre Größen, d h. ist

eine Hermitesche Form, so gilt für den Zusammenhang zwischen 
den Elementarteilern der Substitution P und der Charakteristik q 
der Hermiteschen Form B die nämliche Ungleichheit wie bei 
dei- reellen automorphen Transformation einer reellen qua-
dratischen Form, ferner finden ähnliche ausnahmslos gültige 
Formeln wie bei der automorphen Transformation der Hermite-
schen Einheitsform xk xk + ^2X2 I I xn n statt. Geome
frische Anwendungen der automorphen Transformation Hermite-
scher Formen bei Study, Math. Ann. 60, 321 (1905).
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§ 11. Abgeleitete Matrices. Frankesche und Sylvester- 
sche Sätze. Laplacescher und Jacobischer Satz. Potenz-
transformation. Produkttransformation. Lineare homo-
gene Substitutionen, die eine Determinante in sich

überführen.

Zu jeder quadratischen Matrix A = a<t|| (», t = 1, 2,..n) ge- 
(w\ 2

) Determinanten
mj

'S ± • • • agmhm ((71 <?»< •■ • <9m\ ■ ■■ </im)

(vgl. S. 56). Um diese Unterdeterminanten der Determinante 
| A | = 1 aik | («, k = 1,2,...,») passend bezeichnen zu können, denken 
wir uns die 1 Kombinationen der Zahlen 1, 2, ..., w zu m
in eine beliebige, aber fest gewählte Reihenfolge gebracht. Ist 
in der eingeführten Anordnung g2, g,2, . . ., gm die Crte und 
7?1, Z?2, . . ., die HiP Kombination, so sei die Determinante

S i a9i Ai ü9z - ■ agm/ljn

mit C^ bezeichnet. Aus den Ä2 = Determinanten C(̂ H sei 
die Matrix

C™ C™ . . . C<$> 
C® C® ... c®

c® ... cfl
gebildet, die wir mit Cm(A) bezeichnen.

Cm(A) heißt das mte abgeleitete System der Matrix A 
(Kronecker, Vorl. üb. Determinanten, S. 320). Bei natürlicher
Anordnung der Zahlen 1, 2, . . ., n ist das erste abgeleitete 
System ^(A) mit A identisch, das letzte abgeleitete System 
Cn(A) ist die Determinante 'A|. Nach Henry J. St Smith 
(Proc. Royal Soc. 12 (1864), Coll. math. papers 1, 412), der 
sich zuerst mit den abgeleiteten Systemen beschäftigt hat, 
heißt Cm(A) die mte Concomitante von A; später bezeichnete er 
(Coll. math. papers 2, 625) Cm (A) als die m — lte adjun- 
gierte Matrix von (^(A). Nach Bachmann, Die Arithmetik 

www.rcin.org.pl
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der quadratischen Formen, Leipzig 1898, S. 389, würde man 
die Systeme Cm (A) begleitende Matrices nennen. Dickson, 
Linear groups, Teubners Samml. 6, Leipzig 1901, S. 146, ver-
wendet englischem Sprachgebrauch gemäß (vgl. etwa Spottis- 
woode, Journ. f. Math. 51, 350) die Bezeichnung „the mth 
compound'1. C. Stephanos, Journ. de matli. (5) 6, 73 (1900) 
nennt Cm (A) le produit bialterne de m formes A. In der Theorie 
der linearen homogenen Differentialgleichungen begegnet man 
Cm (A) unter dem Namen ,,n — mte* assoziiertes System“ (vgl. 
L. Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Differential-
gleichungen, Leipzig 1897, 21? 128, A. Loewy, Sitzungsb. d. 
Bayer. Akad. 32, 3 (1902)). Für die abgeleiteten Systeme 
gelten folgende Lehrsätze:

I. Sind Ar und A2 zwei beliebige Matrices gleichen Grades n, 
so ist das Produkt von Cm (AJ und Cm (A2) gleich der mF" ab-
geleiteten Matrix des Produktes AXA2, also

cm(A)cm(A) = c„(AA).
II. Ist A die Einheitsmatrix, so ist auch Cm (A) die Ein-

heitsmatrix.
Aus Lehrsatz I und II folgt:
III. Die abgeleitete Matrix der reziproken Matrix van A 

ist gleich der reziproken Matrix der mten Abgeleiteten von A. also

IV. Die mte abgeleitete Matrix der transponierten Matrix 
von A ist gleich der transponierten Matrix der mten abgeleiteten 
Matrix von A, also

C«(A') = (CmU))'.

V. Man erhält die ( | Wurzeln der charakteristischen Glei-\mj
chung von Cm( ), d. h. der Gleichung qE — Cm(A) J = 0, indem 
man die nWurzeln der charakteristischen Gleichung vonA zu je m
kombiniert und miteinander multipliziert (W. H. Metzler, Am. J. 
math. 16, 145 (1894), G. Rados, Math. Ann. 48, 417 (1897), 
W. Burnside, Quart. J. 32, 84 (1901)).

Aus Lehrsatz V folgt der sogenannte Satz von Franke 
(Journ. f. Math. 61, 353 (1863)): Die Determinante von Cm( ) 
ist die (n ly® Potenz der Determinante von A, also

\m — 1/
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Dieser Satz ist aber bereits vor Franke von Spottis- 
woode (Journ. f. Math. 51, 360 (1856)) ausgesprochen worden. 
Das von Spottiswoode a. a. 0. gegebene Zitat (Phil. Mag. 
(1851)) bezieht sich auf eine Arbeit von Sylvester (Coll. math. 
papcrs 1, 249), vgl. auch die Note von Baker, ebenda S. 650T 
ferner die Anmerkung von Borchardt zur Arbeit von Franke, 
Journ. f. Math. 61, 355. Der fälschlich nach Franke genannte 
Satz ist nämlich nur ein Spezialfall eines allgemeinen von 
Sylvester a. a. 0. gegebenen Theorems, das folgendermaßen 
lautet:

Aus der Matrix Ck,m( ) sei eine Determinante gebildet^
M 2

) Determinanten m J

= i ai 1 ß22 ■ • • akk a9i I>1 ‘ ’ a9mhm

sind, bei denen gk, g2, . . ., gm und 7?x, 7/2, . . ., hm jede Kom-
bination der Zahlen Ä-|-l,fc-|-2, ...,n zu m bedeuten. Die 
fragliche Determinante (G> H= J,2> •••» ff) hat den Wert

(n - k - 1\ (n - k - 1\

| A } - 1

1) Aus der Formel auf S. 352 und der Ende S. 351 folgt die 
Formel des Textes.

wobei
-4* = 2t aii fl22 • • • akk

und
A = a11a22... ann (k + m<,n).

Für k = 0, Mo = 1 hat man den sogenannten Franke-
schen Satz; m = 1, 1 j = 1 liefert den spezielleren

Sylvester sehen Satz auf S. 62. Betreffs des obigen allgemeinen 
Sylvesterschen Satzes vgl. man: Piccjuet, J. ec. polyt., Cah. 45, 
216 (1878), Sylvester, Journ. f. Math. 88, 52 (1880), Netto, 
ebenda 114, 351 (1895)*), Nanson, ebenda 122, 183 (1900), 
E. Müller, Ztsclir. f. Math. u. Physik 44, 39 (1899), Pascal, 
Determinanten, S. 93, Scott, The theory of determinants, S. 67, 68.

Zu einer neuen Definition der Systeme Cm(A) führt folgende
Betrachtung: Wir ordnen der Matrix A die m kogredienten 
linearen homogenen Substitutionen
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zu. Versteht man unter X die quadratische Matrix
Kolonnen

und unter Y die analog gebaute, so lassen sich die obigen
Gleichungen für die m kogredienten Substitutionen in die eine
symbolische Gleichung
(1) ' Y=AX

zusammenfassen (Verallgemeinerung des auf S. 82 angegebenen 
Resultates).

Aus der Gleichung (1) folgt auf Grund des Lehrsatzes I

(2)

Sind Z2, . . ., lm irgend m untereinander verschiedene der 
n Zahlen 1, 2, ..., w, die in der Aufeinanderfolge <Uj <? ’ • < 
angeordnet sein sollen, so bilde man für jede mögliche Wahl
der Zahlen Z2, . . ., lm die Determinante

Ist in der zu Beginn des Paragraphen für die Ä Kombinationen 
der Zahlen 1, 2, ..., n zu m eingeführten Reihenfolge l2, ..., lm
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die Zte, so sei die zuletzt Eingeschriebene Determinante mit, XL 
bezeichnet. Analog seien die 1 Determinanten

«S1) . yW

y(? y^} • • • y^}

y(!) ty(2) y("')

definiert. Die symbolische Gleichung (2) kann dann in die 
1 gewöhnlichen Gleichungen 

(3) (z = i,2,.... ;>
j=x

umgesetzt werden.
Die Gleichung (3) besagt:
Transformiert man die m Variabiensysteme

kogredient durch m lineare homogene Substitutionen der nämlichen 
Matrix A, so erfahren die 1 Determinanten Yj (/= i, 2,..., x) eine 
lineare homogene Substitution, die durch die Matrix Cm (A) ge-
geben ist. A. Hurwitz, Math. Ann. 45, 392 (1894) nennt 
daher die durch die Formeln (3) bestimmte lineare homogene 
Substitution die Determinantentransformation. Die Deter-
minanten Xj sind von A. Clebsch (Math. Ann. 5, 427 (1872)) 
als selbständige Variablen eingeführt worden. Die fraglichen 
Determinanten lassen sich auch geometrisch deuten. Erklärt man 

(1 = 1,2,..., m)

als homogene Koordinaten von m Punkten, so stellen X2,..., X^ 
die Koordinaten der durch die m Punkte bestimmten ebenen 
Mannigfaltigkeit dar.

Wird die bilineare Form
= n k — n

durch die zwei linearen homogenen Substitutionen

P: + ---------------\-Pinxn («’= b 2,..

Q- Vi — Qnyi + g^ + ••• + QinUn ä=^, ..,n)
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in die bilineare Form
i = n k = n

y ^yk'
8 = 1i = l

übergeführt, besteht also die symbolische Gleichung P'AQ = B, 
so folgt aus ihr:

(Cm(P»'Cm(4)Cm(<?)-Cra(5).

Diese Gleichung besagt: die mten Determinantentransformationen 
von P und Q führen die mten abgeleiteten bilinearen Formen 
von  und B ineinander über. Hieraus folgt im besonderen, 
daß, wenn P orthogonal ist, dies auch für Cm(P) zutrifft.

Ist A eine quadratische bzw. Hermitesche Form, so ist 
auch die tnte abgeleitete Form Cm( ) von der nämlichen Be-
schaffenheit. Mit den Abgeleiteten einer quadratischen Form 
beschäftigt sich Rados, Verh. des ersten internationalen ALafh- 
Kongr. (1897), 163.

Wir ordnen der Unterdeterminante

C{GH = 2 ±a9^a9^... agmhm

von A ihre algebraische Adjungierte

gTO|A|

zu und bezeichnen sie mit Aus den Ä2 Größen bilden
wir die Matrix

r(m) r(»»)
11 12 ■

pH
p(m) p(m)

21 22 '
p(m)

* 2-1

p(«) . p(m)
• 1 n

sie sei mit Fm(A) bezeichnet.
Die Lehrsätze I—IV bleiben unverändert gültig, wenn man 

überall Cm durch rm ersetzt. Dem Satz V stellt sich der Lehr-
satz V' zur Seite: Man erhält die | n ) Wurzeln der charak-

\n — m/
teristischen Gleichung von rm (A), d. h. der Gleichung 

le-E-^GOI-o,
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indem man die n Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
von A zu je n — m kombiniert und miteinander multipliziert. 
Hieraus folgt

Mittels der Elemente der Matrices Cm(A) und rm (M) kann 
man den Laplaceschen Zerlegungssatz und das sich ihm an-
schließende Theorem auf S. 58 durch die Gleichungen

-|yt S0H ..... 1)
J=1

ausdrücken; 8qh  ist hierbei das Kroneckersche Symbol, das
für Gr = H den Wert 1 hat, sonst verschwindet. Die ange- 
gegebenen l2 Gleichungen lassen sich in eine einzige symbolische 
Gleichung, nämlich

W c.(4)r.W-|A|,
zusammenfassen; ! A ' ist als Diagonalmatrix aufzufassen, deren 
in der Diagonale stehende Elemente sämtlich den Wert | A \ 
haben.

Da nach Lehrsatz III

(2)

ist, folgt aus (1) und (2) die Kroneckersche Gleichung 
(Kronecker, Monatsb. d. Bert. Akad. 1882, Ges. Werke 2, 392, 
Vorl. über Determinanten, S. 334):

Bezeichnet man die nach gewöhnlichem Sprachgebrauch 
adjungierte Matrix |i Aik (*, * = 1,2,..., n) mit adj. (M) (vgl. S. 60, 61), 
so ist (vgl. S. 87):

_ adj. 04). 
Ml ’ 

mithin wird:

- C. Cm(adj.(A.).

Setzt man den für <7m(M'-1) gefundenen Wert in die 
Kroneckersche Gleichung ein, so ergibt sich:
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§ 11. Laplacescher und Jacobischer Satz. 145

Diese Gleichung ist nichts anderes als der Ausdruck der 
auf S. 61 gegebenen Jacobischen Formel. Sie gilt auch noch, 
falls die Determinante | A | verschwindet; bei der Ableitung ist 
dies zunächst infolge der Verwendung von A-1 ausgeschlossen 
worden.

Wir ersetzen in der Kron eck er sehen Gleichung die
Matrix A durch rh (B), wobei B eine beliebige Matrix wtün Grades 
ist. Verwendet man die Kroneckersehe Gleichung noch ein
zweites Mal, so erhält man:

Neben die Gleichung:
Zn —1\ — m

(3) r„(r4(B))-|£p >

stellt sich die Gleichung:

Die Gleichung (4) folgt ähnlich wie (3) aus der Kronecker- 
schen Relation, wenn man in ihr für A die Matrix Ch (B) ein-
führt. Die Relation (3) wird ebenfalls (vgl. S. 139) als Frankescher 
Satz bezeichnet (Franke, Journ. f.Math. 61, 355 (1863), Baltzer,
Determinanten, S. 68 u. 69). Die Gleichungen (3) und (4) gelten 
auch noch, falls die Matrix B eine verschwindende Determinante 
hat; bei der Herleitung ist dies infolge der Benützung der 
Kroneckerschen Relation zunächst auszuschließen.

Sind A und B zwei beliebige Matrices gleichen Grades, 
so ergibt sich auf Grund der Gleichung (1):

(5) C,(^)rJ(B')CA(B)r#(4')-|J4||B|.

Führt man zur Abkürzung die Matrices T = Ch( ) rh(B') und 
ü = Ch(B} rh(A'^ ein, so hat man die symbolische Gleichung

<•> TU -1A 1 1

Pascal, Kepertorium. I. 2. Aufl. lQLi» "
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Für die Determinanten erhält man:

(7) I r| - I O„(A) 11 rh{S) I - IA fi-') IB |("* *),

(8) |l7|-|Ci(S)||r1(J4')|-|B|6-Ö|4|C?,)>

(9) |T(7| — |21|® |B|®

(Sylvester, Phil. Mag. (1851), Coll. math. papers 1, 253, 
vgl. ebenda die Note von Baker, S. 649, Baltzer, Deter-
minanten, S. 36, Pascal, Determinanten, S. 111, wegen einer 
Verallgemeinerung vgl. E. Müller, Ztschr. f. Math. u. Phys. 44, 
31 (1899)).

Aus der Gleichung (6) folgt:

= ““8 daher

Mit Hilfe der Kroneckersehen Relation ergibt sich weiter:

Cm(T)= A\m\B\m\U~1\rm(<U'') und schließlich

(10) cm(T)-|A|“_(’‘1)|Br"G-*)r.(tr').

Die Formel (10) wird als Satz von Picquet (C. B. 86, 
1119 (1878),- J. ec. polyt., Cah. 45, 238 (1878), Pascal, 
Determinanten, S. 112) bezeichnet. Wählt man für die Matrix A 
bezw. B die Einheitsmatrix E, so ergibt Formel (10) die 
Formeln (4) bezw. (3).

Als Literatur über die abgeleiteten Systeme sei noch an-
geführt: Vahlen, Enzykl. der math. Wiss. 1, 594, J. Schur, 
Berl. Diss. (1901), A. Loewy, Trans. Am. M. S. 5, 64 (1904), 
sowie die ergänzenden Bemerkungen, ebenda 6, 507 (1905).

Die Gleichung (5) geht, falls für B die Einheitsmatrix A’ ge-
setzt wird, in die Laplacesche Gleichung (1) über. Eine anders-
artige Erweiterung der Laplaceschen Entwicklung stammt von 
E. Netto, Journ. f. Math, 114, 348 (1895). Vgl. Nanson, 
ebenda 122, 182 (1900), E. Müller, Ztschr. f. Math. u. Phys.
44, 33 (1899), Pascal, Determinanten, S. 97, Scott, The 
theory of determinants, S. 70.
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Zu jeder Matrix A läßt sich auf folgende Weise eine neue 
Matrix bilden. Sei

Xi = H----------- F (.= l,2,..,n)

eine zu A zugehörige lineare homogene Substitution. Man bilde 
sich sämtliche verschiedene Produkte:

Xj X • ... X- Gl > *2 > • • •» *r = 1» 2, • • *» w) 5n »2 »r

(Ti ~!' r • 1\r L nämlich gleich der Zahl, die 
angibt, auf wieviel Arten man n Zahlen zu r mit Wiederholung 
kombinieren kann. Diese r Produkte transformieren

(/i I T _  1\r j Produkte ... ^. 
Denkt man sich die Produkte x.- x, ... x{ willkürlich, aber, wenn 

»1 »2 »r 77

gewählt, fest in eine bestimmte Reihenfolge gebracht und die 
Produkte •••£,,. in 4er nämlichen Reihenfolge angeordnet, 
so heißt die sich ergebende eindeutig bestimmte lineare homo-
gene Substitution nach A. Hurwitz (Math Ann. 45, 390 (1894)) 
die rtePotenztransformation i'onA oder anknüpfend an Sylvester 
die induzierte Substitution rten Grades (Franklin, Am. J. math. 16, 
205 (1894), G. Rados, Math. u. naturw. Ber. aus Ungarn 16, 
241 (1898)). Die Matrix der rten Potenztransformation von A 
wird nach A. Hurwitz mit Pr( ) bezeichnet.

Für die Operation Pr(A') gelten folgende Sätze:
I. Sind Ar und A% zwei beliebige Matrices gleichen Grades, 

so ist das Produkt von Pr(A1) und Pr(A2) gleich der rten Potenz-
transformation des Produktes von A1 und A2, also:

pr(^)pr(22) = pr(A^)-
II. Ist A die Einheitsmatrix, so ist auch Pr(M) die Einheits-

matrix.
III. Die rte Potenztransformation der reziproken Matrix

von A ist gleich der reziproken Matrix der rtea Potenztrans-
formation von A, also:

W"1) -
IV. Die rte Potenztransformation der transponierten Matrix 

von A ist gleich der transponierten Matrix der rten Potenz-
transformation von A, also:

P,W - (P„«.
io*
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148 Kapitel II. Kombinatorik, Determinanten und Matrices.

/Zi ~l ~ T ~ ' 1\V. Man erhält die ( I Wurzeln der charakteristischen
"Gleichung von Pr(A), d. h. der Gleichung | oE — Pr A) | = 0, 

I y _  £\
r \ Produkte der n Wurzeln 

der charakteristischen Gleichung von A zu je r bildet (Franklin, 
Am. J. math* 16, 205 (1894), G. Rados, Math. u. naturw. Ber. 
aus Ungarn 16, 244 (1898), W. Burnside, Quart. J. 32, 83 
(1901), J. Schur, Bert. Biss. (1901), 17).

Aus Lehrsatz V folgt: Die Determinante von Pr(A) ist die 
(W r 1 1)t6 ^°^enz ^er Determinante von A, also

fn + r- 1\|Pr(A)| = Mll '-1

(G. v. Escherich, Monatsh. f. Math. 3, 80 (1892), A. Hurwitz, 
Math. Ann. 45, 391 (1894), W. Anissimoff, ebenda 51, 
388 (1899); für r =-= 2 wird dieser Determinantensatz von 
Pascal, Beierminanten, S. 104 als Scholtzscher Satz bezeichnet.) 
Weiteres über die Potenztransformation folgt unten bei der 
Produkttransform ation.

Sind eine Reihe beliebiger quadratischer Matrices A2, ...,Ar 
der Grade nlf ns, . . ., nr gegeben, so läßt sich aus ihnen eine 
neue Matrix vom Grade n1 n2 . . . nr konstruieren, die mit 
Arx A2x • • -x Ar bezeichnet wird. Sie wird am einfachsten 
auf folgende Weise definiert: Man führe die zu den r Matrices

Ar — i a^ || («, * = 1, 2,..., nF; » = 1, 2, ..., r)

zugehörigen linearen homogenen Substitutionen: 

ein. Durch Multiplikation erhält man:
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hierbei ist dem Index q jede der Zahlen 1, 2, . . dem
Index ?2 jede der Zahlen 1, 2, . . ., w2 usw., dem Index ir 
jede der Zahlen 1, 2, . . nr beizulegen. Ebenso ist in der 
Summe rechts für kt jede der Zahlen 1, 2, . . ., nv für ka jede 
der Zahlen 1, 2, ..., n2 usw., für kr jede der Zahlen 1,2,..., nr 
zu setzen. Die n< n9 ... n Produkte a/P a/.2) ... x^ sind offenbar 
lineare homogene Funktionen der n. n2... n Produkte &... tfri.

1x5 r ir

Hat man für die n. n9 ... n„ Produkte xW... x^ eine 
2 . *» ‘rbeliebige, aber fest gewählte Reihenfolge und für die nA n2 ... nT 

Produkte die nämliche Anordnung eingeführt, so
definiert das Gleichungssystem (1) eindeutig eine bestimmte
lineare homogene Substitution in nA n2 ... nr Variablen; sie heißt 
nach A. Hurwitz (Math. Ann. 45, 388 (1894)) die Frodukt- 
transformation von Av A2, . . ., Ar und wird nach ihm mit 
A1xAax-- x Ar bezeichnet. C. Stephanos (Journ. de math, (5) 
6, 73 (1900)), der die Produkttransformation sehr eingehend 
untersucht hat, bezeichnet die fragliche Operation als conjonction. 
Dem Prozeß begegnet man schon bei C. Jordan, Tratte des 
substitutions et des equations algebriques, Paris 1870, S. 221. 
Die Determinante von Ar x A2 hat Kronecker in seinen Uni-
versitätsvorlesungen behandelt. Von der Operation Ax A x • • - x A 
(m mal die nämliche Matrix M.) kann man zu P,n(M) und Cm(A~) 
gelangen (vgl. J. Schur und A. Loewy an den S. 146 angeführten 
Orten). x

Für die Produkttransformation gelten folgende Sätze:
I. Sind j 52, . . ., Br r weitere Matrices der Grade 

na, . . nr, aus denen Bx x B2 x • • • x Br gebildet ist, so
ist das Produkt Wk W2 von x A2 x • • • x Ar und
II j = Br x B2 x • • • x Br gleich Ar B{ x A2 B2 x • • • x ArBr.

II. Sind Mj, As, . . ., Ar Einheitsmatrices, so ist auch 
Ak x A2 x • • • x Ar die Einheitsmatrix.

in. Die Matrix der Produkttransformation der reziproken 
Matrices von At, A2, . . ., Ar ist die reziproke Matrix von

IV. Die transponierte Matrix von Ar x A2 x • • • x Ar 
ist die Matrix der Produkttransformation der transponierten
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Matrices A', A'2, . . ., r, also:

V. Sind die nv Wurzeln der charakte-
ristischen Gleichung der Matrix A^, d. h. der Gleichung 
\qE — A^ =0, so sind die nt n2 ... nr Wurzeln der charak-
teristischen Gleichung von A1 x A2 x • • • x Ar die nt n2 ... nr 
Produkte

(Franklin, Am. J. math. 16, 206 (1894), Frobenius, Sitzungsb. 
d. Bert. Akad. (1899), 333, C. Stephanos, Journ. de math. (5) 6, 
89 (1900)).

Aus dem Lehrsatz V folgt: Die Determinante von

ist ein Produkt, dessen Faktoren die % te Potenz der Determinante 

von An die te Potenz der Determinante von A2 usw., schließlich 

die ~te Potenz der Determinante von Ar sind, also:nr r

(Lehrsatz von Kronecker, vgl. Hensel, Acta math. 14, 317 
(1890), Rados, Math, naturw. Ber. aus Ungarn 8, 60 (1889), 
ebenda 18, 231 (1900), G. v. Escherich, Monatsh. f. Math. 
3, 68 (1892), A. Hurwitz, Math. Ann. 45, 389 (1894)).

Zur Produkttransformation kann man auch auf folgende 
Weise gelangen:

sei eine Form, die in den r Variabienreihen

linear und homogen ist. Transformiert mau die angegebene 
Form durch die linearen homogenen Substitutionen Av A2, ..., Ar 
in die neue r-fach lineare homogene Form:
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so wird:

(2)

d. h. die n< n9 ... n Koeffizienten n. . . erleiden die Produktl 4Ö f *
transformation A'kx A'2x • • ■ x A'r‘ hierbei bedeuten Ak, A'2,..., Ar 
die transponierten Matrices von Ak, A2, . . ., Ar.

Nimmt man in den r Variabienreihen xV\ . . ., 
gleich viele Variablen n an und beschränkt in der Form H die 
nr Größen

symmetrische Funktionen der Indices zu sein, d. h. ihre 
Werte nicht zu ändern, wenn man die Reihenfolge der Indices 
vertauscht, so reduzieren sich die nr Größen -n. . auf

' *1 h • • • *r

r I verschiedene. Unterwirft man die rVariabienreihen 
von H alsdann r kogredienten linearen homogenen Substitutionen 
mit der nämlichen Matrix A: 

so bezieht sich bei den eingeführten Beschränkungen die durch 
die Formel (2) definierte lineare homogene Substitution auf 
(7^ ~ I 7* - J \r j Variablen und wird die rte Potenztransformation 
von A', wobei A' die transponierte Matrix von A ist.

Wir wenden die obigen Resultate auf die bilineare Form:

an, deren Koeffizienten rjik zunächst n2 willkürliche Größen seien. 
Unterwirft man die zwei Variabienreihen den zwei linearen 
homogenen Substitutionen:

A't
und

B : 

so geht H in eine neue bilineare Form
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über. Es gilt die symbolische Gleichung Z — AH B-, die Deter-
minante | Z | ist gleich | A | I B | | H |. Die Koeffizienten * er-
geben sich gleich

* = n t = n

d. h. sie werden aus den rjik durch Anwendung der Produkt-
transformation A x B' gefunden. Wird H so spezialisiert, daß

zienten t]ik (k^t) beliebige Größen sind, und unterwirft man 
die zwei Variabienreihen x^ und x^ kogredienten Trans-
formationen, d. h. wählt man B = A', so ist Z = AHA', und 
die Koeffizienten gik werden aus den t]ik durch Anwendung der 
zweiten Potenztransformation F2(A) von A gewonnen.

Mit diesen Resultaten stehen folgende zwei Fundamental-
sätze in innigstem Zusammenhang:

Z. Sind die Elemente der Matrix H — Vik (*»* = b 2>-•■>") 
unabhängige Variable und die der Matrix Z = £fi|| (»,* = 1,2,...,») 
lineare homogene Funktionen dieser Variablen und unterscheidet
sich die Determinante der Matrix Z von der der Matrix H nur 
um einen konstanten, von Null verschiedenen Faktor, so ist ent-
weder Z*= AHB oder Z — AH’B, wobei A und B konstante 
Matrices sind (Frobenius, Sitzung sb. d. Bert. Ak ad. (1897), 
1011, S. Kantor, Sitzungsb. d. Bayer. Akad. (1897), 370, 
C. Stephanos, Journ. d. math. (5) 6, 119ff. (1900), E. Steinitz, 
Sitzungsb. d. Berl. Math. Gesellsch., Archiv f. Math. (3) 5, 47 
(1903)).

II. Sind in einer symmetrischen Matrix H = r)ik \ («, i = 1,2,...,») 
die Elemente rjik (k^>i) unabhängige Variable, und sind die 
Elemente der symmetrischen Matrix Z = £ik | («, t = 1,2,..., n) lineare 
homogene Funktionen dieser Variablen und unterscheidet sich die
Determinante der Matrix Z von der der Matrix H nur um einen 
konstanten, von Null verschiedenen Faktor, so ist Z = AHA', 
wobei A eine konstante Matrix bedeutet (Frobenius, Sitzungsb. 
d. Berl. Akad. (1897), 1014).

Für n = 2 werden durch das Theorem I alle linearen 
homogenen Substitutionen bestimmt, die
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Vll V12
\ V21 V22

abgesehen von einem konstanten Faktor, automorph in £22~£i2 £21 
transformieren. Mit diesem Formelsystem hat sich Cayley be-
reits 1854 beschäftigt, Pliil. Mag., Coll. math. papers 2, 135 
„On the homographic transformation of a surface of the second 
Order into itself“. Vgl. Fricke und Klein, Vorl. über die 
Theorie der automorphen Funktionen, Leipzig 1897, S. 47.

Der Satz II bestimmt für n — 2 alle Transformationen, die
’lll *712

*712 *72 2

abgesehen von einem konstanten Faktor, in — £12 trans-
formieren. Dieses Formelsystem, das den Kegelschnitt

*7n %2 - V212 = 0

in sich überführt, hat bereits Gauß, Disquisitiones arithmeticae, 
Artikel 157, Ges. Werke 1, 124; vgl. Fricke und Klein, a. a. 0., 
S. 14 und 19.

d V 
dx 

*) verstanden. Sind Y und Z zwei Matrices

§ 12. Differentiation einer Determinante und Matrix.
Sind yik («,1 = 1,2,...,») n2 Funktionen einer Variablen aj, so 

gilt der Satz:
Der Differentialquotient der Determinante I yik | ist gleich der 

Summe aller n Determinanten, die man erhält, wenn man in 
der gegebenen Determinante immer die Elemente einer Reihe durch 
ihre Differentialquotienten ersetzt.

Versteht man unter Y die Matrix so wird unter
die Matrix II —* ||

ll dx l!
gleichen Grades, deren Koeffizienten von einer Variablen x ab-
hängen, so wird, wenn YZ das Produkt der zwei Matrices Y 
und Z ist,

{YZ} = ~ Z +Y^, ^Y~x = - Y-1 Y
dx v 7 dx dx' dx dx 

(vgl. Frobenius, Journ. f. Math. 84, 16 (1878)).
Das Produkt der zwei Matrices F“1 und , also V“1 .dx' dx'

bezeichnet man mit Dx (y{k) und liest es derivierte Matrix in 
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bezug auf x. Das eingeführte Symbol ist für die Systeme 
linearer homogener Differentialgleichungen von größter Wichtig-
keit (Volterra, Memorie della societä Italiana delle scienze 
(1887), (1899), L. Schlesinger, Vorl. über die Theorie der 
linearen Differentialgleichungen, Leipzig 1908, S. 26).

§ 13. Die Wronskische Determinante.

Hat man n Funktionen yx, y2, . . ., yn einer Variablen x, 
so entsteht ihre Wronskische Determinante (Wronski, Refu-
tation de la theorie des fonctions analytiques de Lagrange, 1812, 
Dickstein, Bibliotheca math. (2) 6, 50 (1892), E. Pascal, 
Acc. di Torino (1906), 1081) auf folgende Art:

In die erste Zeile kommen die n Funktionen, in die fol- 
dieser Funk-genden die ersten,

tionen;

JF =

zweiten usw. Abgeleiteten

% Vt ••• yn
dy^ dy, ... dy»
dx dx dx
d'y, d^Vt
dx* dx*

..
dx*

dn'~1yl

i
l

•
•

1 iS

dx"-1 dx"-1 dx"-1

also:

Die Abgeleitete einer Wronskischen Determinante wird ge-
bildet, indem man in die letzte Zeile von W die nten Abgeleiteten 
setzt und die anderen Zeilen ungeändert läßt (Malmsten, Journ. 
f. Math. 39, 93 (1850)).

Multipliziert man die n Funktionen y mit einer beliebigen
Funktion v (<r), so wird hierdurch die ganze Determinante mit der 
nten potenz von v multipliziert.

Die notwendige und auch im allgemeinen hinreichende Be-
dingung dafür, daß zwischen n Funktionen yx(x\ y^xfi ■ • ■cHriW 
wenigstens eine lineare homogene Beziehung mit konstanten Koeffi-
zienten besteht, ist das Verschwinden ihrer Wronskischen Deter-
minante (vgl. besonders Frobenius, Journ. f. Math. 77, 245 
(1874)).

Peano (Matliesis, 9, 75 u. 110 (1889), sowie Rend. Acc. 
Lincei 6X, 413 (1897)) hat zuerst darauf aufmerksam gemacht, 
daß das Verschwinden der Wronskischen Determinante von 
n Funktionen einer Variablen nicht unter allen Umständen für 
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ihre lineare Dependenz ausreicht; für analytische Funktionen 
ist die Bedingung hinreichend. Vgl. auch die Angaben von 
Bocher, Trans. Am. M. & 2, 139 (1901), über gewisse Fälle 
nicht analytischer Funktionen, bei denen das Verschwinden der 
Wronskischen Determinante für die lineare Abhängigkeit aus-
reicht, ferner D. R. Curtiss, Math. Ann. 65, 282 (1908).

Die Wronskische Determinante spielt in dei’ Theorie der 
linearen homogenen Differentialgleichungen eine sehr wichtige 
Rolle (vgl. Baltzer, Determinanten, S. 77, L. Heffter, Eint, 
in die Theorie der linearen Differentialgleichungen, Leipzig 1894, 
S. 47 u. 233, L. Schlesinger, Handbuch der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen, Leipzig 1895, 1, S. IX u. 37).

Eine ähnliche Bedeutung wie die Wronskische Deter-
minante für die linearen homogenen Differentialgleichungen hat 
für die Theorie der linearen homogenen Differenzengleichungen 
die Determinante:

2/iO) y2(x) ... yn(p)

Ayx(x) Ay2(x) ... A&C«)

^n~ly^ • ••

hierbei ist A das Symbol für die Differenzen:
Ay (x) = y (x 4- 1) — y (x), 

A2y (x) = Ay (x 4- 1) — Ay (x),

t gleich der Determinante:
2/a (®) • • -2/n(*)

2/# 4~1) 2/2^ + 1) • • -2/n(^ + 1)

2/i 0 + 2) 2/2 + 2) • • -2/nO + 2)

^(x 4- n — 1) y2(x 4- n — 1) . . . yn(x 4- n — 1)
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Das Verschwinden der Determinante ist die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafür, daß zwischen den n Funk-
tionen y eine lineare homogene Beziehung mit Koeffizienten be-
steht, die periodische Funktionen von x sind, d. h. solche Funk-
tionen F(x), bei denen für jedes beliebige x:

F(x + 1) = F(x)

ist (Casorati, Ann. mat. (2) 10, 19 (1880)).
In der Determinante IF1 kann statt A irgendeine Funk-

tionaloperation und ihre Wiederholungen eingeführt werden, 
derartige Determinanten bei Pincherle u. Amaldi, Le opera- 
zioni distributive, Bologna 1901, 419 u. 429.

§ 14. Die Jacobische oder Funktionaldeterminante.

Sind n Funktionen yv y2, ..., yn von «Variablen Xj, x2, ..., xn
gegeben, so heißt die Determinante:

cyi dyt
Sxj c
Oyj dy» gy»
^x1 dx2

Vyn
c CXn

die Funktionaldeterminante oder Jacobische Determinante der y 
in bezug auf die x. Man bezeichnet sie auch nach Donkin 
(Phil. Trans. (1854)) mit dem Symbol:

g (yt • • • y„) 
() (iC, xt... xn~)

Der Name „Funktionaldeterminante“ stammt von Jacobi; 
er ist von ihm eingeführt in der grundlegenden Arbeit „de 
determinantibus functionalibus‘\ Journ. f. Math. 22, 319 (1841), 
Ges. Werke 3, 393, deutsche Ausg. mit Anm. von Stückel in 
Ostwalds Klassikern der exakten Wiss. No. 78. Die Bezeichnung 
„Jacobische Determinante“ geht auf Sylvester (Phil. Trans. 
(1853), Coll. math. papers 1, 506 u. 583) zurück.

Sind yx, y2, ■ ■ ■■) yn Funktionen von zx, z2, . . ., zn und 
diese wieder Funktionen von x1, x2, . . ., xn, so gilt die Formel:
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Sind yx, y.2, . . yn Funktionen von xlf xa, . . xn und 
kann man xx, x2, . . xn als Funktionen von yx, y,2, . . yn 
ansehen, so hat man:

Sind die Größen y implizit als Funktionen der Veränder-
lichen x mittels der Gleichringen:

gegeben, so ist:

Das Nichtverschwinden der im Nenner stehenden Funktional-
determinante 

ist die Bedingung dafür, daß durch die Gleichungen 

ein System von n Funktionen y}, y2, . . ., yn der m Variablen 
Xt, Xa, . . ., xm definiert wird. Existenzsatz für die impliziten 
Funktionen (vgl. etwa C. Jordan, Cours d’analyse, Paris 1893, 
1, 82, Genocchi-Peano, Differentialrechnung und Grundzüge 
der Integralrechnung, deutsche Ausg., Leipzig 1899, S. 147).

Soll zwischen n Funktionen yi der n Variablen xlt x2,..., xn 
eine von den x freie Beziehung: F(pt, y2, . . y^ = 0 bestehen, 
so ist die notwendige und hinreichende Bedingung hierfür die, 
daß die Funktionaldeterminante der y verschwindet.

Schärfer und weitgehender ist folgendes Theorem:
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Sind m Funktionen yv y2, ..ymvon nVariablen xv x2, ..xn 
gegeben und verschwindet die Determinante Ven Grades1')

für ein besonderes Wertsystem der Variablen

nicht, sind hingegen alle Determinanten l + lten Grades, die man 
aus der Matrix

bilden kann, in der Umgebung der Stelle £2, . . identisch 
Null, so sind die Größen yr, y2, . . ., yt unabhängig, d. h. keine 
von ihnen läßt sich als Funktion der l — 1 übrigen darstellen, 
hingegen können yl+1, yl+i, • • •, ym als Funktionen von ys, y2,..y; 
ausqedrückt werden.

Ist 

so hat man:

Diese Theoreme sind sämtlich von Jacobi in „de deter- 
minantibus functionalibus“ gegeben worden.

Es seien n-j- 1 homogene ganze Funktionen von n Variablen 
gegeben. Man kombiniere sie zu je n und bilde so die n + 1 
Funktionaldeterminanten. Aus diesen bilde man wieder n 4- 1 
Funktionaldeterminanten, indem man sie zu n kombiniert. Die 
letzteren sind dann bis auf einen allen gemeinsamen Faktor die-

x) Durch geeignete Numerierung der yi und xk kann man es 
erzielen, daß gerade die Determinante

nicht verschwindet.
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selben Funktionen wie diejenigen, von denen man ausgegangen 
ist (Theorem von Clebsch, Journ. f. Math. 69, 355 (1868), 
70, 175 (1869)).

t/j, v/2, • • • > yn s€*en n Funktionen von n + 1 Variablen 
xt, a?s, . . xn+1. Man betrachte die y als Funktionen von
je n der Variablen x und bilde die Funktionaldeterminanten. 
Mit Vorzeichen versehen, seien sie mit (» = 1,2,....n + i) bezeichnet, 
so daß

Ä = /_ 1yg (yi y*..........................y»)
‘ (^1 ^2 ■ • • _ 1 4.1 • • • 4-1)

ist, dann besteht die Jacobische Formel:

8xr ~r dx2 dxn + 1

(Journ. f. Math. 27, 203 (1844), Ges. Werke 4, 323). Vgl. 
auch Jacobis Vorlesungen über Dynamik, herausgeg. von Clebsch, 
1866, 13. Vorl. Die Jacobische Formel spielt in der Theorie 
des Jacobischen Multiplikators bei einem System gewöhnlicher 
Differentialgleichungen eine fundamentale Rolle.

Die Funktionaldeterminanten sind auch für die Transformation 
dei- vielfachen Integrale sehr wichtig. Zum Zweck der Trans-
formation der n fachen Integrale hat Jacobi die Funktional-
determinanten bereits 1833 im Journ. f. Math. 12, 38, Ges. 
Werke 3, 233 verwandt und ist dann im letzten Paragraphen 
der Abhandlung de determin. funct. auf diesen Gegenstand zurück-
gekommen. Von Lehrbüchern vgl. man hierzu: Kronecker, 
Vorl. über die Theorie der einfachen und vielfachen Integrale, 
herausg. von Netto, Leipzig 1894, 14. Vorl., C. Jordan, 
Cours d’analyse, Paris 1893, 1, 138 ff.

Eine von Bertrand (Journ. de math. 16, 212 (1851)) 
gegebene Definition der Funktionaldeterminante (vgl. Encycl. des 
SC. math. 1, 123) ist unrichtig (Genocchi-Peano, Differential-
rechnung usw., deutsche Ausg., Leipzig 1899, S. 329).

Grassmann (Ges. Werke 12, 298, vgl. auch Scott, The 
theory of determinants, S. 171) hat die Funktionaldeterminanten 
mit Hilfe der Methoden der Ausdehnungslehre behandelt.

Von Lehrbüchern vgl. man über Funktionaldeterminanten 
noch Pascal, Determinanten, S. 222, Baltzer, Determinanten, 
S. 139 u. Gordan, Vorl. über Invariantentheorie 1, 120.
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§ 15. Die Hessesche Determinante.

Die Hessesche Determinante einer Funktion f von nVariablen 
x1? x2, . . ., xn ist die Jacobi sehe Determinante der n partiellen 
Abgeleiteten

von f. Die Hessesche Determinante wird demnach durch die 
zweiten Abgeleiteten von f gebildet.

_ s'f I 
I d xi d xk | (», k — 1, 2,..n),

(Hesse, Journ. f. Math. 28, 89 (1844), Ges. Werke, München 
1897, 113 u. 692). Die heute allgemein übliche Bezeichnung 
„Hessesche Determinante“ stammt von Sylvester ((1851) u. 
(1853), Coll. math. papers 1, 191 u. 583).

Die Hessesche Determinante einer beliebigen quadratischen 
Form ist das Doppelte ihrer Diskriminante (vgl. S. 118).

Die notwendige Bedingung dafür, daß eine homogene ganze 
Funktion (Form) von n Veränderlichen sich linear homogen in
eine solche von weniger als n Veränderlichen transformieren läßt, 
ist das Verschwinden ihrer Hesseschen Determinante.

Daß umgekehrt das Verschwinden der Hesseschen Deter-
minante, wie Hesse annahm (Journ. f. Math. 42, 117 (1851), 
ebenda 56, 263 (1859), Ges. Werke, 289 u. 481), auch 
dafür ausreichend ist, daß sich die gegebene homogene Form 
linear in eine solche von weniger Variablen transformieren 
läßt, trifft nur für homogene Formen beliebigen Grades in 2, 3 
und 4 Variablen (binäre, ternäre, quaternäre Formen) und quadra-
tische Formen von beliebig vielen Variablen zu. Für die höheren 
Fälle lassen sich ganze Klassen von Funktionen auf stellen, bei 
denen die Hessesche Determinante verschwindet, ohne daß sie
sich in Funktionen von weniger Variablen linear transformieren
lassen (Gordan u. Noether, Math. Ann. 10, 547 (1876)).

Von dei- Hesseschen Determinante einer homogenen ganzen 
Funktion dritten Grades mit beliebig vielen Variablen gilt fol-
gender Satz:

Die Hessesche Determinante der Hesseschen Determinante
einer kubischen Form von n Variablen ist eine lineare Kombination 
der gegebenen Form und ihrer Hesseschen Determinante.

Dieser Satz wurde für beliebiges n von Voss, Math. Ann. 27, 
515 (1886), vorher für n = 4 von G. Bauer, Abh. d. Bayer. 
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Akad. d. Wi.s's. 14 (1883), bewiesen. Für binäre Formen gilt
der Satz für jeden Grad >> 3 (Salmon-Fiedler, Algebra d. 
linearen Transformationen, Leipzig 1877, S. 273).

Die Hessescbe Determinante spielt ebenso wie die Funk-
tionaldeterminante in der Invariantentheorie sowie in der Geometrie 
der Kurven und Flächen eine wichtige Rolle.

§ 16. Unendliche Determinanten. Systeme von 
unendlich vielen linearen Gleichungen. Bilineare Formen 

mit unendlich vielen Variablen.

Unendliche Determinanten wurden von Hill, Acta math. 8, 
26 (1886), Poincare, Bull. de la soc. math. 14, 77 (1886) 
und Helge von Koch, Acta math. 15, 56 (1891) u. 16, 219 
(1892) in die Analysis eingeführt. Eine zusammenfassende Dar-
stellung gibt Cazzaniga (Ann. di mat. (2) 26, 143 (1897), 
Ergänzungen (3) 1, 83 (1898) und (3) 2, 229 (1899)). Wie die 
gewöhnlichen Determinanten zur Auflösung eines Systems von 
endlich vielen linearen Gleichungen, so dienen die unendlichen 
Determinanten zur Auflösung eines Systems mit unendlich vielen 
Unbekannten.

Die unendlichen Determinanten werden nach Cazzaniga 
auf folgende Weise definiert : Die Größen aik (i,k = -<x,...,o, ..., + &) 
mögen ein zweifach unendliches System bilden, das quadratisch 
nach vier Seiten hin unbegrenzt angeordnet sei. Dm n bedeute 
die Determinante m n lten Grades:

am, — n

a-n + 1, - n a- n 4-1, - n +1 ' ' ' n +1,0 • ‘ w +1, m

— n +1 • • • % 0 • • • m

Nähert sich für unendlich wachsende Werte von m und n 
die Determinante „ einer bestimmten endlichen Größe, so 77», n '
schreibt man

Pascal, Repertorium. I. 2. Aafl. 11
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und sagt: die unendliche Determinante ist konvergent und hat 
den Wert D.

Damit lim Dm n — D existiert, also das Größensystem aik 
m = cc, n = oo

eine konvergente Determinante erzeugt, ist notwendig und 
hinreichend, daß zu jeder noch so kleinen positiven Zahl d 
eine ganze positive Zahl N existiert, daß für jedes Zahlenpaar 
m, n~>N und alle ganzzahligen positiven Werte 7?, q:

I +p,n + q ^m,n I < 
wird.

Die Elemente a{i (» = -<», ...,o,. ., + <») heißen die Diagonal-
elemente, die Elemente aik (i k) die Nichtdiagonalelemente der 
unendlichen Determinante.

Eine auf die obige Weise definierte unendliche Determinante
hat ähnliche Eigenschaften wie die endlichen Determinanten. Der 
Wert der Determinante bleibt ungeändert, wenn man sie um-
stürzt, d. h. die Zeilen und die Kolonnen miteinander vertauscht 
und hierbei die Hauptdiagonale beibehält. Bei Vertauschung 
zweier paralleler Reihen ändert die Determinante ihr Vorzeichen; 
sind also zwei Parallelreihen identisch, so verschwindet die 
Determinante.

Jede unendliche konvergente Determinante [a^J d, t.,0,...,+») 
kann in eine gleichwertige transformiert werden, deren quadratisch 
geordnete Elemente nur nach rechts und nach rinten unbegrenzt 
fortschreiten, d. h. in eine Determinante = b 2, ...,<»)•

Dies erzielt man, indem man die Zeilen und die Kolonnen 
der ursprünglichen Determinante etwa derartig vertauscht, daß 
«oo an a-i -1 a2 2 a-2 -2 a33 a-s -3 • • • zum Diagonalglied wird
und hierauf die Zahlenreihe 0, 1, — 1,2, — 2, . . . mit 1, 2, 3, . . .
bezeichnet.

Geht man umgekehrt von einer konvergenten Determinante 
= 1,2,...,«) aus und ändert diese außerdem bei jeder 

Vertauschung ihrer Zeilen und Kolonnen, bei der die Dia-
gonalglieder in der Hauptdiagonale stehen bleiben, nach Vor-
aussetzung ihren Wert nicht, so kann man sie in eine gleich-
wertige Determinante [«<*] (/,*=-«,. ,0,...,+oo) verwandeln, deren

1) Eine unendliche Determinante [a^(] G,/'= b 2, .deren 
Elemente nur nach zwei Seiten hin unbegrenzt ausgedehnt sind, heißt 
konvergent, wenn sich die Determinante Dn=\a^ u\ = 1,2,..., n) 
für unendliche n einer bestimmten endlichen Grenze nähert.
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quadratisches Schema die ganze Ebene bedeckt. Man setze 
l_ 1 X

i— — —— für ungerade Z und i = — für gerade 1, ebenso 

k = — —--1 ungerade g und k — für gerade u und führe 

die notwendigen Zeilen- und Kolonnenvertauschungen aus, so 
daß . . . a_2_2 aoo an a22 ■ • • Diagonalglied wird.

Man kann sich daher auf die Betrachtung einer in dem 
obigen Sinn konvergenten Determinante [aifl ] (2,(« = 1,2, ...,<») be-
schränken. Im folgenden wird dies geschehen.

A = oo = qd
Sind die unendlichen Produkte ibi ==■ p und

2 = 1 ,u = 1
unbedingt konvergent und nicht Null, so hat die aus der Deter-
minante D = U, m = i, 2,..., co) dadurch hervorgehende Deter-
minante, daß man alle Elemente der k1™ Zeile mit p^ (2 = 1,2,...,®) 
und alle Elemente der gten Kolonne mit qfi (/< = 1,2,..., ®) multipli-
ziert, den Wert pqD.

Eine besondere Gattung im obigen Sinn konvergenter Deter-
minanten sind diejenigen, bei denen die unendliche Doppelreihe 

ü = 00 n =00
der Nichtdiagonalglieder aX/Lt (Z fi) und das unendliche

2 = l/z = l
X = 00

Produkt der Diagonalglieder u.. unbedingt konvergieren. Un-
2 = 1 

endliche Determinanten, die diesen Bedingungen genügen, heißen 
nach von Koch Normaldetcrminanten {Acta math. 16, 221).

Streicht man in einer Normaldeterminante r Zeilen und 
r Kolonnen, so erhält man wiederum eine Normaldeterminante. 
Ebenso wie bei endlichen Determinanten kann man bei Normal-
determinanten den Begriff der Unterdeterminante einführen. Ver-
steht man unter die mit (— l)? + fT multiplizierte Deter-
minante, die aus einer- Normaldeterminante durch Streichen der 
pten Zeile und uten Kolonne hervorgeht, so gilt in Erweiterung 
der bei endlichen Determinanten stattfindenden Relationen (S. 58):

aqi Ai + A2 + aQ3 As + •••== (?, <7 = 1,3,...),

H" a2pAff "H a3pA<7 + • • • = &QaD (p, ff = 1,2,...).

Auch der Laplacesche Zerlegungssatz (S. 58) ist er-
weiterungsfällig.

Sind A = (2,^ = 1,2,...,®) und B = (2,m = 1,2,...,») 
11*
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zwei unendliche Normaldeterminanten und bezeichnet man mit cÄa 
eine der vier unendlichen Reihen

a — oo « = oo 8= a> s = cc
2 a s^/usl as ^/us^ asi.^sfil

3 = 1 3 = 1 3 = 1 3 = 1

so ist jede der vier Determinanten C = [c;^] = i»2,.->°°)
ebenfalls eine Normaldeterminante und das Produkt von A 
und B (Erweiterung des Cauchy-Binetsehen Multiplikations-
satzes (S. 58)).

Sei. das System unendlich vieler linearer Gleichungen

»Zl^l + ^2^2 + ‘ ' G = l,2,...,oo)

mit normaler Determinante D = [a; ] (a,Ju = i,2,...,oo) gegeben. Für 
D =|= 0 gibt es ein eindeutig bestimmtes Lösungssystem, bei dem 
die absoluten Beträge der Elemente x^ (1 = 1, s,...) sämtlich kleiner 
als eine angebbare positive endliche Zahl G sind. Es wird ent-
sprechend den Cr am ersehen Formeln, S. 74:

= 00
i yu

„ — 11 = 1

Das homogene System
yx — 0 (; = 1,2,..., oo)

hat, falls die Determinante D nicht verschwindet, nur die 
triviale Lösung x^ = 0 (A = 1,2,..., ®).

Außer den Normaldeterminanten sind noch weitere un-
endliche konvergente Determinanten untersucht worden (vgl. außer 
der bereits zitierten Literatur noch H. v. Koch, Acta math. 24, 
89 (1901)).

Über die Lösung linearer Gleichungen mit unendlich vielen 
Unbekannten sind noch neuere Untersuchungen von Hilbert 
(Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralglei-
chungen, 4. und 5. Mitteilung, Gott. Nachr. (1906), 157 u. 439, 
Bend. Circolo di Palermo 27 (1909) und E. Schmidt, Bend. 
Circolo di Palermo 25, 53 (1908)) zu nennen.

In ihnen werden unendlich viele lineare Gleichungen

aAiXi 4- a^2x2 + • •• = y} (A = 1, a,

untersucht; hierbei wird vorausgesetzt, daß in jeder einzelnen
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Gleichung die Quadratsumme der absoluten Beträge der Koeffi-
zienten, also

/l =00

(1 = 1,2,...,-)

A-=l

konvergiert. Betrachtet werden nur reguläre Lösungen, d. h. solche,
bei denen

1 = 00

1 = 1

konvergiert. Unter den für die Gleichungskoeffizienten gemachten 
Annahmen werden die notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen für die Existenz regulärer Lösungen abgeleitet und
alle solche Lösungen durch immer konvergente Reihen dar-
gestellt. Ein durch diese Methoden lösbares unendliches Gleichungs-
system braucht durchaus nicht eine konvergente unendliche
Determinante, zu haben, wie z. B. das einfache Beispiel:

= y (i = i, 2, s,...)

lehrt. Ein Gleichungssystem

«11^1 + «12*2 H-----------  = «/;. (1 = 1,2,...)

mit Normaldeterminante [fl^] erfüllt die Hilbert-Schmidtsche
Bedingung für die Gleichungskoeffizienten; denn aus der unbe- 

1 =00

dingten Konvergenz des unendlichen Produktes U ci} * und der
1 = 1

unendlichen Doppelreihe der Nichtdiagonalglieder folgt die Kon- 
/< = 00

vergenz von | „ |2 (1 = i, 2,...,-).

Die Behandlung eines Gleichungssystems mit Normaldeter-
minante beschränkt sich jedoch nicht, wie dies die Hilbert- 
Schmidtsche Methode tut, auf die regulären Lösungen; so hat 
das triviale System = 1 (1 = 1,2,3,...) eine Normaldeterminante, 
seine Lösungen lassen sich mittelst der erweiterten Gram er-
sehen Formeln (S. 164) finden, sind aber nicht regulär.

Hilbert betrachtet auch quadratische und bilineare 
Formen und orthogonale Substitutionen in unendlich 
vielen Veränderlichen. Wir heben den Begriff der beschränkten 
Bilinearform von unendlich vielen Variablen hervor. Eine bi-
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lineare Form von unendlich vielen Variablen und mit beliebigen
Koeffizienten

i = oo k=x
A ~ ^1 aikXiyk

» = 1 * = 1

heißt beschränkt, wenn eine positive Größe AI existiert, so daß 
für jedes n der absolute Betrag des nten Abschnittes, d. h. die 
Größe

i = nk = n 
Mn ! = I 2 aik^k I 

i = l k = l
i = n 

kleiner als AI bleibt für alle x^ yk, für die |2 — 1.
k = n i—1
2W2 = 1-
i = l

Hat man zwei beschränkte Bilinearformen A und B von 
unendlich vielen Variablen, so existiert ihr Produkt AB genau 
wie bei Bilinearformen von endlich vielen Variablen (vgl. § 6); 
das Produkt AB ist wiederum eine beschränkte Bilinearform. 
Für das Produkt dreier beschränkter bilinearer Formen gilt das 
assoziative Gesetz. Hingegen gibt es bei beschränkten Bilinear-
formen mit unendlich vielen Variablen nicht mehr notwendig 
eine einzige reziproke oder inverse beschränkte bilineare Form.

i = oc

Ist z. B. A = xi gi + 1, so ist A X = E lösbar durch 
t = oc * = 1

aix1yi + ^«+1^»» wobei «j, a2, . . . willkürlich bleiben. Be-
i = 1
sitzt eine unendliche Bilinearform sowohl eine vordere als eine 
hintere Reziproke, so sind beide einander gleich und daher die
einzigen (vgl. Hellinger u. Toeplitz, Gött. Nachr. (1906), 
Toeplitz, ebenda (1907), 101 u. 110).

Uber die Verwendung unendlicher Determinanten in der 
Theorie der linearen Differentialgleichungen vgl. Schlesinger, 
Handbuch d>r Theorie der linearen Differentialgleichungen 1, 
274, 2X, 529, Horn, Gewöhnliche Differentialgleichungen, Samml.
Schubert 50, Leipzig 1905, S. 206.

Wegen unendlicher Determinanten vgl. auch die Darstellung 
von A. Pringsheim in der Encykl. d. math. HTss. 1, 141.
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§17. Kubische Determinanten und solche höheren 
Ranges.

Sind aJ()h n3 Elemente mit drei Indices, so heißt die Summe 
von (n\}2 Gliedern ea. . aa , ...a , eine kubische Dcter-
minante D(1\ falls gv gn und Ä2, . . hn jede An-
ordnung der Zahlen 1, 2, . . ., n bedeuten und e die positive
oder negative Einheit ist, je nachdem die Summe der Inver-
sionen in den zwei Anordnungen gu g2, ..., gn und 7^, 7?2, ..., hn 
eine gerade oder ungerade Zahl ist. In einer kubischen Deter-
minante sind n\ gewöhnliche Determinanten enthalten.

Anstatt die ersten Indices in der- Reihenfolge 1, 2, . . ., n
geordnet anzunehmen und die zweiten und dritten Indices zu 
permutieren, kann man auch die zweiten Indices natürlich ge-
ordnet denken, die ersten und dritten permutieren und nach
ihnen die Vorzeichenbestimmung vornehmen. Dann erhält man
eine kubische Determinante D&\ Durch Festbleiben der dritten 
Indices kann schließlich eine kubische Determinante D^ definiert
werden. Die drei kubischen Determinanten D^\ D^ und D^
sind im allgemeinen verschieden.

Kubische Determinanten wurden zuerst (1861) von 
de Gasparis behandelt. Wegen ihrer Eigenschaften und 
Literatur sei auf Pascal, Determinanten, S. 184, Günther, 
Determinanten, sowie Scott, The theory of determinants, S. 110,
verwiesen; wir begnügen uns hier mit Hervorhebung von
Hedrick, Annals of math. (2) 1, 49 (1900), wegen der zahl-
reichen Literaturangaben.

Unendliche kubische Determinanten behandelt Cazzaniga, 
Afatö. Ann. 53, 272 (1900).

Noch allgemeiner lassen sich Determinanten höheren Ranges
als Summen von (n!)*'-1 Gliedern einführen; jedes Glied ist, 
abgesehen von der positiven oder negativen Einheit, ein Produkt
von n Faktoren; jeder dieser weist v Indices auf. Die Deter-
minante D^ wird aus dem Glied atll.. aii2 ...2... annn _. n 
gewonnen, indem man bei den n Faktoren die ersten Indices 
festhält und die v — 1 folgenden auf jede Art anordnet; jedes 
Glied erhält das positive oder negative Vorzeichen, je nachdem 
die Summe der Inversionen, welche die v — 1 variablen Indices 
liefern, eine gerade oder ungerade Zahl ist. Wegen Deter-
minanten höheren Ranges vgl. Gegenbauer, Wiener Akad. 
Denkschriften 43, zweiter Teil, 17 (1882), 46, 291 ff. (1883), 
G. v. Escherich, ebenda 43, 1 (1882).
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