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I. 

DOWODY RÓŻNYCH PODAŃ Z TRY-

GONOMETRYI PŁASKIEY I GEOME-

TRY I ELEMENTARNEY. 

Niech będzie iakikolwiefc tróykąt prosto-
kreślny ABC [Fig. i . ] ; ieźeli przedłuźywszy 
bok AB, podzielimy tak kąt BAC na dwie 
części równe liniia AS, iako też kąt zewnę-
trzny CBD na dwie części równe linii. l BS, 
i liniie AS, BS, przedłużymy aż do przecię-
cia się w punkcie S , a z punktu S do beku 
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BC, i do dwóch innych boków przedłużo-
nych AB, AC, spuścimy pi-ostopadłe SE, SD, 
SF , te trzy prostopadłe SD, SE, SF , będą 
między sobą równe. 

Jakoż wtróykątach SDB, SEB, kąty 
przy D i E są równe iako proste; kąt 
DBS=SBE z wykreślenia, i bok SB iest spoi-
n y ; a dla tego tróykąt SDB przystanie do 
tróykąta SBE, w szczególności zaś bok SE=SD. 
Dla tey samey przyczyny tróykąt SDA przy-
stanie do tróykąta SFA, a w szczególności 
bok SF=SD. Więc wszystkie trzy prosto-
padłe SD , SE, SF, są pomiędzy sobą ró -
wne. 

Z tego dowodzenia okazuie się oraz, źe 
BD==BE, a DA=AF. Powiadam nadto, źe 
EC:=CF, i ieśli poprowadzimy liniią CS, ta 
podzieli kąt zewnętrzny BCF na dwie części 
rÓAvne. W dwóch bowiem tróykątach SEC, 
SCF, kąty przy E i F są proste, bok S E = S F , 
i bok SG iest spólny; a dla tego tróykąt 
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SEC, przystanie do tróykąta SFC , w szcze-
gólności zaś EC=CF, i kąt SCE=SCF. 

Ponieważ prostopadłe 813, SE, SF, są 
pomiędzy sobą równe ; więc ieżeli z punktu 
S, iako ze środka, promieniem równym któ-
reykolwiek z prostopadłych dopiero wspo-
mnionych nakreślimy koło, okrąg iego przey-
dzie przez punkta D, E , F , i bok BC w pun-
kcie E , a przedłużenia dwóch innych boków 
tróykąta w punktach D iF,będąstycznemI tego 
koła: tak wykreślone koło nazwiemy dla skróce-
nia kołem przypisanem do tróykąta ABC w ką-
cie B AC=^. Zrobiwszy to samo Avykreślenie 
w dwóch pozostałych katach tróykąta ABC ; 
albo co na to samo wypada; przedłużywszy 
liniie SC, SB, aż do przecięcia się w pim-
ktach S', S", z liniią prostą poprowadzoną 
przez punkt A, prostopadle do linii SA, pim-
kta S', S", będą środkami, a prostopadłe 
spuszczone z tych punktów na boki tróykata, 
iako to S'F', S"D", będą promienianii kół 
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przypisanycli do tróykąta w kątach A B C = / ? , 

A C B = C . Jakoż przedłużywszy bok BC do 
punktu E" , kąty S B C , S"BE", będą równe 
iako w wierzchołku przeciwlegfe, i dla tcy 
sainey przyczyny kąt D B S = S " B A ; a ponie-
waż kąt NBS=:SBC , więc i kąt S " B E " = S " B A, 
Przedłużywszy bok BC do punktu E', oka-
żemy tym samym sposobem, że liuiia SC 
przedłużona dzieli kąt ACE' na dwie części 
równe. Poprowadźmy teraz liniią Bs która-
by dzieliła kąt ABC na dwie połowy; po-
nieważ kąt SBC—ABS", iako połowy kątów 
w wierzcliołku przeciwległycJi CBD, ABE", 
i znowu kąt CBA=SBA; będzie summa ką-
tó V SrC, CB.S, równa summie kątów S"BA, 
ABA' j to iest: k ąt SBS=SBS", a tem sameni li-
niią Bs iest prostopadła do linii SS". Dla tey sa-
mey przyczyny dwie liniie dzielące dwa ką^ 
ty zewnętrzne tróykąta ABC przy punkcie A na 
dwie połowy, są na iedney linii prostey, i któ-
ra iest prostadłą do linii AS dzielącey kąt 
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wewnętrzny BAC na dwie części równe. 
To założywszy, niech będzie tróykąt 

iakikolwiek AB(> [Fig. i.], i niech będą wy-
kreślone dwa koła, iedno wpisane w tróykąt, 
a drugie przypisane do tegoż tróykąta. Niech 
s będzie środek koła wpisanego, a d, e, f , 
niech będą punkta, w którycli się toż koło do-
tyka boków tróykąta: koła przypisanego śro-
dek niech będzie S, a punkta w których się 
toż koło dotyka boku BC i przedłużonych 
dwócli innych boków tróykąta, niech będą 
E, D , F. 

Powiadam lód, że łiniia AD lest połową 
obwodu tróykąta ABC; liniie zaś BD, BcZ, 
Ar/, są różnicami, pierwsza między połową 
obwodu a bokiem AB, druga między połową 
obwodu a bokiem AC, trzecia między tąż samą 
połową obwodu a bokiem BC; czyli połowę ob-
wodu tróykąta oznaczywszy przez p, bok zaś BC 
przez a, bok AC przez bok AB przeze będzie: 
( i ) AD , BD=/>-c, Bd=p~b, Ad=p-a. 
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Ponieważ bowiem liniia BDz=BE, a CF=CE, 
będzie summa liniy BD^CF, równa linii BC , 
a ieśli przydamy liniie AB, AC, będzie sum-
ma liniy AD,AF, równa summie liniy BC, 
CA, AB, to iest równa obwodowi tróykąta 5 
aże liniie AD , AF, są pomiędzy sobą równe 5 
wiec każda z liniy AF, AD, iest połową ob-
du tróykąta. Liniia BD równa się różnicy 
między AD i AB , to iest różnicy między po-
łową obwodu a bokiem AB. Ponieważ zno-
wu liniia Ad=Af, BcZ^Be, Ce=Cf, będzie 
liniia BcZ, wraz z bokiem AC, równa poło-
wie obwodu tróykąta, to iest linii AFj a od-
iąwszy spólną liniią AC, będzie pozostała li-
niia Bd, równa linii pozostałey CF, to iest: 
liniia Bd będzie równa różnicy między poło-
wą obwodu tróykąta a bokiem AC. Liniia 
nakoniec CE=CF, że zaś CF—Bii, więc i 
Bd—CE -, ażeiBD=BE, zatem liniia DJ=BC, 
a dla tego liniia Ad iest różnicą pomiędzy 
liniią AD, a bokiem BC, to iest pomiędzy 
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połową obwodu tróykąta a bokiem BC. 
2re Powiadam, źe 

(2) BDxBfZ = sc/xSD; 
czyli, źe w każdym tróykącie prostokąt z ró-
żnic między połową obwodu a dwoma bo-
kami tróykąta, równy iest prostokątowi z pro-
mienia koła przypisanego do tróykąta w k ą -
cie zawartym temi bokami, i z promienia ko-
ła w pisanego w tróykąt. 

Jakoż poprowadźmy Hniie proste Bs, 
BS. Kąt ABC, wraz z kątem CBD , czyni 
dwa kąty proste j a zatem połowa kąta ABC, 
wraz z połową kąta CBD, czyni ieden kąt 
prosty, to iest: kąt dBs, wraz z kątem SBD, 
czyni kąt prosty j aże i kąt DSB wraz z ką-
tem SBD czyni także kąt prosty; więc kąt 
DSB iest równy kątowi a dla tego tróy-
kąty BsJ, SllD, klóre maią kąty przy d i D 
proste, są równokątne. Będzie zatem 
sd: BD=BtZ : SD, a następnie BDxBc/=:S£ZxSD. 

die Powiadam, źe 

http://rcin.org.pl



(3) A5XAS=.AEXAC; 

to iest: źe w każdym tróykącie prostokąt z 
dwóch któryclikolwiek boków, równy iest 
prostokątowi z otllcgfości wierzcluiłka kąta te-
mi bokami zawartego, od środka koła wpisa-
nego wtróykąt, i od środka kola przypisane-
go do tróykąta w tyinźe samym kącie. 

Poprow^adźmy bowiem liniic SC, Cs. Czwo-
rokąt BSCs, którego dwa kąty przeciwne 
SBs, SCs, są proste, moie bydź wpisany w 
koło z średnicy Ss; kąty więc CSs, CB.s, są 
równe, iako będące w tym samym odcinku 
koła; źe zaś kąt CBs, równy iest kątowi 
ABs, przeto i kąt ABs, iest równy kątowi 
ASC; a ponieważ i kąt SAC iest równy ką-
towi s AB; zatem tróy kąty SC A, BsA, są ró-
wnokątne, a dlatego będzie AS:AB -ACIAÓ, 
skąd W3 pada AS><AA=:AByAC. 

^te. Oznaczywszy proiiueń tablic ^rzezi?, 
będzie 
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As: Ad=R: 
AS: AD=iZ; AoĄJ, 

z czego wypada 
A5xAS : AUx ; dos^^y/; 

okazało się zaś, źe 
A5xAS-=ABXAC; 
ATix A C ; A D x , 

albo, co na to samo wypada, 

^ ' R^ bc 
To iest: w każdym tróykącie ma się kwadrat 
z dostawy połowy któregokolwiek kąta do 
kwadratu z promienia, iak prostokąt z poło-
wy obwodu tróykąta i z różnicy teyźe po-
łowy obwodu od boku kątowi przeciwległego, 
do prostokąta z dwóch boków tenże kąt za-
wieraiących. 
5 te. As : sd-= R: wst^y/, 

AS ; SD=/?; wst | . / ; 
zaczem AsxAS • sc/xSD=i2^; 
a następnie maiąc wzgląd na równania (2 ) 
i ,''5'* b°dzie 
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ABXAC ; BfZxBD=7?^ WST^I^, 

czyli 

= —bT-
To iest; w każdym tróykącie kwadrat ze 
wstawy połowy któregokolwiek kąta tak się 
ma do kwadratu z promienia, iak prostokąt 
z różnic między polową obwodu a dwoma bo-
kami tenże kąt zawieraiącemi, do prostoką-
ta z tychże samych dwóch boków tróykąta. 

A D . S D = ^ . s t y ^ / ; 

skąd wypada 
ArfxAD : sdySD^R^: s i f l A , 

albo maiąc wzgląd na równanie (2) 
Ac?xAD; BDxBd=Jl^: sty^A 

czyli 

- I F ' 
Więc w każdym tróykącie kwadrat z sty-
czney połowy któregokolwiek kąta tak się ma 
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do kwadratu z promienia, iak prostokąt z ró-
żnic pomiędzy połową obwodu a dwoma bo-
kami tróykąta ten kąt zawieraiącemi, do pro-
stokąta z połowy obwodu , i z różnicy tey-
źe połowy obwodu od boku temuż kątowi 
przeciwległego. 

'jme, AD: DS=/Z: sty|.>/, 

więc AD: BD=:7?^; styl^sty-^^, 
(7) P • p-c^R": styly/styi/J. 

To iest: w każdym tróykącie połowią obwoA-
du tak się ma do różnicy między taż poło-
wą obwodu a którymkolwiek bokiem tróyką-
ta, iak kwadrat z promienia do prostokąta 
ze stycznych połówek dwóch kątów temuż 
bokowi przyległych. 

Z tego twierdzenia wypada 
(8) sty^^sly^g+styIv^sly^CVsty^C3tyiC=i?^, 
a dzieląc obie strony przez styi/ZstyliJstyiC , 
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i uważaiac że = dotiA, bedzie 
styly/ 

(g)/l\dotl^Mot^/UdoąC)=doąy/dotlBdotlC. 
Wzory (8) i (9) mogą się także wyprowa-
dzić z rówmań wiadomych 

dot-^dot/i-)-dot^dotC+dotSdotC'=r^% 
/f-(slyA+styB-hstyC)=sty^siyy^styC, 

kładąc zamiast kątów A, B, C, następiiiące: 
Q0°-IB, 90° - ia 

8me, Ad:sdr=doiyi:R, 

Ce:se='do{\,C: R; 
że zaś C<?=BD, se—sd, Avięc 

Ad Br/ _ BD Ad+Bd^Ce 
cTotIy/~~doTI/i doi^yź+doliB+dot^C 

——. T o iest; oznaczyw^szy promień koła Avpi-

sanego przez będzie 
p-a p-h p-c 

( I o) —— 
dot^.Y doti^ doliC 
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z równań ( l o ) olcaztiie się, źe w kaźdyrn 
tróykącie tlostyczrie połówek katów są pro-
porcjronalne różnicom między połową oł)wo-
du a bokami przeciwnemi tróykata. Twier-
dzenie to, po'1 inna tylko postacią, wypada 
także z proporcyi (7) i iey podobnj^ch atak 
twierdzenie o którem teraz mówimy, iako 
i i)roporcya (7), mogą się wyciągnaćz rów^na-
nia (6) i iemu podobnycli. 

JMnożąc rÓAYiiania (1 o) p r z e z i uwa-
żaiac ż e p r ^ powierzchni tróykąta ABC, któ-
rą oznaczymy dla skrócenia przez A , wy-
padnie 
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Wyrażenie A — otrzymuie się tak-

że, uAyażaiac, że 

/^:sty|.'/=Af/:srf=Af/xAD;srfxAD=Af/xAD A. 

Można też otrzymać ieszpze inne wyrażenie 
powierzchni tróykata, nważaiac, iż 
/?;(lot^y/=S D:AD=SDx«d-ADX5f/=BD><^Bf/;A, 
z czego wypada 

dot^y/ 

(12) a - M K F - C ) - - - - . 

ąfe, Ad:AU=sd:Sn, 

więc 
ADx ADX,SY/== ADK,«/ : D ; 

lecz ADxsr f^A, .sf/xSD=BDxOt/-
przeto ' ADKAC/ . -A- A . B F M > D , 

to iest; 

p(p-(u .-A A • [p-l Ap-c), 
skąd 'rypadst 
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C i 3) A^i/Vr{p-a)ip-h){p-c) ]. 
Powierzchnia zatem tróykata iest średnia geo-
metrycznie proporcyoiialna między dwoma 
prostokątami, zktórychby ieden zrobiony byt 
z połowy obwodu tróykąta i z różnicy ley 
połowy od iednego boku, a drugi z różnic 
między taż samą połową obwodu a dwoma 
pozostałemi bokami tróykąta. Albo- po-
wierzchnia tróykąta równa iest pierwiastkowi 
kwadratowemu z iloczynu czterech czynni-
ków, z których pierwszy iest połową obwo-
du tróykąta, trzy zaś pozostałe są różnicami 
między tąż samą połową obwodu, a każdym 
Yf szczególności bokiem tróykąta. 

l o . Ponieważ vfstA= • wlęe 

włożywszy zamiast 'W5i\A i dos^^ wartoici 
wzięte zTÓwnaii (4) i (5)^ będzie 
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a następnie 
vfsiB wstC ( ,5) , 

a h c 

wst.^i wstZ/ , wslC 

I nawzaiem, ieźeli się opierać będziemy na 
równaniach (16) iako zkąd inad wiadomycli 
(dowodzą się bowiem wprost bardzo łatwym 
sposobem), na ten czas z równań ( i4) i ( i6) 
wypadnie od razu równanie (i3). Moźnaby 
teź z któregokolwiek z dwóch równań (4) i 
(5) wyprowadzić wiadome wyrażenie dosta-
wy kćUa w tróykącie przez trzy boki tegoż 
tróykąta. 

11. AD-Ac/=SD.sc/=SDxs J.-sci*: 
aże więc 
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lo iest .• 

p :p-a^{p-h){p-c): sd^. 
Podobnież ' A£/. AD=sfZ; SD 

=sfZxSD;SD^ 
=B£/XBD;SD% 

to iest: 
p-a:p^(p-b)(p-c): SD^ 

Jeżeli zatem proinieii koła wpisanego w tróy-
kąt ABC, oznaczymy podobnie iak wyżcy 
przez r , promień zaś koła przypisanego, do 
tegoż tróykąta w kącie yi, oznaczymy przez 
ę, w kącie przez w kącie C przez 
będzie; 

(p-a)ip-b){p-c) 

(17) 

P 

^ pip-f>)ip-c) 

' p-a 

p(p-a)ip-c) 

p{p-a,ip-b) 

p-G 
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Oznaczywszy ieszcze promień koła oplsane-
aa tróykiicie ABC przez z , ponieważ, iak 

afjc 
Aviadołao,2=:— (co się wreszcie poniżey o -

4A 
kaźc), będzie 

(18) 
]^[p(p~aKp-b)ip-c)] 

i s . Ponieważ kały D"S"S', E"S'S"5 są po-
między sobą równe, gtiyż każdy z tych ka-
łów rówjiy iest polowie kata B i podo-
biiieikąt S S V ^ S ' S E , a kąt E S S " = D " S " S ; 

wypada ztąd_, że trzy promienie SE, S'F ' , 
S"D", przedłużone, przecinała się AV iednyTN 
i tj-^mże samym punkcie O', który iest środ-
kiem koła opisanego na tróykącie S S ' S " . 

Z punktu S' do boku BC przedłużone-
go spuśćmy proatopadłą S'E'. Liniia BE' ró -
wna iest linii AD, bo każda ^ tych dwóch li-
niy równa się połowie obwodu tróykąta 
ABC.-aźei B E = B D I więc B E ' - B E ^ A D - B D , 

to iest.- E E ' = A B - T O założywszy, opisz-
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my tróyTcąt ABC kołem, i niech środkiem 
tego koła będzie punkt O; z punktu O spuść-* 
my do boku AB prostopadłą OC', i złączmy 
OA. Kąt AOC równy iest kątowi ACB, gdyż 
każdy z tych dwóch kątów ma za miarę poło-
wę łuku AB " że zaś w czworokącie CE'S'F', 
którego dwa kąty przy E' i F ' są proste, kąt 
F 'S'E' = 18o°—F'CE' = ACB; więc kąt 
F'S'E'=:AOC'. Jeżeli zatem z punktu O' spu-
ścimy do promienia S'E' prostopadłą 0 ' I , 
tróykąt 0 ' IS ' będzie podobny tróykątowi 
ACO, a dla tego będzie 0'S' . A0=0'L-AC'; 
ponieważ zaś 0 ' l = E E ' = A B , AC'=łAB, a 
następnie 0 ' I = 2 A C ' ; więc 
( 1 9 ) 0 ' s ' = 0 ' s " = 0 ' s = 2 0 A = 5 2 0 B x = 2 0 a 

To iest; promień kota któregoby okrąg prze-
chodził przez środki trzech kół przypisanych 
do tróykata, iest dwa razy większy od pro-
mienia koła opisanego na tymże tróykącie. 

Przedłużmy promień ds ku wierzchołko-
wi kąta ACB gdziekolwiek do punktu x. K.ąt 
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to irst: każdy z kątów A'S'E', S'SX, równa się 
QO°-\B. Opisawszy na tróykącie sSS' koloj 
i środek n lego koła z punktami s , S', złą-
czywszy promieniami ns, «S', będzie kąt 

kąt 8o°-swS'=i 8o°-26SS'= 

I8O°-2«BC= 180°-^; a następnie, dla ró-
wności kątów sS'n, każdy z nich bę-
dzie równy Ztąd wypływa, źe kąt 
6S'E'=sS'«,ikątS'sx=S's/i; a następnie pro-
mienie S 'E ' iS '« sana iedaey linii pros tey, i li-
niia sx z promieniem sn iest także na iedney li-
nii prostey. Jeżeli leszcze poprowadzimy pro-
mień nS, będzie kąt sSn=nfiS • aże kąt nsSs=zAsd 

ASD=.sSF; więc i kątsS/i=ASF, a dla tego li-
niie Sn i SF są na iedney linii prostey. Więc trzy 
promienie S'EV/s i SF, przedłużone, przecinaią 
się wpunkcie/z, który iestśr(»dkiem koła opisa-
nego na tróykącie S Ss. Dlateysamey przyczy-
ny promień es przedłużony, prostopadła spu-
szczona z punktu S' do boku B i prostopadła 
spuszczona z punktu S" do boku CA, przecinaią 
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się w środku l kota opisanego na tróykącie 
tfSS". Podobnież promienie yi, S t), i prostopa-
dła spuszczona z punktu S " do boku CB, gdy 
będą dostatecznie przedłużone, przetną się w 
iednyni i tym samym punkcie który iest 
Środkiem koła opisanego na tróykącie sSS". 

W tróykątacli SS'«, SS '0 ' , bok SS'iesŁ 
spólny, i kąty temu bokowi przyległe są ró-
wne; dła czego tróykąt SS'« przystanie do 
tróykąta S S 'O', a w szczególności bok nS=0'S. 
Okazało się zaś, Że 0 'S = 2 0 A , więc rtS 
= 20A, to iest: promień koła opisanego na 
tróykącie S'S« równa się średnicy koła opi-
sanego na tróykącie ABC. Ta sama własność 
rozciąga się oczywiście do promieni kół o-? 
pisanych na tróykątach 6S'S" i ASS". 

\ \ ięc ieżeli przez środki trzech których-
kolwiek kół takich, iżby każde było styczne 
do wszystkich bokow tróykąta, poprowadzi-
my okrąg koła, promień tego koła będzie 
zawsze dwa razy większy od promienia koła 
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opisanego na tym samjmi tróykącie, 

i3 . Powierzchnia czworokąta 0'AS"B 

c=ABxJry.S"; pow: czworokąta 0 'BSC 

=BCxlO'S;pow; tróykąta AS '0 '=AF'x i0 'S ' ; 

pow.- tróykąta S ' 0 'C=F ' ( : x | 0 'S ' ; aże tróykąt 

SS 'S"=0 'AS'B-f-0 'BSC4-A0'S '+S '0 'Cwięc 

powierzchnia tróykąta SS'S"=ABx^O'S" 

+ BCx^O'S + (AF ' + F'C)ąO'S' = (AB + BC 

+AC)x§0'S. Oznaczywszy dla skrócenia po-

wierzchnią tróykąta SS'S"-przez A ' , i zwa-

źaiąc że będzie 

(20) A'—{a+h+c)z. 

To iest: powierzchnia tróykąta SS'S" równa 

iest prostokątowi z obwodu tróykąta ABC^ 

pTzez promień koła na tymże tióykącie ABC 

opisanego. 

Ponieważ Ar=^a+h+c)r ; więc maiąc 

wzgląd na równanie (20^, będzie 

(21^ A ' A = 2 ^ ; r . 

Uważając znowu, ze ahe—h Az, i podobnież 

S'SxSS"xS'S"i»4AxO'S=4A'x2z,otrzymamy 
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Nakoniec, ponieważ tróykąt sS'S":A' 
=:A.v:AS, a As:AS—sd:SDj bedzie też 
sS'S • Więc kładąc zainiasl A ' war-
tość poprzedzciiąt-ą, otrzyniamy 

14. Ze środka O kofa opisanego na tróy-
kącie 7VBC spuśćmy do boku BC prostopadłą 
OA', którą przedłużmy aż do przecięcia się 
z okręgiem tegoż koła w punkcie Z. Pro-
mień OZ, prostopadły do cięciwy BC, dzie-
li łuk BZC na dwie połowy: aże i liniia AS, 
dzieląca kat BAC na dw-ie części równe, 
dzieli także łuk BZC na dwie połowy; więc 
liniia AS przechodzi przez punkt Z. Jeżeli 
zatem poprowadzimy liniią prostą BZ, a z 
]uinktu s do promienia SD spuścimy prosto-
padłą AT, kat ZBC będzie równy kątowi 
ZAC, gdyż każdy ztycli dwóch kątów ma 
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za miarę połowę łuku ZC , a kąt SsT będzie 
równy kątowi ZAB, iako iednostronne odpo-
wiadaiące; aże kąty ZAB, ZAC, są między 
sobą równe; więc i kąt ZBC^SÓT. Ztąd 
wypada, że tróykąt SAT iest podobny tróy-
kątowi Z B A ' , w szczególności zaś SS;BZ=AT.-

B A ' : aże 4 T = F Z D = B C = 2 B A ' ; więc SS.=2BZ. 

W tróykącie ZBS, kąty ZBS, ZSB , są równe, 
gdyż każdy z nieb iest zkąd wy-
pada B Z = Z S . Ponieważ zaś S 5 = 2 B Z , bę-
dzie też SS=:2ZA-; lecz i S O ' = 2 Z O , i nadto 
kąt 6 - S O ' = S Z ( ) ; więc tróykąt SSO' iest podo-
bny tróykątoAvi SZO, a w szczególności 
= 2 0 S , i kąt S A O ' = Z S O . TO iest; środek s 
koła wpisanego w tróykąt, i środek O' kota 
któregoby okrąg przechodził przez środki 
trzech kół przypisanych do tego tróykąta, 
są w równey odległości od środka O koła o-
•nsanego na tymże tróykącie; 1 te trzy środ-
-u s , O i O' są na iedney linii prostey. 

Poprowadźmy hniie proste Ort, CS' . 
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w trójkątach Ons, 0S"0 ' , hok /zs=0'S", 
s O = 0 0 ' ; nadto kąt « s 0 = 0 0 ' S , hniie bo-
wiem HS i 0 'S" są równoodległe, a punkta 
5, O i O' są w iedney linii prostey. Więc 
tróykąt Ons przystanie do tróykąta OS "O', 
a w szczególności kąt « 0 , ' ? = 0 ' 0 S ". Z ró-
wności kątów nOs i 0 ' 0 S " , i ztey własno-
ści: że trzy punkta s , O i O' , są na iedney 
linii prostey, wypada: że trzy środki n , O 
j S" są także na iedney linii prostey. Z przy-
stawania tróykątów Ons, OS O', wypada 
nadto, że Ort=OS". Dla tey samey przy-
czyny środki S, O i / są na iedney linii pro-
stey, i S 0 = 0 / . Podobnież środki S', O 
i m są także na iedney linii prostey, i S ' 0 
= Om. 

Z poprzedzaiących uwag wypada ogól-
nie •• że 1 dfZ środek koła któregoby okrąg prze-
hodził przez środki trzech którychkolwiek 

..ół takich, iżby każde było styczne do 
wszystkich boków ieduegoż tróykąta; 2re 
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środek koła stycznego czwartego; i Zcie śro-

dek koła opisanego na tym samym tróyką-

cie ; są zawsze na iedney linii prostey, i dwa 

pierwsze środki są zawsze w równey odle-

głości od środka trzeciego, 

ł 5 . Z równań ( 1 7 ) 1 (18) wypada 

czyli 

a zatem maiąc wzgląd na równania (4) i Cs), 
będzie 

(22) 
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Wyrażenia po drugiey stronie równań ( 2 2 ) 

mogą się przerobić na inne. Jakoż ozna-

czywszy przez UY V, dwa kąty iakiekolwiek, 

mćjny, iak wiadomo, 

2 
—^dosMdos<^=dos(M-v)+dos(«+f^; 

z czego wypływa, że ieżeli oznaczymy przez 

trzeci kąt iakikolwiek, będzie 

4 
(25) —dos«dos('dos«'= 

Jeżeli w równaniu dopiero napisanem poło-

żymy 

i będziemy uważali, iż 

J-i-Jj+C=i 80°, 

wypadnie 
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a następnie 

Położywszy znowu w t e m samem równa-

niu (23) 

otrzymamy 

U+W-V—V+W+W-V= 2 W— C , 

a następnie 

4 

4 
—dosJ^wst|J?dosii7-^+dos^-dos5+dosC, 

JR^ 
4 

—dosi^dosi£wsti£7=7?+dos^+dosjB-dosC. 

Wzory przeto ( s a ) zamieniąsię wnastępuiące; 
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( 2 4 ) 

z równań dopiero napisanych wypływa bez 

pośrednio 

czyli 

(25; 
To iest: summa projnieni trzech kol przypi~ 

sanych do tróykąta, równa iest suminie z 

promienia koła w pisanego w tróykąt, i z czte-

rech promieni koła opisanego na tymże tróy-

kącie. 

16. Opiszmy teraz tróykąt ABC (Fig. 2.) 

kołem, ze środka O tegoż koła spuśćniy do 
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boków tróykąta prostopadłe OA', OB', OC', 
i poprowadźmy promienie O A, OB, OC. W 
tróykącie BOA', R;d0sB0A'=rB0:A'0; źe 
zaś kąt BOA'=:^BAC=yi, B 0 = z ; więc poło-
żywszy leszcze dla skrócenia 

OA'=a, OB'=/5, OC '=y , 
będzie 

To założywszy, rÓAvnania (24) zamienią się 

W następuiące: 

(26) 

Z równań dopiero napisanych wypadaią in-

ne, iako to; 
o+•/•=•= 2/3+2 2 a+2 y f "+ r= 2 a 4-213; 

(27) f o 

Na figurze 2-. przypuściliśmy, źe wszy-
stkie kąty C, są ostre. Lecz gdyby 
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ieden kąt tróykąta ASC, naprzykłaci kąt B 
CFig- 2. his^ byt rozwarty, natenczas mieli-
byśmy kąt AOB'—1 8o°-Z?, a dla tego byłoby 

Więc ieźeli ieden z kątów tróykąta ABC bę-
dzie rozwarty, natenczas w równaniach ('26) 
i (27), tę zpomięd/y prostopadłych a , |3 , 
y, która iest spuszczona do boku przeciwne-
go kątowi rozwartemu, potrzeba wziąć ze 
znakiem przeciwnym, to iest: gdzie prosto-
padła dopiero wspomniona ma przed sobą 
źnak + , położyć znak — ; a gdzie ma znak 
— , położyć znak +. 

1 7. Związek wyrażony przez trzy ofitatnie 
z pomiędzy równań (26J, iako też związki 
(25), (27), nie wiem czyli b^ ł̂y przez kogo 
uważane wyraźnie; lecz pierwszego z pomię-
dzy równań i pierwszego z pomiędzy 
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równań (26) dowodzi prostym sposobem * 
Carnot w dziele: Gi^oin^trie de posilion, str. 
167-—169. Przytoczymy tu naprzód do-
wodzenie pierwszego z pomiędzy czterech 
równań (26) podług wspomnionego dopiero 
autora, a potem okażemy, iak z tychże sa-
mych fundamentów i trzy ostatnie pomiędzy 
równaniami (26^ "^ogą bydź wyprowadzone. 

Zrobiwszy na figurze 2. to samo wykre-
ślenie iak wprzódy, złączmy punkta A', B', 
C', liniiami prostemi. Czworokąt AB'OC' 
którego dwa kąty przeciwne przy B' i C' są 
proste, może być wpisany w koło; i dla tey 
sąmey przyczyny każdy z czworokątów 
0A'BC', OA CB', może być także wpisany w 
koło; że zaś w czworokącie mogącym się wpi-
vsać w koło, prostokąt z przekątnich równy 
iest summie prostokątów z boków przeci-
wnych czworokąta; więc uważaiąc koleyno 
trzy dopiero wspomnlone czworokąty, będzie 

C'B'XOA=AB'XOC'+2VC'XOB', 
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A'C'xOB=A'BxOC'+BC'xOA', 
A'B'x0C=A'C><0!3'-ł-B'Cx0A'. 

Ponieważ punkta A', B', C', są na środkach 
boków tróykąta ABC , i dla tego 

B'C'=iBC, A'B'=iAB, A'C'=L4C, 
przeto oznaczywszy dla skrócenia, podobnie 
iak wyżey, boki BC, AC, AB, przez a , i , 
e, a prostopadle OA', OB', OC', przez a, jS, 
y , promień zaś OA=OB=OC przez ż, ró-
wnania poprzedzaiące zamienią się na 

Ca 8) bz^cy-^ca.., 

Dodawszy wszystkie trzy równania dopiero* 
napisane, otrzymamy 

=(a+-/3 • yX«+A+c)-~(aa^-/^i3+-cy): 
lecz «a+/;jS+.(y wyraża oczywiście dwa razy 
wziętą summę tróykątów BOC, AOC, AOB, 
to iest podwoioną powierzchnią tróykąta 
AB C ; podwoioną zaś powierzclmia tróyką-
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ta A B C , równa się prostokątowi z iego ob-
wodu przez promień r koła wpisanego w 
ten tróykąt; więc 

•y)(a+b+c)—(a+i+c) r, 

a tern samem 

Jeżeli feraz z pomiędzy równań (28) dodamy 
drugie i trzecie, a odeyjnieiny pierwsze, wy-
padnie 

zib+c-a'^—a(.B+C)-^(C-a) y(b-a) 

a ponieważ (Fig. 1.) S J to iest 
ę: r =p :p-a ^a+b-i-c: b+c-a; 

zkąd wypada 
{a+b-\-c)r=.{b+c-a)^, 

a następnie 
ack 'rl^+cy —{a ¥b Ą.c)r=^(b -hc-a); ] 

więc 
z(b-t-c-a) =(u-(3-yjib-hc-a) f ę(b+c-a), 

a tein samem 
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ę-z—^^y-a. 
Tym samym sposobem dowiedlibyśmy trze-
ciego i czwartego z pomiędzy równań (2 G). 

Równania (28) wyprowadzone są z u-
wagi tróykąta którego wszystkie trzy k^ity 
są ostre. Lecz gdy iedeu kąt tróykąta A B C , 
daymy kąt A B C = 7 i (Fig. 2, Ms) będzie 
rozwarty, natenczas zrobiwszy ieszcze to sa-
mo wykreślenie iak w przypadku poprzedza-
iącym, i uwaźaiąc podobnie iak przedtem 
czworokąty O B ' C ' A , OA'BC' , OB A ' C , 
wyciągniemy zariiiast równań (28), następu-
iące ; 

czyli 

Porówryw liąo te trzy ostatnie równania z 
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równaniami (28^, widzimy, źe gdy tróykąta 
A3C kąt ieden będzie rozwarty, natenczas 
w równaniach (28), a tem samem i w równa-
niach (36) które z tamtych wypadaia, po-
trzeba tę z pomiędzy prostopadłych a , jS, 
która iest spuszczona do boku przeciwnego 
kątowi rozwartemu, wziąć ze znakiem prze-
ciwnym. 

j 8. Równania ^27) mogą być także wy-
prowadzone wprost z figury 1. Jakoż w tra-
pezie O'Ees, w którym liniia OA' iest ró-
wnoodległa od dwóch boków se, O'Ej i prze-
chodzi przez środek boku cE, mamj 2OA' 
= s e + 0 ' E , a przydawszy spólną liniią S ' l , 
będzie 20A'+S'I=se+0'E-ł-S'l=se+S'E' : aże 
z podobieństwa tróykątów O AC', S '0 ' I , wy-
pada S ' I = 2 0 C ' ; zatem 20A'-H20C'=se4-S'E', 
to iest.-

( 2 7 + r = 2 a+2 y .p"+r= 2 a-ł-9 |S ^ ̂ -r= 215+2 y. 
Gdyby tróykąta ABC kąt C był rozwarty, 
natenczas kąt SO'S' który iest zawsze speł-
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nieniem kąta C do dwóch kątów prostych 
byłby ostry; a dla tego prostopadła 0 ' l , spu-
szczona z punktu O' do promienia E ' S p a -
dłaby na iego przedłużenie po drugiey stro^ 
nie punktuS', i byłoby 20A'=0'E+,se=IE'+se; 
sOA'—lS'=s<?+IE'-lS'=sć'+S'E', to iest: 
2 0 A ' - 2 0 C ' = s e + S ' E ' , czyli 2a-2y—r-i 
Podobnież zamiast trzeciego z pomiędzy ró-
wnań (27') otrzymaliliyśmy w tym razie ró-
wnanie następuićice; ^4-7-=2jS-2y. Więc le-
żeli tróykafa ABC kat ieden iedcn iest roz-
warty, natenczas prostopadłą spuszczoną ze 
środka koła opisanego do boku przeciwnego 
katowi rozwartemu, potrzeba wyrównaniach 
(27') wziąć ze znakiem przeciMuym. 

Ponieważ się ziu)wu okazało Anyżey, że 
Iróykaly ZBA', SAT, są podobne, i bok 
6 T = 2 B A ' , będzie też bok 8 T = 2 A ' Z : aże 
ST=SD-DT=SD-5rf , A ' Z = O Z - O A ' ; więc 
SD-i</^2(OZ-OA'), toiest: 
(27") ^"-r=22-2y 
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Gdyby kot A był rozwarty, natenczas śro-
dek O koła opisanego na trójkącie ABC, 
znaydowalby się z drugiey strony boku BC 
między punktami A ' i Z , i byłoby A'Z 
= Z O + O A ' j a dla tego zamiast pierwszego z 
pomiędzy równań (27'^ otrzymalibyśmy w 
tym przypadku równanie następuiące: p-r 
= 2r+2a. Więc ieźeli ieden z kątów tróy-
kąta ABC będzie rozwarty, natenczas pro-
stopadłą spuszczoną ze środka koła opisanego 
do boku przeciwnego katowi rozwartemu, po-
trzeba w równaniach (27") wziąć ze znakiem 
przeciwnym. 

Dodaiąc i odeymuiąc równania (27') i 
(27"), otrzymamy równania (26), a nastę-
pnie i związek (25), któryby także AYprost 
z figury 1. wyprowadzić można. Z równań 
(27') i (27") lub (26) wypadaią ieszcze ró-
wnania następuiące 
(27')^ ' f'—224-27,^'+^ =2S4-2a; o" t ^ = 22+2^5, 
które się także wyprowadzaią wprost z figu-
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ry 1 , uwaźaiąc, iż SE+S'E=:SO'+IS' 
= 2 A 0 + 2 0 C ' . 

1 9. Okażmy teraz, że w każdym tróykącie 
prostokreślnym, punkt w którym się przeci-
nają trzy prostopadłe spuszczone z wierzohoł-
Jków kątów na boki przeciwne tróykąta, iest 
od wierzchołka któregokolwiek kąta w odle-
głości dwa razy większey, niż odległość 
Środka koła opisanego na tróyl.ącie od boku 
przeciwnego temuż kątowi. Na ten koniec 
niech będzie tróykąt ABC (Fig. 3.), a na tym 
tróykącie opisane koło, którego środek niech 
będzie punkt O. Z wierzchołka A spuśćmy 
do boku BC prostopadłą AP? a zAvierzchoł-
ka B, do boku A C , prostopadłą BQ, którą 
przedłużmy aż do przecięcia się z okręgiem 
koła w punkcie Y; punkt zaś w którym się 
prostopadła AP przecina z prostopadłą BQ ^ 
niech będzie X. Z środka O spuśćmy do 
boku BC prostopadłą OA', a poprowadzi-
"wszj średnicę BE, złączmy punkta E i C 
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liniią proA-tą. Ponieważ kąt BCE iest pro-
sty iako w półkolu, będzie tróykat BCE po-
dobny tróykątowi BA'0 , a dla tego EC.OA' 
=BE;BO; że zaś BE=2BO, więc też E C 
= 2 0 A ' . W dwóch tróykątach B C E , B AQ, 
kąty przy C i Q są równe iako proste, kąt 
B E C = B A C = B A Q ; więc i trzeci kąt EBC 
==ABY, a dla tego łuk E C równy iest łu-
kowi AY, a następnie i cięciwa E C równa 
iest cięciwie AY. Ponieważ znowu w dwóch 
tróykątach prostokątnych AXQ, APC, kąt 
ostry przy A iest spólny, będzie kąt AXQ 
=ACP, to iest kąt AXY=ACB; aże i kąt 
A Y B = A C 8 ; więc kąt A T B = A X Y , a dla 
tego w tróykącie AXY bok A X = A Y : oka-
zało się zaś , że A Y = E C ; więc też AX=:EC, 
a tem samem A X = 2 0 A ' . Dowiedlibyśmy 
tymże samym sposobem, że B X = 2 0 B ' , 
C X = 2 0 C ' , Wreszcie zamiast przedłużać 
proaiieu BO aż do przecięcia się z okręgiem 
w punkcie E , można przez punkt A popro-
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wadzić średnicę koła, i drugi iey koniec złą-
czyć z punktem Y liniią prostą; z czego się 
zrobi tróykąt prostokątny jiodobny tróykąto-
wi BOA', a z proporcyonalności boków tycli 
dwóch Iróykątów wypadnie A Y = 2 0 A ' . 

Uczyniwszy zatem dla skrócenia 
AX=d, BX=d', CX=rf", 

równania (26), (27) i (27"') zamienią sią w 
następuiące ; 

2r+ 2zz=d+d'+d" y 

\ » I ,11 li 
- 2z—d-\-d -d , 
-2z=d+d -d ; 

^-\-r=d'+d", g'-^r=d-i-d", ^"+r=d+d'; 
(3o) ę r=2z-d, ę'-r=2z-d', 

^'=zaz+d"; 
które niaią niieysce, gdy wszystkie trzy ką-
ty tróykąta A B C są ostre; gdy zaś ieden z 
nich będzie rozwarty, natenczas w równa-
niach dopiero napisanych, tę z pomiędzy li-
niy d, d\ d", która łączy punkt X z wierzy 
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cliołkiem kąta rozwartego, należy wziąć ze 
znakiem przeciwnym. 

Pierwszego z pomiędzy równań (29^ do-
wodzi Carnot w dziele powyżey przytoczo-
ne ni. 

Nieopnszczaiąr figury 5. uważmy ieszcze, 
źe wsfBEC:R=BC : BE^ a ponieważ kąt 
B E C = B A C ; więc 
(5 j ) w s t B A C : R = B C . B E . 

To iest; w każdym tróykącie wstawa które-
gokolwiek z kątów tak się ma do promienia 
tablic, iak bok przeciwny temu kątowi do 
Średnicy koła opisanego na tymże tróykącie. 

Uważmy także, iż w dwóch tróykątach podo-
bnych BEC, B AQ, mamy BE: AB = BC . BQ; 
zkąd wypada BQyBE=BCxAB , a na-
stępnie ACxBQxBE=-BCxACXi^B: lecz ie-
źeli poAvierzchnią tróykąta A B C oznaczy-
my podobnie iak wyżey przez A j a pro-
mień koła na tymże tróykącie opisanego przez 
X, będzie A C x B Q = 2 A , B E = 2 z j wię® 

4A2=BCXACXAB. 
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2 o, Szukaymy odległości środków 
«> S, S', S", iednych od drugich, tudzież od-
ległości tychże środków od punktów A , 

B , C (Fig. i). 
Dla wynalezienia nasamprzod Unii «S, 

uważiny, iż 

«T.-sS=dosT5S-7?5 
a ż e s T = D J = B C = a , a kąt T s S ^ D A S — ^ -
więc będzienjy mieli proporcyą 
(32) a:sS=doslyź:Ji, 
z którey się wyciągnie wartość linii sS , gdy 
będzie dany bok BC, i kąt przeciwny B A C . 

Można też łatwo wyznaczyć liniią AS , ma-
jąc daną AV tróykiicie A B C różnicę dwóch 
boków AC i AB , tudzież różnicę dwóch ką-
tów A B 9 i A C B przeciwnych tym bokom. 
Jakoż spuściwszy ze środka s do linii S O ' 
prostopadłą ÓK, będzie ÓS:AK=i2.wstO'Ss. 
Lecz ieżeli do boku CB przedłużonego spu-
ścimy prostopadłą S "E", liniia CE" będzie 
równa linii A F , gdyż każda z tych dwóch 

W 
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l i n i y iest połową obwodu tróykąta A B C ; 
więc poniewźiż i liniie CE, CF są pomiędzy 
sobą i;ówne, będzie CE"-CE= A F - C F , to 
iest E " E = A C . Uwaiaiąc teraz, że liniia 
E"e iest równa bokowi AB, dla tey samey 
przyczyny, dla którey i liniia D J iest równa 
bokowi B C , będziemy mieli eE=E"E-E"e 
= AC-AB=-fi-c; lecz eE=.ęK; więc 
Nadto, ponieważ kąty sSB, fiCB, są równe' 
iako będące w tym samym odcinku koła 
DłPgącego się opisać na czworokącie B S Cs , 
l?ędzię kąt 0'Ss = 0 'SB-sSB = iB-iC 

Położywszy zatem AV proporcyi 
pcprzedzaiącey zamiast linii ^K i kąta 0 'S5, 
wartości dopiero wynalezione, otrzymamy 
(53), sS:ó-c=Jl: wst^B-C). 

Ażeby otrzymać wyrażenie linii sS przez 
trzy boki tróykąta ABC^uwaźmy, iż w tróy-
kątach podobnych SAT, sAcl i SAD 

5S;6T=.AS; Arf, 
i S : i T = A S ; A D ; 

http://rcin.org.pl



z Gzego wypływa 
fiS" : A5xAS . ADxArf: 

źe zaś sT—a, AsxAS=óc Crówn. 5); więc 

Proporcyą dopiero wyrażoną otrzymaliby-
śmy także, kombinuiąc proporcyą (32) z r ó -
wnaniem (4). 

Ponieważ dla kątów prostych S"BS', 
S"(;;S', okrąg koła wykreślonego na linii S'S" 
iako na średnicy, przechodzi przez punkta 
B i C , będzie na mocy twierdzenia (3 i ) , 
wslBS"C;72=BC;S'S".- że zaś kąt BS"C czy-
li BS"^ iest równy kątowi BAs, są bowiem 
w tym samym odcinku koła mogącego się o -
pisać na czworokącie AS"Bs; więc 
(54) yvs\.\J:R=a:S'S". 
Za pomocą tey proporcyi wynaydziemy lini-
ią S'S", maiąc dany bok BC i kąt przeciwny 
BAC. 

Poprowadziwszy znoM'u przez punkt 
S" liniią równoodległą od E"E ' , i przedłuży-
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wszy ia aź tlo przecięcia się z promieniem S'E' 
w punkcie II , będzie S'S";S"lI=r7Z. dosS'S"H 
a ponieważ S"H=E"E'=E"E+EE'= \ C + B \ 

, kąt. znś S'S"H=ASO'a.i(i?-C/; więc 
będziemy mieli proporcyą 
(55) S'S"; &+c=/?: dos^(/?-C). 
Za pomocą proporcyi (35) wynaydziemy li-
niią S'S", gdy będzie dana summa dwóch 
boków AC, Ĵ  B , tudzież i óżnica dwóch ką-
tów AEC, ACB, przeciwnych tym bokom. 

Z proporcyi (54) wypada R^ 
=raV-S'S"': aże wsl^lyl: R^^{p-hy^-c):bc 
(równ. 5); więc 

{p-h:{p-c): hc^ci" 

Liniie óS sS", i liniie S 'S", S"S, SS', 
wyrażaią się także dosyć prostym sposo-
bem przez z\ a , |S, y , lub przez z i r, 

I tak , ponieważ w kole opisanem na 
tróykącie ABC, cięciwa BZ iest średnią geo-
metrycznie proporcyonalną między średnicą 
tegoż koła i iey odcinkiem A'Z, będzie BZ''®® 
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2nZx V'Z-- lecz okazało się poAvyżey, że BZ 
—ifiS, a 2A'Z = 2(2-a)=^ r ; więc 

( 3 G ) 

Niecił Y będzie drugi punkt w którym 
liniia prosta S"S' prz:x-ina się z okręgiem ko-
ła opisanego na 1ró}^ącie ABC. Ponieważ 
kąt ZAY iest prosty, li.niia prosta ZY będzie 
Średnicą koła ABC, to iest: punkt Y będzie 
na przedłużeniu promienia ZO. Jeżeli za-
tem poprowadzimy cięoiArę BY, kąt ABY 
będzie rÓA\'ny kątowi AZY który się równa 
kątowi ASO' to iest kątowi -[/J- C); a nastę-
pnie kątS B Y = S BA4-ABY=90°-|5+|(/?-C5 
= 9o°-iC'; aże także kąt YS"B =YAS-S"SA 
=YAS-BCS"=r go^-C; więc kąt S"B Y=YS"l3, 
a dlatego B Y - S Y. Ponieważ znowu dwie 
liniie proste S"S', E E ' , przef;ięte są od liniy 
równoległych E"S", A'Y i będzie S"Y: 

y S ' = E " A ' : A E ' ; a .ako E " A ' = A ' E ' , tak leż 
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S"Y=YS'. Bęrkie zatem BY=|S 'S" . U-
waźaiąc teraz,żeBY'=cYZxYA'=YZ(Y()fOA') 
~2z(z+ot,), i biorąc prócz tego na uAvagę ró-
wnania (37'"), otrzymamy 
(57) 

Gdy ieden z kątów tró^^kąta ABC będzie roz-
warty, natenczas tę z pomiędzy prostopa-
dłych fit) p , y , która iest spuszczona do bo-
ku przeciwnego kałowi rozwartemu, należy 
wrównaniacJi (36) i (57) wziąć ze znakiem 
przeciwnym. 

Z równań (56) i (37) wypada 

co też można było wnieść prosto z figury, 
uważaiąc, iż w tróykącie prostokątnym ZBY, 
BZ%BY»=YZ^ 

Będzie także 
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Obaczmy ieszcże iak si^ wyraźaią odle-
głości środkcm s, S , S' i S" od wierzchoł-
kÓAV tróykąta ABC, za pomocą boków tegoż 
trójrkąta. 

będzie więc 

Znaydziemy podobnież 

Ponieważ znowu kąt BS"S iest równy 
kątowi BAs, iako kąty będące w tym samym 
odcinku koła mogącego się opisać na czwo-
rokącie AS"B,S, i podobnież kąt B C S ^ ^ B S S , 

będzie tróykąt ABS podobny tróykątowi 
S ' L C , a dla tego B S : B C = . A B . BS" . Z tey 
proporcyi wypada 

BSxBS"=BCxAB; 
aże w dwóch tróykątach podobnychS"BE" i SBE 
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BE";BE=BS":BS, 
BE";BIi-=BSxBS".BSS-

więc BB" : BE=BCxAB : BS% 

Wyprowadzone dopiero wyrażenie kwadra-
tu linii BS otrzymalibyśmy także, podnosząc 
do kwadratu wszystkie wyrazy pro^)orcyi 
wstBSD;7e=BD. BS, to iest 

i uważaiąc, iż na mocy twierdzenia (5) 
wst^i/;: : ac. 

Z wyrażeń poprzedzaiących wypada 

2 I. Bsdziemy teraz szukali wyrażeń na li-
niie O^, OS, OS' i OS". 
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w tróykącie OsZ spuściwszy z wierz-
chołka s do boku OZ prostopadłą sP, będzi* 

0«"=0ZVZs='-20ZxZP 
==OZ 2 OZ(A'Z+se) , 

a ponieważ 
Za^=BZ^>=20ZxA'Z, 

więc 

czyli 

(58) Os^=z{z-2r l 

To iest: odległość środka koła wpisanego w 
tróykąt, od środka koła opisanego na tymże 
tróykącie, iest średnią geometrycznie propor-
cyonalną między promieniem koła opisanego, 
i między różnicą tegoż promienia od średni-
cy koła wpisanego w tróykąt. 

Jeżeli podobnież z punktu S do boku OZ prze-
dłużonego spuścimy prostopadłą SG, będzie 

0S^==0ZVZS%20ZXGZ: 
aże Z S ^ = B Z ^ = 2 G Z X A ' Z , G Z = S E - A ' Z ; 

więc 

http://rcin.org.pl



czyli 
(59) 

To iest; odległość środka koła opisanego na 
tróykącie, od środka koła przypisanego do tegoż 
tróykąta, iest średnią geometrycznie propor-
cyonalną między promieniem koła opisane-
go, i między sunimą złożoną z tegoż promie-
nia i z średnicy koła przypisanego^ 

Położywszy w równaniach (58) i (Sg) 
zamiast promieni r , i wartości 

tych liniy wzięte zró.viiau (17) i (18), czyli 

i 

otrzymamy 

(4o) 
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^dzie 
Dodając zaś też same równania (38) i (09), 
i maiąc na uwadze równanie (25), wypada 

22, Można także iatwo, iak to uważa 
LHUILIER, wyznaczyć tróykąt ABC, maiąc 
dane promienie trzech kół przypisanj^ch do 
tegoż tróykąta. Jakoż w tróykątach podo-
bnych S B D, BS'E'(Fig. 1.), SI3: BE'=--B D: S 'E 
zkąd wypada SDxS'E'—BE'xBi3, to iest 

Dla tey samey przyczyny będzie 

1 
Wyciagaiąc z tych równan wartość na — , i 

P 
uważaiąc, że gdy iest ilekohviek stosunków 
równych, summa poprzedników tak się ma 
do summy następników, iak którykolwiek 
poprzednik do swoiego następnika, otrzyma-
my 
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a następnie 

Jeżeli teraz obie strony równania 
rozmnożymy przez i będzie-

my uważiiJi, iż na mocy proporcyi sd:SD 
— Aci. AD, iloczyn ę p-a)r=-pr; wypadnie 

Kładąc w tem równaniu zamiast p warJoió 
po wyżey znalezioną, otrzymamy un'ędzy pro-
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młcniami 

czyli 

Dzieląc zaś obie strony tego samego równa-
nia przez p , i uwaźaiąc, źe pr=:iA, znay-
dziemy 

Gdybyśmy obie strony równania pV— 
rozmnożyli przez r , apotem wycićignęli pier-
wiastek, znaleźlibyśmy 
(4 I ) 

To iest: powierzchnia tróykąta równa się 
pierwiastkowi kwadratowemu z ik czynu czte-
rech czynników, z których ieden iest pro-
mieniem koła w tróykąt w p i s a n e g o a trzy 
pozostałe są promieniami kół przypisanych 
do tegoż tróykąta. 

Ponieważ znowu s ty l^ : R=r ̂ : p , bę*-
dzie 
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Znaydziemy także iatwo wsta wy kątów, u -
wst^/ 2 A 

ważaiąc, iż — ' ^ w y p ł y w a 

Szukaiąc nakoniec promienia koła na 
tróykącie opisanego, otrzymamy równanie 

Za pomocą wyrażeń poprzedzaiących, i 
tych które się w powyższycii artykułach po-
dały , znaydziemy bez trudności liniie S'S 
Ss, i t. d., maiąc dane ę, (>' i mianowicie 
zaś 

2-3. Składając proporcyą 

( 5 3 ) 

z proporcyą (on), albo, co na to samo wy-. 
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pada, z Hastępuiącą ; 

otrzymuieiny proporcyą 
( 4 2 ) 

To iest-' w każdym tróykącie bok którykol-
wiek tak się ma do różnicy dwóch innych 
boków, iak wstawa potowy summy kątów 
tym dwom bokom przeciwnych^ do wstawy 
połowy ich różnicy. 

Składaiąc znowu proporcyą 

(55) 
z proporcyą 
(34) 

wypada 
( 4 5 ) 

To iest; w każdym tróykącie bok którykol-
wiek tak się ma do summy dwóch boków po-
aostalych, iak dostawa połowy summy kątów 
tyra dwom bokom przeciwnych, do dostawy 
połowy różnicy tychże samych dwóch kątów. 

Jeżeli teraz wyrazy odpowiadaiące pro-
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6o = = 

porcyy (42) i raz podzielimy, drugi raz 
rozmnożymy przez siebie, otrz3'mamy pro-
porcye 
a i) 
(45) 
Wreszcie proporcyą (44^ możnaby leszcze z 
figury 1. wyprowadzić takim sposobem. 
Spuśćmy z punktu Z do linii AD prostopadłą 
ZV. W tróykątach prostokćitnych AZY, 
SSK, będzie 

2AV: 2VZ=sfyAZV:/?, 
S R : K 5 = f t : s t y s S K : 

aże SK=SE+es=SD+s£/= 2 VZ, gdyż Ss=: 2 Zs; 
więc 2 AY: K5=styAZY : stysSK. 
Ponieważ znowu AY=:AJ+dY=A£i-i-p(i 
=E"B-i-BA'=E"A'=^K"E'=|(i+c), Ks=b-e, 

, sSK=i(5-C'); prze-
to proporcyą powyższa zamieni się na pro-
porcyą (4 4> 

Wszystkie trzy proporcye (42), (45) i 
(44) dowodzą się prościey przez wykreślenie 
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następujące. Niech będzie (Fig. 4.) tróykąt 
A B C , w którym AC>AB. Z punktu A na 
boku A C i na iego przedłużeniu odetniey-

. my dwie liniie A H , A K , z których by każda 
była równa bokowi AB, i poprowadźmy li-
niie BH, KB, a do linii KB przedłużoney 
spuśćmy prostopadłą CL. Kąt zewnętrzny 

BAK=ABC + A C B = A B I I + A H B = 2 A B H J 
więc kąt ABH=|(ABC+ACB)=i(^+C), a lem 
samem pozostały kąt HB C). Ponieważ 
znowu kąt HBK iest prosty iako w półkolu, 
będzie liniia prosta CL równoodległa od li-
nii HB, a dla tego kąt L C K = B H K = A B H 
= 1 ( ^ 4 C), kąt zaś LCB=HBC=i( iS-C) , nad-
to CK : C H = K L : BL , to iest 

A C + A B ; AC-ABc=KL; BL, 
gdyż C K = A C + A K = A C + A B , a CH 
=AC-AH:=AC-AB. w tróykątach prosto-
kątnych K L C , B L C , 

K L ; C L = s t y L C K : i ? , 
CL.BL=/2:styLCB,-

TOM XJI. [1] 
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zkąd wypada 
KL: BL=styLCK: styLCB, 

to jest KL; BL=styi(^+C'): styi(/?- Cl 
Proporcyą zatem powyższa zamieni sie w na-
stępiiiącą: 
(44) AC+AB: AG-AB=sty|C^+C): styi(5-C). 
sre. BC: CK=wstK:wstCBK, 
ażeCK=AC ł AB ,wstK=dosKH B=dos|(j5-ł-C), 
a wstCBK=wstCBL=dosLCB=dos^(fi-C) , 
więc BC; AC+AB=dos |(5+C'): dosi(5-C). 
5cie. BC : CH=:WslBHC ; wstldBC, 
że zaś CH=AC-AB, BHC=i 8o°-i(2?+Cj, 
HBC=r{^-C), więc 

BC: AC-AB=^wsti(iS4 C) : wsą(B-C}. 

Podobnymże sposobem można dowieśdź 
proporcyi (45). Jakoż niech będzie tróykąt 
ABC (Fig. 3.), w którym AB<AC. Z pun-
ktu A iako ze środka promienienr AB nakreśl-
my koło, którego okrąg przet nie się z b.o-
kiem BC lub iego przedłużenii;m w punk-
cie b, z bokiem AC w punkcie t l , z przedłu-
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zeniem zaś boku AC w punkcie K. 2 pun^ 
któw B i b spuśćmy do boku AC prostopa-
dłe B Q , bq, i poprowadźmy Ab. Ponieważ 
liniie BQ, bq, są wstawami kątów B Ą C , 
bAC, w kole z promienia AB, będzie 
BQ : bq=wst B AC : wst bAC; że zaś BQ bq 
= B C : b C = B C / : BCxbC, więc BC" : BCnbC 
£=wstBAC : wst bAC. Uważaiąc teraz , że 
BCxbC=CKxCH=(AC-ł-AB)(AC-AB;, ą 
kąt bAC, iako będący różnicą między kątem 
zewnętrznym przy punkcie b , a kątem ACb, 
iest =ABC-ACb; proporcyą poprzedzaiąca za-
mieni się na 

BC?: AC«-AB"=wst^:WSt(5-(:^. 
Stosuiąc twierdzenie wyrażone przez pro^ 

porcyą (44) do tróykąta BCK (Fig. 4-)> bę-
dzie 

CK+BC: CK-BC=dotiBcK: styirCBK-BKC)^ 
a ponieważ 

CK=AC+AB, CBK-BKC=CBK-ABK=ABC; 
więc 
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AC+AB+BC:AC+AB-BC=doitBCA:sty^ABC. 
Jestto tenże sam związek, który wyraża pro-
porcyą ( 7 )• Wzaiemnie także, skoro się 
pierwey dowiodło związku (7^ bez pomocy 
twierdzenia (44), można łatwo od tegoż 
związku przeyść do twierdzenia ('44). Jakoż 
w tróykącie ABC, na boku BC i przy punk-
cie B zróbmy kąt rów ny kątowi ACB , i dru-
gie ramię tak zrobionego kąta przedłużmy aż 
do przecięcia się z bokiem AC w punkcie G. 
Stosuiąc proporcyą poprzedzaiącą do tróyką-
ta ABG>, będzie 

AG+GB+AB:AG+GB-AB=dot|A:styiABG, 
aże AG+GB=AG-ł-GC=AC, a kąt ABG 
=ABC-CBG=ABC-ACB, przeto proporcyą 
dopiero wyrażona zamieni się na proporcyą 
(44) . 

Gdybyśmy znow^u twierdzenie wyrażo-
ne przez proporcyą ( 4 4 ) przystosowali do 
tróykąta ECH, otrzymalibyśmy "proporcyą 
a^rb-c •. a-{b~c)—A.oiię • doli/i, która wyraża 
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ten sam związek co równania (i o). 
Tli sie może ieszcze przytoczyć uwaga 

zrobiona przez TKallace, że gdy będzie dany 
do rozwiązania tróykąt prostokreślny ABC, 
w którym będą wiadome dwa boki b, c, i kąt 
między niemi zawarty A , natenczas wyna-
lazłszy naprzód kąty B i C przez proporcyą 
(44), zamiast potem szukać boku trzeciego a 
j)rzez pierwszą lub drugą z dwóch propor-

cyy 
( i 5 ) s\B •• wslA=b-. a , wstC: wst^=:c: a , 
można tenże bok wynaleźć przez proporcyą 
(42)k ib (4o) . Dla sprawdzenia zaś szuka-
ney wartości, należy raczey użyć obu pro-
porcyy ("4 2) i C45) iedney po drugiey, niż 
powtarzać działania na iedney. Używaiąc 
proporcyy (i 5 ; , potrzeba tablice logarytmów 
roztwierać cztery razy; roztwieramy ie zaś 
tylko trzy razy, używaiąc proporcyi (42) lub 
C45;. 

2 4. Proporcyą poprzedzaiące wraz zr.ó-
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wnaniami (4) , (5) i (6), mogą się także wy-
ciągnąć z proporcyy {i5) , za pomocą wzo-
rów, przez które się summy i różnice wstaw 
i dostaw przerabiaią na iloczyny tych liniy. 
Przerobienia przez które się tym sposobem 
wyprowadza proporcyą (44), są powszechnie 
•iyriadome; podamy więc tutay wyprowadzenie 
1"eszty tylko proporcyy, iako mniey znane. 
A naprzód rozumie się, że proporcye (15) 
należy w tym razie wyprowadzić sposobem 
różnym od podanego wyżey fart. lo.). Na 
ten koniec dosyć będzie naprzykład uważać, 
iż według proporcyi ( 3 i ) , wsL^ : / ?=« : 2z; 
Vf6iB-R=B'.2z, i \YS\.C:R~C-'2Z-, zkąd wy-
pada 

( i5 ) 

Z równań (15) wypływa bezpośrednio 
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to iest: 

to iest: 

Porlobneż przerobienia prowadzą do ró-
wnań (4) i (5): albo, postępiiiąc tak iak ro-
bi CAUCHY ("Analyse algebr, p. 436.), za-
mieńmy w równaniu (25), u^ V i w na. iii, 

i {ip, a potem połóżmy 
(a) u+u+w = i8o°-, 
wypadnie ztąd od razu 

4 
(|S; —^dos|Mdos|(^dos|«»—wst u +wst p +wst w. 

Ponieważ zaś równanie (ct) nie psuie się, gdy 
w niem zamiast dwóch klórychkolwiek kątów 
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weźmiemy ich spełnienia do 18 o a odmienimy 
znak kąta trzeciego; więc zrobiwszy^ to samo 
w równaniu wypadną ztąd trzy inne równa-
nia, w których, tak iako i w równaniu 
zamieniwszy B i C, otrzy-
mamy 

Mnożąc teraz równania Cy), pierwsze 
przez drugie , a trzecie pz-zez czwarte, wy-
padaią wzory 
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które na mocy proporcyy f i 5) zanuenialą się 
od razu na 

zkąd wypływa 

Bzieląc znowu równania Cy), pierwsze 
naprzyktad przez czwarte, a trzecie przez 
drugie, i maiąc wzgląd na proporcye ( i 5 ) , 
otrzymamy 

2 5. Podzielmy kąt B'^C (Fig. 4.) na dwie 
części równe liniią prostą, którą przedłużmy 
aź do przecięcia się z bokiem przeciwnym 
tróykąta B AC w punkcie M, Liniia AM iest 
równoodległa od linii BK, a dla tego będzie 
C K ; C A = K B : A M ; zkąd wypada KBxCA 

=CKxAM. 
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Lecz ieźeli w tróykącie równoramiennym 
BAK. spuścimy z wierzchołka A li liia pro-
stopadłą do podstawy BK., będzie R: dosAiiK 
=AB:2K[^, a tejn samem 
i, ^ R : 2dosABK=ABxCA;KBxCA; 
więc 

R : 2 dosABK=ABxCA; CKxAM, 
to iest: 
(46) R:^^os\J~bc:(h+c)x ^ 
kładąc dla skrócenia AM=x. 

Z proporcyi (46) wypływa 
zhcdaĄA 2bc 

R^b+c) ~ h+c RXb+c) ' 
, dos^y/ 3WSt^]^ . ' 

g d y ż — ~ ^ ^ ponieważ 

hc=x\(J}+cY-l(b-cy, więc będzie ieszcze 

— .—i 1 - . 
^ ' iR\L+c) 

Ztąd się okazuie, źe a;<{(6+c), to iest: liniia 
dzitlącf. kąt tróykąta na dwie części równe, 
ę. zakończona z iedney stj ony na wierzchot-
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ku kąta, z drugiey zaś na boku przeciwnym 
temuż kątowi, iest zawsze mnieysza od po-
łowy summy dwóch boków tróykąta kąt po-
dzielony zawieraiącycli. Równanie poprze-
dzaiące daie nadto wartość różnicy 
gdy będą dane dwa boki b i c i kąt między 
niemi zawarty. Jnne Wyrażenie różnicy 
\{b+c)-x, do którego prócz boków h , c \ ką-
ta y/, wchodzi ieszcze bok a i kąt AMB, po-
daie Delanibre w dziele : Histoire de l'Astro-
nomie du moyen age, str. 461. 

Ze można łatwo i na figurze 
okazać. Jakoż niech będzie tróykąt ABC 
("Fig. 5.), w którym bok A C > A B , i niech 
liniia AM dzieli kąt Bx\C na dwie połowy. 
Przez punkt M poprowadźmy do linii AM 
prostopadłą, którą przedłużmy aż do prze-
cięcia się zbokami AB, A C , w punktach 
E i F , a przez punkt F poprowadźmy liniią 
równoodległą od boku AB, i przedłużmy ią 
aż do przecięcia się z bokiem BC w punkcie 
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G. W chvóch tróykątac]! BEM, GF:\J, bok 
EM=MF, kąty przy punkcie M są rÓAvne 
i kąt BEM=MF(J; dla czego tróykąt BEM 
przystanie do tróykąta GFM, a w szczegól-
ności bok BE=:FG. Ponieważ znowu 
FC:FG=AC: AH, i zatożyl-o się ż e A O A B , 
będzie też F C > F G , a te ni samem F C > B E : 
lecz A]\I<AE i AM<AF , a następnie 
2AM<AE-4-AF,- więc tym bardziej^ aAAKAE 
-BE+AF+FC, to iest: 2AM<AB+AC, 
AM<^(AB+AC), co było do dnw.()dzenia. 

Na ilgnrze 5. przypuściło się, że boki 
AB, AC, są nie równe. Gdyby boki AB, 
AC , były równe, natenczas liniia vVAI była-
by prostopadła do podstawy BC) a dla tego 
liniia AM byłaby mnieysza od każdego w 
szczególności z dwóch boków AB, AC, a na-
stępnie byłtiby także mnieysza od połowy ich 
summy. 

Liniia spuszczona z punktu A (Fig,. 4.^ 
prostopadle do BK. dzielikąt zewnętrzny BAK 
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na dwie połowy. Przedłużywszy wsponmlo-
na dopiero liniia aź do przecięcia się z bo-
kiem CB przedłużonym w punkcie N, tróy-
katy CAN, C H B , będą podobne, a dla tego 
będzie C l i : CA=BII : AN; zkćid wypada 
I3IIxCA^CHxAN. Ponieważ zaś jR : \Ysi\A 
= AB:iI3H, a lem samem R' 
^ABxCA ; BHxCA ; wiec R: -i^Nsi^J— 
ABxCA ; CHxAN, to iest 

R : 2wstVi=/;c ; {l-c)y , 

gdzie J/=AN. Złożywszy proporcyą dopie-
ro wyrażoną z proporcyą 4wst''5^; 
=sct^-{b-cy : bc (równ. 5.), wypadnie 

swstjy/: (f^-cjy. 
Jeżeli podobnież złożymy proporcyą (46) z 
proporcyą 4dos''tyi; R^^i^+c^-ci': bc (równ. 

, otrzymamy 
sdos^yi: Rz=(b+cY-ce: (h+c)x. 

Można ieszcze uważać, że BM. CM=BN. CN; 
X; j = s t y i ( ^ - (7) •• R a ieżeli oznaczymy przez 
M, M', M", te punkta, w których liniie 
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Bs, Cs (Fig. 1.) przedłużone, przecinaią się 
z bokami B C , C A, AB, będzie M s A s = a ; b+c J 
zkąd wypada As ; AM=ć+c : 2p=AZ.-AS, 

26. Prawdy i uwagi dotąd wyłożone mo-
głyby się przystosować do rozwiązania ró-
inycłi zagadnień, nad któremi atoli granice 
ninieyszemu pismu zakreślone nie pozwałaią 
nam się teraz zastanawiać. Zakończymy prze-
to osnowę rzeczy krótką wiadomością histo-
ryczną o niektórych prawdach wyżey poda-
nych. A naprzód wspomnieć należy, i ę 
prawdy i dowodzenia poprzedzaiące były po 
większey części przedmiotem rozprawy czy-
taney na posiedzeniu Towarzystwa Nauko-
wego dnia i5. Maia 1825. r . , którąm teraz 
na nowo przeyrzał i kilku uwagami pomno-
żył. Dowodzenie twierdzenia (6), wypro-
wadzone z takiego iak na figurze 1. rysunku 
znayduie się w Trygonometryi jpłąskiey Ro-
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berta Simsona, którey przekład z ięz}^ka pn-
gielskiego na polski iest umieszczony przy 
Początkach Geometryi Euklidesa przez Cze-
cha , wydania drugiego. Czytaiąc wspomnio-
ną dopiero Tiygonometrya, uważałem, że 
z teg o samego rysunku, z którego Robert Sim -̂
son twierdzenie (6) wyciąga, wyprowadzaią 
^lę oraz i dwa twierdzenia (4^ i (5). Po-

* strzeżenie to, dla znaiących zkąd inąd wzo-
ry ^4) i (5) iest tak łatwe, iż mi ztąd wno-
sić wypadało, źe iuź od dawna było zrobione-
Jakoż w dziele; Elemens d'analyse geometri-
que et d'analyse algebriąue, appliquees a la 
recherche des lieux geometriąues, par Simon 
Lhuilier, a Paris et a Geneye, 4°, 1809., 
znalazłem dowodzenie syntetyczne wszystkich 
trzech twierdzeń (4;, (5) i (6). To samo do 
wodzenie umieścił roku następnego w dziele 
swoie m J.-G. Garnier, przytaczając dzieło 
Lhuiliera dopiero wspomnione. Pomimo te-» 
go , dowody syntetyczne twierdzeń (4) i {5} 
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są zapewne mało znane, kiedy nawet ieden 
z nczcmycli Autorów naszych, w dziele swo-
iem 1821. r. napisał, źe obie proporcye (4) 
i (5) przez algiebrę tylko mogą bydź wypro-
wadzone. Sądziłem więc, źe podać tutay 
syntetyczne dowody wszystkich trzech twier-
dzeń (4), (5) i (6), nie będzie od rzeczy ; 
wyłożyłem ie zaś prawie zupełnie tak, iak 
są w dziele powyźey przytoczoneiii Lhuiliera' 
podane. Od iak dawnego czasu twierdzenia (4) 
(5)1 cg) , albo przynaymniey ich dowody synte-
tyczne są znane, nie wiem. Regiomontanus 
(a; w dziele Ue Triangulisplanis etsphaericis 
libri V. (edyc. Bazyleyskar. 154 1.), które iest 
iakoby skarbcem podań i zagadnień trygono-
metrycznych , częścią iego własnych, częścią 
za iego czasu wiadomych, nie podaie ieszcze 
(ieżeli sobie dobrze przypominam) żadnego 

(a) Jan Muller od miasta Kónigsbcrg w dawney Fi anko-
nii, wictórera się urodził, Regioraontancm nazwany, 
iył od r. i436. do r. 1476-
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z pomiędzy trzech twierdzeń o których mówi-
my Lecz Willebrord Snellius w trygonometryi 
swoiey twierdzenie (6) wyraźnie podaie, przy-
kładem obiaśnia, a względem dowodzenia tak 
pisze: " Demonstratio derivatur ex circulo in 
triangulum inscripto et, areae triangularis in-
ventione: puto sufficere si tantum id digito in-
dicem, ne nimia varietate et periergia molestus 
sim" (b). W tem samem dziele, pomiędzy pro-
porcyami na rozwiązanie tróykąta prostokreśl-
nego, gdy są dane trzy boki, podaie także Snel-
lius następuiącą. "Ut duplum rectangulum cru-
rum, ad excessum quadrati basis supra guadra-
tum differentiae crurum, ta sinus totus ad sinum 
versum anguli ab illis comprelienci". Proporcya 
ta iako iest bezpośrednim wnioskiem twierdzenia 

2bc, które przypisuią Fran-
ciszkowi Viete (c), tak znowu krok tylko zro-

(b) Willebrordi Snellii Doctrinae triangulorum canoniea 
libri quatuor etc., Lugduui Batavorum 1627. Str. 77-78. 

(c) Ob. Dzieło Delambra powyżey przytoczone. Snellius 

http://rcin.org.pl



biwszy, przychodzimy od teyże proporcyi do 
twierdzena (5). Twierdzenie (6) iest także 

łatwym wnioskiem dwóch twierdzeń (7) i (10), 
Z resztą należy uważać, że wzory (4), (5) i 

(6) mało zapewne obchodziły tych autorów, 
którzy przed wynalezieniem logarytmów o 

trygonometryi pisali 

Dowodzenie syntetyczne twierdzenia 
(13), Wyprowadzone z takiego iak na figurze 
I. rysunku, winniśmy matematykom Jorda-

nowi i Tartalei (d), iak o tem świadczy Piotr 
1, w dziele: Scholarum Mathematicarum 

libri unus et triginta, a Lazaro Schonero re-
cogniti et aucti; Francofurti ad Moenum 
162, s on 313 gdzie oraz cały dowód 

, . ana i Tartelei przytacza Montucla teź 
w Historyi Matematyki (Tom II. edyc. pier-

wszey na stron. 462.) podaiąc wiadomość o 

także, wykładaiąc twierdzenie o którem mówimy, tak 
pisze: proposuit Vieta, NOS ita demonstranius. 

(d) Jordanus Nemorarius żył na początku wieku 13 a we-
dług innych około r. l032. Mikołaj Tartalea (Tartaglia) 
umarł r. 1557 a według innych r. l560. 
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