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®==> Ceux des Messieurs les Lecteurs, qui auraient I'extréme
bonté de commenter mon Analyse, sont instamment sollicités de vou-
loir bien me communiquer leur critique sous l'adresse que voici:
A. Jean Walicki, & Radom, par Varsovie.

Quelque désagréable d'ailleurs que, le cas échéant, pourra étre
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extraits de rapports, articles insérés dans des Revues ou Journaux
Scientifiques,— je leur en garderai, en toute occasion, une gratitude
non simulée et je prends la liberté de leur en exprimer d’avance mes

remerciments.
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PRIEFACE.

— 20O

L.e Nouveau de mon dnalyse consiste dans les équations des fi-
gures reclilignes. Ces équations, j'ai cru devoir les appeler Polaires.
Elles sont émplicites, quant & leur forme: rien de plus simple cependant,
que leur transformation en égalités numériques, lesquelles, i leur tour,
étant convenablement transformées et discutées, répondent directement &
toutes les questions posées.

1l en découle une méthode générale et uniforme pour ramener au
calcul algébrique des théories que les Géometres ne démontrent jusqu'a
ce jour que par la voie des considérations essentiellement synthétiques.
Considérez, par exemple, ma déduction du sinus (« == j3) et cosinus (== 43):
les formules cherchées étant obtenues moyennant une simple multiplication
et sans le secours du tracé géométrique, vous conviendrez que je n’y ai
aucun recours & la Synthése. 1l en est de méme de maintes autres
théories qui se rattachent aux figures rectilignes.

Le FPropre de mes procédés est de faire un cours complet de
Trigonométrie, sans quil y ait & cet effet quelque nécessité de recourir
soit aux constructions graphiques, soit ades propositions de la Géométrie.
Mon Chapitre III en fait foi: le peu que j'y ai dit sur cette matiere
suffira & M. M. les professeurs, qui voudraient bien adopter mon livre
dans leur enseignement, dexposer intégralement la Trigonométrie,
moyennant un calcul particulier, ol ne sont d’aucune utilité, ni les
propositions velatives & la similitud de triangles, ni le théoréme de
Pythagore, ni tant d’autres principes qu’on invoque jusqu’ici sub-
sidiairement.

Ma théorie est d" ailleurs tout ¢lémentaire; les seules connaissances
préalables qui la font asseoir sur des bases solides n’impliquent que Zes
deux premiers livres de la Géométrie par Legendre, les Eléiments de
CArithmétique et de I'Algébre, — y compris cependant la discussion

compléte des équations du second degré, — enfin la définition de la
1
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licométrie Analylique et I idée générale des coordonnées rectangulaires
et polaires. Vous voyez donc que, ni I’ équation de la ligne droite, ni
méme la Trigonométrie Reetiligne n’ entrent point dans le rang des
notions qui servent de base i mon Analyse.

En offrant mon travail au public, jose lui promettre, que c’est en
effet une nowveauté et qui n’a rien de commun avec les Traités: il ne
"y trouve de recueilli que mes propres méditations. Lisez Carnot,
Scheffler, Zmurko, ou bien tout autre mathématicien qui ait écrit sur
la méme matiere: vous verrez bien que je n’ai absolument rien emprunté
4 personne. Je tiens i insister li-dessus, car,—rien que pour présenter
les parties des figures sous 1" aspect de fonctions et pour établir I'addition
de ces fonctions, — il m” a fallu plus de six mois de peines et des
méditations suivies.

Je crois devoir consigner encore, que la brochure présente n’ est
que 1° avant-propos d’un ouvrage beaucoup plus étendu, que je
compléterai et publierai aussitdt que les circonstances me permettront
de le faire, ouvrage intitulé ,,Analyse de Position” et dans lequel, pour
¢tablir mes théories, j” abrége les recherches en invoquant 1 assistance du
Calcul différentiel et intégral. Jen dis un mot dans I'’Appendice & la
brochure présente.

Radom (Royaume de Pologne), Janvier 1870.

A. JEaN WaALICkI,

ancien éleve du Lycée Bonaparte, i Paris, et de ' dcadémie Technique

a Lemberg (Gallicie Autrichienne).
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§§ 9— 22.
§§ 22— 53.
§§ 53 —76.

PROGRAMME.

PRELIMINAIRES.

Objet delabrochure—Quantités imaginaires—Démon-
stration du théoréeme relatif aux signes—Du coefficient
de direction, ou, coefficient vecteur.

Chapitre 1.

Des Fonclions polaires— Formules générales — défini-
tions—module et amplitude.

Chapitre II.

Application des régles du caleul algébrique aux: Fone-
tions Polaircs — Propositions y relatives — Quantités
complexes.

Chapitre III.

Analyse des fonctions poluires — forme explicite du
coefficient vecteur — déduction analytique de toutes
les formules fondamentales de la Trigonométrie Recti-
ligne — Démonstrations analytiques des théorémes de
Thales, de Ptolémée, de Pythagore — discussions —
différents théorcmes géométriques signalés par le
calcul — équation d’une ligne indéfinie.
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PRELIMINATRES.

§ 1. L’objet spécial de notre Ana/yse étant d’appliquer aux re-
cherches géométriques les quantités appelées en Algébre imaginaires,
consignons tout d’abord les principes qui & cet effet nous seront d’une
utilité constante:

11 est acquis de I'’Algeébre qu'il ny a pas de nombre qui, multiplié
représente donc une opération impossible: c'est ce qui lui a fait donner le
nom d'/maginaire: Cependant en assujétissant les quantités, telles que
qV—1, aux mémes calculs que si elles étaient réelles, il vient

(V=0'= (V=0 (V=d)=—1
—V=1’=@QV =1) (—qV =1)=-+¢?

et si I’équation suivante a lieu
x+yV—1=p+qy=1 [6]
il s’en suit nécessairement que
Xi=1)
3.
¥y=—4q (5]
Comme nous ferons un usage tres fréquent de ce dernier principe,
il y a lieu d’en faire la démonstration; soit donc donnée I'équation
X+y)Y—1=p+qV—1
la transposition faite, il y vient
. x—p)=@-N) —1 6]
et en élevant cette derniére équation au carré, il viendra
(x—p)* = ([@—y)* X —1
donc
et ol Sl
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ici une quantité strement positive est égalée 4 un nombre négatif; cela
ne peut avoir lieu, 4 moins que
Xee==il): =—30)
q-~y=9
cest — & — dire, & moins que
==
Y=

soient & méme d'étre égalées; ce que précisement nous nous sommes pro-
posés d'indiquer.

Remargue.  Si dans [6.] nous faisons passer le second membre
dans le premier, il vient

—=p) +(—) )V =1=0 ..... [1]

Remarque. Dans le § 53, nous ferons voir que ce n'est pas seule-
ment a la suite d'une simple convention que doivent avoir lieu les équa-
tions consignées ci-dessus sous les notations [1]—{7]. Ces équations, c'est
par la voie d'un raisonnement irrécusable que nous les y établirons pour
la seconde fois: il sera par 14 clair que les quantitées telles que q 1/ —1
doivent nécessairement étre assujeties aux mémes regles de calcul que si
elles étaient réelles.

§ 2. Consolidons maintenant par une démonstration directe un
principe dont nous ferons une application non moins fréquente et lequel,
au dire des auteurs, n’est pas du nombre de ceux quon puisse démontrer
a4 priori; ceprincipe comporte sur I'usage des signes - et — pour
indiquer des situations opposées dans la Géométrie Analytique:

Soit & cet effet donnée la relation

; a—b—c
ou a, b, ¢, sont les valeurs absolues des quantités considérées: dans la
relation ¢ = b/ — ¢, le nombre « sera évidemment positif si ¢ <<b; mais
si ¢>b, alors & sera non moins évidemment négatif. L’idée du positif
et du négatif dans les nombres se trouve donc ramenée a la considération
des ditférences en fonction desquelles toute grandeur e est susceptible
d’étre exprimée.

11 en est de méme en Géometrie; et effectivement, soit /fiz. 7.) un
arc BA — a. S'agit — il de I'augmenter d’'un arc AC=¢, ou ¢ <4, il
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viendra nécessairement arc BAC — « + ¢. Sagit — il, au contraire,
de diminuer « de I'arc ¢, il est palpable qu’alors certain arc BD = ¢ —
a — ¢; mais si dans cette soustraction nous supposons ¢ «, alors la
différence « — ¢ sera nécessairement négative, égale conséquemment 2
un arc négatif, soit par exemple & —3, et 'extrémité M de I'arc soustrait
tombera an—dessous de la droite O B; il y aura donc évidemment
arc BA —arc AM —arc BA — arc AB — arc BM =
=— arcBM=a—¢=—4.

formule faisant clairement voir que s¢ pour positifs sont regardés les
ares el les angles complés dans la direction BA, — la droite OB élant
considérée comme [ixze, — il [aut nécessairement que soient négalifs les
arcs ¢l les angles complés en sens inverse, ¢'est — a — dire dans la di-
rection BM.

Ainsi se trouve directement déduite une proposition assimilée com-
munement & un principe ne dépendant que d’une simple convention. 1l
est facile d’ailleurs de saisir que, par la voie d’un raisonnement tout—
4 — fait analogue, on parviendrait fort aisement i démontrer la méme
proposition pour un systeme d’axes quelconques.

§ 3. Point de calcul algébrique possible, si les quantités considé~
rées ne sont données et cherchées en nombres. Aussi, dans les Figures
ftectilignes, — a Tanalyse desquelles nous consacrons particuliérement
notre brochure,— par les lettres de I'alphabet grec seront sousentendus
les nombres de grades contenus dans les arcs qui respectivement servent
de mesure aux angles, et par les minuscules latines nous comprendrons
les rapports de droites & I'unité linéaire, wnité, constante et déterminée,
quant & sa longueur absolue, mais wnité, diment dans notre Analyse
considéreé pour variable, quant d sa qualité générique,— direction,—
direction comparée & celle d’une droite donnée comme fixe et appelée
base au are polaire. Ainsi pour faire entrer dans notre calcul une
ligne quelconque BC, (fig. 2.) nous indiquerons préalablement par un
signe de convention,— par la parenthe se,— qu’elle est congue dans une
direction autre que celle de la basse OX: si donc la ligne en question
est égale, quant 4 sa longueur, &

BiC=aX1—=a
nous prendrons l'unité en parenthése et nous écrirons
(BC) == a (1), ou bien

http://rcin.org.pl '



(BC) = (a)
pour faire voir par la que la longueur proposée « doit étre considérée
aussi sous le rapport de sa direction et que c’est précisement son coeffi-
cient tacite,— l'unité,— qui tout en n'altérant point sa grandeur, lui
concede la qualité d’étre congue dans la direction qui lui est respective-
ment propre.

Etablissons bien ce principe— ci.

Prolongeons & cet effet BC en sorte que cette ligne vienne déter-
miner avec la base certain angle BL O = «; au pole O de la base OX,
faisons I'angle X O A = « et prenons OA — BC — a: il en résultera un
rayon vecteur (OA) lequel, par construction, sera égal a la droite (BC),
égal sous le rapport et de la longueur et de la direction; par conséquent

(BOY =10 A) =8 {1)is= "\
done, afin d’exprimer analytiquement une longueur définie (a) — (BC),
congue dans cerlane direction a, par rapporl a une base dumnée, il y a
lieu :

19 de considérer la base pour un axe polaire et d’y prendre & vo-
lonté un pole fixe;

2° d’assimiler la droite proposée & un rayon vecteur, égal, quant a
sa longueur absolue & BC — a, et faisant avec I'axe polaire l'angle «;
enfin

3° de multiplier le nombre « par (1), ot par (1) est évidemment
4 entendre certaine expression en fonction de «, expression susceptible
de ne point altérer en dernicre analyse la grandeur de la ligne proposée,
bien que tous ses termes soient multipliés par a.

(Cette expression en fonetion du nombre de grades,— nombre «,—
ou plutot ce facteur, nous I'appellerons dorénavant coe/ficient de direction,
ou, coeffi cient vecteur.

§ 4. Comme le principe que nous venons de poser est trés im-
portant dans notre Analyse, nous croyons devoir I'établir d’une seconde
maniere:

A cet effet (fig. 2) 4 partir du pole et dans la direction pnmmve
de la base, portons I'unité hnvane

ONE-— /8=l T (1.
ot du pole, comme centre, décrivons—- en l'arc @. Supposons maintenant
qu’il y ait une expression susceptible dindiquer analytiquement que
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'unité linéaire se trouve dans la direction OM. Cette expression,— qui
est bien certainement une fonction de «,— désignons la pour le moment
par le symbole (1), et convenons de prendre en parenthese les expres-
sions des longueurs congurs dans des directions autres que celle de la
base: il viendra alors pour (OM):
{OMIE== (D)=t [2.]
en multipliant cette dernicre égalité par a, il vient visiblement
a (OM) = a (1) = (a) = (0A) = (BC)

¢galité qui d’une seconde maniere établit le principe en question et, en
outre, fait voir que pour mettre en évidence la nature du coefficient
vecteur, il faut diviser par a lexpression a (1) — (a), prise dans sa
forme explicite, car il est manifeste qu’alors

ac SR ;

) [3]

§ 5. Soit (/ig. 2.) DE parallele 2 la base et égale, quant a sa
longueur, & / unités linéaires. En multipliant par / la formule [1.] du
§ précédent, il vient

PRGN = e S OHE RN
égalité qui fait voir que pour exprimer analytiquement une ligne DE,
paralléle & la base, il n°y a pas lieu de prendre en parenthése salongueur
b: le rayon vecteur, correspondant a DE, se trouve alors couché sur la
base, conséquemment, son coefticient de direction est visiblement égal a
I'unité, et pour indiquer la multiplication d’une quantité 4 par un
facteur égal o I'unité, il est re¢u de n’écrire que » pour b<1.

§ 6. Pourdeux lignes (fig. 2.) telles que (BC), (FG), qui sont
égales, quant & leurs longueurs, et paralléles, quant i leur position re-

spective, il vient
(BO) = (FG) = (3) .

car alors ces deux lignes font avec la base un méme angle «, et sont
toutes les deux assimilées au méme rayon vecteur (OA) — (a).

§ 7. Bemarque. Dans les expressions telles que OX, OA, BC,
CB, ou bien, (OA), (BC), (CB), par les lettres, placées en premier lieu,
nous marquerons toujours I'extrémité envisagée pour l'origine de la
droite, et par les lettres, placées en second lieu, nous entendrons
respectivement le point final des lignes considérées.

()
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§ 8. Jusqu’ici ne nous est guére connue la nature des coefficients
tels qui concédent aux nombres multipliés par eux la propriété d’étre
congus dans certaines directions: il se peut donc bien que ce coefficient ait
}/—1 pour facteur constant; mais ce que nous pouvons affirmer dés i
présent, et pour cause, C’est que les expressions analytiques des rayons
vecteurs couchés sur la base ne sauraient étre de forme imaginaire, ces
expressions, comme nous I'avons vu dans le § 5, ayant I'unité pour coef-
ficient de direction.

CHAPITRE 1.

Des Fomctions Polaires.
Formules Générales, Définitions,

§ 9. Proposons-nous la question de mettre en évidence la nature
du coefflcient vecteur.

A cet effet, comme nous I'avons vu dans le § 4, il suffit d’avoir la
forme explicite de (OA) = (a) et de diviser cette expression par a.
Cherchons done cette expression, c’est — & —- dire cherchons i résoudre
le probléme suivant:

Probléme. Suit donné un sysiéme de coordonnées polaires
dont le pdle est pris dans Corigine el la base sur le cOlé positif des ab-
scisses dun sysieme reclangle, également regardé comme donné: quel-
les sont les relativns qui lient un rayon vecteur quelconque (04) — (a)
el les quantités a, a, @, y, OU a, a« el x, y sont, respectiv ment, les coor-
donn‘es polaires el veclangulaires du point 4, qui, comme Uindique Suf-
fi.s-mi)mml Cexpression (04), est le pont final du rayon veeteur propose.

Comme la valeur numérique de chacune des quantités a, «, X, ¥,
dépend évidemment de la position de (OA), et que, réciproquement, (OA)
varie avec a, «, aussi bien qu'avec x, y, en sorte, que I'on doit affirmer
que la formule destinée & faire connaitre (OA)-—(a) devra nécessairement
contenir des termes en fonction de a, « ou bien de x, y,— nous con-
cluons que (OA) —(a) est fonction de a, « et de x, y; ce qui consigné
conformément i la notation en usage, donne
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(0A) = (a) = f (a,a)  [L]
OA)=(@) =p(x,y) [2]
relations générales, dont la transformation en égalités 2 forme explicite
constitue /¢ fil i’ Ariane de notre Analyse.

§ 10. Llesprit de I'analyse, lequel est indépendant des valeurs
particuliéres qu'on peut assigner aux quantités, nous autorise a égaler
[1.] & [2]; il vient donc

(0A) = (a) =f (s, ¢) =¢ (x,3)  [8]
fla,d =gy  [4]
relations qui montrent, que I'expression en fonction des coordonnées po-
laires doit étre réduite a ¢ (x, y), c’est— a—dire aux nombres indiquant
certaines longueurs linéaires, ce qui revient nécessairement i faire rap-
porter la quantité angulaire « 4 la méme unité que les lignes a, x, y.
Cela présente une difficulté d’autant plus embarrassante que les relations
implicites [1] — {4] ne peuvent & cet égard nous servir i rien: mettons—
nous donc a rechercher la forme explicite des formules précitées.

§ 11. Prenons, a cet effet, les équations du point A, rapportées
a notre systeme rectangulaire; soit donc
ot p et q peuvent désigner tout nombre véel dans les limites =+ oo
Supposons maintenant que les membres correspondants des équations (5.]
soient & tour de role combinés entre eux moyennant toutes les régles du
calcul algébrique; il en sortirait évidlemment pour résultats des équations
a deux variables, équations, dont aucune d’elles ne serait capable de
préciser la position du point proposé A. Il semblerait donc, & juste titre,
qu'une équation a deux variables ne saurait étre '’équation d’un point
considéré isolemment.

Il n’en est pas ainsi cependant.

Et, en effet, si,— aprés avoir préalablement multiplié 'une quel-
conque des équations|5] parlefacteur 1/ — I,— nous additionnons leurs
membres correspondants ou bien les soustrayons l'un de l'autre, il en
résultera 'une de deux formules suivantes, a savoir:
| St aallaes [6.]

pE g A =k ey =
ol p, X et q, y peuvent désigner tout nombre réel dans les limites &= oo,
et ol chacune des équations [6],— conformement a notre § 1,— se par-
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tage nécessairement en deux autres, I'une entre les séellcs, et Tautre
entre les smaginaires, donnant fixement: p — x et q —=y; or p—xX
et q — vy, ce sont les équations du point proposé A; il semblerait done,
que chacune des équations [6], considérée séparement, soit I'équation du
point A. Mais ce n'est guére possible, puisque dans ce cas il viendrait
que
e o T

c’est— a— dire que pour un point quelconque A, nous aurions constam-
ment X =y, ce qui ne peut avoir lieu. Nous en concluons done, que
I'une des équations [6] doit seulement étre considérée comme I'équation
du point A et que, quant a la seconde, on doit la rejetter sans restric-
tions.

Volla done acques, que la position d'un j oinl, considéré isolemment,
est & méme d'élre précisée par une équation & devx cariables, mais bien,
sous la condulion capressey, que lune des deuz variables, ainst que sa
valeur respeclive, soit presentée comme imaginaire.

§ 12. Quelle est, parmi les équations [6], celle qui’il convient de
considérer fixement pour I'équation du point A, et quelle est, au con-
traire, celle qu’il faut écarter sans restriction, le raisonnement suivant
nous le fera voir:

Si le point A n’était rapporté qu'a un systéme rectangle, la dispo-
sition symétrique des axes rectangulaires, & elle seule, prouve assez
clairement qu’alors, pour I'équation du point proposé, on pourrait pren-
dre I'une quelconque des équations [6], sous la condition expresse cepen-
dant, que la seconde équation, la restante, fit réputée pour illicitée;
mais, outre lesystéme rectangulaire, nous prenons aussi en considération
un systéme polaire, con¢u en sorte que le pole est pris dans I'origine et
la base sur le coté positif des abscisses de celui — la: si donc pour rap-
porter le point proposé & motre systeme rectangle nous choisissions
Iéquation x 1/ —1 + y=1pV"*—1 +q, en y faisant y — q — 0, il
viendrait qu'une certaineabscisse p}/ —1 est imaginaire relativement i
laze des ordonnées admis pour réel, afin de le distinguer de lwze des
abscisses; il y aurait donc

XY —1=py—1
mais celan’est guére possible, puisque x 1/ —1 doit représenter aussi un
rayon vecteur OA — x=—1p, lequel est alors couché sur la base et lequel,.

http://rcin.org.pl



g P

en vertu de notre § 8, ne saurait étre f‘m(mi/z wre.  Nous concluons done

que, la formule x1/ —1+y=pV —1+ (] est précisement celle qu’il

convient d’imputer & faute et sans 1ebtuctzon., et que c’est au contraire
X +yV—1=p+q)—1 [7.]

quil faut considérer dorénavant comme I'équation d’un point quelcon-

que A.

§ 13. A Teffet de déterminer la position d’un point quelconque A,
nous avons dong I'équation ;
X+yV—1=p+qlV—1 [7.].
équation qui subsiste dés que sont données les coordonnées rectangulaires
b = 1 (a1
Comme, par la voie de la décomposition rélitée dans le § 1, I'équa-
tion [7] est susceptible de passer immédiatement i Iétat de deux identi-
tés, il convient,— dans le cas, olt nous voudrions I'écrire sous forme im-
plicite, — de n’en employer, pour exprimer lidée de la dépendance,
qu'une seule lettre, soit, par exemple, la lettre F, et présenter y, p com-
me imaginaires; ainsi done
X by V=T =F (3 V/=1) [ 8]
P+ aqV—1=F@pqV—=1) [9]
F(uyV/=D=F@qy—1)  [10]

§ 14. Prenons maintenant notre rayon vecteur (OA)-— (a): les
expressions (8], [9] et [10] en sont les fonctions, puisque chaque modifi-
cation congue dans (OA) entraine nécessairement un changement de
grandeur dans F (X, ¥/ —1) oudans F (p, 1/ —1); mous sommes
donc autorisés a poser:

(08)=(a)=F (x,y)/—1) :Hy/—ltp*fu/—l (L]
ce qui comparé a la relation [1] du § 9, équation que voici
(04) = (a) — 1 (3, )
nous fournit:
flaa=p+qV—1 [I2]

0A)=(a) =f @ =x+y /=T [13]
relations  fondamentales de notre Analyse, lesquelles font voir que la
signification analytique du rayon vecteur (OA) est de déterminer la po-
sition du point précicé par I'équation x 4+ y |/ -——1—p+4q 1/ —1
c’est — & — dire par les identités x — p et y = q.
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§ 15. En comparant[ ] a [11], il vient

exY=FxyV/-T=x+yV—N=p+qV/=1
c'est 4 dire que, pa,rga(x, ¥),il y a lieu, dI'avenir, d’entendreF (x,y})/ — 1)
=X 3 V1= p L

§ 16. Sile point A se trouve au péle, ou sur I'un des axes re-
ctangulaires, alors, dans la formule [13], il y a lieu de faire, respecti-
vement, X — 0 et y — 0, ou bien d’égaler i zéro I'une des coordennées
seulement: consignons cela par les cinq formules que voici

(4] f(0;a'= 0=

131" 1 (8, & =gy == S g — —a X1

[16] f(a,a = 90)= al/:——l 1/——1:3><1/—1
(17] f(a,a = 180) = —a =X =a X —1]
(18] f(a,a =270)=—a ) —1=—v ) =1 =4d >/ —1

§ 17. Dans les expressions de la forme f (a, «), le symbole a re-
présente la longueur absolue du rayon vecteur proposé: on ne peut donc
faire égaler a qu'aux nombres réels et positifs, dans les limites entre 0
et oo, et par cela méme, il demeure bien acquis qu’il ne saurait exister
des rayons vecteurs qui soient nigatifs ou imaginaires. Or, les relations
15— {18] — relations qui sont de la méme nature que f (a, «),— nous
résultats ont prouvé que f (a, « ) est & méme d’exprimer tout nombrem/
et imayinaire dans les limites &= oo il y a donc lieu de conclure que
les facteurs placés au bout des égalités [15]—[18],— tels que 1, |/ — 1,
—1,—}/ —1,— dépendent de la quantité angulaire « et sont, respecti-
vement, les coefficients de direction pour les rayons vecteurs congus dans
les quatre directions des axes rectangulaires: s’il en était autrement, le
rayon vecteur a, qui est toujours positif, de 4 a ne saurait passer en

ay/—1,—a,—al}) —1

§ 18. Dans les expressions telles que f (a, ), nous appellerons
dorénavant ,,module” le nombre a, indiquant la quantité des unités li-
néaires contenues dans le rayon vecteur. Il est visible que ce nombre
n'est 4 méme d'étre ni négatif ni imaginaire. Par ,,/’Amplitude” nous
entendrons l'arc servant de mesure & 1'angle «, angle formé par le rayon
vecteur avec 'axe polaire. -
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§ 19. On peut & volonté faire croitre ou diminuer I'amplitude
dans les limites == oo, puisqu’il est permis de supposer que le rayon
vecteur soit tourné indéfiniment dans I'un ou dans I'autre sens.

Nous convenons d’affecter du signe -+ les amplitudes comptées a
partir de la base dans la direction de bas en haut de la figure géomé-
trique; les amplitudes comptées dans le sens opposé seront, en vertu de
notre § 2, calculées comme négatives.

§ 20. Comme les expressions telles que f (a, ), (OA), (a), sont
exprimées en fonction des coordonnées polaires du point A, et qu'elles
dépendent de ces quantités, nous croyons devoir leur imputer le nom
générique de Fonctions Polaires.

§ 21. Pour un rayon vecteur quelconque (OA), la formule [13]

nous donne la relation explicite
OA)=x4+3y)¥—1

ol X, y sont les coordonnées rectangulaires du point A. Or, pour ré-
soudre complétement le probleme de notre § 9, il y a lieu de déterminer
encore la relation qui lie (OA) et les coordonnées polaires du point A;
il nous reste donc i trouver la forme explicite de (OA) — f (a, «). Cette
forme, nous la trouverons, mais ce n’est qu'an commencement du C/a-
pitre [l que nous serons & méme de le faire: pour cet effet, il faut nous
procurer d’abord des moyens, moyens dont jusqu'ici nous manquons, et
a4 la recherche desquels, nous consacrons précisement le Chapitre qui
vient,—Chapitre 1.

CHAPITRE 1L

Application des régles du calcul algébrigue
aux Fonctions Polaires.

§ 22. Toutes les régles du caleul sont uniquement déduites en
Algebre de la Remarque que les signes généraux yemployés représentent
des grandeurs susceptibles d’augmentation et de diminution; or, dans le
Chapitre précédent, nous avons vu que f (a, «) exprime analytiquement
des quantités géométriques susceptibles d’augmenter et de diminuer dans
les limites == oo; donc le génie du calcul algébrique est & méme d’étre
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appliqué & nos fonctions et, conséquemment, nous pouvons assujétir
f (a, @) aux opérations de I'’Algeébre: cherchons donc & représenter ana-
lytiquement et géométriquement les résultats des opérations algébriques
effectuées sur nos fonctions polaires.

Addition.

§ 23. Soient données (fig. ) A ajouter deux fonctions polaires

formées d"apres la formule [13] du Chapitre préeédent; soit donc
(OA) = {818 == e- ok % M i
(0B) =£(b f) = %, + 3, V=1
en additionnant les membres correspondants de ces équations, il vient
(0A) 4 (OB) =1 (a, @) + £ (b, B) = (x, + %) + (v, + ¥2) V' —1
posons y Xy -F X =%
W =Y
il viendra
(OA) 4 (0B)=F{x o G-+ (W B=LAGLL 5, )/ —1 [1]

Examinons cette derniére formule.

Remarquons tout dabsrd qu'en vertu du § 12, I'expression x,-
¥, V=1 détermine la position d’un point C, dont les coordonnées rectan-
gulaires sont

I'abscisse x; — X, -+ X,

Pordonnée y, — y, -} vy,
Consignons cela sur la figure 3: faisons y OR-— x, et I'ordonnée RC—y,:
le point C se trouve par cela méme déterminé. Unissons ce point C avec
le point A, moyennant Ja droite AC, et, par le point A, menons une pa-
rallele & I'axe polaire; cette paralléle coupera nécessairement RC en N
et viendra déterminer certain triangle rectangle ANC, égal au triangle
OLB, puisque, par construction, OL — x, =— MR — AN, et -

B =y, —— NG

De I'égalité des deux triangles rectangles précités, il résulte que AC —
OB = b, et angle NAC — angle LOB — amplitude # — angle CFR.
Comme les lignes AC et OB sont égales, quant & leur longueur, et que,
toutes les deux, elles forment avec la base le méme angle mesuré par
I'amplitude j, il s'en suit, en vertu du § 6, que.
donc, dans la formule [1] du § courant,— attendu que deux quantités
égales peuvent étre substituées I'une & l'autre,— nous pouvons poser
(AC) & la place de (OB); il viendra alors
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(0A) + (AC) =f(a, @) +- £ (b, A) =X, +uys V=1 (2]
Construisons maintenant le rayon vecteur (OC); soit ¢ son module et
son amplitude; comme, en outre, les coordonnées rectangulaires du point
C nous sont connues, il vient pour (OC), conformément 2 la formule
[13] du Chapitre précédent, la relation suivante, & savoir:

(0C) = fife, P)=zy>t 35 P18
Or, les relations [1], [2] et [3] ont, toutes les trois, dans leurs derniers
membres, la méme expression: x, - y, 3/ —1:done, on peut faire égaler
leurs membres correspondants, attendu que deux quantités égales & une
troisieme sunt égales entre elles; il vient done

(04] + (0B) = (0A) + (AC)— (00)  [4

f (a'v a) i (ba 1@) ;%‘(C, 7) [5]

d’olt, pour I'addition de nos fonctions, I'on tire la régle suivante:

Afin de construire I'expression f (a, @) + f (b, 3),— laquelle corre-
spond & (OA) + (OB),— et en trouver la Fonetion Iésullante, il faut:
1° mener AS, paralléle & la base;— 2° sur cetle paralléle, a yartir du
point A et dans la direction primitive de la base, porter 4S——b;— 3° du
point A, comme centre, et du segment AS, comme rayon, dicrire un are
gal a Camplitude 3, égaly quant a la grandeur ot quant au signe; enfin
4° la rolation [aite, lextrémité S du segment AS déterminera, sur leplan,
la posilion de certain point C, point qil faut lier avee le pole et avee le
point 4, moyennant les droites (0C) et (AC).

11 en résultera:

1° Une ligne brisée (0A)4(AC) qui représentera graplhiquement
Caddition des fonctions polaires propssées, lesquelles nous nommerons
Fonctions Composantes: enfin

R° Le rayon vecteur (0C) el sa fonclion polaire [ (¢, 1) quiy re-
speclivement, représentent géométriquement. el analytiquement la Fonction
Résullante cherchée.

§ 24. Tirez BC (/ig. 3); il est visible qu'il en résultera un pa-
rallélogramme construit sur les Fonctions composantes, parallélogramme
dont la diagonale (OC) détermine le module et amplitude de la Fonction
Iésultante cherchée dans le § précédent.  De plus, comme (OA)— (BC),
il vient

(OB) 4 (0A) = (OB) + (BC) — (0C) 6]
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ce qui étant comparé a [5] donne
(0A)+(0B)=(0A)4- (AC)—(0C) —(OB) 4- (0A) = (OB) 4 (BC)  [7]

§ 25. Consignons que les termes des relations [4] — [7] consti-
tuent autant des fonctions dont dépendent les éléments des lignes brisées
(OA) + (AC) et (OB) -+ (BC); or, ces termes, nous les avons appelés
[onctions polaires; donc, A lavenir,— pour simplifier le discours et
éviter la confusion d’idées,— les relations, provenant de I'addition des
Jonctions poluires, nous les nommerons Lquations Polaires.

§ 26. Cela posé, revenons & la figure 3: considérons f (¢, 7) pour
Composanle, et, conformément & laregle de I'addition, ajoutons lui f(d,0):
il s’en suivra certaine Fonction Reésultante f (1, 2), laquelle déterminera
la position d’un point D, et il viendra I'équation polaire suivante

fle,7) +£(d,d=1£(2
si, dans cette derniere équation, on substitue a f (c, ) I'expression trou-
vée pour ce terme par la relatiou [5], il viendra alors, i leffet de dé-
terminer le point D k
fe,a) 4 f0,8 41, =£04  [7]
si & f (I, 4) nous ajoutons un terme nouveau, soit, par exemple, f (p, =),
nous obtiendrons une Résultante f (m, ), et si nous consignons cela con-
formément au procédé précité, il vient X
£, 2+ 17 =1(ma
ou, en substiluant a f (1, 4) I'expression trouvée pour ce terme par 1'équa~
tion [7], il vient
f(a,a) + (08 +f(Q0)+1f(a —1f(m,pe (8

§ 27. Généralisons maintenant les choses.

Supposons, & cet effet, que, d’apres la méthode indiquée tout— a—
I'heure, l'addition soit répétée »-2 fois et que, ‘dans le courant de I'opé-
ration, on n’ait point négligé de faire les substitutions nécessaires,— il |
est clair qu’on en obtiendra une expression telle que ’

fa a + f (b, B) = e ) 4 LA, -+ 'f (m, #) —Hg(n; v)
composée de n-7 termes, laquelle déterminera sur le plan la position de
certain point N, moyennant les fonclions composantes de la ligne brisée

(0A) + (AB) + (BC) 4 (CD) .4 ........ (LM) 4 (MN)

or, la Iiésullante de cette expression est visiblement — au rayon vecteur
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(ON) = f (s, 0),— (fig. 4),— rayon, qui,— étant lui — méme construit,
constituera le2° coté d’'un pelygone, duquel les sommets,— i commencer
par le pole et dans I'ordre naturel,— seraient O, A, B, C, D,...... M
et N.  Donc, il est acquis que I'équation polaire

faa)+f(b,A+1f(c,r)+...... +f(m,pu)+f (0, v)=1(s,0) [9.]
représente analytiquement un polygone plan ayant » cotés, polygone du-
quel le sommet O se trouve au pole du systéme des coordonnées polaires
donné; et, réciproquement, étant donné un polygone a » cotés, si l'on
prend I'un quelconque de ses sommets pour pole et une ligne passant par
ce sommet pour base, on est & méme de le représenter analytiquement
par une formule semblable a I'équation [9].  Aussi, dorénavant, 1'équa-
tion [9], nous I'appellerons équation polaire du polygone, ou, par abré-
viation, équation du polygone.

§ 28. Si, dans I'équation [9], I'amplitude o est zéro, alors, visi-
blement, la résultante se trouve couchée sur la base; toutes les amplitu-
des sont comptées & commencer du coté ON; f(s, ¢ — o) ==s; etily a
lieu de présenter [9] sous I'aspect que voici
f(@,a)+ (0,8 +fle,r)+.io.+fma+1@y)=s [10]
ou bien ’

fla,a) +£f(0, 8+ ....+f(mp £,y —s=0 [11]
mais,—en vertu du § 16 formule [17],— f (s, 180) — — s, donc on peut
écrire [11] de la maniére suivante
flaye) 4 £ (b, 8) £ 1oootfm g+ £0,0+ fis,180) =0 [12].
formule la plus générale pour représenter analytiquement un polygone
plan quelconque, rapperté au systéme des coordonnées polaires ayant le
pole sur un des sommets du polygone et la base couchée sur I'un des
cotés issus du sommet pris pour pole.

'§ 29. En raison de l'importance de cette derniére proposition,
déduisons la directement:

Soit donné (fig 5) le polygone OABC....,.LMN; soient aussi
connues les longueurs de tous les cotés et leurs amplitudes respectives
comptées & partir du coté ON, coté pris pour I'axe polaire; si, par ordre
et progressivement, nous ajoutons, a I'exception de ON, les fonctions de

' tous les cotés du polygone, il viendra
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(OA) + (AB) + (BC) 4 ... ... (LM) 4 (MN)
on bien
QRTINS0 o AR f (m, p) + f (n, v)

expressions qui déterminent le point N, point se trouvant, par hypothese,
sur la base. Si, a la derniere expressivn, nous ajoutons (NO) qui est
visiblement — — s — f (s, 180), il viendra

fla,a) + (b8 + ..... -+ f(n,v; 4 (s, 180) =0
expression qui forcement doit étre égalée a zéro, puisque, en vertu de la
régle de laddition, pour ajouter (NO) — f (s, 180) -~ — s, il faut pren-
dre NT = s, puis du point N, comme centre, en décrire un arc — 180
dogrés: la rotation faite, le point T viendra nécessairement se confondre
aveé le pole, et comme I'expression _

@ a) A Fib B b uinivises -+ f(n, v) + £ (s, 180)
détermine le pole, duquel les coordonnées sont nulles, il faut bien quelle
soit ¢galée & .zéro.

§ 30. Joignons maintenant le pole avec un sommet quelconque
du polygone (fig. 5), soit avec le sommet F: il en résultera un rayon ve-
cteur (OF), qu'on peut envisager pour Hisu/lunie des expressions:

(OA) + (AB) 4 ..... (EF), et
(ON) 4+ (NM) 4 ..... (GF)
donc
(OA)+ (AB) 4+ ..... (EF) = (OF)
(ON) + (NM 4 ..... (GF) = (OF)
conséquemment
(OA) +(AB) 4+ ..... (EF) = ON 4 (NM) + ...... (GF)
et en y substituant les fonctions polaires respectives, il vient
f (8,8 4 £(by ) e aien; =8+ f(m,0) 4+ f(m, & + ...

@ou l'on tire le Théoréme, qun rayon vecteur quelconque (OF) esl sus-
ceptible w’élre analytiquement représenté par les Fonelions Composantes
de toute ligne brisée ayant ses extrémilés awr points 0 et F'i— et réci-
proquement,— que les Composantes de loute ligne brisée ayant ses ex-
trémités awr points O, F, sont, quant & leur Résultante, égales a la fon-
ction polaire du rayon vecteur (OF).
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§ 31. Nous sommes, en conséquence, & méme de former, doré-
pavant, une infinité d'expressions égales a (OF)— x 4~y 1}/ —1=p
--q)/ —1, expressions, dont chacune d’elles aura évidemment la méme
signification analytique quex + y 1/ —1 = p + q 1/ —1 = (OF),
c'est —a— dire qu'elles détermineront toutes la position du point F,

§ 32. Dans le Chapitre IIT nous ferons voir qu'il est fort facile
de transformer nos relations polaires en équations naumériques du pre-
mier degré, déterminées et explicites, quant a leur forme, lesquelles,
étant, & leur tour, convenablement transformées et discutées, nous per-
mettront d'y faire maintes conclusions au sujet des rapports cutre les
éléments des [igures rectilignes.  C'est aussi moyennant notre addition
que nous réussirons a ramener a l'algebre des théories géométriques les-
quelles jusqu'ici ne sont démontrées que par la voie des considérations
essentiellement synthétiques. 11 est done manifeste que I'addition de
nos fonctions joue un roéle fort important dans notre analyse: aussi, nous
croyons devoir nous y arréter démésurement et passer aux considéra-
tions moins générales,— aux figures particalieres,— c'est le triangle
que principalement nous avons en vue: proposons—nous donc de résou-
dre quelques problemes relatifs au triangle, problemes, qui, dans la
suite, nous seront le plus nécessaires, a savoir:

§ 33. Mettre en équation un triangle scaléne queleonque ABC
(fig. 6), mais en sorte que les ampliludes y soient exprimées en [on-
ction des angles intérieurs de la figure proposée.

Désignons constamment les angles des triangles scalenes par «, 3, v
et par o, b,¢, les longueurs des cotés qui sont respectivement opposés.
Prenons maintenant le sommet A pour pdle, la direction du coté AC
pour base, et construisons le rayon vecteur

(AK) = (BC)
Un coup d'oeil jetté sur la figure 6 suffit pour constater que
(AK) = (BC) =f (¢, — 7)
A = b
[AB) = f (")
Or, en vertu du § 30, l'on a
AC = (AB) + (BC)
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donc, la substitution faite, il vient
b=f( a,+ £ —7) (1.]

En prenant, & tour de role, les sommets C, B, pour poles et les
directions des cotés CB et BA pour bases des systémes polaires, nous
aboutirons, par la méme voie, aux formules:;

B IR TG~ ) (2]
c=1f(a f) + f(b,— (3]

Done, & Teffet de représenter analytiquement un triangle scaléne
en fonction de ses cotés et de ses angles intérieurs, nous avons trois
formules: nous réunissons ces formules dans un seul groupe, marqué
de I'initiale [A.]

A= "1 b 7)1 e, Z

b=f(c, o) + f

L /?)+f(b~a

§ 34. Soit OX la bissectrice de I'angle AOB; prenons & volonité
les points A et B sur les cotés de l'angle donné (fig. 7); abaissons sur

|-A ]

RGN

la bissectrice les perpendiculaires AD et BC; faisons OA = a, OD = p,
DA = q,.0B.= b, 0C:=:c:4CB =d, Langle: AOD;x=ias:preronsid
pour pole, OX pour hase et consignons que 1'angle DOE est nécessaire-
ment égal & — a. Cela posé, mettons en r’.)/mh’a}zs les triangles rectan-
gles OD4 et GCB.
Remarquons, & cet effet, que
(0A) = 0D + (DA) )
(0B) = 0C + (CB)
Or, par hypothese et par construction:
(0A) = £ (a, @)
(OB) = £ (b,~)
O D enfin OG e=ic
~et, en vertn du § 16, formules 16 et 18,
(DAY 5 1 44, 90) =qV—1
(CB) = f (d, 270) =—Y ) —1.=—f(d, 90)
done, si nous substituons ces valeurs dans [1], il vient
fla «=p-+ f(q 90

a .
flb—a) =c—1f(d,9) | [B]

(1]

ou hien
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fla, @) =p 4+ qV—1 | [ ]

| R T O i e
deux groupes d'équations polaires que précisement nous nous sommes
proposés de trouver.

§ 35. Si (fig. 7) nous prenons OE=0A =3, alors, visiblement,
OC = 0D = p; CB = DA = q et, par conséquent, nos deux derniers
groupes' représentent les triangles égaux ODA, ODE: il est d'ailleurs
évident que les formules précitées doivent, dans ce cas, s'écrire ainsi:

f o =rp-+ g 90 ?
f (a,—«) = p — f:(q, 90) s [:DJ
ou bien

fa, @ =p+q)—1 l [ ]
f (a,—a) =p — q 'V —1 ) E
Consignons que les seconds membres de [ E] renferment des gran-
deurs appelées en Algebre quantités imaginaires conjuguces.

§ 36. Soit donnée (fig. 8) une suite indéfinie des triangles rectan-
gles ayant les mémes angles aigus; 1'un d’eux, «, est commun a tous leg
triangles. Faisons y

OA =a | OP =p FA="n
OA ==tay 1 OP = p, PiA, = q
. . ' . j R
| |
‘1 |
O.An Sy } Opn o U ’ pnAn CoERLhAL b

En vertu du § précédent, il viendra pour la suite des triangles re-
ctangles précités

bl 5 e il g
f (@, a) =p + q V=1

.

|E"]

e ——

f (an ’ a) =R Pplol Gy V:-l
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N.B. Nous nommerons Zomologues, ceux, des cotés des triangles,
qui sont opposés aux angles respectivement égaux.

§ 37. Etant donnée (fig. 9) la fonction
(0B) =f(b, ) =x 4y —1 L]
il est visible qu'il vient
(OE) =1 (b, 8 1 180) = —‘<~va1
pour un rayon vecteur (OE) dont le module est égal & & et lequel est le
prolongement de (OB) de I'autre coté du pole.
Or, en changeant de signes dans [1], il vient
—(OBj=—f (b, =—x—y)/—1

cette dernicre égalité comparée a l'avant — derniére, donne

(OE) = — (0B)
~ f(b, B) = (b 8+ 180) [2.]

ot bien 2
—f (b, f) =1 (b, 8 — 180) [3.)

car l'amplitude négative de (OL) est = (3 — 180).

§ 38. Prenons maintenant 1'équation [9] du § 27; faisons y pas-
ser f (s, o) dans le premier membre; remarquons que — f (s, 0) = f (s,
o -+ 180); posons ¢ + I80 = w; il viendra alors
‘m@+1wm+u> ------- + 1 (m, @) +
£ {nd ) e s e el G [1.]
équation générale du po]ygone (ig. 4)

Soustraction.

§ 39. Soient données les fonctions (fig. 10).
(0A) = f (a, @) '
(OB) = f (b, 3)
Sil'on soustrait leurs membres correspondants, il viendra
(OA) — (OB) = £ (a, «) — f (b, j) (1]

Or, en vertu du § 37, (OE) — (OB) et
fb,pg+ 180) = — 1 ( ,9), done il vient
(OA) — (OB) = (OA) OE) = (0C) (2]

f (a. a)—f(b,ﬂ):f(a, )+f(b7ﬂ+180) =f(°77) [3']
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par conséquent, pour la soustraction de nos fonctions, on en tire la
regle suivante:

Pour soustraire (0B) de (04), il faut prendre sur le prolonge-
ment de (0B), de Uautre cbté du pdle, un rayon vecteur (OF),—igal,
quant & sa longueur, & (OB),— ¢t additionner (OF) i (04): moyennant
lexpression (04) -+ (OF) on déterminera L+ position e certain point C,
qui, ¢iant lic avec le pdle, donnera la différence cherchée (0C) =1 (¢, 7).

§ 40. La soustraction des fonctions polaires se trouve ainsi ra-
menée 4 leur addition. Il en résulte, que tout rayon vectear est suscep-
tible d'étre exprimé par la différence des fonctions de deux droites
issues de ses extrémités et formant triangle.

§ 41. Le Corollaire du § précédent nous met & méme de repré-
senter analytiquement le triangle par la différence de ses fonctions po-
laires.

Prenons & cet effet le triangle scaléne pour lequel nous avons de-
duit les formules du groupe [A] (fig. 6): soit le sommet A pris pour pole;
AC pour base; par le point A menons AK parallele & BC; prolongeons
cette parallele de Tautre coté du pole; coupons y AK = AM = CB = a;
enfin consignons que (AK) =t (a,—y). Or,

(AB) = AC 4 (CB)
e'est — a — dire

f(c, a) =b -+ (CB) 1.
et, en vertu du § 37,
(CB) = (AM) = — (AK) = — { (a, — 7),

done, si, dans [1], nous substituons & (CB) cette derniére valeur il
viendra
f(6 @) =b — f(a—7) 2]

Si, 4 tour de role, nous prenons les sommets C, B, pour poles,
et, respectivement, CB et BA pour bases, nous obtiendrons, par la voie
d'une déduction tout — & — fait analogue, les équations polaires que
voici:

f(b) 7) = & -~ f ey — f) (3.]
fia, B = c.—1(b, — e (4.]
et en groupant ces formules, il vient
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a‘_f(c7—ﬂ)=f(b)r)
(R PR ERE [G‘]
¢ —fb,—a =1(s4

§ 42. Remarquons que les formules [G] peuvent étre immédia-
tement déduites des formules [A]: & cet effet il suffit, dans les seconds
membres des [A], de changer le signe de derniers termes et de faire en-
suite passer ces termes dans les premiers membres des équations respe-
ctivement correspondantes. 1l se trouve done constaté que les formules
du triangle, obtenues moyennant la soustraction, ne sont autres que
celles du groupe [A] déduites antérieurement par la voie de l'addition.
Voila ce que nous tenions & démontrer de la maniére que nous venons
de le faire, bien que cela fat d’ailleurs antérieurement a prévoir, puis-
que les régles relatives & la résolution des équations algébriques sont
générales et que, par conséquent, dés le § 33, nous étions en mesure
d’affirmer que

a—f(, —pB) =1(b et
a =17+l =47

ne sont que la méme équation.

Blultiplication.

§ 43. Soient donnés le multiplicande f (a, «) et le multiplicatenr
f (b, 8. Proposons — mnous de représenter géométriquement et analy-
tiquement le produit qui résulte de la multiplication de ces fonctions.

A cet effet, il y a lieu de recourir & la définition du genre, 4 sa-
voir :

Multiplier £ (a, @) par £ (b, 3),— conformément au génie du cal-
cul algébrique,— ¢'est chercher wuue [onclion, appelée produily luquelle
s0il engendrée du multiplicande { (a, a), comme le muiliplicateur £ (b, f)
est engendre de [unité positive.

: Or, pour engendrer de I'unité positive la grandeur représentée par
le multiplicateur f (b, 2), on porte, & partir du pole et dans la direction
primitive de la base, 4 fois I'unité linéaire, puis, du segment qui en pro-
vient, comme rayon, et du pole, comme centre, I'on décrit 1'amplitu-
de j3;

done, pour déterminer le produit cherché, il faut— & partir du
pble el dans la direction primitive du multiplicande, porter, a la file,
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b fois la longucur représentée par le module a, puis, du segment qui en
résultera, comme rayon, et du ;dle, comme centre, décrire I'amplitude
B. 1l en résultera, évidemment, pour produit un rayon vectewr (0C),
dont le module est, par constructiony égal au nombre ab, et Famplitude
= a 4 3, donc
faa X1tp =1(@baeitp 1]

formule faisant voir 1° que le produit des fonctions polaires est de la
méme forme que les [acteurs qui concourcnt a I'engendrer:— 2° que
le module du produit st égal aw produit des modules drs [acteurs;
¢t enfin 3° que Uamplitude du produil est égale & la somme des am-
plitudes des factours.

§ 44. Dans le cas, ou les modules des facteurs soient fraction-
naires, on n'aurait qu'a substituer, dans le raisonnemeni du § précé-
dent, le verbe ,,prendre’ au verbe ,porter” qui y est employé; et c'est
avec la méme exactitude que l'on déduirait

£(2 @) + 10 0) =1 (2« ot )
tlonc la formule [1] du § 43 est générale, et il n'y a pas & se méprendre
sur la position du point déterminé par le produit, pourvu que les fa-
cteurs soient vris comme fonctions polaires, car c'est rigoureusement
dans cette acception que furent envisagés le multiplicande f (a, «) et
le multiplicateur f (b, /).

Epivision.

§ 45. Silon divise la formule [1] du § 43 par f (a, «), il vien-

dra nécessairement
Pt v, p i@ e pa

Ici, l'on peut envisager f (ab, « 4 /) pour le dividende, f (a, «)
pour le diviseur: le quotient cherché est évidemment f (b, 4) ou bien
f (3> 3 — ), puisque, conformement & la formule [1] du § 43,
le dividende f (ab, « 4 ) est égal au produit du diviseur f (a, «)
par le quotient f (b, 7).

Comme le module du quotient est “]f’ et que son amplitude = «
+ B — a, donc on est en mesure de poser en principe que:
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Le quolient de deuz fonctions polaires est lui — méme une fon-
ction de la méme forme que le dividende el le diviseur, [onction, dont
le module (st égal au quolient des modules donnés, el on I’ amplitude
cst égale a Uamplitude du dividende diminuée de celle du diviseur.

Si donc, dans notre derniére formule, on pose ab=m et a-F=¢,
i viendra '

f(m, ¢): £ (b, 8) =1(}, ¢—h)
Formation des Puissances.

§ 46. Dans la formule [1] du § 43, faisons le multiplicateur
égal au multiplicande, il viendra
Lias )Gt {s, a) == £(a% 2e)
ou bien, d'aprés la notation conforme a 1'usage
[f(a,a)]?2=1(a, 2¢)
multiplions cette derniére équation par f (a, «), il viendra
if (a, @] X £ (8, @) = f(a? 20) X [ (a, @)
ce qui, visiblement, équivaut a
tiicla, w)]¥i== f9(aj?89)
et cette maniére d'opérer étant supposée répétée n—7 fois, il vient visi-
blement
(8 d)] =10 (1.]
formule générale qui fait voir que la puissance n* de f (a, @) est ¢lle—
méme une fonction polaire ayant «* pour module ¢l n.o pour ampli-
tude.

Extraction des Racines.

§ 47. Prenons la derniere formule du § précédent, et remar-
quons qu'en en extrayant, de part et d'autre, la racine n°®, il faut
bien, quil y vienne, conformément au génie de l'extraction des ra-
cines

V f(a", n.a)
ce qui, visiblement, equlvaut a
V T, ng =£()/a", 5 9
si donc, dans cette derniére formule, on fait a" = / et n. « = ¢, il vient

Vi =1 (1, £ [1.]
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formule faisant voir que /a racine n*de [ (b,¢) est une fonction p -
laire, dont le module est égal an nombre ln/fl)m et Pamplitude égaled
Z‘f‘ Sinest pair, la racine »°¢de ln/ b = == q: dans ce cas, il faut écar-
ter — q, puisque, dans le § 18, nous avons fait sentir qu’il ne sau-
rait exister des modules qui soient négatifs.

§ 48. Quelque rigoureuse que soit la déduction de la formule
(1] du § précédent, le second membre de la relation précitée ne laisse
pas d'étre empreint de toute la généralité qu’il doit aveir. En effet,
il est évident que
f, ¢ =1 ¢+ kC) (1]
C désignant la circonférence entiere ou 360 grades, et k un nombre
entier quelconque positif ou négatif. Or

741170 R A el
et si, dans cette dernicre formule, on fait successivement
S el e , k="(n—1),
on obtient ~ fonctions polaires différentes ayant toutes le méme module
1’,‘/'5 - = q et les amplitudes que voici:
LG . PR 0 R RS gab U -
Dans cet état, il est clair, en vertu du § 46, formule [1], qu'en
élevant ces fonctions & la puissance n, on retombe.sur f (b, ¢); et si

I'on prend pour k d’autres nombres que 0, 1, 2, ..... (n—1) il est
facile de saisir que les valeurs quon en tirerait seraient comprises
parmi celles qu’on a obtenues en posant k =0, 1,2, .... (n—1).

Ainsi, le second membre de la formule [1] du paragraphe pré-
cédent acquerra toute la généralité qu'il doit avoir, si on a soin d’y
prendre, pour ¢, non seulement cette amplitude ¢ elle—méme, mais
encore les amplitudes ¢ + C, ¢ + 20, .......... it [me1] G
C’est donc un sens multiple qu'on y doit remarquer et, conformément

aux principes de Ialgebre; le radical 1/ T (b, ¢ possede n valeurs
différentes, lesquelles déterminent autant des points sur la circonférence
dont le rayon — ln/Tet dont le centre se trouve au pole des coordon -
; nées proposées.

§ 49. Dans la formule [2] du § précédent, faisons n=2, ¢ =180
et k = 0y il viendra alors
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V1o, 180) = £ (1/b, 90)

ce qui équivaut a

V =b=1tJ, 9) (1
puisque, en vertu du § 16 formule [17),

f (b, 180) = — b

or, I'équation [1] peut s'écrire aussi de la maniére que voici

Vb V—1=1£ {1/, 90)
donc, si, dans cette derniére équation, aprés avoir extrait la racine
carrée de la quantité 4, nous trouvons que }/ b = q, il viendra néces-

sairement
f (g 90°) = q)/—1 [2.]

formule que nous avons déja trouvée dans les §§ 14 et 16 par la voie
de Zinduction, induction, & laquelle nous devions forcement recourir
alors, puisque, sans cela, nous u’aurions aucunement été en mesure de
faire asseoir sur des bases solides /essenticl de notre théorie,— laddi-
tion des fonctions appelées par nous polaires. Dans le § courant, la re-
lation f (q, 90) = q 1/ —1 est déduite d’une maniére tout — i — fait
différente, car, pour y arriver, nous avons trouvé I'embryon de notre
raisonnement dans la multiplication. Nous voili donc bien ¢difiés qu'a
lavenir, dans nos calculs, il y a lieu de traiter le symbole q }/—1
aTégal de f (q, 90), et comme Cest par une Analyse directe que présen-
tement nous aboutissons & la formule en question, consignons, que se
trouvent indubitablement confirmées celles de nos propositions antérieu-
res dont la déduction reposait sur ce que f(q, 90) = q /' —1 =
g

§ 50. En divisant par f (q, « = 0) = q léquation [2] du §

précédent, il vient ) .
£ {00y P 13.]
cest — a — dire /e coefficient vecteur des rayons vecteurs couchés sur
le coté positif de I'axe des ordonnées; et, en vertu du § 37, il vient
£ {lyo= 00F == f (1, 890} = — =21 [4.]

coefficient vecteur des rayons couchés sur le coté négatif de I'axe préciteé:
nous avons déja rélaté cela dans le § 17.

§ 51. SiTlon multiplie 4] par |/ = q, il vient
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flg —90) =£(g,270)=—q)V =1  [5]
équation déterminant la seccnde valeur du radical }/ f (b, 180): on peut
s’en assurer en posant dans la formule [2] du § 48: n = 2, ¢ — 180
etk 1.

§ 52. Les propositions déduites jusquici nous font conclure que
le symbole q ]/ —1 représente analytiquement des quantités géométri-
ques, lesquelles, loin d’étre fictives, existent dans 'ordre de choses. Au
surplus, dans le § suivant, nous donnerons une démonstration rigoureu-
se que le produit I/ —1 ]/ —1 est, non seulement par suite de la con-
vention, égal & — 1, mais bien qu’il y a effectivement et nécessairement
lieu d’assujétir toutes les quantités, telles que q }/ —1, aux mémes cal-
culs que si elles étaient réelles; done, comme la quantité q /' —1 em-
brasse deux idées (longueur et direction), et qu'elle n'est imaginaire que
de forme, nous ne croyons point devoir I'appeler smaginaire dans les cas

ol nous aurons & considérer q 1/ —1 sous le rapport de sa nature: alors, [/

les quantités de ce genre, nous les nommerons quantités comptexes.

e e

CHAPITRE il —

Analyse des Fonctions Polaires.

§ 53. Sil'on divise (f a, «) par f (a, ¢ = 0), il en résultera évi-
demment f (1, «), c'est — & — dire le coefficient vecteur de (0A) = (a)
= { (a, @); et si I'on multiplie f (b, 5) par f (1, «), il vient

£, 8 X0, a)=1@bAa+a L]
€galité [aisant vowr que si, au rayon vecteur représenté par [ (by B), on
[ait prendre la position de [ (b, B -+ a), alors, pour representer cela
analytiquement, il faut multiplier [ (b, B) par [ (1, a).

Or, dans l'avant, dernier § il a été trouvé quef(1, 90)=)/—I;

donc, s/ (fig. 11), I'on fait prendre a
(OB)=1£(b,90) =b ] —1 [2.]
la position de
(OC) = f (b, 180) = — b (3.]
pour représenter cela analytiquement, il faut multiplier [2] par f (1, 90)
=)/ 1, il lZiendra donc
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f(b,90) X f(1,9)=>b})—=171V—1

et aprés avoir efiectué la multiplication dans le premier membre, il vient
f (b, 180) =b )V —1 )V —1
équation qui, étant comparéé & [3], donne

£(b,180) = —-b=b1V —1 V' —1 [4.]
résultat conforme a la figure, résultat nous autorjsant aussi daffirmer a
avenir, en toute sécurité, que b J/—11/ —1=—b et qu'en consé-
quence }/'—1 /' —1 = — 1.

Faisons prendre & (OC) la position de (OD).

En vertu de ce que nous venons de dire, pour exprimer analy-
tiquement (OD) en fonctfon de (OC) = — b, il faut multiplier — b
par f (1, 90), ou bien par /' —1; il viendra donc

(OD)=—Db}) —1 = { (b, 270) [5.)
formule déja trouvée dans § 16.

Enfin, en faisant subir & (OD) une rotation de == 90 degrés, il

viendra visiblement

OA =xwsh P PLIT =Y
ou bien

00)=—b Y —1X—})V=1=—b
suivant que I'on multiplie — b }/— 1 par f (1, 90) ou par f(I,— 90),
cest — & — dire par )/ —1 ou par — }/ — 1,expressions, qui, re-
spectivement, sont les coefficients vecteurs des rayons ayant I'amplitude
“+-90 ou — 90.

§ 54. Proposons — nous maintenaut de mettre en évidence la
forme explicite du coefficient vecteur f (1, «).

Prenons & cet effet le groupe des formules [F],— § 36 (fig. 8),—
divisons, respectivement, les équations précitées par f (a, 0) = a; f (a,,

o R R AR f (an, 0) = a,; il en résultera:
e AN o e '
£, 0 =24 337
~ Hodh BT 5 i
f,q=24+2y=

| ET]

£, 0 =D 2oy
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relations, dont tous les premiers membres sont les mémes; par consé-
quent

-5—+%1/—1:§: % %‘— ymes L Al A %-{—g;—]/——l
Or, cette derniere formule, en vertu de la relation [6] § I, nous con-
duit & deux suites des rapports réels et respectivement égaux entre
eux, rapports, lesquels, visiblement, ne dépendent que de I'angle a.
Ces rapports, conformément a la notation adoptée depuis bien long-
temps, nous les désignons par les mots cosinus a el sinus a; on tire
donc de notre derniére formule

o e P cos « [1.]
a  a a" ¢

¢ RS N b — §ina [2.]
a a, ay

désignations, qui, respectivement, étant substituées dans [H], raménent
toutes les formules du groupe précité a la méme forme, forme expli-
cite que voici:
(1 W) e L sin PO | (3]
et C'est précisement le coefficient vecteur que nous nous sommes propo-
sés de déterminer, coefficient concédant & la quantité @ d’une droite
d’étre congue dans la direction «, relativement a -un axe polaire, par
I'assimilation de cette droite au rayon vecteur:
(OA),= (a) = f (a, a) —a<os a + asina )/ —1
car, en effet, si nous multiplions [3] par f (a, 0) = a, il vient
£i0 6 == aconafasine) 1 [4.]
équation polaire, laquelle,—en vertu des paragraphes 6 et 14, (fig.2),—
est aussi égale a:
(BC) = (FG) = (0A) =f(a,0) =acosa+ asina )/ —1=
=pt+aV—-l=x+yV—-l=@=FxyVI) 5]
égalité ol la mesure de la quantité angulaire « se trouve ramenée a
'unité linéaire, égalité qui met en évidence la nature du coefficient ve-
~ cteur, enfin égalité qui donne une solution compléte au probléme posé
- dans le paragraphe 9.

‘ § 55. C'est par une voie incontestablement analytique que jusqu’
| & présent nous sommes arrivés a une série de principes. Ces principes
 suffisent pour ramener au calcul algébrique celles des propositions tri-
~ 5

| ; http://rcin.org.pl



R s 1 (R

gonométriques que les géometres ne démontrent jusqu’ici que moyen-
nant la syntheése.

Faisons voir cela:

En vertu des formules (2] et [3] du paragraphe précédent, vien-
nent les proportions

p Cos a 1
e L9
q sin «

P (2]

ou en mettant les extrémes & la place des moyens, il résulte, évidem-
ment, pour I'angle «, deux nouvelles fonctions. Ces fonctions dénomi-
nons les, respectivement, par les désignations sécante a et cosécante a;
il viendra donc

Slvdd o séc (3]
p  cosa
——g- - sirll o = toséc a (4]

Divisons [3] par les membres correspondants de (4], et soit ap-
pelée ,tangeante «” la valeur du rapport constant qui en résulte pour
I'angle «; il vient donc, réduction faite

i 0 sin a e séc a _tanga (5]
P cos coséc a 1

Enfin, si dans cette derniére suite de rapports égaux, nous fai-
sons linvertendo, il en découlera pour l'angle « une derniére fonction
,Cotangeante «” fonction que voici

P cos a coséca 1 e

QT sinae T sec a« tanga . el gt

Maintenant, il ne faut plus que porter les yeux sur la figure8;
prendre, & tour de role, les égalites (1| — [6] du § courant; expli-
quer a I'éléve par suite de quelles considérations on peut envisager
gy oy 27 ~a» ) comme rapports et comme lignes; enfin éta-
blir les définitions des fonctions trigonométriques. Ces choses— ci, &
moins de commettre du plagiat, nous ne pouvons les faire: aussi, bor-
nons — nous a en donner un simple signalement, et consignons, que
dans la suite de cette brochure, nous agirons de méme & I’égard de cel-
les des notions qu'on peut trouver dans les Trailés, notre dévise étant

de ne présenter que des choses nouvelles ou bien de déduire par la rigu-
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eur de notre analyse celles des propositions que les Géométres ne démon-
trent jusqu’ici que synthétiquement.

§ 56.- Prenons les formules [D] § 35; divisons les, toutes les
deux, 1.)ar f(a, @ = 0) = a, et remplagons y ensuite les rapports
£, %5 par leurs désignations trigonométriques, savoir P par cos a et
-4 par sin a; il viendra

f(l, a) = cos a4 f (sin a 90)
f(l,—a) = cos a — f (sin a, 90)
Multiplions entre eux les membres correspondants de ces deux dernie-
res équations; si la multiplication est faite conformément 4 la régle du
§ 43, il en résultera, réduction faite
1 = cos? a — f (sin® a, 180)
ou bien
1 == cos® @ + sin? a 7]
puisque — f (sin* a, 180) = — (— sin? @) = -+ sin? a.

Divisons, & tour de réle, 1'équation [7] par sin® @ et par cos® a:
il en résultera

1 cos? a ’
m — m + 1 ou coséc? a—_—COtg a + 1 [8]
1 sin? «

——— =1 4+ —— ou secla= ] +tgla [9]
cos* a +cos‘ a sty

Yy il
puisqne, en vertu des formules [3] — [6] du § précédant: §i~nl"~ =

sin? « cos’a
; — = tg? a, enfin —— = cotg? a.
con? a 8% e sina g

1
coséc? a; o gt sec®

Faisons remarquer & présent qu'en établissant Iidée des fonctions

~ trigonométriques, nous avons réussi a établir simultanément toutes les
| . . . FIRAD
relations des lignes trigonométriques entre elles, sans que, dans cette

 tache, il y ait eu quelque nécessité d’invoquer subsidiairement soit le
 théoréme de Thalés, soit celui de Pythagore.

\
| Groupons maintenant de la maniére suivante les formules dissé-
| minéés dans les §§ 55 et 56.
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in? 2 i
%:sina sin? & + cos? a =1
P 1 fitgdla=gée? a
""" ==.C08 &
& 1 + cotg? a = coséc a
—f;— = coséca s sin -
dha” T n [ ]

i=séc a [J_] { 1 K
p 8§00 @ —
P cos a |
Bt () A _. Cos a
?1 ; cotga_.sin %
_I—J~=tg 4 / coséc a = .1 |

/ sin a

§ 57. 11 résulte de la définition— méme du sinus et du cosi-
nus, que ces fonctions peuvent étre respectivement assimilées auxcoor-
données rectangulaires de I'extrémité de I'arc servant de mesure & Fan-
gle proposé; or si c'est dans’le quatriéme quadrant que se trouve le po-
int final de I'are, labscisse de ce point est positive et I'ordonnée en est
négative; donc pour un arc 360 << a = 270, ou bien pour un arc «
négatif <<— 90, il vient un cosinus positif et nu sinus négatif. Quant
aux autres lignes trigonométriques de cet arc, exprimez les en fonction
des valeurs, pour lesquelles nous venons de déterminer les signes, et
vous trouverez sans peine si elles sont soustractives ou positives.

C’est par une voie tout — & fait analogue qu'on peut déterminer
le signe de tout arc compris dans les limites == ~.

§ 58. Si I'abscisse est nulle et 'ordonnée égale a 1, le point se
trouve sur le coté positif de I’axe des Y; donc, en assimilant les coordon-
nées précitées aux fonctions trigonométriques respectives, il vient sin
7 =1; cos 7 =0; en conséquence tg 7 = ,}),- = oo, ete, efo....

N.B. Unprocédé analogue est & méme d’étre employé avec avantage
pour exposer a I'éléve la marche progressive deslignes trigonométriques,
la maniére de les ramener au premier quadrant, et enfln pour expliquer
quels sont les arcs qui répondent 4 un sinus donné, i une tangeante

donnée, etc. N’étant pas plagiaire, je ne fais que glisser la— dessus.

§ 59. Soit proposé de déterminer le sinus el le cosinus de
a5
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En vertu du § 54 formule [3], il vient
f(l,a +p) =cos (a + B)+sin (@ + 8 V=1 (1]
P8, a) = con' e L i a e
£ 0 = & | gin B 9
Si I'on multiplie entre eux les membres correspondants de nos
deux derniéres équations, il viendra
f(l,a+p) = (cos a cos B — sin @ sin B) +
(sin-@ cos B -+ sin B cos @)} —1 [2.)
Or, les premiers membres des équations [1] et [2] sont les mé-
mes; donc
S (@ 4 B) + sin (& + B) )/ —1=/cos « cos # — sin « sin B)+
(sin @ cos B +sinfeosa) ' —1 [3]
équation, laquelle,— en vertu du § 1,— se partage nécessairement en
relations que voici
cos (@ + f3) = cos @ cos B — sin « sin B (4.
sin (a + f3) — sin a cos B -+ sin B cos a [5.]
et si, dans ces deux derniéres formules, I'on met — A 4 la place de + 3,
il vient !
cos (a — f) = cos @ cos £ + sin a sin B [e.]
sin {a — f3) = sin @ cos # — sin /3 cos « [7.]
quatre formules fondamentales obtenues sans avoir eu recours ni  au
tracé ni aux théoremes relatifs 4 la similitude de triangles.

§ 60. Jusqu'a présent on de déduit guére autrement la formule
Moivre que par la voie de I'induction,— moyennant 'analogie,— nous,
au contraire, sommes en mesure d’en donner une démonstration directe
et générale, a savoir:

Soit donnée, a cet effet, la formule [3] § 54:

fil (1, a) = cos ¢ + sin « |/ —1
Si I'on éléve les deux membres de cette équation & la puissance »* ,
il vient
[f (1, &= (cos @ + sina J/—1)"
Or, en vertu du § 46, il vient aussi
[f (1, @)]" = f (1, na) = cos na + sin ne}/—1
done, en égalant nos deux derniéres équations, on tire

(cos @ + sin @ /' —1)" = cos na + sinne J/ —1
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C'est précisement la formule Moivre. Si n est négatif ou fraction-
naire, on n’en aura pas moins, conformément 4 notre régle du § 47,
régle pour l'extraction des racines

[f (l,a)]:_ —— % f84 W En)—_—_ (cos @ + sin @ 1/___*1‘),’,——_—_-
= ¢08 —z— + sin —Z—V:“I

done, pour la formule Moivre, nous venons de donner une démonstration
directe et générale; il n’y a que le sens multiple 4 y remarquer lorsque
n est négatif ou fractionnaire et sous ce rapport on n’a qu & appliquer
le raisonnement de notre paragraphe 48.

§ 61. Comme tout ce qui se rapporte aux tables trigonométii-
ques, se trouve établi ailleurs par voie d’Analyse, nous avons cru devoir
mettre cette question en dehors de notre programme. Pour finir notre
tache, quant a la Trigonométrie, il ne nous reste donc qu’a déduire ana-
lytiquement les formules sur lesquelles repose la résolution des triangles
rectangles et scalénes. Occupons— nous en a tour de role.

Pour un triangle rectangle quelconque, en vertu de la formule [5]
du § 54, il vient

acsa+asnael)/—l=p+q})—1 [1.]
ol a représente I’hypothénuse et p, ¢, les cotés de 'angle droit, — nous
avons déja dit en temps utile,— § 36 (fig. 8).

La formule [1] se décompose nécessairement en deux autres, a-
savoir:

8 costio, —4p f2.]
asin e = q (3]

et en divisant la derniére par I'avant— derniere il vient
tetin = %, ou bien p=qtg « [4.]

Les formules [2], [3] et [4] n'ont pas besoin de commentaires;
aussi, pour ne pas ennuyer, nous ne les traduisons pas en langage or-
dinaire. Faisons remarquer seulement que p = a cos @ et = a sin «
sont, respectivement, les projections de I’hypothénuse sur les axes des
abscisses et des ordonnées.
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Passons aux triangles scalénes.

Le paragraphe 33 (fig. 6) nous fournit les équations polaires d'un
triangle scaléne quelconque. Ces équations générales, groupe [A], les
voici:

&= £ 1) 4 o = )
b=f(a +1f(a—7)
c=1(88+fh —aq
or, en vertu du § 54, formule [5], nous sommes en mesure de transfor-
mer ces équations de la maniére suivante

a=m"bcosy +bsiny)/ —1+ceosp—esing)/ =1

b=ccosa-+csinal)/—1+ acosy—ecsiny)/—1

c=acsfB +asinfB) —1+bcsa—bsinal/—1

celles — ci, & leur tour, en vertu du § 1, se décomposent en deux gro-

f
f

upes, que voici:
a = bcos y+ ccosp

b=ccosa-t acosy %[L]

c=acs S + bcos a

et
cisn A= basin:»

asin y = c sin a é [M]

b sin ¢ = a sin B
Le groupe [M] est sujet & étre présenté ainsi

c b
siny ~ sin @
a
sin « — sin r
b a

gi) i i sini @
d’ou, visiblement, il résulte que
R SETA LR (5]
sin « sin A sin 7
Comme a: sin « = b: sin @, donc si, dans cette proportion, on
fait /'alternando, il viendra
a: b = sin'e: gin B
et, en vertu d'ume autre propriété des proportions, non moins connue
a-+b:a—Db=sina -4 sinf sina—sing
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ou bien, par suite de la substitution
atb_cotg V7
a—b = tg ' (a—f}) (6]
Multiplions, respectivement, les équations du groupe [L] par a,
b, ¢,—puis, ajoutons deux a deux les nouvelles équations que nous aurons
obtenues, et rétranchons de chaque somme I'équation restante du nou-
veau groupe; il viendra, réduction faite
a’=b*+ c*—2bc cos «
b*=a%*4 c>*—2ac cos A [N]
c’=a’*t+ b*—2ab cosy
Nous nous dispensons de traduire en langage ordinaire les formu-
les [L], [N], [5] et [6] du paragraphe courant. 11 suffit que ces relations
soient déduites analytiquement et sans appui des constructions graphi-
ques, pour que notre tache fut complétement remplie: il ne nous appar-
tient point de relater ici ce que l'on peut trouver dans tout Traité de
Trigonométrie. Consignons enfin que I'enseignement de la Trigonomé-
trie se trouve par nous ramené i I'analyse de la fonction f (a, «) et quen

conséquence, nous n'abusons point des paroles en affirmant que I'équa-
tion polaire

fla,a =p+q)—1
est la relation fondamentale de la Trigonométrie Rectiligne, relation, qui,
a elle seule, étant convenablement transformée et discutée, conduit &
toutes les formules de cette branche importante de Mathématiques, ce
que précisement nous avons fait voir dans nos §§ 54 — 61,

§ 62. Le génie de notre Analyse est particuliérement propre pour
déduire et découvrir des propositions géométriques. Exemples:
Prenons I’équation générale du polygone (fig. 4) § 38:
fla,a) +£(0,8) +fie7) + ooneen o)+ £ 0)=0
en vertu du § 54, formule [5], on peut écrire cette équation de la ma-
niére que voici:
acosa-+asine})/—1 +beosp+bsin g ) —1+
R S S B e R e Rk i WAL g e
veresee4-ncos¢g 4 nsing )Y —1 +scosw+ssme 1—0
d’out 'on tire

acosu-+beos@+ccosy+......+ncos¢g+scsw=0 [1.]
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asinag+bsinfB +csiny+..... +nsing 4-scosw=0 [2]
en remarquant que les termes qui sont sonstractifs ont, respectivement,
pour facteurs des cosinus ou des sinus négatifs.

Chacun des termes de [1] est égal & la projection du coté respectif
sur 'axe des abscisses; or, il se trouve que la somme de ces termes y est
nulle; done, aussi, la projection de tout polygone sur Caxe des X vst
nulle; et il en est, évidemment, de méme, quant i la projection du pol Y-
gone sur l'azxe des ordonnées.

§ 63. Si dans le polygone du § précédent, (fig. 4), un coté quel-
conque, soit, par exemple, le c6té (EF), est inconnu quant i sa longueur
et quant i son amplitude, il y a lieu, pour le déterminer, de s'enquérir
par le calcul ou par I'expérience des coordonnées rectangulaires (x, y)
et (x,,y,) des sommets E et F; puis, en vertu de notre addition, il faut
poser
x4y =1+ EF) =x 4y V=1

et de faire le coté inconnu \EF) égal & f (z, {); il viendra alors
X+Y1/:—1 +1(z¢)=x +YIV::i

ou bien

x+yV—1 4zesl{+zsinlV—T=x+y, =1

relation qui se partage nécessairement en:
Xiek  ZacR L X
x 4z sin. ==y,
ou bien, la transposition faite

z cos;{ =X — X 1]
zsin =y —y [2.]

[1] et [2] étant élevées au carré, puis ajoutées, il vient, réduction faite
2 =V & — x4 '—y)* (3]

et enfin, en divisant [2] par [1], il viendra, réduction faite, que I'ampli-
tude cherchée ¢ est telle que sa tangeante

Vi ey
tg { = el (4.]
§ 64. Dans le triangle BAC (fig. ]2) soit AD la bissectrice de
Cangle 4; je dis que le clé BC en est partage en deur segments m
et 0 proportionnels auz colés adjacmls cetb; de sorte qion aura
:c=mn:b
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Pour démontrer cette proposition, qui est si féconde en corollaires
importants, prenons le sommet A pour pole; la direction de la bissectri-
ce pour base; faisons AD = p; I'angle BDM = ¢; désignons I'angle
BAD par «; il viendra nécessairement — « pour l'angle DAC; enfin, en
vertu de notre addition, posons:

f (e, a) = p + { (m, ¢
fib,—a =p -+ f (e + 180)
si I'on divise ces équations, la prenicre par ¢, ct la seconde par b, il
viendra
) sl

R o e s S S )

n
£(1, — @) = +1(5 ¢+ 180)
ou bien, par suite de la transformation connue

cos & - sin @ 1/:‘]“=%+% cos ¢ + %Sin o YT w13

cos ¢ — sin « V:i—_—%”‘% os ¢ — %sin eV —1 2]
de Iéquation (1], on tire
¢in @ = ——sin @
¢
et de 1'équation [2], il vient par la méme voie
sin @ = — sin @
b
m

donc 8in 0. — ¢ sin
c ¢ = 5h ¢

ou bien, réduction faite
Mi-C o=l # B 1=
ce quil fallait démontrer.

§ 65. Démontrons maintenant le théoréme de Thalés (fig. 13).
Faisons I'angle CB’X = CBX ='¢; AC =1; AC' =1; AB =g
AB = ¢; CB = a; ('B' = a/; prenons le sommet A pour pole et AX
pour base; enfin, en vertn de notre addition, mettons nos deux trian-
gles en équations; il viendra
fb,a)=c 4 f(a ¢
f(V,0) =4 f(4 ¢
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En divisant, respectivement, ces deux équations par &.et par b il
viendra

et en égalant ces deux derniéres relations

o ¢ '
b i f(i’;a 50) e v -+ f(b") (/7)

la transformations faite, il vient
LIRS B e oo 1A B Rer B M3
b 4+ p 08¢ | b bl.llgo /4 1_»6,« + »B,—-wbga - W sin o/ —1

d’olt 'on tire par la voie de décomposition
Bioog e, :
b -+ p 08 ¢ 5 - ' cos ¢ [1.], et

RIS EPRRERL. Y
b @ = T);' s ¢

ou bien, la réduction étant faite dans cette derniére équation

a a
—B‘ - ‘B/ [2]
et si, dans (1], & la place de ‘;, on met %—, il viendra, réduction
faite
¢ ¢
b R (3]
enfin, si dans [2] et [3], on fait l'alternando, il vient
a b C b
—R — *’br et — = ”67
a b c id Ll B
donc e b i g ce qu'il fallait démontrer.

§ 66. Soit donné I'antiparallélogramme ABCD (fig. 14) dont les
angles intériears,— aux sommets A,B,C,D, — sont, respectivement,
égaux & o, 7—f3, 7—a, . Demontrons les deux théoremes de Ptolé-
meée relatifs & ce quadrilatére inseriptible, & savoir que:
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1° ab = mn 4+ pq
o’ & L Pm A 1q
b mp + pn
ou les diagonales AC et BD sont respec/ivement représentées par « et
par b,— et ol les cdtés AB = p, BC = n, CD = q enfin AD = m.
Pour démontrer les propositions précitées, prenons le sommet A
pour pole, AD pour I'axe polaire; il viendra en vertu de I'addition de
nos fonctions polaires
fa ¢ =m+ f(q n-f) (1]
ou bien
acosg +asing )/ —1=m—qecosB+qsinf ) —1
et moyennant la décomposition
acs ¢ =m— qcosJ
asin ¢ = qsin g
élévons ces équations au carré, puis ajoutons les, il viendra, réduction
faite
a? = m?® + q* — 2m q cos A 2]
mais de I'autre part, nous pouvons poser aussi
f(aa 50) = f (p) a) +1 (1], a'ﬂ) [3]
Si donc, dansle cours de la transformation, nous n’oublions pas
que
cos a cos (@ —f3) -+ sin a sin (¢ —f3) = cos [a — (a—f)] — cos B
et si nous faisons subir & [3] le méme mode de transformation que nous
avons fait & I'égard de [ 1], nous aboutirons a:
a2 =1p>+ n* 4+ 2pncos fA (4.]
égalons [2] 4 [4], il viendra
m? + q* — 2mq cos @ = p® +'n%? 4 2 pn cos B
d’ou Ton tire
- e ok e P
2 (mq + pn)
mettons, pour plus de controle, la valeur de cosinus 2 dans [2] et dans
(4], il viendra, de part et d’autre, les réductions et les simplifications
étant faites

008 4. ==

»__(pm -+ qn) mn + pq)
i b 5 UBRAPI) (5]
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par un caleul tout — 4 — fait'analogue, on détermine pour la seconde
diagonale

pr— Matmo)lap 4 mn)
(mp + ngq)

opérons, & tour de réle, sur [5] et [6], d’abord la multiplication, puis la
division, enfin des résultats obtenus extrayons la racine carrée; il vien-
dra, successivement, les réductions et les simplifications étant faites

1° ab = mn + pq

o a pm 4 nq

¢ T mq £ ap

ce que précisement nous nous sommes proposés de déduire,

§ 67. C'est par une voie plus ou moins analogue que nous som-
mes en mesure de démontrer toutes les propositions relatives aux tange-
antes, aux sécantes, 4 la moyenne et 4 la quatriéme proportionnelle, au
partage harmonique, enfin aux polygones réguliers; il en est de méme
de tous les théorémes de la nature de celui — ci: les trois bissectrices
Lun triangle se coupent au centre du cercle inscrit dans ce liangle,
etc ... ; mais c'est surtout dans la Mécanique Générale que notre métho-
de est & méme de rendre des services remarquables.

Les cadres de notre brochure sont trop restreints, pour que, pré-
sentement, nous nous fassions le plaisir de montrer ces choses—Ia.

En général, a l'instar de ce que nous avons fait entrevoir dans les
paragraphes précédents, toute la Géométrie plane est susceptible d’étre
ramenée au méme calcul. = A cet effet, il ne faut qu'observer les précep-
tes suivants:

10 Mettre lu figure proposée en une ow plusieurs équalions po-
laires ou les inconnues doivent Clre traitées a légal des connues, el
ou, en vertu de notre addition ou de notre soustraction, les composan-
les sont égalées d 2¢ro ou aux [onctions polaires qui semblent le mieuz
conduire & la réponse cherchée;

2° transformer les équalions polaires en égalités renfermant des
quantités reelles et imaginaires, égalilis explicites. qui sont encore des
[fonctions polaires;

3% partager, 7eepectzoement ce dernier genre d'égalités en deur
relations, lune entre les quantités réelles, la seconde, entre les ima-
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ginaires; ces nouvelles relations ne sont plus des fonctions polaires, mais
bien des équations denongant seulement les rapports numériques qui
existent en're les différentes parties de la figure mise antérieurement
en équation polaire; :
4° chasser de ces équations numériques aulant des dénomina-
lions lrigonom triques qu'il est pessible, moyennant des procédés dépen-
dant de lu sagaciti en transformation. A cet effet, il y a souvent liew de
commencr par éléver ces équations au carré et les ajouter ensuile: il en
résulle des simplificativns telles que voici a® (cos* a - sin® @) = a%

5% aprés celte transformation, oubien le résullat final statue lii—
néme la réponse & ce qulon s'était proposé de trouver ou de démon-
trer, — oubien il y a licu de discuter 'le résullat, de le combiner ou
de le comparer, tout ¢n pratiquant sur lui toules bes ressources de la
réduction et dv la simplificalion.

Tels sont les préceptes généraux de notre Analyse, dont la qualité
essentielle est de ne faire dépendre les propositions de 1'enchaine-
ment de théorémes, puisque la {ransformation des expressions y fait
le méme office que le syllogisme du raisonnement synthétique: tojours
méme point de départ, méme fonction au début, marche fixement uni-
forme, généralisation des résultats, enfin possibilité de démontrer, cha-
que proposition & prori: voiia les avantages secondaires de notre caleul.

§ 68. Venons maintenant aux surfaces:

Longueurs, superficies et volumes ne peuvent étre calculés slls ne
sont considérés comme rapports, c’est — a — dire comme quotients,—
nombres nécessairement abstraits,—— quotients provenant des divisions,
ou le dividende et le diviseur sont respectivement homogenes, et ol ce
dernier est ordinairement considéré pour 1'unité, unité, que d'ailleurs
on peut prendre a volonté et que nous convenons de, représenter par A
lorsqu’il s’agira de longueurs.

Cela posé, soit donnée la fonction f (m, ¢).  Nous pouvons la con-
sidérer pour un produit provenant de la multiplication de » fonctions
égales ou inégales. Sin=h -+ 1, ol /£ et/ sont nombres entiers et
positifs, représentons le produit de /% facteurs par f (a, «) et celui de /
facteurs restants par f (b, 2), il viendra alors

f(m, ¢) =f@,a) X8 =f(ba+f=x+yl—1 [1]
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Or
fa,d=x+y V=T
f (b, ﬂ) = X;+Y2V:
dont le produit est
f (ab7 a + /9) = (X X, | Yz) b (XI Y. + XN ]//:‘_l [2]
et comme il faut nécessairement que
fabat ) =x-4y)/—I (3]
par conséquent, si I'on égale [2] a [3], il vient que I'abscisse et 1'ordon-
née du produit f (ab, & + 3) = f (m, ¢) sont respectivement
i =i XXy e Nada
Y=X Vi X7,

Il est donc bien cntendu que le produit de n [fonctions polaires
représen'e analytiquement un rayon vecteur dont la signification gé.
omélrique est de délerminer la posilion d’un poind.

Cette conclusion est générale et formelle: elle se trouve donc vraie
dans le cas méme ol I'amplitude du produit est zéro, et il faut bien qu’il
en fit ainsi, puisque c’est un raisonnement direct qui nous y fait aboutir.
Cependant, dans le cas que précisement nous venons de mentionner,
c'est— & — dire lorsque 'amplitudedu produit de deux facteurs polaires
est zéro, il y a lieu, non pas de faire de restrictions, mais de conclure
aussi & I'égard de surfaces. Faisons immédiatement voir cela, et a cet
effet discutons la formule

f(aba+ 8 =1(aa Xf(b, 4
tout en supposant connues a I'éléve les six premieres propositions du III
Livre de la Géométrie par Legendre.

§ 69. Si les amplitudes des facteurs sont « = == k. 360 et
f# = 1. 360, — ol k et / soient entiers, — il est évident qu’alors
B e T 0) = 2= 3%,
f(b, ) =1(b0)=b=Tr,
et en faisant le produit, il vient
3 0] == gb 2EPRI% O
" or, én vertu du § précédent

g, L SR
ab = &I B e O st
0C
2=
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OA X OB 0ocC
done el
ou bien %—X. OB - 0G XA
A® 2

et en chassant les dénominateurs, il vient

OATC OB k03¢ A
formule faisant voir que le rectangle ayant pour dimensions al et b/,
c’est — & dire ayant pour dimensions les modules de nos deux facteurs,
équivaut a4 un rectangle dont la base est égale 3 OC = mA = ab4, et
duquel la hauteur = & I'unité linéaire 4.

§ 70. Si dans la formule
f(aa) X4 =1@batf
Pamplitude # = — «, alors,— en vertu du § 34, formules [C] (fig. 7),—
il vient
fa, ¢ =p+al)—1
f (b—a),= ¢ = d}/ —1
d'od l'on tire, la multiplication et les simplifications étant faites
ab = pc + dq + (q¢c — pd) }/ —1
mais alors (q¢ — pd) doit nécessairement étre zéro, puisqu'une quan-
tité réelle ne saurait autrement étre égalée a I'imaginaire qui se trouve
dans le second membre, c¢’est — & — dire il faut que
qc/= pdy om-bien i q: pi=idi c (1.]
comme cella effectivement a lieu (fig. 7), puisque les triangles ODA et
OCB sont, par construction, semblables.
Notre produit équivaut donc a
ab = pc + qd
o, en substituant aux rapports les lignes respectives, — voyez § 34
(fig. 7),— il vient
0B X 0A = 0C X OD + BC X AD (2.]

Nos relations [1] et [2] du § courant établissent donc d’une ma-
niére palpable le théoréme suivant:

Si dis points A et B, choisis i volumié sur les cOlés d'un angle
quelconque AOB (fig. 7) l'on abaisse des perpendiculaires sur la bis-
sectrice de angle AOB, alors, il en résulle: 1° deux triangles reclan-
gles semblables; et 2° le rectangle ayant les hypolhénuses pour dimen-
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sions esty quanl & sa surface, (quivalent i la somme des reclangles que,

respectivement , onl pour dimensions les cdlés lmmolatrues des angles
droits.

Voila un théoréme, auquel nous sommes uniquement arrivés par
la voie de notre calcul, théoréme qu'on ne cite guére dans les Traités, et
pourtant il ne laisse pas d'étre important, puisquiil est trés fécond en
corollaires et.que le théoréme le plus important de la Géométrie,— celui
de Pythagore,— n'en est qu'un cas particulier: en effet (fig. 7) si dans
I'angle AOB, on prend OB = OA = OE et si des points A et E on
abaisse les perpendiculaires AD et ED, il se trouvera que les triangles
rectangles ODA et ODE seront égaux, comme ayant I’hypoténuse égale
et un angle aigu égal,— et conséquemment, en vertu du théoréme pré-
cité, il viendra

OA X OE = OD X OD + AD X ED
mais OF = OA et ED = AD, donc

OA X OA'= 0D X OD +4 AD X AD
ou enfin )

= 0D?* -+ AD?

§ 71.  Consignons que dés le § 35, nous étions en mesure de
déduire directement le théoréeme de Pythagore. Si, en effet, on mul-
tiplie entre eux les membres correspondants des formules [D] ou [E],
il viendra, de part et d’autre

SXcay o ol

§ 72. Si dans la formule
f (ab,ca + 8 = 1 (a, a) X (b, B
Famplitude (¢ + 5] = 90°, alors, comme (fig. 15)
f(aa a) :p“*‘ql/i
fh =04 4aV—1
dont le produit est %
f(ab, « + f) = (pc — qd) + (pd + q¢) V' —1

il vient que

ab /' —1 = (pe — qd) + (pd + q¢) }/'—1 f.]

puisque, par hypothése, f (ab, « - b) = ab }/—1. Donc,—en ver-
7
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tu de ce que nous avons dit dans le § 70,— I'équation (1] du para-
graphe courant donne:
Pe gl Y ou
S IR s T e R
20 i abi== pdi4iqe o [2]
ce qui étant traduit en langage ordinaire nous donne le théoreme iné-
dit que voici:
Si sur une transversale passanl yvolonté par le sommet de U an-
gle droit COP ([ig. 15), lon prend deuzr painls quelconques [ et A,
el si de ces points, U'on mene, respeclivement, AP perpendiculaire sur
Uun des c¢btés de Cangle droit donné, el [ perpenliculaire & la tran-
sversaley il en résullera: 1° deux triangles rectangles AOP et OIB
qui seront semblables; et 2° le reclangle ayent les hypolhénuses pour
dimensions équivaudra & la somme des rectangles, qu, respeclivement,
on!y pour dimenswons les ¢Olis homologues des angles droils.
Ce théoreme ne souffre aucune restriction, et il est fort simple de
prouver qu'il a aussi lieu dans le cas, ol nous aurions affaire a toute
autre transversale, a OL par exemple.

Divisons la formule [2] par 2, il viendra ¢
T R :
P Py et 3.

Construisons maintenant (fig. 16) un triangle rectangle ABC qui
soit égal au triangle OPA (fig. 15); menons (fig. 16) DE, DF, FE re-
spectivement paralleles a AC, AB, BC et situées de ces cotés a des
distances OB = b, 1B = d, OI = ¢, distances mesurées sur la figure
15, si maintenant, sur ces paralléles, nous prenons, respectivement,
trois points quelconques Q, S, V, il viendra que les triangles AQC,

1 e
ASB, BVC auront, respectivement, pour mesure a‘—, —p—2~, %c,

conséquence, pour les aires de ces triangles, il vient la relation
aire AQC = aire ASB - aire BVC
égalité équivalente a [3].
Si, sur la transversale OA (fig. 15), au lieu du point I, nous éus-
sions pris le point K, également y choisi & volonté, nous aurions été en

et, en

mesure de nous procurer, par un moyen semblables, les lieux géomé-
triques marqués par les paralieles KM, KL, LM, ¢n sorte qu'il yaurait eu
aire ARC = aire ATB - aire BIC.
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§ 73. Si dans I'expression du produit f (ab, « 4 ), on suppose,

a tour de réle, « - 3 = 180 et « 4 8 = 270, alors, successivement,

par une voie analogue & celle que nous venons de signaler, il viendra
s | b gL

— ab= — pc — qd
et
2y gap=—ruid
— ab = — pd — q¢

ce qui équivaut évidemment a
g R == C

ab = pc 4 qd
et
4 sudis nyalea
ab = pd + qc

formules dont les §§ précédents nous ont déja fait connaitre la significa-
tion géométrique. :

§ 74. En conclusion des §§ 64 — 69, il y a donc lieu d’établir
le principe que voici:

Si en multipliant £ (a, a) par £ (b, B), lon obtient un produil,
dont Camplitude soit zéro, 90, 180 ou 270 degrés, alors: 1° le pésul-
tat £ (ub, a 4 ) n'est fonclion polaire qu’autant, quon lui [ait re-
spectivement garder des formes telles que == £ (ab, 0), 2= £ (ub, 90),
= ab Y —1; 20 le résultal £ (ab, a + ) n'est plus fonction polaire
dés qil recl la forme ab: il doit alors élre traité a légal du pro-
duit ])7'06(‘}207;/ de la multiplication de deux longueurs dépouillées des
coefficients crlc'ikfz/'s, cly conséquemment, il y u & y entendre le  rec-
langle ayanl pour dimensions les lignes déterminées par les modules
des [ucteurs,

§ 75.  Proposons-nous maintenant dexprimer analyliquement une
ligne indéfinie, telle que BC (fig. 19) ol l'angle BAX = a ¢l 04 = ¢
sont des f]uanlz‘/v’é connues. _ ? S

Remarquons, a cet effet, que pour un point quelconque E, pris
sur la droite au dessus des abscisses, il vient »

c+faa=x+y)—1
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ou bien
¢Facosafasinel)—1 =x4yV—1
et par suite de la décomposition
d8iea — Y
C T 3°C8"¢ = X
ce qui équivaut a

ERACE i (1.]
aC8a=—3xX=—=¢ [2.]
et en divisant [1] par (2], il vient
6=k,
d’ot I'on tire
Yy —tgax=—c tga (3.]

Prenez maintenant un point quelconque M, situé au — dessous
des abscisses; faites AM = b; il viendra
¢ U, e 180y =y Ly T
et par la voie d'une transformation semblable, vous obtiendrez pour le
point M:

y—tgax=—c'tga [4.]
donc I'équation [3] représente tous les points de la ligne proposée.
De I'équation y — tg 2. x = — ¢ tg « & 'indéterminée du pre-

mier degré entre deux variables, il n’y a qu'un pas a faire. Clest ici
que 'Analyse de Descartes tend la main & la théorie de nos Finctions
Polaires, théorie simplifiant les recherches sur les Courbes, et moyen-
nant laquelle, il est possible de déduire les résultats par une méthode
rigoureusemeni uniforme. Notre ,,dnalyse de Position” le prouvera,
ouvrage dont nous avons fait mention dans la Préface, et du(‘luel la bro-
chure présente constitue précisement /'/niroduction

— oot ioco——

APPENDICE.

) )

§ 76. Soient OX, OY, OZ, trois axes perpendiqulaires entre eux
(fig: 17). Si dans les plans XOY et XOZ, de origine, comme centre, et
d'un rayon OB = z, nous décrivons deux demi — circonférences, les
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axes OY et OZ en seront, respectivement, coupés dans les points E et C,
de sorte, qu'en vertu du §53, ilya lieu d’employer la méme expression
z 1/ —1, pour représenter analytiquement (OC) et (OE), puisque ces

rayons vecteurs sont, par hypothése, tous les deux, perpendiculaires &
- OX. Mais cela n'est guere possible, puisque (OE) et (OC) ne se confon-
dent point: Comment concilier donc les choses? Voici un moyen pour
lever cet embarras.

Consignons tout d’abord (OE) moyennant la notation quimpute &
ce rayon vecteur notre § 53; il vient done :

((OF) = fi(g, 90) == z}/-=1] [E]

expression que nous appellerons ,,/maginaire du premier ordre.”

Remarquons maintenant que (OC) est aussi perpendiculaire & OX,
et que par conséquent, en vertu du § 53, a effet de présenter analyti-
quement (OC), il faut multiplier z par la racine carrée de moins un.
Convenons donc de nommer imaginaires du second ordre les rayons ve-
cteurs pris sur I'axe OZ,et, quant au coefficient 7/ —1, par lequel’ il
faut forcement multiplier z, apposons le & z, mais de la maniére que voici
—1 A il viendra donc

(00) =& —1 4

ce que oralement nous distinguerons en pronongant .,z multiplié par la
coracine de moins un.” Le facteur —1 A est done le coefficient vecteur
des rayons couchés sur I'axeOZ, rayons, lesquels, visiblement, ont zéro
pour I'amplitude, et 90 degrés pour la coamplitude,— le mot ,coampli-
lude” -signifiant I'angle que fait un rayon sphérique (OA) avec sa projec-
tion Lorizontale OP.

Cela posé, il viendra pour (OC) la notation que voici:

0C) =1 (z, 0, 90) = z X j/l 2]

Augmentons maintenant de 90 degrés la coamplitude de (OC); (OC)
prendra alors la position de (OD), et pour exprimer (OD) en fonction de
Vexpression [2], nous savons du § 53, qu’il faut multiplier [2] par
£(1,0,90) = —1 4; il viendra done

(OD) = 1 (z, 0, 90) X £(1,0,90) =2 X —1 4 —1 A [3].
or, il est acquis du § 16, que

(OD) = —z (4].
puisque (OD) est le prolongement de I'axe OX de l'autre coté de l'origi-
ne; done, en égalant [3] a [4], il vient
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EX et AV A =8 [5.)
d’ott & la suite de la division, il résulte que
1 Aet g re 4 [6.]
équation faisant voir que —1 /A doit étre, dans les calculs, assimilé au
facteur )/ —1.

§ 77. 1l serait non moins facile de prouver qu'étant données les
équations suivantes:
P+ aV =THX—IA =x+yV=14ix=iA
P+ a V=1+tV=IX=IA=x+yV/ =142/ —1 X —1A

il s’en suit nécessairement que

p=x
qQq=1y (7]
t =12.)

et réciproquement, étant donrées les équations [7], c'est — & — dire
étant données les coordonnées rectangulaires du point A, considéré dans
Pespace, si nous multiplions q = y par )/ —1 et t = z par —1 /4,

il en résultera ="K
Q Y=1=y¥V—1
tX=lA=2x=IA

équations qui étant ajoutées donneront

p+ql/—1+q><“1/l — x4+ 3 U Sl =

(x, y V—1,2x—1 A)= (0A) = { (8, &, f) 18]
fonctlon polaire du rayon sphénque (0A),— (fig. 17),— duquel a, «, 3
sont, respectivement, le madule, Uamplitude et la coumplitude, en sorte
que Ol =p=x; IP=q =y PA =1t=1z angle IOP = ¢ angle
POA=== £,

§ 78. A l'instar de ce que nous avons fait ‘dans le Chapitre II,
appliquez les régles du calculalgébrique aux fonctions polaires des rayons
vecteurs considérés dans I'espace: vous trouverez que ces reégles sont en
tous points analogues a celles que nous avons établies dansles §§ 22—53.
Si, enstite, vous analysez les fonctions de la forme f (a, «, 3), f(1, «, 8),
x +y)V/—1+2—1/, vous verrez bien qu'une simple multiplica-
tion vous donnera la formule fondamentale de la Trigonométrie Sphé-
rique, et, dans la suite, vous serez en mesure de faire pour la Géomé-
trie & trois dimensions ce que nous avons fait pour la Géometrie Plane.
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Ainsi, par exemple, étant données deux fonctions polaires, dont les mo-
dules soient égaux et les quantités angulaires de signe contraire
fla, o8 =p + qV—I+tx—=1A1

f (8,—a,—f) =p — q l/:-_l—tX:l/l
il suffit de multiplier entre eux les membres correspondants de ces équa-
tions et de réduire, pour quil vienue

ad=— p'.’ i qz + 12

c'est — & — dire que le carré de la diagonale du parallélipipéde ree-
tangle est égal i la somme des carrés des trois ¢dlés contigus.

§ 79. Nous avons fait voir, § 76 formule [6], que —1 A doit
doit étre assimilée & J/—1; or la différentielle d’une expression ima-
ginaire du premier ordre s'obtient comme celle d’une somme, pourvu
toutefois que I'on traite }/'—1 comme un facteur constant; donc la dif-
férentielle de I'imaginaire du second ordre

y=utzX=1A4
est égala a

dy ou du +2zX —1 4) = du 4 dzX—1/4

§ 80. Consignons encore qu'en assujétissant nos fonctions au cal-
cul infinitésimal, il vient sans peine que

f(a, a)=a.@ =a(—1)
a Y —1 k
£(1, )= e sl g )
avec l'équation de condition
IR Y (3)

expressions dans lesquelles est représenté par e le nombre dont le loga-
rithme hyperbo]iqixe et 1.

A Teffet de présenter nos recherches sur les Courbes dans un état
de généralité ne laissant rien & désirer, cest sous 1'aspect des expressions
précitées que dans notre ,,dunulyse de Position” nous considérerons nos
fonctions polaires, tout en les y distinguant sous le double point de vue,
comme théorie, et comme instrument de calcul.

—ESOES—

http://rcin.org.pl



N O T .

§ 81. Voici le probleme de la Quadrature du cerele résolu gra-
phiquement avec une approximation portée aussi loin que la nature de
choses le permet: I'erreur y est moindre que 0,000004, et je ne sais
personne qui ait donné une solution plus approchée de ce probleéme.

Soit OR = R (fig. 18) le ragon du cercle donné. Supposons le
probléme résolu et soit OG = x = R cos ¢, ol par x est & entendre
la moitié du coté cherché.

Cela posé, en vertu d'une formule connue, il vient

xzz—g-. RgiR.zcoszga ‘ g
dou l'on tire w3 /0080 LEEISH &
cos 2 g = ; = 0,8862269 Fe 0785573/

et en exprimant la tang ¢ en foncti?n du cosinus que nous venons de
déterminer, il vient sans peine, les calculs étant effectués

tang' ¢ = 0,5227232
Or, le nombre 0,5227232, étant cdnverti en fraction ordinaire, donne
2,: avec une erreur moindre gue Q000004 Si donc nous négligeons

cette erreur, il résultera que g

tgily = 23 SR

donc pour déterminer OG, il fdut.

Mener, a volonié, BC parallLle 2 OR; prendre BI d'une longueur
quelconque et porter cette gnandeur 44 fois sur BC; joindre le dernier
point de division C et I'extrémité R du rayon donné par la ligne CR;
. tirer BO et déterminer par la le séjmnet A; joindre le 23 point de divi-
sion D et le sommet A par la drome AD, laquelle déterminera nécessai-
rement le point E, en sorte que Ia ligne OE se trouvera égale & 24XR
Pour achever la construction, ¢lévez la perpendiculaire RT == OF; tirez
OT; prenez OS = OR; enfin, du point S, abaissez SG perpendigulaire
sur le rayon denné: il se trouvera visiblement que OG = x = R cos ¢,
puisque, par construction, RT = R tg ¢ = R. 32, avec l'approximation

précitée.
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