Nowy sposob catkowania
pewnych rownan rozniczkowych
pierwszego rzedu o dwu zmiennych.

Przez

K. Olearskiego.

Rzecz przedstawiona na posiedzeniu Wydz. mat.-przyr. z d. 7 listopada 1892 r.;
ref. czt Zajgczkowski.

1. Réwnanie rézniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu o dwu zmien
nych przywies¢ mozna do ksztattu

gdzie P oznacza funkcye x i vy.

Posiadamy sposoby, stuzace do wynajdywania czynnika catkuja-
cego réwnan rézniczkowych, wtedy mianowicie, gdy ten czynnik jest
funkcya jednej tylko zmiennej, albo iloczynem takich funkcyj, albo
jest funkcya jednorodng zmiennych X i Yy, sg tez wreszcie sposoby
Liouville'a, Malmstena, Liego, odnoszace sie do innych szczegolnych
przypadkéw 1).

Z tych metod, dajacych czynniki catkujace, maja przedewszyst-
kiem doniosto$¢ te, ktoére pozwalajg z géry przewidzie¢, czy ich mozna

1) Metody te znajdzie czytelnik wytozone czescia w dziele Dr. Wt Zajgczkow-
skiego: Wyktad nauki o réwnaniach rézniczkowych, czescig w H. Laurent'a: Traite
d'analyse t. V. Paris. 1890.
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uzy¢ w przypadku danym. Mniej natomiast korzysci przynosza metody,
polegajace na proébowaniu, czy pewne warunki dadzg sie spetni¢ lub
nie, jak n. p. metoda Liego lub Liouville’a; albowiem nieraz, chociaz
przez stosowne przerobienie lub dobranie funkcyj mozna uczynié¢ zadosy¢
wymaganym warunkom, to przeciez znalezienie odpowiednich przerobien
lub funkcyj jest bardzo trudnem. Zadaniem niniejszego krotkiego arty-
kutu jest zwrocenie uwagi na okolicznos$ci, iz réwnania przywiedzione
do ksztattu (1), gdy P spetnia warunek:

dajg sie catkowaé przez funkcye zmiennych zespolonych x + iy i x — iy,
tak, iz czynnik catkujagcy mozna znalez¢ bez probowania.

2. Funkcya F(x + iy) daje wedtug zwigzku:

dwie funkcye fl i f2 zados¢ czynigce réwnaniom:

Z dwu ostatnich zwigzkéw wynika, gdy m oznacza stata:

Czynnik catkujacy p réwnania rézniczkowego (1) spetnia rownanie;

Gdy wiec znajdziemy takie funkcyefl i 2, aby byto:

a zatem :
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to funkcye te doprowadzg nas, na mocy réwnan (7) do znajomosci
czynnika catkujacego p., a dalej do catki réwnania (1). Zaznaczy¢
jednak musze, iz w zwigzku (8) statg dowolng m, bez naruszenia ogol-
nosci wynikéw, przyja¢é mozna réwnag zeru, jezeli tylko pozwolimy na
dostateczng ogolnos¢ funkcyi f.

W istocie jest

a wiec jezeli:
to bedzie:

Jezeli wiec pozwolimy, aby funkcya ¥ byta w razie potrzeby uro-
jong, wtedy mozemy réwnania (7) i (8) pisaC w prostszej postaci:
Z ostatniego rownania wynika:

a przeto:

Gdy P spetnia warunek:

wtedy (jak z teoryi funkcyi zmiennej zespolonej wynika), zaktadajac:

znalez¢ mozna zawsze taka funkcye pl, ze @, + i @3 jest pewng funk-
cya @ zmiennej zespolonej x + iy.
Do tego stuzy ktérekolwiek z dwu réwnan :

z uwzglednieniem jednak drugiego, o ile tego potrzeba do wyznaczenia
dowolnej funkcyi jednej zmiennej catkowaniem wprowadzonej. Pierwsze
n. p. daje:
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gdzie funkcye a (y) nalezy wyznaczy¢ z uwagi na drugie réwnanie (4a),
skad dalej, ze wzgledu na zwigzki (10) i (9), mamy :

Wyrazenie wiec:

jest zupetng rozniczka; pomnozone przez i tworzy urojong czes¢ wy-
razenia:

w ktérem z = x -- iy czyli urojong cze$¢ wyrazenia

Jezeli wiec zatozymy:.
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to catka rownania pierwszego (jezeli funkcyja F jest rzetelna 1)), moze
by¢ podana w ksztatcie:

zawsze za$ jest ona czeScig urojong wyrazenia (14) zréwnang statej do-
wolnej , jezeli tylko

co jest koniecznym warunkiem istnienia odpowiedniej funkcyi ¢1.

3. Zupelng roézniczka jest takze czes¢ rzetelna wyrazenia (13), t.j.

Ten sam czynnik catkujacy rownania:

jest zarazem czynnikiem catkujacym réwnania:

ktére przywiedzione do ksztattu (1) przedstawiajg sie w postaci:

Gdy P spetnia warunek:

1) Trzez funkcye rzetelng rozumiem taka, ktora dla rzetelnego argumentu ma
wielko$¢ rzetelng. Natomiast n. p. funkcya A = F(p(<c) + 2 'Xa0)> gdy  ? 2 ¥ Prz6d:
stawiajg funkcye rzetelne, nie jest rzetelng. Funkcya Ig wilasciwie nie jest rzetelna,
gdyz dla ujemnego argumentu ma wielko$¢ ztozong z czesci rzetelnej i urojonej. Jednak
jej cze$¢ urojona jest statg. Do takich za$ funkcyi F (x), ktérych cze$¢ urojona jest
stalg, mozna zastosowa¢ powyzsze rozwigzanie zadania, gdyz dla takich funkcyi cze$¢

urojona F (z) zréwnana statej da to samo co —F(x—1y)] = stalej.
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przeto P czyni zado$¢ réwnaniu

Czynnikiem catkujgcym réwnania (16) jest —P . y, gdyz to réwnanie
pomnozone przez — P daje:

rownanie posiadajace, jak sie okazato, czynnik catkujacy .
Roéwnanie wiec (16), gdy P spetnia warunek (17) posiada czyn-
nik catkujacy :

Catka rownania (16) jest cze$¢ rzetelna funkcyi:

zrownana ilosci statej, lub w razie, gdy F jest funkcya rzetelna:

4. Funkcye F (z2), ktorej catka F(z) w czesci rzetelnej lub uro-

jonej daje catke réwnania rézniczkowego, wedtug tego, czy — , czy

tez P jest rowne -+r mozna wprost otrzymac, zaktadajgc w wyraze-
niu otrzymanem na Py = 0.

Gdyz w istocie z rownania (1) i (9) wynika:
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z czego widaé, iz za podstawieniem

Aby funkcya byla rzeczywista, musi P zados¢ czyni¢ warunkowi:
P(x, 0} — 0, albo P (.r, 0) = oo. W tym razie na mocy rownania (14)
jest zarazem F funkcya rzetelng. Z réwnania (15) dalej wnies¢ mozna,
iz catka rownania dy P . dx=0, gdy P spetnia warunek (Il), a nadto
P[z, y = 0] — O, posiada te wiasnos¢, iz znika za podstawieniem

5. Nastepujgce przyktady ') objasnig podane powyzej wzory:

Przyktad 1-szy. Réwnanie spetnia warunek (11),

Stad:

Catka danego réwnania przedstawia sie zatem w ksztalcie:

Przyktad 2-gi.

Stad za podstawieniem

1) Dobieram umysinie przyktady jak najprostsze, dajace sie fatwo w inny sposéb
sprawdzié.
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Catka réwnania dy- -tg (x.y) - dx=O jest wiec

gdzie F jest okreSlone zwigzkiem (21), t. j.

W przykiadzie tym a (#) okazato sie ze wzgledu na zwigzek (4a) rowne

6. Powyzsze dwa przyktady odnosity sie do przypadku, w ktérym
funkcye /i F sg rzetelne, wtedy czes¢ F (z) jest A F(x+iy")-F(x-iy)].

Koniecznym tego warunkiem jest aby dla y=0" bylo P=0.
Gdy P nie znika dla y - 0 wtedy, jak juz wyjasnitem, funkcya
T zawiera cze$¢ urojong i jest dana przez réwnanie:

co okazuje sie na dwu nastepujacych przyktadach:

Przyktad 3-ci.

Catka danego réwnania jest czescig urojong F (x- -iy) zréwnana statej,

Przyktad 4-ty: spetnia réwnanie

(1), czynnikiem catkujacym jest: catka czeé¢ rzeczywista funk-
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Nie potrzeba prawie dodawac, iz aby funkcya /, a dalej funkcya
F byta rzetelng, warunek P(X, 0) = O jest nie tylko konieczny ale wy-
starczajacy, jezeli tylko P(Xx,y) jest, jak przypuszczam, funkcya rzetel-
na. Wtedy czynnik catkujacy p. (xjy) jest takze funkcya rzetelng i jak
ze zwiazku:

wynika £ a wiec takze F (na mocy réwnania (14)) sa funkcyami rze-
telnemi.
Podobnie tatwo okaza¢ iz jezeli catka réwnania

moze by¢ podana w Kksztatcie czeSci rzetelnej lub urojonej funkcyi F(z)
zrownanej ilosci statej, t. j. w ksztaltcie:

czes¢ rzeczywista F(z)=C!
lub: czes¢ urojona F(z)=C,
gdzie z oznacza zmienng zespolong z = xA-iy, wtedy P musi spet-
nia¢ réwnanie (Il). W istocie na mocy zwigzku (14), dajacego okre-
Slenie i zwigzku (A) wnosi¢ mozna, iz réwnanie (I) pomnozone odpo-
wiednim czynnikiem catkujacym przybiera postac:

wedtug tego, czy czes¢ rzeczywista lub urojona funkcyi F(z) przyrow-
nana statej ma by¢ jego catka. W razie gdy réwnanie (I) moze byé
przedstawione w postaci (B) f\ i /j sg funkcyami sprzezonemi, t.j.
/,/T 1 bedzie funkcya zmiennej zespolonej z=x- -iy, ze za$:

przeto, jezeli P, jest okreSlone przez zwigzek

to fl {I- -iP") jest funkcya zmiennej X- -iy oznaczong przez /, a fx jest
funkcya rzetelna zmiennych x i y.
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Funkcya zmiennej x-piy jest wiec Jg / = Ig-T parctg P*; stad zas
wynika ze P' a dalej P czyni zado$¢ réwnaniu (II).

Podobnie gdy dane roéwnanie rézniczkowe (1) daje sie przywiesc
do postaci (C), wtedy:

skad w sposéb zupetnie podobny do powyzszego okaza¢ mozna, ze P
zado$¢ czyni rownaniu (11).

8. Podany powyzej sposob jest, jak sadze, jedynym sposobem cat-
kowania przez funkcye zmiennej zespolonej, w ktérym z gory moze byc¢
podane i kryteryum stosowalnosci i czynnik catkujacy moze by¢ podany.
Wezmy funkcye:

i przypusémy ze Fi (X,y)=C jest catka danego réwnania rézniczkowe-
go dy + Pdr=0.
tatwo okaza¢ ze Fl i F2 czynig zado$¢ réwnaniom:

Podobnym réwnaniom czyni zado$¢ czynnik catkujagcy o, okreslony
zwigzkiem:

tudziez iloczyn pP, jest bowiem:

Z tych réwnan nalezatoby wyrugowaé p. aby otrzyma¢ kryteryum sto-
sowalnosci w ksztatcie réwnania rézniczkowego czastkowego odnoszacego
sie do P, a nadto niema sposobu znalezienia czynnika catkujgcego:
kiedy przeciwnie, w razie gdy zmienng zespolong jest Xjriy, rzecz ta,
jak powyzej okazatem, jest bardzo tatwa. Pozostaje wiec w tym razie
droga przerobienia réwnania zapomocg podstawienia ~=x-]-7.y i sprowa-
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dzenia tegoz do roéwnania dajgcego sie wedtug sposobu podanego cat-
kowac.
Réwnanie n. p.

moze by¢, zapomocag podstawienia rr--y = ¢, tatwo- doprowadzone do

ksztattu spetniajgcego warunek Il i okazuje sie rézniczkg czesci rzeczy-

wistej funkceyi Ig (@ +y +iy) + (% +y + iy2) zréwnanej ilosci stalej.
Wogdle jezeli F,, jest funkcya zmiennej zespolonej T-f-(an+ zBu)y:.

oraz mn stata dowolna, to za pomocg tatwego rachunku mozna okazac, ze:

jest, zupetng roézniczka, tak iz kiedy mozna znalezé¢ funkcye I\ takie,
aby dla danego réwnania rézniczkowego, P spetniato warunek:

natenczas czynnik catkujacy jest znaleziony.

Polega to jednak na prébowaniu. Jedynie w razie poprzednio omo-
wionym, gdy mamy do czynienia z funkcya zmiennej tr--zy, powyzej
podane uwagi dajg nam spos6b znajdowania czynnika catkujacego. Czy
niema sposobu ogolniejszego, opartego na funkcyach dwu zmiennych
ir-f-g, y-j-W> nie zdotalem dotad dociec.
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Sprostowanie pomytek drukarskich
W rozprawie:
»-Nowy sposéb catkowania pewnych réwnan rézniczkowych"

przez K. Olearskiego.
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Str. 6 wiersz 12 i 13 zamiast:

powinno by¢:

Str. 7 wiersz 1 zamiast:
powinno by¢:

Str. 7 wiersz 16 zamiast:

powinno by¢:

Str. 8 wiersz 4  zamiast:
powinno by¢:
Str. 8 wiersz 8 zamiast: czesé

powinno by¢: cze$¢ urojona
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