O przeksztatceniu najprawdopodobnigjszem ciata
materyalnego.

Przez

Wt Gosiewskiego.

Rzecz przedstawiona na posiedzeniu Wydz. mat.-przyr. z d. 6. listopada 1893 r.
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Miedzy stosunkami, okres$lajacymi jakiekolwiek zjawisko, sg do
zauwazenia wogdle stosunki state i zmienne z czasem. Je$liby te sto-
sunki byty zupelnie statymi, wtedy zjawisko nazwaliby$my tylko ,cia-
tem”, o ile s zmienne, powiemy, ze jest ,ciatem przeksztatcajgcem sie".

Zadanie nasze polega¢ bedzie na ustanowieniu praw, wedtug kto-
rych ciato sie przeksztatca, w powyzszem tego stowa znaczeniu.

Mozliwo$é takiego badania zalezy oczywiscie od mozliwosci ozna-
czenia ilosciowo stanu ciata, przy czem, w oznaczeniu tem, wystepuja
przedewszystkiem stosunki istotnie zmienne. Nazywac je bedziemy
L,parametrami" i oznacza¢ przez x1, x2, . . . , xm, ogo6lnie Xxi.

Stan ciata jest zrozumiatym o tyle, o ile jego stosunki wewnetrzne
i zewnetrzne (ze stanami innych cial) sa ,jakosciami”, nadajacemi sie
do oznaczenia ,ilosciowego'; w razie przeciwnym stan ciala bedzie nie-
zrozumiatym.

Ale miedzy zrozumiatoscig i niezrozumiatoscia mozemy wyobrazic¢
sobie pewien szereg mozliwosci posrednich; mozna wiec uwaza¢ prawdo-
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podobienstwo, aby oznaczenie iloSciowe uwazanego stanu ciata odtwa-
rzato ten stan istotnie. To wiasnie prawdopodobienstwo, ktoére nazywaé
bedziemy ,prawdopodobienistwem stanu ciata" i oznacza¢ przez ¢, stu-
zy¢ nam bedzie za punkt wyjscia w naszych poszukiwaniach.

Przypus¢my, ze ciato przeksztatca sie nieskonczenie mato, t. j. ze
przechodzi od stanu xi do stanu Xi-+dxi.

Wowczas Ig ¢ nabywa przyrostu d¢ ¢, réwnego woglle pewnej
funkcyi parametrow i ich odpowiednich przyrostéw, ktora, z powodu
nieskoriczonej matosci przyrostow, redukuje sie do wyrazenia rézniczko-
wego X widxi—ds gdzie ds oznacza rézniczke zupetng pewnej funkeyi s,

zaleznej od stanu ciata, a Spotczynniki wi sg funkcyami jednowarto-

sciowemi tego stanu.
Mamy tedy D@/ ¢@=3fwi dxl— ds, skad przez catkowanie wynika

gdzie a i b oznaczaja symbolicznie dwa stany ciata, nie bezposrednio
po sobie nastepujace, a ¢a i @b oraz sa i sb sg odpowiednio wartoSciami
prawdopodobienstwa ¢ i funkcyi s, tym stanom odpowiadajgcemu

W zatozeniu, ze stan a jest pewnym, stosunek @b/ Qo wyraza
prawdopodobienstwo stanu biezacego b; a ze to prawdopodobienstwo nie
powinno przewyzsza¢ jednosci, otrzymujemy nieréwnos$¢ nastepujaca;

Jak z formuty (1) widoczna, prawdopodobienstwo stanu b zalezy:
1)od stanu a za posrednictwem ¢a i 2) od stanu b, za posrednic-
twem sb; oraz 3) od przeksztatcenia ciata po pewnym obwodzie od a

do b, za posrednictwem catki [ Yiwidxi. Ta przeto catka wyobraza

warto$¢ pomienionego przeksztatcenia, a wyrazenie rézniczkowe ) lwldxi—
wyobraza wartos¢ przeksztatcenia nieskoriczenie matego.

Przeksztatcenie iwldxi uwaza¢ wogdlle bedziemy jako zitozone
z przeksztatcen czastkowych: Yiui(¢) dxi, (=1, 2, ... n), w ten mia-
nowicie sposéb

rozumiejac przez ui(e) spétczynnik przeksztatcenia czastkowego ce.
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Odpowiednio do tego zatozenia, formuty (1) i (2) przyjma postaci
ogdlniejsze, nastepujace:

8 2

Spéitczesnie z doznawanemi przeksztatceniami czastkowemi €. ciato
wytwarza nieskonczenie matg ilos¢ energii dQ. ktéra wogdle zalezy od
stanu ciata i od wartosci pomienionych przeksztatcen. Poniewaz te war-
tosci sg nieskonczenie mate, a dQ znika wraz z niemi, jest oczywiscie

rozumiejac przez T(€) funkcye jednowartoSciowe stanu ciata.

Dla ustalenia znaku energii dQ, przyjmujemy spotczyniki T(e)
jako zawsze dodatne. Wychodzi to na to samo, jak gdybysmy, zato-
Zywszy

oraz

przyjeli znak spélny dla dQ(e) i Y lu(e)dxi.
Wprowadzajgc oznaczenia (7) do nieréwnosci (5), bedzie

co tgcznie z réwnaniami (7), przypomina posta¢ praw zasadniczych ter-
mostatyki. Q oznacza wtedy ciepto, T — temperatureg, &xs — en-

tropia.
8 3.

Zanim po6jdziemy dalej, zmienimy powyzsze oznaczenia, przez
wprowadzenie czasu. Zakladajac w szczegélnosci, ze stan a odpowiada
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chwili poczatkowej a stan b — chwili biezacej t, oznaczmy przez
@0 i ¢ wartosci prawdopodobiefnstwa <p, odpowiadajgce chwilom t0 i

a przez s warto$¢ roznicy sh—sa w chwili t. Wtedy réwnania (6) i (4),
oraz nierownos¢ (5) wyrazajg sie odpowiednio tak:

Z roéwnania (10) mamy:

gdzie Q jest funkcya stanu ciata i czasu, a Qo — stala.
Rozniczkujac rownanie (13) wzgledem czasu, otrzymamy roéwnanie

stanowigce jeden dopiero zwigzek miedzy parametrami a czasem. Inne
zwigzki konieczne ustanowimy jako najprawdopodobniejsze, co stanowi
cel gtéwny naszych poszukiwan.

Uwazmy, ze cata rozciggtos¢ czasu, od t=1t0 do t=1tt > tol wy-
petniona jest odpowiednimi stanami ciata, ktorych og6t stanowi to, co
nazywa¢ bedziemy ,bytemti. Kazdemu z tych stanéw odpowiada praw-
dopodobienstwo <p;, zatem prawdopodobienstwo bytu (oznaczmy je przez
P) bedzie iloczynem wszystkich prawdopodobienstw @, w porzadku jak
odpowiadajgce im stany w bycie nastepuja. Mamy zatem na zasadzie
formuty (11):

Owoz byt najprawdopodobniejszy odpowiada warunkowi: P=ma-
ximum, za ktérem widocznie idzie warunek nastepujacy:
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maximum.

Zasade, na mocy ktorej otrzymaliSmy warunek (16), nazywamy:
»zasada najprawdopodobniejszego bytu“; umozliwia ona rozwigzanie wielu
podobnych zadan.

8 5.

Catka G nadaje sie do bardzo tatwego przeksztatcenia.
Zatozmy

Wtedy catkujac przez czesci, znajdziemy najprzéd

i nastepnie

Przez to widoczna, ze warunek (16) mozna wyrazi¢ w sposéb na-
stepujacy:

maximum ,
ktory jest tatwiejszy od postaci (16).

§. 6.
Wezmy przemiennoé¢ catki G, (17), wzgledem parametréw Xi ;
znajdziemy najprzéd

Z drugiej strony, catkujac przez czesci, mamy :
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Poniewaz stan poczatkowy ciata jest dany, przemiennosci & zni-
kaja w chwili zatem

skad wynika, ze przemienno$¢ dG, (18), moze wyrazi¢ sie tak:

gdzie mamy:

Uwzgledniajgc to wszystko i biorac na uwage tozsamos¢

przemiennos¢ 0G, (19), wyrazi sie w sposéb nastepujacy:

Poniewaz catka G, (17), jest maximum wzglednem do warunku
(14), przeto warunek ten nalezy wzig¢ pod uwage.

8 7

Niech bedzie ¢ funkcya czasu, jeszcze nieoznaczona. Pomnézmy
rownanie (14) przez ¢ dt, i wezmy catke w granicach t =t i t — tl;
bedziemy mieli:



124 WE. GOSIEWSKI.

Postepujac wreszcie wedtug wskazéwek §. 6, znajdziemy bez tru-
dnosci :

gdzie wyraz ostatni odnosi sie do chwili t=tl

Na mocy réwnania (21), przemienno$¢ 0H jest zerem, niezaleznie
od natury funkcyi (. Zamiast wiec przemiennosci &G, (20), wolno uwa-
za¢ przemiennos¢ 6G+OH, i wtedy, w réwnaniu

przemiennos$ci dxi bedg dowolnemi, kosztem nieoznaczonosci funkcyi (.
W ten spos6b otrzymujemy réwnania nastepujace.

oraz

Réwnania (23), facznie z warunkiem (14), sg w liczbie dostate-
cznej do wyznaczenia wszystkich parametréw xi i niewiadomej ¢, w fun-
kcyi t; aby za$ wyznaczy¢ state catkowania, ktérych jest m +1, mamy
na to wartosci poczatkowe parametréow i warunek (24).

8 8.

Podstawmy, w rdéwnaniach (23), t=tl, wtedy, majac wzglad na
warunek (24), znajdziemy:
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gdzie 7ife <! /dti, uco, 3Ql/3x(, i 3sl /5zf, sg wartosciami odpo-
wiedniemi funkcyj: 7vel, dp/dt, uoo, 3Q 3xi i 3s 3xt, w chwili
E= .

Ale zaktadajgc w réwnaniach (23), dxlI dt=0, (i=l, R 1)}
otrzymujemy takze réwnania tej samej postaci co (25). Stad wnosimy,
ze w chwili t=tl nastaje réwnowaga, t. j. ze w tej chwili przeksztal-
cenie ciata sie konczy.

Trwanie zatem calego przeksztatcenia ciata wynosi ¢,-ta, a ze
sposobu, w ktory stata ¢, wchodzi do réwnan (23), jest widoczna, ze
trwanie to nie moze by¢ wogole nieskonczenie wielkiem.

Poniewaz

a w chwili t-tr jest oczywiscie dQI =0 i dril =0y (i==l, 2, ... , w),
przeto powinno by¢ takze 3QJ3tl=0O. Jest to warunek, stuzacy do wy-
znaczenia wartosci statej ffl.

8 9

Mnozac odpowiednio réwnania (23) przez

i dodajgc, wynika

Majac wzglad na tozsamo$¢ oczywistg

jak réwniez na zwigzek (14), réwnanie poprzedzajgce przyjmuje postaé

Catkujgc wzgledem ¢, od t-t0 do ?=<, wynika
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gdzie

jak to widoczna z nieréwnosci (12).

Nie nalezy zapominaé, co zresztg wynika z natury rzeczy, ze
wszystkie elementy catki —r, (28), s ujemne; ta przeto catka z upty-
wem czasu maleje, a w chwili t =1l osigga minimum.

Skonstatujemy nakoniec zasadnicza réznice, ktora istnieje miedzy

s i —r, a ktora polega na tem, ze s jest funkcya stanu ciata, pod-
czas gdy —r nig nie jest. Ta rdznica i jeszcze inne, ktére poznamy
nizej, zdecydowaty nas do nazwania s — ,entropig®, —r — ,anen-
tropig“.

Nadajmy teraz réwnaniu (26) postac

gdzie

i wyrazmy energie dQ przez

Na mocy formuly (29), przeksztalcenie 3% Yuf=> rozklada sie
< £

na pizeksztatcenia czastkowe: ds i —c?r, a na mocy formuty (31), ener-
gia mu wihasciwa dQ rozklada sie odpowiednio. Zatem

powinny by¢ dodatnemi, i mamy

gdzie
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Spétczynnikom przeto T i jako dodatnym i majagcym précz

tego wymiary spotczynnikdw 7lco, mozna przypisa¢ znaczenie analo-
giczne znaczeniu spotczynnikéw 7yej, i nazwac: T — ,temperaturg en-

tropowau, 1/  — ,temperaturg anentropowad.

PrzejdZzmy teraz do przypadkéw szczegdlnych:

8. io.

Uwazmy najprzéd ciato zwane ,,0dosobnionemu, w ktéorem dQ=0O,
a tem samem (13):

W tym przypadku, zamiast tozsamosci 0<7-}-07I-0, mamy

gdzie A jest nowa niewiadomg, a

Stad wynika

oraz

Poniewaz Qo jest stalg dowolng, mozemy ja wybra¢ w ten spo-
séb, aby bylo Al=elc%el w chwili t=tx. Wtedy réwnania réwnowagi
przyjma posta¢ nastepujaca:

Wychodzac z réwnan (34) i postepujac wedlug wskazan 8. 9,
fatwo jest znalez¢, zwazywszy przy tem na warunek dQ =0, ze
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gdzie

albowiem jest w tym przypadku temperaturg anentro-

powa,
Stad wynika, ze entropia rosnie. Rosngc, osiaga ona w chwili
t=tr maximum sl, a z uwagi na rownania (36), jest wtedy jedno-

czednie

Streszczajac zatem wyniki w ten spos6b otrzymane, widzimy, ze
przeksztatcenie ciata odosobnionego podlega prawom nastepujgcym:

1) entropia rosnie, anentropia maleje, lecz obie daza do wartosci
skoriczonych;

2) temperatura anentropowa rosnie do nieskonczonosci; i

3) temperatury T(€) dazg do wyréwnania sie i koncza osiagnie-
ciem wartosci spoélnej, ktéra jest jednocze$nie wartoScia temperatury
entropowe;j.

§. 11

Uwazmy, powtore, przypadek, w ktérym

co, zwazywszy, Ze Xxi zalezg od t, nie oznacza wcale, aby zmienna t do
funkcyi Q nie wchodzita wyraznie.
Wtedy, na mocy réwnan (30) i (32), mamy

a tem samem roéwnania (14) i (29) przywodza sie do nastepujacych:

W skutek tych zwigzkéw, réwnania (23) przeksztatcaja sie w ten
sposob:
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przyczem jest takze

Réwnania (42), pomnozone przez dxi i dodane, dajg tozsamoscio-
wo: O=0. Dla oznaczenia zatem m + 1 niewiadomych xi i § posia-
damy tylez réwnan: (38), (40) i (42).

Poniewaz réwnania (42) od statej tl nie zaleza, a réwnanie
0Q1/5t=0, z przyczyny warunku (38), utrzymuje sie przy kazdej war-
tosci tl, ta warto$¢ tl jest przeto nieoznaczong, i moglibySmy nawet za-
tozy¢ tl =co,

Zatem widoczna, ze w przypadku uwazanym, ciato przeksztalca
sie do nieskoriczonosci, podczas gdy w przypadku ogélnym — ono prze-
ksztatca sie tylko czasowo.

Nalezy jednak zwrdci¢ tu uwage na inna wazna réznice miedzy
przypadkiem obecnym i przypadkiem ogolnym, te mianowicie, ze ro-
wnania (42) sa odwracalne (mozna zastgpi¢ dt przez - dt, nie zmieniajac
rownan), a réwnania (23) nie sa. Stad wynika pojecie ,,odwracalnosci*
przeksztatcenia i pojecie ,nieodwracalnosci jego. Zatem przeksztalcenie
ciata w przypadku obecnym jest odwracalne, a w przypadku og6lnym
jest nieodwracalne.

Azeby wyobrazi¢ sobie przypadek najwiecej ztozony przeksztatce-
nia si¢ ciata, zauwazmy, ze ciagtos¢ funkcyj } ui(e), wzgledem para-

4

metrow xi, nie wymaga wecale, aby funkcye
3

byly takze ciagtemi. Mozna wiec przypusci¢, ze w przypadku ogdélnym,
rownowaga nie ustanawia sie w chwili t==tl, ale ze tylko funkcye
Y (Bugz’ / Oxi — ou t / ©>xj) znikajg nagle w tej chwili. Wtedy réwnania
3

(23) zamieniaja sie na réwnania (42), i przeksztalcenie ciata przedtuza
sie od t=tl, stajac sie przeksztatlceniem odwracalnem.

Zachodzi wiec ta réznica w przeksztatcaniu sie ciala przed chwilg
Zl i pbzniej, ze od t=t0 do t=tl przeksztalcenie jest nieodwracalnem,
a od chwili t=tl jest juz odwracalnem.

Tym sposobem chwila t=1tl jest chwila skonczenia sie przeksztat-
cenia nieodwracalnego, i widoczna, ze przeksztalcenie nieodwracalne
dazy do stania sie, i staje sie w terminie skonczonym przeksztatceniem
odwracalnem.

8 12
Pozostaje jeszcze do wyjasnienia rola prawdopodobieristwa ¢ w na-
szem zadaniu.
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W tym celu wykonajmy przedstawienie (27) w formule (11);
otrzymamy:

Jak to wiadomo, ¢ jest av gruncie rzeczy prawdopodobienstwem
zrozumiato$ci stanu ciata, podczas gdy sie to cialo przeksztalca. To
prawdopodobienstwo maleje z uplywem czasu, lecz osigga minimum
ol = @0 e~r* Scisle w chwili t — t,, w ktérej przeksztatcenie nieodwracalne
zamienia sie na odwracalne. Od tej za$ chwili — ¢ zachowuje swa
wartos¢ statg ¢t az do nieskonczonosci.

Owoz, jesliby ¢ malato bezustannie, wtedy nadesztaby chwila,
w ktorej stan ciata statby sie juz niezrozumiatym. Lecz to jest niemoz-
liwe, albowiem prawdopodobieristwo @ osigga swoje minimum @1, ktére
od chwili A sprzyja stale zrozumiatosci stanu ciata.

Tak wiec kazde zjawisko nieodwracalne konczy sie, lub konczy
przemiang w zjawisko odwracalne, i to w chwili oznaczonej, pod ry-
gorem stania sie zjawiskiem niezrozumiatem.
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