Zasady rachunku iteracyjnego.

1. Iteracje funkcji i ich znakowanie.

Wzor y=f(x) wskazuje, ze na zmiennej x wykonano pewne dzia-

fanie f.
Dziatanie to mogg powtorzy¢, otrzymam w wyniku wzor 2—71{1)
Dziatanie to moge powtorzy¢, otrzymam w wyniku wzor 1=f(z)

it.d.
Celem lepszego zorjentowania si¢ zastosujemy odpowiedniag  pi-

sownig.
Napiszmy szereg Wzorow
2,=[(2)=/(2)
2,=[(2)=I1(2)
23=1(2,)=[11(2)

e () = S (D).
Wzory te  wskazuja, ze do zmiennej <z  dzialanie f  zastoso-
wano n razy, innemi stowy na zmiennej <z dzialanie [ wy-
konano 7 razy, powtorzono n razy, iterowano z razy.

Otrzymany  wynik nazywamy rc-ta3 iteracja zmiennej z  przy
podstawowym dziataniu /A albo tez n-tg iteracja funk-
cji AO- i

Otrzymany wynik jest widocznie jakas funkcja wykladnika w,
wskazujacego, ile razy dziatanie f iterowano; argument z na ktorym
dziatanie f'w-krotnie iterowano.
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Otrzymany wynik zalezy réwniez od tego, jakie dzialanie bylo
iterowane.
Wzér: ,,z, jest n-ta iteracjay zmiennej z przy podstawie /**, ozna-
czamy  symbolem
Z":Iﬂo )
przyczym wyktadnik n piszemy u goéry, u dolu za$§ podstawowe dzia-
fanie, t. j. przejScie np. od zmiennej ¢ do zmiennej /*(/) (uzyliSmy in-
nej litery, aby unikngé nieporozumien). Mozna tez postugiwaé = si¢
symbolem skréconym
*«=/m»(*)

powszechnie dzi$ przyjetym.

2. Iteracje najprostszych funkciji.

Wiemy, ze n-ta iteracja funkcji f(z) jest jakas funkcja zaré6wno
argumentu z, jak wykladnika n, nie wiemy jednak w ogdlnosci, jaka
mianowicie funkcja. Zakres wyrachowalnych iteracji jest bardzo szczu-
ply. Nalezg do nich nastepujace przyktady zasadnicze.

L Iteracje funkcji f(z)=z~\-a.

Ze Wzorow 2,=¢ ‘a=z¢ta

wnosimy w drodze indukcyi, ze

Ca=2+Na.
A zatym: Jezeli z,=z-1ta, to zz=—2z-+na. Innemi stowy: n-tgite-
racja funkcji f(2)=2z-+a, jest funkcja fn(2)=2-+na.

11 Iteracje funkcji f(z)—az. —

Ze wzorow 2,=az =az

24=a2i—a’2
2, =az,—a’z
2o =02,— 02
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wnosimy w drodze indukcji, ze

Zn=a"z .

A zatym: Jezeli z =az, to z,=za"z. Innemi stowy w-tg itera-
cja funkcji f{z)=az, jest funkcja £, (z)= "z
111 Iteracje funkcji f{z)=".
Z Wzoréw 2,=21, 2N, fis="=2T" . wnosimy w drodze in-
dukcji z, =z .
A zatym: Jezeli z=2" to Zp=2z", Innemi stowy: n-tg itera-
cjg funkcji f(z) = 2, jest funkcja £, (z) =z
V. Iteracje funkcji f(z)=az-}-b.
Ze Wzorow
2,;=a2 +b
zy=az,+b=a*z4-(a+1)b
2,=az,+b=a’2+4(a’+a+1)b
z,=az,+b=a'24-(a’+a*4-a+1)b

wnosimy w drodze indukcji, ze
r=arz+ (@ Ha"2+...4a+1)b
czyli

abi. 1

Z,=a"z+ T o

@
a"—1

Azatym:Jezeli 2z,=az+b, to ‘-’utﬂ"f%; -

Innemi stowy, n-tg iteracja funkcji f{z)—az-\-b jest funk-—
1

. ar—
cja fa(e)=arz+ ER 8 b.

1. lteracje funkcji f(e)=0a7".
Ze WzorOw 2,=ae"
z,=agi=art1z"

i 2 A 3
— Qo= f‘—f—f‘+lz"
Zs-fhg a

- 2, =ads=artrirtly

503
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wnosimy w drodze indukcji, ze

rit—1
Zn=a" =2 g r—1 it
rit—1
A Zatym: JeZeh .2'] = (/‘57‘y to = r—1 lf‘l‘n i Innemi S{OWy: W'tq
rit—1
iteracjg funkeji [(z)=az" jest funkcja In(e)=al=larls

3. Zasada dodawania iteracji.

Twierdzenie 1. Jezeli liczba A jest w-tg iteracja liczby B
przy  podstawie  f(z\  liczba za§ Z?  jest w-ta  iteracja licz-
by C p r z y teze podstawie /(*), to liczba 2 je'st (m-j-w)-ta
iteracja liczby O przy tejze podstawie f{z).

A zatym: Jezeli A=f(B)

B=f,(C)
to ‘1j/.m—f—n((v/|.
m razy n razy m-}n razy
Jakoz: A=fu(B)=FfufC)=Ff....f ff....[="F.. . Tff...F(C)=Fnin(C)

awigc A=fus(C), co bylo do dow.

Twierdzenie 2. Ztozenie  dwu iteracji tej samej funkcji
podstawowej o  wykladnikach w 1w  jest iteracja  tej sa-
mej funkcji podstawowej o wyktadniku m--mn.

A zatym  [ufu(2) =[min(2).

Jest to twierdzenie zasadniczej wagi. Prowadzi ono do nastepu-
jacych wnioskow:

1. Laczy rachunek iteracyjny z teorja grup.

Grupa wielu funkcji nazywamy taki uktad funkcji,
w ktorym ztozenie d w u ¢ h kt 6 r y ¢c h k o 1 w i e k funkcji jest
nowa funkcja, rowniez do tego uktadu nalezaca.

Na mocy naszego twierdzenia o dodawaniu, wnosimy, ze

Iteracje danej podstawy tworza grupe funkcji.

Jakoz iteracje

@), fu(2), f5(2), 14(2), [5(2), [5(2),....
tworza taki szereg funkcji, w ktorym dodanie ktoryclikolwiek dwu, np.
/'2/"1(3) 7/(.(2' y

daje trzecig funkcje, rowniez do tego szeregu nalezaca.
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W ten sposob rachunek iteracyjny staje jako jeden z czlonkoéw
rozleglej dziedziny nauk matematycznych, ujetej wspdlna nazwa Te-
orji Grup. "

2. Prowadzi do zasady przemiennosci.

Twierdzenie 3. Iteracje tej samej funkcji podstawo-
wej sa funkcjami migdzy soba przemienne mi.
Jakoz fmf.ﬂ(z) :fmA'ru(Z") :flz+m(3)
[ufm(2)= [rgm(2)==Fmin(2)
a wige fmfn(2)=[ufw(2), co bylo do dow.
Whiosek. Dwie funkcje wtedy i tylko wtedy moga
by¢ iteracjami jednej i tej samej funkcji podstawowej,

gdy sa miedzy soba przemiennemi.

O dwu funkcjach F(z) oraz 0(2) wtedy tylko mozemy powiedzie¢,
ze sg iteracjami jakiej$ trzeciej funkcji cp(*), gdy spetniaja warunek

F®(2)=DF(2).

Czy ten konieczny warunek  jest takze dostateczny —
jest to kwestja otwarta...

Szczegblng warto§¢ ma ta zasada, gdy chodzi o iterowanie funk-
cji rozwinigtych na szeregi potegowe —pozwala ona odno$ne rachun-
ki systematycznie przeprowadzic.

4. Zasada mnozenia iteracji.

Twierdzenie. Jezeli  funkcja  F(z) jest m-ta iteracja  funk-
cji 0(2), a funkcja 0(2) jest n-tg fiteracja funkcji  f(2), to
funkcja F(z) jest m.n iteracjg funkcji /°(2).

Dowdd. Jezeli F(2)=®yu(2), zas P(2)= fu(2), to

1’(2/) T (l)(l)"'(b(f\) Tf'"f” oot f"(f) /"’ Frt...+ ”('Z,\) j/‘mu(‘?)v a “.i(;, c ['7(':) jfmn(z’v
co byto do dow.

1 niosek 1. Jezeli funkcje ~(2), oraz tp(2) s a m-ta, wzgled-
nie n-ta iteracja tej samej funkcji f{z\ to

"F“(?) e ':Jm(f).

Nawzajem mamy

niosek'2. Dwie funkcje (2) oraz (2) wtedy i tylko
wtedy moga spetni¢ warunek

®a(2) =y(2)

gdy obie s3 iteracjami ~ jakiej$ trzeciej funkcji/'(«) 0 wy-
ktadnikach odwrotnie proporcjonalnych do a i b.
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Zasad¢ mnozenia najlepiej ocenimy, gdy ja polaczymy z naste-

pujacym problematem:
Wzor
I @) =1,,()
1 fu) “.)

(litery u, v, t.. nie maja zadnego rachunkowego znaczenia, sa to tyl-
ko znaki orjentacyjne, dotyczace dziatan iterowanych) daje nam prawo
pisania

AT

k STEA N/_f
I @=1 (&)= I @ -
N (

v
f(u)

gdzie jest jakakolwiek liczba calkowita dodatnia.

Piszemy wigc
k N

L f?a ,(v)
Chodzi tylko o to, co znaczy ten rachunek in limite AT=o0o. Odpo-
wiedz na to pytanie daje nam
Postulat. Kazda funkcja 117) posiada SWoja pomocni-
cza funkcje ®(2), t.zw. jej funkcja! iteracyjny, spetnia-
jacy wzor
N

fte)y=lum 1 (2)
N=—=co

T ‘ }'(Ij\(v”
pociagajacy za soba wzor
fi(z)= I @&=1lim 1 5

o
f Neto k(1) (') ¢
e

Ku postulatowi temu prowadzi nastgpujace rozumowanie:

Jezeli iteracje

tworza  grupg, to one jako takie ~winny naleze¢ do = pew-
nej jednoczesciowej ciaglej grupy funkcji.
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Grupe ta stanowig iteracje
AO)

o  dowolnym wykladniku v, zdolnym do  zmienno$ci  nieograniczonej
i ciaglej. Bezposredniego okreslenia tego pojecia nie mamy. Idziemy
wigc drogg posrednia.

Szukajmy analogji.

Znajdujemy j3 na potggach.

Potegi znamy z bezposrednich wzorow:

P — gt e o

rt=z.x.x2 it d.
Co znaczy jednak potgga x” o wykladniku, zdolnym do zmienno-
Sci nieograniczonej i cigglej. Na to mamy odpowiedz.
Kazdej liczbie x odpowiada pomocnicza jej liczba
£, jej logarytm naturalny "=/ogx, spetniajaca wzor:

; & N
c—=lm(l ) .
N oo( 1
pociagajacy za sobg wzor:
oo (U
v — pif ety
g oA

Postulat nasz jest zatym uogolnieniem nauki o logarytmach na-
turalnych 1 jej zastosowaniach analitycznych. Na mocy zasady prze-
miennosci iteracji tej samej funkcji, ze wzoru

f(z )—hm F (2)
L3 4L D(t)
Eh
otrzymujemy  rownanie granicowe

tim (o2& = tinf 1) + 1€
N=c0

czyli  rownanie

P(2) fO( i (2
S A(') /'15)’* 2 >)r(>() L g

N gt =@+

OO 2 Al

skad in limite AT=co wypada t. zw. réwnanie funkcyjne Ramusa
Bf(2) =1 V(D)

rozwigzane w badaniach Lemeray’a, Leat 1 innych, zaréwno w odpo-
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wiednich wzorach granicowych, jakotez 1 zapomoca szeregdéw potego-
wych.

5. Zasada tacznosci iteracji.

Twierdzenie. Jezeli dwie funkcje f(z) i F(z) sa polaczo-
ne wzorem

?(2)=Fel2)
to i m-te iteracje ich sa rowniez tym samym wzorem
Pfm(2)=Fup(2)
potaczone.
Jakoz wzér  ¢f(2)=F5(2) daje nam :
2/ A =%11(2)=Fp.f(e)=F.5f(2)=F.Fg(2)=FF 5(2) = Fy3(2)
a zatym
#fo(2) = Fy9(2)
Wzo6r ten daje nastepnie
¢fo(2) =91 2[(O)=Fyp.f(2)=F,.5f(2)=F,. Fp(2)=F, F.9(2) = Fy(2), a zatym
ofilz)=Fyle) 1 § & 1% d

w drodze indukcyjnej otrzymamy wzor of(2)=F,o(z) dlakazdej catko-
witej dodatniej warto$ci wskaznika 7.

Uwaja. Ze wzoru of(2)=Fnp(2) wynika [(2)=1v_1 F,2(?).

My przez 'f —1(*) oznaczamy funkcje, przeciwna funkcji w(2), dajaca
wigc

A wige, iezeli!  $(2)=2% to 9 (2)=Vz.

Jezeli @(2)=e¢* to 9v_; (2)=log z-i t. d.

Mamy wigc

Whiosek. Jezeli funkcje f(z) oraz F'(z) sapotaczone
wzorem

Heyu.1 Poley,
to iteracje ich takze sg tym samym wzorem potaczone
f n( ) 'fr 1 ﬁ ny (

Wzér ten, jak moéwimy, przeksztatca grupe iteracji funkcji F(z)
na grupg iteracji funkcji f{z\ W tym wzorze nazywamy

grupe iteracji funkcji F(z) grupa przeksztalcana,

grupg iteracji funkcji f(2) grupa przeksztalcona,
wzglednie zredukowana,
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funkcje <p(» funkcja przeksztalcajaca, albo funkcja
posredniczaca.
Przeksztalcenie *  tego rodzaju  jest wzajemne. Jakoz, jezeli

grupa iteracji funkcji Fz) przechodzi na grupe itera-
cji funkcji f(z) namocy wzoru

f(&)=1%—1 F,p(2)

to nawzajem, grupa iteracji funkcji fz) przechodzi na
grupe iteracji funkcji F(z) na mocy wzoru
F(2)=¢fnp—1(2)
Tutaj nasuwa si¢ nastepujaca uwaga:
Wzér 7Y, {z)=F "z\ jako nastgpstwo wzoru of(e)=Fo(2),
wyprowadziliSmy tylko dla wyktadnika catkowitego,

dodatniego n.

Chodzi nam o moc obowigzujaca dla dowolnego ».

Gdybysmy umieli funkcj¢ JP(*) iterowac, to funkcje f(z| okreslo-
ng wzorem

ef(2)=Fup(2)
nazwaliby$Smy #-tg iteracjq funkcji f{z).
Stad wynika
Definicja. Grupg iteracji funkcji f(z| okreslonej wa-
runkiem

ﬁll'w."(

o 1

[

nazywamy grupe wszystkich funkcji postaci
ktére znaczymy, piszac

-6

T’

[o(2) =1 Fy

(2).

-

Wzér ten daje pojecie iteracji, zgodne z iteracjami wyrachowal-
nemi, gdzie to si¢ da uskuteczni¢ bezposrednio, a okresla je tam,
gdzie to bezposrednio jest niewykonalne. Zagadnienie, czy jest to jed-
noznaczny, c¢zy tez niejednoznaczny sposob  okreSlania  grupy iteracji,
musi by¢ osobno badane.

6. Zastosowanie zasady facznosci iteracji.

Przy rachunku iteracji funkcji danej f(z) dazymy do tego, aby
grupg jej iteracji Sprowadzi¢ do grupy iteracji funkcji
Fl@)=z+1

(t. zw. zagadnienie Abela).
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wzglednie do grupy iteracji funkcji
F{z)=hz
(t. zw. zagadnienie Schrodera).
Zagadnienie Abela dazy do ustalenia wzoru:
f(z):"?—lF'{;<Z)
ktory przy F(z)=z-\-| przyjmie postac

f(e)=w_1 [9(2)+1], a wigc postac 9f(e)=w(2)41. Jest tot. z w. rtOwnanie
funkcyjne Abela

)

Af(e)=A(2)+1.
Zagadnienie Schrodera dazy do ustalenia wzoru:
f(@)=v_1 Fy(2)
ktory przy F(z)=hz przyjmie postaé f(2)=1w_1 [hy(2)], a wiec postaé
of(2)="hw(z). Jestto t. zw. rownanie funkcyjne Koenigsa-Schrodera.

Podstawe analizy tych zagadnien stanowi sam rachunek itera-
cyjny, ktorego zasady musimy pozna¢é zanim bedziemy mogli wejsé
blizej w istot¢ réwnan funkcyjnych, zardwno elementarnych, powyzej
podanych, jakotez i ogélniejszych.

7. lteracje funkcji linjowych utamkowych.

Funkcje postaci
. ae+b
r=ra
o wyznaczniku ad—bc, réznym od zera, nazywamy funkcja linjowa ulam-
kowa, albo funkcja rzutowa, wzglednie homograficzng.
Zasadnicza jej wlasno$¢ stanowi ten fakt, ze jezeli zatozymy

’ 'ap:;—l) G t{{fﬁf,’
Pi=optd *1' " eq+d
el b

s e A dy e
Cord-d ot g
otrzymamy réwnos$¢ t. zw. stosunkdw anharmonicznych

Pui—=0d s G Tue s Bowlo tdam s
e i WU - 4 fet
czyli
G Dbmig oo i Viem BN e 61 L
f(p)—s, flo—s p—s g—s '
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Jezeli zalozymy we wzorze

b
f(Z):ZZZ—i“d

g=o00, 1o otrzymamy

S

aq+b_“+_q

g+ < d?
C',,,
i

fl@)=

f(oo):—z— )

=& a— s,
g

(ﬁg);ﬁ_) SR g

flg)—s,

Mamy zatym
f(p)—r . a—er, p—r

f(p)—s, a—es, p—s’

Stad wynika

Twierdzenie. Jezeli zatozymy
az+b
fie)=

m ’ ad—bczi:O

ar--b as-+b

to otrzymamy wzor
flpber, p—r. a o
f(p)—s;, p—s ' a—es
1 wogoble wzor

e et F

o) —n8, a—es, ‘z—3s’

3 3 az+b e
Otoz funkcja . f(®=—-— madwat. zwane miejsca nie-
2 ez+d
: - k : al+b
zmienne Ly, &, okreslone réwnaniem = g _,|~ ]:C, czyli rownaniem
1+ @

g2+ (d—a)l—b=0, awigc wzorem

511



512 Wektor. N¢ 9

N G R (a—d)*+%4be
B GG Y PO R L

1

. (a—d)—V(a—d)*+24be
WL T LRl e

wzglednie wzorem

_(a—d)+-V(a+d)*—a(ad —be)

5 - R

,

‘ _(a—d)—1 (a-+d)®—4(ad— be)
9 =—— PR N oM o - - )

2c
ktore jak tatwo okaza¢ da nam
a—cky (a+ (i'lril/(a—ii(ilr)%a4‘(ml~r be)
a— L, (a+d)+-V(a+d)>—a(ad —be)
Na podstawie tego otrzymujemy

Twierdzenie. Jezeli C, sa migjscami niezmiennemi
funkcji linjowej

: az-+b
f(2)=
cz+d’
a wiec miejscami, okreslonemi réwnaniem
al-+b s : s : g
QZ%C i, czyli rownaniem ct?4-(d — a)t — b=0, wowczas za-

chodzi wzor
fA—L,_a—dc, 2-L
f@)—C, a—ct, ' 2—C,

a funkcja dana fle)= gz— iteruje sie¢ na mocy wzoru

_b
z+d
()L, (@—ck et

*((c—(-c,_)) Pl

fu(2) — Co
skad juz tatwo f,, (z) wyrachowac.

Wyjatek stanowi przypadek, gdy oba miejsca niezmienne ,, £,
zejda si¢ w jedno. Bywa on wtedy, gdy w réwnaniu

')

cC’4-(d—a)i—b=0 zachodzi wzor  (d—a)>+-4bc=0, dajacy

R e

Otoz gdy zalozg £, =C,+-¢, =0, to wzor
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f()—8—e_ a—cly—ce 2—C(,—¢
fe)—t, S el e da nam
£ ce c '
l_m:(l_—m) (1_2—_’{2), a wiec
E & € ce?

TG T g G k) %) 2

1 £ ¢ 4 Ii v ce
fe)—C a—d; ' 2—C," (a—cty) (2—F8y)

Kladac teraz C=C1=C2:Z2_Tc? , znajdziemy wzor

E=0
1 1 e :
At gl -+ ey, w postacl
i aidwaiel b 2¢

Mamy wigc
: Twierdzenie. Jezeli miejsca niezmienne C, €, funkcji

b al+b

linjowej f(9)= okres§lone rownaniem Al

cz+d’ AR S
dza sie wobec warunku (a—d)*+4-4be=0 w jedno miejsce
a—d
Cl = c2 s S 9% )
: spas _az+b ;
wowczas funkcja linjowa : f(z)—cz o spetnia warunek
1 1 2¢
fe)—t 22— C+ a-d 2
a iteruje si¢ na mocy wzoru:
1 1 2ne
fa(e)—C 22—t . a-td.’

skad  7.(2) tatwo wyrachowag.
L. Botlcher.

Lwow.
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