MISCELLANEA.

Przyktady figur, rownych przez rozktad.

Do tamiglowek gieometrycznych =zaliczamy zagadnienia konstrukcyjne,
w ktorych z danych figur przez rozcigcie ich (w sposdb, ktory nalezy dopie-
ro znalez¢) i1 odpowiednie ustawienie otrzymanych kawalkow (elementow) na-
lezy dojs¢ do figury zadanej, ktorej dobor ulega jedynemu warunkowi, by
wzgledem danych figur, byla rownowazng. Na famigtowki te, datujace si¢ juz
od czasow Archimedesa, zwrocono w ostatnich czasach baczniejsza uwagg.

Rownowaznos¢ figur, rozwazang w odno$nym dziale Planimetrji, okresla-
my w sposob czysto algiebraiczny; dzigki lamigtowkom, sprowadzamy ja na
grunt gieometryczny, przekonywamy si¢ mianowicie, ze figury o réwnych po-
lach, cho¢ nie sa w catosci przystajacemi do siebie, skltadaja si¢ jednak z ele-
mentoOw parami przystajacych. Lamigtowki w ten sposob przyczyniaja si¢ do
,rozalgiebraizowania" odnos$nego dziatu Planimetrji. do nadania mu charakte-
ru, bardziej zgodnego z innemi jej dzialami. W tym tez duchu w r. 1909/10
Koto mat. fiz. oglosilo konkurs na zreformowanie nauki o pomiarze pol; nie
silagc sie na rozwigzanie tego zagadnienia, w niniejszym szkicu pragne dac
jedynie kilka przyktadow rozktadu figur rownowaznych na elementy, parami
przystajace.

Précz pracy Fourreya (,,Curiosites géométriques”, 1907), korzystalem
w tym celu z dziel ,Recreations mathematiques” Rouse-Balla (przektad franc.,
wyd. II, przy piski Fitz-Patricka w zakonczeniu tomu III, r. 1909) oraz z kla-
sycznego dziela pod tymze tytutem, opracowanego pierwotnie przez Ozanama,
a znacznie W nastepstwie rozszerzonego przez Montucle (wyd. IV, 1790).
W polskim jezyku, procz niedawnych prac p. Zarzeckiego (,, Wektor" N2AIZ 5—6),
mamy w tym zakresie tylko dwa artykuty:

1. Matematyka: Deske dluga a wazka rozcig¢ w ten sposob, azeby jej
czgsci mogly shuzy¢ do pokrycia otworu krétkiego a szerokiego. (,,Stowianin"
t. IL. r. 1830 str. 237—239. Artykut podznaczony j?=Aug. Fraczkiewicz).

2. PI. Dziwinski. O rozktadaniu figur na elementa parami przystaja-
ce. Wyglosit w Towarzystwie Politechnicznym we Lwowie d. 11 grudnia 1886...
Lwow, 1887: 8° str. 8,*tab. I (Odbitka z ,,Czasopisma Technicznego™).

Zaczniemy od kwadratow, przedstawiajac wyniki zasadniczych dzialan
z niemi znow w postaci kwadratow.

Wektor z. 9, 1912. 3
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Mamy np. dwa kwadraty o bokach b i c¢. Ustawmy je obok siebie jak
na fig. 1, gdzie ABCD—b’, AEFG=c’. 7 trojkata prostokatnego AEB wy-
nika EB =a = Vb’>-Cc? t. j. ze odcinek EB stanowi bok kwadratu, réwnowaz-
nego sumie danych. By na boku tym zbudowa¢ kwadrat, odcinamy na CD
czgs¢ CI=EA, poczym ' \BCI=SAEB i BI | BE. Odcinajac KD=HG, ma-
my NIKD—BHG i IK || BE. Odcinajac wreszcie na przedtuzeniu /K odci-
nek IL—BE i laczac punkty E i1 L, otrzymamy zadany kwadrat BILE. Kwa-
drat ten sklada si¢: 1) z czworokata ABIK, stanowigcego czg$¢ kwadratu 6%
2) z trapezu AEHG, stanowigcego cze¢§¢ kwadratu c¢?; 3) z trojkata BHG, be-
dacego jakby przeniesionym trojkatem IKD, odcietym od b°; prowadzac nastepnie
LM\ _EK, pozostala czes¢ EKL podzielimy na: 4) trojkat EML= BCI, odcig-
temu od b’ 5) KLM=EHF, odcigtemu od c¢>. W ten wiec sposob wiekszy
z danych kwadratow (6%) podzielilismy na trzy, mniejszy (c?) na dwa elemen-
ty, ktore przy innym rozmieszczeniu tworzg kwadrat @, roOwnowazny czyli —
jak bedziemy si¢ nadal wyrazali — rowny przez rozklad sumie danych kwa-
dratow. (Dla latwiejszego odrozniania przystajacych elementéw dwuch figur,
bedziemy je—jak na fig. |—zaznaczali jednakowemi liczbami).

Jezeli mamy znalezé kwadrat c2, rowny przez rozklad réznicy danych
kwadratow a’—b’°, w kwadracie BELI—a? (fig. 1) z wierzchotka B zakre-
Slamy tuk promieniem BA—b i z wierzchotka E prowadzimy do niego stycz-
ng, ktora dotknie tuku w punkcie 4; otrzymamy w ten sposéb EA —-¢, po-
czym— mutatis mutandis — postepujemy jak wyzej.

W razie sumy wigcej niz dwu kwadratow, zbieramy dwa pierwsze
W sposob powyzszy, poczym do sumy tej dodajemy trzeci i t. d.; za kazdym
razem poprzednio podzielone kwadraty ulegaja nowemu rozktadowi, dziatanie
to jednak nic ciekawego nie przedstawia.

Przy rozkladzie, podanym na fig. 1, korzystalismy z twierdzenia Pitago-
rasa; przeciwnie, gdyby$Smy twierdzenia tego nie znali, moglibySmy ze wspom-
nianego rozkladu skorzysta¢ dla jego wyprowadzenia. Przytoczymy inny do-
wod, podany przez Ozanama (fig. 2). Na bokach trojkata prostokatnego ABC
o przeciwprostokatnej BC — . a 1 przyprostokatnych AC=b i AB —-c¢ wznosi-
my kwadraty BCDE, ACFG i ABHI, ktorych boki przedluzamy: DC we-
wnatrz kwadratu' b’ do przecigcia FG w punkcie K, EB wewnatrz ¢ do
przeciecia Al w punkcie L, FC wewnatrz @’ do przeciecia DE w punkcie
M 1 wreszcie JIB do przecigcia CM w punkcie N. Prowadzimy wreszcie
KO\_KC. Wowczas kwadraty o’ i b? zawiera¢ beda po rownym trojkacie:
BCN—CFK. 1z ktorych kazdy réwna si¢ danemu trojkatowi ABC. Dalej,
czworoboki ACKO w b’ i BEMN w a° zawieraja CK—BE, CA—BN.
F.C= KB' przy przeniesieniu wiec pierwszego na drugi tak, by wierzchotek
C upadl na B i ramig CK na rami¢ BE, rami¢ CA przystanie do BN,
i punkty K i 4 padnag odpowiednio na E i N. Skoro za$ kazdy z tych 4
punktow jest wierzchotkiem katow prostych, ktorych jedne rarhiona wzajem-
nie poprzystawaly do siebie, przeto i drugie ramiona réwniez przystang, mia-
nowicie KO do EM i1 JLOdo NM, a tym samym i wierzchotek O do M, tak
iz ACKO 2 BEMN. Pozostaly element kwadratu 5% trojkat prostokatny
OKG, zawiera przy K kat o ramionach KG_| CM i KO\ CD, gdy wigc
odetniemy CP=KO i poprowadzimy PR\ CM, otrzymamy trojkat CPR"FKGO.
Poniewaz DC—DE, CP—ME—KO, przeto DP—DM-, prowadzac DS | CM,
mamy ACDS"CKF, skad DS—KF—€. Jezeh przeto pozostalg czes¢ kwa-
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dratu @’ podzielimy wedlug DS na dwa elementy, to zwazajac ze DM—DP
i "MIDS-]-Z.SDP—99~ wnosimy, ze DSM mozna przystawi¢ do DPRS w po-
lozeniu DPT, otrzymujac prostokat DSRT, w ktorym DS—PT=c, czyli
kwadrat réwny c?, poszczegOlne za§ elementy DSM i DPRS odpowiednio sa
rowne elementom ABL i1 BHIL. Kazdy wigc z elementow, stanowigcych
kwadraty przyprostokatnych, odpowiednio rowna si¢ jednemu =z -elementow,
wchodzacych w sktad kwadratu przeciwprostokatne;.

Tenze dowo6d, w zmienionej nieco postaci, podaja Rouché i Comberousse
(,,Traite¢’ de Geometrie", wyd. VI 1891). Na bokach trojkata ABC* (fig. 3)
wznosimy kwadraty CBED—a" i AGFG—IP. (Bok FG winien przej$¢ przez
wierzchotek D). Prowadzac EH || FG i El || BG, otrzymamy EIGH—c? (sko-
ro bowiem DIE=FEHB=ABC, przeto EH=FEI=¢). Odcinajac HL—c— 1 pro-
wadzac LM_\ BG, otrzymamy FEHLM"EIGK, poczym DGK” _BLM. Tak
zmieniony dowod spotykamy rowniez w ,,Gieometrji" p. Lomnickiego (1911).

Przystepujac do ustawiania kwadratéw n-krotnych, mozemy wylaczy¢
przypadki, gdy n jest liczbg kwadratowa tub suma dwu kwadratow, jakotez
n=2: jakoz, w pierwszym razie mamy zbudowa¢ kwadrat o bosu Vn razy
wigkszym od danego, w drugim sprowadzamy zadanie do dodawania dwu kwa-
dratbw o bokach nierownych, w trzecim rozwigzujemy zadanie wprost przez
rozcigcie kazdego z dwu rownych kwadratéw wedlug jednej z przekatnych
1 zestawienie otrzymanych trojkatow katami prostemi. W pozostatych przy-
padkach, zestawiajac w jednym rzedzie n rownych kwadratow, otrzymamy
prostokat o wysokosci, spolnej z kwadratem o podstawie n razy wiekszej; za-
danie wiec sprowadzamy do zbudowania kwadratu, rownego przez rozktad da-
nemu prostokatowi.

Tym ostatnim zadaniem wlasnie si¢ zajmiemy. Przypusémy, ze mamy
prostokat ABCD (fig. 4, rowniez 5 i 5 bis); odcinajac od wierzchotka AEF—
— yAB. AD, otrzymamy podstawe szukanego kwadratu AEGH. Jezeli na
przedtuzeniu BC odetniemy CF—BE i F polaczymy z D, to ICDF"BAE,
tak iz prostokat ABCD, a tym samym 1 kwadrat AEGH, jest rownowazny
rownoleglobokowi AEFD’, ze zaS§ AEGH 1 AEFD maja spoing podstawe,
przeto boki jej przeciwlegte DF i HG winny tworzy¢ linje prosta, tak iz
wierzchotek D lbddz na odcinku HG, badz na jego przedluzeniu — a to
stosownie do tego czy w<2 czy tez n>2.

W pierwszym razie (fig. 4) mamy ABE=DIG-\-CIGF, ADH=EFG —
= ECIA-CIGF. Odcinajac AK=DI, AL=DG, AM=EC, AN=EI,  dzieli-
my prostokat ABCD na 4 czeSci: AEID, AKL, BELE, EIC, ktoére, zesta-
wione w inny sposob, daja szukany kwadrat AEGH (Rowne elementy, dla
fatwiejszego ich wyrdznienia, zaznaczamy przy pomocy jednakowych wewnatrz
nich umieszczonych liczb). W drugim razie, w podobny sposob dzielimy da-
ny prostokat na 4 lub wiecej elementdéw, przychodzac do rozktadow, wskaza-
nych na fig. 5 lub 5 bis.

Powyzszy sposob opisat Montucla w przypiskach do wspomnianych wy-
zej ,,Rekreacji" Ozanama. Perigal w czasopiSmie ,,Messenger of Mathematics"
za 1. 1875, przez odmienne ustawienie figur réwnowaznych, zmniejszyt licz-
be skladowych eclementow. Do danego prostokata ABCD (fig. 6) przystawia-
my réwnowazny mu kwadrat DEFG, poczym wierzchotki G i C laczymy
a przez D, B 1 E prowadzimy rownolegle do GC\| otrzymane w ten sposob
trojkaty ADH, BCI, DEK i GFL beda sobie rowne. Jakoz, przedtuzajac
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GFYBC do przecigeia w punkcie O zrh%[dzlfgmggzy ) an?—‘ GO0 DE-DC
a ze wedlug zalozenia DE’=AD.DC, przeto LF=AD. Po odcigciu tych 4
naroznych trojkatow otrzymamy wewnatrz kazdej z danych figur po rowno-
legloboku: DIBH i GKEL. Prowadzac KN || DC i HM || AD, mamy
GKEL= GEN + KNLE=ELC +KNLE=KNCE=DI1BH=DHMIA-HMB,
t. j. srodkowe rownolegloboki przez jedno tylko rozcigecie staja si¢ rowne
przez rozkltad. (Mozna wogdle zamiast punktow H i K wziag¢ na prostych
HD i KE jakiekolwiek punkty, rownooddalone od wspomnianych wierzchot-
kow).

Podziat opisany jest mozliwy, o ile punkt / przypada wewnatrz odcinka
DE, tak iz DIcDE czyli DIA~DEc2.DE, e za$é IE =IC, mamy stad
DCc.2VAD. DC, tak DC<AAD czyli w<4. Gdy wigc w sposobie Montucli
najmniejsza liczbe elementdw otrzymujemy w razie n<2, u Perigala przypa-
dek ten sigga az do n<4, co dowodzi wigkszej skuteczno$ci nowego spo-
sobu.

W razie n>4, gdy DI>DE, odmierzamy na DC odcinki, réwne DE,
tyle razy, ile okaze si¢ to mozliwe i przez ich krancowe punkty prowadzi-
my szereg rownoleglych do GC. odcinajac od danych figur szereg rownych
rownoleglobokow, z ktorych kazdy za pomocag prostych, pionowych w prostoka-
ciec a poziomych w kwadracie, daje si¢ podzielic na dwa odpowiednio przy-
stajace trojkaty, a ostatnie—jak w poprzednim przypadku — na trojkat i tra-
pez.

Przystepujac do zajmujacego nas zagadnienia o n-krotnym powicksze-
niu danego kwadratu, rozwiazemy je w ten sposob, ze ustawiwszy prostokat,
ztozony z n kwadratow, rownych danemu, i przeksztalciwszy go na roéwnowaz-
ny kwadrat, rozcinamy te figury na odpowiednio przystajace elementy. Fig.
5 1 6 przedstawiaja, w sposobach Montucli i Perigala, rozwigzanie zagadnie-
nia dla n — 3, przyczym 3 dane kwadraty pooddzielane sg linjami kropkowa-
nemi W sposobie Montucli element 1 zostaje dodatkowo podzielony przez
to na trzy, a 3 i 4 na dwa drobniejsze elementy, w sposobie za$ Perigala
kazdy z 4 poprzednich jeszcze na dwoje, tak iz w obu razach do ustawienia
zadanego kwadratu mamy po 8 elementow.

Przez proste jednak przesunigcie ostatecznego kwadratu, jak wskazuje
fig. 7, mozemy w sposobie Montucli liczb¢ elementéw zredukowac do 7: bok
szukanego kwadratu odmierzamy mig¢dzy podstawami prostokata AD i BC
nie od wierzchotka skrajnego 4, lecz od jednego ze srodkowych, np. F, t. j.
kwadrat ten jakby przesuwamy rownolegle na odleglos¢ AE. Do tej sprawy
wrocimy jeszcze w nastepstwie.

Majac dany kwadrat o boku C roztozy¢ na n rownych kwadratow, bok

¢ kazdego z nich okreslimy jako —=; eres'lqc wiec prostokat, ztozony z usta-
n

wionych obok siebie n kwadratéw o bokach ¢, postepujemy jak w razie po-
przednim. Gdy np. n=3, dla danego kwadratu EFGH (fig. 7) kreslimy na-
przod odcinek c=".£7<F3 (t. j. trzeciej czgsci boku trojkata foremnego, wpi-
sanego w koto o promieniu EF) i z punktu F promieniem c zakre§lamy tuk,
do ktérego z punktu E prowadzimy styczna. Przez punkt F do tej stycznej
prowadzimy rownolegla, na ktorej w jedng strone odcinamy FC—c, a w dru-
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ga FK=KB=c, poczym budujemy prostokat ABCD, w ktorym AB = ¢, dzie-
lac go prostemi KO i FY na 3 réowne kwadraty. W ten sposéb od danego
kwadratu odcinamy eze$¢ FEFI. zawierajaca po jednym elemencie z trzech
drobnych kwadratow (1, 2, 3). Odcinajac EL=FI i EM=FC. a w punk-
tach L i M prowadzac || do ID i CD, otrzymamy trapez EMNL " FCDI
(elementy te zaznaczamy przez 4). W podobny sposéb do pierwotnego kwadratu
przenosimy pigciokat ABKPE (oznoczony przez 5), wreszcie odcinajac SF=LR
i prowadzac STJ EF, trojkat KPF podzielimy na dwa elementy (6 1 7), od-
powiednio przystajqce do pozostalych elementow pierwotnego kwadratu.

W razie n=5 mozemy uzy¢ bardzo prostego wykreslenia (fig. 8): Sro-
dek kazdego z bokéw kwadratu laczymy z jednym z przeciwleglych wierz-
chotkow. Cztery takie poprzeczne utworza posrodku kwadrat (1). a przy
wierzcholkach 4 trojkaty (2) i1 tylez trapezow (3). Biorac ktorykolwiek troj-
kat i przylegty mu trapez, np. ACD i CDEB, ze wzgledu na AC=CB
i CD="BE, wnosimy, ze figury te, zestawione bokami AC i CB, utworza
kwadrat, rowny srodkowemu.

Coatpont w czasopisémie Catalana *) za r. 1877 rozwigzal obecne zagad-
nienie w sposob praktyczny, skuteczny dla wszelkiej nieparzystej wartosci na
n. Ze srodka danego kwadratu ABCD (fig. 9) zakreslamy okrag promieniem

C
2y/ i
BE=c, a pozostala czeS¢ boku dzielimy w punkcie F napdt, poczym z punk-
tu F prowadzimy styczng do powyzszego okregu. Na stycznej tej budujemy
kwadrat, na tymze opisany, a obok niego przy tejze stycznej w obie strony

n
po

=4e i na jednym z bokow, np. BC, odcinamy od wierzchotka odcinek

2
; takichze kwadratow. W razie n=3, przedstawionym na fig. 9, we-

wnatrz danego kwadratu otrzymamy kwadrat srodkowy o boku c:--——--——--——--—t—y— oraz

V3

dwa 5-katy i dwa trojkaty prostokatne, a zewnatrz — dwa 5-katy wklgste, od-
powiednio réwnowazne trojkatom, tak iz np. CFHIK—BFG. Prowadzac
EL\ BF 1 przedluzajac DC do przecigcia z FH w punkcie M, otrzymamy
SFEL™ FMC, skad wnosimy, ze trapezy CBEL i MHIK sa rdéwnowazne.
Prowadzac LN \ BG i1 MPpKI, otrzymamy w nich naprzod trojkaty prosto-
kqtne LNG i MKP, w ktorych LN=MP, jako odpowiednio rowne odcinkom
BE 1 HI, rownym wedlug zalozenia, a kqty ostre tez roéwne, zatym NG=KP
czyli BG— EL=KI—MH. Ze za§ z réwnowazno$ci rozwazanych trapezow
oraz rownosci ich wysokosci wynika BG-\-Eln=KI-\-MH, przeto ostatecznie
BG=KI 1 EL—AH, tak iz trapezy te nietylko sa rownowazne ale 1 row-
ne. GdybySmy stycznag do $rodkowego okregu wyprowadzili z innego niz F
punktu, otrzymane elementy nie dalyby si¢ tak tatwo sprowadzi¢ do przysta-
wania.

Podziat réwnoleglobokéw o réwnej podstawie i1 wysokoSci na elementy
odpowiednio przystajace, w razie jezeli dolne podstawy caltkowicie na siebie
zachodza a gorne posiadaja spoiny odcinek, mieliSmy sposobno$¢ zauwazy¢
juz np. na fig. 4, gdzie prostokat ABCD przez przeniesienie trojkata ABE
na miejsce DCF przeksztatcilismy w rownolegltobok AEFD. Jezeli jednak,

9 ,,Nouvelle Correspondance Mathematique* (Bruksela).



538 Wektor. N9

jak na fig. 10, gorne podstawy CD i EF nie majg spolnego odcinka, odcina-
my kolejno DD, — D.D5—...=CD, dopdki nie dojdziemy do punktu D, leza-
cego wewnatrz odcinka EF, i podobniez EE = EFE,=..=FEF, dopoki nie
dojdziemy do E, wewnatrz CD. Prowadzac przez kazdy z punktow pierw-
szego szeregu rownolegte do AC, a drugiego — do BF i laczac punkty ich
wzajemnego przecigcia oraz przecigcia ich z bokami réwnoleglobokow, kazdy
z tych ostatnich podzielimy na jednakowa liczbe rownych trojkatow oraz na
rownolegloboki KCDL i MEFN, z ktorych kazdy sklada si¢ z odpowiednio
przystajacych do siebie trojkata (12) i trapezu (11).

W razie réwnolegtobokéw roéwnowaznych, lecz o rdéznych podstawach
i wysokosciach, postgpujemy jak przy przeksztalcaniu prostokata na kwadrat
sposobem Montucli. Mamy na fig. 11 rowmowazne réwnolegtoboki ABCD
1 AEFG, podzielone kazdy na 4 elementy; po wyjasnieniach, podanych przy
fig. 4, obecna sama si¢ juz thumaczy.

Jako przyklad stosowania wyzej wspomnianej metody przesunig¢ rowno-
legtych. rozwigzmy na tym miejscu dwa zagadnienia, dotyczace przeksztatce-
nia foremnego: 1) sze$ciokata i 2) pieciokata na kwadrat rownowazny.

Rozcinajac dany szeSciokat foremny wzdluz jednej ze S$rednic, otrzyma-
my dwa trapezy ABCD 1 ABFE (fig. 12) ktore przez polaczenie ramionami
utworzg  rownolegtobok EFCD. Odcinajac Tér=bokowi szukanego kwadratu,
prowadzac CEJ FG 1 biorac EI=FG, otrzymamy szukany kwadrat I[ICK.
Z danym réwnoleglobokiem ma on spolny S5-kat IMCNG (ztozony z dwuch
elementow, z ktorych 1 nalezy do jednego, 2 do drugiego trapezu); nastepnie
trojkat prostokatny GEN=FIM (katy przy F 1 G réwne, a odejmujac od
obu stron réwnosci FG — [E po IG znajdziemy FI = GIF), skad wynika
IM—EN, zatym MK—=NC. Prowadzac KL || CD otrzymamy MKL—NCD
i ELC= EFG. Ogoétem wigc dany szesciokat dzielimy na‘ 5 elementow. Gdy-
bySmy szukany kwadrat. zbudowali na odcinku FG, wypadloby dany szeScio-
kat dzieli¢ na 6 elementéw, otrzymujac w tej liczbie jeden bardzo wydtuzo-
ny trapez.

Jezeli dany pigciokat foremny ABCDE (fig. 13) mamy przeksztalcic na
kwadrat, prowadzimy naprzoéd przekatng BD i na jej przedluzeniu odcinamy
B7*=bokowi 5-kata. poczym taczac F 1 A, otrzymamy trapez AFDE, réwno-
wazny S5-katowi, i prowadzac EG || ED przez srodek odcinka AF, trapez ten
przeksztalcamy na réwnowazny mu rownoleglobok EGDE. Odcinamy E/=X>o-
kowi szukanego kwadratu, spuszczamy EKLEI (oczywiscie EK— —EF), po-
czym budujemy szukany kwadrat EKLM, ktory, jak widzimy, wskutek po-
wyzszego wykreslenia bedzie Zawierat 7 elementéw mieszczacych sie w da-
nym pigciokacie.

Z twierdzeniami Gerwiena, dotyczacemi trojkatow rownych przez roz-
ktad, zapoznal nas niedawno p. Zarzecki (,,Wektor* Ns 5); poprzestaniemy
wiec na wykazaniu ich uzytku. Fig. 14 przedstawia podzial na elementy, pa-
rami przystajace, dwu trojkatow ABC i ABD, majacych rowne wysokosci
i zestawionych podstawami w ten sposob, ze linja wierzchotkéw CD przeci-
na podstawe 4B w punkcie zewnetrznym F. W takim razie, jak wiadomo,
winniS§my si¢ uciec do szeregu trojkatow pomocniczych, o wierzchotkach w C
i D i podstawach, rownych 4B a odcinanych na jej przedtuzeniu, dopdki sie
nie dojdzie do odcinka, mieszczacego wewnatrz punkt F. W przypadku, po-
danym na fig. 14, zaraz pierwszy taki odcinek BE odpowiada temu warun-
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kowi, tak iz dla danych trojkatow ABC i ABD mamy jedna tylko pare trdj-
katow pomocniczych: BEC i BED. Trojkaty ABC 1 CBE, majace po dwa
boki odpowiednio réwne, a katy migdzy niemi spelniajace si¢, zapomoca pro-
stych BH || AC i BG || CE podzielimy na dwa elementy, odpowiednio przy-
stajace: ABG<=" BEH 1 BCG"BCH’, podobnie w trojkatach ABD i BED
ABI"BEK i BDI"BDK. Tréjkaty BEC i BED za pomoca prostej CD
dzielimy na dwie pary trojkatow o powyzszej wlasnosci: trojkaty BFC i1 BED
zapomocg prostych FL || BD i1 FM || BC, a trojkaty FEC i FED zapomoca
prostych FH || DE i FK || EC dzielimy na elementy: BFL"ABFM, FCE"FDM,
FEH"FEK, CFH"FDK. Trojkaty wiec BEC i BED mieszcza W ten spo-
sob po 4 odpowiednio przystajace elementy, z ktorych nadto trzy w pierwszym
trojkacie przecina poprowadzona poprzednio BH, a w drugim BK. Elementy
FEH i FEK, zaznaczone na fig. przez 1, pozostaja przytym nienaruszone,
pozostate za$§ wulegng jeszcze dodatkowym rozcztonkowmniom. Tak, jezeli
w '\CFH poprowadzimy przez H réwnolegla do BK, a w SFDK przez K
do BH. kazdy z tych trdjkatow podzielimy na 3 odpowiednio przystajace ele-
menty: 2, 3 i 4. Powyzej prowadzone réwnolegte odetna od LCF i MFD
po 2 trojkaty: S i 6 1 po 5-kacie: 7. Prowadzac wreszcie FG || BK i FI || BH,
kazdy z trojkatow BFL i BFM podzielimy na 4 eclementy: 8, 9, 10 1 11.
By otrzymane 11 elementow trojkatow -pomocniczych przenies¢ do danych,
zauwazmy ze 'KAGB"BEH’, dzielac wigc AB na dwie czgsci, odpowiednio
rowne czesciom BE.BF i1 FE, a AG na 4 czeSci jak BH, trojkat AGB po-
dzielimy na 5 elementow: 8, 9, 5, 2 i 1, odpowiednio réwne elementom BEH.
W podobny sposob przenosimy i pozostale elementy.

W zakoficzeniu rozwazmy jeszcze specjalne zagadnienie, dotyczace wie-
loboké6w" podobnych a rozwigzane przez Harta w roku 1877 w czasopiSmie
»Messenger of Mathematics“. Zagadnienie to polega na rozcigciu wickszego
z dwu danych wielobokow" podobnych na takie czgséci, by okalajac niemi mniej-
szy dany wielobok, otrzyma¢ wielobok podobny do danych. Zagadnienie to
Hart rozwiazat tylko w razie wielobokow wpisanych lub opisanych.

Mamy np. dwa wpisane 5-boki A"B"DD"E"™ i A,B,C,D,E, (ﬁg 15).
Srodek kota (9, opisanego na wigkszym z nich, tgczymy ze Srodkami jego bo-
kéw i na kazdym z otrzymanych promieni od $rodka boku odcinamy w obie
strony po odcinku, rownym potowie odpowiedniego boku mniejszego wnelobo-
ku; z dwuch, otrzymanych w ten sposéb na kazdym promieniu punktéow, jeden
laczymy z jednym, drugi z drugim z sasiednich wierzchotkéw, przyczym kaz-
dy wierzchotek taczymy naprzemian z punktem wewnetrznym jednego, a ze-
wngtrznym drugiego z dwu kolejnych promieni. Dzielagc np. bok H,B, w punk-
cie F, na pot i odcinajagc na OF, odcinki I\F, =F,F,="A4,B, punkt F,
lqczymy z A, i F; z B,; na promieniu O,G, (G— S$rodek boku B™Y odci-
namy G sz G,G~="B,C, i punkt G  (wewnetrzny) taczymy z B, (potaczo-
nym poprzednio z punktem zewngtrznym) i t. d. Otrzymamy w ten sposob
5 czworobokow ON"ByG”, 0,G,C.H, i t. d., dajacych na sume¢ dany wielo-
bok ABCDE, od ktoregosmy poodcinali trojkaty AJ\F, BGG,
dodajagc natomiast réwne im BP\F, C G"G*.. Poniewaz w czworobokach
tych katy srodkowm odpow1edn10 sa rowne spelnieniom katow danego wielo-
boku, jezeli przeto na przedtuzeniu boku. B,4, odetniemy A,F'=0,F, a na
przedluzeniu A4,E, odcinek E,K=0,K, poczym z punktow F i K zakresli-
my tuki odpowiednio promieniami n"\zl, i K, A, , przecinajace si¢ w punkcie
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A, otrzymamy czworobok 4AFA,KAJF20yK", w podobny sposob BCB,F”

"B,G,0.F, i t. d. Ostatecznic wypadnie nam wielobok AFBGCHDIEKA,
rowny przez rozktad -sumie danych. Poniewaz, wedlug powyzszego wykresle-
nia. katy A,F,0, iBF.0,, B,G,0,1 Cjér¢\,... wzajemnie si¢ spehniaja,

przeto kazde trzy wierzchotki ostatniego wieloboku, jak: 4, F \" B-, B, G
i C,... lezag na jednej prostej, tak iz wielobok ten jest jednoimienny z dane-
mi. Ze za§ w dwuch trojkatach, przylegtych do jednego wierzcholka, jak
w BF/F, i B,GG, CG,G, i C/HH,. przyprostokgtne stanowig potowy
odpowiednich bokow danych wielobokow, a wskutek podobienstwa ostatnich
boki te s3 w stosunku statym, wnosimy ze takiz stosunek si¢ zachowa i1 mie-
dzy bokami ostatecznego wieloboku, a katy jego odpowiednio beda réwne ka-
tom danych, tak iz wszystkie te wieloboki beda podobne.

W razie wielobokdw opisanych postepujemy jak poprzednio, z tg rdzni-
c3, ze na promieniach, wyprowadzonych ku punktom styczno$ci bokéw wigk-
szego wieloboku z wpisanym wen kolem, odcina¢ bedziemy czgsci, na jakie
odnosne punkty stycznosci podziela odpowiednie boki mniejszego wieloboku:
EE—~Ae EE, = eB, FF,=Bf FF,=C, i t. d. (fig. 16), tak iz tr¢j-
katy prostokgtne przylegte do jednego wierzchotka, jak B.E.E, i BFF,
beda réwne, a przylegte do jednego boku, jak A4,E.E; i B.E.LE, — podobne;
otrzymany przeto wielobok ABCD bedzie podobny do danych wielobokow
1 rowny im przez rozktad.

Zauwazmy, ze w zagadnieniu Harta konstrukcja jest mozliwa, o ile bo-
ki wigkszego wieloboku od swego Srodka odlegle s3 nie mniej niz o wila-
Sciwy odcinek odpowiedniego boku mniejszego wieloboku (t. j. o polowe te-
goz w razie wielobokow wpisanych lub o czgs¢ od wierzchotka do punktu stycz-
noSci—w razie opisanych). Jezeli odleglos¢ ta staje si¢ réwng rzeczonemu
odcinkowi (jak na fig. 16 gdzie G.E, — A4,h~). wowczas odpowiedni czworobok
zamienia si¢ na trojkat, a odpowiedni wierzcholek mniejszego z danych wie-
lobokéw przypadnie na obwodzie wieloboku ostatecznego.

A. Laparewiez.
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