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53.

RECHERCHES SUR L’ELIMINATION, ET SUR LA THEORIE
DES COURBES.

[From the Journal fir die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tome XXXIV.
(1847), pp. 30—45.]

EN désignant par U, V, W, ... des fonctions homogeénes des ordres m, n, p, &c. et
d'un nombre égal de variables respectivement, et en supposant que ces fonctions soient
les plus générales possibles, c’est-a-dire que le coefficient de chaque terme soit une
lettre indéterminée: on sait que les équations U=0, V=0, W=0, ... offrent une rela-
tion ® =0, dans laquelle les variables n’entrent plus, et ol la fonction ®, que l'on
peut nommer Résultant complet des équations, est homogene et de l'ordre np ... par
rapport aux coefficients de U, de l'ordre mp ... par rapport & ceux de V, et ainsi de
suite, tandis qu’elle n’est pas décomposable en facteurs. Cela posé, supposons que les
coefficients de U, V, ..., au lieu d'étre tous indéterminés, soient des fonctions quel-
conques dun certain nombre de quantités arbitraires. Substituant ces valeurs dans la
fonction @, cette fonction sera toujours le Résultant complet des équations. Mais ©
peut quelquefois étre décomposable en facteurs, dont quelques-uns doivent étre éliminés.
En effet les coefficients de U, V, ... peuvent contenir des quantités £ 7, ... censées
comme variables, et d’autres quantités «, B3, ... qui sont constantes, et il peut sagir
de la relation entre & 7, ... qui est nécessaire pour que les équations U=0, V=0, &c.
puissent subsister conjointement. Dans ce cas tout facteur A du résultant complet ®,
qui ne contient pas les coefficients variables £, 7, ..., doit étre rejeté. En supprimant
ces facteurs, et exprimant par @ le facteur qui reste, cette fonction est alors ce que
nous nommerons Résultant réduit. Cependant les facteurs A, proprement dits, ne sont
jamais des facteurs étrangers, et ce n'est qu'a cause du point de vue particulier,
auquel on a envisagé la question, quiils ont été rejetés; d'un autre point de vue ces
facteurs auraient pu devenir le Résultant réduit. Nous les nommerons done, & 'exemple
de M. Sylvester, Facteurs spéciaua.

. / 43
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Pour faire voir tout cela avec plus de clarté, prenons pour exemple le probléme
suivant de Géométrie analytique:

“Trouver les équations du systéme des lignes tirées par un point donné aux points
d’intersection de deux courbes données.”

Soient U=0, V=0 les équations des deux courbes, U, V étant des fonctions
homogenes des variables #, y, 2, des ordres m et = respectivement, ce qui revient i
prendre # : z et y : z pour coordonnées dun point. De méme il faut exprimer par
(o, B, ) le point dont les coordonnées sont a : o et B : «; et ainsi pour tous cas
semblables. Il s’entend, qu'on suppose partout que les coefficients de U, V, ou de U,
restent absolument indéterminés. Représentons par (2, B, ) le point donné, et par
(¢ m, &) un point quelconque d’une des lignes dont il s’agit. En éliminant z, y, -
entre les équations

U=0, V=0, et z(BE—yn)+y(¥E—al)+z(an—BE=0 ............ (D,

on obtient 1'équation cherchée ®@=0. Ici ® est une fonction homogéne de Iordre mn
par rapport & B¢ —m, yE—af et anp—BE; de l'ordre n par rapport aux coefficients de
U; et de l'ordre n par rapport & ceux de V; de plus cette fonction est décomposable
en mn facteurs lindaires par rapport & & 7, {, dont les coefficients sont des fonctions
irrationnelles de a, B, v et des coefficients de U et V (en effet toute fonction homo-
gene de B¢—rym, yE—af, an— BE est doude de cette propriété, qui subsiste encore en
échangeant entre eux £ 7, ¢ et a, B, y). Chaque facteur linéaire, égalé & zéro, appar-
tient. & une des lignes en question. Voild pourquoi ® =0 est considérée comme
équation du systéme des lignes.

Soit maintenant proposé le probleme:

“Trouver l'équation du systtme des tangentes tirées d’'un poiut fixe & une courbe
donnée.” L

Il y a ici & éliminer @, y, z entre les équations

U=0,

au dU , dU
a%-’-ﬁd_y.*_'yE:O () i i, SR i SRR MRS AL R (2)

@ (BE— yn) + y (v€ — af) + 2 (am — BE) = 0.

Le résultant complet est une fonction homogéne de l'ordre n(n—1) par rapport a
Bt—on, yE—al et an—PBE {n représente ici l'ordre de la fonction U}, de l'ordre n
par rapport & a, B, v, et de l'ordre 2n—1 par rapport aux coefficients de U. Mais il
existe dans ce cas un facteur spécial U, qui est ce que devient U en écrivant a, 3, 7
a la place de z, 7, = En le mettant de c6té, le résultant réduit ® est fonction de
lordre n(n-1) par rapport & B¢ —ym, yE—af et an—BE et de lordre 2(n—1) par
rapport aux coefficients de U, et 'équation @ =0 correspond au systéme de tangentes.
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En mettant x, y, z & la place de B{—yn, yE—af, an—BE P devient une fonction
de l'ordre m(n—1) par rapport & =z, y, 2 et de lordre 2(n—1), comme elle l'était
ci-dessus, par rapport aux coefficients de U. Nous désignerons cette nouvelle valeur de
® par FU; cest-2-dire nous représenterons par FU le résultant réduit des équations

U=0,
aUu al ¢ . .dU
a—(i—x+ﬁ—@fy£=0, OB UL e s, LS 3),

xx +yy +2z=0,

FU étant une fonction des ordres m(n—1) et 2(n—1) par rapport & x, y, z, et aux
coefficients de U. On sait que I'équation FU=0 est celle de la polaire réciproque de
la courbe, par rapport & la conique auxiliaire a°+ y*+ 22=0.

Or les équations (2) peuvent étre écrites aussi sous la forme
=9, W
aU al dU
alu
d_y =
lei le résultant complet est de l'ordre n(n—1) par rapport a a B, 4, ou & & #, ¢
(car ce résultant complet doit étre comme ci-dessus fonction de ce méme ordre de
BE—on, yE—af et an—BE) et de lordre (n—1) (3n—1) par rapport aux -coefficients
de U. Le facteur spécial dans ce cas est donc une fonction de l'ordre 3 (n—1)* des
coefficients de U, et il est facile de trouver sa forme; car on satisferait aux équations
(4) en posant

au au
E LT ke /|

aUu aUu au

Ti; = E—y = 0, :i; = 0 ........................... (5) 5
le résultant de ces équations, que mnous désignerons toujours par ‘KU, doit donc
se présenter comme facteur spécial du résultant complet du systeme. Mais KU étant
ue fonction des coefficients de l'ordre 3(n—1)% elle est précisément le facteur spéeial
dont il s’agit. (Il est clair que l'équation KU =0 serait la condition nécessaire, pour
que la courbe pht avoir un point multiple.)

0,

Reprenons le premier systéme. On satisfait & la derniere équation en écrivant
z=al+Em, y=Bl+gm, z=ql+lm ....cc.............. (6).

Soient [U], [V] ce que deviennent U, V par cette substitution. En éliminant [, m
entre les deux équations
B2l S
on obtiendra le méme résultant ® que ci-dessus. En effet, le résultant de ces deux
équations est des ordres m et m par rapport aux coefficients de U et V, et de lordre
Imn par rapport & a, B, v, & 5, {: donc il faut qu'il soit égal & O, & un facteur
numérique pres. On a donc le théoréme suivant:
43—2
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TuforEME I. Léquation du systéme des droites menées par un point donné
(a, B, v) aux points d'intersection des deux courbes U=0, V=0, se trouve en éliminant
les. nouvelles variables I, m entre les deux équations [U]=0 et [V]=0, ou [U], [V]
sont ce que deviennent U et V par les substitutions

z=al+&m, y=Rl4+gm, z=egl+im ....c.c.............. (0)e

En opérant également sur le second systéme d’équations, on obtient directement
le résultant réduit, sans que l'opération soit embarrassée par aucun facteur spécial. En
effet, on peut remplacer le systéme par

aU daU aUu
ad—w +,8d_y+'Y% '—'0,

aUu aUu aUu

2 (BE—ym) +y (v€ —af) + z(an — BE) =0,

et en faisant les substitutions (6) dans la dernitre équation, les deux autres équations
se changent en

4L0) _y o 4L0]_

dl dm ;

ou [U] est ce que devient U par cette substitution. Le résultant de ces équations
est de Tordre 2n(n—1) par rapport & @ B, 4, & 75, ¢ [cest-d-dire une fonction de
BE—om, yE—al, an—BE, de lordre n(n—1)}, et de lordre 2(n—1) par rapport aux
coefficients de U; donc il n’y a plus de facteur spécial. De 1 suit:

TaforiME II. Léquation du systéme de tangentes menées du point donné
(@ B, v) & la courbe U=0, se trouve en éliminant I, m entre les équations

aUT_ ' e[v] -,
o

/. e i
[U] étant ce que devient U par les substitutions z=al+&m, y=RBl+nm et z=yl+tn
En représentant I'équation par ® =0, ® est une fonction de BE¢—ryn, y&—af ay—BE
et en remplagant ces fonctions par x, y, z, on obtient I'équation de la polaire réciproque
(par rapport & #*+32+ 2°=0) de la courbe donnéde.

Ce beau théoréme est dt & M. Joachimsthal, qui me l'a communiqué I'été passé
pendant mon séjour & Berlin, avec une démonstration.

On déduit de 13, comme cas trés particulier, une forme du résultant des deux
équations ax®+2bxy+cy*=0 et a'2®+ 2wy + c'y*=0, citde dans mon mémoire sur les
hyperdéterminants (t. XxX. de ce journal, [16]). En effet, soit a?=z, ay=—y, y*=x, et
U=xz-y, on aura évidemment U=0,

dUdlE [Pdlr yOU L d T e dl s
am-i-bd—y-l-(?'d—z:o, et am-l-b Td—y-l-C%—O,
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donc en cherchant le résultant de ces équations de la manitre indiquée dans le théoréme,
on obtient la formule en question 4 (ac —b%) (a'c’— ") — (ac’ + a’c — 2b5')*=0. Cependant la
véritable généralisation de cette formule, & ce que je crois, reste encore & trouver.

Il suit des principes développés dans le mémoire cité, que le résultant des deux
équations L=0, M =0 (ot L, M sont des fonctions homogenes des deux variables I, m)
peut toujours étre présenté sous la forme ® =VLL ... MM ..., od V est une composition
d'expressions symboliques, telles que (12)*(13)# ..., dans lesquelles (12) =0y, 0,y, — O, 0s,,
&c. Par exemple pour L = al®+ 2blm + cm?, M = a'l> + 2b'lm + ¢'m?, on a

® = {(12)2 (34)* — (13) (24)%} LL MM,

[c'est-a-dire, comme ci-dessus, © = 4 (ac —b*) (a’c’ — b?)—(ac’ +a’c—2bb')?}. En appliquant
cette théorie & l'élimination des inconnues entre les équations [U]=0, [V]=0, on obtient

0y = ady + B0y + 40y, et Om = EDy + 70y +£0;,
et en faisant
BE—yn=x wE—af=y, an—pBE=z
et Oy, 0z, — 05, Oy, = (12), 0y, Oy, — 0p, 05, = (12)", 0y, Oy, — 0z, 0y, = (12)”,
cela donne
(12)=x(12)y +y(12)’" +z(12)":
équation qui peut étre présentée sous la forme abrégée
(12) = (P12).

On obtient le résultant cherché en faisant cette substitution dans tous les symboles
que contient V, et en introduisant U, V au lieu de [U], [V].

Les mémes remarques peuvent étre appliquées au cas d'une élimination entre les

dL

deux équations %? =0, T a 0, car le résultant sera exprimé ici sous la méme forme

®=VLL .... Cherchons par exemple 'équation de la polaire réciproque d'une courbe
du second ordre: en observant que le résultant des équations %:0, 3_71;» = 0~i(oty 'L

est une fonction du second degré) sera exprimé sous la forme © = (12)* LL, on obtient
immédiatement pour la réciproque de la courbe du second ordre U =0, I'équation

FU=(P12y UU=0,
| laquelle se réduit en effet & la forme connue.

Passons au cas d'une courbe du troisiéme ordre. Comme pour une fonction de
deux variables, le résultant des équations

dL dL

m:o’ d_7n=0’
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aura la forme
® = (12)*(34)*(13) (42) LLLL,
on a pour la polaire de U =0,
—2FU = (P12)* (P34)* (P13) (P42) UUUU =0,

et il serait facile de calculer par 1a le coefficient d'une puissance ou d’un produit
quelconque des variables. Par exemple le coefficient de z* se réduit a

(AP {4} {A3)"} {(42)”} UUTT,
ou, toute réduction faite, et en supposant
6U = a2’ + by* + c2® + 3iy*z + 3j2°x + 3ka®y + 3u,y2* + 3jiza® + Bkyzy? + 6layz

a: 2(6beir, — 4ec — 44,°b + 3042 — b**). L’équation completement développée, que j'ai donnée
pour cette polaire dans le Cambridge and Dublin Mathematical Journal, t. 1. [1846], p. 97
[35], et que jai obtenue par une élimination directe, pourra ainsi étre vérifide.

Nous allons passer maintenant & la théorie des points dinflexion et des tangentes
doubles de la courbe U=0. Ces singularités peuvent &tre traitées par une analyse
semblable, en remarquant que parmi les n(n—1) tangéntes, menées & la courbe d'un
point P situé sur la courbe, la tangente en ce point se présente généralement deux
fois, et trois fois, selon que le point P est un point d’'inflexion, ou un point de contact
d’'une tangente double.

Désignons comme ci-dessus par (U) ce que devient U en écrivant Iz + mé,
ly+mn, lz+m¢ & la place de z, y et 2z En mettant £0,+ 70, +£0,=0, on a
évidemment

[U)=00 U4 bmimdl 4 g bt me 00 + ..

et en éliminant I, m entre dl;}lll]] =0 dogz] =0, on obtient un résultant ® =0, ou O est

une fonction de U, oU, &*U, ... o"U, et qui a, comme le remarque M. Joachimsthal,
la propriété dont il s'agit. En écrivant U=0, ©® contient le facteur (0U)% et en
mettant de c6t€ ce facteur et écrivant 0U=0, ® contient le facteur (0*U)?; et ainsi
de suite. Nous avons supposé que le point P, auquel appartiennent les coordonnées
x, y et 2z, est un point de la courbe; de manidre que l'on a actuellement U=0. En
faisant donc cette supposition et en éliminant le facteur (0U)? I'équation ® =0 prend
la forme XoU+ Y (0*U)*=0 {puisqu’en mettant 90U =0, l'équation contiendra & gauche
le facteur (0*U)%). Dans le cas ou P est un point d'inflexion, ou un point de contact
d’'une tangente double, cette équation contiendra 0U comme facteur: donc il faut que
Y (@U)* contienne ce facteur, cest-a-dire: ou o*U, ou Y, contiendra le facteur oU.
Dans le premier cas il s'agit d'un point d’inflexion, dans le second cas d’'un point de
contact d'une tangente double.

Considérons d’abord les points d’inflexion. Comme 0*U contient 0U comme facteur,
il faut que cette fonction devienne zéro pour toutes les valeurs de & 9, & qui font
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évanouir 0U. Désignons par L, M, N les coefficients différentiels du premier ordre de
U, de maniére que 0U = LE+ Mn+N¢ Cette quantité s'évanouit identiquement en
faisant €= BN —yM, n=yL —alN, {=aM —BL: donc il faut que 9*U s'évanouisse par
la substitution de ces valeurs, quelles que soient les quantités @, 3, yv. En désignant
par. D ce que devient le symbole D par cette substitution, c’est-a-dire en faisant

D = a(Mo, — No,) + B (N0, — Lo,) + vy (Lo, — M0,),
la condition d’un point d’inflexion se réduit tout simplement &
DPU=0:

équation dans laquelle les symboles 9., 0y, 0, ne doivent pas contenir L, M, N. Nous
reviendrons sur cette équation dans une note; pour le moment il suffit de remarquer,
quen vertu de relations qui existent entre L, M, N et les dérivées a, b, ¢, f, g, h du
second ordre, on a identiquement

m=12DPU=nn—-1)V.U~— (ax+ By +vyz)?*(VU),

ou ¥ est une fonction de a, B, y et des dérivées @, b, ¢, f, g, h, dont la forme sera
donnée dans la suite, et

VU = abc — af* - bg* — ch* + 2fgh.

Donc & cause de U=0, la seule condition pour déterminer les points d'inflexion est
Iéquation

VU =0,

qui est de l'ordre 3 (n —2) par rapport aux variables, et de l'ordre 3 par rapport aux
coefficients de U. Cela est déja connu par les recherches de M. Hesse. J’ai donné
ici cette équation pour faire voir la liaison qui existe entre cette question et celle de
trouver les tangentes doubles, & laquelle je vais passer maintenant.

On obtient I'équation qui détermine les points de contact de ces tangentes, en
faisant les mémes substitutions £=ABN —qyM, &c. dans la fonction Y, et en égalant &
zéro les coefficients des différentes puissances ou produits de a, B, v. Remarquons que
cette fonction Y s'obtient par une fonction de l'ordre n®—mn par rapport & z, y, 2
ou & & m, & et de lordre 2(n—1) par rapport aux coefficients, en éliminant les
facteurs (0U)* et (0*U)? qui ensemble montent au degré 4m —6 par rapport & z, vy, 2,
4 6 par rapport a £ %, §, et & 4 par rapport aux coefficients. Donc Y est des degrés
n*—n—6, n*—5n—6 et 2n — 6 par rapport & =z, v, z, & £ 9, & et aux coefficients de U,
respectivement. En substituant donc & 7, § -cette fonction devient de lordre n*—n—6
par rapport & @, B, v, de lordre »*—2n*—10n+ 12 par rapport & =z, y, z {savoir
(n*—5n+6)+ (n—1)(n*—n—6)}, et de l'ordre n*+mn— 12 par rapport aux -coefficients
{savoir (2n—6)+ (n*—n—6)}. Mais on sait que les conditions de l'évanouissement de
Y doivent se réduire & une seule équation; et cela ne peut arriver que de la méme
maniére dont la réduction analogue a eu lieu pour les points d’inflexion. En écrivant
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donc [Y] & la place de ce que devient Y aprés la substitution, il faut que l'on ait
identiquement :

[Y]=A U+ N(IU),

N étant fonction de a, B, v du degré n*—mn—6. Il parait de plus probable que
cette fonction aura la méme forme que celle pour les points d’inflexion, savoir
N = (az+ By +yz)*"5. (IIU, comme ci-dessus VU, est censé exprimer non pas un
produit, mais une dérivée de U: de méme plus bas PU et QU.) Cela étant, IIU
sera du degré (n—2)(n*—9) par rapport & @, y, z {cest-d-dire n®—2n?—10n + 12
—(m*—n—6)}, et du degré n*+mn—12 par rapport aux -coefficients. On a donc le
théoréme suivant :

TuforkME. On trouve les points de contact de tangentes doubles, en combinant
avec l'équation de la courbe une équation IIU=0 de l'ordre (n— 2)(n*—9) par rapport
aux variables, et de l'ordre n?+mn —12 par rapport aux coefficients; c’est-a-dire, puisqu'il
correspond deux points de contact & une tangente double, le nombre de ces tangentes
est égal & in(n—2)(n*—9): théoréme démontré indirectement par M. Pliicker.

Cherchons maintenant les équations du systéme des tangentes aux points d’inflexion
et du systeme des tangentes doubles.

Pour trouver la premiére équation, il faut éliminer «, y, z entre les trois équations

GE il e

U=0, VU=0, x—+yd—y+zdz 0.

dx

Le résultant complet sera du degré 3n(n—2) par rapport & @, y et 2 et de lordre
9n?—18n +6 {savoir 3(n—2) (n—1)+ 3n(n —1)+3n(n— 2)} par rapport aux coefficients;
mais il existe ici le facteur spécial (K U)? et ce facteur étant éliminé, on obtient un
résultant réduit QU =0, du degré 3n(n—2) par rapport aux variables, et du méme
degré 3n(n—2) par rapport aux coefficients.

De méme on aura l'équation du systéme des tangentes doubles, en éliminant z,

y, z, entre les trois équations
U= 0 S B =10 8ol xooli—if+y(fi—'ly]+z%f=0.

Le résultant complet est ici du degré n(n—2)(n*—9) par rapport & x, y, z et du
degré 3n*—5n® — 29n* + 57n — 18 {savoir (n—1) (n—2) (n* =9 +n(n—2) (n*=9)+n(n 1)
(m*+mn—12)} par rapport aux coefficients. Mais il existe de méme dans ce cas un
facteur spécial (KU)™ " {(du degré 3 (n—1)(n*—n—6)=3n*— 9n®—9n*+ 33n 18|,
et en l'éliminant, le résultant réduit sera du degré 4m(m— 2)(n—3) par rapport aux
coefficients. Mais le terme de cette équation & gauche sera évidemment un carré;
on aura donc pour l'équation du systéme des tangentes doubles, la relation PU=0,
ot PU est une fonction du degré }n(n—2)(n*—9) par rapport aux variables, et du
degré 2n(n—2)(n—3) par rapport aux coefficients. Donc on pourra former le tableau
suivant des degrés des différentes équations obtenues:
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Degrés par rapport

aux variables. aux coefficients.
Equation 'de’ 18’ courbe, U =0, a8, . atlof o bl e n 1
Condition d’un point multiple KU =0, ............... 0 S(n—1)
Polaire réciproque FU =0, .......c..ccouviuiernrnerannenn, n(n—1) 2(n-1)
Courbe -dép inflexions VU =0, ...cienseesnarssuasesssssns 3n(n—2) 3
Courbes des contacts des tangentes doubles IIU =0, (n—2)(n*—9) (n+4)(n—3)
Systémes des tangentes aux points d'inflexion QU = 0, 3n(n—2) 3n(n—2)
Systéme des tangentes doubles PU =0, ............... n(n—2)(n2—=9) | 2n (n—2)(n—3).

La polaire de la polaire réciproque FFU sera évidemment du degré (n?—n) (n*—n—1)
par rapport aux variables, et du degré 4(n—1) (W —n— 1) par rapport aux coefficients.
Cette polaire de la polaire contiendra, comme on le sait par la théorie géométrique
développée par M. Pliicker, les facteurs U, (PU) et (QU)*; il faut y ajouter encore
le facteur constant KU, et I'on aura définitivement I'équation

FFU=(KU) (PUY (QUY. T,

dans laquelle il sera facile & vérifier que les deux cotés sont des mémes degrés par
rapport aux variables et aux constantes. En effet on a

4(n—1)(n*—n—-1)=3n—-1P+4n(n—2)(n—3)+9n(n—2)+1,
et nn—=1)(*—n—1)=n(n—2)(n*— 9)+9In(n—2)+n

Mon but a été ici de donner une idée précise des théoremes & démontrer, pour
former une théorie toute analytique des polaires réciproques; je n’ai fait quavancer ces
théorémes (sans chercher & les démontrer), pour faire voir leur liaison avec la théorie
de l'élimination et avec celle des hyperdéterminants; c'est & cette dernieére en par-
ticulier qu’il faut, je crois, recourir pour démontrer la formule donnée ci-dessus
[Y]=A.U+(az+ By +qz)"4(IIU), et pour trouver définitivement la forme de la
dérivée IIU, au moyen de laquelle on déterminera les points de contact des tangentes
doubles. Je serais bien aise que ces recherches puissent de quelque maniere faciliter
la solution du probléme des réciproques des surfaces: objet, qui est resté encore dans
une compléte obscurité.

Note sur les points dinflexion.

Je vais d’abord rassembler plusieurs formules qui se rapportent au systeme des
coefficients dans le développement de D*U. On a

D2U = aa® + bf? + cy® + 2fBy + 2gya + 2hap,
olt a = Mc—2MNf+ N*b,
b= N%a— 2NLg + L*c ,

¢c=1L% —2LMh + M?a,
(o} 44

www.rcin.org.pl



346 RECHERCHES SUR L'ELIMINATION, ET SUR LA THEORIE DES COURBES.

=—MNa+ NLh + LMg — L*f,
g=+ MNh — NLb + LMf — M,
h=+ MNyg + NLf — LMc — N*h..

Nous écrirons de plus, pour abréger,
be —f2=R&, gh—af=4, V =abc—af?—bg*—ch*+2fgh,
ca—g*=4B, hf-bg=0,
ab-h=C, fg—-ch=18,
be — 2= (A), &e.
&e.

et enfin

P=AL+BM + N+ 2 MN + 2GNL + 2JQMN.

On obtient identiquement
La +Mh + Ng=0,

Lh + Mb + Nt =0,
Lg+Mf+Nc=0;
@=L , (B=w>, (C)=ND,
FH)=MUND, (G)=NL®, (3B)=LM®D;
Jt —MN§ = (Nh - Lf ) (Lf — M),

98 — NL&G: = (Lf — My) (Mg — Nh),
hh — LM8 = (Mg — Nh) (Nh — Lf);

[53

ALMNFF +b(L2b+ Ma) +c (N'a+ Lt ¢) —be — 2L? aa = (L* b — M’a) (N?a + I* ),
4M°NLG +c (M + N*b) +a (L b+ Ma) — ca — 2M b = (M?c — N*b) (I* b — Ma),
ANLMIE) +a(Na+ L* ¢) + b (Y% + N*b) — ab — 2N? ge = (N?a — I* ¢) (M? — N*b);

4LMNR — a? + 23, (Mc + N*b) = — (M*% — N2by,
4M:NLI — b2+ 2b (Na+ L2 ¢)=—(N%a— L*cp,
4N LME — ¢ + 2 (L* b+ Ma) = — ( [*b — M2ay;

L*MN@ + Ng(+ Lf + Mg — Nh) + Mh (Lf — Mg + Nh) — gh = — MN (Nh — Mg)*,
M*NI®B + Lh (- Lf + Mg + Nh) + Nt (Lf+ Mg — Nh) —hf = — NL (Lf — Nhy,
N'LME + Mf (+ Lf — Mg + Nh) + Lg (Lf + Mg + Nk) —fg =— LM (Mg — Lf }*;

VL =—afa+(ab—2/")b + (ca — 2¢%) ¢ + 2 (af — 2gh) f— 2ag g — 2ahh,
2V = + (ab—2) & — b + (be — 2f7) ¢ — 2bf f + 2 (bg — 2hf) g — 2bh b,
2VN? =+ (ca — 2¢°) @+ (bc — 2f*) b— c*c — 20ff —209g +2 (ch— 2fg) h;
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2VMN =+ (af — 29h) a — bf'b — ¢cfc — 2bef — 2chg — 2bgh,

2VNL = —aga+ (bg — 2hf) b — cgc — 2chf — 2cag — 2afh,

2VLM = — aha —bhb + (ch — 2fg) ¢ — 2bgf — 2afg — 2abh.
Dans ces équations, si Lz + My+ Nz était facteur de aa®+ by*+c2*+ 2fyz + 2922 + 2hay,
on aurait évidemment a=0, b=0, ¢=0, f=0, g=0, h=0, et de & V=0, ®=un carré,
ce qui donnerait des formules plus simples, et auxquelles on pourrait encore donner

plusieurs autres formes. Par exemple oa tire d'un de ces syst®mes, — 1+ MN4f = (Mg — Nh)
=0, &c., ot ® =(Mg— Nh)(Nh—Lf)(Lf— Mg), et de 1a les expressions

.£' g i + .JX =0

oo M7 il i}
Ly g Nk _
Lsfz Msgz Nxhs

¥ & mast

auxquelles on pourrait ajouter encore plusieurs systmes analogues, ce qui se ferait sans
la moindre difficulté.

Jusquici L, M, N, a, b, ¢, f, g, b ont été des quantités quelconques. En supposant
quelles soient les dérivées du premier et du second ordre d’une fonction U, on a
(n—1)L =az+ hy+ gz,
(n—1)M =hz + by + fz,
(n—1)N =gz + fy + cz,
n (n—1) U= aa®+ by + c2* + 2fyz + 292 + 2hay,
et la substitution de ces valeurs donne la formule du texte:
n=1pDU=n(n=1)¥.U - (az+By+v2¢(VU),
(VU) étant ici =V, et ¥ étant donnée par I'équation
W = B2+ B2+ Cy* + 24F By + 2&iya + 21Hap.

Cela peut &tre vérifié facilement par la substitution actuelle: mais nous allons le
démontrer par la théorie des hyperdéterminants. En effet, soit (123) le déterminant
symbolique formé avec 0y, dy,, 0z; Os» Oy Oz Os Oy 0Oz (423) le déterminant sym-
bolique formé avec a, B, y; 0s, Oy, Os,; Oz, Oy, 0s,, et ainsi de suite; puis soient Ty, T,
.. les fonctions 20, + Y0y, + 20;,, 70y, + Y0y, + 20,,, &c. et p=az+By+yz, on aura identi-
 quement :

p(123) = — T, (A23) — T, (431) — T;(412),
44—2

www.rcin.org.pl



348 RECHERCHES SUR L'ELIMINATION, ET SUR LA THEORIE DES COURBES. |53

et en élevant au carré les deux membres de cette équation, ajoutant le facteur
U,U,U;, et réduisant les variables aprés avoir différentié suivant z, y, z, puis en tenant
compte des équations

123y U,U,U, =6V U,

Te A (232 U, U,U;=2n(n—1) U .V,

T\T.A (23) A (31) U, U,U; = — (n — 12 D*U,
on obtiendra le résultat dont il s’agit.

I1 sera aussi facile de déduire de cette formule quelques propriétés de la courbe
VU=0, dans les cas dun point double ou dun point de rebroussement de la courbe
U=0. En effet, pour un point double, les dérivées L, M, N de U, et par suite DU,
et ses dérivées du premier ordre, s’évanouissent. De plus, pour un point de rebrousse-
ment on a ¥=0. Donc, pour un point double on a VU=0, oi la courbe exprimée
par cette équation passe par chaque point double (y compris les points de rebrousse-
ment) de la courbe U=0. Prenons la dérivée de l'équation en question, en affectant
du symbole 9= £0,+ 70, + £0, ses deux membres. Supprimant les termes qui se rédui-
sent & zéro aux points doubles, cela donne

0= (az+ By +2) VU

cest-d-dire qu'il y aura aussi & chacun de ces points un point double de la courbe
VU =.0. Passant aux dérivées du second ordre, on aura

(n—1)22D*U =n (n—1) Y*U — (az+ By + y2)* *V U.

Or ici

DU = a2 0% + B0°b + o 8¢ + 2By0* + 2yad®g + 2a85°h,

et 0%a, &c. se réduisent

2 (coM? — 2f0MOoN + boN?), &c.

savoir (en mettant af+hn+9¢ hE+bn+ 1L, gE+fn+ct & la place de 9L, OM, 0N, et en
ayant égard & la condition VU =0) & 20°U . @, &c.; on aura donc 9?Du= 202U .V, ou enfin

(n—1)(mn—2)0*U . ¥=—(ax+ By +v2):*VU,

cest-a-dire: les deux courbes U=0, VU=0, se toucheront dans les points doubles.
Enfin pour un point de rebroussement ¢*VU s'évanouit, c’est-a-dire, il existe un point
triple dans la courbe VU=0. Mais il peut étre démontré que deux branches de la
courbe se touchent en ce point, et qu’elles touchent aussi la courbe U=0; clest-a-dire
quil y aura dans la courbe VU=0 un point de rebroussement, et une autre branche
de la courbe qui passe par ce point. Pour cela il faudra passer aux dérivées du
troisiéme ordre. Cela donne, en supprimant les termes qui s'évanouissent :

(n—1)2% DU = 3n(n— 1)0¥ . 22U — (az + By +y2) ¥V U.
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Ici on a

*DU = a%'a + &e.,
a = 6 (9c2M* — 20fOMON + bON?) + 6 {OM*M — fOMEN +oN*M) + bON*N}, &e.,

et les deux lignes de cette expression se réduisent & 60°U.0&, et A zéro, respective-
ment. En effet, en remplagant 9M, 0N par leurs valeurs, le coefficient de £ dans la
premiére ligne devient 6 (h%c — 2ghdf + g*0b) = 6a (boc + cob — 2 9f) (et & cause de B =0,
0=0, §=0)=6a0Q; et également pour les autres termes. De méme, le coefficient
de £ dans la seconde ligne devient 6 {choh—f(goh+ hdg) +bgdg}. En y ajoutant
3 (h¥oc — 2ghdf + g*0b), savoir 3a0@, la somme se réduit & 30 (ch*— 2fgh + bg?) =30 (a® — V)
=3a0@ ; donc le coefficient en question s'évanouit. En cherchant de la méme manitre
les autres coefficients, on trouvera les valeurs dont il s'agit, et ainsi 9%a=602U.0Q,
&e. et de 14 #*D*U=60*Uo¥; donc enfin

3(n—1)(n—2)*Uo¥ =— (azw+ By +yz) ¥VU ;

ce qui suffit pour démontrer le théoréme, qui peut étre énoncé comme suit:

THEOREME. “Il existe un point double de la courbe VU =0, pour chaque point
double de la courbe U=0, et les deux courbes ont des tangentes communes dans
ces points. De plus, il existe un point triple de la courbe VU =0, pour chaque point
de rebroussement de la courbe U=0, savoir un point de rebroussement dont les deux
branches touchent la tangente de la courbe U=0, et encore une troisitme branche,
qui passe par le point de rebroussement.”

Il suit de 14 que dans le cas dun point double, ce point doit étre considéré
comme la réunion de six points d’intersection, et dans celni d’'un point de rebrousse-
ment, de huit points d’intersection. C’est de cette maniére que l'on se rend compte
du théoreme de M. Pliicker qui dit que leffet de ces deux singularités est de faire
disparaitre respectivement six ou huit points d'inflexion de la courbe donnée.

Examinons, en finissant, la théorie des points d’osculation. Il est facile de voir que
la condition d'un tel point (savoir d'un point dans lequel la tangente coupe la courbe
en quatre points consécutifs) consiste en ce que *U contient 9U comme facteur, ou,
autrement dit, que l'équation DPU =0 est identiquement vraie. On obtient ainsi diz
conditions, qui se réduisent assez facilement 3 siz; mais pour les réduire & wune seule
condition, il faut prendre la dérivée, avec le symbole D de la valeur donnée ci-dessus
de D*U. On doit cependant ne pas oublier que D.I»rU, outre le terme DPU, contient
aussi des termes que lon obtient en faisant opérer les symboles o,, 9,, 0, sur les
quantités L, M, N qui entrent dans D?U. Car il est convenu que les symboles
0z, 0y, 0, dans D*U, ne doivent pas affecter les lettres L, M, N. Cependant il est
remarquable que dans le cas actuel, ces termes se détruisent entidrement. En effet,
en les désignant par (), on obtient

Q = 2D[(My — NB) (ady, + hdy + goy) + (Na — LB) (hdy + boy + 1 0y)
+ (LB — Mv) (92, +f0u + ¢ox)] . DT,
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ou il faut d’abord effectuer les opérations 9, 0y, 0y qui se rapportent & D, et ensuite
rapporter les 0,, 9,, 0, & la fonction U. Cela donne

Q =2 [a(No,— Mo,) + B (Lo, — Noy) + v (Mo, — Lo,)] x

a* [N (fo, — bd;) — M(cdy — f0,)]
+ 82 [L (g0, — 00,)— N(ad,—g0s)]
Lk v [M (R0, — ady) ~ L (b0, — hdy)]

+ By [= L (h9, + g0, — 2f0,) + M (ad, — g0.) + N (ady — hd,)] |
+ & [— M (0, + hd, — 290y) + N (b0, — hdy) + L (b0, — £0,)]
+aB [~ N (99, +/0, — 2h0,) 4 L (cdy — f0;) o+ M (cdr — 0. )]

ot 0 0y, 0, se rapportent seulement & U. Or tous les termes de cette expression
§'évanouissent. Par exemple le coefficient de a® devient

(N3, — Ma,) [NV (£, - 63,) — M (8 —f3.)] U
= [V2(£0,2 — b0.2,) + M (c0,9, — F0.2) — MN (6,2 — £ 0,0, + £ 0,9, — bd2) U = 0,

et ainsi pour les autres termes; donc on a =0.

Done, en transportant & lautre c6té de l'équation les termes qui contiennent U,
DU ou VU, on obtient cette formule tres simple:

(n—12 DU =~ (az + By +v2)* DV U,

ou la seule condition d’un point d’osculation (en ayant égard a l'équation VU=0) se
réduit & DVU=0. Savoir les dérivées 9,VU, 0,VU, 0,VU doivent étre proportionnelles
a 0,U, 9,U, 0,U (ce qui équivaut & une seule condition, en vertu de U =0, VU=0;
comme on le voit facilement). Cela donne le théoréme suivant.

THEOREME. “Dans le cas dun point d'osculation, les deux courbes U=0, VU=0
se touchent.” ;

I v’y a presque pas de doute que la dérivée VVU ne se réduise towjours a la
forme R.U+S.VU. En effet, M. Hesse l'a démontré pour les fonctions de trois
variables et du troisitme degré, et moi, je l'ai vérifié pour les fonctions de: deux
variables d’'un degré quelconque. Cela étant, les points d’inflexion de la courbe VU=0
sont situés aux points d'intersection avec U=0, et au cas ol les deux courbes se
touchent, ce point de contact doit étre considéré comme la réunion de trois points
d’intersection: done,

“Tout point d’osculation peut étre envisagé comme point de réunion de #rois points
d’inflexion.”

Nous démontrerons encore, d'une maniére conforme & celle dont nous avons trouvé
lexpression de D*U, l'expression qui vient détre donnée pour D*U & moyen de la
formule

p* (123)* = (T, (A23) + T, (431) + T, (A12)}2
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En multipliant les deux membres par (A14)+ (A424)+(A434), le terme & gauche peut
étre présenté sous la forme p*(A604) (123, ot 0, Oy 0, se rapportent & tous les
systémes de variables. En y appliquant le produit U,U,U;U, (les variables identiques
apres les différentiations), on obtiendra 6p*(464)U, VU =—6DVU.p%. Pour la droite
de l'équation on a d’abord trois termes comme 7% (A414)(423) U,U,U,U,, lesquels se
détruisent évidemment, & cause de (A14) U,U,=0; puis six termes de la forme
(A14) (A23) (431) U,U,U,U,, qui se détruisent aussi, puisqu'en échangeant 1,3 et 2,4, le
terme change de signe; puis trois termes comme 7)* {(424)+ (434)} (423) U,U,U,U,,
&e. savoir T U, {(A24) + (434)} (423)* U,U,U, = —2n(n—1) U. D¥; Cclest-d-dire tous
ces termes sont 6n(n—1) UDV¥; enfin trois termes 27.7,(A423) (431)(434) U,U,U,U,
=2(n—1)*D*U, ou, tous pris ensemble, 6 (n — 1)*)DU. Donc, en supprimant le terme
—b6n(n—1)UDY¥Y, & cause de U=0, on obtient la méme équation que ci-dessus,
savoir :

(n—1y*P*U = — (az + By + w2)* DV U.

On pourrait croire qu’il y a une équation analogue (n —12D*U = — (az + By +yz)) D'V U
pour les dérivées du quatriéme degré, mais cela n'est pas. En effet, il est facile de voir
que pour un point d'osculation, D*VU se réduit & VVU, & un facteur prés, c’est-a-dire
lon aurait DPVU =0, puisque VVU s'évanouit aux points d’osculation: donc on aurait
généralement pour un point d'osculation I*U=0; mais cela est seulement le caractere -
des points d’osculation d’un plus haut degré, savoir de ceux ou la tangente rencontre la
courbe en cinq points consécutifs. Pour le quatridme degré le probleme devient trop
compliqué pour étre traité de cette maniere.
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