0 tworzeniu i wirow w piynie doskonatym.

Przez

LUDWIKA SILBERSTEINA.
(Z dwiema rycinami).

Rzecz przedstawiona na posiedz. Wydz. mat.-przyr. d. 1 czerwca 1896:
ref. czt. Natanson.

W 56-tym tomie Annal'éw Wiedemannal) okazal p. Schutz,
ze stawne twierdzenie v. HeImholtz'a?) o niemozliwosci wytwarza-
nia ruchow wirowych w plynie doskonatym, t. j. pozbawionym tar-
cia wewnetrznego, za pomocg sit zachowawczych jest stuszne litylko
wobec zatozenia pewnych warunkéw dodatkowych.

W zwigzku ze wspomniang wyzej pracg p. Schutz®a pragne
W rozprawie niniejszej roztrzasna¢ zagadnienie nastepujace: Jakie musi
by¢ rozmieszczenie gestosci i cisnienia w ptynie doskonatym, aby mo-
gty w nim w danej chwili czasu powsta¢ ruchy wirowe? Gdyby roz-
mieszczenie takie dato sie urzeczywistni¢, z jaka szybkoscig i w ja-
kich kierunkach rozwijatyby sie widkna wirowe w chwili tworze-
nia sie?

1) 1895, str. 144—147.
) Wiegenechaftl. Abhandlungen, 1., str. 101—134. ,Ueb. Integrale d. hydrody-
namischen Gleichungen, welche den Wirbelbewegungen entsprechen".



Zastrzegam sie z goéry, ze bynajmniej nie mam tu na mysli prze
prowadzenia dowodu, iz warunki wytwarzania wirbw w ptynie dosko
natym za pomoca sit zachowawczych sg fizycznie wyobrazalne i mozli
we; chodzi mi tylko o Sciste zbadanie analityczne tych warunkow
i wyprowadzenie kilku odpowiednich twierdzen, ktore ze wzgledu na
swg przejrzystos¢ moglyby raczej utatwi¢ ewentualnie dowod fizyczne
niemozliwosci urzeczywistnienia tych warunkow.

Zaktadajagc wytaczne dziatanie sit zachowawczych, otrzymujemy
wedtug Schiitz’a (1. c.), za pomocg bardzo prostego przeksztatcenia
z 0g6Ilnych hydrodynamicznych réwnan rdézniczkowych nastepujace trzy
rébwnania odnoszace sie¢ do czastki ptynu, ktéra w danej chwili nie
posiada jeszcze zadnego zgota ruchu wirowego:

W réwnaniach tych &, n, { oznaczajg skladowe (wytwarzajacej
sie wiasnie) predkosci wirowej, wziete wzdluz osi wspotrzednych X, vy,
z, w chwili t, w punkcie X, y, z wewnatrz ptynu; p jest cisSnieniem,
p za$ gestoscia w tymze punkcie w tej samej chwili czasu.

Wychodzac z tych réwnan, postaramy sie rozwiaza¢ sformuto-
wane na wstepie zagadnienia i, mianowicie, wykona¢ rozwigzania w for-
mie pogladowej , geometrycznej.

Wykonawszy dziatania, zaznaczone w rdéwnaniach (1) po stronie
prawej , otrzymujemy :

gdzie i t. d sg skréceniami odpowiednich wyznacznikéw. —

Rozwazajmy powierzchnie: 1°) statego cisnienia:



i 2°) statej gestosci:

ktére w danej chwili przechodza przez dany punkt X, y, z. Jezeli po
wierzchnie te przecinajg sie wzajemnie, tak iz punkt %, y, z lezy na
linii przeciecia, wowczas rzuty dx, dy, dz elementu ds linii przeciecia,
ktéry odmierzamy poczawszy od punktu X, y, z, muszg czyni¢ zados¢
nastepujgcym dwom réwnaniom:

Rozwigzujgc rownania te ze wzgledu na dxdz i dy/dz, otrzy-
mujemy :

t. j., wedlug (2):

Mamy wiec nastepujgce twierdzenie:

Twierdzenie |. Jezeli w danej czastce piynu do-
skonatego, podlegajgcego wytgcznemu dziataniu
sit zachowawczych, powstaje w pewnej chwili
ruch wirowy, natenczas o$ wirowa tej czgstki zlewa
sie poczatkowo z elementem linii przeciecia po-
wierzchni statego cisnienia i powierzchni statej
gestosci, do ktérych czagstka ta w danej chwili na-
lezy, wytwarzajgaca sie linia wirowa zlewa sie wiec
poczatkowo catkowvicie z ta linig przeciecia.

Z twierdzenia tego atoli nie wynika jeszcze bynajmniej, Ze ruch
wirowy istotnie zawsze wytworzy¢ sie musi, skoro tylko wspomniane
powierzchnie przecinajg sie wzajemnie. Dowiedziemy jednak, ze tak
jest w rzeczy samej.

Wyrazem matematycznym wypadkowego przyspieszenia
wirowego ' powstajgcego wiru jest:



Dostawy kierunkowe normalnych n, v powierzchni p =const. i po-
wierzchni p=const. w punkcie X, y, z sa

wzglednie:

gdzie, dla skrdcenia, potozylismy:

Jezeli jako dodatnie uwazamy te kierunki normalnych n, w kté-
rych ci$nienie i gesto$¢ rosnag, natenczas musimy wzigé¢ pierwiastki
kwadratowe w (9) i (10) ze znakami dodatnimi.

Kat 0, ktéry tworzg ze soba dodatnie kierunki normalnych n i
jest okreslony przez réwnanie:

Z drugiej za$ strony suma w nawiasie po prawej stronie réwnania (8)
rowna sie

taczac zwigzek ten z réwnaniem (12), otrzymujemy:



a wiec:

albo tez, poniewaz n, v sg kierunkami, w ktdrych cisnienie, wzglednie
gestos¢ najszybciej rosna:

Dochodzimy przeto do twierdzenia nastepujgcego :

Twierdzenie Il. Niezbednym i wystarczajacym wa-
runkiem wytworzenia sie ruchu wirowego w czgst-
ce pltynu doskonatego, ktory podlega wylaczne-
mu dziataniu sit zachowawczych jestto, zepowierz-
chnia statego cisnienia i powierzchnia statej ge-
stosci, do ktorych dana czgstka nalezy i ktore az
do rozwazanej chwili zlewaly sie ze sobg (=0 albo
f = m), zaczynaja sie wdanej chwili wzajemnie prze-
cinac¢, tak iz rozwazana czgstka znajduje sie pa
ich linii przeciecia. 0$ powstajgcego wiru zlewa
sie z odpowiednim elementem linii przeciecia; czag-
stka ptynu zaczyna mianowicie wirowa¢ naokoto
tego elementu, od v ku n (na krotszej drodze, patrz fig. 1)
z przyspieszeniem wirowem:

Rezultat powyzszy mozemy tez wyrazi¢ innemi stowy:

Czastki ptynu doskonatego pozbawione ruchu wirowego nie za-
czynaja tez wirowac (pod dziataniem sit zachowawczych) d o-
poty i tylko dopoty, dopdki cisnieniep daje sie wy-



razi¢ jako funkcya samej tylko gestosci pl), tak iz
odpowiednie powierzchnie p i p zlewajg sie ze sobg, — albo tez dopdki
p lub lub tez obie ilosci od miejsca (t j. od X, y, z) w ogole nie
zaleza.

Skoro jednak powierzchnie p i p przecinajg sie ze sobg w pewnej
chwili, natychmiast wzdtuz ich przecigcia wytwarza sie linia wirowa,
a mianowicie tak, iz po uplywie elementu czasu dt pojedyncze czastki
linii wirowej nabywajg odpowiednich predkosci wirowych

Jezeli przecinajg sie ze sobg roje powierzchni p i powierzchni p,
woéwczas zamiast linii wirowej wytwarza sie cate widkno wirowe, kté-
rego moment po uptywie czasu dt mozna obliczyé wedtug wzoru (16).
Rozwazajmy nieskonczenie cienkie widkno wirowe, wypetniajgce kanat

miedzy dwiema powierzchniami stalego ciSnienia: p i p +

i dwiema powierzchniami statej gestosci: p i ktore od pewnej

chwili czasu zaczynajg sie przecina¢ ze soba. Nie uciekajgc sie nawet
do pierwotnych wyrazen sktadowych & n, ¢ predkosci wirowej (przez
W, w), mozemy wprost z wzoru (16) odczytaé, ze moment wirowy
wytworzonego widkna wirowego posiada wzdtuz catego widkna jedne
i tez samg warto$¢. Wszystkie przekroje rozwazanego widkna wirowego
sg bowiem réwnolegtobokami o bokach

przecinajacych sie pod katem 6 (6=(n, v), jak wyzej); przekréj wibdkna
jest przeto réwny

a wiec moment widkna wirowego po uptywie czasu dt od chwili jego
wytworzenia sie, wedtug (16):

1) Cisnienie p zalezy wogoble od gestosci p i temperatury 3; jezeli jednak po-
wierzchnie stalej gestosci sg jednoczesnie powierzchniami statej temperatury, mozemy
wyrazi¢ p jako funkcye samej tylko gestosci p. Powierzchnie p przecinajg sie z po-
wierzchniami p woéwczas i tylko wowczas, gdy powierzchnie 9 nie zlewajg si¢ ani z po-
wierzchniami p, ani z powierzchniami p. (Patrz uw. na koncu rozprawy).



poniewaz za$ roznica cisnien odpowiadajacych powierzchniom p zaréwno
jak i roznica gestosci, a wiec tez i rdéznica wartosci , odpowiadaja-

cych powierzchniom p jest stalg wzdtuz catego kanatu, przeto i wa r-
tosé momentu wzdtuz catego widkna wirowego jest
jedna i taz sama.

Z czasem atoli moment jednego i tegoz samego widkna wiro-
wego ustawicznie podlega zmianom, dopéty mianowicie, dopoki
powierzchnie p i powierzchnie p przecinajga sie wzajemnie, nawet
woéwczas oczywiscie gdy zawarty miedzy niemi kat 6 zachowuje nie-
zmienng warto$¢. Gdy jednak kat ten staje sie réwnym zeru lub 180°
t j. gdy, poczagwszy od pewnej chwili, powierzchnie p=const. i p =const.
zlewajg sie ze soba, natenczas wiokno wirowe zachowuje niezmiennie
w dalszym biegu czasu te wartos¢ momentu, ktéra az do rozwazanej
chwili nabyto; ten stan niezmienny trwa dopdty, dopoki powierzchnie
p i p nie zaczynaja przecina¢ sie ze sobg znowu wzdtuz linij wirowych,
tworzacych widkno. Opierajac sie na ogolnych réwnaniach hydrodyna-
micznych , mozemy bez trudnosci przesledzi¢ twierdzenia te matematycz-
nie; dla uproszczenia rachunku mozemy rozwaza¢ ruch dwuwymia-
rowy plynu. Réwnania ogolne (poréw. Schutz'a, 1. c.), wyrazajgce
zwigzek miedzy sktadowemi predkosci wirowej a ich pochodnemi ze
wzgledu na czas, dajga w tym przypadku szczegdlnym, — skoro ,pta-
szczyzne ruchu“ obierzemy za ptaszczyzne yz.

Wszystkie powierzchnie statego cisnienia i statej gestosci sg w tym
przypadku powierzchniami walcowatemi, prostopadtemi do ptaszczyzny
yz, tak iz normalne ich n, v sg wszedzie do ptaszczyzny tej réwno-
legte. Wprowadzajgc do rownania (20) normalne n, v i kat 6=(n, v),
otrzymujemy:

1) v, to oznaczaja, jak zwykle, predkosci czastek ptynu w Kkierunku osi v,
wzglednie z.



Réwnanie to mozemy przeksztatci¢, odpowiednio do naszych ce-
Ibw, pamietajac o tem, ze rozmieszczenie przestrzenne predkosci cza-
stek plynu jest zwigzane ze zmiang gestosci w czasie za pomocg rOw-
nania ciggtosci, ktére w naszym przypadku wymaga, aby byto

wyraza szybko$¢ zmiany gestosci w nieruchomym elemencie prze-

strzeni. Rozumiejgc przez zmiane, zachodzacg w poruszajgcej sie

indywidualnej czastce masy ptynu, mozemy zamiast réwnania (22)
napisac:

Podstawiajgc w réwnaniu (21) wartos¢ wyrazu wWy-

nikajacg z réwnania (23), otrzymujemy:

czyli, dzielgc obustronnie przez

Poniewaz atoli gesto$¢ p jest odwrotnie proporcyonalna do obje-
tosci, a wiec, w rozwazanym przypadku ruchu dwuwymiarowego, od-
wrotnie proporcyonalna do przekroju wiokna wirowego, tak iz &/p ré-
zni sie od momentu wirowego tylko o czynnik staly, przeto z réwna-
nia (25) wynika istotnie, z2 moment widkna wirowego wow-
czas, i wowczas tylko, nie zalezy od czasu, gdy
powierzchnie p i powierzchnie p w ogodle zlewaja
sie ze sobg albo tez przynajmniej nie tworzg ze
sobalinij przeciecia ani wewnatrz ani na powierz-
chni widékna wirowego. W przeciwnym przypadku
moment wirowy zmienia sie z czasem wedlug pra-
wa, ktdore dla ruchu dwuwymiarowego np. wyraza
wzor (25).



W koncu pragnatbym jeszcze wykazac¢, w jaki sposdb przy spet-
nieniu  warunkéw wymienionych w twierdzeniu Il powstaje mecha-
Nnicznie ruch wirowy, z przyspieszeniem wirowem wyrazonem w row-
naniu (15). W tym celu pomy$imy, wewngtrz masy ptynu doskona-
tego, nieskonczenie maty réwnolegtoscian (fig. 2) o krawedziach dn,
dv, ds; n, v sg to normalne do powierzchni statego cisnienia, wzgle-
dnie — statej gestosci; ds jest elementem linii przeciecia tych powierz-
chni; kierunek ds jest wiec prostopadtym do ptaszczyzny dn, dv. Roz-
wazajmy przypadek najprostszy, w ktérym kat 0 = (n, v) wynosi 90°
tak iz réwnolegtoscian dn, dv, ds jest prostokatny. Podzielmy objetos¢
dn . dv. ds za pomocg ptaszczyzny rownolegtej do ds, dn na dwie réwne
czesci. Jezeli przecietna gestos¢ ptynu zawartego w réwnolegtoscianie
jest p, mozemy zatozy¢, ze czeSci jego majg gestosci jednorodne:

wzglednie réowne dokltadnym wartosciom gestosci

w punktach $rodkowych: 1., wzglednie 2. (poréw. fig. 2). WOowczas
masy tych czesci beda:

Owoz na kazdg z dwdch czesci réwnolegtoscianu dziata w kierunku
—n sita

Jezeli pomyslimy sobie, ze rozwazane czesSci pltynu skrzeplty (kazda
z osobna) i ze catkowite ich masy ml, m? zeSrodkowaly sie w punktach



srodkowych 1, wzglednie 2, wowczas sity N udzielg punktom matery-
alnym 1, 2 w kierunku —n przyspieszen:

tak iz bedzie Jezeli potozymy

ilos¢ w0 bedzie przyspieszeniem ruchu postepowego
punktu S$rodkowego O catego rownolegtoscianu w kierunku —n, wy-
raz za$

t. j., wedtug (29) i (30), wyraz

bedzie przyspieszeniem kgtowem (obrotowem) ukiadu pun-
ktéw materyalnych 1, 2 w kierunku v - n naokoto osi przechodzacej
przez punkt O (potowiacy odlegtos¢ 12) i réwnolegtej do ds, czyli w isto-
cie podwdjng wartoscia przyspieszenia wirowego ' w pun-
kcie O, co bylo do dowiedzenia. Zupetnie podobnie otrzymujemy w przy-
padku ogélnym, w ktérym powierzchnia p tworzy z powierzchnia p ja-
kikolwiek kat 8, wyraz (34) pomnozony przez sin 0, zgodnie z twier-
dzeniem 11

Twierdzenia powyzsze wyprowadzitem i podatem |i tylko jako
wnioski matematyczne, wynikajace z warunkdéw mechanicznych ptynu
doskonatego, podlegajacego dziataniu sit zachowawczych. Innem zupet-
nie pytaniem, ktoérego tutaj roztrzasa¢ nie bedziemy, jest pytanie tyczgce
sie warunkéw fizycznych istnienia rzeczywistych linij przecigcia powierz-
chni p i powierzchni p. Zdaje sie, iz z gory, t. j. bez odpowiednich ba-
dan Scistych, tyle tylko moznaby powiedzie¢, ze, gdybysmy w masie



ptynu o wspomnianych wiasnosciach wytworzyli w jakikolwiekbadz spo-
sob takie rozmieszczenie cis$nienia i gestosci, wobec ktérego powierzchnie
p przecinalyby sie z powierzchniami p, dajac poczatek nowym wirom,
i gdybysmy nastepnie pozostawili ptyn samemu sobie, owe wymuszone
rozmieszczenia juz po uptywie bardzo krétkiego czasu zmie-
nityby sie tak, iz wszystkie powierzchnie p znowu zlewatyby sie z od-
powiedniemi powierzchniami p. Od tej chwili za$ nowe wiry nadal two-
rzy¢ sie nie beda, a momenty widkien wirowych, ktére wytworzyly sie
w ciggu tego krotkiego czasu, zachowywaé bedg wartosci swe nie-
zmiennie.
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