JULJUSZ RUDNICKI

;j _
i3 GEOMETRJA

NIEEUKLIDESOWA HIPERBOLICZNA

gh G B P,

ZJEDNOCZONE ZAKLADY KARTOGRAFICZNE I WYDAWNICZE
TOW. NAUCZ. SZROL SREDN. I WYZSZ. SP. AKC.

LWOW —WARSZAWA
1926




e T e,







W

.
s
i
Ca

i




JULJUSZ RUDNICKI

GEOMETRJA
NIEEUKLIDESOWA HIPERBOLICZNA

KSIHZNICR-HTLHS

ZJEDNOCZONE ZAKLADY KARTOGRAFICZNE I WYDAWNICZE o i
_TOW. NAUCZ. SZROL SREDN. I WYZSZ. SP. ARC. 1080 B, §
LWOW —-WARSZAWA R %\ u‘})

2% :
19.2.6 e Y S/

http://rcin.org.pl OZEFh =



2064

9155 e

Odbitka z czasopisma ,Przeglad Matematyczno-Fizyczny® r. 1925.
Skiad i druk wykonano w zaktadach graficznych ,Ksiaznica-Htlas“ we Lwowie.

H

I/ Anl /

http-/irein.ofg Pl 2



1a

Praca niniejsza zawiera tresciwy i elementarny wykiad
wlasnosci utworéw geometrycznych w geometrji nieeuklidesowe;j
hiperbolicznej. Badanie przeprowadzone jest przy pomocy inter-
pretacji, podanej przez Poincarégo w rozprawie ,Sur les hypo-
theses fondamentales de la géométrie“, Bulletin de la S. M. Fr.,
rok 1888. Z posréd wielu interpretacji geometrji nieeuklideso-
wej, podanych przez Poincaré’go i innych matematykdw, inter-
pretacja, ktora postuguje si¢ w tym wyktadzie, mojem zdaniem,
jest moze najprostsza, a z drugiej strony takze w prosty spo-
sob daje si¢ ujac analitycznie.

2

Co to jest interpretacja? Pomiedzy tworami, ktéremi zaj-
muje si¢ matematyka, istnieja pewne stosunki i zaleznosci,
przyczem catoksztatt tych logicznych wigzan moze by¢ oddzie-
lony od tresci wyobrazeniowej, ktéra w naszym umysle zwykle
jest skojarzona nierozdzielnie z przedmiotem badania matema-
tycznego. Przy takiem oddzieleniu caloksztalt wigzar logicznych
staje si¢ czem§ samowystarczajacem. Jednoczes$nie zyskujemy
to, ze jeden i ten sam schemat wigzaii logicznych moze miec
rozmaite i wielokrotne zastosowanie, zaleznie od tego, czy nam
uda si¢ podstawi¢ na miejsce nieokreslonych dotad elementdw,
miedzy ktéremi zachodzitly owe zaleznosci, taka albo inng tresc
matematyczna. Mamy tu jakgdyby abstrakcje abstrakcji; wy-
chodzac ze Swiata przedmiotéw konkretnych, przy pomocy
abstrakcji (pierwszy stopieri) budujemy przedmioty idealne, np.
punkt, prosta, koto i t. p. Kolo nasze nie jest juz tem albo
owem kolem z drzewa lub tektury, ale pojeciem oderwanem,

1*
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lecz w kazdym razie jeszcze silnie zwigzanem ze Swiatem przed-
miotéw konkretnych, z kidrego sie to pojecie wylonito droga
abstrakcji.

laczace nasze rozwazania ze Swiatem przedmiotéw konkretnych.
Miedzy idealnemi tworami, kidremi zajmuje si¢ geometrja,
istnieja zwiazki, ktére poznajemy droga rozumowania logicznego,
gdyz mozemy otrzymac te zaleznoSci w postaci twierdzeri ze
stosunkowo niewielkiej liczby aksjomatéw. Nazwijmy a, b, ¢, ...
te zasadnicze utwory, przy pomocy ktérych budujemy wszyst-
kie inne w danej galezi matematyki. Narazie mozemy wyo-
brazié sobie, ze a to sg np. punkty, b proste, ¢ plaszczyzny...
Lecz latwo spostrzec, iz te same zaleznosci, ten sam catoksztatt
wigzar logicznych moze istnie¢ nawet i wtedy, gdy a,6,¢, ...
oznaczaja jakie$ okresSlone, ale zupeilnie inne niz poprzednio
utwory geometryczne. Nastrecza si¢ wiec tutaj moznosS¢ posu-
nigcia si¢ o krok dalej w abstrakcji: niech a, b, ¢, ... ozna-
czaja teraz dowolne, blizej nieokreslone twory pojeciowe, scha-
rakteryzowane tem tylko, ze sa to takie pojecia, takie twory
mysli, miedzy ktéremi zachodza wlasnie zwigzki, stanowiace
peiny zbiér aksjomatéw, tyczacych si¢ elementéw myslowych
a, b, c,... Oczywiscie, te aksjomaty musza by¢ dane i one sta-
nowig okreslenie utworéw a, b, ¢, ..., mianowicie a, b, c,... sa
okreslone przez to, ze spelniaja taki wlasnie, a nie inny zbiér
aksjomatéw. Jezeli na miejsce nieoznaczonych blizej pojec q,
b, c,... podstawimy okreslone twory A, B, C,..., miedzy kio-
remi zachodza poprzednio wspomniane zwiazki aksjomatyczne
i tylko te, to wszystkie twierdzenia, wynikajgce z tych aksjo-
matéw beda réwniez mialy miejsce dla 4, B, C,...

Ot6z takich podstawieri A, B, C,... moze by¢ nieskoricze-
nie wiele. I moze si¢ zdarzy¢*), ze powstajace w ten sposdb
geometrje utwordw A, B, -C;...; & B, Cy...; Ay B Coedvd
sa rownowazne migdzy soba, réwnowazne w tem znaczeniu,
ze istnieje odpowiednio$¢ doskonata migdzy twierdzeniami takich
dwéch geometryj. Uzmystowié to mozna, jak to robi Poincaré,
przy pomocy stownika. Wypisujemy jak w stowniku po jednej
stronie czyli w jednej kolumnie nazwy utworéw A, B, C,...,
np. punkt, prosta it.d.; nastgpnie wypisujemy zawsze w tej

*) Jezeli uktad pewnikéw jest kategoryczny.
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samej kolumnie terminy, wyrazajace podstawowe zwiagzki migedzy
temi utworami, jak np. leze¢ na, przecinac sig, i t. d. Naprzeciw

kazdej z tych nazw A, B, C,... lub terminéw, wyrazajacych
wspomniane zwigzki, piszemy po drugiej stronie odpowiadajace
nazwy utworéw A, By, C,,... lub ewentualnie zdania, wyraza-

jace odpowiadajace zwigzki miedzy temi utworami. Wystarczy
teraz wzigc jakiekolwiek zdanie (twierdzenie), wyrazajace wila-
snos¢ geometrji utworéw A, B, C, ... i zastapi¢ kazde stowo lub
ewentualnie niekidre wyrazenia tego zdania przez jego odpo-
wiednik, przy pomocy opisanego tylko co stownika; w ten spo-
s6b otrzymamy nowe zdanie (twierdzenie), ktére bedzie wyra-
zalo wlasnos¢ geometryczng utworéw A,, B,, C,,... Mamy tego
przyklad bardzo znany w zasadzie dwoistoSci geometrji rzuto-
wej. Wystarczy np. na plaszczyznie punkt zastapi¢ przez pro-
sta, prosta przez punkt, zdanie: ,punkt lezy na prostej“ zasta-
pi¢ przez ,prosta przechodzi przez punkt‘ i odwrotnie, by
z kazdego twierdzenia otrzyma¢ nowe twierdzenie, réwniez
prawdziwe.

Przypusémy, ze mamy dwie takie geometrje, pierwsza
" utworzona z elementéw zasadniczych A, B, C,. .., a druga z two-
row A, B, C,,...; miedzy twierdzeniami obu geometrji istnieje
odpowiednioS¢ doskonala i obie odpowiadaja temu samemu ide-
alnemu schematowi wigzaii iogicznych. W takim razie geome-
trje tworéw A,, B,, C,,... bedziemy nazywali interpretacja geo-
metrji tworow A, B, C,... i naodwrot. Jasna jest rzecza, ze dla
zapoznania si¢ z caloksztaltem wigzari logicznych danej geo-
metrji obojetng jest rzecza, kitdra z interpretacyj bierzemy pod
uwage; w praktyce wyzszoS¢ ma mozliwie najprostsza (chociaz
pojecie prostoty jest bardzo wzgledne!).
: W niniejszym artykule bedziemy mieli z jednej strony
jako utwory A, B, C, ... punkty, proste i t. d. geometrji nieeukli-
desowej hiperbolicznej (fL.obaczewskiego), z drugiej zas strony,
jako utwory A,, B,, C,,... im odpowiadajace, pewne utwory ge-
ometrji euklidesowej, jako to punkty, jako odpowiedniki punk-
téw, hiperbole, jako odpowiedniki prostych i t. p.

3

Zajmiemy si¢ narazie geometrja przekrojéw hiperboloidy
dwupowtokowej 2* — x* —y?-—=1 plaszczyznami, przechodza-
cemi przez Srodek (punkt poczatkowy ukladu spdtrzednych).
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Ta sama geometrja stosuje si¢ do hiperbol, ktére sg rzutami
wzmiankowanych przekrojow na plaszczyzne xoy.
Mozna ustali¢ jednoznaczna odpowiednio$é miedzy punk-

tami hiperboloidy z? — x> — y* =1, a plaszczyzng zmiennych
(z, v) zapomoca wWzordw:

2= Chu:- Chy,

r==Shu-Chv,

y = Shv,

gdzie Chu=13}(e+e"), a Shu=1%(e"—¢€")

Razdemu punktowi u, v plaszczyzny (u, v) odpowiada je-
den punkt na powloce gérnej H, hiperboloidy, tak iz z > 0.
Odwrotnie, kazdemu punkiowi (x, y, 2) na powloce gérnej
H, odpowiada jeden punkt na plaszczyznie (u, v). W rzeczy sa-

mej v— arg Shy (jednoznacznos$é!!); dalej u = arg Thz, co

takze wyznacza u jednoznacznie, gdyz z > 0.

Ograniczymy nasze rozwazania do jednej powloki /7, ; tak
samo rzut na pl. xoy bedzie si¢ skladal z jednej tylko galezi
hiperboli.

4. Prosta.

Prosta (a, b, ¢) nazwiemy przekrdj /1, plaszczyzng ax
by }cz=0 (lub odpowiedni rzut). Zauwazmy, ze, jezeli
punkt (x, y. z > 0) lezy na prostej (a, b, ¢), to punkt (— x, —y,
z > 0) lezy na prostej (— a, — b, c).

Jezeli przekr6j wspomniany rzucimy na plaszczyzne x0}Y,
to otraymamy réwnanie rzutu, hiperbole:
(@ax +by)?— c2x>— c?y*— c*=o, (przyczem [ax - by] c < 0),
czyli (@—c)x2+2abxy+B—c)y=c%. . . (1)

Ograniczymy si¢ do przypadku, gdy a®--b6% > ¢*; przypadek
a* -+ b* < ¢* nie daje hiperboli, lecz urojona elips¢ i w tym
przypadku plaszczyzna ax - by -+ cz = o nie przecina utworu
H,; (elementéw urojonych nie wprowadzamy). Gdy ¢ = 0, mamy
prosta ax - by = 0. Przypadek, gdy a® |- 6> = ¢* jest przypad-
kiem granicznym; wtedy plaszczyzna ax by --cz=0 jest
styczna do stozka asymptotycznego 2*— x* — y®*=0. Niech
a* - b* = ¢* |- a*; réwnanie hiperboli (1) przyjmie ksztatt

a? = (b cos ©® — a sin 0)* % ;
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gdzie x —=rcos O, y-=—rsin 6, (spéirzedne biegunowe). Gdy
a—0, to r— oo, i w granicy bcos® — asin ©® — 0. Mamy wiec
punkt niewlasciwy na prostej bx —ay =o.
Ostatecznie wigc mozemy prosta nazwad tréjke liczb
(a, b, ¢), przyczem a* -+ b* > ¢>. Warunek, by punkt (x,y, 2)
lezal na prostej (g, b, ¢) wyraza si¢ réwnoscia
ax+by-+cz=0, przyczem jeszcze (ax -+ by)c < o.

5. Punkty nieskoiriczenie odlegte.

Dla punktéw nieskoriczenie odleglych czyli niewlasciwych
zachowamy zwykly punkt widzenia: beda to punkty nieskori-
czenie odlegte na H, lub ewentualnie w plaszczyznie rzutu.
Proste rownolegte beda te, kitére maja wspélny punkt niewla-
sciwy.

6. Posta¢ normalna réwnania prostej.

W réwnaniu ax + by +cz=0, jak wiemy a®-}b* > c%
Usuwajac przypadek graniczny a® - b =c?, mamy zawsze
a® - b* > c®. Mozna wigc, przez pomnozenie trzech liczb a, b, c
przez odpowiedni czynnik normujgcy, sprowadzi¢ rdéwnanie
ax - by -+ cz =0 do postaci takiej, by a* - 6> — ¢* = 1. Wtedy
mozna tak dobra¢ 4 i ¢, by a=—Chicosa, b= Chising,
¢ = Shi. Taka posta¢ réwnania prostej bedziemy nazywali po-
stacia normalng i bedziemy stale w dalszych rachunkach po-
stugiwaC si¢ réwnaniem prostej w tej wilasnie postaci.

7. Prosta taczaca dwa punkty.

Przez dwa punkty przechodzi zawsze jedna i tylko jedna
prosta, (zakladamy, ze punkty sg rézne).

Niech (x,, ¥, 2,) i (xs, Vs, 2:) 0znaczajg dwa rézne punkty.
By uzasadnié¢ nasze twierdzenie, wystarczy udowodnié, ze ist-
nieje zawsze rozwigzanie ukladu réwnan:

ax, +b6y, +¢cz,=0

ax, + by, +¢cz =0
@ L b?—c—1.
Z dwéch pierwszych réwnani wynika, ze:
a=k(y 2z, —):2)
b=k (2% —2%,)
¢ =k (X Y2 — X3 J1)-

http://rcin.org.pl



Z trzeciego wynika, ze:
B{y,z, — 32 1+ (21X — 2 %) — (%, ), — X 1) = 1.
Lecz z tozsamosci Lagrange’a*) wynika, ze:
(0n2—:2) + (21 Xe — 2. %) — (X, ) — X 1) =
= (2,2, — X, Xs — W1 Yo)? —
Zauwazymy teraz, ze jest:
212 — X1 X3 — WY > 1
W rzeczy samej (tozsam0§é Lagrange’a):
el gl R e RN
— X 0T o 0 r(x._s'-f x, )1 dwree 2128 > (X x50 1

228 =t L 9d) (1o

zZwazymy, ze 2, >0; 2, >0, stad wniosek, ze 2,2, > x; x, |
£l +1, czyli 2,2, — XXy — o cDaleys
~ Y1) ) yil 2,29 1Xe — V1 )e )

= ‘ ST e

(g — X, x5 — 151217 G (zlz“ x;1X3 —V1)5)? '—1
ZnalezliSmy jedna i jedna tylko prosta.

Jednoczesnie udowodniliSmy, ze:
0n2ze — Y22V (20X — 2 %) > (%, Y, — X )1)%

8. Przecigcie sig dwdch prostych.

Niech (a,, by, ¢,) i (ay, b., ¢,) oznaczaja dwie proste. Punkt
przecigcia sig (x, y, z) tych dwéch prostych, o ile istnieje, czyni
zado$¢ uktadowi réwnari:

aGx+byt+cz=o0
A x by +c32=0.

O ile uktad ten niema rozwigzar, proste sie nie przecinaja.

Z réwnai wynika, ze:
x=k(bc,—bc,), y=k(c,a,—¢0a), z=k(ab,—a,b).

*) Tozsamos$cia Lagrange’a nazywamy tozsamos¢:
(Ae+B3+Cy)V 4 (A8 — Ba)l + (By — CBY +(Ca— Ay ) = (A*+B* +
+€°) (&’ + B +7);
kladac A = X, 1, B:\‘li, C=z, a = X,i, B=y4is 7=12,. otrzymamy:
(zlzi’—xl'x‘_’ »75'1)'2)?+(_x1y2 ol y1 (z By 2 Xy 2*(‘1 o Tl 1)“:
i(‘j_xéﬁ-‘:) (71*'\” 1):7‘ 1,

o co wia$nie chodzi.
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Lecz 22— x?—9y2=1. Wiegc
K 108,05 — 03 0:)% — (byc; — b36,)° — (cya,— cya,)%) = 1.

Tozsamos¢é Lagrange’a:

(’al W bl b‘-’ 66 )2 ' ((11 b‘_’ — bl .— e (bl Cy'— bz ¢y )’ LI (61 a, -
o Cylly) e ’al b bf T C?,’ ((I e b - c) o
Stqd k* {1 — (a,0y + b, by -6 65)) = 1.

Widzimy wigc, ze dwie proste przecinaja wtedy i tylko
wtedy, gdy spelniony jest warunek:

7 87 G T R SRy B S S R g 1)

Gdy |a,a, b6, —¢,c,| =1, to proste nazywaé bedziemy
réwnolegtemi; jest to przypadek graniczny poprzedniego. Pozo-
staje jeszcze przypadek, gdy

| ayay + b6y — ¢ 05| > 1.

Wtedy proste ani si¢ nie przecinaja ani nie sg réwnolegte.
W kazdym razie wtedy dwie proste nie maja zadnego punktu
wspolrtego.

Réwnania prostej piszemy zawsze w postaci normalnej.

9. Przez punkt dany przeprowadzi¢ mozna dwie
proste rownolegle do prostej danej.

Z punktu danego (x,, y;, 2,) mozna przeprowadzi¢ zawsze
dwie i tylko dwie réwnolegle do prostej danej (ay, b, ¢,), [za-
kladajac, ze punkt (x,, y;, 2,) nie lezy na prostej (a, b,, ¢,)].

Niech (a, b, ¢) bedzie prosta szukang. Wtedy trzy liczby
a, b, c musza zadoS¢ czyni¢ trzem nastgpujacym réwnaniom:

aa, +bb, —cc, =1, (warunek réwnolegtosci).

ax, +by, + ¢z =o,

a: b —c?=1,
ktdre trzeba rozwigzaé. Rozwiazujac, znajdujemy zapowiedziany
wynik. Poniewaz rozwiagzanie jest dosyC dlugie, predzej doj-
dziemy do celu, rozumujac w sposéb nastepujacy.

Réwnanie §2 |- »* — {? =1 jest r6wnaniem hiperboloidy je-
dnopowlokowej, sprezone;j z hiperboloida &* — 5% — 1) =1,t.j.dwie
te hiperboloidy posiadaja ten sam stozek asymptotyczny 52 - 7% —
A0,

http://rcin.org.pl



10

Szukane wartosci na a, b, ¢ sa wartoSciami &, 7, ¢, spet-
niajacemi uklad trzech réwnari:
al;:‘f— byn—e¢ =1,
x1§+y1r/ +21;:0,

gt PP =1.

Dwa pierwsze réwnania razem wyrazaja prosta / (przecigcie sie
dwéch ptaszczyzn). Chodzi wigc o punkty przecigcia sig pro-
stej (/) z hiperboloida jednopowlokowg 3* |- n* — (%= 1.
Wiemy, ze tych przecig¢ nie moze by¢ wiecej jak dwa.
Chodzi wiec tylko o przekonanie sig, czy punkty przecigcia sie
prostej (/) z hiperboloidg £*--7*—_*=1 sa rzeczywiste.
W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze stozek asymptotyczny
52 |9 — (? — o0 dzieli przestrzeri na dwie potlacie; kazda pro-
sta, wychodzaca z poczatku uktadu spétrzednych i lezaca w pierw-

9

szej potaci, przecina hiperboloid¢ {* — 5* — 7* = 1, a nie prze-
cina hiperboloidy 3*-}#®— {*=1, przeciwnie, kazda prosta,
wychodzaca ze Srodka i mieszczaca sie w drugiej potaci, prze-
cina hiperboloide $? |- 1,>— {?=1; a nie przecina hiperboloidy
2 — 52— 9n?=1. Jezeli rownanie takiej prostej napiszemy

w postaci: &gk

e i i )

R

to prosta ta naleze¢ bedzie do pierwszej lub drugiej klasy, za-
leznie od tego, czy p*> > m* -} n® czy tez p? < m® |- n’

Kazda prosta, réwnoleglta do prostej pierwszej klasy, musi
przecinaé powierzchnig {? — 5? — »* — 1, kazda za$ prosta, row-
nolegla do prostej drugiej klasy, musi przeciag¢ powierzchnig
S —=1.

Nasza prosta (/) jest rownolegta do prostej:

o, p
gdzie m=yc —2zb,
N=20{~—%6,
P =xb, —ha,
przyczem ¢ = — ¢,. Poréwnajmy p? z m® |- n?;
pP—m—n?=(xb—y,0) — (0, —x,C) — (yic'—2,b))" =
=—1—(ax +b)—c2) <o;
tak wiec p* < m® -+ n* i prosta (/) musi przeciagé w punktach
rzeczywistych powierzchnig & |72 — (2—1. Zaden z tych

S
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punktéw nie moze by¢ punktem niewtasciwym, gdyz musiatoby
wtedy byé p? = m?® |- n?, co jak wiemy, niema miejsca. Twier-
dze¢ dalej, ze te dwa punkty przeciecia sa rézne; gdyby bowiem
zlewaly si¢ razem, to prosta (/)

ax;z’}l'bl'lfcn:: ks
5+ yn+285=0,

musialaby by¢ styczna do powierzchni 5% -1* —(*=1. Po-
niewaz réwnanie :

a5+ bn —l=1,
wyraza plaszczyzne styczna do powierzchni 5% |7 —(?=1

w punkcie $=a,, =0b,, {=c¢,, wigc nasza prosta (/) moze
by¢ styczna do 5 - #? — {* = | wtedy i tylko wtedy, gdy prze-
chodzi przez punkt (a,, b, ¢,), co ma miejsce wtedy i tylko

Wtedy’ gdy a,x; + b, h+62=0,

t. t. gdy punkt (x;, y,, 2,) lezy na prostej (a, 0y, ¢;)!

10. Warunek, by trzy punkty lezaty na jednej pro-
stej, i warunek, by trzy proste przecinaty sie wjed-
nym punkcie.

Tl‘Zy punkty (xls J1s Zl)’ (xz, J’-z, 22), (x:S’ ysy Z;J) lezq na
jednej prostej wtedy i tylko wtedy, gdy:
R Pl
= O Ao (3)
es V.o 2|
Tak samo, warunek, by trzy ‘proste (a,, b;, ¢,), (a., b, ¢5)
i (as, b;. c,) przecinaly si¢ w jednym punkcie, jest:

a b g ‘
(12 bc_) C2 ! - 0. . . . . . (4)
las by e

11 Gruba przeksztatcen ruchu.
Grupe przeksztalcei ruchu utworzymy z przeksztatceri

ey X =X+ a3) + ag2
W =51X 4Py + 852 e O e ()
L ="nX T %Y+ 1%
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ktére trojke liczb (x, y, z) przeksztalcaja na tréjke liczb (x;, yy, 2);
lecz obie tréjki liczb musza byé punktami, czyli dochodzi je-
szcze warunek taki: yjezeliz? —x? —y*=1,toizl —x;—y =1,
i odwrotnie“. Lecz:

2

) (n—h—a)y+(n—A—a)F
H2(77e — BB —0y05) Xy -2 (17s—PiBs —0105) X2+ 2(V37s —
— By Py — Gpag)yz =2 — x® — y*

2, Xy = me g

. 2o 2 A - ¢ e
Sth » Yew 1‘7‘:; g 1, Fale iy :82 SL 2 b T 0,
Ve Py — O, Nvs— BBy — a3 =0,
9 38 2 /
Voo Py G e by 7ets — BaPs — g3 = 0.

Z tych réwnosci wynika, ze:

](11 ds @ Q|

Bl s ol SR e R S

g Tt
W rzeczy samej z ;7 — Pif: — %0 =0

nvs — Py — g =0,
wynika 71 =k(Pa04 35 43),

ay = k{Bsvs — Bs72)s

P =k(r205 — 130);
natomiast =g —d=—1,
czyli: £ {(8: 05— B505)* — (Bs7s — B va) —(as—1s0) } =— L

Tozsamo$é Lagrange’a pozwala réwnanie poprzednie na-
pisaé w postaci:

K { (952 B, < a3 (;3; — B —ay) — 030y + Pa Py — V37 ):} = —1,
czyli: k=i bl s e e L
R wige: o B n
s By Vs | = & (Bevs — 72Ps) + Bi(rats — ¥505) +
as Ps 75 |
{a 1 2 2 o 1 ¢
4 71 las By — asfs) = >y (a4 By —7; ) S s 8

Otéz przeksztalceniami grupy ruchu bedziemy nazywali
tylko te z posréd rozwazanych przez nas poprzednio przeksztat-
cefi linjowych, dla kiérych wzmiankowany wyznacznik réwna
si¢ -+ 1.
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Odwrécenie zaleznosci, czyli przeksztalcenie odwrotne:

D Pl gl Procsoiaes e |
a5 i St P PR : J S
o e gdzieD= | 3, 3, 3, | =1, D,= ‘ Vi By By | =
EYer ol e aaLee e s

=X (Bavs — Bs7e) T 11 (120 — 75 8) + 21 (3 f5 — @5 By) = ay X, -
oY — 1%
Tak wigc znajdziemy ostatecznie:
X=0% ¥ — %,

Y=0X +FaYs — V205 '+ . . o W A7)
z2=—03X — B} + 1343

te zaleznosci sa tego samego ksztaltu, co poprzednie, czyli
takze musi by¢:

2y 2 2 . ; A St
4@, — o= 1, Uy 3y + U8y — g3y =0,
% 4. 1 2 N2 2 r: 3 ugias
f')q % YR /fe;: 1, G711 TGy — 03V =V,
A 2 apl | 2__ J 1A - " § I
AR (Ut i B P E D S8 ST Bete — Bsvs =0,

poniewaz 27 — x®-— )” jest niezmiennikiem naszego przeksztal-
cenia.

12. Niezmienniki.

Zajmiemy si¢ najprzéd niezmiennikami dla spétrzednych
punktowych. Chodzi¢ nam bedzie o funkcj¢ spdtrzednych dwaéch
punktéw (x,, y,, 2,) i (xs, s, 2,), kitéra nie zmienia si¢ przy
ruchu, t. j. przy przeksztalceniach ruchu.

Jezeli x,, y,, z, i x,, ¥,, 2o sa spoéirzedne tych dwdch
punktéw, a x, y,, 2, i x,, y,, 2, punktéw im odpowiadajacych,
to istnieje niezmiennik f(x,, y,, 2., X, Vs, 2:), 0 ile ta funkcja
posiada wilasnosé¢, wyrazajaca si¢ réwnaniem:

f(xu yls zla x2) y'.’, 22):f(x;9 y;’ Zl' x;’ y:’ Z.;).
Zauwazymy przedewszystkiem, ze:
i~ &) - )y 2l )

jest niezmiennikiem, poniewaz zwiazki miedzy x,—x,, y,—J,,
2,—2, z jednej, a x; — X;, ¥s — Y1, %2 — 2, Z drugiej strony sa
takie same, jak pomiedzy x/, ), 2, a x, y, z, mianowicie:

Xy — Xj = a4 (3% — X;) 4 a5 (Y5 — ¥1) + a5 (2 — 2,),

Yo — V=31 (X — X1) 4 B (Yo — ¥1) + 5 (2 52105 ¢

2y 52 =X — X))+ velVs — R0 e (22 ).

{{
I4

: ( .
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Stad wniosek, ze:
(2,—2,)2— (1, — 1) = (e, —x )= (2:—2 ) — (. — 1) — (%o —X, )
lecz:
24—z —(y,— ) — o —x) ==y —x) + e~y —x) —
— 22,2, Y Vs — X %):
A wigc 22, — XX, — VYo =22 — X1 X3 — V1 V3,
czyli ze: p I R T Rt P S GRS S RSl - ¢

jest nowym niezmiennikiem.

13. Odlegtos¢ dwoéch punktéw.

Niech beda punkty (x,, ¥;, %) i (xs, Vs, 25). Odlegtos¢ d,.
tych dwéch punkiéw powinna spetniaé, jako funkcja zmien-
nych x;, y,, 2, i X,, ¥,, 2 nastgpujgce warunki:

1) Byé¢ niezmiennikiem przy przeksztalceniach ruchu;

2) dyy = dy;

3) ds=0 gy x, =X, Vi ="Vss Zr=2; 1 tylko wiedy;
poza tem d;, > 0.

4) Jezeli trzy punkty (x;. ¥1, 2), (X, Yo, 22), (X5, Vs, 2
leza na jednej prostej, to d,, - dyy = d5, o ile punkt (x,, y., z_)
lezy miedzy dwoma pozostatemi.

Odcinkiem bedziemy nazywali zbiér wszystkich punktéw
(x, y, 2) prostej, zawartych migdzy dwoma jej punktami.

Wyraz ,miedzy“ bedzie mial dla nas zwykle znaczenie.
Analitycznie, punkt (x, y, 2) lezy miedzy punktami (x,. y, 2)
i(x,, ¥, 2,), o ile wyznaczniki:

[ X0 Y] ol % 9

lx Y | Xe-2d

majg znaki rézne; o ile zas x,y —xy, i x,y — x), s tego sa-
mego znaku, to punkt (x, y, z) jest zewnatrz dwdch pozosta-
tych punktow.

Jezeli ma by¢ speilniony warunek, ze po ustaleniu jednego
punktu (korficowego) odcinka, odcinek tem samem nie jest je-
szcze unieruchomiony, lecz posiada jeszcze jeden stopieri swo-
body, to w takim razie moze by¢ dla pary punkiéw jeden tylko
niezmiennik niezalezny ; t. j. kazdy inny musi by¢ funkcja pierw-
szego. W rzeczy samej, zal6zmy istnienie dwéch niezmienni-
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kow niezaleznych dla pary punktéw, wtedy przy przeksztatce-
niach ruchu mielibySmy:

f(xn yl’ 25 X9 Yoy zg):COHSt,
([‘(xn Yis Zys X35 Vo 23)=C0nst.

O ile ustalimy x,, y,, 2,, to mamy dla x,, y,, 2, réwnania:

f(xn Vi 2y X%, ) Z):C
(])(xn Vs 2 X% ) Z)ZC
2 =Xt gl 1,
Przez te réwnania X, ), 2 sa ustalone, o ile niezmienniki sa
od siebie niezalezne. Czyli punkt poczatkowy (x,, y,, z,) od-
cinka okreslatby potozenie punktu koricowego (x,, y,, z,) whrew
zatozonej swobodzie ruchu.

Na tej zasadzie przyjmiemy istnienie jednego tylko nie-
zmiennika grupy ruchu dla pary punkidw.

Poniewaz d,, jest takim niezmiennikiem, wigc 2,2z, — x,x, -
—yy.=rfd,), t j. 22, —xx,—yy, jest funkcja niezmien-
nika 4d,,.

Postaramy si¢ utworzy¢ niezmiennik, kiéryby spetniat
wszystkie warunki 2), 3)i4). Zaczniemy od warunku 4). Przy-
pusémy, ze rozpatrujemy przypadek, gdy x,y, — x,y, nie réwna
si¢ zeru. Oczywiscie, musimy zalozy¢ takze, ze f(d.) =/ (d,).

Niech trzy nasze punkty leza na jednej prostej. Wtedy:

X, ¥ 2
X, ¥, % i = 0.
x:! y:i ZI: "
Lecz
10 Al e R o l
o Rl S T B e Z,z_} ==X, Ve 2V e XX
o Xy Vs 22| | X35 Vs 22—V Yy— XX
2t 1
X y f(d“) | 70,
% Xy ¥y f(d) |
czyli:
(X._,y3 ) x:cyz) * (x:;y1 - X ) ) f(d ) o A ) f(d )
Tak samo:

(xzy:; x3yz) f(du) * (x::yl Par xly::) ~_ (x1 Vo' x:y1) f(d-::;) — 0
(x-_’y:; T x::yz) f(dm) 515 (x:zyl - X, y::) f(d:) w (xl Vi x:y1) =10,
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A wiec warunek, by trzy punkty lezaly na jednej prostej,
przyjmuje postac:
et R
! f(dtz) 1 f(d-zrg) ‘ =0,
B e O R
czyli rozwijajac:
S f(du) f(d_v) f(dl;;) fg(dr_») S f2(d2:;) R f2 (d:n) e Ov
skad:
f(dm) S f(dl_v) J f(d::;) n s ' (f2(d‘_>:-;) B 1) (f2(d1g) % 1)'
Mozemy teraz zuzytkowa¢ warunek 4). Mianowicie z wa-
runku tego wynika, ze:
d,= =+ (d, * dy),
a wiec f(d,) —f(d,, + d,), zaleznie od wzajemnego uporzadko-
wania naszych trzech punkiéw. Stad:

Gdy punkt trzeci zlewa si¢ z punktem pierwszym, to 2,2, —
— VY — X X, =1, dalej d,,=d,, i d;,— dy=20 i funkcja f(dm)
réwna si¢ jednosci. Stad widzimy, ze w ostatnim wzorze musi
by¢ po obu stronach albo jednoczesnie |-, albo jednoczesnie —.
Mamy wigc ostatecznie wynik taki: funkcja f(d) powinna spet-
nia¢ rownania funkcyjne nastgpujace:

fa+vy=Ff@.re)+1V{fm—1) {Lm—1),
fla—n=f@.f0)—VIF@—1] Py —1;
stad przez dodawanie wynika:

fat+v+fa—v)=2f@).f@p). . . . (9

Taki jest funkcjonalny wyraz warunku czwartego.

14. R6wnanie funkcyjne f(u+v) +fu—v)=2f().fv).

Udowodnimy, ze jedynemi funkcjami cigglemi, czynia-
cemi zado$¢ warunkowi (9) sa funkcje cos ku i Ch ku.

Zauwazymy przedewszystkiem, ze funkcje f(#)=0if(1)=1
spelniaja nasze réwnanie funkcyjne. Odsuniemy te rozwigzania
banalne i zajmiemy si¢ poszukiwaniem, czy istniejg inne. Zrgbmy
narazie zalozenie, ze takowe rozwigzania (funkcje) istniejg i po-
staramy si¢ zobaczy¢, jakie wlasnosci posiadaja. Niech v — o,

http://rcin.org.pl



7

wtedy 2/(z) — 2f(u) . f(0); poniewaz f(u) == o, wigc f(0) — 1.
Dalej z powodu ciaglosci funkcji f(z) istnieje takie otoczenie
punktu # — o, w ktrym funkcja przyjmuje wartosci, zawarte mie-
dzy 1 —«i 1 - ¢ przy ¢ - o dowolnie matym. Jezeli w réwnaniu
funkcyjnem uczynimy u« — o, to otrzymamy:

f®) +F(—v)=2f(0)f(v) =2f (v),

czyli f(——v)—/f(v) i funkcja nasza jest parzysta. Wystarczy
wiec uwzglednié np. tylko prawostronne otoczenie punktu z — o.

Przypusémy, ze punkt z-— jest o tyle w otoczeniu
punktu #—o0, ze nietylko f(¢)=k, >0, ale ze f(u) > o dla
kazdej wartoSci # w przedziale (o, @), co jest mozliwe na za-
sadzie poprzedniej uwagi. ;

Réwnanie funkcyjne okresla wartos¢ f(z) dla kazdej war-
tosci u, o ile tylko znamy jej warto§¢ w punkcie wspomnia-~
nym 4 = a,

W rzeczy samej, jezeli w f(z V) f(u vy =25(u) . [.(V)
podstawimy kolejno: :
fhe=c 0 e o
U =sZay Vs o

Bl

I =10 Ve

fo otrzymamy:
f(2a)=2fa) — 1,
f(Ba)=2f(2a) f(a) — f(a),
f(Aa)=2f(38a). f(a) —fl20a),
F(50) —2f(4a) . f(a) — f(30).
F(pa)—2flip n)u‘fu)' Fllp 20,

t.j. wzory dla wszystkich wartosci u, ktére sg wielokrotnosciami «.

W zaleznosci f(2a) = 2f*(¢) —1 uczyfimy 2a¢=—u, a=— lzl;
wtedy /(1) ::2fﬂ(— ) 1, czyli f( | ) 1.
Niech P -
= ”1 2 4 2y 2/11, S
2
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(3}~ i L

Fl3)—3 ]/f )L

przyczem wartosci szukane sg tu wyznaczone jednoznacznie

przez wartos¢ - pierwiastka, gdyz = nalezy do przedziatu (o, a),

m

a wiec wartos¢ f ( jest dodatnia. Tak wigc warto§é szuka-

2"1)
nej funkcji dla de= przy m > o catkowitym jest w zupel-

nosci i jednoznacznie wyznaczona.
Poprzednio z wartosci funkcji f(z) w punkcie u=a wy-
prowadziliSmy wartos¢ tejze funkcji w punkcie u:pa gdzie

p > o catkowite. Zastepujac punkt # — « punktem v = 2",, zna]-
dziemy wartos¢ f(z) dla u — é% a, gdzie p i m sa liczbami cat-

kowitemi dodatniemi, zreszta dowolnemi.

By posunaé si¢ dalej, musimy zrobi¢ zalozenie, tyczace
si¢ wartosci f(a); mianowicie moze byé f(a) > 1, f(a)=1,
() << 1. Poniewaz usuneli§my przypadek 7 (¢) = 1, wigc mozna
przyjac pod warunkiem ewentualnej zmiany punktu ¢, ze /() - 1.
Rozpatrzmy najprzod przypadek f(a) < 1.

Mozna znalezé kat O, posiadajacy te wlasnosc, ze cos6 —

=17 () > 0;.przyczem oi= 0.< g, O okreslone jednoznacznie.

Z tatwoscia przekonamy sig, ze:

f(2a) = cos 20,
7:(3a) == cos 39

f(pa) =cospO.

Tak samo: f(%)zcos%f(%):cos%,---

Wreszcie : f (gg) — cos (1; ,(:)) :
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UdowodniliSmy wiec, ze w przypadku fle) <<t dlau= 5 -,

mamy [f(#) = cos (u . %) = cos Au, kitadgc 4 = =

6
Stad wniosek, ze: f(u) = cosiu S e e A(10)
dla kazdej wartosci # > 0. Wynika to z dwéch okolicznosci,
1° ze do kazdej liczby u > o0, nie bedacej ksztattu 51; . @, moze

by¢ dobrany ciag liczb tego ksztaltu o granicy réwnej u, i 2° ze
funkcje f(¢) i cosiu sa funkcjami cigglemi zmiennej u.

Na poczatku zrobiliSmy zatozenie, ze funkcja ciagla f(z)
. istnieje; ot6z to zalozenie jest spetnione, bo funkcja ciagta cos Au
spelnia, jak wiadomo, nasze réwnanie funkcyjne. UdowodniliSmy
wiec, ze w przypadku, gdy w punkcie #=«*) funkcja jest
mniejsza od jednosci, to niema innej funkcji cigglej, spetniaja-
cej nasze roéwnanie funkcyjne, oprécz f(z)=cosiu. Jezeli
znamy warto$¢ funkcji w jednym takim punkcie «, to tem sa-
mem wyznaczone sg wszystkie wartosci tej funkcji jednoznacz-
nie i ich zbiér tworzy funkcje cos Au.

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek f(o) > 1.

Niech wigc f(a) > 1. Zawsze mozna wobec tego znalez¢
taka liczbe dodatnia 7, wigksza od jednosci, ze:

o) — ; (r - ;), wtedy :

F(20) = % (rl rlz) )
fBa)—= }2~ (r3 -+ rl:;/). )

zapomoca indukcji udowodnimy, ze:
1
fpo) =5 (" +r ")

Tak samo znajdziemy:

(3] =307+ )

e

*) Punkt « > o0 jest dowolnym punktem, speiniajgcym warunek, ze
w przedziale (o0, ¢) funkcja f(u) > o; takich punktéw « jest nieskoriczenie
wiele, gdyz f(o)=1, a f(u) jest funkcja ciagla.

2*
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zapomoca indukcji udowodnimy, ze:

4 (2,,,): 5 (rélrr: fp é];,‘),

»_

. & | p masi “7 1°
i ostatecznie: f\z,": ) » (r2 2 ), czyli:
L e TaE T -3 dgr) ;
f (1) = (r e )77 3 (e L e | = Chiu,
: < 1
gdzie be= lgr > 0,
przyczem rownosé ta  f(u) = Chiu TR e W

zostatla udowodniona tylko dla tych wartosci #, kitdre sa ksztattu

e 2p ~«, gdzie p i m dowolne liczby catkowite dodatnie.
Opierajac si¢ na ciagtosci funkcji f(z) i Ch Zu, udowodnimy,
rozumujac jak poprzednio, ze:
f‘u) = Ch Al

ma miejsce dla kazdej wartosci z. Tak wiec nasza funkcja

w tym przypadku jest identyczna z funkcja Chiu, kitéra to

funkcja, jak wiadomo, speinia réwnanie funkcyjne:
fatv)—flu—v)=2f@.rm),

i innej funkcji, spelniajacej to réwnanie i warunek f(¢) > 1,

niema.

Tak wigc cosiu i Chiu sa jedynemi rozwigzaniami cia-
glemi naszego réwnania funkcyjnego, (przyczem Z >0 jest
liczba dowolng), o ile odrzuci¢ rozwigzania banalne f(z)=
i f(u) = 1. Funkcje znalezione cos Zu i Chiu spelniaja takze,
jak tatwo sprawdzi¢, réwnania:

Flae ) =1 . 70) < VIF@ 1 (70 1.

15. Wzo6r na odlegtos¢é dwdoch punktéw.

Poprzednio (Nr. 13) udowodniliSmy, ze funkcja, /(1) wy-
razajaca zwiazek 2,2, — y,), — X, X, — [(d,,) migdzy niezmienni-
kami 2,2z, —y,y, — x,X, i d, spelnia réwnanie, funkcyjne:

fu+v+fle—vy=2f@) - f);
tak wiec: 2,2,—xx,— y,y,=Chid, lub cos Ad,.
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Lecz udowodniliSmy (patrz Nr.7), ze 2,2, —x,x,—y,y, > 1;
stad wniosek, ze:

2,2, —x,x,—y.9,—=Chld,,
czyli: = 11‘ Nrg Ch (2.2, — X, X, ~ 7.7}, Vi (12)

Latwo teraz sprawdzi¢, ze i warunki 2-gi i 3-ci sa takze
spetnione.

Uwaga. W poprzednich rozumowaniach] zakiadaliSmy, ze
wyznaczniki x,y, — x,y,, x,y,—Xx,y, i X,y, — X,y, nie réwnaja
sie wszystkie trzy jednoczesnie zeru. Ct6z przyjmiemy wzor (12)
jako okreslenie odlegltosci migedzy dwoma punktami w przy-
padku najogdlniejszym. f.atwo sprawdzi¢, ze nie wyniknie siad
zadna sprzecznosc.

16. Przeksztatcenie spéirzednych linji prostej.

Jezeli punkt (x, y, z) lezy na prostej (a, b, ¢), toax by |
¢z2=0; lecz rownania grupy ruchu sa:
X = ;X By — %%,
Y = a,X, A({2y| — 122
R u::xl i #z:yl V5”1

~ przyczem miedzy spoétczynnikami zachodza znane zwiazki. Na
skutek tego z ax | by I cz — 0, wynika:

(a”'i ~b(LA_,'fC(L'.‘)x'~‘— (algl 7 'bﬁ2 "cn"}g)yl I"( "a;'(""b‘l'z ij;’:;)Zl—'——'—'O,
gdzie x,, y,, 2, oznaczaja spéirzedne punktu, odpowiadajacego
punktowi (x, y, 2).

Rtadac: a, = aa, +ba, — cay,
b,=—ap, +68, — B, S e (13)
G d, _b:"_’ T~ CVs)

mozemy otrzymany wynik wypowiedzie¢ w sposdb nastepujacy,
ZWaZYyWSZy, Ze:

a,—+b,—ci=a(a—+ B, —7)

+2ab (“1 @y 1"‘117)2 2ig) :’2) 7%7 2ac (.:’1 {5 S ‘-"1 A)’:: -0y ”'::) 2bc (;’:7'-:
T P)zc")):; T “2“::) — Q- b —c*=1.

0 (a2 ) (el -7

Jezeli punkt (x, y, 2) lezy na prostej (a, b, c), to punkt
przeksztatcony (przez ruch) (x,, y,, 2,) lezy na prostej (a,, 6,, ¢,);
a, b, ¢, maja wartosci (13).
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Wzory (13) bedziemy nazywali wzorami na przeksztaice-
nie spétrzednych linji prostej (grupa ruchu).

Ze wzoréw (13) wynika jeszcze:

a=au, ;—blp’l“{_cl‘l'l’
b=a,0,+b,f,+¢7,
¢ =a,0,+0,8,"+-¢, %,

Widzimy wigc, ze przeksztalcenia wspéirzednych linji pro-
stej sa tego samego typu, co przeksztalcenia wspéirzednych
punktu. Bedziemy mogli bez nowych rachunkéw wyprowadzi¢
stad caly szereg wnioskow.

17. Niezmiennik dla spéirzednych linij prostej.

Poniewaz spéirzedne linji prostej przeksztalcajg sie¢ w ten
sam sposéb, jak spéirzedne punktowe, stad wniosek, ze:

c,c,— a,a,—b.b,
jest niezmiennikiem dla spétrzednych dwdch linji prostychb.
Przytem zauwazymy, ze:
(a:' ¥ al)g X (b_ T b1)2 e (C_—, e c1\2 =241+ (CIC'_' -a,a, — blb'_’) b

18. Kat migdzy dwoma prostemi.

Wspomniany tylko co niezmiennik c¢,c,—a,a,— b6, dla
prostych (a,, b,, ¢) i (a, b,, ¢, jest bezpoSrednio zwigzany
z katem, jakie tworza te dwie proste w punkcie przeciecia sig,
o ile, oczywiScie, to przecigcie sig istnieje, t. j. o ile

|a,a,— b,b,— c,c,| < 1.

Wtedy istnieje kat ¢,, migdzy temi prostemi, przyczem ¢,
jako funkcja liczb a,, b,, ¢, i a,, b,, c, ma spelnia¢ nastepujgce
warunki:

1) ¢,(a, b,c, a, b, c) jest niezmiennikiem grupy prze-
ksztatceri ruchu;

2) g ©— Py o b

3) g,—o0 gdy a,=a,, b,—0b,. ¢,—c, itylko wtedy; poza
tem ¢, > 0;

4) jezeli trzy proste przecinajg si¢ w jednym punkcie, to:

P13 = Pro & Ps-
Kiadac: a,a,+b.b,— c,c, = f(9,),
*) @15 jest wigc wartoscia bezwzgledna kata.
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i rozumujac jak poprzednio, dochodzimy do wniosku, ze funk-
cja f(¢,,) speilnia to samo réwnanie funkcyjne, kitdre otrzyma-
liSmy poprzednio (l. 13). Poniewaz jednak tu |f(¢,)| <1, wigc
musi byc:
Stad :
Py Arccos {a,a,+ b,b,— c,c,} > o.

| ot
a,a,+bb,—c,c,—=coskyp,,.

Niech a,— —a,, b,= —b,, ¢c,—="—c,; wtedy a,a,-} b,b,—
—c¢jc,—= —a,— b+ c; = — 1. Wybieramy k tak, by kat ¢,
w tym przypadku byt 7; w| takim razie musi by¢, oczywi-
SGle; L1

Ostatecznie bedzie:

@, =HRrccos{a,a,+ b,b,— ¢,c,}.

Latwo sprawdzic, ze w ten sposéb okreslony kat ¢, spet-

nia wszystkie cztery wyszczegdlnione wyzej warunki.

19. Linje proste nie przecinajqcve sie.

Jezeli 3 proste (a,, b, ¢), (a,, b,, ¢,) i (a,, b,, c,) przeci-
naja si¢ w jednym punkcie, to, jak wiemy:

2ags by, }
Ar=! @ b6 =0
‘ a'& b3 c.‘; ‘

Odwrotnie, jezeli A =o, i jezeli dwie z pomiedzy trzech
prostych si¢ przecinaja, lub sg réwnolegle, to i trzecia prze-
chodzi przez ten punkt przecigcia dwéch pierwszych lub ewen-
tualnie jest do nich réwnolegla.

Jezeli zas A — o i dwie proste si¢ nie przecinaja i nie sa
réwnolegle, to zadnego przeciecia si¢ niema i z trzecia (nie za-
chodzi tez i réwnolegtosc).

Mozemy wtedy wprowadzi¢ pewne idealne punkty; i przy
tej umowie, gdy /A —o, to trzy nasze proste przecinaja sie
zawsze w jednym punkcie, ale ten punkt przecigcia si¢ moze
by¢ trojakiego rodzaju, moze by¢ wlasciwym, niewlasciwym
i idealnym, zaleznie od tego czy zachodzi pierwszy, drugi, czy
trzeci z pomiedzy rozpatrywanych poprzednio przypadkéw,
t. j. zaleznie od tego, czy:

|a,a,+.0,b,— c,c, |
jest <~ 1, réwne 1 lub > 1.
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Wszystkie proste, przechodzace przez jeden i ten sam
punkt, tworza pek; pek bedzie pierwszego, drugiego lub trze-
ciego rodzaju, zaleznie od tego, czy wspdlny punkt jest wia-
Sciwy, niewlaSciwy (w nieskoriczonosci) czy tez idealny. Pek
pierwszego rodzaju jest przez powyzsze okreslony w sposéb,
nie wymagajacy dalszych wyjasnieri; to samo tyczy sie peku
drugiego rodzaju, ktéry sklada si¢ z prostych réwnoleglych.
Co sie tyczy pojecia peku trzeciego rodzaju, musimy si¢ nim
zajac teraz blizej. :

Stosujgc rozwazania poprzednie, tyczgce si¢ niezmienni-
kéw, widzimy, ze w przypadku, gdy dwie proste (e, 0, c)
i (a,, b,, c,) naleza do peku 3-go rodzaju, t.j. gdy:

| |
a,a,+b,6,—¢,¢,| > 1,
istnieje wielkos¢ /,,, mianowicie:
iy=Rrg Chl|a,a,+ 0,b,— c,c,]|,

ktéra posiada wszystkie wlasnosci, wymienione poprzednio przy
okresleniu dtugosci odcinka i wielkosci kata, mianowicie:

1) /,, jest niezmiennikiem grupy ruchu;

2) 4y = ;'21;

3) i,—o0 gdya,=a, b,=b, ¢,= ¢, itylko wtedy, w po-
zostatych przypadkach %, > 0;

4) jezeli trzy proste naleza do tego samego peku trzeciego

rodzaju, to: Pl Do
17712 =28 i 01

Ten ostatni punkt wymaga pewnego wyjasnienia, miano-
wicie sens jego stanie si¢ jasny, gdy uswiadomimy sobie na-
ture geometryczna tego niezmiennika.

Przedewszystkiem udowodnimy, ze, jezeli dwie proste sie
nie przecinaja, to istnieje wspdlna do nich prostopadia.

Niech proste (a,, b, ¢) i (a,, b,, c,) si¢ nie przecinaja,
by 1a.a, 0.8, —cell > 1

Napiszmy, ze prosta (a, b, ¢) ma by¢ do nich prostopadta.
Mamy réwnania: a,d-+bb—ce=o,
a,a--b,b—cic—o,
a4+ b —ct=1.

Udowodnimy, ze uklad powyzszy posiada rozwiazanie,
wyznaczajace jednoznacznie prosta. Niech:

a=o(b.c,—b,c), b=o0(c,a,—c,a), ¢c= o(a,b,—a,b,)
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- » . - N
wtedy dwa pierwsze rdwnania sa spetnione, wyznaczmy o tak
by bylo spelnione i trzecie riwnanie:

o’ pbc—'b.¢ )+ {ca—¢a)— (ab,— ab)} =

czyli: o*{(a,a,+ b,6,— c,c.)’— 1} =1, co daie:

0= e o 1 - =
v SRR *bb ~c‘c._,)‘~' -1
przyczem znaki + odpomada]q dwom mozliwym kierunkom
na tej samej proste;j.

Teraz juz tatwo wywnioskowad, ze pek trzeciego rodzaju
jest utworzony ze wszystkich prostych, prostopadtych do tej
samej prostej, [do prostej (a, b, ¢)].

Spétrzedne (x,, y,, z,) punktu przecigcia si¢ tej wspdinej
prostopadlej z pierwsza prosta (a,, b,, ¢,) spelniaja warunki
nastepujace:

X0y +¢2=0
(b,¢,— b,c) x,+ (c,a,— c,a) y, + (a,b,— a;b,) z, = o.
Rozwiazujac, otrzymujemy:
x,=v{b(a,b,— a b) —ie,{a,c, —.c.a,)} = via,—a,;s Chi,l,

kladac: a,a,+b,b,— c,c,— eChi,, gdzie ¢ = + 1;
dalej: y,—vlb,—b eChi,}, z =v{c,eChi,—

Poniewaz 2} — x; —y, — 1, wigc:
v {(ec,Ch 4, — ¢,)* — (b,— ¢b,Ch 7,,)* — (a,— ea,Ch 4,,)*)

1
Skad Y — S_/Tlf/
Ostatecznie wiec:
x P> o ((, g’..:_ﬂ__clz__/il; E '.' Ql;_%__b_l C__h /."_‘ Z e (V,’ r C Ch,,/ Vj,C:
5% SRR S CERmee ) R e 0 o
gdzie ¢ == + 1, tak, by 2z, > 0.

W ten sam sposdb znajdziemy spéirzedne punktu (x,, y,, z,)
przecigcia si¢ tej samej wspdlnej prostopadiej z druga pro-
sta (a,, b,, c):

786 Chiy, - e Tendi a,:Chz,, Z w Oy —0,2Ch2,
e Sh/ ; S/z/ sy o Shi,
przyczem g ==ak i dak by 20,
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Znajdziemy teraz odlegitos¢ d,, tych dwéch punkidw:
g (8¢, ChA; ) (56 CNA; =6 )

Chd,,=2z,2,—X,X,— y,,= ¢ S S
—(a,—¢a,Chi,) (a,—#a,Chhy)—(b,—¢eb,Chh,) (b,—eb, Chi,) _
Sh*4,, e
TR Shg’/. (ChPhse CRA Y~ o' s e Chi
12 \
Tak wigc: Chd,— —¢c&'&" Chi,; lecz poniewaz Chd,, > o,
Chi, > o, wigc Chd,= Ch/,;, poniewaz za§ d, >0, 4, >0,
tords =/

Tak wigc niezmiennik 4, wyraza odcinek wspélnej pro-
stopadtej, zawartej miedzy dwoma naszemi prostemi, t.j. od
punktu przecigcia sig z jedna do punktu przecigcia si¢ z druga.

Tem samem zostalo wyjaSnione pojgcie peku trzeciego ro-
dzaju. Dwie proste, nie przecinajace si¢ i nie réwnolegte, posia-
daja wspélng, prostopadla; wszystkie proste, prostopadie do tej
wspélnej prostopadiej tworza pek trzeciego rodzaju. Przynalez-
nosé prostej (a, b. ¢) do peku, wyznaczonego przez proste (a,,
b, ¢) i (a, b, c), wyrazi si¢ wiec jako warunek prostopadio-
Sci przez:

a(b,c,— b,c)+ b(c,a,— c,a) — c(a,b,— a,b,) = o,
czyli przy: v gp e
baaiibase =0, t.j. istotnie przez A\ —o.
[l =D e

20. Niezmiennik mieszany punktu i prostej.
Odlegtos¢ punktu i prostej.

Poniewaz spétrzedne linji prostej przeksztatcaja si¢ w spo-
s6b analogiczny jak spéirzedne punktu przy ruchu, wigc musi
istnie¢ niezmiennik, utworzony ze spéirzednych dowolnej pro-
stej (a,, b,, c¢) i dowolnego punktu (x,, y,, z,). Latwo si¢ prze-
konaéd, ze tym niezmiennikiem jest:

a,x, :T‘ bnyx ’% €% .

Niezmiennik ten jest blisko zwigzany z odlegloscia punktu
X,, ¥;» 2, od prostej a,, b,, c,.
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Prosta (a, b, c) prostopadla do prostej (a,, b, ¢,) i prze-
chodzaca przez punkt (x,, y,, 2,) spelnia warunki:
aa, -+ bb, —cc,=o,

; ax, '%by1+cz|‘—;oa
skad:

i a:‘-’(b121"'l‘y1cl)’ b= — Q(C‘X1 S al‘Z‘)’ C:Q(alyl 4b1x1)~
| 1
gdzie: 0= S

j: — e = e
V (a1x1 o b1y1 + 6121)2 i
Proste (a, b, ¢) i (a,, b,, ¢,) przecinaja sie¢, gdyz aa, -
= 0b -, =0
Znajdzmy spétrzedne (x, y, z) ich punktu przecigcia sie:

nely |

x=0,(bc,— b)), gdzie 0= —n———_________— —+41,
-l( 1 1 ) g )1 I/ 1—((1(11*4:—bb1'4(:cl)2 b
y=o0,(ca,—ac,),
2 =.0./{ab,— aub).
Tak wiegc:
x = — ¢g[(e,x, + a,2) ¢, + (@, — b,x )b} 05
| yig{(a1y1—b1x1)a1 *(b1z1 ’L‘qu)cq‘l();
A {(b121 T C1\b1 B (c1x1 "11— a 21)01} 9.
 Gdzie: R — % S
V (a,x‘ 7{_ b1Y1 %.6121)2 *’ 1
gdzie ¢ = + 1, przyczem z > o, t. j. ¢ = sign z;
s ; : |
niech a,x, + b,y, -I-c,z, = Shi; wtedy o= Chi
i _ X —aShi, __%—b,Sha, __ %+ ¢ Shi,
R Ty e e et e YR e TSR

przyczem ¢ — 1, gdyz przy /= 0, poprzednie wzory powinny
e e R S TR S A

Oznaczmy przez d odleglos¢ punktéw (x,y, 2) i (x,,¥,,2,).
Wtedy : ;

Chd = 2z, — xx, — ¥y, = {2,(2, + ¢, ShA) — x,(x, — a, ShA) —
% 1 : s |
Ay y1 (yl TR bISh/-)} C}T;; e (l j— Sh2 /.) m
A wiec a,x; |+ by, + ¢z, = + Shd, gdzie d jest odleglos¢
punktu (x,, y,, z,) od prostej (a,, b,, c).

=Chi,czylii= + d.
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21. Spétrzedne jednorodne.

Trzy dowolne liczby A, B, C moga by¢ uwazane za spoét-
rzedne jednorodne:

1) punktu, jezeli C* > A* - B?;

2) prostej, jezeli C? < A*> - B?;

3) punktu niewlaSciwego lub prostej niewtasciwej, je-
zeli C?= A? - B2,

W pierwszym przypadku bedziemy mieli punkt (x, y, 2),

. ey

kladac x== Ao, y=Bo, 2= Co, gdzie ¢ Voo ey -sign C,
tak by z > o.

[sign C oznacza + 1, — 1 lub o, zaleznie od tego, czy C - o,
C = onlubaC== ol

W drugim przypadku bedziemy mieli prosta (a, b, ¢)
A
dzie a — Ao, b = Bo, ¢ = Co, przyczem 0 — —+ EE—
g ’ S PUZY ! - VAL i A LB
W trzecim przypadku przejscie do spoh‘zgdnych niejed-
norodnych normalnych nie jest mozliwe.

22. Koto, hipercykl i horicykl

Réwnanie Ax ~ By - Cz—o0 t. j. jednorodne pierwszego
stopnia trzech zmiennych x, y, z wyraza, jak wiemy, prosta
(o ile A2+ B2 > C?).

Co wyraza rownanie niejednorodne

Ax+4+-By+Cz+D=0?

Rozrézniamy trzy przypadki:

1. A2+ B2 C

Réwnanie Ax -By -Cz—D - o0 wyraza w tym przy-
padku kolo, kidrego sSrodek posiada spéirzedne jednorodne
A, B, — C. W rzeczy samej, niech ¢ oznacza — signC; niech:

Q=i ”""f;;i*:;'; Xy = A Vo= BQ» s C’.’ Yoo
‘ C2 - A2 _ B2
Do= — Aox — Boy —Coz =22y — Yy, — XX,,
ktére to wyrazenie, jak wiemy (l. 7), jest wigksze od jednosci,
poniewaz z > 0, 2, > 0. Wskutek tego i Do musi by¢ wigksze
od jednosci, czyli D* ~ C* — A’ — B? i D znaku przeciwnego
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do C. O ile to bedzie spetnione, mozemy okresli¢ r tak, by
Chr —= Dp; wtedy 2z, — xx, — yy, = Chr, co wyraza, ze od-
legtos¢ punktu (X, y, 2) od punktu X, y,, 2, jest réwna r. Row-
nanie nasze wyraza wigc kofo o promieniu 7. Odwrotnie, miej-
sce geometryczne punktéw (x, y, 2) ktérych odlegtos¢ od punktu
statego- (x,, Vo, 2o), jest stala i rowna sie r, wyraza si¢ réwna-~
niem rozwazanego typu 2z, — xx, — yy,= Chr. Gdy D*<_ C* —
~ A* - B’ to réwnanie nasze nie wyraza zadnego miejsca ge-
ometrycznego (rzeczywistego); gdy D*~— C*— A* - B*1 D.C o,
to rownanie nasze wyraza kolo o promieniu zero czyli punkt
X ==Xoy ) == Yoy £ = %
2. Przypadek drugi C* <~ A* - B~

Niech R L

a=Ao, b=2Bo, c=Co; wtedy Ax--By -Cz - D=o
jest rownowazne rownaniu:
ax + by +cz=—Do;

okreslmy odleglos¢ ¢ w ten sposéb, by Shd-— Dol, wtedy
otrzymamy
ax +by-+cz= + Shd,

co wyraza, jak wiemy (20), ze odlegto$¢ punktu (x, y, 2) od
prostej (a, b, c) jest d. Latwo sprawdzié, ze odwrotnie miejsce
geometryczne punkiéw jednakowo odleglych od danej prostej
jest rozwazanego przez nas ksztaltu. To miejsce geometryczne
nazywa sie hipercyklem. Tak wigc réwnanie
Ax -+ By - Cz+ D=o,

gdzie A+ B?> (C?
jest réwnaniem hipercyklu.

3. Przypadek, gdy C: = A% {- B>

Jest to przypadek graniczny poprzednich. Omawiane tu
miejsce geometryczne moze by¢ rozwazane dwojako, zaleznie
od tego, czy C zmierza do granicy | A’ - B’ bedac stale
mniejsze albo stale wigksze od tej granicy. C i D muszg by¢
znakéw przeciwnych; innych ograniczeri dla D niema. W tym
przypadku krzywa nazywa si¢ /oricyklem czyli kolem gra-
nicznem.
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23. Dwa punkty w nieskoriczonosci na prostej.

Poniewaz do prostej mozna przeprowadzi¢ przez kazdy
punkt dwie réwnolegle, kazda prosta nalezy do dwéch réznych
pekéw; przypusémy, naprzykiad, ze do prostej / przez punkt
jaki§ M, nie lezacy na [, przechodza dwie proste réwnolegte
do /, dajmy na to 4 i /,. Para prostych réwnolegtych /i [
wyznacza jeden pek, para [ i /, drugi pek. Wierzchotkami
tych pekdw sa punkty niewlasSciwe, nalezgce do prostej /. Tak
wiec na kazdej prostej mamy dwa punkty niewlasciwe, kidre
bedziemy nazywali koricami prostej.

Niech dang bedzie prosta: ax - by -+ cz — 0. Rladgc x —
= 7.C0S9 Ty — FSIn G mamys 2 — lvl -7 1 rOwnanie przy-
biera postac

’ . / e
acos - bsin O+ cf/1 7;2:0;

niech 7 — oo, to réwnanie poprzednie zmieni si¢ na acos 6
—~+ b sin O ¢ =0, skad dla punktu w nieskoriczonosci
cos O — — fc, £ b, sin 0 = ibc T
C5 il ceis

Ten sam wynik moglibySmy otrzyma¢ w inny sposob,
zauwazywszy, ze w naszej interpretacji mozemy podporzadko-
waé naszej prostej péthiperbolg, a punktom w nieskoriczonosci
na prostej odpowiadaja punkty w nieskoriczonosci na hiperboli,
przyczem wartosci, znalezione poprzednio dla sin® i cos 6,
daja kierunki asymptot do hiperboli.

Zauwazymy dalej, ze przy zamianie liczb a, b, ¢ przez
liczby —a, — b, — ¢, wyrazenie — ac-{-b przechodzi na
—ac — b, a wyrazenie — bc — a na — bc -~ a, skad wniosek,
ze przy tej zmianie znaku spétczynnikéw a, b, c przestawiamy
,kofice“ prostej. Mozna wigc prosta rozbi¢ na dwie péiproste, na
ax by +cz=01ina —ax — by —cz=0, czyli na (a, b, ¢)
i na(—a, —b, —c). Przyczem kazda z tych pétprostych be-
dzie miala tylko jeden ,koniec“. Péiprosta tem si¢ rézni od
prostej, ze posiada oznaczony kierunek (zwrot), przyczem kaz-
demu kierunkowi odpowiada jeden ,koniec*.

Z tego punktu widzenia réwnolegto§¢ dwoch prostych po-
lega na posiadaniu wspdlnego punktu niewlasciwego, czyli
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wspolnego ,korica“. Niech prosta / posiada dwa korice A i B.
- Réwnoleglemi do prostej / przez punkt M, sa dwie proste, i3-
czace punkt M z  koricami“ A i B. Mozna, zreszta, bezposred-
nio sprawdzié, ze warunek wyrazajacy, ze dwie proste (a, b, ¢)
i (a;, by, ¢,) maja wspélny ,koniec“, jest réwnowazny warun-
kowi réwno leglosci |aa, -+ bb, — cc, | =1.

Wezmy teraz pod uwage ,horicykl® Ax-}-By - Cz -

+ D =0, gdzie A? + B*= (C* i zbadajmy, co wyraza to row-
nanie, w przypadku, gdy D =— 0. PrzejdZmy i tu do spdirzed-
nych biegunowych, x =rcos 0, y—=rsin©; polézmy, dalej
A=—Ccosq, B— — Csin ¢; wtedy réwnanie nasze przyj-

/
& fstie AL 5 ? & <
mie ksztalt: cos (60 — ¢) = l/‘ 1+ -3 ktéremu to rownaniu nie

mozna zado$¢ uczyni¢ przy zadnej skoriczonej wartosci r.

Przechodzac zaS do granicy, gdy lim}1 = 0, otrzymujemy

; A
cos (O — ¢) =+ 1, czyli ©® = ¢ + 2kx, cos ©® = cos ¢ — — c
2 : B A 5 :
sin ® = sin ¢ — — C Stad wniosek, ze nasze rownanie AXx -t

By -Cz = 0 nie jest odpowiednikiem Zzadnego punktu
w odlegtosci skoriczonej, lecz moze by¢ uwazane jako odpo-
wiednik pewnego punktu niewlasciwego. Taki punkt niewta-
Sciwy bedziemy oznaczali przez (A, B, C) z warunkiem A®-|-
L BY—C2.

Powstaje wigc pytanie, kiedy prosta (a, b, ¢) przechodzi
przez punkt niewlasciwy (A, B, C), ktéry wigc ma byé ,kofi-
cem” tej prostej. ZnaleZliSmy poprzednio dla prostej (a, b, ¢)
»Kofice“ wyznaczone przez

—ac+b

Zacirh —bc Fa
ol el i

1 Sin (") = -‘521’62 ’

cosithi=
stad widzimy, ze

A=ac — b; B=bc+a; C=a®-+} b?%
a dla 2-go korica

A=ac-+b, B=bc—a, C=a®-+} b,

Odwrotnie, jezeli dane sg A, B i C, i jezeli okreSlimy trzy
liczby a, b, ¢ przez réwnania
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e ALF B s Bi+ A
0 Coad
na zasadzie ktérych a® |- b*=c*--1, to prosta ax by
} ¢z =0, czyli prosta (a, b, ¢) przechodzi przez punkt nie-
wlasciwy (A, B, C) dla kazdego 4; czyli nieskoriczony zbi6r
tréjek liczb (a, b, ¢), wyznaczony przez poprzednie réwnania
na a, b, i ¢, gdy 4 zmienia sig od — ~ do -} ~, daje nam
pek wszystkich prostych o wierzchotku (4, B, C).

PrzejdZzmy teraz do ,horicyklu“ Ax-- By - Cz— u, (1 -+ 0);
odrazu widaé, ze punki niewtasciwy (A, B, C) jest granica
punktéw lezacych na horicyklu Ax |- By | Cz=u, a wigc,
jak zwykle, powiemy, ze horicykl przechodzi przez punkt nie-
wilasciwy (A, B, C).

Niech Ax-+By-+Cz=upu
i Ax--By+ Cz =, (4% 1)

oznaczaja dwa horicykle o wspélnym punkcie niewlasciwym
(A, B, C) i niech ax by - cz=0, oznacza dowolng prosta
peku o wierzchotku (4, B, C). Twierdze, iz odcinek kazdej ta-
kiej prostej, zawarty migdzy punktami jej przecigcia si¢ z jednym
i z drugim horicyklem, jest wielkoscig stala. W rzeczy samej,
poniewaz

C— 7

HMA/‘-TB 4 Bi+A Sety
SC C ) o 73 5 =/,
WiQC bA—_Ba_’ C, ‘lC - Ca e 1))‘ Cb—BC s A’
a z réwnan: Ax + By Cz=u
ax -+ by + cz =0,
wynika, ze Cy = — (ua -+ B2)
Cx=0bu— Az;
poniewaz za$ 22— Xyt =,

wigc (C* —A2*—B?)2* |- 2(Ab — Ba)uz— C* — pu*(a® + b*) =0,
czyli, zwazywszy, ze C* — A* — B? =0, |
mamy 2C‘IIZ e C2 = ‘“‘—’ (/"2 i l).

Tak wiec, spélrzedne punktu M przeciegcia sig prostej (a, 0, ¢)
z horicyklem Ax - By - Cz = u wyznaczone sa przez:

PO S ol Uamel L VR ) _ma+ Bz

20l S e
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Tak samo, punkt M, przeciecia sie tejze prostej (a, b, ¢) z ho-
ricyklem Ax - By -+ Cz = u,, wyznaczone sg przez

L O P A Oy = (a L B,
2C‘u1

Niech d oznacza odleglos¢ tych punktéw przecigcia si¢ M i M,.
Chd=2zz;— X%, — VY1 = _C {(C* — A* — B?) 22, . (Ab — aB)
(2 + wz)) — wpy (A2 4 1)}, bo a® 4 b2 =2%4-1.

9 (2 P
Czyli C®.Chd=Cuz+ Cuzy —up, (A2 +41)= Cﬁ(g#
1

2Chd:‘—@;—%; niech 1, > u > 0; wtedy C >0, a 2Shd —

i S ol %zShd%— Chd =e% czyh d:lg%. Mozna,

oczywiscie, odrzucié warunek u, >y, i wzdr poprzedni pozo-
stanie w mocy, o ile « i 1, sa tego samego znaku, pod wa-
runkiem, ze d oznaczaé bedzie nie liczbe dodatnia ,odlegtosé“,
ale liczbe, odpowiadajaca odcinkowi skierowanemu, liczbg, mo-
gaca by¢ dodatnia i ujemna; wtedy najogdlniejsza postacia po-
przedniego wzoru bytoby

gdzie u, i © moga by¢ juz znakéw réznych.
Zauwazmy na zakoriczenie, ze dwa korice (4, B, C)
i (4,, B,, C,) prostej wyznaczaja najzupelniej te prosta. Niech
(a, b, c) bedzie ta prosta,
wiedy : ac+b =oA ac—b =04
bc—a —oB 1 bc+a =oB,
a® b =0oC a® -+ b:—=oC,,
skad Gene 8 G- B0y b AC,—AC '
BN TEC AR BB RECra Ak B
A C+ AC BCI—}—CBI.
= BE - BC A AC A
Wzory te wyznaczaja potprosta. Przestawiajac korice (4, B, C))
i (A, B,, C), widzimy, ze liczby a, b, ¢ zmieniaja znak, czyli
otrzymujemy druga péiprosta.

/ \z )43
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Stad znéw wniosek, ze trzy punkty niewtasciwe (4,, 3,, C,),
(A,, B, C) i (A;, B;, C;) wyznaczajag tréjkat o trzech wierz-
chotkach w nieskoriczonosci, utworzony przez trzy proste, wza-
jemnie do siebie réwnolegle. W naszej interpretacji sa to ga-
tezie trzech hiperbol, wzajemnie do siebie asymptotyczne.

24, Geometrja analityczna; spéirzedne
prostokatne.

Przyjmijmy jako osie proste (1, 0, 0) i (0, 1, 0); liczby te
spelniajag warunek a® - b6*—c®=1; oprécz tego proste te sa
prostopadte do siebie, bo ktadac a, =1, 6, =0, ¢, =0, a, =0,
by — 1, ¢, = 0, spelniamy warunek prostopadtosci aa, - bb, —
—cc; + 0.

Jako spoétrzedne punktu M (x, y, z2) w tym ukiadzie pro-
stokatnym przyjmiemy liczby § i 7, wyrazajace odleglosci
punktu M od osi, czyli od prostych (1, 0, 0) i (0, 1, 0). Ponie-
waz odlegto§¢ d punktu (x, y, 2) ed prostej (a, b, ¢) wy-
raza si¢ wzorem Shd =—ax -} by -} cz, wiec otrzymujemy tu
dla §i n wzory :

ShE—=x, Shy=y,

przyczem dla jednozunacznosci odwzorowania, przyjmiemy, ze
5 i 1 moga mie¢ wartosci dodatnie, ujemne lub zero.

Spusémy*) z punktu M prostopadte MP i MQ odpowied-
nio na o§ (0, 1, 0) i (1, 0, 0); MP=1un, MQ=E§ W ten spo-
s6b utworzy si¢ czworokat trzyprostokatny MQOPM, gdzie
punkt O oznacza poczatek ukladu spéirzednych. Odcinek OQ
oznaczmy przez o, odcinek OP przez (i, przekatnia OM przez r,
przyczem r bedzie oznaczac odleglos¢ OM i bedzie zawsze > 0,
gdy tymczasem o i u beda mogly mie¢ wartosci dodatnie
i ujemne. Poniewaz dla punktu O, x, =0, y, =0, 2, = 1, wiec
odlegtos¢ r punktéw O i M wyrazi si¢ wzorem Chr—=2zz, —
— XX, — Yy, czyii Chr=2.

Obliczmy teraz wu; dla prostej MP jest a=— + ']"'7‘21 sy
[ i g8

X
b.—:-,O, C=— 4+ — &5 : 22
T 1 a wigc odlegtos¢ « punktu O (0, 0, 1)

*) Czytelnik zechce wykreslié odpowiedni rysunek.
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od tej prostej wyrazi si¢ wzorem Shu—=—ax-by-|cz—
: 4 Sh§ :
— + ————=+4 ——= przyczem znak zalezy od tego, ktdr
z potprostych tej prostej bierzemy pod uwage, czyli zalezy od
zwrotu na prostej. Wybieramy zwrot taki, by u i § byly za-
wsze tego samego znaku, a wiec
Sh§
Sh‘ll — éhv’;;’
czyli odcinek u wyraziliSmy przy pomocy spétrzednych pro-

[

stokatnych & i » punktu M. Latwy rachunek daje nam
Chn
Tak samo obliczymy odcinek OQ czyli . Dla prostej MQ

Ch e ==

mamy b= F a =0, a wigc odleglosc

z Yy
pEe——, (== ot Y ST
Y1+ x2 V14 x2
punktu O (0, 0, 1) od tej prostej wyrazi si¢ wzorem Sho—

hY .
— 4+ —"—— czyli
Y e 4
_ Sty
~ Chg’
przyczem znak obraliSmy tak, by o i  byly zawsze tego sa-
Chr

mego znaku. Dalej ChachE.

Sho

25. Spotrzedne biegunowe punktu M.

Spoétrzednemi biegunowemi punktu M (x, y, z) sa: odle-
glos¢ r punktéw O i M i kat pétprostej OM z osig (czyli pét-
prostg) a=0, b=1, ¢=0. Wiemy juz, ze Chr=2, czyli
Chr = - |/Sh*E - Sh*y - 1; pozostaje do obliczenia kat 6 pét-
prostej OM z osig; dla osi mamy a=0, b=1, ¢=0; dla

y X
I/Zzﬁ.—-rl’ 1 ———VZT———I’ ¢

: X Sh§
a wiegc cosO@=aa, +bb; —cc,= Lo 52

Vé’ IR

péiprostej OM jest a, — =10,

3'
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o BRE eis ORY
a stad cos O—SF’ sin ()__~Sh—r,

gdyz sin © i n musza mie¢ ten sam znak.

26. Trojkat prostokatny.

Na zasadzie poprzednich wynikéw mozemy z latwoscia
otrzymac szereg innych zaleznoSci miedzy wielkoSciami &, 7,
05k, 11 heps

Tak naprzyklad

oo SRE o ShuCln - She Chr
Rl S T s O
Shy

Albo tez ze wzoréw na sin @ i cos © olrzymujemy tg 6 — ShE’
:
czyli Sh&= Shy colg 0;
Shé  Sh cotg ©

da]e] Sh‘ll == C‘hﬁ = —‘C,—h:')—“ =l (/18 Cotg o.

Mozemy z tych zaleznosci skorzystac, by znalez¢ zwigzki
miedzy elementami w trdjkacie prostokatnym ABC, gdzie kat
prosty jest A, przeciwprostokatna BC = a, przyprostokatne AC
i AB sa réwne b i c. Poprzednio mieliSmy do czynienia z tréj-
katem prostokatnym MOP, przyczem przy utozsamieniu tego
tréjkata PMO z tréjkatem ABC, przyjmujemy, ze x >0, y >0,
czyli, ze §>0, n>0. Wtedy a=r, b=y, c=1n, a kat C
réwna si¢ katowi ©. Wypiszmy te z pomiedzy poprzednio zna-
lezionych zaleznosci, w ktérych wchodza jedynie wielkosSci
rmrn 18,98 10

Chr.— Chu = Chn;

Shn—=:Sht : sin'®,
cos O— The. Cthr,

Shu = Thn . cotg 0.

Zmieniajagc znakowania, olrzymujemy dla /\ ABC:

Cha — Chb=: Che,

Shc = Sha . sin C,
cos €= Thb. Clha,

Shb = Thc. cotg C.

Ze wzordw, zawierajgcych kat C otrzymujemy wzory, za-
wierajace kat B na mocy symetrji.
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Tak wigc mamy nastgpujgce wzory:

Shb — Sha sin B—=cotgC . Thc;

Shec— .Sha sin C=cotg B.. Thb,
coS'B=—Chb . sin'C—=""Ctha . Thc;
cos C= Chc .sin B= Ctha. Thb;

Cha= Chb. Chc= cotg B . cotg C;

te ostatnia réwnos§é otrzymujemy, mnozac stronami réwnosci
Shb =cotg C. Thc i Shc = cotg B . Thb.

Funkcje sg hiperboliczne wzglgdem bokdw, a trygonometryczne
wzgledem katéw.

Wszystkie powyzsze wzory mozna objac¢ jednem prawi-
diem mnemotechnicznem w nastepujacy sposdb: rysujemy pie-
ciobok i boki oznaczamy kolejno przez a, B, (¢), (b), C; na-
stepnie mamy prawidio: cosinus kazdego wyrazu (hiperbo-
liczny, jezeli ten wyraz jest bokiem, trygonometryczny, jezeli
jest katem) w pigcioboku jest réwny iloczynowi sinuséw wy=-
razow przeciwlegtych, lub tez cotangenséw dwéch wyrazow
przylegtych, przyczem elementy (c¢) i (b) graja osobna rolg,
gdyz w stosunku do nich nalezy funkcje z wystowionego pra-
widla zastgpié przez odpowiednia kofunkcje, t. j. zamiast np.
Sh od (¢) nalezy wziaé Chc, zamiast Cth od (c) nalezy wziac
The i tak samo z (b).

27. Trojkat dowolny.

Poniewaz ruch nie zmienia ani katéw, ani dlugosci bo-~
kéw, mozna przypuscié, iz jeden z wierzchotkdw naszego tréj-
kata jest w poczatku ukltadu spéirzednych O, dwa inne wierz-
chotki sa M, (x,, ¥, ) i My (x5, ¥, 2). Jezeli M;M; ozna-
cza odleglos¢ punktéw M, i M,, to, jak wiemy, CAM,M, —
=212, — X, Xs — )1 Ye; lecz 2, =ChOM,, 2, = ChOM;, gdzie
OM, oznacza odlegtosé punktu O od punktu M;, czyli diugosé
boku OM, tréjkata; tak samo OM;, oznacza diugos¢ boku OM,
tegoz tréjkata. Niech ¢ oznacza kat migdzy OM, i OM,; w ta-

kim razie cos ¢ —a,a, + b,b, — c,¢,, gdzie a1=——-}{1 )
j22 - 1
X
b, = ‘_71__’ ¢ =0; a;=— y2'"” by = *3‘72*, ¢, = 0.
Jz3—1 Yei—1 Vz2—1
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X, Xs + Wi Ye e
Wobec tego cos ¢ = 18V A, s Jecz [z =1 —ShOM,;
g ¥ ]/72%—1.1/23—*1 V2 1

Vz: —1=ShOM,, czyli x,x, +y,y, — ShOM, . ShOM, . cos ¢
i ostatecznie CAM,M,— ChOM, . ChOM, — ShOM, . ShOM, cos ¢.

Przenoszac ten wzér na tréjkat o wierzchotkach A, B, C
i o bokach przeciwlegtych a, b, ¢, otrzymujemy wzory: :

Cha= Chc Chb— Shb . Shc . cos A,
Chb= Cha Chc— Sha Shc. cos B,
Chc = Cha . Chb — Sha . Shb . cos C.

Nowe wzory na zaleznosci migdzy elementami w tréjkacie
olrzymamy, prowadzac w tréjkacie ABC wysokos¢ BD, gdzie
BD | AC. Otrzymamy dwa tréjkaty prostokgine ABD i BDC;
zastosujmy wzor, wyrazajacy zwigzek migdzy przeciwprostokatna,
przyprostokatng i katem przeciwleglym; otrzymamy z /\ BDC:
ShBD — Sha .sinC, a z /\ BDA: ShBD = Shc . sin A, czyli

Sha  Shb  Shc
ShAT ShB - SAC

Wréémy znowu do naszego tréjkata OM,M,, i niech 6,
1 r; oznaczaja spéirzedne biegunowe punktu M,, a 6, i r, —
punktu M;; mamy x, = Sh§ = Shr, cos 6,, y, = Shn, = Shr,
sin O, ‘tak’ 'samo. X, — Skr, cos 0., — SAr;SIni®, . ‘A Wiee
X, Yo — V3 Xg = Shry Shr, sin (0, — 0,) = Shr, . Shr, . sin ¢, przy-
tem tutaj kat ¢ miedzy OM, i OM, moze by¢ dodatni albo
ujemny.

Ostatecznie wiec

X Vo' XsWsi="Shr, . Shr; . sin @.

Przejdimy teraz do dowolnie polozonego tréjkata ABC
i niech x;, »;, 2, odpowiadaja punktowi 4 i tak samo B
(X25 Y25 2) 1 C (%5, Y5, 23).

Utwérzmy wyznacznik

\
i X &

Gt 0 S | e
Xy Vs 2y

tatwo sprawdzi¢, ze warto$¢ wyznacznika /\ jest niezmiennikiem
grupy ruchu, gdyz jezeli wykonamy odpowiednie podstawienie:
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Xy = A, X + @, Vi + 25,

J’k . ‘le;‘. + Bzyk + ﬂszln

Bpiy== AI’] x;: —{‘ ;’gyk + ‘:’3 Zry
gdzie k= 1,2,3, a (X}, Vi, 2) oznacza punkt, ktéry powstat
z punktu (x,, Y., ) przez ruch, to

ia1 a a‘ \X; y1 zl \x yl z;i
A—lg B Bl % ¥ Zl=l% ¥ 4l
AR T s A zq ‘x; Y%

a (1,2

1
gdyz 3, 8, ﬂ.-; =i
Vi Yo ‘/3*

<

Gdy punkt C jest w poczatku ukladu spéirzednych, to
x,=0, ,=0, z=1 i A\ =x,y,— x,y, = Shr,Shr,cos 9. Po-
niewaz r, i r, jako diugosci odcinkdw, a ¢ jako kat sa takze
niezmiennikami grupy ruchu, wiec
A\ = Shb . Shc . sin A= Shc . Sha . sin B = Sha . Shb.sin C =

— Sha . Shh, = Shb . Shh, = Shc . Shh,,
gdzie #,, h,, h. sg trzema wysokosciami tréjkata ABC.

Wzory z wysokoscia #,, ,, h. wynikaja stad, ze odlegios¢ o
punktu O od prostej M, M, w tréjkgcie OM, M, wyraza si¢ wzorem:

Sho == i el
l‘ (szz T e yly'l)z i

28. Uwagi rozmaite.

Godnym uwagi jest fakt nastepujacy. Przekszialcenia grupy
ruchu wigcej symetrja wyczerpuja w naszej geometrji wszyst-
kie przeksztalcenia, zmieniajace prosta na prosta, bo te prze-
ksztalcenia byly najogélniejszemi przeksztalceniami linjowemi
nad trzema zmiennemi x, y, 2, przy kiérych wartos¢ wyraze-
nia 22 — x? — y?® pozostaje bez zmiany *). Tymczasem rzecz si¢

*) My$my znaleZli, ze wsp6iczynniki ap, Br, 72, R=1,2,3 tego prze-
ksztalcenia musza zado$¢ czyni¢ pewnym warunkom, z ktérych wynika, ze
wyznacznik :

l Qs Do My =
| Gy ,3) 72 ‘ e
! a By vy

V7 4  C \ ¥
{’( <\ RaBe =
7 http://rcin.ogg.pl g cHRONEL . &
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ma zupetnie inaczej w geometrji euklidesowej, gdyz oprécz
przeksztalcei grupy ruchu mamy w geometrji euklidesowe;j
przeksztalcenia homograficzne (kollineacje), posiadajgce t¢ sama
wlasnosé, mianowicie, ze prosta przeksztaicaja na prosta. I nie
mozna tego faktu zmieni¢ przez wprowadzenie innych nowych
utworéw jako proste, oprécz tych, ktéreSmy wprowadzili, bez
naruszenia aksjomatu, ze przez dwa punkty przechodzi jedna
tylko prosta.

W geometrji euklidesowej prosta zmienia na prosta, poza
ruchem, naprzyklad jeszcze podobieristwo. W geometrji hiper-
bolicznej (Lobaczewskiego), jak tatwo widzie¢, podobierisiwa
niema. By si¢ o tem przekonaé, wystarczy przypomnie¢ sobie
wzér Cha = cotg B . cotg C, kitéry w tréjkacie prostokatnym
ABC wyznacza przeciwprostokatna @ w zaleznoSci od katéw
B i C tego tréjkata. Oczywiscie, fakt taki stoi w sprzecznosci
z istnieniem podobierstwa.

Mogliby$my i dla tréjkata jakiegokolwiek otrzymaé wzor,
wyrazajacy boki a, b, ¢ w zaleznosci od trzech katéw A, B, C,
ale poprzestaniemy na tem, zaniechawszy dalszych rozwazan
w tym kierunku, gdyz osiagnigte juz podstawowe wyniki pozwa-
laja z tatwosciag rozwigzaé caly szereg zagadnieri z dziedziny
geometrji f.obaczewskiego, pokrewnych zagadnieniom elemen-
tarnej geometrj i euklidesowej. Dla przyktadu udowodnimy tutaj,
ze trzy wysokosci tréjkata przecinaja si¢ w jednym punkcie,
(ktéry ewentualnie bedzie niewtasciwym lub idealnym), t. j.,
ze trzy wysokosSci trdjkata tworza pek pierwszego, drugiego
lub trzeciego rodzaju.

Niech A (xﬂ Vi z1)’ B (xz’ Vas 22) i C(x:ﬂ Vs 23) oznaczajq
trzy wierzchotki tréjkata ABC; wysokosci tréjkata sa prostemi
(al, b1’ C1)9 (a27 bzy cz) i (03, bxl C:;) gdZie ai: ;'i (yizi_ziyi)/
by =4, (2p X, — X Z]);s €= I fac Yo == 9K, - gdzie i ==1,.2, 33
Jyy Moy %, sa spolczynnikami proporcjonalnosci, a X,, Y, Z,
oznaczajga minory, nalezgce odpowiednio do elementéw x;, y;, 2;
w wyznaczniku

E X Yo %

| Xy Yy 2

x37 y3’ ZS

Jezeli warto$¢ wyznacznika jest | 1, to odpowiednie przeksztalcenia stanowia

grupe ruchu. Jezeli tego ograniczenia nie wprowadzimy, to mamy grupe ruchu
rozszerzong przez symetrije.
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W takim razie:

| a, b ¢ | P2 =Y, 2 X =l Y Ay X 1‘
ra, b, € | =y Ayl Z zY._zX xZ xY P,X, =0,
_\a;.'b.o.c1 —2,Y, 2X,—x,Z, x,Y V. X,

bo w ostatnim wyznaczmku sumy elementéw tej samej ko-
lumny réwnaja si¢ zeru, np. ¥,.Z, —2,Y, +¥,Z,— 2,Y,+y,Z,—
— ya T ylzl +y222 _i_ y:;Zx g (21 Yx + 2, yz + zzy:;) =0, gdyz
yIZX +y222 +y:eZ:x =0it p.

55

il

Lecz

>
N

S

OO

@

5]

a
a
| a,

€. 0.0

\
\
wyraza wiasnie, ze wysokoém (al, b e ke, by o) 1:4d B, C)
tworza pek prostych.

@
e

29. Teorja ré6wnoleglosci.

Wréémy do naszego czworokata trzyprostokatnego OPMQ,
utworzonego przez osie (0, 1, 0) i (1, 0, 0) i dwie prostopadie
MP i MQ spuszczone z punktu M (x, y, 2) przy x >0, y >0
na te osie; pdtprosta PM jest pétprosta (a,, b, ¢), przyczem

a’:—l/_)ﬂi—kwf b, =0, CIZVT:C;I; pétprosta QM jest to:
a, =10, b= sz R Cz:l/xgél—_l; a wiec kat vy, jakie tworza

potproste MP i M Q jest wyznaczony przez wzor:

xy __ Sh&. Shy
Vx*+1.Vy2+1 ChE. Chy
czyli cos w = Th& . Thy < 1, przyczem cos vy - 0.

Tak wigc w czworokacie o trzech katach prostych, czwarty
kat  nie jest prosty, lecz zalezy od diugosci § i » dwéch bo-
kow czworokata, obejmujacych czyli tworzacych kat, jak to
wskazuje wzor:

cos y =a,a,+ b,b,—c,c,=

cos y = ThE . Thy.

Suma wigc katéw w czworokacie nie rdwna sig¢ czterem
katom prostym, lecz jest mniejsza; tak samo suma katow
w tréjkacie jest mniejsza od dwéch katéw prostych.

Odlegtosci PM i QM punktu M od osi, czyli § i 7 tworza
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spéirzedne prostokatne w geometrji }.obaczewskiego. Prosto-
padte te odcinaja odcinki OP= 1 i OQ =0 na osiach. W geo~
metrji euklidesowej byloby OP = QM, O0Q = PM, czyli by-
toby §=u, n=o0. Tu, oczywiscie, to nie zachodzi, bo np.

Sh /8
Sho = ShE'

Stad wynika, ze zamiast spéirzednych S i 1 mozna uzy-
waé spoélrzedne w i 7. Wtedy przejscie od x, y, 2 do © i n wy-
raza si¢ wzorami znalezionemi poprzednio

Xi==Chn - 8hity =Shntz = Cliw, Chn.

Te to spéirzedne zastosujemy teraz do badania linij réw-
nolegtych.

Dzigki grupie ruchu nie zmniejszamy ogdlnosci badania,
zakladajac, ze jedna z naszych prostych jest osia (0, 1, 0),
a punkt M, przez ktéry przechodzi druga réwnolegta jest na osi
(1, 0, 0). Niech odcinek MO = p.

Niech (a, b, c¢) oznacza nasza rownolegta do osi (0, 1, 0);
wtedy a,=0, b,=1, ¢,=0 i warunek réwnolegtosci: aa, |
+ bbb, —cc,=cos o=+ 1, przy ¢ =0 lub m. Warlo§é¢ |1
odpowiada przypadkowi, gdy nasza pélprosta rownolegia i os
maja ten sam ,koniec“, a wigc ten sam zwrot czyli kierunek;
warto§¢ — 1 odpowiada przypadkowi, gdy nasza pdlprosta ma
ten sam ,koniec“, co o§ (0, — 1, 0), lezaca na tej samej pro-
stej, co os (0, 1, 0), ale o zwrocie (kierunku) przeciwnym.

Poniewaz a, =0, b,=1, c¢,—0, warunek réwnolegiosci
daje 6=1 lub b=—1, a warunek a®>-+ b>—c*=1, daje
a’=c? czyli a= + ¢. Mamy wiec réwnanie prostej réwno-
leglej w postaci ax + y + az =0, czyli poprostu y —=a.(z + x)
przy a dowolnem. Wprowadzajac spéirzedne w i », mamy

Shn = a (Chu Chn + ShuShn) = aChn (Chu + Shu),
czyli: Thy = ae*";

gdy u =10, to »= p, wiec réwnania dwéch réwnoleglych, prze-
chodzacych przez punkt M beda
1) Tl = Thpis exs
2) Thy=Thp.e".
Gdy u — - oo, to w pierwszym przypadku » — 0, a w dru-
gim 7}—>+®, ]ezell p>0, lub do — oo, ]ezeh p <. 0. Gdy
u—> — oo, jest odwrotnie.
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Wracajac do spéirzednych x, y, 2 mozemy réwnania na-
szych réwnolegtych napisaé w postaci

Thp .x—y-+Thp.z=0
i Thp.x+y—Thp.z2=0;

zmieniajac w tych réwnaniach wszystkie znaki na odwrotne,
mielibySmy te same proste, ale péiproste bylyby inne. Jaki
kat tworza napisane pétproste z osig (1, 0, 0)?

Na zasadzie wzoru cos ¢ — aa, | bb, — cc,, mamy cos ¢ =
— Thp; dla pétprostych przeciwnych byloby, jak nalezalo ocze-
kiwad, cos ¢ = — Thp.

Nie zmniejszajac ogélnosci, mozemy zalozyé¢, ze p >0,
kat @ wyznaczony przez cos ¢ = Thp jest ostry. Ten kat ¢
miedzy prosta / i prostopadia, spuszczong z dowolnego punktu M
prostej / na réwnolegla do prostej ! (tu na os), zalezy tylko
od diugosci tej prostopadiej p i oznacza si¢ przez = (p). Tak
e cos 7w (p) = Thp,

stad sina (p)— ?,'}z—p

ctg @ (p) = Shp.

Z tych wzoréw widzimy, ze kat ten 7 (p) zmierza do zera,
gdy p — oo, a dazy do kata prostego, gdy p — 0. Zaleznos¢ ta
miedzy katem v (p), a odlegloscia p, jest zasadnicza w geo-
metrji f.obaczewskiego.

Prosta (a, b, ¢) przecina os (1, 0, 0) tylko wtedy, gdy
'a| <1 i kat utworzony z ta osig jest arcosa dla péiprostej
(a, b, c), a w — arcos a dla pétprostej (—a, — b, —¢). Tak
samo prosta (a, b, ¢) przecina os (0, 1, 0) wtedy i tylko wtedy,
gdy |b|<1; przypadek, gdy a= + 1 odpowiada réwno-
legtosci do osi (1, 0, 0), a b= + | wyraza réwnolegtos¢ do
osi (0, 1, 0).

Stad wniosek, ze proste

ex + 6y + 82 =0,

gdzie ¢, ¢, i ¢ oznaczaja -1 albo —1 sa réwnaniami pro-
stych, réwnolegtych jednoczesnie do obu osi; mamy 8 mozli-
wych przypadkéw czyli 8 pélprostych, ale tylko 4 rézne réw-
nania, t. j. tylko cztery rézne proste, mianowicie 4 proste, ta-
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czace 4 ,korice“ tych osi. Przechodzac do spétrzednych u i 7,
réwnania te przyjmuja ksztalt

Th’f] = + e_—__é—,u.

Gdy w Thnp=e", u—>—o0, to n—0, n>0; gdy u— 0°
to 17—+ oo; © nie moze tu by¢ wigksze od zera. Prosta
Thyn = e" przebiega catkowicie w drugiej ¢wiartce u < 0, n > 0.
Do kazdej wigc z czterech cwiartek przynalezy jedna z czte-
rech naszych prostych.

30. Réwnanie hipercyklu, horicyklu i kota.

Hipercykl jest miejscem geometrycznem punkiéw jedna-
kowo odleglych od prostej. Réwnanie hipercyklu przyjmuje
postaé¢ najprostsza, gdy ta prosta jest jedna z osi, np. (0, 1, 0).
Wiedy réwnanie przyjmuje, oczywiscie, posta¢ n =41, gdzie 4
jest stala odlegloscia punkidw miejsca geometrycznego.

Dla celéw, zwigzanych z pdZniejszemi rozwazaniami, ob-
liczmy diugos¢ cigciwy o hipercyklu 7 = 4, laczacej dwa do-
wolne punkty tej krzywej M, i M, o spétrzednych, odpowiednio,
o im,=~42iwuin =~xa Wtedy dla M, mamy

x, = Shy, Ch/.

¥, = Shi

2 ="Chi Chus
a dla punktu M,

X, =Chi . Shy,
¥, =Shi
2, = Chi’ Chy,
Cho =22, — — .Y, = Ch®*i Ch (u, — p,) — Sh*4;

Sh2 v(C/zé 1):C/zus;z2£‘z—;i,

0 S \
skad Shé— — ChaShter 2~»

PrzejdZmy teraz do horicyklu.

Réwnanie Ax - By - Cz = D, gdzie A® - B* = C?, przed-
stawia, jak wiemy horicykl. Jezeli przechodzi przez poczatek,
t..j. przez punkt x=0, =0, 2=1, 1o

C=D.
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Jezeli horicykl ma przechodzi¢ przez jeden z punktéw
w nieskoriczonosci, czyli ,koricow® osi (0, 1, 0), to 6=0
i a= + ¢, skad réwnanie przybiera postac

2o ==r1:
czyli ChuChn + Chy . Shu =1, Chn.ext =1
i ostatecznie @hn=—=et ub Chyi— e=4;

przyczem dla pierwszej krzywej zawsze u > 0, a dla drugiej
p<0, bo Chn>1.
Tak wigc prosta postacia réwnania horicyklu jest réwnanie

Chy = e*".

Rozpatrzmy wreszcie trzeci przypadek: kolo. Réwnanie
Ax + By + Cz= D, gdzie C* > A* - B® przedstawia kolo; tak
wigc z = d jest réwnaniem pewnego kota. Zaraz zobaczymy,
ze jest to koto o sSrodku w punkcie poczatkowym ukiadu
i o promieniu A, czynigcym zado$§¢ warunkowi ChZl—d.
W rzeczy samej, jezeli odleglo§¢ punktu (x, y, z) od punktu
(0, 0, 1) stale rowna sig¢ 4, to

Chi =2z, — xX, — YV,
gdzie %= 0, 3, =021,
a wiec F—1Chh—d.

Jezeli teraz przejdziemy do spdirzednych prostokatnych
@ i n, to réwnanie przyjmie postaé

Chyn ..Chu = Chi;

to jest rownanie kota w najprostszej postaci.

31. Dtugosé tuku.
Jezeli As oznacza dilugosé cieciwy, laczacej dwa punkty
(x, 3, 2) i (x+4x, y+4y, 2+ 42), to
Chds =2z (2 +47) — x (x4 4x) — y (y + 4y),

czyli zjz—x;lx—ydy:ChAs——l:2.8/12%‘5-

Poniewaz 22=x* 4241,
wigc (24422 =(x+ 4%+ (y+ 4y 11,
czyli 224z + Az2 =2xAx + 2yAy 4 Ax* + Ay?,
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a wigc 24z—xAx —yAdy=43{A4x2{Ay*— A2},

czyli 4Sh2:/12j = Ax? 1+ Ay? — A2® = As® |- wyrazy rzgdéw wyz-
szych.

Stad, przechodzac do rézniczek, mamy

ds* = dx® | dy* —dz?,

gdzie ds oznacza rézniczke luku.

Przez zmiang zmiennych mozemy z latwoscig otrzymac
wzér na ds we spéirzednych prostokatnych w i 7.

Mianowicie:

x=ChnShu, y= Shy, - 2= ChuChy,
dx = ChnyChudp + ShyShudy
dy = Chndny; dz=ShuChndu -+ ChuShndy
dx® -+ dy* — dz? = Ch*ndu® + dn?,

skad " dst = Ch®y . du® -+ dn*

Mozemy wreszcie wyrazi¢ ds przy pomocy spéirzednych
biegunowych (r, 0).

x — She-—L=Shreos
y=Shy =Shrsin®, - 2= Chr
dx = — Shrsin ®d0O - Chr cos O dr;
dy = Shrcos ©dO -+ Chrsin ©dr; dz= Shrdr
dxt -} dy* — dz2*=dr*— Sit*r ., dv?,

czyli ds®=dr® -+ Shr . d6-.

Dla przykiadu obliczmy diugos$¢ okregu kota:
wtedy r=CGonstsar — 0

dst==Sh’riSdO; "ds == Shrido

6

s — Shr{d6& = Shr (6, — 6,) dla tuku kota.

Ch
Diugos¢ okregu kota o promieniu r, réwna si¢ wigc
Si— 2moLr,

Obliczmy teraz dtugos$¢ tuku hipercyklu.
Réwnanie hipercyklu

) = A =="slala; dn=10
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ds? = Chn*du® -+ dn? = Ch*idu?
ds —Chi . du

S—=Ch} \ dw=(u,— u,) . Chi;
jest to dlugos¢ tukn miedzy dwoma punktami M, i M,, ktérych
spélrzedne sa u, i n,=4 i w, i n,=4. Liczba . jest pa-
rametrem statym, charakteryzujagcym krzywa, a u, — u, jest
odlegtoscig rzutéw punktéw korcowych M, i M, luku na o$
hipercyklu.
Luk horicyklu.

Réwnanie horicyklu Chy—e";
ds® == Ch®*ndu® + dn?;
lecz @ Shndn = etdu— Chndw;: Ch3ndu? = Sh*ndnt;
stad ds? = Sh*ndn®+ dn® = Ch®y . dn2.
ds — Chndny
e
s =\ Chydn = Shn, — Shy,.
m
32. Mierzenie pdl.

Zaczniemy od stwierdzenia nastgpujgcego faktu: wyrazenie

JE;X jest niezmiennikiem grupy ruchu.

W rzeczy samej, grupa ruchu jest okreslona przez
przeksztalcenie, podporzadkowujgce punktowi (x, y, 2) punkt
(x5 My 7))

X = o, X, + a,y, + a;z,,
Vs ﬂlxl + ﬂ‘_’yl + :Bazn
S0 X1 + 132 + Y3215

ghrie  ny—an—PR=0 | B—H—c=
7’;’;’:; b 13263_ aza’:-}: 0 1 (‘Lf:: i 13:: oy 7':: =1

B gt ) i T e e
(6 ¢ o BBy — 4,6,==07. | ol B3 7 1
i | ¢ A }
J @, ﬂ: Vs | =1
| Gy 433 7s |

Niech do — dxdy; do, = dx,dy,.

o
~
</

~
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do = Ado,, gdzie A jest wyznacznikiem:

o s | +a idc a, +a
e ax,. oy 10, 36y
oy el | o e
lé_x_l ay | ‘131+133ax1 132+4336y !
#\a‘azt,%iatasl{_dziaa|,az PR ihes 6
1‘31 ‘.’l—r_ yll 133! 6x 'lB%A‘Z ax ayl 183 13'5
MRS, i s ﬁ- 22_1_—_}}_!-
lecz z2—x:—y:=1, skad c)x 20 2
7 YL y_l l ﬂ :}’1 1T/2y1+7321:i.
stad A—/3+2172T zly1 2, ; 219
2o 2 i dowido
i _":—' —_— _ —:—1
sEv 2o % 0 %
vl dxdy  dx, .dy,
2 Z

co irzeba bylo udowodnié.
Niech S oznacza obszar na plaszczyZnie x, y. Powiadam,

ze calka g\ ﬁgﬂ wyraza pole P obszaru S.

v

S
Wynika to stad, iz:
1. Jezeli S i U sa dwoma figurami przystajagcemi w zna-
czeniu geometrji hiperbolicznej (t. j. na mocy przeksztalcer
grupy ruchu), to

Sgsdxzdy i \g dxzdy ,

2. Addytywnos$é. Jezeli obszar S jest suma dwéch obsza-
réow S,1S,,t j. S=S8,+3S8,, to |

ﬂmw “M@+Sx@

Si Se

3. Jezeli obszary S i U sa réwne przez rozklad na figury
przystajace (zawsze w znaczeniu geometrji hiperbolicznej), to
takze

e =l
s U
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W rzeczy same;j:

SLgLgL sty iy iy

Dalej SS dxzdy = SS dxzdy ,dlan=12,...n

i Ui

Tymczasem (addytywnosc)

SS dxzdy g S dxdy i S \S dxxdy :

s s, s By

[ae-fer oo
Stad “ dxzdy 23 SS dxzdy ;

4. SS dxzdy :SS dxzdy i w tym przypadku, gdy S i U sa
U

rowne przez wyczerpywanie t. j. rozklad na przeliczalng (nie-
skoriczong) liczbe czesci wzajem przystajacych.

To samo rozumowanie, co poprzednio, wigcej przejscie do
granicy dla n — oo; zamiast sum skoriczonej liczby wyrazéw,
szeregi zbiezne o wyrazach dodatnich.

5. Jezeli obszar S miesci si¢ catkowicie na plaszczyZnie
zmiennej x, y, wewnatrz kwadratu o boku 4 -0,

SS dxzdy <

&
ho iz >il;

( dxd
Zauwazymy przytem, ze SS it/

‘&S

datnia.
Do kazdego wigc obszaru S przyporzadkujemy w ten spo-

s6b pewna liczbg P-—:SS dxzdy , posiadajagcg wlasnosci pola.

S
Kazdy inny zbiér liczb podporzadkowany obszarom S, spel-
niajacy te same warunki, musialby by¢ zbiorem liczb dajmy
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na to Q, proporcjonalnych do P, bo z wlasnosci 1, 3 i 49
wynika, ze liczby Q musialyby by¢ funkcjami, jednowarto-
$ciowemi liczb P, a z wlasnosci 2 i 5* wynika, ze ta zalez-
no$é funkcyjna jest zaleznosScia linjowg typu Q=4Fk. P. ;
Poniewaz warto$é spéiczynnika proporcjonalnosci k zalezy
od jednostek dlugosci i pola, mozna zawsze przyjac k= 1.

Pole we spoélrzednych biegunowych.
x=—'Shr.cos 6, y=—=_8hrsin:6;. 2—=Chr.

‘ ox 0x
R GO e
A
| or 00 |
dg, [ AaE4D o b e
PR TS :
o p:\\éf?,‘%dy —\| surarae.
.-s "S!

Pole we spéirzednych prostokatnych: w i 5.
x=ShuChn; y=Shn; z= ChuChy.

f’x dy
7 Pk ()‘ll d(( b g
i ax oy = (ChwChn.
Ly oy |
dxdy  Adudy .
gk ChuCh, = Chndu . dy;
a wiec \\ dxzdy \\ Chy . dudy.
S L

Zastosujmy, dla przykladu, te wzory do obliczenia pdl
pewnych najprostszych figur.

1. Pole hipercyklu.

Niech S oznacza obszar, ograniczony brzegiem, utworzo-
nym przez tuk M M, hipercyklu n — 4 — stala, przez os i dwie
prostopadte, spuszczone z punktéw M, i M, na o§ 7 = 0. Niech
@, i m, = A oznaczajg spéirzedne punktu M‘, a u,in,=4ozna-
czaja spélirzedne punktu M,. Pole
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1 y)

Pi— \\ Chndndu — \;1/4 \ Chndny = Shi . (1, — n,),

s 1 0
gdzie u, — u, oznacza rzut luku M, M, na oS.

2. Pole horicyklu.

Niech S oznacza obszar, ograniczony brzegiem, utworzo-
nym przez tuk OM horicyklu Chn=e", (gdzie spéirzedne
punktu O sa u=o0, 1 =o0; a spélrzedne punktu M sg u i 7),
przez o§ 1 — o i prostopadla, spuszczona z punkiu M na oS.

" arg Chu "

Di— \\ Chydudny = \ du \ Chndny = \]/e?«” — 1du=s— RArctgs,
: d.S ‘o ':) “o

gdzie s — Shn = dlugosci tuku OM horicyklu, a Arctg s ozna-

cza galaz gldwna funkcji arctg s, kidra dla s = o réwna si¢ zeru.

3. Pole kota: r — stala.

62 it
P \\ Shrd6 dr = d(-)S Shrdr — {Chr — 1} (6, — 6));
i "‘HI 0

wzOr ten wyraza pole wycinka kota. Pole catego kota jest
P=2q {Chr — 1} :4x$h=§_.

4. Pole trijkata.

A) Tréjkat prostokatny asymptotyczny t. j. z jednym ka-
tem réwnym zeru. Taki tréjkat jest utworzony przez os 1 =—o,
przez rdownolegla do osi, przechodzaca przez punkt M i przez
prostopadly, spuszczong z punktu M réwnoleglej na os. Od-
leglo§¢é punktu M od osi oznaczmy, jak poprzednio, przez p,
wiedy kat ¢ — w(p), ktéra tworzy prostopadia do osi z r6wno-
legla, jest okreSlony, jak wiemy, przez wzér cos ¢ = Thp,
a réwnanie réwnoleglej jest 7hy = Thp .e—"; p > o.

Oznaczmy przez S obszar naszego tréjkata asympiotycz-
nego; wtedy jego pole P wyrazi si¢ nastgpujaca catka:

e \\ Chndndu — \Pd/.(, s Chndn = \‘ Shy

Jo

du,

o o ]

o
gdzie o= Arg Th {Thpe—t}, t. j. Tha=Thp .e—*;
4*
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: “ Thp . e—"du [ w
awigcP=\|——————=|Arccos(Thpe=#)| =5 —
. Sl/l — Th2pe —2* Cane) 2

— RArccos (Thp) = % — =0 — {— + ¢ -+ o’ = defekt 0,

gdzie defekt 0 oznacza 7~ mniej suma katéw tréjkata.
To si¢ si¢ stosuje i do tréjkata prostokatnego z dwoma
katami réwnemi o; wtedy, gdy p — oo, kat ¢ — 0, i pole zmie-
JU

rza do T ke (%—Q—O—kO) — defekt.

B) Obliczmy teraz pole czworokata trzyprostokatnego.
Obszar S w tym przypadku jest ograniczony brzegiem, utwo-
rzonym przez dwie osie =0 i 7 = 0, nastepnie przez dwie
prostopadie MP i MQ, spuszczone z punktu M na osie. Diu-

gos¢ odcinka MQ jest &, zgodnie z naszemi poprzedniemi zna-
kowaniami (patrz 1. 24), prostopadia zas§ MP réwna si¢ 7. Diu- |
gos¢ odcinka OQ oznaczmy przez p, p > 0. Jezeli ax | by | |

~++cz2=0 oznacza prosta MQ, to z prostopadlosci prostych
(a, b, ¢) i (1, 0, 0), wynika a = 0; spéirzedne punktu Q sa
x=0, y=Shp, z= Chp. Spétczynniki b i ¢ musza by¢ tak
dobrane, by 5 = ¢ 1iby bShp -+ cChp = 0; skad b = Chp,
c¢=— Shp i réwnanie prostej QM jest
Chp .y — Shp . 2=0;

przechodzagc do spétrzednych prostokatnych 7 i u, podsta-
wiamy y = Shw, z = Chn Chu, czyli r6wnanie przybiera ksztatt

Thy = ThpChu.

Pole czworokata irzyprostokatnego MPOQ:

" 7 %

— “ Chyndydu — \ dus Chnydy = S Shadu,
g J

gdzie oa=arg Th(ThpChpu),
czyli Tha = Thp . Chu;
f
a wiec P=\-- Thp ,Ch,”qﬂ Lo ctg Thp Shy
V1 — Th*pCh2u V1 — ThepCh?u
i YT ThpShy
V1 — ThpChiu’
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Deeywistic. ThpChu< 1, czyll Chis< —=.. ho Thp . Chii—
p Thp

==l r):< 1; gdy n—>o0, to uw—u, przyczem Chu,—
B 7, 55
T Thp

Oznaczmy, jak poprzednio, przez vy kat przy wierzchotku M

w czworokacie tréjprostokatnym MPO Q. WidzieliSmy poprzed-
nio (. 29), ze cos w = ThEThn — ThEThp Chu; lecz Sh:—

=—.Cthp.

— ShuChn, Ch§— (patrzl 24, gdzie 0 =p); stad Thé =

__Sh uShp Shu Shp
Thy — ThpChu
— ThuChpThp Chu — ShuShp;  siny=1)1— Sh*uSh*p —

YCh*p — Sh2p — Sh*p (Ch*u—1)= Chp . |1 — Th*pCh*u. R wiec

— Thiio Chp;  cos y=ThcThpChu —

cotg y — ]/ls—hl;‘h’;hc{) o . ZnalezliSmy poprzednio dla pola P
naszego czworokata:
P— Rrclo Hbohy

V1 — ThpCh?y’

teraz mozemy napisaé: P = Arctg (cotg ) = % — Yy =2mw—

3 7 A 7 : P
—Ex—qp_2n—<?+?—{—7+w>, t. j. pole P rowna

si¢ 27 mniej suma katéw naszego czworoboku.

C) Tréjkat prostokatny.

Niech ABC bedzie tréjkatem prostokatnym. Ze sSrodka E
przeciwprostokatnej CB spuszczamy prostopadla ED na przy-
prostokatna AC, a z wierzchotka B spuszczamy prostopadig BF
na prosta DE. Utworzyl si¢ czworokat tréjprostokatny ABFD,
z katami prostemi w A, F i D, a z katem ostrym w B. Trgj-
kat ABC i czworokat ADFB sa réwne przez rozklad, gdyz
trojkaty CED i EFD sa przystajace przez obrét (hiperboliczny)
naokoto punktu E o kat pétpeiny. Po takim obrocie odcinek BE
przystanie do odcinka CE, punkt B padnie na .punkt C; pét-
prosta EF padnie na poiprostq ED a BF przystanie do CD,
na mocy prostopadlo

#* OCHR Ul :
\\ 4 im
g/ - Qrg !
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A wiec pole tréjkata ABC réwna si¢ polu czworokata

ADFB = % — = g — (<= B -} <= C), poniewaz kat v przy B
w czworokacie — < B+ <z C.

A wigc pole A\ ABC:P:rr—(%Jr-;:C—[«}:B'):

= 0 = defektowi, t. j. = 7 mniej suma katéw w tréjkacie.

D) Tréjkat nieprostokatny.

Niech bedzie ABC tréjkat jakikolwiek (nieasymptotyczny).
Z wierzchotka C spuszczamy prostopadia CD; powstaja dwa
tréjkaty prostokatne ACD i CBD. Pole tréjkata naszego ABC
jest sumg albo rdéznicg pél tréjkatéw prostokatnych ACD
i CBD, zaleznie od tego, czy punkt D lezy miedzy AB, czy
tez na przediuzeniu tego odcinka. Z tego, iz pole tréjkata pro-
stokatnego réwna si¢ 7 mniej suma katéw, z latwosciag wypro-
wadzamy sluszno$é tego twierdzenia i dla tréjkata ABC, co
czytelnik sprawdzi sam z najwigksza latwoscia.

E) Tréjkat asymptotyczny.

Prostokatne tréjkaty z jednym lub z dwoma katami, réow-
nemi zeru, byly rozpatrywane poprzednio, na poczatku tego
paragrafu i wynik byl zawsze ten sam, iz pole réwna si¢ de-
fektowi. PrzejdZmy do rozpatrzenia przypadku tréjkata tréj-
asymptotycznego, t. j. z trzema katami, réwnemi zeru. Przy-
pusémy wigc, ze tréjkat ABC posiada boki wzajemnie do siebie
réwnolegle, a wierzchotki AB C sa punktami niewtasciwemi. Latwo
sprawdzi¢, ze istnieje prostopadia do jednego z bokéw*), be-

*) Mamy wiec nastgpujace zagadnienie: ,Przez punkt niewlasciwy
(A, B, C) przeprowadzi¢ prostopadla do prostej (a, b, ¢). Jak wiemy, kazda
prosta peku, wyznaczonego przez wierzcholek (A, B, C) jest ksztattu (ﬂ;B,

a6
Bﬁﬂ, /'.) Nalezy / okres$li¢ w ten sposéb, by zado$¢ uczyni¢ warunkowi

C
prostopadio$ci. Warunek ten daje g ‘A'/'C— B -+ b (B/'C—T Lo c =10, czyli

$ y Ba— Ab

L aCY A= Ba A R St i A=
{aA-+bB—cC} i=Ba— Ab, czyli AL a0 o ile aA-
+bB—Cc0. Gdy aA+bB—cC=0, to prosta (a, b, ¢) przechodzi
przez punkt niewlasciwy (A, B, C), jak to iatwo sprawdzié gdyz kladac ¢ = A
réwnania a4 b*=4*-1, Aa+ Bb—Ci dajg a—" ’C“ 2y IELC 4
-, co dowodzi, ze prosta (&, b, ¢) przechodzi przez punkt (A, B, C),

w tym wypadku przeprowadzenie prostopadlej do (a, b, ¢) przez punkt

(A, B, C) jest rzecza niemozliwa.
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daca jednoczesnie réwnolegla do dwdch pozostatych bokdw; ta
prostopadla przechodzi wowczas przed odpowiedni wierzchotek
trojkata i dzieli tréjkat na dwa trdjkaty prostokatne z dwoma
katami, rdwnemu zeru.

7

3=81+32:%+7'2~:n—(0-+-0+0).

Wzoér ogdlny sprawdza si¢ i w tym przypadku. Pozostaja
jeszcze do rozpatrzenia przypadki, gdy tréjkat ABC ma jeden
albo dwa katy réwne zeru, ale nie jest prostokatny. Przypa-
dek, gdy jeden kat réwna sig¢ zeru, nie przedstawia trudnosci,
bo stosujemy znowu rozklad na dwa tréjkaty prostokatne przez
spuszczenie prostopadiej z wierzchotka wilasciwego na bok
przeciwlegly. Ten sam rozkiad mozna stosowac i w przypadku
trojkata z dwoma katami réwnemi zeru.

Wynik ogdlny jest wigc taki: pole tréjkgta réwna sie de-
fektowi, t. j. # mniej suma katéw tego tréjkata.

33. Zakoidiczenie.

Przez zastosowanie wynikow, osiggnietych dotychczas, mo-
glibySmy rozwiazywac szereg zagadniefi geometrycznych geo-
metrji hiperbolicznej, majac moznos¢ stosowania do tych za-
gadnieri metod geometrji analitycznej. Przypuszczam, ze czy-
telnik nie napotkatby trudnosci przy rozwigzywaniu szeregu
zadafi, o ile zadania te nie sa zbyt zlozone, wobec tego cel
tej pracy jest osiagniety i na wylozonem dotychczas poprze-
staniemy. Natomiast praca ta wymagalaby uzupeinienia w in-
nym kierunku. Mianowicie, opierajgc si¢ na interpretacji, sta-
raliSmy si¢ otrzymaé przy jej pomocy szereg wiasnosci figur
geomelrji hiperbolicznej, nie troszczac si¢ o to, czy otrzymu-
jemy caloksztalt twierdzesi, wystarczajacych dla samodzielnego
stworzenia calosci, i jednoczesnie niesprzecznych; gdyz nie-
sprzecznoS¢ wynikala, na mocy zasady interpretacji, z nie-
sprzecznoSci twierdzeri geometrji euklidesowej. A o samowy-
starczalno$¢ takze nie dbaliSmy, gdyz w kazdej chwili mogli-
bySmy czerpaé ze zrédia, jakiem jest, na mocy interpretacji, geo-
metrja euklidesowa. Naturalnem wigc uzupetnieniem tego artykutu
byloby zbadanie geometrji hiperbolicznej z punktu widzenia aksjo-
matycznego. W tej sprawie me czytelnika do prac D. Hil-
bert’a, przedewszystkiem It Jeg ">Qrundlagen der Geometrie®.
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