0 termokingtycznych wiasnosciach roztworow.

Przez

Wiadystawa Natansona.

Whiesiono na posiedzeniach Wydz. mat.-przyr. z d. 4. lipca 1898 r. oraz 10. lipca 1899 r.

W rozprawie, przedstawionejl) Wydziatowi matematyczno-przyro-
dniczemu Akademii Umiejetnosci na posiedzeniach z d. 7. marca i 25. kwie-
tnia r. b., roztrzasaliSmy teorye zjawisk termokinetycznych, jakie mogg
odbywa¢ sie w ukladzie, ztozonym z dwoch ciat jednorodnych i wza-
jemnie, jedno na drugie, zamiennych. Obecnie pragniemy rozciagnaé
rozumowania éwczesne do ogdlniejszego przypadku, w ktérym jedno
z pomiedzy dwoch ciat uwazanego ukitadu jest roztworem.

§ 1. Za pierwotng podstawe teoryi obieramy tu znowu o0g6lng
zasade, t. zw. termokinetyczng, w postaci, jakg przytoczyliSmy w Roz-
prawach niniejszych, tom XXX, str. 314.; tom XXXIV, str. 73.;
tom XXXV, str. 220. Azeby nie powtarza¢ sig, przyjmujemy bez zmian
oznaczenia umowne i wystowienie zasady, podane na ostatniem miejscu
z pomiedzy tu powotanych. Za pierwsze zadanie stawiamy sobie obli-
czenie nieskonczenie matych wyrazéw, znajdujgcych sie w formule ter-
mokinetycznej zasady.

§ 2. Oznaczmy przez & objetos¢, jaka zajmuje roztwor; przez
dxdydz nieskonczenie maty element wziety w @ i nareszcie przez s ozna-
czmy powierzchnig, ktora odgranicza objetos¢ & od zewnatrz. Dla upro-
szczenia rachunkdéw przypusémy, ze roztwor jest, w naszem zadaniu,

I) Rozprawy Wydz. mat.-przyr. Akademii Umiejetnosci, tom XXXV, str. 220.
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mieszanina dwoch tylko sktadnikéw, ktére bedziemy odrdzniali za po-
mocg wskaznikéw ,,1“ i "2". Przez p2 oznaczamy n. p. gestosci
czeSciowe, w miejscu (X, y, z), sktadnikéw roztworu; zatem ich masy,
zawarte w elemencie dxdydz, bedg wynosity: dxdydz  oraz dxdydz p2.
Znak p przeznaczamy dla sumy pl + p2i bedzie to wiec gestos¢ istotna
roztworu w uwazanem miejscu.

Oprécz roztworu, uktad zawiera, jako cze$¢ drugg sktadowa, pe-
wne ciato ,,czyste", czyli jednorodne Objetos¢, zajmowana przez to
cialo, oznaczymy przez £2, element tej objetosci przez dXdYdZ; po-
wierzchnie, ktéra jg od Swiata zewnetrznego oddziela, nazwiemy po-
wierzchnig S; powierzchnie, ktéra odgranicza £2 od poprzedniej objetosci
roztworu ®, bedziemy rozumieli przez znak ZX; elementy trzech powierz-
chni s, S, £ bedziemy pisali: ds, dS, dX Gesto$¢ ciata ,,czystegol
w miejscu (X. Y, Z) bedziemy oznaczali przez P. O istocie owego ciata
,»Czystego", stanowigcego cze$¢ drugg uktadu, mozemy uczyni¢ jedno
z pomiedzy trzech nastepujacych przypuszczen: 1. Ciato to jest iden-
tyczne, co do istoty, ze skladnikiem ,,1“ w tonie roztworu. 2. Ciato to
jest identyczne ze skladnikiem ,,2“ zawartym w roztworze. 3. Ciato
to jest ,,0bcg" substancyg (np. substancya ,,3"), ktora jest rozna istotnie
od pierwszego i zaréwno od drugiego skiadnika roztworu. Nie bedziemy
mieli tymczasowo potrzeby dokonania wyboru pomiedzy temi hypo-
tezami; bedziemy starali sie obja¢ je jednoczes$nie rachunkiem. Przy-
ktadu stosowania sie tych réznych przypuszczen dostarczajg n. p. na-
stepujace uktady. Stosujmy wskaznik ,,I" do rozpuszczalnika, wskaznik ,,2“
do ciata rozpuszczonego w roztworze. Uktad, ztozony z wodnego roz-
tworu pewnego ciata ,,2", oraz z czystego lodu, z czystej wody ciekiej,
lub z pary wodnej czystej, stanowi przyktad pierwszej kategoryi. Uktad
zawierajacy, précz wodnego roztworu ciata ,,2“ nadto jeszcze samo to
cialo ,,2“ w stanie czystym, dostarcza przykiadu drugiej kategoryi. Do
trzeciej wreszcie nalezy uktad, w ktorym, obok roztworu, znajduje sie
»obcall substancya, ktéra nie moze zamieniaC sie ani w pierwszy, ani
w drugi sktadnik roztworu, ani tez tworzy¢ sie z nich nie jest zdolna.

Jak w poprzedzajacej rozprawie, bedziemy oznaczali przez 6x1, oyl

przez dx2, sktadowe wirtualnych przesunieé
mas elementarnych pierwszego i drugiego sktadnika roztworu, oraz ciata
»czystegod, jesli to sa, jak wyrazaliSmy sie, ,,mechanicznel przesuniecia,
wywotane przez dziatanie sit i ciSnien zewnetrznych, lub przez bezwia-
dno$¢ wiasng tych mas. Oprécz mechanicznych, bedziemy uwazali prze-
suniecia ,,chemicznel, wywotane przez zamiane ciata ,,czystegol (wy-
petniajgcego objetos¢ Q) na jeden z pomiedzy dwoch skiadnikéw roz-
tworu, lub przez zamiane przeciwna. Skiltadowe tych przesunie¢, jesli one
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odbywac sie moga, oznaczymy przez Dxt, Dyv, Dzt\ Dx2, Dy?, Dz2;
DX, DY, DZ-, materyalne przemiany, przez ktére one sg wywolane,
nazwiemy krotko ,,chemicznemiu zmianami w ukladzie.

§ 3. Rozumiejgc przez ;u2, v, w2 i przez U, V, W
sktadowe predkosci jednego i drugiego skiadnika roztworu oraz ciata
czystego w miejscach: (x, y, z) oraz (X, Y, Z), mamy

jako wzér na energie kinetyczng catego uktadu. Energia ta ulega, sku-
tkiem dziatania ,,mechanicznych" czynnikéw, zmianie nastepujacej:

Jak w poprzedzajagcej rozprawie, przypusémy, ze wszedzie w ukiadzie
istnieje potencyat predkosci; kladziemy zatem:

Funkcye <x, ¢2 i ® mogg, procz spotrzednych, zawiera¢ czas t w spo-
sob wyrazny. Napiszmy

Zmiane (2) energii kinetycznej bedziemy mogli wyrazi¢ w sposéb na-
stepujacy

www.rcin.org.pl



380 W. NATANSON.

jezeli opuscimy w rachunku wyrazy, ktore wystepujg w postaci pocho-
dnych zupetnych wzgledem czasu, co wolno ze wzgledu na cel, do ja-
kiego przeznaczamy wzOr na zmiane energii kinetycznej. Z formuty (6)
otrzymujemy:

Stad wnosimy, ze zmiana energii kinetycznej, wywotana przez mozliwe
w uktadzie ,,chemicznel przemiany, jest réwna:
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Zmiange te dodajemy do powyzej wyliczonego wyrazenia (7), azeby
otrzymac catkowitg zmiane wirtualng energii kinetycznej ukiadu.

§ 4. Oznaczmy przez ¥ energie swobodng jednostki masy roz-
tworu, znajdujacej sie w miejscu (X, y, z). Oznaczmy przez F energie
swobodng jednostki masy ciata }¢zystego  zajmujgcej miejsce (A, Y, Z)
w objetosci O. Przypusémy, ze energia swobodna jednostkowa f zalezy
od temperatury (ktérg uwazamy za jednostajng w catym ukiadzie)
i od obu gestosci czesciowych i p2, w miejscu (kc, y, 2)\ energia za$
jednostkowa F od temperatury i od gestosci P w (A, Y, Z). Podo-
bne hypotezy uczynit i uzasadnit szczegotowo p. Duhem, badajgc zacho-
wanie sie roztworéw w réwnowagach termodynamicznych ¥ Zatem energia
swobodna ukfadu wyniesie:

Obliczajac jej zmiane wirtualng, odstapimy od statego naszego zwyczaju,
wedtug ktérego uwazamy mase elementu za niezmienng. Uwazajmy tu,
przeciwnie, objeto$¢ niezmienng, np. dxdydz, w ktérej miesci sie zmienna
zawarto$¢ masy, wiec zatem zmienna zawarto$¢ energii swobodnej. —
Energia swobodna roztworu pod dziataniem czynnikéw ,,mechanicznych*
ulegnie widocznie nastepujgcej zmianie wirtualnej

Rozwijajac znajdujgca sie tu catke objetoSciowa, dopisujac wyrazy,
tyczace sie ciata ,,czystego" (ktdére stanowi cze$¢ druga ukiadu) i dodajac
nareszcie Xthemiczne  wyrazy, ktére wedtug znanego sposobu wywodzg
sie ze znalezionej postaci ,,mechanicznychl wyrazéw, otrzymamy:

J) Duhem, Travaux et Moémoires des Faeultes de Lille, Tome Ill, memoire 11,
p. 19. 1893.
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jako wzor na zmiane wirtualng zupetng energii swobodnej uktadu.

§ 5. Mozemy wyrazi¢ w spos6b nastepujacy prace, wykonywang
przez cisnienie zewnetrzne podczas zmiany wirtualnej w uktadzie. Nie-
chaj beda pi, p' oraz pz\ wziete w kierunkach osi spétrzednych skita-
dowe cisnienia, ktore, w miejscu elementu ds powierzchni s, dziata z ze-
wnatrz na masy elementarne pierwszego skiadnika roztworu, do tego
elementu bezposrednio przylegajgce. Niechaj bedg px", pj* oraz p' skia-
dowe podobne cisnienia, dziatajagcego na drugi skiadnik, wr tern samem
miejscu powierzchni s.  Nie znamy bezposrednio sktadowych px i px"
i t. d.; znamy ich sumy, ktére napiszemy

i ktére sg skfadowemi istotnego cishienia zewnetrznego p. czynnego
w uwazanem miejscu powierzchni. Nareszcie [11, MMy oraz I, niechaj
oznaczajg sktadowe cisnienia, ktére dziata na masy elementarne ciata
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,»Czystego", przylegajace bezposrednio do elementu dS powierzchni ze-
wnetrznej S tego ciata. Wirtualna praca cisnien zewnetrznych wyniesie:

Przypus¢my, iz, oprdcz cisnienn zewnetrznych, czyli sit powierzcho-
wnych, dziatajg w ukfadzie nadto sity, czynne w kazdym elemencie
jego masy, jak grawitacya np. Niechaj bedg

wziete w kierunkach osi spotrzednycli sktadowe sit, typu grawitacyi,
dziatajacych na elementy masy pierwszego i drugiego skiadnika roz-
tworu, zawarte w elemencie dxdydz objetosci; oraz na element masy
ciala ,,czystegoll, zawarty w elemencie dXdYdZ objetosci. Przypuszczamy
zatem, ze wyprowadzajg sie one z poteneyatow (2 oraz 'F. Catko-
wita praca tych sit w wirtualnej przemianie wyniesie:
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§ 6. Przechodzimy do obliczenia ciepta dysypacyjnego. Przy-
pus¢my, ze ciata naszego ukiadu: roztwor i ciato ,,czysteld, zajmujace
objetos¢ i.2, sg wolne od tarcia wewnetrznego; komplikacye, wynikajgce
z tarcia wewnetrznego, badaliSmy w czeSci drugiej rozprawy poprze-
dniej. Uwolnimy sie réwniez od tarcia zewnetrznego, ktére w przemia-
nie wirtualnej wystepowa¢ mogtoby na powierzchni S, t. j. na po-
wierzchni zetkniecia roztworu i ciata ,,czystegod4; przy puscimy mianowicie,
ze wzdtuz tej powierzchni niema nigdy slizgania sie ciata ,,czystegol
wzgledem ktoéregobadz z pomiedzy sktadnikéw roztworu. Jedynem czy-
sto nieodwracalnem podzjawiskiein, jakie moze odbywac sie woéwczas
w ukfadzie, jest zatem dyfuzya wzajemna sktadnikéw w tonie roz-
tworu. Zasadzajac sie na roztrzasalilach dawniejszych x), zatozymy, Ze
ilos¢ ciepta, jaka roztwor pochtania (méwiac algebraicznie’) w zmianie
wirtualnej ,,mechanicznej“, azeby utrzymaé temperature stata, wynosi

gdzie A jest pewna wielkoscig, zwigzang Scisle z t. zw. spotczynnikiem
wzajemnej dyfuzyi?). Przypusémy, iz mamy

‘) Zob. Rozprawy Wydz. m. p. Akad. Umiejetnosci, tom XXX, str. 321.
2) Rozprawy Wydz. m. p. Akad. Umiejetnosci, tom XXX, str. 331.
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Znajdziemy wdéwczas fatwo wyrazenie nastepujgce catkowitego cie-
pta dysypacyjnego w wirtualnej przemianie:

§ 7. Waryacye 37 Sr2, Sy, SJT, &I, bZ sa po-
dlegte warunkom, wyrazajacym okoliczno$é, ze w przesunieciach ,me-
chanicznychu, ktérych te waryacye sg sktadowemi, ma miejsce zacho-
wanie masy kazdego elementu indywidualnego:

pierwszego i drugiego skladnika w roztworze oraz ciata ,.czystego“
stanowigcego cze$¢ drugg skladowa ukiadu. Azeby uwzgledni¢ te wa-
runki, wprowadzamy do catki termokinetycznego zasadniczego réwna-
nia wyrazy nastepujace:
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w ktérych oznaczamy przez kt, k2 i R pewne funkcye spolrzednych
(%, y, z w dwoch pierwszych, A, F, Z w ostatniej) i czasu; majg one
pozostawaé skonczone i ciggle w catym obszarze objetosci fi i £2, oraz
na catej rozlegtosci ograniczajacych je powierzchni.

Waryacye Dyx, Dzt, Djc2, Dy2, Dz2, DX, DY, DZ, ktoére
sg sktadowemi ,.chemicznych" przesunie¢ podczas wirtualnej przemiany,
sg rowniez podlegte pewnym warunkom, wyrazajagcym prawo zachowa-
nia masy w ,.chemicznych™ przemianach. Azeby uwzgledni¢ te warunki,
wprowadzamy do catki zasadniczego termokinetycznego réwnania wy-
razy nastepujace:

oznaczajac przez cn c2 i C trzy funkcye wyrazne czasu, od spoirzed-
nycli X, y, z oraz X, Y, Z niezalezne; i zastrzegamy sie, iz
nalezy uczyni¢: 1) = C w razie, gdy ciato ,czysteu, czyli druga
cze$¢ sktadowa uktadu, jest identyczne z pierwszym skladnikiem
roztworu, wiec moze z niego powstawa¢ lub wen sie zamienia¢; 2) iz
nalezy uczyni¢ ¢2 = G w razie, gdy ciato czyste jest identyczne z dru-
gim skfadnikiem roztworu tj. moze przechodzi¢ w ten skladnik lub zen
sie wytwarza¢; 3) iz niema a priori zwigzku zadnego pomiedzy cx, c?
a G, gdy cialo czyste jest ,,0bcg“ substancya, r6zng od pierwszego i od
drugiego skiadnika roztworu (por. § 2).

§ 8. Oprécz warunkéw zachowania masy, skladowe wirtualnych
przesunie¢ muszg jeszcze spetnia¢ inne warunki. Roztwdr, gdziekolwiek
jest, musi pozostawac jednolitym roztworem; skutkiem przesunieé, skia-
dniki ,,1% ,,2" nie mogg sie rozdzielaé, nie moga (po dokonaniu prze-
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sunie€) ,,odstawaéu w Zadnein miejscu powierzchni 5 i S, ktére roztwor
ograniczajg. Stad wynika, ze wyrazy

muszg by¢ réwne sobie w dowolnem miejscu powierzchni s i S; ozna-
czajac tedy przez i pewnag, wszedzie na s i na I skonfczong i ciagly
funkcye spétrzednych i czasu, wprowadzamy do catki termokinetyeznego
réwnania wyraz nastepujacy (1):

Inny warunek, ktoremu sktadowe przesunie¢ obowigzane sg czynic¢
zadosyé¢, jest nastepujacy. Granice pomiedzy roztworem a ciatem t. zw.
»Czystemw stanowi powierzchnia Z. Uwazajmy dwa punkty, na tej po-
wierzchni lezace, z pomiedzy ktorych jeden zarazem ma leze¢ w masie
roztworu, drugi w masie ciala ,czystegou, przylegajgcego do Sciany
granicznej. Przypusémy, ze przed wirtualng przemiang owe dwa pun-
kty koincydujg. Powiadamy, ze w takim razie koincyduja one i po
dokonaniu przemiany. Mozemy tego dowie$¢, uwazajac ewentualny ruch
wzgledny jednego z pomiedzy owych punktéw wzgledem drugiego, np.
roztrzasajac trzy tego ruchu sktadowe. Skladowa tego ruchu, wzieta
w kierunku normalnym do elementu powierzchni, musi by¢ zadna,
gdyz w przeciwnym razie skutkiem wirtualnej przemiany tworzytoby
sie prézne wydragzenie wzdluz S, miedzy roztworem a ciatem
»czystem*; czego mozliwo$¢ wytgczamy. Skladowe tegoz ruchu wzgle-
dnego, wziete w jakichbadz dwoéch stycznych do elementu powierz-
chni kierunkach, musza réwniez by¢ zadne, albowiem w przeciwnym
razie mielibySmy slizganie sie roztworu i ciala ,czystego® wzgle-
dem siebie wzajemnie wzdtuz powierzchni 2; co réwniez uznajemy za
niemozliwe (zob. § 6). Istotnie wiec punkt roztworu nie moze miec
zadnego zgota ruchu wzglednego wzgledem punktu ,.czystegou ciata.
Poniewaz punkt roztworu maégtby mie¢, wirtualnie, dwa przesunigcia,
zatem, oznaczajac przez a,, i przez a2, £2 i ¥2 Pewne funkcye
spotrzednych i czasu, skonczone i cigglte na rozlegtoSci powierzchni 2,
powinnismy wprowadzi¢ do réwnania termokinetyeznego wyraz naste-

pujacy:
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Skoro wprowadzimy do réwnania zasadniczego wszystkie warunkowe
wyrazy, wymienione w artykule niniejszym i w poprzedzajacym, mo-
zemy uwaza¢ waryacye, znajdujgce sie¢ w owein réwnaniu, za niezalezne
pomiedzy soba.

§ 9. Tym sposobem z réwnania zasadniczego wypadajg wnioski
nastepujace. Wszedzie w objetosci <t musza by¢ spetnione réwnania:

oraz dwie grupy réwnan, z pomiedzy ktérych pierwsze brzmig jak na-
stepuje:

Wszedzie w objetosci 12 muszg by¢ spetnione réwnania:

oraz dwa dalsze réwnania: (6h) i (60> analogicznej postaci. Wszedzie
na powierzchni s muszg by¢ spetnione réwnania:

oraz o$m dalszych réwnan ana'ogicznej postaci. Na powierzchni o mamy
réwnania:
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i cztery analogiczne. Na powierzchni N nareszcie mamy roéwnania:

Poréwnawszy réwnania: (1) i (3), (2) i (4), nareszcie (5) i (6),
otrzymujemy

kt = statej; — stalej; K= statej; (19)

wartosci tych statych wyznaczymy w dalszym ciggu, Dalej, mnozac
rownanie (1) przez pt, (2) za$ przez p2, rozniczkujgc tak otrzymane
zwigzki i zestawiajac z (3") i (4"), otrzymamy:

it d it d;orazz (5) i (6a podobnie:

W réwnaniach (20), (21) i (22) poznajemy ¥ tatwo ,,réwnania ruchuu:

i t. d it d.; rébwnania, tyczace sie roztworu, sg uzupetlnione wyra-
zami, ktére odpowiadajg oporowi dyfuzyi. Ztad widzimy, ze rdéwnania

*) Por. P. Duliem, Travaux et Memoires des Facultes de Lille, Tome IlII,
mem. Nr. 11, p. 98 (1893).
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wynikajace z (1), (2), (5) oraz z (19), sg catkami rdéwnan ruchu.
Z roéwnan (7) i (8), oznaczajac przez p' i p" cisnienia czeSciowe,
ktérych pz, py', pi oraz px'\ p", p" sa skladowemi, otrzymujemy:

Z poréwnania z réwnaniami (1) i (2) okazuje sie, ze:

a zatem catkowite czyli rzeczywiste cisnienie p (§ 5) wynosi X)

Z réwnan (9) i (10) wynika podobnie :

Widzimy z réwnan (34) i (29), oraz (35) i (30), ze

Podobnie wnosimy z réwnan (11) i (12), ze catkowite cisnienie I,
ktérego sktadowemi sg Ix, My i M, czyni zadosyo réwnaniom:

zkad, przez poréwnanie ze zwigzkiem (5), wynika

* Por. P. Duhem, Travaux et Mémoires des Facultes de Lille, Tome IlII,
mem. Nr, 11, p. 42. (1893).
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jakotez bezposrednio,

Powracajac do rownan (1), (2) i (5), widzimy z (36) i (40), ze state
w réwnaniach (19) oraz (26), (27) i (28) sg znalezione. Otrzymujemy:

jako ,,catki réwnan ruchu®

Ponadto, z réwnan (7), (8), (9), (10), (11) i (12) wnosimy, ze ci-
$nienia //, p', p oraz Il sg wywierane normalnie na elementy powierzchni,
na ktore dziataja.

Dodajac rownania (13a) i (14) do siebie odpowiedniemi stronami,
mamy.

Dodajac (7%) i (8a) do siebie podobnie:

zatem, gdyby$Smy mogli wyznaczy¢ cisnienia na powierzchni 2, zna-
lezlibySmy

po stronie roztworu; po stronie za$ ciata ,,czystego“ znalezlibySmy:

jak sie okazuje z por6wnania pomiedzy sobg réwnan (11) i (15). A za-
tem w tern samem miejscu powierzchni S i w tej samej chwili mamy
stale

jak sie tego nalezato spodziewaé. Réwnania (16), (17) i (18) prowadza
do tych samych wnioskdw.

§ 10. Niechaj sktadnik, oznaczony liczbg ,,lii w roztworze, na-
zywa sie ,,rozpuszczalnikiem!® cialem za$ ,rozpuszczonem“ niechaj be-
dzie skfadnik ,,2“ Zatézmy C=cl. Z réwnan (41) i (43) artykutu po-
przedzajacego (ktére, jak wiemy, sg ,,catkami rownan ruchu®) wypadnie:
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Roéwnanie to zawiera w sobie prawa zjawisk terinokinetycznych, w kto-
rych czysty rozpuszczalnik znajduje sie w obecnosci roztworu, do Kkto-
rego sktadu nalezy. Zamarzanie, rozciefczanie i odparowywanie roztwo-
row stanowig przyktady zjawisk podobnych.

Zachowujac wyrazom }pozpuszczalnik i ,ciato fdzpuszczone  zna-
czenie, jakie im przed chwilg nadaliSmy, uczynmy teraz C=ct. Z row-
nan (42) i (43) otrzymamy obecnie:

W tern réwnaniu zawarte sa prawa zjawisk terinokinetycznych, ktore
moga odbywac sie w razie, gdy cialo Jfozpuszczone  wzigte w stanie
czystym, znajduje sie w obecnosci roztworu, do ktérego skiadu nalezy.

§ 11. Sprobujmy uzupetnic¢ teorye powyzszg rozbiorem pokrewnego
zagadnienia. Uwazajmy jak dotychczas, roztwor, bedacy mieszanina
dwoch skiadnikéw; bedziemy je odrézniali, jak wyzej, za pomocg wska-
znikéw ¥ i ,,2“. Wyobrazmy sobie, ze roztwér podobny jest oddzie-
lony przegrodg Xdsmotyczng — czyli XfawpOiprzepuszczalng  od plynu
*¢zystego  t. j. jednorodnego, ktoéry, co do swej istoty, moze by¢ iden-
tyczny! badz z pierwszym, badz z drugim, z pomiedzy skiadnikéw
roztworu. Jesli osmotyczng przegroda przepuszcza swobodnie ptyn *t
nie przepuszcza za$ ptynu *2  tedy plyn ,czysty" jest identyczny ze
sktadnikiem *  w razie przeciwnym, plyn ten jest identyczny ze
sktadnikiem #? w fonie roztworu.

§ 12. Roztrzasamy teraz mozliwy ruch elementow w tak okre-
$lonym ukiadzie; zasadzamy sie przytem, jak zawsze, na podstawowem
twierdzeniu, t. zw. termokinetycznem, o ktérem moéwilismy w § 1-ym
powyzszym rozprawy niniejszej. Wypada nam znowu obliczyé nieskon-
czenie male wyrazy, znajdujgce sie w formule termokinetycznej zasady.
Dla uproszczenia, zachowajmy wszystkim dawniejszym symbolom ich
dotychczasowe znaczenie; przez S oznaczmy osmotyczng przegrode,
ktérg poczytywac bedziemy za idealna (geometryczng) powierzchnie.

§ 13. Bedziemy przypuszczali i w niniejszym przypadku, ze wsze-
dzie w ukfadzie istnieje potencyat predkosci. Mozemy wolwczas przyjac
wyrazenie (7) powyzszego § 3-go za wartos¢ wirtualnej zmiany energii
kinetycznej uktadu, jesli znowu opuscimy wyrazy, ktére wystepuja
w rachunku w postaci pochodnych zupetnych wzgledem czasu. Istotnie,
w zagadnieniu obecnem jedynemi czynnemi przyczynami przesunie¢ sg
dziatania, ktére nazywaliSmy dawniej *fnechanicznemi ; wielko$¢ zatem
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(7) stanowi wyraz zupelny zmiany energii kinetycznej. Zmiane energii
swobodnej uktadu mozemy obliczy¢ na podstawie podobnej uwagi; znaj-
dziemy jg w spos6b, wylozony powyzej w § 4-ym, opuszczajac znowu
wyrazy, do ktérych wchodza waryacye, oznaczane przez D W Owcze-
snym rachunku. Formuly (2) oraz (3) § 5go dostarczg podobnie wzo-
row dla pracy elementarnej, jaka wykonywajg cisnienia i sity zewne-
trzne podczas zmiany wirtualnej w uktadzie; wielkos¢ zas (5) § 6-go,
po odrzuceniu dwoch ostatnich w niej catek powierzchownych, bedzie
stanowita wartos¢ ciepta dysypacyjnego w zagadnieniu obecnem, w kto-
rein uwazamy “™yny ukladu za swobodne od tarcia wewnetrznego. Wa-
runki, wyrazajace prawo zachowania masy podczas zmiany wirtualnej
w uktadzie, uwzglednimy w sposob podobny jak przody, wprowadzajac
mianowicie wyrazenie (2) § 7-go dé cakki, znajdujgcej sie w formule
zasady termokinetycznej; uczynimy tu wszakze zastrzezenie nastepujace.
Mamy kifas¢ K=Ict w owem wyrazeniu, jesli ptyn ,czystyu (oddzie-
lony od roztworu przegroda S) jest, co do istoty swojej, identyczny ze
sktadnikiem ,,tu w lonie roztworu. Jesli ptyn ten jest identyczny, prze-
ciwnie, ze skiadnikiem ,,2“ w tonie roztworu, mamy wdwczas uczynié
K=Ilc2. Wiemy dalej, ze przesuniecia wirtualne, ktére wrydarzajg sie
na rozglegtosci powierzchni s oraz S, podlegajg warunkowi, orzekajgcemu,
iz sktadniki roztworu nie moga rozigcza¢ sie w tych przesunieciach;
azeby podda¢ waryacye owemu warunkowi, wigczymy wyraz

do zasadniczego termokinetycznego rownania, oznaczajac przez /, jak
dawniej, funkcye wspoOtrzednych i czasu, ktéra ma byc¢ skoriczona i cig-
gta we wszystkich punktach powierzchni s oraz S.

Istnieje nakoniec jeszcze jeden warunek, ktoremu podlegle sa
sktadowe wirtualnych przesunie¢, mozliwe na powierzchni N, nawpdt-
przepuszczalnej. Przypusémy na chwile dla oznaezonosci, ze ptyn ,czy-
styu (ktéry ta wihasnie powierzchnia jest odgrodzony od roztworu) jest,
w istocie rzeczy, identyczny ze skiadnikiem ,,1* roztworu; mamy uczy-
nic K=lcr w tym przypadku. Na powierzchni N wybierzmy dwa
punkty; w pierwszym niechaj miesci sie masa elementarna ptynu ,.czy-
stegou, w drugim — masa elementarna skfadnika ,,1“ w lonie roztworu.
Jesdli takie dwa punkty lezaty, przed wirtualna zmiang ukladu, w tem
samem miejscu przestrzeni, tedy twierdzimy, ze i po zmianie schodzi¢
sie ze sobg niezbednie powinny; twierdzenia za$ dowodzimy w drodze
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podobnej do tej, jaka postuzylismy sie wyzej w § 8-ym. A zatem,
w przypadku wspomnianym, wartosci sktadowych.

na rozlegtosci powierzchni N sg zwigzane z wartoSciami sktadowych
na tejze powierzchni, podczas gdy wartosci sktadowych

pozostajag na niej swobodne, przynajmniej pod wzgledem warunku,
0 ktérym obecnie jest mowa. W przypadku przeciwnym, w ktorym
mamy uczyni¢ A =la, bedziemy mieli, przeciwnie, Sa, oraz Sa
swobodne od warunku, natomiast Sa, Sy? i Sa zwigzane z SA, SF, SZ
na powierzchni S. Mozemy uwzgledni¢ jednoczesnie obadwa przypadki,
jesli wprowadzimy wyraz

do réwnania zasadniczego i uméwimy sie przytem uwaza¢ at, (3 X,
a2, P2? v2, A, B, I' za funkcye (na powierzchni N skonczone i ciagle)
wspoétrzednych i czasu, ktore, w razie, gdy jest K= k™ majg czynic¢
zadosy¢ réwnaniom

w razie za$, gdy K =172 majg spetnia¢ warunki

§ 14. Zasada termokinetyczna przybiera wiec posta¢ nastepujaca
w zagadnieniu obecnem :
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§ 15. Rdownanie powyzsze jest spetnione bez wzgledu na wartosci
waryacyj i sktadowych wirtualnych przesunigé, jakie w niem sie znaj-
dujg; zatem widoczna jest rzecza, ze pocigga za sobg wnioski nastepu-
jace. Wszedzie w objetosci fi (zajmowanej przez roztwdr) muszg byé
spetnione rownania: (1) i (2) 8§ 9-go oraz dwie grupy réwnan, z pomie-
dzy ktorych pierwszemi sg; (3") i (42 w tymze artykule. Wszedzie
w objetosci Q, zajmowanej przez ptyn }¢zysty  obowigzujg rownania: (5),
oraz trzy réwnania ksztattu (6a), w § 9-ym. Do kazdego punktu po-
wierzchni s stosujg sie réwnania (73), (83) z § 9-go, oraz cztery analo-
giczne réwnania. W kazdym punkcie powierzchni S mamy réwnania
typu (l13), w tymze artykule. Nareszcie, w kazdym punkcie wewne-
trznej powierzchni X istnieja zwiazki

i dalsze, analogicznej postaci.

Z réwnan otrzymanych wyprowadzamy bez trudnosci réwnania
ruchu osmotycznego trzech ptynéw, stanowigcych uwazany ukiad.
Roéwnania te sg ksztattu, przytoczonego pod (23a), (244) i (253 w § 9-ym
powyzej. Réwnania (1), (2) i (5) tego artykulu prowadzg bezposrednio
do wzoréw, znalezionych wyzej w § 10-ym; do wzoru (1), § 10, mia-
nowicie, w zatozeniu, iz K=ki; do wzoru (2) tamze, w przypadku
przeciwnym, w ktorym K=k2 (Por. powyzej § 13).

Uwazajmy cisnienia p i p", ktérych sktadowemi sa: p¥ i t. d.
oraz p' i t. d. Wartosci ich w kazdem miejscu powierzchni s sg dane
przez (znalezione obecnie) réwnania (7a), (8a) § 9-go. Warto$¢ cisnienia
M w kazdem miejscu powierzchni 8 jest dana podobnie przez réwna-
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nia (1 la), stosujgce sie réwniez do obecnego zadania. Wyobrazmy sobie
cisnienia te przedtuzone wglgb objetosci fi i £2, az do powierzchni
wewnetrznej S, na zasadzie tych samych rownan; z rownan fl  (2a),
(33) niniejszego artykutu wypada, w kazdem miejscu tej powierzchni S,

Przypomnijmy sobie teraz umowe, tyczaca sie wielkosci A, B oraz T,
jaka przyjeliSmy w § 13-ym; dostrzezemy, ze ostatnio znalezione réwna-
nia wyrazaja twierdzenie nastepujgce. Jezeli osmotyczna prze-
groda S przepuszcza swobodnie ptyn ,lii, powstrzymuje
za$ zupeinie ptyn ,,2° inne mi stowy, jezeli ptyn ,,czystyu,
zajmujacy objetosc¢ £2, jest, w istocie rzeczy, identyczny
ze skfadnikiem ,,lu w tonie roztworu, wowczas

a zatem:

Cisnienie osmotyczne wynosi w tym przypadku, wediug
okreslenia van't Hoffowskiego tego pojecia, co nastepuje:

Przypusémy, przeciwnie, ze przegroda osmotyczna prze-
puszcza ptyn ,,2U, powstrzymuje zas ptyn nl“; w tym ra-
zie wypetniajacy objetos¢ £2 pty n ,,czysty” jest w istocie
Zgodny ze skitadnikiem ,2“ w tonie roztworu. Mamy wow-
czas K= k2, zatem

zkad wynika

Cisnienie osmotyczne wynosi w tym razie:

Z punktu widzenia teoretycznego wypada wiec odroznia¢ dwa cisnienia
osmotyczne dla kazdego roztworu. Nie bytoby zresztg rzecza niepodobng
urzeczywistni¢ doswiadczalnie warunki, w ktoérych obadwa cisnienia
osmotyczne niektorych roztworéw (np. mieszanin alkoholu i wody) mo-
gtyby wystapié konkretnie i, przyblizenie przynajmniej, zosta¢ zmierzone.

§ 16. Twierdzenie, udowodnione w artykule poprzednim, nadaje
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znaczenie fizyczne cisnieniom p i p", ktéremi postugiwalismy sie w ana-
lizie dawniejszej. Sadzimy, ze dostarcza ono zarazem, do pewnego sto-
pnia, termodynamicznego uzasadnienia owej stynnej molekularnej teoryj
ci$nienia osmotycznego, jaka zawdzieczamy p. van’'t Hoffowi 1). Uczony
ten, uogolniajac Daltonowskie pojecie cisnien ,,czesciowyché (czyli, wedtug
szczesliwej terminologii 2) K. Neumanna ,wirtualnych#) w mieszaninie
gazowej, rozcigga je niejako do wszelkich wogéle mieszanin, zatem do
roztwordw; cisnienie wiec osmotyczne, widoczne, gdy roztwér znajduje
sie wobec czystego swego rozpuszczalnika, przypisuje czesciowemu Ci-
$nieniu, wywieranemu w roztworze przez cialo rozpuszczone, ktdrego
nie przepuszcza przegroda osmotyczna. Podobne poglady na istote ci-
$nienia osmotycznego zgadzajg sie z wynikami wylozonego wyzej ro-
zumowania. Zwracamy jednakowoz uwage na dwa zastrzezenia, ktére,
zdaniem naszem, nalezy tu uczynié. Przedewszystkiem, cisnienia p' i p"
sg, same przez sie, zgota nam niedostepne, przynajmniej, dopdki skia-
dniki roztworu nie mogg roziaczaé sie w wirtualnej zmianie ukiadu;
to tez rownania (31) i (32) w § 9-ym zawierajg wyraz T, nieoznaczony.
Powtore, nalezy pamieta¢, ze réwnanie p = I (w powyzszym pier-
wszym przypadku) lub p" =Tl (w przypadku powyzszym drugim) nie
moze mie¢ nic wspblnego z warunkami osmotycznej réwnowagi, co
juz ztad widzimy, ze stosuje sie ono zaréwno do przypadku ruchu
jak do przypadku réwnowagi. Réwnanie to wyraza raczej zastosowanie
znanej z Dynamiki zasady (trzeciego prawa Newtona) do obecnego za-
dania. Azeby otrzyma¢ warunek réwnowagi, nalezy powr6ci¢ do rownan
(1) lub (2), § 10. (ktére znalezliSmy rowniez i w zagadnieniu obecnem),
ktadac tam:

Wyrazy ?p/ié\02 sg, jak wiadomo, funkcyami potencyalneini ter-
modynamicznemi sktadnikéw w roztworze3), wyraz za$ 31IF/3P jest
podobnie funkcya potencyalng termodynamiczng ptynu ,,czystegod.

§ 17. Oznaczmy przez g™ przez g2 i przez G owe funkcye po-
tencyalne termodynamiczne, o ktorych wspomnielismy przed chwila :

1) Zeitschrift fur phys. Chemie, tom |, str. 483, 1887; tom V, str
175, 1890.

2) Berichte d. kgl. Sachs. Gesellschaft d. Wiss., rnath. phys. Classe,
v. 2 Marz 1891.

3) Travaux et Nlémoires des Faculles de Lille, T. Ill, mem. N. 11. 1893.
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ZauwazyliSmy juz (w rozprawie ,0 wplywie ruchu na zmiany stanu
skupienia" 1), ze pochodne 3pldx, 3p/3y. 3p/3r, znajdujace sie w réwna-
niach ruchu ptynu jednorodnego, moga przybra¢ ksztatt: p 3g/3x, p 34/3y,
p 39/3z. |W oznaczeniach rozprawy niniejszej powiedzielibysmy, ze 3IM/3X
i t. d moga przybra¢ ksztatt: P3G/3X i t d.] Uwaga ta staje sie
szczeg6lnie wazng w przypadku mieszaniny ptynnej, czyli roztworu.
Istotnie, jak wiemy z § 9-go, w réwnaniach ruchu skfadnikow w tym
razie znajdujg sie odpowiednie wyrazy, ktdére majg ksztatt : px 3ar[3x,
Pi fyi/fy, pi 39J3z, p2 9073, p2 30”3y, p2 SgMSz. A zatem widzimy, ze
mamy w tym razie wyrazy, stanowigce uogOlnienie ksztattu p 3a/3x"
p 39/3y, pSg/Sz (jaki mieliSmy dla ptynu jednorodnego) ; gdy tymcza-
sem wyrazy, ktére stanowityby uogdlnienie ksztattu 3p)3x, 3p[3y. 3p/3z,
nie istniejg w tym raziel). Tedy pierwotng i, je$li wolno powie-
dzie¢, bardziej zasadniczg posta¢ tych wyrazéw w réwnaniach ruchu
plynow stanowig wzory, utworzone przy pomocy funkcyj potencyalnych
termodynamicznych g. Wydaje nam sig, ze ta okoliczno$¢ zastuguje
W najwyzszym stopniu na uwage.

¥ Rozprawy W. M. P. Akademii Umiejetnosci, T, XXXV, str. 231—232.
3) Jezeli ptyny, skladajace mieszanine, sg doskonatemi gazami, wéwczas wy-

razy p, 3gJ3% i t. 4- wynosza: 3~3x i t. J., gdzie Tc,,.... 0znaczajg czesciowe (wir-
tualne) cisnienia gazéw zmieszanych. Por. Duhem, Travaux et Memoires des Fa-
cultes de Lille, tom Ill, mem. Nr. 11., p. 101. 1893. Tym sposobem réwnania

ruchu przybierajg wéwczas postaé, podana przez Maxwella i Stefana.
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