INTEGRATEER.

KRZYWA CAEKOWA

i jej zastosowania w Mechanice budowniczej.

(,Inzynierya i Budownictwo®, Warszawa, r. 1882
i w oddzielnej odbitce).
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Przyrzad mojego pomyslu, ktéry w niniejszej pracy opi-
suje, przeznaczonym jest do mechanicznego rozwiazywania
pewnych zagadnien, wchodzgcych w zakres Rachunku nie-
skonczonosciowego.

Podobnie jak niektére istniejace juz przyrzady rachun-
kowe wykonywaja mechanicznie dzialania arytmetyczne, roz-
wiazuja roéownania i t. p., majac do czynienia z wielkosciami
skonczonemj, tak moéj Integrator operuje wielkosciami nikna-
cemi, nieskonczenie matemi.

I tak np. znajduje on sume nieskonczonej ilosci nieskon-
czenie malych a réznych pomiedzy soba elementéw powierzch-
ni. Znajduje powierzchnie figur, ograniczonych dowolnemi
krzywemi, co czynia takze planimetry. Calkuje takie réwna-
nia rézniczkowe, ktére mozna przedstawi¢ w postaci krzy-
wych linij. Wynajduje $rodki ciezkosci dowolnie ograniczo-

nych powierzchni, oraz daje ich momenty statyczue, bezwla-
dnosci i wyzszych rzedow wzgledem dowolnych osi. Wyszu-
kuje z danego obciazenia wszystkie statyczne dane, potrzebne
do obliczania prostych belek. Kresli linie sprezyste tych be-
lek, oraz lini¢ cisnienia w sklepieniach i profil wyréwnania
mas (Massennivellement) dla profilu podluznego projektowanej
Glgoci etc. ete.

Poniewaz zas w Fizyce, Mechanice stosowanej i t. p.,
spotykamy sie nader czesto z podobnego rodzaju zagadnienia-
mi, przeto sadze, ze Integrator moj doczeka sie licznych za-
stosowan.

Azeby o tej praktycznej donioslo$ci da¢ wyobrazenie,
dotaczylem opis pewnych zastosowan krzywej, ktora kresli
Integrator, do Mechaniki budowniczej.
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Pierwsza wzmianke o wykresleniu przyblizonem krzy-
wej calkowej i o jej zastosowaniu do zagadnien matematycz-
nych znalazlem w dziele prof, Zmurki , Wyklad Matematyki“.
1864 r. Po nim krzywa ta zajmowal sig Szolin w Pradze
(Uber graph. Integration. Ein Beitrag zur Arithmographie
1872), a niektére zastosowania do Mechaniki podal Nehls
w dziele ,Die graphische Integration“, wydanem w Hanowe-
rze w . 1877 r.

Czytelnik, oznajomiony z odnos$na literaturg, odszuka
niemal w kazdym rozdziale niniejszej pracy nowe przyczyn-
ki, lub przynajmniej nowe drogi, doprowadzajace do znanych
rezultatow. Na szczegdlniejsza uwage zasluguja oznaczenia
ujemnych momentéw u belek wmurowanych i teorya sklepien.

O niektorych zastosowaniach bardziej specyalnej natury,
jak obliczania belek wieloprzestowych i lukéw, zdam niedlu-
go sprawe na innem miejscu.

oB. A.

Warszawa. Pazdziernik, 1880.
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A. KRZYWA CALKOWA,

1. Przypusémy, ze mamy dana krzywa O'MN (fig. 1).
Jesli danem jest rownanie tej krzywej, to za pomoca calko-
wania znales¢ mozemy powierzchnie, zawarta miedzy ta krzy-
wa a osig odcigtych 0X.

Fig. 1.

Dajmy na to, ze rownanie krzywej O'JMN jest:
y=J®)
Wykreslmy teraz inng krzywa: O'MQ takiego ksztaltu,
ze kazda jej rzedna, np. RS, przedstawia¢ nam bedzie po-
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wierzchnie na figurze kreskowana, zamknigtg miedzy krzy-
wa O'MN, osig odcigtych a dany rzedna RS. Ma to oznaczad,
zo jesli rzedng AS zmierzymy podzialka, uzyta do wykresle-
nia krzywej ORQ i ctrzymamy » jednostek dtugosci, to po-
wierzchnia kreskowana mie¢ bedzie » jednostek kwadrato
wych. W ten sam sposob ostatnia rzedna QT przedstawiac
nam bedzie powierzchnig O'JINTO'

Krzywa O0'27¢Q w stosunku do krzywej O'MN nazywa sie
krzywa catkowa.

Krzywa OAMN zwaé bedziemy odwrotnie krzywa roznicz-
kowa.

Mozemy dalej uwaza¢ krzywa calkowa O'MQ jako krzy-
wg rozniczkowa, i narysowac dla niej nowg calkowa OG (na
figurze kreskowang). Krzywy te nazywac bedziemy druga
calkowa danej krzywej O'JIN. Operacye t¢ mozemy powta-
rzac¢, ile razy si¢ podoba.

Jesli sig blizej zastanowimy nad znaczeniem Kkrzywej
catkowej, to przyjdziemy do przekonania, iz wskazuje ona
nam, w jaki sposob wzrasta powierzchnia, zamknigta miedzy
krzywa rozniczkowa a osig odcigtych OX. Jesli te¢ powierzch-
ni¢ kreskowang na fig. 1-¢j przedstawimy sobie jako zloZong
z nieskonezonejilosci tych elementow prostokatnych o podstawie
dx a wysokosci y (patrz fig. 1), to krzywa calkowa wskazuje
przebieg sumowania elementéow, i im onec sa wieksze w da-
nem miejscu, tem rzedne krzywej calkowej szybciej wzrasta-
ja. Tam, gdzie idac od O w kierunku X przyrost powierzchni
kreskowanej jest wickszy, tam Kkrzywa calkowa bardziej stro-
mo wznosi si¢ w gore. i odwrotnie.

Wogole krzywa calkowa sumuje wszystkie elementy yduz,
i nie tylko daje nam ogélny rezultat sumowania (co czynia
mechanicznie planimetry), ale wykazuje nam caly przebieg
sumowania od poczatku do konca (co uskutecznia mechanicz-
nie integrator).

2. Niech krzywa STW (fig. 2) przedstawia nam krzywa
catkowa dla krzywej OJMN, ktorej rownaniem:

y=f (). (a)
Jesli rzedne krzywej calkowej STW oznaczac bedziemy przez
Y, to jej rownaniem bedzie:
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[101] KrzywA cALsOowA §§ 1, 2.

Y= |f (@) dz-+C (b)

Oczywiscie, iloscig staly na fig. 2 jest rzg¢dna OS. Na fig. 1
stala odpada, bo tam zaczeliSmy Kkresli¢c Krzywa calkowa
w punkcie poczatkowym O’ lezacym na osi odcigtych.

Zeby blizej poznad stosunek obu krzywych, zrézniczkuj-
my rownanie (b), reprezentujace krzywa calkows. Otrzy-
mamy:

ax £ (%)
== x),
G
a poniewaz z rownania (a):
£49). =9,
wige :
gk )
=4 (¢
dx 2

; : . 13 R ; .
Oprocz tego wiemy, ze pochodna / rowng jest w kazdem
ax

miejscu stycznej trygonometrycznej kata nachylenia (¢) sty-
cznej geometrycznej do danej krzywej w odpowiedniem miej-
scu, czyli, ze:

018 6

st (d)
dx SIS 5
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a wiec, zestawiwszy (c) z (d) otrzymamy:
yusig ¥ ()

Rzu¢my teraz okiem na figure (2), a przekonamy sie, Ze
rownanie (f) powiada nam, iz rz¢dna y krzywej roznicz-
kowej przedstawia wielkos¢ stycznej trygono-
metrycznej kata ¢ pod ktorym styczna geome-
tryczna HI do krzywej calkowej nachylona jest
wzgledem osi X,

Jezeli wiec chcemy znac nachylenie stycznej do calko-
wej w danem miejscu, to nalezy tylko zmierzy¢ rzedng y
pewna jednostkg uzyta do wykreslenia, a otrzymana dlugosé
da nam wielkos$¢ stycznej trygonometrycznej kata ¢.

7 tego rowniez wypada, ze chcac w jakimkolwiek pun-
kcie krzywej calkowej, np. w punkcie 7T, wykresli¢ styczna,
nalezy tylko od podstawy 4 rzednej y odecia¢ na lewo je-
dno$¢ uzyta do wykreslenia rowng A0, a styczna HI musi
by¢ rownolegla do linii B, poniewaz z rownania (f):

Y= to. B
a poniewaz:

BA o o
tc BI)A—m S 'l"_‘.’/v
wiec :
Bhd =0

3. Wychodzac z tego, mozemy dla kazdej krzywej wy-
kresli¢ przyblizenie jej calkowsg '). Dajmy na to, ze dana
nam jest krzywa /' (fig. 3). Na plaszezyznie rysunku prowa-
dzimy szereg linij rownoleglych do osi ¥, w odstepach ré-
wnych jednosci. Niech ADB wyobraza nam nasza jednosc.
Nastepnie dzielimy jeszeze kazdy z odeigtych jednosci na kil-
ka rownych czesci i przez punkty podzialu wykreslamy dal-
szy szereg rownoleglych do osi . Oznaczmy cyframi 1, 2,
3,4....o0razl', 2,3, 4.... potrzebne dla dalszej konstruk-
cyi punkty osi odcietych i krzywej rézniczkowej. Nastepnie
laczymy punkt 1 z punktem 1" i przez dowolny punkt P pio-

1) Patrz Zmurko: ,Wyklad Matematyki®, 1864.— W ogéle pierwsza
wzmianke o wykresleniu krzywej calkowej i o jej zastosowaniach znala-
zlem u tegoz autora. Pézniej dopiero Szolin w Iradze i Nehls w Ham-
burgu obszerniej zajmowali sie tym przedmiotem.
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[103 A. KRzYWA CALKOWA § 3. 4,

nowej, przechodzacej pr7ez 1/, prowadzimy réwnolegla do 1 1/,
az do linii kreskowanej, puepro“ adzonej w frodku pierwsze-
go pionowego paska, do punktu 1”. Dalej laczymy punkt 2
z 2" i od konca poprzedniej linii 1” prowadzimy 1” 2” réwno-
legle do 2 2') przedluzajac ja do punktu 2” srodkowego punktu

drugiego paska. Postepujac w ten sposéb dalej, jak na fig. 3
otrzymujemy szereg stycznych, otaczajacych przyblizona krzy-
wa calkowgy 7).

Rzedne tej krzywej, mierzone jednosciag B4, daja nam
powierzchnie krzywej, wigcej ilos¢ stala C, ktora latwo usu-
nac¢, przeprowadzajac przez punkt P pozioma i mierzac rze-
dne tylko od tej poziomej. I tak, rze¢dna F'G, mierzona je-
dnoscia 425, daje nam powierzchnig¢, ograniczona rze¢dnemi A7
i F'G'. Gdy przejdziemy poza punkt A7, powierzchnia mie-
dzy krzywa rézniczkowa a osig odcigtych staje si¢ ujemna,

1) Bledy, jak latwo pozna¢, przypatrzywszy sie blizej wykresleniu,
pochodza z tego, ze krzywa [l' uwazamy jako zlozona z szeregu odcinkow
prostyeh, a wtedy krzywa calkowa zlozona jest z lukow parabolicznych,
jak to nizej wykazemy. Linja lamana 1” 2" 3"... jest wielobokiem sty-
cznym do takiej przyblizonej krzywej calkowej
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wiec rzedne krzywej calkowej, dajace sume algebraiczng po-
wierzchni, poczynaja sie zmniejsza¢. W punkcie L suma po-
wierzehni ujemnej i dodatniej réowna jest 0, co wyraznie wi-
dzimy na figurze. Idac dalej na prawo, rzedne staja sie
ujemnemi,

Dokladnos¢ wykreslenia bedzie oczywiscie tem wieksza,
im na wieksza ilo$¢ czesei podzielimy nasza jednos¢, aby po-
wierzehnig rysunku podzieli¢ na pionowe paski.

4. Dotyehczas krzywa calkowa malo miala zastosowan,
z powodu, ze wykreslenie jej przedstawialo znaczne trudno-
$ci.  Sposoby, podawane przez Zmurke (1864), Szolina
(1872) i Nehlsa (1877), jakkolwiek proste, jednak pozwalaly
wykresla¢ krzywa tylko w przyblizeniu i wymagaly dos¢
znacznego czasu. O nich poméwimy w swoim czasie. Azeby
te braki usuna¢, pracowalem nad zbudowaniem przyrzadu,
ktoryby wykreslal mechanicznie Krzywa calkowa z mozliwie
najwieksza dokladnoscia. Zadanie to udalo mi sig rozwigzac
w sposob zadawalajacy i jakkolwiek przyrzad przezemnie
zrobiony, ktéry nazwalem integratorem, jest tylko pierwsza
préba, to jednak przy niezbyt dokladnej konstrukeyi otrzy-
malem zadawalajace rezultaty.

W zastosowaniach Matematyki, w Mechanice, w Fizyce,
tak czesto mamy do czynienia z sumowaniem ydx, Ze niemal
wszedzie z takiem zadaniem spotka¢ sie musimy. To tez,
kto sig tylko w ostatnich czasach zaczal nieco wiecej zajmo-
waé krzywa calkowsa, temu otwieralo si¢ calkiem nowe pole
do badan i zupelnie nowe drogi do rozwigzywania zagadnien.
Przykladem tego Zmurko, ktory w teoryi rownan niejedno-
krotnie uzywal do nowych rozwigzan krzywej calkowcj,
i Nehls, ktory ja zastosowywal do licznych zagadnien me-
chanicznych. Na tem polu tak malo jeszcze zrobiono, Ze po-
zwalamy sobie zwréci¢ na to szezegélniejsza uwage naszych
inzynierow i mechanikéw, poswigcajacych sie¢ obok praktyki
studyom teoretycznym.

5. Zeby da¢ wyobrazenie o wielostronnosei zastosowan
krzywej calkowej i integratora, przytocze kilka wazniejszych
przykladéw, w ogélnym zarysie, a nastepnie blizej nieco
przedstawie zastosowania do Mechaniki budowniczej.
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[105] A. KRzywA CALKOWA. §§ 4. 5. 11

a) Krzywa calkowa daje nam sposob calkowania row-
nan roézniczkowych, danych w formie rozwiklanej. Przypusc-
my, ze mamy przed soba réwnanie:

,/n,/ p :
— === iy
a2t : )
Rownanie to mozemy wykreslnie przedstawi¢ w ksztal-
- : St - dry R i
cie krzywej, Kktoérej rzednemi beda [‘,1 Jesli narysujemy
e
: : o $ ar =1y
dla tej krzywej calkowa, to jej rzedne beda réwne / e
< < S dr2—2
Nastepnie dla tej picrwszej calkow¢j rysujcmy druga, ktorej
: at iy
rzedne rowne beda prea
e <2 bl

Powtarzajac t¢ samg cperacye n—1 razy, otrzymamy
dy
dz’
Wreszcie, jeszcze raz wykreslajac calkowa, rozwiazuje-
my nasze zadanie, bo jej rzednemi beda juz y.
Fig. 4 przedstawia nam ten sposob wykreslny calkowa-
nia. Dajmy na to, ze mamy calkowa¢ rownanie:

wreszcie n—1-sza calkowa, ktorej rzednemi beda

dy i
=R
da? > )
Niech krzywa O'N reprezentuje nam to réwnanie. Kazda
: i ; x d2y
wiec jej rzedna jest rownra / = .
ar=

-~
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Wykreslamy pierwsza calkowa O'Q. Rzedne jej beda
rowne:

f‘ d’y __dy
Jolay  de’

Nastepnie wykreslamy druga calkowa O'G, uwazajac
pierwsza calkowa O'Q za rézniczkowa. Rzedne krzywej O'G

2 T dy . :
beda rowne = =y, a wlasnie zadaniem naszem bylo znale-
3 dx ) D

zienie tego .

Poniewaz krzywe zaczeliSmy wykresla¢ w poczatkowym
punkcie O/, wiec wszystkie stale odpadaja.

b) Krzywa calkowa daje nam sposéb rozwiazywania
réownan numerycznych wyzszego rzedu'). Dajmy na to, ze
mamy rownanie:

Ax™ 4 Bym-1L..... +Ix+K=y. (a)

Zeby za pomocy krzywej calkowej rozwigza¢ to réwna-
nie, rozniczkuje je m - 1 razy. Przy pierwszem roézniczkowa-
niu otrzymuje :

dy

mAx®=-1 4 (m—1) Bx™3 - . .- T= e

Teraz roéwnanie jest juz tylko m—1 stopnia. Przytem
znikla stala K, o ktérej jednak pamieta¢ musze do nastepnej
operacyi.

Rézniczkujac dalej, znizam ciagle stopienn réwnania, zni-
kaja przytem stale, ktore notuje, az nareszcie otrzymuje ro-
wnanie pierwszego stopnia:
dn-1y

m (m—1) (m—2) .... Ax + Const. = ;o

Oczywiscie, jest to réwnanie linii prostej, ktéra moge
narysowac¢. Uwazam nastepnie te prosta linie, jako réznicz-
kowa, i rysuje¢ dla niej calkowa, uwzgledniajac stala, ktora
znikla przy ostatniem rézniczkowaniu réwnania. Nastepnie
dla tej pierwszej calkowej rysuje druga w tych samych wa-

1) Patrz: Pamietnik Tow. N. Se. w Paryzu, 1879. Zmurko,
O rownaniach.
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[107] KRZYWA CALKOWA §§ 4, b. 13

runkach, i tak«dalej, az nareszcie po m — 1 calkowaniach
otrzymuje krzywa calkowa, przedstawiajgca rownanie (a).

Skoro za$ rownanie jest wykreslonem, wtedy mamy juz
wszystko, co potrzebne jest do jego rozwiazania.

c¢) Integrator, kreslacy krzywa calkowa, mozemy wy-
chodzac z b), zastosowa¢ do wykreslania krzywych roznego
rodzaju, ktorych rdéwnanie dane jest w formie powyzej wy-
razonej. Najprostszy przyklad mamy na paraboli, Ktéra sie
otrzymuje, rysujac krzywa calkowa dla prostej linii.

d) Wykreslajac krzywa calkowa, znajdujemy powierzch-
nie krzywej rozniczkowej. Integrator wiegc moze zastapic
planimetr, a ma obok planimetrycznych wlasnosci, tg jeszcze

Fig. 5.

zalete, ze uwidocznia rysunkiem przyrost powierzchni, wiec da-
je moznos$¢ rozwiazywania wielu zagadnien trudnych do roz-
wiazania przy uzyciu planimetru.

Dajmy na to, ze mamy przed soba powierzchnie, ogra-
niczona krzywa O'QRS (fig. 5). Dzielimy ja prostag O'R na
dwie czesci i wykreslamy dla kazdej z nich calkowg. Dla
O'QR calkowg jest O'M; dla O'SR calkowa jest O'L. Cala linja
ML, mierzona jednostka uzyta do wykreslenia, daje nam
wielko$¢ powierzchni O'QRS.

Przy pomocy krzywych OM i O'L mozemy rozwigzac
nastepujace zagadnienie: Podzieli¢ dang powierzchnig na dwie
czesci, ktoreby si¢ do siebie mialy jak m:n. W tym celu
przez punkt M prowadzimy dowolnie nachylona prostg I,
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odcinamy na niej, przy uzyciu podzialki, dwie czesci M F
i FG, majace sig do siebie jak m:mn, nastgpnie punkt G ly-
czymy z punktem L i przez punkt F prowadzimy FH row-
nolegla do GL. Odcinek 7L, reprezentujacy nam powierzch-
nig OQRS, jest wtedy podzielony na dwie czesci #/H i HL,
majace si¢ do siebie, jak m :n. Nastepnie, znajdujemy mie-
dzy obu krzywemi calkowemi miejsce, gdzie A7H moze sig
zmiesci¢ jako rzedna. Na figurze przenieslismy MH do A7'H'
i ta ostatnia linia przedluzona dzieli powierzchnie w stosun-
ku m:n,
008: QSR =m: %

co jest oczywistem.

Wychodzgc z tej metody, mozna rozwiazywac wiele in-
nych pokrewnych zagadnien.

e) Najwieksze uslugi integrator oddawac¢ moze, jako
przyrzad do obliczania momentéw pierwszego i wyzszych rze-
dow. Szczegolniej momenty bezwladnosei wszelkich po-
wierzehni z wielka latwoscia daja si¢ wynajdywac¢. Znajdy-
wanie Srodkéw ciezkosei nieregularnych powierzehni, oraz
podobnego rodzaju zadania rozwiazujy si¢ czysto mechanicz-
ng drogg. O tych zastosowaniach moéwi¢ bedziemy obszer-
niej, w dalszym ciagu niniejszej pracy.

f) Zasada cynematyczna, na ktoérej oparty jest integra-
tor, moze by¢ z Korzyscia zastosowana w roéznych aparatach
fizycznych i mechanicznych, jak meteorografach, mareogra-
fach, indykatorach, dynamografach i t. p. Wogdle, wszedzie
tam, gdzie chodzi o sumowanie ydx i graficzne przedstawie-
nie przebiegu tego sumowania. O tych zastosowaniach mowic¢
bede w osobnej pracy. Zwracam uwage interesujacych sie
ta sprawa na to, ze integrator moj jest wlasnie owym przy-
rzadem, o ktéorym mowi Th omson na Koncu ostatniego wy-
dania jego Fizyki matematycznej (Thomson and Tait: Na-
tural Philosophy), wyrazajac potrzebe wynalezienia tego rodzaju
aparatu.
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B INTHEGRREL B

6. Przyrzad, obmyslany przezemnie do wyKkreslania
krzywej calkowej, nazwalem integratorem. Konstrukeya
jego opiera sieg na nowej cynematycznej zasadzie.

Trzeba bylo dwa ruchome punkty tak zwiazac¢ z soba
mechanicznie, ze, gdy jeden z nich posuwac¢ si¢ bedzie po
danej krzywej rozniczkowej, drugi opisywac¢ ma odpowiednia
krzywa calkowa.

Przedstawmy sobie, ze dwoma temi punktami sa: B i 7T
(fig. 2) pionowo nad soba lezace. Gdy punkt B prowadzic¢
bedziemy po krzywej OAZN, idac w kierunku osi OX, to punkt
T ma opisywac¢ krzywa calkowa STW, pozostajgc zawsze
w jednym pionie z punktem B.

Przypus¢émy, ze rzut punktu B : punkt 4, posuwa si¢ po
osi OX z jednostajna szybkoscia. Zobaczmy z jaka szybko-
$cia punkt 7 odbywac bedzie droge w kierunku pionowym,
z jaka szybkoscia bedzie si¢ wznosil lub spadal.

W kazdej chwili, punkt 7' ma kierunek stycznej do
krzywej calkowej, jesli wiee ta styczna nachylona jest do
osi OX pod katem ¢, to szybko$¢ poruszania si¢ punktu 7'
w kierunku pionowym mierzy¢ sie bedzie w kazdej chwili sty-
czng trygonometryczng kata . A poniewaz rownanie (f) uste-
pu 2-go opiewa : y =tz

1) Patrz; Sprawozdania Krak. Akad. Um. 1880, B. Abakanowicza:
Integrator. (Tom niniejszy sir. 89—94).
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16 INTEGRATOR. [110]

wige szybkos¢ punktu 7T w kazdej chwili bedzie proporeyo-
nalna do rzednej ¥ w odpowiedniem miejscu.

7. Przypusémy, ze mamy Kkilka $rub o jednostajnej Sre-
dnicy, lecz o rdéznem nachyleniu gwintéw. Sruby te zaczy-
namy obracac¢ z jednostajna szybkoscia, w stale umocowa-
nych mutrach. Szybko$¢ posuwania si¢ kazdej z tych srub
naprzod lub w tyl- bedzie zalezala od nachylenia gwintow.
W ktorej kat nachylenia ¢ jest wigkszym, tam posuwanie sie
to z wigkszg szybkoscia odbywaé sig bedzie i odwrotnie.
Szybkos¢ ta posuwania sie Sruby, mierzy sie, jak wiadomo,
styczng trygonometryczng kata mnachylenia
gwintow.

Otéz, na tej zasadzie opiera sie moj integrator, bo tam
wlasnie chodzi o znalezienie sposobu posuwania punktu 7'
(fig. 2) w kazdej chwili, z szybkoscia proporcyonalna do tg ¢.
Gdybym mégl wynale$c¢ srube o zmiennych gwintach, ktorych
nachylenie moéglbym dowolnie regulowac¢, to zadanie zbudo-
wania integratora bytoby rozwiazanem.

Zeby to sobie uprzytomni¢, wroc¢my do fig. 2, i wyo-
brazmy sobie, ze AT jest osig naszej sruby. Jesli t¢ $rube
bedg posuwal w kierunku od O do X, trZzymajac ja zawsze
rownolegle do OY, i jednoczesnie obracal, to $ruba posuwac
si¢ bedzie w gorg (albo na dol) w Kkierunku OY od B do T
(lub odwrotnie). Jesli w dodatku, w kazdej chwili zmieniac
bede mogl nachylenie jej gwintow, ustawiac je zawsze réwno-
legle do zmiennego promienia B, to kazdy punkt osi sruby
opisywac bedzie calkowa.

8. Zbudowanie s$ruby o gwintach, ktorych nachylenie
zmienia¢ mozna dowolnie, byloby trudnem, chcac zachowad
jej ksztait zwykly. Trudno$¢ ta usunigta zostala w ten spo-
sob, ze zamiast $ruby o zwyklych gwintach, uzywam sruby
o gwintach nieskonczenie nizkich, czyli po prostu walca.
Zamiast mutry uzywam dwoch krawedzi prostolinijnych, na-
chylonych do osi $ruby pod katem ¢, ktéry moze by¢ dowol-
nie zmieniany, i lezacych w réwnoleglych plaszezyznach.

Fig. 6 blizej nam te rzecz wyjasni.

Walec (CC, reprezentujacy srubg, umieszczony jest
miedzy dwiema linijkami o krawedziach prostolinijnych FF’
i GG'. Boczna figura przedstawia rzut poziomy tego zesta-
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wienia. Linijki $ciskaja miedzy sobag walec z pewng sila.
Daja sie jednak one z latwoscig przesuwac¢ w kierunku swej
dlugosei, i oprocz tego obracaja sie na osiach, lezacych w je-
dnej pionowej, przechodzacej przez punkty zetknigcia 4 i B
walca z krawedziami. Obie linijki sy z sobg tak polgczone
za pomocg rownolegloboku (kreskowanego na figurze bocznej),
ze gdy jedne z nich obracam o kat ¢ w kierunku dodatnim, to
druga obraca sie otenze kat ¢ w kierunku ujemnym. Obie kra-
wedzie ustawiaja sie zawsze symetrycznie do osi walca CC.

Przypusé¢my, ze zaczynamy obraca¢ walec CC w Kie-
runku strzalka wskazanym. Poniewaz, jak to juz wyzej

wspomnieliémy, obie linijki moga latwo przesuwad si¢ w Kkie-
runku swej dlugosci, a ponicwaz w punktach 4 i B tarcie
miedzy walcem a krawedziami jest do$¢ znaczne, wigc linij-
ki posuna sie w Kkierunkach strzalkami wskazanych, a walec
péjdzie naprzéd w Kkierunku strzalka uwidocznionym. Obie
krawedzie gra¢ beda role mutry, a walec Sruby. A ponie-
waz nachylenie linijek mozemy zmienia¢ dowolnie, obracajac
je okolo osi 4B, wige w takiem zestawieniu mamy rozwiaza-
nie zadania zbudowania $ruby o zmiennych gwintach.
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Szybkos¢ posuwania si¢ walca w Kkierunku osi bedzie
oczywiscie proporcyonalna do tg ¢.

Pare sit P P', uzyty do obracania walca, przeniesmy do
punktéow A4 i B, do punktow zetkniecia walca z krawedziami,
1 zobaczmy, jaki tam nastapi rozklad tych sil. Wezmy pod
uwage tylko jeden punkt 4 i jedne sile 2, bo to, co o nich
sig dowiemy, moze by¢ mutatis mutandis zastosowane do
punktu B i do sily 2.

Fig. 7 przedstawia walec CC i gérna krawedz FF'.
W punkcie stycznosci 4 sila P rozklada si¢ wedlug zasady
rownolegtoboku sil na dwie skladowe R i S, z ktorych jedna
R dziala w Kkierunku krawedzi FF’, a druga S w kierunku
osi walca. Poniewaz krawedz jest z pewng sila przycisnigty
do walca i przytem latwo ruchoma w kierunku swej dlugosei,
przeto, jesli opoér tarcia w punkcie A4 nie zostanie przezwy-
cigzonym, krawedz ta posunie si¢ w kierunku strzalka wska-
zanym. Na to przesuni¢cie zuzyty zostanie skladowa R.
Pozostala skladowa .5 dazy do przesuniecia tejze krawedzi
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w kierunku osi walca, lecz poniewaz jest to niemozliwem
(gdyz krawedz ma staly o$ obrotu w punkcie 4), wigc przez
oddzialywanie walec, majacy ruch swobodny w Kierunku dlu-
go$ci, péjdzie w gore, w kierunku strzalka wskazanym.

W punkcie 2 rozklad sil nastepuje w taki sam sposob,
i oba dzialania skladowych S sumuja si¢ razem.

9. Fig. 8 daje nam szkicowy plan integratora. Rysu-
nek ten robionym jest wedlug przyrzadu przezemnie skon-
struowanego. Juz po wykonaniu aparatu okazaly sie liczne
niedogodnosci, ktore trzeba bedzie usunac¢, lecz mimo to za-
chowuje w . rysunku forme pierwotna, nie chodzi mi bowiem
o akecesoryjne czesci przyrzadu, Kktéorych odpowiedniejsze
wykonanie innym pozostawiam, a tylko jedynie o czesci.za-
sadnicze.

Caly przyrzad miedci sig na tabliczece =3 posiadajacej
dwie prostolinijne i prostopadle krawedzie «f i 2. Tabliczke
ustawia si¢ na plaszczyznie rysunku, przystawiwszy ja do li-
nealu HH', ktéry si¢ nieruchomo na powierzchni rysunku
przytwierdza; «@ przedstawia kierunek rzednych, HH' odcie-
tych. Tabliczke moge z latwoscia suwac¢ wzdluz linealu. Do
tabliczki przymocowanem jest lozysko K/, niosace na jedno-
stronnej osi kolko rowkowane R’, ktérego wystajace czesci
wchodza do odpowiednich rowkéw, wyzlobionych wzdluz line-
alu HH'. Gdy tabliczk¢ posuwam od strony lewej ku pra-
wej, to kolko X', trac si¢ o lineal, obraca sie od strony lewej
do prawej, wprowadzajac jednoczesnie w obrét odwrotny kol-
ko R, ktoére jest z niem przez tarcie zlaczone. O$ tego osta-
tniego kolka DD umieszezona jest w dwoch lozyskach Ni N,
0$ te otacza, jakby pochwa, rurka CC o dokladnie cylindry-
cznej powierzchni. (Ta rurka odpowiada walcowi z fig. 6).
Aby rurka CC mogla z latwoscia posuwacd si¢ wzdluz osi DD,
w roznych miejscach tej osi umieszezone sa kotka frykeyjne
pp (patrz powiekszony przekroj a, b obok umieszezony).
Oprécz tego, aby rurka obracala si¢ jednoczesnie z osia DD,
kotka frykeyjne chodza wzdluz rowkow prostolinijnych we-
wnatrz rurki, o ktore zaczepiaja.

Takiem zestawieniem osiaga sie to, ze gdy sung tablicz-
ke wzdluz linealu, obraca sig kolko &', za niem kotko R, o$
DD i rurka cylindryeczna CC, ktora zachowuje jednoczesnie

8
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zupelna swobode poruszania si¢ w tyl i naprzod, slizgajac
sie po kotkach frykcyjnych, na osi DD umieszczonych.

Rurka CC umieszczona jest miedzy dwiema prostolinij-
nemi krawedziami FF' i GG’ (poréwnaj fig. 6), z ktérych je-
dna FF' naciska na rurke z gory, druga zas GG' z dolu.

Linijki o krawedziach GG’ i FF' umieszczone by¢ maja
tak, zeby: 1) mogly sie latwo przesuwa¢ w Kkierunku swej
dlugosci; 2) zeby sie obraca¢ mogly okolo osi pionowej, prze-
chodzacej przez punkt 4. Aby te oba warunki byly wypel-
nione, uzyto dla kazdej linijki pochewek MM, majacych pio-
nowa os$ obrotu, przechodzaca przez 4. Obok na figurze,
znajduje sie przekroj takiej pochewki wzdluz linii ed. O$
obrotu A goérnej pochewki miesci sie w lozysku 7, dolnej
zas w tabliczce.

Linijki, przyciskajyce rurke CC, umieszczone sa we-
wnatrz pochewek na kolkach frykeyjnyeh, jak to widaé
z przekroju (¢, d), i sa znacznie dluzsze.

Takiem zestawieniem osiaga si¢ to, ze Kkazda z lini-
jek FF' i GG moze przesuwac sig z latwoscig w kierunku
swej dlugosci, a obok tego obraca¢ sie okolo osi pionowej,
przechodzacej przez A.

Opisane dotychczas czesdei przyrzadu stanowia zasadni-
cza czes¢ integratora. Zobaczmyz, co sig dzia¢ bedzie, gdy
integrator, tak jak na figurze ustawiony, zaczniemy sunaé
wzdluz HH'. Rurka CC obracal sig bedzie, Sciskana krawe-
dziami FF' i GG', ktore wysuwaé si¢ beda z pochewek MM
w kierunkach od F do F' i od G do G'. Jednoczesnie rur-
ka CC pojdzie w gore, w kierunku osi DD, z szybkoscig tg ¢,
to jest stycznej kata, pod ktorym krawedz GG’ nachylong
jest wzgledem osi X.

Zeby tak zestawiony przyrzad mogl kresli¢c krzywa
calkowsa, potrzeba tylko od rurki CC przymocowac¢ przy-
rzad rysujacy. W tym celu na obwodzie rurki znajduje sig
pierscien S, ktory zachwytuje saneczki P, jezdzace po szynach
rr i niosace na sobie rurke szklang O, zwezong u dolu
i kreslaca anilinowa farba krzywa podeczas przsuwiana inte-
gratora.

Dodac¢ jeszcze nalezy, ze obie pochewki MM polaczone
sa z soba rownoleglobokiem 1/, ktory jest tylko kreskowa-
nym na figurze, i ze na dolnej pochewce MM umieszczonym
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jest pierscienn K, obejmujacy ja i linijke GG', a posiadajgcy
u spodu ostrze .

Zeby dla danej krzywej rozniczkowej ff narysowac
calkowy, ustawiam HH' roéwnolegle do osi X, a ostrze @
na poczatku krzywej rozniczkowej. Nastepnie sung tabli-
czke lewg reka wzdluz HH', a jednoczesnie ostrze () pro-
wadzace po krzywej rozniczkowej, baczac zeby ono za-
wsze przylegalo do zaostrzonej krawedzi ¢ tabliczki. Wte-
dy rysik O Kkresli odpowiednia krzywa calkowa. Uprzy-
tomnimy to sobie najlatwiej, jesli figure¢ 8 poréwnamy
z tig. 2; AL w integratorze odpowiada jednosci AD z fig. 2,
L@ odpowiada rzednej A5, rysik O punktowi 7.

Przyrzad, naszkicowany na figurze, ma wiele brakow,
ktore w przyszlosci usuna¢ bedzie nalezalo. 1 tak naprazy-
klad sam przyrzad rysunkowy jest niedogodnym i skompli-
kowanym. Nastepnie przenoszenie ruchu obrotowego z kol-
ka R na kélko R jest zbyt powolne, wiec wskutek tego
krzywa calkowa wypada zbyt plaska. Ostrze @, Kktore sig
prowadzi po krzywej rézniczkowej, niewygodnem jest do ma-
nipulowania. Wiele tego rodzaju brakéw integratorowi w ta-
kim stanie zarzuci¢ mozna. To tez nie uwazam go wecale
za aparat wykonczony, a tylko jedynie jako jedne z prob
pierwszych. Przy budowuaniu chodzilo mi nie o dokladnosc
i zreczne formy, lecz jedynie o praktyczne wyprébowanie
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mozliwosci, o przekonanie sie, czy przyrzad chodzi¢ bedzie.
Ten cel zostal calkowicie osiagnietym. Wykonczenie odpo-
wiedniejsze pozostawiam mechanikom z zawodu.

Musze nadmieni¢, ze pierwszy przyrzad przezemnie we
Lwowie zbudowany, zamiast krawedzi prostolinijnych, mial dwa
kolka 4 i B (fig. 9), polaczone w ten sam sposéb, jak kra-
wedzie na fig. 8. Sadzg, ze najodpowiedniejszem bedzie uzy¢
na dole linijek, a na gorze kolek.

10. Warunki, ktorym integrator zados$¢ uczyni¢ musi,
aby funkeyonowal, sa nastepujace:

1) Linijka FF’ ma mie¢ tak swobodny ruch w kierun-
ku swej dlugosci, aby opor tarcia krawedzi o walce
byl w punkcie 4 wigkszym, anizeli opor stawiany
przez linijke swemu przesunieciu. Linijka jest
umieszczong w pochewce na kétkach frykcyjnyeh,
chodzi wiec z wielka latwosciag. Wtedy skladowa
R z fig. T ma tylko tarcic potoczyste w tych kol-
kach do przezwyciezenia, Ktorego opdr zawsze mo-
zna zrobi¢ mniejszym, niz opdr tarcia posuwistego
w punkcie 4, gdzie KkrawedZz jest przycisnigta do
walca. Zastosowawszy nacisk odpowiedni, mozna
zawsze osiagna¢ taka przewage. Wtedy nie moze
nastapi¢ zesliznigeie w punkeie 4. To samo sie
stosuje do krawedzi GG,

2) Walee CC winien mie¢ ruch tak swobodny w Kkie-
runku swej osi, zeby opor tarcia w punkcie 4 byl
wiekszym, niz opor, jaki walec przesunieciu swemu
podluznemu stawia. I w tym wypadku walec, umie-
szezony na frykeyjnych kolkach, snadniej sie poru-
szy w Kkierunku swej osi, niz si¢ zesliznie po kra-
wedzi, przezwycigzajac tarcie posuwiste w punkcie A.

Poniewaz wiec warunki, przytoczone pod 1) i 2), zawsze

moga by¢ dotrzymane, wige tem samem mamy dowdd mozli-
wosci zbudowania zasadniczych czesci przyrzadu.
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C. ZASTOSOWANTA

I. MOMENTY.

11. Dajmy na to, ze chodzi nam o oznaczenie momentow
powierzchni kropkowanej ABCM wzgledem osi KK’ (fig. 10).
Wybierzmy sobie jeden dowolny element danej powierzchni,
ydx (Kreskowany na figurze), i nazwijmy x jego odleglos¢ od
osi KK'. W takim razie moment statyczny, czyli pierwszego
rzedu, tego elementu ydx wzgledem osi KK', rownaé sie
bedzie :

yax., x.

Moment za$ calej kropkowanej powierzchni rownac sie
bedzie sumie wszystkich elementéw ydx, pomnozonych przez
odpowiednie x, czyli wyrazajac to matematycznie:

X =)

My = ’ x.ydx
.X: AB

Jezeli wige danem jest rownanie krzywej AmC w formie
y =/ (%), to, wykonywajac calkowanie, znajdujemy wielkos¢
momentu statycznego. Jest to zwykle uzywana droga.

Chcac to zadanie rozwigza¢ za pomocy Kkrzywej calko-
wej, uwazam krzywa AmC jako krzywa rézniczkowa, i rysu-
je dla niej pierwsza calkowa, oznaczona na figurze cyframi
I I'' Oznaczmy przez y, rzedne tej krzywej. Z poprzednie-
go wiadomo, ze rzedna 7'/, mierzona jednostka, uzyta do
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wykreslenia krzywej calkowej na fig. 10-ej, daje nam po-
wierzchnie kropkowang. Kazdy element tej rz¢dnej, np. dy,
przedstawia odpowiedni element ydx danej powierzchni, kto-
rej momentu szukamy :
iy Y ="Yae

Zeby otrzymaé element momentu stycznego, trzeba ele-
ment powierzchni dy, pomnozy¢ przez jego odleglosé od osi
KK', przez x». Jesli to mnozenie wykonamy, to otrzymamy

na figurze poziomy kreskowany pasek dy, . x. Jesli wszystkie
takie elementy poziome momentu statycznego dodamy, to
otrzymamy powierzchnie /1' D, ktéra nam daje caly moment
statyczny kropkowanej powierzchni wzgledem osi KK'.
Narysowaniem wiec pierwszej calkowej otrzymujemy
powierzchni¢ dana w postaci odcinka 7' D, a jej moment
pierwszego rzedu w postaci powierzchni 11" D. Chcac i mo-
ment statyczny mie¢ w postaci odcinka, trzeba narysowac
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druga calkowa I 7/, a wtedy rzedna D 77' reprezentuje mo-
ment szukany.

Rozumujac w ten sam sposob, przekonamy sie, Ze po-
wierzchnia /1’ 1) przedstawia nam moment statyczny danej
powierzchni wzgledem osi LL'

Moment wzgledem osi MM rownaé sie bedzie powierzch-
v i A T

Jesli oS momentéw przechodzi przez dana powierzch-
nie, jak naprzyklad GG, to wtedy moment statyczny réwna
si¢g algebraicznej sumie dwoéch powierzchni I ad i I' a a”,
z ktorych jedna uwazana by¢ musi jako dodatnia, druga zas
jako ujemna.

Rzedna o' " = D I' przedstawia cala dana powierzch-
nie¢ AmCBA. Rzedna a @’ = pow. Ammw', a wiec aa” = d'a”
—a'a=mm'BC. Powiadamy ,réwna si¢" w tem znaczeniu, zZe
trzeba ja pomnozy¢ przez jednos¢, uzyta do wykreslenia, aby
otrzymac rowny prostokat co do powierzehni.

Jezeli wige pionowa GG’ bedziemy przesuwali do osi X, to
kazda rze¢dna aa’ bedzie nam przedstawiala czes¢ danej po-
wierzchni po lewej stronie GG’, a kazda ad” po prawej.
W miejscu wiee, gdzie aa’ = aa”, powierzchnia AmCB jest prze-
polowiona.

Poniewaz powierzchnia kropkowana [ a o' przedstawia
moment statyczny pow. Amm' wzgledem osi GG', a powierzch-
nia kreskowana /' @ " moment pow. mm'BC wzgledem tejze
osi, 1 jedna z nich jest ujemnsy a druga dodatnia, wiec, prze-
suwajac pionowa GG’, mozemy znales¢ takie jej polozenie, ze
I a a” ré6wng bedzie / a a”. Suma obu powierzchni rowng bedzie
zeru, a wiee i moment statyezny danej powierzchni wzgie-
dem takiej osi GG’ réwnym bedzie zeru; wtedy GG’ przecho-
dzi oczywiscie przez s$rodek ciezkosci powierzehni ABCmA.

W jaki sposéb znajduje sie¢ takie polozenie GG', dowie-
my sie pozniej.

12, Momenty bezwladnos$ci. Jesli wezmiemy pod
uwage jeden element danej powierzchni = ydx, to jego mo-
ment statyczny wzgledem osi KXK' réwnym bedzie :

iz . 2,

Cheac otrzymac¢ z elementu momentu statycznego ele-

ment momentu bezwladnosci, eczyli momentu drugiego rzedu,
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nalezy go pomnozy¢ jeszcze przez jedno z, a wiec takim ele-
mentem momentu bezwladnosci bedzie:

ydx . x . 3 = ydx , o,

A moment bezwladno$ci calej powierzchni wzgledem osi
KK' réwnac sie bedzie:

x=0

’.vg/dx S

X=RA

Jesli jest danem rownanie krzywej AmC w formie
y =1/ (%), to podstawiajac je pod znak calkowania i calkujae,
rozwiazujemy zadanie znalezienia momentu bezwladnosci dro-
ga analityczna.

Przy pomocy krzywej calkowej postepujemy analogi-
cznie, Dla danej krzywej (fig. 11) rysujemy naprzoéd pierw-
sza calkowg /7', ktérej powierzchnia 77' I przedstawia mo-
ment statyczny wzgledem osi KK'. Nastepnie uwazamy
krzywa 77 jako rézniczkowa, i rysujemy druga calkowsa 77171'.
Oznaczmy jej rzedne przez y, podobnie jak rzedne pierw-
szej calkowej oznaczaliSmy przez y,. Rzedna II' () repre-
zentuje powierzchni¢ I I' B pierwszej calkowej, a Kazdy jej
element dy, (patrz fig) jeden element tej powierzchni, czyli
jeden element momentu statycznego. Zeby 7z dy, = ydx . x
zrobi¢ element momentu bezwladno$ci, trzeba go pomnozyc
jeszcze raz przez x. Chodzi wiee o znalezienie x, odpowia-
dajacego elementowi dy,. Zeby je znale$¢, z koncow ele-
mentu dy, prowadzimy styczne do drugiej calkowej, majace
punkta zetknigein w ¢ i #. Odpowiedni element danej po-
wierzchni ydx znajduje sie, prowadzac pionowe. Element ten
jest wziety w wigkszych rozmiarach w celu, aby rysunek byl
wyrazniejszym. Niech styezne w punktach ¢ i #, nieskoncze-
nie blizko od siebie lezacych, przecinaja si¢ w punkcie »
Odleglos¢ punktu » od KK'=x. Powierzchnia trojkata kre-
skowanego, majacego jako podstawe dy,, a ktorego wierzcho-
lek lezy w r», réowna sie 1/,dy, . x, a poniewaz element mo-
mentu bezwladnosci = dy,x, wiec powierzchnia kreskowanego
trojkata daje nam pol elementu momentu bezwladnosei.

Przechodzac od dy, do sumy wszystkich dy,, do 71" @,
przekonywamy sie, zZe cala powierzchnia drugiej calkowej
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I1 IT' () daje nam polowe momentu bezwladnosci danej po-
wierzchni ImCB wzgledem osi KK'.

Rozumujac w podobny sposéb i biorac pod uwage, za-
miast I I" B, powierzchni¢ I I' D, przyjdziemy do przeko-
nania: 1) ze 7I @' przedstawia moment statyczny danej po-
wierzchni wzgledem osi LL' i 2) ze powierzchnia 71 Q' II'
daje polowe momentu bezwladnosci tejze powierzchni wzgle-
dem osi LL'.

Jesli wezmiemy pod uwage dowolna o$ GG', przecina-
jaca dana powierzchnig, to moment bezwladnosci wzgledem
GG' rowna¢ sig bedzie dwa razy wzigtej powierzchni 17 d g,
wiecej dwa razy wzieta pow. d f II'.

Chcac otrzyma¢ moment bezwladnosei wzgledem osi
KK'S w ksztalcie odcinka prostej, nalezy wykresli¢ jeszcze



[123] C. ZASsTOsSOWANIA. 1. MoMENTY. §§ 12, 13. 29

jedne calkowa, trzeeig -z rzedu, I III', a rzedna III' R da
nam moment szukany.

Moment bezwladnosei wzgledem osi lezacej zewnatrz
danej powierzchni, np. wzgledem osi A7M7', réwnac sig bedzie
dwa razy wzietej powierzchni 77 11" V V' IL

Rzedna dq przedstawia wielko$¢ powierzchni Adaad’, rzed-
na df wielko$¢ powierzehni I'aa”. Gdy te obie rzedne sa so-
bie rowne, jak to ma miejsce w polozeniu 77", wtedy 77’
przechodzi przez sSrodek cigzkosci danej powierzchni (poré-
wnaj koniec ustepu 11-go).

13. Momenty dowolnie ograniczonych po-
wierzchni. To, cosmy wyzej powiedzieli o momentach
powierzchni, ograniczonych tylko z jednej strony krzywg
ly = f (x)], zastosowuje si¢ w zupelnosci do powierzchni dowol-
nie ograniczonych. Dajmy na to, ze mamy znales¢ momenty
pierwszego i drugiego rzedu powierzchni 7 2 3 4 (fig. 12).

Obierzmy dowolna o$ pozioma OX. Dang powierzchnig
1 2 3 4 mozemy uwazac¢ jako zlozona z dwoéch innych: dod a-
tilief 0 341B 1 ujemnej 12300B0.

Zeby znale$¢ moment statyczny wzgledemosipiono-
wej, przez B przechodzacej, wykreslamy calkowg 3'4'5" dla po-
wierzehni dodatniej i calkowa 3 2' 1" dla powierzehni ujemnej.
Moment statyczny dancj powierzcehni réwnac sig bedzie momen-
towi statyczoemu powierzchni O 3 4 7 Bmniej moment statyczny
powierzchni 5123 0, czyli wedlug poprzedzajgcych paragra-
fow, powierzchni 5" 4 5 B’ mniej pow. 1'2' 3" B'. Jesli prze-
prowadzimy to odejmowanie, to otrzymamy w rezultacie po-
wierzchnig 7' 3" 3 4 5, ktora jest szukanym momentem sta-
tycznym.

Jesli chodzi o moment wzgledem osi, przechodzacej przez
0, to oczywiscic moment ten danym bedzie przez powierzchnig
3 45 67 réownag pow. C 3' £ 5 mniej pow. C7' 6 5.

Moment statyczny wzgledem dowolnej osi pionowej GG,
przecinajacej dang pow., rowna si¢ powierzchni 2 3 4 5 6" £,
zlozonej z dwoch czesci, z ktorych jedna jest ujemng, a dru-
ga dodatnig.

Moment wzgledem osi MM', zewnatrz danej figury leza-
cej, réowna sig¢ powierzchni 1' 2" 3" 4 5' (5) (I') 1'.

Cheac otrzymac¢ moment statyezny wzgledem osi BB,
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w ksztalcie odeinka prostej, uwazamy krzywe 3’ 2 1'i 3 4 5
jako rozniczkowe, i rysujemy dla nich calkowe 3“ 2" 1“ oraz

]

£ 5", Odecinek 1 5" daje nam moment szukany.

Q0
)

Moment wzgledem osi 00" réwna si¢ powierzehni 3 3 €
mniej 7" 5" C, czyli cdeinkowi 3“ @ mniej 7 @, t.j. rowna gie 3 7

Dla osi GG’ mom. stat. réwna sie 4 6" mniej 4" 2¢,
czyli rowna sie odcinkowi 24 6,



[125] C. ZastosowaxIia, I. MOMENTY. § 13. )

Dla osi 4717'" moment réwna sie V (59).
Moment bezwladnod$ci wzgledem ost BB rowna sig

dwa razy wzietej réoznicy miedzy powierzchnig 3“ 5 @ a 3"
e, czyll réwna sig pow. I 2/ 3" 4 5

Moment bezwladnosci wzgledem osi OO réowna sie: 2
(pow. @ 5" 3" mniej Q 5" 7”) tj. rowna si¢ 2 pow. 3" 4" 5" 6" 7.
Dla osi GG' mom. bezwl rowna si¢ oczywiscie dwa ra-

zy wzietym powierzchniom 273" 47 i 47 5" 67, czyli rowna sig
2 pow. 2" 3" 4 5" 6" ",

Dla osi 747" mom. bezwl. réwna sie pow. 3“ 5 (5

Fig. 13.

Chege otrzymac¢ moment bezwladnosci w postaci odcin-
ka prostej, nalezy wykresli¢ jeszeze dalsze calkowe, w takim
jak poprzednio porzadku, Calkowemi temi bedg w tym ra-
IR L Rl (4

Tutaj nadmieni¢ musimy, ze do tego ostatniego calkowa-
nia obraliSmy punkt 3", wiec tak, ze krzywa 5" 6" 7" prze-
cina o$ pozioma w punkcie »; wynika stad, Ze powierzchnia
miedzy ta krzywa a poziomg osig sklada si¢ z dwoch czesci:
jednej ujemnej V 3" 7", a drugiej dodatniej V' 5" @, i dla tego
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tez odpowiednia calkowa 5" 6" 7" w punkecie «, pionowo
nad « lezacym, przechodzi swoje minimum.

Nie potrzebujemy dowodzi¢, ze dwa razy wziety odci-
nek 1" 5" daje nam mom. bezwl. wzgledem osi BB’} ze tenze
moment wzgledem osi GG’ réwna sie podwoéjnie wzietemu
odcinkowi 2" 6" i t. p.

Gdy sie ma praktyczne zadanie do przeprowadzenia, to
nie koniecznem jest kreslenie wszystkich linij na fig. 12 znaj-
dujacych sie. Dajmy na to, ze chodzi nam o znalezienie
momentow wzgledem osi GG'. Wtedy potrzebne sa tylko te
czesci krzywych calkowych, ktére sa wyciagniete pelnemi
liniami

Pierwsza calkowa zaczynamy kresli¢ w=punkcie 2/, prze-
chodzimy przez 3' 4’ 5" i dochodzimy do punktu ¢

Druga calkowg zaczynamy kreslic w 2" i idac przez 3,
4" 5" dochodzimy do 6",

Z trzecig calkowa rzecz sig¢ ma tak samo. Strzalki
wskazuja, w jakim kierunku odbywa si¢ dzialanie.

Gdy te wszystkie krzywe juz sa narysowane, wtedy:

2" 6" réwna sie¢ powierzchni 1 2 3 4.

2" 6" réwna sig mom. stat. wzgledem GG'.

2.2" 6" réowna sig mom. bezwl. wzgledem GG

Oczywistem jest tylko, ze aby otrzymac powierzchnie,
trzeba 2' ¢' pomnozy¢ przez jednostke dlugosci; aby otrzy-
ma¢ moment statyczny, trzeba 2”7 6” pomnozy¢ przez jednost-
ke kwadratowa; a zeby otrzymac¢ moment bezwladnosci, trze-
ba 2" 6" pomnozy¢ przez jednostke szescienna. Odpowiada
to najzupelniej stosunkom istniejacym, gdyz plaszczyzna jest
dwuwymiarowa, moment statyczny trzy-, a moment bezwladno-
$c¢i czterowymiarowym.

14. Dotad mieliSmy do’ czynienia z oznaczaniem mo-
mentéw powierzchni, zlozonej z elementow ydx. Jesli funkeya
«x nie jest ciagla, lecz zamiast powierzchni mamy pojedyncze
odecinki 17, 22, 33 (fig. 13), to wtedy calos¢ postgpowania
nie zmienia si¢ wcale. Zamiast nieskonczenie malych przy-
rostkow dy, mamy teraz przyrosty skonczone aAy. Pierwsza
calkowa przedstawi sig nam w postaci lamanej linii 4 7 7 m
2" n 3" p. Ostatnia rzedna Bp rownac sie bedzie sumie wszyst-
kich danych odcinkéw. 22" rowna¢ sie bedzie 1 7, 3 3"
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= 2' 2. Moment statyczny wzgledem osi pionowej przez B,
przechodzacej rowna sie powierzchni 7 7m 2" n 3" p B 1. Tenze
moment wzgledem osi, przez A przechodzacej, rowna si¢ pow.
B Im2' n3' p A

Chcac otrzymac¢ moment statyczny w postaci odeinka,
nalezy wykresli¢ druga calkowa A 1'«B I, ktéra jest linig
lamana, zlozona z odcinkéw prostych; I/ B reprezentuje wiel-
ko$¢ momentu statycznego, a powierzchnia 4 1"« I1 B 1" pot
momentu bezwladnosci.

Jedli wykreslimy jeszeze jedne calkowa A 1" 1lI, to B III
da nam wielkos$¢ polowy momentu bezwladnosei w postaci od-
cinka. Ta trzecia calkowa bedzie zlozona z odcinkéw paraboli.

Jesli wezmiemy pod uwage dowolna pionowa o8 GG/, to
moment bezwladnosci wzgledem tej osi réwna sig 2 pow. B w ¢
3 a B.

Wogdle, wszystko, coémy wyprowadzili w poprzedzajacych
ustepach, da si¢ tu zastosowa¢ z pewnemizmianami, wynika-
jacemi stad, ze zamiast rézniczek mamy do czynienia z ro-
Znicami.
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15. Jesli mamy przed sobg belkg AZ (fig, 14), oparta
w dwoch punktach 4 i B, obciazona cigzarem cigglym, kto-
rego zmiang na przestrzeni od 4 do B przedstawia nam
krzywa linia mm, to dla obliczenia przekrojow tej belki,
potrzebna jest znajomos$¢ oddzialywan, sil poprzecznych,
czyli sil, zewnatrz przekroju dzialajacych, i momentow sta-
tycznych tycH sik

Wezmy pod uwage dowolny przekroj KK'.

Sitg poprzeczng tego przekroju nazywac bedziemy wy-
padkowg wszystkich sil, po jednej stronie tego przekroju leza-
cych; a wiee dla przekroju KK' ty sily poprzeczna jest: oddziaty-
wanie 4 mniej caly cigzar, lezacy miedzy 4 a danym prze-
krojem. Albo tez (co na jedno wychodzi): oddzialywanie B
mniej caly ciezar miedzy B a przekrojem KK'. Roznica jest
tyvlko w znakach.

Postepujac wedlug zwyklych regul Statyki wykresinej,
znajdujemy te sily poprzeczne i ich momenty w sposéb na-
stepujacy:

Na dowolnej pionowej (np. 4C) odcinamy od 4 do C
caly cigzar lezacy na belce, a przedstawiony powierzchnig
obciazen Amm B A. Potem obieramy dowolny biegun O,
i przy jego pomocy kreslimy (w znany sposéb, uzywajac wie-
loboku stycznych) krzywa sznurowa @RS. Nastepnie przez
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przez punkt O prowadzimy promien 0Z réwnolegly do tak
zwanej zamykajacej QS. Otéz, punkt Z dzieli obcigZenie cale
AC na dwie czesci, z ktoryeh jedna AZ jest oddzialywaniem
w punkcie oporu 4, druga zas ZC jest oddzialywaniem
w punkcie B.

Powierzchnia QRS nazywa si¢ powierzchnia mo-
mentoéw, gdyz, jak wiadomo, kazda jej rzedna (np. MM'), po-

Fig. 14.

mnozona przez tak zwang odleglo$¢ biegunowg OH, da-
je nam wielko$¢ momentu sily zewnatrz przekroju dzialajacej.

Silty poprzeczne znajduja sie, prowadzac z punktu O roé-
wnolegle do zamykajacej S i do stycznej do krzywej sznu-
rowej, przeprowadzonej w punkcie lezacym w jednej piono-
wej z danym przekrojem.
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Dla przekroju KK' wielkos$¢ sily poprzecznej znajduje-
my, prowadzac OZ roéwnolegle do @S, i OL réwnolegle do
MF; LZ jest szukana sila. Jej polozenie znajdujemy, prze-
dluzajac QS i MF do przeciecia w punkcie F. Przez ten
punkt ostatni przechodzi sila zewnatrz przekroju KK' dzia-
lajaca.

Zeby otrzymac¢ Kkrzywa sil poprzecznych, prowadzimy
pozioma ZZ', i w réznych jej punktach wystawione rzedne ro.
wne silom zewnatrz przekroju dzialajacym. Polaczywszy wierz-
cholki rze¢dnych, otrzymamy szukana krzywa ADI. Dla
przekroju KK’ sile poprzeczna reprezentuje PF — ZL

Takim jest w ogdélnym zarysie przebieg dzialan grafo-
statycznych.

Jesli sie przypatrzymy blizej, ze stanowiska wykreslne-
go catkowania, krzywym ADI oraz QRS, to przekonamy sie,
ze nie sa one niczem innem, jak tylko krzywemi calkowemi
wzgledem krzywej obciazen m m m.

I tak: krzywa ADI jest pierwsza calkowa, kazda bowiem
jej rzedna (np. P'P) daje wielkos¢ powierzchni obciazen
AmK'K, po lewej stronic od pionowej KK' lezacej. Sila
poprzeczna bowiem PP = oddzialywaniu AZ = 'K mnicj
cigzar AmK'K, czyli mniej PK; Bl przedstawia cala po-
wierzchnie Ammb.

Idac dalej, przekonamy si¢, Ze krzywa sznurowa QRS
jest druga calkowa Przypatrzmy si¢ bowiem jej powsta-
waniu. Kazdy jej element (np. w A7) jest réwnolegly do odpo-
wiedniego promienia (OL) przez biegun O przechodzacego.
Kazdy punkt krancowy (L) tego promienia odpowiada pun-
ktowi 2 na pierwszej calkowej. A wiee, jezeli odleglo$¢
biegunowg uwaza¢ bedziemy za jednos¢, a poziomay OHT
za 08 odcigtych, to otrzymamy stosunki jak na fig. 3-ej.

Czes¢ calkowej QR zniza sie na dol, albowiem odpowia-
da ujemnej powierzchni AKH. W punkcie R krzywa QRS
przechodzi przez minimum, bo pockodna w punkecie £ réownasie O.
Wige styezna w punkcie R jest pozioma. Od puktu R Kkrzy-
wa podnosi s'g w gore, albowiem odpowiada dodatniej po-
wierz<hni £ T 1.
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Dowiedzmy teraz, ze rzedna MAM' daje nam wielkosé
momentu dla przekroju KK'. Wedlug poprzedzajacych para-
grafow, odcinek .S\S’ daje nam wielko$¢ powierzehni AFKIB,
czyli wielko$¢ momentu statycznego calego obeciazenia AmmB
wzgledem osi S5, Tej samej wielkosci winien by¢, jak wia-
domo, moment oddzialywania 4 wzgledem osi, przez 5 prze-
chodzacej. Proste wiec QS i QS' ograniczaja powierzchnie
QSS’, ktora jest powierzchnia momentéw dla oddzialywania
A. Kazda jej rzedna (np. 4'N) daje nam wielkoS¢ momentu
oddzialywania wzgledem Kkazdego punktu na rzednej lub jej
przedluzeniu lezacego.

Moment wzgledem przekroju KK' réwna si¢ momentowi
oddzialywania 4, mniej moment obciazenia AmK'K, czyli rowna
sig¢ M'N — MN, a wiec réowna sig¢ MM', czego nam dowies¢
nalezalo.

W podobny sposéb mozna przeprowadzi¢ Scisla ana-
logie miedzy wykreslnem calkowaniem a obliczeniem grafo-
statycznem.

Jezeli mamy do czynienia z pojedynczemi cigzarami, to
rzecz sie¢ nie zmienia w ogélnym zarysie, i blizsze przypa-
trzenie sie figurze 13-ej daje nam blizsze wyjasnienie. Trze-
ba tam tylko 4B uwaza¢ jako belke, obciazona pojedyncze-
mi ciezarami 71,22 i 33. Wielobok 4 1' 2§ Il jest wielo-
bokiem sznurowym.

16. Rownanie krzywej sznurowe]j. Jeslirzedne
krzywej QRS (figura 14) oznaczymy przez y, to rzedne krzywej

. ; L . d
AEI sa pierwszemi pochodnemi y, czyli ;ly—, a rzedne Kkrzy-
- . Al‘ - »
: s v i ” . d% %
wej obciazen sa drugiemi pochodnemi, czyli 77 Jesli przez
% b

1 oznaczymy rzedne krzywej obeiazen, to:

SN Tt e T

" R A R e

Rownanie to jest, jak wiadomo, réwnaniem roézniczko-
wem krzywej sznurowej. Jednostka OH, uzyta do wykresle-
nia calkowej, jest w znaczeniu grafostatycznem, tak zwa-
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nem parciem poziomem, eczyli stala poziomg skladowa
wszystkich sil, reprezentowanych przez promienie wieloboku
si OC, 0Z, 04 i t. d. Jedli to parcie poziome oznaczymy
przez H, to réwnanie Krzywej sznurowej przyjmie forme:

d*y n

d*  H'

ktora jest zwykle uzywana *).

*

) Por. B. Abakanowicz: Zarys Statyki wykresinej § 30.
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III. LINIA SPREZYSTA.

17. Scistem réwnaniem linii sprezystej jest nastepujace:
d2y
.o
' A df)“ﬁ]a_/2 Ty
[+ G
W tem rownaniu M, oznacza moment statyczny, M,
moment bezwladnosci, a E wspolezynnik sprezystosci.
W zwyklych wypadkach belka si¢ malo wygina, o$ jej
: ; . : dy .
niewiele si¢ odchyla od prostej, wige stosunek d%Jv jest bar-
dzo maly, tak, ze mianownik lewej strony réwnania mozemy -

uwazac, bez popelnienia znacznego bledu, jako rowny 1. Wte-
dy rownanie upraszcza sie i otrzymujemy :

_i?L i ,il“fﬁ (=)
dz® = EM,

Jesli to rézniczkowe rownanie linii sprezystej zestawi-
my z rownaniem Kkrzywej sznurowej (patrz ustep 16), ktore
opiewa: :

d2y

¥ Sl ®
to zobaczymy znaczne migdzy niemi podobienstwo co do for-
my. I tak, widzimy odrazu, ze linia sprezysta mozemy uwa-
za¢ za Krzywa sznurowa, jesli tylko w réwnaniu (8), zamiast
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rzednej powierzchni obciazen 7, wezmiemy rzedna rowna M
a zamiast jednostki uzytej do wykreslenia H, iloczyn KM ,.

Poniewaz w kazdem miejscu belki M, jest proporcyonal-
ny do rzednej powierzchni momentéw, wiec otrzymamy wprost
lini¢ sprezysty, jesli wykreslimy Kkrzywa sznurowa, przypu-
szezajac, ze powierzechnia momentow jest powierzehnia obceia-
zen, i, oprocz tego, uzywajac jako jednostki do wykreslenia
iloczynu KM, Jednak iloczyn ten ostatni jest zbyt duzym,
zeby go mozna bylo praktyecznie uzyc¢, wiec sie uzywa mniej-
szej jednostki. Skutkiem tego wszystkie rzedne linie sprezy-
stej sa wydluzone w stosunku KM, do nowoobranej je-
dnostki H'.

Na tem nietylko, ze nic nie tracimy, ale owszem, zy-
skujemy, bo w zwyklej postaci i w zwyklych wypadkach linia
sprezysta na rysunku maloby sie roznila od prostej.

Fig. 15.

Prof. Mo hr (1868) byl pierwszym, ktory wykazal bliz-
szy zwigzek migdzy rownaniami (%) i (§). Takie uwazanie
powierzchni momentow, jako powierzchni obciazen, a Kkrazy-
wej sprezystej, jako odpowiedniej krzywej sznurowej, wydalo
w zastosowaniach Statyki wykreslnej bardzo obfite rezultaty,
szczegolniej przy obliczaniu belki wieloprzestowe;j.

18. Liniasprezysta belki, wmurowanej u jedne-
go konca,a drugim swobodnie sieg zwieszajgcej. —
Niech 4B (fig. 15) przedstawia nam taka belke, obciazona u swe-
go swobodnego Kkonca ciezarem pojedynczym P. Powierzchnia
momentow przedstawi sie nam w postaci trojkata 484", Kazda
rzedna tej powierzchni, pomnozona przez jednostke uzyta do wy-
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kreslenia, daje wielko$¢ momentu w odpowiednim przekroju;
AA' pomnozone przez jednostke daje nam najwiekszy moment
w miejscu wmurowania belki.

Wedlug poprzedzajacego ustepu, zeby otrzymac linig
sprezysta belki 4B, nalezy powierzchnig 484" uwazac jako
powierzchnie obeiazen, i wykresli¢ nastepnie odpowiednig
krzywa sznurowa, uzywajac iloczynu KM, jako jednostki.
Poniewaz jednak iloczyn ten jest zbyt wielkim, wiec na ry-
sunku obrali$my, jako jednos¢ odcinek MN, znacznie mniej-
szy. Nastepnie wykresliliSmy pierwsza calkowa Al i druga
A II. Ta ostatnia jest krzywa sznurowa wzglednie do po-
wierzchni obciazen AA'B, czyli linia sprezysta wzglednie do
powierzchni 4A4'B, jako pow. momentow. Tylko, zZe rzedne
tej linii sprezystej sa powiekszone znacznie, w stosunku
EM, do jednosci MN.

W tem zadaniu i we wszystkich nastepujacych przyj-
miemy, ze A7, pozostaje stalem.

O$ odcietych prowadzimy przez punkt A, poniewaz sa-
mo zadanie juz wskazuje, ze pierwszy element linii spquystej
pozostanie poziomym wskutek wmurowania.

Ostatnia rzedna & II, jako rzedna linii sprezystej, daje
wielko$¢ znizenia konca 2 belki, od poziomu. lLecz 5 11 jest

MN
powiekszone, i trzeba ten odcinek pomnozy¢ przez - M, , zeby
otrzyma¢ prawdziwa wielkos¢ znizenia.

19. Belka oparta na dwoéch punktach 41 B (fig. 16).
Dajmy na to, ze belka obciazona jest jedynie cigzarem 2.
i ze odpowiednia powierzchnia momentéow jest trojkat ACBH,

Zeby znale$¢ ksztalt linii sprezystej, uwazamy po-
wierzchnie momentéw za powierzchnig obciazen, i zaczyna-
my kresli¢ dla niej pierwsza calkowa, poczynajac ja w pun-
kcie A. Tak otrzymana krzywa Al dotyka sie w punkcie 4
poziomej AB, a jej ostatnia rzedna ZI daje nam wielkos$¢
calej powierzchni ACZB. Majac juz pierwsza calkowa, przy-
stepujemy do kreslenia drugiej.

W tym celu, dla ponownego calkowania, obieramy do-
wolny punkt O, w odleglosci rownej jednostce H od pionowej
przez A, i przez ten punkt prowadzimy o$ odcigtych OHL;

http://rcin.org.pl



42 INTEGRATOR. [136]

nastepnie kreslimy druga calkowa @RS, ktéora ma nam dad
szukana lini¢ sprezysta.

Otoz, przyjrzawszy sie figurze, przychodzimy do prze-
konania, ze krzywa QRS nie jest linia sprezysta, gdyz nie
odpowiada warunkowi z natury rzeczy wyplywajacemu, kto-
ry mianowicie wymaga, zeby punkty ¢ i .S pozostaly w je-
dnym poziomie, belka bowiem opiera sie w punktach 4 i B,
i nie ma racyi, zeby koniec .S linii sprezystej podniost sig
w gore.

Jednak lezy to calkowicie w naszych rekach zmienié

Fig. 16.

polozenie punktu .S, albowiem zupelnie dowolnie obralismy
sobie o$ odcietych, uzyta do wykreslenia. Mozemy znale$c
inne polozenie poczatkowego punktu O, takie, jak np. w 0O,
ze odpowiednia druga calkowa QR.S odpowie wymaganemu
warunkowi.

Zeby znalesc¢ polozenie O, postepujemy jak nastepuje.
Przedluzamy styczna w punkcie .S do krzywej QR.S, az do
przecigeia z pionowa przez ¢ w punkcie 7. Twierdzimy po-
tem, ze styczna w punkecie .S" do krzywej QRS’ przechodzi
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takze przez punkt 7. To znaczy, ze QT jest odcinkiem o sta-
lej dlugosei, i ze gdziekolwiek obierzemy punkt O na piono-
wej 00, to zawsze ostatnia styczna przechodzi¢ bedzie przez
punkt 7. Pochodzi to stad, ze Q7 wedlug ustepu 12-go przed-
stawia wielko$¢ momentu statycznego powierzehni 4 BC wzgle-
dem osi A7, a wielkos¢ ta jest stala i niezalezna od potoze-
nia punktu O.

Wykresliwszy wiec raz, przy dowolnie obranym biegu-
nie O, linie sprezysta QRS, prowadzimy w punkecie .S stycz-
na, znajdujemy punkt 7', nastepnie laczymy 7T z S i przez
punkt F prowadzimy Z0 réwnolegle do T.S". Przecigcie tej
rownoleglej z pionowa przez O, daje nam szukany punkt 0.

Druga calkowa, ktéra wykreslimy, uwazajac O'L’ jako
o$ odcietych, przechodzi¢ bedzie przez punkty @ i .5, a wige
bedzie nam przedstawiala lini¢ sprezysta, o rzednych wydlu-
zonych w stosunku £EM, do OH.

20. Belka jednym koncem wmurowana,a dru-
gim swobodnie oparta (fig. 17). Belka poddang jest dzia-
laniu ciezaru pojedynczego I.

Gdyby belka 4B byla swobodnie w obu koncach opar-
ta, to powierzchnia momentéw bylby tréjkat cDB. Lecz po-
niewaz kolo 4 sa wskutek wmurowania momenty ujemne,
wiec zamykajaca CB przyjmuje inne polozenie, ktérego z go-
ry oznaczy(¢ nie mozemy. Dla rozwiarania jednak zadania
przyjmijmy, ze zamykajaca z polozenia BC przeszla w polo-
zenie BA. Wtedy powierzchnia momentow sklada sig z dwoch
czedci: ujemnej AFC i dodatniej DF'B.

Taka powierzchnig momentéw uwazamy za powierzchnig
obcigzenia belki AB, i rysujemy dlan pierwsza calkowa [ I'
i druga II II'. Dla wykreslenia tej drugiej, tak obraliSmy o$
do calkowania, zeby pierwszy element w punkcie II pozostal
poziomym; a wiec o$ ta przechodzi przez punkt I. Wmuro-
wanie belki wymaga, zeby pierwszy element byl poziomy.

Druga calkowa II II' ma reprezentowac linie sprezysta,
o przesadnych rzednych w kierunku pionowym. Jednak wi-
dzimy, ze ta krzywa nie odpowiada warunkom z natury rze-
czy wyplywajacym, koniec bowiem jej II'nie przechodzi przez
pnnkt b, co jest koniecznie wymaganem, nie ma bowiem racyi
zeby belka w gore sie podniosla. Znaczy to, Zesmy Zle prze-
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wartos¢, i to taka, zeby krzywa H I, przedstawiajaca krzy-
wa sprezysta, przechodzila przez punkt b.

suneli nasza zamykajaca BC, i odcinek CA4 musi mie¢ inng

Ten ostatni warunek, ze stanowiska wykreslnego calko-
wania, wskazuje nam sposob znalezienia prawdziwej wielko-
sei odcinka AC. Kazda bowiem rzedna drugiej calkowej I1 H'
daje nam wielko$s¢ momentu statycznego odpowiedniej cze-
sci powierzchni AFBDC. A wiee ostatnia rzedna b I’ daje

Fig. BE

nam moment statyczny powierzchni AFBDC wzgledem osi
B IT", a poniewaz ta ostatnia rzedna winna by¢ réowna zeru, to
znaczy, ze moment statyezny owej powierzehni AFBID(
wzglgdem osi pionowej, przez B przechodzacej, winien by¢
rowny zeru.

Powierzchni¢ AFZDC mozemy uwazacd, jako algebraicz-
na sume dodatniego trojkata CDB i ujemnego ABC. Moment
statyczny trojkgta CDB - moment statyczny trojkata 4BC
ma by¢ réowny zeru wzgledem osi B II'. Jesli prosta .S
przechodzi przez srodek cigzkosci trojkata CDB, prosta FF
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przez srodek ciezkosei trojkata ABC, to moment statyczny
kropkowanej powierzchni bedzie wtedy rowny zeru, jesli po-
wierzchuia COB pomnoZona przez GB (odlegl sr. c.) rowng
bedzie powierzchni ABC pomnozonej przez FB:
CPB . GB—=ABC . ItB
Poniewaz za$ trojkaty COB i ABC uwaza¢ mozemy, ja-
ko majace jednakowa wyscko$¢ AB, a tylko riézne podstawy
GIH 1 AC, wiec:
OH ", 'GB — A0 1
stad szukane
DH sGB (@)
. 3 G ;
Stosunek ten latwo wykreslic. Od B do 7 odcinamy
BT= DH. Potem laczymy punkt 7'z F (punkt 7 lezy w '/,
czesci otworu ADB), i przez G prowadzimy réwnolegla do 77
ktéra nam odecina punkt C'.
BC' jest szukanym odcinkiem AC, gdyz z podobienstwa
rojkatow ZBT i GBC' wypada, ze:
BC =BG — BIw B,

AC = -

a wiee:
poi o BTBO S DENGE
e o R S A

co odpowiada réwnaniu (a).

Zmalazlszy wielkos¢ tego odcinka, ktory jest niczem in-
nem, jak tylko momentem ujemnym belki przy wmurowaniu,
odcinamy go od ¢ do A'iprowadzimy zamykajaca A'B. Jesli
teraz przy jej uzyciu wykreslimy odpowiednia lini¢ sprezy-
sta, to odpowie ona wszelkim warunkom.

21. Belka u obu koncéw wmur owan a(fig. 18). Gdy-
by belka byla swobodnie oparta w punktach 4 i B, to powierzch-
nia momentow, dla pojedynczego ciezaru 2, mialaby ksztalt tréj-
kata A'B'C’. Poniewaz jednak w miejscach wmurowania
A i B powstaja momenty ujemne, wigc zamykajaca A5 zmie-
ni swoje polozenie i przyjmie pozycye A'5. Powierzchnia mo-
mentéw skladaé sie bedzie z trzech tréjkatow: dwoch uje-
mnych AA4'Q i BBT, oraz jednego dodatniego QC'T.
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Chodzi nam o oznaczenie odcinkow AA' oraz BE, bo
skoro je posiadamy, wtedy mamy wszystko, co do obliczenia
belki jest potrzebnem.

Przypus¢my, ze zadanie jest rozwiazanem, i ze obrane
przez nas na figurze AA'" i BB' daja nam rzeczywista wiel-
kos¢ momentéw ujemnych w punktach wmurowania. Pierw-
szg calkowy niech bedzie krzywa Im I', druga Hn II'. Ta
druga ma nam dawac lini¢ sprezysta, ktéra oczywiscie musi

Fig. 18.

mie¢ pierwszy element przechodzacy przez I1, i ostatni przez
II" poziome, lezace w jednej poziomej. Warunkowi temu tyl-
ko w tym wypadku zado$¢ si¢ uczyni, jesli koncowy punkt I’
pierwszej calkowej bedzie lezal w jednej poziomej z poczat-
kowym /. Wigce prosta I I'ma by¢ pozioma, a poniewaz ostatnia
rzedna pierwszej calkowej daje nam powierzchnie 1@1'01)1{0\\';1-
na, i ta ostatnia rzedna jest rowna zeru, wiec suma trzech troj-
katow—AA4'Q, -+ QC'T i — BB'T winna by¢ réwna zeru.
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Oprocz tego, poniewaz rzedne drugiej calkowej Il n 77" daja
nam wielkosci momentow statycznych kropkowanej powierzch-
ni, a ostatnia rzedna rowna jest zeru, wiec i moment staty-
czny tej powierzchni wzgledem osi pionowej, przez B prze-
chodzacej, winien by¢ rowny O.

Znajdujemy w ten sposob z dyskusyi obu krzywych
calkowych dwa warunki, oznaczajace rozklad i wielkos¢ po-
wierzchni AQTBB'C'A'A:

a) powierzchnia ta ma by¢ réwna 0;

b) jej moment statyczny wzgledem A5’ ma byc¢ takze
rowny 0.

To nam wystarcza do elementarnego wykreslenia odcin-
lsow. A 4' i BB

Poniewaz kropkowana powierzchni¢ moge uwazac, jako
sume dodatniego trojkata A'C'B’ i ujemnego trapezu AA'B'B
wiec z waruuku a) wyplywa, iz:

pow. trojkata A'C'Browna sie pow. trapezu AA'B'B.

7 warunku zas$ b) wypada, Zze moment statyczny ujem-
nego trapezu -+ moment statyczny dodatniego trojkata ma
by¢ = 0, a poniewaz obie powierzchnie sa sobie rowne, wigc
srodek ciezkosci trapezu winien leze¢ w jednej pionowej ze
srodkiem ciezkosci trojkata, azeby ramiona wzgledem osi
B H' byly réwne.

Stad latwo znales¢ mozemy ksztalt trapezu AA'SB
Jego $rodek ciezkosci ma leze¢ w linii Si5', przechodzacej
przez L, $rodek ciezkosci trojkata A'B'C’. Jeden punkt pro-
stej A'B znajdziemy, jesli w $rodkowym punkecie belki K
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wystawimy prostopadla KV, takiej dlugosci, ze KV pomno-
zone przez B réwna sig powierzchni trojkata A'B'C. Wte-
dy V lezy oczywiscie na prostej A'B. Jej nachylenie znaj-
dziemy z warunku, ze S$rodek ciezkosci trapezu ma lezeé
w pionowej S8'. Od B do K odcinamy 1/, czes¢ AB, punkt
T taczymy z punktem V) 1 przedluzamy prosta 7'V do prze-
cigcia z pionowa SS’ w punkcie R Wtedy ZR rowne jest
AA'. Nastepnie laczymy A’ z V,i przedluzajac, znajdujemy
punkt B

Dowdéd slusznosci tego wykreslenia jest bardzo prosty,
i zostawiamy go czytelnikom; nadmieniamy tylko, ze 4A4’ tak
sig ma do BB, jak a do b, jesli przez a oznaczymy odleglosé
srodka ciezkosci 2-go trojkata A'B'B, a przez b odleglosé
srodka ciezkosci 1-go trojkata 4A4'B, od osi SS.

Wykreslenie to jest ogdlne, i da sie zastosowad do wszelkie-
go rodzaju obciazenia. Je$li mamy np. AB (fig. 19), wmuro-
wana w obu konecach, i obeciazona czesciowo od B do L cie-
zarem ciagtym i jednostajnym, to wtedy powierzchnia momen-
tow ograniczona jest prosta 447 i lukiem parabolicznym
MmB. Zeby znale$¢ polozenie zamyKkajacej ZZ', znajdujemy
przedewszystkiem o$ SS, przechodzaca przez srodek ciezko-
sci powierzehni Ad/mBA, i wielkos¢ tej powierzchni. Wiel-
kosc¢ te dzielimy przez AB, i znajdujemy odcinek €2, ktory
wystawiamy pionowo w $rodkowym punkcie belki . Nastep-
nie lgczymy punkt E, lezacy w odleglosci 1/, 1 od 4, z D,
i przedluzamy Z20 do R. Pozioma, przeprowadzona przez R,
odcina na pionowej przez B punkt Z'. Polaczywszy Z' z D,
znajdujemy szukang prosta ZZ'.

22. Waszystkie podane wyzej sposoby wykreslenia linii
sprezystej i ujemnych momentéw w punktach wmurowania,
wtedy tylko sa sluszne, jesli moment bezwladnosei we wszyst-
kich przekrojach belki pozostaje niezmiennym. W przeci-
wnym razie konstrukeya sig zmienia i komplikuje. W szcze-
goly obliczania tego rodzaju wypadkow wchodzi¢ tutaj nie
bede, jak réowniez i w zastosowania krzywych calkowych do
belek, opartych na kilku punktach, zostawiajac to do pozniej-
szej pracy.
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21. Teorya graficzna sklepien opiera si¢ na wykresle-
niu tak zwanej linii ci$nienia. Teorya ta nie jest wecale $ci-
sla, i nie daje sposobu obliczania sklepien, lecz tylko daje
nam moznos¢ wyprobowania zaprojektowanego juz sklepienia,
czy jest istotnie w rownowadze. Zwykly sposéb postgpowa-
nia jest taki, ze sie naprzéd na podstawie danych z praktyki
wzietych projektuje sklepienie, a potem proébu je si¢ przy po
mocy linii cisnienia, czy rzeczywiscie projektowane sklepieni,
odpowiada warunkom roéwnowagi.

Dajmy na to, ze mamy przed soba polowke sklepienia,
oznaczona literami TQPNM (fig. 20), i przypus¢my, dla upro-
szezenia, ze sklepienie, réowniez jak i nadmurowanie siggaja-
ce do N/, sy zaprojektowane z materyalu o jednakowym
cigzarze gatunkowym.

Gdybysmy w rzeczywistosci odjeli jedne polowe sklepie-
nia (po prawej stroniec od linii N7 lezaca), to, aby rownowa-
ga nie byla naruszona, musielibySmy, na miejsce owej odje-
tej polowy, przyczepi¢ sile R, ktéraby powstrzymywala skle-
pienie od upadku.

Sila R, ktéra zwiemy parciem poziomem, laczy si¢ zele-
mentem sklepienia w tak zwana lini¢ ciSnienia HgC, o Ktorej
znaczenin tutaj blizej mowic¢ nie bedziemy, jako rzeczy po-
wszechnie znanej. Linia te otrzymuje sig, jak wiadomo, w ten
sposob, ze odcina si¢ na pionowej od H do I' caly cigzar
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Fig. 20,

sklepienia, potem na poziomej przez H przechodzacej, od H
do O, wielko$¢ parcia poziomego, uwaza sig¢ punkt O za bie-
gun, i Kresli sie wielobok sznurowy, otaczajacy krzywa HgC.
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Kazdy bok tego wiclokoku daje nam polozenie wypadkowe]
z parcia poziomego, i czesei sklepienia po prawej stronie le-
zacej (np. bok przechodzacy przez g daje nam polozenie wy-
padkowej z sily R i ciezaru czesci sklepienia PNMQ, jej
wielkos¢ znajduje sie jako promien O0'7").

Sklepienie bedzie w rownowadze, jesli:

1) mozna bedzie wykresli¢ lini¢ cisnienia, nie wycho-
dzaca w calym swym przebiegu z jednej trzeciej
czesci srodkowej sklepienia;

2) jesli linia cisnienia nie trafi na szwy pod takim ka-
tem, ze opdr tarcia moze byc przezwyciezonym;

3) jeslisily, na kazdy szew dzialajace, nie sa zbyt wiel-
kie ze wzgledu na wytrzymalos¢ materyalu, z kto-
rego sklepienie jest projektowanem.

Warunek, pod 1) sformulowany, powiada, ze linia cisnie-
nia musi si¢ zmiesci¢ miedzy liniami HK i FD, dzielacemi
wysokos$¢ sklepienia w kierunku szwow na trzy rowne czesci.
Pochodzi to stad, ze nie mozna dopusci¢, aby ktorekolwiek
miejsce na szwie sklepienia bylo wystawione na rozciaganie.
Figury =z, y, 2, 3, u spodu fig. 20-ej umieszczone, blizej nam to
wyjasnia.

Niech LI/ przedstawia nam szew sklepienia. Jesli sila V'
dziala w $rodku cigzkosci (przypadek x), to przekrédj pod
dzialaniem tej sily przesunie sig réwnolegle, i przyjmie polo-
zenie kreskowane. Jesli punkt przylozenia sity posuniemy
nieco wyzej (przypadek y), wtedy o$ obojgtna, ktéra poprze-
dnio lezala w nieskonczonosci, zblizy sie, i przekroj, obréci-
wszy sie okolo tej osi, przyjmie oznaczong linig kreskowang
polozenie. Oczywiscie, cisnienie specyficzne na jednostke
przekroju LIL' bedzie wigkszem w poblizn L, anizeli
w poblizu L. Jesli punkt przylozenia sily V bedziemy
posuwac¢ jeszcze dalej w gore, to nareszcie przyjdzie
takie polozenie (przyp. 2), ze o$ obojetna dotknie si¢ do prze-
kroju, i wtedy specyficzna sila $ciskajaca rowng bedzie w
miejscu I/ zeru, i gdybysmy dalej jeszcze w gore przesungli
punkt przylozenia sily V (przyp. é), to okolo Z' powstalyby
sily rozciagajace, i sklepienie otworzyloby si¢ w tem miejscu.
A wice fig. # daje nam takie polozenie punktu przylczZenia

10
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sity V7, ktorego przekroczy¢ nie mozna, a wlasnie i ta granica
lezy w '/, wysokosci szwu.

Znizajac silg 7 na dol, dojdziemy do drugiej granicy
tego rodzaju.

Warunek, sformulowany pod 2), zada, aby sila na szew
dzialajaca nie odchylila sig¢ nigdzie od pionowej do tego szwu,
niz o kat tarcia, dopuszczalny dla uzytego materyalu.

Warunek, pod 3) okreslony, wymaga, aby specyficzna si-
la na jednostke w zadnem miejscu przekroju nie przeszla
granicy, dozwolonej dla danego materyalu. Jesli te specyfi-
czna sile oznaczymy przez ¢ to oczywiscie, w granicach ozna-
czonych warunkiem 1), ¢ bedzie najwigksze, gdyz punkt przy-
tozenia sily bedzie lezal w jednej trzeciej czesci wysokosei
szwu od gory, albo od dolu. Wiadomo, ze w tym granicznym
wypadku ¢ jest dwa razy wigksze, niz gdy sie¢ dziala w $ro-
dku ciezkosci przekroju.

22. Przystapi¢ teraz mozemy do oznaczenia linii cisnie-
nia w sklepieniu za pomoca wykreslnego calkowania. Nie
potrzebujemy dowodzi¢, ze ta linia jest druga calkowa dla
powierzchni MNPQ, jesli tylko parcia poziomego uzyjemy jako
jednostki do wykreslenia. Poréwnanie fig. 20-tej z poprze.
dzajacemi przekona nas o tem.

Aby wigc narysowac linie ci$nienia, trzeba przedewszyst-
kiem wykresli¢ pierwsza caikowa dla powierzchni MNFQ.
Poniewaz nie wiemy, w ktorem miejscu na dowolnej przestrze-
ni od H do /7 przyczepionem jest parcie poziome R, wiec
obierzmy sobie naprzod dowolne jego polozenie, np. w pun-
kKcie granicznym H, w !/, wysokosci klucza od wierzcholka
sklepienia. Poniewaz nie znamy wielkosci parcia poziomego,
wige obierzmy dowolna jednostke OH do wykreslenia. Cal-
kowa zaczynamy kresli¢c w punkcie H. Pierwszy jej element,
przez ten punkt przechodzacy, bedzie rownolegly do linii G 2.
Krzywa H I przedstawia nam pierwsza calkowa. Ostatnia jej
rzedna 1S, pomnozona przez OH, daje nam cala powierzchnie
MNPQ.

Powierzehnia H I SIHI przedstawia moment pierwszego
rz¢du powierzehni MNPQ wzgledem pionowej T'M.

Jesli wykreslimy drugg calkows H 11, rozpoczynajac ja
od osi SH, to daje nam ona lini¢ cicienia, jesli parcie pozio-
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me OH, obrane przez nas dowolnie, rownem jest istotnej jego
wielkoseci. Oczywidcie, ta linia cisnienia w naszym wypadku
nie odpowiada wymaganym warunkom, gdyz nie miesci si¢
przedewszystkiem miedzy /#20 i HK. Wiec parcie poziome
nie moze by¢ réwne OH.

Jesli zwiekszymy odpowiednio jednostke OH, uzyta do
wykreslenia, jezeli ja np. zrobimy rowna O'H, to wtedy dru-
ga calkowa odpowie wymaganym warunkom i przyjmie ksztalt
HgC. Wtedy ¢S pomnozZone przez ('H réwna sie¢ momentowi,
statycznemu powierzchni MNPQ wzgledem osi 477. Tenze
sam moment rownal sie pierwej S/ pomnozonemu przez HO,
a wiec:

8. Ol —= TIS SO,
skad:
6 /78 . OH
gs$

Na podstawie tego réwnania mozemy obecnie rozwiazac
nastepujace zadanie: Dla sklepienia AZ/NPQ dang jest linia ci-
$nienia /7 /7 (druga calkowa), wykreslona przy pomocy do-
wolnego parcia poziomego O/7; znales¢ takie parcie pozio-
me '/, zeby odpowiednia linia ci$nienia przechodzila przez
dany punkt g. W tym celu, na pionowej, przez /7 przepro
wadzonej, od /7 do 1 odeinam v = Sg, i HI1'= S I/. Pro-
sta, przeprowadzona przez 7/’ réwnolegle do 70, odcina na
poziomej przez /7 punkt O, bo wtedy:

I v = O/ : OH,

czyli:
T8 :98 = OF:-08
wiec:
il - SR BN
S

co bylo do okazania.

Z warunku, oznaczonego pod 1), wyplywa, ze punkt g
moze zmienia¢ swe polozenie tylko w granicach od a do #;
a wiee, jezeli dla punktu e i b przeprowadzimy to samo wy-
kreslenie, co i dla punktu g, to znajdziemy dwie wielkosci
parcia poziomego A/ i BH. Jedli do wykreslenia linii ci-
$nienia uzyjemy parcia A7, to odpowiednia linia ci$nienia
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przejdzie przez punkt a; jesli zas parcia B/, to linia ta przej-
dzie przez punkt b.

Parcie poziome nie moze by¢ mniejsze od B/7 boina-
czej linia ci$nienia przejdzie nizej b.

Nie moze ono by¢ réwniez wiekszem od A4/, bo ina-
czej linia ci$nienia przejdzie wyzej a.

Wigce koniec odcinka, przedstawiajacego parcie poziome,
a majacego poczatek w 77, winien sie¢ znajdowac¢ na prze-
strzeni miedzy B i 4. Jesli temu warunkowi uczynimy za-
dos¢, to mozemy byé¢ pewni, Ze element linii ci$nienia, znaj-
dujacy si¢ w pionie M7, nie wyjdzie nigdy z granic a b.

Lecz to nie przeszkadza wecale, aby linia ci$nienia w ca-
lym swym przebiegu od H do ktéregokolwiek z punktéow g
nie wyszla gdziekolwiek poza dozwolone granice, ponad HK
lub FD. Aby sie¢ od tego zabezpieczy¢, pomiedzy pionowemi
M7 a NP prowadzimy w réznych miejscach jeszeze kilka
pionowych, i dla nich przeprowadzamy te same wykreslenia
Znajdujemy wtedy takie granice A i B, zZe jesli punkt O be-
dzie migdzy niemi zawartym, to w calym swym przebiegu
linia cis$nienia pozostanie w dozwolonych granicach, oznaczo-
nych krzywemi HK i FD.

Wykreslenie to przeprowadzono na tablicy I-ej.

Dotad lini¢ ciSnienia zaczynaliSmy kresli¢ w punkcie /7.
Réowniez dobrze moze by¢ ona rozpoczeta w punkcie k, jak
i w punkcie 7. Dla kazdego z tych polozenn mozemy znales$¢
odpowiednie granice. 4 i B. Lecz gdzie w samej rzeczy prze-
chodzi prawdziwa linia ci$nienia, tego nie wiemy, i Statyka
nie daje nam sposobu oznaczenia tego punktu. Zwykle, pray
wykresleniu uzywana jest taka linia cisnienia, ktéra zaczyna
sig w !/ czesci od géry w punkcie /Z; i potem w tak zwa-
nym szwie niebezpiecznym zbliza si¢ o 1/, do podniebienia.
Linia ta nie jest zawsze prawdziwa, istotnie sie skladajaca,
lecz jest ze wszystkich mozliwych najniekorzystniejsza.

Sklepienie bedzie w rownowadze, skoro tylko znalesé
mozemy granice 4 i B. Niezawsze jest to mozliwem:; .w nie-
ktorych razach A4 dotyka si¢ do B, lub nawet przechodzi na
druga strong, i wtedy wykreslenie linii ci$nienia, czyniacej
zado$¢ pierwszemu warunkowi, jest niemozliwem. Wypro-
bowanie warunkéw, podanych sub 2) i 3), jest powszechnie
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znanem. Dla 3) mozna z gory oznaczy¢ granice, po za Kto-
ra parcie poziome przejs¢ nie powinno.

23. Na tablicy I-ej znajdujemy calkowite zestawienie
wyprowadzonej powyzej metody. Danem jest sklepienie
QPP'Q, po nad ktérem znajduje sie nadmurowanie M NVP'Q). Zwy-
kle tak bywa, ze ciezar gatunkowy nadmurowania jest mniej-
szy niz cigzar gatunkowy samego sklepienia, zZeby wiec to
wprowadzi¢ w rachube, nalezy zmieni¢ naprzéd powierzchnie
MNPQ, zanim si¢ przystapi do wykreslania pierwszej cal-
kowej.

W tym celu zwiekszamy powierzchnie sklepienia QPP M
w stosunku jego ciezaru gatunkowego do ciezaru ‘gatunkowe-
go nadmurowania. Czynimy to, wydluzajac kazda rzedna po-
wierzchni MP'P(Q w wymaganym stosunku. Otrzymujemy
ta droga krzywa pq; wtedy powierzchnie 47Npg mozemy uwa-
za¢ za jednolita i przystapi¢ do wykreslenia pierwszej cal-
kowej.

Za os odcigtych obieramy pozioma AN, Jednosciy
niech bedzie NZ. Pierwsza calkowa dla krzywej pg zaczy-
namy Kkresli¢c w punkcie K, lezacym na szwie kluczowym,
tak ze KP'='/; P'P. Pierwszy element tej pierwszej calko-
wej, przechodzacy przez K, jest rownolegly do Zp, a jej ko-
nie¢ znajduje si¢ w punkecie 7. Rzedna I 1, pomnozona przez
jednos¢ NZ, daje nam wielko$¢ powierzchni M Npg.

Nastepnie przystepujemy do wykreslenia dl‘ug‘ie_f calko-
wej, zaczynajac ja w tymze samym punkecie K. Lecz poprze-
dnio przenosimy rownolegle o$ odcietych z polozenia N/. do
KO. Jednoscig jest KO. Druga calkowa ma wtedy pierwszy
element poziomy, a jej koniec przechodzi przez punkt 77,
Rzedna 1 I, pomnozona przez KO, daje nam wielkos¢ po-
wierzehni 1K1, czyli, wedlug poprzedzajacego, wielko$¢ mo-
mentu statycznego powierzehni MNpg wzgledem osi A7R.

Druga calkowa K I jest takze linia ci$nienia przy par-
ciu poziomem rownem OK.

Oczywiscie parcie poziome bylo zle obrane, i wykreslo-
na linia cisnienia nie jest ta, ktorej szukamy, bo si¢ nie mie-
Sei miedzy lukami K7 i K'7’, przeprowadzonemi w trzech
czesciach grubosei sklepienia.

Zeby znale$¢ granice, migdzy ktéremi wabhac¢ si¢ moze
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wielko$¢ parcia poziomego, postepujemy wedlug wskazowek,
udzielonych w ustepie 22-gim. Parcie poziome OK powiegk-
szamy naprzéd w stosunku 7 /I do 1 a i w stosunku 1 /7'
do 1. W tym celu punkty e i b przenosimy poziomo do «
iV, laczymy a' z O, i przez /I’ prowadzimy 7/'A réwnolegle
do @'0. Otrzymujemy punkt graniczny 4. Parcie poziome
nie moze by¢ wieksze niz KA, bo inaczej linia cisnienia
przejdzie wyzej od punktu ¢. To samo wykreslenie przepro-
wadzamy dla punktu b i znajdujemy punkt B. Parcia pozio-
me nie moze by¢ mniejsze od KB, bo inaczej linia cisnienia
przejdzie nizej b.

Nastepnie, podzieliwszy sklepienie pionowemi 277, 3 II;
4 1I, na kilka czesei, dla kazdej z nich przeprowadzamy wy-
kreslenie granic parcia poziomego.

I tak, jesli wezmiemy pod uwage pionowa 2 //,, to linia
ci$nienia nie powinna wyjs¢ po nad punkt ¢, ani tez znizyc
sig¢ po pod punkt b. Zeby otrzymadé odpowiednie granice par-
cia poziomego, przenosimy punkty ¢ i d poziomo do ¢ i d.
To samo czynimy z punktem 77,, Kktéry sie przenosi do Z/',.
Nastepnie laczymy punkt ¢ z O i przez /7', prowadzimy ro-
wnolegla do ¢0, ktéra nam daje punkt C. Parcie poziome
nie moze by¢ wieksze niz KO, bo inaczejlinia cisnienia przej-
dzie wyzej niz c. Jesli to samo wyKkreslenie przeprowadzimy
dla punktu d, to otrzymamy graniczngy wielkos¢ KD, od kto-
rej parcie poziome nie moze by¢ mniejsze.

Jesli w taki sposob postapimy z punktami e, f, oraz g,
L, to nareszcie znajdziemy szes¢ granicznych wielkosci par-
cia poziomego, ktore nie moze by ¢ wigks ze, niz

KA, KC, KE i KG ....parcie maximalne,
oraz nie moze by¢ mniejsze, niz
KB, KD, KFi KH ....parcie minimalne.

Z tych o$miu granic wybieramy dwie najblizej siebie le-
zace, jedne maximalng, a druga minimalna. Jedna z nich
maximalna KZ wskazuje nam, ze parcie nigdy wiekszem niz
KE by¢ nie powinno; druga minimalna K27, ze nigdy nie po-
winno by¢ mniejsze od KB.

A wiec, jedli linig ci$nienia zaczynamy kresli¢c w pun-
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kcie K, i tam przyczepiamy jeden koniec odcinka przedsta-
wiajacego parcie poziome, to drugi koniec winien si¢ miescic
na przestrzeni od B do K.

Parcie poziome przyczepiliSmy w punkcie A, lecz uczy-
niliSmy to dowolnie, bo moze ono by¢ przyczepione w kazdym
innym punkcie migdzy A a K', punktami lezacemi w jednych
trzecich PP'. Przy kazdej zmianie polozenia otrzymamy in-
na linig¢ cisnienia iinne granice dla parcia poziomego.

Na tablicy I-ej zrobiliSmy granice dla punktu &K' i dla
punktu S, dzielacego PP’ na dwie réwne czesci ).

Jesli parcie przyczepione w s$rodku S, to z wykreslenia
wypada, iz nie moze ono by¢ mniejsze od SB. a wiekszem
od SC.

Jesli zas przyczepionem jest w punkcie A’, to nie moze
by¢ ono mniejszem od K'B”, a wigkszem od K'A".

Polaczywszy punkty skrajne B, B, B" oraz E, (', A" krzy
wemi liniami, otrzymujemy powierzchnie kropkowana BEA"B",
majacy takie znaczenie, ze koniec odcinka reprezentujacego
parcie poziome, przyczepionego jednym koncem w Kkluczu,
winien si¢ zmiesci¢ koniecznie wewnatrz tej powierzchni-
Jesliby bylo inaczej, to linia ci$nienia nie zmiescilaby sie mie-
dzy TK i T/K%3),

Jesli nie mozna wyKkresli¢ powierzchni BEA"B", to wte-
dy mamy dowdd, ze wykreslenie linii ci$nienia, odpowiadaja-
cej warunkowi 1), jest niemozliwem.

Moze to nastapi¢ wtedy, gdy granice minimalne parcia
poziomego sg wigksze, anizeli maximalne. Gdyby, przypusc-
‘my, KB, od ktérego parcie poziome nie moze by¢ mniejszem,
wypadlo nam dluzszem niz KE, od Kktorego parcie poziome
nie moze by¢ wigkszem, to wtedy w punkcie K nie mogli-

1) Do wykreslenia nie trzeba wtedy zmieniaé polozenia punktow
a,b, ¢, d..., tylko trzeba punkty I/', Il,, II;.... przesungé o tyle
na doél, o ile nowo obrane parcie zostalo przesuniete. I tak, dla punktu
K’ punkt [I' zostal posuniety na dél do (11), tak, ze I’ (I1I)— KK'. Cheac
wiec znales¢ w tym ostatnim wypadku punkt graniczny dla b, laczymy b’
z O" i przez (II) prowadzimy rownolegla do 6’0", ktéra odcina na pozio-
mej K'O" punkt szukany B”.

?) Do powierzchni BEA"B” doszedl na innej drodze p. A. Durand-
Claye. Patrz: ,Annales des ponts et chaussées 1867.
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bysmy zaczyna¢ zadnej linii ci$nienia, gdyz kazda z nich
musialaby wyj$¢ z granic dozwolonych.

A wiee, wyprobowanie rownowagi sklepienia, wedlug
metody podanej polega na znalezieniu powierzchni BEA"5".
Jesli wykreélenie jest mozliwem, to sklepienie czyni zados¢
pierwszemu warunkowi réwnowagi.

Warunki sub 2) i 3) badaja sie zwykla droga.
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V. WYROWNANIE MAS.

24. Przy budowie drég nastepuja, jak wiadomo, po so-
bie wykopy i nasypy. Jesli materyal dobyty z wykopu jest
dobrym, to w takim razie uzywa sie do wzniesienia nasypow
Oszezedza sie w ten sposob znaczna ilos¢ pracy, w poréwna-
nin z innym sposobem, gdy ziemie trzeba przywozi¢ z miejsc
obok drogi lezacych, wykopawszy ja poprzednio.

Ten sposéb szczegolniej tam moze byé uzyty z korzy-
scia, gdzie w stosunkowo malych odstepach nastepuja po so-
bie wykopy i nasypy. :

Zeby znale$¢ jak najkorzystniejszy sposéb zuzytkowania
mas ziemi wydobytych z wykopoéw, uzywa si¢ czesto tak zwa-
nego wykreslnego wyréwnania mas (Massen-nivellement), wy-
nalezionego przez bawarskiego inzeniera Eickemeyera.

Integrator i krzywa catkowa, przy tej zmudnej pracy,
przyczyniaja sie do znacznego uproszczenia.

Przypusémy, ze prosta OX (tabl. II) przedstawia nam os
drogi. Profilem jej podluznym niech bedzie linia lamana
0123... Lecz profil ten podluzny rézni sie od zwykle
uzywanego tem, ze kazda jego rzedna, np. L2, (mierzona od-
powiednia podzialka) nie daje rzeczywistego wzniesienia punktu
2 po nad o$ drogi, lecz jest proporcyonalna do wielkosci
profilu poprzecznego, przechodzacego przez ZL. Wiec np.
rzedna L'4, mierzona odpowiedniay podzialka, da nam ilos¢
jednostek kwadratowych profilu poprzecznego nasypu, prze-
chodzacego przez punkt 4.
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Stad wyprowadzamy wniosek, ze jezeli zmierzymy po-
wierzchnie kreskowane i kropkowane profilu podluznego,
w ten sposob przeksztalconego, to otrzymamy wielkos¢ mas
ziemi, Kktora z wykopow doby¢ nalezy (pow. kropkowane),
i wielkos¢ mas, ktore do nasypow przywiezé nalezy (pow.
kreskowane).

Zeby znales¢ np., jak wielka jest masa ziemi, ktora
sie dobedzie z wykopu O 1 2 3, to trzeba, albo zmierzy¢
te powierzchni¢g w zwykly geometryczny sposéb, albo opro-
wadzi¢ jg planimetrem, albo tez wykresli¢ dla niej krzywa
catkowa.

Zastosowanie tej ostatniej daje nam, obok pomiaru
powierzchni, jeszcze i inne korzyseci, o ktorych nizej mowa.

Dla wykopu O 1 2 3 zaczynamy kresli¢ calkowa w pun-
kcie O, uwazajac OX za o$ odcigtych. Niech nasza calkowg
bedzie O I' 2 3. Rzedna 3 3, pomnozona przez jednostke cal-
kowania, daje nam cala mase¢ ziemi, ktéora ma by¢ dobyta
z wykopu.

W punkcie 3 jest przejscie od wykopu do nasypu. Dalej
na prawo mamy nasyp 3 45 6, Ktorego powierzchnie, lezace
pod osia odcietych, uwazamy za ujemna; krzywa calkowa
wiec zniza sie¢ od punktu 3’ do punktu 6. Rzedna 6 6’ daje nam
sume algebraiczna mas wykopu i nasypu. Mas¢ nasypu otrzy-
mamy, jesliod 33" odejmiemy 6 6. Widzimy, ze masa ziemi,
wydobyta z wykop, nietylko starczy do usypania nasypu
3456, lecz jeszcze pozostanie reszta wielkosci 6 6/, ktore
mozna uzy¢ do usypania ezesci nasypu, lezacego na lewo od
punktu O.

Kreslac dalej krzywa calkowa dla nast¢pujacych po
sobie wykopow i nasypow, otrzymujemy nareszcie tak zwany
profil mas O § .8'... 10 . .. 80 S,

Profil ten przedstawia linig krzywa, wznoszaca sie w wy-
kopach, spadajaca na dol w nasypach.

W miejscach, gdzie sa przejscia od wykopu do nasypu
(3, 10/, 18'), mamy punkty maximum, i tam styczne do pro-
filu mas sa poziome; w miejscach zas, gdzie sa przejscia od
nasypu do wykopu (0, ¢, 14, 21), mamy punkty minimum,
w ktérych styczne sa takze poziome.

Styczna do profilu mas w jakimkolwiek punkecie (np. 4)
latwo znales¢ mozemy, jesli przez punkt 4 profilu podluznego
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przeprowadzimy pionowa 4L/, od Z' odetniemy na lewo je-
dnostke L'H, i polaczymy punkty I/ i 4. Styczna w punkcie
4" bedzie rownolegla do /74.

W taki sam sposéb znajdujemy styczna w punkcie 2'
i w innych.

Poniewaz profil podluzny O 1 2 3... jest liniag lamana,
zlozona z odcinkoéw prostej (co jest tylko przyblizonem do
rzeczywistosci), wiec profil mas sklada si¢ z lukéw parabo-
licznych. 1 tak, od O do I’ mamy jeden luk paraboli, od 7'
do 2 drugi, ktory z lukiem O 7' ma wspélna stycznag w pun-
kcie 7. Luk 2 3'i1 2 majy wspolna styczna w punkcie 2. Po-
niewaz styczne, jak widzielismy wyzej latwo wykresla¢, wigc,
nie uzywajac nawet integratora, latwo mozna przyjsé do na-
rysowania profilu mas, majac tylko obliczone punkty 7' 2" 3'...
Prowadzimy bowiem tylko w tych punktach styczne i wryso-
wywujemy luki paraboliczne, uzywajac sposobéw powszechnie
uzywanych (wykreslenieto jest zaznaczone okolo punktow 2’3’ 4).

Przeprowadzmy dowolng pozioma @@, przecinajaca pro-
fil mas w punktach 7, G, K, M, N, I'), i przypatrzmy si¢ te-
mu profilowi na przestrzeni od M do N. Rzedna MC réowng
jest ND, a wigc suma algebraiczna masy ziemi od po-
czatku O do punktu C jest taka, jak od tegoz poczgtku do
punktu 0. To znaczy, Ze na przestrzeni od C do D tyle bylo
ujemnej masy nasypu, ile dodatniej wykopu. A wiee, jesli-
bysmy bryle ziemi, ktéra trzeba wydoby¢ z wykopu, repre-
zentowany przez 14 15 16 I D, przeniesli do nasypu lezgce-
go na lewo, toby$my usypali czes¢ C 14 13 12 C'. Pozostala
cze$¢ nasypu C €' 11 10 musialaby by¢ zrobiona z ziemi, wy-
dobytej w wykopie 6 7 8 9 10. Oczywiscie, na te reszte wy-
szlaby czes¢ wykopu B /5910, ktéra sie¢ znajduje ta samay
droga, przy uzyciu poziomej Q@Q. Na przestrzeni od K do M
moze tak samo nastapi¢ wyrownanie, jak na przestrzeni od
M do N.

W ogole pozioma @@ daje nam obraz calego rozkladu
ziemi, i pokazuje nam, jak trzeba te ziemig transportowac,
zeby na calej przestrzeni wzietej pod uwage masy si¢ wyro-
wnaly. Ta pozioma wyznacza nam tak zwane sekcye prze-
wozu, ktére sa oznaczone u spodu tablicy.

1) B. Abakanowicza, Zarys Statyki wykreslnej § 11.
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Nazwijmy powierzchnie 73 G, K 10' M, N 18 J, lezace
po nad prostg QQ, gérami, a powierzchnie G 6 K, M 14 N,
lezace pod tg pozioma, dolinami. Goéry i doliny wyzna-
czaja wige sekcye przewozu. W goérach ziemig wykopana
przewozi si¢ na prawo, w dolinach na lewo, co jest oczywi-
stem, bo w goérach zawsze po lewej stronie mamy wykop
(profil mas podnosi si¢), a po prawej nasyp (profil opada).
W dolinach odwrotnie. W ten sposéb otrzymujemy dwa ro-
dzaje sekcyj: jedne, w ktorych na prawo, a drugie, w ktérych
na lewo si¢ przewozi; oznaczono to strzalkami u spodu tablicy.

Jesli wezmiemy pod uwage Koszta przewozu i wyréwna-
nia mas, to przekonamy si¢, ze profil mas daje nam w tej
mierze pewne wskazowki. Jezeli bowiem wylaczymy koszta
wzruszania ziemi i t. p., ktére nie maja zwiazku z przestrze-
nia, na ktérej ziemi¢ przewozi¢ nalezy, a weZzmiemy pod uwa-
ge tylko koszta samego przewozu, to wtedy powierzchnic gor
i dolin sa proporcyonalne do kosztow przewozu.

Jezeli mamy jakikolwiek element masy AM (w sekceyi II1
przewiez¢ na odleglo$¢ x, to AM.x daje nam wielko$¢ pracy
mechanicznej tego przewozu. AJZ pomnozone przez x jest ele-
mentem momentu statycznego powierzchni B B" 9 10, wzgle-
dem osi pionowej, przechodzacej przez 10, a jak wiadomo
z rozdzialu o momentach, powierzchnia pierwszej calkowej
ztozona jest z elementow momentu statycznego. Taki element
momentu statycznego narysowanym jest miedzy 9" a 10'.

Jesli te wszystkie elementy zsumujemy, to otrzymamy
czes¢ powierzehni gory K 9 10' T, ktoéra jest proporcyonalna
do pracy mechanicznej, a wiec i do kosztow przewozu ziemi
z wykopu, az do punktu 70 (przejsciowego do nasypu).

Dalsza praca rozmieszezenia ziemi w nasypie bedzie
oczywiscie proporeyonalna do powierzchni 7'10' 11" .

Cala wige powierzchnia K 9 10’ 11' M jest proporcyonalng
do kosztéw catkowitych wyrownania mas w sekeyi ITl-ej.

To samo si¢ stosuje do wszystkich innych sekeyj.

Zeby wiec obliczy¢ koszta, nalezy zmierzy¢ powierzeh-
nie gor i dolin, co sie uskutecznia wykresleniem drugiej cal-
kowej.

Zmieniajac polozenie linii ©Q, zmieniamy takze i wiel-
kos¢ powierzchni gor i dolin. Posuwajac QQ w gore, zwiek-
szamy powierzchnie wszystkich dolin. Rzecz ma si¢ odwrotnie,
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gdy @@ przesuwamy na dol. Przy tem przesuwaniu zmienia
sie dlugos¢ kazdej sekeyi, i zmienia sig¢ suma wszystkich po-
wierzehni gor i dolin, a poniewaz te powierzchnie sa propor-
cyonalne do kosztow, wiec i koszta si¢ zmieniaja. Pomigdzy
wszystkiemi polozeniami linii @@ jest jedno, ktore odcina naj-
mniejsze powierzchnie po obu swych stronach. Sekcye, od-
powiadajace takiej linii wyréwnania, powinny by¢ w praktyce
zachowane, bo Koszta przewozu sa wtedy najmniejsze. Zada-
niem naszem jest znales¢ to najkorzystniejsze polozenie linii
QQ. Posunmy ja w tym celu w gore, o nieskonczenie mala
wysoko$¢ Ak, Oznaczmy szeroko$¢ podstaw gér ogdélnym
znakiem ¢, a szerokos¢ dolin d. Praca przewozu kazdej goéry
zmniejszy sie wskutek przesuniecia o gah, a doliny zwiekszy
sig o ddh; w calym profilu mas o sume: ¥gah i xdah, lub
(poniewaz Ak jest jednakowe we wszystkich gorach i doli-
nach) o Ahyg i Ahxd. Jezeli zmniejszenie pracy przewozu
(wskutek zmniejszenia powierzchni gor) jest znaczniejsze, niz
jej zwiegkszenie (wskutek zwiekszenia powierzchni dolin), tos-
my cos zaoszczedzili z pracy ogdlnej przez przesunigcie linii
wyrownania w gore. Oszczednos$é rowna jest roznicy miedzy
ubytkiem powierzchni gor a przyrostkiem powierzchni dolin:

Oszczgdnos¢ = ahxg — Ahsd = Ah (3g — =d).

Azeby jeszcze cos zaoszezedzi¢, posuwad bedziemy je-
szeze wyzej linig wyréwnania, poki coskolwiek oszczedzic
bedzie mozna, t. j. az do polozenia, w ktérem, po nieskoncze-
nie malem przesunigciu w goére, powierzchnie dolin powigk-
szaja si¢ o wigcej, niz sie zmniejszaja powierzchnie gor, czyli
do chwili, w ktorej oszczednos¢ rownaé sig¢ bedzie zeru; wigc:

Ak (39 —i3d)=0, wiec: 3= 3d,
t. j. kKiedy suma wszystkich szerokosci gor rowna sie¢ sumie sze-
rokoseci dolin, FXatwo sie przekonac o tej rownosci za pomocy
cyrkla. W tym wypadku oszczednosé jest doprowadzona do
mozliwych granic, i sekcye, odpowiadajace takiej linii wyrow-
nania, sa najkorzystniejsze.

Wogéle wiec polozenie linii wyréwnania jest najkorzy-
stniejsze, kiedy suma dlugosci sekeyj, ktore w skutek zmiany
polozenia linii wyréwnania zwickszaja sie, jest rowna sumie diu-
gosci sekeyj, ktore sie zmniejszaja.
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Jezeli jednostka kosztéow przewozu jest rozmaita w roz-
maitych sekeyach (np. w jednej sekcyi przewoz na taczkach,
w drugiej na wozkach, i t. p.), to nie mozna bezposrednio
dodawad szerokosci gor i dolin, i szukaé¢ roéznicy, lecz trzeba
zmieni¢ dlugos¢ kazdej takiej sekeyi z osobna w stosunku od-
powiednich kosztéw przewozu, i dopiero wtedy prébowad, ezy
réznica réwna jest zeru.

Szukanie odpowiedniego polozenia poziomej Q¢ omac-
kiem, przez ciagle préobowanie, byloby zbyt ucigzliwem. Aze-
by ulatwi¢ sobie, uzywa sie krzywych pomocniczych. Prowa-
dzg¢ dowolna pozioma przez ¢', na oko odpowiadajaca przy-
toczonym wyzej warunkom, dodaje podstawy gor i sume od-
cinam od pionowej SS do punktu g'. To samo eczyni¢ z doli-
nami i sum¢ ich podstaw odeinam od SS do d. Widoczny
jest réznica d'¢’. Suma podstaw dolin jest wieksza, nizeli su-
ma podstaw gér. Trzeba wiec pozioma przez @ posunaé na
dol, dajmy na to, do polozenia @". Otrzymujemy ta droga,
jak wyzej, punkty ¢” i @”. Okazuje sie, zedmy za daleko na
dot posunegli. Probujemy wiec gdzie$ po srodku i znajdujemy
nowe punkty g i d. Jesli potem wszystkie ¢ i d zlaczymy
za pomocy krzywych, to przez ich przeciecie bedzie oczywi-
scie przechodzila szukana linia wyréwnania QgQ.
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