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PRZEDMOW A

Ogloszone prawie przed trzema laty wydanie oryginalne
tej ksiazki poprzedzil autor nastgpujgcem slowem wstepnem.

Praca niniejsza jest zebraniem szeregu badan, dokona-
nych w ciagu lat, w celu pozyskania integrator6w mechani-
eznych, stuzacych do kreslenia krzywej calkowej.

Ogolnie mowiae, integratory mechaniczne sg narzedziami,
ktore w pewnych warunkach i sposobami czysto mechanicz-
nemi, uskuteczniaja sumowanie szeregu nieskonczonego wiel-
kosci nieskonczenie malych. Te ostatnie moga by¢ zreszty
elementami juz to pola ograniczonego linia krzywa, juz to sa-
mej jakiej wielkosei np. pracy mechanicznej, ciepla, energii
elektrycznej i t. d.; zadanie sumowania sprowadza si¢ zawsze
do obliczenia calki okreslonej.

Poczatek tego rodzaju przyrzadéow jest stosunkowo bar-
dzo niedawny, integrafy powstaly dopiero w tym wieku
(19-ym) 1); nie trzeba przez to dziwi¢ sig, ze liczba ich jest
niewielka i zastosowania rzadkie.

Wymierzanie powierzchni jest jednem z najczesciej na-
potykanych zagadnien w naukach stosowanych; do tego zaga-
dnienia daja sie sprowadzi¢ wszystkie inne. 1 dla tego to

1) Pierwszy pomysl planimetrow zawdzieczamy Herrmannowi
z Monachium, ktéry mial go oglosi¢ w roku 1814, Przyrzad Op pi-
kofera z Bernu ma date r. 1827, a Gonelli z Florencyi r. 1825.
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4 PRZEDMOWA. [208)]

pierwsi wynalazcy w te strong skierowywali swoje usilowania,
starajac sig dlugie i uciazliwe rachunki zastapi¢ prostem dziala-
niem mechanicznem. Wystarczy tu przypomnie¢ planimetry
Amslera-Laffona, wyrézniajacesig tak prostota zasady, na
ktorej sa oparte, jak i zaletami praktycznemi wykonania.

Integratory, sluzace do sumowania pewnych skutkéw
fizycznych zmiennyeh, np. integratory dynamometryczne, sg
rzadszego uzytku.

Ale we wszystkich przyrzadach tego rodzaju ogranicza-
no si¢ jedynie na szukaniu ostatecznego wyniku calko-
wania. I tak planimetry dajgy wprost miare¢ liczbowa mierzo-
nej powierzchni, totalizatory dynamometryczne sume pracy
wydatkowanej lub wytworzonej w pewnym okresie czasu; za-
den z tych przyrzadéw nie daje nam wskazan ciaglych pra-
wa, wedlug ktérego wykonano sumowanie.

Cel naszych poszukiwan byl calkiem odmienny.

Usitowalismy zbudowac integratory, ktére nietylko daja
nam calkowitg sume¢ elementéw, ale uwidoczniaja nadto w po-
staci krzywej, wykreslnej graficznej, prawo, kierujace sumo-
waniem, i pozwalajg tym sposobem krok za krokiem sledzi¢,
ze tak powiemy, bieg calkowania oraz kolejne nastepstwa je-
go faz.

Krzywa, Kkreslona przez nasze integratory, jest wlasnie
krzywa calkowa, ktérej teory¢ wykladamy pokroitce
w pierwszym rozdziale naszej pracy.

NadaliSmy nazwe integrafow?’) temu nowemu rodza-
jowi integratoréow i Smiemy sadzi¢, ze my pierwsi zbudowalismy
to nowe narzedzie.

Niema potrzeby zatrzymywac si¢ dluzej nad waznoscig
kreslenia mechanicznego krzywej calkowej, ktére stanowi
punkt wyjscia bardzo pozytecznych konstrukeyj geometrycz-
nych w wielu zastosowaniach praktycznych. Kilka przykla-
dow wystarczy do dania pojecia o tych zastosowaniach.

) Wyraz integraf nje jest prawidlowo utworzony. Uwzgled-
niajac reguly, ogélnie przyjete przy tworzeniu wyrazow technicznych lacii-
sko-greckich, nalezaloby te narzedzia nazwa¢ integrografami. Sadze
wszakze, ze i wyraz integraf jest latwo zrozumialy, a nadto latwiejszy
do wymowienia.

http://rcin.org.pl



[209] PRZEDMOWA. b

Jezeli idzie np. o pole ograniczone jakakolwiek Krzywa,
to krzywa calkowa, procz miary liczbowej pola, da nam roz-
wiazanie wielu zadan planimetrycznych, jak podzial pola da-
nego na czesci proporcyonalne do liczb danych, jak wyzna-
czenie z wielka latwoscia momentu statycznego i momentow
bezwladnosei wzgledem jakiejkolwiek osi, polozonej w pla-
szezyznie linii krzywej. Inny przyklad, wziety ze Statyki gra-
ficznej, jeszcze wyrazniej wykaze waznosé dzialan, opartych
na znajomosci krzywej calkowej. Wychodzac z Kkrzywej
przedstawiajacej obciazenie belki, mozemy przy pomocy Krzy-
wych calkowych otrzymac kolejno wysily strzyzenia, momen-
ty zgiecia, wreszcie linig sprezysta.

Dziedzina Fizyki, w ktérej w kazdej chwili napotykamy
sumowanic elementow nieskonczenie malych ydx, daje wielka
liczbe zastosowan. Jezeli znamy np. forme pradu indukowa-
nego, krzywa calkowa da nam sposob wyznaczenia nietylko
calkowitej ilosci elektrycznosci indukowanej w obwodzie, lecz
takze i forme¢ pradu indukeyjnego.

Aby okazac¢ rozleglo$é i rozmaitos¢ zastosowan integrafu,
podalismy najwazniejsze z nich w rozdziale piatym naszej
pracy. Wymieniamy tu w szczegolnosci nastepujace: zadania
planimetryczne, rozwiazywanie rownan liczbowych, szukanie
momentow roznych rzedow i srodkow cigzkosei, wyréwnywanie
mas, rachunek graficzny belek, teorye sklepien, zagadnienia
budowy okretow, badanie ukladéw w ruchu, zagadnienia
elektryczne i t. d.

PowiedzieliSmy, ze pomyslt zasadniczy naszych na-
rzedzi byl nowy; srodki za$ mechaniczne, ktéremi poslugi-
walisSmy si¢ przy ich budowaniu, réznia si¢ znacznie od za-
sad kinematycznych, stosowanych w dawnych integratorach.
Moznaby bylo wprawdzie narzedzia te przeksztalci¢é na inte-
grafy, ale doswiadczenie wskazalo nam, ze przeksztalcenie
to pociagneltoby za soba wielkie komplikacye. To nas na-
prowadzilo na mysl szukania kombinacyj nowych.

Zasada kinematyczna, Kktéra jest podstawa tych narze-
dzi a ktorg wykladamy w drugim rozdziale, dala sie znacz-
nie uproscic; stosuje sig ona zwlaszcza do narzedzi tego ro-
dzaju w ten sposob, ze usuwa S$lizganie sie, najwazniejsze zro-
dlo bledow, ktéremu podlegaja niektoére integratory.

W rozdziale trzecim podajemy opis réznych form inte-

14
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6 PrRzEDMOW 4. [210]

grafow, zbudowanych przez nas do tej chwili. Pierwsze mo-
dele datujg z lat 1878 i 1879. W roku 1880 oglosiliSmy bro-
szurg o tym przedmiocie!), ktoérej dzielo niniejsze jest nowem
wydaniem, znacznie rozszerzonem. Odtad poczyniliSmy, jak
to okaze si¢ w wykladzie, znaczne udoskonalenia w przyrza-
dach pierwotnych, starajac si¢ uczyni¢ je mozliwie praktycz-
nemi i dokladnemi.

Niezaleznie od nas, C. V. Boys, profesor szkoly gorni-
czej w Londynie, zajmowal si¢ tym samym przedmiotem, po-
czynajac od r. 1881. Nie znajac naszych prac dawniejszych,
lecz wychodzayc z tej samej zasady Kinematycznej, zbudowal
on maching do calkowania, ktora dzialala zadawalajaco, mimo
prymitywoej konstrukeyi. Boys zajmowal si¢ zreszta tylko
krotko krzywa calkowa i skierowal swe usilowania ku zasto-
sowaniom praktycznym nowej zasady kinematycznej do indy-
katoréow-totalizatorow dla machin parowych i do licznikow
energii elektrycznosci. Godzi sie zaznaczy¢, ze Boys poczy-
nit wiele nowych ulepszenn w integratorach tego rodzaju i ze
prace jego przyczynily si¢ do rozwoju integrafow. Jestesmy
szczesliwi, majgc sposobnof$¢ wyrazi¢ tu uznanie dla jego
zastug.

Najnowsze modele integraféw skombinowalis$my wspolnie
z p. Napoli, inspektorem glownym drogi zelaznej wschodniej
i szefem laboratoryum prob tego towarzystwa.

P. Napoli wiele uczynit dla udoskonalenia integrafow,
przynoszac mi udzial dlugiego doswiadczenia, gle¢bokiej zna-
jomosci przedmiotu i nadzwyeczajnej bieglosci w konstrukeyi
narzedzi precyzyjnych 2).

Co sig tyczy pracy niniejszej, to staraliSmy sie w niej
utrzymac¢ — o ile to bylo mozliwe — na stanowisku zastosowan
praktycznych, nie wchodzae w wywody teoretyczne, do Kkto-
rych nadaje sie tak latwo rozwazanie krzywych calkowych.

Jest istotnie dziwne, ze badanie tej krzywej bylo po
dzi$ dzien tak zaniedbane w ksigzkach, poswieconych zasto-
sowaniun Rachunku nieskonezonostkowego do Geometryi; wszak

1) Integrator. Krzywa calkowa i jej zastosowanie, Warszawa, 1870,
wydanie niniejsze, str. 99—160.

?) Nowe modele integraféw buduje firma ,Barbicr et Cie* w Pa-
ryzu, 5 Place de Panthéon.
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[211] PrzeEDMOWA. 7

krzywa calkowa, procz licznych zastosowan praktycznych, jest
wielce interesujaca ze wzgledu na swe zwigzki geometrycz-
ne z Kkrzywa, z ktorej powstaje. Badanie tych zwiazkow mo-
ze by¢ przedmiotem ciekawych rozwazan, do ktérych — by¢
moze — powrdéeimy kiedys.

Staralidmy sie wywiedzie¢ o epoce, w Ktoérej rozpoczeto
zajmowaé sie zastosowaniami krzywej calkowej. Z poszuki-
wan, przeprowadzonych w Szkole inzynieryi marynarki wy-
nika, ze teorye krzywej calkowej i jej zastosowania do budo-
wy okretow wykladal przed rokiem 1840 inzynier Rossin
i ze te same metody sa jeszcze tam do dzi$ dnia stosowane

Podajemy tresciwie metody te w rozdziale 5-ym, wedlug
wskazowek, ktore zawdzieczamy p. J. Pollard, wicedyrek-
torowi tej szkoly.

Z pomiedzy roznych prac, poswiecorveh krzywej calko-
wej i jej zastosowaniom, mozemy wymieni¢ nastgpujace: Zmur-
ko, ,Wyklad Matematyki*, Lwow, 1864; Solin, ,Ueber gra-
phische Integration“, Praga 1872; Niehls, ,Die graphische
Integration“, Hanower 1877; B. Abakanowicz, ,Integrator
a krzywa catkowa i jej zastosowania, Warszawa 1880; C. V.
Boys, ,An integrating machine“, Philosophical Magazine,
1881.

Jak to zwykle bywa z rzeczami nowemi, podniesiono
kilka reklamacyj co do pierwszenstwa wynalazku integrafow
Zapisalismy je starannic w naszej ksiazce, odpowiadajac na
nie datami.

Konezage te krotka przedmowe skladam podzigkowanie
p. Korneliuszowi Herzo wi, kierownikowi dziennika ,Lumiére
électrique* za Kklisze, ktore oddal mi laskawie do rozporza-
dzenia, pp. Gauthier —Villars za trudy okolo wydania
tej pracy, wreszcic pp. Brosser i Meylan za niewdzigcz-
ng prace rewizyi i korekty.

Do tych slow autora nie wiele mam do dodania.

Niniejsze wydanie niemieckie ksiazki Abdanka-Aba-
kanowicza mozna uwaza¢ za wydanie drugie wydania
francuskiego, poniewaz podaje szczegdélowo ulepszenia i no-
we pomysly, wprowadzone od trzech lat do konstrukecyi inte-
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8 PRrzEDMOWA. [212)

graféw oraz konstrukcye nowych praktycznych modeli. Skré-
cilismy nieco opis modeli dawniejszych, majacych po czesei
znaczenie tylko historyczne; za to szczegolowiej omowiliSmy
modele nowe, ktore w wydaniu francuskiem byly tylko za-
znaczone lub wecale nie wymienione, a dzi§ pozyskaly zna-
czenie praktyczne. Nie moge tu pominac, ze te, juz poukon-
czeniu druku tej ksiazki p. Corradi znacznie uproscil bu-
dowe swego integrafu wymienionego na str. 72-ej i przystoso-
wal swoje narzedzie lepicj do potrzeb praktyecznych.

Pojedyncze rozdzialy pozostaly co do formy zewnetrznej
bez zmiany, ale co do tresci ulegly réznym zmianom, gléwnie
na podstawie wskazowek autora. Zastosowania wzbogaciliSmy
nowemi przykiadami, zwlaszcza przez wlaczenie prac Savio-
ti’ego o belece ciagtej. Dalej w Dodatku zgromadzili$my
rozne prace, majace znaczenie dla krzywej calkowej, jej za-
stosowan oraz tematu niniejszego dziela. Szczegélowsze ba-
danie krzywej calkowej wydalo mi si¢ bardzo pozadane ze
wzgledu na jej znaczenie dla Statyki graficznej i dlatego na
wstepie tego Dodatku zastosowalem niektére rezultaty, do kto-
rych doszedlem na podstawie definicyi w rozdziale pierwszym.
Byloby rzecza interesujgca na podstawie kilku wlasnosei geo-
metrycznych krzywej catkowej rozwina¢ zagadnienia Statyki
graficznej ze stanowiska -calkowania graficznego, jak to uczy-
nit Nehls pod wzgledem rachunkowym w ksiazce swojej
o calkowaniu graficznem.

Mam nadzieje, ze zainteresowanie, jakie obudzilo wéréod
technikow dzielo Abdanka Abakanowicza, utrzyma sig
i w tej nowej jego postaci i ze uczynione odtad postepy
w konstrukeyi integraféw powieksza ich zastosowania praktycz-
ne dla dobra nauk technicznych.

Zurych, luty 1889.
=g . .
G. cBifferli.
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[NTEGRAK Y.
ROZDZIAL 1.

Krzywa catkowa.

1. Definicya krzywej catkowej. Zaczniemy od zbada-
nia kilku wlasnos$ci krzywej calkowej z powodu, iz zna-
jomos¢ ich jest konieczna do zrozumienia przyrzadow, ktore

stuzg do mechanicznego wykreslania tej krzywej, a ktorych
uzasadnienie i opis stanowia cel niniejszej ksiazki.



10 INTEGRAFY, [214]

Niech abdfy (fig. 1) bedzie dowolna krzywa plaska, od-
niesiona do prostokatnego ukladu spéirzednych. Wykreslmy
druga krzywa ABCDE, ktérej rzedne KB, FC,.. sa propor-
cyonalne do pol abe, ade,..., wyznaczonych przezich przedluzenia
w ukladzie danej krzywej, innemi stowy, ktorej rzedne K25, FC,.
pomnozone przez pewna wielkos¢ /—jednostke dlugosci—dajg
odpowiednie pola réwnoleglobokéw, rowne polom odcinkow
abe, ade,... Krzywa ta ABC.. zowie sig krzywa calkowgy

danej krzywej abd..., ktora ze swojej strony nosi miano krzy-
wejréozniczkowej.
Jezeli
Yy =" (z) 1).
jest rownaniem krzywej abd.., to krzywa calkowa przedsta-
wia rownanie:

Y = ’ ydax -+ C 2)
w ktorem staly € wyznacza rzedna poczatkowa OS5 (fig. 2).
Krzywa ta przedstawia przebieg sumowania poszczegol-
nych elementéw powierzchni ydx krzywej y = f («x).
Rézniczkujac réwnanie (2), otrzymujemy :
ai
dx

=y=1tg 9,



[215] RozpzisL IT. 8§ 42, 11
gdzie ¢ (figura 2) oznacza kat, ktory styczna do Kkrzywej
calkowej w punkcie (z, Y) tworzy z osia cdci¢tych.

Wystarcza wiec z punktu 4 odmierzy¢ odeinek AD, ro-
wny jednostce dlugosci, by otrzymac lini¢ BD, rownolegla do
styeznej HI do krzywej calkowej w punkeie 7, odpowiadaja-
cym punktowi B.

Tym sposohem wykreslenie stycznej w dowolnym pun-
kcie krzywej calkowej jest sprawa niezmiernie prosta.

I odwrotnie, jesli dana jest l{l‘Z‘\'\‘\-'il calkowa, to mozna
wyznaczy¢ rzedne krzywej rézniczkowej.

Fig. 3.

2. Wykreslenie krzywej catkowej w sposéb przy-
blizony. Wyprowadzona przed chwily wlasnos¢ zasadnicza
krzywej calkowej daje nam moznos¢ wykreslenia tej krzy-
wej w sposob przyblizony ).

Niech I (fig. 3) bedzie dana krzywa?). Nakreslmy sze-
reg prostych, rownoleglych do osi rzednych w odstgpach ro-
wnych do osi rzednych w odstepach rownych takich, ze obra-

1) Zmurko, ,Wyklad Matematyki®. Lwow, 1864.

) B. Abakanowicz, ,Integrator, ,Krzywa calkowa i jej zasto-
sowanie w Mechanice budowniczej¢, Warszawa, 1880, wyd. niniejsze str. 99.



12 INTEGRAFY. [216]

na jednostka dlugosci AB jest wielokrotnoscia jednego odste-
pu i wyznaczmy po kolei proste 77, 22'.., Kktérych rzut na
o$ odcietych réwna sie jednosei.

7 dowolnego punktu P pierwszej rzednej Al prowadzi-
my teraz réwnolegla do 1I' az do przecigcia sig w punkcie
1" ze Srodkowa pierwszej pary prostych réwnoleglych; przez
tak wyznaczony punkt 7" prowadzimy réwnolegla do 22, az
do przecigeia sig z nastepna srodkows i t. d. W ten sposéb
otrzymujemy linig lamang 1”2"3"..., ktora zbliza sie do krzy-
wej calkowej w miare powiekszania liczby odcinkéow, na kto-
re podzielilismy jednostke dlugosei.

Przy tej konstrukeyi uwazalisSmy dang krzywa jako wie-
lobok 7'2'3'... 'Niech

y=ax-40>

bgdzie réwnaniem jednego z jego bokow. Krzywa calkowa
tego boku przedstawia natenczas rownanie

y:»‘—;~x?~|—bx+('.

Jest to réwnanie paraboli, ktorej o$ jest rownolegla do osi
rzgdnych. Krzywa calkowa danej krzywej jest wiec zlozona
z szeregu lukow parabol, do ktorych nakresliliSmy styczne
P H’ 1/[2”, 2"3/!“.

Proste 11", 22", 33".., ktore wyznaczaja kierunki stycz-
nych Kkrzywej calkowej, oznacza¢ bedziemy na przyszlosé
mianem kierownic?).

3. Przyktad krzywej catkowej. Krzywa catkowa 1’2’
3., przedstawiona na fig. 4, jest dokladna kopia krzywej,
narysowanej przy pomocy integrafu.

Obie krzywe dana i jej calkowa sa odniesione do wspol-
nego ukladu spolrze¢dnych. Pierwsza styezna krzywej calko-
wej jest sama os odcietych, albowiem dana Krzywa przecho-
dzi przez poczatek. Biorac rzecz ogolnicj, krzywa calkowa

1) Pod tytulem: ,Krzywa calkowa i calkowanie graficzne* zamie-
-szezono w Dodatku do niniejszej ksiazki wywéd geometryczny zasadni-
czych wlasnosei krzywej calkowej. ;
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[217] Rozpziar 1. § 3. 13
ma styczna, rownolegly do osi odcigtych, tam, gdzie dana
krzywa przecina o$ odcigtych; zachodzi to np. w punktach

1, 3, ¥, odpowiadajacych punktom 17, 3, 5. A zatem, w Ka-

-
2
-t

zdym z tych punktow krzywa calkowa posiada maximum al-
bo minimum. Stanowi to wyborna ilustracyg prawidla, podlug
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ktorego maksyma i minima krzywej y = f(x) znajdujemy
przez przyréwnanie do zera pochodnej funkeyi f(x).

Za kazdym razem, gdy dana krzywa przechodzi przez
maximum, krzywa calkowa ujawnia punkt przegiecia; zacho-
dzi to np. w punktach 2, #, ¢, 7, ktéore odpowiadaja pun-
ktom 2, 4, 6, 7.

W punkcie & napotykamy czes$¢ prostoliniowa, prostopa-
dla do osi odcigtych. Czesci tej odpowiada w Kkrzywej cal-
kowej punkt, w ktérym obie jej galezie schodza sie pod ka-
tem, zaleznym od dlugosei owej prostej.

Wogdle, w krzywej calkowej znajdziemy ostrze wtedy,
gdy dana krzywa posiada styczna, prostopadla do osi odcie-
tych, przyczem jednak punkt stycznosei nie jest punktem
przegig¢cia krzywej; mamy to np. w punktach ¢, 10, 13, 14.

Pomiegdzy 11 i 12 mamy czes¢, réwnolegla do osi odcie-
tych; odpowiednia czes$¢ krzywej calkowej bedzie rowniez
prostoliniowa, a réwnaniem jej bedzie:

y=oar-+0b,
gdzie a jest odlegloscia linii réwnoleglej od osi odcietych.
Czesci 12, 13 odpowiada luk paraboli 12, 13; wierzcho-
tek paraboli znajduje si¢ w tym punkcie, ktéry odpowiada
punktowi przecigcia sig prostej 12, 13 z osig odcigtych.
Dana krzywa konezy si¢ kolem; odpowiednia czes$¢ krzy-
wej calkowe] posiada charakterystyczne punkty zwrotu, kto-
re odpowiadaja stycznym, réwnoleglym do osi rzednych.
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ROZDZIAL 1L

Nowa zasada kinematyczna catkowania
mechanicznego.

4. 7 punktu widzenia Kinematyki zadanie o wykresle-
niu dla danej krzywej jej krzywej calkowej daje si¢ sformu-
lowad jak nastepuje.

Trzy punkty P, @, R (fig. 5) polaczy¢ za pomocg odpo-
wiedniego mechanizmu w taki sposob, zeby podczas ruchu
punktu R, ktéry przebiega dana krzywa, ruch dwoéch pozo-
stalych punktéw czynil zado$¢ nastepujacym warunkom:

1) Punkt 2 ma przesuwaé si¢ wzdluz prostej X w ta-
ki sposéb, zeby rzut linii PR na te prosta posiadal dluga
stala.

2) Punkt @ ma wcigz przesuwa¢ si¢ w kierunku PR’
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mianowicie tak, Zeby linia QR pozostawala prostopadla do
prostej X.

W tych warunkach punkt @ wykresli krzywa catkowa
Krzywej, przebiezonej przez punkt X, odniesiong do podsta-
wy X 1),

5. Wtasnosci kétka. Jak we wszystkich prawie istnie-
jacych integratorach, tak tez i w moich przyrzadach, kélko
stanowi czes¢ zasadnicza; tylko, ze u mnie zuzytkowane sg
rozne jego wlasnosci.

Zazwyczaj kolko to oparte jest o powierzchnie, po kté-
rej toczy sig swobodnie bez $lizgania sie, idac wciaz po $la-
dzic swej plaszezyzny na powierzchni. Koélko to moze row-

niez, nie przesuwajac sie samo, nadawaé powierzchni, o kto-
ra jest oparte, ruch postgpowy, albo réwnoczesnie toczy¢ sig
na poruszajacej si¢ powierzchni.

O$ obrotu 44" (fig. 6) kolka bywa zwykle osadzona
w strzemieniu £; pret T'—o$ strzemienia—jest przymocowany
w taki sposob, ze jego przedluzenie przechodzi przez punkt
przecigeia sig linii 44" z plaszezyzng kotka, ktéra jest pro-
stopadla do A44'. Koélko takie, jesli je oprze¢ dostatecznie
mocno o powierzchnig C, toczy¢ si¢ bedzie jedynie w kierun-
ku sladu swej pleszezyzny. Tak np. umieszczone w d i zwré-
cone w kierunku dd’ kélko to, o ile nie zmienimy tej oryen-
tacyi, opisze w ruchu swym prosta dd’; nawet dos¢ silne ci-
snienie boczne nie jest w stanie zwroéci¢ kélka z tej drogi.
Naturalnie, cisnienie to nie powinno by¢ wieksze od oporu,

1) Patrz: Dodatek.
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wynikajacego z tarcia pomiedzy kolkiem a jego podstawa,
oporu, ktory z drugiej strony zalezy gléwnie od sily, z jakg
opieramy kolko o podstawe.

Jezeli podezas ruchu zmienia¢ w sposéb ciagly polozenie
koélka, t. j. kierunek jego ruchu, to opisuje ono krzywa o' 1"
(fig. 6).

Nadto kétko posiada te godna uwagi wlasnos¢, ze pod-
¢zas ruchu, mimo te zmian¢ swego kierunku, nie slizga sig
nigdy po swej podstawie. Posuwa sie ono naprzéd jedynie
wskutek toczenia sie po swej powierzchni podparcia i obra-
ca sig dokola swegu punktu zetkniecia z podstawa, skoro tyl-
ko zmieniamy jego polozenie.

6, Zastosowanie kétka do kreslenia rozmaitych krzywych.
Zanim dojdziemy do wykreslenia przy pomocy koélka krzywej cal-
kowej, wyjasnimy na Kkilku przykladach zastosowanie wyzej roz-
patrzonych wlasnosci zasadpniczych kolka do kreflenia rozmaitych
krzywych.

Wszystkie krzywe, dla ktorych okreslone jest geometrycznie pra-
wo zmiany nachylenia stycznej do osi ukladu spélrzednych Descar-
tes’a lub do promienia wodzacego ukladu spélrzednych biegunowych,
daja sie wykresla¢ przy pomocy kolka; trzeba tylko pokierowa¢ oryenta-
cya kolka za pomoca mechanizmu, bedacego wyrazem danego prawa
geometrycznego.

1) Spiralna logarytmowa. Jest to krzywa wazna ze wzgle-
du na swe zastosowanie w rachunku graficznym. Roéwnaniem jej w spol-
rzednych biegunowych jest

r= aew

Styczna krzywej tworzy z promieniem wodzacym kat staly. Wla-
snos¢ ta pozwala nam wykredlic mechanicznie spiralna logarytmowa
w sposob niezmiernie prosty.

Przypus¢my, ze mamy rame DD (fig. 7), obracalna dokola pun-
ktu K, lezacego na jej osi. Wzdluz tej ramy moze przesuwac sie wozek
B, w ktorym kolko A osadzone jest w taki sposob, ze plaszezyzna koélka
i 0§ ramy moga tworzy¢ ze soba kat dowolny.

Jesli obraca¢ rame dokola bieguna K, baczac na to, zeby kat
pomiedzy plaszezyzna kolka a osia ramy pozostawal stalym, to woézek
przesuwa sie wzdluz ramy, a samo kolko kresli na podstawie spiralna
logarytmowa.

Jest rzecza pozadana modz otrzymac te krzywa, narysowana wprost
grafionem na arkuszu papieru.

W tym celu trzeba w plaszezyznie wozka wynalesé punkt taki,
ktoryby réwniez opisywal spiralna logarytmowa. Punktami takiemi sa
punkty przeciecia sie stycznej i normalnej z prostopadla do promienia
wodzacego, wystawiona z bieguna. Byloby rzecza nietrudna przy po-
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mocy ukladu suwakéw umiesci¢c grafion w jednym z tych punktéw,
atoli przez to przyrzad stalby sie znacznie bardziej skomplikowanym,
a szereg tar¢ utrudnialby jego funkcyonowanie.

W celu zuzytkowania spiralnej logarytmowej w praktyce, prosciej
bedzie umiedci¢ grafion w jakimbadz punkcie K promienia wodzacego.
Natenczas otrzymujemy krzywa, ktérej rownaniem jest

r=ac? + b,

gdzie b oznacza odleglos¢ grafionu od srodka kélka. Spiralna logaryt-
mowa jest przypadkiem szezegélnym tej krzywej ogélnej; kolo asympto-

o

1 Y=")

1 12

tyczne » = b sprowsadza sie dla niej do punktu. W rachunku graficznym
krzywa ta zastepuje w zupelnosci spiralnalogarytmowa; wystarcza dodac
do kazdego promienia wodzacego lub odniego odja¢ jednakowa dlugos¢ b-

Fig. 7 przedstawia model tego przyrzadu. Kolko miesci sie w pu-
stym walcu A, ktéry moze obraca¢ sie dokola swej osi w pudle B wozka.
Przy pomocy podzialki i punktu stalego, polozonego w plaszczyznie kél-
ka, mozna ustawi¢ kélko pod katem dowolnym.
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Wozek spoczywa na 4 ch koleezkach poziomych C, C, ¢, ¢, ktére
tocza sie wzdluz dwoch linialow D, D.

Grafion mozna utwierdzi¢ w jednej z dwoch pochewek E.

Rama spoczywa na czopie, ktory tkwi w panewce, nasadzonej na
tarcze K. Tarcza K jest zaopatrzona w trzy ostrza, ktére pozwalaja
utwierdz'¢ przyrzad na papierze.

Czop jest spojony z pretem poprzecznym ramy, ktéra ze swej stro-
ny jest obracalna dokola sztyftéw aa, tak, iz przyrzad mozna podnies¢
i odja¢ od papieru, nie naruszajac ciaglosci rysunku.

2) Kolo. Do kreslema linii kolowej kolko daje sie zastosowac
w sposéb niezmiernie prosty. Dwa kolka o osiach, réwnoleglych do pla-
szezyzny rysunku, lecz tworzacych ze soba kat dowolny, zespolone sa za
pomoca sztywnej oprawy; przy przesuwaniu tej oprawy kazdy punkt jej
A zakredla luk kola, poniewaz prawa, ktore rzadza ruchem koélka, po-
zwalaja jedynie na obrot calego ukladu dokola punktu przeciecia sie
dwoch osi kolek.

Celem utrzymania oprawy w polozeniu réwnoleglem do arkusza
rysunkowego, mozna w dowolnym punkeie b (fig. 8) umiesci¢ tepe ostrze
albo nawet trzecie kolko, obracalne dokola pionowej osi strzemienia;
przy przesuwaniu calego ukladu kolko takie ustawia¢ sie bedzie samo.

Ten niezmiernie prosty przyrzad pozwala, mimo drobne swe roz-
miary, rysowaé¢ kola o $rednicy dowolnej, poczawszy od punktu, a koin-
czac na linii prostej. W tym celu wystarcza ntwierdzi¢ w polozeniu do-
wolnem o$ jednego kélka, np. koélka R, umiesci¢ grafion 7' w taki spo-
sob, zeby otwor jego lezal na sladzie plaszezyzny kolka, a osi drugiego
kolka R’ nadac polozenie, okreslone wielkoscia promienia kola, ktore
mamy zamiar zatoczy¢. Tak zbudowany przyrzad moze sluzyé zamiast
cyrkla zwyczajnego (pretowego).

3) Krzywa wykladnicza. Krzywa, ktéora w wykladzie spol-

rzednych prostokatnym przedstawia rownanie

y = ae L :

mozna wykreslic za posrednictwem kolka, poslugujac sie w tym celu
staloscia podstycznej. Fig. 9 przedstawia odpowiedni przyrzad. Rama
A, osadzona na osiach dwéch walcow C,C, moze przesuwaé sie w Kierun-
ku osi odcietych. Oba walce (na wzoér tych, jakie po raz pierwszy za
stosowal w swych planimetrach kolkowych p. Corradi w Zurychu) zao-
patrzone sa w zlobkowanie kropkowe. Trzecim punktem oparcia dla
ramy A jest kolko 2, ktorego plaszezyzna przechodzi przez of preta,
obracalnego dokola O. Suwak K, polaczony z kélkiem, £lizga sie wzdluz
linialu B.

Jezeli przesuwaé uklad taki, przyciskajac jednoczesnie reka os
strzemienia kolka, to koélko zatacza krzywa wykladnicza, ktora okresla
podstyczna 00'; tej podstyeznej nadaé mozna dlugos¢ dowolng przez prze-
suniecie pochwy m.

4) Parabola. Inzynier Maurice d'Ocagne zwrocil moja uwa-
ge na te okolicznose, ze opisany przed chwila przyrzad daje sie takze
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1224]
zastosowa¢ do wykreslenia paraboli.

W tym celu wystarcza umiescié¢

e S R e

Bif, S,

kolko R’ prostopadle do preta D. O3 tego preta odpowiada wtedy nor-
malnej, a oo'—podnormalnej paraboli
%

b

Fig. 9.

Nadto p. Maurice dOcagne wykazal, ze jesli katowi, ktory

plaszezyzna kolka tworzy z osia preta D, nada¢ wartoé¢ dowolna A, to
przyrzad kresli krzywe, ktérych réwnaniem jest

a@+Wlog A—L) +iy+ 2+ C=0
naturalnym.

gdzie a oznacza dlugosé oo, C — stala dowolna, log — jest logarytmem
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7. Wykreslenie krzywgj catkowej za pomoca kélka.
Konstrukcya przyblizona krzywej calkowej, przedstawiona
na fig. 3, byla dla mnie punktem wyjscia przy obmyslaniu
mechanizmu, przeznaczonego do Kkreslenia Kkrzywej cal-
kowej.

Przypus¢my, ze dana jest krzywa Il', ktora fig. 10 przed-
stawia w perspektywie ma jej plaszczyznie. W dowolnym
punkcie P rzednej punktu 7' stawiamy na plaszezyznie krzy-
wej I kolko i zwracamy je w kierunku kierownicy 11 Je-
zeli teraz toczy¢ bedziemy kolko w taki sposob,
zeby $lad jego ptaszczyzny byl w kazdej chwili
rownolegly do odpowiedniej kierownicy, to kol-

ko zataczaé¢ bedzie krzywa calkowa PQ.

Fig. 10.

Dlugosé, o ktora posuwa si¢ kolko w kierunku osi rzed-
nych, mierzy calke. Wielkos¢ kolka nie gra tu zadnej roli.

Zmienmy teraz warunki zadania. Nie pozwalajac kolku
toczy¢ sig w Kierunku osi rzednych, dajmy mu natomiast mo-
znos¢ poruszania si¢ w tym kierunku samej plaszczyznie ry-
sunkowej. W tym celu przytwierdzamy do osi strzemienia
poechwe M (fig. 11), przesuwalna wzdluz linialu réwnoleglego do
os1 odcietych, plaszezyzne za$ rysunkowa €', o ktéra oparte
jest kolko, osadzamy na czterech rolkach g,g, ktore pozwalaja
jej przesuwac¢ sie w kierunku osi rzednych 7).

1) 20 marca 1882 autor przedstawil Akademii Nauk w Paryzu mo-
del tego rodzaju. Patrz wyd. niniejsze str. 175.
15
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Jesli teraz ustawimy koétko w jakimbadZz punkcie pierw.
szej rzednej danej krzywej /' i przesuwa¢ bedziemy pochwe
M wzdluz linialu, przyezem plaszczyzna kétka wciaz pozosta-

je réwnolegly do kierownicy, to plaszczyzna rysunku przesu-
wacé sig bedzie w kierunku osi rzednych, a koéiko kresli na
niej krzywa caltkowa PQ.

Ta sama wlasnos¢ zasadnicza kolka, ktora sprawia, ze
toczy sig ono zawsze w kierunku $ladu swej plaszezyzny,
zmusza tu powierzchnig, o ktérg opiera sie kélko, do wy-
konywania ruchu, dajacego si¢ pogodzi¢ z warunkami, ktére-
mi powierzchnia ta jest skrgpowana. Nietrudno jest zdaé so-
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bie sprawe z dzialan, zachodzacych w punkcie zetknigcia sig
koétka z plaszczyzng rysunkowa C'1).

Niech 2 (fig. 12) bedzie sila, z jaka przesuwamy kétko
w kierunku osi odcietych. Przeniesmy t¢ silg do punktu ze-
tknigcia sie kolka z plaszczyzny podparcia i rozlézmy ja na
dwie skladowe; jedna z nich @ idzie w kierunku $ladu pla-
szczyzny koétka, a druga .S w kierunku osi rzednych, t. j.
w kierunku, w ktérym moze przesuwac si¢ plaszezyzna C'.

Jezeli opor, wynikajacy =z tarcia pomiedzy Kkoétkiem
a plaszcezyzna ) jest wiekszy od oporu, wynikajacego z tarcia
pomiedzy czterema rolkami a ich podstawa, to plaszczyzna
(' bedzie sig¢ przesuwala; w przeciwnym razie
kolko bedzie sig slizgalo po plaszezyznie C'. Y Qdy"
Zawsze jednak jest rzecza mozliwa (jak stwier- /{
dza doswiadczenie) uregulowa¢ w taki sposob
ci$nienie kolka na plaszczyzne (', zeby nie
bylo slizgania sie. g R

Wréémy teraz do modelu, przedstawio- :
nego na fig. 11. Plaszezyzneg ' mozna zasta-
pi¢ walcem o osi, réwnoleglej do osi odcig- Fig. 14.
tych. Jesli wtedy przesuwac bedziemy kolko
wzdluz linii B (fig. 13), jednoczes$nie zwracajac w sposoéb na-
lezyty jego plaszezyzne, to zatoczy ono na walcu krzywa cal-

=]
ol
=

1) Integrator, i t. d. 1880. Wyd. niniejsze str. 99 i nast.
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kowa. Sam walec bedzie sig obracal dokola swej osi w Kie-
runku i z predkoscia, ktére okresla oryentacya kolka.

8. Sruba o gwincie (kroku) zmiennym. Zasade kine-
matyczna moich integraféw mozna rozpatrywaé z innego
jeszcze punktu widzenia.

Niech R i @ (fig. 14) beda punktami, poloZonemi na je-
dnej i tej samej rzednej, z ktorych jeden R przebiega po da-
nej krzywej w czasie, gdy drugi @ kresli krzywa calkowa.
Stosunek predkosci ruchu postgpowego punktu @ w kierunku
osi rzednych do predkosei ruchu postgpowego w kierunku osi

odcigtych mierzy si¢ styczna kata RZM: chodzi wiee o to,
zeby powyzsze przeksztalcenie predkosci urzeczywistni¢ me-
chanicznie.

Niech 1" 2" 3” 4" (fig. 15) bedzie krzywa calkowsg, od-
powiadajaca krzywej 1" 2 3 4. Umies¢my na plaszezyznie
rysunku linial RR'" réwnolegly do osi odcietych. Sruba V'
o osi réwnoleglej do osi rzednych, zaopatrzona w korbe I,
moze obraca¢ si¢ w mutrze £, przesuwalnej wzdluz linialu
RR'. Jesli przesuwa¢ mutrg FE, nie obracajac sruby, to ostrze
p kresli prosta pg, rownolegla do osi odcietych; jesli jednak
obraca¢ korbg i jednoczesnie przesuwac¢ mutrg z predkoscia
stala, to ostrze p kresli prosta ¢, pochylona ku osi X, ktéra
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to prosta, przy pewnej okreslonej predkosci, jest réwnolegla
do kierownicy 17, a jak na fig. 15 jest takze réownolegla do
gwintu Sruby.

Jezeli wige ostrze p ma wykreslic krzywa calkowg 17
2" 3" 4" ..., to $ruba musi zmienia¢ swo6j gwint w taki spo-
sob, zeby posiadal on w kazdej chwili kierunek odpowiedniej
kierownicy 17, 12'..

Predkos¢ posuwania sie $ruby zmienia si¢ wtedy z po-
chyleniem jej gwintu; bedzie ona zawsze proporcyonalna
do lg O

Eatwo jest zauwazy¢, ze w tych warunkach dowolny
punkt powierzchni mutry przebiega na waleu $ruby po krzy-
wej, ktora bedac rozwinieta na plaszezyznie, przedstawia tak-
ze szukang Krzywa calkowa ).

9. Rozmaite przypadki zastosowania Sruby o gwincie
zmiennym. Wychodzac z zalozenia, Ze mamy S$rube, ktorej
gwint daje si¢ zmienia¢ dowolnie, zastanowimy sig¢ nad spo-
sobem, w jaki mechanizm podobny moze by¢ zastosowany
do wykreslenia krzywej catkowej.

Rozbierzmy przedewszystkiem rozmaite rodzaje ruchu,
do jakiego zdolny jest wogole uklad, zlozony ze $ruby i mu-
try (fig. 16).

a) Utwierdzmy mutre w miejscu i jednoczesnie obracaj-
my $rubg dokola jej osi. W takim razie sruba posuwa sig
naprzod z pewna predkosciag w kierunku swojej osi; stosunek
tej predkosci do predkosci katowej sruby jest proporcyonal-
ny do stycznej kata o.

1) Integrator 1880, str. 12 i 18. Wyd. niniejsze str. 110 — 116,
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b) Odwrotnie, jesli przeszkodzi¢ posuwaniu sie $ruby,
Jak rowniez obracaniu si¢ mutry, to stosunek predkosci ru-
chu postgpowego mutry do predkosci katowej sruby, bedzie
proporcyonalny do stycznej kata o.

¢) Jesli przeszkodzi¢ ruchowi obrotowemu sruby, a udzie-
li¢ obrotu mutrze, to Sruba posuwa sie do gory lub na dol
z predkoscia proporecyonalna do tg a.

d) Jesli przytrzymac¢ srube w miejscu a obraca¢ mutre,
to ta ostatnia przesuwac¢ sie¢ bedzie wzdluz $ruby z predko-
Scig, proporcyonalna do tg a.

e) Jesli przeszkodzi¢ posuwaniu si¢ $ruby, nie tamujac
jej ruchu obrotowego i, nie obracajac mutry, przesuwacé ja

wzdluz $ruby, to $ruba wykonywa ruch obrotowy, mianowi-
cie w taki sposéb, ze stosunek jej predkosci katowej do
predkosci, z jaka przesuwamy mutre wzdluz sruby, jest pro-
porcyonalny do tg o.

f) Jesli przytrzyma¢ mutre w miejscu i przesuwaé Sru-
be w kierunku jej osi, to stosunek predkosci katowej sSruby
do predkosci jej posuwania sig w Kierunku osi bedzie pro-
porcyonalny do tg a.

Jezeli teraz zalozymy, Ze pochylenie « gwintu Sruby
zmiepnia si¢ stosownie do wymagan calkowania, to staje sig
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rzeczg, widoczng, w jak rozmaity sposéb srube taka mozna
zastosowac¢ do wykreslania krzywej calkowej.

Na fig. 17 przedstawione sa pogladowo rozmaite rozwia-
zania, ktére wyplywaja z rozwazan poprzednich. Figury,
pooznaczane literami a, b, ¢, d, e, f, odpowiadaja tak samo
pooznaczanym podanym wyzej przypadkom.

We wszystkich szesciu przypadkach wybrano jednakowe
krzywe [ i I, azeby latwiej bylo zestawi¢ zachodzace sto-
sunki.

Rozpatrzmy przypadek a, fig, 17. Niech mutra E poru-
sza sig, nie obracajac sig, wzdluz osi odcigtych i niech o$
sruby pozostaje réwnolegla do osi rzednych. Jesli teraz

obraca¢ $rube z predkoscia, proporcyonalny do tej, z jaka
posuwa si¢ mutra wzdluz swej osi, i postarac sig o to, Zeb.y
pochylenie gwintu rownalo si¢ w kazdej chwili pochylefu‘u
odpowiedniej kierownicy, to dowolny punkt osi sruby kresh.(’;
bedzie krzywa calkows. Jest to uklad, ktory byl juz naszki-
cowany na fig. 12.

Pie¢ pozostalych ukladow figury 17-ej przedstawia za-
stosowania przypadkéw, rozpatrzonych pod literami b, ¢, d,
e, f. W ukladach e i f ruch obrotowy przenosi si¢g na rame
za posrednictwem nitki, nawinigtej na srubg. Rama s.luZy do
otrzymania rysunku krzywej catkowej na plaszezyznie, wla-
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sciwie bowiem krzywa te Kkresli dowolny punkt mutry na wal-
cu sruby.

10. Urzeczywistnienie mechaniczne Sruby o gwincie
zmiennym ). Fig. 18 przedstawia model, ktory sluzy do una-
ocznienia zasady kinematycznej integraféw - Sruby o gwin-
cie zmiennym?).

Na wozku H, ktory za posrednictwem rolek »r spoczy-
wa na szynach RR, umieszczony jest walec C, obracalny do-
kola swojej osi X. Kolko 4 o osi poziomej, ktorego plasz-
czyzna moze obracac sig dokola osi pionowej L, polozonej
w jednej plaszczyznie pionowej z osig walca X, opiera sig
z pewna sila o powierzchni¢ walca.

W ukladzie tym walec C przedstawia srube, a kolko A4
mutre.

Przypus¢my, ze tarcie pomiedzy kolkiem a walcem jest
tak znaczne, ze nie dopuszcza wcale S$lizgania sie. Jezeli
ustawi¢ wtedy kotko pod dowolnym katem wzgledem osi wal-
ca i obraca¢ ten ostatni, to wozek posuwa si¢ wzdluz szyn
RER, a samo kolko kresli na walcu linig $rubowa,

Lecz oryentacya kolka daje sie zmienia¢ w sposob cig-
gly i calkiem dowolnie, a wskutek tego i ruch wdzka wzdluz
szyn KRR zmienia si¢ w sposéb ciagly. Istotnie, jesli ustawic
koltko prostopadle do osi walca, to wézek nie bedzie sie po-
suwal wcale; natomiast jezeli plaszezyznie kolka nadamy po-
chylenie wzgledem osi walca réowne 90°—,, to wozek bedzie
sig przesuwal z predkosciag proporcyonalnag do tga.. Jezeli
zmienia¢ ten kat « w sposéb ciagly, to predkos¢ woézka be-
dzie sig¢ zmieniala w sposéb ciagly i proporcyonalnie do tg o.
Jezeli jednak plaszczyzna kolka przechodzi przez o§ walca,
to wozek powinienby si¢ posuwac¢ z predkoscia nieskoncze-

') Prof. G. R. R. Reuleaux zakomunikowal autorowi, ze $ruba
o gwincie zmiennym poslugiwal sie w celach technicznych juz Rober t-
son. W zbiorze urzadzen kinematycznych prof. Reuleaux
znajduje sie model, unaoczniajacy zastosowanie tej pary do poruszania
stolu heblarki. Patrz takze Engineer 1867, str. 410.

?) Integrator 1880, str. 12. Wyd. niniejsze str. 110. — Comptes ren-
dus de I'Académie des Sciences; 27 lutego 1881, 20 marca 1882 i 27 li-
stopada 1882. Wyd. niniejsze str. 164, 175, 193. Por. takze rozprawe
Marcela Depreza w ,La Lumiére électrique“, t. V1, 1882.
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nie wielkg. Ten teoretyczny przypadek graniczny jest do-
wodem, ze zastosowanie pary kinematycznej, zlozonej z koél-
ka i walca, ma granice praktyczna, poza ktéra rozmaite ru-
chy ulegaja modyfikacyi wskutek $lizgania sig kolka po
waleu.

Przystepujac do takiego mechanicznego urzeczywistnie-
nia $ruby o gwincie zmiennym podlug wskazowek z fig. 15,
latwo jest zauwazy¢, w jaki sposob srube te moznaby zasto-
sowa¢ do wykreslenia krzywej calkowej. Przesuwanie sig
wozka po szynach zastepuje tu posuwanie si¢ sruby w jej
mutrze, przyczem kolko zatacza krzywa calkowa na walcu,
tak, iz jesli walec ten oblozy¢ arkuszem papieru, a obwod
kotka zwilzy¢ atramentem, to otrzymamy krzywa catkowa,
narysowang na papierze.

Model fig. 18 daje si¢ zastosowa¢ bezposrednio w przy-
padku f fig. 9. Umies¢my o8 walea rownolegle do osi odcig-
tych i przesuwajmy wozek, zwracajac jednoczesnie kotko od-
powiednio do polozenia kierownic. Walee obraca sig wtedy
dokola swej osi i kolko kresli na nim krzywg calkowa. Krzy-
wa te mozna otrzymac¢ jednoczesnie na plaszezyznie rysun-
kowej, poslugujac si¢ w tym celu rama ruchoma, jak to po-
kazuje fig. 17 f.

Dajac koélku mozno$é przesuwania si¢ w Kierunku two-
rzacej walca, otrzymamy przypadek b, § 9 i fig. 17. Odpo-
wiedni model przedstawiony jest na fig. 19.

O$ walca opiera sie na dwoch podporach statych. Koélko
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umieszczone jest na wozku o czterech rolkach, ktéry moze
sig przesuwa¢ w kierunku osi walca.

Jezeli teraz przy pewnej okreslonej oryentacyi kolka
obracac¢ bedziemy walec dokola jego osi, to wozek, unoszacy
kotko, bedzie si¢ przesuwal z predkoscia, proporcyonalna do
stycznej Kkata, ktory tworzy kolko z plaszezyzna, prostopa-
dla do osi walca (por. fig. 16).

Kotko kresli Kkrzywa calkowa na walcu; o$ rzednych
jest rownolegla do osi walca.

Odwrotnie, jezeli przesuwac¢ bedziemy wozek, to walec
bedzie sig¢ obracal dokola swej osi; jest to przypadek e, § 9.
0% odcigtych jest wtedy réownolegla do osi walca.

Mozemy otrzyma¢ nowa odmiang¢ modeli poprzednich,
nadajac promieniowi koélka dlugosé nieskonczenie wielka, to
jest zastepujac kolko linialem A (fig. 20), slizgajacym sie
w pochwie, ktora ze swej strony moZe obracac¢ sie¢ dokola
osi 4. Linial ten, oparty o walec, w zupelnosci zastepuje
kolko.

Z drugiej strony, mozna takze promieniowi walca nadaé
wartos¢ nieskonczenie wielka, t. j. zastapi¢ walec plaszezy-
zna. Model fig. 18, w ten sposob zmodyfikowany, przedsta-
wiony jest schematycznie na fig, 21.

Zamiast walca mamy tu plaszezyzne K; ruch obrotowy
walca przechodzi tu na ruch postepowy plaszezyzny K. Czte-
ry rolki, przytwierdzone do plaszczyzny K, umozliwiaja ruch;
szyny ss’, umieszczone sa ze swej strony na wozku K', kto-
ry zastepuje wozek I fig. 18.

Przy posuwaniu wozka K’ w kierunku ¢, plaszczyzna K
przesuwa si¢ po szynach naprzod lub wstecz, zaleznie od
oryentacyi kotka. 1 odwrotnie, przy posuwaniu plaszczyzny
K w kierunku ss, przesuwa sie¢. wozek K.

W pierwszym przypadku kolko zwroécone stale wedle
kierownic, kresli¢ bedzie krzywa calkowa na plaszczyznie K.

Model, przedstawiony na fig. 22, urzeczywistnia prak-
tycznie wszystkie te przypadki, w Kktorych walec daje sig
zastapi¢ plaszezyzng. Ta plaszezyzna C spoczywa na cazte-
rech rolkach, ktore, z chwila usuniecia sztyftow &, umozliwia-
ja jej ruch w kierunku dwoéch szyn, utwierdzonych na pod-
stawie. O plaszezyzng C opiera sie kotko, obciaZone cigzar-
kiem 2. Na woézku 4, przesuwalnym wzdluz szyn B utwier-

http://rcin.org.pl



[235] Rozpziar II. § 10. 31

dzona jest o$ strzemienia kolka. Szyny B tworza ze swej
strony wozek, mogacy sie posuwaé po szynach Dj; nézka sru-
bowa V pozwala utwierdza¢ go w punkcie dowolnym.

Fig. 20.

Zacisnijmy S$rube Vi usunmy sztyfciki G. Natenczas
przy posuwaniu plaszezyzny C wozek A przesuwa sig po szy-
nach B, i kolko zatacza podczas ruchu krzywa calkows. Na-

turalnie, trzeba si¢ postara¢ o to, zeby kotko bylo zawsze
zwrocone wedle kierownic. O$ odcietych jest prostopadla
do szyn B. Jest to przypadek b, § 9.

W tych samych warunkach otrzymamy przypadek ¢, po-
suwajac wozek 4. O$ odcietych krzywej catkowej, ktora na
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poruszajacej sie plaszezyznie C zatacza kolko, zwrocone we-
dle kierownic, jest rownolegla do szyn 2.

Jezeli zwolnimy $rube ¥ i, uniemozliwiwszy ruch plasz-
czyzny C przez wetknigcie sztyftow G, nadamy ruch woézko-
wi B, to wozek A przesuwaé sie bedzie z predkoscia, pro-
_porcyonalna do stycznej kata, ktéry tworza ze sobg kélko
i szyny D. O$ odcietych 'jest rownolegla do szyn D. Jest
to urzeczywistnienie przypadku, ktory roztrzasaliSmy pod
ditera d, § 9.

Ten ostatni uklad, przedstawiony na fig. 22, znalazl za-
stosowanie w ogromnej wigkszosci zbudowanych dotad inte-
gratorow.
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ROZDZIAL 1IL

IBRTESRNT Y.

W rozdziale niniejszym zamierzamy pokazad, w jaki
sposob zasada Kkinematyczna, opisana w rozdziale poprzed-
nim, zostala zastosowana do budowy przyrzadéw, ktore Kkre-
sla mechanicznie krzywa calkowa.

1. Pierwsze integrafy ). Dwa przyrzady, przedstawio-
ne na fig. 23 i 24, sa prawie identyczne, réznig sie bowiem
tylko kilkoma szczegélami. Zbudowal je autor niniejszej pra-
cy w latach 1878 i 1879 2. By zrozumie¢ ich funkcyonowa-

') Sprawozdanie Akademii krakowskiej marzec 1880; ,Comptes
rendus de I’Académie des Sciences de Paris“ 21 lutego i 7 marca 1881.

?) Autor pisze o nich: ,Sadze, ze mam prawo utrzymywac, iz przy-
rzady te byly pierwszemi, ktore daly moznos¢ wykreslania krzywej cal-
kowej na drodze mechanicznej. W ostatnich latach poruszano kikakrot-
nie kwestye pierwszenstwa. W r. 1885 zajela sie ta sprawa Akademia
Nauk w Paryzu; komisya, ktorej to zostalo powierzone, przyszla do wnio-
sku: zdokumentéw,ktére nam przedstawil p. Abdank,
wynika istotnie, ze juz w r. 187 rozwiazal on bylpro-
blemat wykresdlenia krzywej calkowej.

Ja ze swej strony nie wiem o zadnym integrafie, ktoryby zostal
skonstruowany przed rokiem 1879. Zreszta wszyscy ci, ktérzy po mnie
przyrzady takie obmysdlili — z wyjatkiem jednego Zmurki — stoso-
wali te sama zasade kinematyczna, na ktorej oparte sa moje integrafy“.
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nie dos$¢ jest zwréeié sig do przypadku a, § 9, jak réwniez
poréwnac fig. 231 24 z fig. 15 i 18.

Plyta 4 (fig. 23) daje si¢ przesuwa¢ wzdluz szyny RR.
Utwierdzone na niej podporki NN podtrzymuja za posredni-

Fig. 23.

ctwem dwoch ostrzy pret 0. Nitka LL, przytwierdzona do
dwoch podstawek MM biegnie dokola bloka, osadzonego na
precie . W. ten sposéb wszelkie Slizganie si¢ plyty A
wzdluz szyny R zamienia sie na ruch obrotowy preta .
Pusty walec CC moze przesuwac sie wzdluz preta D,
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mianowicie za posrednictwem malych rolek, umieszczonych
wewnatrz walca CC, Ktére tocza sie w zlobkach, wycigtych
wzdluz preta 2; tym sposobem kazdy obrét preta 2 pociaga
za sobg taki sam obrét walca CC, nie przeszkadzajac posu-
waniu si¢ walca wzdluz preta. :

Koétko G pod dzialaniem cigzarka W opiera sie o walec

Fig. 24.

CC. Jest ono umieszczone w strzemieniu 7, ktérego o$ piono-
wa moze obraca¢ si¢ w pochwie, umocowanej w podpéree F,
przyczym przedluzenie tej osi przechodzi stale przez o$ wal-
ca. Plaszczyzna koétka moze by¢ zwrécona dowoinie, a samo
kotko obracaé sig swobodnie dokola swej osi poziomej.

Pret .5, ktéory wystepuje tu zamiast kierownicy, jest
zespolony ze strzemieniem 77 w taki sposob, ze jego linia
srodkowa znajduje si¢ zawsze w plaszczyznie kolka. Pret
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ten daje sie przesuwa¢ w pochwie C, ktora za posrednictwem
czopka polaczona jest z druga pochwa d, zaopatrzong w ry-
sik K, w taki sposoéb, ze moga one zajmowa¢ wzgledem sie-
bie polozenie dowolne. Pochwa d moze ze swej strony prze-
suwac sie wzdluz preta £, réwnoleglego do osi walca.

Ruch walca OC wzdluz preta D przenosi sig na wozek
2 za posrednictwem krazka, ktory wchodzi w zlobek V, wy-
giety na obwodzie walca.

Woézek ten przesuwa sig wzdluz szyn »r, réwnoleglych
do osi walca i zaopatrzony jest w olowek O, ktéry podczas
ruchu rysuje krzywa calkowa.

Chcac wykreslic krzywy calkowa danejkrzywej y=f(2),
utwierdzamy szyne RE rownolegle do osi odcietych X tak,
zeby ta ostatnia przeciela o$ strzemienia. Nastepnie prze-
suwamy jedna reka plyte 4 wzdluz RR, a jednoczesnie d-u-
ga reka prowadzimy rysik K wzdluz danej krzywej: olowek
O Kkresli wtedy zadang krzywa <alkowa.

Zauwazymy, ze krzywa calkowa przesunigta jest na le-
wo o dlugos¢ rowna odleglosei poziomej oldwka O od
preta E.

Podstawa, przez ktoéra trzeba pomnozy¢ rzedne, aby
otrzymaé odpowiednie pola danej krzywej, rowna sig odleglo-
$ei poziomej pomiedzy pretem £ a osia walea CC.

Ktzywa calkowa moznaby otrzyma¢ narysowang na wal-
cu. W tym celu wystarcza na plytce 4 utwierdzi¢ olowek,
ktoryby stale przylegal do walca. Tym sposobem obywamy
sie bez wozka P, lecz za to otrzymujemy krzywag calkowa,
wykreslona na innym arkusmfrysunkowym, anizeli krzywa
dana.

Model, przedstawiony na fig. 24, rézni sig od poprzed-
niego jedynie tem, ze zamiast kélka mamy w nim linial GG’
podstawienie, ktére wyjasniliSmy juz na fig. 20. Do przeno-
szenia ruchu plytki 4 na walec zastosowano tutaj, zamiast
nitki i krazka, kremalierke i kolko zgbate.

Autor probowal réwniez podnies¢ dokladnosé tyeh przy-
rzadéw przez zastosowanie dwoch kélek albo dwoéch linia-
16w, ustawionych symetrycznie wzgledem osi (fig. 25); atoli
wynikajace stad korzysci nie réwnowaza bynajmniej trudno-
$c¢i konstrukeyjnych takiego ukladu.

16

http://rcin.org.pl



38 INTEGRAFY. [242]

12. Integratory i integrafy o kétku, przesuwalnem wzdluz two=
rzacej walca !). Przyrzady, ktére zamierzamy opisa¢ ponizej, dotycza
ukladow, przedstawionych na figurach 13 i 19. Wykonanie tych ukla-
déw w praktyce doprowadzilo do zbudowania kilku bardzo uzytecznych
planimetrow.

Fig. 26 przedstawia jeden z tych przyrzadow ?) Na podstawie DD,
ktéra ustawia si¢ na plaszezyznie rysunku réwnolegle do osi odeietych,
osadzone sa dwie podporki S, S, ktore za posrednictwem dwoch osirzy
utrzymuja walec C, obracalny dokola tyvch ostatnich.

Fig. 25.

Oryentacye kolka r, umieszczonego na suwaku B, ktéry moze
slizga¢ sie wzdluz preta XX, okresla polozenie ramienia /I. Inny suwak
A zaopatrzony jest w linial Y'Y, prostopadly do XX. Suwaki te pola-
czone sa ze soba pretem b, a odleglos¢ ich daje sie zmienia¢ dowolnie
Kolka zebate p i p' czepiaja sie kremalierek DD i YV,

Jesli obraca¢ kolko p, to oba suwaki A i B {lizgaja sie wzdluz
DD, a kélko r, ktore sprezyna przyciska do powierzchni walca, przesu-
wa sie w kierunku jego tworzacej, co, rzecz prosta, pociaga za soba ruch
obrotowy walea o predkosei proporcyonalnej do stycznej kata, ktére two-
rza ze soba [ i XX. Liczbe¢ obrotéw calkowitych podaje licznik, umie-
szezony na srubie bez konca o (licznika tego na figurze niema), a ulam-
ki obrotéw odezytujemy na tarczy, 7 zaopatrzonej w noniusz V.

Jesli obraca¢ kolko p', to rysik P przesuwa sie wzdluz YY, a ra-
mi¢ /l, ktére moze si¢ przesuwa¢ w pochwie, utwierdzonej nad rysikiem,
ustawia kolko 7; tym sposobem koélko to obraca sie dokola swego pun-
ktu zetkniecia sie z walcem.

1) §§ 12 do 19 wlaczuie (drobnym drukiem) zawieraja opis rozmai-
tych doswiadcezen, ktore robili autor i inni badacze, by znales¢ praktyez-
ne rozwiazanie problematu budowy integraféw. Czytelnik, ktoryby zy-
czyl sobie pozna¢ jedynie dwie najnowsze konstrukeye, moze przejsé od-
razu do § 20.

?) Comptes rendus de ’Académie des Sciences de Paris, 1882,
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Jedli obraca¢ oba kolka zebate jednoczesnie, to trojkat prostokat-
ny BAD przesuwa sie wzdluz swojej podstawy, przyczem wysokos¢ jego
AD zmienia sie w sposob ciagly.

Cheac wyznaczy¢ pole danej powierzchni, oprowadzamy ja dokola
rysikiem P, przyczem jedna reka wprawiamy w ruch koélko zebate p,
a druga — kolko zebate p'; iloczyn z liczby obrotéw przez stala, propor-
cyonalna do odleglosci 4B, przedstawia szukane pole. Trzeba mie¢ pe-
wna wprawe, zeby z pomoca kolek zebatych p i p’ lekko i pewnie po-
prowadzi¢ rysik P wzdluz obwodu powierzchni, o ktoéra chodzi; jesli je-

dnak raz naby¢ tej wprawy i operowaé powoli, to dokladne oprowadze-
nie powierzchni nie przedstawia trudnosci. Uklad powyzszy ma jeszcze
i te zalete, ze mozna tu calkiem nie bra¢ w rachube momentéw bezwlad
nosci poruszajacych sie czedci.

Fig. 27 przedstawia inny model. W medelu tym suwaki umiesz
czone sa na rolkach, tak, iz powierzchnie, o ktéra chodzi, mozna opro-
wadzi¢ wprost rysikiem, ktéry daje sie latwo porusza¢ we wszysikich
kierunkach.

Krzywa, ktora kélko kresli na powierzchni walca, jest krzywa cal-
kowa; miara jej rzednych sa luki kolowe na walcu, a miara jej odcie-
tych odcingi jego tworzacych.

Azeby wiec przyrzady powyzsze zamieni¢ na integrafy, wystarcza
wziaé walec o tyle duzy, zeby mozna nan bylo nawinaé¢ arkusz papieru,
i na wozku kolka utwierdzic¢ olo“(l\ ktoryby opieral sie ustawicznie
0 powierzchnie walca

Wszelako w ten sposéb otrzymujemy dana krzywa i jej krzywa
calkowa, nerysoware na dwoch rozmaitych arkuszach. Celem usuniecii
tej nicdegedroféei wozra ruch obrotowy walea zamieni¢é na ruch posie-
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powy ramy. Integraf taki jest przedstawiony schematycznie na fig 28 1),
Obrét walca przenosi sie na rame K, przesuwalna w kierunku rzed-
nych, za posrednictwem nitek /, f, ktore biegna dokola dwéch krazkéw,

umieszezonych na walcu, i przymocowane sa do ostrzy a, bia’, b’
Punkt przeciecia sie tej ramy z linialem Y zatacza krzywa calkowa.

) Poréw. przypadek e, § 9.
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13. Mozna uzy¢ innego jeszcze srodka celem otrzymania obu
krzywych na jednej i tej samej powierzchni, mianowicie na powierzchni
walca. Powrdémy do modelu, przedstawionego na fig. 23. WidzieliSmy,
ze kolko zatacza na walecu krzywa calkowa w czasie, gdy walec ten
przesuwa sie wzdluz swojej osi.

Gdybysmy w modelu tym uniemozliwili ruch postepowy walca,
a natomiast pozwolili k6lku przesuwac¢ sie wzdluz jednej z tworzacych,
nie wplywajac przytem na jego oryentacye, to otrzymalibysmy ten sam
wynik. A zatem, dos¢ jej poprostu doda¢ mechanizm, ktoryby, dopu-
szezajae ruch kélka w kierunku osi odeietych, jednoczesnie wytwarzal
w kazdej chwili rownoleglos¢ kolka do kierownicy. Byloby to urzeczy-
wistnienie ukladu, przedstawionego na fig. 19.

Fig 28.

Na fig. 29 przedstawiony jest schematycznie $rodek, ktorego mo-
zna uzy¢ do wykreslenia w ten sposob krzywej catkowej!).

Na walecu C, ktory moze obracaé sie swobodnie dokola swej osi,
narysowana jest krzywa dana y=f (). Kolko » moze przesuwac sie
kierunku tworzacej. Jezeli prowadzi¢ wzdluz danej krzywej ostrze b,
przytwierdzone do linialu kierowniczego «b, to kolko zatacza na waleu
zadana krzywa calkowa, skoro tylko postaramy sie o to, zeby podczas
ruchu pret ed, ktorego linia srodkowa lezy w plaszezyznie kolka prosto-
padle do osi strzemienia, pozostawal réwnoleglym do linialu kierowni-
czego ab.

Widzimy stad, ze do integrafow tego rodzaju trzeba wprowadzic¢
mechanizm specyalny, ktoryby tak polaczyl koélko z kierownica, zeby
pozostawaly one réwnoleglemi do siebie w poloZeniu dowolnem 2).

A zatem zadanie przedstawia sie, jak nastepuje. Prosta ed (fig. 30) jest
réwnolegla do innej prostej ab i musi pozosta¢ do niej rownolegla przy
wszelkiej zmianie polozenia i kierunku.

1) Jest to zastosowanie przypadku b. Fig

8.

T e

?) P. Boys zastosowal pierwszy mechanizm ten w swychintegrafach.
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Tak np. jezeli ab zostanie przeniesiona w polozenie a'b’, to mecha-
nizm, ktory laczy ed z ab, powinien pozwoli¢ na przesuniecie ¢d w po-
lozenie ¢'d’ rownolegle do a't’, Inb w jakiekolwiek inne polozenie
rownolegle. '

Jeden z najprostszych mechanizméw tego rodzaju przedstawiony
jest ma fig. 31; znalazl on zastosowanie w modelu, opisanym w § 15
Linial kierowniczy jest zespolony z kolem zebatem stozkowem a, kto-
re zaczepia o kolo zebate stozkowe 0, nasadzone na o8 7. Pochwa M
ktora moze slizgac¢ sie swobodnie wzdluz 7, lecz musi obraca¢ sie wraz

z T, zaopatrzona jest w kolo z¢bate stozkowe b, ktore ze swej strony
czepia sie takiegoz kola a'.

Jezeli przy polozeniu dowolnem obra¢ f1elnice kola zebatego a
i wyznaczy¢ na kole a’' érednice rownolegla, to ta ostatnia frednica po-
zostanie réwnolegla do Srednicy na kole @ bez wzgledu na wzajemne
polozenie i odleglos¢ kol a i a’. Jezeli wiec nasadzi¢ linial kierowniczy
na kolo zebate a i rownolegle don na kolo a’ kolko calkujace, to kombi-
nacya taka stanowi mechanizm, wytwarzajacy zadana rownoleglosc.

Zamiast poslugiwaé¢ sie kolami zebatemi, mozna miedzy a i b wla-
czy¢ mechanizm dowolny, byleby tylko taki sam mechanizm zastosowaé
rowniez miedzy 6’ i a'. Nalezy jednak zwréci¢ uwage na to, Ze przeno-
szenie ruchu z @ na b jest odwrotne do przenoszenia ruchu z @’ na &'
Tak np. kola zebate mozna zastapi¢ mechanizmem, przedstawionym na
fig. 31 z prawej strony. Obrot osi 4 przenosi si¢ na o§ T za posrednic-
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twem dwoch pretow a i b, zgietych pod katem prostym, mogacych sie
przesuwa¢ w punkcie D. Rzecza jest jasna, ze przy takim urzadzeniu
kat obrotu jest ograniczony.

Innego érodka do otrzymania zadanej rownoleglosci dostarcza me-
chanizm, przedstawiony na fig. 32. Mechanizm ten sklada sie z rowno-
legloboku czlonkowanego ABCD. ktorego jeden bok AD jest staly. Dwa
inne boki AD i CB posiadaja po zlobku, wzdluz ktoérych przesuwaja sie
koéleczka gg', podtrzymujace wozek.

Pret poprzeczny b, ktory laczy dwie czesci wozka, moze sie obra-
ca¢ dokola a i b. Jezeli go pochyli¢, t. j. jezeli zmieni¢ odleglos¢ pomie-
dzy AD i BC, to wozek ulega odksztaleceniu, a wraz z nim i caly réowno-

leglobok, mianowicie w taki sposob, ze AB wciaz pozostaje rownolegle
do ab. Mimo te zmiane kierunku, wozek moze jeszcze przesuwac sie
wzdluz rownolegloboku, a zatem ab moze zosta¢ odsuniete na dowolna
odleglosé od AB.

Pan Napoli zbudowal integraf, w ktérym mechanizm tego rodzaju
zostal zastosowany w sposéb bardzo udatny. Wzial on przytem za pod-
stawe integrator, naszkicowany na fig. 29. Przyrzad ten kresli krzywa
:alkowa na arkuszu rysunkowym, ktory, pod dzialaniem walkow gg,
przewija sie na walcu C (fig. 53).

Walec C jest, jak to wida¢ z figury, obracalny dokola swej osi
a zatem, jesli wprawi¢ go w ruch przy pomocy krazka K, to arkusz
papieru, przyciskany walkami ¢ i g’ do walca C, przesuwa sie pod woz-
kiem E i ostrzem P.
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Rownoleglobok ABCD daje sie obraca¢ dokola dwéch czopkéw f
i f’, naleznych do linii srodkowej, nie zas dokola stalych wierzcholkow
A i1 D, jak to widzielismy wyzej.

Kolko utwierdzone jest na pierwszym precie poprzecznym wozka
E, mianowicie w taki sposéb, ze jego plaszczyzna przechodzi stale przez
linie srodkowa preta. Grafion osadzony jest na drugim precie poprzecz-
nym, rownoleglym do pierwszego, tak, iz kreska, ktora kresli grafion, jest
w kazdej chwili rownolegla do linii, ktéra kolko zatacza na waleu.

Zmiany w postaci rownolegloboku oraz odpowiednie zmiany w po-
lozeniu plaszezyzny kélka wywoluje dzwignia OL, §lizgajaca sie pomie-
dzy dwiema rolkami O. Dzwignia OL jest polaczona z pretem poprze-
cznym drugiego wozka I, zaopatrzonego w rysik P.

&

Jesli wiee chodzi o wykreslenie krzywej calkowej, to obracamy, np.
reka krazek X, a rysik P prowadzimy po krzywej danej. Linial ON
wyznacza 0§ odeietych. Dzwignia OL wskazuje w kazdej chwili polo-
zenie odpowiedniej kierownicy, a rownoleglobok przenosi ten kierunek
na kolko.

Jezeli, przeciwnie, chcemy zaregiestrowaé za pomoca tego przy-
rzadu jakikolwiek przebieg, ktory daje sie przedstawi¢ jako funkcya
dwéch zmiennych — a to jest wlasnie przeznaczeniem przyrzadu — to
wystarcza przesuwaé¢ punkt L w kierunku osi walca z predkoscia, pro-
porcyonalna do pierwszej zmiennej (cisnienia, natezenia pradu) i jedno-
czednie obraca¢ walee dokola jego osi z predkoscia, proporcyonalna do
drugiej zmiennej (w razie gdy ta ostatnia przedstawia czas — z predko-

fcia stala).
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Rozumie sie samo przez sie, ze zamiast walca C (poréwn. fig. 29)
mozna uzy¢ plaszezyzny styecznej, ktéora w takim razie musi by¢ przesu-
walna w kierunku osi odcietych. ;

Moznaby réwniez plaszezyzne te przyjac za stala, “ale wowezas
trzebaby zalozyé, ze caly uklad, zlozony z linialu kierowniczego, rysika

P i kolka calkujacego, daje sie przesuwaé¢ w kierunku osi odcietych.

oy %

B /

@ | © / 4 -
C
p A xS

=

Fig. 34.

14. Nowy model integrafu. System Napolego i Abdank-Abakanowi-

Glowne szcezegoly tego modelu obmyslit p. Napoli. Autor wysta-
wii byl w roku 1883 kilka przyrzadéw swoich na miedzynarodowej wy-
stawie elektrycznosei w Wiedniu i przy tej sposobnosci, celem dalszego
udoskonalenia swego systemu, zaprosil na wspoélpracownika pana N a-
p ole g o, ktérego zrecznos¢ byla mu znana poprzednio; o tej zreczno-

cza.
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$ci pana Napolego $wiadezyla nadto wielka liezba skonstruowanych
przezen przyrzadéw i narzedzi, ktore po czesci byly rowniez wystawione
w Wiedniu. Pan N a p o li zaproszenie przyjal, atoli zajecia zawodowe
stawaly na przeszkodzie urzeczywistnieniu tego projektu az do r. 1885.

Fig. 34 przedstawia zarys zasadniczy nowego modelu, ktory zbliza
sie do integrafu, obmyslonego -przez pana Boysa. Zasada kinematy-
ezna jest w nim ta sama, co i we wszystkich modelach poprzednich; jest
to urzeczywistnienie przypadku d fig. 17 w przypuszezeniu, ze promien
walca jest nieskonczenie wielki.

Wréémy do ukladu, przedstawionego na fig. 22 i zalézmy, %2 néz-
ka érubowa V zostala zwolniona, t. j, ze wézek B moze sie przesuwaé
wzdluz szyn D; w takim razie, jedli posuwaé¢ wozek A i zwracaé pla-
szezyzne kolka wedle kierownie, to kolko kredli na stalej plaszezyznie C
krzywa calkowa.

Fig. 34 odtwarza calkiem dokladnie uklad powyzszy z dolaczeniem
linialu D oraz mechanizmu, ktory utrzymuje réwnoleglos¢ kolka i linia-
Iu kierowniczego.
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Linial ss' utwierdzamy na arkuszu rysunkowym w kierunku osi
odcietych. 'Wozek H, wsparty na rolkach, utrzymuje rame /F, prostopa-
dlag do SS’. Bokami dluzszemi tej ramy FF sa linialy o przekroju po-
przecznym w ksztalcie litery /, przez co osiaga si¢ maksymum sztywnosei.

Dwa punkty A i B, z ktérych jeden ma przebiega¢ po krzywej
calkowej, sa srodkami dwoch wozkow Ci €', przesuwalnych wzdluzramy FF.

Celem mozliwego zmniejszenia taré oraz wszelkiej swobody, p. N a-
p oli osadzil oba te wozki na osiach toczacych sig, jak to widac z fig. 3D.

T przedstawia $ciane wewnetrzna jednego z linialow w ksztalcie
litery 1. Po Scianie tej biegna kolka gg, ktorych osi obracaja sie w kar-

) Comptes rendus Akad. Paryskiej, 1885.
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bach a, — wycietych w osadzie wozka. Polowy woézka goérna i dolna
polaczone sa ze soba silnemi sprezynami rr.

W centrum woézka € umieszezony jest narzad calkujacy. Zamiast
jednego kolka pan N ap o li zastosowal kélka réwno oddalone od pun-
ktu B, ktory zatacza krzywa calkowa. Co do szczeg6léw budowy, po-
rownaj fig. 36.

Urzadzenie takie zwieksza tarcie narzadu calkujacego o podlozony
papier. Grafion 7, przeznaczony do kreslenia krzywej calkowej miesci
sie w ramce w taki sposéb, ze jego rozszczep zwrdocouy jest stale w Kkie-
runku kreslonej krzywej. Tym sposobem osiaga sie rys czysty i do-
kladny.

Rozumie sie samo przez sie, ze zmiany w oryentacyi kolek odby-
waja sie bez slizgania sie.

W centrum woézka C (fig. 34) znajduje sie rysik 4, ktory prowa-
dzimy po danej krzywej. Linial O, ktory daje sie przesuwac¢ pomiedzy
dwiema rolkami dd’, moze obraca¢ sie dokola osi pionowej, nasadzonej
na rysik, jak réowniez dokola osi, podtrzymujacej dd'.

Ten linial jest wlasnie linialem kierowniczym. Linial X, ktéry
mozna utwierdzi¢ w dowolnem miejscu ramy £7, przedstawia o od-
cietych.

Mechanizm, z ktorego pomoca pan Napoli osiaga réwnolegloé
kélka do linialu kierowniczego, jest niezmiernie prosty. Na osi B ram-
ki, podtrzymujacej kolka RZ', osadzone sa dwa krazki g i g’. Do kraz-
kow tych przymocowane sa odpowiednio dwie nitki f i /”. Rzecza jest
jasna, ze, ciagnac za jedne lub druga z tych nitek, mozna zmienia¢ do-
wolnie oryentacye kolek. Te same nitki biegna dokola dwd6ch innych
krazkow, osadzonych nieruchomo na osiach dwoéch czepiajacych sie sie-
bie kol zebatych £ i Z. Te dwa kola zebate maja srednice jednakowa
i ustawione sa w taki sposob, ze linia, laczaca ich s$rodki, biegnie row-
nolegle do linialu kierowniczego D. Sprezyna bebenkowa b, umieszczo-
na na osi kola Z’, napina nitki, a ci$nienie kolek RR’ na podstawe nie
dopuszeza $lizgania sic wozka €' wzdluz ramki 77, Celem ciaglego wy-
réwnywania napiecia nitek /f, wozek €’ poddany jest dzialaniu innej je-
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szeze nitki, nawinietej na beben g”, ktéora napina sprezyna, umieszczona
wewnatrz bebna. Przy dowolnym zblizaniu lub oddalaniu wézkow €
i C’ pozostaja réwnoleglemi: z jednej strony linie, laczace §rodki drazkow
g i ¢/, z drugiej strony, linie laczace sfrodki kol £ i £'; wskutek wzaje-
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mnego czepiania sie k6l zebatych, dwa krazki, na nich osadzone, po-
zwalaja na nawijanie lub odwijanie sie wciaz tylko jednakowej dlugo-
gei nici.

A zatem, w modelu powyzszym woézki € i €’ zmuszaja punkty 4
i B do pozostawania na jednym i tym samym pionie, a oryentacye pary
kolek RI" uskuteczniaja dwie gietkie, stale napiete nitki ff.

Fig. 37 przedstawia widok ogdlny tego modelu.

15. Integraf o kotach zg¢batych stozkowych, systemu Abdank-Aba-
kanowicza i Napolego. W tym nowym modelu osiagamy rownolegloéé

Lr - -]
M

linialu kierowniczego do kélka za pomoca podwoéjnej kombinacyi kol
stozkowych zebatych; jest to wuklad, ktéry naszkicowaliSmy juz na
fig. 31.

Fig. 38 przedstawia uklad ogélny tego modelu. Iinial kierowni-
czy DD’ jest zespolony z kolem zebatem b, ktérego ruchy, za posredni-
ctwem drugiego, osadzonego na precie ¢, przenosza si¢ na walec pusty C
mogacy sie przesuwac¢ wzdluz F.

Walec pusty €, ktory moze sie porusza¢ w lozyskach XX’, osadzo-
nych na wozku 7, jest zaopatrzony u jednego korica w kolo zebate a’,
ktore przenosi ruchy kola 6. O§ strzemienia koélka jest utwierdzona
w srodku kola &', tak iz po uregulowaniu poczatkowem plaszezyzna kol-
ka weiaz pozostaje rownolegla do linialu kierowniczego DIV, bez wzgle-
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du na ruchy wézka H wzdluz szyn 7 i 7. Wozek H spoczywa na
osmiu rolkach, tak iz ruchy jego odbywaja sie z najwieksza latwoscia.

Jesli prowadzi¢ punkt D' po krzywej danej, utrzymujac go stale
na szynach, rownoleglych do 77, a wiec przesuwajac jednoczesnie caly
przyrzad w kierunku osi odcietych za posrednictwem woézka &, nasadzo-
nego na Z, to kélko R kresli krzywa calkowa.

Linial kierowniczy DD’ §lizga sie miedzy czterema rolkami, utwier-
dzonemi na kole b, tak iz jego linia §rodkowa przechodzi stale przez
grodek kola b. W rzeczywistosci, po danej krzywej biegnie nie punkt
D', lecz rysik 2, polaczony z punktem D’ suwakiem M.

0% odcietych, ktéra powinnaby przechodzi¢ przez érodek kola b,
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jest wowezas przesunieta rownolegle do siebie samej o dlugos¢ D'P, kto-
ra mozna obra¢ dowolnie. Grafion, ktorego przeznaczeniem jest kresli¢
krzywa calkowa, jest ntwierdzony na wozku #Z w punkecie 7' i tak po-
laczony z kolkiem za pomoca malego rownolegloboku, ze jego rozszezep
weiaz pozostaje rownoleglym do plaszezyzny kolka.

Uklad taki ma te dobra strone, ze pozostawia odkrytym grafion,
ktory tym sposobem znajduje sie calkiem poza obrebem wozka #, tak iz
mozna z latwoscia obserwowacé jego bieg i ustawi¢ go bez trudnosei
w punkcie poczatkowym dowolnym.

Podstawe, przy ktorej wykreslamy krzywa calkowa, czyli tak zwa-
na stala przyrzadu, wyznacza odleglos¢ §rodka kola 6 od punkin 2/
Dzieki przesuwalnosci linialu MM odleglos¢ te mozna obraé dowolnie.
Krzywa calkowa okazuje si¢ przesunieta o dlugosé, rowna odleglogei po-
ziomej pomiedzy punktami 2 i 2’

Za pomoca tego nowego modelu mozna wykresla¢ krzywe, ktorych
rzedne posiadaja dlugos¢, prawie rowna dlugos i przyrzadu. Krzywa da-
na i krzywa calkowa moga takze krzyzowac sie ze soba, a mimo to ruch
wozka, podtrzymujacego kélko, nie przeszkadza w niczem ruchowi in-
nych czesci.

Wozek G jest tak zbudowany. ze linial kierowniczy moze przecho-
dzi¢ pod nim i tym sposobem przybraé np. polozenie dd'.

Fig. 39 przedstawia najglowniejsze szezegdly konstrukeyjne tego
modelu. Walec pusty C, zamiast obraca¢ sie w lozyskach, spoczywa na
szesciu rolkach, skutkiem czego tarcie sprowadza sie do minimum; kélka
calkujace /7 obcigzone sa ciezarkiem @, a ramka, do ktérej sa one przy-
twierdzone, daje sie podnosi¢ do géry przy pomocy specyalnego urza-
dzenia tak iz mozna przesuna¢ caly wozek 1 i nie dotkna¢ przytem
kolkami podlozonego arkusza rysunkowego. Jest to potrzebne za ka-
zdym razem, gdy wypadnie ustawi¢ grafion w pewnem okreslonem polo-
zeniu poczatkowem

Wozek H spoczywa na toczacych sie osiach, jak to wida¢ na
fig. 35.

Przesuwanie linialu MM, t. j. zmiang stalej przyrzadu, ulatwia po-
dzialka, umieszczona na pretach bocznych ramy FF

Model ten, zbudowany przez firme paryska ,Barbier i S-ka“,
a przedstawiony w perspektywie na fig. 40, daje dokladnos¢ jeszeze wiek-
sza, anizeli model, opisany w paragrafach poprzednich, glownie wskutek
usuniecia nitek f7.

Fig. 41 przedstawia inny model, ktory zreszta rézni sie bardzo
malo od poprzedniego. Caly przyrzad spoczywa, podobnie jak i przyrzad
poprzedni, na wézku ¢, mogacym si¢ porusza¢ wzdluz osi odcietych.
Podstawe wyznacza tu odleglos¢ linialu MM’ od osi kola b; odleglosc te
mozna zmienia¢ dowolnie, poniewaz linial MM’ daje sie przesuwaé row-
nolegle do samego siebie.

Linial kierowniczy 2D2', obracalny dokola punktu ', polozonego
na N, slizga sie miedzy czterema rolkami, nasadzonemi na of kola b
Dana krzywa y = f (x) oprowadzamy rysikiem P, zespolonym z woézkiem
U linialu kierowniczego.

17
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Réwnoleglos¢ linialu  kierowniczego do koélka osiagamy w modelu
tym przy pomoey dwoéch par kol zebatych stozkowych ab, a'b’, jak to
pokazuje fig. 42. Jedna z tych par ab zespolona jest z osada G, gdy
tymczasem druga para a'b’ utwierdzona jest na wozku H, mogacym sie
przesuwac prostopadle do osi odcietych.

Ruchy linialu kierowniczego wykonywa roéwniez kolo b i przenosi
je na kolo a.

¢ [
a’ | [
PRl e w
v o f's
¢ F
7.
| 7 \
@

Fig. 41 Fig. 42.

Ramka ruchoma ¢¢ (fig. 42), na ktorej przy pomocy rolek gg opie-
ra sie mala ramka C, podtrzymujaca kolo a/, sluzy za posredniczke dla
odpowiednich ruchow katowych kol b i 6.

Figury 43 i 44 przedstawiaja budowe gléwnego wozka H. Toczy
sie on po dwoch linialach /i F’/, przyczem ciezar ramki (¢ przyciska
go do nich. Dwie rolki gg’, umieszczone miedzy ostrzami, naleza do
malej osady C, zaopatrzonej w kolo stozkowe a, xtorego osi tkwia w lo
zyskach d i d'.

Ciezar, osadzony na osi strzemienia, przyciska kolko calkujace do
arkusza rysunkowego. Poniewaz jednak kolko to musi posiada¢ pewna
swobode ruchu w kierunku pionowym, przeto nie mozna jej umocowac
wprost na b’, lecz trzeba ja umiesci¢ na precie poprzecznym, polaczonym
z 0" za posrednictwem suwaka. Uklad taki pozwala nadto otrzymaé
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z latwoscia rownoleglos¢ kélka calkujacego do linialu kierowniczego za
posrednictwem dwéch nézek $rubowych. Dzwignia & umozliwia drobne

[TV
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Fig 44.
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przesuniecie pionowe koélka, tak iz mozna prowadzi¢ wozek #Z wzdluz
FF' nie dotykajac kolkiem podstawy.

Grafion miedci sie z boku wozka H; do ustawiania grafionu sluzy
pret kierowniczy. Fig. 45 przedstawia przyrzad w perspektywie.

16. Integraf o réwnolegioboku odksztalcalnym, systemu Napolego
i Abdank-Abakanowicza. Pan Napoli dokonal w modelu poprzednim
kilku interesujacych zmian w sposobie prowadzenia linialu kierownicze-
go rownolegle do kolka calkujacego. Kola zebate stozkowe i rame ru-
choma zastepuje tu rownoleglobok odksztalcalny. Geometrycznie, row-
noleglobok ten wyznaczaja dwa boki réwne niezmienne oraz dwa boki
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zmienne zaroéwno co do polozenia swego jak i co do dlugosci; dwoma
pierwszemi sa korby m i m’ (fig. 46); korba m bierze udzial w ruchu
linialu kierowniczego, gdy tymeczasem korba m’ jest zespolona z osia
koétka calkujacego. Z pomiedzy dwéch pozostalych bokéw jednym jest
linia, laczaca punkty, dokola ktérych obracaja sie korby m i m/, drugim
linial, nalezny do woézka G.

Ten rownoleglobok odksztalcalny stale ustawia¢ bedzie koélko cal-
kujace rownolegle do linialn kierowniczego. Rozumie si¢ samo przez sie,
ze kat, ktory obie korby m i m’ tworza z linialem kierowniczym, moze
byé dowolny; zawsze jednak jest rzecza korzystna obra¢ w wykonaniu
praktycznym kat réwny 90°.

e 8

- - -
E j & F G 5

I w tym modelu rzecza jest niezbedna, zeby ruchy nie przenosily
sie wprost na of strzemienia kolka calkujacego; niezmiernie prosty me-
chanizm umozliwia takze przesuwanie tego ostatniego w kierunku pio-
nowym.
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17. Rozwazania nad regulowaniem modeli powyzszych *). Ogra-
niczymy si¢ do zbadania integrafow o kolach zebatych stozkowych, t. j.
integrafow, ktore przedstawione sa na figurach 41, 42, 43, 44 i 45.

Przyrzad taki, zeby dziala¢ nalezycie, winien czyni¢ zadosyé roz.
maitym warunkom, co osiagamy w czesci przez sama konstrukeye, w cze-
sci za$ przez uregulowanie specyalne.

Z pomiedzy warunkow, ktérym uczyni¢ zado$¢ winna juz sama
konstrukeya, glowne znaczenie maja te, ktore dotycza przenoszenia ru-
chow t. j. linial kierowniezy i obie pary kol zebatych stozkowych,

Kierownice teoretyczia wyznacza tu linia, laczaca frodek obrotu
D' z osia kola b (fig. 41). Wszelako linial kierowniczy DD’ zawsze uja-
wnia¢ bedzie pewne odstepstwo od linii laczacej idealnej, tak iz Kkiero-
wnica wlasciwa nie przechodzi przez os kola stozkowego b.

Blad, ktory stad wynika, daje sie wyznaczy¢ latwo droga matema-
tyczna. Niech K (fig. 47) oznacza odleglos¢ kierownicy od osi kola 6
taka, jaka mamy w przyrzadzie rzeczywistym, b podstawe, A rzedna,
odpowiadajaca obrotowi o’ kierownicy. Natenczas, uwazajac K za wiel-
kos¢ nieskonczenie mala, otrzymamy:

Fig. 47.
. B (1 s |
g a== I—— ()1 i)_
ki ¥ Ses Y141z 1)
gdy tymezasem powinniby§my mieé poprostu:
R == /47 .
: b
Rozwijajac, otrzymujemy:
e h 2 A Kh
przy b < 1; dga = 1—2/}2 )
h A s c ,':
S =1; tga'= \1—1‘,13 %)
A T ERs e K. MG
DR ey RS A T

gdzie == odnosi sie do znaku wielkosci K.

*) Dokonane przez p. E. Meylana, sekretarza redakeyi czasopi-
sma ,La lumiere électrique*
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Stad otrzymujemy na wartos¢ bledu stycznej odpowiedniego po-
chylenia:
___tga-—tga’=£</l (i 2_1>
" tg o h l - b) ¢
czyli przy:

h __Kh
sl

h K

_=11 —0143“‘,

b K b

LR —K—l—l+—bf>
T RV e

Najwieksza wartos¢ bezwzgledna bledu odpowiada wartosci A = 0. Na-
przyklad, przy 6 = 60 mm i A = 1/,, mm otrzymujemy = = 0,07.

Atoli rzecza wazna jest znajomos¢ nie tego bledu bezwzglednego,
lecz raczej odpowiedniego bledu w elemencie powierzchni. Wziawszy
prostokat o wysokosci &, rownoleglej do osi odcietych,i oznaczajac przez
a odleglosé dolnej podstawy od osi odcietych, mamy przy

1 h
h b Ty o - e e
gt Bl <+b 2a(a+h)>
a przy
2a-+h

a h b, b= [l
+h < N s o

W pierwszym przypadku, gdy a + & > b, otrzymamy blad mozli-
wie najwiekszy, rozpatrujac nieskonczenie maly element powierzchni,
réwnolegly do osi odeietych. Przy wymiarach przyrzadu, o ktérym mo-
wa, mamy:

a =200, 10 =60 =0
a wiec
: K
<%’

Jesli przyjac¢, ze K — 0,01, to odpowiedni blad w elemencie po-
wierzehni wynosi 1/g,.

W drugim przypadku, w ktorym a 4 h << b, najwiekszy blad =’

znajdziemy przy h — o, poniewaz wartoscia graniczna wielkosei a + A
jest 2 b. Mamy:

" A’

== 60 ?
Jesli przyjac :

h
a=——,

2

czyli wziaé element powierzchni symetryczny do osi odcietych, to

=0,
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t. j. dla kazdej powierzchni, symetrycznej wzgledem osi odcietych, znika
blad, o ktory chodzi.
Nastepny warunek glowny, dotyczacy przenoszenia ruchu, wyma-
ga, azeby cztery osi obrotu — osada #( i kolo a, kolo b, kolo a’, kolo b’
lezaly w jednej plaszczyznie. Niedokladnosci w polozeniu tych osi powo-
dowac beda, rzecz prosta, odksztalcenia poszezegolnych czesci.
Regulowanie wlasciwe dotyczy z jednej strony prostokatnosei osi
odcietych i rzednych, a z drugiej strony--rownoleglosei linialu kierowni-
czego do kolka calkujacego.
Niech 6 (fig. 48) oznacza pochylenie linialu MM’ (poréwn. fig. 41)
do osi rzednych. Odpowiedni blad stycznej wynosi:
h
3

Wziawszy znoéw pod uwage element powierzchni, roéwnolegly do osi

.

Fig. 48.

odcietych, okreslony, jak w wywodzie poprzednim, otrzymujemy na blad
odpowiedni wartosc:

6 \
n=—=— (2alth)
b

Blad ten jest znowu zerem dla powierzchni symetrycznej wzgledem
osi odcietych; staje sie on najwiekszosc’a przy mozliwie najwiekszej wax-

tosci dwumianu 2 a + &, Przy a 250 mm i A = 0 mamy
0,
el 5005
b
przy najmniejszej wartosci b6 = €0 mm, kladac 6 = 1/,,,, otrzymamy:
1
" ;
240

Granica ta lezy daleko poza obrebem rzeczywistosci; przy zaloze-
niu niekorzystnem
=10, 0m 1 a — 200

mamy:
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Celem uregulowania przyrzadu w tym kierunku (przy pomocy ostrzy,
na ktorych opieraja sie rolki wozka &), kreslimy grafionem dwie linie
rownolegle do osi spélrzednych i obracamy wowezas przyrzad o 90° mia-
nowicie w taki sposob, zeby jedna z osi spolrzednych, np. up. linial L,
po ktéorym porusza sie wozek (i, zeszla sie z jedna z owych dwoéch pro-
stych. Przesuwajac wtedy wozek G, otrzymamy prosta, ktora z poprze-
dnia prosta tworzy kat, rowny podwoéjnemu bledowi w prostokatnosei.

W taki sam sposob wyznacza sie réwnoleglos¢ linialu MM’ do
kierunku, w ktorym przesuwa sie wozek H.

Co sie tyezy rownoleglosei linialu kierowniczego DD (fig. 41) do
plaszezyzny kolka , to nalezy zauwazy¢, ze jesli ustawi¢ koélko rownole-
gle do osi odcietych, wyznaczonej jako prosta, réwnolegla do linialu L,
przechodzaca prostopadle do podstawy kola b, to kierownica winna zejsé
sie z osia odcietych. Jest rzecza wskazana rozpatrzyé uprzednio, do ja-
kiej granicy daje sie zredukowac¢ blad w oryentacyi kélka calkujacego.
Przypuszezamy, ze plaszezyzna kolka jest zwrdcona réwnolegle do osi

Fig. 49.

odcietych i ze wraz z podstawa O przesuwamy o = punkt koncowy kie-
rownicy (fig. 49). Jezeli dr oznacza kat, o ktéry obraca sie kolko, gdy
podstawa staje sie rowna &', to mamy réwnanie :

b — b

d o 8~
bh'

Na linialach F,F' mozna wyznaczy¢ przesunigcie wozka o 2/, mm,
jezeli meta wozka G wzdluz osi odcietych wynosi 400 mm. Nadto, mamy
¥ — 50 mm i 6/ = 150 mm.

Niewiadoma jest w rzeczywistofei wartogé graniczna wielkodci e,
ktora to wartosé nie daje sie juz okreslic przez przesuniecie wozka Z.
Mamy wiec:

d o 1/,

: -- < 0,0k

)
2

(
°
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Tym sposobem najwiekszy kat, jaki moze sie zdarzy¢, wynosi
e 1
b = 1000 *
Rozpatrzmy teraz, jakie stad wynikna¢ moga bledy. Przypusémy,
ze dany jest prostokat o wysokosci /i, polozony w odleglodci « od osi
odccietych. Odpowiednim bledem jest wtedy:

-q:_Z_(Qa—}-h);As’.

h
Blad ten réwna sie zeru przy @ — — Ol jest to maksymum przy
h =0, a=250 mm, skad wynika b = 60 mm:
Pt 2
bt
przy a — 01 h— 200,
1
A0

Widzimy, ze blad ten jest najznaczniejszy z tych wszystkich, ktore
rozpatrywalismy dotychczas; znika on dla wysokosei, polozonych syme-
trycznie wzgledem osi odcietych.

Azeby przekona¢ sie o rownoleglosci plaszezyzny kolka do linialu
kierowniczego, wystarcza zobaczyé¢, czy po ustawieniu kolka rownolegle
do linialu zmiana podstawy wplywa na polozenie kolka. Mianowicie,
kolko bedzie sie obracalo dokola swego punktu oparcia, jesli tylko linial
kierowniczy nie jest rownolegly do linialu L. Blad daje sie regulowaé przy
pomocy £rub, ktore utrzymuja kolo 6’ na malym precie poprzecznym,
umozliwiajacym przesuwanie sie pionowe kolka calkujacego.

Rozpatrujac model, opisany w § 4, latwo sie przekona¢, ze wywo-
dy poprzednie daja sie do niego zastosowac bezposrednio.

Bledy, wspolne dwom ostatnio opisanym integrafom, maja swe zro-
dlo w zbyt wielkich tarciach albo w zbyt znacznej swobodzie poszczegdolnych
czesci. Cheae przy pomocy tych ukladéw otrzymac dokladnos¢ wieksza,
trzebaby umontowac¢ wszystkie osi pomiedzy ostrzami, nie zas w panew-
kach, jak to czyniliémy dotychczas.

18. Maszyna do catkowania C. V. Boysa. W Anglii p. Boys
niezaleznie od autora i nie znajac zupelnie prac jego dawniejszych, zna-
lazl zasade kinematyczna calkowania mechanicznego i skonstruowal in
tegraf *), odznaczajacy sie wielka prostota.

*) Swojego czasu autor toczyl z panem Boysem dluzsza dyskusye
w kwestyi pierwszenstwa wynalazku. P. Boys uznal pierwszenstwo przy-
rzadéw autora, mianowicie na kongresie Stowarzyszenia Brytanskiego
(British Association) w Southhampton w r. 1882, przyczem wy-
razil si¢ jak nastepuje (patrz The Report): ,Uwazam za swoj obowia-
zek nadmieni¢, ze prof. Abdank-Abakanowicz juz przedtem wynalazl byl
integraf, ktory opiera sie na tych samych zasadach matematycznych,
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Ale p. Boys, aczkolwiek zaczal od integrafu, zajal sie tym przy-
rzadem li tylko przelotnie i zwrécil swe badania w kierunku zastosowan

lecz ktory, o ile mi wiadomo, nie znalazl zastosowania w praktyce; po-
niewaz jednak nigdy nie slyszalem o tym wynalazku przed wykoncze-
niem wlasnego przyrzadu, przeto moja dobra wiara nie moze by¢ poda-
na w watpliwosc.
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praktycznych integratorow. Tak np. pobudowal on totalizator; dla ma-
szyn parowych oraz liczniki (compteurs, Zihler) energii elektrycznej,
w ktorych stosuje w sposob wielce pomyslowy zasade kinematyczna $ru-
by o gwincie zmiennym.

Integraf, zbudowany przez pana Boysa a opisany w Philos o_
phical Magazine za maj 1881, stanowi urzeczywistnienie mecha-
niczne ukladu, naszkicowanego na fig. 10. Pan Boys pierwszy pokusit

si¢ o otrzymanie rownolegloéci linialu kierowniczego do kolka za po-
$rednictwem specyalnego mechanizmu.
Mechanizm ten sklada sie z trzech krazkow a, b, ¢ (fig. 50), pola-

czonych dwoma ramionami, obracalnemi dokola sredniego krazka 6. Za
pomoca nitki ff, przerzuconej dokola tvch krazkow, osiaga sie rownosé
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katow, o ktore obracaja sie krazki zewnetrzne a i ¢. Kolko umieszcza-
my na osi krazka a, za$ linial kiérowniczy kolka na osi krazka e. Ja-
kikolwiek kierunek i jakiekolwiek polozenie nadamy linialowi Kkierowni-
czemu, zawsze plaszezyzna kolka pozostanie do miego rownolegla.

Fig. 51 (zapozyczona z Philosophical Magazine) unaocznia rozwia-
zanie, zaproponowane przez p. Boy s a. Krazek B daje sie przesuwac
wzdluz osi odcietych Pret AB, utwierdzony na jego osi — linial kiero-
wniczy — jest w kazdej chwili rownolegly do odpowiedniej kierownicy
Kolko, przytwierdzone do krazka L, zatacza krzywa calkowa.

Fig. 52 przedstawia przyrzad w perspektywie. Deseczka 2, na
ktorej trzyma sie caly integraf, slizga sie wzdluz linialu S. Przy pomo-

Fig. 5H4.

cy precika 7T, ktory daje sie obraca¢ dokola osi A, nasadzonej na rysik
prowadzimy ten ostatni wzdluz danej krzywej. Os A moze sie przesuwac
w rowku, rownoleglym do osi rzednych, utworzonym przez dwie plytki
szklane V i V7. Plytki te pozwalaja widzie¢ krzywa y = f (#), ktora
znajduje sie pod deseczka 2, a ktora mamy oprowadzaé¢ rysikiem.

Do przyciskania kolka calkujacego do podstawy sluzy ciezar F,
spoczywajacy na dwoch rolkach gg (fig. 53). Ciezar ten idzie za kol-
kiem R zupelnie tak samo, jak trycykl idzie za pierwszem swem kolem
ktore sluzy mu za ster.

Ramka 2 z jednej strony a plytka szklana V'V’ z drugiej zmuszaja
o$ krazka L i ostrze p do pozostawania na jednej i tej samej rzednej.

Przyrzad ten, aczkolwiek zbudowany w sposob bardzo pierwotny
kresli jednak krzywe dof¢ zadawalajace.
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Czyni on zados¢, jak to juz wykazalisSmy poprzednio, wszystkim wa-
runkom, przedstawionym na fig. 10, i jest, z punktu widzenia kinematycz-
nego, zastosowaniem przypadku d fig. 17, w ktérym pomimo walca (przed-
stawiajacego frube o gwincie zmiennym) nadano warto$é nieskonczona.

Zwiazek powyzszy daje sie latwiej unaocznié, jezeli w modelu,
przedstawionym na fig. 19, pozwolimy promieniowi walca € przybraé war-
tosé nieskoriczona. Oto zreszta wyrazy, ktéremi sam p. B o y s okresla ten
zwiazek.

sJezeli przypuscic, ze wozek (F, fig. 53) jest niezdolny do ruchu
pionowego, to wskutek daznosci swej do poruszania sie do gory lub na
dol, bedzie on przesuwal papier w kierunku przeciwnym. Jezeli wiec pa-
pier jest nawiniety na walec, ktérego os znajdzie sie ponizej fladu, zakre-
slonego przez przednia rolke wozka, i jezeli rolki tylne podparte sa w jaki-
kolwiek inny sposob, to walec zostaje wprawiony w ruch obrotowy; obrot
jego jest proporcyonalny do rzednej danej krzywej, a miara szukanej
calki jest liczba obrotow. Widzimy wiec, ze wozek i urzadzenie, zape-
wniajace rownoleglos¢, sa juz teraz zbyteczne i ze zmiana w polozeniu te-
go, co przedtem nazywalo si¢ przedniem kolem wozka, a co teraz nalezy
nazwac kolem stycznem, moze by¢ uskuteczniana mechanicznie ta sama
metoda, ktorej uzywano do wyznaczenin pochylenia preta (linialu kiero-
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wniczego). Jezeli przesuwac¢ walec w kierunku podluznym pod kolem
stycznem i jesli za pomoca odpowiednich sposobdéw pochylaé plaszezyzne
tego ostatniego, to obrot walca bedzie, jak i poprzednio, miara calki“.

Rozumowanie powyzsze doprowadzilo pana B oysa do przeksztalce-
nia swego integrafu na przyrzad taki, jaki widzimy na fig. 54. Integrator
ten, skladajacy sie z walca i kolka, stanowi czes¢ skladowa totalizatora
energii elektrycznej i jest identyczny z modelem, przedstawionym na
fig 18,

Fig. 56.

19. Integrator i derywator H. Mestre’a. Pan Mestre opatentowal
w r. 1885 przyrzad *), ktory nalezy zaliczy¢ do kategoryi integrafow
Przyrzad ten przedstawiony jest na fig. 55.

Sposob dzialania tego przyrzadu jest latwy do zrozumienia. Punkt
M, ktéry ma biedz po krzywej danej, i punkt M, ktory zatacza krzywa cal-
kowa, leza stale na jednej prostej, rownoleglej do osi odcietych; osiagamy
to przy pomocy dwoch pantografow N, S, 2 i PSN, ktore polaczone sa ze
soba w P osia pionowa, przesuwalna wzdluz osi odcietych OP i ktorych
punkty Ni N, moga sie przesuwa¢ po drugiej szynie w kierunku osi y.

*) Patent francuski Nr. 167670, 16 marca 1885. P.Mestre w pa-
tencie swoim rosci prawo do dwdich nastepujacych punktow gléwnych:
1) zastosowanie przyrzadu, ktérego cecha znamienna jest rownoleglobok
czlonkowany, obracalny dokola jednego ze swych wierzcholkow i posia-
dajacy dwa boki rownolegle, polaczone dwoma pantografami, 2)zastoso-
wanie ukladu a i b fig. 45, ktorego celem jest zmuszenie prostej AB do
przechodzenia wciaz przez punkt M i do pozostawania styczna do krzy-
wej, zataczanej przez ten punkt.
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Rownoleglobok OA BC, ktorego jeden wierzcholek moze sie obracac
dokola punutu stalego &, uzupelnia sklad przyrzadu. Kolko calkujace
przytwierdzone jest do wozka, ktory moze pomadac jeden z dwoch ukla
dow oznaczonych przez 0 i c.

Przyrzad ten istnieje dotad li tylko w postaci projektu, skutkiem
czego niepodobienstwem jest wypowiedzie¢ sie w kwestyi jego wartosei
Jest jednak rzecza watpliwa, czy przyrzad tak skomplikowany da sie skon-
struowa¢ w sposob praktyczny; tarcia i zahaczania sie jednych czesei
ednych czesci o drugie bylby w kazdym razie bardzo znaczune.

P. Mestre zaproponowal inny jeszcze, prostszy uklad swojego przy-
rzadu. Uklad ten przedstawia figura 56. Punkt 2 biegnie po krzywej
danej, kolko R kresli krzywa calkowa. Oba te punkty leza stale na linia-
le MM', gdy tymeczasem plaszcezyzuna rysunku przesuwa sie w kierunku
osi .

Lecz i ten integraf nie moze da¢ wynikow zadawalajacych. Jezeli
wystawi¢ sobie, ze punkt P przesuwa aie wzdluz MM, to kolko musi sie
obraca¢ dokola swego punktu zetkniccia. Ale wtedy nasuwa sie pytanie,
czy kolko moze dostarczy¢ oporu, ktory staje sie niezbeduym do tego, ze-
by rownoleglobok abed mogl uledz nalezytemu odksztaleeniu,

P. Mestr e chee zastosowac swoj prayrzad rowniez i do kreslenia
krzywej rozniczkowej. Sadze jednak, ze przyrzad jego, podobnie jak
wszystkie przyrzady, dawniej w tym celu projektowane, wynikow zada-
walajacych nie da i da¢ nie moze.

20. Najnowsze fo:my integraféw. Przechodzimy teraz
do opisu dwdéch najnowszych modeli integrafow, z ktorych
jeden wywodzi sie bezpodrednio od pierwszego integrafu,
a drugi zbudowany zostal obecnie przez pana Corradiego
w Zurychu wedle zasady, rozwinietej w § 7 fig. 10.

a) Integraf o plaszczyznie rysunkowej ru-
chomej. Integraf ten nie rézni sig zasadniczo od integrafu,
przedstawionego na fig. 23: zamiast walca, mogacego sig po-
rusza¢ wzdluz wlasnej osi, zastosowano tu plaszezyzne posu-
walng, t j. nadano promieniowi walca warto$é¢ nieskonczenie
wielka.

Dwa cigzkie linialy AR i RR', polaczone pod katem
prostym, spoczywaja na podstawie poziomej, np. na rajsbre-
cie. Kazdy z tych linialow jest zaopatrzony w zlobek podlu-
zny; zlobki te przedstawiaja kierunki osi prostokgtnego ukla-
du spotrzednych.

Zlobek na liniale RR' sluzy za szyne dla plytki L, za-
stepujacej walec na fig. 23, t. j. plaszczyzne rysunkowa.
Plytka ta opiera sig¢ procz tego na dwoch rolkach pp, ktére,
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mogac porusza¢ si¢g swobodnie po podstawie, daja plytce
moznos$¢ przesuwania si¢ w kierunku rzgdnych, lecz nie do-
puszczaja ruchu w kierunku odeietych. '
Wozek A, umontowany na dwdéch rolkach, utrzymuje
linial R"R", réwnolegly do R'R’, i moze przesuwac sig swobo-
dnie w kierunku odcigtych, mianowicie wzdluz zlobka, znaj-
dujacego sie na liniale RR. Linial ten R"R", opierajacy sig

sd&7Pp

Fig. 57.

na trzeciej rolce .S, podtrzymuje wszystkie inne czesei pray-
rzadu. Kolko calkujace » osadzone jest na ramieniu F, ze-
spolonem z R"R". Kazdy ruch woézka A przenosi sie natu-
ralnie na kolko calkujace » i powoduje—jesli to ostatnie stoi
ukosnie wzgledem ukladu wspolrzednych—przesuniecie plytki
L' w kierunku osi odcietych. Taki przypadek przedstawia fi-
gura 11.
18
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Chodzi jeszcze tylko o to, zeby w kazdej chwili modz
zwroci¢ koltko wedle praw, ktéore wywiedliSmy poprzednio.



[275] Rozpziar III. § 20. ya |

Linial D, odgrywajacy role kierownicy, zespolony jest z osig
strzemienia kotka », mianowicie w taki sposob, ze wpada on
w plaszczyzne kolka. Nadto, linial kierowniczy moze poru-
sza¢ sie swobodnie w pochwie m, utwierdzonej na wozku B.
Ten woézek B spoczywa na dwoch rolkach, ktére wchodzg
w zlobek linialu R'R’; pochwa m obraca sie dokola osi pio-
nowej.

Nadto, na wézku B osadzone jest ramie¢ C, ktérego ry-
sik 2 przeznaczony jest do oprowadzania danej krzywej
y = f(v). Jezeli rysikowi temu P, t. j. wozkowi & nadaé re-
ka ruch w kierunku rzednych, to ruchy katowe liniatlu kie-
rowniczego D przenosza sie na kolko calkujace: kolko to
obraca sig¢ dokola osi strzemienia. Jest rzecza jasna, Ze opi-
sane polaczenie wozkow 5 i A pozwala na kazdy ruch rysi-
ka P, i ze, odwrotnie, kazdy ruch rysika P powoduje prze-
sunigcie wozkow B i A. Kolko calkujace zmienia¢ bedzie
kazdochwilowo swe polozenie i w mysl praw, ktére niem rza-
dza, wywolywac przesuwanie sig¢ plytki ruchomej L' w kie-
runku rzednych. Krzywa, ktora kolko kresli na plycie L’
przedstawia krzywa calkoway krzywej y = f (z). Podstawe
wyznacza tu odlegltos¢ pomigdzy punktem zetkniecia kolka »
a rzedna, przechodzaca przez o$ obrotu pochwy m.

Grafion, utwierdiony w dowolnym punkcie ramienia £,
np. w 7T, kresli, rzecz prosta, réwniez zadana krzywa cal-
kowa.

Fig. 58 (a) przedstawia integraf, naszkicowany uprze-
dnio. Litery sa tu te same, co i na fig. 57, tak, iz ten widok
ogdluy nie wymaga nowego objasnienia. Dana krzywa y=f7(2)
umieszcza sig na plytce L, ktéra, naturalnie, daje si¢ przesu-
wa¢ w taki sposoh, ze w razie potrzeby o$ przechodzi przez
punkt zetknigcia kolka calkujacego.

Rysik P umieszczony jest pomiedzy dwiema nézkami,
opierajacemi si¢ o arkusz rysunkowy, na ktérym znajduje sig
krzywa y = 7 (z).

Pret poprzeczny K nadaje moc i sztywnos¢ ukladowi
ruchomemu, zlozonemu z wozka 4 i linialu R".

Koélko calkujace utwierdzone jest na pochwie H, ktora
mozna umocowac¢ w dowolnym punkcie ramienia /. Przekroj
poprzeczny (c¢) pokazuje uklad tej pochwy. Noézka sSrubowa
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v pozwala ustawi¢ linial kierowniczy w plaszezyznie kolka
calkujacego.

Cigzar, umieszczony na ramieniu k£ miedzy ostrzami,
przyciska kolko calkujace do podstawy, t. j. do plytki L.

Linial kierowniczy zaopatrzony jest na dolnej swej po-
wierzchni w zlobek podluzny, w ktory wchodza dwie rolki,
umieszezone na podstawce ¢, obracalnej dokola osi pionowej.
Ta os jest zespolona z woézkiem B. Jej odleglos¢ pozioma od
osi strzemienia kolka calkujacego wyznacza podstawe calko-
wania. Grafion 7, utwierdzony obok kélka », kresli krzywg
calkowa,

1* (L) W

P |
:
i
K
X
:
¥
b
=

\
\,
\
\.

=
@
>N

_ C=lo%m.

C=doomn

Fig. 59.

Integraf powyzszy opracowal autor do wspo6lki z panem
Pollardem dyrektorem Szkoly inzynieréw marynarki (,Ecole
du génie maritime*).

b) Integraf Corradi’ego, systemu Abdank
Abakanowicza. Pan Corradi w Zurychu, znany kon-
struktor przyrzadéw precyzyjnych?), zajal sie budowa na-
szych integraféw i wykonywa je dzisiaj w sposéb bardzo po-
prawny. Z przyrzadéw dawniej budowanych p. Corradi

1) G. Corradi, Instytut mat.-mech. Unterstrasse, Ziirich.
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zachowal jedynie glowna zasade; urzeczywistnienie mechani-
czne tej zasady oraz przeniesienie ruchu z linialu kierowni-
czego na kolko, przeniesienie dokonane w sposob iscie wzo-
rowy, stanowia wylaczna jego zasluge.

Przyrzad ten urzeczywistnia sposéb wytwarzania Krzy-
wej calkowej, przedstawiony w § 7 oraz na schematycznej
tig. 10; sposob ten polega na ustawicznem zwracaniu rowno-
legle do kierownic, kotka, mogacego porusza¢ si¢ swobodnie
w kierunku osi rzednych i opierajacego sig¢ o plaszczyzng ry-
sunku. Po blizsze wyjasnienia odsylamy czytelnika do owe-
go paragrafu 7-go oraz do fig. 30 i jej opisu.

Rysunek schematyczny fig. 59 przedstawia przyrzad,
zbudowany przez Corradi’ego. Celem latwiejszego zrozu-
mienia rzeczy wyobrazmy sobie, ze stoi on na podstawie po-
ziomej.

Cztery linialy L, L', Z2 i L3, polaczone dwoma pretam
poprzecznemi 7, 7', tworza rame stala (L2 jest na rysunku
niewidoczny, znajduje si¢ bowiem pod L2, kKtory go zakrywa).
Wszystkie linialy sa do siebie rownolegle. Dwie osi d, d
tak sa umieszczone miedzy ostrzami w pretach 17, ze sa
rownolegle zarowno jedne do drugiej, jaki do linialéw, i daja sie
obraca¢ latwo. Na koncach tych osi znajduja si¢ zespolone
z niemi walce 2 o $rednicy scisle jednakowej i obwodzie,
zaopatrzonym w zlobkowanie kropkowe. Na tych czterech
walcach spoczywa caly przyrzad, ktory daje sig toczy¢ w Kie
runku prostym, prostopadlym do osi dd, réwnolegle do osi
odeigtych ).

Linialy L i L' zaopatrzone sa na swej wazkiej gornej
powierzchni w proste zlobki czyli nacigcia, réownolegle do
bokow; ramig /' czyli linial kierowniczy posiada takiez na-
cigcie, przechodzace przez jego punkt obrotu. W zlobki linia-
ju Z wchodza swoim Scigtym ukos$nie brzegiem rolki 7' rol-

1) Ten sposob prowadzenia po linii prostej (Geradfiihrung) pierw-
szy zastosowal Corradi w swych planimetrach toczacych sie, w ktérych
metoda powyzsza okazala sie wyborna. (Patrz o tem: ,Zeitschrift d.
Oestr.-Ingenieur und Architektenvereins* 1884. Heft IV i V; ,Zeitschrift
f. Vermessungswesen®. Jhrg r. 1884, Heft 20, 1886. Heft 9, 10).
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ki te umieszczone sa miedzy ostrzami w ramce wozka A4,
i zapewniajac mu latwa ruchliwos¢, prowadza go po prostej
w Kkierunku osi rzednych; rolka »2 umieszczona w tej samej
ramce, utrzymuje wozek A4 w polozeniu poziomem, za posre-
dnictwem linialu Z3. W wézku A znajduje sie rozszczep,
dlugi mniej wigcej na 12 cm (na rysunku zakryty ramieniem
"), Kktorego bnki sa rownolegle do siebie i prostopadle do
kierunku ruchu woézka. W rozszczepie tym mozna utwier-
dzi¢ os pionowa a, Ftéra laczy rami¢ wodzace (Fahrarm)
z wozkiem A4, i w obrebie granic 10—20 cm ustawi¢ te o$
w dowolnej odleglosei prostopadlej od punktu obrotu linialu
kierowniczego. ‘Na osi a umieszczona jest obracalna dokola
niej ramka, w Kktora miedzy ostrzami wprawione sa dwie
mate rolki; rolki te swoim uko$nie $cietym brzegiem wcho-
dza w dolny zlobek linialu kierowniczego i tym sposobem
pozwalaja za posrednictwem ruchu linialu kierowniczego
przesuwac¢ po linii prostej tam i napowrot wozek A4 latwo
1 w tem samem pozostawia¢ miejscu.

W zlobku na goérnej powierzchni linialu kierowniczego
biegna rolki »* i 4 wprawione miedzy ostrzami w ramke
wozka B. Na wozku tym miesci sie ramie 47, a na niem dwie
osi pionowe 7 i #, na linii prostopadiej do linialu kierowni-
czego. Wozek C, Kktérego rolki 5 i »® poruszaja sie w zlob-
ku linialu Z', zachowuje polozenie poziome dzigki rolce »7,
ktora przyciska on swym ciezarem do dolnego linialu Ls.
Na wozku tym, ktory daje si¢ z latwoscia przesuwa¢ w Kkie-
runku rzednych, znajduje sie pionowa o$ cylindryczna o.
Ramka M, ktéra moze zaréwno obracaé sie dokola osi o, jak
i przesuwac sie latwo w kierunku pionowym, jest zaopatrzo-
na w osi " 1", ktéorych odleglos¢ wzajemna réowna sie od-
leglosci wzajemnej osi ¢ i ¢. Pod osia o wprawione jest
w ramke A7’ migdzy ostrzami kolko calkujace w taki sposob,
ze o$ jego jest rownolegla do ¢ ¢, a jego plaszczyzna $rod-
kowa przechodzi przez o$ 0. Ciezar ramki przyciska do pa-
pieru kolko, ktéore mozna podnosi¢ za pomoca srubki recznej.
Puste ramiona gg, laczac osi @' i4"” i tworza z nich réwno-
leglobok, ktorego celem jest utrzymywaé stale plaszezyzne
kolka calkujacego w polozeniu réwnoleglem do linialu kiero-
wniczego. Jezeli przy polozeniu linialu kierowniczego nor-
malnem przesuwac¢ wozek C od prawego kranca na lewo, to
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woézek B bedzie sig przesuwal na liniale kierowniczym ku li-
nialowi L, dopéki woézek C nie zajmie polozenia srodkowego.
Przy dalszem przesuwaniu wozka C az do lewego Kranca
wozek B bedzie sig przesuwal napowrét ku linialowi L3
w czasie tego ruchu prosta, laczaca o$ i z osia ', pozostaje
stale prostopadla do linialu kierowniczego, a tem samem i o0$
kotka calkujacego — stale normalng do kierunku ramienia .J.
Jezeli, odwrotnie, zatrzyma¢ woézek C i poruszaé przy pomo-
cy linialu kierowniczego wozek 4, to woézek B bedzie prze-
suwal si¢ tam i napowr6t w zaleznosei od polozenia F; po-
niewaz linia " pozostaje przytem stale prostopadly do linia-
lu kierowniczego, to przy pomocy réwnolegloboku, tak o$ i"”

i kolko calkujace beda uczestniczyly w ruchu katowym
linialu Kkierowniczego, przez co zostanie si¢ zados¢ wa-
runkom Kkonstrukeyjnym przyrzadu. Do woézka A przytwier-
dzone jest rami¢ K, ktérego lewy Kkoniec zaopatrzony jest
w rysik f (przeznaczony do oprowadzania danej krzywej),
luzno wpuszezony w pochwe. Rami¢ to daje si¢ przesuwac,
aby mozna bylo zmienia¢ polozenie osi odcigtych bez prze-
kladania calego przyrzadu, i daje si¢ takze umiesci¢ po pra-
wej stronie wozka 4. Do wozka C przytwierdzony jest na
pustem ramieniu & grafion piszacy na wszystkie strony, prze-
znaczony do kreslenia krzywej calkowej. Odpowiednie pun-
kty krzywych: rozniczkowej i calkowej leza na tej samej

http://rcin.org.pl



[281] Rozpziar III. § 20. 77

rzednej. Za pomocg malych cigzarkow, uzytych jako prze-
ciwwaga, mozna regulowad cisnienie grafionu na papier.
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Linial L' zaopatrzony jest w podzialke, ktéra pozwala,
podobnie jak w planimetrze, odczyta¢ wynik koncowy odpro-
wadzenia. Jezeli na podzialce tej oznaczymy 1/, mm i zaopa-
trzymy ja w noniusz dla 1/,,, to przy podstawie, réwnej 20 cm
jedna czes¢ noniusza odpowiada powierzchni 10 mm?2, jak
w planimetrze biegunowym Amslera.

Kilka urzadzen, przeznaczonych do zatrzymywania, uzu-
pelnia sklad przyrzadu, ktéry miesci si¢ w skrzynce, majacej
55 cm dlugos$ci na 35 szerokosci i 15 em wysokosci, i ktory
moze sluzy¢ do oprowadzania rysikiem powierzchni o dlugo-
$ci dowolnej, szerokich na 40 cm.

Fig. 60 przedstawia plan przyrzadu, przyczem litery od-
powiadaja literom schematu. Celem wyrazistszego uwidocz-
nienia szczegoéléw przedstawiono tu linial kierowniczy osobno.
Fig. 61 przedstawia szczegoly wozka A; fig. 62 przedstawia
caly przyrzad w perspektywie, odrysowany podlug fotografii-

Nalezy jeszcze dodac, ze w przyrzadach najnowszych
grafion umieszczony jest tuz obok koélka, wskutek czego ra-
mig, przeznaczone do podtrzymywania kolka, stalo sig¢ calkiem
zbytecznem. :

Pierwszy egzemplarz, skonstruowany przez Corradi’ego,
oddano do wyprobowania profesorowi Franciszkowi Lorb e-
rowi, Ktéry cieszy si¢ uznana powszechnie powaga w spra-
wach, dotyczacych calkowania mechanicznego. Uczony ten
zakomunikowal nam wyniki swych badan przedwstepnych.
Oto jest ustep z jego listu, pisanego do autora.

pSpelniajac uczyniona obietnicg, pozwalam sobie zako-
munikowac¢ nastepujace wyniki badan tymeczasowych nad
Panskiemi integrafami, sporzadzonemi przez p. G. Corra-
di’ego w Zurychu. Badania te dotyczyly wyznaczania pola
powierzchni, momentu statycznego oraz momentu bezwladno-
sci danej figury, przyczem oba momenty byly odniesione do
wspolnej osi.

1) Ruch wszystkich czesci przyrzadu odbywa sig z wiel-
ka tatwoscig, a krzywe calkowe wychodza zadziwiajaco czy-
sto i pigknie. Oprowadzanie krzywych jest wprawdzie dotad
jeszceze nieco utrudnione, bez watpienia jednak uprosci sie
znakomicie z chwilg gdy, jak to juz zaprojektowano, raczka
zostanie umieszezona bezposrednio przy rysiku, a w szczegol-
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mnosei gdy, po zaprowadzeniu zmiany w urzadzeniu grafionu,
mozna bedzie wyzyska¢ przy oprowadzaniu cala dlugosc li-
niatu.

Jezeli oprowadzimy rysikiem krzywa zamknieta, jej pierw-
sza, wzglednie drugg calkowa, to, oznaczajac przez n, n', n” ré-
Znice pomiedzy rzednemi punktéw poczatkowego i koncowe-
go otrzymanej calkowej, czyli réznice pomiedzy liczbami,
odezytanemi na poczatku i w koncu czynnosci, bedziemy
mieli:

Pole F ®

moment statyczny M= Lo it o)

moment bezwladnosci 7' =n"¢.

Tu n, #/, n”” winny by¢ wyrazone w czesciach podziatki
umieszczonej w-liniale tylnym; jezeli wielkosci #, M i T maja
by¢ odniesione do jednostki dilugoesci (cm), to ze wzgledu, iz 20
czesci pomienionej podzialki przypada na jeden centymetr,

¢==207% =B )* . i oW

gdzie f oznacza w cm? warto$¢ pola jednej podzialki.

2) Ta wartos$¢ f (a zarazem ¢ i ¢) bywa rozmaita, zale
znie od wielkosci podstawy, ktora moze wynosi¢ od 10 do 20
cm, jest mianowicie:

f = — 0,0106 4 0,05055 £, . . . . 3)
gdzie K jest podstawg w cm.
Na podstawie réwnania 3) otrzymujemy wartosci naste-
pujace:
E=10, f=0,4946, » =48926, ¢ = 96,796
15 0,7482 11,1961 335,077
20 1,0002 20,0080 800,480

3) Btad $redni w wyznaczaniu liczb n, #', n”, ktory wy-
prowadzilem z wiekszego szeregu spostrzezen (oprowadzanie
kol, zakreslonych linialem Kkontrolujacym), daje si¢ przedsta-
wic¢, jak nastgpuje:

dn= 007 L-008T¥ " . <0 =8
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Réwnanie to stosuje si¢ jedynie w przypadku, w ktérym
krzywa oprowadzona jest zupelnie dokladnie; poniewaz przy
oprowadzaniu krzywych calkowych jest to mozliwe tylko do
pewnego stopnia, przeto bledy w oprowadzaniu, ktérych oba-
wiac sig mozna przy zastosowaniach praktycznych przyrzadu,
przybiera¢ beda na ogél wartosci wigksze.

Przy uwzglednieniu réwnan (1), otrzymamy z tem sa-
mem ograniczeniem, co i przy (4), $redni blad oprowadzenia
przy wyznaczaniu pola:

dAF =001 f4-0,0257 Y Ff; . . . . 5

momentu statycznego :
dM = 0,07 ¢ 40,0237 V Me; B

momentu bezwladnosci:
daT=007T¢40025TVTyp; . . . . 0

Opierajac sig na tych réwnaniach, mozna obliczy¢ naste-
pujace tablice.

Tablica I. Sredni blad oprowadzenia w powierzchni.

=15 =100

gy F

162 s
10 0,053 189 0,096 104
20 0,061 328 R 180
50 0,076 658 0,128 391
100 0,093 1075 0,151 662
200 0,159 1258 0,194 1031
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Tablica II. Sredni blad oprowadzenia w momencie sta-
tycznym:

Q= D P = 20
M

dM dM AM dM

M M

k: i 5
10 0,h3 19 1,76 6
100 0,92 109 2.65 39
200 0,16 172 3,03 66
1000 2,16 463 5.04 190
5000 441 1134 8.48 590

Tablica III. Sredni blad oprowadzenia w momencie bez-
wladnosei:

— 100 g = 800
1
T _aT dT _aT
T al
& 55
100 9,4 11 63,3 1,6
200 10,4 19 66,3 3,0
1000 14,7 68 78,9 13
10000 321 306 1281 18
100000 88,3 1132 285H.8 350

Z tablic tych wida¢, ze dla otrzymania dokladnodci
wiekszej, najlepiej jest stosowac integraf przy podstawie
= 10,

4. Celem zbadania, o ile wartosci, otrzymane za pomo-
ca przyrzadu zgadzaja si¢ z wartoSciami, obliczonemi bezpo-
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srednio, wykonano szereg préb, ktérych niektére wyniki
przedstawiaja sig, jak nastgpuje.
I. Ustawienie

E =10 cm; f=04946; o= 4,8026; o = 96,795

a) Kolo o promieniu 5 cm; odleglo$¢ osi momentu od $ro-
dka, e= 2,746 cm;

moment statyczny:

obliczony=215,7; otrzymany za pomoca integrafu 206,0 { 382,2

b) to samo kolo
e = 2,970 cm
moment statyczny:

obliczony = 233,3; otrzymany za pomocg integrafu 235,3;

momert bezwladnosci:

obliczony = 1183,7; otrzymany za pomoca integrafu 1181,0;

¢) to samo kolo

e= 3,224 cm;
moment statyczny:
obliczony==253,2; otrzymamy za pomocg integrafu 244,4 { gii’g
)
d) kolo o promieniu 4 cm
e = 0,660 cm;
moment statyczny:
obliczony = 32,T; za pomocg integrafu 32,5 {g;’?
)
e) to samo kolo
e=4 cm;
moment statyczny:
202,5

obliczony=201,8; otrzymany za pomoca integrafu 204,0 { 905.5
?

f) prostokat, ktérego beki lezaly réwnolegle, wzglednie
prostopadle do osi momentow:
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moment statyczny:

188,8
1937
193.2
191,56

oblicz.=— 192,1; otrzymany za pomoca integrafu 191,8

moment bezwladnosci
813,1
1016,4
784,1
938,9

oblicz.=876,5; otrzymany za pomoca integrafu 888,1

II. Ustawienie:
=—20 cm; .f=1,0002;"v = 20,008; ¢ = 800,480;

a) prostokat (polozony, jak przedtem podsf)

moment statyczny:

] 4295,7
oblicz.=4251,6; otrzymany za pomocs integrafu 4281,7 ; 4261,7
| 42878

moment bezwladnosci:
l 74804
oblicz.—72770; otrzymany za pomocg integrafu 73671 I ;igg‘f
J

b) prostokat (poloZzony, jak przedtem pod 7) I i pod
a) II):

moment statyczny:

o o lEesey : [ 10644
oblicz.==1055,8; otrzymany za pomoca integrafu 10634l 1062 4
moment bezwladnosci:
2
oblicz.=9033; otrzymany za pomoca integrafu 9246 { gégg

5. Z tablicy I wynika, Ze przy wyznaczaniu powierzch-
ni dokladno$¢, jaka daje integraf, jest w przypadku po-
wierzchni mniejszych nieco wieksza, a w przypadku po-
wierzchni wiegkszych nieco mniejsza, anizeli dokladnosc¢, jaka
daje zwykly planimetr biegunowy; co si¢ tyczy wielkosei
M i T, nie moge przeprowadzi¢ poréownania bezposrednio

http://rcin.org.pl



84 INTEGRAFY. [2887

z innemi ‘przyrzadami, poniewaz nie znane mi sa dane, do-
tyczace stopnia dokladnosci integratorow.

Czy dokladnos¢, Kktérg mozna otrzyma¢ w momencie
statycznym i momencie bezwladnosci, czyni zados$¢ wszystkim
wymaganiom praktyki, tego oceni¢ w zupelnosci nie moge;
tyle tylko moge powiedzie¢, ze, zdaniem mojem, integraf, ze
wzgledu na mozliwos¢ wielostronnych zastosowan orazna swa
genialng konstrukcye, z pewnosciag obudzi w $wiecie nauko-
wym jak najzywszy interes“.

21. Planimetr regestrujacy. Do kazdego planimetru
liniowego mozna dolaczy¢ urzadzenie, ktore regestruje w po-
staci krzywej kolejne ruchy katowe kolka calkujacego; szu-
kana calka mierzy si¢ suma tych ruchow katowych.

W ten sposéb otrzymuje sie diagram, ktéry nie jest ni-
czym innem, jak krzywa calkowa krzywej, okalajacej po-
wierzchnig. Uszytecznos$¢ takiego urzadzenia poznano juz
oddawna; Sir William T homson i Tait podniesli ja w dzie-
le swem p. t. ,Natural Philosophy*.

Pézniej, w r. 1874 prof. I. Massau w Gandawie posta-
wil szereg tez, dotyczacych krzywej calkowej, w Kktorych
migdzy innemi bronit mozliwosci zbudowania przyrzadu, re-
gestrujacego przebieg calkowania.

Pan Massau chce to osiagna¢ przez przeksztalcenie
obrotow kolka planimetru liniowego na ruch prostoliniowy
ostrza rysunkowego. Przyrzad taki nie zostal zbudowany
i nigdzie nie znajdujemy jego opisu?).

Pierwszym i jedynym — przynajmniej o ile nam wiado-
mo —przyrzadem, opartym na tych zasadach, jest przyrzad
prof. Zmurki, opisany po raz pierwszy w r. 1884 % - IGHG
on ciekawy ze wzgledu na urzeczywistnione w nim prze-
ksztalcenie ruchu. Fig. 63 przedstawia schemat tego przy-
rzadu.

1) Tezy Massau'a rozwiniete sa w ,Mémoire sur l'intégration
graphique et ses applications, Bruxelles, I et II fascicule 1878,III fascicule
Liége* 1884.

?) Kosmos, Lwow 1884, Nr. 5, str. 185; Skibinski ,Zeitschrift
fiir Instrumentenkunde®.
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w
o

Ciezki linial 44" stanowi podstawe przyrzadu. Nad nim
widzimy pozioma tarcze B, obracalna dokola osi pionowej 0.
Pod tarcza na tej samej osi osadzone jest kolo 7, ktore
opiera si¢ o linial A44'. Pret EE', zaopatrzony w dwie pary
rolek, posiada na jednym koincu sztyft s, ktorym oprowadza-
my dana krzywa. Na precie tym rozpieta jest nitka, prze-
rzucona dokola 7, tak iz ruch obrotowy Kkola pociaga za so-
ba przesuwanie si¢ preta w kierunku osi rzednych t. j. w Kie-
runku samego KK’

Z drugiej strony tarczy B znajdujemy drugi pret 777
Nitka na nim rozpieta biegnie dokola kola pionowego »,. Przy
obrocie tego kola, pret FF' przesuwa si¢g w tym samym Kie-
runku, co i KE. Na jednym koncu tego preta znajduje sig
olowek .5, ktory kresli krzywa calkowa.

Kélko r,, osadzone na tej samej osi, co i 7, polaczone
jest nitka dd' z pretem D7, Konce tej nici przymocowane
sa do podporek, podtrzymujacych pret DIJ.

Przy obrocie kolka r,, pret 22 przesuwa sie w kierunku
podluznym. O$ tego preta, rownolegla do A4A’, przecina o$
pionowa tarczy B. Pochwa G, osadzona na kole r,, miesci
w swem wnetrzu rolki, migdzy ktéremi moze przesuwad sig
pret DD' w taki sposéb, ze przesuniecie sie jego w kierunku
podluznym nie wywoluje ruchu pochwy, gdy tymeczasem obrot
przenosi sig natychmiast na »;, a tem samem na pret FZ’
i olowek .S.

19
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Koétko Ory, utwierdzone na precie DD, opiera sie
o tarcz¢ 5. e

Caly przyrzad daje si¢ przesuwac¢ wzdluz linialu 44" za
posrednictwem dwu rolek. Cigzar przyrzadu przyciska do
tego linialu kotko »,; tym sposobem przesuniecie liniala po-
ciaga za soba obrot koltka »,.

Jezeli przesunaé ostrze s w Kkierunku y o dy, to kél-
ko », obréci si¢g o kat d¢:

ry dop = dy ,
dy
d@_f e e

Kélko r, obréci si¢ o taki sam kat, i tym sposobem pret
DD’ przesunie sig¢ w kierunku x o dlugos¢ dy taka, ze
dp o= ’.2 dt‘Py
czyli, przy uwzglednieniu (1):

dp = —. df/ PR e (2)

Niech , oznacza odleglo$¢ rolki Cry od srodka tarczy Z5;
przesunigcie dp, ktérego rolka ta doznaje w Kierunku osi
x, rowna sie przesuniecin samego preta DI/

Przytem ani kolo »; ani oléwek S nie wykonaly zadne-
o ruchu.

Przesunimy teraz ostrze s w kierunku osi odcigtych
o dlugos¢ dx. Kolo », odwinie ze swego obwodu luk réwny
dz, t. j. obréci si¢ o kat dy taki, ze:

(lv; = -d“ .
"

Tarcza B obréci sig o taki sam kat dy i zabierze ze so-
ba kolko, ktérego punkt zetknigcia przebiega tym sposobem
droge

dx

J=—=p.—
pdy=p .

Kolko obroci sig o kat d: ; mamy wiegc:
dx
gl T v

Eh oy i (3)
sty : ¥

de =—
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[291) Rozpziar III. § 21. 87

Pret DI a wraz z nim kolo »; obracaja si¢ o ten sam
kat, skutkiem czego z kola r;, odwija sig okreslona diugos$¢
nitki, wynoszaca

75

ryds — p dx.

b o Wgos
Lecz dlugosé ta przedstawia wlasnie wielko$¢ przesunie-
cia, ktorego doznaje olowek & w Kkierunku osi rzednych.
Oznaczajac je przez 4y', mamy:
e
dyy =—— .pdz.
s . 74

W kierunku osi odcietych oléwek S doznal przesunigcia

 de. Jezeli wiec s przebiegnie element luku (dx, dy), to .S za-

kresli element luku (dx, dy').
Z réwnania (2) wynika:

7y
et o).

Widzimy, ze ; zalezy jedynie od rzednej punktu s. Je-
zeli wiee polozenie, ktore zajmuje punkts, gdy kolko znajduje
si¢ w Srodku tarczy B, t. j, gdy o= 0, weimiemy za punkt
osi odcietych, to tem samem wyrugujemy stala calkowania,
albowiem przy ;-—0, mamy y = 0.

5 . , 7 :
Wprowadziwszy wartos¢ p — ,;’,_ y do wyrazenia dy,
1

trzymujemy:
ry . 7T,
dy—— b ydx
Ty Ty 7y
i po zcalkowaniu :
oy ¥
y’ UMbl ] !/dl
Vi s
Jesli zalozyd, ze
o
PR At N

przyczem wielkos¢ C przedstawia stala, zalezng od wymia-
réw poszczegolnych kol przyrzadu, to réwnanie powyzsze mo-
zna napisa¢ jak nastepuje :
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Jest to rownanie krzywej, ktora kresli olowek .55 Krzy-
wa ta jest krzywa calkowa danej krzywej

y=7/(2).

W tomie 53 wydawnictwa ,Denkschriften der mathema-
thisch-naturw. Klasse der Kaiserlichen Akademie der Wis-
senchaften in Wien* (18S6) inzynier Skibinski oglosil p. t.
,,Integrator prof. Zmurki, jego sposéb dzialania i zastoso-
wanie praktyczne“ 1) ciekawe studyovm nad przyrzadem Zmur-
ki w tej postaci, w jakiej go wykonal Corradi w Zurychu.
Fig. 64 przedstawia przyrzad ten w perspektywie. O ile nam

i L
L ] -

Fig. 64.

wiadomo, funkcyonowanie tego przyrzadu jest dos¢ zadawa-
lajace.

Ruch sztyftu rysujacego warunkuje si¢ wielkoscia plyty,
Ktora ze swej strony musi zawiera¢ sig¢ w pewnych grani-
cach okreslonych. Nadto, przenoszenie ruchu za posredni-
ctwem nitki nie zawsze zasluguje na zaufanie, jak to wla-
snem doswiadczeniem stwierdziliSmy na kilku naszych inte-
grafach.

Niedogodnos$¢ glownie polega na tem, ze o$ odcigtych
musi przechodzi¢ przez srodek tarczy, a chwianie sie jego osi
albo osi kolka calkujacego wplywa na pewno$¢ polozenia
osi odcigtych.

1) Der Integrator des Prof. Zmurk o in seiner Wirkungsweise und
praktischen Vorwendung.

http://rcin.org.pl



[293] Rozpzisr III. § 22. 89.

22. Rézniczkowanie mechaniczne. Problemat wypro-
wadzania mechanicznego z danej krzywej jej krzywej réznicz-
kowej jest problematem niestychanie trudnym, jesli nic tez-
wglednie niemozliwym, przynajmniej przy pomocy tych srod-
kéw mechanicznych, ktéore w sposob ogdélny daja moznosé
catkowania. Mozna to zreszta wytléomaczy¢ w sposob nie-
zmiernie prosty.

Przy wykreslaniu krzywej calkowej opieramy si¢ na
wielkosei rzednych Kkrzywej danej, ktéore w kazdej chwili
posiadaja dlugos¢, dajaca si¢ latwo ‘'wyznaczy¢, i ktore bez
zadnej trudnosci moga by¢ wprowadzane do mechanizmu.

Przeciwnie, gdy chodzi o wyprowadzenie z danej krzy-
wej jej krzywej rozniczkowej, to trzeba w kazdej chwili znad
kierunek stycznej do danej krzywej. Otoz, niewiele jest ta-
kich krzywych, w ktérych kierunek stycznej daje sie wyzna-
czy( przez proste wykreslenie geometryczne, a i tam, gdzie
wykreslenie takie jest mozliwe, pozostaje jeszcze trudne za-
danie wprowadzenia go do mechanizmu, nie mowiac o tem,
ze dla kazdej klasy krzywych trzebaby obmysli¢ mechanizm
odrebny. :

Jezeli do wykreslenia krzywej rozniczkowej uzyjemy
jednego z wyzej opisanych integrafow, zastapiwszy kolko
calkujace rysikiem i oprowadzajac tym rysikiem krzywa da-
na, to przy tej czynnosci wciaz nam przytrafia¢ sig bedy
drobne zboczenia rysika w kierunku osi y, co kazdorazo-
wo pociaga za soba przesuniecie grafionu, kreslacego krzywa
rozniczkows w  kierunku y, to jest czesto znaczne bardzo
wydluzenic lub skrécenie odpowiedniej rzednej krzywej ro-
zniczkowej. Celem zaradzenia tej niedogodnosci moznaby do
oprowadzania danej krzywej uzy¢ samego kolka calkujacego,
jak to sie praktykuje w przyrzadach, uzywanych de wypro-
stowywania krzywej. Atoli sposéb ten przedstawia inne nie-
dogodnosci. Z jednej strony samo oprowadzanie krzywej
kolkiem przedstawia niejakie trudnosci; z drugiej strony
koélko, skoro tylko napotka na opér, przesuwa sie w Kierun-
ku y, a w kazdym razie najmniejsze bledy w jego oryen-
tacyi odtwarzaja sie w zwigkszonej mierze w Krzywej rozni-
czkowej. Jednakze uzywajac wybiegu, ktérym chetnie moze
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postuguje sie praktyk, mozna za pomoca kazdego integrafu
otrzymac krzywg rozniczkowa z do$¢ znaczna dokladnoscia,
mianowicie nalezy oldwek, ktory kresli te krzyws, to jest ry-
sik integrafu, prowadzi¢ w taki sposob, zeby kolko calkujace
bieglo po Kkrzywej danej. Przy pewnej wprawie idzie to
o wiele latwiej, anizeli oprowadzanie wprost danej krzywej
kolkiem.

http://rcin.org.pl



ROZDZIAL 1V.

Wiasnosci charakterystyczne nowego systemu
integratoréw.

23. Jest rzecza oczywista, ze z punktu widzenia mate-
matycznego wszystkie integratory musza ujawnia¢ pewne ce-
chy pokrewne, dla wszystkich bowiem punktem wyjscia jest
jeden i ten sam wzér calkowy. Niemniej przeto jest prowda,
ze interpretacya mechaniczna tego wzoru moze zmienia¢ sig
w szerokich bardzo granicach w zaleznosci od biegu mysli
wynalazcy.

Prawa calkowania rzadza ruchami poszezegdlnych na-
rzadow, z ktorych sklada si¢ integrator, ruchami, ktére mo-
zna otrzymad za pomoca najrozmaitszych kombinacyj kine-
matycznych. Wziawszy pod uwage wazystkie dotad skonstru-
owane integrafy, moznaby utworzy¢ system ogolny, Ktéremu
przyrzady te bylyby podporzadkowane, jako przypadki szcze-
golne. Moznaby nawet, rozpatrzy¢ to zadanie z réznych stron,
utworzy¢ kilka takich systemow.

Nie mamy zamiaru wylicza¢ tu mniej lub wiece] szcze-
sliwych prob, jakich dokonano celem stworzenia takiej klasy-
fikacyi, lecz ograniczymy si¢ jedynie do blizszego rozpatrze-
nia cech wyrézniajacych oraz wlasciwosei nowego systemu
integratorow, ktore zbadali$my w rozdzialach poprzednich.

24. Idea, ktora przewodniczyla mi przy budowie tych
nowych integratorow, charakteryzuje je w zupelnogci. Od
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samego poczatku zamiarem moim bylo da¢ mozno$é wykre-
slania krzywej calkowej i, o ile mi wiadomo, integrafy moje
byly pierwszemi przyrzadami, ktore zadanie tak pojete roz-
wiazuja praktycznie.

We wszystkich istniejacych integratorach widzimy po-
wierzchnie, geometrycznie okreslone, ktére stykajac sie ze
soba w pewnym oznaczonym punkcie, wykonywaja pewne
ruchy, pozostajac stale w zetknigciu. Jedna z tych powierzch-
ni przez tarcie pocigga za soba druga. W punkecie zetknie-
cia wystepuja rozmaite oddzialywania, ktérych nature czesto
obierano za podstawe¢ do Kklasyfikacyi istniejacych integra-
torow.

Ruch tych dwéch powierzehni moze by¢ albo toczeniem
si¢ bez Slizgania si¢, albo tez w czesci toczeniem sie, w cze-
$ci Slizganiem sie. ‘W pierwszym przypadku wyniki calkowa-
nia musza by¢ bezwarunkowo dokladniejsze anizeli w drugim,
poniewaz jest rzecza niemozliwa przewidzie¢ dokladnie rea-
keye, zachodzace przy slizganiu sig. Z tego czysto mecha-
nicznego punktu widzenia mozna podzieli¢ integratory na
dwie nastgpujace orupy:

1) Integratory, w ktorych ruch stykajacych si¢ ze soba
powierzehini jest toczeniem si¢ bez $lizgania sie.

2) Integratory, w ktérych ruch stykajaeych sie ze sobg
powierzchni moze by¢ w czesei takze i slizganiem sie.

Wiegkszos¢ przyrzadow, bedacych w uzyciu, nalezy do
tej ostatniej grupy, jak np. planimetry Amslera-Laffona,
Wettli'ego-Starkego i t. d. W pierwszej grupie znaj-
dujemy integratory Jamesa Thomsona, Clerka Max-
wella, Hele-Shaw'a i rézne inne ?).

1) Pragnac ulatwi¢ pordéwnanie nowego systemu z przyrzadami
dawniejszemi, przypomnimy tu budowe dwoch planimetrdow z pomiedzy
najbardziej rozpowszechnionych.

a) Planimetrliniowy Wettli’ego-Starkego. W przy-
rzadzie tym, po oprowadzeniu danej krzywej rysikiem, liczba obrotow
kolka daje nam jej powierzchnie.

Plyta pozioma D (fig. 65) obracalna dokola osi O spoczywa na
trzech rolkach ¢, ¢, ¢". Na wozku tym, ktory daje sie latwo. przesuwaé
po szynach », r/, ", umieszczony jest miedzy rolkami g pret C, ktory da-
je sie przesuwa¢ w kierunku prostopadlym do kierunku ruchu woézka.

Nitka f, umocowana na obu koncach tego preta C, przerzucona
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7 tego punktu widzenia moje inteégratory nalezy zali-
czy¢ do grupy drugiej.

jest dokola osi plyty D, tak iz kazdemu przesunieciu podluznemu preta
odpowiada ruch katowy plyty. Kolko R pod dzialaniem ramki £, obra-
:alnej dokola SS’, opiera sie o plyte.

Dzialanie tego planimetru jest niezmiernie proste. Przypusémy np.
ze mamy wyznaczy¢ powierzchaic krzywej AB. Jezeli prowadzimy rysik P
wzdluz rzednej ab, to ptyta D bedzie sie przeslizgiwala pod kolkiem,

przyczem to ostatnie nie poruszy sie. Przeciwnie, jezeli prowadzi¢ 2

wzdluz ae, to nitka przenosi na plyt¢ przesuniceie podluzne preta C
i kolko wykona wskutek tego rownowazny ruch obrotowy. Lieczba obro-
tow kolka zawsze bedzie proporcyonalna do zmiennej dlugosci rzednej ab.
Jezeli wiec rysik przeciagnie krzywa ae, to liczba obrotéow koélka 2, po-
mnozona przez pewna stala, da nam powicrzchnie, zawarta pomiecdzy ac
i osia odcietych.

A zatem przyrzad powyzszy uskutecznia sumowanie nieskoiiczenie
malych elementow ydr.

Dokladnos¢ wynikow ca'kowania zalezy, jak to latwo zauwazy¢, od
wymiaréw kolka R, od dokladnosci geometrycznej jego postaci oraz od
stanu powierzehni plyty C

Slixg_";mh- sie kolka w kicrunku jego osi stanowi podwodjne zréodlo
btedow, albowiem z jednej strony recakeye, wystepujace w punkeie ze-
tkniccia, nigdy nic mog

by¢ okreslone dokladnie, z drugiej zas strony
kolko, zuzywajac sie prz
lobok.

z §lizganic sie, zamienia si¢ stopniowo na wie-




94 INTEGRAFY, [298]

25. Rola kétka. Istnieje inny jeszcze punkt widzenia,
z ktorego rozpatrywa¢ mozna cechy charakterystyczne nowe-
go systemu integratorow.

lozpatrujgc role poszezegolnych narzadow, z ktoryeh
sktada sig integrator, latwo zauwazy¢, ze kolko jest tu na-
rzadem glownym. Kolko odnajdujemy we wszystkich prawie
przyrzadach, wezesniejszych od moich. Lecz rola, ktéra od-
grywa ono, jest odmienna. Tak np. w planimetrach A m-

Prof. James Thomson zbudowal integrator, ktorego zasada
podobna jest bardzo do zasady Integratora Wettli'ego-Starkeg o,
w ktorym jednak niema Slizgania sie, a powierzchnie tocza sie po sobie
wzajemnie. Przyrzad ten przedstawia schematycznie fig. G6.

Sklada sie on z trzech czesci: plyty, kuli.i walca. Kula S przeno-

Fig. 66.

si ruch katowy plyty na walec C, ktory zastepuje tutaj kolko. Kula
moze poruszaé sie wzdluz walea, toczac sie po jego tworzacej.

Brat wynalazey William Thomson zastosowal ten integrator
w maszynie swojej do obliczania przyplywow i odplywow.

b) Planimetr biegunowy Amslera. Ten podziwu go-
dny przyrzad jest tak powszechnie znany, ze mozemy powstrzymac sie od
szezegolowego opisu zalaczonej figury.

Biegun G utwierdzony jest na arkuszu rysunkowym; dana krzywa
oprowadzamy rysikiem P, a liczba obrotéw kolka » mierzy powierzchnie
tej krzywej.

Koélko wykonywa zaréwno ruchy toczace sie jak i Slizgajace sie;
mamy wylacznie §lizganie sie, gdy kierunek ruchu kolka jest prostopadly
do jego plaszczyzny; mamy wylacznie toczenie sie, gdy kierunek ruchu
lezy w tej plaszczyznie.

Poréwn. A. I"avaro, ,,Przyczynek do historyi planimetrow*.
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slerai Wettli’ego-Starkego, ktére sa przedstawiciela-
mi dwoéch grup najbardziej rozpowszechnionych, calke mierzy
liczba obrotow koltka, gdv tymeczasem w moich inte-
gratorach miara tej wielkosci jest przesunigcie kdlka
w pewnym danym kierunku. Slad kolka na powierzch-
ni, o ktora sie ono opiera, przedstawia krzywa calkowa,
a wartos¢ calki daja rzedne, pomnozone przez liczbe stala.
[iczba obrotow kotka mierzy jedynie dlugosc¢ zatoczonej Krzy-
wej calkowej.

Fig. 67.

Jezeli przeszkodzi¢: ruchowi postepowemu kotka, to prze-
suwa sieg powierzchnia, ale warunki calkowania pozostaja bez
zmiany.

Z rozwazan tych mozemy wyciagna¢ wazne wnioski, do-
tyczace warunkow, ktorym zadosy¢ czyni¢ winno koltko z je-
dnej strony w integratorach typu Amslera i Wettli’ego-
Starkego, z drugiej strony — w integratorach moich. Wi-
dzimy, ze:

a) W planimetrach Amslera i Wettliego-Stark’e-
g o promien kolka musi by¢ $cidle okreslony; nie mozna go
zmieni¢, nie zmieniajac stalej przyrzadu, a tem samem i wy-
niku calkowania.
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b) W moich integratorach wielkos$¢ kolka nie gra za-
dnej roli. Promien jego moéglby uledz zmianie nawet podczas
samego calkowania, a nie wplyneloby to w niczem na wynik
ostateczny, t. j. na wielkos$¢ przesuniecia koélka w przepisa-
nym kierunku. Wynik ten nie zmienilby si¢ i w takim razie,
gdyby kolko mialo postac eliptyczng lub nawet jakakolwiek
inng i gdyby posta¢ te zmienialo podczas samego calkowania,
byleby tylko obwéd kolka mogl rozwija¢ sie na danej po-
wierzchni w sposéb ciagly. Albowiem chodzi jedynie o to,
zeby plaszezyzna kolka weigz pozostawala rownolegly do od-
powiedniej kierownicy i zeby zmiany w kierunku tej pla-
szczyzny mogly odbywac sig bez slizgania sie.

Wiasnosci te stanowia zalete z punktu widzenia dokla-
dnosdci otrzymywanych wynikéw, poniewaz zuzycie sie brze-
gow kolka nie moze mie¢ wplywu na wynik ostateczny.

Tego rodzaju zuzywanie sig¢ kolka jest szczegodlnie szko-
dliwe z powodu swej nieprawidlowosci, wskutek ktorej kotko
przybiera w Kkoncu posta¢ mniej lub wigeej zblizong do wie-
loboku.

26. Uklad ogoélny, naszkicowany na fig. 10, wykazuje
inng jeszeze ciekawa wlasno$¢ nowych integratoréw. W in-
tegratorach zwyczajnych prawidlowos$¢ powierzchni, po kto-
rych porusza si¢ Kkolko, jest rzeczy pierwszorzednej wagi.
W nowym systemie, przeciwnie, stan powierzchni jest z pun
ktu widzenia teoretycznego najwidoczniej obojetny. Po-
wierzchnia ta moze réwniez przybierad¢ posta¢ dowolna, by-
by tylko czynila zados¢ warunkom wymienionym pod litera b).

Latwo przekonaé sig, ze, gdyby powierzchnia, na ktorej
kolko zatacza krzywa calkowa, byla np. sfalowana, to rzut
krzywej calkowej na plaszczyzneg YOX pozostawalby weiaz
jednakowym. Wynik koncowy, t. j. przesuniccie kolka w Kie-
runku y, nie zalezy od postaci danej powierzchni. Wazng jest
tylko rzecza, zeby kolko szlo w kierunku, wyznaczonym przez
krzywe y = f(x).
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ROZDZIAL V.

ZASTOSOWANIA.

27. Zastosowania Kkrzywej calkowej oraz zasady kine-
matycznej, rozpatrzonej w rozdziale poprzednim, sa bardzo
liczne. W naukach stosowanych na kazdym kroku zachodzi
potrzeba sumowania elementéw nieskonczenie malych. Gdzie
chodzi jedynie o zesumowanie elementéw powierzchni, t. j.
o znalezieniec powierzchni okolonej krzywa plaska, tam wy-
starcza planimetr. Jezeli jednak dany problemat wymaga po-
znania nietylko wyniku ostatecznego, lecz takze i przebieg
calkowania pomiedzy dwiema okreslonemi granicami, to trze
ba zwroci¢ sie do integrafow, ktére w krzywej calkowej daja
nam obraz geometryczny tego przebiegu.

W dalszym ciagu wykladu podamy, nie wehodzac w szcze-
goly, kilka charakterystycznych przykladow zastosowania
graficznego krzywej calkowej oraz zasady Kinematycznej in-
tegratorow; przedmiot jest tak obszerny, zZe latwo moéglby nas
zaprowadzi¢ za daleko.

Glownie w Mechanice napotykamy szereg ciekawych
zagadnien. Wytworne metody Statyki graficznej dostarczaja
przykladow gotowych juz rozwiazan, Kktore pozostaje tylko
rozpatrze¢ z punktu widzenia calkowania mechanicznego.

Celem wykazania calej roznorodnosci zastosowan krzy-
wej calkowej rozpatrzymy pewna liczbe przykladow, zapozy-

http://rcin.org.pl



98 INTEGRAFY. [302]

czonych z najrozmaitszych dziedzin nauki stosowanej. Oto sa
te dziedziny:

a) Planimetrya.

b) Konstrukcya kilku krzywych plaskich.

¢) Przedstawianie i rozwiagzywanie rownan liczbowyech.

d) Réwnania rézniczkowe.

e) Momenty i $rodek ciezkosci.

f) Wyznaczanie sil strzygacych (scheerende Kriifte,
efforts tranchants) i momentow zgiecia belki obcigZone;.

g) Niwelacya (Massennivellement, transport de terres).

h) Linia sprezysta i jej zastosowanie do belki ciaglej.

i) Teorya sklepiei.

k) Budowa okretow.

1) Badanie ukladéw ruchomych.

m) Rézne zadania z dziedziny elektrycznosci.
n) I wreszcie: nicktore zastosowania samej zasady Kkine-
matycznej calkowania mechanicznego.

a) Zastosowania planimetryczne.

28. Rzedne krzywej calkowej mierza w kazdej chwili
pole powierzchni, ograniczonej krzywa dana, osia x oraz
dwiema odpowiedniemi rze¢dnemi.

Tym sposobem krzywa calkowa pozwala wyznaczy¢ po-
le dowolnej powierzchni. Z jej pomoca mozna atoli rozwia-
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zaé jeszeze caly szereg zadan planimetrycznych, w ktérych
planimetry zwyczajne daja sie zastosowac jedynie w pewnych
okolicznosciach.

Przypus¢my, ze dana jest powierzchnia O'QRS (fig. 68),
jak rowniez krzywa MO'L, odpowiadajaca krzywej okalajacej.
Dlugos¢ ML, pomnozona przez stala integrafu, daje pole po-
wierzchni O'QRS.

Przypusémy, ze powierzchnig te trzeba podzieli¢ prosta,
16wnolegla, do osi rzednych, w taki sposéb, zeby otrzymane
odcinki mialy sie do siebie, jak m : n.

Azeby rozwiaza¢ to zadanie, dzielimy w danym stosun-
ku rzedna ML :

MH : HE—m:n,

i nastegpnie wyszukujemy rzedna M'//' krzywej calkowej, ro-
wna MH. Tak wyznaczona prosta QS dzieli dana powierzch-
nig w zadanym stosunku.

Zamiast szuka¢ rzednej M H', odpowiadajacej odcinkowi
MH, moznaby zastosowac¢ to samo dziatanie do HL i tym spo-
sobem otrzymac drugie rozwiazanie zadania. Dwa te rozwia-
zania roznia si¢ tem, ze w pierwszem z nich powierzchnig
O'QRS podzielilismy w stosunku m:n, liczac od reki lewej,
za$ w drugim — liczac od prawej.

Ogélnie, zadanie to mozna postawi¢ w nastepujacej po
staci: dang powierzchnig szeregiem prostych o kierunku zna-
nym podzieli¢ w taki sposéb, zeby oddzielne jej czesci mialy
sie do siebie, jak

(R

W tym ogélnym przypadku wezmiemy o$ odeigtych pro-
stopadla do danego kierunku i, wykresliwszy z pomocg inte-
grafu odpowiednia krzywa calkowa, postapimy calkiem po-
dobnie, jak w powyzszym przypadku szczegolnym.

b) Konstrukecya kilku krzywych za po-
mocg integrafu.
29. Wiele krzywych daje si¢ wykresla¢ za pomoca in
tegrafu w sposob niezmiernie prosty; ograniczymy si¢ do po-
dania dwoéch przykladow.
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1. Parabola jest krzywa calkowa prostej. Jezeli pa-
rabole te przedstawia réwnanie

y = 2pat+ ¢,
to prosta, ktéra jej odpowiada, tworzy z osia z kat, ktérego
styczng trygonometryczng jest p. Te¢ prosty, przechodzaca
przez poczatek, latwo jest wyznaczy¢, a tem samem prazy
uwzglednieniu stalej ¢ otrzymac¢ natychmiast parabole za po-
moca integrafu.

2. Krzywa wykladnicza. Krzywa calkows tej
Krzywej jest réwniez krzywa wykladnicza. Nadto, jezeli przy
calkowaniu uzy¢ tej samej jednostki, ktora stluzyla do wykre-
slenia pierwszej krzywej, to obie krzywe beda identyczne.

Jezeli w integrafie polaczy¢ pretem rysik z grafionem
i pret ten przesuwac wzdluz osi odcigtyeh, to zaréwno rysik
jak grafion kresli¢ beda krzywa wykladnicza ).

c) Przedstawianiei rozwigzywanie ré6wnan
liczbowych.

30. Przypusémy, ze dane jest réwnanie postaci
y=Aa™ + By .+ Hx?+ Jx + K. 1)

Po zrézniczkowaniu go (m — 1) razy, otrzymujemy sze-
reg rownan:

l
fl l(/: mAz™ 14 (m — 1) Bam'+4...+ 2 Hx+ J, 2)

Z"/:m (m —1) Ax™ 2+ (m—1) (m—2) Bam24-...+2 H, 3)

m—1
Z mf{:m(m —1l)m—2)... Ax+m—1)(m—2)...B. m)
Z

Przy kazdem rézniczkowaniu ginie jedna stala, ktora
nalezy sobie kazdorazowo zanotowa¢ celem zuzytkowania
przy calkowaniu mechanicznem.

Réwnanie m) przedstawia prosta, ktéra narysowac nie-
trudno. Za pomoca integrafu wykreslamy przy uwzglednie-
niu stalej, ktora zgingla byla przy pierwszem roézniczkowaniu,

') Philosophical Mag. 1881 (V. Boys).
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krzywa calkowsa tej prostej: parabole. Wychodzac z tej no-
wej linii, wykreslamy druga krzywa calkowa, znow uwzgled-
niajac odpowiednia stala i, powtérzywszy te czynnos¢ m — 1
razy, dochodzimy do krzywej stopnia m, ktéra przedstawia
krzywa, okreslona réwnaniem 1) 1).

Tem samem rozwiazaliSmy rownoczesnie i inne jeszcze za-
danie, mianowicie wyznaczyliémy pierwiastki réwnania

Az + Bam14 ...+ K=0.

Pierwiastki te dane nam sa przez punkty przeciecia sig
krzywej m'i z osia odcietych, gdy tymeczasem punkty prze-
cigeia sig krzywej (m — 1) z osia odcigtych przedstawiaja
maksyma i minima funkcyi

y = Ax™ 4 Bx™'+4...4 K.
Wezmy przyklad liczbowy. Niech réwnaniem danem
bedzie :

y =01z —13x24 5z — 5,6 =0, 1)
przyczem rownanie to ma byé¢ odniesione do ukladu prosto-
katnego.

Przez zrozniczkowanie otrzymujemy :

(jil = 0,322 — 2,6z - . 2)
Podobniez:
i S UG 3)
dx?
i wreszcie ?):
dy ‘

W przypuszczeniu, ze stala integrafu réwna sie jedno-
$ci, wystarcza wyznaczy¢ Krzywa calkowa
y=0,6x — 2,6,
odpowiadajaca prostej rownoleglej do osi odcigtych:
1 —0.6

1) Zmurko, Pamietnik Tow. Nauk Scislych w Paryzu, 1879.

3 To ostatnie rézniczkowanie nie jest bezwzglednie konieczne,
albowiem latwo jest wykredli¢ prosta, ktéra przedstawia réwnanie 3),
skutkiem czego rownolegla do osi » staje sie zbyteczna.

20
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przyczem przy wykreslaniu ustawiamy grafion najprzod na
osi rzednych w odleglosci — 2,6 od poczatku, aZeby przy
x =0 otrzymaé¢ y= —2,6.

Calkujac nastepnie po raz drugi i uwzgledniajac stalg
~+ 5, otrzymujemy parabole:

y=0,322 —26x 45
i wreszcie, po zcalkowaniu po raz trzeci i wprowadzeniu sta-
lej — 5,6, otrzymujemy szukana Krzywa stopnia 3-go:
y=0,1x% — 13x2 4} 5z — 56,

ktorej punkty przeciecia sig z osia odcigtych daja pierwiastki
réwnania:
0,1x% — 1,322 + 5x — 5,6 = 0.

Zazwyczaj jednak, chac utrzymac¢ krzywe w obrebie ar-
kusza rysunkowego, musimy za stala integrafu obraé¢ liczbe £,
rozng od jednosei. W takim razie nalezy kazde z pomigdzy
rownan rozniczkowych pomnozy¢ przez te stala k£, tak iz
otrzymamy po kolei: ‘

y = 0,123 — 1,322 + bz — 2,6,

d[/ 9 "
kg =03ke* — 2,6k 45k,
2
k2 g—){—;: 0,615256 — 2,6 k27
R 5 k3
ksd’ 0,6%

Fig. 69 daje rozwiazanie graficzne danego réwnania.
W przykladzie tym stala &k = 2. Mamy wiec:

y=0,12% — 1,322 }-5x — 5,6 1)
k%zo,ﬁx‘z_ 52+ 10, 2)
kz%: 2,27 — 104, 3)

3
ks%: 48. 8

Zauwazmy jeszcze, ze na fig. 69 krzywe nie sa przed-
stawione tak, jak wyszly one z pod integrafu; sa one prze-
suuniete jedna w druga i odniesione do wspélnej osi odcig-
tych.
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Rownaniom 1) 2) 3) 4) odpowiadaja po kolei krzywe
B FCIL, TIRTR IV TVE:
d Calkowanie ré6wnan rézniczkowych,

31. Przypus¢my, ze réwnanie rozniczkowe postaci
: dry
Eria) = :
/@) =g

przedstawione jest za pomoca krzywej. Rownanie to calku-

Fig. 69.

jemy przez wykreslenie » — 1 kolejnych krzywych calko-
wych; (n—1)—a z tych krzywych przedstawia wowczas szuka-
na calke.

7 czynnoscig ta spotykamy sie prawie we wszystkich
zastosowaniach, o ktérych mowi¢ hedziemy nizej; wobec tego
mozemy powstrzymac¢ si¢ tu od rozbioru zadania Kkon-
kretnego.
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Przy pomocy krzywej calkowej mozna takze zcalkowac
réwnania réozniczkowe postaci:
(11/ - ({l/ 7 izr) dy
e (Y — == I sn
dx b E dx w( dr®

e) Momenty. Srodek ciezkoseci.

32. Momenty statycznz. Przypusémy, . Ze mamy wy
znaczy¢ moment statyczny pola ABCm wzgledem osi KK
(fig. 70).

Moment statyczny elementu powierzchni #dx w odleglo-

Fig.

$ci £ od KK' wynosi xzydr, a zatem moment calej po-
wierzchni:
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Jezeli y = f(x) jest rownaniem krzywej AmC, to otrzy-
mamy moment M,, wykonawszy dzialanie, wskazane w calce
okreslonej. Nalezyte zuzytkowanie krzywej calkowej krzywej
y = f(2) czyni rachunek ten zbytecznym.

Niech 1I' bedzie krzywa calkowa Kkrzywej y = f(z).
Rzedna koncowa I'D mierzy powierzchni¢ ABCmA, ktérej mo-
ment mamy wyznaczy¢. Oznaczmy przez y, rzedne krzywej
calkowej. Kazdy element dy, przedstawia element ydz po-
wierzchni ABCmA:

Wy, == yae

Azeby wiec otrzyma¢ moment statyczny, trzeba pomno-
zy¢ dy, przez odleglo$¢ odpowiedniego elementu powierzchni
ydr od osi KK'. Mnozenie to daje zakreskowany na figurze
element poziomy dy,z. Zsumowawszy te wszystkie elementy
poziome, otrzymamy powierzchni¢ II' D, ktéra tym sposobem
przedstawia moment statyczny powierzchni 4ABCmA wzgledem
osi KK'. Jezeli wiee wykresli¢ druga krzywa catkowa I 117,
uwazajac /1" za krzywa dana, to DII’” mierzy szukany mo-
ment statyezny.

Latwo zauwazy¢, ze powterzchnia 71’0 przedstawia mo-
ment powierzchni ABCmA wzgledem osi L1

Moment wzgledem osi MM daje nam powierzchnia
I1'EE 1. Jezeli 0§ momentéw przybierze polozenie GG, to
moment statyczny otrzymamy jako sume algebraiczna po-
wierzchni Zaa’ i I ad”, z ktérych jedna jest dodatnia, druga
ujemna.

Rzedna a' " = DI' mierzy cala powierzchni¢ ABCmA.
gdy tymczasem a'a mierzy tylko pierwszy odcinek Am'mA,
a dlugos¢ aa” = a' a” — a'a mierzy tym sposobem drugi odcinek
m' BCmm'.

Jezeli wiec przesuwad prostg GG’ rownolegle do niej sa-
mej w kierunku osi x, to w kazdej chwili rzedna a'a przed-
stawia¢ bedzie powierzchnie, znajdujaca sie¢ z lewej strony,
a rzedna aa” powierzchnig, znajdujaca sie¢ z prawej strony.
Przy pewnem okreslonem polozeniu prostej GG, mamy
a'a=ad’, t. j. prosta GG’ dzieli wtedy powierzchni¢ 4BCmA
na dwie czesci rowne.

Przy pomocy drugiej krzywej catkowej 77/’ mozna w ta-
ki sam sposob rozlozy¢ na dwie czesci réwne powierzchnie
IDI'; przy odpowiedniem polozeniu prostej GG’ mamy wtedy
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dwie czesci powierzchni: Am'mA 1 wm' BOmw', ktorych moment
statyczny jest jednakowy, t. j. prosta GG' przechodzi przez
srodek cigzkosci powierzchni ABCmA.

33. Momenty bezwladnosci. Momentem bezwladnosci
elementu ydr wzgledem osi KK' (fig. 71) jest x%ydx, a tem
samem, momentem bezwladnosci calej powierzchni 4ABCmA:

r AB
M, =" xydx
z=0

Aby otrzyma¢ moment ten droga graficzna, wyznacza-

my przedewszystkiem pierwsza Kkrzywa calkowa 17 ktorej
powierzchnia IZ21' przedstawia moment statyczny po-
wierzchni  ABCmA wzgledem KK'. Nastepnic wykreslamy
drugg Kkrzywa calkowa /7 /7/'; niech y, beda jej rzednemi,
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Rzedna Q77" mierzy powierzchnig krzywej I1', a jakikolwiek
jej element dy, — element tej powierzchni, t. j. element mo-
mentu statycznego. Azeby z elementu tego

dy, = zydx
wyprowadzi¢ element momentu bezwladnosci, trzeba go po-
mnozy¢ przez x. Chodzi atoli o wyszukanie osi odcietych,
odpowiadajacej elementowi dys,.

W tym celu z punktéw koncowych elementu dy, prowa-
dzimy do krzywej I II' dwie styczne, ktérych punkty stycz-
nosci przypadaja w ¢ i #. Niech punkt przeciecia sie » tych
dwoch styeznych lezy w odleglosci = od osi KK'. Pole troj-
kata, ktéorego podstawg jest dy,, a wierzcholek znajduje sie
w r, jest rowne %xdy,, t. j. polowie momentu bezwladno-
$ci elementu ydx wzgledem osi KK'. Tym sposobem cala
powierzchnia 77Q7/" przedstawia polowe momentu bezwladno-
Sci powierzchni ABCmA wzgledem osi KK'.

W spos6b analogiczny mozna wykazaé, ze rzedna /7,
ktéora mierzy powierzchnie 7 /'D, przedstawia moment staty-
czny, wzgledem LL', a powierzchnia HQ'7["— polowe momen-
tu bezwladnosci powierzchni 4 50mA wzgledem tej samej osi L L.

Dla osi dowolnej GG’ moment bezwladnosci réwnac sig
bedzie podwojonej powierzchni 11d ¢, powigkszonej o podwojona
powierzchnig 11" df.

Wzgledem osi 4747, ktéra nie przecina danej powierzchni
ABCmA, moment bezwladnosci przedstawiac¢ bedzie podwojona
powierzchnia /7 Z/"V V' 71.

34. Momenty powierzchni krzywych zamknigtych. Niech
1234 (fig. 72) bedzie dana krzywa zamknigta. Powierzchnie,
ktora krzywa ta okala, mozna rozpatrywac¢ jako sume alge-
braiczna powierzchni dodatniej 0341 B0 i powierzchni
ujemnej 1230B1.

Azeby wyznaczy¢ moment statyczny tej powierzchni
wzgledem osi BB, wykreslamy krzywa calkowa 34 5 dla
czesci dodatniej oraz krzywa 3’ 2' 1" dla czesci ujemnej. Szu-
kany moment statyczny przedstawia powierzchnia:

LA S B 3T 2 36 Bl == 3 4 o0

Moment statyczny wzgledem osi 00, przechodzace] przez
0, przedstawia powierzchnia:

2 51673 =034 50 G 6.5 C

http://rcin.org.pl



108 IXTEGRAFY. [312]

Ten sam moment przedstawia wzgledem dowolnej osi
)

GG powierzchnia 2 3 4 5'6' 4 2, ktorej jedna czesé jest do-
datnia, druga ujemna.

Moment statyezny wzeledem osi MM, polozonej naze-
o D I 4 o
whnatrz, przedstawia powierzchnie 1' 2' 3' £ 5 (5') (I') 1.

SH.OF 4l 2 . SI RN
B e g 13" 4

Jesli wykresli¢ dwie krzywe calkowe fohle
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‘to miara momentéw statycznych beda odcinki prostych. Tak
np. 1” 5" mierzy moment statyczny powierzchni 4BCmA wzgle-
dem osi BB
Podobniez miara momentu statycznego wzglgdem osi
00 jest:
5)” 7’(/ T 3// QI — /71’ QI.

Moment ten wzgledem osi GG’ dany jest przez:
2’! 6!/ —— 4” ()nll o 21 4// 2117

i wreszcie na moment statyczny wzgledem osi MM' otrzymu-
jemy dlugos¢ V (5").
Moment bezwladnos$ci wzgledem osi BB’ przedsta-
wia podwojona powierzchnia 1”7 2" 3" 4”7 5"1".
Moment bezwladnosci wzgledem osi OO réwna sig¢ po-
dwojonej powierzchni 3"4" 5" 6" 7" 3". :
Wzgledem osi GG' moment ten réwna sie podwojonej po-
wierzchni 2”7 3" 475" 6”7 2", a wzgledem osi A7M' podwojonej
powierzchni 3" 5" (5") V' 3".
Aby otrzymac¢ moment bezwladnosci w postaci dlugosci,
wykres$lamy trzecia krzywa calkowa 172" 3" 4" 5" 6" 7",
Podwojona rzedna I 5" mierzy woéwezas ten moment
bezwladnosci wzgledem osi BB, i podobniez dlugos¢ podwojo-
na 2" ¢" mierzy moment ten wzgledem osi GG
A zatem wogole przy dowolnej dlugosei prostej GG
2 6' mierzy powierzchnie 12 34 1,
2" 6" moment statyczny,
2 X 2" 6" moment bezwladnosci.

Azeby otrzymac sama powierzchni¢ 72 341, trzeba po-
mnozy¢ rzedna 26" przez stala k integrafu, ktéry sluzyl do
wykreslenia krzywej calkowej, gdy tymczasem moment sta-
tyczny otrzymujemy, mnozac 2" 6” przez kiwadrat stalej F.
Wreszcie, chcac otrzymac¢ sam moment bezwladnoseci, trzeba
pomnozy¢ 2 X 2" 6" przez trzecia potege stalej k.

35. Jezeli zamiast powierzchni mamy tylko kilka pun-
ktow, ktérych rzedne sa dane i ktéore mozna np. uwazaé za
obciazenia dzialajace na belke, to przebieg dzialania pozostaje
bez zmiany. Tak np. przypus¢my, ze dane sa trzy punkty
1, 2, 3 (fig 13) z ich rzednemi 17, 22, 33. Pierwsza krzywa

http://rcin.org.pl
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ukaze si¢ natenczas pod postacig linii lamanej A47'7m 2"n3"p.
Ostatnia rzedna Bp réwna sie wtedy sumie trzech danych.

Moment statyczny wzgledem osi Bprowna sie powierzeh-
ni 'tm2"n3"pBI', a wzgledem osi Ap’ — powierzehni A7 Im2'
n3" p'A.

Jezeli wigec wykresli¢c druga krzywa calkowa A1 gl
ktora jest rowniez linia lamana, to w rzednej IIB, pomnozo-
nej przez kwadrat stalej, dla ktérej dokonalismy wykreslenia,
otrzymamy miare dla momentu statycznego. W przypadku, gdy
17", 22, 33" przedstawiaja obcigzenia, druga krzywa calkowa
jest identyczna z wielobokiem sznurowym.

Powierzchnia A71'.3I1 BI' réwna si¢ polowie momentu
bezwladnosci wzgledem osi Bp.

Jezeli wykresli¢ trzecia krzywa catkowa AZ71'I1II, to
podwojona rzedna BIII mierzy sam moment bezwladnos$ci. Ta
trzecia krzywa calkowa sklada si¢ z lukéw paraboli.

Moment bezwladnosci wzgledem dowolnej osi GG’ rowna
sie podwojonej powierzchni gut 7 4.

36. Srodek ciezkosci. Widzielismy wyzej (§32), jak mozna
wyznaczy¢ prosta, przechodzaca przez S$rodek ciezkosci danej
powierzchni. Na fig. 71 ta prosta SS’ przechodzi przez punkt
T, ktéry jest punktem przcciecia s'e hini, IIQ i II'Q. Na
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fig. 72 SS’ przechodzi przez punkt 7, w ktérym dlugo$¢ 276",
przedstawiajaca moment statyczny, réwna si¢ zeru.

Zmieniajgc polozenie osi spolrzednych i wykreslajac sze-
reg krzywych calkowych, otrzymujemy druga prosta, na kté-
rej lezy sSrodek cigzkosci; tym sposobem polozenie jego jest
okreslone.

f) Niwelacyal).

37. Odmierzywszy na osi OX (fig. 74) dlugos¢ wypro-
stowanej trasy (Bahnaxe, tracé), ustawiamy szereg rzednych,
proporeyonalnych do przekrojow poprzecznych czesci, ktore
maja by¢ skopane (deblai, Abtrag) i czesei, ktére maja by¢
nawiezione, (remblai, Auftrag) przyczem pierwszym odpowia-
daja rzedne dodatnie, drugim — ujemne. W ten sposéb po-
wstaje krzywa 012345678.... Powierzchnie kropkowane
przedstawiaja natenczas mase materyalu, ktéry nalezy sko-
pa¢, za$ powierzchnie kreskowane materyal potrzebny do
zasypania.

Jesli wige wykreslic krzywa calkowa 1'2 3'4... tak
otrzymanej krzywej 1234..., to maksyma tej krzywej cal-
kowej uzmystawia¢ beda przejscie do miejsc, ktére nalezy
skopa¢, do miejse, ktore nalezy nawiezé¢, a minima — przejscie
z miejsc, ktore nalezy nawiez¢, do miejse, ktore nalezy sko-
pac. Jezeli przeprowadzi¢ dowolna rownolegla @ do osi 0X,
to przetnie ona Kkrzywa calkowa w punktach F, G, K, M,
N, J, takich, ze pomig¢dzy kazda ich para objetos¢ czesei,
ktore nalezy nawiez¢, réwna si¢ objetosci czesei, ktére nale-
zy skopac.

Mozna wige cala niwelacye podzieli¢ na sekeye FG, GK,
KM, MN, N@, dla ktérych zawartos¢ czesei, ktore nalezy na-
wiez¢, rowna¢ sie bedzie zawartosci cze$ci, ktore nalezy
skopad.

Kazda prosta, rownolegla do osi OX daje inny rozklad;
chodzi wieec o wyszukanie takiej z pomiedzy tych prostych,
dla ktérej koszt transportu materyalu bedzie minimum.

Przeniesienie masy materyalu a 47 z jakiegokolwiek pun-
ktu miejsca, ktore nalezy skopac¢, do oddalonego oden o dlu-
2o$¢ X punktu miejsca, ktére nalezy nawiez¢, wymaga nakladu

1) Por. Cullm ann, Graphische Statik, wyd. 2-e, str. 142
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pracy proporcyonalnej do aA7.X, t.j. proporcyonalnej do
elementu powierzchni A M. X krzywej calkowej.

Azeby wiec materyal z B przenies¢ do 10, t. j. do po-
czatku czesdci, ktore nalezy nawiezé, trzeba bedzie zuzy¢ pra-
ce, proporcyonalna do powierzehni krzywej calkowej, pomig-
dzy K i T. Podobniez, azeby od poczatku 10 czesci, Ktorag
nalezy nawiezé¢, przenies¢ mase do C, trzeba bedzie zuzyd
prace, proporcyonalng do powierzchni krzywej catlkowe  po
lozonej pomiedzy T i M.

Widzimy stad, ze naklad pracy jest proporcyonalny do
powierzchni, potozonych pomiedzy Kkrzywa calkowa a pro-
sta @; chodzi wiec o przeprowadzenie prostej Q w taki spo-
sob, zeby suma tych powierzchni byla minimum.

Oznaczmy przez g sume dilugosci podstaw powierzchni,
polozonych powyzej @, a przez xd odpowiednia sume
dla powierzchni, polozonych ponizej; bedzie:

sg =FG + KM+ N1,
xd = GK 4 MN,
i zalézmy, ze:
zd =>3g.

Jezeli wtedy prosta @ przesuna¢ na dol réwnolegle do
niej samej o dlugosei Ak, to suma algebraiczna tych powierzchni
zmniejszy si¢ o

Ak (g — Xd).

Przy pewnem okreslonem polozeniu prostej @ iloczyn

ten stanie sig réownym zeru, t. j. bedziemy mieli :

Yg=73d,
a przy dalszem spuszczaniu prostej @ otrzymamy wartosc
dodatnia.

A zatem, chodzi o znalezienie takiego polozenia prostej
@, przy ktérem g = x4. Przypusé¢my, ze dla jakiejs prostej
@', ktorg sposobem proby obralismy mozliwie blizko prawdzi-
wego polozenia @, mamy:

Xd — 39 = d'yg'.

Te dlugos¢ dodatnia d’g’ odcinamy w dowolnem miejscu
na prostej (. Nastepnie obieramy drugie przyblizone poto-
zenie prostej (, mianowicie polozenie Q" takie, Zeby £d — %y
bylo ujemne.

http://rcin.org.pl
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Niech bedzie
Xd -- }_g — d”//"_

"I

Dlugos¢ te d’g” odcinamy w podobny sposéb na " ila-
czymy na Krzyz punkty koncowe tak wyznaczonych odcin-
kow. Prosta @ przechodzi woéwcezas przez punkt przecigeia

P

si¢ tych linii laczacych d'd” i ¢'¢".

Wyznaczanie sil strzygacych i momentéw
zgigcia belki obcigzonej.

2)

38. Belka, spoczywajaca na dwéch punktach podpar-
cia. Niech 4B bedzie taka belka i niech krzywa mn (tig. 75)
przedstawia jej obciazenie. Niech nadto A.J bedzie krzywa sit
strzygacych, a QRS krzywa momentow zgiecia. Przypus¢my, ze
krzywe te zostaly wykreslone metodami Statyki graficznej
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przy zastosowaniu wieloboku sil 0C4, w ktéorym CA przed.
stawia obciazenie calkowite.

Z drugiej strony, latwo jest zauwazy¢, zZe jesli jednostka
OH wykresli¢. dla krzywej obciazenia krzywe calkowe pierw-
szg i druga, to pierwsza HD.J bedzie krzywa sil strzygacych,
a druga QA.S krzywa momentow zgigcia.

Istotnie, dzialanie, ktéore wykonaliSmy, jest zwyklem roz-
wiazaniem graficznem rownania rozniczkowego krzywej sznu-
rowej QRS.

Albowiem, oznaczajac przez 3/. rzedne krzywej QRS,
a przez - rzedne krzywej obciazenia, mozna napisa¢ rowna-
nie krzywej linowej w postaci:

a8
dzy T O

Calkujac dwukrotnie, otrzymamy istotnie krzywa, Ktorej

rzedne rownaja sie y.

h) Linia sprezysta i jej zastosowania.
39. Krzywa, Kktorej posta¢ przybiera o$ belki, podda
nej obciazeniu, zowie sig linia sprezysta.
Réwnaniu jej mozna nadac¢ postac
a2y
"d’xé’“ M,

[+ @™

W tem rownaniu M, oznacza moment statyezny, M ;
moment bezwladnosci, £ spolezynnik sprezystosci.
Zazwyczaj linia sprezysta odstepuje li tylko bardzo nie-

: : ¢ : dy . :
znacznie od osi samej belki; stosunek ?zl% jest wiec bardzo ma-

[ F @l
mozemy uwazac za bardzo ma}o rozny od jednosci i bez oba-

wy popelnienia wielkiego bledu napisa¢ réwnanie Krzywej
sprezystej w postaci:

ly, tak iz mianownik

&y M,
& T EM; .
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Poréwnywajac to rownanie z rownaniem krzywej sznurowej
dy 4
dzt~ OH'®
latwo jest zauwazy¢, ze linig sprezysta mozna rozpatrywac
jako krzywa sznurowa, ktorej rzedne rownaja si¢ momentom
statycznym M,, a ktéryg wykreslono, obrawszy za jednostke
OH iloczyn EM;.

Ot6z, poniewaz dla kazdego przekroju poprzecznego bel-
ki M, jest proporcyonalny do odpowiedniej rzednej powierzch-
ni momentow, przeto otrzymamy lini¢ sprezysta, zastegpujac
wprost krzywa obcigzenia Kkrzywa momentow i wykreslajac
dla tej ostatniej krzywa sznurowa przy uzyciu jednostki KM ;
jak w § 37.

Zazwyezaj iloczyn EM; jest bardzo duzy i dlatego zmu-
szeni jesteSmy poslugiwac sig inna jednostka. W takim razie
wszystkie rzedne linii sprezystej powigkszone sa w stosun-
ku EM; do nowej jednostki.

Ta zmiana skali jest zreszta bezwzglednie konieczna do
tego, zeby moédz uzy¢ metod graficznych, albowiem w razie
przeciwnym linia sprezysta niewiele roznilaby sie od prostej

Prof. Mohr wskazal w r. 1868 na zwiazek powyzszy
pomiedzy réwnaniami (1) i (2). Przez takie zastapienie po-
wierzchni ci$nien powierzchnia momentéw oraz krzywej spre-
zystej—Kkrzywa sznurowa, otrzymano w Statyce graficznej wy-
niki godne uwagi, w szczegolnosei przy obliczaniu belki, pod-
partej w roznych punktach.

Rozpatrzmy tu kilka zastosowan do wypadkow najprost-
szych.
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a) Belka wmurowana jednym koncem. Niech
AB (fig. 76) bedzie dang belka, obeiazona u wolnego korca
cigzarem Z. Powierzchnia momentéw sprowadza sig do troj-
kata ABA'.

Dla otrzymania linii sprezystej rozpatrujemy krzywa
A'B, jako krzywa obciazen i wykredlamy po kolei obie krzy-
we calkowe Al i AIl. Ta ostatnia przedstawia wtedy krzy-
wa sznurowa wzgledem krzywej obciazenia A'B, jest wiee szu-
kang linia sprezysta.

Zamiast EM; obrano tu za jednostke dlugos¢ MN, tak, iz
dla otrzymania rzednych prawdziwych linii sprezystej trze-
ba rzedne, otrzymane przez wykreslenie, pommnozy¢ przez
stosunek

MN

W przykladzie powyzszym, jak i we wszystkich nastep-
nastepnych, zakladamy, ze moment bezwladnosci pozostaje
stalym dla wszystkich przekrojow poprzecznych.

0O$ 2 przechodzi, naturalnie, przez punkt A4, albowiem
pierwszy element osi wmurowanej belki z koniecznos$ci pozo-
staje poziomym.

b) Belka, spoczywajaca na dwéch podpo-
rach. Niech 4B (fig. 77) bedzie dana belka, obceiazong ci
zarem 2. Trojkat ACB przedstawia powierzchni¢ momentow.

Aby otrzymad¢ lini¢ sprezysta, wykreslamy naprzod
pierwsza krzywa calkowa A, ktérej ostatnia rze¢dna B/ mie-
rzy powierzchnig trojkata A5C.

Cheac wykresli¢ druga krzywa calkowg, obieramyt punk
dowolny 0O, oddalony od prostej 47" o jednostke dlugosci OH-
i prowadzimy przez punkt ten os odecigtych OHL. Wzgledem
osi tej wykreslamy druga krzywa calkowa QRS, ktéra przed-
stawia lini¢ sprezysta.

Atoli krzywa ta QRS nie czyni zadosy¢ warunkom za-
dania, albowiem punkt S, ktory reprezentuje drugi punkt
oparcia, powinienby leze¢ na tej samej poziomej, co i punkt Q.

Lecz polozenie punktu S mozna zmienia¢ dowolnie przez
przesunigcie rownolegle osi odeigtych, przeprowadzonej przez

punkt O, i zawsze bedzie rzecza mozliwa tak wyznaczy¢ pe-
21
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wien punkt O, zeby odpowiednia krzywa calkowa czynila za-
dos¢ warunkom zadania.

Dla znalezienia tego punktu O' przedluzamy styczna do
krzywej ORS w S az do punktu przeciecia si¢ 7'z prosta AF.
Natenczas odpowiednia styczna do krzywej QR'S’ musi przejsé
rowniez przez punkt 7.

Istotnie, dlugo$¢ OT pozostaje stala przy wszystkich po-
lozeniach punktu O, przedstawia bowiem moment statyczny
powierzchni ACB wzgledemosi AT, t.]. wielkos¢, ktora nie za-
lezy zupelnie od punktu O.

Wi, 71

Z drugiej strony styczna 7.5 jest rownolegla do OF.
a zatem, odwrotnie, 70" jest rownolegla do stycznej S'T,
Lecz warunek ten okresla w zupelnosci punkt O/, przez kr(';r(\;
ma przejs¢ os$ x, a tem samem umozliwia natychmiastowe
wykreslenie zadanej linii sprezystej.

c) Belka, jednym koncem wmurowana, dru-
gim oparta swobodnie. Przypusémy, ze belka 4B (f
78) poddana jest dzialaniu ciezaru P.

Gdyby oba konce belki spoczywaly swobodnie w pun-

io
ig.
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ktach 4 i B, to powierzchnie momentéw statycznych przed-
stawialby trojkat BCD. Wmurowanie belki w punkcie A
wprowadza momenty ujemne, tak, iz prosta BC przybiera
polozenie inne. W przypuszezeniu, ze przybrala ona poloze-
nie samej belki 4B, powierzchnia momentéw skladaé sie be-
dzie z czesci ujemnej ACE i z cze$ei dodatniej ZDA.

Linia lamana ACFDB przedstawia wéwczas krzywa ob-
cigzenia. Wykreslmy dla niej obie krzywe calkowe 11, ITII.
Przy wykreslaniu drugiej krzywej calkowej nalezy osi odcie-
tych nadac¢ polozenie takie, zeby pierwszy jej element byl

poziomy, t. j., zeby w punkcie poczatkowym // styczna do
niej byla sama o$ odcigtych. Jest to warunek, narzucony
przez fakt wmurowania.

Druga krzywa calkowa powinnaby przedstawiac linig
sprezysta. Wida¢ jednak z figury, ze nie czyni ona zadosyc¢
warunkom zadania, poniewaz punkt II' nie schodzi sie z pun-
ktem 4. Jest to skutkiem niewlasciwego wyboru prostej BC,
o ktorej zalozyliSmy, ze jest identyczna z 4B. Prawdziwe jej
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polozenie, t. j. nalezyta dilugos¢ AC, za ktéora w Kkonstrukcyi
poprzedniej przyjeliSmy zero, daje sig latwo wyznaczyC z wa-
runku, ze druga krzywa calkowa przechodzi¢ musi przeg
punkt b.

Kazda rzedna Kkrzywej /I 7' mierzy moment statyczny
odpowiedniej czesci powierzehni ACFDBA; tak wige bII" przed-
stawia moment statyczny powierzchni ACFDBA wzgledem osi
BT,

Zadanie wymaga, zeby bII' bylo rowne zeru; to znaczy
ze moment statyezny powierzchni ACKFDBA wrgledem osi
BI' musi byé zerem.

Powierzchnig ACFDBA mozna rozpatrywac¢ jako sume
algabraiczna powierzchni + CDB i — ABC; moment statycz-
ny sumy algebraicznej tych dwéch powierzchni wzgledem BIT
musi rownac si¢ zeru.

Jezeli prosta SS' przechodzi przez Srodek cigzkosci troj-
kata CDB, a prosta FF' przez srodek cigzkosci trojkata ABC
to moment statyczny powierzchni kropkowanej wzgledem
BII' bedzie zerem, skoro uczynimy zadosy¢ proporeyi:

CDB: GB— ABG: I'B.

Dwa trojkaty CDB i ABC maja przy podstawach réznych
DH i AC wysokos¢ jednakowa AB. Tym sposobem propor-
cye powyzsza mozna napisac:
PH+ GB — A0S .
skad wynika:
DH. GB
Wielkos¢ AC daje sig latwo wyznaczy¢ graficznie. Bie-
rzemy BT = DH, laczymy T z punktem F, ktory lezy na
trzeciej czedei linii A B, i prowadzimy przez G réwnolegly do
FT, linia ta wyznacza na prostej BII' punkt C’
BC' réwna sie wowcezas szukanej dlugosci AC. Istotnie,
7 proporeyi
BC' : BG — BT UGB
wynika:
BT BE . ¢ kL OB

5. R S
T @)
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a zatem przy uwzglednieniu réwnania (1)
: BC' = AC.

Tak wyznaczona dlugos¢, ktora przedstawia moment uje-
mny, wytworzony przez wmurowanie, odmierzamy, poczawszy
od C ku 4’ i prowadzimy prosta A'B. Jest to szukane polo
zenie linii 4B.

Druga krzywa calkowa tak otrzymanej powierzchni jest
szukang linia sprezysta; czyni ona zadosy¢ wszystkim warun-
kom zadania.

d) Belka wmurowana obu koncami. Wezimy
belke AB (tig. 79), obciazony ciezarem P.

Gdyby belka ta byla oparta swobodnie w punktach A4
i B, to powierzchni¢ momentéow przedstawialby trojkat 4'B'C’.
Atoli wmurowanie wytwarza w punktach 4 i B momenty
ujemne, wskutek czego prosta A'S’ zmienia swe polozenie
i schodzi si¢ np. z sama A B. Powierzchnia momentow skla-
da sie wowczas z trzech trojkatow, z ktérych jeden QC'T
uwazaé nalezy za dodatni, a dwa pozostale 44’Q i BB'T za
ujemne.

Chodzi poprostu o wyznaczenie prawdziwego polozenia
linii A'B, t. j. dlugosci 44’ i BB.

Jezeli wyobrazi¢ sobie, ze zadanie jest rozwiazane, t. j.
ze AA"i BB sa prawdziwemi wartoSciami momentéw uje-
mnych, wytworzonych w punktach 4 i B, to wowczas druga
krzywa calkowa //nll' przedstawia lini¢ sprezysta, Kktoéra
w punktach swych poczatkowym i Koncowym posiada¢ bedzie
jako styczna, jedne i te sama lini¢ pozioma II IT'.

Warunek ten spelniony jest tylko w takim razie, jezeli
punkty poczatkowy i koncowy pierwszej krzywej catkowej
ZmI' leza na tej samej linii poziomej I, t. j jezeli powierzch-
nia kropkowana AA'QC'TI' BA réwna sie zeru:

— A4'Q+ QCT — BBT =\.

Rzedne drugiej krzywej calkowej mierza momenty sta-
tyczne powierzchni kropkowanej, a poniewaz ta ostatnia
rzedna, ktéra wyznacza punkt /77', musi réwnac¢ sig¢ zeru,
przeto wynika stad, ze musi by¢ zerem i sam moment staty-
czny powierzchni kropkowanej wzgledem osi BB

Tym sposobem, chcac wyznaczy¢ obie dlugosci 44 i BB,
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otrzymujemy dwa nastepujace warunki, ktérym eczyni¢ za-
dos¢ winna powierzchnia 4A4'QC'TH'BA :

1) powierzchnia musi by¢ zerem;

2) jej moment statyczny wzglsdem osi BB musiby¢ zerem.

Dwa te warunki wystarczaja, jak pokazemy pézniej, do
wyznaczenia dlugosci 44’ i BB.

Powierzchnie 44'QC' 75'BA mozna rozpatrywac jako su-

me algebraiczna dodatniego tréjkata A'5'C’ i ujemnego tra-
pezu AA'B'B. Pierwszy warunek wymaga rownosci tych
dwéch powierzchni.

Drugi warunek bedzie spelniony, jezeli rownac si¢ be-
dzie zeru suma algebraiczna dodatniego trojkata i ujemnego
trapezu, a poniewaz dwie te powierzchnie sa sobie rowne,
przeto $rodek ciezkosci trapezu i Srodek cigzkosci trojkata
musza leze¢ na tym samym pionie.

To daje nam mozno$¢ wyznaczenia trapezu 4A4'B'B. Jego



o

[327] Rozpziak V. § 39. 12

srodek ciezko$ei musi leze¢ na prostej SS, przechodzacej
przez $rodek ciezkosci Z trojkata A'B'C".

Pierwszy punkt V, nalezac do prostej A'/5’, otrzymamy,
wystawiajac w $rodku K linii 4272 prostopadla i wyznaczajac
na niej punkt 7 w taki sposéb, zeby powierzchnia KV . AB
rownala sie powierzchni trojkata A'Z'C’. Jako punkt drugi,
nalezacy do A'B, otrzymujemy sam punkt A’, wyznaczajac K
AB

]

w taki sposéb, zeby BE = i doprowadzajac linig la-

czacy EN do przeciecia si¢ z S8S. Tak wyznaczony punkt
przeciecia R musi leze¢ z punktem 4’ na jednej rownoleglej
do AB; wystarczy wiec odmierzy¢ FR, poczawszy od A, aby
otrzymac¢ drugi punkt A’. Operacye te daja sie latwo uzasa-
dni¢ na podstawie rozwazan:elementarnych.

W rozpatrzonych przykladach za obciazenie przyjmo-
walismy jeden tylko ciezar. Atoli metody, przez nas roztrzg-

Fig. S0.

$niete, sa calkiem ogolne i daja sig rozciagna¢ bez trudnosci
na obciazenie dowolne, jak rowniez na przypadek, w ktorym
belka podparta jest wiecej niz w dwoch punktach.
Przypusémy np., ze belka A8, wmurowana obu konca-
mi (fig. 80), jest obciazona jednostajnie od £ ku L. Po-
wierzchnie momentow ograniczaja wowezas: prosta AM i tuk
paraboli Mmb. Chcac wykresli¢c prosta ZZ', wyznaczamy
przedewszystkiem o$ S, przechodzaca przez srodek cigzko-
$ci powierzehni A-BmBA, oraz wielko$¢ samej tej powierzehni.
Tloraz z tej wielkosci przez dlugos¢ AD, przedstawiony za
pomoca dlugosci CD, odmierzamy na prostopadlej, wystawio-
nej w $rodku linii 4B. Punkt koncowy D tej prostej jest
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pierwszym punktem szukanej prostej ZZ'. Natenczas laczy-
my ten punkt 2 z punktem £, ktory lezy na samej linii AB
w odlegtosci 1/; AB do A, i tym sposobem wyznaczamy na
osi SS punkt R, przez ktéry wystarcza przeprowadzi¢ rowno-
legla do 4D, zeby w punkcie jej przeciecia si¢ z pionem w B
otrzyma¢ punkt 7', jako drugi punkt prostej ZZ'. Tym spo-
sobem sprowadzilismy to zadanie do poprzednicgo.

e) Belka ciagla (kontinuirlicher Balken). Rozwiaza-
nie zagadnienia o belce ciaglej w tej postaci, w ktorej je po-
dat p. G. Saviotti, profesor Instytutu technicznego w Razy-
mie, daje si¢ urzeczywistni¢ odrazu na drodze mechaniczne.
za posrednictwem integrafu. Metoda Saviottiego opicra
sig na uzyciu linii sprezystosci, ktora zwlaszcza prof. Mohr
1 ezcigodny moj nauczyciel prof. Ritter z Zurychu zastoso-
wali do obliczania belki ciaglej?). Ponizej podajemy prawie
w catosci notg Saviott'ego?); caytelnik pozna z latwoseia
Ze jego rozwigzanie geometryczne zagadnienia o belce ciaglej
daje sig po wigkszej czesci uskuteczni¢ za pomoca integrafu.
Ograniczymy si¢ do przypadku obciazenia nieruchomego, wy-
starczy to jednak do wykazania zastosowalnosci integrafu
w przypadku obciazenia ruchomego.

oKonstrukcya linii sprezystej belki, wmuro
wanej obu koncami, o przekroju poprzecznym
stalym, w przypuszezeniu, Zze styczne w jej pun-
ktach koncowyeh tworza z poziomem katy dane.

Niech ABEA (fig. 81) bedzie powierzchnia momentow,
' dowolna linia zamykajaca, za ktéra na figurze obrano
rownolegly do AB. Natenczas powierzchnie momentow
AEBD'C' mozna rozpatrywad jako roéznice powierzchni AEB
i ABD'C'= AC'B+ CUB. Jezeli C'D' jest linin zamykajaca
rzeczywista, to styczne do linii sprezystej w punktach 4 i B
tworza z linia pozioma Katy « i g.

‘Wykreslmy linig calkowsg FG powierzchni AC'B, linie
catkowy F'H powierzchni ABE i podobniez lini¢ calkowa /K

1) W. Ritter: Die elastische Linie etc. Zurych.

) C.Saviotti: II problema della trove continua risoluto col
metodo del fascio funiculare. Giornale del Genio Civile—Roma—1885.

Poréwnaj takze nizej ,Krzywa calkowa i calkowanie graficzne®.
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powierzchni C'BL/' wzgledem tego samego bieguna (. Nastep-
nie, przez G poprowadzmy prosta o nachyleniu » i obierzmy
na niej drugi biegun calkowania 0". Linia calkowa po-
wierzchni FF'G wyznaczona jest odrazu, poniewaZz oba boki
zewnetrzne przecinajy sie na pionie srodka ciezkosei 4 C'B.
Wystarcza zatem poprowadzi¢ A'T réwnolegle do 0'G i TL
rownolegle do O'F'. Nadto, wykreslamy lini¢ calkowa po-
wierzchni FF'/ (na figurze linii tej niema) i podobniez krzy-
wa calkowg powierzchni KK'H. Do tych obydwoéch uwaga
powyzsza stosuje sie rowniez.

Dowolnie obrana linia zamykajaca €'/ bylaby linig wla-
sciwg, gdyby punkt N przypadl w B’ na poziomej, poprowa-
dzonej przez /71 gdyby NV tworzyla z linia pozioma kat g;
albowiem VN'i A'T sa, jako ostatnie boki wieloboku sznurowego
powierzchni momentow, stycznemi odksztalconej osi w jej
punktach Konicowych. Zmiana w poloZeniu C'I) nie zmienia
nachylenia prostych 7.5 i SV, gdy katy pomiedzy A'7'i L'7,

'N i MV zmieniajy sie w sposéb ciagly. Jezeli wiec popro-
wadzimy A"7" i B'}" pod katami » i g wzgledem linii pozio-
mej, uczynimy nadto:

PU=PU T K= FW

i poprowadzimy 'V oraz T' W', to polozenie liniii C'D', od-
powiadajacej przyjetym nachyleniom, daje sie wyznaczyé
przez: poprowadzenie promienia O'F", réwnoleglego do T'L/,
oraz rzucenie /' w /3 natenczas M mierzy wielko$¢ momen-
tu w przekroju poprzecznym wmurowania w 4. Podobniez,
prowadzac K'0", réwnolegle do B"V’, 0,”K” rownolegle do
U'V", rzucajac K" z @' i prowadzac promien réwnolegly do
O'D, otrzymujemy w BD wielko$¢ momentu w przekroju po-
przecznym wmurowania w B, a tem samem C2 jako linig
zamykajaca i ACDBEA jako powierzchnie momentow.

W dolnej czesci figury powierzchnia ta ACDBEA zosta-
la powtdrzona, przyczem dorysowano linie sprezysta. Po-
wierzchni¢ momentow rozlozono na 17 paskéw, biegun O,
obrano na poziomej, przechodzacej przez D, i wykreslono
krzywa nachylenia AR. Promienie BO, i RO,, rownolegle do
A"T' i B"V', mi sz przeciac sie w 0, na pionie, przechodza-
cym przez O": 7, obieramy za biegun przy calkowaniu 4QBA
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i krzywa calkowa AJB przedstawia wtedy zadana linig¢ ela-
sprezysta.

Wykreslenie linii zamykajacej CD powierzchni momen-
tow daje sig wige stresci¢ w sposoéb nastepujacy. Wyznacza-
my dla powierzchni momentéw AEZB pierwsza lini¢ calkowa
FF'H i druga linie calkowa LM, obrawszy biegun O” na pio-
nie, poprowadzonym przez 0,, i wykreslamy wtedy wielobok
sznurowy A"T'S'V'B’, ktéry czyni zados¢ danym  warun-
kom. Poprowadziwszy przez punkt ¢ linie pozioma QG, kre-
Slimy promienie 4”7, B"V', odpowiednio rownolegle do bo-
kow koncowych wieloboku sznurowego A”1"D'V'B" i przez pun-
kty, w ktorych przecinajg one pion 0,0", prowadzimy réwno-
legle do bokow T"W’', U'V’ wieloboku sznurowego, otrzymujac
tym sposobem dwa nowe punkty F” i K". Jezeli rzuci¢ wte-
dy 7" na F"”, poprowadzi¢ przez @ promien rownolegly OC'
i rzuci¢ C" w C, otrzymamy w AC rzedng momentow
w przekroju poprzecznym Kkoncowym po stronie lewej. Tak
samo rzuciwszy K” z @, otrzymamy, przy pomocy promienia
rownoleglego O'D, w ABD rzedna momentéw w przekroju po-
przecznym koncowym po stronie prawej.

Wielobok sznurowy A"1"2D'V'B" posiadate wlasnosc, ze do
cinek dowolnej linii pionowej, wyznaczony przez dwa kolej-
ne boki, jest proporcyonalny do wzietego wzgledem bieguna
samej tej pionowej momentu powierzchni; na pionowej linii
jej Srodka ciezkosci przecinaja sie boki AT i TL1). Tak np.
dla momentu tréjkata ABC" wzgledem A4 mamy:

asoll o]

51 3

l
= fyd &, 5 = Bubi- K4,
lecz
1

33:?11 =

L,

0| =

a wige AC' = L4’ i stad:
AL =C4 i ¥ =08

A zatem rzedne momentéw AC i BD w obu przekrojach
poprzecznych koncowych sa réwne odcinkom, wyznaczonym

1)  Porownaj nizej ,Krzywa calkowa“.
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na ich profilach odpowiednio przez dwa pierwsze i przez dwa
ostatnie boki wieloboku sznurowego.
Belka ciagla, wmurowana obu konncami.
Wywéd poprzedni pozostaje bez zmiany. Wezmy wypa-
dek najprostszy belki nad dwoma otworami o jednakowem
obcigzeniu stalem w $rodku kazdego otworu.

.

b

AN N
Vi

38 "SI

Fo |

R N
o Al -

),

Niech ABC (tig. 82) bedzie belka, wmurowang obu kon-
cami A1 C; ABD i BCE powierzchniami momentéw obu otwo-
row; FF'G i F'I"H ich liniami calkowemi dla biegunéw
i 0, obranych dowolnie na pionach, ktére daja te sama
odlegtos¢ biegunowa, co i piony, przechodzgce przez B i C.
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Przypus¢my nadto, ze styczne linii sprezystej w 4 i B sg
poziome.

Wykresliwszy trzy pionowe S$rodka cigzkosci dla kazde-
go otworu, poprowadzimy pozieme AT’ i C'Y’ i uczynimy
T'U'= TU. Natenczas bierzemy sposobem préby dowolny
drugi bok 7"S" i wyznaczamy kolejno U'S'R, R'B'N. Zeby
nakresli¢ piaty bok NM', zauwazmy, ze bok ten oraz bok
trzeci sa bokami koncowemi wieloboku sznurowego, ktory taczy
pionowe S$rodka ciezkosci dwoch kolejnych trojkatow, sklada-
jacych powierzchnie momentow dwéch otworéw i przecinaja-
eych sie na wypadkowej. Ta wypadkowa wyznacza si¢ w da-
nym razie w sposéb niezmiernie prosty. Oba trojkaty mo-
mentéw maja wysokos¢ jednakowa i tym sposobem sa pro-
porcyonalne do swych podstaw. Jezeli wige uezyni¢ 0,0,
= O/B, to w L' na pionie, przechodzacym przez O,/, beda mu-
sialy przeciac¢ sie boki U'R' i M'N. Ale procz tego dwa boki
trojkata odksztalcalnego R'L'M' przechodza zawsze przez U
i B/, a trzeci zawsze przez punkt V', ktory lezy na jednej prostej
z Ui B. Jezeli wiec uczyni¢ V'W' = VW, to bok szdsty
o ktéry wlasnie nam idzie, przechodzi zawsze przez W'. Po-
niewaz jednak Y’ rowniez leze¢ musi zawsze na WM, prze-
to okazuje si¢ po wykresleniu kolejnem W'M'Y', MNV'Z,
NB'R, LRS, ze drugim bokiem jest S7".

Jesli wiee do drugiego wieloboku sznurowego poprowadzi-
my w kazdym z otworéw przez F', G i F”, H promienie row-
nolegle, to przetna sie one odpowiednio w punktach 0", 0,”
na pionach, przechodzacych przez 0" i 0,". Nadto kreslimy’
promien F'Q rownolegly do A'7T", promien .7 réwnolegly do
7'S, rzucamy I w I', prowadzimy O'A, réwnolegle do QI
i rzucamy A, poziomo w A4,. Nastepnie prowadzimy kolejno
F0" réwnolegle do RN, 0"J rownolegle do SR, i O'B; réw-
nolegle do QJ i otrzymujemy w A,B;, linie¢ zamykajaca wie-
loboku momentéw otworu lewego. W podobny sposéb wy-
znaczamy lini¢ zamykajaca B;C; otworu prawego.

Linie sprezyste roznych otworéw wykreslamy Scisle tak
samo, jak to przedstawilismy na fig. 81; linie te lacza sie ze
soba i tworza tym sposobem lini¢ sprezysta calej belki
ciaglej.

Jezeli belka ma przekroéj zmienny, to rzedne powierzch-
ni momentéw oraz rzedne obu tréjkatow, ktore skladaja tra-
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pez ujemny, mnozymy przez stosunek pomiedzy miara W,
momentu bezwladnosci dowolnego przekroju poprzecznego,
a miarg W przekroju, o ktéry chodzi. Z tak zredukowana
powierzchnig postepujemy zupelnie tak samo, jak poprzednio.

Dwie pionowe $rodka cigzkosci obu przeksztalconych po-
wierzchni tréjkatnych nie sa juz ich liniami trojdzielnemi
i przeto nalezy je wykresli¢ sposobem, zaznaczonym na po-
czatku. Podobniez uledz musi zmianie i wyznaczenie wypad-
kowej pionowej, przechodzacej przez 0,

W wywodzie poprzednim wyrugowano wszystkie warun-
ki, jakie krepuja zazwyczaj odleglosci biegunowe pod wzgle-
dem rozleglosci napigeia, z powodu, iz warunki te nie maja
znaczenia zasadniczego.

Zastosowanie integrafu do wykreslania licznych Kkrzy-
wych calkowych, potrzebnych do ogélnego rozwiazania zaga-
dnienia o belce ciaglej, upraszcza znacznie to zagadnienie.
Wszystkie bieguny obiera si¢ wtedy w rownej odleglosci z le-
wej strony od szeregu punktéw, ktére rzuca sie z nich meto-
da geometryczng, Linie sprezyste wychodza na rysunku od-
wrocone*.

i) Teorya sklepien.

40. Teorya graficzna sklepien opiera si¢ na wykresla-
niu tak zwanej krzywej ci$nien; linia ta pozwala wyprébo-
wac sklepienie pod wzgledem rownowagi. Zazwyczaj wyzna-
cza sig wymiary sklepienia podlug prawidel, wyprowadzonych
z prakiyki, oraz danych, odnoszacych sie do danego przypad-
ku, i nastepnie bada si¢ przy pomocy linii ci$nien, czy skle-
pienie takie czyni zadosy¢ warunkom rownowagi.

Przypusémy, ze TQPNAM (fig. 83) przedstawia przekréj
poprzeczny polowy sklepienia wraz z jego obciaZeniem. Dla
uproszezenia zadania zakladamy, ze zaréwno samo sklep’eniz
jak i jego obciazenie skladajuy si¢ z masy jednorodnej.

Gdybysmy faktycznie usuneli polowe sklepienia, to trze-
baby w jej miejscu przylozy¢ sile R, Kktora, dziatajac prosto-
padle do powierzchni rozdzialu poléw, utrzymywalaby réwno-
wage. Sila ta, skombirowana z kolejnemi cigzarami elemen-
tarnemi sklepienia, daje linig¢ ci$nien, ktérej znaczenia mecha-
nicznego rozwaza¢ tu nie potrzebujemy.
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Linie cis$nien otrzymuje si¢ zazwyczaj, jak nastepuje:
Na linii pionowej odmierzamy ciezar calkowity polowy

Ig. 83.

sklepienia HI', a na linii poziomej, przechodzacej przez 7,
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wartos¢ parcia poziomego H(/. Natenczas, uwazajac 0 za
biegun, wykreslamy wielobok sznurowy, okalajacy krzywa HygC.
Bokami tego wieloboku sa wypadkowe parcia poziomego
i cigzaru czeSci sklepienia, znajdujacej sie po stronie prawej.
Tak np. bok, przechodzgcy przez g, jest wypadkows parcia
poziomego R i cigzaru czesci PNAQ; jego wielkoscia jest O'1

Sklepienie znajduje sie w réwnowadze, jezeli:

linia cisnien nie wystepuje z wewnetrznej trzeciej czesci
wysokos$ci kamieni (voussoirs, Gewdolbesteine);

linia cisnien spotyka fugi pod katem, nie wiekszym od
kata, uwarunkowanego spolczynnikiem tarcia;

sily dzialajace mna fugi nie sa zbyt wielkie w stosunku
do wytrzymalosci materyalu, z ktoérego zbudowane jest skle-
pienie.

Pierwszy warunek wymaga wiec, aby linia ci$nien za-
wierala si¢ migdzy dwiema krzywemi HK i FD, ktére dzielg
wysokos$¢ radyalng sklepienia na ‘rzy czesci réwne. Jest to
nastepstwem prawidla praktycznego, ktore daje sie sformulo-
wadé, jak nastepuje: zaden punkt fugi nie powinien
ulegad¢ ciagnieniu (effort de tension, Zugspannung).

Figury =z, y, 2, 2 (fig. 83) wyjasniaja te stosunki. Jezeli
sila V dziala w $rodku ciezkosei plaszczyzny fugi LL' (fig. z), to
plaszezyzna ta przesuwac sig bedzie rownolegle do siebie sa-
mej i przybierze polozenie, oznaczone linia kropkowana.

Jezeli, przeciwnie, punkt przylozenia sily 17 lezy nieco
powyzej srodka cigzkosci powierzchni LL (fig. %), to po-
wierzchnia ta obréci si¢ dokola osi obojetnej (axe neutre, Neu-
tralaxe), ktora teraz przyblizyla sie z nieskonczonosci, gdzie
znajdowala sig w przypadku poprzednim, i przybierze poloze-
nie, oznaczone linia kropkowana. Cisnienie na jednostke po-
wierzchni jest w tym razie wigksze przy L niz przy L'.

Jezeli punkt przylozenia sily V przesuwaé bedziemy do
gory, to w jednej okreslonej chwili o$ obojetna przypadnie
na sama fuge, i cisnienie na jednostke powierzchni w L' sta-
nie si¢ zerem (fig. 2).

Przy dalszem przesuwaniu do gory punktu przylozenia
sity V, jak to widzimy na fig. ¢/, ujawniaja si¢ juz ciagnienia,
ktéore wywolalyby otworzenie si¢ fugi w punkcie L.
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W przypadku 2 mamy wiec polozenie graniczne punktu
przylozenia sily V. To poloZenie graniczne miesci sie w trze-
ciej czesei wysokosci fugi, liczac od powierzchni sklepienia
zewnetrznej. W podobny sposoéb znajdujemy granice dolna.

Po tych oddzielnych uwagach ogélnych mozemy przejsé
do zastosowania krzywej calkowej. Linia cisnien jest dru-
ga krzywa calkowa krzywej danej PQ, jesli przyja¢ NM
za 0§ odcigtych, a parcie poziome za jednostke konstruk-
cyjna.

Wyznaczenie jej wymaga wiec przedewszystkiem znajo-
mosci krzywej calkowej powierzchni MNPQ. Zaréwno punkt
przylozenia parcia poziomego, polozony pomiedzy H i 7, jak
i wielkos$¢ tego parcia sa nam nieznane. Zalézmy, ze punkt
przylozenia schodzi si¢ z punktem H, t. j. gornym punktem
granicznym w Kluczu i obierzmy dowolna jednostke kon-
strukcyjna, ktora jednak ma przedstawia¢ zarazem wielkosc
parcia poziomego.

Pierwsza krzywa calkowa jest wtedy H/. jej element
poczatkowy jest rownolegly do prostej GP, a jej ostatnia
rzedna /S, pomnozona przez OH, daje powierzchni¢ MNPQ.

Powierzchnia HZSH przedstawia moment statyczny po-
wierzchni MNP wzgledem osi T'M.

Teraz, wychodzac z osi SH, wykreslamy druga krzywa
calkowa HII. Krzywa ta przedstawia szukang lini¢ cisnien
Atoli, jak latwo zauwazy¢ na figurze, krzywa ta bynajmniej
nie czyni zadosy¢ postawionym warunkom, nie jest bowiem
polozona pomiedzy krzywemi /2 i HK; a zatem, parcie po-
ziome obrane zostalo niewlasciwie.

Jezeli powiekszy¢ odpowiednio jednostke konstrukeyjna
OH, czyniac ja np. rowng O'H, to druga krzywa calkowa be-
dzie czynila zadosy¢ postawionym warunkom; ¢S, pomnozo-
ne przez O'H, daje moment statyczny powierzchni MNZPQ
wzgledem osi MT.

Pierwsza konstrukcya, dokonana przy pomocy jednostki
konstrukeyjnej OH, dala na ten moment statyczny S77. OH
Tym sposobem mamy rownosc:

gS.0OH=IS.0H,
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a wige:
Popicm ohas

g8

Zwigzek ten pozwala nam rozwiaza¢ zadanie naste-
pujace:

Dla przekroju poprzecznego MNP() sklepienia wykreslo-
na zostala druga krzywa calkowa HII przy pewnej jednostce
dlugosci OH. Wyznaczy¢ jednostke dlugosci OH w taki spo-
sob, zeby druga krzywa calkowa. przeszla przez punkt g.

O'H=

W tym celu na pionie, przechodzacym przez H, odmie-
rzamy, poczawszy od H, pierwszg dlugos¢ H; = Sg i druga
dlugos¢ HII'= S77. Punkt przecigcia si¢ O prostej I1'0,
rownoleglej do 1O, z pozioma, przechodzaca przez /7, daje za-
dang jednostke dilugosci O'77. Istotnie mamy:

HEH: tH =210 O
czyli
178:98S = O'H: OH,
skad wynika :

€0 'b.:d id

Punkt g musi leze¢ pomigdzy granicami a i . Konstrukeye,
ktora przed chwila wykonaliSmy dla punktu g, powtarzamy
teraz dla obu punktéw granicznych e i b i otrzymujemy
na poziomej, przechodzacej przez punkt 77, dwa punkty 4
i B. Jezeli wzia¢ za jednostke dlugosci odcinek HA, to dru-
ga krzywa calkowa przejdzie przez punkt a; podobniez, jezeli
wzia¢ odcinek HB, to krzywa ta przejdzie przez punkt b.

A zatem, parcie poziome nie powinno by¢ mniejsze od
FBH animniejsze od AH, poniewaz w przeciwnym razie linia ci-
snien wystapilaby z wewnetrznej trzeciej czesci fugi koncowej.
Atoili linia cisnien moze - pomimo, Ze parcie poziome zawiera sig
pomiedzy AH i BH—wystapi¢ w przebiegu swym poza linie ZK
i KD, co, rzecz prosta, zdarzy¢ sie¢ nie powinno. Azeby zba-
dac¢ lini¢ ci$nien w tym kierunku, obieramy pomiedzy piona-
mi MT i NP szereg innych pionéw i powtarzamy dla nich
konstrukeye, ktora wykonalismy dla MT. W ten sposob otrzy-
mujemy pewna liczbg par punktéow 4 i B takich, ze kazdy

http://rcin.org.pl



[339] Rozpziar V. § 40. 135

punkt ¢/, polozony miedzy 4 i B, daje lini¢ cisnien, nie wy-
stepujaca poza obreb trzeciej czesci, ograniczonej liniami
HK i FD.

W wywodzie powyzszym za punkt przylozenia parcia
poziomego obraliSmy punkt H. Réwnie dobrze moznaby obrac
dowolny punkt 2 pomiedzy H i F, albowiem, jak nie mozna
podaé¢ wielkosci parcia poziomego, tak samo i jego punkt
przylozenia jest nieokreslony. Zazwyczajwykreslamy linig ciSnien
dla punktu H, znajdujacego si¢ w gornej cisnien trzeciej, ja-
ko dla punktu przylozenia parcia poziomego i taka linia ci-
$nien zbliza sig wtedy do powierzchni granicznej zewnetrznej
w tak zwanym przekroju niebezpiecznym (gefihrlicher Quer-
schnitt),

Krzywa ta niekoniecznie musi by¢ linia cisnien praw-
dziwa; jest ona tylko najniekorzystniejsza z tych
wszystkich, ktére sa dopuszczalne.

Sklepienie jest w réwnowadze, skoro mozna znalesc
punkty graniczne 4 i B. Niezawsze jest to mozliwe. W pe-
wnych przypadkach A4 schodzi sie¢ z B, albo nawet przypada
po drugiej stronie od B; natenczas niepodobna jest wyznaczyd
drugiej krzywej calkowej, ktoraby czynila zadosy¢ pierwsze-
mu warunkowi.

Fig. 84 pokazuje zastosowanie rozpatrzonej metody do
przypadku szczegolnego. Dane jest sklepienie QPP'Q i jego
obciazenie A/N/F'Q). Chodzi o wyprébowanie tego sklepienia
pod wzgledem jego réwnowagi.

Dla mozliwosci wykreslenia graficznego trzeba przypu-
§ci¢, ze zar6wno masa obciazenia, jak i masa samego skle-
pienia sa jednorodne. Zazwyczaj cigzar wlasciwy materyalu
sklepienia jest wiekszy, anizeli cigzar wlasciwy materyalu ob-
ciazenia, tak, iz chcac uczyni¢ zadosy¢ temu warunkowi, na-
lezy powigkszy¢ odpowiednio powierzchnig QPP'A/'. Osiaga-
my to, redukujac rzedne powierzchni QPP'M' w stosunku cie-
zaréow wlasciwych. W ten sposéb otrzymujemy nowsg krzy-
wa pg, poczem mozemy rozpatrywac¢ powierzchnie MNpq, ja-
ko jednorodng.

Zacznijmy od wykreslenia pierwszej krzywej calkowe;j.
Niech MN bedzie osig odcietych, a NL jednostka konstruk-
cyjna. Obierzmy za puunkt wyjscia punkt K taki, ze KPP
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=1/, P'P'. Element poczatkowy krzywej jest wtedy réwnole-
gly do Lp, a jej punkt konicowy przypada w Z

‘$8 S

T '72::
S
Q
L

LS

Dla wyznaczenia drugiej krzywej calkowej obieramy za
punkt poczatkowy ten sam punkt K, azeby zas$ jej element
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poczatkowy zajal polozenie poziome, przesuwamy os odcig-
tych z NL do KO; KO = NL jest wtedy jednostka konstruk-
cyjna.

Druga krzywa calkowa konczy sie w takim razie w 77,
Rzedna 17/, pommnozona przez KO, daje powierzchni¢ 1KI,
ktora przedstawia moment statyczny powierzchni MNpg wzgle-
dem osi MR.

Ta druga krzywa calkowa KII jest wiec linia ciSnien,
odpowiadajaca parciu poziomemu, réwnemu OK.

Z figury widac¢, ze to parcie poziome nie jest dobrze
wybrane, albowiem linia cisnien nie zawiera sie pomiedzy lu-
Bami. K1 1 K'T'.

Cheac znales¢ granice, w Kktérych porusza¢ si¢g moze
wartos¢ parcia poziomego, uzywamy metody, przedstawionej
na fig. 83. Zredukujmy przedewszystkiem diugos¢ OK w sto-
sunku 177 : 1a. W tym celu przenosimy np. a do o, laczymy
a z O i prowadzimy przez II' prosta II'4, rownolegla do a'0.
Tak otrzymujemy pierwsza granice A; parcie poziome nie
moze by¢ wieksze od KA, albowiem w przeciwnym razie linia
cisnienn przetnie linie ab powyzej a.

W taki sam sposob przez zredukowanie dlugosci OK
w stosunku 177:10b wyznaczamy dolna granice¢ 5 taka, ze je-
zeli parcie poziome jest mniejsze od KZB, to linia cisnien spo-
tyka prosta ab ponizej b.

Podobniez wykreslamy odpowiednie polozenia graniczne
dla szeregu innych pionéw 277, 3H,, 411,...

Tak np. dla przekroju poprzecznego 277, linia cisnien
nie powinna spotka¢ linii pionowej 211, ani powyzej punktu ¢,
ani tez ponizej punktu d. Temu punktowi odpowiadaja na
KO dwa punkty graniczne C i D. Dalsze przekroje poprze-
czne daja szereg nowych wartosci granicznych na wielkos¢
parcia poziomego. Parcie to nie powinno by¢ wigk-
sze od

KA, KC, Kb leG,

ale tez i nie mniejsze od
KB KD KE K

Z pomiedzy wszystkich tych polozen granicznych wy-
bieramy dwa najbardziej zblizone; oczywiscie, jedno z nich
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musi przedstawia¢ maksymum, drugie -— minimum. W da-
nym przypadku punkty £ i B daja nam te granice ostateczne.
Zamiast obiera¢ punkt K za punkt wyjscia, mozna za
punkt taki wzia¢ punkt dowolny, polozony pomiedzy K i K
dostarczy on nam dwdch punktéw granicznych £ i O.

Na fig. 84 przeprowadzono te konstrukcye graficzng je-
szcze dla punktu K i dla punktu S, znajdujacego si¢ posrodku
linii PP'Y).

Jezeli punkt przylozenia parcia poziomego przypada
w K', te parcie to nie moze by¢ wigksze od K'A4', ani tez
mniejsze od K'5'.

Przeciwnie, jezeli punkt przylozenia parcia przypada
w srodku .5, to parcie poziome nie moze by¢ wieksze od SC',
ani tez mniejsze od S5

Laczac krzywemi punkty B, B, B”, podobnie jak i £, 4"
otrzymujemy powierzchni¢ Kkropkowana BEA"B", na ktorej
leze¢ musza konce rozmaitych par¢ poziomych.

Jezeli nie mozna wykresli¢ powierzchni BEA"B", to be-
dzie rowniez niepodobienstwem wykreslenie linii cisnien, kté-
raby czynila zadosy¢ warunkom 2).

Przypadek ten zachodzi wtedy, gdy granice minimalne
wigksze sa od maksymalnych.

k) Zadania z budownictwa okretowego.

41. Pan J. Pollard, prof. w ,,Ecole d’application
du génie maritime“ zwrocil uwage moja na te okolicznosdé,
ze inzynierowie marynarki juz oddawna posluguja sie meto-
dami rachunkowemi, w Kktorych krzywa calkowa odgrywa
wazng role. Juz przed 50-ciu zgéra laty inzynier Rossin

') Nie potrzeba zmienia¢ polozenia punktéow a’, 0', ¢/, d’ przy ka-
zdej mnowej konstrukeyi; wystarcza przesuna¢ punkty 17,0 II) I’
o te sama wielkos¢, co i punkt przylozenia K. Tak np.dla punktu K’
przesunieto punkt I/’ do (1), tak iz /I' (II)=KK'. Chcac w tym przypad=
ku znale$¢ pukt graniczny B”, laczymy b’ z O" i przez punkt (/1) prowa-
dzimy rownolegla do 6’O". Punkt przeciecia sie tej ostatniej z K'O” daje
zadany punkt B’.

2) P. Durand-Claye otrzymal te powierzchnie v 1867 na innej
calkiem drodze. Por. ,Aunales des Ponts et Chaussées*. 1867
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(zmarty w r. 1856) podat byl w wykladach swych, mianych
w pomienionej szkole, kompletna teorye zastosowan krzywej
calkowej do obliczania okretow.

Przy badaniu geometrycznych kadlubéw okretowych
(carenes de navires, Schiffskiele) czesto wypada rozpatrywad
pole szeregu powierzchui takich, jak

A z
OMM (tig. 85), ograniczonych osia 0Z, * . 1C
krzywa OM'C i rzedna MM'. Wyniki //
obliczen zestawia sig w postaci tablic, %

krzywych i skal, z ktorych odrazu od-
czyta¢ mozna pole, odpowiadajace danej :
rzednej. Rachunki te uskutecznia sig zwy- M| M
kle przy pomocy kwadratury trapezow y
(w Anglii —przy pomocy kwadratury pa-
rabol).

Krzywa calkowa 1 otrzymuje sig Fig. 85.
wtedy przez polaczenie punktow, otrzy-
manych droga rachunku. Druga krzywa calkowa I' po-
zwala wyznaczyC rzedne srodkow cigzkosci.

Celem wyznaczenia objetosci postepujemy w sposéb ana-
logiczny, biorac za rzedne MM’ krzywej poczatkowej OM'C
- diugosci proporeyonalne do pol przekrojéw poprzecznych ba-
danego ciala. Tym sposobem badanie objetosci (bryl) i ich
momentow sprowadza si¢ do badania powierzchni.

o)

Fig. 86. Fig. 87.

Figury 86 i 87 przedstawiaja sposéb uzycia krzywej cal-
kowej do otrzymania planu okretu. Fig. 86 przedstawia za-
rys okretu, otrzymany przez rzucenie szeregu przekro-
jow poprzecznych réwnoleglych na jedng z plaszezyzn
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przekrojowych. Poniewaz okret jest symetryczny wzgledem
swej plaszezyzny srodkowej podluznej, przeto wystarcza.
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przedstawi¢ polowe calosci; wykreslamy wigc z prawej stro-
ny OZ przekroje poprzeczne, polozone przed przekrojem

http://rcin.org.pl



141

§ 41.

RozpziAL V.

[
Fonrms |
LA \ _:_, r///
7t AL S
. \Q \ N_M \ N
\ I A N
7o [0 R
/| y G g (131, N
il EA P T T S N i
ALl R B RN D B S I B
il / I REBRWER N N
4 / FiBBEN RS £ m
A P EEEIEEER \ 1// NS b
v ) | L
A A 7 \\ _ m_ 1 _/ N : Pt X _»|u AR W
NN ¥ Bl i 5 P T N M |
A -t A1 AL [k o e ) o e .y et et [ O N I e N AR R
7 P 7z 74 / 7 B B N N AN <
7 S £ 0 7 O 1 0 o S 8
A SR T AR M HE ) K 1750 o [ s PR e
ez ra TR il A B R TR 25 s T T S e N B B S
.L\n... o o g SRR T |.\._.||.||\A\|..l ‘.uwl._l.._ﬂunnnl. .......... nr.,.\n“n*.\‘uﬂr:.‘ﬂx....... I|.-ln”/u| ||Vv|a|r.|l'

[845]
czne, polozone poza tym przekrojem gléwnym: na prawo

$rodkowym eczyli gléwnym, a z lewej strony przekroje poprze-

mamy rzut¥przedniej czesci okretu, na lewo rzut jego czgsci
http://rcin.org.pl
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Tym sposobem brylg, ktéra tworzy kadlub okretu i kté-
ra mamy poddac¢ rachunkowi, badamy na ukladzie przekro-

i
'

crrwre j avant
URSENE_ i & . l

‘0123458 : 20 7
:m‘&eu 19 20 C

e,
Fig. 90. Fig. 91.

jow poprzecznych réwnoleglych, ktére bierzemy zwykle
w odstepach réwnych i w liczbie 20.

Przekroje poziome w liczbie od 10 do 12, zaleznie od przy-
padku, przedstawiamy za pomoca sladow na plaszezyznie zary-
su (fig. 87).
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Na figurach 88 i 89 mamy rzeczywisty plan taki, $cia-
gajacy sig¢ do wielkiego pancernika.

Jezeli przypusci¢, ze kadlub przeciety jest plaszezyzna
FL, prostopadla do plaszczyzny zarysu, a natomiast pochy-
long dowolnie wzgledem plaszczyzny srodkowej 0Z, to z fig.
87 mozna wyznaczy¢ latwo pola powierzchni, powycinanych
w poszezegolnych przekrojach, i otrzyma¢ tym sposobem
spolrzedne Kkrzywej, zwanej Kkrzywa po6l przekrojow
poprzecznych (fig. 90), ktérej powierzchnia sluzy znow
do mierzenia objetosci i ktorej sSrodek cigzkosci lezy w jej
duej plaszczyznie poprzecznej ze $rodkiem ciezkosci calego
kadluba.

Wykonawszy te czynnos¢ dla szeregu plaszezyzn FL,
otrzymamy elementy, potrzebne do wyznaczenia krzywej

objetosci OV. Krzywa objetosci OV odniesiona jest do osi
0U (tig. 91). Jej krzywa calkowa OV' pozwala wyznaczyé
bez trudno$ci te z pomigdzy plaszezyzn réwnoleglych, ktéra
przechodzi przez s$rodek cigzkosci objetosei kadluba, ograni-
czonej ta plaszczyznag.

W pierwotnej metodzie Rossina wykresla si¢ krzywe
calkowe linii wody (lignes d’eau, Wasserlinien) czyli przekro-
jow poziomych kadiuba. Niech np. LL' (fig. 92) bedzie $la-
dem plaszezyzny ktorej$ z linij wody na przekroju poprzecz-
nym glownym, a A4'B'C'B"A" sama liniag wody.

Rzedne krzywej AB, daja odpowiednie pola linii wody.
Tak np. BB, mierzy pole powicrzchni kreskowanej A'B'B'A".

Jezeli procz tego w punkcie przecigcia sig¢ kazdej linii
wody ze $ladem FF' plaszezyny FL zmierzy¢ odpowiednie
pole samej linii wody, to otrzymuje si¢ elementy, potrzebne
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do wykreslenia krzywej pomocniczej, zwanej krzywa pédl

ST

76

linii wody (courbe des aires des lignes d’eau, Fliichenkurve
der Wasserlinien), ktérej powierzchnia mierzy objetos¢ uwaza-
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nego kadluba i ktérej srodek ciezkosdci lezy w tej samej pla-
’szozyzme poziomej, co i srodek ciezkosei kadluba.

Krzywych calkowych uzywa si¢ takze do rozwigzywa-
nia nastgpujacego zadania, ktére zdarza si¢ czesto w budo-
wnictwie okretowem.

Wykreé§li¢ obwéd powierzchni, ktdrej pole
jest dane, ktorej rzedna maksymalna jest znana
1 ktorej drodek ciezkosci okreslony jest przez
swe odleglosci od punktéow Konicow ych.

Przez punkt G’ (fig. 93), bedacy rzutem srodka cigzkosei
szukanej powierzchni na 4B, prowadzimy proste G'B,, a na-
stepnie wykreslamy krzywa Al 5,, Ktora czyni zadosy¢ wa-
runkom:

1) za styeznay w punkcie 4 ma o$ AB;

2) na rzednej SS', ktorej o$ odcigtych A4S jest znana,
wykazuje maksymum albo minimum;

3) w punkcie B, ma za styczna prosta G'B, oraz krzy-
wizne zero.

Z krzywej tej wyprowadzamy nastgpnie Krzywa roznicz-
kowa AI B;: ta ostatnia posiada w 7, punkt przegigcia, a w 5,
styczna, rovmol(mlfg do AZB.

Jezeli wiec .S przedstawia powierzchni¢ dang, a BB1
rzedng maksymalna, to wykreslamy dalej Krzywa roézniczko-
wa krzywej Al 7, obierajac za podstawe dlugosc¢ ?%1 Na-
tenczas mamy :

y=K Z’Q oS e IU ydz — BB, .

Krzywa ta czyni zadosy¢ warunkom zadania i jest prze-
to jednem z nieskonczenie wielu jego rozwigzan.

Oto inny przyklad. Chcac wyprébowaé¢ wytrzymalosé
wigzan, skladajacych kadlub okretu, nalezy zbada¢ oddzialy-
wania, na ktére wystawione sa polaczenia takie w warunkach
analogicznych.

Wezmy np. kadlub okretu plynacego po spokojnej wo-
dzie; podzielmy go w kierunku dlugosci na szereg warstw
i okre§lmy z jednej strony ped do gory, ktéry mu nadaje wo-
da, a z drugiej strony obciazenie i cigzar samego kadluba;
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p niech oznacza Kkrzywa pedu do gory, = krzywa obcia.
zenia.

Dwie te krzywe maja powierzchnie jednakowa, ponie-
waz okret plynie, a przeto znajduje sie w rownowadze. A za-
tem :

B B
‘[u/r: rdax.
y/ y/
Wykresliwszy krzywa I (fig. 94), ktorej rzedne wynoszg
C=gx — [) 5
otrzymamy dla kazdej warstwy warto$¢ obciazenia rze-
czywistego; calkowita powierzchnia tej krzywej rowna sig ze-
ru, albowiem:
B B B B
cdx — ’ r—p)dr = ‘ mdr= T pds=0.
4 4 Y y

Pierwsza krzywa calkowa II daje dla kazdej warstwy

sity strzygace, dzialajace na wigzania.

Fig. 95.

Druga krzywa calkowa III daje momenty zgiecia. Wy-
znaczywszy nadto momenty bezwladnosci poszczegdlnych
warstw, otrzymamy w prosty sposob przekroje niebezpieczne
oraz wielkos¢ doznawanych przez nie oddzialywan.
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Wezmy jeszeze inny przyklad: Przy badaniu stalosei
(stabilité, Stabilitit) okretéw, przedstawia sie wyniki w posta-
ci dwoch krzywych.

Pierwsza z nich, zwana krzywa staloscistatycz-
nejma za odcigte katy O, oktore okret pochyla sig w kierunku
poprzecznym, a za rzedne — odpowiednie pary sitl €. Zakla-
damy przytem, ze objetos¢ zanurzona pozostaje niezmienna.

Druga, zwana krzywa stalosci dynamicznej
ma za odciete katy O, o ktore okregt pochyla si¢ w kierun-
ku poprzecznym, a za rzedne prace 7', pary sit stalosci (cou-
ple de stabilité, Stabilititskriftepaar), poczawszy od pochyle-
nia O az do pochylenia O:

0
T:j(*de.

0

Jest to wiec pierwsza krzywa calkowa krzywych stalo-
8ci statyeznej. Na fig. 95 przedstawione sa obie te krzywe
W metodzie dzisiejszej krzywe te wyznacza si¢ przy pomocy
pewnej liczby punktow, ktéoryech rzedne oblicza si¢ osobno.

A zatem i w tym przypadku uzycie integrafu przyspieszy

uprosci operacye oraz powiekszy liczbe jej zastosowan.

1) Badanie ukltadéw ruchomych.

42. Krzywa przysSpieszen, predkosci i drég przebytych.
Ruch punktu materyalnego jest okreslony, jezeli znamy zwia-
zek pomigdzy czasem i droga e, Rownanie

E==if{(1) 1)

wystarcza do zdefiniowania stanu dynamicznego punktu ma-
teryalnego. Albowiem predkos¢ i przyspieszenie wyrazaja sig
réwnaniami:

de ;
dze 5
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Z rownania 3) otrzymujemy nadto na wielkos$¢ sity dzia-

lajacej:
P= M= M% [t

Jezeli ruch zaobserwowany daje nam krzywa, przedsta-
wiona przez réwnanie 1), to z krzywej tej mozna przez réznicz-
kowanie graficzne wyprowadzi¢ krzywe, przedstawiajace row-
nania 2) i 3), t. j. krzywa predkosci i krzywa przyspieszen.

W tym przypadku integraf shuzy¢ moze tylko do tego,
zeby sprawdzi¢ wstecz krzywe narysowane, co zawsze bedzie
rzecza bardzo pozyteczna, poniewaz rozniczkowanie graficzne
tylko w pewnych przypadkach daje wyniki dokladne, a cze-
stokro¢ pociaga za soba dos$¢ znaczne bledy.

Fig. 96.

Zadanie przedstawia sie inaczej, gdy dana jest krzywa
przyspieszen. Przy pomocy integrafu mozna wowczas wy-
kresli¢ natychmiast krzywa predkosci i krzywa drog prze-
bytych.

Jezeli rownaniem krzywej danej jest

P = Mw— ® r/f).
to pierwsza krzywa calkowa przedstawia rownanie:
b — ' o (B dt 4 74,

.



[353] Rozpziar 1I. § 10. 149

a druga :
e= [ |reat = f“’dt"r”“

Na fig. 96 przedstawione jest takic dzialanie.

43. Zastosowanie integrafu do Balistyki. Jednem z naj-
glowniejszych zadan Balistyki jest badanie ruchu pocisku
w lufie dzialowej.

Metoda doswiadezen najbardziej rozpowszechniona ]est
ta, ktora polega na otrzymywaniu droég, przebieganych przez
pocisk i na wyprowadzaniu stad jego predkosci i jego przy-
§pieszenia, ktore ze swej strony pozwalaja nam wnosi¢ o Kka-
zdochwilowem cisnieniu gazow.

Mozna takze poddad badaniu odskok armaty po wystrza-
le, ale w takim razie okreslamy znowu droge przebyta
w funkeyi czasu, a to nas doprowadza do tego samego zada-
nia matematycznego, co i w metodzie doswiadczalnej poprze-
dniej.

Gdyby mozna bylo znale$¢ réwnanie krzywej drogi, to
byloby rzecza latwa wyznaczy¢ przez dwukrotne rézniczko-
wanie predkos¢ i przyspieszenie.

Atoli w praktyce rownanie tej krzywej nie daje sig
otrzymac: i mozna tylko 7z szeregu doswiadezen wyznaczyc
szereg jej punktow, ktore laczy sie nastepnie krzywa. 7 tak
otrzymanej krzywej wyprowadzamy przy pomocy rézniczkowa-
nia graficznego krzywa predko$ci oraz Krzyws przyspieszen.
Przy tem rézniczkowaniu rozkladamy krzywa drogi na szereg
przedzialow i przyjmujemy Kierunek siecznej za kierunek sre-
dniej styeznej. Tak samo postepujemy przy wyprowadzaniu
krzywej przyspieszen z krzywej predkosci.

Przy dziataniu tem musimy kazdorazowo zmieniac skale;
drogi przebyte wynosza, jak w przypadku szczegolnym, ktory
zamierzamy rozpatrzec¢, okolo decymetra, gdy tymczasem
predkosci dosiegaja juz kilkuset metrow.

Jest rzecza oczywista, Ze przez te dwa rézniczkowania
kolejne wprowadzamy caly szereg niedoktadno$ci i ze byto-
by rzeczg bardzo pozadana znale$¢ jaki$ $rodek na ich skon:
trolowanie; integraf pozwala nam dokonac¢ takiego sprawdze:
nia w sposéb niezmiernie prosty.

23
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Przyklad, ktéry podajemy tu podlug oryginalnych ry-
sunkow, przedstawiajacych wyniki doswiadczen (fig. 97), doty-
czy nie ruchu pocisku w lufie dziala, lecz nowych badan
nad przedziurawianiem plyt pancernych, badan, przedsie-
branych w celu otrzymania wskazowek co do ich wytrzy-

malosei (odpornosci).
Cheace wyrobi¢ sobie pojecie o trudnosciach, polaczonych

tego rodzaju badaniami, wystarcza wzig¢ pod uwage fakt,

_:

vitesses
—

espaces

(K: R TR e

| temps
I"*" 0 comsec-=

Fig. 97.
armatniej trwa Kkilka setnych

ze gdy ruch pocisku w lufie
sekundy, to przedziurawienie plyty pancernej wymaga zale-

dwie kilku dziesigciotysiacznych sekundy.

Przebieg tego ruchu badamy na ciele ruchomem, ktore
znajduje si¢ wewnatrz pocisku i ktorego ruch wzgledny w sto-
sunku do pocisku jest taki sam, jak ruch pocisku w stosunku
do fikcyjnego ciala ruchomego, Kktére po uderzeniu kontynuo-
waloby ruch swoj z ta sama predkoscia.

Wzdluz preta mozZe poruszacé sig suwak, za ktéorym utwier
dzony jest kamerton o okresie drgania znanym. Kamerton

http://rcin.org.pl
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ten zaopatrzony jest w delikatne ostrze, ktore dotyka zlekka
preta, powleczonego sadzami: klin, wsadzony miedzy galezie
kamertonu, utrzymuje je w stanie napiecia.

Suwak umieszczony jest w tylnej czesei pocisku; utrzy-
muje go w miejscu sztvfcik, ktory odlamuje sie w chwili ude-
rzenia, tak iz suwak porusza si¢ w dalszym ciagu naprzod
z predkoscia, ktory posiadal pocisk przed uderzeniem. Uwol-
niony kamerton zaczyna drgac¢, a jego ostrze kresli na pre-
cie linie falowa, ktérej punkty przeciecia z linia Srodkowa
wyznaczaja czasy rowne 0O, odpowiadajace pojedynezemu
drganiu kamertonu (fig. 98).

A zatem dla kazdego polozenia suwaka otrzymujemy od-
powiednia chwile.

Poczatek ruchu jest niewiadomy, albowiem kamer-
ton mogt zaczad drgaé¢ dopiero wtedy, gdy suwak prze-

Fig. 98.

biegl przestrzen, adwna dlugosci klina, rozdzielajacego galgzie
; Przy wykreslaniu krzywej predkosci otrzymamy dla
t = 0 pewna wartos¢ skonczona. Mozemy wowcezas wyzna-
ezy(¢ poczatek ruchu, przedluzajac krzywa predkosei w, Kie-
runku styeznej az do osi (por. fig. 97).

Krzywa przyspieszen daje w Kkazdej chwili site, z ktora
reaguje na pocisk plyta, i przez to dostarcza nam potrzeb-
nych wskazowek, dotyczacych wytrzymalosci tej ostatniej.

Cheae wyrobi¢ sobic jeszeze lepsze pojecie o procesie
przedziurawiania, nalezy reakecye plyty przedstawi¢ nie jako
funkeye czasu, leez jako funkcye przenikania. Osiagamy to,
jezeli od rzednych krzywej drogi odejmiemy drogi, Kktore
przebiegt faktycznie pocisk od chwili uderzenia.

: Tatwo to uczyni¢, znajyc predkos¢ V, w chwili uderze-
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nia. Oznaczajac przez p wielkos¢ przeniknigcia, mamy :
p=V,t+e.
Istotnie, jezeli V' przedstawia predko$¢ pocisku w chwi-

li ¢, to
t

e fwdf.
0

Predkos¢ z suwaka wynosi:

t.
v = ‘ wdt.
0
A wige:
=1 — 9
stad :
t t l‘
p= | Vit=| Vot — [ v,
0 0 0
p= Vit —e

Czas liezy si¢ od chwili uderzenia.

Na fig. 97 e, v, w przedstawiaja krzywe, dane przez do-
$§wiadezenie oraz przez rozniczkowanie graficzne, gdy tym-
czasem krzywe ¢, o, w' wykreslone zostaly za pomoca inte-
grafu. Widzimy, ze Kkrzywa predkosci jest dos¢ dokladna-
lecz ze krzywa przyspieszen trzeba bylo znacznie zmodyfi-
kowa¢, aby zcalkowanie jej dalo Krzywa niezbyt odmienng
od krzywej predkosci.

m) Niektore zastosowania elektryczne,

44. Prad indukowany i prad indukujacy. Prad, indu-
kowany w przewodniku zamknietym, jest proporcyonalny do
pochodnej pradu indukujacego wzgledem czasu. Jezeli wiec
przebieg pradu indukowanego przedstawi¢ pod postacia krzy-
wej, to jej krzywa calkowa przedstawia przebieg pradu indu-
kujacego.

Tak. np. jezeli 7' (fig. 99) przedstawia prad indukowany,
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Rozpziar V. § 45. 1

to calkowa ! krzywej /' przedstawia przebieg pradu gléwnego,
potrzebnego do wytworzenia pradu wtérnego, przedstawione-
go przez Krzywa [l

Fig. 99.

45. Krzywa kulombdéw. Jezeli wyladowanie bateryi
przedstawimy za pomoca krzywej I’ (fig. 100), odmierzajac

Fig. 100.

czasy jako odciete, a odpowiednie natezenia pradu jako rzed-
ne, i wykreslimy nastepnie jej krzywa calkowg I, to rzgdne
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tej ostatniej dadza nam ilos¢ elektrycznosci, dostarczona przez

baterye od poczatku az do dowolnej chwili wyladowania,
[lo§¢ ta wyrazona jest w kulombach, jezeli czas jest

wyrazony w sekundach, a natezenie pradu w amperach.

46. Krzywa potencyalu na kolektorze maszyn dyna-
moelektrycznych. Prof. Silv. Thompson zastosowal w spo-

Fig. 101.

sob bardzo dowcipny krzywa catkowa do badania rozkladu
potencyalu na kolektorze maszyny dynamoelektrycznej 1).

Jesli szczotkg maszyny dynamoelektrycznej polaczyc
z jednym zaciskiem woltmetru, a drugi jego zacisk —z malym
pocieraczem, ktory mozna oprze¢ w dowolnem miejscu obwo-
du kolektora, to woltmetr daje odechylenia rozmaite, zaleznie
od polozenia punktu zetkniecia.

Kolo na figurze 101 przedstawia kolektor, znaki - i —
polozenia szczotek. JeZeli w kazdym punkecie obwodu od-
mierzymy na promieniu dlugos¢, proporcyonalna do odchyle-
nia woltmetru, to otrzymamy Kkrzywa taka, jakg widzimy na
figurze. Rozwijajac kolo na prosta i odmierzajac odcinki pro-
mieni wodzacych jako rzedne, otrzymujemy nowa krzywg,

') La Lumiére électrique 29 marca 1884, Nr. 13.
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ktora przedstawia figura dolna. Posta¢ ogélna tej krzywej
daje nam ciekawe wskazowki, dotyezace stanu pola magne-
tycznego maszyny; przy polu magnetycznem jednorodnem
krzywa ta bedzie sinusoida.

Na ogél krzywa ta uzmyslawia prawo, podlug ktorego
wzrasta lub maleje roznica potencyalu z odlegloscia od jednej
ze szczotek. W kazdym punkcie ruchomego pocieracza otrzy-
mujemy sume skutku (effet, Effekt), wytwarzanego pomiedzy
szezotka a punktem zetknigcia pocieracza, t. j. kazda rzedna
tej krzywej rowna sie sumie odpowiednich pradéw induko-
wanych.

Fig. 102.

Krzywa te mozna wige rozpatrywaé jako calkowa krzy-
wej, ktorej rzedne sa proporcyonalne do pradu, indukowane-
2o w kazdej cewce pierscienia przy przejsciu do pewnego
okreslonego polozenia. Aby znale$¢ te krzywa dla danej ma-
szyny, wystarcza, jak to wykazali S. Thompsoun i dr.
Isenbeck, umiesci¢ dwa pocieracze w taki sposob, zeby opie-
raly sie one o sasiednie blaszki kolektora i polaczyc je z bie-
gunem woltmetru, ktory wskaze tedy roéznice potencyalu pry-



156 INTEGRAFY, [360

du, indukowancgo w cewkach, odpowiadajacych tym blasz-
kom, przy przejsciu przez pewne okreslone miejsce. Usku-
teczniwszy to dla wszystkich kolejnyeh par blaszek kolekto-
ra i odmierzajac otrzymane odchylenia jako rzedne, przyczem
za o$ odcigtych sluzy nam wyprostowany obwdd Kolektora,
otrzymujemy Kkrzywa taka, jaka dla przypadku szczegolnego
przedstawia fig. 102 (krzvwa dolna).

Krzywa dany jest tu krazywa, otrzymana przy pomocy
przyrzadu Isenbecka, opisanego przez Lippmanna
w ,Lumiere électrique“. Krzywa calkowa tej krzywej (krzy-
wa gorna) wykreslit S. Thompson przy pomocy integrafu
C. V. Boysa.

W doswiadezeniu tem cewka przyrzadu miala jadro dre-
wniane, a przydatki biegunowe (épanouissement, Polschuh)



)
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byly usuniete. Widzimy, ze Kierunek pradu indukowanego
zmienia sig¢ Kilkakrotnie, co jest, naturalnie, rzecza szkodliwg,
albowiem na szczotkach otrzymujemy tylko sume algebraicz-

Fig. 104,

na pradow indukowanyech. Braki te znalazly swe odbicie i na
krzywej calkowej; maszyna dynanoelektryezna, ktoraby dawala
taka Krzywa, bylaby maszyna, zbudowana wysoce wadliwie.
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Jezeli zamiast jgdra drewnianego wzia¢ jadro zZeiazne
i zaopatrzy¢ magnesy w przydatki biegunowe prawie pélko-
liste, to krzywe natychmiast przybieraja inng posta¢. Na fig.
103 uwidoczniona jest taka zmiana. Prad indukowany nie
zmienia juz kierunku; maksymum Kkrzywej catkowej oddalone
jest od minimum o 180° co wskazuje na to, ze szczotki nale-
zy umiesci¢ w punktach koncowych srednicy kolektora.

Jezeli do wnetrza cewki wprowadzi¢ magnes, ktorego
bieguny zwrocone sa tak samo jak bieguny zewnetrzne, to
krzywa indukeyi, zaréwno jak i jej calkowa, przybiora postac
przedstawiona na fig. 104. Krzywa calkowa zbliza sie co-
raz bardziej do sinusoidy, ktéra odpowiadalaby polu jedno-
rodnemu.

Nietrudno zauwazy¢, ze obie te krzywe moga sluzyc¢ do
wyszukiwania bledow w wadliwie zbudowanych maszynach
dynamoelektrycznveh

Fig. 105.

47. Zmiana liczby linij sitly przecietych. Gdy obwod
porusza sie w polu magnetycznem, to prad indukowany jest
proporeyonalny do pochodnej wzgledem czasu liczby linij
sily, przechodzacych nawskro$§ powierzchni obwodu.

Jesli wiec dla krzywej /', przedstawiajacej natgzenie pra-
du indukowanego w funkecyi czasu, wykresli¢ krzywa calko-
wa, to krzywa ta uzmyslawia zmiane liczby linij sily, ktore
podezas ruchu przechodza nawskros powierzchni obwodu.

Jak widac¢ z fig. 104, prad kazdorazowo staje si¢ row-
nym zeru, gdy liczba linij sily staje sie maksymum lub minimum.
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48. Teorya maszyn o pradach naprzemiennych. Pan
E. E. Hospitalier oglosit w N. 201 czasopisma p. t. Jlec-
tricien® (19 lutego 1887 r.) ciekawy artykul o zastosowaniu
krzywej calkowej do badania maszyn o pradach naprzemien-
nych; podajemy tutaj czes¢ tego artykulu, dotyczaca bezpo-
srednio naszego tematu.

Oznaczmy przez Lg spolczynnik samoindukceyi: sila ele-

Joo
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Fig. 106.

ktromotoryczna w obwodzie S, ktory porusza sie rownomiernie
w polu sily magnetycznej 77, wynosi w Kkazdej chwili:

dJ,
o db
a natezenie pradu:
5B —Lar
R
skad wynika:
oy LsdJ,
Hinax 81D 2 o, e g -+ RJ,
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Przez calkowanie otrzymujemy:

B sin <2ﬂ e ¢> 1)
. [Pel)\?® 1
AN T)
z warunkiem
: 2= L
Tr B

Z rownania (1) widad, ze samoindukcya wywoluje zmniej-
szenie si¢ pradu i pociaga za soba opéznienie, rowne ¢ po-
miedzy maksymum wielkosci £; i maksymum wielkosei 7; .

Sprawnos$¢ P, , wytwarzana przez maszyne, jest wieo
w kazdej chwili:

vENE—
gdy tymczasem sprawnosc, zuzywana w kazdej chwili, row-
nac¢ sie bedzie:

Pij =2

Obliczanie wielkcsd 1,1 Py jest dzialaniem do$¢ skom
plikowanem, jest przeto rzecza Korzystna zwroci¢ sie do me-
tody graficznej. W ukladzie spélrzednych prostokatnych
wykreslmy Kkrzywe FEJ i RJ?, wyprowadzajac je z krzywych
L1 J. Po zcalkowaniu krzywych ZJ i RJ? otrzymamy dwie
krzywe AA i BB figury 106 (krzywe te otrzymano za pomo-
cg integrafu o kolach zgbatych stozkowych). Stad latwo
otrzymac stosunek pomiedzy praca dostarczana, ktéra przed
stawia calka fFEJdt, a praca zuzyta, ktora przedstawia calka
SRJdt. Sama réznica rzednych tych krzywyeh przedstawia
nagromadzona kazdochwilowa energie. Po kazdej fazie krzy
we majg punkt wspolny, mianowicie w chwili, gdy natezenie
pradu rowna si¢ zeru. Zgadza si¢ to zupelnie z zasada za-
chowania energii, albowiem w chwili owej wszystka energia
nagromadzona uwolnila si¢ ponownie.
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Krzywa catkowa i catkowanie graficzne.

Celem rozwazan ponizszych jest: wyprowadzi¢ teorye
krzywej calkowej z jej definicyi analityczno-geometrycznej;
rozwinac¢ jej najglowniejsze wlasnosci: ugruntowac¢ na tej pod-
stawie jej konstrukcye oraz Konstrukcye te roztrzasnac i wre-
szeie wyjasni¢ znaczenie krzywej dla catkowania graficznego.
Na zakonczenie wykazemy jeszcze w krotkosci, ze najbar-
uzywane metody catkowania graficznego sa jedynie zastoso-
waniami krzywej calkowej 1).

1) Teorye krzywej calkowej oraz zastosowan jej w budownictwie
okretowem wylozyl juz wlatach trzydziestych inzynier Rossin w wykla-
dach, mianych w ,¥cole d’application du Génie martime*. Od owego cza"
su poswiecono tej sprawie szereg publikacyj, z ktorych wyliczymy tu
najwazniejsze w porzadku chronologicznym.

Zmurko: ,Wyklad Matematyki¢, Lwow 1864.

Josef Solin: ,Ueber graphische Integration®. Ein Beitrag zur
Arithmographie. Prag 1872. .

Chr. Nehls: ,Ueber graphisch-mechanisches Integriren“. Civilin-
genieur, Roczniki 1874—1875.

C. Culmann: ,Die graphische Statik“. 1 Band, zweite umgearbei-
tete Auflage. Ziirich 1875, Meyer & Zeller, str. 21. Summation und Seil-
polygone.

Chr. Nehls: ,Ueber graphische Integration und ihre Anwendung
auf die graphische Statik“. Leipzig 1877, Baumgiirtners Buchhandlung,
Neue Auflage 1885. :
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A) Krzywa catkowa.

Niech y==f () bedzie réwnaniem krzywej f, odniesionej
do ukladu spoélrz¢dnych prostokatnego.
Jezeli utworzy¢ funkcye

¥ ] ydx 4 C,

interpretujac ja w tym samym ukladzie spoéirzednych, fo
przedstawi ona krzywa F, ktéra zowie sie krzywa catko-
wa krzywej f.

Krzywa dana f zowie si¢ Krzywa rézniczkowa
krzywej F.

Cheac krzywe te otrzymac¢ narysowane oddzielnie, t. j.
nie na tej samej figurze, wyobrazmy sobie, Ze interpretujemy
funkeye

¥ — ‘{/d.z'ﬁ— Cc
w drugim ukladzie spolrzednych prostokatnym XOY, Kkto-
rego os rzednych zlewa sie 7z osia rz¢dnych pierwszego ukla-
du, lecz ktorego os odecietych zajmuje polozenie dowolne
(fig. 107).
Nazwijmy punktami odpowiadajacemi sobie

J. Massau: ,Mémoire sur l'intégration graphique et ses applica-
tious, développement des théses présentées aux concours universitaires
1873—1874. Annales de I’Association des Ingénieurs, sortis des Ecoles
spéciales de Gand.“ Livres I et II. Bruxelles 1878 et livre I1II. Lié¢ge 1884,

Josef Solin: ,Beitrag zur graphischen Integration“. Sitzungs-
berichte der Lohm. Gesellschaft der Wissenschaften®. Miirz 1879.

B. Abakanowicz ,Integrator‘. Warszawa 1880. Wydanie ni-
niejsze str.

Charles Saviotti: ,Beitrag zu den graphischen Integrations-
methoden®. Pierwsza publikacya znajduje sie w ,Giornale del Genio ci-
vile* rocz. XX, Nr. 3, Rzym, marzec 1882, str. 172 — 193, a przedruk
w ,Revue universelle des mines® t. XIII, 2 série 1883, str. 483.

Louis Straszewicz ,La courbe intégrale“ etc. Thése pré-
sentée 4 la Faculté des sciences de 1'Université de Genéve. Imprimerie
Charles Schuchhardt. Genéve 1884.

Paul Terrier: ,L’intégration graphique“. Dodatek do rozdzia-
lu XII ,Lecons de Statique graphique“ par Antonio Favaro, traduit de
Iitalien par P aul Terrier 2-me partie pag. 367. Paris 1885, Gauthier
Villars.
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dwu danyeh krzywych dwa punkty « i 4, polozone na je-
dnej rownoleglej do wspolnej osi rzednych, t. j. majace odcie-
te jednakowe; podobniez nazwijmy rzednemi odpowia-
dajgcemi rzedne, nalezne do punktéow odpowiadajaeych.
Stala calkowania C obra¢ mozna dowolnie; tym sposo-
bem danej krzywej / odpowiada nieskonczona liczba krzy-
wych calkowych, ktére tworza uklad krzywych réwnood-
leglych. Stala calkowania jest rzedna punktu przecigcia
sie¢ odpowiedniej krzywej catkowej z osiy rzednych, albowiem
przy x=0, Y= C. 1 odwrotnie, wyhor punktu przecigcia

Y

Fig. 107.

sic krzywej calkowej z osig rzednych okresla staly caltkowa-
nia C. Jezeli za C obra¢ zero, to krzywa calkowa przechodzi
przez punkt poczatkowy. Zalozenie takie, ktére nie narusza
bynajmniej ogélnosci badania, czyni¢ bedziemy na przysziosé
stale. Jezeli wiec mowimy o krzywej calkowej krzywej da-
nej f, to przez to rozumie¢ nalezy te z pomiedzy nieskonczo-
nej ich liczby, dla ktoérej C =0. Polozenie to otrzymac¢ mozna
zawsze przez przesuniecie rownolegle osi OX. Natenczas ro-
wnanie krzywej calkowej przybiera postac:
Y —) e
0
Stad widzimy, zc:
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Rzedna dowolnego punktu krzywej calko-
wej mierzy powierzchnie¢, ograniczona krzywa
rozniczkowa,odpowiadajacarzedna orazosiami
spolrzednyech?).

Te wlasnos¢ zasadniczg, ktora definiuje krzywa calkowa,
mozna wyrazi¢ w formie nastepujacej, niezaleznej od wielko-
sci stalej calkowania i od polozenia osi rzednych:

Réznica dwu dowolnych rzednyech krzywej
calkowej mierzy powierzchnig, ograniczona od-
powiednia krzywa rozniczkowa, rzednemi od-
powiadajacemi oraz osia odcietych.

W tem zawiera si¢ uzasadnienie sposobu wyraZania sie,
ktorego uzywac bedziemy ponizej: Krzywa I jest krzywa
calkowa krzywej / wzgledem linii OX jako linii podstawy.
Jezeli wig~ wzia¢ jakakolwiek prosta OX, réwnolegla do linii
podstawy, i przez jej punkt przeci¢eia sie O z Kkrzywa calko-
wa /7 prowadzi¢ prosta OY, prostopadla do linii podstawy, to
otrzymuje sie dwa uklady spélrzednych XO0Y i zoy, dla kto-
rych F jest krzywa calkowa krzywej / w wyzej podanem
znaczeniu.

2. Niech F bedzie krzywa calkowa krzywej f (fig. 107).
Miara elementu powierzchni ydr krzvwej f jest dY. Ozna-
czajac przez e jednostke dlugosci, obrang dowolnie, mamy:

ydow—edY:
Stad wynika:
dYy TER
TR (1)

>

dixr jest styczna trygonometryczna kata nachylenia o stycznej

do krzywej calkowej w punkcie A, t. j. styczna w punkcie 4
jest réwnolegla do prostej, ktéora laczy punkt odpowiedni a
z punktem koncowym /% jednostki dlugosei e, odmierzonej po-
czawszy od a,.

Jezeli jednostke dlugosci e odmierzy¢ od punktu poczat-
kowego o ku op i rzuci¢ z bieguna p punkty a,, bedace pun-
ktami przeciecia si¢ osi rzednych z poziomemi, przeprowa-
dzonemi przez a, to otrzymamy pek— pek Kierownic

1) Dlugos¢é (rzedna) moze by¢ o tyle miara powierzchni, ze wy-
stareza pomnozy¢ ja przez jednostke, ktora obrana jest za podstawe dla
calej konstrukeyi, aby otrzymac pole powierzehni, o ktora chodzi.
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[369] DoDATEK. § 3. 165

ktorego promienie sa rownolegle do stycznych krzywej cal-
kowej. Kazdemu punktowi a krzywej / odpowiada okreslony
punkt 4 krzywej calkowej, jak rowniez okreslony promien
peka kierownic; styczna w .l jest rownolegla do tego promie-
nia i odwrotnie. A zatem:

Styczna w jakimbadz punkcie calkowej jest
rownolegla do odpowiadajacego promienia peka kierownic.

3. Powyzsza wlasnosé styeznych do krzywej calkowej
pozwala nam przedewszystkiem utworzyc¢ sobie pojecie o prze-
biegu tej krzywej, jak rowniez wyznaczy¢ jej maksyma, mi-
nima i wszelkie osobliwosei.

Odrazu przekonywamy sie o prawdziwosci nastepujacych
twierdzen:

a) Kazdemu punktowi przecigcia si¢ krzywej f z osia od-
cietych odpowiada maksymum albo minimum Kkrzywej cal-
kowej. ;

b) Kazdemu maksymum i minimum Kkrzywej / odpowia-
da punkt przegiecia krzywej calkowej.

¢) Kazdemu punktowi krzywej f, ktorego styczna jest
réwnolegla do osi rzednych, oraz kazdemu ostrzu odpowiada
punkt zwrotu Kkrzywej calkowej. Jezeli jednak styczna owa
jest styczna osobliwa (styczna w punkcie pizegiecia albo stycz
na w punkcie ostrza), to punkt odpowiedni krzywej calkowe
jest jej punktem przegiecia.

Powyzsza wlasnos¢ zasadnicza krzywej calkowej pozwa-
la rozwiaza¢ dwa zadania nastepujace:

W punkcie 4 krzywej calkowej wykresli¢ styczna.

Przeprowadzi¢ do krzywej catkowej styczne w kierunku
danym.

Rozwiazanie pierwszego zadania nie przedstawia Zadnych
trudnosci: wyznaczamy punkt odpowiedni a (fig. 107) i odpo-
wiadajacy mu promien pa, peka Kierownic; prosta réwnole-
gla do tego promienia, przechodzaca przez A, przedstawia zg-
dana styczna-

Aby rozwiazaé¢ drugie zadanie, wyznaczamy w peku Kkie-
rownic promien pa, (fig. 107), ktory posiada dany kierunek 7.
Prosta pozioma, prze(-hodzélca przez a,, przecina f w punktach
a, ktorych odpowiednie punkty A sa punktami styeznosci za-
danych stycznych.

0go Warszawsklsge

[
]
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166 INTEGRAFY. [370]

4. Jezeli dana krzywa jest prosta ¢ (fig. 108), réwnole-
gla do osi odeigtych, to pek kierownic sprowadza si¢ do je-
dnego promienia pa,, a tem samem odpowiednia krzywa cal-
kowa — do prostej 7', rownoleglej do pa,. A wiec:

Prostym, réwnoleglym do osi odcigtych oz
odpowiadaja, jako krzywe calkowe, promienie
peka dokola O, i odwrotnie: promieniom peka
dokotla Oodpowiadaja proste, ré6wnolegle do os,
odcigtych or, jako krzywe réozniczkowe.

Styezne trygonometryczne katow nachylenia promien
dokola O wyznaczone sa przez odleglosci odpowiednich pro-
mieni od osi odcigtych.

Fig. 108.

5. Przypusémy, ze dana jest krzywa f i jej calkowa F' (fig.
108) oraz pozioma ¢ i jej calkowa prosta T. Rozpatrujac dowol-
ny punkt B krzywej calkowej, przekonywamy sie natychmiast,
ze odcinek rzednej SC mierzy powierzchnie ograniczona osig
rzednych, pozioma ¢, krzywa f i rzedna odpowiadajaca. Wykre-
$lajac styczng 7', réwnoleglay do 7, wyznaczamy na tej samej
rzednej nowy odcinek Z(’, ktérego znaczenie latwo daje sie
uchwyci¢. Mamy:

BC' = CC — CB;

CC' mierzy powierzchnie 7aa,, CB powierzchni¢ za,acbhz,
a zatem ich roéznica B(' mierzy réznice ach tych po-
wierzchni. A wige:
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Jakikolwiek odecinek rzednej, zawarty po-
migdzy Kkrzywa calkowa i dowolng styczna,
mierzy powierzchnie ograniczona krzywa roz-
niczkowa, prosta pozioma, odpowiadajagca sty-
cznej, oraz rzedna odpowiednia.

Biorac pod uwage dwie jakiekolwiek styczne krzywej
catkowej, przekonywamy sie odrazu o prawdziwosei twierdzenia
nastepujacego:

Y ¥

T(\)

Y
i
'
‘
e L

'
H
'
d
'
:
----- z- - e 5w S AR
'
'
T
'

Fig. 109

Dwie jakiekolwiek styczne krzywej calko-
wej wycinaja na dowolnej prostej, prostopa-
dlej do podstawy, odcinek, ktéry mierzy po-
wierzchnieg, ograniczona krzywa rézniczkowa,
prosta, rownolegta do linii podstawy,odpowiada-
jacag danym stycznym, oraz obrana prostopadla.

6. Twierdzenie poprzednie pozwala nam rozwiazaé za-
danie nastgpujace, ktéore na pierwszy rzut oka wydaje sie
trudnem: Z dowolnego punktu R (fig. 109) poprowadzi¢ sty-
czne do krzywej calkowej F.
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Zauwazmy, ze rzedna punktu R spotyka krzywa calko-
wa w 4. Dligo$¢ AR mierzy wowczas powierzchnig, ogra-
N

5 X
b.’
@l
—~ </
—0= — —
r 0 n.,
Fig. 110.
X

Fig 111.

niczona rzedna punktu R, dang krzywa / oraz pozioma .
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ktora odpowiada stycznej 7', przeprowadzonej od R do krzy-
wej /. Chodzi teraz o wyznaczenie tych poziomych ¢,

W tym celu wyobrazmy sobie, ze wykreslamy Krzywa
calkowa J' krzywej / wzgledem rzednej punktu 4, jako linii
podstawy z punktem a, jako punktem poczatkowym, i szukaj-
my tych jej rzednych, ktére rownaja sie AR; rzedne te wy-
znaczaja wtedy polozenie poziomych #7, a tem samem i pun-
kty styeznosci styeznych 7', idacych od R do 7. Dla otrzy-
mania tych rzednych prowadzimy w odleglosci R4 dwie ro-
wnolegle m i » do prostej RA i wyznaczamy ich punkty prze-

ciecia si¢ BV, B® ... prowadzimy poziome #!,6 #® .. .  Kkté-
rych punkty przecigcia oV, 0 ... z / sa punktami odpowia-

dajacemi szukanym punktom stycznosei BV, B®. ..

7. 7 twierdzenia poprzedniego wynikaja nadto wlasno-
gci nastepujace:

a) Cieciwa dowolnego ltuku krzywej calko-
wej jestrownoleglta do kierownicy, nalezacejdo
§redniej rzednej odpowiedniego luku krzywej
rézniczkowej,

Aby przekonad sie o prawdziwosci tego twierdzenia, wy-
starcza wykresli¢ styczna., rownolegly do cigciwy. Natenczas
widzimy, ze powierzchnie zakreskowane (fig. 110) sa sobie
rowne, t. j. ze powierzchnie a, a’l' b, zastapi¢ mozna prosto-
katem a, a’' ' b,.

b) Odcieta punktu przecigcia si¢ stycznych
w punktach koncowych dowolnego tuku krzy-
wej calkowej jest Sredniag odcieta odpowiednie-
go luku krzywejréozniczkowej.

Istotnie, ze znaczenia odecinka RA7 (fig. 111) wynika na-
tychmiast rownos¢ powierzchni zakreskowanych. A zatem
powicrzchnie a, abb, mozna zastapic¢ prostokatem a, a” " b,.

8. Przeksztalcenie linii podstawy. Krzyvwa caltkowa
jest zasadniczo zalezna od polozenia linii podstawy wzgledem
danej krzywej rozniczkowej. Ponizej wykazemy, w jak nie-
zmiernie prosty sposob mozna zaréwno dla przesuniecia row-
nologtego, jak i dla obrotu linii podstawy o 90° wyprowadzié
krzywa calkowa z krzywej pierwotnej.

a) Przesuniecie rownolegle linii podstawy.
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Niech o'z' (fig. 112) bedzie nowa linia podstawy. Jesli wy-
znaczyC¢ jej prosta catkowa OX', to odcinki 44" przedstawia-
ja rzedne nowej krzywej calkowej F'.

Styezna w punkcie 4 krzywej calkowej pierwotnej wy-
znacza na osi rzednych —albo ogélniej, na prostej, przepro-
wadzonej prostopadle do linii podstawy przez punkt przecig-
cia siec dwu krzywych calkowych1!) — dlugo$¢ OS, ktéra
mierzy powierzchnie ia,a. Atoli powierzchnia ta jest calko-

X’

wicie niezalezna od poltozenia linii podstawy, t. j. styczna
w A" do linii calkowej /7 spotyka o$ rzednych w tym samym
punkcie S. A zatem:

Styczne w punktach odpowiednich dwu
krzywych catlkowyech, wyprowadzonych z jedne]j
i tej samej krzywej rozniczkowej dla dwu
linij podstawy rownoleglych, przecinaja sie na

1) Zakladamy milezaco, ze obie krzywe calkowe odpowiadaja te,
samej stalej calkowania, w szczegélnogei €' = 0.
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prostopadtej do linii podstawy — prostopadlej,
przechodzacej przez punkt przecigcia sig krzy-
wych.

Latwo mozemy przekonac sie o prawdziwosci tego twierdze-
nia, zauwazywszy, ze punkt przeciecia si¢ U dwu dowolnych

¥

A on of
Fig. 114,

stycznych krzywej 7 lezy na tej samej prostopadlej do linii
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podstawy, co i punkt przecigcia sie 1" odpowiednich styez-
nych krzywej /', i poréwnawszy nastepnie figure, utworzona
przez cztery styczne z figura odpowiednich kierownic
(fig. 112).

b) Obrot linii podstawy o 90°. Z twierdzenia
sformulowanego w § 5, wynika bezposrednio, Ze pek stycz-
nych krzywej calkowej /7 wyznacza na dowolnej prostopadlej
do linii podstawy szereg punktéow, ktérych odleglosci od pun-
ktu przecigcia sig¢ tej prostopadlej z /7 moZna uwazac za rzed-
ne krzywej 7', bedacej krzywa calkowa krzywej 7, odniesio-
na do owej prostopadlej, jako do linii podstawy.

Fig. 115.

Styczna w dowolnym punkecie krzywej /' wyznaczamy
na podstawie tej wlasnosei, ze wycina ona na dowolnej pro-
stej, rownoleglej do linii podstawy, okreslona dlugosc, kto-
ra mierzy powierzchni¢, znana juz dzigki Krzywej calkowej
pierwotnej (fig. 113).

A zatem, wystarcza znac¢ Krzywa calkowg danej krzy.
wej wzgledem dowolnej linii podstawy, azeby modz wyprowa-
dzi¢ z niej w sposéb niezmiernie prosty krzywa catkowa
wzgledem kazdej innej linii podstawy, réwnoleglej do pierw-
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87 DopATEK. § 9. 173

szej albo do niej prostopadlej. Przeciwnie, jezeli linie¢ pod-
stawy obroci¢ o kat dowolny, to staje si¢ niezbgdnem wyzna-
czenie bezposrednie nowej krzywej calkowoj.

9. Przeksztalcenie peka kierownic. Odleglos¢ pomie-
dzy wierzcholkiem p peka kierownic a osia odcigtych przed-
stawia jednostke, ktorg wzia¢ nalezy za podstawe dla Krzy-
wej calkowej. Zmiara tej jednostki, t. j. przesunigcie wierz-
cholka {peka kierownic pociaga za soba nowa krzywa cal-
kowa.

Wierzcholek peka kierownic musi weiaz leze¢ na linii
podstawy; tym sposobem, skoro tylko przeniesiemy go do
dowolnego punktu plaszezyzny, nalezy jednoczesnie dokonac
przesuniecia réwnoleglego linii podstawy. Rozpatrzmy naj-

X

Fig. 116.

przod przypadek, w ktéorym wierzcholek ulega jedynie prze-
sunigeiu na linii  podstawy, to jest, w ktéorym, zamiast
jednostki e, wprowadza sie nowa jednostke ¢. Natenczas
dwie odpowiednie rzedne krzywych calkowych 7 i 7" (fig.
114) maja sie¢ do siebie odwrotnie, jak te jednostki. Jesli po-
rownamy nadto Kkierownice punktu a ze stycznemi . w odpo-
wiednich punktach 4 i 4, to przekonamy sie natychmiast
o prawdziwosci twierdzenia nastepujacego: : :

Styczne w punktach odpowiednich dwu
krzywyeh calkowych, wyprowadzonych dla
dwu rozmaitych jednostek z jednej i tej sa-
mej krzywejrozniczkowejodniesionej do okre-
$lonej linii podstawy, przecinaja sieg na prostej,
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rownoleglej do linii podstawy i przechodzacej
przez punkt przecigcia sig krzywych.

Jezeli pek kierownic o wierzcholku p (fig. 115) zastapié
pekiem perspektywicznym, Ktérego wierzcholek przypada
w p'. to danej krzywej rozniczkowej / odpowiada nowa krzy-
wa catlkowa /. Prosta, poprowadzona przez p' rownolegle
do danej linii podstawy, przedstawia nowa lini¢ podstawy, do
ktorej odnies¢ trzeba f przy nowym wierzcholku p'. Jezeli
wige wyznaczymy pare stycznych krzywej /i podobniez od-
powiednia pare stycznych krzywej 7/, to z poréwnania figur
paybyp' i SQQ'S” wynika bezposrednio twierdzenie nastgpujace:

Styczne w odpowiednich punktach  di%n
krzywych calkowych, wyprowadzonych z tej
samej krzywej rézniczkowej dla dwu rozmai-
tych polozen wierzcholka peka kierownie, spo-
tykaja si¢ na prostej przechodzacej przez
punkt przecigcia sig dwu krzywych roéwnole
gle do linii, laczgcej oba wierzchotki.

Przez proste przesunigcie wierzchotka p zastepujemy
pierwszy pek kierownic innym, do niego perspektywicznym,
t. j. odpowiednic krzywe calkowe wyznacza si¢ dla jednej i tej
samej krzywej. Ogolniej, moznaby zamiast danego peka Kkie-
rownic wzia¢ pek do niego rzutowy i przez to wprowa-
dzi¢ nowa krzywa roznicznikowa. Natenczas rzedne y i y-
tych krzywych czynilyby zados¢ warunkowi:

¥+ ay+ 8y + 1 =0.

Jezeli zastapi¢ np. pek kierownic krzywej y—f (») pekiem
do niego prostokatnym, to rownanie powyzsze sprowadza
sie do

vy =e,
gdzie e oznacza jednostke dlugosci op (fig. 116). A zatem

druga krzywa rozniczkowa, ktora odpowiada pekowi prosto-

katnemu, wyraza si¢ rownaniem:
5 @

=/ (),

“dr
e | =

if
y
t. j. calka
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[379] DopATEK. § 10. 175
sprowadza sie do wyznaczenia calki

ydx,

&,

a wige do wyznaczenia krzywej catkowej krzywej /.

B) Catkowanie graficzne.

1o. Za przedmiot calkowania graficznego mozna uwa-
za¢. wogole Kkonstrukeye graficzna krzywej calkowej pewnej
krzywej danej na rysunku wzgledem okreslonej linii podsta-
wy. Wobee tego nalezy postarac sig — oparlszy sig na wla-
snosciach, rozpatrzonych w paragrafach poprzednich — wpro-
wadzi¢ dla krzywej calkowej taka metode Kkonstrukcyjna,
ktoraby sie dala zuzytkowac graficznie.

Niech f (fig. 111 bedzie krzywa dana, a x linia podsta-
wy, wzgledem ktérej mamy wyznaczy¢ krzywa calkowa. Do-
wolnos¢ w wyborze stalej calkowania pozwala obra¢ dowol-
nie pierwszy punkt A krzywej calkowej; styczna w tym pun-
kcie jest rownolegla do kierownicy odpowiedniej pas,.

Punkt B, odpowiadajacy dowolnemu innemu punktowi danej
krzywej f, lezy na rzednej punktu b, a styczna w tym pun-
keie jest rownolegla do kierownicy pb,. Gdybysmy znali punkt
przecigeia sie R tej stycznej ze styczna, juz wyznaczona
w 4, to moglibySmy styczna te narysowac¢, a tem samem
i wyznaczy¢ jej punkt stycznosei. Lecz o tym punkeie R
wiemy to, ze jego odcieta jest Srednia odcigta luku ab (por.
§ 6). Chodzi wiec poprostu o wyznaczenie tej $redniej od-
cigtej.

W tym celu obierzemy luk ab w taki sposéb, zeby wy-
znaczenie to stalo sie, o ile moznosci, prostem. Pierwsze za-
lozenie korzystne polega na tem, zeby luk ten uwazaé za
prosta, t. j. obra¢ punkt b wbezposredniem sasiedztwie punktu
a, tak zeby luk ab nie roznil si¢ zasadniczo od prostej ab.
Punkt przecigcia R przypada wtedy posrodku migdzy rzedne-
mi punktéow a i b.

Przy tem zalozeniu dokonywamy Kkonstrukeyi krzywej
calkowej w sposob, podany na fig. 117. Odstepy 01,, 1,2, ,...
czynimy zazwyczaj rownemi; linie kropkowane sa Srodkowe-
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mi rzednych 01, 1,1, 2,2... Punkt A4, ktory mozna obraé
dowolnie, umieszczony zostal w punkcie poczatkowym 0O, a za-
tem, zgodnie z zalozeniem dawniejszem, za stala calkowania
przyjeto zero.

1. Inne zalozenie, dotyczace luku ab polega na teni, Ze
uwazamy go za parabole kwadratowa. W takim razie mo-
zna odleglosei punktu & od punktu ¢ nadac¢ warto$¢ znacznie
wigksza, anizeli w przypadku poprzednim, nie zmieniajac do-
kladnoseci konstrukeyi!). Checac teraz wyznaczy¢ srednig od-
cigta tuku paraboli ab, prowadzimy przez $rodek m cigciwy
ab (fig. 118) prosta, réwnolegla do linii podstawy, i wyzna-
czamy punkt przecigcia sie n tej prostej ze styczna, rowno-

) Poréownaj ,Beitrag zur graphischen Integration, prof. Jozefa So-
lina w ,Sitzungsberichte der béhmischen Gesellschaft der Wissenschaften®,
Marzec, 1879.
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legla do cieciwy, albo, sposobem przyblizonym, z samym lu-
kiem ab. Na tak otrzymanym odcinku zm wyznaczamy punkt
q taki, ze:
Ry ===k o

Odcieta prosta ¢ jest zadang odcigta srednig.

Ta metoda otrzymujemy wiec wielobok, opisany dokota
krzywej.

Z pomocy pierwszego twierdzenia § 6 mozna w podobny
sposéb wyznaczy¢ wielobok, wpisany w krzywa catkowa.

Y

Fig. 119.

Niech A (fig. 110) bedzie punktem Krzywej calkowej,
ktory mozna obra¢ dowolnie. Punkt B, odpowiadajgcy dowol-
nemu punktowi b krzywej 7, jest polaczony z A4 cigciwa, rowno-
jegla do kierownicy, ktora odpowiada sredniej rzednej luku ab.
Chodzi wiec tu o wyznaczenie $redniej rzednej tuku ab.

W tym celu zakladamy, ze punkt & obrany jest tak bli-
zko punktu a, Ze mozna uwazac¢ ab za prosta. Natenczas
$rednia rzedna luku ab przypada w srodku pomigdzy dwiema
rzednemi aa, i bb;, co okresla w zupelnosci odpowiednig kie-
rownice pmy, t. j. cigciwe AB. Fig. 119 przedstawia konstruk-
cye krzywej calkowej dla danej krzywej f. Za punkt A
obrano punkt poczatkowy ukladu spolrzednych.

Podobnie jak w przypadku poprzednim mozna i tu za-
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ustapic¢ tuk ab parabola kwadratowa; konstrukeye poprzednie
daja sig zastosowac bezposrednio do tego zalozenia.

12. Obie rozpatrywane metody konstrukcyjne cechuje
jednakowa prostota. Zazwyczaj rozpatruje sie krzywsa, jako
wielobok, i wéwcezas mozna zapytac¢, Ktorej z pomiedzy dwu
konstrukeyj, przedstawionych na figurach 117 i 119, odda¢ na-
lezy pierwszenstwo, t. j, ktora z nich daje lepsze wyniki.

Fig 119.

Chcac odpowiedzie¢ na to pytanie, rozwijamy dla obu przypad-
kow roznicg rzednych AY, odpowiadajaca réznicy odcigtych az,
na szereg wedlug potegiréznicy Az ). Natenczas przekonywamy
sig, Zze dwa te szeregi dopiero w trzecim wyrazie ujawniaja
odstepstwo od wartosci prawdziwej, mianowicie odstepstwo

1) Nehls. ,Ueber graphische Integration.
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takie, ze metoda wieloboku wpisanego daje blad o polowe
mniejszy, anizeli metoda wieloboku opisanego.

Niemniej przeto odda¢ nalezy pierwszenstwo tej ostat-
niej. Nalezy bowiem zwrdci¢ uwage na to, ze chodzi tu
przedewszystkiem o wykreslenie krzywej calkowej i ze meto-
da ta daje zarowno styczng, jak i punkt stycznosci, t. j. dwa
razy tyle elementow krzywej calkowej, co metoda wieloboku
wpisanego. Z drugiej strony moze tu przeciez chodzi¢ jedy-
nie o taki stopien dokladnosci, jaki wogdle mozliwy jest do
osiagnigcia przy graficznem wykonywaniu konstrukeyi, tak, iz
roznica w wielkosei bledéw pomiedzy temi dwiema metodam
niema zadnego znaczenia.

Jezeli chodzi o wieksza Scislo$¢, to najkorzystniej bedzie
uwaza¢ dana krzywa nic za wielobok, lecz za szereg lukow
parabolicznych kwadratowych i, wychodzac z tego zalozenia
wykresli¢ wielobok opisany dokola krzywej calkowej. Wo-
gole, temu sposobowi konstrukecyi oddac¢ nalezy pierwszenstwo
przed wszystkiemi innemi; nawet biorac dos¢ znaczne ax
otrzymujemy jeszceze bardzo dobre wyniki ).

13. Wykreslenie krzywej calkowej danej Krzywej wy-
czerpuje w zupelnosci zadauie calkowania graficznego. Pole
powierzchni, ograniczonej dowolnie, mierzy sie réznica dwu
rzednych. Zadanie to o wyznaczaniu powierzchni, zadanie,
ktore jest niewatpliwie najblizszem zastosowaniem Krzywej
calkowej, a ktorego rozwiazanie uwazane bylo nawet za cel
calkowania graficznego i z calkowaniem tym wogole utozsa-
miane, zostalo ujete przez prof. Saviotti’ego z innego pun-
ktu widzenia. Dowiedziemy ponizej, ze w roztrzasaniach po-
przednich juz sig miesci rozwiazanie zadania, dane przez Sa-
viotti'ego — rozwiazanie, Kktore ten badacz przeciwstawia
rozwiazaniu za pomoca Kkrzywej calkowej.

Niech a,abb, (fig. 120) bedzie powierzchnia, ktéra ma-

my wyznaczy¢. Szeregiem pionow 1,1, 2, 2,... dzielimy ja
na trapezy a,al, 1, 1,122 ,... wybierajac przytem odleglo-
sei a, 14, 1, 2,... w taki sposob, zeby mozna bylo uwazaé lu-

ki a 1,12... za linie proste. Przez srodki tych lukéw przeprowa-

1) Solin. ,Beitrag zu graphischen Integration.
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dzamy proste, rownolegle do podstawy ab i rzucamy nadto
punkty a, 1,2,.. b z dowolnego bieguna p.

Teraz przez dowolnie obrany punkt prowadzimy réwno-
legla do pierwszego promienia pa,, a przez punkt przeciecia
sig tego promienia z pierwsza pozioma—druga rownolegla do
odpowiedniego promienia piZ, i t. d. Rownolegle do peka
p (a, 1, 2, ...b)) wyznaczaja na przedluzeniu podstawy a,b, sze.
reg punktow A4, 7, //7... B, ktéorych odpowiednie odleglosci mie-
rza pola trapezow a,a 11, 1, 122...

Fig. 120.

Rzeczywiscie, z podobienstwa zacienionych trojkatow
wynika:
sl T —On S
a wigc:
Y. Ar = T Op

t. j. powierzchnia pasa 2,233, mierzy sie dlugoscia H III; je-
dnostke dlugosci daje nam odleglos¢ bieguna p od podstawy
AB. Sama powierzchni¢ «,abé, mierzy dlugos¢ AB.

Do kazdej krzywej dowolnej ab w konstrukeyi tej nale-
zy szereg punktow AB, ktéry Saviotti nazywa szeregiem
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punktow calkowy (Integralpunktreihe). Stajemy
wiec tu przed dwiema pozornie rozmaitemi interpretacyami
funkeyi calkowej F (). Z jednej strony, funkcye te uzmy-
stawia krzywa — krzywa calkowa, z drugiej strony sze-
reg punktow —szereg punktow catkowy Atoli oba
te sposoby pojmowania rzeczy sa identyczne, znaczenie bo-
wiem szeregu punktow calkowego jest nastepstwem twierdze-
nia, wyprowadzonego w rozdziale pierwszym.

Istotnie, z konstrukeyi na fig. 120 wynika bezposrednio-
ze proste, rownoleglte do promieni pa,, p 1,, p?, ..., okalaja krzy,
wa calkowa krzywej ab, wzigta wzgledem normalnej do b,
przechodzacej przez p i ze wskutek tego proste te mozna
uwaza¢ poprostu za styczne tej krzywej calkowej. Znacze-
nie odcinkow Al, 777,... jest wtedy jasne; zawiera sie ono juz
w twierdzeniu § 4. Uwzgledniajac twierdzenie powyzsze, mo-
zemy teraz powiedzie¢:

Pek stycznych krzywejcalkowej wyznacza
na normalnej do linii podstawy szereg punktow
caltkowy.

A zatem przy interpretacyi za pomoca szeregu punktow
calkowego wprowadzamy milczaco do rozumowania krzywa
calkowa; dwie tc metody nie sa wigc bynajmniej rozne, i je-
dna z nich jest raczej nastepstwem drugiej.

14. Oprocz szeregu punktow calkowego calkowanie gra-
ficzne posiada inny jeszcze srodek pomocuniczy: wieloboki su-
macyjne czyli sznurowe. Rozwiazuja one zadanie:!) ,Po-
mnozy¢ caly szereg linij przez rozmaite stosunki i iloczy-
ny te zesumowac®. Cullmann nazywa te iloczyny naj.
przedniejszemi narzedziami calkowania w Rachunku graficz-
nym, nie wehodzac blizej w rozpatrywanie ich znaczenia pod
tym wzgledem. :

Porownywajac konstrukcye wielobokéw sznurowych z kon-
strukcya krzywej calkowej, spostrzegamy natychmiast tozsa-
mos¢ ich z wielobokami, opisanemi dokola krzywej calkowej.
Znaczenie ich, jako takich, dla Rachunku graficznego jest la-
two zrozumiale, podobnie jak z drugiej strony zrozumiale jest
takze znaczenie krzywej calkowej dla Statyki graficznej.

) Cullmann, ,Graphische Statik*“.
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0 wyznaczaniu Srodka krzywizny krzywej catkowej
PRZEZ

Maurycego d’'Ocagne’a.

Nastepujace uwagi wyjete sa z listu, pisanego w d. 22
listopada 1836 przez Maurycego dOcagne’a do Abdan
ka-Abakanowicza.

¥ /
P
B
N/ A
il X
// o\
b N
/>\,,n,-,
o= i
7 v T
= e
74
.
o X X
PO —
/_-(l(ﬁ_, -0t
!
i

Eig. 121.

Pomiedzy podstyczng i danej Kkrzywe)
a promieniem Kkrzywizny o odpowiedniej krzyi
wej calkowej zachodzi nastegpujgcagodnauwag-
zaleznos§d: p= p cos2Osino,
gdzie O jest katem nachylenia 'Stycznejisdn
krzywej catkowej.
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Niech bedzie:
p. = PT podstyezna,
o = IF' promieniem Krzywizny,
: = PK jednostka.

Mamy
dx
‘ iy
[ Y ({_1/ )
dx
p=etg @l —
g dy
ds d
p.= 1 ds = —— ,
do) cos 0
y
tg’() :::é 3
dx
dO = —.co0820,
e
dr 1
=€ — . —— .
: dy * cos?-0
Z (1) i (2) wynika:
.u.:(}tg“ . ‘e . cos3 0,

p.=p.cos2 0 sin 6.

Zwiazek ten pozwala w prosty sposob wyznaczy¢ sro-
dek krzywizny dowolnego punktu krzywej calkowej.

W tym celu odmierzamy podstyczna PT ku P'T", wy-
stawiamy w 7' prostopadlay 7'Q i w punkcie jej przecigcia sie
z PP nowa prostopadla QF. R jest wowezas Srodkiem Kkrzy-
wizny.

0 mechanicznem wykreslaniu niektérych krzywych.
PR2ZEZ
G. Coriolisa.
O mechanicznem wykreslaniu niektérych krzywych
G. Coriolis oglosit w r. 1836 oryginalng prace, ktoéra
nie jest bez znaczenia dla kwestyi, bedacej przedmiotem ni-
niejszej ksiazki. Coriolis opiera si¢ przy wykreslaniu
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krzywej na znajomosci jej rownania rézniczkowego, t. j. na
znajomosci kierunku styeznej w dowolnym punkecie krzywej.
Podajemy tu wywody Coriolisa w postaci, w jakiej sam
je podat w r. 1836 w ,Journal de Liouville* (str. 5):

sJezeli nawiniemy wyciagnieta nitke na walec pod wa-
runkiem, zeby tarcie bylo dos$¢ duze, aby nie dopusci¢ wcale
do $lizgania sig nitki wzdluz powierzehni walca, i jezeli na-
stepnie krzywa, ktora nitka wyznaczyla na walcu, rozwinie-
my wraz z powierzchnig walea na plaszezyznie, to otrzyma-
my krzywa, ktora w dowolnym punkeie posiada¢ bedzie ten
sam kierunek, co i nitka napigta podczas rozwijania si¢ swe-
go w odpowiednim punkcie na walec.

Jezeli wige jest rzecza mozliwa nadac¢ nitce w kazdym
punkcie kierunek, okreslony roéwnaniem rézniczkowem pe-
wnej krzywej, to nitka ta nawijac¢ sig¢ bedzie na walec wzdluz
tej krzywej. Miara jej odcietych beda luki kola na podsta-
wie walca.

Uwaga ta prowadzi do dos¢ prostej konstrukeyi kilku
krzywych.

Krzywg wykladniczg, ktorej rownaniem rozniczkowem jest

El‘l/— e czvli: v Ci1 ——,

R 7 dy :
kresli nitka, nawijajaca si¢ na walec i przechodzyca stale
przez punkt nieruchomy. Ten punkt nieruchomy winien byc¢
umieszezony w odleglosei a od kierownicy walca, w ktorego
plaszczyznie stycznej jest polozony.

Podlug tych danych polecilem zbudowad przyrzad, w Kto-
rym nitka, napieta lekkim ciezarkiem, nawija si¢ na walec,
przyczem musi przechodzi¢ stale przez maly otworek w de-
seczce; deseczke te mozna umiesci¢é w dowolnej odleglosci
od walca. Wskazowka znaczy na tarczy liczbe obrotow
walca, ktora daje wykladnik. Skala, znajdujaca sig¢ zawsze
na tej z pomiedzy Kierownic walca, na ktorej lezy punkt od-
dzielania sie¢ nitki od walca, daje liczby, ktore odpowiadaja
wykiadnikom, odezytanym na tarczy.

Latwo zrozumied, w jaki sposob przyrzad ten wykony-
wa wszelkie rachunki, dotyczace procentéw skladanych. Bieg
wskazowki odpowiada czasowi, na jaki oddano Kkapital, a licz-
by, odczytywane na skali w punkcie, w ktéorym nitka od-

http://rcin.org.pl



[389] DODATEK. O WYKRESLANIU MECHANICZNEM I T. D. 185

dziela sie od walca, daja wartos¢ koncows zlozonych kapi-
talow.
Linie lancuchowa, ktérej rownaniem jest

lub: l’"1—+—71/2 =2

mozna wykresli¢c w podobny sposob, jak linie wykladnicza.
W tym celu wystarcza w plaszezyznie stycznej walca umie-
sci¢ kolko o promienin a w taki sposéb, zeby sSrodek jej znaj-
dowal sie na tej plaszczyznie stycznej. Jezeli z kolka tego
nawija¢ nitke na walec, to uklada si¢ ona na nim wzdluz linii
lancuchowe;j.

Gdybysmy mieli rownanie roézniczkowe

dy @

dx " y7 (@),
albo dr

Y (]I/ e (z),
gdzie o 8

i 3') —f(-")’

to latwo byloby wykresli¢ krzywa odpowiednia przy pomocy
reliefu krzywej, ktorej rownaniem jest:

Y=g ).

W tym celu trzeba mie¢ liniat AMX (fig. 122), ktorego
jeden bok AX jest prosty, a drugi 4AM przybiera posta¢ krzy-
wej danej przez rownanie ¢ (x) — r =0, gdzie » jest promie-
niem walca. Jesli obraca¢ wtedy walec, przykladajac linial
AX do jego, podstawy i trzymajac nitke, nawijajaca si¢ na wa-
lec, w kierunku pionu PM w taki sposob, zeby przechodzila
ona w M nad krzywa AM, to nitka ta wyznaczy na walcu
krzywa, ktora czyni zadosy¢ powyzszemu rownaniu roéznicz-
kowemu. Istotnie, podstyczna jej PM rowna sig stale ¢(x),
gdzie x oznacza odcieta, imierzona na podstawie walca.

Jest takze rzecza mozliwa wykresli¢ krzywa, Kktorej ro-
wnaniem jest ogolnie:

dy _
dx e f(‘ry .l/)
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Jak w przypadku poprzednim, zbudujemy przedewszyst-
kiem linial, Kktoérego jeden bok posiada ksztalt krzywej
o rzednych :

Y
f(z,y)

Drugi bok 4X tego linialu polaczony jest z tym relie-
fem krzywej jedynie w kierunku osi odcigtych, tak iz os
te mozna przesuna¢ w Kkierunku osi rzgdnych rownole-
gle do osi walca. Mechanizm taki mozna otrzymac¢ latwo
w spos6b rozmaity.

Podezas obracania walca, przyczem linial, przycisnigty
mocno do podstawy walea, przesuwamy w kierunku X, nale-
zy trzymaé relief reka weiaz na takiej wysokosci, zeby os
x znajdowala sie zawsze na wysokosei punktu, kreslacego

Fig. 122.

w punkcie, w ktorym z reliefem tym spotyka sie stala pro-
stopadla PM, to rownaniem krzywej, ktéra wyznacza nitka
na walcu, bedzie:

krzywa. Jezeli wtedy nitka przechodzi przez relief krzywej

dy
:/“>‘47.I/)v
dzx
albowiem podstyczna te] krzywej jest:
dx i

l/ et
Tdy J (@, y)

Azeby wyzej opisane s$rodki daly wogole moznos¢ wy-
znaczenia Krzywej, nitka, raz nawinieta na walec, musi to
swoje polozenie zachowywac¢ stale. Potrzebna do tego zale-
znos¢ pomiedzy promieniem walca a rodzajem krzywej

dy

e f \Z, Y

dx S
daje sig wyznaczy¢ bez trudnosei.
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Niech M bedzie dowolnym punktem krzywej, ktéra two-
rzy nitka, nawinieta na walec. Na clement krzywej MM' dzia-
laja dwa napigcia, ktéorych wypadkowa przypadlaby w Kie-
runku promienia krzywizny ,, gdyby tarcie nitki o walec by-
lo zerem. W kazdym razie wypadkowa ta bedzie potozona
w plaszcezyznie $cisle stycznej krzywej, jakiekolwiek jest tar-
cie. Jesli oznaczy¢ przez - kat tej wypadkowej z plaszczy-
zna, styczng do walca w punkeie P, to dla tego, zeby nitka
nie $lizgala sie po powierzchni walca, zachodzi¢ musi nie-
réwnosc:

ig o>,
gdzie . jest stosunkiem pomiedzy tarciem a cisnieniem.

Trzeba wiege wybra¢ » tak, zeby nieréwnosci powyzszej

zawsze stawalo si¢ zadosc.

O przyrzadzie do mechanicznego wykreslania krzywe;j

£ -y+a-dy

dox
PRZEZ

A; Potiera:

P. Potier, profesor szkoly Politechnicznej w Paryzu,
zwrocil mi niedawno uwage na tg okolicznos¢, ze wlasnosci
zasadnicze kotka daja sig¢ w prosty bardzo sposob zuzytko-
waé do wykreslania krzywej

dy

f(\) ::(I/ ~f~ a (l.l' &

W tym celu wystarcza zbudowaé¢ przyrzad, w Kktorym
slad plaszczyzny kolka przechodzi stale przez punkt 4 (fig.
123) krzywej (1) o réwnaniu

il =2k
i w ktorym réznica pomiedzy odcigtemi kolka i punktu A
posiada staly wielko$¢ «, tak iz punkt zetknigcia sig kolka
zatacza krzywa, dla ktorej zachodzi zwiazek:
Bl --d ' 18 a=—AC,
czyli
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Za poczatek ukladu spoélrzednych, do ktérego odnie-
siona jest krzywa, zakreslona przez punkt R, trzeba obrac o,
tak iz mamy:

00— Bg

Réwnanie

. dy

/(¥)=y-prage
posiada wazne znaczenie przy badaniu pradu, indukowanego
w przewodniku i poddanego sile elektromotorycznej £, zmien-
nej z czasem. Jesli R jest oporem przewodnika, Z spélezyn-

nikiem samoindukeyi, ¢ natezeniem, to mamy réwnanie:
Vi i A
1 .z—(—L.at_L,

ktore przechodzi na rownanie (1), jesli zalozy¢:

E z L,
—/—\)A-/(x) 1 E__a.
%
Y
1)
(5 e, ’{-'4
o] B - >

Fig. 123.

Roéwnania (1) mozna takze uzy¢ do badania ruchu gal-
wanometru aperyodycznego pod dzialaniem sily elektromoto-
rycznej zmiennej

Istotnie, jesli wykresli¢ krzywa

d
+ /) - s .’/ )
gdzie y jest wartoscia r7qdne] pierwszej krzywe], wziete] z (1)
to nowa spélrzedna z czyni zados(, réownaniu:

f(x)=2-4(a ~+-b —|— bd =) (2)
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przyezem odciete x licza sig od punktu polozonego o dlugosc
(a + b) na lewo od O.
Jezeli @ ma czyni¢ zadosy¢ warunkowi, zeby, przy x =20,
bylo: s dz \
g5
to przez to wyznaczone sa poprostu spoilrzedne punktu wyj-
scia grafionu

et < RN (B ==
W

E /dz
2o 1 Yy == gy <0 K(Li’>o

Rownanie
2¢ do
M. ilt, +2K. flt +CO=E. 1(‘: ;

gdzic

O jest odchyleniem galwanometru,

M jego momentem bezwladnosci,

K spotezynnikiem dzialania hamujacego,

C parg sit,

(+ staly galwanometru,

Il oporem obwodu,
zgadzaé sie bedzie z réwnaniem (1) pod warunkiem, Ze row-
nanie kwadratowe :

Muz+ 2 Ku+ C =20

posiada pierwiastki rzeczywiste, t. j. ze galwanometr jest
aperyodyczny.

Zastosowanie praktyczne nowego systemu integratoréw.

Latwo zauwazy¢, ze integratory w tej postaci, w jakiej
stosowaliSmy je do przyrzadow, opisanych w rozdzialach po-
przednich, moga zastapi¢ tarcze totalizatora wraz z jej kol-
kiem we wszystkich jej zastosowaniach jako to: w indyka-
torach maszyn parowych, dynamometrach regestrujacych,
licznikach, elektrycznosei przyrzadach meteorologicznych
16 d.

Chodzi tu poprostu o to, zeby kolko zwracaé¢ zawsze
odpowiednio do warunkéw zjawiska, ktore mamy regestro-
wac, zas walec lub plaszezyzne porusza¢ odpowiednio do
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zmian wprowadzonych wielkosei x, ktore przedstawiaja czas,
droge, lub jakabadz inna zmienna niezalezng.

Tak np. jezeli walec na fig. 18 porusza¢ synchronicznie
z ruchami tloka maszyny parowej, a kotko zwracac¢ odpowie-
dnio do ci$nienia pary, to wielkos¢ ruchu katowego mierzy
prace, zuzyta w cylindrze maszyny.

Jezeli zwracac kolko odpowiednio do natezenia pradu,
plynacego przez przewodnik, a walecowi udzieli¢ ruchu obro
towego jednostajnego, to dlugos¢, o ktéra przesuneglo sig kol-
ko w Kkierunku tworzacej, przedstawia sume¢ wyrazow .Jdt,

Fig. 124.

t. j. ilos¢ elektrycznosci, ktéra w ciagn pewnego czasu
przeplyneta przez przewodnik.

Przeciwnie, jezeli zwraca¢ koélko odpowiednio do iloczy-
nu EJ, to otrzymuje si¢ sume /" K.Jdt, t. j. prace pradu elek-
trycznego.

Zakres tych zastosowan rozszerzy¢ mozna dowolnie,
zmieniajac uklad narzadéw calkujacych w zaleznosci od zja-
wisk, Kktéore mamy zaregestrowa¢. Od czasu ogloszenia
zasady Kkinematycznej, stanowiacej podstawe roztrzasan ni-
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niejszych, zbudowano caly szereg takich przyrzadéw, nie
zdolano jednak otrzymad wyniku istotnie praktycznego.

I

v

V2

Najwigksza trudnos¢ stanowi to, ze regestracya musi
by¢ ciagta. Tymezasem przesuwanie w Kkierunku odeigtych

=]

—

M

7—_"?"1"‘\ 3
l Txi = a
| i a1 B
| I ol
SHER e
HHRRE
S
LI

I 2

| 2) At (&

Fig. 126.
jest ograniczone, wskutek czego zmuszeni jestesmy uciekac

sie do rozmaitych wybiegéw konstrukeyjnych.
W niektorych przypadkach zdolano ominac te trudnosc,
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jak nmp. w indykatorach C. Vernona Boysa, gdzie
zastosowano Kkolko w sposob niezmiernie zreczny.

Na fig. 124, 125 i 126 widzimy jeden z tych przyrzg-
dow 1),

Oba konece cylindra maszyny parowej sa przy pomocy
B i B polaczone z malym cylindrem parowym przyrzadu. Ruchy
tloka zaopatrzonego w sprezyne spiralna (fig. 125) wywoluja,
za posrednictwem dzwigni, zmiany w polozeniu kolka caikuja-
cego (7. Kélko to opiera si¢ na walcu 71, osadzonym na osi A.

Ruchy tloka, ktorym odpowiada ruch postepowy walca
/1, przenosza sig na ten walec za posrednictwem nitki I/

Zwykly licznik mierzy liczbe obrotéw walca H.

Modyfikujac nieco caly przyrzad, mozna z latwoscig
zbudowad indykator, ktory krzywa calkowa zwyklego dia-
gramatu wykresla na powierzchni walca lub na plaszezyznie.

Zastosowanie pary kinematycznej: ,,walec i kolko* do
rozmaitych przyrzadow kinematycznych jest bardzo Korzyst-
ne, poniewaz do zwracania kotka wystarcza sila niezmier-
nie mala z powodu, iz kolko opiera si¢ o walec w jednym
tylko punkcie. Bezwladnos¢ kolka oraz jego obsady jest tak
nieznaczna, ze mozna ja calkowicie pominac; nie mamy tu
rowniez do przezwyciezenia tak znacznych tar¢, jak w inte-
gratorach zwyczajnych.

Uwagi, dotyczace pewnego integrafu biegunowego.

W plaszezyznie linii krzywej F (f. 127) obieramy biegun F.
Dwa dowolne promienie wodzgce 5 i p oOgraniczajg po-
wierzchnig 2.5, ktérej pole daje sie latwo wyznaczy¢, sko-
ro znane jest rownanie biegunowe krzywej /7 wzgledem P,
jako bieguna i osi dowolnej.

Niech promienie wodzgce tworza ze soba kat dy. Na-

tenczas
g’ . d.

o

]

-6

powierzchnia PAB —

albo, po sprowadzeniu do podstawy / jako jednostki dlugoseci,
powierzchnia PAB=1.dp'.

1) La Lumiére électrique, XIV, 1884, p. 369.
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Jezeli wiee wykresli¢ druga krzywa F', ktérej promie.
nie wodzace doznaja przyrostu dy, gdy kat biegunowy do-
znaje przyrostu dy to przy pomocy tej krzywej mozna zna-

les¢ odrazu pole dowolnego wycinka APC, mierzy je roznica
promieni wodzacych PA', PC". Jezeli rownanie krzywej I’ jest;

P:f('-?>)

http://rcin.org.pl



194 INTEGRAFY. [398]
to rownaniem krzywej /' bedzie:

o =1 S /2 () dp .

Wystawiwszy w biegunie P (fig. 128) normalna do pro-
mienia wodzacego PA, otrzymujemy:

(lp'
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Fig. 129,

Z trojkata PA'R wynika:
L= tg.’, %.p,

a wige:
p — 9
PRz 72
Lecz mamy nadto:
o AR
de - 203
a wiec:
o
PR 57" (1)

Dlugos¢ PR daje sieg latwo wyznaczy¢ dla dowolnego
punktu 4. Odmierzamy poprostu na # odcinek P.S, réwny
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jednostece dlugosei, i wystawiamy w punkcie 4 normalna do
do A4S; normalna ta spotyka » w zadanym punkcie R; A'R
przedstawia wtedy normalna w odpowiednim punkcie A’
krzywej 7. :

Z powyzszej wlasnosci krzywej F' moznaby skorzystac
w celu mechanicznego jej wykreslenia. Wyobrazmy sobie
kétko R, osadzonem prostopadle na liniale a (fig. 129) w taki

sposob, zeby moglo sie przesuwad¢ wzdluz promienia wodza-
cego r. Linial @ jest nasadzony w R na te sama o8, co i b,
a 0% ta znowu moze porusza¢ sig swobodnie wzdluz ' ¢
przechodzi w .S przez pochwe, tak ze SP wcigz zacho-
wuje wartos¢ stalg, ktora jest jednostka dlugosci 7. Jesli
wige oprowadza¢ dana krzywa rysikiem 4, obracajac prazy-
rzad caly dokola P i przesuwajac 4 wzdlz », to A" kre-
sli krzywa /', ktérej promienie wodzace mierza powierzch-
ni¢g krzywej 7

Latwo zauwazy¢, ze uklad, naszkicowany na fig. 130,
rowniez czyni zadosy¢ warunkom poprzednim. Kolko musi
by¢ weiaz rownolegle do liniaiu b, a linial a do linialu c.
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Przyrzady te same w sobie nie mogg mie¢ wielkiego
znaczenia praktycznego. Wyjasniaja one poprostu, w jak
réznorodny sposob zasada kinematyczna, rozpatrzona w ni-
niejszej pracy, daje sig¢ zastosowa¢ do mechanicznego kresle-
nia rozmaitych krzywych.

Przyrzad, opisany w § 6, jest przypadkiem szczegélnym
integrafu biegunowego ogdélnego.
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