Sur un groupe de transformations
qui se présente en électrodynamique?).
Par
S. Zaremba

Professeur i l'université de Cracovie.

Les équations qui subsistent entre des éléments qui ont une
signification physique jouissent ordinairement de certaines propriétés
d’invariance faciles i apercevoir avec sireté a priori. D’autre part,
des propriétés de ce genre bornent & elles seules, d’une fagon con-
sidérable, la variété des hypothéses admissibles, en ce qui concerne
la forme des équations correspondantes.

Par conséquent, dans la recherche des équations de la Phy-
sique, il serait peut étre avantageux de commencer par tirer parti
des propriétés d'invariance des équations demandées d'une fagon
plus systématique qu'on ne le fait d’ordinaire. C'est ce que je me
propose de faire voir sur un exemple qui présente peut-étre quel-
que intérét.

Dans ce qui va suivre, j'adopterai la conception traditionnelle
de l'espace-temps parce que, jusqu’a présent, on ne sait pas, comme
je l'ai fait voir ailleurs 2), établir, d'une fagon satisfaisante, une cor-
respondance entre les valeurs numériques des grandeurs considérées
dans la théorie de la relativité et des opérations de mesure.

1. Pour définir un champ électromagnétique (C), dans le vide,
il suffit de choisir un systéme de coordonnées déterminé (S) et de
faire connaitre deux vecteurs comme fonections du temps ¢ et des .

1) Des circonstances imprévues ayant retardé considérablement la publica-
tion des C. R. du Congrés de Toronto, je publie ici la communication que j'avais
faite & ce Congrés eny joignant une addition ot je démontre quelques propositions
qui n’ont pu étre qu'énoncées dans le corps de la communication.

?) 8, Zaremba. La théorie de la Relativité et les faits observés. Journal
de Mathématiques pures et appliquées, 1922, p. 105.
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coordonnées x,, ry, 3 de lorigine de chacun d’eux; l'un de ces
vecteurs, soit ¢, représentera alors la force électrique au point
(0, 2y, 3) & Pépoque f, c'est-a-dire la force qui solliciterait a I'épo-
que # un point matériel M chargé de l'unité d'électricité et situé
au point (z,, xy, #3); quant au second vecteur, soit m, il représen-
tera la force magnétique au point et a I'époque considérées, c'est-
a-dire la force qui solliciterait a I'époque f un pdle magnétique P,
d’intensité égale & l'unité, situé au point (,, z,, #5). Les définitions
précédentes impliquent que, par rapport au systéme de coordon-
uées (S) (que nous allons nous représenter comme un systéme de
coordonnées cartésiennes rectangulaires), les vitesses du point M et
du pdle P sont nulles. Nous avons formulé les définitions considé-
rées de fagon a ce que la circonstance précédente se présente parce
que la force dérivant du champ et sollicitant un point électrisé
dépend en général non seulement de sa position & I'époque consi-
dérée, mais aussi de sa vitesse par rapport au systéme de coordon-
nées (S) et qu'il en est peut-btre de méme pour un pole magné-
tique. Cela posé, il est indiqué de donner aux vecteurs e et m les
noms_de force électrique et force magnétique du champ (C) relati-
ves au systéme de coordonnées (S); c'est ce que nous allons faire
dorénavant.

Voici maintenant un probléme qui se présente de lui-méme:
Connaissant la force électrique e et la force magnétique m d'un champ
électromagnétique (C) relatives & un systéme de coordonnés déterminé
(S), déterminer les éléments analogues €' et m', relatifs a un systéme
de coordonnées (') qui se déplace d’'une fagon donnée par rapport
au systéme (S).

Je me propose d’étudier ce probléme dans le cas particulier
ot le systeme (§) est animé d'un mouvement de translation recti-
ligne et uniforme par rapport au systéme S.

2. Les notations précédentes étant conservées, désignons par,
u la vitesse constante du systéme (.S’) par rapport au systéme (S).
Nous admettrons ce qu'admettent d’une fagon plus ou moins expli-
cite tous les physiciens, & savoir que la solution de notre probléme
peut étre représentée par 'ensemble des deux équations vectorielles

suivantes:
1) l ¢ = (e, m, u)
] m’ = (e, m, u)
ol @ et y représentent des caractéristiques qu’il s'agit de déterminer.
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Désignons d'une facon générale par
€1y My € My U i) 3 8)
les projections orthogonales respectives des vecteurs ¢/, m’, ¢, m, et u
sur 'axe de numéro i dans le systéme de coordonnées (S). Chacune
des équations vectorielles (1) se décomposera en trois équations sca-
laires de sorte, qu’en définitive, nous aurons le systéme suivant de
six équations scalaires:
@) "c; s z.-%zl, e;?, Zaa :r:, :’;n 1:'3, l;n 3:‘2» 1:‘3)) (i=123)
CPm 0 AN BTRS aiee iRele vl SiRadd [ Rdow SEL 1 gl

Voici d’abord une proposition qui résulte immédiatement de '
la nature vectorielle des égalités (1):
(A) Si I'on désigne par &, &, & les projections orthogonales d'un
vecteur quelconque sur les axes du systéme S, chacune des ex-
pressions :

3

(3) ng‘pi("lv-") Myy...s Uyy..)
- 3

(4) 5154'(/);(6,...., My thiiss)

représentera un invariant du groupe des rotations.

Pour aller plus loin, considérons un troisiéme systéme de coor-
données (S) animé, par rapport au systéme ('S’), d'un mouvement
de translation rectiligne et uniforme avec une vitesse ;. Dési-
gnons par

Ccr My Y (@ =1,2:3)
les projections orthogonales respectives sur I'axe de numéro i, dans
le systéme (S), des forces électrique ¢’ et magnétique m” du
champ (C), relatives au systéeme ('S”), ainsi que celle du vecteur u'.
Pour obtenir les expressions des ¢ et m; en fonetion des quantités

Exy My Uy (le==1:2.8)

il' suffit évidemment de substituer, dans les équations (2), aux sym-
boles: .
6’:, mily sy "ln U (l - 1’ 2) 3)7

respectivement les symboles
" " 7. Sy '
By s O oy Uy
Nous aurons done:

s tiyee)

) B == Onlen o yiin s
( My ==L s Mo s Ry s)

(i=1,2,3)
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Cherchons maintenant les expressions des ¢’ et m,” au moyen
des quantités '

€, m; (=17 2:.3).

Il y a deux maniéres d’obtenir les formules demandées:
1° On peut porter les valeurs (2) des ¢ et m; dans les for-
mules (D).
20 Le systéme (S”) se déplagant par rapport au systeme (\S)
avec une vitesse dont les projections orthogonales sur les axes de
ce systéme ont les valeurs

u, —+ u; (1=1,23)

on obtiendra encore les formules demandées en substituant, dans
les formules (2), aux symboles

s 15 U (=" )
les symboles
e'sm;, w4 u (f=:1;23)
ce qui donne:

Ghi=Di(Clei g My oy Uil

My = P,(610e0; Myyeney Uy = 001,000) (i=1,23)

Evidemment, les deux procédés doivent conduire aux mémes

expressions des ¢ et m,’. Cela posé, on reconnait sans peine que
Pon a la proposition suivante: .
(B) L'ensemble des formules (2) définit un groupe (+ de trans-
formations ponctuelles bi-univoques & trois paramétres u,, ug, ug
de l'espace arithmétique & 6 dimensions; dans ce groupe, les para-
métres du produit de deux transformations sont toujours égaux aux
sommes des paramétres homologues des facteurs.

Le groupe désigné par (' dans I'énoncé précédent jouit en-
core évidemment de la propriété que voiei: .
(C) Le groupe G contient la transformation identique Bt cette
transformation correspond aux valeurs nulles des paramétres.

3. Pour appliquer la méthode de Sophus Lie & la détermina-
tion des transformations du groupe @, il suffirait de connaitre les
fonetions.

£, et 1, (s,i=1,2, 3)

définies par les formules:
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I e (é‘%}:)“l N0y = uy = 0
= (9""“

é)u‘)u, == —=0

(M

En effet, dans ce cas, les fonctions cherchées seraient définies
sans ambiguité par les conditions suivantes:

1° Chacune de ces fonctions devra étre une intégrale commune
du systéme jacobien:

3
of : ;
(8) 9u S e, +2 ”E)m (¢=1,23)

a—] sen|
2° Pour

u1=“1=“s=0

et en vertu de la proposition (C), les fonctions ¢, et ¢, (s =1, 2, 3)
devront se réduire respectivement & e, et m,.

Cherchons done les expressions des &,; et des #,,.

A cet effet posons:

) i =L (01,0 My )

w

Les formules (7) et (9) nous donneront alors:

(10) §i= (%;7 (s,i=1,2, 3).

)u,=u1=u3=0

Pour aller plus loin, adoptons la convention suivante: un sym-
bole de la forme F, étant défini seulement pour les valeurs 1, 2
et 3 de lindice ¢, nous considérerons le symbole F,, ol %k repré-
sente un entier quelconque, comme défini par la formule:

Foe= T,
ou i représente l'entier déterminé par I'ensemble des relations

i=k (mod. 3)
P FAaT Sas
Posons maintenant

(11) Ny = €11, Miyg — €ipay, My (E—=1,2, 5)

La fonction I, définie par la formule (9), étant, en vertu de
la proposition (A), un invariant du groupe des rotations, il résulte
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des formules (10) que les &, sont les composantes d'un tenseur du
2-e degré. Cela posé, on trouve:

(12) b= e /i) +mfa(0) + .3 ()
en posant -
(13) £ () = pu e+ pam + pun; G, k=12, 3)

ol les p,, sont des invariants du groupe des rotations, fonctions des
seules variables ¢, et m,, (i =1,2 3). Cela posé,. jobserve
queles fonections ¢ (i=1,2 3)définies par les formules

L] 3 3
SR S S R e | SR
(14) Q, _kL]e,,, Q, _:.lm,,, ay _kz.le,‘m,‘

constituent un systéme completdinvariants indépen-
dants des variables ¢, et m, par rapport au groupe des
rotations. Il résulte de 14 que les p, pourront étre re-
gardés comme fonctions des seules variables a.

D’une fagon tout & fait analogue on trouve:

(15) T = €, @, (1) + m, @, (1) + n, @5 (i),
en posant
(16) ‘pk(z) = qu, & -+ Gray My '+‘ Grs M

ou les ¢ représentent des fonctions des seules variables a.

Pour résoudre notre probléme dans toute sa généralité, il fau-
drait déterminer d’abord, de la fagon la plus générale, les p et les ¢
par la condition que le systéme (8) soit un systéme jacobien, ce qui
exigerait l'intégration d'un systéme compliqué d’équations aux déri-
vées partielles du premier ordre, et passer ensuite i 'intégration
du systéme (8) lui-méme. Toutefois, le probléme se simplifie beau-
coup quand on veut se borner au degré de généralité qui semble
suffisant au point de vue de la physique.

En effet, d’aprés les hypothéses généralement admises, la diffé-
rence

’

B

ou ¢’ est défini par la premiére des formules (1), représente un vec-
teur perpendiculaire 4 la vitesse w. D’autre part, il semble naturel
d'admettre qu’il en est de méme du vecteur:

m' — m.

Or, les hypothéses précédentes étant adoptées, on trouve que
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I'on a

(17) St 6:i=0, ir =+ i =0 Gk =:1,2:3),
Posons
3 3
of 2
(17, 1) 'li(f) =2§-,i 52 +2?].,.-a":‘.

s=]1 s=1

En vertu des équations (17) les conditions nécessaires et suffisantes

pour que le systéme (8) soit un systéme jacobien prendront la forme
suivante: .

(18) A A =6 (b a1, 2 3)

Il résulte immédiatement de la que les formules (2) s’éeriront comme
il suit:

3
| & =38, u,+ e
k=1
- :
|m; zki"]u Uy +mi

En effet, a cause des équations (18) les valeurs (19) des ¢’ et des m’,
seront des intégrales communes des équations (8). D’autre part, pour

(19)

e =i — g~
les formules (18) donnent
G =
et cela achéve de prouver que les formules (18) sont bien les for-
mules cherchées. :
4. D’aprés ce qui précede, le probléme se raméne & la déter-

mination des &, et des Tk
Les conditions (17) donnent:

Puyi=— Q= 0
(19, ,) 1 Pijiti + Pet1i = 0 il 2’ 3)
Qvir = Qi1 = 0

et, en définitive, on trouve que les formules (12) et (15) peuvent
étre ramenées a la forme suivante:

§:,¢ = N =— 0
(20) — =8 =Pl Pa My + Pyt (i =1, 2, 3)
— M1 = Noip1 = 1 Cigo =+ G Miga g3 Niya
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ou les p, et les ¢, (k =1, 2, 3) représentent des fonctions des seules
variables «,, @,, @, variables définies par les formules (14). Les
équations qui déterminent ces fonctions s'obtiennent en développant
les conditions (18). Pour écrire les équations précédentes, posons

Ad=a, a,— a3,

@1 M= g,a, — py@s + (g — p1) s,

% ) A=p;(p + @), B=pi+ g1, A= ¢:(p1 + 02)s
B = ¢+ pag,

et définissons trois opérateurs différentiels w,, u, et u; par les for-
mules:

o d Q

Wy =-—2p3a3 %; Ao 2q3azﬁ—(psa2 +qsa3)a—a3

b o d

(22) (= 21”:“3@‘{‘ 2q; a4 E_i_ (psas +Qsal)a—as
o P d
Hy = —2p, 9714"291 '@;‘HPI —Qa)*@;&

les équations demandées pourront alors se mettre sous la forme
suivante:

A(/‘x(Pl)'_psql)”l"azPaM:O
g A(py (p1) + 2psp1 + gspa) — Asps M =0
4 puy(py) —ay 4 —ayB=0
A(py (ps) — Pspr — PsGe — qsPs) — A ps M =0
Ay (p3) 4 pspe) + @ yps M =0
A uy(ps) +asd+ e, B=0
A(ui(ps) — Psgs) + @ 4 + a; B=
A(!‘s(Pa)"'i’%)—asA_alB:O.
4 puy(ps) +ps M=0
Alpy(q1) — ¢sq1) + @ M =0
Aus(q1) +Psqi + 61 + 3392) — @5 g M= 0
. 4 uy(q,) —ayd’ —a, B'=0
Ay (q9) —Psqi — 29sqa) — @3 s M =0
A1y (g2) + gspe) + @1 M= 0
il ﬂs(Qz)"}‘alA +a B =0
Apg(gs) — g3 + a3 4’ + @B =0
Ay (q5) + qsps) — @ 4 — a3 B'=0
A ps(gs) + gs M=0.

(23)
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Sans insister, pour le moment, sur la discussion un peu laborieuse
du systéme précédent et en réservant pour un autre travail quel-
ques applications des résultats obtenus, je 'me bornerai actuellement
a faire remarquer que, si 'on adopte l'une des hypothéses sur les-
quelles M. Lorenz?) a fondé la théorie des électrons, hypothése qui
revient & admettre que

p=p=0 pF0
on trouve
=9 =¢=0
ce qui exprime que, par rapport au groupe défini par les équations
(18), la force magnétique est un invariant.

Addition,

Voici quelques indications destinées i faciliter la vérification
des résultats présentés dans la communication précédente.

Pour établir les formules (12) et (1), p. 8, on peut procé-
der comme il suit: les #, étant définis par la formule (11) et la
quantité 4 par la premiére des formules (21), on aura:

€1y €3y €3
(24) : A = | my, my, My

Ny, gy Mg
et I'on s'assurera sans peine que l'on a

" (256) A =e(aye,— aym,) + m,(a;m, — aze,) + n?,
(a==1,2, 3) :

d’ou il résulte que l'on a aussi
3 3 3
(26) A= Ze(aye, — aym,) = Zm,(a;m, — ase,) = In’
s=1 s=1 s=1

Il est évident d’ailleurs que, dans le tableau

1) H. A. Lorenz The theory of of electrons. Leipzig, B. G. Teubner 1909,
p. 14, formule (23).
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Oy — QgMy,  Qgy — GyMy,  Ogy — Gy
(27) Qymy, — Qyéy, @My — Qgey, QMg — Q36
Ny, ; Ny, Ng

les éléments d'une méme ligne constituent les composantes d’un méme
vecteur. D’autre part, puisque les quantités &, sont les composantes
d’'un méme tenseur du second degré, les expressions

b 2% 1 (=128
=1

olt les v, représentent les composantes d’un méme vecteur quel-
conque, représenteront ellesmémes les composantes d’un certain
vecteur. Par conséquent, les quantités

(28) (1), £:(2), fi(3),
définies par les équations

(age, — aym)§,. = £,(i). 4
(29) g Z;(al m, — age) 5 = f4(4) - i|

Snk.=£).4,

L M

o |

représenteront les composantes d'un méme vecteur pour chacune
des valeurs 1, 2 et 3 de lindice 4. Cela étant, les quantités p,, dé-
finies par les équations

3
‘Zl(aﬂ?i — agm;) fr(2) = P,
8
(30) g’l(a, m; — 36) fi(t) = Pias
3
%”\fk(l) = Pis»

représenteront chacune un invariant du groupe des rotations et, par
conséquent, chacune de ces quantités sera fonction des seules gran-
deurs «@,, @, et @;. Or, I'ensemble des équations (29) et (30) en-
traine les formules (12) qu’il s'agissait d’établir. Quant aux formu-
les (15) p. 8, on les obtiendra d’'une fagon tout a fait analogue.
Démontrons maintenant que I’hypothése selon laquelle le vecteur u
serait, dans tous les cas, perpendiculaire & chacun des vecteurs
¢/ — ¢ et m' — m, entraine hien l'existence des relations (17). A cet
effet adoptons I'hypothése précédente.
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Nous aurons: *
2’u(e —e)=0 etZ’u(m m) =0,
s=1

pour tous les systémes de valeurs de u,, u,, u;. Par conséquent:

3 3
-y aﬂt
5 : ’Wl-k + e,‘ S 0 et 5 . a + ’”L,‘ m; == ().

=1 s=1
d’ou
3
e, de; ¢ -
2“@?&; L e o

=1

3
om; am,,
2‘ '<’-)u Qu, + du, %

sw=]

Cela posé, il suffit de faire dans ces équations wu, = uy = uy =0
et de se reporter aux formules (7), p. 7, pour s'assurer de l'exis-
tence des relations (17) quil s’agissait précisément de démontrer.

Montrons maintenant qu’au cas ol les relations (17) (p. 9)
sont vérifiées, les conditions pour que le systéme (8), p. 7, soit un
systéme jacobien prennent bien la forme (18). A cet effet observons
que, avec les notations définies par les formules (17,,), les équa-
tions (8), p. 7, s'écrivent de la fagon suivante:

@31) _f—"%(f) (4,=1,2,3).
D’aprés un théoreme -classique, les conditions nécessaires et suffi-

santes pour que ce systéme soit un systéme jacobien sont les sui-
vantes:

(32) &) — (&) =0 (i, 8,k =1, 2,3)
et
(33) () — A(.,) =0 (iy 8,k =1,2,3)

L’une des relations (17) permet de donner a (32) la forme suivante:

&)+ L&) =0.

En adjoignant & cette équation celles que on peut en déduire par
voie de permutations circulaires des indices k, s, i, on obtient un
systeme d’équations qui donne de suite

4 =0 (ks i=21,28)
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D'une fagon tout i fait analogue les équations {33) nous donneront
Ain;) =0 (&, 8,8:5=1,2;3).

En définitive, lorsque les relations (17), p. 9, sont vérifies, les con-
ditions considérées prennent bien la forme (18), p. 9.
Assurons-nous maintenant que les relations (19,,) sont bien
équivalentes aux relations (17).
“J'observe & cet eftet que les relations (17) donnent en par-
ticulier

gﬁi o O,
égalité qui en vertu de (12) donne:
(34) 0116 + Pyam? + pygni? + (Pas + pas) i, +

4+ (P31 + pis) e + (p1s + py1)esm, = 0.

Cette égalité doit subsister quelle que soit l'orientation des axes.
Or les valeurs des p,, sont indépendantes de l'orientation des axes
et, d'autre part, lorsqu'on fait varier l'orientation des axes, les va-
. leurs que peuvent prendre i la fois les trois quantités ¢, m; et n,
ne sont assujetties, dans le cas général ou chacun des vecteurs e
et m est différent de zéro et ou ces deux vecteurs ne sont pas pa-
ralléles & une méme droite, qu’a satisfaire & 1’6quation

(35) et + aymi+ n} — 2agem, — A =101)

ot 4 est défini par la premiére des équations (21).
Par conséquent P’égalité (34) doit étre une conséquence de (35).
On a done

P;k‘*‘[’ka:() (2,k= 1, 2, 3)

On établirait d’'une facon analogue que les relations (17) entrainent
encore les suivantes

qu+q“=0 (i,k=l,2, 3)

En définitive, les relations (17) entrainent les relations (19, ,).. Mais
il est évident que les relations (19,,) entrainent les relations (17).
Donc, les systemes ‘de relations (17) et (19, ,) sont équivalentes entre
elles comme il s’agissait de le démontrer.

1) Pour reconnaitre l'existence de I'équation (35) il suffit de considérer que
les éléments du tableau (27) représentent les coefficients. des éléments homologues
dans le déterminant (24).
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Voici comment on obtient les formules (20): il résulte de
(19,,) que l'on peut poser -

Pi=Pss = — Pag; P1=Pis = — Ps1; Ps= Py = = P12y

en désignant par les p; des invariants du groupe des rotations. Cela
étant, la formule (12) donne:

(36) Eiipr = Ppr(mupa s — mingyy) ++ pa(iep, e — mienyy) +
+ pa(eam, — em, ).

Or les expressions par lesquelles les p; sont multipliées respective-
ment dans la formule précédente représentent les coefficients de la
colonne de rang i+ 2 dans le Jdéterminant qui constitue le se-
cond membre de (24) et, d'autre part, ces coefficients sont égaux
respectivement aux éléments de la colonne de rang i -} 2 dans le
tableau (27); il résulte de la que I'expression (36) de & ., peut étre
mise sous la forme

§a.a+1 = P16iye + PaMiys —l' P3tige,
en désignant par les p, les invariants du groupe des rotations dé-
finis par les formules

P =DPi@ — Py, Py = P% — P18y, 2Py = P
Cela posé, pour reconnaitre la légitimité des formules (20), il suffit
de considérer qu'un raisonnement tout & fait analogue & celui que
nous venons de développer conduirait & la formule

Tiip1r = Q1 €ipa = GaMiga + GsMiga

ou les ¢, représentent certains nouveaux invariants du groupe des
rotations.

: Pour terminer, développons les caleculs qui an cas ou l'on
a les formules (20) permettent de conclure & I'équivalence du sys-
téme (23) (p. 10) au systeme (18).

En vertu des formules (17,,) et (20) nous avons

P
A(f) = — (Pr8iye + Pe M+ Ps1iy0) Qevi o
of
+ (preeps + Pamigs + Psign) 57— +
iy
@0 %
— (¢ Cito + Q2'mi+2+ qs ”‘1‘+2) Ny +
i+
f

Mo .

+ (g2 s + Mgy + g3 Migr) 2
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Commengons par développer les expressions ;
A,(a,) (b=1,2.3)

ol les @, ont les valeurs (14). En tenant compte du fait que les
éléments d’une colonne du tableau (27) représentent les coefficients
~des éléments de la colonne homologue dans le déterminant (24),
on trouve:
Aa) = — 2pye. 4 2pyaym, — 2pyn,
: Ailay) = — 2gs e, + 2q;a5m + 2¢,m,
Alag) = — (ps @ + gy @) e + (ps @5 4 gz @)mi + (py — @) i

Cela posé, si l'on désigne par ¢(e,, @,, @;) une fonction quelcon-

que des variables @, @, et @; et si I'on conserve aux opérateurs
Wi, Uy et ps les sens que leur attribuent les formules (22), on troave:

(38) A(Y) = m(W)ec— uy (W)m, + us ().
Développons encore les expressions 4,(n) et Z4,(n, ) ol, on se le
rappelle, on a

Ny = € Migg — € oMyy,,

n"+2 = ¢ ”l,»+] oy e‘+] m;.

En tenant compte, comme plus haut, des relations qui existent entre
les éléments du tableau (27) et ceux du déterminant (24), on trouve:

(39) A(n) =q @, — P @y + (g — p1) @ — ¢, 68+ pymi +
. + pamns — gynie, 4 (py — ga) e
et :

(40) 1.-("44-2) o (Pl m; — ¢, e()9e+2 + (Ps m; — Qs ) Mg +
—+ (pym, — gy e)Miyo.

D’aprés les formules (20) (p. 9), nous avons:
§iit1 = P1€iyn  PaMigy + Py iga.

En gappuyant sur cette formule ainsi que sur les formules (38)
et (40), on développera aisément I'expression 4,(§ ;) et, aprés avoir
éliminé de la formule obtenue le produit »n,,, au moyen de Ja
relation

®y €69+ Bymmyy — Qg (M6 - eMyys) + Rny g =0,

relation que l'on obtient en considérant que les éléments du ta-
bleau (27) sont égaux aux coefficients des éléments homologues du
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déterminant (24), on obtiendra une formule qui, & la suite de la
substitution & n,, de sa valeur ¢, ,m, — ¢m,,, nous donnera fina-
lement la suivante: :

1«(5‘,.-.”) = (P? + P2 1) eipr + (P1Ps + Pags)Miyy +
+ 9iee+2{ﬂl (P1) — P31 — @y l‘s(P)} e
—+ mmo{ps (ps) + PPy — @ 13 (ps)} +
(41) + m‘".-;.e{ﬂz(Px) 4 P%} —~+ my o m g (p3) +
+ nieipapis (1) + Mugne{pn (ps) — ps9s} +
+ emipo {1 (ps) — Ps g + g3 (Ps) — P10s — Py gs} +
+ epom{ s (p1) + P31+ @ 13 (ps) + Py Ps + P2 gs)-

Développons maintenant I'expression 4;(&, .). Nous avons {formu-
les (20), p. 9}:

§t+1,i+2 = P&+ pamy = pyn

et, en nous appuyant sur (38) et (39) nous obtiendrons l'expression
de 4,(§.14,i42) sous forme d’un polynome entier du second degré en
e, m; et n, ayant pour coefficients certains invariants du groupe
des rotations. Aprés avoir éliminé de I'expression précédente la quan-
tité »} au moyen de la relation (35), on obtiendra les formules dé-
finitives suivante:

A€, i40) = PoAq @1 — Pa @ + (92 — pr)as) + i (ps) +
s 3 e?{u, (P1) —Psqr — @ p3(ps)} +
(42) + i {pta (po) + Paps — @1 tas (ps)} + 5
—+ mﬁ'"’i{/‘s(l’z) + uy (ps) 4 Pg} <+
~+ me{us (pr) + 1 (Ps) — Psgs} 1+
~+ em{pty (py) + 1 (pa) + ps(p1 — ga) + 2565 (py)}-

L’équation
(43) 11(§1+1,-'+2) =1

doit étre vérifiée quelle que soit I'orientation des axes; d’autre part,
ainsi que nous avons déja eu l'occasion de le faire remarquer, lors-
que lorientation des axes varie, les vecteurs ¢ et m étant donnés,
les valeurs que peuvent prendre & la fois les quantités e, m, et n,
ne sont assujetties, dans le cas général, qu'a satisfaire & ’équation
(35). Par conséquent, il résulte de (42) que, pour que l'équation (43)
soit satisfaite dans les conditions voulues, il faut et il suffit que
I'on ait:

Roeznik Polskiego Tow. matematycznego. 2
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Ps{Qn a — pyy - (g, —Px)az} + Auy(py) =0
1 (P1) — Psgs — @5 (ps) =0
(44) s (ps) + Pzps — @, uy(pg) =0
s (po) + w2 (ps) + p3 =0
ps(p1) + w1 (pg) — psgs =0
ta (P1) + #1(p2) + ps(p1 — ¢2) + 2@ 15(ps) = 0.

A cause de la 2-ieme et de la 3-ieme des équations (44) le coeffi-
cient de ¢¢,, ainsi que celui de m,m,, dans l'expression (41) de
4(§41) sont identiquement nuls ef, & cause de cela, aprés avoir posé

4, 4 uy(ps) + 13, B, = uy(py),
(45) Ay = py(py), By = uy(ps) — ps s,
Ay = p(pa) — Ps 92 + agus(ps) — pips — Pa9qs;
By = w3 (p1) 4+ pspr + @sts (ps) + paips + P2 gs
I’équation
(46) 1«(5:,«4.1) =0

prendra la forme suivante:

(P} + peqn) e + (P12 + P2 a) Mgy +
e + A, mn 3+ Byom_gn, +
L. + 4, Ni€ito + B, Nyt +

+ Agemis + Byeom, = 0.

Mais, avec les notations (4D), les trois derniéres équations du sys-
téme (44) s'écrivent comme il suit: ‘

4,+ B, =0,
(48) 4, + B, =0,
A3+BB =O.

Il résulte de la que I'équation (47) équivant & la suivante:

(i 4 Psqr) e + (P11 + P2 @) Mg +

+ 4, (mi”i+2 S mi+2nl) +

+ 4y (nieys — nigaes) +

+ Az(emiyy — eyam) =0,
laquelle, & cause des relations qui existent entre les éléments du
tableau (27) et les éléments du déterminant (24), peut se mettre
sous la forme suivante:
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b iPi + Paqn — @ 4, + a3 4,} +
+ mo{pips + p2gs + @4y — @, 4y} — ndyn, =0.
Pour que cette équation subsiste quelle que soit l'orientation du
axes, il faut et il suffit que l'on ait

Pitpags — @y d, + azd, =0
(49) PP+ Pige + @4y —a, 4, =0
A= 0,
Il résulte de ce qui précéde que I'ensemble des équations
A(&x) =0 (44, k=1, 2, 3)

équivant a l'ensemble des équations (44) et (49), lequel, on le véri-
fiera trés aisément, équivant & I'ensemble des 9 premitres des équa-
tions (23). Reste & prouver que I’ensemble des 9 autres équations
du systéme (23) équivaut & lI'ensemble des équatious

A(m) =0 (), k=1,2,3).

On pourrait évidemment y arriver au moyen d'un calcul tout & fait
analogue a celui que nous venons d’effectuer, mais il est inutile de
développer ce calcul car il est aisé de voir que I'on en obtiendra

le résultat en remplagant dans les 9 premitres des équations (23)
les symboles

Qyy Ugy Qgy Pyy Pay P35 G1s G2y 93y Uay Moy Mg

respectivement par

Qyy Ayy Qgy 9oy 91y = G35 P2y Pry — Psy Mg, fqy — Ug-
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