Sur les fonctions hyperharmoniques.
Par
Ladislas Nikliborc (Lwéw).

Introduetion.

Il serait inutile d'insister ici sur la portée de l'influence de la
théorie des fonctions harmoniques sur le développement de la thé-
orie des fonctions d’une variable complexe. On sait en effet que
I'étude d’une fonetion d’une variable complexe est au fond équiva-
lente & I'étude d’un systéme de deux fonctions harmoniques conju-
guées de deux variables réelles.

; Le cas des fonctions de deux variables complexes différe pro-
fondément de celui des fonctions d'une seule variable complexe et
voici comment M. Picard s’exprime & ce sujet!):

»On voit de suite ls diftérence profonde qui doit séparer la
théorie des fonctions de deux variables complexes de celle dune
variable. Dans celle-ci, ia partie réelle P doit satisfaire & l'unique
I'équation de Laplace, dans celle-la, au contraire, nous trouvons
quatre équations pour cette seule partie réelle P. Il ne semble
guére possible d’étudier ce systéme de quatre équations comme on
a étudié l'équation de Laplace; aussi devrons-nous ici considérer
la fonetion P + i() dans son ensemble, sans étudier séparément
P et

Il n’est pas donc étonnant que, dans les travaux consacrés
4 la théorie des fonctions de deux variables complexes, on se soit
servi jusqu’a présent presque exclusivement des grandeurs comple-
xes en renongant & la séparation des parties réelle et imaginaire;
a notre connaissance, il n’existe qu'un seul mémoire ol la sépa-
ration des parties réelle et imaginaire d'une fonction de deux va-

1) Traité d’Analyse. T. IL. p. 257 (deuxiéme édit.).
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riables complexes ait été employée avec succes et c'est le célebre
mémoire de Poincaré: ,Sur les fonctions de deux variables“?).

L’objet du présent mémoire consiste en I'étude des fonections
de quatre variables réelles x,, y;, .y, y,, susceptibles de représenter
la partie réelle ou la partie imaginaire d’'une fonction analytique de
deux variables complexes x, iy, et wx, + iy,. Ces fonctions se
confondent avec celles qui vérifient le systéme suivant de quatre
équations aux dérivées partielles:

Q.
=0
du ,
M A
O N
Oz, 9z, ' y;dy,
Q% Q%u

o5y, Bnly
On appelle le plus souvent?) les fonctions satisfaisant aux

équations (1) ,fonetions biharmoniques“, mais, comme en Physique
mathématique, on donne le méme nom aux intégrales de I'équation

AAu =0

(dite ,l’équation biharmonique“), équation qu'on rencontre dans la
théorie des plaques élastiques, nous donnerons aux fonctions qui
vont nous occuper, c’est-a dire i celles qui vérifient le systeme (1),
le nom de ,fonctions hyper-harmoniques®.

Les principaux résultats du présent travail sont les suivants:

Dans le chapitre I. nous démontrons qu'on peut définir les
fonetions hyperharmoniques, réguliéres dans un domaine déterminé,
par la condition de satisfaire &4 un systéme de, trois seulement
équations dont la forme en coordonnées hyperspheroidales est par-
ticuliérement simple.

Dans le Chapitre II™¢, nous étudions certains développements
en série. Ces développements permettent de démontrer quelques

1) Acta Mathematica. T. II. 1883. p. 99 et T. XXII 1898, p. 112.

2) L. c. Aussi M. Osgood appelle les fonctions, qui nous occupent ,fone-
tions biharmoniques* dans son livre , Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. II.
1t¢ ieferung*.

http://rcin.org.pl



65

théorémes intéressants sur les classes des fonctions satisfaisant
A certains systémes d’équations

Le Chapitre III™ est consacré & l'étude de lintégrale de
Poisson pour les fonctions hyperharmoniques et & I'étude du pro-
bléme de Dirichtet pour ces fonctions. On peut ici poser le pro-
bléme de Dirichtet de deux maniéres différentes, en définissant
les conditions aux limites soit sur une multiplicité & deux, soit sur
une multiplicité & trois dimensions. Mais il se trouve, que dans
aucun cas on ne peut se donner les conditions limites d’une fagon
tout & fait arbitraire. En réalité ces conditions doivent s’exprimer
par des fonctions appartenant & une classe spéciale de fonections,
classe qui est définie pour chaque domaine déterminé par une infi-
nité de relations aaxquelies les fonctions de cette classe doivent
satisfaire. La solution du probléme de Dirichtet est traité ici dans
un cas particuliérement simple et nous réservons l'étude des cas
plus généraux pour un mémoire ultérieur.

Ajoutons que quelques-uns des résultats exposés dans ce
mémoire ont fait I'objet de deux notes insérées dans les ,Comptes
rendus“ 1).

En terminant cette introduction, je tiens &4 exprimer mes plus
vifs remerciments & M. le Professeur S. Zaremba pour les
observations qu'il a eu la bonté de me faire aprés avoir pris con-
naissance de mon travail et dont j’ai tiré grand parti pour la ré-
daction définitive de ce mémoire.

CHAPITRE 1.
Les équations 4,u = 0.

§ 1. Définitions et notations. Soit (7)) un domaine, situé

dans l'espace & quatre dimensions des variables z,, y,, 25, y;. En
posant

2, = 2, + iy, (x=12)

envisageons une fonetion f(z,, 2,) holomorphe dans (7).
La partie réelle u(zy,y,, z,,y,) et de méme la partie imagi-

—

1) ,Sur les fonctions hyperharmoniques“. T. 180, p. 1008. 1925, et T. 182
p. 110. 1926.

Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 7
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naire v(z, y,, 4y, ;) de la fonction f(z),2,) ne sont pas indépendan-
tes et on sait qu'elles sont liées par les quatre équations

Qg M
9z, 9y,

1) o ou (x=1,2)
y, . o=,

bien connues sous le nom d’,équations de Cauchy-Riemann“?).
Il suit de la que la fonetion u(x,.y,, 2, ¥,), [et de méme la
fonetion »] doit satisfaire &4 quatre équations?):

Q’u kS

=23 9.1/,
%
Al — o 2-—{— 9y2 — 0
(2) fit _3u M o
i REACEN + Iy 9ys 2
2 2
Am:—g»u—— o =l

9z, 9y, E 9;2_‘9;1
que nous appellerons ,équations de Liaplace
En dehors des équations (2), nous aurons & considérer l’équatlon

Q2

(3) A“—a 2+ .z+ 9Z2+ ay 7

que nous appellerons ,équation compléte de Laplace®.

Voici les définitions des trois classes des fonctions que
nous allons étudier dans ce mémoire:

,S1 la fonetion u(w,, 4, a5, ¥,) est définie et continue
avec ses dérivées partielles du premier ordre & l'in-
térieur du domaine (7'), si de plus les dérivées par.
tielles du deuxiéme ordre dans ce domaine existent,
nous disons que cette fonction est

1° harmonique dans (7') si

Au=20

20 doublement harmonique dans (7') si

1) Picard, Traité d’Analyse. Tome II. Deuxiéme éd. p. 255.
?) Picard. L. c.
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Au=0
Ay —10,

3° hyperharmonique dans (7) si elle satisfait au
systéme (2) des équations®.

On voit immédiatement que toute fonetion doublement har-
monique dans un domaine est aussi harmonique est de méme,
que toute fonction hyperharmonique dans un domaine est aussi dou-
blement harmonique et alors ,a fortiori“ harmonique dans ce
domaine.

En vertu des ces remarques, des définitions adoptées et d'un
théorétme de M. Wilkosz?!), on peut affirmer que les fonections
qui appartiennent & I'une quelconque des classes précédentes, jouis-
sent de la propriété d’avoir des dérivées partielles du deuxiéme
ordre continues. Il suit de la que les fonetions qui nous oceu-
pent, possédent des dérivées partielles continues de tous les ordres.

§ 2. Les équations 4 u=7,.
Envisageons le systéme d'équations
Anu =‘fx('l"l?yl'x2! .7/2) (M= 17 21 3) 4)

ol les fonctions sont continues avec leurs dérivées partielles & I'in-
térieur du domaine (7).
Existe-t-il du moins une fonetion u, qui satisfasse au systéme (3)?
Evidemment non et il est trés facile d’établir des conditions né-
cessaires pour qu'une telle fonction existe. Laissons cette question
de coté et en supposant que l'on ait identiquement

(4) fo= ¢y (x=1,2,3,4)
ol les ¢, représentent des constantes, envisageons les équations
) du=—c (x=1,2,3,4)

Il est trés facile de voir que les conditions de compatibilité
des équations (D) sont remplies.

§ 3. Les équations 4,u = c,.

Nous allons établir dans ce paragraphe quelques théorémes
intéressants sur le systeéme (5). Notons que les démonstrations directes,

1) C. R, T. 174. (1922 I). p. 435.

o
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exposées dans ce § sont dues & mon Collegue M. H. Auerbach;
celles que j'avais données d’abord ayant été basées sur les théore-
mes du ITI®¢ Chapitre!) de ce mémoire.

Théoréme: ,Si la fonetion u satisfait aux équations

At i —; =y
il existe une constante ¢, telle quon ait
A4u=c‘.“

Dém. En effet, toute fonection w(x, y, 2, y,) vérifie identi-
quement les relations

;.i Ay =— 50;—2 A ;1 Agu
9% e aiyg e %A,u
9%; K % A aij E
%’ Ad e % S 9% Ak

B

dont mnotre théoréme est une conséquence immédiate.
Corollaire: ,A toute fonection wu(x,y,, >, y,) satis-
faisant au systéme

(6) A=Ay — At — 0

correspond une infinité de systémes de deux con-
stantes a et 8 telles que la fonction

) v=1u+ ax,y, + By,

soit hyperharmonique“
Dém. D'aprés un théoréme déja demontré, les équations (6)
entrainent la suivante

A==t
Il s'ensuit done que si les constantes a et 3 satisfont & I'équation

@+ ¢, =0,

1) V, la premiére de mes notes citées plus haut.
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la fonction v, définie par (7), sera une fonction hyperharmo-
nique.

Remarquons que les équations (6) n’entrainent pas l'équation
A= 0, comme le prouve l'exemple u =2y, — y,2,.

D’une maniére analogue on peut démontrer le théoréme
suivant: ;

ysLes équations

At e oliui=os "Nl —"¢,,
entrainent Péquation
ot 0 0
Une conséquence immédiale de ce théoréeme est le suivant:
sPour toute fonetion u qui satisfait au systeme
Aae=—="Mob =N —=0:

il existe un couple de nombres réels e, 8, tel que
la fonection 3

v=u-+ ax,x, + By,y,

soit une foncetion hyperharmonique¥

§ 4. Les équations p,u = 0.

Envisageons maintenant les deux équations

(8) &l (1@ + y192) Ayt + (X1 ys — Y22 dgu =0
Vot = (#1ys — 11@) Ay — (212 +y,y5) Au = 0
que nous appellerons ,équations de Laplace transformées¥.
Il est évident que toute l'intégrale des équations Aju =0 et
Agu =0 est aussi l'intégrale des équations p,u =0 et p,u=0. La
réciproque reste vraie, car on peut considérer les équations (8)
comme les équations lindaires en A,u et A,u, dont le déterminant
est égal & Pexpression

@ + ) (@2 + %) ’

1 suit de la que pour qu'une fonction wu(wy, y,,x,.y,) soit
dans (7') hyperharmonique, il faut et il suffit qu’elle satisfasse au
systéme

du=0, Lu=0, pu=0, pu=0.
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Mais l'importance des équations (9), qui peuvent servir de
définition aux fonetions hyperharmoniques, est beaucoup plus grande.
Elle consiste en ce que dans le cas des fonctions réguliéres, le
systéme (9) peut étre réduit & un systtme de trois équations
seulement. :

Cest la premiére proposition fondamentale du
notre travail; elle peut étre énoncée comme il suit:

o116 point 2, =y, =@=y, =0 est situé A Vinté-
rieur du domaine (7) et si la fonection u(x, y,, o, y,)
étant continue avec ses dérivées partielles des deux
premiers ordres'), satisfait & I'un des systémes d%-
quations

Auv=Au=p,u=0
ou
Au=Au=pu=0,

elle est nécessairement hyperharmonique¥.
La démonstration est trés simple. Supposons, par exemple, que

les équations A,u = Ayu = p,u = 0 soient satisfaites et partons des
identités suivantes:

o o
’9;1 Vzu=?/243“—1jad4u+(x1!/2—xsyx) 9%‘, Ayu— (21225 4¥13) 5& A
d - d
(9) By Vatb=y, Agu— 2, Au ~+ (2,220 — Y1) L Ayu+-
(3} - Y
5
[+
+ (@Y — yy5) le Au=0.
Elles nous donneront

J — d d
9;'1 Vot = — (&3 T3+ ¥1 ¥s) ayg' 4,u +(371?/z — Yoy) &z:, 4,u.

D’un facon analogue on trouvera

. el t—ra—“u—-O
§y—172u—3IsV'1—9er’ iy

1) La supposition de la continuité des dérivées du 2m¢ ordre n'est pas né-
cessaire, comme on le voit en s’appnyant sur le théoréme cité de M. Wilkosz,
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Donc dans tout le domaine (7') yyu = const. et comme

V2u / —_— 0
=0
n=0
29—0
¥2=0

on a identiquement

et —=0.
On démontre d'une fagon analogue la deuxiéme partie du
théoréme.
Remarque: L'hypothése que le point (z, =y, =2, =y,=0)
-est & l'intérieur du domaine de régularité de la fonction u, est
essentielle, comme nous le démontrerons plus tard.

§ 5. Les fonetions doublement harmoniques, Nous savons
déja qu'une fonction doublement harmonique n’est pas en général
fonetion hyperharmonique. Cependant on peut trouver deux fonc-
tions hyperharmoniques étroitement liées a la fonetion w.

En effet, d’aprés les formules (9), on a

)
c

X i
‘7‘)—1:—1 V2 U= a—yl V,u
2o g al B
ayl Vz“— 9.’1}1 Vl“
W e S
o, s = x Vit
wm T a
I suit de 1a que

A(p,u) =0 (Gj=1,234
=12

On a done le
théoréme ,La fonction

(2, 22) = Ez“ + i-V—,u,

©OW0 2y =1y, }.ixy, est analytique réguliére.
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§ 6. Coordonnées hypersphéroidales. Introduisons mainte-
nant de nouvelles coordonnées 7, @, 7y, @s, c. & d. les quantités
lides & x,, y, 2y, y, par les relations

£
x, + iy, =r,e9x (2 =212

: Nous appellerons ces nouvelles coordonnées: ,coordonnés
hypersphéroidales®.
Par un caleul direct on trouve facilement des expresswm
pour 4,u en coordonnées r, @, 75, @,. On a

d2u 1 u 1 d%u

A=t taag Seeahalis
(10) dyu = pyu . cos (@, — @) + pau . sin (9, —

A= gy sin (@, — 1) — Py s (P — @),
ou Pon a posé
% 1. 9%y
V=33 v, S,50,
1) 1 Pu 1

P 3p.0n, T 1y 30y,

Les expressions en coordonnées ry, ¢, 1y @y pouUr pyu, Pyt
s'obtiennent facilement et l'on a
(12) B
Palé = riry Pat.
D’aprés les résultats du § 5™ le systéme
(13) diu=A40u=ypu=ypgu=0

est complétement équivalent au systéme (2) et il peut de méme
étre réduit & un des systémes

4iu=0, 4u=0, pu=0

S B =0, 4% =0, p,4+=0,

sous la condition que la fonction u soit réguliére & lorigine.

§ 7. Les équations p,u=0 et p,u=0. Nous terminerons
ce chapitre en démontrant la proposition suivante:
»91 la fonction u(x, y, x, 9,) est continue avec ses
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dérivées partielles des trois premiers ordres & l'inté-
rieur du domaine (7) comprenant lorigine et si
pau="0
Eguzo,
alors on peut déterminer deux fonctions

f1(21 1), [a(y ya)
telles que la fonection

U(Zy, Yoy @y Ya) — J1 (@1, Y1) — [a(xa, ¥s)
soit hyperharmonique dans (7%
Dém. En effet’) cherchons sil est possible de trouver une
fonetion (15) satisfaisant aux équations

Aju=Byu = pu = pu=0.

Or on voit d’aprés I'hypothése qu'on a certainement

nu—rH—f)=0
Vel — /1 — ) =0, 3
les fonetions f,(x, y;) et fy(x,, y,) €étant absolument quelconques et
assujetties seulement & avoir des dérivées partielles des deux pre-
miers ordres.
Il nous reste alors & montrer qu'on peut satisfaire aux équations
A(u—f1)=0
Ay(u — f,) =0.
A cet effet observons que les expressions 4,u et 4,4 sont des

fonetions bien définies et continues dans (7') et qu'elles posscdent
des dérivées partielles du premier ordre continues. Calculons les

S d d : 7
dérivées ~— Au et ~— Aju. On trouve immédiatement qu'on a

Iz, s
9 P
ij_',A u__‘,.)—xlzbu—;9»?/—1 AN =0
P
—Au Au Au=0.
ayg + 4

1) Je dois cette démonstration & M. Zaremba; ma démonstration primitive
était basée sur les développements employés dans le II™¢ Chapitre; voir pour
cela la deuxiéme de mes notes citée plus haut.
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L’expression A,u est donc une fonetion qui dépend seulement
des variables (x;,y,) et on prouve d’'une maniére analogue que 4,u
dépend seulement des variables (z,, y,).

Posons
Axu:(px(:rr.’yx) (”= 1) 2)

et envisageons des équations

Anfx(xu‘ yn)=(px(xx’ yx) (x= 1’ 2)‘

On peut évidemment intégrer ces équations!) et on voit que
des fonctions f)(x,,y,) et fy(x,, y,) déterminées par ce procédé nous
fournissent la solution du probléme.

Remarque. On peut encore se demander si les fonetions
fi(@;, yy) et fy(axy y,) sont entiérement déterminées. Evidem-
ment non, car en désignant par H,(x,,y,) et Hy(x,, y,) des fonetions
harmoniques quelconques, on voit que l'expression

u—(f1+H1)*(f2+ Hz)

est aussi une fonetion hyperharmonique.
Mais on peut aussi démontrer la réeciproque.
Si nous avions

u— f1(@, y1) — fa(s Y) =10
u— @y(*, ;) — Po(Zo, Ys) = W,
ot v et w désigneraient des fonctions hyperharmoniques, nous aurions

(@1 — i)+ (@2 — fo) =0 — w0,
done
A(v—w)=4A(p, —f,)=0
A,(v — w) = A4,(p;, — f3) = 0. c.q f d

1) Voir p. e. Goursat. Cours d’Analyse. T, II[. 2m¢ éd. p. 227 et suiv.
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CHAPITRE II.
Développements en séries.

§ 1. Développément d’une fonetion harmonique.
Envisageons la fonction f(r;, ¢;) harmonique dans la cou-
ronne circulaire définie par des inégalités

ki< <R,

On démontre, dans la théorie du potentiel logarithmique,
qu'une telle fonetion peut étre mise sous la forme d’une série

(1) f @)=clogr+ (g ™a_r)eos xpt-b,b_~)sinxp),

x=1

ou les a,, b,, ¢ représentent des constantes. La série (1) converge
uniformément dans tout domaine fermé situé entiérement i linté-
rieur de la couronne circulaire considérée.

Réciproquement, la série (1) supposée uniformément conver-
gente, représente une fonction harmonique a l'intérieur du domaine
de convergence.

Nous allons montrer ici que la fonetion f(r, @) peut étre mise
aussi sous la forme suivante:

+o0
f(r, @)= clogr —}—2‘ (a, cos xp + b, sin % @)1~

Soient 7, et r, deux nombres positifs
B <oy <@ il
Il existe évidlemment un nombre positif M tel qu'on a

| A, (@)t + A_(@)ri* | < M =
| A (@)ri+A_(p)r* | <M } (o= 1, 2,500,

ol l'ou a posé z

A, (p)=a,cosxp + b sinxp (x=+1,42..).

On obtient done immédiatement des inégalités
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M
A(p) < Py
(u=1’2 )
Mor¥.v2 2
A_ B 2
| A0) | <5
d’'ou on tire les relations:
M M
| a i | b, | S g
2) e SIS
I 1117—_ 7: _n ‘ <_ﬂ£:i‘_’:; i
2 2

Il suit de ce qui précéde que la série

2{1a|+|bx.m

%=1

(dont la convergence pour r < r, peut étre prouvée directement en
vertu des relations (2)) est une majorante pour la série .

400
ZA,(qv)r"-

On peut démontrer de la méme fagon la convergence de la série

D Aoy

%=1

pour les r > r,. C. q. f d.

§ 2. Développement d’une fonetion doublement harmo-
nique. Considérons maintenant '’hypersphéroide (7)), e. a d.
I’ensemble des points (r, @,, iy, y) ol '

ri= R1
o == iy

Les nombres R, et F, porteront le nom de ,rayons du
hypersphéroide.

Envisageons maintenant deux hypersphéroides (7'9) et (7'7)
et soient (R{", R{") respectivement (k{, K{"), leurs rayons. L’ensem-
ble des points communs ‘aux (7'9) et (7'7) forme un domaine que
nous appellerons ,couronne hypersphéroidale® (C,).
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Soit maintenant wu(ry, ¢;, 75, @,) une fonection, supposée étre
doublement harmonique & lintérieur du (C4). En se basant sur les
considérations du numéro précédent, on démontre facilement la
formule

(3) w(ryy @1y 735 Po) —2 2 [a8) cosmep, . cosnp, +

m=0 n=0

—+ a2 cosm @, sinn g, + «&) sinm @, cosn @, + a'l) sinm e, sinngp,],
ot 'on a ;
a} = ai) 4 B log r, + i log ry + 6 logr, . logr,
a® =0 (=23, 4) :
aly =[a® + B, log r )y 4 [y9 + 09 log re|ri™
pour i=13 et m >0
@ ar= pour i=24 et m >0
ag, = [ai), + B log r]rs + [, + i) log ra |73
pour i=1,2 et n >0
av—9 pour i = 3,4 etn>0
o= a1 77y B, T 1" YT 4 09
pour i=1,2,3,4 et m>0, n>0.

Les lettres %, 89 ,..... représentent des constantes. En effet,
pour la démonstration, il suffit de considérer (r,, p,) comme les con-
stantes et de développer la fouction w(ry, @y, 75, ®,) en une série de
la forme (1). Les a,,b,, ¢ seront naturellement des fonctions des
variables 7y, , et il est facile de voir que ces fonctions seront
harmoniques en =, @,. En développant & nouveau les a,,b,,c de
la méme maniére, on parvient & la formule (3), avec les expres-
sions (4) pour les a),.

Ajoutons .que la série (3) converge dans (Cp), la convergence
<tant uniforme dans tout domaine fermé, situé entiérement & l'in-
térieur du (Cy).

Réciproquement, si la série (3), avec les expressions (4)
pour les af,, converge uniformément & lintérieur du (C,), elle
représente une fonetion doublement harmonique & I'intérieur du (C)).

On peut aussi, en s'appuyant sur la remarque faite & la fin
du numéro précédent, démontrer que

ytoute fonction wu(ry, @y, 1y, @) doublement harmo-
nique & lintérienr dune conronne hypersphéroidale,
peut étre développée en une série
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40
u(rsy @y 1y, @3) = Ao logry logry + 3 ALo(g1, @) .77 logry +

(5) s e
2 Ay (@), @y) 13 logr, +Z 2 mn (P13 Pg) 1775
ne —00 m=—+n=—00

ou les 4,,.(¢,.¢,) sexpriment simplement par les fone-
tions cosme,. cosng,, sinmep,, sinnep,.

§ 3. Singularités des fonetions doublement harmoniques.

On sait qu'une fonction harmonique peut avoir des singula-
rités isolées et cette propriété est de la plus grande importance
pour la théorie du potentiel.

Il en est tout autrement des fonetions doublement harmoniques
et ,a forliori“ des fonctions hyperharmoniques et c’est de la que
dérive peut-étre la différence la plus essentielle entre la théorie des
fonetions d’une variable complexe et celle des fonections de plu-
sieurs variables complexes.

En effet, je dis que les singularités des fonections
doublement harmoniques ne sont jamais isolées.

Pour la démonstration revenons aux considérations du § 2m¢
du texte.

Supposons que la fonction wu(e, yy, 24, y;) soit doublement
harmonique dans le voisinage du point (0,0,0,0), en ne supposant
rien zu sujet des circonstances qui se présentent au point (0,0, 0,0)
lui-méme. En introduisant des coordonnées hypersphéroidales, nous
supposons done que la fonetion w(r,, @y, 75, ¢,) est doublement har-
monique pour tous les points (ry, @y, re, ,) ol 7, et r, sont suffi-
samment petits et 7 73 > 0.

On voit done, en employant les notations du § 2™ que les
coefficients af’, sont des fonections régulieres de », et », pour tout
couple des valeurs (ry,r,) positives et suffisamment petites, a l'ex-
ception du couple r;, = », = 0.

Distinguons plusieurs cas:

L m>0, n>0. On a dans ce cas:
al), = (@D, r3+ B ra"| 1y - [YRurs + 0D g™ rr™

Prenons un couple (r, 40,7, =0). La fonction af), est pour
ce couple réguliére, ce qui est possible seulement si
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Y2urs 4 00,77
et alors si
V=0
=0
L'expression pour af), doit done se réduire & l'expression
suivante

a(‘) e as:ly)n r'ﬂl 9 + ﬂm n 1 72—"'

Prenons maintenant un point (y =0. », 4= 0). La fonction
ay), est, d’aprés ce quon a vu plus haut, régulitcre dans ce point
et alors on doit avoir aussi g, = 0.

Nous voyons done que, dans le cas considéré, on doit avoir

gt =a vir} (@=1,2,3:4,m >0
= 0),
II. On démontre, par une voie analogue, qu'on a
5;’,.-—0:(') o pour i=1,8 et m>0
42 gty pour i=1,2 et >0
oo—aovo pour i=1.

Le développement (5) devient done simplifi¢ et on obtient la
formule

u("ly (ph Ty, (pl) :2' ZAmm((ph q’?)rm r‘g\

m=0 n=0
qui converge pour 7, = r, = 0.
Nous voyons done qu'on peut attribuer & notre fonetion w

pour », =r, = 0 une valeur telle que la fonction u sera réguliere
au point (r; = r, = 0) lui méme. C. q. f. d.

§ 4. Fonctions doublement harmoniques et I'équation
yi# = 0. Supposons maintenant que la fonetion wu(r,, @, 7y, @,) sa-
tisfasse & l'intérieur du (C,) au sysiéme des équations

(6) A= 4u = pu=0.

Le développement (3) avec les formules (4) pour les coeffi-
cients a®, est naturellement valable, mais on peut se demander si la

mn
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condition p,# =0 ne nous permettrait pas de simplifier des formules.
Or on peut ,a priori“ affirmer que la réponse doit étre affirmative,
parce qu'il existe des fonctions doublement harmoniques qui ne
satisfont pas & l'équation p,u = 0.

Cherchons done l'expression générale pour les fonetions satis-
faisant au systéme (6) ef, comme point de départ, prenons les
formules (3) et (4).

En posant

Uy = A COSM Py COSN Py - alD, cosm @, sinngp,

+ a®) sinm @, cosn @, + aly), sinm @, sinng,,

on voit que

Viu "——2 2‘ Villm,ns

m=0 n=0
et la somme double étant une série de Fourier, la condition p,u=0
est équivalente au systéme des conditions

Vlum." = 01 (myn - 0, 1,.....).

Nous avons & distinguer quatre cas.
Cas I: m >0, n>0.
On a

Vit = D50, [al),, all).] cosm @, cosngp, 4
+ DD, [a,, aP),] cosmep, .sinnp, 4
+ D2, [aD,, a?,] sinm @, . cosnp,
+ O, [0, all), | sinmep, .sinn,,

myn

ol on a posé:

%A mn
(1) RS e i
OO, (4, B] = e B
2
P, 4, B] = o L

orory - 17y
On doit done avoir

l (1) [asrf)nv "(J) =1 (?“] o 1’ 4 I:I:J)
Saeil B9, [a9,, ald)] = 0 G,j=9.3, i)
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En substituant les expressions (4) pour les al, et () dans
(7) on voit, que des constantes al),,... doivent étre assujeties aux

-conditions

: ) + . =0
(8) S}l)'l TR A (:)n -
1
}'3..,).. e v:.)n o
oL 4 6®. =0
a®, — a®, =
®) B+ 62, —
. my n
o+ 7 = 0
2
oo, — 2. =0,

ce qui entraine, que la formule pour u,, peut étre mise dans ce
cas sous la forme suivante:

U = (@) 1775 + Ol 7™ 157] CO8 (mpy 4 npy) +
@ T e s (ng, — ny) +
g [a&‘”.. i r" + O™ 17" sin (m; + n@y) +

+ [BD rpr 6,,?3,,7 Tl sin(me, —n@,). (mup=12..).

Cas T >0 n=0"0n:3:

gsad) %@,
VWi == 3 éMcoswn(pl—k‘,g mmq)1

Done les al), doivent pour i =1,3 et m > 0 remplir I'équation

i
dtaly ok
Ir,dry :
.ce qui entraine, qu'on a
ally == a1y 4 Yo" (t=1,3)

et alors

(10)  thyo = [@l7T + Valori "] cOS mpy + [@lr =+ yYior "] sin mep,.
Cas III. m =0, n > 0. On trouve, que

(11) u,, = [a@f)rs + Yiara "] cos n, + (@i rs 4 yihri™] sin n @,.
Cas IV. m =0, n=20, On trouve facilement, que

(12) Ugyg = ao:g ~+ B3 log ry 4 ¥ log 7.

Roeznik Polskiego Tow. matematycznego.
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Réciproquement supposons, que la série

o oo
o
u e : ; ) Mm,n

m=0 n=0

est uniformément convergente dans la couronne hypersphéroidale,
et que les u,, sont définis par les formules (9)—(12). D’aprés §2m°
la fonetion u est doublement harmonique, elle posséde alors des
derivées partielles de tous les ordres, done on peut écrire la relation

=] oo
21
Vlu e Vlumma

m=0 n=(

et comme p,u,, =0 (ce qu'on vérifie immédiatement), on a aussi
yau = 0.

§ D. Les fonctions doublement harmoniques et 1’équation
pou = 0. Passons maintenant au cas, ou la fonction w«, supposée
doublement harmonique dans la couronne (Cj), satisfait encore
a Péquation pyu = 0. Par des considérations tout & fait semblables
a4 celles du paragraphe précédent, ou trouve, que le développement
de la fonction « est donné par la formule

(13) u :jsum,n’

me=() n=(

ot les expressions pour les u,, sont dans le cas m2 4 n2 > 0 pré-
cisement les mémes, lesquelles nous avons trouvées plus haut. [For-
mules (9)—(11)]; c’est seulement le terme u,,,. qui peut avoir dans.
ce cas la forme plus genérale:

(14) oo = afls + P53 log ry + yi log 7y + 68 logr; . logr,.

Réciproquement, si nous supposons, que la série (13)
converge uniformément dans (C,), et que les u,, sont donnés par
par les formules (9)—(11) et (14), la fonction u satisfait au systéme

(15) A=Ay = pyu =0.

Nous allos tirer de la une conséquence importante:
Soit w(ry, @y, 75, y) une fonetion uniforme, qui dans la cou-
ronne (C,) remplit les équations (6). En prenant la fonetion u sous.
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la forme (13) on obtient pour les u,, des formules (9)—(12). La
fonetion® u est alors l'intégrale de I’équation

Vet —0:

On a donc le théoréme, qui est une généralisation
d'une partie du théoréme démontré dans le § 4™ du I Chapitre:

sToute fonetion uniforme wu(ry, @, r,y, @,), satisfai-
sant dans (Cy) au systéme des équations (6) est néces-
sairement hyperharmonique dans cette couronne‘

Mais on peut aller plus loin. Soit wu(ry, ¢,, 75, @) une fonction
uniforme, satisfaisant dans (C,) au systéme (15). Prenons encore
la fonetion u sous la forme (13), les u,, étant définis par des for-
mules (9)—(11) et (14). Nous voyons, que c'est le terme u,, seule-
ment, qui ne satisfait pas en général a I'équation p,u =0, pendant
que les antres termes sont des fonections hyperharmoniques.

On a done le théoréme, qui est une généralisation de la
deuxiéme partie du théoreme, démontré dans le § 4™ du I*" Chapitre:

sPour toute fonection u(ry, @, 7, @), uniforme dans
(Cy), satisfaisant au systéme (10) on peut trouver une
constante ¢ telle, que la fonection

u — clogr, logry

sera hyperharmonique dans (C,)
Pour que la fonetion u# soit delle méme hyper-
harmonique il faut et il suffit que .

c =0«

CHAPITRE IIIL
Intégrale de Poisson et Probléme de Dirichlet.

§ 1. Théoréme sur maximum et minimum. Avant d’abor-
der le sujet propre du chapitre, nous allons donner un théoréme,
qui nous sera utile dans ce qui va suivre,

Soit » une fonection doublement harmonique dans un domaine
(T). Cette fonction étant harmonique jouit alors de la propriété,
d’avoir des points, ol elle devient extremum, toujours sur la fron-
tiére du (7'). Or dans le cas d'une certaine classe des domaines,

i
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on peut pour les fonctions doublement harmoniques donner des
renseignements plus précis sur les points d’extremum.

Les domaines en question sont des domaines ,cylindriques,?),
dont on a déja fait l'usage dlan la théorie de deux variables
complexes.

La définition des ces domaines est suivante:

Soit (D,) un domaine, situé dans le plan de la
variable complexe 2 et (D) un domaine, situé dans
le plan de la variable complexe z. L'ensemble des
points- (#, ¥, ¥, ¥s), (01 on a posé 2, =, 4 iy,) tels, que
(x,,7) appartient & (D,) et (xy,4,) & D,, est évidemment
uu domaine (7,) & quatre dimensions, domaine, quon
appelle yeylindrique“ [formé par (D,) et (D))

Un exemple simple d’un tel domaine nous est fourni par
I'hyperspéroide.

La variété & deux dimensions, située sur la frontiére du (77)
quon obtient, en choisissant 4 la fois (x,,y,) sur la frontiére du
(D,) et (xs,y,) sur la frontitre du (D,) s'appellera ,contour® du
domaine.

Ceci posé, ou peut maintenant démontrer la proposition
suivante:

,S91 la fonetion wu(x,y,asy,) est doublement har-
monique dans un domaine cylindrique (7,) et conti-
nue dans ce domaine fermé, alors un du moins dentre
les points du maximum (absolue) de la foncion u est
situé sur le contour du (7)%

D ém. Soient (D,) et (Dy) deux domaines planes & l'aide des-
quelles (7)) est défini et soit (29,4}, 23,43) un des points, ou la
fonction u devient maximum. Nous savons, que ce point est sur la
frontiere du (7)) (en dehors du cas trivial u == const), et alors une
au moins de deux circonstances doit se présenter:

(«9,47) doit étre point frontiére du (D),), ou (a3, %3 doit étre
point frontiére du (0,). Supposons, que par exemple c’est le pre-
mier cas, qui a lieu. Or, on voit sans peine, que la fonction
u(af, y3, 25, y5), considerée comme la fonction des variables (z,,y,),
a un des points du maximum (absolue) sur la frontiere du (D,).
Soit (&, 73) un d'entre tels points.

1) V. p. e. Osgood. Lehrbuch der Funktionentheorie Il Bd. I Lieferung,
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Je dis, que le point («f,y?, 3, 7) est le point du maximum
(absolue) pour la fonetion w(z,, y,, ), y,) dans (7).
En effet, on a

(@, Y3, 23, 73) = u(al, ¥, 3, Y)
tans tout (D) et alors
(1) u(xf, Y1, 23, i) = w(@i, yi, 23, y3)-
D’autre part d’aprés I'hypothése l'inégalité
w(at, g, ad, ) = u(@y, 4, @2, 1)
est valable dans tout (7') et alors
(2) u(al, y3, 73, ya) = w(al. 4, B, ¥2)-
On a done
u(a. g3 @5, 73) = w(@, ¥y, 23, 4a).

ce qui nous montre, que le point (af, %}, %3, 73), (qui est situé sur
le contour!) est aussi un point, ou la fonction «# devient maximum.
O g fad

Remarque. Il est évident, qunne proposition analogue pour
les points du minimum (absolue) est vraie.

§ 2. Probléme de Dirichlet dans le cas du hypersphé-
roide. Nous allons maintenant donner I'énocé du probléme, dont
la solution constitue l'objet principale de ce chapitre.

Nous Pappellerons ,probléme de Dirichlet® par analogie
4 la théorie du potentiel, en ajoutant, que nous nous bornerons, aussi
bien dans l'énoneé, que dans la solution, au cas le plus simple,
4 savoir du hypersphéroide.

Voici I'énoneé du probleme:

»Soit £(0,, 6,) une fonction définie et continue sur
le contour du hypersphéroide (7,), dont le centre se
confond avec lorigine des coordonnées. Soient R, et R,
les rayons du (7%).

Déterminer une fonction u(ry, @, rs, @,)

1° doublement harmonique & lintérieur du (7)),

2¢ telle, quion ait
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lim [u(ry, @y, 79, 9y) — (6, 6,)] = 0,
(r1; @1, 13.90) = (Ry. 6y, By, 6,)
le point (r;,¢,, 75, ¢,) étant situé toujours & lintérieur
du (7, et (R,,0,, R, 0,) étant un point quelconque sur
le contour®. :

Dans ce qui va suivre nous allons montrer que la solution
du probleme proposée existe toujours et qu’elle est unique. Iei
nous voulons seulement faire encore une remarque.

Si on compare l'enoncé du probléme formulé plus haut i celui,
qu'on donne au probléme de Dirichlet dans la théorie du potentiel,
on voit, quil y a une différence entre ces problémes. Dans la thé-
orie des fonctions harmoniques on demande la fonetion w, continue
dans tout domaine ferm é, tandis que dans le probleme, formulé
plus haut, nous avons omis cette condition. On trouvera l'explica-
tion de cette différence pendant la démonstration du théoréme d’u-
nicité de solution.

§ 3. Théoréme d’unicité.

En passant & la solution du probleme de Dirichlet, nous allons
démontrer la proposition suivante:

- ,Le probléme de Dirichlet posséde au plus une

solution® '

Voici quelques lemmes, qui dans leur ensemble sont équiva-
lents & notre assertion.

I. ,I1 existe au plus une solution du probléme,
qui est continue dans (7)) fermé‘.

Ceci est évidemment une concéquence immédiate du théoréme
sur les extrema des fonctions doublement harmoniques.

II. ;Une solution, continue dans (7,) fermé, existe“.

Nous démontrerons ce lemme dans le § 4™, naturellement
d’une maniére indépandante des considérations du paragraphe présent.

ITII. ,Si u est une solution du probléme, alors u
est continue dans le domaine fermé (7))

En effet, supposons, que la fonction « est une solution du
probléme de Dirichlet dans le cas particuliér

7(6,, 6,) = 0.

La fonction u(ry, @y, 7, p,) tend donc vers zéro, lorsque le
point (r,, @,, 7y, ;) tend vers un point du contour, en restant i l'in-
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térieur du (7). En vertu de la remarque, que le contour est un
ensemble fermé, on peut affirmer, que cette convergence est uni-
forme. On peut done a tout & > 0 faire adjoindre un autre nombre
positif d, tel qu'on ait’

B, —ri <4 Byr—1ry < dD) l U(r1y Pry 735 Ps) ‘ <&

Soit maintenant (77,) un hypersphéroide concentrique avec
(T,), dont les rayons R; et R; sont assujettis aux conditions
e R 28
Ry — Ry < 9.

On a done
| ""(R;: Py Réa(p!) | e

et alors d’apres le théoréme sur ’extremum on a

I u(rh @1, 7y, (pﬁ) ' <é&

-dans tout (71',) fermé.

Des nombres £ et J étant aussi petits, que l'on les veut, on
voit, que

u(ry, @ry 13y @) =0

-dans tout lintérieur du (7).

Notre lemme étant démontré dans ce cas particnlier, on peut
maintenant donner une démonstration rapide dans le cas général.

Supposons, qu’il existe une solution » du probléme de Dirichlet,
qui n’est pas continue dans (7)) ferme. On sait, la validité du
lemme II étant admis, qu’il existerait encore une auntre solution u,
‘qui serait continue dans (7',) fermé. La différence » — u était alors
une solution du probléme de Dirichlet avec des données f(6,, 6,)=0,
qui ne serait pas continue dans (7)) fermé, ce qui est impossible.
g fd

Remarque. Ces trois lemmes prouvent, que notre proposi-
tion énoncée au début de ce paragraphe, est vraie. Il nous reste
sseulement & démontrer le lemme II™¢ c’est & dire & prouver, qu'une
©olution continue dans (7',) fermé, existe.

§ 4. Intégrale de Poisson pour les fonetions doublement
harmoniques.

L’existence d'une solution du probléeme de Dirichlet et de
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plus la forme de cette solution, peut nous étre facilement suggérée,
par les théorémes de la théorie du potentiel logarithmique. On sait,
que dans cette théorie dans le cas d’un cercle, le probleme de Di-
richlet est resolu & l'aide de intégrale de Poisson?).

Dans la théorie des fonctions doublement harmoniques on
peut aussi considérer un algorithme intégrale, qui nous fournira
la solution du probléme de Dirichlet dans le cas du hypersphéroide,
auquel nous réserverons le nom ,intégrale de Poisson pour
les fonctions doublement harmoniques¥.

Soit f(6,,6,) une fonction continue sur le contour du (77).
Par ,lintégrale de Poisson“ appartenant 4 cette fone-
tion nous entenderons la formule

(3) w(ryy @y, re, P3) = fff 6, 6,) H, . H, db,, d6,

ou

B
(4) H,=" ,2—3-- (x=1,2)

et ou /, désigne la distance des points (R, 6,) et (r,, @,).

On voit immédiatement que la fonction (3) est doublement
harmonique & l'intérieur du (7).

§ 5. Solution du probléme de Dirichlet. Comme nous
avons dit plus haut, on peut ésperer, que la solution du pro-
blé¢me de Dirichlet est fournie parla fonetion (3). Pour
cela il nous reste & démontrer, que cette fonction tend vers f(6,, 6;),
lorsque le point (ry, @y, 7. ;) en restant a lintérieur du (7%) tend -
vers (R,, 0, Ry, 6,). D’autre part, il nous faut, en vertu du lemme
1™ du § précédent, démontrer, que « est continue dans (7',) fermé.

Prouvons d’abord, que la fonction u tend vers une limite
déterminée, quand le point (r,, @, 7y, @) tend vers un point de
frontiére, point, qui n’est pas situé sur le contour du (7).

Pour fixer les idées supposons, que les coordonnées hyper-
sphéroidales de ce point sont (R, 6,, ", 0), ce qu'on peut toujours

1) V. p. e. Goursat. Cours d’Analyse. T. III. II Ed. p. 138 et suiv.
ou Picard. Traité d’'Analyse. T. II. Ed, II. p. 15 et suiv.
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obtenir par une simple transformation des variables. On a natu-
rellement

,.(20) < Rg

et il nous faut prouver, que la fonction w(r,, @,,rs, ¢,) tend vers
une limite, lorsque le point (ry, @,, 7y, @,) tend, en restant a linté-
riear du (7,), vers le point (R, 0, 7§, 0).

Nous ferons ceci, en démontrant, que dans ce cas, la différence

2n
1
®) u(ry 91,70 93) — g 110, 8,) Hy b,
0

2 __ (0 \
(01‘1 on a pos¢ H}= & 1 ),

RS+ 2R, r® cos 6, + rV2
tend vers zéro.

Soit d un nombre positif arbitraire. En modifiant convenable-
ment des raisonnéments classiques, on obtient:

2
» 1 s
| ulrs, @107 90) — 5, [ 110, 00) H3dt, | <
3 0

2n—4 2n
1 1
= g JFr-| g 1700000 B, — 0,00 3| an, | a6, +
4 0

+0 in
1 1 :
t g J B |9 [ 17000011 B — 3 0, | a8, +
‘16 +4 : in
taq f B |5 [ 176000 —70,0) | Hrae,|as,
— 0

Désignons les trois intégrales du second membre de cette
inégalité par I,, [,, Iy et par M la plus petite limite supérieure de

la fonetion | £(6,, 6,) | . Soit &€ un nombre positif arbitraire et ¢
un autre nombre positif choisi de tel fagon, que les relations
| rg—r3 | <O
(6) o | <9
ry < Ry
entrainent l'inégalité
3
— H? Eaat
I H2 Hi I < 3}1'
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Supposons de plus, qu'on a

| 0,1 <0 | f(6y, 6,) — (0, 6,) | <

€
3.max HY

Il est évident, qu'on peut toujours satisfaire & ces inégalités,
dont une conséquence immédiate sont des inégalités

&
i[2|§3

&%
| L1 =3

Il s'agit encore de prouver, que l'intégrale /; tend vers zéro
avee B, —r,.
Désignons par N le nombre

N =max | (6, 6;) H, — 7(0,6,) . H3 | ,

-ou la fonetion f(6,,6,). H, — f(0, 6,) H} est considerée comme la
fonction des variables. 6,, 6,,7,, @, dans le domaine (6) pour les
variables r,, @,, des variables 6,, 6, étant arbitraires.

On voit facilement, que

N 2n—0
1| =g, [Hhab,
s
et comme d’aprés un théoréme classique sur l'intégrale de Poisson
nous savons que la second nombre tend vers zéro avee R, — r,
nous voyons, que lintégrale /, tend aussi vers zéro.

D’apres cela nous pouvons dire:

wsLintégrale de Poisson pour les fonetions dou-
blement harmoniques, appartenant & une fonetion
continue, tend vers une limite déterminée, quand le
point variable tend, en restant & Pintérieur du (7}),
vers un point frontiéere du (7,), qui nappartient pas
au contour du (7).

Envisageons maintenant un point du contour, p. ex. le point
(R,, 0, Ry, 0) (ce qu'on peut toujours supposer sans diminuer la gé-
néralité des raisonnements) et examinons ce qui se passe, quand
le point (ry; @y, 9, y) tend, en restant & l'intérieur du (7'), vers
ce point. Il est facile de prévoir, que la différence

u(ry. @1, 735 @2) — £(0,0)

tend dans ces circonstances vers zéro.
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En effet. On a
1 2n—0 2n—6
u(7y, 1,73, P5) — f(070)=4'n,f f{f'(gu 6,)— 7(0,0)] H, -AHz a6, d6,+
4 é

2n—48
477: /{ff(01 6) 1(00)]H H, d#, }d01

2::- 6 +4

s [ 176080 — 70,01 H, B, a6,y b, +
b+d i?—d :
+ g J 16 60) — 710,0)] B, H, db b,
e
Nous avons done
2n—3 27—
| 6 9170 90) — 70,0 | < 20 f f H, Hydf, d6, +

+4 2n--4 "7“

H
-f{fH Hy dy) db, + 2 f[fH H, 6] db,
—+ | £(61,65) — f(0,0)
ou on a par (6], #;) désigné le point, pour lequel la fonction
{ f(0|, 92) —j(O O) |
devient maximum absolue dans le domaine

16, | =9
| 6 | =0

On voit maintenant facilement, que tous les termes d’inéga-
lité (7) peuvent étre rendus si petits, qu’on les veut, ce qui nous
montre. que

sintégrale de Poisson pour les fonections dou-
blement harmoniques, appartenant & la fonetion
f(6,,6;) tend vers cette fonction (et méme uniformé-
ment), quand le point (r, ¢, r,¢,) tend vers uu point
déterminé du contour®.

Remarque. Les considérations précédentes nous démontrent,
que notre solution est continue dans (77,) fermé; nous avons donc
démontré aussi le II™® lemme du paragraphe précédent.
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En faisant un résumé, nous obtenons la deuxiéme propo-
sition fondamentale de ce mémoire:

,I1 existe toujours une et uue seule solution du
probléme de Dirichlet, dans le cas du hypersphé-
roide. Cette solution est nécessairement continue
dans (7,) fermé“.

§ 6. Remarques sur le probléme de Dirichlet dans le eas,
on les données sont définies sur toute la frontiére du (7).

Il existe une différence profonde entre le probléme de Di-
richlet traité dans la théorie du potentiel et entre le probléme
traité plus haut. Cette différence consiste en le fait, que dapns la
théorie du potentiel la fonction donnée est définie sur toute la
frontitre du domaine, pendant que dans la théorie des fonections
doublement harmoniques la fonction donnée est définie sur une
partie de la frontiéere. partie, qui est une multiplicité & deux
dimensions, pendant que la frontiere méme est une multiplicité
& trois dimensions.

Or on peut naturellement aussi dans le cas des fonctions
doublement harmoniques formuler le probléme de Dirichlet avee
des données définies sur toute la frontiere du (7',), mais d’aprés
les résultats déja obtenus on peut affirmer, que ce probléme n’est
pas en général possible?).

Précisons le probléeme:

sS0it f(M) une fonetion continue du point de la
frontiére du (7). Détérminer une fonetion u(P):

1° continue dans (7)) fermé

2° doublement harmonique & l'intérieur du (7),

3% vérifiant la conditon

u(P)— (M),
lorsque le pont P, étant & lintérieur du (7,) tend

vers M. .

La solution decoule immédiatement des considérations du § 5™¢:
Théoréme: ,Pour que la solution du probléme
existe, il faut et il suffit, que les valeurs de la fone-

1) Poincaré 4 déja remarque ceci dans le cas des fonctions hyperharmo-
niques.” On voit pour cela des mémoires citées plus haut,
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tion f(M) sexpriment par les valeurs de cette fone-
tion, quelle prend sur le contour, au moyen des for-
mules:

iz

)=, f F(M') H, db,

£(M) = ff ) H, dB,.

§ 7. Développement de l'intégrale de Poisson en série
de Fourier.

En términant ce mémoire nous allons appliquer des résultats
obtenus plus haut & la théorie des fonetions hyperharmoniques.

A cet but, en suivant la marche indiquée par la théorie du
potentiel, développons I'ntégrale de Poisson en série de Fourier.

Suvit £(6,,6,) une fonction continue du point du contour du
(T,). L'intégrale de Poisson, qui correspond & cette fonction peut
étre mis sous la forme

25

! i o
U(ry, Py 1y, Py) = %f [27:: ff(eu t,) H, dO,] . H, df,.
0 0

Mais on a

2 2%
1 « 1
g f 76000 Hydb =5 [ 16,6 a6, +
0 0

oo 2
1 il )
1 (5] [ 70,00 cosxt6, — 9. a0,
x=1 0

et alors
1 2K 2n
(e, 9 ) = g [ f 7(61,64) a6, 46, +
1 s pi Pl 0 0
b 2 277{’2 (2)2}1) fff(el' 6;) cosx(el _‘Pl) df, do, +
%=1 Ol 20

1) V. p. e. Goursat 1. c. p. 187 et suiv,
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2n 2n

8 +2n’ '(' ff gx,az)COSl(Hg—qu)d()ldH,—{—

=1

i ,; 22‘ (;'Sl)" (72 [ f((),.Hg)cos %[0, =@,).cosl(B,~p,)dB, db,.

a=1 =1

La série (¥) converge dans tout lintérieur du (7,) et cette
convergence est uniforme dauns tout domaine fermé, situé entiére-
ment & lintérieur du (7). La maniére. dont on peut établir ces
points essentiels est classique, et on peut pour cela consulter p. ex.
le livre cité de M. Goursat. .

§ 8. L'intégrale de Poisson et les fonetions hyperhar-
moniques. La fonction wu(r,, @y, 7y, ¢,) définie par la formule (3),
ot la fonetion f(#,,6,) est supposée intégrale est évidemment dou-
blement harmonique, mais elle peut ne pas étre hyperharmonique.
D’atre part, on sait, que toute fonetion hyperharmonique dans un
hypersphéroide (7)), situé & lintérieur du domaine de regularité de
la fonction u peut étre toujours mis sous la forme (3). Nous som-
mes donc d'une maniére naturelle conduits au probléme: ,Déter-
miner des conditions nécessaires et suffisantes, pour
que la fonction (3)soit hyperharmonique & lintérieur
g e A

Pour résoudre cette question, prenons comme le point de dé-
part le développement (8) et calculons la valeur du p,u.

On a
w‘ §v 1 v g :
=3 m (R,) (R,)'
e
o f F(61,B0) s (6, — 1) conl (B — ) 46, 6,
x.1l (r Vb et
n*Zz R, ( ) (ﬁl) :
#=1 I=1

fff(@, 0,) cos[(xH, 16y) — (2, '—l(p,)] e, dﬁ,.
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Cherchons d’abord les conditions nécessaires. On doit avoir
yiu =0 dans (7}), donc tous les coefficients de la série entiére (9)
doivent étre nuls:

2 21
f f £(8s, ) cos[(x6, — 16,) — (xp, — lip)] db, dfl = O
0 0
Gt =21, 2,....)

Cettes relations doivent étre vérifices pour toutes les valeurs
des variables ¢,, @,, done on doit avoir

2n 21

f F(B, 0,) cos (6, — 16;) 46, db = 0
(10) 0 27;0 = : 3
1608, s (16, —16,) d, @b, =0

0

At

Les relations (10) sont nécessaires, pour que lintégrale (3)
satisfasse & I’équation p,u =0, donc pour qu’elle représente une
fonetion hyperharmonique. Ces relations sont d’ailleurs — comme
il est facile de voir — suffisantes, ce qui implique la troisié¢me
proposition fondamentale du présent travail:

sLa fonetion f(6,,0,) étant supposée intégrable
sur le contour du (7)), les relations (10) expriment
des conditions nécessaires et suffisantes, pour que
lintégrale (3) soit une fonetion hyperharmonique
a lintérieur du (7%)“.

Remarque. On peut & laide de ce théoréme facilement
démontrer le théoreme fondamentale du § 4™¢1)

§ 9. Probléme de Dirichlet dans le cas des fonections
hyperharmonigues. '

Prenons maintenant le probléme de Dirichlet pour les fone-
tions hyperharmoniques, c’est & dire celui qu'on obtient du pro-
bléme énoncé dans le § 2™¢ en remplacant les mots ,doublement
harmonique“ par le mot  hyperharmonique‘.

1) On voit pour cela la premiére des notres notes, citées plus haut,
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On voit immédiatement, que ce probléme n’est pas en général
possible, parceque la solution sera une fonction doublement harmo-
nique, parfaitement détérminée, qui ne sera pas en général hyper-
harmonique.

Voici le théoréme, qui donne la réponse compléte:

sPour que le probléme de Dirichlet pour les
fonetions hyperharmoniques soit possible, il'faut et
il suffit, qu'on ait ‘

27 2%
f £(8,, Bs) cos (x6, — 16,) 46, df, = 0

0 0
2n 2n

f 716y, B) sin (48, — 16,) 6, d6; = 0

(@10

Remarque. En vertu du théoréme, énoncé dans le § 6™°
et des remarques faites plus haut, on peut facilement énoncer le
théoréme sur la possibilité du probléme de Dirichlet pour les
fonctions hyperharmoniques dans le cas, ou les données sont défi-
nies sur toute la frontiere du (7%).

§ 10. Etude des relations (10). Ce dernier paragraphe est
consacré i I'étude de la classe des fonetions f(6,,6,), définies sur
le contour du (7)) et satisfaisantes aux relations (10). Dans cette
étude nous nous bornerons aux fonctions développables en séries
de Fourier uniformément convergentes.

Soit f(H,, #y) définie par la série

1) S (01 05) =2‘2[a" cos 7, cos sb, - f,, cos rf, . siu s, +

( = ey

~+ v,.8in 76, cos s, + 9, sin 76, sin sb,],

dont nous supposons, qu’elle converge uniformément.
L’intégration de la série terme & terme étant legitime, on
trouve facilement des relations

¥ 2 2n
f‘l[f(ﬂ,, b;) cos (20, — 16,) d6, db, = n? (e, ,+ d,,)
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2n 2;

f/‘(gu 6;) sin (%6, — 16;) 6, dby = 72 (y,, — B.)

(o, 1=1,2,...).

Pour qu'on ait done les relations (10) satisfaites, il faut et

il suffit, qu'on ait
@+ 0,=0

(12) { Ba— =0
Dans le méme temps nous voyons, que les coefficients o, a,
sont entiérement arbitraires.

Les considérations précédentes nous montrent que pour » et
s naturels, le polynome trigonométrique constituant un terme
de la série (11) peut renfermer seulement deux constantes arbi-
traires et qu'il peut étre mis sous la forme

@, cos (r0,, - s6;) + f.,. . sin(r6y, -+ sb,).

Ceci implique la proposition suivante:

~Pour que la fonetion f(6,,6,) définie sur le con-
tour du (7)) et développable en série (11) uniformé.
ment convergente satisfasse aux relations (10),il faut
il suffit quelle soit de la forme

£(6y, 65) = @(6,) + @) +2‘2‘[a;, c0s(rfy-+s6,)-B.. sin(r6,—+s6s)]

r=1 sl

ou les fonections ¢(f,) et ¢(f,) sont arbitraires, assu-
jetties seulement & la condition d'étre développa-
bles en séries de Foarier uniformément convergentes
et ou les constantes a,, f$, sont entiérement arbitraires“,
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