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SUGLI INVARIANTI ASSOLUTI

«Atti Ist. Veneto di Sec., lett., ed arti», s. VII, t. V (1893-94)
pp. 1447-1523

1. - Sia un sistema di funzioni f,, f,, ..., fy dipendenti da » variabili
X1y Bay ...y Ty € 81 8appia che le leggi caratteristiche, le quali reggono le
trasformazioni del sistema, sono ’imvarianza, la covarianza, la conira-
varianze (veggasi la nota (*) a pag. 42). Si tratta in primo luogo di:

« Determinare tutte le espressioni I, formate colle variabili, colle fun-
« zioni del sistema e colle loro derivate, le quali non cambiano di valore,
« quando sulle variabili si eseguisca una sostituzione arbitraria e corri-
« spondentemente le funzioni si trasformino secondo le leggi anzidette ».

2. — GAuss fu il primo, che, riferendosi ad un particolare sistema,
ne determind un invariante differenziale e ne fece rilevare tutta 1’impor-
tanza. L’invariante di GAuUss ¢, come si sa, del secondo ordine, si rife-
risce ad un sistema covariante doppio e simmetrico a due variabili e
rappresenta la curvatura totale di una superficie, il quadrato del cui
elemento lineare ha per coefficienti le funzioni del sistema.

Il compianto prof. FELICE CASORATI, affrontando la questione da un
punto di vista piu generale (2), fece vedere come il problema della deter-
minazione di tutti gli invarianti differenziali, che si possono ottenere da
una forma quadratica binaria, si lasci risolvere per via di eliminazioni
puramente algebriche. Egli mostrd poi quali modificazioni sul numero
delle risultanti (invarianti) erano apportate dalla natura speciale delle
equazioni, fra cui ’eliminazione doveva eseguirsi.

(*) Questo lavoro, salvo alcune lievi modificazioni, che mi furono, con somma benevolenza,
suggerite dall’illustre Prof. GREGORIO Riccl, venne presentato alla Facoltd di Scienze di Padova
quale dissertazione per la laurea in matematica.

(*) Ricerca fondamentale per lo studio di una certa classe di propriela delle superfici curve.
« Ann. di Mat. » ser. 1%, tom. IIT e IV, 1860-61.
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42 II. SUGLI INVARIANTI ASSOLUTI

L’illustre prof. BELTRAMI, nella sua celebre Memoria Sulla teorica gene-
rale dei parametri differenziali (*), mise sotto nuova luce, estendendoli
altresi ad un numero qualunque di variabili, certi parametri differenziali,
occorsi gia nelle ricerche di LamE e di JACoBI, ed ebbe cosi a considerare
espressioni invariantive, che contengono non solo i coefficienti della forma
quadratica fondamentale e loro derivate, ma anche funzioni trasforma-
bili per invarianza e relative derivate.

L’importanza somma di questo scritto, oltre che alla maggior gene-
ralita del problema risoluto, & dovuta altresi alla semplicitd del metodo
e all’uso straordinariamente fecondo dei risultati in questioni svariatis-
sime d’analisi pura ed applicata.

Alcuni anni or sono il chiar. prof. Riccr (*) diede al problema della
determinazione degli invarianti differenziali la massima generalitd finora
raggiunta, associando ad una forma differenziale quadratica fondamen-
tale ¢ = er a,,dx, de, quanti si vogliono sistemi covarianti e contra-
varianti.

L’essenza del metodo consiste in cido: Eliminare, a mezzo dei coeffi-
cienti della forma fondamentale e loro derivate, le derivate delle varia-
bili d’ordine superiore al primo, per modo che tutte le eliminanti espri-
mano relazioni di covarianza oppure di contravarianza. ;

Basta allora risolvere una questione puramente algebrica, determinare
ciod tutti gli invarianti assoluti di un sistema di forme puntuali o reci-
proche, che hanno ordinatamente per coefficienti:

se si vogliono gli invarianti di ordine zero:

1) i coefficienti della forma fondamentale,
2) gli elementi dei sistemi proposti;

se si vogliono gli invarianti di ordine zero ed uno:
1) i coefficienti della forma fondamentale,
2) gli elementi dei sistemi proposti,
3) gli elementi ottenuti dai proposti con una prima derivazione
covariante o contravariante a norma deHa loro natura;

se infine si vogliono tutti gli invarianti, fino a quelli di un certo
ordine x> 1: :
1) i coefficienti della forma fondamentale,
2) gli elementi dei sistemi proposti,

(*) « Memorie dell’Acc. delle Scienze dell’Ist. di Bologna » ser. 2% tom. VIII (1868). [Opere
mat., t. II, Milano, Hoepli, 1911; pp. 74-118].

(Y Sui parametri e gli invarianti delle forme quadratiche differenziali. « Ann. di Mat. », ser. 23,
tom. X1V (1886-87); Della derivazione covariante e contravariante. Memorie pubblicate per com-
memorare 1’VIII centenario dalle origini dell’Universita di Bologna, Padova, 1888.
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1I. SUGLI INVARIANTI ASSOLUTI 43

3) gli elementi ottenuti dai proposti con y derivazioni covarianti
o contravarianti a norma della loro natura,

4) i simboli di CHRISTOFFEL a,,,,,

5) gli elementi, che da questi si ottengono con x—2 deriva-
zioni covarianti successive.

Come si vede, questo metodo, rimarchevole per genialitd di conce-
zione ed eleganza di procedimenti, esige la esistenza di una forma fonda-
mentale quadratica di riferimento e diviene inapplicabile, se il sistema
proposto non comprende almeno un sistema covariante doppio.

Il prof. SOMIGLIANA, essendo condotto da ricerche sulle equazioni a
derivate parziali (°) a considerare forme differenziali superiori, tento di
estendere il metodo del prof. Riccr, ma, come osserva egli stesso in una
nota inserita alla fine, i suoi risultati hanno valore solo fin tanto che la
forma fondamentale di riferimento, di grado qualunque, sia perd di
classe zero.

Riassumendo, per c¢io6 che riguarda la determinazione uniforme di
tutti gli invarianti differenziali, noi ci siamo finora trovati di fronte ad
un unico criterio direttivo fondamentale, che costituisce, si pud dire, il
metodo classico (°). Esso risale a CASORATI e trova il suo fondamento
nella eliminazione algebrica. Fu generalizzato e ridotto a forma pit com-
prensiva dal prof. Riccr, quando, fra gli elementi del sistema proposto,
esiste un sistema covariante doppio.

3. — Una via affatto diversa dalle precedenti ¢ offerta dalle belle e
profonde ricerche del Lre. Ecco il problema generale proposto da questo
autore:

« B dato un gruppo @ finito od infinito di trasformazioni (alcune delle
« quali possono anche essere identiche) in N variabili @, @, ..., @}
€21y Zayeeey @n (W + m =N), di cui le # si risguardano indipendenti, le 2
« invece come loro funzioni. Determinare tutte le espressioni formate

(°) Sulle trasformazioni delle equazioni lineari omogenee a coeflicienti costanti. « Ann. di Mat. »,
ser. 28, tom. XVIII (1890).

(*) Lo stesso indirizzo viene seguito in lavori pili recenti da G. FRoBENIUS, Ueber die in der
Theorie der Flichen auftretenden differentialparameter, « Crelle’s Journal », B. 110, Heft I, 1892,
e da J. KNOBLAUCH, Ueber Biegungscovarianten, Zur Theorie der Differentialparameter. Ib., B. 111,
Hefte I, IV, 1893, dove perd la forma fondamentale considerata ¢ quadratica binaria, e, rispetto
alla teoria generale, nulla vi si trova, che non sia gia implicitamente contenuto nei lavori del
prof. Ricocr.

Da concetto diverso & mosso invece il prof. PADOVA, il quale, in una sua nota Sulle espres-
sioni invariabili « Memorie dell’Accademia dei Lincei» ser. IV, vol. IV, 1887, accostandosi ai
procedimenti di JAcOBI e BELTRAMI, mostrd in qual modo, per stabilire molte espressioni inva-
riantive, si possano con vantaggio usare certe estensioni agli iperspazii dei lemmi di GREEN.
Tale metodo, che ha 1o scopo precipuo di assegnare il valore effettivo di molti invarianti diffe-
renziali, non sembra perd atto ad una ricerca sistematica.
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44 II. SUGLI INVARIANTI ASSOLUTI

«colle z, colle z e colle derivate delle z rapporto alle # fino a quelle di
«un certo ordine u, le quali non cambiano di valore, quando sugli ele-
« menti, da cui esse dipendono, si eseguisca una qualunque trasforma-
« zione del gruppo ».

Questo enunciato, finché si resta nell’ambito degli invarianti diffe-
renziali, generalizza considerevolmente la questione, di cui al § 1 (7),
poicheé, mentre in quella sono richiesti gli invarianti assoluti, le espres-
sioni cioe, che rimangono inalterate di fronte a qualsivoglia trasforma-
zione delle variabili indipendenti, qui invece abbiamo un elemento arbi-
trario di piu, il gruppo di trasformazioni, che & il campo della loro inva-
riabilita.

I risultati, che, a questo proposito, si trovano nei lavori del LiE,
possono essere riassunti nel modo seguente:

1) « Gli invarianti differenziali relativi ad un sistema di n variabili
« indipendenti x,, ., ..., #, e di m funzioni 2, 2., ..., 2, di fronte a tutte
« le trasformazioni di un gruppo qualunque G (ad N= n + m variabili)
« sono le soluzioni (quando queste soluzioni esistono) di un sistema di
« equazioni a derivate parziali lineari ed omogenee ».

2) « 11l sistema in questione & completo e quindi ammette soluzioni
« ogni qualvolta il numero delle variabili sia superiore almeno di una »
«unitd a quello delle equazioni algebricamente indipendenti» (®).

4. — Queste due proposizioni esauriscono manifestamente la questione
degli invarianti differenziali dal punto di vista della teorica generale dei
gruppi; nei casi singoli si pud richiedere qualche cosa di piu. Percio,
essendomi proposto (§ 1) lo studio degli invarianti assoluti di un sistema S
alquanto piu generale di quello considerato dal prof. Riccr (perché fran-
cato dal vincolo della forma quadratica Yondamentale), e, dovendomi in
primo luogo (§§ 5-16) occupare degli invarianti differenziali, ritenni insuf-
ficiente di limitarmi a stabilire il sistema di equazioni, che li definiscono,

(") Si puo infatti vedere come la ricerca degli invarianti assoluti del nostro sistema S non
sia che un caso particolare di questo problema. Basta immaginare un gruppo, le cui equazioni
di definizione sieno:

1) La identita 0 = 0, cui si possono far corrispondere tutte le trasformazioni puntuali
nelle n variabili x;, %2, ..., &p.

2) Le equazioni differenziali fra le f e le (f), le quali si possono ottenere, derivando rispetto
alle f stesse le relazioni fondamentali di covarianza e di contravarianza ed eliminando poi le
derivate delle variabili indipendenti.

Gli invarianti di questo gruppo infinito sono precisamente le espressioni richieste.

(*) Ueber Differentialinvarianten. « Math. Annalen », B. XXIV (1884), Heft 4. [Gesamm.
Abhandl., Leipzig-Oslo, Teubner-Aschehoug, Bd. VI (1927), pp. 95-138.] — Theorie der Tran-
sformationsgruppen, Erster Abschnitt, Leipzig, Teubner, 1888; Kap. 25. — Die Grundlagen fiir
die Theorie der unendlichen continwirlichen Transformationsgruppen. « Leipziger Berichte », 1891,
Heft 3; pp. 316-393. [Gesamm. Abhandl., Leipzig-Oslo, Teubner-Aschehoug, Bd. VI (1927),
pp. 300-364.]
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I1. SUGLI INVARIANTI ASSOLUTI 45

ma volli altresi, quantunque per cio si esigessero sviluppi laboriosi, rin-
tracciare direttamente la struttura del sistema e investigare (veggasi
particolarmente Teor. I, pag. 86-87) qualche proprieta delle sue soluzioni.

Nella seconda parte di questo lavoro si trova minor complicazione di
calcolo e, se io non m’inganno, taluna novita di vedute, in quanto cercai
di estendere il concetto di invariante, considerando certe espressioni
integrali. Una tale ricerca (§§ 17-21) &, si puo dire, una applicazione dei
risultati ottenuti nella prima parte. Aggiunsi in fine (§ 22) un breve cenno
diretto a mostrare in qual modo la considerazione degli invarianti inte-
grali si possa estendere al caso di un gruppo qualsiasi.

5. — Veniamo ormai al nostro problema e rifacciamoci ab initio. Sup-
poniamo dato un sistema S, il quale contenga o sistemi covarianti
Zmyy Zymys +vy Zgm, A’0rdine rispettivo m,, m,, ..., m, e certi f sistemi
contravarianti Z, Z3, ..., Zgs rispettivamente dell’ordine w,, w,, ..., ws.
Non consideriamo particolarmente le funzioni invarianti, potendo im-
maginarle incluse in una delle due classi accennate quali sistemi di
ordine zero.

Fissiamo ora in generale un sistema covariante Z, dell’ordine m e
un sistema contravariante Z» dell’ordine w; si dicano genericamente

fr‘rz...rm ) f"r""r“’ (7'1, Vo9 0oy Ty Ty = 1, 21 weey ’n)

gli elementi rispettivi. Avremo le leggi caratteristiche di trasformazione:

< A, 0T o
1 . ’ == () 92 Ak —_—
M) oo =12t T S )
3 day,) d@,,)  Awy,)
15 T1T3eeTy) — 1024405 1 LA L
) Y = g"‘q""q’” f g, 0y, D.’L‘,,w

Queste relazioni dovranno sussistere, anche quando il cambiamento
delle variabili # si riduca ad una variazione infinitesima, per cui si abbia:

(3) (%) = @ 4 Oa; .
Soddisfatte, come noi supponiamo, le necessarie condizioni di continuita,

trascurando gli infinitesimi di ordine superiore al primo si trova:

& dow
(fr,r,.‘..rm) = fnr,...rm KA+ gq, fau,...rm D:E,:‘——

0,

O Aoz,
dz,, )

b"v'm

’

n n
e za: f'lq!"-'m Tt Zl‘qm f’x"z‘--am
1
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46 II. SUGLI INVARIANTI ASSOLUTI

5 ddw
(frlr,‘..rw) iy f"l"i""w + Eﬂ j¢1’l""'w D s +
13 .qu
» A0, 3 dox,
ridy Ty — 3 s 7172 Qyy w
I e e
le quali compendiosamente possono anche essere scritte:
o ddx,
(2) (frlr,...rm) SO frlr,.. s T T Zl gq frlr,.. 'l-—lqu+1""‘m bxﬂ )
i doett dox,
(2/) (fr,..,r,rw) Ligs fr‘r,“,rw — 21 zq fr,r,...rl_lqu_l. i A L
1A 0%,

Come ¢ manifesto, le differenze (f) — f si possono risguardare quali varia-
zioni prime delle quantitd f stesse. Esse sono evidentemente nulle, se
la f & una invariante, e sono date dalle (2), (2'), se f appartiene ad un
sistema covariante o contravariante. Del resto basta fare m = 0 nella (2)
o w = 0 nella (2’) che, mancando il secondo membro, si ritrova il caso
della funzione invariante.

Poniamo per maggior semplicitd

(4) 0% ekt (g3 s 2ot L)
(8) (f)—'fzéf:?’,

oif ; ; i
(6) = f)s,p,...s, (7 qualunque; 8y, 85y ..., $; =1, 2, ..., n),

bwslbxsz bx,,j

e corrispondentemente:

(7) 6f)3151--~51 e (P(hsz---s, %

Cerchiamo di esprimere, come, a mezzo delle (2); (2'), si é fatto per le f,
le variazioni ¢,...,, delle loro derivate in funzione di quantita finite,
delle &; e delle loro derivate. Ricordiamo a tale scopo una formula fon-
damentale nel calcolo delle variazioni, che, per le (4), (5), (6), (7), po-
tra essere scritta:

Pl = Pro,— ga ha %iil .

Considereremo separatamente il caso, in cui f appartiene ad un si-
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Il. SUGLI INVARIANTI ASSOLUTI 47

\

stema covariante e quello, in cui esso e invece elemento di un sistema
contravariante.

6. — Riferendoci da principio al primo caso, denoti Z,, il sistema gene-
rico, cui appartiene f, che sara adunque un certo f'.r.~~~r,,.' Avremo per
le (2), (4) e (B):

n
(2 Provin =3, 3,1 L
TiT 3ol gy U g ITATRT (AT Ty 3% .
1 1 r

Dalla formula sopra citata:

3 &,
(8) Pryrq.. YR ¢ N Prirg...r, )iy —_Zq fr,r,...rm)w 3z =
1 Tsy

H
HMS

3.1 SR
o T gl i1 Tm) S bx,l 1""" i A,

»-Ma

i f &,
1 @ Imir.r SR )
p |

Q ’
=1 ML om bxrlb_r;sl

la qual relazione porge le variazioni delle derivate prime di f,l,,m,m espresse
per gli altri elementi del sistema Z,, per le loro derivate prime e per
le derivate prime e seconde delle &.

Piu generalmente noi ci proponiamo di assegnare la forma di
Proryet(sy8y0y Con questo intento si. ponga:

Ttg))rlr,r...rm(s,a,...s, =0 per o >j + 3!
9 .

( ) m n A agsu ey 1
z‘ zq y"'lf"l'l""z_:‘";.,.r'"m) 818085 g4 T o per o) + )
prsy KRl o Bt

@:g))rﬂ,...rm(sls,...sj o O per 9 > j )

(10) bgt

:—Z ‘}/,fr 7, ) 8188 a = per Q<77
AR e bms,_ﬁz... o,

i—o+1

dove i simboli Yi_1y V4 abbracciano la somma di tutte Ie combinazioni
semplici degli j indici $1y 82y -++5 S5y considerati come elementi essenzial-
mente distinti (p—1 a ¢—1), (¢ & ) rispettivamente.
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48 II. SUGLI INVARIANTI ASSOLUTI

La (9) ci da:
per) Ji=—10tio-cl

W Lt
1 5 g ITaTeTy_ QT T bw” 9

(1)
T(l))rlrz...rm R

=N s

per j=1, p=1,

T(l) TEhi i zm zﬂ‘ f b&a 2
DryTgetyy, (81 — < 1 “ a r,rz...rl_lqu+1...rm) 8y bxrt ]
per j =1, o =2,
m n 325
?) PEARAL, Pl LY
T(l)rlr,...rm( byl ;’ gq f"r""'l—lqu+1""m awrl b.’l’sx .
La (10) invece porge:
per j =0, p=1,
@ i
(O)fars. Pt 0 ’
per j =1, p=1,
m ag
(1) e
(s Pt € S ey gq frlrg...rm)a Si“ ’
frini &

PEr N=—il S
@g))rlr,.,.rm(s, ==
Posto ancora:

(© © ()
(11) T(i)rlrg...rm(s,s,...sj ‘+‘ @(i)rlr,...rm(s‘s,...si S c(j)r,r,...rm(sls,..sjy

si ha manifestamente, per le (2Vis):

=W
Priraty = CO1ra0 1y

e per le (8):

(1) (2)
(pr,rz...rm(sl :q(l)rlr,...rm(sl + qr(l)rl'rg..‘rm(s, .
TIo dico ora che si ha in generale, qualunque sia j:

i+l

i (@)
(12) (Pr,r,...rm(sls,...s’- e ZQ qr(j)r,r,...rm(s,sg...sj *
VAT

Si supponga infatti che la (12) sussista per un certo valore di j; pos-
siamo provare che essa vale anche per j 1. In primo luogo, per la
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formula gia ricordata dal calcolo delle variazioni:

! &,

(prlr,,..r,,"(s,s,...sjs’-+i e (pr,r,...rm)slsm,.sj 841 gq fr,r....rm)s,s,...sjq Sﬁ—(/'s_ ’
i+l
quindi per la (12):
Q)
13) % it aq"(i)ﬁf,“.rm(s‘s,...s g e béa Z
( (ps,.v,...sjsj_‘_l s ;’.’ Y N LG za fr,rg...rm(s,sz...sjq S_w"_" .
f5+1 : 1

Indichiamo con ?,¢/d,, il risultato, che si ottiene derivando, in
una € qualsiasi il primo fattore f rapporto ad z,, con d,T/d, il risul-
tato, che si ottiene, derivando invece il secondo fattore. Analogo signi-
ficato riserbiamo naturalmente a.,7/d,z,, d,0/0,2,, ecc. Avremo, come
¢ manifesto:

00 G 0. C
W, 0,4, et

e le altre analoghe. 5

Tenendo presente dalle (10) che @‘(ﬁ;*:,zm,w ., = 0, la (13) potra essere
scritta

“ &,
gq frxr,...rm(s,s,...sjq m—
i+l

(1)
Elqj‘(:i)nr,... ' (8182...85 1

13bis
(13v1%) o

(pr,rz...rm(sls,.usﬂ_l e
gt

1 (©) (0-1) (5+1)
s al‘t(i)rlr,...r (s18...8 bzccli)r,r,...r (8185...8 bij(i)nfn-u' (8182...8
m
% e i L
% e

x
1eey bzxsi bzx,,H

A

21 1

Ora si ha dalle (9), essendo I’indice variabile o della sommatoria ante-
cedente sempre < j -+ 1:

Q)
bl T(i)hl‘zg-'m(-"ﬂ'!--- 85

blw"iﬂ
N
> i Ye-1f ) S
s e 1 q o-1 Targ.T, 407 }-1""7” s‘s""”—9+135+1
T 0y, bxs’._gn... bw,,
@-1
DgT(j)rlr,.,.rmgus,...s y L
b‘zw”jﬂ
m n i 0
e ZZ zq 'y;—2fr,r,...rl_lqu+1..J‘m)sls=,..s’_Q+lsi_g+2 3 s d Eabw 95
1 ! wr, xs,_ 0+3" 85 8j+1
T. LEVI-CIVITA — Opere, 1. 4
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50 II. SUGLI INVARIANTI ASSOLUTI

Sommando e ricordando dal calcolo combinatorio che:

")
'}/e 1( 1824+ 858541) = Yo-1(8:182-.. 8;) + 3:‘+1'}’g~2(3132---3i) ’

si conclude :

(@—-1)
blT(i)Y‘ﬂ‘z (8152 + T(/)r,r,...rm(s|s,...sj Ay T(g) 3
0T ] o (7'+1)’173‘4-'m(51-"2---5j3f+1 )
A8 D‘)’wsj-f-l
analogamente:

(©-1)
0; @u)rlr,...rm(s,cg.. 8 ©
= (1+l)rlr,...rm(slsg._.sjs‘,+1 )

D1 (i)r,'r, ’m(51°2 85 +
Y 9%
184 gy

e quindi:

(@)
d qf(})rlrg P (£183...85 + zcc(i)'l'g--"m(sxfa.--sj

0T
185541 szsiﬂ

(14)

e o ¥
fE G+ g7ty (81828595 41 *

Si ha poi:

(1) o
X Crirsrploanaty ¥ z f Dy <
s g lt TATg Ty ATy T )s,s, Sip g b.’I} = L G0y (818085, g,
41
(1) "
01O0rrsrmoisesy j 38,

01 i Z“ yg"""""”)s‘s""sa‘—l“ﬂ1 dz,,
16 LT 1 8

ed aggiungendo a entrambi i membri

o o
X TiTgeTyy) 880080 77 )
‘g aw"dﬂ

otterremo a destra:

n DE
it J+1 a . ] (1)
; Vi frlrz...rm) 8,85...8;0 2, y cioé: @(-‘I+1)’1'a""m(’r‘z"'sj+1 y

per il che da ultimo, sommando colla relazione precedente, si otterra:

(1)
15 b qj'(:l)r,r, T (8182...85 qu el ‘t.u)
( ) N z fnr,...rm)s,s,.‘.sja S o (i+1)r1r,...rm(sls,...sjsj+1 .
1Ps, Ls.
it1 it1
Infine:
(j+1) +1
? ?1‘!&” rm(Eatsty __z z i h
= frcer 1 TArgety lqu-rl T, Z z z z
bzngﬂ oy %, 29 “‘fb i+

Ly (7+2)
e qu+1)r,r,...rm(a,.vz..‘.v,s’._H ]
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e, siccome OF.Y)r,.r. (5,855, = 0, Potremo anche scrivere:

fj+1
(i +1)
(16) d T(I)r,r, rm(s,e, e85 CC.(I:H-B) (
(3 + 1)ryrp.ty, (8189..858 .
b2$5+1 it

Valendoci ora delle (14), (15), (16), ricaviamo senza difficoltd
dalla (13Pif):

j+2

b ©
¢"i"=-~-’m(3l°""*i’j+1 e ¢ 29 <o DIty (5100858, 1) 9
¢

la quale non & che la (12), cangiatovi j con j + 1. Ora noi la abbiamo
verificata effettivamente per j — 0 e per j =1, quindi, in virtu della
dimostrazione, che precede, essa vale in generale.

7. — In modo del tutto analogo si possono stabilire le formule cor-
rispondenti per i sistemi contravarianti. Noi qui le trascriviamo sen-
z’altro, riferendoci ad un generico sistema contravariante Z» dell’ordine w.
Avremo designando le formule correlative a quelle del paragrafo ante-
decente collo stesso numero accentato:

(Q/bis) Qe = zw 2” f""'t—l‘"l+1"'rw Dé:’l
1 4q 2
e 04

w n

¢
(8") (FZ::' Z Z, f;.‘s"""l—l‘"z+1""w T
1 B a

1

< rire. e 6'7
3 a2l g

< L Vs,
Tilges ar —_——
5 <1 lZa'f o dbuid D.Eq 0%, !
e B TR DGR b
(9’) . & zw z ]‘ sl ar WURED Dg_¢r1 per o <? + 1
S 4 e i U dr Bxa,_gﬂ . 0%y, oy ’
| O =0 T
(10 | & deg :
401 Py B " ]
=*2 ¢ f(x))n!z -85 g
{ Exe eld i-ea b,pS, s bxsi b D.I)_,i
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/ (O Taunuty (@T1Ta.0ulyy (07173 rw
(11 ) T(f)(s,aa...sj + @(i)(s,s,...s, qj(i)(s,s, 77
’ r.r,, Tomr ks | (0)T172.0.Tyy
(]2 ) P (8154 ingt 555 ze cC(;)(s,sg...si <

8. — Si immagini ora che sia I un invariante differenziale del sistema S
d’ordine, poniamo, . Dovendosi avere (I) =1 di fronte a qualsiasi
cambiamento di variabili, la stessa relazione dovra sussistere, anche
quando il cambiamento coincide colla variazione infinitesima (3). Sara
quindi: (I)—1I = 6I = 0. Ora I, per ipotesi, ¢ formata colle variabili,
cogli elementi del sistema S e colle loro derivate fino all’ordine u; percio,
rappresentando genericamente con fam, un elemento del sistema

TiT2ee Ty

Zihmy » (h=1,2,.. a,

T1Ta...1, .
con fuw, ¢ un elemento del sistema

Z;fk’ (k= 1,2 .., /3)7
LELOTE s " r 3
con @wm; (pkip,i “r le variazioni corrispondenti, avremo:
"l’i“"'mk
n DI A0y S DI
18) I => — & LR Yol S
(18) ;i A, &+ ]zh g" ;’:':---’mk 8183...85 thmh (prlr:..rmh(sls,...si

r,rg...rmh)slsz...sj

u n DI Lgt Ty
et ile k=0
) Z;' 2,,72...“,, | 8152.0085 _ TiTa...Ty, (fl(c;usk s ’
TR 3 ftewy, ¢ fit e
- )8183.. 85

+

ﬁM-Q

dove la somma tra 1 ed =, rispetto agli indici s;s, ... ¢;, (Separati perciod
dagli » con una sbarretta) si intende estesa a tutte le combinazioni con
ripetizione.

Da cio risulta che la I, risguardata come funzione degli elementi che
la costituiscono, ¢ integrale della (18). Ma per le formule precedenti,
16 @ripr, (008, P ;” sono funzioni lineari ed omogenee delle deri-
vate delle &, fino all’ordine © + 1 incluso, e d’altra parte le variazioni &,
e le loro derivate sono completamente arbitrarie; dunque la I soddisfa
a tutte le equazioni, che si possono ottenere dalla (18), eguagliando sepa-
ratamente a zero i coefficienti delle &, e delle loro derivate fino all’or-
dine x + 1 inclugo. Il sistema complessivo di tali equazioni, rappre-
sentato anche dalla (18), potremo brevemente dinotare con 2,.

Reciprocamente ¢ facile dimos’crare che ogni funzione I, la quale
soddisfa a tutte le equazioni £, ¢ un invariante del sistema 8. Per bre-
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vitd si potrebbe osservare che, siccome I non cambia di valore di fronte
a nessuna variazione infinitesima delle variabili, lo stesso deve accadere
per un cangiamento finito. Tuttavia, se si voglia condurre compiuta-
mente la dimostrazione, si puo far vedere che, scelta ad arbitrio una sosti-
tuzione di variabili:

(19) (@) = @1y @ay ey X4) (t=1,2..,mn)

ed eseguitala sulle funzioni del sistema S, la (I) relativa ad esse ¢ iden-
tica alla I primitiva.
Assumiamo a tale scopo una variabile ausiliaria ¢ e poniamo:

(20) Yi = @ + @1y Bay ooy Tn) — @] (i=1,2,.., n),

risguardando le (20) come un gruppo monometrico (eingliedrige Gruppe)
di trasformazioni, che opera sulle variabili indipendenti # e che, per
t =0, da la trasformazione identica, per ¢ =1, la (19). Immaginando
di eseguire effettivamente sulle nostre variabili indipendenti e quindi
sulle funzioni di S le trasformazioni del gruppo (20), la I diverra una
certa funzione I(¢) di ¢, tale che bastera assegnare il valore ¢, perche I(t)
porga la (I) (relativa a quella trasformazione (20), che corrisponde al
dato valore di ¢) espressa per le variabili primitive . Ma 6I ¢ nullo per
ogni variazione infinitesima, in particolare sard dI — 0, rappresentando
dI T'incremento, che subisce I, quando da un valor generico ¢ §i passa
al valore contiguo ¢ - dt. Ne consegue che I & indipendente da ¢ e
quindi eguale ad I(0) = I, con che riesce dimostrata completamente per
il nostro sistema 8 la prima delle due proposizioni, di cui al § 3 (°).

(*) Nei riguardi degli invarianti differenziali assoluti, questa proposizione, oltre che dalio
stesso LiE, si trova accennata esplicitamente alla fine di una nota del sig. GOURSAT, Sur les
invariants des équations difiérentielles, « Comptes Rendus », tom. CVII, n. 23, 1888, nella quale
perd mancano naturalmente tutti gli sviluppi dei paragrafi antecedenti, non essendosi 1’autore
proposto di studiare i sistemi di equazioni differenziali.

Pil recentemente il sig. KAsIMIR ZORAWSKI, seguendo la via tracciata da Lig, si occupd
della effettiva determinazione di tutti gli invarianti differenziali, che si possono ottenere asso-
ciando ad una forma quadratica binaria una o piu funzioni invariantive, tenendo conto anche
di quelli, che provengono da una estensione del gruppo (Mindingsche erweiterte Gruppe) dovuta
all’ipotesi che delle due variabili originariamente indipendenti una si possa considerare funzione
dell’altra. La sua memoria Ueber Biegungsinvarianten, « Acta Math. », vol. 16, 1892, dopo alcune
osservazioni preliminari, contiene degli sviluppi analoghi ai precedenti nel caso speciale di due
variabili, di un solo sistema covariante doppio e di quanti si vogliono sistemi di ordine zero.

. Vi & poi mostrato come le equazioni, da noi qui designate con Q,,, a partire da g = 2, sieno tutte
indipendenti, del che si vale 1’autore per stabilire il numero totale di invarianti differenziali di
ordine qualunque, che possiede il sistema da lui considerato. L’ultima parte della memorm ha
per iscopo il calcolo di alcuni invarianti gia noti.

A proposito della estensione (dallo ZORAWSKI denominata d1 MINDING) vogliamo avvertire
che per le nostre n variabili z riterremo superflua ’ipotesi di un qualsiasi legame funzionale,
accontentandoci, per cid che si riferisce a questa ed eventualmente ad altre estensioni dei gruppi,
delle teorie generali del LIE.
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54 II. SUGLI INVARIANTI ASSOLUTI

9. — Consideriamo un po’ da vicino le equazioni del sistema Q.
Noi abbiamo intanto dI/dx; =0 (¢ =1, 2,...,n), da cui si conclude la
notissima proprieta degli invarianti assoluti di non contenere esplicita-
mente le variabili indipendenti. Le altre equazioni £, si potranno gene-
ricamente rappresentare con X ,I = 0; in particolare poi quella tra
esse, che si ottiene, eguagliando a zero il coefficiente di

0eg,
0y, 0Ty, ... Ty,

b

sara designata con Xff",,l,,,,,_,q I=0.

B bene rilevare dalle formule precedenti che le ¢, relative sia agli
elementi di un sistema (covariante e contravariante), sia alle loro deri-
vate, si esprimono esclusivamente per gli elementi del sistema stesso e
loro derivate, talche, come del resto ¢ chiaro a priori, le ¢ di due sistemi
diversi hanno per coefficienti delle derivate delle & quantita assoluta-
mente indipendenti. Ora potremo porre, come si rileva dalla (18):

& 0 B ©
21) X o Rum I+ Riw I
4 iy - h k 9
( o0ytaa2p ;" (10a9193...9,, ;k (Waps...7,
purché con
© @
Rhumy, dos Rrm, Jc
(ll)qr,ﬂg...zlg (/A)amvg...ye

8i denotino rispettivamente i coefficienti di

in:
Lo ol
%> e
5 i = rlr,...rmh\ 8189...8; bfhmh

’
'l'l""mh("’l""i
rlr,...rmh)a,a,...sj

u n A 7173007,
B S by o
’ "1'!---'wk 8182...8; TiTges Ty
1 df kw,, P

0 (8182...85

)8183...85

Per la osservazione fatta, variabili di derivazione e coefficienti sono da
una R ad un’altra assolutamente distinti, il che & assai utile per il cal-
colo della risultante jacobiana di due qualsiansi equazioni: X I =0,

()
X, I =0 del sistema 0Q,.

(uy
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Siccome infatti:

(RamyRiwg )T = 0,

() (w

qualunque sieno h e k;

(RamyRem) I = 0, (RaspRiw ) = 0,

) ()

per hZFk, si conclude:

(22) (XX = >y R""'hR'""h]I x5 Z [R"ka”'”k]I
1

w  w

talché, per assegnare il valore effettivo del primo membro, tutto si riduce
a trovare l’espressione generica di:

[R""‘nRh"'h]I e di [Ry Rkwk]I

() ()

Prima di accingerci effettivamente a questa ricerca, arrestiamoci un
momento a determinare il numero totale delle equazioni £, e quello
delle relative variabili indipendenti. Possiamo ormai prescindere dalle
n equazioni 3I/dz; = 0 e corrispondentemente dalle variabili ;.

Il numero totale M, delle equazioni equivarra manifestamente a
quello di tutte le derivate delle &, fino all’ordine x + 1 incluso, sara

cioe:
u VA |

La totalita delle variabili coincide invece colla totalitd delle funzioni
del sistema S e loro derivate fino all’ordine x -+ 1 incluso. Ora un si-
stema covariante o contravariante di m-esimo ordine contiene n™ ele-
menti e quindi, insieme alle loro derivate, fino all’ordine u incluso, da
luogo complessivamente a:

e (727

variabili.

Noi abbiamo senz’altro asserito che un sistema covariante d’ordme m
contiene n™ elementi, perché, anche se non fossero tutti distinti, nella
espressione di I, si possono risguardare, non foss’altro formalmente,
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56 II. SUGLI INVARIANTI ASSOLUTI

diversi I'uno dall’altro, cosi da dar in ogni caso origine alle (18). Esse
ammettono sempre per soluzioni tutti gli invarianti differenziali di S,
solo che, quando, per esempio, tra i sistemi assegnati ve ne abbia di
simmetrici, si potranno trovare compresi tra gli invarianti i primi
membri delle equazioni di simmetria o loro derivate (come f;,—f, O
Froys,sp...8; — forys,s,...s; €CC.), che mon fanno parte delle espressioni effet-
tivamente richieste, essendo conosciuti a priori (1°).

Cido posto, il numero totale delle variabili indipendenti N, sara
espresso da:

Ny it (L BN Ol

Ora, per una formula conosciuta del calcolo combinatorio:

s (e ()

ed analogamente:

1. Sl ! il
(T (e

quindi potremo anche scrivere:

RS Vel e s g 4 SR |
(24) N, :("1"‘){; nm )ii n'”k}.

(*°) Usando le relazioni di invarianza, che eventualmente intercedessero fra gli elementi del
sistema S, si potrebbe formare direttamente il sistema di equazioni analogo ad Q,‘; ma liberato
da tutte le soluzioni illusorie. Cosi, per esempio, nel caso che un sistema covariante o contra-
variante sia simmetrico, si potrebbero introdurre originariamente appena

n+m— 1)
m
variabili, risguardando, come lo sono effettivamente, identici gli elementi, che differiscono per una
diversa posizione degli indici » ed estendendo, nella (18), la somma, rispetto agli indici » di quel
sistema, soltanto a tutte le combinazioni con ripetizione. E tuttavia piti opportuno di prendere
in esame il tipo unico di equazioni (18) e quindi il conseguente sistema Q,;; basta aver poi cura

di sceverare dalle sue soluzioni quelle, che corrispondono a relazioni di invarianza preesistenti
fra gli elementi del sistema S o che da esse si possono ricavare per derivazione.
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10. — Esaurita cosi la parte preliminare, la quale in fondo, salvo forse
le relazioni (12) e (12’), non contiene che amplificazioni e sviluppi di
cose gia da altri indirettamente accennate, passiamo allo studio dei si-
stemi Q,.

Cominciamo dal considerare un sistema covariante generico dell’or-

A P : d (0) :
dine m e cerchiamo ’espressione generale di un R(m) ad esso relativo.
WD D3... D

Per definizione (pag. 54) Rn & il coefficiente di

(apypa. Py

&,

5;,,1 0B gy e o v b:c,g

nell’espressione di:

oo o
(24) Wn = gf lzhr:...rm 8182.0.8; Sf:;;“—% Praree. rsi8y..8) 9

T)818204485
come si rileva dalla (18), indicando, per il generico valore di h, cui
ci riferiamo, fim, semplicemente con f,i,w,m)sm._.,i, @rmy,

TiTgeeiTyy, 081800085 r,rg...rmh(a,x,..‘a,

semplicemente con @,., , s, Poniamo inoltre:

n by 4
(25) W;n e z"ﬂ'zm'w ST o o P a8y ey
1

] .
8,85...8
et bfr,r,...rm)s,s,...sj

sicché sara:

14
(26) Wn =3 Wn.
0 7

D’altra parte, per le (11) e (12):

i+l n oI
W;” i go gﬁ"z'""m "d""'jy'l'?“——_

.rm)s,s,...v,

(0 ) ]
X [T(i)r,r,..‘rm(a,az...sj_*— @(j)rlr,...rm)s,s,...aj ’

e quindi, se si faccia per brevita:

i+1 n bI
(0)

(27) Un = z 3 Ty ’

. 17200 Ty (8185...8,

i 1 [ % T1T3eTyp | $182..85 bfflrg.--fm)ﬂlag...lj m oy ‘]

i n DI
(0)
Vm = pdie e asa bl
i i gg ;"r""rm 81828 bfnr,,..rm)s,sg...u B e
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si ha manifestamente:

(29) C Wr=Ur 4 V.
Determiniamo in primo luogo il coefficiente di

S
ULy, Mbg, ve Mgy

in Wr. Tuttavia, allo scopo di abbreviare un po’ le scritture, conveniamo
di designare con p il complesso dei p indici p,, P, ..., P,y con r il com-
plesso degli m indici r,, 7y, ..., 7n, con s il complesso degli j indici s,,
83y ..., 8;; inoltre introduciamo anche le notazioni 3", s°, 7', per indicare
ordinatamente i complessi p, s, r, escluso perod ciascuna volta uno di
quegli indici, se ve n’ha, che corrisponda al valore 7. Infine, e di cio
faremo uso costante senza ripeterlo piu oltre, risguarderemo il simbolo

binomiale
‘a ol a!
(b Bl la==py1e

eguale a zero ogni qualvolta sia ¢ minore di b ovvero di a—b. Con
tale convenzione avranno per noi significato espressioni del tipo

W

che stanno tutte a rappresentare lo zero.
La (28), scritta per disteso, a mezzo della (10), diverra:

i n DI n R Dgf
I,’m —_— T pirimrie i s s :
: ;@ ‘1_,.!3 f,-), ;q yﬂf 18183.0:8;_ o st. dr

i—0+1 fj-0+1"

b bx‘,j

In primo luogo, se p >j, V7 non contiene termini del tipo

2%,

2y, Wb, ... DTy,

)

se o <j, tra tutte le combinazioni con ripetizione dei nostri indici s,
trascegliamo quelle, che contengono gli elementi assegnati p,, p, ..., p,.
HEsse si otterranno, immaginando di fissare p tra gli indici s, per esempio,
8j—gt1y Si—gtay +++y 85, €Ol porli eguali a p,, Py, ..., p, e lasciando poi va-
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riare i rimanenti $,, $,,..., 8;-, da 1 ad » in modo da esaurire tutte le
possibili combinazioni con ripetizione. I termini trovati in tal guisa con-
terranno

e

0%y, 0%y, ... bxrq

’

ma non saranno i soli; infatti, per completare ’esame di V7, sopra cia-
scuno di essi & da eseguire I’operazione indicata con y;. Per fissare effet-
tivamente il numero dei termini, che si ottengono in tal modo, intro-
duciamo delle costanti 1#,,, 7, (A=1,2,...,n), le quali esprimano
quanti fra gli indici p,, ps,..., p, 0 rispettivamente s,, s, ..., s,
sono eguali a A. Formando le combinazioni semplici p a p degli j ele-
menti 8;, 83,..., 8j—oy D1y P2y ..., P, considerati come distinti, quelle tra
esse, che sono identiche a p,, p., ..., p, proverranno da scambi degli ,,
indici p eguali a A cogli #,, indici s eguali del pari a 1 (1 =1, 2, ..., n).

Il numero dei termini risultanti, per ciascun valore di A, ¢ manife-
stamente eguale a quello delle combinazioni semplici (1, a 7)13) di

s + M2, €lementi, supposti fra loro distinti. Cid posto, chiamando Qm

Gva
il coefficiente di
Moty 2l
Oy, ATy, ... Dy, /
in V7, avremo:
()
J[ Q:?)apI—O per ¢ > 7,
(30)
< 05 ol b
1 ol Er!s Hi (nh 77/1)](”” 5 per o<
ey i Nas Dfr)en
Si ha per le (9) e (27):
i+1 DI m n D‘?Ea
U:ﬂ = — z z Dfr)x Z]‘l g fﬁf: T SUDE M0 P T DJ‘,—TDWSJ AR dz,
]
; () i
I1 coefficiente P~ I di
(ap
D‘-’§,,

ALy, Ny, -eo 0Ty,

in Um sara manifestamente nullo, se o >j + 1; nel caso invece di
i

www.rcin.org.pl



60 II. SUGLI INVARIANTI ASSOLUTI

o <j + 1, per aver termini contenenti

%,
ATy, Ay, ... Dy, :
bisognerd porre 7, eguale ad una delle quantitd p,, psy...; P, € Poi
tutto si condurrd come precedentemente; solo ¢ d’uopo notare che, se per
esempio, si & fatto 7 = r, = p,, alle quantitd p dobbiamo sostituire p".
Con cio si ottiene:

P:s)Izo per o >j+1,

Gap

n

m n n Y +
(31) et Zl 21,7,...71_”“...7‘"”, {2, Hz (771,,7 772' fr,r,...rl_,qu+,...rm)s X
T £ra Nas

/i :
X 4 } per o< j+1,

of 5
'1'2"'71—{”L+y""m)“’

dove la somma rispetto all’indice 7, il quale veramente dovrebbe assu-
mere soltanto valori eguali a qualcuna delle p, si ¢ estesa completamente
fra 1 ed =, colla tacita convenzione di risguardare in ogni caso, anche

quando Nep = 0, n3° = 7711»"—1 e quindi (vedi pag. 58) (77”—1) = 0.
Posto:

(32) oo i SN
(va (€)% 74

)va
u
sara, per le (29) e (26) > RE))MI il coefficiente di
5 0

o 3 PRw ¢
A%y, O%p, ... Dm,,g

in W e quindi, nel primo membro della corrispondente equazione di £,
Xy, =0, quella parte, che proviene dal nostro sistema covariante
generico d’ordine m, sara:

(33) RS T S

(wap 0 37 (aw
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In particolare, per o = x -1, dalle (30), (31) e (32) si ha:

(u+ 1

I=0, == Ol s — 1
(mw @ HEMeNEY e )
(/4+ 1) (u+1)
I—Pa: I,
(u)ap (wap
€ per conseguenza:
(33%) @m T 5 2 ")f ol
s S8 TIAL TyTa... Ty 44T X AL e T i
ey T T et ST e Dfnr. R

Dalle quali, per y = 0:

i b nyA
(83) Rm I=—3 % ikl -~
1 St e O W ol G S Cal 2
el Lt TPyt Ty Ty m Djhfz APy 1Ty
e per u = i
(2) el by
Rm I = ,frr Ty _ 14Ty o 1.7, i per p,=p,,
©)ap 12: ghrz-. T=1Ty gty 2 21100042 mbf':'zm"l_;l’lrl+xn-7‘m)171
c
(33°) % i f oI | I
1 TiTguy _1QTY 4 10T, it .
PRt e R A +1Tm bfrﬂ'-.‘-n"z_ﬂ’:n+1---7‘m\Pz bf"l"2~-~'L—11’Jt+1"-"m)”1
per py Z P,

1)
Calcoliamo ancora il valore di gev(n) I, che &:
Wap

(1) 1,

(33) *m I— 3, R I~2Pm +3,0n —

(ap (OFF4
pom n y oI
Z ZI E #389...8 TATgeel]  @T] 4300 Ty ) 818285 A i e s
07 e PiTgn Ty _gTp 410 | €252 1 bfrlrz Ty APy 1)
(L5 hy A
B8 (1 + 7,1 S
i |ps)] 7)8180..8; _ya =
= i q 1Pt py|8182..85 1 ¢ bf')-‘?x'z---sj__ﬂ

11. — Pei sistemi contravarianti, fissatone al solito il rappresentante
generico Zv, potremo serivere senz’altro, conservando le notazioni pre-
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cedenti:
pLi hy
f nr, o,
(24 ) ; 1Zr,ri 8183...85 Dfr,r, o
)$183.. -7
: n Y o
(25 ) W;v = 21' [ it m w(sla,...a, b
n
(26) Wi =0 W s
0
i+1 n DI
(27I) U;” =7 129 z,| 8183...8 D])stg_lj T:Jg))(a,s,...aj ’
3§l b7 & :
! i (o)r
(28 ) V 29 zr | 8182...85 b])s e 8’ @(j(;sls,...s, ’
297 shd w w
(29) W, U, + Vj y
() o
0 e per g > j,
G
(30"

Zmnl Nig 1 Nas fsq per 0 <j,
bj)w

Nas

sl per p>j+1

S ms)
3 X
g Il_[l ( Nas

AU : :
X farren-tieny per o<j +1.

afr,r, P =1TT 41T

1T Typl8

(31') e SO
g & 8

Questa formula (31’) si trova anch’essa in modo identico alla cor-
rispondente (31), purche, nella espressione di Uy, si abbia cura di scam-

biare fra loro i due indici 7, e ¢. Si dovra poi fare:

(32") B BBy ik gn
G)ap (i)w (7)az

www.rcin.org.pl



II. SUGLI INVARIANTI ASSOLUTT 63

sicche sara:
(o)

i .00 )
(339 Re I = 2,- Rev I, ecc.

(wap 0 (fap

12. — Ritorniamo al nostro sistema covariante Z, e calcoliamoci la
( ("
risultante jacobiana (Qﬁ) Rm ) T Habetido; e 1a. (385, Q:f: i
(wap

(war  (wa'p!

(o) (0) (oh [} (0]
=®Rn I+ Rm I ed analogamente Rm [ — Rm I+ ERm 1,
(u-1)ap (wap (wa'p! (u—Da'p! (wa'p!
potremo porre:
(@ (o) Q) (o) (0) (o)
(34) (ggm Rm )1 G )1 ST i e
(wap  (a'p’ (u—Dapy (u-Da'p! (war (u—Da'p!
") (0) (@) (o (e") (0)
— Rm m I+ Rm Rm I — Rm i’ ol
(wa'p!  (u-1ap (wap  (u—-Na'p! (wa'p!  (u—-1ap

Prescindendo, come faremo sempre in seguito, dai termini contenenti

le derivate seconde di I, i quali si elidono identicamente, noi abbiamo
" ; (@

in primo luogo — Rm A il 0, perche i coefficienti di Rm I

(wa'p!  (u-1Np (n—1)p

contengono m +j—(o—1)<m 4+ pu—1 (j=0,1,..., p—1) indici,

¢ e 5 3 griiitel) 3 z
mentre le variabili di derivazione di R(m) ,I sono munite di m + u
(ua'y

!
(0) ")

indici. Nello stesso modo si riconosce che R(m) ng(m o WI = 0. Restano
wap  (u—
b (@) (0" (Y] () i
pertanto da determinare R» Rm Te—Rm RBm I, le quali espres-
(u=Dap (wa'p’! (u-1a'p!  (wav

sioni per brevitd chiameremo rispettivamente C e D; la (34) diverra:

(") ("

(34%%) (®n )I i (gei;‘i’ JrdcoLp,

m
\  (wap (wa'p! (u-a2'p!  (u-1a'p’/

"
aveiig) (@) gty ;
Avendosi Rnm : I :Z RZ.) I e d’altra parte, per le ragioni accennate :
(p-1ap 0 7D

B2 Re Fate UG o 1),

(ap  (wa'p’

ne deduciamo:
(p) ("

C=Rn Rm I.

(u—o' +Vap (Wap

Analogamente sard:
W iiila RNk

(p—g+va’p!  (wap

www.rcin.org.pl



64 II. SUGLI INVARIANTI ASSOLUTI

Segue immediatamente dalle (30), (31) e (32), C = D =0 tutte le
volte che o' >u—p + 2 ossia o + o' —1>pu + 1.

Assai piu laboriosa ¢ la determinazione di ¢ e D, quando
o+ o' —1<u+1; questa ipotesi abbraccerd buon tratto degli sviluppi
del presente paragrafo.

Avremo:
(@) " @) (€3]
O =P Pm I+ Pm Qm I
(u-o'+Dap (a'p’ (u—o! +1a’'p! ~(wa'p!
(0 (o) (@ (e’)
+ @m Pn +Qm I
(u-o0'+lap (wa’ p’ (u—o! +ap (,u)a o'

i quali addendi, allo scopo di guadagnare un po’ in concisione, chiame-
remo ordinatamente C,, C,, O;, C,. Sara quindi:

(35) 0201+02+03+047
e corrispondentemente:
(36) D =D,+ D;+ D; + D,.

Occupiamoci per ora del valore di C; nella espressione di C;, che
calcolata a mezzo della (31), sara:

2 T W) (mz” i ’7“") x
z” z”'l"n T 14Ty | e { gtt':[;-[(

yoorpiaint, Sutat gt 7 2s Nas’

frr R 1'“'l+1 r,',,)s’ Df };

PR i 7 ’ s —7!
bfrxrz...rl_‘-rrlﬂ...rm).w bff,",u-?'l'_‘t'l‘;/ 10T S

X frlr,...rl_,arl+,...rm;s

facciamo dapprima ! <1’ e indichiamo con O] il complesso dei termini,
che vi corrispondono. Affinche il fattore

()f Fob A o £ L,
LIRS 5 VI I ¢ VRN P 1

bfrlrg...rl_lrrlﬂ...rm) i {
non sia identicamente nullo, d’uopo supporre in pnmo luogo rl i
"; =Ty eeey 7'1—1 = Ti-1y iy Ty Tin = "'z+1, Py = ”'z'_—x q¢'=ri3
Yerss == Pirga sy oses T = r,; fra gli indici s}, sg, -y Suy1_or bisognerd poi
sceglierne p—1 eguali a p* e i rimanenti x + 2—p— ' farli ordina-
tamente coincidere con s. Per evitare ambiguita, indichiamo con ¢ gli
indici s, che restano variabili ed esprimiamo 2);,, 7, Per 7.
Abbiamo immediatamente, non essendosi cambiata che la denomi-
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II. SUGLI INVARIANTI ASSOLUTI 65

nazione, 1;, = 7;,; quanto agli indici s’, 4 + 1 — o' son gia fissati ed
eguali a p', i rimanenti coincidono con ¢. Sard pertanto: 7;,, = 137 + Y-
Ora, essendo 7;;7+ 7;;* manifestamente eguale a 57, 5, e d’altra
parte:

(mr i m:) (ma"' + 757 + ’7u> e (m[;u;"hL mt) Ozt sz=) ! )

Nae Nap® + Nas Nae Nap! m;,r!_

verra:

m ” m n —g!
/ NagpT+57') + Nae
(37) Cl e 1211’ lzh"a---fl—x";+1~~-"['—1";'+v-~"m ] t {21"’ 1—1[;' ( 77“ X

L

m =T !
bfr,r,...rl_,tr,“...rl'_,q’r,'“...rm)tp »’

MazT+57) !
a7 ! Nagre’ f LS L R A U

\

da cui apparisce che C; é indipendente dalla posizione speciale, che in C,
occupano le quantitd non accentate di fronte a quelle accentate.

Supponendo ora I = l’, troveremo la rimanente parte di C;, che chia-
meremo Cj. Se ¢'Z7, sard necessariamente

aff(r;...ri—,a’ri+l...1;n)s’ %
—vv-—-; —— 0,
P frlr,...rl 1T 1 T) 8D

percid bisogna anche fissare 7 = ¢'. Operando del resto come preceden-
temente, verra:

n

m n n i i et 2y
" Nz +3'71 i Nat (77/1[11‘7'+ 2’7 ]) .
T gl znr,.,.rl’_,rt“...rml t { g“'Hﬂ ( X

T 1 Nas Nage ! Nagre' !

X f b4 }
ok i, o b/rm...rl .

2N )
B 20 P o | o Pvid

(1) Questa identita e alcune altre, riportate nelle pagine seguenti 66, 67, 68, 69, 71, 72 sono evi-
dentissime, finche i simboli binomiali si mantengono nel campo consueto. B facile perd ricono-
scere che esse sussistono ancora, quando detti simboli si immaginino estesi secondo le conven-
zioni, di cui a pag. 58. Cosi, per es., riferendoci alla relazione qui sopra indicata, si vede che essa
vale anche nel caso, in cui, per 7)73% ovvero N7'3% eguali a — 1, i fattoriali portino sopra quan-
tita negative. Ed invero, se cid accade, tanto il primo che il secondo membro, per le nostre con-
venzioni, si annullano, onde la eguaglianza sussiste ancora. Analogamente per le altre relazioni
della stessa natura.

T. LEVI-CIVITA — Opere, I. 5
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66 II. SUGLI INVARIANTI ASSOLUTI

(e +37) ! (age+9n) !

T bt Mipel i 1t}

per Ast'; e, per 4 =1/,

(771’[7‘4’+5""]) | (w1319 +917) ! Nxto!

g’ o ) e bl
N5t !7]1’1;"11 7]1'2‘1'! 7/r’p’! Wr’pql+771'ﬂ’

quindi, ponendo

2 | (arge +017) !]
38 H=orir = b b it
( ) 2% ]_;[/1 [77}.;‘1' !77}.9' 1

ed osservando che Hy, & indipendente da tutti gli indici di somma-
toria, si potra scrivere:

m n n n it M
o A Nap +2'71 + M
(39) C;. e Hﬁq,ﬂ’ zz 27172...T1_1TZ+1...7m 13 zr’ ]_—_[A < X
i 1 3 Nt
e Nerz? + n,,p,f hy A
S W IR TS g T A i, A
771’17’ 17200 T —1Q T +100: Ty, bfr,rz“.r,#;l’ R t?‘l’n’f'
Abbiamo:
(@) (C10)
CZ e P m I =8

m d
(u+1-0"ep ~ (wa'p!

{ir ]_ﬂ_[,i (771;1/ + 7713) (7]111’ + 7]).&’) <

m n
o Zl Zr PN S LR, RC
e e rl 17+1 m Ns Nast

s’

X fflfg...‘l‘l—lqu+1...7‘,m)8

bf,/) sfq’? DI }

b.frx"n---’z—ﬂ"TL+1--~7‘.m)5;TI bff’)é"p’
Perche sia

Dfr’s’) a’

—x!
bf PPyt Ty T 8D T

: . ’ 7 ’ ’ 12
diverso da zero, bisogna SUpporre 7, = 1y, ¥y = Tayeeey 1y = P11y 1 = T4
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II. SUGLI INVARIANTI ASSOLUTI 67

Pipr = Tppry eiy T =7 @ quindi identificare il complesso degli indici s’,
¢ ad sp’. Giovera a tale scopo distinguere i due casi 7,7 =0 ed
Nez7 > 0. Per quei valori di 7/, per cui riesce 7,3;*' =0, fra gli indici
variabili 8;, 8, ..., S35, UNO deve prendersi eguale a ¢', mentre i
n— o' indici s’ complessivamente hanno a coincidere con ", s, che
sono, come ¢ evidente, in numero di (p—1) + (g +2—p—p'—1) =
=p—0'.

Glindici s rimasti variabili, in numero di x +1— p— g, come pre-
cedentemente, chiameremo ¢ e sarad:

N ="y Per Asq, Nos =Tore+ 1, Nast = Maz® + Nae -

Eseguendo talune riduzioni, analoghe affatto alle precedenti, ove si
ponga:

2 natpean ! ]
10 5 Dy e
(40) = 1_1[1 [mp! ] !

I'addendo di C,, che corrisponde ad un valore 7', per cui 5y5= 0, si
trova essere: :

" % i 2 Nam* +011 + Nae Ne'n
4 ! TALS &4
I Sl Lty ity Ty |t A Nae e + Nerpt

b4
X fr,r,...rl_lquﬂ...rm) ta’ bfr;r.. 8

=3
Fp=1T Tyl 107D

Quando invece 7,7 > 0, allora I'identita fra s’ ¢/, si” si pud sta-
bilire, anche senza porre uno degli indici s eguale a ¢'; basta assumere
i u— p indici s’ coincidenti con sp™’. Avremo pertanto, conservando
per un momento il simbolo s agli indici variabili: 7, = g + 9
(A=1,2,..,m), od anche ;=5 + M (2 2 ¢)y Yoo =Naz’ +
+ 9es—1. Come sopra:

("7151'-!— 771.) Nap* 401 + m.) £ (771[;:' +011 + m«) (a5’ +517) ! (A5 q)
Nas )\ Nap* + s Mas 757" ! it !
e
(770'51' e 770’8) <77a’[3ﬂ+9’1 Hp Na's — 1) s
Na's Nalst = Yale—ik
_ 7 0 + Nere — 1) ez + N)! _ Maren + e —1)]!
Ma’5¥" + Nars—1) gt ! Nars! Narze' ! ez + irs— 1)1 Norpe!
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15 + = DU, | 9e¥] . Bneron + O DL
Nez™ ! (rs— 1) ! Nars [770’1»’, + Mars— D! 9ers !
5 a3 + (e —1)]!

[770’[;"-{-1'] + 770’3]! [77'1’_1 l + 770’3]'
Nutpet (770’3 —1)!

1 l' !
[arge' @ + Nars) ! Rarwrt Na2™ @2 Tt

A (770’[;’,-%1:’] + (nq's"—' 1)) ("7«'[_z”+r'])! + (ﬂq’[i”a’-ﬁ—p’] + 77«’3) %
(7]ql.g T 1) 77,1157' ! Narypr ! Na’s

5 Merrdep) !
Wa'if’~! 77«'11’!

Corrispondentemente a questi due termini, da cui risulta l’espres-
sione di

7]q'51’ e 7]c’s> (77«’[3"+z'1+ Nets — 1)
Na’s na’;tl + Nats — i

I'addendo di C,, che spetta ad ogni 7', per cui 5,5 > 0, si scinde in
due parti, cioé:

m

S o (a7 +271 T Mas (_"m‘ﬂlzi]_)_
lzl ;rlr,...rl_lrlﬂ...rm |s { H ( ) X

72s Niwe L e !

b4 1

(77«':. [+27] o (na’a—l)) (.770’[5"4—;’])
(’)7«/ e 1)

b Lo O e ViR L g I -
j'fx"z 10T 10Ty 8 IR I
7']11’5’ 770'7' Dfrlr,..;_11'fl+,...rm)ni" L

[«

m

E‘ ;nr;...f‘_lrlﬂ...r"‘]s H

s
1 ).a 7]).»1» ! 1]},,,1!

! AU
n=t'a’ 1. + ’ ( ,[—1’a'+,1]).

o |
bfr,r,...rl_lt’rl+1...rm)sp’ a

Rispetto alla prima parte, & inutile supporre 7,, = 0, ché altrimenti,
essendo zero il fattore

Nor3 4311 T Mers—1)
(Qars— 1)

(pag. 58), essa si annulla.
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Possiamo adunque fin d’ora fissare un indice s eguale a ¢’ e lasciarne
variabili soltanto u + 1—p— ¢, il cui complesso chiameremo I; sard

s =M (A2¢'), Nuos— 1 =y, Percid lespressione precedente di-
verra:

> ﬁ me (Mae+1) M\ Moz’ +0n) ! %
;l lr‘r,...r,_,rl.,.,..,rm[t 11—-[}'

Nat Naze' ! Nage !

A
X fr,r,‘..rl_,qulA..rm)ta 4 ’

e
afr,r,,..rl_,r’rHl...rm)tp' v’

od anche, ricordando che:

M hi i gnlhrw']) :

(Az7')
7],1;‘:’ ! Nap! ! 7]1,,! Nip! ! = !
(7]1’[171’“7’]) (771’[1’+D’]) Nxlp
Nerpe! "]z'pl' Netp! Nergr! 7]1’n+77t'p’
e la (40):
m n n -l
Ho3,3 5 ] e ki
X = rxrz...r;—xfl+1...rm| t l - 7]“ 771,7 + nt’p’
N :
X fr“...r,_mrH,...rm)ta' ”D*M—T )
fﬁfa 1T ) D 2!

la quale prima parte ¢ identica all’unico addendo, che proviene da quei 7',
per cui #,,,, — 0. Ne segue, sommando rispetto a 7' da 1 ad n, che O,
contiene un primo gruppo di termini:

n

(41) C; T H’m, Zl zfxﬁ-..fl—forl-..fmI t { Z't’ Hl (7]1[”1 ik + nh) X
i 134 Nae
Nzrn

by
7_].‘,1 + 77 s frlr, 19T 4y rm]ta B PRSI SR ]“
T

bfr,r, 1T Pyt )tp p’J

Quando 7,77 > 0, abbiamo trovato l'ulteriore addendo:

m n
22 Bt (M50 491 T+ Nas\ Maz'401) !
: 1 PR o AL AP, |t

1 4 Nas Nipt !77,1,,!!

x (nq'l;r,qllq.»’] &+ nq'a) (’ﬂq'[p""'-o—p’])

Nars 7]0;;"" 1 Na'p! !

: by
f'l’: 1107 + 1. rm)s T e TPU P TRt e }

bfrlr, 1T T rm),pz’a
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il quale, osservando che 757, .11 = Nazetar oy Miz? = Nz'd’ (A 2 ¢'),
in virtu della (38), fattovi anche s — 1, potrad essere scritto:

n —q!
Hyly 3,3 (T e+ 0y most
? i T T AT e Ty | ¢ . Nae i Nyipt

hy
X fr,r,...rl_lqu,...rm)t gt
?

—7'q
Dfrlrz‘..rl_1r’rl+1...'rm) to

Se 7,77 > 0 per ogni valore di 7', sommando rispetto a 7z’ da uno
ad n, troviamo la seconda parte di C,:

m n n n —!
Ly 0 Naz™'? 191 T Nae
(42) 02 T 2% v’ Zl‘l ;"17'1-~-'l—1'1+1~-~7'ml t{;"' ]._1.[3- ( ’ pi ) X

Nat

hyA
X frlr,...rl_lquﬂ...rm)t i .

Df'rlrz...rl_,-t’rH,...rm)tpT’P’q’
B facile perd riconoscere che si ha, in qualunque caso:
)
’ Y

ed in vero, se per ogni valore di 7', %, = 0, allora manca la seconda
parte C;, ma la (43) sussiste sempre, perché da 5,57 =0 (' =1, 2, ...n) ,
segue 7y, =0 e quindi (p.g. 58) H,7*'= 0. Se poi 7,77 >0 (7'2¢'),
ma 7,77 = 0 (altri casi non sono evidentemente possibili), la somma
rispetto a 7' dovrebbe escludere il valore ¢'; tuttavia il valore di detta
somma ¢ anche in questo caso C,, poiche il termine, che proverrebbe
dal fare 7v'= ¢', & nullo, contenendo 7,5’ a fattore.

Pil spedita indagine avuto riguardo alle cose dette, pud essere isti-
tuita rispetto a C;. Infatti essendo:

(@) (0)
Cy= Qnm

m
(u—¢'+lap  (wa'p!

b i o {"z, ] (7] o ms) (77'1‘7'1' 1 ms') X

—

T e LA 1Tz+1 ’mlg 1 Nas Nast
0 ’ 3
Dfrlrz...rl_lq r{+1...r,',,)s' ol 1
Xjr)sa of Df" P 2 : J.
r)sq T1T9ees 1T T 100 s 57T ¢!
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la parte finita si otterra, facendo r; =1y Ty ==Tayeery Py = Fiiiy
Q' ==y Trgq = Tig1y ooy T = Ty © fissando gli indici s’ col porli eguali
ad s, p. Se si designano con t i u + 2 —p— p' indici s rimasti variabili
e si osserva al solito che #;, = ;,, My = M» + N1, Ponendo mente
anche alla (40), si trova senza difficolta:

5 gre [ T (77,1[,,4,5,,'] + 72
(44) 03 o Hm' zll 217172.,.71_171+‘...7m | t'l ;TI III'z Nae X
Nz'pt

X Ner _|_ Netar frlr,‘..rl_,arlﬂ...rm)ta} .
/p 7'y

Infine, passando a:

() (0"

O,= Qn Qo . F =

(u—o' +1)ap (wa’ »!

i = /77117 + 7713) (nlp’ + 7]“') bf""""’ o
rls g mre B i
z /18 1_1[1\ Nas Nas’ foa frsn Afsrrstys

se W= = 0, si calcolera la parte non nulla C;, facendo r{ T, Ty = Tq,
.y T = T, uno degli indici s eguale a ¢’ e finalmente s’ =" p Chia-

mando sempre ¢ il complesso dei u + 1— p— o’ indici s, rimasti varia-
bili, col solito metodo, in virtu della (40):

, i i ; +p! bI
(45) G 2 I (7]1[2’ e 77/1:) 4 '
1 S 7’}“ bfr)pz't

Se all’incontro 7., >0, potremo lasciar variare tutti gli indici s,
asgt X
purché si assuma s'= sp" ; abbiamo: |

Me=n5d + 1 A=L2.,0), =1 (42,

Nerp = Nerpd’ + 1,

e al solito:

ni" -+ Nas\ (Mate’ 4391+ Mas\ _ (Ma5¥ 4011 + 020\ DAY 45) !
= i L AR

Nis Nz’ N2 Nis Nzt ! agr !
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mentre:
(770’3“’ + Nas + 1) (na'[;ql-n”] + 770'3) Ml {(rq D "+_ 77('3) +
—q! B
Nats Ne'> + Nars Ners

+ (770:;«' gL 770'3)1 (nq,[;ﬂ'ﬂl,] -+ 770/‘,> . ('r]q,;q' ‘{"77“"') 3!
(Mgtemel) I Mg’z + Nars Nars

(77a ? 0 Nar s) o (770'17 i (ﬂc’s R 1)) (77«’[0“7’] o (nc’s— 1)) il
Ne'5? + Nors (na’s_l) 7]a'p+ (na's—l)

g (7’],'[;“'“,'] S 770’3) ("]a’[p +9']) ! (nq'[m»p’] S (na’s_ 1)) @D«#p’]) .
Na's 770’17" ' 770’%’ ("]q'x =il 7]«'1:! 770’1’!

Dal primo di questi addendi, ponendo ¢ per s, nasce il termine:

- hy4
46) (’7!/ 3 H—Q § (’]1[1’ +2'] _| nlt) ; AT
( P z It 7];.[ f)t(l bff)i;q,”’
(o+0' -1

= H—q’ lQm

(walp? +p]

Quanto al secondo, per le nostre convenzioni, esso ¢ nullo ogni qual-
qualvolta 7., = 0, perché contiene

(77«’[5",“:’] - (77@’3"‘1)> 18
(na’s_ 1)

a fattore. Si puod quindi addirittura immaginare attribuito il valore
fisso ¢’ ad uno degli indici s e, chiamando ¢ i rimanenti y— o — g in-
dici s variabili, basta ripetere in modo identico il ragionamento fatto
a proposito di C,, per stabilire che questa seconda porzione di C, & an-
cora (;. Nel caso, adunque, in cui #,7? > 0, abbiamo trovato:

(47) 0, = 0;+ ¢f,

mentre per 7,;% = 0, era identicaments C, = (;; e facile pero rilevare
che la (47) vale in generale, inquantoche, per 7, .. = 0, O} svanisce.
Ora dalle (31), (39) e (42) si ha:

(48) Ok O i By PRl i i L

walp? " 421
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poicheé, se per un certo valore di 7/, tanto e ;¢ >0, quanto ., >0,
ne viene a5t = Npa’ 2] = Miz? 11 ; S invece 7,30’ =0, ma
Nerwe = 0y Mapze 4571 = Mty 400 5 finalmente, quando 7,5’ > 0, mentre
N =0, allora gza'e = N30 7:;7]". Osserviamo ancora che le tre
quantita Cp, C; + C,, C;, come apparisce dalle (37), (41), (44) e (46),
8i comportano in modo affatto simmetrico, rispetto alla posizione, che
occupano gli indici accentati di fronte a quelli non accentati. Cambiata
la posizione relativa degli uni rispetto agli altri, il che appunto accade
in D, si devono riprodurre delle quantitd identiche a C;, C, + C,, C};
siccome perd in D anche i segni sono cambiati, cosi, nella somma €'+ D,
le quantith €}, €, + Oy, O; si elideranno colle corrispondenti Dj,
D, + D,, D,. Restera pertanto: C 4+ D= 0] + C; + C; + Di + D}, + Dj,
ossia, per le (46), (48), (32), ritenuto che D differisce da C per il segno
e per 'inversione fra le lettere accentate e le non accentate:

(o+0'+1) (040’ -1)
49 C+ D =—Hz,R I'd Hk
( ) + ! :Z)a[pq ) + D ZZ)GI[P'F;G]

la qual relazione, ricordando quanto si & detto a pag. 64, vale per
o+o—1<pu-+1, mentre C +D & nullo se o o' —1>pu +1; ma
in questo caso, come segue dalle (30), (31), (32), anche il secondo membro
della (49) si annulla, dunque la (49) stessa fornisce 1’espressione gene-
_rale di ¢ | D.

La (34Y%) diviene ormai:

(o)

Janl vkt o by o Fal ) }1

1 (wap (,u)a'm’j 1 (u-Lap (u-1q'p’
(0+0'-1) (0+0'-1)

bwag H—q /Rm ik -J[— Hp;(l’.R‘m —q
(walp? +2'] wa'[p+p7 1]

Cambiando u in u— 1, poi in g —2 e cosi successivamente fino ad 1,
e sommando infine membro a membro si trova:

[ @n li={«k ' 11

1 wora - (Wa'v' l 0g» (0a'p’ J
(n+g -1) (g+e -1
pa 4 Z p'q Z -
¥ & (])G[pa +2'] (i)a [n+p/a]

Se si osserva che R, ¢ in ogni caso identico a Ry, e quindi che il
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primo. termine del secondo membro pud essere scritto:

R RSN panRE) el TOTR-D

(0ep (0a'p’ 0a'p’  (0ap

(per il caso speciale di p = 0), avremo, applicando ancora la (49):

(0) (" (o+0' -1 (o+0' -1
50) {®w @n’ 11— Hy,@n ™" I+ HzRn' | "~
1 (waep (wa'p’ I (walva’ +9'] wa' [ +p7a]

la quale & appunto la relazione, che ci importava di stabilire.

13. — Pei sistemi contravarianti si pud operare in modo analogo a
quello seguito finora; risparmiandoci di ripetere qui tutto il calcolo, ci
accontentiamo di accennare il risultato finale, che & identico a quello

or ora trovato. Si ha cioé per un sistema generico contravariante Z*:

(0 (" 1 (e+0'- (o+0' -1
50", § RS @8R T S H e i
( ) 1 (wap  (o)a'p’ J Al Q{y)a[zﬂ’w & B MQO)q’[mM]

Riprendiamo ormai la (21) e poniamovi nel secondo membro, in luogo
delle risultanti jacobiane, i loro valori desunti dalle (50) e (50'); verra:

(0) (o’) (e+0'-1 e+0' -1
(51) {X(u)qm (wa'p’ }I o Haﬂ’ ’X(;t)a[pq'+b’][ HE HaJ;/qX(,u)a’[p+zua]I

la quale infine non solo dimostra che il nostro sistema @, ¢ incondizio-
natamente completo, ma, essendo Hy, , H,;e fattori puramente nume-
rici, ci dice (%) altresi che le equazioni £, definiscono un gruppo finito G,
di trasformazioni nelle variabili f e loro derivate. Questo gruppo & al
pitt M, -metrico (M ,-gliedrig), essendo costituito da M, trasformazioni
infinitesime, che potrebbero perd non esser tutte linearmente indipen-
denti (). Noi ne conosciamo la struttura (Zusammensetzung), in virtu
delle (51), e d’altra parte le equazioni in termini finiti non possono essere
che le originarie relazioni di invarianza, covarianza, contravarianza e
loro derivate, che legano gli elementi trasformati ai primitivi. Le deri-
vate delle variabili indipendenti, che compariscono in queste relazioni,
. devono essere risguardate come le costanti caratteristiche, i parametri
del gruppo. Immaginando, per esempio, di esprimere, per mezzo delle
derivate delle antiche rispetto alle nuove variabili, quelle altre delle

(**) Lie-ENGEL, Theorie ecc., Erster Abschnitt, Kap. 9.
(**) Lie-ENGEL, loc. cit., Kap. 3, § 16.
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nuove rispetto alle antiche, noi troviamo proprio 3, parametri, ma non
¢ detto che abbiano ad essere tutti essenziali, perche, come si ¢ accen-
nato, in generale non sappiamo se le trasformazioni infinitesime £, sieno
tutte linearmente indipendenti. In ogni caso il fatto che noi conosciamo
le equazioni in termini finiti di ¢, permetterebbe di determinare le espres-
sioni invariantive di fronte a G,, che sono poi i domandati invarianti
assoluti, senza integrare effettivamente il sistema 0, (4); basta elimi-
nare i parametri dalle equazioni in termini finiti. In c¢i6 nulla di nuovo
per noi, avendo ritrovato per altra via il criterio fondamentale dei metodi
ordinari. Pero in questo risultato due conseguenze non ispregevoli sono
incluse implicitamente: una dimostrazione rigorosa (cfr. appunto il piu
volte citato HErster Abschnitt, pag. 218) che le eliminanti (nel senso di
CASORATI) 8i possono mettere sotto la forma (I) = I; la proprieta del
gruppo, costituito dalle derivate d’ordine qualunque di tutti i sistemi
di n variabili indipendenti, di possedere la struttura (51) e cid perche
tali gruppi sono parametrici (Parametergruppe) rispetto ai gruppi G e

\

ogni gruppo e oloedrico isomorfo col gruppo dei suoi parametri ().

14. - Procedendo col metodo della eliminazione alla ricerca delle
espressioni invariabili, noi siamo certi che le eliminanti si presenteranno
sotto forma algebrica razionale negli elementi primitivi e nei trasformati,
perciocche le derivate delle antiche rispetto alle nuove variabili, le quali
noi dobbiamo eliminare, entrano razionalmente nelle equazioni orlglnane
di invarianza, covarianza, contravarianza e loro derivate.

Non e tuttawa in alcun modo evidente che dette eliminanti si pos-
sano razionalmente ricondurre alla forma canonica (I) = I. Anzi il me-
todo, cui accenna il LIeE (sempre a pag. 218 del suo primo volume) in.
generale non soddisfa certamente a questa condizione. Percio, dato il
solito sistema S, noi non sappiamo a priori se, fra gli invarianti assoluti,
ve ne abbia almeno tanti razionali quanti indipendenti. Una tale pro-
prietd si verifica in tutti gli esempi di invarianti finora considerati, ma
in generale ha bisogno di essere dimostrata. Per questa dimostrazione
noi dobbiamo far uso di un teorema importante nelia teorica dei gruppi
finiti, dovuto al sig. MAURER. Noi ci limitereno a riportarne 1’enunciato,
rimandando per maggiori dettagli alle memorie di lui (*¢); tuttavia dob-
biamo premettere alcune definizioni.

(**) Lie-ENGEL, ib., Kap. 13, S. 217-218.

(*%) Lie-ENGEL, ib., Kap. 21.

(**) Ueber lineare Substitutionen, Inaugural Dissertaticn, Strassburg, 1887.

Ueber allgemeinere Invarianter, Systeme. « Sitzungsberichte der k. bayerischen Ak. der Wiss.
zu Miinchen », 1888, Heft I. Un riassunto dei lavori di MAURER sopra questo argomento si trova
nel terzo volume della Theorie, ecc., Leipzig, 1893, Kap. 29, § 145.
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Si dice omogenea una trasformazione infinitesima Xf portante su

Df

n variabili indipendenti z,, #,, ..., #,, quando Xf & del tipo Z Z Uy S

la equazione

Ay — i ayi
sy Qoo — @ ... A

; ; =.0.
7 Qi S8 Ao

algebrica di grado » in & detta la equazione caratteristica corrispon-
dente alla trasformazione omogenea infinitesima. Infine una equazione
caratteristica sard chiamata normale, se tutte le sue radici sono nulle,
oppure se i rapporti di queste sono numeri razionali, ogni radice essendo
di piu tale che annulla insieme al determinante proposto tutti i suoi
minori di un ordine corrispondente alla multiplicita della radice stessa.

Cio posto, il teorema del sig. MAURER suona cosi: « Se r trasforma-
zioni infinitesime ed omogenee X,f, X.f,..., X,f determinano un gruppo
finito intransitivo al piu r-metrico, condizione mnecessaria e sufficiente
affinché questo gruppo abbia almeno tanti invarianti razionali quanti
ne ammette di indipendenti ¢ che le trasformazioni infinitesime del gruppo
8i possano, mediante combinazioni lineari, porre sotto tale forma che le
equazioni caratteristiche corrispondenti a ciascuna di esse riescano nor-
mali ».

Noi avremo occasione di applicare successivamente le due parti di
questo teorema; in primo luogo ci varremo del fatto che I’accennata con-
dizione & necessaria.

Riprendiamo le equazioni 2,, le quali, abbiam visto, determinano,
qualunque sia g, un gruppo finito al pin M, -metrico.

Per il valore speciale p — 1, le corrispondenti equazioni £,, saranno
manifestamente tante quante le derivate prime delle &, cioé n?; le indi-
cheremo complessivamente con Q) e il loro tipo generale sara, come si
desume dalle (21):

(1) (1)

Kool = z Rimy T + Z Rkwk

(wap

cioe, per le (33 d) e corrispondenti (33’ d):

APy Ty

s X el
(52) qn(wI = zh z {* Zl Zr,r,...f,-er,...rmhls,sz f:_'l':" i X
1
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Y sq bfhm,.
LELSNON R L BN h)s 8D

by 0 hy 4
fam *—“”'**’_>— znrg...rmhlsxsg...sj (A A+ nep)fAmn —— } =1

)8

B n wp R T T AP Ty
+ Ek Zi z, Zr,r,...rl_,rlﬂ...rw |8182...85 I""'I: X
50 1 E

by r I
e A e Yfrw
X P Ti T e g grlr,...rw‘{s,e,...s,_l B Nsp) f k Df
Of kwy, kwy,
)s )sp

(@yp=1,2,...,m).

Fra poco avremo occasione di riprenderle; prima pero si rende op-
portuna una breve digressione nel campo delle forme algebriche. Se siano
@1y %oy ..., &, coordinate puntuali omogenee in uno spazio Euclideo §,_,,
Uy y euey Un_y coordinate duali di un S,_,, i simboli a,, %, rappresenteranno
secondo le notazioni abituali forme lineari ed omogenee del tipo > a.,
e > oiu,; rispettivamente.

Una forma di m-esimo grado in coordinaie d1 punti

Xn =

TiT 2Ty fr,r,...rmwrlmr, bt wrm

r-M:

sara rappresentata dal simbolo a™ ovvero al’-a®...a™, secondoché le
frgyeor,, Che compariscono nella espressione effettiva della forma, sieno
o no simmetriche rispetto alla disposizione dei loro indici. Pilt general-
mente se in una forma d’ordine m, + j, i coefficienti sono simmetrici
rispetto a certi j indici s;, $,,..., 8;, Si pud porre:

n

ol e, :
(53) X;.m,, = 21""“'”""1‘“‘""’iffﬁﬂ"w""' B oy oo Loy = ) a;’""’b;,

e in ogni caso il passaggio dalla forma simbolica alla effettiva & possi-
bile univocamente e senza ambiguita.

Lo stesso vale per le forme duali in coordinate » e per i connessi (17)
a due serie di variabili # ed « del tipo generale:

n

r
' s e .
(53 ) I}wk = Zrlvg...rwk[els,...sjﬂ‘cwl:’ Up Upyeee u,wkwsst, § o xsj = fufll)ug) s uf,‘”k’(f;
; 1 # s

(*) CLEBSCH, Vorlesungen iiber Geometrie, Ersten Bandes, zweiter Teil, Leipzig, 1876, Sie-
bente Abtheilung.
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&
I’identitd, (53’) essendosi stabilita nell’ipotesi che le fl;;v;. giano simme-

triche rispetto agli indici s.
11 passaggio univoco fra i simboli ed i valori effettivi sara determi-
nato dalle relazioni:

(54) a®a®...al™whb,,... b, = frm
LS Mh g Ty ) 8189857
TAT 9Ty
(54") o Drag®ra, R e, €, . €, = [l
I )2182:-.8 5

La proprietd commutativa dei fattori b o ¢ nei prodotti simbolici
esprime la simmetria dei coefficienti effettivi rispetto agli indici s, mentre
i fattori @ ed «, quantunque permutabili fra loro, non hanno alcuna
influenza sull’ordine degli indici », avendo noi a bella posta, coll’intro-
duzione degli apici (1), (2),..., nelle a ed «, vincolato ciascun fattore
a rappresentare l’indice di un posto determinato.

Sia ora:

n

(55) & = zv €i,(%,) 4 (1= 1, 27 )
1

una qualunque sostituzione lineare di variabili, il cui determinante E
sia diverso da zero.
Sara corrispondentemente:

(56) a0y = e%(u,) ) (i=1,2..,n)),
1

rappresentando ¢’ il minore complementare E,; diviso per E.
Indicando con (Xﬁ"‘h) e (ijwk) cio, che divengono Xam,, 'tm, in se-
( i
guito a questa sostituzione, avremo, come si gg:

(57) (famn )=
flfg...fmh 8189...85
n
i tyta..t ]R M (4 Y. 6
gq,a,...amh 1% jf“:":--‘thhtg...tj ay71€agry eQMhrmhet,a,et,s, 61,3,,
712l
(OT') (frew, k) 2
$183..8 5
£id 9103...2y,
— Tk koriaipr
A, ;qug...qw’ctltﬂ"'t]ft:‘?:mtj ¢ntig R e'wx"wketlglei,,, e G,j,j .

Consideriamo ora un sistema 8§ costituito da (s + 1) forme pun-
tuali Xom (j =0,1,2,..,04) (h=1,2,..,4) ¢ da B(u +1) connessi
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I'ox (j =0,1,2,..,u) (k=1,2,..., f) ed osserviamo che, per la teoria
delle forme algebriche in quante si vogliono variabili (%), gli invarianti
agsoluti di un tale sistema, cioé le espressioni invariabili di fronte a qual-
siasi trasformazione lineare, non sono che rapporti di due invarianti
(nel senso considerato dai geometri) e quindi funzioni algebriche razionali
ed omogenee dei coefficienti delle forme proposte. Veramente gli autori
citati dimostrano cid per forme a coefficienti simmetrici, rispetto a tutti
i loro indici, ma, siccome in tali dimostrazioni si considerano sistemi
generali di forme simboliche e le (53) (53’) fanno appunto vedere come,
anche senza la simmetria rispetto a tutti gli indici, sia possibile una uni-
voca rappresentazione simbolica, cosi possiamo senz’altro asserire che il
sistema 8’ possiede almeno tanti invarianti assoluti razionali nei coeffi-
cienti delle forme, quanti esso ne ammette di indipendenti.

Dr’altra parte, approfittando delle teorie di Lie, questi invarianti
assoluti si possono risguardare () come soluzioni di un sistema com-
pleto di equazioni a derivate parziali, del sistema cioé costituito dalle
trasformazioni infinitesime di un gruppo G’'sa2-metrico in N, variabili
(pag. 56), le cui equazioni in termini finiti sono le (57), (567)’, supponen-
dovi j suscettibile di prendere tutti i valori compresi fra 0 e u, I fra 1
ed a, k fra 1 e (. Ricordiamo ora (2°) che, per trovare le trasformazioni
infinitesime di un gruppo finito @,., di cui si conoscono le equazioni in
termini finiti, basta derivare successivamente ciascuna di dette equa-
zioni rapporto ai parametri (e, nel caso nostro) e attribuire, dopo ese-
. guita la derivazione, ai parametri stessi quei valori che loro spettano
nella trasformazione identica. Per le nostre equazioni (57) (57'), la tra-
sformazione identica si ha facendo e;, = g;,, dove, secondo le notazioni
abituali, &;, = 0 per i = », mentre ¢; = 1.

Denoteremo con y, ¢ido che diviene una funzione y dei parametri e,,
quando per essi si pongano i valori ;. Avremo: E, =1

i (Ee)
(58) €’ = 7, = &4 )
¢, T il (o | (Birw)o (Eiy)o
59 ryect] R=—— R N TR ety Gty
(59) (bei ")o (bei'v’)o E, £ e

cid che puod essere verificato senza difficolta.

(**) CLEBSCH, Op. cit., Ersten Bandes erster Teil, dritte Abtheilung, S. 267. — 1d., Ueber
symbolische Darstellung algebraischer Formen. « Crelle’s Journal », B. 59 (1861).

HILBERT, Ueber die Theorie der algebraischen Formen. « Math. Ann.» B. XXXVI (1890). —
Id., Ueber die vollen Invariantensysteme. « Math. Ann.» B. XLII (1893).

(**) Lie-ENGEL, Theorie ecc., Erster Abschnitt, Kap. 13, S. 215.

(**) Lie-ENGEL, ib., Kap. 4, S. 78.

www.rcin.org.pl



80 II. SUGLI INVARIANTI ASSOLUTT

Derivando il secondo membro di una generica (57) o (57'), per esem-
pio di:

hm,
Ty

4

n
= il éinans
18185, .a,) ZG]QQ".Gth)f".Jj ja,q,.,.amh)hla-..ti 371" 0873 °m,,'mhe‘xsx~~~etn"zn-et,-sj

7". A

rapporto ad e,, e ponendo poi ciascun e, = &y (i, » =1,2, ..., n) il ri-

I
sultato ci rappresenta il coefficiente di Hcdbdive . in una delle n?
hmpy ;

Ty TguT gy ) $182.00 8
trasformazioni infinitesime indipendenti del nos’éro gruppo. Noi le tro-
viamo tutte, eseguendo 1’operazione indicata rispetto agli n? parametri g,
(pyq =1,2,..., n); quando poi si eguaglino a zero, esse ammettono per
soluzioni comuni gli invarianti del gruppo G...

Formiamo la trasformazione infinitesima corrispondente ad e,,.
Riferendoci ad una equazione (57) ed immaginando di derivare succes-
sivamente rispetto ad e, ciascuno degli m, + j fattori del secondo
membro, facendo poi e, = &, il risultato potra essere espresso da:

mp i b
zlsnr,ﬁ‘"’h = 2;' Eps, ) hmp .
z

T T 10T 1o Ty ) $26200.85 ’1’2--"'1“)31’!"""2_1" IR

Per una generica (57’), in virtu delle (59), si avra invece:

J 717g...T,
Wh P17 g0 Ty —1PT 1o T, 172 Ty
1780 T 18741 wlc z & fkwk g
ol Eary Moy ) 2 A ) $182..-87_ G54 o8
1 ) s182:+85 —1 A

Moltiplicando per le corrispondenti derivate

pyA hy
3 ovvero iy
hm, 172" wg
ffﬂ':..‘.f )8182...85 ffwy
mh )8159.0-85

e sommando rispetto a r, 8, h, k, j, si trova ’espressione della trasfor-

mazione infinitesima relativa ad e,,. Essa é:

a mp r f A
Lo i) AR Eary '
Sk 7 ll TPy Ty, | 8153wy TV pirgry_@rpdae i) $160.085 af’”"h

ry7a. T 1T+ Tmp

S SR

) $1832...8;5

S

f s AL
== Epsy [P TR
121 lz"l"""mh | £189...85 '1':-"’".;,)’1’!-"32_,“ Aprei bi’:-::’,'...rm,.)lr':m’l

oI

B u wg N P e T 1 DT 1 Ty, Uit O oy
i Z iy Eqr R0k Firanr. 17171 LTwg
k z 1 z vaike | Spgahy ¥ e 1raeely —
1 P i - 1 T2 Twg j ) 8152::55 D frwy,
) 838285
FULEA I j""""wk DI
kw T g il .
+ 27- z Epsi k r179..7,
1 1 r11'g...fwk| 8185...85 818:.»,1_1031*_1“3;’ bjka W
)81£.0.85
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Nel primo e nel terzo dei termini tra parentesi, pud essere soppressa
la somma rispetto ad r,, attribuendo ad esso il valor fisso p o ¢ rispet-
tivamente, e cio perché e,, =0, &, =0, per r, diverso da p o da g.
Nel secondo e quarto termine invece, una delle s, s; per esempio, puod
essere senz’altro fissata eguale a p, perche, se nessuna s possiede tale
valore, ¢,,, ¢ nullo per ogni valore di i; corrispondentemente poi ad ogni
combinazione con ripetizione delle (j—1) s rimaste variabili, le somme

Tilg T,
zl%s,fh'"h . Zzé‘ps,j v

TTg. 'm;,)slsl ’l—lqsl+1 85 )sls, 87 _ Nl+1 s_

tenendo presente la simmetria degli indici s, saranno eguali a

Tira. Ty

famn, ovvero a [k

'1': ) 81828510 )8182...8j—10

piu tante volte termini identici a quelli, quanti tra gli § — 1 indici rimasti
variabili sono eguali a p. Potremo adunque togliere il simbolo somma-
torio rispetto a A, purche, fissato uno degli indici eguale a ¢, e conti-
nuando a chiamare s gli j—1 indici variabili, si aggiunga in ciascun
caso il fattore 7,, + 1. Cosi facendo verra:

a p [mp n
(60) 12 I
gh 20'7 El'l grln'"rt’_’rlﬂrmh)slsz"'3’fr1:‘ng’.‘..rz—1ar L1 Tgy) $182:048
hYA W by A
B ST —l_ zr oy | 818008 + nsp)f
bfhm;, T 71T Ty, | 18085~ x r)sq bfhmh

P15 | —1PT [ 41T )8 r)sa

Wy TAT 9Tyt P 1T g,

g p n
+ Zl‘k %9{ e 211 217173.--7l_17l+1A.‘1'wk\ slg’_._,jfl;:)k

|s
fkuk ks o D frwy
)sp

; 3 L Y
- 717207 —19T 41007 + ,}'rl"g-nf 152...8 ( + 7731’) )W rﬁ} !

Pertanto, qualunque sieno p e ¢, le n? trasformazioni infinitesime
di G.. sono rappresentate dalle (60) e basta confrontarle coi primi membri
delle equazioni .Q,‘, (52), per concludere, a meno d'un fattore —1, la
loro identita. )

D’altra parte, come abbiamo osservato a pag. 79, di fronte a tutte
le trasformazioni lineari (55) (56), il sistema di forme algebriche S,. pos-
siede almeno tanti invarianti assoluti razionali quanti ne ammette di

T. LEVI-CIVITA — Opere, 1. 6
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82 II. SUGLI INVARIANTI ASSOLUTI

indipendenti; lo stesso vale quindi per il gruppo .., che pud immagi-
narsi definito dalle trasformazioni infinitesime indipendenti (52) o (60).

In virtu della prima parte del teorema di MAURER sopra citato, noi
concludiamo che i primi membri delle equazioni (27 sonc linearmente
riducibili a tal forma che le equazioni caratteristiche corrispondenti a
ciascuna di esse sieno normali.

Assai pit semplice e diretta investigazione si puo intraprendere ri-
spetto alle altre equazioni di £,. Considerandone una qualsiasi, poniamo
X, =0 (0> 1), riconosceremo tosto che la equazione caratteristica,
che le corrisponde ¢ normale. Infatti, avendosi per le (18), (30), (31),
(32), (33):

(61) X I =

e i i‘ e N A s
T = ] Ty T AT Tnp | 818285 ET Hl

1 Nas

°M
f-—"—\
“IVG

hyA
X fhmh vl
b Lo b b 2 mh)s bfhmh
Tyl gy T gy mh)sp

s e (Mo + Nas\ £y, O
Zr,r,...rmhIs,.s,‘.‘.!_,i_l 1:-[2( ) f:)sz th:h }

Nas D

1 Nas

g u |w 7
& ’ Naz® =+ M
+ 21:76 gi{ %l Er,r,...rlﬂrlﬂ,..rwh]s,s,.‘.s z Hl( Z 3)

Tar 9 P10 1 Ty hy 4
P« fkwk —_—
)s TATgee T QT e T g
kwy,

T
)811

ﬁz (mo % 7713) o D,I } =0,
1

Nas

n
Erlr, [ By8glnay
1 1

j—1

potremo in primo luogo immaginare ordinate le N, variabili, da cui
dipende questa trasformazione infinitesima omogenea, in modo che, a
ciascun numero intero, compreso fra 1 e N,, corrisponda una particolare
variabile. Senza fissare tassativamente questa corrispondenza, noi pos-
siamo scindere le nostre variabili in g --1 gruppi successivi, il primo
dei quali comprende in un certo ordine, che qui non ci importa di sta-
bilire, tutti gli elementi dei proposti sistemi, il secondo tutte le loro deri-
vate prime e cosi successivamente, finche il (u -+ 1)-esimo sara costi-
tuito da tutte le derivate d’ordine .
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Una semplice ispezione della precedente equazione X(@ T = 0, mo-
stra come, essendo p, cioé il numero delle p, superiore all’unita, i coeffi-
cienti di ciascuna derivata della funzione I appartengono ad uno dei
nostri g 4+ 1 gruppi, inferiore, per numero d’ordine, almeno di una unita
a quello, cui appartiene la variabile di derivazione. Se quindi si costi-
tuisce il determinante caratteristico d’ordine N, e di elementi, diciamo a,,,
e si distribuiscono in ciascuna sua riga i coefficienti delle derivate di I
rapporto alle singole variabili, nell’ordine di successione dei gruppi da
noi stabilito, per 1’osservazione fatta, sara certamente a,, — 0, tutte le
volte che sia » > 4. Percio il determinante si riduce al prodotto degli
elementi —  posti sulla diagonale principale e 1’equazione caratteristica
risultante &, come si vede,

(—1) " =0,

cio¢ normale.

Al § 13 abbiamo visto che i primi membri delle equazioni 2, deter-
minano un gruppo finito di trasformazioni. Questo gruppo e, per defi-
nizione, intransitivo in tutti i casi, in cui esso, cioeé a dire il proposto
sistema S, ammette invarianti. Rispetto alle trasformazioni infinite-
sime Q,, per p =1, il coufronto col sistema ausiliario di forme alge-
briche 8’, per o >1, le brevi considerazioni, che precedono, mostrano
che le equazioni caratteristiche relative ad esse sono o si possono rendere
normali; applicando quindi la seconda parte del piu volte citato teorema
. di MAURER, noi concludiamo che il nostro sistema S ammette almeno
tanti invarianti razionali quanti indipendenti.

15. — Se sia I uno qualunque tra essi, si potra porre: I — A/B, dove
tanto A che B designano funzioni intere.

Consideriamo uno dei sistemi covarianti o contravarianti contenuti
in 8, Z, per esempio, ed indichiamo con Z* il gruppo di variabili, costi-
tuito dagli elementi di Z e dalle loro derivate fino all’ordine u. Potremo
risguardare le funzioni intere A e B quali somme d: funzioni omogenee

a b
rispetto alle variabili Z* e fare A = >, 4,, B = >, B, dove, col cre-
1 h

scere degli indici, supponiamo decrescano i gradi delle funzioni corri-
spondenti e quindi, per esempio, 4,, B,, comprenderanno i termini di
grado massimo rapporto alle variabili Z#, in A e B rispettivamente.

Come apparisce dalle (61), una qualunque operazione X T, appli-
cata ad una funzione intera, lascia inalterato il grado di ciascun suo
termine, relativo ad ogni singolo gruppo di variabili Z#; per conseguenza
le funzioni omogenee A,, B, si cangerannc in X® A,, X© B, pure
omogenee e rispettivamente dello stesso grado.
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Ora si ha:
b A+ 34,
(0) () (0) 2
X(;:)qnl = X(y)w§ = X(,u)ap b =
Bl + Zk Bk
2

b a a b
{B1+ zzk Bk } X((ﬁ;w [A1+ Eh Ah] _{Al_i— Zh Ah}X&zﬂ [Bl_{_ szk}
Bz

l
il
3

e, dovendo il numeratore essere identicamente eguale a zero, si annul-
leranno separatamente i gruppi di termini dello stesso grado; in parti-
colare sara:

(0) Al

B, X8,4, — A, X8;;B, = 0 od anche X%, T 0,
1

la quale ci mostra che 4,/B, soddisfa a tutte le equazioni del sistema £,
ed ¢ quindi un invariante omogeneo.

Segue da cid che il quoziente dei termini di grado massimo di un
invariante razionale ¢ un invariante omogeneo; ripetendo lo stesso ragio-
namento sopra I — A,/B,, si trova un secondo invariante omogeneo, che
¢ il secondo termine del quoziente A/B, in quanto A e B si risguardino
quali polinomi ordinatamente costituiti dagli addendi A4,, A4,,..., 4,;
BBl Bl

Indichiamo. con 0,, 0,,... i termini successivi di questo quoziente;
essi saranno, per le cose dette, invarianti omogenei- del sistema 8.

Noi vogliamo dimostrare che, se la divisione 4 /B non si effettua esat-
tamente, se cioé si puod protrarre a piacere la formazione di termini O, , O, ...,
i rapporti

Al Ag Aa BZ _&! Bb
cee Y s

sono tutti esprimibili per le O, e quindi essi stessi degli invarianti omo-
genei. A tale scopo si osservi che, indicando con R,, R,,...,R, i succes-
sivi resti, avremo:

A == Bl e By B0k e O bl B 5 18 e TR 0 0 e 5 s N o B

e, siccome i polinomii A e B erano ordinati per le funzioni omogenee di
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grado decrescente in Z*, cosi i gradi dei successivi R,, R,,..., R, an-
dranno costantemente decrescendo.

Da ciascuno di essi al consecutivo vi sard nel grado la differenza
almeno di una unitd, quindi, prendendo ¢ sufficientemente grande, po-
tremo far si che il resto R, abbia grado inferiore a quel numero, che piu
ci piace, per esempio, al grado di A4,.

Ora, nella identita:

A e et A R B

dovranno separatamente essere eguali i termini dello stesso grado; quelli
compresi in R, hanno tutti grado piu piccolo di una qualsiasi funzione A.
Ciascuna A4, (b =1, 2, ..., a) si esprimerd pertanto in funzione lineare
ed omogenea delle R e delle O.

Sia 0,4, il termine del quoziente immediatamente successivo ad O,.
Il grado di una qualunque O,.,B; (k =1,2,..., b), per il modo, onde
abbiam scelto R,, sard minore del grado di ogni 4, (h=1,2,..., a).
Di pit si pud scegliere ¢’ > ¢ tale che R, contenga soltanto termini infe-
riori per grado a ciascun O.,B; (kK =1,2, ..., b), bastando percid ren-
dere il grado di R, inferiore a quello di O.,B,.

Dalla identita:

z 4, =5, B (014 Ot .+ 0t Octa .+ O]+ Bo

rileviamo che i termini, compresi in

2" By [0+ 0y + ... + 0, + Oty + ... + O0,1]

e rispettivamente dello stesso grado di 0,4,B;, 0,Bs, ..., 0., B,, devono
ciascuna volta dar per somma zero, inquantoche, per il procedimento
adottato, né il primo membro, né R,. contengono termini di quei gradi.
Avremo certo b relazioni lineari ed omogenee rapporto alle B ed alle O;
riferendoci alle ultime b—1, noi vogliamo provare che esse sono atte
afornirciirapporti B,/B, , By/By, ..., B,/ B,,si possono cioérisolvere rispetto a
B, Bs, ..., B,. Percid bastera far vedere che, risguardando le O come
elementi essenzialmente distinti, il determinante dei coefficienti delle B
(il quale sara appunto una certa funzione delle O) non si annulla iden-
ticamente.

Infatti, in ciascuna equazione: B0y ty + ... =0 (K =2,3, ..., b), Oty
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entra soltanto come coefficiente di B;, poicheé ogni altro termine del tipo
O.1By (k' 2 k) avrebbe nelle Z* grado diverso da O.,B;, né potrebbe
quindi appartenere con esso ad una stessa equazione. Immaginando ora
che le equazioni 0.,B; + ... = 0 si succedano nell’ordine crescente di %,
il determinante dei coefficienti di B,, Bs, ..., B,, avra tutti gli elementi
della diagonale principale eguali ad 0., né conterrd in alcun altro
modo O, stesso. Nel suo sviluppo pertanto il termine O., non potra
elidersi con alcuno dei rimanenti e quindi il determinante non & identi-
camente zero.

Dacche i rapporti delle B a B, si possono esprimere per mezzo degli
invarianti omogenei O, e le A a loro volta sono esprimibili per le B e -
per le O, riconosciamo che i rapporti 4,/B,, 4,/B;, ..., 4,/B, si possono
assegnare in funzione degli invarianti omogenei O.

Ora, se la divisione A /B sieffettua esattamente, I’invariante razionale I,
da cui siamo partiti, ha la forma I = > 0; se cid non accade, si pos-
sono esprimere per mezzo delle O i rapporti 4,/B;, (h=1,2,..., a),

a a A
B Syt LA
lTk (=020 o iy e quindi = ; o 1 s 1B :
l z" B; 1+ Zk -t
i s By

Ne viene che un invariante razionale ¢ sempre esprimibile per mezzo
di invarianti omogenei rispetto ad una certa serie di variabili Z*, ed &
pur chiaro che, ripetendo identicamente lo stesso ragionamento, puo
anche dirsi, rispetto a ciascuna serie di variabili Z~.

Noi abbiamo dimostrato nel paragrafo precedente che ogni sistema §
possiede tanti invarianti razionali quanti esso ne ammette di indipen-
denti, cioé a dire tanti invarianti razionali, non legati tra loro da alcun
legame funzionale, quanti sono gli invarianti assoluti indipendenti del
sistema.

Questi invarianti razionali, come si ¢ visto, sono esprimibili per mezzo
di invarianti omogenei. Dico che tra essi ve ne ha proprio altrettanti di
indipendenti. Infatti non potrebbero essere di piu, perché il numero
massimo di invarianti, non legati da alcuna relazione, & precisamente
quello degli invarianti razionali, né in numero minore, perché allora gli
invarianti razionali stessi non sarebbero piu tutti indipendenti, contro
Vipotesi. Concludiamo pertanto:

Teor. I. — « Ogni sistema S ammette precisamente tanti invarianti razio-
nali omogenei ed indipendenti, quanti gli competono invarianti non legati da
aleuna relazione. La loro omogeneita ¢ relativa ad ogni serie di variabili,
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costituita dagli elementi di qualsivoglia sistema covariante o contravariante
contenuto in S e dalle loro derivate ».

Questi invarianti omogenei tra loro indipendenti si potranno breve-
mente designare col nome di invarianti principali.

16. — Il minimo numero di invarianti indipendenti, che spettano ad
un dato sistema S, fino ad un certo ordine prestabilito u, ¢ espresso mani-
festamente (§ 9) da N,— M,, perche il sistema £,, costituito da M,
equazioni con N, variabili indipendenti (§ 13), & completo; siccome perd
in generale non si sa se le equazioni del sistema @, sieno tutte fra loro
indipendenti, cosi il numero totale degli invarianti non sara in ogni caso
N,— M,, ma potra subire, per ciascun valore di u, un certo incre-
mento g,, che rappresenta il numero delle equazioni £, implicitamente
incluse nelle rimanenti. La determinazione di g,, oltre che dal valore
di u, dipende dalla natura speciale del sistema S, che si prende in esame;
tralasciando di occuparcene in generale, non sara tuttavia inopportuno
far menzione di un risultato ottenuto dal sig. ZORAWSKI, (21) il quale,
nel caso speciale assai notevole di un solo sistema covariante doppio
simmetrico a due variabili indipendenti, ha dimostrato che, a partire

da u = 3, le singole g, sono tutte nulle. In conseguenza di cid, per essere
in questo caso:

(i n+3 i (,U+3)(H+?_)__
M"_3{<,u+1>—1}_2'——_2 2,

N,,:4(”;2)=2w+2)<.u+1>,
Verra:

Ny— M, =2+ 2)(u+1)—(p+3)p+2)+2 =p*+u,

da cui, per avere gli invarianti proprii, dovremo togliere il numero delle
equazioni di simmetria e loro derivate, cioe:

4+ 1 2
14244 (=L etd)

e la differenza

2up+1) (e+1)p+2) (u+1)(p—2)
()

2 2 2

(**) Mem. cit., pag. 21.
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rappresentera, a partire da g = 3, il numero, possiamo anche dire (§ 15),
degli invarianti principali d’ordine non superiore a yu, spettanti ad una
varieta a due dimensioni.

Per y = 3, u = 4, si ritrovano dei numeri, indicati gia dal prof. Ca-
SORATI (22).

Prima di chiudere queste considerazioni generali sugli invarianti dif-
ferenziali, vogliamo ancora rilevare come, dato un sistema S, le espres-
sioni, che dal prof. BELTRAMI vengono chiamate parametri o funzioni
invariabili, non sono in fondo che degli invarianti, relativi peré non piu
al sistema 8, originariamente assegnato, ma a quello, che si ottiene,
associando ad esso uno o piu sistemi d’ordine zero, cioé¢ una o piu fun-
zioni.

Si potrebbe tentare qualche applicazione dei criterii generali prece-
dentemente esposti alla ricerca effettiva di espressioni invariantive; tutta-
via, sotto questo punto di vista, non é chi non scorga quanto laboriosa
e malagevole riescirebbe la integrazione dei sistemi £,, pur tenendo
conto dei notevoli vantaggi, che, in questo riguardo, potrebbe offrire il
metodo di MAYER.

Preferisco per intanto di non insistere, almeno per ora, su cotesta
questione, cercando invece di far valere taluno dei risultati fin qui otte-
nuti in un campo, per quanto io so, del tutto inesplorato.

17. - Dato un sistema S, proponiamoci di determinare tutte le espres-
sioni g, dipendenti dalle variabili, dalle funzioni di S e dalle loro deri-
vate fino a quelle d’ordine y, tali che riescano invarianti gli integrali

del tipo:

(n)

J = [ydw, da, ... da, ,
A

dove C é un campo arbitrario, perd indipendente dal sistema di varia-
bili, rispetto a cui viene eseguita 1’integrazione. Tali espressioni y diremo
ipofunzioni d’ordine p e i corrispondenti J saranno invarianti integrali
dello stesso ordine.

Seguendo il procedimento stesso, adottato gid per gli invarianti dif-
ferenziali, riconosciamo che: Condizione necessaria e sufficiente affinche
un integrale J rimanga invariante si é che:

(63) 6 =0,

(**) Mem. cit., tom. IV, pag. 179.
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ossia, portando il simbolo di variazione sotto il segno:

(64) f{ opda, dw, ... dz, + Y @da, ... dv,—6dx,dT,4, ... do, } =0,
? 4
c

e, scrivendo (d&,/oz,) dw, per ddz,:
(65) f{éw%—qubiqldxldwz...dx,,:().
1 pIA I
c

Dacché questa relazione deve valere, qualunque sia la natura del
campo C, dovremo avere necessariamente:

: o Ve g
(65") 6w+§?wa$q—07

la quale e condizione necessaria perche dJ— 0, e, come rilevasi dalla
(65), e altresi sufficiente.

Ora, qualunque sia u, dyp, come gia ¢J, ¢ una funzione lineare ed
omogenea delle singole & e loro derivate, nella quale il coefficiente di &,
& dyp/dx; (¢t =1,2,..., n), mentire, secondo la notazione introdotta al § 9,il
coefficiente di una generica 3°€,/3%,,02,, ... 3,, € X& . I. (Per ’espres-
sione éffettiva si vegga la formula (61)).

Abbiamo quindi dalla (65'):

L & PS5 1 .
Seimrtt e Smo oo 5y 2% 3 =

* dw;

nella quale ci converra di scrivere a parte i termini della seconda som-
matoria, che corrispondono a ¢ =1, ottenendo:

p+1 n (o) &,

oK afzzm,wmwﬁﬁahm+
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e questa manifestamente si scinde nelle:

] W _, REbE g e

0,

(88 X((;:;anw + Eepy = 0 (gyp=1,2,..., n)
2,=0,

dove, per brevitd, con 0, = 0 rappresentiamo il complesso di tutte le

M, —n* equazioni X(‘lf;qu%w =0d 9, in cuip>1.

La ricerca delle ipofunzioni & cosi ricondotta allo studio del si-
stema (66).

18. — Cominceremo con un caso speciale molto notevole, quello cioe
delle ipofunzioni d’ordine zero. Segue dalle (65) che esse devono in questo
caso soddisfare alle equazioni:

D
(67) ;g i (1.8 %)
(677) X((;))w"/} + & =0 (,p=12..,n).

Dalle (67) rileviamo che le y non contengono le variabili indipen-
denti; prima di avviarci a trovare l’integrale generale delle (67'), sara
bene riassumere alcune proprietad note dei sistemi di forme algebriche,
le quali, come vedremo, valgono nella maggior parte dei casi a fornire
la determinazione completa di questo integrale.

Osserviamo a tale scopo che, siccome il sistema S e costituito da
o sistemi covarianti Z,,, (h =1, 2, ..., «) e da f sistemi contravarianti Z}«
(k=1,2,...,, B) (§ 5), cosi possiamo anche risguardare i suoi invarianti
d’ordine zero come invarianti assoluti (di fronte a tutte le trasforma-
zioni lineari) relativi ad un sistema simultaneo di « + f forme alge-
briche puntuali e reciproche, di gradi m,, w,, che hanno rispettivamente

rl"“"wk

per coefficienti fam, —, frw,

Tife Ty

Ora le »* equazioni X » =0 (¢,p =1,2,...,n), che definiscono
gli invarianti assoluti (cioé il nostro £,) sono gia state considerate da

CAvLEY (®), da CLEBSCH (*%) ed in particolare dall’ARONHOLD, il quale

(*) Nouvelles recherches sur les covariantes, « Crelle’s Journal », B. 47.
(**) Ueber die simultane Integration partieller Differentialgleichungen, ib., B. 65, S. 267.
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mostrd inoltre (ed ¢ questo che sommamente ci interessa) come le equa-
zioni X)) v + edpy =0 (¢, =1,2,...,, n) vengano soddisfatte dagli
invarianti (nel senso geometrico) dello stesso sistema (%), dalle espres-
sioni cio¢, che godono della proprieta di riprodursi, in seguito ad una
trasformazione lineare, moltiplicati per la potenza A-esima del determi-
nante della sostituzione. Per ciascun invariante si ha la relazione:

a B
Eh My mn — Z wk?};’k
(68) 7 Y M TS T 4 S

n

dove e rappresenta il grado delle fim,, Vo quello delle frw. nell’inva-
riante geometrico (2¢).

Il nostro scopo, ricordiamolo, ¢ di integrare il sistema di equazioni
a derivate parziali (67'), che e un caso particolare di quello studiato
dall’ARONHOLD e corrisponde a A =1.

Esso ammette pertanto come integrali tutti gli invarianti geometrici
di caratteristica 2 =1. E poi bene osservare che da ogni invariante
geometrico (non assoluto) si pud dedurre un integrale particolare. Sia
infatti I un invariante geometrico per modo che si abbia X T-+¢g,,AI=0

(0ar
(¢, p=1,2,..,n) con A diverso da zero; potendosi allora porre y = I'/*

(*) Ueber eine fundamentale Begriindung der invarianten Theorie, ib., B. 62.
A pag. 311 sono date le equazioni:

‘(2) { SDgo(P) = AP
SRy =0/

dove il simbolo sommatorio si riferisce alle singole forme del sistema e le Dgo(P), Dgo(P) cor-
rispondono alle nostre:

& eDL) ] (1) e (1)
Ribapl = — R{Gepl = — P{dgnl

[(32), (33), (33a), pag. 60-61].

Per vero dire 'autore si riferisce esclusivamente al caso, in cui i coefficienti f sieno sim-
metrici rispetto a tutti i loro indici; & facile pero riconoscere che il teorema accennato ¢ indi-
pendente dall’ipotesi restrittiva della simmetria.

(*%) Nella citata memoria di ARONHOLD vengono considerate soltanto forme puntuali e si
trova assegnata, sempre a pag. 311, la relazione:

s D1Ys+ DY+ oo + P¥m
n

nella quale p,, Ds, ..., Py, tengono il posto delle nostre mp, Y15 Ypo «+es Yy rappresentano. i gradi
del’invariante nei coefficienti delle singole forme. L’estensione al caso piu generale di un sistema,
costituito anche da forme reciproche, scaturisce immediatamente da una osservazione sempli-
cissima, dovuta a CLEBSCH; cfr. Ueber symbolische Darstellung algebraischer Formen, «Crelle’s
Journal », B. 59, S. 3.
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cioé I = y*, si sostituisca questo valore di I nelle identita precedenti
e si trovera:

AMPALXO Ly + eyt =0
cio¢, dividendo per Ayp*-1,
Xy + €y =0,

come avevamo annunciato. Di questa circostanza trarremo profitto a
suo tempo.

Riprendiamo ora lo studio dell’integrale generale del sistema (67').
Immaginiamo che esso sia definito da una equazione implicita del tipo
2(y) = 0; avremo identicamente

e, siccome le X)) » sono espressioni lineari ed omogenee nelle .dy/df,
sostituendo per queste nelle (67’) i loro valori

s S
of [ oy

e, moltiplicando da una parte e dall’altra per dy/dp, verra:
N o : ;
(69) XX — €a» —DT/) p=20 (,p=1,2,..mn),

le quali »?* equazioni sono lineari ed omogenee rispetto alla incognita y,
risguardata funzione delle variabili indipendenti f e della .

Scegliamone due ad arbitrio, quelle per esempio, che corrispondono
ai valori ¢p, ¢'p’ e formiamone la funzione alternata; si hanno, tenendo
presenti le (50), le nuove equazioni:

d d
-“HZ"'WX:;;«W“'H']Z S Hn?"ngia’[DHT/q]X + EapEarnry Eﬁ_‘ gwso’p”l)'b%; =0,
e, siccome (38):

n Jes 7 !
H;q/pr = H}. [(Zl[p“ +z ]) ]
1

N ! Uy !
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& eguale (pag. 58) nel caso presente a zero se ¢'Zp, ad uno se ¢'=p
e analogamente H ¢, cosi, valendoci al solito delle costanti e, le risul-
tanti jacobiane potranno essere scritte:

— Epg’ {X:;;W'x oy ecw’w'g_i}_{" gp’a{X(((:))q'vZ — E¢pY g_;;} =0 9
le quali mostrano che le (69) costituiscono un sistema completo.

Se fossero tutte indipendenti, ammetterebbero N,— M, + 1 solu-
zioni distinte; siccome in generale c¢id non puo essere asserito, denotiamo
con g, il numero delle equazioni (69), che sono una conseguenza delle
rimanenti; siccome gli integrali del sistema ©Q, soddisfanno anche al
sistema (69), essendo per essi dy/dy = 0, e d’altra parte il sistema (69)
stesso contiene tante equazioni quante £, ed ha una variabile indipen-
"dente di pit, cosi & chiaro che sard o g, =g,—1, 0 g, = go. Ora se
N,— M, + g, +1 & negativo o nullo, a piu forte ragione N,— M, +
+ g, +1<0 e, quindi non esistono ipofunzioni; cid accade anche
quando, pur essendo N,— M, + g, +1 >0, g, = g,— 1, poiché allora
le (69) non ammettono alcun integrale contenente v (*7); se invece
go = go, allora il sistema (69) ammettera un integrale indipendente di
piu che non il sistema £2,, y, per esempio, e questo sary necessariamente
funzione di .

Avremo per conseguenza come integral generale delle (69) una fun-
zione arbitraria y delle N,— M, + g, + 1 soluzioni particolari y,, I,
(r=1,2,..., No— M, + go).

Le brevi considerazioni sui sistemi di forme algebriche, che noi ab-
biamo riassunte dalla memoria di ArRoNHOLD, permettono di determi-
nare un integrale particolare x,, ogni qualvolta il sistema S ammette
invarianti geometrici. Infatti si e visto come da ogni invariante geo-

(") Che un tal caso effettivamente possa presentarsi si riconosce, per es., nel modo che segue.
Sieno dati due sistemi a,, 5™, uno covariante, ’altro contravariante e relativi a due variabili
indipendenti x;, .. Le quattro equazioni £, sono:

B0 Cop gt i Pl i S
N ol alipah Bl poiaal 85 1SN
e DB % H® o P
or
—ay —++b0® —5 =0,
a’a 3 =t oD

2
che si possono ridurre a tre distinte ed infatti esiste I’'invariante Z,. a,b('). Ora il sistema (69) ha
1
nel caso nostro tutte le sue equazicni indipendenti, quindi g{, = 0 ed esso ammette una sola
soluzione, che & la Z, a,b™. Non possono pertanto esistere integrali particolari delle (69) conte-
1

nenti ¥ quantunque Ny— M, + g; + 1, cioé¢ 4 —4 + 0 + 1 sia maggiore di zero.
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metrico non assoluto, cioé di caratteristica 120, si possa dedurre un
integrale particolare y, delle (67'). Facendo poi y, = y,/y, 8i ha in y,
il desiderato integrale delle (69), che contiene la variabile .

19. — In questo paragrafo vogliamo indicare alcune applicazioni a
particolari sistemi. Sia in primo luogo un solo sistema covariante doppio
e simmetrico di elementi a,,. Il sistema di forme algebriche, che vi cor-
risponde, si riduce all’unica forma quadratica Y, a,.,, la quale ha,
come & noto, l'invariante geometrico a = 2 + @055 ... @y, € Messun
invariante assoluto. Valendoci della formula (68), siccome nel caso pre-
gente « =1, =0, m =2, y = n, troviamo 4 = 2:n/n = 2 e quindi y
¢ definita dall’equazione y(+/a/y) = 1; la funzione arbitraria x non po-
tendo portare che sopra costanti, sard, risolvendo, v/u/y = O, y = 04/a.

Per conseguenza, ove si prescinda dalla costante arbitraria, un si-
stema covariante doppio e simmetrico possiede il solo invariante inte-
grale d’ordine zero

(n)

f Vadwdz, ... dz, .

Veniamo al caso di un sistema S, che sia costituito da un solo sistema
covariante triplo e simmetrico in due variabili. Abbiamo anche qui un
invariante geometrico e precisamente, seguendo le notazioni del
CLEBSCH (%8):

R = (ab)*(cd)*(ac)(bd) = 2[4(" oty — a3)(@105 — @3) — (@05 — 0,0,)"]

dove a,, @,, a,, a; coincidono ordinatamente cogli elementi a,;;, @2,
@155, g9, del proposto sistema. Dalla (68), A = 2-4/2 = 4, il che si poteva
dedurre immediatamente dal fatto che, nella rappresentazione simbo-
lica, entrano quattro serie di lettere. Come precedentemente, abbiamo

quindi il solo invariante / / V'R dw, dw,, che, i puod dire per analogia,

rappresenta la superficie di una varietd analitica a due dimensioni, il
cubo del cui elemento lineare sia espresso dalla forma differenziale cubica:

agd + 3a, duddw, + 3a,dx, da} + asdag .

Una tale analogia viene perd a cessare appena si considerino forme

(*®) CLEBSCH, Vorlesungen ither Geometrie, Ersten Bandes erster Teil, Leipzig, Teubner, 1891;
S. 219-220.
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differenziali superiori. Per esempio, data una varietd, il cui elemento
lineare sia:

dl g 4
d=V gl \/a(,dw{ + da, da}dw, + 6a,da?dr? + da;de, dad + aydal

e, considerando il sistema covariante quadruplo, che le corrisponde, si
trovano (*) i due invarianti geometrici ¢ = (ab)*, j = (ab)2(be)%(ca)? dei
gradi 2 e 3 rispettivamente e il solo invariante assoluto i2/j2. La (68) porge
A=2-4/2 =4perie ) —=3:4/2 = 6 per j. Possiamo assumere per inte-
grali particolari \‘/%/y), 73/42, ovvero \s/} /@y 53/j?, od anche pil semplicemente
\4/2/1;;, \}7 /vy, ed avremo, se la forma quadratica & generale, cioe se fra i ed j
non passano speciali relazioni, infiniti invarianti integrali / / y dw, du,,

dove y ¢ radice dell’equazione: x((/i/q), \G/fﬁp) = 0. Se si volesse in qualche
modo interpretare geometricamente questo risultato, si dovrebbe con-

cludere che le varietd di elemento lineare \4/6; ammettono un numero
infinito di caratteristiche geometriche, di cui una soltanto, cioé ’esten-
sione, corrisponde a un concetto intuitivo. Inoltre, come si vede, quando
si conosca la espressione di ds* = @, non resta individuata la geometria
metrica della varietd, ma se ne possono immaginare infinite, per cia-
scuna delle quali I’area si rappresenti con un diverso invariante

U pdo, do, .

20. — Ricordiamo che, nell’ipotesi piu generale, la determinazione
delle ipofunzioni é stata ricondotta a quella dell’integral generale delle (66).
Queste si possono distinguere in due gruppi:

(70) Xﬁ,‘,}u,w + ewp =0 (¢yp=1,2..,n)
(1) 9, o,

prescindendo, si intende, dalle dyp/dx; =0 (¢ = 1, 2, ..., n), le quali, come
sempre, ci dicono che le cercate ipofunzioni non dipendono dalle varia-
bili .

Possiamo pei immaginare, nello stesso modo usato per u = 0, che
Pintegrale delle (70), (71), sia definito da una equazione implicita

(*) Ib., S. 229.
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2(p) =0, x dovendo soddisfare alle equazioni:

0
(72) 5 iy g 5{5 =0 (@ P =1,2, ..., n)

(13) g0

Queste costituiscono un sistema completo, come si pud verificare con
tutta facilitd, tenendo presenti le (51); inoltre, detto M, — g, il numero
di quelle tra esse, che sono indipendenti, si riconosce subito (vedi pag. 91)
che dovra essere g, = g, oppure g, = g, —1.

Ora, se N,— M, 4 g, + 1 & negativo o nullo, lo stesso a piu forte
ragione avverrd per N, — M, + g,: + 1 e quindi le (72), (73) non am-
mettono soluzioni comuni; se invece N,— M, + g, 4+ 1>0, ma
g, = g.— 1, allora non esiste alcun integrale del sistema contenente p e
quindi nemmeno si hanno ipofunzioni di ordine u; allorquando infine
N,—M,+g,+1>0 e g,=g,, le (72), (73) ammetteranno come
integrali particolari indipendenti gli invarianti differenziali I,, I,,...,
Iy, 3,4+, €d oltre a cid un’altra funzione y, contenente . Si pué adunque
enunciare il:

Teor. II. — « Un sistema S mon ammette ipofunzioni v d’ordine u, se
N,— M, +1<0, ovvero s¢ g, = g,—1; in ogni altro caso le y suac-
cennate sono definite dalla equazione implicita:

X(Z«n IS IN#_M#”#) =0,

dove y ¢ simbolo di funzione arbitraria, I, Iy, ..., In, 1,14, SONO invarianti
differenziali indipendenti del nostro sistema ».

La determinazione dell’integrale particolare y, puo farsi assai facil-
mente, allorquando non tutti gli invarianti principali (§ 15) del nostro
sistema sieno funzioni intere, per modo che tra essi uno almeno ve n’abbia
della forma I = A/B,dove A/B é frazione, che supponiamo irriducibile e i
cui termini separatamente non sono invarianti.

Dalle X2 ; A/B = 0 deduciamo:

(u)apyv,...9,

(9) (@
X(y)ap!vg...ng X(u)amlp,...DQB

4 ¥ B 5

siccome A e B sono funzioni omogence, ciascun rapporto sara di grado
zero, e quel che pil interessa, una semplice costante, per I'ipotesi assunta
che 4 e B non abbiano alcun fattore comune; se si indica questa co-

A/ ~NT ~r |
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stante con Aq,,l,,r,.,,g, deduciamo che A e B sono soluzioni del sistema
di equazioni differenziali:

(74) Xﬁﬁ;qp,p,...z:g‘/’ iy lwm-mg'/) =0 {

Ricordando al solito le formule (51), le risultanti jacobiane di due
generiche (74) saranno:

(o+0'-1) Yo+0'-1
— Hi'y X o [57 4019 + Hopgt X' tp ey = 09
che, confrontate colle (74) stesse, porgono:

(75) Hiﬂ’m’/‘[a[iq'w'] R Hmﬁqﬂ-a’[pﬁ-il“] =0.

Valendoci di queste relazioni, dimostreremo in primo luogo che &
nulla ogni A, s, di cui uno almeno degli indici %, per esempio h,,
sia diverso da k. Facciamo infatti nella formula precedente ¢ = F,
p=hhy...h,, ¢=h, p'=h,. Siccome h:ZFk, cosi H,; sara nullo,
mentre, essendovi fra gli indici p(h,h, ... &,) il ¢ cioé h,, H,v, sard cer-
tamente diverso da zero, per cui la (75) porge: A, zw,,; =0, cio¢
Keirdady_ Py, gidosngd = }.,,,.l,,,m,,g = 0, come volevasi dimostrare.

Resta da vedere quale valore si debba attribuire a

e volte
lkkk T RS

T facile riconoscere che

o volte
}‘kkk e B

& ancora 0 se p>1. E per verita, preso k' 2k, si ponga nella (75),

e—1volte

q.—:x k’ p: kk ves k’x’ e

I due coefficienti Hyppy H,za, cioe:
! HYY —, SN

Kk...kk

T. LEVI-CIVITA — Opere, 1.
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sono entrambi diversi da zero:

1 e-1v.

Aol = A on

e, siccome si & supposto p > 1, contiene almeno un indice k diverso da %/,
quindi per la dimostrazione precedente ¢ nullo; ne consegue A,z Ci0g,
nel caso nostro

evolte _
Zkkk...k =P

Abbiamo cosi trovato che le uniche A diverse da zero, devono essere
del tipo 4,, e queste bisogna che sieno eguali tra loro, come si verifica,
ponendo nella (75), p = ¢', p'= q, perche allora se ne trae A,, = 4.,
(¢ =1,2,.., n); le (74) potranno scriversi sotto la forma

(1) { Xy + Aeep = 0,

i

e, come abbiamo visto, saranno soddisfatte dalle funzioni 4 e B. Ora
non pud essere A = 0, poiche le (74') coinciderebbero colle £,, mentre
8i e escluso che 4 e B sieno invarianti assoluti; procedendo, quindi, come
nel caso di g = 0, si riconosce che y, = A1 & integrale di un sistema
analogo al (74'), dove A =1, cioe a dire delle (70), (71). Sara adun-
que y, = p,/p= AV*|pil richiesto integrale particolare delle (72), (73) non
indipendente da . '

22, — Noi ci siamo finora occupati delle ipofunzioni, che rendono
invarianti gli integrali della forma:

(n)

J = [pdw, da ... do, ;

c

esaminiamo da ultimo se esistono espressioni ', dipendenti dalle solite
quantita, per cui riescano invarianti espressioni come:

(n”)

f ydr, dz., ... dv, ,,

[
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dove il campo di integrazione (' ¢ ad »'<< n dimensioni, rappresentando
T1y Tay ..oy Tp certi n' distinti tra i numeri 1, 2, ..., n.

Ripetendo proprio identicamente quanto fu detto al § 17, si giunge
intanto a provare essere condizione necessaria e sufficiente per l’inva-
rianza di:

(n’)
f y' dw, dz., ... d2, , ,

c

che la funzione integranda v’ soddisfaccia alle equazioni seguenti:

o’ f

b—zizo T L AN
X:;A))r.r,"/”‘}‘ 1/)’:: 0, X:;l})r,r,wl—}_ 1/)’2 1 s ) X:;))t,,/rnﬂl)l"l‘ w,: 0,

X0y =06, per tutte le coppie di valori p, ¢ diverse da
(1) nTer) 5

(66")

Ora queste equazioni sono tutte del tipo

)Q)
X(u)qv,a,,..oe"/’ + qu,n,...zzew =0,

e noi abbiamo visto (pag. 98) che sono compatibili equazioni siffatte,
solo quando sia: }.a,,l,,’._,,g =0, per o> 1, e inoltre, per o =1, 4,5 = 8454,
quando cio¢ esse abbiano la forma (74'). Ora, se »' & minore di #, le equa-
zioni (66’) manifestamente non appartengono a questa categoria, per cui
si pud a priori escludere l’esistenza di invarianti integrali del tipo

(n")

f y' dw, dz, ... dz,, con n' < n.

o

22, — Vogliamo ancora accennare come la ricerca delle ipofunzioni
8i possa estendere al caso di un qualsiasi gruppo G. Se si suppone infatti
che esso operi su n - m variabili: ,, ,,..., @,, cui corrispondono le
trasformazioni infinitesime &,, &, ..., &,; 21, %, ..., %, funzioni delle pre-
cedenti x, cui spettano le trasformazioni infinitesime ¢, (o ..., {n, per
determinare le ipofunzioni basta assumere a punto di partenza la (63)
¢ supporre che la variazione del corrispondente invariante, senza- essere
zero identicamente, si annulli per tutti gli spostamenti &, ¢ conciliabili
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col nostro gruppo, si annulli cioe, dopo che si sono ridotte le varia-
zioni &, ¢ e loro derivate a mezzo delle equazioni differenziali lineari,
che definiscono le trasformazioni infinitesime del nostro gruppo.

Questo procedimento permettera in ogni caso di stabilire le equazioni
differenziali, cui devono soddisfare le ipofunzioni richieste.

Sara opportuno illustrare questo concetto con un esempio.

Sia il gruppo di MOBIUS (3°) 2&/dz + Br]/by = 0 e proponiamoci di deter-
minare le ipofunzioni d’ordine zero, cioé tutte le espressioni y(z, y), tah
che gli integrali del tipo

J =ff y(@, y) dedy

non mutino di valore, per effetto delle trasformazioni del gruppo.
Dovendosi avere:

g o [
J:bxé—l—byn—l—w{ +DJ} 0,

per tutti gli spostamenti &,y legati dalla relazione d&/dx + /oy = 0, la
0J=0, ridotta, ciporge dyp/dz = 0, dy/dy = 0; e quindi p=cost &la espres-
sione pilt generale per le ipofunzioni d’ordine zero.

L’invarianza di

/dwdy

ci dice, cio che del resto & notissimo, che, eseguendo una trasformazione
del gruppo sopra una figura qualsiasi, 1a sua area rimane inalterata.

Padova, Giugno 1894.

(*) LiE, Ueber Differentialinvarianten, « Math. Annalen» B. XXIV (1884), S. 561; Ge-
samm. Abhandl.», B. VI, Leipzig—Oslo, Teubner-Aschehoug (1927); II Abhandl., pp. 65-138.

WWW.rcin.org. p!





