Sur les points de rencontre de deux courbes.
Par
S. Saks (Varsovie).

M. Wazewski a démontré le théoréme suivant!): soient
fi(s),9:(t) G=1,2,...,n) 2n fonctions dérivables resp. dans les en-
sembles A, B. Céci étant, il existe dans A et B deux sous-ensembles
de mesure nulle A, et B, tels que Uordre de lo matrice

’ 71(8); - /a(8) ‘
91(@); -5 gu(t)
soit inférieur a 2 lorsque

1° s,t appartiennent resp. @ A — A, et B — By;

2° fi(8) = g,(}), powr 1=1,2,...,n.

Nous allons donner & cette proposition une démonstration qui
est presque immédiate et qui prouve & la fois que les ensembles
A,, B, signalés par M. Wazewski comme de mesure nulle, sont
en réalité au plus dénombrables?).

Nous traiterons le cas n =2, d'ot l'on passe immédiatement,
par induction, au cas général.

1) Wazewski. Un théoréme sur les fonctions dérivables, Ann. Soc. Pol.
Math., t. 6, (1927), p. 83; aussi: Comptes Rendus du 1¢° Congrés Pol. des Ma-
thém., (1929), p. 115.

%) On prouve tout pareillement )’énoncé suivant, d'ailleurs presque équi-
valent: si C:p=p(s) et C,: q= q(t) sont deux courbes admettant la tangente
pour toutes les valeurs seA, resp. teB, il existe un sous-ensemble au plus dé-
nombrable A, de A, tel que lorsque s,e A — A, , t,eB et p(s,) = q(t,), alorsles
tangentes resp. aux courbes C et C, et correspondant resp. aux points s, et t,
coincident également.
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Soit donc
£6), fas)
AUEAU]

deux couples de fonctions définies et dérivables resp. dans les ensembles
A et B. Posons
W (s, 1) = f1(s)92(t) — f3(5)91(%)-
Nous prouverons qu'il existe un ensemble au plus dénombrable 4, C A
tel que
1) Wi(s,t)=0
lorsque
10 sed — A4,
2 fie)=a®), [fi(s)=4g0.
On peut supposer évidemment que pour toutes les valeurs
sed, teB
@ 1)+ /3] > 0
[9:@)] + [9a(8)]* >0,
car, lorsqu’une au moins de ces inégalités est en défaut, on a for-
cément W(s, t) = 0.
Ceci étant, soit 4, l'ensemble des valeurs sed telles que pour
chacune d’elles il y ait une valeur #(s) de la variable ¢ telle que

) f1(8) =g [t(9)),  fa(s) = ga[t(s)],
4) W{s, t(s)] %= 0.

Supposons que 4, soit non-dénombrable.

Soit M l'ensemble plan de points [s, #(s)] ol sed,. 4, étant
non-dénombrable, I'ensemble 3/ T'est également; il contient, par con-
séquent, des points d’accumulation; soit [sy,#(s,)] un tel point de M.

Il existe done une suite de valeurs s, tels que

(5) Sn —> S0y t(sn) = t(so)y
(6) s, pour nsml,9,...

Parmi les indices » il v’y a quun nombre fini de valeurs
pour lesquelles #,(s) = t(s,): en effet, dans le cas contraire, il exi-
sterait une suite infinie de valeurs n, telles que

t (snk) = t (80)
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et I’on aurait, en vertu de (5), pour chaque #%,

f(8a) = 0 [t(s,,‘)] = 91[t(30)] = /1(%),
et, tout pareillement,
/e (3:-,,) = f3(8),
d’ou, en raison de (5) et (6),
f1(8) = F(s0) =0
contrairement & (2).

Ainsi, & partir d'un certain rang, tous les #(s,) différent de
¢(s,), done, en raison de (2), (b) et (3)

f;(so) e 11m fl (s,,) P fl (so) i hm gl [t(sn)] B0 gl [t(so)J B g; [t(SO)]
fa(80) n J3(82) — f2(%) n 9a[t(sn)] — ga[t(s0)]  ga[t(80)] :

d’olt évidemment

Wsey £(s0)] =0
contrairement & (1).
L’ensemble exceptionnel 4, est donc au plus dénombrable ce
qui prouve notre assertion.
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