XXIIT.

SUR LES SYSTEMES LINEAIRES,
A DEUX INCONNUES,
ADMETTANT UNE INTEGRALE QUADRATIQUE

« Annaes da Acad. Polytechnica do Porto», t. VII {1912),
pp. 193-206.

1. - Indications préliminaires. Résumé du mémoire.

Soit & intégrer le systéme différentiel

dx
at = aur + Yy,

d
% = Ay -+ Qg

(1)

ou les coefficients a désignent des fonctions quelconques de la variable
indépendante t (finies et continues pour toutes les valeurs de t qu’il y
a lieu d’envisager).

Supposons qu’on en connaisse une intégrale quadratique

@) f(z, y) = Aa*+ 2Bay + Cy* = const. ,

A, B, C étant également des fonctions de ¢ (qui se comportent comme
les a).

Il est bien clair qu’on pourrait profiter de l'intégrale pour éliminer
une des inconnues: ceci baisse 'ordre d’une unité, et il reste une équation
unique du premier ordre (non plus linéaire, en général). On constate
toutefois que la réduction est plus profonde, puisque le probléeme se
raméne aux quadratures (). Voild le résultat que je vais établir. En

(*) Cette remarque se rattache évid t aux recherches de M. M. E. PicARD et E. VESsIOT.
La déduction directe réussit toutefois immédiate, tandis que, pour s’en tenir aux théories ra-
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328 XXIII. SUR LES SYSTEMES LINEAIRES, A DEUX INCONNUES,

considérant plus de prés le champ réel, j’en tirerai un corollaire se rap-
portant & la stabilité de la solution particuliere x = 0, y = 0 [du systéme
donné (1)]. Il est bien connu que, si la forme f est définie, la dite solution
est stable (2). Le cas d’une forme indéfinie ne se laisse pas trancher, d’apres
les théories générales, par la simple inspection des données. Ainsi par
exemple, si les coefficients a sont périodiques, ’application des méthodes
(désormais) usuelles exigerait le calcul préalable des exposants caracté-
ristiques, lesquels — on le sait bien — dépendent des coefficients d’une
maniére fonctionnelle trés compliquée.

Ici toutefois — voici le corollaire — le critere de stabilité est fourni
par une certaine valeur moyenne se déduisant directement des données
de la question (les coefficients o de (1) et A, B, C de l’intégrale quadra-
tique). C’est une conséquence immédiate de l'intégrabilité par quadra-
tures. Quoi qu’il en soit le critére dont il §’agit peut rendre des services
dans I’étude des mouvements stationnaire. M.lle C. SILVESTRI vient d’en
donner un exemple intéressant (3) se rapportant au cas de M.me KowA-
LEWSKY.

2. - Carré parfait.
Si le discriminant

(3) : p iR C By T

de la forme f s’annule quelque soit ¢, la forme f elle méme est un carré
parfait. On connait par conséquent une intégrale linéaire, 1/f = const.,
du systéme (1) et son intégration s’achéve par quadratures. En effet,
dés qu’on remplace une des inconnues, soit y, par sa valeur tirée de
V/f = const., dz/dt devient égale & une fonction linéaire de .

tionnelles d’intégration, il faudrait des passages, simples en concept, mais ne conduisant pas
rapidement au calcul effectif. On raisonnerait comme il suit: Pisu’il existe une intégrale qua-
dratique, le groupe des transformations du systéme (1) sera & deux parameétres au plus. C’est
agsez pour que le systéme (1) — de méme qu’une équation unique du second ordre — puisse
s’intégrer par quadratures. Voir notamment E. P1cARD, Traité d’analyse, t. II1 (seconde édition),
chap. XVII, nn. 28-29, pp. 576-581.

On reconnaitra également que les considérations complémentaires des nn. 7-9 se rattachent
a la transformation des équations différentielles linéaires et a leurs invariants, mais sortent du
cadre spécialement envisagé par L. BRrioscHi, G. H. HALPHEN, ete., et, tout récemment, par
M. WILCZYNSKI.

(*) Voir par exemple: A. LIAPOUNOFF, Probléme genéral de la stabilité du mouvement, « An-
nales de la Faculté des sciences de Toulouse », 2¢ série, t. IX, 1907, p. 259. Il suffit d’ailleurs,
ainsi que le fait remarquer cet auteur, d’appliquer a I’intégrale f = const. le raisonnement clas-
sique de DIRICHLET pour démontrer le théoréme de LAGRANGE sur la stabilité de 1’équilibre.

(*) Dans sa thése, dont un extrait vient de paraitre dans les « Rendiconti della R. Acca-
demia dei Lincei» (vol. XXI, 1912 et XXII, 1913).
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ADMETTANT UNE INTEGRALE QUADRATIQUE 329

3. - Cas général d’une intégrale irréductible.

Supposons maintenant que D ne soit pas identiquement nul, et plagons-
nous dans un domaine (de la variable indépendente t), ou D 0. On

peut poser
f=wuwv,

les deux facteurs » et » étant linéaires en , y, réels ou imaginaires suivant
les cas, mais certainement distincts (4 cause de linégalité D~ 0). Nous
indiquerons bient6t comment il convient de préciser la définition des u, v.
En attendant il nous suffit de remarquer que ce sont deux combinaisons
linéaires distinctes de x, y, et qu’il y a lieu de les prendre comme fonctions
inconnues dans le systéme (1), & la place de », y.

Le systéme transformé en u, v reste évidemment linéaire, et §’écrira

d 3
E = byu + by,

) dt
dv
at = by + by,

les b étant des fonctions de ¢, qui dépendent & la fois des « et des coef-
ficients de la substitution linéaire reliant u, » a4 =, y.

Ceci posé, tout se réduit & exprimer que le systéme (4) admet I'inté-
grale bilinéaire [transformée de (2)]

uv = const.

La condition nécessaire et suffisante est que d(uv)/dt soit nulle pour toute
solution de (4), ce qui exige qu’on ait (identiquement en u, v)

(bt + byyv) + v(byu + byv) = 0,
d’ou
bu=0v bu=07 bu+bu=0-

Le systéme transformé en u, v acquiert donc nécessairement la forme
réduite

: du dp
(5) —d-‘=1u, E:—w,

en désignant par t la valeur commune de b,,, — b,,.
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330 XXIII. SUR LES SYSTEMES LINEAIRES, A DEUX INCONNUES,

Il en résulte tout de suite que l'intégration s’achéve par une quadra-
ture. On a en effet

(53 U = ugel* v = vyl

Uy, Vo étant des constantes.

4. - Critére élémentaire pour expliciter le changement des inconnues:

il y a lien de s’en servir dés que A (ou () ne s’annule pas.

Pour décomposer f en deux facteurs linéaires, on peut employer la
méthode élémentaire suivante.

Si A et O ne s’annulent & la fois, soit par exemple A = 0. On consi-
dere alors I’équation du second degré

B

6) z2+2zz+g=0,

D on en appelle z,, 2, les deux racines (nécessairement distinctes, d’apres
et = 0). L’identité

f = Aa* + 2Bxy + Oy* = A(x — 29)(@ — 25y)

montre qu’en posant

[u=vA@—2),

g 1o =vA@—2),

on a justement
' T =uw,

Dérivons logarithmiquement les (7) en désignant, pour abréger ’écriture,
d/dt par un point superposé.

Il vient
i kA e e S
gl o8 Uil i,
wg A r— 2
ézlii+w:_~__—z2y—é2y,
v 24 T— 29
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ADMETTANT UNE INTEGRALE QUADRATIQUE 331

d’on, d’apres (1),

e (0 4 (@1 — 2109 )T — (— @1y + 21055 + 21)Y
® g g

w 24 T— 2y

oL A (@1 — 280)8 — (— @15 + 2as + zz)y
s e P

v 24 T— 2

Comme %, v doivent satisfaire & (5), les premiers membres se réduisent
a4 7, — v respectivement, et apreés cela (toute dérivée étant disparue)
on a affaire & des identités par rapport & 2, . On en tire les relations

| 14
B0 52 + Ay — 240y ,
2@y — 2189) = — g, + %105 + 2y,
(8) »
14
THE 54 + @y — %0y ,
23(Ghy — 230y) = — a3y + 209 + 2, .

En retranchant la troisiéme de la premiére, il vient
2t = (% —2)an

et par suite, en se rappelant que z,, 2, sont les racines de (6),

9) T =

le radical n’est déterminé — cela va sans dire — qu’au sighe pres; il
doit bien en étre ainsi, puisque rien ne distingue en concept » de ».
On remarquera d’ailleurs qu’il existe, & c6té de (9), une infinité d’autres
déterminations possible de 7. Cela tient & ce que le couple u, v n’est pas
univoquement défini par la condition f = ww. Tout couple qui la remplit
peut étre remplacé par Au, v/A étant une fonection quelconque de t, assu-
jettie &'1a seule condition de ne pas s’annuler. La valeur (9) de r devient
en conformité '

v—D

—A_a21+%
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332 XXIII. SUR LES SYSTEMES LINEAIRES, A DEUX INCONNUES,

Il faut se souvenir en tout cas qu’on a supposé dés le début 4 0,
ce qui est loisible — avons nous dit — chaque fois qu'un au moins des
carrés des inconnues figure effectivement dans f. Il serait aisé d’assigner
une expression de 7, tenant lieu de (9), pour le cas exceptionnel ou A
et O s’annuleraient a la fois. Mais cela n’a pas d’intérét pour notre but.
Nous devrons compléter la discussion dans une autre direction. En atten-
dant il suffit de retenir: Pour A # 0, on peut bien attribuer a v la va-
leur (9).

5. - Spécifications se rapportant au champ réel.
Cas des coefficients périodiques. Condition de stabilité.

Tout ce qui précéde ne tient pas compte de conditions de réalité, et
s’applique également dans le domaine complexe.

Je supposerai désormais que les coefficients de (1) et de son intégrale f
soient des fonctions réelles pour ¢ réel; et je ferai varier ¢ seulement dans
ce champ (de — co & +oo) ayant en vue 1’étude qualitative des solu-
tions x(t), y(t) de (1).

Laissons de coté, ainsi que nous ’avons déja convenu [n. 3], le cas,
ou le discriminant D de f pourrait s’annuler parfois pour ¢ réel. On aura
alors partout, ou bien D > 0 (forme définie), ou bien D < 0 (forme
indéfinie) (%).

Quoi qu’il en soit, dés que A 5= 0, les considérations du n. précédent
s’appliquent. ‘

Supposons en particulier que les données (@, @, a5, @y; A, B, O)
soient des fonctions périodiques de t, et qu’on ait A= 0 (pendant une
période entiére et par suite) pour toute valeur réelle de t. Les racines
2, 2, de (6) résultent alors elle-mémes des fonctions périodiques, toujours
distinctes et finies.

Comme la résolution des (7) donne

N 2o — 240
: VA@—2)
(7)
W=y

1 s

(*) Dans les applications il arrive presque toujours que les intégrales quadratiques gardent
le caractere de forme définie, ou bien indéfinie, quel que soit ¢. L’éventualité excluse que D puisse
s’annuler a donc¢ moins d’intérét.
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ADMETTANT UNE INTEGRALE QUADRATIQUE 333

on voit que x, y sont des combinaisons de u, v & coefficients périodiques
finis. D’ailleurs (7') fournit ’expression de I'intégrale générale des (1),
les deux constantes d’intégration étant incluses dans w, v, d’aprés (5').

On en tire de suite que, pour la stabilité de la solution particuliére
x =0, y =0, il faut et il suffit que

U = e/, 9 = g/

restent comprises entre des limites finies, méme pour ¢ grandissant indé-
finiment, ce qui équivaut & la condition: partie réelle de f tdt finie, quel
que soit lintervalle d’intégration (t,,%). Or 7 est une fonction pério-
dique [définie par (9)]. Si 7' désigne la période

t+7T

1
T]Tdt’

t

est une constante (valeur moyenne de 7). La condition ci-dessus revient
partant & ce que la valeur moyenne de la partie réelle de 7 soit nulle (5)
(absence de terme séculaire dans le développement en série de FOURIER).

On a de la sorte le théoréme suivant: Condition nécessaire et suffisante
pour la stabilité (lorsque le coefficients sont périodiques et Uon a toujours
D # 0, A+ 0) c’est que ’annule la valeur moyenne de la partie réelle de

v—D
A

Ay «

Il est & peine nécessaire d’ajouter que, si le coefficient ¢ ne traverse
jamais la valeur zéro, on pourrait envisager d’une maniére analogue la
valeur moyenne de la partie réelle de ;

Q’D

a2 -

6. - Circonstances ou il reste a compléter la discussion.
La forme f n’y peut &tre qu’indéfinie.

Les considérations qui précédent épuisent le cas ou la forme f seré.it
définie (D > 0). En effet ni 4, ni ¢ peuvent s’annuler dés que D=A4C — B?

(*) C’est classique. D’aillenrs on s’en rend compte immédiatement en partageant ’intervalle
d’intégration (f,,%;) en portions de longueur 7', plus un résidu de longueur moindre que 7.
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334 XXIII. SUR LES SYSTEMES LINEAIRES, A DEUX INCONNUES,

doit rester toujours positif. Pour la méme raison

VD
i3 A3y 4

est une quantité imaginaire pure. Sa partie réelle est donc nulle, et la
condition de stabilité en reste nécessairement satisfaite. On devait bien
s’y attendre, d’aprés une remarque générale remontant & DIRICHLET
(comparez n. 1, en note), qui s’applique & tout systéme différentiel pos-
sédant une intégrale définie.

Ceci posé, il nous reste a discuter 1’éventualité (se rapportant néces-
sairement & une forme f indéfinie) que soit A, soit C s’annulent pour
quelque valeur de f.

Il va nous convenir de traiter en général, par un procédé différent,
le cas d’une forme indéfinie, en développant des formules qui sont valables
sous cette hypothese, sans reserves ultérieures. Comme toutefois ces for-
mules seront un peu moins simples que celles du n. 4, il y aura peut-
étre avantage a profiter de celles-la autant que possible, ayant recours
a celles-ci seulement lorsqu’il arrive que A et C traversent tous les deux
quelque zéro.

Je m’appuyerai, dans le but indiqué, sur une réduction intermédiaire
de f a la forme canonique.

On sait que, si g, g, désignent les racines (toujours réelles) de I’équation

A—op B
(10) | B Rt )

il existe une (et en général une seule) substitution orthogonale

1) {§= zcosd +ysind,

n=—xsind -+ ycoso,
moyennant laquelle on a
= 0:€* + ou* -
Le produit des racines, g,0, = D, reste toujours < 0. Il est par tant

permis de poser g, = u?, p, =—1%, u et » étant positives. La forme
canonique de f est done

(12) | = wér—vip?,
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ADMETTANT UNE INTEGRALE QUADRATIQUE 335

dont la décomposition en deux facteurs,

(13) J u : ué + v,
1 v =puE—m,

ne souléve plus de difficultés. I1 importe de remarquer que p, v et § sont,
en méme temps que les données, des fonctions continues et périodi-
ques de t.

Ceci posé, fixons pour un instant notre attention sur quelques pro-
priétés des transformations orthogonales, telles que (11), appliquées aux
systemes différentiels (1). Il nous sera ensuite bien aisé de former I’ex-
pression explicite de t (dérivée logarithmique de ) en fonction des coef-
ficients ayy, ..., C.

7. - Propriétés invariantes
des systéemes (1) vis-a-vis des transformations orthogonales.

Toute substitution orthogonale (11) transforme naturellement Ile
systeme différentiel (1) dans un systéme du méme type en &, #:

3

7] = o + ouam
(14)

d

d_:} = &ué + o) .

On pourrait former directement [en dérivant les (11), en remplacant,
dans les seconds membres, dz/dt, dy/dt par les valeurs (1), et substituant
enfin, d’aprés (11), £cos d—nsind au lieu de @, &sin o+ cos d au
lieu de y] les expressions des « en fonction des a, de & et de § = dd/dt.
Mais il vaut mieux d’éviter tout développement formel par les remarques
suivantes:

Puisque la transformation (11) est orthogonale, #*+y»? en est un
invariant. I1 en est de méme par conséquent de

| &

(@ + ¥?) = @& + Yy = ana® + (a2 + ay)wy + any* = F(z,y)

bO!
I~y

14
On a donec lidentité

F = 0,8 + (G1a + 21)Y + py? = 01382 + (otag + 01)E7 + 0t0am?
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336 XXII. SUR LES SYSTEMES LINEAIRES, A DEUX INCONNUES,

ce qui revient & dire que
Ay + Oy
QA LAWE Sl A3

se transforment, a la suite de (11), comme les coefficients d’une méme
forme quadratique F.

I1 en résulte en particulier — soit dit en passant — que les expressions

Ay + Qs
1105 — $(@1s + Ax)?

(invariant linéaire et discriminant de la forme susdite) ne changent pas,
par effet d’une substitution orthogonale (11), tout en y supposant o
fonction quelconque de ¢.

Pour compléter la loi de transformation des quatre coefficients du
systeme différentiel [les @ de (1), qui se changent dans les o de (14)],
il faut se procurer une quatriéme relation entre les a et les « (distincte
de celles qui proviennent de l'invariance de F). On y parvient trés com-
modement en réfléchissant que la transformation (11) équivaut a une
rotation de d autour de l’origine (dans le sens positif Ox — Oy), amenant
le point (&, #) en (x, y). Si donc on désigne par 7, ¢ les coordonnées polaires

(rayon vecteur et anomalie) du point (&, 7), celles de (z, y) seront r, p+9.
Or, des formules

E=rcosp, n =rsing
on tire l’identité bien connue
En—né =rp.
On a de méme
xy —yz =g+ 4),
d’ou

oy —yb = & — nE + 120 = & — i+ d(E+ ).
En y remplacant @, 9, & % par leurs valeurs (1) et (14), il vient

(15) @@+ (Goy— @11)TY — AyY? = (e + 5)52‘*‘ (0tgy — “11)577 — (0ge — 3),”2 .
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ADMETTANT UNE INTEGRALE QUADRATIQUE 337

Ce doit étre une identité d’aprés (11). Comme la somme des coefficients
des carrés est un invariant, on en déduit

Ay — Gy = Oy — Oy + 257

qui est justement la quatriéme relation explicitée. Pour notre but il
suffit d’associer & (15) la forme intégrale f. Si ’on designe par &, @, €
ses coefficients apres la transformation (11), on a l’identité
(16) Ax*+ 2Bry + Cy? = AE+ 2BEy + €2,
d’otl linvariant linéaire
17) l=44+C=H+¢€;
Pinvariant quadratique (discriminant)
(18) D=AC—B: =4HAC—B*;
et linvariant bilinéaire simultané du systéme (15), (16) (°)
(19) j = 30 — apA — (84— ay,)B =

= (ot + é)e = (0t — 6)“ — (otag — 011)D .

§’il s’agit en particulier de la transformation réduisant f & sa forme cano-
nique (12), on aura

a7 l=purt—1,
(18) D =—pu»?,
(19') j=— (o + 3)1" — (g — 8),”" .

8. - Expression de 4 pour la transformation
qui réalise la réduction de f a la forme canonique.

L’angle J est soumis & la condition
—(A—C)sin26 + 2B cos 26 = 0,

(*) Voir par exemple CLEBSCH-LINDEMANN, Lecons sur la géométrie (traduction frangaise
par Benoist), Paris, Gauthier-Villars, 1879, t. I, p. 267.

T. LEVI-CIVITA — Opere, I1I. 22
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338 XXIII. SUR LES SYSTEMES LINEAIRES, A DEUX INCONNUES,

comme il résulte immédiatement de ce que, en introduisant dans
f = Aa*+ 2By + Oy

les valeurs des z, y tirés des (11), le terme rectangle en &z doit disparaitre.
En dérivant par rapport a ¢, on tire

— {A— C + 4B&} sin 20 + 2(B— (A — C)d} cos 20 = 0.
Comme sin 26, cos 20 ne peuvent pas s’annuler a la fois, le déterminant
A sl B | ‘
ARG aBE e O ol
doit étre nul. Il s’en suit
Ad = (A —0)B—(4—C)B,
ayant posé pour abréger
(20) 4 =(A—0rp+4B2.

Puisqu’on a affaire 4 une forme indéfinie (AC— B? < 0), 4 ne saurait
g’annuler. On peut donc diviser sans réserves par 4, et conclure

y (A= 0B (4d—0)B
(21) d = = ;

9. - Calcul de 7.
La dérivation des (13), en tenant compte des (14), donne

U = pE + v + ploné + o) + v(0mé + aan)
0 = ué — v + plané + agn) — v(om + Eoan) -

Si on y remplace &, n par leurs valeurs («-v)/2u, (4 — v)/2v, tirés des (13),
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il vient
1
’“«'—"{ + + oy + oty + 0y = ‘{"“zx#} u +

(e v

= 5{;—:""‘ + Oy — Xgg — “12 + “zllu}

SIS ] YA “

77=2'—“+au_“x22+“12"_an u +
o v [

1 v
+§{E i i s +“2z—‘xlzﬁ—0¢21 ‘V}U
Mm 4 v “u

Mais on sait d’autre part (n. 3) que les second membres doivent se
réduire & 7w, — Tu respectivement. On a donec

16
T=7{”+ + oy + oap + 0gp = +“21v
2 \p s
1w ¥
0=§{E——+05u—“zz—'“12/_‘+“21£}'
‘[L : L ‘u
(e »
Ozé{/—‘__+0‘u—‘“22+°‘ll&_a21—v ’
"y . A #
1(u  » e
_‘r=§{"i+-+°‘u+°‘22“‘“nl£"‘_°‘21—}'
pov " »

En retranchant de la premiére de ces identités la quatriéme, on tire

2t = 0‘12 = “21
w’

d’ou
211“, {“uﬂz e “21"2} ’

ou bien encore
h 5n < .
E S 27'{[(“12_ 6),“’ + (o + 6)"’] an 6(,“3— 72)} .

Le dénominateur peut s’écrire 2v— D, d’apres (18'); la quantité entre

www.rcin.org.pl



340 XXIII. SUR LES SYSTEMES LINEAIRES, A DEUX INCONNUES, ETC.

les crochets s’identifie avec — j, d’aprés (19'); enfin le coefficient de 4
n’est que I, d’aprés (17'). On a par conséquent

—j 416
(23) 7 R By e e S

WD
(’est la formule cherchée exprimant v en fonction explicite des données.
On n’a qu’a y remplacer D, j, I,  par leus valeurs (3) [ou (18)], (19),
(17), (21), c’est-a-dire:

—D=B—AC,

— ) = @pA — 0y,C + (@3 — ay,)B,
l=A+0C,
3 =(A—C)B;(A—C")B,

le dénominateur A désignant (A4 — C)2+ 4Bz, d’apres (20). J’ai transerit
pour qu’on ait sous les yeux le résultat définitif. I1 consent bien d’épuiser
sans trop de peine les discussions de stabilité, quoique il soit encore plus
simple de s’en tenir & l’expression (9) de 7, si tant est que A ou C ne
traversent jamais la valeur zéro.
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