XXXT.

SULLA RIDUZIONE
DEL PROBLEMA DEI TRE CORPI

« Atti Ist. Veneto di Sc., lett. ed arti», t. LXXIV (1914-15),
pp. 907-939.

La esplicita riduzione del problema dei tre corpi al minimo ordine
differenziale risale notoriamente a LAGRANGE (!). Essa appare oggidi con-
cettualmente ovvia in base alla teoria di L1 (2) degli integrali dei sistemi
canonici. Si puo infatti, prendendo le mosse dalle equazioni cartesiane
del moto assoluto dei tre corpi, assumerle senz’altro sotto forma cano-
nica. E si ha un sistema con 9 gradi di liberta, ossia del 180 ordine, il
quale ammette i tre integrali delle quantitd di moto e i tre delle aree,
oltre all’integrale delle forze vive.

Valendosi dei primi tre, si passa ad un sistema, pure canonico e &
funzione caratteristica indipendente dal tempo ¢, con sei gradi di liberta,
rimanendo altresi conservata la forma degli integrali delle aree. Questi
danno luogo (mercé opportuna specificazione delle direzioni di riferimento)
a due relazioni invarianti in involuzione, donde un ulteriore abbassa-
mento di due gradi di libertd, conseguendosi cosi un sistema d’ottavo
ordine, ben si intende sempre canonico e di funzione caratteristica H
indipendente dal tempo #. E questo il risultato che piu ci interessa. La
riduzione definitiva ad un sistema di sesto ordine si raggiunge poi, quando
8i voglia, valendosi dell’integrale H = cost. ed eliminando ¢.

Lo sfruttamento dei vari integrali per gli indicati abbassamenti d’or-
dine fu operato da JAcosI (®), il quale ha anche compiuta la esplicita
riduzione delle equazioni differenziali fino al settimo ordine (cioé la mas-
sima, salvo Peliminazione di ?), con condotta di calcolo che, nella prima

(}) Essai sur le probléme des trois corps, « Oeuvres », t. VI, pp. 229-331.

(*) Veggasi ad es. GOURSAT, Lecons sur Uintégration des équations aux dérivées partielles du
premier ordre, Paris, Hermann, 1891, cap. VIII.

(*) Sur Uélimination des noeuds dans le probléme des trois corps, Werke, B. IV, pp. 297-314.
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\

parte, ¢ sostanzialmente canonica, e, soltanto nella seconda (nel trar
partito dagli integrali delle aree), ¢ ormai superata.

Coll’impostazione comprensiva dianzi accennata, c¢’¢ ancora da co-
struire effettivamente la H. Vi si perviene rapidamente riferendosi a varia-
bili kepleriane (*), ma c’¢ allora I'inconveniente che I’espressione esplicita
di H si complica di molto, richiedendo laboriosi sviluppi in serie, come
si sa dalla teoria della funzione perturbatrice. Pii conforme alla natura
della questione & Iattenersi, come gia LAGRANGE e JACOBI, ad elementi
che caratterizzino in modo diretto la configurazione e lo stato di moto
dei tre corpi.

A cio risponde, con un penetrante artificio formale, la classica ricerca
del BRUNS (%); e, in modo piu espressivo, direi anzi definitivo per cio
che concerne il risultante sistema ridotto, il trattato del WHITTAKER (°).
Non completamente luminosa € invece la deduzione di quest’ultimo
autore, in quanto si appoggia, come quella del BRUNS, ad uno speciale
spediente analitico (la scelta di una opportuna trasformazione di con-
tatto), sulla cui origine non si da ragguaglio alcuno, e che d’altra parte
richiede qualche sviluppo materiale di calcolo.

Mi e parso percid desiderabile un ulteriore perfezionamento di me-
todo, inteso a rendere spontanei e perspicui anche i passaggi intermedi.
Lo ho concretato nelle lezioni di Meccanica superiore, teste tenute all’Uni-
versita di Padova, e mi permetto di farne oggetto della presente comu-
nicazione.

Si vedra che giova introdurre fin da principio convenienti coordinate
lagrangiane del sistema: due angoli per individuare il piano dei tre corpi
rispetto al piano invariabile (baricentrale), -e sei coordinate cartesiane
per individuare i tre corpi nel loro piano. Sfruttando dapprima gli inte-
grali delle aree, ottengo, attraverso interpretazioni istruttive, un sistema
ridotto a sei gradi di liberta, assai opportuno per il confronto col caso
piano (dello stesso problema dei tre corpi).

La forma di WHITTAKER con quattro gradi di liberta ne discende
immediatamente, in base agli integrali delle quantita di moto, colla
solita trasformazione canonica che trasporta 1’origine degli assi in uno
dei tre corpi.

11 precedimento in discorso ha altresi il vantaggio di fornire sotto
forma elegante le equazioni supplementari: quelle cioe da cui dipende,

(*) H. POINCARE, Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste, t. 1, Paris, Gauthier-Villars,
1892, pp. 38-44 ; ovvero CHARLIER, Die Mechanik des Himmels, B. I, Leipzig, Veit, 1902, pp. 279-286.

(*) Ueber die Integrale des Vielkorper-Problems, « Acta Math. », t. XI, 1887, pp.60-64. 11 BRUNS
presenta sotto forma esplicita, anzi razionale, anche la riduzione al sesto ordine, pero con inter-
vento di un parametro complesso.

(%) Analytical Dynamics, Cambridge, University Press, 1904, pp. 331-335.
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una volta risolto il sistema ridotto, la determinazione dei parametri eli-
minati, segnatamente linclinazione e la longitudine del nodo del piano
dei tre corpi rispetto al piano invariabile.

Quando in particolare si tratta di una soluzione periodica del sistema
ridotto, rimane bene caratterizzato il legame fra gli elementi geometrici
della soluzione periodica e il moto medio del nodo. Ne discende un ele-
gante corollario concernente le soluzioni prossime ai triangoli equilateri
di LAGRANGE, uniformemente ruotanti. E precisamente: L’intersezione del
piano dei tre corpi col piano invariabile ruota (in generale non uniforme-
mente) con moto medio pari al doppio della velocita angolare di ciascuno
dei tre corpi (nel loro piano).

1. - Distacco del problema piano dal caso generale.
Assi di riferimento. Coordinate lagrangiane.

Siano P,, P,, P, i tre corpi che si attraggono secondo la legge di
NewToN; O il loro baricentro, che si pud supporre fisso. :

Se il moto dei tre corpi si svolge sempre in un medesimo piano, il
problema si riduce subito a due gradi di liberta (considerando il moto
relativo di P,, P, rispetto a P,), e ¢’¢ da tener conto ulteriormente del-
Pintegrale delle aree relativo a questo piano. La massima riduzione si
effettua con ecalcolo ovvio: per es. introducendo coordinate polari (7).

Lasciamo da parte il problema piano, e consideriamo il caso gene-
rale, in cui i tre corpi non stanno sempre in un medesimo piano.

Sia K il momento risultante delle quantiti di moto rispetto ad 0.

Questo vettore, notoriamente costante, va senz’altro ritenuto ‘diverso
da zero. Infatti, ove si annullasse, le quantitd di moto dei tre punti
(di cui gia la risultante ¢ nulla per la fissita del baricentro) costituireb-
bero un sistema equilibrato, quindi (trattandosi di tre vettori) necessa-
riamente contenuto in un piano: il moto si svolgerebbe allora nel piano
che contiene le tre velocita iniziali, contro I'ipotesi.

Cid posto, dacche K non & nullo e quindi gli compete una bea deter-
minata direzione fissa, potremo associargli il piano invariabile perpendi-
colare a K in O, e considerare come fisso il triedro O&yl definito come
segue: OC diretto come K; 0Of e Oy direzioni fisse del piano invariabile.

Supporremo, come si suole in meccanica razionale, che il triedro O&n{

(") RouTH, A treatise on the dy ics of a system of rigid bodies, art. I, London, Macmillan,
18.91. §§ 424-425. Cfr. altresi: CHARLIER, Ueber das reducirte Drei-Korper-Problem, « Meddelanden
fran Lunds Observatorium » n. 6, Férhandl. af K. Sv. Vet-Akad., 1899; e WHITTAKER, loco cit.,
Pp. 339-341.
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sia simistrorso, ossia che, per passare da Of ad Oy, si debba ruotare di
/2 nel senso orario (rispetto ad OC).

Avendo escluso che i tre corpi rimangano sempre nel medesimo piano,
siamo autorizzati a riferirci ad un intervallo di tempo in cui il piano
dei tre corpi & distinto dal piano invariabile, e quindi lo interseca (in-
ogni istante ¢ dell’intervallo) secondo una ben determinata retta — linea
dei nodi — ed ha sopra di esso una inclinazione non nulla. Precisiamo
questi elementi.

Si consideri in primo luogo la perpendicolare Oz al piano dei tre corpi,
in tale verso da formare con K, ossia O, un angolo acuto 9#: ecco la mi-
sura della inclinazione sul piano invariabile.

Si scelga poi sulla linea dei nodi quel verso Oz, rispetto a cui la rota-
zione da O ad Oz (attraverso ’angolo acuto) apparisca sinistrorsa.

Longitudine del nodo si dira ’anomalia  di Oz nel piano invariabile,
cioe Pangolo y, di cui bisogna ruotare, a partire da O&, nel verso posi-
tivo & — 7, per raggiungere Ox: ecco il secondo elemento determinativo
della posizione del piano dei tre corpi rispetto al riferimento fisso. Se-
guendo una espressiva denominazione di POINCARE, i due parametri ¢
e p si diranno complessivamente variabili oblique.

Molto importante per noi sara il riferimento mobile costituito: dagli
assi 0z, Oz teste specificati, e da un terzo asse Oy (del piano dei tre corpi)
diretto perpendicolarmente ad entrambi in modo che il triedro Oxyz
risulti sinistrorso.

Le variabili oblique ¢ e y permettono ovviamente di individuare la
posizione relativa dei due triedri. Le formule esplicite di trasformazione
(caso particolare delle euleriane, corrispondenti al valore zero dell’an-
golo ¢) si possono tosto conseguire, immaginando di passare dall’uno
all’altro dei due triedri — diciamo dal fisso al mobile — con due rota-
zioni successive (sempre sinistrorse): di y attorno ad Of e poi di &
attorno ad Oz. Lascio di trascriverle perché in c¢id che segue non mi
accadra di servirmene: bastera aver presente la precisa definizione geo-
metrica degli angoli ¥ e .

E chiaro comunque che anche la posizione assoluta dei tre corpi P,,
P,, P, risultera pienamente determinata col concorso di ¢ e y, tostoche
si assegnino le sei coordinate z,, y, (v = 0, 1, 2) che li individuano, nel
loro piano, rispetto alla coppia mobile Ozy.

Coordinate lagrangiane del sistema sono quindi le otto seguenti

9, Y
Ly Yy A (11:0, 1’ 2)'

Va notato che, essendo per ipotesi Porigine O situata nel baricentro,
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le x,, y, sono necessariamente legate dalle due relazioni lineari

2
S.mz, =0,
0

(1) &
Z.M-y, =0,
0

my, m,;, m, designando le masse di P,, P,, P,.

Di cio terremo conto a suo tempo.

Ma é anche perfettamente legittimo trattare, finché fa comodo, O
come un punto fisso qualsiasi, e in conformita le ,, y, quali parametri
indipendenti.

2. - Elementi geometrico-materiali del triangolo dei tre corpi.

Designeremo con 7 il doppio dell’area del triangolo P,P,P,, cio¢ il
valore assoluto del determinante

@ Yo 1
v 1|,
[ 2 ¥y 1

e potremo, senza scapito della generalitd, ritenere T non nullo nell’inter-
vallo di tempo considerato. Questo perche, essendo escluso (§ prece-
dente) che il moto avvenga costantemente in un piano, rimane escluso
in particolare che i tre corpi si trovino sempre allineati (¥): & dunque
lecito riferirsi ad un intervallo di tempo, in cui essi costituiscono un
effettivo triangolo.

Introdurremo poi: la massa totale del sistema

m = my + my; + my ;
i momenti di inerzia

2
I, =3, my;, I, =3, mua,,
0 o

(*) Infatti I’allineamento non pué aver luogo sopra una retta fissa, perché allora ogni piano
fisso per la retta conterrebbe sempre i tre corpi. Se poi la retta varia, il piano (baricentrale)
determinato dalle posizioni che le ttano in due istanti infinit te vicini ¢ e £+ dt viene
a contenere cosi i tre corpi come le loro velocita all’istante ¢: e si & ancora ricondotti ad un
moto piano. (Postilla autografa dell’Autore. [N. d. R.)).
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rispetto ai due assi Oz, Oy; il corrispondente prodotto d’inerzia

2
J= 3, muy,,
0
e infine il determinante

D:

Jig el
7

v

Fra 7, D e le masse sussiste la relazione identica
(2) mem,m,t> = mD .
Per dimostrarla, partiamoei dal determinante

%y Yo 1
R i B PR P 8
2 Y 1

e moltiplichiamone la prima riga per m,, la seconda per m,, la terza
per m,, con che si ha

My, myY, my
+ memmeT = | mE, My, my

My MY, My

Eseguendo il prodotto dei due determinanti per colonne, ove si badi
alle precedenti definizioni di I,, I,, J, m e alle (1), risulta

Y
MMty =5l v il 0% |
0 m

ossia appunto la (2).
Da essa discende in particolare che, sotto le nostre ipotesi, & sempre

Bl
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3. - Vettori fondamentali.
Velocita angolare «w del triedro mobile rispetto al triedro fisso.

Premettiamo che, rispetto agli assi mobili Oxyz, la perpendicolare Of
al piano invariabile (e con essa il vettore K) ha i coseni direttori

0, s8ind, cosd.

Infatti O & perpendicolare ad Oz, e si ha (§ 1) che, per passare da
O¢ ad Oz, si deve ruotare di # nel verso positivo y — 2.

Se si indica con x il vettore unitario (fisso) parallelo ad O, e si intro-
ducono i soliti vettori unitari, i, j, k relativi al triedro Cwzy, si avra natu-
ralmente :

(3) x =sindj+ cos I k.

Cid posto, consideriamo il passaggio da un generico istante ¢ all’istante
consecutivo t--dt. Il piano dei tre corpi cambiera in generale di orien-
tazione rispetto al riferimento fisso: y si incrementera di dy, & di di.
Cid val quanto dire che il nostro triedro mobile Ozyz ruota di dy attorno
ad O e di dd attorno ad Ox. La prima rotazione elementare ¢ cosi rap-
presentata, in grandezza, direzione e senso, dal vettore infinitesimo

dy-%,
la seconda dal vettore
di-i.

Dividendo per dt, si ha l’espressione della velocita angolare w del
triedro Ozyz sotto la forma

(4) w =y +Bi:

il punto sovrapposto designa, ben si intende, derivazione rispetto a t.

4. - Velocita.
Diremo »{ il vettore che rappresenta la velocita di P, nel moto asso-

luto, cioé riferito al triedre fisso 0&yl; v, la corrispondente velocita rela-
tiva, cioé riferita al triedro Ozyz. Quest’ultima concerne chiaramente un
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moto piano: di P, nel piano dei tre corpi, riferito agli assi Ozy. Essendo
x,, ¥, le coordinate di P,, le componenti di v, sono z,, %,, e si ha

(5) v, = 2,0 + §,j (»=0,1,2).

Per passare da v, a v'?, basta aggiungere la velocita di trascinamento,
cioé quella che rimane subordinata in P, dal moto del triedro Ozy . A
norma della formula fondamentale della cinematica dei sistemi rigidi,
essa vale

wA Py

dove si e posto per brevita
P”:PV—O :wvi+yvj
Avendosi dalla (3)
®A\i =—sind k 4 cos ¥j,
®\j =—cosdi, '

ove si tenga conto della espressione (4) di w e se ne eseguisca material-
mente il prodotto vettoriale per z,i+y,j, si trova subito

(6) wAp,=—z,bcosz9y,i—|-y}cosﬂw,j+(19y,—¢}sinz9w,)k

(v =40, 152).
Ne consegue

(7 vW=v+ole =
— (y— P 08D Y,)i + (G + P c0s D2,)j + (By,—  sin D)k,

i primi due addendi porgendo le componenti nel piano dei tre corpi,
e il terzo la componente perpendicolare a questo piano.

5. - Forza viva e potenziale.

La forza viva totale del sistema &, per sua definizione,
2
T i % zi’ mvv(:)xv(:")
0

2 .
=} X, m{(@— P cos D y,)2 + (§, + P cos P w,) + (Py,— P sin & x,)%} .
0
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Conviene scinderla in due addendi che corrispondono rispettivamente
al moto nel piano e perpendicolarmente al piano dei tre corpi.
All’'uopo si pone

3
(8) T=13 ;’ my{ (@ — P cos 9 ¥,)* + (¥, + P cos P a,)},
9) f=13, my{(Dy, — §sind x,)} ,
con che
(10) T= ¥

Trattandosi di punti che si attraggono mutuamente secondo la legge
di NEwToN, la funzione delle forze U ha, come si sa, ’espressione

(11) &7 f{ﬂ,noM, iy mom, 'm,lfm,z}
PP, Pebe. : PP, g

dove f designa la costante d’attrazione.

Ben si intende che le mutue distanze, e con esse la U, dipendono
esclusivamente da ,, y, (anzi dalle loro differenze), senza intervento
di 9, .

6. - Momenti cinetici. Funzione caratteristica.

Per procurarsi le equazioni del moto sotto la forma hamiltoniana, si
introducono le variabili coniugate a ,, v,, ¥, v, i cosi detti momenti
cinetici, ordinatamente definiti dalle posizioni:

oT or

(12) P-=a—d’;, qv=5:;; ('V=07172)7
4 T T
(13) =23’ =5

e si eliminano a loro mezzo le componenti di velocita #,, y,, ¥, v dal-
Pespressione dell’energia totale

(14) H=T =/
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Cominciamo coll’esplicitare le (12). Dei due addendi ¥ ed f, che costi-
tuiscono 7, soltanto il primo dipende dalle z,, ¥,.
Si ha cosi, in base alla (8),

, = My(L, — P cos D v,
a2 {p (@ — 9 w),

3 g gl 9
Qv = My(Y» + P CO8 ?x,) Y 0,1,2),

donde immediatamente

1
(15) T = ,;pﬂrq)

ol =
eMu

Dalle (12') e (7) appare manifesto il significato delle p,, ¢,: esse sono
le componenti della quantita di moto assoluta di P, secondo la linea dei
nodi e la sua perpendicolare nel piano dei tre corpi.

E veniamo alle (13). Dacché @ non dipende da @, la (10) da intanto

ol e B 0,

o ~ o op”

Le due derivate di f, in base alle posizioni del § 2, si esplicitano
tosto sotto la forma

of : O
- = IL9—J 9
% P sin @,

(16) of
] ¢ > Yot sin H(— J& + I, sin &) ,
mentre dalle (8) e (12') si ha

fof: 5 2
= = ¢08 ¥ 3, (€sqy — YpP») = cO8 & M ,
oy o

2
(17) M=, (@q— YsD»)
0

rappresenta visibilmente il momento risultante della quantita di moto
del sistema rispetto alla perpendlcolare 0Oz al piano dei tre corpi.
Le espressioni di @ e ¥ possono con cid essere scritte

(18") a—f=@, =¥ —Mcos?,
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e queste sono certo risolubili rispetto a 19, p, percheé, a norma delle (16),
il determinante dei relativi coefficienti &

> B —dJ sin 9 :
—Jend  Isme | 0D,
essenzialmente positivo, tali dovendosi ritenere sin# (§1) e D (§ 2).

L’espressione canonica di f si avrebbe senz’altro, portandovi mate-
rialmente i valori cosi conseguiti di #, §. Non avremo bisogno di espli-
citarla, ma giovera, per maggiore chiarezza, distinguerla da f(&, ), chia-
mando F il risultato della sostituzione, ponendo cioé

(18) 19, 9) = F(6,¥).
Si intende che la F potra inoitre dipendere, a calcoli eseguiti, dalle

altre variabili canoniche, ,, ¥,, p,, ¢», O: non perd da y, poiché questo
parametro non compare in f, né nelle (13').

Posto
9= T—U 9
ossia, per la (15),
(19) e=13m+a—vU
2 3 m’ v v ’
dalle (14), (10) e (18) si ha
(14" H=9 +F,

che costituisce la voluta espressione della funzione caratteristica nelle
16 variabili canoniche:

wv’ 3/-, 19’ 'P

e loro coniugate

Pvy Gvy 67 o v =%, 1,32).
7.-Equazionidel moto.

Giova tener distinte quelle che si riferiscono alle variabili oblique &, v
e relativi momenti cinetici @, ¥. Le scinderemo percid nei due gruppi
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seguenti: )
4 o0H . oH
Ly = a—p,’ Yy = 20
(20) ) oH ; oH (v =0,1,2),
;py=_~awv’ Q':fa?lv;
e
. oF . oF
B0 et L IR o
(21) 5 i iE i
gy "L 3 it} QWL

Nei secondi membri delle (21) si e ridotto H =8 + F al suo se-
condo addendo F, percheé, a norma della (18), $ dipende soltanto dalle
Zyy Yyy Pyvy Gvs € nON porta quindi contributo alcuno a quei secondi membri.

8. - Calcolo diretto del momento risultante K delle quantita di moto.

Si ha per definizione

2
K LT Zv Pv/\mvv(:) ’
(1]
con
ey = P,— 0 = a,i + y,j
e vy’ data dalla (7).

In virtu delle (12'), si pud scrivere pilt semplicemente
m® = pi + ¢ + m(dy, — p sind x,)k ,

dopo di che la materiale esecuzione del prodotto vettoriale porge
2 .
K=i z. m"yi'(ﬂ?/v s 1/’ sin 4 50,)
0
2 : i 2
+j 29 mva(_-' 19?/7_*_ p sin ) 97,,) Gir k z, (vav 1% y'pv) ’
0 1)

ossia, avuto riguardo alle posizioni del § 2 e alla (17),

(22) K = (I} — Jypsin ®)i + (— J& + Ly sind)j + Mk .

www.rcin.org.pl



XXXI. SULLA RIDUZIONE DEL PROBLEMA DEI TRE CORPI 449

9. - Relazioni provenienti dalla specificazione del sistema di riferimento.

Gia abbiamo notato a § 1 che, per aver assunto il baricentrc come
origine degli assi di riferimento Owzyz, i parametri «,, ¥, sono di neces-
sita legati in ogni istante dalle equazioni (1).

Altre relazioni conseguono dal modo con cui lo stesso triedro (mobile)
si trova, per sua definizione, orientato rispetto al vettore (costante) K.
Sappiamo infatti dal § 3 che K ha per coseni direttori

0, sind, cosd,
e quindi, per componenti,
0, Ksind, Kecos?,

K designando la lunghezza costante del suddetto vettore.
Confrontando colla (22), se ne traggono le annunciate relazioni

L) —dJ psind =0,
(23) !
—dJ? +1,9s8ind = Ksind,

(24) M = K cos ¥,
P’ultima delle quali non & che la traduzione formale del significato di M,
gia rilevato a § 6.

Nelle (23) si possono sostituire a #, 9 i corrispondenti momenti cine-
tici @, ¥. In virtu delle (16) e (13'), si ha immediatamente

6 =0, Y —= M cos? + K sin? 9,

Pultima delle quali, badando alla (24), si riduce a ¥ = K, e mostra
quindi che ¥ si mantiene costante al pari di @. Complessivamente, le
(23), (24), in variabili canoniche, si scrivono

(23") | =0, V=K,
(24) M = K cos ¥,

K essendo costante ed MM definito dalla (17).
Sono queste equazioni in termini finiti rispetto alle dette variabili,

T. LEVI-CIVITA — Opere, III. 29
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le quali, per quanto precede, risultano di necessitd soddisfatte durante
tutto il movimento.

Si tratta pertanto di relazioni, per loro natura, compatibili col sistema
differenziale (20), (21), ossia, come si suol dire, di relazioni invarianti di
tale sistema. Tenendone conto, ossia sfruttando la circostanza che, durante
il moto @ e ¥ conservano valore costante, si deduce dalle due ultime (21)
che deve pur aversi, per qualunque ¢,

(25)

La seconda delle (25) ci era gia nota, anzi sapevamo di piu (§ 6),
che si ha in essa (non soltanto una relazione invariante, ma proprio)
una identita, poiche F non dipende da .

Come corollario delle varie relazioni invarianti, possiamo ricavare
ancora tre formule notevoli, che esprimono rispettivamente v, &, ed F.

Le prime due si traggono dalle (23), eliminando successivamente
e vy, e ricordando (§§ 1, 2) che si pud dividere senza riserve sia per D
che per sin#. Si ha cosi

(26) . p=—1,,

ST ST

(27) $==Jsind.

Quanto a F, giova riportarsi alla (18) e tener conto che f & omogenea
di secondo grado in 9, v, talché

LY T
donde, per le (13'),
F = {OF + (¥ — M cos 99} -

In virtu delle (23’) e (26), il secondo membro si riduce a

1 K— M cos I

e D

K,

Sostituendo ancora M per K cos & a norma della (24), si ha infine
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per F una espressione @, che dipende soltanto dalle x,, Y., Py, Gy, O88ia

ol

(-1

10. - Riduzione del sistema differenziale dovuta agli integrali delle aree.

A § 7 abbiamo scritte le equazioni differenziali del moto, scindendo
le (20), che definiscono le derivate delle variabili

g o »=0,1,2),
Py, Qv 5

dalle ultime quattro equazioni (21), che definiscono invece
o MY M

La scissione & a priori soltanto formale, costituendo in realtd i due
gruppi un sistema simultaneo. In particolare, essendo, per le (14') e (19),

2 1
H=9 +F =- 2,_m w+q¢)— U+ F,
0 v

LS

i secondi membri delle (20) possono ancora contenere 9, y, @, ¥ pel
tramite di #. Ma si perviene agevolmente ad eliminarli mereeé i risultati
del § precedente. Vedremo anzi che & addirittura lecito sostituire sen-
z’altro, nella funzione caratteristica H, al posto di F, la sua espressione

e~

§ =57 (K — M),

o) =

ST

Prendiamo all’uopo in considerazione una generica 0g/0x, « designando
uno qualunque degli argomenti z,, ¥,, p,, ¢ (v =0,1,2); e poniamo
mente alla circostanza che, per costruzione, § si puod immaginare pro-
veniente da F, sostituendovi, al posto di 6, ¥, # (la y, come sappiamo,
non compare mai esplicitamente), le loro espressioni fornite dalle (23')
e (24).

Si ha quindi

O OF OF 00 L oF 0¥ OF 09
P oa 190 o T oF O0x ' 99 oa’
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Ma per le (23') stesse, @ e ¥ sono costanti, talché

i £hL8 oyt
Bapn oy oa TRey

d’altra parte, per le (26), che pure sono verificate qualunque sia ¢,
0F[29 = 0. Rimane in conformita ‘

o _oF

oo oa’

e con cio le (20) si possono risquardare quale sistema canonico welle sole
variabili ,, y, e relative coniugate p,, q,, che ha per funzione caratteristica

B me
§%E(p,+q.)—0+

o]
'Ul"'

28) H=8%+§= = (K2 —M2)

U ed M essendo rispettivamente definite dalle (11) e (17).

11. - Confronto col problema dei tre corpi nel piano.

Il problema piano dei tre corpi, riferito ad assi fissi Oz, ha mani-
festamente per funzione caratteristica

A:

RO =

on

1
;n— (ﬂ, = Xr)_

7, e x, rappresentando le componenti sécondo gli assi &, n della quan-

titd di moto del corpo P,.
Rispetto ad assi mobili Ozy, ruotanti con velocita angolare m, co-

munque variabile in funzione di ¢, nel senso positivo & —# (sinistrorso
secondo le convenzioni del § 1), le equazioni del moto sono ancora su-
scettibili di forma canonica, colla funzione caratteristica (°)

H1 =A—nm,

(") Per rendersene conto, si immagini di designare con y un angolo funzione qualsivoglia
di ¢, e si ponga
&y + ing = €V (@y + Wr) » ay + iy = e¥(py + igy) ,

(01,85 Sy =Ty

Separando il reale dall’immaginario, si ha complessivamente una trasformazione canonica
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A intendendosi espresso nelle variabili trasformate x,, y, e loro coniu-
gate p,, ¢,, ossia

A:

(S

o=

1
b PRt U,

e M avendo il valore (17).

Per confrontare colle equazioni ridotte del caso generale [(20), colla
espressione (28) di H|, basta supporre che la velocita angolare n coincida
colla p dei §§ precedenti. Ben si intende che, nelle derivazioni parziali
di H, rapporto a z,, v,, p,, ¢, le quali figurano nelle equazioni cano-
niche, n = p va trattata come se fosse costante (funzione della sola ?);
mentre, a derivazioni eseguite, le si deve attribuire 1’espressione (26).

Con tale avvertenza si pud dire che il divario fra i due sistemi diffe-
renziali, entrambi canonici (quello ridotto spettante al caso generale e
quello corrispondente al problema piano), rimane messo in evidenza dalla
differenza delle rispettive funzioni caratteristiche (la H definita dalla (28)
e la H, testé indicata), ossia da

g =% % (K2 — M2) + nIN .
fra le variabili
&y, My »
Ty » Xy s
e le
Ty » Yy
Dy, Qy »

la quale corrisponde a far ruotare di y gli assi di riferimento.
Indicando con n la velocitd angolare v, si ha ovviamente:

déy + idny= e¥(day + idy,) + ine¥(zy + iyy) dt,
e quindi

2 2 2
2y (7 — ixg)@éy + idny) = Dy Dy — igy)day + idyy) + indt Ly (Dy — iay)ity + Wy) »
1] 0 0

da cui, eguagliando le parti reali,

2 2
2y (ng@Ey+ xpdny) = 3, (pyday + aydy) + nINdL .
0 0

Questa identita assicura (cfr. per es. MORERA, Sulla trasformazione delle ioni difierenziali
di Hamilton, « Rendiconti dei Lincei », ser. 5%, vol. XII, 1° semestre 1903, pp. 118-119) che, nelle
nuove variabili zy, vy, py; @, 1€ equazioni sono ancora canoniche, la funzione caratteristica
essendo quella di prima diminuita di n9%, c.d.d.
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Rappresentiamo, come nel precedente §, con « uno qualunque degli
argomenti 2,, ¥,, p,, ¢,. Le differenze fra i secondi membri delle equa-
zioni omologhe dei due sistemi saranno del tipo

0 ot ¢ Voif i R 6_9)1 oM
Ert ot ””’”5&(5)——1)”‘ o T "%
‘ 1 GRYE I, oM

Esse contengono a fattore K — 9, cioeé, per la (24),
K(1—-cos?) ;

quindi si annullano tutte per ¥ = 0, vale a dire quando il problema
generale degenera nel caso piano. L’identita delle relative equazioni dif-
ferenziali, concettualmente evidente, rimane cosi materialmente confer-
mata sulle formule. Non si dimentichi tuttavia che, nella trattazione
del caso generale, avevamo espressamente escluso (§ 1) il caso 4 = 0,
talché a rigore, solo per via di limite, ¢ lecito porre dove che sia ¢ = 0.

Interessante, per quanto nota e agevolmente deducibile anche dalle
ordinarie equazioni cartesiane, & la conclusione pratica che ne consegue:

Il problema generale dei tre corpi, ridotto al loro piano, coincide col pro-
blema piano, ogni qualvolta i tre corpi si scostano abbastanza poco da un
piano fisso, per modo che si possa trattare inclinazione & come una quantitd
di primo ordine, assimilandosi in conformita cos ¥ all’unitd.

12. - Verificazioni formali.

Va da se che le (1), le quali esprimono che l’origine cade nel bari-
centro, debbono riuscire compatibili anche col sistema ridotto, di cui
a § 10; e, insieme ad esse, pure le

2 2
(29) 2.0, =0, e
0 0

le quali esprimono che si annulla la risultante delle quantita di moto,
ovvero la velocita del baricentro.

B facile procurarsene conferma formale, constatando che le (1), (29)
costituiscono effettivamente un sistema di relazioni invarianti di fronte
alle (20), ossia che le derivate dei primi membri, calcolate in base alle
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(20), si annullano, in virtu delle (1), (29) stesse. Tali derivate sono infatti

y oH . oH

i R e
220N 3, 0H

S RO

Dacché si ha, a norma delle (28) e (17),

oH 1 V% o0H 1 La
op, m, AL By. » 0q, My D s
le prime due divengono

2 I: 2 2 I.r 2

E. Py + D R 2. MYy 2- Qv — D m Ev MyZy

0 0 0 0

che vanno manifestamente a zero, in forza delle (1), (29). Quanto alle
ultime due, malgrado i numerosi termini di cui constano 0H/ox,, 0H|0y,
(provenienti dalla derivazione di U, I,, D, M), il loro annullarsi risulta
dal fatto che, come si riconosce a vista, :

20U 2 oU 5 ol,
gv a—‘,t: 9 gv 5y—' 9 .?' a’,' ’
sono identicamente nulle, mentre
ol, 3, oD 3 0D
gv 517' 9 gp ‘a‘;‘: gv EI_- ’
vanno a zero per le (1); e
2 oM 2 oM
2% Y
vanno a zero per le (29)
13. - Definitiva riduzione a mezzo degli integrali delle quantita di moto.

Un ulteriore abbassamento di due gradi di libertd & recato dagli inte-
grali delle quantita di moto. Lo si effettua nel modo inigliore ricorrendo
alla trasformazione canonica di POINCARE ().

(1) Legons de mécanique céleste, t. I, Paris, Gauthier-Villars, 1905, n. 26. Varilevato del resto
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Essa consiste nel sostituire alle variabili z, p; y, ¢ del sistema (20)
nuove variabili ', p’; y’, ¢’ mediante le posizioni

! / !
I Ty = Xy — Ty, Xy == Ty — Lo, Lo = Ty

(30 ; ; ;
b e Py = P Po = Do + Pr + Ps;

ed analoghe per le y, ¢:

e [h=%—Y =YY% Y =Y,
Vi =) A B =0+ ¢+ 6.

Con c¢id @, y,; «,, y, rappresentano manifestamente le coordinate
relative di P,, P, rispetto a P, (cioe rispetto ad assi paralleli ad Oz, Oy
coll’origine in P,), mentre pi, Py q; conservano il gignificato di com-
ponenti della quantita di moto assoluta dei due punti P,, P,; inoltre
sussistono le identita

2 2 2 2
2# w;Q; - %7 Zylyy oZv yvp; = %v YDy
(]

le (1) divengono

U ! ’ A !
1 r Mgy + My o MyYy + Moy
1) o AR R W i BT AN T

(m = my + my + m,) ,
e le relazioni (29) assumono la forma particolarmente semplice
(29') Po=0, ¢=0.

Nella espressione (28) della funzione caratteristica H si devono intro-
durre le variabili accentate, a norma delle (30), (31), e il sistema diffe-
renziale trasformato conservera la forma canonica, talché in particolare
le derivate rapporto a ¢ di p,, ¢, saranno — oH/dw,, — 0H[dy,: le (29')

che anche la originaria trasformazione di JAcoB1 (di cui ai nn. 27-31 dell’opera testé citata)
condurrebbe con pari semplicita allo scopo. Essa ha perd l'inconveniente che, nelle nuove coor-
dinate (che sono combinazioni lineari delle primitive a coefficienti dipendenti dalle masse), la T/
perde la sua forma tipica.
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implicano pertanto
a1 i hiis: L
(3-‘) F) x‘; ’ 1 0 ’

valide per qualunque ¢, al pari delle (1), (29").

Prima di procedere, conviene prepararsi ’espressione H’' di H, non
solo riferita alle nuove variabili, ma altresi ridotta a mezzo delle (1'), (29'),
con che vi rimangono esclusivamente ., y,; Pos q:, (v=1, 2), ossia coor-
dinate (relative a P,) e quantita di moto assolute dei due corpi P, e P,.

Badando anzi tutto al primo termine della (28)

" I T |
- —_—— 2 2
:g m' p’+qv)"

si ha, come di solito, colla sola riduzione proveniente da p, = 0, q‘; =0

1
';’T (pv +q

lv' —

eMn

1
2 "m

Nello stesso modo si ha

(33) m=73, (=4,—v0p,)-
1

il b
; W @+ ") +5— {(1’1 = 1)3)2 s (‘h i Q1) } -

U e D, a norma delle (11) e (2), dipendono esclusivamente (oltre che
dai valori costanti delle masse) dalla configurazione del triangolo dei tre
corpi: esse sono quindi direttamente esprimibili mediante le coordinate
relative, con formule elementari (anche pitt semplici delle corrispondenti

in coordinate assolute) che & superfluo trascrivere.

Resta I,. La sua espressione ridotta si ricava comodamente dal signi-
ficato di momento d’inerzia baricentrale, tenendo presente che le coordi-

nate relative del baricentro O (di P,, P,, P,) sono

' U ’ ’
Mgy - Mylly MYy + Myl
m ; m

Infatti, essendo

2, my}
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il momento d’inerzia del sistema rispetto al nuovo asse delle x, si ha
senz’altro dal teorema di HUYGENS

(34) Ir o Ev vyv (mly:’l e mzy;)2 .

3

Risulta pertanto

r\.u—

(35)

2
I
gm @ + ¢

L)

" 2my,

{(Pl i pa)2 ((h < ‘I: il ‘I‘ (K2 m2) ,

dove U, D, M, I, hanno semplici significati geometrico-materiali, che si
desumono, per U e D, dalle (11) e (2), e che, per MM ed I,, dati formal-
mente dalle (33) e (34), sono — ripetiamolo per essere completi — rispet-
tivamente:

M momento risultante delle quantita di moto del sistema rispetto
alla perpendicolare al piano dei tre corpi ('ubicazione di detta perpendi-
colare é indifferente, poiche si annulla la risultante delle quantita di moto);

I, momento di inerzia del sistema rispetto alla linea (baricentrale)
dei nodi.

La H' gode della proprieta che le sue derivate parziali rispetto ad
uno qualunque degli otto argomenti x,, y., p., ¢., (» =1,2), da cui
dipende, coincidono, durante tutto il movimento, colle corrispondenti
derivate della H. Per dimostrarlo, basta pensare alla genesi di H'. Essa
proviene, per sua definizione, da H ponendovi p, = 0, ¢, = 0, e sosti-
tuendovi per z,, y, i valori (1). Si ha quindi, indicando (come gia a § 10)
con « una qualunque delle otto variabili suaccennate,

8_1£ oH i oH ax.', oH 0oy,
o oo | o, ox . ox’
da cui, per le (32),

oH" " " di

8—a:5’ c.d. d.

Cid posto, consideriamo le equazioni del sistema [trasformato di (20)],
che si riferiscono alle variabili

' '
X,y Yy

p: ’ Q:, (»=1,2).
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Per quanto precede, nei loro secondi membri, si pud ovunque porre H'
in luogo di H, e si ha in definitiva il sistema ridotto di WHITTAKER

fuifnd < G i oH'

l 2, = 71)—;7 Y, = '37!; )

(36) g aH/ ™ aH/
p'=_8—m,',’ qy =—§1‘/"r-

14. - Equazioni supplementari per 9 e y.
Retrogradazione della linea dei nodi.

Si supponga risoluto il problema ridotto di funzione caratteristica H',
con che, per le (30) e (31), rimangono individuate anche le coordinate
baricentrali =,, y, (» = 0, 1, 2). Pill precisamente si supponga di cono-
scere quella soluzione particolare X' del sistema ridotto, che conviene a
date condizioni iniziali.

Conoscere X equivale naturalmente a conoscere il moto relativo dei
tre corpi nel loro piano, con la specificazione che tale conoscenza deve,
per la stessa genesi, essere riferita ad assi aventi le solite direzioni variabili
Oz, Oy (Oz secondo la linea dei nodi, ecc.).

In queste condizioni, la determinazione delle variabili oblique 9 e p
esige ancora soltanto una quadratura. Piu precisamente l’inclinazione ¢
¢ data dalla equazione in termini finiti (24), ossia, potendosi senza riserva
dividere per K (§ 1), da

M

cos ¥ = T

Della longitudine del nodo risulta invece conosciuta, a norma della
(26), la derivata

donde y con una quadratura. L’espressione di 3 mette in luce il notevole
fatto qualitativo che tale derivata & essenzialmente positiva, talche
la linea dei nodi ruota sempre nel medesimo verso, positivo rispetto ai nostri
assi simistrorsi, attorno al momento risultante K. Se, come usano gli astro-
nomi, si adottassero assi destrorsi, varrebbe la conclusione che la linea dei
nodi va incessantemente retrogradando.

Un po’ meno semplice riesce il calcolo di p, qualora del sistema ri-
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dotto si supponga ancora conosciuta una soluzione X, perd con refe-
renza ad assi fissi O&y, anziché paralleli ad Oz, Oy.

In tal caso tutti gli elementi intrinseci della configurazione dei tre
corpi, in particolare per es. ’area 7 del loro triangolo e con essa [for-
mula (2)] il determinante D, risultano funzioni note di ¢. Del pari i mo-
menti di inerzia I, I, rispetto agli assi O&, Oy, e cosi il relativo prodotto
di inerzia A: non altrettanto puoé dirsi invece di I,, che dipende dal-
Porientazione tuttora incognita w dell’asse Oz rispetto al riferimento
fisso. Tuttavia, avendosi dalla teoria dei momenti di inerzia,

I, = 1I,cos®y + I, sin?p— 24 cospsiny,

la (26) diviene
: i A : ‘ ,
(37) ¥ =3 g cos? y + I, sin* p— 24 cos y sin ) ,

dove tutti i coefficienti sono a risguardarsi funzioni note di ¢. La deter-
minazione di y si trova pertanto ricondotta alla integrazione della equa-
zione di prim’ordine (37).

15. - Si toglie una inessenziale restrizione

circa Pintervallo di tempo, cui & lecito riferirsi.

Importa rilevare che, fino a che il moto dei tre corpi seque con regola-
rita, il sistema ridotto (36) cui siamo in definitiva pervenuti, e cosi il pre-
cedente sistema (20), e le relazioni invarianti (24) e (26), definienti & e yp,
rimangono validi per qualunque t, non ostante ’originaria restrizione del
§1, a norma della quale tutte le nostre deduzioni dovevano intendersi
limitate ad un intervallo di tempo, in cui il piano dei tre corpi non
coincide mai col piano invariabile.

Si osservi infatti che, se ¢, ¢ un istante (necessariamente isolato per
le premesse dello stesso § 1) in cui si presenta la eventualitd suaccennata:

1) le (36), (20), (24), (26) devono essere verificate sia per ¢ <+t,,
che ‘per t > t;; i

2) esse non presentano per ¢ = t,, cioeé per il fatto che si annulla
Pinclinazione, alcuna singolarité:

3) le due soluzioni del problema piano, valide rispettivamente
prima e dopo dell’istante ?,, debbono riattaccarsi con continuita; cosi
i due valori di y e di ¢ (quest’ultimo attraverso lo zero).
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Tanto basta ad assicurare che, per ognuno dei sistemi in questione,
si tratta necessariamente della continuazione analitica di una stessa
soluzione, c. d.d.

16. - Moto medio di  in corrispondenza
ad una soluzione periodica del sistema ridotto.

L’osservazione del precedente § rende legittima 1’applicazione delle
nostre equazioni anche ad eventuali indagini di comportamento asin-
totico.

Occupiamoci in particolare della funzione u(f), nell’ipotesi che sia
periodica la soluzione X' del sistema ridotto, che si suppone conosciuta.

Se si tratta di periodicita rispetto agli assi Oxy (se cioé sono le coor-
dinate ,, y, funzioni periodiche di t), allora anche y risulta, per la (26),
funzione periodica di ¢. Si pud anzi aggiungere, pensando allo sviluppo
di questa funzione in serie di FOURIER, che certamente vi figurera un
termine secolare p (indipendente da t), poiché la funzione si mantiene
sempre positiva, e quindi ha ur valore medio p diverso da zero. In tal
caso la y possiede un effettivo moto medio p.

Qualora invece la periodicitd di X' sia relativa agli assi O, allora
risultano funzioni periodiche di ¢ i coefficienti della (37). Non esiste pilt
in generale moto medio effettivo, ma si ha sempre un moto medio asin-
totico, cioé un limite determinato u per il rapporto y/t al crescere inde-
finito di ¢ (11).

Analoga conclusione si ha, se la periodicita di 2 si riferisce pin gene-
ralmente ad assi OXY ruotanti (rispetto agli assi fissi Oén) con velocita
angolare Q costante, ovvero avente lo stesso periodo della 2. Bcco come
lo si constata.

Sia y Panomalia della linea dei nodi Oz rispetto agli assi OXY, e
quindi y la sua velocitd angolare. Si ha manifestamente

ossia, per la (26),
s K
x =—.Q+ EI,.

Esprimendo I, per mezzo dei momenti e prodotto d’inerzia A, B, p

(1) Cfr. la mia memoria Sur les équations linéaires a coeflicients périodiques et sur le moyen
t du d ire, « Annales de ’Ecole Normale Supérieure », 3° série, t. 28, 1911,
pp. 325-376 [in questo vol.: XVI, pp. 205-252].
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relativi alla coppia OX, OY, risulta
¢ K ; !
1=—20 +—1—)(Aeoszx + B sin® y — 2p cos x sin y) ,
od anche
: K K ‘ K
==l - s 2 i il 2 s geosn 1
(39) % (DA Q)cos x—}-(DB Q)sm 2 2Dpcosxsmx,

che ha proprio lo stesso tipo della (37), dovendovisi risguardare A, B,
p, 2, e quindi tutti e tre i coefficienti di cos? y, sin® y, cos g sin y, fun-
zioni periodiche di ¢. La y ammette pertanto un moto medio asinto-
tico ¢ = ]J;I_Iol z[t. Detto 0 il valor medio della funzione periodica 2, si

ha dalla (38) (integrando, dividendo per ¢ e facendo poi crescere ¢ inde-
finitamente)

(40) p=q+0.

11 calcolo effettivo di px ¢ semplicissimo nel caso elementare in cui
sono costanti 2, A, B, p, e con essi i coefficienti della (39). Si puod desu-
merlo da acconcia interpretazione geometrico-cinematica nel modo che
segue:

Indicata con

Q = }(an®®*+ any? + 2a,,y)

una generica forma quadratica definita, a ~ coefficienti costanti, si consideri
il sistema canonico

(41) @ = s Y = =
e 8i noti:

1) che @ = cost. € un integrale del sistema;
2) che dalle equazioni (41) segue

e 0Q 20
42 ey _— P —_— = :
(42) W—yr=a- +9 3y 2Q;

3) che, interpretando x, ¥ come coordinate cartesiane di un punto
mobile e designando con ¢ e y le corrispondenti coordinate polari, la
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(42) equivale a

. 2 . >
X = TQ’ = @,, CO8% ¥ -+ @y, 8in? y + 2a,, cO8 y 8in yx;

<

4) che il moto del punto (z,y) definito dalle (41) avviene sopra un
ellisse ¢ = cost. con velocita areolare

@y — y&) = Q = cost .

Il tempo impiegato a descrivere l'intera ellisse vale in conformita

Area dell’ellisse 1 4 (| _ 2z
Q R [ B X AH
(42") 20 29
Oy Ga
2Q 2Q

dove si designa al solito con « il determinante a,a,, — a},, e il radicale
8i intende preso in valore assoluto.

Ne viene che I'anomalia y, la quale a norma della (42') varia sempre
nello stesso senso, aumenta o diminuisce di 2z, ogniqualvolta ¢ aumenta
di 27//a. Questo assicura che il limite del rapporto y/t non pud diffe-
rire da -+ /&, valendo naturalmente il segno -+ quando y cresce sempre,
ossia quando & positiva la forma definita @, e il segno — nel caso opposto.
Si ha dunque, con tale avvertenza circa il doppio segno, il moto medio
q= ++a.

Questa conclusione si applica alla (39) nel caso di 4, B, p, 2 costanti,
sempreche la forma del secondo membro riesca definita, sempreché cioe,
prendendo

K 5 K
au=—I—)A—Q, azzz"l_)B"‘-Qy a12='“'5]’7

e notando che D pud anche presentarsi sotto la forma 4B — p?, risulti
, : K
(43) a:aua,,——q,,=ﬁ{K—(A+B).Q}+.Q’>O.
La espressione (40) del moto medio (assoluto) diviene in tal caso

(40") p==++va+ 2,

www.rcin.org.pl



464 XXXI. SULLA RIDUZIONE DEL PROBLEMA DEI TRE CORPI

dove si deve prendere il segno superiore o I'inferiore, secondoché la forma
in questione & positiva o negativa.

17. - Caso in cui i tre corpi si scostano poco da un piano fisso.

Moto medio del nodo per le soluzioni prossime alle triangolari di Lagrange.

Le considerazioni che precedono possono in particolare applicarsi al
caso in cui 1 tre corpi si scostano poco da un piano fisso. Prossimo a questo
¢ allora necessariamente anche il piano invariabile, sicché si pud sup-
porre senz’altro che i tre corpi si scostino poco dal piano invariabile,
precisando P’ipotesi nel senso che Pinclinazione ¢ possa trattarsi (per
qualunque ?) come quantitd di prim’ordine, trascurandosi tutto cid che
e, rispetto a ¢, d’ordine superiore al primo.

In tale condizione (cfr. § 11) riesce trascurabile il divario fra il moto
dei tre corpi nel loro piano e quello delle loro proiezioni sul piano inva- -
riabile, sicche il problema ridotto si confonde col problema piano.

Si confondono pure cosd coll’unita, M con K, di guisache la

cos ¥ = '—K— ’
non & piu atta ad individuare ¢}, ma diviene una pura identita.
Comunque, si puod trar partito da ogni soluzione mota X del problema
piano (dei tre corpi) per desumerne oot soluzioni non piane (9 = 0), richie-
dendosi all’uopo al pit una equazione di RICCATI (}2) per la determina-
zione di y, e una quadratura per la ¢. Quest’ultima deve infatti (dal
momento che la (24), in prima approssimazione, costituisce una semplice
identita) ricavarsi dalla (27), ossia (colla stessa approssimazione) da

P==dJd,

Sl

la quale porge
9 = ef(K/D)Jdt’

introducendo una costante moltiplicativa (arbitraria purché infinitesima).
Un’altra costante &, a dir vero, introdotta nell’espressione di y dall’in-

(**) Tale ¢ infatti la (37), come tosto si riconosce assumendo per funzione incognita et e
lo & pure la (39). Quando poi la X fosse conosciuta addirittura con referenza agli assi Oxy, allora,
a norma della (26), basta una quadratura, come dal § 14.
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tegrazione dell’equazione che serve a definirla [(26), (37) o (39), a norma
dei casi], ma si tratta di una costante inessenziale, che corrisponde ad
un semplice mutamento di orientazione della coppia fissa O&y nel piano
invariabile. Ecco perche é giustificata ’affermazione che ogni soluzione
piana X da luogo a oo! soluzioni non piane.

Quando la X2 & periodica, valgono naturalmente le considerazioni del
precedente §, e si ritrova cosi il risultato gia noto (**) che tutte le oo!
soluzioni ad essa subordinate posseggono uno stesso moto medio asin-
totico u del nodo.

Diamo un esempio di effettiva determinazione di x, assumendo quale
2 una delle soluzioni triangolari di LAGRANGE.

Piu precisamente riferiamoci al caso tipico in cui i tre corpi costi-
tuiscono un triangolo equilatero di grandezza costante, che ruota uni-
formemente attorno al baricentro 0. La velocita angolare 2 ¢ data, come
8i sa (1), da f

(4 lato del triangolo; m = m,+m,+m,; f costante di attrazione). At-
tesa la definizione di momento, essa é necessariamente sinistrorsa rispetto
al momento risultante K delle quantitd di moto; quindi (§ 1) positiva
rispetto ai nostri assi di riferimento. Prendiamo in particolare assi OXY
solidali col triangolo. Essi ruoteranno colla detta velocita angolare
costante 2, risultando pure costanti i relativi momenti e prodotto d’inerzia
A, B, p delle tre masse. Detta p, la distanza baricentrale della massa P,
(» =0, 1, 2), sara manifestamente

K=Qﬁ,m,g: = A 4B,
0

La (43) diviene in conformita
(43") a =0

(**) Cfr. L. TREVISANI, Sul moto medio dei nodi nel problema dei tre corpi, in questi Atti,
t. LXXI, 1912, pp. 1089-1137. A titolo d’esempio & ivi determinato il valore numerico di u per
le soluzioni prossime alle rettilinee di LAGRANGE. Si noti che un tal caso non si potrebbe trattare
colle pit comprensive formule della presente memoria, le quali poggiano sull’ipotesi preliminare
che i tre corpi costituiscano un effettivo triangolo.

(') LAPLACE, Oeuvres, t. IV, p. 311. Altra deduzione, pure semplicissima, delle soluzioni
in questione si trova nella memoria Sur la recherche des solutions particuliéres des systémes diffé-
rentiels et sur les is stati ires, « Prac matematyczno-fizycznych », t. XVII (Var-
savia, 1906), p. 22 [in queste «Opere »: vol. secondo, XXVII, pp. 465-502].

T. LEVI-CIVITA — Opere, I11I1. 30
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con che, a risultando positivo, si trovano soddisfatte tutte le condizioni,
di cui al precedente §, per I’applicabilita della formula (40')

p=+va+Q.

Va preso il segno superiore perché la forma di coefficienti

K K K
au———ﬁA_-Qy a22='l_)B—~Qs amz_ﬁpa
definita in virtu della (43'), ¢ positiva.
Cio risulta dall’osservare che
all + a22 — M)_QQ
D
Q : Q 4 ik
=j)-{(A + B):— 2D} =5(A2 + B +2p%)>0.
Si ha quindi dalla (43')
T 292,

ossia: il moto medio della linea dei nodi é doppio della velocita angolare
con cut ruota il triangolo dei tre corps.
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