Problémes mixtes et problémes sur des
variétés closes, relativement aux équations
linéaires du type elliptique.

Par

Georges Giraud.

Introduction.

L’objet du présent travail est de trouver, pour une équation
linéaire du type elliptique, une solution % qui prenne sur une partie
de la frontiére des valeurs données (condition du type de Dirichlet),
et qui remplisse sur le reste de la frontitre une condition du type
généralisé de Neumann. On suppose que, aux points de la variété
qui sépare les deux parties de la frontiére, ces deux parties forment
un angle: si I'on méne la droite suivant laquelle est prise la dérivée
qui figure dans la condition de Neumann, cette droite est tangente
a4 la partie sur laquelle on donne une condition de Dirichlet, et les
sens sont tels que, sans connaitre la fonction #, la condition du
type de Dirichlet permet de calculer cette dérivée, c’est-i-dire que
I'angle n’est pas rentrant; et Pon suppose que les conditions des
deux types s'accordent le long de cette variété de séparation. Par
exemple, si la fonetion u doit étre harmonique, on suppose que
les deux parties de frontiére sont orthogonales I'une & l'autre. La
méthode exposée s'applique aussi au cas ol, la frontiére n’étant pas
d’un seul tenant, ces deux parties n’ont pas de variété de sépara-
tion. M* Zaremba a déja traité, pour les fonctions harmoniques dans
l'espace & trois dimensions, un probléme mixte relatif & d’autres
hypotheéses ?).

1) S, Zaremba, Sur un probléme mixte relatif & 1'équation de Laplace,

Bull. int. de I’Académie de Cracovie, juillet 1910, p. 313—344.
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La méthode qui sera suivie, rend nécessaire de parler d’abord
des équations du type elliptique dont I'inconnue est une fonction
d’un point d’une variété close. De telles équations ont été consi-
dérées par Mr Picard?).

Chapitre L

Problémes relatifs & une variété close.

1. Définitions et hypothéses. Une variété close B & m
dimensions (m > 0) est, par définition, un ensemble de points de la
nature suivante: on peut trouver un nombre fini de régions L,
Byy..., B, situées sur BV et telles que tout point de B soit intériewr
4 au moins une région; et d’autre part chaque point d'une région
B, queleconque est défini par m coordonnées ou parametres z',2%,...,
x™, qui peuvent varier dans une région R,, bornée et fermée, de
'espace euclidien. On compleéte la définition de B en indiquant la
région de N, qui correspond & des points communs & B, et & B, et
en indiquant la transformation de coordonnées, qui permet, dans
cette partie commune, de passer d’une représentation & l'autre, et
cela pour tous les systémes d’entiers u et », distincts et au plus
égaux & n; il peut d’ailleurs se faire que deux régions B, et B, soient
sans points communs.

Nous supposons encore que si, dans la région commune & L, et
a B, on exprime les coordonnées x!,...,x™ propres & la région
L, en fonctions des coordonnédes t',...,¢" propres & la région B, les
dérivées de ces fonctions existent et sont continues, et le jacobien
Aol 2T)
gy, %
qu'il y ait jamais lien de changer I'ordre des coordonnées. On expri-
me cette propriété du jacobien en disant que B est orientable.

Nous supposons encore que les dérivées secondes de z',...,
2™ par rapport & #!,...,#" existent et sont continues, sauf peut-étre
aux points d’une certaine variété I, & m —1 dimensions, située
sur 8. La partie de I qui est située dans LB, (v=1,2,..., n), peut
par hypothése, étre recouverte par un nombre fini de parties telles
que chaque point de 9N intérieur & B, soit intérieur & 'une d'elles
et sur chacune desquelles les coordonnées z,..., 2™, dans le systéme

est positif, et cela quels que soient u et », et saus

1) E. Picard, Ann. sc. de 1'Ecole normale sup., t. 26, 1909, p. 9—17.
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propre & B, sont des fonctions de m — 1 paramétres, et les déri-
vées de ces fonctions existent et remplissent des conditions de Hol-
der avec un exposant donné k(0 << k< 1)?'), et les m jacobiens ne
g’annulent nulle part simultanément; enfin les régions de variation
de ces parametres sont toutes bornées et fermées; nous n’excluons
pas le cas ol I aurait des points multiples. Si m =1, IN se compose
d’un nombre fini de points, mais nous supposerons dorénavant m = 2.
Pour un point X quelconque, soit »(X) la distance de l'image de
ce point & l'image correspondante de 9 dans celle des régions R,
N,,... contenant X et ol cette distance est le plus petite; si aucune
région B, contenant X ne posséde de point de I, on prend » égal
au plus grand des diameétres de tous les NR,. Nous supposons alors
qu'on a, dans la région commune & B, et & B,
2 e
%gﬁ= Qi) (@, 8,y =1,2,...,m),

o O est le symbole de Landau; ceci doit avoir liea quels que
soient u et » si la région commune existe. Il résulte de pro-
positions antérieures que les dérivées des 2 par rapport aux
t# remplissent des conditions de Holder avec l'exposant k si k est
inférieur & wun ?).

Enfin nous nous donnons sur & un tenseur symétrique (g, ,),
tel que la forme quadratique de différentielles

Z’a.ﬂgmﬁdx“d.tﬂ

soit partout définie positive. On regarde (g,, comme le tenseur
fondamental qui nous permettra d’appliquer les régles du caleul
tensoriel de Christoffel; on suppose que les dérivées des g, ,, dans
I'un quelconque de ros systémes de coordonnées, existent et sont
continues en tout point non situé sur 9N, et 'on suppose en outre
que, en conservant & » la méme signification que plus haut, ces

1) Une fonction ¢ remplit une condition de Holder si, quels que soient
Xet Y ona

¢(X)—@(Y)=O[L*X,Y)] (k> 0),

ott O est le symbole de Landau, et L reqrésente la distance des deux points.
(oL
?) Cela résulte de ce que 25 (at—ﬁ)’ = O(r""i); voir Bull. Société math,

de France t. 61, 1933, p. 1—54. Cet article sera désigné par la lettre A,
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dérivées valent O(r*~'); enfin nous supposons que, sur 2B entier,
les g,, remplissent une condition de Holder avec I'exposant .

2. Opération du type elliptique sur une variété close.
Sur la variété B, close et orientable, donnons-nous un autre ten-
seur symétrique (a, ;) tel que la forme quadratique

2, 5 pda” daf

soit partout définie positive; nous supposons que les a,, remplissent
des conditions de Holder avec un exposant kA <Ck. Soient encore
(%) un tenseur donné, et ¢ une fonction scalaire donnée; on sup-
pose que les 4* et ¢ sont continus en tout point non situé sur IN,
et qu'on a

=00 (@=12...,m), c= 0@,

toujours avec la méme signification pour 7.

En désignant par D, le symbole de la dérivation covariante
de Christoffel, nous posons, en tout point non situé sur IR et pour
toute fonction « dont les dérivées jusqu’au second ordre existent
et sont continues en ce point,

Fu=23,,a%D —+2 a;i—{—cu.

La définition de I'opération §§ sera en outre étendue & cer-
taines fonctions u dont les dérivées secondes n’existent pas; cette
définition, qui a son origine dans un travail de M® Zaremba, est
entiérement semblable & celle qui a été donnée pour l'espace or-
dinaire ).

Soit encore f une fonction donnée d’un point de 2B; on sup-
pose f continu en tout point non situé sur M, et f vaut O(*"
On dit que, pour léquation Fu=f, u est une solution réguliére
dans un certain ensemble ouvert, si « et ses dérivées premiéres
existent et sont continus en tout point de l’ensemble, et si en outre
'équation est satisfaite en tout point appartenant & I'ensemble mais
non situé sur IN. On démontre, comme dans I'espace ordinaire, que
les dérivées de w remplissent une condition de Holder d’exposant
k dans tout ensemble fermé appartenant & P’ensemble ouvert donné,
pourvu que k soit inférieur & wun.

1) Bull. des sciences mathématiques, t. 56, 1932, p. 248 — 372, 281 — 312,
316—352, et errata p. 384%; spécialement chapitre I. Cet article sera désigné par
la letre g.

http://rcin.org.pl



39

3. Fonction de Green pour une variété close. Soient 4
le déterminant des g,, et D celui des a#; soit 4,, le quotient
par D du mineur algébrique de a®f. Nous nommons fonction de
Green, pour notre variété et pour 'opération §, une fonetion G(X, E)
qui jouit des propriétés suivantes:

1° Quand X et Z sont distinets sur B, G est, relativement
4 X, une solution réguliére de l'équation FG(X, EZ)=0 (quand
I'opération ¥ est appliquée & une fonction de deux points, nous
supposons toujours qu'elle porte sur le premier point, ici X).

2° Quand X tend vers Z, nous supposons que

G<Xv5'>—yz(+— V24 s(E) @ — B P —E9)s

ot F désigne ce que nous avons nommé la solution élémentaire
principale ) de l'équation Eu — wu==0; bien entendu, les x* sont

les coordonnées de X et les E“ sont celles de Z.

Nous démontrerons que, si la fonetion de Green existe, elle
est unique; en outre elle existe certainement si ¢ est négatif en un
point de B — M, et négatif ou nul en tout point de B — M.

Commengons par le cas ol ¢ remplit ces conditions. La dé-
monstration de lexistence de G se fera en deux temps: d’abord
nous prouverons que la fonction de Green existe pour l'opération
Fu— A%u, o 1 est une constante positive suffisamment grande;
ensuite nous prouverons qu’il en est de méme pour l'opération §.

Nous allons attribuer des poids aux différentes représentations
valables en un point X donné de B. Nous ferons en sorte que les
dérivées secondes de ce poids par rapport aux coordonnées propres
& la représentation, existent et soient continues dans toute la région
euclidienne correspondante. Pour cela, nous nous arrangeons d’abord
pour que toutes les régions euclidiennes NRy,..., N, soient des hy-
persphéres; en augmentant au besoin », cela est évidemment possible.
Il existe un nombre positif g, indépendant de X, tel que l'une au
moins des hypersphéres, de rayon 2p, qui ont pour centres les dif-
férentes images de X, soit intérieure & I'hypersphére 9, correspon-
dante. Alors nous donuons le poids un & toute représentation valable

1) g, chap. II. Le symbole z=o (y) signifie que 2/y tend vers zéro.
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dans I'hypersphére dont le centre est l'image correspondante de X
et dont le rayon est 2¢; si I’hypersphére tangente & 3, et dont le
centre est I'image de X dans 9i,, a un rayon R compris entre ¢ et
29, le poids de cette représentation est

(R_—i’)'[e_ 15 +10( 9)],

¢ 4

fonction nulle pour R =g, égale a un pour R =2¢, et dont les
dérivées premiéres et secondes s’annulent pour R = ¢ et pour
R = 2¢; enfin, pour R <C g, le poids est zéro.

Pour chaque domaine B, qui contient Z, en supposant que M
n'existe pas, nous formons la fonction H,(X,Z), nulle quand la
distance L (X, Z), comptée dans la région 9, correspondante, dépasse
o0, nulle aussi quand X n’appartient pas & L, et qui, dans le cas
contraire, a l'expression

H,(X, &)=
1 - LA (X E)]“
= F, |V 3, 4, 5(&)(x*— §*)(xf —5F [1——’ :
T &, 2l Fer dua BV — £ —E0) o
ol F, est la solution élémentaire principale de 3 2”: — ABu=0.

‘«

Nous multiplions cette fonction par le poids de la représentation
valable en Z| nous additionnons tous ces produits et nous divisons
par la somme des poids, qui est au moins égale & un. Le résultat
est une fonction H définie dés que X et Z sont distinets et qui,
quand X tend vers Z, devient infinie comme la fonction dont il

g'agit d'établir l'existence. Nous posons
KX, E)=FHX E)— A2 HX, E);

on constate que, si X tend vers Z, K vaut O[L*™(X, Z). Posons
maintenant

aVy=VAX) d@', 22,..., 2™),

de sorte que dV est invariant. On démontre, comme dans l'espace

ordinaire (g, chap. II, § 4), I'existence d’une constante 1, telle que,
(m

pour 42> 4,, la borne supérieure de Z |K(A4,E) dV, soit inférieure

& un. Si alors on pose

http://rcin.org.pl



41

m)

EO=K, K@®(X, E)= [ KX, A) K(A, E)dV,,

on constate que la série
(m)

400
HX 5)+ ¥ f H(X, 4) K™ (4, E)dV,,
n=1 P
dont les termes, & partir d’un certain rang, sont continus par rapport
a Xet & Z, converge uniformément et est une fonction de Green
pour DPopération Fu — A%u (4= 4,).

Si I existe, cette démonstration disparait. Dans ce cas, dans
chacun des espaces euclidiens qui contiennent les régions 3,, nous
prolongeons arbitrairement les a*#, de fagon seulement que la soiution
élémentaire principale (g, chap. II, spécialement § 4) de Popération

2u

g ke LN e
*" 3z, 9z, :

ainsi définie dans chaque espace euclidien, existe pour 4>0. Nous

désignons par H,(X, Z) le produit par VA%) [1 — Iﬂg;ld—)]s de
celle de ces fonetions qui correspond & l'espace contenant $,
tant qu'on a L(X,E) <g¢; H, sera nul dans le cas contraire.
Nous en déduisons, comme plus haut, une fonction H(X,ZE). Pour
AZ=>2,>0, on constate que H(X,E) et les d Hdx, ont des limi-
tations O[L*™(X, Z)] et O|L*™(X, )], indépendantes de 4; quand
L(X, E) reste supérieur & une borne positive quelconque, H et ses
dérivées de tout ordre par rapport aux 2 tendent uniformément

vers zéro quand 4 augmente indéfiniment. Si alors on définit K
(m)

comme plus haut, on constate encore que | |K(4,Z)|dV,, pour 4

assez grand, reste inférieur 4 une constante positive donnée (voir h,
chap. II, § 6). En prenant cette constante inférieure & wun, on en
déduit que la série formée comme plus haut converge uniformément
et représente une fonction de Green pour l'opération Fu — A%u.

Soit G, cette fonetion de Green. Nous cherchons la fonetion &,
dont l'existence a été annoncée, parmi les fonctions

(m)
G(X, E)= G,(X, E)+ [ G,(X, 4)o(4, E)dV,,
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oll o est une inconnue, continue quand les deux points sont distinets.
L'équation § G == 0 s’éerit alors
(m)
o(X, B) — 1 J G,(X, 4) 6(4, E) dV, — 2* G4(X, E),

équation du type de Fredholm. Pour prouver que la solution existe,
il suffit de prouver que [P’équation
(m)

1(X)— 22 [ G,(X,4)7(4)dV,=0
n’a que la solution zéro; or si

(m)
u(x)=_J G,(X, 4)t(4)dV,,

notre équation exprime que w est une solution, réguliére dans tout
B, de I'équation Fu = 0; cette fonction est nulle, car elle ne peut
atteindre ni maximum positif, ni minimum négatif (h, chap. IIL,
§8§ 13 et 14); comme l'équation en 7 s'écrit aussi 74 A*u=0,
7 est nul aussi, C.Q.F.D. Donc la fonction ¢ existe, et I'on vérifie
que G est une fonetion de Green.

Pour prouver, dans la méme hypothése sur ¢, que G est uni-
que, il suffit de remarquer que la différence de deux fonctions de
Green est une solution de l'équation homogeéne, et cette solution
est régulidre méme quand X est en Z (h, chap. II, § 16); cette dif-
férence est donc nulle.

Enfin, si nous levons notre restriction relative & ¢, soit G*
la fonction de Green relative & l'opération Fu — yu, ou yx satisfait
aux mémes conditions que ¢ et est supérieur & ¢ dans tout B—IN;
on démontre alors que, si G existe, cette fonction satisfait aux
deux équations de Fredholm

(m)
G(X, E)=G*(X,E)+/G*(X,A)x(‘4)G(A, B)dV, =
B
(m)

= G*(X, ) —{—JG(X,A) 2(4) G*(4,E),dV,,

et chacune de ces équations a une seule solution; réeiproquement,
toute solution d'une de ces équations est une fonction de Green
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pour l'opération §§. La démonstration est semblable & celle qui con-
cerne la solution élémentaire principale dans lespace ordinaire
(h, chap. III, § 2; g, chap. II, § 12).

4. Probléme relatif a la variété close. On peut se donner
une fonction f remplissant sur tout B les hypothéses indiquées (§ 2),

et se proposer de trouver une fonction u, solution partout réguliére
de I'équation

Ce type de problemes est spécial aux variétés closes, et a été con-
sidéré par M* Picard?).

Si ¢ est négatif ou nul en tout point de L — IN, et négatif
en au moins un de ces points, la solution existe et est unique, et

elle a pour expression
(m)

() = — ! G(X, 4) f(4) V.4,

G étant la fonction de Green.

Dans le cas général, soit y une fonction remplissant les mémes
conditions que ¢, et supérieure & ¢ dans tout L — M; alors le
probléme équivaut i I'équation de Fredholm

(m)
() e — rIl[ G* (X, A)[ £(4) — g(A)u(4)] AV,

ol G* est la fonction de Green relative & lopération Fu — yu.
Si le probléeme homogéne a p solutions linéairement indépendantes
(p > 0), soient v,, v,,..., v, les solutions linéairement indépendantes
du probléme homogeéne adjoint, c’est-a-dire de l'équation

(m)
2(X) —‘[v(A)x(A) G (4, X)dV, = 0;

alors les conditions nécessaires et suffisantes pour la solubilité du
probléme donné sont

(m)
fv,dV=0 (o == 120 i)

1) E. Picard, loc. cit.
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On remarquera que le cas d’'une solution unique est précisément
celui ou l'opération ¥ admet une fonction de Green, et qu’alors u
peut s'exprimer comme dans le cas ol ¢ est négatif partout.

Si ¢ est identiquement nul, le probléme homogéne correspon-
dant au probléme donné, c'est-a-dire le probléme ou f= 0, admet
pour solution une constante quelconque, et n’en admet pas d’autre.

5. Autres problémes. Soit maintenant ® un domaine donné
sur B; on suppose que sa frontitre S remplit les mémes hypothe-
ses que MM, et en outre © n'a pas de point multiple. On peut se
poser, & propos de ce domaine et de l'équation Fu = f, les mémes
types de probléemes que dans l'espace euclidien.

Le premier type consiste, étant donnée une fonction ¢ con-
tinue sur &, & trouver une solution, réguliére dans D, de I'équation
donnée, qui soit continue dans D + S et égale & @ sur & (notre
méthode, comme dans l'espace euclidien, entrainera parfois des res-
trictions pour @); c'est le type de Dirichlet.

Dans le deuxiéme type, on se donne deux fonctions ¢ et ¢
continues sur &. La fonction % sert & définir une opération qui
sera nommée @ u. Les représentations paramétriques que nous avons
choisies, définissent une orientation du domaine D; nous choisissons
pour © Tlorientation associée & celle-ci!), et nous posons, pour &,

d8=JA B o 1) rMetllgel g (anth L. ot )BT @),

©,d S = (— 1)) g (zoH,... 207,

ol (2°*',... 2z%") désigne le résultat obtenu en permutant ecirculai-
rement les coordonnées, de fagon & amener z* en téte, puis en sup-
primant @ Par définition, d.S est la mesure d'un élément de O,
et les w, sont-les cosinus directeurs de la mormale extérieure. On
voit que d S est invariant, et les @, sont les composantes covarian-
tes d’un tenseur: on a I, ,9“f®,®, = 1. Par définition, si les dé-
rivées d’une fonction w existent et sont continues dans D | S
on a, sur &,

_ ou
Ou=23, ja*f wam-{— Yu,

de sorte que @u est invariant. Pour étendre cette définition & d’au-
tres fonetions u, désignons par Y un point de &, par y* ses coor-

1) Ann. sc. Ec. norm. sup., t. 43, 1926, p. 1 — 128, spécialement chap. I,
§ 4, p. 9
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données (¢ =1,2,...,m), et par Y, un point qui a pour coordon- .
nées des quantités

y* — tZga*fa,+4 O(*) (>0, h>0, a=1,2,...,m);
par définition

Ou(Y)=lim 'ﬂ-)—j_’.‘(y‘)-y Ww(Y)u(Y),

t—>0

pourvu que la limite existe et soit indépendante des quantités
O(t"*). Cela posé, le deuxiéme type de problémes consiste & trouver,
pour l'équation Fu = f, une solution u réguliere dans D, continue
dans D 4 &, et satisfaisant sur S & la condition Ou=¢p.
Il convient de traiter d’abord ce second type de problémes.

Si ¢ est négatif sur tout B, de fagon que la fonction G de Green,
relative & B, existe, on remarque que le potentiel de simple couche

(m—1)

1¢(X)=2/ G(X, 4)0(4) d S,
S

est une solution, réguliére dans D, de I'équation Fu —0; cette so-
lution est continue dans D& et elle satisfait sur & a la condition

(m—1)
Qu(¥)— a(Y)+2f@G(Y, 4) o(4)dS,,
S

exactement comme dans l'espace euclidien. Dé&s lors notre second
type de problémes se résout. dans les hypothéses indiquées plus
haut, exactement comme dans l'espace euclidien (k, chap. III, § 7);
la notion de fonction de Green relative au domaine D et aux opé-
rations § et @ se définit comme dans 'espace euclidien, et la for-
mule de Green reste également valable.

Pour le premier type de problémes, on formera, comme dans
lespace euclidien (h, chap. III, § 9), la fonction de Green relative
au domaine D et & l'opération Fu — yu. La solution du probléme
posé en résulte si les dérivées partielles de ¢ existent et remplis-
sent des conditions de Holder.

Si les dérivées partielles des a™f existent et remplissent, ainsi
que les 4% des conditions de Holder au voisinage de &, on peut
traiter, comme dans l'espace euclidien, le cas ott @ est continu sans
plus, car la fonction de Green d’une opération Fw — yw peut étre
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- dérivée par rapport au second point, ce qui permet de lui appliquer
I'opération Z définie plus loin.

Disons aussi qu'on peut traiter, comme dans I’espace euclidien,
un troisiéme type de problémes: si, dans la définition de Qu, au
lieu de faire tendre la direction Y'Y, vers la direction indiquée
(dite parfois transversale & ©), on la fait tendre vers une direc-
tion non tangente quelconque, ce troisiéme type de problémes con-
siste & se donner sur © le résultat de cette nouvelle opération @
appliquée & u?).

6. Opération adjointe. Par définition, on a

8
Gv=23,,D, (aaﬂj—;’) . D[ 2 5 ]-I—cv,
pourvu que les coefficients de » et de ses dérivées premidres et
secondes existent et remplissent les mémes hypothéses que les coef-
ficients correspondants dans §. Si alors la fonction G(X, Z) de
Green existe sur la variété 8 pour 'opération F, elle ex1ste aussi
pour &, et elle s'obtient en échangeant les roles des deux points
dans G. L'opération Z (dzéta) correspondant & O est alors

Zv=23,,0, Dg(afv) 4 (¢ — I, 0% w,) 0.

Ce qui a été dit antérieurement pour.l’espace euclidien peut se
répéter maintenant pour L.

Chapitre IL

Problémes mixtes,

1. Introduction d’une symétrie. Soit D un domaine borné
de I’espace euclidien & m dimensions (m > 2), ou un domaine pris
sur la variété B, close et orientable, définie au chapitre I, paragraphe 1.
On suppose que la frontitre © de D existe et satisfait aux hypo-
théses précédemment énoncées pour I (chap. I, § 2); en outre ©
n’a pas de points multiples. Nous admettons désormais que IN
comprend la totalité de &, et peut-étre d’autres points.

Nous allons définir une nouvelle variété 28, close et orientable, qui
contiendra D. En dehors de D, cette variété comprend un domaine €

1) Deux articles, non encore parus, développent la solution d’abord pour
deux et trois dimensions, puis pour m dimensions; on trouvera des indications
dans une note, Comptes rendus, t. 195, 1932, p. 454—456.
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identique & D; mais l'orientation choisie sur € est opposée & l'orien-
tation choisie sur D, ce qui s'obtient par le changement de coor-
donnée #'! = — ', dans chaque région LB, qui contient des points
de D, les autres coordonnées ne changeant pas. Nous ferons en sorte
que les composantes du tenseur fondamental (g,,) pour € se dédui-
sent des composantes relatives & D par ce changement de coordon-
née. © est regardé sur I comme la frontiére entre D et €. Il reste
a4 trouver des représentations paramétriques, en nombre fini, qui
conviennent pour les points de & et de son voisinage dans D et
dans €. Il a été démontré (A, chap. IV, §§ 1 et 2) que, ¥ étant
un point donné de &, on peut trouver un systéme de variables
y' y%,..., y", valable pour tous les points assez voisins de Y dans
D + S, et tel que, dans ce voisinage de ¥V, © soit identique & la
variété y” =0, et D identique & l'ensemble y™ > 0; si en outre on
désigne par a'># et par b* les composantes des tenseurs (a®f) et
(6%) pour ces nouvelles variables, on a

’

alma— 0 ipour Sy — O (g =11 4200 i =—ul);

Nous avons besoin qu'en outre les dérivées secondes des y° par
rapport aux anciennes variables existent en tout point de D — I
et admettent des limitations O(»*~*). Il nous suffit pour cela de mo-
difier légérement la formation des fouctions y*. Comme précédem-
ment (&, chap. IV, § 1, p. 43 et 44), nous nous ramenons au cas
ol les anciennes variables sont telles qu’au voisinage de Y, © co-
fncide aveec z" =0, et D aveec 2™ > 0. Ensuite nous remplagons
I'équation du type elliptique & laquelle y* doit satisfaire dans D au
voisinage de Y, par (voir h, chap. IV, § 1, p. 4b)

aﬂya SR 2 At
Zp a7 oy — AT = — A7 9,2

dans cette équation, les coefficients de l'inconnue y* et de ses dérivées
premiéres et secondes, ainsi que le second membre, remplissent

des conditions de Holder avee l'exposant A; par conséquent les dé-
PNty

rivées secondes —~—-

3 5‘15/)7 existent en tout point du voisinage de Y
xf dx

dans D, et les dérivées% remplissent des conditions de Holder,

avec l'exposant k, dans le méme voisinage, pourva que 2 soit <1I.
I*(="y")
dxf dxv

On en déduit que 2, a®7 — A7%z"y* remplit, dans le mé-

Paiistwowy Ingtytut Matomatyczay
WARSZAW A
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me voisinage, une condition de Holder avec l'exposant 2 < 1, et
par suite (h, chap. IV, § 4) les dérivées secondes de z™ y* remplis-
sent des conditions de Holder avee le méme exposant; done les

o
5;;'%;, valent O[(x™)*~'] (h <<1), et notre but est atteint. Puisque
tout point Y de & est intérieur & une région de & ou une telle
représentation est valable, un nombre fini de telles représentations
suffit pour tout @ et son voisinage dans D. Par définition mainte-
nant, si 1, 4% ..., y™ sont, dans une telle représentation, les paramétres
d’'un point de D, ce qui entraine que y” est positif, ¥, »%...,—y"
sont les parameétres du point correspondant de €. Avec notre défi-
nition sur lorientation choisie pour €, on vérifie que tous les jaco-
biens sont positifs, et par suite la variété 28 aiusi définie est
orientable.

Par suite de la condition posée plus haut pour D et pour G,
les composantes g, , (@ = m) du tenseur fondamental, avec les para-
métres y y%...,y™, doivent &tre des fonctions impaires de y™, et
toutes les autres composantes doivent étre des fonctions paires de y™.
Pour que les g,, restent continus, il faut done modifier le ten-
seur fondamental de fagon que les g, ,(a = m) soient nuls sur &.
Nous définirons des fonctions g¥, dans chaque domaine ol un
systéme de variables y*, du type qui vient d’étre introduit, est
valable; ces fonctions doivent satisfaire, dans ce domaine, & toutes
les hypothéses relatives au tenseur fondamental (chap. I, § 1), et
en outre les g¥ , (a == m) doivent étre des fonctions impaires de y™
(ce qui entraine leur nullité pour y” = 0), et les autres g¥ , doivent
étre des fonctions paires de y™; sauf ces conditions, les g¥, sont
arbitraires dans chacun de ces domaines. Dans chaque région com-
mune & D et & l'une des régions B, on prend les g¥, égaux,
dans le systéme des variables propres & cette région, aux compo-
santes g,, du tenseur fondamental qui était donné sur B; dans la
région correspondante de ©, les g¥, se déduisent des précédents
par le changement de coordonnée z;, = — x,. Dans les régions ou
interviennent les variables y* les différents systémes de fonctions
gx s me se raménent pas les uns aux autres par les relations entre
les variables correspondantes: mais ayant défini le poids comme
plus haut (chap. I, § 3), nous multiplions chaque systéme de g¥, par
le poids correspondant; les ayant tous ramenés 4 un méme systéme
de variables, nous ajoutons ces produits et nous divisons par la
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somme des poids: le résultat de cette opération est un tenseur qui
jouit sur B de toutes les propriétés voulues, et que nous nomme-
rons désormais (g, ).

Cette modification du tenseur fondamental se répercute sur
la dérivation covariante. Nous modifions donc aussi le tenseur (4%),
de fagon que lopération i donnée dans D ne soit pas altérée.

Il reste & définir sur tout I l'opération F, qui, par définition,
coincide dans D avec l'opération donnée; pour le point de € qui
correspond & un point donné de D, elle se déduit de l'opération
donnée par le changement de variable #'! = — z1. Cela entraine
qu'avec les parameétres y', y% ..., y™ qui conviennent pour une région
de &, les a’™* (e =m) et b'" sont des fonctions impaires de y™, et toutes
les autres fonctions af, b et ¢’ sont des fonctions paires de ™.

Par définition, un point de D et son correspondant dans €
sont dits symétriques I'nn de l'autre. Un point de © est son propre
symétrique.

On congoit que cette symétrie a des propriétés remarquables.
Si notre opération § admet, pour ¥ entier, une fonction de Green
G(X, E), et si on distingue par un accent deux points X et X’
symétriques 'un de l'autre, on a G(X, E)= G(X’, Z). La fonction
G(X,E)— G(X,EZ’) est donc la fonction de Green relative aux
problémes du premier type dans le domaine D. La fonction 8[G(Y,Z )
-+ G(Y, E")] est nulle si la fonction ¥, qui intervient dans la défi-
nition de @ sur &, est nulle.

2. Probléme mixte, énoncé et préliminaires de la so-
lution. Soit D un domaine borné de I'espace euclidien & m dimen-
sions (m > 2), ou un domaine pris sur la variété ¥ du chapitre I,
paragraphe 1. On suppose que sa frontiére se compose de deux
ensembles ouverts © et ¥, et de leur frontiére commune €, qui
remplit les conditions suivantes (le cas ot € n’existe pas est com-
pris dans nos considérations, mais il peut aussi se traiter autre-
ment): on peut trouver sur € un nombre fini de régions fermées,
telles que chaque point de ¢ soit intérieur & au moins une de ces
régions; dans chaque région, les coordonnées z!, 2% ..., 2" d’un point
de € sont des fonctions de m — 2 paramétres dont le champ de
variation est borné et fermé; les dérivées des x* existent par hypo-
m(m — 1)

thése, et remplissent des conditions de Holder, et les

jacobiens ne s’annulent simultanément nulle part; on suppose que €

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIIL. 4
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n’a pas de point multiple (ces hypothéses se simplifient d'une fagon
évidente pour m =2). Ensuite on suppose qu'on peut recouvrir
& + € par un nombre fini de régions fermées, telles que tout point
de © soit intérieur & au moins l'une d’elles et telles que, dans
chaque région, les coordonnées z!,22,...,2" d’un point de S+ €
soient des fonctions de m — 1 paramétres dont le champ de varia-
tion est borné et fermé; les dérivées des 2 existent et remplissent
des conditions de Holder, et les m jacobiens ne s'annulent simul-
tanément nulle part; enfin © 4 € n’a pas de point multiple. Les
hypothéses sur ¥ 4 € sont exactement les mémes que les hypotheé-
ses sur © | @, et en outre T n’a pas de point commun aveec &.
Enfin considérons les paramétres directeurs @, de la normale & T 4 €
en un point Y variable sur €, cette normale étant dirigée vers lex-
térieur de D: on suppose que la direction transversale J;a*fw, est
tangente au prolongement de © au deli de T (par conséquent 'angle
de © et de T n'est pas rentrant); si les w, sont les paramétres di-
recteurs de la normale & & + €, on a done =, ;a*fo, w; = 0.

D étant ainsi défini, nous nous donnons sur & -} € une fone-
tion @* dont les dérivées existent et remplissent des conditions de
Holder; sur T4 €, nous nous donnons deux fonctions 1 et ¢, con-
tinues sans plus, dont la premiére sert & définir sur T 4 E Dopé-
ration @. Aux points de @, la valeur de @u, relative 3 T4+ €
pour toute fonction % qui prend sur & les valeurs ¢* peut se
calculer 4 l'aide de @*: nous supposons que cette valeur est égale
a @. Le probléme mixte que nous avons en vue est le suivant:

Trouver une solution u, réguliére dans D, de Véquation

Su=/1,

telle que u soit continu dans D+ S+ T+ €, et telle en outre
qu'on ait

u=—¢@* sur 4+ €, OQu=¢ sur T4 C.

Pour résoudre ce probléme, nous commengons par former,
sur ¥ ou dans I'espace euclidien, un domaine borné D,, contenant
D+ T, et dont la frontitre &, contient S -4 ©; en outre cette
frontiére &, doit satisfaire aux hypothéses antérieures relatives
a I (chap. I, § 2) et étre dépourvue de points multiples; d’aprés
nos hypothéses, la formation de D, est possible. Nous formons en-
suite, & partir de D,, la variété 2 dont il a été parlé au para-
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graphe 1, et nous définissons, sur I8 entier, le tenseur fondamen-
tal (g,,) et Uopération §, comme il a été expliqué.

3. Fonction de Green d’un probléme mixte. Nous nom-
merons maintenant 9 'ensemble de &,, de Ja partie de I'ancienne
variété M située dans D;, et de la variété symétrique de celle-ci.
Soit T’ la variété symétrique de T; T+ € 4 T’ est la frontitre
d’'un domaine pris sur W et formé de S, de D et du domaine D’
symétrique de &. Nous définissons sur T’ l'opération @ en prenant
pour ¥ toujours les mémes valeurs en deux points symétriques.

Nous supposons d’abord que ¢ est négatif ou nul en tout
point de D — M, et y positif ou nul sur tout T; en outre nous
supposons qu'ou bien ¢ est négatif en un point de D — I, ou bien
¥ est positif en un point de T. Nous allons prouver qu’il existe
alors une et une seule fonction F*(X,E) solution réguliére dans
D4-D'+C&—EF de l'équation FF*=0, devenant infinie & la fagon
des fonctions de Green quand X tend vers E, pourvu que E appar-
tienne & D+ D' + &, et qui, quand X vient sur T+ T 4 C—E,
satisfait @ la condition @ F'* = 0.

Nous remarquons que la variété T 4 T4 € satisfait aux
hypothéses dans lesquelles nous savons résoudre le second type de
probléemes (chap. I, § 5) pour chacun des domaines qu'elle sépare;
cela découle de ce que, dans le systéme des variables »* adoptées
pour un point de & et pour son voisinage (§ 1), on a @, =0.
Par conséquent l'existence de #'* est un cas particulier de ce qui
a déja été vu (chap. I, § b), et 'on sait aussi que F'* est unique.

Il est évident qu'on a F*(X', Z')=F*(X, E). Alors la fonction

F(X,E)=F*X, E)— F*X, &),

ol X et Z appartiennent & D 4 & 4 T 4 €, est continue relative-
ment & 'ensemble des deux point tant que ceux-ci sont distinets;
elle est une solution réguliére de P’équation FF =0 dans le do-
maine D — Z; elle s'annule quand l'un des points X et [ vient
sur G +4 €, les deux points restant distincts, et elle remplit la con-
dition ® #—10 en tout point X de T 4+ € — Z; enfin F'— G est
continu méme quand les deux points coincident dans D. Cette
fonetion F' est la fonction de Green de motre probléme mixte par
définition.

Les fonetions #'(X, Z) qui rempliraient toutes ces conditions,
méme en supprimant les restrictions imposées plus haut & ¢ et & v,

4*
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se nommeront encore des fonctions de Green, pour les problemes
mixtes correspondants.

4. Solution du probléme mixte. Nous commengons par
construire une fonction w, prenant les valeurs @* sur ©; cette
fonction et ses dérivées devront étre continues dans D 4GS + T+ 6,
et l'on devra pouvoir lui appliquer Popération I en tout point de
D — M, le résultat de cette opération devant étre O(r*~'). Pour
cela, on prolonge ¢* sur la totalité de ©,;, de fagon que les déri-
vées de cette fonection existent et remplissent partout des conditions
de Holder; d’'aprés les démonstrations auxquelles nous avons ren-
voyé & propos du premier type de problémes (chap. I, § 5), nous
savons trouver dans D, + &, une fonction continue w, égale & ¢*
sur &,, et telle que, par exemple, on ait dans D,,

Fw —cw=0,

car certainement cette équation posseéde effectivement une telle so-
lution; on a bien Fw = O(r*7?), et les dérivées de w remplissent
des conditions de Holder dans D, + &, (k, chap. IV, § 2). Alors
la fonetion v = u — w doit étre dans D une solution réguliere de
de Fv=f— Fw, elle doit sannuler sur & 4- € et remplir sur
T + € la condition @®v=¢ — Gw, dont le second membre, d’aprés
nos hypothéses, est continu et s’annule sur G.

Si lon prolonge une solution v de ce probléme dans la région
D' 4 T, en décidant que ses valeurs en deux points symétriques
sont opposées, la fonetion v est solution, réguliére (k, chap. II, § 16)
dans D 4 © 4 D', de I'équation

Fo=A,i,

olt f; est une fonction qui prend toujours des valeurs opposées en
deux points symétriques, et qui coincide dans D — M avee [ — F w;
sur T4 T 4 C, on a Bv=g,, ol ¢, prend toujours des valeurs
opposées en deux points symétriques et coincide sur T 4 € avec
@ — Ow, de sorte que ¢, est continu sur T + T’ 4 €. Cette fone-
tion v est donc une solution d’'un probléme du second type. Soient
c—y ot Y —w deux fonctions remplissant respectivement les mémes
hypothéses que ¢ et v, y compris les hypothéses sur la symétrie,
mais la premiére est négative dans tout D — IN, et la seconde po-
sitive sur tout T; si F*(X, Z) est la fonction de Green correspon-
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dant aux opérations Fv— v et Ov— wv et au domaine D+ S 4 D',
v est donc donné par I'équation
(m)
M @ =— [ XA —x@)s(4)av,
D+D’
(m—1)
+ [ P Blpu(B)— o (BB S5,
Eat Y
dont on désire la ou les sclutions qui prennent toujours des valeurs
opposées en deux points symétriques. De toute solution v(X) de
cette équation de Fredholm, on peut en déduire une autre qui prend
toujours des valeurs opposées en deux points symétriques, et qui
par suite remplit toutes les conditions voulues, a savoir la solution
v(X) — v (X
e
F(X,E)= F*(X,E) — F*(X,Z'), relative au domaine D et aux
opérations Fov — yv et Ov — wv (§ 3), les fonctions » en question
satisfont dans D + © + T + € a Péquation de Fredholm
(m)
® o0 =— [ FXAAUD— 1 d)o(4) T,

D
(m—1)

4 f F(X, B (g4 (B) — o(B)o(B)] dSy;

T

. Dlailleurs si l'on introduit la fonction de Green

réciproquement toute solution de cette équation (2) s’annule sur &
et, si on la prolonge dans @' de fagon qu’elle prenne en deux
points symétriques toujours des valeurs opposées, elle satisfait a I'é-
quation (1), et elle est par suite une solution de notre probléme.

Il est done démontré que le probléeme mixte considéré iei
équivaut & la résolution d'une équation de Fredholm, & savoir
I'équation (2).

En particulier, si le probléme homogeéne correspondant n’admet
que la solution zéro, le probléme donné admet une solution et une
seule. Il en est notamment ainsi dans le cas ou ¢ est négatif ou
nul en tout point de D — IN, et y positif ou nul en tout point de T;
le cas ol ¢ et u seraient identiquement nuls n'est pas & exclure
(comme il arrive dans le second type de problémes), car la con-
dition de s'annuler sur & entraine qu'une solution constante est nulle.
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Si le probléme homogéne admet des solutions non identique-
ment nulles, et si toutes celles-ci dérivent de p solutions linéaire-
ment indépendantes, le probléme proposé n’est soluble que moyen-
nant p conditions, Pour simplifier, soit ¢* =0 la fonetion donnée
sur &. Soient v,,...,v, des solutions linéairement indépendantes du
probléme homogéne adjoint, c'est-d-dire de I'équation

(m) (m-1)

) oX)— [ F4X)14)od)aV,+ [ F(B, X)0(B)o(B) d5,=0;

alors on vérifiera sans peine que les conditions nécessaires et suf-
fisantes pour la solubilité du probléme donné sont

(m) (m—1)
fv,,de——f v,pdS=0 (=12 L )
D p: 1

Si l'opération & adjointe & §F existe et satisfait aux mémes
hypothéses que $, le probléme adjoint est identique au probléme
mixte relatif & l'opération &, et & l'opération Z (chap. I, § 6) sur
la partie T de la frontiére’).

Bonny-sur-Loire, le 15 décembre 1933.

1) La méme méthode s’applique au cas ou l’on remplace la condition de
Neumann par une condition du troisiéme type décrit plus haut (chap. I, § b),
pourvu que, sur (§, cette condition se réduise au type de Neumann. Pour le méme
domaine, on peut traiter d’une fagon semblable le probléme de Dirichlet. Enfin si
I'on donne une condition de Neumann sur une des deux parties de la frontiére,
un changement d’inconnue permet encore d’introduire une symétrie (§ 1) (ajouté
sur U'épreuve).
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