Sur les fonctions satisfaisant a la condition
de Lipschitz généralisée.
Par
Stanistaw Ruziewicz (Lwéw).

Le but de cette note est de donner pour tout e positif <1
un exemple d'une fonction satisfaisant & la condition de Lipschitz
généralisée, ’est-a-dire a l'inégalité:

|fl@)— ) | S M|z —y %
et ne possédant de dérivée pour aucune valeur de lintervalle (0, 1).

Soit @ un nombre positif < 1. Choissons un nombre naturel
g > 2 suffisament grand pour qu'on ait

(1) Bg—2<g;

on vérifie sans peine que de tels nombres g existent pour tout

a< .

Posons pour tout nombre entier y, ot 0 <Cy<<39—3:

y 1
a,=-:, b =— our y=0 (mod 3
y=3p =7 pour y=10 ( )
2 il
(2) ay=7_:;+;, y=—§ » y=1 n
—2 i
ay—l-g‘q—-, b7=—g » yE? ”
On a
—1
(3) Ogaygg"‘g_,
et
(4) a}, "I—‘ by — ay+x.
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Soit # un nombre réel de I'intervalle (0,1), défini par le dé-
veloppement

oo m‘_Jg___ 3
®) x—2](3g_2),,
posons
(6) f(x)=a, +b, 6, +b,b, a, +b,b,b 0 +..

La fonction f(x) ainsi définie est univoque pour tout nombre x
de lintervalle (0,1); en effet, si z a deux développements différent

(7.>0)

it 39—2+(39 2)'+ +(39 r

et

Yn
39—2+ 39—-2)’+ +( )+(39 3)'*“+
et si f(x) est définie pour le premier de ces développements:
x)=e, +b, a, +..4+5, 0b,..5, a,,

en désignant par f(x) le cdté droit de (6) pour le second déve-
loppement, nous aurons

f@)=a, +b, a, + .+ b, b,..5, 6,  +

3 39 —
T by by b"ﬂ”‘ + by, By, by byt 8y +

=a, +b,a, + +b,b,..5, 8, .+
+ byn b?’s Vn— [ 7n_] + b}'n_l]
done, d'aprés (4):
f(@) = flx).

Soit maintenant

’=§(3/—”2y

et
o A
;...,..H(dg 2

ou N =1 et 0<<az4h<<l.
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Le développement de x - A est

() PTG +2+ 255
ou bien
S i
fi.otd _2(39 2y T By 2)"+2 rgea
( SpPssn
7,<39—3)'

Dans le cas (a) nous aurons
f(.’L' 4 h) — f(@) = b}', b}'g"' b}’n [(a)".'+1 oo a7-+1) T
+ (bY.'.+x O b7n+1 a’}'u+2) + ]’
done, d’aprés (2) et (3):
1 —1 —1
et B —f@) < p [ 42l ] =

Dans le cas (), en posant

e s EYalin %+l
gy ros +(39 oy T T gg—2y
3g—3 39

Vi Va v
g — 2+(39—2)‘~’+ Ghis 7 —72?+(39—2)“+(39 2)"”+

nous obtenons (z et le second développement de & et de méme
x4 h et le premier développement de £ coincidant resp. dans ses
n premiers chiffres et se différant dans le » 4 1 chiffre), en utili-

sant l'inégalité obtenue dans le cas a:

|fle+h)—fl@)| <|fa+h)—FE|+ |/ —/@)]|<

‘Q\*‘

Dans les deux cas (a) et (3) nous obtenous done pour 4>0,

<zr<<lL,0<az4+h<1:
i 1
|f(x+h)—/(x)|<4gg,—_m

ce qui donne, d’apres (1):

49
| fle+h) — x1|<(3y gyHe

done

| flz 4 k) — f(2) | <3gh~
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Pour 2 <0 on obtient 'inégalité
|/ k) — f@) | <3g|h|~

La fonction f(z) satisfait done & la condition de Lipschitz
généralisée,
Soit maintenant (5) le développement d’un nombre x, ou
<K& <1, ayant une infinité de chiffres y, différents de 39 — 3.
Supposons que pour une infinité de n,, tels que y, 4=39—3,
on a

¥a, =0 (mod 3)

(nous avons done y, <39 — 6).
En remplagant y, par y, -+ 2, nous trouvons pour

R e )
Tny _g(:’ig —2) e (3g — 2) t%]@y —2)”
d’apres (1):
f(x)—ay‘l"byla 0T +by,b72 }'4 7--1+

e ey
+ by, by b, (1’ Byt oo = 1@,
&od
=7 0

Or, en remplagant y, par ¥, -+ 3, nous trouvons, pour

”‘~_2<3g e 2)”x+2<39 2

V]
f(x, o B +b ay+ b, 9, yn 2% £
1
+bylby’...b”x —{—b},‘ oo Byt g Oy o =
- <)+b 5, y,_,l.
9
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d’on, d’'apres (2):
S
lim =

x=>00 } x — ] x—>00
%

(3.9 3 g)n” == OO,
g
La fonetion f(x) est done dépourvue de dérivée pour toute
valeur z de l'intervalle (0, 1), dont le développement a base 3g—2
a une infinité de chiffres y,=0 (mod 3), y, <39 —6.
Supposons maintenant, qu'on a pour une infinité des indices n,:
., =1 (mod 3).

En remplagant y, par y, —+ 1, nous avons

f@) =0, +b, 8, +..+b,b,..b, ,a, ,+

(o, =13 4
+b, bh...b%x_,—g—-l—b,, L = T
1

—f(x /‘ ),2 ”g"1§+2byl byz...by"x_lgay.x_‘_n—'—...,

done

f,) —f(@) (29—3)=b, b, ... b;,n"_l
Tt i g :
J1— 2a;,””+1 — 2b7"x+‘ ay_“+2— 5d

En emplagant y, par y, — 1, nous avons:

- 1 ; 1
f@)=7@—b,b,..b, | ; +2b,b,,... b, 7%m + ey
d’ol
f@,)—f@) (Gg—3red,b, .0, ,

‘—vn“ = @ g

11— 2“7.. e 2by,, - Gy, 40— ]
__f@)—r@
e X, —

Si pour ces valeurs la dérivée existait, elle serait nécessaire-
ment nulle, et nous aurions I'égalité

(*) xli?:n[aYnu.H + by"u'i'l ayn“+2 + 0 ] et %

D’autre part, en remplagant y, par y, -+ 2, nous avons:
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1 ¢
7(.1’"“) - — f(J«) + 2[))” b},’ 0o b}’nx—-l ; ay"x+] +2b71 b)’, e’ bynx—l .

1
; 'é by,.“.H a}'-n+2 + -

d’ol
,.(;"x) b f(w) (Q'q =5 3)'n b"/l b71 & b?nn—l
R 29 T L T

done, la supposition que pour ces valeurs une dérivée existe, entraine:

lim[a;,"n_i_l 4 b;,"“+l a;,nu_,_2 +...]=0,

x—>00

contrairement & (¥).

La dérivée de la fonction f(x) n’existe donc non plus pour
ces valeurs de l'intervalle (0, 1), dont les développements pour la
base 3¢ —2 ont une infinité des chiffres y,=1 (mod 3).

Supposons enfin, qu'on a pour une infinité des indices n,:

Yu,==2 (mod 3).
En remplagant y, par y, — 2, nous avons:
S(&,)=1(=),

d’ou
f(z.)— f(z)
i

li — = 0;
x—>00 x,,x =

en remplagant y, par y, - 1, nous obtenons:

1
f (‘?"u)=f @+, byf.-'“b'/n”—l_é’
d’ott
L ) e
et T (31—2) = oo.
x—>00 x"x baraadll ) 2—>00

Done, pour les valeurs # du dernier genre la dérivée de
/(x) n’existe pas.
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Mais, évidemment, tout nombre de Pintérvalle (0,1) (& l'ex-
ception de 1) appartient & un de trois genres considérés (car si
nous avions constantemment y,=3g —3 pour tout »n > N,
yy << 39 — 3, nous pouvions dans cet développemment remplager
tous les y, par O et y, par yy -+ 1.

Done pour aucune valeur 2 de l'intervalle (0,1) la fonction
f(x) n’a pas de dérivée (ni finie, ni infinie); pour z= 0, comme
on voit aisément, il n’y a pas de dérivée & gauche, pour z =1 il
n'y a pas de dérivée a droite.
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