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r RZEDMo WA

Jako stofice rozpedza ciemnosci nocne,
tak umiejetno$¢ rozpedza ciemnosci btedu.

Zajmujac sie z powotania przez diugi czas wyktadem al-
gebrij i analizy we Francyi, uczutem bralc dziela, titéreby
porzadnie, jasno i zgodnie z dzisiejszym stanem i dazeniem
ciggle postepujacej analizy obejmowato tych naulv cato$c,
opartag na wzorowych prawidtach. Zadna ze znanych mi
I"sigzek zagranicznych przedmiot ten traktujgcych, nie od-
powiadata tym warunkom tak, azebym mogt byt poprzestac
na prost<;m jej przeltlumaczem"u. Bogate wiec materyaty,
ktore znalaztem w tylu dzietacti wyktadajacych algebre,
zasady analizy i historyg tych dwdch waznychi czesci mate-
matyki czystej, postanowitem zgromadzi¢, roztrzasna¢, uszy-
kowaé i wytozy¢ podtug wihasnych o analizie widokéw, oraz
zgodnie z prawami samej nauki. Tym sposobem powstata
praca, ktérej Tom | pod sad pub)liczny oSmielam sie oddac
jako algebre poczatkowa.

Hzecz jest naturalna, iz dzieta tego za wylacznie moje
poczytywa¢ nie moge. Zamkngtem w niem to, czegom sie
gdzieindziej nauczyt. Nie godzito mi sie nawet inaczej poste-
pow™ac. W terazniejszym bowiem stanie o$wiaty, kiedy w'kaz-
dej materyi znajduje sie tyle rzeczy doktadnie obmyslanych
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i wytrawionych, dzieto naukowe jest i powinno by¢ owocem
pracy, nauki i powaznego poréwnania z sobg rozmaitych
wyktadow. Chcieé tu by¢ zupetnie oryginalnym, jestto chcie¢
rzeczy niepodobnej, a moze nawet szkodliwej. Nie obawiam
sie wiec, ze strony ludzi obeznanych z matematyka, zarzutu
zem brat cudze, jezelim tylko cudzego nie podal za swoje,
jezelim to cudze dobrze i trafnie wybral, i uzyt podiug
dobrego planu i zdrowego sadu analizy.

Radzit sie takze autor, co do wyktadu algebry i analizy,
znamienitych dziet matematycznych, tak krajowych jak i
zagranicznych. Nowe dzieta klassyczne i og6lne poglady na
algebre, oraz na rozwijajaca sie coraz bardziej nowoczesng
analize najznakomitszych obecnie zyjgcych geometrow /r\z??-
cuzhich”™ niemieckich”™ tutoskich a osobliwie angielskich”
przyczynity sie niemato tak do ustalenia jego sadu o obecnynj
wysokim rozwoju algebry wyzszej \ analizy™ jak do o$mie-
lenia go w podjetéj pracy ze wzgledu na potrzebe niektérych
uzupetnien.

Pod wzgledem jezyka przewodnikami mu byli: $niapEcki,
HRECZYNA, czecH | ksigzki matematyczne elementarne dla
<zk&t narodowych pieknem pidrem ksiepzAa JEDRZEIA GA-
wRroKNskIEGO W jezyku polskim nadzwyczaj traftiie skreslone.

Za udzielenie kilku $wiattych uwag dotyczacych wyktadu
mej algebry, szanownym moim kolegom w Towarzystwie
Nauk Scistych pp. FOLKIERSKIEMU | GOSIEWSKIEMU nNieskof-
czenie jestem obowigzany.

Lecz przedewszystkiem winienem otwarcie os$wiadczy¢, ze
w utworzeniu tego dziela, od poczatku do konca, byl mym
gorliwym wspoétpracownikiem, od tylu lat zacny méj przyja-
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ciel i kolega Nauk Scistych Pan seweryn ELzANOWSKI. w  rze-
czy samej, od planu az do gruntu dzieta i zewnetrznej jego
formy, od redakcyi az do nuzacej korekty druku, wszystko
to bylo razem roztrzasane, przyjete i wspolng pracg wy-
konane.

Poczatki  Algebry  zawierajg dwadzieScia siedm rozdzia-
téw. Pierwsze dwadzieScia dwa stanowig kurs zwyczajny
algebry nizszej. PieC ostatnich sg przeznaczone dla 0s6b
pragnacych poznaé wszystkie zasady rachunku algebraicz-
nego.

Wprowadzi¢ sposoby og6lne, uwydatni¢ zasady, roztgczy¢
pytania réznej natury, taki¢m byto nasze state zajecie. Tak
wiec, réwnania stopnia pierwszego rozdzielitem na cztery
czesci: zasady ogolne dotyczace przeksztatcenia zréwnau,
sposoby rozwigzania, roztrzgsanie ogbélnych wzoréw, sktada-
nie zréwnan i rozti-zasanie zagadnien. Po kazdem prawidle
zatgczony jest przykitad wysSwiecajacy istotne tego prawidia
znaczenie; roztrzasanie wzoréw zostato wytozoném z punktu
widzenia jak najogdlniejszego.

Dyskusya tak wazna tréjmianéw drugiego stopnia, praw-
dziwy cllarakter najwiekszosci i najmniejszosci nastreczaja,
zdaje nam sie, dla lepszego rzeczy zrozumienia, potrzebe
rozwazania linii krzywych; przedstawienie geometryczne
wspiera umyst w badaniu funkcyi: kreslac, po kazd¢j czesci
dyskusyi analitycznej, gatez krzywej do niéj sie odnoszaca
i streszczajaca ja, idzie sie krokiem pewnym, nie gubigc sie
w szczego6tach, ani tracgc z widoku pochodu og6lnego funk-
cyi, ktory nam ciagle przypomina ruch jakiegokolwiek punktu
krzywc¢j jednostajnie po niéj postepujgcego. Dla tego téz
poswiecihdmy Kilka kart na to przedstawienie geometryczne,



VI PRZEDMOWA.

jako tez dla wiasnosci ogdlnych z tego przedstawienia wy-
ptywajacych, takich, na przyktad, jak zasada rermaTa dla
naj wiekszosci.

Tom niniejszy zakohczamy wiadomosciami wstepnemi o
kombinacyach, dwumianem Neiutona, “vyktadnikami niewy-
miernemi i rozdziatem poswieconym wytgcznie na  rachimki
liczebne. ZebraliSmy razem pod tym tytutem zastosowanie
metody przybliien kolejnych  do rozwigzywania zrdwnan
drugiego stopnia i do rachunkow procentu, jakotez rozwigzy-
wanie zréwnan linijnych o wielkich spotczynnikach, najprzéd
przez spos6b podstawienia, potem przez uzycie logarytmow

GAUSSA.

Wiadomosci historyczne, wedle moznosci zebrane, dopet-
niajag tego krétkiego algebry poczatkowej zarysu, ktory
pomimo najlepszych z moj strony usitowan i wybornych
rad moich szanownych kolegéw, nie jest, bez watpienia, od
wszelkich skaz i zarzutéw wolnym. Pragnac, przedewszyst-
kiem, dla miodziezy byé o ile mozna uzytecznym, upraszam
szanowne grono S$wiattych Professoréw o udzielenie mi ich
otwartego o wysziem dziele sagdu; wszelkie z ich strony spo-
strzezenia przyjme z wdziecznoscia.

Tym sposobem oddawszy, wedtug wiadomosci historycz-
nych, co sie komu nalezato, nie bede wymieniat, co w ogole
w piSmie tem, jest owocem mojego wiasnego myslenia. Ci
ktérzy mie sadzi¢ beda, fatwo to rozpoznaja. Innym za$ wia-
domo$¢ ta na nic sie nie przyda. Albowiem chciatem nie
na miano oryginalnego autora zastuzy¢, ale raczej zrobié
rzecz dla wielu interesujacg, a dla mtodszych odemnie mi-
tosnikéw matematyki uzyteczna.

Przy zamknieciu niniejszej przedmowy, pragngtbym wy-
powiedzie¢ uczucie wdziecznosci, ktérg dla HRABIEGO JANA
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DZIALYNSKIEGO przejety jestem. Zatuje, ze mi szanowny
nalitadca nie pozwala wyrazié¢, ile mu zawdzieczajg podjete
przezemnie prace matematyczne, ktérych poczatek stanowi
niniejszy tom pierwszy. Niech mi przynajmniej bedzie wolno,
dla obudzenia w mych wspdtrodakach otuchy, tak wsréd
piszacych jak uczacych sie, zwréci¢ uwage publicznosci na
skuteczng dziatalno$é Towarzystwa Nauk Scistych i gorliwy
w niej udziat jego Prezesa, za ktérego inicyatywa siedm dziet
matematycznych w roku biezagcym wydanych, chlubnie $wiad-
czyto przy obchodzie uroczystosci KOPERNIKA O niestygngcym
do nauk zapale w naszym Kkraju.

Paryz, d. 19 lutego 1873.

ADOLF SAGAJLO.
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POCZATEK | PRAWDOPODOBNE POCHODZENIE WYRAZU ALGEBRA.

1. « Wyraz algebra wyprowadzaja niektérzy od nazwiska : Geber,
znakomitego arabskiego filozofa i matematyka, ktéremu odkrycie
t§j nauki przypisuj”i; lecz mniemanie to, rownie jak wiele innych
na podobieAstwie brzmienia wyrazéw opartych, jest nieprawdopo-
dobneni, i podtug Montudn [Histoire des mathematigues, tom |,
sir. 382), wywod tego wyrazu podany przez tukasza de Burgo, ktory
pierwszy we Wioszech pracowat nad algebry, zastuguje najwiecej
na wiare. Burgo wyprowadza ten wyraz z arabskiego al gebr wal
mokabala, ktére ttumaczy przez restauratio et oppositio, to jest : od-
nowienie i firzeciwstawienie; trudno wykaza¢ zwigzek pierwszego
wyrazu z naszym przedmiotem, lecz drugi do$¢ trafnie maluje ukta-
danie réwnan, przy ktorSm w rzeczy samej stawimy na przeciw
siebie wielkoéci i te miedzy soby. porownywamy. Z tego tez powodu
wielu witoskich pisarzy nazywato algebre almokabala, a nawet znako-
mity matematyk Gardan tak j» nazywat; wioscy matematycy zwali
je takze Arte maggiore, lub czesciej regola delia cosa, dla tego, ze
niewiadomy w réwnaniu algebraicznem nazywali cosa; zted nazwa :
Hegel Coss, lub die coas, czesto napotykana u dawnych niemieckich
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autoréw. Newton radzit nazywac arytmetyke, powszechng; aby
tem oznaczy¢ nauke o liczbach, "uwazang w najrozleglejszem zna-
czeniu, obejmujacag zatSm arytmetyke i algebre. Ampere w swoim
podziale wiadomosci ludzkich nazywa ja arytmologija; wielu nakoniec
znakomitych uczonych uzywato wyrazu algorytmija; obecnie na-
zwisko algebra powszechnie jest przyjete. Wszystkie zjawiska przy-
rodzone majg miejsce w czasie i przestrzeni, z ktérych poréwnania
wyradza sie liczba. Pojecie liczby poczatkowo byto nierozdzielne
od przedmiotow, ktore ona przedstawiata; lecz wkrdtce cziowiek
przekonat sie, ze dziatania z liczbami oderwane, sg zawsze tez same,
chociaz one rozmaite wyrazajg przedmioty. Umyst wiec ludzki
wzniést sie do pojecia systematu rachunkéw oderwanych, w Kkto-
rych liczba zostata zupetnie wolng od wyobrazenia o materyi i to byt
poczatek arytmetyki. Liczby wiec jakkolwiek oddzielnie uwazane
byty niezalezne od jakiegobgadz przymiotu tizycznego, przeciez za-
chowaty jeszcze wielko$¢é oznaczona, to jest taka, jaka one przedsta-
wiajg. Pézniej dopiero odkryto to prawo zasadnicze, ze liczby sanie
przez sie moga stuzy¢ za przedmiot do nowych spostrzezed, nie
baczac na wiasciwg warto$¢ im przypisywang; i to dato poczatek
algebrze. Tak wiec przejécie pojecia o liczbie z Tnateryjalnego do
oderwanego dalo poczatek arytmetyce, przejscie za$ tego pojecia
od szczeg6téw do ogo6tu dato poczatek algebrze. Mozna wiec zgodzié
sie na definicyje algebry Wronskiego : «algebra jest naukg o pra-
wach, arytmetyka za$ o faktach uwazanych na liczbach. » Algebre
uwazong w catej rozlegtosci, nazywajg niekiedy analizag  matema-
tyczng i wtedy ona obejmuje nietylko algebre elementarng, lecz
nadto algebre wyiszg. czyli transcendentalng, ktdra przeciez nie
wchodzi do sktadu zwyktych traktatéw algebry. Algebra przedsta-
wia liczby i rachunki, ktérym one dajg poczatek, sposobem ogélnym
i za pomoca znakéw umodwionych, ktérych doskonaty systemat
dzielnie przyczynit sie do ogromnych postepéw tej czesci matema-
tyki. Znaki, czyli symbole uzywane w algebrze sg dwojakiego ro-
dzaju : jedne stuzg do wyrazenia wielkosci, czyli ilosci, bez wzgledu
na ich nature, i to sg litery alfabetu; drugie stuza do oznaczenia
stosunkéw zachodzacych pomiedzy iloSciami i dziataniami ktérym
tamte poddajemy, to sg znaki algebraiczne. O algebrze mozna powie-
dzieé¢, ze jest to najzwiezlejszy, najrozleglejszy i najdogodniejszy
z jezykow, jakiemi ludzie z sobg porozumiewac sie¢ mogga. »
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\"'yj8tek ze znakomitego artykutu o algebrze zamieszczonego przez
lam Jana Pankiewicza w tomie | Encyklopedyi powszechnej® ktdérej
vyoawnictwo rozpoczete w Warszawie na poczatku r. 1859 ciagle
tiwdo przez dziesie¢ lat nastepnych az do zupetnego tego przedsie-
heistwa ukonczenia.

WYTLOMACZENIE ZNAKOW.

2. W algebrze, przedstawiamy liczby przez litery, i wskazujemy
(kiatania za pomocag znakéw.
Ziak + , wymawia sie wiecej (plus), jest znaldem dodawania.

Ziak — , potozony miedzy dwiema liczbami, znaczy ze nalezy
olchgn§¢ druga liczbe od pierwszej.
Ziank + i— wystepujg po raz pierwszy w Regel Coss, lub w die

cm Krzysztofa Rudolfa (152Zi).

af jest wskazaniem wieloczynu z a przez b; to oznaczenie nalezy
se geometrze angielskiemu Tomaszowi Harriotowi (1631).

Znak X ipunkt ., ktérych uzywamy dla wskazania wieloczynu
zikkolwiek liczbh, pochodzg, pierwszy, odOughtred'a (1631), drugi,
od Rrystyjana Wolfa (1752).

Ddelenie u przez b wskazuje sie piszac  lub a : b.

fI" ozngcza m tg potege z a, to jest wieloczyn z m czynnikéw réw-
nych a; litera m, potozona tuz nad liczbg a po praws$j jej stronie
i wyrazajgca stopien potegi iiiizywii si® wyktadnikiem (exponcns).
To oznaczenie, powszechnie przyjete od czasu wystgpienia Des-
karti (1596 — 1650), siega e[)oki Stefana de la Roche'a  {Arytmetyka
i Geometrya, Lugdun, 1520). Wtosi postugiwali sie literami q i c,
stojagcemi na poczatku wyrazéw gmdrato, cubo, i dla tego pisali

oznacza pierwiastek m ty za; mnazywa sie wskazbwkg wyraza-
jaca potege do ktéréj nalezy wynie$¢ warto$é pierwiastkowag nazwang
ogOlnie radyiialern (le radical) aby otrzymac liczbe dang a. W 1520,
Stefan de la Roche uzywat znaku R)™, i, rzecz do$¢ dziwna, stosuje
to oznaczenie do wszelkich warto$ci wskazéwki m, ktéra przeto
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moze wzrastaé nieoj*raniczenie, gdy tymczasem nie uzywa jak tylko
samych wyktadnikéw 2, 3. Podstawienie matego r na miej-
sce wieikiego R przyprowadzi'troche poézniej (152/i) Christophe'a
czyli Krzysztofa Rudolfa do znaku Va, ktory Deskart zastgpit osta-
tecznie przez ya.

Znak =:, potozony .miedzy dwoma wyrazeniami, wskazuje ze
pierw/sze z przedstawionych wyrazen jest rdwne drugiemu. Ten
znak dostat sie nam od Anglika Roberta Reccorde'a (1557).

a > b znaczy ze a jest wieksze jak b. Harriot pierwszy wprowa-
dzit w uzycie to oznaczenie.

Kiedy pewne wyrazenie jest potozone miedzy nawiasem, nalezy
uwaza¢ jako wykonane dziatania wskazane w tym nawiasie. Tak

wiec wyrazenie
25 — 3-f-2—2)

oznacza ze potrzeba odciggna¢ od 25 liczbe 5 ktoéra wypada z dziatan
wykonanych w nawiasie. Uzycie nawias'*w siega epoki Wojciecha
Girard'a (1625).

Geometra francuzki Viete (15/40) jest pierwszy ktdry przedstawit
liczby przez litery ; tylko ze jeszcze uzywat wielkich liter; wprowa-
dzenie matych nalezy sie¢ Tomaszowi Harriot.

UZYCIE ZNAKOW JARO SPOSOB SKROCENIA.

3. Dla oznaczenia korzy$ci jakie nam przedstawia uzycie znakéw
przy rozwigzaniu zagadnien_, zat6zmy sobie zadanie nastepujace :

ZAGADNIENIE. Trzy liczby majg za summe 238; druga  przewyzsza,
pierwszg o0 3jednosci, a trzecia jest réwng summie dwoch innych; ja-
kie sg te trzy liczby ?

ROZWIAZANIE : Jezykiem zicyczajnym. Poniewaz druga liczba prze-

wyzsza pierwszy o 3 jedno$ci, trzecia przeto warta jest 2 razy pier-
wszy, wiecej 3 i a summa 238 sktada sie z Ixrazy pierwszej liczby,

wiecej 6.
Przewyzka 238 nad 6 jest wiec rowng 4 razy pierwszej liczbie;
232
tak ze otrzymuje sie ostatecznie — 58 na pierwszg liczbe,

58 -}- 3= 61 na druga, a 58 -J- 61 = 119 na trzeciga.
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Sosohcm algebraicznym.  Powr6¢my do zadania wskazujac dziata-
nia X pomocy znakdéw, i oznaczajac pierwszy liczbe przez litere
Ty liczby sy

To summa jest réwny 238, co sie pisze

czyi

a, ociygajyc 6 po obu stronach, potém bioryc C¢wierc,

Yidzimy ile uzycie znakéw i litery x dla oznaczenia nieznandj
uta”ia rozwiyzanie. Umyst, mniej natezony obejnmje jednym rzu-
tem oka wszystkie dziatania; pojmuje jasno droge do wydobycia
nienanej Scisle rachunkiem wytkniety, ktérej prostego i naturalnego
nasepstwa bez wysilenia niepodobna byto dostrzedz w pos$réd roz-
liczych omoéwien (periphrases).

UZYCIE LITEa JAKO SPOSOB UOGOLNIENIA.

k Metoda poprzednia, pomimo swej wyzszo$ci nad pierwszy,
zostwia jeszcze wiele do zyczenia. Daje naprzéd sam tylko odoso-
bni(ny wypadek liczebny nie wykazujyc bynajmniej zkyd ten wy-
ptyva; a gdy nadto dziatania wykonane na danych dla osiygnienia
waro$ci nieznan$j nie zostawiajy po sobie zadnego $ladu, potrzeba
przAo powtérzy¢ na nowo cale rozumowanie przy rozwiyzaniu tegoz
samego zadania na innych liczbach. Ta niedoktadno$¢ catkiem znika
gdv oznaczymy przez litery nietylko nieznane, lecz nawet dane.
Stuty zwykle pierwsze litery alfabetu a, 6, cd\. t. d_, do przedsta-
wieiia danych, zachowujemy za$ ostatnie x, y, z, i.t. d., do ozna-
czeiia nieznanych. Wielko$ci literami wyrazone nazywaé¢ bedziemy
ilosiiami  (guantitc).
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5. Wezmy na przyktad nastepujgce zadanie : Podzieli¢ liczbe n na
trzy czesci takie, aby druga przewyzszyta  trzecig o a, za$ trzecia byla
7'6wng summie dwoch innych.

Pierwsza czesd jest.
druga wiec bedzie.
a trzecia

Aby wyrazi¢ ze ich summa jest réwng n pisze sie :

Potem, odciggajac la po obu stronach, a nastepnie biorgc ¢wierg,
dwdch réwnosci, otrzymuje sie kolejno :

zkad widzimy ze pierwsza cze$¢ jest rowng cwierci przewyzki liczby
danej nad podwoéjng roéznica z dwoch pienoszych  czesci.

Takie wyrazenie, wskazujgce szereg dziatan do wykonania na
danych w celu znalezienia warto$ci nieznan¢j, nazywa sig¢ tczorem
czyli formutag. Formuta zawiera rozwigzanie cat$j klasy zagadnien,
to jest wszystkich kwestyj nierdznigcych sie od siebie jak tylko
samg wartoscig liczebng danych.

6. Mozsa teraz tatwo poja¢ definicye Algebry elementarn¢j dang
przez Poinsofa w Uwagach nad zasadami fundamentalnymi teoryi
liczb.

Algebra elementarna « nie jest czém innem jak arytmetyka, uogdl-
» niong ; to jest rozciagnietg od liczb szczegélnych do liczb jakich-
» kolwiek, a zatem od dziatan istotnych ktére wykonywano do
) dziatan ktére sie tylko wskazujg za pomocag znakow; tak ze w t$j
» pierwszej spekulacyi umystu mniej sie mysli o wydobyciu wy-
) padku z tych dziatah po sobie nastepujgcych jak o skres$leniu
» ich obrazu™ a zwiaszcza o odkryciu tym sposobem formut dla
» rozwigzania wszystkich zagadnien tegoz samego rodzaju. »

7. Nie bedzie bez pozytku zrobi¢ wydatniejszemi korzys$ci formut.

Wiadomo, na przyktad, ze sie otrzymuje procent p od kapitatu a,
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umieszczonego na stope r poticzas t lat, mnozac kapitat przez stope,
potem przez czas, i dzielgc wypadek przez 100; ztagd formuta

gjy zauwazymy ze mozna nada¢ temu wyrazeniu trzy inne formy

spostrzezemy ze taz sama formuta odpowiada czterSm szeregom
zagadnien ktdre, w arytmetyce, mialy swe rozwigzanie szczegoélne.
Podobnie formuta

ktéia daje przestrzeh przebiezong przez ciato poruszajgce sie jedno-
stajiie predkoScig v w przeciegu czasu t, moze przybra¢ dwie inne
forriy

Wz6ér powyzszy zamyka wiec trzy twierdzenia. Galileusz, ktory,
nie uzywajac zadnej z tych formut, dowiddt wprost kazde z tych
podan, poSwiecit cztery karty (stronnice) na ten przedmiot.

‘Tak wiec sam poglad na formuty rodzi zblizenia miedzy twierdze-
niami ktorych zwigzek przeszedtby zapewne nie dostrzezony, jesliby
przestano na samem wyrazeniu tych propozycyj jezykiem zwy-
cza nym.

KLASYFIKACYA FORMUL.

6. Kazdy sktad ilosci potgczonych przez jakiekolwiek dziatania i
znr.ki zowie sie wyrazeniem al(jebraicznem. Wszelkie wyrazenie nie
za\Tiei'ajagce w swym skiadzie zadnego pierwiastku jest  wymiernem
(rauonnel); w razie przeciwnym jest niewymiernem (irrationnel).
lloéci niewymierne, u starozytnych geometrow, nazywaty sie licz-
hani giuchemi (numeri surdi).

Wyrazenie wymierne jest catkoivitem kiedy zadne dzielenie nie
jest na niSm wskazane ; w razie przeciwnym jest utmnkowem. Mowi
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sie w szczegdlnosci ze wyrazenie algebraiczne jest catkowitem  pod
luzyledem pewnej litery, gdy ta litera nie znajduje sie w zadnym
dzielniku, ani pod zadnym pierwiastkiem,

Nazywa sie jednomianem (mondme) wszelkie wyrazenie gdzie nie
ma wskazanych, zadnego dodawania, ani zadnego odciggania. Jaka-
kolwiek ilo$¢ jednomianéw potgczonych z sobg znakami -f- lub —
tworzg wyrazenie trafnie nazwane wielomianem (polyndme).

Jednomiany sktadajgce wielomian, nazywajg sie wyrazami wielo-
mianu, lub tylko wyrazami. Wielomian ztozony z dwdéch wyrazow,
nazywa sie dwumianem (binéme); wielomian ztozony z trzech wyra-
z6w nazywa sie trdjmianem (trindme); wielomiany z wiecej jak
z trzech wyrazéw ztozone nie majg szczegdlnego nazwania.

Jednomian moze zamyka¢ w sobie jednoczes$nie czynniki liczebne

i litery; czynnik liczebny jest nazwany spolczynnikiem :tym sposo-
5
bem - jest spétczynnikiem jednomianu (wyrazu)

Nalezy sie Yietowi wprowadzenie tego nazwania.

Dwa wyrazy sg podobne gdy te niczem sie wiecej 6d siebie nie
roznig jak tylko wielkoscig swoich spotczynnikéw.

Daje sie czesto nazwisko wyrazenia catkowitego wszelkiemu wyra-
zeniu algebraicznemu ktore jest catkowite tylko pod wzgledem litoi-,
i ktdre posiada spétczynniki utamkowe.

9. Otrzymuje sie warto$¢ liczebng jednomianu ktadac na miejscu
liter, liczby ktore te litery przedstawiajg i wykonywajac wskazanP
dziatania. | tak jednomian

ma wartos¢ e dla <

10. Warto$¢ liczebna ivielomianu jest rdéznica miedzy suimng war-
tosci liczebnych wyrazéw poprzedzonych znakiem + “ summg wartosci
liczebnych wyrazéw poprzedzonych  znakiem — .

Ztad wynika ze :

Warto$¢ wielomianu  nie zmieni sie¢ kiedy wyrazy jego  poprzekia-
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dmij' W jakimkolwiekbadz porzadku, byleSmy  zachowali znaki te same
przed' kazdym z nich potozone.

Il.. Gdy, dla warto$ci szczegblnych przypisywanych literom,
simima wyrazow poprzedzonych znakiem — przewyzsza summe
w/razéw poprzedzonych znakiem , odcigganie jest niepodobnym,
aA”ielomian nie mdi znaczenia dla tych warto$ci szczegdlnych wpro-
widzonych do wyrazéw wielomianu na miejscu odpowiednich im
lier.

Tak tréj mian

kéry, dla « = 12 i b= 1, wart jest 109; nie ma sensu dla « = 6,
h= Ix, poniewaz, w tym razie, bylibySmy przywiedzeni odciagna¢
7: 0d 52.

Bedziemy przypuszczali az do nowego rozporzadzenia (IY"y roz-
d:iat) ze w wielomianach poddanych pod nasze rozumowania, war-
t(sci przypisywane literom wydajg summe wyrajow dodanych (ad-
dlifs) wyzszag nad summe wyrazoéw odjetych (soustractifs).

CWICZENIA.

I. Znalez¢ dwie liczby ktérych summa i réznica sg znane.

li. Gdy zegar bije godzine dwunasta, indeks (skazowka) godzin Lindeks minut
ziajduja sie jeden na drugim. Wskaza¢ wszystkie epoki w ktdérych te indeksy
i)(da sie znajdowaty jeden iia (Irilgiin, allto l)ed(I przedtuzeniem jeden drugiego
ptdczas dwunastu godzin nastepnych.

111. Dwie fabryki $wi”c jarzacyii robig sobie konkurencye : Jedna z nich za-
fozong zostata w 71 dniach po drugi-', i uzywa a roiiotnikow ktérzy pracuja
/igodzin na dzien, gdy tymczasem druga zatrudnia a' robotnikéw pracujacycli
d;iennie h' godzin ; w jakim czasie dwie fabryki te bedg mogty wyrabiaé tez
sang liczbe $wi(5c jarzacych ?

IV. Krél Syrakuzy llieron, przeznaczyt na korone dla Jowisza 10 funtéw
cjystego ztota, ktdre na ten cel ztotnikowi oddac rozkazat. Korona przez ztotnika
ziobiona wazyfa funtow 10; ale krél niedowierzajac czy ztotnik zupetnie czys-
tego ztota uzyt, zaradzit sie w lym wzgledzie Archimedesa, stawnego pod 6w
csas matematyka. Ten przekonawszy sie naprzdd ze zioto czyste zanurzone

52

w wodzie dystylowan?j, traci ze sw”j wagi a srebro czyste w takiejze

99
wodzie zanurzone traci swej wagi, zanurzyt korong w wodzie czystej, i
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znalazt Ze wazy funtéw 9 i 6 uncyj, a przez to wiasnie oszultaistwo wyka--
zat. Pytanie ile w t¢j koronie byto czystego ztota, a ile takiegoz srebra? (Odp..
Czystego ztota byto funtéw 7 i uncyj 12 -jf, a srebra funtéw 2 i uncyj 3 VI)-

V. Pewien woznica zobowigzat sie przewiez¢ naczynia trojakiej wielkoSci,,
ptacac za naczynie sttuczone tyle ile odbiera za naczynie oddane w dobrym sta- -
nie; powierzono mu g wielkich, m $rednich i p matych naczyn. Dowiedziano »
sie iz sttukt w przewozie wszystkie naczynia pewnej wielkosci : jesli sttuktt
wielkie albo mate, odbierze a Irankéw ; je$li sthukt Srednie, odbierze 6 frankdw.
Pytanie ile mu ptacono za kazde naczynie w kazdym gatunku oddane w dobrym
stanie.
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DODAWANIE | ODCIAGANIE.

DODAWANIE | ODCIAGANIE JEDNOMIANOW.

12. Dwa wyrazenia algebraiczne sg réwnowazne gdy podstawienie
tychze samych liczb za litery ktére te wyrazenia zawierajg w sobie
nadaje im tez samg warto$¢ liczebna.

W algebrze odbywajg sie dziatania na literach; rachunek nie
moze wiec by¢ wykonanym do konca, a dziatania majg na celu
przeksztatcenie wyraien algebraicznych ktoére wyptywajg z ich bez-
posredniego wskazania na inne prostsze, lecz réwnowazne.

13. Aby doda¢ do siebie ilekolwiek jednomiandéw, nalezy je napisa¢
locigz Jedne po drugich przedzielajagc kazdy wyraz od tuz po nim naste-
pujacego znakiem +

Nie ma tu miejsca do zadnego uproszczenia, poniewaz dodawa-
nie jest najprostszem ze wszystkich dziatan algebraicznych. Wszakze
gdy niektére wyrazy doda¢ sie majgce s j)odobne, mozna je zebrac
w jeden, przy ktorym kladzie sie spétczynnik  réwny summie  spofczyn-
nikéw ivyrazéiv w jeden zebranych. Tak, formuta

rownowazy z taz formuta uproszczong

1Zi. Aby odciggng¢ od siebie dwa jednomiany, pisze sie drugi {ten
ktéry odciggamy) poprawej stronie pierwszego (tego od ktérego od-
ciggamy) kladac miedzy niemi znak—

Jezeli dwa Wyrazy sa podobne, mozna je zebra¢ w jeden, ktéry bedzie
miat za spdtczynnik roznice spotczynnikéw  wyrazébw w jeden zebra-
nych.

Przyktad
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ZASADY NA KTORYCH SIE OPIERA DODAWANIE WIELOMIANOW.

15. Teorya dodawania wielomian6w opiera sie¢ na zasadach na-
stepujacych : .

1°. Dodaje sie summa do liczby, dodajgc raz po raz ao tej liczby
kazdg z czesci summy.

Ta zasada wyraza sie za pomoce, formuty

gdzie rozne litery moga przedstawiac jakiekolwiek liczby.
2°. Odcigga sie summa od liczby, odciggajac od tej liczby raz po raz
rozne czeSci summy. Tym sposobem postepujgc otrzymuje sie

* W istocie, druga strona réwnosci jest taka, ze do ni¢j dodajac
n b c d, wynajduje sie liczba pierwotna A.

Aby doda¢ do liczby réznice divéch innych, dosy¢ doda¢ pierwszg
i od uiypadku odciagng¢ druga. Tak dziatajgc otrzymuje sie

W rzeczy samej, poniewaz reszta (a — 6), dodana do ilosci dru-

giej b, wydaje ilo$¢ pierwszg ; zatSm, na mocy defmicyi odcigga-
nia, mozna napisa¢ a~{a — b) b) z czego wynika dodajac A
po jednej i po drugi$j stronie, A+ a= A+ 6 — b), a po-

tem odciggaje,c b po obu stronach otrzymujemy wypadek szukany

PRAWIDLO DODAAVANIA WIELOMIANOW.

16. Aby doda¢ wielomian do liczby, dosyé napisa¢ wciaz tej liczby
rézne wyrazy wielomianu z ich wlasciwemi znakami.
W rzeczy sams$j, zat6zmy sobie doda¢ do liczby A wielomian

Ten wielomian znaczy tyle (10) co

a zasada uznana dla dodawania rdznicy (15, 3®), daje
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O mozna napisaé, na mocy regut wskazanych (15, 1°i 2°) dla do-
dwania i odciggania summy,

lib, zmieniajagc porzadek wyrazéw (10),

\'ypadek odpowiedni regule namienionej.

PRAWIDLO ODCIAGANIA WIELOMIANOW.

17. Aby odcnujng¢ wielomian od liczby, pisza sie wcigz tej liczbij
r'zne wyrazy wielomianu ze zmienionemi  znakami.
Na przyktad, réznica miedzy liczbg A i wielomianem

yyraza sie zwykle pod formg

W rzeczy samej, r6znica dwoch ilosci jest, wedle definicyi, lo co
jotrzeba doda¢ do drugiej aby otrzymaé pierwszg. Ot6z, dodajac
yyrazenie poprzednie do wielomianu danego, znajduje sie (16)
simma algebraiczna

kora jest rowng liczhie A.

NASTEL'STM O RKGUL DODAWANIA | ODCIAGANIA.

18. Mozna, w icielomianie, zamkng¢ ilekolwiek wyrazdw w nawia-
Sie,pod warunkiem zadumania lub zmienienia znnkoia wszystkich tych
icyrazéw, stosoivnie do tego jak sie potozy znak + lub znak — przed

mwiasem.

W istocie, reguty dodawania i odciggania moga sie sprowadzic
do dwo6ch formut nastepujgcych :
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Odwrotnie. Jezeli druga strona jest wyrazeniem algebraicz;nem
danem, mozna jg zastapi¢ przez wyrazenie ktére przedstawia stirona
pierwsza. Tak wiec poprzednie dwie formuty, przestawione w po-
rzadku odwrotnym, stanowig i $cisle sprawdzajg prawidto pow/yzej
przepisane.

UPROSZCZENIE WYRAZOW PODOBNYCH.

19. Gdy wielomian zamyka w sobie wyrazy podobne, mozma te
wyrazy zebra¢ w jeden, wykonywajgc dziatanie na ich spétczyn-
nikach.

To dziatanie wykonywa sie robigc summe wszystkich wyrazéw  po-
dobnych poprzedzonych  znakiem + i summe wszystkich wyrazéw po-
dobnych poprzedzonych znakiem — , potem odciggajac mniejszg z (tych
smnm od wiegkszej i dajac reszcie znak ktory stuzy summie  wiekiszej.
A gdyby summy byly réwne wtedyby sie  zniszczyly.

Tak np. wielomian

staje sie, po uproszczeniach,

W rzeczy sam$j, ten wielomian, nie zwazajgc na porzadek wyra-
razéw, jest tenze sam co

ktéry, wedle regut dpdawania iodciggania, przeksztatca sie raz po
raz na wielomiany mu réwnowazne

Uwaga. Dziatanie ktére$émy na ostatku odbyli i przez ktére wszy-
stkie wyrazy podobne, jakiebykolwiek miaty znaki, tgczg sie w je-
den, nazywa sie (reduction).
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SPOSOB WYKONANIA TYCH DZIALAN PRAKTYCZNIE

20. Kiedy natrafia sie na dodawanie wielomianéw ktére mieszcza
Ysobie wyrazy podobne, zumiast zastosowania do nich reguty n" 16,
i iproszczenia ich p6zniej, wykonywa sie dodawanie i uproszczenie
jdnoczes$nie; w tym celu dosy¢ jest nasladowaé rozporzgdzenie
pzyjete w arytmetyce przy dodawaniu liczb catkowitych. Pisze
s? wielomiany przedstawione jedne pod drugiemi w szeregach
pziomych, urzadzajac wyrazy podobne w kolumny pionowe ; po--
tm zbiera sie w jeden wyrazy kazddj kolumny.

Postepuje sie tymze samym sposobem przy wykonaniu odcigga-
na, z tem jednak zastrzezeniem, ze piszac wielomian dany do
olciggania nalezy odmieni¢ na przeciwne wszystkie znaki jego
Nyrazow.

PRZYKLAD DODAWANIA.

Summa

PRZYKLAD ODCIAGANIA.

))sze sie DODAWANIE ROWNOWAZNE.

tieszta  uproszczona.

CWICZENIA.

1. Pewien podrézny przebiegt 11 mii drogi w dnin pierwszym sw¢j podrézy,
lecz nazajutrz i w dniach naslepnycli jego pochéd zwolniat, do tego stopnia ze,
gdy poczynajac otl drugiego dnia jego podrézy, poréwna sie droge przebiezongi
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kazdego dnia do drogi odbytej dnia poprzedzajacego, znajduje sie ze dnogi te s?
w stosunku utamkéw

pytanie :V/e mil wedtug tych danych bedzie mogt przebiedz ten czlowiek
w 30 dniach jego ciagtej podrézy ?

Il. Trzy naczynia zawierajg mieszanine wody i wina : pierwsze, a kwart
wody, hkwart wina; drugie, a" kwart wody, h' kwart wina ; trzecie a" kwart
wody, 6" kwart wina. Bierze si¢ naprzéd potowe ptynu zamknietego w pierw-
szym naczyniu i przetewa sie go do drugiego ; bierze sie potem trzecig cze$c
ptynu ktéry sie natenczas znajduje zamkniety w drugi¢m, i przelewa sie go do
trzeciego. Znalez¢ formuty wskazujace ilosci wody i wina zawarte w kazdem
naczyniu ?

Po tycti operacyach znajduje sie :

Pierwsze naczynie
Drugie naczynie

Trzecie naczynie..

I1l. Woda ciekaca jednym kanatem moze napetni¢ kadz, w kiérg wptywa razy
a w dniacti b. Taz woda wyptywajaca innym kanatem moze wyprézni¢ le kadz
razy ¢ w dniacli d. Olworzywszy oba kanaty, ile dni potrzeba bedzie do napet-
nienia kadzi V

Odpowiedz
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MNOZEN LE.

MNOZENIE JEDNOMIANOW.

21. Mnozenie jednomianéw catkowitych opiera sie na trzech na-
sepuj*cych, dowiedzionych w arytmetyce zasadach :

1" Aby pomnozy¢ liczbe przez wieloczyn wielu czynnikéiv,  dosy¢
lykona¢ jedne po drugich z kolei po sobie nastepujgce mnozenia tej
hzby przez rézne czynniki tegoz wieloczynu ;
2® W icieloczynie loielu czynnikdw mozna zastgpi¢ pewng liczbe tych
cynnikéw przez ich uneloczyn;

3° Wieloczyn poteg jednej liczby jest potegg tej liczby, i ma za wy
lladnik summe  wyktadnikow.

Ta ostatnia zasada wyraza sie przez foi ujute

gizie m, n, p sg hczby catkowite jakiekolwiek. Przebiezmy, w Kilku
sowach, powyzszej zasady dowodzenie. W wieloczynie a"'.
nozna zastgpi¢ a"™ przez m czynnikéw 1'6wnych a, a" przez n
cynnikéow rownych a, ai' przez p czynnikéw roéwnych a (1»);
weloczyn nad ktérym obecnie sie zastanawiamy bedzie przeto
niescit w sobie m n p czynnikéw réwnych a; bedzie vviec
nwny ostatecznie

22. W mnozeniu wielu jednomianéw calhwitych, mnoza sie spot-
cynniki miedzy soba, daje sie kazdej literze spolnej kilku  czynnikom
w/kladnik  réowny summie ivyktadnikéw  ktore ta litera posiada  przy
hzdym z tych czynnikéw, i biorg sie inne litery z ich  wyktadnikami.
W istocie, pierwsza zasada przeksztatca poczgtkowg formute

ni nastepujaca :
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ktéra, na mocy drugiej zasady, moze by¢ napisang

albo nakoniec, wedle trzeciego prawidta,

PROSTE NASTEPSTWO WIELOGZYNU ILUKOLWIEK JEDNOMIANOW.

Wiemy ze potega stopnia m wszelkiej ilosci jest wieloczynem
Ztejze ilosci, m razy za czynnik wzietej, zat¢m :podnoszac  jednomian
do potegi m, potrzeba jego spdiczynnik wynieS¢ do potegi m, a ivy-
ktadniki kazdej litery dojednomianu wchodzacej, pomnozy¢ przecz ni.
Tak na przykitad jednomian ”~a™h™c podniesiony do potegi rn daje

. UWAGA. Oczywiscie ze kazda litera ktéra nie ma wyktadnika i.noze
by¢ napisang z wyktadnikiem 1, gdyz wyktadnik jest liczbg ktéra
wskazuje ile razy ta litera ma by¢ wzietg za czynnik. Moznaby niawel
byto zaraz doda¢ ze kazda litera oznaczona wyktadnikiem zero
réwna sie 1; gdyz wyktadnik zero wskazuje ze ta litera nie wchodzi
jako czynnik; tak ze napisac pomiedzy czynnikami jakiegokol-
wiek wieloczynu, jest to nie wprowadzi¢ zadnego czynnika czyli
czynnik 1. Lecz do wyktadnika zero jeszcze raz w dalszym'ciggu

powrdécimy.
23. Wynika z podah dowiedzionych w arytmetyce (*) o stosun-
kach : 1" ze aby otrzyma¢ wieloczrjn wielu wyrazen algebraicznych

utamkowych, dosy¢ je pomnozy¢ wyraz przez wyraz; 2" ze  wyrazenie
algebraiczne nie zmienia swej wartosci, gdy sie mnozy albo dzieli oba
jego wyrazy przez te samg ilos¢.

Pierwsze twierdzenie sprowadza mnozenie jednomianéw utamko-
wych do mnozenia jednomianoéw catkowitych. Drugie dozwala
upro$ci¢ wypadek znoszac czynniki spdlne obu wyrazom.

PRZYKLAD :

(*) Serret, Poczq,tki Arytmetyki, rozdziat XV.
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1ELOCZYN WIELOMIANU 1'KZEZ JEDNOMIAN.

2U. Niech bedzie do mnozenia wielomian a — b-\-c przez jedno-
nr.ian wyrazajacy liczbe jakgkolwiek m.

Dla wigekszej jasnosci w dowodzeniu rozbierzemy trzy gtdéwne
p:'zypadKi.

1°m jest catkowitem. W tym razie wiemy, ze mnozenie jest skro-
ceniem dodawania; przeto wieloczyn z a— b-\-c przez m bedzie
to summa z tylu czesci, rownych wielomianowi a— b-[-c, ile ma
jedno$ci m, to jest

a wykonawszy dodawanie, wypada

gdzie a, b\ ¢ powinny by¢ napisane tyle razy ile m ma jednosci.
Czynigc w t§j summie uproszczenie, za wszystkie a potozymy tylko
jedno ze spétczynnikiem m czyli ma, lub tez wreszcie, zmieniajgc
porzadek czynnikéw, am; podobnie —h napiszemy jedno ze spoéit-
czynnikiem m czyli — mb, lub tez wreszcie — bni; podobnie ¢
napiszemy jedno ze sp6tczynnikiem m czyli mc, lub tez wreszcie cm;
i bedzie

Tak zatem kazdy wyraz mnoznej jest rozmnozony przez mnoznik,
zachowujac przy kazdym z tych wieloczynéw cze$ciowych znak jego
czynnika wchodzacego jako wyraz do sktadu wielomianu mnoznej.

\
20 m jest utamkowem ksztattu - {q bedgc liczbg catkowity).

Dziatanie sprowadza sie wowczas, jak wiemy, do wziecia ¢®) czesci
mnoznej; i wypadek bedzie

albowiem jest to wasnie wyrazenie ktore, pomnozone przez g,
wedle prawidia ("), wydaje mnozng (a — b A- ¢).
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Wreszcie ta formuta moze sie napisac :

albo, zastepujac - przez m,

jak w piérwszym przypadku.

3° m jest utamkowem ksztattu Dla wykonania wieloczynu, po-
trzeba, w tym wypadku, powtorzy¢ p razy cze$¢ mnozndj. Otéz,

podtug drugiego przypadku, mnozna podzielona przez q staje sie :

a wieloczyn z tego wypadku przez p jest :

gdyz mnozy¢ cze$¢ jakiej liczby przez />, jest to mrozy¢ te sama

liczbe przez Wiec, w tym przypadku, wieloczyn jest jeszcze :

A zatem, we wszystkich przypadkach, aby pomnozy¢é  wielomian
przez jednomian, potrzeba mnozy¢ przez ten jednomian rdzne wyrazy
wielomianu, i pisa¢ wieloczyny czeSciowe jedne wcigz drugich, zacho-
wujac przy kazdym z nich znak jego czynnika uchodzacego jako wyro.z
do sktadu unelomianu  mnozne;j.

Poniewaz mozna zmieni¢ porzadek czynnikéw, Kktore przedsta-
wiajg zawsze liczby, dla tego toz same prawidto postuzy do mnoze-
nia jednomianu przez  wielomian.

PRzYKLAD. Dwa wieloczyny :

sg rownowazne wielamianowi

Rozebra¢ na spélny czynnik wszystkie wyrazy wielomianu.

25. Formuta poprzednio dowiedziona,
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pckaziije ze, jezeli wyrazy wielomianu {am — fm-\-cm) zamykaja
czynnik wsp6lny m, mozna go wyrzuci¢ z kazdego z nich, co daje
wrazenie (a— b-\- c¢), a rozmnozy¢ wypadek przez m, to jest napi-
sa; [a— b-\-clm. To sie zowie rozebra¢ na wspdlny czynnik.

2° Moznaby jeszcze, nieco inaczej rzecz te wytozy¢, a to biorgc

iisodwrat

z tij formuty uczymy sie wytgcza¢ za pomoca nawiasu z wielomianu
cz;nnik wspoélny. llekro¢ zatem we wszystkich, lub w kilku wyra-
zach wielomianu, znajduje sie czynnik spélny, ten sie wylacza,
i ftawia za, lub przed nawiasem, a w nawiasie ktadg sie pozostate
czMiniki, To wyrai.enie m{a — b-\rc), jest tylko naznaczonem mno-
zeiiem, za$§ am — bm-\-cm, jest juz wykonanem mnozeniem.
Pnejs¢ zwykonanego do naznaczonego mnozenia, nazywa sie wyla-
czeiiem za nawias spélnego wszystkim wyrazom czynnika.

5° Dowodzenie Hreczyny. Rozebranie na czynniki wspdlne wszy -
stkch, lub Kkilku wyrazéw wielomianu nie moze by¢ nalezycie wy-
tozone, az dopiero po wykonaniu zupeinego wyktadu fundamen
tajnych zasad dzielenia. Grzegorz Hreczyna, w swych pieknych
Po:zatkach Algebry (*), t¢j sie drogi trzymajac calg rzecz w nowem
Swietle jasno i gruntownie rozwinat. Przytaczajac w catosci, to nowe
czcigodnego nauczyciela matematyki w Lyceum Wotyriskiem powyz-
szeeo zadania dowodzenie, zwracamy uwage naszych czytelnikow
na jego nadzwyczajnie zwieztg i zarazem przedziwnie  czystg pol-

szczyzne.
Oto sg witasne jego stowa :
"Wiemy z paragrafu poprzedzajacego ze wieloczyn (a— b-\-c)m
zamienia sie po uskutecznieniu dziatania na am — bm-\-cm. Lecz

w rachunku czesto zachodzi potrzeba od wieloczynu pod ta ostatnig
postacig wrdci¢ sie do pierwszej, gdzie mnozenie jest tylko wska-
zane. Tym koncem nalezy, jak widzimy, czynnik m wchodzacy do
sktadu kazdego wyrazu wieloczynu {am — bm-\-cm) odtaczy¢, wie-
lomian pozostaty a— b-\-c zamkna¢ nawiasem i przy nim potozy¢
czynnik odigczony. To dziatanie zowie sie rozebraniem na spélny

n Poczatki Algebry, przez G. Hreczyne, nauczyciela Matymatyki w Lyceum
Wotynskiem. Krzemieniec (1830).
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czynnik. W og6lnosci do sktadu spoélnego czynnika wctiodzi naprzod
liczba dzielgca bez reszty kazdy ze spotczynnikéw przy wyrazach
wielomianu podany, potém kazda znajdujgca sie we wszystkich wy-
razach litera ze swoim wyktadnikiem najmniejszym. Przez tenspdlny
czynnik rozdzieliwszy wielomian dany, na iloraz wypada wielomian,
ktoéry zamkniety w nawias pisze sie przy sp6lnym czynniku. »

PRZYKLAD. Wyrazy wielomianu,

zawierajg Zia”™ jako czynnik spdlny. Mozna wiec napisac

26. Wynika z prawidta podanego w 26 ze, odwrotnie, aby
pomnozy¢ jednomian przez wielomian, mnozy sie jednomian raz po raz
przez rozne wyrazy wielomianu, zachowujac przy kazdym z wieloczy-
néw czesciowych znak jego czynnika wchodzacego jako wyraz do sktadu
wielomianu  mnozacej. (Ta reguta] postuzy nam do wyprowadzenia
prawidta na mnozenie wielomianow).

W istocie, mamy :

to jest,

Ostatnia formuta zupetnie sie¢ zgadza z powyzej wystowlousm jira-
widtem.

Wieloczyn  dwoch  wielomiandw.

27. Wezmy teraz do mnozenia wielomian

przez wielomian

Stosujac prawidto 26 do formuty poczatkowej

otrzymuje sie wyrazenie
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ktore rowniez tatwo, prawidto podane wn"® 24 przeksztatca na inne

Widzimy naprz6d ze ta formuta zamyka wszystkie wieloczyny cze-
‘cioivo otrzymane, mnozac jedne po drugich wszystkie wyrazy — mnoznej
rrzez kazdy wyraz  mnoznika.

Chcac odkry¢ prawo na znaki, uwazmy : ®ze w nawiasach kazdy
,vielocz\n czeSciowy ma znak swego czynnika wchodzgcego jako
vyraz do sktadu mnoznej; 2° ze kazdy nawias jest poprzedzony
makiem potozonym przed jego czynnikiem wchodzacym jako wyraz
io sktadu mnoznika. Wieloczyn czesciowy jakikolwiek ma wiec
ostatecznie znak swegd czynnika bedacego w mnoznej, albo znak
emu przeciwny, wedtug tego jak jego czynnik bedagcy w mnozniku
,esl oznaczony znakiem albo — . Ztad tablica wykazujgca prawi-
dto na znaki w mnozeniu

Mnozna. Mnoznik. Wieloczyn.

:0 mozna stre$ci¢ méwiac : kazdy wieloczyn czeSciowy jest  poprze-
Izony znakiem -f- lub znakiem — , wedlug tego jak pochodzi z dwdch
vyrazdw oznaczonych znakiem jednakowym, albo z dwoch  wyrazéw
najacych znaki  przeciwne.

Z tego wiec oczywiscie wynika :

Ze w mnozeniu dwdch wielomianéw przez siebie, mnozy sie raz po
raz luszystkie wyrazy mnoznej przez kazdy wyraz mnoznika, oznaczajac
Diakiem -)- loieloczyny czeSciowe utworzone z dwoch czynnikéw  jedna-
hwego znaku, i dajac znak — roieloczynom czesciowym ktére pochodza
: dwoch czynnikbw majgcych znaki przeciwne. Potem wykonywa  sie,
jezeli sie zdarzy, uproszczenie wyrazéw podobnych.

Wieloczyn  ilnkolwiek  wielomiandw.

28. Chcac otrzyma¢ laieloczyn 7z jakiejkohuiek liczby  wielomiandw,
potrzeba naprzéd mnozy¢ pierwszy przez drugi, potem ten  wypadek
przez trzeci, i tak dalej az do ostatniego. Ze za$ wieloczyn wykonany
dwéch wielomianéw jest zawsze wielomianem, dosy¢ przeto bedzie,
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dla jakiejkolwiek badz liczby wielomianéw, umie¢ rozmnozy¢ dwa
wielomiony przez siebie. Go da sie tatwo uskuteczni¢ za pomoca
prawidta wskazanego w poprzednim numerze.

Niechaj bedg P,, Po, P3, P4, r6zne wielomiany z ktérych chcemy
utworzyé wieloczyn; mnozgc Pj przez P.2, otrzymamy mieloczyn Q,,
ktérego wyrazy sa (27) wieloczynami wszystkich wyrazéw z P, przez
wszystkie wyrazy z P”; potem mozna bedzie rozmnozy¢ Qi przez P;j,
i otrzyma¢ wieloczyn Q.2, ktéry bedzie przedstawiat summe alge-
braiczng wieloczynéw wszystkich wyrazéw z Q, przez wszystkie
wyrazy z P3, to jest, summe algebraiczng wszystkich wieloczynow
z trzech czytmikéw otrzymanych, biorgc jeden czynnik pomiedzy
wyrazami z Pj, jeden pomiedzy wyrazami z P”, i jeden nakoniec
pomiedzy wyrazami z P3. Mozna bedzie nastepnie pomnozy¢ Q,
przez P4. Wypadek Oj otrzymany z tego mnozenia bedzie wyrazat
summe algebraiczng wieloczynéw wyrazéw z 02 przez wyrazy z PA,
to jest summe algebraiczng wszystkieh wieloczynéw powstajacych
7 czterech czynnikéw wzietych wszelkim sposobem mozebnym w wie-
lomianach Pj, P2, P3, PA. To rozumowanie da sie tatwo rozciagna¢
nieograniczenie i moze skutecznie postuzy¢ do Scistego wykazania :

te wieloczyn z wielomian6iv P,, P2, I1*j, .... P,, jest summa algebra-
iczng z n czynnikbw utworzonych z jednego layrazu wzietego z 1',,
jednego wyrazu z P2, jednego wyrazu z P3, ....ijednego wyrazu 2PN

Formuly wazne otrzymane z zastosowania powyzszych prawidet
mnozenia.

29. Opierajac sie na prawidtach powyz6j dowiedzionych, otrzy-
muje sie tatwo formuty nastepujgce :

albo

Formuty ktéresmy powyzej napisali odnoszg sie do twierdzen ktoére
nalezy doktadnie w pamieci zatrzymac¢ z powodu ich ciggtego w ana-
lizie uzycia :
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Kwadrat z sumnnj lub réznicy dwdch ilosci réwna sie¢ summie kwa-
Irdéw tych ilosci, wiecej lub mniej ich podwo6jnemu wieloczynowi.
Wieloczyn z summy przez rdznice dwdch wyrazéw réwna sie roznicy
iwidratow z tych samych wyrazéw; i nawzajem, réznica kiuadratow
*Gima wieloczynowi z summy przez rdznice ich  pierwiastkow.

Oto jeszcze kilka formut do zatrzymania :

1 Moérycii sprawdzenie da sie tatwo wykonac.

Uporzadkotoanie i jednorodno$¢ loielomianéw  catkowitych

30. Moéwi sie ze wieloczyn jest uporzadko7vanym podiug poteg
Yzrastajgcych lub ubywajgcych tej samej litery, kiedy wyktadniki
16j litery w danym wielomianie wystepuja wcigz stopniowo wzra-
stajac lub ubywajgc zaczawszy od pierwszego az do ostatniego
vyrazu. Tak np.

jAst wielomianem uporzgdkowanym podiug poteg ubywajacych  li-
tery x; a wielomian

jest uporzadkowanym podtug poteg wzrastajacych litery b, i takze
podtug poteg ubywajacych litery a.

Wielomian jest zupelnym, kiedy zawiera litere porzadkowg we
wszystkich stopniach, zaczawszy od najwyzszego. Pierwszy z dwéch
wielomianéw poprzednich jest zupetnym ; drugi niezupetnym, gdyz
W nim wyrazu na braknie. Wielomian zupelny zamyka tyle
wyrazow, wiecej jeden, ile jest jednosci w wyktadniku litery po-
rzgdkowej ; gdyz tego rodzaju wielomian zawiera i wyraz niezalezny
od litery porzadkowej, albo stipnia zero (22).

Jezeli ilekolwiek wyrazéw wielomianu zamyka litere porzad-
kowg z tym samym wyktadnikiem, zbiera sie wszystkie te wyrazy
w jeden, klkadac na czynnik spélny (25) potege t¢j litery; i uwaza sie
nnioznik wielomianowy tym sposobem otrzymamy, jako spoétczyn-
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nik tej potegi. Zamyka sie wreszcie ten spétczynnik w nawias, albo
sie ktadzie w kolumnie pionowej po lews$j stronie potegi.

PRZYKLAD. Wielomian

mozna bedzie napisac

(

albo

Linijka pionowa oddziela tym sposobem od jej spétczynnika kazdg
potege litery porzadkowej.

Nie méwilismy dotad jak o stopniu wzgledem pewnej litery; do-
dac¢ nalezy ze uwaza sie czesto stopien catkowity czyli zbiorowy.

Stopien jednomianu catkowitego jest summag wyktadnikéw liter
ktére wchodza do tego wyrazu; a stopniem wielomianu catkowitego
jest najwyzszy stopien wyrazéw go sktadajgcych.

Wielomian nazywa sie jednorodmjm  gdy wszystkie jego wyrazy sg
tegoz samego stopnia; i tak wielomian

jest jednorodnym i stopnia czwartego.

Oczywiscie wieloczyn dwéch wielomianévv jednorodnych jest
takze wielomianem jednorodnym ktérego stopien réwna sie sum-
mie stopni obu jego czynnikéw.

Ta uwaga jest wielce uzyteczng w rachunku i pozwoli sprawdzié
w kazd¢j chwili btedy popetnione przez opuszczenie liter albo wy-
ktadnikow : bardzo czesto odbywaja sie rachunki na wielomianach
jednorodnych; potrzeba korzysta¢ z tej okolicznosci ilekro¢ sie to
zdarzy i sprawdzi¢ ze formuty ktére otrzymuje sie przez mnozenie
wielomianow takich pozostajag jednorodnemi.

Wielomian pierwszego stopnia nazywa sie funkcya  Unijna.
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Mnozenie wielomianéw uporzadkowanych.

/1. llekro¢ razy da sie uporzagdkowa¢ wielomian, zrobi¢ to wy-
pa(a ; symetrya ztagd wyptywajaca pomaga wiele w rachunkach, a
iilatewszystko gdy idzie o wykonanie wieloczynu dwo6ch wielo-
mimow.

V praktyce, porzadkuje sie dwa czynniki poditug tej samej litery,
gd' te czynniki majg spdlng litere; i kiladzie sie mnoznik pod
niiozng, jak w arytmetyce. Wieloczyny czesSciowe mnozn¢j przez
ka;dy wyraz mnoznika sa natenczas uporzadkowane podiug tej
sanej litery; i mozna tatwo umiesci¢ vvyrazy podobne jedne pod
drigiemi, i wykona¢ nastepne ich uproszczenie.

-PrRzYKLAD 1. Dwa wielomiany sg zupetne.
Mnozna...

Mnoznik..

Welo-
czlny
z
inioi-
nej
ptzez
IYteloczyn
up7oszczony.

przykeAD I, Wielomiany sg niezupeine. Zostawia sie przedziaty
prézne, aby mozna byto umiesci¢ wyrazy podobne jedne pod dru-
gienii.

Mnoktna.

Nnoznik.

fVielo.
uzyny
z

vmoi-
nij
przez-
Wieloczyn
up roszczony
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PRzYktAD KI. Wielomiany se, uporzadkowane lecz niejednorodne.
WezZmy teraz dwa wielomiany uporzadkowane

i szukajmy ich wieloczynu; bedziemy mogli postepowaé wedtug
prawidta og6lnego, lecz piszac w pierwszej linii poziom¢j wieloczyn
wielomianu A przez pierwszy wyraz 2 z B ; bedziemy mieli pierwszy
wieloczyn czeSciowy uporzgdkowany; mnozac nastepnie wielo-
mian A przez drugi wyraz — z B, bedziemy mieli drugi wielo-
czyn czeSciowy uporzadkowany; bedziemy mogli go napisa¢ pod
spodem pierwszego, tak zeby wyrazy tegoz samego stopnia wza-
jemnie sobie odpowiadaty w tejze samc¢j kolumnie pionowej, i tak
daléj : uproszczenie wyrazéw podobnych odnosi sie natenczas do
wyrazéw wpisanych w tez samag kolumne pionowsa.

Urzadza sie rachunek w spos6b nastepujacy :.

unikajac powtarzania czesci spélnej w ré6znych wyrazach podobnych.

Urzadzenie rachunku ktér$Smy przyjeli jest nadewszystko ko-
rzystnym kiedy spétczynniki litery porzadkowej sg same przez sig
wielomianami.
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PRzYKeAD V. Wielomiany maj§ spotczynniki wielomianowe.

Mnina...
Mroznik..
N

(0]

N

—

o

:
2

0
)

[0

N

3]

>

c

>

N

o

=]
2
T

Weloczyn
cdkowity
ipro-
s:czony.

"Widzimy ze, w tym przypadku, dziatariifi jest diuzsze, lecz pra-
wicto jest zawsze to samo : mnozy sie zawszo wszystkie wyrazy
mniznéj przez wszystkie wyrazy mnoznika, i wykonywa sie uproszcze-
nie wyrazéw podobnych.
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TWIERDZENIA | ZASTOSOWANIA.
NAJMNiEJSz0$G LICZBY (mininium) WYRAZOW WIELOCZYNF.

32. Przy mnozeniu jednego wielomianu przez drugi, widzielismy
ze wieloczyn moze zawiera¢ wyrazy podobne, ktére sie upro szczajg
jedne z drugiemi. Lecz znajdujg si¢ w kazdym wieloczynie dwa  wy-
razy przynajmniej  ktdre sie nie upraszczajg z zadnym innym. Takiemi
sg, gdy przypuscimy wielomiany uporzadkowane podiug poteg
ubywajacych tejze samej litery, wieloczyn pierwszego wyrazu mno-
znej przez pierwszy wyraz mnoznika, i wieloczyn ostatniego wyrazu
mnoznej przez ostatni wyraz mnoznika.

W rzeczy samej, wyraz jakikolwiek wieloczynu jest wieloczynem
jednego wyrazu mnoznej przez jeden wyraz mnoznika, a wyktadnik
litery porzadkowej w tym wyrazie jest summa wyktadnikéow ktéremi
ta litera jest oznaczong w obu czynnikach. A zatem, w wieloczynie
powstatym z rozmnozenia pierwszego wyrazu mnoznej przez pier-
wszy wyraz mnoznika, wyktadnik litery porzgdkowej jest summg
wyktadnikéw najwyzszych ; jest wiec wiekszym jak wyktadnik littry
porzagdkowej znajdujacy sie w kazdym innym wieloczynie czescio-
wym. Toz samo, w wieloczynie powstatym z dwoéch ostatnich wy-
razé6w, wyktadnik litery porzadkowej jest smmmga wyktadnikdw
najnizszych; jest wiec stabszym jak wyktadnik litery porzadkov7Cj
znajdujacy sie w kazdym innym wieloczynie czesciowym. Dwa wy-
razy tym sposobem otrzymane nie moga wiec uprosci¢ sie z inil§ni’

Wieloczyn dwoch wielomiandw, lub jakiegokolwiek — wielomianu  priez
jednomian, ma wiec zawsze przynajmniej dwa wyrazy. Moze wreszcie
nie zamykac jak te dwa.

PRZYKLAD :
Mnozna .

Mnoznik.

Wieloczyn  uproszczony
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Widzimy ze tu sie wszystkie wyrazy niszczg, wyjgwszy i— 1,
k6re sg wieloczynami pierwszych wyrazéw miedzy sobg i ostatnich
medzy sobg.

33. UWAGA. Kiedy dwa wielomiany zamykaja w sobie wiele liter,
nozna je bedzie uporzadkowac¢ kolejno podtug kazdej z nich; a
shsujgc uwage poprzednig, mozna bedzie otrzymaé¢ pewng liczbe
w-razéw, ktére beda musiaty pozosta¢ bez uproszczenia w wielo-
c;ynie. Na przyktad, jezeli sie mnozy dwa wielomiany nastepne
uiorzadkowane podtug poteg litery x,

wrazy X czyli i f x y™albo y\ bedg nieprzyiciedine
(ireductibles) to jest nie dajgce sie sprowadzi¢ do prostszego wy-
raenia pod wzgledem swych spdtczynnikéw, lub inaczej bedg wy-
nzami wchodzacemi do sktadu wieloczynu szukanego bez zadnego
uiroszczenia. Lecz gdy sie urzadzi te dwa wielomiany podtug poteg
Hery vy,

nitenczas wieloczyny Ixy*x X y” albo i X czyli

bidg koniecznie jeszcze nmsiaty przechowac sie nietkniete w wie-
kczynie szukanym. Wyraz a;" przedstawia sie, jak widzimy, po
dvakro¢ sposobem Innym : i znajdujemy tylko trzy wyrazy od-

rebne, ktére, w rezultacie, nic moga dozna¢ zadnego uproszczenia.

NAJWIEKSZOSC LICZBY WYRAZOW WLELOCINYNU.

34. Wieloczyn mnoznej przez jeden z wyraz6w mnoznika zamyka
wsobie tyle wyrazéw ile sie tych znajduje w nmozn¢j. Wiec, jezeli
raultat nie przedstawia wyrazéw podobnych do uproszczenia, liczba
Wi/razow wieloczynu  catkowitego  bedzie wieloczyn liczby ivyrazéw
mioinej przez liczbe wyrazbw mnoznika. Jestto oczywiscie najwieksza
liizba wyrazéw rezultatu.

WIELOCZYNY JEDNORODNE.

35. TWIERDZENIE. Wieloczyn z dwoch wielomianéw jednorodnych  (30)
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jest wielomian jednorodny, ktérego stopien réwna si¢ summie  stopni
obu czynnikoéw.

W istocie, wszystkie wieloczyny cze$ciowe powinny mie¢ tenze
sam stopien, poniewaz stopien kazdego z nich jest summg stopni
jednego wyrazu mnoznej i jednego wyrazu mnoznika, a kazdy z tych
czynnikéw ma wszystkie swe wyrazy tegoz samego stopnia.

36. TWIERDZENIE. Wieloczyn z summy dwdch liczb a Z b przez ich
réinice rowna sie roznicy kwadratow z tych samych dwdch liczb. To
twierdzenie, poprzednio juz przez nas dostatecznie wykazane spro-
wadza sie do formuty

Ta formuta jest wazng : stuzy ona nadewszystko do roziozenia
dioumianu bedacego roéznicg dwoch kwadratdbw na wieloczyn  dwoch
czynnikéw, z ktérych jeden jest summa a drugi rdéznicg odrebnie uwzie-
tych z jego loyrazéw pierwiastkow.

PRZYKLADY :

37. YWiERDZENIE. Kwadrat z wielomianu réwna sie¢ summie kwadra-
tow z wszystkich jego loyrazow powiekszonej  podiodjng summa z ich
wieloczynébw dwa po dwa branych.

Formuta znana

pokazuje ze twierdzenie jest prawdziwem dla dwumianu.
Dla tréjmianu, znajduje sie
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ialbo

co sie jeszcze zupetnie zgadza z powyz$j przedstawionem wysto-
wieniem.

Zeby sie upewni¢ o og6lnosci tego prawa, potrzeba dowiesé, ze
skoro postrzezone prawo stuzy wielomianowi ztozonemu z n wyra-
z6w, musi koniecznie stuzy¢ i wielomianowi ztozonemu z n 1
wyrazow.

Na ten koniec, dajmy ze

jest wielomianem ztozonym z n wyrazow, i przypusémy takze ze

jest >\'ielomianem ztozonym z n \ wyrazéw. Postepujgc drogg
powyzej wskazang otrzymuje sie

Ot6z kwadrat {a-\-h" c-\- .. \-liA-kf zamyka w sobie z zatoze-
nia kwadraty z a, 6, c,. . ., /i, k, i wszystkie ich podwd6jne wielo-
czyny. Jezeli wiec do niego sie przytagczy kwadrat z / i podwdjne
wieloczyny z a, b, ¢, ..., h, k przez /, bedziemy mieli kwadraty
wszystkich wyrazéw za-\-bA-c-[-...-\-h-[-k-{-1, jakotez ich po-
dwoéjre wieloczyny.

Wiec, jezeli prawo stuzy wielomianowi ztozonemu z n wyrazéw,
musi koniecznie stuzy¢ i wielomianowi ztozonemu z n-f-1 wyrazow;
aze juzeSmy to prawo sprawdzili na dwumianie i tréjmianie, mo-
zemy przeto wnie$¢ stusznie ze ono jest jeszcze prawdziwém dla
wielomianu ztozonego z czterech wyrazéw ; nastepnie ze toz same
prawo rozcigga sie do wielomianu z pieciu wyrazéw, i tak dalej
nieogianiczenie. A zatem twierdzenie jest og6lnem.

Pisze sie czesto twierdzenie poprzednie pod ksztalttem symbo-

licznym
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gdzie znak S wskazuje ze potrzeba zrobi¢ summe wszystkich wy-
razéw podobnych do tego co tym znakiem jest oznaczony.

Dla;wykonania praktycznego kwadratu zwielomianu, postepuje sie
w rachunku porzadkiem wskazanym przez dowodzenie popi-zednie,
to jest tworzy sie kwadrat pierwszego wyrazu, podwo6jny wieloczyn
wyrazu pierwszego przez drugi, i kwadrat wyrazu drugiego; potem
podwdjny wieloczyn z summy dwdch poprzedzajgcych wyrazéw
przez wyraz trzeci, i kwadrat tegoz trzeciego wyrazu; potem po-
dwoéjny wieloczyn z summy trzech poprzedzajgcych wyrazéw przez
wyraz czwarty, i kwadrat tegoz czwartego wyrazu; i tak dalej az do
ostatniego. Wreszcie, dla tatwiejszego uproszczenia wyrazéw podo-
bnych, urzadza sie rachunek, jak to widzimy w przyktadzie naste-
pnym, tak aby kazda Unia pozioma byta zakonczong kwadratem
z jakiegokolwiek wyrazu.

Niech bedzie do wykonania kwadrat z wielomianu

bedziemy mieli:

38. UWAGA. Kwadrat z luielomianu zamyka w sobie przynajmniej
cztery wyrazy ktére nie moga byé uproszczone. Takiemi sa, gdy wie-
lomian jest urzadzony, dwa pierwsze i dwa ostatnie wyrazy. W isto-
cie, niech bedg « i)3wyktadniki litery porzadkowej w dwoéch pier-
wszych wyrazach wielomianu, wyktadniki tej litery, w dwodch
pierwszych wyrazach kwadratu, beda 'ia i a-f-|3; ot6z te dwa wykta-
dniki sg rozne, poniewaz z zatozenia, « > {3; i sg one oczywiscie
wyzsze nad te ktédremi litera porzgdkowa jest oznaczong w innych
wyrazach kwadratu. Wiec te dwa wyrazy nie moga dozna¢ zadnego
uproszczenia. Tak samo mozna wykaza¢, ze podwojny wieloczyn
dwoch ostatnich wyrazéw wielomianu i kwadrat z ostatniego wyrazu
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s§ nieprzywiedlne  (irreductible), to jest stanowig wyrazy wchodzgce
do sktadu kwadratu z wielomianu bez zadnego uproszczenia.

39. TWIERDZENIE. SzeScian z wielomianu sktada sic z  szeScianow
wszystkich  jego  wyrazéw, z potréjnych  wieloczynéw otrzymanych
mnozac kazdy layraz przez kwadrat z innego wyrazu, iz poszostnych
wieloczynéw  trzech wyrazéw. Rozwiniecie tego sze$cianu mozna
przedstawi¢ za pomocg formuty symbolicznej

Sprawdza sie tatwo to twierdzenie dla dw”umianu i tréjmiarm.
Jakoz uzycie prostych regut mnozenia daje

1'ozostaje nam zatem jeszcze dowies$C¢ : ze jezeli prawo stuzy wielo-
mianowi ztozonemu z n wyrazow, musi koniecznie stuzy¢ i wielo-
mianowi ztozenemu z n-f-1 wyrazéw. Ow6z widocznie mamy

Drugi strona zawiera oczywiscie wszystkie szeSciany a”, ... Taz
sama strona zamyka, oprocz tego, wszystkie potrojne wieloczyny
przedstawione pod ksztattem “oi*; gdyz wezmy jakikolwiek z tych
podwojnych wieloczynéw : jes$li ten wieloczyn nie zawiera /, jest
z zatozenia zamknietym w

jesli zawiera / oznaczone pierwszg potega; znajduje sie w
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a jesli zamyka | w kwadracie, jest zawartym w

Wykaze sie tak samo ze dwie czesci

zawierajg 6 razy wszystkie wieloczyny z trzech wyrazow.

CWICZENIA.

I. Sprawdzi¢ réwnosci
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11. Niech beda : V olijetos¢ czworo$cianu; a, b, c, krawedzie wychodzace

z egoz samego wierzchotka, a', b", c¢', boki przeciwne : znalezé

Rownosci (relacye inwolucyi)

ciigng za sobg jako nastepstwa :

wskaza¢ odwrotnie ze kazda z siedmiu relacyj ktoére poprzednio sg dane spro-
widza sie do relacyi jedynej
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LIOfiOLMENIE 1'lUWIDKL [I'0I'l1ZEDNIGH. LICZBY ODJEMNE.

DODAWANIE JAKIEGORDIAYIEK WIELOMIANU.

0. Niech bedzie

wielomian jakikolwiek.
Wiemy ze, kiedy summa wyrazéw poprzedzonych znakiemprze-

wyzsza summe wyrazoéw poprzedzonych znakiem —, dodawanie
wielomianu do liczby jakiejkolwiek A wyraza Sie za pomoca formuty
1) kNMalb — c\-d—€-\-f) = k-]-a-"b —cf{-d — eA'f

Jezeli warto$ci podstawione na miejscu liter tworzg summe wyra-
z6w dodanych (additifs) nizszg od summy wyrazéw odjetych (sous-
tractifs), wyrazenie

traci na tenczas cate swe znaczenie wzgledem wymiaru wielkoSci,
i w tym razie nie znamy wiecej jaki sens nalezy przywigza¢ do jego
dodawania. Wszakze, prawidto ktére powinno przewodniczy¢ tej
kombinacyi, czi/sto oderwanej, nie majac nic wspdlnego z reguig
kaprysu lub razgcej dowolnosci, jest przeciwnie prawidtem z wielu
wzgledow nakazanem; dodawanie wielomianu

powinno jeszcze me odby¢ stosownie dp przepiséw zamknietych
wr formule (1). To wynika z ducha ogdlnosci stanowigcego algebre,
umiejetno$¢ ktdérej charakterem rozrdézniajacym jest badanie i po-
rzadne rozwijanie dziatan niezaleznie od liczb na ktérych sie takowe
wykonywajg.

W rachunkach algebraicznych wartosci liczebne nie sg naprzod
ustalone, nie wiemy przeto, gdy przyjdzie dodawaé¢ wielomian, czy
podstawienie liczb na miejscu liter wyda nadal summe wyrazéw
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didanych wiekszagi lub mniejsza jak summa wyrazéw odjetych;
giyby wiec kazdemu z tych dwéch przypadkéw odpowiadato pra-
wdto szczegblne dodawania, niemozno$¢ zdecydowania w ktorym
si; przypadku znajdujemy wymagataby po nas zrobienia dwoch
richunkéw réwnolegtych; kazdy ztych rachunkdéw zrodzitby wkrétce
iine, ktére znowu same przez sie wydatyby nowe; i, juz nic
ne mowigc o wielkich niedogodnosciach na jakiebySmy nieo-
nylnie natrafi¢ musieli wprowadzajac do rachunku mnéstwo formut
otatecznych, widzimy ze w og6le bylibySmy bardzo predko w na-
s¢j pracy zatrzymani przez te rozliczne poddziaty : nie bedzie zatem
r.chunek algebraiczny dotad istotnie mozebnym dopoki prawidto (1)
ne da sie catkiem zastosowa¢ do wszystkich bez wyjatku przy-
pdkow.

Tak wiec, aby doda¢ loielornian do liczby, potrzeba zawsze pisa¢ tccigz
Iczby rdzne tuyrazy wielomianu z ich znakami.

ODCIAGANIE .LARIEGOKOLWIEK WIELOMIANU.

/i'l. Jezeli sie rozumie przez odcigganie dziatanie majgce na celu
zialezienie wyrazenia ktore dodane algebraicznie (/iO) do wyrazenia
-canego wyda inne wyrazenie takze dane, to widoczna ze :

Aby odciggng¢ wielomian od liczby, potrzeba zawsze pisa¢ wcigz
Iczby rézne ivyrazy odmieniajgc ich znaki na przeciwtie.

Tym sposobem rdznica pomiedzy liczbg Ai wielomianem

jhst

idyz, dodajgc to wyrazenie do wielomianu przedstawionego, znaj-
duje sie

;0 po uproszczeniu staje sie rGwnem liczbie A.
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LICZBY ODJEMNE.

ki. Formuty ogo6lne
m

stajg sie, w przypadku
1)
2

i wyrazajg wtedy prawidto dodawania i odciggania liczby odoso-
bnionej poprzedzonej znakiem —. Taka liczba (—c) nazywa sie
odjemng (n”gatif); przez oppozycya, mowi sie ze liczby zwyczajne sg
dodatne (po francuzku positifs; wyrazenie pochodzace z tacifnskiego
ponatur una res). WinniSmy te nazwanie Yietowi (1540).

Liczba odjemna jest pozbawiong wszelkiego znaczenia wzgledem
wymiaru wielkoS$ci; jestto czysty symbol wprowadzony do algebry
w celu uogdlnienia.

63. Formuty (1) i (2), raz przypusciwszy dla wartosci dodalnych
przypisywanych ilosci c, rozciggng sie przez to samo do przypadku
gdzie c¢ miatoby warto$¢ liczebng odjemnag,

Niech bedzie, w rzeczy samej, c~ —c'; formuta (2), zastosowana
do liczby dodatnej c', daje

a, zastepujac — c' przez c,

co jest formutg (1) rozciggnietg do przypadku gdy c przybiera w i-
tosci liczebne odjemne.
Tak samo formuta (1), zastosowana.do liczby dodatnej c', daje

a, zastepujac — c' przez c,
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Ojest formute, (2) rozwinietg dla przypadku w ktérym c ma warto$¢
iczebng odjemng.

Uk. Przeto, we wszystkich przypadkach, dodaé —c wychodzi
la jedno co odjg¢ ¢, a odciggng¢ — c znaczy to samo co dodaé c;
yynika ztad ze mozna uwaza¢ wielomian jako summe wyrazéw doda-
.ych, oznaczajgc przez stowo wyraz nierozdzielne potgczenie znaku
liczbg przed ktorg ten znak jest potozony. Dwa wyrazenia

3, w rzeczy samej, rownowazne podiug powyzej wyltozonych pra-
videt; podobny rezultat przybiera szczegdlne nazwisko summy alge-
rraicznej.

45. Przypu$émy ze podstawiono w wielomianie na miejscu liter
iczby, i-niech bedg : P summa wyrazéw dodatnych, N summa wyra-
;6w odjemnych, wielomian da/iy moze sie napisa¢ pod ksztattem

P —N.

.ezeli liczba N przewyzsza P ijest rowng P-j-D na przykitad, for-
nuta staje sie

tibo
ilbo

Wartos$¢ liczebna wielomianu jest wiec przedstawiona w tym przy-
padku, przez liczbe odjemng ktoréj wartosé bezwzgledna réwna sie
przewyzce wartosci liczebn$j wyrazéw poprzedzonych znakiem -f-
nad wartoscig liczebng wyrazéw poprzedzonych znakiem —. Aby
to dobrze zrozumieé, dosyc¢ jest tylko sobie przypomnie¢ : ze dwie
formuty

A

Si} rownowazne. Defmicya n'" 10 znajduje si,% t\b/m sposobem uogo6l-
niong, 1 widzimy ze, aby otrzyma¢ wartosc liczebng wielomianu”™ ~po-
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trzeba zawsze doda¢, z jednej strony liczby poprzedzone znakiem  -]-,
z drugiej liczby poprzedzone znakiem —, odciggng¢ mniejsza  summe
od wiekszej, i da¢ reszcie znak prpywigzany do wiekszej  summy,

MNOZENIE DWOCH WIELOMIANOW JAKICHKOLWIEK.

46. Rozwazania odpowiedne uwagom przedstawionym w n"® 40
pokazuje, ze prawidlo dane (27) na mnozenie dwoéch luielomianéw  ao-
datnych powinno koniecznie sie zastosowa¢ do wszystkich przypadkow.

Formuty

sg wiec ogblne, Dlac=:c? = 0, poprzednie formuty stajg sie

(€
(2)
©)

i wyrazajg wtedy prawidta mnozenia liczb odjemnych odosobnio-
nych.

47. Relacye (1), (2), (3), raz przypusciwszy dla warto$ci dodat-
nych z iloSci a i b, rozciggng sie przez to samo do przypadku gdzie
a \ b miatyby wartosci liczebne odjemne.

Na przyktad, aby dowie$¢ ze formuta (3) istnieje jeszcze gdy a, b
sg odjemne i r6wne — o' i — b', zwazymy ze ta formuta, zastoso-
wana do liczb dodatnych a'i b', daje

a, zastepujgc a' i b' przez —a i — b,
ab= {-a){-b),

co jest formuta (3) rozciaggnieta do przypadku w ktérym a ib przy-
bierajg wartosci liczebne odjemne.
48. Bedziemy przedstawiali odtad jakikolwiek wielomian, jakie-
kolwiekbgdz znaki miatyby jego wyrazy, pod ksztattem og6lnym
r

gdzie o, b, ¢, p, g, r, oznaczajg liczby dodatne albo odjemne.
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PRZYKLAD. Formuta

ktéra wypada bezposrednio z prawidia mnozenia, jest przez to samo
prawdziwg, jakiekohviek bytyby znaki ilosci oznaczonych przez
a i b. Mozna wiec przypusci¢ ze b w powyzszym wzorze przedsta-
wia liczbe odjemng — b\ Ta formuta staje sie wtedy

albo, stosujgc prawidta (/i6),

Formuty dajace kwadrat z summy i kwadrat z réznicy znajduja
sie tym sposobem przywiedzione do jedn§j.
Tak samo formuta

ktéra sie otrzymuje mnozac dwie strony poprzedniej przez [a-f- b),
staje sie, w tychze samych okolicznosciach,

przeto formuty dajace szeScian z summy i szeScian z rdznicy sg
takze sprowadzone do jednej.

/9. TwierDzeNIE. Wieloczyn jest dodatny hb odjemny, podtug
tegojali liczba jego czynnikéw odjemnych jest parzysta albo  nieparzysta.

W rzeczy samej, wprowadzmy do wieloczynu liczbe (-fi) jako
pierwszy czynnik, znak -f tego czynnika zmienia sie tyle razy ile
tylko razy zdarzy sie nam napotka¢ wchodzacy do wieloczynu czyn
nik odjemny; a poniewaz dwie zmiany z kolei jedna po drugi¢j
wykonane na znaku, to jest wprowadzenie do wieloczynu dwoch
czynnikéw odjemnych przywodzi zawsze znak ; jest wiec oczy-
wista ze znak wieloczynu bedzie A- jezeli liczba odmian znaku, to
jest liczba czynnikéw odjemnych jest parzysta, a przeto wieloczyn
powinien otrzymac sie koniecznie ze znakiem — w przypadku prze-
ciwnym.

WNIOSEK. Potegi parzyste liczby odjemnej sa dodatne, a potegi
niejwzyste odjemne.
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DZIELENIE.

50. Dzielna, bedac wieloczynem z dzielnika przez iloraz, ma tenze
sam znak co i dzielnik albo znak z nim przeciwny, wedtug tego jak
iloraz jest dodatny lub odjemny. Wiec iloraz ma znak -j-<albo
znak — wedtlug tego jak dzielna i dzielnik sg tegoz samego znaku ,albo
znakow ""przeciwnych.

Tym sposobem

CWICZENIA,

1. Jezeli sie zatozy

sprawdzi¢ ze si¢ otrzyma
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Dowie$¢ nieréwnosci

I1l.  Uwazajgc cigg wyrazéw oznaczonych znaicaini -f- i — , méwimy ze
istnieje przem/ana (variation) albo nastepstwo (permanence), w miare jak znaki
dwdch wyrazéw po sobie nastepujacych sa rézne lub tez same. | tak wielomian

przedstawia trzy przemiany i dwa nastepstwa. To zatozywszy, jesli oznaczymy
przez a liczbe dodatng, i przez P wielomian catkowity wymierny urzgdzony
podtug poteg ubywajgcych litery cc, lecz z reszta zupeiny albo niezupetny, do-
wies¢ potrafimy kazde z podan nastepujacych :

1° Roznica pomiedzy liczbami przemian wielomianéw P i P (as— a) jest liczbg
nieparzysta, i pierwsza z nich jest mniejszg od drugicj;

2° Roéznica pomiedzy liczbami przemian wielomianéw P i P(cc -t- a) jest
liczbg parzystg, i druga nie moze przewyzsza¢ pierwszéj ;

3° Jezeli wielomian P jest niezupetnym, to gdy sie go dopetni tworzac w nim
o ile mozna najwiec¢j przemian, otrzymamy wielomian w ktérym liczba na-
stepstw znalezionych réwnaé sie bedzie liczbie przemian wielomianu otrzyma-
nego przez zamiane ccna — o w P.

Sg to przypadki szczegélne stawn¢j Reguly Dekarta (Descartes).
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DZIELENIE.

ILORAZ ALGEBRAICZNY.

51. Wiemy ze, dzielagc wyrazenie algebraiczne A przez inne B,
oznaczamy iloraz, ktadac dzielng nad dzielnikiem, i oddzielajgc je

linijkg poziomg. Pisze”sie i, najczeSciej, jest niepodobna prze-

ksztatci¢ formute tg na inng bardzi$j prosta.

Lecz jezeli A i B zawierajg litery wspodlne, zdarza sie niekiedy ze
sie moze upros$cic¢ iloraz i to uproszczenie zowie sie wtasnie icykona-
niem dzielenia. Rozbierzemy pilnie dziatanie pod tym punktem wi-
dzenia dla jednomian6w i wielomianéw ; damy prawidto postepo-
wania w kazdym przypadku, i rozpoznamy jednocze$nie warunki,
bez ktérych rachunek nie jest mozebnym.

52. Dzielenie algebraiczne przedstawia trzy przypadki: 1° dzielenie
jednomianu przez jednomian; 2" dzielenie wielomianu przez jedno-
mian; 3° dzielenie wielomianu przez wielomian.

DZIELENIE JEDNOMIANOW.

53. PRAWIDLO DZIELENIA. Dajmy Ze mamy do dzielenia 15aVA-d'
przez i przypusémy  ze sie znajduje jednomian catkowity
ktéry, rozmnozony przez dzielnik, wydaje dzielng. Podtug pra-
widta mnozenia (22), spétczynnik 75 dzielnej powinien by¢ wielo-
czynem ze spoOiczynnika dzielnika przez spétczynnik ilorazu : ten
ostatni otrzymuje sie wiec dzielgc 75 przez 25, bedzie przeto 3.
Wedtug tegoz samego prawidta, wyktadnik 7 litery a w dzielnej
powinien by¢ summa wyktadnika 3 tejze samej litery w dzielniku®
i wyktadnika t¢j litery w ilorazie; otrzymuje sie¢ wiec ten ostatni
odciggajac 3 od 7 ; bedzie przeto k. Dla tejze samej przyczyny wy-
ktadnik b bedzie 3. A poniewaz c wchodzi z tymze samym wykta-
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dnikiem 2 do dzielnej i do dzielnika, dla tego ta litera nie wejdzie
do ilorazu; nakoniec, poniewaz clwchodzi do dzielnej nie wchodzac
do dzielnika, dla tego bedzie musiato znalez¢ sie w ilorazie ze swym
wyktadnikiem 5. lloraz ljest wiec

Metoda bedgc ogdlng przywodzi nas do prawidta nastepujgcego :

Cl.cac wykona¢  dzielenie jednomianu  catkowitego  przez inny
I® dzieli si¢ spdtczynnik dzielnej przez spofczynnik dzielnika; 2« pisze
sie w ilorazie raz jeden kazdg =z liter wchodzacych do dzielnej z  wie-
kszyn wyktadnikiem jak do dzielnika; 3° oznacza sie kazdg z tych
liter wyktadnikiem  réwnym réznicy wyktadnikéw, pochodzacej z odje-~
cia wyktadnika tej litery iv dzielniku, od jej wyktadnika w dzielnej.
Gdy pewna litera nie wchodzi jak tylko do dzielnej, wtedy ta litera
wchalzi do ilorazu ze swym wyktadnikiem.

56. WARUNKI MOZEBNOSCI. PrzypusciliSmy, dla wprowadzenia ro-
zumowania, ze iloraz istniat pod ksztattem jednomianu catkowitego.
Owoz nie ma watpliwosci, ze to zatozenie bedzie sprawdzoneni, ile
tylko razy spotczynnik dzielnej bedzie podzielnym  przez  spotczynnik
dzielnika; je$li oprocz tego, wszystkie litery dzielnika bedagiachodzity
do dzielnej ; ijesli nakoniec icyktadnik kazdej z nich w dzielniku be-
dzie nizszym od wyktadnika ktorym ta litera jest oznaczong w dzielnej
a najwyzej rownym takowemu. Gdyz jesli te warunki sg dopetnione,
mozaa bedzie, stosujgc prawidto (53), znalez¢ jednomian catkowity,
ktéry, rozmnozy przez .dzielnik, wyda dzielng : ten wiec bedzie ilo-
razem  wykonanym.

Lecz jest zupetnie niepodobna otrzymac iloraz pod ksztattem jedno-
mianu catkowitego gdy jeden, dwa lub wszystkie te trzy warunki
dopetnionemi nie beda. Gdyz, jesliby iloraz istniat pod tg forma, to
rozumowanie i prawidto mogtoby sie zastosowaé, i trzy warunki
musiatyby by¢ koniecznie dopetnionemi.

Te wiec warunki sg konieczne i dostateczne, zeby dzielenie jedno-
miaiiéw catkowitych bylo mozebnem.

WYKLADNIK ZERO.

j~55. Podtug prawidta ktéreSmy co tylko podali, je$li litera a wchodzi
do dzielnej z wyktadnikiem a do dzielnika z wyktadnikiem

to wchodzi¢ ona bedzie do ilorazu z wyktadnikiem m —n. Lecz
dowodzenie przypuszcza ze mamy m > n. Gdyby wiec na przjktad
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byto m = n, litera a zniktaby catkiem z ilorazu, i prawidto nie da-
toby sie wiecej zastosowac¢. Gdyby wszakze zgodzono sie jeszcze na
dalsze jego zastosowanie, otrzymalibySmy albo ; a ponie-
waz iloraz z a"™ przez a"™ jest oczywiscie jednos$cia, zachiowali by$Smy
dla prawidta wyktadnikéw jego ogdlnosé, stanowigc ugode te a"
przedstawia jednos¢, jakiémkolwiek bagdz wreszcie jest a. Podtug

tego,

i ten iloraz nie jest zmienionym przez ugode, poniewaz czyn-
nik = Zachowuje sie wreszcie tym sposobem, w ilorazie,
Slad litery ktora, bez tego, zniktaby catkowicie.

Dostarczymy w dalszym ciggu wiec¢j szczegdtdw o t¢j ugodzie,
ktdra Scisle sie wigze z og6lnoscig wyktadnikow.

DZIELENIE WIELOMIANOW PRZEZ JEDNOMIAN.

56. PRAWIDLO DZIELENIA. lloraz z dzielenia wielomianu przez je-
dnomian nie jest nigdy jednomianem; gdyz wieloczyn z dwéch
jednomianéw jest -zawsze jednomianem (22). Tak wiec ten iloraz
musi byé koniecznie wielomianem jesli znajduje sie pod ksztatlem
catkowitym. Dziatanie zalezy wiec, w tym przypadku, na znalezie-
niu wielomianu ktdryby, rozmnozony przez jednomian dzielnika,
byt w stanie wydaé wielomian dzieln$j. Owoz widzieliSmy (24), ze
wieloczyn z wielomianu przez jednomian jest summg wieloczyndéw
kazdego wyrazu mnoznéj przez mnoznik. Przeto iloraz  szukany
mozna bedzie otrzymaé dzielac kazdy wyraz dzielnej przez dzielnik ;
doda¢ wreszcie potrzeba do kazdego z ilorazéw czesciowych znak wyrazu
dzielnej z ktorego ten iloraz  powstat.

PRZYKLAD :

57. WARUNKI MOZEBNOSCt Kiedy kazdy wyraz dzielnej, loziety od-
dzielnie,jest  podzielnym przez dzielnik, oczywista ze iloraz przedsta-
wia sie jako wielomian catkowity, ktéry sie moze otrzymaé przez
zastosowanie prawidta poprzedniego; a dowodzenie tego prawidta
wykazuje, wreszcie, ze ten warunek jest koniecznym.
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DZIELENIE WIELOMIANOW.

f8. Bardzo rzadko mozna wykona¢ dzielenie wielomianu przez
inny, czyli znalezé trzeci wielomian ktéry, rozmnozony przez  drugi,
loylaje pierwszy. Wszelako, kiedy dzielna i dzielnik przyjmujg litere
wsidlna, zdarza sie niekiedy Zze sie moze znalez¢ iloraz taki. Przy-
puszczac tu bedziemy, ze dwa wielomiany sg uporzadkowane pod-
Jug poteg ubywajacych téjze sams$j litery, i bedziemy poszukiwali,
jes.li mozebna, przedstawic¢ iloraz przez wielomian uporzadkowany
tynze samym sposobem.

Sposéb dzielenia opiera sie na dwoch twierdzeniach nasl-jpu-
jacych

59. TWIERDZENIE 1. Gdy dwa wielomiany sg uporzagdkowane pjodlug
poteg ubywajacych tejze samej litery, i gdy iloraz z ich dzielenia jest
widomianem uporzagdkowanym tymze samym sposobem, otrzymuje  sie
pie>'wszy wyraz ilorazu dzielgc ‘pierwszy wyraz dzielnej przez pier-
ws:y wyraz  dzielnika.

W rzeczy sams$j, dzielna bedac z zatozenia wieloczynem z dziel-
nika przez iloraz, pierwszy wyraz tej dzielnej pochodzi bez uproszcze-
nia (32) z wieloczynu pierwszego wyrazu dzielnika przez pierwszy
wyraz ilorazu : wiec pierwszy wyraz ilorazu wynika z dzielenia pier-
wszego wyrazu dzieln$j przez pierwszy wyraz dzielnika.

60. TWIERDZENIE 1. Mnozac dzielnik przez pierwszy wyraz ilorazu
i odciagajac wieloczyn od dzielnej, ortzymuje sie reszta ktéra, podzie-
lona przez dzielnik, daje ogél innych wyrazéw ilorazu.

W rzeczy samej, uwazajac iloraz jako ztozony z dwéch czesci:
jego pierwszy wyraz i og6t wyrazéw po nim nastepujgcych, wi-
dzimy zo wieloczyn z dzielnika przez iloraz, to jest dzielna, jest
réowng wieloczynowi z dzielnika przez pierwszy wyraz ilorazu, po-
wiekszonemu wieloczynem z dzielnika przez ogét innych wyrazéw
tego ilorazu; przewyzka dzielnej nad pierwszg czescig tego wielo-
czynu jest wiec rdwng wieloczynowi z dzielnika przez og6t wyra-
zO6w ilorazu po piervvszym nastepujacych.

61. PRAWIDLO DZIELENIA. Dwa twierdzenia poprzedzajace pozwa-
lajg wykona¢ dzielenie jakiekolwiek : gdyz pierwsze daje spos6b
znalezienia pierwszego wyrazu ilorazu, a drugie przywodzi wyszuka-
nie wszystkich innych do dzielenia nowego. Pierwsze twierdzenie,
zastosowane do tego nowego dzie'enia, pozwala znalez¢ pierwszy
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wyraz nowego ilorazu, to jest drugi wyraz ilorazu szukanego ; a dru-
gie twierdzenie przywodzi wyszukanie nastepujgcych do trzeciego
dzielenia, i tak nastepnie.

Zkad (bezposrednio) wypada to prawidio :

Aby podzieli¢ wielomian przez inny : po ich uporzadkoiuaniu  podtug
poteg ubywajacych tejze samej litery, dzieli sie pierwszy wyraz dziel-
nej przez pierwszy wyraz dzielnika; co daje pierwszy wyraz ilorazu.
Mnozy sie dzielnik przez ten iloraz czeSciowy, i odcigga sie  wieloczyn,
od dzielnej : to odcigganie ivykonywa sie zmieniajac znak kazdego
wyrazu w wielomianie odciggajgcym  sie, i upraszczajac wyrazy  po-
dobne. Dzieli sie nastepnie pierwszy wyraz reszty przez pierwszy
wyraz dzielnika; co daje drugi wyraz ilorazu. Mnozy sie  dzielnik
przez ten drugi wyraz, i odciaga sie wieloczyn od reszty. Otrzymuje
sie tym sposobem druga reszta, w ktorej dzieli sie pierwszy wyraz
przez pierwszy wyraz dzielnika ; co daje trzeci wyraz ilorazu. Mnozy

sie znowu dzielnik przez ten trzeci wyraz, i odcigga sie  otrzymany
wieloczyn od drugiej reszty. Otrzymuje sie tym sposobem trzecia reszta,
z ktora postepuje sie tak samo jak z poprzedzajaca, i ciggnie sie dalej

robota poty, az wszystkie wyrazy dzielnej zostana przez  odejmowanie
wyczerpane, tojest az znajdzie sie nakoniec zero na reszte.

Wielomian, w ktérym otrzymuje sie tym sposobem wyrazy ko-
lejno jeden po drugim, jest ilorazem szukanym; gdyz dzialajgc
wedle tego prawidta, odejmuje sie kolejno od dzielnej wieloczyny
z dzielnika przez rézne wyrazy tego wielomianu : a poniewaz osta-
tecznie nic nie pozostaje, wnosi¢ stusznie wypada ze dzielna jest
wieloczynem z dzielnika przez ten wielomian, to jest ze ten wielo-
mian jest istotnie ilorazem otrzymanym z podzielenia wielomianu
dzielnéj przez wielomian z dzielnika.

SPOSOB URZADZANIA DZIALANIA.

62. Urzadzenie jest zupetnie takiez same jak i w arytmetyce; tylko
gdy sie pisze wieloczyn czeSciowy pod dzielng cze$ciowa od ktdréj
ten wieloczyn powinien by¢ odciggnietym, nalezy zmieni¢ wszystkie
jego znaki, gdyz tak dziatajac mozna niezwitocznie zastapi¢ odcia-
ganie prostSm do wykonania uproszczeniem.

przyktadl . Dajmyzemamydopodzieleniaa; -f-6a-"*-]-"x"=—t
przez — 1 : mozna bedzie napisa¢, jak to we wzorze ponizej
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przelslawionyiii widzimy, dzielnik po praw(¢j stronie dzielnéj prze-
dzieajac je linijkg pionowa.

WZOR DZIALANIA.

Dziena...

lila eszta.

23" nszia.

Perwszy wyraz ilorazu jest iloraz wynikty z podzielenia
prze x\ Wieloczyn z dzielnika przez jest ~ ) pisze
sie lod dzielng ten wieloczyn ze zmienionemi znakami: co sprowa-
dza odcigganie do wykonania prostego uproszczenia wyraz6w po-
dobiych : i otrzymuje sie tym sposobem pierwsza reszta

Dugi wyraz ilorazu jest iloraz wynikty z podzielenia
prze Mnozy sie dzielnik przez 52, co daje 5xN —
poteii pisze sie ten wieloczyn pod pierwsza resztg zmieniajac jego
znak, i wykonywajgc uproszczenie. Otrzymuje sie na drugg reszte

Tzeci wyraz ilorazu jest 1, iloraz z przez Gdy sie roz-
mnrzy dzielnik przez 1, i odciggnie wieloczyn od drugi¢j reszty,
otrz-muje sie na reszte 0. lloraz szukany jest wiec

Ndezy przyuczy¢ sie do wykonywania razem mnozenia kazdego
wyrizu dzielnika przez wyraz znaleziony na iloraz, odciggania od
wyrizu odpowiedniego dzielnej” i uproszczenia wyrazéw podobnych.

Wytaz rachunku sprowadza sie wtedy do wzoru ponizej tu przed-
stawionego :

Dziena
Piewsza reszta.

Druia reszta...
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przyktAD |l. Spotczynniki litery porzgdkowej sa jednomian
ogdlne, to jest wyrazone w literach.
Dajmy ze wielomian
A ml er Cta \ an e 10 L1k 1 «<\QTt: « " im | c%to

mamy podzieli¢ przez wielomian

Poprzestaniemy na zrobieniu wykazu rachunku.



DZIELENIE. 53

przvkeAD 111. Prawidto poprzedzajgce nie przypuszcza bynajmniej
aby potegi litery porzadkowej miaty spotczynniki liczebne albo byty
jednomianami. Te spéiczynniki moga nawet przedstawia¢ jakie-
kolwiek catkowite wielomiany (30), a jeszcze nie znajdzie sie nic
do zmienienia w rozumowaniach i w sposobie postepowania.
Niech bedzie daném do podzielenia

przez;

Pierwszy wyraz ilorazu jest iloraz wynikty z podzielenia
przez X\ Mnozac dzielnik przez odciggajac wieloczyn od dzielnej,
i uproszczajac, ...:;; _lInje sie pierwsza reszta. Dzielgc pierwszy wyraz
(2a2 — tej reszty przez otrzymuje sie drugi wyraz ilorazu

— ¢-)X-. Mnozac dzielnik przez ten drugi wyraz, od$jmujac
wieloczyn od reszty, i uproszczajgc, otrzymuje sie druga reszta.
Pierwszy wyraz (a " -j-tej reszty, podzielony przez dostar-
cza trzeci wyraz [a''d*d”] ilorazu; a dzielnik, rozmnozony przez
ten wyraz, daje wieloczyn ktéry jest rownym drugic¢j reszcie. A na-
stepnie iloraz jest (2a — ¢! -\-a"-\-a'c\

przvykeAD |V. Rachunek jest mniej prostym, kiedy spotczynnik

pierwszego wyrazu dzielnéj i pierwszego wyrazu dzielnika sg same
przez sie wieh mianami. Ma sie wtedy tyle razy dzielenia cze$ciowe
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do wykonania, ile razy chce sie otrzyma¢ nowy wyraz ilorazu. Oto
przyktad



DZIELENIE. 55

dzielenie czescioioe. dzielenie cze$ciowe.

Dzieli sie naprzéd, w tym przypadku, a*— M-b -{- Zat)*— P, spot-

czynnik pierwszego wyrazu dzieln$j, przez a- — spotczyn-
nik pierwszego wyrazu dzielnika (pierwsze dzielenie cze$ciowe);
co daje a— b. k jako podzielone przez daje pierwszy wy-

raz ilorazu jest (a — b)x'*. Mnozy sie dzielnik przez ten wyraz, co
zniewala do wykonania wielu mnozeA wielomianow; potem
odejmuje sie'ten wieloczyn oddzieln¢j, i znajduje sie pierwsza reszta.
Chcac dal$j ciggna¢ dziatanie, nalezy dzieli¢ a'"'—Za”b -\-lcrb~

ab”—  spobiczynnik pierwszego wyrazu reszty, przez ci®*—
(drugie dzielenie czesSciowe) : oo daje a*— ab — b'-. Drugi wyraz
ilorazu jest wiec(a® — ab— h')x. Mnozenie dzielnika przez ten wyraz,
i odcigganie przywodza nowg reszte, z ktérg postepuje sie jak z po-
przedzajacg; i przychodzi sie tym sposobem do ilorazu szukanego.

64. wARUNKI MNOzEBNOScl. Evozumovvania, ktore nas doprowadzity
do sposobu dzielenia, przypuszczajg izeczywiscie ze iloraz moze sie
wyrazi¢ przez wielomian. Owo6z, kiedy sie dzieli wielomian przez
inny, nie wie sie najcze$ciej czy ten warunek moze by¢ dopetnionym.
Jest wiec rzecza wazng oznaczy¢ cechy po ktérych mozna bedzie
pozna¢ czy dzielenie jest mozebnem pod tg forma. Te cechy napo-
tykajg sie w samym sposobie jakiego uzywamy.

W istocie, aby dzielenie byto mozebnem,

1° Pierwszy ivyraz dzielnej powinien byc podzielnym przez  pier-
tuszy wyraz dzielnika, i ostatni iiryraz dzielnej przez ostatni  wyraz
dzielnika (32).

Pierwszy luyraz kazdej reszty powinien by¢ podzielnym przez
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epiuwszy wyraz dzielnika : gdy jest wieloczynem pierwsz
dzielnika przez jeden zwyrazéw ilorazu.

30 Po pewnej liczhie dzielen czescioioych kolejno po sobie nastepu-
jacych, musi sie znalezé na iloraz jeden wyraz ktéry, rozmnozony pjrzez
dzielnik, ivydaje dzielng czeSciowg =z ktorej ten wyraz powstat; e~diyz
powinno sie otrzymaé (ostatecznie) na reszte zero.

Te warunki sg konieczne : i gdy jeden z nich nie jest dopetnio-
nym, nie ma ilorazu pod ksztattem wielomianu : dzielenie przeto
wykona¢ sie nie moze.

Te warunki sg dostateczne; gdyz jesli sag dopetnione, spos6b uzyty
dostarczy oczywiscie wielomianu, ktdry, rozmnozony przez dzielnik,
wydaje dzielna.

65. CECHY PO KTORYCH SIE POZNAJE CZY DZIELENIE MOZE LUB NIE
MOZE SIE WYKONAC. — Kiedy wielomiany sg uporzadkowane, jak
to powyzej przypuscilismy (58), podtug poteg ubywajgcych tejze sa-
mej litery, wyktadnik tej litery w pierwszym wyrazie kazdej reszty
postepuje zawsze zmniejszajac sie, poniewaz uproszczenie wyrazow
podobnych znosi przynajmniej pierwszy wyraz kazdej dzielnej cze-
Sciows$j. A zatém, jesli sie dalej pociggnie zastosowanie sposobu
dzielenia, przyjdzie sie koniecznie do reszty, ktorej pierwszy wyraz
zawieraC bedzie litere porzadkowg z wykfadnikiem stabszym jak  wykla-
dnik ktorym ta litera jest oznaczong w pierwszym  wyrazie dzielnika.
A wtedy, jedno z dwojga : albo ta reszta bedzie zerem, i dzielenie
bedzie wykonaném; albo nie bedzie zerem, i dzielenie bedzie nie-
mozebnem.

Uwazmy, wreszcie, ze mozna bedzie by¢ ostrzezonym o niepodo-
bienstwie wykonania dzielenia, nim dojdziemy do reszty o ktorej
dopisro moéwiliSmy. Gdyz zdarzy¢ sie bardzo moze, ze pienvszy ivy-
raz reszty poprzedniej nie bedzie podzielnym przez pierwszy/  wyraz
dzielnika.

MRZYKLAD V. Podzieli¢ przez

Dzielna.. dzielnik.

eiloraz.
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Nastepstwo rachunkéw sprowadza reszte — 'Ix, ktoéra nie jest po-
dzielng przez : wiec dzielenie jest niepodobnem.

Kiedy dzielenie nie moze sie wykona¢, jest inna cecha po ktorej
mozna pozna¢ w jakiej chwili nalezy sie zatrzymaé. W rzeczy sa-
m$j, gdy dzielenie jest mozebnéni, ostatni wyraz dzielnej powinien
by¢ wieloczynem ostatniego wyrazu dzielnika przez ostatni wyraz
ilorazu (32). Wynika ztad, ze mozna oznaczy¢ bezpos$rednio ostatni
wyraz ilorazu, dzielagc ostatni wyraz dzielnej przez ostatni wyraz
dzielnika. Przeto, gdy przy formowaniu wyrazéiu po sobie nastepu-
jacych ilorazu, mozna bedzie znalezé jeden z nich stopnia nizszego jak
wyra?, tym. sposobem wyrachowany, mozna bedzie tivierdzi¢ ze dziata-
nie nie skonczy sie, i ze zaden wielomian nie moze przedstawiac
ilorazu. Toz samo trzeba rozumie¢, gdy sie przychodzi do wyrazu tegoz
samego stopnia co wyraz tym sposobem wyrachowany, i gdy ten z nim
nie jest jednaki (identigue).

Gdyby w przyktadzie V, iloraz istnial, ostatni wyraz powinienby
byt sie wyrazi¢ pod ksztaltem jednomianu 2x-, bedgcego ilorazem
wyniktym z przez x. Owo0z pierwszy wyraz hx”™ pierwszej reszty,
podzielony przez x~, daje na iloraz Nie idgc dalej, mozna twier-
dzi¢ ze dzielenie nie bedzie mogto sie skonczyc.

66. DZIELENIE WIELOMIANOW UPORZADKOWANYCH PODLUG POTEG WZRAS-
TAJACYCH JEDNEJ LITERY. Zdarza sie w pewnych przypadkach, ze
zamiast uporzgdkowania wyrazéw wielomianu podiug poteg uby-
wajacych jednej litery, urzadza sie je tym sposobem, ze wyktadnik
téj litery postepuje powiekszajac sie od pierwszego wyrazu az do
ostatniego. Mozna wykona¢ dzielenie dwoch wielomianéw uporzad-
kowanych tym sposobem, i znalez¢ rézne wyrazy ilorazu, poczyna-
jac od tych w ktérych litera gtdwna ma najmniejszy wyktadnik.
Teorya jest zupeinie ta sama co iw trybie zwyczajnym dziatania ;
tylko, w przypadku gdzie dzielenie doktadne nie jest podobnem,
imozna niekiedy przeciaggna¢ robote nieograniczenie, zwiaszcza ze
edziatanie nie znajdzie sie nigdy zatrzymanem; iotrzymuje sie reszty,
Ivtérych stopien powieksza sie coraz bardziej, zamiast zmniejszac
sie, jak to miato miejsce w przypadku wielomianéw uporzadkowa-
mych podtug poteg ubywajgcych.

Aby da¢ przyktad tego sposobu dziatania, powréémy do dziele-
inia wykonanego w n"® 62, porzagdkujagc dwa wielomiany podtug
ipoteg wzrastajacych litery x.
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PRZYKLAD VI.

Dzielna. dz ielna.

iloiraz.

Bedziemy rozumowali moéwigc : dzielna bedac wieloczynem
z dzielnika przez iloraz, wyraz, ktérego stopien w x jest mni¢j wy-
niesiony, pochodzi bez uproszczenia z wieloczynu dwéch wyrazéw
podobnych w dzielniku i w ilorazie (32); a, nastepnie, pierwszy
wyraz ilorazu jest ilorazem z podzielenia pierwszego wyrazu dzi™In¢j
przez pierwszy wyraz dzielnika : tym jest -j-I-

Dowiedzie sie, zupetnie jak to juz byto wykazanem (60), ze od-
ciggajac od dzieln$j wieloczyn z dzielnika przez pierwszy wyraz
ilorazu, otrzymuje sie reszta

ktéra, podzielona przez dzielnik, dostarczy wyrazy dopetniajgce
ilorazu.

Pierwszy z tych wyrazéw jest rownym, dla przyczyn danych po-
wyzej, ilorazowi otrzymanemu z podzielenia — 5x- przez — 1, <czyli
jest istotnie -)- 5x-.

Mnozac -j- przez dzielnik, i odciggajagc wypadek od pierwszej
reszty, otrzymuje sie druga reszta

ktéra, podzielona przez dzielnik, dostarczy wyrazy ktére powinny
dopetni¢ ilorazu.

Pierwszy z tych wyrazéw jest rownym, dla przyczyn danych po-
wyzej, ilorazowi otrzymanemu z podzielenia — przez — 1, to
jest musi byé -j- mnozac go przez dzielnik, i odciggajac wielo-
czyn od reszty poprzedzajacej, nie znajduje sie roznicy zadnej; i
dziatanie jest przez to samo skofnczonem.

67. CECHA PO KTOREJ POZNAJE SIE CZY DZIELENIE TYM SPOSOBEM URZA-
DZONE JEST NIEPODOBNEM. W przyktadzie poprzednim, dziatanie kon-
czy sie, i rezuhat jest tosamy (identigue), jak to witasciwie by¢ byto
powinno, z wypadkieni ktérego nam uprzednio dostarczyt pierwszy
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sposéb dziatania. Lecz przedstawienie ilorazu pod forma skorczong
catkowitego wielomianu w zaden spos6b otrzymacby sie nie mogto,
gdybysmy przedsiewzieli dzielenie ktére niepodobna wykonaé¢ do-
ktadnie. Wezmy, na przyktad, do dzielenia '

przez

PRZYKLAD VII.

Dzielna. dzielnik.

iloraz.

Stosujac sposob zwjfczajny do tego przyktadu, otrzymuje sie reszty
po sobie nastepujgce, w ktérych wyktadnik litery w pierwszym
wyrazie, postepuje zawsze zwiekszajac sie; wreszcie dzielenie pier-
wszego wyrazu kazdej reszty przez pierwszy wyraz dzielnika jest
.awsze mozebném. Wiec pierwsza cecha niemozebnosci (65) nie
objawia sie tu wecale.

r.ecz istnieje inna cecha, podobna do drugiej, ktéra przedstawia
jie zawsze, w przypadku gdy dzielenie nie moze si¢ wykona¢. W rze-
czy sams$j, gdy dzielenie jest mozebnem, ostatni wyraz dzielnej jest
wieloczynem z ostatniego wyrazu ilorazu przez ostatni wyraz dziel-
lika ; a tem saipem, ostatni wyraz ilorazu otrzyma sie bezposrednio,
dzielagc ostatni wyraz dzieln$j przez ostatni wyraz dzielnika. Owoz
stopien wyrazéw ilorazu, wzgledem litery porzadkowej, postepuje
vvcigz powiekszajgc sie. Wiec, gdy sie zdarzy, przy stosowaniu obcho-
dzacego nas obecnie sposobu dzielenia, potozy¢ w ilorazie wyraz tegoz
mrnego stopnia jak toyraz tym sposobem wyrachowany a ktéryby z nim
nie byl tosamym (identigue), albo tez wyraz stopnia wyzszego, mozna
bedzie twierdzi¢ Zze dzielenie jest nie mozebnem.

W przyktadzie Vn, jedliby iloraz istniat, jego ostatni wyraz mu-
siatby by¢ ktory jest ilorazem z przez 1x\ wiec, gdy znaj-
dujemy na iloraz wyraz potrzeba sie zatrzymaé; gdyz dzie-
lenie nie bedzie mogto sie wykonac.

A przeto, razem zebrawszy wszystko to coSmy dotad powiedzieli,
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widzimy ze, we wszystkich przypadkach, spos6b sam dziielenia
prowadzi koniecznie do cecli pewnych mozebno$ci hib niepodo-
bieAstwa.

DZIELENIA KTORE NIE MOGA SIE WYKONAC DOKELADNIE.

68. DEFINICYA. MOAwi sie ze wielomian jest catkowitym wzgledem
pewnoj litery gdy ten nie zawiera lit"y x ani w mianowniku,
ani pod znakiem sj

PRZYKLAD :

jest wielomianem catkowitym w x.

Gdy wielomian jest catkowitym pod wzgledem pewnej littery x,
stopien tego wielomianu, pod wzyledem tej Jitery, jest wyktadnik
najwyzszy ktorym ta litera jest oznaczong. Wielomian powyzszy
jest stopnia w x. '

69. KSZTALT ILORAZU DWOCH WIELOMIANOW, W oGOLNoScl. Moéwi
sie ze wielomian, catkowity w X, jest podzielnym przez inny wie-
lomian catkowity w x, kiedy iloraz moze 'sie wyrazi¢ przez wie-
lomian tegoz samego ksztattu. Spdtczynniki moga by¢ jakiekoilwiek.
| tak — 3jest podzielnym przez y-"a-j-y/s; iloraz jest a: \/a—sjz.

Kiedy dwa wielomiany nie dajg na iloraz trzeciego wielonnianu,
mowi sie ze nie sa podzielne jeden przez drugi. Mozna wszelako,
w tym przypadku, da¢, w ogdlnosci, wyrazeniu ich ilorazu, ksztah
prostszy jak ten ktoryby wyniknat z samego oznaczenia (w”skatzania)
dziatania. Dowiodg tego, w rzeczy samej, dwa twierdzenia naste-
pujace.

TWIERDZENIE 1. Jezeli dwa wielomiany A i B sg catkowite w x (A be-
dac stopnia przynajmniej réwnego stopniowi B), mozna zawsze potozy¢

iloraz ~ pod formg wielomianu catkoiintego w x,  powiekszonego

utamkiem majacym za mianownik dzielnik B, a za licznik  wielo-

mian R, calkowity w x, stopnia nizszego jak B.

Mozna, w rzeczy samej, po uporzadkowaniu wielomiangw A i B
podtug poteg ubyw”njacych z x, zastosowac do nich sposob dziele-
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lia wytozony (61); a jako spoétczynniki ilorazu nie sg koniecznie
(atkowiteini, mozna ciggna¢ dalej dziatanie, az dop6ki sie nie znaj-
(zie reszta stopnia nizszego jak B. Mozna bedzie otrzymaé¢ tym spo-
.sDbem na iloraz r6zne wyrazy, z ktérych zaden nie bedzie zawieral x
V mianowniku. Gdyz dzielne cze$ciowe ktore je dostarczyty, sg
Yszystkie stopnia wyzszego lub przynaimni6j réwnego stopniowi B;
¢ich pierwszy wyraz zawiera, tem samem, X w stopniu wyzszym
ljb przynajmniej rownym stopniowi pierwszego wyrazu z B.

Niech bedzie Q ogét wyrazéw otrzymanych, wprzéd nim sie doj-
fzie do dzielnej cze$ciowéj R, stopnia nizszego jak B \ R jest to
wszystko co pozostaje z dzielnej A, gdy sie odciggnie raz po raz
wieloczyny z B przez r6zne wyrazy z Q; jest wiec rownem A —B 0;
iznajduje sie, na mocy tegoz samego zwigzku,

«

zkad, dzielgc przez B obie strony formuty,

iloraz jest wiec ksztattu zapowiedzianego.

70. TWIERDZENIE R. Przeksztalcenie powi/tsze nie moze sie  wykonaé
jak tylko jednym  sposobem.

Przypusémy, w rzeczy sara6j, ze dzielagc A przez B, moznaby byto
otrzyma¢ z jednej strony (J' na iloraz i W na reszte, a z drugicj
Q' na iloraz i R' na reszte, U i Q' bedac catkowiterni w 'x, a R i R’
bedac stopni nizszych jakB; mieliby$my, na mocy powyzszego twier-
dzenia,

zk™d, na mocy czesto w dowodzeniach uzywanej zasady,

formuta ktérg mozemy napisac
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Owoz R i R' bedac stopni nizszych jak B, toz sanjo takze nalezy
rozumie¢ o ich réznicy; gdy tymczasem stopien z B(Q — Q'), wzgle-
dem jest przynajmniej réwny stopniowi z B. Wiec druga strona
jest stopnia nizszego jak pierwsza; czyli rdwnos$¢ jest niepodobng.
71. PRzYKtADY. Nie trudno znalez¢, za pomocag metody poprze-

dzajadoj :

20

Gdyby stopien wielomianu A byt mniejszym jak stopier z B, iloraz
Q bytby réwnym zeru, a reszta R bytaby réwng samej dzielnej.

UWAGA. Gdy sie stosuje do ilorazu dwoéch wielomionéw A i li
przeksztatcenie poprzedzajgce, daje sie wielomianowi Q nazwisko

ilorazu catkowitego, a licznik R utamku przybiera imie dzie-

lenia.

72. PRZYPADEK GDZIE ZMIENIA SIE LITERA I'ORZADKOWA. Dowiedlismy
ze gdy dwa wielomiany A i B sg uporzadkowane podiug tejze samej
litery iloraz catkowity i reszta nie mogg miec¢ jak tylko jedng
forme (70). Lecz, gdy sie zmieni litera porzadkowa, tez same wielo-
miany mogg prowadzi¢ do nowego ilorazu i do nows$j reszty. Gdy
sie uwaza, na przyktad, utamek

uporzgdkowany podtug x, znajduje sie¢ na iloraz — a na reszte
~yK Gdyby uporzadkowato sie, przeciwnie, poditug y, znalaztoby
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si( na iloraz y» — a nareszte tak zejest :

< i ( - A

RTTNICE | ANALOGIE (POWINOWACTWA) POMIEDZY DZIELENIEM ARYTME-
TYCZNYM A DZIELENIEM WIELOMIANOW.

73. Wielomiany, uporzadkowane podtug poteg tejze samej litery,
pKedstawiajg, z liczbami catkowitemi, anologie ktdére jest dobrze
zaiwazy¢. Liczba catkowita, jak 783214, wyraza (7 X 107)-|-(8 X 107)
-f (3 X 103)-[-(2 X |0'M)-|-(1 x-10)-[-4; i mozna jg przyréwnac¢ do
welomianu

wktorym, stanowczo przypuszczonem zostato a:= 10. Cyfry liczby
sgtym sposobem spétczynnikami wyrazéw wielomianu. Nie trzeba
pizeciez mniemac, ze wszelka kwestya arytmetyki, odnoszaca sie do
liczb catkowitych, jest, czysto i po prostu, przypadkiem szczegélnym
ptwn¢j kwestyi algebry, w ktordj te liczby zastagpione zostaty przez
in odpowiednie wielomiany.

Porownajmy, na przyktad, dwie kwestye nastepujece :

Dzieli¢ 783216 przez
Dneli¢ -f -[- 373 U przez

Warunki dwéch zagadnien maja miedzy sobg réznice istotne, ktére
ne pozwalajg uwazaé pierwszego z tych zagadnien za przypadek
SKzegélny drugiego.

1° Rézne cyfry ilorazu w dzieleniu arytmetycznem powinny by¢
citkowite; gdy tymczasem iloraz dzielenia algebraicznego moze by¢
welomianem, catkowitym pod wzgledem litery x, ktoréj spot-
c:ynniki sg liczbami utamkowemi.

2° Ro6zne cyfry ilorazu i reszty, w dzieleniu arytmetycznem,
p)winny by¢é mniejszemi jak 10; gdy tymczasem nic nie ogranicza
wielkosci spotczynnikéw réznych poteg z x, w dzieleniu algebra-
icznym.
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3° W dzieleniu arytmetyczneni, reszta powinna by¢ niniejsza jak

dzielnik. W dzieleniu algebraicznem, powinna by¢ stopnia nizszego.

Nakoniec, w algebrze, wypadki otrzymane przystajag zaréwno

dla wszystkich warto$ci za; : zbywa zupetnie na podobnym warunku
w arytmetyce.

TWIERDZENIA | ZASTOSOWANIA.
DZIELENIE PRZEZ X — a

74. TWIERDZENIE. Gdy wielomian, catkowity w X, jest uporzadko-
wany podtug poteg ubywajacych tej literyreszta Z podzielenia tego
unilomianu przez dwumian{x —a) otrzymuje sie zastepujac X przez a
fotym samym (stale odgrywajgcym role dzielnej) wielomianie.

Niech bedg, na przyktad,

vvielomian dany; dzielgc go przez x — a, znajdzie sie na iloraz wie-
lomian catkowity wzgledem x ksztattu

a zeszta R bedzie iloScig niezawierajaca w sobie x, poniewaz dziel-
nik —a jest pierwszego stopnia w x. Ta reszta bedzie wiec zawsze
tagz sama, jakakolwiekbadz warto$¢ liczebna zostanie przypisany
dla Xx.

- To przypus$ciwszy, wezmy pod uwage réownosc¢

druga strona nie jest co innego jak pierwsza, napisana tylko innym
sposobem; inaczej méwigc, jest taka, ze, gdyby sie w ni¢j wykonato
dziatania wskazane, znalaztoby si¢ wyraz po wyrazie wielomian
pierwszej strony. Rowno$¢ poprzedzajgca powinna wiec mie¢ miej-
sce, jakakolwiekbadz warto$é daje sie dla x; otéz, dla x = a, wie-
loczyn
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niszczy sie, gdyz czynnik x — a staje sie a— a albo O, a ze iloraz,
jako nie zawierajgcy x w mianowniku, bierze warto$¢ skonczong

wiec ostatecznie znajduje sie

Co byto do dowodzenia. *

DRUGIE DOWODZENIE. Zwykle powyzsze twierdzenie tak sie wypro-
wadza :

W rzeczy samej, poniewaz dzielnik (&'—a) jest pierwszego stopnia,
mozna bedzie prowadzi¢ dzielenie, dopdki sie nie otrzyma reszty
stopnia nizszego, to jest niezaleznej od x (69). Niech bedg wiec : X
wielomian przedstawiajacy dzielng, Q iloraz, catkowity w x, ktory
wynika z tego dzielenia, i U reszta niezalezna. Gtéwna zasada dzie-
lenia wielomianéw catkowitych w x prowadzi nas bezposrednio do
formuty

Ot6z, ta réwnos¢ ma miejsce dla wszelkiej warto$ci przyznawanej
dla X', gdyz mnozac {x — a) przez Q, i dodajgc R do wieloczynu,
powinno sie znale$¢ jednako (identiguement) wielomian X, nie
potrzebujac wcale dawa¢ dla x jakiejkolwiek wartosci szczegélngj.
Mozna wiec w tej tozsamosci przypusci¢ x = a. Ot6z, to zalozenie
niszczy czynnik {x — a); daje dla O, niezawierajgcego x w miano-
wniku i ztozonego z wyrazéw w liczbie skofnczon¢j, warto$¢ ozna-
czong; znosi wiec wieloczyn {x — a)(j. Wreszcie nie zmienia bynaj-
nmiej wartosci reszty R, ktora nie zawiera w swym skladzie x:
wiec, gdy sie oznaczy przez X,,, warto$¢ jaka bierze X, gdy sie w nim
zastepuje x przez a, rownos$¢ sprowadza sie do

Co byto do dowodzenia.

75. WNIoskl. 1" Jezeli loielomian x stoje siC' zerem, kiedy sie w nim
zastepuje x przez a, ten icielomian jest podzielnym J)rzez (x — a). Gdyz
Xa bedac zerem z zatozenia, reszta R dzielenia jest zerem takze.
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Jezeli wielomian X jest podzielnym przez (x —ea), ten ftnelonnian
sprowadza sie do zera, kiedy sie w nim zastepuje X przez a. Gdyz
reszta R bedgc zerem z zalozenia, toz samo sie stosuje do

Tak wiec, aby wielomian, catkowity w byt podzielnym przez
(x—a), potrzeba jest i dosy¢ na tem azeby sie sprowadzit do zera,
kiedy sie w nim zastepuje 's.przez a.

76. ZASTOSOWANIE. To ostatnie podanie jest wielkiego znaczienia.
Ograniczmy sie na wskazaniu Kkilku przedniejszych nasteps.tw
m jest, w tem co nastepuje, liczbg catkowitg jakgkolwiek.

lo xm —0}\jest zawsze podzielnem przez x — a. Gdyz len wiielo-
mian niszczy sie, kiedy sie w nim zastepuje X przez a. W rz;eczy
samej, dla x—a wielomian staje sie a® — = 0.

Sprawdza sie ten rezultat wykonywajgc dzielenie

Dzielna. Dzieilnik.

lloraiz.

reszta.

23" reszta...

ostatnia  reszta...

Dzielne po sobie nastepujgce sg wszystkie ztozone z dwuinianiow
ktérych drugi wyraz jest—a™; w pierwszym wyrazie, wyktadnik
litery a powieksza sie o jedno$¢, wyktadnik za$ litery x zmniejjsza
sig 0 jedno$¢ przy kazdem dziataniu. Dojdzie sie wiec tyun sposob(eni
do reszl

1 ktorych ostatnia jest zerem. lloraz jest wreszcie wielomianem stto-
pnia [m— 1) jednorodnym, i symetrycznym wzgledem liter x\ a.
Zastuguje aby byt w pamieci zatrzymanym.
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B -(-iiieje&t nigdy podzielnem przez x—a. (iclyz w danym
wielomianie (przedstawiajgcym dzielng) zastepujgc .r przez o, otrzy-
muje sie reszta la™".

30N111— a'" jest podzielnem  przez a, gdy m jest parzystem. a
nie jestpodzielnem, gdy m jest nieparzystem. W rzeczy samej, dzieli¢
przez X -j- jestto dzieli¢ przez x — (— a) : i>otrzeba wiec, dla
olrz/mania reszty, podstawi¢ (—a) na miejscu x. Dzielna staje sie
wtedy (—a)'" — a"\ Owoz, gdy m jest parzystem, znajduje sie (39)
(—(«)" = 0o'"; gdy za§ m jest nieparzystem, otrzymuje sie (—a)"*

= —fI". Wiec reszta znika w pierwszym przypadku, jest za§ — 2a™
w drugim.

X" jest podzielneni przez x-j-iij 'jdy m jest nieparzystem,
a nil jest, gdy mjest parzystem. Gdyz podstawiajgc jeszcze — n iiu
miejscu j?, dzielna staje sie (—a)'"-j-a'". Jest wiec zerem, gdy ni
jest nie parzystem; za$ jest 2a™, gdy m jest parzystem.

77. PRAAVO ILORAZU Z PODZIELENIA WIELOJIIANU PRZEZ — a). Da-
lismy poznaé¢ prawo, podtug ktérego otrzymuje sie reszta z podzie-
lenia wielomianu przez — a) (74). Mozna takze odkryé tatwo
prawo ilorazu. Przedstawmy wielomian przez Ao-r" -f-

- - A, A,,_lL.r-|-A,,, i starajmy sie wy-
kona¢ dzielenie.
Dzielna

dzielnik.
reszta

iloraz.

rfszid

Pierwszy wyraz ilorazu jest A,,/'""'. Mnozac dzielnik przez ten
wyraz, i odciggajagc wieloczyn od dzielnej, otrzymuje sie pierwsza
reszta, ktorej pierwszym wyrazem jest i ktérej inne
wyrazy sg te same jakie nastepujg po drugim w dzielnej. Drugi wy-
raz ilorazu jest (A,a-f dla otrzymania pierwszego wyrazu
drugiej reszty, trzeba mnozy¢ przez a drugi wyraz ilorazu, i do niego
przytaczy¢ trzeci wyraz dzielnej : znajduje sie tym sposobem

Aia4-A.2)X'""—A tem samem trzeci wyraz ilorazu jest
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{Aoa--4-Aifl-j-Ciaggnac dalej rachunek, wystawia sie z ta-
twoscig na widok prawo nastepujace :

lloraz wielomianu, catkowitego w x, stopniu m, przez (x — /),jest
wielomianem, catkowitym w x, stopnia (m — 1). JeM zwykle urzadzo-
nym, jak wielomian dany, podlug poteg ubywajgcych z x.  Spolczynnik
pierwszego  wyrazu jest spotczynnikiem  pierwszego  wyrazu dzielnej.
Dla otrzymania  spéiczynnika drugiego wyrazu, mnozy sie  poprzedza-
jacy pjrzez a; i przylacza sie do wieloczynu spétczynnik  drugiegio  wy-
razu dzielnej. Dla utioorzenia spdlczynnika trzeciego wyrazu, mmozy sie
spotczynnik  ktory co tylko zostat utworzony przez a, i przytgcza  sie
spotczynnik  trzeciego wyrazu dzielnej. Iw og6lnosci, spétczynnik ntcg:o
wyrazu réwna sie wieloczynowi  spéitczynnika poprzedzajacego  przez a,
powiekszonemu  spotczynnikiem  nteg:'* loyrazu dzielnej. Jezeli  dzielna
nie jest loielomianem zupelnym, nalezy przywrdci¢ — wyrazy ktérych
braknie, dodajagc im zero za  spotczynnik.

PRZYKEAD. Znalez¢ ildraz i reszte z podzielenia wielomianu
— Lxx" -\-l  przez x — 2. Pisze sie tym sposobem dzielna
znajdzie sie na iloraz 'ix"hx-12, a na reszte 31.

Gdy sie zastosuje prawo powyzsze do przyktadéw nf" 76, znajdzie
sie jedno po drugiém :

gdy m jest parzystem;

a za$

gdy m jest nieparzystem,,
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gly m jest nieparzystem:

a za$

gdy m jest parzystem.

Mozna, wreszcie, otrzymac bezposrednio te formuty.

78. TWIERDZENIE. Gdy wielomian A, catkowity iv x, sprowadza sie
do zera, kiedy sie iv nim zastepuje\ przez a, albo przez b, albo przez c,
(a, b, c, bedac z zatozenia liczbami nierébwnemi), ten wielomian jest
podzielnym przez luieloczyn

W rzeczy samej, poniewaz A niszczy sie dla x — a, ten wielo-
mian jest podzielnym przez — d) (75). Gdy wiec oznaczy sie
przez Oiloraz, catkowity w x, ktdry sie z tego dzielenia otrzymuje,
znajduje sie :

Skoro ta rowno$¢ ma miejsce, dla jakiegokolwiekbadz x, wiec
mozna w niej przypusci¢ x = b, a wtedy staje sie (Qft bedagc war-
toscig z Q, w tem zatozeniu) :

Oto6z, réznica {b — a) nie jest zerem, z zatozenia : wiec Qi,— 0.
A wiec Q jest podzielném przez {x — b) (75). Oznaczajac iloraz
przez Q', znajduje sie :

a, tera samem,
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Ta réwno$¢ ma miejsce, dla jakiejkolwiek warto$ci X, mozna
przeto w niej przypuséci¢ x — c\ a wtedy staje sie :

Ot6z, réznice (c — d), {c— 6), bedac ztozone z liczb nierédwnycti,
zadna z nich nie moze da¢ na wypadek zera; wiec czynnik Q'c powi-
nien by¢ zerem. A wiec Q'jest podzielnem przez [x — c); przeto,
oznaczajac nowy iloraz przez Q", znajduje sie :

zkad

Wiec A jest podzielnem przez wieloczyn (

AWIGZKMA,

I. Jakie sg warunki podzielnosci (/™ — przez {x} — ai’)

I[. Dowie$¢ ze wielomian

jest podzielnym przez wieloczyn (/o — y)-(.r — 2z) (I — 2).

HI. Dowies¢ ze wielomian

jest podzielnym przez tenze sam wieloczyn.

IV. Dowie$¢ ze, gdy TO jest nieparzystym, wielomian

jest podzielnym przez wieloczyn (a -f b) {a-{-(*) {">-{* c).

Dowodzenie éwiczen IT, I, opiera sie na twierdzeniu n'" 78.

V. Gdy wielomian, catkowity w x, ma za spétczynniki liczby catkowite, i gdy
bierze wartosci liczebne nieparzyste, kiedy sie w nim zastepuje x przez O i

przez 1, jedno po drugjem, ten wielomian nie bedzie moégt sprowadzi¢ sie do
zera dla zadnéj wartosci catkowitej przyznawanej dla x.
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iM. Dowie$¢ ze N bedace liczba catkowita jakakolwiek ktérdj rézne gromadki
zavierajace po m cyfer poczynajac od prawcj reki sg A, A, Aj, it. d., moze
si( wyrazi¢ pod jednym 3 trzech ksztattbw nastepujacych :

Yyprowadzi¢ ztad cechy podzielnosci przez dzielnik jakikolwiek z 10™,
10' —1, 1O"*-I-1

M1 Sprawdzié¢ formuty
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ULAMKI ALGEBKAICZNE.

PRZEKSZTLACENIE ULAMKOAY ALGEBRAICZNYCH.

79. DEFINICYA. Kiedy wyrazenie A nie jest podzielnem przez wy-
razenie B, wskazuje sie iloraz, jakoSmy to juz widzieli, pod ksztat-

tem g. To wyrazenie nosi imie ulamku algebraicznego. Dzielna A

jest licznikiem dzielnik B jest mianownikiem : A i B sg wyrazajmi
utamku.

Utamek algebraiczny jest ogdlniejszym jak utamek arytmetyczny;
gdyz wyrazy pierwszego nie sa, jak wyrazy drugiego, zmuszone by¢
liczbami catkowitemi. Lecz wykazemy, ze prawidta rachunku sg
spolne dla obu rodzajéw utamkoéw.

80. TWIERDZENIE. Nie zmienia si¢ wartos¢ utamku algebraicznego,
mnozac oba jecjo layrazy przez te sama ilos¢. W rzeczy samej, niech

bedzie “utamek dany; oznaczmy przez m. mnoznik. Przedstawmy

przez jedng litere q iloraz wskazujgcy dzielenie z a przez b:
znajduje sie jednako (identiguement) , podiug samejze definicyi
utamku.

Mnozgac przez te samg liczbe m te dwie ilosci réwne, otrzymuje
sie :

a, dzielagc przez bm dwa wieloczyny réwne, znajduje sie réwnos¢
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co wtasnie dowodzi zatozonego przez nas twierdzenia.

Taz sama formuta przekonywa, ze nie zmienia sie¢ loartosc  utamku,
dzidac obajego wyrazy przez te sama ilosC.

Zasada fundamentalna jest tym sposobem ta sama w algebrze
jak i w arytmetyce, a wiec nastepstwa bedg te same.

81. UPROSZCZENIE UtAMKOw. Uproszczg sie utamek algebraiczny,
znoszac czynniki  spélne w obujego loyrazach (80).
Jezeli dwa wyrazy sa jednomianami, jest zawsze tatwo odkryé¢ ich
"6iia~b~cNd
czynniki spo6lne. Niech bedzie, na przyktad, utamek .
wiekszy spélny dzielnik spétczynnikoéw jest 4; co sie tyczy czynni-
kéw literalnych spélnych, rozpoznaje sie bez posrednio jeden czyn-
nik a, trzy czynniki b, jeden czynnik c, ijeden czynnik d. Znoszac

je, otrzymuje” sie utamek uproszczony

Kiedy dwa wyrazy sg wielomianami, mozna niekiedy znalez¢

jeszcze bezposrednio ich czynniki jednomianowe spoélne. | tak,

w utamku ~ ' Postrzega sie czynnik jednomianowy

Im-b : gdy sie go zniesie, utamek sprowadza sie do

Lecz nie mozna zarowno tatwo odkry¢ czynnikéw wielomiano-
wych ktéreby byty spélne obu wyrazom : poszukiwanie tych czyn-
nikdw przywigzuje sie do teoryi najwiekszego spdlnego dzielnika
algebraicznego, ktéra nalezy do algebry wyzszej. Wszakze zdarza sig
niekiedy, ze cechy szczeg6lne pozwolg je oznaczy¢. Wezmy na przy-
ktad utamek

Rozpoznaje sie ze licznik i mianownik zniszczg sie zatozywszy
a={ :sa wiec podzielne obydwa przez a — 1. Gdy sie zniesie ten
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czynnik spélny, utamek sprowadza si¢ do uproszczonego wyrazenia

Toz samo utamek

moze sie pisaé, odosobniajgc czynniki jednakowe spdlne wyrazom
licznika, i czynniki spdlne wyrazém mianownika,

a, pod tym ksztattem, postrzega sie ze wyrazenie -lc-da — U) jest
czynnikiem spélnym obu wyrazém. Utamek sprowadza sie wiec do

82. SPROWADZENIE ULAMKOW DO JEDNAKOWEGO MIANOWNIKA. Spro-
wadza sie utamki do jednakowego mianownika™ mnozgc oba wyrazy
kazdego z nich przez wieloczyn z mianownikéw wszystkich innycli.

1 lak utamki

stajg sie, przez to przeksztatcenie,

te utamki nie zmienity wcale swoich wartosci (80); i maja za mia-
nownik spélny wieloczyn z mianownikéw pierwotnych.
Mozna niekiedy otrzymaé¢ mianownik spélny prostszy jak ten wie-
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l.czyn : gdyz, aby przyj$¢ do tego, dosy¢ jest wybraé, jak w arytme-
tce, wyrazenie podzielne przez kazdy z mianownikéw utamkoéw
(inych. Kiedy te mianowniki sg jednomianami, ten wielokrotnik
sidiaij rowna sie wieloczynowi z najmniejszego wielokrotnika spol-
i3go wszystkim spdtczynnikdm mianownikéw, rozmnozonemu przez
cynniki literalne z ktérych kazdy jest wziety ze swym najwiekszym
yyktadnikiem. Niech beda, na przyktad, utamki

lic nie zaszkodzi uprzednio roztozy¢ spotczynniki mianownikéw na
(zynniki pierwsze, co pozwala napisac

lajmniejszy wielokrotnik spélny jest 2*. albo
lorazy z tego jednomianu przez mianowniki sg wzglednie

fftamki réwnowazne sa wiec

.ezeli mianowniki sa wielomianami, poszukiwanie wielokrotnika
.polnego prostszego jak ich wieloczyn nie daje sie wykonaé, w ogdl-
losci, jak za pomocag teoryi algebry wyzszej. Wszelako moze sie
Alarzy¢ ze rozwazania szczeg6lne dostarczg wyrazenia. Niech beda,
la przyktad, utamki

Poniewaz n'— /- = {n-\-h) {a — fj), ztad wiec tatwo dostrzedz ze

vyrazenie jest podzielnem przez kazdy z mianowni-
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kéw; ilorazy sg wzglednie

a utamki réwnowazne bedg

DZIALANIA na ULAMKACH ALGEBRAICZNYCH.

83. DODAWANIE. Kiedy ulamki majg ten sam mianownik, dodaje sie
liczniki, i daje sie summie sp6lny  mianownik.

| tak

gdyz wieloczyny przez m kazdej strony tej formuty sa réwne (2Zi).

Gdy utamki majg mianowniki rdzne, poczyna sie od ich sprowadze-
nia do jednakowego mianoumika ; potem stosuje sie prawidio poprze-
dzajace.

Sli. opciacaNie. Kiedy utamki majg ten sam mianowmk, odcigga sie
drugi licznik od pierwszego, i daje si¢ roznicy mianownik  spolny.

I tak

gdyz wieloczyny przez m dwocli stron tej formuty sg réwne (24).
Gdy utamki majag mianowniki  rézne, sprowadza sie je naprzéd do
jednakowego mianownika ; potem stosuje sie prawidto poprzedzajace.
85. MNOZENIE. Mnozy sie utamek przez inny, mnozac ich liczniki mie-
dzy sobg i mianoumiki miedzy sobg, polem dzielgc pierwszy wieloczyn
pifez  drugi.

W rzeczy samej, niech bedzie do mnozenia utamek | przez uta-

mek y. Oznaczmy przez q i r/ wartosci tych dwéch utamkoéw; tak
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Ze znajduje sie, przez definicye :

Mnozac te réwnos$ci stronami; bedziemy mieli

albo (21)

Dzielgc teraz obie strony przez bh', znajdziemy :

albo

co $cisle udowodnig powyzej loi/stoicwnego prmvidia.

Wynika z tego prawidta, ze iiieloczgn z wielu utamkéw jest utam-
kiem réwnym loieloczynowi z licznikow podzielonemu przez  luieloczyn
z  mianownikow.

I tak

a tém samem

86. DZIELENIE. Dzieli sie utamek przez inny, mnozac utamek dzielnej
przez utamek dzielnika  przewrdcony.

Dajmy, w rzeczy samej, ze mamy do podzielenia utamek | przez

a
utamek ~. Polézmy jeszcze
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i dzielmy te réwnos$ci stronami; znajdziemy

Mnozac teraz obie strony przez bedziemy mieli (85) :

albo uproszczajac drugg strone (81),

to jest

Co wiasnie dowodzi przedstawionego przez nas prawidta”
2" Moznaby to jeszcze dowie$¢ nieco prosciej :

W istocie, niech l)edzie do dzielenia [)rzez iloraz Njest or/y-
wiscic
;dyz, jesli sie rozmnozy ten utamek przez znajduje sie
ktory sie sprowadza do , dzielgc jego wyrazy przez c i przez d*

A wiec
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zkad widzimy : ze iloraz z dwotk utamkéw otrzi/muje sir mnozne uta-
mek dzielnej przez utamek dzielnika przewrocony.
Przez wzglad na poczatkujgcych daliSmy drugie dowodzenie.

WYKLADNIKI ODJEMNE.

87. DEFINIGYA. WidzieliSmy (53j, ze iloraz z podzielenia a” przez a"
jest a"*-" : lecz dowodzenie przypuszcza ze sie znajduje m > n. Je-
zeli jest, przeciwnie, m < n, iloraz powinien sie napisa¢ pod ksztat-

tem utamku, . Mozna wtedy znie$¢ m czynnikéw a wspoélnych

obu wyrazom, i utamek przybierze ksztat

Z drugiej strony, gdyby sie dato zastosowa¢ prawidto wyktadni-
kéw do przypadku w ktérym wyktadnik dzielnika przewyzsza wy-
ktadnik dzielnej, moznaby byto w tenczas napisac :

A tem samem, utrzyma sio to prawidto w catej swej ogdlnosci,
jezeli przyznamy  ze wyrazenie a~i' przedstaicia  ulamek

Przypuszczaé bedziemy, jako okreslenie, ze kazda ilos¢ [alho litera
z wykfadnikiem  odjemnym wyraza sie za pomocg utamku  majaceyo
jedno$¢ za licznik, a za mianownik te sarne ilo$¢, czyli litere, iz ti/m
sam//m. loykladnikiem ale dodatnym. Zobaczymy, ze to oznaczenie
postuzy nam wy$mienicie do uogdlnienia kilku twierdzen.

88. UOGOLNIENIE FORMULY

orinuhi

[li

majaca_miejsce, przez okre$lenie, gdy m jest dodatnem, pozostaje
prawdziwa,” przez lo samo, dla wartosci odjemnych z w. W rzeczy
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samej, jezeli sio przypusci m — — in', — m stanie sie r6wnem m’;
1

i dwie strony formuty [1] stang sie a"' i . Otéz, przez okreSle-

i 1 S .ot )

nie, A, poniewaz m'jest dodatnem : wiec ma rowng

wartosé z albo z a"' 86;. Dwie strony sg wiec réwne.

89. lioGOLNIEINIE PRAWIDLA NA WYKELADNIKI W MNOZENIU. Dowie-
dlismy (21), ze dla wyktadnikéw dodatnych

[2
Ta formuta jest jeszcze prawdziwg, gdy jeden z dwéch wyktadni-
kéw, albo oba razem, sg odjemne.

Przypus¢my naprzéd m dodatne, a n odjemne i réwne — n';
bedziemy mieli :

l.ecz ~ = a'-"', na mocy ogo6lnego prawidta dzielenia (87).

Wiec

albo, zastepujac n' przez —n,

Przypusémy teraz ze lak mjak n sg odjemnemi, i réwne— m'
i —w'; bedziemy mieli/:

co bvio do dowodzenia.
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90. UOGOLNIENIE PRAWIDLA NA WYKLADNIKI W DZIELENIU. Znalezli-
$ny '87), dla wartosci dodatnych ra i formute

3]
Tl formuta jest jeszcze prawdziwag, gdy jedna z liczb, m lub n, albo

o)ie razem, sa odjemnemi.
Przypu$sémy naprzéd = — m', a dodatne; bedziemy mieli :

(ity, przeciwnie, ui jest dodatnem, a n odjemnem i réwnem — n>,
ziaiduje-sie :

rdy nakoniec jest, razem, in= — m', n— — n', znajdzie sie :

formuta [3] jest wiec prawdziwg we wszystkich przypadkach.

91 UOGOLNIENIE PRAWIDEA NA WYKLADNIKI PRZY WYNOSZENIU DO PO-
LEG. Wyprowadzilismy (22), dla wariosci dodatnych tak z Mjak z W,
formute

'la formuta jest jeszcze prawdziwag, gdy jedna z liczb m lub n albo
obie razem, sag odjemnemi.’

Przypus¢émy naprzéd m dodalne, a n odjemne i rowne — n'; be-
dziemy mieli :

Przypusémy pdézniej tu = — m', a « dodatne; bedziemy mieli :
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Przypusémy nakoniec m= — m', n— —n', razem; znajdziemy

Prawidto jest wiec ogdlne.

TWIEI\DZENIA | ZASTOSOWANIA.

92. TWIERDZENIE. Gdy mamy ilekolwiek utamkéw e

rébwnych miedzy sobg, otrzymuje sie ulamek réwny kazdemu z nich,
dzielac summe licznikdw przez summe  mianownikow.

W rzeczy samej, oznaczmy przez litere q warto$¢ spolny wszyst-
kicti tych utamkéw; bedzie, z okres$lenia,

zkad, dodajac to rownos$ci stronami, i kiadac g na czynnik w dru-
giej stronie,

A tem samem, dzielgc obie strony przez [h-f-b'" b"-)-. ), pi'zy-
chodzi sie do wypadku :

15

co byto do dowodzenia :

wMosKl. 1° Mozna, przed wykonaniem dodawan, mriozy¢ oba
wyrazy kazdego utamku przez jakgkolwiek, byle te samg liczbe.

1 tak
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Pmicwaz tc utamki nie zmienity swej wartosci,... tatwo z ricbh
zitem daje si¢ wyprowadzi¢ :

2' Gdy podniesiemy kazdy utamek do kwadratu, znajdziemy,
p'zypuszczajac je dodatnemi,

zlad, wyciggajac pierwiastek kwadratowy z roznycti stron.

Tak wiec, ydi/ ilekolwiek utamkéw sg rowne rniedzy soljg, katdj,
z nich jest réwnym ilorazowi pieriuiastku kwadratowego summy kicadra
tow z licznikdw, przez pierwiastek kwadratowy — summy kwadratow
z  mianownikéw.

TwierDzENIE. Jezeli icezmiemy ilekolwiek utamkéw nieréwnych mie -
dzy solja, majacych swe wyrazy dodatne, to utamek uticorzony, z po-
dzielenia summy licznikbw przez summe mianoionikéw, jest  zawarty
miedzy najmniejszym i najwiekszym z utamkdéw danych. Niech bedga, na
przyktad.

Gdy sie potozy zkad

to na moty tych zalozen bedzie oczywiscie :
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zkgd, dodajac,

A, nastepnie,

albo

Przeciwnie, gdy potozy sie

albo

bedzie :

potem, dodajgc stronami, otrzymamy :

zkad da sie wyciagna¢ :

albo
co byto do dowodzenia. -

Dowiedzie sie tatwo wnioskéow podobnych wnioskom Iwierdze-
nia (92).

CWICZENIA.

1. Sprawdzi¢ formute
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1[, Sprawdzi¢ formute

I11. Sprawdzi¢ formute

IV. Sprawdzi¢ formuto

Formuty 1, II, 111, IV sprawdzajg sig¢, sprowadzajac ohie strony do jedna-
ktwego mianownika; znajduje sie¢ wtedy tozsamosci.

V. Sprawdzi¢ formute

Znajdzie sie tozsamos$¢ czyli jednakos$¢, po zniesieniu czynnikéw spélnycli.

VJ. Sprawdzi¢ formute

Stuzy tu la sama metoda jak do czterech pierwszych  ¢wiczeti.

VIIl. Sprawdzi¢ réwnos¢
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Vin. Sprawdzi¢ réwnos$é

Ta sama metoda dla ¢wiczen \H i YHI, jak dla éwiczenia V.

IX. Uprosci¢ wyrazenie

Po uproszczeniu powinno wypas¢

X. upros$ci¢ wyrazenie

Po uproszczeniu otrzymuje sie na wypadek

X1. Sprawdzi¢ proporcye

XI1. Dowie$é¢, sprawdzajac, ze wyrazenie

jest wielomianem catkowitym w rr.
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MI1I. Sprowadzi¢ wyrazenie

sprawdzi¢ ze summa nie zawiera mianownikéw.

XIV. Dowie$¢ ze wyrazenie

jest podzielném przez

gdy p i n sg pierwsze miedzy solja.

Znajduje sie na iloraz

gdzie k i h oznaczajg dwie iiczijy catkowite, takie ze kn=hp-{- i (zwigzek
ktory, wedtug pewnego twierdzenia arytmetyki, moze zawsze istnie¢ miedzy
dwoma liczbami n i p, pierwszemi miedzy soba).

e XV. Dowie$¢ ze wieloczyn

jest podzielnym przez wieloczyn

Rozieitpanie. Dowodzi sie ze, je$li zadanie jest prawdziwém dla wartosci
m zmniejszonej o jedno$¢, jest takze prawdziwém dla warto$ci dancj.



ROZDZIAL YH.

RADYKALE ALGEBRAICZNE (RADICAI!X ALGEBRIQUKS

IRZERSZTALGENIA RADYKALOW.

DEFINICYE. WidzieliSmy (22), ze chcac podnie$¢ jednomian
catkowity do potegi m, trzeba podnie$é¢ jego spétczynnik do po-
tegi rn, i pomnozy¢ przez m wszystkie wyktadniki. Atem samem,
gdy spétczynnik jednomianu jest potegg m doskonats, i gdy jego
wyktadniki sg wszystkie wielokrotnikami liczby m, wycigga sie pier-
wiastek m z tego jednomianu, luyciggajac pierioiastek m 2 jego spot-
czynnika, i dzielac przez m wszystkie wykladniki.  Ttak

Najcze$ciej, nie istnieje jednomian catkowity z ktoregoby po-
tega m byta réwng jednomianowi danemu; wtedy nie mozna jak
tylko wskaza¢ pierwiastek m za pomocg znaku. Oznacza si¢ przez prA
liczbe ktérej potega m jest réwng A. Ta liczba nazywa sie radijkalem
(radical), a m jest wskazdwka radykata. Daje sie takze nazwisko rady-
kata znakowi samenm J/ .

Kiedy A jest wielomianem, nie zdarza sie prawie nigdy, aby jego
pierwiastek m mogt sie kiedykolwiek wyrazi¢ przez inny wielo-
mian ; wreszcie prawidta ktoére prowadzg do jego wartosci, gdy ta
istnieje pod tym ksztattem, nie dowodza sie jak w drugi¢j czesci
algebry. Wskazemy je, we wszystkich przypadkach, przez znak

95. ROZNE WARTOSCI z P~A. Jezeli sie ograniczymy na samem
tylko uwazaniu liczb dodatnych, y \ posiada, wedtug naszego okre-
Slenia, wartos¢ jedyng i oznaczong. Lecz umowy przyjete w algebrze
zobowiazuja nas do nadania mu bardziej rozciggtego znaczenia.

Moga sie zdarzy¢ cztery przypadki.
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1° Jezeli A jest tlodatiiein, a m parzysts$in, pierwiastek potegi m
zA ma dwie warto$ci rowne i ze znakami przeciwnymi. W rzeczy
sim¢j, gdy sie podniesie do potegi ra liczhe ~/'A, jakikolwiek jest
ziak ktory ja poprzedza, otrzynmje sie zaw'sze A, poniewaz wielo-
cyn z liczby parzystej czynnikéw odjemnych jest dodatnym (49/.
Na przyktad, \k przedstawia, wedtug naszych ugéd, dwa wy-
j>dki, — 2 i -[- 2; gdyz te obie liczby dajg na kwadrat liczbe h.
2° Gdy A jest dodatnem a??i nieparzystem. nie mozna natychmiast
ji'zyznawaé¢ dla j*A znaczenia wiecej ogdlnego jak w arytmetyce,
'lik wiec j78 = 2.
3° Gdy A jest odjenmem a m parzysteni, p A nie przedstawia
z.dnej liczby dodatnej albo odjenmej; gdyz potegi parzyste z liczby
d)datnej albo odjemnc¢j sg zawsze dodatne (1x9).
Gdy A jest odjemnem a m nieparzystem, potozymy A'= — A';
Ytedy prA = A'= — pMA'; gdyz 7n bedac nieparzystem,
pitega m z — \/\' bedzie — A' albo A (49), | tak

glyz szescian z — 2 jest — 8.

Te uogo6lnienia sa, w algebrze, wielkiego znaczenia ; przyjma one
[6Zzniej znakomite rozwinigecia; lecz nie bedzie o nich wiec¢j mowy
Vtym rozdziale. My tu jedynie bedziemy rozwazali same tylko pier-
viastki dodatne z liczb dodatnych.

96. zASADA L. Kicdi/ radykal jest pomnotonij przez czynnik, mozna
podciggna¢ ten czynnik pod radykal, byleby uprzednio nie zaniedbano
pdnies¢ go do potegi oznaczonej wskazowka. | tak

/by tego dowie$¢, dosy¢ jest zauwazy¢, ze podnoszac te dwa wy-
rizenia do potegi m, otrzymuje sie rezultala réwne. W rzeczy sa-
nej, poniewaz potega m z wieloczynu jest wieloczynem poteg m
zczynnikéw, znajduje sie przeto na pierwsze wyrazenie :
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Wreszcie znajduje sie, na drugie, wedtug samejze definicyi.

Ta sama formuta [1] udowodnig, ze mozna loydolnj¢ czynnik poto-
zony pod radykatem, +>yleby urpzednio nie zaniedbano z niego wycig-
gna¢ prerwiastek oznaczony loskazowka.

97. zASADA IlI. Mozna mnozy¢ wskazoéwke i wykladnik radykata przez.
jedng ticzite, nie zmieniajac bynajmniej luartoéci radykala. | tak

[2j

Na dowodzenie tego, dosy¢ jest wykazaé, ze podnoszac te dwa
wyrazenia do potegi mp, otrzymuje sie rezultata réwne. | w rzeczy
samej, drugie, podniesione do potegi mp, daje, z olcres$lenia, a"/"
Go sie tyczy pierwszego, jako potega mp jaliiegokolwiek wyrazenia
jest potegg p potegi m tej ilosci (22), znajduje sie :

Oba rezultata sg wiec istotnie réwne.

T'a sama formuta [2] udowodnig, ze mozna dzielic wskazowke i wy-
ktadnik radykata przez jedng liczbe, nie zmieniajac bynajmniej  jego
?vartosci.

98. UPROSZCZENIE RADYKALA. Kiedy radykat rozcigga sie nad iloScig
podniesiong do pewn¢j potegi, mozna czesto na nim wykonac
uproszczenie.

1° Jezeli wskazdwka pieiwiastku  jest réwng stopnioiin potegi, dwa
dziatania niszczg sie, Zajduje sie, w rzeczy samej, przez okresle-
nie (M) :

2° Jezeli istnieje czynnik spolny wskazdwce pieriaiastku i wyktadni-
kowi potegi, mozna go znies¢. Znajduje sie, w rzeczy samej (97) :
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3° Kiedy sie znajduje pod radykatem czynnik ktorego wyktadnik  jest
wielokrotnikiem  wskazéwki pi>‘rwiastku, mozna go wydobyé zpod ra-
dykata, dzietac ten luyktadnik przez wsl<azéwke. Znalazto sie, w rzeczy
sams$j (9fi) :

99. SPROWADZENIE RADYKALOW DO JEDNAKOWEJ (jednostajnej) WSKA-
zowkl. Niech beda dwa radykale

mozna mnozy¢ wskazowke i wyktadnik pierwszego przez n, to jest
przez wskazéwke drugiego ; potem mnozy¢é wskazéwke i wyktadnik
drugiego przez m bedace wskazowkyg pierwszego (97); otrzymuje
sie tym sposobem :

Te radykale maja jednakowag wskazéwke, gdyz ta jest wieloczynem
z dwéch wskazowek.
Sprowadza sie wiec dwa radykale do jednostajnej wskazowki, mnozac
wskazéwke i wyldadnik kazdego z nich przez wskazéwke  drugiego..
Sprowadza sie zaréwno jakakolwiek  ito$¢ radykatdw do jednostajnej
leskazéwki, mnozac wskazéwke i wytdadnik kazdego z nich przez  wielo-
czyn loykonany ze wskazo/vek loszystkich innych. | tak radykale

stajg sie, przez to przeksztatcenie.

Te prawidta majg wiele podobienstwa z prawidtami za pomoca
ktorych sprowadza sie utamki do jednakowego mianownika. Mozna
nawet posung¢ analogie dalej, dajgc radykatom wskazdwke  spding,
réwng najmniejszemu wielokrotnikowi spélnemu z ich wskazéwek. W rze-
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czy samej, niech bedzie p najmniejszy wielokrotnik spélny wska-
zéwkom m, n, p, q; tak ze sie znajduje :

mnozac wskazowke i wyktadnik pierwszego radykata przez rn\

a wskazowki i wyktadniki innych przez n ' q ', radykale stajg sie.

albo

DZIALANIA NA RADYKALACH.

100. MNOZENIE. Kiedij radykale majg jednakg wskazowke, dla wy-
wykonania ich wieloczynu, mnozy sie ilosci potozone pod ich znakami,
i oznacza sie luieloczyn znakiem spdlnyyn. | tak

Na dowodzenie tego, dosy¢ jest wykazaé, ze podnoszac te dwa
wyrazenia do potegi m, otrzymamy rezultata réwne. Gdyz drugie
staje sie ahcd, przez okre$lenie; ajako potega m z wieloczynu jest
wieloczynem poteg m z czynnikow f22), pierwsze wyrazenie staje
sie :

Kiedy radykale nie majg jednakowej wskazowki, sprowadza sie¢ je do
wskazou>ki spélnej (99), i stosuje sie praundto  popjrzedzajace.

PRZYKLAD. Znajduje sie :

Gdyby radykale miaty spotczynniki liczebne albo literalne, nalezy
utworzy¢ z nich wieloczyn.
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PB/YKEAI». Znajduje sie :

101. DzIELENIE. Kiedt/ radijkale majg jednakg wskazéwko, wtedij
dla podzielenia pierwszego wurzez drugi, dzieli sie liczb;/ potozone pod
znakami, i oznacza sie iloraz znakiem sp6lnz/m. | TA®

Aby to udowodnié, dosy¢ jesl zauwazy¢, ze podnoszac te dwa
wyrazenia do potegi m, otrzymuje sie rezultata réwne. 1, w rzeczy

samej, drugie staje sie, przez okre$lenie, | . Co sie tyczy pierwszego,

poniewaz potega m utamku jest ilorazem potegi m zjego obu wyra-
z6w '85), wiec to wyrazenie staje sie :

Gd;/ rad;/kale majg icskazowki rdzne, prz;/wodzi sie ie do iednakiej
wskazétoki, i stosuje sie prawidto poprzedzajace.

FARZYKLAD. Znajduje sig :

Gdyby radykale miaty spitlczynniki, nalezy podzieli¢ je przez
siebie :

PRZYKLAD. Znajduje sie :

102. POTEGI RADYKALA. Abg podnies¢ radykat do potegi, podnosi
sie do tejze samej potegi ilos¢ potozona pod rad;/kalem. | tak

(5]
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i\a dowodzenie tego, dosy¢ jest zauwazy¢, ze podnoszac te dwa
wyrazenia do potegi m, otrzymuje sie rezultata rowne. |, w rzeczy

sam¢j, drugie staje sie, przez okreSlenie, Co sie tyczy pier-
wszego, poniewaz potega m potegi p jakiejkolwiek ilosci jest rowng
potedze pm albo potedze mp tej ilosci, i odwrotnie (22), przeto

pierwsze wyrazenie staje sie :

Po wykonaniu dziatania, uprosz(?za sie radykat, gdy to moze miec
miejsce [98].
Jesliby radykat miat spoiczynnik, nalezatoby podnie$¢ go do tej

samej potegi. | tak

103. PIERWIASTKI RADYKAtA. Abij wyciggng¢ pierwiastek z rady-
kata, mnozy sie wskazéwke radykata przez wskazowke pierwiastim,
i upraszcza sie pdzniej rezultat, gdy to moze mie¢ miejsce. 1tak

[61

Na dowodzenie tego, dosy¢ jest wykazaé, ze wynoszac te dwa
wyrazenia do potegi mp, otrzymuje sie rezultata réwne, I, w isto-
cie, drugie staje sie wtedy, przez okre$lenie, a". Co sie tyczy
pierwszego, potega mp jakiejkolwiek ilosci jest rédwng potedze m
potegi p tej ilosci; a wiec :

OZNACZENIE WYKLADNIKOW ULAMKOWYCII.

104. DEFINICYA. WidzieliSmy ~94), ze chcac wyciggnaé pierwiastek
z jakiejkolwiek badz ilosci a"")', ktérej wyktadnik jest wielokrotni-
kiem wskazdwki, dosy¢ jesL rozdzieli¢ wyktadnik przez wskazowke.

1 tak (f'«e"/' = . Lecz, gdy dzielenie nie jest mozebnem, prawidto
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nie da sie wiecej zastosowaé, i pierwiastek p z a" pisze sie w-tedy
Gdyby, wszelako, dato sie zastosowaé jeszcze prawidio poprze-
dzajgce do tego przypadku, nalezatoby napisac Zachowa sie

wiec to prawidto w catej swej ogo6lnosci, jezeli sie lundioi przedsta.

wic radykat przez symbol
Przyjmiemy, jako okres$lenie, te luszelka literaoznaczona loijkfa’

dnikieni utamkowym A przedstaiota radykat majgcy za ivykladnik .li-
cznik m, a za wskazowke mianownik p. | zobaczymy ze to oznaczenie

pozwoli nam wystowi¢ prosciej wypadki poprzedzajgce.
Lecz przed okazaniem tych korzySci, winnismy zauwazy¢ ze pra-
widto podane nie przypuszcza sprzecznosci; i ze wyrazenie

zachowuje te samg warto$é, gdy w niem zastgpi sie wyktadnik

przez utamek réwny 1 tak, gdy

bedzie takze,

czyli, na mocy naszych ugéd,

Owo0z ta ostatnia réownos$¢ jest widoczng : gdyz, sprowadzajgc dwa
powyzsze radykale do jednakiej wskazowki, otrzymamy :

a widzimy ze ilosci te majg jednaki wyktadnik, poniewaz réwnos$¢
p aga za sobg rowno$¢ mp' = ni'p.

105. UOGOLNIENIE IMIAWIDLA NA WYKLADNIRR W MNOZENIU. Dowie-
dziong zostata (21), dla wyktadnikow catkowitych, formuta
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formuta jest jeszcze prawdziwg, gdy jeden z wyktadnikéw ni lub
u, albo oba razem, sg utamkowemi.

Przypus¢my naprzéd m utamkowem irédwnem?”; jezeli n pozo-
staje catkowitem, bedziemy mieli, wedtug okre$lenia i na mocy za-
sady | (96j :

ot6z, stosujgc naszg ugode do lego ostatniego wyrazenia, otrzymamy,

wiec

Gdy, powtére oba czynniki maja wyktadniki utamkowe,

bedzie :

otéz ten ostatni radykat mozna napisa¢, na mocy naszych ugod,

wiec

106. UOGOLNIENIE PRAWIDEA NA WYKLADNINI W DZIELENIU. Znale-
zlismy (88), dla wartosci catkowitych zm iw

Ta formuta jest jeszcze prawdziwg, gdy m albo n, lub obie ilosci
razem, sg utamkowemi.
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-Przypusémy naprzéd w = ~ \ n catkowite ; bedziemy mieli:

o\“6z ten ostatni radykat mozna napisa¢, wedtug naszych ugéd,

wiec

?>rzypusémy potem m catkowite, a za$ ; wtenczas znaj-

du e sie :

a, poniewaz ten ostatni radykat mozna potozy¢, wedtug naszych
ugéd, pod ksztattem

wiec wypada widocznie :

Przypus¢my nakoniec ' 5 otrzyma sie .

a, poniewaz ten ostatni radykat pisze sie, wedtug naszych umow.

z kid po prostu wynika :

107, UOGOLNIENIE PRAWIDLA NA WYKLADNIKI PRZY PODNOSZENIU DO
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POTEG. Dowiedlismy (22), dla wartosci catkowitych z m i n, formute

(3]

Ta formuta nie przestaje jeszcze istnie¢, gdy m lub n, albo obie
iloSci razem, s§ liczbami utamkowemi.

Przypusémy naprzéd m—~, n catkowite; znajduje sie :

a poniewaz, wedtug naszych ugod.

wiec ostatecznie

Przypusémy, przeciwnie, catkowite a za$ ma sie :
wiec

Przypu$sémy, nakoniec, m n , bedziemy mieli:
wiec

108. UOGOLNIENIE PRAWIDEA NA WYKLADNIKI PRZY WYCIAGANIU
PIERWIASTKOW. WidzieliSmy (104) ze, dla wartosci catkowitych z m
i n, znajduje sie formuta
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formuta dowiedziona gdy n jest podzielnem przez m, formuta ugody
gdy dzielenie nie jest mozebnem.

Ta formuta jest jeszcze prawdziwa, gdy jedna z ilosci ni lub n,
albo obie razem, sg utamkowemi.

p
Przypusémy naprzéd in catkowitem, a za§ = - ;z tatwoscig znaj-
duje sie :
ot6z wedtug naszych ugéd, pisze sie :
wiec
Przypusémy, powtore, m , n za$ calkowitém. Pierwiastek, ma-

jacy za wskazowke ™ czyli bedacy stopnia ” , z ilosci a", jest liczbg

ktér¢j potega ™ réwna sie a". Oznaczmy te liczbe przez x, tak ze

albo, co jest jednoznacznem

Podniesmy obie strony do potegi q; potém wyciggnijmy z wy-
padkéw pierwiastek p, bedziemy mieli kolejg :

wiec
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Przypus¢émy nakoniec m= -, n s M w , jestilos¢  Kklorsj

potega X réwna sie a* ; znajduje sie :

albo, co jest jednoznacznem.

Podnoszac obie strony do potegi q, potem wyciggajac z wypadkow
pierwiastek p, otrzymamy kolejg :

wiec

109. UOGOLNIENIE W PRZYPADKU W KTORYMWYKELADNIKI ULAMKOWE SA
obJEMNEMI. Przypusciliémy, w tem co poprzedza, ze liczby m i ~n sg
dodatne. Rozmaite formuty ktéreSmy uogoélnili sgjeszcze prawdziwe,
gdy sie przyznaje wyktadnikém utamkowym wartosci odjemne,

byleby zgodzono sie przedstawi¢ przez symbol a n wyrazenie
1 " . . . 1
— (87), albo, cojestzupetniejednoznacznem, wyrazenie (104).
at AN

W rzeczy samej, jezeli, dla wszelkich warto$ci dodatnych, catko-

witych lub utamkowych z m, znajduje sie zawsze formuta

te rozumowania ktére nam postuzyly, w rozdziale poprzedzajagcym
88 — 91)" do rozciagnienia formut do przypadkéw gdzie wyktadniki
sg catkowite i odjemne, zastosujg sie, bez zmian, do przypadkoéw
w ktorych te wyktadniki sg utamkowe i odjemne.
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Uwazmy ze formuta [2] (106) o tyle tylko jest prawdziwy, dla
m < w, o ile zostanie przyjeta nowa ugoda ktoragémy dopiero przed-
stawili.

Jedno uogo6lnienie pozostaje do wykonania, w przypadku wycig-
gania pierwiastkéw. DopieroSmy dowiedli (108), dla wszelkich war-
tosci dodatnych zm iz n, catkowitych albo utamkowych, formute

Ta formuta jest jeszcze prawdziwg, gdy jedna z ilosci m lub albo
obie razem, sg odjemne.

Przypus¢my naprzdéd n odjemnem i rdwnem — n'; gdy m pozo-
staje dodatnem; znajduje sie :

owo6z, wedtug naszych ug6d, to ostatnie wyrazenie pisze sie

wiec

Przypus¢my potem w odjemnem i rownem — m', n za$§ dodatnem;

jest iloscig x, ktdérej potega (— w') rowna sie a" Tak wiec

a, nastepnie,
wiec

Przypusémy nakoniec m — — m!, n = n'\ "j/a""' jestto

ilo§¢ X, ktéra, podniesiona do potegi f— m'), wydaje a-"'. Tym
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sposobem znajduje sie

T-*" = albo

zkad

Wycigga sie ztad

wiec

Stowem, wszystkie nasze formuty uzywane w mnozeniu, dzieleniu,
podnoszeniu do poteg i wyciaganiu pierwiastkéw, sa ogdlne : roz-
ciggaja sie one do wszelkich wartosci dodatnych lub odjemnych,
catkowitych albo utamkowych, tak wyktadnikéw jak wskazowek.

110. « Rachunek wyktadnikéw utamkowych, méwi Lacroix, jest
» jednym z przyktadéw najznakomitszych, uzytecznosci dobrze wy-
» branych znakéw. Analogia istniejgca pomiedzy wyktadnikami
» utamkowemi a wyktadnikami catkowitemi, wskazuje prawidta
» ktére nalezy przyja¢ w rachunku pierwszych, jako dajace sie za-

v

stosowaé¢ do rachunku drugich, gdy tymczasem trzeba prawidet
) szczegblnych do rachunku radykatéw, poniewaz znak "~ ktéry je
» wyraza nie ma zadnego zwigzku z dziataniem ktore je tworzy.
) Im wiec¢j postepuje sie w algebrze, tem lepiej ocenia sie liczne
korzysci ktore wydato w tej nauce oznaczenie wyktadnikéw »

M

"Wyktadniki odjemne zostaly wprow”adzone do algebry przed wy-
ktadnikami utamkowemi; pierwsze odkryt Mc/icre/ Stifel (1509-1567);
wprowadzenie drugich siega epoki prac Szymona Stevin'a, ktory

<>
a" .

U dawnych algebraistow, wyrazenia funkcyi i godnosci (dignitas)
byty synonimami potpgi (potentia); drugie dzi$ znikto z jezyka mate-
matycznego, a pierwsze od czasu wystgpienia(1690)
zostato odwroconem od pierwotnego swego znaczenia.

ZASTOSOWANIA.

111. ZROBIC WYMIERNYM MIANOWNIK, ULAMKU NIEWYMIERNEGO. Kledy



RADYKALE ALGEBRAICZNE. 103
miinownik utamku zamyka jeden albo ilekolwiek radykatow, czesto
jes, pozytecznie, zwlaszcza przez wzglad na przyblizenia liczebne,
uvolni¢ go od tych radykatéw, robigc go luymiernyrn. Damy kilka
pr:y ktadow.

1° Niech bedzie mnozgac oba wyrazy przez y"a, 1°znajduje sie:
V«

2° Niechaj bedzie ¥ ; mnozac oba wyrazy przez \[a — \jb’,

a-f_\%

zmjduje sie :

3" Podobniez :

4° Podobniez jeszcze :

5° Niech bedzie -p Ny ; mnozy sic oba w\'razy przez
\a — y/6 yc
; wtenczas, uwazajac \fa — \jlj jako jedng ilos¢, w-
dzimy ze mianownik jest jeszcze wieloczynem z summy przez réz-
nice ; i znajduje sie :
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ktory to mianownik jako nie zamykajacy wiecej jak jeden radikal,
jest przywiedzionym do czwartego przypadku.

Ktoby chciat skonczy¢ rachunek, niech uwaza trojmian {a-\-b—c)
jak jeden wyraz iniechaj pomnozy licznik i mianownik przez sum-
me (a-f-/ —c) + 2 sjab ; wyrazenie staje sie tym sposobem :

w ktorém mianownik jest wywiernyw.
6" Niech bedzie jeszcze — —rn—1 —. uwaza sie mianownik
\a - "bA- c~\Id*
jako ztozony z dwoch wyrazéow (a— \!b) i (c— \jT), i mnozy sie
przez ich réznice. Znajduje sie tym sposobem :

ot6z mianownik nie zamyka w sobie wiecej jak trzy wyrazy, a tak
rozwigzanie jest przywiedzionem do pigtego przypadku.

1° Niech bedzie teraz -3/= n . Wiemy ze
[/a -1- yb
Mnozy sie wiec oba wyrazy przez — ~r6 -f ylf-, i znajduje sie :

8° Podobniez :
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CWICZENIA.

1. Uprosci¢ wyrazenie

Znajduje sie

Il. Sprawdzi¢ ze warto$¢

niszczy wyrazenie

jakiekolwiekbadz bedg p i g.

I11. Sprawdzi¢ réwnosé

Dosy¢ jest podnies¢ do kwadratu obie strony, dla otrzymania losamosci
(identitas).

IV. Sprawdzi¢ réwnos$¢

Dosy¢ jest wykona¢ kwadrat wskazany w pierwszéj stronie, dla otrzymania

tosamosci.

V. Sprawdzi¢ réwnos$c
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Potozywszy

te wyrazenia podstawi sie w réwnosci.

VL Sprowadzi¢ wyrazenie

Znajdzie sie

VII. Upro$ci¢ wyrazenie

Znajdzie sie

VIII. Uproéci¢ wyrazenie

Znajdzie sie

IX. Co sie stanie z wyrazeniem

gdy sie w niém przypuscimy

Odpoioiedi.  Stanie sie rGwnam jednosci.

X. Co sie stanie z wyrazeniem
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ofly sie w niem przypusci

Odpowiedz. ~ Stanie sie réwnam

XI. Co stanie sie z wyrazeniem

témze sarnim przypuszczeniu ?
Odpowiedz.  Stanie sie rGwnam

XIl. Co stanie sie z wyrazeniem

gdy sie w niém przypusci

Odpowiedz. ~ Stanie si¢ rowném

XIIl. Co sig stanie z wyrazeniem

gdy sie w ni®m przypusci

Odpowiedz. ~ Stanic sie réwném b.

XIV. Co stanie sie z wyrazeniem

gdy sie w niém przypusci

107
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albo

Odpoioiedi. ~ Stanie sie

w pierwszym przypadku, a w drugim :

XV. Jezeli wyrazenie

oznaczymy przez
to wyrazenie

jest niezaleznym od (iloci)

yota. f~k,»— ~ " przedstawia wyrazenie (a), kiedy sie w ni¢m zastapi

c przez ~ 1 podobniez/(nt, n*) przedstawia wyrazenie (a) gdy siewnidiii

zastapi k przez 7ik a x przez nz.
Robigc podstawienia i uproszczenia, znajdzie sie, na warto$¢ drugiego (gdy
sie zastapi k przez nk a i przez nz), wyrazenie,
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ZASADY OGOLNE ZROWNAN DOTYCZACE.

UEFI NICYE.

112. ROWNOSC. Dwie ilosci roztgczone znakiem = tworzg rROEwzoscr

113. Tosamo$c¢. Nazywa sie tosamoscig wyrazenie rownosci ktora
ma miejsce pomiedzy dwiema iloSciami liczebnemi, albo pomiedzy
dwiema formutami, niezaleznie od toszelkiej luartosci szczegoélnej  przy-
znawanej literom ktore te formuly zamykajg w sobie.

PRZYKLADY.

sg tosamosciami.

I1/i. zrownNANIE. Rozréznia sie szczegdlniej, pod nazwiskiem
zréiunania, roéwnos¢ ktéra nie ma miejsca jak ty lko dla pewnych ivar-
tosci szczegolnych  liter zawartych w tej réwnosci, i ktéra moze,
nastepnie, stuzy¢ na oznaczenie tych wartosci.

PRZYKLAD.

jest zrownaniem : nie ma ono miejsca jak tylko dla wartosci szcze-
gélnej x=1.

W kazdem zréwnaniu wyrazy potozone przed znakiem roéwnosci
sktadajg sti“one albo czltonek pierwszy tego zrownania, a wyrazy po
znaku sktadajg strone albo cztonek drugi.

Litery, ktérych pewne wartosci szczeg6lne przeksztatcajg zrow-
nanie na tosamos$¢, nazywajg sie niewiadomemi zroéwnania : a za$ te
wartoéci szczegblne stanowia rozwigzania czyli pierwiastki ~ zréwna-
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nia. Przedstawia sie zwykle niewiadome (nieznane) przez ostatnie
litery alfabetu x, y, z

Jiozwioza¢ zréwnanie, jestto oznaczy¢ jego pierwiastki. Mowi sie ze
pierwiastki zréwnania sprawdzaja to zrdwnanie lub zadosy¢ czynig
temu zréwnaniu, poniewaz te pierwiastki, przez podstawienie kaz-
dego z nich kolejg na miejscu iloSci nieznanej w zréwnaniu, prze-
ksztatcajag wprost wziete pod uwage zrownanie na tylez, odpo-
wiednich jego pierwiastkom tosamosci.

115. ZROWNANIA ROWNOWAZNE. MOwi sie ze dw'a zréwnania s3
rébwnowazne, gdy wszelkie wartosci niewiadomych ktére zadosy¢
czynig jednemu z nich, zadosy¢ czynig zaréwno drugiemu, i od-
wrotnie.

Mozna zawsze zastgpi¢ jakiekolwiek zréwnanie przez inne zréw-
nanie catkiem z poprzedniem rdwnowazne.

H6. ZROWNANIA Z JEDNA ALBO Z ILAKOLWIEK ILOSCIAMI NIEZNANEMU
Rozréznia sie zréwnania wedtug liczby ni$znanych ktére te zréwna-
nia zamykajg w sobie : tym sposobem ma sie zréwnania z jedng
nieznang X, z dwiema nieznanemi X i y, z trzema nieznanemi
X, y, z, itak dalej.

117. UKLAD ZROWNAN. Rozumie sie przez uktad zréwnan, zbiér
ilukolwiek zréwnan ktére muszg by¢ sprawdzone jednoczes$nie.

Nazywa sie rozwigzaniem uktadu, wszelki uktad wartosci, ktdre,
potozone na miejscu ilosci nieznanych, przeksztatcajg zréwnania na
tosamosci.

118. uktAapYy ROwWNOwAZNE. Dwa uktady zréwnan jednoczesnych
sa réwnowazne, gdy wszelkie wartoéci nieznanych klérc zadosyé
czynig jednemu z nich, zadosy¢ czynig zaréwno drugiemu, i od-
wrotnie.

Jezeli dwa uktady sg rownowazne, mozna zawsze podstawi¢ jeden
uktad za drugi.

TWIERDZENIE L.
119. Powiekszajac lub zmniejszajac o te samg ilos¢ obie strony  zrow-
nania, otrzymuje sie drugie zréwnanie réwnawaznepierwszemu.

Na przyktad, jesli wartosci x—1, y = h
sprawdzajg zréwnanie

(1)
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te same warto$ci sprawdzaja takze zréwnanie
@

i odwrotnie.
W rzeczy samej, z zatozenia, dwie strony zrdwnania (lj sprowa-
dzajg sie do dwacli liczb réwnych dla

dodajgc do tych liczb réwnych wartos¢ odpowiednig z [Ix — 1),
znajdzie sie dwie summy rdéwne; a poniewaz te summy sa war-
tosciami liczebnemi dwéch cztonkdw zréwnania (2) dla

przeto zréwnanie (2) jest sprawdzonem przez

Twierdzenie odwrotne dowodzi sie tak samo.

Inne dowodzenie. Przedstawmy przez Ai B dwie strony jakiegokol-
wiek zréwnania,

[31
i dodajmy po obu stronach te samg ilo$¢ m; bedziemy mieli :
[i]

Wszelkie rozwigzanie zréwnania [3) daje, z zalozenia, dla A
i dla B, wartosci liczebne réwne : wiec jezeli doda sie do tych
wartosci warto$¢ liczebng odpowiednig z m, otrzymuje sie liczby
rowne. Otéz tc liczby sg warto$ciami liczebnemi dwéch stron zrow-
nania [U]. Wiec wszelkie rozwigzanie zrdwnania [3] sprawdza zrow-
nanie [Zi].

1 odwrotnie, wszelkie rozwigzanie zréwnania [4] daje dla
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idla(13w) warto$ci liczebne réwne : wiec gdy sie odejmie od
tych warto$ci, wartos¢ liczebng odpowiednig z m, reszty sg rowne :
ot6z te reszty sa wartosciami liczebnemi z A i B. Wiec wszelkie roz-
wigzanie zréwnania [Zi] sprawdza zrownanie [3].

Dwa zréwnania sg wiec réwnowazne.

120. WNIOSEK T. PRZELOZENIE WYRAzOW. Chcac jaki wyraz ic zréw-
naniu przenie$¢ z jednego cztonka iv drugi, trzeba go iv  pierwszym
zmaza¢ a w drugim napisa¢ ze znakiem przeciivnym.

Niech bedzie zrdwnanie

Dodajgc 7 po obu stronach zréwnania, otrzymamy

wyraz 7, ktéry miat znak — w pierwszym cztonku, jest przeniesio-
nym do drugiego cztonka ze znakiem . Podobniez, jezeli odej-
miemy 2x po obu stronach, zréwnanie staje sie

wyraz 'lx, ktéry miat znak w drugim cztonku, jest przeniesionym
do pierwszego ze znakiem — .

To dziatanie nosito, u Arabéw, imie aljabar (ktére znaczy przy-
wrécenie \ wymawia sie algabar); zkad powstato prawdopodobnie
nazwisko algebry.

121. WNIOSEK 11. Mozna odmieni¢ jednoczeSnie  znaki  wszystkich
loyrazéow zréwnania. CjA™Z to przywodzi sig¢ do przetozenia wszystkich
wyraz6w pierwszego cztonka w drugi, i wszystkich wyrazéw dru-
giego w pierwszy.

pPrzYKtAD. Niech bedzie zréwnanie

Gdy przeniesiemy w drugi cztonek wszystkie wyrazy pierwszego i
odwrotnie, to zréwnanie staje sie
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albo, przektadajgc dwie strony

widzimy ze wszystkie wyrazy zrownania odmienity swe znaki.
UWAGA. Przenosi sie czesto wszystkie wyrazy zréwnania na pier-
wszg strone; tak wiec zréwnanie

napisze sie

1 ogo6lnie, przenidstszy wszystkie wyrazy zréwnania na jedng
strone, strona druga bedzie réwna zeru; to jest zrownanie przyjmie
posta¢ A = O, gdzie A zawiera wszystkie ilosci do zréwnania wctio-
dzgce. Takowego sposobu wystawiania zréwnali bedziemy najcze-
$ciej uzywali w dalszych naszych dociekaniach.

TWIKKDZENIE II.

122. Mnozac albo dzielac obie strony zréwnania przez te samg ilosc,
ktérej warto$¢ nie jest zerem, otrzymuje sie zréwnanie réwnowazne
pierwszemu.

Dla dowodzenia tego, niech bedzie zréwnanie dane :

(1]

rozmnozywszy ohie strony przez m\ bedziemy mieli :

Ot6z wszelkie rozwigzanie zrownania [1] daje dla A i dla B war-
tosci liczebne réwne : wiec gdy rozmnozy sie te warto$ci przez
warto$¢ liczebng odpowiednig z m, ktéra nie jest zerem wieloczyny
beda rowne. A ze, te wieloczyny sga warto$ciami odpowiedniemi
dwéch cztonkéw zréwnania [2]| : wiec, poniewaz sg rowne, wszelkie
rozwigzanie zréwnania [1] jest rozwigzaniem zréwnania [2].

| odwrotnie, wszelkie rozwigzanie zréwnania [2] daje wartosci
row ne dla Am i dla Bm : wiec gdy podzieli sie te dwie liczby przez
warto$¢ odpowiednig z m, ktéra nie jest zerem” ilorazy sg rowae; a
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gdy te ilorazy sg warto$ciami liczebnemi z A i B, wiec wszelkie roz-
wigzanie zréwnania [2] jest rozwigzaniem zréwnania [1].

Tak wiec, dwa zréwnania te sg rGwnowaznemi.

123. WNIOSEK.. To twierdzenie pozwoli przywies¢ do formy cal-
koiuitej, icszelkie zréwnanie zawierajgce mianowniki.

Jakoz, oczywista ze mianowniki znikng gdy sie pomnozy wszystkie
wyrazy zréwnania przez najmniejszy wielokrotnik spélny z tychze
mianownikéw. Tym sposobem zrownanie

[3]

pomnozone przez

przyjmie postac

1

12M. SciioLiA (OBJIASNIENIE GEOWNEL Kiedy mianownik spélny,
ktérego zniesienie uczyni zréwnanie calkowitem, jest liczbg, zrow-
nanie przeksztatcone jest, wedlug tego co poprzedza, zupetnie
rownowaznem danemu. Toz samo jeszcze powinno mie¢ miejsce, gdy
mianownik jest iloscig algebraiczng niezawierajgcg niewiadomych,
byleby podstawienie liczb na miejscu liter nie przywiodto pézniej
warto$ci tego czynnika do zera. Tym sposobem zréwnanie [U] bedzie
zastepowato zrownanie [3] dopoki tylko bedzie dawang dla
warto$¢ rozna od zei-ai od b.

Gdy sie mnozy obie strony zréwnania A = B przez ilos¢ C zawiera-
jaca w sobie jedng lub ilekolwiek niewiadomych, zréwnanie unjpadkowe

albo

jest sprawdzonem, badz przez
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bariz przez

lak ze przyjmuje  nie tylko rozioiazania zréirnonia danego, lecz jeszcze
pierwiastki ~ zréwnania ktdre sie otrzymuje réwnajac z zerem mnoznik C,
Na przyktad, zréwnanie

jest wiecej og6lnem jak zrdwnanie

albowiem sprawdza sie pt-zez

gdy tymczasem dane (zréwnanie) nie przyjmuje jak tylko sam pier-
7
wiastek x —

Wynika ztad ze jezeli mianownik spdlny, ktérego zniesienie
przywodzi zrdwnanie catkowite, zawiera w sobie niewiadome, zrow-
nanie przeksztatcone nie moze byé dop6ty rownowaznem danemu,
dopo6ki zaden z jego pierwiastkOw nie ijiszczy mianownika. Nalezy
wiec, 1)0 rozwigzaniu zrédwnania, odrzuci¢ jako obce 'to jest jako
wprowadzone przez rachunek], rozwigzania ktére sprowadzajgc ten
mianownik do zera, nie sprawdzajg zi'‘6wnania pierwotnego.

Tym sposobem zréwnanie

bedace pi-zekszlatceniem zréwnania

przyjmuje za ])ierwiastki liczby J i 6; lecz rozwigzanie | powinno
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by¢ odrziiconem jako sprow”adzajgce do zera mianownik — 1j.

Wszelako, kiedy sie otrzymuje zréwnanie catkowite mnozac
zréwnanie jakiekolwiek utamkowe przez najmniejszy loielukrotnik
spélny wszystkich jego mianownikéw, zréwnanie przeksztatcone
nie przyjmuje najczesciej innych pierwiastkow jak tylko same pier-
wiastki zréwnania danego.

TWIERDZENIE 11l

125. Powigksza sie w ogélnosci liczba rozwigzali zréwnania, podnoszac
iejego strony do tejze samej  potegi.
Tym sposobem zrdwnanie

jest wiecej ogdlnem jak zréwnanie

gdyz jest rownowaznem ze zréwnaniem

albo

ktére sie sprawdza, badz przez

badz tez przez

tak ze zrdwnanie

zawiera jednocze$nie rozwigzania zréwnan
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W og6lnosci, zréwnanie
albo

jest rbwnowazneui ze zréwnaniem

a, nastepnie, zamyka nie tylko rozwigzania zréwnania
albo

lecz jeszcze rozwigzania sprowadzajgce do zera drugi czynnik

126. wNiosek. Kiedy, dla zrobienia zréwnania wymiernem, odo-
sobnig sie radykat igdy sie potem obie strony podnosi do kwa-
dratu, zréwnanie nowe jest wiecej og6lnem jak dawne.

I tak, niech bedzie zréwnanie

(1)

Odosobniajac radykat, potem podnoszac do kwadratu rezultat

otrzymuje sie
1\2)

Otéz mozna sprawdzi¢ ze pierwiastki a:= 4 i x =5 zadosy¢ czy-
nig temu zréwnaniu, gdy tymczasem pierwszy zwigzek nie sprawdza
sie jak tylko przez samg warto$¢ x — 5.

Pochodzi to ztad witasnie ze ostatnie zréwnanie jest zar6wno kwa
dratem z wyrazenia
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ktére sie sprawdza przez x~L\, jak kwadratem z wyrazenia

ktorego pierwiastkiem jest 6.

BadZ co badz, podstawia sie czesto za zréwnanie niewymierne,
zrownanie wymierne ktdére sie otrzymuje podnoszac obie strony
pierwszego do tejze samej potegi, po odosobnieniu radykata. Lecz
trzeba potem szukaé, przez podstav/ienie, jakie sg pierwiastki zrow-
nania przeksztatconego ktore zadosy¢ czynig danemu, a odrzucié
inne pierwiastki. Tym sposobem postepujac, w przyktadzie poprze-
dzajacym sam tylko pierwiastek 5 zostat przyjetym.

TWIERDZENIE V.

127. Mozna podstaiui¢ za jedno jakiekoliuiek zréwnanie ukfadu, inne
zrownanie utworzone przez polgczenie pierwszego, za pomocg dodawania

albo odciggania, z iednym lub z ilnkolwiek zréwnaniami pierwotnemi.
Na przyktad, uktad

jest rownowaznym z ukiadem

(2)

W rzeczy samej, wszelkie rozwigzanie uktadu (1) daje, z zatoze-
nia, wartoéci liczebne réwne dla obu cztonkéw kazdego ze zréwnan
tego uktadu : wiec pozwoli oczywiscie nabyé¢ t§j samej wartosci
liczebnej dwém cztonkom zréwnania

a wiec to rozwigzanie sprawdza uktad (2).
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I odwrotnie, wszelkie rozwigzanie nktadu (2) robigc réwnemi
wartosci liczebne z A iz A', jakotez zE iz E', robi rébwnemi warto-
Sci liczebne zA — E i z A' — E'; a poniewaz sprawdza, z zaloze-
nia, zréwnanie

wiec musi koniecznie zrobi¢ réwnemi wartosci liczebne zGiz C.
Wiec sprawdza uktad fl).

128. SciiOLiA. Dowodzenie poprzedzajace jest niezaleznem od
liczby niewiadomych, jakotez od ksztattu i liczby zrownan. Go wie-
ksza, poniewaz zréwnanie nie zmienia si¢ przez wprowadzenie tego
samego czynnika po obu jego stronach, mozna, przed potgczeniem
zrownan ukfadu przez dodawanie i odcigganie pomnozy¢ je przez liczby
jakiekolwiek.

UOGOLNIENIE. Wiadomo ze mozna pomnozy¢ obie strony zréwna-
nia przez te samg ilo$¢ rézng od zera.

Wiec uktad (1) jest rownowaznym nastepnemu

a wiec takze ukladowi

albo nakoniec uktad (1) jest rownowazny z uktadem w ten sposdb
przeksztatconym

to jest ze przed dodawaniem lub odcigganiem ilukolwiek zréwnan siro-
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nami, mozna Je pomnozy¢ przez liczby Jakiekolwiek. Co l)yto do dowo-

dzenia.
TWIERDZENIE V.

129. Kiedy Jedno ze zréwnan nktadu, Jest rozwiazanem wzgledem
jakiejkolwiek  nieiuiadomej, mozna zastgpi¢ te nieioiadomg \przez '>7
"icartosScw innych  zréwnaniach.

Ttak, na przyktad, uktad

jest rownowazny z uktadem

(2)

W rzeczy samej, aby grupa wartosci

sprawdzajgca uktad (1), zadosy¢ czynita uktadowi (2), potrzeba i
wystarcza alDy wyrazenie przedstawiato dla tychi war-
toSci te samg liczbe jak w 9). Ot6z ten warunek jest oczywiscie
dopetnionym, poniewaz zréwnanie

cze$¢ pierwszego uktadu.
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Dowiodtoby sie podobniez ze wszelkie rozwigzanie zréwnali ukta-
du (2) zadosy¢ czyni zréwnaniom uktadu (1).

Dowodzenie jest niezaleznem od liczby niewiadomych, jakotez
od liczby i ksztattu zréwnan.

Inne dowodzenie,

1'otrzeba dowie$¢ ze uktad

w ktérym B, B', C, C, 1), D', E, E', zawierajg wszystkie nieznane
w spos6b jakikolwiek, A za$ moze zawiera¢ wszystkie nieznane
procz X. iest rownowaznym z uktadem

w ktérym B, B',, C,, C',, D, 1)., E,, K',, s wyrazeniami otrzyma-
nemi w skutek zastgpienia J/; przez A w wyrazeniach B, B', G, C*
D, D', E, E"

W rzeczy samej, poniewaz wszelkie rozwigzanie uktadu [3] robi
rownemi, z zatozenia, wartosci liczebne zx iz A, wolno wiec za-
stagpi¢ X przez A w zréwnaniach nastepnych : otdéz te rezultata
rowne, ktére sie otrzymuje tym sposobem, sg wartosciami licze-
bnemi cztonkéw zréwnan uktadu [fi]. Wiec ten ostatni uktad jest
sprawdzonym przez rozwigzanie pierwszego. 1 odwrotnie, wszelkie
rozwigzanie uktadu [4] robigc x réwnem A, wolno jest zastgpi¢ A
przez X w zréwnaniach nastepnych, co nas przywodzi do uktadu |31.

Dwa uktady te sg wiec réwnowaznemi.
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130. DEFINICYA ELIMINACYI CZYLI RUGOWANIA. Kiedy, w zréwna-
niacli B= B', G C, D= D' E= E', zastepuje sie j'przez A,
to niewiadoma ta znika ze zréwnan. MOwi sie natenczas ze ta nie-
znana jest W ogo6lnosci, rcyi*ugowacyeAng. z nieznanych
pomiedzy m zréwnaniami, jestto zastapi¢ uktad dany przez inny
z pierwotnym réwnowazny, w ktérym [m — 1) zréwnan nie zawie-
rajg wiecej (w sobie) tej niewiadomej.

WIADOMOSCI WSTEPNE 0 INIEROAVNOSCIACH.

131. DEFINICYA. MOwi sie ze liczba A jest wiekszg jak liczba B,
jakiekolwiekbadZz sg ich znaki, kiedy réznica (A — B) jest dodatng.

132. WNIOSKI : 1° Liczba dodatna jakakolwiek jest wiekszg jak
liczba odjemna jakakolwiek. | tak :

D
gdyz roéziiica | — (— Hj jest (42) rowng 1 -f N A jest do-
datng.

2" Liczba odjemna jest tem iriekszg im jej wartos¢ bezwzgledna  jest
'mniejszg, 1ltak :

(2)

gdyz roéznica — 7 — (— 31j jest {U2) rowng -f 31 — 7; a wiec jest
dodatng.

3° Potrzeba uwaza¢ zero jako wieksze niz wszelka liczba  odjemna,
| tak :

gdyz roznica O — (— 5) jest (42) ré6wng O -f-5; a wiec jest dodatna.
Zkad wypada ze jezeli napisze sie liczby tak dodatne jak odjemne
sposobem nastepujgcym :

liczba jakakolwiek, wzieta w tym ciggu, jest wiekszg jak wszelka
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liczba potozona po lewej stronie, a mniejszg jest wszelka liczba poto-
zona po prawej stronie.

Oczywiscie ze liczby dodatne i odjemne mogg wzrasta¢ bezwzgle-
dnie az do nieskonczonosci. Wyraza sie nieskoficzono$¢ przez znak
liczebny o$m lezacy poziomo

Wyraza sie zwykle ze liczba A jest dodatng, i ze liczbha B jest
odjemng, przez formuty :

A >0, B< 0

131. Mozna niezmieniajac  kierunku nieréwnosci, poiriekszy¢ lub
zmniejszy¢  obie jej strony o te sama ilosC.

W rzeczy samej, nierébwno$¢ A > B, daje A= B-j-p, gdzie p
jest liczbg dodatng; a dodajgc G po obu stronach tej nierdwnosci,
znajduje sie

AN G= B+ 1]4-p, albo A+ G> H+ C.

132. Dowiedzie sie podobnym sposebem ze :

Nie zmienia sie kierunek nierowno$¢} mnozac lub dzielgc obie jej
strony przez te samg liczbe dodatna.

Zmienia sie kierunek nieréwnosci mnozac lub dzielgc obie jej strony
przez liczbe  odjemna.

Summa ilukolwiek nieréwnosci w tym samym kierunku jest nier6w-
noscig tegoz samego kierunku jak nieréwnosci dane.

Wieloczyn z ilukolwiek nierdianosci w tym samym kierunku jest nie-
réwnoscig tegoz samego kierunku jak pierwsza, kiedy strony nieréwnosci
danych sg loszystkie liczbami dodatnemi; bez tej restrykcyi, to jest
stosujgc to twierdzenie do nieréwnosci ktoérych strony sg odjemne,
mogtoby sie by¢ przywiedzionym do wypadkéw niedorzecznych;
i tak nierownoséci 10 > 6, — 3 > —h dalyby — 30 > — 24, re-
zultat fatszywy.

Gdy dwie liczby odjemne sg nierébwnemi, ich kiuadraty = tworzg
nieréwno$¢ iv kierunku przeciwnym. | tak — a > — b, pociaga za
sobg a <b, zkad wynika Cl- < U-albo (— af < (— bf.

Zasady wzgledem nieréwnosci wraz z ich zastosowaniem w jednym
z nastepnych rozdziatow doktadnie rozwiniemy.



\1k rozdziat viii.

CWICZENI A.

1. .lezeli jest kwadratem, af-ay'” jest summ? dwoéch kwa-
Uralow,

1. Zwiazki (relacye)

pociagaja za sob?

lir. Kiedy w wielomianie

potozy sie

len wielomian przyjmuje ksztat

wyrachowa¢ wyrazenie

1V, Kiedy w wielomianie

potozy sie
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ten wielomian przyjmuje lisztalt

wyrachowaé wyrazenie

125
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HOZWI4ZANIA ZI;O0WNAN STOPNIA PIEKWSZEGO.

DEFINICYA.

133. Zowie sie stopniem zrdéwnania catkotritcgo wzgledem nieuna-
'lomych, summa wyktadnikéw ilosci niewiadomych wzieta z wyrazu
w ktérym la sumn)a jest najwiekszy. Ttak zrownanie

— 4- 1505 = (t

jesl stopnia 7.

J)la ocenienia stopnia zréwnania, potrzeba naprzéd przyrzadzié
dwie strony tego zrownania tak aby bjfty catkowitemi wzgledem
ilosci niewiadomych.

Nie bedzie wzmianki® w tym rozdziale, jak tylko, o /réwnaniach
stopnia pierwszego.

ROZWIAZANIE ZHOWNAMA Z JEDNA IMEWIADUMA.

pPRAWIDLO. Chcac roziinaza¢é z”6éwnanie stopnia  piei-ioszego
c: jediig iloscig niewiadonw, znosi si¢ wszystkie mianowniki; przenosi
sie taszi/st/de wilrazi/ zawieraj ace X ivjeden cztonek, a ivszt/s(kie wyrazy
niezalezne od x iv drugi; potchn wykongwa sie yproszczenia i dzieli sie
przez sp6lczynnik niewiadomej.
Dowodzenie tego prawidta wynika z twierdzen Il i IT rozdziatu
poprzedniego.

PIERWSZY PRZYKLAT). Zréwnanie
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rozmnozone przez najmniejszy wielokrotnik spoiny mianownikow

staje sie

odosobnig sie nastepnie wyrazy zawierajgce X, a wypadek

przywiedziony do ksztattu prostszego

daje dla  warto$¢

AVszystkie te zrownania kolejy po sobie naslepujyee sg. rowno-
waznemi miedzy sobij; a wiec ostatnie jest rbwnowaznem pier-
wszemu. Otéz, ostatnie zréwnanie jest sprawdzonem, gdy sie w ni("m

59
zastepuje X przez 1:J-]- ~i] " innego rozwiazania. Wiec
9
zréwnanie pierwsze przyjmuje rozwigzanie 13 , i nie przyj-
muje innego.
) . . . . :iI3A8 3 .

Sprawdza sie rozwigzanie, zastepujac .r przez w zréwnaniu

danem ; dwie strony tego zréwnania stajni sie liczebnie réwnemi.

DRUGI PRZYKEAD. Spotczynniki inogni by¢ algebraicznemi. Niech
bedzie zréwnanie

Mnozy sie wszystkie wyrazy przez fl a-\-/) \ najmniejszy wielo-
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krotnik spdéliiy mianownikéw : zréwnanie nowe :

jest rownowaznem pierwszemu, byleby nadal nie robiono przy-
pnszczenia a= O, albo przypuszczenia b= — z ktérych kazde
niszczy mnoznik (124).

Potem przenosi sie wyrazy nieznane w jeden cztonek a wyrazy
znane w drugi. Zréwnanie

L3|

jest r6wnowazne drugiemu.
Dalej ktadzie sie x na czynnik spdlny w drugim cztonku, co daje:

i dzieli sie obie strony przez spéiczynnik /, Otrzymuje sie tym
sposobem nowe zréwnanie :

LA

ktére bedzie rownowazne z innenii, jesli jakiekolwiek przypuszcze-
nie nie zniszczy mianownika.

Otdz, licznik jest réwny d"b[ab-\~ e L)wa ostatnie wy-

razy mianownika mog§ sie napisac

albo, uproszczajec, b[a-\-h)dK
Wiec mianownik bedzie mozna napisac :
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albo, ktadgc afa-\-b] na czynnik spdliny,

Wiec nakoniec warto$¢ z x moze sie napisac :

albo, znoszac czynniki spélne,

Poniewaz mianownik formuty [k] staje sie zerem, badZz dla «= O,
badz dla b= — a, badz dla c=— , nalezatoby sie po-

wstrzymaé, w zastosowaniach, od tych trzech przypuszczen.
Sprawdza sie tatwo, ze rozwigzanie znalezione zadosy¢ czyni
zrownaniu [1].

ZROWNANIA KTORE SIE PRZYWODZA DO STOPNIA PIERWSZEGO.
135. Spos6b kldrySmy wytozyli przyda sie niekiedy dla zréwnan
stopni wyzszych nad pierwszy.
PRZYKLADY :

1° Gdyby zréwnanie poprzedzajace zawierato a"™*albo j/".Fzamiast<r,
otrzymatoby sie, postepujac sposobem wskazanym,

albo
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2" Niech bedzie zréwnanie

Znosi sie naprzéd rozwigzanie x— O, dzielagc przez co réw-
nanie dane przywodzi do zrownania

ktére, roznmozone przez a- —  staje sie

albo

Sprawdzenie. W zréwnaniu utanikoweiii ale uproszc/onem poto-
zywszy I\, zamiast x, bedzie

a po wykonaniu dziatan wskazanych okaze sie tosamosé, 8 = 8.

3° WezZmy jeszcze zréwnanie

gdzie przedstawia liczbe dodatng.
ZnieSmy mianownik, potem, po odosobnieniu radykata,

podniesmy do kw'adratu; rezultat uproszczony daje
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zked

3
Latwo sprawdzi¢ zc sama tylko warto$¢ x = j*a zadosyé czym

zréwnaniu pierwotnemu; wprowadzono rozioiazanie obce ,

wynoszg,c do kwadratu zréwnanie dane.
UKLAD DWOCH ZROAYNAN Z DWIEMA NIEZNANEMI.

' 136. Zrownanie stopnia pierwszego z dwiema nieznanemi x i //
moze mie¢ trojakiego gatunku wyrazy :

Wyrazy stopnia pierwszego wzgledem x ;
Wyrazy stopnia pierwszego wzgledem vy;
Wyrazy niezalezne od x i od V.

Jezeli wiec, po zniesieniu mianownikéw, odosobnimy wyrazy
catkiem wiadome w jednym cztonku, bedziemy mieli po wykonaniu
uproszczenia, zréwnanie takie jak

Lecz jedno ziéwnanie tego rodzaju nie wystarczy na oznaczenie
X i/l widzimy w rzec.zy sfimej, ktadac je j)od ksztattem

ze wszelkiej warto$ci dowolnej danej dla y, odpowiada warto$¢ zx:
zagadnienie jest wiec nieoznaczonein, i potrzeba przybraé drugie
zréwnanie.

137. PIERWSZY PRZYPADEK. Moze s;\? zdarzy¢ ze jedno ze zrdwna
nie zawiera jak jedn™i z nieznanych. Niech bédzie, na przykitad, uk}ad
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Zréwnanie [2], niezawi%raj§ce jak nieznany y, dostarczy bezposre-
dno jej wartosci, y = k. Gdy sie podstawi ta warto$¢ w zrow-

naniu [1], to zrownanie staje sie

A poniewaz to ostatnie zamyka natenczas samg niewiadomy X, wiec
ono dostarczy takze warto$é, x = Z.

Te dwie wartosci, y — h, sprawdzajg oczywiscie uktad.
Wreszcie nie moze istnie¢ inne rozwigzanie ; gdyz zrownanie [2] nie
przyjmuje jak tylko rozwigzanie y =-U', i dla tej wartosci, zréwna-
nie [1] nie sprawdza sie jak tylko przez x~'6.

Tak wiec, aby rozwieza¢ uktad, w tym przypadku szczegdlnym,
rozwigzuje  he to ze zréwnan ktdre zawiera jedna tylko z nieznanych,
podstawia sie w drugiein zréwnaniu warto$¢ znaleziong dla tej nieznanej,
i roziuiezuje sie zrdwnanie loypadkowe ktore dostarczy warto$¢ drugiej
nieznane;.

138. DRUGI PRzYPADEK. Dwa zrdwnania zawierajag dwie nieznane.
Przywodzi sie ten przypadek do poprzedniego, rugujcie jedny z nie-
znanych pomiedzy dwoma zréwnaniami (130;. Mozna uzy¢ wielu
sposobow dla wykonania tego rugowania (eliminacyi).

SPOSOB RUGOWANIA PRZEZ PODSTAWIANIE.-Mech bed” dwa zréwnania

cl

Mozna zastgpi¢ zrownanie [1] przez zréwnanie

klore sie olrzymuje przenoszac 3y w drugi cztonek, i dzielgc i)Otem
obie strony przez h: to sie nazywa, rozwigza¢ zréwnanie wzgledem Xx.
Uktad (1) jest tym sposobem zastgpiony przez uktad réwnowazny :
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24 — 3v
Mozna teraz (rozd. YITI, t\v. Y) zastapi¢ x przez - — — w zrow-

naniu [2]; a otrzymuje sie uktad réwnowazny :

[3]

| zréwnanie [k] nie zawierajagce jak tylko nieznang y, zostaje
przywiedzionem do pierwszego przypadku. Rozwiezuje sie wiec to
zréwnanie : ktére daje

zkad sie wycigga, y = k. A la warto$¢, podstawiona w zréwna-
niu [3], daje a2 3. Te dwie wartosci, X — tworzac roz-
wigzanie jedyne uktadu (3), daja tern samem zozwigzanie jedyne
uktadu réwnowaznego (1).

Sposob jest ogdlny, i prowadzi do prawidta nastepujacego : Roz-
iinezuje sie jedno ze zréiannii iczyledem jednej z nieznanych, i podstawia
sie jej tuartos¢ w druyiem zréwnaniu. Przez co to ostatnie zaiuiera¢
bedzie jedng tylko nieznana; rozwiezuje sie je, i otrzymuje sie wartos¢
tej nieznanej. Potein podstawia sie ta warto$¢ iv wyrazeniu pierwszej
nieznanej, dziatanie ktére daje warto$¢ tejze  nieznanej.

139. SPOSOB RUGOWANIA PRZEZ POROWNANIE. Niech beda dwa zrow-
nania

zawierajace dwie ilosci niewiadome X, y. Mozna wyciggng¢ wartos¢
xz kazdego z nich ; to proste przeksztatcenie dozwolone, daje uktad
rownowazny
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Zastepujac drugie zrownanie przez réznice obydwocli : otrzymamy
nowy uktad réwnowazny

Drugie zrownanie mozna napisa¢ —

i powiedzie¢ ze pocliodzi z poréumania dwoéch wartosci z x, przez
wskazanie icli réwnosci. Z czego wypada :

nastepnie, jak uprzednio.

Ten sposob jest mato uzywany.

1/t0. SPOSOB RUGOWANIA PRZEZ UPROSZCZENIE ALBO PRZEZ DODAWANIE
I oDCIAGANIE. Oba poprzedzajace sposoby maja te niedogodnos$¢, ze
prowadzg do zrownan z mianownikami, od ktérych je potem oswo-
badza¢ jeszcze musimy; ale bardzo dol)rze stuzg poddéwczas, kiedy
w zréwnaniach z ktérych sie wydobywa warto$¢ jakiej ilosci, ta
ilos¢ ma jedno$¢ za spoiczynnik. Gdy za$ spotczynnik wiekszy jest
od jednosci, lepiej uzywaé nastepujacego sposobu zwanego rufiowo.-
niem (eliminacyg) pi~zez dodawanie Inh odcigganie. Wezmy jeszcze
uktad :

@

Mozna zawsze zrobi¢ réwnemi spotczynnik! tej samej nieznanej
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W obydwo6ch zréwnaniach; dosyé, na to, pomnozy¢ obie strony
kazdego przez sp6tczynnik ktdéry te nieznang poprzedza jako mnoz-
nik w drugiem. | tak, mnozac pierwsze zrownanie przez 2 a drugie
przez 3, otrzymuje sie (roz. VIII, tw. Il) uktad réwnowazny :

@

Dwa spoétczynniki nieznanej y staly sie podéwczas réwnemi ale
z przeciwnemi znakami, a wiec rugaje sie ta nieznana dodajec dwa
zréwnania. Tym sposobem postepujgc otrzyma sie zréwnanie

(5]

ktore, potaczone z jednem ze zrownan uktadu (2) albo, z jednem
ze zréwnan uktadu (1), utworzy uktad (3) rownowazny pierw-
szemu.

Zostajemy tym sposobem przywiedzeni do pierwszego przy-
padku (137). Wyciagnie sie z [5] x = 3; a podstawiaj§c te wartos¢
w jedném ze zrownan, w zréwnaniu [1], na przyktad, otrzyma sie
warto$¢ y = h.

Sposob ten jest og6lny i prowadzi do prawidta nastepujacego :
Mnozy sie kazde ze zréwnan przez spotczynnik ktory jedna z niezna-
nych poprzedza jako mnoznik iv drugiem : dodaje sie wtedy jedno do
drugiego, albo odcigga sie jedno od drugiego dwa zréwnania loypad-
kowe, podlug tego jak spotczynniki  réwne nieunadomej branej pod
uwage sgze znakami przeciwnemi albo tego samego znaku.  Otrztjmuje
sie tym sposobem jedno zréwnanie z jedng nieznang, ktére  dostarczy
ivartosci tej nieznanej.  Podstawiajgc  te warto$¢ w jednem ze zréwnan
danych, wyciggniemy ivarto$¢ drugiej  nieznanej.

UWAGA. Najczesciej spotczynniki  niewiadomej  rugowaé  sie
majacej nie sg pierwszemi miedzy sobg, natenczas, aby je zrobi¢ row-
nemi, szuka sie ich najmniejszego wielokrotnika spdélnego, potem
mnozy sie kazde zrownanie przez wieloczyn z tych czynnikéw tego
najmniejszego wielokrotnika spo6lnego, ktérych nie zamyka spdt-
czynnik niewiadom¢j w tém zroéwnaniu.
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PRzYKtAD. Niech bedzie uktad :

(1)

Spotczyimiki niewiadomej x rozebrane na czynniki daja :

Najmniejszy wielokrotnik spo6lny spétczynnikow z x jest wiec

przeto aby zrobi¢ réwnemi te spdiczynniki, wystarczy pomnozy¢
pierwsze zrdwnanie przez 2- a drugie przez 5; iznajduje sie ukitad
réwnowazny :

a poniewaz spoéiczynniki zx maja ten sam znak, odcigga sie pier-
wsze zréwnanie od drugiego; co daje

zkad, y = 2 :a, nastepnie, x = 3.

U2. pruGa UwAGA. Kiedy, za pomocg sposobu poprzedzajgcego,
znaleziong zostata warto$¢ jednéj z nieznanych, mozna szuka¢ wprost
wartosci  drugiej nieznanej tymze samym sposobem, zamiast wypro-
wadzania jej z podstawienia.

| tak, w przyktadzie poprzedzajacym, dhi otrzymania iloSci
potrzeba mnozy¢ pierwsze zrownanie przez 13 a drugie przez 17 ;
co naprzéd da :
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a, dodajagc dwa wypadki, znajdzie sie

zkad wyciaggnie sie :

Ta warto$¢ z x nie moze sie r6zni¢ od wartosci ktdrg dostarczyto
podstawienie : gdyz, wedtug rozumowan poprzedzajacycli, uktad (1)
jest rwnowaznym ktéremukolwiek z dwéch uktadow,

©)}

ot6z kazdy z tych ostatnich nie daje jak jedno rozwigzanie : jest
wiec koniecznem aby to rozwigzanie byto lem samem dla tych
dwéch uktaddow.

163. wNniosek. Widzimy przeto oczywiscie ze w og6lnosci uktad
dwdch zréwnan stopnia pierwszego z dwiema nieznanemi przyjmuje
rozwigzanie jedyne i oznaczone.

\kk. Sa jednak przypadki do ktérych stosujac jakikohoiek sposéb
rugowania nie mozna wcale znalez¢ warto$ci odpowiednich dla x
i dlay : tak, na przyktad, zréwnania

sg nie do pogodzenia, czyli nie dajg sie pojedna¢ z sobg (incompa-
tibles). Widzimy w rzeczy sam¢j ze, w jakiejkolwiek liczbie poto-
zonej na miejscu nieznanych, warto$¢ liczebna pierwszego cztonka
pierwszego zrOwnania bedzie zawsze trzecig czescig wartosci pier-
wszego czionka drugiego, gdy tymczasem 7 nie jest trzecig cze-
$cig 23.

Wreszcie, dziatajac przez podstawienie, znajdzie sie¢ roéwnos¢
niepodobna

albo
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ktéraby pokazata widocznie ze zréwnania pierwotne byly sprzeczne-
mi (contradictoires), gdyby ta sprzeczno$¢ juz uprzednio nie zostata
rozpoznang.

Uktad

jest, przeciwnie, nieoznaczonym, bo gdy drugie zréwnanie jest wie-
toczynein pierwszego przez 3, nie znajduje sie rzeczywiscie jak tylko
jeden zwigzek pomiedzy dwiema nieznanemi X i y.

Réwnie, wykonywajac podstawienie, nie jestze sie przywiedzio-
nym do zastgpienia jednego ze zréwnan danych przez tosamos$¢ (co
stanowi ceche gtébwng  nieoznaczonosci).

albo

ROZWIAZANIE UKLADU TRZECH ZROWNAN Z TRZEMA NIEZNANEMI.

146. PRAWIDLO. Aby roznhgza¢ uklad (1) trzech zréwnan =z trzema
nieznanemi X, y, z, ruguje sie jedne z.nieznanych, z 7ia przykfad,
naprzéd pomiedzy  dwoma piencszemi  z trzech zréiman danych,
potem pomiedzy  ostatniem a jednem z dwoch innych, uzywajac,
do tego, badZ to sposobu przez podstawienie (138), badZz to sposobu
przez dodawanie i odcigganie (140). Otrzijmuje sie tak postepujgc diva
zrébwnania z dwiema nieznanemi \ iy, ktore, jako w zwiazku bedace
zjednem ze zréownan danych, utworzg uklad (2) réwnowazny pierwsze-
mu. Rozumowania, na wykazanie dowodu, s3a te same ktérych nie-
dawno uzyliSmy. Rozwiezuje  sie ukifad dio6ch zréwnan o dwdch
nieznanych xi y; a podstawiajgc  laartosci znalezione dla tych niezna-
nych rvjednem ze zréwnan danych, otrzymuje sie i.varto$¢ na z.
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LUL. PRZYKLAD. WeZzmy naprzdd do rozwigzania uktad

Dla zastosowania sposobu poprzedzajgcego, powinnismy na przy
ktad, wyciagna¢ z jednego ze zréwnan warto$¢ jednej nieznanej, i
podstawi¢ jg w dwoch innych. A ze mozna wybrac jedng ktérgkol-
wiek ze trzech ilosci nieznanych i wyciaggna¢ jej warto$¢ z jednego
jakiegokolwiek ze trzech zréwnaii danych, jest wiec dziewieé¢ spo-
sobéw rozpoczecia rachunku; widzimy ze jeden z najprostszych,
w danym przyktadzie, zalezy od wziecia wartosci na y w trzeciem
zréwnaniu, gdyz tak postepujac nie wprowadza sie mianownika.
Otrzymuje sie :

a, przez podstawienie tego wyrazenia, dwa pierwsze zrownania
stajg sie :

albo, uproszczajac,

Te zréwnania, rozwigzane poditug sposobow wytozonych (137
i 140) dajga:

Potem te wartosci, podstawione w wyrazeniu na y?

<laja
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rozwigzanig szukane jest przeto,

DRUGI PRZYKLAD. Dajmy jeszcze do rozwigzania uktad zrownan :

zastosujmy do tego uktadu drugi spos6b rugowania (liO). Ponie-
waz 2 nie nta spotczynnika, odciggnijmy kolejg pierwsze zrownanie
od kazdego z dwdch innych; tym sposobem postgepujac otrzymamy
dwa zréwnania nowe, niezalezne od z.

Ot6z pierwsze z tych rownan jest podzielnSm przez ib — a), dru-
gie przez [c— a); a wiec, znoszac te czynniki, zrébwnania powyzsze
stajg sie :

Chcac je rozwigzaé, mozna postepowac dalej tymze samym ”po
sobem podciggajac pierwsze od drugiego znajduje sie :

albo, dzielagc przez [c — b),

Zkad:
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a, nastepnie,

Nakoniec te wartosci na x i na ij, podstawione w wyrazeniu

dajg:

ROZWIAZANIE JAKIEJKOLWIEK LICZBY ZROWNAN STOPNIA

PIERWSZEGO.

148. PRAWIDLO OGOLNE. Dla rozwigzania liczby jakiejkolwiek — zréw-
nan zawierajgcych  liczbe réwng nieznanych, mozna wyciggngé z je-
dnego z nich warto$¢ jednej nieznanej, i podstawi¢ (129) te wartos¢ we
wszystkich innych : te zrdicnania zaiuierajg natenczas jedne nieznang
mniej: aprzeto dopetniajac ich uktad przez zréwnanie ktore duje loyra-
zenie pierwszej nieznanej, otrzymuje sie uktad réwnowazny  danemu.

Mozna takze wyrugowa¢ nieznang pomiedzy jednem ze zréwnan a
wszystkiemi  innemi, przez sposob dodawania i odciggania (140) s otrzy-
muje sie jeszcze uklad réwnowazny (127), przydajac  do zbioru zréwnan
nowych zréwnanie ktore stuzyto do wyrzucenia tej nieznanej.

We wszystkich przypadkach, rozwigzanie uktadu n zréwnan o n nie'
znanych przywiedzionein  zostalo tym sposobem do rozwigzania (n — 1)
zrownan o (n — 1) nieznanych. Rozwigzanie tych ostatnich przywiedzie
sie tak samo do rozwigzania (n — 2) zréwnan o (n — 2) nieznanych;
i, tak dalej postepujac ciggle, az si¢ z dwéch zréwnan o dwoch niezna-
nych, utworzy naostatek jedno ojednej  nieznanej.

Uktad réwnowazny uktadowi danemu zawiera¢ bedzie natenczas n
zrownan, tym sposobem ziozonych : ostatnie nie bedzie zawierato jak

tylko jedne nieznang, (n — bedzie zawierato oprécz tej nieznanej
druga jeszcze, [n — If'~bedzie zamykatlo te dwie nieznane i trze-
cig ; hakoniec pierwsze bedzie zamykato wszystkie nieznane. 1 oczy-

wista ze bedzie mozna rozioigza¢ kolejg wszystkie te zréwnania poczy-
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mjac od ostatniego i siegajagc az do pierwszego, i ze sie tgm sposobem
oti“zyma wartosci wszystkich  nieznanych.

\H9. PRzYktAD. Niech bedzie ukitad

Pierwsze zréwnanie™ rozwiazane wzgledem x, daje :

a, podstawiajac te warto$¢ w trzech innych, znajduje sieg :

Podobniez, pierwsze ze zrownan ['1], rozwigzane wzgledem
daje :

a, podstawiajgc te wartos¢ w dwaéch innych :

Wycigga sie z ostatniego”

a, podstaw igjac te warto$¢ w poprzedzajgcém.
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Tak wiec uktad réwnowazny ukladowi danemu jest utworzonym
przez zréwnania:

Ot6z ostatnie z tycli zréwnan daje v = U. Ta warto$¢, podstawio-
na w poprzedzajagcem daje V= 2, Te dwie warto$ci, podstawione
w drugiem, dajag z = '6. A nakoniec te trzy wartosci, podstawione
w pierwszem, dajg = 1. Tak wiec rozwigzanie jest x = \, y='2,
z ='6, v= U

LOO. sPOsOB ]{EzoUT'A. Rozwiezuje sie takze zréwnania stopnia
pierwszego sposobem rugowania za pomocg spdtczi/nnikdio nieoznaczo-
ni/c/i, ktérego uzycie jest czesto dogodniejsze. Wezmy n zréwnanh
stopnia pierwszego o n nieznanycli,

(1]

Dodajac te zréwnania, do siebie stronami, po ich pomnozeniu
odpowiedniem, wyjawszy pierwszego, przez liczZt3y nieoznaczo-
ne Xl XI,... przyjdzie :

i to zréwnanie moze ;128) zastgpi¢ jedno z jakientikolwieh
badZ bytyby liczby Xi, L, e ~-i-
Otéz mozemy oznaczy¢ te Hczby, tak azeby spdiczynniki niezna-
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nych Zj... byty zerami, to jest zeby zréwnania,

13]

zostaly sprawdzonemi; gdyz wystarczy, na to, rozwigza¢ (n—1)
zréwnan o (n— 1) nieznanych.

Rozwiaze sie wiec ulitad [3].

Gdy sie podstawi wtedy w zrownanie [2] warto$Sci znalezione
dla XI, XI, ... to zréwnanie nie bedzie zawierato wiecej jak
jedne nieznang gdyz sie sprowadzi do

pozwoli wiec oznaczy¢ warto$é, ktoéra bedzie :

po znalezieniu x, uktad bedzie zamykat tylko (w — 1j nieznanych.

Sposéb ktéry wskazaliSmy ])ozwala, jak widzimy, rozwigzaé n
zréwnan o n nieznanych, byleby umiano rozwigza¢ uktad zawiera-
jacy jedne nieznang mniej.

Poniewaz umiemy rozwigza¢ dwa zréwnania z dwiema niezna-
nemi, mozemy, wedtug tego, rozwigza¢ uktad trzech zréwnan
z trzema nieznanenu; a wiec, uktad czterech zréwnali z czterema
nieznanemi, i tak dalej. Otrzyma sie tym sposobem, dla jakiejkol-
wiekbadz liczby zrownan danych, warto$¢ kazd¢j nieznangj.

151. MODYFIKACYA SPOSOBU RUGOWANIA. innoznikéw dozwoli,
wreszcie, otrzymaé bezpos$rednio kazdg nieznang, nie potrzebujac
rachowa¢ zadnej inn¢j. Dosy¢ jest, na to, wykona¢ dla kazdej, to
co sie juz zrobito dla nieznanej  Je$li chcemy otrzymacy, na przy-
ktad, poréwna sie z zerem spdiczynniki (w — 1) innych nieznanych;
znajdzie sie, rozwiezujac te (n — 1) zréwnan, nowe wartosci dla
nieoznaczonych X, I-i, ... X,,_,; a, podstawiajgc te wartosci w* zrow-
naniu [2], otrzyma sie zréwnanie na vy, ktdre pozwoli oznaczy¢

warto$¢ tej nieznanej.
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Wartos$ci ktére sie otrzymuje przez ten sposob dla x, y, z,... nie
moga sie roézni¢ od tych ktdre zostaty dostarczone za pomocg sposobu
pierwszego. W rzeczy samej, zréwnanie [2] powinno by¢ sprawdzo-
nym, jakiemikolwiek bytyby liczby Xi I-i, .. . jest wiec dozwo-
lonem w tem zréwnaniu zrobi¢ przypuszczenia ktdre niszczg wszyst-
kie spotczynniki procz jednego. Drugi sposob daje wiec rozwigzanie
szukane : a poniewaz to rozwigzanie jest jedyne, konieczna wiec

aby byto tem samem jak to ktdre otrzymaneni zostalo sposobem
pierwotnym.

152. PRZYKLAD. Zastosujmy ten sposdb do rozwigzania uktadu :

LI]

Mnozy sie drugie zréwnanie przez Xi, trzecie przez I-i, i dodaje sie
wieloczyny do pierwszego; tym sposobem znajdujemy :

[2]

Dla otrzymania réwna sie zeru spétczynniki zy iz z; co daje :

albo

Kozwiezujac te dwa zrdwnania, znajduje sie

Podstawia sie te wartosci w zrownaniu [2]; to zréwnanie staje sie :

zkad :
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Dla otrzymania y, niszczy sie sp6tczynniki z a;i z 2 ; co daje :

Rozwiezujac te dwa zrdwnania, znajduje sie

Podstawia sie te wartosci w zrownaniu [2], ktOre staje sie :

zkad :

Nakoniec, dla otrzymania z, pisze sie dwa zréwnania,

ktére, rozwigzane, dajg Ai= ' — N ' AMwnanie [2] staje sie,

dla tych wartosci :

a zkad :

UPROSZCZENIA | UOZNE UWAGI.

153. PRZYPADEK W KTORYM WSZYSTKIE NIEZNANE NIE WCHODZA RAZEM
WE WSZYSTKIE ZROWNANIA. Moze sie zdarzy¢ ze kazde ze zréwnan nie
zamyka wszystkich nieznanych. Ta okoliczno$¢ skraca rachunek;
gdyz mozna uwaza¢ jako wyrugowang ze zréwnania nieznang ktdrej
to zréwnanie nie zawiera w sobie. Potrzeba wtedy poczynaé¢ dziata-
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nie od wyrugowania nieznanej ktéra wchodzi w najmniejszg liczbe
zrownan.

Zastanéwmy sie, na przyktad, nad uktadem

Widzimy ze t nie wcliodzi jak do dwéch zrownan : wycigga sie z [2]:

[2!

i podstawia sie te warto$¢ w [4], ktére zamienia sie na :

Przytaczajac to zréwnanie [6] do ziéwnan [I], [3] i;5], tworzy sie
uktad czterech zréwnan o czterech nieznanych .r, //, u.
Ot6z X nie wchodzi jak w zréwnania [1] i [3]. AYyciagga sie wiec z [3]:

i podstawia sie te wartos¢ w 11 j, ktére staje sie :
P]

1'rzytgczajagc to zréwnanie i7| (h) zréwnali [5J i !6], otrzymuje sie
uktad trzech zrownali o trzecli nieznanych vy, z, v.

Poniewaz y nie wchodzi tylko do zréwnan [6] i [7] : przeto sie
wycigga z i 7] :
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i podstawia sie te wartos¢ w [6], ktére staje sie

(8]

To zréwnanie i zréwnanie [5] tworzg uktad dwdcn zréwnan

o dwoéch nieznanych.
Wycigga sie z [5] :

a, podstawiajac te warto$¢ w réwnaniu [8], mamy;

zrownanie o jednej nieznanej, zkad: z
Nastepnie zréwnanie [5J daje :
p6zni¢j zréwnanie [7] daje :

potem zréwnanie [3] daje :

i nakoniec zréownanie [2] daje :

154. SPOSOHY RUGOWANIA SzCZEGOLNE. Zdarza sie niekiedy, ze
zrownania przedstawiajag pewng symetrye wzgledem nieznanych;
natenczas mozna zwykle uzy¢ sposobow predszych i skuteczniej-
szych jak metody ogélne. Nie umiemy da¢ prawidta, w tym wzgle-
dzie, lecz mozemy wskaza¢, za pomocg kilku przyktadow, sposoby

szczeg6lne najwiecej uzywane.
PRZYKLAD 1. Niech bedzie ukitad

Widoczna ze po dodaniu tych pieciu zréwnan stronami, kazda
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nieznana wchodzi Urazy w summe; tak ze, gdy sie oznaczy przez
s summe drugich cztonkow, otrzyma sie zrow-
nanie :

albo [6]

Tak wiec summa pieciu nieznanych jest oznaczong. A, poniewaz
kazde ze zréwnan danych zamyka cztery z tych nieznanych, dosy¢
bedzie odciggnag¢ je kolejg od zréwnania [6] dla otrzymania kazd¢j
nieznanej. Bedzie wiec :

PRZYKEAD I1. Wyrachowa¢ dtugosci trzech bokéw tréjkata,  znajac
dtugosci linij tgczacych kazdy unerzchotek ze Srodkiem boku przeci-
wneuo.

Oznaczmy przez a, b, ¢ diu-

gosci nieznane trzech bokow,
a przez a, 0, 7 dtugosci osrod-
kowych (medianes) odpowied-
nich. Geometrya dostarczy bez-
posrednio trzy zréwnania :

[1]

[2

(3]

Gdy sie doda te trzy zréwnania stronami, znajduje sie :
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zke,(I tatwo wyciggnat :

Tak wiec znang jest summa kwadratéw trzecli bokéw. Jezeli sie
odciggnie teraz zrdéwnanie [1] od zréwnania [K\, b- i c- znikng; i
otrzyma sie :

przenoszac niewiadoma na pierwszg strone,

znoszac mianowniki,

zkad :

Moznaby tak samo otrzyma¢ b- i c-, odejmujac kolejg zréwna-
nia [2] i [3] od zréwnania [K]. Lecz jest daleko prostszém zauwazyé,
ze sie przechodzi ze zrownania [1] do zréwnania [2], zmieniajac
na ¢, ¢c™na a-, a® na b'\ potém a* na otrzyma sie wiec war-
tos$¢ z stosujac te przemiane liter do formuty ktéra daje a- ; tak
postepujac otrzymamy :

Znajdzie sie podobnie :
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Poniewaz kwadratyb™”, c', sg znane, wiec i boki tychze kwa-
dratéw, a, b, ¢, sa, przez to samo, oznaczone.

PRZYKLAD I11. Rozwigza¢ uktad :

Dowiedzionem zostato w utamkach (92), ze:

ot6z licznikiem ostatniego stosunku jest k; wiec otrzyma sie :

zkad

Znajduje sie, tak samo :

PRZYKLAD IV. WeZmy jeszcze uktad :

Gdy sie wywréci kazde z tych zrédwnan, biorgc licznik za mia-
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nownik, ivice versa, i gdy sie uprosci nowe utamki, znajduje sie :

Te cztery zréwnania dodane stronami, dajg :

zkad

Gdy teraz odejmiemy kolejg od tego zrownania cztery zroéwnania
poprzedzajace, potozywszy poprzednio

znajdziemy :

[

To przypusciwszy, pomnézmy te cztery zréwnania 'stronami, a
bedziemy mieli:

nastepnie,
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Podzielmy nakoniec kazde ze zréwnan [h] przez zréwnanie [5];
a natenczas otrzymamy

PRZYKLAD PIATY. Fan Hinet wskazat sposdb bardzo piekny na
rozwigzanie uktadu

Pomimo réznej formy istnieje w obu stronach zréwnali zupeina
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tosamosé

A, B, G bedac spétczynnikami ktérych oznaczenie nie jest wcale po-
Lrzebnem. Pierwsza strona tego zwigzku niszczy sie dla = p-,
"z przyczyny zréwnan danych. Gdyz,

-j- B/ G staje sie wiec zerem dla tychze samych wartosci przypi-.
sywanych ilosci f, jest wiec rowny wieloczynowi

na mocy ostatniego twierdzenia dzielenia (79); a przeto, podstawia-
jac ten wieloczyn w poprzedzajagcym zwigzku, znajduje sie

Mnozac przez t, potem czynigc t=. O, otrzymamy :

albo

zkad

mnozac przez t — UM potem przypuszczajac t = b-, znajduje sie
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Nakoniec, dos¢ jest pomnozy¢ przez t — i uczyni¢ t —c-, aby
otrzymacé

INNE DOwWODZzENIE. Otrzymuje sie rozwigzanie sposobem eleganckim,
uwazajac ze wyrazenie,

jest zerem, na mocy zréwnan danych, dla t= n-, t =
i ze jest, przeto (79), ksztattu —p) (/ —p”) “— v-).
Dostrzedz wreszcie tatwo, ze M == MM . Gdyz pier-

wsze wyrazenie, sprowadzone do jednakowego mianownika, da sie

napisa¢ pod ksztattem ™ _ [t— ¢~ "I" Af- -f B" -[- ).
Owoz, dwa przeksztatcenia jednego wyrazenia ten sam wy{)adek
da¢ musza, a wiec mamy naprzod

A poniewaz wieloczyn (t—"-) {t — {t—rdéwna sie wielo-
mianowi ~-t-Aif”-j-n/f-1-C; wiec, w t6j tosamosci, dwa czynniki

pozostate M i ™M™ "oJ _ iMushg by¢ takze rownemi. Tak wiec,

na mocy zréwnan, znajduje sie tosamos¢ :

Pomnézmy oltie strony przez t, i przypusémy pézniej ~=0, i.t.d.
tak samo jak pierwej prowadzmy rzecz catg do konca, to jest az do
zupetnego danego uktadu rozwigzania.
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O PRZYPADKACH W KTOIIYCIl LICZBA NIEZNANYCH NIE JEST ROWNA
LICZBIE ZROWNAN.

'1511. PRZYPADKI W KTORYCH LICZBA ZROWNAN PRZEWYZSZA LICZBE
NIEZNANYCH. Nicch bedzic, na przyktad, uktad trzech zréwnan po-
miedzy dwoma nieznanemi x i y. llozwiezujac dwa z tych trzech
zrownan przez jeden ze sposobdw znanych, otrzyma sie y/artosci
i X \zy, ktére same mog8 sprawdzi¢ uktad. Lecz, aby to miato
rzeczywiscie miejsce, potrzeba aby te w"artosci zadosy¢ czynity
trzeciemu zréwnaniu. Kiedy ten warunek nie jest dopetnionym,
uklad jest niepodobnym.

Na przyktad, ukitad

jest niepodobnym, poniewaz rozwigzujgc dwa pierwsze zréwnania,
znajdujemy x = 1, y = k\ ktdre to warto$ci, podstawione w ostat-
niem, prowadzg do niepodobienstwa, 20r=17.

W ogélnosci, gdy jest (m-f p) zrownahA pomiedzy m nieznanemi,
mozna rozwigza¢ m z tych zréwnan, i otrzyma¢ tym sposobem
wartosci ktére same mogg sprawdzi¢ uktad; lecz potrzeba aby te
wartosci, podstawione w p zréwnaniach pozostatych, sprawdzaty je
takze; inaczej, uktad bedzie niepodobnym.

Kiedy spo6tczynniki nieznanych, albo niektére z pomiedzy nich,
sg wyrazone przez litery ktérych warto$¢ nie jest oznaczong, war-
tosci otrzymane dla tych nieznanych bedg formutami zaleznemi od
tych liter; a podstawienie tych formut w p zréwnaniach pozosta-
tych dostarczy p zwigzkéw, ktore wyraza¢ bedg warunki konieczne
i dostateczne jakie muszg istnie¢ miedzy sp6tczynnikami literalnemi,
azeby uktad byt podobnym. Daje si¢ tym zwigzkom imie zréwnan
warunkowych.
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PRzZYKEAD. Niech bedzie uktad

Dwa pierwsze zrownania dajg x = a b, ¥ = a— b\ ate war-
tosci, podstawione w dwoch ostatnich, dostarczajg dwa zréwnania
warunkowe,

z ktorych sie wyciaga :

Jesli sie przyjmie te wartosci z a i z b, uklad jest podobnym, i
rozwigzanie jest :

155. ScuoLiA. Jezeli, (m -}- /») zréwnan o m nieznanych zawieraja
spotczynniki  nieoznaczone, mozna potozy¢ sobie zadanie, wskazaé
warunki jakie zmuszone sg dopetni¢ te spotczynniki azeby zréwnania
dane byly zgodnemi. Wystarczy na to oczywiscie, podtug tego co$my
dopiero powiedzieli, wyrugowa¢ m nieznanych pomiedzy (m-j-p)
zrownaniami, a zréwnania wypadkowe bedg wyrazaty warunki
zgdane. Kiedy liczba spétczynnikéw nieoznaczonych jest p, bedziemy
mieli p zréwnan dla ich oznaczenia; gdy ta liczba jest wiekszg
jak p, mozna bedzie rozporzadzi¢ dowolnie ilukolwiek pomiedzy
niemi; lecz gdy ta jest mniejszy niz p, zréwnania warunkow e beda
w ogdélnosci niezgodne (sprzeciwiajace si¢), a nastepnie dane pozo-
stang zaréwno takiemiz.

PRZYKEAD. Oznaczy¢ a, b, c, tak azeby cztery zréwnania

0 dwéch nieznanych byly  zgodnemi.
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Dwa pierwsze dajg:

podstawienie tych Wartosci z x "\i y w dwoch ostatnich i zniesienie
mianownikow, da zwigzki

Nie mamy wiec jak dwa zréwnania dla oznaczenia a, bic, tak ze
mozna bedzie rozporzadzi¢ dowolnie jednym z tych spétczynnikdéw.
Rugujac c pomiedzy temi dwoma zréwnaniami, przyjdzie

zkad sie wycigga

a czynigc a=z—1, ta formuta dostarczy "= — ¢°, poczem, znaj-

dzie sie ¢'= (. Tak wiec, zrGwnania dane stang sie

ktére rzeczywiscie sa z sobg zgodnemi, jak tatwo jest to sprawdzi¢,
wyciggajac z dwoch tych zrownan wartosci i x \z y, \ podstawia-
jac je w dwéch innych, albo lepiej jeszcze dzielagc wszystkie wyrazy
dwdch ostatnich przez 2.



ROZ\YIAZANLIE ZROWNAN STUPNIA 1'1ERWSZEGU. 159

156. 1'RZYPADKI W KTORYCH LICZBA NIEZNANYCH rRZEWYZSZA LICZBE
ZROWNAN. Niech bedzie, na przyktad, uktad dwéch zréwnali pomie-
dzy trzema nieznanemi ij, z. Gdy sie uwaza¢ bedzie jedng z nie-
znanych, z na przykiad, jako znang, rozwigzanie uktadu dostarczy,
na wartosci z x \z y, dwie formuty ktére bedg zawieraty z. Mozna
wiec przyznaé¢ dla z wartosci dowolne; idla kazdej z nich, formuty
dostarcza dla x i dla y warto$ci odpowiednich. Ukfad przyjmuje
wiec liczbe nieskonczong rozicigzan, a luiec jest  nieoznaczonym.

W ogdlnosci, gdy istnieje ni zrownan pomiedzy [m -{- p) niezna-
nemi, mozna bedzie wzig¢ za wiadome p z tych nieznanych, i roz-
wigza¢ m zréownan wzgledem innych ; otrzyma si® dla wartos$ci
z tych m nieznanych, formuty zamykajgce nieznane p. Mozna wiec
przyzna¢ dla tych nieznanych takie warto$ci jakie sie podoba; i
fcrmuty dostarczg wartosci odpowiednich innym. Uktad jest wiec
nieoznaczonym.

PRzZYKLAD. Niech bedzie uktad :

Hozwiezuje sie wzgledem x i y™ przenoszac w" drugie strony
wyrazy na r i na t. Znajduje sie tym sposobem dwie formuty :

Przypuszczenie dowolne, z— "I, t=\, flaje x= k, y =

O PRZYPADKACH NIEPODOBIENSTWA | iMIIOZNACZONOSCI.

157. PRZYPADKI NIEPODOBIENSTWA. lviedy liczba nieznanych jest
rowma liczbie zréwnan, zdarza sie niekiedy, ze sposoby rozwigzania
prowadzg do rezultatow sprzecznych”



160 ROZDZIAL X

PRzYKtADY. Niech bedzie uktad :

Zastosujmy spos6b dodawania i odciggania (140) :aia wyrugo-
wania y, rozmnézmy pierwsze zréwnanie przez 7, a drugie przez 3;
.otrzymamy :

zréwnania oczywiscie sprzeciwiajgce sie (nie zgodne), poniewaz od-
ciggajac je jedno od drugiego, mamy 0= 3.

Uktad dany jest wiec niepodobnym; i niepodobienstwo objawia
sie przez te okoliczno$¢, ze rugowanie jednej nieznanej wyrzuca
druga, tak ze nie pozostaje wiecej jak réwno$¢ pomiedzy dwoma
liczbami nieréwnemi.

Wezmy jeszcze uktad:

Rugujac |2, naprzéd pomiedzy dwoma pierwszemi zréwnaniami;
potem pomiedzy dwoma ostatniemi, otrzymujemy dwa zréwnania,

ktére sa oczywiscie nie zgodne. Uktad jest wiec niepodobnym; i
niepodobienistwo objawia sie przez te okoliczno$¢, ze rugujac z,
otrzynmje sie dwa zréwnania, ktérych rdznica prowadzi jeszcze do
rownosci niedorzecznej

158. PRzYPADKI NIEOZNACZONOSCI. Zdarza sie takze niekiedy, ze
rozwiezujac uktad zréwnan, natrafia sie na réwnosci ktére maja
miejsce, dla jakichkolwiek badz wartosci nie znanych.
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przYktADY. Niech bedzie ukitad

Rugowanie y, mnozac pierwsze zrownanie przez 5 a drugie
przez 7, daje :

zréwnania tosame. Tak wiec dwa zréwnania dane +vchdédza jedno
w drugie. Nie ma wiasciwie moéwigc, jak tylko jedno zrdwnanie
z dwiema nieznanemi : liczba wiec rozwigzan jest nieskorniczong
(156). Widzimy ze nieoznaczono$¢ objawia sie przez te okolicznosc,
ze wyrugowanie jednej z nieznanych wyrzuca drugg, i ze pozostaje
tosamos$¢

Wezmy jeszcze uktad

Rugowanie z, pomiedzy dwoma piarwszemi zré6wnaniami, potem
pomiedzy dwoma ostatniemi, prowadzi do dwéch zrdwnan,

ktore sg jeszcze tosamemi. Poniewaz te dwa zréwnania, skombino-
wane z jednem ze trzech pierwszych, tworzg ukiad roéwnowazny
uktadowi danemu; widzimy wiec ze nie ma, istotnie, jak dwa zrow-
nania z trzema nieznanemi. Uktad jest wiec nieoznaczonym ; i nieO'
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znaczono$¢ objawia sie jeszcze przez te okoliczno$é, ze wyrugowanie

jednej z trzech nieznanych prowadzi do tosamoS$ci.

CWICZENIA.

I. Rozwigza¢ zréwnanie

Znajduje sie

Il. Rozwigza¢ zréwnanie

Znajduje sie

IH. Rozwigiza¢

Znajduje sie

IV. Rozwigzaé

Znajduje sie cc= ", i a;= 0. Ta oslalnia warto$¢ nic odpowiada zréw-

naniu.

V. Rozwigzaé

Znajduje sie a;= — , warlo$¢ laéra nie odpowiada zréwnaniu.
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VI. Rozwigzaé

Znajduje sie

VII. Rozwigiza¢

Znajduje sie

VIIIl. Hozwigzaé

Znajduje sie

IX. Rozwigzaé

Znajduje sie wartoéci ktéro, tak jedna jak druga, nie

odpowiadajg zréwnaniu.

X. Rozwiaza¢

Znajduje sie

X1. Nozwigzac

Znajduje sie

XI11. Rozwigza¢ zréwnanie
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Znajduje sig i

XI11I. Rozwiagza¢ zréwnanie

Znajduje sie x = a

XI1V. Rozwigza¢ zréwnanie

Znajduje sie

XV. Rozwigzaé

Znajduje sie

XVI. Rozwigza¢ zréwnanie

Znajduje sie

I. Rozwijza¢ uktad

ROZDZIAL Xl

wartosci ktére nie odpowiadaj? zréwnaniu.
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Znajduje sie:

II. Rozwigza¢ uktad

Znajduje sie ;

I11. Rozwiaza¢ uktad

1.1
Biorac)—( i y za niewiadome positkowe, znajdziemy :

IV. Rozwigza¢ uktad

Znajduje sie

V. Rozwigza¢ ukiad

Znajduje sie :

165
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V1. Rozwigiza¢ uktad

Znajduje sie :

VII. Rozwigza¢ uktad

Potozywszy

VIIl. Rozwigza¢ uktad

Znajduje sie :

ROZDZIAL IX,

, otrzymamy ;
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IX. Rozwigza¢ uktad

wyrugowawszy a, b, ¢, pomiedzy temi zréwnaniami. bedziemy mieli

X. Rozwiagza¢ ukiad

i wyracliowac

Znajduje sie :

potém :

X1. Rozwigza¢ uktad

167
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Szuka sie naprzéd summy s nieznanycli ;

poczem otrzymamy :

XIl. Bozwigza¢ uktad

Pomnozywszy zréwnania te przez X, X2 X3 X/, X5 Xo, a;, dodaje sie talcowe.
Dla otrzymania wartosci z cc, na przyktad, porownywa sie z zerem spoétczynniki
sze$ciu innych nieznanych ; znajduje sie sze$¢ zréwnan ksztattu,

®

To zréwnanie jako majgce by¢ sprawdzonym dla s =a, s=b,s=c,...
ma pierwszy cztonek w zupetnej tosamosci réwnym wieloczynowi

@

s=:f,

Otéz, znajduje sie na tenczas:

A, poniewaz warto$¢ z Xi odpowiada dlas = O, a wartosci z
dia s = 1, robi sie te przypuszczenia w (2); i znajduje sie :
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Podobnie dla utrzymania y, rozpoznaje sie ze réwnanie (1) powinno by¢
sprawdzonym dla5= 1,s= 6,s = ¢, .... s= /i ze jego pierwsza strona
jest, przeto,

i znajduje sie :

podobnie

XI1. Z szesciu zréwnan :

zaiiuerzamy wynalezé,

Wykonywa sie, z jednaj strony, wieloczyn trzech pierwszych zréwnan, a
z drugi¢j, kwadrat wskazany; irozpoznaje sie, za pomocgi niektérych prze-
ksztatcen, ze dwa rezultata sg to same, na mocy trzech ostatnich zréwnan.
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ZAGADNIENIA STOPNIA PIERWSZEGO.

CEL TEGO ROZDZIALU.

159. Rozwigzanie zagadnienia obejmuje w sobie trzy czesci od-
rebne :

1° Skfadanie zréianania, to jest wyrazenie algebraiczne zwigzkow
jakie wystowienie zaprowadza miedzy iloSciami danemi a niezna-
nemi ;

2° Rozwigzanie zréwnan tym sposobem znalezionych;

Roztrzgsanie rozwigzania.

Gdy rozwiazanie zréwnan byto juz obszernie w dwdch poprzedza-
jacych rozdziatach wytozone, zajmiemy sie tu wytgcznie sktadaniem
zréwnan i roztrzagsaniem zagadnien.

SKEADANIE ZROWNANIA.

160. PRAAYIDLO PRZY SKLADANIU ZROWNANIA ZAGADNIENIA. Wiedzac
0 wyraznem niepodobienstwie przepisania, dla otrzymania zréwnan
zagadnienia, prawidta zupeinie og6lnego, ograniczymy sie jedynie
na wskazaniu nastepujacego.

Po zbadaniu gruntownem wystowienia zagadnienia, przedstawia sie
przez litery X, vy, liczby ktoérych wiadomo$¢ dostarczytaby rozwig-
zania : wskazuje sie na tych literach i na danych szereg dziatan jakie
nalezatoby wykonaé, gdyby, po znalezieniu wartosci nieznanych, chcia-
to sie sprawdzi¢ ze wartosci otrzymane zadosy¢ czynig wszystkim  loarun-
kém loystowienia.  Te rachunki sprawdzenia prowadza, w  0g6lnosci,
do rezultatbw ktdre obowigzane sg by¢ réwnemi: réwnajgc  formuly
ktore przedstawiajg  te rezultata, otrzymuje sie zréwnania zagadnienia.

Zeby sie wprawié¢ w rozbiér warunkéw, w dostrzeganie zwigz-
kéw i w sktadanie zréwnan, wezmy sobie do rozwigzania nastepu-
jace przyktady.
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161. ZAGADNIENIE 1. Kadi napetniona vmlag moze by¢ wyprézniong za
pomocg dwoéch rur k, B, nieréwnej wielkosci. Otwiera sie rura A, i
wypuszcza sie nig czwartg cze$¢ tcody. Potem otwiera sie rura B, i
dozwala sie ptyna¢ wodzie przez obie rury dop6ki kadz nie wyprozni = sie
zupetnie, na co potrzebuje pie¢ czwartych godziny wiecej anizeli  pier-
lusza rura A potrzebowata czasu dla wypréznienia czwartej czeSci  wody.
Gdyby byly otwarte obie rury od poczatku, kadz zostataby wyproz-
niong c¢wier¢ godziny predzej. Pytanie ile czasu potrzeboioalaby rura A,
gdyby byta sama otioarla, na wypjréznienie kadzi.
Niech bedzie x liczba godzin uzytych przez rure A dla wypro6znie-

nia, za pomocg jej jednego otworu, kadzi napetnionej wodg.
Dla wypréznienia czwartej cze$ci kadzi, rura A uzywa czasu
Dla wyprdéznienia trzech innych czwartych, dwie rury, otwarte

. . X 5
razem, uzywaja czasu +

Nastepnie, dla wyprdznienia kadzi catkowitej, uzywajg | tego

X f)
czasu, albo 3+ 7o

Z drugiej strony, czas caly uzyty przy doswiadczeniu, dla wy-
préznienia, naprzéd pierwszej ¢wierci za pomocg rury A, potém

trzech innych ¢wierci za pomocg rur A i B jest

albo

Poniewaz ten czas przewyzsza o c¢wieré godziny czas ktdrego
uzytyby rury A i B otwarte razem od poczatku, to jest czas ozna-

X 5
czény przez - -j-- j znajduje sie wiec zrownanie :

ktore rozwigzane, daje :

Sprawdzenie.  Czas uzyty przez rure A, dla wyprdznienia czwartcj
czesci kadzi, jest 1 godzina : nastepnie czas uzyty przez dwie rury,
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dla wypréznienia pozostatych trzech czwartych, jest U. —j—ss’\,

albo :a czas ktéregoby potrzebowaty dla wyprdéznienia kadzi
... h 9 i i .
catkowit$j jest - z ”~ godziny, albo 3godziny. Z drugiej strony, przy
- . ., P 9b
doSwiadczeniu, kadz zostata wyprézniong w 1& ~, albo w 3?.

1
doswiadczenie wiec trwato godziny wiecej, czyli tak jak tego

wymagato wystowienie.

162. ZAGADNIENIE Il. Chart $ciga lisa ktory jest 60 skokuiv — przed
nim. Lis i%obi 9 skokéw podczas gdy chart robi tylko 6; «<? 3 skoki
charta loarte sal lisich. llez chart mmi zrobi¢ skokéw aby  doscignat
lisa ?

AYyrazmy przez x liczbe skokow jakag zrobi chart, przed dosci-
gnieciem lisa.

Poniewaz trzy skoki charta warte sg siedm skokéw lisa, x sko-

Ix
kow charta warte bedg skokoéw lisa : pierwsze wyrazenie drogi

(ocenionej w skokach lisa), jakg powinien przebiedz chart.

Z drugiej strony, podczas gdy chart robi 6 skokow, lis robi 9 sko-
kéw; wiec, podczas gdy chart robi x swoich skokow, lis robi

X

ich ; a, poniewaz ten ostatni jest o 60 skokéw naprzéd, 60 g
bedzie drugiem wyrazeniem drogi (ocenionej w tejze samej jedno-
§ci), jakg musi przebiedz chart.

Ma sie wiec zréwnanie :

ktore rozwigzane, daje : x = 12 skoki.

7
Sprawdzenie. 72 skokow charta warte sg » z 72 albo 168 skokéw

lisa. Ot6z, podczas gdy chart robi 6 skokow, lis robi 9 skokow;
wiec podczas gdy chart robi 72, lis robi 108; i te 108 skokow, do-
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dane do 60 skokéw o jakie ten ostatni wyprzedza charta, dopetniaja
witasnie 168 skokdw lisa, co stanowi takze droge ctrarta.

163. ZAGADNIENIE 111. Znalez¢ liczbe zlozong z czterech ajfer,  wie-
dzac : 1" ze cyfra setek jest réwng summie cyfer jednosci i dziesigtkdw;
T ze cyfra dziesigtkdiv jest rowng podiodjnej sunwiie z cyfer  tysiecy
i jednosci ; 3' ze dzielagc liczbe samg przez summe jej cyfer,  znajduje
sie na iloraz 109 A na reszte 9; h' Ze nakoniec odejmujac liczbe szukang
od liczby utworzonej z tych samych cyfer urzadzonych iv porzadku
oduTOtnym, otrzymuje sie na reszte 819.

Oznaczmy przez x, vy, z, v cyfry jednos$ci, dziesigtkow setek i ty-
siecy. Pierwszy warunek daje bezposrednio zréwnanie,

a drugi

Liczba szukana ma za warto$¢ 1000y-(- 100z-[- X : wiec
trzeci warunek daje zréwnanie :

[3]

Nakoniec czwarty warunek dostarczy zréwnania :

Przed rozwigzaniem tego uktadu czterech zréwnan, uproszcza sie
dwa ostatnie, ktére przywodzg sie do

(3]

Ruguje sie naprzod z, miedzy [1], [3] i [h], i znajduje sie :
[5]
[«

Potem ruguje sie y miedzy [21 i 15], r.o daje :

[7]
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Nakoniec ruguje sie x miedzy [6] i [7], i znajduje sig :

a, nastepnie,
Liczba szukana jest wiec

Sprawdzenie wykonywa sie bezposrednio. .

16°1. ZAGADNIENIE Iv. Pieciu graczy A, B, c, b, e, ulozyli sie, ze
przegrywajacy  podwoi sumiae pieniedzy posiadang przez kazdego z czte-
rech innych, na koncu kazdej partyi. Gracz A przegrat pierwszg parlyg
i zaptacit: gracz B przegrat drugg, G trzecig, D czwarta i E piata.
Kiedy gracz E zaplacit swdj diug, zdarza sie ze kazdy gracz posiada
te samg summe a. Pytanie, ile kazdy z nich miat pieniedzy do gry sia-
dajac ?

Oznaczmy przez vy, z, v, t summy jakie gracze przynosza do gry.
Po pierwszej partyi, stan fortun jest oznaczony tablicg naste-
pujacy :

Po drugiej partyi, w ktorej B przegrywa, staje sie :
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Po trzeciej partyi, w ktdérej G ptaci, znajduje sie podobnie :

Tak sarno znajdziemy stan fortun, po czwartej stawce, potem po
piatej:

Czivarta partya. Pigta partya.

Mamy wiec, podtug wystowienia, pie¢ zrownan :

Sprawdzenie przedstawia sie bezposrednio. Dodawszy pie¢ zréw-
nan stronami, otrzymamy :
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Co tatwo mozna byto przewidzie¢, poniewaz summa catkowita
stawek powinna by¢ taz sama na koncu pigtej partyi jak przed
pierwszg. To zrownanie [6] moze wreszcie zastgpi¢ jedno z pieciu
pierwszych.

Dodajgc zréwnania [5] i [6], znajduje sie bezpos$rednio :

zkad

Podwajajac zrownanie [6j aby je przytaczy¢ do zréwnania [h],

znajduje sie :

zkad

Podobnie mnozgc zréwnanie [6] przez k, przez 8, i przez 16 ko-
lejno, i dodajgc odpowiednie wieloczyny do zréwnan [3], [2] i [1 ,

znajduje sie :

Mozna bedzie sprawdzi¢ te rezultata, tworzac wyrazenie fortuny
kazdego gracza na koncu kazdej partyi.

16R). ZAGADNIENIE v. WieSniaczka, oboiuigzana sprzedaioa¢ jaja na
targu, sprzedaje pierwszej osobie polowe swych jaj, iciec¢j poloicag
jednego; drugiej osobie, potowe jaj ktére jej pozostaty, wiecej potowa
jednego, i. t. d.; nakoniec n~J osobie, potowe jaj ktore jej  pozostaty,
wiecej polowg jednego. Wtedy wiesniaczka sprzedata loszystkie  swe
jaja : pytanie ilez miata jaj przybywajagc na targ?

Niech bedzie x liczbg szukang. Wiesniaczka sprzedaje naprzod
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jaj; pozostaje jej wiec

albo

Sprzedaje natenczas drugiej osobie liczbe jaj oznaczong przez

nie ma wiec juz jak

albo albo

Trzecia sprzedaz jest

jaj; a reszta

albo — N = albo

Prawo reszt

albo

pokazuje ze, po n sprzedazach, wiesniaczka nie ma wiecej jak liczbe

jajrowng — (2" — 1); tak ze zréwnanie zagadnienia jest
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166. zZAGADNIENIE VvI. Dla utworzenia mieszaniny dwoch — metali
ktorych ciezary gatimkowe {ciezary jednostki objetosci) sa pi p\ bierze
sie p kilogramoéw pierwszego metalu i p' drugiego : objetos¢ catla,

1
doznaje Scisnienia  ~ dla jednostki objetosci. Jaki jest ciezar  wlasci-

luy X tej mieszaniny ?
Caly ciezar mieszaniny jest p ~ p'jej objetos¢ jest wiec

A poniewaz objeto$¢ metali jest , wiec summa tych war-
tosci bedzie
a Scisnienie

tak ze objeto$¢ mieszaniny moze sie jeszcze napisac

znajduje sie wiec

Kiedy metale mieszajg sie bez $cisnienia, znajduje sie
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Ta ostatnia formuta pozwoli znalez¢ p ip', gdy p.p'\p p
sg znane; wpada sie tym sposobem na stawne zagadnienie korony
Hierona.

167. Zdarza sie niekiedy ze warunki réwnos$ci, dane przez wysto-
wienie, pokazujg sie zbytecznemi.

ZAGADNIENIE \T1. Ojciec dzieli swe dziedzictwo  pomiedzy dzieci
w sposdb nastepujacy : daje pierwszemu summe a i n'* cze$¢ reszty
daje drugiemu summe 2a i m-icze$¢ z tego co pozostaje, po odtraceniu
czeSciowem tych summ : daje trzeciemu summe 3a i n"s cze$¢ z tego co
pozostaje. | tak nastepnie. Zdarza sie ze dziedzictwo jest catkowicie
podzielonem, i ze wszystkie dzieci odziedziczyly czeSci réwne.  Zachodzi
pytanie jaka w tym razie jest warto$¢ spadku, jaka liczba dzieci i cze$¢
kazdego z nich ?

Oznaczmy przez x warto$¢ dziedzictwa.

Cze$¢ pierwszego dziecka jest : albo

Pozostaje dla innych ; x —~ AMA—— | albo
Drugie dziecko bierze naprzod la.
Pozostaje natenczas : — "N — 2a, albo -

Cze$¢ drugiego dziecka jest wiec :

i w— . Bn —\la,

-"H albo

Poniewaz, podtug wystowienia, czesci muszg by¢ réwne, otrzyma
sie zrownanie :

Zkad, znajduje sie
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Poniewaz nie uzyliSmy, dla znalezienia formuty dziedzictwa, jak
tylko samych wyrazen dwoch pierwszych cze$ci, jest koniecznem wy-
rachowaé ich wartoSci, i zapewni¢ sie ze te sg rowne warto$ciom
ktérych wyrazenie jeszcze dotad nie stuzyto w rachunku; potem
oznaczy(¢ liczbe dzieci. Ot6z, cze$¢ pierwszego jest :

, albo » BEEEAEA albo

albo

Cze$¢ drugiego jest :

Czes¢ trzeciego dziecka jest, podtug wystowienia :

wedtug rachunku zrobionego dla czesci pierwszego dziecka.

Moznaby przekonaé¢ sie tak samo, ze wszystkie czeSci sg row-
ne w— 1)a.

Dzielgc warto$¢ dziedzictwa przez cze$¢ przypadajaca na jedno
dziecko, znajdzie sie liczbe dzieci. Ta liczba jest wiec [n — 1).

| rozpoznaje sie ze wszystkie warunki wystowienia sg dopetnio-
nemi.

UZYCIE NIEZNANYCH POSILKOWYCH.

168. Nie zawsze tatwo jest dostrzedz zwigzkéw jakie wystowienie
zaprowadza miedzy danemi a nieznanemi; potrzeba w tym razie
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uciec sie do nieznanych positkowych, ktoére zalezg wiecej bezposre-
dnio od danych i ktorych zwigzki z prawdziwenii nieznan$mi sg
tatwe do ujecia. Ruguje sie potem pomiedzy zréwnaniami znale-
zionemi, tc ilosci positkowe ktére nam postuzyty, w niejaki sposob,
za most przejscia z danych do rezultatow. Oto przykiad, wyjety
z Arytmetyki  powszechnej Newtona :

zAGADNIENIE VIII. Niech bedg s, s', s, powierzchnie trzech gk,
IV ktérych trawa jest roianej wysokosci i luzrasta ruchem  jednostnjmjni.
Pierwsza tgka loyzywita n woldw podczas t dni; druga n' wolow
podczas t' dni; pytanie ile woléw trzecia #gJm bedzie mogta  wyzywié
podczas t" dni?

Oznaczmy przez x te liczbe wotéw; i wezmy trzy nieznane po-
sitkowe, to jest :

Wysokos$¢ spoing h trawy na trzech tgkach w epoce w ktérej na
nie wprowadzamy woty;

Predkos¢ v zjaka trawa ros$nie;

1lo$¢ trawy q jakag kazdy wot zjada na dzien, biorgc za jednostke
ilos¢ trawy oznaczong przez metr kwadratowy gruntu i przez
metr wysokosci.

Pierwsza trzoda zjadta ilo$¢ trawy wyrazong przez

nat,

a ktora sie sktada z trawy S// ktéra istniata na tgce przed wprowa-
dzeniem wotbéw, i z trawy ~vt ktéra wzrosta podczas ich pobytu.
Znajduje sie wiec

[11

Dwie inne taki dostarczg zwiazki podol)ne

[2]
L3]

Wioz-ywszy w [3] wartosci z hiz v wyciggniete z [1] i [2], litera g
znika sama przez sie i znajduje sie
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Newton daje zastosowanie liczebne nastepujace :

ROZTRZASANIE.

169. Co TO JEST ROZTRZASAC. ROZWIAZANIE. Gdy utozylismy zaga-
dnienie w zi'évvnanie, i gdy rozwigzalismy uktad tym sposobem
Otrzymany, rozwigzanie odpowiada zréwnaniém, byleby to rozwia-
zanie nie przedstawiato sie pod ksztattem zwodniczym o ktédrym
powiemy w dalszym ciggu. Lecz to rozwigzanie nie odpowiada
zawsze zagadnieniu zatozonemu. Moze sie zdarzy¢ w rzeczy samej,
ze pewne warunki, natozone nieznanym przez nature zadania,
lecz nie wyrazone przez zréwnania, czynig zagadnienie niepodo-
bnem. Bada¢ przyczyny tego niepodobienstwa, jestto roztrzgsac
rozwigzanie.

Kiedy dane sg przedstawionemi przez litery, i kiedy, nastepnie.
Warto$ci nieznanych sg wyrazonemi przez formuty, moze sie zda-
rzy¢ ze zagadnienie jest podobnem, o tyle tylko o ile wartosci
danych sg zamkniete miedzy pewnemi granicami. Oznaczyé¢ te gra-
nice, na zewnatrz ktorych istnieje niepodobienstwo, jestto roztrza-
sa¢ rozwigzanie.

Nakoniec, bada¢ wszystkie okolicznosci godne uwagi jakie moga
przedstawia¢ formuty, miedzy granicami oznoczonemi przez roztrzg-
sanie, jestto takze roztrzasa¢ rozwigzanie.

Dajmy kilka przyktadéw.

170. ZAGADNIENIE IX. W toioarzystioie z dziesigciu 0s6b ztozonemu
zrobiono  sktadke na ubogich : kazdy mezczyzna dat 6 frankow, kazda
kobieta data h firanki.  Summa cala zebrana layyiosi Uo frankéw. llez
byto mezczyzn, a ile kobiet ?

Niech beda x iy liczby mezczyzn i kobiet. Mamy naprzé6d :

L]
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Poniewaz i<azdy mezczyzna dat 6 franlcow, x mezczyzni dato
Poniewaz I"azda kobieta data h franki, y kobiet dato ky. Wiec
znajduje sie :

[2]

Rozwigzujac te dwa zrownania, otrzymujemy :

ROZTRZASANIE. To rozwigzanie jest jedynem ktdre odpo-
wiada zréwnaniém : wreszcie, te zrdwnania sg tlumaczeniem wier-
ném i zupetnem wystowienia. Wiec zagadnienie nie moze mieé
innego rozwigzania. Lecz natura kwestyi wymaga aby rozwigzanie
bylo ztozone z liczb catkowitych : poniewaz liczby znalezione sg utam-
kowemi, zagadnienie jest niepodobnem.

171. ZAGADNIENIE X. Pewna osoba uzywajgca robotnika przez 13 dni
w lecie, zatrzymuje 1z jego zaplaty 22 frankétu za niektdre szkody przez
niego zrzadzone. Inng raza, uzyioajac tegoz samego robotnika  przez
17 dni 1V zimie, ptaci mu dziermie 2 franki mniej jak za jego prace
dzienng letnia, lecz dodaje do jego zaptaty 28 frankéw wiecej dla ivy-
nagrodzenia gorliwosci. W kazdym razie, robotnik odebrat tez samg
summe. Pytanie po jakiej cenie przypada praca robotnika dzienna
wykonana w lecie.

Niecit bedzie x tg ceng ; — 2) bedzie ceng dzienng w zimie.
Pierwszg razg, robotnik odebrat (13x— 22).
Drugg raza, odebrat 17(a: — 2) -j- 28.

Mamy wiec zrownanie:

Rozwigzujac je, znajduje sie x = —

ROZTRZASANIE. TO rozwigzanie odjemne sprawdza zrdwnanie, i
sprawdza je samo jedynie. Zagadnienie, ktérego to zréwnanie thu-
maczy wystowienie, nie moze wiec mie¢ innego rozwigzania. Ot6z
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natura kiuestyi 'wymaga aby rozwiazanie byto liczbg dodatng : ponieioaz
ta liczba jest odjemmi, zagadnienie jest niepodobnem.

172. zZAGADNIENIE XI. Znalezé¢ liczbe z dwoch cyfer, takg aby po-
czworna cyfra jednosci przewyzszala o jedno$¢ potrdjng cyfre  dzie-
sigtkéw; iaby odejmujac od tej liczby liczbe wywrdécong, znalazto sie
36 na iMeszte.

Niech beda x cyfrg dziesigtkbw a y cyfrg jednosci : mamy oczy-
wiscie :

[

[2

Rozwigzujac ten uktad, znajduje sie x— 17, y — IZ
ROZTRZASANIE. To rozwigzanie calkowite i dodatne jest jedynem

ktére sprawdza zréwnania. Zagadnienie nie moze wiec przyjaé in-
nego rozwigzania. Lecz natura kwestyi wymaga aby kazda z liczb
szukanych byta mniejsza od 10 : poniewaz te liczby przestepuja te gra-
nice, zagadnienie jest niepodobnem.

Te przyktady wystarczg dla pokazania ze rozwigzanie uktadu
jakiegokolwiek zréwnan moze nie odpowiada¢ zagadnieniu ktore
ten uktad wydato, poniewaz to rozwigzanie nie spetnia pew”nycli
warunkéw jakim sg poddane nieznane, zwiaszcza ze te warunki
zwykle nie sg wyraznie zapisanemi w zréwnaniach. Lecz to stanowi
jeden tylko z punktéw widzenia pod ktéremi mozna uwaza¢ roztrza-
sanie zrownan. Jest inny daleko wazniejszy : chcemy mowié¢ o
rozwigzaniach odjemnych i ich foyktadzie {wyttumaczeniu).

ROZWIAZANIA OD.IEMNE ZAG.ADNIEN STOPNIA PIERWSZEGO O JEDNEJ
NIEZNANEJ.

173. ROZWIAZANIE ODJEMNE ZROWNAN. Nie mamy zadnej uwagi do
zrobienia nad liczbami odjemnemi ktdre sie spotyka jako rozwigza-
nie jednego albo ilukolwiek zréwnan. Te liczby podstawione na
miejscu nieznanych, uczynig pierwszy cztonek kazdego zréwnania
réwny drugiemu.

Lecz gdy nieznane przedstawiaja wielko$ci do oznaczenia, zdaje
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sie Ze rozwigzania odjemne, jako nie wyrazajace zadnej wielkosci, po-
winny by¢ uwazanc¢mi jako oznaka niepodobienstwa, a, nastepnie,
odrzuconemi wskutek ze sg istotnie nicdoprzypuszczenia. To rzeczy-
wiscie miatoby miejsce, gdyl)y przy skiadaniu w zréwnanie mozna
byto zawsze wyrazi¢, sposobem ogdlnym i dla wszystkich przy-
padkéw, warunki zagadnienia danego. Lecz bardzo czesto rzecz sie
dzieje inaczej; i rozwigzania odjemne moga znalezé wtedy wyttuma-
czenie, ktdre jest waznoni do zbadania.

174. TWIERDZENIE. Rozwazmy naprz6d jedno zrownanie z jedna
nieznang :

(1]

Przypusémy ze rozwigzanie daje dla & wartos¢ odjemng — «; to
znaczy ze ma sie rownos¢ :

to jest,

przeto, jest rozwigzaniem zréwnania :

[2]

Porownanie zrownali [1] i [2] pokazuje ze te nie ro6znig sie jak
tylko przez znak wyrazéw ktore zamykajg w sobie nieznang.

Tak wiec, wszelkie rozwigzanie odjemne zrdicnania stopnia pier-
wszego z jedng nieznang, icziote ze znakiem dodatnim, zadosyé  czyni
zruwnaniii  jakie sic otrzymuje, zDiieniajgc, w pierwszern, znakioyra-
z6w w ktdrych figuruje nieznana.

175. UWAGA. Zdarza si¢ czesto, jak to rychto pokazemy, ze to
nowe zrownanie odpowiada zagadnieniu mato réznigcemu sie od
danego, a niekiedy temuz samemu zagadnieniu, zrozumianemu
w znaczeniu wiecej og6lnem; otrzymuje sie wtedy rozwigzanie] za-
gadnienia nieco zmienionego albo uogolnionego, bioragc ze znakiem. ,
warto$¢ odjemng znaleziong dla nieznanej.
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Podobna uwaga nie moze by¢ rozwinigetg sposobem og6lnym;
jest rzecza gtéwna zbada¢, osobno, j¢j zastosowanie w kazdem py-
taniu szczegdlnym. To jest czem sie wiasnie zajmiemy w zagadnie-
niach nastepujacych.

176. ZAGADNIENIE xI11. Dwa ciata ™M 1 N, ozywione od poczatku
ruchem prostolinijnym,  ivychodza z dujoch punktd?r A i B, potozonych
IV odlegtosci A jeden od drugiego fA po lewej, B po prawej rece); te
ciata z rozpoczeciem ruchu ciagle postepujg, w tymze samym Kkie-
runku, od lewej ku prawej rece, z predkosciami im odpowiednie-
mi Viv'. Po jakim czasie te dwa ciata spotkaja sie z sobg?

Niech bedzie x czas szukany; pierwsze ciato, ktérego predkos¢
jest V, przebiega przestrzen v w jednostce czasu, a tem samem,
w czasie X, przebiega vx) drugie, podczas tego samego czasn, prze-
biega przestrzen v'x. Otdz, poniewaz te ciata wystepujg oba w je-
dnym czasie, potrzeba, dla ich stanowczego spotkania sie, aby
pierwsze ciato przebieglo jednocze$nie przestrzen d wiecej jak
drugie; wiec mamy zréwnanie :

1]

zkad bezposrednio wynika :

ROZTRZASANIE. Jesli v jest wieksze jak v', ta warto$¢ z x jest do-
datng, i dostarcza rozwigzanie szukane. Lecz kiedy v jest mniejsze
jak , to rozwigzanie jest odjemnem. Aby je nalezycie wytluma-
czy¢, uwazmy ze to rozwigzanie, wziete dodatnio, zadosy¢ uczyni,
na mocy twierdzenia <"174), zrownaniu :

[21

Ot6z to zrownanie wyraza oczywiscie, ze droga przebiezona przez
ciato N przewyzsza o d droge przebiezong przez cialo M; i ten waru-
nek odpowiada pytaniu nastepujgcemu ;

Przypuszczajgc  ze dwa ciata sg iv biegu od czasu nieoznaczonego,
ile juz czasu uplyneto jak sie te ciata spotkaly z sobg? Of&"i, w tem
przypuszczeniu, spotkanie sie cial miato miejsce po lew'ej stronie
punktu A.
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Jesli wiec chcemy wprowadzi¢ to rozszerzone znaczenie do zagad-
nienia, to warto$¢ odjemna z x loyraza¢ bedzie czas juz  upb/niony.

Poja¢ wreszcie nietrudno ze, gdy znajduje sie v < V', ciato M,
lezace w tyle ciata N, i postepujgc powolniej jak ono, nie bedzie
mogto z niem spotkac sie pézniej; lecz ze to tych dwdch ciat spotka-
nie musiato juz odby¢ sie przed epoka obecng.

177. zacabpNIENIE XIII. Dwie osoby majg po lat a E b; po jakim
czasie wiek pierwszej osoby stanie sie podicéjnym  uneku  drugiej?

Niech bedzie & czasem szukanym; zréwnanie zagadnienia jest
oczywiscie :

ri]
zkad sie wycigga :

MOZTRZASANIE. Jesh a jest wiekszém jak 2b, to warto$¢ z x jest
dodatna, i daje pozna¢ rozwigzanie. Lecz, kiedy a jest mniejszem
od to rozwigzanie jest odjemnem ”~ wziete dodatnio, zadosy¢
uczyni (17/0 zréwnaniu,

ktére odpowiada oczywiscie kwestyi nastepujacej :

He juz uplynelo czasu jak wiek pierwszej osoby byt  podwojnym
wieku  drugiej?

Gdy sie przyjmie to rozciagnienie, lunrto$¢ odjemna z \  wyraza
jeszcze czas  uplyniony.

Twazmy ze stosunek obecny wieku dwéch oso6b jest gdy wiec

ten stosunek jest wickszym jak 2 (czyli gdy a > 2b), to poniewaz
6w stosunek postepuje zmniejszajac sie z czasem, przyjdzie epoka
w ktorej stanie sie rownym 2 : to jest przypadek rozwigzania
dodatnego. Przeciwnie, gdy jest obecnie mniejszym jak 2 (czyli
gdy a < 2b), to poniewaz ten stosunek zbliza sie zawsze do jednosci,
wigec tem samem nie moze nigdy wyrdéwna¢ 2 w przysztosSci : nie
ma wiec rozwigzania w tym sensie. Lecz gdy, jednocze$nie, a prze-
wyzsza b, musiata by¢ epoka w ktdrej stosunek wieku dwoch oso6b
byt réwnym 2; i te to epoke wskazuje rozwigzanie odjemne.
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Dodajmy ze, gdy a jest nizszem jak b, zagadnienie nie ma oczy-
wiscie rozwigzania; widzimy, ze w rzeczy samej formuta x — 1b— a,
zastosowana do tego przypadku, daje dla x warto$¢ wiekszg jak b,
ktéra nie moze by¢ przyjets.

178. ZAGADNIENIE x1Vv. WeZmy na Unii prostej, dwa punkta A 2 B :
pierwszy jest potozonym po lewej stronie punktu O, w odlegtosci A;
a drugi jest potozonym po prawej, %o odlegtosci b. Oznaczyé, na tej
linii, trzeci punkt X, taki aby biorgc $rodek M S BX, potem trzecig
cze$¢ z AM poczynajac od A, punkt oznaczony zbiegat sie zpunkiem O.

Pzypiis¢my ze punkt szukany X jest potozony po prawej stronie
punktu O.

Niecit bedzie x odlegto$¢ 0X, wzieta za nieznang. Poniewaz oczy-
wiscie tigura daje :

d ze iMBrr: MX, przeto dodajac te zwigzki stronami otrzymuje sie
na wypadek :

zkad

a nastepnie :

Lecz, podtug wystowienia-:

Tak wiec wynika zréwnanie :

1.1]

zkad tatwo znalez¢ :



ZAGADNIENIA STOPNIA PIERWSZEGO. 189

ROZTRZASANIE. Je$li b jest mniejszem jak Ua, to warto$é z x jest
dodatng, i daje rozwigzanie. Lecz, kiedy ha jest liczbg niniejsza
jak b, rozwigzanie jest odjemnem ; rozwiazanie to, wziete dodatnio,
zadosy¢ uczyni {11h) zréwnaniu :

Otéz to zrownanie jest wtasnie tem do ktérego sie przychodzi,
przypuszczajac punkt X potozony w odlegtosci x, po lewej stronie
punktu O. Gdyz, kres$lac figure dla lego przypuszczenia, otrzymujemy
tatwo :

zkad odciggajac a nastepnie

przeto [21

Wynika ztad, ze warto$¢ odjemng z x, dostarczona przez zréwna-
nie [1], powinna, w tym przypadku, by¢ przeniesiong w kierunku prze-
ciwsnym temu w jakim byta przypuszczong przy ulozeniu w  zréw-
nanie.

179, UWAGA. Nie trzeba mniemaé¢ ze wszystkie rozwigzania
odjemne tlumacza sie zar6wno naturalnie jak poprzedzajgce. Nie
nalezy nawet utrzymywac¢, sposobem og6lnym, ze wartos¢  odjemna,
znaleziona dla czasu przysztego, wyraza czas uptyniony; ani ze dhu-
gosci odjemne, do przeniesienia na linig, poczynajace sie od poczatku
statego, powinny zawsze by¢ liczonémi w kierunku przeciwnym  temu
ktéry odpowiada wartosciom dodatnym. Dzieje sie to wszakze w ten
sposéb w bardzo wielu przypadkacli; i zaraz wyjasnimy tego przy-

czyne.
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+180. DLA CZEGO NALEZY LIczYC PHZE~ZLOSCI WAUTOSCI OUJEMNE
czAsu. Przypusémy ze, oznaczajac przez x czas ktory powinien upty-
waé od e{)oki obecnej az do pewnego wypadku, znalezlismy, dla
zréwnania zagadnienia :

fl.

Jesliby, zamiast szukania czasu ktéry powinien uptywaé poczy-
najac od epoki obecnej, miato sie szuka¢ czasu ktdry powinien
uptywaé poczynajac od epoki zasztej przed t laty; gdyby, na przy-
ktad, wzieto za nieznang date loypadku, nazywajac ten czas,
miatoby sie oczywiscie :

zkad :
a, ttm samem, na miejscu zréwnania [ij, otrzymatoby sie :

[2

i takie to byloby wtasnie zréwnanie zagadnienia, gdyby przyjeta
zostata XI za nieznang.

Przypusémy ze wartos¢ na Aj, jaka ztagd wynika, jest dodatna,
lecz mniejsza od t, a réwna, naprzyktad, réznicy {t— a); podsta-
wiwszy jg w zrownanie [2], otrzymamy rdwnos¢ :

ktéra wyraznie pokazuje, ze zréwnanie [i] daje na rozwigzanie :

Rozivigzanie odjemnc, x = — a, znalezione dla zréwnania [1], znaczy
wiec, ze zcypadek jest pozniejszym o (t — a) lat wzyledein epoki zaszlej
t lat przed epoka obecna, tojest ze poprzedza « latami epoke obecnha.

.181. UWAGA, Zrownanie ;1 jest nakre$lone, przez przypuszcze-
nie, dla wartosci dodalnycb z a;; a zatem, zrownanie [2] jest na-
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kreslone dla warto$ci z x, wiekszych jak t, to Jest dla epok po-
zniejszych od epoki obecnej. Stosujagc to ostatnie, jakoSmy to juz
uczynili, do epoki zasztej przed epoka obecng, zrobiliSmy przypu-
szczenie ktére mogtoby by¢ nieprzyjetem. Rozumowanie poprze-
dzajace nie jest wiec zupetnie og6lnem.

182. DLA CZEGO WARTOSCI ODJEMNE ODLEGLOSCI , NALEZY LICZYC
W KIERUNKU PRZECIAVNYM KIERUNKU UMOWIONEGO. Przypu$émy teraz
ze, X oznacza odlegto$¢ mierzong na linii, poczynajac od punktu
danego O, i w pewnym Kkierunku, na prawo na przykiad, i ze zna-
lezliSmy je, dla zrownania wyrazajgcego nasze zagadnenie,

"L

Jesliby, zamiast szukania odlegto$ci punktu nieznanego od po-
czatku danego O, postanowito sie szuka¢ jego odlegtosci x* od
poczatku O', potozonego po lewej stronie pierwszego, w odlegtosci

otrzymatoby sie :

a, tem samem, zamiast zréwnania [lj, otrzymatoby sie, zréwnanie:

[21

Pizypusémy ze to zréwnonie dost irczyto dla .ri wai tos¢ dodatng,
lecz mniejszg jak a ktorg przedstawiamy przez {d—a) ; dla otrzy-
mania potozenia X punktu szukanego, potrzeba bedzie przeniesé
odlegtos¢ d z U' do O, potem przenies¢ w kierunku przeciwnym
odlegtos¢ a z O do X. Punkt szukany bedzie wiec po lewej stronie
punktu O, i w odlegtosci a od tego poczatku. Ot6z, podstawiajac
na miejsce w zrownaniu [2!, jego warto$¢ {d — a), znajduje sie ;

zkad wynika, ze zréwnanie [1] daje na zrownanie : x— — a.
Rotwigzanie odjemne x = — <z znaleziono dla zréwnania [11, ziiaczij

wiec, ze punkt szukany jest potozony po lewej stroni-j punktu O, iw od-
legtoci a od tego poczatku.
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183. UWAGA. Jak w numerze 181, tak i tu zauwazymy, ze rozu-
mowanie poprzedzajgce nie jest zupeinie ogo6lnem; przypuszcza
bowiem ze zréwnanie [2], ktore jest wykreSlone dla punktéw poto-
zonych po prawej stronie punktu O, poniewaz wynika ze zréwna-
nia [1], stosuje sie takze do punktow potozonych po lewej stronie
tego punktu. Ot6z to nie zawsze ma miejsce; do wyjasnienia czego
postuzy nam bezposrednio przykiad nastepujacy.

18FI. ZAGADNIENIE XV. Droga zelazna bierze o fr. 10 c. za prze-
woOz beczki towaru odstawionej o kilometr drogi; lecz ptaci sie, oprécz
tego, 3 fr. 75 c. za wagon obtadowany ciezarem 2000 kilograméw bez
wzgledu na odlegtos¢. Na jakg odlegtos¢ moznaby 50 beczek za 3 fr.
odstawi¢ ?

Niech bedzie x odlegto$¢ szukana.

50 beczek, wazac 2000"& x 25, odpowiadajg 25 wagonom; optata
stata wynosi wiec

3,75 X 25.

oprécz tego, za przew6z o x kilometrow, optata proporcyonalna
do odlegtosci wynosi :

0,10 X 50 X a.

Zréwnanie zagadnienia jest wiec :

[1] (3,75 X 25) + (0,10 X 50 X =

po ktérego rozwigzaniu, otrzymujemy :
x = — 18,15.

ROZTRZASANIE. Ta warto$¢ odjemna wcale nic tu nie znaczy. Gdyz
ceny przewozu 50 beczek, w odlegtosci 18" 15, po prawej albo po
lewej stronie ~wnkiyi wyjazdu, sg zupelnie te same; przeto gdyby
punkt szukany znajdowat sie potozony po lewej stronie, w odle-
gtosci 18'15, jak zdaje sie wskazywaé rozwjgzanie odjemne, mu-
siatby sie koniecznie znajdowac inny, potozony po prawej stronie,
w tejze samej odlegtosci; i zrédwnanie, ktore jest nakre$lone w tym
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przypadku, dostarczytoby rozwigzanie 18,15. Rozpoznaje
sie, wreszcie, a priori, ze zagadnienie jest niepodobnera : gdyz
optata stata wynosi SY 75 X 25, przewyzsza wiec cene calg jaka
nalezatoby zaptaci¢ jako optate statg i za przewoéz.

Mozna sie zapewni¢ ze, w tym przypadku, rozumowanie numeru
182 jest niedostatecznem. W rzeczy samej, przypusémy ze, poniewaz
50 beczek majg by¢ przewiezionemi na prawo, bierzemy za poczatek
punkt O potozony w odlegtosci d, po lewej stronie punktu wyjazdu;
odlegtos$¢ X, punktu szukanego od tego poczatku bedzie {x d) ;
bedziemy przeto mieli x ~ Xi — d. Zréwnanie zagadnienia stanie
sie wiec :

|21 3,75 X 25 -h 0,10 X 50 X (.r, —

Jesliby to zréwnanie (“ktére jest nakreslonem dla punktéw potozo-
nych po prawej stronie punktu odjazdu, jako istotnie wynikajace
ze zréwnania [1]), zostatlo zastosowane do punktéw potozonych
po lewej stronie, rozumowanie (182) mogtoby sie dalej przeciggna¢;
i warto$§¢ z Xi, dodatna, lecz mniejsza od d, odpowiadataby rzeczy-
wiscie dla punktu potozonego po lewej stronie. Lecz zréwnanie
[2] nie odpowiada wcale dla przypadku przewozu wykonanego na
lewo. W tym przypadku, w rzeczy samcj, droga przebiezong
powinna by¢ przedstawiong przez d — ™ ; i potrzeba wzigé, za
zrownanie zagadnienia, zréwnanie :

[3] 3,75 X 25 -f-0,10 X 50 X {d = 3

ktore sie rozni od zréwnania [2].

WPROWADZENIE LICZH OD.IEMNYCU DO SAMYCHZE DANYCH JAKIEGOKOL-

WIEKBADZ ZAGADNIENIA.

185. KORZYSCI z TEGO WPROWADZENIA. Jest niekiedy korzystnie
wprowadzi¢ liczby odjemne do samychze danych jakiegokolwiek-
badZz zadania. Dla pokazania w jaki spos6b mozna do tego by¢
przywiedzionym, i jakiej natury jest korzy$¢ na ktérg sie nalratia,
wezniy'na nowo pod uwage zagadnienie numeru 176.

. — 13
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Dwa ciata M i M' postepuja po linij prostej AA', dazac iv tymze
samym kierunku AA' : M wychodzi z A z predkoscia v, gdy jednocze-
$nie M' wychodzi z k' z predkoscia V. Po jakim czasie te dwa ciala
spotkajg sie z sobg ?

Nazywajgc x czas nieznany, a d odlegtos¢ AA', znalezliSmy
zréwnanie (176) :

WidzieliSmy, ze to zrownanie dostarcza rozwigzanie zagadnienia,
wtedy nawet kiedy yjest mniejszem jak y', byleby tylko uwazano
warto$¢ odjenmg z x jako przedstawiajgcg czas juz uptyniony.

Dla tem wiekszego uogo6lnienia, przypusémy, ze dwa ciala nie
daza obadwa w kierunku AA': mozna uwazaé¢ trzy przypadki od-
rebne.

1° Ciato M dazy na prawo, a ciato M' na lewo ;

te dwa ciata spofykajg sie z sobg pomiedzy A i A', po przebiezeniu
przestrzeni, jedno vx a drugie a zatem zrdwnanie zagadnienia
jest :

2" M dazy na lewo, M' na prawo;

Ciata nie spotkajg sie z sobg nigdy; lecz nazywajgc x czas upty-
niony od chwili ich spotkania sie z sobg, te ciata przebiegty,
jedno przestrzen vx a drugie v'x, przed przybiezeniem, jedno na
punkt A a drugie na A'. Otrzymamy wiec :

vx -f-v'x = d.

3" Nakoniec, jesli przypuscimy ze oba ciata daza na lewo,
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187. UWAGA. Zrdwnania nowe, ktdrym zadosy¢é czynie wartosci
odjemne nieznanych wziete dodatnio, odpowiadajg niekiedy zaga-
dnieniu mato réznigcemu sie od danego, albo temuz samemu za-
gadnieniu, pojetemu w znaczeniu wigcej og6lnem. Otrzymuje sie
natenczas rozwigzanie zagadnienia nieco zmienionego albo uogél-
nionego, biorgc, ze znakiem -f-, warto$ci odjemne znalezione dla
nieznanych. Lecz ta uwaga, tak samo jak w przypadku zréwnali
z jedng nieznang, nie moze by¢ rozwinieta jak tylko wytacznie
w pytaniach szczegélnych.

Uwazmy, na przyktad, zagadnienie nastepujace.

188. ZAGADNIENIE xVI. Kadz, objetosci jest napetniong, w czasie
t, przez oticorzenie n rurek, dostarczajgcych kazda te samg ilos¢ wody,
i przez deszcz spadajacy jednostajnie na dach, ktérego powierzchnia
jest s. Druga kadZ, objetosci jest napetniona, to czasie t', przez
otworzenie n rurek podobnych poprzedzajgcym, iprzez deszcz  padajacy
jednostajnie  na dach s' tg samg tegoscig jak na dach s. Wywies¢
z tych danych iloé¢ wody, x, dostarczong przez kazda rurke w jednostce
czasu, i ilos¢ wody .y otrzymana =z deszczu, iv przeciagu kazdej je-
dnostki czasu, na kazda jednostke powierzchni  dachu.

Poniewaz jedna rurka dostarcza, w jednostce czasu, ilos¢ wody
rowng x, n rurek, w czasie t, dostarczg nxt.

Deszcz wylewajac, w jednostce czasu, ilos¢ wody réwna y, na
jednos¢ powierzchni, wyleje, w czasie t, na powierzchnie s, ilos¢
wody syt; otrzyma sie wiec zréwnanie :

[11 nxt -j- syt --- V.

Wyrazajgc ze druga kadz jest napetniong w czasie t', otrzyma sie
tak samo zréwnanie :

[2j n'xt' + s'yt' =

a zrownania [1] i [2] pozwolg wyrachowad, a-i .

Przypusémy teraz, ze rozwigzujac je, znajduje sie dla x wartos¢
dodatng «, a dla y warto$¢ odjenmg — j3. Potrzeba ztagd wnie$¢
(,186), ze wartosci x=(x, y= (3, zadosy¢ uczynig zréwnaniom:
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Te zréwnania odpowiadajg zagadnieniu rdznigcemn sie od da-
nego w tein, ze deszcz, ktéry napetnia kadzie, powinien by¢ zasta-
pionym przez inng jakakolwiek przyczyne ktéra z nich uprowadza
ilos¢ wody proporcyonalng do czasu i do powierzchni; na przyktad,
przez wyparowanie ptynu.

Jesli, przeciwnie, znalaztoby sie dla x warto$¢ odjemng, ta war-
to$¢, wzieta dodatnio, musiataby zadosy¢ uczyni¢ zrownaniem

I" syt — nxt =V,
{ s'yI' ~ n'xt' ~

Te zrownania odpowiadajg zagadnieniu r6znigcemu sie od da-
nego, w tem ze rurki wlewajgce wode w kadzie, powinny by¢ za-
stapione przez liczbe réwng przyczyn ktore wlang wode wypu-
szczajg ; na przyktad, przez otwory lub przez pompy, wypuszczajace
ilos¢ X wody w jednostce czasu.

189. uwacl. Uwagi zrobione (180, 182), z powodu wartosci od-"
jemnych znalezionych dla czasu albo dla dtugosci, stosujg sie bez
zmiany do przypadku w ktérym zrdwnania zamykajg wiecej jak
jedng nieznang.

Doda¢ jeszcze nalezy ze sg inne wielko$ci précz dtugosci i czasu,
ktére mogg by¢ liczone w dwdch kierunkach sobie przeciwnych.
| tak, temperatury po nad albo pod zerem, szerokosci (geografi-
czne albo niebieskie) p6tnocne albo potudniowe, sity przyciggajace
albo odpychajace, bilans (wykaz dtugéw i wierzytelnosci) kupca,
sag witasnie wielkosciami dajgcemi sie tatwo przedstawi¢ przez li-
czby dodatne albo odjemne.

Zauwazmy przeciez, na zakonczenie, ze nie jest niezbednie po-
trzebnem wprowadzenie liczb odjemnych w wystowieniu zaga-
dnien ; wolno jest przyja¢ lub nie przyja¢ te ugody. Lecz jezeli sie
chce uog6lni¢ formuty, to jest jesli sie zada aby jedna i ta sama for-
mufa przedstawiata rozwigzanie zagadnienia we mszystkich przypad-
kach, te ugody sa obowigzujacemi; potrzeba przedstawi¢ zmiane  kie-
runku przez zmiang znaku.

0o ROZWIAZANIA CU NIESKONCZONYCH ALBO NIEOZNACZONYCH.

190. O ROZWIAZANIACH TAK NAZWANYCH NIESKONCZONEMI. Kiedy
formuta, ktorg dostarcza rozwigzanie ogdlne zagadnienia, przedsta-
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wia sie pod postacig utamkowga, moze sie zdarzy¢ ze pewne przy-
puszczenia, zrobione co do liter ktére ta formuta w sobie zawiera,
zniszcza j§j mianownik, nie niszczac bynajmniej licznika. Ta formuta

bierze wtedy posia¢é x = ~ . Zobaczymy, przy roztrzasaniu ogdl-

nem formut (rozd. XII), ze zrownanie Kktére jg dostarczyto jest

wtedy niepodobnem. Lecz nie dzieje si¢ zawsze tym sposobem

z zagadnieniem ktére ten wypadek sprowadza; mozna tylko twier-

dzi¢ ze ilo$¢, wzieta za nieznang, przestaje natenczas istniec.
Wezmy jako przyktad zadanie nastepujace :

191. zAGADNIENIE XVn. Dwa kola, majace promienie R i r, nie
wewnetrzne jedno iczgledem drugiego, sa polozone na tejze samej pla-
szczyznie ; odlegtos¢ ich srodkéw jest d. Dajmy ze mamy znalezé punkt
w ktérym styczna spoina zewnetrzna spotyka linig prosta faczaca $rodki
dwoch kot danych.

Oznaczmy przez x odlegto$é punktu szukanego od S$rodka mniej-
szego kota. Jezeli sie zlgczy kazdy $rodek z punktem zetkniecia od-
powiednim, utworzy sie dwa trojkaty podobne, ktére dadzag bez-
posSrednio proporcyg :

[1

z tad sie Wyciaga :

[21

ROZTRZASANIE. Dopoki tylko r pozostaje mniejszem jak R, war-
tos¢ z X jest dodatng, i formuta pozwoli nakresli¢ punkt szukany.
Jezeli warto$¢ z r przybliza sie do wartosci z R, warto$¢ z x po-
wieksza sie, poniewaz jej licznik wzrasta a mianownik zmniejsza

13*
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sie ; punkt oddala sie wiec po linii srodkéw. A poniewaz mozna
uczyni¢ réznice (R — r) dostatecznie mat§, azeby utamek [2] stat
sie tak wielkim jak tylko sami zechcemy, promienie przeto dwdch
k6t moga rozni¢ sie w swej dtugosci o ilos¢ dostatecznie mata,
azeby punkt szukany przypadt na linii srodkéw w taki¢j od nich
odlegtosci jak tylko sami zechcemy. Nakoniec, na granicy, r = R,
utamek stanie sie wiekszym jak wszelka wielko$¢ oznaczy¢ sie
mogaca. Punkt spotkania oddala sie wiec wtedy nieograniczenie, i
dwie proste, nie spotykajac sie wiecej z soba, sg roivnolegtemi. Widzimy
ze, w tym przypadku, zréwnanie [1] bierze posta¢ niepodobng :

d+ X dr

21, ize ;\a formufa przyjmuje posta¢ szczegdlng = —;
oc A
nie ma wiec¢j wtedy ani zréwnania ani formuty, i punkt spotkania
nie istnieje; tecz ten rezultat wiasnie zawiera rozwigzanie zaga-

dnienia.

192. uwaca. Kiedy mianownik jakiegokolwiek utamku zmniej-
sza sig, utamek powieksza sie ; i ten utamek moze sie¢ powiekszac
nieograniczenie, byleby jego mianownik nie przestawat zmniejszac sie
nieograniczenie. Podtug tego, mowi sie niekiedy ze, gdy mianownik
staje sie zerem, utamek staje sie nieskonczonym; i pisze sie ze ten
utamek daje na rozwigzenie x = 00 . To co wtasnie stanowi wy-
razenie btedne; utamek ktdrego mianownik jest zerem zupelnie nic nie
przedstawia. Jezeli dane jakiekolwiek zagadnienia zmieniajg sig
w ten sposdb, ze mianownik warto$ci nieznanej zmierza ku zeru,
nieznana sama powieksza sie bez granic ; lecz kiedy mianownik
jest rzeczywiscie zerem, rozwigzanie nie istnieje, i zrownanie jest
niepodobném.

193. O ROZWIAZANIACH NIEOZNACZONYCH. Kiedy formuta, ktora
daje rozwigzanie zagadnienia, przedstawia sie pod postacig utam-
kowg, zdarza sie niekiedy jeszcze, ze pewne przypuszczenia szcze-
g6lne, przypisane literom ktére ta formuta zamyka w sobie, zni-
szczg jednoczes$nie tak jej licznik jak i mianownik. Ta formuta

przybiera wtedy posta¢ ic= " . Zobaczymy w dalszym ciagu (roz-
dziat XII), ze uktad ktéry jg dostarczyt jest, w ogo6lnosci, nieozna-

czonym ; wszelako ta nieoznaczono$¢ moze by¢ tylko pozorng.
Dajmy przyktady na te oba przypadki.
194. ZAGADNIENIE XVIII. Mamy dwie sztaby tworzace  dwojakiego
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rodzajti mieszaning ztota ze srebrem; pieriasza z nich zaioiera n gra-
moio ziota i b graméw srebra ; druga zawiera a' graméw ziota i b' gra-
moéw srebra. Po wielet graméw potrzeba wzigé z kazdej z tych dwoch
sztab metallicznych  na zlozenie mieszaniny  trzceiej, zawierajacej «
graméw zlota i [3 graméw srebra'l

Niech X wyraza liczbe graméw wzig$¢ sie majacych z pierwszej
sztaby a y z drugiej.

Poniewaz ciezar a b zawiera a gramow zlota i b gramow sre-
bra, ciezar x, wydobyty z tej samej mieszaniny, musi zawierac

w ztocie. w srebrze.
Podobniez, ciezai* y, wziety z drugiej sztaby ktéra wazy a' b,
zawieraC bedzie w ztocie i -T--T-p w srebrze.
a b a A-

Tym sposobem rozumujac, otrzymamy dwa zréwnania :

Rozwigzujac ten uktad, otrzyma sie :

ROZTRZASANIE. Je$li przypuscimy, — to liczniki i

mianowniki ol)u formut bedg zerami; tak ze znajduje sie :

Dla, wyttumaczenia tego rezultatu, uwazmy ze przypuszczenie
przyjete daje jako nastepstwa :

[2j
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i ze, jezeli sie zastagpi w zréwnaniach [1] spotczynniki nieznanych
przez ich wartosci * N2 wyciggniete ze zwigzkéw [2],

obydwa zrownania sprowadzajg sie do zréwnania jedynego :

[31

Ztad wynika (158), ze uktad [1] jest nieoznaczonym. Lecz zagad?iie-
nie samo p”zez sie jest takze nieoznaczonem, i przyjmuje nieskonczong
liczbe rozwigzan. W rzeczy samcj, przypuszczenie przyjete wyraza,
ze stosunek ztota do srs$hra jest tenze sam A/trzech sztabach; wiec,
wszelkie ilosci jakie wezmiemy z kazdej z dwoch sztab pierwotnie
danych, utworza oczywiscie alliaz tego samego tytutu. Te iloSci nie
beda ograniczone innym warunkiem précz warunku sprawdzenia
zréwnania [3].

195. ZAGADNIENIE x1X. W?7jrachoiva¢ powierzchnia trapezu, ktdrego
znamy podstaioy B i b, i un/soko$¢ h, uwazajac te poiuierzclinig Jako
réznice powierzchni  dwdch trdjkatéw jakie sie otrzymuje, przez prze-
dtuzenie dwoch bokéw nieréwnoleglych  ai do ich spotkania.

Oznaczmy przez x powierzchnig szukana; i wezmy za nieznane
positkowe wysokosci y i s dwéch tréjkatéw. Z powierzchni tych
tréjkatéw majacych za miare proste geometryi elementarnej wyra-

. 1 S .
zenia A =7/ bz, znajduje sie naprzdd zréwnanie :

Poniewaz dwa trojkaty sa podobne, podstawy icli sg propor-
cyonalne wysokosciom; wiec

(2]

[ Nakoniec, wysokos$é h, jako bedaca réznica wysokosci y iz, daje
widocznie :

[7]
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Dla wyrugowania nieznanych positkowych, uwaza sie ze zréwna-
nie [2] daje:

zk8d, na mocy zrownania [3] :

Podstawiajac te warto$ci w zréwnanie [1], otrzymujemy nako-

niec :

ROZTRZASANIE. Dopdki b nie jest rownem B, ta formuta daje, dla
powierzchni trapezu, warto$¢ zupetnie oznaczong. Lecz je$li przy-

przypuscimy b= B, formuta przedstawia sie pod ksztattem ;

i zagadnienie zdaje sie nieoznaczonem. Wszakze ta nieoznaczono$¢
jest tylko pozorna; gdyz, w tym przypadku, trapez staje sie réwno-
legtohokiem, ktérego powierzchnia jest rdwng B/<. Mozna, wreszcie,
wyciaggna¢ z utamku to wyrazenie powierzchni, jedli sie zauwazy ze
czynnik (B — b) dzieli (B-—b-), i ze znoszac ten czynnik spdlny,
wypadnie :

formuta znana, na powierzchnig trapezu, ktora staje sie rzeczywi-
Scie, w pr/ypadku gdy.6 = B.
196. UWAGA. Widzimy ze, kiedy natrafiamy na formute, ktdra,

z powodu przypuszczen szczeg6lnych, bierze ksztatt ~, nie trzeba

pospiesznie twierdzi¢ ze zagadnienie, ktérego ta formuta daje roz-
wigzanie, jest nieoznaczonem. Moze sie bowiem zdarzy¢ ze nieozna-
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czono$¢ jest tylko pozorng, i ze zalezy jedynie, jak w przypadku
poprzedzajagcym, od istotnej przytomnosci czynnika sp6lnego w obu
wyrazach, ktory to czynnik staje sie zerem na mocy przypuszczen
przyjetych. Powinno sie tviec, przed wszelkiem przypuszczeniem,
znie$¢ ten czynnik spolny, i zrobi¢ potem, tv formule tak uproszczonej,
przypuszczenia ~ umoéwione : otrzyma sie tym sposobem prawdziwg irar-
to$¢ utamku, na ten przypadek szczegolny.

Przypusémy, na przykiad, ze mamy, jako rozwigzanie pewnego
zagadnienia :

i ze roztrzgsanie przywodzi do zrobienia przypuszczenia, a — \

Oba wyrazy zniszczg sie, i utamek przyjmuje ksztatt Otéz,

oba wyrazy sg wielomianami catkowitemi wzgledem a, a wiemy (75)
ze te wielomiany sg podzielne przez [a — 1). Wykonawszy wiec to
dzielenie, znajdziemy formute uproszczong :

ktéra, dla , ma wartosé

CWICZENIA.

. Dwa naczynia, objetosci v i v', zawierajg mieszanine wody wina, pierw-
sze w slosnnltii m do n, drugie w stosunku m' do n'. Jakg objetos¢ x po-
trzetja da¢ dwom innym naczyniom, réwnym miedzy sobg, azeby, napetniajac
je jednoczes$nie, jedno ptynem znajdujagcym sie w jednem z naczyn danych,
drugie cieczg bedacg w drugiem, i wlewajac do kazdego z nich to co ijyto
w drugiem, proporcya wody do wina stala sie tgz samg w dwoch naczyniacti ?
WykazGC, a priori, Zze rezultat powinien by¢ niezaleznym od m, n, m', ??".
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XI. n kamieni s? uslawionemi w linii prostej o d metréw odlegtosci jedne od
drugich. Zamierzamy sobie wyznaczyé¢, na lej prostej, potozenie punktu X ta-
kiego, zeby byto dwa razy wiec(5j drogi do zrobienia przy przyniesieniu kolejno
kazdego kamienia do punktu X, jak przy przeniesienia na miejsce zajete przez
pierwszy z pomiedzy nich. Przypuszcza sie, w obu przypadkach, ze wycho-
dzimy z tego pierwszego kamienia.

Oznaczywszy przez x odlegto$¢ punktu X od pierwszego kamienia, przypu-
szczajgic ten punkt po tamtej stronie ostatniego, znajdziemy ;

Uogolni sie zadanie przypuszczajac ze stosunkiem drég do przebiezenia jest
m zamiast 2; znajdziemy :

w wyrazeniu tem rozbierze sie warunki podobieristwa zagadnienia. Jezeli roz-
wigzanie jest odjemudm, jestli podobna tego przypuszczenia da¢ nalezyte wythu-
maczenie ?

XI11. Potrzebng jest liczba mezczyzn réwna a, ali)o liczba kobiet réwna b,
dla zrobienia w n dniach, roboty przedstawionej przez m. llez potrzeba przy-
da¢ kobiet do {a — p, mezczyzn, dla wykonania, w {n — p) dniach, roboty
przedslawion("j przez nn -f-p; ?

Znajdujeniy:

X1I[. Temperatura termometru zmienia sig, w tymze samyn> kierunku o cl
stopni przez godzing. Jest ona obecnie réwng )i stopniom. Chcemy naznaczy¢
temperature cc, w epoce dan(5j t.

Znajduje sie:

Hoztrzasna¢ rozwigzanie, i dowie$¢ ze ta formuta odpowiada zaréwno wszy-
stkim przypadkom.

XIV. Znalez¢ dwie liczby x, y, kiore sa w stosunku 2 do 3, i takie, ze do-
dajac /i do kazdej z nich, summy otrzymane beda miedzy sobag w stosunku
li do 5.

Znajduje sie :
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XV. Znalez¢ dwie liczby x, y, ktére s? w slosunku 3 do i ktorych wie-
loczyn réwna sie 12 razy ich summie.

Znajduje sie :

XVI. Znalez¢ dwie liczby cc, y, ktérych roéznica, summa i wieloczyn sg
miedzy sobg jako liczby 2, 3 i 5.

Znajduje sie :

XVII. Znalez¢ trzy liczby ce, y, z, w postepie arytmetycznym, takie ze
pi(5rwsza ma sie do trzeciej jako 5 jest do 9, i ze summa trzech liczb réwna
sie 63.

Znajduje sie :

XVill. Majac dany ciag liczb :

znalez¢ dwie liczby x i y, takie zeby kazdy wyraz tego ciggu mogt sie otrzy-
maé¢ mnozac wyraz poprzedni przez cc, a przedpoprzedni przez y, i dodajac
do siebie wypadte z rozmnozenia rezultaty.

Tworzy sie trzeci i czwarty wyraz wedtug togo prawidta, i otrzymuje sie :

potem dowodzi sie ze w rzeczy samej te nniozniki dajg wszystkie wyrazy
szeregu.

XIX. Majac ciag liczb :

znalez¢ trzy liczby cc, y, z, takie zeby kazdy wyraz lego ciggu otrzymat sie
nniozac wyraz poprzedni przez cc, przedpoprzedni przez y, a ten ktéry po-
przedza wyraz szukany o trzy rzedy przez z, i dodajac do siebie otrzymane
z rozmnozenia rezultaty.

Znajduje sie :
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XX. Dla zrobienia pewnej roboty, A uzywa m razy lyle czasu jak B i C
spotem; B uzywa n razy lyle czasu jak A i C; C uzywa p razy lyle czasu
jak A i B. Znalez¢ zwigzek pomiedzy m, u i p.

Znajduje sie :

XXI1. Jaki zwigzek powinien istnie¢ pomiedzy trzema liczbami a, b, c, azeby
te stanowity wyrazy rzedéw p, g, r, w tymze samym postepie réznicowym albo
ilorazowym ?

Znajduje sie, w przypadku postepu réznicowego :

a, w przypadku postepu ilorazowego :

XXII. Mamy dane punkta A, B, C, L), potozone na linii prostej, w od-
legtosciach a, b, ¢, d, .... , od punktu O tej prostéj. Znalez¢, na tej prostéj,
punkt X taki, zeby jego odlegto$¢ x od punktu jakiegokolwiek M linij prostcj
danc¢j byta $rednigi odlegtosci punktéw A, B, C, D, .... od punktu M. Wykazac,
ze za pomocy) uméw odpowiednich, mozna rozwigza¢ zagadnienie przez for-
mute jedyny, jakiekolwiek by byly potozenia punktéw A,B,C,D, .... po prawdj
lub polew¢j sironie punktu O.

Formuta jesl :

n bedgc liczbg punktéw uwazanych : ta formuta jest niezalezny od potozenia
punktu M.

XXII1. Daje sie podstawy a i b i wysokos¢ h trapezu. Wyrachowa¢ wysoko$é
X tréjkata otrzymanego, przez przedtuzenie bokéw nieréwnoleglych az do ich
spotkania. Wyttumaczy¢ rozwi”izanic, w razie gdy to jest odjemnem.

Formuta jest :

XXIV. Wpisa¢ prostokat, obwodu danego 2p, w tréjkjt ktérego podstawa
jest b a wysoko$¢ h.
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Oznaczajac przez x podstawe prostokata rownolegty do podstawy tréjkata, a
przez y jego wysoko$¢, znajduje sie :

Pot*m szuka¢ nalezy jakie s? warunki, azeby zagadnienie byto mozebnéni, to
jest azeby x iy byty dodatné¢mi; dal¢j zauwazy sie przypadki niepodobiefstwa
i nieoznaczono$ci. Nakoniec wyttumaczy sie rozwigzania, kiedy te stane sie od-
< 6<p ;

jemnemi, z powodu przypuszczen nastepujecycti : 1° > 6> p; 2
3 6</i<p; I" b>h>p.
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o NIEROWNOSCIACH.

197. NIEROWNOSCI ZAWIERAJACE JEDNA NIEZNANA. Jezeli jakiekol-
wiek wyrazenie, zalezne od liczby nieznan¢j, powinno by¢ wiekszém
albo mniejszem jak inne wyrazenie, to wyrazenie to, zwane nie-
réwnoscig, pozwoli, w ogdlnosci, wskaza¢ granice, pomiedzy Kkto-
remi nieznana musi by¢ albo nie .moze by¢ zawarte. Damy tej
nierownosci w tym rozdziale kilka przyktadéw.

198. ZASADA I. Mozna, nie zmieniajgc bynajmniej warunkéw jakie
wyraza nierébwno$¢, powiekszy¢é lub zmniejszy¢ jej obie strony tai sama
liczbg. W rzeczy sam¢j, niech bedzie nieréwnos¢ :

ta jest rownowazng, przez detinicya, z wyrazeniem
Otdz, jokiekolwiekby byto m, ma sie :

wiec «

albo, wedtug detinicyi :

[1]

Wynika ztad, ze mozna przenie$¢ jakikolwiek wyraz z jednej  strony
nieréwno$ci na druga, zmieniajac jego znak, jakby to miato miejsce
w zréwnaniu.

199. ZASADA IlI. Mozna pomnozy¢ obie strony nieréwnosci przez tez
sama, byle dodatng liczbe.
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W rzeczy samej, nieréwno$¢ a > brownowazng jest z a —1) > 0.
Otdz, jesli sie pomnozy {a — b) przez czynnik dodatny m, wieloczyn
jest dodatnym. Wiec ma sie :

albo

albo, wedtug defmicyi:

"[2]

Mozna takze pomnozy¢ obie strony nierdwnosci przez czynnik oclje-
mny ; lecz potrzeba zmieni¢ Kkierunek nierdwnosci. Gdyz jezeli mamy :

albo

NNieloczyn z {a — b) przez czynnik odjemny m bedzie odjemnym.
Otrzyma sie wiec :

albo
albo, nakoniec
[3]

Te zasady pozwalajg znies¢ mianownik jakiejkobmek nieréwnosci,
jakby to miato miejsce w zréwnaniu, kiedy sie wie znak mnoznika.
Tez same zasady stosujg sie do dzielenia obu stron nieréwnosci
przez m; gdyz mnozy¢ przez m wychodzi na jedno co dzieli¢ przez

1 1
—,a dwie liczby w i - sg zawsze tegoz samego znaku.

200. zAsAaDA Ill. Kiedy divie strony nierdwnosci sa dodatne, mazna
je icynies¢ do tejze samej potegi m”y, jakiekohuiekby byto m. W rzeczy
samej, im liczba jest wieksza, tem wieksza bedzie jej potega
| tak, 7> 3 daje V > 3~

Kiedy obie strony nie sg dodatnemi, potrzeba rozrézni¢ roz-
maite przypadki.

r Jakiekolwiek znaki mialyby obie strony, mozna je podnies¢ do
tejze samej potegi m~NJ, kiedy m jest nieparzystem. Gdyz obie strony,
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po wykonaniu dziatania, zactiowujg swe znaki, a t¢ém samem Kkie-
runek nierownosci. Na przykiad,

z t"d wynika

2° Lecz, jezeli ma sie podnie$¢ dwie strony nieréwnosci do tejze
samej potegi stopnia parzystego, potrzeba poddzieli¢ jeszcze.

Kiedy obie strony sq odjemnemi, nieréwno$¢ zmienia kierunek, gdyz
dwie S$trony staje sie odjemnemi po wykonaniu dziatania. | tak,
z nieréwnosci,

wynika kolejno :

a, tern samem,

Kiedy dwie strony sn znakéw roznych, nie mozna lotedy da¢ prawi-
dta. Nieré6wno$¢ moze zmieni¢ swoj kierunek, albo go nie zmieniac,
albo nawet przeksztiitci¢ sie na rownos$¢. | tak znajduje sie :

[61

201. zZASADA 1v. Z dwoch stron nicréwnoki jakiekolwiek majncych
znaki, mozna iryciagna¢ pieriviastek wskazdiuki nieparzystej; gdyz
dwa pierwiastki majg tenze sam znak jak dwie liczby. | tak :



21 u ROZDZIAL XI.

2° Jezeli wskazoéwka jest parzysta, potrzeba, zeby pierwiastki
istniaty, aby obie strony byty dodatnemi (95). A wtedy, kazdy pier-
wiastek ma dwie wartosci rowne i ze znakami przeciwnemi. W tym
przypadku, nierowno$¢ bedzie zachowywata swdéj kierunek albo go
bedzie zmienia¢, wedle tego jak sie bedzie rozwazato wartosci
dodatne lub wartosci odjemne pierwiastkow. | tak :

nieréwnos¢,
daje :

Lecz, jeSli sie wezmie znaki rdzne dla obu pierwiastkow, wyraz
odjemny jest zawsze najmniejszym. | tak :

nieré6wnosg,

daje

ZASADY ODNOSZACE SIE DO NIEROWNOSGI JEDNOCZESNYCH.

202. ZASADA V. Mozna doda¢ stronami dwie nieréwnosci  wziete
'W tymze samym kierunku : nowa nieréwno$¢ ma tenze sam kierunek
jaki jest przywigzany do kazdej z dwdch  danych.

Niech beda, w rzeczy samej, dwie nieréwnosci :

te s rGwnowazne z nastepujacemi :

ot6z summa dwdch ilosci dodatnych jest dodatng; wigec ma si

albo
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Lecz ta nowa nier6wnos$¢ nie moze, jak to ma miejsce w zréwna-
niach, zastapi¢ jednej z dwoch danych. Innemi stowy, dwa uktady,

nie sg rownowaznemi. Drugi jest nastepstwem pierwszego, lecz pier-
wszy nie jest nastepstwem drugiego.

Jezeli dwie nieréwnos$ci sg kierunkéw przeciwnych, nie ma pra-
widta do wskazania. Znajduje sie, w rzeczy samej :

203. zASADA vL Mozna odciagng¢ stronami jedng nieréwno$¢ od
drugiej nieréwnosci kierunku przeciwnego mowa nierébwno$¢  przechowa
sie w kierunku  pierwszej.

Niech beda, w rzeczy][saméj, dwie nieréwnosci

te sg rownowazne z nastepujgcemi :

a, nastepnie (202), dajg :

albo (198) [11]

Ta nowa nieréwnos$¢ nie moze zastapi¢ jedn¢j z dwoécti danych.
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Nie mozna odciggna¢ jedn¢j nierdwnosci od drugiej, kiedy te sa
tego samego kierunku (202).

204. ZASADA VII. Mozna mnozy¢ stronami dwie nieréwnosci tego
samego kierunku, kiedy wszystkie wyrazy sg dodatne: nieréwnos¢ noum
jest tegoz samego kierunku jak kazda z nich.

W rzeczy samej, niech bedg :

poniewaz e i 6 sg dodatne, ma si¢, mnozac pierwsza przez r, a drugg
przez h (199) :

a, tbm samém, [12]

Jezeli cztery wyrazy s odjemne, nierdbwno$¢ noioa jest  kierunku
przeciwnego kierunkowi dioéch danych. Gdyz mnozac pierwsza przez
¢ a druga przez b, ma sie, z powodu ze te czynniki sa odjemne :

a, tem samem,

Nowa nier6wnos$¢ [12] albo [13] nie moze zastapi¢ jednej z danych.
Nie umiemy da¢ prawidta ogdlnego w odniesieniu do nieréwnosci
kierunkéw przeciwnych.

205. ZASADA VIIl. Mozna dzieli¢ stronami jedng nieréwno$¢ przez
drugg kierunku przeciwnego, kiedy loszystkie wyrazy sg dodatne : novm
nieréwno$¢ ma tenze sam kierunek jak pneriusza.

Niech bedg, w rzeczy samej :
mozna napisac :

a, tem sam$m (204),

zkad sie wycigga, dzielagc obie strony przez cd (199) :

[17]
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Jezeli cztery wyrazy sg. odjemne, nierowno$¢ nowa ma kierunek
drugiej: gdyz, wykonywajgc mnozenie, znajduje sie (204) :

a, dzielgc przez wieloczyn cd, ktory jest dodatnym, przyjdzie :

[15] ,

Nie mozna wskaza¢ prawidta ogo6lnego na inne przypadki.

NIEROWNOSC STOPNIA PIERWSZEGO z JEDNA NIEZNANA.

206. ROzZWIAZANIE NIEROWNOSCI. Nierdwno$¢ z jedna nieznang
nazywa sie stopnia pierwszego, kiedy ta moze sie przywies¢ do
ksztattu

gdzie a, h, a‘, h\ oznaczaja liczby dane, ktére mogg by¢ doJatnemi
lub odjemnemi.

nia rozwiazania tej nieréwnosci, przenosi sie wyrazy zawierajace
ilos¢ nieznang na jedng strone, a wyrazy wiadome na drngg (198);
tym sposobem przeksztatcajgc otrzyuuije sie :

Dal6j rozréznia sie dwa przypadki :
1° Jezeli mnoznik {a —a') jest dodatnym, znajduje sie, dzielgc
(199) przez (t—ft') :

2° Jezeli {a— a') jest odjemnym, znajduje sie przeciwnie (199) :
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Tak wiec, dla zadosy¢ uczynienia nieréiunosci, luystarczy —wzigé x
wyzszem albo nizszem od peiimej granicy. Mozna zauwazy¢, ze ta
granica jest doktadng wartoscig z x, ktorg wydataby dwie strony
rowne.

207. zacapNIENIE. Rozwigzmy, jako zastosowanie, zagadnienie
nastepujace : Dwa punkta A i B sg polozone w odlegtosci 2c; wiemy
ze punkt M jest takim, ze MA -j- MB = 2a, a bedac dtugoscia  dang,
wiekszg jak c. Znalei¢ pomiedzy jakiemi granicami moga sie zmie-
niac AM i BM.

Przypus¢émy AM > BM. Potézmy : AM= x, BM = y. Mamy na-
przod, wedtug wystowienia :

(1]

Co wiecej, zeby trojkat AMB byt mozebnym, potrzeba aby kazdy
bok byt mniejszym jak summa dwdch innych, to jest zeby byto :

Ot6z pierwsza z tych nieréwnosci jest oczywista, na mocy zréwna
nia [1]; druga jest oczywista, poniewaz y jest mniejszém jak x.

Pozostaje wiec trzecia,
(2]

Jezeli sie zastapi y przez jego warto$¢ (2fl— x), ta nieréwnosé
staje sie:

z kad [3]

Lecz gdy y jest ‘robwn$Sm rzeczywiscie (2a — x), staje sie wiec wie-
kszém im x bedzie mniejszém. Wiec y powinno by¢ wiekszém jak
[2a — (a-]-c)], to jest jak [a — c). Tak wiec

[K] y>a—c. n

Takiemi sg granice szukane.
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CWICZENIA.

I. Dowie$¢ ze $rednia arytmetyczna miedzy dwoma liczbami dodatndmi nie-
rownymi jest wiekszg jak ich $rednia proporcyonaina.
Opiera sie cate dowodzenie na nieréwnosci (a — 6)2 > 0.

Il. Majac dwie liczby a, b dodatne dane tak ze a > b, wyprowadzi¢ z nie-
réwnosci

granice pomiedzy ktéremi warto$¢ z x musi by¢ zawarta. Radykale sg wziete
ze znakiem + e

Znajduje sie ze x musi by¢ odjemnem, albo wiekszém jak \Jab.

I11. Znalez¢ warunki konieczne i dostateczne, zeby nieréwnosc,

byto sprawdzong, dla jakichkolwiek badZz wartosci x i vy.
Przywodzi sie nierdwno$¢ do ksztattu,

przypuszczczajac :

i dowodzi sie ze warunkami szukanemi sg :

IV. Znalez¢ warunki konieczne i dostateczne, zeby nieréwnosc¢,

byta sprawdzong, dla jakichkolwiek wartosci x, y, z.
Mozna napisa¢ wielomian dany pod ksztattem,
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i aclowoclili¢ zc warunkami zagadnienia sg :

V. Dowies¢ ze abcd jest zawartym pomiedzy najwigkszym i naj-
mniészém ze czterech wyrazen danych

Dowodzi sie la wiasnos¢ dla logarytméw tycli wyrazen; i wyciaga sie zlad
nastepstwo dla samych wyrazen.

VI. Dowie$¢ ze znajduje sie zawsze :

chyba zeby byto :

Przypuszcza sie naprzéd zc a, a', a", .... , sg dodatnemi
i sprawdza si¢ nier6wno$¢, podnoszac obie strony do kwadratu : potém uogdl-
nia sie.

VII. Dowie$¢ ze y"— — ccy” jest zawsze dodatnim, dla jakichkol-

wiekbadZ wartosci dodatnych z er i z y.
Dowodzi sie to tatwo, rozktadajac wyrazenie na czynniki.

VI[I. Dowie$¢ zc jest zawsze :

dla jakichkolwiekbadZ wartosci dodatnych lub odjemnycl), z o.
Tenze sam spos6b dowodzenia.

IX. Udowodni¢ ze istnieje :

dla jakichkolwiekbadZ liczb dadatnych nieréwnych a, h, c.
Cata ta wlasno$¢ opiera sie na nieréwnosciach oczywisiycii, ksztattu,

X. Dowiesé ze jest :
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dla laklchkolwickbadz liczb dodalnycli nieréwnych «, b, c.

Sprawdza .sie nier6wno$¢, przypuszczajac ze a jest najmniejszg z trzech liczb
danych, biorac 6 = a+ a, c-=a-f p (gdzie a i sg dodatnemi), i wykony-
wajac wtedy rachunki.

XI. Dowies¢ ze, dla jakichkolwiekbadz liczb dodalnych nieréwnych
0], ee. , U, istnieje zawsze :

Dowdd Scisty téj wtasnosci opiera sie na nieréwnosciach ksztattu,

dowiedzionych w pi¢rwszém ¢éwiczeniu tego rozdziatu.
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WZORY OGOLNE NA ROZWIAZANIE ZROWNAN STOPNIA PIERWSZEGO.

FORMULA OGOLNA NA ROZWIAZANIE JAKIEGOKOLWIEK ZROWNANIA

STOPNIA PIERWSZEGO Z JEDNA NIEZNANA.

208. FORMULA OGOLNA. ZrOwnanie pierwszego stopnia o jednej
nieznan$j moze mie¢ dwojakiego gatunku wyrazy, to jest: wyrazy
zawierajece ilos¢ nieznang i wyrazy ktore jej w sobie nife zawieraja.
Po uproszczeniu wiec, w kazdym cztonku, wyrazéw podobnych,
ksztatt najogdlniejszy zréwnania bedzie :

[ar

Zkad wycigga sie :

a dzielgc przez (a— a'), wypada formuta :

[2]

Lecz ta formuta nie jest rownowazng ze zréwnaniem [1], jak tylko
w przypadku gdy (a — a') nie jest zerem (122).

209. rozTRzASANIE FORMUtY. Kiedy a' nie jest rGwnem o, for-
muta [2] przedstawia liczbe dodatng, zero lub odjemng, ktora, pod-
stawiona w zrownanie [l],i traktowana podiug prawidet przyjetych,
uczyni pierwszg strone réwng drugiej. Jedyny przypadek, jaki nalezy
rozebra¢ osobno, jest wiec ten gdzie (a — o!) = 0. Lecz wtedy dwa
przypuszczenia moga sie przedstawiac :
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1° [a — a') jest zerem, lecz {b' — b) zerem nie jest. Formuta druga
daje :

co wcale nic nie znaczy. Wréciwszy sie do zrownania dla wyttuma-
czenia tego wypadku, zobaczymy ze gdy a' jest rébwnem a, zréwna-
nie dane staje sie :

co nie moze mie¢ miejsca, gdyz b’ nie jest rownem b.
Wiec zréwnanie jest niepodobnem; i niepodobiersstwo objawia  sie,

we wzorze, pod  ksztattem”.

2° [a— a") jest zerem, jednocze$nie z (b' — b). Formuta staje sie,
w tym przypadku :

co wcale nic nie znaczy. Wrociwszy sie do zréwnania, widzimy ze
to zréwnanie staje sie :

Wiec jakakolwiek  warto$¢ x zadosy¢ czyni zréwnaniu; i nieozna-
czono$é objawia sie pod ksztattem.

Tak wiec, zréwnanie pierwszego stopnia o jedn¢j nieznanej, albo
przyjmuje rozwigzanie jedyne i oznaczone, albo to zréwnanie nie
przyjmuje zadnego rozwigzania, albo ma za takowe ilo$¢ nieogra-
niczong.

210. uwAaGA. Dowodzi sie niekiedy wprost, nie rozwiezujgc zrow-
nania [1], ze toz zréwnanie posiada tylko jedna odpowiedi, bylebySmy

nie mieli jednoczeé$nie, a = a', b— b'. W rzeczy samej, przypusémy
ze dwie warto$ci rézne z a;, «i p, sprawdzajg zrownanie; podstawie-
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nie ich wyda tosamosci :

zkad wycigga sie. przez odcigganie :

Ol6z, mozna dzieli¢ dwie strony przez mnoznik (« — P) ktéry
nie jest zerem; wiec :

a, nastepnie, jedna z dwéch tosamosci poprzedzajacych daje

FORMULY OGOLNE NA ROZWIAZANIE JAKIEGOKOLWIEK UKLADU DWOCH

ZROWNAN Z DWOMA NIEZNANEMI.

211. FORMULY OGOLNE. Zréwnanie pierwszego stopnia z dwoma
nieznanemi x, y moze mie¢ trojakiego gatunku wyrazy, to jest:
wyrazy na X, wyrazy na y, i wyrazy catkiem znane. Uktad dwéch
zrownan moze wiec zawsze przywie$¢ sie do ksztattu :

[

Zastosujmy do tego uktadu jeden ze sposobéw znanych rugowa-
nia; na przyktad, sposéb przez dodawanie i odcigganie. W tym
celu, mnoézmy pierwsze zrownanie przez h', a drugie przez b i
odciagnijmy drugi rezultat od pierwszego; bedziemy mieli :

zkad :
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Mnozac, przeciwnie, pierwsze zroéwnanie przez a'a drugie przez h',
i odciggajgc pierwszy rezultat od drugiego, bedziemy mieli :

zkad :

Tak wiec, uktad [IJ posiada na rozwigzanie uktad :

]

Formuty [2) sg formutami og6lnemi rozwigzania. Sg one dopéty
prawnemi, dopoki {ab' — ba') nie jest rown$m zeru.

Sprawdza sie tatwo, ze te formuty zadosy¢é uczynig zréwnaniém
w tym przypadku.

212. PRAWIDLO UKLADANIA FORMUL. Otrzymuje sie z tatwoscia te
formutly za pomocg uwag nastepujacych :

1" Na utworzenie mianownika spdlnego {ab' — ba') pisze sie, jedna
obok drugiej, dwie przemiany abiba dwoch liter aib, oddzielajgc
je znakiem — , i ktadac kreski nad ostatnig litera kazdego wyrazu.

2° Aby utworzy¢ licznik wartosSci kazdej nieznanej, zastepuje sie,
w wyrazeniu [ab'— ba'), spotczynniki ktére, w zréwnaniach, mnozg
te nieznang, przez wyraz catkiem znany zréwnania odpowiedniego.
Tak wiec, dla warto$ci na x, zastepuje sie aia' przez cic'; a, dla
wartosci na y, zastepuje sie bib'przez ci c.

213. UWAGA. Mozna dowie$¢ wprost, nie rozwiezujgc uktadu [1],
ze uktad nie mote mie¢ wiecej mid jedno rozwigzanie, byleby nie byl
zwigzany warunkiem : ab' — ba'= 0. Przypu$émy, w rzeczy samej,
ze dwa uktady rozne, I": x— = 3; 2 X = «,'y — P, spraw-
dzaja zréwnania [1]; otrzyma sie tosamosci:
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zk§(l sie wyciaga, przez odcigganie :

Poniewaz dwa rozw igzania sg r6zne, nie moze przeto by¢, jedno-
cze$nie, « = P= Przypusémy na przyktad, a”a'; mozna

wyrugowac (fi— p'), mnozac pierwszg z tycti rownosci przez h', dru-
ga przez b, i odciggajac rezultaty; znajdziemy wéwczas :

A, poniewaz mozna dzieli¢ obie strony przez czynnik
ktory nie jest zerem, ztad wiec wynika :

2U. sPOSOB POSTEPOWANIA PRZY ROZTRZASANIU FORMUL. Kiedy dwu-
mian {ab' — ba') nie jest zerem, formuty [2] nie dajg miejsca do
zadnej trudnosci; dostarczajg one dla x idlay wartoSci oznaczone.
Uktad [1] ma tylko jedno rozwigzanie. Nie przedstawia sie wigec do
rozbioru, jak sam tylko przypadek : ab' — =

Przypuscimy naprzod ze ta warto$¢ ma miejsce, kiedy zaden ze
spotczyimikéw a, b, a', u', nie jest zerem ; jest ona wtedy réwno-
wazng z nastepujacg :

ktora wyraza ze spétczynniki  diodcli nieznanych, w obu  zréwnaniach,
sg odpowiednio proporcyonalnemi.

Rozbierzemy czem sie staja, w tém przypuszczeniu, formuty [2];
a postaramy sie wyttumaczy¢ rezultaty, wréciwszy do zréwnan [1].

215. TWIERDZENIE 1. W przypadku gdy ab' — ba'—o, liczniki
wartosci  [2] 2 \ i zy sg zerami obydwa zarazem, albo nie sg zerami
ni jeden ni drugi.
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Dla dowiedzenia tego, uwazmy ze warunek ab'— ba'— 0, daje :

wiec, jezeli oznaczymy przez NYi N, liczniki i x i zy, znajdziemy,
zastepujac, w N”, b' przez swa wartos¢ :

Ot6z, [ca'— ac’) jest rowncém licznikowi y, wzietemu ze zmienionym
znakiem; wiec :

A poniewaz ani b ani a nie sg zerami, wiec wnosi sie ztad ze, jezeli
N, jest zerem, Njc jest niem takze; lecz, jezeli N, nie jest zerem,
N~ nie moze by¢ niem rownie. Co byto do dowodzenia.

Wypada ztad, ze loartusci z x j z y przedstawiajg sie jednocze$nie

pod ksztattem /| lub jednocze$nie pod ksztattem A~

216. TWIERDZENIE II. przypadku ydy ab' — ba' = O, oba zréw-
nania [11 sg sprzeczne, albo te zréwnania wchodzg jedno w drugie.

Aby to dowie$¢, podstawmy za b' jego warto$¢ w drugiem ze
zrownan [i]; to zréwnanie staje sie :

albo

Lecz, mnozac pierwsze ze zréwnan [1] przez a\ znajduje sie :

tak wiec, w tym przypadku, zrdwnania [1] sg rbwnowazne dwom
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innym zréwnaniom ktdre maja te samg strone pierwsza, a ktérych
strony drugie sg ac' i ca'. Jezeli wiec a¢ i ca', nie sg miedzy sobg
rowne, dwa zréwnania sg sprzecznemi; lecz, jezeli ac' r=:ca', wtedy
te zréwnania sg tosamemi. Co byto do dowodzenia.

217. NAsTEPSTWA. 1° Kiedy ac' nie jest rownem ca‘, Ny nie jest
zerem; a, nastepnie (215), N™ nie jest niém réwnie. Wiec, kiedy
dwa zréwnania [1] sg sprzecznemi, formuly [2] przedstawiajg  sie obie-

Ifl . N

divie pod ksztattem . Ten ksztatt jest wiec symbolem  niepodobien-

stwa,
2° Kiedy ac'= ca', NJest zerem, jakotez N~ (215). Wiec, Kkiedy

zrgmnania [1] luchodza jedno w drugie,  formut 2] przedstaioiaj Si
obiedwie poé ]kszta+tema J". Ten ksztatt jest sy boILnlp n?eoznac%%noscf

Uktad dwoéch zréwnan zdwoma nieznanemi przyjmuje wiec albo
rozwigzanie jedyne i oznaczone, albo ten uktad nie przyjmuje za-
dnego rozwigzania, albo przyjmuje ilo$¢ nieograniczong. Lecz przypu-
$ciliSmy, w tem roztrzasaniu, ze zaden ze spotczynnikéw nieznanych
nie jest réwnym zeru; pozostaje nam teraz rozebra¢ przypadki
szczeg6lne, gdzie niektore z pomiedzy nich bytyby zerami, jedno-
cze$nie zdwumianem {ab' — ba').

218. PRZYPADEK GDY JEDEN ZE SPOLCZYNNIKOW JEST ZEREM JEDNO-
cze$NIE z {ab' — ba'). Przypu$c¢my ze sie znalazto, zarazem :

ztagd wypada, ze ba' = O ; wiec : albo a' = O, albo b= 0.
lo Jezeli a' =0, formuty [2] staja sie :

Wiec, jezeli c¢' nie jest zerem, te formuty przyjmujg obiedwie

ksztatt a jezeli ¢'= 0, te fornmty przyjmujag obiedwie ksztatt

A . Ot6éz zrownania stajg si-* wtedy :
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te zrownania sg wiec sprzecznemi; w pierwszym przypadku,
poniewaz drugie jest niedorzecznem, i nie istnieje wiec$j jak
tylko jedno zréwnanie, w drugim przypadku, poniewaz drugie

zréwnanie jest tosamem. Wiec ksztalty ~ ~~ | jakie przyjma

tu formuly, sg jeszcze symbolem, jeden niepodobienstwa, drugi nie-
0zNnaczonosci.
2° Jezeli = O, formuty stajg sie :

wiec, jezeli ca' nie jest rwnem ac', y przedstawia sie pod ksztattem
gdy tymczasem x przyjmuje ksztalt ~. Jestto wyjatek od twier-

dzenia (215). Otéz, w tym przypadku, zréwnania stajg sie :

te, jako niezawierajgce jak nieznang daja :

c c
lecz ~ nie jest rownem —gdyz ca' nie jest réwném ac'] wiec
zréwnania sg sprzecznemi; i niepodobieAstwo objawia sie tu przez

ksztatty  jednoczesne

Lecz, jezeli ac' — ca', dwie formuty przyjmuja ksztatt a dwa

zréwnania sprowadzajg sie do jednego :

To zréwnanie oznacza warlo$¢ dla x, lecz iiwto$¢ dla y pozostaje
nieoznaczong. Jest toiec tu nieoznaczono$¢ czeSciowa, ktéra objawia si?
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za pomaca ksztattu Potrzeba zauwazy¢ ze ten ksztalt przywigzany

jest zaré6wno do obu formut4, pomimo ze warto$¢ dla x zostata do-
ktadnie oznaczong.

Ta cze$¢ roztrzgsania obejmuje przypadek, w ktérym spotczynniki
dwoch nieznanych sg zerami w temze samem zréwnaniu, i ten
w ktérym spotczynniki tejze saméj nieznanej sa zerami w dwdch
zréwnaniach. Nie mamy wiec do rozebrania jak tylko przypadek
nastepujacy.

219. PRZYPADEK, W KTORYM, SPOLCZESNIE Z MIANOWNIKIEM
ab' — ba'—", SPOLCZYNNIK NIEZNANEJ X W JEDNEM ZE ZROWNAN
| SPOLCZYNNIK NIEZNANEJ Y W DRUGIEM SA ROWNEMI zERU. Przypus$émy,
na przyktad :

zkad wypada, ze ba' =0, to jest drugi spdétczynnik jednej z nie-
znanych jest zerem takze.
Niech bedzie W = O, na6éwczas formuty staja sie :

a zréwnania.

Jezeli wiec ani c ani a' nie sa zerami, pierwsze zréwnanie jest
niedorzeczném ; i znajduje sie niepodobienstioo, ktére sie objawia

j>rzcz ksztatty  jednoczesne

JesSli ¢ jest zerem, pierwsze zréwnanie jest tosamem; drugie
oznacza a?; znajduje sie nieoznaczono$¢ czesciowa, ktora sie objawia

za pomocg ksztattu .
Jezeli a' jest zerem, otrzymuje sie niepodobienstwo, pomimo ze

foi'muty przedstawiaja sie obie pod ksztattem
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220. TABLICA (WYKAZ) ROZTRZASANIA. Mozna stres$ci¢ roztrzasanie
poprzednie w tablicy nastepujac¢j :

| | ; rozwigzanie oznaczone,
niepoclo-
_5 - . s
l)ienslwo.
II
nieoznaczonos¢.
/ niepodobienstwo,

- nieoznaczono$¢.

-

I niepodobien-

E» stwo.

n, nieoznaczono$é

czesciowa.

"3 ' niepodobien-

»» ' StWO.
nieoznaczono$¢

1 czesciowa.

1

niepodobienstwo.

221. PRZYPADEK W KTORYM C I C' SA ZERAAFT RAZEM. PO za przypad-
kami jakiesSmy rozbierali, roztrzgsa sie jeszcze przypadek gdy wyrazy
catkiem znane, c i c', sa zerami razem. Formuty przedstawiajg sie
pod ksztattem :

A wiec, jezeli ab'—ba' nie jest zerem, ma sie :
Lecz, jezeli ab' — O, formuty stajg sie :

Dla wyttumaczenia tych wypadkéw, wréémy sie jeszcze do zrow-
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nan. Te w tym przypadku :

i moga sie napisac ;

Erzet(), je:zelt7_-b me jést rownerh b , tojest, jezeli [2ih'— ba') nie jest

zerem, te zrébwnania nie maja innego rozwigzania jak tylko x= 0,
b .

y= 0. Lecz jezeli - = —, tojest, jezeli ab'— ba'=: O, dwa zrovj-
o 8.

nania lochodza jedno w drugie; jest nieoznaczono$¢, ktora sie objawia

za pomoca ksztattu Nalezy uwazaé ze, w tym ostatnim przypadku,

stosunek nieznanych jest oznaczonym; gdyz otrzyma sie :

FORMULY OGOLNE NA ROZWIAZANIE JAKIEGOKOLWIEK OKLADU TRZECH
ZROWNAN Z TRZEMA NIEZNANEMI.

222. FORMULY OGOLNE. Zréwnanie pierwszego stopnia z trzema
nieznanemi X, y, z moze mieé¢ czworakiego gatunku wyrazy, to
jest : wyrazy na x, wyrazy na y, wyrazy na z, i wyrazy catkiem
znane. Uktad trzecti zrownan bedzie wiec mdgt zaw”sze przywiesc
sie do ksztattu :

pl]

Uzyjmy, na rozwigzanie go, sposobu Bezouta (1.50).
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Pomnozywszy pierwsze z tych zréwnan przez X a drugie przez I,
i do summy tych dwéch zréwnan dodawszy trzecie, otrzymamy :

[2]

Pot6zmy potem :

zkad da sie wyciagnaé :

i, podstawmy te wartosci w zréwnaniu [2], znajdziemy, po wykona-
niu wszystkich rachunkoéw :

Znalaztoby sie, sposobem podobnym, wartosci dlay idla z. Lecz
lepiej jest zauwazy¢ ze jezeli, w pierwszym zréwnaniu, zmieni sie X
noy, ynazizna.r, pottm a na 6na ci cnaa,to zrbwnanie
staje sie :

to jest ze sie nie zmieni. Toz samo spostrzezenie stosuje sie do
dwéch innych. A zatem, otrzymamy y robigc te przemiany na
wzorze ktory daje x, i otrzyma sie z wykonywajgc je poOzni$j na
wartos$éi y. Rozpoznaje sie tym sposobem ze mianownik nie zmie-
nia sie, i znajduje sie uktad rozwigzan :
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Te formuty dopéty sg prawnemi, dopdki mianownik wspdélny
nie jest zerem. Sprawdza sie wreszcie fatwo ie, w tym przypadku,
powyzsze wzory zadosy¢ uczynig zréwnaniom [1].

223. WYJASNIENIE POPRZEDNIEGO PRZEKSZTALCENIA NA FIGURZE.
Moznaby byto wyrachowa¢ wprost warto$ci nay ina z. Lecz jest

daleko prosci¢j wyciagnaC je z warto-
§ci na X bioragc w pomoc rozwazanie
symetryi. Na obwodzie kota, a przy
wierzchotkach tréjkata rGwnobocznego
wpisanego, potézmy trzy litery x, y, z,
jakotez trzy litery a, b, ¢\ \ wystawmy
sobie pdzniej ze koto obrécito sie okoto
swego S$rodka w kierunku odpowied-
nim o trzecig cze$¢ obwodu ; w skutek
tego litera y zajmie miejsce x, z zajmie
miejscey, X miejsce z ; podobnie litery
b, ¢, a, zajma miejsca liter a, b, c. Ta zmiana w porzadku liter na-
zywa sie przemiang  kotowa.

Po wykonaniu podobnej przemiany na zréwnaniaeh danych, te

siang sie

nie zmieniwszy sie bynajmniej ; wartosci nieznanycli pozostajg wiec
tez same. Otéz, po wykonaniu przemiany kotowej na wartosci z x
znalezionej poprzednio, otrzymuje sie

Ta warto$¢ z y zadosy¢ uczyni drugiemu uktadowi zréwnan a za-
tém uktadowi danemu.
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Po wykonaniu na drugim uktadzie zréwnah nowej przemiany
kotowsj, uktad nie zmieni sie, i warto$¢ z ij staje sie

Wykonywaj8c trzecig przemiane kotowa, znalezliby$Smy warto$¢
z X i tak dalej.

224. PRAWIDLO NA UKEADANIE FORMUL. Dla utworzenia mianownika
spolnego, uwaza sie dwie przemiany ab i ba; ktadzie sie w kazdej
z nieb litera c kolejno, na kohcu, w $rodku ina poczatku; co daje :

Potem znaczy sie drugg litere jedng kreskg, a trzecig dwoma
kreskami. Nakoniec daje sie naprzemian znaki -j- i — réznym wy-
razom. Znajduje sie tym sposobem :

Mozna jeszcze utworzyé niiaiiownik sp6lny innym sposobem.
Zauwazmy ze ten mianownik moze [Yie napijac :

ze jest wiec sunimg wieioczyndéw jakie otrzymuja sie, mnozac
wzglednie spdiczynniki a, b, c pierwszego zrdwnania przez réznice
[b'c" - c¢'b"), {c'a" - a'c"), {a'b" ~ b'a"). Tworzg sie wreszcie te
réznice, mnozac na krzyz spétczynniki dwoch innych zréwnan ktore
nie odpowiadajg tej nieznanej ktdrej spotczynnik zostat wybranym
w pierwszem. Tak wiec, gdy spotczynniki bedg urzadzonemi jak
nastepuje :
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i 2

bierze sie za mnoznik a, {b'c" —c'b"), X ? potem za
2 1
mnoznik b, {da" — a'c"), ; bierze sie nakoniec za mno-
12
Iv. a
znik ¢, (a'6" —6'a"), . Nalezy zauwazy¢ pilnie, ze krzyz,
2 i

utworzony przez linie ktére tecz§ czynniki jakie sie mnozy, powi-
nien by¢ utozony naprzemian w kierunkach przeciwnych, jak to
wskazujg ligury.

Kiedy mianownik spolny jest utworzonym, otrzymuje sie licznik
kazd¢j nieznanej, zastepujac, w tym mianowniku, spotczynnik
nieznanej przez wyraz catkiem znany zréwnania odpowiedniego, to
jest podstawiajac U, k', k", za a, a', a", gdy idzie o x-, za b', b",
gdy idzie o izac, c', c", gdy idzie o z.

225. uwAGA. Mozna dowie$¢ wprost, nie rozwiezujgc uktadu [1],
ze tenze uktad nie moze mie¢ wiecej nad jedno rozwigzanie, byleby
nie miat : D = 0.

Przypusémy, w rzeczy samdéj, ze dwa rozwigzania rézne, : X=za,
y=p z= y; 2° &= a', ~= P, zr=y, sprawdzajg uktad [1];
znajduje sie tosamosci :

Zkad wycigga sie, przez odcigganie :

Poniewaz uktady rozwigzania sg rozne, nie mozna miec, jedno-
czesnie, a', y=:/. Przypus¢my, na przyktad, =

Mozna bedzie wyrugowaé, sposobem zwyczajnym,
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pomiedzy terai trzema rdwno$ciami; i przyjdzie sie do réwnosci

Otéz mozna dzieli¢c dwie strony przez czynnik (a a'), ktéry nie
jest zerem ; wiec :

226. ROZTRZASANIE. Kiedy 1) nie jest zerem, uktad posiada tylko
rozwigzanie jedyne i oznaczone, dostarczone przez formuty [3]. Nie
pozostaje wiec do rozebrania jak tylko przypadek D= 0. Otdz,
zréwnanie [2], zastosowane kolejno dla oznaczenia wartosci na Jc,

nayinas, daje :

Gdy wiec D= 0, ajedna przynajr7iniej z ilosci m, n, p,. nie bedzie
zerem, zroéionanie odpowiednie jest niepodobnem. Uktad jest wiec nie-
podobnym. ; i niepodobienstwo objawia sie przez ksztatt ~, ktorij przy-

biera przynajmniej jedna z nieznanycl/i.
e Gdy, przeciwnie, ma sie, jednocze$nie, )= O, m.= 0, K= O,
p= 0, zrédwnaniom nie przestajg zadosy¢ czyni¢ wartosci Y, Z;

nkiadjest  nieoznaczony, i nieoznaczono$¢ objawia sie przez  ksztat
spélny trzem  nieznanym.

227. PRZYPADEK W KTORYM DRUGIE STRONY ZROWNAN [1] SA ZERAMI.
Rozbierzmy nakoniec przypadek gdy zréwnania dane nie zawierajg
zadnego wyrazu niezaleznego od nieznanych : mozna je uwazaé
wtedy jako majgce miejsce pomiedzy stosunkami nieznanych ; i wy-
starczy, na oznaczenie tych stosunkéw, mie¢ jedno zréwnanie mniej
od liczby nieznanych. W rzeczy samej, wezmy pod uwage dwa

pierwszo zréwnania :
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te mog§ sie napisa¢ w sposéb nastepujacy

zkad wypada :

Gdy, teraz, dopetni sie uktad przez trzecie zréwnanie, w ktéreni
podstawi sie za i y icti wartosci w z, wyciagniete ze stosun-

kow 3 znajdziemy :

Wiec, jezeli D nie jest zerem, potrzeba aby bylo zm 0; « naste-
pnie X = O,y = 0. To wiasnie stanowi rozwigzanie w tym przy-
padku.

Gdy D = O, ostatnie zréwnanie jest sprawdzonem przez jakagkol-
wiek bagdz wartos¢ z; to zréwnanie jest nastepstwem dwdch

pierwszych; znajduje sie wiec nieoznaczono$¢; i ta nieoznaczono$¢
objawia sie przez ksztatt ~ jaki przedstawiajg  formuly ogélne; lecz

stosunki nieznanych pozostaja oznaczonemi.

UWAGA. Rozlegta teorya wyznacznikéw, ktérg zamierzamy w to-
mie Il naszej algebry obszernie rozwing¢, postuzy do uzupetnienia
dalszego rozbioru wzoréw loyprowadzonych z ogélnych zréwnan stopnia
piericszego. '

ROZTRZASANIE ZAGADNIENIA GONCOW.

228. zAGADNIENIE. Zakornczymy ten rozdziat rozwigzaniem zaga-
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dnienia ktérego roztrzgsanie streszcza w sobie to wszystko co byto
dotagd powiedzianelm powyzej; znajdziemy tu zastosowanie znako-
mite teoryi ilosci odjemnycli, i spotkamy takze rdézne przypadki
niepodobienstwa i nieoznaczonosci o ktérych dawniej byta mowa.

Dwaj goncy M i M' odbywajg droge po linii prostej nieograniczo-
nej X X', IV kierunku X X', z predkosciami v 2v'; goniec M  przybyt
do punktu A tej linii, h godzin wprzdd niz goniec M'zdazyt  przybyc
do innego punktu A'. Odlegtos¢ AA'= d. Chcemy wiedzie€c punkt spo-
tkania sie tyeh goncow.

Punkt spotkania sie szukany moze byé, badz w R po prawej
stronie A', bagdz w R' pomiedzy A i A', badz w R" po lewej stro-
nie A; jego potozenie zalezy od liczb v, v', d, k. Jest wiec nieodbicie
potrzebnem rozré6znienie wielu przypadkow.

229. PIERWSZY PRZYPADEK. Przypuszcza sie v > i > vh. Ponie-
waz goniec M przebiega v kilometré6w na godzine, tenze goniec
przebiegnie vh kilometrow w h godzinach; a zatem, kiedy M' bedzie
w A', M bedzie w odlegtosci vh od punktu A. Tak wiec waru-
nek d > vh znaczy ze w t¢j chwili, M nie bedzie mogt jeszcze przybyé
na punkt A'; bedzie wiec w tyle M'; ot6z pierwszy postepuje predzej
jak drugi, gdyz mamy, v > w'; wiec sie z nim zlaczy po prawej
stronie punktu A"

To przypusciwszy, niech bedzie R punktem spotkania sie : wezmy

za nieznang odlegto$¢ A'R = x. Goniec M przebiega odlegtosé

AR = r/4- X, w czasie " ; goniec M' przebiega odlegto$¢
j*

AR r= X, w czasie - . Ot6z, podtug wystowienia, M wychodzi z A,

h godzin przed chwilg w ktorej M' wychodzi z A'; wiec M potrze-
buje h godzin wiec¢jjak M'dla dojscia do punktu R. Wiec otrzy-
muje sie zréwnanie :

[1]

Rozwiezujac je (stara¢ sie nalezy przenies¢ wyrazy nieznane
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W drugi cztonek, azeby tym sposobem nie mie¢ do uwazania liczb
odjemnych), znajduje sie formuta :

L]

Poniewaz (y — v'] i {d— vk) sa dodatnemi, ta formuta daje po-
zna¢ bez trudnos$ci potozenie punktu R.

230. DRUGI PRZYPADEK. Przypuszcza sie v</\V', d<~vh. W tym
przypadku, w chwili, w ktérej goniec M'jest w A', goniec M minat
ten punkt (poniewaz mamy jest wiec na przodzie M';
a ze ten goniec postepuje powolniej jak M' (poniewaz y < w); bedzie
przeto dopedzonym przez niego po prawej stronie punktu A'. Punkt
spotkania sie jest wiec w tym samym odcinku A'X' jak w przypadku
poprzedzajagcym. Zréwnanie zagadnienia jest wiec toz same [1]. Lecz
dla uniknienia uzycia liczb odjemnych, mozna bedzie rozwigza¢ lo
zagadnienie przenoszac wyrazy znane w drugi cztonek; i znajdzie
sie formuta :

LR

231. TRZECI PRZYPADEK. Przypuszcza sie U> W, d<ivl(. W tym
przypadku, goniec M, w chwili w ktéréj M'jest w A', minat juz ten
punkt, poniewaz uA > af; lecz ze ten goniec postepuje predzej
jak M', wiec spotkanie sie nie moze mie¢ miejsca po prawej stronie
punktu A'. Rozumie sie, wreszcie, ze to spotkanie musiato juz mieé
miejsce po lewej stronie, a zatem przed epokg uwazang, poniewaz
predkosci sg nier6wne a droga nieograniczong. Lecz wtedy dwa
przypadki przedstawiajg sie : punkt spotkania sie jest w R' pomie-
dzy Ai A', albo w R" po lewej stronie punktu A?

Przypu$sémy naprzéd ze to spotkanie ma miejsce w R', i przed-
stawmy przez X odlegto$¢ A'R' : odlegtos¢ AR' bedzie rowng [d — o).
Aby znalez¢, w tym przypadku, zréwnanie zagadnienia, mozna
uwazac¢ ze goniec M jako wychodzacy z punktu A w pewnej chwili,

d X

i przebiegajacy odlegto$¢ AR' w czasie —-— , w koncu tego cza-

su, spotyka sie on z goAcem M, ktéry, wychodzac z R', przebiega



WZORY OGOLNE NA ROZWL4ZANIE ZROWNAN STOPNIA PIERWSZEGO. 241

odlegto$¢ R'A'" w nowym czasie - . Tak wiec, gdy ten ostatni

przybywa do A', uptynat czas — 0 d czasu jak M wy-

szedt z punktu A :izréwnanie jest :

[2]

Przypus¢my powtdre punkt spotkania w R". Oznaczmy przez x
odlegtos¢ A'R"; odlegtos¢ AR" bedzie (j; — cf). Mozna przypuscic
tu, ze dwaj goncy wychodzg jednocze$nie z punktu R"; goniec M

staje w A po czasie » ~ ~, a goniec M' dosiega A' po czasie °

A poniewaz, podtug wystowienia, M' uzyt h godzin wiec$j jak M,
zroéwnanie jest :

[3]

Ot6éz widzimy tatwo, ze zréwnania [2] i [3], chociaz otrzymane
przez rozumowania roézne, sg tosamemi, gdyz, roztgczajac wyrazy

d . X
- | -, stajg sie :

Tak wiec, mozna powiedzie¢ ze, gdy punkt spotkania sie jest po
lewej stronie A', to jakiekolwiekby byto jego potozenie, jest zawsze
dostarczonem przez zréwnanie [2].

Gdy sie rozwigze to zréwnanie (nie zaniedbujac zostawi¢ wyrazy

nieznane w pierwszym cztonku), znajdziemy :

M

232. CZWARTY PRZYPADEK. Przypuszcza sic y< y' d:i>vh. W tym
1. —16
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przypadku, goniec M nie jest jeszcze w A, gdy goniec M' tam sie juz
znajduje, poniewaz vh < d. Tak wiec M jest nadwczas w tyle M';
a ze pierwszy postepuje powolniej jak drugi, przeto nie bedzie madgt
go dogoni¢ po prawej stronie A'. Lecz, poniewaz predkosci sa nie-
réwne, ich spotkanie musiato juz mie¢ miejsce po lewej stronie te-
goz punktu. Zréwnaniem zagadnienia jest wiec jeszcze zréwnanie [2].
Tylko, aby je rozwigzaé, potrzeba bedzie przenie$¢ wyrazy nieznane
w drugi cztonek, i znajdzie sie formuta :

L8

233. ROZTRZASANIE. Zrownanie [1] i formuty [a] i odpowiadaja
przypadkdm w ktorych punkt spotkania znajduje sie po prawej
stronie punktu A'. Otéz dwie formuty [a] i [3] nie réznig sig¢ jedna
od drugis$j, jesli sie nie przestanie przyjmowaé¢ umowy (50) ; gdyz
tak ich liczniki jako i mianowniki sg rowne i znak6w przeciwnych.
Mozna wiec znie$¢ formute [P]i nie uwazaé, dla dwoch pierwszych
przypadkow, jak tylko formute [«].

Zrownanie [2] i formuty [y] i [5] stosujg sie do przypadkéw w ktd'
rych punkt spotkania jest po lewej stronie punktu A'. Ot6z te dwie
formuty sa takze tosamemi, na mocy umoéw (50). Wiec mozna po-
przesta¢ na formule [y] dla dwéch ostatnich przypadkow.

Z drugiej strony zréwnanie [2] nie r6zni sie od zrownania [1] jak
tylko przez zmiane znaku na a formuty [«] i [7], majgce tak mia-
nowniki jak liczniki rowne i znakéw przeciwnych, dajg dla x, na
mocy umow (50), wartosci rowne i znakéVv przeciwnych.

Wiec zrownanie [1] i formula [«.], ktbéra je rozwigzuje, beda mogty
sie zastosowac do czterech przypadkéw, pod warunkiem aby zgo-
dzono sie odnosi¢ na lewg strone A' dtugo$¢ wymierzong przez war-
to$¢ na X, kiedy ta dtugos$¢ bedzie odjemng.

23/1. PRZYPADKI SZCZEGOLNE. PrzypuszczaliSmy dotad, ze byto

\% d~vh. Rozbierzmy teraz przypadki gdzie te nieréwnosci

przeksztatcajg sie na réwnosci.
oI" Jezeli d = vh, chociaz v nie jest i~6wnem formuta [a] daje :
0; to jest ze odlegto$¢ punktu spotkania sie od punktu A'jest
zerem, albo ze divaj gofcy sa jednoczesnie iv A'. Widzimy, a priori®



wzory og6lne na rozwlizanie zr(jwnan stopnia pierwszego. s."]!

Ze tak by¢ powinno : gdyz, poniewaz vh = d, M przybywa do A
w tymze samym czasie jak M'; a, poniewaz predkosci sg nierédwne,
przeto goncy nie sa razem jak tylko w tym punkcie.

2° Jezeli v= v' chociaz d nie jest réwnem vh, formuta [*] daje :

Ta formuta jest (209) [symbolem niepodobien-
stwa. Potrzeba wiec twierdzi¢ ze w tym przypadku goiicy nie spotkajg
sie  nigdy.

O czem tatwo jest przekonaé sie a priori; bo, poniewaz d nie
jest rwnem vh, goncy nie sg razem w punkcie A ; a, poniewaz ci
goncy majg taz samg predko$é, odlegtosé ktéra ich rozigcza jest
zawsze tgz sama.

3° Jezeli mamy, jednocze$nie :v— V', d— vh, formuta [»] daje

= N~ . Ta postac jest zwykle symbolem nieoznaczonos$ci. Mozna

wiec wnosi¢ ze, v tym przypadku dwaj goncy sg zawsze razem. Lecz
potrzeba to sprawdzi¢ a priori, co jest tatweni; bo, poniewaz d = vh,
goAcy sg razem w punkcie A'; a, poniewaz ich predko$¢ jest taz
samg, przeto ci goncy nie roztaczaja sie nigdy.

Tak wiec, nawet w przypadkach szczegdlnych gdzie zréwnanie
i formuta przestajg istnie¢, mozna dac¢ syinbolém jakie sie napotyka
wyttumaczenie ktére dostarczy rozwigzania prawdziwego.

235. uWAGA. Nie posuniemy dalej roztrzasania tego zagadnienia;
powiedzieliSmy dosy¢ dla wskazania sposobu postepowania. Zache-
camy czytelnika do zrobienia innych przypuszczen : na przykiad,
ze goniec M'dazy z X' ku X, albo ze goniec M przechodzi A, h godzin
p6znisj anizeli goniec M' przeszedt punkt A'. Kreslac wprost, dla
kazdego ztych przypuszczen, zréownanie i formute ktdéra je rozwie-
zuje, znajdzie czytelnik zawsze ze zrownanie [1] i formuta [«] dajg sie
zastosowaé, pod warunkiem uwazania za odjennie tych wielkosci
ktorych sie zmienit kierunek.

(IWICZENI A
1. Jaki zwigzek nalezy przypusci¢ pomigdzy A, lij A, B', aby wyrazenie,

mialo warto$¢ niazalezn™ od x i ody ?
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Jt

Potrzeba zeby bylo : = ,abolez B= O U—0.

Il. Jakie zwigzki nalezy przypusci¢ pomiedzy A, B, C, A, B, C, azeby
wyrazenie,

miao warto$¢ niezalezng jednoczesnie od x i od y 1

Potrzeba zeby bylo :

Pytamy sie jeszcze, czy wyrazenie moze byC niezaleznein od x, nie bedac
ody ? Nie.

I11. Znalez¢ postep przez roznice, w ktdrym istnieje stosunek stnly poxniiedzy
summg z X pierwszych wyrazow, a summa z kx wyrazéw nastepujacy ch, gdy

jest dansm, a «c moze przybiera¢ wszelkie wartosci catkowite.

Jest nieskoriczona ilos¢ postepéw odpowiadajacych pytaniu. Sg niemi te ktd-
rych stosunek jest podwdjnym od pierwszego wyrazu.

IV. Roztrzasa¢ formuly rozwigzania trzech zrownan z trzema nieznanemi,
w przypadkach nastepujacych :

1° Dwa picrwsze zréwnania mogg by¢ sprzecznemi, jakiekolwiiekby byto
trzecie. "

Znajdzie sie, na to, warunki :

2° Dwa pierwsze mogg byC sprzecznemi z trzeciem.

Potrzeba na to, zeby mianownik wspolny byt zerem, i zeby licz'ik jednej
z nieznanych byt réznym od zera.

3° Dwa picrwsze zréwnania mogg wchodzi¢ jedno w drugie.

Potrzeba na to, zeby bylo :

U Trzecie (zréwnanie) moze wchodzié w inne.
Potrzeba, na to, zeby mianownik spélny byt zerem, jako tez licznik jednaj
z nieznanych.
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V. Naznaczy¢ warunki konieczne i dostateczne, azeby zagadnienie numeru
191 dotyczace kadzi napetniajacych sie przez rurki i przez deszcz, stato sie nie-
podobnym tub nieoznaczonym. Mozma bedzie zrozumie¢, a priori, niepodo-
bieristwo hib nieoznaczono$¢.

71 S

Znajduje sie ze warunkiem niepodobierstwa jest = ; i ze jezeli, oprocz
teq(}l.'&if/'%i e Ve % e U ,u%gagnzl}agle !esltaqleoznaaonym.
(1
w ktorym polozymy
12]

otrzymuje sie, przez to podstawienie, dwa zréwnania na t i u. Otdz zadamy
aby sprawdzi¢, ze mianownik wartoci z t i z u, ktory ztad wynika, jest
wieloczynem z mianownikéw jakie znajduje sie, rozwiazujac zréwnanie [1]
wzgledem X iy, zrownania [2] wzgledem t i u.

VII. Podobnez zadajemy pytanie dla zrownan :
[1
w ktorych przypuszczamy :

(2]

To dwa éwiczenia przedstawiajg tylko proste sprawdzenia rachunku.
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WYPAZHVIA [MIiZEDSTAWIAYCE SIE POn KZTALTEM
NIEOZNACZONYM.

0 KSZTALCIE

236. O PRZYPADKACH W KTORYCH SPOTYKA SIE kszTALT || . Kiedy dwa

wyrazy utamku niszczg sie jednocze$nie, dla pewnycli wartosci liter
ktére te wyrazy zamykajg w sobie, dziatanie wskazane nie ma Zza-
dnego znaczenia. Znajdujemy niekiedy wyrazenia tego ksztattu, szu-
kajacjrozwigzania zagadnien nieoznaczonych (209, 217 i 2.Vi)- Nie-
kiedy takze utamek przyjmuje ten ksztatt nieoznaczony, z przyczyny
czynnika spé6lnego réwnego zeru, przez ktory znajdujg sie pomno-
zone jego oba wyrazy lub obie strony jednego ze zrownan, ktore
przed uproszczeniem, do wypadkéw nieoznaczonych prowadza.
237. JAK NALEZY POSTAPIC W TAKIM PRZYPADKU? w kazdym przy-
padku przystoi roztrzasnaé pilnie poczatek wyrazeniu danego, dla
znalezienia czy rozumowaina ktére do niego prowadza znajdujg sie
w btedzie, bgdz przez jedng z przyczyn wskazanych powyzej, badz
tez z przyczyny, inn6j okolicznosci podobnej. Jezeli tak nie jest,
gdy dowiedzionem zostato, z calg Scistosci®i, ze zagadnienie dane
moze byé rozwigzanem, gdy znajduje sie = albo (co na jedno

wychodzi, byleby a nie byto zerem), r = ", oczywista ze przy-
puszczenie, ktére niszczy ai b, pozwoli wzig¢ x dowolnie, poniewaz

mamy, dla wszelkiego X,

W przypadku nawet gdy rozumowania znajduja ste w btedzie.
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mozna czesto uzywac¢ wyrazenia ktore staje sie A, dla znalezienia

prawdziwej warto$ci nieznanej, ktdrg to wyrazenie przedstawia.
Uwazmy, w rzeczy samej, ze to wyrazenie, dajgce sie zastosowacé

dopo6ki nie przyjeto ksztattu ~ , dostarczy rozwigzania zagadnienia

dla przypuszczen tak mato réznych jak sie podoba od przypuszczenia
ktére sprowadza trudno$¢. Jezeli wiec pytanie jest takiej natury, ze
bardzo mata zmiana w danych, musi sprowadza¢ bardzo matg zmiane
w wypadku, stosunek obu wyrazéw utamku, gdy te daza jedno-
cze$nie do zera, bedzie sie r6znit coraz mniej od wartosci jakicj
szukamy, a ktora bedzie, przeto, je’o granicag. Ta granica nazywa sie
czesto prawdziwg wartoscia utamku ktéry staje sie e

Na znalezienie prawdziwej wartosci wyrazenia ktére, w pewnem
przypuszczeniu, przedstawia sie pod ksztattem potrzeba je prze-
ksztatci¢ na inne ktére nie przestaje mu by¢ rownem, i ktére nie daje
miejsca do tejze samej trudno$ci. Podamy kilka prawidet dotyczg-

cych przypadku gdzie wyrazenie staje sie w skutek wartosci

szczeg6lnej przypisywanéj jednej z liter ktére do tego wyrazenia
wcliodza.

238. Przypadek iv ktérym wyrazenie jest ilorazem dwoch — wielomia-
néw catkowitych. Wskazali$njy juz ten przypadek (195). Niecli bedzie,
w ogdlnosci, utamek,

ktéry, dla xz=za, przybiera ksztatt ||. Yonievvaz licznik i mianownik

znikajg dla x = a, wiec sg, jeden i drugi, podzielnemi (75) przez
(a-—a). Gdy sie zniesie ten czynnik spdélny, utamek F przyjmie ksztatt,
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Jezeli oba wyrazy nie znikng wiecej dla x = a, nalezy tylko pod-
stawi¢ te warto$¢ z x, n otrzyma sie tym sposobem warto$¢ z F.
Jes$li znikng jeszcze, potrzeba je bedzie podzieli¢ na nowo przez {x—a);
i tak dalej, az sie natrafi na utamek nie przedstawiajgcy wiecs$j tejze
samej osobliwos$ci. Oczywista ze sie musi znalez¢ utamek taki; po-
niewaz kazdg razg gdy sie dzieli przez {x—a) oba wyrazy utamku
danego, ich stopienn zmniejsza sie o jednoS$¢; i skonczytoby sie,
gdyby sie dziatanie nie zatrzymato, na osiggnieniu dlajednego z nich
ilorazu liczebnego.

Gdy za$ przychodzimy przez ten sposéb, do dwoch wyrazéw z kto-
rych jeden tylko znika sam wytgcznie, to ten wypadek da sie tatwo
wyttumaczy¢: utamek dazy do zera, gdy jego licznik staje sie zerem;
przeciwnie ten utamek wzrasta do nieskonczonos$ci, gdy jego mia-
nowuik jest rownym zeru.

239. zasTosowANIE. Utamek

staje sie ~ dla &= a. Dzielgc oba wyrazy, przez {x — a), bedzie :

Ten nowy utamek bierze jeszcze ksztatt ||, dla x — a. Mozna

wiec dzieli¢ jeszcze oba wyrazy przez {x — n), i otrzymuje sie j

A gdy sie uczyni x = a, znajdziemy prawdziwg wartos¢ :

2Zi0. PRZYPADEK WYKAZEN NIEWYMIERNYCH. Wezmy naprz6od pod
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uwage wyrazenie :

ktore, dla x=.a, staje sie p ido ktérego mozna przywie$¢ prawie

wszystkie inne. Potézmy \'x — y, y'a — b, a, tern samem, x = y"A,
a bi»\ wyrazenie staje sie :

albo, dzielac oba wyrazy przez {y — b),

Mozna teraz uczyni¢ tu, x=a,io jesty = b; i otrzymamy praw-
dziwg wartos$¢ :

Uwazmy, nastepnie, wyrazenie zamykajace w sobie liczbe jaka-
kolwiek radykatéow, przyjmujacych warto$¢ ~ dla pewn¢j wartosci

przypisywanej dla jednéj z liter ktére to wyrazenie zamyka w sobie.
Niech bedzie :

[11

gdzie P, O, R, S, P, Q' IV, S, T', sag wielomianami catkowitemi
wzgledem x, a x = a wartoscig z x, dla ktéréj F staje sie
Jezeli sie oznaczy przez'P«, Q«, R«, Sn, P« Q'a, W,, S'«, Ta war-
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tosci jakie przyjmujei te r6zne wielomiany dla = a, znajduje sie :
[2

[3]

a odciggajac od obu wyrazéw utamku F pierwsze strony zrow-
nan [2] i [3] ktére sg zerami, mozna napisa¢ ten utamek pod
ksztattem

[~r

Podzieliwszy teraz oba wyrazy przez [x — a), bedziemy mieli :

Do znalezienia prawdziw¢j wartosci z F, wystarczy znalez¢ praw-

dziwe wartosci utamkow

ktore sie przedstawiajg wszystkie pod ksztattem Otéz gdy dwa
PP pl ) ) _
utamki nie zamykaja radykatow, ich prawdziwe
OC ClI OC o

warto$ci beda sie mogty otrzyma¢ za pomocg sposobu wskaza-
nego (238); i dosy¢ bedzie oczywisécie podzieli¢ liczniki przez ——a),
i uczyni¢ a w rezultatach. Wszystkie inne sa tegoz samego
ksztattu, a w'iec wystarczy zastanowi¢ sie nad jednym z nich. Owoz,
mozna napisa¢ po obu stronach jednako :

*

i granica pierwszej strony bedzie wieloczynem granic czynnikévY
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drugiej. Umiemy znalezé prawdziwg warto$¢ ostatniego czynni-,
ka (238). Go sie tyczy prawdziwej warto$ci pierwszego, poniewaz Q

dazy do Q,, kiedy x dazy do a, mozna przyréwna¢ ten czynnik do
m m ~ 4

. . | Vv Cl . . L, . .
wyrazenia —”~ _ "~ ;jego prawdziwa warto$S¢ jest wiec Mm™M ;

a przeto prawdziwa wartos¢ utamku jest oznaczona.
261- ZASTOSOWAMIE. Znalezé, dla prawdziwg warto$¢ utamka;

Mozna tatwo zapewnié¢ sie ze ten utamek staje sie, w rzeczy sa-

m¢j, N dla X — gdyz licznik staje sie y 8 — \J'2 P~ —
albo VT\ — 2, albo co jest istotnie zerem ;
mianownik staje sie takze 1 + —V

Aby wykonaé zadanie podiug sposobu wskazanego, bedziemy
mogli napisa¢ ;

a dzielac oba wyrazy przez {x— 1),

Ot6z, znajduje sie, podtug prawidta wskazanego :

. S . 1 -
powyzsze wyrazenie ma za swg granice : — X 2, albo
3v "
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poprzednie wyrazenie ma za swa granice :

3°

to nowe wyrazenie ma za swa granice :

granicg poprzedniego wyrazenia jest :

albo albo

5°

granicg pigtego wyrazenia jest 2.

6"

granica széstego wyrazenia jest
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granicg ostatniego wyrazenia jest:

Prawdziwg warto$cig F jest wiec :

2/42. UWAGA. Jedyny przypadek wyjatku jaki przedstawia spos6b
poprzedzajacy, jest ten w ktédrym, dodajgc prawdziwe warto$ci ro-
znych utamkéw na ktére roztozono oba wyrazy, znalaztoby sie

(0]
jeszcze " . lliedy licznik sam jeden znika, utamek dazy do zera;

kiedy mianownik sam jeden jest rGwnym zeru, utamek wzrasta nie-
ograniczenie.

U KSZTALCIE

2713. SPOSOB ZNALEZIENIA PRAWDZIWE,! WARTOSCI ULAMKU KTORY

00
STAE siE —. Kiedy oba wyrazy utamku wzrastajg nieograniczenie

z wartos$cig litery zmienn$j ktérg te wyrazy zamykajg w sobie, jest
niekiedy pozytecznie oznaczy¢ wartos¢ (jranky tego utamku. Dla
osiggnienia’ tego, nalezy naprzod podzieli¢ oba wyrazy przez potege
tak dobrang litery powiekszajacej sie nieograniczenie, azeby zaden
z nich nie stat sie nieskofczonym, i aby przeciez te wyrazy nie da-
zyly do zera. Granica stanie sie wtedy oczywistg.

2L7. PRZYKEADY. 1° Znalez¢ granice z

gdy X wzrasta nieograniczenie. Dzielac przez oba wyrazy utamku,
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znajduje sie :

1
i widzimy ze, kiedy x wzrasta nieograniczenie, F dazy do granicy ":
gdyz wszystkie wyrazy, ktore zawierajag ~ w mianowniku, dazg do
zera.
2° Znalez¢ granice

gdy X wzrasta nieograniczenie. Dzielagc przez x oba wyrazy utamku,
ten staje sie :

a, gdy X powieksza sie nieogroniczcnie, utamek dazy do

%5. uwacAa 1. Gdyby sie zdarzyto, zeby po wykonaniu dzielenia
licznik miat za swa granice zero, a dla mianownika byta granica skon-
czona,utamek dazytby oczywiscie do zera. Gdyby sie zdarzyto, prze-
ciwnie, zeby licznik dazyt do granicy skonczonej, a mianownik do
zera, utamek wzrastatby nieograniczenie.

PRZYKEADY. Utamek
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dazy do zera, kiedy x powieksza sie; gdyz ten utamek jest réwno-
waznym utamkowi

Przeciwnie, utamek

wzrasta nieograeiczenie i x ; gdyz ten jest rGwnowazny z utamkiem

2M). uwacA Il. Gdyby doznawano pewnego kiopotu w oznaczeniu
potegi z X, przez ktérg nalezy dzieli¢ oba wyrazy utamku, w tym
razie wypadatoby dzieli¢ przez potege nieoznaczong .u", i okresli¢
potém warto$¢ z a pod warunkiem zeby zaden wyraz nie zostat nie-
skoiiczonym, i zeby wszystkie nie staty sie zerami.

PRZYKLAD. Znalez¢ granice utamku ;

Dzielenie przez daje :

Azeby warunki wskazane zostaty dopetnione, potrzeba aby byto :
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albo tez :

Potrzeba wiec zeby a byto przynajmniej rGwnem ~ . Przyjmie sie
te warto$¢ najmniejszosci, gdyz warto$¢ wieksza uczynitaby wszy-

stkie wyrazy zerami, dla x=0>0. Robigc i zZnoszac wszy-

) .
stkie potegi odjemne z x, stajace sie zerami dla ic= 00, otrzymamy
na granice F :

267. UWAGA IIl. Kiedy wieloczyn A.B staje sie o x "o, dla pewnej

wartosci na x, przywodzi sie go do ksztattu A X T ~J ktory staje

sie¢ N, albo do ksztattu , ktéry staje sie A ;i stara sie do

niego zastosowa¢ prawidta poprzedzajace,

O KSZTALCIE

268. PRZYPADEK W KTORYM WYRAZENIE JEST ROZNICA DWOCU RADYKA-
EOW DRUGIEGO STOPNIA.
Uwazmy wyrazenie :

w ktérym P i Qsa dwoma wielomianami w x, ktére stajg sie, jeden
.i drugi, nieskonczonemi, gdy x wzrasta nieograniczenie. Mnézmy
i dzielmy to wyrazenie przez \/P + V0 7 wdwczas dane wyrazenie
bierze ksztatt :
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Jezeli wielomian (P — Q) jest niezaleznym od X, to poniewaz
mianownik wzrasta nieograniczenie z wartoscig tej litery, utamek
dazy do zera. Jezeli (P— Q) zawiera X, licznik wzrasta takze nieo-
graniczenie; i pytanie jest przywiedzionem do znalezienia prawdzi-

wej wartosci utamku ktory staje sie -

Sposob jest tenze sam, jezeli jeden z dwoch wyrazéw réznicy
jest wielomianem catkowitym w x.
PRzZYKtLAD, Wyrazenie

ktore przybiera ksztatt dla o;= 30, jest r6wnowaznem utamkowi

, albo

gdy sie podzieli oba wyrazy przez x, to wyrazenie staje sie :

a jego granicg, kiedy x wzrasta nieograniczenie, jest -

O PRZYPADKU w KTORYM WYRAZENIE ZAMYKA W SOBIE 1LEKOLWIEK

LITER ZMIENNYCU.

2719. NIEOZNACZONOSC WYRAZENIA W TYM PRZYPADKU. Gdy wyrazenie
przyjmuje  ksztatt ~, dla ilukolwiek wartosci jednoczesnych przypisy-
wanych literom ktére to wyrazenie zamyka iv sobie, nalezy w o0g6lnosci,
uwaza¢ je jako zupetlnie nieoznaczone. Granica do ktdrej to wyrazenie

dazy, gdy litery zblizajg sie do wartosci jakie chcemy im nadac,
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zalezy natenczas od prawa ktéremu te litery ulegaja, majac na
wzgledzie ich zblizanie sie do granicy szukanej.
Niech bedzie, na przyktad, wyrazenie

AU
ktore, dlaa;— 1,y = 2, staje sie¢ ~ . Potézmy :

to wyrazenie staje sie :

a dla otrzymania granicy szukanej, potrzeba uczyni¢, w tym wy-
padku, a = O, P=:0. Ot6z, podzieUwszy oba wyrazy przez P, wylt a-
zenie staje sie :

Jezeli da sie sprowadzi¢ a i p do zera mozna nadaé ich stosunkowi
warto$¢ dowolng, gdyz prawo ich zmniejszania sie jest dowolnem,

i wyrazenie i)edzie miato oczywiscie za granice ;a wyraze-
nie to, dobiérajacm stosownie, moze wzig¢ wszelkie wartosci mo-

zebne.
250. WYJATEK. Przeciez sg wyjatki od tego podania. Czesto utmek

ktéry staje sie w skutek przytomnos$ci czynnika spélnego w jego
obu wyrazach, ktéry to czynnik dla pewnych przypuszczen wyraznie
znika, nie przedstawia wiecej zadnej nieoznaczonosci, jesli sie znie-

sie ten czynnik spélny.

PRZYKLAD. Wyrazenie
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ktore staje sie ~ , dlaa-= 1, y = \, moze sie napisac :

lub po prostu, {x 2), po zniesieniu czynnika {x -{- y — 2);
i, dla 1,y = to wyrazenie jest rowne U.

251. sposoB POSTEPOWANIA. W ogoélnosci, jezeli wyrazenie alge-

braiczne ~ |, zawierajagce w sobie litery x, y, z ..., przyjmuje

ksztatt J JeS$li sie w niem czyni jednocze$nie, x=a, y=b, z= ¢

potozywszy :

podstawia sie te wartoSci w wyrazeniu, i upraszcza sie je, o ile
tylko mozna, jak najdoktadniej; dalej robi sie h= 0 w rezultacie.
Gdy sie znajdzie wtedy wyrazenie niezalezne od ilosci dowolnych
p, 9. .. otrzymato sie, tym sposobem, prawdziwg warto$¢ utamku.
Lecz, jesli ilosci p, gq. . albo niektére z pomiedzy nich, pozostajg
w utamku, warto$¢ tegoz jest nieoznaczong, poniewaz mozna Spro-
wadzi¢ X, y, z,. .., do a, b, c, albo h do zera, dajac dla p, q.
wartosci jakiekolwiek.

PRZYKLAD. Wezmy utamki

ktére dla / n , ™ N N przedstawiajg sie jeden i drug

pod ksztattem Potozmy

zkad wypada oczywiscie :ac' — ca' = aa'gh;
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pierwszy utamek staje sie

ten utamek jest wiec nalezycie oznaczonym.

Drugi, przeciwnie, ma postaé

ten utamek jest wiec nieoznaczonym, poniewaz dobierajgc odpo-
wiednio p i qy mozna mu nakaza¢ przyja¢ taka warto$¢ jak chcemy.

Trudno jest znalezé co$ trafniejszego nad ten prosty przykiad,
bedgcy zaréwno i catej rzeczy gruntownem wyjasnieniem i dopet-
nieniem powyzej przez nas przedstawionej teoryi, wzietej w swym
ugbélnym zarysie.

252. Kiedy sie ma, jak w ¢wiczeniu poprzedzajgcem, ilekolwiek
przypuszczen do zrobienia, potrzeba wprowadzi¢ je jednoczes$nie;
bez czego mogtaby znikng¢ nieoznaczono$¢ istniejgca rzeczywiscie.
Wezmy za przyktad zagadnienie dobrze znane :

Wpisa¢ lu prostokat wymiardjo daiiych a i b prostokat podobny
prostokgtowi  danemu, to jest ktdreyoby wymiary byly w stosimku

danym m.

Przypus¢my zagadnienie roz'
wigzanem, i niech bedzie HEFti
prostokat wpisany w prostokat
dany ABGD i taki, zeby byto :

Potézmy

Jesli wynajdziemy x iy tatwo bedzie zbudowac prostokat HEFG.
Trojkaty AEB i CGF sg réwne jako majgce bok réwny EH = GF
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przylegty dwém katom rownym ; toz samo sie rozumie o trojka-
tacli DHG i EBF.

Trojkaty GFG i FEB sg podobne, gdyz bedgc prostokgtnemi majga

kat GFG FEB jako dopetnienia tegoz samego kata w EFB. Na
mocy podobieAstwa tych trojkgtow, mamy

zkad

ROZTRZASANIE. Jeéli przypuscimy a”~b, i M=:1, dwa prostokaty
stajg sie kwadratami, a zagadnienie jest oczywiscie nieoznaczonem,
gdyz dla wpisania kwadratu w kwadrat dosy¢ jest podzieli¢ tymze
samym sposobem, byleby dowolnie, boki pierwszego kwadratu. To
tez formuty przedstawiajg sie pod postacig ~ , gdy sie do nich wpro-

wadza jedocze$nie dwa przypuszczenia; a gdy sie szuka ich prawdzi-

wej wartosci, ktadac

upraszczajgc i robigc h—{), znajduje sie wyrazenia

jakie przytomnos$¢ ilosci p czyni rzeczywiscie nieoznaczonemi.
A przeciez, gdy sie uczyni naprzdd a= b, co pozwoli znie$¢ czyn-
nik spélny {m— 1), potem m= \ w formutach uproszczonych

znajduje sie warto$¢ oznaczona



262 ROZDZIAE. XIII.

dozwoli sie wiec znikna¢ tym sposobem nieoznaczonosci Kktora
jednakze w rzeczywisto$ci ma miejsce.

Na tem zamkniemy nasze uwagi nad wyrazeniami przedstawioja-
cemi sie pod ksztattem  nieoznaczonym.

WARUNEK TOSAMOSCI DWOCH WIELOMIANOW,

3. Wielomian catkowity i wymierny zawierajagcy w sobie litere
dowolng x, nie moze by¢ zerem jak tylko jezeli kazdy ze spolczynni-
kéw réznych poteg z Xjest zerem.

Twierdzenie jest oczywistem dla wielomianu pierwszego sto-
pnia Aoa7-|- Aj; gdyz zmieniajgca? na ax, gdzie « jest liczbg rdzng
od i, otrzymuje sie nowy wielomian Aoaa?-f Aj ktéry musi takze
by¢ zerem, dla jakiegokolwiek bgdz x\ réznica Ao(a — i)x powinna
wiec by¢ stale zerem, co wymaga Ao—O, a, tem samem, wracajac
do zrédta, Ai= 0.

Aby dowie$¢ ze twierdzenie jest og6lném, pozostaje do wykaza-
nia ze jezeli to twierdzenie jest prawdziwem dla wielomianu sto-
pnia n — 1, to samo twierdzenie przechowa sie jeszcze dla wielo-
mianu stopnia n. Otéz niech bedzie

AoX" + + -f A,
wielomian stopnia n; zmieniajac x na nowy wielomian
NOA,_a2-4- A,

musi by¢é takze zerem, dla jakiegokolwiekbgdz x; toz samo prawo
powinno wiec stuzy¢ réznicy

- \)xn-~ A.fa"-' - -f-A,_,(a— 1),
QO wymaga, poniewaz nawias jest stopnia n— 1, zeby spétczynniki

roznych poteg z x byly postawione osobno ; potrzeba wiec zeby
byto, poniewaz a rézni sie od 1,
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a, tem samem, wracajgc do zrodta,

25/;. Zeby dwa wielomiany calkowite i wymierne, zawierajace litere
dowolng x byly sobie réwne, potrzeba zeby ich rdéznica byta stale
zerem, to jest, podiug twierdzenia poprzedzajgcego, zeby spéiczyn-
niki osobno uwazane réznych poteg z x w t$§j réznicy byty zerami;
albo nakoniec, poniewaz wyrazy tej roznicy sg réznicami wyrazow
odpowiednich dwéch wielomianéw danych, potrzeba aby te dwa
wielomiany sktadaly sie jednako z tychze samych  wyrazéw.

Mozna nawet powiedzie¢, w ogdlnosci, ze dwa loitlomiany  catko-
wite i wymierne, zawierajgce liczbe jakagkolwiek liter dowolnych i nie-
zaleznych jedne od drugich, nie moga by¢é réwnemi miedzy sobg jak
tylko jezeli te wielomiany skladajg sie jednako z tychze samych  wyra-
jow. Na dowodzenie tego dosy¢ jest wykazaé ze jezeli to twierdzenie
jest prawdziwem dla dwéch wielomianéw zawierajgcych w sobie
n ™ \ liter dowolnych, utrzyma sie ono jeszcze dla dwoéch wielo-
mianow zawierajgcych w sobie n tychze liter. Ot6z niech bedg dwa
wielomiany zamykajgce w sobie n liter dowolnych VZ, ey 4
porzadkujac je wzgledem x, przybiorg one postac

1j k~p A- A + ...+ A WX+ B .- BS,
gdzie Ao, A, , A;;, Bo, By sa wielomianami zamykajgcemi
w sobie n—1 zmiennych vy, z, t; poniewaz wielomiany (1) sa

réwne miedz)' sobg, dla jakiegokolwiekbgdz x, potrzeba wiec zeby
byto

(2) P= Q AO=BO, A, = B, =

lecz te wieloczyny (2) jako réwne miedzy sobg i zawierajagce w sobie
tylko n — 1 zmiennych, powinny by¢ odpowiednio ztozone z tychze
samych wyrazéw; a, przeto, ta wiasnos¢ stosuje sie takze do wie-
lomianéw danych.

Oto catateorya: zobaczmy jej kilka waznych zastosowan.
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ZASTOSOWANIE TWIERDZENIA POPRZEDZAJACEGO.

254. Podanie poprzedzajace stuzy do sprawdzenia $cistosci jalsie-
golcolwiele zwiagzku algebraicznego danego.

Dla sprawdzenia zwigzku V=: O pomiedzy rn zmiennemi zwigza-
nemi miedzy sobg przez (w—n) zréwnan, wyprowadza sie z tych
zréwnan wartosci (m —n) zmiennych w funkcyi n innych; potrzeba
potém zeby podstawienie tych warto$ci w pierwszéj stronie V= O
przywiodto to zréwnanie do tosamos$ci; tosamos$é stanie sie wi-
doczng po zniesieniu mianownikéw i radykatow.

Wezmy, na przyktad, do sprawdzenia ze

jezeli mamy

to z tych zwigzkéw wycigga sie

wprowadzajgc te wypadki do pierwszego, otrzymuje sie

albo

255. Oto inny uzytek tegoz samego twierdzenia.
Kiedy wielomian nieznany i uporzadkowany wzgledem jakidjkol-
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wiek litery danej musi zadosy¢ czyni¢ pewnym warunkom, pisze sie
tenze, zostawiajgc nieoznaczonemi jego spéiczynniki i nawet jego
stopien jesli to ma miejsce; potem oznacza sie te spotczynniki i ten
stopien wyrazajgc ze wielomian posiada wtasnos$ci szczegdlne o ktére
tu idzie. Wyjasnimy te og6lnosci na przyktadacti.

PRZYKLAD |. Znalezé warunek zeby tréjmian bx -F c byi

kioadraterh  zupetnym.
N Potrzeba utosami¢ to wyrazenie z kwadratem dwumianu

to jest z

otrzymuje sie tym sposobem zwiazki

Dwa ostatnie daja

a wprowadzajac te wypadki do réwnosci posredni¢j, znajduje sie
albo

co jest wtasnie warunkiem szukanym ; azep= ~ = , przeto

tréjmian dany jest kwadratem z dwumianu

256. PRZYKLAD 11. Znalei¢ reszte z podzielenia  wielomianu  przez
X— 9.,i ksztatt ilorazu.
Niech bedzie wielomian
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Poniewaz dzielnik jest pierwszego stopnia, iloraz bedzie wielomia-
nem stopnia m — 1, takim jak

a reszta ktdra ma na wyrazenie

albo

bedzie stopnia zero. Bedziemy wiec mieli wyrazenie tej reszty, bio-
rgc rownemi zeru spotczynniki z x, , wyciggajagc wartosc
z Bm ze zréwnan tym sposobem otrzymanych, i wprowadzajac te
warto$¢ do Am-]- "Bm.

Przywodzac do zera spotczynniki z x, .. ., a™, znajduje sie

(1)

Mnozac pierwsze zréwnanie przez a™, drugie przez . osta-
tnie przez a, i dodajac, bedzie

Reszta A, + przyjmuje wiec postaé

to jest zejest 'rébwna wypadkowi otrzymanemu z podstawienia a za X
dzielnej. Jest to inne dowodzenie twierdzenia (72).
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Zrownania (1) pokazujg ze otrzyinuje sie spotczynnik  jakikolwiek

ilorazu, mnozac spéiczynnik popi~zedzajgcy przez a i dodajgc  spétczyn-

nik tegoz samego porzadku w dzielnej. Zastosowanie tego prawa do
dzielnej =b  juz byto poprzednio (7?) Scisle wytozonem,

CWICZENIA,

I. Dowodzi sie w geomeiryi, ze, przedstawiwszy przez s i przez S powierzch-
nie dwoch wielokatéw foremnych podobnych, jednego wpisanego w kolo a dru-
giego opisanego na temze samom kole, to powierzchnie s* i S' dwoch innych
wielokatow foremnych podobnych, majacych liczbe bokéw podwojna, jednego
wpisanego w kolo a drugiego opisanego na temze samém kole, s dane przez
formuty :

chcemy oznaczy¢ granice stosunku, R A ., gdy (S— s) “mnigjsza sie nie-

ogrniczenie.
Zastapiwszy, w tym stosunku, S' i s' przez icli wartosci, znajdujemy zo

granica jest - .

I[. Dowodzi sie jeszcze, ze, jezeli przedstawimy przez p i przez P obwody
dwdch piérwszych wielokgtow zagadnienia poprzedzajacego, to obwody /j' i ["
dwdch ostatnich s3 dane przez formuly :

pi -
chcemy oznaczy€ granice stosunku ™ , ody (P -- p) dazy do zera.
Znajduje sie, w sposéb podobny, ze granicg jest - .

I1l. Dowodzi sie takze, ze, jezeh oznaczymy przez R i przez r promien i
apoteme wielokata foremnego, promien R' i apotema r' \vielokgia foremnego,
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réwnoobwodoicego, s§ dane przez formuty :

nt

Znalez¢ granice stosunku ' , gdy R — r) dazy do zera.

Ta granicg jest jeszcze

IV. Wyrachowaé granice ; . gdy ® wzrasta nieograniczenie.

Znajduje sie te granice rowng zeru.

V. Wyrachowa¢ granice z gdy o wzrasta nieograni-
czenie.

Znajduje sie >,

VI. Znalezé, dla ¢ — 1, prawdziwg wartos¢ utamku.

Mozna bedzie zastosowac sposéb numeru 2i0, uwazajac ze mamy jednako :

i ze umiemy znalez¢ granice drugicj strony. Znajdzie sie ze granicg F jest

VII. ZnaleZ¢ granice za — yla* —  gdy a i h wzrastajg nieograniczenie,
tak Ze stosunek 2—2 dazy do granicy statej 2p. *
Znajduje sie ze granicg jest p.
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\ 111 Mecli bede V i x ilosci zalezne jedna od drugiej, tak azeby dlax = a,
a', a", bylo

wyrazi¢ v przez wielomian w X, tak aby mozna bylo speti¢ te \yarnnki.

IX. Wyrazi¢ v przez wielomian w x iy, tak aby wartosci odpowiednie
v, Xy, bylyc,a, b; ¢, a',b’; c",a" b it d

Dwa ostatnie zagadnienia przedstawiajgi sie czesto w matematyce zastoso-
wanej.

X. OznaczyC stale a, b, ¢ przez warunek aby wyrazenia

przedstawiaty, pierwsze snmme kwadratéw, a drugie summe szescianéw z X
pierwszych liczb cigigu naturalnego.

XI. Sprawdzi¢ ze objelo$¢ pnia osirokregu prostego 0 podstawach réwno-
leghych jest rownowazny summie ostrokregu i walca obu prostych tejze samej
jak pioii wysokosci, i ktorych podstawy maji odpowiednio za promienie, pot
summy i pdt réznicy promieni podstaw pnia.

W Anglii, uzywa sie dla obliczenia objetosci beczek formuta Oughtrcd'a

a we Francyi ku temu shuzy formuta Deza

ktora z tych dwocti formut daje wigkszy objetos¢ ?
XII. Wyrugowaé a, b, ¢ pomiedzy zréwnaniami
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XIlI. Rozwigza¢ ukiad

XIV. Zwigzki

pociagajg za soba
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WYIIAZENIA UROJONE.

O WYRAZEIMACH UROJONYCH

257. Widzielismy (95), ze gdy A jest odjemnem a m parzystem,
V A nie przedstawia zadnej liczby dodatn$j albo odjemnej; gdyz
wszystkie potegi parzyste z liczby dodatn$j albo odjemnej sg doda-
tne. Na przyktad, nie ma liczby dodatnej lub odjemnej ktéraby
podniesiona do kwadratu mogta wyda¢ — h, tak ze \j— U jest
symbolem pozbawionym wszelkiego znaczenia. Symbolem najogol-
niejszym tego rodzaju jest

Daje sie mu nazwisko luijrazenia urojonego; \ec.z nie jest to liczba
mogaca stuzy¢ do wymiaru wielko$¢i; jest to czyste oznaczenie,
wprowadzone pozytecznie do rachunkdéw, a okreslone ivarunkiem
(“byjego potega 2n byla roivng — b

258. Poznamy w dalszym ciggu nauki, ze wszelkie wyrazenie
urojone z jakakolwiek wskazéwka znaku pierwiastkowego da sie
przerobi¢ na takie, w ktoérém wskazéwka znaku bedzie 2. Ostatniego
wiec tylko gatunku wyrazenia urojene mozemy odtagd uwazac.

Wezmy przeto pod uwage urojone pochodzace z radykatow dru-
giego stopnia, i nazwijmy wyrazeniem urajonem wszelkie wyrazenie
ksztattu

[1]

gdzie a i b oznaczajg jakiekolwiek liczby dodatne albo ddjemne
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ktére przez opozycyo sa nazwane rzetelnemi albo  i”zcczywktemi.
Kiedy bedziemy mieli wykonywaé¢ rachunki na wyrazeniach przy-

wiedzionych do formy

nie mozemy wiedzie¢ czy podstawienie liczb na miejscu liter wyda
nadal warto$¢ z ¢ dodatng albo odjemng; gdyby wiec kazdemu
z tych dwédch przypadkéw odpowiadaty prawidia odrebne dziatali
szczegO6lnych, niemozno$¢ zdecydowania w ktédrym sie przypadku
znajdujemy zmusitaby nas do robienia poddziatow wzrastajg-
cych ciagle do nieskonczonos$ci : nie bedzie przeto rachunek alge-
braiczny istotnie'mozebnym, dopdki nie dadzg sie zastosowac do
liczb urojonych prawidta dowiedzione dla liczb rzetelnych czyli
rzeczywistych.

Z tad wynika bezposrednio, ze mozna wydoby¢ czynnik //- z pod
radykata, i przywie$¢ wyrazenie [IJ do formy majacej stuzyé za typ
dla jakichkolwiek drugiego stopnia wyrazeii urojonych

[2]

jest wtedy sam tylko czynnikiem urojonym wchodzgcym do
rachunkéw; przedstawia sie go takze przez litere i, oznaczajac przez
i urojonosc, i dziata sie na wyrazeniu

[3
jak gdyby byto rzeczywistem, pod warunkiem zastgpienia w lezul-
tacie
' przez
przez -
przezs

przez
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259. R6wnos¢ pomiedzy iloSciami rzetelnemi i urojonemi

tylko w przypadku dwéch réwnosci

miejsce mie¢ moze.

Te ostatnie roéwnosci nie sg nigdy nastepstwem pierwszej ; przeciwnie
pierwsza luynika z dio6ch innych. Tak wiec zwigzek pomiedzy ilo-
§ciami rzeczywistemi i urojonemi nie miatby zadnego sensu, gdyby
sie nie wiedziato, z innej strony, ze ilosci i“zetelne sa réwne miedzy
sobg niemnic¢j jak spotczynniki i (imaginaria).

DODAWANIE, ODCIAGANIE, MNOZENIE | DZIELENIE UROJONYCH,

260. taczac dwa wyrazenia

przez dodawanie, odcigganie, mnozenie i dzielenie, otrzymuje sie
kolejg
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Widzimy ze wszystkie te rezultata sg formy

261. TWIERDZENIE I. Mnozac stronami jakgkohuiek ilo$¢ réwnosci
ksztattu

(1)

znajdzie sie rownos¢ ksztattu (259)

(2)

w ktérej A bedzie réwnem A', a za$ B bedzie réwnem B'.

W rzeczy samej, przed znizeniem wykladnikéw i ponizej 2.
potozywszy = — 1, dwie strony roéwnos$ci ktére sie otrzymuje
mnozac roéwnosci (1) bedg dwoma wielomianami tegoz samego
stopnia w i, i ktore beda sie rdznity tylko przez ziniang a, b,
na a', b', .. w tych dwoéch wielomianach, spoétczynniki tychze
samych poteg i beda wiec réwne, poniewaz zaktadajac row-
nosci (1), wiedziato sie naprz6d ze ab,.., byty réwne a', b'.;
rownos¢ tych spétczynnikéw przechowa sie wiec gdy sie znizy wy-
ktadnik i ponizej 2, i bedzie

262. TWIERDZENIE II. Azeby wieloczyn byt zerem, potrzeba i wy-
starcza zeby jeden z czynnikéw byt zerem.

Potrzeba rozciggna¢ do wieloczynu z czynnikéw urojonych to
twierdzenie ktdre jest oczywistem dla wieloczynu z czynnikéw rze-
czywistych.

Wezmy wiec wieloczyn

nie mamy prawa poréwnac¢ go z zerem jak tylko gdy naprzéod wie-
dzie¢ bedziemy ze iloSci ac — hd, ad -j- bc sg odrebnie réwne zeru,
a, nastepnie, ze sie znajduje

(1)
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Odwrotnie ten zwiazek pocigga za sobg

a, nastepnie, niszczy wieloczyn poprzedzajacy.
Ot6z ré6wnos$¢ (1) da sie napisac

wymaga wiec zeby byto
juz to juz to
| = .
lojest aby jeden z czynnikéw urojonych byt zerem.

UZYTECZNOSC UROJONYCH. — NOWE OKRESLENIE ALGEBRY.

263. Znak 1 wynalazt geometra bolonski Bombelli; lecz geo-
metra francuzki, Wojciech Girardh-*l pierwszym ktéry pokazat uzy-
teczno$¢ wprowadzenia urojonych do jezyka algebraicznego. Poka-
zemy jak uzycie przechodnie tych symboli doprowadza, sposobem
eleganckim i predkim do rezultatéw, ktérych dowodzenie wprost
bytoby czesto bardzo trudném.

Gdy w tosamosci

zrobimy"
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otrzymamy relacyg :

ktéra wyraza ze wieloczyn dwoch summ z czterech kwadratow  Jest
Jeszcze summa z czterech  kwadratow.

To twierdzenie nalezy sie Eulerowi, lecz dowodzenie poprzedza-
jace jest Pana Hermite'a.

264. Uzycie przechodnie nrojonych uprawnia wzglad, ze zwigzki
z ktorych sie wychodzi nie wyrazajg nic innego jak wypadki kom-
binacyi.

Na wyiasnienie tej idei, wezmy przyktad prosty. Niech bedga

cztery czynniki réwne dwoéjkami; otrzymuje sie ich wieloczyn mno-
zac zaréwno wieloczyn dwoch jakichkolwiek z pomiedzy nich przez
wieloczyn z dwoéch innych, i znajduje sie

(@a) (aa") — (««') (««")e

Ta rowno$¢ wyraza wypadek niezalezny od wszelkiej wiasnosci
wielkosci; jest ttumaczeniem algebraicznem zasady wynikajacej
jedynie z uwagi ze mnozenie jest konibinacya w ktdrg czynniki
wchodzg symetrycznie; i aby sie ta zasada przechowata, nie ma
potrzeby aby te kombinacye mialy znaczenie arytmetyczne;, ani na-
stepnie aby czynniki przedstawiaty liczby rzeczywiste. Mozna wiec
potozy¢

i rownos¢ pierwotna staje sie
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zkad jasno widzimy, ze, hcadrat simmy divech kwadratow jest takze
summa, kwadratow.
Powiemy wiec z Poinsotem
« Algebra wyzsza jest tg czeScig nauki, ktéra sie opiera cat-
) kowicie na teoryi porzadku i kombinacyj, ktéra zajmuje sie
» wytgcznie zbadaniem natury i sktadu formut uwazanych
» w sobie samych, jako czystych symboli i bez zadnej idei
» wartosci albo ilosci. Uo tejto czesci nalezy odnie$¢ teorya
» gteboka zréwnan, rdzne teorye wyrazen urojonych, i catg
) sztuke przeksztatcen algebraicznych, i jestto nawet jedyna
» cze$¢ wysoka nauki ktéra zastuguje, wiasciwie mowigc, na
» imie Algebry. »

CWICZENIA.
i. Nada¢ wyrazeniu a -f- i ksztat o (wsm isinta); jakie sg wartosci z p

i zw? (p zowie sie modutem a w argumentem wyrazenia urojonego wzietego
pod rozwage.)

1. Sprawdzi¢ formuty

I11. Dowie$¢ nieréwnosci

IV. Dowies¢ ze wyrazenie
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dazy do zera dla @ = », ize ulamek

dazy do

dla
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ZROWNANIA STOPMA DRUGIEGO Z JEDN” NIEZNANA,.

265. FORMULA OGOLNA ZROWNANIA STOPNIA DRUGIEGO Z JEDNA NIE-
ZNANA. Zrownanie o jedn¢j nieznanej x jest drugiego stopnia, gdy
jego dwie strony, bedgc catkowitemi w X, zawierajg kwadrat z nie-
znanej, inie obejmuja jej podniesionej do potegi wyzszej. To zro-
wnanie moze w"iec zawiera¢ tylko trzy gatunki wyrazéw : to jest,
wyrazy zawierajgce kwadrat z x, wyrazy zawierajgce taz nieznang
w stopniu pierwszym, i wyrazy niezalezne od niej. Przeto, jezeli prze-
niesiemy wszystkie wyrazy w pierwszy cztonek, i jezeli zlgczymy
w jeden wszystkie wyrazy majace za czynnik w jeden wszystkie
wyrazy majace za czynnik x, iw jeden wszystkie wyrazy wiadome,
zrownanie przyjmie ksztatt  ogo6lny,

a, h, c bedac liczbhami danemi ktére moga by¢ dodatne lub odjemne.
Na przyktad, zréwnanie,

przeksztatca sie kolejno na zréwnania nastepujace :
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nakoniec, w catem zréwnaniu odmieniajgc znaki na przeciwne,
otrzymamy :

Rozwigzania zrownania drugiego stopnia zowig sie jego pierwia-
stkami.

Spolczynnik a nie moze by¢ zerem; gdyz zréwnanie przestatoby
by¢ drugiego stopnia; lecz spoétczynniki b i ¢ mogg by¢ rownemi
zeru. Zréwnanie bierze wtedy jeden z ksztattow :

Mowi sie, w tych przypadkach, ze zréwnanie jest niezupetnem.

ROZWIAZANIE ZROWNANIA STOPNJA DRUGIEGO.

266. PRZYPADEK GDY ZROWNANIE JEST KSZTALTU

Kiedy zréwnanie drugiego stopnia przedstawia sie pod ksztattem,

11]

mozna je uwaza¢ jako zréwnanie pierwszego stopnia ktérego nie-
znang bytoby X'-, zkad sie wycigga :

Jezeli wiec — - jest liczbg dodatng, ta liczba jest kwadratem z nie-

znanej. Warto$¢ na zrjest wiec pierwiastkiem kwadratowym

a poniewaz len pierwiastek (95), ma dwie warto$ci rowne i ze zna-
kami przeciwnemi, dwa wiec rozwigzania istnieja

(2]
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Jezeli, przeciwnie, jest ocljernnem, nie ma liczby, dodatnej luh
ci

odjemnej, ktérejby ta liczbha mogta by¢ kwadratem (95). Zréwna-
nie il] nie ma wiec roziuigzania. Wszelako moéwi sie wtedy, ze to
zrownanie ma dwa pierwiastki urojone, przedstawione przez for-
muty [2],

267. PRZYPADEK GDY ZROWNANIE JEST KSZTALTU AA;-+ = 0.
Kiedy wyraz niezalezny od x jest zerem, zrOwnanie przedstawia
sie pod ksztattem :

[11

mozna wtedy ktadac x za czynnik napisac :

Ot6z, azeby wieloczyn z dwéch czynnikéw byt zerem, potrzeba
i wystarcza zeby jeden jakikolwiek z dwéch czynnikéw byt zerem.
Otrzymamy wiec wszystkie rozwigzania zrownania, potozywszy :

zréwnania pierwszego stopnia, ktérych rozwigzaniami sg :
[2

Tak wiec, w tym przypadku, z?'6wnanie ma dwa pierwiastki, z kto-
rych jeden jest zarusze zerem.

268. ROZWIAZANIE ZROWNANIA ZUPEENEGO. Zajmiemy sie zrowna-
niem zupeinem,

(1

Zeby je rozwigza¢, starajmy sie je przywie$é do ksztattu [1] n™" 266,
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w ktérym pierwsza strona jest kwadratem zamykajacym niezna-
ng (*), a druga jest catkiem znana.

W tym celu, mnézmy obie strony przez ka (co jest dozwolo-
n$m (122), poniewaz a nie jest zerem); potem nie zaniedbajmy
przenie$¢ hac w drugg strone, tak postepujac otrzymuje sie zréwna-
nie réwnowazne :

Rozpoznaje sie wtedy bez trudnosci, ze pierwszy cztonek skiada
sie z dwoéch pierwszych wyrazéw kwadratu dwumianu {;lax -j- b),

(*) Mozna rozwigza¢ wprost zréwnanie [1] sposobem nastepujacym ; iiladzie
sie je pod ksztattem

i sprawdza sie tatwo, zozwijajac liwadrat wskazany, tosamo$¢ tj formuty
zrdwnaniem [1]. Ztad sie bezposrednio wyprowadza

dal¢j

albo

albo nakoniec
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i Ze brakuje tylko b™ dla uzupetnienia tego kwadratu. Jezeli wiec
dodamy po obu stronach, zréwnanie staje sie :

albo

Oczywiscie to zrownanie ma ksztatt szukany : gdyz [b"~ — hac) jest
kwadratem z {'lax -j- b). Jezeli wiec — hac) jest dodatnem, war-
tos¢ {2ax-\- b) bedzie pierwiastkiem kwadratowym z t¢j liczby;
a poniewaz ten pierwiastek ma dwie wartosci réwne i ze znakami
przeciwnemi, otrzyma sie zaréwno :

zrownania pierwszego stopnia, zkad sie wyciggnie :

Zréiunanie ma wiec dwa rozwigzania. Wskazuje, sie, w ogélnosci,
te podwojng warto$¢, piszac sposobem nastepujacym :

[21

i dorozumiewa sie wtedy, ze -[-yjb'"» — hac przedstawia wartos¢
dodatng radykata, i ze — y/A*— hac przedstawia jego warto$¢ od-

jemna.

Jesli, przeciwnie,  ilos¢ — hac) jest odjemna, — hac nie
przedstawia, podiug naszych umoéw, zadnej liczby dodatnéj lub
odjemnej; i zréwnanie dane nie przyjmuje zadnego rozwigzania.

Wnszelako mowi sie wtedy, ze to zrbwnanie ma dwa pienoiastki  uro-
jone, przedstawione przez formute [2].
Mogtoby sie takze zdarzy¢ zeby (b"— hac) byto réwnem zeru ; w tym

przypadku, dwie wartosci y6~ — hac przywodzg sie do zera.
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zrownanie staje sie : (2ax -f = O, a pierwiastki stang sie, jeden
i drugi : X= — Zinéwnanie przyjmuje  wiec tylko jedno rozioig-

zanie. Mowi sie przeciez jeszcze, ze to zréwnanie ma diva  pierwiastki,
lecz ze te sy miedzy sobg réwne.

269. ZROWNANIE DRUGIEGO STOPNIA MA ZAWSZE DWA PIERWIASTKI.
Streszczajagc sie, widzimy ze zrédwnanie drugiego stopnia przyjmuje
niekiedy dwa rozwigzania, niekiedy jedno tylko, i niekiedy nako-
niec, to zréwnanie nie przyjmuje zadnego. MOwi sie przeciez, ze
przyjmuje zawsze dwa pierwiastki, ktdre moga by¢ rzeczywistemi
i réznemi, rzeczywistemi i réwnemi, albo urojonemi. Mogtoby sie
zdawac rzecza dziecinng, rozmys$lne uzycie na samym wstepie formy
jezyka catkiem od swego pierwotnego znaczenia odwroéconej, a to
w celu wykazania we wszystkich przypadkach, exystencyi dwoch
pierwiastkow, ktore dla tego wiecej jak przedt¢m nie istniejg. Te
sposoby moéwienia i wprowadzenie do rachunkéw liczb urojonych
sg wszelako nastepstwem ducha uogoélnienia panujgcego w algebrze,
Bytoby niemozebnem, w rzeczy samej, wykonanie rachunkéw na
wyrazeniach literalnych, jesliby forma rezultatow zmieniata sie
z warto$cig liczebng liter. Potrzebaby bowiem byto, w kazdej chwili,
dzieli¢ i poddziela¢ kwestye, dla otrzymania formut odpowiednich
takiemu lub takiemu przypuszczeniu. Przyjecie liczb odjemnych i
urojonych ma na celu uniknienie tej niedogodnosci. W kwestyi
szczegOlnej, wprowadzenie tych liczb nie miatoby zadnego uzytku ;
lecz, w badaniu ogélnem pewn¢j klassy kwestyj, dozwoli ono wy-
razi¢ i dowie$¢ od razu, prawidet i rezultatéw ktére wymagatyby,
bez tego, dowodzen i formut odrebnych.

270. UPROSZCZENIA FORMULY OGOLNEJ. Formuta [2] dostarczy, we
wszystkich przypadkach, pierwiastkéw zréwnania [1]. Ta formuta
pokazuje ze, aby je otrzymaé, bierze si¢ spotczynnik X, nie zaniedbu-
jac przedeicszystkiem  zmieni¢ jego znaku; potem dodaje sie do niego
i odcigga sie od niego osobno pierwiastek kwadratowy z liczby  utwo-
rzonej, odciggajac  od kwadratu tegoz spéiczynnika poczwérny  wielo-
czyn spofczynnika z x- przez wyraz niezalezny; nakoniec dzieli sie
wypadek przez podwdjny  spdtczynnik

Lecz zdarza sie niekiedy, ze tak formuta ta jak i prawidio jg wy-
razajagce cokolwiek sie upraszczaja.
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1° Czesto spotczynnik jest rownym jedno$ci; wreszcie, mozna
zawsze sprowadzi¢ te okoliczno$é, dzielgc obie strony przez a.
Zrownanie bierze wtedy postac :

(3]

Mozna rozwigza¢ wprost to zrownanie, przenoszac q w drugi czto-

nek, potem dodajagc ~ po obu stronach, i wyciggajac pierwiastki

z rezultatow, jak to sie zrobito w n"™ 268. Lecz prosciej jesl wy-
ciggna¢ nowa formute z wzoru [2], robigc w nim a =\, b—op,
¢ — g\ wtenczas ta formuta staje sig :

albo wykonywajgc dzielenie radykata przez 2,

Potrzeba umie¢ na pamie¢ formute, pod tym ostatnim ksztattem,
i uzywac j¢j ilekro¢ bedzie a= \. Ta formutla pokazuje ze, dla
rozwiazania zréivnania [3], potrzeba wzigé polowe spéiczi/nnika  x ze
zmienionym znakiem, potem doda¢ i odciggna¢ kolejno pierwiastek
knmiratowy 7z liczby ktdérg sie otrzymuje odciggajagc od kwadratu z tej
potowy wyraz catkiem znany.
Moze sie zdarzy¢ ze b, sp6tczynnik x bedzie parzystym. Gdy
sie wystawi czynnik 2 na widoku, ktadac b — 2k, zréwnanie [1]
przyjmie forme :

(5]

Moznaby byto jeszcze rozwigza¢ wprost to zréwnanie za pomoca
sposobu (268). Przeciez nalezatloby mnozy¢ jedynie obie strony
przez a, i otrzymatoby sie w pierwszej kwadrat z {ax-\-k). Lecz

prosciej jesl zrobi¢ przypuszczenie b= 2k we wzorze [2]; ten
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staje sie :

albo, dzielgc oba wyrazy przez 2,

(6]

Tak wiec, dla znalezienia pierwiastkbw w tym przypadku, potrzeba
wzig¢ polowe spéiczynnika z x ze zmienionym znakiem, doda¢ i od-
ciggna¢ kolejno pierwiastek kwadratowy z liczby ktoérg sie  otrzymuje
odciggajgc  od kwadratu z tej potowy wieloczyn  spotczynnika przez
wyraz niezalezny, i ostatecznie dzielac wypadki otrzymane przez  spoi-
czynnik Nie nalezy nigdy zaniedbywa¢ wykonania tego upro-
szczenia, kiedy sie tylko jego mozliwo$¢ przedstawi.

271. ZASTOSOWANIA. 1° Niech bedzie zréwnanie :

otrzyma sie :

2° Niech bedzie zréwnanie :
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tatwo znalez¢ :

3° Niech bedzie zréwnanie :

znajduje sie :

k" Niech bedzie zréwnanie :

znajduje sie :

(pierwiastki réwne).

5° Niech bedzie zréwnanie :

znajduje sie :

(pierwiastki urojone).

287
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Niech bedzie zréwnanie literalne :

Warto$¢ na x otrzymana za pomocg formuty [6], daje :

jezeli rozwiniemy rachunlci znajdziemy ze ilo$¢ pod radykatem
sprowadza sie do ktorej pierwiastkiem jest lab. Wiec,

Zauwazywszy teraz ze lic/,nik X' moze sie napisac

albo (a-f b)[a-f 26); przeto uproS$ciwszy, otrzymamy naprzéd

a pot¢in, za pomocga tegoz samego sposobu, {

7° Wezmy jeszcze zrownanie og6lne

Znosi sie naprzéd mianowniki; potem przenosi sie i sprowadih
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wyrazy podobne; iznajduje sie :

Stosujac do tego zréwnania formute [6], otrzyma sie :

albo, upraszczajac :

Zkad, roztaczajac pierwiastki :

8" WeZzmy nakoniec zréwnanie og6lne :

Znosi sie naprzéd mianowniki, potém przenosi, i sprawdza wyrazy

podobne; iznajduje sie :

Ztad :

albo,
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272. UWAGA. JESZCZE StOW KILKA O PIERWIASTKACH UROJONYCH.
Kiedy b~ — 4ac jest odjemnem, zréwnanie

nie przyjmuje rozwigzania dodatnego albo odjemnego, gdyz pier-
wszy cztonek, bedgc kwadratem zupetnym, nie moze by¢ réwnym
liczbie odjemnej.

Wszelako, zgodzono sie przyja¢ ze zréwnanie [1] ma dwa  pier-
wiastki przedstawione przez formute

1 ze te pierwiastki sg iirojonemi.

Latwo jest sprawdzi¢, ze podstawiajgc te wyrazenia nieznanej,
zrobi sie zré6wnanie [1] tosamem, byleby tylko traktowano te pier-
wiastki kwadratowe z liczb odjemnych podtug prawidet zwyczaj-
nych algebry, i tiyleby uwazano ich kwadraty jako otrzymujace
sie przez zniesienie radykata. Ten bytby rezultat, gdybySmy zamiast

napisali

co robi sie zwykle, azeby ilosciag urojong do uwazania w rachunkach

byt tylko j/— .1. Warto$ci ua x biorg wtedy forme.

i wykonywa sie rachunki na takich wyrazeniach jak gdyby — i
byt liczbg zwyczajng, majacy za potegi kolejno po sobie naste-
pujace
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Wprowadzenie urojonych do jezyka algebraicznego pozwoli wy-
stowi¢ to twierdzenie ogdlne
Zréwnanie  drugiego stopnia

ma zawsze dwa pierwiastki  rzeczywiste albo urojone dane przez formute

273. ZROWNANIE DRUGIEGO STOPNIA NIE MOZE MIEG WIECEI NAD DWA
PIERWIASTKI. Mozna wprost dowie$¢, bez uprzedniego rozwigzywa-
nia, ze zréwnanie og6lne drugiego stopnia nie moze mie¢ wiecej nad
dwa pierwiastki, byleby tylko nie byto w niem : O0,6= O,c= o-
Przypusémy, w rzeczy samej, ze- zréwnanie [1] ma lizy pierwia-
stki odrebne otrzyma sie tosamosci

zkad sie wyciaga, przez odcigganie, tosamos$ci

albo, dzielagc jednag z tych tosamos$¢i przez {« — 6], a druga przez
ioi — y), cowolno jest uczynié¢ (122) :

Odciaga sie jeszcze ostatnig réwno$¢ od poprzedzajgcs$j; co daje :
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Poniewaz (6— y) nie jest zerem, wiec ta rowno$¢ dowodzi ze a = 0.

A zatem, jedna z dwodch réwnosci poprzedzajgcych daje, 6= O0;
a jedna z trzech pierwszych daje, jako nastepstwo ¢ = 0.

IIOZTRZASANIE FORMUL.

274. PRZYPADEK W KTORYM PIERWIASTKI SA RZECZYWISTE | NIEROWINE.
Widzieh$my ze, gdy — Uac) jest dodatnem, zréwnanie [1] ma

dwa pierwiastki rzeczywiste i rézne :

Mozna przypus$ci¢ ze a jest dodatnem ; gdyz jeSliby takiem nie
byto, zmienityby sie znaki wszystkich wyrazéw; tym sposobem a
statoby sie wiekszem jak zero. Mianownik dwdch pierwiastkdw
jest wiec dodatnym , ite pierwiastki maja znak ich licznika. Otéz
c moze byé dodatnem, zerem lubodjemnem. Jezeli c jest dodatnem,

{br—kac) jest mniejszem jak a zatem — frac jest mniej-
szem jak warto$¢ bezwzgledna na b : wiecwyrazdaje swo6j znak
licznikom : wiec, w tym przypadku, dwa pierwiastki majg  tenze
sam znak, jaki jest przywigzanym do — b. Jesli c jest odjemnem,

—kac) jest wiekszem jak radykat jest wiec wiekszym jak

wartos¢ bezwzgledna iloSci ktéra go poprzedza, iten radykal daje
swoéj znak licznikém; diva pierwiastki ~sg wiec znakow przeciwmjch ;
i najwiekszym, w swej wartosci bezwzglednéj, jest x\ jedli b jest

dodatnem, ix", jeSli b jest odjemném. .W przypadku szczegolnym
gdy ¢ = O — kac Jest ro6wnem warto$ci bezwzgledn$j z b :
przeto, = — "N, a x" = jezeli b jest dodatnem; X =r O,
X" = , kiedy h jest odjemnem.

275. PRZYPADEK W KTORYM PIERWIASTKI SA RZECZYWISTE | ROWNE,
czyli b —/tac = 0; wtedy wiadomo ze oba pierwiastki sg réwnemi

— hi *m majg wiec znak przeciwny  znakowi 'przyioigza-

nemu do b.
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Mozna zauwazy¢ ze w lym przypadku, zrownanie og6lne [1] moze

sie napisac :

albo

‘Jego pierwszy czonek jest kwadratem  zupetnym,  pomnozonym  przez a.

276. PRZYPADEK W KTORYM PIERWIASTKI SA UROJONE. Wiemy ze
jezeli (b — h?iQ)jest odjemnem, wtedy pierwiastki sg urojone; mo-

zna je napisac :

a, potozywszy," = S; stajg sie one :

Pierwsza strona zréwnania moze, w tym przypadku, potozy¢ sie
pod ksztattem szczegdélnym, bardzo pozytecznym do poznania.

W rzeczy samej, ma sie oczywiscie :

Ot6z trzy pierwsze wyrazy, w drugim nawiasie, sktadaja kwadrat
; a dwa ostatnie sprowadzajg sie do .

zréwnanie moze sie napisac :
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Lecz i"st liczbg dodatng, ktéra mozna uwazac¢ jako kwa-

drat z j$j pierwiastku kwadratowego. Wiec mozna napisacé :

Tak wiec pierwsza strona jest wieloczynem  przez a summy kwadratow
z dwoch  wyrazen rzeczywistych.

Ten ksztatt pokazuje jasno dla czego zréwnanie, w tym przy-
padku, nie przyjmuje zadnego rozwigzania; gdyz niema liczby do-
datnej lub odjemnej, ktéraby, podstawiona za x w pierwszym
cztonku, mogta go zniszczy¢.

277. TABLICA ROZTRZASANIA. Roztrzgsanie poprzedzajgce jest stre-
szczonem w tablicy nastepujacej :

2 pierwiastki rze-» jeden pierwiastek zero, drugi
czywiste i nie-/

réwne. . . . . . .
O |dwa pierwiastki ze znakami przeciwnemi.

o . \ (pierwszy cztonek jest kwadratem
2 pierwiastki rze- < e 1 i
Jzywistei row-j i zupetnym.

— i pierwszy cztonek jest summy

2 pierwiastki uro- j z dwéchi kwadratow,
jone. n

278. UwWAGI. 1° Kiedy A i c sg znak6éw roznych, pierwiastki sa

zawsze rzeczywistemi : gdyz — hac) jest natenczas summg do-
datng,

2" Aby pierwiastki byty réwne i ze znakami przeciwnemi, dosy¢
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jest i potrzeba zeby byto : 6= 0. W rzeczy samdj, jezeli « i —«
sg dwoma pierwiastkami danemi, powinno by¢ jednocze$nie :

zkad wyciaga sie przez odcigganie

albo, poniew a nie jest zerem,

Warunek dany jest oczywiécie dostatecznym.

3° Mozna roztrzgsngt tymze samym sposobem zréwnanie

WELASNOSCI  PIERWIASTKOW.

279. TWIERDZENIE I. Summa pierwiastkbw  zréwnania  drugiego sto-

pnia jest réwng ilorazowi, ze zmieniomjm znakiem,  spélezynnika \

podzielonego  przez spotczynnik

W rzeczy samcéj, dodawszy do siebie formuty [2] numeru 269,
otrzymamy :

280. TWIERDZENIE 11. Wieloczyn  pierwiastkbw  jest réwny ilorazowi
wyrazu calkiem znanego, podzielonemu  przez spotczynnik

W rzeczy samej, ponmozywszy tez same formuty jedne przez
druga, otrzymamy:
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albo,

(2]

281. UWAGI. Te dwa twierdzenia moga sie dowie$¢ a;3NoN. Gdyz,
przypusciwszy ze x' ix" sg pierwiastkami zréwnania,

mamy oczywiscie dwie tosamosci :

ot6z, wycigga sie z tad, przez odcigganie :

a, dzielagc przez {x' — x"),

wiec :

(1]

Jezeli zastgpimy b przez — a{x' -F- A"") W pierwszej z poprzedzaja-
cych tozsamosci, otrzymamy :

kad :

[2]

Te dwa podania sg bardzo wazne, a ich zastosowania liczne.
Wskazemy z nich niektoére.
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282. ROZLOZENIE PIERWSZEGO CZLONKA ZROWNANIA DRUGIEGO STOPNIA
JFA CZYNNIKI STOPNIA PIERWSZEGO. Kiedy A/ i A" oznaczajg pierwiastki
irownania,

[i]

mamy (281) :

Dzielgc dwie strony zrownania [1] przez a, i zastepujac

przez warto$ci powyzsze, jego piérwszy cztonek staje sie ;

wykonywajgc mnozenie i rozktadajac na czynniki, kolejno otrzy-

mamy

albo, nakoniec.

Tak wiec, pierwszij cztonek zréwnania drugiego stopnia, potozonego

pod ksztattem .,

jest  wieloczynem z dwoéch  dwumianéw stopnia  pierwszego, réwnych
przewyzce x nad kazdym z  pierioiastkow.

Jezeli zréwnanie dane jest ksztattu
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to tylko po podzieleniu jego pidrwszej strony przez a, mozna do
niego zastosowa¢ rezultat poprzedzajacy; a, zatem, przed tem po-
dzieleniem, pierwszy  czlonek jest  rownym

283. ROZLOZENIE TROJMIANU DRUGIEGO STOPNIA NA CZYNNIKI STOPNIA
PIERWSZEGO. Wazne poprzedzajace twierdzenie stosuje sie bezposre-
dnio do roztozenia tréjmianu drugiego stopnia : lecz to roztozenie
moze sie wyprowadzi¢ prosciej innym sposobem.

Uwazmy, w rzeczy samej, trojmian

mamy jednako

ot6z, mozna zastapic — ~ N przez wyrazenie jednako réwne,

przez to podstawienie, wyrazenie [1] staje sie wieloczynem a przez
roznice dwéch kwadratéw, to jest :

Ot6z, wiemy ze réznica dwdch kwadratéw réwna sie wieloczy-
nowi zsummy pierwiastkow przez ich réznice ; a, zatem, wyrazenie
poprzedzajace, rownowazne tréjmianowi bx ¢, moze sie

napisaé :
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albo, CO wychodzi na jedno.

irozpoznaje sie tu wyrazenie znalezione powyzej,

Ta formuta, jakimkolwiek badZz sposobem do niej przyjdziemy,
stosuje sie oczywiscie do przypadku w ktérym x' i x" sg urojo-
nemi (257); lecz, w tym przypadku, dwa czynniki {x — x), (x — a?"),
nie maja zadnej wartosci arytmetycznej, i nie bedziemy mieli spo-
sobnosci uzycia ich.

Zowiag sie zwykle pierwiastkami trujmianu aK™ -j- bx c, liczby
ktore, podstawione za x, sprowadzajg go do zera, to jest pier-
wiastki zréwnania

A wiec, dia roztozenia tréjmianu  na czynniki  pierwszego stopnia,
oznacza sie jego pierwiastki, odcigga sie kazdy z nich od x, i mnozy
sie przez a loieloczyn z  roznic.

28/t. Twierdzenie poprzedzajgce pozwoli jeszcze znalezé zwigzki
udowodnione powyzej (279, 280 i 281) pomiedzy sp6tczynnikami
a pierwiastkami zréwnania

W rzeczy samej, w dwéch tréjmianach tosamych (283)

albo
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sp6étczynniki roéznych poteg x powinny by¢ tez same; jest wiec

zked

Sa to wtasnie zwiazki  szukane.
Odwrotnie, ze zwigzkdéw

wycigga sie

i, nastepnie

Trudno jest znalez¢ dowodzenia prostszego i naturalniejszego.

285. ZAGADNIENIE. Wtasno.$ci numeru 283 dostarczg bezposrednio
zréwnanie stopnia drugiego, ktére dozwoli rozwigza¢ zagadnienie
nastepujace : Znalez¢ dime liczby ktérych mmma i wieloczyn sa dane.

Niech beda, w rzeczy samej, S summa dwoéch liczb, a P icli wie-
loczyn ; te dwie liczby sg pierwiastkami zréwnania

gdyz summa tych pierwiastkéw jest S, a ich wieloczynem jest P.
tatwo jest, wreszcie, da¢ zréwnaniu ksztatt, ktéry pokazuje.
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a priori, przyczyne tego wypadku; mozna, w rzeczy samej, napisac
je tym sposobem

albo

zkad widzimy ze, dla rozwigzania tego zréwnania, dosy¢ jest znalez¢
dwie liczby iS— ktorych wieloczynem jest liczba dana P;
a ktorych summa x S — X, réwna sie oczywiscie S.

286. OZNACZENIE, A PRIORI, ZNAKOW PRZYWIAZANYCH DO PIERWIAST-
KOW RZECZYWISTYCH DRUGIEGO STOPNIA. Zwigzki, ktérc dajg summe i
wieloczyn dw”6ch pierwiastkéw (281), pozwalajg oznaczy¢ ich znaki,
nie rozwigzujgc zréwnania.

Widzimy, w rzeczy samej, podiug znaku ich wieloczynu czy
pierwiastki sg tego samego albo znakéw przeciwnych. W pierwszym

przypadku, znak summy — ?z nauczy, czy te pierwiastki sg oba

dodatne, albo oba odjenme. W drugim przypadku, jeden jest do-
datnym a drugi odjemnym; iznak — ” daje pozna¢ znak tego pier-
wiastku ktérego warto$¢ bezwzgledna jest najwiekszg.

PRZYKLAD. Pierwiastki zréwnania,

sg znakow przeciwnych, gdyz ich wieloczyn jest —4; i najwiekszym
z nich jest pierwiastek dodatny; gdyz ich summa jest dodatng i
réwng 3.

UWAGA. Przed zastosowaniem  prawidet  poprzedzajacych, potrzeba
zapewni¢  sie ze pierwiastki sg rzeczywistemi. Przy rozwazaniu, na

przyktad, zréwnania,

moZnabOy (281) bra¢ oba pierwiastki jako dodatne; gdyz ich wielo-
czyn 10 jest ‘dodatnym, jakotez ich summa 3; gdyby wyrazenie
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{iN _ ixac) jako rowne — 31, pierwiastkéw tych niewatpliwie uro-
jonemi nie czynito.

287. ZAGADNIENIE. Twierdzenie rozwiniete w numerze 283, z kt6-
rego robi sie, z reszta, uzytek ciggty w analizie, pozwoli rozwigza¢
bezposrednio pytanie nastepujace : Zformoioaé zréwnanie drugiego
stopnia ktérego pierwiastki sq liczbami danemi ai p.

Zrownanie zadane jest oczywiscie :

albo,

a wreszcie postrzega sie, a priori, ze pierwszy cztonek {x — aj[x — P)
niszczy sie dla x — r™\ dla x — Widzimy takze Zze spoétczynnik
X jest réwny summie pierwiastkow, wzietéj ze znakiem prze-
ciwnym, i ze wyraz catkiem znany réwna sie wieloczynowi z tychze
pierwiastkow.

PRZYKLADY. Jakie jest zréwnanie  drugiego  stopnia, kétrego  pier-
wiastkami  sg

Summa pierwiastkow jest
R wieloczyn

zréwnanie zadane jest, przeto,

Podobniez, zréwnanie drugiego stopnia, ktérego pierwiastkami
sg (a i (@ —b), jest:

288. ZAGADNIENIE. Wtasnos$ci pierwiastkéw pozwalaja jeszcze roz-
wigza¢ kweslye takie jak nastepujgca : Znalei, nie rozwiazujac
zréwnania  drugiego  stopnia, summe  kwadratow i summe szeSciandw
lego pierwiastkow.

Mamy, w rzeczy sams$jj zwigzki :

[1
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Jesli podniesiemy dwa cztonki pierwszej réownos$ci do kwadratu,
i odciaggniemy stronami drugag podwojong od pierwszej, znaj-
dziemy :

(2]

Jezeli podniesiemy do sze$cianu dwa cztonki pierwszej réwnosci,
otrzymamy :

[31

lecz, poniewaz mamy :

a wiec, odciggajac stronami [4] od [3], otrzymamy :

(5]

289. INNE ZASTOSOWANIE. Mozna takze rozwigza¢ zagadnienie na-
stepujgce : Znalei¢ zwigzek ktéry powinien istnie¢ pomiedzy spotczyn-
nikami zréwnania, aby pierwiastki  sprawdzaly = zwigzek  dany,

Mamy, w tym przypadku, oprocz relacyi danej, ktdorej ksztatt
moze sie zmienia¢, dwa zwigzki state,

rozwigze sie wiec pytanie, rugujac x' i pomiedzy trzema zrow-
naniami. Ot6z dwa pierwsze, ktdre sg stopnia pierwszego, daja (211;
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a, podstawiajgc te warto$ci w trzeciem, otrzymuje sie zwigzek szu-
kany :

290. INNE ZASTOSOWANIE. Znalezé zréwnanie drugiego stopnia,  kt6-
regoby kazdy pierwiastek byt w zwigzku danym z kazdym z pierwia-
stkbw zréwnania  danego drugiego stopnia,

Na przyktad, zgda sie otrzymaé zrédwnanie przekzstatcone ktore-
goby pierwiastki byty réwnemi pierwiastkom réwnania danego,
pomnozonym przez m. Oznaczywszy nowe pierwiastki przez if i y",
mamy dwa warunki :

z kad wycigga sie :

Znajac summe i wieloczyn pierwiastkéw, tworzy sie (285) bez-
posrednio zréwnanie zadane,

ROZBIOR PRZYPADKU SZCZEGOLNEGO ZAStUGUJACEGO NA UWAGE.

291.. PRZYPADEK W KTORYM A = 0. Kiedy w zréwnaiiu
ojch 4" A ~h A — (J' przypuszcza sie ze a przybiera w'artos¢ zera,
formuty,
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Stajag sie :

to jest, jezeli h jest dodatnem,

lub, iezeli hjest odjemn¢ra.

Tak wiec jeden z pierwiastkdw przedstawia sie pod ksztattem nieo-
znaczonym, adrugi pod ksztattem nieskonnczonym. Z drugiej strony,
zrownanie dane staje sie:

to zréwnanie jest stopnia pierwszego, i przyjmuje tylko jedno ro-
zwigzanie :

Formuty ogdlne zdajg sie wiec, w tym przypadku, by¢ biednemi.

Zauwazmy naprzo6d ze, gdyby rzeczywiscie itak byto, nie naleza-
toby jeszcze nic wnioskowaé przeciw rozumowaniém ktére nas do
tego przywiodty; gdyz te rozumowania przypuszczajg wyraznie (268)
ze a nie jest zerem.

Wszelako vvarto$ci na i j?" zadosy¢ czynig zréwnaniu danemu,
jakiemkolwiek jest a\ wiec kiedy to a dazy do zera, jedna z nich
musi sie zbliza¢ do rozwigzania zréwnania

| ta warto$¢ oczywiscie, jak to zaraz sprawdzimy, przedstawia sie
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pod ksztattem ~. Uwazmy, w rzeczy samej, przypadek w ktérym b

jest dodatnem. Mamy :

Mnozac oba wyrazy tego utamku przez wyrazenie ¢
ktore nie staje sie zerem dla a=+0 , otrzymamy :

wykonawszy mnozenie wskazane w liczniku, gdzie znajduje sie wie-

loczyn zsummy dwéch liczb (—h-\- /i- — Uac) przez ich réznice

bedzie :

i, pod tym ksztattem, jest rzeczg oczywistg ze, gdy a dazy do zera,
f*
X" zbliza sie do wartosci — ~ albo do — - .
lo 0

Co sie tyczy wartosci x\ ta wzrasta widocznie bez granicy
kiedy a zmniejsza sie, poniewaz licznik dagzy do — 26, w czasie gdy

mianownik dazy do zera.
292. UWAGA |. Kiedy w zréwnaniu

[1]
a jest bardzo matem wzgledem wspétczynnikéw b \ ¢, jeden
z pierwiastkéw tego zréwnania r6zni sie mato od — ~ , a drugi jest

niezmiernie wielkim. To podaiie wynika widocznie z tej uwagi Zze,
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kiedy a dazy do zera, jeden z pierwiastkéw dagzy do— ~ ,a drugi wzra-

sta nieskonczenie (291).

Na koncu | tomu naszego dzieta wskazemy tatwe sposol)y do ichi
wyractiowania. (Zobacz, > tomie 1, rozdziat ostatni : Rachunki li-
czebne.)

293. UwWAOA II. Przypadek w ktérym c jest bardzo matem przed-
stawia tez same trudno$ci jak przypadek w ktorym a jest bardzo
iiatem; przywodzi sie on do tegoz przypadku, potozywszy w zr6-
wnaniu [1],

zkad

albo. znoszagc mianowniki,

raz wyrachowawszy z, x sie wyprowadzi za pomocag fornmty
poprzedzajacej.

WEASNOSCI TROJMIANU DRUGIEGO STOPNIA.

29/1. DEFINIGYA TROJMIANU DRUGIEGO STOPNIA. Tréjmian drugiego
stopnia jest wielomianem o trzech wyrazach, ksztattu ogé6lnego

a, b, ¢ przeds.awiajg w tym tréjmianie liczby state, dodatne Ilub
odjemne, dane a priori; X przedstawia liczbe zmienng, zdolng
przyja¢ wszelkie wartosci mozebne. Kiedy daje sie zmienia¢ warto$¢
przypisy wana na a?, warto$¢ tréjmianu zmienia sieiprzechodzi przez
rézne stany wielkos$ci ktére pozytecznie jest badac.
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PowiedzielisSmy juz (283), ze sie nazywa zwykle pierwiastkami
tréjmianu, pierwiastki zréwnania ktore sie otrzymuje robiec trdj-
mian réwnym zeru. Te liczby moga by¢ rzeczywistemi lub urojo-
nemi; wiadomo Zze oznaczywszy je przez x' i x!I' tr6jmian bedzie

przedstawionym przez wieloczyn : a{x — X x=zx").

295. TWIERDZENIE I. Kiedy pierwiastki X', X" tr6jmiam  sg rzeczy-
wistemi i nieréwnemi, to podstaioienie  za x liczby zawartej pomiedzy
niemi, nada wartosci tréjmianu  znak przeciwny  znakowi jego  pierwszego
icyrazu ; podstawienie  za$ za x liczby nie zawartej pomiedzy pierwia-
stkami® nada wartosci tréjmianu  znak jego pierwszego wyrazu.

W rzeczy samej, jezeli przypu$cimy x< x",
dana dla x i zawarta miedzy x' i x", uczyni {x — x') dodatnem

wszelka wartos¢

a — x') odjemnem : ta w?arto$¢ zrobi wiec odjemnym wielo-
czyn [x — x{x — x")daje ona, zatem, wieloczynowia(x—x"'){x—x")
znak przeciwny znakowi a, lub co na jedno wychodzi, znakowi
ax\  Jezeli, przeciwnie, warto$§¢ przypisana dla x jest mniejszg
jak x' albo wiekszg jak x", czynniki [x — Xx'), {x— x") sa oba od-
jemne lub oba dodatne; ich wieloczyn jest dodatnym, i tréjmian
a{x — x{x— x") ma tenze sam znak jak a

296. TWIERDZENIE II. Kiedy pierwiastki tréjmianu  sg rzeczywistemi
i robwnemi, tr6jmian jest zawsze tegoz samego znaku jak jego pierwszy
wyraz, jakakolwiek bytaby warto$¢ przypisana dla x, loyjgwszy  joar-
tos¢ ktéra go uczyni zerem.

W rzeczy samej, wiemy (275) ze, w tym przypadku, tréjmian

przyjmuje ksztatt ;

Ot6z kwadrat jest zawsze dodatnym, jakakolwiek bytaby wartos¢
X; wiec tr6jmian ma zawsze znak a. Wszakze nalezy ziobi¢

wyjatek dla wartoéci x = — , ktéra niszczy tréjmian dany.

297. TWIERDZENIE #HI. Kiedy pierwiastki trojmianu  sg urajommi,
oarto$¢ tréjmianu  ma zawsze, jakiemkolwiek bytoby x, znak jego pier-
wszego wyrazu.

Gdyz widzieliSmy (276), ze w tym przypadku, tréjmian jest wie-
loczynem z a przez summe kwadratow dwoéch liczb rzeczywistych,
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Z ktérych jeden nie jest nigdy zerem. Ta summa bedac zawsze do-
datng, wieloczyn jest koniecznie tegoz samego znaku jak a.

298. UWAGA. Trzy twierdzenia poprzedzajace moga sie zamknacé
w jedném wystowieniu : Tréjmian ax” MA AN N jest  tegoz  samego
znaku jak jego pierwszy  ivyraz,  wyjawszy kiedy  wartos¢, przypisy-
ivana dla x, jest zawartg miedzy pierwiastkami.

Domys$la sie wtedy ze, w przypadku pierwiastkéw urojonych, x nie
moze by¢ nigdy zawartem miedzy ni$mi, tréjmian wiec ma zawsze
znak swego pierwszego wyrazu.

299. Moznaby jeszcze to twierdzenie og6lne tym sposobem udo-
wodni¢ :

TWIDRDZENIE OGOLNE.  Trdjmian

jest tegoz samego znaku jak jego pierwszy loyraz,  loyjgwszy kiedy
zréimanie

ma sive pienviastki rzeczywiste i gdy zarazem X jest zawartem miedzy
temi dwoma pierwiastkami.

llozidznia sie trzy przypadki, podiug tego jak zrownanie

ma pierwiastki urojone, rzeczywiste i réwne, albo rzeczywiste
i nieréwne.
lo Kiedy pierwiastki sag urojonemi, oznaczajac je przez

mamy
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Trojmian  jest wtedy wieloczynem z a przez cumme dwdch kwadratow,
jest wiec, jakiemkolwiek badz bytoby x, tegoz samego znaku jak a.

1° Kiedy — jest zerem, to jest kiedy dwa pierwiastki x' i a"
zréwnania.

réwnémi, mamy
bx c= afx — x'f;

i widzimy ze wszelka liczba, précz x, podstawiona za x zrobi
trojmian tegoz samego znaku jak a.

3° Nakoniec, kiedy pierwiastki x' i x" s rzeczywistemi i nier6-
wnemi, mamy

-\-bx-\-c = afx— X){x — x");
wszelka liczba zawarta pomiedzy x' i x" zrobi czynniki
X — X\ X — X"

znakéw przeciwnych; wieloczyn z tycli dwumiandéw jest wiec od-
jemnym, i wyrazenie

ax— xX)¢f{x — x"
jest znaku przeciwnego z a.

Wszelka liczba wyzsza od najwiekszego z dwéch pierwiastkow

X\ x", albo nizsza od najmniejszego, zrobi czynniki
X — X, X — X"

tegoz samego znaku; wieloczyn z tych dwumian6éw jest wiec do-
datnym, i tréjmian

cafx — x) x— x¢

zachowa znak a.
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300. INNE DOWODZENIE. Nakoniec, przedstawimy jeszcze nastepu-
jace dowodzenie tego twierdzenia :
Zatézmy sobie zbadanie sposobu podiug ktérego zmienia sie
tréjmian

f1]

jezeli jednocze$nie przypuscimy wzrastanie ciggte ilosci zmienn§j
a;0d — OO az do -j-
Potozywszy naprzoéd

formuta (1) daje kolejno

() y = px 9.
Rozr6znimy trzy przypadki:
9

1°~ _ ~A> 0, Zréwnanie y = O w?a swe pierwiastki rzeczywiste
i nierowne. W tym przypadku, formuta (2) daje

3] y= a pY f

—q jest dodatnym, mozna je wiec potozyé réwnym iloSci rzeczy-

wiscie dodatnej i formuta poprzedzajgca daje
'h) y= a

Ta réwnos$¢é pokazuje ze tréjmian y jest r6znicg dwéch kwadra-

tow; temi kwadratami sa N+ |)} £ A~ 0 0.\ £:0)"; znak-j-
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potozony pod radykatem odpowiada przypadkowi w ktérym a jest
dodatnem, znak za§ — przypadkowi w ktérym ilo$¢ a jest odjemna.

Tréjmian y moze jeszcze potozy¢ sie pod innym ksztattem. Zrow-
nanie (3) mozna napisac

albo

czyli, oznaczajgc przez a? i x" pierwiastki zréwnania y 0,

(5)

Po tern przeksztatceniu, przypusémy a > O, i powr6émy do for-
muty (4),

w

Jezeli poczniemy zmienia¢ .rod — oo az do — ~, y musi uby-
waé, gdyz jeden wyraz zmienny ubywa i niszczy sie dla
a:— — "' Jezeli X nieprzestanie wzrasta¢, wyraz -)- musi

wzrasta¢ i przejdzie, dla wartosci x réwnooddalonych od —
przez tez same warto$ci jak uprzednio; tak ze najmniejsza wartos$¢
jakg moze przyjaéy odpowiada dla ilosci x— — |, to jest dla po

towy summy pierwiastk6w zré6wnania y = 0. Tag wartos$cig jest — oX-;
zresztg, dla x = +: 00, y rowna sie ilosci nieskonczenie wielkiej.
Dlaa= O, y jest zawsze zerem.
Nakoniec tatwo jest dostrzedz, nie potrzebujgc naprézno powta-
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rza¢ wskazanego powyzej roztrzasania, ze, dla a < U, y wzrasta

od — az do — kiedy x zmienia sie¢ od — oo do — |, potem
. . Lo P .
ubywa od — az do — co kiedy x zmienia sie od — "~ do -j-" e
2
2° Przypusémy N — = 0. Zréwnanie y = 0 ma swe pierwiastki

rébwne. W tym przypadku, mozna napisa¢ jak wyz¢j

Lecz poniewaz P_ m= 0,

Tréjmian y jest wiec kwadratem zupetnym jezeli a jest dodatnem
i kwadratem zupetnym wzietym ze znakiem przeciwnym jezeli a jest
odjemnem.

Jezeli Xzmienia sieod — oo do — |, tojest do potowy summy pier-
wiastkow, to y ubywa jezeli a jest dodatnem, wzrasta zaS§ w przypadku
przeciwnym ; jezeli x zmienia sie od— do 0o, to y wzrasta
jezeli ajest dodatnem, ubywa za$ w przypadku przeciwnym.

3" Przypusémy N —qg < O, Zréwnanie y = O ma swe pieitiastki

urojone  Mamy zawsze

Lecz poniewaz 9 < O, mozna potozy¢
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bedzie wtedy

i wtym przypadku widzimy ze y, nie zwazajac na znak, jest summa
dwoch kwadratéw z ktérych jeden nie zamyka ilosci x; to tez y
nie moze sie zniszczy¢ dla zadnej warto$ci przypisywanej tej literze :
to ttumaczy dla czego, w tym przypadku, zréwnanie y = 0 nie
przyjmuje zadnego rozwigzania.

Zmiany y rozpoznajg sie w tym przypadku jak w pic¢rwszym.
Z tego roztrzasania wynika wiele wypadkéw waznych :

1° Jezeli zréwnanie y = O ma swe pierwiastki rzeczywiste, troj-
mian y, dla swych pierwiastkéw x' ix", przechodzi dyya razy przez
zero; jest on tegoz samego znaku jak jego pierwszy wyraz kiedy
X nie jest zawartem pomiedzy pierwiastkami, co tatwo postrzega

sie na formule
y = ax — x) [x— x").

Tenze tréjmian jest znaku przeciwnego ze swym pierwszym wyra-
zem kiedy x przybiera rézne warto$ci pomiedzy pierwiastkami X,
x"; wtedy jest on rdéznicag dwoch kwadratow.

2° Jezeli zréwnanie y = 0 ma swe pierwiastki réwne, tréjmian y
jest zawsze tegoz samego znaku jak jego pierwszy wyraz ax®, wy-
jawszy kiedy x staje sie ré6wnem jednemu z pierwiastkow :jest on
kwadratem zupetnym.

3° Jezeli zrownanie y = Q ma swe pierwiastki urojone, tréj-
mian y przechowa zawsze znak swego pierwszego wyrazu; jest on,
nie zwazajac na znak, réwny summie dwéch kwadratéw.

TO dowodzenie piln¢j uwadze uczacej sie mtodziezy polecainy.

301. ZASTOSOWANIE DO NIEROWNOSCI DRUGIEGO STOPNIA. Mowi sie
ze nieréwnos$¢ jest drugiego stopnia, kiedy mozna ja wyrazi¢ pod

jednym z dwéch ksztattow,

c > 0 BA"+ G < O0;

A, B, Goznaczajg liczby dane, dodatne lub odjemne ; a:jest liczbg
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nieznang, ktérej granice potrzeba wyznaczy¢ w laki sposob aby
zadosy¢ uczyni¢ nierdwnos$ci te nieznang w sobie zawierajac¢j.

Twierdzenia poprzedzajagce moga nam postuzy¢ do rozwigzania
tej waznej kwestyi.

PRZYKtAD 1. Niech bedzie do rozwigzania nier6wnos¢ :

Réwnajgc pierwszy cztonek zeru, znajdujemy na pierwiastki:
T S
— 2 N — 3' Pierwiastki te sg rzeczywistemi i nieréwnemi; aby

wiec nieréwnos$¢ byta sprawdzong, to jest aby pierwszy cztonek
byt znaku przeciwnego ze swym pierwszym wyrazem, potrzeba zeby

warto$¢ na x byta zawartg pomiedzy —é i o albo zeby

byto :

PRZYKLAD 11. Niech bedzie jeszcze nierdwnos$¢ ;
9 + -— Ir< 0.

W tym przypadku, pierwiastki tréjniianu sa rzeczywistemi i row-
nemi 3; jego pierwszy wyraz — jest odjemnym; wiec nieréw-
no$¢ bedzie sprawdzong przez wszelka warto$¢ przypisywang dla
wyjawszy wartosé 3, kléra przeksztatca nierowno$¢ na row-
nos¢.

pPRzYKLAD I11. Niech bedzie nakoniec nieréwnos$¢ :

22— 37'-F 7 > 0.

W tym przypadku, pierwiastki tréjmianu sg urojon$mi; a, ponie-
waz jego pierwszy wyraz jest dodatnym, wiec jakakolwiek badz
warto$¢ na x zadosy¢ czyni nieréwnosci.

302. UWAGA. Zobaczymy w dalszym ciagu, ze teorya nieréwnosci
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stuzy czesto, w roztrzgsaniu zagadnien, do oznaczenia waruntiow icti
mozebnosci.

CWICZENIA.

. Rozwigza¢ zréwnanie:

Znajdujemy :

Il. Rozwiaza¢ zréwnanie :

Znajdujemy:

I11. Rozwigzaé¢ zréwnanie :

Znajdujemy :

ktére nie odpowiada zréwnaniu, chyba po zmienieniu znaku jednego z ra-
dykatow.

IV. Rozwigzaé zréwnanie :

Znajdujemy :

V. Rozwigza¢ zréwnanie:
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Znajduje sie :

VI. Uozwigza¢ zréwnanie

Znajduje sie :

VI[I. Rozwiagza¢ zréwnanie :

Bierze sie za nieznang posiliiowa, i znajduje sie :

i, oprécz tego,

iilére to pierwiastki nie odpowiadaja réwnaniu, chyba ze [si¢ weZmie radykat
ze znakiem —.

VIIl. Rozwigza¢ zréwnatiie i

Znajduje sie :

i, oprécz tego,

ktére to pierwiastki odpowiadaja, jezeU sie wezmie radykat ze znakiem —.

IX. Rozwigza¢ zréwnanie :
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Bierze sie 'OX za nieznang positkowa, i znajduje sie ;

oraz dwa pierwiastki urojone.

X. Rozwigza¢ zréwnanie :

Bierze sie V oi™ -H za nieznang positkowa, i znajduje sig

i, oprocz tego,

pierwiastki odpowiadajace przypadkowi w ktérym radykat ma znak

XI. Rozwiagza¢ zrownanie:

Znajduje sig :

XII. Rozwigza¢ zréwnanie :

Potozywszy

znajduje sie :

XI1l. Rozwiagza¢ zréwnanie



ZROWNANIA STOPNIA DRUGIEGO Z JEDNA NIEZNANA.

Przeksztatca sie to zréwnanie na nastepujace :

1 znajduje sie :

XIV. Nozwiagza¢ zréwnanie :

Znajduje sie :

XV. liozwigza¢ zréwnanie :

Znajduje sie :

XVI. Rozwigza¢ zréwnanie :

Potor>wszy :

znajduje sie :

XVII. Rozwigza¢ zréwnanie :

ieSabcd

319
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i wyciggna¢ z lego zréwnania wartosci na z ktére odpowiadajg dla

Znajduje sie :

XVIII. Utworzy¢ summe czwartych poteg i summe odwrotnosci czwartych
poteg pierwiastkdw zréwnania

Znajduje sie :

XIX. Znalezé warunki konieczne, zeby utamek.

byl niezaleznym od x.

Znajduje sie warunki

To éwiczenie bylo juz dawniéj przedstawione, lecz bez zadnéj odpowiedzi;
przytaczona obecnie odpowiedz trudno$¢ przy rozwigzaniu zadania znakomicie

utatwia. .

XX. Dowies¢ ze, jezeli mamy :

dwie ze trzech liczb sa miedzy sobg réwne, byleby nie byto :
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Opiera sig, jak w ¢wiczenia poprzedzajgcem, na t"m, ze zréwnanie drugiego
stopnia ma tylko dwa pierwiastki.

XX}. Znalez¢ warunki konieczne, aby utamek,

byl niezaleznym od x i od vy.
Tu takze, zaréwno jak w ¢wiczeniu XIX, zalagczamy odpowiedz.
Znajduje si¢ warunki

Nalezy rozebra¢ przypadek szczegélny, w ktérym 4=0, A’ 0.

XXII. Znalez¢ zwigzek wymierny ktéry powinien istnie¢ pomiedzy ab,c,
a', b, c', aby dwa zréwnania ;

mialy pierwiastek spélny. Pokaza¢ ze w tym przypadku, pierwiastki mogg sie
wyrazi¢ bez radykali.
Zwiazek jest : (

a pierwiastek spolny :

XXI111, llozwigza¢ zréwnanie :

Znajduje sie:

XXIV. Dowie$é¢ ze zréwnanie :

ma zawsze swe pierwiastki rzetelne, kiedy — Uacj jest odjemnem.
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Nie ma potrzeby dowodzenia tego, jali tylko w przypadku kiedy (6'- — ka'c")

jest takze odjemném. Potozy sie wtedy :Jfichac = — a®, — hald — a'2;

i dowiedzie sie ze ilo$¢ ktéra, w wartosciach na a", jest potozona pod radykatem,

stanowi wieloczyn dwoéch czynnikéw, z ktérych kazdy jest summa dwdch
kwadratow.
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ZROWNANIA O JEDNfiJ NIEZNANEJ DAJACE SIE PRZYWIESC

DO ZIIOWNAN STOPNIA DRUGIEGO.

ZROWNANIA DWUKWADRATOWE.

303. ROZWIAZANIE ZROWNAN DWUKWADRATOWYCII. Zréwnanie o jednej
nieznanej zowie sie dwukwadratowem, kiedy to zréwnanie zawiera
w sobie tylko kwadrat i czwartg potege nieznanej. J)a sie ono zawsze

przywies$¢ do ksztattu,

(1]

Jezeli sie wezmie za nieznang, to zréwnanie staje sie drugiego
stopnia. Gdyz potozywszy : = mamy: xi = 22; zrownanie [11
staje sie :
zkad :

a poniewaz x jest pierwiastkiem kwadratowym z 2, mamy wiec :

[2]

Tak wiec x przyjmuje, w ogélnosci, cztery wartosci, rowne dwdj-
kami i znakéw przeciwnych i
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304. ROZTRZASANIE FORMUL. 1° Jezeli przypuscimy : b-—hac > o,

dvCie warto$ci na z sg rzeczywistemi; le wartosci moga wreszcie
byé¢ (273), obiedwie dodatnemi, lub obie odjemnemi, albo jeszcze

jedna dodatng a druga odjemna. W pienvszym przypadku, cztery
wartoéci  na x sg i“zeczywistenii; w drugim,  tez wartosci sg urojonemi ;
w trzecim, dwie z pomiedzy nich sa rzeczywistemi, a dwie inne uro-
jonemi.

Jesli przypus$cimy : b*—hac = Q), wartoéci na z sg rzeczywi-

stemi i rownémi; przeto, luartoscina  x sa réwnemi sobie dwdjkami
te wartosci  sg rzeczywistemi,  jezeli h i a sg znakéw przeciwnych, a uro-
jonemi, jezeli b 2 a sg tegoz samego  znaku.

3° Je$li przypuscimy : b— kac < O, warto$ci na z sag urojonémi;
a, zatem, cztery wartosci na x sg  urojonemi.

305. PRZEKSZTALCENIE WYRAZEN FORMY a Vl). Formuta [2],
litéra rozwigzuje zrownanie dwulvwadratowe, zawiera dwa radykale
potozone jeden nad drugim; ta forma nie jest korzystng, w ogoélno-
$ci, kiedy idzie o wyrachowanie liczebne pierwiastkéw. Jest wiec
pozyteczna szuka¢, pod jakiemi warunkami bedzie mozebnem prze-
ksztatcenie wyrazenia formy a-[-»/6 na summe dwdch radykali
prostych.

Pot6zmy zréwnanie :

1]

i starajmy sie rozwiazac je przez warto$ci wymierne na x inay : to
jestjeden przypadek, w ktédrym bytoby korzystnie wykonaé to prze-
ksztatcenie. Przypusémy, dla uniknienia wszelkiej trudnosci, ze
cztery radykale maj” znak -j- ; bedzie nam wolno wtedy (125) pod-
nies¢ do kwadratu obie strony zréwnania [1]; i otrzymamy zréwna-
nie rownowazne :

albo

[21
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Podniostszy jeszcze do kwadratu to ostatnie wyrazenie, znaj-

dziemy :

[3]

Ot6z drugi cztonek jest wymiernym z przypuszczenia; toz samo
rozumie¢ nalezy o wyrazach [a—x — ijfi b. Potrzeba wiec aby
2(a— X — y) V~b byto takze wymiernem; a, poniewaz niem nie

jest, potrzeba aby czynnik (a— x — y) byt zerem. Musi wiec by¢ :

a, zatem :

Wynika zt8d,- za x \'y mog” by¢ tylko pierwiastkami (285) zrow

nania :

Tak wiec powinno byé”, na przyktad :

(8]

Lecz te wartos$ci s{i v.'yn)iofnemi, tylko w przypadku w ktérym
[iC-—6) jest kwadratem zupetnym. Wiec, jezeli len warunek nie jest
spetnionym, przeksztatcenie nie jest mozebrieni. Jezeli, przeciwnie,
(@»—  jest kwadratem, \'y maj” warto$ci wymierne :

i, te warto$ci sprawdzajac zrownanie [2], dajg formute przeksztat-
cenia :

[1]
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Zauwazii.iy, wreszcie, m, dla jakiegokolwiek badZ {a~— for-
muta :

jest prawdziwga, poniewaz podnoszac jg do kwadratu, przychodzi
sie dotosamos$ci; lecz ta formuta nie przedstawia zadnej korzysci,
kiedy (a-— 6) nie jest kwadratem, poniewaz wtedy podstawia sie
za radykat sumnie dwocli rady kali tegoz samego ksztattu.

306. UWAGA. Majac do przeksztatcenia Va — vy b " potozy sie :

gdzie Xjest wiekszem jak y, tez same rozumowania przywioda nas
do tegoz samego zréwnania [4], dla oznaczenia warto$ci na x i na V.
Przeksztatcenie nie uda sie wiec, jak tylko w przypadku w ktérym
(@2 — h) jest kwadratem zupetnym otrzymamy woéwczas :

[7]

Jezeli teraz pierwszy cztonek ma znak —, tatwo jest dostrzedz

ze, dla zgodzenia znakéw dwoéch cztonkédw, bedzie potrzeba na-
pisa¢ :

[81

Gdyz wystarczy, dla otrzymania tych nowych formut, odmieni¢
znaki dwéch cztonkéow formut [6] i [7].

Tak wiec, w skréceniu, mozna te formuty napisac :
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przypuszczajac ze znaki zewnetrzne odpowiadajg sobie, tak jak
i znaki wewnetrzne.

307. ZASTOSOWANIA

3° Dowodzi sig, w geonietryi, ze oznaczajac przez C bok wielokata
foremnego wpisanego w koto promienia R, iprzez x bok wielokata
foremnego, o podwédjnej liczbie bokéw, wpisanego w toz koto,
znajduje sie formute :

Ot6z tu,
Jest wiec :

Ik’ Warunek konieczny i dostateczny, aby pierwiastki zréwnania
dwukwadratowego,

wyrazity sie przez summe dwoéch radykali prostych.
Mamy :



328 ROZDZIAL XVI.

W tym przypadku,

Tak wiec, potrzeba i dosy¢ jest zeby q byto kwadratem.

Rezultat jest wiec jeszcze ksztattu A -F ®V —

307 {bis). WELASNOSC ZASLUGUJACA, NA UWAGE TRZYMIANU X"\-px=-\-q.
Trzymian x " ' ¢ moze zawsze potozyé sie pod ksztattem
wieloczynu dwéch trzyrnianéw drugiego stopnia. To jest oczywistem
kiedy pierwiastki zréwnania

sg rzeczywistymi, uwazajac x~ jako nieznang: wtedy, w rzeczy sa-

mej, oznaczajac przez x' ix" te pierwiastki, mamy

Przypusémy wiec x' i x" urojonemi, wtenczas mamy

1)

Z drugiej strony, uwazajac i q jako wyrazy skrajne kwadratu,
mamy

(2)
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Lecz zwigzek (1) daje kolejno, dla > O,

Jezeli p jest odjemnem, ta formuta sprawdza sie sama przez sie.
Formuta (2) moze sie wtedy napisac

lub nawet

Co byto do,dowodzenia.

ZASTOSOWANIA. WeZmy

|0

20

NIEKTORE ZROWNANIA DWUMIANOWE.

308. KSZTALT ZROWNANIA DWUMIANOWEGO. Zréwnanie dwumianowe
jest zréwnaniem o dwéch wyrazach, ksztattu,

[11

Jezeli A jest dodatnem, to oznaczymy przez a pierwiastek nf*
z A, bedzie : A = a"*.

Jezeli A jest odjeninem, to oznaczywszy przez a pierwiastek
z — A, i bedzie : A= —AM
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Zréwnanie [1] przyjmie wtenczas ksztaht,

21

A, jesli potozymy, x zrownanie [2] stanie sie

albo, dzielgc przez o"»,

(3]

Taki jest ksztatt do jakiego mozna przywie$é wszelkie zréwnanie
dwumianowe. Gdy sie znajdzie warto$ci na y, mnozy sie je przez a,
dla otrzymania warto$ci na x-.

309. ROZWIAZANIE NIEKTORYCH ZROWNAN DWUMIANOWYCH.

1° Zréwnanie [1]
ma za pierwiastki.

Zréwnanie [2]
ma za pierwiastki,

T Zrbdwnanie [3]
moze sie napisaé : (

to zrownanie rozktada sie wiec na dwa inne,

ijego pierwiastkami sg :

Zrownanie [U]
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staje sie tosamem z poprzedzajagcem, kiedy sie w nisni zamieni x
na — X :jego pierwiastki sa wiec pierwiastkami z [3], z odmienio-
nemi znakami” to jest :

3" Zrownanie [5]
moze sie napisac
To zréwnanie jest wiec robwnowaznem z dwoma zréwnaniami [1]

i [2]; a, zatem, jego pierwiastki sg pierwiastkami tych zréwnari,
to jest :

Zrownanie [6]

jest tosamem z.

albo z

to zrébwnanie moze sie wiec napisac ;

a, zatem, rozktada sie ono na dwa zréwnania drugiego stopnia,

Pierwsze ma za pierwiastki,

a drugie, nie rézni sie od pierwszego jak tylko przez zamiane x
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na —X, ma wiec za pierwiastki,

Takie wiec s§ cztery pierwiastki zréwnania [6].
Zrownanie [7]
moze si¢ napisac:

To zréwnanie rozktada sie na dwa inne,

Pierwsze ma na rozwigzanie,

Go sie tyczy drugiego, mozna je napisa¢, podzieliwszy obie strony
przez

otoz, jezeli potozymy \ x X =z, a, zatem, -j- L — __ o0,
X-...

to zréwnanie staje sie :

ijego pierwiastkami se,:

Wreszcie zréwnanie

moze sie napisacé :
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i to zrownanie n)a za pierwiastki :

Tak wiec, dla kazdej wartosci na s odpowiadajag dwie wartosci x.
Zréwnanie [7] ma wiec, oprécz pierwiastku 1, cztery inne pierwia-
stki, ktdre sa wreszcie urojonemi gdyz wartosci bezwzgledne na z
sg mnic¢jszémi jak 2.

"Zréwnanie [8] r-f-1= 0,

staje sie tosamémze zréwnaniem [7], kiedy sie w niem zastepuje X
przez —X. Jego pie¢ pierwiastkow sg wiec pierwiastkami zréwna-
nia [71 z odmiennemi znakami.

5° Zréwnanie [9] — 1r=0,
rozktada sie na dv.a inne,

—1=0,

Daje wiec na rozwigzania sze$¢ pierwiastkow zréwnan [31 i [4],
to jest :

Zréwnanie [101 1= 0O,

staje sie tosanieni z poprzedzajacym, kiedy sie w nlem zastapi x

przez xX\]— 1; gdyz mamy :

Jego pierwiastki sg wiec danemi przez zréwnania :
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i, dla ich otrzymania, dosy¢ jest pomnozy¢ obie strony przez sj— 1 ;

gdyz wtedy pierwsze strony stajg sie¢ rGwnemi x X (— 1), albo — x.
Mamy wiec :
6° Zréwnanie [11] 1= 0,

ozktada sie na dwa inne,

a"*—1=0, i 4-1= 0.

Jego pierwiastkami sg wiec o$m pierwiastkéw zréwnan i5] i [6],
to jest :

Zréwnanie [12]

moze sie napisac :

albo

to zré6wnanie rozktada sie wiec na dwa inne,

zréwnania dwukwadratowe ktédre umiemy rozwigzaé, i ktére daja :

7° Zobaczymy, bez trudno$ci, ze zréwnanie,

[13] — 1= o0,
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ma za pierwiastki, pierwiastki zrownan [7] i [8]; i ze pierwiastki
zréwnania,

[uJ AetvoflAQ, .

sg pierwiastkami zréwnania [13], pomnozonemi przez \/— 1, i wzie-
temi z odmiennemi znakami.
8" Nakoniec pierwiastkami zréwnania,

[15] ipi-*i—Ir=o,

sg pierwiastki zréwnan [9] i [10].

Nie mys$limy prowadzi¢ dalej interesujagcego rozwigzywania tych
przeksztatcen, gdyz naszym celem byto tylko pokazaé, na niektérych
przyktadach, w jaki spos6b pewne zréwnania, stopni wyzszych nad
drugi, moga sie przywies¢ do zréwnan stopnia drugiego. Lecz
spos6b ogélny rozwigzania zréwnan dwumianowych nalezy do dru-
giej czesci algebry.

ZROWNANIA TRZYMIANOWE.

310. llozwiAZANIE ZROWNANIA TRZYMIANOWEGO. Zréwuanie trzy-
niianowe jest zr6wnaniem o trzech wyrazach, ksztattu,

[1] 4-C=0.
Jezeli sie weZmie za nieznang, potozywszy :
[2] =z,
czyli, =

to zréwnanie staje sie drugiego stopnia,
[3] azh-f fe -}-c= 0.

Mozna wiec otrzymaé¢ dwie wartos$ci na z; a, podstawiajac je kolejno
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w zréwnaniu [2], zostaje sie przywiedzionym, dla otrzymania pier-

wiastkéw zréwnania [1], do rozwigzania dwo6ch zréwnan
nowych stopnia n.

CWICZENIA.

I. Uozwigiza¢ zréwnanie :

Potozywszy :

znajdujemy :

U. Rozwigza¢ ziéwnanie :

ziiajdujemy :

I11. Rozwigza¢ zréwnanie :

I'olozywszy :

znajdujemy ;

A — adzMda"— Ixab
2ia — b) '

IV. Rozwigza¢ zréwnanie ;

dwumia-
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Potozywszy :

najdujemy :

V. liOzwiaZti¢ zréwnanie :

Potozywszy

znajdujemy :

VI. Uozwigza¢ zréwnanie :

Zréwnanie moze sie napisac :

znajdujemy :

YIl. llozwigza¢ zréwnanie :

To zréwnanie l:noze sie napisac:

i dije ono

TUI. ilozwi*za¢ zréwnanie:

Zréwnanie moze si¢ napisac :

337
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daje ono :

IX. Rozwigza¢ zréwnanie :

Znajdujemy :

X. liozwigza¢ zréwnanie :

Znajdujemy :

XI. Kozwi~zac zréwnanie .

Znajdujeaiy :

Xli. I'ozwigza¢ zréwnanie;
Znajdnjemy :
Xliii. llozwigza¢ zréwnanie :

Znajdujemy :

ROZDZIAL

XVI.
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XIV. liozwigzaé¢ zréwnanie :

1'rzywiotllszy zréwnanie do formy nastepujacej :

znajdujemy :

Hadyl<al f/| -a” powinniSmy wzig¢ z tymze samym znaliiem, w dwocli
zawierajacych go wyrazach.

XV. Rozwigza¢ zréwnanie :

Znajdujemy : «

XVI. Rozwigza¢ zréwnanie :

bziel~tc obie strony pizc a;" ; polem, czyniyc cc"”"'= oirzymaniy zrow-

nanie drugiego stopnia

zkad J

XVIIl, ilozwifzaé¢ zréwnanie
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Znajdujemy za pomocg tegoz samego sposobu :

Niekiedy rozpoznaje sie, przez rozwazanie zréwnania, ze przyjmuje ono
pierwiastek a. Jego pierwszy cztonek rozktada sie wtedy na czynnii<i (75) :
i ten rozktad utatwia rozwigzanie zréwnania, znizajac jego stopieA ; gdyz
jego pierwszy cztonek jest podzielnym przez (cc —a).

Oto kilka przyktadow.

XVIII. Uozwigja¢ zréwnanie :

To zréwnanie przyjmuje pierwiastek,
- XIX. Nozwi?za¢ zréwnanie :

To zréwnanie przyjliiuje pierwiastek,

XX. llozwiaza¢ zréwnanie :

To zréwnanie przyjmuje pierwistek, x = I
XXI Rozwigza¢ zréwnanie :

4 + X - 13i= 0.

Napiszmy zréwnanie pod ksztattem,

potézmy :

@

otrzymamy :

XXII. llozwigza¢ zréwnanie ;

To zréwnanie przyiji¢ra dwa razy za pierwiastek, cc= 1 ; przywodzi si¢ je

tym sposobem do drugiego stopnia.
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XXIII. Piozwiaza¢ zréwnanie :

Potozywszy,

jak w przyktadzie h" nuniern 309 ; znajdujemy :

XXIV. Rozwiaza¢ zréwnanie :

Po sprowadzeniu tego zréwnania do ksztaUii,

znajdujemy :

XXV. Hozwiaza¢ zréwnanie :

Trnkluljc je, jak zréwnanie XXXIII, znajdujemy :

XXVr. r.ozwigza¢ zréwnanie :

TrakUijjic je jeszcze, jak zrdwnanie XXiri, znajdujemy :
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UOWNANTA Z ILUKOLWIEK NIEZNANEMI.

ZROWNANIA DRUGIEGO STOPNIA Z DWIEMA NIEZNANEMI.

311. KSZTALT OGOLNY ZROWNANIA STOPNIA DRUGIEGO Z DWIEMA NIE-
zNANEMi. Zréwnanie drugiego stopnia, z dwiema nieznanemi X i Y,
przywiedzione do postaci catkowitej, moze zawiera¢ tylko szes$cio-
rakiego gatunku wyrazy, to jest"vyrazy na xy, wyrazy na dalej
wyrazy na X, wyrazy na Yy, i wyrazy calkiem znane. Zréwnanie
drugiego stopnia moze wiec zawsze przywie$¢ sie do ksztattu,

312. ROZWIAZANIE DWOCH ZROWNAN, Z KTORYCH JEDNO JEST PIER-

WSZEGO STOPNIA. Rozwigzanie zrownan jednoczesnych jest

jedng
z kwestj'j najzawilszych w algebrze.

Nie bedziemy tu sie zajmowali
wcale teoryg ogdélng : ograniczymy sie jedynie na wytozeniu Kkilku
przypadkéw bardzo prostych.

Mozna zawsze rozwigza¢ dwa zréwnania z dwiema nieznanemi,
pierwszego a drugie druf/fieyo  stopnia.
uktad:

jedno
Niech bedzie, w rzeczy samej

[1]
(2]

Wycigga sie ze zréwnania [11 :

podstawiajgc te 'warto$¢ w zrownaniu [2], otrzymujemy zréwnanie
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drugiego stopnia na x :

[31

ktére dostarczy dwie wartosci dla tej nieznanej; kazda z tych war-
tosci, potozona zamiast X, w zrdownaniu [1], daje dwie wartosci
odpowiednie dla y.

Uktad dany przyjmuje wiec dwa uktady rozwigzali. Jezeli dwie
wartosci na x sgrzeczywistymi, dwa uktady rozwigzan sg rzeczywiste :
te uktady sg urojonemi, jezeli warto$ci na x sg urojone.

313. PRZYPADEK DWOCH ZROWNAN STOPNIA DRUGIEGO. Kiedy zréwna-
nia z dwiema nieznanemi  sa oha drugiego stopnia, rugowanie jednej
z nieznanych ~ prowadzi, w ogdlnosci, do zréwnania zupetnego czwartego
stopnia.

W rzeczy samej, niech bedzie uktad :

[1]
[2]

Dla wyrugowania y, inoznaby byto wyciggna¢ jego wartos¢ z je-
dnego ze zréwnan, i podstawi¢ jg w drugiéom : lecz zawiktatoby sie
tym sposobem zrownanie ostateczne radykatami, ktére potrzebaby
byto pézniej znie$¢. Jest wiec prosSpiej wyrugovvac naprzéd vy-,
pomnozywszy zréwnanie [tj przez C a zréwnanie [2] przez Il, i od-
ciggnawszy jeden z wypadkdw od drugiego; tak postepujac otrzy-
mamy :

albo, przedstawiajac kazdy sp6tczynnik przez jedng lilere,

[31

i to zrownanie [3] moze zastapi¢ (128) jedno ze zréwnan danych.
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Wycigga sie wledy ze zréwnania [>] warto$¢ na y :

i podstawia sie  w zréwnaniu \\], ktore sie staje :

ot6z widzimy tatwo ze, jesli zniesiemy mianowniki, mnozac ol)ie
strony przez {hx d)-, to zréwnanie bedzie czwartego stopnia.
Poniewaz to zréwnanie bedzie zawicrato, w ogélnosci, wyrazy trze-
ciego stopnia i wyrazy pierwszego stopnia, nie bedzie podobna roz-
wigza¢ je za pomocg sposoboéw zwyczajnych algebry elementarnej.

Tak wiec uktad dwoéch zrownan drugiego stopnia z dwiema
nieznanemi nie moze by¢ rozwigzanym, w ogoélnosci, przez sposoby
dotad znane. Lecz natrafiamy niekiedy na uktady proste, ktére moga
sie rozwigza¢ za pomoca pewnych podej$¢ szczegdlnych, ktére damy
poznac.

.31/i. UozwiAZANIE NIEKT()RYCH UKLADOW PROSTYCH, 1° Niecli bodzio
uktad :

fi]

Rozpoznaje sie bezposrednio (285), ic x iy sa pierwiastkami
zréwnania,

i ze, przeto,

L2]
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Aby pierwiastki byty,rzeczywistemi, potrzeba zeby byto

2" Niech bedzie uktad :

Przywodzi sie ten'uktad do poprzedniego, potozywszy y = — v\
gdyz mamy woéwczas :

a, nastepnie,

Tak wiec mamy :

Istniejg wiec dwa uktady rozwigzali, ktére sg zawsze rzeczywi-
stemi.
3° Niech bedzie uktad

[11

Jezeli podniesiemy do kwadratu dwie strony zréwnania pier-
wszego, potem od tego rezultatu odciagniemy obie strony drugiego,

otrzymamy :
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Mamy wiec summe i wieioczyn nieznanych, Kktére sg, przeto,
pierwiastkami zréwnania :

Mamy wiec :

12]

Jezeli mamy : — "N o, warto$ci naa; i na ¥ sa rzeczywistemi;
te warto$ci sg urojonemi jezeli mamy : —a*< 0

k® Niech bedzie uktad :

[

Jezeli podwoimy obie strony drugiego zréwnania, potem dodamy
je stronami do pierwszego, i od niego odciggniemy kolejno, zastg-
pimy uktad dany przez uktad réwnowazny (128):

21

Wycigga sie ztad :

13]

A zatem, dodajac i odciagajagc stronami, p6ézniej dzielac przez 2,
otrzymamy :
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UWAGA. Zdaje sie jakby byto tu o$Sm uktadéw, ktére otrzymuje
sie kombinujac znaki radykali wszelkiemi mozebnemi sposobami.
Lecz nalezy uwaza¢ ze zréwnania [3] tworzg tylko cztery uktady;
to jest, potozywszy vV-+ = i» = H':

Znajduje sie wiec tylko cztery uktady rozwigzan : a, dla otrzy-
mania ich, potrzeba, po wzieciu dowolnem znakéw radykali w war-
tosci na X, wzia¢, dla warto$ci odpowiedniej na y, znaki ktére maja
toz samo potozenie.

Widzimy, wreszcie, ze rozwiazania beda rzeczywistemi, jezeli
mamy :d* > 2//'; urojonemi za$, gdy mamy d- < ‘W-,

f)" Niech bedzie uktad :

Lij

1'rzywodzi sie go do uktadu drugiego przypadku, piszac :

121

Zkad sie wycigga naprzéd wartosci na x- i na polem wartosci
naXinay:

[3]

albo \K]
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Lecz uktad i2], jest ogdlniejszym jak uktad [1], poniewaz zawiera po-
dniesionemi do kwadratu obie strony drugiego zréwnania [I], Nalezy
wiec kombinowaé wartosci na x inay, tak aby ich wieloczyn byt
rownym, h- :i to wymaga #gczenia warto$ci majacych tenze sam

znak.
Istniejg wiec cztéry uktady rozwigzan : dwa pierwsze sa rzeczy-

wistemi, a dwa inne urojonemi.

ZROWNANIA DRUGIEGO STOPNIA Z WIECE.I JAK Z DWIEMA NIEZNANEMI.

315. PRZYKLADY. 1» Niech bedzie uktad :

[1]

Jezeli podniesiemy do kwadratu dwa cztonki pierwszego zréw-

nania, po przeniesieniu w druga strone, otrzymamy

podstawiwszy za Xx-A-y* iza xy ich wartosci wyciagniete z dwécli

innych, przyjdzie :

zrownanie drugiego stopnia na s, zkad

2
Znajac ¢, wyciagnie sie summe .r-f-// z pierwszego zréwnania
iwieloczyn xy z trzeciego; iskorficzy sie rachunek, jak sie to odhyto
W numerze (Jo).

2° Wezmy jeszcze uktad

[11
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Jezeli odciggniemy drugie zrownanie od pierwszego, a trzecie od
drugiego, otrzymamy :

zkad wynika :
[21
a, zatem; [3]

Wycigga sie z tego ostatniego :

podstawiwszy te warto$¢ w pierwszém ze zréwnan danych, otrzy-
mamy :

alho

Zrownanie dwukwadratowe, ktére daje :

a tem samem,

jakotez.
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ZROWNANIA STOPNI WYZSZYCH NAD DRUGI.

316. PRzYKtADY. 1° Niech bedzie uktad :

(

Zniesienie mianownikow drugiego zréwnania pozwala napisac
uktad :

Jezeli wiec bedziemy uwazali xij i x n jako dwie nieznane po-
sitkowe u i Wotrzymamy :

[2

Drugie zréwnanie daje, = ~M; podstawiajgc te warto$¢ w pier-

wszem, otrzymamy :

albo
wiec :

ztad wynika :

Potrzeba przyjac¢ tenze sam znak dla wartosci na u i dla wartosci
5

na w, poniewaz V=-U.

Jezeli przyjmiemy naprz6d Wartosci : u= y= 5j. mamy :

zkad sie wyciggnie, dla x idla //, warto$ci 2
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Jezeli przyjmiemy, v= ur—o, mamy:
I .
16]
zkad sie wywodzi dla x-iy wartosci — Gil.

2° Niech bedzie jeszcze uktad :

it

Pierwsze zréwnanie staje sie przez zniesienie mianownikéw :

i mozna je napisa¢, dodajac hy® po obu stronach,

U46z pierwsza strona jest kwadratem z j;{'2-f-//) — 2//-; to zréw-
nanie moze sie wiec napisac :

wyrazenie rownowazne z:

Mozemy wiec, uktad dany, zastapi¢ dwoma nastepujgcemi :

Rozwigzemy”® wreszcie, bez trudnosci te dwa uktady. W rzeczy
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samej, drugie ze zruwiian [3], rozwigzane wzgledem X, staje sie

i ta warto$¢, podstawiona w pierwszem, daje :

albo
zkad wynika :
a, tem samem.

Znajdzie sie podobniez, dla rozwigzarn uktadu [6]:

Tak wiec rozwigzania uktadu danego sg :

3° Niech bedzie, nakoniec, uktad :

[

Mozna, grupujac wyrazy, napisaé go :
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i, dzielgc drugie zrdwnanie przez pierwsze :

zrownanie ktdre moze zastapi¢ jedno z poprzedzajacych. Jezeli
oznaczymy wieloczyn Xy przez u, i summe przez v, uktad
staje sie :

(2]

Jezeli wyrugujemy u pomiedzy témi dwoma zréwnaniami, mamy :

zrdwnanie trzymianowe, z ktorego sie wyciaga :

ztad :
A lem samem,

Tak wiec pierwszy uktad rozwigzania dostarcza zréwnanie :

zkad wynika :

a drugi uktad jest dostarczonym przez zréwnanie :

zkad wynika :



354 ROZDZIAL XVIII. "

CWICZENIA.

I. Rozwiaza¢ zréwnanie :

i wyprowadzi¢ ztgd :

Wyciaga sie x y i xy zdwocli zréwnan danycli, i tworzy sie wyrazenie

+ X]), ktére jest réwnem

IL Rozwigza¢ uktad :

IUiguje sie y : a potozywszy = z, otrzymuje sie zrévvnanie drugiego
stopnia ;

ZINd wyciftjga sie s; i otrzymuje sie pdzniej o; i ij.

I11. Rozwigza¢ uktad :

Kacliuje si¢ wieioczyn xy ; i przychodzi si¢ pézni¢j do
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IV. Rozwigzaé uktad :

Iladiuje sie wieloczyn ccy, podnoszac pi¢rwszc zrownanie do czwartéj potegi;
i otrzymuje sie:

Wyprowadza sie zlad z tatwoscig x i .

V. Rozwigza¢ ukitad :

llactiuje sie wieloczyn xy podobnym sposobem, iotrzymuje sie :

V1. Rozwigza¢ ukitad :

1 1
Biorac -, i 5 za nieznane, przywodzi si¢ do uktadu 3° (numeru 31/i

z "y

VIl. Rozwigza¢ uktad :

Przywodzi sie do tegoz samego uktadu, biorac i za nieznane.

VIII. Rozwigza¢ uktad :

Bierze sie za nieznane i ; 1 zostaje sie przywiedzionym do ¢wicze-
nia 1lI.
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IX. Rozwigza¢ uktad :

Bierze siejeszcze za nieznane X y ioxy.

X. Rozwigza¢ uktad :

Wyprowadza sie tatwo z tycli zréwnan inne :

i znajduje sie :

XI. Rozwiagza¢ uktad :

Rugujac y, przycliodzimy do zréwnania :

ktére mozna napisac :

a ivlére tatwo sie rozwiezuje.

Xii. Rozwigza¢ uktad :

Podnoszac do kwadratu piérwsze zréwnanie, pézni¢j zastepujac xy
I"ah, przyctiodzi sie do zréwnania :

przez
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tak ze uktad dany mozna zastipi¢ przez dwa uktady nastepujgce, tatwe do
rozwigzania :

X111, Rozwi?[za¢ uktad :

Znajduje sie intwo :

XIV. tiozwigza¢ uktad :

Dzieli si¢ pi¢rwsze zréwnanie przez xy, drugie przez potem przedsta-
1 1
wia sie a? + ic przoz u, y -{-Cb- przez v, i przycliodzi sie do dwocii zréw-

nan ;
zkgd wycigga sie tatwo :

XV. llozwi?[za¢ uktad :

Bierze sie za nieznane, yfec = tt. \ly = ??; i przycliodzi sie do zréwnan,

ktére dostarczaj? warto$¢ naw, a t(bm samém warto$¢ na u, i nakoniec wartosci
na £c i na vy,
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XVI. Tiozwigiza¢ uktad :

Uwaza sie ze piérwsze zidwnanie moze sie napisac :

i ze drugie jest szeScianem nastepujjicego :

3 3 —

l'otozywszy y x = u, yy = v, zostaje sie¢ tym sposobem przywiedzionym
do ulctadu (3°) numeru 31Z|. Lecz ostatnie zréwnanie nie jest tak ogdlnem jak
drugie ze zrownan danych ; tak ze nie otrzymuje sie tym sposobem wszystkich
rozwigizan.

XVII. Kozwitiza¢ uktad :

3 3
['otozywszy =u, Yy~ = v, zréwnania dane przyijiera ksztat :

Drugie, podzielone przez pierwsze, daje :

Vlozna wiec znalez¢ u i yMuy, a nastgpnie u i v, potem x \ y.
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XVIII. Rozwigza¢ ulitad:

1"olozywszy wyciaga sie tatwo z lyct) zréwnan :

XIX. Hozwigza¢ uktad :

VVylvonywa sie raclninlii; potém ruguje sie x, i przycliodzi sie do zréwnania :

zligd wyciaga sie y ; z tego wyptywa X.

XX, Rozwigzac ulitad :

Wytionywajac ractiuntii w pierwszt?m zréwnaniu, pot"m dzielgc jego ot)ip
Xi i

strony przez i podstawiajac w ni®ni za cc' yA za — + R i za
y N

;icli wartosci wyciagniete z drugiego, przychodzi sie do zréwnania ;

litére daje warto$¢ na xy. Ztad wypada warto$¢ na a5'V; znajac za$
zostaje sie przywiedzionym do zagadnienia (285). Wyciagga sie nastepnie
i y» a, t"m sam™m, x i V.
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XXI. Rozwigza¢ ulctud :

Podnoszac do kwadratu obie strony pierwszego zréwnania, i zastepujac w ni¢m
wieloczyn z radykali przez jego warto$¢ wyciagnieta z drugiego, potozy sie je
pod ksztattem.

Ktadzie si¢ p6zni¢j drugie pod ksztattem,

Mozna wiec wyciagna¢ zlad xy i x —y, a przeto x i V.

XXII. Rozwigza¢ uktad :

Potézmy kolejno :

/ut+ u' = a
przyjdziemy do uktadu | , kiéry dostarczy fiu'; wynika ztacl
( w' = b

u i u, potemz i z', anakoniec x i V.
Uktad ma o$m rozwigzan.

XXIIL Rozwigza¢ uktad :

Znajduje sig : = ab, yA — ac , 2= D

XXIV. Rozwigza¢ uktad :
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Wyciaga sie tatwo :

a, przeto,

XXV. Rozwiaza¢ ulttad :

Znajduje sie :

XXVI. Rozwiagza¢ ulitad :

Ruguje sie tatwo y iz ;\ znajdujesie, x = li, icc= 9. Otrzymuje sig, na-
stepnie, y-~z i yz; zicNd sie wyprowadza y iWarto$ci, Ictore odpowia-
daj? dla a;= 9, s? urojonemi : te za$ wartosci iitore odpowiadajg dla x =
shy =3, z= 6.
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[IOZWI4ZANIE \ ROZTRZASANIE ZAGADNIEN STOPNI WYZSZYCH
NAD PIERWSZY.

KWESTYA ODNOSZACA SIE DO PROPORCYJ.

317. Zmlei¢ proporcya, znajgc summe /S jej ivyrazbiv, summe 2Q
ich kwadratéw, isumme kc ic/i szeSciandw.

Wezmy za nieznane positkowe, przewyzke hd summy skrajnych
nad summa S$rednich, i wieioczyn p skrajnych, ktéry jest tenze
sam jak wieioczyn S$rednich. Summe, skrajnych bedzie 2(s-f-
summag $rednich 2(s — d), tak ze skrajne beda pierwiastkami zrow-
nania

a $rednie pierwiastkami zréwnania

Pozostaje wiec tylko oznaczyé p i d. Otéz summa kwadratow z pier-
wiastkéw dwéch zréwnan poprzedzajacych jest

a summa sze$cianow

mamy wiec zwigzki

zkad wyciggnie sie bez trudnosci p i d.
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Ten przykitad daje jak najwidoczniej uczu¢ wazno$¢ wyboru nie-
znanych w rozwigzaniu zagadnien.

podziat linii PROSTEJ W STOSUNKU S$SREDNIM | SKRAINYM.

318, Podzieli¢ linig prosta AB w stosunkii $rednim i skrajnym,
jestto podzieli¢ ja na dwie czeéci takie, zeby najiuiegksza z nich AX
byta $rednig proporcyonalna  pomiedzy prosta dang i jej  czeScig
mniejsza.

Niech bedzie a diugo$¢ Ali; oznaczmy AX przez x, a tém sa-
mem, przez {a — x)-, otrzymamy, podiug wystowienia, pro-
porcya :

[1]

Wycigga sie z tad zréwnanie :

albo i2)

Z kad : [3]

ROZTRZASANIE. Dwa pierwiastki sg oczywiscie rzeczywistemi. Po-
niewaz \/5 jest zawartem miedzy 2 i3, pierwszy przeto pierwiastek
jest dodatnym i mniejszym jak i stanowi on rozwigzanie zadane.
Lecz drugi pierwiastek jest, odjemnym, i jego warto$¢ bezwzgledna
jest wiekszg jak a\ ten wiec pierwiastek powinien by¢ odrzuconym.

Wszakze mozna wyttumaczyé to rozwigzanie odjemne. W rzeczy
samej, oznaczmy je przez (— «) : poniewaz ono sprawdza zréwna-
nie [2], musi by¢ :

albo
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Tak wiec « jest Srednig proporcyonalng miedzy « i (a-["«» * od-
powiada oczywiscie kwestyi tiastepujacej :

Znalezé, na prostej AB przedtuzonej, punkt X' taki, zeby jego od-
legtos¢  podpunktu A byta $rednig proporcyonalna miedzy jego odle-
gtoscig (@ a) od punktu B i linig prost3 AB = a :

X'

Dwa rozwigzania, na ktére natrafiliiiiy, rozwiezujg sposobem
og6hiym zagadnienie nastepujace :

Znalez¢, na prostej nieograniczonej, na ktérej sa wzietemi dwa pim-
‘kta A " B, punkt X taki, zeby odlegtos¢ AX byta $rednig  proporcyo-
nalng miedzy BX i AB.

Zdarza sie niekiedy, jak to ma miejsce po wiekszoj czesSci w zaga-
dnieniach stopnia pierwszego, ze rozwigzanie odjemne powinno
by¢ odniesioném na lewo AB, w kierunku przeciwnym zozwigzaniu
dodatnemu.

Moznaby bytO; wreszcie, unikng¢ rozwigzania odjemnego, liczac
odlegtosci poczynajagc od punktu B. Gdyz,oznaczywszy przez x od-
legtos¢ BX (1»« tig ), a, tem samem, przez 'a — x) odlegtos¢ AX,
mieliby$Smy proporcya :

z kad wyciaggnetoby sie zréownanie :

a, tem samem, - [5]

Te dwa zréwnania sg dodatnemi : pierwsze wigksze jak a, daje
punkt X'; a drugie, mniejsze jak a, daje punkt X.
WYKRESLENIE ROzZWIAZAN. Formuty [3], mogace sie napisac :
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prowadzg bezposrednio do wykreslenia ktore jest wskazanem w Po-

czatkach geometrii. Gdyz + jest przeciwprostokatng tréjkata

prostokatnego, ktoéry ma za boki
. AB
kata prostego ABi— : i, dla

otrzymania potrzeba odcia-
AB
gngcod tej przeciwprosto-
katnej, gdy tymczasem, dla otrzymania wartosci bezwzglednej na a;",
potrzeba doda¢ dwie dtugosci. Odcina sie wreszcie od A ku B,
a JI' w kierunku przeciwnym.
Uwazmy jeszcze ze zrownanie [2] moze sie napisac

zatem, zagadnienie dane sprowadza sie do nastepujgcego : Znalezé
dwie linie proste x i ktérych tak réznicg jak S$rednig  propor-
cyonalng jest a. Uczymy sie w geometry i, rozwigzywaé to pytanie,
i rozpoznajemy wykre$lenie poprzedzajace.

319. W zagadnieniu poprzedzajacem, zréwnanie przyjmuje wie-
cej rozwigzan rzeczywistych jak wystowienie, i potrafiliSmy ztago-
dzi¢ to wystowienie tym sposobem zeby dla kazdego rozwigzania
zrownania odpowiadat jeden przypadek zagadnienia; to uog6lnienie
nie jest zawsze mozebnem.

PRZYKLAD :

Przecig¢ sfere plaszczyzng taka, ieby podzielita na dwie roéwne czesci
wycinek sferyczny, majgcy za podstawe mniejszg z dwoch stref  sfery-
cznych ktére ta ptaszczyzna wyznacza.

Wedle powyzszego wystowienia, objeto$s¢ odcinka sferycznego
nmsi byé oczywiscie rowng objetosci ostrokregu obrotowego kto-
i-eg0 podstawg jest podstawa odcinka a wierszchotkiem $rodek
sfery.

Oznaczmy zatem przez r promien sfery danej, i dajmy ze x przed-
stawia odlegtos¢ srodka sfery od plaszczyzny siecznej; na wyrazenie
objetosci odcinka, wezmy potowe objetosci wycinka, co daje
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miarg objetosci ostrukregu jest

a wiec ;

albo

Nie zwazajgc na pierwiastek x = dajgcy odcinek i ostrokrag
réwne zeru, to jest, nie mogace istnie¢, nalezy sie tylko zastanowic¢
z uwaga nad zréwnaniem stopnia drugiego

jest to wiasnie zrownanie ktore znajdujemy wtedy kiedy zamierzamy
podzieli¢ promien w stosunku $rednim i skrajnym, tak zeby naj-
wiekszy odcinek tego promienia wychodzit ze srodka sfery; widzimy
wiec ze mamy istotnie dwa rozwigzania :jedno dodatne i mniejsze
jak r, ktére odpowiada pytaniu, drugie za$ odjemne i przewyzsza-
jace r w swej wartosci bezwzglednej, ktére powinno by¢ odrzuco-
nem, gdyz to rozwigzanie wskazuje ptaszczyzne sieczng nieprzeci-
najgca danej sfery.

ZAGADNIENIE PAPPUSA.

320. Przez pmkt M wziety na dwojsiecznej kata prostego,  popro-
luadzi¢ linig prosta taka, zeby jej cze$¢ zawarta w tym kacie miata diu-
go$¢ dang 1.

Punkt M jest wyznaczonym kiedy sie daje jego odlegto$¢ a od
bokéw kata prostego.

Niech beda nieznane OP = x, 0Q = y. Powierzchnia trojkata
prostokatnego POQ jestrowng summie powierzchni trojkatéow OMP,
OMQ ; ztad zréwnanie
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mamy wreszcie

zkad

m

X iy sa wiec pierwiastkami dwoéch zréwnan stopnia drugiego.
Zostawiamy czytehiikowi wykazanie ze sg rozwigzania, w ktérych
(lwa pierwiastki sg zawsze rzeczywistemi, a ktérych dwa inne nie
istniej§ jak tylko gdy

Pierwiastki odjemne odpowiadajg wreszcie odcinkom liczonym
na przedtuzeniach bokéw kata prostego, poczynajac od wierzchotka.
Poprzestaniemy na wykazaniu jak sie kresli x iy podtug zro-
wnan (1) i (2), bez rozwigzywania takowych.

Przedtuzmy MG o ME = i
z punktu J) jako $rodka promie-
niem rownym ])E nakresimy pét

okregu kota F'EP ; mamy

tak ze dwie wartosci na {x y)
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Wezmy pod uwage drugg warto$c

Nazywajac | $rodek linii MF, otrzymamy

co nas prowadzi do potozenia

zkad

oznaczajac przez H spodek prostopadiej spuszczonej na linig prosta
DF z punktu P, gdzie bok OA jest przecietym przez obwo6d kota
nakreslonego na prostej MF jako $rednicy; mamy przeto tym spo-
sobem dwa rozwigzania

Potkole zakreslone na prostej MF' jako S$rednicy datoby dwa
inne rozwigzania
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Jezeli diugo$¢ | jesj niniejszg jaiv 2MO, obwo6d kota MF nie
przetnie AO, i rozwigzania

nie istnieja.

KOLO STYCZNE, JEDNOCZESNIE, DO KOLA INNEGO | JEGO S$REDNICY
I CIECIWY.

321. Majagc dane koto ktérego Srodkiem jest O, jedng z jego Sre-
dnic AB, i cieciwe prostopadla do AB; nakreslic koto styczne, jedno-
cze$nie, do kota danego oraz do jego S$rednicy i cieciwy.

Niech bedzie OA=R,01
Przypusémy ze chcemy nakre-
§li¢ koto G wpisane w odcinek
AIC. Wezmy za nieznang, jego
promien, i potdzmy GT=:1T=>t-.
Linia prosta OG, ktéra taczy
Srodki, przejdzie przez punkt n
zetkniecia H dwéch kot; ta pro-
sta przecina wreszcie koto nie-
znane w S. Ot6z styczna OT jest
Srednig proporcyonalng miedzy catg sieczng OH a jej czeScig ze-
wnetrzng OS. Mamy wiec :

albo [IJ

albo, rozwijgjac i porzadkujac,

(2]

Zkad sie wyciaga :
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lub, uproszczajac,

(31

ROZTRZASANIE. Te dwa pierwiastki, sa oczywiscie rzeczywislemi,
poniewaz 2R(R -f o) jest iloScia dodatng; a, gdy a jest mniejszém
jak R, widzimy wiec, wpatrujgc sie w* zréwnanie ze jeden z nich
jest dodatnym a drugi odjemnym.

Rozwigzanie dodatne x' nakresli sie z wielkg hitwoscig : gdyz
radykat wyraza $rednig proporcyonalng miedzy 2R i (R -j- a), to
jest miedzy BA i BI; ten radykat jest wiec réwnym BC. Przeto :

Wiec, jezeli sie wezmie BT — BC, IT bedzie rowném x : ta
dtugo$¢ bedzie istotnie promieniem szukanym. Na otrzymanie
Srodka, wyprowadzi sie z punktu T prostopadig TG do A, hiorgc
na t¢j linii dtugos$¢ rowng IT.

Co sie tyczy rozwigzania odjemnego x', to ono jest roéwném,
w swej warto$ci bezwzglednej, dtugosci summy BC -]- Bl. Ula wy-
ttumaczenia tego rozwigzania, umazmy ze, oznaczajac je przez (— a),
musi ono sprowadzac¢ zrownanie [1]; powinno wiec bv¢ :

albo [Z]

Otéz to jest wiasnie zréwnanie jakie nalezatoby napisac, jezeliby
chciano nakre$li¢ koto styczne zewnetrzne do tuku BC i do $rednicy
i cieciwy przedtuzonych, a gdyby przytem podobato sie nazwaé x
nieznany promien kota ; zaj)ewnia sie o tem tatwo kreslac figure.
Tak wiec pierwiastek odjemny dostarczy drugiego rozwigzania za-
gadnienia; aby za$ otrzymaé¢ punkt zetkniecia T, nowego kota
i Srednicy AB, wystarczy odnie$¢ Srednice na lewo punktu B, i od-
cig¢ na niej dtugos¢ BT, rowng BC.

Widzimy Ze tu jeszcze, dwa promienie, I T=BC—BI”* i IT,=BC"Bi,
sa odniesione, poczynajac od punktu I, w kierunkach sobie prze-
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ciwnych, jak to wskazujg znaki ktéremi ich wartosci sg naznaczone
w formutach [3].

Oczywiscie ze punkta T i T, sg punktami zetknie¢ dwoch innych
két rownych pierwszym, ktérych $rodki sa symetrycznie potozone
pod $rednicg AB, i-ktére odpowiadajg takze pytaniu.

Jezeli clicemy teraz wpisa¢ koto w odcinek BIG, znajdziemy,
przez podohne rozumowania, zréwnanie

=]

ktére bedzie sie réznito od zréwnania M], i ktére nie bedzie mogto
przywie$¢ sie do niego przez zmiane znaku w x. Nie wchodzac
w szczegdly tego nowego rozwigzania, powiemy tylko ze pierwia-
stek odjemny bedzie odpowiadat dla kota stycznego zewnetrznie
do tuku AG, ize otrzymamy punkta zetkniecia dwoch kot ze $re-
dnicg AB, kreslac, zpunktu Ajako $rodka, pdtkole, promieniem AG.

Widzimy ze zagadnienie ma o$m rozwigzan dostarczonych przez
dwa zréwnania drugiego stopnia.

322, Podzielic powierzchniij kola majacego H za jjromieii, iv sto-
sunku $rednim i skrajnym, za pomoca obwodu kota  spotSrodkowego.

Mozna uczyni¢ dwa przypuszczenia : 1° powierzchnia zawarta
pomiedzy dwoma okregami jest $rednig proporcyonalng; 2° po-
wierzcennia kota nieznanego jest tg $rednig.
S11. W pierwszym przypadku, jezeli oznaczymy przez x promien
kota szukanego, zréwnaniem zagadnienia bedzie :

albo [1]

AN'yeigga sie zlad

albo

Pierwsze z tych dwoch zréwnan daje :
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a drugie, roznigce sie z poprzedniem tylko znakiem x, daje

[3]

ROZTRZASANIE. Cztery pierwiastki sg sobie réwne dwodjkami i zna-
koéw przeciwnych. Lecz pierwiastki odjemne nie majg znaczenia
w tej kwestyi geometrycznej; te zatem pierwiastki powinny by¢
odrzucone. Co si¢ tyczy pierwiastkdw dodatnych, pierwszy

jest najwiekszg czeScig promienia R podzielonego v stosunku  $rednim
i skrajnym :odpowiada on wprost na pytanie podzialu.  Drugi

jest linig ktorej $rednig proporcyonalng byloby R w podziale na S$redni
i skrajny stosunek. Ta linia, wieksza jak R, daje rozwigzanie, ktore
nie odpowiada zagadnieniu, takiemu jak byto potozone. Lecz, gdy
uogdlnimy wystowienie w sposéb nastepujacy :

fVykrcslic  koto spotsrodkowe z kotlem danem, i takie zeby wieniec
byt Srednig proporcjonalng miedzy powierzchniami  dwoch  két.

To nowe wystowienie nie bedzie wiecej wymagato zeby promien
nieznany byt mniejszym jak R. Jezeli ten przypusScimy wiekszym,
zréwnanie nowe,

nie bedzie sie réznito od zréwnania [lj; a, tem samem, drugie roz-
wigzanie bedzie odpowiadato, zaréwno jak i pierwsze.

IL Przypus¢my teraz ze koto nieznane, powinno by¢ Srednis$ni
proporcyonalnem miedzy kotem danem i wieAcem : zréwnaniem
zagadnienia bedzie wtedy :
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albo [A]

Moznaby byto rozwigzaé to zréwnanie dwukwadratowe za pomoca
sposobow znanych. Lecz prosciej jest potozy¢ :

(5]

zréwnanie staje sie, podzieliwszy je uprzednio przez R2:

(6]

jest ono tosamem z pierwszem ze zréwnan pierwszego przypadku.
Tak wiec warto$¢ odjemna na y powinna by¢ odrzucong, a warto$¢
dodatna jest najwieksza  czeScig promienia podzielonego w  $rednim
i skrajnym stosunku. Co sie tyczy promienia x kola nieznanego,  jest
on, podtug zréwnania [5], $rednim proporcyomilnym miedzy  promie-
niem kota danego i $rednig .

Mozna tatwo wykre$li¢ trzy rozwigzania lego zagadnienia.

OSTROKRAG OPISANY NA SFERZE.

323, Opisa¢ na danej sferze ostrokrgg prosty ktoregoby cala po-
wierzchnia réwnata sie powierzchni kota danego.

Jesli przez o$ ostrokregu poprowadzimy
ptaszczyzne, przecieciem bedzie trojka/
réwnoramienny SAB i wielkie koto OD
w niego wpisane. Przeto powierzchnia
sfery i szukana powierzchnia ostrokregu
sg figurami obrotowemi koto osi SC.

Owoz, nazywajgc R promien sfery, a
promien kota danego, x promieii CB
podstawy stozka, y jego wysokos¢ SC,
z jego bok albo apoterne SB, mamy
N = SG.SR= — 2R); wiec, wedle warunkéw zagadnienia;

powinno by¢

0)
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Wreszcie, dwa trojkaty podobne BSC, DSO daj3 :
(2)
Ci)

Przenoszac w (1) warto$¢ na z wyciagnietg ze zwigzku (2), otrzy-
mBmy wyrazenie

ktdre, z powodu (3), staje sie

Ostatnie wyrazenie pokazuje ze summa dwoéch czynnikéw nie-
H . a- H a- H H A H "
wiadomych iN —y>jest A, aich wieloczyn réwna sie la"-.

\yiec, aby otrzymac¢ wysoko$¢ y stozka, trzeba wystawié¢ prostokat

réwnowarty kwadratowi (a i w ktorymby dwa boki przylegte
czynity summe ; €ojuz vmdomeni nam byto.

Zréwnanie {L\), ktére moze sie napisa¢ pod ksztattem

pokazuje, ze aby // byto rzeczywistem, musi by¢

albo

Najmniejszo$¢ powierzchni stozka opisanego jest wiec réwng 8R-,
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znajduje sie wtedy

a wiec z — 7x

Ostrokreg prosty opisany na sferze, ktérego powierzchnia jest
najmniejszoscig, posiada witasnosci nastepujace :

1° Jego wysokos$¢ jest podwojng Srednicg sfery ;

2° Jego apotemajest potréjnym promieniem jego podstawy;

3° Jego powierzchnia jest podwdjng powierzchnig sfery, a, na-
stepnie, jego objetos¢ jest takze podwoOjng objetoscig sfery.

WALEC WPISANY W SFERE.
324. Wpisa¢ iv sfere, promienia R, walec prosty ktoregoby  powierz

chnia cata, liczac w to dwie podstawy, byta réwnowarta  powierzchni
kola, promienia danego m.

Jezeli oznaczymy przez x promieii podstawy ay wysokos$¢ walca,
to geometrya dostarczy bezposrednio zréwnan nastepujgcych :

[L.

albo, znoszac czynnik TT,

[2]

Wyciega sie z [2] :
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a, podstawiajac te warto$¢ w [1J, znajduje sie

znoszac mianowniki, i uproszczajac \vyrazy podobne, otrzymuje sie
zréwnanie dwukwadratowe :

3

zkad sie wyciaga :

i, nastepnie.

‘51

ROZTRZASANIE. Wpatrujgc sie w zréwnanie dwukwadratowe [3],
spostrzegamy ze, kiedy warto$ci na sg rzeczywistémi, to te war-
tosci sg obiedwie dodatnemi, a przeto kazda z nich odrebnie wzieta
powinna dostarczy¢ jedng warto$¢ rzeczywistg i dodatng na x. Lecz
nie dosy¢ na tém ze x jest rzeczywistem i dodatném, potrzeba takze
aby y niem byto; powinno by¢ przeto :

albo [6,

Zagadnienie bedzie wiec miato tyle rozwigzan, ile znajdzie sie
wartoéci na x dostarczonych przez formute [5], i zadosy¢ czynia-
cych temu warunkowi [6].

* Aby zagadnienie byto mozebnem, potrzeba naprz6d zeby wartosci
na X byty rzeczywistemi; wystarczy, na to, jak juz to uprzednio
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powiedzielismy, zeby wartosci na x byly niemi; c6 wymaga tylko

nieréwnosci :

Mozna jeszcze uwazaé pierwszy cztonek jako réznice dwocti kwa-
dratéw, i napisac :

Ot6z drugi czynnik jest dodatnym j potrzeba wiec zeby byto :

zkad [7]

Gdy ten warunek bedzie spetnionym, to najmniejsza wartos¢
na X odpowiada zawsze pytaniu ; gdyz ona zadosy¢ uczyni, nadto,
nieréwnosci [6], to jest bedzie :

albo. znoszac mianowniki, i przenoszac :

I, w istocie, jezeli m jest wiekszem jak R, ta nier6wno$¢ jest
oczywistg. Je$li, przeciwnie, m jest mniejszem jak U, obie strony
bedg dodatnemi, wolno wiec podnie$¢ je do kwadratu (200), i nie-
rownos¢ stanie sie :

albo

zkad
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co jest prawdziwem. Zagadnienie ma wiec zawsze jedno rozwigzanio,
skoro warunek [7]jest  spraivdzonym.

Aby najwieksza warto$¢ na x odpowiadata takze, potrzeba zeby
byto :

albo, znoszac mianowniki iuproszczajac :

Ot6z, jezeli m jest mniejszem jak R, ta nieréwnos$¢ jest niepo-
dobng, a zatem, drugie rozwigzanie nie istnieje. Jezeli m jest
wiekszem jak R, obie strony nieréwnos$ci beda dodatnemi, mozna
wiec podnie$¢ je do kwadratu; bedzie tym sposobem :

zkad

Potrzeba wiec, dla otrzymania dwoch rozwigzan, zeby m” bylo za-
wartem miedzy SR™ i 'RM (y™s 1).

325. UWAGA. Mozna sobie zda¢ rachunek, sposobem nastepuja-
cym, z wypadkow jakie otrzymalismy.

Zréwnanie [?], kiedy sie w niem zastapi y przez jego wartosé
dodatng wyciaggnietg z [1], daje, za wyrazenie powierzchni catej
walca wpisanego w sfere :

Jezeli roztrza$niemy warto$ci kolejne, przez ktére przechodzi ta
powierzchnia, kiedy promien x podstawy powieksza sie od Oaz do
promienia R sfery, widzimy ze ona jest zerem dla 0; potSm,
ze taz powierzchnia wzrasta razem z x, az do pewncj granicy jaka
rachunek daje pozna¢, i ktéra, podiug tego co poprzedza, jest
irRM\/5 -f-1); warto$¢ na x, ktora dostarcza te najwiekszo$¢, jest.
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wreszcie :

Dalej, kiedy x powieksza sie az do li, powierzchnia zmniejsza sie
az do wartosci sTtTi~ ktdra odpowiada przypadkowi w ktérym,
wysokos$¢ jest zerem, a walec sprowadza sie do jego obu podstaw
ktéoremi sa dwa wielkie kota. Otdz, rzecz oczywista ze powierzchnia
walca, powiekszajgc sie od zera az do najwiekszosSci, dla zmniej-
szania sie potem od najwiekszo$ci az do sTTR~ przejdzie dwa razy
przez wszystkie warto$ci zawarte miedzy najwiekszos$cig i 2irR2, a*
raz tylko przez warto$ci ktdre sa mniejszemi jak

ZAGADNIENIA ODNOSZACE SIE DO TROJKATOW PROSTOKATNYCH.

:j26. Wyrachowa¢  boki kata prostego w trojkacie prostokatnym,

znajac przeciw prostokatng a, i ivysoko$¢ h spuszczong z  wierzchotka
kata prostego na  przeciwprostokatna.

Niech beda x iy dwa boki nieznane ; twierdzenie
daje zréwnanie:

Pitagoresa

[1

- . - . .. Xxij ,ah .
1'owierzchnia tréojkata ma za wyrazenia y; wiec mamy:

L21

Podwajajac dwie strony zréwnania [2|, i dodajgc je potem do
zrownania [1], otrzymamy :

albo

zkad wypada, wyciggajac pierwiastek kwadratowy z ODU stron (a
wolno jest to uczyni¢ gdyz te strony sg dodatnemi) :

[3]
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Jezeli, zamiast dodawania dwu zréwnan stronami, odciggniemy
drugie od pierwszego, otrzymamy :

a, poniewaz mozna przypusci¢ ze x jest wiekszym z dwéch bokéw
szukanych, otrzymamy, wyciaggajac pierwiastki :

Znamy wiec summe [3] i réznice [4] niewiadomych, zkad tatwo
sie wyciaga :

ROZTRZASANIE. Aby zagadnienie byto mozebnem, koniecznym i
dostatecznym jest warunkiem, zeby warto$ci otrzymane na .rina y
byty rzeczywistymi, to jest zeby byto :

(6]

327. UWAGA. Te nierdwnosci [6] nie wytaczajag bynajmnic¢j réw-
nosci granic,

gdyz warto$ci na x i na y pozostajg rzeczywistemi i dodatnémi,
w tem przypuszczeniu. Dostarczg wiec one rozwigzania dwoch py-
tan nastepujgcych :
1° Pomiedzy wszystkiemi  tréjkatami  prostokgtnemi,  wysokosci  da-
nej  jaki jest trdjkat ktérego przeciioprostokgtna  jest ilajmniejszg?
Tym trojkatem jest wiasnie trojkat ktorego przeciwprostokatna
rowna sie 2~ Jest on réwnoramiennym; gdyz, w tym przypadku.
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T Pomiedzy  wszystkiemi  trojkatami prostokgtnemi, tejze  samej
przeciwprostokatnej  di,jaki jest trdjkat ktorego wysokos¢ jest najwiekszg?
Tym tréojketem jest wtasnie trojkat ktérego wysoko$¢ rdéwna

sie ™ . Jest on rGwnoramiennym; gdyz, w tym przypadku,

328. Wyznaczy¢ boki trojkata prostokatnego, znojec jego otmdd 2p
i powierzchnig m"-.

Niech bedg x, y, z boki trojkata; jezeli z jest przeciwprostoka-
tna, to mamy, wedle wystowienia, i postugujac sie podaniami do-
brze w geometryi znan$mi :

[
[«ij
13j

Mnozac przez 2, obie strony trzeciego zréwnania, i dodajac je
potem do pierwszego, otrzymamy :

albo [t

Drugie zrdwnanie daje wreszcie :

zkad  [5]

Réwnajgc dwie wartosci na {x -j- y» dostarczone przez zréwna-
nia [U]i [5], otrzymamy :
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albo, wykonywajac podniesienie do kwadratu wskazane w pier-
wszym cztonku, pézniej znoszac wyraz z* ktéry jest spélnym, i dzie-
lac obie strony przez h, bedziemy mieli:

zkad sie wyciggnie :

[6]

Dalej, poniewaz znamy z, zréwnania [2] i [3] dadzg poznaé
i xy; gdyz one dajg :

X iy sa, zatem, pierwiastkami zréwnania,

Mamy wiec :

L7

HOTZRzASANIE. Poniewaz warto$¢ [6] na x powinna by¢ dodatna,
jednym z warunkdéw mozebnos$ci zagadnienia jest :

Lecz ten warunek nie jest dostatecznym; potrzeba, nadto, zeby
wartosci na x ina y byty rzeczywislemi i dadatnemi.

Ot6z widzimy, wpatrujac sie w zréwnanie ktére je dostarczyto,
ze te pierwiastki beda dodatnemi, byleby tylko byly rzeczywistemi.
Potrzeba wiec zeby te j)ierwiastki byly rzeczywistemi, to ijest
zeby byto :
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albo, co na jedno wychodzi, poniewaz mianownik kp" jest do-
datnym.

Ot6z pierwszy cztonek moze by¢ uwazanym jako rdéznica dwoch
kwadratow. Ta réwnos$¢ jest wiec robwnowazna z nastepujaca :

Lecz pierwszy czynnik jest dodalnym : potrzeba wiec zeby byto

(8]

Taki jest warunek ktéremu p i m powinny zadosy¢ uczynié. Mozna
ztad wyprowadzi¢ granice, miedzy ktérdmi moze zmienia¢ sie p
dla pewnej wartosci danej na m, albo m dla pewnej wartosci
danej na p. Otrzymamy te dwa rezultata jednocze$nie poto-
zywszy “~ =r r. Jezeli, w rzeczy samoj, podzielimy przez m* obie

strony nieréwnosci [8], to staje sie ona :

Ot6z jej pierwszy wyraz jest dodatnym : wnosimy ztad ze, aby
ta nierowno$¢ mogta mie¢ miejsce, r powinno by¢ wiekszem jak
najwiekszy pierwiastek zréwnania : r™— 2rv2 -[- 1= O, albo
mniejszem jak najmniejszy ; to jest wiekszem jak (y/" -j- 0> Ao
mniejszem jak (~2—1). Lecz p jest, jak to juz widzielismy,

wiekszem jak m\ przeto stosunek ~ nie moze by¢é mniejszym

jak [\J'I — I); potrzeba wiec zeby ten stosunek byt wiekszym
jak  (v'2 -j- O- Wreszcie, ten stosunek pocigga za sobg pierwszy;

ten wiec jest jedynym warunkiem mozebnoséci zagadnienia.

329. UWAGA. Trojkat prostokatny majacy 2/) za obwdd a Na
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powierzchnig nie jesl moZzebnym jak tylko jesli bedzie :

z tego wynika

albo, pomnozywszy oba wyrazy utamka przez

Te nieréownosci nie wytgczajg wcale réwnosci granic,

gdyz, w tem przypuszczeniu, wartosci nieznanych pozostaja rzeczy-
wistemi i dodatnémi. Dostarczag wiec one rozwigzania kwestyj na-
stepujacych :

1° Pomiedzy luszystkiemi troj katami  proslokafnemi, réwnoobwodo-
tcemi  2p, jaki jest trojkat ktdrego poiuic7'Zcknia jest najwiokszg?

Tym tréjkatem powinien byé wtasnie trojkat ktérego powierzchniag

jest : mir — I)y'~. Jest on réwnoramiennym; gdyz boki
kata prostego sg dane przez formute : t:= y = p[l — v2) e+ Prze-
ciwprostokatna

2°  Pomiedzy trojkatami prostokat)iemi, tijze  samej powierzchni,
jaki jest trdjkat ktérego obwod jest najmtiiejszoscig?

Tym trojkatem musi by¢ tréjkat ktérego obwodem jest :
2p = 2m{\V2 O- Jest on rownoramiennym; gdyz boki keta pro-

stego sa dane przez formute :

Przeciwprostokatna
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ZAGADNIENIE 0 POMPACH.

330. W pompie ssacej zaczyna sie porusza¢ tlok; znalei¢  wy-
solios¢ do ktérej sie podniesie ivoda iv rurze ssacej po  pierwszem,
drugiem,...  poruszeniach tloka : i wiele potrzeba poruszen tych, azeby
looda podniosta sie az do klapy ssacej ?

Aby rozwigzaé to zagadnienie, potrzeba przypomnie¢ sobie naste-
pujacg zasade fizyki :

PRAWO MARIOTTE'A. Objetos¢ gazu jest iv stosunku odwrotnym do-
znawanego cisnienia; i tak, na przyktad, bioragc pewng objeto$¢ po-
wietrza pod cisnieniem danem, ta objeto$¢ staje sie dwa razy, trzy
razy albo dziesie¢ razy mniejsza, jezeli to ci$nienie staje siesamo
przez sie dwa razy, trzy razy albo dziesie¢ razy wiekszem. Takie
jest wystowienie prawa S$cisliwosci powietrza i gazéw, znanego
w nauce pod nazwiskiem prawa Mariotte'a, od nazwiska fizyka ktory
pi¢rwszy dat je poznaé, w pierwszej potowie xvii wieku (okoto 1650).

Fig. 10. Niech bedg :

B przeciecie ciata pompy;

L wysoko$¢ EP do jakiej sie podnosi ttok ;

w przeciecie rury ssaccj;

| dtogos¢ hs tej rury;

H wysoko$¢ kolumny wody tworzgca rdwnowage
z ci$nieniem atmosferycznem;

X wysokos¢ do ktérej woda dosiega po pewnsj
liczbie poruszen ttoka;

Xi wysoko$¢ hh' do ktérej nowe poruszenie tloka t

wysoko$¢ podnosi.

Kiedy woda zatrzymata sie w A', tlok byt w P;
klapa S zamkneta sie pod swym wlasnym ciezarem,
a ttok spuszczono az do E. Wtedy powietrze ktére ma za objetos¢

posiada sprezysto$¢ proporcyonalng do
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poniewaz to powietrze tworzy réwnowage z cisnieniem atmosfery-

cznym zmniejszonem kolumng wody hh\
Kiedy ttok podnosi sie do P, woda dosiega do h", i massa po-

wietrza uwazanego zajmuje objetos¢

jego elastyczno$é jest wreszcie proporcyonalng do

Prawo Mariotte'a daje wiec

albo

a warto$é na

ROZTRASANIE. Oba pierwiastki sg rzeczywistemi, gdyz poniewaz H
jest wyzszem od X, wieloczyn

jest dodatnym; pierwiastek odpowiadajgcy znakowi -f- radykata
jest wiekszym jak
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to jest wiekszym jak Il. Ten wiec pierwiastek nie odpowiada zada-
niu, poniewaz woda nie moze oczywiscie podnie$¢ sie do wysokosci
wyzszej nad H; radykat powinien mie¢ znak — .

To przypusciwszy, zréwnanie

dozwoli wyrachowaé¢ wysokosci do ktérych kolejne poruszenia
ttoka podnoszg wode.

Do znalezienia wysokosci odpowiadajagcej pierwszemu poru-
szeniu ttoka, robi sie x == 0; potem, zastepujac x przez znaleziong
wysokos$é otrzymamy wysokos$¢ odpowiadajacg dwom pier-

wszym poruszeniom ttoka, i t. d.

Zatrzymamy sie skoro przyjdziemy do wysokos$ci przewyzszajacej |.

ZAGADNIENIE ODNOSZACE SIE DO WYMIARU GLEBOKOSCI STUDNI.

331. Wyrachowa¢ gtebokos$¢ studni, wiedzac ze uptyneto | sekund od
chwili kiedy puszczono kamien, az do chwili kiedy plasnienie tegoz ka-
mienia o powierzchnig  wody w studni, doszto do ucha robigcego do-
Swiadczenie  badacza. (Przy tym wymiarze zaniedbuje sie opor
powietrza.)

Aby rozwigza¢ to zagadnienie, potrzeba sobie przypomnie¢ dwie
zasady czesto uzywane w badaniach fizyko-matematycznych :

1° Przestrzen przebiezona przez ciato ciezkie jest proporcyonalng
do kwadratu z czasu 6 uptynionego od poczatku spadania; a, jezeli
oznaczymy przez g spbiczynnik staty, réwny 9n>80896, to ta prze-

strzen przedstawi sie za pomocag wyrazenia .

2" Dzwiek z predkoscig jednostajng przel)iega 333 metréow na
sekunde. W racliunku nastepujagcym, przedstawimy jego predkosc
przez v\ tak ze, w czasie 9, dzwiek przebiega przestrzen yo0.

Niech bedzie x gteboko$¢ studni obrachowalia W metrach.
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Nazywajgc t* liczbe sekund ktére kamieA tozy na zstgpienie do
wnetrza studni, mamy :

zkad

Nazywajac U czas ktory dzwiek kiadzie na przyjscie do ucha
badacza, mamy :

(2]

Otéz -f-tx= t, wedle wystowienia; wiec zréwnanie zagadnie-
nia jest:

[3]

Na rozwigzanie tego zréwnania, zawierajgcego w sobie radykat,
ktadzie sie je pod ksztattem :

podnoszac dwie strony do kwadratu, otrzymamy :

B

albo, przenoszac wszystkie wyrazy w pierwszy cztonek, i porzad-
kujac :

[6]

Wyciaga sie ztad :
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ROZTRZASANIE. Oba pierwiastki sg rzeczywistemi; gdyz ilo$¢ po-
tozona pod radykatem jest oczywiscie dodatng.

Nadto, tatwo jest spostrzedz, ze te pierwiastki sa obydwa dodat-
nemi : gdyz, podtug zréwnania [6], ich wieioczyn fu™ jest dodat-

flt 2\

nym, jako tez ich summa -f-jy'~' Zagadnienie nie moze mie¢,
wszelako, jak tylko jedno rozwigzanie; gdyz dwie studnie gtebokosci
réznych nio moga odpowiadac tejze samej wartosci na t.-Dla wyttu-
maczenia tej osobliwosci, i wykazania ktéry z dwdch pierwiastkow
istotnie odpowiada pytaniu, zauwazmy ze podnoszgc do kwadratu
obie strony zréwnania [/i], tworzymy nowe zroéwnanie, ktére, rzeczy-
wiscie musi sie sprawdzi¢ wraz ze zréwnaniem danem, lecz ktdre
moze sie takze sprawdzi¢ lubo zréwnanie dane sprawdzi¢ sie nie da.
Dwie strony miatyby, w rzeczy samej, tenze sam kwadrat, jesliby
te strony byty rowne i ze znakami przeciwnymi. Zréwnanie [5] jest
wiec rzeczywiscie rownowazneni (125) z dwoma nastepnemi :

Pierwsze z tych zrownan jest jedynem ktére odpowiada zagadnie-
niu danemu; i jego rozsvia/.anie jest rozwigzaniem zagadnienia.
co

ot6z to rozwigzanie jest mniejszem jak vt, gdyz, t — - bedac doda-
tnem, toz samo sie rozumie o vt— X\ ,przeciwnie, rozwigzanie
drugiego zréwnania jest wiekszem jak vt, gdyz t— ~ jest odje-
mnem; jest ono, zatem, najwiekszym pierwiastkiem zrownania [5]:
powinno wiec byé odrzuconem jako obce rozwigzanie. Tak wiec

rozwigzaniem szukaném jest:
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UWAGA. Pov/récimy jeszcze raz do tego zagadnienia w ostatnim
rozdziale pierwszego tomu.

ZAGADNIENIE O SWIETLE CLAIRAUT'A.

332. L. ROZWIAZANIE CIRODDE'A. Zimleze, na linii prostej taczacej
dwa punkta Swiecace A i B, punkt R w ktérymby umieszczony
ekram, odbierat od obu punktéw Swiecgcych révme ilosci Swiatta.
Przypuszcza sie tu naprzdd upowszechniong zasade fizyki : iz nate-
zenie Swiatta jest w stosunku odwrotmjm  kwadratéw z odlegtosci;  to
jest ze ekram, stuzacy robigcemu doswiadczenie za zastone od Swia-
tta, potozony w odlegtosciach 2, 3, razy wiekszych lub mniej-
szych od punktu $wiécacego jest h, 9, 16, razy mniej lub wiecej

oSwieconym przez tenze punkt Swiecgcy.

Oznaczmy przez d odlegto$¢ punktéw statycti A iB, przez aib
iloSci Swiatta ktore ekram odbiera wzglednie od tych punktéw
Swiecgcych, gdy ten ekram jest kolejno potozony o jedno$¢ odle-
gtosci od kazdego z nich, i nakoniec nazwijmy x odlegto$¢ od
punktu szukanego R do punktu A. Obrachujemy ilosci Swiatta ktore
ekram, potozony w R, odbierze od A iod B, a, rownajac te ilo-
§ci, zagadnienie utozymy w zréwnanie. Otéz, poniewaz punkt A
rzuca na ekram w jednosci odlegtosci, ilo$¢ a $wiatta, znajdziemy
ilos¢ Swiatta y rzucong przez punkt A na tenze sam ekram poto-
zony w odlegtosci x, przez proporcya

Zobaczymy tak samo ze poniewaz BB jest réwnem d — .r,
ilos¢ z Swiatta ktdrg nasz ekram, potozony w R, odbierze od B
bedzie wyznaczong przez proporcya
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wiec zréwnanie zagadnienia jest

[11

Idzie wiec o rozwigzanie tego zréwnania. Lecz, zamiast przywie-
dzenia go do formy zwyczajnej, uwazmy ze mozna znizy¢ je bez-
posrednio do pierwszego stopnia, wyciggajgc pierwiastek kwadra-
towy z jego obu cztonkéw : otrzymamy tym sposobem

zKad sie tatwo wyciggnie

[2)

Bedziemy teraz roztrzagsali te formute, i rozréznimy, w tym celu,
trzy przypadki gtéwne, to jest : n”b, ii~b, a<C,b.

PIERWSZY PRZYPADEK, A > Pierwsza warto$¢ na x wymaga aby
ekrain znajdowat sie miedzy punktami A i B, i bliz¢j drugiego jak

pierwszego; gdyz jest rzeczg oczywistg ze ilos¢ jest mnicjsza
\ja -\-yJb

1
cA jednosci a wiekszg od ~ ¢ W rzeczy sam¢j, mianownik jest wie-
kszym jak licznik, lecz jest mniejszym jak tenze licznik wziety dwa
razy, poniewaz « > wiec warto$¢ na x jest < i> » To
wiasnie powinno mie¢ miejsce, gdyz aby ekram, potozony miedzy A
i B, byt rowmo os$wiecony przez te dwa S$wiatta, poUzeba oczywiscie

aby sie znajdowat blizej stabszego a dalej od bardziej btyszczacego.
Co sie tyczy drugiej wartosci na x, jest ona wiekszg od d,

gdyz "y~ > 1; tak wiec znajduje sie drugie potozenie ekramu

na przedtuzeniu Afi, w pewnym punkcie W.
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DRUGI PRZYPADEK, a = b. Pierwsza warto$¢ na x przywodzi sie

do ijest widocznem, ze w obecném przypuszczeniu, ekram ktory
Jt

bedzie potozonym w $rodku przedziatu AB, nmsi by¢ rdwno oswie-

conym przez dwa S$wiatla.

Druga warto$¢ na x staje sie nieskofczong dla a= b. Lecz jezeli,
zamiast wzia¢ nagle a= b, przypuscimy Zze natezenie punktu $wie-
cacego ]], naprzod mniejsze od a, powieksza sie coraz bardzi¢j, druga
warto$¢ na x wzrasta¢ bedzie, i widzimy ze dajac dla b warto$é
nizszag od a tak mato jak tylko sami zechcemy, to warto$¢ na x
bedzie mogta sta¢ sie wiekszg jak wszelka- ilo$¢ dana, tak ze gdy
przyjdzie b= a, nie bedziemy mieli wiec$j potozenia mozebnego
do oznaczenia dla ekramu na przedtuzeniu AB; iw rzeczy samdj,
we wszystkich tych potozeniach, bedzie on zawsze bliz¢j od B jak
od A, a przeto bedzie nieréwno o$wieconym przez te dwa Swiatta.

Gdyby jednocze$nie z przypuszczeniem a=b, byto takze d = O,
pierwsza warto$¢ na x sprowadzitaby sie do zera, a druga do "

lecz, poniewaz nie ma wtedy czynnika spdlnego obu wyrazém

utamku AN potrzeba, dla wyttumaczenia tego ostatniego
\ja — \jb

wypadku, zrobi¢ przypuszczenia a= b, i d = O w zréwnaniu za-

gadnienia. Otrzymamy tym sposobem ze to zréwnanie przywodzi sie

do tosamosci

i ze nastepnie ™ jest tu wyraznym symbolem nieoznaczonoSci;

z tego wiec iz x moze przyjmowaé wszelkie wartosci mozebne, po-
winnismy wnosi¢ ze, w jakiemkoiwiek potozeniu umie$cimy ekram,
bedzie on zawsze rowno o$wiecony przez dwa S$wiatta.

TRZECI PRZYPADEK, a < Tu piérwsza warto$¢ na x jest jeszcze
mniejszg jak d ijest ona nawet jal* to prawdziwie by¢ po-

winno. Co sie tyczy drugi$j, jest ona odjemna, co wskazuje ze od-

legtos¢ ekramu od punktu A powinna by¢é odniesiong, nie juz na
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prawo punktu A w kierunku AB, lecz na lewo tego punktu i w Kie-
runku przeciwnym. Ta warto$¢ odjemng na x pochodzi z fatszywego
przypuszczenia zrobionego co do potozenia punktu R', przy wyra-
zeniu zagadnienia za pomocg zréwnania; gdyz otrzymalibySmy toz
samo zrownanie [1], bioragc AR' za nieznang. Przypu$émy w rzeczy
samej ze ekram powinien by¢ umieszczony w R", i oznaczmy AR"
przez Xj ilosci Swiatta ktére ten ekram odbierze od punktéw A i B

beda wzglednie ~ i "M~ , tak ze zréwnanie zagadnienia be-

dzie wowczas

i fo jest wtasnie czem sie staje zréwnanie [1], gdy w niém zamie-
nimy X na — X

333. I1l. ROZWIAZANIE BERTRANB'A, OBECNIE ZYJACEGO GEOMETRY.
Znalez¢é, na linii punkt X réwno o$wie-
cony przez (lwa $wiatta A i B, ktérych na-
teze7iiami sg i zi'. Daje sie AP= a, BQ=b,
2 PO= d; AP i PQ sa prostopadlemi Spu-
szczone mi z punktéow A / B na linig PQ.

Do rozwigzania tego zagadnienia, nalezy

sobie przypomnie¢ Zze natezenie Swiatta jest

w stosunku odwrotnym kwadratu z odlegtosci

punktu o$wieconego od punktu Swiecgcego] tak ze Swiatto, mocy i,

oswieca, na o<dleglos¢ x, z natezeniem tJiJ<73
Powinno waec by¢ :

albo, oznaczajagc PX przez x, a, zatem, QX przez (d — x} :

[1]
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albo, znoszagc mianowniki :

21

rRozTRzASANIE. Nie wchodzac w szczegély rozwigzania tego zré-
wnania drugiego stopnia, i warunki mozebno$ci zagadnienia, sta-
rajmy sie wytlumaczy¢ rozwigzania odjemne ktére to zréwnanie
mie¢ moze. Jezeli oznaczymy przez (— «) rozwigzanie odjemne, to
rozwigzanie to powinno sprawdzi¢ zréwnanie [1]; powinno wiec by¢:

Jest to wtasnie zréwnanie ktére wypadatoby przyja¢ gdyby, szu-
kajagc punktu X po lewej stronie P, zostata oznaczong przez « jego
odlegto$¢ nieznana od punktu P. Rozwiazanie odjemne dostarczy
wiec rozwigzania zagadnienia danego, byleby mierzono dtugosé
ktére to rozwigzanie daje na lew®o punktu P, to jest w kierunku
przeciwnym temu ktoéry odpowiada rozwigzaniom dodatnym.

I1l. ROZWIAZANIE P. SONNET'A. Znalei¢ na linii prostej xv,
faczacej dwa piinkta Swiecace A B, punkt odbierajagcy od kazdego
z nich tez samg ilos¢ Swiatta.

(Przypuszcza sie ze jest znang zasada fizyki nastepujgca : ilos¢
Swiatta odbieranego jest w stosunku odwrotnym kwadratu z odle-
gtosci od punktu $wiecacego.)

Wezmy za nieznang odlegto$¢ AG punktu szukanego od jednego
zdwoch punktow Swiecgcych, i oznaczmy jg przez .r; niech bedzie d
odlegto$¢ AB dwoch Swiatet. Przedstawmy przez a- ilo$¢ Swiatta
ktoragby odbierat pewien punkt potozony na 1 metr odlegtosci od
punktu A, a przez odpowiednig ilo$¢ Swiatta ktérg odbieratby
punkt potozony na 1 metr odlegtosci od punktu B.

Jezeli / oznacza na chwile ilo$¢ Swiatta ktérg punkt szukany C
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odbiera 0(1 punktu A, powinno by(j, wedle zasady przytoczonej :

Rozumujgc tak samo, znajdziemy ze ilos¢ S$wiatta ktéra punkt
szukany odbiera od punktu B jest

Te dwie ilosci Swiatta rzucone na punkt szukany G powinny by¢
rowne wedle wystowienia, musi wiec by¢ zréwmanie :

(1]

Moznatjy byto traktowac je sposobem zwyczajnym, i radzimy to
¢wiczenie dla uc”ni, lecz prosci¢j jest zauwazy¢ ze dwie strony sa
kwadratami zupetnemi, mozna wiec wyciggna¢ z nicli pierwiastek,
co daje dwa zréwnania pierwszego stopnia

(2]

Biorgc znak przed drugim cztonkiem, otrzymamy, po zniesie-
niu miamownikow.

Biorac znak — przed drugim cztonkiem, otrzymamy, tymze samym
sposobem.

wartosci rzeczywiste ktére nalezy roztrzasac,
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ROZTRZASANIE, R Przypu$¢my naprzoéd pierwsze S$wiatto wielvszej
mocy jati. drugie, albo a > 3. W tym przypadku warto$ci a* i .t"
sq obiedwie dodatnemi.

WezZmy naprz6d pod uwage warto$¢ x'. Poniewaz a -|-|3 jest wie-

kszem jak a, wyrazenie jest mniejszem jak i; wartos¢ jest
wiec mniejszg jak d, i odpowiada punktow”i zawartemu miedzy punk-
tami Swiecagcemi A i R. Go wieksza, poniewaz jest mniejszem

jak a-\-a albo 20(, wyrazenie—" jest mniejszem jak albo
J (. Wy a+pl ] J 2a

1
jak 2 ; tak wiec x' jest mniejszem jak potowa d. Punkt odpowie-

dni Gjest wiec blizej punktu B jak punktu A.
Wezmy dalej pod uwage wartos¢ x". Poniewaz a — p jest mniej-

szem jak a, wyrazenie "~ ” jest wiekszem jak 1; tak wiec a" jest
wiekszem jak d, iodpowiada punktowi C', potozonemu po tamtej
stronie punktu Swiecgcego B ktéry posiada stabsze natezenie. Poj-
muje sie, w rzeczy samej ze mozna bedzie znalezé z téj strony
punkt, dla ktoregoby rdéznica natezenia dwéch Swiatet zostata wy-
nagrodzong przez réznice odlegtosci od punktu oSwieconego.

2° Przypu$émy ze natezenie drugiego $wiatta zwieksza sie stopniowo
i ze przeto ™ powieksza sie przyblizajagc sie tym sposobem do
warto$¢ na x' bedzie zmniejsza¢ sie stopniowo, a warto$¢ na x"
powiekszaé sie rownoczes$nie. Tak wiec punkt C bedzie sie przybli-
zal do $rodka AR, a punkt G' bedzie sie oddalat coraz wiec¢j od
Swiatta B.

Jezeli przypuscimy teraz a = P, albo dwa $wiatta réwnego na-

tezenia, bedzie x' = a = " | to jest ze punkt G znajdzie sie
wtenczas w $rodku AB, a ze punkt G' bedzie sie oddalat do odle-
gtosci nieskonczonej na prawo punktu B. Przyjmuje sie, w rzeczy
sam¢j, ze dla wynagrodzenia réznicy natezenia dwoéch Swiatet, po-
trzeba oddali¢ punkt G' tem bardziej, im ta réznica jest mniejsza,
i ze jezeli nakoniec staje sie ona zerem, to dopiero w odlegtosci
nieskoniczonej roznica odpowiednia odlegtosciom staje sie niedo-

strzezona.
3° Przypusémy ze p, nieprzestajagc wzrasta¢, staje sie wiekszem
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jak a, albo ze $wiatto B jest bardziej natezonem jak Swiatto A.

Warto$¢ X pozostaje dodatng i nniiejszg jak d, to jest, odpowiada
zawsze punktowi zawartemu miedzy A i B. Lecz, poniewaz 3 jest
wiekszém jak  wynika ztad ze a -(-"jest wiekszém jak 2a, a zatem

ze, » p jest mniejszem jak ~ albo jak *; tak wiec X' jest

mniejszém jak to jest punkt Cjest wéwczas blizej Swiatta A jak

Swiatta B.

Co sie tyczy wartosci x', ta staje sie odjemng, a poniewaz uwa-
zalismy jako dodatne, odlegtosci liczone po prawej stronie punktu A,
potrzeba bedzie, dla uogélnienia formut, uwaza¢ jako odjemne
wartosci liczone po lewej stronie tego punktu. Warto$¢ odjemng
znaleziona na Xx" bed™ie wiec odpowiadata pewnemu punktowi C",
potozonemu po lewej stronie punktu $wiecgcego A majacego
mniejsze natezenie, i to w odlegtosci od tego punktu, tern wiekszéj,
im réznica bezwzgledna p — « bedzie mniejsza.

U° Gdyby teraz natezenie S$wiatta li zmniejsza¢ sie zaczeto, tak
izby sie powrdcito do przypuszczenia P = «, otrzymywatoby sie na x"
wartosci odjemne coraz wieksze, i nakoniec pewng warto$¢ nie-
skoriczong ktérg nalezatloby uwazaé¢ jako odjemng, poniewaz ta
warto$¢ bytaby granica do ktérej dazy pewna ilos¢ odjemna, coraz
wieksza w swej wartosci bezwzglednej. Tak wiec, dla roz-
wigzanie nieskofnczone odpowiada pewnermi punktowi ktéry mo-
zemy przypusci¢ jako potozony zarévvno po prawej albo po lewej
stronie dwoéch Swiatet, co istotnie tak by¢ powinno.

Nie nalezy ztad wnosi¢ ze zrownanie drugiego stopnia posiada,
w tym przypadku, trzy pierwiastki, to zréwnanie ma tylko dwa;
lecz do warto$ci nieskonczonej moze byé przywigzanym znak -t-
albo znak —, j)odtug tego jak bedziemy jg uwazali jako granice
ilosci wzrastajgcych dodatnych, lub tez ilosci wzrastajagcych w swej
warto$ci bezwzglednej, lecz odjemnych.

5° Jezeli zrobimy jednocze$nie dwa przypuszczenia a= Pi (/= O,
to jest jezeli przypuscimy ze dwa S$wiatta posiadajg toz samo nate-
zenie, i sg nadto potozone w tymze samym punkcie A, otrzymamy.
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Pierwsza warto$¢ daje punkt A; co byé powinno gdyz punkt C,
ktory jest w Srodku AB dla a= zlewa sie wéwczas w jedno z A i B.

Druga jest nieoznaczona; i, w rzeczy samcj, na jakiemkolwiek
punkcie linii prostej XY, potozymy wtenczas punkt oSwiecony,
odbhierze on zawsze od dwo6ch punktéow Swiecacych tez samg ilosé
Swiatta.

6° Jezeli, w niczem nie zmieniajac ilosci stat¢j d, zrobimy, jedno-
cze$nie, dwa przypuszczenia a= 0O 13=0, otrzymamy dla ix"
dwie warto$ci nieoznaczone. | rzeczywiscie, jezeli dwa Swiatta sg
zgaszone, punkt jakikolwiek potozony badz pomiedzy A i B, badz
z tej albo z tamtej strony, odbiera od kazdego z tych punktow ilos¢
Swiatta zero a zatem ilo$¢ réwna.

335. IV. PIEKNE ROZWIAZANIE | PROSTE WYKRESLENIE CLAIRAIIT'A.
Znalez¢ na pi~ostej XY igczacej dwa punkta Smiecagce A / B, punkt
ktéry jest rowno  o$wiecony.

Niech bedg : AC = :i? odlegto$¢ punktu szukanego C od punklu
Swiecgcego A; a" ilos¢ Swiatta ktérgby odbierat od A pewien
punkt potozony o 1 metr odlegtosci od tegoz punktu $wiecacego;

ilos¢ Swiatta ktérgby odbierat od B pewien punkt potozony
0 1 metr odlegtosci od tegoz punktu Swiecgcego.

Poniewaz odbierana ilo$¢ Swiatta jest w stosunku odwrotnym
kwadratu z odlegtosci, punkt C odbierze od punktu A ilo$¢ Swiatta
rowng

a od punktu B ilo$¢ Swiatta wyrazong przez

d bedac odlegtoscia AB rozdzielajaca te dwa punkta Swiecace.

Zrdwnanie zagadnienia jest wiec : m
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albo

WYKRESLENIE. WynieSmy z punktu A prostopadtg do AB a ro-
wng a, Z punktu za$ B dwie prosto-
padte, jedng w gorze, drugg pod spo-
dem, obie rowne e; proste A'B', AVB"
przetng XY w C i G, ktore beda
punktami szukanemi; gdyz mamy

To proste wykres$lenie pokazuje ze sg dwa punkta GiG' ktére
zadosy¢ czynig pytaniu; jeden G jest zawartym miedzy A iB i po-
tozony bliz$j Swiatta stabszego; drugi G'jest po tamtej stronie tego
ostatniego $wiatta. Gdy dwa S$wiatta majg toz samo natezenie,
jedno z rozwigzan staje sie nieskoriczon$Sm, i nie pozostaje na linii
prostéj XY jak tylko jeden punkt réwno oSwiecony; $rodek AB jest
tym punktem. Wszystkie te rezultata sg oczywistemi a priori wedle
wystowienia; mozna takze wyprowadzi¢ je ze zréwnania.

Wojciech Gemrc? (1629) dat pierwsze wyttumaczenie rozwigzan od-
jemnycti; geometrya Deskarta ukazata sie po raz pierwszy w 1637 r.

WPROWADZENIE NIEZNANYCH POSILKOWYCH DLA UPROSZCZENIA ZAGADNIEN.

336. Niektore zagadnienia znakomicie uproszczonymi by¢ moga
przez zreczny wybdr nieznanej. Oto przykitad temu rodzajowi za-
gadnien odpowiadajacy :

Znalei¢  czterrj liczby stanoioigce proporcya, znajgc summe  S$re-
dnich 2s, summe skrajnych 2s', i summe kwadratdw z czterech wyra-
6w

Wezmy za nieznang wieioczyn x ze $rednich; a ze ich summa
jest 2s, sg one (285) pierwiastkami zrdwnania,
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a zatém, sg rownomi :

Poniewaz wieloczyn ze skrajnych jest réwny wieloczynowi ze
$rednich, zobaczymy, tymze samym sposobem, Zze skrajnemi sa :

Tworzac summe kwadratéw z tych czterech wyrazen, otrzy-

mamy :

zrownaniem zagadnienia jest wiec :

«

Wyciagniemy ztad warto$¢ na a tSém samem, znajdziemy
cztery wyrazy proporcyi, ktéremi sg, po zupetnem wykonaniu ra-
chunku :

UwWAGA. Naturalnie jest, wzig¢ za nieznang wieloczyn ze $rednich,
bo ten wieloczyn, dla kazdej proporcyi, przyjmuje tylko jedng
warto$¢. Gdybysmy chcieli, na przyktad, wyznaczy¢ jeden z wyra-
z6w S$rednich, powinniby$my znalez¢ je obydwa przez tenze sam
rachunek; gdyz nic ich nie rozréznia w wystowieniu. Zréwnanie
wiec musi byé przynajmnis$j stopnia drugiego.

Aby zagadnienie byto mozebném, potrzeba zeby byto :

337. Damy jeszcze drugie rozwigzanie zagadnienia nastepujgcego :e
Znalei¢ proporcya, znajgc summe Zis jej wyrazdw, summe ka- ich
kwadraiéw, i summe liC” ich szeSciandw.
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Wezmy za nieznane : réznice hx miedzy summa skrajnych a sum-
ma Srednich, i wieloczyn y ze skrajnych; oznaczmy przez ab,c, d,
cztery wyrazy proporcyi; otrzymamy :

(1]

Wycigga sie ztad : [2]

A poniewaz mamy : [3]

wyprowadzimy wiec (285) dla a, b, ¢, d, wartos$ci :

Summa czterech kwadratow jest, jak to da sie tatwo obrachowacd :

a summa czterech sze$ciandw jest :

, co dostarcza zréwnania :

albo, dzielgc przez Zobie strony kazdego z nich, i przenoszac :
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Rozwigzujac te dwa zréwnania, znajdziemy :

(6]

i, podstawiajac wartosci na x i na y w formutach [4], otrzymamy
cztery wyrazy proporcyi.

CWICZENIA,

I. Pewien podrézny wyjezdza z puniiiii B, udajac sie do piinl<iu C;
w tymze samym czasie drugi podrézny wyjezdza z punictu G dgzac do B.
Kazdy z nicit postepuje z predkoscig stalg. Te dwie predkosci majg stosunek
« tai™i, ze pierwszy przybywa do C we cztéry godzin po ich spotkaniu sie, i ze
drugi przyljywa do B w dziewie¢ godzin po temze dwdcii podrézuycli spotka-
niu. Pytanie jaki jest stosunek icli predkosci ?
Jezeli oznaczymy przez x iprzez y dwie predkosci, przez d odlegtos¢ EG,
a przez z odlegto$¢ punktu spotkania od B, znajdziemy zréwnania :

zkad :

n. Mamy koto, promienia B, i punkt O na $rednicy. Znalez¢ linig prosta P,
prostopadtg do tej S$rednicy, i lai"g zeby poprowadziwszy, przez punkt O,
sieczng przecinajacg koto w dwdch punktach A, B, ioznaczajac przez p i q

1 \

odlegtosci punktéw A i B od linii prostej P, summa ~ g byta niezalezna
Y,

0(1 kierunku siecznej AB. '

Oznaczajac przez x odlegtos¢ s$rodka od linii
odlegto$¢ $rodka od punktu O, i przez m styczng kata utworzonego przez
kierunek siecznéj z kierunkiem S$rednicy dan(5j, znajdziemy ze p i q s pier-

prostej nieznanéj, przez d

wiastkami zréwnania :
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ZkMNd wycigga sie wartos$¢ na p q ' “znajduje sie ze, dla spetnienia wa-
runkéw wystowienia, potrzeba zeby byto :

albo

Id
Stosunkiem statym jest : , w piérwszym przypadku, s

w drugim.

11J. Znalez¢, na linii $rodkéw, dwdcti k6t potozonyctjjedno w drugiem, punkt
taki, zeby jego odlegtosci od dwéch punktéw w ktérych kota s” przeciete przez
tez samg. proslopadtgi P do linii $srodkéw, bylty w stosunku statym.

Oznaczajac przez Ui r promienie dwoécli kot, przez d odlegto$¢ Srodkow,
przez a odlegto$¢ S$rodka matego kota od linii prostej P, i przez x odlegtos¢
tegoz samego $rodka od punktu szukanego (ktéry przypuscimy bardziej odda-

lonym od $rodka kota wielkiego), znajduje sie, dla kwadratu stosunku z od-
legtodci :

a dla warto$ci nu x odpowiadajacej pytaniu.

Sloisunkigin statym jest wéwczas

Wyttumaczy sie rozwigzania odjemne.

IV. Znajagc summe s* powierzchni dwo6ch prostokatéow, summe u ich pod-
staw, i powierzchnie jj* [ qi dwoéch prostokatow ktére miatyby podstawe
jednego a wysoko$¢ drugiego , znalez¢ te prostokaty.

Oznaczajac przez x i\j podstawe i wysoko$¢ pi¢rwszego prostokata, przez u
i V podstawe i wysoko$¢ drugiego, znajduje sie :
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V. Znalez¢ postep ilorazowy, znajagc summe Si jego wyrazéw, summe Sj ich
kwadratéw, i summe S3 ich szeScianow.

Nieznanymi sg pierwszy wyraz a-, stosunek vy iliczba wyrazéw z ; stosuje
sie wiec naprzod formute dajgca summe wyrazéw poslepu ilorazowego, ktoérg
dowiedziemy w jednym z rozdziatéw nastepujacycli. I'0 cztm dojdzie sie, po
kilku przeksztatceniacli, do zréwnan :

ktére dajg x i y. Potém zréwnanie :

daje y', a t"m samém z.

VI. Znalez¢ cztéry liczby, w postepie ilorazowym, znajac ich summe a, i
summe ich kwadratéw

Oznaczajac przez x piérwszy wyraz, a przez y stosunek, stosuje sie tfz
samg formute ; i otrzymuje sie, po Kilku przeksztatceniacli, zréwnania :

z ktérych picrwsze rozwiazuje sie jak drugie ze zréwnan U", numeru 309,

1
dzielagc przez j/» i kladac : y -A- ~ = z.

VII. Znalez¢ liczbe ztozona z dwdéch cyfer, taka zeljy la liczba podzielona
przez wieloczyn z tych dwoch cyfer, data na iloraz 5J; i zeijy, odciggajac 0(1
niej 9, otrzymato sie liczhe przewrdcona.

Liczi)a szukang jest 32.

MII. Znalezé liczbe z trzech cyfer ztozong, w ktort5jby cyfra Srodkowa byta
$rednig proporcyonalng miedzy dwoma skrgjnt”mi; laka nadto aby miata sie
do summy swycti cyfer jak 124 do 7, i aby powigkszona o 59!) data na summe,
liczbe ztozong z tych samych, lecz w odwréconym porzadku napisanych cyfer.

Odpowiedz. Ta liczba jest 2/48.

IX. Znalez¢ pie¢ liczb, w postepie réznicowym, znajac ich sunnue 5rt i ich
wieloczyn
Znajduje sie ze wyraz $rodkowy jest rownym a, i ze stosunek y jestdimym

przez zréwnanie :
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X. Znalez¢ cztery liczby, w postepie réznicowym, znajac ich summe ho i

1
summe ich stosunkéw odwrotnycli »

I"rzedstawiajac cztéry wyrazy przez x — 3f/, x — vy, &+ 72, x 3,i/4,
znajduje sie ze x = a, ize y jest daném przez zréwnanie :

X1. Poprowadzi¢ z punktu A, do kola C, sieczng dtugosci dan¢j I, i wyka-
za¢ warnnki mozebnosci. Daje sie odlegto$¢ a punktu A od $rodka, i R promien
kota.

Oznaczajac przez y prostopadtg spuszczong z konica siecznej na $rednice
przechodzaca przez punkt A, a pizez x odlegto$¢ spodka tt"j prostopadti5j od
$rodka, znajduje sie :

Warimkami mozebnosci sa : jezeli punkt A jest zewnetrznym Kkita,

a, jezeli ten punki jest wewnetrznynt,

XIl. Wi*my ze, majac dane :punkt A i koto, ktérego $rodek jest w O
ktorego pfoiiiienieiiii jest R, zowie sie birguiiowa punktu A, prostopadia
do GA, poprowadzo)na przez punkt X tej prostej, tak wybrany zeby Iyc>
0X X OA — 1\2. T(0 przypusciwszy, majac dane, dwa kota, promieni R i li',
ciicemy wiedzie¢ czy' punkt M wziety na ich ptaszczyznie moze mie¢ tez sama
biegunowg w jednt*nn i w drugi¢m kole.

Potrzeba, na lo, z;eby dwa kota nie przecinaty sie ; a, jezeli ten warunek
jest spetnionym, to oznaczajac przez d odlegto$¢ $rodkéw, znajduje sie dla
odlegtosci bieguna od $rodka kota R,

XIIT. Majac sfere dang, promienia R, zamierzamy sobie przecia¢ ja przez
ptaszczyzne taka, azeby najmniejszy z dwoch odcinkéw sferycznychi tym spo-
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sobem otrzymanych byt do ostrol*regu téjze sami5j podstawy, majacego za
wierzchotetc $Srodelt sfery, w stosuntcu statym m.
Znajduje sie ze wysol*0$¢ odcinl(a jest dang przez formuty :

XIV. Toz samo zagadnienie, przypuszczajac ze stozek mialljy za wierzcho-
tek koniec $rednicy prostopadtej do podstawy spdéinej, potozonej w najwiekszym
odcinku, daje ;

XV, Majac dang sfere promienia R, clicemy przecig¢ ja przez ptaszczyzne
taka, aby najmniejsza z dwoch stref tym sposobem otrzymanych byta do po-
wierzchni bocznej ostrokregu tejze samej podstawy, a majacego za wierzcho-
tek $rodek sfery, w stosunku statym.

Znajduje sie, dla wysokosci strefy :

XVI. Toz samo zagadnionie, przypuszczajac Ze stozek miatby za wierzcho-
ek koniec $rednicy prostopadtej do podstawy spéinej, potozonej w najwiekszym
odcinku, daje :

XVII. Podzieli¢ trapez, ktérego podstawami s3 a\ b, na trzy czeSci pro-
porcyonalne do m, n, p, liniatni réwnolegtemi do podstaw.
Oznaczajac przez x i przez y dlugosci dwoch réwnolegtych, znajduje sie :

XVIII. Obwéd kota, promienia R, posiada whasno$¢ odbijania ciat uderzaja-
cych go, pod katem odbicia réwnym katowi wpadniecia. Przypuszcza sie ze
l)ila elastyczna, sprowadzona do punktu materyalnego, jest potozong wewnatrz
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kola, W punkcie A, odlegtosci a od Srodka. Pytanie, w jakim kierunku nalezy
wypusci¢ bile, azeby ta, odbiwszy sie dwa razy w B i w C, musiata przejs¢
przez punkt swego wyjscia A.

Dowodzi sie ze tréjkat ABC jest réwnoramiennym; i, oznaczajac przez X
odlegto$¢ podstawy od $rodka, znajduje sie :

U

Roztrzasnat i wykresli¢ tO rozwigzanie.

XIX. Wpisa¢ w koto, promienia R, tréjkat rGwnoramienny, znajac summe a
ego podstawy i wysokosci.

Oznaczajac przez x potowe podstawy, a przez y wysoko$¢, znajduje sie :

Roztrzasna¢ i wykresli¢ te rozwigzania : wykazaé, jakie sa warunki moze-
bnosci, i w jakicti przypadkach istnieje jedno a w jakich dwa rozwigzania.

XX. Majac dany czworobok ABGD, zamierzamy sobie zbudowaé¢ drugi
czworobok A'B'G'D', ktéregoby boki byty odpowiednio réwnolegtemi do bokéw
pierwszego, ré6wno oddaionemi od tychze, tym sposobem zeby powierzchnia
zawarta miedzy obwodami dwoéch wielokatéw byta réwnowarta kwadra-
towi

Przypus¢my ze czworobok A'B'C'D' obwija ABCD; jedli oznaczymy przez 2p
obwéd czworoboku danego, przez s summe dostycznych potowy katéw tego
czworoboku, a przez x odlegtoé¢ bokéw réwnolegtych, to znajdziemy zrow-
nanie :

Roztrzasng¢ to rozwiagzanie. Rozebra¢ czy pierwiastek odjemny moze sie
wyttumaczy¢, przypuszczajgc ze czworobok A'B'C'D' jest wewnetrznym wzgle-
dem czworoboku ABGD.

XXI. Poprowadzi¢, przez punkt A, wziety w kole promienia R, dwie proste
prostokatne AB, AC, zakonczone na okregu kota, i takie zeby. tuk przejety
miedzy niemi miat cieciwe réwng a.

Jezeli oznaczymy przez d odlegto$¢ punktu A od $rodka, przez x i przez y
dtugosci AB, AC, to znajdziemy :

Roztrzasng¢ warunki mozebno$ci zagadnienia.
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XXII. Majac dane kolo promienia R, i inne kolo promienia styczno

wewnetrznie do pierwszego, zamierzmy sobie zakres$li¢ trzecie kolo, styczne,

jednocze$nie, do dwdch innych i do $rednicy taczaccj Srodki kol danych :
Oznaczajac przez x promien kola szukanego, a przez y odlegto$¢ $rodka

pierwszego kota od punkui zelkniecia $rednicy i kota nieznanego, znajduje sie :

Rozlrzasna¢ i wykresli¢ rozwiazania.

xxiii. Wyrachowa¢ ramiona X, y, kata prostego, przeciwprostokatng s
i wysoko$¢ odpowiedniag v tréjkata prostokatnego, znajac obwdd Ip, i sum-
me a przeciwprostokatnéj i wysokosci.

Znajduje sie :

XXIV. Wyrachowaé trzy boki x.y,z, trojkata, wiedzac ze objetosci na-
kre$lone przez tréjkat, obracajacy sie okoto kazdego z nich, sg réwnowarte
objetosciom trzech sfer, promiem" a, /J, 7.

Znajduje sie zwigzki :

a, nastepnie :

i jlwie inne formuty odpowiednie dla y™i

XXV. Wpisa¢ w sfere promienia R, walec, ktéregoby objetos¢ byta réwno-
wartg summie odcinkéw sferycznych majacych tez samg z nim podstawe.
Oznaczajac przez x promien podstawy walca, a przez y wysoko$¢ jednego
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Zodcinkoéw, znajduje sie :

1°

Wykresli¢ rozwigzania.

XXVI. Majac dane kolo promienia R, prowadzi sie, przez punkt C jego
ptaszczyzny, styczne do tego kota, i obraca sie, jednocze$nie, okoto $rednicy
przechodzacej przez punkt C, styczna i p6t-okregu kota. Chcemy wyznaczy¢
punkt C, w taki sposéb zeby powierzchnia ostrokregu, i strefy, téjze samej
podstawy, ktdéra ostrograg obwija, byly w stosunku danym p.

Jezeli oznaczymy przez x odlegtos¢ punkta C od $rodka, a przez ij odlegtosc
srodka od spdint®j podstawy, to znajdziemy :

1"
o

Hoztrzasna¢ le rozwiazani;'
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NIEKTORE PYTANIA DOTYCZACE NAJWIEKSZOSCI
I NAJMNIEJSZOSCI.

ROZTRZASANIE TYCH KWESTY,! ZA POMOCA PROSTYCH ZASAD ALGEBRY
ELEMENTARNEJ.

338. Warto$¢ pewnego wyrazenia algebraicznego na x zalezy
od liczby ktora sie kiadzie na miejscu zmiennej X, i moze sie
zdarzy¢ ze, gdy x wzrasta powoli zaczawszy od pewnej iiczby,
wyrazenie staje ste juzto wzrastajgcem, juzto ubywajacem ;
kazde przejscie z jednego do drugiego kierunku jest wtedy nazna-
czone przez pewien stan zwany najwiekszoscia, jezeli wyrazenie
przestaje sie zwieksza¢ a zaczyna zmniejsza¢, albo przez pewien
slan zwany najmniejszoscig, jezeli wyrazenie przestaje sie zmniejszac
a zaczyna zwiekszaé. Te stany krytyczne sa kolejno zmieniajgcemi
sie, i pewne wyrazenie moze posiada¢ jednoczes$nie kilka najwiek-
szdSci i kilka najmniejszo$ci. Podtug tego, pewna warto$¢ najwiek-
szosci nie potrzebuje koniecznie przewyzsza¢ wszelkich wartosci
wzietego pod uwage wyrazenia; dosyC¢ jest, byle ona przewyzszata
wartosci ktdére jg poprzedzajg i te ktore po niej nastepujg bezposre-
dnio. Podobnaz obserwacya stuzy takze dla najmniejszosci.

Na przyktad : podczas gdy punkt ruchomy M przebiega linig

ABCDFG w kierunku strzaty,
Fig 13

jego rzut mna o$ 0X oddala
sie od punktu statego O tej
prostej; odlegto$¢ punktu ru-
chomego od 0X jest pewna
wielko§¢ Mm ktéra zalezy od
przestrzeni zmiennej x  =0m
rozdzielajgcej jego rzut od
punktu O; ta odlegto$¢ jest najwiekszoscig dla ~ = Ob, Od, O/,
a najmniejszoscig dla x— Oc, Oe.
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Widzimy, wreszcie, ze nie zmienia sie¢ wartos¢ na x ktéra robi pe-
icne wyrazenie naj wiekszoscig lub naj mniejszoscia  gdy pomnozymy
albo podzielimy to wyrazenie przez czynnik niezalezny od x ; albowiem
to na jedno wychodzi jak gdybysmy chcieli powiekszyé albo zmniej-
szy¢ w stosunku statyn®i odlegtosci réznych punktéw krzywej
ACGDEFG od prostej statej 0X. Ta uwaga jest bardzo uzyteczng :
przed szukaniem w jakich okoliczno$ciach wyrazenie dane jest
najwiekszo$cig lub najmniejszos$cig, potrzeba zawsze uwolni¢ to
wyrazenie od czynnikow statych ktére ono w sobie zamyka.

Algebra elementarna uwaza poszukiwanie wartosci najwiekszosci
lub najmniejszosci, jako przypadek szczeg6lny pytania zalezacego
na wyznaczeniu wyrazeniu danemu mozebno$ci nabycia pod
pewn$mi warunkami warto$ci jakiejkolwiek. Robi sie zwykle
to wyrazenie réwnem jakiejkolwiek ilosci nieoznaczonej vy ; i jezeli
wynika z roztrzasania zréwnania tym sposobem otrzymanego ze X
nie jest rzeczywistem dla wszelkich wartosci na y, je$li znajdziemy,
na przyktad, ze

X jest urojonem dla

rzeczywistem

urojonem

rzeczywistem

potrzeba wnosi¢ ze wartosci b, d,.. s najwiekszosciami ilosci vy,
za$ wartosci a, c,.. przedstawiajg najmniejszosci tejze ilosci.

Ztad wnie$¢ wypada to prawidto praktyczne : Zrébmy  réwnem
ilosci y wyrazenie dane, uwolnitoszy je naprzéd od jego  czynnikéw
statych; wyrazmy Zze zréwnanie na x tym sposobem otrzymane ma
pierwiastki  rzeczywiste; te warunki zmuszg ilos¢ y do pozostania mie-
dzy peionemi granicami ktére beda wyraznie majwiekszosciami i naj®
mniejszosciami  szukanemi.

Oto kilka przyktadéw tego sposobu, ktérego zastosowanie juz wi-
dzieliSmy w rozdziale poprzedzajgcym.
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NAJMNIEJSZA OBJETOSC OSTROKREGU OPISANEGO NA SFERZE.

.339. Niech bedzie AB $rednicg statg sfery; poprowadzmy przez
punlct A ptaszczyzne styczng do sfe-
ry i na przedtuzeniu S$rednicy AB
wezmy punl<t jal\iliolwieli S za
wierzchotek ostrokregu opisanego.
Jezeli wierzchotek S przybliza sie
do punktu B, ostrokrag, rozsze-
rzajac sie coraz bardziej przy pod-
stawie, powieksza sie nieograni-
czenie : jezeli przeciwnie wierzcho-
—_— A  CC tek S oddala sie od punktu B,
ostrokrag, przediuzajgc sie coraz bardziej, i majac zawsze swa
podstawe wiekszg od wielkiego kota sfery, powieksza sie takze nie-
ograniczenie. Tak wiec, gdy przesuwa¢ bedziemy wierzchotek S
na przedtuzeniu $rednicy poczawszy od punktu B, widzimy ze ostro-
krag opisany, naprzéd nieskoriczenie wielki, zaczyna si¢ zmniejszaé
aby potem mdgt sie powieksza¢ znowu i sta¢ sie nieograniczenie
wielkim; przejdzie wiec on przez warto$¢ mniejszg jak wszelkie
inne, to jest przez najmniejszoscé.

Fig. 14

Oznaczmy przez x wysokos$¢ a przez 2 promien podstawy ostro-
kregu opisanego na sferze promienia r; objeto$¢ tego ostrokregu ma
za wyrazenie

Tréjkaty podobne SAG, SOD dajg proporcya

zkad sie wycigga
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Podtug tego, objetos¢ Ivtoréj najmniejszosci szukamy, jest :

Stosujac sie do przepisu, potézmy
zkad

Aby to zréwnanie miato swe pierwiastki rzeczywistemi, potrzeba
zeby y byto wiekszém jak 8r; wiec y biorgc warto$é 8r staje naj-
mniejszos$cia; a gdy podstawimy za y te warto$¢, wtedy otrzymamy

Wiec ostrokreg opisany na sferze ma objeto$¢ najmniejsza mo-
zebng, gdy jego wysokos¢ jest dwa razy wieksza od Srednicy sfery.

Wtedy najmniejszo$¢é objetosci tego ostrokregu, réwna . 8r
n 0

g
czyli -irr®, jest dwa razy wiekszg od objetosci sfery.

BUDOWA KOMOREK WOSKOWYCH W KTORYCH PSZCZOtY MIOD SKEADAIJA.

34().xMajac ciany graniastostup prosty
ktérego podstiawg jest sze$ciokat fo-
remnyj wezmjj' na przedtuzeniu osi 00*
graniastostupa (fig. 15) punkt dowol-
ny S; przez ten punkt i trzy boki
trojkata réwnobocznego ACE, otrzy-
manego taczac co drugi wierzchotki
podstawy wyzszej, poprowadzmy trzy
ptaszczyzny, ktére odetngod graniasto-
stupa danego trzy czworosciany BAGG,
DCEH, FAEK, zastagpmy te ostatnie
przez czworoscian SACE potozony
po nad graniastostupem ; otrzymamy
tym sposobem bryte przedstawiong
przez ligure 16, ktéra sie koncz\i»
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W swej cze$ci wyzsz¢éj pewnym rodzajem sze$ciokata spaczonego,

stuzgcego za oparcie trzecti kwadratéw ukos$nycti zbiegajgcycli sie

przy wierzctiotku S.

tatwo jest dostrzedz ze objeto$¢ bryty tym sposobem utworzonej

pozostanie stata, dla jakiegokolwiek-
badz potozenia punktu S na przediu-
zeniu osi graniastostupu. W rzeczy
samej, dwa kwadraty ukosne SAGG i
OABG (fig. 15) majg przekatnag spding
AG, dwie wiec inne przekatne SG i OB
przejdg przez tenze sam punkt L, S$ro-
dek AG; tréjkaty prostokatne LBG,
LOS, sg rowne, idajg BG = 0OS. Wy-
nika ztad ze czworo$cian GABC odciety
od graniastostupu, i czworoscian przy-
dany SAOC, sg réwne, jako majace
podstawy réwne, ABC, AOG, jakotez
wysokosci BG i OS takze réwne. Tak”?
wiec summa trzech czesSci odcietych
od graniastostupa réwna sig piramidzie N
przydanc¢j SACE.

ldzie rzecz teraz o znalezienie wysokosci punktu S ktéryby  uczynit
najmniejszoscia, pounerzchnig teyo  dziesiecioscicmu.

AYezmy za jedno$¢ potowe boku AB szeSciokgta; oznaczmy
przez h wysokosé graniil8tnslupa, a przez x wysoko$¢ niezn"PA
wierzchotka S po nad ptaszczyzne podstawy wyzszej. Mamy

a poniewaz powierzchnia uwazana sktada sie z szeSciu trapei6y”
AA'B'G i z szeSciu trojkatow rownycti SAG, ilos¢ do zrobienia naj-
mniejszo$cig ma za wyrazenie

albo
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Robigc je rownem 2h y, otrzymamy kolejno

Warunkiem rzeczywisto$ci pierwiastkow jest

powierzchnia przypuszcza wiec najmniejszg warto$¢ mozebng, i ta
najmniejszo$¢ ma miejsce dla

Wiec, powierzchnia zadanego dziesiecioscianu bedzie naj mniej szokig,
jesli  rdéznica dwoch krawedzi po sobie nastepujgcych  AA', GR' jest
czioarta czescig przekatnej knmdratu wystawionego na boku a padstawy.

Dziesiecio$cian, o ktérym mowa, przewr6cony stanowi budowe
komérek woskowych w ktérych pszczoty miod sktadaja; pisarze
francuzcy zowig go zwykle pszczelnym alweolem (alvéole des abeilles).

Trzy katy ptaskie kata brytowego G, w dziesiecio$cianie danym,
sag miedzy sobg réwne; ich wartos¢ spdlna jest okoto 109» 28'16";
trzy katy dwdjscienne tego Irdjsc’ijiu sg takze miedzy sobg rowne;
kazdy z nich zawiera 120 stopni.

Pszczoty budujg swe komoérki podtug powyzej wskazanego planu.
Wejscie alweolu stanowi szeSciokat foremny A'B'G'D'E'F' (fig. 16) :
dno za$, czyli spdd jego, jest utworzonym z potgczenia trzech ma-
tych powierzchni ptaskich tak do siebie nachylonych azeby tym
sposobem otrzymana powierzchnia byla najmniejszg mozebng. Przy
wykonaniu tej budowy pszczoty oczywiscie majg na widoku oszcze-
dno$¢ wosku. llomdrki sg potozone jedne obok drugich w podwdj-
nych rzedach, majag swe otwory obrdécone na zewnatrz, a za$ dna
stykajg sie z sobg tak doktadnie, ze nie istnieje zaden przedziat
wolny pomiedzy niémi i ze kazde przepierzenie stuzy dla dwoch
komorek sgsiednich.

Teraz jeszcze kilka stow o pszczotach i ich pracy. Pomiedzy
pszczotami napotykamy indiwidua trojakiego rodzaju : samcoéw czyli
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trutni, samice i pszczoty bezptciowe czyli robocze, k-lérych liczba
jest najwieksza. Pszczoly robocze =zbierajg sok stodki z kwiatow
rodlin, przyjmuja go do zotadka i nastepnie wyrzucajg z siebie do
komérek. Komérki budujg z wosku, ktéry pszczoty wyrabiajg
z pytku kwiatowego we wiasnym zotgdku. Komdrki ustawione
parami w dziesiecio$Sciany symetryczne tworzg ptaskie plastry wi-
szace pionowo. Oprécz miodu i wosku pszczoty przygotowuja jeszcze
zywnos$¢ dla gasiennic, ktora sie sktada z posledniejszego wosku i
miodu. Przyrzadzajg one jeszcze rodzaj zywicy, zwanej zasklepem
albo pierzka, ktdrg wszystkie szpary starannie zalepiajg.

I(iedy pszczoty robocze przybywajg do ula préznego, niebawem
zaczynaja swe prace od szczytu, i w ogo6le od S$rodka tego szczytu,
zwtaszcza je$li sie znajduje jakakolwiek wydatno$¢, badz to przy-
padkowa, badz tez umys$lnie na to przygotowana. Tamto one za-
wieszajg pierwszy cigg alweoli albo matych komoérek, wkrdtce
drugi icb cigg przeciwnych przyktada sie obok pierwszego i tworzy
plaster miodu albo placek wosku; wiele innych plastrow przychodza
sie potem gromadzi¢ jedne obok drugich, zachowujac w swym
0go6lnym sktadzie kierunek pionowy, a pomiedzy sobg réwnolegto$c
doskonatgy.

Nie bedzie wiec od rzeczy przed zakonczeniem jeszcze raz powie-
dzie¢ : komorki {)szcz6t, sg to dziesieciosciany o powierzchni naj-
mniejszej podobne do tego ktdrego doktadne przedstawiliSmy wy-
kreslenie na figurze 16; szesciokat foremny otwiera wejscie alweolu ;
midd sktada sie na dnie i w jego wnetrzu; pszczoty budujg naprzéd
kwadraty uko$ne, potém S$ciany trapezowe. Wyobrazmy teraz sobie
ptaszczyzne napetniong szeSciokgtami foremnemi, i zbudujmy na
kazdym szes$ciokacie odpowiednia mu komdrke, wierzchotki ich
bedg sie znajdowaty na ptaszczyznie rownolegtej do pierwszej.
Nakoniec, potézmy te figure na inn¢j jej podobnej i réwnej, tak
aby ich wierzchotki do siebie przystaty, bedziemy mieli ogdt komo-
rek noszacych nazwisko plastra miodu. Ul sktada si¢ z pewnc¢j liczby
plastrow zawieszonych w roéznych ptaszczyznach pionowych, tak
aby dwie pszczoty mogty przejs¢ jednoczes$nie pomiedzy dwoma
plastrami po sobie nastepujgcemi.

Tak wiec : 1° nachylenie trzech kwadratéw” ukos$nych ktére two-
rzg dno komorki jest takie, ze powierzchnia tym sposobem otrzy-
mana staje sie ,najmniejszg mozebng; "I° trojkat rdwnoboczny,
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kwadrat i szeSciokat foremny sg jedyne wielosciany forenme Kktdre,
wziete osobno, mogtyby zapeini¢ przestrzeli ptaska nie zostawiajac
prézni, a z tychi trzech wielokatdw, szesSciokat dla tejze samej
powierzchni ma najmniejszy obwod. Jest wiec tym sposobem
wprowadzona podwojna oszczedno$é wosku.

Wykre$lenie geometryczne komorki, zauwazane przez  Pappusa,
geometry 1v« wieku przed Jezusem Chrystusem, zostato zbadane
sposobem doktadnym naprzéd przez Filipa Maraldi'ego z Obser-
watoryum (1712), pothii przez Reaumur'a, ktory przedstawit pyta-
nie najmniejszosci pod nwRge Samuela A'(jenig'ai MaclaurirCa. Temu
ostatniemu geometrze nalezy sie pierwsze Sciste teoretyczne rozwig-
zanie. Kanig nie znalazt jak tylko 109" 26', zamiast 109° 28' 16" dla
kata kwadratu ukos$nego.

371, Mowi sie ze ilo$¢ x jest zmiening niezalezng, kiedy mozna jej
nada¢ dowolnie wartosci jakiekolwiek. Wyrazenie algebraiczne y
zowie sie funkcyg zmiennej x, kiedy to wyrazenie zalezy od zmien-
nej tym sposobem, ze, dla kazdej warto$ci na x, funkcya przyjmuje
wartos$¢ jedyng i oznaczona.

3/12. ZAGADNIENIE I. Znalei¢ miedzy jakiemi granicami moze sie
zmienia¢ trujmian ax- bx C.
Zrébmy naprzdd len tréjmian rownym m, kiladac :

(1]

Rozwigzujac to zréwnanie, znajdujemy :

[2]

Aby zagadnienie byto mozebném, potrzeba zeby byto :

albo [3]

Lecz dla wyciggniecia z t6j nierownosci granicy ktérg m nie po-
winno przekroczy¢, potrzeba rozrézni¢ dwa przypadki :
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Jezeli ™ jest dodatnem, mozna dzieli¢ dwa c/Jonki przez Zia(206);
co daje :

Tak wiec, w tym przypadku, tréjmian moze przyjg¢ wartos¢ wieksza
/lac — b

Sa ' AMANN nawet dosieanaC  tej granicy, ktora jest jego  war-

toscig  najmniejsza.
T Jezeli a jest odjemnem, dzielyc nierdwnos$¢ [31 przez ha, zmie-
nia sie jej kierunek (206); i wtenczas bedzie ;

L5]

Tak wiec, w tym przypadku, trdjmian moze przyjg¢ wszelkg war-
C N Ziac — b? ) . . . .
tosc nizszg od : moze nawet dosiegnaC tej granicy, ktora jest

jego wartoscia  najwieksza.
W obu przypadkach, warto$¢ najwiekszosci hd) najmniejszosci
funkcyi m niszczy radykat : a tem samem, warto$¢ odpowiednia

zmiennej niezaleznej x jest —

Mozna teraz zbada¢ tatwo zmiany tréjmianu. WidzieliSmy w rze-
czy samej (283), ze trojmian moze zawsze by¢ potozonym pod
ksztattem :

Ot6z, gdy X przechodzi, stopniowo czyli stopniami ciagtemi,

od — do -f wyraz \x -f- , zawsze dodatny, jest zrazu-j-o”,

zmniejsza sie nastepnie, potem niszczy sie dla a = — , potein

wzrasta az do 00 :jego najmniejszoscig jest zero. Ilo$¢ miedzy
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nawiasami, jako nie réznigca sie od wyrazu uwazanego, jak tylko
_ n

W N ka ; ; - S
przez ilosc stalg — — , réwna sie naprzéd zmniejsza sie,

P . . . . Iwce . — h
dosiega swej najmmejszosci — — , kiedy x = — potem

wzrasta nieograniczenie ze wzrostem x. A, gdy ja pomnozymy
przez a dla otrzymania tréjmianu, wieioczyn ulega zmianom ktére
sg w tymze samym kierunku, jezeli a > O, w kierunku za$ prze-
ciwnym, jezeli o < 0.

Wiec, jezeli ajest dodatnem, tr6jm ian wychodzi z 00, zmniejsza

N bl\

sto az do pewnej najmmejszosci -ac— , potem wzrasta ‘azdb-\-00.

Jezeli a jest odjemnem, tenze tréjmian wychodzi z— 00, wzrasta az

do pewnej najwiekszosci Nlac — 1?2 potem ubywa az do — oo .

'0U'2. ZAGADNIENIE 11. Znalei¢ miedzy jakiemi granicami
nia¢ sie ulamek,

Zrobmy naprzéd to wyrazenie réwnem m, w skutku czego po-
tozmy :

(1]

Ztad sie wycigga :

zkad :

albo, porzadkujagc wzgledem m pod radykatem : [2]
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Aby zagadnienie byto mozebném, potrzeba wybra¢ takg wartos¢
dla m, azeby ilo$¢ potozona pod radykatem nie byta odjemng, to
jest zeby byto :

[3]

I"rzedstawiaje sie do rozroznienia trzy przypadki.

1° [Ur — ha'c’) jest dodatnem. W tym przypadku, jezeli pier-
wiastki tréjmianu, ktéry tworzy pierwszy cztonek nieréwnosci [3],
sg rzeczywiste i nier6wne, tréjrnian bedzie dodatnym (295), to jest
tegoz samego znaku jak jego pierwszy wyraz, dla wszelkich war-
tosci m mniejszych od najmniejszego albo wiekszych od najwiek-
szego pierwiastku ; tenze trojmian bedzie odjemnym dla wszelkich
wartosci m zawartych miedzy temi pierwiastkami. Nie mozna wiec
bedzie dawaé¢ dla m jak tylko dwa szeregi wartosci, jeden obej-
mujacy wszystkie liczby od — oo az do najmniejszego pierwiastku
ktory bedzie najwiekszoscia, drugi obejmujacy wszystkie liczby od
najwiekszego pierwiastku, ktéry bedzie nnjmniejszoscia, az do

Jezeli, przeciwnie, pierwiastki tréojmianu sg rzeczywiste i rowne,
albo urojone, tréjmian zachowa (296, 297), dla wszelkiej warto$ci m,
znak swego piérwszego wyrazu : jest wiec on zawsze dodatnym,
i m moze przyjmowaé¢ wszelkie wartosci bez wyjatku. Nie ma,
w tym przypadku, ani najwiekszosci ani najmniejszosci.

2° {U'r — kac') jest odjemném. W tym przypadku, pierwiastki
tréjmianu nie sg nigdy urojonemi : gdyz, je$liby one takiemi by¢
mogty, tr6jmian bytby odjemnym dla wszelkiej wartosSci przypisy-
wanej dla m. Nastepnie wartosci odpowiednie tak na m jak i na x
nie bytyby nigdy rzeczywistemi jednoczes$nie. Ot6z ten wniosek jest
nie do przypuszczenia; gdyz, podtug ksztattu zrownania [1], wszelka
warto$¢ rzeczywista, przypisywana dla x, dostarczy dla m pewng
warto$¢ rzeczywistg odpowiednig. Pierwiastki sg wiec rzeczywistemi.
Lecz nie mogg one by¢ réwnémi : gdyz, jeSliby niemi byty, tr6jmian
bytby odjemnym dla wszelkiej warto$ci na m, wyjawszy tylko
jedn¢j (296), ktéraby go zniszczyta : warto$ci odpowiednie na m i
na X nie bytyby wiec zarazem rzeczywistemi jak tylko w tym jednym
I)rzypadku; wniosek rownie przypusci¢ sie nie dajacy, podiug
ksztattu zréwnania [1], ilekro¢ razy, jak to sie tu przypuszcza, uta-
mek [1] nie jest niezaleznym od x.
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Pierwiastki trojmianii sg wiec rzeczywistémi i nie*éwnemi. Troj-
mian bedzie wiec dodatnym, to jest znaku przeciwnego swemu
pierwszemu wyrazowi, dla wszelkiej warlosci na rn zawartej mie-
dzy pierwiastkami ; bedzie on odjemnym dla wszelkiej innej war-
tosci. Nie bedzie wiec mozna przypisywac dla m, jak tylko wartosci
zawarte miedzy najmniejszym pierwiastkiem ktory bedzie  najmniej-
szoscig, i najwiekszym ktéry bedzie  najwiekszoscia.

30 — (xa'c') jest zerem. W tym przypadku, ilos¢ potozona pod
radykatem jest pierwszego stopnia w m : rozwigzuje sie wtedy
nieréwnos$¢ [3] jak to byto powiedzianem (206). Wiemy ze sie znaj-
duje najwiekszos$¢ lub najmniejszosé, wedle tego jak spétczynnik m
jest odjemnym lub dodatnym.

Streszczajgc sie, widzimy ze, aby luyrazenie [1] bylo  najwiekszo-
Scig lub naj mniejszoscia, dosy¢ jest i potrzeba zeby pierwiastki troj-
mianu, ktory tworzy pierwszy czlonek nierdwnosci [3], byly  rzeczy-
wistemi i nieréwnemi:  te pierwiastki s same przez sie najwiekszo$¢ iag
i najmniejszoscig, i loartosci odpowiednie na x sg dostarczone  przez
formute,

w ktdrej zastepuje sie m przez te pierwiastki.

§i5. IMIANY WYRAZENIA - 'b’x_’_c. f\idy mamv do oznacze-
a  -\-bx-\-c n

nia zmiany ktérym ulega utamek drugiego stopnia, kiedy x wzrasta
od — 00 do -\-00, zaczyna sie rachowaé, podiug sposobu poprze-
dzajacego, najwiekszo$¢ i najmniejszos¢, ktére ten utamek przypu-
szcza, i warto$ci odpowiednie na x. Potem rédwna sie kolejno zeru
licznik i mianownik wyrazenia, dla otrzymania warto$ci na x ktére
robig je zerem albo nieskonczong wartoscig. Nakoniec oznacza sie
(2/i3) wartosci szczeg6lne utamku, odpowiednie dla a;= + 00,
i dla X= 0. Hobi sie wtenczas tablica wartosci zmieimej tym spo-
sobem otrzymanych, urzadzajac je porzadkiem wielkos$ci, i ktadzie
sie naprzeciw nich warto$ci odpowiednie fuiikcyi. Latwo jest ztad
wyprowadzi¢ zmiany o ktére nam idzie.
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Wezmy na przyktad utamek :

Poniewaz [b"" — ko!c') jest dodatn¢m, wpada sie w pierwszy przy-
padek ; réwnajagc utamek m, znajduje sie ze pierwiastkami tréj-
mianu sg :

m' jest najwiekszos$cig, uf jest najmniejszoscig. Wartosci odpowie-
dne na sg :

Wartosci ktoére niszcza utamek, sg pierwiastkami zréwnania :

sg niemi 1 i 2. Warto$ci, ktore robig go nieskoficzonym, sg pier-
wiastkami zréwnania:

sg niemi — 2 i h. Nakoniec, dla j,-= dr c>0, utamek przyjmuje
warto$¢ \; adla x = O, tenze réwna sie

Tworzy sie wiec tablica nastepujaca :

RozTRzASANIE. Kiedy x wzrasta od —co do —2, funkcya, ktéra
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jest dodatng, gdyz jej cztery czynniki sa odjeninemi, wzrasta od -j-1
az do Znaienia ona wtedy znak, gdyz czynnik -[- 2) staje
dodatnym, i przechodzi nagle od -[-* do —potem, gdy x
nieprzestaje wzrasta¢c od —2 az do U, od O do 1, i od 1 az do

10 — 6\/2, wyrazenie ro$nie od — oo az do najwiekszo$ci -—g—

Poczawszy ztad, kiedy x powieksza sie az do 2, i od 2 az do U,
funkcya zmiejsza sie az do —oo. Potém przechodzi ona nagle

od —oo do gdyz cztery czynniki sg wtedy dodatnemi;
zmniejsza sie potem az do najmniejszésci — i , gdy nakoniec
X wzrasta az do funkcya powieksza sie od najmniejszosci
azdo +1.

UWAGA. Wykaz powyzszy utatwia prace poczatkujgcym.

3/I~l. ZAGADNIENIE 111. Dwie zmienne X iy sa zyjigzane jednoczesnie
przez zréwnanie drugiego stopnia

[1]

znalei¢ wartosci ostateczne ktéreby mogh przybra'™** jedna z nich, x na

przyktad.
Jezeli sie rozwigze zrownanie wzgledem vy, bedzie :

(2]

albo, ktadac :

[3]

Aby y byto rzeczywistem, potrzeba aby x zostato tak wybranem
zeby byto :

M
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i widzieliSmy (301), jakim sposobem mozna, w ro6znych przypad-
kach, wyciggna¢ z nieréwnosci [6] granice miedzy kléremi war-
tos¢ X powinna byé¢ lub nie pow”inna by¢ zawartg.

TWIEUDZINIA OGOLNE

365. TWIERDZENIE 1. Najwiekszoé¢ wieloczynu  dwoch  czynnikdw
zmiennych  x ?y, ktérych summa jest stala UM miejsce kiedy  czynniki
sg rowne,

W rzeczy samej, tozsamos$é

pokazuje ze w razie gdy x-\-y jest statem, wietoczyn xy bedzie
oczywiscie najwiekszym kiedy x— vy bedzie zerem, to jest kiedy x
bedzie rowném .

Odwrotnie, summa dwdch liczb ktérych wieloczyn xy jest  statym,
jest najmniejszoscig  kiedy te liczby sg réwne.

Gdyz tozsamo$¢é poprzedzajaca, potozona pod ksztattem

pokazuje ze, gdy wieloczyn xy jest statym, najmniejsza wartos$¢
summy x y odpowiada dla x—y=0, to jest dla x = .

360. TWIERDZENIE 11. Najwiekszo$¢ wieloczynu\.JL\X\\..., Z N czynni-
kéw dodatnych, ktérych summa jest statg, ma miejsce kiedy  wszystkie
te czynniki s rowne miedzy  soba.

Niech bedzie, w rzeczy samej,

wieloczym przedstawiajacy te najwiekszo$¢ szukang. Je$liby dwa
czynniki jakiekolwiek b i ¢ byly nierdwnemi, zastepujac je przez
icli $rednig arytmetyczng
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otrzymaliby$my nowy wieloczyn

ktérego czynniki miatyby tez samg summe jak czynniki pierwszego,
lecz ktéry bytby wiekszym jak pierwszy, poniewaz

jest wiekszem jak bc.

347. pruUGlE DowoDzENIE. Podzieli¢ liczbe dang a na n  czeki,
ktoryckby wieloczyn byt najwiekszym mozebnym.

Poniewaz kazda czes$¢ jest mniejszg jak a, ich wieloczyn nie mo/e
dosiegna¢ a" : moze wiec sta¢ sie najwiekszoscig. Uoztézmy liczbe

a na n czesci dodatnych jakichkolwiek, x, y, z,.... u, t, w ten spo-
sob ze
LI]

Ich wieloczyn jest :

[2]
Ot6z, przypus¢my ze dwa czynniki .t i y nie sg rébwnemi, i za-
A | y
stagpmy je, jeden i drugi, w wieloczynie, przez p6l summy - ‘e

otrzymamy wieloczyn :

Poniewaz summa dwoch pierwszych czynnikéw nie byta zmienna,
ten wieloczyn zadosy¢ jeszcze czyni warunkowi [1]. Lecz, poniewaz
te czynniki staty sie rownemi, mamy (345) :
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a, nastepnie,

(3]

Wieloczyn [2] nie jest wiec najwiekszoscig. Tak wiec, wieloczyn
czynnikéw dodatnych, zmiennych dowolnie, lecz ktérych summa
jest statg, nie moze by¢ najwiekszoscia, kiedy te czynniki nie sg
rownemi. A poniewaz najwigkszo$¢ istnieje, potrzeba ztad wnosic
ze wieloczyn jest najwiekszym  mozebnym, kiedy wszystkie jego czynniki
sg réwnemi.

3748. ScHOLIA. Twierdzenie nie przestaje istnie¢ jeszcze kiedy
wszystkie czynniki sg odjemnemi i gdy ich liczba jest parzysta;
gdyz wieloczyn

jest jeszcze dodatnym, a, tem samem, nieréwnos$¢

pocigga za sobg

Jezeli wszystkie czynniki sg odjemnemi i znajdujg sie w liczbie nie-
parzyst¢j, wieloczyn

jest odjemnym, i nier6wnos¢

pocigga za sobg

to jest ze wtedy znajdujemy najmniejszosc.
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3/19. TWIERDZENIE 111. Wieioczyn ilukolwiek czynnikéw  dodatnych
ktérych summa jest stata, i z ktérych kazdy jest podniesionym  do
pewnej potegi catkowitej, jest najwiekszoscia kiedy czynniki sg pro-
porcy6nalnemi  do ich wykkadnikéw, jedli tuszelako tojest mozebnem.

W rzeczy samej, niech bedzie na przyktad wieioczyn

z warunkiem

Mozemy napisa¢ ten wieioczyn pod ksztattem

Usungwszy ostatni czynnik staty zwrOcimy uwage na-
szg jedynie na wyrazenie zmienne

ktére mozna napisac

Jest to, jak widzimy, wieloczyn ztozony z {m -\-n p) czynni-

1

kéw, z ktérych m sg réownemi - , n rownemi - , i > rownémi -;
m n !

summa wszystkich tych czynnikéw jest

Wiec, najwiekszo$¢ bedzie miata miej<sce gdy te czynniki beda
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rowne miedzy sobg; a zatem, jezeli zaden zwigzek miedzy niemi
temu sie nie sprzeciwi, potrzeba zeby byto

Go byto do dowodzenia.

350. Moznaby to jeszcze tym sposobem wyprowadzi¢ :
Wieloczyn

jest, w rzeczy sams$j, najwiekszoscig w tychze samych okoliczno-
$ciach, jak wyrazenie

lecz to wyrazenie moze by¢ uwazane jako wieloczyn z « -j- y-
czynnikéw

ktérych summa
albo

jest statg; musi wiec by¢é ono najwiekszoscig kiedy te czynniki beda
rowne miedzy soba, to jest gdy bedziemy mieli
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oznaczajac przez a summe ; zkad sie wycigga

350. Niektérzy autorowie na miejscu tego twierdzenia podajg
rozwigzanie zagadnienia nastepujgcego :

Podzieli¢ liczbe a na dioie czesci y, takie ieby wieloczyn \i'y'j byl
najiuiekszoscia : p i q bedac liczhami calkowitemi  danemi.

Najwiekszo$¢ szukana odpowiada dla tychze samych wartosci
wzgledem x iy, jak najwiekszo$¢ wieloczynu

gdyz to wyrazenie nic jest czem innem jak tylko ilorazem z podzie-
lenia wieloczynu danego przez liczbe statg pvgi. Ot6z ten nowy
wieloczyn moze by¢ u\vazany jako ztozony z [p -}- q) czynnikéw,

ktérych summa,

jest statg i rowng a. JeSli wiec jest podobnem zrobi¢ wszystkie te
czynniki réwnemi, ten warunek dostarczy (347) najwiekszosci wie-
loczynu. Otéz dosy¢, na to, potozy¢ :
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jezeli ten warunek przypusci¢ sie daje, lo przywiedzeni jesteSmy do
tego twierdzenia :

Aby podzieli¢ liczbe a na dwie czeki x iy takie zeby  wyraze-
nie \pyi bylo najwiekszoscig, potrzeba podzieli¢ a na czesci  propor-
cyonalne luyktadnikom p i q.

Dowiodtoby sie podobniez, ze, aby podzielic a na n czesci
X,Y,Z, Ut takich zeby wieioczyn x"-y-'z'"" u™t' byt naj-
wiekszoscia, potrzeba zadosy¢ uczyni¢ warunkom,

351. TWIERDZENIE 1v. Jezeli, majgc dang ilos¢ x, inna ilos¢ v jest
naj wiekszoscia iv pewnych okolicznosciach, to odwrotnie, jezeli Y bedzie
danem, X bedzie najmniejszoscia w tychze samych okolicznosciach;
byleby warto$¢ najwiekszosci  zmniejszyta  sie¢ kiedy wartos¢ dana X
zmniejsza  sie.

W rzeczy samej, oznaczmy przez A warto$¢ dang X, przez B
warto$¢ najwiekszosci odpowiednig Y, a przez A' liczbe jakakol-
wiek mniejszag od A; z zalozenia, najwiekszo$¢ Y odpowiednia
dla X = A' jest mniejszg od B. Wiec X jest przynajmniej row-
nem A kiedy Y jest rownem B.

ScHOLIA. To twierdzenie obejmuje w sobie odwrotne projio-
zycye Ui 111

Najmniejszos¢  summy ilukolwiek liczb dodatnych, ktérych — wieioczyn
jest statym ma miejsce, kiedy te liczby sa réwnemi.

Najmniej szo$¢ summy ilukolwiek liczb dodatnych x, vy, z,. ..., ktor™
robig wyrazenie ,

statem, ma miej'sce dla

ZASTOSOWANIA TWIERDZENIA I.

352. Wynika bezposrednio z propozycyi 1, ze prostokat xy, ob®
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icodu danego 2(x -j-y), jest najiciekszoscig kiedy jego luymiary sa
réwnemi, to jest kiedy prostokat staje sie kwadratem. A tem samem,
ze wszystkich  prostokatéw tejze samej poicierzchni  kwadrat ma naj-
mniejszy  obwod.

Podobniez, miedzy trojkatami prostokatnemi w ktérych summa x -{-y
bokéw kata prostego jest stata, powierzchnia tréjkata réwnoramien-
nego Xy jest najwiekszoscig; a ze icszystkich trdjkatow  prostokat-
nych tejze samej powierzchni, w tréjkacie réwnoramiennym summa
bokéw kata prostego jest najmniejsza.

353. Miedzy luszystkiemi trojkatami  tejze samej podstaloy a i tegoz
samego obwodu 2p, tr6jkat réwnoramienny jest  najwiekszoscia.

Formuta

pokazuje, w i'zeczy samej, ze® p "P — « l)edac statenii, S jesl naj-
wiekszoscig dla

to jest dla b= ¢, poniewaz czynniki p — b i p — ¢ majg summe
stalg

jezeli podstawa trojkata ktorego wierzchotek jest — statym,
posuwa sie nie zmieniajagc dlugosci na linii prostej danej, obwod tréj-
kata jest najmniej szoscig, kiedy trojkat jest réwnoramiennym,  to jest
kiedy wierzchotek staly wyznacza swoim rzutem S$rodek  podstawy.

3)Zi. Na jednej prostej AA' sg potozone dwa punkta state ai b ;
na drugiej prostej BB' posuwa sie odcinek cd dtugosci statej;  chcemy
wiedzie¢ potozenie odcinka, cd ktdore odpowiada naj mniej sz6sci po-
wierzchni piramidy  abcd.

Przypomnijmy sobie naprz6d dwie zasady czesto uzywane w ma-
tematyce elementarnej:

1' Nazywa sie katem linii prostej i ptaszczyzny, kat najmniejszy
ktory ta prosta czyni ze swoim rzutem na ptaszczyznie ;
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2° Rzut linii prostej na ptaszczyzne jest rowny wieloczynowi
jej dtugosci przez dostawe kata ktéry tworzy ta prosta z ptaszczyzng
rzutéw.
To przypusciwszy wrdémy teraz, do naszego zadania :
Powierzctinie acd, bcd sa statémi ; idzie Wiec o zrobienie
najmniejszos$cig summy powierzchni
cab, dab, albo tez summy prosto-
padtych spuszczonych zcidm. AA"
Wyobrazmy sobie rzut ligury wy-
konany na ptasyczyznie PQ normalnej
do AA'; odlegtosé rzut odcinka
cd, jest statg; gdyz, na mocy po-
wyzej przytoczonej zasady, mamy :

c'd'= cd (los [cd, c'd"); a poniewaz,
w drugim cztonku tego wyrazenia, pierwszy czynnik, odcinek cd, jest

statym, drugi czynnik, dos {c'd™'d"), zalezy od kata linii proslcij i pta-
szczyzny, ktory takze jest statym, a wiec odlegto$¢ c'd® musi by¢
zaréwno state. Z drugiej strony erf', ec' sg rdwne prostopadtym spu-
szczonym z c irfna AA; otéz, wedle zagadnienia, poprzedzajacego,
cc' -{-ed" jest najmniejszoscig, kiedy Srodek i odlegtosci c'd" jest
spodkiem prostopadtej spuszczonej z punktu e na cd'; wtenczas ei'
jest rzutem najkrétsz(3j odlegtosci prostych statych AA', HB'. Wiec
powierzchnia piramidy abcd jest najmniejszoscia, kiedy $rodek cd
jest punktem w ktérym najkrotsza odlegtos¢ miedzy AA' i BB'
spotyka BB'.

355. Przecig¢ czworoscian ABCD plaszczyzng  roiunolegta do dwoch
krawedzi  przeciwleglych ~ AC, BD, tak zeby przeciecie EFGH miato
powierzchnig najwiekszg ~ mozebna.

Poniewaz ptaszczyzna sieczna ma by¢ réwno-
legta do dwoch krawedzi przeciwlegtych AC i
BD, przeciecie EFGH jest réwnolegtobokiem,
w ktérym I"gt jest staly jako rowny katowi
krawedzi AC iBD. Ztad wynika ze najwiekszos¢
powierzchni tego rdwnolegtoboku, bedzie miata
miejsce jednocze$nie z najwiekszoScig po-
wierzchni prostokata ktérego dwoma wymiarami
sg GH i GF.

Fig. 18
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owéz,

wiec

AC . RD
BC
summa dwocti czynnikéw zmiennycti BG i GG réwna sie kra-
wedzi GB. Wiec wieloczyn BG. GG jest najwiekszos$cig gdy le
czynniki zmienne, sg rownemi. Ztagd wnosimy ze w czworoscianie

Teraz zauwazmy ze czynni'k pl’erwszy jest statym, a

ptaszczyzna réwnolegta do dwéch krawedzi przeciwlegtych wyznacza
przeciecie bedace najwiekszoscig gdy jest réwnooddalona od tych
krawedzi.

356. Whpisa¢ w tréjkat, ktdrego podstawg jest b a wysokoscig h,
prostokat ktdi~egoby powierzchnia byta najwiekszoscig.

Dla wpisania prostokata w trdjkat, prowadzi sie jakakolwiek
rownolegta do podstawy, i z punktow w ktérych ta réwnolegta
przecina dwa inne boki, spuszcza sie prostopadie na podstawe.
Otéz, tatwo pojaé, ze, jezeli rownolegta jest poprowadzong w blis-
kosci wierzchotka, powierzchnia prostokata jest bardzo matg; ze
ta powierzchnia powieksza sie az do pewnej granicy, w miare jak
rownolegta oddala sie od wierzchotka; lecz ze zmniejsza si¢ ona
p6zniej az do zera, kiedy rownolegta zbliza sie nieograniczenie do
podstawy. Powierzchnia ma wiec najwiekszosé.

Oznaczmy prz.ez x wysokos$¢ a przez y podstawg prostokata
(odpowiednio ro»wnolegte do wysokosci i do podstawy trdjkata) ;
i starajmy sie zrobi¢ powierzchnig réwng ilosci dan6j m, ktadac :

[1]

Geometrya dostarcza tatwo, miedzy dwoma zmiennem" x i vy,
Jiwigzku,

[21
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ktory dozwoli wyrugowa¢ y ze zréwnania [1]. Znajdziemy tym spo-
sobem :

[3]

Zamiast rozwigzywac lo zrownanie, i roztrzagsa¢ warunki ktérym
pmvinno zadosy¢ czynic zeby x bylto rzeczywistéjii, mozna
zauwazy¢ ze najwiekszo$¢ wyrazenia [3] ma miejsce jednocze$nie
z najwiekszo$cig wieloczynu x{h — x), ktéry od niego rdzni sie

tylko przez czynnik staty ~ . Otéz dwa czynniki x i {k— x) maja
summe statg h : wiec, jezeli jest podobna zrobi¢ je rownemi,
otrzyma sie tym sposobem najwiekszo$¢ szukana. Ot6z, dla zro-
bienia tych czynnikéw réwnemi, potrzeba potozy¢ x = ~; a, tem

b
samem y—-"\ Te wartosci przyja¢ sie daja. Wiec, aby lopisac
w trojkat prostokat najwiekszy, potrzeba poprowadzi¢ rownoleytg od
podstawy przez potowe wysokosci. Wreszcie powierzchnia tego pro-

bh
stokata jest : xy = - Jest wiec ona potowg powierzchni trdjkata.

357, Opisa¢ na sferze danej, promienia R, ostrokrag ktoregoby
objetos¢ byla najmniejsza  moiebna.

Dla opisania ostrokregu jakiegokolwiek na sferze, uwaza sie wielkie
koto; kresli sie jednezjego S$rednic, potem styczng w jednym
z koricow t¢j Srednicy, i styczng jakgkolwiek ktéra sie przediuza
az do pierwsz¢j, z jednej strony, i az do $rednicy, z drugi¢j. Potém
obraca si¢ okoto $rednicy pot obwodu kota i trdjkat otrzymany
przez te trzy linie prosta; ten trojkat tworzy ostrokrag.

Ol6z tatwo widzimy ze, kiedy styczna ruchoma jest prawie ro-
wnolegtg do osi, objetos¢ ostrokregu, ktoérego wysokos$¢ jest bardzo
wielka, jest sama przez sig niezmiernie wielka; ze w miare jak
styczna nachyla sie, objeto$¢ zmniejsza sie az do pewncj granicy ;
i ze wzrasta p6zniej nieograniczenie, kiedy styczna ruchoma dazy
do potozenia rownolegtego ze styczng stalg, gdyz wtenczas podstawa
wzrasta nieograniczenie. Objeto$¢ ma wiec najmniejszosc¢.

Dla otrzymania jej, oznaczmy przez x wysokos¢ ostrokregu,
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a przez y promien jego podstawy, i zrébmy jego objeto$¢ réwng
pewnej ilosci danej ra, kitadac :

[t

(ieometrya dostarcza tatwo, miedzy zmiennemi x iy zwigzku.

albo [-2]

ktéry dozwoli wyrugowa¢ y ze zréwnania [1]. Znajdujemy tym
sposobem :

(3]

Moznaby byto rozwigzac to zréwnanie, i roztrzgsaé warunki moze-
bnosci zagadnienia : wyciggnetaby sie ztad najmniejszos$¢ ilosci rn.
1

Lecz prosSciej jest zauwazy¢, ze, czynnik - "R” jako staty, da sie
znie$é, i ze najmniejszo$¢ wyrazenia [3] ma miejsce jednoczesnie
jak najmniejszo$¢ wyrazenia ~  ~" . Ot6z najmniejszo$¢ tego osta-
tniego odpowiada najwiekszosci wyrazenia wywr6conego

Wreszcie, mamy jednako :

z czego widzimy, ze usunawszy czynnik stalty * wieioczyn

sktada sie z dwoch czynnikéw ktérvch summa jest
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statg i rowng 1. Ten wieloczyn bedzie wiec najwiekszos$cig, gdy
oba czynniki bedg réwne 1j, to jest gdy bedzie sie miato x — Ixli.
Ta warto$¢ na x przyjac sie da, gdyz x moze sie zmienia¢ od 2H
az do nieskoriczono$ci.

Tak wiec ostrokrag najmniejszy, opisany na sferze, ma wysokos¢
podwdjng  S$rednicy sgery. Jego objetos¢, wyprowadzona z  wyraze-

nia [31, réwna sie - wR®, jest podiudjng objetosci sfery. Jego pod-
stawa Try™ wyciggnieta  ze zréwnania [2], jest roéwng 27rR2, czyli
podwojng powierzchni  wielkiego kola. Nakoniec, jego powierzchnia
cata -["yN 4T tAyn AN rowng BTTR-; czyli podwdjng  po-

wierzchni  sfery.

358. PRAWIDLO 0GOLNE. Przyktady, ktore Swiezo rozwigzalismy,
wystarczajg dla pokazania jak sie postepuje, w algebrze elementar-
nej, przy wyszukiwaniu najwiekszosci i najmniéjszdsci pewnych
funkcyj drugiego stopnia, ktére zalezg tylko od jednej zmien-
n$j niezaleznéj. Sledzi sie naprzod, o ile tylko podobna, pochéd
funkcyi, dla rozpoznania istnienia najwiekszosci  lub najmniej sz6sci.

Wybiera sie potem pewne zmienne dostarczone przez pytanie, i wyraza
sie funkcya za pornaca tych zmiennych. Potem réwna sie wyrazenie
otrzymane iloSci m, i pisze sie zréwnania, ktdrych dostarczy wysto-

wienie, pomiedzy r6znemi zmiennemi. Te zréwnania pozwolg  wyzna-
czy¢ zmienng niezalezng w funkcyi m : a roztrzasanie warunkow
mozebnosci zagadnienia da pozna¢ granice ktore dostarcza, jesli to ma
miejsce, najwiekszo$¢ i najmniejszosé wyrazenia.

ZASTOSOWANIA TWIERDZENIA 1.

359. Ze wszystkich rownolegtoscianéw  prostokatnych  tejze  samej
powierzchni  szeScian ma najwieksza  objetosc.

W rzeczy samej, oznaczajac przez X, Yy, z, trzy krawedzie, po-
wierzchnia i objeto$¢ rownolegtoscianu majg za wyrazenie

Ot6z xyz jest najwiekszo$cig jednoczesnie ze swym kwadratem
ktéry jest wieloczynem trzech czynnikéw xy, xz, yz
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ktéorych summa jest dang; ten wieloczyn nabedzie wiec najwiek-
szg wartos$¢ dla

albo

360. Najwiekszos¢  powierzchni  trapezu réwnoramiennego  ABCD,
ktéon-ego mata podstawa AB = a, i dtugost

spoina ¢ dwoch bokéw BC, AD nieréwnolegtych Fig ™)
pozostaja  statemi.

Niech bedzie x wieksza podstawa
powierzchnia trapezu ma za wyrazenie

Ot6z to wyrazenie jest najwiekszos$cig jednoczes$nie z wieloczynem

w ktoérym «, y sg liczbami dowolnemi. Jezeli wiec wyznaczymy
a, e, y, tak aby spotczynnik x stat sie zerem w summie czterech
czynnikéw [)oprzedzajacych, to jest tak zeby byto

wieloczyn (1) bedzie najwiekszoscig kiedy czynniki beda réownemi,
to jest gdy bedziemy mieli

Wyrugowanie miedzy trzema zréwnaniami poprze-
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dzajaceini daje zréwnanie

(@)

ktérego pierwiastek dodatny

przedstawia najwiekszg z dwdch "podstaw trapezu szukang. Gdy
cztery boki trapezu bedg wyznaczone, bedzie tatwo wykres$li¢ go
i wyrazi¢ jego powierzchnig w funkcyi danych a i c.

Mozna wreszcie zauwazy¢ ze zrownanie(2), potozone pod ksztattem

albo

dowodzi ze tréjkat GAD jest prostokagtnym w A ; GD jest wiec
Srednicg kota opisanego na trapezie.

Dla ¢c= a mamy x = 1la\ boki BC, AB, AD, sa rownémi
promieniowi kota opisanego na trapezie, i kazdy z katow DAB, ABC
zawiera 120 stopni. W tym razie trapez najwiekszy staje sie po6t
szesciokatem Ibreniiiym.

Ten zreczny sposéb zalezacy na pomnozeniu lub podzieleniu
przez liczby dowolne ktore sie potem wyznaczg, tak aby czynniki
majace wcliodzi¢ w sktad najwiekszosci wieloczynu miaty zawsze
summe stata, zostal wskazanym przez p. Grillet [Nouvelles  Annales).

ZASTOSOWANIA TWIERDZENIA 111.

361. Najloiekszy roéwnoramienny trojkat lupisany ?/> kolo.

Niech bedg r promieA kota, -Ix podstawa tréjkata, y jego
wysokos$é. Powierzchnia xy trojkata bedzie najwiekszo$cig w tychze
samych okolicznos$ciach jak i kwadrat wreszcie, p6t pod-
stawy jest $rednio proporcyonalng miedzy wysokos$cig i przewyzka
Srednicy nad tg wysokos$cig, mamy wiec :
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atém samém.

Summa (2r —vy) y jest statg, wynika wiec z twierdzenia Il
ze wyrazenie poprzedzajace jest najwiekszos$cig dla

Trojkat jest wtedy  réwnobocznym.

362. Najwiekszo$¢ powierzchni  bocznej ostrokregu wpisanego w sfere.

Oznaczajac przez r promien sfery, przez y wysoko$¢ ostrokregu
a przez x promien podstawy, mamy zrobi¢ najwiekszoscig wyra-
zenie -ra; - [ - w ktéorem zmienne x i y sg jeszcze pota-

czone z sobg za pomocg zwigzku

To wyrazenie jest najwiekszo$cig jednocze$nie ze swym kwa-
dratem

otoz wieioczyn {2r — y)y® nabedzie na mocy twierdzenia Ill, naj-
wiekszg wartos¢ dla

albo

363. Wpisa¢, w sfere promienia danego 11, walec ktdregoby obje-
tos¢ byla  najwiekszoscig.

Kiedy promien podstawy walca jest bardzo matym, objetos¢ ma
pewng bardzo matg warto$¢. Ta warto$¢ powieksza sie, w miare
.jak pronuen wzrasta. Lecz to wzrastanie ma pewng granice; gdyz,
kiedy promien staje sie nieomal réwnym H, wysokos$¢ staje sie
bardzo matg, a thm samem objeto$¢ jest prawie zerem.
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Oznaczmy przez x promien podstawy, a przez wysokos¢
jednego z walcow wpisanych ; jego objetos¢ V bedzie miata za
wyrazenie 1v:ix-y. Wreszcie geometrya daje, miedzy x iy, zwigzek :

[11
Ztad wynika, rugujac X,
2]

Otéz najwiekszo$¢ tego wyrazenia odpowiada tejze samej war-
tosci na vy, jak najwiekszo$¢ wieloczynu — ?/). Lecz ten
wieloczyn nie jest drugiego stopnia; a wiec nie jest podobna zasto-
sowac sposob zwyczajny (358) dla wyszukania jego najwiekszosci.

Nie mozna takze roztozy¢ wyrazenie na czynniki, piszac je :

y) (R —y), albo, robigc je podwdjném 2R vy) (2R — 2?/);
gdyz, chociaz trzy czynniki miatyby wtenczas summe statg i row-
ng 3R, nie byloby jednak podobna zrobi¢ je rownenu miedzy sobg.
Lecz, jezeli podniesiemy wieloczyn do kwadratu, co daje ?/2(R-—y™f,
spostrzezemy ze mozna uwazaé tj- jako zmienng, i ze summa dwéch
czynnikéw y'"Mi (RN — ey-) jest stalg i rowng R”™ A zatem, na
mocy twierdzenia Ill, jezeli mozna wybra¢ dla y warto$¢ zadosyé
czynigcg proporcyi:

(3]

TN warto$¢ odpowiada¢ bedzie najwiekszosci szukanej. Otéz ze
zrownania [3], wyciggniemy :

a ttm samem,

Tc wartosci na x i na y przypusci¢ sie dajg; gdyz sg one
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rzeczywiste i nizsze od promienia R. Objeto$¢ najwiekszego walca

ma wiec za wartos¢ :

366. Jest niekiedy korzystnie przywiez¢ wyszukanie najmniejszo-
Sci pewnej funkcyi do wyszukania najwiekszosci funkcyi odwrotnej.

PRZYKLAD. Opisa¢ na sferze promienia K, ostrokrgg ktérego pod-
stawa lezy na ptaszczyznie  $rodkowej, to jest na plaszezyznie  przecho-
dzacej przez Srodek sfery, i ktoregoby objetos¢ byla  najmniejszoscia.

Oznaczmy przez x i przez y promien podstawy i wysokosé
jednego z ostrokregéw opisanych. Jego objeto$¢ V jest rowna

Wreszcie geometrya daje tatwo zwigzek :

Wyrazenie ol)jetosci jest wiec :

(2]

Poniewaz czynnik - TIR" jest statym, dosy¢ w celu wyznaczenia

0
najmniejszoéci zastanowi¢ sie nad utamkiem A . Ot6z, ten

ostatni odpowiada oczywiscie najwiekszosci utamku odwréco-

nego — , albo najwiekszosci jego kwadratu Ay —
A, ponie\/\)'az mamy jednako :

1
widzimy ze, usungwszy czynnik staty — , summa dwo6ch czynni-

kow v i{l v jest stata; jezeli wiec mozna wybraé¢ dla vy
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warto$¢ dostarczong przez zwigzek (350) :

[3]
R2
ta warto$¢ odpowiadaé bedzie najwiekszosci utamku ~—3—, to
y
jest najmniejszosci wywrdconego utamku
Ot6éz wyciaga sie ze zréwnania [3], = 311" :a tem samém,
zrownanie [1] daje : Te wartosci na x i na y, jako

wieksze od R, przypusci¢ sie dajg; a zatem, objeto$¢ najmniejsza
ostrokregu opisanego ma za wartos$¢ :

365, ISa tekturze ABGDE majacej ksztalt —wielokata foremnego,
rysuje sie drugi wielokat foremny A'B'G'D'E' podobny pierwszemu,
podobnie ustawiony i majacy z nim boki roionolegte ; z wierzchotkow

A', B', G', D', E' prowadzi sie prostopadle na boki
pierwszego wielokata, i wycina sie mate czworoboki
ktére sa zacieniowane na figurze tu zalgczone;j.
Wyznaczy¢  apoterne nowego wielokagta pod wa-
runkiem zeby pudetko majgce za dno ten 7vielokat,
a za. Sciany boczne prostokaty — pozostate, byto
objetosci  najwiekszej mozebnej,*

Oznaczajac przez x apoteme 01 a przez y wysokos¢ JR pu-
detka, widzimy tatwo ze summa x -\-y jest stalg jakotez rowng OK,
a za$ objeto$¢ jest proporcyonalng do x"-y\ ta objetos¢ bedzie
wiec najwieksza mozebng, kiedy bedziemy mieli

albo
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NAJWIEKSZOSCI LUB NAJMNIEJSZOSCI NIEKTORYCH FUNKCYJ WIELU

ZMIENNYCH NIEZALEZNYCH.

366. ZAGADNIENIE 1. Znalezé miedzy jakiemi granicami moze sie

zmieniac wielomian:

[1

kiedy zmienne x " y przyjmujg wszelkie loartoSci  mozebne.

Zrébmy ten wielomian rownym ilosci dandj w, kladac :

Jezeli wezmiemy vy jako nieznang, wycigga sie z tego zréwnania

Ot6z, aby pewna wartosé, naznaczona dla m, byta zgodng z war-
toSciami rzeczywistemi na x i na y, potrzeba aby, dla tej war-
tosci na m, mozna byto mieé¢, wybierajac x nalezycie :

[31

Rozr6znijmy trzy przypadKki :

lo (B-—4AC) jest dodatnem. W tym przypadku, jakiemkolwiek
by byto m, nier6wnos$¢ [3] jest zawsze mozebng; gdyz mozna
zawsze wybra¢ dla x nieskofAczong ilos¢ warto$ci takich, ze trdj-
mian, ktory tworzy pierwszy cztonek nieréwnos$ci, przyjmie znak
swego pierwszego wyrazu (298).

2- (B2 —4AG) jest odjemnem. W tym przypadku, nierdwnos$¢ [3]
jest mozebna, jezeli pierwiastki trojmianu sg rzeczywistemi; gdyz
dajac na x wartosSci zawarte miedzy temi pierwiastkami, zrobimy
tréjmian znaku przeciwnego z jego pierwszym wyrazem, l.ecz ta
nier6wnos$¢ nie jest mozebng jak tylko pod tym warunkiem; gdyz,
jesliby pierwiastki byty urojone, tréjmian zacho>vatby, dla wszel-
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kiej wartosci przypisywanej na X, znak swego pierwszego wyrazu,
bytby wiec ciggle odjemnym (297).

Tak wiec powinno sie, w tym przypadku, wybiera¢ mw taki spo-
sOb, zeby pierwiastki trojmianu byty rzeczywistemi. Otéz, ten wa-
runek jest wyrazonym (27i) przez nieréwnos$¢

W

Poniewaz ta nieréwno$¢ jest pierwszego stopnia w m, mozna
wyprowadzi¢ (206) granice tej ilosci : tém samcui bedzie miata miej-
sce, najwiekszo$¢ lub najmniejszo$¢, jezeli ta gianica przypuscié
sie daje.

Ot6z, ta granica na ni niszczy pierwszy cztonek nieréwnosci [K];
robi wiec rownemi pierwiastki tréjmianu [3]. W skutku czego,
ten tréjmian moze napisac sie : (B"— UAG) — x'f, oznaczajac
przez x' warto$¢ pierwiastku podwdjnego. Wynika ztad ze war-
to$¢ [2] na I staje sie, w tém przypuszczeniu,

a, poniewaz (B —/IAC) jest odjemném, y niejest rzeczywistem
jak tylko dla x = X"

Potrzeba wiec nada¢ dla x te warto$¢; co wymaga zeby y przy-
jeto warto$¢ odpowiednig

Te wartosci na a; i na y przypusci¢ sie dajg : dostarcza wiec
one najwiekszo$¢ lub najmniejszo$¢ na m.

3 B*"—/IAG)= 0. W tym przypadku, nieréwno$¢ 13] jest
pierwszego stopnia w X : jakakolwiekby warto$¢ przypisywano
dla m, sprawdzenie tej nierownoS$ci jest zawsze podobnem, wy-
bierajgc X odpowiednio. Nie ma tu, t¢ém samém, ani najwiekszo-
$ci ani najmniejszosci.

Jezeliby, wszelako, (BD — 2AE) byto zerem jednocze$nie
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Z (B"— kXG), nieréwnos¢ [3] sprowadzitaby sie do

a ztad databy sie wyciaggnac grar;il%% na m:

podiug tego jak A byloby dodatn$m lub odjernneni. Wielomian
miatby wiec najmniejszo$¢ w pierwszym przypadku, najwiekszo$¢
w drugim.

Latwo rozciggngé te teoryg do przypadku w ktérym mamy wie-
céj jak dwie zmienne niezalezne.

Zastosujemy jg do przyktadu naslepujacego :

367. ZAGADNIENIE Il. Znalez¢ najmniejszo$¢  wyrazenia
luiedzgc ze x, y, z, sgzwigzane przrz zréwnanie,

(1]

Potézmy :

Mozemy wyrugowac¢ jedng ze zmiennych, z, na przykiad. Gdyz
wyciaga sie ze zrownania [1],

a tém samem,

albo |

> Rozwigzujac zréwnanie [2] wzgledem vy, znajduje sie, po nie-
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IStérych uproszczeniach :

(3]

Poniewaz spétczynnik w tréjmianie potozonym pod radyka-
tem, jest odjemny, potrzeba wybieraé warto$¢ na tn, w taki sposob
aby pierwiastki tego tréjmianu byty rzeczywistémi ; co wymaga
zeby byto :

albo

albo, dzielgc przez {b--{-c"), i przenoszac :

Jezeli wiec mozna nada¢ dla m wartos¢

to bedzie ona najmniejszo$cig szukana.
Otéz, dla tej wartosci na m, troéjmian, potozony pod radykatem,
staje sie :

Tém samem, warto$¢ [3] na y jest :
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Ta warto$¢ jest rzeczywistg jedynie dla :

i staje sie nadwczas :

A tein samem :

Te wartosSci przypusci¢ sie daja;, a zatem, one tylko czyriig
najmniejszoscia.

GWICZEIN IA.

I. Jaki jest najmniejszy miedzy wszystkiemi kwadratami ktére mozna wpi-
sa¢ w kwadrat dany, tak azcliy kazdy bok zawiérat w sobie jeden wierzchotek?

Znajduje sie kwadrat majacy za wierzcliotki Sroiiki bokéw kwadratu
danego.

ir. r>rzypusciwszy ze trojliat rownoramienny, wpisany w kolo promienia H,
obraca sie okolo sw”j podstawy, chcemy wiedzie¢ najwiekszo$¢ objetosci na-
kreslonej.

Znajduje sie, stosujac twierdzenie 111 (349), ze wysoko$¢ trojkata obracaja-

cego sie musi by¢ réwng B ' Warto$¢ najwieksza objetosci jest ¢

1
111, Ktdry ze wszystkich ostrokregw prostych tejze samej objetosci - ira-J,
ma powierzchnig boczng najmniejszg ?
Stosuje sie propozycya odwrotna twierdzenia 111 (351) ; i znajduje sie za wy-

sokos¢, y ™ ay ™" ™Mpromien podstawy,
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IV. Jaki ze wszyslkicli ostrokregéw prostycli tejze sam»5j powierzchni bocz-
nej T, ma objeto$¢ najwiekszg ?
Stosuje sie twierdzenie 111 {3Zi9); i znajduje sie ze promien podstawy

i ze wysoko$¢

V. Kitory z rdwnolegloscianéw prostokatnych réwnaj objetosci, ma po-
wierzchnig najmniejszg mozebng ?
Stosuje sie propozycya odwrotna twierdzenia 11 (351).

VI. Jaka jest strefa sferyczna, o jednaj podstawie, zawierajaca najwielcszg
oi)jetos¢ pomiedzy strefami majgcemi tez samg powierzchnia T~OP- ; i na od-
wrot, jaka jest slrefa ncfjmniejszej powierzchni, pomiedzy strefami zawiera-
jacemi te samg objetos¢ K ?

Stosuje sie twierdzenie 111 (3Zi9); i znajduje sie ze wysokos¢ i promierh pod-
stawy strefy najwiekszej objetosci, sg, oba, réwnemi IR odcinek najwie-
kszosci jest wiec pét sfera.

Znajduje sie takze pdt sfere dla najmniejszosci, stosujgc do drugiej czesci
¢wiczenia twierdzenie IV (351).

VII. Jaki z pomiedzy wszystkich walcow t¢jze samej objetosci V, wpisany
jest w najmniejsza sfere ?
Opierajac sie na formutach numeru 363, i na scholii twierdzenia IV (351),
’

znajduje sie ze promien sfery najmniejszej jest rowny |/  — Wynika
ztad, dla promienia podstawy walca, r =

\'/ ——, a, da wysokosci,
y T\V2

VI, Wezmy lekture kwadrfipwa ABCD ktorej bokiem jest a, i na cztertich
jej rogach wytnijmy kwadraty réwne ktre sg zacieniowane na
figurze tu zalaczonej. Oznaczy¢ bok tych kwadratow, pod wa-
runkiem zeby pudetko, ktoreby miato za dno mnpg a za Sciany
boczne prostokaty pozostate majace wszystkie te samg wysoko$c.
byto najwiekszej objetosci.

Znajduje sie ze bok kwadratu zacieniowanego jest , a najwiekszo$¢ obje-

- cL
tosci
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IX. Wezmy na linii prost$j punkla léwnooddalone, oznaczone numera-
mi i, 2, 3,... n. ZnaleZé, po prawt~j icli stronie, punkt taki, aby summa kwa-
dratéw z “jego odlegtosci od punktdw danych, rozmnozonych przez odpowiedni
numer porzadkowy punktu, byla najmniejszoscia.

Aby rozwigzaC to pytanie, potrzeba wiedzie¢ ze sunnua n pierwszych liczb

jest réwng A e summa icli kwadratow jest

summa ich szeScianbw - A - " -i-» Oznaczajgc przez a odlegtos¢ dwoch
punktdw po sobie nastepujacych, a przez x odlegtos¢ punktu szukanego od
pierwszego punktu, wyraza sie przez x sunnna wskazana, a stosujac sposob

ogblny (358), znajduje sie x = 2 (u— 1)0.

X. Odpowiedzie¢ na podobnez pytanie, w przypuszczeniu ze punkla s
oznaczone numerami 1, 3, G, 10,. ,.

Tenze sam sposob prowadzi do

XI. Walec kolowy prosty, jest zakoficzony przez dwie polsfery majace za
promien, promief podstawy walca. Powierzchnia cala jest dana i réwna Zima.
Clicemy wiedzie¢ najwiekszo$¢ objetosci bryly.

Oznacza sie przez 'Jx wysokosC walca, a przez y promien jego podstawy ;
stosuje sie twierdzenie 111 (3Zi9). Jezeli dwie pdlsfery s3 na zewnatrz walca,
znajduje sie : a;= O, y=a; walec sprowadza sie do sfery. Jezeli p6t-
sfery s3 wewnetrzne, znajduje sie :

XH. Znalez¢ najwigkszos¢ powierzchni trojkata prostokatnego, wiedzac ze
summa przeciwprostokatncj i wysokosci odpowiedniej jest rowng a.

Znajduje sie najwiekszos¢ powierzcimi  rowna ~ . Przeciwprostokatng

est -Zé) , & Wysokoscia Y Dwa boki kata prostego sg rownémi

X, W ktorym, ze wszystkich trjkatow prostokatnych tegoz samego db-
wodu 2jj, summa dwoch bokéw kata prostego i wysokosci spuszczonej na [)rze-
ciwprostokatng jest najwiekszoscig ?

Znajduje sie, stosujac sposdb ogdlny, ze trojkat jest rownoramiennym,” ze jego
przeciwprostokatng jest rowng 2)\2 —I), jego wysokos¢
a kazdy bok kata prostego
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XIV. Whpisa¢, w koto promienia r, trapez ktdregoby boki nierdwnolegle
byiy rownemi a, i ktoregoby powierzchnia byla najwiekszoscia.

Znajduje sie ze najwiekszo$C trapezu jest prostokatem, ktorego podstawy
sg rownemi AU — d™

XV. Whpisaé, w sfere promienia li, ostrokreg ktdregoby powierzclinia cata
byla najwiekszoscia,
Stosujac sposéb wskazany przez p. Grillet (360), znajduje sie ze wysoko$¢

ostrokregu jest rowng

XVI. Opisuje sie na sferze promienia H* pien pyramidy foremnej, ktdrej
podstawami s3 oSmiokaty foremne. Clicemy wiedzie¢ najmniejszo$¢ objetosci
pnia, kiedy sie zmienia nachylenie a $cian bocznych na wielka podstawe.

Znajduje sig, za wyrazenie objetosci,

w przypadku najmniejszosci,

XVII. Mala powierzchnia biata jest polozona poziomo na stole, i o$wiecona
przez lampe, ktorcj odleglos¢ od tj powierzchni, oceniona j¢j rzutem pozio-
mym, jest statg i réwng d. Do jaki¢j wysokosci x powinien sie podnies¢ pto-
mien, azeby oSwiecenie powierzchni bylo najwiekszym ?

Wiemy ze natezenie $wiatta, jakie odbiera powierzchnia, jest proporcyonalne
do wstawy nachylenia promieni, i odwrotnie prOporcyonalne do kwadratu
z odleglosci $wiatta od punktu odwieconego powierzchni. Jezeli oznaczymy
przez a nachylenie, znajduje sie, na przypadek najwiekszosci, stosujac sposob
podany w twierdzeniu 111 (349) :

Nalezy wykresli¢ rozwiazanie.

XVIII. Znalez¢ najmniejszos¢ wartosci kiedy a zmienia sie od 0°

Sty" o’
do 30°.

Kladac : stya = a;, i zastepujac stySa przez j¢j wartos¢ w cc, znajduje sie,
sposob zwyczajny (358), najwiekszos¢ (17 — ktéra odrzuci¢ na-
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lezy, gdyz odpowiada dla o« = -f-1; potém najmniejszos¢ (17 -j- 12 sj*)
kioi-g przyjaé nalezy, i klora odpowiada dla x==\j2 — i, tojest dla «= ~e

XIX. Dwa ciata, mass m i m', ozywione, w tymze samym kierunku, pred-
kosciami Vi v', uderzajg jedno o drugie. ZnaleZé predko$¢ spblng X, ktéra
te ciala przyjmag po uderzeniu, pod warunkiem zeby summa wieloczynéw

otrzymanych, mnozac kazdg masse przez kwadrat ze zmienionej predkosci,
byla najmniejsza mozebna,

llo$¢ kidréj najmniejszosci szukamy jest tréjmianem drugiego stopnia w cc,
i, stosujac do tego tréjmianu prawidto (342), znajduje sie :

XX. Jezeli mamy x-\-y = a, to prawidto (350), ktore dostarcza najwie-
kszo$¢ xpy% rozcigga sie do przypadku w ktorym p i f/ s3 utamkowcmi:

roniewaz mozna zawsze polozyé e P= ¢ AN d" M zapwadyé ze
wowczas

XXI. Mamy zréwnanie:

chcemy wiedzie¢ ostateczne granice wartosci ktére moze przyjac jedna z trzech

zmiennych, x na przykfad.
Przyjmie sie pochod odpowiedni postepowaniu numeru 344,

XXII. Znalez¢ najmniejszos¢ o 12 -j- 7w, wiedzac ze mamy :

porhind 2alerderpivigktaoddenjnuaeru 367.

Stosujac twierdzenie 1, znajduije sie :
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XXIV. Znalez¢ najmniegjszos¢

Znajduje sie o; = O ; inajmnigjszos¢ jesl 2.

XXV. Mamy zréwnanie :

chcemy wiedzie¢ miedzy jakiemi granicami moze zmienia¢ sie Ay ior-
Kladzie sie X'-r y* = m; ruguje sie z, i postepuje =& drogg
wskazang w numerze 366.

XXVI. Miedzy jakiemi granicami moze sie zmieniaC wyrazenie

kiedy X, y, z, przyjmujg wszelkie wartosci mozebne ?
Robi sie wyrazenie dane rGwnam m ; i postepuje sie drogg wskazang w nu-
merze 366.

XXVII. W trzech zréwnaniach z dwiema nieznanemi:

istnieje nieskorczona liczba czynnikéw X X, X' takich, ze pomnozywszy
pierwsze zrownanie przez X drugie przez X, a trzecie przez X', potem,
dodajac rezultata, otrzymuje sie zréwnanie ksziattu,

Znalezé czynniki X X, X' ktore, spehiajac ten warunek, robig summe
X najmniejsza mozebna,

Kiadac :

mamy warunki :

i stosuje sie sposdb ogdlny (358).
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XXV1|[. Dwie liczby dodalue zmienne x,y, sn takiemi, ze ich rdznica jest
CCTM

liczbg dodatng a. Chcemy wiedzie¢ czy wyrazenie — moze mie¢ najwie-
kszo$¢ lub najmniejszos¢, 7n i n bedac liczbami dodatnemi danemi.

Jezeli mamy «x <ym<n, znajduje sie (350) najwiekszos¢, kiedy

Jezeli mamy : &>y, znajduje sie najmniejszosc, kiedy

Lecz jezeli mamy : x<?y, m'p-n; albo £> m nie ma ani
najwiekszosci ani najmniejszosc!.

XXIX. Summa x y jest dang i rowng 2a; miedzy jakiémi granicami
moze si¢ zmienia¢ wyrazenie yA

Jezeli a jest dodatnim, wyrazenie jest najmniejszoscia, kiedy @ iy sa
réwnemi miedzy soba.



ROZDZIAL XX

0 POSTEPACH.

o POSTEPACH ARYTMETYCZNYCH ALBO ROZNICOWYCH.

368. DEFINICYE. Postep arytmetyczny albo réznicoioy jest to szereg
liczb takich, ze kazda z nich przewyzsza liczbe poprzedzajgcg lub
od niej jest przewyzszong o pewng ilo$¢ statg, ktéra nazywa sie
stosunkiem postepu.

Kiedy wyrazy powiekszajg sie od pierwszego zaczgwszy, postep
jest rosnacy; jest on malejacy, gdy jego wyrazy postepujg zmniej-

szajac sie.

Dla wskazania ze liczby stanowig cze$¢ postepu, pisze sie jedne
wcigz drugich, przedzielajagc je punktem, i poprzedzajac zna-
kiem T .

PRZYKLADY. Szeregi

stanowia dwa postepy ro6znicowe, jeden rosnacy, drugi malejacy :
stosunkami ich odpowiedniemi sg 4 i 3.

Zniesie sie tatwo uznane przez nas na poczatku rozréznienie
miedzy postepami, rosngcym i malejagcym, jezeli nadal dobrowolnie
przyjmiemy : ze stosunek w postepie roézmicowym jest przewyzkg ja-
kiegokolwiek wijrazu nad wyrazem poprzedzajgcym.  Jezeli postep jest
malejgcy, ta przewyzka jest odjemna. Na przyktad, drugi z dwoéch
postepow wskazanych ma za stosunek — 3.

W og6Inosci, oznaczywszy wyrazy postepu roznicowego przez
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litery a, h, c, i, k|, , stosunek dodatny lub odjemny
przez r, liczbe za$ wyrazajacg miejsce wyrazu | przez w, bedziemy
mieli :

(1]

369. WARTOSC AAYRAZU ZAJMUJACEGO W POSTEPIE MIEJSCE n. Na
mocy okre$lenia, kazdy wyraz, w postepie rosngcym, tworzy sie
dodajgc stosunek do wyrazu poprzedzajgcego. Drugi jest wiec
rownym a-\-r, trzeci a-[-1r, czwarty aA-Zr,.... nakoniec,
wyraz nYy jest rownym a\-{n — \)r. Wiec wyraz jakikolwiek
tworzy sie dodajgc do pierwszego stosunek tyle razy wziety ile jest
wyrazéto przed nim. Co witasnie zwykle sie wyraza za pomocg wzoru :

[2]

Ta formuta stosuje sie do przypadku w ktéorym postep jest
malejacym, byleby tylko litera r przedstawiata liczbe odjemng (368).

470. wnioskl. Formuta [2], wyrazajgca zwigzek czterech liczb
a, /, r, n, dozwoli oznaczy¢ jedng z nich, gdy trzy inne sg dane :
dosy¢ na to rozwigzaé zrownanie wzgledem ilosci nieznan$j. Dostar-
czy wiec ona rozwigzania czterech zagadnien tatwych do wystowie-
nia, ktére w formutach tak sie wyrazajg :

371. WSTAWIENIE S$REDNICH ARYTMETYCZNYCH. Wstawi¢ m $rednich
arytmetycznych miedzy dwie liczby dane a i h, jest to utworzyé
postep, ktérego « i 6 sg wyrazami skraijnemi, posredniemi za$ wy-
razy szukane w iloSci m.

Wystarczy oczywiscie, dla rozwigzania tego pytania, znalezé
stosunek postepu; gdyz, dodajac go do pierwszego wyrazu, znajdzie
sie drugi; dodajac go do drugiego, znajdzie sie trzeci; i tak dalcj.
Otéz znamy, w postepie szukanym, pierwszy wyraz a, ostatni h,
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i liczbe wyrazéw {rn4- 2). Przeto we wzorze [2] potozywszy (m-|-2/
za n, otrzymamy :

PRZYKEAD. Wstawi¢ 10 Srednich miedzy 5 i 38. Stosunkiem jest :

»

a wiec postepem szukanym jest oczywiscie :

372. ZAGADNIENIE. Otrzymaé¢ warunek, aby trzy liczby dane a, b, c,
stanowily cze$¢ tego samego postepu.

Przypusémy te liczby uporzadkowane wedtug ich wielkosSci :
beda one roztgczone, w postepie nieznanym, wyrazami pos$redniemi,
ktore moga by¢ uwazane jako S$rednie wstawione miedzy a i b,
i miedzy b i c. Przeto, jezeli oznaczymy te ilosci $rednich przez

[m — 1) iprzez (n— 1), stosunek musi by¢ réwnym (371)

potrzeba wiec zeby byto:

[51

‘Jhakim jest warunek szukany; potrzeba wiec atjy istniaty dane liczby
catkoieite m i n, proporcyonalne do réznic (b — a) i (c — b).

Ten warunek jest zawsze spetnionym, kiedy liczby a, b, ¢, sa
wymiernemi : gdyz, jezeli liczbhy {b— a) i [c— b) sg utamkowemi,
wystarczy sprowadzi¢ je do jednakowego mianownika, iwzigé m in
rciwnemi ticznikdm. Ponmozywszy oba roézultaty przez tez samg
liczbe catkowita jakgkolwiek, otrzymamy inne wartosci dla m i n;
tak ze zagadnienie ma, w tym przypadku, nieskonczong ilo$¢ roz-
wiazaii.
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373. TWIERDZENIE. Jezeli pomiedzy dwa wyrazy po &obie nastepu-
jace postepu réznicowego, wstawimy tez samg liczbe S$rednich  arytme-
tycznych, postepy czeSciowe tym sposobem otrzymane tworzg jedyny
i ten sam postep.

W rzeczy samej, poniewaz wstawiamy tez sam§ liczbe $rednich
arytmetycznych miedzy dwa wyrazy po sobie nastepujgce, i ponie-
waz roéznica tych dwdch wyrazéw jest statg, stosunek jest tenze
sam we wszystkich postepach cze$ciowych; a gdy ostatni wyraz
kazdego z nich, jest zarazem pierwszym nastepujgcego, to postepy
te czesciowe wigzac sie z sobg tym sposobem tworzg oczywiscie
jedyny i tenze sam postep.

Ak, TwIERDZENIE. W kazdym postepie réznicowym ograniczonym,
summa wyrazdw réwnooddalonych  od skrajnych jest stata, i réwna
swnmie wyrazéw  skrajnych.

Niech bedzie, w rzeczy samej, postep :

drugi wyraz b jest réwnym a-\-r, a przedostatni k jest rownym

/ — r; wiec ich summa b-\-k = a-\-l. Ogé6lnie, wyraz X, ma-
jacy p wyrazéw przed nim, jest rownym (369) a -j- pr, a wyraz v,
majacy p wyrazéw po nim, jest rownym | — pr; wiec ich summa

X-1-y jest rowna a-\- I

LWAGA. Kiedy postep zawiera liczbe nieparzysta wyrazéw, znaj-
duje sie w $rodku wyraz rownooddalony od dwoch skrajnych. Ten
wyraz wziety dwa razy réwna sie summie skrajnych.

Tym sposobem w postepie

wyrazy 2 120, 5i17, 8 i lA, dajag™tez samg summe 22, ktora jest
réwng wyrazowi $rodkowemu 11, wzietemu dwa razy.

375. sUMMA WYRAzOW POSTEPU. Oznaczmy przez s summe Wwy-
razéw postepu zaczynajgcego sie od a,'konczacego na I, i w ktérym
n jest liczbg wyrazéw. Mamy :
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Owoz, biorgc wyrazy postepu w porzadku odwrotnym, mamy
takze :

Dodajgc stronami, otrzymamy :

Lecz wszystkie summy, zamknigte w nawiasach, sg rownemi (374)
summie skrajnych (a -f /); wreszcie ich liczba jest liczbg wyrazéw
postepu. Mamy wiec :

zkad : [6]

Zatem, summa wyrazOw postepu roéznicoioego jest potowg  loieloczym
summy skrajnych przez ilo$¢ wyrazow  postepu.

PRZYKLAD. Summa wyrazow postepu (371) jest
albo 258.

UWAGA. Gdyby sie znato tylko pierwszy wyraz a, stosunek r,
i liczbe n wyrazéw, potrzebaby byto, dla zastosowania formuty
poprzedzajacej, zaczag¢ od wyrachowania ostatniego wyrazu 1, za

pomocg formuty [2]. Podstawiajgc jego warto$¢ we wzorze [6] otrzy-
mamy :

(7]

Ta formuta przedstawia sie niekiedy pod ksztatlem :

376. zASTOSOWANIA. V Znalez¢é summe n liczb poczatkowych
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catkowitych,

Poniewaz te liczby tworzg postep ktérego stosunkiem jest 1, ich
summa jest:

(8]

Wiec, dla otrzymania summy n liczb poczatkowych catkowitych,
mnozy sie ostatni wyraz przez nastepujgcy po nim bezposrednio, i dzie-
lac ich wieloczyn przez 2.

2° Znalez¢ summe n liczb poczatkowych nieparzystych,

Te liczby tworzg postep ktérego stosunkiem jest 2 ; stosujac for-
nmie [7] znajduje sie :

albo

Zatém summa n liczb poczatkowych nieparzystych jest ronma hoadra-
towi z n.

Znalez¢ liczbe wyrazéw postepu réznicowego, znajac pierwszy
wyraz, stosunek, i summei wyrazow.
Nazwijmy s summe wyrazow; formuta

daje, dla oznaczenia n, zréwnanie drugiego stopnia

Poniewaz ostatni wyraz jest odjemnym, wiec dwa pierwiastki sg
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zawsze rzeczywislemi i majg znaki przeciwne. Nalezy odrzucic¢
pierwiastek odjemny ; aby pierwiastek dodatny dat sie przypuscic,
potrzeba zeby byt catkowitym.

U° Znalez¢ pie¢ liczb w postepie réznicowym, znajagc summe
wyrazow i summe ich kwadratow.

Nazwijmy a i dwie summy dane; oznaczmy przez X wyraz
Srodkowy a przez y stosunek. R6zne wyrazy postepu mozna bedzie

napisac

i znajdzie sie dwa zréwnania

:)11. zZAGADNIENIA. Formuty [2] i [6] stanowig dwa zwigzki mie-
dzy [)iecioma ilosciami a, I, r, n, S, zwigzki ktore dozwolg ozna-
czy¢ dwie z tych ilosci, kiedy trzy inne sa dane. Zkad dziesie¢
zagadnien do rozwigzania :

1° Majac dane a, I, r, oznaczy¢ n, S;
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Pomiedzy temi zagadnieniami, pigle i 6sme sg drugiego sto}uiia ;
o$m innych sg pierwszego stopnia.

O POSTEPACH GEOMETRYCZNYCH ALt50 ILOKAZOWYCH.

378. DEFINICYE. Postep geometryczny albo ilorazowy jeft to sze-
reg liczh, w ktérym kazda liczba réwna sie poprzedzajagcej pomno-
zonej przez pewng liczbe statg, ktéra nazywa sie stosunkiem postepu,

Kiedy stosunek jest wiekszy od jedno$ci, wyrazy powiekszajg sie
kolejno, a postep jest rosngcy; kiedy stosunek jest mniejszy od
jednosci, wyrazy zmniejszaja sie, i postep jest malejacy.

Dla wskazania ze liczby stanowig cze$¢ postepu ilorazowego,
pisze sie je wcigz jedne drugich, przedzielajgc dwoma punktami,
i poprzedzajac je znakiem H .

PRZYKLADY. Sreregi

stanowig dwa postepy ilorazowe, jeden rosnacy, a drugi malejacy ;

stosunkami ich sg 3 i "«

W ogdlnosci, oznaczywszy wyrazy postepu ilorazowego [>rzez
litery a, b, c, d, ....1i k /,...., stosunek przez g, a miejsce wy-
razu | przez n. Bedziemy mieli :

(1]

379. WARTOSC WYRAZU ZAIJMUJACEGO W POSTEPIE MIEISCE n. We -
dtug okreslenia, kazdy wyraz postepu ilorazowego tworzy sie¢ mno-
zac poprzedzajacy przez stosunek Drugi jest wiec réwnym aq,
trzeci czwarty i ogblnie, jest rownym og"-'.
Wiec wyraz jakikolwiek  réwna sie pierwszemu pomnozonemu  p/z:-z
potege stosunku, ktéra oznacza ile jest loyrazébw poprzedzajacych. Co

witasnie zwykle sie wyraza za ponnjcg wzoru r

[2]
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380. WNIOSKI. Formuta [2], jako wyrazajgca zwiazek miedzy
czterema liczbami, a, I, g, n, dozwoli oznaczy¢ jedng z nich, gdy
trzy inne sa dane. Znajdzie sie tatwo, rozwigzujgc zréwnanie [2]
wzgledem kazdej z czterech ilosci

Ostatnia formuta przypuszcza ze znanemi sg whasnos$ci zasadnicze
logarytmoéw.

381. TWIERDZENIE. Jezeli postep jest rosngcy, mozna prtedluzy¢ go
dostatecznie, zeby jego wyrazy wyszly za wszelkg granice dana,

W rzeczy samej, jesSli wezmiemy pod uwage trzy wyrazy po sobie
nastepujace i, k, I, postepu [1], mamy, z okreSlenia,

a, przez odcigganie.

Ot6z stosunek q przewyzsza jedno$¢; wiec réznica (/—Kk) jc§t
wiekszg od roznicy [k—i). Wiec przewyzka jakiegokolwiek wyrazu
nad poprzedzajagcym idzie wzrastajgc. Otéz, gdyby ta przewyzka
pozostata stalg, jak w postepie réznicowym, moznaby byto, doda-
jac jg do pierwszego wyrazu a, dostateczng liczbe razy, otrzymac
rezultat tak wielki jak sie tylko podoba. Bedzie wiec to miato
miejsce, a fortiori, jezeli, jak to juz nalezycie rozpoznaliSmy, ta
przewyzka pdéjdzie wzrastajac.

382. TWIERDZENIE. Jezeli postep jest malejacy, mozna  przedtuzy¢
go dostatecznie, zeby jego wyrazy zeszty ponizej wszelkiej granicy.
W rzeczy samej, jezeli postep [1] ma stosunek g mniejszy od

1 1 1
¢ oLt

jednotCl, wyrazy U 7
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postep ilorazowy, ktérego stosunek - jest wiekszy od jednosci;

poniewaz, z réwnosci

wycigga sie :

Wynika wiec, z twierdzenia poprzedzajgcego, ze utamki

moga sta¢ sie tak wielkiemi jak sie tylko podoba; a tom samém,
ich mianowniki i, k, I, moga sta¢ sie tak matemi jak sie tylko
podoba. Co byto do dowodzenia.

382 bis. wnNiosek. Z dwoch ostatnich twierdzen ogéhiych wprost
i naturalnie wyptywaja nastepujace dwa wazne tychze twierdzen
przypadki  szczeg6lne

1° Potegi catkowite i dodatne liczby wiekszej od jednosci, sa coraz
wigksze i wzrastajg po za wszelkg granice ;

""1° Potegi catkowite i dodatne liczby mniejszej od jednosci stajg sie
coraz mniejsze i zblizajg sie nieskonczenie do zera, to jest majg za gra-
nice zero.

383. WSTAWIENIE $REDNICH GEOMETRYCZNYCH. Wstawi¢ m $rednich
geometrycznych albo ilorazowych miedzy dwie liczby dane a i b,
jest to utworzy¢ postep, ktérego a i 6 sg wyrazami skrajnemi, wy-
razami za$ posredniemi, wyrazy szukane w ilosci m.

Wystarczy oczywiscie, dla rozwigzania tego pytania, znalez¢ sto-
sunek postepu; gdyz, mnozac pierw"szy wyraz przez stosunek,
otrzyma sie drugi; mnozac drugi przez stosunek, otrzyma sie trzeci,
i tak dalej. Ot6z, znamy, w tym postepie, pierwszy wyraz a, osta-
tni b, i liczbe wyrazéw (m-f 2). Przeto we wzorze [2j za n po-
tozywszy (m -j- 2), znajdziemy :
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PRzYKtLAD. Wstawi¢ 3 Srednic proporcyonalne miedzy 7 i 112.
Stosunkiem jest :

albo

a wiec postepem szukanym jest oczywiscie :

386. TwiERDZEIME. Jczcli wstawimy, miedzy dwa wyrazy po
sobie nastepujgce postepu ilorazowego, tez samg liczbe m S$rednich
ilorazowych, otrzymamy postep jedyny, ktédrego stosunkiem jest
pierwiastek, skazoéwki (m 1), ze stosunku pierwotnego.

W rzeczy samej, stosunki réznych postepéw czesciowych sg (383).

sg wiec one wszystkie rowne “~f/~. Wreszcie ostatni wyraz kaz-
dego jest pierwszym nastepujacego. Mozna wiec uwazac je jako
tworzace jeden tylko postep.

385. zAGADNIENIE. Oznaczy¢ warunek, aby trzy liczbt/ a, b, c,
fcckodzily w skiad tegoz samego pastepu.

Jezeh, przypus$ciwszy ze a jest pierwszym wyrazem, oznaczymy
przez (m-j-1) i przez (n-~1) miejsca nieznane liczb z*ic mamy (379):

q bedac stosunkiem nieznanym. Jezeli podniesiemy pierwsze zr6-
wnanie do potegi n, a drugie do potegi w, bedziemy mieli :

zkad, rugujac q :

[s:
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Takim jest warunek szukany. Ten warunek uprosci sig, jezeli
przypuscimy ze a, b, ¢ s3 wymiernemi : gdyz natenczas, sprowa-

h c
dzajac stosunki - i - do ich najprostszego wyrazenia, i ozna-
c  ck-

czajac przez | i utamki nieprzywiedlne réwnowazne, mamy :

("6z, te utamki, jako nieprzywiedlne, nie moga by¢ réwnemi,
chyba w razie :

co wymaga, naprzod, zeby g i k byty ztozone z tych samyct) czyn-
nikow pierwszych, zaréwno jak h i /; a, pot¢m, zeby wyktadniki
tegoz samego czynnika, w g i A jak niemniej w k i 1, byly w sto-

m
sunku statym - . Jezeli te warunki sg spetnione, oznaczg one slo-

sunek lecz pozostawig zawsze m i u nieoznaczonemi; tak

ze a, b, ¢ beda mogty braé¢ udziat w nieskonczonej liczhie po-
stepow.

386. ZASTOSOWANIE. Jakie sg liczby wymierne, ktére mogag stano-
wi¢ cze$¢ postepu ilorazowego, majgcego za wyrazy 1?10 ?

Oznaczmy przez L jednag z liczb szukanych; powinnismy mieé.
wedtug tego co poprzedza :

albo

m i n bedac liczbami catkowitemi. Oté6z poniewaz drugi cztonek
jest catkowitym, wiec pierwszy musi by¢ nim takze; a gdy ~ jest

nicprzywiedlnem z zalozenia, potrzeba zeby byto : a, tem
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samem, y>» = 10". Lecz, aby ta ostatnia réwnos$¢ miata miejsce,
potrzeba aby p zamykato tylko czynniki piérwsze 2 i 5z 10, to jest
zeby byto : jo= 2" X ; wiec 2™ X = 2" X 5", a zatem

mm= m —n, czyli «= |3= ~. Tym sposobem wyktadniki

2 i 5 w p, powinny by¢ réwnemi; albo innemi stowy, p po-
winno by¢ potega z 10.
Potegi z 10 sg wiec jedynemi liczbami wymierneiui mogacemi
wej$¢ w sktad postepu ilorazowego, w ktorym 1i 10 stanowig czes$¢,
jest sg wyrazami.

387. TWIERDZENIE. W kazdym postepie  iturazowym, wieloczyn
dwéch wyrazéw réwno oddalonych od skrajnych jest staty i réwny
wieloczynowi wyrazéw  skrajnych.

Niech bedzie, w rzeczy samej, postep ograniczony :

drugi wyraz b jest rownym aq, przedostatni k jest réwnym
wiec ich wieloczyn bk = al. Ogélnie, wyraz x majacy p wyrazow
przed soba, jest réwnym a wyraz y, majacy p wyrazéw po

sobie, jest rownym ”; wiec ich wieloczyn xy = al.

UWAGA. Kiedy postep zawiera liczbe nieparzystg wyrazoéw, znaj-
duje sie¢ W srodku wyraz réowno oddalony od skrajnych. Kwadrat
z tego wyrazu réwna sie wieloczynowi skrajnych.

Tym sposobem w postepie

wyrazy 2 i 1458, 6 i 486, 18i 162 dajg tenze sam wieloczyn 2916,
ktory jest kwadratem z wyrazu Srodkowego 54.

388. WIELOCZYN WYRAzZOW POSTEPU. Oznaczywszy przez p  wielo-
‘czyn wyrazéw postepu zaczynajacego sie od a, konczgcego na /,
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W ktéorym n jest liczbg wyrazéw. Mamy :

iSie zmieni sie ten wieloczyn wywracajac porzadek czynnikéw, co
daje :

Jezeli rozmnozymy te dwa wieloczyny réwne jeden przez drugi,
grupujac dwojkami czynniki zajmujgce w obu wieloczynach toz
samo miejsce, znajdziemy :

Ot6z wszystkie wieloczyny, zamkniete w nawiasach, sg réwne-
mi (387) wieloczynowi skrajnych al. Wreszcie ich liczba jest liczbg
wyrazéw postepu; wiec

zkad :

[6]

Zatem, wieloczijn loijraztm postepu jest réwny pierwiastkowi  kiua-
dratowemu z wieloczijnu  wyrazéw  skrajnych podniesionego do potegi
oznaczonej liczbg — wyrazow.

UWAGA. Zastepujac | przez jego warto$c

otrzymuje sie inna formuta
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ktéra nie wymaga wyciggania pierwiastku kwadratowego ; gdyz
wyktadnik n(n—1), jako wieloczyn dwdch liczb catkowitych [)o
sobie nastepujacych, jest zawsze parzysty.

389. SUMMA WYRAZOW POSTEPU ILORAZOWEGO. Nazwawszy S sum-
me wyrazOw postepu ilorazowego, bedziemy mieli :

Obie strony tej réwnosci pomnozywszy przez q, bedzie :

Lecz, z zatozenia, aqg == b, bg= ¢, cq= d,. . ,ig—k,  kqg— 1)
wiec rowno$¢ poprzedzajaca staje sie :

Jezeli przypuscimy g > 1, i odciggniemy S od Se-, otrzymamy
oczywiscie, znoszac wyrazy ktore sie niszcza :

S(/—S = — a, albo
zkad :

(71

Zatém, summa wyrazéw postepu rosmtcego ilorazoiuego znajduje  sie,
mnozac ostatni wyraz przez stosunek, odciagajac od wieloczynu pier-
wizy wyraz, i dzielagc réznice przez przemyzke stosunku nad jednoscig.

Jezeli przypuscimy $'<1, to nie bedziemy mogli odciggna¢ S
od Sy; odcigga sie natenczas S™ od S, co daje :

zkad :

[8]
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Zatem, summa loyrazdw postepu malejacego znajduje sie, odciggajac
od pierwszego wyrazu wieioczyn z ostatniego przez stosunek, i dzielgc
réznice przez przewyzke jednosci nad stosunkiem.

Lecz umowy przyjete nad liczhami odjemnemi, robig te druga

forme réwnowazng pierwszoj.

UWAGA. Gdyby sie znato tylko pierwszy wyraz a, stosunek i
liczbe n wyrazéw, potrzebaby byto, dla zrobienia uzytku z formut
poprzedzajgcych, zaczagé od wyrachowania ostatniego wyrazu | zi.
pomocag formuty [2]. Podstawiajac jego warto$¢ w formutach [7]
i [8], otrzymamy :

[o1

390. GRANICA SUMMY WYRAZOW POSTEPU MALEJACEGO. Formuta [s],
dajgca summe wyrazéw postepu malejgcego, moze sie napisac :

Ot6z jezeli liczba wyrazéw wzrasta nieograniczenie, wyraze-
nie — —, zalezace jedynie od pierwszego wyrazu i od stosunku,
1 —g

zachowa stale tez samg wartos¢ ; lecz wieioczyn | A~ 2 ztozony

z czynnika / malejgcego nieograniczenie (382), i z czynnika
ktory pozostaje statym, moze sta¢ sie tak matym jak sie tylko po-

doba. Przeto summa wyraz6w, zawsze mniejsza od™ * moze sig

rozni¢ od 1 A tak mato jak sie tylko podoba, jezeli liczba

wyrazow jest dostatecznie wielka: innemistowy, ~~ 7~ jes gra-
nicg do ktorej dazy summa, gdy liczba wyrazéw wzrasta nieogra-

niczenie. Oznaczajac tg granice przez s, mamy :
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391. zasTosowANIE. Wz6r ostalni moze postuzyé do znalezienia
utamku zwyczajnego, z ktérego powstat utamek peryodyczny prosty,
gdyz mozna go uwaza¢ za summe wyrazoéw postepu ilorazowego
malejacego.

Wezmy, na przyktad, utamek peryodyczny prosty

Peryody tego utamku idac od lewej do praw¢j reki, tworzg po-
step ilorazowy malejgcy do nieskofAczonosci ;

ktérego stosunkiem jest Wedtug ostatniego wzoru [11], gra-

nica summy tego postepu réwna sie

Tym sposobem przyszliSmy do prawidia podanego w arytmetyce
wedtug ktérego, bierze sie za licznik peryod, a za mianownik it. d.

I-JMMA KWADRATOW | SZESCIANOW LICZB IDACYCH PO SOBIE

w NATURALNYM PORZADKU.

392. Formuta dajgca summe kwadratéw z n liczb poczatkujg-
cych jest czesto uzyteczng. Dla znalezienia j6j, nalezy dodaé¢ ko-
hunnami pionowemi tosamos$ci nastepujace :
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Wykonywajgc wskazane powyzej dodawania, i znoszac po
obu stronach summe spoing liczb majacych potegi podobne
(13 [ 23-j- 33-j- otrzymamy zwigzek

zkad

albo

i nakoniec

.393. Tworzgc tymze samym sposobem czwarte potegi' z liczb
znalaztoby sie, dla summy sze$cianéw,

(1)

Zamiast wchodzenia w szczegéty tego dziatania, kt()re nie przed-
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Stawia wreszcie zadnej trudnos$ci, wskazemy sposob l)ardzo czesto
uzywany w algebrze dla rozpoznania $cistosci fornmty takiej jak (I1,
a ktéra byta dang bez dowodzenia.

Podstawia sie naprzéd za n liczby najprostsze 1, 2, 3. Znajduje
sie tym sposobem

dla

dla

dla

Formuta jesl wiec prawdziwg dla n ==1, 2, 3. Bedzie wtedy
dowiedzionem ze ta formuta jest og6lng, jezeli si¢ okaze ze przy-
puszczajac ja doktadng dla wartosci jakiejkolwiek na n, bedzie
nig jeszcze dla wartosci bezposrednio wyzszej : albowiem gdy for-
nuita jest prawdziwg dla n = 3, wnosi sie ze prawdziwy by¢ musi
dla n=h, potem dla n= f) i tak dalej, az do takiej wartosci
na n jak sie tylko podoba.

Idzie wiec o pokazanie ze zwigzek (1) pocigga za sobg

albo, odciaggajac (1) od (2), ze mamy

Otéz drugi cztonek moze sie napisac

tak ze formuta jest sprawdzong.
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STOSY KUL.

394. Stosy kul utozone sg z poziomych warstw w ten sposéb,
ze kule wyzszej warstwy lezg po nad préznemi miejscami utworzo-
nemi przez zetknigcie sie kul nizszej warstwy; wszystkie kule sty-.
kajg sie z sobg isg tego samego kalibru, czyli rownych promieni.

W arsenatach urzadza sie kule stosami, ktére sg trojakiego ga-
tunku :

Stos tréjkatny ma ksztatt piramidy trojkatnej ktérej wierzchotek
zajmuje kula lezgca na (1 -f 2) innych, ktére opierajg sie na
@a-f 2 3) kulach, ; tak ze warstwa pozioma rzedu k, poczy-
najac od wierzchotka,

zawicra liczbe kul rowng

Summa kul stosu majgcego n warstw jest wiec

albo

Ta summa bedzie wiec
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albo 12 ' n

albo nakoniec

STOS CzZWOROKATNY. Kazda warstwa jest kwadratem ktérego bok
zawiera w sobie tyle kul ile znajduje sie jedno$ci w rzedzie tejze
warstwy liczonym poczynajac od wierzchotka.

Summa kul stosu ztozonego z n warstw jest wiec

STOS PROSTOKATNY. Wierzchotek jest rzedem pojedynczym kul

0 p 4" 1 kulach, lezagcym na dwéch rzedach o kulach, ktore
opierajg sie natrzech rzedach o p + 3 kulach,..., stosownie do figur
nastepujacych :

Summa kul stosu ztozonego z n warstw jest wiec



0 POSTEPACH. 475

395. Ktadac trzy formuty poprzedzajgce pod Icsztattem

widzimy ze, stosie  jakimkolwiek, liczba  kul jest réwng liczbie hd
Sciany  trdjkatnej pomnozonej przez  trzecia  cze$¢ summy  trzech kra-
wedzi  réwnoleglych” ktéore sg na zewnatrz  tej Sciany.

Liczba kul zawarta w stosie $cietym, rowna sie liczbie catego

stosu, zmiejszonej liczbg kuf zawartych w stosie, ktérego podstawa

jest warstwa gdrna stosu S$cietego.

CWICZENIA.

1. Jakie s postepy réznicowe, w ktérycli summa dwéch wyrazéw jakiciikol-
wiek wchodzi do sktadu poslepu ?

83 niemi te, ktérych pierwszy wyraz jest mnozniiiicm stosunku.

Il. Jakie sa postepy ilorazowe, w ktérych wieloczyn dwéch wyrazéw jakicli-
kolwiek wchodzi w skiad postepu ?
Sa niemi te, w ktérych pierwszy wyraz jest potega stosunku.

I11. .lezeli, w ciaggu liczb danych, kazda jest potowa summy dwéch liczb
Itore ja miedzy soba zamykaja, te liczby tworza postep réznicowy. Jezeli kazda
jest $rednig proporcyonalng miedzy dwiema.liczbajni ktére ja miedzy soba
zawieraja, te liczby tworzg postep ilorazowy.

Przywodzi sie bezposrednio lo wystowienie do definicyj (368 i 378).

IV. W jakich posiepach roéznicowych istnieje stosunek, niezalezny od n.
miedzy summa n pierwszych wyrazéw a summa n nastepujacych ?

W tych, w ktérycti stosunek jest podwdjnym pierwszym wyrazem,
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V. v'2, i moga-li wchodzi¢ w sklad tegoz samego postepu
réznicowego albo ilorazowego ?

Nie. Opiera¢ sie nalezy w przywiedzeniu dowodéw najiumerach 372 i 385.

VI. Jezeli wezmiemy ciag liczb nieparzystych 1, 3, 5, 7, i rozdzielimy
na grupy, z ktérych pierwsza niiataby jeden wyraz, druga dwa wyrazy, trze-
cia trzy, i t. d., summa wyrazéw téjze sam¢j grupy jest szeScianem z j¢j liczby
wyrazow.

Tworzy sie pierwszy i ostatni wyraz grupy, potrzeba bedzie poléni
zastosowa¢ formute [6] numeru 375 : otrzyma sie # dla summy.

VII. Jezeli sie weZmie pod uwage ciag 1, 2, Zi, 6, 8, 10 ; summa ?
pi¢rwszych wyrazéw jest nieparzysta ; a, gdy sie doda do liczby tak otrzyma-
nej, (n — 1) liczb nieparzystych ktére po ni¢j nastepuja, znajduje sie szescian.

Otrzymuje sie w rezuhacie n”, traktujgc ostatnie ¢wiczenie tymze samym
sposobem jak poprzedzajace.

VIIl. W postepie geometrycznym sze$ciowyrazowym, réznica wyrazéw
skrajnych przewyzsza pie¢ razy réznice wyrazéw Srednich.

Wyrazi sie stosunek dwéch réznic w funkcyi stosunku, i znajdzie sie ze
najmniejszosciag stosunku jest 5.

IX. Jezeli sie doda, wyraz po wyrazie, dwa postepy geometryczne nie majace
tegoz samego stosunku, rezultaty nie tworza postepu ; lecz kazdy wyraz téj
summy wyciggnie sie z dwéch poprzedzajacych, mnozac je przez liczby state,
i dodajac wieloczyny. n

Znajduje sie tatwo ze mnoznikami sa : summa stosunkéw dla wyrazu po-
przedzajacego, a wieloczyn stosunkéw, ze zmienionym znakiem, dla wyrazu
potozonego przed wyrazem poprzedzajacym.

X. Tworzymy szereg wyrazéw takicli, ze kazdy jest potowa summy poprze-
dzajacych ; znajac dwa piérwsze wyrazy a, b tego szeregu, znalezé do jakiej
granicy zbliza sie jego summa, kiedy liczba wyrazéw wzrasta.

26
Granicg tgjest: a —
0

XI. Niech bedzie jakakolwiek linia AB, C j¢j $rodek, D S$rodek linii CB,

E $rodek linii DC, $rodek linii ED, G S$rodek linii FE, i tak dalej
nieograniczenie; znalez¢ do jakiej granicy punkta C, D, E, F, G, zblizajg sie
coraz bardziej, kiedy ich liczba coraz wigksza sie staje.

Punktem tym jest trzecia czes¢ AB, poczawszy od punktu B.
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MI. Ziialoz¢ granice summy utamlcow

fet™-ycli liczniki tworza postep réznicowy, a mianowniki postep ilorazowy.
Nozktada sie ten szereg na pewng ilo$¢ postepéw geometrycznycii maleja-
cycli, i znajduje sie ze granica jest "2

Xnr. Majac ciag liczb :

takich, ze réznica dwoch wyrazéw po sobie nastepujacych powieksza sie
ciagle o jedno$¢ ; znalez¢ summe z n pierwszych wyrazéw tego ciagu.

Znajduje sie ze wyraz jest rownym n , asumma

XIV. Jezeli, w postepie réznicowym, trzy wyrazy po sobie nastepujace sa
liczbami pi~rwszémi, stosunek jego jest podzielnym przez 6, byleby pic¢rwszy
z tych wyrazéw nie byt 3. Jezeli sie znajduje takich liczb 5, stosunek jest po-
dzielnym przez o”, byleby picrwszy z tych wyrazéw nie byt 5 ; a, jezeli sie
znajduje takich liczb 7, tenze stosunek jest podzielnym przez 210, byleby
pi¢rwszy z tych wyrazéw nje byt 7.

Dowodzi sie, za pomoca wtasnosci liczb pierwszych, ze stosunek jest po-
dzielnym, w pi¢rwszym przypadku, przez 2 X 3 ; w drugim, przez 2 X3 X5
w trzecim, przez 2 X3 X5X 7.

XV. W postepie ilorazowym, w ktérym liczba wyrazéw jest nieparzysta,
summa kwadratéw z wyrazéw jest rowng summie wyrazéw, pomnozoncj przez
przewyzke summy wyrazow zajmujacych miejsce nieparzyste nad summa wyra-
z6w zajmujacych miejsce parzyste.

Tworzy sie rézne summy wskazane, i sprawdza sie tatwo réwnosci wskazane,

XVI. W postepie réznicowym, ktérego wyrazy sa catkowitymi, jezeli p jest
liczba pi¢rvvsza ze stosunkiem, dzielac p wyrazéw po sobie nastepujacych
przez p, otrzyma sie na reszty wszystkie liczby O, 1, 2, 3,. .. {p — 1).

Dowodzi sie ze dwie reszty nie moga by¢ miedzy .sobg réwne.

XVIl. Wyrugowa¢ ij miedzy dwoma zréwnaniami :
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Znajduje sie, za pomoca niekldrycii podejs¢ raciiunkowych,

i podstawia si¢ warto$¢ te w jedno z danycli zréwnan.

XVIIl. Majac tréjkat dany, utwérzmy drugi tréjkat ktérego bokami sg linie
taczace wierzchotki ze $Srodkami bokéw przeciwnych pierwszego ; tymze samym
sposobem utwdrzmy trzeci tréjkat z drugiego, i tak daléj nieograniczenie.
Jaka jest granica summy powierzchni wszystkich tych tréojkatow ?

Ta granica réwna sie cztery razy powierzchni trojkata danego.
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'I'EORYA ELEMENTARNA LOGARYTMOW.

DEFINIGYE LOGARYTMOW.

396. DEFINICYA. Jezeli weZmiemy pod rozwage dwa postepy,
jeden ilorazowy, ktérego pierwszym wyrazem jest jedno$é, drugi
réznicowy zaczynajacy sie od zera, to wyrazy drugiego nazywaja
sie logarytmami  (z greckiego logos stosunek i arithmos liczba) wyra-
z6w zajmujgcych toz samo miejsce w pierwszym.

| tak, niech bedg dwa postepy :

(1

mr jest logarytmem

UWAGA. Logarytm liczby uwazané¢j osobno jest catkiem dowol-
nym. Gdyby chciano wiedzie¢ jaki jest logarytm Set, to pytanie nie
miatoby zadnego znaczenia, dop6kiby nie zgodzono sie na wybér
postepdw, okreslajagcych uklad logarytméw o ktérym jest mowa.

We wszystkich uktadach, logarytmem 1 jest 0.

397. UOZCIAGNIEIME OKRESLENIA. Wedtug definicyi poprzedzajacej,
kiedy sie wybierze dwa postepy okreSlajagce ukiad togarytmowj
zdaje sie ze liczby, nie wchodzace w sktad postepu ilorazowego,
nie maja logarytmoéw; zobaczymy w jaki spos6b, rozciggajac to
okreslenie, zostaje sie przywiedzionym do uwazania kazdej liczby
wiekszej od jednosci jako majac¢j swoj logarytm.

Wyobrazmy sobie ze sie wstawia miedzy dwoma wyrazami kaz-
dego z postepéw [IJ tez samg liczbe $rednich; otrzymamy (373, 384)
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dwa nowe postepy, zaczynajace sie jeden od 1, drugi od O, i w i\l6-
rych wyrazy odpowiednie postepéw pierw” otnych odpowiedza sobie
jeszcze. Powiemy wiec ze wyrazy $wiezo wprowadzone, do postepu
réznicowego, sa logarytmami wyrazéw zajmujgcych toz samo
miejsce, wprowadzonych do postepu ilorazowego. N

398. TWIERDZENIE. Aby to rozciggnienie okre$lenia dato sie przy-*
pusci¢, potrzeba dowiesé ze, jezeli, wstawiajac rézne liczby S$red-
nich, otrzymamy tez samg liczbe, dwoma sposobami rézn$mi, w po-
stepie ilorazowym, znajdziemy dla niej, dwoma sposobami, tenze
sam logarytm.

Przypusémy naprzod ze wstawia sie [p — 1) $rednich miedzy
wyrazy po sobie nastepujgcemi postepdw [1], stosunkiem postepu
ilorazowego bedzie (383) \ q; a stosunkiem postepu réznicowego

bedzie (371)
Tym sposobem wyraz, zajmujacy miejsce (A-f-1), w pierwszym,
bedzie [\ qY ; a wyraz odpowiedni, w drugim, bedzie

Przypusémy teraz ze sie wstawia, miedzy wyrazy po sobie naste-
pujace postepoéw [1], inng liczbe [p'— 1) $rednich, wyraz, zaj-
mujacy miejsce [k' -j- 1), w pierwszym, bedzie (y/y)"', a wyraz

odpowiedni, w drugim, bedzie

Chcemy dowies¢ ze, jezeli mamy :
[21

bedziemy mieli takze :

albo

Jezeli, w rzeczy samej, podniesiemy obie strony réwnos$ci [2] do
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potegi pij', otrzymamy :

albo

a ta ostatnia ré6wno$¢ pocigga za sobg oczywiscie :

albo

Wiec, jezeli mozna ivproivodzi¢ tez sama liczbe, dwoma sposobami
réznemi, iv postep ilorazowy, znajdzie si¢ tez dla niej, dwoma sposo-
bami, tenze sam logarytm.

399. TWIERDZENIE. Jezeli otrzymujemy logarytmy irstawiajac
pewng liczbe Srednich miedzy wyrazy po sobie nastepujgce  dwoch
postepédw, a potem inne logarytmy  wstawiajagc  inng liczbe  Srednich,
to te rozne logarytmy mogg by¢ uwazane jako wchodzgce w sktad jedy-
nego i tegoz samego uktadu.

Aby to dowie$¢, nwazmy ze, jezeli, miedzy wyrazami po sobie
nastepujgcemi postepu ilorazowego, wstawi sie naprzéd {p—1)
Srednich, potém {p'—1) S$rednich, wszystkie wyrazy otrzymane,
w jednym i drugim przypadku, wchodza w sktad jedynego i tegoz
samego postepu, ktéry otrzymatoby sie vvstavvi.ijac — 1) $red-
nich. W rzeczy samej, jezeli sie wstawi {pp'— 1) Srednich miedzy
dwa wyrazy po sobie nastepujgce a i b, jakiegokolwiek postepu
ilorazowego, wyraz b bedzie zajmowal, po tem wstawieniu
[pp' -j- ly™ miejsce. Gdy wiec, w postepie tak utworzonym liczy
sie wyrazy co //, poczynajac od drugiego, to jest {p’ Nty”
(2p'-f-(3/7)'-f- j znajdzie sie wyrazem pAj* tego
ciggu. Otoéz, poniewaz q jest stosunkiem postepu nowego, wy-
razy tym sposobem oznaczone sa odpowiednio révvnemi aqp',

' ag-P', og"P' ; te wyrazy sg wiec w postepie; i mozna uwazaé
je jako tworzace (p — 1) S$rednich miedzy a i b. Podobniez,
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jezeli sie liczy wyrazy co p, poczynajac od drugiego, /j znajdzie
sie wyrazem tego drugiego ciggu; i te wyrazy bedg mogtly
by¢ uwazane jako tworzgce (/>'—!) S$rednich miedzy a i b.

Podobna uwaga stosuje sie do postepu rdznicowego : widzimy
wiec ze dwa uktady otrzymane przez wstawienie oddzielne {p — 1)
$rednich i {p* — 1) S$rednich, sa zamkniete w uktadzie jedynym,”
ktory odpowiada dla {pp'— 1) $rednich.

Na przyktad, jezeli a i b oznaczajg dwa wyrazy po sobie naste-
pujace jakiekolwiek postepu ilorazowego albo réznicowego, i gdy
sie wstawi miedzy a i b, naprzdéd trzy $rednie, potem pie¢ Sre-
dnich, w sposob taki aby tworzyty postepy :

jezeli sie wstawi pozniej (4 X 6 — 1) albo 25 S$rednich, utworzy
sie postep nowy, w ktérym AJ, A2 A3 zajmg miejsca 7, 13, 19,
a BI, Bl, B3, B4, B5 miejsca 5, 9, 13, 17, 21.

400. TWIERDZENIE. Mozna wstawi¢, miedzy wyrazy nastepujgce
po sobie postepu ilorazowego, dostatecznie wielkg liczbe S$rednich, azeby
dwa wyrazy po sobie nastepujgce jakiekolwiek postepu nowego  réznity
sie tak mato jak tylko si¢ podoba.

W rzeczy samej, jezeli q oznacza stosunek postepu danego,
i gdy sie wstawi (m — 1) $rednich miedzy dwa kazde po sobie
nastepujgce wyrazy, to stosunkiem postepu nowego bedzie .
przeto dwa wyrazy po sobie nastepujgce tego postepu beda

qY i (p a ich réznica bedzie :
albo
Ot6z, gdy m wzrasta nieograniczenie, q— 1) dazy do zera®

Gdyz, dla sprawdzenia ze mamy, dla wszelkiej wartosci dostatecznie
wielkiej na m.
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jakkolwiek niatem jest t, dosy¢ jest dowie$¢ ze mamy, w tychze
samych okolicznos$ciach :

albo

a ta ostatnia nieréwnos$¢ jest oczywista, poniewaz wiemy (381), ze
potegi liczby wiekszej od 1 rosng, bez granic, z ich wyktadnikiem.

Tak wiec czynnik — 1) dazy do zera; przeto y'q dazy do
jednos$ci; toz samo sie dzieje z (v poniewaz k jest statem.
Wynika ztad, ze wieioczyn (p @) {y*q — |) moze sta¢ sie tak
matym jak sie tylko podoba, byleby potozono za m warto$s¢ dosta-

tecznie wielka. Co byto do dowodzenia.

401. uwaca. Wynika z twierdzenia (400), ;ze liczby, ktérych
logarytmy sg okreslone w numerach poprzedzajgcych, rosng sto-
pniami i sg tak zblizone do siebie jak sie tylko podoba. JezeUby
ograniczono sie wszelako na tem okreéleniu, bytaby nieskornczona
ilos¢ liczb ktére musiatyby by¢ uwazane jako nie majgce togarytmow.
Wiemy, na przykiad (386), ze, jakakolwiek jest liczba S$rednich
wstawionych miedzy wyrazy postepu ilorazowego,

zaden z tych wyrazéw S$rednich nie jest wymiernym. Wszystkie
liczby wymierne moga, przeciwnie, wprowadzi¢ sie, jako $rednie,
w postep réznicowy,

A zatém, w uktadzie togarytmow okre$lajagcych te dwa postepy,
liczby wymierne, ktore nie sg catkowitemi, sg wszystkie logarytmami
liczb niewymiernych ; a liczby wymierne, ktére nie sg potegami z 10,
jako nie mogace luchodzi¢ w sklad postepu ilorazowego, powinny  by¢
uwazane jako nie majace  togarytmow.

402. DEFINICYA LOGARYTMOW LICZB LTORE NIE MOGA wcHoDzIC
w sktAD POSTEPU iLorazoweco, Kiedy liczba nie moze by¢ wprowa-
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dzong do postepu ilorazowego, jej logarytm, ktéry nie moze byc¢
wymiernym (401), okre$la sie sposobem nastepujgcym :

Logarytm liczby N, ktéra nie moze wchodzi¢ w sktad postepu ilo-
razowego, jest wiekszy jak liczby wymierne  ktére sa logarytmami
liczb nizszych  od N, a mniejszy jak liczby wymierne ktére sa loga-
rytmami liczb wyzszych od N.

Na przyktad, w uktadzie okreslonym przez postgpy n'" 401,
liczba 37 nie wchodzi w sktad postepu ilorazowego. Dla okreslenia
jej logarylmu, wyobrazmy sobie ze sie wstawia miedzy 10 i 100
liczbe znakomitg $rednich ilorazowych, i pomiedzy 1 i 2 tez samg
liczbe $rednich réznicowych ; otrzymamy, w postepie ilorazowym,
dwa wyrazy po sobie nastepujace zawierajagce miedzy sobg liczbe 37,
i ktorych logarytmy wymierne, bardzo malo rdéznigce sie jeden
od drugiego, bedg zawieraly miedzy sobg, logarytm 37. Wartos$¢
tego logarytmu bedzie, wreszcie, doskonale oznaczong : gdyz ta
warto$¢ jest granicg sp6lng, do ktér¢j beda dazyty logarytmy dwoéch
liczb zawierajgcych miedzy sobg 37, kiedy liczba S$rednich wsta-
wionych bedzie wzrasta¢ nieograniczenie.

403. TWIERDZENIE. Wynika, z tego wszystkiego co poprzedza,
ze kazda liczba, wieksza od 1, 77ia sivoj logaiytm.

FOaOLNIENU DOTYCZACE LICZB NIEWYMIERNYCH.

404. DEFINICYA OGOLNA LICZB NIEWYMIERNYCH. Okres$limy "(402) ze
logarytmami liczby, sg liczby wymierne wieksze, jako i liczby wy-
mierne mniejsze, a o ile mozno$ci najmniej réznigce sie od wartosci
istotnego logarytmu. W tém wszystkiem co poprzedza, rozumiemy
oczywiscie przez istotny logarytm liczby danej gi“anice do ktorej
dazy logarytm tejze liczby. Ten sposob jest sposobem zwyczajnym
okre$lenia dla liczb niewymiernych. Niektére objasnienia nad tym
przedmiotem beda pozyteczne.

Istniejg wielko$ci nie majace spdlnej miary. Wiemy, na przyktad,
ze przekatna kwadratu nie ma spo6lnéj miary z jego bokiem; toz
samo rozumie¢ sie powinno o przekatnej szescianu ijego krawedzi.
W tym przypadku, stosunek dwoéch wielkosSci nie moze by¢ przed-
stawionym przez zadng liczbe, catkowitg albo utamkowg ; mowi
sie ze ten stosunek jest niewymiernym.



teorya elementarna logarytmoéw.. 485

Dla okreS$lenia liczby niewymierndj, mozna tylko wskaza¢ w jaki
sposdb wielko$¢, iUdra]ta liczba wyraza moze sie tworzy¢ za pomoca
jednosci. Przypusémy, naprzyktad, ze zagdamy okres$lié\/2, bedacy
liczbg niewymierng przedstawiajgcg wielkos¢ nalezycie oznaczona, to
jest dtugos$é¢ przekatnej kwadratu wystawionego na boku réwnym je-
dnosci? Powiemy wtedy ze liczba jest wiekszg-albo mniejszg od \/2,
stosownie jak jej kwadrat jest wiekszym lub mniejszym od 2. I, to
przypusciwszy, po przyjeciu pewnej jednosci diugos$ci, uwazac
bedziemy wszystkie liczby jako wyrazajgce dtugosci odniesione do
tejze samej linii prostej, w tymze samym Kkierunku, poczynajac od”
tegoz samego poczatku. Cze$¢ tej linii przyjmie kance dtugosci
mierzone przez liczby mniejsze od : a druga cze$¢ przyjmie
konce dtugosci mierzone przez liczby wieksze od Pomiedzy
temi dwiema stronami, nie bedzie mogt istnie¢ zaden przedziat
rozciggtosci skonczonej; gdyz liczby jednej seryi réznig sie, tak
mato jak sie tylko podoba, od liczb drugiej. Nie pozostanie wiec
miedzy niemi jak tylko jjwikt odgraniczenia; a odlegto$¢, w jakiej
ten punkt znajduje sie od poczatku, jest, przez okre$lenie, zmie-
rzong przez sft.

Ograniczylisn)y sie na okreSleniu wielkosci ktér¢j \/2 jest miarg.
I, w rzeczy sam¢j, zdaje sie niepodobnem okre$lenie wprost liczby
oderwanej. Jezeli zastanowimy sie nad okres$leniami danemi, nawet
w przypadkach prostych liczb catkowitych i utamkowych, zobaczymy
ze te okreslenia sg tylko wskazaniem dziatania, za pomocg ktérego
wielko$¢, ktoréj liczby sg miarg, pochodzi z jednoSci.

405. pobAwWANIE | oDCIAGANIE. Dodaé lub odciggna¢ liczby nie-
wymierne, jest to znalez¢ liczbe wyrazajagcg summe lub roéznice
wielkosci ktore mierzg liczby dane.

406. mnozenie. Jezeli mnoznik jest wymiernym, nie ma zadnej
zmiany do zrobienia w okre$leniu. Tak wiec, mnozy¢ przez 7,
jest to znalez¢ liczbe wyrazajgca wielko$¢ 7 razy wiekszg od wiel-

- 3

kosSci ktéra wyraza \/2. Mnozy¢ przez ™, jest to znalez¢

liczbe wyrazajacg wielko$¢ rowng " tej wielko$ci ktérg mierzy y~.
Lecz jezeli mianownik jest niewymiernym, potrzeba nowego” okrc
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$lenia. Nazwiemy wieloczynem liczby A przez liczbe niewymierng B,
liczbe mniejszg jak wieloczyn z A przez liczbe wymierng jakgkol-
wiek wwzszag od B, a wiekszg jak wieloczyn z A przez liczbe wy-
mierg jakakolwiek mniejszg od B.

407. pzieLeNie. Dzieli¢ liczbe A przez liczbe B, jestto znalezé
trzecig liczbe ktéra/ pomnozona przez dzielnik, powinna wydac
dzielng A. To okreslenie stosuje sie, do jakichkolwiek badz
liczb A i B, wymiernych lub niewymiernych.

408. PIERWIASTKI. Pierwiastek mYy liczby niewymiernéj jest
liczba ktéra, .wzieta m razy jako czynnik, tworzy wieloczyn réwny
liczbie dan§j.

Widzimy ze jedyne dziatanie, wymagajace rzeczywiscie definicyi
nowcj, jest dziatanie mnozenia; wszystkie inne wigzg sie z nism
Scisle.

409. TWIERDZENIE. Mozna zawsze znalei¢ dwie liczby — wymierne,
majace roznice tak malg jak de tylko podoba, i zawierajgce  miedzy
sobg liczbe niewymierng dana.

W rzeczy samcj, niech bedzie n, liczba catkowita jakakolwiek;
jesli wezmiemy pod uwage ciag :

widzimy ze jego wyrazy wzrastajg bez granicy; a poniewaz te wy-
razy zaczynajg sie¢ od zera, bczba dana, jakakolwiekbadz, jest ko-
niecznie zawartag miedzy dwoma z pomiedzy nich,

I mozna wzigé n dostatecznie wieiki¢ém aby ich ro6znica, ktorg jest

-, byta tak matg jak sie tylko podoba.

410, ROZCIAGNIENIE TWIERZDEN DOWIEDZIONYCH DLA LICZR WYMIER-
NYCH, DO PRZYPADKU LICZB NIEWYMIERNYCH. Twierdzenie poprzedza-
jace dozwoli oczywiscie rozciggng¢ do liczb niewymiernych twier-
dzenia nastepujace, ktoére juz zostaly dowiedzione dla liczb
wymiernych.



TEORYA ELEMENTARNA LOGARYTMOW. 487

1° Porzadek czynnikébw w mnozeniu jest dowolny ; lub inacz$j
wieloczyn  ilukolwiek  czynnikéw nie zmierda swej wartosci gdy sie
przemienia porzadek tych  czynnikéw.

2° Aby pomnozy¢ dang liczbe przez wieloczyn wielu  czynnikow”®
mnozy sie ja kolejno przez te rézne  czynniki.

Aby pomnozy¢ wieloczyn kilku czynnikdw przez dang liczbe,
dosy¢ pomnozy¢ jeden z czynnikéw przez te liczbe.

h° Aby pomnozy¢ wieloczijn dany przez drugi, dosyé¢ utimrzy¢
icieloczyn jedyny z czynnikébw mnoznej i mnoznika.

5" Wieloczyn poteg jednej liczby jest potegg tej liczby, i ma za
wyktadnik  summe  wykfadnikéw.

WEASNOSCI LOGARYTMOW.

411. TWIERDZENIE I. Logarytm  wieloczynu dwdch czynnikéw  jest
réwny summie logary tméw jego  czynnikoéw.

Niech beda dwa postepy :

okre$lajgce uktad jakikolwiek logarylmoéw. Wyrazy pierwszego sa
potegami po sobie nastepujgcemi stosunku g\ wyrazy drugiego
sg mnoznikami po sobie idgcemi stosunku r.

Jezeli sie rozmnozy jeden przez drugi, dwa wyrazy postepu ilora-
zowego, g™ i otrzyma sie wieloczyn + ktory, oczywiscie,
jest {m-\-n wyrazem tegoz samego postepu; jezeli sie
doda logarytmy wyrazéw i ktére sg mr i nr, otrzyma sie
summe {m n)r, ktora jest oczywiscie {m-\- n wyrazem
postepu réznicowego, a, przeto, logarytmem + twierdzenie
jest wiec dowiedzionem.

412. UOGOLNIENIE. Dowodzenie poprzedzajace przypuszcza ze
liczby uwazane wchodza w sktad tegoz samego postepu ilorazowego.
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Jest ono biecinsin dla togarytméw niewymiernych okre$lonych
w 402.

Aby dowie$¢ ze, w tym przypadku, twierdzenie jest jeszcze do-
ktadnem, uwazajmy ze, jezeh sie wezmie dwie liczby jakiekolwiek
N i N, mozna zawsze wstawi¢ w postepy dostateczng ilos¢ Sre-
dnich, aby wyrazy wzrastaly stopniami bardzo matemi, i ze, zatem,
znajdzie sie dwa wyrazy Nj i N'i, ro6znigce sie, tak mato jak sie
tylko podoba, od N iod N'. Otéz mamy (411) :

Pierwszy cztonek ro6zni sie, tak mato jak sie tylko podoba,
od log (N X N'). a drugi, tak mato jak sie tylko podoba, od
logN-|-logN"; jest wiec niepodobna, zeby log(NxN") i logN-j-logN'
mogty mie¢ roznice oznaczong jakakolwiek: zatem, te dwie ilosci
sg sobie r6wnemi. Co byto do dowodzenia.

413. ROZCIAGNIENIE DO PRZYPADKU WIECEJ JAK DWOCH CZYNNIKOW.
Twieidzenie poprzedzajgce rozcigga sie do liczby ilukolwiek  czynnikéw.

Niech bedzie, na przyktad, wieioczyn czterech czynnikéw abcd,
mamy oczywiscie :

[1]

2» Moznaby to jeszcze w ten sposéb wyprowadzic¢ : »

Niech bedg, na przyktad, cztery czynniki a, b, c, c? z ktorych
kazdy jest wiekszym jak jednos$¢; otrzymamy kolejno :

Dodajgc stronami, i znoszac wyrazy \o<~hcd) i log (er/) sp6lne
obu stronom, znajduje sie :
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414. TWIERDZENIE 1I. Logarytm potegi catkowitej i dodatnej
pewnej liczby jest ivieloczynem logarytmu tej liczby przez wyktadnik

potegi.

To twierdzenie jest nastepstwem poprzedzajgcego. Niech bedzie,
w rzeczy samej, a" potega wzieta pod uwage ; mamy :

Dowodzenie stosuje sie oczywiscie, do jakiegokolwiekbgdz wy-
ktadnika catkowitego i dodatnego.

Tak wiec, [2]

415. TWIERDZENIE 111. Logarytm ilorazu jest réwny  przewyzce
logarytmu dzielnej nad logarytmem dzielnika.

Niech bedzie iloraz | , ktéry oznaczymy przez q; mamy :

wiec :
zkad :

UWAGA. Przypuszcza sie w twierdzeniu poprzedzajagcym, ze
iloraz ~ jest wiekszym jak 1; gdyz tylko logarytmy liczb wie-
kszych jak 1 tjyty okreslone.

TWIERDZENIE 1V. Logarytm pierwiastku z pewnej liczby  jest
réwny logar*ytmowi tej liczby, podzielonemu przez wskazéwke  pier-
wiastku.

Niech bedzie pierwiastek \'7i, ktoéry oznaczymy przez r; mamy,
z okreslenia ;
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zkad wyptywa (414) ;

a zatem,

417. UAVAGA. Cztery twierdzenia poprzedzajgce pokazujg, ze mno-
zenie wielu czynnikéw moze by¢ zastgpiondm przez dodawanie ich
logarytmow; dzielenie, przez odcigganie dwo6ch logarytmoéw; podno-
szenie do potegi, przez mnozenie logarytmu liczby przez wyktadnik;
i nakoniec, wycigganie pierwiastku, przez dzielenie logarytmu liczby
przez wskazowke pierwiastku.

Lecz potrzeba, dla skorzystania z tych uproszczen, mie¢ tablice
logarytmow, i umieé¢ w ni¢j znalez¢ logarytm liczby dangj, i liczbe
odpowiednig logarytmowi danemu.

UKLAD | ROZPORZADZENIE TABLIC LOGARYTMOWYCH.

418. LOGARYTMY POSPOLITE. w rachunkach liczebnych, uzywa
sie wytgcznie uktadu logarytmow okre$lonego przez dwa postepy :

W tym uktadzie. Jakakolwiek patega z 10 ma za logargtm jej
wyktadnik. Gdyz, logarytm z 10 bedac mamy :

Logarytmy  loszystkich innych liczb, catkowitych lub  utamkoicych,
sg nieioymicrne  (401).

419. GEGIIA. Zowie sie cechg albo charaktei®ystykg logarytmu
liczby, cze$¢ catkowita tego logarytmu. Liczby zawarte miedzy
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1 i 10, to jest majagce cze$¢ catkowitg ztozong z jedn$j cyfry, maja
za logarytmy liczby zawarte miedzy O i 1; cechg ich jest zero.
Liczby zawarte miedzy 10 i 100, to jest majace cze$¢ catkowity
ztozong z dwoéch cyfer, maja logarytmy zawarte miedzy 1i 2 ; ich

cechg jest 1. Ogdlnie, liczby zawarte miedzy 10"-' i 10" majg czes¢
catkowitg ztozong z n cyfer; aich logarytmy, bedac zawarte mie-
dzy (n — 1) i n jedno$ciami, majg z" ceche (n — 1) jednoSci.

'‘NViec cecha logarytmu liczby zawiera iv sobie tyle jednosci ile jest
cyfer v) czesci catkowitej liczby, mniej jedna.

420. TWIERDZENIE. Kiedy sie mnozy albo sie dzieli liczbg, przez
pewng potege z 10, cze$¢ dziesietna jej logarytmu nie zmienia sie ; lecz
cechajej jest powiekszong lub zmniejszong o tyle jednosci ile ich sie
znajduje  w wyktadniku potegi.

W rzeczy samej, mamy (411 i414) :

twierdzenie za$ (415) daje :

421. UKLAD TABLIC. Rachuje sie i wpisuje w tablice tylko loga-
rytmy liczb catkowitych. Poniewaz wszystkie te logarytmy sg nie-
wymiernemi (401), nie mozna obliczy¢ ich jak tylko z pewnem
przyblizeniem; poprzestaniemy, ogdlnie, na doktadnem otrzymaniu
siedmiu lub o$Smiu pierwszych cyfer dziesietnych.

Definicya, ktérg dalismy (402), prowadzi do wartos$ci przyblizonej
logarytmu pewnej liczby. Gdyz, jezeli sie wstawi w postepy liczbe
znakomita S$rednich, znajda sie tam dwa wyrazy po sobie nastepu-
jace postepu ilorazowego, zawierajagce miedzy sobg liczbe dang,
iw ktérych logarytmy beda warto$ciami przyblizonemi jej loga-
rytmu.

Lecz ten sposéb bytby nadzwyczajnie dtugim i bardzo mozolnym;
i pokazemy, na przykiadzie, ile wymagatby on dziatan do wykona-
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nia. Podamy, wreszcie, w trzecim tomie naszej algebry, sposoby
daleko predsze, do obrachowania togarytméw.

PRZYKLAD. Chcemy obrachoiua¢ logarytm 1855.

Poniewaz liczba 1855 jest zawartg miedzy 1000 i 10000, jej
logarytm jest zawartym miedzy 3 i h. Jezeli sie wstawi jedng Srednig
miedzy 1000 i 10000 w postepie ilorazowym, ijedng $rednig mie-
dzy 3 i4 w postepie réznicowym, znajdziemy

dla wartosci pierwszej, 3,5 za$ dla wartos$ci drugiej. Tak wiec :

Poniewaz wyrazenie liczebne 1855 jest zawartém miedzy 1000
i a, jego logarytm jest zawarty miedzy 3 i 3,5. Jezeli si¢ wstawi
jedng Sredniag miedzy 1000 i a w postepie ilorazowym, i jedng
Srednig miedzy 3 i 3,5 w postepie réznicowym, znajdzie sie, dla
pierwszdj,

a dla drugiej.

Tak wiec :

Poniewaz liczba 1855 jest zawartg miedzy a i b, jej logarytm jest
zawartym miedzy 3,25 i 3,5. Jezeli sie wstawi dwie nowe S$rednie,
znajdzie sie, oznaczajac pierwszg przez c:

Podobnie, gdy liczba 1855 jest zawartg miedzy b i c, jej lo-
garytm jest zawartym miedzy 3,25 i 3,375. Nowe dzialanie daje :
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Prowadzac dalej lym sposobem rachunki, tworzy sie tablica na-
stepujaca :

Porownywajac, z jednej strony n i w, a z drugi¢j k i m,
mamy :

zkad

otéz widzimy ze (n — m) jest prawie potowa [k — w),

Poréwnywajac, obok tego, z jednej strony, logn i log w,
z drugi¢j, logAi logm, mamy :

zkad :

ot6z widzimy ze (log —Ilog w) jest potowag (log A — logm). Tak
wiec réznice miedzy liczbami sg miedzy soba jak rdznice miedzy
ich logarytmami. Jezeli sie przyjmie ze, dla liczb tak do siebie
zblizonych, ta proporcyag jest doktadng, wyciggnie sie ztad bez-
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posrednio logarytm 1854. Mozemy powiedzieé, w rzeczy samej :
jezeli dla roznicy miedzy n i w, rdéwnej 0,5214, =znajduje sig,
miedzy ich logarytmami, réznice réwng 12207 jednosSci 6smego
porzadku, jaka bedzie, dla réznicy 0,1425 miedzy 1855 i 1854, 8575,
roznica x logarytméw? tym sposobem postepujagc otrzymamy :

jednosci porzadku.

Dodajac przeto te liczbe do logarytmu m, znajdziemy :

422. ROZPORZADZENIE TABLIC LOGARYTMOWYCH CALLET'A. Pierwsza
tablica jest zupetnie prostg; zamyka ona w sobie liczby catkowite
od 1 az do 1200, urzadzone, podtug ich porzadku, w kilka kolumn,
na wierzchu ktérycli widzimy litere N, poczatkowa wyrazu fran-
cuzkiego nombre oznaczajgcego liczbg; obok i po prawcj stronie tych
kolumn, spostrzega sie inne z napisem na wierzchu Log., litery
poczatkowe wyrazu logarytm ; tak ze kazda kolumna liczb ma bez-
posrednio po sobie kolumne swych logarytmdéw, i ze kazdy logarytm
jest potozony, po praw¢j stronie i w linii prostej liczby odpowiada-
jacej temu logarytmowi. Opuszczong zostata cecha logarytmow,
gdyz rozpoznac ja tatwo przez samo obejrzenie liczby (419). Kazdy
logarytm jest danym z o§mioma cyframi dziesietnemi.

Ta tablica jest nazwang Chiliade |, gdyz w rzeczy sam¢j zamyka
ona w sobie logarytmy piSrwszego tysigca. [Chiliade jest wyraz
grecki przerobiony na francuzki ktéry oznacza zbidr tysigca
jednosci.)

Tablice nastepujgce sa troche wiec$j ztozone : rozciggajg sie
one od 1020 az do 108000. Pi¢rwsza kolumna, ktérg sie tam spo-
strzega po lewej stronie, noszaca napis N, zawisra liczby catko-
wite od 1200 az do 10800. Kolumna nastepujgca, oznaczona O,
przedstawia cze$ci dziesietne logarytméw odpowiadajgcych tym
liczbom; tak ze potgczenie tych dwéch kolumn tworzy ciagg tablicy
pisrwszoj, i daje natychmiast logarytmy liczb od 1200 az do 10800.
Kazdy ztych logarytméw ma tylko siedm pierwszych cyfer dzie-
sietnych.
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Jezeli zwrécimy uwage na kolumne majaca za nagtéwek N,
to spostrzezemy ze liczby, sktadajace jg, nie sg wszystkie napisane
w cato$ci; dwie ostatnie cyfry po prawej stronie kazdej z nich sa
same potozone na swem miejscu; co do innych, widzimy jc na
pie¢ razy raz tylko jeden wskazane. Lecz tatwo w czytaniu wrécié
je do nalezytego stanu.

Jezeli zwrécimy uwage na kolumne oznaczong O, widzimy, po
lewoj stronie tej kolumny, pewne liczby oddzielone, ze trzech skta-
dajace sie cyfer, ktdre postepujg zawsze powiekszajac sie o jednos¢,
i ktore nie sg w odlegtosciach zupetnie réwnych, jedne od drugich.
Po prawej stronie tejze samej kolumny, sg liczby, z czterech cyfer
kazda, nie zostawiajace przedziatu miedzy sobg; tak ze moznaby
byto mniemaé, ze pewne logarytmy majg tylko cztery cyfry, gdy
tymczasem inne majg ich siedm.

Lecz nie powinno to wecale nikogo myli¢; kazda bowiem liczba
oddzielona moze by¢ uwazana jako napisana pod nig samg, naprze-

e ciwko kazdej z liczb czterocyfrowych znajdujacych sie w tejze sa-
mej kolumnie, i to tyle razy ile jest potrzebnem aby kazdy wiersz
byt zapetnionym : wtedy wiec gdy sie nie znajduje, naprzeciwko
pewnej liczby, jak tylko cztery cyfry w kolumnie oznaczonej O,
potrzeba napisaé, po lewoj stronie tych czterech cyfer, liczbe oddzie-
long z trzech cyfer, najblizszg na kt6ra sie natrafia podnoszac wzrok
do gory.

Kiedy dwie liczby sg dziesie¢ razy wieksze jedna od drugiej,
ich logarytmy majg za ré6znice logarytm 10 ktory jest 1, a tem
samem, ich cze$¢ dziesietna jest tgz samg (420). Tym sposobem
potgczenie dwdch i)ierwszych kolumn, o ktérych niedawno mowi-
lismy, daje takze, co dziesie¢, logarytmy liczb zawartych miedzy
10200 i 108000. Dla znalezienia logarytmoéw liczb posrednich,
potrzeba uciec si¢ do kolumn oznaczonych 1, 2, 3, 4, i t. d. Te
kolumny zamykajg w sobie cztery ostatnie dziesietne logarytmow
liczb, zakoiiczonych przez cyfry ktére sa na czele tych kolumn. Tym
sposobem kolumna oznaczona O zamyka w sobie cztery ostatnie
cyfry logarytméw liczb, zawartych miedzy 10200 i 108000, ktére
sg zakonczone przez zero, i oprocz tego liczby oddzielone o ktérych
juz méwilismy, a ktére powinny by¢ takze uwazane jako potozone
po lewoj stronie cyfer ktore zamykajg inne kolumny. Kolumna
oznaczona 1 zamyka w sobie cztéry ostatnie cyfry logarytmow
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wszystkich liczb zakohAczonych przez 1; kolumna oznaczona 2,
zamyka cztéry ostatnie cyfry logarytméw wszystkich liczb zakon-
czonych przez 2; kolumna oznaczona 3, zamyka cztSry ostatnie
cyfry logarytmoéw wszystkich liczb zakonczonych przez 3; i tak
dalej az do 9. Mamy, w ten sposdéb, tablice w dwdch rzedach,
w ktoréj bada sie naprzéd pisrwszg kolumne, oznaczong N;a, kiedy
sie wynajdzie cztery pierwsze cyfry, liczby ktérej chcemy otrzymac
logarytm, $ledzi sie wzrokiem wiersz w ktérym te cyfry sie znajduja,
az sie przybedzie nakoniec do kolumny na czele ktoréj znajduje sie
piata cyfra liczby danej; wtedy mamy przed oczyma cztery ostatnie
cyfry dziesietne logarytmu szukanego. Co sie tyczy trzech pierwszych
cyfr, to s3 one wyrazone przez liczbe oddzielong, w drugi¢j ko-
lumnie, a mianowicie w najblizszej na ktdrg natrafiamy podnoszac
wzrok do gory.

Ostatnia kolumna zawiera r6znice logarytméw dwoch liczb po so-
bie nastepujgcych o pieciu cyfrach iczesci tych rdznic, to jest wido-

. P . 12 3 .
czyny tychze samych rdéznic pomnozone przez —, — , —

9
az do —. Kazda z tych matych tablic znajduje sie potozong bez-
posrednio pod rbéznicg ktorej ta tabliczka wskazuje czesci. Dzieli sie
ona na dwie kolumny przez linia pionowa : na lewo sg liczby
dziesietne od 1 az do 9; na prawo i naprzeciwko, sg czeSci odpo-
wiadajgce. Zobaczymy nieco dalej jaki jest uzytek tych tablic.

Lecz, na poczatku tablic, te roznice jako nadto liczne, a, t¢m samem
znajdujgce sie bardzo blisko jedne drugich, niedozwolityby umie-
szczenia w jednej kolumnie matych tablic czesci proporcyonalnych
w przestrzeni ktoraby sie znajdowala miedzy niemi. Dla tego to
wiasnie urzadzono je naprzéd w dwdch kolumnach : pierwsza z tych
réznic zajmuje pierwszg kolumne; dwie nastepne, nie wychodzac
z linii poziomej w ktorej powinny byé umieszczone, sg odsuniete
na prawo, i zajmujg drugg kolumne; dwie réznice po sobie naste-
pujace znajdujg sie w pierwszej kolumnie, a dwie nastepne w dru-
giej : i tak daléj. Na cztérech pierwszych stronicach, nie umie-
szczono w tablicach czesdci tych réznic jak tylko co dwie.

Dla zrobienia tych wytozen jasniejszemi, zalagczamy tu jedng
ze stronic tablicy CalleCa.
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57
16
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3 17
4 23
5
6 34
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9 51
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Widzimy w tablicy, na lewo kolumny N, dwie inne kolumny,
ktore opusciliSmy, gdyz one nie majg zadnego zwigzku z teoryg
logarytmow.

UZYCIE TABLIC LOGARYTMOWYGH.

423. ZAGADNIENIE I. Majac dang liczbe jakakolwiek,  znalezé jej
logarytni, za pomocag tablic.

Liczba dana moze by¢ catkowitg i mniejszg od 108000; albo tez,
ta liczba moze by¢ dziesietng, takg ze jej cyfry tworzg, bez wzgledu
na przecinek, liczbe mniejszg od 108000. Przywodzi sie ten drugi
przypadek do pierwszego; uwazajac naprzéd liczbe jak gdyby byta
catkowita, a dajac pézniej jej logarytmowi ceche odpowiednig.

1<)’ PRZYPADEK. Jezeli liczba dana jest mniejszg od 1200, otrzyma
sie ja w pierwszym tysigcu, pomiedzy liczbami naturalnemi ktére
sg w kolumnach oznaczonych N. Liczba ktéra sie znajduje po j¢j
prawej stronie, w tymze samym wierszu a w kolumnie nastepujacej,
pod napisem Log., bedzie czeScig dziesietng j¢j logarytmu; co sie
za$ tyczy cechy odpowiadajacej temu logarytmowi, ta jest zawsze
réwng O, 1, 2 albo 3, stosownie do tego jak pierwsza cyfra znaczaca
liczby wyraza jedno$ci proste, dziesigtki, sta lub tysigce.

29' PRzYPADEK. Jezeli liczba dana jest zawarta miedzy 1200
i 10800, bedzie sie jg szukato w tablicy ktéra nastepuje po pierwszym
tysigcu; i znalaztszy jg w kolumnie pod napisem N, powinno sig
patrze¢ w kolumnie nastepujgcej oznaczonej 0. Jezeli tam ujrzymy
siedm cyfer wrecz obok siebie postawionych w porzadku liczby
naturalnéj, otrzymamy od razu cze$¢ dziesietng logarytmu szuka-
nego. Lecz, jezeli tam sie znajdzie .tylko cztery cyfry, to dostarcza
one cztery ostatnie cyfry tejz¢é samej czesci dziesietnej; po6znicj sie
zauwazy ze sie ciaggnie po ich lew¢j stronie, margines albo prze-
strzen prézna; bedziemy wiec postepowali po tym marginesie
podnoszacym sie stopniami do gdry; i pierwsza liczba z trzech cyfer
ztozona na ktorg tam natrafimy, bedzie natenczas wyrazata trzy
pierwsze cyfry czeSci dziesietnej logarytmu szukanego. Napisawszy
wiec te liczbe po lew¢j stronie cztérech cyfer ktdére juz uprzednio
otrzymalismy, bedziemy mieli liczbe z siedmiu cyfer ztozong jak
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powyzs$j ; nakoniec dotgczy sie tu jeszcze ceclia odpowiednia. Na
przylitad, obok 7680, znajduje 8853612 w tymze samym wierszu
i w kolumnie oznaczonej O; mam wiec, od razu, cze$¢ dziesiet-
ng logarytmu szukanego; pozostaje mi tylko jeszcze dotgczyé
ceche 3. Gdyby liczba byta 7,680, jej cecha bytaby zero; mieli-
bysmy za ceche 1, gdyby liczba byta 76,80 ; 2, gdyby nia byta
768,0. Obok 7695, w kolumnie oznaczonej O, znajduje tylko 2086;
lecz trzymajac sie marginesu, pierwsza liczbg na ktérg natrafiam,
podnoszac wzrok do gory jest 886; moim logarytmem jest wiec
3,8862086. Jesliby liczba miata pie¢ cyfer, i gdyby byta mniejsza
od 10800, znalaztoby sie podobniez jej logarytm.

3" przyrpaDek. Jezeli liczba jest zawartg miedzy 10800 i 108000,
mamy najzwykléj pie¢ cyfer znaczacych; odsungwszy, na chwile,
cyfre ostatnig, bedziemy szukali, jak powyz¢j, liczby wyrazonej
przez cztery pierwsze. W tym celu bedzie sie¢ $ledzito wzrokiem
wiersz na ktérym te sie liczbe znalazto, przebiegajac go od lewej
ku prawej rece, az sie przyjdzie do kolunmy, na wierzchu ktérej
jest napisang piata cyfra ktérg odsuneliSmy. Cztery cyfry ktére sa,
zarazem, w wierszu czterech pierwszych cyfer liczby danej, i w ko-
lumnie odpowiadajacej cyfrze pigtej, bedg wyrazaty cztery ostatnie
dziesietne logarytmu tej Hczby. Go sie tyczy trzech pierwszych,
znajdzie sie je, jak powyzej, idac w gére wzdtuz marginesu kolumny
oznaczonej O. Niech bedzie naprzyktad, 772,37 liczba dana, ktorej
chcemy znalezé logarytm; szukamy naprzéd liczby 7723 w ko-
lumnie N, posuwajgc sie polem wzdtuz wiersza hczby Swiezo
znalezionej nie widzimy nic wcale na marginesie kolumny O; lecz
troche wyzej, natrafiamy na trzy cyfry 887 najblizéj, po nad
wierzchem liczby danéj, w tymze marginesie potozone ; przebiegamy
dalej, od lewej ku prawej rece, wiersz liczby 7723, i zatrzymujemy
sie na kolumnie oznaczonej 7, w ktér¢j (naprzeciwko liczby 7723)
znajdziemy cztery ostatnie cyfry dziesietne 8254. Cze$¢ dziesietna
logarytmu szukanego jest wiec 0,8878254 ; a logarytmem szukanym
jest 2,8878254. JeSliby hczba dana byta zawartg miedzy 100000
i 108000, znalaztoby sie podobniez j¢j logarytm.

424. PRZYPADEK W KTORYM LICZBA DANA NIE ZNAJDUJE SIE W TA-
BLicy. Wytozenia szczeg6towe, ktore poprzedzaja, dajg sposéb
znalezienia logarytmu liczby catkowitej mniejszej od 108000, jakotez
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logarytirui liczby tlziesieln$j, ktdérej cyfry, nie zwazajac na przeci-
nek, wyrazajg liczbe nizszg od tej granicy. Dla otrzymania toga-
rytmow liczb wiekszych, uwaza sie, ze dzielagc te liczby przez potege
odpowiednig z 10, mozna bedzie zawsze zmniejszy¢ je tak aby byty
zawarte w granicach tablicy. Otéz takie dzielenie zmniejsza logarytm
o liczbe catkowitg jednosci (420), i nie zmienia, tem samem, jego
czesci dziesietnej. Zagadnienie sprowadza sie wiec do znalezienia
logarytmu liczby ktéra nie jest catkowitg, i ktéra jest nizsza
od 108000.

Na dowodzenie tego, przyjmuje sie ze, w yranicack mulo oddalo-
nych od siebie, wzrost togarytméw jest proporcyonalny do iczrostu
liczb.

Niech bedzie, na przykiad, liczba 76807,753 ; powiemy :

logarytm 76807 jest 4,8854008 ;
logarytm 76808 jest 4,8854065 ;

ich roznica, wskazana w tablicy, jest 57 (jednos$ci dziesigtnych
sibdmego porzadku); a zatSm, kiedy liczba powieksza sie o jednos¢,
jéj logarytm powieksza sie o 57; jezeli wiec liczba powieksza sie
tylko o 0,753, j¢j logarytm musi by¢é powiekszonym o ilo$¢ x,
oznaczong przez proporcya

zkad :

Tak wiec, dla otrzymania x, mnozy sie roznice tablic przez cze$¢
dziesietng liczby  danej.

W mnozeniu 57 przez 0,753, potrzeba wziag¢ tylko czes$¢ catko-
witg wieloczynu; gdyz cze$¢ dziesietna wyrazataby najwiecej dzie-
sigte czesci-jednosci si6odmego porzadku, to jest jednos$ci 6smego
porzadku, ktore sie zaniedbuje w wartosci togarytmow.

Aby pomnozyé 57 przez 0,753, bedzie potrzeba mnozy¢ kolejno
przez 7,5 i 3; te wieloczyny znajdujg sie catkiem obrachowane
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W mat¢j tablicy umieszczon$j pod spodem 51, wostatni$j kolumnie
po praw$j stronie tablicy. S8 one sprowadzone do cyfer ktére nalezy
zachowaé, przypuszczajgc'ze mnoznik wyraza dziesietne. Tym spo-
sobem, naprzeciwko 7, potozono 40, zamiast 39,9 ktéry bytby wie-
loczynem doktadnym; naprzeciwko 5 potozono 29 zamiast 28,5;
naprzeciwko 3, potozono 17 zamiast 17,1. W przypadku obecnym,
w ktéorym 5 wyraza setne, wieloczyn odpowiedni bedzie 2,9, za
ktéry mozna bedzie podstawi¢ 3 : 3 wyraza tysieczne, a wieloczyn
odpowiedni musi by¢ podzielonym przez 100; ten wieloczyn bedzie
wyrazat wtedy 0,17 i powinien by¢ opuszczony.

Warto$¢ na x bedzie, wedtug tego, 43 ; a zatém, dla otrzymania
logarytmu zgdanego, nalezy doda¢ do logarytmu 76807, 43 jednoSci
siodmego porzadku; co czyni 4,8854051.

Jezeliby$my chcieli otrzyma¢ logarytm 76807753, ten bytby
oczywiscie 7,8854051. W ogo6lnosci, byleby zachowano tez same
cyfry, w tymze samym porzadku, na jakiemkolwiekbadz miejscu
potozy sie przecinek, cze$¢ dziesietna logarytmu, ktérg Niemcy zo-
wig zwykle mantyssa, pozostaje tgz samg.

UWAGA. Urzadza sie rachunki sposobem nastepujgcym :

Liczba. Logarytm.

Log 76807,753 = 4,8854051

W dodawaniu, nie pisze sie summ czesciowych pochodzgcych
z cyfer potozonych po prawej stronie linii pionowej; zachowa sie
tylko zatrzymania ktére te summy moga da¢ dla siédmego po-
rzadku.

425. ZAGADNIENIE 1. Majgc dany logarytm, znalezé, za pomocg
tablic, liczbe odpowiadajagcg temu  logarytmowi.

PIERWSZY PRZYPADEK. Jezeli logarytm, nie zwazajagc na ceche,
znajduje sie pomiedzy logarytmami pierwszego tysigca, otrzyma sie
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natychmiasl liczbe mu odpowiadajgca; ta liczba bedzie w kolumnie
oznaczonej iN, poprzedzajagcej bezposrednio kolumne ktéra za-
wiera logarytm dany, i w wierszu tegoz logarytmu. Napisawszy ja,
potozy sie przecinek, tak azeby liczba miata jedng cyfre catkowitg
wiecej niz cecha ma jednosci (419).

PRZYKLADY

DRUGI PRzYPADEK. Jezeli logarytm nie znajduje sie w pidrwszsj
tablicy to najezy szuka€ trzech pierwszych dziesietnych tego loga-
rytmu pomiedzy liczbami oddzielonemi, ktoére spostrzegamy w ko-
lumnie oznaczonej O, drugiej tablicy; a znalaztszy je, potrzeba
bedzie zajg¢ sie wyszukaniem cztérech ostatnich cyfer logarytmu
pomiedzy liczbami czterech cyfer, znajdujgcemi sie w tejze samej
kolumnie, spuszczajac sie na dot. Jesli sie otrzyma te cztery ostatnie
cyfry, zobaczymy liczbe szukang w kolumnie oznaczonéj N, i
w wierszu cztérech ostatnich cyfer dziesietnych logarytmu. Wypi-
szemy te liczbe, i damy dla przecinka miejsce jakie mu wskaze
cecha logarytmu. e

PRZYKLADY :

TRzECI PRzYPADEK. Jezeli nie znajdziemy, w kolumnie oznaczo-
nej O, czterech ostatnich cyfer logarytmu danego, zatrzymamy sie
wtedy ha tych cyfrach ktére sie do nich najbardziej przyblizaja,
dajac zawsze liczbe mniejszg od liczby utworzonej przez ostatnie
czteryj cyfry logarytmu; posuwac sie bedziemy po wierszu na
ktdrym zatrzymaliSmy sie, przebiegajac go wzdiuz od lew¢j ku
prawej rece; a, gdy zdarzy sie nam znalezé w tymze wierszu cztéry
ostatnie cyfry logarytmu danego, postepowaé bedziemy, podnoszac
sie do gory albo spuszczajagc sie na dot, kolumng na ktér$j zna-
lezlisSmy je; cyfre ktéra zobaczymy na wierzchu i u spodu tej
kolumny, bedzie piatg cyfrg liczby szukanej, ktrej cztery pierwsze
znajda sie, jak powyz¢j, w kolumnie oznaczonej N.

Chcemy wiedzie¢, na przyktad, do jakiej liczby nalezy logarytm
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majecy, za cze$¢ dziesietng, 8871276? szukam 887 pomiedzy
liczbami oddzielonemikohimny oznaczonej 0; przebiegam, spuszcza-
jac sie na dot, tez samg kolumne, i znajduje ze 1107 przybliza sie
najbardziej na mniej ([o 1276 ; posuwam sie wierszem poczynajacym
sie przez 1107, i znajduje 1276 w tymze wierszu; podnosze sie do
gory w kolumnie zawierajgcej w sobie 1276, znajdujac cyfre 3 na
zagtowku tej kolumny; wracam na nowo do cyfer 1276, i widze
ze wiersz, gdzie sie te cyfry znajdujg, odpowiada liczbie 7711 ;
pisze te liczbe, i po prawej jej stronie ktade cyfre 3 ktorg juz
uprzednio znalaztem : co mi daje 77113. To jest liczba ktérg po-
trzeba byto znalez¢. Kiade pézni¢j na miejscu odpowiedniém prze-
cinek, wedle warto$ci cechy.

I"RZYKLAPY

czWARTY PRzYPADEK. Jezeli logarytm dany nie znajduje sie w za-
dnym z przypadk6éw poprzedzajacych, dla otrzyniania liczby odpo-
wiadajgcej temu logarytmowi, bedzie sie musiato szukaé, jak
powyzej (trzeci przypadek), logarytmu przyblizajgcego sie do niego
najbardziej na mniej, pdzniej liczby catkowitej mu odpowiadajgcej;
la liczba i nastepujaca bedg zawieraty liczbe Zzgdang; wydobedzie
sie nakoniec réznice z jedng z tych liczb catkowitych, za pomocg
proporcyi przyjetej {U2U).

pPRzYKtAD. WezZmy do znalezienia liczbe ktdrej logarytm ma, za
cze$¢ dziesietng, 8870282. Znajdzie sie, jak juz o tém byta uprzed-
nio wzmianka, ze ten logarytm jest zawartym miedzy 8870262
i 8870318, ktére odpowiadajg liczbom 77095 i 77096; roznica
tych dwoéch logarytméw, wskazang tablicy, jest 57 jednosci
ostatniego porzadku; a logarytm dany przewyzsza najmniejszy
z dwoch o 20 jednosci tegoz samego porzadku. PowiSmy wiec :
dla réznicy 57 miedzy logarytmami odpowiada r6znica 1 miedzy
liczbami ; wiec, dla r6znicy 20 miedzy logarytmami musi odpo-
wiada¢, miedzy liczbami, r6znica x oznaczona przez proporcya
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90
zkad wynika, x = a tein samem, liczbg szukang jest

, albo, sprowadzajgc ten utamek do formy dzicsie-

tnéj, 77095,35.

Tak wiec, dla otrzymania  x, potrzeba podzieli¢ réznice  miedzy
logarytmem  danym i najmniejszym  z dwoch logarijtméw  ktére go
miedzy sobci zawieraja, przez roznice tablic.

UWAGA 1. Jezeli odciggnie sie jeden od drugiego dwa logarytmy
po sobie nastepujgce 8870262 i 8870318, znajduje sie¢ na roéz-
nice 56 a nie 57. Mozna przyja¢ wszelako réznice 57 dang przez
Gallefa, ktora, z powodu cyfer dziesietnych nie zapisanych w ta-
blicy, jest tak bliskg lub blizszg prawdziwej jak 56.

UWAGA II. Mozna, za pomocag matych tablic czesSci proporcyonal-
nych, wykona¢ zamiane warto$ci x na dziesietne. Szuka sie tam,
w kolumnie po prawej stronie, liczby przyblizajgcej sie najbardziej
do 20 na ; znajduje sie 17, ktére odpowiada 3; 3 jest cylrg
dziesietnych liczby szukan$j. Poniewaz pozostaje jeszcze (od 17
do 20) 3 jednos$ci si6dmego porzadku, zamieni sie je na 30 jednosci
6smego porzadku; szuka sie na nowo, w kolumnie po prawcj
stronie, liczby przyblizajgcej sie najbardziej do 30, i cyfra 5, ktora
jest potozong po lew¢j stronie 29, jest cyfrg setnych.

UwWAGA IIl. Urzgdza sie rachunek w sposéb nastepujacy :

Logarytm. Liczba.

Gdyby$my szukali liczby majac¢j za logarytm 5,8870282, bytaby
nig oczywiscie 770953,5. W ogélnosci, znalaztszy, jak powyzej,
siedm cyfer po sobie nastepujacych liczby zgdans$j, bez wzgledu
na ceche Iog%rytmu, potozy sie przecinek, w taki sposéb aby od-
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dzieli¢, po lewej stronie, liczbe cyfer wyzszg o jedno$¢ od tejze
cecliy.

426. uw~aca IV. Nie mozemy wskaza¢ tu granicy btedu ktéry mo-
zna popeini¢, przypuszczajac wzrost logarytméw proporcyonalnym
do wzrostu liczb. Zauwazmy tylko, iz przejrzenie tablic okaze ze
ta proporcyonalno$¢ jest prawie doktadng w granicach dostatecznie
oddalonych. Réznica dwdch logarytméw po sobie nastepujacych
zmienia sie, w rzeczy samej, bardzo powoli; i, majac wzglad na
stopien przyblizenia ktéry dajg tablice, ta rdznica pozostaje czesto
stata w przeciggu wielu stronic; wynika ztagd oczywiscie ze, dla
liczb catkowitych zawartych w tych stronicach, wzrost logarytmoéw
jest proporcyonalny do wzrostu liczb.

Kiedy sie uzywa t$j proporcyi dla uzupetnienia logarytmu liczby
jakiejkolwiek (424), btad odnosi sie tylko do jednoS$ci' dziesie-
tnych porzadku nizszego jak siédmy. Kiedy ta proporcya stosuje
sie do wyszukania liczby odpowiadajacej logaryfcmowi danemu,
nie moze ona dostarczy¢, przez wzglad na stopien przyblizenia
tablic, tylko dwie cyfry najwiecej, oprécz pieciu cyfer bezposrednio
z tablicy otrzymanych.

ZASTOSOWANIE TEORYI LOGARYTMOW.

427. SPOSOB WYKONYWANIA MNOZEN, DzIELeN, i t. d. Kiedy jakakol-
wiek liczba nieznana wynika z mnozen, dzieled, podnoszerh do
poteg lul) wyciggan pierwiastkéw, wykona¢ sie majacych na licz-
bach danych, dla oznaczenia jej wartosci, szuka sie wartosci jej
logarytmu, ktéry wynika z dziatan daleko prostszych. Majac znany
logarytm, otrzymuje sie liczbe mu odpowiadajaca, jak juz o tém
moéwilismy (425).

przykeAD. Obrachowaé wyrazenie :

Mamy, wedtug zasad (411 i nast.) :
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Szuka sie trzech logarytméw w tablicach, i wykonywa sie ra-
chunek :

Wiec

428. PRZYPADEK W KTORYM NIEKTORE LICZBY DANE SA MNIEJSZEMI
Jak JEDNoSsC. Wedtug naszych definicyj, tylko liczby wieksze od jed-
no$ci majg logarytmy. Jest wiec rzeczg wazna zeby liczby, na ktoé-
rych sie dziata, spetniaty wszystkie ten warunek. Ot6z mozna bedzie
zawsze w taki sposOb sie urzadzi¢ aby to miato miejsce ; gdyz,
jezeli mamy mnozy¢ pewng liczbe przez liczbe n nizszg od jednoSci.
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|
mozna bedzie jg dzieli¢ przez liczbe ktora jest wiekszg jak 1;
a, jezeli mamy dzieli¢ jag przez a, mozna bedzie nmozy¢ jg prze-

L 1
ciwnie, przez -.
n

przyktAD. Obrachowaé wyrazenie :

Pisze sie :

a wiec mamy :

Ot6z znajdziemy :

Wiec :

429. PRZYPADEK W KTORYM DANA LICZBA DO OBRACHOWANIA JEST
MNIEJszA oD JEbNoscl. JcSilby Uczba do obrachowania. byta sama
przez si¢ mniejszg od nasze detinicye nie oznaczytyby jej loga-
rytmn. W tym przypadliu, bytoby najstosowniej pomnozy¢ jg nasam-
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przéd, przez potege z 10 tak wielka, aby wieloczyn tym sposobem

otrzymany przewyzszat jedno$¢; moznaby byto zastosowaé wtedy

sposéb poprzedzajacy, dzielagc wypadek przez tez samg potege z 10.
PRzYKLAD. Obrachbowaé wyrazenie :

Poniewaz a;jest mniéjszem od  rozmnozymy je przez 10i; n po-
winno by¢ oznaczoném pdzniej; tak postepujac, otrzymamy :

a ttm samem,

Ot6z znajdziemy

Widzimy ze dosy¢ wzig¢ n = \, aby odcigganie mogto sie wy-
kona¢ nalezycie. Bedzie wiec ;

Obrachuje sie potem liczbe odpowiadajacg :
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0 CECLLACU ODIJEMNYCH.

430. DEFINICYA CECHY obDJEMNEJ. Nasze detinlcye nie oznaczajag
togarytmow dla liczb mniejszych jak jednos$¢; otéz, aby rozciggnac
az do nich korzysci tego sposobu skracajacego rachunek, widzie-
liSmy uprzednio (429), ze nalezy zrobi¢ je wyzszemi nad 1, mnozac
przez potege odpowiednig z 10. Lecz inaczej zwykle sie postepuje
w praktyce. Nie zmienia si¢ liczb mniejszych od jednos$ci; okresla
sie, przez ugode stanowczg, logarytmy tych liczb dowodzgc ze
witasnosci, ktore posiadajg logarytmy zwyczajne (numeru 411 i nast.),
rozciaggaja sie bez zadnych zmian do togarytméw nowych.

Dla okre$lenia logarytmu liczby A nizsz$j od jednos$ci, zauwazmy
ze mozna zawsze mnozy¢ A przez pewng potege n z 10, wybrang
w taki sposdb, zeby wieioczyn byt wiekszym jak 1, a zatem miat
swoéj logarytm (403). Ot6z widzieliSmy (420) ze kiedy sie dzieh
przez 10« liczbe wieksza jak 10", cze$¢ dziesietna jej logarytmu
nie zmienia sie, lecz cecha (ktéra przynajmniej musi by¢ réwng n),
jest zmniejszong o n jednoS$ci. Przyjetem zostalo rozciagnienie tego
twierdzenia do liczb mniejszych jak 10", ktdre, przez dzielenie,
stajg sie nizszemi od jednoS$ci, i nazwanie logarytmem A loga-
rytmu (A X 10"), zmniejszonego o n  jednosci.

PRzYKLAD. Jaki jest logarytm o,00768077532

Jezeli, dla utkwienia myS$li, pomnozy sie te liczbe przez iOOO,
w spos6b taki aby zrobi¢ jg wiekszag od 1 a mniejsza od 10, wieio-
czyn jest 7,6807753, a logarytmem tego wieloczynu jest (424),
0,8854051. Bedzie sie przeto musiato odciggngé 3 od wypadku dla
otrzymania logarytmu szukanego. Tak wiec, przez defmicyg :

Poniewaz 3 jest liczbg catkowita, odciggniemy jg od cechy ktora
staje sie odjemna, cze$¢ za$ dziesietna pozostaje dodatng. Pisze sie
tym sposobem wypadek :



510 ROZDZIAL XXI.

Jezeli, dla zrobienia liczby A wieksza; ak 1 a mniejszg jak 10,
potrzeba pomnozy¢ jg przez 10", cecha wieloczynu, ktérg jest
zero, staje sie —w po wykonaniu odciggania. Wynika zlad tatwo
ze, cecha odjemna logarytmu liczby nizszej od jednosci, zamyka
w sobie liczbe jednosci rdiong miejscu jakie zajmuje, poczynajgc od
przecinka, pierwsza cyfra znaczaca liczby.

431. RACHUNKI DOTYCZACE LICZB MNIEJSZYCH JAK JEDNO$C. Wypada
z umowy stuzacéj za definicyg dla logarytméw liczb nizszych od
jednoS$ci, ze oblicza sie czeSc dziesietna tych logarytméw wedle pra-
widet podanych (423 i 424), to jest nie zwazajac na przecinek, i ze
daje sie potem dla wypadku ceche odjemna, ktérej warto$¢ jest réwng
miejsffu jakie zajmuje pierwsza cyfra znaczaca liczby po  przecinku.

Odwrotnie, oblicza sie cyfry liczby odpowiadajgcej logarytmowi
ktorego cecha jest odjemna, wedle prawidet podanych (425 i 426), to
jest bez wzgledu na ceche; i kladzie sie potem przecinek, w sposob

taki aby miejsce pierwszej cyfry znaczacej, poczawszy od przecinka,
byto réwnem liczbie jednosci  cechy.

432. ROZCIAGNIENIE WEASNOSCI LOGARYTMOW, DO PRZYPADKU W KTORYM
LICZBY SA MNIEJSZEMI JAK JEDNOSC. Witasnosé zasadnicza logarytmow
opiera sie na tem ze logarytm wieloczynu z dwoch czynnikéw  jest
rowny summie logarytméw  dwoch czynnikéw. Dowiedziemy ze ta
wiasnos$¢ rozcigga sie do przypadku w ktéorym czynniki sg mniej-
szémi jak jednos¢.

Niech bedg dwie liczby A, 13 obie nizsze od 1 : niech beda
10/' i 107 potegi z 10, przez ktére nalezy mnozy¢ je, azeby staly sie
wiekszemijak 1 a mniejszemi jak 10. Logarytmy dwoch wieloczy-
now muszg by¢ zawarte miedzy O i \ (419); tak ze oznaczajac je
przez O,ai 0,6, otrzymujemy :

Wynika natenczas z definicyi (430), ze :
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a zalém,

(1]
z drugiej strony, wkasno$¢ zasadnicza (/ill), zastosowana do
liczb (A X 10/ i (B X 107), wiekszych jak 1, daje :

albo

a tem sams$m, jezeli zastosujemy do liczby AB, ktora jest niniej-
s/g jak 1, ugode (430), otrzymamy :

zkad wynika :

(2

Poréwnywajac nakoniec rownosci [1] i [2] :
(3]

Co byto do dowodzenia. Tak samo rozumujac moznaby jeszcze
byto rozciggnaé powyzsze twierdzenie, do przypadku w ktéry niby
jedna z liczb A, B miata swa warto$¢ wiekszg jak 1.

Wiasno$¢ zasadnicza bedac tym sposobem rozciggnieta do wszyst-
kich przypadkdéw, inne wikasnosci logarytméw (314, 315, 316),
znajdujg sie, przez toz samo, uogo6lnion$mi; gdyz sa one nastep-
stwami pierwsz$j

433. PRAWIDLA RACHUNKU DLA DZIALAN ODBYC SIE MAJACYCH NA
LOGARYTMACH z CECHA ODJEMNA. Logarytm, z cechg odjemng, moze
by¢ uwazany jako dwumian formy (— « + Mktérym — a przed-
stawia ceche, a za$ h cze$¢ dziesietng. Zatem, jezeli natrafimy na
taka liczbe w dodawaniu, potrzeba bedzie doda¢ cze$¢ dziesietna,
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a odciggnac ceche. Jezeli mamy, przeciwnie, odciaggng¢ ja, powin-
nismy odjgé czes¢ dziesietng, a doda¢ ceche.

PRZYKLADY.

Dodawanie. Odciaganie.

Jezeli mamy mnozy¢ liczbe, z cechg odjemng, przez liczbe catko-
wita, mnozy sie odrebnie cze$¢ dziesietng i ceche przez mnoznik,
robigc pdzniej uproszczenie wieloczynéw czesSciowych.

PRZYKLAD.

Mnozenie.

Wieloczyn jest :

Jezeli idzie o podzielenie j¢j przez liczbe catkowita, dzieli sie
naprzéd ceche odjemng dzieln¢j przez dzielnik; a jezeli dzielenie
wykona sie doktadnie, konczy sie dziatanie, dzielgc cze$¢ dziesietng.
Lecz, jezeli cecha dzielnej nie jest doktadnie podzielng przez
dzielnik, dla zachowania w ilorazie formy jaka ma dzielna, bierze
sie iloraz przez nadmiar; otrzymuje sie tym sposobem ceche
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odjemng ilorazu, a reszte dodatng, ktorg dodaje sie do czesci dzie-
sietnej dzielnej; wreszcie, dzielagc summe przez dzielnik, otrzymuje
sie cze$¢ dziesietng dodatng ilorazu.

PRZYKLADY.

Dzielenie : Przypadek. Dzielenie : 'ls' Przypadek.

Pierwszy przypadek nie potrzebuje objasnienia. Co sie za$ tyczy
drugiego, zauwazmy ze, 13 nie jest podzielnem przez 5, a ze naj-
mniejsza liczba, wyzsza nad 13 i podziel na przez 5, jest 15, mozna
wiec napisa¢ dzielng pod ksztattem — 15-f 2,2672958 ; a ze iloraz
z—15 przez 5jest —,3, iloraz za§ 2 2,2672958 przez Sjest 0,4534591;
t¢m samem, ilorazem zupetnym, jest 3,4534591, Ten wypadek
otrzymuje sie oczywiscie wedle prawidta wystowionego powyzej,

434. ZASTOSOWANIE. Te umowy dozwolg nam zastosowaé sposoby
zwyczajne rachunku logarytméw, do przypadkéw w ktérych pewne
liczby sa mniejszémi jak jednos$¢, nie potrzebujac robienia ich,
przedewszystkiem, wiekszemi jak 1. Wr6émy, w rzeczy samej, do
rachunku numeru 429. Chcemy obliczy¢ wyrazenie :

Mamy :

Otéz :

Ten logarytm calkiem odjemny zwykle sie przeksztalca na inny
rnu rownowazny, ktérego cze$¢ dziesietna jest dodatng, sposobem
nastepujacym :
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albo

Przeto

podobniez

wiec :

A tem samém, liczbg odpowiadajaca jest:

UZYCIE DOPELNIEN.

435. DEFINICYA. Nazywa sie dopetnieniem (complementum) liczby N
do 10, rdéznica 10—N. Jezeli liczba N jest dodatng i mniejsza
jak 10, cyframi dopetnienia sg dopetnienia do 9, cyfer liczby N,
procz ostatniej cyfry znaczgcej po prawej rece, ktora jest dopetnie-
niem do 10 ostatni$j cyfry liczby N.

PRZYKLADY.

Jezeli liczba jest dodatng i wiekszg jak 10, otrzymuje sie cze$é
dziesietng dopetnienia wedtug tegoz samego prawidta; a dla otrzy-
mania cze$ci catkowitej, odejmuje sie 10 od. czesci catkowitej
liczby, dodaje sie I, i bierze sie wypadek ze znakiem — .

PRZYKLAD.

Gdyz mamy odciggnag¢ od 10 liczbe 12,7258 (4333.

Jezeli liczbha N ma ceche odjemng, dodaje sie do 10 owg ceche
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ze zmienionym znakiem, zmniejszajac jag o jedno$¢, i pisze sie,
potem, dopetnienie czesci dziesietnej.

PRZYKLAD :

Gdyz mamy do wykonania dziatanie

436. uzvcie poretNIEN. Kiedy, w ractiunkacli logarytmowycti,
przywiedzeni zostajemy do wykonania odciggania, przeksztatca sig
je najczesciej na dodawanie, za pomocg dopetnien. Mamy, w rzeczy
samej, jednako :

Dosy¢ wiec, dta obliczenia r6znicy (a — b), doda¢ do a dopet-
nienie liczby b i odja¢ 10 od wypadku.

W og6lnosci, dla obliczenia wyrazenia
zastepuje sie je przez wyrazenie réwnowazne

o011~

ktorego warto$¢ otrzymuje sie przez dodawanie.

PRzYKtAD. Obliczy¢ piatg potege utamku ~ . Mamy :

Wiec
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0 ROZNYCH UKLADACJI LOGARYT.M(}W.

/i37. ISTNIEJE NIESKONCZONA LICZBA UKEADOW LOGARYTMOW. Mozna
wybraé¢ do woli dvva postepy, jeden r6znicowy zaczynajgcy sie od
zera, drugi ilorazowy, ktérego pierwszym wyrazem jest 1; dostarcza
one oczywiscie uktad logarytméw, posiadajgcy wszystkie witasnosci
dowiedzione w numerze iii i nastepnych. Liczba tych uktadow
jest wiec nieskoficzona. Wigza sie one jedne z drugiemi za pomocg
prostego prawa, ktére wynika z twierdzenia nastepujacego.

438. TWIERDZENIE. Stosunek logarytméiv  dwoch liczb jest tenze

sam zawsze we wszystkich  ukladach.
W rzeczy samej, niech bedg A i B dwie liczby jakiekolwiek;
i niech bedzie ~ utamek, o W7razach catkowitych, ktéry, w pew-

nym ukladzie, przedstawia stosunek ich logarytmow. Bedziemy

przeto mieli

(1]

Ot6z ta ostatnia rownos¢ jest rownowazng ze zwigzkiem : .

Lecz, jezeli wezmiemy pod uwage inny uktad logarytmoéw,
w ktéorym logarytmy bedg wskazane 'przez oznaczenie log', mozna
bedzie wzigé, w tym uktadzie, logarytmy dwoéch cztonkéw réwno-
§ci [2]; tak postepujac, otrzymamy :

A tem samem \

Co byto do dowodzenia.
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uwAGA. Dowodzenie poprzedzajace przypuszcza ze stosunek*
dwoéch logarytmoéw uwazanych jest wymiernym. Gdyby to miejsca
nie miato, moznaby byto uwaza¢ dwie inne liczby, tak mato ro6z-
nigce sie jak sie tylko podoba od piérwszych, a spetniajgce ten
warunek : twierdzenie stosuje sie, jakkolwiekby te liczby przybli-
zonémi zostaty, do dwoéch logarytmdéw danych, przeto przyznaé
nalezy, jako rzecz oczywista, ze powyzsze twierdzenie da sie za-
rowno i catkowicie zastosowaé¢ do nichze samych.

439. wniosek. WA yciagnie sie z rownosci [K] :

[ST

Tak wiec, stosunek logarytméw tejze samej liczby, iv dwoch — ukita-
dach roéznych, jest tymze samym dla wszystkich liczb.

IxXM). moput. Jezeli, dla dwéch uktadéw oznaczonych, przedsta-
wimy ten stosunek staty przez M, mamy :

6]

A zatem, kiedy sie poznato logarytmy  wszystkich liczb w  pewnym
uktadzie, dla otrzymania logarytméw w innym ukfadzie, nalezy mno-
zy¢ pierwsze przez liczbe stala M. Ta liczba stata nazywa sie modu-
fem nowego uktadu wzgledem pierwszego.

L\H\. zAsADA. Wynika z twierdzenia poprzedzajacego, ze majac
tablice logarytméw utozong, mozna bedzie utozy¢ druga, byleby
sie tylko znato jeden z logarytméw nowego uktadu. Gdyz wyciaga
sie z rownosci [K] :

(71

Jedli wiec mamy log'B, to dla otrzymania nowego logarytnm

Izby A, dosy¢ pomnozy¢ log A przez stosunek znany

Dla okres$lenia uktadu logarytméw, daje sie zwykle liczbe majaca
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'za swo0j logarytm jedno$é. Ta liczba nazywa sie zasada, grunten
albo podstawg (basis) uktadu.

Podstawg czyli zasadg uktadu pospolitego jest 10.

OBRACHOWANIE LOCTARYT.MU LICZBY W UKLADZIE JAKIMKOLWIEK.
Wedle tego co poprzedza, tablice logarytméw pospolitych, obli-
czone dla przypadku w ktérym zasada jest 10. dozwolag obliczy¢
logarytm liczby w uktadzie jakimkolwiek. Zatézmy sobie, na przy-
ktad, obliczy¢ logarytm liczby 7698, w ukiadzie ktérego zasadg
jest 12. Znajduje sie w tablicach Callefa, ze, w uktadzie ktérego
zasadg jest 10,

W uktadzie ktérego zasadg jest 12, mamy :

Wiec {UU\) :

443. OBLICZENIE ZASADY JAKIEGOKOLWIEK UKLADU, W KTORYM ZNAMY
LOGARYTM JAKIEJKOLWIEK LiczBY. Zamierzmy sobie, na przyktad,
znalez¢ zasade uktadu, w ktérym logarytm liczby 25 jest 0,78321.
Mamy, w tym uktadzie, oznaczajac zasade przez X :

Lecz, w uktadzie pospolitym, mamy :

Wiec (441) :

a tem samem.
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CWICZENIA.

T. Jaki jest stosunek q postepu ilorazowego ztozonego z tlsiu wyrazéw, a
ktérego pierwszym wyrazem jest 10, ostatnim za$§ 100? Jaka jest summa S
tego postepu?

Znajduje sie :

1. Jaka jest zasada x pewnego uktadu togarytméw, w ktérym 6 jest loga-
rytmem 729?

Znajduje sig :

in. Jakie sg zasady wymierne, dajace na logarytm 20stu liczby wymierne ?
Znajdiije sie ze zasada jest révvng 20/, p bedac catkowitym.

IV. Jaka jest zasada x uktadu, w ktéorym liczba catkowita dana a jest
rowna jyj logarytmowi?

Znajduje sie :

V. Rozwigzaé¢ uktad :

'~postrzega sie, ze drugie zréwnanie jest r6wnowaznem zwigzkowi X]Ji—\ JO™ '
i zostaje sie przywiedzionym do zagadnienia znanego.

Vi. Rozwigza¢ uktad

Tenze sam sposoéb,

yir. Obliczy¢ wyrazenie :

Znajduje sig :
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VIIf. Obliczy¢ wyrazenie :

Znajduje sie :

iX. Obliczy¢ wyrazenie :

w ktérym

Znajduje sie :

X. Obliczy¢ wyrazenie :

w ktérym

Znajduje sie :

XXI.
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0 PROCENCIE SKLADANYM f O UMORZENIACH DLUGU.

PROCENT SKLADANY.

Uhk. periNnicYE. Procent (z tacinskiego : pro centiim, za sto czyli
0(1 setki), albo prowizya, jest wynagrodzenie wyptacane wierzy-
cielowi przez dtuznika za wypozyczenie pewnsj summy pieniedzy,
zwandj kapitatem. Przy oznaczeniu wysokos$ci procentu ustanawia
sie ile od kazdego sta kapitatu optaca¢ nalezy procentu na rok i ten
procent na rok od sta nazywa sie stopg procentu; i tak jezeli zgo-
dzono sie liczy¢ od kazdego sta kapitatlu po 5 na rok, méwi sie ze
kapitat oddany zostat na procent po 5 od sta, co sie pisze 5%.
Procenta sg proste albo pojedyncze i sktadane, +“rocent pojedynczy
jest wtenczas kiedy oblicza sie od kapitalu pierwotnie wypozyczo-
nego, chociazby ten najdtuzej znajdowat sie w reku dtuznika;
procent za$ jest sktadany, kiedy po uptywie pewnego przeciggu
czasu, procent za tenze czas od kapitatlu nalezny, dolicza sie do
kapitatu i w nastepnym takimze przeciggu czasu liczy sie procent
od kapitatu potgczonego z procentem za czas poprzedzajacy.

W formutach ktére niebawem udowodnimy, przedstawimy kapi-
tal wypozyczony przez G, kapitat powiekszony swym procentem
sktadanym przez A, stope procentu przez s, a trwanie pozyczki
(obrachowane na lata) przez n. Oprécz tego, oznaczymy przez r
procent roczny od 1 franka; tak ze r bedzie setng czescig stopy
procentu.

465. FORMULA OGOLNA PROCENTU SKLADOWEGO. Poniewaz If przy-
nosi rf przez rok, i staje sig, tem samem (I r) po uptywie roku,
kapitat G stanie sie, w przeciggu tegoz czasu, Gfl-fr). Tak wiec,
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aby obracho.waé¢ co sie staje z jakimkolwiek kapitatem, umieszczo-
nym na rok, nalezy pomnozy¢ go przez (1 r).

Ten kapitat C(1 ?%), umieszczony na poczatku drugiego roku, na
rok, stanie sie wiec C(1 + r) (1 -f r), albo Cfl »~ rf. Ta nowa
summa, umieszczona na rok trzeci, mnozy sie jeszcze przez (1 -"r),
i staje sie C(1-j- rf. Wiec, og6lnie, summa umieszczona, mnozona
przez (1 -\-r), staje sie po n latach :

[1
Takg jest formuta procentu skiadanego.

446. PRZYPADEK W KTORYM CZAS UMIESZCZENIA ZAWIERA ULAMEK LAT.
Jezeli trwanie pozyczki sktada sie z u lat i z k dni, rachuje sie
naprzod co sie staje z kapitatem G, po n latach, przez formute [1].
Potem, zauwazywszy ze 1 frank przynosi w k dniach, na procencie

prostym, [t jest liczbg dni roku), wnosi sie z tego, ze 1 frank

staje sie, po tymze czasie, -f i ze A staje sie +

Wiec, oznaczajac przez A' kapitat szukany, i zastepujgc A przez
jego wartosé [1], otrzymamy :

[2

446. ZAGADNIENIA. Te formyty postuzg do rozwigzania Kkilku za-
gadnien, dla ktérych uzycie logaryfmow jest nieodbicie potrzebne.

1° Na co sie zamieni summa dana C, umieszczona na stope dang
I00r, w przeciggu czasu danego ? Uzywa sie formuty [1] albo for-
muty [2], wedtug tego jak czas dany sktada sie z liczby doktadnej
n lat, lub z lat n idni k.

2° Jakg summe potrzeba umiesci¢ obecnie, na stope dang |0Or, dla
otrzymania summy oznaczonej A, po uplywie czasu danego ? Uzywa
sie jeszcze jednej z formut [I]i[2]; i znajduje sie stosownie do
przypadku :

[3]
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albo [k]

3° Kapitat dany C tak zostat umieszczony, ze ivydat summe dana Kk,
w przeciggu czasu danego. Jakag jest stopa procentu? Jezeli czas jest
liczbg catkowita lat, wyciagnie sie z formuty [1] :

[51

Lecz, jezeli czas sktada sie z liczby catkowitej n lat i k dni,
potrzeba uzy¢ réwnania [2], ktore jest (n-f stopni™ wzgle-
dem r, i ktdrego rozwigzanie nalezy do algebry wyzszej. Mozna,
wszelako, przez pewne macaniny odpowiednio skierowane, otrzy-
mac predko warto$¢ przyblizong stopy procentu. Tlwazmy, w rzeczy
samej, ze, wedtug formuty,

[2]

kapitat A powieksza sie lub zmniejsza w miare powiekszania sie
lub zmniejszania stopy procentu r. Jezeli wiec da si¢ dla r pierwsza
warto$¢ dowolng r, i obrachuje przez logarytmy warto$¢ drugiego
cztonka, znajdziemy warto$¢ A', wiekszg od A, jezeli jest za wiel-
kie, a nmiejszg od A, jezeli r'jest za mate. Poréwnywajac wartosé
znaleziong A' z warto$cig dang A, {)rzekonamy sie czy r' jest wiek-
sz¢m lub mniejszem jak stopa procentu nieznana. Wybierze sie, we-
dtug tego, inng wartos$¢ dla r, ktéra da miejsce do nowego rachunku
i do nowego porownania; owoz, tak postepujac, za pomoca kilku
préb, zamknie sie tatwo r pomiedzy dwoma granicami, ktore
dostarczg predko wartosci przyblizonej stopy procentu.

Przez iaki czas trzeba umiesci¢ kapitat dany G, na stope pro-
centu dang 1OOr, aby ten kapitat v)ydat summe oznaczong kt Ponie-
waz nie wiemy, czy czas nieznany jest lub nie jest ztozony z liczby
catkowitej lat, nie mamy prawa uzywaé¢ formuty [1], ktdra byta
utworzong dla przypadku w ktorym n jest catkowitem. Wszelako,
chcac z niej zrobi¢ uzytek, mamy :
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zkad wycigga sie, biorgc logarytmy z obu stron, i dzielagc potém
przez log (1 -\~r) :

16]

Jezeli iloraz z podzielenia (logA—Ilog C) przez log('l-]-r) jest
liczbg catkowitg, jest on oczywiscie liczbg lat szukang; gdyz for-
muta [6] pocigga za sobg formute [1]. Jezeli iloraz nie jest catkowi-
tym, nalezy ztad wnosi¢ ze czas nieznany nie jest liczbg catkowitg
lat. Jednakze mozna dowie$¢ ze, w tym przypadku, czes¢ catkowita
ilorazu jest czeécig calkowita nieznanego czasu. Gdyz oznaczajac
przez p i {p \) dwie liczby catkowite po sobie nastepujgce
ktore zawierajg miedzy sobg utamek [6]; bedziemy mieli :

zkad sie wyciaga :

albo

Zkad, powracajac do liczb, wynika :

albo [7]
nieréwnosci dowodzace powyzej wystowionego twierdzenia.

Jezeli chcemy teraz znalez¢ liczbe k dni uzupetniajacych czas
szukany, zauwazmy ze formuta [2], ktérg nalezato zastosowaé w tym
przypadku, daje, zastepujac w niej n przez p :



0 PROLIENCIE SKLADANYM 1 O UMORZENIACH DtUGU. .525

zkyd :

Ot6z p Jest najwiekszg liczbg catkowitg zawartg w utamku nie-

wiasciwym

Jdezeli wiec oznaczymy przez H reszte z podzielenia, réwnos$¢
poprzedzajaca bedzie sie mogta wyrazi¢ :

wiec [8]
Znamy wiec logarytm liczby -f A~ przeto tatwo bedzie
mozna wyciagna¢ z niego liczbe samém nieznang k.

Dajmy teraz kilka zastosowan liczebnych.

Uhl. zASTOSOWANIA LICZEBNE. PRzYKLAD I. Jaki kapitat da s8ooo0

frankéw, wypozyczone na 39 lat, po h\ od 100 rocznie?

Formuta [1] :

7kad
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PRZYKLAD 11, Gdyby ktokolwiek z zyjgcych na poczatku ery rhrze-
Scianskiej mial byl przezorno$¢ umiescic 1 centym po 5 od 100, do
jakiej summy ten centym bytby wurést, na poczatku roku 1863, to jest
pozostajgc  umieszczonym na procencie skladanym przez 1862 lat?

Formuta [1] :

zk8d : A=r 21059472 X 10="" frankoéw (przyblizenie) liczba ztozona
z 38 cyfer.

Aby przedstawi¢ te summe ogronma pod ksztattem lepiej oceni¢
sie dajagcym, obracbujmy wymiary sfery ze ziota, ktéra jest réwno-
wartg summie wskazanej. Ciezarem gatunkowym zlota jest 19,5,

a ceng kilogramu ztota ~ A~ franka. Oznaczmy, nadto, przez x

y
promien sfery w metrach; jej objeto$¢ bedzie ; a wiec jej cie-
Nl >kilogramdw; a tem samem, jej warto$¢ w fran-
kach bedzie Bedzie wiec :

a tem samem :
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zkad :
Tak wiec promien sfery wart jest blisko 4214392 kilometrow;
jej objetos¢ zawierataby, zatém, wiecej niz 290 milionéw razy obje-

to$¢ ziemi.

PRZYKEAD I11. Jaka jest wartos¢ obecna summy, ktéra po 33 latach
ajraz z procentem skladanym po 5 off 100 na rok wynositaby 7220 fr. ?

Prormuta [3 :

zkad :

| ta to summa stanie' sie,”przez’'nagromadzenie procentéw po 5
0dp %00k Pasiczas 33datma’ 2268 fr. umieszczona, jest temu TG  lat;
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wosla obecnie do 250000 fr. Pytanie jaka byla stopa  procentu?

Formuta [5] :

zkad :

Stopg procentu jest wiec 3 od 100.

PRZYKLAD V. Po jakim czasie kapitat 7700 fr. uroSnie do summy
42850 //'., ydy stopa procentu jest U od 100 rocznie?

[61:

Wiec n jest liczhg"catkowitg ilorazu e Jest przeto

Wiec, formuta [8] daje :
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A tem samem

Zkad :

Tak wiec czas szukauy jest h'6 lat, 278 dni.

UWAGA. ZastagpiliSmy we wzorze [2] 4, liczbe dni roku zwyczaj-
nego przez 365, lecz w handlu, gdy sie bierze procent od kapitatu
na pewng liczbe miesiecy i dni, uwaza sie rok jakoby ztozony
z 360 dni, czyli z 12 miesiecy iczacych po 30 dni.

DOPELNIENIE TEORYlI PROCENTOW SKELADANYCH.

UhS. Teorya procentéw sktadanych opiera sie catkowicie na
dwoch piertoszych  formutach uprzednio wytozonych.

Rozumujac jak powyzej, a zastepujac w formule [1] A przez
a G przez a, otrzymamy :

Ta formuta zamyka w sobie cztéry ilosci a, r, n; moze wiec
przybra¢ czt$ry ksztalty nastepujace :

kazdy z nich odpowiada odrebnemu zagadnieniu, ktérego czytelnik
znajdzie sam przez sie wystowienie. Na przyktad, y<?ze/?%smy chcieli
wiedzie¢ po ilu latach kapitat slajejie  k razy wiekszym, dosy¢ zasta-
pi¢ X przez ka w trzeciej formule, ktdra staje sie

widzimy ze len czas jest, i stusznie, niezaleznym od wartosci kapi-



530 ROZDZIAL XXIli.

tatu; potrzeba troche wiecej jak IU lat aby kapitat oddany na pro-
cent sktadany po 5 od sta zostal podwojonym.

UU9. Kiedy czas umieszczenia summy nie trwa liczby catkowitej lat,
lecz sktada sie, na przyktad, z n lat p dni, otrzymuje sie war-
tos¢ ostateczna x, wypozyczonej summy a, dodajagc do wyrazenia
poprzedzajgcego afl -j- procent prosty od tej ostatnisj summy
podczas p dni; rozumujac jak powyzej (445), otrzymamy :

Poszukiwanie procentu r od 1 franka na rok, jest wtenczas za-
gadnieniem istotnie trudnem, ktdre rozwigzemy za pomocg znanego
sposobu przyblizen kolejnych  (zob. ostatni rozd. | tomu naszej
algebry).

PRZYKLAD. Kapitat 2743~,75 zostat umieszczonym na procent skia-
dany tx od 100;yaA;a bedzie jego warto$¢ po uptywie 12 lat miesiecy?

zkad :

AMORTYZACYE CZYLI DMORZENIA DLUGOW

450. DEFINICYA. Pewna osoba wypozycza dzi$ summe C, ktora
zobowigzuje sie sptaci¢ w tatach n, na stope procentu r od
jednego franka : dla uiszczenia sie z diugu, ptaci ona, na kohAcu
kazdego roku, summe oznaczong a, obrachowang tak azeby po n
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wyptatach rownych, sptacita wszysLIi.0, kapitat i procenta sktadane.
Summa a, ktérg ta osoba ptaci tym sposobem rocznie, nazywa

sie rata amortyzacyjna.

451. FORMULA OGOLNA AMORTYZACYJ. Zat6zmy sobie znalez¢ formute
wigzgcag kapitat C, rate amortyzacyjng a, stope procentu r i trwa-
nie pozyczki n.

Jezeliby dtuznik czekat, na sptacenie swego dtugu, konca n"" ro-
ku, bytby winien, w tej epoce [hkk), C(1 ry\ Lecz ptaci on, na
koAcu pierwszego roku, pierwszg summe a; zaliczajagc tym sposo-
bem na lat (n — 1) przed terminem te optate czeSciowa, uwalnia
sie od summy ktérej warto$¢, w rachunku ostatecznym, powinna
by¢ réwng a(l r ) ; gdyz ta summa oddana na procent skfa-
dany, przez lat (4 —przyniostaby powyzej wymieniong kwote.
Podobniez summa a, wyptacona na koncu drugiego roku, wyrow-
nywa swg wartoscig summie a(l zaptaconej na koncu
lat n. Zobaczymy, tymze samym sposobem, ze summa a, wypta-
cona na koAcu przedostatniego roku, musi by¢ policzong za wartos$¢
rowng G(1 ; 1 ze summa a, wyptacona na kofAcu n" roku,
wchodzi w rachunek ostateczny za swg warto$¢ a. Powinni$my
wiec otrzymacé zréwnanie :

Poniewaz drugi cztonek, odwrotnie napisany, jest sunnng n wy-
razéw postepu ilorazowego rosngcego, ktorego pisrwszym wyrazem
jest «, a stosimkiem (1 -[-r), wiec stosujgc formute [7J n'" 389,
otrzymamy :

albo, znidstszy mianownik r,

[1]

Taka jest fornmta og6lna amortyzacyj albo umorzen diugoéw.

452. DRUGI SPOSOB. Mozna otrzymac¢ te formute innym sposobem.
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Dtuznik odljieiajgcy dzi$ summe C, winien, na koAcu pierwszego
roku, ‘A poniewaz wyptaca on wtedy summe a, jego
cRug sprowadza si¢ do C(1-j- — Na korncu drugiego roku,
en dtug powiekszyt sie procentem rocznym, stat sie wiec
ICl-hr)y —aj(+ r), albo CQ-[-rf —a{\ -fr); lecz nabw-
zas dtuznik wyptaca nowg summe a, co sprowadza diug do
G -f-rY — a(l r) — a. Rzecz jest oczywista, ze na kofcu trze-
ciego roku, ten ditug ktéry powiekszyt sie procentem rocznym, lecz
ktory takze zmniejszyt sie wyptata nowej raty amortyzacyjnsj a,
jest rownym G(1-f —-h'*)"A — + — na koncu
n roku, ten diug jest réwnym

Ot6z, w tej epoce, dtug powinien by¢ umorzonym; potrzeba
wiec zeby wyrazenie poprzedzajagce byto rownem zeru; a tém
samem, zeby byto zréwnanie :

jak w pierwszym sposobie.

453. UWAGA. Mozna nakoniec przyjsé¢ do formuty [1J, nie potrze-
bujac uprzednio zajmowaé sie otrzymaniem summy wyrazow po-
stepu ilorazowego. Przypus¢my, w rzeczy samej, ze jedna o0soba

pozycza drugi¢j summe y na n lat. Dtuznik bedzie musial pta-

cié¢, kazdego roku, procent prosty ~ X r albo a; i, na koncu®

pozostanie mu jeszcze do zapatcenia summa pozyczona ~ . Otéz,

wyobrazmy sobie ze ten procent zostat wniesiony, w chwili w ktorej
jego nalczyto$¢ przypada, do rak trzeciej osoby, obowigzan¢j zajac
sie umieszczeniem go na procent; ta ostatnia osoba odbierze tym
sposobem, przez coroczne raty amortyzacyjne, n summ réwnych a,
i bedzie posiadata w swem reku, po n latach, to wszystko w co

kapitat ~ urést w przeciggu tego czasu. Ot6z to powiekszenie kapi-
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tatu jest ~(1 -f'')"—Wiec to wyrazenie przedstawia summe

catkowitg amortyzacyj optaconycti; a poniewaz, z zatozenia, te
wyptaty czesciowe powinny uskuteczni¢ umorzenie diugu, potrzeba
zatém zeby byto :

formuta ktéra w niczem sie nie r6zni od zréownania [1].

454. zAGADNIENIA. Formuta [1] stuzy do rozwigzania czterecti za-
gadnien odrebnycli, wedtug tego jak sie bierze za nieznang te tub
owg ze czterech liter wchodzgcych do jej skiadu.

1° Jaka rate amortyzacyjng a, nalezy placi¢ na koncu kazdego
roku, dla umorzenia w .x\ latach pozyczki danej C, jakotez jej pro-
centéw sktadanych, gdy stopg procentu od jednego franka jest r ? For-
muta [1] daje :

Dla zastosowania t$j formuty, oblicza sie naprzéd (1 -j- r)" przez
logarytmy ; od tego odcigga sie jedno$¢, co daje mianownik. Pot$m,
za pomoca formuty :

oblicza sie logo, atem samem, a
2° Jakg summe C mozno, pozyczy¢ dzi$, ofiarujac wyplate jei,

w n latach, przez n rat amortyzacyjnych réwnych a, na stope
procentu r od 1 franka? Formuta [1] daje :

[31

Przy obrachowaniu nowej formuty przez logarytmy, nalezy po-
stepowac tak samo jak powyzfj.
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3° Pozyczajac summe C, na stope procentu r, i zamierzajgc  sobie
wyptaci¢ ja, za pomocg rat amortyzacyjnych réionych a, przez jaki
czas nalezy placi¢ rate amortyzacyjng? Formuta [1], daje rozwigzujac
ja wzgledem (1 -j" .

zkad wynika :

Zagadnienie nie jest mozebnem, jak tylko wtedy kiedy dwu-
mian [a — Cr) jest dodatnym; gdyz liczby odjemne nie majg
logarytmoéw rzeczywistych. Widzimy wreszcie, a priori, ze tak
istotnie by¢ powinno ; gdyz Cr przedstawia procent prosty od ka-
pitatu pozyczonego; a wiec oczywiscie, rata amortyzacyjna a musi
koniecznie przewyzsza¢ ten procent, jezeli chcemy aby umorzenie
dtugu po pewnym przeciggu czasu dato sie uskutecznié.

Jezeli formuta [U] daje dla n liczbe catkowita, ta liczba rozwigze
pytanie. Lecz, jezeli dzielenie nie wykona sie doktadnie, potrzeba
ztad wnosi¢ ze zagadnienie jest niepodobnem. Wszelako, mozna
dowies¢ ze, w tym przypadku, jezeli oznaczymy przez pi [p-\- \)
(lwie liczby catkowite po sobie nastepujace ktdre zawisrajg miedzy
sobg utamek [U], liczba p rat amortyzacyjnych nie uiscitaby d+ugu,
gdy tymczasem jedna rata wiecej bytaby do optacenia bardziej niz
dostateczng. W rzeczy sams$j, poniewaz mamy :

bedzie takze :

albo
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a tem samem.

Mozna jeszcze znie$¢ mianownik, poniewaz ten jest dodatnym;
a wtedy przyjdzie :

zkad wycigga sie tatwo :

Te dwie nieréwnoséci dowodza twierdzenia powyzej wysto-
wionego.

Zastosuje sie wiec, do wszystkicti przypadkéw, formute [4]; ta
formuta da nam ticzbe p rat amortyzacyjnycti do optacenia; jesh

jest reszta, obractiuje sie tatwo rdznice,

nalezng na poczatku {p \'roku; iztego sie zrobi przedmiot
optaty wytgcznej, albo umowy szczegdlnej.

Jezeli pozyczamy summe C, i zamierzamy sobie wyplaci¢ ja,
wraz z jej procentami skfadanemi, ptacac, podczas n lat, rate amor-
tyzacyjng a; jakg jest stopa procentu ?

Formuta [1] jest, wzgledem r, zréwnaniem {n-\-\)s° stopnia,
ktére da sie rozwigza¢ za pomocg sposobéw szczeg6lnych. Przycho-
dzi sie do warto$ci przyblizonej na ilo$¢ nieznang r, opierajac sie
na uwadze nastepujacej.

Kiedy C ™ a sgdane, liczba n rai amortyzacyjnych  powieksza sie
lub zmniejsza, w miare jak stopa procentu r powigksza sie lub zmniej-
sza. Dosy¢, w rzeczy sanic¢j, dla przekonania sie o tém, powro6ci¢ do
drugiego sposobu (452), ktéry dostarczyt formuty ogolnej rat amor-
tyzacyjnych ; rozpoznaje sie ze ditug, na koncu pierwszego roku,
C@ -[-r) — a, jest o tyle wiekszym o ile r jest wieksze, ze toz
samo sie dzieje na kohAcu kazdego roku, gdyz mnozy sie kazda raza
dtiig poprzedzajacy przez (1 r), i ze zmniejsza sie pozniej wielo-



536 ROMIAL XXIT.

czyn o ilos¢ statg a. Przeto, jezeli n wyptat wystarczg dla umorze-
nia dtugu, gdy stopa procentu ma pewna warto$¢ r, te wyplaty
nie wystarczg nadal, kiedy stopa procentu zostanie podniesiong.

To przypusciwszy, wréémy do formuty [1] pod ksztattem :

(4]

formuta w ktérej r jest iloScig nieznang. Jezeli damy dowolnie
dla r pewng warto$¢ r', to gdy ta warto$¢ jest mniejszg od war-
tosci ktorej szukamy, warto$¢ odpowiednia n' utamku [U] bedzie
mniejszg od warto$ci dan¢j n; przeciwnie za$, n' bedzie wigksz$m
od n, jezeli r'jest wieksze od r. Dowiemy sie wiec, poréwnywa-
jac n' z n, czy warto$¢, przypisywana dowolnie dla r, jest za
mocng albo za stabg; i bedziemy mogli, tem samem, za pomocg
kilku macanin odpowiednio skierowanych, otrzyma¢ szybko war-
0$¢ dostatecznie przyblizong na r.

455. ZASTOSOWANIA LICZEBNE. PRZYKtAD 1. Jakg jest rata amorty-
zacyjna umarzajgca, Ww 51 latach, summe 34600 fr,. wiedzac przy tem
ze stopg procentu jest h od 100 rocznie?

Formuta [2] daje :

zkad :

To przypusciwszy :

Wiec: r/ = 16007.556.
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PRZYKELAD II. Umieszczajgc, na poczatku kazdego roku, summe 5o fr.
po 6 0¢/100 rocznie, ndcg summe x odbierze icierzyciel po uplywie
lat?
Ponuuta :
daje :
zkad :
otoz :
wiec :
To przypusciwszy :
Wiec :
PRZYKLAD 111. Jakg summe G mozna pozyczy¢ ptacac przez lat,
w terminie kazdej raty amortyzacyjnej 825 fr., na stope procentu
po 0c?100 rocznie?

Formuta [3] daje :

zkad :
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To przypusciwszy :

zkad :

PRZYKLAD 1Vv. Po jakiem czasie summa 260000 fr, zostanie umorzona
przez raty amortyzacyjne wynoszace 10000 frankéw, unedzac ze stopg
procentu jest 3j od 100 rocznie?

Formuta [4] :

daje :

Wiec :

Potrzeba wiec bedzie ptaci¢ 58 rat amortyzacyjnych wynosza-
cych po 10000 [fr. Lecz poniewaz dzielenie pozostawia reszte,
summa dana nie bedzie catkiem umorzong. Na zakonczenie ra-
chunku, nalezy obrachowaé¢ z jednej strony, to co jest nalezntm,
po uptywie 58 lat, to jest s= 260000 X (1,0325)58; obrachowat,
z drugi$j, to co sie zaptacito przez raty amortyzacyjne, to jest

i wzig€ réznice (s —p).
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zkad :

Nadto

Wiec summa ktdra pozostaje wierzycielowi nalezng, (s—p)=2852 fr.
PRzYKEAD V. Pozycza sie summe 3soo00 fr., i splaca sie ja, wraz

z jej procentami sktadanemi, przez 52 rat amortyzacyjnych Wyno-

szacych kazda 1600 frankéw. Jaka jest stopa procentu ?

Formuta [K] :

Przypusémy naprzéd :

Dzielgc 0,9030900 przez 0,0170333, otrzymuje sie na iloraz 53,
liczbe wiekszg od 52. Wiec stopa procentu jest mniejszg od

Przypus$é¢my

Dzielgc 0,630087 przez 0,0149403, otrzymuje sie na iloraz 42,
liczbe o wiele za stabg. Wiec stopa jest daleko blizsza 4 niz 3",
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Przypus¢my wiec:

lloraz z 0,8330521 przez 0,0166155 jest 50, liczba za staba : wiec
stopa jest wyzszg nad 3,90.

Przypusémy

lloraz z podzielenia 0,8666607 przez 0,0168245 daje 51. Stopa
procentu jest wiec wyzszg nad 37,95. Jest wiec zawartg miedzy
3295 i li. Znamy jg przeto tym sposobem przyblizong na mnisj
niz 0f,05; i mozna tatwo posungé dalej warto$¢ przyblizong stopy
szukanej.

456. PrzYPADEK RENT WiECZYSTYCH. Warto$¢é raty amortyzacyjnéj a,
przeznaczona do sptacenia pozyczki C, w czasie danym n, zmniej-
sza sie kiedy n powieksza sie : gdyz, dzielac oba wyrazy drugiego
cztonka przez (1 r)", formuta [2] moze sie napisaé :

zkad widzimy ze, im n jest wiekszem, tem utamek jest

mniejszym; im wiec$j mianownik wzrasta, tem bardziej wartos¢
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na a staje sie mniejsza. Jezeli wiec epoka sptacenia oddala sie
nieograniczenie, to jest, jezeli n wzrasta nieograniczenie, wartos¢
na a, zawsze przewyzszajaca Cr, poniewaz mianownik jest mniej-
szym od i, zmniejsza sie, i ma za granice Cr, to jest procent pro-
sty summy pozyczonej. Ot6z, ten przypadek stanowi wtasnie rente
wieczysta.

CWICZENIA.

I. Na co sie zamieni po uptywie ki lat, kapitat 8500 frankéw umieszczony
na U\ od 100?

Znajduje sie 51663/,86.
1. Ludno$¢ 200000 dusz powieksza sie przez rok o ij na 100 ; o ile pod-
niesie sie ona po uptynioném stuleciu ?

Znajduje sie 692681.

I11. Przez jaki czas kapitat 3500 frankéw powinien by¢ umieszczonym, po 5
od 100, aby urést do tejze saméj sumuiy co kapitat 4300 frankéw, umiesczo-
nych po k od 100, w przeciggu 18 lat?

Znajduje sie 18 lat, 2”9 dni.
IV. Dwa kapitaty sa umieszczone na procentach sktadanych : jeden wyno-

szacy 38000 frankéw, po od 100 ; drugi 99398 frankéw, po 3; od 100;
po jakim czasie podniosa sie one do tejze sam”j sununy ?

Znajduje sie 100 lat.
V. Jaka jest warto$¢ obecna renty roczn¢j 1500 frankéw, ptatnych przcz

36 lat, gdy procentem jest 5 od 100, a pierwsza wyptata powinna sie odby¢

za rok ?

Kormuta

daje 24820/,32.

VI. Chcemy sptaci¢ dtug wynoszacy 25000 frankéw, w 7 wyptatach co-
rocznych réwnych, gdy procentem jesl 4 od 100. Jaka powinna by¢ wartosé
raly amortyzacyjnej ?

Znajduje sie /i165/, 16.
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VII. Jaka jest rata amortyzacyjna umarzajaca, w 48 latach, pozyczke
06000 frankéw, na stope procentu po 31 od 100 ?

Znajduje sie 1628/,i4.

VIIl. Chcemy kupi¢ 3000 frankéw renty za kapitat wynoszacy 91650 fran-
kéw. Na ile lat, rachujac procent 3 od 100, mozemy naby¢ prawo posiadania

téj renty ?
Znajduje sie 84 tat.

IX. Jaka jest warto$¢ rzeczywista, na stope po 5 od 100, rat amorty-
zacyjnych, z ktérych piérwsza wynoszaca 1000 frankéw, ptatng jesl za rok,
a nastepne tworza wyrazy postepu ilorazowego rosnacego ktérego stosunkiem

11
jest — ? Obrachowaé¢ wysoko$¢ ostatni¢j raty amortyzacyjnej.

Fonnula jest

w ktoréj :

Znajduje sie :

Ostatnia rata amortyzacyjna wynosi 895Zi*,30.

X. Robotnik skiada, na poczatku kazdego tygodnia, sunune a w kassie
oszczednosci, przez n lat kolejno po sobie nastepujacych. Jaka jest, po uptywie

lego czasu, summa M jego ksigzeczki, gdy stopg procentu jest r od 1 franka,

a procenta kapitalizujg si¢ na koncu kazdego roku ?

Znajduje sie:

XI. I'ewua osoba wnosi, do banku przezornosci, sumnie v, na poczatku
kazdego roku, przez u lat kolejno po sobie nastepujacych. Pytanie jaka sum-,
nie a odbiéra¢ ona bedzie, na poczatku kazdego roku, przez ‘in lat naslep-
nycti, aby byta catkiem sptacong ze swycti uprzednio umieszczonych na banku

funduszéw.
Znajduje sie:

XI11. Jezeli warunki pozostaja te same jak w zagadnieniu poprzedzajacém,
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jaka powinna by¢ liczba n, azeby summa a byta przynajmniej réwna k razy

summie v1

Znajduje si¢ warunek :

zkad sie wyprowadzi granice nizszg dla n.
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0o KUNKGYACH W OGOLNOSCI.

DEFINICYA FUNKCYJ. — CIAGLOSC.

457. Kiedy dwie wieil™o$ci zmienne sa zwigzane jedna z druga,
tak ze dla kazdej warto$ci jednej z nich odpowiada warto$¢ ozna-
czona drugiej, mowi sie ze te wielkoSci sg funkcyami \eAwd drugiej.

| tak, w kole, powierzchnia jest funkcyag promienia, i odwrotnie
promien jest funkcya powierzchni; ta zalezno$¢ wzajemna wyraza
sig przez formute S == tt?-. Podobniez, przestrzeA przebiezona
przez ciato spadajgce jest funkcyg czasu wyrazong przez formute

e= i nawzajem trwanie spadania jest funkcyg przestrzeni

przebiezonej, dang przez zwigzek odwrotny

Uwaza sie zwykle jedng z wielko$ci x jako zmieniajaca sig
w sposéb dowolny, i nazywa sie ja zmienng niezalezna, gdy tym
czasem zachowuje sie nazwisko funkcyi dla drugiej wielkoSci v,
ktérej zmiany sg zalezne od zmiany pisrwszej; na mocy tej ugody
pisze sig

Zalezno$¢ dwocéh zmiennych nie jest zawsze takg, aby mozna
byto obrachowaé¢ jedna za pomoca drugic¢j; tak, na przyktad, naj-
wiekszo$¢ sprezystosci pary wodnej ijej temperatura, lubo zmie-
niajg sie jedna z drugg, nie dozwolity dotad jednak najznakomitszym
fizykom wyrazi¢ ich zwigzku za pomocg S$cistéj formuty; spozycie
zywnosci jest funkcya nieznang ceny nabytku, i t. d. Podobne
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funkcye, nazwane ernpirycznemi, nie moga by¢ dane jak tylko przez
doswiadczenie; dla okreSlenia ich, uktada sie za pomocg dos$wiad-
czen licznych i doktadnych tablice zawierajace, z jednej strony
wartosci sgsiednie i bardzo liczne zmiennej niezaleznej, a z drugiej
wartosci odpowiednie funkcyi. Zacytujemy na przyktad tablice
nastepujacag, ktoéra daje ilosci siarczanu sody rozpuszczajace sie
w 100 czesciach wody pod wptywem ro6znych temperatur.

SOL STALA SOL STALA -
TEMPERATURA. rozpuszczona TEMPERATURA- rozpu.szczona
w 100 czedciacli wody. W 100 czeéciach wody
0700 5,02 nm 50,65
11,67 10,12 33,88 50,04
13,30 11,74 40,15 68,78
17,91 16,73 45,04 47,81
25,05 28,11 50,40 46,82
28,76 37,35 59,79 45,52
30,75 43,05 70,61 44,35
31,84 47,37 Sk,k2 42,96
z158. « llos¢ zmienna moze zmienia¢ sie w sposéb ciaglty, lub nie-

ciggly : jezeli zmienna, przechodzac 7z jednej wartosci iv druga, prze-
chodzi przez tvszystkie wartosci posrednie, moéwimy ie zmienia sie
w sposéb  ciggly.

» Funkcya ciggla zmiennej dandj nazywamy funkcya, ktéra zmienia
sie w sposéb ciggly™ gdy zmienna ta w takiz zmienia sie sposéb.

» Gdy méwimy, ze zmienna przechodzac z jedn$j warto$ci w dru-
g3, przechodzi przez wszystkie warto$ci posrednie, to rozumiemy
tém orzeczeniem wartosci tak dodatne jak odjemne. | tak jezeli
zmienna przechodzi z wartosci odjemnej — a, do wartosci doda-
tnej -f- b, winna przej$¢ przez wszystkie warto$ci odjemne zmniej-
szajace sie bez wzgledu na znak, zaczawszy od a az do O, przejsc
przez warto$¢ O, i nastepnie zaczawszy od O, przez wszystkie war-
tosci dodatne, zwiekszajace sie az do b. Przechodzac wiec z wartosci
odjemnej do dodatnej, lub odwrotnie, zmienna ciggta winna przejs¢
koniecznie przez warto$¢ 0.

» Funkcya moze by¢ ciggta dla wszelkich wartosci zmiennej nie-

zaleznej X, zawartych pomiedzy pewnemi dwoma warto$ciami Xq
. — 35
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i X, a przesta¢ by¢ ciagta, gdy zmienna przybiera te wartosci.
Méwimy wtedy, ze funlvcya jest ciggta tyllio pomiedzy pewnemi
granicami zmiennc¢j niezaleznej. Tak na przyktad wstawajest funkcyg
ciggta tuku : lecz styczna jest funkcya ciagta tuku tylko miedzy

w.artosciami — ~ i -j-~ tegoz tuku; przestaje bowiem by¢
S Jt

ciggta dla tych wartos$ci, dla ktérych jest nieskoriczong i w bliskosci

ktérych przeskakuje z bardzo wielkich wartosci dodatnych, do bar-

dzo-wielkich odjemnych, i odwrotnie. »

[Okreslenia ciggtosci powyzej przytoczone sg wyjete z  Wiadomoici
Wstepnych  stanowigcych Cze$¢ | Rachunku Ré6zniczkowego p. Fol-
kierskiego.)

Charakterem rozrézniajagcym funkcye ciggte jest mozno$¢ przyj-
mowania przyrostkéw tak matych jak sie tylko podoba, kiedy
zmienna niezalezna wzrasta stopniami dostatecznie matemi. | tak
funkcya

jest funkcya ciagta ilosci x, poniewaz jej przyrostek

odpowiedni przyrostkowi h zmienn¢j niezaleznej, dazy do zera
w miare jak ten ostatni staje sie coraz mniejszym.

WielkoSci' fizyczne sa ogdlnie funkcyami ciggtemi. Natura non

facit  saltus.

PRZEDSTAWIENIE GEOMETRYCZNI: FUNKCYJ CIAGLYCLI.

459. Wrdéémy do tabljcy numeru 457 i zatrzymajmy sie na tem-
peraturze 320,73, dla ktor¢j funkcya zmienia raptownie pochdd.

Niech bedg y'"y dwie osie (fig. 21) prostokagtne nieograni-
czone ; przypus¢my o$ podzielong na czeSci réwne i napiszmy
przy punktach podziatu liczby
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potém przez punkta noszace numera wpisane w pierwszg kolumne
tablicy, wynie$my prostopadte réwne (wedle peWnej skali) liczbom
odpowiednim wpisanym w drugg kolumne; zlgczmy nakoniec
rysem ciggtym konce tych prostopaditych, a otrzymamy linig, ktéra
dostata nazwisko krzywej rozpuszczalnosci siarczanu sody.

Ta krzywa ma nad tablica poprzedzajgca dwie korzysci : naprzdéd
pokazuje jasniej w'jaki sposob rozpuszczalno$¢ zmienia sie z tempe-
raturg; potém dozwala znalez¢ rozpuszczalno$ci odpowiadajace
temperaturom posSrednim.

Chcemy wiedzieé¢, na przy-
ktad, rozpuszczalnosé¢ dla
temperatury 15° przez
punkt P, naznaczony 15°|,
na osi Ox, wynieSmy pro-
stopadtg MP az do spotka-
nia sie jej z krzywg, a liczba
ktéra mierzy te diugosé,
na skali przyjetej, wyraza ilos¢ soli ktérg rozpuszcza woda w tej

temperaturze.

460. W ogdlnosci, gdy sie posiada tablice wartosci funkcyi dla
pewnych warto$ci zmiennéj niezaleznéj, albo formute ktéra postuzyé
moze do utozenia téj tablicy, otrzymuje sie krzywa przedstawiajgca
funkcya, odnoszac na o$ wartosci zmiennej niezaleznej i wy-
noszac prostopadie réwne wartosciom odpowiednim funkcyi.

Punkt jakikolwiek M, pewnej krzyw¢j jest oznaczony gdy sie
daje liczby ktére mierza prostopadta MP i
odlegtos¢ OP ; daje sie tym liczbom naz-
wisko spélrzednych  punktu M; pierwsza
jest rzedng a druga odcinkiem, lub odcieta,
punktu. Spditrzedne sa wreszcie zdolne
przyja¢ znaki; odciete dodatne biorg sie
w kierunku Qx a odciete odjemne w kie-
runku Ox'; tak s«mo, odnoszg sie rzedne
powyzej lub ponizej osi x'Ox, wedtug
tego jak te rzedne majg przed sobg znak

albo znak —; tym sposobem ‘“uwazajgc- koto majgce poczatek O
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w $rodku, spdirzedne beda

+ M.P, + OP. dla punktu iMj,
4- M.P. — OP, dla punktu AL,
- M3P3 . or3 dla punktu Mj,

4- dla punktu M4

Oznacza sie zwykle odciete przez x, a rzedne przez .

461. Nie bedziemy zastanawiali sige dtuz$j nad pozytkiem przcetedid-
stawienia geometrycznego funkcyj empirycznych. Prace PP. iR"E"fi-
GNAULT'A | DEsPRETZ'A daja przykiady znakomite i dobrze znianmtne
tego rodzaju dziatan.

W analizie uzywa sie krzywych w tym jedynie celu aby przedst&ta-a-
wi¢ obraz widoczny pochodu funkcyi. Linia jest malowidtem jassnncio
uwydatniajgcem prawo algebraiczne ktore wigze zmienne miegidzlzyiy
soba, a jej zgiecia, jej pochdéd pokazujg jednym rzutem oka to c(obby»y
tylko zupetna dyskusya zréwnania nie bez trudu wyswieci¢ nalezy/cilieie
potrafita.

PRzYktAD. Studyum  funkeyi

Przypusémy dwie osie prostokagtne Ox i Oy podzielone na czescci i
réwne, i naznaczmy 1, 2, 3,... przy punktach podziatu.

Fig, 23.
9 Formuta

pokazuje ze rzedna jest zerem dla

, i ze ona jest ré-
wng 3 dla X= 0.'Krzywa przecinU
wiec 0§ Oa; w A i B, a 0§ O/f

w C.
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3
Gdy X powieksza sie poczgwszy od - , dwa czynniki x — '\

sg dodatnemi, i powiekszajg sie nieustannie ; y wzrasta

wiec Dez granicy pozostajagc dodatnem. Ztad galgz nieskonczona
BNU ktéra wznosi sie po nad oddala sie takze od Oy.

Gdy X zmniejsza sie poczgwszy od 1, dwa czynniki x—1,
sa odjemnemi, i powiekszajg sie nieustannie w wartosci

bezwzglednej; y wzrasta wiec jeszcze bez granicy pozostajgc do-
datnem. Zkad gatgz nieskoniczona AMCV przebija Oy w G.

3
Nakoniec, kiedy x jest zawartem pomiedzy 1 i 2'™mwwW»

3 . '
niki X — X—:]S, sq znakdw przeciwnych, y jest odjemnem,

i mamy tuk AUB, potozony pod spodem ; tuk ten spaja dwie
gatezie VMA, UNB. Punkt najnizszy R tego tuku odpowiada naj-
wiekszosci y = — — majacej miejsce z powodu ro-
wnos$ci czynnikow x — \ N — ktérych summa jest statg. Od-
cieta tego punktu R jest wiec po6t summa — | j odcietych
punktow A i B, a R znajduje sie na rownolegtej do Oy popro-

wadzonej przez $rodek 1 linii AB w odlegtosci

Potézmy

przyjdzie

rzedna y pozostaje tgz samg kiedy a zmienia znak. Jezeli wiec
wezmiemy, po jedn$j i po drugiej stronie 1, dwie dtugosci ré-
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wne 1Q, IP, i gdy wyniesiemy prostopadie QN, PiM az do ictili
spotkania sie z krzywa, figura MPQN bedzie prostokgtem ; tak ze.e
krzywa jest symetryczng wzgledem rownolegtej do poprowa--
dzonej przez $rodek 1 prostéj AB.

Krzywe przedstawiajgce funkcyg ogoing

majg wszystkie ksztatt podobny do poprzedzajacej; sa to parabole ?
ztozone z podwdjndj gatezi nieskonczonej i symetrycznej wzgledem i
rownolegtej do Oy. Gatezie nie-
24. skonczone sa skierowane ku Oy
albo ku Oy', wedlug tego jak a
jest dodatnem lub odjemnem ;
gdyz dla wartosci dostatecznie
wielkich na wyraz jak
wiemy, daje swoOj znak tréjmia-
nowi: Nadto, krzywa przecina Qx
w dwoéch punktach, jest styczng
do tej osi, albo nie spotyka jej
wcale, wedtug tego jak réwnanie

ma swe pierwiastki rzeczywiste i nier6wne, rzeczywiste i rowne,
albo urojone. Te rézne przypadki sg przedstawione na fig. 24.

1'IERWSZA WEASNOSC OGOLNA FUNKGYJ CIAGLYCH.

462. Funkcye ciagte posiadajg pewne witasnosci ogolne. Przy-
toczmy naprzéd nastepujaca, ktorg kepLER wystowit pierwszy (16154,
a ktorg FErMAT wzigt potem (1655) za podstawe swcj teoryi naj-
wiekszo$ci i najmniejszosci :

W sasiedztwie  najwiekszosci albo najmniejszosci, kazda funkcya
ciagta pozostaje prawie nieruchomg i zmienia sie tylko stopniami  bar-

dzo  matemi.
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Ten fakt wystepuje bezposrednio, z wpatrzenia sie w krzywe.
Kiedy rzedna krzywej przestanie wzrastaé, to jest przechodzi przez
najwiekszos$¢, albo przestaje zmniejsza¢ sie, to jest przechodzi przez
najmniejszo$¢, styczna do krzywej staje sie rownolegtg do osi Ox-,
rzedna téj styczn¢j staje sie wiec stalg. Ot6z, poniewaz w sasiedz-
twie punktu zetkniecia mozna przyréwnaé¢ czastke czyli element
krzywej do czastki czyli elementu stycznej, widoczna przeto ze maty
tuk krzywej znajdujgcy sie blisko najwiekszosci albo najmniejszosci
ma rzedng niemal statg. Funkcya przedstawiona przez te rzedng
zmienia sie wtedy stopniami bardzo matemi.

Wynika ztad ze, dla zbadania iv jakich okolicznosciach — wielkos¢
zmienna staje sie najwiekszoscig, potrzeba wyrazi¢ ze ta wielko$¢ uwa-
zana w dwoch stanach po sobie nastepujacych  nieskonczenie  sgsiednich
ma tez samg warto$¢ : roumos¢ wypadkowa, wzieta w chwili  granicy
w ktorej dwa stany po sobie nastepujace jednoczg sie, dostarczy  wiasno-
§ci charakterystycznej  najwiekszosci  albo  najmniejszosci.

« Taki charakter jest filozoficznie tem bardziej wtasciwym, ze sta-
nowi wyrazenie wprost wynikajace z uwagi o0go6lInéj czesto na-
streczon¢j przez r6zne zjawiska naturalne ktore przedstawiajg

»

v

=

» zwyczajne przyktady najwiekszosci albo najmniejszosci, takie jak
zmiany wysokos$ci stoica w obiegu dziennym, nier6wne trwanie
» dni i nocy w réznych porach roku, i t. d. We wszystkich przy-
) padkach podobnych, badacze rozsadni dostrzegali zawsze ze stan
» najwiekszosci albo najmniejszosci znajduje sie stanowczo rozr6z-
) nionym od stanéw poprzednich albo nastepnych przez pewien
) rodzaj zatrzymania sie szczeg6lnego, ktére przypominajg niekiedy
) nazwania zwyczajem u$wiecone, gdy nadewszystko dotyczg por
) roku {przesilenia dnia z nocg, po francuzku solstices, wyraz pocho-
;) dzacy z tacinskiego : sol sfat). » (AucusT comTE, Geometrya Ana-

N

lityczna.)

Ta wtasno$¢ znajduje w kazd¢j chwili swe zastosowanie w mecha-
nice przemystowej, gdzie sie szuka czesto jakie rozporzadzenia po-
trzeba przyja¢, jaka warto$¢ nalezy nada¢ pewnéj wielko$ci ktora
sie umie wiadaé, dla wykonania pracy oznaczonej z najmniejszym
o ile mozna kosztem, albo pracy najwiekszej z wydatkiem ozna--
czonym.
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ZASTOSOWANIA ANALITYCZNE ZASADY POPRZEDZAJACEJ.

463. Znalez¢ najwiekszo$¢  lub najmniejszos¢  funkcyi  xm -[- YM*

wiedzac ze summa X y jest stata i réowng a. N

Funkcya do zrobienia najwiekszos$cig lub najmniejszoscig jest

Réwnajac dwie wartosci sgsiednie tej funkcyi, mamy zwigzek

ktéry mozna napisac

(1)

Wreszcie mamy

albo

podobniez

ak ze zwigzek (1) staje sie
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albo, znoszac czynnik h i robigc = O,

zkad

a tem samem,

Tak wiec, badZ to dla najwiekszosci, badz to*dla najmniejszosci,
dwa czynniki x iy powinny by¢ réwnemi. Widzimy wreszcie
tatwo ze najmniejszos¢ albo najwiekszo$¢, ma miejsce wedtug tego
jak m jest > albo < od 1.

464. Krazek poziomy m umieszczony na stole poziomym AB, jest
oSwiecony  przez lampe F, ktdrej spodek jest
11) odlegtosci statej Bm = a od s$rodka m krazka ;

na jakiej  luysokosci FB = li malezy  osadzi¢
lampe F azeby krazek adbierat najwiekszos¢
Swiatta.

Wiemy ze natezenie S$wiatta, jakie odbiera
powierzchnia, jest proporcyonalne do wstawy
nachylenia promieni, i odwrotnie proporcyo-
nalne do kwadratu z odlegtosci Swiatta do punktu o$wieconego

powierzchni. Oznaczmy przez x kat zmienny BmF, przez A za$
natezenie Swiatta ktére odbiera normalnie powierzchnia potozona
0 jedno$¢ odlegtosci od ogniska F ; jezeli wiec promien wychodzacy
z ogniska spotyka powierzchnig krazka, pod jakiemkolwiek nachy-
leniem X, i w odlegtosci = ilos¢ Swiatta, jaka ta po-
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wierzchnia w tym punkcie odbiera, bedzie :

albo

Przeto
jest funkcyg, kiorg nalezy zrobi¢ najwiekszo$cig; réwnajac dwie

wartosci nieskonczenie bliskie funkcyi, mamy

albo

albo

a wiec przechodzac do granicy, to jest robigc h — O,

zkad

Takga jest warto$¢ na ktéra odpowiada najwiekszo$ci oSwie-
cenia. Jest wreszcie rzeczg oczywistg ze tu witasnie najwiekszos$¢
ma miejsce, gdyz oSwiecenie jest zei-em juz to dla x juz to
dla x =

Jt
ZASTOSOWANIE GEOMETRYCZNE.

465. Znalez¢ punkt M na prostej Oy, z ktérego widzi sie diu-

gos¢ AB pod katem AMB, najwiekszym mozebnym.
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Niech bedzie M' punkt nieskoniczenie sasiedni punktu niezna-
nego M; réwnos$¢ katow (462) AMB, AM'B wymaga aby czwo-
robok MM'AB byt wpisanym. Na gra-
nicy, gdy M' jednoczy sie z M, pro-
sta Oy jest styczng, i wyszukanie
punktu M sprowadza sie do znalezie-
nia punktu zetkniecia kota przecho-
dzgcego przez dwa punkta dane Ai B
i stycznego do linii prostej danej Oy ;
innemi stowy, odlegto$¢ OM jest $rednig proporcyonalng miedzy
OA i OB.

Rozpoznaje sie, w rzeczy samej, a posteriori ze kazdy punkt pros-
tej Oy, inny jak punkt zetkniecia M, jako potozony na zewngtrz

kota, jest wierzchotkiem kata mniejszego jak kat AMB”

466. Przez punkt A loziety wewnatrz kata yOx,  poprowadzi¢
sieczng GD taka, aby prostokat AG. AD byl najmniejszym moze-
bnym.

Niech bedzie G'D' sieczna nieskonczenie sgsiednia siecznej szu-
kanej GD; czworobok GC'DD' jest wpisa-
nym, gdyz mamy

Koto przechodzace przez cztery wierz-
chotki staje sie styczném w Gi D do bokdw

kata yOx; cieciwg zetkniecia CD musi wiec
by¢ prostopadta spuszczona z punktu danego A na dwdjsieczng OM

kata yOx.

1x™)1. zADANIE FERMAT'A. Majgc dane dwa punkta A 2B potozone
IV dwoch s$rodkach réznych ktére roztacza linia prosta xy, a oraz
oznaczywszy przez Vi predkosci odpowiedne rozchodzenia si¢ S$wia-
tta w obu $rodkach, chcemy wiedzie¢ droge AIB jakg musi postepowaé
Swiatto  punktu Swiecgcego, aby przejs¢ od pierwszego punktu do dru-
giego w czasie jak  najkrotszym.
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Niech bedzie I' punkt sasiedni punktu I. Z punktéw A-i B
jako Srodkéw, diugosciami Al i BI'
wzieterni za promienie, zakre$lmy
dwa tuki IK, TH. Roznica czas6w
ktérych uzywa S$wiatto do przebie-

zenia drég AIB, AFB ma za wyra-
zenie :

Wyrazajagc ze ta r6znica jest zerem na granicy, i oznaczywszy

przez i ir Kkaty wpadania AIN i zatamania BIN', otrzymamy

Takie jest prawo pojedyriczego zatamywania sie Swiatta DESKARTA.

DRUGA WLASNOSC OGOLNA FUNKCYJ CIAGLYCH.

468. Zastanawianie sie nad krzywemi wystawia jeszcze na widok
inng wtasno$¢ bardzo wazng funkcyj ciagtych :

Zmianom bardzo matym zmiennej niezaleznej x, poczynajac  od

luartodci  oznaczonej, odpowiadajg zrriany funkcyi przyblizenie pro-
porcyonalne.

Poniewaz w sasiedztwie punktu zetkniecia," mozna przyréwnac
element krzyw$j do elementu stycznej, wi-
dzimy ze w rozciggtosci MN tego elementu

IK
spbélnego, stosunek — ro6znicy rzednych do

réznicy odcietych jest statym i réwnym stycz-
nej trygonometrycznej nachylenia IMK = «
prostej MT na o$ OJ?.
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TH zasada jest bardzo pozyteczng w matematyce zastosowanej;
ile razy zmienna niezalezna, waha sie oscyllacyjnie okoto swej war-

tosci Sredniej od ktdrej ta zmienna oddala sie bardzo mato,
innemi stowy, kiedy mamy x gdzie z jest liczbg zmienng
bardzo matg wzgledem statej mozna, bez btedu dostrzegac sie

dajacego, zastgpi¢ zawsze kazda funkcyg x, matematyczng albo
empiryczng, znang lub nieznang, przez A Bz gdzie A i B sg
liczbami statemi.

ZastosowaliSmy juz te zasade robigc uzycie proporcyi tablicowej
dla wyszukania logarytmoéw liczb wyz-

szych nad 107

FUNKCYE WIELU ZMIENNYCH NIEZALEZNYCH. JEDNORODNOSC.

469. Wielko$¢ zalezy czesto od wiciu innych; i tak ciezar ciata
jest funkcyg czterech zmiennych niezaleznych, jego trzech wymiarow
i jego gestosci. Précz zmiennych, wchodza niekiedy do oznaczenia
funkcyi, ilosci ktére pozostajg statemi w pytaniu ktore sie traktuje;
jakoz, w miejscu danem, natezenie g ciezkoSci nie zmienia sie, a
trwanie wachnie¢ wahadta zalezy od jego diugosci zmiennej i od
statej g. Dla wyrazenia ze ilos¢ u jest funkcya wielu zmiennych
niezaleznych x, y, z,.., uzywa sie oznaczenia

a pisze sie

dla wskazania ze funkcya zawiera nadto stale albo  parametry
Y,

Funkcya matematyczne poddzielajg sie na algebraiczne i prze-
stepne; pierwsze sg te na ktérych dziataniami wskazanemi do wyko-
nania mogga by¢ tylko, dodawania, odciagania, mnozenia, dzielenia_,
podnoszenia do poteg catkowitych lub utamkowych, lecz zawsze
stopni znanych; drugiemi za$ sg te ktdre zawierajg inne dziatania
wskazane na zmiennych niezaleznych; takiemi sa, na przyktad,
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ilosci wyktadnicze a™, logarytmy, linie czyli stosunki trygonome-
tryczne,

470. Mowi sie w ogolnosci ze funkcya f{a, b, c,...) jest jednorodng
wzgledem liter a, c,..., kiedy mamy

gdzie A oznacza liczbe nieoznaczong jakgkolwiek; wyktadnik zas§ m

nazywa sie stopniem jednorodnosci  funkcyi.

|
PRZYKLADY. Funkcya -OII 1 jest jednorodng stopnia 2,
0
gdyz mamy
Podobniez, funkcya “~a”™ 506 jednorodng stopnia O; gdyz
mamy

W przypadku wielomianu catkowitego, wszystkie wyrazy po-
winny by¢ tegoz samego stopnia, i znajduje sie definicya numeru 30.

TwIERDZENIE. Kiedtj sie traktuje przez algebre pytanie  jakiekolwiek
geometry i, zostawiajac nieoznaczong jednostke dtugosci, wszelkie  zwigzki
takie jak (a, b, c,...) = O, do kt6t*ych sie przychodzi miedzy liczbami
a, b, c,..., mierzacemi rdzne linie A, B, C,... figury, majg ich pierw-
szy cztonek f(a, b, c,...)  jednorodny.

W rzeczy samej, rozumowania i rachunki ktére nas przyprowa-
dzity do zwigzku

M)

sg catkiem niezaleznemi od jednos$ci dtugosci przyjets$j; jesliby wiec
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wybrang zostata linia A za jedno$¢ dtugosci, znalaztoby sie miedzy
liczbami 1, b\ c¢',.ktoreby mierzyty rézne linie figury, zwigzek
tegoz samego ksztattu

@

ot6z mamy

gdyz stosunek liczb ktore mierza dwie wielko$ci jest niezaleznym
od jednos$ci wybranej. Zréwnanie (2) staje sie wiec

©)]

a gdy ten nowy zwigzek jest jednorodnym i stopnia zéro, zréwna-
nie (i) ktore sie otrzymuje mnozac (3) przez najwyzszg potege
liczby a wcliodzgcéj do mianownika, jest jednorodnem istopnia m.

471. Dowodzenie nie przypuszcza ze funkcya f[a, b, c,...) jest
algebraiczng. Wskazuje ono, nadto, spos6b przywrécenia jedno-
rodnosci w zréwnaniu pochodzgcem z zadania w ktorem wzieto za
jedno$¢ jedna z linij ligury. I”otrzeba, oznaczajac jedno$¢ przez i,
podzieli¢ przez i, kazdg litere przedstawiajgcg linig, potem znies¢
mianowniki. Dodajmy ze litery przedstawiajgce powierzchnie lub
objetosci powinny, stosownie do prawidet podanych w geometryi,
by¢ traktowane jako wieloczyny ztozone z dwéch albo z trzech linij;
nakoniec litery przedstawiajgce katy albo funkcye kotowe wyraza-
jace tylko stosunki dwoch linij, sa czynnikami stopnia zera, i po-
trzeba w nich odrzuci¢ wszelkie zastosowanie twierdzenia poprze-

dzajgcego.

Tym sposobem pojeta zasada jednorodno$ci, przedstawia wysoko
w nauce ceniony spos6b weryfikacyi czyli sprawdzania. W kazd6ém
poszukiwaniu geometrycznem, gdzie jedno$¢ zostata nieoznaczona,
jezeli natrafimy w ciggu rachunku na zréwnanie niejednorodne,
nalezy sie zatrzymac¢, wnoszac ztad stusznie ze rozumowanie albo
rachunek muszg by¢ bitednemij
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Ta zasada dostarczy nawet dowodzen najprostszych i bezposred-
nich, pewnych twierdzen zasadniczych geometryi i mechaniki (zob.
Note 11 Geometryi LEGENDRE"A, i numer 26 Mechaniki PoISSON'A,
druga edycya).

Przytoczmy jeden tylko przyktad :

Powierzchnia trojkata jest oczywiscie funkcyg jego bokéw a, h, c
i jego katéow A, B, G; wreszcie ta funkcya ~[a, b, ¢, A, B, G) jest
jednorodna i drugiego stopnia; powinno wiec by¢

kb, ke, A, B, G)= k'~<f{a, b, ¢, A, B, G).

Ot6z pierwszy cztonek przedstawia powierzchnig wszystkich troj-
katéw podobnych trojkatowi danemu, poniewaz katy sg tez same,
a boki proporcyonalne; zwigzek poprzedzajagcy wyraza wiec ze
poiaierzchnie  tréjkatéio podobnych majg stosunek réwny k*, to jest
réwny stosunkowi kwadratbw z dwoch bokéw odpowiednich jakich-
kolwiek.

CWICZENIA,

I. Niech bedzie funkcya jednorodna i drugiego stopnia z n ilosci Oi, a”y, Un;

dowiez¢ ze mamy

V = V22 -k- ...+ V,2,

przypuszczajac ze Vi, V-2,'" » V) sa funkcyami linijnemi zamykajacemi
w sobie odpowiednio 24, n — 1,..., 1 ilosci.

Il. Znalez¢ na krzywej danéj punkt M taki, aby tréjkat utworzony przez
styczng w lym punkcie do krzyw¢j i dwie osie sp6trzednych byt, najwiekszym
albo najmniejszym mozebnym. — Rozwigza¢ toz samo pytanie, podstawiajac
za tréjkat, prostokat wystawiony na odcietej i rzednéj punktu M.

I11. Znalez¢ na krzywej dan¢j piinkt 11 taki, aby summa jego odlegtosci od
dwéch punktéw statycti A i R potozonych na ptaszczyznie linii krzywéj byta
najwiekszoscia albo najmniejszoscia.
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IV. Majac dang krzywa i cieciwe slala AB, znalez¢ na tej cieciwie punkt M
laki, aby cieciwa Ali byta najwiekszg albo najmniejsza mozebng pomiedzy
wszyslkiemi cieciwami przechodzacemi przez ptmkl M. Rozwigza¢ toz sama
pytanie podstawiajac wieloczyn utworzony z odcinkéw MA i MI', zamiast dtu-
gosci cieciwy.

V. Pomiedzy wszyslkiemi cieciwami tejze samej dtugosci wpisanemi w krzywa
dana, znalezé te ktéra odcina najwiekszy albo najmniejszy odcinek mozebny.
VI. Nakre$li¢ krzywe przedstawione przez limkcye
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DEFINICYE.

Ul 2. Kombinacyami Z m przedmiotbw  branych po n, nazywaja
sie grupy otrzymane =z zestawienia z sobg wszelkiemi sposobami
mozebnemi tych przedmiotéw branych po n do kazdej grupy
tak, aby dwie grupy réznity sie miedzy sobg przynajmni¢j jednym
przedmiotem do sktadu ich wchodzgcym.

Przemimiami  czyli permutacyami z n przedmiotdw nazywajg sie
w algebrze rézne sposoby ustawienia ich wedtug figury oznaczonej,
na przyktad w linii prostej.

Zgodzono sie nazwaC waryacyami z m przedmiotbw po n bj'a-
nych rézne sposoby ustawienia tych przedmiotéw wedtug figury
oznaczonej, w linii prostej na przyktad, biorac je zawsze przy kaz-
dem ustawieniu po n. ,

Wynika z tych detinicyj ze gdyby, po znalezieniu wszystkich
kombinacyj z m przedmiotdw po n branych, wykonato sie,
w kazdej grupie z n przedmiotow wszystkie przemiany mozebne,
otrzymatoby sie doktadnie wszystkie luaryaeye mozebne z tych m
przedmiotéw branych po n. Tak ze, jezeli sie rozmnozy liczbe
kombinacyj z m przedmiotéw branych po przez liczbe prze-
mian ktdrg mozna wykona¢ na grupie zamykajgcej w sobie n
przedmiotéw, otrzyma sie doktadnie na wieloczyn liczbe waryacyj
mozebnych z tych m przedmiotéw branych po n.

Oznaczywszy wiec przez Kjf liczbe kombinacyj z m przed-
miotow branych po n; przez P, liczbe przemian ktdrg mozna
wykona¢ na grupie zamykajgcej w sobie n przedmiotéw, a przez
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Wijf liczby waryacyj mozebnych z in przedmiotéw po n branych,
otrzymamy zwigzek

ztad sie wycigga

to jest ze, dla otrzymania liczby kombinacyj z m przedmiotow
branych po n, nalezy podzieli¢ liczbe waryacyj mozebnych z tych
m przedmiotéw branych po n, przez liczbe przemian ktérg mozna
wykona¢ na grupie zawierajac¢j w sobie n przedmiotow.

Po znalezieniu wiec wartosci Wjf i Pn ; znajdziemy, tém sa-

mem, za pomocag wzoru powyzszego wartos$é¢ Kjf .

Dla tatwiejszego zrozumienia, przypusémy ze przedmioty o ktore
rzecz idzie sg literami alfabetu, K” oznacza¢ bedzie wtedy liczbe
sposoboéw wziecia m liter po n, tak dalece ze sie otrzymuje,
mnozac je, tylez wieloczynéw réznych. P, oznaczaé bedzie liczbe
sposobéw napisania wciaz jedne po drugich n liter oznaczonych.
Nakoniec W™ oznacza¢ bedzie liczbe sposob6w napisania wcigz
jedne po drugich n liter, wzietych, wszelkiemi sposobami moze-
bnemi, z catkowitej liczby m liter.

WARYACYE.

473. Niech beda a, b, c, d, /I, k, 1, litery wziete pod
uwage w liczbie m.

Liczba waryacyj z tych m liter wzietych po jednej Jesi oczywiscie
rowng liczbie tych liter; mamy wiec

wl" = m.

Starajmy sie utworzy¢ waryacye z m liter Syzietych po dwie.
Do osiagniecia czego, wystarczy wzigé¢ z kolei kazda z m liter, i
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napisa¢ po prawej jej stronie kazda z nt— | liter pozostatych;
co daje

Znajdziemy tym sposobem wszystkie waryacye z dwoéch liter
ztozone; na dowodzenie tego dosy¢ wykaza¢ ze zadna waryacya nie
zostata opuszczong, ani tez zadna nie byta powtdrzong. Otoz,

1° uwazmy waryacyg jakakolwiek ck. Brano kazda z kolei litere
dla utworzenia jakiejkolwiek kolumny pionowej; wzietg wiec zo-
stata mianowicie litera c. I'o tej literze, zostala napisang kolejno
kazda z liter pozostatych ; zostala wiec napisang szczeg6lnie litera k;
co dato waryacyg ck. Wiec, zadna waryacya nie zostata opuszczong.

Poréwnajmy dwie waryacye jakiekolwiek napisane w tablicy
powyzszej. Albo te waryacye bedg sie znajdowaty w tej samej ko-
lumnie pionowej, a wtedy bedg sie miedzy sobg roznity ostatnig
literg; albo te waryacye bedg sie znajdowaty w dwoch kolumnach
réznych, a wtedy bedg sie one miedzy sobga réznity pierwsza litera.
Wiec wszystkie otrzymane waryacye sg rézne.

Wiec nakoniec, mamy istotnie tym sposobem wszystkie waryacye
z dwoch liter ztozone. Pozostaje oznaczy¢ ich liczbe. Ot6z, znajduje
sie tyle kolumn ile jest waryacyj z m liter wzietych "o jednej czyli
tyle ile jest liter, tojest m; aze mamy m — 1 waryacyj w kazdej
kolumnie, jest wiec catkowicie m(m — 1) waryacyj z m liter
wzietych po dwie ; mamy przeto :

Utwdrzmy waryacye z trzech liter ztozone. Aby lo otrzymaé,
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dosy¢ wzig¢ kazda z kolei waiyacyg utworzong z in liter wzietych
po dwie, i napisaé po prawej jej stronie m — 2 liter pozostatych,
co daje

Otrzymamy istotnie tym sposobem wszystkie waryacye ztozone
z trzech liter. W rzeczy samej :

1" Uwazmy waryacyg jakakolwiek bek. BraliSmy, z kolei, kazda
waryacyg otrzymang z m liter wzietych po dwie dla otrzymania
jakiejkolwiek kolumny pionowej; wzietg wiec zostata w szczegol-
no$ci waryacya be. Napisana zostata po niej kazda z liter pozosta-
tych; napisang wiec zostata w szczegdlno$ci litera /f, co utworzyto
waryacya bek. Wiec zadna z waryacyj nie zostatla opuszczona.

2° Poréwnajmy dwie waryacye jakiekolwiek napisane w tablicy
powyzszej. Albo te waryacye sg w tejze samej kolumnie pionowej,
a wtedy réznig sie miedzy sobg ostatnig literg; albo te waryacye sg
w dwdéch kolunmach réznych, a wtedy ro6znig sie przynajmniej
porzadkiem dwoéch pierwszych liter, jak nbk i bak. Wiec wszyst-
kie waryacye napisane sg rézne.

Wiec nakoniec, mamy istotnie tym sposobem wszystkie waryacye
z liter wzietych po trzy. Pozostaje wskazac ich liczbe. Ot6z, znajduje
sie tyle kolumn ile jest waryacyj z m liter wzietych po dwie, to jest
Wf albo m(m — 1); a ze, w kazdej kolumnie, mamy m — 1
waryacyj, jest wiec catkowicie m(m — I)(m — 2) waryacyj z m
liter wzietych po trzy; przeto mamy

Prawo tworzenia sie tych warto$ci jest oczywiste”®i. Lecz mozna
je dowies$¢ sposobem ogdlnym. Przypu$sémy ze juz znaleziong zostata
liczba waryacyj z m liter wzietych po n — 1, i ze chcemy
utworzy¢ waryacye z m liter wzietych po n. Aby to otrzymad,
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dosy¢ wzia¢ z kolei kazdg z warto$ci utworzonych z m liter wzie-
tych po — 1, i napisa¢ po niej kazda z liter pozostatych, ktore sg
w liczbie m — (n — i) albo w — n 1. Utworzy sie tyle kolumn
pionowych ile jest waryacyj otrzymanych z rn liter wzietych po
n— 4, i kazda z tych kolumn bedzie miata m — n-\- \ waryacyj.
I'" Zadna waryacya mogaca by¢ otrzymang z m liter wzietych po n
nie zostata opuszczong; gdyz, niech bedzie, na przyktad, warya-
cya abc <jh ktérg przypus¢my utworzong z n liter. BraliSmy
z kolei kazdg waryacyg otrzymang z m liter wzietych po w-- 1
dla utworzenia jakiejkolwiek kolumny pionows$j; wzieta wiec zo-
stata mianowicie waryacya abc g. Napisang zostata po niej kazda
z liter pozostatych; napisang wiec zostata w szczeg6lnosci litera h,
co utworzyto waryacyg abc gh. 2° Zadna waryacya nie byta po-
wtdrzong ; gdyz, jezeli porownamy dwie waryacye napisane w ta-
blicy $wiezo przez nas utozon¢j, albo te waryacye bedga sie znaj-
dowaty w tejze samej kolumnie pionowej, a wtedy beda sie one
miedzy sobg roznity ostatnig litsra; albo bedg sie znajdowatly
w dwéch kolumnach roéznych, a wtedy bedg sie one miedzy sobg
réznity przynajnmiej porzadkiem n — 1 pierwszych liter, jak
abc gh i gbc ah.

Wiec nakoniec, mamy istotnie wszystkie waryacye zawierajace po
n liter. Dla wskazania ich liczby, nalezy pomnozy¢ liczbe kolumn,
albo liczbe waryacyj otrzymanych z m liter wzietych po n — 1, to
jest przez liczbe waryacyj zawartych w kazdej kolumnie,
to jest przez w —n 1; otrzymamy wiec

Ta formuta jest ogdlng, mozna w niej da¢ na n wszystkie war-
tosci catkowite od 2 az do n; otrzymuje sie tym sposobem
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Mnozgc te rdéwnos$ci stronami, znoszac czynniki W#*, WA,

sp6lne obu cztonkom, i zastepujac czynnik  Wj"
przcz jego warto$¢ m, otrzymamy

hlk. uwaca. Drugi cztonek sktada sie z n czynnikéw, ktore idg
zmniejszajac sie o jednos$é, poczg\vszy od m ktory jest pierwszyni.
Tak wiec liczba czynnik6\>' jest zawsze rownag skazéwce n przy-

wigzanej do ; liczba waryacyj wzietych po dwie jest wyrazong
przez 2 czynniki ; liczba waryacyj wzietych po trzy jest wyrazong
przez 3 czynniki, it. d.; liczha waryacyj wzietych po n jest wy-

razong za pomoca n czynnikéw.

PRzZYKLAD 1. lle mozna utworzy¢ liczb z TrzecH cyfer  otrzymanych
z Piijciu poczatkowych cyfer nieparzystych 1, 5 7, 9?

Liczbg szukang jest liczba waryacyj zpieciu przedmiotow wzie-
tych po trzy; jest wiec réwng wieloczynowi z 3 czynnikdw, kto-
rych pierwszym jest 5, a inne idag zmniejszajac sie kalejno o
jednosé. Ta liczbg jest wiec

albo

PRzYKLAD I1. lle mozna utworzy¢ wstgzek majacych rysy czTeEROKoO-
Lorowe wziete z siEumy] koloréw  pryzmatu?

Liczbg szukang jest liczba waryacyj z 7 {)rzedmiotow wzietych
po cz/el'?l; jest wiec rowng wieloczynowi z 4 czynnikéw, ktérych
pierwszym jest 7, a inne idg zmniejszajac sie kolejno o jednosé¢.
Ta liczbg jest wiec

albo 840,

PRZYKLAD I11. Szeéciu graczy bawig sie grg w karty rv ktorej daje
sie jedng karte kazdemu ; lo iloraki sposob korty tych graczy zmienic¢
sio mogg ?
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Liczba szukang jest liczba waryacyj z 32 przedmiotéow wzietych
po sze$¢; jest wiec réwng wieloczynowi z 6 czynnikéw, ktérych
pierwszym jest 32, a inne idg zmniejszajac sie kolejno o jednosé,
Ta liczbg jest wiec

32 X 31 X 30 X 29 X 28 X 27 albo 652458240.

Gdyby gra byta z 52 kart, liczbg szukang bytaby

52 X 51 X 50 X 49 X 'i8 X hi albo 14658134400,

PRZEMIANY.

475. Obrachujmy teraz liczbe przemian mozebnych, ktéra sie daje
wykona¢ na n przedmiotach. Przemiany ro6znig sie od waryacyj
tem tylko ze sie bierze wszystkie litery; innemi stowy, liczba prze-
mian z n przedrriotow jest réwng liczbie waryacyj z n przedmio-
tow po w; to jest ze mozna napisac

Gdy wiec zastagpimy m przezn w warto$ci na W"#, otrzymamy
warto$¢ Prj. Otrzymuje sie tym sposobem

albo

To jest liczba przemian z n przedmiotow jest rowng wieloczy-
nowi ciggu naturalnego liczb catkowitych, od 1 az do n.

Zauwazy¢ nalezy ze, tak tu jak we wzorze waryacyj, liczba czyn-
nikow jest réwng n.

Moznaby byto wyprowadzi¢ wprost te formute.
Przypusémy, w rzeczy samej, ze sie znalazto przemiany z n— 1

liter a, b, ¢ k, i ze ich liczba jest P,_,. Dla utworzenia
przemian z n liter, wezmie sie kazdg z przemian ?— 1 liter.
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i wprowadzi sie do niej litere, /, kolejno na wszystkie miejsca.
Przemiany tym sposobem otrzymane bedag wszystkie rézne; gdyz
beda sie one miedzy sobag roéznity, albo porzadkiem n — 1 liter
pierwotnych, albo miejscem ktore zajmuje n”™ litera wprowadzona |I.
Wreszcie, zadna nie bedzie opuszczona; gdyz, jeSli zauwazymy
przemiane ahlc k, na przyktad, widzimy ze ta pochodzi z prze-
miany ahc k zawierajacej n— 1 liter, w ktor¢j zostata wpro-
wadzong litera L na trzecie miejsce : ta przemiana jest wiec takg
jaka powinna byta by¢ otrzymang. ZnalezliSmy wiec istotnie tym
sposobem wszystkie przemiany z n liter. Ot6z, kazda przemiana
Z D _ 1 liter dostarczy n przemian z n liter ; gdyz litera | moze
by¢ potozona na n miejscach r6znych.

Otrzymamy wiec

Jezeli, w tym wzorze, ktory jest ogdlnym, wezmiemy na n
wszystkie warto$ci od 2 az do n, znajdziemy

Mnozgc stronami, znoszgc czynniki spélne w obu cztonkach,
i uwazajac ze liczba przemian zyerfwe/litery jest réwng 1, albo ze
P, = 1 przyjdzie

476. Moznaby jeszcze przemiany w ten sposob wytozy¢.

Kiedy liczby /niw sg rownemi, wszystkie przedmioty figuruja
w kazdej grupie ; te waryacye roznigce sie tylko rozporzadzeniem
przedmiotow, biorg nazwisko przemian. Oznaczywszy przez liczbe
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przemian z m przedmiotdw, majny formute

Wslvazuie sie czesto wieloczyn 1.2. 3 .'.... m przez oznaczenie m!

Oto sposéb postepowania dla utworzenia przemian. Uwie litery
a i b dajg miejsce tylko dwom przemianom ab i ba. W przypadku
trzech liter a, b, c, kiadzie sie ¢ po prawej stronie kazdej z prze-
mian ab i ba, potem posuwa sie kolejno te litere o jedno miejsce
od prawej ku lewej rece az do pierw”szego miejsca. Tym s])osobem
przemiana ab dostarczy

a przemiana ba

Ogo6lnie, majac dane wszystkie ])rzenilany z m — 1 przedmio-
tow, utworzymy przemiany z in przedmiotow ktadac m*y po prawdj
stronie kazdej z przemian poprzedzajacych, i posuwajgc go kolejno
o0 jedno miejsce od prawej ku lewej rece az do pierwszego miejsca.

PRzYKtAD 1. llu sposobami motmi zaprzadz do dylizansu s honi
oznaczonych '/

Liczbg szukang jest liczba przemian z pieciu przedmiotow; jej

warto$¢ jest wiec

PRZYKLAD U. Gospodyni domu ofiaruje swym gosciom 12 talerzy
deseru ; ilu sposobami moga one by¢ ustoioionenii na stole?

Liczbg szukang jest liczba przemian z dwunastu przedmiotow,

to jest

1.2.3.4.5.6.7.8,9.10.11.12 albo 479001600,
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przvkeaD fll. llu sposobami karty moga by¢ ulozone to pakiecie zf
2/t kart ?

Liczba szukang jest liczba przemian z 24 przedmiotéw ; to jest
1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13.14.15.16.17.18.19.20.21.22.23.2/1.
Wykonywajac rachunki, otrzyma sie

620448401733239439360000.

WIELOCZYNY ROZNE.

477. Znalaztszy liczbe waryacyj z m przedmiotow wzietych
po n, i liczbe przemian mozebnych z n przedmiotéw, otrzymuje
sie natychmiast liczbe konibinacyj wzietych po n za pomocg for-
muty

uzasadnionej w numerze 472.

Podstawiajagc za W” i P, ich wartosci (473, 475), znajdziemy

Jest, w todm wyrazeniu, n czynnikéw w liczniku i tylez w mia-
nowniku. Licznik ma za swdj pidrwszy czynnik liczbe catkowitg m
przedmiotéw; inne czynniki idg zmniejszajac sie kolejno o jednos$¢.
Mianownik jest wieloczynem ciggu naturalnego liczb catkowitych
od 1 az do liczby n przedmiotéw wchodzgcych do kazdej kombi-
nacyi.

Moznaby byto otrzymac takze te formute wprost.

Przypus¢my ze sie znalazto kombinacye z m liter wzietych po
n— 1, i zechcemy utworzy¢ kombinacye z tychze liter wzietych
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po n. Mozna bedzie, po prawej stronie kazdej kombinacyi zlozon$j
zn— 1 liter, napisa¢ kolejno kazdg z m — (n — 1) albom—n-}- 1
liter pozostatych. Lecz, jest tatwo dostrzedz ze kazda kombinacya
zawierajgca n liter, bedzie tym sposobem powtérzong n razy;
gdyz ona pochodzi zaréwno z wprowadzenia jedhs$j ktorejkolwiek
z n liter do niej wchodzacych, do kombinacyi utworzonej z ?— 1
innych.

Dla otrzymania liczby kombinacyj z liter wzietych po n, bedzie
przeto potrzeba mnozy¢ liczbe kombinacyj z liter wzietych po w —1
przez m —n i dzieli¢ wieioczyn przez n. Tak wiec mamy

Jezeli, w tym wzorze, ktory jest ogdlnym, wezmiemy na n
wszystkie wartosci od 2 az do «, znajdziemy szereg réwnosci

Mnozac stronami, znoszac czynniki sp6lne 'w obu cztonkach, i

uwazajac ze albo j, przyjdzie
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his.  Uko sposéb postepowania dla utworzenia wieloczynéw réz-
nych. Niech bedzie pie¢ liter a, h, c, d, e. Wieloczyny ztozone z liler
wzietych po divie otrzymujg sie mnozac |azda litere kolejno przez
litery po niej nastepujace ; temi wieloczynami sg wiec

Utworzg sie wieloczyny zawierajgce po trzy litery, mnozac kazdy
z wieloczynéw poprzedzajacych przez rézne litery ktore nastepujg
po ostatnim czynniku wieloczynu uwazanego; znajdziemy tym
sposobem

Ogodlnie, dla utworzenia wieloczyndw z m przedmiotéw wyjetych
po n, potrzeba potozyé po prawej stronie kazdego wieloczynu
rzedu poprzedzajacego, rézne przedmioty ktoére nastepujg po przed-
miocie konczacym ten wieloczyn.

1'RZYKLAD I. W radzie zlozonej z dwunastu czlonkéw, wycigga sie
losem kommissya z pieciu cztonkdic, dla zajecia sie pewng pracg. llu
sposobami ta kommissyg mogtaby by¢ ztozong?

Liczbg szukang jest liczba kombinacyj z dwunastu przedmiotéw
wzietych po pie¢. Licznik musi sie sktada¢ z pieciu czynnikéw
12.11.10.9.8; a mianownik z pieciu czynnikow 1,2.3,4.5. Liczba
szukang bedzie wiec

albo 11.9.8 albo nakoniec 792.

przYKtAD Il. "ocztmistrz, majgcy 15 koni iv swej stajni, musi ich
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dostarczy¢ U do przeprzeyu powozu 0s6b odbywajacych podréz  extru-
poczta; ilu sposobami moze on to wykonac?

Liczbg szukang jest liczbha kombinacyj z pietnastu przedmiotow
wzietych po cztery. Licznik musi sie sktada¢ z czterech czynnikéw
15.14.13.12; a mianownik, z czterech czynnikéw 1.2.3.4. Liczba
szukang bedzie wiec

albo 15.7.13, albo nakoniec 1365.

PRZYKLAD 11L Kazdy gracz rozdajgcy  karty, w grze pikietowe;j,
daje 12 kart z 32 sivemu przeciwnikowi;  ilu sposobami tenze jego prze-
ciwnik moze by¢ ustuzonym?

Liczbg szukang jest liczba kombinacyj z 32 przedmiotéw wzietych

po tuzinie, to jest

albo, znoszac czynniki spélne w liczniku i mianowniku,

31.29.26.23.21.20 albo 225792840

479. uwaca L Warto$¢ K7™ moze by¢ potozona pod innym
ksztattem ktéry dobrze jest poznac.

Pomnozywszy dwa wyrazy Kjf przez wieloczyn

albo

otrzymamy

Ot6z, licznik jest wtedy wieloczynem ciggu malejacego liczb
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catkowitych od m az do 1, albo, co na jedno wychodzi, wielo-
czynem ciggu naturalnego liczb od 1 az do m. Mozna wiec na-

pisaé

A poniewaz K~ jest koniecznie liczbg catkowitg, widzimy ze wie-
loczyn ciggu naturalnego liczb od 1 az do mjest zawsze  podzielnym
przez wieloczyn 1.2.3.... n, oraz przez icieloczyn 1.2.3.... {m —n),

i przez ivieloczyn z tych dwoch  wieloczyndw.

Moznaby byto zauwazyé podobniez, pod pierwszym ksztattem K
ze wieloczyn m{m= 1) (m — 2).... (m — n 4-1) jest zawsze po-
dzielnym przez wieloczyn 1.2.3.... albo ze luieloczyn z n liczb
catkowitych po sobie nastepujacych jest zawsze podzielnym przez — wie-
loczyn z n liczb  poczatkowych.

uwagAa Il. Wynika takze z formy ktorg nadaliSmy wartosci K~*
ze liczba kombinacyj z m przedmiotbw wzietych po n, jest réwng
liczhie kombinacyj z tychze samych przedmiotéw wzietych po m — n.

W rzeczy samej, wzér powyzszy jest ogoélnym, Uiozna wiec dac
dla n warto$¢ jakagkolwiek byleby mniejszag jak m; dajmy mu
warto§¢ m — n, to jest przemielimy n na m—w; wyniknie
ztad ze m—n przemieni sie na w —(("J — n) albo na n. Znaj-
dziemy wiec

Przeto

co byto do dowodzenia.

Moznaby byto dostrzedz te witasno$¢ wprost. Gdyz, jezeli wezmie-
my n liter, na przyktad, z wiekszej ich liczby m, pozostanie
ich m — n; dla kazdej kombinacyi z n odpowiada jedna kombi-
nacya z m— n liter, ivice uersa. A jezeli kombinacye z liter wzie-
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tych po n sg wszystkie rozne, bedzie toz samo miato miejsce
z kond)inacyami z liter w”zietych po m—n, i odwrotnie. Wiec te
kombinacye sg w tejze samej liczbie.

480, zAGADNIENIE |. Pomiedzy  koinbinacyami z dwunastu litei*,
a, b, c,..., it d, wzietemi po rie¢, ile znajduje sie takich ktore zawie-
rajg zarazem Trzy litery oznaczone a, b, ¢?

Na rozwigzanie tego zagadnienia, wystawmy sobie ze chcemy
utworzy¢é kombinacye z liter wzietych po pie¢ ktére zawierajg zara-
zem a, ™i c. Rozpoczniemy od napisania tych 3 liter; a za temi trzema
literami, potrzeba bedzie napisac inne, wziete pomiedzy 12 —3
albo dziewiecioma literami pozostatemi. Liczbg szukang jest wiec
liczba kombinacyj z 9 liter wzietych po divie ; to jest

albo

Gdyby zadano wiedzie¢ ogélnie : ile, poyniedzij kombinacyanii
z m liter ‘wzigtych po n, jest takich ktére zawierajg zarazem p liter
oznaczonych? zauwazytoby sie podobniez ze, dla otrzymania kombi-
nacyj zadanych, nalezatoby naprzéd napisa¢ p liter wchodzgcych
do wszystkich tych kombinacyj, potem dopetni¢ liczbe n liter
w kazd$j kombinacyi, biorac n — p liter spetniajagcych poniiedzy
m — p literami jeszcze nie napisanemi. Liczbg szukang bytaby
wiec liczba kombinacyj z m — p liter wzietych po n — />, to jest

albo
ZAGADNIENIE 1L  Pomiedzy kombinacyami z dwunastu liter
a, b, c,...., i t. d, wzietych po riec, ile jest takich ktdre nie zawie-

rajg ni a, ni b, ni c?

Jezeli si¢ odiozy na strone 3 litery a, b, ¢ ktére nie powinny
wchodzi¢ do kombinacyj zgdanych, pozostanie ich 12 — 3 albo 9;
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liczbg szukang jest wiec liczba kombinacyj z dziewieciu liter wzie-

tych po pie¢, to jest

albo 126.

Gdybys$my chcieli wiedzie¢ ogélnie ; ile, pomiedzy hombimicyami
z m liter lozietych po n, jest takich ktdre nie zawierajg zadnej z p
liter oznaczonych a, b, ¢, i t. d, zauwazytoby, sie podobniez ze
odtozywszy na strone te p liter ktére nie powinny wchodzi¢ do
kombinacyj zadanych, pozostatoby ich m ~~p. Liczbg szukang
bytaby wiec liczba kombinacyj z w— p liter wzietych po n, to
jest

ZAGADNIENIE 111, Pomiedzy  kombinacyami z dwunastu liter
a, b, c,..., it d, lozietych po riec¢, ile jest takich ktére zawierajg
przynajmniej jedng z 3 liter a, b, c?

Gdy sie znajdzie liczbe wszystkich kombinacyj ztozonych =z liter
wzietych po pieé, j)otem liczbe tych kombinacyj ktdre nie zawie-
rajg ni a, ni b, ni c, roznicg tych dwoéch liczb bedzie liczba
kombinacyj do ktérych wchodzi koniecznie jedna przynajnmiej
z 3 liter a, b, ¢c. Otéz, liczbg wszystkich kombinacyj z dwunastu
liter wzietych po pie¢ jest

Dopiero co otrzymalismy ze liczbg tych kombinacyj do ktérych
nie wchodzag ni a ni b, ni ¢ jest 126; ro6znica 792 — 126,
albo 666 bedzie wiec liczbg szukana.

Gdybysmy chcieli dowiedzie¢ sie ogdlnie : ile, pomiedzy kombi-
nacyami z m liter wzietych po n, jest takich ktére zawieraja  przy-
najmniej jedng z p liter oznaczonych a, b, c, it d, zauwazali-
bySmy podobniez ze liczbg szukang jest rdéznica miedzy liczbg
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wszystkich kombinacyj z m liter wzietych po n, a liczhg tych
kombinacyj nie zawierajacych zadn$j z p liter oznaczonych;
liczba ktéra zostata Swiezo wyrazong. Liczba szukang bytaby wiec

PRZEMIANY Z POWTORZENIEM.

481. Liczba przemian ktdrg mozna wykona¢ na przedmiotach  roz-

nych a, b, c, 1, biorgc kazdy 1z nich liczbe razy  odpowiednio
rowna a, (3, y, X, jest dang przez formute

(1/
w ktore

W rzeczy sam¢j, m przedmiotéw roéznych

datyby miejsce do m/przemian. Wystawmy sobie te przemiany
uporzadkow”ane w grupy takie, ze w kazdej z nich, dla przejscia
z jednej przemiany do drugiej, wystarczy przemieni¢ miedzy sobg
przedmioty 02 Oa; kazda grupa bedzie zawierata al! prze-
mian, ktore sie sprowadzg do jednej kiedy « przedmiotow
flj al tta stang sie rownémi a; liczba wszystkich przemian
sprowadzi sie wtedy do liczby grup poprzedzajacych, to jest
do ; . Zobaczymy tak samo ze, kiedy przedmioty by beda
zastgpionemi przez b, liczba przemian musi by¢ podzielong
przez (3! itak dalej. Tak ze formuta ostateczng jest wtasnie for-
muta
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Nu przyktad, jezeli mamy cztery lilery a i pie¢ liter b, z temi
dziewiecioma  lilorami mozna utworzy¢ liczbe przemian oznaczong

przez

albo

- PRAWDOPODOBIENSTWA.

482. W grach hazardownych, forma gry oznacza pewng liczbe
kombinacyj mogacych sie wszystkie urzeczywistni¢ zaréwno i daja-
cych sie rozdzieli¢ na dwie kategorye : te ktére sg korzystne dla
gracza i te ktore stanowig jego strate. Gtdwnym interesem gracza
jest przedewszystkiem wiedzieé, nie o liczbie bezwzgledn$j przy-
padkéw mu przychylnych lub przeciwnych, lecz jedynie o stosunku
liczby przypadkéw  szczeSliwych  do liczby catej wszystkich przypad-
kéw. Ten stosunek przyjat nazwisko  praicdopodobienstwa.

Oto kilka przyktadéw :

Urna zawic¢ra 50 kulek miedzy ktoéremi jest 30 biatych a 20 czar-
nych; gracz zaktadajacy sie o wyciagniecie jednej kulki biat¢j ma

(M'awdo{)odobieristvvo wygrania réwne a prawdo[)odo-

bieAstwo jego przeciwnika jest

z gry kompletnej 52 kart wycigga sie 13 kart tegoz samego
koloru, uktadajgc je na los szczesScia. Jakie jest prawdopodobien-
stwo sprowadzenia w dwoch pierwszych kartach kréla i damy?
Liczbg rozporzadzen mozebnych z 13 kart jest 1.2.3....13, a po
ustaleniu krola i damy na pierwszem i na drugi¢ni miejscu, pozo-
staje tylko 11 kart ktére mozna rozporzadzi¢ 1.2.3....11 sposobami;
podobieAstwo szukane jest wiec



580 ROZDZIAL XXlii.

Takiemi sg zadania ktére daty miejsce do teoryi kombinacyj;
ta teorya, ktorej znajdujg sie pierwsze $lady w logistyce (aryt-
metyka ogolna) JaNA BUTTEO (1559), nalezy sie wihasciwie mowiac

prac()m PASKALA, FERMAT'A, LEIBMTZ'A, 1}ERINOULLI'EGO.

CWICZEINJA.

I. Pewien gracz bierze 12 karl z 32 ; ilu sposobami bedzie mogio sie¢ zda-
rzy¢ : 1® aby ten gracz mial k asy ; 2" aby nie miat zadnej ligury; 3° aby miat
przynajmniej jedna zotadz ?

Stosujac formuty numeru 480 znajduje sie nastgpujace odpowiedzi :
1" 3108105 sposobami; 2" 125970 sposobami; 22308868ii sposobami.

li. Daje sie nazwisko kumbiiiacyj zupelnych tym w ktérych kazda htera
moze by¢ potaczong z nigz sama i ze wszystkiemi. Dowie$¢ ze liczba kombinacyj
zupetnych z m liter wzietych po n jest réwna liczbie kombinacyj bez powt6-
rzenia z m-\-7i — 1 liter wzietych po 7i 20 Liczba waryacyj zupetnych

z m liter wzietych po n jest

I11. Oznaczywszy j)rzez liczbe sposobéw roztozenia wielokata na trdjkaty

przez przekatne, maniy

»

IV. kaczy sie po dwa, przez linie proste, n punktéw takich, ze trzy jakie-
kolwiek z pomiedzy nich nii; s3 w linii prostej. Jaka jest liczba przecie¢ popro-

wadzonych linij ?
Znajduje sie

V. n oséb sg ustawione w koto; kazda z nich posiada pewng summe z kté-
réj jest obowigzang wreczy¢ czastke oznaczong swemu sasiadowi na prawo
kazda wigc odbierze pewna summe do iew”j reki a wreczy inng z reki prawej.
Chcemy oznaczy¢ jakie powinny by¢ stosunki fortun pierwotnych aby po wy-

mianie osoby byty zaréwno bogate.
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DWUMIAN NEWTONA.

AYTELOCZYN Z ILUKOLWIEK DWUMIANOW MAJACYCH TENZE SAM

PIERWSZY WYRAZ.

483. Tv, IERDZENIE. Wielovzjin z m loielominnéw jest summg alge-
braiczng wszystkich loieloczijnébw z m czynnikdw utworzonych z jed-
nego wyrazu pierwszego luielomianu, jednego wyrazu drugiego,

i jednego wyrazu  ostatniego.

JuzeSmy raz to twierdzenie dostatecznie wuzasadnili (28), teraz
udowodnimy je na nowo innym sposobem.

Drugie dowodzenie.  Twierdzenie to zostalo juz dowiedzionym
w przypadku dwoch czynnikéw (27); dosy¢ przeto okaza¢ ze kiedy
to twierdzenie jest prawdziwem dla wieloczynu P zlozonego z n
wielomianéw, jest takze prawdziw$m dla wieloczynu ztozonego
z n\- \ wielomianéw.

Ot6z wynika z réwnosci

i ze sktadu wieloczynu P :

1° Ze wszystkie wyrazy nowego wieloczynu zamykaig w sobie
n 1 czynnikéw, do ktorych sktadu wchodzg : jeden wyraz
pierwszego wielomianu, jeden wyraz drugiego,..., ijeden wyraz
ostatniego;

2° Ze wszystkie te wyrazy sa rézne, poniewaz dwa jakiekolwiek
z pomiedzy nich réznig sie miedzy sobg, badz to ostatnim czynni-
kiem, badZ to wyrazem pochodzacym z wieloczynu P;
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3° Ze wszystkie mozliwe wieloczyny z n-f 1 czynnikéw zostaty
otrzymane ; gdyz umiesciliSmy kolejno kazdy z wyrazéw ostatniego
wielomianu po praws$j stronie wszystkicti wieloczynéw z n czynni-
kéw utworzonych, bioragc jeden wyraz w kazdym z n pierwotnie
danych wielomian6w.

USk. Zastosujmy to twierdzenie do wieloczynu z m dwumianéw

uporzadkowanego wedtug poteg ubywajacych litery x.

Wieloczyn z tych rn czynnikéw dwumianowych jest summa
wieloczynédw otrzymanych biorgc wszelkiemi sposobami mozebnemi
jeden wyraz w kazdym z nich. Jezeli wezmiemy pierwsze wyrazy
m dwumianéw, otrzymamy pierwszy wyraz wieloczynu. Jezeli
wezmiemy drugi wyraz a w pierwszym czynniku dwumianu, i
pisSrwszy wyraz x we wszystkich innych, otrzymamy wielo-
czyn ktory jest stopnia m — 1; biorgc tak samo drugi
wyraz b w drugim czynniku dwumianowym, a pierwszy wyraz x
we wszystkich innych, znajdziemy ; jednem stowem, drugi
wyraz jakiegokolwiek z czynnikéw dwumianowych, potaczony
z pierw\szemi wyrazami wszystkich innych, daje na wieloczyn

wyraz zawierajacy Zebrawszy wszystkie te wyrazy stopnia
m — 1, widzimy ze ma za mnoznik summe z m ilosSci
a, b, summe ktérg w skrdéceniu oznaczymy przez Sj. Tak

wiec drugim wyrazem wieloczynu jest Sitr'-'.

Wezmiemy teraz drugie wyrazy w dwoéch jakichkolwiek czynni-
kach dwumianowych, a pierwsze we wszystkich innycti, utworzymy
wyrazy stopnia m — 2, takie jak it d.
Zebrawszy wszystkie te wyrazy, widzimy ze potozone na
czynnik spolny, bedzie rozmnozone przez summe kombinacyj z m
liter a, b,..I po divie branych. Oznaczmy przez So summe tych
kombinacyj; trzecim wyrazem wieloczynu bedzie S-ja?™""

Biorgc takze drugie wyrazy w trzech jakichkolwiek czynnikach
dwumianowych a pierwsze we wszystkich innych, utwx)rzymy wy-
razy stopnia m— 3, takie jak it d. Zbierajac
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te wyrazy w jeden, i nazywajagc S3 summe kombinacyj z liter
a, branych po trzy, otrzymamy czwarty wyraz Ssa;"-" wie-
loczynu.

Ogdlnie, biorgc drugie wyrazy w n jakichkolwiek czynnikach
dwumianowych a piérwsze w m —n innych, utworzymy wyrazy
stopnia m — n-, zebrawszy te wyrazy i przedstawiwszy przez S,
summe kombinacyj z m liter a, b, ,/ po n branych, znaj-

dziemy wyraz og6lny wieloczynu :

Otrzymamy wyrazy pierwszego stopnia biorac drugie wyrazy we
wszystkich czynnikach dwumianowych, wyjawszy w jednym, a
pierwszy w tym ostatnim; te wyrazy zebrane dajg przedostatni
wyraz wieloczynu Nakoniec wieloczyn abc,..| drugich

wyrazdw we wszystkich czynnikach dwumianowych, wieloczyn
ktéry oznaczymy przez S, daje ostatni wyraz wieloczynu szu-
kanego.

Tak wigec wieloczyn z m czynnikdw dwumianowych rozwija sie

spos6b nastepujacy :

A zatém wieloczyn z m dwumiandw jest

DWUMIAN NEWTONA.

485. Gdy uczynimy a— b=zc=...=zl w rownosci poprzedza-
jacej, pi¢rwszy cztonek staje sie

W drugim cztonku, kazdy wyraz summy S" sprowadza sie do o,
a tSm samem, Sj jest rownem ma. Kazdy wyraz summy 82 spro-
wadza sie do d?; zatdém 82 réwna sie a- wzietemu tyle razy, ile
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moze powstawac réznych wieloczynéw z m ilosci branych po dwie,
to jest

Podobniez, kazdy wyraz sunniiy S3 sprowadza sie do zatem
S3 réwna sie a? powtdrzonemu tyle razy ile mozna otrzymac réz-
nych wieloczynéw z in iloSci branych po trzy, to jest

W.ogélnosci, kazdy wyraz summy S, réwna sie 0" rozmnozo-
nemu przez liczbe pokazujacg ile wypada réznych wieloczynéw zm
iloSci branych po n, to jest

Nakoniec, ostatni wyraz, albo wieioczyn z m iloSci jownych
a, by.., I, sprowadza sie do

Tym sposobem postepujac znajdujemy wzor

znany w algebrze pod nazwiskiem dwumianu iSewtona (binornium
Neutoni). Jest on niezmiernie rozlegtego w catej matematyce nizszej
uzycia; stuzy bowiem do utworzenia rozwinigcia potegi jakiejkol-
wiek dwumianu.

Zmiana 0 na — 0 nie zmienia wyrazéw potozonych na miejscach
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nieparzystych jako zawierajagcych potegi parzyste ilosci a; daje
znak — dla wyrazéw zajmujgcych miejsca parzyste; mamy wiec

486. uwAaGAa. We wzorze dwumianu, wyktadniki ilosci x ida
zmniejszajac sie stopniami o jedno$¢, wyktadniki za$ iloSci a idg
przeciwnie powiekszajac sie o jedno$¢ ; summa wyktadnikéw obu
ilosci a i x w kazdym wyrazie jest stale rébwng m.

Liczbg wyrazéw rozwiniecia jest zawsze m \\ gdyz wyktad-

niki ilosci X tworzg szereg z m poczatkowych liczb catkowitych,
powiekszony wykt.' " klikiem zero ostatniego wyrazu,

czyli, razem wzigwszy m-\-\" wyrazow.

487. W rozwinieciu (X -j- a*" wyrazy réwnooddalone od skrajnych
majg Sfotczynniki réwne.

W rzeczy samej, spOiczynnik wyrazu majacego przed
sobg n wyrazéw, jest liczbg K~ réznych wieloczynéw z m liter
wzietych po n; spo6tczynnik wyrazu ~""-"je" majacego po sobie

n wyrazéw, to jest spdiczynnik wyrazu ktéry ma ich przed sobg

m —n, jest liczbg roznych wieloczynéw z m liter wzie-
tych po m —n\ ot6z wiemy ze te dwie liczby K” i sg so-
bie réwne.

Mozna jeszcze powiedzie¢ ze {x -}- «)"» jest symetrycznem wzgle-
dem ilosci X i a, wiec toz samo powinno sie rozumie¢ 0 jego
rozwinieciu; bytno$é¢ wyrazu A2a?™"™" pocigga wiec za sobg exys-
tencya wyrazu symetrycznego ot6z te dwa wyrazy, ma-
jace tenze sam spotczynnik, sg réwnooddalonemi od skrajnych;
jeden z nich ma n wyrazéw znajdujacych sie przed nim a drugi
n wyrazéw nastepujacych po nim.
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488. Din przejScia z jakiegokolwiek wtjrazu do tut po nim nastepu-
jacego w rozwinieciu  (x -j- @™, nalezy doda¢ 1 do wyktadnika ilosci a,
zmniejszy¢  wyktadnik ilosci  x o jedno$¢, rozmnozy¢ dawny  spoiczyn-
nik przez dawny loyktadnik ilosci x i rozdzieli¢ przez nowy ivy-
ktadnik ilosci a.

W rzeczy samej, wyraz zajmujgcy miejsce n -(-1
wyrazenie

zkad", zmieniajagc n na n— I,

i dzielagc stronami.

To twierdzenie jest bardzo uzytecznym w praktyce, kiedy idzie
0 rozwiniecie potegi szczeg6lnej dwumianu danego.

PRZYKLADY.

Nalezy wprawiaé¢ sie w rozwijanie predkie poteg dwumianu.
Prawidto Swiezo wskazane przyczyni sie wiele do utatwienia ra-
cbunkn.

Dla przejscia z drugiego wyrazu do trzeciego, nalezy mnozy¢
drugi przez 6 i dzieli¢ przez 2, czyli, co na jedno wyjdzie pomno-
zy¢ przez 3. Dla przejscia z trzeciego wyrazu do czwartego, nalezy
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mnozy¢ czwarty przez 5 i dzieli¢ przez 3; podzieli sie naprzéd 21
przez 3, co daje 7, potem pomnozy sie ten wypadek przez 5, co
daje 35. Rozwiniecie zawi¢ra 7 1 albo 8 wyrazéw, a ze wyrazy
réwnooddalone od skrajnych ssi rGwne, przeto po znalezieniu czte-
rech pierwszych, napisze sig¢ cztery inne bezpos$rednio.

20

Rozwiniecie zawieja 9 wyrazow; jest wiec potrzebnem obracho-
wanie pieciu pisrwszych; przyszediszy do wyrazu uwaza
sie ze spotczynniki juz otrzymane na nowo wystepuja.

3°

Liczba wyrazoéw jest parzysta, ostatni wyraz ma znaK — , a wy-
razy majace tenze sam spotczynnik przybierajg znaki przeciwne.

Rozwiniecie zawiera liczbe nieparzysta wyraz6w, wiec ostatni
ma znak -(- “a wyrazy majace tenze sam spo6tczynnik sg oznaczone
tymze samym znakiem.

5

489. Spoétczynniki idg wzrastajac dopoki mamy

albo
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Kiedy m jest parzysténi, liczha m-\-\\  wyrazdw jest nieparzysta,
i znajduje sie w $rodku jeden spoOtczynnik wiekszy jak wszystkie
inne. Gdy m jest nieparzystém znajdujg sie w $rodku dwa spoét-
czynniki ré6wne miedzy sobg i przewyzszajgce wszystkie inne. To
tez, dla otrzymania najwiekszej liczby réznych wieloczynéw z 12
przedmiotow, nalezy potgczy¢ je po 6; gdyby byto dan¢m 11 przed-
miotéw; nalezatoby potaczyé¢ je po 5, albo po 6.

TROIKAT ARYTMETYCZNY PASKALA

490. Nieco przed Newtonem, Paskal podat, w konstrukcyi swego
trojkata rownowaznik (¢quivalent) wzoru dwumianu, lecz nie wyra-
zit go sposobem algebraicznym.

Nazywa sie trojkagtem arytmetycznym  tablica nastepujgca, ktdrej
piérwsza linia pozioma zawicra spotczyimiki (a:-[-«)', druga spoéit-
czynniki spotczynniki {x-\-af:

Nie zwazajgc na kolumne jednosci, widzimy ze liczba potozona
na przecigciu ™\ linii.z kolumng jest KJ,". Tosamosé
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ktéra tatwo da sie sprawdzié¢, i ktdra juz uprzednio zostata dowie-
dziony. (394), okazuje ze kazdy loyraz trojkata arytmetycznego jest
summg liczby potozonej nad tym wyrazem i liczby potozonej po lewej
stronie tej ostatniej. Ta witasno$¢ stuzy do utworzenia trojkata ;
tak wiec, aby wyprowadzi¢ pigtg linig z czwartej, mowi sie :

dopisujac wreszcie jednos¢, zamykamy piatg linig.
Wyrazy pierwszej kolumny (zawsze niezwazajgc na kolumne jed-
nosci) nazwano liczhami figurycznemi  pierwszego rzedu, wyrazy

drugiej, liczbami figurycznemi  drugiego rzedu,.., wyrazy n'</, licz-
bami figurycznemi  n\?" rzedu. Wiasno$¢ poprzedzajaca wystawia sie
wtedy liczba figuryczna rzedu 3g-\-\ jest summg (p — Iy*J figury
tegoz samego rzedu i figury rzedu q; co sie moze napisac
Zmieniaj ic kolejno p na p— 1, —2,...2, mamy
Dodajac, i zastepujac przez gdyz wszystkie pierwsze

liczby figuryczne rzedu jakiegokolwiek sg réwne jednosci a tom sa-
mem rdwne miedzy sobg, znajdziemy zwigzek

co wyraza ze summa p pierwszych liczb figurycznych  rzedu q jest
réwna liczhie figurycznej rzedu g + 1. Na przyktad, mamy
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pcnia liczba figuryczna rzedu q j e s t na przecieciu {q A-
kolumny z (® linig; ma wiec na swa warto$¢

491. SUMMA p POCZATKOWYCH LICZB CALKOWITYCH CIAGU NATURAL-

NEGO. Jest to liczba figuryczna rzedu 1, -~ikzLl); ta liczba
Jt

jest liczbg kul p~”j warstwy stosu kul tréjkatnego. Widzimy ze stos

kul zn warstw ztozony zawiera liczbe kul réwng summie zn pierw-

szych liczb figurycznych drugiego rzedu, to jest liczbie

i i i + + 7 i i -
figurycznej trzeciego rzedu W A*O Xo tez daje sie cze

sto liczbém figurycznym trzeciego rzedu nazwisko liczb  piramidalno-
tréjkatnych.

SUMMA KWADRATOW Z p POCZATKOWYCH LICZB CALKOWITYCH. ~ TO-
samos¢
okazuje ze k~jest rownem Kk wiewj dwa razy (/' — liczbe
liguryczna drugiego rzedu. llos¢ -f- S"+ eeet otrzyma

sie wiec dodajagc do summy poczatkowych liczb naturalnych, pod-
woéjng summe {p — \)«ntych li*zb figurycznych rzedu 2, to jest dwoj-
nas6b {p — )""") liczby figurycznej rzedu 3; znajdziemy tym spo-
sobem

SUMMA SZESCIANOW Z p POCZATKOWYCH LICZB CALKOWITYCH. — To-
samosé
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okazuje ze k™ jest réwnem Kk wiecej sze$¢ razy {k — | iczoe
figuryczng trzeciego rzedu.

los¢ In-f- 3. otrzyma sie wiec dodajagc do summy

p poczatkowych liczb naturalnych, sze$¢ razy (p — liczbe
figuryczng rzedu k] otrzymuje sie tym sposobem

ROZWINIECIE

492. Jezeli we wzorze

zastagpimy b przez 1, wyrazy w ktérych wyktadnik b jest
parzystym zachowujg tez samg warto$¢ bezwzgledng i bedg na
przemiany dodatnemi i odjemnemi; wyrazy zawierajgce potegi nie-
parzyste ilosci b beda mnozonemi na przemiany przez

; mamy wiec

a zamieniajagc b ndi — b.
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ROTEGI WIELOMIANOW.

493. Twierdzenie nHmeru 483 okazuje ze rozwiniecie

jest ciggiem wyrazéw ksztattu

w ktorycti wyktadniki a, S,

X majg zawsze summe réwng m,
spotczynniki sa liczbg przemian

ktére mozna wykona¢ na literach a, c,...,/,

biorgc « razy
pierwszg, j3 razy druga;.X razy ostatnig.

Wyrazem ogdlnym (

z warunkiem

wyraz ten pisze sie sposobem symbolicznym

W zastosowaniu tego wzoru, wieloczyny

powinny by¢ zastagpione przez jednos$¢ kiedy sie robi
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WYCIAGANIE PIERWIASTKOW Z WIELOMIANOW.

494, Zalézmy sobie wyciggng¢ pierwiastek m*y z wielomianu

Przedstawmy ten pierwiastek przez

musi by¢ jednako (tak samo)

Co wymaga : naprzdod, aby dwa cztonki byty tegoz samego sto-
pnia; potem, aby tez same potegi ilosci x mialy tez same spétczyn-
niki.

Pierwszy warunek

dowodzi, ze zagadnienie jest niepodobnem, jezeli " nie jest cat-
kowiténi, I*rzypusé¢my ten warunek spetniony, liczbha catkowita do
ktorcj sie sprowadza wyraza stopien r pierwiastku ktérego

potrzeba oznaczy¢ r-f-1 spétczynnikow. W tym celu podnosi sie
wielomian Il do potegi m, co daje nowy wielomian stopnia wr = p,
i wyraza sie ze spOtczynniki tego nowego wielomianu sg rbéwne
spotczynnikém odpowiednim w danym wielomianie P; otrzymuje
sie tym spos-obem + 1 zrownan, z ktérych r -f-1 pierwsze
postuza do oznaczenia kolejno B, B,,...,Br; nastepujace sa zréwna-
niami warunlwwemi, ktérym muszg zadosy¢ czyni¢ wartosci znale-
zione dla B, B,,...,B, aby zagadnienie byto mozebnem.

Zastandwmy sie nad ksztattem p -j- 1 zréwnan wigzgcych spot-
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czynniki wielomianu danego ze spotczynnikami pierwiastku Wi-
dzimy tatwo ze ze wszystkich wyrazéw rozwiniecia

zawierajacych , ten ktéry przybiora najwyzszy stopien w x jest

Wreszcie jest to jedyny wyraz stopnia tnr—n zawierajagcy B,,
Wynika ztad :

1° Ze nieznana B,, nie znajduje sie w zadnera z n  pierwszych
zrownan ;

2° Ze ta nieznana figuruje tylko te pieriuszym  stopniu i to dopiero
w (U -j- Y)mtim  zréwnaniu.

Tak wiec, pierwsze zréwnanie zamyka tylko nieznang B, drugie
daje Bi przez zréwnanie stopnia pierwszego, po zastapieniu B
przez jego wartos$¢; po znalezieniu B i Bj, trzecie daje Bo, w kto-
rem ta nieznana znajduje sie w pierwsz¢m stopniu, i tak dalej. Nic
wiec tatwiejszego jak rachunek spotczynnikow pierwiastku.

PRZYKLAD. Szukajmy, za pomocg tego sposobu, pierwiastku szes-
ciennego z wielonuanu

Aby ten wielonhan mégt przyoblec ksztatt

potrzeba zeby byto
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(2

Zwiazki (1) dajg kolejno”wartosci

sprowadzajgce zwiazki (2) do tosamos$ci. Pierwiastkiem szukanym
jest wiec

Uzywa sie czesto zréwnan warunkowych dla ustalenia wartosSci
pewnych spétczynnikéw nieoznaczonych wielomianu pierwotnego.

CWICZENIA.

I. W rozwinieciu (cc+ a)'», summa spo6tczynnikéw zajmujacycli miejsca
parzyste jest rowna sumuiie spo6tczynnikéw zajmujacycti miejsca nieparzyste,
a sutuma wszystkicli spétczynnikéw jest 2'".

1. Znalez¢ sunune warto$d ktére przybiera funkcya

kiedy zmienna niezalezna r staje sie kolejno 1, 2,..., n.

I11. Oznaczy¢ warto$¢ la oc sprawdzajaca nieréwnosé

gdzie p jest liczbg catkowitg dang a c. iloscig dodatng bardzo mata.
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IV. Znalez¢ snmme z kwadratéw spoétczynnikéw dwumianu.

V. Oznaczywszy przez A" liczbe waryacyj z n -liter po p wzietycli, do-

wiez¢ ze mamy

gdzie spétczynniki By, C~,,..wyciagaja sie ze zwigzkéw

Wyprowadzi¢ ztad zwigzek

w ktérym S, oznacza summe perdych poteg z n poczatkowych liczb catko-
witych.

Zastosowania

Vi. Pomiedzy trzema iloSciamijakiemikolwiek a'm liczba catkowita
i dodatng, istnieje zwigzek
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VIl. Dowiez¢é ze oznaczywszy przez x i y dwie ilosci jakiekolwiek, a
przez n liczbe catkowita i dodatng, mamy jednako (tak samo)
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LOHARYTMY UWAZANK JAKO WYKLADNIKI.

ZMIANY FUNKCYIl WYKELADNICZE]

495. Nowa teorya logarytmoéw. ktoéra Lu poda¢ chcemy, opiera
sie catkiem na wtasnosciach funkcyi wyktadniczej gdzie a
oznacza liczbe jakgkolwiek dodatna.

LEMMA |. — Wszystkie potegi wymierne z jakiejkolwiek  liczby do~
datnej sq dodatnemi. To wynika z tego ze uwazamy same tylko war-
tosci dodatne radykali (95).

LEMMA 1L — Wszystkie potegi dodatne z jakiejkolwiek liczby  do-
datnej sa wieksze albo mniejsze jak jednos¢, w miare tego jak ta liczba
jest sama przez sie wyzszg lub nizszg od 1. Rzecz przeciwna ma miejsce
dla poteg  odjemnych.

W rzeczy samej, niech bedzie a liczba wigksza jak 1, a za$
jakakolwiek potega dodatna tej liczby; mamy

otéz, poniewaz a przewyzsza taz sama wtasno$¢ powinna sie
utrzymac¢ przy potedze catkowitej a tem samém przy rady-
kalu Jezeli a jest mniejszem jak 1, mozna zawsze przedsta-

\W6 je przez gdzie a' jest liczbg przewyzszajgcg 1, a zwigzek

= o okazuje ze a* jest mniejszém od 1, poniewaz jest

wiekszem jak jednosé.
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Ostatnia cze$¢ wystowienia wynitta ztad ze potegi odjemne
liczby jakiejlcolwiek sg rownemi —, a wiec odwrotnemi swych
poteg dodatnych.

/-196. TwiErDZENIE I. Kiedy zmienno niezalezna x przybiera icar-
tosci wymierne  rosngce, funkcya a® zmienia sie zaiesze v tymze
samym kierunku ; poivigksza sie ona lub zmniejsza, iv miare tego jak a
jest wiekszem lub mniejszem od jednosci.

W rzeczy saméj niech bedg Xo i dwie wartosci wy-

mierne kolejno przypisywane dla
X; znak ilosci Xq jest dowolnym,

lecz h jest dodatném; wynika z lemmy poprzedzajqcej ze iloraz
jest wiekszym” lub mniejszym od 1, w miare tego jak

liczba a jest sama przez sie wiekszg lub mniejszg jak jednos¢.

/197. TWIERDZENIE 1. Funkcya zmienia sie w spos6b  ciagly,
kiedy x wzrasta sposobem cigglym; innemi stowy, mozna da¢ dla
zmiennej niezaleznej x przyrost dosy¢ maty, aby funkcya doznata

zmiany mniejszej jak wszelka ilo$¢ dana .

" Przypusémy naprzéd a > 1, i niech bedzie Xo jakakolwiek
warto$¢ wymierna ilosci zmienn¢j x; mamy

1
Oznaczmy przez - utamek z mianownikiem catkowitym wie-

kszy jak //; twierdzenie bedzie dbwiedzionem, jezeli okazemy ze
mozna zawsze wzig¢ n dosy¢ wielkiem aby zadosy¢ czynito nie-
rownosci — 1) < £ albo jej rownowazn§j

Ot6z wiemy ze potegi catkowite liczby wiekszej od jednos$ci moga
wyjsé po za wszelkg granice dang (382 bis).

Jezeli G jest mniejszem od 1, mozna zawsze przedstawi¢ je przez

gdzie a' jest liczbg przewyzszajaca jedno$¢, a w'edy réwnosé
1

d" = ~ okazuje, ze kiedy a"' zmienia sie w sposob ciaggly, toz samo

sie dzieje z funkcyag a”.
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498. wNIosEK. Kiedy x wzrasta w sposdb ciggly od — oodo  -\-00,
funkcya a™ przechodzi przez wszelkie wartosci dodatne, i przybiera
raz tylko kazdg z nich.

Sg dwa przypadki do rozréznienia.

Przypusémy a wyzszé¢m nad jednos$¢;majgce za swa
warto$¢ naprzéd jeden dla x — staje sie nieskonczenie wielki¢m
dla x = ¢>0(382 bis); wiec, na mocy ciaglosci, kiedy x wzrasta
od Odo 4" , funkcya a™ przechodzi przez wszystkie liczby za-
warte miedzy 1 i -|-o0. Dajmy teraz dla x wartoSci odjemne, i
potézmy, w tym celu

bedziemy mieli

kiedy x wzrasta od Odo -f wzrasta w sposéb ciggty od 1
do +00, tak ze zmniejsza sie od 1 do 0. Tak wiec, stresciwszy
sie, kiedy x wzrasta sposobem ciggtym od —00 do-j-"j funk-
cya a® przejdzie przez wszystkie liczby zawarte miedzy Oi 00;
wreszcie, gdy ta funkcya postepuje ciaggle wzrastajgc, nabywa ona
raz tylko kazdg z warto$ci dodatnych.

1° Jezeli a jest mniejszem jak jedno$¢, potdézmy

tak ze ,0' jest wyzszem nad 1, co daje

Widzimy ze kiedy x ro$nie od Odo n wzrasta od 1
do -[- 0o, a" za$ ubywa od 1 do O; kiedy znowu X zmniejsza sie
od Odo — ubywa od 1 do U, za$ wzrasta od 1 do-]-00.
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Tak wiec, kiedy x wzrasta w sposéb ciggly od — oo do ji
gdy zarazem o nie przestaje byé mniejszem od jednosci, funkcya a®
ubywa sposobem ciggtym od -[- rodo 0. Funkcya przejdzie
jeszcze przez wszystkie wartosci dodatne przechodzac raz tylko przez
kazda z nich.

DEFINICYA FUNKCYI KIEDY X JEST NIEWYMIERNEM.

499. Uwagi poprzedzajace dozwolg okres$li¢ funkcya a™ kiedy x

jest niewymierném. Wezmy, dla tatwiejszego zrozumienia, a

i przypomnijmy, w kilku stowach definicyg liczby niewymiernej

Arytmetyka daje sposéb otrzymania najwiekszej liczby dzie-
sietnych, setnych, it. d., ktérych kwadrat jest zawartym w liczbie
catkowitéj dan¢j. Znajduje sie tak postepujac, za pomoca sposobow
znanych (*), ze liczba 7 przewyzsza kwadraty z liczb

@ 2 2,6 2,64 2,645 2,6457...
a jest nizszg od kwadratéw z liczb
) 2,7 2,65 2,646 2,6458...

Ro6znica pomiedzy jedng z liczb ciggu (1) a odpowiednig jej liczbg
z ciggu (2) moze sta¢ sie mniejszg jak wszelka ilo$¢ oznaczona, i toz
samo sie zastosuje do roznicy z kwadratow tych liczb. Kwadraty
z liczb ciggu (1) i kwadraty z liczb ciggu (2), przyblizajg sie wiec
nieograniczenie do liczby 7 ktéra jest, dla tych dwdch szeregéw
kwadratow, granicag sp6lng. Ciagi (1) i (2) majg same przez sie granice
spblng, a ta granicg jest to co sie wtasnie nazywa pierwiastkiem  kwa-
dratowym z 7. Liczby tworzace ciagi (1) i (2) sg warto$ciami przy-
blizonemi z sp, na mnié¢j niz jedno$¢, na mniej niz jedng dzie-
sietng, i t. d., przez niedomiar albo przez nadmiar.

Teraz, jezen w funkcyi a™ zastgpimy x przez wartosci przybli-

(*) Seirrkt,Poczatki arytmetyki, rozdziat XIII.
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zone z v7, otrzymamy dwa szeregi liczb ktore bedg sie przyblizaty
coraz bardziej, i ktére bedag miaty granice spdlng; gdyz dwie jakie-
kolwiek z pomiedzy nich, odpowiedaigce dwom wartosciom z \[I

przyblizonym na mniej niz ~ , bedag sie r6znity miedzy sobg

o tak mato jak tylko zechcemy '497), poniewaz réznica " ich
wyktadnikéw bedzie sie zmniejszata do woli w miare tego jak

bedzie rosto n. Tg granica sp6lng jest wyraznie warto$¢ z n”.

Mozna okazaé bardzo jasno ze ta definicya wskazuje dla a™” war-
tosé i oznaczona. Przypu$émy, w rzeczy samej, ze odnosimy
do téjze sam¢j linii prostej, poczynajagc od poczatku statego, diu-
gosci réwne wartosciom funkcyi a"; odcinki odpowiadajgce dla
przypadku w ktérym x jest zastapione przez wartosci przez niedo-
miar z \jI beda miaty ich koAce w pewn¢j stronie, a odcinki odpo-
wiadajgce dla przypadku w ktérym x jest zastagpione przez wartosci
przez nadmiar z \/7 bedag sie konczyty w drugi¢j stronie. Twier-
dzenie | okazuje ze dwie strony sg catkiem rozlgczone, twierdzenie Il,
ze przedzial ktéry rozigcza je nie ma rozciggtosci skonczonej. Nie
moze wiec istnie¢ pomiedzy témi stronami tylko prosty punkt odgra-
niczenia, i dla tego to wiasnie odlegto$¢ tego punktu od poczatku

jest zmierzong przez a

NOWA DEFINICYA LOGARYTMOW.

500. Kiedy mamy zwigzek w ktorym a jest liczbg jaka-
kolwiek dodatng, mowi sie ze x jest logarytmem liczby y, co sie
tak wyraza x—\o%y. W nauce logarytméw zachodza, jak wi-

dzimy, trzy rzeczy do uwazania : wartosci x, to jest logarytmy;
wartosci y to jest liczby tym logarytmom odpowiadajgce; ilos¢
stata a, ktdra, raz obrana, jest taz sama na wszystkie liczby i ich
logarytmy, i dla tego nazywa sie gruntem albo zasada logarytm.ow.
Wyrachowane logarytmy x, odpowiadajgce wszystkim liczbom vy
stosownie do obranej zasady a stanowig uklad logarytméw. R6z-
nych uktadéw moze by¢ mnéstwo nieskonczone, podtug” tego, jak
coraz inng liczbe dodatng obierzemy na warto$¢ zasady a.
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Ta definicyg wskazuje logarytm jedyny dla kazdej liczby do-

datnsj, gdyz wiemy ze, kiedy x wzrasta od — oo do -f-oo0, a" prze-

chodzi przez wszystkie warto$ci dodatne, i przechodzi raz tylko
przez kazdg z nich.

W kazdym uktadzie, logarytmem jednosci jesl zero, a logarytmem
zasady jest 1; gdyz

a"= 1, aN — a.

Kiedy zasada jest wiekszg jak jedno$¢, liczby wieksze jak 1 maja
swe logarytmy dodatne, liczby mniejsze jak jedno$¢ majag swe
logarytmy odjemne. Rzecz przeciwna ma miejsce kiedy zasada jest
mniejszg od jednosci (495.

Nakoniec, liczby odjemne nie majg swych logarytmow.

WLASNOSCR LOG-ARYTAUJW.

501. Logarytm  wieloczynu z ilukolwiek liczb jest réwny summie
fogarytméw  tych liczb.

Niech bede,, w rzeczy samej, X, X', logarytmy liczb
v.?, ?/",...; mamy

zkad, mnozac

summa x x ' x " . . . jest wiec witasnie logarytmem wielo-
czynu  yy'y"..
Logarytm ilorazu z dwdch liczb jest réwny roznicy logarytméu) tych

liczb.

Niech beda, w rzeczy sam¢j, x i logarytmy liczb y i y';
mamy
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zkad, dzielac,

wiec X — x' jest logarytmem ilorazu

Logarytm  potegi n™Jpewnej liczby jest réwny, jakiemkoiwiek
jest n (calkowitem albo utamkoioem, dodatnem Ilub odjemnem), wie-
loczynowi z n przez logarytm tej liczby.

W rzeczy sam$j, podnoszac do potegi n dwa cztonki zréwnania

ktore wyraza ze x jest logarytmem liczby vy, otrzymamy zwigzek

ktéry okazuje ze nx jest logarytmem potegi

Wynika ztad jezeli liczby a, aq, s§. W postepie geome-
trycznym, ich logarytmy

tworzg postep arytmetyczny; ta wtasno$¢ postuzyta nam za punkt
wyjécia w rozdziale XXT.

ZMIANA UKLADU.

502. Przypu$émy ze sie obrachowato logarytmy liczb w ukladzie
ktérego zasada jest a, i ze cticemy obliczy¢ je w drugim uktadzie
majacym za zasade a\ Nazwijmy, x logarytm liczby jakiejkolwiek vy
w pierwszym ukladzie, x' logarytm tej sams$j liczby w drugim
uktadzie, mamy

zkad
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Wezmy logarytmy obu stron tej rowno$ci w pierwszym uktadzie,
zauwazywszy ze logarytmem liczby a jest jednos$¢, przyjdzie

zk8&d

Znajdziemy tym sposobem prawidto numeru Kkkl; dla zmiany
uktadu, potrzeba dzieli¢ dawne logarytmy  przez logarytm noicej
zasady lazietej iv dawnym  ukladzie.

To twierdzenie, zastosowane mianowicie do zasady a daje zwig-
zek wazny

TWIERDZENIE ODWROTNE WtASNOSCI ZASADNICZEJ LOGARYTMOW.

503. Log X jest jedynag funkcyg zmiennej x, posiadajaca wias-
no$¢ wyrazong przez zwigzek

W rzeczy samej, zastepujac kolejno w tej réwnosci // przez
X, znajdziemy '

, 0g6lnie, jezeli m jest liczbg catkowita dodatna,
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A Ze, gdy x jest liczba jakakolwiek dodatng, mozna zawsze po-
tozyé¢

, zkad

przyjdzie wtedy

Pierwszy cztonek jest symetrycznym wzgledem m i z, drugi
cztonek nie powinien przeto by¢ zmienionym przez przemiane tych
dwéch liter, a wiec mamy

zkad

albo

przy zasadzie jakiejkolwiek.

ROZWIAZANIE ZROWNAN WYKEADNICZYCH.

504. Nazywa sie zrownaniem wykladniczem zréwnanie ksztattu

an -- b,

w ktérem dwie iloSci dane a i 6 sa dodatnemi, a wyktadnik x
iloscig nieznang ktora powinna sprawdzi¢ réwno$¢. Latwo mozna
rozwigza¢ podobne zréwnanie za pomocg logarytméw. Biorac loga-
rytmy w dvvéch cztonkach zréwnania, znajdziemy

zkad

Otrzymamy tym sposobem warto$¢ nieznanej”
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PRZYKLADY.

Mozna jeszcze rozwiaza¢ zrownania wyktadnicze wiecej zawiktane
jak poprzedzajace. Niecli bedzie zréwnanie

w ktorsm pisrwszy cztonek wskazuje ze liczba a jest podniesiong
do potegi oznaczon$j przez i gdzie trzy litery a, b, ¢ przedsta-
wiajg liczby dane dodatne. Bioragc logarytmy dwoéch cztonkéw,

mamy

zkad

Przywodzi sie tym sposobem dane zrownanie do wyktadniczego
zwyczajnego. Aby pytanie byto mozebn$m, potrzeba zeby a \ b
byty zarazem wyzszemi albo nizszemi od jedno$ci, tak aby drugi
cztonek posiadat zawsze jedng warto$¢ dodatng. Biorgc powtornie

logarytmy, otrzymamy

zkad

505. Pan JAN pPANKIEwWICcZz, znakomity matematyk i gorliwy roz-
siewca nauk S$cistych w Encyklopedyi powszechnej, podat w ostatnim
tomie tego pisma krotkg wiadomos$¢ o ilosciach wyktadniczych.
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Z lej pieknej jego pracy nastepny ustep w catosci przytaczajgc, na
tem, w t¢j chwili, nasze poszukiwania o funkcyach wyktadniczych
ograniczymy.

« lloscig wyktadniczg nazywa sie ilos¢ zawierajgca jeden lub wie-
c¢j wyktadnikdw zmiennych. Réwnaniem wyktadniczem jest rowna-
nie, w ktérem niewiadoma jest wyktadnikiem. Rachunek z iloSciami
wyktadniczemi, nazywa sie rachunkiem  wykfadniczym, ktorego
pierwsze zasady podat JAN BERNoOuILLI W r. 1695, a nazwal go tak
LEiBNITZ. Rachunek wyktadniczy jest tylko czescig rachunku roz-
niczkowego. llosci wyktadnicze i logarytmiczne, pozostajg z sobg
w najscislejszym zwigzku. | tak, na mocy witasnosci togarytmow
mozna napisaé y — a" albo logy = a; loga. Rachunek wyktad-
niczy droga przeksztatcen tego rodzaju, oddaje znakomite ustugi
we wszystkich czeéciach analizy. »

CWICZENIA.

. Znalez¢é funkcy? /'(cc), ktora jest okre$long przez jeden z nastepujacych
zwigzkow :

1. Rozwigza¢ uktady

I11. Rozwigza¢ zréwnania
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RACHUNKI LICZEBNE.

SPOSOB PRZYBLIZEN KOLEJNYCH PRZEZ PODSTAWIENIE.

506. Niech bedzie réwnanie ksztattu

kiedy Xx jest wartoScig przyblizong na X, znajdziemy, blisko,

Oznaczajac te warto$¢ przez x-i i podstawiajac na nowo, otrzy-
mamy trzecig wartos¢

ktéra dostarczy czwartej

i tak dalej. Liczby

tym sposobem otrzymane tworzg szereg ktéry niekiedy dazy bardzo
predko do wartosci doktadnej na x.

507. Dla przekonania sie czy spos6b ten da sie wiasciwie zasto-
sowaé, oznaczmy przez Xi-\-li prawdziwag warto$¢ pierwiastku,
znajdziemy
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ablagd X — warto$ci nastepujgcej = ["@Y), otrzyma na swe
wyrazenie

albo, rozwijajac i porzadkujac wzgledem h,

Ten biad jest wigc bardzo blisko réwnym kh, i aby byto
wartoscig wiecéj przyblizong do x jak Xx, to jest, aby sie sposob
udat zupeinie, potrzeba zeby A byto mniejszem jak yerfnosc.

ROZWIAZANIE ZROWNANIA BXA-C — ~* KIEDY A JEST BARDZO

MALEM WZGLEDEM h \ C.

508. Kiedy a jest bardzo matem wzgledem b i c, radykat

~b- — kac rozni sie bardzo mato od zera, i dla otrzymania wartosci
przyblizonéj pierwiastku,

nalezatoby posung¢ bardzo daleko wycigganie pierwiastku kwadra-
towego z dwumianu b- — kac. Wreszcie czynnik —  pozostaje

zawsze bardzo wielkim, a wiec matemu btedowi popetnionemu
w liczniku odpowiada btad znaczny na x. To tez w tym przypadku,
dla rozwigzania zréwnania

uciekamy sie zwykle do sposobu przyblizen kolejnych. Zajmujemy
sie wreszcie samym tylko pierwiastkiem dazacym do — ; otrzy-
mujemy potem drugi, ktéry jest bardzo wielkim, odciagajac piei-

wszy od
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509. Przed rozpoczeciem, zrébmy uwage wazng. Niech bedg

potegi kolejno po sobie nastepujgce utamku, a

liczby ktdre nie sg bardzo wielkie, albo raczej takie, ze utamki

nie sg dosy¢ mate aby mogtly sie pordwnac¢ pod wzgledem swej
matosci do a. Szereg

bedzie ztozonym z wyrazéw takich, ze w rachunku przyblizenia,
mozna bedzie zaniedba¢ jeden ktérykolwiek z pomiedzy nich w po-
réwnaniu do wyrazu tuz przed nim potozonego.

Moéwi sie wtedy ze iloSci a i /fja sa pierwszego rzedu, i ze

Mg iloSciami bardzo matemi drugiego, trzeciego, rzedu.
510. To przypusciwszy, wro¢my po zrdwnania

i potézmy

znajdziemy

albo

(@)
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Jezeli a jest bardzo inatein, mozna zaniedbaé¢ uy® i napisac

jako pierwsze przyblizenie

Ta warto$¢ przypuszcza oczywiscie btad pic¢rwszego rzedu ; pod-
stawiajgc jag w drugi cztonek zréwnania (1) popetnimy na y biad
pierwszego rzedu, na y- biad tegoz samego rzedu, a tem samcm,
nal a -f-ai/", zpowodu czynnika «, btgd drugiego rzedu; znaj-
dziemy wiec, drugg warto$¢ przyblizong, do iloSci drugiego rzedu

Podstawienie y* w zrownanie (1) pociggnie za sobg na y btad
drugiego rzedu, na y* bigd tegoz samego rzedu, a'teir) samem,
na 1 a?/" btad trzeciego rzedu ; nalezatoby wiec, w rozwinieciu

znie$¢ wyraz a®, ktory jest rzedu ilosci juz zaniedbanych, i wzigé

na trzecig wartos$¢

ktéra jest przyblizong do ilosci trzeciego rzedu.

Postepujac dalej podobniez znalaztoby sie

Prawo spétczynnikéw jest nastepujace :
Spotczynnikiem ilosci  an" jat summa podiodjnycli luieloczynéu:
i a". Spolczyn-

spotczynnikow  «« i a' i
jest summa  podwodj-

nikiem poteyi nieparzystej a, takiej jak +
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nych wieloczynéw a" i a™", ai i o« + powiekszona
kwaAratem spétczynnika a'. Tym sposobem mamy, dla spétczynnika a”,

a dla spétczynnika

Czytelnik udowodni tatwo o0g6lnos$c¢ tego prawa.

511. Fornauty

zadosy¢ uczynig warunkém ktére stanowig dobry rachunek przez
przyblizenia kolejne : I" kazda otrzymuje sie z poprzedzajgcej przez
dodanie wyrazu poprawy; 2° bigd popetniony jest zawsze rzedu
wyzszego nad rzed ostatniego uzytego wyrazu. Wynika ztad ze dla
rozpoznania w kazdej chwili czy warto$¢ ktérag mamy jest przybli-
zong przez niedomiar lub przez nadmiar, dosyé, w ogolnosci, zau-
wazy¢ znak wyrazu ktéry nastepuje po ostatnio obrachowanym.
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przYktAD. Niech bedzie zréwnanie

mamy

Te warto$ci sg doktadne z dwudziestoma cyframi dziesietnemi.

512. Zrdwnanie zagadnienia majgcego na celu luymiar  gtebokosci
. studni jest jedném ze zréwnan ktdére nalezy traktowaé za pomoca
sposobu poprzedzajgcego; gdyz ajest wtedy przedstawionem przez
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Ograniczajgc sie na pierwszs$in przyblizeniu, znajdujemy

wreszcie dzielac

1
tak ze, gdy zaniedbamy wyrazy rzedu —, mozna zastgpic

przez 1 — —, i formuta staje sie

ZASTOSOWANIE DO RACHUNKU PROCENT!".

513. Wiemy ze summa X, wydana przez kapilal a umieszczony
na procent sktadany, ktérego setng czescig stopy czyli denarem
jest r, podczas n lat wiecej p dni, jest przedstawiong przez for-
mute

Rok sie uwaza jakoby ztozony z 12 miesiecy liczacych kazdy
30 dni. Wyciagnie sie ztad

Czynnik 1 -f- ﬁu rézni sie mato odjednosci, tak ze jego logarytm

il
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jest bliskim zera, i druga cze$¢ drugiego cztonka moze by¢ opu-
szczong. Jezeli wiec nieznang pytania jest r, wezmiemy na picrwsze
przyblizenie warto$¢ r, wynikajaca ze zréwnania niezupetnego

poniewaz warto$¢ r, zostajagc przyblizong przez nadmiar, wiec jej
podstawienie w zréwnanie (1) da drugg warto$¢ ro, przyblizong
przez niedomiar, ktéra dostarczy z kolei warto$¢ przez nadmiar 3,
tak ze rachunek odbywa sie w najlepszych warunkach; liczby
otrzymane tworzg dwa szeregi zbiezne ktérych prawdziwg war-
toscig na r jest granica sp6lna.

Nkch  bedzie, na przyktad, wskazang do znalezienia stopa na ktorg
nalezy umiesci¢ 5073f21c dla otrzymania, po h\ latach 5 miesigcach
12 dniach, summy wynoszacej 29575f,15<=.

Mamy formute

albo

Pi¢rwsza warto$¢ przez nadmiar, r :

Druga warto$¢ pr/.ez niedomiar, r-i :
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Trzecia warto$¢ przez nadmiar, r":

Denar szukany r jest wiec zawartym miedzy 0,0/i34/t/t a 0,0434/45;
wezmy

jestto procent od 1 franka ; dla otrzymania procentu od 100 fran-
kéw, to jest stopy, mnozy sie go przez 100, co daje

ROZWIAZANIE JAKIEGOKOLWIEK UKLADU CZTERECH ZROWNAN

PIERWSZEGO STOPNIA.

514. Kiedy mamy rozwigza¢ jakikolwiek uktad zréwnan stopnia
pierwszego o wielkich spotczynnikach, wykonywamy rachunek przez
podstawienie, a dla zmniejszenia btedéw o ile tylko podobna, po-
czynamy od vvziecia warto$ci na nieznang ktoréj spéiczynnik jest
najwiekszym.

Oto przykiad tego rodzaju rachunku.

Niech bedzie ukitad

N AN N/

Zastepujac, w (2)y (3), (k), x przez warto$¢ wyciagnieta ze zréw-
nania fl), otrzymamy nowy uktad
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(5)
(6)
(7

®

Wszystkie spdtczynniki obractiowanemi zostaty przez logarytmy;
oto, na przyktad, rachunek spétczynnika y w zréwnaniu (1) :

Rozpatrujgc sie w zréwnaniach ;6), (7), (8), widzimy ze naj-
wiekszym spdtczynnikiem jest liczba ktéra mnozy z w zréwna-
niu (8); wyciggniemy wiec warto$¢ z ze zrownania (8),

9)
i, podstawiajac jg w (6) i 7), otrzymamy
(10)

11)

Rozwigzujgc wtedy (10) wzgledem u, przyjdzie

a»

a potem, podstawiajagc w (11,

zkad wynika
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Nakoniec wracajac kolejno do zréwnan (12), (9), (5), znajdziemy

spRAWDZENIE. Kladgc te wartosci w zrownaniu 3) i rachujac
przez logarytmy, znajdziemy

dla pierwszego cztonka; ta summa musiataby by¢ réwng 26,7U32
aby wartosci nieznanych byty doktadnémi : owoz przewyzsza ona
te liczbe o 0,00/448; bigd catkowity odpowiadajgcy dla zrowna-

|
nia (3) jest [wiec mniejszym jak - setnych.

DRUGI SPOSOB. — UZYCTE LOGARYTM(HV GAUSSA.

515. Rachunki poprzedzajgce sa bardzo mozolne; mozna skré-
ci¢ je posiadajgc Tablice logarytméw caussa : te Tablice daja
log(fx = v), kiedy znamy logj™ i logv, nie potrzebujac wraca¢ do
liczb X i V. Pierwsze ogtoszenie tych Tablic odnosi sie dor. 1812.

Dla wytozenia noicej metody dosy¢ jest okazaé :w jaki sposob
przechodzi sie z jednego uktadu do drugiego zawiérajagcego w* sobie
jedno zréwnanie jako tez jedng nieznang mniej jak poprzedzajacy.
Zatézmy sobie, na przyktad, wyrugowa¢ x pomiedzy trzema zréw-
naniami o trzech niewiadomych

€y

w spos6b taki aby znalez¢ ukitad dwoéch zréownan na 7 i

(3)

"Dzielac kazde ze zréwnan (1) przez spoéiczynnik otrzymamy
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uktad réwnowazny

i dosy¢ odciggna¢ te ostatnie zrownania wziete po dwa dla otrzy-
mania dwoch zréwnan na 3 i z szukanych,

(3

Rachuje sie B, G, L, B', G, L',,.. za pomocg zréwnan

potem dla otrzymania (3 vy, X odcigga sie spdiczynniki po-
przedzajgce wziete po d\Va.

Lecz, co nalezy przedewszyslkiem zauwazyé¢, to to, ze zréwna-
nia (3) sg tylko zrownanianu przejs$cia; musimy dziata¢ wkrotce, na
nich jak to sie odbywato na uktadzie (1), tak ze nie liczby [3,y, X,...,
sg uzytecznemi do poznania, lecz wtasciwie ich logarytmy. Tablica
dajgca wprost log(3, logy,..., w funkcyi logB, logB', logG,...,
skrocitaby wiec rachunki w sposob znakomity; takg jest przystuga
Tablic Gaussa.

516. Ostatecznie, oto droga postepowania :

Szuka sie naprzod logarytmow wszystkich spdiczynnikéw uk'ta-
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du li), potein pisze sie zrownania symboliczne

€

zkad sie wyciaga, dzielac przez spétczyntiiki x

a[‘%liem, przez odcigganie.
Te zréownania znajdujg sie tym sposobem przygotowane do rachunku

nastepnego.

Spotczynniki uktadu (2') sa dane przez zréwnania

a spo6tczynniki zréwnan (3')

sq dostarczonymi bezposrednio przez Tablice. Wszystko wiec spro-
wadza sie do wziecia logarytmow spotczynnnikéw pierwotnych i do
wykonania potem dos$¢ licznych odciggan.

SPOSOB NAJXMNLEJSZYCH KWADRATOW.

517. Mamy czesto do rozwigzania zréwnania Unijne
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ktérych spoétczynniki sa dostarczone przez doSwiadczenia lub spo-
strzezenia (obserwaeye); i zdarza sie prawie zawsze ze liczba in
zrownan tych przewyzsza liczbe n nieznanych. Wartosci Y, Z..
wyciggniete z n zréwnan danych nie moga zadosy¢ uczyni¢ doktad-
nie zrownaniém pozostatym, gdyz obserwaeye nie posiadajg Scistosci
bezwzglednej; ich podstawienie zamiast niszczy¢ piérwsze cztonki
tych zréwnan, nadaje im warto$ci wiecej lub mnic¢j mate,

ktére nazwano biledami, ktére zmieniajg sie z n zréwnaniami bra-
nemi dla oznaczenia X, ij, z,...

Wybiora sie wtedy pomiedzy zrownaniami dan$mi i pomiedzy
kombinacyanii w liczbie nieskofAczonej do ktérych te zréwnania
moga da¢ miejsce, n zréwnan takich, zeby summa z kwadratéw

btedéw odpowiadajgcych byta najmniejszg mozebng.

Pierwsza my$l ktora sie przedstawia jest zrobienie  najmniejszoscia
summy z bezwzglednych  wartosci  bledéw; lecz analiza nie daje sie
uzy¢ do tego warunku wytgczajagcego znak ilosci; zréwnanie wa-
runkowe wyrazatoby najmniejszo$¢ przewyzki biedéw dodatnych
nad btedami odjemnemi, a nie najmniejszo$¢ summy bezwzgled-
nych wartosci bteddéw; a wiec wskazywatoby tylko zréwnowazenie
ikompensacyg) bteddw, ktére mogtyby mieé wszelako wielkie wartosci
bezwzgledne. Dla tego to obowigzani jesteSmy uwaza¢ summe poteg
parzystych  bteddéw, i aby nie by¢ wciggnietymi w rachunki bardzo
zawiktane, bra¢ summe ich kwadratow.

518. Oto w jaki spos6b znakomity causs rozwigzuje to zagadnie-
nie {Pamietniki  Getyngskie, tom II).

Niech wiec bedg pary wartosci ktére, podstawione w zréwnania
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daja btedy t\ e",..., tak ze mamy

Przypuséniy ze zostaty obracliowane summy

mamy

Jezeli wiec potozymy

wyrazenie
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stanie sie niezaiezneni od x; mozna mu da¢ forme

gdzie spétczynniivi sg dane przez zrdwnania :

To wykonawszy, potdzmy jeszcze

wyrazenie

jest niezaiezneni od y, obrachujmy je i wskazmy wypadek przez
[nn, 2), przyjdzie

S jest summa kwadratow, a zatém musi by¢ wiekszem jak zero,
a dzielniki {aa), {bb, 1) sg dodatnemi (519), najmniejszo$¢ S tedzie
miata miejsce dla

to jest dla
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Te zréwnania sg tatwe do rozwigzania; nie potrzeba wykonywac
eiiminacyi; ostatnie daje y, ktérego warto$¢ podstawiona w pierw-
sze, przywiedzie je do pierwszego stopnia o jedn$j nieznanej x.

519. Powiedziato sie powyzej ze dzielniki {aa), {bb, 1) byty do-
datn¢mi; to mniemanie, oczywiste dla {aa), ktdre jest summa kwa-
dratow, wymaga dowodzenia dla {bb, 1).

Otéz, mamy

i mianownik jest summa trzech kwadratéw

Nic tatwiejszego jak uogdlnienie pieknego sposobu poprzedzaja-
cego, ktéry causs potrafit tak szczesliwie zastosowaé do poprawy
elementdw planety Pallas.

CW ICZENIA.

1. Rozwigza¢ zréwnania
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Znajduje sie

11, Zastosowa¢ sposéb najmniejszycli kwadratéw do uktadu
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Zoslajeiiiy pizywicdzeni do zréwnan

zkad sig¢ wyciagnie

(GAUSS, Poprawy elementéw planety

[Jl. Zastosowaé sposéb przyblizeri kolejnych do zréwnania

gdzie a, b, ¢ sg liczbami dodatnemi.

I'ullai>.)
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NOTA

W osialnicli czasach napisano we Francyi wiele dziet elementarnych arytme-
tyki zupetnie juz wydoskonalonej, z nich najbardziej cenionémi sa : Briot,
Bertrand i Alfred Serret. Nie bedziemy wcale rozbierali $wietnych prac tych
dwoch pierwszych autoréw, lecz natomiast przytoczymy w cato$ci z  Poczatkdw
Arytmetyki, klassycznego dzieta P. Serrefa, kilka twierdzeA niezbednie nam
potrzebnych do $cistego wytozenia teoryi wieloczynu ilukolwiek algebraicz-
nych jednomianéw catkowitych lub utamkowych (23).

0 STOSUNKACH.

1. Nazywa sie stosunkiem  jednej wielkosci do drugiej, tegoz samego rodzaju,
liczba ktéra mierzy pierwszg wielko$¢ gdy druga jest wzieta za jednos¢.

Kiedy dwie wielkosci sa wielokrotnikami irzeci¢j, ta trzecia jest nazwana
spélna miarg dwdch pi¢rwszych.

Kiedy dwie wielkosci sa mierzone taz sama jedno$cia, otrzynuije sie icli
stosunek dzielgc liczbe ktéra mierzy pierwsza wielko$¢ przez liczbe mierzaca
druga.

W rzeczy samej, przypusémy naprzdd, ze liczby mierzace wielkosci o ktére
rzecz idzie sg catkowitemi, i niech temi liczbami beda 25 i 18, na przykiad.
Jednos$¢ uzyta jest wtedy spdlng miarg dwoéch wielko$ci, i rzecz oczywista ze

25
piérwsza wielko$¢ jest' rowng — drugi¢j. A zatém, jezeli druga wielko$é
25
jest wzieta za jedno$¢, piérwsza musi byé mierzong przez liczbe — ; ta liczba

wyraza wiec, wedtug defmicyi, stosunek pi¢rwsz¢j wielkosci do drugicj.

Przypusémy powtére ze liczby mierzace sg utamkowémi, i niech témi licz-
bami bedg ~ i y e+ lezeli sprowadzimy te utamki do jednakowego mia-
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nownika, to stang sie one utamek jednosci jest

spoing miara dwoch wielkosci, a utamek ten jest zawartym razy

w piérwsz¢j, i razy w drugi¢j; wynika ztad ze pi¢rwsza wielko$¢ jest

réwna drugic¢j; Stosunek pi¢rwszéj ‘wielkosci do drugi¢j ijest wiec
réownym to jest réwny

Stosunek dwoch wielkosci jest ilorazem liczb ktére mierza te wielkosci,
przywiedzeni wiec jesteSmy do nazywania stosunkiem  liczby jednej do  drugiej

ilorazu pi¢rwsz¢j liczby przez druga. 1 tak stosunek liczby do liczby

jest pi¢rwsza liczba nazywa sie licznikiem  stosunku, druga zas

jest jego mianownikiem. Te nazwania sg istotnie naturalnymi; widzielismy
bowiem ze ulamki zwyczajne o wyrazach catkowitych przedstawiajg tylko
ilorazy albo stosunki.

Dwa stosunki sg odwrotnemi  jeden drugiego, kiedy licznik jednego jest

réwny mianownikowi drugiego, i odwrotnie, f tak, i sg stosun-

kami odwrotnémi.

2. Stosunek nie zmienia  wartoi*ci gdy sie mnozy albo dzieli oba jego
wyrazy przez te samg liczbe.

W rzeczy samdéj, niech bedg stosunki i « Wedtug prawi-
det rachunku utamkéw, piérwszy stosunek jest réwnym drugi jest
réwnym albo albo nakoniec a za-

tem, dwa stosunki sg sobie rownemi. Wynika ztad, ze pi¢rwszy ze stosunkéw

uwazanych nie zmienia sw¢j wariosci gdy sie mnozy oba jego wyrazy przez
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albo, co na jedno wychodzi, ze drugi stosunek nie zmienia sw¢j wartosci gdy

2
sie dzieli oba jego wyrazy przez -

Wynika ztad ze mozna sprowadzi¢ ilekolwiek stosunkéw do jednakowego
mianownika za pomoca prawidta uzywanego dla utamkéw zwyczajnycli o wo-
razach catkowitych. Widzimy takze ze mozna zastosowa¢ do stosunkéw pra-
widta dodawania i odciggania utamkow.

3. Dla otrzymania wieloczynu ilukohoiek  stosunkéw, dosy¢ pomnozy¢ je
stronami odpowiedniemi.
Niech beda dwa stosunki i ;  potrzeba dowiez¢ réwnosci

a na to dosy¢ przywiez¢ kazda z tych liczb do formy utamkowéj zwyczajnej, za
pomocg prawidet odpowiednich rachunkowi utamkéw. Znajduje sie lym spo-

sobem Ze dwie liczby dane sg réwnémi jedna i druga

Oczywista ze dla podzielenia jednego stosunku przez drugi, dosy¢ pomnozy¢
stosunek dzieln¢j przez stosunek odwrotny stosunku dzielnika.

li. W ciggu stosunkéw  réwnych, summa licznikéw i summa odpowiednich
mianownikow tworzg stosunek réwny  stosunkom damjm.

W rzeczy sam¢j, uwazmy ilekolwiek stosunkéw réwnych stosunkowi

5
Kazdy licznik wart jest - mianownika odpowiedniego; wiec summa wszyst-

g

kich licznikéw jest - summy wszystkich mianownikéw ; innémi stowy, sto-
sunek summy licznikéw do summy odpowiednich mianownikéw jest réwny
stosunkowi danemu j.

UWAGA. Dowiodtoby sie podobniez ze kiedy dwa stosunki s réwne, réznica

licznikow i réznica  mianownikow, tworzag ~ stosunek  réwny siosunkom
danym.
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5. Kiedy dwa stosunki sq réwne, otrzymuje  sie wypadki réwne  mnozac
licznik  kazdego z nich priez  mianownik drugiego.

Niech beda dwa stosunki réwne i - . Sprowadzajac je do jedna-

kowego mianownika, staja sie one

te dwa stosunki réwne maja tenze sam mianownik, przeto ich liczniki sg
réwne.

Mamy wiec réwno. ¢

Co dowodzi powyzej wystowionego twierdzenia.

".SERRET, Poczatki Arytmetyki, rozdziat XV.)

KONIEC TOMU PIERWSZEGO.



ZNACZNIEJSZE OMYLKI

Wykaz ten rozpoczniemy uwaga, iz w pierwszej potowie tomu, a mianowicie
od strony 60 do strony 304, napotykamy czesto galikanizm, ktéry jednak, jako
nieutrudniajacy zrozumienia przedmiotu, a jedynie pod wzgledem gramatykat-
nym btedny, wystarczy kilkoma wskaza¢ przyktadami, aby nan zwréci¢ uwage

czytelnika. | tak :

Str. Wiersz
68 5
69 19
81 15

potegi ubywajace b.

Str.

o

12
19
38
42
52
55
58
64
77
95
106
138
183
197
201
216

INNE WAZNIEJSZE OMYLKI S4 :

Wiersz
22

itop.,

W og6le wyrazenia takie jak warto$¢ z x,
(pochodzace z francuzkiego de X,

Zamiast

z x
zQ

z mijak z n
it p.

potegi ubywajace z 6,

DRUKU.

Czytaj
X

na 0
na m jak na n

de b), nalezy zastapi¢ przez : warto$¢ na

Zamiast
osiggnienia
jarzacy
uo
ieloczyn
miejscu
prpywigzany
jednomian
Mnozebnosci
dzielna.
beda,
definicye
praga
gdy sie
jedne
meszczyzni
powierzchnie
wody wina
pierwsza

Czytaj
osiggniecia
jarzecy
do
wieloczyn
miejsce
przywiazany
jednomiany
Mozebnosci
dzielnik.
bedzie,
defmicya
pocigga
gdy
jedna
meszczyzn ¢
powierzchnig
wody i wina
pierwsza

itd
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479

485
502

dodatekdozNACZNIEISZychOMYEeK DRUKU.

Wiersz

111 12
13
9
10
6
20
23
7
18
6
7

5

Zamiast Czytaj
dwoma dwiema
dwoma dwiema
zréwnania zréwnanie
w klérém w ktérych
3 253
ua na
majacy majaca
poniew poniewaz
kad zkad
rownemi sg rownemi

to jest wyrazy na cril,

w zréwnaniu

i w kilku innych miejscach

15
18.
20
16
12
17
16
9
6
3 od dohi
21
24
1 od dotu
18
6
7
4 od dotu

10

2 od dotu
12
1 od dotu
4 od dotu
1
12
13

to jest wyrazy na cc-,

wyrazy na Xy.
w zréwnanie

przybiera przybiorg
sprowadzac sprawdzac
dtogosc dtugosé
plasnienie plasniecie
dtugoscé dtugosci
w 0 w 0, a
ek koniec tek koniec
ego jego
staje staje sie
dwoma zmiennem dwiema zmiennemi
Ta ta
est jest
sposob w sposéb
wzorze wzor
miedzy dwa miedzy kazde dwa
jest to jest
jes jest
a ktoéra ta ktora

warstwa ktéraby lezata
bezposrednio nad war-

warstwa gorna,

stwg gorna
dwoma wyrazami dwa wyrazy
nastepujacemi nastepujace
mianownik mnoznik
tyfre cyfra
wiekszaj ak wiekszg jak
wtedy wtedy :
odjemnemi; odjemnemi.
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Str. Wiersz Zamiast Czytaj
61 21
87 15
m 16
1(;8 10
115 8
218 19
264 15
279 17
281 17
294 18
296 17
297 6
303 1z dotu
308 5
311 16
3;19 17
353 11
353 1z dotu
363 1z dotu
36Zj h z dotu
370 13
370 3 z dotu
372 1z dotu
376 2
393 17
401 8
412 24
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ZI39
Zi59

569

569

575
580

599
626
631
633

DODATEK DO ZNACZNIEJSZYCH OMYLEK DRUKU.

Wiersz
15

2 z dotu
6

1z dotu

18
13

16

15

10
6 z dotu

19
2 z dotu
6i5
18

Zamiast

na prawo

0 worazach

Czytaj

na prawo,
L

o wyrazacli



TYMZE SAMYM NAKLADEM WYSZtY

W DZIEDZINIE MATYMATYRI :

1. NORZEWSKI L\OCH. Nomelle  theorie des proportions et progressions har-
monigues  avec ses applications u la geometrie.  Paris, 1852, in-8°, avec
plauches (wyczerpane).

N

. G. Il. NIEWEGLOWSKI, professor analizy w Szkole wyzsz¢j Polskiej Montpar-
nasse, egzaminator matematyki w liceum Swietego Ludwika. Arytmetyka
z teoryg przyblizeri  liczebnych i t. d. (Kurs zupeiny, zawierajacy dziatania
skrdcone, btedy samoistne i wzgledne ; noty dotyczace whasnosci liczb, wiele

rozwigzanych zagadnien i¢wiczenia), in-S®, stron 352. Paryz, 1866. Cenal tal.
10 srg.

3. — Geometryi cze$¢ |. Geometry a ptaska, (wydanie drugie) w Paryzu, 1868r.,
stron Zi36, in-8°, figury w tek$cie. Cena 1 talar 10 srg.

=

Geometnji  cze$¢ | i Il, kurs zupetny, drugie wydanie catkiem przero-
bione, zawierajace cata geometryg starozytnych i metody geometryi nowo-
czesnej (pierwsze wydanie z 1852 roku). Paryz, 1868, in-8°, stron VI i 778.
Cena 2 tai. 20 srg.

5. Trygonometrya prostolinijna i sferyczna z teoryg ilosci urojonych
z notarrii. Paryz, 1870 roku, in-8", stron xv 1407. Cena 1 tal. 15 srg.

6. Zasady rachunku  rézniczkowego i catkowego z zastosowaniami, wytozyt
W. FOLKIERSKI, inzynier cyw, b. uczeri Szkoty Politechnicznej w Karlsruhe,
licencyat n. m. P. F. Sorbony, Professor mechaniki w Szkole Wyzsz¢j Przy-
gotowawczej w Paryzu, tom |, zawierajacy rachunek rézniczkowy, oraz do-
datek Witadystawa Trzaski o wyznacznikacli. Paryz, 1870, in-8°, str. XLIII
i 1087,figur w tekscie 136. Cena 3 tal. 10 srg.

7. Pamietnik  Toicarzystwa Nauk Scistych w Paryzu, lom\{G\()Vin® artykuty
przez pp. Frankego, Gosiewskiego,Sagajte, Trzaske, Zmurke). Paryz, 1871,
in-Zi"", stron 186, figur 5. Cena 2 tal.

8. Pamietnik Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu, tom Il (Artykuly
pp. Gosiewskiego, Kucharzewskiego, Sagajly, Trzaski i Zaliniskiego). Paryz,

1872, stron 240, figur 8. Cena 2 tat. (Obydwa tomy razem oprawne
3tal. 22 srg. 6 fen.).

NA CZTEI\EGHSETN4 BOCZNICE URODZIN KOPERNIKA 19 LUTEGO
1873 ROKU WYSZtY NASTEPUJACE DZIELA

9. Wyktad  Hydrauliki wraz z teorya machin wodnych, poprzedzony wia-
domos$ciami wstepnemi z hydrostatyki i hydrodynamiki, przez pp. FELIKSA
KUCHARZEWSKIEGO i Wt. KLUGERA (Inzynieréw dyplomowanych szkoty Droég
i Mostéw w Paryzu). Paryz, 1873, str, LVIi 1019. Figur w tekscie 110, opra-
wa angielska. Cena 20 fr.



10. Zasad]! Rachunku  rézniczkowego i catkowego, przez WLADYSEAWA Foi.-
KIERSKIEGO, statego Sekretarza i Wice-prezesa Towarzystwa Nauk Scistych,
tom Il. Rachunek Catkotmj.  Cze$¢ pierwsza : Catkowanie roézniczek i t d.
Paryz, 1873, stron xvj i 7ZiO, figur 76, oprawa angielska. Cena 12 frankoéw.

11. Wyklad  mechaniki czasteczkowej (molekularn¢j) przez WLADYSEAWA
GOSIEWSKIEGO, prof. Fizyki matematycznej. Tomu Ig", Czesci rézniczkowej
zeszyt pierwszy, Paryz, 1873, stron 176. Cena fr. Z(

12. Pamigtnik Towarzystwa Nauk Scistych w raryzu, tom IlI, zawierajacy
prace pp. W. Foikierskiego, Klugera , / Kucharzewskiego , Dolinskiego,
Gosiew.skiego i Martynowskeigo. Paryz, 1853, str. VII i 358, figur 96.
Cena fr. 12.

13. Mechanika Rozumowa  przez G. H. NIEWEGLOWSKIEGO, dwa tomy. Tom |
Statyka. Paryz, 1873. 1In-8°, stron 512, z figurami, cena fr. 10.

ili. Wyktad  zupetny  Algebry, przez ADOLFA SAGAWL? w czterech tomach.
Tom 1 : Poczatki Algebry. Paryz, 1873, in-8°, stron 632 z figurami.
Cena 5 fr. 50 c.

15. Bibliografia Pi$miennictwa Polskiego  z dzialu  Matematyki i Fizyki
oraz ich zastosowan, przez Dr. TEOFILA ZEBP.AWSKIEGO, Czton. Akad. Kra-
kowskiej. Krakéw, 1873, in-8®, stron 617 z h taljlicami. Cena 3 tal.

W ROKU 1873 i 74 DRUKOWAC SIE BED” :

16. Wyklad mechaniki  czasteczkowej ~ WEADYSEAWA GOSIEWSKIEGO, professora
Fizyki matematycznej, tomu 1?° czesci R6zniczkowej zeszyt drugi.

17. ADOLF SAGAXO, professor Matematyki : Algebnj tom Il o Wyznacz-
nikach, in-8°.

18. — Geometrya Analityczna, w trzech tomach, \n-U°, Tom I.

19. Zasady Rachunku  Rézniczkowego i Catkowego, tom III. Catkowanie
réwnan  rézniczkowych, przez WEADYSEAWA FOLKIERSKIEGO. Wice-Prezesa
i statego sekretarza Tow. Nauk Scistych, ia-S".

20. Mechaniki Rozumoivej G. Il. NIEWEGLOWSKIEGO tom Il : Dynamika,
in-S".

21. Pamietnika  Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu, Tom IV.

Zarzad Biblioteki Kdrnickiej czuje potrzebe wyrazi¢ zal swdj, ze byt znm-
szonym znacznie podnies¢ cene ostatnich naktadéw. Ma to miejsce szczeg6lniej
w dzietach matematycznych, drukowanych w Paryzu, gdzie papier nowym
obtozony podatkiem, podwyzszone taryfy drukarskie i niestychane trudnosci
korekty wptynety tak niekorzystnie na koszta druku, iz nawet podniesione ceny
0 wiele jeszcze pokry¢ ich nie moga.



Dotychczas nizej wymienione ksiegarnie zgtosity sie L obietnicy
sprzedawania po stalych cenach wszystkicli naktadéw Biblioteki
Kérnickiej i odbieraja je wprost od Zarzadu zaraz po wykoniczeniu

kazdego tomu.

w WARSZA  WIE, pp. GEBETHNER i WOLFF.
Michal GLUCKSBERG.
J. J. ORONSKI.
Maurycy ORGELBRAND.

SONNEWALD.

w KRAKOWIE, » Jozef czEecH.
D. E. FRIEDLEIN (Rynek, 11).
Fr.TRzECIESKI (ksiegarnia wydawnictwa dziet
tanich i pozytecznych).
NOWOLECKL
we LWOWIE, ) A. D. BarTOoszewicz (ksiegarnia Polska- ulica
Kopernika 1. 12).
GUBRYNOWICZ i SCHMIDT.
MILIKOWSRI.
F. H. RICHTER.

Karol wiLbp. *

tu POZNAMU, » Ww. E. czapiNskl (ksiegarnia P. H. Richtera).
» Mieczystaw LEITGEBER | SPOLKA.

J. K. ZUPANSKI.

w SREMIh\ K. GASIOROWSKI.

IV TORUNIU, ) F. T. RAKOWICZ.

ID DREZNIE, » 1. 1. KRASZEWSKI.

7v BERLINIE, » K. Bock (ksiegarnia Behra, wulica pod Li-
pami, 27).

>0 PARYZU, Ksiegarnia Luksemburska, 16, ruc de Tournon.

Z zamdwieniami zgtasza¢ sie nalezy do Zarzadu Biblioteki Kor-
nickiej, pod adressem : Dr. Z. Celichowski w Kérniku (W. Ks. Po-

znanskie).

Paryi. — Dinkarnia E. M-"RTINKT, rue Mignon, i.
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