O liczbach pitagorejskich w wyktadzie szkolnym.

§ 1. Algiebra elementarna w pierwszych latach nauczania zazwyczaj
wydaje sie uczniom naukg nawskro$ formalng i malo uzyteczng. Dziatania
na wyrazeniach wymiernych sprowadzajg sie w umysle zdolniejszych nawet
uczniéw do mechanicznego stosowania pewnej ilosci wyuczonych regut; ucznio-
wie nie maja zwykle pojecia, do czego to wszystko przyda¢ sie moze. Wiek-
szo$¢ wprawdzie wcale sobie tego pytania nie zadaje, bo przyzwyczajona
w klasach nizszych do uczenia sie dla otrzymania dobrego stopnia, sgdzi za-
pewne, ze taki jest cel wszelkiego nauczania i uczy sie niezle, podczas gdy
uczniowie zdolniejsi, 0 wiecej tworczym usposobieniu umystu uwazajg poczatki
algiebry za jedna z plag trapiacych miodziez szkolng. Dopiero w ustawianiu
rownan, a zwilaszcza w dyskusji réwnan moga sie uwydatni¢ i rozwingé¢ wro-
dzone, a niewydobyte dotad na jaw zdolnosci analityczne umystow; niestety,
stabe opanowanie praktyczne dziatan algiebraicznych nieraz jest zbyt wielka
przeszkoda w poOzniejszej pracy osobistej ucznia; rzadko ktéry ma dos¢ wy-
trwatosci, aby powrdéci¢ do znienawidzonych poczatkéw. Jakiz jest sposéb na-
prawienia tych tak nienormalnych, a bardzo niestety powszechnych objawdw,
w jaki sposéb obudzi¢ zainteresowanie uczniéw nauka algiebry od samych
niemal jej poczatkéw?

Dwojakg na to pytanie otrzymujemy zwykle odpowiedz. Jedni zalecajg
wielkg scistos¢ w podawaniu dowodéw i formutowaniu okresleri, drudzy uta-
twi¢ i ozywi¢ chcg nauke przez gieometryczne analogje. Obydwa te Srodki
nalezy jednak stosowac¢ z wielkg ostroznoscia. Scistos¢ powinna wynika¢ z po-
trzeby, nigdy za$ nie powinna by¢ kunsztem nieuzytecznym; Scistos¢ jest po-
trzebna przedewszystkim tam, gdzie umyst nie ma jasnego przeswiadczenia
o0 prawdzie i zapomocg logiki musi jg udowodni¢, gdzie moze by¢ dyskusja,
t. J. gdzie mozna od zdrowego rozsadku ucznia oczekiwaé zaprzeczen albo
przynajmniej watpliwosci. W miare postepdw nauczania potrzeba Scistosci
wzrasta¢ powinna, bo umyst ucznia przejmowac sie bedzie stopniowo duchem
analizy. Ale tej potrzeby ScistoSci nauczyciel w uczniu nie zastaje, — jego
gtdbwnym zadaniem jest wiasnie te potrzebe rozbudzi¢; Jedyna drogg do te-
go celu jest nakkanianie ucznia do badania coraz to wigcej oderwanych za-
gadnien matematycznych. Co do analogji gieometrycznych, to mysle, ze
w poczgtkach nauczania algiebry niewielki mogg one da¢ pozytek, bo punk-
tem wyjscia analizy musi by¢ pojecie liczby catkowitej, podczas gdy pojecie
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to obcym jest najzupetniej okresleniu i naturze utworéw gieometrycznych, tak
ze dopiero przez wprowadzenie liczb niewymiernych moze by¢ stworzona do-
skonata odpowiednio$¢ analizy i gieometriji.

Dochodze zatym do wniosku, ze niezmiernie pozadanym jest wprowadzic¢
do nauczania algiebry osobiste poszukiwania matematyczne uczniéw. Wydaje
mi sie, ze najlepszym ozywieniem oschtych nieco poczatkéw algiebry jest za-
stosowanie poteznych jej metod rachunku do zagadnieh teorji liczb, ktérej
wogoble zbyt mato poswieca sie miejsca w programach szkolnych. Uwazam
zresztg za rzecz uzyteczng i naturalng, aby algiebra z poczatku wydawala sie
uczniowi kontynuacjg arytmetyki.

Na tak postawione zadanie moznaby ustysze¢ zarzut, ze nie jest rzecza
mozliwg, albo przynajmniej tatwa, znalezé taki temat, ktoéryby, traktowany
$rodkami elementarnemi, mégt doprowadzi¢ ucznia do ciekawych wynikow,
nawet przy pomocy nauczyciela. Nie sadze, aby tak bylo. Na dowdd tego
pragne naszkicowa¢ monograficzne rozwiniecie jednego z takich tematéw, mia-
nowicie zagadnienia t. zw. liczb pitagorejskich. Chociaz punktem wyjscia jest
postep arytmetyczny (ciag liczb nieparzystych), ale sgdze mimo to, ze wiek-
szo$¢ ponizszych rozwazan jest zupetlnie dostepna dla poczatkujacych, a na-
wet przekonany jestem, ze przy umiejetnym Kierownictwie nauczyciela, znacz-
na cze$¢ wynikdw moze by¢ znaleziona wilasng pracg ucznidw.

§ 2. Liczba parzysta nazywa si¢ liczba podzielna przez 2, lub inaczej
modwiac, liczba, skladajgca sie z dwuch réwnych liczb: n+n=2n. Liczbg nie-
parzystg nazywa sie kazda inna liczba catkowita. Liczba nieparzysta nie dzieli
sie zatym przez 2, t. j. przy dzieleniu przez 2 daje reszte 1. Mozemy wiec
powiedzie¢, ze liczba nieparzysta = parzystej + 1 =2n + 1 = (n+1) + n,
albo stowami: liczba nieparzysta jest suma dwuch liczb ko-
lejnych.

Poniewaz liczba nie zmienia sie. gdy ja pomnozy¢ przez 1, wiec liczba
nieparzysta, czyli suma dwuch liczb kolejnych nie zmieni sie, gdy ja pomno-
zymy przez rOznice tych samych dwuch liczb kolejnych, réwng jednosci. Ale
iloczyn sumy dwuch liczb przez réznice tych samych liczb réwna sie réznicy
ich kwadratéw, mamy wiec

Twierdzenie |. Kazda liczba nieparzysta jest réznicg kwadratéw dwuch
liczb kolejnych.

Twierdzenie to sprawdza sie zreszta za pomocg tozsamosci:

(N+1)2-N2=2NF L., @

Zastosujmy to twierdzenie do p pierwszych liczb nieparzystych, t.j. po-
t6zmy w rownosci (1) zamiast n kolejno liczby 0, 1, 2,...p-1

tatwo spostrzec, ze jezeli dodamy wszystkie te rownosci, otrzymamy:
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Twierdzenie Il. Kwadrat kazdej liczby catkowitej p jest sumg p pierw-
szych liczb nieparzystych.

§ 3. Liczbami pitagorejskiemi nazywaja sie ukitady 3 liczb catkowitych,
ktorych kwadraty majg te wilasnos$é, ze suma dwuch mniejszych rdéwna sie
trzeciemu najwiekszemu. Zagadnienie pitagorejskie polega na zna-
lezieniu sposobu ogdlnego dla tworzenia tych liczh. W jezyku gieometrycznym
zagadnienie pitagorejskie brzmi: Znalez¢ 3 liczby catkowite, ktore
moglyby by¢ miarami bokéw tréjkata prostokatnego. Z twier-
dzenia Il wynika fatwy sposob rozwigzania zagadnienia pitagorejskiego.

W samej rzeczy, napiszmy ciag liczb nieparzystych

Na mocy twierdzenia Il suma ilukolwiek pierwszych kolejnych liczb tego cia-
gu jest kwadratem. Jezeli wiec miedzy liczbami ciggu spostrzezemy jaki
kwadrat (a bedg tam kwadraty wszystkich liczb nieparzystych) np. 9, to su-
ma wszystkich liczb nieparzystych mniejszych od 9 jest kwadratem i suma
tych liczb wiecej 9 jest tez kwadratem:

Mamy zatym tozsamosc:

Drugi przykitad:

Tym sposobem znajdziemy wszystkie liczby pitagorejskie, z ktérych dwie naj-
wieksze roéznig sie o jedno$¢. Oto nastepujace ukiady tego typu (typ I):

§ 4. Drugi typ ukfadéw pitagorejskich otrzymamy, poszukujgc wszyst-
kich kwadratéw, ktore bylyby suma dwuch liczb nieparzystych kolejnych.
Poniewaz suma dwuch liczb nieparzystych jest parzysta, wiec bedg to oczy-
wiscie kwadraty liczb parzystych. tatwo okaza¢, ze wszystkie kwadraty liczb
parzystych dadzg sie przedstawi¢ jako suma dwuch liczb nieparzystych kolejnych.
W samej rzeczy, kwadrat liczby parzystej jest podzielny przez 4, mozna go
zatym przedstawi¢ jako sume dwuch liczb parzystych réwnych. Odejmujac
od jednej jednos¢ i dodajgc do drugiej jednos¢, otrzymamy dwie liczby nie-
parzyste sasiednie. | tak
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Jezeli teraz z posréd liczb ciggu (3) weZmiemy pod uwage dwie liczby
sgsiednie, ktérych suma jest kwadratem, np. 7 i 9, to suma wszystkich liczb
nieparzystych mniejszych od 7 jest kwadratem, i suma tych liczb zwiekszona
0 7+9 jest tez kwadratem

Mamy zatym tozsamosé:

W ten spos6b znajdziemy wszystkio liczby pitagorejskie takie, ze naj-
wigksza rozni sie od jednej z mniejszych o 2. Nastepne ukiady tego typu
beda

tatwo zauwazyé, ze niektére ukiady tego typu pochodzg od podwojenia
liczb ukladu pierwszego typu. | tak (8, 6, 10) pochodzi od (4, 3, 5), liczby
(24, 10, 26) pochodzg od liczb (12, 5, 13) i t. d. Tych ukfadéw pochodnych
mozna nie uwaza¢ za nowe rozwigzania, gdyz jezeli liczby a, b i ¢ sprawdza-
ja rownos¢ a2+b2=c2, to oczywiscie ma, mb, i mc sprawdza¢ beda réwnosé
(ma)2-+(mb)2=(mc)2.

Juz z tego, co wyzej powiedziano wynika: 1) uktadéw pitagorejskich jest
nieskonczenie wiele i 2) kazda liczba catkowita moze byé przyprostokatng trojkata
pitagorejskiego.

§ 5. Do trzeciego typu ukladéw pitagorejskich zaliczamy te ukiady,
w ktorych roznica najwiekszej liczby i jednej z mniejszych réwna sie 3.
Wszystkie uktady tego typu znajdziemy, poszukujac wszystkich kwadratow,
ktére dalyby sie przedstawi¢ jako suma trzech liczb nieparzystych. Beda to
oczywiscie kwadraty liczb nieparzystych, bo suma trzech liczb nieparzystych
jest zawsze nieparzysta. Powtore, bedg to kwadraty liczb podzielnych przez
3, bo suma trzech liczb nieparzystych sasiednich daje sie przedstawi¢ w po-
staci sumy trzech liczb réwnych przez odjecie 2 od najwiekszej i dodanie 2
do najmniejszej. | nawzajem, kwadrat kazdej liczby nieparzystej, podzielnej
przez 3, jest sumg trzech liczb nieparzystych sasiednich. | tak
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Kazdemu kwadratowi tego typu (oprocz 32) odpowiada uktad pitagorej-
ski. Tak np. z tozsamosci

wynika uktad: Nastepne uktady typu Il bedg

Widzimy ze uklady te pochodza od ukladdéw typu |, przez pomnozenie
ich przez 3. Mozna tatwo okazaé, ze wszystkie uktady typu Il pochodzg od
uktadéw typu | i nalezatoby uczniéw do podania dowodu zachecié.

§ 6. W podobny spos6b mozna iS¢ dalej, t. j. szuka¢ kwadratow, Kkto-
re sg sumg czterech parzystych skladnikéw, pieciu nieparzystych, szesciu pa-
rzystych i t d. To nas prowadzi do nastepujgcego zagadnienia:

llu sposobami dana liczba moze by¢ przyprostokatna trojkata pitagorejskiego?

Na to odpowiedZ bedzie bardzo prosta. Dana liczba moze by¢ miarg
przyprostokatnej w tylu tréjkatach pitagorejskich, ilu sposobami moze jej
kwadrat by¢é sumag parzystej liczby parzystych, lub nieparzystej liczby nie-
parzystych réwnych skitadnikéw, nie liczac sumy n sktadnikéw, z ktérych kaz-
dy=n. Innemi stowy: w tylu tréjkatach, ilu sposobami kwadrat liczby moze
by¢ iloczynem dwuch nieréwnych parzystych lub dwuch nieréwnych nieparzy-
stych czynnikéw. Stad wynika zaraz wniosek:

Liczba pierwsza moze byé miarg przyprostokatnej tylko w jednym tréjkacie
pitagorejskim.

Co do innych liczb, to znajdzmy np. w ilu tréjkatach pitagorejskich
wchodzi liczba 12.

Zatym w 4 trOjkatach. Znajdujemy je w sposéb nastepujacy:

Podobniez znajdziemy, ze liczba 15 moze by¢ przyprostokatng w 4 troj-
katach na zasadzie rozkiadu:

Oto one:

Aby poda¢ wzér na ilos¢ odnosnych trojkatow pitagorejskich, przypus¢my, ze
dana liczba n ma m czynnikdw pierwszych: al, a2, ..am, z ktérych pierwszy powtarza
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sie ol razy, drugi al razy,.. m-ty am razy i przypusémy najpierw, ze n jest nieparzy-
stg liczbg. Niech zatym

_ katwo spostrzec, ze iloS¢ sposobow roztozenia liczby n2 na dwa czynniki (wia-
czajgc rozklad n2) bedzie potowe iloSci wyrazéw rozwiniecia iloczynu

_ Poniewaz odrzucamy rozktad na_czynniki réwne, wiec szukana iloS¢ sposobow
bedzie potowg o jednos¢ zmniejszonej ilosci wyrazéw rozwiniecia iloczynu P, czyli

Tak np. znajdzmy, w ilu trojkatach liczba 4725 jest przyprostokatng

Jezeli teraz liczba n jest parzysta, to n? mozna przedstawi¢ w formie

gdzie nl2 jest kwadratem liczby nieparzystej. ) ) )
Ho$¢ sposobow, ktoremi™ mozna roztozy¢ liczbe nieparzysta nl2 na 2 nieréwne
czynniki jest

Z kazdego rozkiadu liczby nl2 otrzymamy 2(-1 rozktadéw liczby n? na 2 czyn-
niki parzyste, mnozac pierwszy z dwuch nieréwnych nieparzystych czynnikéw przez

2, 22,..22B-1, a drugi odpowiednio przez ..22, 2. Oprocz tego z 2

czynnikéw nieparzystych réwnych powstanie p—! rozktadéw na dwa czynniki parzy-
sté nierdwne, tak ze ostatecznie

Tak np. liczba

Zatym liczba 360 jest przyprostokatng w 37 tréjkatach pitagorejskich,

§ 7. Zanim zwr6cimy sie do zagadnienia, jaka liczba moze byé miarg
przeciwprostokatnej i ilu moze sie to sta¢ sposobami, trzeba niektérym wyni-
kom naszym nada¢ forme S$cislejsza.

Kazdy kwadrat, jak to widzieliSmy na licznych przyktadach, mozna
przedstawi¢, jako sume liczb nieparzystych kolejnych. W samej rzeczy niech
n2=ab, gdzie a=>b; wtedy, jezeli n jest liczba nieparzysta, mamy
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Jezeli za$ n jest liczbg parzystag

Aby utworzy¢ odpowiedni trojkat pitagorejski, piszemy sume ciggu liczb
nieparzystych az do liczby a+b—! wigcznie i dzielimy te sume na dwie sumy
czastkowe, z ktérych jedna obejmuje wszystkie liczby nieparzyste mniejsze
od a-b+1, druga za$ liczby ciggu poczawszy od a-b+1

Mamy wtedy tozsamosc

Wszystkie trzy sumy sg kwadratami. Sumujac je wedtug twierdzenia Il,
marny

Z tego wzoru wyprowadzamy odrazu znany nam wniosek, ze dana licz-
ba moze by¢ tylu sposobami przyprostokatng, ilu sposobami mozna jej kwa-
drat n2 przedstawi¢, jako iloczyn dwuch czynnikéw ab obu nieparzystych lub
obu parzystych i przytym sobie nieréwnych. Lecz dyskusja wzoru (6) daje
nam jeszcze inne wnioski.

Jezeli a i b majg (oprdcz liczby 2) wspdlny dzielnik, to odpowiedni troj-
kat pitagorejski bedzie pochodnym, bo a—b oraz a-+b bedg mialy ten sam
dzielnik. Jezeli pochodnych tréjkatéw nie uwazamy za odrebne rozwigzania
zagadnienia pitagorejskiego, to trzeba zazada¢, aby we wzorze (6) a i b albo
byly pierwsze ze soba, albo miaty jedyny spélny dzielnik 2. Ale jezeli aib
sg pierwsze ze sobg, to muszg by¢ kwadratami, bo ich iloczyn jest kwadra-
tem,— jezeli za$ majg jedyny spdllny dzielnik 2, to muszg byé podwojone-
mi kwadratami. Mozemy wiec potozy¢

Wtedy wz6r (6) bierze postaé

albo

gdzie m i n sg to liczby nieparzyste.

tatwo sie przekonaé, ze wzér (6a) sprowadza sie do wzoru (6b). Wy-
starcza w tym celu parzystg liczcbe m-+n oznaczy¢ przep 2p i parzystg licz-
be m—n przez 2q, t. j. potozy¢ we wzorze (6a)

Otrzymamy wtedy po dokonaniu uproszczen:

wzér, ktory nie rézni sie od wzoru (6b). Mozemy teraz Scisle sformutowad
rozwigzanie zagadnienia pitagorejskiego:
Aby trzy liczby a b i ¢ czynity zado$¢ réwnaniu
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potrzeba i wystarcza, aby liczby te mialy ksztatt

§ 8. Jezeli trdjkatéw pochodnych nie uwaza¢ za odrebne rozwigzania
zagadnienia pitagorejskiego, to z trzeciego ze wzordéw (8) wynika, ze aby
liczba dana mogta by¢ przeciwprostokgtng w trojkacie pitagorejskim, musi
ona by¢ sumg dwuch pierwszych ze sobg kwadratéw, z ktérych jeden jest
liczbg parzysta. Nasuwa sie pytanie, czy istniejg liczby, ktére sg przeciw-
prostokagtnemi w kilku tréjkatach, t. j. czy sa kwadraty, ktére kilku sposo-
bami moga by¢ suma dwuch kwadratow? Na to pytanie odpowiemy twier-
dzaco. W samej rzeczy, aby to bylo mozliwe, potrzeba i wystarcza, aby
istniala taka liczba c, ktéra bylaby kilku sposobami sumg dwuch kwadratéw,
t. j. aby byla mozliwg réwnosé

Ot6z ta ostatnia rownos$¢ jest mozliwa. Jezeli bowiem za d obierzemy
iloczyn Kkilku czynnikéw pierwszych, miedzy ktoremi albo niema dwaojki, albo
wchodzi ona kilkakrotnie, to, jak widzieliSmy, mozna liczbe d przedstawic
kilku sposobami jako sume liczb nieparzystych sasiednich; tyluz sposobami d
bedzie réznicg dwuch kwadratow. Wezmy np. d=3.5, Liczba ta moze dwo-
ma sposobami byé réznicag dwuch kwadratéw

Zatym liczba 65 moze by¢ przeciwprostokatng w dwuch tréjkatach pita-
gorejskich

§ 9. Skoro juz wiemy, ze istniejg liczby, ktére mogg by¢ w dwuch
tréjkatach przeciwprostokatnemi, to wypada zbada¢ z kolei, jakie to sg licz-
by. Powiadam, ze sg to liczby, ktorych czynniki pierwsze sg sumami nier6-
wnych kwadratow, Tak np. liczba 65 dlatego jest w dwuch trétkatach prze-
ciwprostokatna, ze jest iloczynem 5 przez 13, a obie te liczby sg suma-
mi dwuch kwadratow. Dowodem tego sg nastepujace réwnosci, znane po-
wszechnie pod nazwg tozsamosci Lagrange'a

Ktadac np. w tych réwnosciach a=2, b=1, al=3, bl=2, otrzymamy:
65=82+12 i 65=42+72

Wszakze, jezeli a=al i b=bl, t j. jezeli dana liczba jest kwadratem
sumy dwuch kwadratéw, to tylko druga tozsamos$¢ daje rozktad na sume
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dwuch kwadratow, co juz zresztg wiemy z tozsamosci (7). Nic nie stoi na
przeszkodzie, aby a=h lub tez al=bl (byleby nie jednoczes$nie), wtedy je-
dnak z obu tozsamosci otrzymujemy ten sam rozkikad. W szczegolnosci, je-
zeli a=b=1, mamy wniosek:

Podwojona suma dwuch pierwszych ze sobag kwadratéw,
z ktérychjedenjest liczbg parzysta, jest tez sumg dwuch pierw-
szych ze soba kwadratow.

Jezeli dana liczba jest iloczynem trzech nieréwnych pierwszych liczb
c=afy, z ktérych kazda jest sumg dwuch kwadratéw, to mozna jg czterema
sposobami przedstawi¢ jako sume dwuch pierwszych ze sobg kwadratow.
W samej rzeczy liczba c'=a3 moze by¢ dwoma sposobami suma dwuch kwa-
dratéw, a kazda z tych sum pomnozona przez y daje dwa rozkkady liczby c. Np.

Zatym liczba 1105 moze by¢é miarg przeciwprostokatnej w czterech troj-
kagtach pitagorejskich, nie liczac pochodnych.

Wogdle jezeli liczba jest iloczynem m nieréwnych pierwszych liczb,
z ktorych kazda jest sumg dwuch kwadratéw, to moze ona by¢ miara prze-
ciwprostokagtnej w 2m-! trojkatach pitagorejskich. nie liczac pochodnych.

Poniewaz kwadrat i wogole wszelka potega sumy dwuch nieréwnych
kwadratéw tylko na jeden sposob (jak sie o tem przekona¢ tatwo) moze byé
suma dwuch pierwszych ze sobg kwadratéw, wiec ilos¢ tréjkatow pitagorej-
skich (nie pochodnych) w ktérych dana liczba jest przeciwprostokatng, jest
niezalezna od wysokosci poteg jej czynnikdw pierwszych. Mamy wiec naste-
pujaca zasade. Jezeli dana liczba ma m odrebnych czynnikdw pierwszych
w jakichkolwiek zresztg potegach, a kazdy z tych czynnikéw jest suma dwuch
kwadratow, to ilos¢ trojkatéw pitagorejskich, w ktorych jest ona przeciwpro-
stokatna, jest 2m-1.

llos¢ tréjkatéow pochodnych daje sie z tatwoscia obliczyé, podobnie jak
w § 5; jest ona réwna ilosci iloczynéw, ktére mozna utworzy¢ z al czynnikéw
rownych al, o2 czynnikébw réwnych oa...am czynnikéw réwnych am po 1,2,...
...p—1, jezeli al+a2+ ... +am=p. Wyprowadzenie odpowiedniego wzoru nie
sprawia zadnych trudnosci.

Jezeli niektére czynniki pierwsze danej liczby nie sa sumami dwuch
kwadratow, lub jezeli liczba zawiera jako czynnik liczbe 2, to dana liczba
moze byC¢ przeciwprostokatng tylko w trdjkatach pochodnych.

§ 10. Z tozsamos$ci Lagrange'a (ktdrej zresztg szczeg6lnym przypadkiem
jest wzor (7)) wynika, jak widzieliSmy, pewien charakter zachowawczy liczb,
ktére sg sumg dwuch pierwszych ze sobg kwadratow. WidzieliSmy, ze przy
mnozeniu tych liczb przez siebie, przy ich potegowaniu, mnozeniu przez 2,
oraz, naturalnie, przy dziataniach odwrotnych do powyzszych, gdy sg one mo-
zliwe, otrzymujemy ciggle liczby tej samej natury. Ta bezwtadnos¢ formy
owych liczb powinna w wysokim stopniu zainteresowa¢ zdolniejszych uczniéw.

Na zakonczenie chce zastosowa¢ wzory (7) do nieco trudniejszego zada-
nia. Dowiode mianowicie, ze suma dwuch czwartych poteg nie moze by¢
czwartg potega t.j., ze liczby pitagorejskie nie mogg byé wszystkie jedno-
cze$nie kwadratami. Przypusémy zatym, ze mozliwym jest taki trojkat pita-
gorejski (P, Q, R), w ktérym wszystkie trzy boki sg kwadratami P=p2, Q=q2
R=r2. Nie zmniejszajgc ogdélnosci dowodu, mozemy zatozy¢, ze kazde dwie
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z trzech liczb p2, g2, r2 sa pierwsze ze sobg. Wtedy jedna z przyprosto-
katnych np. q2 musi by¢ liczbg parzysta, dwa inne boki p2 i r2 sa liczbami
nieparzystemi i majg ksztatt

Powiadam, ze m i n sg tez pierwsze ze sobg, bo gdyby mialy spolny
dzielnik a, to p i r mialyby tez ten dzielnik, a wiec nie bylyby pierwsze ze
sobg wbrew zatozeniu. W tréjkacie (11) albo m albo n musi by¢ liczba pa-
rzystg, ale m nie moze by¢ liczbg parzysta, bo jest przeciwprostokatng
w trojkacie (12), wiec z posrod czterech liczb r, p, m i n tylko n jest pa-
rzysta.

Z tréjkatow (11) i (12) wynika zatym, ze m, i n muszag mie¢ ksztatt

przytym znowu liczby a i b (wzgl. ¢ i d) muszg byC pierwsze ze sobg i nie
moga by¢ obie nieparzyste. Inaczej bowiem, gdyby np. a i b mialy spdélny
dzielnik B, to m i n mialyby go takze, nie bylyby wiec pierwsze ze soba.
Podobniez gdyby a i b obie byly nieparzyste, to liczby m i n bylyby obie pa-
rzyste. nie bylyby wiec pierwsze ze soba. Nie zmniejsze ogolnosci dowodu, jezeli
zatoze, ze jedna z dwuch liczb a i ¢ jest parzysta, a druga nieparzysta, bo
jakakolwiek jest liczba ¢, moge te z dwuch liczb a i b oznaczyé przez a,
ktora nie jest jednocze$nie z ¢ parzysta lub nieparzysta.
Rugujac m i n z réwnan (13), (14), (15) i (16) otrzymamy:

Z tych dwuch réwnan rugujac d, otrzymamy roéwnanie

Jeden z tych dwuch utamkéw albo oba mozna skrdci¢, zaleznie od tego,
czy ¢ ma spolny dzielnik z a lub z b, czy tez jeden dzielnik wspdlny z a,
a drugi z b. Gdyby c bylo pierwsze z a, to, na zasadzie (18), b musiatoby
by¢ podzielne przez ¢ i réwnos¢ (19) bylaby niemozliwa, gdyz lewa jej stro-
na>l, a prawa<l.

Gdyby c byto pierwsze z b, to na zasadzie (18) a byloby podzielne przez
¢, a wiec c>c, lewa strona réwnania (19) bylaby ujemna, a prawa dodatnia.

Gdyby wreszcie ¢ miato z a spllny dzielnik k, z b zas sp6lny dzielnik
I, t j. gdyby
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gdzie cl byloby pierwsze z al i c2 pierwsze z bl, to wtedy réwnos¢ (19)
miataby postac

Widoczne, ze drugi utamek jest nieskracalny. Co do pierwszego, to
zauwazmy, ze suma dwuch pierwszych ze sobg liczb moze z ich rdznicg
mie¢ jedyny spélny dzielnik 2 i to tylko wtedy, gdy obie liczby sg nieparzy-
ste. Liczby za$ cl2 i al2 nie sg obie nieparzyste, bo ich wielokrotnosci c?
i a2 z zalozenia nie byly obie nieparzyste.

Z rownosci dwuch nieskracalnych utamkéw (20) wynikajg rownania

Zauwazmy, ze liczby cl i al sa odpowiednio mniejsze od liczb m i n,
bo na mocy (16), (11) i (15)

Widzimy zatym, ze istnienie réwnosci (11) i (12) pocigga za soba istnie-
nie réownosci (21) i (22) tej samej co poprzednie formy, ale ktérych wyrazy
odpowiednie sg mniejsze od wyrazéw réwnosci (11) i (12). Istnienie réwno-
sci (21) i (22) pociggatoby za sobg istnienie innej réwnosci tej samej formy
0 wyrazach odpowiednio mniejszych od cl i al i t d. az do nieskonczonosci.
Ale jakkolwiek wielkie bytyby liczby m i n, istnieje zawsze tylko skonczo-
na ilos¢ liczb od nich mniejszych, réwnania (11) i (12) sg zatym niemozliwe,
a wiec niemozliwym jest takze, aby trzy liczby pitagorejskie byly jednocze-
$nie kwadratami c. b. d. o.

Moznaby jeszcze rozwija¢ w niejednym kierunku zastosowania wzoréw
(7), ale sadze, ze tego co powiedziano wystarcza, aby okazaé, jak bogaty ma-
terjat do C¢wiczen uczniowskich zawiera sie w skromnym zagadnieniu pitago-
rejskim.

t6dz. S. Garlicki.



